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Capitulo 1

Introduccion

Una particula que sc encuentra inicialmente atrapada en la regién de interaccion de
un potencial, puede cscapar de esta region por efecto tinel, si la energia de la particula
es menor al miximo del potencial. Este proceso se conoce como decaimiento cudntico.
Este trabajo cstd elaborado con base en un formalisimo desarrollado en afos recientes
por Gastén Garcia Calderdn [1] para el estudio del decaimiento, en el cual se considera
que el potencial tiene simnetrin esférica y es de aleance finito. Este formalismo nos da una
solucidn exacta al problema del decaimiento cudntico, obteniéndose la solucidn analitica
en la region interna del potencial W (7, ¢) a partir del estado inicial ¥(r, 0} como un desar-
rollo en los estados resonantes del sistema. Esto nos permite estudiar el comportamiento
cualitativo de las cantidades relevantes en el decaimiento, las cuales son: La probabilidad
de supervivencin S(t) que mide la probabilidad de que la particula se encuentre en el
estado cudntico inicial despuéds de un tiempo ¢ y la probabilidad de no escape P(£) que
mide la probabilidad de que la particula se encuentre dentro de la regién de interaccion del
potencial despuds de un tiempo ¢. Estas dos cantidades nos permiten estudiar las contribu-
ciones exponenciales y no-exponenciales al decaimiento cudntico como funcién del tiempo.

El propésito de este trabajo es investigar el efecto de estados iniciales de minima in-
certidumbre en la evolucion temporal del decaimiento. Para cllo consideramos nn modelo
simple (potencial delta repulsivo), que nos permite calcular en forma analitica la base de
estados resonantes {u,(r)} y el conjunto de eigenvalores complejos {E,} del sistema. Un
raso limite de este modelo es el problema de la eaja de potencial infinito, lo cual sugiere
estudiar la evolucidn temporal de estados iniciales correspondientes a los eigenestados de
la caja. Este problema ha sido ya considerado en la literatura (2] y un primer objetivo
de este trabajo cs reproducir los cdlculos correspondientes para S(t) y P(t), asi como
estudinr la densidad de probabilidad en la regién interna del potencial.




La motivacién para estudiar estados iniciales de minima incertidumbre, es la posibilidad
de investigar la evolucién temporal de estados localizados inicialmente en distintos lugares
de la regién interna, para energias cerca y fuera de resonancia. Otra motivacién para este
estudio es un trabajo realizado por Lenef y Rand [3] en 1994, en el cual encuentran usando
estados de minima incertiduinbre, que éstos ticnen un tiempo de vida media mayor que
estados que no lo son, dependiendo ésto de la posicién inicial y la energia del paquete.
Es por lo anterior que en particular nos interesa averiguar el efecto de la posicion del
estado inicial (cerea y lejos de la frontera del potencial) y considerar distintos valores de
la energia inicial.

El estudio que se presenta no pretende realizar una comparacién con el enfoque de Lenel
y Rand el cual privilegia el método WKDB y trata el continuo de forma aproximada, sino
mads bien utilizar directamente ¢l formalismo exacto propuesto por Garefa Calderén {1),;
para exaniinar este problema.

La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 2 s¢ desarrolla la solucidn al problema del decaimiento empleando el for-
malismo de estados resonantes, asi como las definiciones de las probabilidades de super-
vivencia y no escape, analizando las contribuciones exponenciales y no-exponenciales al
decaimiento cudntico.

En el capitulo 3 se propoue como modelo el potencial delta repulsivo, encontrando el
conjunto de estados resonantes del sistema, y se muestra el método de Newton-Raphson
para ¢l cilculo de los polos de la funcién de Green que corresponden a los eigenvalores
complejos de los estados resonantes.

En el capitulo 4 se estudia la evolucion temporal del decaimiento, tomando como estado
inicial un eigenestacdo de la caja de potencial, mostrando dos casos: el estado base y el
cuarto estado excitado.

El capitulo 5 conticne ¢l estudio de la evolucidn temporal de estados localizados que
son de minima incertidumbre, analizando dos casos: onda saliente y el estado gato de
Schrodinger.

En el capitulo 6 se discuten los resultados obtenidos en los ejemplos y las conclusiones.
En el apéndice A se da la definicién de la funcion M(y), su relacién de simetria en el plano
complejo y expansion asintética para y K 1y y > 1.

En cl apéndice B se muestran las propiedades de los estados resonantes y relaciones de
suma de los cocficientes involucrados en el cdlculo de las probabilidades.

En el apéndice C se muestra el desarrollo discreto de la funcion de Green de onda saliente
para la region interna del potencial.




Capitulo 2
-Formalismo
2.1, Solucyié‘ﬁ‘;:lé la ecuacién de Schriid'inger‘ como un

problema de ‘valores iniciales

Consldercmos la ecuacién dc Schridinger dependiente del tiempo

ad
{1-87 - 'H})\(r, £y =0, (2.1)
donde el hamiltoniano estd dado por H = —V2? 4+ V(r) en unidades i = 2m = 1. Para

"un potencial con simetria radial, es decir V(r) = V(r), la solucién de la ecuacién (2.1) se
puede desarrollar en ondas parciales

xr, = 3 10y, @), (22)

tm

donde Q2 denota el dngulo sélido.
Dada Ia condicién inicial x(r, 0), la solucién de la ecuacién (2.1) para t > 0 es [4]

x(r,t) = /g(r,r'; t)x(r', 0)dr' t>0, (2.3)

donde G(r,r';¢) es la funcién retardada de Green o propagador. Para el problema con
simetria radial sc tiene que dr’ = r2dr’dQY’ y el propagador en desarrollo de ondas parciales
es {4}

G(r,r'38) = z”“’ i)y ()Y ). (2.4)

mn




Sustltuycndo (24) yel desarrollo de ondas parcm]es de x(r 0) en (2.3) se tiene que

lm Im

x(r,) —ZZ / ﬂ(’»_fﬁq,,,(r o)Y,,,.(ﬂ)Y,:”(Q')Yy,,l:(Q')dr’dﬂ' >0 (2.8)

Usnndo ln propledad de ortogonulldnd de Ios armémcos esfencos se llegu a .

’ : or2
Por smlpllmdnd consnderarcmos I'=0 y escribiremos las funciones sin indices.
La ecuacnon dlferencml que satlsfnce el propagador para. t>0c¢s

t>0. (2.6)
v t> 0. (2.7
Esta satisface, laecu
v (2.8)
donde H escl orpgm'd'oi' ’
H=—-‘?—+v()+ = (2.9)

F) .
o {’a_z - “H}g(r,r t) =0, (2.10)
con la condicién inicial = gt
: g(r.r,O)—J(r—r) ; S (20))

Aplicando la transl’orumda. dc(‘Luplace a In variable ¢ de ln eciacién (2 10) y dcnotundo, '
por §(r,v';s) la tmnsformadu de g(r,r t) se tlenc S

: {w —H }5(1‘.*;{’3)
Identificando ]n vnrmbl(, s = —1L2 en'la’ ecuacxon (2 12), se obtxene ln I'uncxon de Green
de onda saliente conocndn en la htemtum como -

(2.12) .

G+, s L)_-u(r,r,-zm , - (2.13)

4




Im{k} I

L

Re{k}

Figura 2.1: Trayectoria de integracién C para el cdlculo de el propagador g(r,+';t).

La cual satisface la ecuacién

{k2 -~ H}G+(r, k) = 8(r - ), (2.14)

que corresponde a la ecuacién de Schirddinger independiente del tiempo. Esto es, se sim-
plifica la ccuacién parcial (2.10) de dos variables a una ecuacién ordinaria en la variable »
uinicamente. La solucién de (2.10) sc obtiene de aplicar la transformada inversa de Laplace,
la cual se expresa en términos de la funcién de Green de onda saliente como

o(rr's) = 5 [ WG (s )2k, (2.18)

donde la curva de integracién se muestra en la figura 2.1. Asf se tiene la solucién a la
ecuacién (2.8) comno

W, t) = f { /c e (r, Y k)2kdk}\ll(r’, 0)dr' £>0. (2.16)‘

2.2. Decaimiento

Una particula que se encuentra inicialmente dentro del alcance de un potencial puede
escapar de esta region, sf la energia de la particula es menor al méximo de la altura del
potencial por efecto tiinel. Este proceso se conoce como decaimiento cusntico y se pucede
modelar con un potencial de alcance finito (Fig. 2.2). El estudio que se presenta sobre el
decaimicnto, es con base ¢n el formalisino de estados resonantes del sistema, los cuales se




V(r)

Figura 2.2: Representacién csquém:'xticn del proceso de decaimiento, para un potencial radial de alcance
finito.

obtienen de forma natural al pedir la condicidn fisica de decaimiento.

Para mostrar la obtencién de dichos estados consideremos un potencial con simetria radial
y de interaccién finita, es decir V(r > a) = 0 como el mostrado cn la figura 2.2. Asi una
particula confinads dentro del rango de interaccién (0, a) podra escapar de ésta por efecto
tiinel, suponiendo que la energia inicial de la particula E = &2 es menor al médximo del
potencial. La ecuacién que satisface la funcién de onda es

2

%Z—\Il(r) + [k = V(@) = 0. (2.17)

Fuera del intervalo de interaccién, es decir ¥ > a, la ccuacién corresponde a la de la
particula libre, con solucién

W(r) = A(K)e*™ + B(k)e~™*" r > a. (2.18)

El primer y segundo término de la ecuacién (2.18) representan ondas divergentes y con-
vergentes respectivamente hacia el origen. Sin embargo, sabemos que ¢l proceso de de-
caimicento se describe en términos de ondas divergentes. Por lo que se tiene como condicién
fisica

A(k) #£0 B(k) =0, (2.19)

que nos lleva a una contradiccidn. Ya que si ¥(r) es solucién de (2.17) entonces ¥*(r)
también lo cs, siempre que se considere & real. Esto ¢s conocido en la literatura como
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Tirne Reversal Invariance, es decir, ¥(r) y ¥*(r) describen la misma situacion fisica del
sistema, debido a que el operador { Time-reversal) conmuta con el operador Hamiltoniano.
Asf el hecho de que B(k) — 0 implica que A(k) — 0, lo que contradice la condicién fisica
del decaimicento (2.19) si & es real.
El analisis anterior llevé a George Gamow [5] a considerar valores complejos de &, con
lo cual se satisface (2.19) para un conjunto de valores complejos {k,} y por ende para
valores complejos de la energia {£,} con E, = ¢, — il',/2. De lo anterior sc sigue que
[ (r )2 = [Pa(r))?e~"* Ja cual exhibe la ley de decaimicnto exponencial obtenida
experimentalmente en el decaimiento de ntcleos radiactivos.
Esto nos permite introducir la nocién de estados resonantes del sistema {u,,(r)}, los cuales
cumplen la ecuacion
2 .

Lelt) :::2(7) + (KL — V)ua(r) =0, (2.20)

con condiciones a la frontera d

1,(0) =0 up(r > a) = Ape™nT. (2.21)

La primer condicién es debida al hecho que la ecuacién (2.20) se cstablece para valores
r 2 0, por tratarse de una ecuacion radial, y la segunda establece la condicién de onda
saliente. Otra forma mds 1itil de eseribir ésta ¢s calcular la derivada logaritmica del estado
resonante fuera del rango de interaccién, por lo que la condicién de onda saliente se escribe
como

)| L ikuna). (2.22)

dr r=a

Este formalisino que se usa para el estudio del decaimiento. Lo que nos permite encon-
trar de forma exacta la solucién, usando la'idea particular de que los residuos de polos
complejos de la funcién saliente de Green estdn relacionados con los estados resonantes.

2.3. Determinacién de los residuos de los polos d,e" la-
funcién de Green

Mostraremos cémo calcular los residuos de los polos de la funcién de Green de onda
saliente G*(r, r'; k) para el problema del potencial con simetria radial de interaccién finita .
(Fig. 2.2). La funcién de Green asociada al Hamiltoniano H con momento angular [ =0
satisfncela ecuacién




‘7 a (r.r O - V(r)]G*‘(r,r k) = 8(r ~ 1), (2.23)

con las condlcnones dc front(.ru

G*(o ™ L) =0, ; (2.24)

-—G'*(r.r k) -ich*(r,r’;k). - (2.25)

La igualdad (2.25) es sélo la condlcmu de ondu saliente para valores r > a, lo que expresa
fisicamente que el sistema decac.

Bajo cl supuesto de que la funcién de Grecn tiene polos simples, podemos (.scnblr ésta
cerca del polo A, como

C’n(' r )

Gt k) = + x(r 1" k), } (2 26)

que ¢s s6lo el desarrollo en serie de Luurcut dc la funcién de Green de onda sahent.e en
una vecindad del polo &, y ¢l factor C,,(r, 7'} es el residuo del n-ésimo po]o Sustltuyendo
la expresién (2.26) en la ccuacién (2.23) tenemos .

Cu(rr r )

{2 = HYS200 4 (A7 — H)x(ry s K) = 6(r =), (227) A’

en donde hemos simplificado ln notacién del operador de (2.23). Sumnndo y restnndo el
término k2C,(r,7')/(k — k,) en la ccuacién anterior se obtlcnc e :

{k7 = }C"(T' " k% — HYx(r 7l k) + (K -+ k,.)C.,(r,r ) = 6(7‘ -7 ) '(2.28)
En el limite k — k&, Iu ecuncnon no debe presentar smguhm ades por lo que se txencn dos
expresiones :

& — HYO(rr) (2.20)

{kz—H}x(r,r k..)+2k C,‘(r.r' —5(r—r) - ‘ - (2.30)

Las condiciones de frontem en términos de C,.(r, ™'y x(r,r k) toman la forma




~ Ca(0,7)

Y A o “
¥ — kn +x(0,7';k) =0, (2.31)
9 [Culr, 1) L, ] s [C,.(Tn ) ]
ET[k—k,. tx(rrik))| =ik T X k) @)
Es claro que la ecuacién (2.31) es vélida en ¢l fmite k — &y, por lo tanto tenemos
Cu(0,7) =0, . S (2.83)
1\(0 7"3 kn) =0. ; ‘ (2 34)

Para la igualdad (2.32) sumamos ¥ restamos el término ik, Cy(a, ') /(k — k,,), obtemcn(lo
en el limite & — k, las condiciones

2Ou(r )| =ikiCalar), (2:35)
2 xtrt'ika)| = kaxla, s k) + iCala, ). (2:30)

Observaimos que la ecuacién (2.29) y las condiciones de frontera para C,(r, r') ccuaciones
(2.33, 2.35) son las mismas que las de los estados resonantes del sistema, por lo que
concluimos que Cy(r,7') ~ un(r)!. Los estados resonantes del sistemna satisfacen

{2 - H}uu(r) =0, (2.37)
con condiciones a la frontera ’
un(0) = 0, (2.38)
d .
—u, (1) = ikyun(a). (2.39)
dr r=a

Dado que el operador Hamiltoniano no depende de la variable ' y el coeficiente C,, (7, ")
¢s proporcional al n~ésimo cstado resonante escribimos C,(r, ') = un(#) R(r').

Para encontrar la expresién explicita de la funcién R(r'), multiplicamos la ecuacién (2.37)
por x(r,7'; kn) y 1a ccuacién (2.30) por u,(r). Restando las expresiones encontramos

'Esta conclusién muestra que los residuos de la funcién de Green de onda saliente estin relacionndos
con los estados resonantes del sistemnn




02

92
UngzX — X7t + 2k, Cpty = ud(r — 1), (2.40)

en donde sélo se ha denotado por u,, = un(r), x = x(r,7';ka) y C = Cy(r, 7). Integrando
con respecto a r en el intervalo de interaccién del potencial (7,7 < a) y usando la identidad

92 92 3] 2] 2]
u..;)-;gx - X;.)—ﬁun = E[un5x - X5‘Un]-

Eucontramos la expresién para 2(r') dada por

iy (7

Y = B
R 2k, {3 u2(r)dr + iu2(a)/2k.} (241)
Identificando la coridicién de normalizacién de los estados resonantes (B.7)
Juz(a) '
‘ /0 wi(r)dr 4 i T =1 (2.42)
Escribimos el residuo del n~ésimo polo de la funcién de Green de onda saliente como
Un(r)un (' .
Culry ') = ta(nun() gk Ul e

2.4. Desarrollo discreto de la funcmn de Green de-r‘
pendlente del tiempo

Dedicaremos esta scccién al cidleulo del propagador [1], cl cuul se determlnu me(huntu
la funcién de Green de onda saliente por medio de .

gty = 5= [ WG k)2kdk, (2.44)

En virtud de que la funcién de Grccn de onda saliente G*’(r,r L) es una funcién de la
variable compleja & y cumple la condicién

G¥(r,v' k) — 0 cuando |k = o0 i‘,r; <a, - (2.45)

podemos desarrollarla en forma discreta (6] (vea §C )

GHrrik) = 2 ;‘T‘(Z%"‘%% (2.46)

10




en donde la suma se hace sobre todos los polos?. Sustituyendo esta expresién en la ecuacién
(2.23), sumando y restando el término A,1,(r)ua(r')/2 obtenemos una relacién para los
estados resonantes del sistema, dada por

k -+ k,
> ;’: R g (rYu, () = 8(r — 1) rr' <a, (2.47)

n

que se convierte en dos COl\dlcloneS, debldo a que la funcién delta no depende de &,
obtenemos .

th"(,r).ltf'(r) —0, (2.48)
(2.49)

(2.50)

S (2.51)

_-k%A o ) L

/c : - d/.} , (2.52)

La integral que se cncucntm cntr corchctes es una funcnon conocndu Parn’ mostrar esto
sc hace el cambio de vunub]o : : :

y se define la variable y, como E
U= _‘3_‘—”&,\-"1

para escribir la igualdad

?Los polos de In funcién de Green de onda saliente incluyen estados ligados, nntiligados y resonantes.

1
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© e dk PR ; . .
= ey s (2.53) - -
27!’./0’\.—L" ! 27|'~/aol_j"—u ( ) )
Esta funcién es conocida en la hterntum como la funcién M(z,t k) evaluada en x= 0 la
cual se define mediante

L - l o0 - gmu? ) ) il : :
M0, &; k) = / Tt ’Jm{z,/,,} > R (e 54)
~0a n —

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2. 52) obtem.mos cl (lesnrrollo dxst‘reto ‘del
proppagador como B

gt = 3o uu(r)u,.(rf)I\»I(O.ﬁ»;/;y‘.).n Ly ] (255)

n=-00

Para el caso en que Im{iy,} < 0 se utilizan las reluéioﬁes dé‘simetrfn (Apcndlce A)

2.5. Funcién de onda, probablhdades;de upervnen— o
cia y no escape ' ' e

El desarrollo expuesto anteriormente para’el culculo del propngudor" nos penmte en- )
contrar inmediatamente la expresién de-la funcidi’ de onda. ¥ (r ) La ual se-obtiene
sustituyendo la ccuacién (2.55) en (2.7). Asf la so]ucnon cxnctu al problemn de’ dccmmlcn-
to esti dada por - .

T(r,t) = i C..u,,O')M(D.l; k,.). r<a, o (2.56)

n=~co

en doude se ha definido el coeficiente C,, como

Co= [ W O)u(r)dr. (2.57)

Esta solucién tiene toda. la informacién de la evolucién temporal del sistema dentro del
rango de interaccion y para el estudio de ésta, es necesario definir las cantidades: Amplitud
de supervivencia A(t), probabilidades de supervivencia S(t) y no escape P(t).

La amplitud de supervivencia se define mediante

Alt) = /u"\ll‘(r,o)\ll(r,t)dr, T (258)
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que al sustituir la expresién de la funcién de onda toma la forma

A(t) = f: CaCuM(0, £; k), ' (2.59)

n=-oo

donde se ha usacdo una notacién andloga a (2.57) definiendo €, como

_ a

Co= fn T (1, 0 ten (r)dr. (2.60)
La amplitud de supervivencia en general es una funcién compleja. Sin embargo, por defini-
cién cumple que A(0) = 1, que proporciona una relacién de suma consistente con la

propiedad (2.49) de los estados resonantes (vea §B.1).
La probabilidad de supervivencia, se define mediante la amplitud de bupervwcncm como
S(t) = |A(t)}?, es decir

a 2
50 =| [" w60y, nar ©2.61)
que en términos de (2.59) obtenemos la expresidn

S(t) = Z Z CCrCuCaM™ (0, £ £y, )M(0, £ k). (2.62)

m=—o00 n=-—00

Por definicién de la probabilidad de supervivencia, ésta mide la probabilidad de que la
particula permanezca en el estado inicial ¥(, 0) después de un tiempo ¢.

Otra cantidad importante en la evolucién temporal del sistema es la probabilidad de no
escape P(t), la cual se define mediante la funcién de onda ¥(r, t) como

P(ty = /0 B, 1) ), (2.63)

que al sustituir la expresién de la funcién de onda (2.56) sc obtiene

oo o0
Pty = 3. 3 ChCulmaM*(0,t; kin)M(O, £; kn), (2.64)

m=—00 n=—00

en donde se define ¢l coeficiente [,,,, como

I,,,,‘l = /on up, (7, (r)dr. (2.65)

Esta cantidad por definicién mide la probabilidad de que la particula permanczca dentro
del rango de interaccién del potencial después de un tiempo ¢, por lo que lleva el nombre
de probabilidad de no escape. Asi la probabilidad de escape serd 1 — P(t).
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2.6. Desarrollo asintético de |U(r, )[2, P(t) y S(¢)

La evolucién temporal y comportamiento asintético de la densidad de probabilidad
(7, ¢)|?, probabilidades de no escape P(t) y supervivencia S(¢), estdn dadas tinicamente
por ¢l comportamiento de la funcién M{y,), donde y, = —v/—itk,. Esta funcién definida
mediante (2.54) para valores yn, que cumplen Im{iy,} > 0, tiene la relacién de simetria
para el caso en que no se cumpla la desigualdad (vea §A)

M(ya) = ¥ = M(-y,) si  Im{iy,} <0. (2.66)

* Haciendo el anilisis de la parte imaginaria del coeficiente iy, encontramos que la relacién
d¢ simetria se¢ usard si n > 0, lo que simplifica los cilculos. Sin embargo las cantidades
que estudiamos se derivan de la evolucién de la funcién de onda, por lo que es conveniente
estudiar primero el comportamiento asintético de ésta.

La relacién (2.66) nos permite escribir la funcién de onda como

0 = 3 {Cundrle 3 + D)} r<a, (2.67)

n=1

donde definimos

"(T, t) = C-—u“:.(r)M(J—n) - ,.u,,(r)M( yn)n (2 68)

que cs la contnbucmn no exponencial al decaimiento y es despreciable para tlempos del
orden del tiempo de vida media 3. Asf para valores del tiempo del orden‘de vida media la
funcién de onda ticne un comnportamiento

W(rt) = il {C,.zt,,(r)c"“?“} r<a, . : (2.69)

que corresponde a una contribucién puramente exponencial a la evolucién del sistema.
Para el comportamiento asintético de la funcién de onda a tiempos largos, el término
exponencial es despreciable y sélo queda la contribucién no exponencial. Para lo cual es
necesario escribir el comportamiento asintético de la funcién M(‘l/,,) en el hmxte Yn — .00,
el cual cs

1 1 1 : e )
M(y,) = W[— - —y—a' Ao ] : y,.~>> 1. ,(2.70)
n

3Uu andlisis mds dctnllndo de este tcrmulo 1o exponencial reveln que pnm tlempos muy cortos dommn
sobre el término exy ial del decai ;
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Al sustituir ésta en la ecuacién (2.68) y usando la relacién de suma (B.21), se tiene que
el comportamiento de la funcién de onda a tiempos largos es

—i)} °° C..u,.(1

= ) )}t§+o 5 r<a (2.71)

wire) {2
Las cantidades |¥(r, £)[2, P(£) y S(t) heredan el comportamiento asintético de la fuﬁcién ‘
de onda. Tenemos que la densidad de probabilidad toma la forma

[, ) = ( Z Cuttn{r)e” “‘I . (2.72)
m=1
Esto es, la densidad-de probabilidad disminuye exponencialmente para tiempos del orden
de la vida media. Para tiempos largos se tiene

2
()12 = — l Z C"i’;(r) :3, (2.73)
= =00 ‘1

la cual expresa una ley de decaimiento de potencia inversa. De forma inmediata tenemos
¢l comportamiento de la probabilidad de no escape, ya que por definicidn es la integral
de 1a densidad de probabilidad. Esta tiene ¢l siguiente comportamicento asintdtico

00 e
Pty = 3 S CrCalmneia-kalt (2.74)
. m=ln=1
que corresponde al decaimiento exponencial del sistema, y para tiempos largos
1 & & ChCnl
P(t) = {— i }t , 2.75
07w B (275)

que expresa la ley de potencia inversa que presenta la probabilidad de no escape.

Para el estudio asintético de la probabilidad de supervivencia es mds conveniente estudiar
cl comportamiento asintético de la amplitud de supervivencia A(t). Esta tienc el siguiente
comportamiento

At) = é {C,.C,,e'"‘?-‘}, (2.76)

nv-n l
3 }E? (.77

Alt) ~ _{(‘i)%

47"% n=-00
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Estas exhiben para la probabilidad de supervivencia, la ley de decaimiento exponencial
para tiempos del orden de vida media, y la ley de potencia inversa 5(t) ~ ¢t~3 a tiempos
largos respectivamente.

Ademds de estas dos regiones del decaimiento debe existir una regidn de interferencia entre
el decaimiento exponencial — no-exponencial que se presentars para valores del tiempo
en que ambas contribuciones al decaimiento sean del mismo orden.
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Capitulo 3
Modelo

Consideraremos como modelo el potencial delta repulsivo Ad(r — a), con pardmetros
A > 0 altura, y a > 0 alcance del potencial.
Este potencial tiene la virtud de que los estados resonantes se pueden calcular analitica-
mente mostrando cste cdleulo en §3.1. Esto permite simplificar los cdlculos nunéricos de
la densidad de probabilidad y probabilidades de no escape y supervivencia. Ademis en ¢l
limite A — oo se reduce al problema de la caja de potencial infinito. Lo que nos permite
encoutrar aproximadamente el valor de los polos complejos de la funcion de onda saliente
de Green, que son nccesarios para tener una mejor aproximacion de dstos, utilizando el
método de Newton-Raphson el cual exponemos en §3.2.

3.1. CaAlculo de los estados resonantes

Para el modelo del potencial delta y estados iniciales con momento angular ['= 0. Los
estados resonantes del sistema cumplen

d2

d_rﬂu"(r) + [I‘vzl - /\5(1‘ - n.)]u,,(r) =0, (3'1)
las condiciones de frontera son

ua(0) =0 d—“(;éﬂ = iknun(a). (3.2)

La ccuacién (3.1) se convierte en dos ecuaciones. Para la regién interna r < a, en donde se
denotard la solucién como u3(r), y para la regién externa r > @, denotaremos la solucién
como uj; (r). En ambas regiones el potencial es idénticamente cero ya que r # a, por lo que
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tenemos en ambas regiones como solucién de la ecuacién (3.1) ondas planas. Sin cmbargo,
las condiciones fisicas del proceso de decaimiento (3.2) piden que la solucién en el exterior
del potencial sea una onda plana saliente y la condicién en el origen para la funcién en el
interior exige que la solucién sea cero, forzando a las soluciones tomar la forma

us(r) = Busin(k,r) 7 <a, (3.3)

ul(r) = D,e*r rza ) (3.4)

Usando las condiciones de {rontera se tiene

B, sin(kya) = D,e'*9, . (3.5)
L 20| - g = dvna). @0)

Empleando (3.2) eséribimoa la COnd101611 (3.6) comno
S ik Dyc™® — ki By, cos(kna) — AB,, sm(l.,.a) =0. (37)
: Ln ccuumon (3.5) nos proporciona ¢l valor de D, como ) ‘
D,, = By sin(kqa)e~ e, ' - (3.8)

Sustituyendo este valor en (3.7) y bajo la lnpotesns D,, # 0's¢ llegn a ]u ccuaclén trascen-
dental para los valores de &,

kn cot(/,,.a) ~ikn+A=0. @)

Expresando la funcién cotangente en términos de cxpon(.nuulcs complcjas :.(. Ilcgu & una

ecuacién mds qlmplc

ik, + Ae¥*® — 1) = 0, e 1,‘(3.’10)_

que proporciona los polos de la funcién saliente de Green. :
Proseguimos a calcular los coeficientes B,. Es claro que si sc conoce, By, teneimos el
valor también de Dn mediante (3.8). Para el cilculo de B, utilizamos la condxcnon de
normalizacién para los estados resonantes (B.7), obteniendo

iEsta ¢s la condicidn fisica de onda saliente.
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2kn
ey, f sin?(knr)dr + isin?(kna)’
La integral que aparece en el denominador, se puede calcular exactamente, el resultado es

B2 = 3.11)

a knya  sin?(kna)
in2(kr)dr = ond _ S (kna)
/o sin®(k,r)dr 5 yy (3.12)

que nos permite reducir la expresién do B2 a

B = 4k,

" 2kya + 2isin?(kaa) — sin®(kya)’
La funcién seno que aparece en el denominador, se expresa en términos de exponenciales
complejas, obteniendo la relacién ;

(3.13)

2I\-u
N —2iky," )
en dondc se usé la igualdad (3 10) pnrn encontrar la tercera expresién. Slmphﬁcundo se

encuentra - S
o . 201 — 2iky) ) ‘ rf
B = VRt 1= 2ika o B

La condlcmn Uiy = u,I nnphca la condicién para sus coeficientes B_,, = — B;, obteniendo
asi el con_umto completo de estados resonantes {ua(r)}. . i

2 5in2(hna) — sin?(kna) = i(1 — e~2kne) = 3. 14)

3.2 Calculo numérico de los polos complejos de la
" funcién de Green

Mostraremos un método numérico, conocido en la literatura como el método de Newton—
Raphson. Para el cdleulo de los polos &, Hamaremos F(k,) a la ecuacién trascendental
(3.10), de modo que si k,, es una rafz sucede que F°(k,) = 0. Supondremos que tencmos
una rafz aproximada, la cual denotaremos por &f y sin perdida de generalidad supong-
amos que k5! es una raiz de F(k,). Llamemos a h = k5H! — k7 y desarrollando en serie
de Taylor la funcién F(k,). A primer orden se tiene que

Pk + h) = P(KL) + F'(k)h = 0. (3.16)

Sustitnyendo el valor de & se tendrd una mejor aproximacion de la raiz, mediante
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£k
F(kn)
Este método es iterativo, y cuando r — oo asegura tener la inejor aproximacion de la raiz
k.. Pero una de las condiciones es tener una raiz aproximada.

La rafz aproximada la encontraremos sustituyendo &, = an — i3, en la ecuacién (3.10).
Se lega a un par de ecuaciones parte real y parte imaginaria

EH = k- (3.17)

Ao A% .
o + (B ~ =7 gta, (3.18)
I = tan(2aa). (3.19)
.Bn 2

En el limite A — oo, se tiene de la ccuacién (3.19) que tan(2a,a) — 07, por lo que
a, — nrwfa y B — 0, recuperando los eigenvalores de la caju de potencial infinito.
Podemos suponer que si A 3> 1 pero finito, @, tomard un valor aproximado a

_ an = -’% - fen] < 1. (3.20)
Sustituyendo (3.20) en (3.19) se tienc una aproximacién para el valor ¢, dada por
1 1 (2nm )
€p =2 '2—0'.“111 (—a—/\—). (3.21) 7

De forma andloga se supone que bajo estas condiciones 3, = 0 por lo que pudemos
despejar este valor de la ccuacién (3.18) obteniendo un valor aproximado de éste como

Bn = -——ln[ ; ("") J (3.22)

Asi ¢l valor aproximado &) = an — i, serd e! primer valor que se utilizard para el cileulo
de las rafces. En las tablas (3.1,3.2) se muestran los primeros treinta polos k,, para este
problema, dejando el pardmetro @ = 1 y cambiando la altura del potencial, esto con
finalidad de mostrar que tan pequeiia puede ser la altura del potencial.

En ta figura 3.1 s¢ mucstran los primeros 500 polos, con los pardmetros del potulcml
A =200y a = 1, la cual exhibe que estos se alejan del eje real monotonamente decreciente.
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0

k

[F(R)]

3.12580—0.000247:
6.251811—0.000985:
9.377793—0.002211:
12.503866—0.0039174
15.63006—0.006094i
18.756401—0.008728i
21.882916-0.011807i
25.009627—0.015313i
| 28.136558—0.019227:
1 31.263729—-0.023531:
34.391155—0.028203i
37.518854—0.033222;
40.646838—0.038565i
43.775118—0.044211¢
46.903702—0.050136i
50.032598—0.056318i
53.161809—0.062735i
56.29134—-0.069365i
59.421191—0.076189i
62.551362—0.083185:
65.681852—-0.090335i
68.812657—0.09762i
71.943775—0.105023i
75.075201—0.112528
78.206929—-0.12012i
81.338954—0.127784i
84.471269—0.135508i
87.603867—0.143278i
90.73674—0.151084i
93.869883—0.158915¢

3.125968—0.000243i
6.251966—0.000971
9.378024—0.002178:
12.50417~0.0038G:
15.630434—0.006005¢
18.756841~—0.0086031
21.883417-0.01163%
25.010186-0.015097:
28.137169—-0.01896¢
31.264386—-0.023209:
34.391853-0.0278247
37.519587—-0.032783/
40.6:476-0.0380657
43.775903—-0.0:436487
46.904505-0.049514
50.033414-0.055631
53.162633—0.06198Gi
56.292166—-0.06855G7
59.422016—-0.075321i
62.552181~0.08226:
65.682661—0.0893557
G8.813454—-0.096587:
71.944556—0.1039¢
75.075963-0.111398i
78.207669-0.118945i
81.339671-0.12656Gi
84.47196—0.13425i
87.604531-0.1419844
90.737377—-0.149755:
03.87049—~0.157554i

1.447166x10~ 78 |
9.219299x10-26
1.824123x10~%
1.48766x10~23
8.138676x 10~
2.956361 %1022
1.022685x 10~4!
2.794276x 10~
6.54221x 10~
1.421933x 10~
2.74799x10"20
5.038398x10~2¢
8.721561x 10720
1.413509x 10~
2.212317x 10~
5.498361x 1028
3.192722x107%°
1.9468G1 x 10~
1.510347x 10~
3.252828x 1072
1.094939x 1023
4.4334x 10~
3.504832x 102
2.29587x10~2¢
1.746578x 102
7.413515x10~%
1.007678x10~%
1.102142x 10~
9.94481x10~%4
1.358117x 10~
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1D

&

[F (k)]

1n
2.989395—0.023531:
6.002694—-0.083185:
9.046881-0.158915:
12.117052—-0.2268641
15.206021—0.31085147
18.308039-0.37895i
21.41914~0.441016¢
24.536685-0.497535i
27.658909-0.54915¢
30.784613-0.596493i
33.91296—-0.640124¢
37.043357—0.6805251
40.175371—-0.718103:
43.308681—-0.753202:
46.443044—-0.786109{
49.578274~-0.817071i
52.711226—0.84629.4¢
55.860784~0.873957;
58.987857—-0.900212i
62.125371-0.925192i
65.263263—0.949012
G8.401485—-0.971773:
71.539994—-0.993563:
74.678755—1.014459i
77.817739—1.0345314
80.956921—1.05384¢
84.096279—1.072442i
87.235794—1.090385¢
90.375451-1.107714i
93.515235—1.12447i

2.995775-~0.020543i
6.010923-0.074376¢
9.053251-0.1456517
12.120404--0.221482i
15.206587-0.294992i
18.30643—0.3G34814
21.415943-0.426322
24.532362—-0.4837471

27.6538-0.536277i
30.778962—-0.5844871
33.906944~0.628919
37.037101-0.670049i
40.168965-0.708286i
413.302191 -0.743979¢
46.436519-0.777422{
49.671749-0.8088G8;
52.707725-0.83853i
55.844328-0.866591
58.981458-0.893209i
62.119038—-0.918521i
G5.257005—0.942G44i
G8.395305--0.9656841
71.533896—-0.98773i
74.672741-1.008863:
77.811809-1.0291551
80.951076—1.048668:
84.090518—1.06746i
87.230117-1.08558i
90.369856—1.103074i
93.509721—-1.119985{

1.28585x 10~
5.374056x10-!5
3.765641x 10"
3.369102x 10~ 14
8.849111x10-18
1.476703x 1013
5.971153x 10~
9.247305% 10"
9.380721x 1014
1.961257x 1013
4.762395x 10713
3.902355x 1013
3.108624x 10713
1.669612x 1013
3.716245% 1013
5.62501x 10~
5.147055% 10713
3.924003x 1012
9.784889x 10~
4.692618x 1013
1.586236x 1012
1.147391x 1012
2.366362x 1013
4.474042x 1013
2.102961x10-12
2.096477x 1012
1.937185x 1012
6.91124x10-13
4.426097x 1013
8.611907x10~!3
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Cuadro 3.2: Cileulo de los pritneros treinta polos k., tomando la altura del potencial A = 20.
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Figura 3.1: Muestra los primeros 500 polos, con Jos pardmetros ¢ = 1y A = 200, también se muestra

un zoom del comportamiento cerca del origen.
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Capitulo 4

Decaimiento de estados iniciales de
la caja infinita

El modelo que se ha propuesto para el estudio de la evolucién temporal del decaimiento,

tiene como limite el sistema de la caja infinita, para A — o0. Lo que sugiere que sc estudie
¢l decaimiento de dichos estados, esto es, tomar como estado inicial nun cigenestado de la
caja de potencial infinito. Consideramos dos casos particulares, el estado base y el cuarto
estado excitado.
Notamos que los cocficientes gue intervienen en los cileulos tienen la misina naturaleza,
cs decir, se puede encontrar una expresion de estos, que nos permiten estudiar cualquier
eigenestado de la caja de potencial. Ademis, la funcién de onda inicial es real, por lo que
s6lo basta calcular un coeficiente yn que para este caso particular se tiene que G, = C,,.
Mostrando el cileulo de éste en la seccion 4.1, Posteriormenie estudiomos la evolucién
temporal del decaimiento del estado base en §4.2 y el cuarto estado excitado en §4.3.
Mostrando ¢l comportamiento de las probabilidades de supervivencia, no escape, y la
densidad de probabilidad en las regiones del decaimiento exponencial, no-exponencial ¢
interferencia. Las curvas de la probabilidad de supervivencia y no escape son resultados
ya conocidos [2]. Por lo que este ejercicio nos sirve para comprobar ¢l método numérico
que empleamos para ¢l cdleculo de las mismas y a su vez completamos el estudio de la
evolucién temporal del decaimiento con ¢l estudio de la densidad de probabilidad, la cual
ayuda entender el comportamiento cualitativo de la probabilidad de no escape.
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4.1. Calculo del coeficiente C,,

‘Tomamos como estado inicial un eigenestado arbitrario del problema de la caja de
potencial infinito, es decir -

U(r,0) = { 3/%“”’"'/“) 3o (@.1)

en donde 7 es un entero. El estudio del decaimiento expuesto aqui, sélo es dentro del
rango de interaccién por lo que el conjunto de estados resonantes que se usardn para los
cileulos son

un(r) = Busin(kar). (4.2)

El cocficiente B, ésta dado en (3.15), de modo que resta conocer los coeficientes C,, 'y
C,, definidos en (2.57,2.60) que son idénticos en este caso particular, ya que la condicién
inicial es una funcién real. De la definicidn C, se tiene la siguiente igualdad

-
2 fe . s
Cy = B"\/;/o sin(p;r) sin(kur)dr, (4.3)

donde se ha simplificado p; = jn/a. La integral se puede resolver analiticamente dando
como resultado

. . 2 i sin(ky :
| c,.=(—1)f‘/;13,‘%_(p}“). (4.4)

Conociendo este valor, encontramos por sustitucién el coeficiente C,C, = C2? que toma el
valor

22 20— 2ik,) P} sin’(k,.a).
" ada+1-2ik,a (k2 -p?)?

En las tablas 4.1,4.2, se muestran los primeros quince valores de el coeficiente C2, tomando
como estado inicial j = 1y 7 = 5 respectivamente. Observe que la contribucién mds grande
se tiene para el cocficiente correspondiente al estado inicial. Esto ¢s debido a que ¢l estado
inicial es muy parecido al estado resonante. En la grifica 4.1 se mucstra la convergencia
de la suma de las partes reales correspondientes a la tabla 4.1 del coeficiente C? en donde
se ha hecho la suma finita 8., €2 para los primeros veinte valores. Notamos que para
este caso en particular se ticne una buena aproximacién de la unidad tomando sélo el
primer término de la seric con un error del orden de 1074,

(4.5)
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n ReC? ImC2

1 0.999916 -8.036548 x 10~
2 | 4.479135%107% | 2.800825x 1006
3 | 1.404502x10-9 | 1.318867 <10~
4 | 7.046375x107% | 8.817539x10%7
5 | 4.261843x10-% | 6.665068x 10707
6 | 2.855057x107% | 5.357669x 1097
7 12.040865x10°¢ | 4.468106x 10797
8 | 1.525951x 107" | 3.818213x10°97
9 | 1.179226x107°¢ | 3.3197x10~Y7
10 | 9.345615x 10797 | 2,92352]1 x 10~
11 | 7.555371x107°7 | 2.600116% 10~
12 | 6.206984x107Y7 | 2.330547x10~°7
13 | 5.167191%10797 | 2.102088x 10797
14 | 4.349561x10-Y7 | 1,.905847x10-07
15 | 3.695980x 10797 | 1.73541x10-%

Cuadro 4.1: Céalculo de los primeros quince cocficientes C2, con lus pardmetros A =200, a =1y el

cstado j = 1.

Cuadro 4.2: Cilculo de los primeros quince coeficientes C2, con los pardmetros A

estndo j =5.

ReC?

ImC?

DO~ & N =R

10
11
12
13
14
15

n
4.268203% 100
2.217015% 10795
8.490207x 1095

0.000463
0.998082
0.000755
0.000208
0.000101
6.065781 %1005
4.095394x 10-95
2.964893 % 10-05
2.248925x 1005
1.763452x 1005
1.417466x 1093
1.161405x10-95

1.320403x 1097 |
1.369677x 1000
7.838849x 1006
5.630061 % 10~95
-0.000685
0.000145
4.605677x10~0%
2.537215x 1005
1.715379x 109
1.285506% 10~05
1.023081 x 10~09
8.46251x10~%
7.187031x10~%
6.220522 x 10~06

5.460538 x 10—96
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Figura 4.1: Se muestra la convergencia de Ia serie SR:(Z"B‘ C2} para los primeros veinte valores de N
correspondientes a la tabla 4.1,

4.2. Decaimiento del estado base

Cousideramos para este cjemplo al estado base de la caja de potencial infinito, es decir,
=1 con los pardmetros A = 200, a = 1. En todos los cdlculos se tomard como unidad de
tiempo la vida media del primer estado resonante 7y = (4, 5;) !, que corresponde a la
vida media del estado base de la caja de potencial infinito. Esto es porque se estudiard la
evolucién temporal de estados diferentes a éste, y se comparardn.
Comenzaremos ¢l estudio de este estado con la probabilidad de supervivencia, para mostrar
su comportaiento en vez de estudiar S(¢t) estudiaremos In{S(1)}'. La grifica de esta
probabilidad sc muestra en la figura 4.2, que exhibe tres regiones diferentes de la evolu-
cion temporal; (a) Region exponencial para un intervalo de tiempo de cero vidas medias
hasta 47 vidas medins aproximadamente;? (b) Region de interferencia que se presenta
aproximadamente de 47 vidas medias hasta 67 vidas medias y (c¢) Regién no exponencial

1Se estudin m{S(t)} porque la funcién logaritmo amplifica el comportamiento de S(¢).
2Un andlisis detatlado mostrard que en una vecindad del origen no se presenta el decaimiento expo-
nencial,
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Figura 4.2: Griifica de In{S(t)} para cl estado inicial § = 1 cou los pardmetros A =200y ¢ = 1, en ln
misma grifica se muestra un zoomw de la regién de interferencia,

a partir de 67 vidas medias. Estas tres regiones son las discutidas en §2.6, para la cual
sblo se encontraron las expresiones asintéticas para tiempos del orden de la vida media y
tietnpos largos. Aunque cabe mencionar, la expresién de la probabilidad para tiempos del
oreden de vida media no es vilida en una vecindad del origen, ya que se puede mostrar
que se hace una correccién al ténnino exponencial para tiempos muy cortos ¢ < 7.

La grifica de In{S(t)} para cl estado base, divide el cuadrante en dos. Lo que nos propor-
ciona un criterio para decidir cuando un estado decae miis rdpidamente que éste 6 mds
lentamente.

La region de interferencia es la que llama un poco mis la atencidn, por presentar fuertes
oscilaciones que no son de sorprenderse, ya que la expresion de la parte de interferencia
de la probabilidad de supcervivencia tiene esta estructura. Pero la interpretacién fisica no
es muy clara, porque el sistema decae y no hay una onda incidente desde el exterior para
producir tal cfecto, es decir, aumentar la probabilidad.

En la figura 4.3 se muestra la grifica de In{P(2)} que corresponde a la probabilidad de
no escape. Al igual que la probabilidad de supervivencia, presenta las tres regiones ex-
ponencial, interferencia y no exponencial. Notamos que al igual que la probabilidad de
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Figura 4.3: Gréfica de In{P(t)} para el estado inicial 7 = 1 con los pardmetros A =200 ya =1, en In
misma grifica se muestra un zoom de la regién de interferencia.

supervivencia ésta presenta también oscilaciones en la regién de interferencia. Esto nos
hace pensar que cl sistema presenta un fenémeno que llamamos de “ respiracién ”, es
decir, en esta region la funcién de onda crece y deerece rapidamente, cotno si el sistemna
se opusiera a decaer, tratando de regresar a un estado anterior.

Notemos que las grificas son muy parecidas, por lo que es conveniente compararlas. La
comparacion de éstas se muestra en la figura 4.4. Notamos que son pricticamente iguales
en la regién exponencial, presentan una diferencia casi no visible en la regién puramente
no exponencial y ¢n la region de interferencia presentan una diferencia notoria en la am-
plitud de las oscilaciones.

La diferencia entre las oscilaciones de estas probabilidades, claramente nos dan la difer-
encia conceptual entre una y otra probabilidad. Recordemos que miden cantidades fisicas
diferentes. El estudio de la densidad de probabilidad [¥(r, £)|2, dentro de la regién de
interaccion, se muestra en la figura 4.5 y nos permite entender el comportamiento oscila-
torio de la probabilidad de no escape

La figura 4.5a presenta ¢l comportamiento de la densidad de probabilidad en la regién
exponencial, observamos que ésta decae de una forma muy uniforme, ademds no se pierde

29

CO
L DE ORIGEN




o
\
\
N
\
-104 %
\
\-
\
-20 \,
\
\\
-30 N g e ey
\\ 50 55 60 65 70|
: '\\ n{S() .
a0 - . In{P(t)} .
\
\
.\
-50 - N
" g
-60 T v v y
o 20 40 60 80 100

Figura 4.4: Compnracién de las grificas de In{S(t)} y In{P(1)}.

por completo la distribucidn de ésta, es decir, la probabilidad de encontrar a la particulaen
un punto dentro de la regidén de interaccion decae a la misma razén que en cualquier otro
punto dentro de la misma. La figura 4.5b presenta la grifica de la densidad de probabilidad
para tiempos que caen dentro de la regién de interferencia. Observamos inmediatamente
que la distribucién de probabilidad cambié totalhmnente de la distribucion inicinl, ademds
no siempre estd decayendo, para el tiempo ¢ = 56.17; la distribucién es considerablemente
menor que para el tiempo t = 587;. Esto es el efecto de que el sistema “respira”. La figura
4.5¢ muestra la densidad de probabilidad para tiempos largos, es decir, en la regién no
exponetncial, para estos tiempos la distribucidn se a deformado por completo, sin embargo,
muestra que cs muy semejante para cualquier tiempo y decae al parecer a la misma razén
en todos sus puntos de forma andloga a la regién exponencial.

Este comportamiento de la densidad de probabilidad exhibe el comportamiento oscilato-
rio dg¢ la probabilidad de no escape en la regién de interferencia. Ademds, se observa que
la distribucién de probabilidad es mayor cerca del alcance del potencial. Esto nos permite
entender porque la curva de Ia probabilidad de supervivencia va por debajo de la curva de
1a probabilidad de no escape, debido a que la funcién inicial tiende a cero en este limite.
El hecho de que las probabilidades de supervivencia y no escape scan muy parecidas, nos
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Figura 4.5: Se mmestra la densidad de probabilidad dentro de la regién de interaccion; (u) En la regién
de decaimiento exponencial para tiempos ¢ = 0 linca continua, £ = 1 1inea cortada, ¢ = 2 linea punteada;
(L) En la regién de interferencia para los tiempos ¢ = 54 Jinea continua, ¢ = 56.1 linea cortada, t = 58
Ilinea punteads; (c) En la regién no exg ial para los tiempos ¢ = 70 lluca continua, t = 75 Huea
cortada, ¢ = 80 linea punteada; Las unidades de tiempo son en vidas medias del estado base 7.
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Figura 4.6: Gréfica de In{S(t)} para el estado inicial j = § con los pardmctros A = 200y ¢ = 1, en
la misma grafica se muestra un zoom de la regién de interferencia; El tiempo se mide en unidades ry
correspondiente al estacdo base.

da una de las razones para tomar el estado base de la caja de potencial infinito como
referencia en el decaimiento, ya que cualquier curva In{S(¢)} o In{P(¢)} de un estado
arbitrario se puede comparar con la probabilidad de supervivencia de este estado.

4.3. Decaimiento de un estado excitado

En este ejemplo tomaremos como estado inicial un estado excitado de la caja de po-
tencial infinito. En particular tomaremos el estado 7 = 5 del cual ya se tienen todos los
coeficientes calculados en §4.1, por lo que el trabajo cs principalmente numérico. Los coe-
ficientes C2 se muestran en la tabla 4.2, observamos que la distribucién de los coeficientes
es mds ancha que la distribucién del estado base de la caja de potencial infinito (tab. 4.1).
La distribucién tiene como centro el coeficiente C? lo que indica que el término dominante
en las series de las probabilidades serd el correspondiente al quinto estado resonante, con
vida media T5.

La gréfica de In{S(t)} se muestra en la figura 4.6, en la cual observamos que existen dos
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Figura 4.7: Grdfica de In{s(t)} para el estado inicial j = 5 con los parimetros A =200y e = 1, en la
misina grafica se muestra un zoom de la regién de interferencia; El tiempo se mide en unidades de vida
media 7y correspondiente al primer estado resonante.

regiones de decaimiento exponencial, La primera corresponde al quinto estado resonante
y la segunda al decaimiento del primer estado resonante, la grifica también muestra un
zoom de la regién de interferencia entre el decnimiento exponencial y el decaimiento no
exponencial. Sin embargo también se tiene una region de interferencia entre las contribu-
ciones exponenciales, que corresponde al cambio de vida media. Esta regidn se muestra
en la figura 4.7 en la cual observamos que ripidamente hace el cambio. Se lee de la grafica
que solamente el estado inicial decae con vida media 75 durante los primeros 0.27, aprox-
imadamente, que corresponde aproximadamente a 24.775, ya que el tiempo de vida media
del primer estado resonante es mucho mayor que el del quinto estado resonante. Toman
un valor aproxiinado de 7, &= 320.2 y 75 = 2.7.

Ademis observamos que el decaimiento es mis ripido que el del estado base. Esto es
porque al decaer el sistema sufre una desviacién debida al quinto estado resonante, el cual
decae mds rdpido que el primer estado resonante.

Se puede calcular aproximadamente el tiempo para ¢l cual inicie el cambio entre las re-
giones exponenciales, s decir, que el sistemna pase de vida media 75 a ;. Suponiendo
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Figura 4.8: Grdifica de In{P(t)} para el estado inicial j = 5 con los pnrdllléil‘os A=200ya=1,en
la misma grificn se muestra un zoom de la regién de interferencia; 1 tiempo se mide en unidades 7,
carrespondiente al estado base,

que la amplitud de supervivencia es aproximadatnente la contribucién de la suma de dos
térininos nicamente, correspondicntes al primer y quinto estados resonantes, es decir

A(t) ~ Cle~™t 4 CRe~Mit, (4.6)
esto es porque sabemos que el término correspondiente al primer estado resonante serd el
dominante después de un tiempo finito. Para medir el tiempo en unidades de vida media
71, s6lo hay que sustituir ¢ por ¢/7; en la expresién de la amplitud de supervivencia. Ahora
la pregunta es, jpara qué valor del tiempo ambos términos contribuyen igual a la amplitud
de supervivencia?. Esto lo responderemos igualando el cuadrado de las normas de cada
término

[C2Pe=tm = |C2e~t™, - . 4.7)

que al despejar el tiempo en unidades de vida media 7; se obtiene
. -1 212
s = (ﬂ - 1) In ( G ) (1.8)
Ts .
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Figura 4.9; Comparaciéu de las Gréficas In{S(£)}, n{P(t)} correspondicutes a las figuras 4.64.8 al
mismo tiempo se compara con la grifica de n{S(t)} del estado bose.

Es una expresién sencilla en términos de los coeficientes y la vidas medias 7y y 75. De la
tabla 4.2 sc puede leer el valor de los coeficientes, para lo que encontramos que el valor
75 = 0.20177y que aproxima muy bien el valor medido en la grifica que es 7¢ = 0.1887,.
De esto podemos decir que la expiesion (4.8) que si no ticne precisién cuantitativa si la
tiene cualitativa, para el valor del tiempo en que inicin la interferencia de los términos
exponenciales. Claramente se necesitan tomar otras consideraciones para tener una ex-
presion mids exacta.

La probabilidad de no escape se muestra en la grafica 4.8 y al igual que en el compor-
tamiento de la probabilidad de supervivencia tenemos dos tegiones exponenciales, ademis
de las regiones de interferencia y no exponencial. Sin embargo, las grificas son diferentes
cualitativamente, por lo que las comparamos. En la figura 4.9 se muestran las grificas
correspondientes a In{S(t)} (linea cortada), In{P(t)} (linea punteada) y la grifica de
In{S(t)} del estado base de la caja de potencial infinito (linca continua), en esta grifica
se ve claramente que ambas probabilidades del estado excitado decaen mas rdpidamente
que ¢l estado base. Sin embargo la probabilidad de no escape decae mds lentamente que
la probabilidad de supervivencin, es decir, el estado inicial cambia ¢l comportamiento
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Figura 4.10: Comparacién de las Graificas In{S(t)}, In{P(t)} para las priineras tres vidas medias,

cualitativo de las probabilidades. Se observa que inicialmente decaen con la misima vida
media 75 pero el cambio al decaimiento con la vida media 7, es més corto para la prob-
abilidad de no escape y no presenta oscilaciones en la regién de interferencia entre las
contribuciones exponencinles (75 — 7, ). Se puede hacer el anilisis del valor en que se es-
‘pera esta desviacidn de la curva, semejante al andlisis que se hizo para la probabilidad de
supervivencia. S6lo hay que notar la diferencia que hay en ambas, ya que P(t) estd dado
para la regién cxponencial como una suma doble. Haciendo la misma suposicién que se
hizo anteriormente se tiene una expresion para el valor del tiempo en unidades de vida
media 7, para la desviacién de P(t) dando como resultado

T -1 9‘(!{[05'2155}
b= | — - 1) 1 (——-——), .

K (7‘5 "\ Re{[C, P Tur) (4.9)
que al ser calculada se tiene un valor para 7p 2 0.100857; que coincide muy bien con el
valor medido en Ia grifica que es de 7p = 0.097. Al igual que en el caso de la probabilidad
de supervivencia, esta ccuacién (4.9) nos da el valor para el cual se espera la desviacién.
Los puntos de ambas desviaciones estdn marcados en la figura 4.10, que son practicamente
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los calculados de foria analitica.

Para completar ¢l estudio de la evolucién temporal de cste estado inicial, calcularemos
|¥(r, £)|2. La cual se muestra en la figura 4.11, en donde se han graficado seis regiones.

(a) El decaimiento exponencial con vida media 75. Muestra que la funcién de onda inicial
decae exponencialnente, de forma andloga al caso del estado base (§4.2). Sin embargo
observamos que para el valor ¢ = 0.01 se tiene una deformacion de la distribucién, dando
mayor probabilidad al quinto mdximo de la distribucién y una menor probabilidad al
primer mdximo.

(b) En la regién de interferencia (75 —~ ) del decaimiento exponencial, para el cual la
distribucién se ve totalmente destruida comparada con la distribucién inicial. Observa-
mos que ¢l mdximo de la distribucion cambia de posicién, lo que nos llevaria a pensar
que las oscilaciones de la probabilidad de supervivencia se pueden presentar por este cam-
bié de la distribucién, mientras que ésta sigue disminuyendo. Es de interés notar que ia
probabilidad de no escape no presenta estas oscilaciones, debido que para estos tiempos
el sistema no presenta el fenémeno de “respiracion”.

(c) En la region de decaimicento exponencinl con vida media 7. Se observa en la grifica
que la distribucién se ha deformado hasta tener una distribucion igual a la del primer es-
tado resonante, es decir, el sistema no sélo decae con vida media 7y, sino que en realidad
la distribucién inicial se deforma hasta convertirse en la distribucién del primer estado
resonante, la cual se confunde con la del estado base (§4.2).

(d) En la regién de interferencin exponencial — no-exponencial de la probabilidad de
supervivencia. Se observa que ¢l centro de la distribucién oscila muy poco respecto al
centro a/2, lo que nos hace notar que la probabilidad de supervivencia tiene una estruc-
tura mds compleja que la probabilidad de no escape. Ya que ésta presenta la regién de
interferencia antes que la probabilidad de no escape.

(¢} En la regién de interferencia exponencial ~ no exponencial de la probabilidad de
no cscape. Se tiene el cfecto de “respiracion” del sistema, dando como resultado las os-
cilaciones de la probabilidad de no eseape de forma andloga al estado base (§4.2).

(f) En la regién de decaimiento no exponencial parn ambas probabilidades, se tiene que
la distribucién es idéntica a la distribucién del estado base (§4.2) en la misma region.

Lo que nos lleva a concluir que la evolucién temporal todos los estados de la caja de
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Figura 4.11: Se muestra la Gréfica de la densidad de probabilidad [W(r, t)|* ; En la regién exponencial
para los tiempos (a) ¢t = 0 linea continua, ¢ = 0.005 linea cortada, ¢ = 0.01 linea punteada (b), £ = 0.2 linea
continua, ¢ = (.488 lfuca cortada, ¢ = 1.1 lines punteada {c) ¢t = 2 linea continua, ¢t = 3 linea cortada,
t = 4 linea punteada; En la regién no exponencial para los tiempos (d) ¢t = 36.45 }Huea continua, ¢
36.66 linea cortady, ¢ = 36.78 linea punteada {e) ¢t = 46.59 linea continua, ¢ = 46.80 linca cortada, ¢
46.92 linea punteada (f) ¢ = 57 linea continua, t = 62 linea cortada, ¢t = 67 linca punteada; El tiempo
inedido en unidades de vida media del estado base 7.

gnu

potencial infinito convergen a la evolucién temporal del primer estado resonunte despuds
de un tiempo 7, es decir, tienen un fenémeno de pérdida de memoria.
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Capitulo 5

Decaimiento de estados iniciales de
minima incertidumbre

Un estado mds general que los estudiados en el capitulo 4 son los estados localizados
dentro de la regidn de interaccién del potencial. Esto es debido a que al caleular el estado
inicial en desarrollo, se tendri un conjunto mayor de estados resonentes para aproximar el
estado inicial, caso contrario al estudindo en §4 para el cual sélo bastaba con los primeros
diez estados resonantes para obtener una buena aproximacién.

Temarenios como ejemplo de estos estados, el caso en que también cumplan ser de minitna
incertidumbre. Esto ¢s con la motivacion de estudios realizados en 1994 por Lenef y
Rand [3] sobre la evolucién tempcral del decaimiento cudntico de estados de minima
incertidumbre. Para lo cual encontraron que dichos estados tienen un ticmpo de vida
mayor que un estado que no cumpla ser de minima incertidumbre. Sin embargo, la solucién
exacta al problema [1] expuesta en §2, nos lleva a pensar que si existe una diferencia
cualitativa del comportamiento de dichos estados, es debido al hecho de que el estado sea
localizado y no de minima incertidumbre.

Definimos el estado de minima incectidumbre, mediante el principio de Heisenberg en
una dimensién. Caleulando el estado de minima incertidumbre en §5.1 que corresponde
a una solucién tipo gaussiana, la cual generalizamos a la correspondiente en el espacio.
Se hace el estudio de la evolucidn temporal de dos casos particulares, onda saliente en
£5.2 y estado gato de Schrddinger en §5.3, de los cuales se propone localizar ¢l estado cn
diferentes puntos, cerca del origen, en el centro y cerca del alcance del potencial.
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5.1. Estado de minima incértidumbre

El principio de incertidumbre de Heisenberg, establece

V@A BEY 2 31T, ECRY

donde A y B son operadores hermitianos y cuyo conmutador es [A, B} = iC. Asi la
desigualdad (5.1) impide que sean medidos dos operadores al mismo tiempo con incer-
tidumbre cero, si su conmutador cs diferente de cero. Sin embargo se pueden medir con
mfnima incertidumbre, csto es, que se satisfaga la igualdad en (5.1). Esta igualdad es
cquwnlcntc a la ccuacién diferengial [7, 8]

. .
(6A+1 Y B‘)X (5.2)
Dado que las vurmb]ca conjugadas p; y = cumplen [p., z} = —i, identificamos A = Jp,,
§B =6z y 3B = o2 2 se tiene que C = ~1 y la solucién de la ccuacién (5.2) estd dada
mediante
(z — 20)®\ i,
x(z) = Az exp (— T )8‘ oF, (5.3)

donde A; es el coeficiente de normalizacién.
Ademds la relacién

ey zx] = —idy k01 =1,2,3, (5.4)

nos permite cxtendcr este resultado a tres dimensiones, para el cual el estado correspon-
diente es

' (@ =20 (-w)® (2= 2%\ io
(z,y, z) = Aex [—( + )e“’" 5.5
x(z,y, 2) p o7 ot 702 102 . (5.5)
que en general es una expresién complicada de trabajar. Pero se puede reducir consid-
crablemente si se pide que tenga la misma desviacion, es decir, 02 = 0y = 0, = 0g.
Escribiéndola en coordenadas esféricas nos da

x(r) = Aexp ( - mf;)e"‘"", (5.6)

402
que corresponde al estado de minima incertidumbre en el espacio. Sin embargo este es-
tado lo queremos desarrollar en armoénicos esféricos, es decir, consideraremos umcmnum.
estados simétricamente esféricos, los cunlcs ticnen el dwurrollo
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o0 { W (r
=% 3y Wymay. (57)
1=0 m=—! :
Evidentemente es equivalente a desarrollar la funcién de onda ¥(r) = rx(r)'.
Para encontrar los estados de minima incertidumbre que cumplan el dcsarrollo (5.7).
Utilizamos el desarrollo de la exponencial compleja

izeos(f) _

c S amiG¥R@, o 68)

donde © denota cl dngulo sélido, y z en generul es una cuntldad compleyl i
El estado (5.6) lo podemos escribir . .

Ms

I
E

ey
B 2,_72‘
Esta exhibe claramente la relacién del estado de minima mcertldumbre con la ecuacién
(5.8). Dando los siguientes casos para la componente angular céro’ del estado de minima
incertidumbre con simetria radial: : g

B(r) = Arc—-"—:,-eiku‘rcoa(ﬂ)-#k'rcoa(v’) con (5 9)

1. La distribucién y el vector de propagacién tienen snnetrfn radial (0’ =0= 0), quc
corresponderd & una onda esférica y cuyo estado es

Lt 2 fa " B . - o
(r) = Alrc"Lﬁ:g)—c"‘“'. ‘ (5.10)

2. La distribucién tiene simetria radial (' = 0) pero su propagacién no conscrva la
misma simetria. En este caso la componente I = 0 del estado es .

rory 2 .
‘Il(‘r) = AQTE—, da L jo(kor) - (5 11) .

3. La distribucién no ticne simetria radial, sin embargo ¢l vector de propugucxén sila
tiene, dando la componente angular [ = 0 del estado

P(r) = Agrc"me""']o(-—zk'r) con k{,=%. . (5.12)

!Este desarrollo es empleado cuando se pide que la funcién de onda tenga silnetl;(n esférica y ademds
sea solucién de Ia ién de Schrédinger radial ' :
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. La distribucién y el vector de propagacién tienen la misma simetrfa ebfetlcu (0 0",
lo que nos proporcions en este caso la componente { = 0 del catndo

Y(r) = A‘|rc'f:"jo(zr) con .z ; ke - 15%. (5:13)

Que son todos los casos posibles para la funcién (5.6) con simetria _csféricii.

5.2.. Decaimiento de un estado de mlnlma 1ncert1dum-
‘bre (Onda sahent.e)
Consldcmremos como pnmcr ejemplo, para el estudio de ln evoluc:én tunpoml del

decaimicnto de estados de minima incertidumbre. El correspondiente a la onda esférica
saliente dado por

rerg)?
B(r) = Atrem SEE gikor, (5.14)

que corresponde a una forma Gaussiana modulada por r, de ancho o que es un pardmetro
arbitrario positivo, coeficiente de normalizacién A, los pardmetros rq y kg corresponden
a las condiciones iniciales, centro de la distribucién y momento inicial respectivamente.
Este estado nos da un mayor entendimiento de las expresiones encontradas para el estudio
del decaimiento, ya que al ser calculado en términos de la base u,(r) se tiene un mayor
traslape? de la funcién con cada cstado resonante, caso contrario a los cjemplos anteri-
orinente estudiados. Para esto hay que hacer el cdlculo de los coeficientes A, Cn, y G, el
cual serd expuesto en §5.2.1 tomando el mismo modelo del potencial A (r — a), del que ya
tenemos ¢l conjunto completo de estados resonantes {u,.(r)} §3.1. Sin embargo, las expre-
siones que se encuentran para los coeficientes A, Cy, y €, no son expresiones cerradas® y se
tiene que utilizar un método munérico para aproximarlos. Por experiencia sabemos que
al aproximar un valor, se tienen errores numéricos por 1o que nos vemos en la necesidad
de comprobar el iétodo? que utilizamos. Verificamos éste, comprobando que se cumplen
ciertas relaciones de suma para dichos coeficientes §5.2.2. Teniendo la seguridad en el
método empleado para el cédleulo de los coeficientes, podemos estudiar las probabilidades
de supervivencia S(t) §5.2.3 y no escape P(t) §5.2.4.

2Se unecesita un mimero mayor de estados resonantes para aproximar la funcién de onda inicial.

3Nos referimos a que las integrales que se involucran en el cilculo de los cocficientes no se pueden
resolver analiticamente.

4Esto és debido a la variedad de pardimetros que tiene el estado inicial ko, 1o ¥ .
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5.2.1, Cadlculo de los coeﬁc1entes A, C, y Cn

La condicién de normalizacién se hnce dentro de el rango de lntemcclon por lo que el
valor de A es

r—!‘2
A2 = /0 e (5.15)

Resolvemos la integral por partcs daqdo como resultado

lo = r 2 a=rg)? ' ' :
A2 = (a* +arn)/ Ja3(.lz+t721o(e 2'57 — e )-—-U ae T E s (5.16)

en donde 2y = ——‘1 Y z3 =231, La integral que npuru:(, en estu ecuacién es una funcién
conocndu P(z) definida mediante

P(z) = '\/%/_; et (5.17)

Sin embargo ésta no es la relacién mds apropiada para expresar la integral, ya que sélo
hay que sustituir en la expresion (56.17) la integral por ¢l valor V27 (P(z2) — P(z1)). Es
mds apropiado expresar la funcién P(z) en términos de una funcién conocida w(z) {9] la
cual estd relacionada con la funcién de error complementario. La identidad de la funcién
normal P(z) con la funcién de error complementario estd dada mediante w(z) por

P(z)=1- lc'éw( i (5.18)
73) .
Asf la integral que se tiene que calcular toma la forma
2 — a-ry)? ; — 1
/nz e~ Fdz = \/;F[c 'ﬂ"’w(\;-r:) — w(T(—:a\/-T:’—)- ], (5.1'9)

que al parcecer complica la expresién de |A|2. Pero es mas fdcil estudiar el comportamiento
asintdtico de esta funcidn, que el de la integral (5.17) y tiene una mayor ventaja para
hacer aproximaciones numéricas. Lo que serd utilizado para el célculo del coeficiente de
normalizacién |A|? y como se podrd anticipar también para el cdlculo de los coeficientes
Cn y Cp. Los cuales calcularemos escribiendo el estado resonante un(r) = B, sin(k,r) en
términos de exponenciales complejas, quedando una expresién para el coeficiente C,, como

e =2 23" (s,r s,,) (5.20)
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en donde se ha definido el coeficiente S como
e _(rerpd? o4
SE = re” ol rdr, (5.21)

y las constantes s = 20 y K& = ky & k,,. Reduciendo el cilculo del cocficiente a hacer
la integral (5.21), donde sdlo hay que sustituir el coeficiente correspondiente para cada
integral. También notamos que el coeficiente G, tiene la misma forma, ya que ¢l término
complejo de la funcidn de onda es dado por la exponencial exp(ikor). Proporcionando
la siguiente relacién con respecto sl pardmetro kg, Cu(kg) = Cn(—ko), la cual simplifica
considerablemente los cdleulos. Asf sélo calculando el cocficiente S,® se ticnen los otros
coeficientes de forma inmediata. Completando cuadrados para los términos exponenciales
de la integral (5.21) se puede escribir el coeficiente S, como

a (r-ngy?
Sy = c"/ re~"nt dr, . (5.22)
0
en donde v y Rp son constantes complejas dadas por v = —32,—9'3--0-1‘1\’,‘1'9 y Ry = rg+is° K.
Quedando una integral en la cual el cambio de variable es evidente z = =M asf:
i ta=fg)? 2 2
Sp=¢" [32 (e'?-q’ —~ e ) + sRo/ e‘sz]. (5.23)
PR

para la cual, la integral que aparece en la expresién (5.23) se calcula mediante (5.19).
Encontramos asi el conjunto completo de coeficientes Cy, y Cp.

5.2.2. Comprobacién del método numérico

Las expresiones encontradas para los coeficientes A, C,, y €y, son exactas. Sin embargo,
para hacer el cdlculo numérico de éstas, se tendrin errores al aproximar la funcién w(z),
lo cual arrastra crrores en la aproximacién de las probabilidades al hacer la suma. En
cpntraparte con los ejemnplos estudiados en §4.2 y §4.3, se tenia un coeficiente dominante
en la serie y los demds eran despreciables 6, Por lo que en este ejemplo se tienen que hacer
pruebas al método numérico empleando para el cilculo de los cocficientes, esto ¢s con la
finalidad de tener confianza a los resultados. Las prucbas consisten esencialmente en las
relaciones de suma de los coeficientes. Tomando los valores de los pardmetros o = 1072,
a =1y A= 200 fijos, calcularemos las relaciones de suma de los coeficientes para distintos
valores de rg y kg. La primer relacién es la regla de suma

58in perdida de generalidad sélo escribiremos S, en vez de SE.
S Compare ¢l orden de magnitud de los coeficientes de las tablas 4.1,4.2
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Figura 5.1: Se muestra Ia distribucién de los coeficientes Re{CnCr } para los pardmetros fijos o = 10-2,
a =1, A= 200y ko = 0, y la convergencia de la serie corresp ite a la ion (5.24) pnrn tres
distintos valores de 7o (a) La distribucién con ro = 0.1 (b) La distribucién para el valor v = 0.5
(¢} La distribucién para el valor rg¢ = 0.9; (d) La convergencia de la serie (5.24) corrcspond\eum a las
distribnciones; en todos los casos se tomno el valor de n = 100.
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Tigura 5.2: Se muestra la distribucion de los cacficientes Re{CnCn} para los pardmetros fijos o = 10-2
a=1,AN=200yk =

00

'
m/2, y In convergencia de ln seric correspondiente a la ecuncion (5.24) poara
tres distintos valores de ro (n) La distribucién con rg = 0.1 (b) La distribucién para el valor rg = 0.5;
() La distribucién para el valor rq = 0.9; (d) La convergencia de la serie (5.24) correspondiente a las
distribuciones: en todos los casos se tomo el valor de n = 100,

47




002 024

0.00 o 00 T v v v
20 40 60 80 100 20 40 \,so 80 100
1

Figura 5.3: Se muestra ln distribucion de los cocficientes Rte{C,,Cr} para los pardmetros fijos ¢ = 10~2,
a =1, A =200y ko = m, y la convergencia de la serie correspondicnte a la ecuacién (5.24) para tres
distintos valores de rq (a) La distribuciéu con ro = 0.1 (b) La distribucién para el valor rg = 0.5;
(c) La distribucién para el valor ro = 0.9; (d) La convergencia de la seric (5.24) correspondiente a lns
distribuciones; en todos los casos se tomo el velor de n = 100.
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Z mt{cnc } =1 (524)

n=t
Esta relacién de suma se verifica para varios valores de los pardmetros. En la figura 5.1
se tienen las graficas de las distribuciones para los valores de 1y = 0.1, 70 = 0.5 y 10 = 0.9
dejando el pardmetro kg = 0. Notamos que las distribuciones para rg = 0.1 y ry = 0.9 son
semejantes, mientras que la distribucién para el valor 79 = 0.5 es totalmente diferente.
Ademés ésta tiene valores maximos para n inpares y practicamente cero para valores de
n pares. Abora para mostrar la diferencia cualitativa, tomamos el valor de kg =, 7/2 que
corresponde aproximadamente a un medio de la energia del primer estado resonante. Esta
grifica se muestra en Ja figura 5.2 para los mismos valores de ry. Por ltimo mostramos
la grifica de estos cocficientes para un valor de kg = 7 que corresponde aproximadamente
o una energia de resonancia. La grifica de estos cocficientes se muestra en la figura 5.3.
Sin embargo, no se observa una diferencia cualitativa de las distribuciones, es decir, la
forma de la distribucién no se ve alterada al cambio de encrgia inicial del estado con
minima incertidumbre. Aunque, cuantitativamente sean diferentes, por ejemplo ¢l primer
cocficiente que se lee de la grifica 5.1b tiene un valor de Me{C\C,} = 0.099528 y el
correspondiente a la gréfica 5.3b es Re{C,C,} = 0.09935. Note que la diferencia es muy
pequeiia, sin embargo también la diferencia de energias lo es.
Otra relacién que deben cumplir estos coeficientes es obtenida de la relacion elemental

o % i un(r)un(r') = 8(r = ). (5.25)

n=-—0o0
Esta expresion la manipularemos para encoutrar una relacién que proporcione un criterio
que indique si los coeficientes estdn bien calenlados numéricamente. Primero multiplicamos
por ¢l estado inicial e integramos en el intervalo de interaccién dando como resultado

Z Coutn(r) = x(r). (5.26)

205
Observe que esta expresion no es mas que la representacién del estado inicial en términos
de los estados resonantes, y cada valor C, es la proyeccién de la funcién inicial con el
estado n-ésimo correspondiente. Por tltimo multiplicaremos la expresién (5.26) por ¢l
conjugado del estado resonante m-ésimo e integramos en el intervalo de interaccidn. Lo
que nos proporciona otra relacién de suma para los coeficientes

a Z Cn mn = —". (5.27)

n—-—oo
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Esta expresion indiea que el coeficiente [, juega un papel semejante a la funcién 26_,,,,
ya que sabemos la relacién general C_,, = C,. Ademds nos proporciona un criterio para
saber si los coeficientes que se estén calculando numéricamente son correctos. Debido a
que Iy # 26_,un, porque la base de estados resonantes u, () no es ortogonal. Una de las
caracteristicas de esta relacién de suma que hemos encontrado, es que se puede ostrar
analiticamente la relacién de doble suma para la probabilidad de no escape en t = 0. Por
lo que es autoconsistente la relacién, ya que si es vdlida la relacién de doble suma para
P(0) es valida la relacién (5.27) y viceversa.

Para mostrar la convergencia de esta scrie (5.27), definimos la funcién ©,,,(N) como

N :
On(N) =5 > Culun = Cin (5.28)
n=-N
Asf la funcién ©,,(N) — 0 cuando N — oo para todo valor de m. Se muestra en la figura
5.4 los primeros 100 valores de ©,,(V}), su parte real y su parte imaginaria por separado
con los parimetros @ = 1, A = 200, kg = 0, 1p = 0.1 y ¢ = 10~2 para los valores de
m = 1 (Fig. 5.4a,2'); m = 10 (Fig. 5.4b,b"} y m = 40 (Fig. 5.4c,c’). De forma andloga
en las figuras 5.5 y 5.6 para ¢l pardmnetro 14 = 0.5 y 19 = 0.9 respectivamente. Todas
Sstas tienen ya una convergencia a cero desde el valor N = 60. Observe que también la
contribucién mis grande para la convergencia son los coeficientes Colmm ¥ Comlin(=m)
ya que sc observa en las griificas que la funcién hace un salto cuando N toma el valor
de m. Con lo anterior se muestra numéricamente que la relacion es vilida empleando el
método numérico, de tal forma que se tiene confianza al mismo, para el cilculo de las
probabilidades de supervivencia S(t) y de no escape P(t).

5.2.3. Probabilidad de supervivencia S(t)

Las gréficas de la probabilidad de supervivencia se muestran en las figuras 5.7, 5.8, 5.9
correspondientes a los distintos valores de energia inicial kg = 0, 7/2, 7 respectivamente.
El tiempo lo medimos en unidades de vida media del estado base de la caja de potencial
infinito ry.

Observamos que la probabilidad de supervivencia siempre decac més rapidamente para
este estado, que para el estado de la caja de potencial infinito §4.2. Ademas el pardmetro 7g
cambia el comportamiento cualitativo del decaimiento, teniendo al estado con pardmetro
ro = 0.5 como el estado que decae mds lentamente en la regién exponencial, y en la regién
no exponéncial el estado que decae mis lentamente ¢s el que tiene purdmetro rg = 0.9; Ei
estado con pardmetro rq = 0.1 decac mas ripidamente que los otros dos, pricticamente en
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Figura
a=l,kg=0,rg=

5.4: Se mucstra numéricamente la convergencia de I serie (5.28) con los pardmetros A = 200,

0.1y 0 = 1072 (a) Re{B:(N)}, (2') IM(B,(N)}; (b) ‘-"C(em(N)} (") Im{O:0(N)}:
(c) 9“(94n(N)) (") Im{B4n(N)}. .
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Figura 5.5: Se muestra numéricamente la convergencia de la serie (5.28) con los pardmetros A = 200;
a=1,ko=0,rp=05y0 =102 (a) Re {0, (N)}, (a') Im{O(N)}; (b) Re{O1a(N)}; (b‘) Im(6,a(N)};’
(c) m:(e,..,(N)) (c') IMm{O40(N)}.
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Figura 5.6: Se muestra numéricamente la convergencia de la serie (5.28) con los pardmetros A = 200,
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Figura 5.7: Probabilidad de supervivencia S(t) con los pardmetros A = 200,a =1, 0 = ’10". ko =0
para rg = 0.1 lfnea cortada; para rg = 0.5 linea continua; para rp = 0.9 lfnea punteada. En la misma sc
muestra un Zoom para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 7.
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todo el proceso de decaimiento, sin embargo no es apreciable para tiempos cortos, debido
a que la probabilidad presenta fuertes oscilaciones en un intervalo de tiempo aproximado
(0,11) para los estados con pardmetros rp = 0.1, 0.9, y en el intervalo (0,0.257() para
el estado con pardametro rq = 0.5. Estos intervalos corresponden al término de las in-
terferencias entre las contribuciones exponenciales, al que denominaremos interferencia
exponencial. Dado que el tiempo de interferencia exponencial es menor para el estado con
pardmetro ro = 0.5 sabemos que converge mas rapidamente al primer estado resonante,
cotno se vié en §4.3.

Las tres grificas ticnen el mismo comportamiento cualitativo, s decir, el cambio de
energia inicial no afecta el comportamiento del decaimicnto, y presentan esencialinente
cuatro regiones, en éste proceso

(a) Region de interferencin exponencial. Que se presenta al iniciar el decaimiento del
sistema con una duracion que depende del pardmetro 7.

(b) Regidn de decaimicento exponencial con vida media 7. La cual se presenta antes para
¢l estado con pardmetro ry = 0.5 y despuds para los otros dos estados. Se puede decir que
la duracién del decaimiento con vida media 7 depende tinicamente del pardmetro rg.

(c) Region de interferencia exponencial — no-exponencial. Que se presenta en un intervalo
corto de tiempo, Hamando la atencion el estado con pardmetro 1 = 0.9 que presenta esta
interferencia aproximadamente 10 vidas medias antes que los otros dos estados. Lo que
provoca que éste presente la contribucion no exponencial antes que los otros dos estados.
La duracidn de esta interferencia es aproximadamente de 10 vidas medias para cada es-
tado.

(d) Regidn de decaimiento no exponencial. Que se presenta aproximadamente para el
mismo tiempo en los estados con parimetros rg = 0.1, 0.9 y diez vidas medias antes para
¢l estado con pardmetro ro = 0.1,

‘Todas las grificas son cualitativamente iguales, ademds observamos que se tiene prictica-
mente la misma grifica sin importar el valor inicial de la energia del paquete. De lo que
concluimos que el parimetro mds importante de este tipo de estados es el centro de la
distribucion rg y no el valor de la energia inicial &2.
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Figura 5.8: Probabilidad de supervivencia S(t) con los pardmetros A = 200, @ = 1, o = 10~2, ko = n/2
para ro = 0.1 linen cortada; parn ryp = 0.5 linca continua; para rp = 0.9 linea punteada. En la misma se
muestra un zoom para tieinpos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 7.
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Figura 5.9: Probabilidad de supervivencin:S(t) con los pardmetros A = 200, e = 1,0 = 1072, kg = 7
para rg = 0.1 linea cortada; para ro = 0.5 linea continua; para 7o = 0.9 linea punteada. En la misma se
1nuestra un zooin para tiempos cortos. El ticmpo se mide en unidades de vida media 7.
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5.2.4. Probabilidad de no escape P(t)

Pasamnos ahora al estudio de la probabilidad de no escape P(t). La cual mostramos

sus graficas en las figuras 5.10, 5.11, 5.12 correspondientes al parimetro ky = 0, /2 y
7 respectivamente. Notamos que el comportamiento cualitativo de la probabilidad es el
mismo sin importar el valor del pardinetro kp y el cambio cualitativo es debido al canbio
del pardmetro rg. |
Observamos que la probabilidad de no escape, no presenta las fuertes oscilaciones que
presenta la probabilidad de supervivencia para tiempos cortos. Esto es discutido en §4.3
en donde se estudio un cigenestado excitado de la caja de potencial infinito, y nos dimos
cuenta que la probabilidad de no escape presenta oscilaciones cuando el sistema “respi-
ra”, mientras que la probabilidad de supervivencia puede presentar oscilaciones solo por
¢l hecho de que el sistema evolucione.
Asi para tiempos cortos tenemos una curva suave y observamos que la probabilidad del
cstado con pardmetro 7y = 0.0 decac mds lentamente que el estado con el pardmetro
o =0.1. Esto es mis claro en la figura 5.12 que corresponde al pardmetro &y = w. Ob-
servamos en el zoom que la separacién de las curvas para el pardmetro rp = 0.1 (linca
cortada) y rg = 0.9 (linca punteada) tienen una mayor separacion (e para los otros casos
de momento inicial &g, mostrando ¢l efecto que se hace al cambiar ¢l pardmetro kg, Al
igunl que la probabilidad de supervivencia, la probabilidad de no escape presenta csen-
cialmente cuatro regiones las cuales son:

(a) Region de interferencia exponencial. Se presenta durante los primeros 0.71; para
los estados con el parimetro ro = 0.1, 0.9. Para el estado con pardmetro 7y = 0.5 se
presenta durante los primeros 0.37;.

(b) Regidén de decaimiento exponencial con vida media 71. El cual se presenta durante unas
50 vidas medias después de la interferencia exponencial para el estado con pardmetro 15 =
0.9 y 55 vidas medias después de Ja region de interferencia para los estados con pardmetros
o =05y 0.1,

(¢) Regién de interferencia exponencial — no-exponencial. Tiene una duracién aproxi-
mada de 10 vidas medias para cada estado. Observamos que esta region se presenta antes
para el estado con pardmetro rp = 0.9 que para los otros dos, los cuales presentan esta
regién casi en el mismo intervalo de tiempo. .

(d) Regién,de decaimienta no exponencial. Se presenta a partir de 60 vidas medias para
el estado con pardmetro 7o = 0.9 y 65 vidas medias para los otros estados. En esta regién
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Figura 5.10: Probabilidad de no escape P(t) con los pardmetros A = 200, =1, ¢ = 10~2, ko = 0
para g = 0.1 linea cortadn; para rg = 0.5 linea continua; para rg = 0.9 linea punteada. En la mista se
ttestra un zootn de las pritneras tres vidas medias 7y, El tiempo se mide en unidades de vida media 7.
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Figura 5.11: Probabilidad de no escape P(t) con los pardmetros A = 200, @ = 1, ¢ = 10-2, ko'= =/2
para rg = 0.1 lfnea cortada; para ro = 0.5 linea continua; para rq = 0.9 linea punteada. En la misma se
muestra un zoom de las primeras tres vidas medias 7;. El tiempo se mide en unidades de vida media 7,.
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Ln{P(t)}

Figura 5.12: Probabilidad de no escape P(t) con los pardmetros A = 200, a = 1, ¢ = 1072, kg = =

para rp = 0.1 linea cortada; para ro = 0.5 linea continua; para 1o = 0.9 i{nea punteada. En la misma se
muestra un zoomn de las primeras tres vidas medias 1. El tiempo se mide en unidades de vida media 7).
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el estado que decae mds lentamente es el estado con pardmetro g = 0.9.

Todas la curvas de las probabilidades se trazan bajo la curva cbrrespondiente al esta-
do base de la caja de potencial infinito, por lo que tenemos que este estado inicial decae
siempre mas ripidamente que el estado base de la caja de potencial infinito.

5.3. Decaimiento de un estado de minima incertidum-
bre (Gato de Schrédinger)

En esta sceeién estudiaremos un estado de minima incertidumbre mds general que ¢l
estudindo en §5.2, Consideramos un estado con simetria radial pero en esta ocasidn sélo
estudinremos la componente angular ! = 0. A diferencia del estado propuesto en §5.2, esta
componente angular puede o no, ser todo el estado inicial

fedd 2 ; N -
W(r,0) = %e"'—a@’—[e'kﬂ' — gmikar), (5.29)

Este tipo particular de estados se les conoce en la literatura con ¢l nombre de estado geto
de Schrédinger. Debido a que ¢s la combinacidn lineal de dos estados con fases opuestas
{ko) = | — ko) lus cuales corresponderan al estado “vive” y “muerto” del problema de del
gato en la caja. Evidentemente tiene una naturaleza diferente al estado estudiado anteri-
ormente §5.2, por lo que tenemos que hacer el mismo procedimiento que se hizo en §5.2.
Encontrando primero los coeficientes A, C,, y Gy, para el estudio de las probabilidades de
supervivencia S(2) y no escape P(t). Debido a que ¢l estado inicial que sc propone es una
funcién real, sabemos que sélo basta el cdleulo de un coeficiente C,, ya que se cumple la
relacion C,, = C,,.

Dedicamos a la subseccion 5.3.1 a ¢l cdlculo de los coeficientes A y C,,. Posteriormente
comprobamos ¢l método numdérico en §5.3.2, que sc emplea para el cilculo de los coefi-
cientes. Por 1iltimo hacemos el estudio de las probabilidades de supervivencia en §5.3.3 y
no escape en §5.3.4, completando asf el estudio de la evolucién temporal del decaimiento
de una particula con estado inicial ¥(r,0).

5.3.1. Cilculo de los coeficientes A y C,,

El coeficiente de normalizacién toma la forma

a rerp)? -
|A}~2 =/0 R sin®(kor)dr. (5.30)
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Escribiendo la funcidn seno en término de exponenciales complejas (5.29), se tiene que ¢l
cocficiente de normalizacién se calcula mediante tres integrales, y toma la forma

~ T M _.2 oeY [ g2 oe? o2
|A| 2=—/ i(ln—-—/ e Tdx — j e~ Tdz, (5.31)
2 Juw 4 £3) 4 2y
cn donde se han definido las constantes complejas v = —202k3 + 2ikorg y Ra = 1o +2i0%ky
y los limites de integracion son u) = —3, uy = &2, 2, = —'—",ﬂ Yy 2= "—"”—'“ Cada una de

las integrales se puede calcular mediante la funcidn w(z). obteniendo asi el coeficiente de
ntormalizacion.
El coeficiente C,, por definicién es

4 (rerg)?
= / ¢~ sin(ker) sin(kr)dr, (5.32)
o
donde escribimos 5?2 = 202, Expresando la funcién seno en térinino de exponenciales

obtenemos el cocficiente C,, como Ja contribucién de cuatro integrales. Sin embargo, todas
ticnen la misma estructura matematica, por lo que es conveniente definir la funcién S (K)
como
a tr—rg¥®
SE(K) = / e~ T oKt (5.33)
o
en donde se ha escrito explicitamente que el factor K es una funcién de n. En términos
de esta funcién escribimos el coeficiente como
1 - - L
C = -—{S,T(kn — ky) + Sy (ko — kn) — SF(ko + kn) — Sy (ko + kn)}- - (5.34)

Asi s6lo lmy que caleular la integral (5.33) para obtener el cocﬁclente C,, .
ha calculado anteriormente, el resultado es

La integral se

.2 : i
SE(K) = e / e-Tdz, “(5:35)
para la cual se han definido dos constantes complejas de forma unaloga a (5 31) Dadn.s )
por ¥ = —282K(n)? + 2iK(n)ro y Rp = rp + 2is2K(n), los limites de integracién son
2= —fy 2 = 2= La integral es calculada mediante la funcién w(z), obteniendose
asf el cou_]unto de cocficientes {C,}

'5.3.2. Comprobacién del método numérico

Como podemos observar, los coeficientes encontrados en §5.3.1, no son expresiones
cerradas, Por lo que tenemos que comprobar el método niimérico empleado para el cdleulo
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de estos. De forma andloga al ejemplo anterior, sélo se mostraran dos relaciones de suma,
Jus cuales proporcionan confianza al método empleado para el célculo de los cocficientes.

Las relaciones de suma son: .
. - .
S-Re{C2} =1, (5.36)
n=1
1 & =
3 ST Cudn =G (6.37)
n=-—00

Lag gréficas de las distribuciones de los cocficientes Me{C2} se muestran en las figuras
5.13,5.14 y 5.15. En donde se han tomado los valores A = 200, ¢ = 1y o = 1072, dcjando
variar los pardmetros 7o = 0.1, 0.5, 0.9 correspondientes a el centro de la distribucién
(cerca del origen - centrada — cerca del potencial) y ky = 0.1, n/2, 7 correspondientes a la
energia inicial de la onda, bajas energias - energin aproximada a un medio de la energin
de resonancia - energia aproximada a el primer estado resonante respectivamente,
Observamos que la convergencia de la serie (5.36) ya se tiene sumando los primeros 60
términos de la distribucion. Ademas la grifica de ésta (Figs. 5.13d, 5.14d, 5.15d) parcee
tener el mismo comportamicento para los valores de 7 = 0.1 y 79 = 0.9, de hecho no se
aprecia una diferencia nototria en la grifica.

Las distribuciones para estos valores de la energia son pricticamente las mismas, Teniendo
una diferencia cualitativa notoria, al cambio del centro de la distribucién y no al cambio
de energin, figuras 5.13a, 5.14a, 5.15a para ¢l valor de rp = 0.1; figuras 5.13b, 5.14b, 5.15b
para cl valor de rg = 0.5 y figuras 5.13c, 5.1dc, 5.15¢ para ¢l valor de rg = 0.9. Pora las
cuales observamos que la distribuciones son pricticamente las mismas, ademds se puede
ver que las distribuciones para rqg = 0.1 y 79 = 0.9 también son semecjantes y la que
presenta una mayor diferencia cualitativa es la correspondiente a rg = 0.5.

Para mostrar la convergencia de la serie (5.37) definimos la funcién ©,,(/V) como

N

em(N) = % Z Cplyn — Cv.n (5’38)
n=-N

Por lo que ©,,(N) — 0 para N — oo. Esta funcién tiene varios pardmetros, sin embargo,

se ha visto que las distribuciones al cambio de energia no se ven muy alteradas. Por lo

que s6lo tomaremos el pardmetro kg = 0.1 y variaremos el pardmetro en ro para diferentes

valores de m = 1, 10 y 40. La grifica de la ccuacién (5.38) se muestra en las figuras 5.16,

5.17, 5.18 para los valores de 15 = 0.1, 0.5 y 0.9 respectivamente.

Observamos que todas presentan la convergencia a cero para un valor aproxiinado de




N = 60. Lo que muestra que la relacién de suma (5.37) es vilida utilizando nuestro méto-
do numérico para cl cileulo de los coeficientes.

Estos dos resultados muestran que el método empleado para el cilculo de los coeficientes
cs bueno, por lo que se ticne confianza a los resultados que se obtendrdn para las proba-
bilidades de supervivencia y no escape.

5.3.3. Probabilidad de supervivencia S(t)

Tomando los pardmetros fijos @ = 1, A = 200 y ¢ = 102 para ¢l célculo de la proba-
bilidad de supervivencia. Mostramos la grifica de ésta para el pardmetro & = 0.1 en la
figura 5.19. Obscrvamos que para los tres valores de rg, la probabilidad de supervivencia
de este estado inicial siempre decae mis ripido que la probabilidad de supervivencia del
estado base de la caja de potencial infinito (§4.2). Sin embargo ¢l pardmetro ry afecta
considerablemente el decaimiento del estado, haciendo que éste tenga un decaimiento mas
lento para el valor 1y = 0.5 y mds rapido para los valores extremos, en la region expo-
nencial. Se observa que la probabilidad del estado con pardmetro 7o = 0.9 decac mis
lentamente que la probabilidad del estado con pardmetro rg = 0.1, pero la diferencia de
estas es practicamente cero, por lo que no se tendrd una diferencia cuantitativa aprecia-
ble. En la region no exponencial del decaimiento, invierten papeles las probabilidades del
estado con parametro ry = 0.5 y ry = 0.9, deeayendo mis lentamente el iltimo.
Tomamos el valor by = /2, correspondiente a la itad energia del primer estado res-
onante. Se muestra la grifica de In{S(f)} en la figura 5.20, la cual exhibe un compor-
tamicnto cualitativamente igual a la grifica de la figura 5.19.

Por iltimo tomaremos el valor de kg = 7 correspondiente a la energin de resonancia.
La grafica de la probabilidad de supervivencia se muestra en la figura 5.21 que también
presenta el misino comportamiento cualitativo a las grificas presentadas anteriormente.
El hecho de que todas las gridficas scan cualitativamente iguales, es el reflejo de que las
distribuciones 9e{C2} también lo son. Llamando la atencién las distribuciones para los
pardmetros 1y = 0.1 y rq = 0.9 que son semejantes, pero las pequeiias diferencias entre
ellas producen grandes variaciones en el comportamiento cuantitativo de la probabilidad
para tiempos largos. Para tiempos cortos el decaimiento de los estados con pardmetros
g = 0.1 y ry = 0.9 tienen mismo comportamiento, mostrando una pequeiia separacién
cuando se exhibe ¢l decaimiento exponencial con vida media 7. La cual es mids notoria
para el estado con encrgia inicial aproximada a la energia de resonancia. .

En general podemos decir que el comportamiento de la probabilidad de supervivencia
para este estado, presenta cuatro regiones principalmente:

(a) Region de decaimicnto con interferencia exponencial. Se presenta en el intervalo de
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Figura 5.13: Se muestra la distribucién de coeficientes Re{C3}, con los pardmetros A = 200, ¢ = 1,
a =102 y ko = 0,1 para (a) rq = 0.1; (b) ro = 0.5; (c) ro = 0.9; (d) mnucstra la convergencia de (5.36)
correspondiente a cada valor de rg de las distribuciones anteriores.
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Figura 5.14: Se muestra la distribucién de coeficientes Re{C2}, con los pardmetros A = 200, u = 1,
a = 10"%y ko = n/2 para (a) ro = 0.1; (b) rg = 0.5; (c) 7o = 0.9; (d} muestra la convergencin de (5.36)

vorrespondiente a eada valor de rg de Ias distribuciones anteriores.
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Figura 5.15: Se muestra la distribucién de coeficientes Re{C3}, con los pardmetros A = 200, a'= 1,
o = 10"2 y ko = 7 para (a) ro = 0.1; (b) rg'= 0.5; (c) ro = 0.9; (d) muestra la convergencia de (5.36)
correspondiente a cada valor de g de las distribuciones anteriores. ) A
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Figura 5.16: Se muestra la convergencia de la funcién 8,,(N), con los pardmetros A = 200, ¢ = 1,
a = 10"% kg = 0.1 y rg = 0.1 parn = 1 (n) parte real (a’) parte imaginarin; para me = 10 (b) parte
real (b') parte imaginaris; para m = 40 (c) parte real (¢') parte imaginaria,
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Figura 5.17: Se wuestra la convergencia de la funcién 8, (N), con los pardmetros A = 200, ¢ = 1,
o =10"2, kg = 0.1 y rg = 0.5 para 1n = 1 (a) parte real (2’) parte imaginaria; para m = 10 (b) parte

real (b’) parte imaginaria; para m = 40 (c) parte renl (¢') parte imnginaria.
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Figura 5.18: Se muestra ln convergencia de la funcién 6,,(N), con los pardmetros A
0=10"% ky=0.1yro=09param =1 (a) parte real (a') parte imaginaria; para m

real (b') parte imaginarin; para m = 40 (c) parte real (¢') parte imaginaria.
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Figura 5.19: Probabilidad de supervivencia S(t) con los pardmetros A = 200, a = 1, ¢ = 10°2, ky =
0.1 para ro = 0.1 linea cortada; para ro = 0.5 Ilfnea continua; para rg = 0.9 lfuea punteada. Eu la misma
se muestra un zoom para tiempos cortos, El tiempo se mide en unidades de vida media 1.
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Figura 5.20: Probabilidad de supervivencia S(t) con los pardmetros A = 200, a = 1,0 = 1072, kg = ©/2
para rg = 0.1 linea.cortada; para rg = 0.5 linea continua; para rg = 0.9 linca punteada. En ln misma se
maestra un zoown para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 7.
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tiempo (0,0.357)) para el estado con pardmetro 7o = 0.5 y cn el intervalo (0,1.557,) para
los estados con pardmetros o = 0.1 y 0.9.

(b) Regién de decaimiento exponencial con vida media 73. Que sc presenta en un in-
tervalo de tiempo (1.557,53.97;) para el estado con pardmetro o = 0.1, (0.357,,52.27;)
para el estado con pardmetro rp = 0.5 y (1.557,46.31y) para el estado con pardmetro vy =
0.9. :

(c) Regidén de decaimiento con interferencia exponencial ~ no-exponencial. Se presenta en

el intervalo de tiempo (53.97,687) para el estado con pardmetro ro = 0.1, (52.27,64.77)
" para o estado con pardmetro ro = 0.5 y (46.37,,56.87) para el estado con pardmetro 1y =

0.9.

(d) Region de decaimiento no exponencial. Se presenta para tiempos mayores a G687,
del estado con pardmetro ro = 0.1, 64.77; para el estado con pardmetro ro = 0.5 y 56.87
para el estado con pardmetro ry = 0.9.

En general tenemos los mismos intervalos mencionados en §5.2 para cada grifica mostrada
en este ejemplo.

5.3.4. Probabilidad de no escape P(t)

Tomando los mismos valores de los pardmetros que en §5.3.3, graficamos la probabili-
dad de no escape P(t). La cual mostramos en las figuras 5.22, 5.23, 5.24 corresondientes n
los parimetros kg = 0.1, ko = 7/2 y kp = 7 respectivamente. Al igual que la probabilidad
de supervivencia se presentan esencialmente cuatro regiones en la grifica de (). Sin
embargo en la regién de decaimiento con interferencia exponencial no presenta las fuertes
oscilaciones que presenta la probabilidad de supervivencia, debido a que en este intervalo
de tiempo no sc presenta el fendmeno de “respiracién” del sistema el cual produce las
oscilaciones en la probabilidad de no escape. Note que en las tres grificas se tiene el de-
caimiento exponencial con’ vida medin 7y para el mismo valor del ticmpo. Las regiones
que presenta la probabilidad de no eseape son los intervalos

(a) Regién de decaimiento con interferencia exponencial. Se. presenta para ¢l intervalo
de tiempo (0,0.227,) para el estado con el parémetro rq = 0.5 y (0,0.627) para los cstados
con parametro g = 0.1 y 0.9.

(b) Regidn de decaimiento exponencial con vida media 7. Se presenta en el intervalo
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Figura 5.21: Probabilidad de supervivencia S(t) con los pardmetros A = 200, a = 1,0 = 1072, kg =7
para rg = 0.1 linea cortada; para rg = 0.5 linea continua; para rp = 0.9 linea punteada. En la misina se
uestra un zoom para tiempos cortos. El tiempa se mide en unidades de vida media 7y.
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Figura 5.22: Probabilidad de no escape P(t) con los parfmetros A = 200,a =1, 0 =103, kp = 0.1
para 7o = 0.1 luea cortada; para rg = 0.5 lfnea continua; para ro = 0.9 lfnea punteada, En la misina se
muestra un zoom para tiempos cortos. El tiempo s¢ mide en unidades de vida media .
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Figura 5.23: Probabilidad de no escape P(t) con los pardmetros A = 200, a == 1, g = 1072, kg = 7/2
para ro = 0.1 linea cortada; para ro = 0.5 linca continua; para rp = 0.9 linea punteada. En la misma se
tuestra un zoom para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 7.

K&

RS CON
FALLA D UKIGEN
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Figura 5.24: Probabilidad de no escape P(t) con los pardmetros A= 200, @ = 1, o.= 10~2, Lg =
para rg = 0.1 linea cortada; para ro = 0.5 linca continua; para 7o = 0.9 lfnea punteada. En la mismn se
muestra un zoom para tiempos cortos. El tiempo se mide en unidades de vida media 7). .
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(0.627,,54.17;) para el estado con pardmetro ro = 0.1, (0.227,53.157) para cl estado con
parametro rg = 0.5 y (0.627,49.67;) para cl estado con pardmetro ro = 0.9.

(c) Regién de interferencia exponencial - no-exponencial. En ¢l intervalo de tiempo
(54.17,64.557,) para el estado con el pardimetro ro = 0.1, (563.1571,61.571) para el es-
tado con cl pardmetro ry = 0.5 y (49.671,57.67y) para el estado con el pardmetro ro = 0.9.

(d) Region de decaimiento no exponencial. Después del tiempo 64.557, para el estado
con el pardmetro rg = 0.1, 61.57; para el estado con pardmetro ro = 0.5 y 57.67; para cl
estado con el pardmetro rq = 0.9.

Que engloban todos los casos vistos en este ejemplo. Sin embargo, también se observa
que todas las probabilidades decaen mids rdpidamente que el estado base de la caja de
potencial infinito §4.2.

Los cjemplos estudiados §5.2 (Onda saliente), §5.3 (Estado gato de Schorédinger) en
este capitulo, muestran un contra ejemplo al resultado obtenido por Lenef y Rand, sobre
la evolucion temporal del decaimiento de estados de ininima incertidumbre ya que hemos
exhibido un modelo en ¢} cual dichos estados decaen mids ripidamente que el estado
base de la caja de potencial infinito, el cual no cumple ser de minima incertidumbre,
Ademds encontramos que el comportamiento cualitativo de las probabilidades es debido
a la posicién del estado inicial, sin importar la energia de Gste, salvo que la energia sea
muy grande (mayor a la altura del potencial).

5.4. Discusiéon de la evolucién temporal de estados
de minima incertidumbre

Los estados de minima incertidumbre que se han considerado en este capitulo, onda
saliente §5.2 y estado gato de Schrédinger §5.3, no tienen un comportamiento cualitativo
diferente. Esto se entiende porque ¢l estado gato de Schrodinger es una superposicién de
ondas planas (entrante y saliente) las cuales tienen muia evolucién temporal semejante al
estado estudiado en §5.2. Observainos un cambio cualitativo de la evolucion temporal de
dichos estados nicamente por el cambio de la posicidn inicial.

En la regién exponencial se observa que todos los estados decaen inicialmente con la
misma vida media 7, haciendo una transicién al decaimiento con vida media 7, corre-
spondiente al primer estado resonante y ésta depende vinicamente de la posicién inicial del
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Figura 5.25: Comportamiento del’ cocficiente de la pfobabilidad de supervivencia en la regién no-
exponencial. ' :

estado. Observamos que dicha transicién es mds rdpida para el estado que se encuentra
inicialmente centrado (ro = 0.5) y mds lenta para los otros dos estados, lo que hace que
esencialmente decaiga mds lentamente que los otros estados considerados. Esto se puede
entender de la distribucién de los coeficientes, por ejemplo la figura 5.15 (pdg. 68) muestra
que ¢l estado que se encuentra inicialmente en rg = 0.5 tiene una mayor contribucién del
primer estado resonante. Esto explica porque hace la transicién mds rdpido que los otros
estados considerados.

En la regién no-exponencial se observa que el estado que decac més lentamente es el que
se localiaza inicialimente cerca de la frontera del potencial (rp = 1) y el que decae mds
ripidamente es ¢l que se localiza cerca del origen. Para entender esto consideramos sélo
la expresidn de la probabilidad de supervivencia en la regién no-exponencial

1 1
S(t) = 75=&(ro)y, (5.39)
donde
= c'l _’I 2
&ro) =| ¥ 5| (5.40)
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Bsta es sélo funcién del punto donde se localiza el estado. Al graficar este coeficiente
se tiené una funcién creciente (fig. 5.25) lo que muestra que ¢! decaimiento en la regidn
no-exponencial es mds lento si se localiza inicialmente el estado cerca de la frontera del

potencial.
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Capit;ulo 6

‘Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo son las siguientes:

1. En el capitulo §4 se estudia la evolucién temporal de estados iniciales que correspon-
den a eigenestados de la caja de potencial infinito. En particular los correspondientes
al estado base §4.2 (pdg. 27) y al cuarto estado excitado §4.3 (pdg. 32). Estos nos
permitieron comparar el método numérico empleado para el cdlculo de las prob-
abilidades, ya que este tipo de estados han sido estudiados con anterioridad [2].
Obtenemos lo siguiente:

a) Estado base. Se observa que la evolucion temporal de este estado, estd pricti-

b)

camente dominado por el primer estado resonante u, (r) al cual le corresponde
un tiempo de vida media 7, = I'7! que es el tiempo de vida media més grande
proporcionado por el sistema (potencial delta repulsivo). En el ¢jemplo que
hemos estudiado, las probabilidades de supervivencia y no escape tienen el
mismo comportamiento en la regién exponencial que es la que domina durante
las primeras 50 vidas medias. Se observa la diferencia en ¢l comportamicento
cualitativo de las probabilidades unicamente en la region de interferencia y no
exponencial, en la cual las curvas de las probabilidades se separan y tienen un
comportamiento como funcion inversa del tiempo. La densidad de probabili-
dad, nos proporciona informacién del estado durante la evoluciéon temporal del
sistema. Mostrando en la region de interferencia que la densidad de probabili-
dad oscila como funcién del tiempo, fendmeno al que hemos Hamado de “res-
piracién”, que se debe a la interferencia de las amplitudes del comportamiento
expouencial y no exponencial de la probabilidad.

Estado excitado. Consideramos como estado inicial ¢l cuarto estado excitado
de la eaja de potencial infinito. Observamos que la evolucién temporal de este
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estado, s practicamente la contribucién de dos estados resonantes, el primero,
11(r), y el quinto, us(r), durante las primeras 30 vidas medias (7). Observan-
do una diferencia cualitativa de las probabilidades desde ticinpos del orden de
0.097;, que corresponde al valor del tiempo en que la curva de la probabili-
dad de no escape se separa de la curva de la probabilidad de supervivencia.
Para este tiempo la probabilidad de no escape tiene ya un comportamiento
exponencial con vida media 7, mientras que la probabilidad de supervivencia
presenta ¢l comportamiento exponencial con vida media 75 hasta tiempos del
orden de 0.1887,. Después del ticmpo en el que las probabilidades tienen un
comportamiento exponencial con vida media 7, el sistema evoluciona como si
se tratara del primer estado resonante, con vida media 7y. El tiempo para el
cual las probabilidades tienen ¢l comportamiento exponencial con vida mecdlia 74
se puede encontrar de las expresiones de las probabilidades, dando la ecuacién
(4.8) (pdg. 34) para la probabilidad de supervivencia, y la ccuacién (4.9) (pdg.
36) para la probabilidad de no escape. Estas expresiones nos permiten mostrar
que la duracién (en unidades de vida media ) del comportamiento exponencial
de las probabilidades con vida media 75 depende dnicamente de los pardmet-
ros del potencial, alcance a y altura A, Ademss el hecho de que las cantidades
T = 1 nos permite mostrar que 7s == 27p que coincide con los valores medidos
en las gréficas de las probabilidades de supervivencia y no cscape figura 4.10
(pig. 36). La densidad de probabilidad del estado excitado evoluciona rapi-
damente hasta confundirse con la densidad de probabilidad del primer estado
resonante. Esto muestra que la contribucidn del quinto estado resonante decac
mis rdpidamente que la contribucién del primer estado resonante, haciendo
que ¢l sistema presente un fendmeno de perdida de memoria, es decir, despuds
de un tiempo finito ¢l estado de 1a particula ya no recuerda ¢l estado inicial
en el que se encontraba y decae como el primer estado resonante en la regién
exponencial.

Sin embargo se observa que el estado excitado decae mds ripidamente que ¢l
estado base de la caja de potencial infinito, esto es debido a que 75 < 71, y en
general se puede decir que cualquicer estado excitado de la caja de poten-
cial infinito decaera mds rapidamente que el estado base, debido a que
se tiene que 7, < T, para n > 1. Esto es claro en las expresiones encontradas
para el céleulo de los polos de la funcién de Green de onda saliente §3.2 (pdg.
19) los cuales proporcionan el tiempo de vida media correspondiente a cada
estado resonante.

2. En el capitulo §5 se hace el estudio de la evolucién temporal de estados de minima
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incertidumbre. Ademds se han considerado que estos estados iniciales scan localiza-
dos, tomando dos casos particulares: onda saliente §5.2 (pdg. 43) y el estado gato de
Schrédinger §5.3 (pdg. 62) para los cuales se muestra que existe un conjunto finito
de estados resonantes que dominan la evolucién temporal del sistema. Se realizé un
estudio exhaustivo de los coeficientes involucrados en el cdlculo de las probabilidades
de supervivencia y no escape. Sin embargo no se obtuvo una diferencia cualitativa
de la evolucidn temporal entre estos dos tipos de estados.

Hemos encontrando que el decaimiento del sistema con un estado inicial de minima
incertidumbre es siempre mas rdpido (comparado con ¢l decaimiento del estado base
de la caja de potencial infinito §4.2). Ademds, la condicién de que scan de minima
incertidumbre nos dan un contraejemplo al resultado obtenido por Lenef y Rand.
Mostramos que en realidad ¢l comportamiento cualitativo de la evolucién temporal
del decaimiento de estados de minima incertidumbre es méds bien por el hecho de
que el estado sca localizado y no de minima incertidumbre. Esto se entiende al de-
sarrollar el estado inicial en la base de estados resonantes, se tendra la contribucién
de més de un estado resonante y cada uno de ellos decac mis ripidamente que el
primer estado resonante u;(r). Explicando porque decaen con un tiempo de vida
menor al primer estado resonante. Ademds después de un tiempo finito el sistema
presenta el mismo fenémeno de pérdida de memoria, esto es, en la region exponen-
cial hay un intervalo en ¢l cual el sistemna decae con la vida media del primer estado
resonante.

Se observa que la posicién inicial del estado localizado afecta el comportamien-
to cualitativo de la evolucion temporal del sistema. Obteniéndose que la evolucién
temporal del sistema para ¢l estado localizado en rq = a/2, decae mds lentamente en
la regién exponencial que cualquier otro estado localizado en otro punto dentro del
alcance del potencial. Esto se entiende porque el coeficiente C((rg) correspondiente
al primer estado resonante cumple Re{Ci(a/2)} > Re{Ci(ro # a/2)}, es decir, ¢l
estado centrado en a/2 tiene una mayor contribucién del primer estado resonante,
por lo que éste domina mds ripidamente en el proceso de decaimiento.

Por otro lado en la regién no-exponencial, el estado localizado en rg = a, decae mis
lentamente que cualquier otro estado localizado fuera de la frontera del potencial.
Esto se puede entender de la expresidén (5.40) que corresponde al cocficiente de la
probabilidad de supervivencia en la regién no-exponencial y al graficarla en funcién
de 7 se tiene una curva creciente figura 5.25 (pdg. 80), la cual muestra que para
valores de rp > a/2 el cocficiente de la probabilidad de supervivencia es més grande
que para valores que no lo son. Asf en la regién no-exponencial, el estado inicial
localizado en 1y > a/2, decaerd inds lentamente que el estado localizado en 1y < a/2.
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Los resultados obtenidos en los cjemplos, en donde se ha considerado el modelo po-
tencial delta repulsivo, se pueden generalizar a otros modelos mds complicados, con la
condicién de que el potencial sea de alcance finito, yo que el comportamiento cualitativo
de los polos (fig. 3.1, pig 23) de la funcién de Green de onda saliente para potenciales de
alcance finito es el mismo [4]. Esto es, los tiempos de vida media proporcionados por los
polos cumplen 71 > 12 > --- > 7, > --+ que corresponden al tiempo de vida media de
cada estado resonante, es decir, el primer estado resonante tiene el tiempo de vida media
mds grande proporcionado por el sistema, lo que nos permite enunciar

El tiempo de vida media maximo, estd dado por el ancho parcial correspon-
diente al primer estado resonante y éste no depende del estado inicial que se
considere. :

Esto prohibe la existencia de un estado inicial “especial” que tenga un tiempo de vida
media mayor al proporcionado por el sistema. Ademds se tiene que cualquier estado inicial
arbitrario, después de un tiempo finito 7 hard una transicion al primer estado resonunte
w1 (r)! en la region exponencial. Para explicarlo consideremos la funcién de onda en la
region exponencial (2.69) (pdg. 14) asi, el hecho de que 7y es mdximo implica que existe
un tiempo 7 para ¢l cual la contribucidn mds importante en la seric (2.69) sea la del
primer estado resonante, dando la densidad de probabilidad como

(W )P = |G P hu@)Pe™™ t> 7,

lo que mucstra la afirmacién. Ademds de la expresidn anterior se tiene que la evolucién
temporal de un estado arbitrario estd dominada después de un tiempo 7, tinicamente por
la evolucién temporal del primer cstado resonante en la regién exponencial. Esto aclara
el fenémeno de pérdida de memoria del sistema, dejando inicamente al factor constante
con la informacidén del estado inicial.

' Esto sucede en general porque la base de estados resonantes {u,,(r)} no es ortogonal,
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Apéndice A
Funcién M(z,t, k)

Lu funcién M(z, ¢, k) se deﬁne medlante

M(z. ¢, k") = -‘-i-e‘i-/ con - Jmfiy} >0, (A1)

oou,.-—u

en donde la vunabl Yy @

Sy = -Zl-e-“t o~ 2k,1). ' (A2)

La mtcgml que upurccc en lu deﬁmmon de la funcién M(z,¢, &,), es una funcién cono-
cida que estd relacionada con'la funcién de error complementario mediante w(z) {9, 10].
Identlﬁcando esta escnblmos

M(x,t,k,.):-;-e‘%fw(iy,.). S (A

Es importante que al usar la definicién (A.1), se tenga presente tomar valores dé iy, que
satisfacen la condlcxon Jm{zJ"} > 0. En caso contrario Im{iy,} < 0 utlhzamos la re]acxon ’
de simetria

M(z,t; k) = eilknz=k20 _ Ee' @ w(—zy,.) si. Jm{iyga} <0, . (A4)

que es hercdada de las propiedades de simetria de la funcién w(z), podemos escribir el
segundo término de esta expresion como M(~z, t; ~ky). Dando la relacién d(. simetrfa de .
la funcién M(z, ¢; kn) e

M(z, ti k) = e ®n=K0 _ M(—z,¢,—k,)  si am{iy,.'}f_<~o.;-_ U (AS)
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La funcién w(z) tiene su desarrollo en serie [9, 10}, por lo que el desarrollo en serie de la
funcién M(z, t, k) es -

1 .2 ( 1)"'1/'"
IA(x o ls = _el o .
M(z, k) = 5 "gor(m it (A.6)
que es véilida para todo valor de y,. Sin embargo, es sélo utilizada para el comportamiento
de la funcién cuando y,, & 0, es decir, como aproximacién asintética de la funcién.
También se tiene una expresién en serie parn valores grandes (¥, — 00), que es usada
normalmente para el estudio de este comportamiento asintético. La expresidén es

v{_}_+ = (1) (21—1)}

W 2m,lzm+|

Mz, t; k) = (A7)

2\/—
La virtud de esta expresién es que si y, > 1 sc pueden despreciar casi todos los términos
de la serie, y en el mejor de los casos podemos solamente quedarnos con los dos primeros
términos.

Yn =y
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Apéndice B
Estados resonantes un(fr)f .

Para el problema de decaimiento con un potencial con simetria radial de interaccién
finita, es decir V(r 2 a) = 0, utilizamos el concepto de estado resonante del sistema
u,(r) que corresponde a una energia compleja. Suponiendo que el momento angular de la
particula ¢s cero. El estado resonante satisface la ecuacién, en unidades 2m =h =1

un(r) + [k — V(r)]un(r) = 0, (B.1)
con las condiciones de frontera
us(0) =0 %7—)- = iknun(a), (B.2)

identificamos k2 = ¢, — i',/2, con, €,,['n > 0. La ccuacién (B.1) también es vilida para
¢l complejo conjugado. Dado que V(r) es real, la ecuacién (B.1) no pierde su estructura,
asi reenumerando el orden de los indices podemos igualar &322 = A2, lo que a su vez
implica que k., = —k;,. Para los estados resonantes se tiene la igualdad u_,(r) = u;(r),
que se encuentra al calcular ¢l conjugado de (B.2).

Partiendo de la ecuacién (B.1), que es vilida para los estados u,(r) y un(r), y multipli-
cando por w,(r) y u.(r) respectivamente, tenemos las siguientes ecuaciones

um(r){u;:(r) [ - V(r)]u"(r)} =0, (B.3)
u,,(r){u;',,(r) k2 - V(r)]u,,.(r)} =0. (B.4)

Restando estas e integrando en el intervalo [0, ] obtenemos
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u.,.(a)un(a) = ttn(@)un(a) + (K = 2) [ tn(rum(r)r = 0. (B.5)
Usando (B.2) tenemos

f :_2"'{/ U (P)up (r)dr + 1'—‘-’%3:1_!":'—'(:)} =0. (B.6)

En general k, # I»,,,, por lo que se puede identificar al término entre corchetes, como una
condicién de ortogonalidad ! para los estados resonantes [1], es decir

a il
) -/0 un(")“m(")d" + iiﬂﬁf{% = Sum, (BJ).
si m = —n se tiene la igualdad
2
Imk) = — L@l (B8

2 f§ lua{r)2dr’
Es decir, la parte imaginaria de &k, siempre es negativa. Asi podemos escribir k, = a, —i8,
con ¢y, B, > 0y la ccuacién (B.8) se escribe como .

_ 1 |ua(a)®
P = 2 [ fun () Pdr (B 9

Por otro ]ndo se tiene que el ancho I'y, = 4a, 3,. Multiplicando por ¢l factor 4o, la 1gualdad
(B.9), encontramos el ancho T’y en términos del estado resonante es

[ua (@)

AR Iy = 2ﬂum, (B.10)
yla vidn'mediq Tn del estado u,(7) es
Ly . -
™= : (B‘ll)"

B.1. Relaciones de suma de los coeficientes':

El conjunto de estados resonantes {un(r)}, dentro del alcance de un potencial de
interaccién finita obedecen las siguientes relaciones de suma

1En realidad no cs estrictamnente la condicién de ortogonalidad entre funcnoncs. ya que no deberin
aparecer ¢l segundo término.
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%Zu,.(r)u,.(r’) =4(r—1') rnr' <a, (B.12)

!
P Un(unlr) _ ' <a. (B.13)
k
n H
Estas relaciones obtenidas en §2.4 son vidlidas debido a que la funcién saliente de Green,
se desarrolla de forma discreta en la regidén interna del potencial. .
Dentro del estudio de la evolucién temporal del decaimiento, se definen las cantidades: |

Amplitud de supervivencia y las probabilidades de supervivencia y no escape. La definicién * i
de estas cantidades, permiten definir los coeficientes, C,,, Cy, € finn como
a
Ca= /0 U(r, 0)un(r)dr, (B.14)
—- o
Co= [ ¥ (r,O)un(r)dr, (B.15)
[
@ .
I = ‘/0 um(r)u,.(r)dr. (B.IG)

Las relaciones de suma de los estados resonantes (B.12, B.13), permiten encontrar rela-
ciones de suma para los coeficientes. Estas son utilizadas para el estudio asintético de las
cantidades ¥(r,t), A(t), S(t) y P(t). Para lo cual hay que notar las relaciones de simetria i
estos coeficientes respecto a los indices, que son heredadas de las relaciones de simetria
(le los estados resonantes a saber t.,(r) = uy(r). Por lo anerior, los coeficientes C, y
C, heredan la relacién C_, = C;, y el coeficiente Inn hereda las relaciones Iy en = Jnn
y I-mn = I _, que nos son utxl(.s para simplificar las expresiones que involucran estas
cantidades.
La forma de encontrar las relaciones de suma entre coeficientes es mediante la manipu-
lacién de las relaciones (B.12, B.13). Comenzamos con la relacién (B.12), multiplicando
por ¥(r’,0) e integrando, se obtiene

:
i
i
{
i

v(r,0) = —ZC,,u,.(r), (B 17)

que no es mds que el desarrollo en estados resonantes del estado inicial, Postenorment(.’
multiplicando por el conjugado de la funcién de onda inicial ¥* (r, O) c mtegrando nueva-
mente se obtiene la relacién ;

SRR

i - SRR
m;c,.c,._l, R (B:18)
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en donde se ha definido N como

N= /0 @ (r, 030 (r, 0)dr (B.19)

En general se puede pedir que N = 1, salvo casos especiales, como el caso en que el estado
inicial sca un estado resonante, el cual no cumple esta condicién. Otra de las relaciones
1itiles que se encuentra es multiplicando la ecuacién (B.17) por u},(r) e integrando tenemos

';' z Colon = C:n‘ (B20)

Esta relacién, nos permite mostrar que P(0) = 1 permitiendo desacoplar la suma doble
que aparece en la expresién para P(0). Convirtiéndola en una suma simple que es idéntica
a la relacién (B.18).

Con una manipulacién semejante, encontramos relaciones de suma para los coeficientes
mediante la relacién (B.13), multiplicando por la funcién de onda inicial ¥(+',0) la
ccuacién (B.13) e integrando obtenemos

Chun(r
> Cutta(r) _ (B.21)
ol
Esta relacién nos permite encontrar mas relaciones de suma de los coeficientes, ya que la
igualdad ¢s cero. Por ejemplo si multiplicamos por ¥(r, 0) la ecuacidn (B.21) e integramos
sc tiene que

%o (B.22)

> T R ) (B.

O bien si multiplicamos por-¥*(r,0) la ecuacién (B.21) e integramos obtenemos
Z%’f—" =0. = L -+ (B.28)
n n ;

También podemos muitip]icnr la ecuacién (B.21) por el conjugado de un estado resonante
arbitrario u;,(r) e integrar obteniendo

s Sl g, . (B24)

Sin duda se pueden encontrar muchas mds relaciones de suma de esta naturaleza. Una
relacion de suma inds importante se obtiene ahora de forina inmediata, la ecuacién (B.21)
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es vilida asf como su conjugado, por lo que el producto de ambas también lo serd. Este

Z 5 Sl n) g (B.25)
al haccr la mtegrnl de esta relacién se tiene

ch 2 Cn l -0  (B26)

La cual nos permite mostrar que el comportmmcnto cualitativo de la probabilidad de no
escape y la probabilidad de supervivencia, es el mismo para tiempos largos.

Las relaciones de suma de los coeficientes que se encuentran, son importantes para el
andlisis tedrico y numérico de la evolucién temporal, ya que éstas nos permiten eliminar
términos de las series de las probabilidades.

92




Apéndice C

Desarrollo discreto de la funcion de
Green de. onda saliente

La funcién de Green de onda saliente G*(r,r', k), que se utiliza en el formalismo
de estados resonantes, cumple dentro del alcance del potencial (r, 1’ < a), ser cero en el
limite {k,| — 00, lo que nos permite cscribirla de forma disereta {1]. Dado que ésta tiene n
polos de primer orden cn el plano complejo. Demostrarcmos que una funcién de variable
compleja siempre se puede escribir de forma discreta si cunple las mismas condiciones
que en nuestro caso tiene la funcién de Green de onda saliente.

Esto se puede enunciar como un tecorema:

Si f(z) es una funcidn de variable compleja que tiene n polos de primer orden y udemds
satisface la condicion a la frontera f(z) — 0 para |z| — oo entonces

() =3t (€.1)

s 2T 2
Demostracion:

Tomemos una trayectoria cerrada C = ${~Cs} + {—C:} + C. que excluye a todos los
polos de la funcién f(z) y también a un punto z arbitrario diferente a cualquier polo z,,
como se¢ muestra en la figura C.1. Dado que C es una trayectoria que se selecciona en
direccidn opuesta a las manecillas del reloj, se tiene que las trayectorias al rededor de 2
y ¢l conjunto de polos {z,} tienen que ir en direccién de las manecillas del reloj, lo cual
se ha tomado en cuenta con el signo negativo que aparcce en las trayectorias C, y C,.
Asf cada trayectoria Cx cs en direccidn contraria de las manecillas del reloj.
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Figura C.1: Muestra la trhyectortn de integracién C, y cada una de sus componentes.

Asf la intcgml‘ B

f(z) .— : :
ﬁ c(z,_z)dz 0. (c2)

Expresando esta mtegral en cada una de sus componentes se obtieneticne la siguiente
expresién

s o e Lo e L) 0 o0

2mi c, (z’ - z) —2) w (2 — ")

Haciendo la trayectoria cada vez mds grande de modo que rodee el plano complejo. Se
observa que la tercera integral de la expresién anterior se hace cero, en virtud de que f(z)
¢s cero en la trayectoria C.. Asf la contribucién de la integral total es sélo por las dos
primeras integrales. Ademds, se identifica la scgunda integral como la integral de Cauchy,
por lo que se tiene la igualdad

Z DN ()

e, ('~ 2) —Z)

fz)=—5—
La integral sobre cada trayectoria Cj, es ¢l residuo de la funcién a integrar, ya que el
término 1/(z' — z) es analitico cerca de cada z, dando la igualdad (C.1) con R, el residuo
de ln funcién f(z) en el polo z,, lo cual muestra el tecorema.
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