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INTRODUCCION

En la fisica existen muchos problemas que no pueden resolverse analiticamente, por
lo que los cientificos han buscado formas alternativas para resolverlos, como por ejem-

plo los métodos numéricos, que se utilizan para encontrar una aproximacién a la solucién

analitica:” Existen muchos tipos de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferen-
ciales, ‘el primero que se utilizé fue el método de Euler y después se crearon a partir de
eSta'primera idea, métodos que pudieran mejorar el resultado. Dos de los métodos mas
conocidos y utilizados actualmente son: "Runge-Kutta de paso variable” y el de “Bulirsch-
Stoer”. En la astronomia se utilizan mucho para la resolucién de problemas de dindmica
galdctica y mecdnica celeste entre otros. Los resultados que se obtienen pueden variar
dependiendo del método que se utilice. De ahi que el objetivo de esta tesis sea comparar
los métodos antes mencionados, con la idea de encontrar cudl de los dos resulta mejor en
integraciones orbitales. '

‘ El'ﬁ'nico problema conocido con solucién analitica en mecdnica celeste es el ”Problema

de 'campo central”; que’incluye el "Problema circular plano de dos cuerpos”, en otras
/ v ’ P

pélaﬁfé “se conocen la“posicién y la velocidad como funciones explicitas del tiempo. Sin

utilizar los métc

El desarrolloide esta teSis consiste en realizar integraciones orbitales con los métodos

numeérica y.

de ellos se obtlenen mas detalles. Otra razén muy importante es el tiempo de cémputo que
utiliza cada uno, lo cual nos darfa una idea acertada sobre cé6mo puede ahorrarse tiempo

en integraciones muy largas.



Para”desérfol‘lar estebbjetivo se han escogido tres problemas particulares de la mécanica
: “E problema ‘de campo central”, “El problema de dos cuerpos” y “El problema

plano c1rcular restrmgldo de tres cuerpos”.

Para poder hacer una comparacién que pueda arrojar resultados convincentes se debe

contar con . ‘lguna. cantidad que sepamos se conserve en dichos problemas. En los dos

asos, ‘sabemos que tanto la energia como el momento angular son cantidades

qué se, conservan. En el dltimo caso, la dnica cantidad que se conserva es la constante de
J. agob}: : _SVon,estas cantidades las que se utilizardn como pardmetro de comparacién entre
: :ambbéimétodos. Se busca encontrar qué tipo de integraciones pueda ser mads eficiente con
alguno de ellos. Compararemos también el tiempo de cémputo que requiere cada uno de
’loéll Iﬁétodos numéricos. Buscaremos también si hay alguna caracteristica que los distinga
(n.dt'a’b.lemente en su desarrollo.

e En el capitulo I se describe el problema de dos cuerpos y se obtienen las constantes
de, movxmlento .involucradas. - En el capitulo II se describe el problema restringido de
tres cuerpos y: las onstantes, de movimiento involucradas en el problema, en un sistema

en .l'céntro de masa. En el capitulo III se desarrollan las ecuaciones de

‘ merc1al <

mov1m1ent;o en un 51stema. de referencia no inercial con origen en el cuerpo primario. ya

ecuaciones las que mtegran los métodos que se utilizan para resolverlas,

en esta te51s



CAPITULO I
EL PROBLEMA DE DOS CUERPOS

El problema de dos cuerpos consiste en dos masas puntuales moviéndose, bvajo\ la

atraccién gravitacional mutua descrita por la Ley de la Gravitacién Universal:

'aprox1mado por el mov1m1ento de dos cuerpos

1.1 ‘ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Consideremos el movimiento de dos masas my y ma, y a51gnemos dos vectores cle

posicién 7 y 7» con respecto a un origen “O” fijado en el espacio inercial. ~

Fig. 1.1:.1 ~Diagrama vectorial para las fuerzas que actiian sobre las masas 771"y Tl’iz, con vectores de

posicién 71 y Ta.’




La fuerza grav1tac1onal experlmentada por cada una de las masas es:

m1m2 -

A= —cTiE |73 T (LLy. -
Ao Gm1’l722_. (112).

GE

donde Fy es la, fuerza experlmentada po'”la masa m1 y F2 es la fuerza expenmentada por

la masa m’z.

son:

En esta ecuacmn r1
expenmentada por la masa m

obtenemos:

Integrando de nuevo

Estas nuevas ecuacmnes nos dlcen que el centro de masa. se esta movxendo en linea recta

con veloc1dacl constante, con respect.o al' orlgen‘ O



Para simplificar el problema podemos considerar el movimiento de

y para mg respecto’a my: .

Deﬁm' ﬁiOS ..

y derivando ‘c‘l‘os

La ecuacién (1:

entonces .

mi cori respecto a ma :

(1.1.9)

@110

(1.1.11)

(.1.i'.1'2s)‘




por lo tanto - RS : ’ . i ; :
o FxFE=h, S 0 (r1ae)
donde 7 es un vector constante perpendlcular a k2 y r lo cual nos dlce que el mov1m1ento _,}
del cuerpo mo 1especto al cuerpo m1 (o v1ceversa), esta ‘en un pla.no perpendlcular a la

direccion de h, lo que 1mphca que los vectores de posxcxon y velocxdad 51empre estan enel

mismo plano.’

El movimiento del cuerpo ma respecto al cuerpo m1 deﬁne un’ plano orb1ta1 Y. el vector‘”k ’

constante que 51empre es perpendicular al plano de la orblta, es el vector de momento‘

angular. - La ecuacién (1.1.16) es el momento angular por umdad de ma.sa

1.2 SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Consideremos el movimiento de m; y ms2 en el plano orbltal utlhzando coordenadas

polares (r, 8), con el origen en el cuerpo mi, tomamos una lmea de referencxa arbitraria

donde 6 = 0. La. d1recc1on de la hnea de referencxa permanece ﬁ_]a ‘Podemos entonces

asignar a7 Y 0 com 1os, paralelo y perpenchcular al radlo vector de posicion

(1.2.4)

En esta ecuacién el primer término es'la aceleracién radial y debe ser igual al tercer

término pero con signo kc‘Ontrario para que la suma en la direccién 7 sea cero; esto significa

6



que la aceleracmn agmtu que la fuerza, pero en sentldo contrario.

Por ultlmo el segundo termmo ;debe‘ ser tamblen cero para que la suma sea cero. Ahora

‘podemos reescrlblr la ecuacxon (1 2 4)Jen a forma escalar

(1.2.5)

el segundo te mino del” por lo que finalmente nos queda:

(1.2.6)

donde zZ es un vector unitario perpendlcular al plano de la érbita y 726 es la magnitud

del momento angulal que es constante para todo tiempo.

1.3 POSICION Y VELOCIDADES ORBITALES

La ecuacién (1.1.14) es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, cuya

solucién general es:
m
he

[1+ ecos(d — w)] , (1.3.1)

donde e'es una : rnphtud w es una fase y ambas estan dadas por las condiciones iniciales.

Esta ecuacmn' representa la orbxta, o trayectorla, del cuerpo m2 alrededor del cuerpo

myya pesar de no ser una ecuacmn exphc1ta del tiempo nos permite conocer la posicién

de m2 con respecto am,-alo lalgo de‘ dlcha. trayectorla La amplitud e es la excentricidad

y la forma de la orblta depende de este alor ‘Podemos reescribir la ecuacion (1.3.1) como:

o h2 1
: 7' =(—/,—L-> 1+ ecos( - w) : (1.3.2)

7



stema inercial. Las cuatro p051bles cénicas

que puede segtur el c1 _r

1) circulo’ e= 0 yp
2)e11pse0<e<1y : G
3) paxabola e = dllstaﬁcia"ldeifve;‘ﬁi;:é"z‘;I»féco)’
4) lnpe1bola e,-> 1 T

El dngulo 6 es llam d dera’* Los valores mfnimo y maximo del radio orbital,

medicdos clesde el foco,

a(l=e) ‘para O=w ,

Ta =a(l+e) para A=w+w

Estos puntos en. la 6rbita son llamados peridpside (rp) y apodpside (r,) respectivamente,

el éngul»yo ‘w. se llama longitud del peridipside, que para el problema de dos cuerpos es

8



rella[como la coordenada angular del o

una constante, . Por conveniencia_nos. referire

y obtenemos -+ ‘

donde 77 = (2 +7202) = u2;_vdpnd;e v esla _a'gni»tu'd del vector velocidad de la particula.

Y finalmente podemos escribir la"eqiia‘c':iéii‘ (1.3.7) como

1
5v? - g =F , (1.3.8)
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CAPITULO 11

EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS:
CASO RESTRINGIDO CIRCULAR

En el capitulo I se mostré cémo el problema de dos masas moviéndose bajo una fuerza .

de atraccién gravitacional mutua, puede resolverse analiticamente y cémo ’él”ﬁlowmiento

resultante siempre estd confinado a trayectonas geometrlcas ﬁJas cerradas en un s1stema

inercial, si y sélo si, la energla total es menor que cero7

tres: ‘cltierpg:')’s;; Nos' enfocaremos al'p

y haremos enfa51s en: la xmportancm. de la umca cantldad constante en el caso restrlgldo ]

circular: “La constante de Jacobi”.

21 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN EL SISTEMA INERCIAL

Primero haremos las consideraciones necesarias: tenemos tres cuerpos, el primero con
masa m, el segundo con masa mgy y el tercero lo consideraremos como infinitesimal y lo
denotaremos con ,l:af letra::. m.

El cuerpo yinﬁ;iiite‘simalfes atraido por los dos cuerpos masivos, pero estos sélo estdn

sometidos a‘su atraccién gravitacional mutua.

11




Sin embargo, conservaremos la-velocidad angular promedio, n, en las ecuaciones (a partir

de la rotacién’de los ‘ejes), para enfatizar que todos los términos en las ecuaciones de

movimiento son aceleraciones, cuando nos traslademos al sistema rotante.

12



Hasta ahora hemos utilizado un sistema donde el origen se encuentra en el centro de masa

de: un”sistema ercial; ‘pero”encontrar la constante de’Jacobi‘en un sistema rotante es

mucho més sencillo.

2.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN EL SISTEMA ROTANTE

En la siguiente figura los ejes primados representan a un sistema rotante. El origen estd

localizado en el centro de masa de los cuerpos m; y ms. Los ejes Z y Z’ coinciden co'n';

el eje de rotacién y la rotacién es en sentido contrario a las manecillas del reloj (positivo).:

m.

Fig. 2.1.1 Vista plana de la relacién entre las coordenadas de la particula 771 en el sistema inercial

(:l:, Y, z) y en el sistema rotante (.’E', Y, Z').

Consideraremos un nuevo sistema de ejes que rotan con el origen en el centro de masa
que estd siempre en la linea que une a “mj con my. Los ejes rotan en la direccién en la

cual los cuerpos masivos se mueven con.una velocidad angular unitaria, n (ver ec. 2.2.6).

13



(2.2.1)

(222)

(223) o

o

it (2.2.7)
£, (2.2.8)
(2.2.9)

Escr1b1mos las t s nercial, para los cuerpos m; y mg, en

términos de las coordenadas sistema’rotante;: primero hagdmoslo para m;:

zy=xj! ?:ds"nt —yi'sinnt (2.2.10)

14




y1 =z sinnt + 3’ cosnt ; (2.2.11)
=z . (2.2.12)
Y ahora para mag: :

Ty = T’ cosnt — vs' sin nt S (2.2,13)

- ‘.:".(2».‘2"14)-: ,

‘Donde”

Haremos exactamente lo mismo, par 3( 4)

(¥.—%1) ¥ (y—y2), en-términos de las coordenadas
(2.2.21)

(2.2.22)

Ahora igualamos’ el ladc

las’ 'ekbpre‘sioﬁ_‘esi (72 22

15



Sinipiiﬁcando quedas

[& — 2ng’ — n®2']sinnt + [§’ + 2na’ — 7izyl] cosnt.=

- [ml (m(.,-:/:;al ) + mg (a’(r:,:;: )] sin nt [m (y(r_llilal ) +m (y(r—/§/32 )]cos 'nt (2 2. 23)

Como z=2', zy =z, za =22 'y z' = 2z’ =0, al sustituir en la ecuacién (2.1.5)
queda: o ‘

! : Z,

(r')3 T m2 ’(,.2‘/)3» =

3 = -—mi

: (2.2".124)

Ahora multlphcamos las ecuac1ones (2 2.18)

(22 23)por sm nt -y f'cos} nt. 'revsp'e.ctiva'-v

mente Si sumamos las ec ac1on

(2:2.25)

nnt la ecuacién
(2.2 18) y por “cos nt la ecuacxo"‘ y simplificando

quecla. ﬁnalmente

& = 2ng = n?a = —my o , (2.2.272)




(2 2 27b)

(2 2, 27c).

2

C uev iﬁtégfaﬂlos :dos'vcod‘;igds"Qi >'se

2' S_téer), son las que aparecen en el capitulo III.

2.3 LA INTEGRAL DE JACOBI

El lado derecho de las ecuaciones (2.2. 24) (2 2. 25) y (2 2 26) son ace]eracxones que

también pueden escribirse como el gradlente de una funcxon e calar U:

(2.3.1)
(2.3.2)
(2.3.3)
donde U = U(z', vy, ') y'esté déc:l_a;l{):orr: o 3
L AT S T
vm B B X




Si obtenemos las denvadas ‘parcmles de U y sustltmmos i’y ré' “de las ecuaciones (2 2. 19) y

Tespy ectlvamente :

(2.3.8)

";(2.3.9')

(2:3.10)




Sabemos que el la

la"ecuacién’anterior como

(2.3.12)

(2.3.13)

y al integrar qiigdéx: o

forma

j('2k'..k3‘.15)‘ |

donde 2U C’_y = v

‘xmportante acer: notar que esta no es una integral de energia porque en el problema res-

19



'trmgldo de tres cuerpos ‘ni l' energla m el momento angular de la‘particula de prueba se

con las condxclonesr 1mc;a1es:del problemg. L

20



CAPITULO II1

ECUACIONES DE MOVIMIENTO QUE INTEGRAN
LOS METODOS NUMERICOS

Debido a que los métodos numéricos (ver introduccién y apéndice A) que se comparan

en esta tesis integran las ecuaciones de movimiento obtenidas en un sxstema no mermal con

orlgen en el cuerpo prlmano ml, esta seccwn esta‘dedlcada' 3

’ ec 'ac1ones en
' »dlChO s' t"m Pri

o :"frestnnglldo circ ar de tres cuerpos (PPRCTC), despues pa.ra el problema e dos- cuerpos :

o (PDC) y por ultnno para el problema de campo central (PCC).

3.1 PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS

E1 PPRCTC consiste de dos cuerpos masivos m; y ms que giran en 6rbita circu-
lar alrededor de su centro de masa, y un tercer cuerpo ™m sin masa gravitacional cuyo
movimiento estd determinado por las fuerzas que ™y y mg eJercen sobre é.

Tomamos m; como el orlgen de coordenadas y unos. eJes cartesianos X y Y no rotan’ces

En este s1stema solamente mg y m se ‘mueven;:y. en-la Fig: 371 se muestran’ sus vectores

: de posmxon respecto a m1

(3.1.1)

13] , O (3.1.2)




Flg 3 1 Vectores de posicién respecto a M1, en un sistema 1nerc1a.l Posxcxones relatlvas a las masas

m, m1 Y, mz.

La ecuac1on (3 1 relatnvo a my, pero

.1), es la ecuacién de movxmlento para el cuerpo m,

‘Escribiendo las
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) —— ‘ 3.1.5
17 - !3‘ ( )

(3.1.6)

»})2 + (1/2'- :5/)2)1/2 Las ecuaciones

: demostr en el'capxtulo 2, existe una constante de movxmlento para el problema restringido

mrcular.'de tres cuerpos, la. cual se usard para comparar la precisién y eficiencia de dichos

' codlgos

3.2 PROBLEMA DE DOS CUERPOS

Para el Problema de dos cuerpos, las ecuaciones de movimiento de ms respecto a ms,

nos quedan de la siguiente forma:

=

D= ~(mu +m) [—1-13] . | (3.2.1)

, (3.2.2)

) (3.2.3)

Estas ecuaciones son las. que,integran los dos cédigos para el problema de dos cuerpos.
La solucién a la ecuacién. (3.2.1) es una trayectoria cénica que describe el cuerpo ma
respecto a mi, y el tipo de cénica depende de la energia. Si la érbita es cerrada, las masas

estin “amarradas” gravitacionalmente. Las cantidades que se monitorean para comparar
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los cédigOS"sbn “la energla” y “el momento angular- '-cantldades que se: conservan en el

: Problema de dos cuerpos, asi como la excentncxdad,y el semieje mayor que son cantldades

que deben permanecer constantes, para una orblta en partlcular

3.3 " CAMPO CENTRAL

Un caso particular del problema de dos cuerpos es cuando 'rn1 >> mz, y se considera

que el cuerpo mz no afecta el mov1m1ento del cuerpo ml, por 10 que de la suma de masas

' la ecuacmn que nos queda

(3.3.1)

(3.3.2)

(3.3.3)

Las cantidades que se monitorean en este caso son las mismas que para el problema de dos

cuerpos.

3.4 INTEGRADORES

El comportamiento de muchos procesos fisicos, particularmente aquéllos en que los
sistemas experimentan cambios dependientes del tiempo, pueden escribirse con ecuaciones
diferenciales ordinarias, como en el caso del problema restringido circular de tres cuer-

pos. Si bien muchas de estas ecuaciones pueden resolverse con técnicas analiticas conoci-

das, un gran niimero de:ecuaciones diferenciales asociadas a fenémenos fisicos no pueden
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Cada. uno de los'tres‘ metodos genera errores “numencos. Estos errores numéricos son

: medlos y actua .como mterface con, el usuano, es dec1r es la que como usuarios podemos

, mane3ar.

3.5 METODO DE RUNGE-KUTTA DE PASO VARIABLE

Ahora. consideramos un control que adapte el tamaiio del paso, con lo que se construye

el método de Runge-Kutta de paso variable o paso adaptativo. Un buen integrador de
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de en elzvparametro ‘eps” ( € ) del

h para. asegurar la exactltud deseada. Con un Runge-Kutta de

L)
® L &  Paso grande
]
e * *
P Dos pasos
® o o | pequefios
_
t

Fig. 3.5.1 lec_)b,lamiéhbto"cjlé paso.como un promedio para el control que adapta el tamaiio del paso

en el método deiRu 'ge {ujtta»c'le ciarto orden.

En la figura 3.5 puntos donde se evalda la derivada se muestran como circulos llenos.

El circulo abierto représénta la misma derivada que el circulo lleno inmediatamente anterior

a él, asi el numero total de evaluaciones es once (contar mimero de puntos rellenos), para

dos pasos. : Compara.r la precisién del paso grande con los dos pasos pequenos, nos da un

criterio_.;parav,ajustar el tamafio de paso para el siguiente paso, o para rechazar el paso

27




b) Sl A1 e mas pequeno que Ag en magnitud, la ecuacién dice qué tanto podemos

u;mcrementar (con toda seguridad) el tamaiio de paso, para el siguiente paso.
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‘ errores se sumen ‘con el mismo signo. El obJetxvo de esta tesis es verificar qué tanto afecta

la acumulacmn de errores a los resultados finales de nuestras integraciones.

3.6 METODO DE BULIRSCH-STOER

Esta técnica es para ecuaciones diferenciales que contienen funciones suaves y que no
contienen puntos smgulares dentro del mtervalo de mtegracxon. El método de Bulirsch-

Stoer parece ser una- mejor-forma para obtener solucxones de alta precisién para EDO’s

con un minimo esfuerzo de cilculo

»para una respuesta. :
‘de Buhrsch—

Stoer;.

* que:-lo.ideal seria'tener.cada vez valores de h mds pequefios, podria ser que éstos no fueran

29



ncremento del numero de subpasos, n. Bulirsch-Stoer

la cual usualmente (basado en: la: experlencm) es mds eﬁc1ente. Pero en nuestro caso

utlllZﬂ.mOS la secuenma' :

n=123,..12

2 pasos
®

T

Extrapolacién
aun mwimero ca
de pasos

t+H

Fig. 3.6.1 La extrapolacién de Richardson como se utiliza en el método de Bulirsch-Stoer. Un
intervalo grande h (6 H) se extiende por diferentes secuencias de subpasos mds y m4s finos. Sus resultados

se'extrapolan a un resultado que se supone corresponde a subpasos infinitamente finos.
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1étodo para explicar c6mo funciona

ch-Stoer aparece en la segunda edicién del

onocemos la posicién y velocidad en

0 "y el punto final ;. El dato de entrada
= 0 y el dato de salida es una lista de

todo de Bulirsch-Stoer:

brevemente para

1) Lasrutina;algoritmo: comienza con las variables y; en £, y regresa nuevos valores

. gle las - anzﬂilesdébendientes al tiempo t+ h, usando la informacién proporcionada
por lasf:'seg'uhdas derivadas evaluadas en t. Pero esta rutina es incapaz de evaluar

si la calidad de la solucién es buena o no.
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; estd predeterminada. En este caso particular,

omo' se’ mencioné anteriormente. Después de tratar

na, qxtrapblacién polinomial (para h/n = 0 6 n — o).

ctrapolados de la funcién y estima el error. Si los

de’h antes de continuar incrementando el niimero de subintervalos.
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son alma enado . Esto evita tener muchos valores salvados en lugares donde la funcién

cambla rapldamente.
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CAPITULO 1V
RESULTADOS

Este capitulo tiene como objetivo anahzar los resultados ob 6 emdos en las integraciones

orbitales para el problema. de campo central el: problema del‘dos cuerpos y el problema

plano cnrcular restrmgl 0 resentaran en el mismo

< establecido. Si esta diferencia es

Ex1ste otro parametro e comparacmn que tomaremos en cuenta en esta tesis: el
tlempo de mtegram 1e’ cad ‘método. Este pardmetro también nos interesa debido a

que en la’ mayona de os. problemas que se quieren resolver numéricamente, en particular

en astronomla, mvolucran muy largos periodos de integracién. No sélo es importante la
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plan cu‘cular restr1ng1d0 de res _Cuerpos. com la. tra.yectona."del cuerpo secundarlo en el

prob m de dos cuerpos, fue una ehpse con 1: cuerpo p nnarlo en. el centro de la misma

(ver paglna 98 del apéndice B),:vista desde el sistema rotante.

4.1 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA DE CAMPO CENTRAL

Para analizar los resultados que se obtuvieron en este caso, se consideran las siguientes
cantidades: el semle_)e mayor y la excentrlmdad que son constantes y las cantldades que se

conservan, la energl “y el momento angular




del. cuerpo pnmarx 1sta desde el mstema rotante

TABLA I
o CONDICIONES INICIALES PROBLEMA DE CAMPO CENTRAL

e ’l?afrérilvletl‘o : ‘ ) o Valor
- S e T
m1 : ' 5685 x 1026g
“ag ¢ 185540 x 105¢m
€o : o 0.01
Ao , 0°

wo . SR 6.5°

Donde m es la masa de la partfcula, m1 es: la masa del cuerpo prlmano, ao es el semleJe mayor mxcnal )

“.de la. partfcu]a, eo ‘es la. excentncndad mncnal de I partncula, 0 es el argumento delv eri;

: mdxca que el perlépsxde (éngulo para. el cual la dxstancm entre m1 y mz es mfmma)'_se encuentra en Ia ‘

parte posmva. de] eJe X

: vTABLA 11 .
DATOS NUMER.ICO DE LAS INT ,GRACIONES
PROBLEMA DE‘CA '

, Corrida No

02:45:12.5

 No.ébitas © topy (b)
T 13:59:48.11
!

Las graﬁcns que; corresponden a las cdri‘idas ‘1 y 2 se muestran en las figuras 4.1.1(a) y
4.11(b). : o
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_Se superpusieron los resultados de ambos met‘.odos para cada una de las cuatro cantidades

que se analizan: Las figuras que representan esta. superposmlon son. Fig: 4.1.1(a) (cambio

“fraccional en el semieje mayor y.la excentr1c1dad) y: Fxg :

energfa y el momento angular)

S =1x107

[e(0)-e(1)]/¢(0)

- [o(0)-0()]/2(0)

.1, l(b) (camblo fraccional en la

CAMPO CENTRAL A
BuMsch StoerY Runge Kuuo

eps= 5x10‘
2.5%1078F ]
2.0x1078 [ —:
oF ORI COED et
1x105 “2%102% L 3x10%0 L r4x10% 7 sx108

-2%107
—-3x10"

-4x1078

“-5x1078

“en-una part

en’108.

= Tiempo ' en:periodos de m,".

T[T TITRTI T oY

sesyuleie

o s

o

1%x10°

" N 1 B . . 3 i y A
Coiigx10Si Tio3x10% s b ax10® : o sx108
‘~Tiem o en periodos-de mz S S
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i e e e e G I L e s 5 e eyt ina’ AR L o LR L e 8 s b R 301 S i 1t e e

CAMPO CENTRAL
Bulirsch—Stoer Y Runge—Kutta
eps=5x10""3

[E()-E€0)]/E(0)

AR RN ARRSRRRN LARE ERRERE

N\
hvnl||1|in]|n||||||n]||l|1| .

i - I N L .
x10° 2x105 o 3%10° 4x10° 5x105‘
: Tlempo en perlodos de.my: : : :

-«
M BT

[L(t)v—L,(O)]/L_(O)‘

oy
) 1x105 X
: v Tuempo en enodos‘d m

I‘lg 4.1. l(b) Cambxo fraccxonal en la energfa y el momento angular para. el problema de campo central,

para 5 X 105 orbxtas con€=0>5 X 10_15 La lmea contmua corresponde al método B-S, mientras que la

linea descontinua al R-K.

En esta figura se aprecia notablemente cémo R-K (a pesar de que la diferencia entre los
dos métodos es muy pequefia), la conservacién de ambas cantidades decae mds rapido que
con 'B-S. '
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4.2 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA DE DOS CUERPOS

Para el problema de dos cuerpos las condiciones iniciales se muestran en la tabla III y
los.resultados en la tabla IV. Ambos métodos terminaron exitosamente la integracién por
4 x 105 érbitas.

,TABLAIII ‘ T,
. CONDICIONES INICIALES PROBLEMA :DEA DOS CUERPOS

’P:aré,métljo}'; : ‘ R Valor -
Cmafmy T 10-6
my 5685 x10%g
as - . : 185540 X 105cm
e o B
Ao B
: wO  ;

es Vel semle_)e mayor
Sol—Juplter, eo
=0 indica que el

peridpside s

: Po ser lar de dos cuerpos, tanto la excentricidad como el radio de
la érbita de

resulﬁad§s de'l

’arlo no deben variar con el tiempo. La tabla IV muestra los

 integraciones realizadas.
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TABLA IV ;
~DATOS NUMERICOS DE LAS INTEGRACIONES
PROBLEMA DE DOS CUERPOS

‘Cor’rid'a‘ No. ‘ e ' ~ No. orbltas topuy (hr)
et S 4x105 T 00:57:37.11
4 1 x 10‘14 . 4x105 00:09:43.06

Las figuras 4.2.1(a) y 4.2.1(b) muestran los resultados de la éofrida 3, obtenidos para
el método de R-K. Todas las cantlclades que se anahzan corresponden al cuerpo secundario

en el sistema cuyo ongen esta en el cuerpo pnmar:o y ‘co »:“e‘]es no-rotantes

Como se observa en la’ pnmera graﬁca de la ﬁgura 4'."2 l(a), el cambio en el semieje
mayor (radio) es monotonamente decrecxente,

Aervac‘lénr al respecto es que al

parecer R-K genera. errores del mismo 81gno ;d’ ;ééafi‘ollo (en los clculos) por lo

que estos errores se ‘suman (ya sean posmvos'

La segunda graﬁca dela ﬁgura 4. 2 l(a.)'corresponde a la excentricidad de la 6rbita, y
como es de esperarse para una orblta cir ular,: sp,va{lor‘.bsm;xvnpre es igual a cero.

La tercera graﬁca de la ﬁgura4,'2‘ ra-en el {'éambio fraccional de la energia,

la cual se conserva, hasta la decnna 1 ltado que se considera bastante bueno. Las

lineas rectas indican que durante’muchas rblt;as el valor de la energia no cambia en la

~.onceava cifra, parece ser que el re ocurre' hasta 1a decimotercera cifra.

La cuarta gra.ﬁca corr o fraccxonal en el momento angular, la conser-

,ilvacxon de este, va pesar de di factor de. diez después de aproximadamente mil

orbltas, es 1gua1mente ueno como en el caso de la energia, el momento angular no cambia
en su decunopnmer

1frafdurante un gran ntmero de érbitas. Podemos considerar que
_‘a,’xf_,’lg,pryeg,l&on del método R-K es muy buena.

para este caso part1
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e e L S DS Rt a2

PROBLEMA DE DOS CUERPOS
Runge—Kutta

eps=1x10""*

0 1x104 zx10% . 3x104 ax104
Tiempo en periodos de m,

T

-0.0010
ax104
L ax104
R
O K
e _
s E
- =
I :
= =
= ax10?

ermres acumulados son del mismo 51gno. Este resultado podria ser un problema en inte-

graciones de mxllones de érbitas.
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CAMBIO FRACCIONAL EN LAS COORDENDADAS DE m, EN EL SISTEMA ROTANTE

Runge —Kutta

eps=1xl10'“
or T T T .
Z2.0x10 M1 [ 3
= ~a.0x0”1E e
¥ 3 E
X —s0xio”11E 3
= o0 E ]
¥ ~soxi0” | 3
= ook ]
X -1ox0710k =
Sy, 2x1o"‘°5- E
: -1 4x10"° R . J
a0 cax10f ozt L axtot - o axiof
> - .
t.2x1075 " " ! ]
10.0x10~ 6 -
= Y k
§ 8.0%10 5:- E
= o F ]
E;.: 6.0x1078F -
A E 1
Z aoxioT8f -
2.0x1078 [ E
R | =
-5.4x10712

R E

error crece monotonamente y ademas lo‘hace. mucho mas raplclo que en x. Teéricamente

lo que se compensan.
: Al ana.hza. l/:

datos obtemdos nos dimos cuenta que B-S redondea los resultados de

‘ forma dlstmta. que R—K observamos que su redondeo es en la decimoprimera cifra.
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~para’ una’ orb1ta c1rcu1ar.

La tercera gréfica corresponde al cambxo=fraccxonal de la energia, en este caso muestra
que 'R-K conserva mejor esta cantxdad en un fac’cor de dlez al término de la integracién por
‘40000 érbitas, por lo cual podnamos demr que R—K es ligeramente mds preciso que B-S
_para integraciones relativamente cortas. Lo mismo ocurre en la conservacién del momento

angular, que se presenta en la cuarta graﬁca de esta ﬁgura. Sin embargo se puede apreciar
claramente que B-S toma en cuenta las var1ac1ones pequenias, que se pueden deber a la
forma en la que este método realiza los redondeos en las iltimas cifras, como se mencioné

anteriormente.
" PROBLEMA’DE.DOS_CUERPOS | '
1.0x10719
g 5.0x10
S -12x10717
—5.0% _
j ol
1:5x10~10 .
) ax104
0.0010
0.0005
£ 0.0000
~0.0005
-0.0010
0 ax104
< 10
£ 1.sx10
X rox10719E
= s.oxio”!!
il ?
A -s.0x107" o
o
= o “?‘,104
c
S axiozl]
S 2xi0
S ~1
£ —2x10
T -4x10-1]
= —-6x10
S — : - =
- 0 X S b C 4x10

period s" dé' tm, R

Fig. 4.2.2(a) Semieje maydr (raaid); excentricidad camplofraccrivbnétlv enla energfa y momento angular del

Se’usé el método Bulirsch-Stoer , con 40000 érbitas

cuerpo secundario para el problema 'de dos'cu rpos.
y € =10"14,
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4.2.1b).

Bullrsch Sfoer

- eps—1x10"'4

3x10710

2x10710

“1x10”10

—1x10710

[x()-x(0)]/x(0) -

~2x10"10F

~3x10”

y1x10~2 T T T

5x10~8

T T T T

- OO

Fxg 4 2. 2(b) Cambio fra cxonal er la posicién del cu rpo secundarlo en el sistema rotante para el problema

Se 56 el rhétodo Buhrsch-Stoer »'para 40000 érbltas y €= 1014,

Como'se ve en'la ﬁrirﬂéraﬁ‘gféﬁcd"dé la figura, el método B-S parece compensar los errores
en sus cdlculos. A pesar de que las variaciones alrededor de la posicién en z del cuerpo
secundario son muy pequeiias, son notoriamente mds marcadas que en la misma grifica
para R-K. La idea de compensar los errores se refiere a que son de distinto signo, por lo cual
la grifica apafece mds ruidosa. En esta grifica B-S no presenta un aumento o disminucién
monétonos. El comportamiento de la gréifica es el movimiento del cuerpo secundario en el
eje X rotante, en torno a su posicién inicial.
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‘En el caso de 1a egunda graﬁc de esta ﬁgura, el cambxo ﬁ'accmnal de la posicién en

Ty ‘el valor de‘ﬁ_l varlacxon es’ ucho mas-grande que-en - I. “La grifica sugiere que para

~1ntegra010nes much e 'te mov1m1ento en y se hace cada vez mayor, por lo que

':podrla deJa i

Flnalmente se reahzaron dos’ mtegracwnes mas para el mismo nimero de érbitas y un

e= 10 13 con as m' mas cond1c1ones iniciales. En la tabla V se presentan los resultados

obtemdos

TABLA IV :
- DATOS NUMERICOS DE LAS INTEGRACIONES
PROBLEMA DE DOS CUERPOS N

"'Corrida No. € - ;Método No. 6rbit}a's G tcéyﬁy (hr)

5 1x107% . RK 4% 10" 00:39:06.20

6 S 1x10718 . BS o 4x10%  00:03:27.33

Las ﬁgura “4 3(a)§y 4. 2:3(b) muestran los resultados obtenidos con el metodo R-K

,delﬂcuerp,of secpi»ida.ry en el 51stema rotante.
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PROBLEMA‘DE(DOS CUERPOS
Runge Kuﬁa;
v leps—1x10 13

_1x
_ZX
—3x
—4%
._5)(
-6x

a,-1/a,
XXXXXZX
000000

et

00000D

0 1x10% . axto* o sxi0t 4x104
Tiempo en. periodos:de m,--

0.0010
0.0005

—
¥ o0.0000

-0.0005
—0.0010

LU I L
siddeea i

1x10% ax10*

o

L2225 28
[e]e]alele])
rrrr
maa e
OO000000

[E()-E(0)]/E(0)

0 1x104 4%10

[LH-L(0)1/L(0)
IR
CNN=—;
oooo
XXXXXX
coocooo
[ |
o ©ococoe
[T

ax104

pxerden aproxlmadamente una cxfra., ya. que la tolerancxa. ‘aumenté un orden de magnitud.
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CAM‘BIO ROTANTE
Runge Kuftc :
v eps—'1x10 '3
o e T T
—2x1079 |- .
e T ]
o i ]
<
S o9 L ]
Eolmaia N
I E ]
Rt of i
X, —6%10 .7 = .
—8x1079 1 R
‘o 1x10% ©o2xi0t 3x10% 0 axiot
i'.2x1o‘4:— ' ' '
_ ]
O ]
>
XN ]
= ]
A 3
>f -]
S
= -
3x10% 0 axiot

I":g 4 2 3(b ) Camblo fraccxonal en la. posncxon del cuerpo secundano en el s:stema rotante para el problema

de dos cuerpo

Se usé el método R.unge-Kutta” conv4 X, 104 6rb1tas ye= 10  13 Notar la diferencia

en los’ lxmltes de los ‘ejes: vertxcale
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'PROBLEMA DE DOS CUERPOS
Bulirsch—Stoer

eps=1x107"3

o E
o -11E) 3
< —5.0x10_ 5 E
T —-1.0%10 E =
» _10E
°© -1.5x10 E 3
0 1x10% 2x10% 3x10% 4x104
Tiempo en periodos de m,
0.0010F 3
0.0005 E- -3
& :0.0000F E
'=0.0005 [~ E
:=0.0010E 3
- "0 1x10% : 4x10%
Tiempo en perlod
e . .
€ y.sx%10” -10F E
—" 10 E 3
o 1. 0><10 E =
b i E 3
S iy E
- . =
o 2 7 4 4
— 0 1x10 2x10 3x10 4%x10
Tiempo en periodos de m,
~~
- =
>’—2x10 }1 3
S . —4x107 3
= Zgx10” M 3
gl}_—8x10 11
g ;
L= 0 1x10% 2x10% 3x10% ax10*

Tlempo en periodos de m,
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‘CAMBIO FRACCIONAL EN LAS COORDENADAS DE m, EN EL SISTEMA ROTANTE
Bulirsch—Stoer
-13

eps=1x10

[x(t)-x(0)]/x(0)

[+()-(@)}/%(0)

al_y n l‘éprsiciéln del dﬁe;ﬁb 1a T tante para el problema

métodc Bulirsch-Stoerjcon 0-12.; Se observa una

disminucién en z(¢) como'si M2 se acercara al cuerpo primario: n'y(t) el valor va aumentando,

alejéndose del eje X ..
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4;3 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA PLANO CIRCULAR
RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC)

Para comparar los métodos de R-K y B-S en este problema, se presentan tres casos con
condiciones iniciales distintas para la particula pero para un cociente de masas (m2/m1)
fijo. Para cada caso se utilizan distintos €. Los elementos osculantes que se analizan son
para la particula (o tercer cuerpo, cuya masa se considera despreciable en comparacion de

" la de los otros dos cuerpos, ver capitulo II) calculados en el s1stema cuyo origen estd en m,,

_pero con ejes no-rotantes. Al no tener soluc’ n anahtlca, este problema es mas interesante

‘ 'que los. dos anterlores Las condlcmnes 1n1

es para esta mtegracwn se presentan en la
ftabla VI ;

@ ; o 185540 x 10%cm
€0 E . ' S 0 s
Cey . , v - 7 . ‘, I : 0

(\0.._‘, e : B . . ()o

. @o ) o : C 0°

”Donde m es'la‘masa de la particula, T1° es la masa del cuerpo primario, M2 es la masa del cuerpo
. secundano, ag es el semieje mayor inicial de la partf ula, a,2 es el semieje mayor inicial del cuerpo secundario
ma, eo es la excentricidad inicial de la partfcula, 62 &5 la excentricidad inicial del cuerpo secundario, @

es el argumento del peridpside y /\ =0 mdlca que el peridpside se encuentra en la parte positiva del eje

X.
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Enla tébIé;‘ VII se presentan’ lcgis“'irvésultado ‘obtenidos para esta integracién.

TABLA VII

: DATOS NUMERICOS DE LAS INTEGRACIONES
PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTR.INGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC)

Cbr'fi"diNo; SRR e ~ Método" No. érbitas :

T eUBx1078 - RK

8 i 5x107% 7. Bs§"

9 5 x 1071 R-K

10 sx10°% - BS

11 5x10-18 - RK . 00:39:06.20
12 5x 10713 B-S © 00:03:27.33

particula y si nos ﬁJamos b1en

de Jacob1 (ver capltulo II)

 La Fig. 4.3 1(a) muestr a la corrida 7 y la Fig. 4.3.1(b)
muestra los resultados para ‘ .0"16 durante 40000 6rbitas.

La primera graﬁca de estas

de corto periodo que la’ mlsma. -no present;a Para poder apreciar estos

“detalles claramente, se hace un' acercamlento de esta grifica para ambos métodos que se

presenta en las figuras 4.3.2(a) para R-K y 4.3.2(b) para B-S. Lo cual nos indica que B-S
si toma en cuenta las variaciones de corto periodo y R-K no.

- La segunda grafica de las figuras 4.3.1(a) y 4.3.1(b) corresponde a la excentricidad de
la particula y para ambos métodos esta grifica es idéntica, como se puede apreciar en la
segunda gréfica de las figuras 4.3.2(a) y 4.3.2(b) que corresponden a un acercamiento para

la excentricidad.
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS
Runge—Kutta
eps=5x107"°

6.2096%10™

6.2994x10~

fi 6.2992x10" "

% 6.2090x10~!
6.2988x10" |

LAENLRRR RRRY SRANN

(o]

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002
0.000

e(t)

sxio~ R v ; v :
aio-1E S e e ]
3x10”VE o 'hn,f;.v B — ERREE R B
2x10~ 1 E o Sy L e Ef s
xi0” 1 E L e

[C()-C(0)]/c(0)

ax10t ax10%

o} [ 1x10% k 10
. SRR Tiempo en- i ‘ de' mZ, .

-Fig. 4.3.1(a): Camblo en el semleJe mayor (norm iz do) d ap rtfcula, excentrxcxdad y cambio fraccional

en la constante de: Jacobl para el PPCRTC Se‘usé el método Runge-Kutta, para 40000 6rbitas y € =
5 x 1018,
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS
 Bulirsch—Stoer

eps=5x10""8

6.2996%10™
6.2994x107

S 6.2092x107"
z -1
5 6.2990x10

-1

)

6.2988x%10

AR RRRARLLIRERNE

o

Tlempo en peraodos

0012
0.010
10.008
0.006
" 0.004
 0.002
0.000

o

Tlempo en perlod

[c<t>,-'c,<°>1/l¢,_@>

2x1o4 EERNREE 3x1o4 '
Tlempo en periodos de m, ‘

Fxg 4 3. 1(b) Camblo enel semleJe mayorf(normahzado) de la partfcula, excentnc:dad y cambio fraccional

‘en la constante de Jacobxc para el PPCRTC Se usé el método Buhrsch-Stoer, para 40000 6rbitas y

e=5x 10‘16 :

La tercera graﬁca de las 4 3. l(a) y 4 3 1(b) corresponde al cambio fraccional en la constante
~de Jacobl En ell se p '
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PROBLEMA RESTRINCIDO CIRCULAR PLANO

DE TRES CUERPOS

Runge-—Kuta
eps=5x10""¢
6.29950x10” ' - -
6.29940x10" ' |- E
& 6.29830x107 E
=
%5 6.29920x107 - -
6.29910:107 ' |- E
6.29900x10" ' [ E
6.29830x10™" . . .
‘ 2000 2500 3000 3500 4000 4500
Tiempo en periodos de m,
v.240x1072 E
1.230%1072 E
1220072 E
121001072 E
1400 1500 1600 1700 1800 1900 -

Yiempo on parludn: de m,

Fig. 4.3. 2(a) Acercamlentos en el camblo en el semle_)e mayor (normahzado) de la. partfcula ¥ la excen-

tncxdad para el PPCRTC Se usé el método Runge—Kutta, para. 40000 6rb1tas y e

5 >< ‘10-16;

PROBLEMA RESTRINGIDO ClRCUU\R PLANO DE TRES CUERPOS
Bulirsch—Stoer )
eps=5x107"%

6.29960%10™"
6.20950%10~ ' [
6.29040x10™ ' -

6.29930x10™ ' |-

c(t)/o,

6.29920x10~" |-
629910110 |-

6.29000x10" V[
6.20890x10™"

2000

2500

3000

Tiempo en periodos de m,

3500

4000

1.240%10"2F

1.230%1072f-

et}

1.220x10"2 -

1.210x10"2

1400

1900

Fig. 4.3, 2(b) Acercamxentos en el: cambxo en’ el semleje mayor (normalizado) de la partfcula y'la excen-

tricidad para el PPCRTC Se usé el método Buhrsch-Stoer, para 40000 érbitas y € =
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Uno podrla preguntarse cual de las: dos:gra.ﬁca.s para el semleje mayor es la correcta. Sln

Las _ﬁguras 4.3 3(a) y 4 3 3(b)niue'stran' osurresuvltados obtenidos para las corridas 9 y

=10 respectlvamen e.

PROBLEMA 'R/ESTRIN‘G'ID:O' _CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS
e Runge—Kutta

' e:ps‘.=1><1(2)“‘4

6.2996x107 "
6.2994x107 "

6.2992x107 "
6.2990x107 !
6.2988%107 !

o~
o
e
—
o
oo
o

© T

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002
0.000

LANALL) LA ALY

e{t)

1x10™°
8x10~ 10
sx10710
ax10™10
2x10710

[C(t)-c(0))/c(0)

sl

2x10%7 - 3x10? 4x10*

1x10% :
T iempo eriodos‘de m,

(o]

Fig. 4.3.3(a) Cambio en el semxe_]e mayor"(normahzado) de la particula, excentricidad y cambio fraccional

en:la constante de Jacob) pa.ra el PPCRTC Se usé ‘el ‘método Runge-Kutta, para 40000 érbitas y € =
10-14, ' : '
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES CUERPOS
' Bul»rsch —Stoer V

eps—1x10'"

6.2996x10™
6.2994x10~"

6.2992x10"
6.2990x 10"
6.2988x107"

~
o
~
—
=
=
o

=] LARNLERN S RRNSARS

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002
0.000

e(t)

1x10* v axi0t 3x10% 7 ax10%
' Tiempo en periodos de m,

1.2x10~10
1.0x10”10
8.0x10
6.0x10~
4.0x10~ 11
2.0x10” 1}

[e(t)-c(o))/c(0)

\Gd AR LAY EARI LT LAY L

(=]

1x10% 2xi0* 3x10% 4x10%
Tiempo. en periodos de m,

Fig. 4.3. 3(b) Camblo en el semleJe mayor (normallzado) de la’ partxcula, excentncndad y cambio fraccional

en la constante de Jacob

camblo,fraccmnal en la constante de Jacobi.
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS
Runge-Kutta
eps=1x10""*

6.29960%107 " T
6.20050x10~ ' - E
6.29940%10" [ ’ E

6.2993010" E

a(t)/o,

6.29020x10™ ' - E
6.29910x10™ ' | E
6.29000x10" ' - E
6.26890x10" " R N R

- 2000 2500 3000 3500 4000 4500
Tiempo en periodos de m,

1.240x10"2 |- E

1.230x10~ 2| E

T 1.220x1072F E

1.210x10~2f- E
1400 1500 1600 1700 1800 1900

Tiempo en periodos de m,

Fig. 4.3.4(a) Aceréami‘entos en el Ambio en el semieje mayor (normalizado) de la particuld y la excentri-

cidad para',el PPCRTC. Se usé el métadé Runge-Kutta, para 40000 érbitas y G:‘ﬁ 1 X10_14

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS"
Bulirsch—Stoer ' .

eps=1xx10""

6.29960%10™
6.29950x10" ' |-

e 6.29940x10" ' [-

< 6.29930x10” " |- E
T s.200200107 E
6.29910x107 1 £ E
6.29900x10™ " [~ -
2000 2500 3000 3500 4000 4500
Tiempo en periodos de m, -
1.240%10" 2 E

1230010~ 2

e(t)

1.220x1072

121010~ 2

1400 S 1500 L1600 b 1700, . - ;1800 1900,
N =747 Tierpo en’ periodos 'de m, ¢ = R o

Fig. 4.3.4(b) Aéerqamigntbs en el ambio en el sfe ieje mayo_r (‘nor‘mawliz‘adck)y) dela pd*thcﬁia y la ei;ééﬁtri-

cidad para el PPkCRTC". Se usé el:método1B>uli‘ijsch,-S'tkov¢‘:'r,_ para 40000 érbitas y€e= 1;5(»‘10"?14.




Otra vez B S mu stra vanacxones en el semleje mayor pero tle' e mas p1 'os que con € =

La 51gu1ente integracién se realizé con las mlsmas cond1c1ones m1c1a1es pero para € =
10718, Las ﬁgu.ras 4.3.5(a) y 4.3.5(b) muestran los resultados obtenidos para las corridas 11
y 12 respectivamente. Todas las cantidades que se analizan corresponden a los elementos
orbitales de la particula, en un sistema cuyo origen estd en mj.

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS .
‘Runge—Kutta L

- veps= 1x1 O'”:

6.2996%107
6.2994x107"

& 1

g 62992x1o

oy

= 62990x10
62988><1O 1

(] I‘IIIIJIIIII TYT

sraxioh
.en’ periodos

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002
0.000

e(t)

: «Tierhj;‘:qfén'pe‘riodbs;

1x1078
ax10~?
6x1072
47><10_9
2x10~2

[C(t)-C(0))/C(0)

WLEELRAN RRAN AR LI L

[]

Jaxio? 2x10% axiot - 4x10%
S Tiempo Periodos de m, . i

Fig. 4.3. 5(a) Camb'io en el semle_)e mayor (normahzado), la excentricidad y el cambio fraccional en la

constante de Jacobi para e] PPCRTC Se usé el método Runge-Kutta, para 40000 érbitas y € = 10—13,
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS

Bullrsch Stoer

6.2996x%10"

6.2994x10™

~
)
S
—
=
=
o

[c()-c(0)]/c(0)

Fig. 4 3. 5(b)

6.2992x10™ "
6.2990x10™
6.2988x10™

0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002
0.000

e(t)

2.5%x1079
2.0x10”9
1.5%10~2
1.0x10”9
5.0x10”10

© T

AL LLL] LRI LA

peliinbio b
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO

DE TRES CUERPOS

Runge-Kutto
eps=1x10""*
6.20950x10” ' |- E
6.29040%10~ " - E
& 6.29030x107 ' |- E
=
¥ 6.20020x107 ' £ -
6.20010x107 " E
6.29900x107 ' - E
6.29890x10™" R . . .
2000 2500 3000 3500 4000 4500
Tiempo en periodos de m,
1.240x10"2F E
1.230x10™ 2 -
¥ 12200072 F E
1.210010”2f E
E i e i
1400 1500 1600, 1700 1800 ° 1900

: Tler_npo en periodos de m;"

Fig. 4.3.6(a) Acercamientos del semle_]e mayor (normallzado) de la particula y la excentricidad para el

PPCRTC. Se usé el método Runge—Kutta, para 40000 ‘6rbitas y € = 10~ 13,

6.29960%107"
6.29950x10™"

6. zssaono“

S 6.29930%107

a(t)/o,

6.29910x107"

6.29900%107"
6.20890x107"

1.24001072

1.230x1072F

eft)

1.210x10" 2§

6.29920x1 o™!

1.220x10~ 2 -

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS

Bulirsch—Stoer

eps=1x10""

2000 2500

- 4000

1400 . 1600

—»,_|500

nempu L pcr.édol de m,

Fig. 4.3.6(b) Acercamlentos .del semleje mayor (normahzado) de la partncula Yy la'ekcentriéidéd para el
PPCRTC. Se usé el método Bulxrsch Stoer, para 40000 6rbitas y € = 10_13 L
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La s1g1uente integracién se. lnzo por c1en mil obltas ye= 10"14 Las cond1c1ones iniciales

se muestran

iPROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES. CUERPOS (PPCRTC)

Valor

o R 5685 x 102%g .

TABLA IX
DATOS NUMBERICOS' DE LAS INT_EGRACIONES : G :
PROBLEMA PLANO CIRC LAR RESTRI GIDO. DE TR.ES CUERPOS (PPCRTC)

Corrida No. o Métodq . . ‘No;‘ érbitas tcpu (hr)
13 1x1074  RK 1x 105 02:38:51.97

14T X107 B-S " 1x10° 00:23:16.03
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V'La prlmera graﬁca de estas ﬁguras corresponde al semleJe mayor normahzado, a 51mple

v1sta ambas graﬁcas son 1guales (pa.ra Y-K y B S), pero si hacemos un acercamiento (Fxgs

1

6.3005%10™
6.3000x10~ 1 E
6.2995x107
6.2990%10™ !
6.2985%10™

a(t)/a,

verebogibinndeeedlireed

x

piN

[a]
[5,))

e(t)

‘ [c'(t>—c<0)1/c<o)

T exi0® ex10® . ami0d
- periodos def""z,

Fig. 4.3. 7(a.) Semle_)e mayor (normahzado) de'la; artfcula excentrncndad y constante de Jacobi para el

PPCRTC Se usé el metodo Runge-l{utta, para 105 6rb|tas‘y €= 10"14
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES CUERPOS
Bulirsch— —Stoer

eps=5x1 0'7"4

6.3005x10 "
6.3000%107 "
6.2995%10™ !
6.2990x%107
6.2985%10™

o(t)/o,

: T v T

0.020
0.015

WRRRES LA

0.010

e(t)

0.005

0.000

0 -~ axiot o kot ex10? sxt10* 1%10°

o

3x10”10

2%10-10E

T

1><1o—‘IO .

c{t)-c(0)}/c(0)

0 2x10* 4x10% ex10% 8x10% . 1x102

Flg 4.3. 7(b) SemleJe mayor '(normallzado) de la partlcula, excentncxdad Y constante de Jacob1 para el
PPCRTC Se usé el lirsct Stoer ,para:10° 6rb1tas ye= 10-14 :

. La tercér’a’ gréﬁca cOrrespdnde 1l cambio’ fraccional en la constante de Jacobi y se puede

apreciar. que: B-S conserva meJor qué R-K esta cantidad por un factor de diez, ademds
de presentar estluctura ﬁna Una vez mds para integraciones largas y el mismo ¢, B-S es
mejor que R-K. e
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6.30050x10™"
6.30040x10" !
& 6.30030x107"
=
T 6.30020%107"
6.30010x10™"

6.30000%10" "

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES

Runge ~Kutto
eps=1x10""

CUERPOS

1.40x10%

0.008

0.006

e(t)

0.004

0.002

1.40x10% .

Fig. 4.3. 8(a.) Acercamxentos el el semleJe mayor (normallzado) de la partfcula y la excentncndad para el

1014,

1.50x10%

1.60x10%  1.70x10*
Tiempo en periodos de m,

1.80x10%

1.90%10*

1.50%104

1.60x10* . - 1.70%10*

. Tiampo an periodo: de m,

PPCRTC. Se usé el método Runge Kutta, para 105 6rbitas y € =

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS

6.30050x10™"
6.30040x10™ !

6.30030%10~"

oft)/a,

6.30020x107"
6.30010x10™"

6.30000%10~"

Bulirsch-Stoer

eps=1x10""*

1.80%10%

lsoxto‘

1.40x10%

0.008

0.006

e(t)

0.004

0.002

1.50x10%

1.60x10%  1.70x10

Tiempo en periodos de m, .

1.80x10%

1.90x10*

T T

1.40x104

1.50x10%

1.60x10%  1,70x10%
Tiempo en periodos de m,

1.80x10% .

1,90%10%

Fig. 4.3.8(b) 'Acercamientos el el semieje mayor (normalizado) de la bartfculd y la excentricidad para el

PPCRTC. Se usé el método Bulirsch-Stoer, para 10° érbitas ye=
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Fmalmente se presentan los resultados de la ultlma mtegracmn para 4000 orbltas y dlstmos

= valores de- e ‘con e1 propos1to de reaﬁrmar que B S toma en cuenta. va.nacxones de periodo

‘ corto mlentras que R K no lo hace Las cond1c1ones ‘iniciales se muestran en la tabla X.

TABLA X
CONDICIONES INICIALES: . e . 7
PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TR.ES CUERPOS (PPCRTC)

~ Pardmetro

ma/m1
Sag
Car
€g’ .
e . . [ 0 :
o ' ; ' e

valores de ¢ y los resultados se presentan en la tabla XI.

66



TABLA XI
~DATOS NUMERICOS DE LAS INTEGRACIONES
PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC)

Corrida No. e Mé_’cpdo No. érbitas
16 .o 5x107M .o B-S - 4x10

17 5x1071 - RK 4x10 100:01:13.08

18 Bx1071 I BS. 100:00:45.17
19 o Bx10710 f'_R-K 00:00:58.72
20 T 5 % 10'—v1’0‘ ‘ . B..S : 00:00:45.15

Las gr’aﬁcas de las. ﬁgmas 4 3 9(a)
los mismos valores de € respectlvamen

‘muestran los resultados para R-K y B-S con
a c_ambio en el semieje mayor
(normahzado) ,para. la particula. '

la: nqt;able diferencia entre los métodos.

Sl compa f_f'mos ambas ﬁgura.s podemos aprec
e ncia alta y/o periodo corto (Fig.
: a‘ que R-K hace un promedio de

Con ambos métodos, para un. e =
ma.yor se detemora, con51derablemente grande en comparacién con los

otros dos que se escogleron
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
COMPARACION PARA DISTINTOS EPS CON RUNGE—-KUTTA

Jllllll'i{llllllllll|l||l1|l||llll|||l|-,
\ e . _,
\ eps=5x107" — v B e
AN, PR 5 ’ . .
L\ AN
y -1 kA J '
6.30095%107 " = \i\ i i
L ‘...\~ :.",‘ -‘.
Lo i b
- .:,’ v,
i v
Ry Mo ‘:"I, W
6.30090x10™ ' [= - ) , i
1 g S
i = . ¥,
: fo ' ¥,
5 o %
S e e i %
S 6.30085x107 1 |- i
FREN] 4
= A
6.30080%107 ' |- -
B B —euqn-10
6.30075x107 L eps=5x1077 —>
| N T N N T R Y | Ilrl L) I‘l I'l] 1 Il"ll‘l"‘ Ivl III ll I‘Illvll

0 “e10000 .2000 -
B : Tlempo en: perlodos

Fig. 4. 3 Q(a) Semleje mayor (normahzado) de la partxcula para el PPCRTC ‘Se usé el método Runge-

kutta, para 4000 6rb1tas con distintos valores de €. Cada h’nea corresponde a una“mtegracxén con'el €
indicado enla ﬁgura
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
COMPARACION PARA DISTINTOS EPS CON BULIRSCH—-STOER

‘ T T 17T LI} T ' T T T T 1 T I L) T LN LI I T T ||| T T T 1]
I eps=5x10"" } )
||I .'/\‘ 4 B
I \ K .
6.30095x107 " - '!I . -
i 'I «— eps=5x10""" 7
L |{| |
_ '.}|l | _
6.30090x107 ' |- , —
L i\ i
I} | j
- | \ .
~ ‘|| |I
{ 0 | h ' .
o | |
| - '!
6.30085x10" ' - “l |nh .
L "“ "“Ih i
"6.30080x107 ' |- |
I |
!
. =5x107"°
6'3007SX10 1 _l | W S D T W S W ) ] | S T T | elpls 1 l)< I L.l ﬁ 1 L1 1 l | I T WU T IO JOUS U B |

0 1000 2000 3000 4000
Tiempo en periodos de m,

f’l"lg 4.3. 9(b) Semieje mayor (normallzado)b de la partxcula. para el PPCRTC. Se usé el método Bulirsch-

Stoer, para 4000 6rb1tas con dlstmtos valor es de €.

La hnea sohda coxresponde 5 >< 10‘11 y no presenta variaciones de periodo
corto en mertas reglbne (ver gura.4 10b) Las figuras 4.3.10a y b corresponden a dos
' ] las graﬁcas En la Fig. 4.3.9(b) no se aprecia muy

¥y ' e=5x 10—14. Por otro lado es claro que con

bien la di

€= 5 X 1 r1ac1ones de periodo largo van disminuyendo.

La' graﬁca de a;ﬁgura 5. 3 10(a) corresponde a la superposicién de ambos métodos
para.un e = 5 X 10‘14, en esta grafica se hizo un corte para B-S con el fin de apreciar
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la d1ferenc1a entre este metodo y R—K donde la graﬁca dxbu_]a.d ‘por una hnea sohda. es
ev1dentemente R-K:“el cual no"toma en cuenta. las variacio
frecuenma ‘La graﬁca superpuesta corresponde a'B- Sy
corto durante toda la: mtegracmn pero la hemos cortado
compoxtamxento de oscﬂacmn de largo perlodo

peﬁodo y/o alta

iones de periodo
e tienen el mismo

PROBLEMA #LA{NQ‘V'CuR' ES CUERPOS

COMPARACION DE R

6.30095x10™

a/a,

6.30090%10™

6.30085%10 !

[

b DR DR T N S | 4l I Y Y O Y Y VOSSO0 s B | I ] ‘l vl 1 Irll I’ ] l | IO O T T TN SN N I |
0 1000 2000 % 7T 73000 4000
Tiempo en periodos"de rh2‘3 = :

Fig. 4.3. 10(a) Semleje mayor (normalizado) de la particula para un E = 5 x 10~14 para el PPCRTC

utilizando ambos métodos, para 4000 6rbitas.
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rresponde a la superposicién de ambos métodos

rééénfa'uncomportamiento extraiio para este
egracmn en la linea sélida, si toma en cuenta las
curnr la integracién deja de tomarlas en cuenta.
; RfK plerde precisién antes que B-S.

:JPROBLEMA PI;'ANO"CIRCU'LAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS

6.30095x10™"

g =1
S 6.30090%10

6.30085x10~"

COMPARACION DE RUNGE KUTTA.CON BULIRSCH—STOER
' PARA UN eps=5x107""

LA S N N L O PO LN DL N B L N L T L L B B

1 TESIS CON
§ALLA [E ORIGEN

+:-3000 4000

Fig. 4.3 10(b) Semleje mayor (normallzado) de la: parclcula para un € = 5 x 101! para &) PPCRTC

utxhzando ambos métodos, para 4000 Srbitas.!

En este caso B-S no muestra las variaciones de periodo corto, excepto al principio
de la 1ntegracxon Después de repetir la integracién en distintas computadoras, pareciera
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
RESULTADO PARA UNA COMPUTADORA DISTINTA CON BULIRSCH—STOER
* PARA_UN EPS=5x107"

IIIIIIIIIII!IIIll‘llllll‘lllylllll;l‘llllll

6.30095x10~ |- -

0/o,

6.30090x10~ 1 |- , —

6.30085x10~ ' |-

b 3
e
L
s \' ‘ |
v e 0 ] s e e Ly O by

0 1000 2000 3000 4000
Tiempo en periodos de m,

Fig. 4.3.10(6)_,._Syér_‘hieje mayor (normalizado) de la particula para un € = 5 X 10~!1 para et PPCRTC.

Se usd el método Bulirsch-Stoer con un procesador diferente, para 4000 érbitas.

La grifica de la Fig. 4.3.10(d) corresponde a la superposicién de ambos métodos para
un e =5 x 10719, Para este ¢ ambos métodos son poco precisos, el comportamiento del
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selnleJe ma.yo ula dxsmmuye con el tlemp rapldamente Yy no es perlodxca, sin

s embargoiB S'es capaz de detect;ar las vanacxones de erxodo corto.:

PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
COMPARACION DE RUNGE KUTTA CON BULIRSCH— STOER
PARA UN eps= =5x1071°

I|IIIIIIIIIIIIIIlllllllllllllllllllllll_

~ -

6.30095x10™

6.30090x10™ ' |- -
) 1 !
5 6.30085x107 " |- \

6.30080x10 ' |-

6.30075x10~ |-

[ S S AT H A S S WA S WA SRV NV S S HAY S VT € /0 B N A ST S A U MU HT N

] 1000 . 2000 3000 4000
; ey - .Tiempo-en periodos de m,

La graﬁcav de'la Flg ;3 ll(a) couesponde a la superposicién de las excentricidades
'para dlstmtos valor e e"con el metodo R-K.
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
COMPARACION DE RUNGE-KUTTA PARA DISTINTOS EPS

LUNLINLIL L L LA R A L B L L L L L L L L B

llllllllllll

0.005

A

—> eps=5x10~1"?

0.004

0.003

e(t)

eps=5x10"" —>\

©0.002

.0.001

LSLIL LI RN

0000 1 | | 'I',I ‘|‘; TR >l> | ||| [ |\‘}| [N N BN IET N T AR O B BT || ] l‘ ‘ o
SewQ sl 1000 2000 3000 274000 ¢
' S Tiempo en periodos de m; 10 o

PPCRTC utilizando

d‘tkf:iﬂcz’mibia el valor de

Fig..4.3.11(a) - Exéentricida’d de la 6rbita de la particula para un distiﬁtés €pa
Runge-Kutta, péra 4000 érbitas. Note los cambios de amplitud y periodiéi'dé;d cua
‘€. SN ) S

~ Para e = 5:x 10710 el deteric’)r‘q en el comportamiento periédico es muy rapido. En
esta grafica podemos dlstmgmr los resultados para distintos valores de e.

La grafica de la Fig. 4.3, 11(b) corresponde a un acercamiento de las superposicién de

las excentricidades para dxstm' lores de € con R-K. En esta grifica se puede observar

que a una escala muy pequena la’ excentncxdad presenta un comportamiento periédico
que se refleja en pequenos r;zos ”'Tamblen podemos ver la diferencia para los distintos
valores de e. L
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COMPARACION DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS EPS
N CON RUNGE—KUTTA

VLB T T T T T T T T T T T T

3

4.94%10"

" ‘eps=5x10""°

4.92x107 3 , -

eps=5x10""

i v

= 4.90x10”3

T

4.88x10~3 PR
eps=5x10""

4.86%1073

800 ol ‘azo 880

Fig. 4. 3; ll(b‘) 'A '”rcamlento para la excentnmdad de la. 6rb1ta de la partlc a.'para. el PPCRTC y distintos
‘étodo de Runge-Kutta

valores de’€ utiliz

En esta grafic

pued bS‘erVaf'qté a una escala muy pequeiia, la excentricidad presenta
un comportannento penédlco ‘que se refleja en pequeiios “rizos”, que son variaciones de
corto perxodo También' ‘se’] puede apreciar la diferencia para los distintos valores de e¢.
Debxdo a‘que’ el comportamlento de 1a excentricidad para ¢ = 5x 10710 no se puede ver
completo; se hace un aumento en la escala del eje para e(t) que se ve en la Fig. 4.3.11(c).
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COMPARACION DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS EPS
o S CON RUNGE —~KUTTA '

4.96><1O..3 T T ] T T T T T T T T — T
4.94x107 |-
',.eps 5x10"° : 7 . 1
4192"10_3_." 2o -
T r _
a00x10=3  eps=sx107". . : i
~a.88x107 >0y e & |
IO 2 el P i eps 5x10 .

B valores de €-con

‘no‘es tan rapxd mo en R—K lo .cua nos dlce que una vez mas B-S puede ser mds

preciso.. Ademas enila, mlsma ﬁgura se puede también apreciar como los € = 5 x 10~11 y
e=5x 10“14 son.casi mdlstmgmbles en comparacién con R-K, donde un € = 5 x 1074 es
menos preciso.
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS
COMPARACION DE LA EXCENTRICIDAD
" CON BULIRSCH—-STOER PARA DISTINTOS EPS

0.005

]
—> eps=5x10""? E
/]
0.004

. 0.003

vl ey e g ey

e(t)

eps=5x107""
'0.002 : :

0.001

III,lIlIlyllll‘lllllllllllllllllIlllvll<lllllll‘llll

O.’OjO‘Ov [ R R |‘ i R
o IO : 1000 . 2000}
Tiempo en periodosd

Fig. 4.3.‘12'(§.)'~15PCR irs 1 'Sfcier, 'gxce_htj.riqidagl‘glVeA L; ‘de la i)artfcul‘a para distintos €.

un acercamlento en la superposxclon de las excentricidades
1 BAS ‘En esta’ graﬁca también se observan los “rizos” que
} embargo es notorio que usando la misma escala, la gréfica

X ”10"10 en el método R-K no se aprecia completa. Esto
mas preciso. Ademais la separacién entre los resultados para
: "14 es ‘mucho mayor para R-K que para B-S ya que con este
ultimo plactlcamente se s perponen lo que indica de nuevo que para € = 5 x 10~1! el

método B-S es mds préc1so
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COMPARACION: DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS EPS
" CON BULIRSCH-STOER b

4.94x107°

_ ePs':——VVij‘d'.wk

492x10 3 S

— FER i ) _ -1
% 4,90)(103—' o eps-5x10 —

4.88x1073
eps=5x10""*

4,86)(10‘3 1 1 1 | 1 1 ) | ' 1 1 | 1 L t
800 ) 820 - 840 o 860 880
IR e v/ 74 Tiempo en -periodos de ‘m, -

Fig. 4.3.12(b) : Ace cat cidad d yla F6rb'i't‘a de la particula para distintos valores de €

nd ep»‘arl“‘éambio fraccional de la constante de Jacobi en el




PROBLEMA PLANO ’échUL:Kéi’REs_TRlNc;lDo DE TRES CUERPOS 7

COMPARACION DE LA _CONSTANTE DE JACOBI
CON RUNGE~KUTTA PARA DISTINTOS EPS

wn
X
=
@]
|
[2)]
1
1

eps=5x107"° : : _

ES
X
2
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[»)]
1

N
X
o
|
(o))
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[c()-c(0)1/¢(0)
533
o

0 : 1000 LnT 2000 : 3000 4000
. Tiempo en:periodos de m,

ax10-7 k- C o eps=Sxioto ; , i

[c()-C(0)1/c(0)
g
5

0 71000 0 2000 s T 3000 4000
o . - Tiempo“en periodos-de m, -

ax10710F . eps=sxi0TM i

[C(t)-C(0)]/c(0)
¢

712000+ c 30000 4000

0 : ©-1000-
e s sdTlemporen.periodos de 'my;

Fig. 4.3.13(a) Cambio fraccnonal de la constant de Jacob1 para. dlstmtos valores de € para el PPCR.TC,

utilizando el método Runge-Kutta. Note la. escala ‘en los eJes v tlcales
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'reaﬁrmar -que para integraciones ortas y € grande,

PROBLEMA PLANO C!RCULAR RESTR|NG ( DE TRES UERPOS
COMPARACION DE LA CONSTANTE DE JACOBI
CON BULIRSCH-STOER F’ARA DvlSTlN‘TQ‘S EPS

4x1078

T

I
ey

T

3x10~6 eps=5x10"1°

2x10™0

1x10~6

[C(t)-C(0)]/c(0)

T

(=}

S1000 .= L12000 0 -0 3000
. Tiempo'en periodos de m,

eps=5'x10;”k ; 8

Illll]llll]

[C(t)-C(0)]/c(0)

IRRARRASRARSLAEARRRN N

0 21000 T I 020000 e 3000 e 4000
o : Tlempo en. perlodos de my o0 L -

~eps=5.'x10"f i

[C(t)-C(0)]/c(0)

. 2000 . 3000 4000
mpo en perlodos de m,

0 10007

ambos ‘métodos son 1gualmente precisos.
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: : tambxen que B-S es més eficiente que R-K en este: aspecto

, Como hemos podldo constatar a lo largo del andalisis de cada mtegracmn, el t1empo de
- célculo para el metodo R-K es mucho mayor que el que utlhza. el metodo B- S, y aumenta
enormemente ‘al aumentar el niimero de érbitas que se qmeren 1nteg‘rar, lo cual demuestra

_ Debemos recordar que la implementacién de R-K mvolucrala. evaluacmn de primeras y

B segundas derivadas, mientras que B-S sélo involucra la eva uacm i 'rde las segundas derivadas
por el uso de la rutina STOERM (ver capltulo III) ‘ '
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L et

CONCLUSIONES

A continuacién se enumeran las conclusiones obtenidas del andlisis de los resultados

de esta tesis:

1P "Ta ntegracmnes largas la precisién del B-S (Bulirsch-Stoer) es mayor que para

R—K (Runge-Kutta.); Para mtegracmnes del orden de millones de érbitas R-K no es capaz

2 Para 1ntegracmnes cortas la precision de ambos métodos con € pequenio es casi
la mlsma., por lo. cual se puede utilizar cualquiera de los dos. Sin embargo en algunos
casos donde .el:_numero.de érbitas es del orden de miles, B-S es mdas preciso al conservar
las constantes de cada. problema que R-K en un factor de diez ya que la subdivisién de los
intervalos es mds eficiente con B-S, lo cual disminuye el,numero de intentos de subdivisién

(el cual tlene 1m valor hmlte dentro del programa)

3. Si sefdecidé 'utilizar R-K es necesa.rio_,il'sat'un‘.e pequeiio para_ obtener. mayor

precisién. -

rol ] imul errores del mismo signo lo que hace que el
comportamlento del segundo cuerpo muestre un error que aumenta monétonamente. En
camblo‘B S acumula errores de distinto sxgno, por lo que los va cancelando aunque a largo

plazo el error s1empre crece.
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6. El txempo de comput q ut;1hza K- par h 'v er las integraciones es muchisimo
mayor que para B S'en’ 1ntegra01ones largas 'y 'no tan,largas lo cual presenta un problema

si se quiere ahorra" ‘tlempo

hecho de que para R-] { se reescriba el sistema de ecuaciones

chferencmles de segundo_ rden como un sitema‘de’ ecuac1ones de primer orden, implica un

mayor numero de Hvaluacmnes para cada'paso, lo cual explica que R-K utilice mds tiempo

para’ hacer los calculos

7. Otra exphcacmn para la dlferencm entre el tiempo de cdlculo que utiliza B-S y el

que utiliza R-K, es que este ultxmo sxemp

subdwxde un intervalo en un nimero idéntico

de submtervalos para cada paso h mlentras que B S lo hace dependiendo de qué tan buena

sea la aprox1macxon ala funcnon onglnal y puede hacer desde dos hasta doce subintervalos,
lo cual ahorra tiempo. SRR

Como trabaJo futuro se pretende camblar la subrutina STOERM en B-S por otra en la que

el sxstema de ecuac1ones de segu \do orden, se reescriba como un sistema de ecuaciones de

pnme orden ‘con lo’ cual se qulere verificar si este cambio afecta tanto la precisién como
el.txempo _de‘ calculoparq e}:metodo de B-S.
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APENDICE A

Al ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Existen métodos para resolver ecuaciones diferenciales mediante la‘aplicacién de técni-

cas anahtncas como la integracién o los desarrollos en serle En, general lo 1mportant;e es

orden:

(A.1.2)

(A.1.3)

donde z es una nueva funcmn Ocasmnalmente es util incorporar en la definicién de la

nueva vanable otros factores en la ecuacmn, o algunas potencias de la variable indepen-

chente, con el prop051to de 'atenuar algin comportamiento singular que podria resultar en

desbordamlentos o en un 1ncremento en el redondeo del error.
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El problema genenco en ) Tas ecuaciones chferencw.les ordinarias se reduce asi al estudio de

“un sxstema de n ecuacxones diferenciales acopladas orden, para las funciones y;,

i=1, 2 ,n temendo la forma general:
| dys (t . |
—32?(—) __Tfi(t)yl,y2:’ 1n L (A1‘4)

“ donde las fz son funcxones conocxdas e | T ricamente para cada t, (inter-

yn ‘es el valor :

valo de tlempo), ¥

' “con51derara‘este txpo de problemas

A.2 METODO DE EULER O DE LA RECTA TANGENTE

El primero en tratar de resolver una ecuacién diferencial numéricamente fue Euler
en 1768, por lo que empezaremos con una breve descripcién de su método, lo cual nos
permitird entender mejor los metodos cle Runge-Kutta y de Bulirsch-Stoer.
acta del: problema con valor inicial como ¢,

bt s;¢(tn) Los simbolos yn, ¥ yn' = f{tn,¥n)

Primero denotaremos ,a la- oluc1o 1

entonces el valor. de la solucmn Xa

or la misma razén ¢ (to) = f(to, %) = ¥'(to),
= f(tn,yn) paran > 1.
nto, °o tamaifio de paso uniforme sobre




y en general

,t,,=to+nh . ' : (A.2.1)

Como se conocen to y Yo, también se conoce la pendiente de la recta tangente a la solucién
en to, y por consecuencm se: puede obtener un valor aproximado y; de ¢(t1) al desplazarse

alo largo de‘la iy 'ct tange t hasta tl, (ﬁguras A2.1a Y b)

Fig. A.2.1a Aproximacién de Euler o de la recta tangente.

y/‘\
Y
¥ 3 Yh+1
2 * Yaq
Yy
Yn

t t, t, t Tt >t
o 1 ‘2 '3 n  n+l

Pig. A.2.1b. Aproximacién numérica a la solucién de y‘ =f($, y)‘,'“, y(a:o) = Yo
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t1-a'ts. De est;e modo AR

‘doncle n = 0,1, 2

integrar clte_sde,t ‘hast:

y = (tl, yl) y aphcar este valor como 1 pendlente' de una aprox1mac1on al moverse de

yz = y1 +4‘J1 (tz — tl)

1/2 = y1 + f(tl,y1)(t2 —t1) ,

donde de nuevo tz - t1 —‘h En general y, 7é qb(t,) de modo que comunm nte -f (¢ yl) :

no es igual a; f[tl, ¢(t1)], donde ¢(t1) sena la penchente de la soluc sn

contmua de esta manera, se usa el valor de y calculado en: ca.da aso par

pendlente de la ap1 onmacxon para el pa.so 51gu1ente De aqul que la formula general para

la aprox1ma010n de Euler es o

Si suponemos ‘que entre los puntos to,tl,tz, x1ste un tamano de paso h entonces

tn+1 = tn + h'y 1a formula de Euler se puede escribir como:

(A.2.7)

una soluc1on de tn a tn+1 =" % ravés de un’paso pero usa la informacién de la

cleuvada solo al mlclo del in ) la férmula de Euler, se presenta

a contmuacmn L

“Si- y» qb(t) e 18 pn;{'aler inicial y(tg) = yo entonces al

(A.2.8)
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la cual tambleu puede escrlblrse de la forma

a1

f[t,‘y(t')]dt_', .’

| ,¢(t‘n+1);

1 tn® (tn)]

>t

“en: t =1, entonces se aproxima

" (A.2.1Q)

' ('Av 2. 1}1)

Ynt1 = Un + hf(tn, Un) (A.2.12)
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A.3 METODO DE RUNGE-KUTTA

Un método relativamente sencillo y suﬁcxentemente exacto para resolver ecuacmneSt

En clb_nd@ h e”s;\:‘éyll,',tavmano del paso, . f es.la “:cietrl»vladra, en el :'gupt_d (tn, yn), O(h,s) ‘es el

término del error y las k, son::

b= flmw)  (A32)

medloyy, por ultlmo kn4 es la pendiente en

<Eﬁ1¢tgy‘la~pendiente ka3, parairde t, a t, + h.

-utilizados” para hacer integraciones numéricas en el campo

qugn'tb orden de Runge-Kutta. Este método requiere de cuatro

eValuaciénes:d la‘der: vada?para el intervalo de tamano h.
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Fig. A.3.1 vMétodo de »B._ungy}‘(ilktt_:'a"_de cuarto orden. En cada paso la dAerlivia‘dA‘ es ei{alqadggi{atfo veces:

una vei'en el‘}punfo iniciz»\(,v dos vét;es ér}' lo:s p‘uﬂto? medios de prueba y una’vez en el puntov final deﬁbfueba.. De

’.ti'ayc?;cton deiuna’ecuaciénidiferencial ordinaria; puede servir como punto inicial.

- Cuando se desea:tabular.una funcién en intervalos igualmente espaciados y sin una

gran precisién;: -aclémas'v,pi‘ot!liCIr la gréfica de la funcién, todo lo que se necesita es un
programa conductor que vaya de un punto inicial ¢o a un punto final ¢, en un niimero
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espec1ﬁco cle pasos y los almacene Para checar la precxsxén se duphca el: numero de pasos,

se repite la integracién y se comparan l resultados Pero es‘ _'m, cxon no minimiza

el tlempo de célculo y puede presenta probl

n de un tamano de paso
varla_blev. : : -
_Sial método de Runge%Kﬁit;g;de;}ggéir’tr ‘orden’ se Vle"'agrega un algoritmo que adapte

el tamafio del paso- h, se conseguird mayor precisién.

‘A4 ERRORES EN LOS PROCEDIMIENTOS NUMERICOS

La aplicacién de un procedimiento numérico para resolver un problema con -valor:
inicial

y' = f(t,v) J(to)—yo, T (A41)

como satxsfactona la solucnon numerlca‘

onglna varias pleguntas antes de poder acep ]

la” convergencm es decxr a medlda que

ap10x1mada‘ ‘Una de estas preguntas es referent

el tamano de paso h tlende a cero, los valore de'la olucmn numenca yl, y ,‘fy3, tlenden

‘S la respuesta'e aﬁrmatlva, qué tan
anahtlca'?" Que tan pequefio debe

velide exactltud ado‘7 Se desea usar un

1) supongamos que la computadora que se utiliza es capaz
calculos con: completa exactitud, es decir, es posible retener una
7 1nﬁ11 d 'males; ‘La diferencia E, entre la solucién exacta y = ¢() yla

ébltf¢1011 aproximada y = f(t,’ y) del problema con valor inicial y(t9) = yo se expresa por:

E, =¢@tn) —yn , (A.4.2)
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y se conoce como’:Yerror global por truncamiento”: Esté‘ei‘r’b surge?por, dos causas:

por. redondeo, n', se cleﬁne como:
Ry=yn—Yn , (A.4.3)

El valor

(A.4.4)

E,,. Una estimacién:delierror:local por truncamiento proporciona cierta comprensién del
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precisién simple, puede.estimarse:el efecto.del error por redondeo a repetlr los calculos

” ,con: una antmetlca de p1ec131on doble Si los’cambxos ’son,mayore que -lo aceptable, es

‘ »necesano conservar ma.s chgltos en los calculos o aphcar un metodo mas exacto
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APENDICE B

B.1 ELEMENTOS OSCULANTES

Los resultados que generan los dos codlgos numerlcos utlhzados en:esta tesxs (R K

G Verdade1a anoﬁmha f

apodpside

peridpside

8=0
direccién
de referencia

Fig.B.l. En esta ﬁgura se ;n'lu;.‘svtrz;‘lqav‘érl‘)»itay instantdnea de la partfcula que se ex;cueﬁtra >e.n el plziho
aorbital. El &ngulo f es la verdadehra'anobm‘alia‘y el dngulo TU es el argumento del perﬁépsidé} El c;’rculb vacio

representa el otro foco de la elipse y la cantidaci ae es la distancia focal.
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La notacién cartesiana no prlmada corresponde al sistema’ nc rotante con, ongen en m1

P ula, ‘el cuadrado de la rapl-

dez y la energia mecéanica de la partlcula estan dadas por las ecuacxones B.1, B. 2 y B. 3

En coordenadas cartesxanas, la dlstanma cle m1 a

respectivamente:
r= \/bym2+y2 , (B.1)
V=482, : . (B.2)

(B.3)

(B4

La 1nagmtud del momento angulal,‘ ' ﬁio?imiento, en el plzobléma;{‘dé_dos’” '

cuerpos y en el problema de campo entr

al),:en’términos’ de los elementos: orbitales ‘estd

~Adada por (ver capltulo I pag 8)

(B.5)

- de donde despejamos la excentriqiclé.d,‘:’c’ o

. (B.6)

El vectqr FL sobre el plano or»bita»ll‘séilq,t»ienebcomponente z (ver capitulo I, ec. 1.2.6):
h=(zy—yz)z . (B.7)
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Para. calcular f usamos la ecuacmn polar de la ehpse, ya que esta es vahda en un sistema

“con ongen en ml, i

B 1-I—‘vecq‘sf." (B's)

 Diferenciando (B.8) respecto al tiempo obtenemos:

Con estas ecuacxones ‘a partn‘ de las posmlones y velocidades en coordenadas cartesianas
obtemdas pox los cochgos numerlcos, ‘podemos calcular los elementos osculantes para la

part1cula
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