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INTRODUCCION 

En la física existen muchos problemas que no pueden resolverse analíticamente, por 

lo que los científicos han buscado formas alternativas para resolverlos, como por ejem­

plo los métodos numéricos, que se utilizan para encontrar una aproximación a la solución 

analítica;' Exist'en muchos tipos de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferen­

ciales, 'el primero que se utilizó fue el método de Euler y después se crearon a partir de 

esta· primera idea, métodos que pudieran mejorar el resultado. Dos de los métodos más 

conocidos y utilizados actualmente son: "Runge-Kutta de paso variable" y el de "Bulirsch­

Stoer". En la astronomía se utilizan mucho para la resolución de problemas de dinámica 

galáctica y mecánica celeste entre otros. Los resultados que se obtienen pueden variar 

dependiendo del método que se utilice. De ahí que el objetivo de esta tesis sea comparar 

los métodos antes mencionados, con la idea de encontrar cuál de los dos resulta mejor en 

integraciones orbitales. 

El único problema conocido con solución analítica en mecánica celeste es el "Problema 

de 'campó central'', .· qhe , foéluye el "Problema circular plano de dos cuerpos" , en otras 

palabras se conoce~· l~ pbsi~Íón y la velocidad como funciones explícitas del tiempo. Sin 

embargo'pa!-a'1~1'·,,:f>~~blei:n:a.· de tres cuerpos" no existe una expresión analítica para la 

posición y ·la :ve16dici~d como funciones explícitas del tiempo. Es ahí donde necesitamos 
. . . .- ·:?-<'f~~:/: ~.~j,~~>_:·;t.',,_ . ·::_: / • 

utilizar los:.metodos numencos. 

El desi:;;~iíot~~,¡'~~~á.tesis consiste en realizar integraciones orbitales con los métodos 

Runge-Kuit~.~.a~l~~rvari~ble y Bulirsch-Stoer con el fin de comparar los resultados 

obtenidos C:6h:.¿¡a'~i~6·~<l~%llos y así tener una idea más clara de en qué casos es más 

convenient~fÜt1li~~'.fJhi;i;\~¿·;~¡ otro. Con esto se quiere encontrar un método que arroje 
,-~~·~·~~-·-¡¡~~!?\/~} (?,~ :.:_ . .>/"<-:· '.·:.:.;. - :-·. 

resultados más' precisos 'y, de buena calidad, donde buena calidad implica que la solución 
,··· .;.-,;:,'f>. ''···-." -. 

numérica ~sfa1:illy.,~pr0Xiriíada a la solución analítica. Se busca también encontrar con cuál 

de ellos se (;btienen más detalles. Otra razón muy importante es el tiempo de cómputo que 

utiliza cada uno, lo cual nos daría una idea acertada sobre cómo puede ahorrarse tiempo 

en integraciones muy largas. 
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Para desarrollar este objetivo se han escogido tres problemas particulares de la mécanica 

celeste: "'EFprol:>i~ma de campó central", "El problema de dos cuerpos" y "El problema 

plano circulai r~stringido de tres cuerpos". 

:Pár'á' póder hacer una comparación que pueda arrojar resultados convincentes se debe 

ccmt~r, cc;in,alguna cantidad que sepamos se conserve en dichos problemas. En los dos 

prime:r~~,-casos, sabemos que tanto la energía como el momento angular son cantidades 

que ~e conservan. En el último caso, la única cantidad que se conserva es la constante de 

J_acobi'. Son estas cantidades las que se utilizarán como parámetro de comparación entre 

ambos métodos. Se busca encontrar qué tipo de integraciones pueda ser más eficiente con 

_al~o de ellos. Compararemos también el tiempo de cómputo que requiere cada uno de 

los_ métodos numéricos. Buscaremos también si hay alguna característica que los distinga 

notablemente en su desarrollo. 

En el capítulo 1 se describe el problema de dos cuerpos y se obtienen las constantes 

de movimiento involucradas. En el capítulo 11 se describe el problema restringido de 

tres cuerpos,y las constantes de movimiento involucradas en el problema, en un sistema 

inercial·é¿~''.~tii~~,'~~~id~~t~~ de masa. En el capítulo 111 se desarrollan las ecuaciones de 
. ·.,-- .. '.', .... ; 

movimiento,''eri'.'un; sistema de referencia no inercial con origen en el cuerpo primario. ya 
. - ,·.: .. _·-':"<<·;"·;Y:> ,.~,:t·_:~,-: :\t~~:~;:?. 
_que _sonjus~_O ~stas ecuaciones las que integran los métodos que se utilizan para resolverlas, 

' .: '·. '_ ... _· ':'.':.: •/!'.'.•_:: . ": 

los cuales se describen brevemente también en este capítulo. En el capítulo IV se muestran 
C"> { l"•'':·,' 

y discuten los_ resultados obtenidos. Y por último se plantean las conclusiones obtenidas 

en esta tesis. 

2 



, 
CAPITULO 1 
EL PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

El problema de dos cuerpos consiste en dos masas puntuales moviéndose, bajo l_a 

atracción gravitacional mutua descrita por la Ley de la Gravitación Universal: 

(1.1) 

Donde F es la' fuerz~ de atracción entre los .clos ¿uerpo~, G. es Ja constante.,de gravitación 
, .· " ·~· .. · :. :;·· ::..~:."."',.~ .·.':i'.··. ··:¡~·:;:;·:·~ ~-·._'."'} ·::~.'.:: . .-._ '..'· ,''. . '.. "-.~ :·_·_~),::_~ '.'.' ,.~~;~)\).";.:?~::~~-~~~~.<:_.;:~,,."L.:_ .. '..~.'r :.~:· .. '.- :~ ':~·: ·: _.\. ~:::e_·.-·. ,-: .. :,:_ ·.i:>''.-~!:.:·;;~?':!'_~ ! __ : _-!, ·::-'/: ~ .- :. , 

universal, mi' y. m2 son las masas de lós cuerpos y,: f¡'és el vector de posición relativa entre 
ello~'. '. ~-· .· ' y.·· "-.~ ~·:'','._· ·,,:.. f} ' •,,':~.:/-:-».':'.·~· '~?·~.::· \L~··:r; :·;.'~,:-\: ·, •,:•?';·: :_:•:;:,¡: ·' r~-~~-~~~\ ,-<~:~~:-.-~i:'·,¡;. r,;_~·¡.;:; .. :\ > '• : ; ·'';•;.•, ~-· ":~\;:i;;,:¡nr. '< :;;' :~:~·:::;},·. :,,~~·: ,'. ~- :~;·-~.- t -~;,, •: ;, ' 

_Elmovimiénto ~~·la ni~yoií~ el~ ibs·•:~türi:1t~~: Y'''s~télites .del sistema solar puede ser 

aproxl~aclo ~or el riio~imiento de dos cuer¡~~s. 

1.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

Consideremos el movimiento ele dos masas m 1 y m 2 , y asignemos dos vectores de 

posición i"1 y 1"2 con respecto a un origen "0" fijado en el esp'acio inercial. 
,· .. '. 

o 

Fig. 1.1.l Diagrama vectorial para las fuerzas que actúan sobre las masas m1 y m2, con vectores de 

posición i"1 y 1"2. 
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El vector r =. r 2 - r1 denota la posición relativa de la masa m2 con respecto a la masa m1. 

La fuerza gravitac::ional experimentada por cada una de las masas es: 

{1.1.1) 

{1.1.2) 

donde ff1 ·~~··1a'A1e~za experimentada po.rla masa m1 y ff2 es la fuerza experill1eiítfa~ por 

la masa m2. si s{1~amos F1 y F2' ias· ca'~~~~t~rit'es aceleracioiies ( s~gwidá Ley; d~ 'N-~wtbn) . 
son: . . 

····.:···· (1~1.3)·· 
... •• .. ~;:... . . ~ ~, ... :·,-:': , ·~',.:·.~ .. ":~-:-::;L~~- -<~/;i,·>-.~~~~-~;l! ·ji~~<;: :·'.tVtV:~<}.~::_i)'.:~!_,,:· ::'..;~-t:_;,:--~:_';·~ .\ ;;~~---~ ··=· .. _.~ :~-· ~··):-.; ... -~>_~;F_ ;;.>/:_~_-,_~: : . .:_~\::~_-.-~:;/}.:-;.:. ·-, -~ .. :.;: .. : · 

En esta ecuación r1'és fa aceleiación'•experimerifada'po(lá. niasa)n:L:·.y:.f2··es·la á.celeradón_ 
. _ . : _ -:---~,~~ -,:.-:>-:,;;·/ ·(-:1?,:.','.~ · ./:~\<~-:- ::t?;:~:-~;~·i¡;.;!_'.~i.i)~~y:.~~f:·,i.-r~,.-~~--\-!'.:--::I i.~_~;:;:~~;-{.::}f.._:~~·}.'-.\_:>;~/'~::" .-~~X:-~;/\:--?<{,~-~::~:;·:".,,,.:~;:: t_ .:; = 

experimentada por.fa masa·· m2; 'Esfa' éé:uacióii>p'üedejÜtegráráe 'diiectamente:uná· vez.'y 
' - ' -~'".· ~'3:~.:·--, >'~;.~ ~: i{·{:·.·: ,--, 

.•. :j,\i·<))••Í;~'.~:0.tJ(;::;:~;y .. , 

m1r1·+· ·.·.··.n·2Í~;z";f:;t;;; -x s~·b.~) 
'!,·,. 

. ': ~--.~-. ;: 

obtene1nos: 

Integrando de nuevo 

m1F1 f)~~~'.-~.~t+ b ·,, 
' ; :.~::_- ¡ f,:c.;, ,·_:. __ ':" /•: 

(1.1.5) 

donde a y b son vectores constantes:· E(~ectÓrpÓsiciór'i del centro de masa está dado por: · 

_-- ;'· ·.· .. - ·.-

,:, 
,•: 

{1.1.6) 

{1.1. 7) 

(1.1.8) 

Estas nuevas ecuaciones nos dicen q~e;'éÍ~~ntro de mas.a se está moviendo en línea recta 

con velocidad constante, con respecto al origen. O. 

4 



Para simplificar el problema podemos consid.erar el movimiento de m1 con respecto a m2 : 

(1.1.9) 

- :. ~ ; 

y para m2 respecto am1: 

(1.1.10) 
. . . . ' . - .- ·, ~ ' . 

Si sumamos F1 y F2 obtenemos la ~igui~nté ~cl1ación: 
. ~ !~ -, -

·.·. ªm'i~~~,t~.:J.~#, . (1.1.11) 

Definimos: ... -., . 
. . -,;}~f:f.~:,:,;:},-,:;~-~)-,1·!' 

.µ.:=,G(mi+ m2) , 
,' - - ... . -;~; - . ' ' 

(1.1.12) 
'· ~- :_ ': '¡:' ; 

y derivando dos veces el vector f se Üégci:>:i'.: :. 

(1.1.13) 

La ecuación. (~ '. i..11):se, p~~d~. ;~e~crÍ~~f ~e.~a sig~ente< forma: 
' ' -. ·- . . ' . ' ·-. . . ' ' ' ... ' - ,-,. -~ i:· '_· '. ~-"~- ·-:-: . '' :_-_ " . 

. ·· ....... ;.·. ···· ..... ; ... :·.,.:'.fa'~;ji;~;L ...... · .... ··.· .... · ·.• ..... ··. (LL'.•l 
Esta es lá é:uación 'dé ínÓvimiéritO';•la éual'Cléscribe:'efé:órripórtamiénfo' de'fa séparación éntre 

m1 y · m2 ,·si~!i~~~fti~'~,~~ii~}~Aí.~&1~1~~~:,~~*~~f ~~*~:·~~·'.~ri~el~··;.~;s.~~ff r:~s~·á'~é.u~cióú: ·es 
encontrar la t1~ayeetoria que· describe'' el icueipó::m:{cón respecto aCcúefpo:·m¡; 'ó viceversa, 

: --< _;·: __ ·:·-- i.::·.;:::· _:~~i·:-~: ~~::{:-~· · -r_;/,·~- :::/ ;t;_~~::?¿/~ ,{;~4 ::~ \~:{:~~~:~:~~i~~~<;:;;:;f_:'.{;L?}(?\;~:.~~.',~::,:~~;,_::/\J\;·:· :.'.~·;;'~"{ ·.~:~;·:.·. _:-'.·;::. --:,:·,:. · · 
para lo cual ;se deb,erí encontrar.~,las.' const_<:t;11tf3i>.Ae'll1oy1m1~~to,' ya ,que se tienen cuatro 

< - '· :· '-·. ·;· '' :-.::- ":·· !_...: ·': ::; '.'·.-.· ·\~' ·"::~ ·_</J .. ·; _~;\: __ !;y:'_-,'::~;:~:;_'.,":?-~:~/~-:;f}~~2;;~::::·;_. ~-:.~.·-~~~~.:..:.-:_:/::,·: .. ::_-'.·_:::;.::···:,: ... >'~>·.··:.o. 
variables (x, y, x,·y) para m:i•; Tomemos;el;p~:oductp,vectoriaFcle fcori la ecuación (1.1.14): 

. ··•·· , "?(~W~,:~1itl~~~,~'g·1? . (1.1.15) 

El primer término de es.te productQ y~C:.té>ri¡,iliesicero,;por lo ,tanto nos queda la ecuación 

f x f' = O. Ahora bien,.si ,F ~ ;.,'(1·)f.-, . . . )2, ;; .. •.v ... 

. ·1-:-.,xff',,;o 

entonces . 'd''· ... ' .. 
dt ( f' X f') = 0 
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por lo tanto 
. -rx r= h , (1.1.16) 

donde h es un vector constante pe~pendicular a r y r . lo cual nos dice que el movimiento 

del cuerpo m 2 i:especto al cuerpo m 1 (o viceversa), está en mi plano pe~peiidiéUiar a la 

dirección de h, lo que implica que los vedt~r~s.de ~osición y velocidad siempr~ están en el 

mismo plano. 

El movimiento del cuerpo m 2 respecto al cuerpo m1 define un plano orbital y el vector 
< '., • ·-: 

constante h que siempre es perpendicular al plano ele la órbita, es elveetor ele momento 

angular. La ecuación {1.1.16) es el momento angular por unidad de m:~s~: 

1.2 SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 

Consideremos el movimiento de m 1 y m 2 en el plano orbital, utiÍizan:clo coordenadas 

polares (1·, O), con el origen en el cuerpo mi, tomamos una línea de referencia arbitraria 

donde (} = O. La dirección de la línea .de referencia permanece ·fija. Podemos entonces 

asignar ar y 0 COlllO vectores unitarios, paralelo y perpendicular al radio vector de posición 

respectivamente,·~11;6~c~t~~d~go~,e~~ri~idos vector~s de posición: velocidad y aceleración 
( . ' -- .. --:_.,. ·:.:~.t·; .:. ·. ;. ·.{·-~,:,'•.:; :7J: <•. ",; ' . . -· .• ' .. : ' 

en coordenadas polélres como,: 

r= rr ', 

P= rr+riJo 
.. . ' [1 d ,• . ] ~ r= (r.;... r02)r+ '--'-(r20) (} 

. r dt, ·' 

{1.~.1) 

{1.2.2) 

{1.2.3) 

Podemos reescribir la ecuación {1.1.14) susti~~;'.e~dofaexpresión para la aceleración de la 

ecuación (1.2.2) y nos queda ele la siguie~tl:r6~~~~¿ ·;, 

{1.2.4) 

En esta ecuación el primer término es la aceleración radial y debe ser igual al tercer 

término pero con signo contrario para que la suma en la dirección f. sea cero; esto significa 
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que la aceleración radial Üene,la misma magnitud que la fuerza, pero en sentido contrario. 
- · , · ·, •. · ·- · 7c •• . .' ~· -' .• ' - '= • ''·_'-. - ' · ' ; :;¡ ·; -,.; ' ~ ·' -' -,- - ; • - • '- -,- .: '· 

Por último el segundo téimiil.o'debe ser también cero para'que la suma sea cero. Ahora 

podemo~ re~scribii .1a .. ecl1ación (1. 2.~ r~~·.1a for~a 'escalar: 
- --~- ·. -

(1.2.5) 

Sustituyendo la ec~ación (1.2.2) ~n•Ia ec~~ci6n (Li.16): 

',· rr X (ff + rÓB) ='.h' ' 

( r:f; >< tr) ± (r:f ~ ;rÓ.B) = ii 

el segundo térmiri6'<lelproduct6~edtd~~~ne~~;iÚe = z, por lo que finalmente nos queda: 
' , ;::·: .•. : __ , ¡·::·;~.<- --.·;~.:" 1 

{1.2.6) 

dond~ z, es u;n vector unitario perpendicular al plano de la órbita y r 2 Ó es la magnitud 

del momento angular, que es constante para todo tiempo. 

1.3 POSICIÓN Y VELOCIDADES ORBITALES 

La ecuación {1.1.14) es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, cuya 

solución general es: 
1 ¡.t 
-.;; = h2 [1 +e cos(B - w)] , {1.3.1) 

donde e es :Una amplitud, w es una fase y ambas están dadas por las condiciones iniciales. 

Esta eJ~~ciÓn representa la órbita, o .. trayectoria, del cuerpo m 2 alrededor del cuerpo 
·:-,·· .. . -·· .·--· --

m1 y a pes.;; de no ser una ecuación ~xpÜcita del tiempo nos permite conocer la posición 

de m2 con respecto a m 1 a lo largo éle ·dicha. trayectoria. La amplitud e es la excentricidad 

y la forma de la órbita depende ele ~~te'valor. Podemos reescribir la ecuación (1.3.1) como: 
<' 

... ('1i2) 1 
r =:= •. /i . 1 + ecos(B - w) (1.3.2) 
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y si definimos p =:::;. Í.
2

, entonces la ecuación' (L3.2) queda fi.nalniente: µ . ·, 

p •,. 
r. = '' ·• '·' l+ecos(O.-:-w)\.: • 

'(1.3.3) 
.. -·· -·---· - .. 

Que es la eci1~Ción general de una có1~ica en c~~~d~~~das polares. Donde p es el semilado 
,, . ...,_,,_, "'· .,_ ·'· 

recto, que dep~nde de la excentricidad de la Ó~biia/S~giill sea la forma de la orbita es el 
~ _ -=--- -- -'- ----·e'-=-·=-- -·- - - --' -- - .o·' ·o""·'' - --·o -· '' -- ,_ "- ~ - ---·- - · - ·' - _. ___ ·-· _. ',. · ' :. , 

tamaño del semÜad~ recto. ' .. '>~ ... •·.··.·./.,, •. :.·•.·· '.,_ '. ... : ' .. •.,::" ; ' - ' - - --•. :,;:., . - - ¡ '~··;>:""·-- _,, ·[.~- -" ,1~)· .~ \} 

EL Illo~.en,to 'angular depende del semieje mayordehi. .. Óí:bita yd~la·~;¿ceiít~icid;ici, 
~ ¡, '·'. - ' . -;._·¡ '»·" " 

lo cual s,e n1ostrara más adelante. Tomando el•p;oble~a.c1e'clos.'cuerp'ós ·1J~ia•~1''Si~teih'a 
Solar; l~' trri;ectoria de un planeta alrededor del s~ies .~u~tib~; ·,· • ;) <> ':.2' .2{: '. ~·," :.· 

En ~n~ órbÍtaelíptica, las cantidades a (semi~j~'.in,~~b~'·<l~:fa·~·li;i~)·~ ~t~~~i~ii~~icidad) 
·- _:_·_~·- .. :.>: · -- ' ~:- · · :'-_:,·-:_..-~--(.'_(<(::;:-y-,:;-_,;-·.><:<-,'~.'---~>. ·.·.:r·· :'_··-: '-~_,_i~:." :.: A,'.;·>-~-~: .. ;-·,:~··;_:~ . :· 

están relacionadas por la expresión b2 == á2 (l'~é;); ,donae b'es:el semieje merior, de;la,elipse, 
'--~· '·:: ::- . '!~·:.'< ·'·_..,y: l'. ,:"·: . '. '.: : ;_ ::_:--·, ... · .. ' - ; ·• '. ":· ':' ·-:»;:_ .. _. :--~.,: ._,': -: ~"·_,··:.'::'/:_>:~~{'.:~,::/·.~.:'{_i·). t;:~;? ;,:·"3_:~·_.:: ·~'::. ~- '""" ·•. -·,. ,-.. ·:./ .. :,- ::·.-' '.:- ;;~-·~. ·.':·" ~:,-"; ·,·, .. - ;_ -' 

por lo que la ecuación (L3.3) se puede esé:ribfr como': ' .. 

~0::~:o;;~~~~~~~~~i1~~11iii~li~: ::o·~~~~;~:=~:::~; 
. _ .. --. -~.:>:' _._ . ., .. : .. / ~.-:::\_:,· )~~:;1~?_,'.~;·:r:-}~i;}_,.---/~~<<::-": .... -.« ... ·.. - · ·• 

respecto a una línea fija'de;re.fe.feriéiateri:un sistema inercial. Las cl1at~o posibles cónicas 
· -. · ----. · .:; '. --::·:~~-'.:_ :·~r;~::·:.-.· ~:/:'.·'.'.f:~:~~i:'.l\'~~: [~~Y{'.:.·:-;.:x¡_._.,,\':<"·; ··. · .-... : : 

que puede segtúr. el cuerpo rii2 cOmO)trayectoria son: 
:' - .'.:·.·: ,:·-: .'.-_~·:;' _;:-·:>;-:.-. '.~f\f:~',':-~~t·!·;:·_.~·-:~.;·:_:~;:' "~;~~~l//:_;~r:_. · < .. .- .. >· , 

1) círculo e== o y p ~ á~~(dondé;'ci1e's'eFseinieje. mayor y .,e, es,Ia exéentricidad) 

:: ::::i:: ~<i'J~~t~f ~~¡~~~l,~!1,,anci. de1:vért1:. ru roco l 
4) hipérbola e> .ry'p ;;=,·:~C,~}ij'i)~~< ,,, -

El ángulo B es llama~o l~ri~itJd;~~fdc~d~;~f:~I,os v~lores mínimo y máximo del radio orbital, 

medidos desde el f~co? son ' ;' ' 

.,, ·.·:;--.·· rp ~ ci(i'~ e) para e = w , 
\ ~ ·~. - ' 

y 

. Ta = a(l +e) para O= ro+ 7r • 

Estos puntos en la órbita son llamados periápside (rp) y apoápside (ra) respectivamente, 

el ángulo w se llama longitud del periápside, que para el problema de dos cuerpos es 
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una constante., Por conveni~~cia, nos, referiremos a'. ella comolacoordenada angular del 

periápside. Definimos .el ángulo /;~'o :::2 i:v.~el'C:~af es' ll~iii_ado anomálía. verdadera~ Si w es 

constante, la trayectoria,e~ cerrada, y la ~o,sicióil.,angul~ está descrita por f ó O, que son 

ángulos cuyo periodo es 271". e~~ esfo:p~d~~~~ i~e~~ribir la ecuación (1.3.4) como: 
• . - _. ,' ' : - - . • :-- ' . :~ ¡'" - . ·• 

r i''ii(1 i.·e2) , 
· .. l+ecosf 

{1.3.5) 

Por lo tanto en/= O se tienerp = periápside y cuando f = 71" se tiene ra = apoápside .. En 

el caso del problema de 'dos cuei:pos; 1si1~ cSrbita es ciréular, .la velocidad angular promedio, 

n, es const~nte; De la'te~~erauei d~:KepÍ~r;;J>2,::::::. ( 4rr2é) /µ,.y sabiendo que.n·~ :27r/ P, 

·la vel~cidad;ail.~~lar~:~o::~d~,~ ~~ttk~iié(~~~~~.\,ij;,J)'0~2~~-~/
2

: .... ·.·.':.·: , •. 5~:,~''• .i···········•·. '· .. :; • .. ·. 
Derive11los ah~raotra·co11sta.nte'clé·,mOvimiento ,tomando. el pro~ucto·, escal~r, de •f: con la oo:ió~ •<'h~~t~tf ~li~1~;r~~~~~~~;5url: ·:'.,lit~:~l"~~i~ru.ohanad, 

- -~, . ·:-·"':· <'"·· ·!~\'. . --)·G:/¿-~.:~.-)::~-~ ~!:ii~:::~;l:-7~.\··:;<YJ~ '"·"·":·1, ,·-1._ ... 
En este producto escalar .'todos 'los términos en los que se encueritré;r-·;•. O:sé hacen cero, 

• < ~ f ; ' j_ ML ~' ;~ -.f ,.~"",_.·:·~~.~ t 1\t...~ S'. ~;· j j~":ti"~~: " Uí '~ ¡ .! •• ~ l; '·-. '.,.- -.; :, :_~:: .· ... · ~~<f:,~-·j,-;~-é~·;-:.':':6'!.'.:.:~:~.; .. ~,{';_·;;\:'.~~;~\··:~:!:~'J;" .:Yf°~:~i-;.:r.j:··r: :: 
debido a que son vectores,perpl;)ndiculares. Por lo tanto nos queda la ecuación escalar 

. ,,·· .. ,, ' .. ::~·;'.:\-~f.'..· ~ \<·"·. -~-> ;,5J;:\ ':::~}~'.:·_:· 1~'.~:";·,: ~,,_' ·_ .. · .•. :· .. - •. ; • ~·. -·: '· 5¿f· ;, ; ··:/·.·:: :t.>~~:i .. "'.f,~·; :~·'.''f~·11:·~'t'-':.:1 ~i;;,:f . ..J)_i/:" :1 ~~:· i. 
·-._··-: -;'~~.>_·;· ..•. ' .. '.-.~-/- ''.;.i:;"; ·"·' '¡'-,: .'',/'.';.,'.": ,-J--. . ... : --
. {.~ ··;:~'. .::-·.;'·.~::.·:·,•.:·· ., , . ._ ---:·:-: . ._·.: -. 

•':.:-.'' ·'. ·.1:-:~_·.~ ;_:~·',~-~\·~::.;:-~_ ~-::; -
,. «'.".:.· 

(1.3.6) 

donde 

·;,,,.·!.;··-· 

- ' 
y obtenemos 

2Cr ~F'I'.- ~.)::::::....,..+E:=. cte. , (1.3.7) 
. . . :··:.~;,': .. ;;~t.t.::· :~~-<1 -:~//~,-~~>_r'.. ·~:: . -~- .. 

donde r·r= (1\2+r202 ) = v2, donde V esla magnitud del vector velocidad de la partícula. 

Y finalmente podemos escribir la ecuacióÍ1 (1.3.7) como 

1 2 µ 
-v - - =E , 
2 r 
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. - - "-·.e _-

donde. v2 = f · f- es el cuadrado de'la ~elocidad y E;'es la: energía; es una constante de 

movimieilto. ~El tipo ele ~óill~a:q{ie'1~,·obtlene' paral~'trayeÜoria" depende del valor de la 

energía, C:l.iando E <:O es üri~'eÚ~sJ·,(()C:ir~~~fel"~~?i~);'i>?rJ~:,que la partícula está amarrada 

gravitaciori~lmente, E= O es tin~'p~fa~o!ii;'~¿ri.'1,:;'~:o'·t\iaridó r -t oo, y finalmente cuando 

E> p es,mia hipérbola, con_v,)>::~:~~~g~?~-t-~tL{~_~]~-S.,~ . 

r,a: ~~uaci6n (1.3.8) mu~st~~-:qii:~:'l;;z;~~·~í~ s;mt-~i ri energía total por unidad de masa 
" - • ·:· '..:·' -

0

" -.~~ j·:: ·: ,:>;:'.'.;'.:--:_:;:;;.?{ :;:~ .~.~~-·::;'.:f:{\<)~/'.~;:~;::,~,:J;~~;·:;_·6~-;~11 ·:.:·:":/.,~;.·· '. 

se conserva; El problémad~_dos'C~érpoit?e~e'.cuáfro'cO~tantes de movimiento: la energía 

~··. :'.~ 

del 

{~ :-~· . . . ' 

'< :···,:'.<;:~·:.· '-'.;«'.' .··' '.< . 
',':. . ,;~~Ú.;~,~~_.{."¡: -t,\ ,: '~i.f' ,,,.·_ ·. :<t ;::<:~;_:···::: ~"-

·;'. ~-¡,:_K~,~:~~,'i,:::-~: 

órbita 'rl yá qlle el'.seínieje'.mayóí·}a \.es•'C:oiisfa:iité:Y. .. ·estádetérminado por:;fas condiciones 

:c::;~t~Ji~!~~~ª!~l~~l!f '~~;~~~E!:f~~::~~ U ~or~mmun. 
Comp.aranclo,la.eé:'üadón,,(1:3;9)cori'.la,ecuadói:l,'(i.3~7); podemos ver_ que fa energía 

se. pu~a'e ~'.~¿filf{;' ~~fi{'¿f":i''í'F~;:,:· "l/~::;''~'l;~,,~;1r·rt>'Di'f'r:_~~11;:~;.P:rj;''~}·f~;.·. , /,·,· t , · •, .· •· · 

··· ...•.•.... ,.·.···"'}·• ::?• ·>~~2.~(2~:~-~2:tf:~:i~{é~I2~y 

Y obtenemC>~ una,ri{¡eV~ é;.presi¿:ri paf~.hi.irif~gr~l;dé·~nefgía 
•, ,: ,'. :-·· . :- ,., ' . ·---··'-_-:.o.·· -_,~ ·,; .,:.,--.=:··, ·'\:jj.}!~;,:~f r:-~·,::::-~~-· :-:-~;:t":':: {'~:"~'~~:~··,',:)y~··:·.:--~,-~;::_·; ·, •:. 

(1.3.10) 

con la cual verificam()s. qui.·1~'·e~er~Í~·-·;,,¿y~¡~~-1orbita elíptica es una función solamente de 

su semieje mayor y es ind~pendi~nt;.; d~ lae:i~entricidad. 
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CAPITULO 11 
EL PROBLEMA DE TRES CUERPOS: 
CASO RESTRINGIDO CIRCULAR 

En el capítulo I se mostró cómo el problema de dos masas moviéndose bajo una fuerza 

de atracción gravitacional mutua, puede resolverse analíticamente y cómo el :in~thiiiento 
resultante siempre está confinado a trayectorias geométricas fijas, cérráda!{en l:m sistema 

·--.i " 

inercial, si y sólo si, la energía total es menor que. cero;: :· ' i/f} : ';C:; 

En este capítulo extenderemos elamfüsis"c.on.si~é.ran~o ~a'atracción;gravitacional de 

:,:::::~~:; c~~:;:::n~:':Ji~±:t:J~~¡~t~o~;¡~¡~~¿j.;~:t::::.::0:~ 
. S.i, 18s dq'.'~c.~er¡Jos• I1lªsivp~.eé•·•~.~~1~~.·:~r~z,1~W·it,s~e¡,.~~~¡i~.~~;?iWi~M'.g#,c~ares alrededor 

ele su.centro de rriasa el problema del movi:inieiíto dél:terc;éi;cuérpc:i·es llamado:, "Problema 
' « - • ·:' ',.1 · •. :' ~--.i. :. ·~. -- : ' -. .: ;. ~- ~<- .. ," ~.'.; <•,:,:~:--; :>~-:~°'i'/'·.-;.~':'i0,f,;~~·~:·t· .:;,:·,; ~·~>.:-·'. ;-:~)?:,·.;_~:.i.;_~-~~.;~":!;,::._- ;;;'.ft·· __ ·,:'-~)~\ '!?·''·-·''..- ':i:: ~ . .,•_'-'J:," < ·- .. 

restrii1gidócircülar de .tres cu~rpos;' ::,Ei éiG~ sea:1:estringi,do'.impli~ii. cÍueia tercera partícula 
tie~e mi~ 1U~~~·grn~it~¿i~~~1:i~~if~~I~~i~t'SC •. ·:;t.·' ,,~. Y'' ·." .... ~.•: •::'.•'r >'.'Y;":'-:: 

, ,:: :·_,;:«, · /~:~::· .. _,;.:·.:>;.;'"·'"·~.1-~">~:1·.:e:<.:::·:")f.~!f::.:_;_ :::,-~_j:~·.:-:_>.::,_": .. ~ ,,::.; >,_\-:,, ·' :·' .. ( __ -_.:' <· :- ··::·:·, -~.-- __ ,,:, :_:~-:. -.-:/:.-\: ;/~-!-,~· :; ·7.::. ·_ 
El problema .restringido;de ·tres cuerpós,no ha podido .resolverse aiialíticamente, sin · 

- --_ "·; _;:·: ':·_,.:,\-~> · .:~)-( :?'1:::~'á,:·:,o:á~·i'.?}::~-~{ilf-~·fi~i1--fL;::t:·:~~-~·~;;~!)t:;.< :::~y~;::':i:~-.-~:-(:i-~-~ <::·,--~<--~-:-_ ~}-~~-'--~: ._;·/.-.?::-~·:.f .. _-t:~ f;--<,··~_-~):!·; ~¡ -~ -::~~) 
embargo. representa.;u11a·• buen(}.\ aproxi;riiacion·· para .ciertos• casos .en· el ·Sistema. Solar .. Eri 

este capí~uib-.cÍ~~6~il:)Ú:~J8~,;·¡:s·~~-fü~biJii~~·<~i~· ~6\;lhli~i1tb. ciéi: problema' d~ t~es':~ti~rp6s 
y haremos éí1fa~is en la ililportancia de la ímica cantidad constante en el caso restrigido 

circular: "La constante de Jacobi". 

2.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN EL SISTEMA INERCIAL 

Primero haremos las consideraciones necesarias: tenemos tres cuerpos, el primero con 

masa m 1 , el segundo con masa m 2 y el tercero lo consideraremos como infinitesimal y lo 

denotaremos con la letra m. 

El cuerpo infinitesimal es atraído por los dos cuerpos masivos, pero estos sólo están 

sometidos a•suatracción gravitacional mutua. 
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Para el movimiento del cuerpo infinitésismal :escribiiemos las ecuaciones diferenciales de 
··\;~~.·~~:.·_ .. ' "' ~-··-. 

movimiento considerando fo sigiiiente: 

1) Los dos cuerpÓst ~1 : . r ;Ji;, ise ~J~:¡~ ·~~'~r~Í~~s"circclares alrededor de su centro 

de masa y el cuerpo infinitesibai m '~i,t.¡·~~j~~~~~"f~·''~~;~~~ión de los dos primeros. 

· e· 2fse ~scoge::1a·:tinidad de métsa, talque <~1~+A~)i= 1, y consideramos también que 

las mas·as-:~St'ári(/hor·fu.a.iizad~~:a 1a· s~h-ia~ -··";· :!_-.·~ 
· ">:_,_"~. :::'._;~~-p;~~y;::_;~:;~;L(\:-.-.\:\:~ ;<( - -... > .. :·- ·{···.,. r.t~ ¡~, 

.Y ti'~!~iiil~~~~it~f ~~~~~~~~~:::•:::::~,::::~:.:uer::' r7.' 
4);C~n~iderareii.lº~w1c?njiinto_cle.ejes~)·~,.Y ·Y en el centro de masa de los cuerpos 

m1 · · Y~·· 62.~¡~~~~.~~~~~~?{~~iJ,~J.i'.~l·~~iFl() l~;go dé la línea que une los cuerpos m1 y 

m 2 eri;., t.~•fül1La~drreé:.cióií· del eje ;•y¡, es,pérpéndicular al eje X. El movimiento de los 
, · _:--·:-.. ;_ -:y></t;::;~:~'1·-~~/W?<i·&:~:-::r;sy:1 .. ;'.;;~:..- .:'.>-~ ~:- .. ··::·_ ~: ::,·: -·<·. : ,·_:·:)>:t-.-~;-·· ·. 

cuerpos masivos''.esYs.obre::éLplário, . XY: .. i''''°'º'. 
-. --.::L/-~--:~(L:J~::,::~:~;fi~~f~Mf~~li~:;¿:~~~f(~t:~/--'.·;~:~-~: ... : ...... ··" _( . :~.-,: ... -·¡_.<-,·) -.:~·:<::·: >·: ·. -> ....... 

5)if'ara:el móyimfoilto'del cuerpo illfinitesimal'. m; consideraremos también la coorde-
, '", ,.:';.; :::'.;;_;~i;···:·:.~~-/f;"i:;;': i'.;.:l:.·;i~:t;::~ .·· -'.::'."'>; -·;, .: , , -.>_ .. _. .··_:· . . ·. ( ::". :·._'..,\',':":;;~:;:·~~\'.~'}~_'~-~~~~:.:~.:.<". . ; • 

nada z.Dónaelel~eje}'Zes perpendicitlafal'.pfano/XYen el que se mueven los cuerpos 
!_;:·; .. -;..:.~::~:~;:·::; ~;:'.?:.:· ~'. ·:~·:::.',; -. · >:·::-.:".: '. 1 :' .. , )', '.·. ,_: , . ~- .· •. · -.: - -~ -' :· :_,':-:,:~ -· :;:~·.:.-":~:.;úl~".:. :T·-{~-:_:~<: _ .... · ;.: . 

masivos. 'El éje::z:está en· la iriisma diréccióii"qüe 1éL'vector del momento angular de m1 y 
. ,.:;,,,·~..:;~;. ,_" -::' . - ~ •' .:::;:--.~-.:.~.;".;_J,':~·>··:;.;.:.:.:-. ··,{· 

•. ,; ·-~·;, ;.· - •• 
1
, .• : •• • · · •. ,:,··.· ,· •• • ·••··1 .· ... ··, · .;~ •....• ;,r•··· :d.••;,';·,; ... ~~{.¡':;~~~~:0,~;;¿:t. 

6) Los cuerpos m 1 y .m2 tieÍÍ.en}Ja'.::miSm~'.'cvélocidad angular promedio, cada uno 

respecto ·~i·.ri~f~;~f~;.~~.·~~~~~.e:'·~~¡~~\~~f ~~5~)~HS!'t}]'~~\·?füf". '. ·. 
7) Laillnidad:cle tienipo;se:eséóge;taliquéfa;cónstante gravitacional, G, también es 

• . .. -.• .... , -·~ ....... -.· .· '-- ; ·- ' ' '··' ' • . • ' >\ • • 

unitaria. 
. . ·'· .. . . 

Como consecuencia de la forma en que se han escogido las unidades, la velocidad 

angular promediode los cuerpos m1: y m2, es: 

(2.1.1) 

. ~ . . . . 

Sin embargo, conservaremosla·velocidad angular promedio, n, en las ecuaciones (a partir 

ele la rotación de los ejes), para enfatizar que todos los términos en las ecuaciones de 

movimiento son aceleraciones, cuando nos traslademos al sistema rotante. 
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Hasta ahora hemo~ utilizacio un sistema donde el oi.-igen se encuentra en el centro de masa 

de un sistema; inercial; pero: encontrar la constante de J acobi en un sistema rotante es 

mucho más sencillo. 

2.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN EL SISTEMA ROTANTE 

En la siguiente figura los ejes primados representan a un sistema rotante. El origen está 

localizado en el centro de masa de los cuerpos m 1 y m 2 . Los ejes Z y Z' coinciden con 

el eje de rotación y la rotación es en sentido contrario a las manecillas del reloj (positivo).· 

m 

Fig. 2.1.1 Vista plana de la relación entre las coordenadas de la partícula m en el sistema inercial 

(x, y, z) y en el sistema rotante (x', y', z'). 

Consideraremos un nuevo sistema, de ejes que rotan con el origen en el centro de masa 

que está siempre en la línea que une a . m1 con m 2 . Los ejes rotan en la dirección en la 

cual los cuerpos masivos se mueven con .una velocidad angular unitaria, n (ver ec. 2.2.6). 
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-:· ' 

El eje · Z' de este'n~evo sistellla,;coincideCon el eje ·Z del ~istema:i~ercial. La> dirección 

::~:!~~= ;:~~:; t~ ~=~:~~··::·:::~:1:~~:;~•,í\n[c;·ri;¡,;'~1empi, ·tengan 

Las coordenadas del cuerpo infinitesiJ:Ilal ; m : e~ el'~i~t~Jri:a iiief~ial; están relacionadas 
•·• ,. ; - . - . . . ':' ·'. l·':;.« • -~' 

con las coordenadas en el sistema rotante p~r u11a:: matri~.dérotación y son: 

(2.2.1) 

y~ x' si:i:úit +ií' coánt. (2.2.2) 

y 

z =z' (2.2.3) 

Las coordenadas .en el sistema·.rotantedelcúérpo. illíinitesimal, .están relacionadas.con.las ·· 

coordenaclas··.clel .. sisteITI~·inercial••POr .• la'·t~~n~~~~sta.d~;la· ma~riz.·· .. utilizacla··.~~ra:obt~ner.·las 
:::;~;,:i,~~~,~~~;·2) , c2:i'.i)t~¡'~~~~A~~:~~'~ 'l ~1st;m. • <ot~;¡ Pª'" oi 

._, ~ < ,; ·.·;'' 'l·:;:: ',->-·".: 

I .· .... : ... · .. . : .·.;,. ''. ·. :·,: 

x = xcosntá;ysi117_it, , · (2.2.4) 

y'= ·:--x sin~(~ y~os~t ··. · 
y 

Las segundas derivadas ele las ecuaé:iones (2;2;1), (2:2.2) y (2.2.3) son: 
. ·. ·-- . . 

x = [x' - 2nY', ~ ~~x'.]~~s~{_;]iiJ,+ ~~:i;í~ n 2 y']sinnt , 
.. • > ':-·- ·-:'../" . ',·.':·-,;. ''•·~''·.• ~i.'~·~- . 1> ";·-,e ' 

Y ~ w~ 2~t~:;if ~f~11~t~i/~~rifY'.J00s nt 

Escribimos las tres coordenacl~ éii: ~frJí~t~:k~'jJ~~Í::ial, para los cuerpos m 1 
, ! . ~ ~--:. : -- ·._:' -. ' ·/ '~'. {~.:~,;,;:;~:~:}:<;-;~:,_';_-);;~1;~'.1:-.:.:~~~~: i~~\~-~i~:~~:~·;~};(::f >~ ;~,, .-: . ¡' ' 

términos ele las coorcleriadasA_el'sist·emá .rotarite; primero hagámoslo para m 1 : 

;~'(::':·-:. <·: i><'f". :·~·:,:~~r);_-,: .. !--~·,<·~:· :-·:;. 

'.:,'iX1'= x'i' .ccísnt - Y1 1 sin nt , 

14 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

y m2, en 

(2.2.10) 



Y1 = xi' sin nt + Y1' cos nt , 

Z¡ = Z¡
1 

• 

(2.2.11) 

(2.2.12) 

Y ahora para m2: 

Donde 

Haremos 

(y - Y1) 

x2 = x2' cos nt - Y2' sin nt , (2.2.13) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 

ri' ~~v'.~~-~~t:fN(!;,~f~0~·~?~1~XNJ:Bi':t:.<z:) 2 ' . <2·
2

·
19

) 

r/ =:·vca:1.·~:x21 ) 2 ?.+H:zl~~.!.:.:jh') 2"f)(z') 2 · (2.2.20) 
·- -._ ~·~' "·· ·0-· '--~;,·:_:::ú>:::;:;._~}~~~~'· ¡;~/-/ ~;{:~,~~:.:: -~ . 

=adamente• lo mi;~ p~Jcf j\~j. ~~-,iI, >~· lo cual necesitamo• escribIT 

y (y - Y2), en términos de Iaf! coordenadas'.(2.2;11) y (2.2.14): 
•, ... ,•· ; e,·:' .Í_'~''·: .... ~/::~'- ,-... -·· "¡.";; ~--->·-·. ·.:-_·,··:·: ' 

,- - -~::,_-~-> ____ ,·.··."> ~- _·,..,:·:· . 

(y - Y1), :::' (x' ·2 ~i') siriht.f (~' 0t~') cos nt (2.2.21) 

(2.2.22) 

Ahora igualamos el}ado ~e!~e,~h?Ae;l1 e~uaci~~ (2.1.4) con la ecuación (2.2.8) y sustitímos 

las·expresiones.(2.2.2¡)}~;'(~.·:'3'.22)}/. '· , . . 
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Simplificando queda: 

[x' - 2ny' - n 2 x']sinnt + [i/ + 2nx' - n 2y']cosnt = 

. . . 

[ 
(x' - x1') (x' - x2')] . [·· (y' -y1') ··· (y' - Y2')] 

- m1 (ri')3 + m2 (r2')3 sm nt - m1 (ri') 3 + m 2 (r2')3 cosnt . (2.2.23) 

Como z = z', z1 = z1', z2 = z 2
1 y z1' = z2' =O, al sustituir en la ecuación (2.1.5) 

queda: 

.. 1 z' z' 
z = -m1 (ri') 3 - m2 (r

2
') 3 (2.2.24) 

Ahora multiplicamo~ las ecuaciones (2.2.18} y (2.2.~3) p~r l?in nt y cos nt respectiva­

mente. Si sumamos las ecuaciones restant~s 'y sinipÍificamos, obtenemos: , . 

i<::·,' >:. ~·-·· ,, l ... 
. :" .. 

· X'.~ 2~Y' ~ n'x' ~·t~¡;~i~~¡~~~'~;·(~i~~'~.é. . • (2.2.25) 

Seguimos. el mismo procedimiento',. pero'.'ahOí:a~iriiiltipli_caTos:::P'or:.·.-'sin nt la ecuación 

(2.2.lS)·y.por cosnt 

queda finalmente: 

(2.2.26) 

. ·. ·- ;.- ··_,_- · '.-:~: : ··. -·~í:1~: '.::f,;'.~?c· :-',(::'/i:_,;:.'./:~,·;~~·;:_~-.':~~:"'~:::,}~~·~.'::·:~~;:.1~~ >16;~~.> :'._,:;:,\".~;-·_r,~:-:-· :_ - ~- · 
y la ecuación (2.2.24) queda ,exactá.mentC..'.iguaL::;.Cómo:·1os)!tierpos m 1 y m 2 estan loca­

.. _ .. : :. · .. :_~: ... '....., ~~-:" ·. ·:; r ~>_,:,:::--::.\·',.\¡~.;;_·~ ~:?~~·:'. ?_~*1-~)}::".;_~:::r;:::::-_:~, :~,_::~~101,51~1::~---:_-:; 1)J4:'. ~r .. · \_ .e: 
lizados siempre sobre el eje x' (ro~ant~);<i/1' ,,;: o.Y il:!'i~ o para fodo tiempo, por lo que la 

ecuación (2.2.2.6) se puede í:~~~c~ibk y.'1ás'~¿~á~i~~~~ (°2:~:.24') y (2.2.25) se quedan igual: 
• ' •• • • '",-. V '! ; 

.. ' 
.·. ·· (x' x. /)· " . : ( ' " ') 

.. ¡ 2 •/ 2 / ~ 1 .·. · X - X2 
x - ny - n x = -m1 (ri')3 -. m2 .. (r2')3 , (2.2.27a) 
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. , . . . .-. "~-~_,.,, ... , ____ _.. .. ,.,.,.,,,,,..__...._..,..~~ ..... -, ... ~.~·--ª···-·~-~------·---·· 

.. , ., . 2 ' y'. ..· y' 
y + 2nx - n y·= -mi-( ') 3 -:m2-( ')3 , 

· ri _ ~ r2 
. (2.2,27b) 

. ; ' .: . . ... :.: . ' •.. <¡.• 
.. , z .z 
z, =;=.-'f!11-(r-J.-')-3 -;-~2-(r-_2-,)-3'. (2.2,27c) 

Estas son las ecuaciones diferenciales de n{ovimiérito para el cuerpo infinitesimal ~e~~ecto 
·.; :." ·.:·;_ ::,_>- ·· --~>_· .. : .. ···~:·<:·);,~i-·'.~';·;.=~/:~:;,,~·¡{:~-~~:sr:1::,::-5l:'.~>:.>:.~~-~<v:.~--·_::·:;~·,-.f -· __ \..,,;'-.\:, ·. _" 1 .•. 

de los ejes que rotan, y tienen la propiedáa déhio!depender~ explícitamente -del tiempo, 
. ,, _.,,:__'/~::.:-:·""• ;.f~~ .. ~;~,--.~:.::·.:~.-~;·'": ~'O"">/:·.·.;:/. c:+:-<:,·:·:$;}'.t_~~~'.tt~?.'._~~~;(f.'-~~:i~-:.-~~4J;~J-~~.?~'~~J:;~:1i4':!*\~C:j'.~f-f'.~~:~,:.~i\~),Ü,f .. >. ') · . .'' - ·,. 1 

porque las_ coordénadas dé lc:is cüérpos::; mt ~'cy;:;·;,m'it'·¡:)erió.aiíecen constantes como una 
,~ ·---~· ·:':··.·: • ~:~:~ ~~- ·:·-~-~:~ _:~- ;.¡;:;_: : c.2.i,i ::~·;>_:;_:~_.-·:_ (.~t -~~\;:::·)t.}-r:;t-:~;·f. ).\·.~~~r¿;7·JJ.!~:t~·-:~~'.'.~~~1.::r~~¡~ .. -~~)f.:%!l~·~:~:::~-~;·::r'.v:-~ 1, '. '' : 

consecuéricia de, la manera particwar 'erU~·· que ro:tan ló.s :ejes~ · .. , . · 
, · 1 , ,:~:'.:::·---~i::~,;~t·:.::J·_. · . '.·>'.- -~-~.-~_: •. :~;~,. '._''::}"\~---'. <;~_-.: ':_\}·,:~;~f_:~?·/:>-'fst~Y;.~ú'tl~~~t~·;3~~~f\t]c~-=:ft~-1~<?; .. \- .i. f' ;.;'.:_.::: ~:·- ':·, '~ : :: 

Este. sistema· de ecuaciones diferenc:mles ordmanas· noJineales acopladas, no pueden 

.r~s~~.~~7~~,\-~~t1!t.~~ª-~J~~:i:·,,;.E,j,~ •• ·~i~.i;,~~;¡~~.~~~~i,~~}~~&~I}:~i~~~[~, 1~~t~~~s .. ~~.~~~i~-~~.,~F·. 1~s 
cuales se diseña un código qúe integra esfas'ecuaCioiies ~con'respecto al tiempo y dan cómo 

~ ·. :.:-, ... _.: -~· ;_ :_: · .. '.> .'.f ~:.:.: t·:~-~:-_·J -::;:;t ;.:;~~:,~tj'.~(:·:~::-.fi~~,~:-.. ::i{?l~ ~~;¡fr} € ~~¡ri .. .f·/.>~'.;·\~Y:-:t;-;;~~i(\~!~t~}fj~i! 5': .. ~y~ r .1 if "-<,,~::-.,-·;~: ~.~ ;-p~< "¡_-¿ 11u:~{ ·:(::ú!</':~~-~~i .~·~;,::J :_:· 
resiiltadoí .. ·1a •. ·posición·y,la•,véloéidad7ell\cualquier;· iri.stante \de tie1Ilpo .. de .. iiná:partículá, 

La única utilidad de• las:ecuadonés: ( 2 '. 2_; 27) ·.es demostrar. la 'éxistendit; dé'1a 'úriica "cons-
: ·· . ·'.- _--,.--~>:·_./:\·:·~ _ ·,~:.:_r\'._;¿·:~~;-;:~::,\:: > _.>;·:_!}~-.: ->{_(1,: ;::~~,1<. '.:" <:_:1·;: ":?.._/"- ~:-.: .i::-. ~h--:_:,.:·.t:;·, ·}'f)ú: ~~]!~?::-y~~: .. -,:·=-\ 0:i:·;,_·_::.-lf~·~: ... ::-:::r~;'.:·~+.·:,,,:·::·;,~;:.;,;H~~: :,~~·_:"/: ,;~<~··2·c. t. 

tante de. movimiento. que se' conoce· hasta· ahora:.~ De,'. hécho 'las; ecuacii::niés de; inoviiniento 
, >- ·,,. ... . - · : > ·:': _ ~:--·.:: · <:. -_:>-_ !;.. · :>:~~-~ _1~: ?; __ -·· ''.·- ·::.; ,_ · ,:;' -,~!t!:~~,::- -:~;}; · ·~;~: ... <:;: :'.·f::;\:~ :-;~":~'::·' ·;·,:;;,·:,).;},-:;:: -x~~\".;:~·'.:·:.·:::_,_.)r:.~.:::,,.~.:?/ :-·· _:\. ·:.' \\·\ · 
que iritegi:an lós dos códigos qtie se sé cc>'iriparán (Ruüge~Kutta c1ej_)á.so váfiable y Bufüsch-

Stoer), s~n las que aparecen en el capítulo III. 

2.3 LA INTEGRAL DE JACOBI 

El lado derecho de las ecuaciones (2.2.24), (2.2'.25)- Y: (2.'2:26) son acel~raciones que 

también pueden escribirse como el gradiente· de una fun~ió11, escalar U: 

x' ..,.. 2n . ' = BU -. 
. Y.·.:". fJx'·. '.·. (2.3.1) 

:., 2 ., . fJU 
y - _ nx = fJy' , (2.3.2) 

.. , .. au 
. z_ =;= -;:;-¡ , .. uz. (2.3.3) 

donde U = U ( x', y', z') y está dada por: 

(2.3.4) 
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Si obtenemos lasder~vad~s¡::mrcialesde U y sustituímos r11 yr2 ' de l~s.ecU:aciones(2.2.19) y 
--- -'----- .---·--~-~--,·~~-'"- .-:,_-_: -·~-~~:_::}:':·-~---:~~-:._ ;(:_·-~--·~·.:__,;_\".: _· - __ -;_:_ :;_. '_...:.·'-_/·:-."-·- ':_~~:,'.: ;~-.:, ---~~'~'.:._ .. :~-~-: __ ·._· ___ . ___ --;' __ : __ _ 

(2.2.20), J?ódeinOs-verificar1a.s ·ecüaciánes-(2.3.1) i .(2.3:2) y(2,3.3). /~Eíi ia·~cúacian (2.3.4), 

:o:::~o~~~il~ii~,,~i.~;:~!~t¿;;~~"¡'~~; ~ !::~6~-.~:~~.~:;~r;:;.: el. 

Los térmiúos· 7"2riy~·Y<· ~2ri:i:~,,;en~·las; ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2)'.sori;los_'términos 
,·. -_·_:: .. :.,~ ,o~c;{-;~~~~-'~::+;~J:.ti~~A~~--+~r,1~.::A1#~~~~~1~~;:~j~~g¿~~~~::f~~:~.~f-h<-:J~>;..~.--~":-·_c: ~(~;-:.;.c~ _ _.·<~~i-·.-.:7 ;_o__,: ~"- ~~-~. - -;;e,.=:_;: :'#.~t ;~7~+~~~~!)~ ~ ..,,,~- _l .r 

de Corfolis; los.' cuales ·aepeiideri; éle' la· velocidad del cuerpo.: illfinitesimal ,'eri'{ el ',marco·; de . 
·, 1\ __ .--·_ .. --.~.-~::r::·ú~>:.!~~~:tit.t'?·ú·;~":f{i~~!~>,:~tt~~J}'.fi::?\hJ,'~'':·· .. -~t-")-,y.< .. : · · · , , --: ':- ·.·: -\ ·.:.: ;·-~¡,:'·- ·\~{1--·::.1,1/g~>.f;JY~~~~~~i¡~~~f::{~~~:t:-f~;~~~i~~~Jqf~t-·'.)ipS't< -\:-: ».: 

refer~ncia rotá1ite:, La.'füerzaYde ,Coriolis ·resultante, está en uD.- árigwo:'í:ect¡j'.cc:iri' respéetó. 
-_. . .... .:;.·:: .. ::'i:;;,,: ~~:;:~-~-' .. v~:;·-~- .~,;-.:¡tf;:: ~./~r~~'.~r::~:~.f :~''"tl~ti~·-~?i:.·_ ·.~ --:---"· .. -:._ -'~. :· .•, ·.·-/t··~;_,~ :}'.,,rp:;_,{- ·~/~-~·~Í-~fj;~_:v~~f'?:~~?;f~.'1\:,:(·~t?~~-iitt;:\~t.1.~.t'(.'':: i'.•:._. .- . 

a la velocidad,'p.or)ó'.ci.lál;iio realiza.trabajo '(F · df'7=,F· vdt;=.o)fpoí<tanto,'fr1.c:i~m~difica 

1ª ~ne~~-~.~,:~~~~f~~~~·;~~r:2~r~r.~!'(~~.{.!/!:,~:t·.1·' .. , •. . ... ·.••.•· . · .. ·.· .: ... :·.· (,' • ... f,:,·'.~;~';'"·:::::» ;~:/it~'·.í~Iim~r.·~.·:~:~:::.:,: . 
Notemos:que.'.eri·i:mesfrá·defüii.ción,U es positiva .. Sin· embargo,: ésto es contrario_ en la 

· prá~.tic~ ·-~R!-#~.fa~I;'.~{f~.~~~Tr#t~'.~%~é~~~i~~~i,~i:~~·;·~f~~nt~jM!~~~~Y·l:~·;;,~~~i~i"'~;,·:,):(<,.::·., .. -. 
Podemos entonc~stolll.ar un p-otencmlnegativo, tal.que;· 0U* =-U y as1:lasecuac1ones de 

movimiento .tomaríán la forma: 
--- ... } ,., 

. . 

, .... ·au~ 
••/ 2 ., 
x ~ ,.,.,,Y.=,-;:·ax' '' {2.3.5) 

.. , .,: : ... au•, 
y -2nx =---

. 8y' ' 
(2;3.6) 

z'=;~~;. {2.3.7) 

Debemos hacer notar también que U. no es 'un.p~tenci~(~~~áÚero, y está mejor referido 

como tl1lªJu~.~i1~. e~c~~~rAe;ia · é~al alg;u1:1~~-·JI?;efÓ,~ ~5',.f.é>~él~) de las aceleraciones experi-

me~tacl~~ -~6~
1

ei;61¡~~~6;~i.~rii~~~i~~(~11,.eFci~?i~':rE;ri,t;:.'.#~eden derivarse. Por lo que u 
es llamado: "ps~udo~poténcial'.' . . . . . .. ·. i . .· . 

(2.3.1), (2.3.2) v'(~.3.3), y multipliquemos por :i:', · VolváÍncis,~.l~s ~cu~ciones 
· respecÚvmn~J.ite: 

.. ,., .,.;. '.,au 
X X -y X =X ax' 
.. , ., ., . , :<·'··:,·au· 
yy -yx =y-

8y' 

· .. ;., . . ,au 
z z· = zBz' , 

i/ y z' 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

(2.3.10) 



sumemos estas, tres. ecuacione.s; y si1Ilplifiquemos. para .?bte11er .. una. nueva ec{iación 

.. .•.. ·[~'x;'.~t~'y~~ffe"~~7J~? 1 .. ~~dt'..~(;·J···· .. (2.3.11) 

Sabemos qu,e ~l }~?~ e~~;f~~·:.~.~· es~i~E~ª.,c~~~ s;, p~e1e. ~1;1st~t~r pp~, dU /d.t. y reescr~bimos 
la ecuación anteridr c~md ->' 

(2.3.12) 

(2.3.13) 

y al integrar queda: 

(2.3.14) 

donde C 1 y C2 , son constante.~'dejrite~~~i¿~.é :,: : . 

Definimos 2C2 + C 1 = C j ;~ p~; i·¿;.q~~:\~['~·~t~a'ció~ la podemos escribir ele la siguiente 
:~·'.'.".-_,'.;:_:·.::·.-;.::-,· .. ~ .. , .. -'~(·::~·;;"-r.-~::-:-<':·... : ... . .. . . -. -

forma: ··j:~, !'. L :~--.~:~:-;·,·, 
·:··.: __ .i_:j ._,_-)~~-· -···.: .. ·. "'J'. 

(X;Jj-f·(~üi1t f g~~J~y¡s ~J ... 
- --::.:.·;-,:;¡ •. -.:}:',.·-·~-"'"·;-' ' :·;- -.- • ·:.:~-

" :o,.:.tt~;,t:Í.':;:!~~}{ .. ::';J"'.\'"-::··,.-F,·;·.·-.:.,,~;({··· ~~:,:.,.·· ',:-. 

(2.3.15) 

::,::.::o:l~~u: ;:de::;,:~~~~~~li~t¡t~;~~f ;:f:t~::.::, el m.,co 
~:,:·,· ~-~\~;;;_;: '-~~.:: ~:2/--~ ', ::~,- '. ,·; ~-.: -. < .. ·-=,, - "\ .. ·: 

·".">'.--:..::,•· ' ' 

(~~)~2 :'.f~;(i'),~~-F'.(i 1jk' l'.n~(x'2 -~-'~' 2)+·~ ;:~+ 2 ~; - CJ . (2.3.16) 

La cantidad :2J(~~:i>~:GJ es una constante de iiiovimiento, ya que dadas las condi-
. - ', ' . ,_.; .· .. : ": --·: -.. ··,!,~·::' . ,:;.,·. 

ciones in,iciéJ,~e~;télf:>é;él.lé:~lar ésta expresión analítica para valores de las posiciones y las 

velocidade~c'4~~1;~~~~·'6t~l1c ~n ella, el valor de CJ siempre es el mismo. Esta es la integral 

de Jac~bi c:i:;~~~~~~l1te •de Jacobi, llamada algunas veces integral de energía relativa. Es 
.· ' .. ,••··-<,,e;.'."'., • 

important~;;hácer iiotar que ésta no es una integral de energía porque en el problema res-
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tringido de tres. cuerpos, ni .1a.; energía ni el momehto angulai: ~de· 1a. ; parÚcula d¿ prueba se 

conservan. La integral o cotisfant~~de "~ac()bi,·esla\Í~ca'ccantidad ·c¡ue·se;coriserva-en él 

:::~::. ::~:~:: .ttr;~~~~;Wj~~~~:~.''i'ft;;:tr~~g~~~t~Ga:J:t 
precisión ele ambos- integr~;J61~~;iuñfaii2d~;: iii ~é)nst~~t~ a'~ iíite~a~ióiJ:d;se'áeiermina 
con las condicione~ ÍriÍcÍ~l;s d~fpf~ble~a. . · ··:· · ,.. .,__ 
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CAPÍTULO 111 
ECUACIONES DE MOVIMIENTO QUE INTEGRAN 
LOS MÉTODOS NUMÉRICOS 

Debido a que los métodos numéricos (ver introducción y apéndice A) que se comparan 

en esta tesis integran las ecuaciones de movimiento obtenidas en un sistemano inercial con 

origen en el cuerpo primario, m 1, esta sección está dedicada á obte~er Ja~ ecuaciones en 
· .: ',. > ·- ~'··· .> · . · ·. ,- ._.: :,·. ·:·.'. ·,.:_·- , .. : .. -,,::: :11 •. .:~)/;:;.(-:_~-~:-<L-~~??i::-.~~:f.::/~?:-- /.:.;,_.--:;·_:_; 

dicho sisteil1ª· Prhnero obtendremos)as .. ec;uacionesde mov1m1ento.paraelproblema plano 

·. restriI:lgid6 ~Íi-~clai ~l~ 'úe~ cuerpos CPPRCTc)' d~~~ués para ~l prbblelri~ d~ 0 dos c~erp~s 
(PDC) y por último para el problema de campo central (PCC). 

3.1 PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

El PPRCTC consiste de dos cuerpos masivos m.1 y m 2 que giran en órbita circu­

lar alrededor de su centro ele masa, y un tercer cuerpo m sin masa gravitacional cuyo 

movimiento está determinado por las fuerzas . que m 1 y. m 2 ejercen sobre él. 

Tomamos m1 como el origen ele coordenadas y Únos'ejes cartesian~s X y Y no ~otantes. 
En este sistema solamente m2 y .,.,¡se lríu~V~h, i' é~'.'¡~ Flg. "3:1 s~ 'ri1úéstrJri su's vectores 
de llrisiéió'n resp'ecto ··~· rii1. ' ; ~-~·;:, <:\');i· ."?::~~:<':'.\ ':t' '.'<' '. :s· ~h. , iii'; •. 

riefirlÍilios ñ-~ 1~ -r1. Rec;1:~e~os'.~que;rf·;~s'é1 vector que une a m con m 1 y que 
, "~, :_:\«-,>~:::~·-><-{.· ~.:··,x>·- -_1,- ._"_,_:-. < -.~- ~..:-~- º-.- ;: ... ~~-;-:·~-.;-~.1~~.;:~(~~~~~;::-~~~~~ .. :;f~~;:·J::·:~.!.::~,;:'. "<~ .. -:· ·"· ·~ ·:... .,-. · :·< -:. -· '. ;°': . : · 1 . ':·." • 

. las masa~::deJoscuerpos::m;¡\;Ty}:m'2f;.estari',~ormalizadas a la suma y las distancias están 

no~!lLallzé~~~ a la:s+~r~ci,~,~i~,,~,~~!¿~t~~~;'~~~~bos. Por lo tanto, de la figura 3.1, las 
ecuaciones. de movimiento para~ m·:Y: m'2' son: e:· '· 

(3.1.1) 

D = -(m1 + m2) ---D - [ 1 ] 
IDl3 

(3.1.2) 
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m 

Fig. 3.1 Vectores de posición respecto a m1, en un sistema inercial. Posiciones relativas a las masas 

-.¡-. 

' ' ·~ . " 

La ecuación (3.1.1), es la ecuación de movimiento 'par~ ei é:mirpo 'm;' relativo a m 1, pero 

sin ~jesr~ta1iies aunque este no es un sistema il1ercial. :Enesta e~uá~ión'los dos primeros 

tér~in0~ ·~~l;~a~·o·. d~recho . indican las .. in:er;:c:~}~f~~;}~tH~'.;~~.~~~r_iJ·~ :·~·'·YJº~···.cuerpos m1 

y m2,'mieritras que el último término' cófrespori'de~a;Já.''a'ceieráción~qué~ufre 'él cÚerpo m1 

debidb' af~~uerpo m2, a este término sE!.Ú·~~B~~~,6~iri.o i'TérminÓ indireC:to" y aparece 
~·- (·;'/.~·~· . ., . ;;;, · --- . . . , - --. . , : .· ·--~-; .. _~--~f~ :·.:":;'~ ... ~-,~{·.·¡~_-;fifF~~~-)~~~,I}i·:f~1J:~·/ ~<: ;J_ -_-. 

como é:onseé:tiecfa dé elegir. al ·origen· eri:).mi',':;él. cual no está fijo . 
.. -_ l.<: ~.::·,:,Ü};:.;~:·. ;~i1 .'.{·_;·,;'.~.;.y_ - :·~::~. ~:- ,· ! ,_·: · ,, f>;(. -.. ~~-f-.-· J~?·t·'.i.·:0~~\._-~~'::-?i~i¿:\~~~~:r~}~~~--~>~t\: .~_.··~_: -::-¡\.¡ '-- --·,. ' 
• SLesciibimós las écüa:é:icines/de'moyíínie'í1to c6n'respecto al centro de masa, entonces 

.. _. ·, . -· · :· :'.· ~: _·.':i< i,~·L:·s,~: .. -:~~~;~.}:~:~c ... -::~(~:-.· .. d_'.:~:~ .);L~~;·>:~!~~~;?J~~~~h~h\:~f/'.~1:.;;:f.'~/~:,·:~·.<:· 
el términ9 indirecto Iio.:áparec(l~ (ver:capítUló;.2). ·· 

:·: ·: ·>:'' ~~< <:;·11.-· ::~~~;~~<~:-'.).~~;·r~_:;i:f:~;;d_t~~~:.:1~~~ .. l~-{::r\S~~·r;;·:f.:~-~~~~j~'f.t~i(:-j'.t~~~.:~)'F~~~·,~ ,:;:~,' ~·- · ' , 
La E!CÜación~;(3'.l\2):;esJa·~~éúl,ícióri'de movimiento relativa entre m1 y m2, en ésta 
i:_. ~ :-.~-_.- ,_;,-':.:_,;·. ,:·1:~:~\~!}J·'.";~--~~_.t;>'(t~;{i:.~1.~:t!:~~;~::(·:~~~·fü:;'.t~;~-~~~·~~~l-~?~~:~t-~-:-~~~;'.~~~·'.· \S ;-:· -~ 

aparece Ja•süma de las'Inasas;:y'no '(O!Lproducto, debido a que el origen (m1) no está en 
" -- • -. . • :e · . ." · • " • ; '" : : '" • •' . .- ~ ; '·e'.- 1 •: · · • • ; ,- ." ' , · ¡: · · · 

reposo. ,, .. . ,;.: :;:,;.:.,,/·¿,~'[l\X)~, .i,r ·.· 
EscribÍend() la~ ecua2ioi'...E!s'.(3:1'.1}y¡(3.1.,2):~1¡.~omponentes cartesianas, se obtiene: 

•. •'-, ..... , ,1-; ··:. ... ·;:_ : 0
: •• ~·:.:··r--~·~-"'<\·-::·;·::1 .... "~;'.--·:'¡--':'>! ~ 

(3.1.3) 

(3.1.4) 
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(3.1.5) 

Dy = --.<rn,t,\:\~~ 1~ ~~r11 3 (3.1.6) 

_,_~___,· .. : ,:;·.:-.:~ ,--'-~~-~·--=~~,~· :-{:;~· ....:: 

donde r 1 = (x2+ y 2) 112, y (r2 :-;1iJ.)~.::~.Úf2'~ :i:)2 +(Y2·..::.. y)2)112. ·Las ecuaciones 

(3.1.3) a (3.i.6)·r~rmá.n un'sist~Uíi'.c1~/~~~¡g¡i;~Js .. diferenciales ordinarias de segundo orden 

acopladas' y~¿ úli~~i~s,'·~IC:~Úsei¡iht~iiél.ci6.numé~icamerite por los dos códigos. Como se 

deme>.sl~6 ~~'¿J.'2~~Ít'filó· 2, ~~ist~ u~~ ibns{tarit~ 'de movimiento para el problema restringido 

circular d~ tres' cuerpos, la cual se usará para comparar la precisión y eficiencia de dichos 

códigos. 

3.2 PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

Para el Problema de dos cuerpos, las ecuaciones de movimiento de m2 respecto a m 1, 

nos quedan de la siguiente forma: 

D = -(m1 + m2) ---D .. [ 1 ] 
' IDl3 

(3.2.1) 

' ·- ..... 

Si escribimos ·esta ecuaCión por. componente;s 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

Estas ecuaciones son ·las que, integran los dos códigos para el problema de dos cuerpos. 

La solución a la ecuación (3.2.1) es una trayectoria cónica que describe el cuerpo m 2 

respecto a m1, y el tipo de cónica depende de la energía. Si la órbita es cerrada, las masas 

están "amarradas" gravitacionalmente. Las cantidades que se monitorean para comparar 
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los códigos son "la energía" y "el momento arigular" , cantidades que se conservan en el 

Problema ele clos d1erpos, así como ia' excenfriddad y el semieje mayor que son cantidades 

que deben ~ermanecer constantes, para una órbita _en particular. 

3.3 CAMPO CENTRAL 

Un caso particular del problema de dos c.uerpos es cuancio ; m1 » m2, y se considera 

que el cuerpo m2 no afecta el movimiento del cue~i:>º ,7:71'.l; P()rkÍ Cfl:~e de, la suma de masas 

del lado derecho de la ecuación (3.2.1) sóh> perll1a~e,ice m1, ;.yJa ecuación que nos queda 

es 

y esta ecuación por componentes cartesianas qileda:: .: 

. D· b ', ' .· y 
y= -::-.m1r-3 

. .1 

' . 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

Las cantidades que se monitorean en .esté caso son l.as mismas que para el problema de dos 

cuerpos. 

3.4 INTEGRADORES 

El comportamiento de muchos procesos físicos, particularmente aquéllos en que los 

sistemas experimentan cambios dependientes del tiempo, pueden escribirse con ecuaciones 

diferenciales ordinarias, como en el caso del problema restringido circular de tres cuer­

pos. Si bien muchas de 'estas ecuaciones pueden resolverse con técnicas analíticas conoci­

das, un gran núníerd'd~i~cuaciones diferenciales asociadas a fenómenos físicos no pueden 
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ser resueltas de esta;manera; Afortunada!llente puederi generarse soluciones aproximadas 

- numérica.menté.,: J 

La idea principal. d~ cualqtiier. r~till.a para, r~~6iv~r ~l;pro blema de valor inicial es siempre 

la siguienfa: re~~cribir:.iasde~iva#~~i'.,cl~;¡~.1~t}:.~§~c¡~~r~~eritos finitos ll.y y ll.t (el tamaño 

del paso) yniultipÜéar la ecti~ciÓn ~l)¡.;L{tf4iiS.t~.ª~JiÍS fórmulas algebraicas para el cambio 
··- _____ , . :_ __ :_: ____ ··~-(:_., ______ _:o •. '\, __ ~-~'-·.:· -· ___ ··,~-: --~::'.':.·.-~J_:_'..;~ _ _:'._-~-c~i·~_L.J_\!'.._',,_;\>O·l·'..'"::LLl.•.'.J~;,;:.:-_,',:·~~-- __ 

-d~ Ía~-fti~cii~e~v~C:~fa~~ l;~~l~J¡t~~f~J.f~~~~-~G~~3t~~{,t~!ts escalonada por un paso de tamaño 
í:l.t .. En él límite cuando ll.t es niuy·pequeño;'se lleva a cabo una buena aproximación para 

'1ii.· s61~~ió·~-d~·1~·-~\~5~~ió~·[aiiJf~if¿i~íl'.!W!":;.;11~hf.%FDf' .. i • 
~.:" -~ /:·_,_,·: · :~.t:.:, .. :· i_~-y· : .. t·f~,::.:~ ·:~1~1:.!i·J.<'1\::.::·-:5-/i;~:'ié:\~~:>.:.;~~{i1Jt~L:::-.~~;i,~-:-;/~:{:}i1~_~:::·_~¡.f~_:_~-~/:) :J.. -. . · -; -.: 

Todos Jos meto dos· para. resolver estas: ecuaciones tienen la misma idea: añadir (o sumar) 
· ·, -: ,-<. \; ~ · -~'·~·.;~~~-:~.~_-:i>1;.·;'.d;;~.?L·-~::'f}f.~\ Yié;·-:i·~~~f-'~{~;J%~n~:·:::·M:'.} >~!~:(\:}·{~~-\i',·_::?\<:?S~:,-;:_ . }":·,!·.- . - ·. - .. :y.~, _:_t, 

pequeños incrémentos a ·las :.runcié:iries ;correspondientes a las derivadas (lado derecho de 
" : ;:_. ·_: ~ ; :. __ ~.':">: ;·¿~·;>·t~_.}~;~·¡:;~l·!i":.·~·lf~~~i;i~~{;:\~;;)~~~kh-';;~(~?·:;.·.: '..·\~j/f~~:,-~_:{_z:-~J/J:·~~:~·:~-~-~;,· iY~~t.: · ... / ·: - · ~ .• ~-.. ·, .. \~~ .- _,- .··--:,. :: ' .. '. ; ~ 

la ecuación 3).4),:,i:i:1~~tiplica:M~,j:>(i,r,':P.8,~6i:(d:ec:;i~rto tamaño de la variable ind~pendiente. 
7

· : ~:; ::· T;:·. ;:>.~T".1 fó~tE.r~fr'.~{_:'-:;-r;i;:~:~:r:~j-~:>Z {:f~<1·::\ ?t~:·_·._·:r;;~J: ~ff-i?/·>~l ~\?:"\; . ;,t;_ :' :;_ • .:: > ·:.:. '. .... > 1 '. ~-; :'!". 

Tres métodos null1~ricos prácticos para resolver prnbleinas de valor inicial para ecuaciones 

diferenciales• 6~dini;i~¡:;:~~~:~if0~;;;;),:}\ to;•·.~; ' ·,p ·· . 
\--'y"_·'.·~~~>-~·¿;·/'-- :-.{.j ·:·· ,";.:.'> •.',;¡ 

1) Método~ J1~g;e,:~;_~tti~0 ', •• 
·--···;··:•· ·.·- ...... -···· 

2) Extrap6l~cigii(de-~ru~t~rds~~ y su implementación particular como el método de 

•)~~t~f !~!~1f i~{~~'º: 
En esta tesis;· se;,estudiarán el método Runge-Kutta de paso variable y el método Bulirsch-

Stoe:r','Ü~Blé1;f~~1~~~:1~~;i¡~i~.¡ ' 

_ E~ téf~iD,¡{~~~~ef~l~~ el método Runge-Kutta propaga una solución sobre un intervalo 
.- ::- ... --:., . ·.-.:¡~':.~c-_T':«,:ti~~"';):~~t~"t?f.'!:~kB:J.:~).-:i{i_--:;_ {.;: ~'- · 
cambianclo la, i11fo,frp~ciói~,de varios pasos de estilo Euler (ver apéndice A). 

· Errliéi0aJJ·~~f~if'fh1~hl¡~iÓ~. de Richardson, utiliza la poderosa idea ele extrapolar el 
- ;: :\' .;_ ~< ·:~ j. ! -·(·-~~;¿. <fJC::·. :ti:;~;\J~~~: .. ~:~;~;~~·.~:;··" y::'.-~.-~_;_•\::._- .. ¡~'.°>:-·~~-· 

resultad~ cak~laélo¡:>á'ra (;ll valor'ql1ehábría sido obtenido si el tamaño del paso hubiera sido 

mu~ho'.~~~~;~~~~Wi'i~~>~.~~~1~ .. ~~~,~~~~dad fue. En partiCltlar la extrapolación a un paso 

de tamaño illfiúitesimal es,la\meta 'deseada. El primer integrador práctico ele ecuaciones 
• • -;.; -.: .. : .:

1
.;:· .''.-._;_:::-:. ~:--}\:.f,>::-.·;;:;:_. './~i~:_L-:?~?'..~ 1:~}~(:.~:[·;~',J~'.-.. /'.J/~':::'.~-,_,~-, 

diferen~ia!e~rpr<:µnigi,~s';,cilie ~ill~!~ineptó esta idea, fue el desarrollado por Bulirsch y Stoer. 

, · S~ ~Ji1~~EJ~~;~~~~f~tYi~~~~~~l1do .no se sabe algo mejor o si se tiene un problema 

trivial donde',l~.'e.ficiencia'.~el iritegrador no es wrn preocupación. El Runge-Kutta, aunque 

casi siem~~~;·~i~~:,¡~{i~~,u~ es el más rápido, excepto cuando evaluar f¡ tiene bajo costo 

de tie~p;;,'<l~cgiJ';_·~~~ii<lo se requiere de una precisión moderada(:::::: 10-5 ). 
, . , ": .' ,. :·; .·" ... ~-:: . ' ' . 
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Cada uno de los 'tres métodos::genera errores numéricos. Estos errores numéricos son 

introducld~s~en'1a_s;soluciones por ser controlados por el integrador. En general los tres 

métodospu~derÍ:\{sarse.p~ra cuálqlli.erproblem~ de valor inicial. Siempre es recomendable 
-· . · . .-. "• .. o':~>. ·- ·~·- . • . ., -. ~ ' ·" • . . ,, - . . . ' - . ,_' ..... ._; 

implem~~t~r~;~~contl'61 ~~~~t.aÚ~~ p~ra•ei,í~Il1:~ño del paso, como se hace en el método 

"Run~e~Ku~i~·!~~i~~s~ .~~ii~1JÍ~·~~:;;e1r~1,;~Bilii~sch-Stoer" (Press et al, 1996) 
·- -· - ;: '.~L.!...:. --- --'"'·--~~=~:T-;--:;-'::-¿-_-'-.;o..·'=>-- __ ,,~~~;,co:'7 =-.'-.~ .-'.,_~ o;"'.:'"~;_;__ -'.-e·= c--'O'---;Cé~---:- :O:·. -

-·. :~ -_ · ,-. :=· :,~_'..:.-;'.~ti;~~~-;~~:-~:~}/ i,7::0:~;~~:·'.:~: ;~~i{i~~·;.i;~~~:~A~;:~·;t~-.. -1; ~~~i---~ }t:-,: '::~-:~~-~:i-':~{2:';:;~?:-· -~-~.;:i;' {, _ _.l, -1 

Las rutiiias'.de'.UÍl integradoi;se'.púeden· organizar en tres niveles anidados: 
:. ~; ::_; ~-f~;;,.xi:;~·~~:~~\'.i:-~X,~:: '.~fi:(·~:r~;--!q ·.'.}J;y.JiJ-~f· :·::;r:~;-~,."~--~:~'? ... ·;;~? .:f.~ i:-:~. -~ •-(_;:~_{¿ !~~'·: tr' c:t¿:·~·-(1 .· ::,:- .-

1) ~l:~yel\f:n~~;b.~j(),es· ll~IIlªd? el a1gcn:it~o: irriP,~~~enta fórmulas básicas del método 

que. se• utÍÚc~; ~~Ürrfi~rii'a ~6ri' la~:\;:~~iabl~sfoid~p'.~ricii~~tes Yi . en t y regresa nuevos valores 
:_ .-_. :~;<'· !:;,·::·i>-.-~::;;~r:~:FS:~/i~t~}0.~t;:·.1'tt·~:~;-;:;J:(r, . .._:~.e 9:Vt-F '-"~-'\.:::':-~~,-~;r:í' ,~~~xf_! '1"-::::--J?. :_:~;_;.__. i_:/,, ,, , ·· ~ , . 

de las varfabies:dépeíidiEmtes~ y{én'el;vruor t+h. El algoritmo también produce alguna 
·: :,:;r~·-~·.ú~f/:·~_s:::"f;1~.i;~.~~;,~_(::;1';$~~.;-~;f:·: 0 ~:::J,:i.-,:---~~~i~,_\;::-,t,;,,_.),:~;:~:f"·:.::.;.'.-~':t:.':+-'.:~:úi:_:rtJ~·:'t; ?:'<: .. '· .1 

... - • • , • · ~ ! • , : 

inforri:J.áción sobre'fa calidad dela sohicióri después d~l paso. Sin embargo, el algoritmo no 
: ·. · - :!:.':~:.'.-\'::\ f\;t-.¿i\~ .. '~'?1??:t:S:t:.t>'.~:r ;.:'!"'"f\f.i\.:( 0_~:,_1'.~"f~ó:t1·;;~j.~:';,-:}A~~7}i;¡.~;:,:«-U.':t:, ~·::'::::.~·.:·~ ,:;·~- ··':'_,.: · · - · · . . . , . '.: 

es capai'Cle'.ténnái' la déCisión'de si 1la'éalidad dela solución es aceptable o no: 
· · . · · '" · ··t ,,~~1?~!,Y:.,,t'11i:·t;,~, i;,~1tY1~·: ·,fft.;;}'~:;:J':zt:i1 ~;si ~~:.t,,,'.·, ·· ·· · 
La decisión·dé.control.de, calidadrse·e11cuentra en el siguiente paso, superior a la rutina 

rugor~:~~~~~~tttf ~t~t~i~~t:::::,:~; puede reruazfil el re•Wtado Y 
asigmi.r .un' faüiá.ño. de¡ paso más pequeño y llamar a la rutina algorítmo de nuevo, hasta 

: ---·~ ''.-(;"~·.'~J.<:?:-~_~il_:~,.~·'.;,·;~\»'.~;:o\,_~T_~~:/.::'_.··~:~-:-.i·~~-: ';.,: ._. ,. , 
que la compatibilidad; cóii im criterio de precisión determinado se haya logrado. La tarea 

.: _ .-::·,-::··::;:·:~.?~~1 -::~~-~.1. -,.=.;:::r;·:\--'':,..-::·' . ..:-.:<:-.'· ~ .._.:-:.-. _- ..:'· .. ; 
funclameíitaLclel eséáiónaclor es tomar el tamaño de paso más grande consistente con un 

-. ::; ,:--.. : ?/.:·:;:.-,!~::~~,:r·1~~;,_t_I~·~t::.~ ;· -~·t_~~-~.~\\.'·:::~"·~· . .- ~:.:/:):Y~=::·-:~ ,:.;_.·:-f .. :.~ . - -

funcioriallii~í:ito~éspecíficc>'> Sóló cuando ésto se ha realizado, el poder del algoritmo (o 

rutina algo~itmo) 'se. hace visible. 
: ... · .. :~:·-:5·.;.'~-._·,,;/-:;'~J·'~;~·, .-·~,_·;>;":~:··-¡.:-:,·:.· ·.· _'- .. __ .. :_,·\:·,'. '· .,. •. 
E~~ mvel~~perio~ al es~8.lonador se e~cuentra la rutina conductora . 
. - -_~, .-_·.:.. ··\·/'- ~~:L~-·~:.:::.'::·:-:·.~ :,-::i··",~iXf.~~~.:._--:~~'::-,··:··. ::·.-;,_" .; 

3)Rútin~;éonductora: co~iel1za y detie.ne)a integración, almacena resultados inter­

medios Y,,actúa como interface con.el usuario, es decir, es la que como usuarios podemos 

manejar. 

3.5 MÉTODO DE RUNGE-KUTTA DE PASO VARIABLE 

Ahora consideramos un control que adapte el tamaño del paso, con lo que se construye 

el método de Runge-Kutta de paso variable o paso adaptativo. Un buen integrador de 
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EDO's (ecuacio~es diferenciales ()r,dinarias) tiene tm cont:r()l adaptativo sobre sus propios 

:s;:s~~Pf ~~iil~~ll¡~~~~~~t~,~lr~::: l~;'.~~~n; ::i 
control y se.monitorea anaHz:ándo:las:consta1;1tes.:del problema. En esta tesis, las cantidades 

__ __. _ :__·~·~ ___ :~::. .: :.,_'~~ _'..<:~;~~::~~·~': ~-·. :_;!L'. L· ~-:-~~,;~,&f;2,-J~\t~;-¿~~S";i;_:J.~;!~i_::i;:'~~Li°C·':'!!·G~>i;~-._.0/Y· ~~~2--~~~- · 

Con un Runge-Kutta de 

cuártri 6f~e~;2 f~':técnica máS sencilla es el doblamiento del paso (paso doble). Tomamos 

cada p~s.ó cl~s ~eCes, una .primera vez como un paso completo y una segunda vez de manera 
. ..,.' ~ -. . -:;:~ -

independiente como dos mitades de paso . 

• 
Paso grande 

• 
• } º"•~" peque nos 

t 

Fig. 3.5.1 Doblamiento de paso como un promedio para el control que adapta el tamaño del paso 

en el método de Runge-Kut'ta de cuarto orden. 

~ · .. , _;~ -~.-, .t'.'.:f.[~~~:~- ~<~·y:---
En la figura 3;5;1'los'pi:uitos donde se evalúa la derivada se muestran como círculos llenos. 

El círculo abieftJ i~presenta la misma derivada que el círculo lleno inmediatamente anterior 

a él, así el nú~ero total de evaluaciones es once (contar número de puntos rellenos), para 

dos pasos ... Comparar la precisión del paso grande con los dos pasos pequeños, nos dá un 

criterio. para ajustar el tamaño de paso para el siguiente paso, o para rechazar el paso 
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actual porcori:siderá:i-Io inexacto .. 

Cada. un~ d({1éi~~ t~~s.pasos Ri.inge-Kutta ·separados en el proceso, requieren cuatro 

evaluaciories/~er~;l~~ ~~iin~f~si~os ~ecue~cias (simple y doble), parten de un punto inicial, 

~:~::: ;;;f Jl~1~if i~!i~;~~~~u;::l :~~:::!:e~:::~: :~l PP: 
grande coli .fo~;-ció~'tp-a:~~1'.p~qti~~¡;~;,:~~:;:~n~·f¡t~}io~piu-a ajustar el tamaño de paso para el 

siguiente p~so .. ·~·,.··.~··-· ·-~···· ,,,',ff .}:}xÍ.~:~),}~J·~i?~~~ttt'!i;:~r~f~f?"f': ..• ·.· 
Denotemos la solución exaCta-.pari.(iíiúi\forma avanzada de t a t + 2h por y(t + 2h) 

'. ' ' :.,~,: - ~--·":.'.·:" !'.~ ·\~·.·:· .. :«·':::·~:';,:'¡,:,~\~'"."'~~::":~.~~:>~< :: _· -: > ·. '-.- ,· " 
y dos sohíciones aproxi~adas ,'p~r 'iy1i·(p~i:~;Jn::~a:s~·de tamaño. 2h) ·y y 2 ·(para· dos pasos, 

cada uno de tamaño·. h). La cÍiÍ~~e¡~¡;~;'f ~~~~'.}~_do.s estimaciones numéric.as es un indicador ·. 

conveniente· del error· estiriladO>~: ~Li->·i: ,,f_~-: .. _r~.::·i;: ;'•~(:~.y;}·-
:·.·'.·--::··'·· 

. " ; .• ¡!!.}ff:)i;;• ::..., 1Ji- ... i 
,<· 

Esta diferencia es ia que d~B¿~~~(~~gc)'~¡}~Óino' ~l g~ado cÍe precisión que deseam~s, 
ni muy grande ni mu; peqlieñb, ;\~st61;i'i{~~~iri~~'~j~~ta~d6 el tamaño de paso h. 

Un algoritmoalternatÍ\ro qt1e ~jtf~i~;·~ti~J~iio'~~lpaso, está basado en un método de 

~~:c~:Á<«r~º~~~!~~©~1~~lf~~~i~f;:,·p:~:j::;·::::~ d:: 
paso .. Usar los mismos pülltos'Cle)iváfüaéióñ'para avanzar la:función y estimar el error es ·- ;- '. . _,.' '. .'· .:_·:· ·: r ,-:_. . -~/ " · . . . . -,:·_) ;·-_ ¿.:.-· :.: .- ·-~ < i) ·«.:~\~f:::-;-,7~~i:'·~:?t;:::.'.;'.;¡~~it.~~2;,;~::~~<Yfi f;~~zi·.:~»~:·;.~:~:;~L~~.;_: ___ ·.:~~; ---- .. 
más arriesgádo que el.dóbláinientó'delpasó',·,:doride-elerrorestimado está basado en las 

evaluaciones. de la rlU16i~íi'i~~l~~e~di~~i'~~;Z~:>.,fJ,!.:~º~,1~I#}J;.t,:.· .. ·· .. 

. Larelació11 entre d'~;· h ·~~{a sii~~:~~·;;·~¡· t~.1~~~cis un paso h 1 y produce un error 
. . · .. ' . ;: : . '. _.,:. ' ·> ., - '.· .. . . :_- - .. ·- .· ·.• - , .. ·-,.e·' ~-· ,... .--·--· -- ·,· ..•. ,- .. - , .• 

. • . • . ··:... _.· ':,.'. '-~- ;'?. • ~ >. ; . : .. · . ~ ~ '~~-:~·. \-'~·-·:'._::,·,.: '.:,'>~·::-.; .::!o)::~::-~-:;:~~.-:~~~·~'1;:.::;;;- ·:··, 

b. 1 , por consiguiente; el pasp li0 que hábría :cJ.adé>' algún"otróvalor b.0 es fácilmente estimado 
.. " ·;.'.~ .,"-~>·' : ' 

como: 

(3.5.2) 

:·· . -

De aqtú en adelante ~o denotará la precisión que deseamos. Entonces la ecuación (3.5.2) 

se tisa de dos man~i~:.:'r 
a) Si ·b.i':es más grande que b.0 en magnitud, la ecuación nos dice qué tanto disminuye 

el ÜJi'~fib:'d~ ;aso cuando retiramos el presente paso (fallido). 

· b) Si b.{,esmás pequeño que b.0 en magnitud, la ecuación dice qué tanto podemos 

iné:rementar (con toda seguridad) el tamaño de paso, para el siguiente paso. 
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' ·' .. -. --' ,•.' . ' ,> .. •• ' -· -_ ., •. ' 
•<'·<>'-""''"'"'""~-,,·o!¿-¡¡":;;t!'J.o.lotl'"-.<t,•r.,~;.i.".)X\l,,.-~~-,.~w.!<>'~-~1H•...,~~Q¡i,l.·t;3'1!.11h~~~~~-.r..._ • ..,.,,,.,..,.. •• , .•. _ 

La extrapolación local consiste ~n:aceptar ~lvalor de Yn+l de quinto orden, aún cuando el 

errOr estimado en realidad aplica''~l ,~l:ílor,,de Y~i.+i d~ "cu~rto orden. Esta notación oculta 
. >-"." ": ·. "-, <-~·,-..:· :.<~ ·::>.'_:," '.'.·.::. :; .... ;- ' : ·:. ,· . 

el hecho ele que ·A0 'es en realidad-un veétor de precisiones, uno para cada ecuación en el 
' : . . - . ,. -, - . ' - \ :.... ~--1,, -·-.:,;· •.•1-·•'~-.:~. --;~,,,. ·'. : : <'.; • ,..,-. . • ' 

conjunto ele EDÓ'~ (e~u~~ióll:e~<dif~r~,li~ic~le;:~~dhuirias). ·En general, nuestro requerimiento 
•. ·.' ' . · ... '_; ·::-· :-, ( .->;.' ;,-~ .. ,- .::':;. -.:,,· .. -.~..;-·.'':'- _;·'.;. :: .-"·., •·: . ' 

de precisión _será qu('l·todas::las:.ec~acioii~s,éstérÍ corisus respectivos errores permitidos, es 

decir, reescala;:éllios''el~~aiii~~~\i~--~~~~--'~e-.~¿\lerdo .a las necesidades de la ecuación más 

Algmias á]:>uJa~i¿nes pueden ser: Ínusu8.lmente sensibles a una acumulación global de 

erro~ res, '~i~ ;Bi-~~~l~i6 a :fin: de la; i~tegr'aciJ·n; y en el peor de los casos donde todos los 

errores se sumen con el mismo signo. El objetivo de esta tesis es verificar qué tanto afecta 

la acumulación de errores a los resultados finales de nuestras integraciones. 

3.6 MÉTODO DE BULIRSCH-STOER 

Esta técnica es para ecuaciones diferenciales que contienen funciones suaves y que no 

contienen puntos singulares dentro del· intervalo de h1tegración. El método de Bulirsch­

Stoer parece seruna mejor formé!. para obtener soluciones de alta precisión para EDO's 

con un mínimo esfuerzo de c'ák~fo~ /J , 

el m:,:~fl~~(i~j~~x~~¡{~~·:~1ºd:· ~:~:::º::: :::::::':: .. :: 
pro ble:rrias , de la<'riiécánicá{~~í~'~t~i~~ :~i"ál!i;ilii~ de ellos es mejor que el otro en general. 

, .-··,, . '·:'. ·:,.- ':"::,.>· :-):\.-_:·-. :·'.:/)· :··:·~·--'.i:·i?/·.··;_,:Itn.:.-~?Z~;-1;~-~~~~1~:;.·¿_:f~~~;-::~f:·, -::-. 
. Las ieléa5 fundamentales invohícr'adas en el método de Bulirsch-Stoer son las siguientes: 

a primé~a~s l¡· ei~i'~poÍ~~i¿d;}i~"i:(¡~}Í~i~sonque consiste en extender un intervalo largo h 
·. . . <. . : "" ·. ·. -"-'=--~- .. ::i:<~:/~:'·~ .. /c.:_~,;-~:;··:-::-:.: :r·.-::r ~·_;.~:-~:_: .. _< ,: :~. ·.: 

por diferentes 'secuencias: de 'subpasqs'.'ínás y más finos. Sus resultados es tan extrapolados 
' ' - -:· . . • ·-" . ,..,. o ' - · •• ~ -. • . 

para trr.la respuest~ que se',stipb~~\c~ii~sponde a subpasos infinitamente finos. El método 
-· . · · . . -" .... ·· : :.:-: ::. >::<'. :.;: .. ~,>::~.:~,~:\X:-.:_~S;~~-'.~~~-~;~L _ .. ,_.. 
de Bulirsch?Stoer; consideras~l:,resultado final de un cálculo numérico como una función 

ari~liti~r ~e tin·~~~~ili~ti6~iijg~t~~ÍJ~éJ~cimo m1 tamaño de paso h. Esta función analítica 

puede ser: so~de!Ítl~;,~j~~J~·~A~~fr~i'.-clií6ulo con varios valores de h, sin embargo a pesar de 

qué lo ideal seríél.{~ii~i.!ri~<l~·;J~~--~:1~;es de h más pequeños, podría ser que éstos no fueran 
. ·' i·:.:<. ~~~.:·:·-~~·;J' . .-.... _,., ' 
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necesariamente'p'.~qtteñ;s, para prod~cida precisión que deseamos. 

Ctiando sa6iíil()s~:5üf:¡c¡~llt~ 5()Í)~ la'fúil.cióri;;le';adaptamos una forma analítica y en-
• C;., A• "i' ~ " ' ,,. " 

0 
::.~"::~' ·.~- • • 

tonces .. se ··e".~~~t·~~~'.'I}:.~~~:~.'füf_:gi¡)~·:~1~~~'[{f f \;·;~·L·.:::t.·~'.~·{ ... ·. 
Lasigúiente)dea,tienefriúe:ver,cori'·el támaño'·de':rh 1·~ que puede ser tan grande que el 
· . :_ · · f.-~·;. -' '!·;~·· :: ·:~~,<~ .. ~: ~~~.'.):;." ·}:¡:;.~t~~K.~'.;:·_.._:).:~:~~/:t-~-,~~'.;~;;:-<ir~/· .. :~~~<'}.~ ":~,:~\1::.:·~f:;,'·\~/'.'. '-~\:·1 

.' .~.·- . -' .J-

orden del:ín:étoao'. 'odiía'iarecer: que)piefde'1sentido;' y•alín así el método puede funcionar 

· eflcaz1~en{~?',·wc •. ·.. t~~~ , .... '~~~·'.:~~~;~\~c¡:s~~~~,~;4"~r~·;~.i··'¡ · · 
Uri ·paso simple:,aeÜBllfusch~Stoer nos llevá. de t a t + h, donde se supone h como una 
. '.. ·~ _ : ... \:~ , .. ,_ .. :.~::~--:_·:/':?~s·;~ .. ~-'~\~-;<>.'.:'.At':~~:-: "·:~;~{;",~~A?:._:-.=.-. i"~ -.:;'; f ;¡_ .... _ :·. · -._· -. '.'. "/._. ·~ . , ' 

distanciá inüy~}pequeña¡/t'sirit<luefesta'distanciaseacero. Este paso simple es un gran salto 
.... ·~. ":~':"·? ;:~-'.;~,'!1~· ;··'.r~:<,~,1:;~-,~-~; ~¿:~~;;,: ":';:'.·~·'.::;,..~~~-~:·:;-_·.-~:.:!.}/ .:: . : .-;;·~:. ,· : .... :· :·-:_: · - ·_: · _-. . _ 

que consiste; en: muchos~ ( de\doceÍías a¡ cientos); de subpasos los cuales es tan extrapolados 
· _ .. -:._,~.-::·~.: ..... -~:~,_-~~::,::·f~;<~.:~-"r.;:: .. '}'.(t~;'~::;:~.~!~.r~~:;1~~~~".:>rS:t::·~ .. ,~~:r.-~.;:\ ,-'}: ':·· ·, = •. · '- · 

a un ta~a'.ñoddeal),'de~pas,o;}''c~ro''; :YLa secuencia de intentos separados para cruzar el 

inter~~1ci>~~;,,'.'.~,~~~r~~~~~~J~~;~:,~~~>i;~r~rn~nto ·del número de subpasos, n. Bulirsch-Stoer 

propusó' o]:ighialmerite;la secuenda: 
. :·'>v~:'.:': "{·',> ;··': ."><· r-·- -:\".-;-._:-:. ·-< _. -

.. " "r <. · n ~.2, 4, 6, 8, 1.2, 16, 24, 32, ... 
. . .. . . 

y más recientementeisesu~irió.la~ecuenda: ' 

: . 7: ·~~2,J~·~.?:;~,~~7?~\~.2; ··· .. 
la cualusualmerite (basacio en la ~xperie~i:Í~), es :más eficiente. Pero en nuestro caso 

utilizamos Ja secuencia: · · 

n = 1, 2, 3, ... , 12. 

y 

T 
Extrapolación 
a un número ca 

de pasos 

t+H 
Fig. 3.6.1 La extrapolación de Richardson como se utiliza en el método de Bulirsch-Stoer. Un 

intervalo grande h (6 H} se extiende por diferentes secuencias de subpasos más y más finos. Sus resultados 

se extrapolan a un resultado que se supone corresponde a subpasos infinitamente finos. 

30 



·.' "'' ,, .·· .· . . . ,. "·; __ ..._....,.,.....,,.,,..-..;c.!W' .. ~!R'iU;::.~'f'~<Ud!~ll~_.,,....,n,, ______ ,-~----~-.-

- -_ --· ··:: __ . _ _.·-- -'o:-=_:_._ .. - -·-- . : 

Despu. és que cada n sucesiva.es p~obaé:la; se intenta una extrapo-: lación. Esta extrapolación 
- . ' '. - -·-· ·-.. • ··'-'-· - ~ _ .. , .. - .,_. - -" .... '· ·' - "·'' .•. - . '- . - 1 ... ' - " . -

nos re~~sa ~mb()s-"Valdr~sex¡ra~ola~os.y un error ~stimado. Si. el. error no es satisfactorio, 

el ...... nú~:et:~'·~ISL8;~~g~~€,~\~:')~t•~;2~,~~6;'.·.~fe1:?:··~i;s§~·.satisfactorios, continuamos con el 
siguiente pasó y;coiiíenzamos;C:?n·n.~2.~.P,or supuesto, debe haber un límite superior (el 

_ P~~á~~t~i,~\~r.s;~~',}~S·~A¿~f~#.~~;'.i~.~e~~~.·-~.;~8iir:¡~•·~~e,es mejor que sólo subdividirlo más 
-firiariientei':..,?~ ;;~~, .--;·····T·: •...•. .;;:.,;•~ "-: .. ~: · •.•. ~:.:.~~;~u.>·:·d:~ ..• ,. . -

· . · · <· --:f~',;=:. ----·:;_:-~~·.-.';,'f~:c.~;~c;,:::~~·:'>>:: ';- .,;·\·-. '>:\~.- ~ '. '.-.:~;; ~·-- -.";; >~:· ::,,~;~::;~;2.'.~:~}.'~'.~}~:?,T~i~~:{,~/'~ - · ; 
"•·•A,c9nti~1t~~i;9~;s(har,á•J1:1~;~~~C:l'.iP~~ic)l}J~~~~st_~;'.método para explicar cómo funciona 

en el cas'?.;~.~>~~~~-~~~~j~,;:;~~-¡~-~}84~,i~~i'B,~@~~~~~~~.er',aparece en la segunda edición del 

librn;1~~~I~~~~~t~~ii~Í t~li~~íJf~~~:nocemos la po,ición Y vclocidad en 
algún~ :Válorihiieiatide\la;;váiiabliÚ'inClependientét \ (tiempo). El objetivo es encontrar los 

· ... :\·.~. -> .:. ~:: ::· -;b:.:~ ';~t·s:/;::;_~?;:;1;~:::~,~~;\.t~:x~~~yfr;~,~ .. ~.~~~~~~:l~;~·2~~;r,~·;~~;~~- :~~:~;,f '.I?"f~ .. :·· · ~.:_ , 
valores.-de;1las,yi'J,eri;,tiempost:posterioies¡,(én1otras palabras queremos una lista de valores 

.. · · . : .. · -,··:·'~:·;.:,.· .. ,~r~:·r:~·~.·i·.z.;.d.; ... ;::0~9;,{!~1·<·;.:1~~:r.;7f~~.:,<L·~~f:Z~k~:.<::~~ t~~f;~~/ ':; ~:3~: ./·~·~. 
de :las·y¡',·paia/e_l:interyalótde;tiein'po entr.e tr= O y el punto final t !· El dato de entrada 

en·:t =O 

Es apropiado 

. , ;, El p~ogr'ani~'con~ist,~ •. d~-¡~i~~ rütinas anidadas, como se mencionó en la sección 3.4 de 
'· '" 

éste capítulCÍ, ~~nic~él4s:;,f,~tiri;~,algoritmo o simplemente algoritmo, rutina escalonadora y 

rutina cÓnduct~réL,'.;~¡~,~~';j''¡;;/~c·; ; , 

Estas,tres_,pa1},e~~.~~~tituyen el núcleo del integrador y a continuación se describirá 

brevemente par~iei:Ü:¿~ó~o de Bulirsch-Stoer: 
'... ~. " .. '' " ... -.··· .. t'· . ,·:' .· ..• - ' ' 

1) L,aru~i!l~,é).lg~ritlilo: comienza con las variables y; en t, y regresa nuevos valores 

de las v;y;iables dependientes al tiempo t + h, usando la información proporcionada 

por las segundas derivadas evaluadas en t. Pero esta rutina es incapaz de evaluar 

si la calidad de la solución es buena o no. 

31 



,',' 

-· 

Para este algoritmo se ecoge · 1a: subrutina llarrladá.' STOERM~deÚNuine~icál'Recipes, la 
' ' -· . !.' ... . ·-_ ,.: . '. -"\ ··., •·. ·.:'. _,_,, .. -· 

• - '-~' ,~-~~o-!c'~-o'.... '-''.::_-''··-~_:_ '- ··-"-....o'· ::,__;,~': ;,·'<.-;-:O: .-~"·; 

"-~, ¿:.;:· ·.~,~~:.-.~~~~:., . 

. ,En· el ,.~~§o~ ~~·'que.· se ·u~l~zft:·~~~;=~:~~,~;~\~~:·;~~~iJ0~~tM;~~~~'.~~t~~~i~~a ·de ecuaciones 
·de segundo' orden· se· reeseribé'. como'\in"sistema)aej:ecuaciories'I di{pi:imeriórden. 

·. · ·· . . •;<~·: ~i:~i·i·~:;,~Y¡ti~t:1.~'·tir~~ · '·:.(:. '.rR{:_.i¡~,:,¡~~~~~.frf ~i'.;,~s~i(j:· ·•··· 
2) El escalonador: la'rutina escalonadórá•es; <(CJ.iíelláma'•:aJá.rutinaalgoritmo. Puede 

. <> ·:-:·:'..=~-i~t;'}-:(J'.A;,.¡~~;;-.:·-~···i~{~·~";;~;C&i:~t::\~~i~lf:f'.·~--~-::..:~;J;·J?'.;,~;t:'.'.((1);:·<.~;i;l .. -'.·fi~,;,: · ·:~ ,'. :: ·.·. 
rechazar el resultadó, :asigriai;¡unft'amañó;de;pasó,)nás'.pequeño y llamar a la rutina 

: _, ·_::.;: ','., :_;~t~\-::~;,~:g~;J:1'.ft~~~~~f;~;~.~~'~·~C~;?{1,\~,~)f~){;~{;<~?'.fi,;~~tf:;~'.;~~t'~~;~¡~'..~fj,~l'<_.. . ... . . . ; : "· , , 
algoritmo de. nuevo,~ hastafque\seá.ie«:níipatible';cori"un: criténo. de precision prede­

-, _ ... ~.-". ·: ·;:::.~::;.~.; ·:~'.;t 1 ~f,'.~-t.:~~~-f~~-.~~rx;;~~;'>:_;.~:,:.;~»i.G-~~~,;<$'.:,:1,~:~.-~~;-,'.j~~p¿~1:.:f:f~~:>.::;¡<7:-:~~3~·~ -, :·· · 
terminado. La tarea fúüdamerifaLdéhescalonádor.fos:toiriar.el tamaño de paso más 

grande. ~;n~isf ji~t~~~~~~~t~i~~~R'~~~l~f~~f~,~~i~~2Lc:'!••,.·· .. 
Para esta tarea se escoge,la'.suprutina·BSS'.['E~¿delN~iriericá.l Recipes. Esta es la parte del 

::o~:f ~)~if l~~illjf ~ill~~~~:::•::::::~::::•:~ 
·1a mitad 'de ·1a·: lbngittl~·1, 1 ~Villíá'flas:?1J¡~'.en~:los'éextí:emos de estos dos subintervalos, uno 

dé ellos clahdÓ.ul1 ~uevo'Xª!g{~~~>~~·~~fi+Ües en t + h. Entonces subdivide ele nuevo 

en más iilteí:valos. y' evalífade' mieyó'.1( caifa. evaluación es hecha usando STOERM). Esta 

secuencia del númer~ de std:>&i~i~i'<Jife~Hf.í;:está predeterminada. En este caso particular, 

la secuencia es n =' 1, 2; 3,• u:';.'.J.~-~y~Ó'iii~·'se' mencionó anteriormente. Después de tratar 

con cada n sucesiva, se:int~~t~;~~1~~t!apolación polinomial (para h/n = O ó n --+ oo). 

Esta extrapolación regresél:.,v~lor~~ ~~t;apolados de la función y estima el error. Si los 

errores no son stisficitÓrÍós,>~igÜ~ ccm un valor más grande de n. Si son satisfactorios 

continúa con elsiglii~dfa: ~~s~'inás grande h y comienza ele nuevo con la n más pequeña 

de subdiv_i,~iones~'p~~~ elintervalo. Si el iiltervalo h ha sido subdividido en 12 subintervalos 

y la extrap~Í~~Í6~···no da resultados satisfactorios, entonces el BSSTEP, reduce el tamaño 

de 'h antes'de continuar incrementando el número de subintervalos. 
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Esto significa que. al principio de · 1a secuencia rio se sabe· cuántas. subdivisiones hará el 

programa,·paracruzar··el'int~r\rah~'·····E;stoimplicaque··e.n•·este.tipo·de···escalonadores, el 

:::~::!::::EE~l~~~~~iiií~i~~~~~¡jf ~~1~~v:.:::~ 
termina siendo pequeño y lci~sé.ciiéllciarde~süb-divisiones .üsualñieiité{aUiliénta en n. 

ª) :::~:::::·~~~tlti~~~!~~¡~~J~!~tr~~!Z~º:::_, 
Para este propósito. se éi:ícÓgió';1a·lsubrúiiúa\O])Eify:i'Jdel 0 :l'•l\imerié:'~l)Récipés. La salida 

~:::":~~~~~!í\lii11i~~i11il~f lilit~~E:}:·::: 
constante. dé:'Jacobi:para él.Sproblenia>iestringido:eircular ¡jláno de tres cuerpos. Así el 

intervéL1~'cW:Ai~ifi~~~~1; ~;~ kj;~,fó])EINT •. re~uiereun tallJ.afi6d~ ~aso· para t mínimo, tal 

que.•si. ~1:1~i~~~;1~ a~·tiem~oes más grande que este mínimo, los valores de las variables 

son alma.~~~etdos;· Esto evita tener muchos valores salvados en lugares donde la función 

cambia rápidamente. 
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, 
CAPITULO IV 
RESULTADOS 

'.,.' 

Este capítulo tiene como objetivo analizarlos resultádos ob~enidos en las integraciones 

orbitales para el problema de campo central,::elprobleJia/de:c:los:cuerpos y el problema 
. ._. - .. - ., .· .. ; : ,. - .,.,, ... -~. ,i- ~, -., .; ,·, - ·-' - ·. -. . . 

plano circular .restringido. de tres; cuerpos.ti;JDich.os'f'r~~'itlt'ados se prnsentarán en el mismo 
:: ·. :-. · :< -:··'.;,.f.~:..,··.:;~< .. ;~<-.. ~;:·:-"'YY!·:~.r'\~:~:;c//~· ~~:}:-~: . ;,~:;.:>( >:~~i~?i~:'.:·~···:~~.:-\{~iy.:_-. ··'.':"_~r.>¡:~;r·'.\, '._:-~ ~:·::':· ;:-~ : : 

orden en que han sido noinoraaos/éómpararidó Ja precisión; dé cada Uno de los dos métodos 
.; ;- · :.· .·r_:,~;~.;: :-';;f_~~*?'.·f.~·~¡z:·:s~~~ ·.\t~~~:~:i\;k\2/.p2;;,:3~x,,:.::~_--~~-t·<A::.y;-~'.0 (·: ·:::·:?').::<~' .=.>.- ~.:::~,.~ - .. _ 

utilizados:·. "}lüng~7Kut~a 'de p~s.ó::ya.riable·:; (R--~)I''.y: ''Bülirsch~Stoer (B-S)". 

cons~;::1~~\\ii~~il@iif ~~:~2~~.;!t~~~:~::::~~:·.:::.:: 
y momento' angwar:"para losj)I-_é:ibfonias de éampo central y dos cuerpos, y la constante de 

· ··.· .:·.··~ ·_,~:~:t{ \:·;--::.:;:,~s¡~", .... ;.:~·~ .. ~-;:·~:::',:j:~-·:.:·;<"''_~·::~::..(i~{~:::.~ ::)~·,.~··-:_:~.~.:-:-:_,_ ,, ~. :·. , 
Jacobi para,el(problemá.plariO.,ckéular restringido de tres cuerpos. También se presentan 

' . ::, · t :<:-1 t.~::,:;'.\:~;< ~·~~::-·:-::;;P!_~qv.~·],;~'lfD·\:,':-;'.'i~'.'-~:~~- :~::.:-:~~ -~f:-:-'<'::I~-~--... -.. ~'-\: ·'.", ;_ -. - . ·. · ·. -, i_ • ---,~· .: . ,· • • 

las.gráfic:a,~.?9.#~l~:~~,':,SºE.1P~.~i!a,'..y~}a,c:i?n ,de los !'Jlementos.op~_antes (ver apéndice B), es 
• . .¡ ' - . ~, , -'.:-'_,-- '·· /• -~"-,4~:~~·:" :'";":·;.7 -'."·~:-E·.~~'.'<""".•<.'.~:" n'.-~,-1_,; 'J(.-:~/:·: -'.':::::~ ·'!·~> . --~, .. : _, ..... , , . ' ·::-_ ». -~-.:- :_,_" ' !: 

decir el.semieje;1naY,orl)'.fa'(éxcentricidad del c_uerpo que.~e.eªté analizando según sea el 
O' •;'"", ; :,~-, (> ~'" :"i.;,'·,:-,: ",'.•, "1 V: .. __ , ' :;-, _-, 

0 
,'' l,-·:·:: ""?" < .:,.'.-' ,, 

caso,:···;/'.''. . ::'.'<:,.;;;;_,,~;•,•,t¡.,,;;c;.~;,;¡;·;,";;';<J ·;, '·''·; '•'"· '' ',;;;. 

:pl~~=~lif !(~~!~~l~ti~~~!¡f~~[;f~:::~:::::~:;:: 
consecutivos~ ( h) ;¡realiz'ados~por,j,Jl, :rii:etodé:»>~~ se:; éaléula)la diferencia entre los resultados 
· .. :; · :· · ·:_: .':' :·~:'_ -<·-:: <:_.·r~~:}~~ -14:-:'.,{;~:;{~-~!i\~?:~~:1~.-~y"'·{~- Ji1;:-:!~;'-~:r~:-:~;:·r,_~.~:"\~.~~~·~ .. ~~--~1-'.~·;; ~{r:~ .. ~t?·· :~_?\ ,_, _;·:·~ ·> _-,\· -' 
evaluados.,en~;h 14{ti\~;úh:;+;,-;ti:ll;;iY!:~e.cómpiil:á.con .el. i::.·establecido. Si esta diferencia es 
. . . , ......... "· ·.~''. \, :-:··~',~'.'.:·_ ::.'./T·V·:~:·. ::;,?F}:J~:~.:~·~-.~~t.:·-; ·:::-:f:>~·S'."'.:.·;:·/ .j~-:~1~J::-.:::~Jr./.~~--'.~ .. \=:-:/>:~·. ~:'·-:~ · · _.·: - · 
m~no1~. 9, ig~.ª~1':9~~á~~;~~;;1~l{~Sl~~!~.~~.P;,;~-~,t~R1~,¡CO~() satisfactorio y se almacena; si es mayor 

que ~1J~od~&~i~tl~iJ(~~~~~:::,:~::::.::::o'.h~l =::·de vueltM 
que cm:npl:ta. e~ ¡::~er~o·~~cu.ridarie>;( ~bien la partícula dependiendo del problema) alrededor 

del cue~~() p~iíii.~!ió'.;~· .. :~·;,l\·';j;l,JJs)?~~f;,¡.',/ 
· ·. Exist~,otio,pa.l"ám~tr~'~E~~ffi:paración que tomaremos en cuenta en esta tesis: el 

tiempo de integración· de C'cad8. método. Este parámetro también nos interesa debido a 

que en la.mayoría deJos problemas que se quieren resolver numéricamente, en particular 

en astronomía, involucran muy largos periodos de integración. No sólo es importante la 
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precisiónde:Un métod~ nurii'érko, sino también eictieIDpo de~cálculo (costo de CPU) que 
·lleva i:ealizafiü:<: ~~~;_ : ':~,-·~'./ ·' . . 

1

é~, :1L.<''' •. ">_;. 
Es necé~~riÍ> .• a~l~:a~ ;duei.to1d~sJbs cál6ul~s s~. }iic:ie~~h e,ll la. misma computadora ( S un-

:~~~w~;i~~t~~~~ii~~r~.t~~~~{~~~tif~=:~::~: :b:~:~:::: 
parti~ll1~~;f!~~~;f{~~~~~~·;~~~iji~~n\,;:c~?u;~:i~;¡~i1-:D:I~'I~S~&~;I_?_: .• ;.· .•. "··· 

La:.t¡-ayecforia\deHafpaitícuhil tanto(e~[el\pr()?leriia'(dé campo'. central. y el problema 

. plano c~61tl¡;f;~i;i~~i<lJ de~l~~~ dii~i~~i;'¿diii¿·í'¡:: w~;:~t8~i¡ 'ciel. cuerpo. secundario en el 

probl~ma de d~s Cllerpos, fue una elipse con -~l cuerpo prl~ario en el centro de la misma 

(ver página 98 del apéndice B), vista desde el sistema rotante. 

4.1 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA DE CAMPO CENTRAL 

Para analizar los resultados que se obtuvieron en este caso, se consideran las siguientes 

cantidades: el semieje mayor y la excentricidad que son constantes y las cantidades que se 

conservan, la energía 'y ef niomerito · allgular. ' 

Para este problell1a se ~ealizó una integración por im periodo de cuatro millones de 
. -' .:_~,.· < -·-: : "~'' -'.=:' .·.{; _ _'\:, ';.~.~>-·. ' ... : .. _, :< _•:_'" ·: ". ::· ;~ ....... :\·-_.-, -- ·-:.>··,;. __ -"_~ ''.J: ;:.,:-.. ~/-.:~:<;,_-, _.---:··-· _,· .. ·-_.·. . . : . . 

órbitas, sin'erribá:rg'C)~l'.metoélo•If-K~l10'lógió térlíiiiíar:lil'iiifégracióri' después de un tiempo 

de·. 21•h?k~~(Y,'~~:·~EÜ,N~~,;',~-~~'.~}~~~~~~~~3~:~-'5E~~~~~~;-~~~icÍ~·.·~··'~~e- en· el código construído 
para.e'stéoojetiv0Jexisú{ii:h'a1·'éail,tidad)llamada''MAXSTP, la cual es el número natural en 

dob1{~p~e~i~ii~':1M~~,'iiahaJ·í~~~fui~id'.<J~,:~~;~~frJa1~k:elriúmero máximo de pasos que debe 
: ~. · :. ·<:-:: -.--,.".:: "·;_,_;~;'.,'.:.:r>~."~·'.~-?~ ~ -~\·1:'.:·-:·iz;:.~.:::,~i-~ i}~Y·.:·E;~~·<;~r;~/ .. ":\}\1.tr~~"':;.·t;;';·~--':·;\~:-~,~~· _ ·:- . · 

intentar el integfadór~'para.avarizar~de')m;purifo:a.otro en la función. Esto quiere decir que 
. ~-- ··::<'.)·; -.~i-·::. ><<-~_ .. >'j/:C ',·:;;/-·.,-., .. -~~:;~:}2~,;~~Ó~'/'.J::\.~;J_~~ .. --·,_~¡'.;;:\?'; :.; .. ,:.,'.:,: ' 

en'alguria'régión'.de'la'.flindóii~~aLmétodO''.R-Kno le alcanzó este máximo de intentos, por 
. - .. ~ · __ ,_ :_~: . ··< :~, ·_. , '/ -;<~-:::·~ ... , (;";/:· :'~~ ;.·:~;:.. ;~ i~) f; i"l~i2~~---~p~~-~L·:::~:?F,.~~-\ 

lo que no pudo coritinua;r.'•cori la:tiritégrai::ióri: :'º · 
- -- ·-·----~~:- .. --. ' . . ··:_:":' : .'~:; :~'.:· .• :::'.,.::-:_ ~ :-~::·;¡;~.{ :~·.;, .~~:<:¡[fh.~\:.: "("~:.'.~.:~~-~~~-.. \. ::. ~--

Debido a este'.problemá'no'conoceñios:;Ioúesultados de dicha integración, ni el tiempo 

que hubiera téirél~do:é~ ;~~~lif iJi~{~;~.t:/~t;~it~.; '· 
El rriétodode B~Snb:p~~·~e~~~;··,~~t~;~Jiiiema y terminó dicha integración en 15 horas 49 

minutos y 28.22 s~~undo~}~ Si~ á;iB~fg;g·ai'~o tener los resultados del R-K para compararlos 
con B~S, no' se pr~;e~ta~YJ.~{;µl~~;;;t. .... 

La trayect6~iél:ici~·1él:''.~;;±ü6~ia'~tanto en este problema como en el problema de dos 

cuerpos y ebp~Clblerna '¡Jial'J.(> ~kcular restringido de tres cuerpos, fue una elipse alrededor 
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del cuerpo primario, vista desde el .sistema.rotante. 

La tabla.;i:mue~tra las·co~;cliéiones iniciales de este problema y la tabla 11 muestra los 

resultados'p~ta l~~ integi:áciories hechas é:on este problema. 

TABLA l. 

CONDICIONES INICIALES: PROBLEMA DE CAMPO CENTRAL 

Parámetro Valor 

m o 
m1 5685 X 10269 

ªº 185540 X 105cm 

eo 0.01 

-\o Oº 

'WQ 6.5° 

Donde m es. la masa de)ll; partíc~la, ffi¡ (lS la masa del cuerpo primario, ao es el semieje mayor inicial 

de la partrcul~, ~o e~. I~ exc~ntricidadi~iciai del!Í: p~rtícula, w es el argume~to del ~·edá~sicle y X = O 

indica que el periápside (ángulo para él cual ladistancia entre mi y m2 .es mÍ~irila)se ~ncuer:itra en la 
parte positiv~ d~Í eJé.X. · . .. . . . . . . . . • . 

·.·.,, :' 

TABLA 11 
DATOS NUMÉRICOS;DE LAS INTEGRACIONES .. 

PROBLEMADÉfCAMPÓ°CENTRAL' 

Corrida No. 

.-;·:.·;> >·:¡ ; ;,··; ~:-;:· ;>~~:·· . ._ -~\~;_:. -· 

é)· · < •.· '.>Método .· 
:·_;:~:-.;,"(<~-:-;;~~-~~:;L. ·:,-'.~,~>,J~-~-,·,·, >.:,.: . 

5 ~ io-"15 

·· 5x io-\5 

-:'.•_.:··._,·,, 

'·':<·R:K 
B-S 5 X 105 

tcpu (hr) 

13:59:48.11 

02:45:12.5 

Las gráficas que corresponden a las corridas 1 y 2 se muestran en las figuras 4.1.l(a) y 

4.1.l(b). 
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·. ·-

Se superpusieron los resultados de ambos métodos para cadaunade las cuatro cantidades 

que se analizan. Las figuras que representan esta superposición son: Fig. 4.1.l(a) (cambio 

fracciona! en el semieje mayor yla excentricidad) y Fig.-4'.Ll(b) (cambio fracciona! en la 

energía y el momento angular). 

o 

···. CAMPO,~ENT_RAL: 

Bulirsch-Stoer Y Runge-KÚlto 

eps=5x10-15 

Ti~_mpo. en periodos de: m2 

-5x10-B 
0"-'-~~~~1~X~1~0~5~~~2-X-1~0~5,_._~~~J~X~1~0~5~~~.~4~x.~1Q~S,,._..~~~5~X~1Q5 

· ~iemp~ en period~s ·de m2 

Fig. 4.1.l(a) Cambio fracciona) enel semieje mayornormaHzadoy cambio fracciona) en la excentricidad 

para el~ra'blema d~ campo ce;;traÍ¡ p~:~ 5 X '1'05 · órblt~ ~o~~e ~- 5 X i()-is. La línea corresponde a la 
...... , ., ·' /.·,·;':'" .. .' . . .,·· . . ... 

. superpo;ició~ d~ a~bos méto46s. ') 
!· ._ -;, '·''' _, .-.-

En las gnífic,as d~:esta.fig~ano se aprecianlas diferencias entre ambos métodos, al menos 
en una parte óeriho8 , 
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0 1 x105 

CAMPO CENTRAL 

Bulirsch-Stoer Y Runge-Kutto 

eps=5x 1 o-is 

8-S 

3x105 

·:Tiempo en periodos de m2 · 

8-S 
,¡, 

2x105 · 
lTiempo en -;'-·.·; 

Fig. 4.1.l(b) Cambio fráccional en la energía y el n'iard~1ito.angular par~ el problema de campo central, 

para 5 X 105 órbitas con € = 5 X 10:_15 . La línea\~ntiliua'. corresponde al ~étodo B-S, mientras que la 

línea .descontinua al R-K. 

En esta figura se aprecia notablemente cómo R-K (a pesar de que la diferencia entre los 

dos métodos es muy pequeña), la conservación de ambas cantidades decae más rápido que 

con B-S. 
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4.2 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

Para el problema de dos cuerpos las condiciones iniciales se muestran en la tabla III y 

los resultados en la tabla IV. Ambos métodos terminaron exitosamente la integración por 

4 x 105 órbitas. 

TABLA III , •, .' 

CONDICIONES INICIALES:,' PROBLEMA DE ;DOS CUERPOS 

Valor 

1X10::-6, 

5685 x,,10269 

185540 x 105 cm 

o 
Oº 
Oº 

Donde m1 es ,la masa del cuerpo prilllarfo, m2 es la masa del cuerpo sécundarí'o, ao es, el se~ieje mayor 

inicial del cuerp~~~c~nd~~io/~il ~~t~ ~aso,el radio dé la órhiia y i:~rr~spc>~<lé'~ la'. di~taricia Sol-Júpiter, e 0 
• • i :·.: ,-,__ _; r·-:'. /º/·.~/'.·'.·~,}~Üf:,~~1;~.~'5:~·;.J:t:',_·;·;~.f :": ~:~~:·.~}:_'.}} .. ~?~ < '~ .'.·:«~:~:-,;f:\; ,-~'.:i•} ... ' -~~~· ~).",~~-;.~: ::+~~>:::J,!(1'·.::·, O·_'.·~;~{~f:·.t'j~,,;oi.;~.f!·/, 4:;~·1''(!:~-~·,:·• .>;f ~' ._-. ' ' ' ¡ 

es la excentricida.d iniéial deLéuerpo secundario; w es el argumento'.del ¡)edápside y ·X= O indica que el 
_. · .1·:-:_:.:~~:'.\·.:~-;::,.:·,~.~~-;'_:;i(:~,_;.,<-:·!f:t-~·;·1/~:.(;,;,~"t~,~:·;>:-~~-.:.·.; .~:~;-,:~:;'~n,:-:'- ... -~.-~·---·· ~; L:;·"" _-,_>:_;-: ,.· - ·.' 

periá.psicle se, encuentra é'n'lajiarte positiva del eje X: . 
·.>:·~- -~"';\::.)~::-! O\:_.;;y_-. ;.~-· ,'-

, :::-·:D ;).-:':-'~ J·-. :/. - -

: ·i'_ :;·./ ·•.:·~·. 

Po,1· se(:p~).)r'~9,1el'b.~:~f~,~l1lar, de dos cuerpos, tanto la excentricidad como el radio de 
la órbita ,deL~uerpo sepúlldari~ no deben variar con el tiempo. La tabla IV muestra los 

resultados d~ las i~t;egra'.ci~n~s realizadas. 
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TABLA IV. . 
DATOS NUMÉRICOS DE LAS INTEGRACIONES 

PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

. ,, . 

Corrida No.··· 

3 

4 

e 

1 X l0..: 14 

1 X 10-l4 

•.. ·· .. Método .. 

•. ¡:~.--. ----¡,,, -

R-K 

B-S 

No. órbitas 

-,-,- -., -;. _-_ 

4 X 105 

4 X 105 

tcpu (hr) 

00:57:37.11 

00:09:43.06 

Las figuras 4.2.l(a) y 4.2.i'(b) muestran los resultados de la corrida 3, obtenidos para 

el método de R-K. Todas las cantidades que se analizan corresponden al cuerpo secundario 

en el sistema cuyo origeU: ~stá en el cuerpo primario y ~~~ ~jes no-rotantes. 

Como se observa en la primera gráfica d~ l~figurél. i.2.l(a), el cambio en el semieje 

mayor (radio) es moí1ótonamente decreciente; pero'l~ pbservac::ión al respecto es que al 

parecer R-K genera ~rrores del mismo signo dtJ~út{~h.desarrollo (en los cálculos) por lo 

que estos errol:es se suman (ya sean positivos o ;n~gativos). 
La segunda. gráfica de la figura 4.2.1(~) coi~~~pb~d~ ala excentricidad de la órbita, y 

como es de esperarse para una órbitacirctiiá'.l:,'~j;·~alor siempre es igual a cero. 

La tercera gráfica de la figura4:2.~(~).~aj~istra. ~n el 'cambio fracciona! de la energía, 

la cual se conserva hasta la décima cifra,G·esultado que. se considera bastante bueno. Las 

líneas rectas indican que durante ·1~ti~bast«sfbitélsel valor de la energía no cambia en la 

onceava cifra, parece ser que el I'e4§~d~ch:>clirré hasta la decimotercera cifra. 

La cuarta gráfica corresporide'~Í·¿~~hio fraccio~al en el momento angular, la conser­

.vación de éste, a pesar d~ di~in.iri~%~\ú1 fact~r de. diez después de aproximadamente mil - ' .. ' "' ....... -, .,.;·· .. , ........ ·· ... -.. , -

ór:bitas, es igualm~ll,.te,,bue11ó,··~o~o ~n el caso de la energía, el momento angular no cambia 

en su decimopri~~r~.~C:Ítfé.Í d).Írante un gran número de órbitas. Podemos considerar que 

para este caso partic~;ixla precisÍón del método R-K es muy buena. 
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PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

Runge-Kutla 

eps= 1X10-14 

.,.-1x10:]~1~· · .· 1 ~ =~~]g-11 -
1.,. -4x10:1J · 
o =~~]g-11 

0"------1-X_1_0~4,------2-X_1_0~4,------3-X_1_0~4,-----~4-X-104 
Tiempo en periodos de m 2 

~:~~6~l 1 -=- º·ºººº~----------------------------~~ . ·~ 

-0.0005 
-0.0010"-------~,----------,,-------......,,------~ 

1 x1 o4 2x1 o4 .,'.·' '' 1 ·'·3x.1 o4 4x1 o4 
Tiempo en perlód~s: d~,:m·, 

o 
,,. 

~ :.s.ó~1 o:]~ ~"'."C==t:==;==-~~ts~~~ti:;;;~0:-:--:~------~ 
·::=:: -1.ox10_ 11 

O -1.5X10 11 
~ -2.ox10: 11 
2; =~:g~1g-11 ""-------'-'-""'--:---,-_.;.;;--.,~-'--':'---'---'---~:------'--"" 

F••·· •. ,.,:). s.m••i•·~~ ••. c,4,J~I~f iial~~~[~~.~~~C::·,. ··~·'· :·~:m•••· ~,.ra, 
del cuerpo.secund~rio,:para'.el prbble~~'cie dos:du~~~~p; Se.ÜsÓ eÍ ~étodo R-K, para 40000 órbitas con 

€ = 10-14, :'::'" 

La Fig. 4.2.l(bfmuestra un resultado que parece bastante interesante. En la primera 

gráfica aparece ercambio fracciona! de la posición en X del cuerpo secundario en el sistema 

rotante.•'Esta posición no debería cambiar con el tiempo, ya que es una distancia fija al 

cuerpo prifu~riÓ (unidad de distancia delsistema, distancia Sol-Júpiter). 

Sin ~rri~~r~o 'parece ser que R-K también suma los errores acumulados en esta can­

tidad y, aúnqui la variación es muy pequeña, se puede observar que tiende a disminuir 

monÓtonaIT1~I1te, como si se acercara al cuerpo primario, lo cual se podría explicar si los 

en'ores acumulados son del mismo signo. Este resultado podría ser un problema en inte­

graciones de millones de órbitas. 
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CAMBIO FRACCIONAL EN LAS COORDENDADAS DE m 2 EN EL SISTEMA ROTANTE 

Runge-Kullo 

eps= 1x.10-14 

Ql""""':::O--~~~...,...~~~~~,-.-~~~~...,.-~~~~----:i 

-z.ox10-l 1 

'C) -4.0X10- 1 l 

~ -s,ox10- 11 

O' J: -e.ox1~-11 
~ -1.0><10- 10 

-1.zx10-10 

-1,4~1ci- 10 ""'-~~--....... ..,.....~---.......,~~--....... ...,.....~--~ 
.O 1x104 2><104 3><104 

t 

Fig. 4.2.1 (b) Cambio fracciona! de la posiéi611 ci~rcuerp::;: seéunda~io ~n ~¡ si~tem11, rotalite para el problema 

de dos cuerpos usando el método R~1~ge-Kutta,conioob~ 6~'~¡;~ ~:€ ~ 10~~4 . . . . 
" -:'_: :)-_-¡< T;'..i( _¡·.,.,_,.:: -; .,:: .. : , ·• , __ . ··<-.'.~'-,, 1~. 

En la segunda gráfica de ~sta flgura,·se uiu~~;~Z-~i'~~i;i~i{rr¡~ci6~~Í2 de l:posición en y. 

Se observa el mis~o co~poftahiifrt~~§~;~~i"~~1~?~fi~~ ~~te;io~, ·~Ólb que en este caso el 
error crece monótonamente y ademá.S)o hace rimcho más rápido que en x. Teóricamente 

la posición sobre.el f:)j~Ydebefía ~ei'.si~fupJ:~:ighaf a cero. 
-- ·-- •. -- :\.," ~ --,,--.. ~ 01·:~ - - ~~;:,'~-~'.~}~{ p~:i(:/~·-~L-. ~ \,~·. 

Las figuras 4.2.2(a) y 4;2 ... 2(bfIÍiu~~i~án)os'i-es'ultados obtenidos por el método B-S 
', .- :. '. ·;(. '. - . --·- .. ' ·.- }~:,, .. <;'¡ :,;.·=·~:· .-.,_.;: . .,.\ ~- -~:,~--· ',;. :.:~:¡_;:)-::.,,.: .t,; .. ·. · •. ·. : : :· ~: .. ~ 

para la corrida 4 con las 111isín~s ccmdiciéniesinicialés. pero utilizando B-S. 

La primera. gr.áfica, ~~ l~,~i~:'/'1.2~2(~) muestra el comportamiento del semieje mayor 

(radio) en .el tié#ipo: :d~;I~::rii.i~~~; ~~~é~a q~é ~o~ R-K. Sin embargo en esta gráfica se 

puede apreciar qúe Br.S)sí.:toin~·''é;f¿t1enta las pequeñas variaciones que tiene el semieje 

mayor, a dife;enéi~'.~~ R-I(<,~aréce que los errores que acumula son de distinto signo, por 

lo que se compens~n. 
AlanalizarJo~ A~tos obtenidos nos dimos cuenta que B-S redondea los resultados ele 

forma distinta: que. R-K, observamos que su redondeo es en la decimoprimera cifra. 
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- ·;~·-· .. 

La gráfica de la excentricidad muestra ~ valor. coii~t~n~,e e igual a cero como se espera 

para una órbita circular.· 

La tercera gráfica corresponde al cambio fracciona! de la energía, en este caso muestra 

que R-K conserva mejor esta cantidad. en un fact.or de diez al término de la integración por 

40000 órbitas, por lo cual podríamos declrque R-K es ligeramente más preciso que B-S 

para integraciones relativamente cortas. I,o mismo ocurre en la conservación del momento 

angular, que se presenta en la cuarta gráfica de esta figura. Sin embargo se puede apreciar 

claramente que B-S toma en cil:enta ·las variaciones ·pequeñas, que se pueden deber a la 

forma en la que este método realiza los redondeos en las últimas cifras, como se mencionó 

anteriormente. 

PROBLEMA ·.DE DOS CUERPOS 

Bullrsch;.,.Sloer 

Fig. 4.2.2(a) Semieje mayor (raclio);'e~~erif~\~;Jil~;~~k~'~¡(;':r;acci~l1ál en la energía y momento angular del 

cuerpo secundario para el problema 'ele 'c1C.~''6~e~Jcis.' Se 'usó el método Bulirsch-Stoer , con 40000 órbitas 

y€= 10-14. 
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-' - - . - . ~---~--- . . . . - . ' 

La Fig.· 4'.2.2{b) corre.spondealos c¡:imbios fracci~nales de la posición del cuerpo secundario 

en el sistema .rotante;o_ Muestra uwcon:iportamientofmuy distinto que para R-K (Fig . 

4.2.lb). 
. ·· ·'.:.; ":',. 

.,1 .. ~:-> ·r:~;-~\·~~H:»;1~\:;,., 
· ... - ··,-:·-.;;;..: 

· CAMBl.O FRACCIONAL EN LAS COÓRDENADAS DE m 2 EN EL SISTEMA ROTANTE 

Bullrsch-Stoer 

'eps=1x1o-•• 

1 x10 4 

'2x104 ;. 
t ' 

Fig .. 4.2.2(b) .. Cambiofraccional ~n l~posició~d~lcu~r,p~secundario en el sistem~ rotante para el problema 

de dos cuerpos'. Seuso~l~étodo,BuÚrsch~s't¿~f;·~a~li. 40000 órbitas y e= 10-14 . . ', . - : ' ; /'.• 

Como se ve en la primera gi-áfi.ca de la figura, el método B-S parece compensar los errores 

en sus cálculos. A pesar de que las variaciones alrededor de la posición en x del cuerpo 

secundario son muy pequeñas, son notoriamente más marcadas que en la misma gráfica 

para R-K. La idea de compensar los errores se refiere a que son de distinto signo, por lo cual 

la gráfica aparece más ruidosa. En esta gráfica B-S no presenta un aumento o disminución 

monótonos. El comportamiento de la gráfica es el movimiento del cuerpo secundario en el 

eje X rotante, en torno a su posición inicial. 
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En el caso de la .se~undél.; grá.fica'. de esta figura, el cambio fracciona! de la posición en 

y el valor de hL~riación'es"mucho' más grande que en x. ·La gráfica sugiere que para 

integracione~ mucho irias l~~g~~ este movimiento en y se hace cada vez mayor, por lo que 

podría dejar .. su posiCiónc:liig;Í~al y::=. o. 
Finalmente se :reaÚz8.ronclos integraciones más para el mismo número de órbitas y un 

€ :::: 1p-13 , con lasniisma,s co~diciones iniciales. En la tabla V se presentan los resultados 

obtenidos; 

TABLA IV 

DATOS NUMÉRICOS DE LAS INTEGRACIONES 

PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

Corrida No. € Método 

5 1 X 
0

10-:13 R-K 

6 1X10-13 B-S 

. . - : -. -_ . '.· ' 

No. órbitas tcpu· (hr) 

4 X 104 00:39:06.20 

4 X 104 00:03:27.33 

Las figurasA.2.3(~) y 4:2.3(b) llluestr.an Jos resultados obtenidos con el método R-K 

para la corrida f yl_~s_flgijras;4.~.A(~) _i 4,~;4(b) muestran los resultados obtenidos por el 

método· B~S 'pa~ii: Úi. éo~ficl~ 6. 
. .- , .. «·-·-· '·-, .- ·. 

Para ·las ·grá.fitas d~)>elriieje mayor· y éxéentrÍcidad, el comportamiento es el mismo 

que en la. int,e.~~,ci<)? ~°'te~~or; • .•.••.... ·. . .. 
Estos resultados muestran que· B~S·al término de las 40000 órbitas conserva mejor que 

\" -. ,.:/~ . '.:.':'.¡;~'..·· \ - ._:- ;. . . .. 

R-K tanto la energíá.'coino el momento angular, y ésto se debe a que el€ que se establece es 

muy grande por lo ~Üal no es funcional si se escoge el método R-K. Sin embargo confirman 

lo analizado en.Ja ,i,ntegr~C:ión anterior, para el caso del cambio fracciona! en la posición 
del cu~rpo s~~u~d~Ío' eii :~lsi·~~ema. rotante . 

. - - . ; . . - . ~ .. ~.~:: . _, .. ·· -': '-... .-.. .- -'. 
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PROBLEM~~DEDOS CUERPOS 

Runge-Kutta 

.. 1' 1·0-13 eps= x .· 

Tiempo .en periodos de m 2 

g:gg6~ l 1 
O.OOOOE-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-::1 

-0.0005 ' ,/ > .······ .· 
-0.0010"--~~~~~~~--,--~~~~~~-,-~~~~~..,.--~.,..-~~~~~~ 

O 1 x10 4 2x1o1>'.h<:;:;·y. · 3x104 4X104 

o 

Tiempo en; pe~todo;;.-:·:·deJ~·~,·~·':;·· ,,. -
··:. --~·:~~ <.:!'.};.~~:::t~;:-~¿:.'·:; .~:-· 

. Tiempo en Periodos d~ · m~ 
; ·.- .~'.:·:¡~·.'· -~ . ·::·.~.-:· <··'·','!--: ;,'.:.·:: 

:,,. 

Fig. 4.2.3(a) Semieje mayor, excentricidad, caÍil~io fr~cci.Onal'~r;ja.·~~ergía y el momento angular. para 

el problema de dos cuerpos. Se usó ~l método ri.-1~,\6;~~4irx•.~ib1.¿~~lt~; € = 10-13 . Tanto L como E 
' ' - - ··: .• ,. .·. • .. , ,- ,· '·'· ·.·::,, .··JC·;·•~-:-.;r" 

pierden aproximadamente una cifra; ya que la toler~rici,á'.-ati'in~ritó ti~ orden de magnitud. 
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CAMBIO FRACCIONAL EN LAS COORDENADA~(; DE m 2 EN EL SISTEMA ROTANTE 

Rünge-Kutta 

o 1 x10 4 

1.2~1¿-=4 

eps=1 x10-13 

2x104 

t 

3X104 

Fig. 4.2.3(b )" Ca1nbi~ fraC:ciollalenla posición del .c~erposeC:undari~ en el sistema rota'nte para el problema 

de dos cu~rpos, S~ ~~ó~~i IÚ~fod~ R~i:igf3--Kutta , c~n4 Xl04 Órbi~as y E = 10-:'::13 . Notar la diferencia 

en Jos .Hmit~s de l~s ej~s v~;¡i~al~~; 
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PROBLEMA DE DOS CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

eps=1x10- 13 

~-5.ox10-1?~ 
í -1.ox10- 10 

oN -1.5x10- 10 

O 1x104 2x104 3x104 4x104 

Tiempo en periodos de m 2 

0.0010 l 1 0.0005 -
:;;;:·. O.OOOOF-----------------=1 

-'0.0005 
-0.0010"-~~~~~~~-,-~~~~~~-.,.~~~~~~~,---,-~~~~ 

........ 
o 

o 1x104 2x104 h•<·¡.· 3x104 4x104 

Tiempo en perÚÍdos de m 2 

Tiempo en periodos de m 2 

~-.2x·10-19.~ o -4x1o- 11 
'::i' -sx10,.. 11 s -8X10- 11 

.=.. 0---~~~~~-,-X-1_0_4~~~~~2-X-,-10-4~~~~~~3iX-1_0_4~~~~~-4--X104 
Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.2.4(a) f!'¡emieje mayor, excentricidad cambio fra.ccional en la energía y el momento angular para el 

problema de d.os cuerpos. Se usó el método Bulirsch-Stoerl; con 4 X 104 órbitas y€= 10-13 . 

;.- .. <.; ",, >. t·) ·>;~~/;~; ;:: ;·~· ~_;:: ~~'' 
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CAMBIO FRACCIONAL EN LAS COORDENADAS DE m 2 EN EL SISTEMA ROTANTE 

Bulirsch-Stoer 

eps=1x10- 13 

o 

,....._ 
-2x10- 10 e 

X 

~ e 
-4X1Q-lQ X 

1 s 
~ 

-6X1Q-lQ 

o 1 x104 2x104 3X104 

t 

3x104 4X104 

Fig. 4.2.4(b) · Cá~bio fra~~io1uil enlaposición del ~lle~posecu~da~io enelsistem~rotante para el problema 

de dos cue~pcís! Se. usó ~IZmétc:ÍcÍó BúlÍrsch-Stoér ·;ccin 4:;x\10Ú~~~it~:~y>€.j,·~·~1Ó~.13 .• Se observa una 

disminución en x(t) c;:,m;:, si m2 se a~ercara a)cu~rpo p~i~a~Ú>; :M.ieiitr~eny{i) el valor va aumentando, 
: '. . - . -. . - .. . . . ··- . _· '·' ,. 

alejándose_ del eje X. 
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4.3 RESULTADOS PARA EL PROBLEMA PLANO CIRCULAR 
RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC) 

Para comparar los métodos de R-K y B-S en este problema, se presentan tres casos con 

condiciones iniciales distintas para la partícula pero para un cociente de masas (m2/m1) 

fijo. Para cada caso se utilizan distintos e. Los elementos osculantes que se analizan son 

para la partícula (o tercer cuerpo, cuya masa se considera despreciable en comparación de 

la de los otros dos cuerpos, ver capítulo 11), calculados en el sistema cuyo origen está en m1, 

pero con ejes no-rotantes. Al no tener sólucióri analítÍca, e~te problema es más interesante 
•ti 'I ' · ' .. , 

que los .. dos anteriores. Las condiciones ini,ci.ales para esta integración se presentan en la 
·tabla VI. 

,,. . ~ '· ·~ ~ 

TA:BtA.vf• ... 
coNmcio:NEs'.iNrcrAiEs; ... 

PROBLEMA,PLANO'.ÓÚlCULARRESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC) 

. ' . . 

m 
m1 

m2/m1· 

.5685 x'lo~69 
... 1·;;;1p~6, ..•. ·· 

o 
185540. X 105,cm 

o 
o 

Oº 
Oº 

Donde m es· la masa de la partícula, m1·es ia masa' def cuerpo primario, m2 es la masa del cuerpo 

secundario, ao es el semieje mayor inicial de la partfciila;· a2 es el semieje mayor inicial del cuerpo secundario 

m2 ,' eo es la excentricidad inicial de la partfcula;e2' Ei's Ía excentricidad inicial del cuerpo secundario, w 

es el argumento del periápside y ,\ = O ·indica cjue el periápside se encuentra en la parte positiva del eje 

X. 

51 



. . 

En la tabla VII se. presentan los resultado obtenidos ·para esta integración. 

TABLA VII 

DATOS NUMÉRICOS. DE LAS INTEGRACIONES 

PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC) 
.. ~>r. \ 

Corrida'No. € 
.. 

7 5 X 10-16 

8 5 x 10.:..;16 • 

9 5 x 10-14 

10 5 X 10'-14 

11 5 X 10-13 

12 5 X 10-l3 

Método 

R~K 

B-S 

R-K 

B-S 

R-K 

B-S 

No. órbitas 

4X104 . 

4xlo4 · 

4 x 104 

-; . ~-

ta?u (hr) 

··. 00:09:43.06 

00:39:06.20 

00:03:27.33 

Las siguientes tres figuras corresponden a las corridas 7 y 8 respectivamente. Las 

cantidades ql1e se analizan son el Calllbio en:; él ·seilli~j~/mayor y la excentricidad de la 

órbita de la partícula y la única cantidad que ~~ ci6ri~~~~ ~n este problema es la constante 

de Jacol:ii'(ver capítulo 11);: ..... ·.· .:· t~L: •;:'.\·,.,º ·: 
La Fig. 4;3.l(a) muestra los.reiliifféÍ<'.i~}·ó)it~aj(lós'para la corrida 7 y la Fig. 4.3.l(b) 

- •. '·. ,i . "'. ', .:·.: .~··y .... -.~,_ ;;~·.·.·:: -:-·-.·:·:' -~'. ~ ~>. t-..·; . .''.·~~:·-.-:-.:· :-;"; '·,· .. - .- ' 

muestra los resultados para la co~~icl~'á;:;cóil.~··¿~'.:;; 5"x·io-16 durante 40000 órbitas. 
. -. .';,_:· .. ·:~! .. ·«~{.~~-,~&,1.":-~>:'\~> ·s::;~\::1~l!:;,~:1q:_;~/:: ··:.:._ · ·'.. 

La primera gráfica de. estas figitr"as'¿orrespóñde al semieje mayor normalizado de la 
partícula y si nos fijamos bieri.,<l~:.~á~~-~\;;~~~':B.::s presenta unos pequeñas variaciones 

de corto periodo que la mism!Í Jáficia-~ar~ R-I( no presenta. Para poder apreciar estos 

detalles claramente, se hace mi acerc~mierito ·de. esta gráfica para ambos métodos que se 

presenta en las figuras 4.3.2(a) para R-K y 4.3.2(b) para B-S. Lo cual nos indica que B-S 

sí toma en cuenta las variaciones de corto periodo y R-K no. 

La segunda gráfica de las figuras 4.3.l(a) y 4.3.l(b) corresponde a la excentricidad de 

la partícula y para ambos métodos esta gráfica es idéntica, como se puede apreciar en la 

segunda gráfica de las figuras 4.3.2(a) y 4.3.2(b) que corresponden a un acercamiento para 

la excentricidad. 

52 



PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Runge-Kutta 

eps= 5x 1 0-16 

6.2996x10-l ~~~~""""~~~~~~..........,,--~"""'"~..-,.~~x--~....,,.-~--.......--...,.....""'""'~-,,.~ 

6.2994X1Q-l 

6.2990X 10- l 

6.2988X10-l 

0.012 

0.010 

0.008 
2 0.006 
"' 0.004 

0.002 

º·ººº 

o , 3x104 

Tiempo en·.pe.rio.dos ,de m 2 
' -. .,,·;; .. : 

Fig. 4.3.l(a) Cambio en el semieje mayór. (normalizado,) ,de Ía'.pa;tícula, excentricidad y cambio fraccional 

en la constante de·Jacobi para el PPCRTC .. S~ ~sóelmétoclo''Runge-Kutta, para 40000 órbitas y€ 

5 X 10-16. 
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

eps=5x10- 16 

6.2996X1Q-l .-~...,-.~-..,~~.,.-~-...,-~.......,.~~....-~-..-~....-,.--~,_.,~......,.,~~,..---~-,.-, 

6.2994X1Q-l 

ó' 6.2992X10-l 

~ 
o 6.299QX1Q-l 

6.2988X1Q-l 

2x104 3x104 

,···.Tiempo en periodos de m 2 

' .-- .--- - · .. -.-·- . ':< -. . .-, 
Fig. 4.3.l(b) Cambio en else~i~je mayor (normalizado) de la· partícula; excentricidad y cambio fracciona! 

";·,' 

en la constante· de'.Jacobic, para _'el '.PPCRTC. Se U.s6 el método· Bulirsch-Stoer, para 40000 órbitas y 

€ = 5 X lQ- 16 •.•. 

La tercera gráfica el~ las 4.3.l(a) y 4.3.l(b) corresponde al cambio fracciona! en la constante 

de Jacobi. EI1ella seipuéde ~bservar que B-S tiene'estructura fina. La conservación de la 

constant~ de Ja°cC>bi pa~a a1llhos métoclos es prá.C:ticamente la misma, esto indica que para 

integracione~c~rtas'y un ~pequeño, R-K ~s tan eftC:iente como B-S, excepto por el tiempo 
deCPU. ··.· ... · ..... ···. . . 

·. . - - . . 

En las sigÚi~ntes figuras note la diferencia entre las escalas para las gráficas del semieje 
mayor. 
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Runge-Kuto 

6.29950xlo- 1 ~ 

6.29940• 10- 1 

ó" 6.299JQx 10- I 

~ 6.29920xl0- 1 

6.29910•10_, ; 

6.29900 • 10- 1 : 

eps=5>C 1 o-l& 

6.29890x\O-l E.:_,_ __ ~----~---~----~---'-" 
2000 2500 JODO JSOO 4000 4500 

Tiempo en periodos de m 1 

1400 1500 1600 1700 
Tiempo en periodos de m1 

1800 1900, . 

' . ' ' 

Fig. 4.3.2(a) Acercamientos en el cambio en el semieje mayor (normalizado) dela partícula y la excen-

tricidad para el PPCRTC. Se usó el método R~nge-I<utta, p~ra 40000 órbit~ y€ =,5 X 10-16
• 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

eps=5x10-1& 

6.2996011110- 1 ,,---~------=;¡.:;==;7----~---. 

6.299S01no- 1 : 

6.29940x10- l · 

ó° 6.299.lOx 10- I 
;::,, 
..:¡¡- 6.29920•10- 1 

6.29910•10-I :-

6.29900)1110_, 

6.29B90x10-
1 ~'----~---~----~---~--~~ 

2000 2500 3000 JSOO 4000 
Tiempo en periodos de m1 

~ 1.220•10-2 

1.21Qxl0-2 

1400 1500 . ' .. 1600 ·" ·-.'' 1700 ;· 1800 1900 
. : ;~.Ti~mpo_ ~~~pe~io~os. de ·!":t --

' •' . . . 

Fig. 4.3.2(b) Acercamientos en el cambio en'el se;nieje mayor·(normalizado) de la partícula y la excen­

tricidad para el PPCRTC. Se usó el método Bulirscl~~Stoer, para 40000 órbitas y€= 5 X 10-16. 
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- - -; . . . . 

Uno podría p;egtintarse cu'ál de ·las d.~s Srlfic~s ~ara else~ieje mayor es la correcta. Sin 

tener un ~argumento foohcreto, pomÍ~m~s éreer q~e la gráfica para B-S es la correcta ya 

que est~ Uiét~d() ~a; de~ostrado sermás predso en sus integraciones que R-K. 

La• sigul~ht~· int~graciÓn s~ hi~o • .~C>n·1a.8 lliismas ·condiciones iniciales mostradas en la 
tabla VI,peroparaun € = 10~14,'.. / ... ·\ ;; .. ·. 

Las fi~u'ras 4.3~.3(8.) Y.4.3.3(b) ni_\.ies_trá.rilos resultados obtenidos para las corridas 9 y 
10 r~spe~Ú~alli~~~~. . ; ec · • ·.· · 

PROBLEMA RESTRIN.GIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Runge-Kulta 

eps= 1X10-14 

~ 1x10-91~· .·.······.-·.: ... ·.-.··:··.-.···-.. ··•··· .. ·.·····.·.·.··-······· .. ··-·-··.·. · ... · 
:Q: ax10- 10 .•.•. _ '. -. ·:' ' .-.. .-· . . 

:§: 6X1Q-1Q . ·., .. -: ' . ' . . " · , 

'f 4x10- 10 · · · . . ···. ' · - ·' · ' 

fr 2x10-l~ . < ·.····- ·. · ·.· 
O 1x104 · ·2x104 · 3x104 4x104 

' Tiempo periodos· de m 2 

Fig. 4.3.3(a) Cambio en el semieje rriayor (n'orlriáiÍzaclo) de la partícula, excentricidad y cambio fracciona! 

en la constante de .Jacobi para el f>PCRTC_.- S~ u~ó. el método Runge-Kutta, para 40000 órbitas y € = 
10-14, '.• 
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PROBLEMA. RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES CUERPOS 

Búlirsch-Sloer 

eps=1x10- 14 

? ii![YYY~l,~l I&lf~ 
O 1x104 2x104 3x104 · 4x104 

Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.3.3(b) Cambio en el ~emieje mayor (normalizado) de ~a partícula, excentricidad y cambio fracciona! 

en la constante de J adobi ~arB. el PeCRTC. Se usó el métod6 B~li~s~h-StC>er, para 40000 órbitas y € 
. , __ 1·, •· ~·'",¡." .:'.'J ' ·:''''. ·. ,-;'•· :· ~ -;., ' "' : .,;,<~·}-.:;,:,~~~-~·:,,·/;:: 10-14, .. , ,.,. ',~,· 'N· >• e<>\: ,,, ''-, •. ~:· .. " ', ""'.~:.', < " " ,· 

. :. -:.:./:<:,' ~:;_;_';~.ú~::,_ :....:;~~t:-',.:·s ~< <·'"- .;,, ::: .. ·; ·-;.:--> - .:---·:-:: :~;:;\~:::,<-: .h',? i;~.,~:~:'¡,:::;,,._; 1;t·.-~< 
·. "'./~' .:.~;/. ,:.,·~·-·>· -· ;·.s.:·--~:;-::•_ .- ·-·--=",·· ~;.; :'.:~;: :.:\.:,;\)=\i·-· ,.< '-'·· -'.'.'r~-~~~~~~;::~ ·,/_;)_ . .'-:>· 

: ', '' ',' '• ·,···· ' ,¡;:_ ;§"' ',' ,~1~t~n~\·.,:EY¿:;f:;~:N&ifu~~~2'Lit;;'fi;;;•~¡i,}¡\ .. ,;;.( ' ' 
Si observámos con;~ateriC:ió1i;la~prhúera~;gráficá'de ás}.figuras 4.3:3(a) y 4.3.3(b) (semieje 

:º~yiú·,~~f ~i~~;i~?.l~f~~!~~~~~~rr f :::::·º:~~~·= .:::::7c~~ 
y al semieje niáyor, de; la partíCiilá. y'eri' ambos méfodos el resultado es el mismo, incluso 

. ' , ... ~:- .... -. ·.·--::·'·/ ·<::···~ >.'}·;~1--;· ;>:: .. ::·}~ ', -,:;,·:.--:; .·: {1 •'. :-,: ·:::.·:.:-·"·.:. <. :.< .·. -~?··>. :. 
en los acercamie:µto~;:cl~,hts figtiras 4;3A(a) y 4:3.4(b). La tercera gráfica de las figuras 

4.3.3(a) y4:3,.s(b) 1~oH~;~b~de,~i ca.mbio fracciona! en la constante de Jacobi. Una vez 

más a pril1lern vistase apreciaque B-S tiene estructura fina y como se puede ver también, 

para uh val~i ,de € íriás~~~iide B-S es más preciso que R-K en un factor de diez al final de 

la integración i~~lti~ri siendo 1fllª integración corta. 
",'.), ·;,.,_ .. 
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Runge-Kutto 

eps= 1JC10-u 

6.299601110- 1 .-. ---~----=~-""",...---------. 

6.299501110- 1 : 

6.29940x 10- 1 

ó' 6.299301110- 1 : 
~ 
~ 6.29920•10_, 

6.29910•10- 1 : 

6.29900•10-I 

6.29B9Qx10-I ,_. --'---~----~---~---~----'~ 
2000 2500 3000 3500 4000 4500 

Tiempo en periodos de m 2 

~ 1.2201110- 2 : 

1.21ox10-2 

1400 1500 1600 1700 1800 1900 
Tiempo en periodos de m 1 

Fig. 4.3.4(a) Acercamientos en el ambio en el semieje mayor (normalizado) de la partícula y la excentri­

cidad para el PPCRTC. Se usó el método Runge-Kutta, para 40000 órbitas y € = 1 X 10-14 . 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

epsa1lOC10-14 

s.299601110- 1 r---~---:;;;::;==~;---~----i 

6.29950• 10_, ~ 

6.29940• 10- 1 -

~ 6.29930• 10-
1 

: 

D' 6.29920•10-I . 

s.2ss 1O>e1 a- 1 :... 

6.29900>110-l : 

2000 

~ 1.2201110-2 

1400 

2500 

lf:IOO 

3000 3500 4000 4500 
Tiempo en periodos de m 2 

.1800_ 1900 

Fig. 4.3.4(b) Aéercami.entos en el ambio en ~l,serni~]e·;~ayor (normalizad~·) de la ~a:~úctila y la e~c~ntri­
ciclad para el PPCRTC. Se usó el.método Bulirsch-Stoer, para 40000 órbitas y E= 1X10-:14 . 
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Otra vez B-S muestra variaciones en el semieje· mayor pero tiene más picos que con E 

5 X 10-16 

La siguierité integración se realizó con las mismas condiciones iniciales pero para € = 
I0'- 13 • Las figuras 4.3.5(a) y 4.3.5(b) muestran los resultados obtenidos para las corridas 11 

y 12 respectivamente. Todas las cantidades que se analizan corresponden a los elementos 

orbitales de la partícula, en un sistema cuyo origen está en m1. 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS . 

, Runge-Kullo 

eps= 1X10-13 

Fig. -4.3.5(a) Cambio en el sem.ieje mayor (normalizado), la excentricidad y el cambio fracciona! en la 

constante de Jacobi p~ra:elPPCRTC. Se usó el método Runge-Kutta, para 40000 órbitas y€= 10-13 . 
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Sloer 

eps=1~10- 13 
.. 

6.2996x10- 1 , . .·.>:¡_.:',:··".·::. : ., .: , · ,· ·. ··' ' . 

·:··!_~)- . 
• - ,. j ' " ~ • ¿;~~<·:? - . 

···:. -:;~:<s;}~}~-\' ~~;;:-~;, .... :~~/~>·- !';:-, .::>'~,·:·1:~c;,r i;~~..:,,. '-... 

o 

1:::::::1~~ Y 1.0xl0-9 ' < < .· ·. . · · . · 
fr 5.0xlQ-10~~~~-.· 
~º-~ 

o 1x104 i:':/. -.··;2x104.:,. . 3)<104 4x104 

.·. ·.. • (i :·'}:f;:·j~·;·i.,Ti:j3rr,~~n;;rrlO.~~\t m, .:· .. 
Fig. 4.3.5(b) Cambio en el semiejelmáyor,'.(nc>i'niálizado);•la'éxcentricidad y el cambio fracciona! en la 

ron•:~•• :·,:~t ;;;]~~;~t~i~¡~¡¡~~·(~'~l·jftJ~~Soo«. pa•• 40000 6'bitM y ' ~ 10-». 

Estos resulfad~s~~.orifirrrüin\que}para;;µnI,~alqr(;d~~·€ más grande R-K pierde prec1s1on en 
''.: ·-: _·., :. .. ··-: .: .:: ii:r L;~--.(.t,:;:: ·. ·:??·,. ~ ·-:·~:·~·-::.'-- ;,-:-:"" .· :;r '-:-.. ;,.-. .::;: :~r~~- .::-,<~-~''.)"'.i.'.,,>- ':~·:·-:;"~) .. ~- ,':,t: .. :· i~ .·'- _,'.:, 

la ccmservacióll de''lá\i::onstaiite:·:aeiJacóbi/ade.m'ásde no presentar estructura fina. Para 
los .acer~a11lieiito;'~~;Í~.-irAfi¿ai<l~1'~~~Íej'~··hi~:Yor de la partícula (Figs. 4.3.6a y b), de 

nµevo soÍa~eÜt~ B~S , ~{iestr:~ ias ~~i~6i6~es de periodo corto y más numerosas que en la 
. ·. ,·' .. < ; .· .... ~_.,, .. _, . ' '· .. ·.. . > ,._ .. -·- '· ·. ·,. 

anterior.· 
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PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Runge-Kutto 

6.299501110- 1 : 

6.299401110- 1 : 

eps=lx10· 1
J 

a"' 6.299J0l'I 10- 1 · ..... . 

~ 6.2992ox10- 1 '. 

6.2991Qx10- 1 

6.29900x10-I . 

6.29890•10-
1 ~-~-------------------~ 

2000 2500 3000 3500 4000 4500 
Tiempo en periodos de m 1 

1400 1500 1600. 1700 1800 1900 
Tlempo en periodos de m 1 

Fig. 4.3.6(a) Acercamientos del semieje mayor (nor~alizado) de la partícula y la excentricidad para el 

PPCRTC. Se usó el método Runge-Kutta, para 40000 órbitas y € = 10-13 . 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

eps=1x10-u 

6.29960•10-l •. ---~----c;:¡¡p;i=;¡;¡¡:;;----..----. 

6.299501110- I 

6.299401110- 1 :_ 

a"' 6.299301110- 1 ~ 
;:,, 
i" 6.29920•10- 1 

s.29910>no- 1 -

6.29900•10- 1 ~ 

6.29890•10-
1 ~~--~---~---~~------~~ 

2000 2500 3000 ''.\:.;J500· ••oo 
Tiempo en period~s de; m1 

1.230•10-2 

~ 1.220•10- 2 -

1.2101110-2 

1400. ..1500 . '.".1600.,,,. : .. 1700 ,1900 
Tiempo en periodos de m1 

Fig. 4.3.6(b) Acercamientos del semieje_ mayor (normalizado) de la partíc:uia y la excentri~idad para el 

PPCRTC. Se usó el método Bulirsch-Sto~r, para 40000 órbitas y€= 10-13 . 
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. -- - - .... - .,-. ·-

La siguiell.te integración, sehizo por cien mil óbitas y E = 10-14 . Las condiciones iniciales 

se muestran e~ ia:;t~b1~''vÚi.7:' 
'.\" 

TABLAVIÚ~~.J}·!;::\k·,~t \:. 
CONDICIONEáiINIÓIAL~S:. . ·•. . .·· .· . ' .... ·· 

PR.()~~~~~i~~~~&h~!~Qff.:i\.ll~~TBJNQI.º90Q~-!~~·9yERPOS (PPCRTC) 

m1 

m2/m1 

ªº· 
ª2 

eo 

e2 

..\o 

Valor 

o 
5685 X 1026g 

1 x.lÓ...:6 

0.63005724618926 cm 
185540 ;{ 'l.05.' cm 

. ·º. 
o· 
Oº 

Donde m es Ja masa de la partícula, m1 es Ja mas:,i del cuerpo primario, ·m~ e~: ia 'lriasa· del cuerpo 

secundario, ao es el semieje mayor inicial de Ja partícula y el valor fue en:c~rit~~dd'e~pfri-~alri~nt~ (E~presate 
- . ~· . - - . ·.~ >- . o:·;~:,_: -·<>:" ·:~ :>: ~: ;1J>:.:·1-~'.;.~;,i-~_,~::..!;:.-~::·:«:~:~<·'.·.:S:;·. 1 

, __ :.>;·~·-> .: ... ~_,·<: ·~~ :·~·,... . 
J., 1997),. a2 es el semieje mayor inicial d_e la. del cuerpo secünd~do,'eo ·.es Já eicenfricidad inicial de .la 

::;::u~:. e:i ::~:;::·::;:;,~:::.~:~:~.~~::;.:;,¡;r\~30$f ~: ~~;~~~~¡•Ji:~~l~.;~.;;dO. y/ ~ O 

En la tabla IX se presentan los· rescltai:los 61Jt~fucÍ'.6s;~a~f~-~t'~)t'.t~'gr~Ción: ··. 
' . . . - , .. :.~: ',>, .; •' . .. ", ' . 1, • ' '· ' ' ' ' 

TABLA IX 
DATOS NUMÉRICOS: DE LÁS.~NTEGRÁQÍÓNES 
PROBLEMA PLANOCIRCUL:ÁR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC) . ·:.'.-•,\ •,: _, :-· ,:· ,· ·- ·.·-_. , ·: '· . .- . " 

Corrida No. 

13 

14 

€' 

1 X 10...:14 

1 X 10-' 14 

Método 

R-K 

B-S 

62 

No. órbitas 

1X105 

1X105 

tcpu (hr) 

02:38:51.97 

00:23:16.03 



Los resultados de las corridas 13 y 14 se muestran en las Figs. 4.3. 7a y b respectivamente. 

La primera gráfica de estas figura~ co~re~J>oll.de al semieje mayor normalizado, a simple 

vista am]:¡.as gráficas son iguafos (par~ R~K y B-S), pero si hacemos un acercamiento (Figs. 

4.3.Sa·.y b) pode,mos apredar mieva,in~nte que B-S muestra variaciones de corto periodo 

mientras que R-K nolo hace. >( ·· 
. ,La s~glí.lldá:gráfica c~~res¡J~~d~~~la. excentricidad de la órbita de la partícula y para 
ambos rdét.;dos ~on-~JC~~t~riie?t~"iili;f~~ ihcluso en el acercamiento (Figs. 4.3.Sa y b). 

,:· .. :·-.<::"-
:\._.;-- ·¡. -

PROBLEMA'RE~TRINGIDO;CIRCULAR DE TRES CUERPOS 
- ·'.J i.·:·i '" <;.·!'~ ( -: ' 

. ······.:::{'..:/:1~::¡f1~;:~~~A~~¿~¡.·. 
6.3005x10- 1 ~~~~~~-,-~,--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

6,3000X10-l 

~ 6.2995x10- 1 

~ 6.2990x10- 1 

6.2985x10- 1 

o.02oc--:-c-.--:--~,_..,.,.,-,--:-c-,.,.-:--..---,--.,.,..::::---:--.r...,--~-,--,-.-~,__-,--~.--, 

0.015 

~. 0,010 

0.005 

o.ooo.___~~~---~-,-"'-~-'-'-"'-'-'-,----''-'----'~--"-'-'.;..._~;....;..~--...-'--~.;.,_-' 

o 6X104 ax104 

Tiempo 1m periodos de m 2 

~ ; . . - .. ~, 

Fig. 4.3.7(a) Semieje mayor (normalizad~}de láp~rtícula;•excent~icidad y constante ele Jacobi para el 

PPCRTC. Se usó .el método Runge~Kutt~, p~ra 105 ~~b.Ít~; € ~ ¡{)-14 • . . . · .. · '" ' ,· .. ;, __ ·-. ' ' 
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- -- -· - ---· --'-"• -- --·-----··--~-... ··>~~4 .... ,.,,_._~ .......... ........___. __ __:.; __ 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES CUERPOS 

Bulirsch-Stoer 

eps=5x 10-14 

6.3005x10-l "--=--~~~.,.-~~~--...--~--,--~-...~~~~-.,...~--,----,--~-,...~~~-=i 

6.3000X1Q-l 

o"' 6.2995X10-l ::;: 
0 6.2990x10- 1 

6.2985X10-l 

0.020 

0.015 

~ 

Q;" 0.010 

0.005 

0.000 

o 3x10- 10 
u 
;:::::; 

2x10-lO o 
u 

1 ix10-lO -:::;-
u 

o 

o 

o 

. . 

Fig. 4.3.7(b) Semieje 'mayor (normalizado) de la partícula, excentricidad.y constante de. Jacobi para el 

PPCRTC. S~ usÓ el rri~ici<l~·Buli;scJi~futoer, para 105 órbitas y e = lo,_ 14 . . . . . 
. - ..... , '.r.;:( . - ' . 

·-':,:".-.-·._-;-~ ,_· .:\'.::·.-> 
... ··.: ·;·\·'·:_ ·. ',,:!!·;-::r~.:~--.;~~-·:¿'.~:-.::.,i:~;'.~(;..,\-~ "·· ..'·· 

- ,_.·: ." ;;,> T.~~-~;:~- .. ~·;.· 

La tercera. gréÍ.fica corresponde' ~L-~ambio fracciona! en la constante de J acobi y se puede 

apreciar que B-S conserva· mejor' que R-K esta cantidad por un factor de diez, además 

de presentar estructura finá; Una vez más para integraciones largas y el mismo e, B-S es 

mejor que R-K. 
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6.JOOSOx 10- I . 

6.JOO"Ox1 a- l 

a"' 6.JOOJOxto- 1 

:::; 
a 6.Joo2ox10- 1 -

0.008 

0.006 
-::-.... 

º·ºº" 
0.002 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR DE TRES CUERPOS 

Runge-Kutto 

eps=1x10-u 

1.6Qx1Q4 1.7QK1Q4 

Tiempo en periodos de rn2 

1.50x104 1.60x104 1.70,C104 1.80x104 

Tiempo en periodos de m1 
1.90x1Q~ 

Fig. 4.3.S(a) Acercamientos el el semiej~ mayor (norm~Jizado} de Ja partícula y Ja e;centricidad para el 

PPCRTC.- Se usó. el método Runge-K~Úa, para 105 órbitas y e = 10-14 • . 

PROBLEMA RESTRINGIDO CIRCULAR PLANO DE TRES CUERPOS 

6,.l0050K10- I 

6.JOQ40X 10- I :-

~ 6 . .l00J0K10-I . 

~ 6.Joo2ox10- 1 : 

6 . .loo1ox1a- 1 

a.Joooox10- 1 

0.008 

0.006 

0.004-

0.002 

1.40xto" 

Bulirsch-Stocr 

eps= 1X10-14 

l.SOxl04 1.sox104 1.70x104 

Tiempo en periodos de m1 . 

l.50KI04 1.sox104 1.1ox104 t.80•104 

Tiempo en periodos de m1 

Fig. 4.3.S(b} Acercamientos el el semieje mayor (normalizado} de la partícula y Ja excentricidad para el 

PPCRTC. Se usó el método Bulirsch-Stoer, para 105 órbitas y e= 10-14 . 
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Finalmente se presentan los resultados de la filtima integració~ para 4000 órbitas y distinos 

valores ele €, con el propósito d~ reafirm~r que J3~s t~ma en~~e~ta'varfaciones de periodo 
- r· " ; ·~ 

corto mientras 'que R-K no lo liace. Las condiCiones imCiales se muestran en fa tabla X. 
·{; 

TABLA X 

CONDICIONES INICIALES: .· .. .. . · ... · . 
PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (J='.f'.CRTC) 

Parámetro 

m 

m1 

m2/m1 

ªº 
a2 

ea 

e2 

.Ao 

···valor ... ·.·.·. 

56s5 ><:102a9 
rx'l.()";°~··· 

0.63005724618926cm 

is55~0''.x'1ü5~~ 
.. o 

o 
Oº 
Oº 

Donde mes la masa de la partícula, m1 es la masa del·cuerpo primario,·m2 es Ja· masa.del cuerpo 

secundario, ªº es el semieje mayor inié:ialde .la p~rÜcÜ!a est~ ~~z ¿orrido,eni/15 x)o3 , .a2 es el 

semieje mayor inicial de la del cuerpo sec~nda;i~> ea ~s &'e~~entri~ld~d'. ini¿i~l :el~: 1i pa~tícula, e2 es 

la excentricidad inicial del cuerpo secundario, ro e~ el argu~:~tó' del;~eriápside y A = O indica que el 

periápside se encuentra en la parte ·;c;slti~~;d~I eje.X. ' • . .' :,:;: ' 

Estos resultados han sido los .más iriteres~ntes e iltustrativos por las diferencias y los 

detalles obtenidos en l~ gráficas: El análisi¿ se hace simultáneamente para los distintos 

valores ele € y los resu'lt~d~sse p~esentan en la tabla XI. 
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TABLA XI 

DATOS NUMÉRlCOS DE LAS INTEGRACIONES 

PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS (PPCRTC) 

Corrida No. 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

€ 

5 X 10-14 

5 X 10.:... 11 . 

5 x 10-11 

5 X 10-lO 

5 X lQ-lO 

Método 

·R-K 

B-S 

R-K 

B-S 

R.-K 
B;.S 

No. órbitas 

· 4 X 103 

4x'io3 

. 4 X 103 

... id;-a: <iir) 
-', ,':>~:/.~.:~1:::/::;¡.. •' 

00:00:45.17 

00:00:58.72 

00:00:45.15 

Las gráficas.de las figw·as 4.3.9(a) )',(b) mue~~rah·Iosresultados para R-K y B-S con 
los mismos valores de € r~spectivamente. y';6oi~e~p-()ri°déÍÍ :a.1 cambio en el semieje mayor 

(normaliz~do) pára la partícula. . •. ~;::: (' •• : ~W·:::/ ' . 
Si c()1Ilparamos ambas figuras pod~mos '~pi~¡~i~:1ii_'~~ta.ble diferencia entre los métodos. 

B-S es nmcho ·. más sensible ante· vari~ci(),°'é~{4~2~ecti~ncia alta y/ o periodo corto (Fig. 

4.3.9b) .. en comparación con R-K (Fig. 4:3.9amr:~rire.6iera que R-K hace un promedio de 
los máximb~ y mínimos (periodo corto) iüi~litr'á=g~~Üe{s-s· parece no hacer lo mismo. 

C~~ ambos métodos, para un e '== 5·:~·;].6=:;·7,9:·~F68in'~ortamiento periodico del semieje 
'. ·- .·,- , ,--;_ ... ,, ... -·--. __ . 

mayor se deteriora considerablemente, ya,que ~s· mi € muy·grande en comparación con los 
otros_.dos_ que se_ escogieron .... ·. . ; ·'·"·;-; .. __ •.'•,>.-.,-·.' ;;:'.''"::·:::>.'•)"''''"' 

·-;" >~-, '·· '-~::: / __ :·· 
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

COMPARACION PARA DISTINTOS EPS CON RUNGE-KUTTA 

6.30095X10-l 

6.30090X10- l 

N 

~ 6.3ooasX10- 1 
o 

6.30080x10- 1 

6.30075x10- 1 

o 1000 2000 
Tiempo en periodos d~, n:i2 

Fig. 4.3.9(a) S~rnieje inayor (normalizad~} d~ la partfoU:la p'~~~'~í ;P~cJ~TÓ. s~ ~só ~l'in¿·todo Ru~g~­
kutta, para 4000 órbitas con distintos valores de €. Cada línea corresporid~·~ ~~;;_·i~teg~ación con el € 

indicado en la figura. 
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N 
o ........ 
o 

PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

COMPARACION PARA DISTINTOS EPS CON BULIRSCH-STOER 

6.30095X 10- l 

~ eps=5x10- 11 

6.30090x 10- 1 

6.30085x 10- 1 

6.3oosox 10- 1 

o 1000 2000 3000 4000 
, Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.3.9(bf Semieje mayor (norrnalizado),de la partícula para el PPCRTC. Se usó el método Bulirsch-
' ' . 

Stoer, para 4000 órbit.as con.distintos valo~~s de f. 

La línea sólida corresponde a ,~111 €~,=~ 5 x 10-11 y no presenta variaciones de periodo 

corto en ciertasregi~nes (ye~ fl~u.Ta 4,;3~10b)'. Las figuras 4.3.lOa y b corresponden a dos ·-· · .. - , -· ' ... ··-

valores distin_tos de'dni:licadoá:eri: las;'gráficas. En la Fig. 4.3.9(b) no se aprecia muy 
> - \';:. ..... ·: • :·· .. , ··;'- :··~·. ': •• ·::·.~·'.'·>2'.: ·,···'-;.."·-. __ ,. " .··.,• -<_:•. - ·. 

bien la diferené:ia'entre:€:=·~5\x,1071? y € =. 5 x 10-14 • Por otro lado es claro que con 

€ = 5 x 10..:. 10 ,los'm~rl"losddÍa¿·~ariaciones de periodo largo van disminuyendo. 

. , La ~áflc~ -~e ~¡ fi~~~ 5'.~";{0(~) corresponde a la superposición de ambos métodos 

para un € = 5 x 10~ 14 , en esta gráfica se hizo un corte para B-S con el fin de apreciar 
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la diferencia entre este método y R-K, donde la gráfica· dibujada.J)di.Uria líÚea sólida es 

eviclentement~·R.oK;el cual no toma.en cu~nta las.vadaci~D.e~:d¿;c6;~q·~ériodo y/o alta 

frecuencia. La gráflca superpuesta corresponde a B-S y. rriu~str.~'ya:r1.~~iones de periodo 
.. .' ·. . ·-. ' ··- •_ · . . : ' e'; [. ,' '. '·~: ;'\,;. .:r. ': •. -·.,;,~ ,,;.;.'.G'f'.-:; <.: '. 

corto durante toda la integración, pero la hemos cortado para iri:osti-árié:1ue tienen el mismo 
, ._ , . \· ;' .:-•.... - <""'.'::: --~",-:,·.::_:(,·;':~:¿u•~·.·-

comportamiento de oscilación deJargó pe~i~do. '.::; ... ~·}}; '/ :~~;¡¡~t 

. , "<---·~:=::.~JJi:- -~: -~~_._4·.~~::~. :::~:é ~i.~i~L~~ 

-€ 

PROBLEMA PLANO CIR§u,~R>R~~-~3~1~~1s§~~ l·.~ES CUERPOS 

COMPARACION DE ·ru~G~_..c.K,~~~·coN: BULl~SCH-STOER 

PARA UN eps,;;,5x1 0"" 14 

;,_:-._';~·-

6.30095X1Q-l 

0 

6.30090x10- 1 

6.30085x10-l 

o 1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos' de m 2 

Fig. 4.3.lO(a) Semieje mayor (normalizado) de la partícula para .un"' = 5 X 10-14 para el PPCRTC 

utiliza1;do ámbcis métodos, para 4000 órbitas. 
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La gráfica.de la sigl1iente figW:a (t,l:3,lºb)corresponde a la superposición de ambos métodos 

para .un €;::= 5ixrl0~1:;:;El iriétbci'cí::<f~' B7S :presenta un comportamiento extraño para este 

€. Como se:p~ede~ve~_.13-Í,p~incip.io:deÍa.i~tegraeión en la línea sólida, sí toma en cuenta las 

variaciones' de' é:ortó_.:peí:iodo:pet.º~~l''trahscurrir ·la integración deja de tomarlas en cuenta. 

Como podemos ~e;~n li:'ú~e'~:~trilt~~éÍ~, R~K pierde precisión antes que B-S. 
"' · .~ .. ,.1.:: .• ,·· .. · ':t~~ -.. ·-· , )· .. :r.: · ... :'~:~· ::v:·· 

' ... --

PROBLEMA PLANO CIRCU.LAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

6.3QQ95X10-l 

ó' 
';)- 6.30090X10-l 

6.30085X 10-l 

o 

COMPARACION DE RUNGE-KUTTA CON BULIRSCH-STOER 

PARAUN eps=5x10-11 

1 

i 
\ 
1 

i 
i 
i 
i 
i 
.\ 
1 
i 
i 
\ 
1 

\ 
i 

R-K~ i 
i .\ 
\ 

TfSIS CON 
ALLA LE ORIGEN 

4000 
·Tie~po ~- E!ry_; per!o'dc;>s: .de_-m 2 ;· .,.- .. ' - ' 

,;', ·,<:·. 
Fig' 4.3.lO(b} Semieje mayor (normalizado}cle l~ par°ú6'ti1a.'~aia un € = 5 x 10-11 para el PPCRTC 

utilizando ambos métodos, para 4000 órbitas. 

: En. este· caso B-S no muestra las variaciones de periodo corto, excepto al principio 

de la integración. Después de repetir la integración en distintas computadoras, pareciera 
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que se 'deb. e <a, la diferencia· en los procesadores, la Fig. 4;3.lO(c) muestra el resultado -- .. - . - ·- ' ... - -

obtenido po~ 8tra'c01nputadora (PC armada pentium IV) •y co~o se puede apreciar es 
, ,"· .,.. .. . _., . 

diferente a la' gráfica' de' nuestra integración. Aparecen las variaciones de corto periodo 

más ·Íre<!l.l~iít~IIlerite que én la ~nt~rior: ' 

·':: 1 '. 

PROBLEMA PLANO. CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

RESULTADO PARA UNA COMPUTADORA DISTINTA CON BULIRSCH-STOER 

PARA UN EPS=5x10- 11 

t"j : :; 't ;' 
\./! • ... 1 l 

N 
o 

' 

~ ' " - ., 
' 1 ~ • . _,., 

6.30095X1Q- 1 

o 6.30090X10- 1 

6.30085x10- 1 

o 1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.3.lO(c) Semieje mayor (normalizado) de la partícula para un f = 5 X 10-11 para el PPCRTC. 

Se usó el método Bulirsch-Stoer con un procesador diferente, para 4000 órbitas. 

La gráfica de la Fig. 4.3.lO{d) corresponde a la superposición de ambos métodos para 

un E = 5 x 10- 10 . Para este E ambos métodos son poco precisos, el comportamiento del 
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semieje mayor Cle la partícl.lla disirliimye col1 el tiempó rápidamimte y no es periodica, sin 

embargo B~S ~{capai de det~~tai las variaciones 'cie ~eriodo corto. 

PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO .DE TRES CUERPOS 

COMPARACION DE RUNGE-KUTTÁ. CON BULIRSCH-STOER 

PARA UN eps=5x10- 10 

6.30095x 10- 1 

6.30090x 1O- 1 

{ 6.30085x10- 1 

6.30080X1Q-l 

6.30075X1Q-l 

o 1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.3.ÍÓ(d) 'Se~ieje m~y6r (IÍormá.lizad~fdeJá. partícula para un€= 5 X 10-10 para el PPCRTC. 

Se utilizaron ambos rr1étod6s/~á.~a: 4000.¿~bitá.s~·; • 

·.·La grafü::a el~ liFig;:4:3.ii'(a);corresponcle a la superposición de las excentricidades 

para distintos valore;:dé € COIY el método R-K. 
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

COMPARACION DE RUNGE-KUTTA PARA DISTINTOS EPS 

0.005 

0.001 

0.000~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 1000 2000 
Tiempo en periodos de m2 

Fig. 4.3.ll(a) Excentricidad de la 6rbita de la partícula para un distintos ~ ~·a~.i-~1 PPÓRTC utilizando 

Runge-Kutta, para 4000 6rbitas. Note los cambios de amplitud y periodiCidad éti·¡~da' cambia el valor de 

€. 

Para € = 5 X 10-10 el deterior~r,en el comportamiento periódico es muy rápido. En 

esta gráfica podemos distinguir los l'esultados para distintos valores de e. 

La gráfica ele la Fig. 4.3.11 (b) corresponde a un acercamiento ele las superposición de 

las excentricidades para distintos .. valores de e con R-K. En esta gráfica se puede observar 
. : ··e:.·':· .,:,~~.· ·.~ -.,,: 

que a una escala muy pequeña, ·la excentricidad presenta un comportamiento periódico 

que se refleja en pequeños "rizos"·. También podemos ver la diferencia para los distintos 

valores de e. 
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COMPARACION DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS EPS 

CON RUNGE-KUTTA 

eps=5x 1 o-•o 

QJ 4,90X10- 3 eps=5x 10-11 

4.88x10- 3 

eps=Sx10~14 

4.86x10-3 ...._--'-~-'-~..__--'-~-'-~-'---'~-'-~-'-~'----'-~-'-~..____,_~_.____. 
800 820 840. . 860 880 

Tiempo· en periodos. de .r:n2 
~ ' ;·:' ' .. '. . ' . . 

Fig. 4.3;11(b) Ac(lr~amientopara la excentricidad de I~ órbita d_e Ja pártículapara el PPCRTC y distintos 

valores de.€ utHÍzanclo .el métC>dodeRunge-I(uúa .. 
;'·.,.1 

En ésta 'gráflc¿,~~::;ti~fü~1'bb:~rvar que a una escala muy pequeña, la excentricidad presenta 

un córripo~t,J:iif~ri~<:;<p':~riódico que se refleja en pequeños "rizos", que son variaciones de 

corto'pe~i6d:~~A±~"itibién se puede apreciar la diferencia para los distintos valores de e. 

Debido~ qii.e ~}comportamiento de la excentricidad para e= 5x10-10 no se puede ver 

completo, se hace un aumento en la escala del eje para e(t) que se ve en la Fig. 4.3.ll(c). 
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COMPARACION DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS EPS 

CON RUNGE-KUTTA 

4,94X10-3 

4,90X1Q- 3 eps=5x 10-11 

,¡, 

4.86X10'.':°
3 ~~-~-~~-~-~~-~-~~-~-~~~~-~~ 
800. 840 

.·Tiempo en periodos de. m," 

Fig. 4.3.11{~) ~~~r~a~¡~nfoi~~~)a excentricidad de la órbita de la parU~ula para distintos valores de€ 

para el PPCRTC, utili~a~~b el.m¿f6cio Rúnge-Kutta. 
:<-'~ '.';:·.0-~ 

" . '":~: . ; . ~' ' , ' ' :: .. 
,··. 

La Fig: 4;3.12(a) · ~()r~~sp~l1cl<:'l ª'la superposición de. las excentricidades para distintos 

valores.de E cón\13~s'..Paré(üíi E,,;,,. 5,x.rn-:;tº e~ deterioro en el comportamiento periódico 

no es tan.rápido\ coino',e~ R:·K, lo cual nos. dice que una vez más B-S puede ser más 
' ' 

preciso. Además en:la.misma figurnse'puede también apreciar como los € = 5 x 10-11 y 

€ = 5 x 10-:-14 son casi indistinguibles .en comparación con R-K, donde un € = 5 x 10-14 es 

menos preciso. 
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

COMPARACION DE LA EXCENTRICIDAD 

CON BULIRSCH-STOER PARA DISTINTOS EPS 

0.005 

0.004 

0.003 

eps=Sx 1 o-•' 
0.002 

0.001 

º· 1000 
Tiempo en periodos de. ~;f;gqo 4000 

Fig. 4.3.12(a) · PPCRTC.'B~ÜrschcStcier, excentricidad de la 6rb'ita."·<le la partícula para distintos € . 
. - -~- :- ·" ' . - . - '._ .· - ' .. ' - ' . ·-:· -,~.:. :. - -

• • ,-f ~-·e '~, ~-\; 

La Fig. 4'.3 •. l~f~)'~tf,~~~~·kc1;;·iu~ ~~~;camiento ~·~ l~ superposición de las excentricidades 

p~ra distintos' ~á.lo;~¿~<l{d;¿~~ B~S. En e~ta gráfica también se observan los "rizos" que 

aparcenerl.1~ Fi~;~~3._{l'(l>)/SiÍl embargo es notorio que usando la misma escala, la gráfica 
pa~~ la ~~6~rii~i¿id~~·~tbk;J:·;;·r/~i()-'io en el método R-K no se aprecia completa. Esto 

.. > j ·.:::-: '),.'_ :.;o.'.---.t>·,'r\~:'.:>-.~~,;..~~-~;,~·.;,-:..:'>~::~-¡:.'.::-- .. ·.~ . 

también nosindiéa que"B"S',es.más preciso. Además la separación entre los resultados para 

€ = 5 X 10-11 y € ,,;;;' 5.':~'i0:·.:: 14 .es mucho mayor para R-K que para B-S ya que con este 

último prácticamente se superponen, lo que indica de nuevo que para € = 5 X 10- ll el 

método B-S es más preciso. 
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COMPARACION DE LAS EXCENTRICIDADES PARA DISTINTOS. EPS 

CON BULIRSCH-STOER 

2 4.90x10-3 

"' 
eps=5x10-11 

4.88X1Q-3 

eps=5x10- 1
• 

4.86x1o-3 ~~~--'-~~~~~~~~~~--'-~~~~~~~~~~__._~~~~ 
800 820 840 860 880 

Tiempo· en periodo:; de m 2 

Fig. 4.3.12(b) Acercami~nto.par~ 1~ éxcenÚi¿id:ad de la órbita de la partícula para distintos valores de€ 
. ., , -· '· ·· :. < ~:,"" ,;·.:~-:...;-.-; ~- :.-·,.+ .. ~·-í-::!-~·,_ -'~:~,_,_(.'.;y:.~·;_t~-: ~., \,:_:; / \~~L:·_~;: : ~.: .. :. ;- :· '. \'i ,~ :· 

para el PF'CRTc;:útilizando ·eFrriétodo' Buliisch-Stoer. 
-~¡;~:?- -~}:.~i~_;·:¡.;:;;:~;!'.>~;~tJ;:; .t:~)-~'. -~~1f!h·. ~ .. '..'.Ü ;;:.;:\~.:·: . ~;' _: 

. ' -,·:_,_: .. i·~~-;;,"·',};~ .. <-\:;_-·?·",.,,<:'.~:¡./:::·-:\:·;/i.-~ ... ~>~""./ .. >- ~-. ,: . 
Lás gráficas··dé;Jásifigüra.s·4:3:13(a) y 4.3.13(b) muestran los resultados para R-K y B-

S respedÚ~a~~iit'e:';y;:¿6~i~~~6rid.¿;:i:,~l cainbio fracciona! de la constante de Jacobi en el 
,,, ·::;,~: "-:._.·.:.~: ... ' . ··- -~-;:.::~;;_)_-~(~: . 

tiempo; 
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS 

COMPARACION DE LA CONSTANTE DE JACOBI 

o 

~ 5x10- 10 

§- 4X10- 10 
........ 
S 3x1o- 10 

Y 2x10- 10 

fr 1x10- 10 

o 

CON RUNGE-KUTTA PARA DISTINTOS EPS 

eps=5x10- 10 

1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos de m 2 

eps=5x10- 11 

1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos de m 2 

eps=5x1 o-•• 

~ º'"""'--~~~~~-'--~~~~~~..__~~~~~~..__~~~~~--3 
o 1000 ·. . ' 2000 .. 3000. 4000 

'''..Tiempo~en,perio,dos de m 2 . 

Fig. 4.3.13(a) Cambio fracci6nalde la consta~ie;d~.JaccÍbi paradisÚntós valores de€ para el PpCRTC, 

utilizando el método Runge-Kutta. 'Note la es~ala en lÓs eje~ verticales. '.' 
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PROBLEMA PLANO CIRCULAR RESTRINGIDO ot:tRES' :CUERPOS 

COMPARACION DE LA CONSTANTE DE JACOBI 

o u 
;::::::; 
o u 

1 
~ 

:g: 

4x10- 6 

3x10- 6 

2x10- 6 

1x10-6 

o 

4x1o-B 

2x10-B 

o 

CON BULIRSCH-STOER PARA DISTINTOSEPS 

eps=Sx 10-10 

1000 2000 3000 4000 
Tiempo en periodos de m 2 

eps= Sx 10-11 

º'"""'"--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~,.-~~~~~~~ 
o 1000 2000 3000 4000 

Tiempo en periodos de m 2 

sx10- 11 i;:-~~~~~~~~~~~~...,-~~~~~~~~~~~~-----:::1"!::=3 

4x10- 11 

3x1Q-11 

2x10- 11 

1 XlQ-l l 

eps=Sx 10-1• 

º=="-~~~~~~~~~--'--~~~~~~~~~~~~~~~-= 
o 1000 3000 4000 

·Tiempo en periodos de m 2 

Fig. 4.3.13{b) Cambio fracciona) de Ía cÓnstant~ de Jacobi para distintos valores de € para el PPCRTC, 

utilizando el método Bulirsch-Sto~r'> 
' .. :J'' 

~::,:;:~t@~~~~.~~ii~~~~~'. .. ~,~~~~~l: :ó:~~,~~; ~:::: :::: 
constante'ae.:Jacobi'yfanantieí:le'un;v8.lor~de\10:f~.:aiiiantemás órbitas que R-K. En cambio 

· :. :~-".e:.:::,':.· ··:?:;.: ·ú _:;~:-t .,·,f.~·~;.\'.t\:·~\·?,:r'·~.<!'/~:_f:··.~.,"'í;.! 1,;;.;~1·~:·r·v:r_,.,:·; r!-} /:;1·.1~'l: .. ;~.:-.;,~~?:r,..?,1::'i\T-;-:~ .. r:.:-_·:. :·, · . . .· 
para un' e ~\'5.xlo;j~~;!B.:S'coÍ:Íserva~méjofJa!constantede Jacobi que R-K en un factor de 

• • ·"': :-'..:. • : __ ; ;::.'.: ·;_.:·:-·
1 
;:" •• ~:~;·~:·::· :·),~:J,.; \".!?;_,;::.-'.~./=· ·t.:,~·;~~7;:·\';'~/f,:(,·.:~;.-.-.~-::;·,~ ;~· . .,~:e:,>:/,;·:~- ·-:.~z<:\·:: ·. :, }.::- -. .. ,., 

die~ durante to'dálá intégració11.º;' ad~riiás"de presentar estructura fina. Con esto podemos 
reafirrD.a.rt1i~i¡;~'fi·itit~~~6i6A~~"lüita.~~~,~~a:ricl~:;" a~bos métodos son igualmente precisos . 

• ;·. 1.. ...,···. 
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Como hemos podid~ constatar a lo largo del análisis de cada int~gración, el tiempo de 

cálculo para el mét~do R-K es mucho mayor que el que utiliza ehnétbdo B-S, y aumenta 

enormemente al aumentar el número de órbitas que se quieren integrar, lo cual demuestra 

también que B-S es más eficiente que R-K en este aspecto~ ·· 

Debemos recordar que la implementación de R-K involucr~la evaluación de primeras y 

segundas derivadas, mientras que B-S sólo involucra la eva,hi~ció11. ele las segundas derivadas 

por el uso de la rutina STOERM (ver capítulo III). 
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CONCLUSIONES 

A continuación se enumeran las conclusiones obtenidas del análisis de los resultados 

de esta tesis: 

L ·.Para integia:ciones lárgas Ja precisión del B-S (Bulirsch-Stoer) es mayor que para 

R-K(Runie-Kl~tt~):,:f>ara iritegraciones del orden de millones de órbitas R-K no es capaz 
- . - .. · -. '\ . '·,,,." ' '\ . ; ~ ' . 

de termil.lár,IC>s·táiclllos,·al.menos en doble precisión (ver la discusión en la introducción 

del capítUl¿-4)( ~ri~ste.,tipo de integraciones el MXSTP para R-K no es suficiente. 

2. Para integraciones cortas la precisión de ambos métodos con € pequeño es casi 

la misma, por.· lo. cual se puede utilizar cualquiera de los dos. Sin embargo en algunos 

casos donde eLnúmero de órbitas es del orden de miles, B-S es más preciso al conservar 

las constantes de cada problema que R-K en un factor de diez ya que la subdivisión de los 

intervalos es más eficiente con B-S, lo cual disminuye el número de intentos de subdivisión 

(el cual tiene un valor límite dentro del programa), . 

3. Si se decide: utilizar R-K es necesario usar un€ pequeño para obtener mayor 

precisión .. 

4. B"'-S sí .toma én éuenta: las variaciones de pe~iodo corto que noS sirven para predic-
- :,_· . ..: - . - - . . . . ·-" -. :; .:-·. ·. _. . _. '~ - . - - : . ,- , ' . _, - - - - ~ '-· . - _'_, ., . . -'"-_ ' ' . :, . - -. ' - . -. . . . ' ' -

cionés a co~to;pla~o,: en ~anibio. R::K pare~ier~ ~ac~r l_UÍ' pi;omedfo de estas variaciones, por 

lo que no l~s.tbniaeri·~liéntá y.n6:ie~ía:'titff}~ll'.1 p~edic~iori~~·de corto plazo. 
- . • ,- ..:- -.,_:·· ·, .: .! ·f -:·, \ «::': '.,._.--;.~ .: ;.· •'. ,:, ; .. - . :: ';._· .::~' :~-·- "•::'- ::.:.:" .'::·~ :¡'._-º.-~;'e-·:. ·-,;.'':t ·,- '--:,._'.\- - ,·-,_ '~ . ·, 

.. · . ··. ·>···· •> .. ··'··> ;:::: .. '.< ............. {::, :::;{:;_~-;.~;·~;\:,i~;_, \;~,¡~¿):(:·.·. 
5. Como s~ pudo observar e11·IasJgrAf.i~as (ieFc:ambio fracciona! de las posiciones para 

el P~oblem~ dk~p~~ C~erpo~, R-1{ -~¿~iÜcl~ ~irores del mismo signo lo que hace que el 

com~ort~~Í~dto: del segundo cuer~o 'iiiti'.~s't~e un ~rror que aumenta monótonamente. En 

cambio B~Sacumula errores de distinto signo, por lo que los va cancelando aunque a largo 

plazó ~!error siempre crece. 
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6. El tiempo de cómp~to_que utiliza IÍ~K·p0a·ha~er las integraciones es muclúsimo 
.-. . ,. - '-_' -,. ' . ~·--~•" :·;.~ .. : '.·· -- :. ~ 

mayor que para B-S ~n integraciones~larg~s~y lló taiilargas, lo cual presenta un problema 

si se quiere ahorrar ú~illpo;~~El hecho de que para R-K se reescriba el sistema de ecuaciones 
, . - - .- . . --"' .. v~_,,, . '-',- ' . -·· • ._, -~ . " .' . . - • _. ·- . ' 

diferenciales de se'gllil&Ci'()rderi ~oi:n.o rin 'siteilia"de ecuaciones de primer orden, implica un 
. - ·' . -' '" . , .. · .·. 

mayor núníer~ de éVá1i:tacÍonés.~~~rc~cl~·paso,1 lo cual explica que R-K utilice más tiempo 

para hacer los cálculos; 

7. Otra explicación.para la diferencia entre el tiempo de cálculo que utiliza B-S y el 
. . . 

que utiliza R-K, es que este últim~. siempre subdivide un intervalo en un número idéntico 

de subintervalos para cada paso h,·mientr'as que B~S lo hace dependiendo ele qué tan buena 

sea la aproximación a la función oi:igiri.al'y. ¡:mecle hacer desde dos hasta doce subintervalos, 

lo cual ahorra tiempo . 

Como trabajo ftituro se pretende cambiar la subrutina STOERM en B-S por otra en la que 

el·sistema: ele _ecuaciones ele segundo orden, se reescriba como un sistema de ecuaciones de 

primer''.'órdell, con lo cual se quiere verificar si este cambio afecta tanto la precisión como 

el tiempo de cálculo.pata el método ele B-S. 
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APENDICE A 

A.1 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

Existen métodos para resolver ecuaciones diferenciales mediante la aplicación de técni­

cas analíticas como la integración o los desarrollos en serie .. En general Jo importante es 
. ' . - ' : ~. ' . .: " : ·: ' 

hallar, una expresión exacta para la solución'., Sin embargo en la_ciencia existen muchos 

problerii~~~:, ~'J 'e~;ecial los no lineales, pa~a los ,cual·e; e~t()S ~é~~dos no s~n válidos o son 
' ,_· '·-·'.· ·._ -' -~' . ',. ,.:;•. - ' ·-' ., • ' - ' ' . - -_:' '.' .· ·-'' .~,: . : : .. ':. ~. : - -- ' • ; :· ·, .- 1'.·i 

muy'complicados. JJna.alternativa a este problema son los inétodos numéricos para obtener 
·: .. ,. ___ '··:·('.-l~:-'.1?~' .. --~:;._·-:-··: ·:":·:-~-,--· '.~ ·. ···::- _- .·:.·.··~\ ?'·:- ·<_·.~·:;·~-->,·.~-; <'.~.::.':_·:~: .. ~:_ ... l.'.-:~->.-._-,>·t "'·'::1 :·.-·; .. ·· ... . 

una aproximación a la solución .exaéta: de mia .ecúaeióri diferencial. 
.- :_·.··:·; ,_":< ... ,_~----·'_.;-.:;.· ·:-.··.·: '.-'.·,.:_·~~;--:~ . ..-... ' .::'..'.,,.: .. .:.·.' •.·'··.·'. --·- :::-·--- .-. 

Las.· ecuaciones diferenciales .• ~~di~arias ,de n-ésimo orden se .denominan así porque la 
1 - - - ' - .' - • ; ' - - ·'·· - "· .-·,,- .. - '; ~ -~ .: .-·,:· •' -. - • .·.' • " • • ·- ' ' : ", " ; ; - ó • • ... ': • : ' -

derivada más alta es de orden n ,y ordinarias porque son aquéllas en las que la función 
~- ,: .. , · -' .·,,"!; .• ,,';:·::!--'.':''-);.,e,,;-~.:·_--_,,.,,.,. ~- .... ,~· ,-

desconocida depende de una. sola va:dable independiente y. e.ll · 1a..ec~ació1iidifer~nciat sólo 

aparecen las derivadas totales (las derivadas parciales no est~l1:~;e~eútes)'i{df~,t~obleiri~s 
que involucran este tipo de ecüaciónes, siempre pueden reducir~~ ~i'e~t~c1i6::cí~;~ si~~ema .. 
de ecuaciones diferenciales d~ 'prirfie~;orderi. ·Por ejemplo,' '1.Ui;~,;~·¿{i~ái6~~á~i'.;5~;iÜia~0~fden 
en y con variable independieri.te '· .. t tiene la siguiente forma: ·· 

!"::· .. '. 

:-:: 

(Á..1.1) 

donde r y q son funciones·arbitrarias. 

La ecuación (A.1.1) pÜede ~~crÍbirse como un sistema de dos ecuaciones de primer 

orden: 

'dy = z(t) 
. dt , (A.1.2) 

~ == r(t) - q(t)z(t) (A.1.3) 
. . . 

donde z es una nueva fÜn~iÓn: Ocasionalmente es útil incorporar en la definición de la 
- '- ;, ,·; ., 'y - }• __ - .· .. -::_·· ·! :,· -•,-,.;. 

nueva variable, otros factores en la ecuación, o algunas potencias de la variable indepen-
-' . ' 

diente, con el propósito de atenuar algún comportamiento singular que podría resultar en 

desbordamieI1t~s. o éri. un i~cremento en el redondeo del error. 
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El problema genérico en las ecuaciones diferenciales ordinarias se reduce así al estudio de 
-- . , ,. - . - -. e"\ -.::-F:,. :·' 

un sistema de_n ecuaciones diferenciales acopladas"dl'tpririi"éf-orden, para las funciones Yi, 

i = 1, 2, ... , n teniendo la forma general: 

(A.1.4) 

•'\:~~~~-.o_-~--~~'~,---'"'· _,_-o--~.~· 

donde las fi son funciones conocidas qu~~e-~'alcula11numéricamente para cada tn (inter-

valo de tieinpo), y Yn es'elval~~ -~fi§Y.~t~:~~~~~-3¡F~~~~-~}'.- .. 
Un próbleina _que· involucra ectiácioíies--:diféi:endáles - ordinarias, no está completa-
..... '- '. ' :_. ___ - ·~ - .,.·J,._· ,/,";. - '.;' .. - . ; ~>,/ \· .. ·' <<.:' ~~ ~ Á '-~~=· .~~ -:):::.: :_:';;; ·.,:;-,\i·J~>i1~·;-$~;'?i~· :,.~~;·:~::!':\·.~-~~·:,:'.·;" ·.\ ' 

mente' espedficado'-por festas eciuadonés''.' Pará'rdeterniiilar\la forma de atacar el problema 
.· •. ; -! ,.·¡ ;~ ;- '::, ::_·.:,··.(/.-> .:·. /:.'.;._ ·<,~·,;, f~i:::.- ,:,,;~.--- .. --~-~ _:~-,.~~-~~:~: 't:); ... /·- -¡;~~' :' -~ \ú,- ,~ .. -::;:.::·~-~-;'.:,:_~¿\~<'..'.·/;:¡~:.; ~~·~; ;'.''.:,:: '. 

numéricaÜle-nt'é;"es'neC:esai-io,' co11ocer ~h1s-,C:óndidcines0ini~iales ·del problema . 

. alid:~ !~~:fü~~:d.~~r~~t~~~tt!~~~l~~~~:= ::~ ::.~:.~::.~'. 
En~reaÚcl~~l~e obtiene m:Ía tabfa de valores aproximados a la función original. Esta tesis 

'consicÍ~r~ra este tipo d~ problemas. 

A.2 MÉTODO DE EULER O DE LA RECTA TANGENTE 

El primero en tratar ele resolver una ecuación diferencial numéricamente fue Euler 

en 1 768, por lo que empezaremos con una breve descripción de su método, lo cual nos 

permitirá entender mejor los méfodos de Runge-Kutta y de Bulirsch-Stoer. 

Primero denotaremos a la solución.exacta del:problema con valor inicial como </>, 

entonces el valor dela s~l~ción,e~~ctk~ti·t~i=='.,,t~·-~(</>(tn)· Los símbolos Yn y Yn' = f(tn, Yn) 

denotarán los valores -aproxÍDÍ~d~~::~~-·J~:~~I~i~'ió:ri ;xacta y su derivada en el punto tn, para 
. . ' ... ,- ,.,, ''"··· . __ .,, ,. 1,· 

un procedimiento numérico cl~cl~} ?:-.. >L{:if':i-~:,~\: 
_·._ - . -; ' '. ·, -~:< (¡-;:',_:. :~'"-:_-~: . :-.--. ~-, ·.<.:····_, 

Por la condición inicial se sapecqt1e'.<fa(tÓ)j;,; Úo, aunque en general </>(tn) =I= Yn para 

n ~ 1, ya que sólo son apr~ri~acÍ~~~~·'.Y1r~l'-·;i~·-mismá razón <//(to) = f(to, Yo) = y'(to), 

pero en general </>'(tn) =J(t:,~(t~Ú''rii;;'~i':Igii~iay;.j ~ f(tn,Yn) paran~ l. 
• : ., ' .·.1 -·· __ ,,_·, . .,-· --~\,;.:·_.~/f>~.f~4 i'.;.<7i!).:;· ~:;f}'.\··iH:.i~L~f~i:;·,:<;;:·j ·.: • 

Durante todo el proceso_se,~1til~:!'.~;.~1~,éspaq~alÍ1:1ento, o tamaño de paso unüorme sobre 
• ~. • . • -. ~-.· · ... _:,:.'i~.:-'.\i·i~: ,·?·i~L~l.1::?~t;:.1~::~~--r,:::r~~:,~.~~-'-i:·0:.-~~..:0:;:.;~ .,-·, 

el eJe t (variable mdepend1ente), al,q11:~ llama1.11os h; f>or lo tanto: 
/_~) ·"· :· ·<·:--_. · ~}~.r.:·;~:,, (-;.'_;~~~;;~!:~:.;,~~?:::e. r-.;';·"t:.~; 

ti'=Ú:.f.'ht·:i:¡-;;;ii~h,'= t0 +2h, ... 
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y en general 

tn =to+ nh . (A.2.1) 

Como se conocen to y y 0 , también.se conoce la pendiente de la recta tangente a la solución 

en t 0 , y por consecuencia se puede.obtener un valor aproximado y 1 de </>(ti) al desplazarse 

a lo largo de 111.recta:tarigent~.desdeJo hasta t 1 , (figuras A.2.la y b)'. 
' . _. - :'. . _: ·_! ,1- ~ •.· . .. . • ·' · .. - •• . : ~-::: : . • .: . - ' 

y 

t 

Fig. A.2.la Aproximación de Euler o de la recta tangente. 

y 

t n t n+l 
t 

Fig. A.2.lb Aproximación n~n;érica a la. solución de y~· J(x, y),' y(xo) =Yo 
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Por lo tanto podernos escribir a Yi de la siguiente· forma: 

Yi =Yo +</>'(to)(t~·~ to) , (A.2.2) 
·:;:·,-,f.:~-·: <.-é_·~·--,;-,_.--

Yi =Yo ::f/(tÓ, y6)(ii :-:- to) , 
. . .. , ._ . >,-. ·,, -~ .. { '.'( ., ' "·· .. -· 

(A.2.3) 

donde ti - to :: h, el tamáño 'clel'pá,~g . .i-_lJh:a~\ié~que>se determina Yi! es posible calCular 

Yi' = f (ti, Yi) y aplicar este valor ~~rii() l~pei:i~ie;te de una aproximación al move~se ele 
. . . . 

Y2 = Y'i +;y¡'(t2 - ti) , (A;2.4) 

(A.2.5) 
,_·_ . ' • _<' .• ,._ • 

donde de nuevo h:-:- ti =h. En general Yi i- <fJ(ti), de modo que cornuim1erite'/(foyi) ·. 

no es igual a f[ti,</J(ti)], donde <P(ti) sería la pendiente de la soluciól1~eal;e~ti·~ Si.se 

continúa ele esta rnaner~, seusa el Va.lar ele y calculado en caclá pasó parádet~niül1ar la 

pendiente de la apr6Xi1I1~ci6n pa~a el paso siguiente. De aquí que la fórlnula general pára 

la aproximaciÓ11 el~ Euler es: 

Yn+i = Yn+f(t,.;, Yn)(tn+i -J11) (A.2.6) 

Si suponemos que entre los puntos t0, ti,t2 ,· ••. existe un tamaño de paso h, entonces 

tn+t = tn + h y la fórmula ele Euler se puede escribir. conio: 

Yn+~·5-~: ~.~~r~51::.~~)_.,'.~ .. '" .. : .. · (A.2. 1) 

donde. n =O, 1, 2, .. y también poderiib;~~é;ibh/f(th,y~}= Yn'· •Esta fórmula propone 

una solución ele tn. a tn+i = t~-~ •• ~:t~I:tf~~~~~*~;;~~A~sf·h, p~ro usa la información de la 

d_erivada sólo al inicio del interválo:,pna:forniá~de cleclucir:la fórmula ele Euler, se presenta 

a continuación: ... ; •..• ;. ·.·:.~.}{;:~'.~.!n1fo'.)i~E!(;;;§·:.1~5;~}t ;_ ;· 
··. .: ....__,.,..::·:-·:.::.· :'·:··.(,·: :::-\~~:~·.'~~-:·.;)~:;·~.'.~:<:: -:·;._ {;\·<.·::.:.: .\ ~:: _.}'' 

Si y = <P(t) es.una. solm::ióni.d(ll·problémá C:ón:'.valor inicial y(t0 ) y0 entonces al 

integrar desde tn. hasta;~~~¡~,~~;;~tÍ~~; . '''" . ;-~, 

.. rt·:+t <P'(t)dt = tn+t f[t, y(t)]dt ' 
lt~1 • · Ítn 

(A.2.8) 
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la cual también puede escribirse de la forma 

<P(tn;l.~ := .. <PY~?:::11n+•·.[.[t, y( t) ]dt 
\. . . -· - .· 

(A.2.9) 

Esta integralse repre~enta geó~étri~am;í:it~?coÍiió. el área· bajo la curva entre · t =· t~ 'Y 

t = tn+l' • Si seaproxima a la inie~~l~l·~~~iit~J[i; y(t)] en't ~ tn; :entonces se aproxhna 

el ár~a real-~~r el ~rea del.re~tá~g~Í<:l~~~~b~:~J6.' i~~6;a~m~~ tjJe {y ~~{t) CFi~: Á:2 ;2). 

y' 

L-~~~----1;:.;.;;:;~~~~~.;.;:.;.;----1~~~~4t 

tn tn+l 

Fig. A.2.2 Deducción Integral del Método de Euler. Sean· '!in = <Pn y <P(tn)' = f[tn, <P(tn)]. Si se 

aproxima a la integrál al sti~titllirf[t, <P(t)] . por su valor.f[tn, <P(tn)], en t = tn, entonces se aproxima 

el área real por el área .del rectángulo soiubreaélo. 
- .. - - ' - -. - -.· - .. ''". -·· >?·(,?;~~-·,·,;:·;· 

.::·,-,_:. 

De esta manera s~ cibtiel.ie li si~i1i'~nt~'aproximación: 
. '- ' '_;, , .: .. ·:'(; .. _; ; ,·: ·:·:-· .. , : ~!.';'.<:; ';_": '~ :>:~~~·: .. ·; -;:,: ".:/:,~--t·:t~~} ~.·;-:\:(~-)_::~:~,--- "i::-~·.- . ; .. 

(A.2.10) 

(A.2.11) 

Por último para obtel1er':m:ia•aproxi~~ció~ d~ ;n+l,:se efectúa una segunda aproximación 

al sustituir; <P(tn)po(su .valor aproximado ~n de <P(tn+i) = <P(tn) + hf[tn, <P(tn)], y esto 

nos da ía r&ni~1á <le-¡:E~ier: 

Yn+l = Yn + hf (tn, Yn) (A.2.12) 
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A.3 MÉTODO DE RUNGE-KUTTA 

Un método relativamente sencillo y suficientemente exacto para resolver ecuaciones 
. . .. . . -

diferenciales ordinarias con problema de. valor inicial; es eLniétodo de RÚnge~Kutta. 

La fórmula de Runge-Kutta.dompreiide,un·prcllli~dio.cÍeÍ6~-''v(1i~~~'de.j(iiy) tomados 
' ..:_:·>: • .:...::··_-_;_.~~,_._-.' '~ _:._,°:; . ·":.<~>' ,::_-.2_<!;_:,",:_:::_'.__.'_',~·:.:':_'{;'..~~'.~,:_·_-:~,_''._:~:·~ • ~~--.' ,,~-· . 

en diferentes puntos del intervalo •in::5.i,"~;t'k+1Ú.y;s~·~:Xp~€~i~~~i'.:;;t;;, .·o·:~,:·· 
~·.·_._. ·_''.·~:; .-.\.", '::'··; :._.¿\.:·· .. ;' .·' -~·-; '-\:·t: ·:;>.; .. ·.·:.: 

Yn.~l ~ y;'.+''~(kn~·;~;~k.]~··+'.2'k~Xt'k~l~ :f-;(J~~~5 ) •:. (A.3.1) 
,· ', ' -, '~,- : :)-~·· :· - " - ~ 

En donde Ji es. el tamaño ci~l/~a~~~ / :s la derivada ~n eFP,unto (tri, y~), O(h5 ) es el 

término del error y las kn son:; 

(A.3.2) 

(A.3.3) 

. (A.3.4) 

kn4, = J.(t".'+h, Yn+hk,:.3)' (A.3.5) 

'' 
-~. -,_ i>,·!:J·t .. '..'-;- .·· ¡. .";_.~_~•,(' ,;, ¡• 

La suma de las. kri divididas entre 6, 'pu~de ,interpretarse como una pendiente promedio, 

porque kn 1 es lapendiente en ~l ,e~tfem~ i~qui~rd.~ clel intervalo, kri2 es la pendiente en 

~=~~:~:1ii~1~~~~~({~~::~:::~2>:::~::: :~:·: ~ :=:::: 
- " _·,:t-\--~~~~:~~-,J/ii~~r4B~4h:~.if#.\~~~i~V~~~{~.~~~~Y; , -- -
u nci de Jos~ metodós}máS utilizados para hacer integraciones numéricas en el campo 

científico; ~s ;~·,#~~o'.4'~\;'~~ d~etr,to orden de Runge-Kutta. Este método requiere de cuatro 
.' ... ,, -:-.· ~.~_~··'. ; >~:- <,.· •. '·~·.· .. _::~(:·.·. ·_: ·' 

evaluaciÓnes del~ deri~da para el intervalo de tamaño h. 
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Fig. A.3.1 Método de .Runge-Kutta·.de cuarto orden. En cada paso la derivada es e.':'.aluada."..U.ªtro veces: 

una vez en el ·punto iniciO.t, dos veces.en to's. puntos medios de prueba y una vez e11.,et.pm1to final d~·prueba .. De 
·. ,·. 

estas derivadas ,;~· c'0.1e:.:i1á: el 'valor .finD.t\le la. ru'1éió'1. (que ~e. muestra como el punt6·11~r.<:>J~r. • 

.. . ·. . .• ····•··· ..•....•••••.• : ·.: .. ·· .•.•.•. · ·•···:.: .~.·~ .•• · /.:.\ •. ·> .. · ..•. ·:·: •• :··.·.;< .. :,X .. ·~.::,é•;·;.i:· :t'. .. ·\;;¿'. ~ ... ~:~ ... ~'.·,·~• ... :~•:{;·:. :, ... ; .. ·.· ·.•·.· 
En éada··páso•·la.•d.eriva~létse .. e~alúa·qu~trof''..eces:_;lélpri~eré(y~z·.éri;e;1'pi+pto;i.nicial·Yo, ·la 

segt1~da Y:.:e.~h~~·~.,ve;~-;~~·;}~r~~Jtf ~~;j~~if:~~j~~~~~~,~~Í-~~~~t~~1;~~~~t~;~,~<~~!"~~i;ti}1~[~~:•vez 
en el punto -final dé pí·úéba dél :intervalo:•;; De'ésfas dérivadas'.'sé.éalCUJ.a• ehpiínto •·final .de· 1a 

función •·+' •1;~J0i~.r~~i~":rt1';~/~f J~~~~f J~]:~if ~Wl~~l\il~r~7~~~~·,'.~;·:·. · 
. La rutina bás,ica,del:R~nge~I{~ tta::con~isfo'.en:darJ<).s valore~~de.eiitréldá:Pe .. las variables . 

Este rñétC)dO:t.rata>A~cada:~iú.térvaloteri\:Una. secuencia de pasos de manera idéntica, es 
'. ·. ·:_: _ .· __ , ~)~/ -:_(.\~:. ~~~:-~:·~~:i.tl~?;:. ·:~<:;~:;~:~~?! ':,.:)!:+~\f ~:,:~~; ;.;~~ :/;;~~~~~~-~~r~~-;~;;}~:~~>-· ;· .. ~·:: .· _ -

decir¡ cada''pasó"1ó dividé~siemí)r~}·~n?ehinis~o número de subpasos. El comportamiento 

:;:~:,~i~~~~~l~f~;~~~;~1ffii~]~r:::~. ~:~:~:~:::,: ~:,::;•º de 'ª 
,_~·,_ }{ ~~é :-~d;O{:(~. ~:L '.S~.),:',·r;_',,.i:?/.,"·., .. 

gy~n,ci~ .f!,e '!:e~~él:: t.éJ:bttla,r .. ~l~~1~.· Í}l~c~ón en· intervalos igualmente espaciados y sin una 
--· ,· :'·-'"'>:·-'~-"'\(":, >'.','·_··.i_. _·~.·!·_ .. ::;··:.·· . .-h'_'··,~: .-.~_·.-···.-~-· '· . 

gran precisión,· y además producir la gráfica de la función, todo lo que se necesita es un 

progra1~a é~hciu¿tor que vaya_ de un punto inicial to a un punto final tn en un número 

91 



- . - - ' -:·~· .- . 

específico de- pasos y los almacene. Para checar la precisión s~ duplica el número de pasos, 

se repltela integración y se comparan los re~hltid.os'. :Per6esta apro:Xirr1ación no minimiza 
- . . . ' , ,S1r,,.. . 

el tiempo de cálculo y puede presentar pr()ble~a-~ que requieran de untamaño de paso 

variable. 

Si al método de Runge-Ku~t~ de cuarto o~den-'se le agrega un algorítmo que adapte 

el tamaño del paso h, se conseguirá mayor precisión. 

A.4 ERRORES EN LOS PROCEDIMIENTOS NUMÉRICOS 

La aplicación ele un procedimiento numérico para resolver un problema con valor 

inicial 

y'= f(t, y) y(to) =Yo , (A.4.l) 

origina varias preguntas antes ele poder aceptar como satisfactoria la solución nurriérica 

aproximad~: u~á de estas preguntas es refei:éi'ife ~(ia' ~cinverge~cia, es decir, a m'edida que 

el tamaño ele paso h tiende a cero, los valC>r~~·:.d~~i~·solueión numériéa Y1d/2, y~,.~. ti~nden 

~~f ~~ª:7~7J~i.ll~~llllf~!~~~E~~:~~~ª~~:~ 
demasiado pequeño .... ·U11ia1Ilafió':<le JQl8,i1il1ecesariamente pequeño retarda los cálculos, 

loo ~:J~~-~~if~~j~Et.::~:::::::1~::,~:n~l::•::::~e' de °"º' 
nmdamentÁlési:}EÜ''prirrié~;lÚga1'~ supongamos que la computadora que se utiliza es capaz 

' . . ; ,.; . . ; .i .' . . ' ~ .· . . "" . "'' :> . : - . • • ·• ' . ' .. 

de efectl1~:;{i't~cÍo~~losicálcüi6s con- completa exactitud, es decir, es posible retener una 
,'--':_~ 

infinidad ele cÜfos decimales. La diferencia En entre la solución exacta y = <P(t) y la 

solu~iÓ1i ~%/~~f:;~da-,y~ = f ( t, y) del problema con valor inicial y ( t 0 ) = y0 se expresa por: 

(A.4.2) 
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,· ·. -
- -· _- ··. - -· '. - - '·. 

' :._ ; . _-- ~ '- ... -._ - --' __ - _-_ - - - - - . -

y se conoce conio _ ~'error¡gl°-pal por,ti:_u~camiento''; Este 'error: surge por dos causas: 
; -. _. - -- '" --,- . --'- :-. ~'· . :·._ .. : < :~::··:·_'.' ·--~- ·: ": . .... -. - :· ·::,' _: .'.. -- - ,. - .-_ - ' . '--- _:·-:- - ·- ·_. '. --- _. ; 

1) eri. c'ada'paso se·, ~plica una:fóimulil.;aproxiinadá-para determinar Yn+ 1 
·-~' ·'•; · .. - ·-. "- - . : .. '" .,_,_.,.., __ ~:,.: ·'· ·: ~. ;· ,'., ·:· : . . . . . ·: 

2) los dato~.d~·.e.~t~ad~j¿ri·'_i:~da·paso no concuerdan éon la.solución exacta, ya que en 
- ,. --· ",,._.;;-.- .... · .. , ..... ;~'"""" ___ ..... , ~'-;·~i--~· - . _ .. ; _- ~.:.'"--"-. . . . ' . 

. ·gjj~r0fJ-\jf~~)~.j~1ti·"~~~ti;~_;:~~r:c· .. . · .... ___ .> .• : -- .. :_-__ ·_ .·• 
Si se supi:me qüe los~date>s:dé: entrada son éofreéfos; entonces el único error al avanzar un 

:.:c~1~~;i~lf ~~&~¡¡~;¡t~~da,· ~¡:J~)t.;·;r~f :~·,~r.:~,1.:~:1.",~· 
En ségürido ,lugar, .debido 'á; las .limitá.eioriés; de, todas)as '.computádórás;én :1a•pi:áé:tica 

~:;$s:~~~i~1~~i1~1~f ~tft~1~!~~f i~!~:ª~,~~¡~~~t~ 
exáctitíid del ca.lc1iló.:.Pór, ejeniplo't:sr se,útiliza.U:nac'oinputadorá que sólo p'uedé'cakular 

-. ~ \· ~ .. ;;·· _ .·-'~<r:::1 · :·.~;\:;)1~:-.:·:::.:_';~-..:,y._.~,:;-~~·'.·~~,-~~;:(::\~:~-:i"-'.i/:;;~:~~~>;t'~i.''.,):.'.1~)_~:~-y,~,\:~~-~:~~.:_::(;,, -:~ff;/:·:· :¡·/-:_,- :,:'. ;-., :: .. · . ' : · ., . ·· '.: :-- :· ·:·:: i - , .. ·. · '.",, .. ,: :. : 
ocho dígitos' y 1y~(tiené\diez/pígitos;'(entoúces será necesario redondear. fos: últimos dos 

. ' -{ ~ -:_ , \,.:~_' :::-f_.:; :".:.:,_{-'.·_ú:":~.:-i.:f~{ _;~t~~,-i/;~?!/~--~-~·~: .. ~ ~t~.'~·!''.·~\\~.---(~·:,~!,,'.f, .. , { ~;· ·::· .. ~.:·, ',~;::>~ . <::~:i'. -:<:: ·. : . .: '' .¡ ' 

dígitos/con lo' que séilltfoduce:üñ error en él cálculO de Yl· 
. .-·. . ~.:;; .. -~-i~;/;\ .. ~¿:~:J·1¿¡~.~-~<f~~'.W~T>\~;;·- /~;:.L . ~.; ~~: . -} :->; ·:: -.: :·:::/~ :. ._-~··_;. , 

De máiiera:a1~:ernativa; si f(t,y) compreride funciones como la logarítmica la exponen-
... . ; .. ;_.,- .:·:..·. _,.,, .· ' 

cial, o las t~igi)¡íÓll1ét~icits, aÍ efectuar estás operaciones se obtiene un error por redondeo . 
. ,.,,.,.,. ,.._. ·'·-~ ··,. .'- -, . ·-: ~-~ ... - ' -

El "Error gl~b~l@r redondeo, Rn", se define como: 

(A.4.3) 

donde Yn es .el· error realmente calculado mediante el proceso numérico dado. El valor 

absoluto del· error total al calci1hir ~(t~)_:ql1eda d.ado por: 
'', ~J ' . 

·'·" ·:~ .. ~ ·>.>/-: 
li/J(t~)·~y~(s·]Enl + IRnl (A.4.4) 
' ., -.·"::, '..,_: :.::;;~: :"f.":.5>-·~>;.;_, ;.. . .;: 

' . '·.· ·. ' ' ' :'.';i:'!_);_~"{~{.,i;(,' ; ' 
Por lo tanto, elerror~otal está acótád():p~i:,la suma de los valores absolutos de los errores 

por trunc~miento; por'l:ed~n4~~j·;);~f;~~f~~;~o~ redondeo es de natm-aleza más aleatoria; 

dependedeltip~ de c~niput~d6~~~~~~<~~,;J~~, del orden en que se efectúen los cálculos, del 

método d~;~~<l,6náeo,· .. ~t'c.F~;~>;~lf:WB~f JF~·····-· · 
Más importante ciúe el ·errór Jocál;por truncamiento es el error global por truncamiento 

En. Una estimación ~~l'e;f~f:.ic>6~i ;or truncamiento proporciona cierta comprensión del 
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procedimiento numérico y l~n' medio para comparar la exactitud dé dif~rentes procedimien­

tos numéricos. :Eí e;ror~gl~ba1~poi tr1lncall1ientopuede reéh.i~'n'ie·~~dJh<lo más pequeño el 

tamaño del pas?h~:~~f;~·it~:ij:h~9e h'f!emasiado peq~e~~·, ;~~,j~#i~/1~~f;~t~.ii,de to a t¡ 

se usan demasiados pásos;'.el error global por redondéO·puédiivólverse'más:importante que 
. .· . :··> ·' ··:~'.;".:.:. : .. ;.~;: .. ::·.:_{~{'.::·~;·.:::.:~;:\: ::r::- '.i. ·:·: -.<:» ::·, ... :. . __ ...... ,.>. ; ::~::.:< :. ·:;.~?.· .~;'i;~~·;:,.;··frÍ;i'.;-iV~~--~.!Iy-(_:_':·::c~.ft!~:¿::1~:·· •• ~ >.··: \_·>. ·-·:.:· . 

el err()!_ glo ~al_ J.:>01:.; ~!1Jil;C~ll1i(lJ:lt() •_c,Es J:l(lCes~_i_() c_o!lsi~(lr.11!.; .. l~~.;_dQs ~[ué11,t~s_c:le · er:ror y elegir 

un ·h,.• ~~e~tli~f ,t~.~2:í~~~~~-~!Si#~ti'.~~-~f i,~~b~:i~~~~~g€ i~;i~~;~~~~~:~~i -ri~d~_.·· · · -
u namanerf 'de•. estimar si ~l etrm<pol', trU~cainiel1t'o'es suficielltemente pequeño es, 

:;f ~i~i!f~lil~~~tl!II~i~\tf ! !~~t::,:i::: 
.otra manera es: qu~ una\vez·que : se ha~ü ~olllple,tad() los cálculos· usando aritmética de 

. 'pi~dsl~~ '.~,i~~l~,::· •. pu~1:·~_e;ii~~r~;'.'.',~~;-~~~~~~.--c1;Í· ~~;~t,._;~r;;úd~~'~·~º-· ~1.·,-r-~pe~~ , lo:s•.'. cál~ulos 
con una aritmétiC:a ele precisión doble; Si los cambios son niayo~es que lo .aceptable, es 

' .' ·. '.' . ~·· .-,_-: ' .. .'.'. - ·-·e· :·, :_. _''. .'-. __ -,!_ -·' .·i. ·,_-~' }.~:'- --~ ;>~;-~,.:" ¡-~-'. :.;:·:. '. 0 
' -'. 

necesario conservar más dígitos en los cálculos o aplica~ ~ método más exll.eto; 
- . .- ; .- - ;· .. ' 
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, 
APENDICE B 

B.1 ELEMENTOS OSCULANTES 

Los resultados que generan los dos códigos numéricos utilizados. en esta te~is {R:K 

y B-S), son las posiciones y velocidades cartesianas de l~ parÚ~üala'paraJ~l PPCRTC. 
. ·:._'~,. __ ._: -..., - . . ' ' - . . . 

Como las variables que se grafican, se comparan y se analizan s.on los: elem•e~tos orbitales 

osculantes de las órbitas, este apéndice tiene como objétiv6 ;r~se~t~;l~~ ~i:'~~~tor~~é:iones 
' . . . ,, ·, •" ' .. ~ . .:}-~ . ," - ·- . . . ·,. - •" . 

de coordenadas cartesianas a. elementos osculantes. Las::ci:>6r
0

d~n~clas' c~rte~ianas están 

medidas desde l:m sist¿.~a:. con origen en rn1 y ejes fljm('x, Y, Z.~ i;b~ el~meÍlt.os osculantes 

de la partícula se 'cai6~l~n instantáneamente ignora1ldo l~ pi~s~ncia de rri2 y se presentan 
a continuá~ióri':'; :t;,\~ {·'t\. ' . ' . : . 

1) 

2) 

3) 

4) 

" ' :~... . ' . 

S~mieje iriá'yor. a·.·. 
·•·"'·;·:"-. 

Excé1itricidad e · • 

A:~¡~fu~~t~: clel i{~riápsicle w 

V~r~~Clera anóma1ía f 

a 

0=0 
dirección 
de referencia 

Fig.B.1. En esta. figura se ;,;u~stra ·la Órbita instantánea de la partícula que se encuentra ~n el plano 

orbital. El ángulo f es la verdadera .anomalía y el.ángulo 'tV es el argumento del per.iápside. El círculo vacío 

representa el otro foco de la elipse y la cantidad ae es la distancia focal. 
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La notación cartesiana no primada corresponde alsistema'.no'rotante con,origen en m 1 • 
- - - -- :<::~·--·~'--_·_ ·,.;_~-~-~':; __ ':· -.::._: .. ··~-- (' ··~·· '.~S . - _( 

En coordenadas cartesianas, la distancia de m 1 a la.partícula; el cuadrado -de la rapi-

dez y la energía mecánica de la partícula están dadas por las ecuaciones B.1, B.2 y B.3 

respectivamente: 

r = v'x2 + y2, (B.1) 

(B.2) 

2 : ;' ' 
E=~_ m1 =-m1 

2 · r 2a 
(B.3) 

Como podemos ver, la energía sólo dependeclelse1iüeje mayor (ver capítulo 1, ec. 1.3.10). 

De esta ecuación podemos despejar ehienii~je mayor, a: . - ~.;. 

" '. ·- :·>. ' . 
. ··-'·:\ 

ª;,,,;::-~;;> (B.4) 
\ ' ¡,~·.>;:: .:: ,·_ . 

La magnitud· del momento angúlar,' h,(cd~~f,~h~,écl~, movimiento en el. prob,lema·· de·. dos 

cuerpos y en el problema de cariipo c~fit:Í'~l);{~íiftéfniinós de los elementos orbitales está 
' • • ·. .. '- , ; ·~. ·:· ' • • • : • • 1'·~ > ' . "., ··.' _, ', . 

dada por (ver capítulo 1, pág. s)°="'; 1>·.'t;" ,";;( 
,; ·o~'_'; -~ • 

de donde despejamos la excentricidad, e 

e= J1 - h2 ' 
. am1 

(B.5) 

(B.6) 

El vector h sobre el plano orbital, sólo tiene componente z (ver capítulo 1, ec. 1.2.6): 

h = (xy - yx)z . (B.7) 
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Para calcular f usamos. la ecuación polar de la elipse, ya que ésta es válida en un sistema 

con origen en mi, : 

a(l - e2 ) 
r=----

1 +ecos/ 
(B.8) 

Diferen~i~ndo (B.8) respecto al tiempo obtel1enios: 

(B.9) 

'' ... ,,:· .... ··, '. 

en ésta liltima usamos el hecho de qlie:h·:~/r~} (doiide f = O - w y en esta ecuación 

w = O, por lo tanto j = B) y despejaricl()):~s'j ~/s~ÜJ de (B.8) y (B.9) respectivamente, 
.·, '"· ·.'·,·: ·.·; 

f
._ 1 [a(l~ e~) .·: ·

1
]. 

cos - - -. 
· e·· .. ·· .r · · (B.10) 

y 

. f. a(l -. e2
). 

Sln = 1' 
·.he. ' 

(B.11) 

Usando estas dos liltimas ecuaciones poderrío,s ~btenerf con la siguiente expresión: 

(B.12) 

Ahora podemos calcular w + f, haciend~ 9 ~ ii7 .+J, obtenemos: 

. . ~ ' 

· · > . ·(· sin O). 
w =.tan:-1 cosB - f' (B.13) 

Con estas ecuaciónes, a partir de las posiciones y velocidades en coordenadas cartesianas 

o.bteniclas p01; los códigos numéricos, podemos calcular los elementos osculantes para la 

partícula. 
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