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“Cuando (yo) era nifio pequerio, hablaba como nifo, pensaba
como nifio, razonaba como nifio; ahora que me he hecho
hombre, he abolido las cosas del nifio. Porque veo ( aun) ahora
mediante espejo en enigma, pero entonces cara a cara; ahora
conozco en  parte, pero entonces conoceré perfectamente
conforme también fui conocido perfectamente. Pero ahora
permanecen la fe, la esperanza y el amor; pero el mayor de ellos
es el amor.”

1“Corintios 13: 9-13
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Introduccion

Una de las formas de resolver problemas de maximizacion o minimizacion de funciones,
las cuales se encuentran restringidas por algunas otras funciones, es por medio de la
programacion lineal o la no-lineal, las cuales estan disefiadas para la solucion de programas
deterministicos. Pero jQué es lo que pasa cuando los coeficientes de las restricciones son
variables aleatorias?, ;Acaso los métodos mencionados antes pueden dar solucion a éste
tipo de programas?. La respuesta es que no, al menos de una forma directa, ya que es
necesario transformar la parte estocastica del programa a resolver a un equivalente
deterministico, para lo que se utiliza la teoria de la probabilidad y ahora si, se puede
resolver por medio de los métodos para la solucion de los programas que no son
estocasticos. Otro de los métodos consiste en esperar a que ocurran algunos de los valores
de las variables aleatorias para poder anticipar los valores desconocidos y asi darle
respuesta al problema descado.

Los métodos que se exponen en éste trabajo no son todos lo que existen, ya que se sigue
haciendo investigacion para mejorar los métodos y hacerlos menos complicados, pero son
muy representativos de la programacion estocastica.

En el capitulo uno se revisaran los conceptos bisicos de la teoria probabilistica’ parn poderr o
sustentar los procedimientos que se realizaran en el tercer capnulo, ademas:se verificaran .-
como se distribuyen sumas de variables aleatorias las cuales seran de utllldad ene ’tercer
capitulo. :

En ol scbundo capitulo se pondra interés en conocer lo que es un: problema’: de
programacion lineal (PPL) y uno no-lineal, ademis de conocer algunos, metodos para
resolvertos.

En el altimo capitulo se resolveran problemas de programacion matematica; aplicando los
conceptos vistos en los capitulos anteriores como: Programacion lineal 'y  no-lineal,
maximizacion por el método de los multiplicadores de Lagrange y la teoria de la
distribucion.
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1.7 Conceptos Biisicos
I.1 Variables Aleatorias.,

Una variable aleatoria puede ser definida informalmente como un valor real de una
observacion, 6 una funcion de observaciones realizadas, para interpretar un experimento en
el cual, ¢l valor (en general) puede cambiar de interpretacion a interpretacion 6 por el
experimento.

Una delinicion un poco mas formal dice que, una variable aleatoria es un nimero real
valuado en una funcion con dominio ©Q (X: Q- %), donde (Q .7\, P) es un espacio de
probabilidad.

Definicion 1. Variable Aleatoria: Para un espacio de probabilidad (©Q -1 P), una
“variable aleatoria”, denotada por X & X(.), es una funcidn con dowinio Q0 y la recta veal
como contradominio. La funcién X(.) debe ser tal que al conjunto A,, definido de la
siguiente forma A, = {w: X(w) < r} pertenece a »! para cualquier mimero reaf r.

Si pensamos en un experimento aleatorio,  es el total de resultados de! experimento
aleatorio, y la funcion, 6 variable aleatoria, X(.) con dominio Q) convierte cada resultado del
experimento en su correspondiente numero real. Esto es la parte importante de nuestra
definicion. El hecho de que requerimos una coleccidn de w* para las cuales X(w) < r para
ser un evento (i.e. un elemento de #) para cada niimero r no ¢s una restriccion muy fuerte
para nuestro proposito debido a que nuestra intencion es usar fa nocién de variable alcatoria
para describir eventos.

Ejemplo 1:

Consideremos ¢l experimento de lanzar una moneda, Sea X la variable aleatoria que denota
el nimero de caras. Q = {cara, cruz}, y X(w) =1 si w = cara, y X(w) = 0 si w = cruz; esto
es, la variable aleatoria X asocia un namero real a cada resultado del experimento. Nosotros
llamamos a X variable aleatoria y matematicamente podemos demostrar que satisface la
definicion 1: Podemos demostrar que {w: X(w) < r} pertenece a # para cada nimero real
r. «i estd compuesto de cuatro eventos: @, {cara}, {cruz}, Q. Ahora, si r < 0, entonces
fw: X(w) < r} =0, ysi0 <r<l {w X(w) < r} = {cara}, y si r =1,
{w: X(w) < r} = Q. Adamas, para cada r el conjunto {w: X(w) < r} pertenece a 4.
Entonces X ¢s una variable aleatoria.

Definicion 2. Funcion de distribucion acumulativa. La funcién acumulativa de
distribucion de una variable aleatoria X, denotada como Fx(.), se define como una funcion
real y contradominio en el intervalo [0. 1], y satisface F(x) = P[{w: X(w) < x}] para
cualguier nimero real x.
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Para cada variable aleatoria se puede construir una funcion de distribucion acumulativa, si
ésta es conocida, podemos usarla para encontrar probabilidades de eventos definidos por su
variable aleatoria correspondiente. (se puede ver que cn ésta definicion usamos el hecho de

que {w: X(w) < x} pertenece a »! para todo numero real r, lo cual aparece en nuestra
definicion de variable aleatoria) Notese que para diferentes variables aleatorias podemos
tener la misma fencion de distribucion acumulativa.

Como una convencion, en adelante, a la funcion de distribucion acumulativa, la llamaremos
solo funcion de distribucion.

Ejemplo 2:

Consideremos, de nuevo, el experimento de lanzar una moneda que no esta cargada (legal).
Sea X la variable aleatoria que denota el nimero de caras que salen, Entonces:

0 six <0
Fx)=< % si0sx <l

1Sl s X

S F(x)=1/2 llor,n‘)(x) +.1ji;,00) €n notacion de ﬁméiones indicadcraé. (ver{cl‘apén‘cji‘ce )
Teorema 1. Sea X una variable aleatoria, y sea F la fung:ién';d‘é distdbucién de X,
Entonces : R B

(i) F es no-decreciente sobre 91;
(i)  F es continua por la derecha;
(iii)  F(x) » O cuandoXx— - @ y F(x) - ! cuandox — o’

Demostracion:
(i) Sean ay b niimeros reales tales que a < b. Entonces

F(b) - F(a) = P(X < b)-P(X< a)=P(a <X < b) 2 0.

Por lo que F es no-decreciente en 9.

(i)  Envista de lo que se ha establecido, basta con demostrar que

F(a+-'l—) — F(a) cuandon — @
1
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Para todo Atimero real a. Ahora
I'(a+ ) rla)= /{a<x Sa+— ]—1'(/\..).
"

donde

An= {a<,\’s&+—l-} (e ) (n=12,..).
n

como

A|.'__'_>/\272.'..y n A= O,
]
Y se sigue que
P(A) = P(@)=0 cuandon — <.
Con esto se concluye la demostracion para (ii).
(iit)  Necesitamos verificar que F(-n) — 0y F(n) — 1 cuando n— o, Sea
Bo={X<n} (n=0, £1,42,..).
Entonces B.,2B22...y n B, =@,y como

F(-n) = P(B.y) —) P(@) =0 cuando n—y oo,

Ademis
Bic Bag... yU Ba=Q y
1
¥(n) = P(Bs) = P(Q) =1 cuando n— o,
lo cual completa la demostracion. v e .

Para el ejemplo 2,se pueden verificar facilmente las condiciones del teorema anterior,




1.2 Funcion de Densidad.-

La funcion de distribucion acumulativa describe la distribucion de los valores:de la variable
aleatoria. Para dos clases distintas de variables aleatorias, la" dnstnbucnon dc los valores
puede ser descrita con mayor facilidad usando la “funcion de dcnsldad" SRR

Definicién 3. Variables aleatorias discretas. Una vanablc alealona X- se define como
discreta si el rango de X es contable. Si una variable aleatoria; es. discreta, entonces su
funcion de distribucion correspondiente Fy(.) se definira como funcnon de distribucion

discreta.

Definicion 4. Funcion de densidad de probabilidad una variable aleatoria discreta. Si
X es una variable aleatoria discreta con valores distintos x;. ‘(2, Ve Xm s . ., entonces la
funcion, denotada por fi(.) y definida como: e

Ly = (Ply=x lx:.\'J,j:_-1,2;...'.//,‘...‘ .
= io sioxzy :

es definida como la funcion de densidad discreta de X,

Los valores de una variable aleatoria discreta sonllamados puntos masa; y fi(x;) denota la
masa asociada al punto masa. X;. Podcmos usar la su,ulente notacion - de - funciones
indicadoras:

f'\(x) ZI’[X = \,,]I(, 1

n=l.

dedonde /, \{x)=1six=xe Im Wx)= 0 six#x,

Teorema 2. Sea X una vanablc alcatona dlscreta F(x) puede obtenerse a partlr de fix) y
viceversa.

Demostracion:

Denotemos los puntos masa de X por xi, X2

entonces 1/(x)= Zj( ). entonces j( )

lre,ss)

encontrarse para cada pUﬂlO masa \‘
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Ejemplo 3:
Consideremos el experimento de lanzar dos dados. Sea X la variable 1|c'\tori'\ que denota la
suma de los valores de los dos dados, por lo que los puntos masa son: 2,3, ... 12, f, ()

tiene la siguiente forma

| 2 | 3 | 4 | 5 | & J 7 1 8 | 9o ] 10 | 11.] 12
7)) | e l 2136 Te./es | a6 | 56 l 8136 | 56 | a6 | 3 | 2128 | 1128

Acorde con el teorema anterior, como tenemos f\() entonces podemos encontrar I()
para cualquier valor de X; por ejemplo, si x= 3.5

F(Y £3.5)=1 x5)— > f( ) f(2)+/(3)-—- ;3;;

bugas]

vsi /() esta dada, podemos encontrar e () 'pafd cualquier x.Por gjcmblq para x =5
6 4
S I'S—I IS h ——————=—
JO)= 6)- i, 61 = 18- & 4

Definicion 5. Funcion de densidad discreta. Una funcion f{.) con la recta real como
dominio y ¢l mlcrvalo [0, 1] como contradominio, es definida como “f‘uncnon de densndad

discreta™ y para algin conjunto contable Xy, X2, .. . Xy, .. 0

(i) f{x;)>0paraj=12,...
(i) X)=x=2x:j=12,...
(iii) Z f{x;) = 1, donde la suma cs sobre los puntos Xy, X2, <0, Xp .« -

Decfinicidn 6.Variables aleatorias continuas, Una’variable aleatoria X se llama “continua’

como la “luncmn de densndz\(l dc probablhdnd" de X

EﬂIg FON
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“Teorema 3. Sea X una variable aleatoria continua, Entonces /() se puede obtener a partir
de /() y viceversa.

Demostracion:
Si X es variable alcatoria continua y /() estd dada, entonces /() se obtiene por

integracion , esto es /(x)= I./' (u}u . Por otra parte, si /() csta dada, cmohrccst_'/.‘.(i) se

obtiene por medio de diferenciacion: /' (\‘)=#ﬂ)
dx

en los puntos‘en Ios'quc"/"(-)‘ es

diferenciable. :
O

Como una convencion .en lo subsecuente nos referiremos a la funcién de densidad de una
variable aleatoria sin importarnos si es variable aleatoria discreta ¢ continua.

Ejemplo 4:

Sea X la variable aleatoria que denota el tiempo que una persona tarda en contestar una

encuesta. Podemos modelar el experimento anterior asumiendo que la distribucion de éste

es: Mv)= (l —u"')ll,..(,,,(.\‘), donde A es un numero positivo. Por el teorema anterior se

puede ver claramente que la fUncion de densidad del fenomeno estd dada por

Jx)=Ae “1,.,\(x). Si asumimos que el tiempo que tarda una persona en contestar la
n

. . . 1
encuesta se mide en minutos, P[5 < x <10)= Iﬂu Mhe=e M- " 223 para A=,
A

5

Definicién 8. Funcién de densidad de probabilidad. Una funcion /() con dominio en la
recta real y contradominio cn el intervalo [O.ao) se dice que es funcion de densidad de
probabilidad si y solo si:

(i) f(x) 20 para todo x

(ii) I./(.\‘)tl\' =1

Ahora tomaremos en cuenta solo algunos de los resultados de las funciones de probabilidad
multivariadas, ya que serin de gran utilidad un poco mds adelante en el desarrollo del
trabajo. Solo trabajaremos en el caso bivariado, aunque éstos conceptos se pueden

generalizar a mas de dos variables aleatorias.

Definicion 9. Funcion de distribucion conjunta, Sean X;, X variables aleatorias
definidas en el espacio de probabilidad (Q .4, P)..La “funcién de distribucion conjunta”
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de X, >\z dcnolada por l\ e ( ) se delmc como l’[,\’ < v,.,\’ <x)para todo x,,%,.Y~
cumple con las siguientes proplcdadcs

(i) I(~my)= Jim, (x, y) Op'lra todo y, (—w x)= Jim (x, y) 0, para todo X, ¥~
F(~w,2)= lim /'(\ y=1

|u

(ii)si ) i
N XL <), = I'[-\'l <A< X < rs }v'zl;:‘l"('\'v yz)_ F("".J’\)" I'.("'\-)’:)'*' I;'('\'\v » ) 20

(i) 7(x, v} es continua por la derecha, esto cs l,inL rlx+hy)= !i"T. e,y +h)=1(x, p).

N - -0l
Definicién 10. Funcién de densidad conjunta. Si X = (X,.X,), es un vector aleatorio,
entonces la “funcidn de. densidad “conjunta * de. X, derotada como fy. y; () se define
como: PR
o f-/:\',;.\’,‘ ‘(X;V.Xz)‘: PlX, = %, X, = %]
para (x,,x,) un valor de (.Y,;.X:)y cero en otro caso, y ademas:

. Z,/:\'.;4\’, (xnx:) =1

donde la suma toma los valores'pdsibles dc (X,‘.X:), si X es vector aleatorio discreto y
Si existe una tunc:on f\ . ( ) tal que [\ x )20y

R

Fyivs (\n‘ ) Iff\ vy u,.u‘)tludu.

para todo (x,,\’.) £, \’( ) se defne como funcién de densndad conjunta de una varable
aleatoria continua.

Teorema 4. Sean Xy Y son variables aleatonas conjuntas , entonces si conacemos /., (")
podemos conocer j\ ¥ ¢ ) y viceversa.

Demostracion:

Similar a la hecha para una sola variable.

TESIS (0
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Definicion 11, Funcién marginal de densidad. Sean X'y Y variables aleatorias conjuntas,
entonces £, ()£, () se Naman “funciones marginales de densidad, y se obtienen como
sigue:

/\("A)_Z/\)('A-)) y /y()’n) Zf\)( ')x)

para X y Y variables alealorms discretas, y cuando son continuas, las distribuciones
marginales se obtienen como:

(") = ff\) (.\‘,y)z/y y Sy (.V)= ;j::/:\‘.r (-"~)’)‘/~"-

Definiciony2, Independencin, Sea X un vecior aleatorio bi-dimensional con ﬂmcnon de
densidad conjunta [y, ¢, ). Xi y X; son mdependlentes siy solo si:

S s) = [ i, ()

1.3 Esperanza Matemitica

Definicion 13, Espcr.mz.n -Sea:X una variable ‘aleatoria, la “espcranza" de X denotada
como L[X] 6 u,, se define como:
Hx1=Tx, /()

si X es discreta con los puntos masa xy, Xz, . .5y Xy i 00

H(X)= r"j;vf,(x;/.\- :

si X es continua.
Ejemplo §

Consideremos ¢l experimento de lanzar dos dados:. Sea Xla variable aleatoria que denota la
suma de los dos, entonces el valor esperado de xes:

K (X) ZI[(I) 7
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Ejemplo 6:-

Sea X wuna variable aleatoria continua -con - funcion de denSId'ld de probabilidad
S(e)= ae* I(,,,)(\‘) entonces ¢l valor Lspuado de X es!

CE(x)  = I \‘/(\*)d\‘ = I\'AL",’"(/\' =— 37

- n

Definicién 14, V'lrl.uua Sea X una varmblc aleatoria con. I (.\") conocida. La “varianza”

de X, dcnotada por O' o V'\l‘[ } se d\:ﬁne mmo sn;,ue
var[\-] Z(\‘ -4, )‘f(

sh X es variable aleatoria discrq\a. y
var[¥]= J'(\* ~11. ) S (xkix

si X es variable uleétoﬁé contl’nuav.y

Definicion 18, Dcsvmc:on estandar. Si X es variable aleatoria, la “‘desviacion est'mdar" de .
X, denotada por o, sc define como +,/v1r|rl ‘ :

Ejemplo 7:

Sea X cl mismo experimento del ejemplo 5 y calculemos la varianza de X.

wl]= Zle, - ) )= Q-7 o+ 6-7) =+ @-1F 4 (-7 s (o-7F 2
+(7—7)3%+(8-7)2§53+(9—7):343+(l0—7):§3—6-+(ll-7): +(12- 7’3'6 ’3160

y la desviacion estandar es:

T_J MS n ﬂ\T
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Ejemplo 8:

Sea N fa variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad ./ (v)= A * 4y, . (v);
entonces la varianza de X es:

I
var[,\] I(r 1y Y f(xkiv = I(\j—z) Ao By = =

y su desviacion estandar es:

Definicion 16, Esperanza de una funciéon de una variable aleatoria. Sea X una variable
aleatoria y () una funcién con dominio en la recta real. La esperanza de la funcion g()
de la variable alcatoria X, denotada como Is'[g(,\’)] se¢ define como:

Eglv)] = ;x(.v, )ri,)

si X es variable aleatoria discreta, y

Elg(x)] Ig(\')/(\*)l\
si X es variable aleatoria continua.

Teorema S. Propiedades del valor csperado.

(i) 7:(¢) = ¢. para un valor constante ¢

(i) ~lee( V)= e2e(¥), para una constante ¢

(i) ey, (V) + 32, (X)) = (g, (X )+ e g, (x)] para las constantes  ¢,.¢, e 91
vy E[g, (X)) s £lg, ()] si g,(X) s £,(.¥) para todo x

Demostracion:
Supongamos que X es continua.

{i) sea g(x)=c. entonces

He(x))= k)= j-cf (ke = ¢ :[/' (xkix = c.

TESIS CON
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(i) K[eg (V)] = jcq \')z/r =¢ .[g(\)/ xklx =cl] [g x)].

(iii)
Kl (X)+ eg.(X)) = IL"L,' \')/(\‘)d\‘+c.g (\’)/(\'):Iv—jc,g (\‘)f(\')t/\’-i'j e ()l =
able (sl (0]

(iv) 0 s Hg,(X)-g \)]-/[&' f\’] /[é- «\’]

1.4 Funcién Generadora de Momentos

Los “momentos™ de una variable aleatoria 0 de una distribucion son las esperanzas de las
potencias de la variable aleatoria de la cual tenemos su distribucion.

Definicién 17. Momentos. Si X es variable aleatoria, el r-ésimo momento dc X denomdo
como ', se define como:

i, = I'.'(,\")
si la esperanza existe.

Definicién 18. Momentos centrales. Si X es variable aleatoria, el r-ésimo momento central
de X con respecto a ¢ se define como I'Il(,\’ —u]"l. Si a=u,, tenemos el r.ésimo
momento central de X con respecto de su media, denotado por ,

o= l(,\’ ~ ity )']

Definicion 19, Funcion generadora de momentos. Sea X una variable aleatoria con
funcion de densidad f(-). El valor esperado de ¢ se define como la “funcidn generadora -
de momentos™ de X, si es que el valor esperado de ésta existe para cada fen el mu.rV'\Io
—h <t <Ith>0.Se denota por m, (1) 6 m(r) Entonces:

) = I-,‘lc“' ]: S (v). si X es discreta, y

wm{r) = I'.'[u“']= _[u“f ()¢, si X es continua.

TRSIS CON
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Si la funcion g,cner'ldom dc momentos existe y si m(l) -e§ conunu-\mente dllerencmble en
una vecindad del origen, entonces podcmos dlf'crencmr a la ﬁmclon r-vcces con rcspecto de
Ly tenemos: :

g
—‘-l?-/n(() = Ir u‘»‘f(.\f);l.\./ :
y si ¢ — 0, entonces
k :‘1%7/11(0)= li’[,\"] -
Eiewplo 9:

Encontrar la funcion gencradora de momentos para la distribucion Normal (,u,o"').Sea X
una variable aleatoria con funcién de densidad:

Sx)= \/_ler_o cxp[—%(—"'—;ﬂ)z}a >0,

Counsideremos la funcion generadora de momentos siguiente:

my (’) =/ L’I("" ")] =

Toe jexp[l(x—;l)exp[ '(-"‘/1)2/203]

= ‘/?__l;._’ I exp{— Ezlr?i(x —uf - Zov:l(x:— ,u)]}((\-

Si completamos cl cuadrado en el interior del parentcSIs recmng,ular se ticne;

(v—4) -20%(x - y) = (x - p) - 20° 1(x y)+ar‘“ l:(x—,u—o"l):{-ojlz

Entonces: A B
e 0= i [ ool
_c\p( /)J—— Ic‘(p{ [\' (uv+a I)r/ }cl\' cxp( /)

15 0w
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my (0= Bl = exp(c p)lexp(e)] = oxple e ()
tenemos que:
e\(p(— ut i (1) = exp (0’:,' 3/ 2)7

lo que significa que:
: ot
‘my (1) = c‘(p(/ll ¥ ——)

1.5 Ejemplos de '[‘cofih de |n,bis_llr‘ibliﬁiéll. .

Para los requerimientos. deéste _trabajo; basta con solo-ver una-de las técnicas para
encontrar la distribucion de una funcion: de variables: aleatorias.: La técnica que se vera en
esta scccion es la de la funcion g,eneradora de momentos, la cual recibe ese nombre porque
esta basada en dicha funclon y sera de gran utlhdad en el capltulo tres::

Ejemplo 10:

Supong,amos que X ‘tiene dlstrnbucnon Normnl “con” mcdla 0 y: v'xrnnza | (estandar).. Sea
¥ = X, y queremos encontrar la dxslnbucxon de'Y: .

m, (I)— L ['”] Iu = “dx
e o 0.
1 ( 2074 e
=J—_—( 2[)"1 :[L' < dx
1 LR}
=(- 2/)"' 2 para t<1/2

2
Podemos ver que éste resultado corresponde -a.una-funcion: de distribucion Gamma con

. [ 1, . . o o .
pardmetros r = —y A= -6 1o que es lo mismo, una ji-cuadrada con un grado de libertad.
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‘Teorema 6.Distribucion de sumas de variables aleatorias independientes,
Sean XX, variables aleatorias independientes y la- funcion generadora“de momentos

asociada a cada variable aleatoria. Sea ' = D" X, , entonces:

me(1)= I:{cxp(l IX/H I_]m\ 0

Demostracion:

)= I'.'[exp(' lxl)] {ncvp r/)]

- n ifexp(xr)]= r| m, 1)

Ejemplo 11:

Sean X', .\, variables aleatorias independientes y:

X,~N(y, ,crf);
cntonces :
a.X,~Nau,aic?)
y :
ademds

aleatoria normal

TESIS (0w
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2. Programacién Lineal y no-Lineal

2.1 Definiciones

Definicién 2.1 PPL, Un problema de programacion lineal: (PPL) es una estructura de la
siguiente forma: (s.a. es-sujeto a ., Min'y. Max_ significan. minimizar. y -maximizar
respectivamente) ' S : :

Min~eixit L+ coxy (la funcion objetivo)

S AKXtk Xk A1ai 1 %00 = by

ﬂfn;xl'*'---,+ ‘?‘l}’!‘l ||f*,"f;nm.° 13;_|!'01;1=Tb1|;
» v%lyl‘m 20
Este prbbléma es byck'qui:vnléﬁ»t’era;r:ﬁakimizz;r:
O -Gk
Sujé,to alasmlsmas rg;(fiéqionics.
Desde un punto de vista practico, jpodcmo‘sy di,§:tiingi|’if lés sighientes casos:

() dma=...= agun =1.

Este caso se obtiene cuando las restricciones son formuladas como : - > aix < by

A : ) » i
(i=1... . m),y las “variables de holgura™:Xui, .. ; "Xaim' son introducidas para
transformar las restricciones de desigualdad en restricciones de igualdad.

(2) Qo= .00 = 8y =-1.

R} S E
Cuando las restricciones son de la forma Z agxj 2 -bi-(i="1, ..., m), entonces se
st RE R o

introducen las mismas variables de holgura del caso 1.+ -
(3) Q= . . Tt = 0.
L.as restricciones aparecen en forma de igualdad en las variables x4, ;.. Xy

Cuando no todas las restricciones son dc la misma categoria, entonces se realiza una
combinacion de los tres casos.

TESS GON
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Definicion 2.2. Consideremos el caso 1, donde, ademas, b; = 0 (i= 1,-. ., m), la forma
estandar.
Podemos escribir éste problema en forma de “tabla restringida” como sigue:

\‘| '\.I« \.u
X a, P a,, . &y h|
'\." e ¢ "0 1 Ve "'0/ n PR u’u" l)‘v
Nom "ml e e ”"'/.‘ “ e ('nm hm
— e “C N —Ca 0

En ésta tabla las variables que estan ctiquetadas en la parte superior, se denominan
‘variables no-basicas” y las que se localizan en la parte izquicrda se denominan “variables
basicas”. La ultima columna contiene los valores de las variables basicas, i. €. xu= b;
(i =1.....m). Los valores de las variables no-basicas son cero.

En cada tabla las variables basicas son siempre tales que, poniendo las otras igwal a cero, el
sistema de restricciones puede ser resuclto para éste. Decimos que el conjunto de variables
basicas forma una “base” ( ésta base no es en ¢l mismo sentido que la que se usaen dlpebra
lineal). Existen muchas variables basicas en las restricciones, y el conjunto de los valores
de todas las variables se llama “'solucion basica™

Ejemplo 2.1:
Como un cjemplo en el cual no hay variables no-negativas en las restricciones, pero éstas
variables no forman una base, es el siguicnte con xy= 1, x2=1, donde se satisfacen las
restricciones i

xit X2 Fx3=2, 2x; +2x2 + x4=4

Como sea, si ponemos Xa y X4 q,ual a cero, obtenemos un sistema con una matriz smgul'xr

de coeficientes S
2 2020
R

Si ¢t 2 0,..., ¢y 2 0, entonces la tabla anterior es optima. El valor mas pequeiio posible
de cixit . ..+ coXy es cero, lo que significaria que x)= .. . = x, = 0.

Si eso no sucede entonces procedemos a realizar la transformacion de la tabla por medio de
una secuencia de operaciones, hasta que todos los elementos de la dltima fila sean no-

TESIS COW
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positivos y los de la 0ftima columna sean no-negativos, aparte del valor de’ la” esquina
superior derecha que puede ser positivo, negativo 6 cero. El tiltimo valor es eventualmente,
el mejor valor de la funcion objetivo que puede ser obtenido, tomando  todas las
restricciones en cuenta.

2.2 Algoritmo SIMPLEX

£l algoritmo conocido como el Simplex funciona de la siguiente torma:

Sca -cjy positivo. Considerar para todos los aj; positivos los cocientes bi/ ai, y tomar el més
) ) i)

pequeiio. Si esto pasa para iy , entonces a aje lo Hamaremos “pivote” (marcado por un

asterisco), y colocar la tabla original en la forma siguiente:

1 '\.In X
L [N 171,,,/{’ .
Kars, o I/p i Ul P
- =y, [P .
<lP .

donde p = q,

los lugares que quedaron en blanco sé llenan de la manera siguiente: a; es reemplazado por
@, =, Ly similarmcmc ¢, pov ¢, —c, ¢ I p
Veamos el ejemplo siguiente, |
Ejemplo 2.2:
Min - 2x+ 7x2 = 2x3
5.4, Xt 2%t X3 € |

-4X| -2%3+3xa g2

Xy, X2 X2 2 0.

TESIS COW
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La primera tabla es

X4 X2 X3
Xa . 1 2 1 1
X5 -4 -2 3 2
-2 -7 2 0

La tabla siguiente queda de la forma siguiente:

X4 X3 X5
X F <SR V. 13 173
X3 -4/3 -213 1/3 2/3

2/3 - -1713 -2/3 -4/3

Como todavia hay valores positivos en el Gltimo renglon, repetimos-el procedimiento
anterior.y obtenemos:

. Xa X2 X5 .
Xy an 817 A7 117
X an 817 1w el
=217 -45/7 -A17 -1077

Lo que la tabla nos dice, es que el valor mas pequeiio que puede tomar la funcion objetivo
es ~10/7, y los valores de las variables es 31 = 1/7, x3 =6/Ty X2 = X4 = Xs =0, .

Si descamos maximizar la funcion objetivo, debemos usar el mismo procedimiento,
excepto que ahora debemos obtener valores no-negativos en el Ultimo renglon. Esto es:

Max  2xp+ Txa — 2X3
s Xt 2xtxas |
A4x)-2%+3x3 <2

X1, X2, Xa 2 0.

Procedemos como sigue (x4 y xs ahora son variables de holgura):

TESIS COF
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X1 X2 X3
Xa 1 2* 1 1
Xs -4 -2 3 2
<2 -7 2 0
Y al final obtenemos la tabla
X1 X4 X3
Xa Y Yz Y43 Y2
Xs -3 1 4 3
3/2 712 11/2 712

El valor mas grande posible que puede tomar la funcién ObjcllVO es: 7/2 que se obticne
cuando Xy =x3=0yxy = A, : i

Una caracteristica de todas las tablas es usada en muchas clrcunstancms con Ios valores de
cada variable. Si colocamos dichos niimeros arriba de cada vanable (con el valor que tlenen
en la funcion objetivo), la tabla queda como su_.,ue :

@) ) (-2)
Xy X X3
M X % % Vel %
©) x5 -3 1 4 3

32 712 11/2 712

Multiplicando cada valor de fa columna de la izquierda con los valores correspondientes del
renglon en la columna de la tabla sumando y restando el valor corrcspondlcnte de la
columna en la parte superior: :

T(1/2) +0(-3) ~2=3/2, 7(172) + O(l)—0= 7/2
7(1/2) +0(4) —(-2) = 11/2, 7(1/2) + 0(3) = 7/2
[sta relacion funciona para todas las tablas. Podemos decir que verificamos la regla.

Algunas veces es conveniente verificar los cdleulos ripidamente, para ver si es que se
cometio algin error aritmético y de ser asi corregirlo.

TEGIS 0w
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p
Regresemos al caso (2). En este caso podemos asumir que cada ¢; (= 1, . .., n) son no-
negativas, csto es que los valores de la primera tabla, en la parte superior son ahora no-
positivos, y como queremos liegar a la tabla final para resolverlo ( si queremos minimizar),
podemos llamarla como una tabla “dual-factible”. Si 1odos los b; son no-negativos,
entonces habremos terminado. En otro caso, aplicaremos el *“Método Dual Simplex™.

2.3 Algoritmo DUAL-SIMPLEX

El algoritmo funciona de la forma siguiente.

Sea b uno de los valores negativos. Consideramos, para todo a,, < O,‘cj /a,ull, y tomarel
mas pequefio. Si esto sucede para ju , entonces a, , serd el pivote, y podemos transformar
la tabla, usando las mismas reglas del caso.

Ejemplo 2.3:

Max N+ 2%

s.a. Xi-2x;2 1
2N -2x22 7
x+3x2 -2

X, X220,

Introducimos variables de holgura, pero ahora con signo negativo, y multiplicamos cada
ccuacion por—1 por ambos lados. La tabla es la siguiente: : .

. X X2
Xa -1 2 -2
- Xa 2 2 -7
Xs -1 -3 2
-1 -2 0

Y la tabla dptima es :

C('FJN
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Xa Xz

X3 «1/2 3 312
Xy 1 -1 712
Xs -1/2 -4 112

-1/2 -3 712

Podemos obtener el caso 1 del caso 2, y el caso 2 del caso 1, multiplicando ambos lados por
—1. Podemos usar éste procedimiento para convertir el programa en Ia forma eslimdar,

Si el programa no esta en la forima cstandar y no se puede transformar a csta, tendremos que
proceder como sigue:

Primero, multiplicamos ambos lados por —1, en donde b; sea negativo. Lo que hace que los
coelicientes de X, (i=1,. . . ,m)sean 1,06 -1.

En los otros dos casos adicionamos variables “artiliciales” a; en el lado izquierdo del
programa y adicionar Aa, a la funcion objetivo para minimizar (6 restar Mg, a la funcion

objetivo para maximizar); M es considerado como un valor grande comparado con los
cdlculos que se hacen en el programa. £ siguienie ejemplo muestra el procedimiento:

Ejemplo2.4:

p
Min Xi- 2X2
sa. Xk 2t xa= 1

ﬁ Ny -X2-x4=2

NX1-3%2 =2

\ X1 X2, X3, X4 20,

La tabla queda como:

X4 X2 X4
X3 1 2 0 4
"n 3* | -1 1
oy 1 3 0 4
-1 1 0 0
2 -1 5

G I 4
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El ultimo renglon viene de usar las variables artificiales, y en la entrada del renglon se

multiplica por M. La suma de los ltimos renglones, es ¢l renglon que tiene la funcion
objetivo xy—-x2 + M(a; + az). Las tablas sucesivas son como sigue:

a, X2 X4
X3 713 13 11/3
X1 -1/3 -1/3 13
az 10/3 * 1w 13
2/3 -1/3 1/3

(M) 103 BV SRR LT -}

La columna a) no es de interés y se omite y la tabla final es la siguiente:

Xa ’

Xs 1710 11110

X oo 710

X2 o 1110
-4i5 s

En éste caso no es posible igualar a cero las variables artificiales, esto es una indicacion de
que las restricciones originales eran contradictorias. Esto es p05|ble, aunque um variable
artificial puede quedar al final de la base' con valor de cero,

2.4 Programacion no-lineal (Método de los multiplicadores de Lagrange).

La formulacion general de un problema con réStriccionesde desigualdad es: -

fOpt f(x.' %)

S.a.

slees)so RS GON
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h(x.%)20

A n(heax) 20
donde Ins funciones .f,g,.f = L. .y h, j = |,.;.k; estan definidas de 0" — 9Bl andlisis
del problema general (P) se puede rcducxr al estudio de
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Min f(x,....x,)
§.4
L%, )< 0

)
Lo lx,)s0

con [N >Ry LN S>Ri=L . m+k, ya que cl problema de max f(x,,...x,) es
equivalente a min[- f(v,.....x,)] y las restricciones / (\,, \6,)20,7=1,...4se pueden

expresar como l— h C ]< 0.

Definicion 2.3, Dada una solucion factible ¥ *:del prob!emd (P), se dice que ¥* satura la
restriccion i-ésima g,(¥)< 0 si g,(¥)=0. Anilogamente se diri que ¥* no satura:la

restriccion i-ésima sig, (¥) < 0.
Teorema 2.1 Condiciones de Kuhn-Tucker.

Sea el programa

TR
FALLA

Min f(x....x,)
S:i\.
g.(x,..,.,.\-,,)s 0

g,"(.\-,.....x,,) <0

y sea ¥*un punto factible tal que / ={i/g,(¥*) =0}, es decir, satura las restricciones
£.(x)< 0 para je /. Supongamos ademas que en ¥* las funciones f y&,, con ielson
diferenciables y g, con i/ son continuas y que Vg,(¥*) para ie/son linealmente
independientes. Entonces, si ¥ *es un optimo local del problema (1) y existen A, escalares
tales que

V/(F*)+ 3 4Vg(F%)=0
wl -

A20ie! T

g, [F"=<0/= !,..);/);

Si ademds suponemos que g, para /& / son diferenciables en ¥*, las condiciones de
Kuhn-Tucker se pueden escribir de forma equivalente como sigue
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V(5 )+ S AVE (54 =0

jl""l(": *) =0,/=1...m
A,20./=10...m

g,F*)s0j=1.m

Si el programa se plantea en los términos

Max j(.\',,.....\‘,,)
s.a. S
. gl('\.l""'xn)s, 0

Z(i it ) S 00
Las condiciones de Kuhn ~Tucker se verificaran si existen escalares 4, <0 con ' j=1,...m

tales que

V/(F)+ ;z;vg(f*)% ]
TESIS CON

'1/5'1(:‘: =0/ =L..m
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g,(.\_' )0, j=1,..m

Los programas de minimizacion y maximizacion se pueden formular con las restricciones
en la forma g,(¥)20,/ = 1,...m. Esta modificacion en la formulacion del programa afecta

al signo de los escalares 4,,j = I.....m. En concreto, para las cuatro posibles formulaciones,

los cambios de signo de los escalares 4 = (,Z,,...,/l",) se ilustran en ¢l cuadro siguiente:

min Max
ZF®s<0 720 i<0
g(®)=0 150 ix0

Donde g = (L'..-...L'm)

A los escalares 4,, j = I,....m se les denominan multiplicadores de Lagrange. Es de destacar

que todos los multiplicadores asociados a restricciones no saturadas son nulos, mientras que
los correspondientes a saturadas pueden ser nulos o no nulos.




Teorema 2.2 Condiciones de segundo orden de un minimao local
Sea el programa

Min f(x,.....x,)
s.a, '
lx....x)<0
m :
g, (%x, )50

donde f,&,.....&,s0n funciones (*(es decir, ticnen segundas derivadas continuas) y sca
F*una solucién factible en la que se veritican las condiciones de Ku\\i\-'rucker. esto es,
existen escalares 4,*,....4,* € N, tales que

VS (F*)+ 34, Vg, (¥%)=0
! ’

1%, gl(‘\—‘*)': 0,j=1L..m
24,20,/ =\..m
&, (®9)s0j=l.m

| | TESIS CON
Sca la matriz FALLA DE ORIGE

HLE*F*)= HI(F %)+ T 4, * He (7 %) —

4

Donde ./ = {j/j =loamg, (F%= 0,4,* > 0} yel conj(nmo M(x*) dado por
M(F*)={p e 9" /Vg,(.?“)/’) =0,paratodo je J. =0 }

Si M(T*)# ¢y para todo i e M(¥*) se verifica p "H L(T* ¥ *)/'; > 0, entonces, ¥ *cs
un minimo local estricto del programa.

Teorema 2.3 Condiciones de segundo orden de un maximo local

Sea ¢l programa
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Max f(v....x,)
s.a.

alv...v)s0
(1 :
g, (.\],4..,.\‘,,) <0

donde [, &,....8,s0on funciones (* y sea ¥ *una solucion factible en la que se verifican las
condiciones de Kuhn-Tucker, esto es, existen escalares 4,*.....4,* € 91, tales que

VA(F*)+3 4+ Vg (F*)=0

wl
A, gl(.'\’ *)= 0,/=1..m
A, 20 /=1...m

7

&, (F*)s0/j=1..m

sila malriz,H,I,(/T*..i"*) es negativa definida para todo 5 € M(¥*) donde

MEN={e 9" /Vg (¥ *)i = O,paratodo jeJp=0 }¢¢

siendo

J= il =g, (F%) =04, * <0}

se verifica que, X * es un maximo local estricto del programa. TES S CON .
Fhi. b DB QmGEN

Ejemplo 2.5

Analizar si se verifican las condiciones dc Kuhn-Tucker en Ios puntos que se indican en el
siguiente programa.

Min (x, -3} 4-(.\'2 -2y
Csa.
wHriss 7 =(2,1) 5

X w83 . (96
i={——
XX 20 55
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las condiciones de kuhn-Tucker son

(i A )0
Ad A Ay 20

/1,(.v,"+ X} =5)=0,x7+x1-550
A+ X =3)=0,5+x,-3<0
Aﬂ(_ f\'l) =0,-x<0

A .\',) =0,~x, <0

En el punto ¥ =(21 ) se. verifican todas las restricciones y se saturan la primera y la
segunda, por. lo--_que - 4, = A, =0.Sustituyendo en la - ecuacion - vectorial
x =28, =14, = 4; = 0 resulta ser el sistema

-2+44,+4,=0
-2424+4, =0

cuya soluciones 4, = 0,4, = 2,

Asi pues, en ¥ = (21 1) sc verifican las condlcnoncs de Kuhn-Tucker-con multlpllcadores
A=A=4,=04 =2 i

. = 9 6 L
El punto ¥ =(§g) es una solucion facnblc del,programa.quc satura’ inicamente la

segunda reslriccién Asi pues, susmuycndo en . “la ecuacidn vectorial
9 -

X = T

Xy == i., A, =4, =0se obnene el snslemz\ '

o ~ TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN

Tucker.

A partir de lo anterior sélo es posible afirmar que ¥'no es la solucion éptima de! programa
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- .

Tearema 2.4 Condiciones suficientes de optimo local

Sea el programa

Opt- f(¥5..:0%,)
sa. -
& (-"lvu;.\fu) S 0

(X1 s} S 0

con f,&....&,, funciones diferenciables en un subconjunto abierto /2 < %", con
B={Fen /g, ()s0,j=l..mjcD

siendo B un conjunto convexo. Entonces

(i) Si ¥*ecs una solucidn factible en la que se cumplen las condiciones de kuhn-
Tucker para minimo y f es una funcion convexa en B, se verifica que ¥* esun
minimo global del programa.

(i)  Si ¥*es una solucion factible en la que se cumplen las condiciones de kuhn-
Tucker para maximo y f es una funcion concava en B, se verifica que ¥ * es un
maximo global del programa.

Demostracion:

Por ser funa funcion convexa y diferenciable en el conjunto convexo B, se verifica que
paratodo Y€ B

f(‘_) > f(? :«)+ Vf{\? "‘X.l_‘— X *) TESIS COhT
Sea /= {i/i =1,....mg,(¥*) = 0} y, por las condiciones de kuhn-Tucker FALLA DE ORIGEN

V/(F*)= =Y 24, *Vg,(¥*) con 4*=z0,ie/

wl
de donde

JE®)2 7 (77)- 24, * Vg, (fF - 7) M
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por la convexidad del conjunto 5, dados . ¥* e i se verifica quc P +( Z.)?* € l} para
wido de [0.\], por lo tanto para todo / e /

g% +(1-2)F*) = g,(xv*+z(§-§*))s £(7*)=0

Por ser g,/ e/ funciones diferenciables en ¥*, existen todas sus derivadas dircccionales
en Ty, en particular para el veclor ¥ = (¥ ~F*) tenemos

263 ¥-¥*))-o(F*
£, (F*+A(F ; N~ g, (7 )=Vg,(.?*)(f—.?'"‘)50

- (F*7) = lim
yaque g, (¥*-2(F-F*)) < g,(¥*)

Asi pues de (1) y teniendo en cuenta que 4,* 2 0 para / e [ sc obtiene que para todo ¥Ye B

@)z /(E)
por lo que ¥* es minimo global.
Con éste resultado se asegura por tanto que en programas convexos de minimizacion las
condiciones de Kuhn-Tucker no sélo son necesarias, sino también suficientes y caracterizan
soluciones globales. :
Si la funcion objetivo es estrictamente convexa en #, entonces si ¥ * es la solucion en la
que se verifican las condiciones de Kuhn-Tucker, es ¢l minimo global estricto Para el caso
de maximizacion, la demostracion se hace de manera analoga.

Ejemplo 2.6:

Iincontrar la solucion optima del programa

Min x, +2x, TESIS CQN
. FALLA DV CAIGEN

s.4a.

X, -x 2
Y 20

JBixiste ¢l maximo global para f(x.v.)=% +2x, cn ¢l conjunto definido por las
restricciones del programa?
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Primero transformaremos el programa para que quede de la forma siguiente:

Min ¥, +2x,

s.a.
l-xx, <0
X-x,-2<50
-5 s0

la funcién objetivo f(x.x,) = x, +2¥x, es convexa (y también concava) y el conjunto de
soluciones factibles

B={x.x) e /1-xx, <0.x, - x, -2 < 0,—, <0}
={nx) e -y sox 20N {x.x) e ® iy ~x, 250}

¢s convexo por ser interseccion de conjuntos convexos.

Las condiciones de Kuhn-Tucker para este programa son

l=Ax,+ 24, -4, =0
2-4%-A =0
Al-xx)=0
Ay -x,-2)=0
Ax, =0

A 20

l-xx <0
-y-2<0

-y <0

Analicemos las distintas posibitidades:

oaseIaT | TESIS CON
mzeh=o e FALLA DE o.iGEN

No hay soluciones que verifiquen estas condiciones

IV.Sidy =4, =0,

cntonces
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1-2x.=0
2~Ax =0
xv, =1

de donde

XX
X, =1

y resuftan los puntos (ﬁl/ﬁ) y (— ﬁ—l/ﬁ) aunque solo el primero es solucion
factible. El valor de 4, asociado al punto (‘/5 l/ﬁ) es 4*=V2 >0

Asi pues, en K’*:(\/’E. l/\/f) con multiplicadores 4,*= ﬁ./l:* =A*=0se verifican las
condiciones de Kuhn-Tucker,

Para los casos

V. 4 =0
VI 2, =0

1o existen soluciones [actibles para las que se verifiquen las condiciones de Kuhn-Tucker,
VIL si 4, = 0, entonces se tiene el sistema

l=Ax;+4,=0

2= Ax—A =0 TESIS CON s
I-yx, =0 E OR&G‘E}.

Y-r-2=0
Sustituyendo &, =x, +2 “en :la tercera | ccuacion resulta 1-(x, + 2)v, =0 de donde,
¥, = -1£ 2 yse obticnen los j;»)umos
?' = (1>+>‘ VEo14VT) y @ =(-VE-1-43)
En ¥ nose vcrilic;\n Iascondu:lones de Kuhn-Tucker pues

L V2-3

L
A"zﬁy"? 242 <0




y, ¥ no es solucion factible.

2n resumen, puesto que no existe ninguna solucion factible que sature las tres restricciones
(VHI1), hemos obtenido el (nico punto :

¥ =(~/§I/s/§) con l,*=\/§‘,,1:"‘=/13*=6

En el que se verifican las condiciones de Kuhn-Tucker que en virtud del Teorema 2.4 serd
minimo global.

Aunque la funcion objetivo es también concava, .y el conjunto factible convexo, el
programa : ‘

Max x, +2x,

s.a. .
I-xx,.<0
X -x,-2<0
-x <0

no tiene maximo global ni local ya que no existe ninguna solucion factible en la que se
verifiquen las correspondientes condiciones de Kuhn-Tucker. En efecto, para el programa
de maximizacion, las condiciones de Kuhn-Tucker coinciden con las del programa de
minimizacion salvo a las referentes a la positividad de los multiplicadores, que se
convierten en

A 50
Teniendo en cuenta, si repasamos la resolucion del problema de minimizacion, es claro que,
no existen soluciones factibles que cumplan las condiciones necesarias para ser maximo

local.

Por lo que el minimo global se encuentra en el punto

= (\/571-—2—)

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3. Programacion Estocistica
3.1 Definicion.

La programacion estocastica resuelve el problema

Oopt f(X)
s.a.
Fg(X)20,i=1,.m 3.

Xel”

Cuando algunos de los parametros de las funciones /() y g,(X).i=1.....m son variables
aleatorias. El caso que tomaremos en éste trabajo es cuando adopta la forma lineal

Max-Z =X’
s.a.
AX <h

X320 3.2)

y las componentes de A,h,c son total o parcialmente variables aleatorias. Se pueden
distinguir dos tipos de programacion estocastica: el “pasivo” y el “active”. En el tipo pasivo
se¢ espera a que ocurra el valor de la(s) variable(s); entonces se pueden derivar soluciones
aproximadas o exactas. En el segundo tipo, se toman las decisiones sobre la variable X
antes de que ocurran todos los eventos aleatorios; esto se puede hacer considerando un
conjunto de posibles realizaciones, tomando valores esperados y penalizando la funcidn
objetivo, de manera que se eviten desviaciones no tolerables de los valores esperados.

La programacion estocastica ha tenido algunas aplicaciones de tipo empirico. Sobresalen en
agricultura, secuenciacion de aviones, industria quimica, teoria de control, gestoria
cjecutiva, mercadotecnia, redes, nutricion, transportes y almacenamiento.

3.2 Programacion estocistica de doble ctapa.

| | TESIS COV
Considere ¢l programa lincal FALLA DE ORIGEN

Max Z =¢X
s.a.
AV <h

Xz20




donde los vectores ¢, b y la matru VA tienen compom.nu.s '1le'1lonos La funcion Db_)l.llVO
se convierte en variable aleatoria 'y por lof tamo tiene scnudo hnblar dL su vnlor esperado

n

1(7) = Iz'((."',‘\’)iblv{lil:c,.«\;,) Z.I (c ). |

En estas estructuras aleatorias se presenta el siguiente problema de factibilidad, muy dificil
de resolver: si alguna componente «, de 4 o A de B es una variable aleatoria, la

restriccion correspondiente debe reinterpretarse en el sentido de que una solucion de X' es
factible, solo si satisface la restriccion para todos los valores posibles de las variables
aleatorias en cuestion; hasta ¢l momento no existe un procedimiento prictico que pueda
resolver este caso general,

Sin embargo, algunos procedimientos permiten resolver casos particulares, donde se
conocen parcial o totalmente los valores asociados a variables aleatorias y sus
correspondientes probabilidades.

Sca la siguiente matriz

o, explicitamente:

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

[ ¢, | O
a, U, a, | b
M =[a, -ay, da,, | b,
aml um‘ "mn hm

Sea Af'.k =1...r aquella matriz particular de Af- donde las variables toman ciertos valores
preestablecidos, es decir,

¢ lo

M=
A B

——




Sea pla probabilidad de que A s convierta en M' con ) p, =1. El problema
[

estocastico consiste en encontrar el vector- 2\ tal que

Max £(2) =Y pdX
. At
S ALX g bt
X=0

El problema anterior puedc resultar con1putacnona|m<.nlc muy dificil de resolver,  para
valores muy grandes de r.

El método de solucion llamado de “doble etapa” supone que no es necesario obtener todo
¢l vector X antes de observar el valor que adoptan las variables aleatorias de A/ .

Para cada valor j,j=\,..,n,sea M,‘.k =1..,/ la matriz que se obtiene de M‘ al
reemplazar por * las componentes X, del vector de decisiones .X que no se conoceran

anticipadamente; * indica un elemento desconocido. Esto es, si M se convierte en M £
M: incluye la parte de A" que se conoce cundo se obtiene una realizacion final en X,

El valor que se asigna a X, depende de cual de las matrices M:,k = L..rj = L.n se esti
observando. Sea X, el valor que se asigna a X, cuando se observa M; . La variable v,

se convierte en el nuevo parametro de decision del problema (3.3) . Sea X" el siguiente
vector

Xu
- Sl pans TESN CON
LLA TE CRIGEN

Existe la posibilidad de que algunas variables X, se repitan. Si sucede que
Xy, = Xy, cuando MI" =M:’, entonces se recplazan las variables repetidas por una

sola variable. Esto ascgura que el procedimiento de solucion podra diferenciar la
informacion que se conoceré de la que no se conocera

El problema (3.3) se reformula como aguel que encuentra los vectores X', X7 ...V tales
ue
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Max £(Z) =D pet X
py

s.a.
AX <
X<0

(3.4)
El problema lineal (3.4) se resuclve por el método simplex o su equivalente.

Ejemplo 3.1:

Suponga una matriz A - dada por

¢ ¢ |0 ¢ ¢lo0
Mo e " - 1 0|4
a,  dy, I b, 0 116
ay ' b, ay,  ay, |18

donde los elementos ¢,c,.ay.a,, son variables aleatorias. Suponga que los posibles
valores de ¢, y a, son respectivamente (3.3) y (4,2), y que para ¢,y a,, pucden ser (5.2

y (4.3), respectivamente. Por lo tanto, la matriz A pucde adoptar las siguientcs
estructuras:

4 5]o
UK
0 1}6
iills

Los valores de las variables aleatorias se distinguen con un gorro. ()
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Si conocemos la probabilidad 7, de'que M " se convierta'en MUk =12347y que ésta’es
igual a py = p, = py = p, =0.25. Si ademas conocemos los valores que ndopmn oy a,
se conocen antes de hacer una decision final en la variable .\',. Por lo tanto

M =M} y Mi=M]=

En forma similar, suponga que ¢, y a,, se conocen antes de scleccionar el valor final de
.Y,, porlo que '

y Mi=Mi=

Sea X} el valor que se asigna a la variable aleatoria X, cuando se observan las matrices
M! o M, es decir, cuando se conoce que las variables aleatorias ¢ y @, adoptan,
respectivamente, los valores (3,3). Sea .X,* el valor que asigna a la variable X, cuando se
observan las matrices M, o M,', es decir, cuando se conoce que las variables aleatorias ¢
y a, adoptan los valores (4,2). En forma analoga, .Y.* es el valor que se asigna a la
variable X", cuando se observan las matrices A/, o M, mientras que .X,* es el valor de
X, cuando se observan M = M. Por lo tanto

Y . [X* X X+
4\" = t..l ,4\" = .tY‘ ! -’\'4 = !
[,\'2] [ X, J [,\'2 ~] X, *

El programa cstocastico puede representarse por su - equlvalullc Imcal consnstcme en

encontrar los vectores X' X7 XY X2, que
. '

! “Incqualites for stocasticlincar progr ing problems™M science, vol. 6 pp. 494-514, 1964

b




(6%, +5F.) v (ax, 15T )0 (X, 444, *)+ (4.4, *4ax, %)

s.a. a) (V, <4
b) X. 56
¢) 3%, +2X, <18
dy Xt <4
e) ¥.z6
f) 2.X,*+2X, <18
g 4?1 <4
h) X,*<6
H3Y +2x <18
DXt <4

) X.*<6

22X *+3X,*<18
my X, X, X*X*20.

Las restricciones e), g), j) y k) son redundantes y pueden eliminarse. El problema lincal se
resuelve por alguno de los métodos vistos en el capitulo anterior. Se pueden observar las
dificultades computacionales (nimero de variables y restricciones) y combinatorias que se
tienen al tratar de formular el equivalente lincal de un programa estocéstico.

El procedimiento anterior se conoce en la literatura de la programacion estocdstica como
“modelo de doble ctapa” y fue diseiado por Mandansky. A continuacion se resume su
técnica.

Sea el programa
n
Max 3¢, A,
it
CX: 3

y a,X,=6,i=12,..m
,Z,: v (3.5)

' ;\’l 20,/ =12,...0n

donde las ¢, son variables aleatorias. El algoritmo-de doble etapa supone las siguientes

hipotesis:



39

-El valor "de cada variable aleatoria es independiente de-los niveles de
todas las variables de decisién £X,, /= 1..»

Los nivelesde X' ,,j=1..4:4 <n deben fijarse antes de que se conozcan
los valores exactos de las variables aleatorias. Note que solo ocurre para
un subconjunto & de las » variables de decision. Esta suposicion

constituye la “primera etapa™.
3. Las restricciones /=12, .. g.g <m contienen unicamente las variables

de la primera etapa, es decir, .Y,/ =1,....k y los valores asociados de «,

b

y b, se conocen con exactitud.
4. Siempre existen valores factibles para las llamadas variables de la
“segunda etapa”, X, j=4k+1..1n; ¢stos sc establecen después de

conocerse todos los valores de las variables aleatorias.’
§. Existe un nimero finito () de posibles valores de la variable aleatoria ¢,

(j=k+1,...n) y de los cocficientes deterministicos a,,b,, donde
i=g+l..m j=I\..,m Denote a estos conjuntos por I¢ ( s Dy ,,,) y por
Py =1.2,..,0Q la probabilidad de ocurrencia det conjunto,

Entonces (3.5) se resuelve por su equivalente deterministico:

Max. ZI.[L ],Y +Zp Zc,ﬂ\

AL
s.a.

>a;X;=bi=]..g (laprimera etapa) (3.6)
e j ' :

1 i n. ) .
Z"lw“’/ + Zlaq,l,\’.” (reglas de la segunda etapa)
P22 g ke
P=g+lamg =120
o oXz0
\ : X, 20

Para el caso general, en que en (3.5) tanto c como a,l y h son varmblcs aleatonas Ios
pasos de solucion del método de doble etapa son: bR st

Paso 1. Suponga que existen O posibles vilores dc \us vamb\cs aleatonas ¢ u,,,h,. Sean
esos valores las ternas (c,”. a.,.b ) ysea pla probnblhdqd de ocurrencia de esos valores.

(4
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* - ’7 -
Paso 2. Rescribir el programa.(3.6).comosi-se:conociera-el: valor“exacto “de todas  las
variables aleatorias antes de decidir los niveles de las variables de decision X, - Esto cs:

¢ e : ' o
Max- 3> p. 3 e X, ” (3.7
welogm
sa, o
Sa X, =b,,i=12,0mg =120 (3.8)
it
X, 20

donde X',/ =1.2,...,n son niveles asociados con los valores (c,”.uw,b,l,) .

Paso 3. Se reconoce el hecho de que en realidad no se conocen todos los clementos
aleatorios antes de decidir los niveles de las variables .X,. por lo tanto se debe revisar la

formulacion del paso 2, insertando restricciones apropiadas que indiquen que ciertas
variables deben ser identicas para los conjuntos apropiados de decisiones. Por ejemplo, si ¢l
nivel de X, debe determinarse antes de conocer los valores aleatorios, se afiade a las

restricciones de (3.8) larestriccion X, = X, =...= X,

Paso 4. Este paso sirve para conectar los pasos 3 y 4 y simplificar las expresiones. Por
ciemplo, en ¢l paso 2 se pone .Y,, cuando aparezca cualquier .X,,¢ = 1,2,..0.

fZjemplo 3.1:

Considere una empresa que debe determinar el nivel de produccion X, para-r=1,2,3,4.
Sca 1), la demanda del periodo /. La demanda insatistecha en un periodo se pierde. Sea J,
cl inventario al finalizar el periodo f con /, =/, =0. Sea ¢, la unidad de ganancia en la

venta del producto e igual a la diferencia del precio de venta r, menos el costo de
produccion, ¢,. Sea 4, el costo unitario de almacenamiento en el periodo 7.

£l modelo de produccion es
3 2
Max Y e¢,¥, - > hi, <[+ r),
[53] <1
sa.
X =1 A8 =0
L+X=1; 8= D,
- L+ Xi=1,+8,= 1)
Xl 20,0=123
donde S, es la venta perdida en el periodo r,/ =1,2,3. se analizan a continuacién cuatro
Cas0s. »

T




Al

En el primer caso, /), "es una variable aleatoria e independiente del nivel de produccion .Y,
para toda- ¢, -Se- conocen -los posibles valores que tomarin las variables aleatorias
D, D,.....D, antes de fijar ¢l valor de la variable de decision. La variable aleatoria D

puede tomar dos valores, cada uno con cierta probabilidad; /), puede tener cuatro valores,
dependiendo del valor de 1, y 1, puede tener ocho valores, dependiendo del valor de 1), .

Por lo tanto, la terna de valores (I) I),,,.I),,‘).q =1,..8 pueden resumirse simbolicamente

L1l
en la siguiente tabla.

D, D, 1, n,

D,=D, [ i

ll)n =Dy =Dy =D, Dy, [
Dy = Dy Dy 12

I Py Pa
Dy =0, [ Ds

Dy =Dy, =Dy =D, Dy A
Dy =D, Dy, A

Dy P

Si los valores:de todas las variables aleatorias se conocen antes de dec:dnr los mveles de
producmon de X}, e paso I’ de la metodologia produce el sng,unente pro;,rﬂma lincal
“deterministico cqunvalente

Max Zp [ZL,,\"‘, Zhlq, (h‘+r)lq,]

q i
s.a.
Na=1a + Sy =0y

ly+X,.-1, A Sp =D,

DA XL+ S, =D,

4 9

que se resuclve por cualquicra de los métodos del capitulo anterior de programacion lineal,

TESIS CON
FALLA DE UniGEN
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El segundo caso supone que se conoce el valor de la demanda /)"y de las”demandas
anteriores 1), .2, ......03, antes de fijar el nivel de .Y,. No se conoce ¢l valor:de las -
demandas futuras /,,,,..../12,. Entonces, en concordancia con el paso 2 de la metodolog,la
se establecen las restricciones que se muestran a continuacion:

(’\’ql ’ I-II 1 S:/I ) (“"II . l'l3 M SAIZ )

X=Xy =Xy =Xy X=Xy
Ly =1y

y=1y=1y=1, S =Sy
’YJI - YJ"

Sy =8y =8, =35, Iy =1,
3 = 84

X=Xy =X =Xy X=Xy
lo=1y

ly=1y=1,=1, Se2 =86
X = Xy

8y =80 =8 =3y In =1y
Sy =8

Por ¢jemplo, si se conoce que 1) = 1), =...= 1),,, entonces los niveles de X,/ y §, seran
los mismos para ¢ =1,2,3,4. En forma similar, si se conoce quc Dy =Dy, = D,,, entonces
X, I,y S, seran Ios mismos para ¢ =34,

En la aplicacion del paso 3'.‘ Ias restricc,ionesldc tipo .

ara toda ¢,/

son idénticas para’q'=1,2.3; una Vdé'ella's.

El tercer caso supone que se conV e ¢l valor de D0, D, a es de f_|ar el valor de X,. El
paso 2 del mctodo mdlca anadlr la l'eSll'ICCIon -1d|c1onn| que se mucstm a contmuacnon‘
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X, (0.8 ,,l,x Y28, X,

1y =1, he=ly

S =8y

Sp=.=8, | Xu=4X,

fo=1,

Xa=.o=X,] So=8,
Xy=..= Yy Xa=X4 !

Iy =..=1y lo=1.

S =8,

Sqg==8 | XYa=X,

I =1y

Xo=..=2Xpl Su=9S

Xy =Xa

Se nota que todas las X, deben ser idénticas, dado que el nivel X, se fijo antes del

conocimients exacto de /). Las restriccones de igualdad en 1,5, y X, ocussen para

Ol
los mismos valores de ¢, porque los niveles de estas variables se esmblecen al conocer el

valor exacto de /),. El grupo de restricciones de la forma

o

Lo+ X, =1,+8,=D, paratoda q./

se reduce considerablemente.

El cuarto y fltimo caso consiste en fijar los nivclcs de todas las .Y, antes de conocer los
valores de las variables aleatorias .{),. En ‘este. caso el modelo comlcne umc.amemc las
variables X,,,X,Z.X,,.Iq,..S',,.q 151,58, ,,{/—13 I,,, éq,,(/ _12,

g2

Al ir del pnmero (informacion perfccta) al altimo’ caso (mf‘orm1cnoh lmpcrf‘cct-\) se
incrementa ¢l nimero de resmccloncs dc lg_,ualdad que rcduccn en’ consccuencm los
posibles valores de. X, : (i L : :
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3.3, Programacion estocistica restringida .

A.Charnes y W. Cooper desarollaron ~este enfoque para  resolver  problemas - de
programacion estocastica. La filosofia de la “programacion estocastica restringida” esta
basada en la premisa de que es altamente deseable, pero no absolutamente necesario que se
respeten las restricciones - de -programa, © Explicitamente, esta - técnica - reemplaza. - las
restricciones lineales ‘ ‘ -

Sa,X, <h,i=12,,m (3.9)
por
ploak, shiza, i=L2..m (3.10)
|

donde /°{} significa probabilidad y @, son constantes establecidas por el decisor. Una
solucion X, 20,/ =1...n es factible si satisface 3.10. Esta expresion indica que las

restricciones 3.9 pueden violarse con una probabilidad de | -e,, donde éste es el riesgo de
talla aceptado por ¢l decisor. T

Se supone que todos los valores de X', deben determinarse antes de conocer los valores de

las variables aleatorias. El objetivo consiste en convertir las restricciones prohab\llsncz\s
3.10. en equivalentes deterministicos. Se tiene que

. Z":X - 1(h) .
P Z"'/‘Yl <hy= gl ! < —o_’(b') 3.11)
e

O

Y d

donde #(h) y g, son respeclivamente ¢l valor esperado y la dcsViaéién estandar de la
variable aleatonia 4, = V... Como se ha supuesio que. b, tiene una dxs\nbuuon nomlu!
[h - (b )]/rr,, ¢s una nucva variable aleatoria con distribucion normal con media. cero y
desviacion estandar uno. : ‘ i
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Demostracién:

Sea =z, = [b, —Iz‘(b,)l/o-,,‘ y queremos saber la distribucion de esta nueva variable aleatoria,

para 1o cual usaremos la técnica de la funcién generadora de momentos vista en el capitulo
l. : . i

_at 2 L_'_L ot

l‘["] L[B[b r(”)]’/"»] ‘{:e "b] oy _eﬂ;u'«'ﬂxe [ %

De Ia curva de la distn'bucién normal se desprende que si z es una variable aleatoria con
distribucion normal estandar, entonces

p{z 2/(,,}: ¥id

donde K €5 una constante y es un nilmero real entre 0 v, como se llustra en la figura

siguiente.
[
} _ é&rsal-_A
g \ érea g
| | X7
L e \_
85 3 25 -2 415 .1 05°0 05 1 . 7225 3.35

Normal con mediia cero y varianza uno

Las tablas del apéndice A proporcionan el valor de K, para varios valores de g. Por

ejemplo:

Kosson =1.04, K gy, = 1.47,K 505 = 296,
por lo que se infierc que

TESIS CON_
| BALLA T8 GEN




16

Oy,

/{K sh r(”)} a, (3.12)

g
La probaﬁilida'd 6.18 anenta si el namero K|, se reemplaza por uno menor y disminuye si
se substituye por uno mayor.:Por lo tanto ‘ ‘ : :

, {Z a, X, - ) sb - :(b')} cw

4= Oy,

si y solo si

- ZM_) <K, (.13)

721 O,

Lo anterior induce a concluir que
/){ZG X, s b} >aq,
si y solo si
ia,,xv,fs E@B)+ Koyl = ot (3.k|4)

por lo que si314 substltuye a3l IO se fogra el equlvalcnte detemumstlco como se ilustra
en la figura siguiente. :

-

Ll
\
1
[}
!
ot
|
I
I
|
[
H

b
E(b)  E()+KoTi,

TIS coy
FALLA DE CaiGEN |

——]




[Z1 problema deterministico equivalente consiste entonces en

opt £(z)= ke, )x,
2t
s.a.
Zu X, s E(B)+K, 0,0=12..,m (3.15)

,\’J 20,/j=12,...n

En el caso mas general, cuando &, tiene una distribucion de probabilidad cualquiera, el

problema estocistico

Opt 2" e X,
1=
s.a.

/’{Z"u‘\'/ < b,} za,i=1..m

1=t

se resuelve por su equivalente deterministico

Opt YeX, TESIS CON
s.a. " FALLIS« Uh: "Luuﬁ:N

”

Zu,l,\', 21 e i=.m (3.10)

11
donde I '(,), de poder obtenerse, es la funcion inversa de la distribucion de probabilidad
de b i=1..m :

Ejemplo 3.2:

Supongamos una red de actividad, con los datos que se muestran a continuacion:
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El tiempo pesimista es ¢« +1, mientras que el tiempo de terminacion acelerada es o — 1. El
tiempo de cjecucion de cada actividad. / !,,l =1,...,5° es. una variable aleatoria con
distribucion conocida //, (7) i

a\{:glz?il: d ' d—1 d+i 1(2)
h 19 10 9 20  05[(z-19)10]"
% 13 5 8 18 0.5[(z - 13)/5]"
7 2 1 oy 3 0.5(z - 2)1}»
% 25 6 19 31 0.5(z - 25)/6)'s
K a7 18 24 53 05z -37)16]"
h 17 10 7 27 05[(z-17)/10]"s

Si se define por X, el tiempo en el cual se termina el evento asociado al nodo /, se
requiere entonces resolver el siguiente problema estocastico:

Min X,
s.a.
plx,z1]z08
ply,21n)=009
pl-x,+x, =21]207
pl=X+x,=21]200
pl-x.+x,21)208
X+ X, 21]207
X =0i=1,.4

TFSIQ mm
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para resolver este problema estocastico se utiliza el equivalente deterministico 3.16, basado
en el calculo de fa funcion inversa /7 '(g,), como se muestra a continuacion:

Variable

aleatoria o [ F\(2) a, r I(a,)
X 19 10 194102y -1)  og 211
7 13 5 13+5Qr -t} o9 156
1 2 1 2+(2r-1) 0.7 2.1
¥ 25 6 25+6(21 -1) 0.9 28.1
1 37 16 37+16@2r -1)  op 405
e 17 10 17102y 1) oy 176

El equivalente deterministico es

\

Min X,
s.a.

FACTIR

X, 2156

-X+X, 221
- X, +X, 2281
—X,+X, 2405
-X,+ X, 2175
X, 20i=1234

TESIS COW
FALLA DG - . &

v il

N

qjue se resuelve como un problema de programacion lineal (visto en el capitulo 1),

En lo siguiente y para los fines de este trabajo, solo se trabajard con el caso en el que la
distribucion de las variables aleatorias son normales, esto se debe a que trabajar con otro
tipo de distribucién se puede volver una tarea complicada ya que no son tan ficiles de
mangjar y la transtormacion puede ser un trabajo complicado.
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3.4 Caso 1. Coeficientes o, con distribucién Normal.

En este caso, cada ¢, estd normalmente distribuida con media /-.'{u,!} y varianza var{u,/ }

Ademas, fa covarianza de o, y a:; esta dada como

: cov%r,,.u, o }: l:‘(a,, - /';lll,lmlrr - Iu'[u‘,ru}.

Considere la i-ésima restriccion
"
pMoaN, shizl-a
11
y definimos
n
= Z”'/ ny
11
Entonces /1, esta distribuida normalmente con -
) : s — — )
= ZI'J{{I,, },\’I y varfs )= X'DX
11
donde . :
X=X Xx)

D, =i-ésima matriz de covarianza =

ahora,

cpfnsht= p{ —H <.u}2|_a’,

T, O,

donde (i, - 1, )/a,,‘ es normal estandar. Lo que significa que

TESIS CON

’vvar{u,,} N COV{('” oy, }

cov {am * (l” } e Var{ﬂ‘" }

|

| FALLE OF LauGEN |

(3.15)

(3.16)

(3.17)




@K, )= 1-a : T (318)
Entonces la desigualdad plh, < b} 2 1-q, se verifica si y solo si

hoth sy, (3.19)
O',,| ' ’

lo que proporciona la restriccion no lineal siguiente

S, Jx, 4K, JNTDX <h, (3.20)

7
Y cual es cquivalente a la restriccion estocastica original.
Para ¢l caso especial en el que las distribuciones normales son independientcs, se tiene que
»

cov{u u‘_r}z 0 ‘

esto se puede demostrar facilmente de la definicion de covarianza.

Y la dltima restriccion se reduce a -

e Zn:l[u,l],\’l %K,,‘ ’ivar[z:ulYf < h,
. R s

Esta restriccion puede transformarse utilizando la transformacion siguiente -

Y, = '}"‘; vnr[uu],\’j. para toda i i (3.21)
'

Por lo que, la restriccion original ¢s equivalente a

Sk l¥, v K, 1 <8
~ _

(3.22)
y

ivar[u,ll,\'f -Y'=0
'

donde ), 2 0.

TESIS CON
' FALLA DE L alGEN
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Ejenplo 3.3:

Un inversionista quiere arriesgar su capital en # acciones diferentes. Su seleccion es tal
que asegure una probabilidad de 0.05 o menos, de perder en la inversion. Se tienen
disponibles las estimaciones de los precios de las acciones en ese momento. Estas

estimaciones son variables aleatorias, distribuidas normalmente con media g, y varianza
ol Si .\, es la fraccion del capital disponible para invertir en la accion 7= l....n,

entonces el problema consiste en maximizar ¢l rendimiento total de la inversion

Max E[r]= ,Z'rﬁ}\',
RS

s.a.

P Z{ﬁ}\', 21.0{ 2095

[ ".t

Donde ¢, es el costo inicial de la accion i. El equivalente deterministico se logra
utilizando la férmula de inversion 3.15, obteniéndose la restriccion

[}
z': [ﬁ X, -1 Z(LJ o} 210
C, (4

-1 ' 1 f

El valor de t se obtiene de las tablas de la distribucion normal, K = /°(¢), cuando
K =095, el valor geaerado por las tablas es / = 1,645, El problema’ detenministico se
convierte en uno  no lineal que se puede resolver por los métodos de programacion no
fincal del capitulo antenor y queda fa siguiente manera:

,, TS O
Pl S ALy BN y
Max Kr]= Z( ', }" FALLA DE umuEl\L
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3.5 Caso 2. Coeficientes h, con distribucion Normal.

En este caso anicamente b, es normal con media g, y varianza o . El andlisis de este caso
es muy similar al caso 1. Cousidere la restriccion estocastica

n
Mh, =3 aN, 1 2aq (3.23)
it
como en ¢ caso |,
"
b —u Z"-/'\/ -4,
o oy a0 >q, (3.24)
o, o
I 1
esto puede suceder Gnicamente si
n
,
Sa,N, -p, 7
<K (3.25)

",

a,

por consiguiente, la restriccion estocastica es  equivalente a la restriccion -lineal
deterministica

a,X, < +K, o0, ' ; (3.26)
V)

por lo que, en el caso 2 el modelo de restricciones aleatorias puede convertirse en un
problema cquivalente. ' )

Ljemplo 3.4:
Considere ¢l problema con restricciones aleatorias -

Max - Z.= 5X,+6X, +3X,
s.a. T
Pl X fa Xy Fay X, < 812095
PSX X +6X < h) 2000
X, 20




Con las variables- aleatorias -«,

varianzas:

Fay]=1 Hal=3 Hay)=0
var[a"]; 25 yar[u,,] = 16 var[u,,] =4

El parimetro b, esta distribuido’ normalmente con media 7 y varianza 9.

De las tablas de la distribucidén normal obtenemos

K, =K =1.645. K, =K,, =1.285.

°

Para la primera restriccion, la restriccion deterministica equivalente esta dada como

Xy +3X, 49X, +1.6452507 1607 +4X] <8

y para la segunda restriccién
5X,+ X, +6X, <7+1.28503)=10.855
por lo que el problema completo queda de la forma siguiente:

Max Z = 5X, +6.X, +3.\,
s.a.

X, 43X, 40X, +1.64525.X7 +16.X7 +4X7 <
5X, + X, +6.X, 210855
X, 20i=123

¢l cual, se resuelve por los métodos del capitulo pasado.

3.6 Caso 3. Todos los cocl‘clenlcs a,y b con distribucion Normal.

con distribucion - normal con las siguientes medias y

Fin este caso, tod'm las a, "y b son variables alcalorms Nornnlc_s |x|(iq)clld|clltes(par1

simpliticar los cilculos). Ahora cons1deremos la rcstncc:on :

”
ZUU,\J < h
il




"
Dy

la cual se puede escribir como
"
. .o 2
Y= u,X,~h <0 (.27
N .
de donde se puede ver que F, tiene distribucion Normal con media i, y varianza oy .

Demostracion:

"
Sea w, = > a,X', entonces ¥ =w, ~# pero sabemos que w, tiene distribucion Normal
Vi .
" i Lo
conp, =3 u, N, yol = Za‘fu X7 (por el gjemplo 11 del capitulo 1).
21 A

intonces

exp(1;) = explin, - 4] = expliJexpli- )] =

.

= cxp(//,_l f-;—af,/l)exp(-* s+ %o,f,/:) = TESIS CNN

= cxp[(,u,.‘ —//,.,)'r%(a: +cr,f')(:-] FALLA D}'s -‘\L:.\..{EN

"
<4

por lo que )} se distribuye como una variable aleatoria Normal con =4, Y
7 =0 1o
D.'

Listo muestra que la restriccion aleatoria se reduce en este caso a la misma situacion del
caso 1, v sc trata de forma similar. k

Nuestro interés ahora se basa en encontrar el equivalente deterministico para la restriccion

Py, <o} ' (3.28)
ahora,
Y - -
pl <op= plifho THR L g (3.29)
Oy, ay, )

de donde ()‘, ~u, [oy ) tiene distribucion Normal estandar.

|
‘;
!
3
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Sea K, cl valor Normal estandar tal que -
¢ -
»(K,, )=1-q,
Entonces la desigualdad -pfY; < 0} 21— a; sc verifica'si y sdlo si

— My,
a,

-
zK,
Yo que proporciona la siguiente restriccion deterministica equivalente

ay, + K, i(o' 3,, + Ul: )\’/ s0

Al

Con lo que queda el programa deterministico completo.

TESIS CON

FALLA 0¥ L audtN

(3.30)

' (3.‘3 1)




- APENDICE 1-
Funciones Indicadoras
Definicion . Una funcion “indicadora”™ de un conjunto A es una funcion que toma ¢l valor

de 1 en todos los puntos de A y el valor de 0 en todos los puntos de 4, y se denota
mediante /,,: Por tanto /4 (x) =1 si ¥ & A e /,(x) =0 en los demas casos.

Dos de las propicdades basicas para el uso de las funciones indicadoras son las siguientes.

1. El producto de funciones indicadoras puede reemplazarse por una sola funcion
indicadora; para ser mas especificos, para los eventos 4, A ,....4, tenemos:

/IJ.IILI:!""IJ..I = Itv,-l=-~-t.|‘ (n

Por lo que el producto de las funciones indicadoras de los conjuntos Ay, Az .....4, es igual a
la funcion indicadora de la interseccion de los mismos conjuntos. Estrictamente hablando,
este método es una forma abreviada de escribir la siguiente familia de ‘ecuaciones: para
cada observacién x.

Ban Oy )1 () = i ag(6). ()

2. La suma de funciones indicadoras en algunas circunstancias se puede expresar
como una sola funcion indicadora . Si los eventos A; A, ,....A, son mutuamente
excluyentes, entonces:

hag + gy el = 1y,

Cdgh e )

Un resultado importante se obtiene cuando n=2 y A, = 47 Entonces A, U A, = A, donde
- s el total, lo'que implica que /y, ..., es idénticamente igual a uno. Por lo que para un
evento A

I+l = 1, entonces ey =1=1iy.

Por gjemplo, sean A y i dos conjuntos, entonces: ‘ TES'{Q (‘ON
.o 5 L LA

B == FALLA DE uinlGEN

=1 el ey

=1-(1~ /mx‘ - /.',\-1)
=hgt - -




Tabla de la distribucién Normal estandar acumulativa.

APENDICE II

4 . - areal- A
B
4
N
/ \\ éres A
/ : AN
~_/“'/ \\__
35 -3 256 .2 15 1 05 O 0s ZB 2 25 3 35
Normal con media cero vy varianzt

z 1] 0.01 0,02 003 0,04 0,05 0,08 0,07 0,08 0,09

35 0,00023267 0.0002241 0,00021582 0,00020782 0,00020010  0,00019268 000018547 000017853 000017184 Q0001888
-34 0.00033698 0,00032487 0,00031316 0,00030184 0,00029091  0.00028034 0,00027013  0,00026028 0,00025075  0,00024156
33 0.00043348 0,00048654  0.00045014 0,00043429  0,00049395  0,00040411 0,00038977 0,UAN7589  OMU0N8248  0,00034952
-32 0.0006872 0,00066374  0,00064102 0,00061901 000059771 0,00057709 0,00055712 0.,0005378 0,0005191 0,000501
-3.1 0,00096767 0,0009355  0,00000432 0,0008741 0,00084481  0,00081642 0,00078891 0,00076226  0.00073644 000071143
-30 0.00134997 0,00130631  0.00126394 0,00122284 0,00118296 0.00114428 0.,00110675 0,00107036 0.00103507  0.00100085
-29 0,00186588 0,00180721  0.00175022 0,00169488 0,00164113  0.00158894 0,00153826 000148907 0,00144131  0,00139496
-28 0.00255519 0.00247714  0.00240124 000232746 0,00225574  0,00218603 0,00211827  0,00205242  0,00188844  0,00192628
27 0,00346702 000336421  0.00326415 0.00316677 0,00307201  0.00297382 0,00289012  0,00280287 0,002718 0,00263546
<26 0.00466122 000452715 0.00439653 0.00426928 0,00414534  0,00402463 0,00390708 0.00379261  0,00368115  0,00357265
25 0.00620968 0.00603657 0.00586776 0,00570315 0.00554265  0.00538617 0,00523363 0,00508495 0,00494005 0,00479883
24 000819753 000797626  0,00776025 0,00754941 0,00734363 0.00714281 0,00694686 0,00675566 0,00656913  0.00638717
23 0.01072408 001044405 0.01017041 0,00990305 0,00964185  0.00938669 0,00913745 0.00885403 000865631 000842418
-2.2 00139034 001355253 0.01320934 001287368 0,01254542  0,01222443 0,01191059 0,01160376 001130381 001101063
21 0.01786436 001742912 0.01700296 0.01658575 0.01617733  0,01577755 001538628  0,01500337  0.01462868  0.01426207
-20 002275006 0.02221552  0.02169162 0,0211782 0,02067509  0,02018215 0.0196992 0.0192261 1 00187627 0.01830884
-1 9 0.02871649 0,02806654 0.02742888 0.02680335 0,02618978  0.02558799 0.02499783  0.02441912  0,02385169  0.0232954
-1.8 003593027 003514784 0,03437945 0.03362431 0,03288406 003215671 0,0314427  0,03074184 003005397 002937891
17 0.0-4456543  0,0436329  0.04271618 0,0418151 0.04092947  0.04005911 0,03920386 0,03836352 003753793 00367269
-16 0.05479929 0,05369892 0.05261613 0,05155074 0.05050257 004947145 0,04845721 004745966  0.04647863  0,04551395
.5 0.06680723 0,06552174  0.06425551 0,06300838 0.06178019  0,06057077 0,05937995 0,05820756 005705344 00559174
-1 0.08075671 007926989  0.07780389 007635856 0.07493374  0.0735293 0,07214508 0,07078091  0,06943666 006811215
1.3 0.09680055 0.09509798  0.093411757 00917592 0.09012273  0,08850805 0,08691502  0,08534351 008379338  0.08226449
12 0.11506973 0.11313951 0.1112325 010934862  0.10748776  0.105643884 0,10383475  0,10204238 010027263  0,09852539
1.1 0.1356661 0,13349956 0,13135693 0.12923816 0,12714320  0.12507199 0,12302446 0,12100054 011900017  0.11702326
10 015865526 0,15624765  0,15386424 0.15150502 0.14916997  0,14685908 0.14457233  0,14230969 0,14007112  0,13785661
-0.9 0.18406009 0,18141123  0,17878635 0,17618552 0,17360876  0,17105611 0,1685276  0,16602324 0,16354306  0.16108706
-0.8 021185533 0,20897003 0.20610793 0,20326933 0,20045414  0.19766249 0,19489447  0.19215016  0.18942961  0,18673291

TESIS CON
FALLA DE ..iibN
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