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RESUMEN. 

En este trabajo de investigación se presenta un nuevo modelo algebraico, de tipo 
fenomenológico, para la descripción de moléculas nucleares de dos y tres cúmulos, con
siderando la estructura interna de las moléculas. 

Para moléculas de dos cú1nulos, el Hamiltoniano del modelo propuesto utiliza una 
simetría de grupos Uc, (6) ® Uc2 (6) ® UR( 4) ::::> SU e, (3) ® SUc2 (3) ®SU R(3). 

Ta1nbién se considera el mapeo geo1nétrico del Ha1niltoniano del 1nodelo, utilizan
do estados coherentes co1no estados de prueba. Con este 1napeo pudo establecerse la 
conexión entre el contenido geo1nétrico del Hamiltoniano y los potenciales 1nolecula
res, relacionando el parámetro del estado de prueba con la separación relativa entre los 
núcleos. 

Aplicando el 1nodelo algebraico con estructura interna al sisteina 12C + 12C, se repro
dujo su espectro de resonancias moleculai·es. También se obtuvó el potencial geométrico 
asociado con el Hamiltoniano algebraico. Este potencial geométrico y el potencial mole
cular de "doble-convolución" presentan un comportamiento shnilar en las cercanías del 
lnínin10 de energía. 

El mapeo geométrico del Hamiltoniano algebraico se utilizó para reproducir las ca
racterísticas más importantes de los potenciales moleculares de "doble-convolución" de 
la molécula nuclear i:ic + 12 C y de la hipotética molécula nuclear 96Sr+146Ba. 

Al reproducir Jos potenciales de "doble-convolución" con el potencial mapeado se 
encontraron algunas restricciones para los valores permitidos de Jos parámetros del Ha-
1nil toniano. 

Con estas restricciones se obtuvieron espectros característicos de la molécula nuclear 
12C + 12 C. Para algunos valores de los pará1netros del Hamiltoniano se reprodujo el 
espectro experin1ental de esta molécula. Para el caso del sistema 96Sr+146Ba, también 
se obtuvieron espectros característicos. 

Este últhno método es muy importante para moléculas nucleares para las que en 
la actualidad no existen datos experimentales de su espectro. Esto debido a que si se 
calcula el potencial lnolecular de "doble-convolución" y se obtienen las restricciones 
para los pará1netros del modelo, es posible detenninar las características generales de 
sus espectros. 

Para el caso de lnoléculas nucleares de tres cúmulos, se presenta una extensión del 
1nodelo para moléculas de dos cúmulos. Para estas moléculas se consideraron configura-
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X RESUMEN. 

cienes de equilibrio lineales y triangulares. 
Con el modelo algebraico para moléculas de tres cúmulos, se reprodujeron los poten

ciales moleculares y se encontraron algunas restricciones para los valores pernlitidos de 
los parámetros del Harniltoniano. 

Con las restricciones para los parámetros del Hamiltoniano se obtuvieron espectros 
característicos para moléculas de tres núcleos. Los espectros característicos de estas 
moléculas dependen del tipo de configuración geométrica de equilibrio que se ha consi
derado. 
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SUMMARY. 

In this work we present a phenomenological algebraic inodel far nuclear rnolecules 
with two and three nuclei. This inodel takes into account the inner structures of the 
nuclei. 

For the case of nuclear molecules with two clusters the Hamiltonian of the model 
has a Uc, (6) ® Uc,(6) ® UR(4) ::J SUc, (3) ® SUc,(3) ® SUR(3) dynamical symmetry. 

We also obtain the geo1netrical potential associated with the algcbraic Hmniltonian 
applying a geometrical mapping with coherent states. The relation between thc para
meter of the coherent state and the relative distance of the clusters was deduced. 

The algebraic model was applied to the molecular system 12C+12C, the 1nolccular 
spectrum of this system was reproduced fitting the para1neters of the 1nodel and the 
geometrical potential associated with this parameters was obtained. In this case the 

· geometrical potencial and the double-folding potencial show a similar behavior in the 
proxiinities of the potential minhna. 

Following the inverse procedure i.e. if we first reproduce sorne general characteristics 
of the molecular potential with the geometrical potential associated with the Hamilto
nian and then we try to obtain the values of the para1neters of the Hamiltonian, so1ne 
restrictions for this parameters were obtained. 

Sorne typical molecular spectra were obtained with the allowed values of the Hamil
tonian pararneters. For the nuclear molecule 12C+12C for sorne of this allowed values 
the molecular spectru1n of this system was reproduced. For the case of the hypothetical 
nuclear inolecule 96Sr+146Ba we also obtained sorne typical molecular spectra. 

This last procedure is very important for nuclear rnolecules for which there is no 
experimental data of their molecular spectrurn. Because if we know the double-folding 
potential it is possible to obtain typical energy spectra obtaining the parameters of the 
model by reproducing these potentials. 

For the case of nuclear molecules with three clusters we present an extension of the 
two cluster rnodel considered befare. For these molecules linear and triangular equili
brium configurations were considered. 

With the algebraic rno<lel for three cluster rnolecules sorne typical energy spectra were 
obtained by reproducing their double-folding potential obtaining the allowed values for 
the pararneters of the Hamiltonian. 

The molecular spectra obtained show different characteristics depending 011 the equi-
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Capítulo 1 
,_ 

INTRODUCCION. 

Desde el descubrinliento de las moléculas nucleares de dos cúmulos observadas por 
primera vez en el siste1na 12C+12C [1], no ha sido posible realizar un estudio detallado 
de la estructura de los espectros energéticos de estos sistemas, debido a que poseen una 
vida media extre1nadamente corta, que resulta ser del orden de 10-21 s [2). 

Para entender las causas que dan origen a la formación de las moléculas nucleares se 
han desarrollado diversos modelos teóricos, algunos de estos reproducen muchos de los 
resultados experilnentales reportados en la literatura [2). 

Estos modelos pueden clasificarse en tres diferentes clases; modelos colectivos, mo
delos microscópicos y modelos feno1nenológicos algebraicos. 

En los últimos aiios, una serie de experimentos en la fisión espontánea del 252Cf; 
han sugerido la posible existencia de un nuevo tipo de inoléculas nucleares con una 
vida media larga [3, 4]. Estas moléculas están formadas por tres núcleos; dos núcleos 
pesados y uno ligero. La configuración molecular identificada en estos experimentos es: 
96Sr+10Be+146Ba. Debido a su larga vida media (del orden de 10-13 s) este nuevo tipo 
de moléculas nucleares ofrece la posibilidad de estudiar un área totaln1ente nueva en 
la física nuclear, relacionada con la espectroscopía inolecular-nuclear y de esta manera 
tener la posibilidad de estudiar de fonna muy amplia, la estructura de los espectros de 
energía de estos siste1nas tan novedosos. El estudio de este tipo de moléculas de larga 
vida media, fonnadas poi· núcleos pesados también podría aportar información sobre los 
procesos físicos que tienen lugar en la formación de los núcleos superpesados [2, 5]. 

En el estudio de estas novedosas moléculas nucleares de tres núcleos se han desarro
llado varios modelos para la descripción de las mismas. Los primeros inodelos elaborados 
pa1·a estudiar moléculas nucleares de tres cúmulos fueron de dpo geo1nétrico [6, 7]. 

En los inodelos geo111étricos para inoléculas trinucleares la suposición básica fue que 
el sistema en su estado base se encuentra en una configuración lineal, en donde los ejes de 
simetría de los tres núcleos están completamente alineados a lo largo del eje molecular z. 
En los modelos geométricos inicialmente sólo se consideraron las oscilaciones pequeñas 
alrededor de esta configuración de equilibrio. 
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2 INTRODUCCIÓN. 

En los trabajos posteriores [8) también se pudieron describir moléculas nucleares 
en una configuración en donde los cúmulos forman un triángulo en su configuración 
de equilibrio. Sin embargo a diferencia de los primeros modelos geométricos [6, 7), en 
este modelo geométrico sólo se consideró una molécula nuclear sin tomar en cuenta la 
estructura interna de los fragmentos (como puede ser por ejemplo la deformación de los 
cúmulos). Considerar la estructura interna de los núcleos en los modelos geométricos 
en configuraciones triangulares presenta grandes dificultades que hacen que los cálculos 
numéricos resulten muy largos y complicados [8). 

Posteriormente, basados en modelos algebraicos desarrollados para bariones [9, 10], 
se elaboró un modelo para moléculas nucleares considerando cada núcleo de la molécula 
trinuclear con masas diferentes [11, 12]. Este modelo sólo describe la excitación orbital 
entre cúmulos, de nuevo sin considerar la estructura interna de los núcleos. 

Sin embargo, este modelo algebraico predice una fuerte interacción de tipo Coriolis 
[13] y que a excepción de la banda base, resulta en que todas las bandas moleculares 
excitadas no presentan una estructura rotacional, de manera contraria a los resultados 
de los modelos geométricos; en donde se observa una clara separación en la escala de 
energías de las bandas vibracionales y las bandas rotacionales, siendo estas últimas 
considerablemente menores en energía que las vibracionales. 

Basados en el gran éxito de los modelos algebraicos [14, 15, 16] para describir el 
espectro de excitaciones colectivas de los núcleos a bajas energías, en este trabajo se 
presenta un modelo algebraico para moléculas nucleares de tres cúmulos to
mando en consideración la estructura interna de los núcleos. El propósito de 
este modelo es investigar los efectos más importantes de la estructura interna de los 
núcleos, en el espectro energético de la molécula. 

La ventaja de considerar un modelo algebraico para este tipo de moléculas, es que 
estos modelos permiten describir una configuración triangular con eatructura in
terna de loa núcleoa constituyentea, que es muy difícil de obtener con un modelo 
geométrico. 

Con el propósito de investigar las principales características de los espectros de 
energía para moléculas nucleares de tres cúmulos, en este trabajo de investigación se de
sarrolló un modelo algebraico considerando, en el Harniltoniano, interacciones diferentes 
a las consideradas en modelos algebraicos anteriores. Se determinan los parámetros del 
Hamiltoniano al reproducir los potenciales internucleares calculados mediante el método 
de "doble-convolución", con los potenciales que se obtienen del mapeo geornétrico del 
Hamiltoniano algebraico. 

Los objetivos que se plantean en este trabajo para la descripción de moléculas nu
cleares de tres cúmulos son los siguientes: 

• Obtener características generales de los espectros de energía de moléculas nucleares 
de t1·es núcleos. 
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INTRODUCCIÓN. 3 

• Proponer un posible Harniltoniano algebraico para moléculas nucleares con estruc
tura interna. 

• Establecer la conexión del Harniltoniano con el potencial internuclear. 

• Cuando el modelo considera el caso de moléculas nucleares de dos núcleos, aplicarlo 
a moléculas nucleares conocidas ( 12C + 12C) para co1nparar los resultados del 
modelo con los existentes en la literatura. 

• Reproducir los potenciales internucleares de las 1noléculas calculados por el 1néto
do de " doble-convolución ", partiendo del potencial 1napeudo del Hamiltoniuno 
algebraico. 

Siguiendo el procedimiento inverso: 

• Obtener los parámetros del Hamiltoniano algebraico del modelo (o restricciones 
para los mismos) partiendo de los potenciales intcrnucleares (importante para 
1noléculas nucleares potenciales donde aún no hay información del espectro). 

• Obtener los espectros de energía de las moléculas nucleares 12C + 12C y 96Sr+ 
10Be+146Ba con los parámetros del Hamiltoniano obtenidos de los potenciales in
ternucleares. 

La tesis que aquí se presenta se divide en cinco capítulos: 
En el capítulo 2 se presenta una breve revi!Sión de los 1nocielos teóricos existentes para 

la descripción de las 1noléculas nucleares de dos cú1nulos, así co1no una introducción de 
los primeros trabajos realizados en el estudio de las 1noléculas nuclea1·es con tres cúmulos. 

En el capítulo 3 se presenta con todo detalle la estructura general de los modelos al
gebraicos existentes; para describir el movimiento relativo de los núcleos constituyentes 
de la molécula nuclear y la estructura interna de los 1nis1nos. En este capítulo se presenta 
una propuesta de modelo algebraico para la descripción de moléculas de dos cúmulos 
con estructura interna, que puede aplicarse de manera satisfactoria, para reproducir las 
resonancias moleculares del siste1na 12C+12C. También se aplicó el inodelo a la posible 
molécula nuclear 96Sr+146Ba, para la que se pudo reproducir con este 1nodelo el poten
cial 1nolecular entre los núcleos para diferentes orientaciones relativas de los mis1nos, 
partiendo del potencial 1nolecular que resulta del 1napco geométrico del Hainiltoniano 
del modelo. 

En el capítulo 4 se presenta la extensión del modelo algebraico para el caso de molécu
las nucleares con tres cú1nulos. Aquí se consideran configuraciones lineales y triangulares 
tomando en cuenta las posibles estructuras internas de los núcleos que constituyen a la 
molécula nuclear. Aplicando este modelo a la molécula 96Sr+10Be+146Ba, se han obte
nido los potenciales internucleares para las coordenadas relativ&.S del problema. 
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4 INTRODUCCIÓN. 

Las características generales de los espectros de energía obtenidos para estas mo
léculas de tres cúmulos, muestran un comportamiento semejante a los espectros de las 
moléculas atómicas, donde los espectros vibracional y rotacional, de la molécula nuclear, 
se encuentran en escalas de energía muy diferentes. 

El capítulo 5 contiene la discusión de los resultados obtenidos en estos modelos 
algebraicos y las conclusiones de este trabajo de investigación, así como las perspectivas 
de futuros trabajos en esta novedosa área de estudio. 
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Capítulo 2 

" MOLECULAS NUCLEARES. 

2.1. Moléculas nucleares con dos cúmulos 

Las moléculas nucleares de dos cúmulos, son sistemas cuánticos que consisten de dos 
núcleos ligados entre sí por su superficie mediante un potencial cuasi-molecular (2]. 

Microscópica1nente puede entenderse a estos sistemas como una configuración nuclear 
donde los nucleones inás externos de ambos núcleos se mueven alrededor de los centros 
de a1nbos núcleos, inanteniendo al sistema en un estado ligado, de inanera análoga a los 
enlaces covalentes ató1nicos en las moléculas atómicas (2). 

Las moléculas nuclea1·es fueron observadas por primera vez por Bromley et.al. [1], a 
principios de la década de los 60 's del siglo pasado, al estudiar la sección de dispersión 
en las colisiones de 12'C+12C en donde descubrieron un conjunto de resonancias, noto
riamente angostas por encilna de la barrera coulo1nbiana. Éstas no eran esperadas para 
este tipo de siste1nas. 

Las resonancias observadas en el siste1na 12C+12C presentan una anchura carac
terística de aproxilnadamente 100 keV. Para resonancias con estas anchuras característi
cas, su tie1npo de vida inedia promedio resulta ser mayor a 10-21 s, co1no resulta al 
considerar la relación de indeterminación de Heisenberg: 

(2.1) 

donde r representa la anchura de la resonancia y T es la vida media del estado energético 
asociado. 

Estas resonancias tan angostas encontradas en el sistema 12C+12C, no pueden corres
ponder a las resonancias del sistema compuesto (en este caso el núcleo de 24 .lV/g), porque 
estas últitnas presentan un tiempo de vida promedio de aproximadamente 10-16 s [2), 
por lo que este tipo de resonancias nucleares de vida media menor, se han asociado con 
un nuevo tipo de configuración nuclear denominado moléculas nucleares. 

El tiempo de vida media de estas moléculas nucleares es sólo suficiente para que una 
vez formada la molécula nuclear, cada uno de los núcleos de 12C (por ejemplo) de medio 
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6 MOLÉCULAS NUCLEARES. 

giro o max1mo un giro completo alrededor del otro núcleo de 12C, antes de que ambos 
núcleos vuelvan a separarse. 

En la figura 2.1 se muestra de manera esquemática del proceso de formación y sepa
ración de estas moléculas nucleares. 

Figura 2.1: Esquema del proceso de formación y separación de las moléculas nu
cleares de dos cúmulos ligeros, debido a la corta vida media de estas moléculas, los 
núcleos que las forman sólo alcanzan a dar medio giro o máximo un giro alrededor 
uno del otro. 

En la molécula nuclear 12C+12C, también se han realizado experimentos para obser
var las resonancias del sistema por debajo de la barrera coulombiana, debido a que la 
sección de dispersión a bajas energías en el sistema 12C+12C es fundamental en astrofísi
ca, donde esta reacción es de gran relevancia en la etapa del carbón en la nucleosíntesis, 
así como en el estudio del origen de los elementos dentro de la evolución estelar. En 
estos experimentos se encontraron varias resonancias moleculares en el sistema 12C+12C 
para energías considerablemente menores a la de la barrera coulon1biana. 

Las moléculas nucleares han sido identificadas a través de sus resonancias moleculares 
características, estos estados moleculares pueden ser de tipo cuasi-ligado o virtuales 
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MOLÉCULAS NUCLEARES. 7 

dependiendo del tiempo de vida media del sistema. 
Los estados moleculares se presentan en "paquetes", i.e. el potencial entre los núcleos 

presenta uno o más mínimos. Los núcleos en este potencial presentan captura y excita
ciones durante su movimiento relativo. 

El potencial internuclear presenta algunas similitudes con los potenciales de las 
moléculas atómicas. Un ejemplo es el hecho de que el mínimo en el potencial molecular 
en el caso nuclear se origina debido al traslape de algunos orbitales de los nucleones 
de valencia de ambos núcleos que se encuentran en un potencial de dos centl"os, resul
tando en una. disminución de la energía total del sistema. De manera análoga al efecto 
de ligadura de los electrones de valencia en el caso de las moléculas atómicas [17]. Sin 
embargo las moléculas nucleares son considerablemente más complejas que las moléculas 
atómicas, debido principalmente a dos causas [2]: 

La primera es la interacción fuerte entre los nucleones. Así, muchos de ellos to
man parte en las interacciones internucleares, que generalmente dependen del traslape 
y fragmentación de los subsistemas. También, debido al tipo de interacción entre los nu
cleones, al aumentar la distancia relativa entre los centros de masa de los dos núcleos, 
la estructura inolecular del sistema se desvanece rápidamente. 

La otra causa de la dificultad para la descripción de las moléculas nucleares, es que 
para el siste1na nuclear existen muchos canales de reacción abiertos. En particular en 
estos sistemas están presentes grados de libertad individuales y colectivos, haciendo 
imposible una descripción que considere a todos ellos en conjunto. 

Por lo anterior, es necesario introducir algunas simplificaciones y aproximaciones, 
como es considerar un potencial absorbente para describir la estructura y dinámica de 
las_ 1noléculas nucleares. 

Las estructuras inoleculares nucleares pueden caracterizarse mediante las siguientes 
p1·opiedades: 

a) Las resonancias inoleculares se encuentran en la la región del espectro continuo del 
núcleo cmnpuesto y pueden describirse términos de configuraciones silnples de los dos 
núcleos. Estas resonancias se originan debido a que el estado molecular está atrapado 
dentro de un inínimo del potencial internuclear. 

b)El decaimiento de la molécula nuclear puede describirse en función de la coorde
nada. relativa entre los núcleos. 

c)EI decai1niento de los estados nucleares a estados más complejos del núcleo com
puesto está obstaculizado en gran medida, porque para estos estados la probabilidad de 
decaimiento es pequeña. Esta probabilidad está determinada por la densidad de estados 
del co1npuesto con energía E• donde se presentan las resonancias inoleculares. 

Los estados moleculares dese1npeñan el papel de un tipo de estados intermedios en 
la teoría de las reacciones nucleares [2]. 

Las propiedades antei·iores de las moléculas nucleares permiten realizar una descrip
ción teórica de éstas en dos etapas consecutivas: 

i) El acoplamiento de los estados moleculares con los estados del núcleo compuesto 
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8 MOLÉCULAS NUCLEARES. 

pueden ignorarse y se selecciona una configuración silnple, de los dos cúmulos, para 
construir los estados moleculares. 

ii) Posteriormente, estos estados moleculares pueden acoplarse con los estados del 
sistema compuesto. Este acoplamiento puede describirse de manera efectiva mediante la 
introducción de un potencial imaginario absorbente [18). 

Las configuraciones moleculares pueden observarse únicamente si estos sistemas no 
son destruidos por una absorción fuerte del sistema hacia la formación del sistema com
puesto. 

El hecho de que esta absorción tenue sólo se presente en un grupo pequeño de sistemas 
nucleares, corno son las moléculas nucleares: 12C+12C, 12C+160 , 160+160, 160+24Mg, 
160+28Si y 28Si+28Si sólo se ha entendido parcialmente y de manera cualitativa. 

Otro ejemplo de una posible combinación de núcleos formando una molécula nuclear 
es el sistema 238U+238 U, que en teoría puede llegar a formarse (19, 20, 21]. 

También un tipo de radioactividad que consiste en la emisión de iones pesados como 
pueden ser 12C, 24 Ne, 28•3º M g y 32 Si, predicha teóricamente (22] y observada experimen
talmente [23] puede considerarse corno otra faceta especial de las moléculas nucleares 
que tiene lugar en los procesos de fisión. 

En la época en que las moléculas nucleares se observaron por primera vez, princi
palmente en los sistemas de núcleos ligeros e.g. 12C+12C y 12C+160, se pensó que las 
resonancias observadas en estos sistemas podrían explicarse de manera sencilla. También 
se esperaba que las moléculas nucleares fueran un fenómeno aislado que se presentaba 
sólo en unos cuantos sistemas, desapareciendo conforme aumenta la complejidad de la 
estructura de los núcleos. 

Sin embargo, un entendimiento teórico completo de estos sistemas aún no se ha 
alcanzado y muchas otras moléculas nucleares han sido observadas [24], como es el caso 
de los sistemas 24Mg+24 Mg y 2ªSi+2ªSi. 

Las 1noléculas nucleares parecen ser un fenó1neno bastante más general de lo que 
originalmente se había pensado, que puede presentarse en un gran número de combina
ciones nucleares. 

2.2. Modelos teóricos para las moléculas nucleares 
con dos cúmulos. 

Desde el descubrimiento de las moléculas nucleares, se han elaborado muchos y muy 
diversos modelos teóricos que pueden describirlas, y que permiten entender los procesos 
físicos básicos que tienen lugar en la formación y evolución dinámica de estos sistemas 
nucleares. 

Los modelos teóricos existentes para el estudio de las moléculas nucleares pueden 
dividirse en tres tipos: colectivos, microscópicos y algebraicof!. A continuación describi
mos los aspectos más importantes de algunos de estos modelos, sin entrar en demasiados 
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MOLÉCULAS NUCLEARES. 9 

detalles. Una presentación muy completa e introductoria sobre moléculas nucleares y de 
los modelos para éstas, puede encontrarse en el libro de Greiner et. al, [2]. 

2.2.1. Modelos colectivos 
Un primer paso muy significativo hacia la construcción de un rnodelo de 1noléculas 

nucleares, fue la introducción del modelo de doble resonancia [25], aplicado en la c.les
cripción de las resonancias observadas en iones pesados y en los estados moleculares de 
núcleos ligeros. En este modelo se introduce el mecanismo de doble resonancia, co1'no 
un mecanismo de excitación efectiva para las configuraciones moleculares de larga vida 
media. 

En la figura 2.2 se ilustra esquen1áticamente este mecanisn10. En esta figul'a, los dos 
núcleos, co1no un sólo sistema, se encuentran en un estado con energía E• por encilna de 
la barrera coulombiana, en el potencial molecular co1no función de la separación entre 
los núcleos. 

Mediante la interacción nuclear entre a1nbos núcleos, este sistema es atrapado por 
un instante en un estado i·esonante arriba de la barrera coul01nbiana. Si el espectro 
energético del sistema fonnado por los dos núcleos en conjunto presenta una rcsouaucia 
por debajo de la mis1na barrera y la diferencia de energías, entre ainbos estados, es igual 
a alguna energía de excitación de uno de los núcleos o con la suma de las energías de 
excitación de los dos núcleos, entonces el sistema puede decaer a este estado excitado, 
localizado por debajo de la barrera coulombiana, dis1ninuyendo así la probabiliclad ele 
que el sistema decaiga en sus constituyentes aislados y en consecuencia se incrc111cnta 
la vida media del sistema de ambos núcleos ligados. Es mediante este proceso que se 
considera que la n1olécula nuclear se ha formado. 

El tnodelo de la doble resonancia se ha aplicado para interpretar las diferentes estruc
turas intermedias que se presentan en la función de excitación por arriba de la barrera 
coulo1nbiana, c01no resultado de la excitación inelástica de los estados cuasi-1nolecularcs 
dentro del potencial inolecular. 

Utilizando este modelo en el estudio de las moléculas nucleares, se han obtenido 
resultados cualitativa1nente razonables y en algunos casos hasta cuantitativos, de las 
funciones de excitación para la dispersión elástica. También se han reproducido algu11os 
aspectos generales de las secciones de dispersión inelástica de estos sistemas moleculares. 

En este modelo, el sistema puede decaer del estado molecular nuevamente al est.ado 
de energía E• mediante un proceso similar al que dio origen a la molécula nuclear pero en 
dirección inversa. El decaimiento también puede ocurrir mediante otro tipo de procesos, 
liberando la energía de ligadura de la molécula en uno o ambos núcleos. La molécula 
nuclear también puede decaer mediante t1·ansferencia de uno o más nucleones a uno de 
los dos núcleos. 

En otro proceso de decaimiento, que puede presentarse, la molécula decae a estados 
excitados del sistc1na compuesto dando origen a una fusión parcial o completa de los 
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10 MOLÉCULAS NUCLEARES. 

E 

Figura 2.2: Diagrama del mecanismo de doble resonancia para la formación de las 
moléculas nucleares de dos cúmulos. En la figura se muestra un canal elástico para 
una energía E• que al desexcitarse decae a un estado ligado dentro del potencial 
internuclear. 

núcleos iniciales. 
En el caso en que ambos núcleos mantienen su identidad pero al menos uno de ellos 

se excita, el proceso de decaimiento recibe el nombre de canal cuasi-elástico. 
Otro modelo similar al del mecanismo de doble resonancia, es el 1nodelo de traslape 

de bandas [26, 27], en este modelo las bandas rotacionales excitadas, con los momentos 
angulares intrínsecos y orbital alineados, presentan un traslape con la banda molecular 
elástica de manera que el traslape de estas bandas resulta en un acoplamiento muy fuerte 
entre los canales de entrada y un canal inelástico de salida determinado, generando una 
estructura de resonancias en las secciones de dispersión elástica e inelástica a una energía 
igual a la del traslape de las bandas. 

En las cercanías de este punto de traslape entre ambas bandas, donde se satisface 
la condición de doble resonancia, la mezcla entre bandas es máxima, dando origen a 
las estructuras moleculares observadas. Este modelo se ha aplicado exitosamente para 
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reproducir una gran cantidad de información experimental de las resonancias presentes 
en las secciones de dispersión (28] y de fusión (29] del sistema 12C+12C, así como los 
resultados para la dispersión inelástica y elástica en los sistemas 12C+160 (30] y 160+160 
(27, 31]. 

Al considerar los datos experimentales de muchas resonancias moleculares de las 
diferentes funciones de excitación, fue posible determinar la existencia de una correlación 
entre la densidad de estados del sistema precompuesto y la posibilidad de formar una 
molécula nuclear (32]. 

Estas observaciones condujeron a otro avance importante en el desarrollo de los mo
delos teóricos, para dar una descripción más detallada de los procesos que dan origen a 
la formación de las moléculas nucleares, introduciendo el concepto de la ventana "mo
lecular" (canales moleculares) [33], donde, en la región de excitaciones moleculares, la 
densidad de estados del núcleo precompuesto es extremadamente baja. Como la den
sidad de estados es proporcional a la intensidad de absorción del sistema, también el 
potencial absorbente imaginario resultará pequeño. Por lo tanto existe una pequeña 
ventana (la ventana molecular), en donde se puede observar el fenómeno molecular; 
esta ventana molecular presenta una dependencia en el momento angular de los estados 
moleculares y en consecuencia el potencial imaginario absorbente podría depender del 
1nomento angular. 

Dentro de los modelos colectivos propuestos para moléculas nucleares, existen al
gunos modelos (34] que poseen soluciones analíticas y que reproducen de manera muy 
aproxhnada las resonancias moleculares del sistema 12C+12C. En estos modelos se con
sidera que el acoplainiento entre los momentos angulares del movimiento relativo y el 
1nomento angular intrínseco de los núcleos junto con el potencial imaginario absorbente, 
resultan en la formación de varias bandas rotacionales en las moléculas nucleares. 

Utilizando el concepto de la ventana moiecular fue posible ubicar a los potenciales 
moleculares imaginarios, como los utilizados en los primeros modelos para moléculas 
nucleares de Imanishi et. al. (18], sobre bases físicas más sólidas. 

La idea de que los potenciales moleculares imaginarios dependan del momento angu
lar fue co1nprobada experimentalmente por primera vez en los estudios de la distribución 
angular de los estados moleculares realizados por Chatwiln et.al. (35]. Debido a esta de
pendencia de la densidad de estados nucleares con la energía y el mo1nento angular, esta 
ventana 1nolecular se localiza por encima de la línea de Yrast (36]. Esta característica 
de la ventana molecular se muestra en la figura 2.3, en donde se ha graficado la energía 
de la molécula nuclear corno función de /(/ + 1) donde J es el momento angular de la 
molécula, en la figu1·a también se ha indicado la linea de Yrast para la que su energía 
está dada por: 

/i2 
E= 20/ (/+ 1) (2.2) 

donde e es el momento de inercia del núcleo compuesto. 
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En la figura 2.3 la línea inferior corresponde a la linea de Yrast. Los estados molecu
lares pueden presentarse por encima de esta línea mientras estos no se mezclen mucho 
con los estados del núcleo compuesto. La mezcla de los estados moleculares, con los del 
núcleo compuesto, se incrementa al aumentar la energía hasta llegar a un punto donde 
los dos núcleos no pueden mantener su identidad. Este límite también se encuentra in
dicado mediante la línea recta superior de esta figura; esta línea junto con la línea de 
Yrast delimitan la ventana molecular. 

Figura 2.3: Diagrama de la ventana molecular y la línea de Yrast, en este diagrama 
se puede notar que las resonancias de la molécula 12C+12C se encuentran dentro 
de esta ventana molecular [2]. 

Combinando el concepto de la ventana molecular con el de los estados cuasi-mole
culares, Cindro y Pocanic [37, 38, 39] propusieron un modelo esquemático de cúmulos 
orbitantes. En este modelo la fragmentación de los estados rotacionales amplios, de las 
resonancias intermedias en otros más delgados, se debe al acoplamiento interno, e.g., 
el acoplamiento de los modos vibracionales de la molécula con los grados de libertad 
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internos más importantes de los núcleos individuales. 
El modelo anterior ofrece un tratamiento sisteinático para las propiedades globales 

de las resonancias moleculares, mediante la aplicación directa de las suposiciones del 
modelo a diferentes sistemas de iones pesados resonantes y no resonantes. 

Aunque este último modelo de cúmulos orbitantes es de tipo fenomenológico, tiene 
un poder predictivo sorprendente para la posición de resonancias cuasi-moleculares. 

Dentro del gran número de modelos que se han construido para la descripción de 
moléculas nucleares también se han elaborado modelos algebraicos (40], de tipo feno1ne
nológico, en donde se ha utilizado el álgebra generadora de espectros para describir los 
estados cuasi-moleculares originados en las colisiones de núcleos ligeros. 

Este modelo supone que los grados de libertad del tnovimiento relativo son los res
ponsables de la fonnación de los estados cuasi-moleculares en estos siste1nas, en lugar 
de los grados de libertad cuadrupolares internos de cada núcleo. Tainbién este modelo 
considera que la estructura de los niveles de energía de una molécula nuclear es rniís 
parecida a la de las moléculas atómicas, de lo que otros rnodelos consideran. 

Basado en este modelo algebraico, Erb y Bromley (41] pudieron ajustar las energías 
de las resonancias moleculares del siste1na 12C+12C. Este modelo se estudiará inás cle
talladainente en el capítulo siguiente. 

2.2.2. Modelos microscópicos 

En los modelos teóricos microscópicos para la descripción de moléculas nucleares de 
dos cú1nulos, el modelo de capas para dos centros [42, 43, 44] representa el punto de 
partida para cualquier descripción de esta naturaleza. Este modelo permite estudiar los 
enlaces moleculares de estos sistemas en términos de orbitales nucleares de una partícula. 

El rnodelo de capas para dos centros describe los estados de los nucleones centrados 
alrededor de los dos núcleos en un potencial de partículas no intei·actuantes. En este 
inodelo el potencial molecular efectivo, que depende de la distancia relativa entre los 
centros, se genera por los nucleones de ambos núcleos. 

Una tnolécula nuclear en este modelo puede considerarse como un sistema cuiíntico, 
en donde los nucleones menos ligados a sus núcleos originales (nucleones de valencia 
de cada núcleo) se encuentran orbitando alrededor de a1nbos núcleos, moviéndose inús 
rápido que los centros de nl.asa de cada núcko. Estos se inueven alrededor uno del otro 
de manera adiabática, como sucede en el caso de las moléculas atónlicas hor:noplanares 
o covalentes co1:no son 0 2 y N 2 • Pero en el caso de las t:noléculas nucleares el potencial 
en el que se encuentran ligados los nucleones de valencia no es un potencial coulo1nbia110 
atractivo sino un potencial armónico. 

El modelo de capas para dos centros considera a los potenciales nucleares de a1nbos 
núcleos separados una distancia r, que corresponde a la separación entre los dos centros 
de i:nasa de los núcleos, co1:no se muestra esquemáticamente en la figura 2.4. Cuando 
los dos núcleos se encuentran 1nuy separados se obtiene el límite asintótico esperado, 
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14 MOLÉCULAS NUCLEARES. 

con los dos núcleos aislados descritos individualmente por el modelo de capas, de cada 
núcleo. 

Límite Asintótico 

V Sistema Precompuesto 

Figura 2.4: Diagrama del potencial molecular, en función de la separación entre los 
núcleos, en el modelo de capas para dos centros; como función de la separación 
entre los núcleos. 

Al acercarse los núcleos entre sí, los niveles de energía de los nucleones de valencia se 
encuentran sujetos a las interacciones de ambos núcleos y estos nucleones compartirán 
los orbitales de ambos centros. Para separaciones grandes entre núcleos el traslape de 
los orbitales individuales de los nucleones de ambos núcleos resulta ser pequeño, que 
resulta en un incremento en la energía de algunos de estos orbitales y la disminución de 
otros (2]. 

Cuando en el sistema "precompuesto" los nucleones de valencia se encuentran en su 
mayoría en aquellos orbitales que disminuyen su energía al aproximarse los centros de 
los núcleos, la energía total del sistema disminuye generando un potencial molecular 
atractivo. 
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Cuando los centros continúan aproximándose entre sí, se incrementará la energía po
tencial molecular, resultando en un empaquetamiento de los orbitales que originalmente 
disminuyeron su energía. 

La fonnación de una molécula nuclear puede no estar permitida si al aproxitnarse los 
centros de a1nbos núcleos, los nucleones de valencia ocupen en su 1nayoría los orbitales 
1noleculares que han incrementado su energía, . 

La primera conclusión importante que se obtiene al aplicar este modelo a las mo
léculas nucleares es que los orbitales nucleares individuales específicos que ocupan, o 
pueden ocupar los nucleones de valencia de los núcleos individuales, desempeñan un 
papel central en la formación de una molécula nuclear y determinan. las características 
específicas de las resonancias 1noleculares. 

La estructura de los niveles de energía individuales de este modelo, en función de la 
separación entre los centros de masa de ambos núcleos puede observarse en la figura 2.5, 
donde, para el caso de la fusión completa del sistema esta estructura resulta ser muy 
compleja. 

En general la estructura de los niveles de energía molecular también dependerá de 
la rapidez con que se aproximen los n.(1cleos uno hacia el otro. Los casos límite son: el 
de la colisión lenta, que dará origen a un potencial adiabático (colisión adiabática) en 
el que se encontrarán las resonancias moleculares de mayor vida media, y el caso de las 
colisiones rápidas, que da origen a un potencial súbito para los canales elásticos de la 
colisión. En cada caso se originarán estructuras de los niveles de energía 1nuy distintas 
(2]. 

El 1nodelo de capas para dos centros se elaboró iniciahnente para siste1nas de núcleos 
idénticos, pero actuahnente existen extensiones de este modelo al caso de núcleos di
ferentes (44], frecuentemente utilizados en el estudio de colisiones entre iones pesados 
(45]. 

Descripciones microscópicas más complejas, como el método generador de coordena
das basado en las funciones de onda de muchos cuerpos de los núcleos incidentes (2], se 
han utilizado para estudiar las resonancias moleculares <le las secciones de dispersión en 
función de las energías incidentes. 

Tainbién se han realizado cálculos microscópicos para 1noléculas nucleares utilizando 
el método de Hartree -Fock dependiente del tiempo. Estos cálculos han generado re
sultados que muestran. la posibilidad de la fo1·mación de 1noléculas nucleares en varios 
sistemas de núcleos ligeros (46]. 

2.3. Moléculas nucleares de tres cúmulos 

Recientemente la física de las moléculas nucleares ha retomado gran interés debido 
a los resultados experimentales obtenidos en la fisión espontánea del 252 Cf, donde se ha 
estudiado muy detalladamente el proceso de fisión de este núcleo en tres cúmulos, desde 
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Figura 2.5: Esquema de la evolución de la estructura de bandas de la molécula 
nuclear de dos cúmulos, para el caso de moléculas nucleares no simétricas, en 
función de la separación entre los dos núcleos (2]. 

su estado base (3], y en donde aparentemente se observó la existencia de una molécula 
nuclear de tres cúmulos. 

El sistetna cuántico tan exótico como es una molécula nuclear de tres cúmulos, du
rante su tiempo de vida puede rotar y vibrar de manera análoga al caso de las moléculas 
atómicas [6]. En principio la radiación electromagnética -y originada en los procesos de 
desexcitación de los estados moleculares de la molécula puede detectarse en coincidencia 
con la emisión de radiación -y proveniente de los núcleos individuales, de manera que 
sería posible obtener evidencias concluyentes sobre la existencia de este novedoso tipo 
de moléculas nucleares. 

En los experimentos de fisión del 252Cf utilizando la Gama-Esfera [4], se observaron 
las coincidencias triples de radiación 'Y y coincidencias de doble -y acompañadas con 
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la emisión de partículas ligeras cargadas. Los resultados se han interpretado como una 
molécula nuclear de tres cúmulos. Las partículas ligeras detectadas, en detectores AE -
E, se han identificado como partículas a y núcleos de 1ºBe y pudieron ser relacionadas 
con varios pares de iones pesados en estos procesos de fisión (4]. 

En el caso en que se detectó la emisión de 1ºBe, este proviene de aquellos procesos 
de fisión triple del 252Cf desde sus estado base (3]. Además, en los datos experimentales 
obtenidos de las triples coincidencias para estos procesos de fisión, no se observó ningún 
tipo de corrimiento Doppler en la transición 2t - o+ del 10Be, que presenta un ligero 
corrimiento, menor al 1 %, en el valor de la energía de transición respecto a la energía 
observada en 10 Be aislado (3368 keV). En aquellos experimentos en donde el núcleo 
ligero, en la fisión triple del 252Cf, resulta ser el 1ºBe, los dos núcleos pesados fueron 
identificados como el 96Sr, y el 146Ba. 

La observación de esta transición electromagnética del núcleo 10Be sin corrimiento 
Doppler, sugiere la existencia de una molécula nuclear constituida por tres núcleos con 
una vida media larga, del orden de algunas décimas de picosegundo r = 10-i:i s Ésta 
corresponde a la vida media asociada con la transición observada del 10Be, e inclusive 
esta molécula podría tener una vida media mayor a este periodo de tiempo, (esta vida 
media resulta ser mucho 1nayor que la vida media de las moléculas nucleares "clásicas", 
como la molécula 12C+12C cuya vida resulta ser del orden de r = 10-21 s). 

Independientemente de que estos experimentos aporten evidencias concluyentes a 
favor de la existencia de las moléculas nucleares de tres cúmulos de vida inedia larga, 
hay argumentos físicos que sugieren la posible formación de este tipo de moléculas: 

i) En la fisión del 252Cf se ha observando la fisión de este núcleo en tres cúmulos, 
siendo la partícula a el núcleo ligero (47]. 

ii) Si las partículas a pueden emitirse en el proceso de fisión del 252 Cf, no hay 
razones para creer que ot.ros iones más pesados no puedan también emitirse; corno es el 
caso de la radiactividad de iones pesados observada con anterioridad [22, 23] . Aunque la 
probabilidad de emisión de iones pesados en la desintegración del 252Cf es mucho menor. 

iii) El núcleo ligero 1ºBe consiste de una estructura de dos partículas a fuertemente 
ligadas, con dos neutrones débilmente ligados (48]. Estos últimos pueden ser ideales para 
efectuar los enlaces con los núcleos pesados, favoreciendo la formación de la rnolécula 
nuclear, e incrementando la vida media de la misma. 

iv) Los resultados de cálculos teóricos para los potenciales moleculares asociados 
con los sistemas observados producen un mínimo en la energía del sistema [6], sugiriendo 
la posibilidad de que este tipo de moléculas pueden formarse. 

Sin embargo, estos argumentos son cil-cunstanciales y no prueban la existencia de 
este nuevo tipo de moléculas nucleares, debiendo esperar más resultados experimentales 
para confirmar su existencia. 

Si la existencia de las moléculas nucleares es confirmada en el futuro, un nuevo y 
amplio tipo de fenómenos físicos podrá explorarse. En el caso de las moléculas nucleares 
"clásicas" de dos cúmulos, debido a su tiempo de vida media tan corto (10-21 s) no ha 
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sido posible realizar mediciones detalladas de espectroscopía -y. En el caso de las molécu
las nucleares de tres cúmulos, con una vida media mucho mayor (10-13 s), existiría la 
posibilidad de efectuar este tipo de medidas espectroscópicas y se podría determinar 
la posición relativa de los núcleos que las forman. También se tendría un mayor en
tendimiento de los procesos de formación de las moléculas nucleares, de la estructura 
específica de los espectros moleculares y su posible relación con la formación de nuevos 
elementos superpesados. 

Basados en los argumentos físicos mencionados, recientemente se han elaborado mo
delos teóricos para investigar los posibles tipos de movimientos colectivos que pueden 
presentar las moléculas nucleares de tres cúmulos y que tipo de transiciones característi
cas pueden presentarse al estudiarlas en futuros experimentos. 

Dentro de los modelos teóricos desarrollados para la molécula nuclear 96Sr+ 1ºBe+ 
146Ba, los modelos geométricos (6] han considerado una configuración lineal para los 
núcleos, donde los ejes de simetría de estos se encuentran orientados a lo largo del 
eje molecular z (ver figura 2.6). Desarrollos posteriores de estos modelos (7], también 
consideran configuraciones donde los ejes principales de los núcleos pesados presentan 
ángulos de inclinación (O), pequeños respecto al eje molecular. En todos estos modelos 
se considera que el núcleo ligero se localiza en medio de los dos núcleos pesados y que 
estos pueden deformarse. También se consideran las vibraciones ¡3 y -y de los núcleos 
individuales. 

Los diferentes tipos de movimientos que consideran estos modelos geométricos son: 
el de inariposa, la rotación de la molécula alrededor del eje de simetría molecular, y el 
de "breathing", en donde la molécula se comprime y se expande en conjunto (ver figura 
2.6) 

Los parámetros resultantes en estos modelos se determinan de la estructura indivi
dual de cada uno de los núcleos de la molécula y de los potenciales intermoleculares 
entre pares de núcleos. Estos últimos son calculados mediante la técnica de "doble
convolución" de las densidades nucleares, considerando una interacción nuclear del tipo 
M3Y más la repulsión coulombiana entre núcleos (7, 49, 50, 51). 

Los principales resultados de estos modelos son (5): 
a) Exceptuando la banda rotacional del estado base, no hay más bandas en un 

intervalo de aproximadamente 1 MeV por encima de la banda vibracional base. 
b) Los estados rotacionales de estas bandas vibracionales se encuentran muy co1n

primidas, reflejándose en el hecho de que la separación entre los estados rotacionales de 
una misma banda es del orden de keV, debido (en parte) a que el momento de inercia 
de la molécula resulta ser muy grande. 

e) Los primeros estados excitados para vibraciones de tipo "mariposa" se encuentran 
a energías inuy por encima del estado base ( del orden de 2 Me V ) . Este comportamiento 
es algo diferente al caso de las moléculas de dos cúmulos, donde la separación en energía 
entre este tipo de bandas resulta ser menor de 1 MeV. 

d) Debido a la diferencia de masas de los núcleos pesados, las funciones de onda con 
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Figura 2.6: Diagrama de la configuración lineal de una molécula nuclear de tres 
cúmulos, en donde se indican algunos de los movimientos relativos que pueden 
efectuar los núcleos. 

paridad positiva y negativa presentan una degeneración, exceptuando los estados o+. 
e) Dentro de las bandas rotacionales existen alternadamente estados de paridad 

positiva y negativa, debido a la perdida de cualquier tipo de simetría discreta (todos los 
núcleos son diferentes). 

El mayor problema que presentan estos modelos geométricos es la dificultad para 
describir configuraciones 1noleculares, en las que se considere la deformación del núcleo 
ligero y aquellas donde el núcleo ligero se encuentra ligera1nente fuera del eje molecular 
z, dando origen a una configuración triangular para este tipo de moléculas. 

Las configuraciones triangulares para estas moléculas resultan tener cierta impor
tancia, porque para el caso de partículas sin estructura inte1·na (partículas tipo a:), los 
cálculos teóricos que consideran todos los núcleos esféricos, muestran que este sistema 
tiene su mínimo en el potencial molecular para una configuración triangular [8]. 

Debido a estas dificultades para describir las configuraciones triangulares en estas 
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moléculas trinucleares, e iuspirados en trabajos previos para la descripción de la estruc
tura bariónica [9). Recientemente se han elaborado modelos algebraicos fenomenológicos 
que pueden superar estas dificultades. Los movimientos relativos de los cúmulos en este 
modelo se describen mediante un grupo U(7) para las coordenadas de Jacobi del sistema. 

La ventaja de estos modelos es la gran facilidad con que es posible describir sistemas 
complejos, que requerirían procedimientos muy complicados desde el punto de vista 
de la descripción geométrica. También es posible estudiar los posibles límites de las 
simetrías diná1nicas, que tienen expresiones analíticas para los espectros de energía de 
los Hamiltonianos resultantes. 

En estos modelos también se han relacionado los parámetros del Hamiltoniano con 
las constantes de rigidez de los potenciales geo1nétricos [13]. Sin embargo, los modelos 
'algebraicos anteriores no toman en consideración la estructura interna de los cú1nulos 
individuales. 

En el caso de una molécula nuclear de tres cúmulos en una configuración lineal, se 
ha encontrado teórica1nente [6, 7, 13] que las contribuciones dominantes en el espectro 
energético del sistema provienen del movimiento relativo de los núcleos y la estructura 
interna de estos contribuirá en menor gr.ado al espectro energético. Sin embargo, es 
necesario estudiar los efectos de la est1·uctura interna de los núcleos en la estructura de 
las 1noléculas nucleares en configuraciones triangulares. 

Como veremos 1nás adelante, incluir la estructura interna de los cúmulos en los 
modelos algebraicos puede efectuarse de inanera directa sin las dificultades encontradas 
en los modelos geo1nétricos. 

En el capítulo siguiente estudiaremos con más detalle los aspectos generales de los 
modelos algebraicos para moléculas nucleares y construire1nos un modelo algebraico para 
moléculas nucleares de dos cúmulos, tomando en consideración la estructura interna de 
los núcleos individuales mediante el modelo de bosones interactuantes (I BM -1) [14, 15) 
y una extensión de este modelo, para el caso de núcleos ligeros, el modelo I BM - 4 (16). 

También se presenta la técnica de los estados coherentes, que se empleará para re
lacionar los parámetros del Hamiltoniano del modelo algebraico con las constantes de 
interacción de los potenciales moleculares. 
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Capítulo 3 

MODELOS ALGEBRAICOS PARA , 
MOLECULAS NUCLEARES. 

A continuación se presentan los primeros modelos algebraicos diseñados para la des
cripción de moléculas nucleares con dos cúmulos [40, 41], para esto, es necesario revisar 
los modelos algebraicos del grupo U(4) con sus dos cadenas de simetría dinámica: el 
límite vibracional U(3) y el límite deforma,do SO (4). También presentamos los aspectos 
inás generales del modelo de bosones interactuantes en su simetría dinámica SU(3), 
que nuestro modelo considera para inolécula.s nucleares de dos cúmulos. Al final de este 
capítulo presentamos nuestra propuesta de extensión de los modelos algebraicos para 
n1oléculas nucleares de dos cú1nulos to1nando en consideración la estructura interna de 
los cúmulos y se aplica al espectro inolecular del sistema 12C+12C. 

3.1. Modelos vihrónico y de bosones interactuantes 
(IBM). 

3.1.1. El modelo vibrónico U{4} 

El modelo vibrónico puede expresarse en ténninos del álgebra de Lie del grupo U(4). 
El álgebra de un grupo U(4) puede desarrollarse en ténninos de cuatro operadores 
de creación bosónicos y sus correspondientes cuatro operadores de aniquilación b!, b; 
(i = 1, ... , 4), donde se pueden ilnponer algunas restricciones adicionales para estos 
operadores a partir de las consideraciones físicas del proble1na que se esté estudiando. 

En el caso de los modelos algebraicos basados en el álgebra del grupo U(4) como 
aquellos desan·ollados para los niveles vibracionales de moléculas diatómicas [15, 52, 53), 
en ausencia de campos electro1nagnéticos externos, los estados de este tipo de moléculas 
poseen valores de momento angular (L) y paridad (7r) bien definidos. Estas restricciones 
requieren que un modelo algebraico con una simetría U(4), para este tipo de moléculas, 

21 

···.\· 

i . TESIS CON' :·.-' ~, 
¡ ,, ... ' 

FALLA DE ORIGEN 



22 MODELOS ALGEBRAICOS PARA MOLÉCULAS NUCLEARES. 

considere un Hamiltoniano que resulte invariante ante rotaciones y reflexiones. Para esto 
tenemos que introducir operadores bosónicos con propiedades bien definidas bajos estas 
dos transformaciones. 

Para obtener operadores que to1nen en cuenta las propiedades anteriores, es necesario 
considerar operadores tensoriales esféricos con paridad bien definida. Sin embargo, para 
seleccionar las propiedades específicas de los operadores b!, b;, es necesario elegir el tipo 
de problema que deseamos estudiar. En nuestro caso, deseamos un modelo que describa 
las vibraciones y rotaciones de moléculas de dos núcleos, en donde los grados de libertad 
del movimiento relativo de los constituyentes juegan un papel central en la descripción 
de estas propiedades para las moléculas nucleares. 

Los grados de libertad del movimiento relativo corresponden a operadores esféricos 
de rango 1 (L = 1) y paridad negativa (7r = -1), por lo que es natural considerar opera
dores bosónicos que posean este tipo de propiedades de transformación ante rotaciones 
y reflexiones. Lo anterior conduce a considerar una construcción del álgebra del grupo 
U(4) en términos de un operador vectorial pt,. (de rango 1) con sus tres componen
tes (rn = -1, O, 1) y un operador escalar st (de rango O). Los operadores p't,, y Pm se 
utilizan para describir los grados de libertad dipolares, sin embargo el contenido físico 
de los operadores bosónicos st(s) no es muy claro. Su introducción sólo está justificada 
de manera feno1nenológica, como una forma de considerar interacciones entre estados 
bosónicos con diferente número de bosones tipo p [52, 53]. 

Los operadores p y s 5atisfacen las reglas usuales de conmutación para operadores 
bosónicos i.e: 

[pt,.,prn•] 
[p't,,, s] 

óm,m'• [st, s] = 1 

O, [st,Pm] =O (3.1) 

Las propiedades de rotación y reflexión de los operadores Ptn y st pueden resumirse 
considerando su transformación bajo rotaciones R (91 , 9 2 , 9 3 ), dadas por los ángulos de 
Euler 9;. 

(3.2) 

donde D~:J,,, (91 , 9 2 , 9 3 ) son las matrices de Wigner con momento angular L =l. También 
se pueden considerar la trasformación de los operadores pt,. y st ante reflexiones P: 
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Los operadores de aniquilación Pm y s en general no se transforman como operadores 
tensoriales esféricos," pero los operadores: 

p,,. ( - ) l+"' p_.,. 

s s, (3.4) 

satisfacen las mismas propiedades de trasformación que los operadores pl, y st [15]. 
Como la invariancia rotacional es de singular importancia en los modelos algebraicos 

para moléculas de dos cúmulos, resulta conveniente escribir los generadores del grupo 
U(4) de acuerdo a sus propiedades como operadores tensoriales esféricos. Para esto 
utilizamos los coeficientes de Clebsch-Gordan, para acoplar un operador pl, o st con 
otro operador p.,. o s a un operador bilineal con momento angular .\ y proyección µ, 
definido de la siguiente manera: 

(3.5) 

con bl"' = ( pl, o st) y b,.,. = (Prn o s). Los operadores sf·> (l, l') definen. los 16 
generadores del grupo U(4). 

En el contexto del modelo vibrónico sólo tienen interés las subálgebras del grupo 
U(4), que contienen el álgebra del momento angular del grupo 80(3). Los generadores 
de esta algebra están dados por los siguientes operadores: 

(3.6) 

Para considerar únicamente aquellas subálgebras del grupo U(4) invariantes ante 
rotaciones, es necesario encontrar todas las álgebras G que contengan al grupo de rota
ciones 80(3). Es decir, aquellas álgebras que cumplan con la condición: 

U(4) ::::> G ::::> 80(3). (3.7) 

Una posible álgebra con las características anteriores puede obtenerse eliminando 
aquellos generadores del grupo U(4) que contengan a los operadores de creación y ani
quilación de tipo s, los generadores restantes: 

¡pt ®fil&º' 
¡pt ® p]~l) 

¡pt ®.P]~2) (3.8) 

forman un álgebra del grupo U(3), de manera que puede establecerse la siguiente cadena 
<le álgebras: 
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U(4) :::::> U(3) :::::> 80(3), (3.9) 

donde debemos considerar la representación totalmente simétrica del grupo U(4), debido 
a que se trata de un sistema bosónico. Esta representación se denota por: [N], donde 
N es el número total de bosones de tipo p y s. El grupo U(3) posee también una 
representación totalmente simétrica [np], donde np es el número total de bosones de tipo 
p. El grupo 80(3) del momento angular también contiene la proyección del momento 
angular lvIL a lo largo del eje z (asociado al subgrupo 80(2)). 

Los sistemas que presentan una simetría dinámica dada por la cadena de álgebras 
(3.9), están clasificados por los estados l[N]npLML)· 

Existe una segunda cadena de grupos que satisface la condición (3. 7) y que consta 
de los operadores: 

Lµ = V2 [pt 0 Pl~1i 

bµ = [pt.0 8 + 8 t 0 fil~1i 
(3.10) 

Estos operadores resultan ser los generadores del grupo 80(4), de manera que la 
cadena de grupos: 

U(4) :::::> 80(4) :::::> 80(3). (3.11) 

satisface las condiciones deseadas para la construcción de un modelo vibrónico. 
Los sistemas que presentan una simetría dinámica dada por la cadena de álgebras 

(3.11), están clasificados por los estados l[N] wLML), donde w está asociado con los 
valores propios del operador de Casimir de segundo orden del grupo 80(4). 

El Hainiltoniano más general del modelo vibrónico del grupo U(4) que resulta in
variante ante rotaciones, reflexiones y que conserva el número total de bosones puede 
expresarse en términos de los operadores (3.8) y (3.10) mediante la siguiente expresión 
[15]: 

(3.12) 

donde e0 es una constante aditiva. 
El Hainiltoniano anterior se puede reducir al Hamiltoniano asociado con alguna de 

las dos cadenas dinámicas anteriores, para casos especiales en donde algunos de los 
parámetros del Hamiltoniano se anulen. Por ejemplo, para el caso de la cadena dinámica 
(3.9) un Hamiltoniano que presente este tipo de simetría puede expresarse de la siguiente 
manera: 

H = "º + x1ñp + x2ñ~ + aL2 (3.13) 

este Hamiltoniano posee una expresión analítica para sus energías, dadas por: 
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(3.14) 

Estas energías están dadas en términos de los valores permitidos para np y L dados 
por 

np O, 1, ... ,N 
L np, np - 2, ... , 1 ó O. 

(3.15) 

En el caso de la cadena dinámica (3.11), el Hamiltoniano más general con este tipo 
de simetría puede expresarse de la siguiente manera: 

H = eo + xa(L2 + D2
) + aL2 

con energías dadas por la siguiente expresión: 

E(w, L) = e0 + xaw(w + 2) + aL(L + 1) 

donde los valores permitidos para w y L estarán dados por: 

w N, N - 2 ... , 1 ó O 

L O, l, ... ,w. 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

El modelo vibrónico permitirá, en el caso de moléculas nucleares, describir las exci
taciones de las moléculas nucleares de dos ciímulos debidas a los grados de libertad del 
movimiento relativo de los centros de masa de los cúmulos, mientras que el modelo de 
bosones interactuantes, del que a continuación consideramos los aspectos más generales, 
permitirá describir las excitaciones colectivas de los núcleos individuales. 

3.1.2. Modelo de Bosones Interactuantes (IBM) 
La suposición básica del modelo algebraico de bosones interactuantes es que los 

estados colectivos de bajas energías en los núcleos se encuentran dominados por las 
excitaciones de los protones y neutrones de valencia de los núcleos [14, 15]. También en el 
inodelo de bosones interactuantes se supone que las configuraciones para los nucleones de 
valencia, que corresponden a pares de nucleones idénticos acoplados a mo1nento angular 
O o 2, resultan ser las inás detenninantes de la estructura de los espectros nucleares 
colectivos a bajas energías. En el IBl\1 estos pares se consideran como bosones con 
inomento angular L =O descritos por los operadores st(s), llamados bosones tipos, y 
bosones con n101nento angular L = 2, dt,.(d,,.), llamados bosones tipo d. 

En el modelo, el nú1nero de protones y neutrones de valencia(N), acoplados en pares 
está dado respecto a la capa cerrada más cercana. Es decir, si inenos de la mitad de la 

·. 
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banda de valencia se encuentra ocupada, el número de pares acoplados corresponderá a 
pares de partículas, mientras que si más de la mitad de la banda se encuentra ocupada, 
el número de bosones N estará dado por el número de huecos en la banda de valencia. 

En la versión más sencilla del IBM (IBM-1) no se considera ninguna distinción entre 
protones y neutrones. Esta aproximación resulta ser adecuada para núcleos pesados don
de la formación de pares de protón - neutrón es poco p1·obable, debido a que los protones 
y neutrones se encuentran ocupando diferentes capas de valencia. Sin embargo, para el 
caso de núcleos ligeros, tanto los protones como los neutrones de valencia se encuentran 
en la misma capa y en este caso resulta necesario considerar bosones correspondientes 
a pares de neutrón - neutrón, protón - protón y de protón - neutrón por separado. En 
este caso el modelo de bosones interactuantes debe extenderse a su versión denominada 
(IBI'vl-4), como se verá más adelante cuando se consideran los núcleos de carbono 12C 
en la molécula nuclear 12c+12c. 

Para describir los estados colectivos de los núcleos en el IBM se introducen los boso
nes de creación y aniquilación st, d¡ (s, d,.) donde µ = -2, -1, O, 1, 2, estos operadores 
satisfacen las relaciones de conmutación: 

[d¡, d,,·] 
[d¡, s] 

8,.,,.'• [st,s] = 1 

O, [st,d,.]=0 (3.19) 

De manera análoga al modelo vibrónico U(4), es conveniente utilizar los operadores 
J.,., s definidos de la siguiente manera: 

(3.20) 

y que nuevamente se transforman como operadores esféricos al igual que los operadores 
st y d¡). 

Los 36 generadores Bi-"> (L, L') que pueden obtenerse con los diferentes acoplamientos 
de los operadores d y s dan origen a una álgebra de un grupo U(6). 

El Harniltoniano más general dentro del IBM que resulta invariante ante rotaciones 
y reflexiones, y que conserva el número total de bosones para interacciones de uno y dos 
cuerpos, puede expresarse de la siguiente manera [14, 15, 16]: 
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H 

' (3.21) 

donde el número total de bosones N = nd + na se conserva. 
Para este modelo existen tres cadenas dinámicas que contienen el momento angular 

y que están dadas por las siguientes cadenas de grupos: 

U(6) :::> U(5) :::> S0(5) 
U(6) :::> SU(3) 

U(6) :::> S0(6) :::> S0(5) 

:::> S0(3) 
:::> S0(3) 
:::> S0(3) 

(/) 
(//) 
(///) 

(3.22) 

Un estudio muy detallado de estas cadenas dinámicas puede encontrarse en los libros 
de modelos algebraicos [14, 15, 16]. Aquí únicamente nos concentraremos en estudiar 
brevemente la cadena dinámica(//), debido a que esta cadena es la que se considera 
más adelante en el modelo para molécule.s nucleares para describir la estructura interna 
de núcleos bien defonnados, que es el caso qu~ nuestro modelo intenta describir en una 
primera etapa. 

Para la cadena dinámica (/ /) los generadores del grupo SU(3) están dados por: 

L,, ../W[dt ® clj~l) 

[dts+stcl,,] ± f{ [dt @el]~> (3.23) 

En general los estados del grupo U(6) están dados por la representación totalmente 
shnétrica de este grupo para N bosones. La clasificación posterior de los estados con 
una simetría SU(3) estará dada de acuerdo a las representaciones irreducibles de este 
grupo, que están caracterizadas por dos números cuánticos (.>., µ). Los valores de (.>., µ) 
contenidos en la representación [N] están dados por [14, 15, 16]: 
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(>., µ) (2N, O), (2N - 4, 2), ... , { 
(N,O) }{ si N es par } (2, N- 1) si N es irnpar 

{ (O,N- 3) } { =~ N es par } y (2N - 6, O), (2N - 10, 2), ... , (2 , N _ 3 ) N es irnpar 

{ (O, N - 6) } { =~ N es par } y (2N - 12, O), (2N - 16, 2), ... , (2, N _ 3) N es irnpar 

(3.24) 

Para obtener las representaciones irreducibles del grupo 80(3) dadas por el momento 
angular L, la reducción del grupo 8U(3) al grupo 80(3) no es simplemente reducible. 

· Esto quiere decir que es necesario considerar una etiqueta adicional K [54]. De esta 
forma, los valores de L contenidos en la representación (.>., µ) del grupo 8U(3) estarán 
dados por: 

L = I<, K + 1, ... , K + máx{>., µ} (3.25) 

donde: 
K = mín{>., µ}, mín{>., µ} - 2, ... , 1 ó o (3.26) 

exceptuando el caso donde I< = O para el que los valores permitidos de L estarán dados 
por: 

L = máx{>., µ}, máx{>., µ} - 2, ... , 1 ó O. (3.27) 

Por lo que los estados correspondientes a una simetría perteneciente a la cadena 
dinámica (I I) de la ecuación (3.22) estarán dados por: 

l[N] (.>., µ)K L) (3.28) 

Finalmente, consideremos los operadores de Casimir de segundo orden del grupo 
8U(3) y del grupo 80(3), mismos que juegan un papel muy importante en la construc
ción de nuestro 1nodelo para moléculas nucleares. 

El operador de Cashnir de segundo orden del grupo 8U(3) estará dado por: 

G2 (8U(3)) = 2Q2 + ~L2 (3.29) 

y el operador de Casimir de segundo orden del grupo 80(3) será el momento angular 
al cuadrado: 

TESJS--CON·· 
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donde: 
2 

Q2 E c-1)µQµQ-µ 
µ=-2 

1 

E (-1)µ LµL-µ (3.31) 
µ=-1 

son los productos internos de los operadores Q y L. El Ha1niltoniano asociado con esta 
simetría dinámica puede expresarse en términos de los operadores de Casimir (3.29) y 
(3.30) de la siguiente manera: 

(3.32) 

este Hamiltoniano posee la siguiente expresión analítica para sus energías: 

E(>..,µ, L) = Eo +Xi (>..2 + µ 2 + >..µ + 3 (>.. + µ)) + x2L(L + 1) (3.33) 

Antes de presentar la propuesta de un posible Hamiltoniano para moléculas nucleares 
con estructura interna, revisaremos brevemente un modelo algebraico para moléculas 
nucleares que no considera la estructura interna de los núcleos y que sirve de refe1·encia 
para entender, de manera clara, la forma en que nuestro modelo introduce las estructuras 
internas de los núcleos en el Hamiltoniano algebraico del modelo. 

3.2. Modelo algebraico para moléculas nucleares sin 
estructura interna. 

El primer modelo algebraico para moléculas nucleares propuesto por Iachello [40), 
considera que la estructura de los niveles de energía de las moléculas nucleares está do
minada por la contribución de los grados de libertad dipolares, de momento angular 
L = 1 y paridad negativa (1-), de manera totalmente análoga al caso de las moléculas 
diatómicas [17), donde la variable fundamental resulta ser el vector r", que representa 
la distancia entre los dos átomos (núcleos en nuestro caso). 

En este inodelo se dejan de lado los grados de libertad cuadrupolares (2+) de los 
núcleos individuales. 

Ta1nbién se considera que el co1nportamiento de los espectros cuasi-1noleculares en 
el caso nuclear puede caracterizarse por dos números cuánticos, el vibracional v y el 
momento angular L. Para el caso atómico, una descripción empírica de los niveles de 
energía puede darse por la expresión de Dunham [55): 

E(v, L) = ~Y¡í [v + ~]; [L (L + l)]í 
"3 

(3.34) 
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donde los coeficientes Y;j contienen información sobre el momento de inercia y la frecuen
cia vibracional de la molécula y deben de ajustarse a partir de los datos experimentales. 

Sin embargo, las bandas vibro-rotacionales en (3.34) no tienen una energía de corte 
por lo que no es posible obtener información sobre la energía de disociación molecular y, 
en consecuencia, no se pueden conocer las configuraciones responsables de la fonnación 
de la molécula. 

Una descripción más fundamental se obtiene construyendo los potenciales interató
micos V(r) (en nuestro caso internucleares) y resolviendo la ecuación de Schrodinger 
correspondiente. 

Generalmente V(7) no es conocido y debe desarrollarse en serie alrededor de su 
mínimo ~. Uno de los desarrollos más utilizado es el oscilador anarmónico, representado 
por la siguiente expansión: 

V(r) = Vo +A (r - ro) 2 + B (r - ro) 3 + G (r - ro) 4
, (3.35) 

donde los coeficientes tienen que determinarse experimentalmente. 
Sin embargo, en el caso nuclear la determinación de los coeficientes se complica con

siderablemente porque las configuraciones nucleares no son estables, pero sobre todo 
porque las interacciones que dan origen a la fonnación de los enlaces moleculares nu
cleares no se conocen con exactitud. 

Como una alternativa, para superar las dificultades que aparecen para determinar 
los coeficientes del potencial internuclear, se propuso un tratamiento algebraico que 
presenta dos ventajas inuy importantes. Por una parte, el planteamiento del proble1na 
resulta ser inuy silnple, y poi· otra, el trata1niento que da al proble1na inolecular resulta 
ser muy detallado. 

El modelo algebraico para las moléculas nucleares que trataremos a continuación, 
está basado en el resultado de que un espectro vibro-rotacional en n dimensiones puede 
generarse aplicando las álgebras de Lie de los grupos unitarios en n + l dimensiones 
[14, 15, 16). Co1no vimos en la sección anterior, la aplicación de estos métodos al es
pectro cuadrupolar (n = 5) resulta en una descripción muy detallada de los estados de 
baja energía de los núcleos con un número par de protones y de neutrones (núcleos 
par - par). Por esta razón, parece ser adecuado aplicar esta técnica al espectro dipolar 
(n = 3) para describir el espectro inolecular y cuasi-molecular de este tipo de sistemas. 

En el caso n = 3, el grupo apropiado resulta ser el grupo U(4) y por sencillez se 
considera un Hamiltoniano lineal y cuadrático en los generadores de U(4), siendo el más 
general de este tipo: 

TE:r0 r,. . ..,?'1 
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H e.sts + Eppt · p + L ~ (2L + 1)~ CL [[Pt ® p1] (L) ® [p ® p]<L>J'º> 
L=D,2 

+uo [[st ® st] (O)® [s ® .s1<0>J (O)+ U¡ [[Pt ® s] (l) ® [st ® P] (l)] (O) 

+u2 [[[pt ®pt](O) ® [s® sj(O)rO) + [[st ® st](D) ® (P®p)(O)rO)] (3.36) 

El espectro de energía puede obtenerse diagonalizando H en el espacio de la re
presentación irreducible totalmente simétrica de dimensión N ([N]) del grupo U(4). 
Recordemos que el número cuántico N juega el papel de corte en el espectro energético 
del grupo unitario que estemos considerando. 

En este modelo algebraico para casos especiales (simetrías dinámicas del Hamilto
niano), es posible obtener soluciones analíticas para el espectro energético. En el ca.so 
del grupo U(4), como vimos en la sección anterior, sólo existen dos cadenas dinámicas 
que contienen al grupo de rotaciones: 

U(4) 

U(4) 

80(4) :::::> 80(3) :::::> 80(2) 
U(3) :::::> 80(3) :::::> 80(2) 

(I) 
(II) (3.37) 

En el modelo se considera un Hamiltoniano con una simetría dinámica 80(4) (ca
dena dinámica I), donde el Hamiltoniano H se puede expresar como función de los 
operadores de Casimir de esta cadena dinámica mediante la siguiente expresión [40): 

(3.38) 

donde L'k es el mo1nento angular del movimiento relativo de los núcleos. Los estados 
propios del Hamiltoniano se clasifican de manera única mediante el conjunto de números: 
N, w que clasifica los estados del grupo 80(4) (w = N, N - 2, ... 1 ó O), el momento 
angular L (L = w, w - 1, ... 1, O) y su proyección NI. 

El espectro más general correspondiente a esta simetría dinámica resulta ser 

(1) 

E (N, w, L, /\1) = x:: (N - w) (N + w + 2) + x~> (L (L + 1)) (3.39) 

donde x~> y x~> son constantes del n1odelo que deben determinarse experimentahnente. 
La estructura del espectro resultante se muestra en la figura 3.1. 

Se puede mostrar fácilmente que este espectro es análogo a espectros de moléculas 
diatómicas dados por la relación empírica de Dunham [17). Introduciendo el número 
cuántico vibracional v = <N;-""1, esta semejanza se hace evidente: 

1 1 
E (N, v, L) = -D + a(v + 2) - b(v + '2)2 + c(L (L + 1)) (3.40) 
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Figura 3.1: Espectro característico, correspondiente al Hamiltoniano algebraico co
rrespondiente al límite S0(4) del modelo algebraico U(4). 

donde: 

D 

a 

b 

e 

(t) (2N + 3) 
Xn 4 
x~>(N+2) 
x~> 
v(2) 
"'-R. 

Comparando (3.40) con (3.34) se observa que la simetría dinámica SO( 4) corresponde 
a la expansión einpírica del espectro de energía con sólo tres coeficientes Y10, 1'2o y Yo1. 

Erb y Bromley (41] aplicaron este modelo a las resonancias moleculares del sistema 
12C+12C (tabla 3.1), y pudieron reproducir de forma 1nuy aproximada los resultados ex
peritnentales, co1no se puede ver en la figura 3.2. Los valores numéricos de los parámetros 
del Hamiltoniano (3.38) están dados por: 

16 
80 keV 

76 keV (3.41) 

En este modelo únicamente los valores pares de momento angular y paridad positiva 
están permitidos para un sistema de bosones idénticos. En el ajuste de los datos expe-

::TESIS ·CON 
FALLA DE ORIGEN 



MODELOS ALGEBRAICOS PARA MOLÉCULAS NUCLEARES. 33 

rimentales mostrados en la figura 3.2, el valor obtenido para el parámetro rotacional, 
x'h = 0.076 MeV, corresponde a una configuración de equilibrio con los dos núcleos ape
nas en contacto formando una pequeña mancuerna. El momento de inercia obtenido de 
este parámetro implica una separación de equilibrio entre núcleos de aproximadainente 
6. 75 frn. Como veremos más adelante, esto corresponde a un mínimo en el potencial mo
lecular para una distancia algo mayor a la obtenida en el cálculo de "doble-convolución", 
para el potencial molecular del sistema. 12C + 12 C. 
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Figura 3.2: Comparación de los espectros de energía experimental y teórico del 
modelo algebraico 50(4), para la molécula nuclear 12C+12C. En esta gráfica los 
valores teóricos están representados por las curvas sólidas y los valores experimen
tales por los puntos negros y huecos, donde la paridad de estos últimos no se ha 
establecido completamente de manera experimental (41]. 
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L=O L=2 L=4 L=6 L=8 
3.17 3.75 4.46 6.49 9.65 
3.35 4.62 5.77 7.55 9.84 
4.25 4.88 5.96 8.86 10.30 
5.80 5.00 6.85 9.05 10.63 
5.97 5.37 7.::m 9.33 10.90 

5.64 7.45 9.98 11.20 
5.80 7.71 10.45 11.38 
6.01 7.90 11.90 
6.25 8.26 12.36 
6.63 8.45 12.98 
7.05 

Tabla 3.1: Valores experimentales de los niveles de energía, en unidades de MeV, 
de la molécula nuclear 12C+12C, dadas en las Refs. [24, 41], clasificados por su 
momento angular. 

3.2.1. Relación del Hamiltoniano algebraico con el potencial 
geométrico. 

En el estudio de los 1nodelos algebraicos es in1po1·tante conocer el contenido geo-
1nétrico de los Ha1niltonianos asociados con estos modelos. Para poder establecer la 
conexión entre los 1nodelos algebraicos y la parte geométrica es necesario considerar 
estados coherentes que permitan expresar el potencial molecular nuclear, asociado al 
Hamiltoniano algebraico, como función de la separación relativa entre los núcleos (r). 

El estado coherente 1nás general asociado con el grupo U(4) puede expresarse en la 
siguiente forma [56, 57): 

IN,81 > (3.42) 

donde: 
3 

8r = 81. 81 = ¿ c-1>µ 8,µ8•-µ 
µ=1 

y.§ distingue al operador adicional de momento angular cero del modelo vibrónico U(4) 
del otro operador s de momento angular cero, perteneciente al modelo de bosones inte
ractuantes. 

Para calcular el valor de expectación del Hamiltoniano (3.38) en el estado coherente 
(3.42), y expresar el potencial molecular en función de la separación r, primero es 
necesario determinar la relación existente entre el parámetro 8 1rn del estado coheren-
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te (3.42) y la distancia relativa rm. Para esto consideremos la definición del operador 
distancia relativa, cuantizado respecto al oscilador armónico de frecuencia angular Wr: 

(3.43) 

Debido a la introducción del corte (N) al considerar el operador bosónico adicional 
s (O+) en el espectro energético del grupo U(4), el operador rm debe modificarse de 
manera que, el nuevo operador r~ y el operador (3.43) tengan los mismos elementos de 
matriz cuando N ---+ oo. De esta forma definimos el nuevo operador algebraico para la 
distancia relativa como [57): 

a ¡;ff;;i ( t • •t ) rtn = -2-- PmS + s P1n ' 
µwr 

de manera que la distancia relativa entre los núcleos estará dada por: 

. (r~) 
rm=~ 

(3.44) 

(3.45) 

donde se ha restado la contribución de los operadores §t y s dividiendo por~. donde 
(sts) corresponde al valor esperado de este operador en el estado coherente (3.42). 

Calculando el valor de expectación del operador distancia relativa algebraico(3.45) 
con respecto al estado coherente (3.42) obtenemos para el valor de la distancia entre los 
núcleos: 

Tm 

V2Jíib 

b (3.46) 

Considerando el estado coherente (3.42) y la relación entre ó 1m y rm, obtenernos, 
para el valor de expectación del Hamiltoniano algebraico (3.38) el siguiente resultado 
( con r 2 = r · r ) : 

1 ~ ~ 
( H ) = V(r) = ¡x~' N(N - 1)( Nb2 - 1)2 + x~' b2. (3.47) 

Es decir, podernos obtener el potencial V(r) = (H) de manera análoga a corno se 
obtiene en el método generador de coordenadas en su aproximación gaussiana [58). Este 
" potencial " geométrico presenta un mínimo para una distancia relativa r 0 entre los dos 
cúmulos dada por: 
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(ro)2 = Nb2 (1 - 2x5i'> (-1 -) ) 
x~> N- 1 

(3.48) 

Si consideramos los valores numéricos de la ecuación (3.41), obtenemos el siguiente 
resultado: 

c:r = 13.97 (3.49) 

Como también sabemos que el valor para la distancia relativa de equilibrio para el 
sistema 12C + 12 G resulta ser r 0 = 6. 75 fm, de acuerdo al inomento de inercia asociado 
con el parámetro x~> = =2 '" donde µ es la masa reducida de la molécula finalmente, µro 
obtenemos: 

b = 1.81 frn. (3.50) 

Con este valor de b y N = 16 pode1nos estimar la frecuencia del oscilador armónico 

(/ic)2. 
lü..vr = -b2 2 ""=' 2.05 AfeV. 

µe 
(3.51) 

Esta frecuencia resulta ser del mismo orden de magnitud que la separación en energía 
entre el estado base y el primer estado vibracional excitado, para el sistema 12C+12C en 
el modelo algebraico [41]. El potencial geométrico resultante se muestra en la figura 3.3. 

3.3. Modelo algebraico para moléculas nucleares con 
estructura interna. 

El potencial 1nolecular (3.47) presenta un mnumo para una distancia diferente de 
cero. Por otra parte, es necesario en un modelo para inoléculas nuclear que el traslape 
entre núcleos sea pequeño, ya que no se toma en cuenta el principio de Pauli. 

Debido a la suposición de que el traslape entre núcleos es pequeño, este tipo de mo
delos algebraicos sólo pueden estudiar el espectro n1olecular de energía de estos sistemas 
de dos núcleos, que por otra parte es el tipo de sistemas que estamos interesados en 
estudiar. 

En la búsqueda de un modelo algebraico que permita describir a las moléculas nu
cleares con dos cúmulos, se tiene como una posibilidad la combinación de dos modelos 
algebraicos bien establecidos: el modelo nuclear vibrónico [14, 59, 60] y el IBM [15, 16]. 
Para el caso de núcleos ligeros es necesario considerar una variante del modelo IBM 
implementada para este tipo de núcleos, que resulta ser el modelo de bosones interac
tuantes en su versión 4 (IBM-4) [16, 61]. Para el caso de núcleos pesados se utiliza el IBM 
en su versión original. En ambos casos, se considerará un grupo de simetría U(6) para 
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Figura 3.3: Potencial geométrico asociado con el valor de expectación del Hamil
toniano (3.38), para el sistema 12C+12C. 

describir los grados de libertad orbitales de los núcleos. En el modelo IBM-4 además 
de los pares de protones y neutrones, existe la posibilidad de la formación de pares de 
protón-neut1·ón. 

Cada uno de los dos núcleos se representa por un grupo U(6), el movimiento relativo 
se puede describir mediante el grupo Un(4) del modelo vibrónico. El grupo de simetría 
G, considerado en nuestro modelo está dado por el producto directo de los grupos de 
simetría del modelo IBM de cada uno de los dos núcleos y el grupo Un( 4) correspondiente 
al movimiento relativo de los mismos, G = Uc, (6) ® Uc,(6) ® Un(4), donde el índice C; 
señala a cada uno de los núcleos. 

Existen varias cadenas posibles de los subgrupos del grupo de simetría G, cada una 
de las cuales corresponde a una simetría dinámica. La clasificación general de estas 
cadenas dinámicas puede consultarse en el Apéndice l. Para nuestros propósitos de 
construir un modelo algebraico para moléculas nucleares de dos cúmulos con estructura 
interna, única1nente discutiremos aquí la siguiente cadena dinámica: 

TESIS CON . 
. FALLA DE ORIGEN 



38 MODELOS ALGEBRAICOS PARA MOLÉCULAS NUCLEARES. 

U(6)c1 © Uc2 (6) ® UR(4) :::> 
[N2i] [N22] [N] 

:::> SUc(3) © SUR(3)· :::> 
(>.e, µc)Pc (nr, O) 

SUc,(3) © SUc,(3) ® SUR(3) :::> 
(.>.1, µi) (.>.2, µ2) (nr, O) 

SU(3) :::> S0(3) 
(.>., µ)p "- L (3.52) 

donde N 2; es el número total de bosones en el modelo IBM, nr es el número total de 
bosones del movimiento relativo, (.>.;, µ;) corresponde a la representación del subgrupo 
SU:(3) del i-ésimo cúmulo, (>.e, µ 0 ) es la representación irreducible (irrep) del grupo 
SU(3) a la que los dos cúmulos están acoplados, y (.>., µ) es la irrep total del grupo 
SU(3). total, L es el momento angular total; y p 0 , p, K. representan las multiplicidades. 
El índice K. puede relacionarse, aproximadamente, con la proyección del momento angular 
sobre el eje z intrínseco de la molécula nuclear [62] . 

. En el Hamiltoniano de este modelo se considera que la interacción cuadrupolar Q · Q 
del núcleo compuesto, es la interacción más importante para el caso de núcleos bien 
deformados. Esta interacción se expresa en términos de las interacciones cuadrupolares 
de cada uno de los núcleos, del movimiento relativo y de los operadores cuadrupolares 
Q; · Q3 (i =/' j = 1, 2 y R), que aparecen en la cadena dinámica (3.52) para los diferentes 
grupos SU(3). 

Para el caso de siste1nas simétricos debe tomarse en cuenta la condición adicional 
de que (.>. + µ + nr) tiene que ser igual a un número par [63]. En el caso de sistemas 
simétricos como 12 C + 12C, en los modelos algebraicos que no toman en consideración 
la estructura interna de los núcleos (.>. = µ = O) por lo que nr tiene que ser un nú1nero 
par, resultando en valores también pares de L y paridad positiva 

En· el caso en que consideramos la estructura interna de los cú1nulos, en general los 
valores finales de .>. y µ pueden ser distintos de cero. Para estos casos, nr puede ser 
impar y consecuente1nente L impar con paridad negativa como resulta en el modelo 
semimicroscópico algebraico [63]. 

En el modelo que estamos considerando, también es posible sustituir los grupos 
Uc.(6) por los grupos microscópicos SUc.(3), y en lugar de considerar un modelo feno
menológico se puede trabajar con un Modelo Algebraico Fermiónico para Cúmulos. Es 
decir, el procedimiento presentado para este modelo puede tener un amplio campo de 
aplicación. 

El Hamiltoniano asociado a la cadena dinámica (3.52) está dado por: 

H x1C2 (SUc, (3)) + x2C2 (SUc,(3)) + X12C2 (SUc(3)) + x ... nR + 
XRC2 (SUR(3)) + XTC2 (SU(3)) + 
XN(C2 (SUc(3)) - (C2 (SUc(3))) 00 )nR + aL2 + cl<2, (3.53) 

donde los valores de los parámetros x representan la rigidez de las diferentes interaccio
nes cuadrupolo-cuadrupolo, L 2 es el operador de mo1nento angular, y 1<2 es el operador 
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introducido anteriorinente [62]. Los valores propios del operador 1<2 representan apro
ximadamente la proyección del momento angular sobre el eje de silnetría intrínseco del 
sistema. El término proporcional al parámetro XN, como veremos n1ás adelante, resulta 
necesario para poder reproducir los potenciales internucleares, donde (C2 (SUc(3))) re
presenta el valor de expectación del operador C 2 (SU0 (3)) en el estado coherente de los 
núcleos individuales. 

Los operadores de Casirnir de segundo orden en este Hamiltoniano son funcio1ws de 
los operadores de mon1ento angular y del operador cuadrupolar, apropiados para cu.da 
uno de los grupos involucrados. Para el operador cuadrupolar del n1odelo IBM tenernos 
la siguiente expresión. 

[ 
t - t - ] f7 [ t -] <2 > Q1nM-i,m = d;.,.s + S d;,,. ±y;¡ d ® d m (3.54) 

donde el signo positivo se utiliza para el caso en que se consideran uúcleos oblatos y el 
signo negativo para el caso de núcleos prolatos. El índice i en (3.54) seiiala el 11(111H:rCJ 
de cú1riulo y rn es la proyección sobre el eje z de este operador. 

Los valores propios del Hamiltoniano (3.53) en la bw;e definida por la cadeua diuá
mica (3.52) está dado hasta una constante aditiva por la expresión: 

E X1(-'I + µ¡ + ..\1µ1 + 3(..\1 + µ¡)) + X2(..\~ + µ~ + ..\2µ2 + 3(..\2 + µ2)) + 
X12(-'b + µb + ..\cµc + 3{..\c +µe))+ Xwnn + Xn(n~ + 3nn) + 
xr(-'2 + µ 2 + ..\µ + 3(,\ + µ)) + 
XN<C-'b + µb + ..\cµc + 3{..\c +µe)) - (C2 (SUc(3))) 00 )nn + 

+ aL2 + Ct;,
2 (3.55) 

Para el caso de los parámetros x 1 y x2 , estos deben determinarse considerando el 
espectro de energía de los núcleos individuales ajustando la separación en energía de los 
estados o+. 

El Hainiltoniano del rrwclelo resulta ser una extensión del considerado en el rn<,d<!lo 
nuc.:lear vibré.mico con estructura interna de Dalcy-lachcllo [50, 60], desarrollado para la 
d<:sc:ripción del c8pectro ele núcle<,8 pesados a bajas energías. En este caso se <:onsid<!ra 
un núcleo clefonnado y una partícula °' (esférica) nwdiante el Harniltoniano: 

JI = xcC.., (5'Uc, (3)) + Xwnr 
+x,,c.., (SU,,(3)) + xrC.., (5'U(3)) 

+aL2 (3.56) 
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3.4. Contenido geométrico del modelo algebraico. 
Sin embargo, aún es necesario averiguar si el potencial geométrico asociado al Ha

rniltoniano (3.53) presenta un mínilno corno función de la distancia relativa para una 
separación diferente de cero entre los cúmulos, como es de esperarse en un potencial 
molecular nuclear. Con este propósito, consideraremos el valor de expectación de este 
Harniltoniano entre el estado coherente de la parte relativa y de los cúmulos individuales. 

Consideremos el contenido geométrico del movimiento relativo de los núcleos. Para 
esto se utilizará la técnica de los estados coherentes (56, 57, 64). Para el caso de las 
moléculas nucleares de dos cúmulos, es suficiente considerar el sistema de coordenadas 
respecto al sistema de referencia molecular, definido de manera que el eje molecular z se 
encuentra a lo largo del vector que conecta los centros de inasa de cada núcleo (Fig. 3.4). 
En este sistema únicamente hay un bosón p 0 en el movimiento relativo y en consecuencia 
el estado coherente (3.42) puede· expresarse como: 

I
N t5 ) - (st + Ó1 . Pb)N IO ) 

' 1 - V JV'.!(1 + ó'f)N 

donde t51 es el parámetro de normalización de este estado coherente y que está relacionado 
con Ja distancia relativa mediante Ja expresión: 

b (3.57) 

Debido a que la variable t51 puede tomar valores de O a oo, la distancia relativa r 
puede variar de O al valor máximo .../2Nb. Para poder describir una molécula nuclear, 
los valores de Wr y N deben ser tales que r varíe entre O y una cierta distancia, varios 
fermis por encirna de la distancia en donde ambos núcleos se alcanzan a tocar, a lo 
largo del eje molecular z, definida como: (R01 + R 02 ) donde Ro; es el radio del cúmulo i 
(i=l,2). Lo anterior implica considerar un valor de N suficientemente grande~·,,,---~~ 

Existe otra definición del parámetro del estado coherente, i.e. IN, t51 ) - ( y(l - óf)st 
+ t51pl,)NIO) (57). Para este estado coherente la distancia relativa es directamente propor
cional al parámetro t51 • Sin embargo, debido a la raíz cuadrada en el estado coherente,' 6 1 

sólo puede variar entre cero y 1, que es el resultado análogo al expresado por la ecuación 
(3.57), para la restricción de los valores permitidos parar . 

Ahora consideremos la estructura interna de cada uno de los núcleos, descritos me
diante el modelo IBM-1 (para núcleos pesados) o por el modelo IBM-4 (para núcleos 
ligeros). Para esto utilizaremos el siguiente estado coherente (65): 
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X 

z 

Figura 3.4: Diagrama de una molécula nuclear definida respecto al sistema de 
ref'erencia intrínseco de la molécula. En este sistema el eje z conecta los dos centros 
de masa. Para el caso de núcleos prolatos, las líneas diagonales indican los ejes de 
simetría de los núcleos. Para el caso de núcleos oblatos, los ejes de simetría serán 
perpendiculares a estas líneas diagonales. 

(st + a 2 ; • d J)N2, 
IN2¡; {3¡, (J2i ) = iü) 

v' N2i!(l +°'~.)No. 

donde i = l, 2 se refiere a cada uno de los núcleos con 

y a:'f 

(3.58) 

(3.59) 
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En general, los valores de los coeficientes a 2>ni están dados por la expresión [67]: 

(3.60) 
m' 

donde en el sistema de referencia intrínseco de cada uno de los núcleos tenemos [67]: 

/3i CDS')'; 

o 
/3; 
v12sen-y; 

Si concentramos nuestra atención únicamente al caso de núcleos axialmente simétri
cos, es decir, -y = O con /3 > O para núcleos prolatos y /3 < O para núcleos oblatos, los 
coeficientes 0<;2µ están dados por: 

(3.61) 

debido a que: 

a2µi = /3;Óµo (3.62) 

Por esto, finalmente obtenemos para los coeficientes o 2 m;, respecto al sistema mo
lecular de referencia definido en la figura 3.4, 

0'¡2±1 

~/3;(3cos2 82; - 1) 

±JI/3;sen(282i) 

JI¡3,sen2 (82 ;) (3.63) 

donde 8 2 ; es el ángulo de inclinación del eje de simetría del i-ésimo cúmulo respecto al 
eje molecular z (ver figura 3.4). 

En la siguiente sección veremos que para el caso de núcleos ligeros, donde el modelo 
IBM-4 debe considerarse [16, 61], la distinción de los diferentes tipos de bosones puede 
evitarse para representaciones irreducibles particulares. 

El estado cohereute total con el que queremos calcular el valor de expectación del 
Hamiltoniano (3.53) está dado por el producto directo de los estados coherentes de 
los dos núcleos y el correspondiente al 1novimiento relativo de estos. Con el valor de 
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expectación del Hainiltoniano en este estado coherente, se obtiene el potencial molecular 
del sistema V(r, {31 , {32 , 021 , 022) = ( H ), resultando para este potencial (este valor de 
expectación está calculado para el caso de L =O y "'=O): 

V 

(3.64) 

donde el signo+ (-) se refiere a núcleos prolatos (oblatos). 
Nótese que para el caso de núcleos esféricos (/3; = O, i=l,2) únicainente aparecen en el 

potencial ténninos proporcionales a r 2 y r 4 • En este caso obtene1nos el conocido límite del 
oscilador anarmónico. Sin e1nbargo, co1no vere1nos más adelante, si no consideramos la 
estructura interna de los núcleos, con el potencial asociado al Hanliltoniano algebraico 
(3.64), no podríamos considerar potenciales internucleares para diferentes ángulos de 
inclinación de los ejes de simetría de los núcleos respecto al eje 1nolecular z. 

Los parámetros de deformación que aparecen en el valor de expectación (3.64) son 
aquellos deducidos directamente del estado coherente. Aunque como se ha mostrado 
anteriormente por Kirson [65), estos parámetros difieren de los pará1netros físicos, y 
están relacionados mediante un factor. Regularmente el pará1netro /3 = /31811t en el 
1nodelo IBl'vl es más grande que el pará1netro de deformación {31 , •. , por un factor de 
entre 3 y 5 veces. La relación aproximada entre estos parámetros está dada por [65]: 

(
2N1B11t) /31•s. = 1.18 A f31B11t (3.65) 
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3.5. 
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Aplicaciones del modelo algebraico a los siste

mas 12C + 12C y 96Sr + 146Ba 

En esta sección se aplica el modelo algebraico y su contenido geométrico al estudio 
del sistema molecular de núcleos ligeros 12C + 12C. Mucha información experimental pa
ra su espectro se encuentra disponible en la literatura (24]. Lo anterior permitirá ajustar 
los parámetros del Han1iltoniano algebraico, utilizando este espectro y deducir el poten
cial molecular en función de la separación relativa entre los núcleos, mismo que puede 
compararse con el potencial molecular calculado mediante otras técnicas, e.g. cálculos 
de "doble-convolución" (49]. 

Posteriormente, también se aplica el modelo algebraico al sistema de núcleos pesados 
96Sr + 146Ba, que desempeña un papel princiordial en la posible molécula nuclear de tres 
cúmulos 96Sr + 1ºBe+ 146Ba (3, 4, 47]. Para este sistema no existen datos experimentales 
de su espectro energético, por lo que nuestros cálculos serán una predicción para la 
estructura de esta molécula nuclear hipotética. 

3.5.1. Molécula nuclear 12C + 12 C 

El núcleo de carbón, en el que protones y neutrones de valencia se encuentran en 
la misma capa en el modelo de capas, debe estudiarse considerando la extensión del 
modelo algebraico de bosones interactuantes a estos casos, el modelo IBM-4 [16, 61]. 
En lugar de estudiar este modelo en detalle, a continuación aplicaremos las ideas más 
relevantes del 1nismo a la descripción del núcleo 12C. Para este núcleo la estructura de 
grupos del modelo IBM-4 está dada por: 

U(36) :::> Usr(6) ® Usd(6) (3.66) 

donde el grupo Usr(6) describe los grados de libertad de isoespín (T) y de espín in
trínseco (S). 

Una forma de obtener los valores de T y Ses mediante la reducción del grupo Usr(6) 
en sus subgrupos SUr(2) ® SUs(2) de isoespín y espín, utilizando el grupo intermedio 
SU(4) del superrnultiplete de Wigner para bosones: 

U(36) :::> Usr(6) ® Usd(6) :::> SUsr(4) ® Uad(6) :::> (SUr(2) ® SUs(2)) ® Uad(6). (3.67) 

La presencia de este grupo es de espera1·se, porque los 6 tipos de bosones T = 1 S = O 
y T =O S = 1 pertenecen a la misma representación irreducible del grupo SUsr(4) y 
que corresponde a la irrep de 6 dimensiones (O, l, O). 

Los estados de menor energía son aquellos que corresponden a una representación 
simétrica de Usd(6). Debido a que Ja irrep del grupo total U(36) tiene que ser simétrica, 
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la irrep del· grupo Usr(6) :también tiene que ser simétrica, i.e. [N]. Esta irrep de Usr(6) 
contiene las irreps -c:\«7 BUsr(4), (O, a, O), donde u puede tornar los valores: 

a= N, N - 2, ... , 1, ó o. (3.68) 
·"''·· ' 

Los valo'i:és de T.y:_s_<::ciritei:iidos en la representación (O, a, O) están dados por la condición: 

T + S =u, u - 2, ... , 1, ó o. (3.69) 

En el caso de 12C, el número de bosones correspondientes a la irrep [N) del grupo 
u.d(6) resulta:estar dada por [N) = (2), debido a que hay <los huecos bosónicos cu la capa 
de valencia (cuatro· iiüclcones ausentes en esta capa). Eu el caso de irreps total111ente 
simétricas ([N]), el problema se reduce al caso en donde únicamente hay un tipo de 
bosones s y d. Este hecho es el que justifica el uso del estado coherente dado por la 
ecuación ( 3.58 ). 

Corno N = 2, el 'nú1néro cuántico a puede tmnar los valores: u = O, 2 y los valores 
de T y S correspon~ierit~s serán: 

a 2 

a 2 

a = ·o 

·T+s·_= 2 => 
.T +s.·~ O=> -
T:+s:;;,;,ºÓ'~-

T= 2;S =O 
T= O,S=O 
T= O,S= O 

T = l,S = l T= O,S= 2 

(:.!.70) 

Para la reducción del: grl.lpo-U~d(G) al grupo SU.d(3), se debe tomar en cousideracicju 
que el núme~o de. bos'ones ·en: la representación simétrica [N) = (2), corresponde a dos 
huecos y p_ara este caso la.S irreps; (.A, /.L) del grupo S'U.a(3) están dadas por: 

(>-, ¡.L) = (O, 4) EB (2, O) (:.!.71) 

esta ecuación define el contenido de los g1·upos SU(3) pura cada cúmulo. 
En el proceso inediante el que se <letenninarán los parárnet1·os del inodelo, pl"iuiero 

necesitarnos conocer los valores de las variables físicas involucradas en el valor ele ex
pectación del Harniltoniano algebraico (3.64). El valor de /3¡; 0 está tomado de tablas 
existentes en la literatura e.g. (66), mismos que han sido corregidos debido a la gran 
defonnación de este tipo de núcleos, utilizando la formula que relaciona el coeficiente de 
transición cuadrupolar B(E2; ot -. 2t) con el valor de la deformación dentro del modelo 
colectivo Rotacional-Vibracional [67). Considerando el potencial geométrico resultante 
y el siguiente conjunto de val"iables físicas para el núcleo 12C: 

/3¡; •. (1 20) = f:J1/i•. = -0.5 
N 2 ¡(' 2 C) = N 21 = 2 

se obtiene la siguiente expresión para el potencial cu el lírnite N ~ =· Eu esta cxpn:si<'>ll 
tínieatrH.!nle u.parcccu lus térrniníJs rC!lac:ionados con la distancia r<!lativa r, 1nir:11t.ras qur: 
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aquellos relacionados únicamente con los núcleos individuales están considerados como 
, una constante aditiva: 

( H} (Xn + XT) e ~b) 4 

+ (4(Xn + XT) + 8XT + Xw) e ~b) 2 

+ cte 

(3.73) 

donde se ha utilizado la relación (3.65) que para el caso del 12C resulta, /3; = /3;bc-i = 1.27 
y para los ángulos de inclinación del eje principal de cada uno de los núcleos respecto al 
eje inolecular, se ha considerado el caso 0 21 = -022 = 90º, que corresponde a la posición 
de equilibrio para el movimiento tipo mariposa de los núcleos [20, 21). El potencial (3.73) 
puede presentar un mínimo dependiendo del signo y magnitud de los parámetros XR y 

XT· 
Considerando que el valor mínimo en este potencial debe presentarse para una se

paración entre los núcleos de r 0 =5. 75 fm, de acuerdo a los cálculos de "doble-convo
lución" [68) para esta molécula. En este caso se considera que el inomento de inercia 
está aproximadamente dado por el valor de 2"

2 
2 • Donde µ resulta ser la inasa reducida 

µro 
[20, 21) y ro es la posición del mínimo del potencial molecular. Considerando este valor 
para el inínilno del potencial se encuentra la siguiente relación entre los pará111etros xn 
y XT del modelo, i.e: 

r2 
o= 2 (xn + XT) 2i2 + (4(XR + XT) + BxT + Xw) (3.74) 

Sin embargo, aún falta por detenninar el valor de la cantidad ~ :::::: 0.075rzwr· Esta 
cantidad determina, de manera única, la base de estados para el grupo Un(4). Teniendo 
el valor de la cantidad anterior, usando la ecuación (3.74) podemos obtener una relación 
entre los parámetros XR , Xw y XT· 

Conociendo la relación anterior podemos de'terminar de manera única, como veremos 
más adelante, el valor mínimo del número cuántico nr = n 0 correspondiente a la banda 
base vibracional de la molécula nuclear. 

Para determinar el valor mínimo de nr = n 0 , primero es necesario determinar el 
espacio de Hilbert correspondiente al modelo en la cercanías de este mínimo. El valor 
del número cuántico para las oscilaciones relativas nr = n 0 , tiene que ser diferente de 
cero para obtener estados que se encuentren centrados a una distancia diferente de cero. 
Evidentemente este valor depende de la base que se esté considerando i.e. el valor de 
llwr que se está considerando. En la tabla 3.2 se presentan algunas representaciones 
irreducibles cercanas al valor 1nínimo nr = n 0 • 

Para las irreps anteriores hemos considerado que cada núcleo de carbón está descrito 
por la irrep (O, 4) y que el estado base de la molécula está asociado con la irrep (Ac, µe) 
del grupo SUc(3), correspondiente a la representación más prolata posible, i.e. la irrep 
(Ac, µe) = ( 4, O). Esta suposición se encuentra justificada debido a que los dos núcleos 
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(4,0) (no+4,0) 

(4,0) (no+6,0) 

no.;... 2 (4,0) no+2,0) 

8 
.,,.6 
:4; 

·;: 2 

o 
8 
6 
4 

·:2 
o 
8 
6 
4 
2 

·o· 
4 
2 
o 
4 
2 
o 
4 
2 
o 
o 

o 

o 

L 

L=8,9, ... ,no+8 
L = 6, 7, 8, ... ,no+ 6 
L = 4, 5, ... ,no + 4 
L=2 ,3, ... ,no+2 
L = O ó 1, ... ,no - 2, no 
L = 8,9, ... ,no+ 10 
L=6,7, ... ,no+8 
L = 4,5, ... ,no +6 
L = 2,3, ... ,no +4 
L=0,2, ... ,no+2 
L = 8,9, ... ,no +6 
L=6,7, ... ,no+4 
L = 4, 5, ... ,no + 2 
L = 2,3, ... ,rio 
L =O, 2, ... ,no - 2 
L = 4,5, ... ,no +6 
L = 2,3, ... ,no+ 4 
L =O ó l, ... ,no,no+2 
L=4,5, ... ,no+8 
L = 2, 3, ... ,no + 6 
L = O ó 1, ... ,no, no+ 4 
L = 4,5, ... ,no +4 
L = 2 , 3, ... ,no + 2 
L=Oó 1, ... ,no-2,no 

L = 0,2, ... ,no +4 

L = 0,2, ... ,no+ 6 

L = O, 2, ... ,no, no + 2 

47 

C2 (SUr (3)) 

nfi +llno +88 

n5 + 15no + 114 

n5+ino:+-'70 · 

n5+15no + 72 

n5 +7no+ 28 

n5 + llno + 28 

n5 + 15no + 54 

nfi + 7no + 10 

Tabla 3.2: Representaciones irreducibles utilizadas para el ajuste del espectro 
energético del sistema 12C+12c. 

de carbón en la n1olécula nuclear se encuentran alineados, fonuando un siste111a prolato. 
Posterionnente esta irrep del grupo SUc(3) tiene un acoplamiento má.ximo con l&. irrep 
(nn, O) del grupo SUn(3), de manera que la irrep de banda vibracional base será: (no+ 
4, O). Los estados excitados se encuentran dados por los diferentes acoplamientos de las 
irreps de los cúmulos con la inep del movitniento relativo y por los diferentes valores 
posibles del nútnero cuántico vibracioual, i.e: nr = no ± 1, n 0 ± 2, etc. Debido a esta 
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última observación, podemos esperar una degeneración a energías bajas entre estados con 
números vibracionales no+ 1 y n 0 - 1, etc., que puede removerse debido a la interacción 
entre los cúmulos. 

El valor de no se obtiene considerando la siguiente expresión para la energía, utili
zando las irreps anteriores de los grupos SU(3) para la banda vibracional base: 

E x1(>.~ + µ~ + >.1µ1 + 3(>.1 + µ1)) 
+x2(>.~ + µ~ + >.2µ2 + 3(>.2 + µ2)) 
+X12(>.b + µb + >.cµc + 3(>.c +µe))+ XwTLr + Xn(n~ + 3nr) 
+XT(>.2 + µ 2 + >.µ + 3(>. + µ)) 
+XN((>.b + µb +~>.cµc + 3(>.c +µe)) - (02 (SUc(3))) 110 )nr 

+aL(L + 1) + cK2 

Minimizando el valor de esta energía respecto a nro obtenemos la siguiente expresión 
para n 0 en términos de los parámetros del, Hamiltoniano: 

[3xn + 3xT + Xw + XT(2>.c +µe)] 
2(xn + XT) 

XN(>.b + µb + >.cµc + 3(>.c +µe) - (02 (SUc(3))) 110 ) 

2(xn + XT) 
(3.75) 

Naturalmente, son de interés físico únicamente aquellos valores de la frecuencia relati
va que resultan en valores de no lo más cercanos posible a un número entero par (el estado 
base tiene momento angu!A.r L = O y paridad positiva). Cuando el valor de b cambia, 
también cambia el valor ele n 0 , como es de esperarse, porque se está seleccionando otra 
base de estaelos ele Ur(4). La única condición que podemos imponer es que el valor 
de no sea lo más cercano posible a un número par. Para el número cuántico N se ha 
considerado un valor ele N = 100, que permite tener un corte suficientemente elevado 
en el espectro vibracional de energía. 

Cuando se varían los valores de b y N, cambiando la base de estados de Ur(4), 
después de ajustar el espectro del sistema, los valores de los diferentes parámetros x 
también cambiarán, debido a que el espectro ajustado debe permanecer inalterado. 

Sin exnbargo, para determinar el valor de la longitud de oscilación característica, es 
necesario considerar que el valor de expectación del operador del número de bosones 
p, en el estado coherente IN; 8 1 ) para la distancia relativa del mínimo r 0 , resulte igual 
al valor del número de excitaciones relativas no para el que la energía de la molécula 
resulta ser mínin1a como función de nr, i.c., 

r2 

2
i 2 = no = (N; 81 1 pt • p IN; 81 ) . 
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Considerando las condiciones anteriores, los estados de inás baja energía de la molé
cula nuclear'_l~c· + ·12c (ver la tabla 3.1) pueden utilizarse para encontrar los valo1·es de 
los parámetros de este inodelo. Los valores de los parátnetros del Hamiltoniano obtenidos 
del ajus~é', de estos estados, se resumen a continuación: 

Xn 0.82866 Me V 

XT -0.0412 NI e V 

X12 0.16438 NI e V 

Xw -15.4202 JvieV 

XN -0.0132 Me V 

no 8 
a 0.104 NI e V 

e 0.1225 JvieV 

b 1.437 Jrn. (3.76) 

Los valores numél"icos pa1·a el espectro de energía del sisteina u10lecular 12C+12C, que 
resultan del modelo, se inuestran en la Tabla 3.3. En esta tabla ta1nbién se comparan 
los valores del modelo con los valores experimentales (24, 41] y los del modelo S0(4) de 
Erb y Bromley (41]. 

También en la figura 3.5 se inuestra el espectro del inodelo U(3) co1nparado con el 
espectro experimental (panel izquierdo de esta figura). En la figura 3.6 se compara el 
espectro del modelo U(3) con el espectro del modelo S0(4). 

L-0 L-2 L-4 L-6 L-8 
Exp. S0(4) U(3) Exp. S0(4) U(3) Exp. S0(4) U(3) Exp. S0(4) U(3) Exp. S0(-1) U(3) 
3.17 3.44 3.17 3.75 3.90 3.79 4.46 4.96 5.26 6.49 6.63 7.56 9.65 8.91 10.70 
3.35 •1.4 3.49 -1.6:.? 4.86 4.12 5.77 5.92 5.58 7.55 7.50 7.88 9.84 9.87 11.02 
4.25 5.2 •1.25 ·1.88 5.66 4.61 5.96 6.72 6.07 8.BG 8.39 8.37 10.30 10.67 11.51 
5.80 5.84 5.80 5.00 G.3 4.88 6.85 7.36 6.3•1 V.05 9.03 8.(J.l 10.63 11.31 11.78 
::uJ7 G.32 5.97 5.37 G.78 5.37 7.30 7.M4 6.83 U.33 U.51 9.ta 10.VO 1J.7U l:!.:.?7 

ü.G4 G.4:.? 5.G·1 7.1 5.84 7.-15 8.16 7.30 U.98 9.83 9.60 11.:.?0 12.l] 12.74 
6.S 5.80 7.2G 6.·13 7.71 8.32 7.54 10..tfi D.!J!J 9.84 11.38 12.27 12.98 

(i.01 6.60 7.90 7.89 10.19 11.90 13.33 
G.2[1 6.82 8,26 8.06 10.:.m 12.36 13.50 
G.63 6.U:l 8..1.5 8.28 10.ú8 12.US 13.7:! 
7.05 7.05 8.30 10.60 13.7·1 

7.09 8.38 10.68 13.82 
9.67 11.41 13.78 
9.85 11.59 13.96 

Tabla 3.3: Espectro de energía del sistema 12C+12C, en el modelo con estructura 
interna,(Un(3)=U(3)} comparado con los resultados experimentales (Exp.) y los 
del modelo (SOn(4) = S0(4)) (24, 41]. 
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14 ~ = -

12 ~ 

= 
10 ~ 

> 8 L=B+~ = L=8+ 
Q) - -
:E --
w 6 - - L=6+ L=6+ 

4 L=4+ L=4+ 
= L=2+ - L=2+ 

2 L=O+ L=O+ 
Exp. U(3) 

o 

Figura 3.5: Espectro de energía de la rnolécula nuclear 12C+12C, para el caso del 
modelo algebraico con estructura interna de los núcleos. En la parte izquierda 
de esta gráfica se rnuestran los datos experimentales y en la parte derecha los 
resultados teóricos. 

Nótese que en el rnodelo de Erb únicamente aparecen estados de paridad positiva 
(41), porque este rnodelo no considera la estructura de los cúmulos (corno se explico 
previa1ne11te en la sección 3.2). Por otra parte, en el iuodelo pueden aparecer estados de 
paridad negativa y mo1nento angular impar. 

¿Por qué estos estados de paridad negativa en la molécula nuclear 12C + 12C no se 
han observado hasta la fecha? El sistema 12C + 12C posee una simetría discreta ante 
el intercambio de núcleos, por lo que si el estado inicial del sistema tiene una paridad 
positiva, excitaciones de este sistema respecto a este estado no podrán llevar al sistema 
a un estado de paridad negativa. La única manera de observar estos estados de paridad 
positiva es mediante excitaciones elevadas del sistema compuesto 24 M g en la región del 
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siste1na molecular 12C + 12C. 
Ta1nbién es importante observar que la "calidad" del espectro de este nlodelo en 

relación con el obtenido por Erb [41] es inuy parecida. 
En los experhnentos para esta molécula hay algunos estados que no se encuentran 

presentes en las predicciones teóricas. Ta1nbién puede observarse el caso inverso donde 
estados teóricos no puede11 ser identificados con algún estado experhnental. Es necesario 
tener en cuenta que los estados iuencionados en las tablas experin1entales [24] para este 
sistema no todos han sido co1npleta1nente verificados experimentalmente, y resulta difícil 
decidir cuales de estos estados no son realmente estados 1noleculares [69). 

En la figura 3. 7 puede observarse la clasificación de los estados vibracionales y rota
cionales, de paridad positiva del sistema 12 C + 12C, usando los valores de los pará1netros 
de la ecuación (3.76). 

En la figura 3. 7 se ve que existe una gran inezcla entre los estados vibracionales 
y rotacionales, correspondientes a los diferentes acoplamientos entre las irreps de la 
estructura interna con el 1novimiento relativo. Esta 1nezcla se debe, principahnente, a 
que el valor obtenido para el 1no1nento de inercia resulta ser 1nuy "pequeño". 

Una vez que se ha ajustado de 1uanera satisfactoria el espect1'0 de energía de la 
molécula 12C + 12C, se pueden utilizar los parámetros de este ajuste para e11contrar el 
potencial internuclcai· de este sistema, en función de la distancia I"Clativa. El potencial 
resultante se inucstra en la figura 3.8, donde se co1npara el ajuste del potencial 11iapcado 
(lVIG) con los potenciales de "doble-convolución" (DC) para dos diferentes orientaciones 
de los núcleos respecto al eje molecular. 

Los potenciales de "doble-convolución"para el sistema 12C + 12C, al igual que los 
otros potenciales inolcculares que se considerarán en este trabajo de investigación, fueron 
calculados por $. rvli!iicu inediante este método, rnismo que se pr2senta en el apéndice l. 

En la figura 3.8 se observa un comportamiento general muy diferente, entre el poten
cial inapeado del Hamiltoniano algebraico y los potenciales 1nolcculares obtenidos por el 
inétodo de "doble-couvolución", para separaciones relativas graudes, respecto al iníuirno 
del potencial inolecular. 

Estas diferencias se deben principalmente a que en el inodelo con estructura inter
na sólo se consideran operadores de Cashnir de prhnc1· y segundo orden. De estos se 
obtiene una dependencia en la distancia relativa hasta términos proporcionales a r 4 en 
la separación relativa, obteniéndose de esta fonna un c01uporta1niento inuy rígido para 
separaciones relativas alejadas de la posición del 1nínin10. 

Al obtener el potencial inolecular asociado con el Harniltoniano algebraico, se encon
tró que: si en el Hamiltoniano (3.53) no se considera el ténnino p1·oporcional a XN• es 
posible reproducir el espectro molecular. Sin embargo, el potencial que se obtiene para 
una orientación relativa diferente, a la de mínima energía, para los ejes de simetría de 
los núcleos (en nuestro caso 021 = -022 = 75°) resulta muy distinto del potencial de 
"doble-convolución". 

Corno se verá en la siguiente sección aparecen dificultades shnilm·es para el potencial 
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2 L=4+ L=4+ 
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Figura 3.6: Comparación del espectro teórico para la molécula nuclear 12C+12C, 
en el modelo 80(4) sin estructura interna (41] y en nuestro modelo U(3) con 
estructura interna. 

mapeado del Han1iltoniano, cuando se parte de reproducir el potencial molecular para 
obtener posterionnente el espectro de la inolécula nuclear 12C + 12C. 

3.5.2. Ajuste del potencial mapeado al potencial calculado me-
diante el método de "doble--convolución" para la molé
cula nuclear 12C+12C. 

En esta sección, siguiendo el procedimiento inverso se trata primero de reproducir 
las principales características de Jos potenciales internucleares de "doble-convolución", 
para la molécula 12C+12C, con el potencial asociado al Hamiltoniano del modelo. Pos
teriorrnente se obtienen las características generales del espectro de la molécula nuclear. 
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Figura 3.7: Clasificación de los niveles de energía para la molécula nuclear 1"'C + 1"C 
en nuestro modelo con estructura interna. 

Con este procedimiento es posible reali:-.ar predicciones sobre los espectros de energía 
de 1noléculas nucleares para las que a1ín no hay información experirncntal de sus espec
tros. 

Para ajustar el potencial 1napeado con el potencial de "doble-convolución" 
produjeron las siguientes características del potencial de "doble-convolución": 

se re-

Primero: av 
a;-loo,ro =O 

esta condición resulta necesaria para que ambos potenciales presenten su mínimo en la 
misma orientación y posición. 

La segunda condición que se considera es que el potencial mapeado del Ha1nilto11ia110 
del modelo presente la 1nisma curvatura que el potencial de "doble-convolución" en la 
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5 5.5 
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Figura 3.8: Comparación entre el potencial de "doble-convolución"(DC) y el po
tencial que resulta del mapeo geométrico (MG) del Hamiltoniano del modelo, para 
la molécula nuclear 12C + 12C, para dos diCerentes orientaciones simétricas de los 
ejes de simetría de los núcleos 621 = -622 = 0°, 15° con 0 2 ; = 6 2 ; + 90°. 

posición del mínimo r = r 0 , (} = 0 0 : 

8 2 V _ 2(Xn + XT )ril 
Gr = ar2 loo.ro - b4 

donde Gr es la curvatura del potencial de "doble-convolución" para la orientación y 
distancia relativa mínimas. 

La tercera condición considerada es que el valor de expectación del operador del 
número fip en el estado coherente IN; 6 1 ), parar= r 0 , resulte igual al valor del número 
de excitaciones relativas n 0 para el que la energía de la molécula (3.55) resulta ser 
mínima como función de nr, i.e: 
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r2 
2
i 2 = no = (N; 61 1 pt · p IN; 61 ) . 

Finalmente, c01no cuarta condición, se puede utilizar alguna inforn1ación adicional 
del potencial para otra orientación relativa de los_ núcleos pesados respecto del eje 1no
lecular. Por ejemplo, ajustar el valor de la primera derivada (Cr,o,) del potencial de 
"doble-convolución" para la orientación relativa (} = 0 1 para la misma distancia relativa 
r = r 0 , Le: 

av ar lroo1 = Cr,o, 

Para satisfacer esta última condición fue necesario considerar el término proporcional 
a XN en el Ha1niltoniano. Si no se considera este término se obtiene una contradicción 
entre esta condición y las primeras tres condiciones. Esto puede observarse en la figura 
3.9, donde fue posible reproducir el potencial molecular en los alrededores del mínimo, 
para la orientación de mínima energía. Sin embargo, el potencial que resulta del mode
lo para otra orientación relativa de los núcleos, difiere mucho del potencial molecular 
obtenido en el método de "doble-convolución". 

Considerando las cuatro condiciones anteriores se obtiene una relación entre los 
parámetros XT y Xw i.e: 

f(x ... ,xT) =o, 
como se observa en la figura 3.10. En esta figura también se han indicado las diferentes 
rainas de las soluciones pa1·a los pará1netros XT y Xw dependiendo de los valores de Jos 
parámetros b, (xn + XT) y n 0 pai·a los que las soluciones: b > O , (Xll + XT) > O , no > O 
son las únicas de interés físico. 

Aunque estas condiciones no permiten determinar de manera única los parán1et1·os 
del Hamiltoniano, si penniten reproducir de manera satisfactoria las características ge
nerales del potencial de "doble-convolución" en las cercanías del 1nínilno. El potencial 
resultante se ntuestra en la figura 3.11. 

Al comparar el potencial mapeado qne resulta de ajustar las cuat1·0 condiciones 
anteriores (figura 3.11), con el potencial que resulta del ajuste del espectro de la sección 
anterior (figura 3.5), se observa que a1nbos presentan características similares en las 
cercanías del 1níniluo absoluto del potencial de "doble-convolución". 

Es in1portante n1euciouar que, para todos los valores pennitidos de los pará111etros x'.s 
que se obtienen al satisfacer las cuatro condiciones consideradas en estcl. sección, todos 
los potenciales resultantes presentan un co1nporta1niento casi idéntico. 

El resultado antedor sugiere que, considei·ar sólo esta infonnación geo1uétrica uo 
es suficiente para detenninar de manera única el espectro asociado con la molécula 
nuclear. Estos resultados contrastan considerablemente con los resultados de los modelos 
geo1nétric:os para 111oléculas nucleares, donde es posible determinar co1npleta.1nente los 
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Figura 3.9: Comparación de los potenciales de "doble-convolución" (DC) y el po
tencial que resulta del mapeo geométrico (MG), con los parámetros {x'.-,} deter
minados con las condiciones consideradas en esta sección. Para el caso en que no 
se consideran en el Hamiltoniano el término proporcional a XN· 

parámetros del Hamiltoniano, mientras que, como se vio en los resultados anteriores en 
este modelo algebraico no es posible determinar de manera única los parámetros. 

Para obtener de forma única los espectros moleculares, es necesario reproducir con el 
mapeo geométrico la energía cinética de la molécula y la energía potencial de la misma. 
Sin embargo, al reproducir la energía cinética con el mapeo geométrico no se obtienen 
buenas aproximaciones para ésta cuando se consideran los valores de expectación en 
estados de prueba (como resulta en el método generador de coordenadas (58]). Con 
frecuencia es necesario considerar alguna trasformación canónica para los parámetros 
del estado de prueba que resultan en una expresión más apropiada para la energía 
cinética del sistema (70). 
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Figura 3.10: Relación entre los parámetros xr y Xw obtenidas al reproducir el 
potencial de "doble-convolución" para la molécula nuclear 12C+ 12C. 

Trabajos futuros en modelos algebraicos para moléculas nucleares deben reproducit· 
las energías cinética y potencial obtenidas en modelos geométricos n1apeando el Hamil
toniano algebraico de los modelos. 

El espectro de energía que resulta al ajustar los parámetros x'.s del Hamiltoniano 
ajustando el potencial intennolecular, no se encuentra detenninado de manera única 
debido a las restricciones encontradas para los parámetros. Sin embargo, es posible 
calcular los espectros de energía que resultan para diferentes conjuntos de valores de 
paráinetros x'.5., c01no se muestra en la figura 3.12 para dos diferentes conjuntos de 
pará1netros. 

En la figura 3.12 se observa la posibilidad de obtener espectros con diferentes carac
terísticas en función del parámetro Xw, partiendo de ajustar el potencial intermolecular. 

Al compara1· los espectros de la figura 3.12 con el especi;ro obtenido ajustando direc
ta1nente los datos exped1nentales (tabla 3.3), se observa que para el espectro correspon
diente al valor del parámetro Xw =-2.5 MeV, los espectros obtenidos siguiendo ambos 
procedimientos resultan ser muy similares. 

El resultado anterior muestra que el procedirniento de ajustar el potencial molecular 
y de éste obtener el espectro del siste1na., puede ser adecuado para obtener algunas 

TESIS CON-... 
FALLA DE ORIGEN 

-------------------·--------·--



58 MODELOS ALGEBRAICOS PARA MOLÉCULAS NUCLEARES. 

10 
oºoc 

1s:oc 
8 O MG 

15°MG 
... \ 

6 •. 
%'; -. 
~ .. 

~ \ - 4 
..... 

> "•\ , .• --. ···\· 
'ti:.:~ 

2 ·~ · .. ~ 
0
4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 

r [ fm] 

Figura 3.11: Comparación de los potenciales de "doble-convolución" (DC) y el po
tencial resultante del mapeo geométrico (MG), para los valores de los parámetros 
{x' s} obtenidos de las cuatro condiciones de esta sección. 

características generales de los espectros de energía para moléculas nucleares, para las 
que aún no existe información experimental de sus espectros. 

3.5.3. Aplicación del modelo algebraico al sistema 96Sr + 146Ba 

Ahora se aplicará el modelo algebraico fenomenológico al sistema de dos núcleos 
pesados 96Sr + 146Ba. La descripción de este sistema puede efectuarse considerando el 
modelo algebraico IBM-1 con un grupo Uc, (6), para describir los grados de libertad 
internos de cada uno de los núcleos (15], y para el movimiento relativo de los núcleos 
nuevamente podemos utilizar un grupo UR(4) (15, 16]. 

El núcleo 96Sr, tiene 10 protones por encima de una capa cerrada, que corresponde a 
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Figura 3.12: Espectro de energía para el sistema 12C+12C, que resulta de ajustar los 
parámetros del Hamiltoniano partiendo de un potencial intermolecular conocido 
del cálculo de "doble-convolución". Donde se muestra el espectro resultante para 
dos dif"erentes conjuntos de valores de parámetros {x' s} en función del valor de Xw 
indicado en los dos paneles. 

5 bosones en el 1nodelo Il31vl. Aden1ás posee 8 neutrones por enci1na de una capa cerrada, 
que corresponde a 4 bosones en el modelo IBIVI, por lo que se obtiene N(Sr) = N 21 = 9. 

El núcleo 1-1ona, tiene 6 p1·otones por enci1na de una capa cerrada, que corresponde a 
3 bosones en el n1odclo IBl\1. Adetnás posee 8 neutrones por encima de una capa cerrada, 
que corresponde a 4 bosones en el inodelo IBl\1, por lo que se obtiene N(Ba) = N 22 = 7. 

El Hamiltoniuno que co1Tesponde a la cadena dinámica (3.52) está dado por la ecua
ción ( 3.53 ). En el caso del siste1na 90Sr + l-16 Ba las irreps de SUc,(3) para los núcleos 
resultan ser; (18, O) y (14, O) para el S1· y Ba, respectivamente. La irrep de 1nenor energía a 
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la que se acoplan las representaciones individuales de los núcleos, está dada por (Ac, µe) 
= (32, O), que corresponde a la representación más prolata posible. 

El potencial geométrico que resulta del Hamiltoniano algebraico está dado por la 
ecuación ( 3.64 ). 

Para los núcleos 96Sr y 146Ba, los valores de las variables físicas resultan ser: 

/3(Sr) = /31phys = 0.338 
N(Sr) = N21 = 9 

/3(Ba) = /32phys = 0.2 
N(Ba) = N22 = 7 

(3.77) 

Los valores para las deformaciones de estos núcleos fueron to1nados de las tablas 
de Moller y Nix [71]. Estas deben transformarse de acuerdo a la ecuación (3.65) para 
obtener los valores de las deformaciones f3IBM· Obteniendo finalmente los siguientes 
valores para los parámetros /3,: /31-rsM = 1.53 para el núcleo de Sr y /32-IBM = 1.77 
para el núcleo de Ea. 

Para N = 100, se puede reproducir con el potencial mapeado los potenciales lno
leculares para este sistema, calculados por $. Mi§icu mediante el método de "doble
convolución" (49] presentado en el apéndice l. 

Para el sistema 96Sr + 146Ba, se pueden reproducir las principales características 
del potencial molecular con el potencial mapeado del modelo. Tomando de la ecuación 
(3. 77) los valores de los parámetros para los núcleos de este sistema. 

En este ajuste se consideran dos diferentes orientaciones relativas de los ejes princi
pales de los núcleos, respecto al eje molecular. La primera de estas orientaciones, donde 
los dos núcleos se encuentran alineados a lo largo del eje molecular (821 = -822 = 0°), 
corresponde a la posición de equilibrio del movimiento tipo mariposa de la molécula. 
Para esta configuración molecular el valor de expectación del Hamiltoniano (3.53), para 
L = O y K = O, resulta ser: 

( H} ( 
r2 )

2 e r2) (XR + XT)) 2 b2 + [4(XR + XT) + 63.51XT + Xw] 2 b2 

+495(x12 + XT) + const (3.78) 

donde la constante aditiva es independiente de r pero depende de los valores de los 
parámetros {x's}, 13, y de la orientación ( 821 = -022 = 0° ). 

La otra orientación relativa entre los núcleos que se ha. considerado está. dada por 
021 = -022 = 15°. En este caso, el valor de expectación del Hamiltoniano (3.53), está. da
do por: 
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(H} e r2 )2 e r 2
) (xn + Xr)) 2 b2 + [4(xn + xr) + 57.13xr + Xw] 2 b2 

+[-185.78xN] (;:2 ) + 310(x12 + xr) + const (3.79) 

Los valores para los parámetros del Hamiltoniano (3.53) obtenidos del ajuste del 
potencial geométrico se muestran en la siguiente tabla: 

XR 0.286 Me V 

XT -0.146 NI e V 

x12 0.606 Me V 

Xw -12.03 Me V 

XN 0.014 NI e V 

no 74 

a 0.00218 JVIeV 

e o NI e V 
b 1.06 frn. (3.80) 

El pará1netro a se ha calculado del mmnento de inercia y el parámetro e, cmno i;e 
xnencionó anteriorxnente, 110 puede ajustarse del potencial geon1étrico. La comparación 
del potencial geo1nétrico "doble-convolución" y el obtenido al considerar los valores 
anteriores de los pará1net1·CJs {x~} se umestra en la figura 3.13. Para el potencial de 
"doble-convolución" se puede observar que la posición del rnínilno de éste ocurre a una 
distanciar = 12.90 frn, para la orientación molecular lineal, y coincide con el mínin10 
de potencial asociado con el Hamiltoniano algebraico (3.53). 

Utilizando los valores de estos parámetros (3.80) podeinos obtener el espectro de 
energías del siste1na uns1· + MGBa, considerando las irreps de n1eno1· energía del grupo 
SU(3) dadas por (74 + k, O); con k = ±1, ±2. Estos corresponden a las bandas vibracio
nales de menor energía acopladas de forma 1ná.xin1a con la irrep (..\e, µc)(32, O) de los 
núcleos previa1nente acoplados entre sí. 

El espectro de energía que resulta para el siste1na 96Sr+1'16Ba se rnuestra en la figura 
3.14. En esta figura tainbiéu podemos observar estados de xnayor energía que co1·respon
den a otros acopla1nientos entre los núcleos e.g. (>.e, µe) = (30, 1) acoplados posterior-
111c11te con el grupo SUu(3). También se 1nuestran los prilneros estados excitados de los 
núcleos 06Sr y 1'16Ba co1no núcleos aislados. 

En la figura 3. 14 t'111icamentc se 1nuestran las cabezas de las bandas vib1·acionales 
y en la figura 3.15 se muestra la est1·uctura rotacional de la banda vibracional base y de 
las dos prilncras bandas vibracionales excitadas. 
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Figura 3.13: Potenciales moleculares, para el sistema 96Sr+146Ba, asociados con el 
mapeo geométrico (MG) del Hamiltoniano 3.53 y los que resultan de la técnica 
de "doble-convolución" (DC), para dos orientaciones diferentes(}= o0 y 15°, de los 
ejes de simetría de los núcleos. 

La característica principal del espectro energético obtenido para el sistema 96Sr + 
146Ba, es que éste presenta una separación n1uy grande entre las bandas vibracionales 
y rotacionales para el sistema 96Sr + 146Ba, y que es inuy diferente al de la molécula 
nuclear de núcleos ligeros 12C+12C, en donde la separación entre los estados rotacio
nales de una banda vibracional y la separación entre bandas vibracionales resulta ser 
del mis1no orden en energía. Esta diferencia se debe a que el momento de inercia en el 
sistema de núcleos pesados 96Sr+146B"a es mucho 1nayor que en el caso de la molécula 
i2c+12c. 

En este capitulo se ha presentado un modelo algebraico pa1·a moléculas nucleares de 
dos cúmulos, considerando la estructura interna de los mismos. 

Aplicando este modelo al sistema 12C+'2C, reproduciendo sus resonancias molecula
res se determinaron los parámetros del Hamiltoniano y con estos parámetros se obtuvo 
el potencial molecular del sistema. El potencial molecular obtenido presenta un com
portamiento similar al de los potenciales n1oleculares de "doble-convolución" para la 
molécula nuclear 12C+12C, en las cercanías del mínimo para dos diferentes orientaciones 
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Figura 3.14: Espectro de energía, del sistema 90Sr + 140 Ea, resultado de considerar 
los valores de los parámetros del Harniltoniano (3.53). En este espectro sólo se 
n~uestran las cabezas de la bandas vibracionales para cada banda rotacional. Tarn
bién se pueden observar los primeros estados excitados del núcleo 00Sr (extremo 
izquierdo) y del núcleo 1º16Ba (extremo derecho). 
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Figura 3.15: Estructura rotacional del espectro de energía de! sistema 96Sr+146Ba, 
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relativas de los ejes de simetría de los núcleos de carbón. 
Siguiendo el procedimiento inverso, se encontraron restricciones para los paráme

tros del Hamiltoniano que resultan en diferentes espectros de energía para la molécu
la 12C+12C. Para ciertos valores de estos parámetros el espectro obtenido reproduce 
muy aproximadamente el espectro experimental de esta molécula. Este procedilniento 
también se aplicó a la hipotética molécula nuclear 96Sr+146Ba, para la que también se 
obtuvo un espectro de energía característico. 

Sin embargo, siguiendo el procedimiento anterior no es posible obtener de manera 
única los parámetros del Hamiltoniano del modelo. 

Para determinar los parámetros del Hamiltoniano del modelo de forma única si
guiendo este procedimienGo, tal vez será necesario considerar información geométrica 
adicional para estas moléculas, como puede ser la energía cinética de la molécula o los 
coeficientes de transiciones electromagnéticas. 



Capítulo 4 

MODELO ALGEBRAICO PARA 
, # 

MOLECULAS DE 3 NUCLEOS. 

El n1odelo algebraico presentado en el capítulo anterior, para 1noléculas nucleares de 
dos cú1nulos, puede extenderse fácilmente al estudio de las novedosas moléculas nuclea
res de tres cúrnulos (3, 4, 47]. Como se mencionó en el capítulo 1 este tipo de moléculas se 
han estudiado 1nediante 1nodelos geornétricos. Sin embargo, estos sólo penniten estudiar 
configuraciones lineales considerando la e~tructura interna de los núcleos y configura
ciones triangulares de la 1nolécula considerando los núcleos esféricos (8]. 

En este capítulo prese11tare1nos la extensión del modelo algebraico, discutido en el 
capítulo anterior, pant el caso de 1noléculas nucleares de tres cúmulos; to1nando en cuenta 
configuraciones lineales y triangulares, y considerando las posibles defonnaciones de los 
núcleos constituyentes. 

4.1. Modelo algebraico para moléculas de 3 núcleos 
con estructura interna. 

Co1110 se 1nencionó anteriormente, existen 1nodelos algebraicos para las 1noléculus nu
cleares de tres cú1nulos que no consideran la est1·uctura interna de los cúmulos (11, 13]. 
Estos 1nodelos se encuentran basados en el 1nodelo algebraico U(7) para las estructura 
hadrónica (9], que posterionnente se extendieron para descdbir sisten1as de tres partícu
las no idénticas [10]. Utilizando un g1·upo Uu(7) es posible descdbir los inovimicntos 
relativos de las tres partículas respecto al centro de masa del sistema, utilizando las 
-::oordenadas de Jacobi dadas nwdiante las siguientes relaciones, (el subíndice R indica 
que este grupo está asociado con el 1novilniento relativo de los núcleos de la 1nolécula): 
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p 

>. 
r2 - r1 
rn1r1 + rn2r2 

- ra 
mi+ rn2 

(4.1) 

Con estas coordenadas tendremos 6 grados de libertad y con el bosón adicional s 
(st) tendremos los siete grados de libertad básicos del modelo algebraico Un(7). Las 
variables de la ecuación ( 4.1 ) pueden relacionarse con las tres distancias internucleares 
de la molécula mediante las relaciones inversas: 

rri2 P _ >. 
rn1 + rn2 

rn1 p + >. 
Tn1 + Tn2 

(4.2) 

Estas distancias intermoleculares, así corno las coordenadas de Jacobi, están señala
das en la figura 4.1, donde se ha considerado una configuración triangular para la molécu
la de tres cúmulos, con el núcleo ligero situado fuera del eje molecular z. En esta figura 
también se indican los ángulos de inclinación de los ejes moleculares de los núcleos 
pesados respecto del eje molecular. 

El grupo Un(7) puede generarse mediante los 49 p1·oductos bilineales Gaa' = b::,b0 ,, 

con (a= 1, 2, 3, .. , 7 ; b 0 = s, Ppm, P.>.m), donde los operadores Ppm y P.>.m, (de momento 
angular 1 y paridad negativa) están relacionados con los grados de libertad dipolares de 
cada una de las c01nponentes de las coordenadas de Jacobi [9]. Como siempre, el bosón s 
tiene momento angular cero y paridad positiva, e introduce el corte en el espectro de los 
Ha1nilto11ianos de Uu(7). Esto debido a que el nú1nero total de bosones n. + npp + np~ = 
N n debe permanecer constante. La suma del número de bosones Pp y P.>. puede variar 
entre O y el valor del corte N R· 

En el grupo Uu(7) existen dos cadenas dinámicas frccuenternente utilizadas para la 
descripción de los movimientos asociados con las coordenadas p y >.. En estas cadenas 
el Hamiltoniano asociado tiene una expresión analítica para sus energías. Estas cadenas 
están dadas en térrninos de las siguientes expresiones: 

Un(7) 

Un(7) 
S0.>.(4) ® Up(3) :::> S0.>.(3) ® S0p(3) :::> S0(3) 
U.>.(3) © Up(3) :::> S0.>.(3) © SOp(3) :::> S0(3) 

(I) 
(/I) (4.3) 

El 1nodelo para las moléculas nucleares de tres cúmulos utilizando este grupo unitario 
puede considerarse corno el análogo del modelo propuesto por Iachello (40], para el caso 
de dos núcleos. 

Existe otra posibilidad para la descripción algebraica asociada con los grados de 
libertad dipolares de las coordenadas p y >., que considera una estructura de grupos 
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Figura 4.1: Diagra•na de una molécula nuclear de tres cúmulos, definida respecto al 
sistema de referencia intrínseco de la molécula. En este sistema el eje z conecta los 
centros de masas de los núcleos pesados y el eje x, perpendicular al eje z, dirigido 
hacia arriba en el plano de esta figura. 

U"(4) © U>.(4), donde, de maneni. a1uíloga al caso de u10léculas de dos ctunulos, cada 
uno de los grupos U,(4) pennite describir el 1novimiento relativo de cada una de las 
..:oordenadas de Jacobi del problema [16, 72]. 

En la extensión de nuestro 1nodelo algebraico al caso de nloléculas nucleares de tres 
cúmulos, considerando cualquiera de los dos grupos anteriorns (Ull(7) o U"(4) © U>.(4)), 
el procedin1iento es el mismo. Esto, debido a que todos los acopla1nientos se efectúan a 
nivel de los grupos SU.(3) (i = p , >.). 

En este procedilniento prilnero se considera el acopla1niento de los 11úcleos tnás pe
sados, después este subsiste1na se acopla con el 1novilniento relativo de sus centros de 
masa descrito por la coordenada de Jacobi p (con10 en el caso de las 1noléculas de dos 
cú1nulos). Posterionnente, se vuelve a considerar el acopla1niento de este nuevo sub
siste1na, co1no una sola unidad, con el terce1· núcleo (el núcleo lige1·0 de la 1noléculu). 
Finaln1ente, el siste1na resultante se acopla con el movilniento relativo del tercer núcleo 
respecto al centro de 1nasa de los dos núcleos pesados, descrito por la coordenada .>.. 
El procedin1iento considerado para los diferentes acopla1nientos se 1nuestra de 1nancra 
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esquemática en la figura (4.2). 

p 
C2(SU1(3))t~•C2(SU2(3)) 

® 
C2(SUp(3))(~JC2(SU3(3)) 

Figura 4.2: Acoplamientos considerados para la extensión del niodelo de dos cúniu
los al caso de moléculas de tres cúmulos. 

Por simplicidad el modelo para inoléculas de dos cúmulos se extiende al caso de tres 
cúmulos considerando un sólo g1·upo unitario para la descripción de los movimientos 
relativos de los núcleos de la molécula. Es decir, se considera el caso del grupo UR(7). 

La forma de introducir la estructura interna de los cúmulos en este modelo resulta 
una shnple extensión del modelo algebraico con estructura interna para dos cúmulos. 
Para esto se considera el siguiente grupo de simetría para el sistema molecular de tres 
núcleos; G = Uc, (6) ® Uc, (6) ® Uc3 (6) ®U n(7). Aquí el grupo U n(7) está asociado con 
los grados de libertad de las coordenadas p y .X y los grupos Uc,(6) están asociados con 
el grupo de simetría del modelo IBM, utilizado para describir la estructura interna de 
cada núcleo (en su versión apropiada a cada caso). 
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Para el grupo de sinietl'Ía O existen muchas posibles cadenas dinámicas que contienen 
a los subgrupos de las cadenas (4.3), para el movimiento relativo de los núcleos. Debido 
a la experiencia ack¡ukida con el 1nodelo algebraico para molécula." nucleares de dos 
núcleos, se utilizará la cadena.dinámica equivalente a aquella dada por la ecuación (3.52), 
para el caso. de tres núcleos, i.e: · 

U(G)c, ® Uc2 (6) <8> Uca (6) <8> U n(7) :::> 
(N1] (N2] (N3] [Nn] 

®SUc3 (3) ® SUp(3)'®SU.\(3) :::> 
(>.3,¡L3)··.····cn;;;,o) (n.\,o) · 

®SUca(3)·@·su.\(3) .:::> 
. . , (,\3, µa) .. (;;~, Ó) 

:::> SUcrp(3) <8> SU.\(3) :::> SU(3) · ,· .:::> 

(>.c:Tf" J.l•Cr1,)PC:rp (rl.\i O) (X, 1.1.)p 

SU e, (3) ®SU e~ (3) 
· (X1, /t1) (>.2; µ2) 

[SUc;:i (3) ® SUp(3)] 

(Xí2;'1.1.~2)i5C:·1:. • ·(nj;, o) 
·.· .rsuC:.. .. ,;(3) ~§ú~ª (3)J ® su.\(3) => 
(A~;~-~,,i.1.0~~·,;)"¡;C:{;,-,,; · .. (,\3, µa) . (n.\, O) 
S0(3f:: .,_'.»! •'H<i>· 
,;.L'°''. '.:;/> (4.4) 

Aquí, N; corresponde al número total de bosohes en el !nodelo IBlvl para cada irrep 
de los· grupos U(6) de los tres núcleos;·np y·n.\·representan el número total debo
sones asociados con el inovirniento relativo; (>.;, µ;) corresponde a las representaciones 
irreducibles de SU(3) del i-ésimo cúmulo, (>.12 , µ 12) corresponde a las representacio
nes irreducibles de SU(3) a las que los cú1nulos 1 y 2 pueden acoplarse; (>.c, 2 ,,, µc,,p) 
corresponde a las representaciones irreducibles de SUo.,p(3) a las que los cú111ulos 1 
y 2, acoplados previainente, pueden acoplarse con la irrep (np, O) del grupo SU1,(3), 
(>.orP• µcr,,) corresponde a las representaciones irreducibles de SUcr,,(3) que resultan 
de acoplar el grupo SUc12,,(3) con la irrep (,\3 , µ 3 ) del grupo SUc3 (3); (>., 1.1.) corresponde 
a la representación irreducible del grupo total SU(3); L es el inomento angular; iic,., 
iic, 2 p, iicrP• j5 y n. representan los diferentes índices de inultiplicidad. El valor del nú1ne1·0 
cuántico n. nueva1nente puede co11side1·arse, de inanera aproxhnada, co1110 la proyección 
del m01nento angular L en el eje intrínseco z de la molécula (62]. 

En esta propuesta para el Ha1niltoniano se ha considerado que las interacciones 
cuadrupolares del tipo Q; · Qj, que aparecen en el ha1niltoniano asociado a la cadena 
dinámica (4.4) en sus diferentes g1·upos SU(3), resultan ser las más importantes para el 
caso de moléculas nucleares con núcleos bien defonnados. 

El Ha111iltoniano asociado a la cadena dinámica (4.4) puede escribirse de la siguiente 
inanera: 

. . . 'TESI~·eoNáfi ¡ 
FALLA DK ORI ·· - · 



70 MODELO ALGEBRAICO PARA MOLÉCULAS DE 3 NÚCLEOS. 

H x1G2 (SU e, (3)) + x2G2 (SU00 (3)) + xaG2 (SUc3 (3)) + 
+x12C2 (SUc,.(3)) + XpC2 (SUp(3)) + Epnp 
+x;..C2 (SU.,..(3)) + e;..n;.. + xc,.pG2 (SUc,2 p(3)) + xcTpC2 (SUcTP(3)) + 
+xTC2 (SU(3)) + XNp(C2 (SUc,.(3)) - (C2 (SUc,.(3))) 00 )np 

+XN,.(02 (SUcTp(3)) - (G2 (SUc, 0 (3))) 00 )n;.. + aL2 + cK2 (4.5) 

donde los valores de los parámetros x corresponden a las diferentes constantes de rigidez 
de las interacciones cuadrupolo-cuadrupolo, L 2 es el operador de momento angular y K 2 

es el operador introducido con anterioridad (62] cuyo valor propio es, aproximadamente, 
la proyección del mo1nento angular en el eje intrínseco lnolecular. 

En el Hamiltoniano (4.5) nuevamente hemos considerado térmi11os de la forn1a XN, 
(02 (SUc,2 (3)) - (02 (SU0 ,.(3))}00 )n;, de manera totalmente análoga al caso de dos 
cúmulos. Estos operadores desempeñan un papel importante al ajustar los potenciales 
mapeados con los potenciales de "doble-convolución" para diferentes orientaciones de 
los ejes de simetría de los uúcleos. 

Los valores propios del Hamiltoniano (4.5) respecto a la base definida por la cadena 
dinámica ( 4.4) están dados, hasta una constante aditiva, por la expresión: 

E x1(.>..i + µ¡ + >.1µ1 + 3(>.1 + µ1)) + x2(>.~ + µ~ + >.2µ2 + 3(>.2 + µ2)) + 
+xa(>.~ + µ~ + >.aµa + 3(>.a +µa))+ 

4.1.1. 

+x12(>-i2 + µi2 + >.12µ12 + 3(>.12 + µ12)) + 
+xc,,p(>.i2p + µi2p + >.12pµ12p + 3(>.12p + µ12p)) + 

+xcTP(>.bTP + µb-rP + .>..c-rpµC-rp + 3(>.c-rP + µc-rp)) + 
+xp(n~ + 3np) + X>.(n¡ + 3n.,.) + 
+epnp + e.,.n.,.. 
+XT(>.2 + µ 2 + >.µ + 3(>. + µ)) 
+XNp(>.i2 + µi2 + >-12µ12 + 3(>.12 + µ12) - (C2 (SUc12 (3))) 00 )np 

+xN,.(>.bTP + µbTP + >.cTpµCTP + 3(>.c-rp + µc-rp) - (C2 (SUo,.(3)))oo)n;.. 
+aL(L + 1) + cK.2 

Conexión geométrica del modelo algebraico para 
moléculas de 3 cúmulos. 

(4.6) 

Cuando se considera el contenido geométrico del lnodelo algebraico Un(7), para 
moléculas nucleares sin estructura interna, se encuentra que el valor de expectación 
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del Hamiltoniano de este modelo presenta un 1nínimo para una separación diferente de 
cero entre los diferentes núcleos del sistema [10, 11]. Sin embargo, este Hamiltoniano no 
corresponde a ninguna de las cadenas dinámicas de la ecuación (4.3). 

Nuevamente, es necesario averiguar si el potencial geo1nétrico asociado al nuevo Ha
miltoniano algebraico (4.5) presenta un 1nínimo co1no función de las distancias relativas, 
para separaciones diferentes de cero ent1·e los cú1nulos; con10 es de esperarse e11 u11 po
tencial 1nolecular nuclear. Con este propósito se considera el valor de expectación de este 
Hamiltoniano en el estado coherente de la parte relativa y de los cúmulos individuales. 

Antes de calcular el valor de expectación del Ha1niltoniano ( 4.5) es necesario consi
derar el contenido geornétrico del movimiento relativo de los núcleos. Para esto se utiliza 
la técnica de los estados coherentes [56, 57, 64]. 

Pa1·a el caso de las 1noléculas nuclea1·es de tres cúmulos es necesario considerar el 
siste1na de coordenadas respecto al sistema de referencia 1nolecular, definido de nlanera 
que el eje molecular z se encuentre a lo largo del vecto1· que conecta los centros de 1nasa 
de los núcleos pesados (Fig. 4.1) y el eje molecular x perpendicular al eje z localizado 
en el plano de la molécula, como se puede observar en la figura (4.1). 

En este siste1na de referencia, única1nente hay un bosón p 0 P para el n1ovhniento 
relativo de los núcleos pesados y los bosones p 0 ,. y Px:o. para el movimiento del núcleo 
ligero respecto al centro de masa de los otros dos núcleos. En consecuencia, el estado 
coherente para el 1novinliento relativo de los núcleos puede expresarse co1no [72]: 

(4.7) 

donde: 

bh = st + OpPt + °'-" (pb,. cos8;. - ~ (P'..- 1,. - p!._ 1,.) sin O;.) (4.8) 

y 8;. corresponde al ángulo fonnado entre el eje molecular z y el vectm· J: 
Con este estado coherente se puede calcular el valor de expectación del Hamiltoniano 

algebraico (4.5) para detenninar si éste presenta un 1níniino para separaciones relativas 
diferentes de cero. Para esto, nueva1nente los pará1netros o:p.,. y ª>"" del estado cohe1·cnte 
(4.7) se deben relacionar con las distancias relativas p y >.. 

Para relacionar los pa1·á1netros O:p.,. y o;..,. con las distancias p y >. considérese el 
operador algebraico para las distancias relativas (3.45): 

con 

- (r~} 
rm - yl(sfS} 

P~n,...\~ 

(4.9) 

(4.10) 
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Calcularido los valores de expectación para estas distancias (4.9) en el estado cohe
rente (4;7),- se obtienen las siguientes relaciones para las componentes esféricas de los 
vectores Prn Y )\.,.: 

p.,. 

Jc1 +a~+ aX) 

ª>-~ 

Jc1 + Q~ +a¡), 
(4.11) 

con 

b = f;f;. (4.12) 

donde b nuevamente corresponde a la longitud de oscilación característica del sistema 
cuantizado respecto al oscilador armónico del grupo Un(7) de frecuencia angular Wr· 

Debido a que las variables a; (i = p, ,\) varían entre O y oo, las distancias relativas 
p y )\ varían entre O y un valor máximo ,/2N nb. Para poder describir una molécula 
nuclear, los valores de Wr y Nn deben ser tales que p y )\ varíen entre O y una cierta 
distancia, varios formis por encima de ia distancia en donde cualquier par de núcleos de 
la molécula se alcanzan a tocar. Esto implica considerar un valor ele Nu suficienternente 
grande. 

El estado coherente total co11 el que se calculó el valor esperado del Harniltoniano 
(4.5), está dado por el producto directo de los estados coherentes ele los tres núcleos, 
dados por la expresión (3.58) y el correspondiente al movimiento relativo ele estos, dado 
por la expresión (4. 7). El valor ele expectación ele este Ha111ilto11ia110 n1sulta ser (calculadu 
para estados con L =O y K. =O): 

( H) 
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(4.13) 

Nuevamente, en el caso en que se considera la molécula nuclear sin deformación de los 
núcleos (/3; =O, i=l,2,3) única1nente los términos positivos en p 2 , ..\2 y p 4 , ..\4 aparecerán 
cu el potcudal 111apcado de la 111olécula. Ta111bié11 los ténuiuos Ep y 1'..\ proporcionales 
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a p 2 y .>.2 respectivamente, que pueden ser positivos o negativos. En esta situación 
es posible ajustar el potencial internuclear para una cierta orientación de los núcleos 
de la 1nolécula, pero el modelo no permitiría reproducir el potencial internuclear para 
otras orientaciones diferentes, por lo que no es posible extraer la información adicional 
contenida en el potencial internuclear. Pero, si se considerará la deformación de los 
núcleos, alguna información adicional del potencial puede tomarse en consideración para 
determinar los parámetros del Hamiltoniano (4.5). 

4.2. 

4.2.1. 

Aplicación del modelo algebraico para molécu
las de tres cúmulos a la molécula nuclear 96Sr+ 
lOBe + 146Ba. 

Ajuste del potencial mapeado al potencial calculado me
diante el método de "doble-convolución" para la molécu
la nuclear 96Sr+10Be+ 146Ba. 

En este caso el propósito es obtener los espectros ele energía de la rnolécula nuclear 
considerando configuraciones de equilibrio lineales y triangulares. 

Para obtener espectros característicos de moléculas de tres núcleos, se seguirá un pro
cedimiento análogo al considerado en el capítulo 3, pm·a el caso de moléculas nucleares 
de dos cúrnulos. Es decir, obtener restricciones para los valores de los parárnetrrn; del 
Harniltoniano (4.fi), partiendo de reprocluci1· con el potencial rnapeaclo del Hauültoniano 
algebraico los potenciales internucleares ele "doble-convolución". Esto debido a que hasta 
la fecha no hay inforrnación experirnental del espectro ele esta 1nolécula. 

Para el caso ele rnoléculas nucleares ele tres cúrnulos, los potenciales ele "cloble
convolución" serán algo diferentes a los considerados para las 1noléculas ele clw; cú1nulos. 
Esto se debe a que en el presente caso no es posible obtener ele rnanera general un poten
cial ele "doble-convolución" en las coordenadas relativas (p,..\), por lo que Jo,, potenciales 
se li1nitarán a una aproxi1nación arrnónica ele la fonna: 

( 
C',. 2 G'µ 2 

V p, ..\) = 2 (..\ - ..\o) + 2 (p - Po) (4.14) 

donde los valores de las curvaturas C,. y Cp se determinan de los potenciales generales 
de "doble-convolución" en los valores del mínimo del potencial para las coordenadas 
relativas A = ..\o y p = Po· Los detalles del cálculo de los coeficientes C,. y Cp puede 
consultarse en el apéndice l. 

Para reproducir el potencial intcrnuclear de la ecuación (4.14), con el potencial 1na
peado (4.13), la primera aproximación que se tomará en cuenta será considerar al núcleo 
10Be como esférico, porque su extensión es considerablemente menor que la extensión de 
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los núcleos pesados. En este caso se puede to1nar el pará1netro XcrP del Hamiltoniano 
(4.5) igual a cero, porque no existe ninguna diferencia entre las irreps de los grupos 
SU12p(3) y SUcrp(3) ya que la irrep del núcleo ligero, considerado por ahora como 
esférico, será (..\3, µ3) = (O, O) y entonces (.X12p, µ12µ) = (.XcrP• µcrp)· 

Para encontrar los valores de los pa1·árnetros del I-Ian1iltoniano (o restricciones para 
los inismos), de aquellos parámetros relacionados con el inovinlieuto relativo de los 
núcleos y la dependencia con las orientaciones relativas de los ejes de simetría de los 
núcleos pesados respecto al eje inolecular z, se deben rep1·oducir algunas características 
del potencial (4.14) como pueden ser las siguientes. 

Prhnero: 

av (p, .X) 
é)p 1{0;=0;0 },po,-"o o 

av (p, ,\) 
é)..\ 1{0;=0;0 },po,.>.o o 

que es necesal"ia pa1·a que a1nbos potenciales presenten SU lnlnllUO en la lnisma orienta
ción y posición en las variables del movimiento relativo (p, ..\). 

La seguÍlda condición que se considera, es que el potencial inapeado presente la 
misma curvatura que el° potencial de "doble-convolución" en la posición del mínimo 
p =Po, .X= .Xo, {O, = 0,0 }: 

a2 v 
é)p2 1{0;=0;0 },po,-"o 

a2 v 
é),\2 l{o;=0,0 },po,-"o 

2(Xµ + Xl2p + xr)Píi 
b4 

2(x;. + xr).Xíi 
b4 

La _tercera condición considerada, es que el valor de expectación de los operadores 
de número npp y np,. en el estado coherente INn,ap,a;.,O;.), para las distancias p = 
Po, .X= .Xo y orientaciones {O,= 0,0 }, resulten igual al valor del núnlero de excitaciones 
relativas np0 y n;.0 para las que la energít~ ( 4.6) de la inolécula trinuclear resulta ser 
inínhna co1no función de np y n;., i.e: 

2 
Po 

2b2 

_x2 o 
2b2 

np0 = (Nn,ap,a;.,O;. IP~ ·pplNn,ap,a;.,O;.) 

'll.>.o = (Nll, °'P• °'-"•O;. 1 Pi· P.>. IN/l, °'P• °'-"•O;. ) · (4.15) 

Finahnente, cmno cuarta condición, se puede utilizar alguna información adicional 
del potencial para otra orientación relativa de los núcleos pesados respecto del eje mo
lecular, por eje1nplo: forzar al potencial inapeado a que este presente un mínirno en la 
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orientación considerada, y que corresponda a separaciones relativas p~, A~ para las que 
los tres cúmulos se encuentren apenas en contacto entre ellos, Le: 

av (p, .X) 
éJp l{o,=0: 0 }.ph,>.á o 

av (p, .X) 
8.X l{o,=o;0 }.pó,lló o, 

Para satisfacer esta última condición fue necesario considerar los términos propor
cionales a XNp y XN,,. en el Hamiltoniano, porque si no se consideran estos términos se 
obtiene una contradicción entre la cuarta condición y las primeras tres condiciones. 

Considerando las cuatro condiciones anteriores, finalmente se obtiene una i·elación 
entre los pará1netros XT y XN,,, de la fonna: 

f(XN,,,XT) = Ü, 

donde se pueden obtener diferentes ramas de las soluciones de Jos parámetros XT y XN,, 
dependiendo de Jos valores de los paráme'tros (Xp + x12p + xr), (Xll + xr), n"'º y n 1, 0 , 

para los que las soluciones positivas de estos pará1netros son las únicas de interés físico, 
al igual que en el caso de dos cúmulos. 

4.2.2. Molécula nuclear 96Sr+10Be+146Ba en una Configuración 
'I'riangular. 

Es posible obtener algunas características generales del espectro tnolecular del siste
ma 96Sr+10Be+1'16Ba, considerando las condiciones de la sección anterior, para el caso en 
que la molécula se encuentra en una configuración geon1étrica de equilibrio triangular, 
donde los núcleos pesados presentan interacciones entre sí y con el núcleo ligero, que se 
encuentra en el vértice superior del triángulo apenas en contacto en su superficie con 
los núcleos pesados (ver figura 4.1). 

Para una configuración triangula1·, por sencillez, considerarnos el caso simétl"ico para 
los ángulos de inclinación de los ejes de simetría de los núcleos 96Sr y 146Ba (821 = 
-822 = 15°), respecto al eje molecular z, que se encuentra a Jo largo de la línea que une 
los centros de tnasa de los núcleos pesados. 

Tomando los valores de los parámetros del modelo IB~I para Jos núcleos 96Sr y 146Ba 
dados por la ecuación(3.77) se obtiene la expresión para el potencial internuclear V(p, .X): 

V(p, .X) (Xp + X12p + Xr) (;:2 ) 

2 

+[4(Xp + X12p + Xr))) + 57.199(X12p + XT) + Ep] c::2 ) 
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(
.x2)2. c.x2) +Cx>- + XT) 2 b2 + [4(x>- + XT))) + 9.035xT + "-"] 2 b2 

. . 2 

+0.321XT ( ;~) + 310(X12p + X12 + XT) + const (4.16) 

dónde en la constante aditiva se encuentran considei·ados aquellos ténninos que sólo 
dependen de la estructura de los núcleos individuales. 

En este caso se puede intentar ajustar los parárnetros del Hatniltoniano (4.5) im
poniendo para la cuarta condición de la sección anterior, el hecho de que el potencial 
1napeado pr~sente tatnbién un mínimo para una configuración lineal de la molécula tri
nuclear, donde, 8 21 = -822 = Oº y 8>. = 0°. En este caso Jos valores permitidos de Jos 
parámetros que aparecen en el potencial (4.16) se muestran en la figura 4.3. 

Aunque las cuatro condiciones no penniten detenninar de 1nanera única los parátne· 
tros del Hatniltoniauo, si penniten reproducir de 111anera satisfactoria las características 
generales del potencial de "doble-convolución " en las ce1·canías del 1níni1no. 

En la figura 4.3 pueden observarse las diferentes con>binaciones de los parámetros 
{x'.s}, que determinan la estructura específica del espectro de energía de la molécula nu
clear. Además se observa que las co1nbinaciones Xt 2p+Xr, XNp y XT+X12p+Xt2 presentan 
un cotnportmniento prácticamente constante. Esto resulta en una estructura del espec
tro de energía 1nolecular fija para las excitaciones asociadas con estas cotnbinaciones de 
los parámetros del Hatniltoniano algebraico. 

Sin e111ba1·go, otros pará1netros co1110 es el caso de los parátnetros E:p y E:>., disminu
yen su valor 1nuy ní.pidatnente confonne distninuye el valor de XN~. Sin embargo, estos 
pará1netros afectan 1nuy poco la estructura general de lo~ espectros de energía de la 
molécula nuclear de tres cú1nulos. 

Por lo tanto, los espectros 111oleculares que pueden obtenerse detenninando los pa
rámetros del 1nodelo con el mapeo geométrico del Hamiltouiano, presentarán la misma 
estructura para las bandas vibracionales y rotacionales, para diferentes conjuntos de 
pará1netros {x'.s} en diferentes escalas de energía. 

Los potenciales que resultan al considerar las restricciones anteriores se muestran en 
la figura 4.4 para la coo1·denada p y en la figura 4.5 para la coordenada .X. En el primer 
caso se ha graficado V(p, .X = .X0 ) donde .X0 es el valor de .X en el 1nínimo del potencial 
para la configuración triangular o lineal. En el caso de la figura 4.5 se ha graficado 
V(p = p 0 , .X) donde Po es el valor de p en el mínimo del potencial en la configuración 
triangular o lineal, dependiendo de la odentación relativa de los núcleos pesados que se 
considera. 

El espectro de energía obtenido no se encuentra determinado de n1anera única debido 
a las restricciones encontradas para los parátnetros. Sin etnbargo, es posible calcular los 
espectros de energía que resultan para diferentes conjuntos de valores de parámetros 
{X's}, cotno se 1nuestra en la figura 4.6 para los valores de los pará1netros dados en la 
siguiente tabla: 
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Xp 1.3709 Me V 

Xr -1.1925 Me V 

X12p 0.9198 Me V 

X.>. 60.071 Me V 
ep -365.732 Me V 

e.>. -102.684 Me V 

XNp 0.00713 Me V 

XN,. -0.289 Me V 

X12 3.039 Me V 

nPo 49 

n.>.o 1 
a 0.00104 Me V 
e O· MeV 

b 1.883 frn. (4.17) 

En la figura 4.6 se han indicado las irreps de los diferentes acoplamientos considerados 
en el modelo; (>.e, µe) corresponde al acoplamiento de las estructura internas de los 
núcleos entre sí, np y n.>. corresponden al número de vibraciones en los movhnientos 
relativos, (>., µ) representa las irreps totales que resultan de considerar los diferentes 
acoplamientos para la molécula tri nuclear, y L'" representan el momento angular y la 
paridad del estado de menor energía de cada banda vibracional. 

El parámetro a se ha calculado del momento de inercia para esta molécula dado por 
(8): 

ª = 2(µ12PB + µc12)3>.ij) 
(4.18) 

donde µ 12 es la masa reducida de los núcleos pesados, y µc 12)3 es la masa reducida de las 
masas µ 12 y la masa rn3 del núcleo ligero (en este caso el 10Be.). El parámetro e, como 
se mencionó anteriormente, no puede determinarse del potencial geométrico. 

En el espectro de energía de la figura 4.6 se observa la posibilidad de obtener espectros 
con características similares a las obtenidas en los modelos geométricos para moléculas 
nucleares de tres cúmulos en configuraciones lineales. Nótese que los espectros de energía 
presentan una separación clara entre las bandas vibracionales y los estados rotacionales 
de cualquier banda vibracional, estos últimos se encuentran en la escala de los keV's (6). 

La estructura anterior para el espectro del sistema 96Sr+10Be+146Ba, es muy diferente 
de la estructura de los espectros de las molécula nuclear de núcleos ligeros; corno la 
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Figura 4.3: Valores permitidos para los parámetros del Hamiltoniano (4.5), obte
nidos al reproducir con el potencial mapeado las principales características del 
potencial de "doble-convolución". 

inolécula 12C+12C, eu donde la separación ent1·e los estados rotacionales <le una hau<la 
vibracional y la separación entre bandas vibracionales resulta ser del inisn10 01·<lcn en 
energía. 

La estructura del espectro para la rn.olécula 96Sr+10Be+146Ba también resulta inuy 
diferente, comparada con el caso de la hipotética n1olécula nuclear 96Sr+146Ba, donde 
la separación entre los estados rotacionales de una banda vibracional se encuentra en la 
escala de los keV's y la separación en energía entre bandas vibracionales i·esulta ser del 
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Figura 4.4: Potencial internuclear en la coordenada p para dos orientaciones di
ferentes 021 ""' -822 = 15° y 821 = -822' = 0°, que resulta de reproducir las cua
tro condiciones del potencial armónico de "doble-convolución" para la molécula 
96Sr +10 Be +146 Ba. 
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Figura 4.5: Potencial internuclear en la coordenada >. para dos orientaciones di
ferentes 021 ""=' -822 = 15° y 821 = -822 = Oº, que resulta de reproducir las cua
tro condiciones del potencial armónico de "doble-convolución" para la molécula 
96Sr +10 Be +146 Ba. 
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(4,14),53,1,(58,14) o+ 

(4,14),52,1,(57,14) 1· 

(4,14),51,1,(56,14) o+ 

(4,14),50,1,(55,14) 1· 

(4,14),49,1,(54,14) o+ 

(6, 13),52, 1,(59, 13) 1 · 

(6, 13),51, 1,(58, 13) 1 + 

(6,13),50,1,(57,13) 1· 
(6, 13),49, 1,(56, 13) 1 + 

Figura 4.6: Espectro de energía para la molécula 96Sr+10Be+146Ba obtenido al 
reproducir el potencial armónico de "doble-convolución" para esta molécula. En 
la figura únicamente se muestran las cabezas de las bandas vibracionales, debido a 
que las bandas rotacionales se encuentran en una escala de energías mucho menor. 

orden de algunas décimas de l.VleV. Esta diferencia se debe, en parte, a que el momento 
de inercia en el sistema de núcleos pesado,; 96Sr+1ºBe+ 146Ba es mucho mayor que en 
el caso de inoléculas nucleares de dos cúmulos. Pero también deben existir otros efectos 
debidos a la presencia del tercer n'IÍcleo, que resultan en un inc1·e1nento en la separación 
de la energía de las bandas vibracionales. Esto puede verse al comparar la separación 
energética de las bandas vibracionales para el caso de moléculas nucleares de dos c(1mulos 
pesados (figu1·a 3.14) y el caso de moléculas nucleares de tres cúmulos (figura 4.6). 

Al considerar la estructura de las primeras bandas vibracionales excitadas, puede 
verse que el acoplamiento de las irreps de los diferentes grupos SU(3), resulta muy 
silnilar al obtenido en el caso de la hipotética molécula nuclear 96Sr+146Ba. 
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4.2.3. 

MODELO ALGEBRAICO PARA MOLÉCULAS DE 3 NÚCLEOS. 

Molécula nuclear de tres cúmulos en una configuración 
lineal 

En esta sección se analiza el caso en que la molécula nuclear 96Sr+1ºBe+146Ba se 
encuentra en una configuración geométrica de equilibrio de tipo lineal, similar al de la 
figura 2.6, con las distancias relativas y orientaciones definidas de igual forma que en el 
caso triangular (figura 4.1). 

En esta configuración de equilibrio los núcleos pesados no presentan una interacción 
directa entre ellos y sólo interactúan cada uno de ellos con el núcleo ligero. Este último 
se encuentra en medio de los núcleos pesados apenas en contacto en su superficie con 
sus núcleos vecinos, todos ellos alineados a lo largo del eje 1nolecular z. 

Cuando se intenta reproducir el potencial internuclear (4.14) para este tipo de confi
guraciones aparecen algunos problemas de consistencia. Estos se refieren a las represen
taciones irreducibles de los grupos SUc,,p(J) y SU(3) total, que se consideran "a priori" 
como aquellas que corresponden a los valores np0 y n;..0 para los que la energía de la 
molécula (4.6) resulta ser mínima. 

Porque, una vez que se ajusta el potencial y se encuentran las restricciones para los 
parámetros {x'.s} del Hamiltoniano del ino'delo, resulta que para las irreps de los grupos 
SUc12p(3) y SU(3) consideradas inicialmente, los valores de nPo y n;..0 no producen un 
mínilno absoluto para la energía de la molécula. De manera que se tiene una inconsis
tencia para la obtención de los espectros característicos de la molécula trinuclear en una 
configuración de equilibrio lineal. 

Estas inconsistencias se presentan para las combinaciones de los pará1netros xr, 
X12p + XT y X12 + X12p + xr, porque cuando estos resultan positivos, para producir un 
mínimo neccsaria1nente tendrían que ser negativos y viceversa, impidiendo así obtener 
consistencia entre las cuatro condiciones impuestas para el potencial mapeado y los 
valores de npo y n;..0 considerados inicialmente. 

Sin embargo, es posible evitar estas inconsistencias si se considera el caso de la 
molécula nuclear 96Sr+10Be+146Ba, cuando ésta se encuentra en una configuración geométri
ca de equilibrio de tipo lineal como el de la figura 4. 7. En esta configuración de equilibrio 
los núcleos pesados no se encuentran en contacto entre sí, y el núcleo ligero se encuentra 
en medio de los núcleos pesados, de manera que los centros de masa de los núcleos pe
sados y del ligero se encuentran a lo largo del eje molecular z, con O;.. = 0°. Sin embargo, 
los ejes de simetría de los núcleos pesados están orientados simétrica1nente respecto al 
eje molecular z formando un ángulo 021 = -022 = 60°. 

Tomando los valores de los parámetros de los núcleos 96Sr y 146Ba dados por la 
ecuación (3. 77) se obtiene la siguiente expresión para el potencial internuclear V(p, >.): 

. _.TESIS GON 
FAnLA DE ORIGEN 

.. ;:":; ~ ·. ;. · .. : 
. ···-· . 



MODELO ALGEBRAICO PARA MOLÉCULAS DE 3 NÚCLEOS. 83 

Figura 4. 7: Configuración lineal considerada en el modelo algeb1·aico para molécu
las de tres cúmulos, con los centros de masa de los t:-es núcleos a lo largo del eje 
moleculai· z, con 021 = -022 = 60" y 0>. =O". 

V(p, >.) (Xp + X12p + xr) (;:2 ) 

2 

+[4(Xp + Xl2p + xr))) - 7.938(X12p + XT) + ep] (;:2) 

+(x.x.+cx'.l") 0::2 )

2

.+ [4(X>. +xr)))- 7.938xr + e.x] c;:2 ) 

+2xr (X) 2 
- 61.923(x12p + X12 + xr) + con.st 

(4.19) 

donde en la constante aditiva se consideran aquellos ténninos que sólo dependen de la 
estructura de los núcleos individuales. 

Ahora los parámetros del Hamiltoniano (4.5) pueden ajustarse pidiendo que el po
tencial 1napeado presente ta1nbién un 1nínilno para una configuración triangular similar 
a la de la figura 4.1 i.e. 0 21 :::::: -022 = 15" y O,. =F 0". En este caso los valores permitidos de 
los parámet1·os del Hamiltoniano (4.5) que aparecen en el potencial (4.19) se muestran 
en la figura 4.8. 
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Figura 4.8: Valores permitidos, para el caso de la configuración lineal de la figura 
(4.7), de los parámetros del Hamiltoniano (4.5). 

En la figura 4.8 nuevamente pueden observarse las diferentes combinaciones de los 
parámetros {x'.s}, que determinan la estructura específica del espectro de energía de la 
molécula nuclear, donde para las combinaciones x 12p+XT• XNp y XT+X12p+X12 presentan 
un co1nportamiento prácticamente constante y que resulta en una estructura del espectro 
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de energía lnolecular fija para las excitaciones asociadas con estas combinaciones de los 
pará1netros del Hamiltoniano del lnodelo. 
· Otros pará1netros co1no e:p y e:;., varían rnuy rápida1nente conforme disminuye el valor 
de XN,,. Sin embargo, estos pará1netros afectan muy poco la estructura general de los 
espectros de energía de la lnolécula nuclear de tres cú1nulos. 
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Figura 4.9: Potencial internuclear en la coordenada p para dos orientaciones dife
rentes 021 = -022 = 60° y 021 :::::: -022 = 15°, que resulta de reproducir las característi
cas principales del potencial armónico de "doble-convolución"para la molécula 
9GSr + 10 Be + 146 Ba en una configuración de equilibrio de tipo lineal. 

Por lo tanto, los espectros rnoleculares presentarán la misma estructura para las ban
das vibracionales y rotacionales, para diferentes conjuntos de pa1·á1netros {x'.s}, aunque 
en diferentes escalas de energía. 

Los potenciales que resultan de considerar las condiciones anteriores se muestran en 
la figura 4.9 para la coordenada p y en 1"1 figura 4.10 para la coordenada >.. En el primer 
caso se ha graficado V(p, >. = >.0 ) donde >.0 c-s el valor de >. en el mínirno del potencial 
en la configuración lineal o triangular. En el caso de la figura 4.10 se ha graficado 
V(p = p 0 , >.) donde p 0 es el valor de p en el mínimo del potencial en la configuración 
lineal o triangular dependiendo de la orientación relativa de los núcleos pesados. 

El espectro de energía obtenido, nuevamente no se encuentra determinado de manera 
única debido a las restricciones encontradas para los pará1netros. Sin e1nbargo, es posible 
calcular los espectros de energía que resultan para diferentes conjuntos de valores de 
pará1netros { x 's}, co1no se muestra en la figura 4.11 para los valores de los parámetros 
dados en la siguiente tabla: 
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Figura 4.10: Potencial internuclear en la coordenada.>.. para dos orientaciones dife
rentes 821 = -822 = 60° y 821 ""' -822 = 15°; que resulta de reproducir las característi
éas principales del potencial armónico de " doble-convolución"para la molécula 
96Sr+lºBe+146Ba en una configuración de equilibrio de tipo lineal. 

Xp 0.40745 lvleV 
XT -0.146 lvleV 

X12p 0.09793 lvleV 

X-" 77.3299 .1WeV 
ep -38.28326 lvleV 

e"' -425.5174 lvleV 
XNp -0.00796 J\.feV 

XN,. -0.36 lvleV 
X12 1.39432 lvleV 

np
0 

51 

n-"o 1 
a 0.00234 lvleV 

e 
b 

O MeV 

l. 70 fm. (4.20) 

El parámetro a se ha calculado del momento de inercia para esta molécula dado por 
[8]: 
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Figura 4.11: Espectro de energía para la molécula 96Sr+1ºBe+146Ba obtenido al 
reproducir el potencial armónico de "doble-convolución"para esta molécula, con
siderando el caso de una configuración de equilibrio de tipo lineal. Nuevamente, 
en esta figura únicamente se muestran las cabezas de las bandas vibracionales, las 
bandas rotacionales se encuentran en una escala de energías mucho menor. 

En la figura 4.11 se han indicado las irreps de los diferentes acoplamientos considera
dos en el modelo. Aquí (>.e, µe) corresponde al acoplamiento de las estructura internas 
de los núcleos entre sí; np y n.\ corresponde al número de vibraciones en los movhnientos 
relativos, (>., µ) representan las irreps totales, que resultan de ·considerar los diferentes 
acopla1nientos para la n1olécula trinuclear, y L" representan el momento angular y la 
paridad del estado de inenor energía de cada banda vibracional. 

En el espectro de energía de la figura 4.11 se observa la posibilidad de obtener espec
tros, para n1oléculas tl'inucleares, con características un poco diferentes a las obtenidas 
en el espectro de la figura 4.6, para la inolécula trinuclear en una configuración de equi
librio triangular, porque, en el caso lineal la separación entre las bandas vibracionales 
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es un poco menor que en el caso triangular. 
También, al comparar el espectro de la figura 4.11 con el caso de la hipotética molécu

la nuclear 96Sr+146Ba del capítulo anterior (figura 3.14), puede observarse que los es
pectros obtenidos para los sistemas 96Sr+10Be+146Ba, en el caso lineal, y 96Sr+146Ba, 
son muy parecidos en la estructura de las bandas vibracionales, pero en una escala de 
energías diferente. 

Al comparar estos resultados con los obtenidos en el caso de moléculas nucleares de 
dos cúmulos, se observa que en el caso de tres cúmulos la separación en energía para 
los estados rotacionales, en una misma banda vibracional, resulta ser mucho 
menor que en el caso de dos cúmulos. Lo anterior se debe a que estas moléculas de 
tres cúmulos son geométricamente más extendidas que las moléculas de dos cúmulos. 

También de estos resultados se obtiene que las transiciones cuadrupolares en molécu
las nucleares de tres cúmulos se presentarán principalmente entre los estados rotacionales 
de una misrna banda vibracional, ya que estos estados rotadonales corresponden a una 
sola irrep del grupo SU(3) total. Por otra parte, las transiciones cuadrupolares entre 
estados moleculares de diferentes bandas vibracionales se presentarán con una probabi
lidad muy pequeña, porque estas bandas vibracionales corresponden a diferentes irreps 
del grupo SU(3) total. 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES. 

A continuación se presentan los resultados obtenidos en esta investigación, así co1no 
las conclusiones que se pueden obtener de los mismos. 

Antes recorde1nos que los principales objetivos de este trabajo de investigación, fue
ron: 

• Obtener características generales de los espectros de energía de moléculas nucleares 
de tres núcleos. · 

Proponer un posible Ha1niltoniano algebraico para 1noléculas nucleares con es
tructura interna. 

• Establecer la conexión del Hamiltoniano con el potencial internuclear. 

• Aplicar el 1nodelo para moléculas nucleares de dos núcleos, a inoléculas nuclea
res conocidas ( 120 + 120) para comparar los resultarles con los existentes en la 
literatura. 

Reproducir los potenciales internucleares de las moléculas, calculados por el iné
todo de " doble-convolución ", partiendo del potendal mapeado del Hamiltoniano 
algebraico. 

Siguiendo el procedimiento inverso: 

• Obtener los parámetros del Hamiltoniano algebraico del rriodelo (o restricciones 
para los 1nis1nos), partiendo de los potenciales internucleares. Esto es importante 
para 1noléculas nucleares hipotéticas, donde aún no hay infonnación del espectro. 

• Obtener los espectros de energía de las moléculas nucleares 120 + 120 y 96Sr + 
1ºBe+ 1"16 Ba con los parárnetros del Hamiltoniano obtenidos de los potenciales 
internucleares. 
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90 CONCLUSIONES. 

Los resultados de este trabajo de investigación se pueden resumir de la siguiente 
inanera: 

Para investigar estas propiedades de las moléculas nucleares, se propuso un posible 
Hamiltoniano algebraico para la descripción de las excitaciones moleculares en sistemas 
de dos y tres núcleos, considerando en el Hamiltoniano del modelo la estructura intenta 
de los núcleos utilizando el modelo algebraico de bosones interactuantes (IBM) [14, 15, 
16], en su versión apropiada para cada núcleo. 

En este modelo se consideró que las interacciones cuadrupolares entre los consti
tuyentes de las inoléculas resultan ser las n1ás importantes para el caso de siste1nas 
inoleculares formados por núcleos bien deformados. 

Como primer paso en la aplicación del inodelo, se consideró el siste1na 12C+12C, pa
ra el que se ajustaron todos los parámetros del Hainiltoniano reproduciendo de manera 
satisfactoria las resonancias moleculares reportadas en la literatura [24, 41]. Con los valo
res obtenidos para los parámetros del Hamiltoniano compararnos el potencial nlolecular 
mapeado del Hamiltoniano del modelo con el potencial molecular de este sistema, calcu
lado por el método de "doble-convolución", resultando que ambos potenciales presentan 
características shnilares en las cercanías del mínimo de energía para dos orientaciones 
diferentes de los ejes de simetría de los núcleos de carbón. 

De estos resultados se puede concluir que; es posible reproducir el comportamiento 
de los potenciales inoleculares en las cercanías del 1nínimo de energía, partiendo de 
reproducir las resonancias moleculares de un siste1na. 

El resultado anterior fue 1nuy hnportante para este trabajo de investigación, porque 
condujo a considerar el proceso inverso donde, partiendo de reproducir el potencial 
inolecular de un siste1na, se pudiera <letenninar la estructura de los espectros 1noleculures 
del 1nismo. 

Para reproducir estos potenciales moleculares se consideró la técnica de estados co
herentes [56, 57, 64] que permitió obtener los potenciales mapeados del Ha1niltoniano 
algebraico. 

Con los potenciales 1napeados del Hamiltoniano, se reprodujeron los potenciales mo
leculares calculados por el inétodo de "doble-convolución", reproduciendo algunas de 
las características más generales en las cercanías del mínimo de los potenciales inter
nucleares para los siste1nas moleculares que se consideraron en este trabajo. Con este 
procedimiento se pudieron detenninar los pa1·á1net1·os del Hamiltoniano y posterionnente 
se obtuvieron los espect1·os moleculares de 1noléculas nucl<>ares. 

Cuando se reprodujeron algunas de las características más generales de los potencia
les moleculares calculados por el método de "doble-convolución", se trató de detenninar 
de manera única todos los pará1netros del Ha1niltoniano del modelo, que están relacio
nados directa1nente con las excitaciones 1noleculares. 

Sin e1nbargo, siguiendo el procedi1niento anterior, :io fue posible determinar to
dos los pará111etros de este modelo, porque al reproducir los potenciales moleculares e 
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intentar determinar de manera única estos parámetros, se encontraron algunas inconsis
tencias entre los potenciales mapeados y los potenciales de "doble-convolución" cuando 
se consideraron diferentes orientaciones relativas de los ejes de simetría de los núcleos 
en las moléculas. 

Una posible explicación para estas inconsistencias es que los parámetros del modelo 
no se hayan podido determinar de manera única, debido a que los operadores que con
sideramos pueden conducir a que el mapeo del Hamiltoniano del modelo, presenta uua 
estructura rnuy rígida, que sólo permite reproducir un número reducido de propiedades 
de los potenciales. 

Para supera1· estas inconsistencias se determinaron los parámetros relacionados con 
las excitaciones moleculares partiendo de dar valores continuos a uno de los parámetros 
del Hamiltoniano. Siguiendo este procedimiento se encontraron restricciones para los va
lores pennitidos de estos parámetros, con los que se obtuvieron espectros característicos 
para moléculas nucleares de dos y tres cú1nulos. 

De los resultados anteriores se puede concluir que, cuando se considera un modelo 
algebraico para moléculas nucleares, es necesario que el potencial asociado al Hainilto
niano del inodelo no sólo presente un 1nínilno en función de las distancias en las mismas 
posiciones internucleares que el potencial molecular, sino que también será necesario que 
el potencial mapeado reproduzca otras características de los potenciales moleculares, sin 
llegar a contradicciones entre los potenciales del 1nodelo y los potenciales moleculares 
obtenidos por el inétodo de "doble-convolución". Para lo anterior, puede ser necesario 
considerar Hamiltonianos más generales que los considerados en el actual trabajo de 
investigación. 

Con los parámetros del Hamiltoniano, determinados de las restricciones encontt·adas 
al reproducir los potenciales moleculares, se pudieron obtener varios espectros carac
terísticos para los diferentes sistemas 1noleculares que se consideraron en este traba
jo i.e: la 111olécula nuclear 12C+12 C y las posibles 1noléculas nucleares 96Sr+1'16Ba y 
96Sr+10Be+146Ba. 

En los espectros de energía obtenidos para estos sistemas se pueden observar di
ferentes características en su estructura de bandas vibracionales y rotacionales, y que 
dependen principalmente de la extensión geornétrica de las moléculas. 

Por ejemplo, para el caso de la molécula 12C+12C, (ver tabla 3.3 y la figura 3.5) el 
espectro de energía presenta una n1ezcla inuy grande entre las bandas vibracionales y 
rotacionales. Deutro del n1odelo, esta 1nezcla se debe pl"incipahnente a una separación 
internuclear "pequeña" en la posición de equilibrio en el potencial rnolecular, junto con 
una inasa reducida del siste1na también "pequeña", que resultan en un momento de 
inercia 1nuy chico, con el que las bandas rotacionales de esta molécula fácilmente se 
1nezclan con las bandas vibracionales en el modelo. 

Es importante ta1nbié11 notar que el espectro que resulta para esta molécula repro
duce satisfactoria1neute las propiedades generales del espectro molecular reportado eu 
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la literatura para este sistema [24, 41]. 
De los resultados anteriores se concluye que es posible obtener algunas características 

generales de los espectros moleculares al reproducir varias propiedades de los potenciales 
moleculares, en donde se obtuvieron algunas restricciones pa1·a los valores permitidos de 
los parámetros del Hamiltoniano. 

Este resultado es muy importante, porque sugiere la posibilidad de obtener los es
pectros moleculares (o al menos características generales de los mismos) a partir de 
reproducir los potenciales moleculares de moléculas para las que aún no existe informa
ción experimental de sus espectros. 

Siguiendo este procedimiento para obtener los parámetros del Hamiltoniano reprodu
ciendo primero los potenciales moleculares, i;,e obtuvieron espectros característicos para 
las posibles moléculas nucleares 96Sr+146Ba y 96Sr+1ºBe+1'16Ba donde los potenciales 
moleculares de "doble-convolución" presentan un mínimo de energía para separaciones 
internucleares distintas de cero. 

Para el caso de las moléculas nucleares 96Sr+146Ba y 96Sr+ 10Be+146 Ba, se encon
tró que los espectros de energía de las moléculas de núcleos pesados presentan una muy 
bien definida separación entre las estructuras de las bandas vibracionales y las bandas 
rotacionales, porque para sistemas moleculares con núcleos pesados los momentos de 
inercia son muy grandes, resultando en un "empaqueta1niento" de los estados rotacio
nales alrededor de la cabeza de las bandas vibracionales de la molécula. Esto difiere 
considerablemente respecto al caso del sistema 12C+12C. 

Para estas moléculas también se observaron otras diferencias en la estructura de sus 
espectros de energía. Principalmente en la estructura de bandas vibracionales; debido 
a que en el sistema 96Sr+146Ba la banda vibracional base y las primeras bandas vibra
cionales excitadas corresponden a diferentes números de excitación en el movimiento 
relativo, acoplados con una sola representación irreducible de las estructuras internas 
de los núcleos. Otras bandas vibracionales que resultan de otros acoplamientos de la 
estructura interna de los núcleos se encuentran a energías 1nucho mayores respecto a la 
banda vibracional base. 

l'vlientras que pai·a el sistema 96Sr+10Be+146Ba en una configuración de equilibrio 
lineal, las bandas vibracionales presentan separaciones menores para las bandas asocia
das con los diferentes acoplamientos entre los movimientos relativos de los centros de 
masa de los núcleos y todos los posibles acoplamientos de las estructuras internas de los 
núcleos. 

Por otra pa1·te, a diferencia de los últimos dos casos, para la configuración de equi
librio triangular para la molécula trinuclear se encontró que todas las posibles bandas 
vibracionales presentan separaciones energéticas muy grandes entre ellas, del orden de 
1 N/eV o mayores. 

De los resultados anteriores dentro del modelo para moléculas nucleares con estruc
tura interna podemos concluir dos hechos principales: 
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El primero es que la estructura de las bandas rotacionales de las moléculas en este 
inodelo está definida principalmente por la extensión física de la molécula en la posición 
de equilibrio del potencial molecular. 

El segundo es que la estructura general de los espectros de energía para moléculas 
nucleares de tres cú1nulos, sugiere que las transiciones cuadrupolares que pueden p1·e
sentarse en estos sistemas estarán don1inadas por las transiciones ent1·e los estados rota
cionales de una mis1na banda vibracional. Esto debido a que estos estados rotacionales 
corresponden a una sola irrep del grupo SU(3) total. Por otra parte, las transiciones cua
drupolares entre estados moleculares de diferentes bandas vibracionales se presentarán 
con una probabilidad inuy pequeña, porque estas bandas vibracionales corresponden a 
diferentes irreps del grupo SU(3) total. 

Ta1nbién, es hnportante señalar que la estructura de las bandas rotacionales, en los 
espectros de energía para inoléculas trinucleares, resulta ser 1nuy diferente a la estructura 
del espectro obtenido en el modelo algebraico sin estructura interna para estas molécu
las [13). Esto porque, en este especti·o sólo es posible observar una estructura rotacional 
para la banda base de energía y para inayores energías la presencia de una interacción 
de tipo Coriolis en el Hamiltoniano, impide que todas las de1nás bandas excitadas mues
tren una estructura de bandas rotacionales, de inanera contraria a los resultados de los 
inodelos geo1nétricos, donde se observa una clara separación en la energía de las bandas 
vibracionales y las rotacionales, de inanera similar a los resultados de nuestro 1nodelo. 

Trabajos futuros en modelos algebraicos para moléculas nucleares de dos y tres cúmu
los deberán considerar Ha1niltonianos 111ás generales que los considerados en este trabajo. 
Esperando que estos Hamiltonianos permitan rep1·oduci1· inás características de los po
tenciales inoleculares, pa1·a así detenninar de 1nanera única todos los pará1netros del 
Hainiltoniano obteniendo un sólo espectro pennitido para moléculas nucleares. 

Adicionahnente se podría considerar iníonnación ext1·a, co1no puede ser el cuso de 
las transiciones electro1nagnéticas para inoléculas nucleares, que si bien aún no se han 
1nedido experhnentahnente, ya se han realiza.Jo experimentos en esta dirección [73], que 
posiblemente permitirán obtener inayor infonnación de los parámetros del Hamiltoniano 
de modelos algebraicos. 
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Apéndice A 

POTENCIALES MOLECULARES. 

A.1. Potenciales moleculares calculados por el mé
todo de "doble-convolución" 

En esta sección se revisan, muy brevemente, algunos de los aspectos más genera
les relacionados con los cálculos de los potencia.les moleculares mediante el método de 
"doble-convolución". Estos potenciales se· consideraron para la detenninación de algu
nas condicionesque deben satisfacer los parámetros del inodelo algebraico para iuoléculas 
nucleares de dos y tres cú111ulos. 

El potencial inolecular en~eneral puede expresarse co1no la suma de los potenciales 
internucleares por pares V;;(R;;). Es decir, el potencial total V(R12 , R 13 , ••• , RcN-t)N•) 
de la inolécula puede expresarse de la siguiente manera: 

V(R) = L V;;(R;j) (A.1) 
i<j 

-+ 
donde R;; corresponde al vector que une los centros de iuasa de los núcleos i y je indican 
los diferentes núcleos que confonnan la inolécula nuclear (i,j=l,2 para moléculas de dos 
núcleos ó i,j=l,2,3 para iuoléculas de tres núcleos ). 

Debido a que el potencial que describe la interacción entre cada uno de los pares 
de núcleos debe depender no sólo de la distancia relativa entre los núcleos R;1 sino 
también de las orientaciones relativas de los núcleos, es posible considerar un potencial 
de "doble-convolución" dado por la expresión: 

(A.2) 

donde s = R.1 + r1 - r2. 

Para el potencial nuclear se consideran interacciones efectivas del tipo M3Y [6, 49], 
para las densidades nucleares de cada uno de los fragmentos de la molécula nuclear se 
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considera una densidad dada por la distribución de Fermi: 

p (r) = [ { ( [ Po ]) } r 1 + exp -!; r - Ro 1 + ¿:_,.=2 ,3,4 ,B.,.Y.,.o (O, O) 
(A.3) 

La constante p 0 se fija de manera que las densidades de protones y neutrones corres
pondan al número de protones Z y N respectivamente. El radio Ro y el parámetro de 
difusibidad a se toman de los cálculos del modelo de gota. 

El potencial molecular que se obtiene del método de "doble-convolución" para cual
quiera dos núcleos de la molécula con una orientación en el espacio dada por los ángulos 
de Euler 0 1 y n 2 , se obtiene realizando una expansión multipolar y estará dado por [74]: 

V(R,S11, fl2) = L Vf,',.f,~.f,3 (R) D;:,o (fl1) D;~,o (02) Y.>. 3 µ,(R) (A.4) 
~,.µ. 

donde D;:,o (01) y n;;,0 (02 ) corresponden a las matrices de Wigner para rotaciones en 
tres dimensiones, g_ue permiten describir la orientación relativa de los dos núcleos. Por 
otra parte, Y.>. 3 µ 3 (R) describe la orientación del eje que une los dos núcleos respecto al 
sistema de referencia del laboratorio. 

Para el caso en que ambos fragmentos se encuentren alineados a lo largo del mis1no 
eje de simetría, formando una molécula nuclear de dos cúmulos en una configuración 
lineal [ R = (O, O) , 0 1 = n 2 = (O, O, O) J se obtiene finalmente la siguiente expresión para 
el potencial molecular: 

V(R) = V(R) = L v~;?..:~ .... 3 (R) (A.5) .... 
donde el termino V..f,'.f.~.f.3 (R) del desarrollo multipolar estará dado por: 

donde: 

J dr1dr2r"fr~p_,., (r1) P.>., (r2) 

F.,.1_,.,_,.3 (R) (ri. r2; R) 

p (r) = L P.>. (r) Y.,.o (r) , 
..\=0,2,3,4 

(A.6) 

(A.7) 

(>.1 µ1>.2µ 2 ¡>.3µ3} es el coeficiente de Clebsch-Gordan y F.,.1 _,.2 _,.3 (r1 , r 2 ; R) corresponde al 
kernel del potencial de "doble-convolución" y esta dado por: 

F.,. 1 _,. 2 _,.3 (R) = ! q 2 dq j_,.,(qr) j_,.,(qr) j_,.3(qR) tí (q) (A.8) 

El término tí ( q) corresponde a la transformada de Fourier del término de interacción 
entre pares de núcleos, j_,. son las funciones de Bessel esféricas. 
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Para el potencial nucleón-nucleón v (r) que aparece en el potencial de "doble-convo
lución" (A.2) se considerán únicamente las componentes isoescalar v 0 o e isovectorial Vo1 
de un potencial con una interacción de tipo l\13Y dado por la siguiente expresión: 

v (r12) = Voo (s) + Jooc5 (s) + ( vo1 (s) + Jo1c5 (s)) r1 · r2 + e: (A.9) 

donde [6) 

Voo (r) 7999-- - 2134--[ 
e-4r e-2.5r] 

4r 2.5r 
.NI e V 

Vo1 (r) [ 
e-4r e-2.5r] 

-48855~ + 1175.5 2 .5 r .NI e V (A.10) 

La magnitud del potencial isoescalar de pseudo-intercambio de rango cero J00 se 
toma de acuerdo a lo comúnmente establecido Joo = -276 MeV frn3 mientras que para 
el isovector de rango uno se toma Jo1 = 217 Me V frn 3 [6]. 

Sin embargo, debido a que en el potencial de interacción (A.2) aparece una depen
dencia explícita en la densidad nuclear, el potencial molecular (A.4) presenta como una 
característica gene1·al una fuerte atracción de algunos cientos de 1''1 e V, para el caso del 
traslape total de las densidades, que no corresponde de ninguna rnanera a una situación 
física real. 

Debido a la dificultad anterior, en la región donde las densidades nucleares de ambos 
núcleos presentan uu traslape considerable se introduce adicionahnente un potencial re
pulsivo Vrep(R), que se origina por los efectos de compresión y traslape de las densidades 
nucleares [6]. 

Para el caso ele las tnoléculas nucleares de dos cúmulos consicleradas en el capítulo 
3, los potenciales n1oleculares para los sistemas 12 C + 12C y ººSr + 146Ba fueron 
calculados siguiendo el p1·ocedimiento anterior. 

Por otra parte, para Jos potenciales moleculares considerados para Ja 111olécula 90Sr 
+ 10Be + 146Ba (ce. 4.14), en general Jos potenciales que pueden calcularse directarnente 
del 1nétodo de "doble-convolución" corresponden a Jos potenciales V(R;j,n., nj), con 
i, j = 1, 2, 3, pero expresar estos potenciales en ténninos de las coordenadas de Jacobi 
(p, -:\) (ec. 4.2), rnsulta muy complicado. 

Pai·a resolver estas dificultades se propone una expasión armónica para estos poten
ciales, conservando sólo términos hasta orden cuadrático en las separaciones relativas 
(óp = p - p 0 , c5-:\ =-:\ - -:\ 0 ), obteniendo la siguiente expresión [8]: 

Vtotal L ViJ(Rij) 
i<j 
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donde se han utilizado las definiciones de las coordenadas de Jacobi (4.2) y que corres
ponde al tipo de potencial molecular que se ha considerado en el capítulo 4 para molécu
las nucleares de tres cúmulos donde: 

C2arni + C1arn~ 
(rn1 + rn2) 2 

Cia + C2a (A.12) 

para el caso de moléculas nucleares de tres cúmulos en configuraciones de equilibrio de 
tipo lineal y: 

C . + C2ami + C1arn~ 
12 

(m1 + m2)
2 

C1a + C2a (A.13) 

para el caso triangular. 
Los coeficientes C;3 = a•vc:;:4k~' ·º" ln,J=:R•;o o 1 =o10 o,=020 corresponden al valor de la 

segunda derivada del potencial V(R.;3,fh, f22 ) en la posición del mínimo (R;3 = R;3on; = 
0;0 n3 = n 30), que resulta de la expansión del potencial general (A.l), conservando sólo 
"términos de orden cuadrático. 

Para el caso de las moléculas nucleares de dos cúmulos 12 C + 12C y 96Sr + 146Ba 
consideradas en el capítulo 3, y de la molécula nuclear 96Sr + 10Be+ 146Ba considerada 
en capítulo 4, los potenciales moleculares que se obtienen por el método de "doble
convolución" fueron calculados por l;¡ Mi§icu como parte de la colaboración que él man
tiene con el grupo de trabajo del Dr. Hess. 
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GRUPO DE SIMETRIA 
G = Uc1(6) ® Uc2(6) ® UR(4). 

B.1. Posibles cadenas dinámicas del grupo de sime
tría G = Uc1 (6) <8> Uc2 (6) <8> UR(4) 

En esta sección se presentan las posibles cadenas diná1nicas asociadas con el grupo 
de simetría G = Uc, (6) 0 Uc2 (6) 0 Un(4), que se consideró en el capítulo 2 al construir 
el 1nodelo para 1noléculas nucleares de dos cú1nulos cou estructura interna 

Antes de considerar estas cadenas diná1nicas del grupo Uc, (6) 0 Uc,(6) 0 Un(4) 
recorde1nos rápida1nente la conexión entre los operadores de este g1·upo de silnet:ría y su 
contenido geo1nétrico, dado por los valores de expectación de estos operadores 1·especto a 
los estados coherentes (3.42,3.58), con los que posterionuente se obtienen los potenciales 
1noleculares. 

Si consideramos los operadores de Casimir asociados con el 1novilniento relativo, 
utilizando la técnica de los estados coherentes [56, 57, 64), puede obtenerse el contenido 
geo1nétrico de estos operadores calculando su valor de expectación respecto al estado 
coherente (3.42): 

(st + Ó¡ , pt)N 
JN, 81 ) = V N!(l + ó=f)N JO ) (B.l) 

y si se considera el 1napeo geo1nétrico de los operadores de Casilnir utilizados para 
describir las estructuras internas de cada uno de los núcleos, se utiliza el siguiente estado 

. coherente (3.58): 

con a 2 ¡ dado por la ecuación (3.63): 
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~,8;(3 cos2 8 2 ; - 1) 

±II,B; sin(282 ;) 

/I,B; sin2 (82;) 

Los operadores de Casimir de interés en el estudio del mapeo geométrico de los 
Hamiltonianos asociados con las cadenas dinámicas del grupo de simetría U0 , (6) <8> 
U 02 (6) ® Un(4), se muestran en la tabla B.1. 

Los valores de expectación de estos operadores respecto al estado coherente total, 
que resulta del producto directo de los estados coherentes del movimiento relativo y el 
estado coherente de cada uno de los núcleos, se muestran en la tabla B.2, donde los 
signos ( +) y ( - ) en el mapeo geométrico de los operadores de Casimir de los grupos 
SUc,,(3) y SUr(3), corresponden al caso de núcleos prolatos (+)y al caso de núcleos 
oblatos ( - ) . 

El parámetro 61 está relacionado con la distancia relativa r mediante por la ecuación 
(3.46): 

b 

yl(l +ói:')' 

¡,;-_ 
V~ 

(B.2) 

Ahora se presenta un.a lista con las posibles cadenas dinámicas pertenecientes al 
grupo de simetría Uc,(6) <8> Uc2 (6) <8> Un(4), también se muestran las expresiones de los 
Hamiltonianos de cada una de estas cadenas dinán1icas, en ténninos de los operadores 
listados en la tabla B.l, y finalmente para cada caso se describen las propiedades físicas 
más itnportantes de los potenciales moleculares, de cada cadena diná1nica, calculados 
como el valor de expectación de cada Hainiltoniano respecto al estado coherente total. 

Utilizando una notación simplificada para las siguientes cadenas dinámicas se han 
omitido el grupo más grande de cada cadena i.e: el grupo de simetría Uc, (6) <8> Uc2 (6) <8> 
Un(4) así como el grupo final S0(2) que también se ha omitido, para simplificar un 
poco la notación y que esta no sea demasiado repetitiva. 
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Grupo···· ·.Operador de Casilnir 
Uc.(6) ... 02 (Uc,(6)) = N2t(N:;<t + 5) 

Uc,2(~}~1:;k .,G~.-(Uc, 2 (6)) = 02 (Uc, (6)) + 02 CUc.(6)) + 2 .t c{1C}2 
::>Jf.'-;·'-- ·-·- . .¡_j=l 

so¿.:(6)~ :02.(SOc,(6)) = Ñ2i(Ñ2i + 4) - ( s! s! - d ! • d n ( BiSi - d i • d i) 

-~~;t~c~jJ 
1.·. 02 (SOc, 2 (6)) = 02 (SOc, (6)) + C2 (SOc2 (6)) + 
¡.r,r. 6 

(cf1) 
' . 6 

(cf2) ( C}1 - C{1) E (c)2 -Ci2) +.E 
i1=1 t.'J=l 

Uc;(5)' :·· c02 (Uc,(5)) = ñd; (ñd; + 4) 

rid.~(5).f:\ 
5 

C{1C)2 ''02 (Uc12 (5)) = C2 (Uc, (5)) + 02 (Uc2 (5)) + 2 E 
• •"o-~~., ••. .,, • ..::,',,. ,,.'.. ij=l 

§Oc,(5)~\ ·.02 csoc,(5)) = ñd; (ñdi +3) - (éi ! .a!) (<i; ·a;) 
· ··-~·-;,':es ,•, .. 02 (SOc,2 (5)) - 01 (SOc, (5)) + C2 (SOc2 (5)) + 
SOc, 2 

5 

(cfi) (c)2 - C{2) + E (cf2) (c)i-Cf1) ,_ ... E •e·•·\ .. ,,;. 
ij=l ij=l 

.-sue:;(3) '02 (SUC;(3)) = 2 ( 4r + iLr.) 

.Sl{a12 (3) Q2 (SUc,,(3)) = 2 ( ( 41 + 42)2 + i (i.1 + L2)
2

) 

SUn(3): 02 (SUn(3)) = ~ ( 47i + ~Lk} 

Sl{r(3)~ •· 02 csur(3)) = 2 ( (41 + 42 + A4nr + i (i.1 + f.2 + i.nf) 

SOc,(3) 02 (S0;(3)) = L'? 

SOo,2 (3) 02 (SOc,2 (3)) = (i.1 + L2)~ 
SOc.,(3) 02 (SOu(3)) = L'h 

SOcT(3) 02 (SOr(3)) = ( L1 + L2 + Ln) ~ 

SOcn(4) C2 (SOu(4)) = Ñu(Ñu + 2) - ( sksk - f> k · f> }i) (snsn - f> R • i> n) 

Tabla B.l: Operadores de Casimir pertenecientes a los diferentes subgrupos del 
grupo de simetría Uc1 (6) ® Uc2 (6) ® Ua(4). 

1 

En esta cadena dinánüca, los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo Uc(6) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el rnovilniento i·clativo corresponde un acopla1niento a nivel del grupo SU(3). 
El Ha1niltoniano asociado con esta cadena dinárnica resulta ser: 
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Grupo Valor de expectación 
Uc,(6) (C2 (Uc (6))) = N2i(N2; + 5) ' 
Uc, 2 (6) 

(C2 (Uc,2 (6))} = (C2 (Uc, (6))) + (C2 (Uc2 (6))) + . 

11.;/;;;/t: .. ·13~ ¡ [1 + !f:h/h (3 cos(821 - 822) ·- 1)] 
2 

.. · 

SOc,(6) ~ (G2 (SOc.(6))} = N2;(N2; + 4) - N2; (N2; - 1) !l+/32J 
:· ·. :·'.'·'····. ·,· _.,, .. <: 

SOc .. (6) (C2 (SOc,.(6))} = (C2 (SOc (6))) + (C2 (SOc2(6))) ._:--.~, e:·-._.·.,. 

Uc,(5) (C (U: (5))) = (JV"'"S + N,.CN2; 1)/3~ ' 
2 e, l+/3l (1+13:i)2 ,, :. ".:~,:--~-: " --~ -.. 

(C2 (Uc,2(5))) = (C2 (Uc, (5))) + (C2 (Uc2(5))) + .- --~:<:.:' ,!~.' 

Uc12 (5) 
11.;:;;;/t: .. -p~) [!.B1.B2 (3 cos(821 - 822) - 1)]2 ··. 

SOc.(5) (C2 (SOc.(5))} = ~ - .. . . . _.,.._~. 

SOc12 (5) (C2 (SOc,~(5))) = (C1 (SOc, (5))) + (C2 (S0c2(5))) 

SUc,(3) (C2 (SUc.(3))) = lON2; + 4N2;!::'.;;21;>f:J¡ (2 + ../2,B; + :\-.BlJ 

suc;,;(3) 
(C2 (SUc12 (3))) = (C2 (SUc, (3))) + (C2 (SUc2(3))) + 

f~W~ºtf!~~l (1 ± ~](1 ± ~](3cos2 (821 - 822) - 1) 

SUR(3) · (C2 (SUR(3))) = ~~:~ + N 1l{'!..6 ij:I 
: ,. __ . (G2 (SUT(3))) = (C2 (SUc, (3))) + (C2 (SUc2 (3))) + (C2 (SUR(3))) + 

SU-I'(á) 
vs<;:..óó~) ~::!11 (1 ± ~](3cos2 (821) - 1)+ 

vs(l:~~) ~t2~2 [l ± ~](3cos2 (822) - 1)+ 
8 1;".f_}fe'f•~~~~ [1 ± ~][1 ± ~](3cos2 (821 - 8 22) - 1) 

SOc,(3) (C2 (SOc.(3))) = 6~f:,i 
SOc, 2 (3) (C2 (SOc12 (3))) = (C2 (SOc, (3))) + (C2 (SOc,(3))) 

SOcn(3) (C2 (SOR(3))} = ~~:Í 
SOc~(3) (C2 (SOT(3))) = (C2 (SOc, (3))) + (C2 (SOc2 (3))) + (C2 (SOR(3))} 

SOcn(4) G2 (SOn(4)) = N(N + 2) - N (N - 1) C~~n~ 

Tabla B.2: Valores de expectación para los operadores de Casimir asociados con 
los diferentes subgrupos del grupo de simetría Uc, (6) © Uc,(6) © UR(4). 

H = xh12C2 (Uc, 2 (6)) + x~12 C2 (SUc12 (3)) + XRC2 (SUR(3)) + 
XTC2 (SUT(3)) + aL} + bK2 . (B.3) 

En esta notación acoplamientos "fuertes", se refiere a un acoplamiento a nivel de 
grupos mayores a U(3), o en este grupo, para los grados de_ libertad de los núcleos de la 
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molécula dinuclear, así corno para el movimiento relativo, y acoplamientos "débiles" se 
refiere a un acoplamiento a nivel de los grupos rnenores a U(3). 

El valor de expectación de este Ha1niltoniano respecto al estado coherente total puede 
presentar un mínimo para distancias internucleares diferentes de cero, para combinacio
nes especiales de los parámetros XT y XR· Adicionaln1ente la posición de mínimo en el 
potencial puede variar en función de la orientación relativa de los ejes de simetría de los 
núcleos, así como la diferencia de energías para diferentes orientaciones. 

2 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo SUc(3) y el acopla1niento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta en un acoplarniento a nivel del grupo SU(3). 
Esta cadena dinámica corresponde al caso que se consideró en el modelo para moléculas 
nucleares de 2 cúmulos con estructura interna en el capítulo 2 . El Ha1niltoniano asociado 
esta cadena dinámica es: 

H xc1 C2 (SUc, (3)) + xc,C2 (SUc,(3)) + xc.,C2 (SUc, 2 (3)) + 
xnC2 (SUn(3)) + xrC2 (SUr(3)) + aL} + bI<2 . (B.4) 

C01no vio en el capítulo 2 este Ha1niltoniano puede generalizarse para a.justar de 
manera adecuada los potenciales 1noleculares utilizando un Hamiltoniano co1no el con
siderado en la ecuación (3.53). 

El valor de expectación de este Ha1niltoniano respecto al estado coherente total puede 
presentar un 1nínimo para distancias internucleares diferentes de cero, para co1nbinacio
nes especiales de los parámetros XT y XR· Adicionallnente la posición de 1nínirno en el 
potencial puede variar en función de la orientación i·elativa de los ejes de sinlet1·ía de 
los núcleos, así como la diferencia de energías en la posición del mínin10 para diferentes 
orientaciones. 

3 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo Uc(5) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el moviiniento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 
80(3). El Hamiltoniano de esta cadena dinámica resulta ser: 
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H 

GRUPO DE SIMETRÍA G = Uc,(6) ® Uc2 (6) ® UR(4). 

xh12C2 (Uc12 (6)) + x~12C2 (Uc,.(5)) + x~12 C2 (80012 (5)) + 
xkC2 (SUR(3)) + Xb12 L~12 + XkLk + aL} (B.5) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y Xh > O, y el valor de los potenciales 
en este mínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

4 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo 8Uc(3) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movhniento relativo resulta a nivel de los g1·upos de momento angular 80(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H x2-12 C2 (Uc12 (6)) + xkC2 (8Un(3)) + x2:-12 C2 (8Uc.,(3)) + 
x~12 L~12 + x"kL"k + aL} . (B.6) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y Xk > O, y el valor de los potenciales 
en este mínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

5 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuerte1nente a nivel del grupo 800 (6) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movhniento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 80(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh12C2 (Uc12 (6)) + x~12 C2 (80c12(6)) + x~12 C2 (80012 (5)) + 
xkG2 (8Un(3)) + x~12 L~12 + x°kL°k + aL} (B.7) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros Xh > O y Xk > O, y el valor de los potenciales 
en este mínilno puede variar, cambiando la orientación relativa de los núcleos. 
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6 
Uo, (5) ® U

02 
(5) ®U nC3) :::> {U0 (5) :::> 800 (5)} ®SU n(3) 

:::> SOo(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuerte1ne11te a nivel del grupo U 0 (5) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 
80(3). El Hamiltoniano asociado con cadena dinámica resulta ser: 

H xo,C2 (Uo,(5)) + xo2 C2 (Uo2 (5)) + xh1,.C2 (Uo,,(5)) + 
x~12C2 (SOo,,(5)) + xkC2 (SUn(3)) + 
x~12 L~1,. + x'hL% + aL}. (B.8) 

El valor de expectación de este Hainiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un iníniino para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xh > O y Xh > O, y el valor de los potenciales 
en este míniino puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

7 
Uo, (5) ® U

02 
(5) ®U n(3) ::::> 8001 (5) ® 800 ,. (5) ®U n(3) :::> 

:::> SOo(5) ® SOn(3) :::> 80o(3) ® 80a(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuerte1nente a nivel del grupo S00 (5) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el inovitniento relativo resulta a nivel de los grupos de mo1nento angular S0(3). 
El Hamiltoniano asociado con cadena dinámica resulta ser: 

H xh,G2 (Uo, (5)) + xh,C2 (Uo2 (5)) + x2,1 C2 (SOo, (5)) + 
x2_.,G2 (S002 (5)) + xh, 2 G2 (S0012 (5)) + xhC2 (SUa(3)) + 
x%L'h + x~12 L~12 + aL}. (B.9) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un rnínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valore::; de los parámetros xh > o y x7i > o. 

8 
8Uo, (3) ® SU02 (3) ®U a(3) 
:::> SUo(3) ® SUn(3) :::> 800 (3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuerte1nente a nivel del grupo SU0 (5) y el acoplamiento entre la estructura 
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interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular S0(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xc,C2 (SUc, (3)) + xc,G2 (SUc2 (3)) + xh12 G2 (SUc,.(3)) + 
x~C2 (SUn(3)) + x'hL'h + xb,.L~ .. + aL} (B.10) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los pará1netros x.k > O y x'h > O, y el valor de los potenciales 
en este inínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

9 
0 0 , (6) ® 0 02 (6) ®U n(3) ::;, {00 (6) ::;, Oc(5)} ®SU n(3) 
::;, S0c(3) ® SOn(3) ::;, S0(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo SOc(6) y el acoplainiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a n'ivel de los grupos de momento angular S0(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xc, C2 (SOc, (6)) + xc2 G2 (SOc, (6)) + xh12 C2 (SOc,2 (6)) + 
x~,,C2 (SOc,,(5)) + xhG2 (SUR(3)) + 
x~L'h + xb,.Lb,. + aL} (B.11) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xh > O y Xh > O. 

10 

SOc, (6) ® S002 (6) ®U n(3) ::;, S00 , (5) ® SOc,(5) ®U n(3) ::;, SOc(5) ®U n(3) 
::;, S0c(3) ®SO nC3) ::;, S0(3). 

En esta cadena dinárnica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuerte1nente a nivel del grupo SOc(5) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivo:?l de los grupos de momento angular S0(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H 
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xh, C2 (SOc, (6)) + xh2 C2 (SOc,(6)) + xb, G2 (SOc, (5)) + 
xb,C2 (SOc,(5)) + xh, 2 C2 (SOc,.(5)) + xkC2 (SUn(3)) + 
x'hL'h + xb,.Lb,. + aL} (B.12) 
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. El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínin10 para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y x~ > O. 

11 
Uc,(5) ® U 02 (5) ® Un(3) :::> 8001 (5) ® 8002 (5) ® 80n(3) 
:::> 80c,(3) ® 8002 (3) ® 80n(3) :::> 80c(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débihnente a nivel del grupo S0(3) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 
S0(3). El Ha1niltoniano asociado con esta cadena diná1nica resulta ser: 

H xh,C2 (Uc,(5)) + xh2 C2 (Uc,(5)) + xb, C2 (SOc, (5)) + 
xb2C2 (SOc2(5)) + x}P2 (SUn(3)) + Xb,Lb, + 
Xb,Lb2 + xc.,Lb,, + x7zL7z + aL} (B.13) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un 1nínhno para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y Xk > O. 

12 
8Uc,(3) ® 8U02 (3) ® Un(3) 
::::> 80c,(3) ® 8002 (3) ® 80n(3) :::> 80c(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débilmente a nivel del grupo SU(3) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el 1novimiento relativo resulta a nivel de los grupos de 1non1ento angular 
S0(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh, C2 (SUc, (3)) + xh2 C2 (SUc2 (3)) + xhOi (SU n(3)) + 
xb,Lb, + xb,Lb2 + xc,,Lb., + x7lLh + aL} . (B.14) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y X~ > O. 

13 
80c, (6) ® 8002 (6) ®U n(3) ::::> 800 , (5) ® 8002 (5) ® 80n(3) 
:::> 80c,(3) ® 8002 (3) ® 80u(3) :::> 800 (3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débilm.ente a nivel del grupo S0(3) y el acoplamiento entre la estructura 
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· interna--y el' mc>virnieÍlto relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 
80(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh,C2 (SOc,(6)) + xh,C2 (SOc,(6)) + xb,C2 (SOc,(5)) + 
xb,C2 (SOc,(5)) + x}P2 (SUn(3)) + xb,Lb, + xb2 Lb2 + 
xc,.Lb,.+ x~Lh + aL} (B.15) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y Xh > O. 

14 
Uc(6) ©Un(4) :::::> 80c(6) ©Un(4) :::::> U(4) :::::> 80(4) :::::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo Uc(6) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de mornento angular U(4). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H 

15 

xh12C2 (Uc,.(6)) + xb12C2 (Uc12 (4)) + xnG2 (Un(4)) + 
+xrC2 (S0(4)) + aL2 

• (B.16) 

Uc(6) ® 80n(4) ::::> {Uc(5) ::::> SOc(5)} © SOn(3) :::::> 80c(3) © 80n(3) ::::> 80(3). 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo Uc(6) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de inomento angular 
S0(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xb12 C2 (Uc, 2 (6)) + xb,.C2 (Uc, 2 (5)) + xb,.C2 (SOc,2 (5)) + 
x}P2 (SOn(4)) + x~12 Lb,. + x~L~ + aL} (B.17) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares iguales a cero, independien
temente de los valores de los parámetros xk > O y x'.h > O, y el valor de los potenciales 
en este mínilno puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 
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16 
Uc(6) ®0'~(4) :::> SUc(3) ® On(3) :::> 80c(3) e:;;;. 80n(3) :::> 80(3). 

En esta ~~d~~a :;dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fucirtemé'iite a nivel del grupo SUc(3) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el mó:.rimiento relativo resulta a nivel de los grupos ele momento angular S0(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh12C2 (Uc12 (6)) + ;x:~12 C2 (SUc,,(3)) + xhC:i (SOn(4)) 

+xb,,L~ •• + XhLh + nL} (B.18) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, sólo 
puede presentar un inínitno para distancias internucleares distintas a cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xh > O y Xh > O, y el valor de los potenciales en este 
mínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

17 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo SOc(6) y el acopla1niento entre la estructu1·a 
interna y el inovitniento relativo resulta a nivel de los grupos de in0111ento angular S0(3). 
El Hainiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh
12

C2 (Uc12 (6)) + x~12 C2 (SOc12 (6)) + xb12 C2 (SOc,,(5)) + 
xhC2 (SOn(4)) + xt;..,LE,.,, + x~L~ + aL} . (B.19) 

El valor de expectación de este Han1iltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un inínitno para distancias internucleures distintas a cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xh > O y Xh > O, y el valor de los potenciales en este 
inínitno puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

18 
Uc,(5) ® Uc,(5) ® 80n(4) :::> {Uc(5) :::> 80c(5)} ® 80n(4) 
:::> 80c(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena diná1nica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo Uc(5) y el acoplamiento entre la estructura 
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interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 
· 80(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xc, G2 (Uc1 (5)) + Xc,G2 (Uc2 (5)) + xh12 G2 (Uc,.(5)) + 
xb,.G2 (80c,.(5)) + xkG2 (80n(4)) + Xb,.Lb,. + xhLh 
+aL} . (B.20) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares distintas a cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xk > O y Xk > O, y el valor de los potenciales en este 
mínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

19 
Uc, (5) ® U

02
(5) ® 80n(4) :::> 80

01 
(5) ® 8002 (5) <8> 80n(4) :::> 

:::> 80c(5) ® 80n(3) :::> 80c(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados qe libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo 800 (5) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el movimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 80(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xh,G2 (Uc,(5)) + xh2 G2 (Uc,(5)) + xb1 G2 (80c,(5)) + 
xb2 G2 (80c2 (5)) + xh12 G2 (80c12 (5)) + xkG2 (SOn(4)) + 
xb12 Lb12 + x~L~ + aL} (B.21) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, puede 
presentar un 1nínhno para distancias internucleares distintas a cero, dependiendo de los 
valores de los parámetros xk > O y Xk > O . 

20 
8Uc, (3) ® 8U02 (3) 0 80n(4) 
:::> 8Uc(3) ® 80n(4) :::> 80c(3) ® 80n(3) :::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuertemente a nivel del grupo SUc(3) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el 1novimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular 80(3). 
El Hamiltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H 
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xh, G2 (8Uc, (3)) + xh2 G2 (8Uc2 (3)) + xkG2 (SOn(4)) + 
xh,.G2 (8Uc,,(3)) + xb,.Lb,. + x~L'h + aL} (B.22) 
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El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xk > O y Xh > O, y el valor de los potenciales en este 
mínimo puede variar variando la orientación relativa de los núcleos. 

21 
SOc, (6) 0 S00 ,(6) ® SOn(4) :::> {S00 (6) :::> SOc(5)} ® SOn(4) 
:::> SOc(3) ® SOn(3) :::> S0(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados fuei·temente a nivel del grupo 800 (6) y el acoplamiento entre la estructura 
interna y el 1novimiento relativo resulta a nivel de los grupos de momento angular S0(3). 
El Ha1niltoniano asociado con esta cadena dinámica resulta ser: 

H xc,C2 (SOc, (6)) + xc2 C2 (SOc2 (6)) + xb12C2 (SOc,,(6)) + 
xb12 C2 (SOc,,(5)) + xkC2 (SOn(4)) + 
x~12 Lb12 + xh_Lh_ + aL} . (B.23) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de Jos parámetros xk > o y x'k > o. 

22 
SOc,(6) 0 8002 (6) ® SOn(4) :::> 8001 (5) ® 800 ,(5) ® S0n(4) 
:::> SOc(5) ®SO n(4) ::i S00 (3) ®SO nC3) :::> S0(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de Jos dos núcleos están 
acoplados fuerte1nente a nivel del grupo 800 (5) y el acopla1niento entre la estructura 
interna y el 1novilniento relativo resulta a nivel de los grupos de 1noniento angular S0(3). 
El Ha1niltoniano asociado con esta cadena diná1nica resulta ser: 

H xc,C2 (SOc,(6)) + xc2 C2 (SOc,(6)) + xb,G2 (SOc,(5)) + 
x2:,G2 (SOc2 (5)) + xb12 G2 (SOc,2 (5)) + xkG2 (SOn(4)) + 
xb,, LZ:-., + x'kL~ + aL} . (B.24) 

El valor de expectación de este Hamiltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un 1nínilno para distancias internucleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xk > o y x'k > o. 
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23 
Ve, (5) ® Uc,(5) ® SOn(4) ::::> SOc, (5) ® S002 (5) ® SOn(3) 
::::> SOc, (3) ® SOc, (3) ®SO n(3) ::::> SOc(3) ®SO n(3) :::::> S0(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débilmente a nivel del grupo SOc(3) partiendo de la simetría dináinica U(5) 
y el acoplamiento entre la estructura interna y el movitniento relativo resulta a nivel 
de los grupos de momento angular 80(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena 
dinámica resulta ser: 

H xh,G2 (Uc,(5)) + xb,G2 (Uc2 (5)) + xb1 G2 (SOc,(5)) + 
xb.G2 (SOc,(5)) + x~,Lb, + x~.Lb, + xkG2 (SOn(4)) + 
xc .. Lb,. + XkLk + aL~ . (B.25) 

El valor de expectación de este Ha1niltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un mínimo para distancias internucleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de los paráinetros xk > O y .Xk > O. 

24 
SUc,(3) ® SUc

2
(3) ® S0n(4) 

::::> SOc, (3) ® S002 (3) ®SO n(3) ::::> SOc(3) ®SO n(3) ::::> S0(3). 

En esta cadena dinánüca los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débilmente a nivel del grupo SOc(3) partiendo de la simetría dinámica SU(3) 
y el acoplamiento entre la estructura interna y el 1novimiento relativo resulta a nivel 
de los grupos de momento angular 80(3). El Hamiltoniano asociado con esta cadena 
dinámica resulta ser: 

H xh, G2 (SUc, (3)) + xl:,2 G2 (SUc, (3)) + xkG2 (SOn(4)) + 
xb,Lb, + xb,Lb, + xc .. Lb .. + XkLk + aL~. (B.26) 

El valor de expectación de este Ha1niltoniano respecto al estado coherente total, 
puede presentar un 1nínitno para distancias internucleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xk > O y Xk > O. 

25 
SOc, (6) ® SOc

2
(6) ® S0n(4) :::::> SOc, (5) ® SOc,(5) ® SOn(4) 

::::> Oc, (3) ®Oc, (3) ®O n(3) :=- SOc(3) ®SO n(3) ::::> 80(3). 

En esta cadena dinámica los grados de libertad internos de los dos núcleos están 
acoplados débilmente a nivel del grupo SOc(3) partiendo de la simetría dinámica S0(6) 
y el acoplamiento entre la estructura interna y el 1novimiento relativo resulta a nivel 
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de los grup~sde:momento angular SÓ(3). El Fiarii:iltonialio asociado con esta cadena 
diná.mica:résulta sér: · ·· · · ·· · · 

. xh
1
02 (S001 (G)) + xh.á; (Sdb~(6}) + ~b1 C2 (S001 (5)) + 

2 . 1 , .·. ,.· ' .... ,,l.·¡;;;.» ' ' -· l. -~·. ·. 3 '. 2 . 3 2 
xa.C2 (SOc.(5)) +xnC2 (5'.9n(4)) + Xc1 Lc, + Xc2 Lc2 + 
Xc12Lb10 + XkL~ ~ ª:l'.i-.;,:y·¿f'{ .. . (B.27) 

El. valo'r de expectación de este.:ll~m'htori:i~no respecto al estado coherente total, 
puede presentar un mínimo para distancias'inte.rmicleares distintas de cero, dependiendo 
de los valores de los parámetros xk >.·o ·y Xk > o. 
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