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INTRODUCCIÓN 

Las matemáticas, en su forma elemental, surgieron en épocas remotas. En la búsqueda por 

resolver problemas concretos, desde las primeras etapas de su desarrollo,,el ser humano -

construyó muy diversos -conceptos rnatemáticos. En. las so~leclad~s .anÚ~tt~~ encoritramos 

gran cantidad de ejemplos en los_ que ya se hace uso de concept~s ~~tem"áfi~~s/~otl'l6 ~lde 
' - ' . - ''- - -' - ,;-, ' .. _ : ,;;._·e-_·- .- ·:;•;'°"'_._,;,_~;.-';o·-. .j,': -'"-' .. "~···· ·· .. • . 

·contar y medir, ya fuera para comerciar, construir, navegar~' estudiar losCi6Jcí:'l,lefoétera;Las 

- matemÓticas se han caract~rizado ;orhaber estado en un contimm ~es~r;~\ib\~'.~~~','¡)ii~~lpios 
' ," .. - ' . -.<-·· ;:_:,/_<\:<;~ ::::.~_\:'::::;:.~~:../':!\:<·-;::::·:-.·-: · ... ::";··. 

no se han congelado, tienen vida propia. Ello se debe, eú grml'parte;-;:aJihecho' de .• que 
. - . . .... ·>· -:-:>-:'.-, : :.-'.':.'.. '!::;:.~'._:-: ~) . .:;1: · .. ~x.:,:~.<\:. .. -~ ·;·:. . . 

muchos de estos conceptos, y Jos resultados obtenidos, tienensu ori~'en' e~ e1;1nt1ndó'real y 

tienen aplicaciones en múltiples ámbitos de Ja actividad, hün~ána?in'6~~~~;1~~ l~~- ~ff ver~as 
ramas de Ja ciencia. ' , '..... ,; ;);~ . .-·, V •, 

Es importante señalar que continuam~nte,si_11 __ •perisar •en"~-11,~/- 1iri:~ei~()~;;ü~~~~-~h~tante 
de conceptos y resultados matemáticos. P~r ejempioi::einriI;ai~bs I~~a~itrn~ti6~'tJafa 6~Jcular 
nuestro gasto y Ja geometría elem~ntaLpara caichlar la 'su;~rfl~le~cl"e.~;~-~~~~rl~~~e~to. ·Las 

. - . . >_:· .·.:_·- _..._,,-_ :,·,e·:'.<.-.<.··::.~~-~::._.<:··,' .:·.:'_'.,;_;,\:~\.~~; .. ·;";-!))'.~'._r;.'\·-~»<·.'.~.~-,:"'_.o.:;:." .. ' · " 
reglas que se utilizan en estos cálculos sonsem:illas, pero nOdebenlo~;'olv_idal'que, en algún 

período de la antigiiedad, representaronloslo~rosmatemáticos 111~~;aJ~Üz~d~s de la época.· 

Asi1úisn1o, es iniposible concebir. 1J' t~c:rí6:1o~ía 'inoder~~ 'ii11'.'.1a·p~rtici~ación de las 

matemáticas. Un.amplio porcéntaj~cle IÓs'pr6b~~os'téC:riid8s'.q~eÜcttiátmente se llevan a 

cabo involucran diversos conc~¿fo~ n1·~~~]~áti6os.·, . ·-·'. 

->~.}_:·: :::,::.~}:\ \~~~:> ~{--
Adicional mente, también es ~ieri6 que:J,as,~iyersris q_i~ncias, en mayor o menor 

grado, hacen_ uso de la mate111¿tica. ~oli'~jef11p':b~· I~~ ,Úa~~d~s ciencias exacta~;_ éomo la-

física y la. química, .utilizan a J~s'~n1~~id~~~~~~A~r~I~\~~e~fri6110 .de, su~ teorías.: Por;otro 

lado, las ciencias ubicadas en el carffpo\de'JloisóciaJ,'con10 la_ antropología, sociología, 

economía, también se apoyanen'.,b~:hb~;{¿~jl1~~~~~~á~Í~os al desarrollar algunos de sus 

planteamientos. Podemos así afi'rn"l~~. ~U·~ii ~ió~res~ de varias ciencias ha ido acompañado 

de su relación con las ma,te11~áiidá~?f ;.{ 

Sin lugar a duda, el clesasrÓ11d"cte las matemáticas es una de las grandes aventuras 

del pensamiento humano. A partir de Jo que inicialmente eran unos cuantos resultados en 

/ 



aritmética y geometría, la matemática ha acumulado, a través de los siglos, una enorme 

cantid~d de ~onocimie~tos; ello h~te1;ido como consec~enciael desarrollo de muy diversas 

ramas de la propia matemática; 

Este trabajo consiste en la discusión y análisis deLproblema matemático co;nóCido con el 

nombre del juego de Sim, el cual consiste de seis ptmt~syclosjugadores~ Alterl1adamente 

cada jugador, en su turno, une dos puntos dibujando(inalírieade~·~:.c~lor;\~l·pri~~erjuga~or 

. ;:~:: :~::'.0:0:~;~~::~~0:i:~:~:::';~':~?~~¡J;i[f t~~~~i1'~f~~f~J~~~=.:~ 
Para llevar a cabo este análisis, u~ilizamc:is ·~ónc~¡)i6~\1é1a t·~:~ií'a de;: ~ráfi~:as y la 

- - • • • • : ' ~'.:.' ' '., > -·- : •• -••• ' - •• "· ·- • ' • ., • _, " 0-.~· • ·,·-·· -\_;; " - -

teoría de juegos. Adicionalmente, construimos'.un·;a1gb1:itm¡)';:6'ciri~\ba~e :eri. ~I cual 

desarrollamos un programa de cómputo que pe~mi2!ti~~t::,e,f{jMe.~o,fü1~,~.~~?:~.~~?:'.:,,Pª~ª el 
desarrollo del algoritmo y del programa haremos uso de álgÜnos'\::ciiícepto!i básicos de la 

·inteligencia artificial. .·. ·:· ·<•. \·. :~r.:.< ~·'.f :YL;·::-'.·;·:.;. < 
... , .· >;-;:_.;_. -<t. -·-r:/.: ~fr::;_ ,.--~~=r.:.n:_~:~~_:; -t:·-<. ~:-·~·:-,, .. <.~;: -... ; -:-.; .· .;: 

En el Capítulo · I, por el Teorema de· Ramsey,. deñ1ostn~l11º~·~Ue eri • u~a gráfica 

:::::i:}~A~~:~~~~f f i:J7::~;~~~;~¡~iiii~llli'i~;:; 
plantearnos el juego como un problema de traza(aristas:;~i:través dé ún:espácfo de estados;' 

-- : · ·. . : . . · i ·_ · -- - · _ _ : : .:, J~\-: : I->:~}<---:~:,;\_:'~·-"'\~:~f::;::,: .. ~:;~~~-/: ·,}~~;;~~r·::<;~~-:~~:;. 5}:tr>·\\f.~~!i:~:.:.:?~~--._:-: ':'-'.";,> -~J .. · ·.: . 
en el que cada estado corresponde·ª una configuracion~ªelijuego,~empeiánd<teiiun'.estádó·. 

: . - . - _ ,_·.-;·.::· :.:·.·;_·_- ... _ -_ . - . ·- -- .. ·:_:·."::,:-_ ,"-~~~~ :Y:~~:~------~,~-;~~f\·.;,:;;%~,V~~-;~·~/,··:·,:\éf'.·:··:~_::¡:f:Y_..;:'_-'·:~'.4'.~>:TJ-f?\~~8·~'.-:i:~~;':~'~!-.~:/(--·_<_,'· - -.. : 
inicial y, n1ediante el uso ,de un cónjunto de reglas tjue'pefmifen-i:iasar;'de:uri'estádo á otro, 

. : .. · :. . _ ··. --· .::~ :_·. ·::_._·. :::·-.:': . -:::.- ; :- ,._., .· ,·,)-: :·: .. ;-.: <-j: __ ::_~y;\--,;~:~~~;/. ::~"·'.?,~iJ~~}~~\~:i¿:#,\;_~,~~~'.:U~t~~-:<}.~-~-:;::,,:r~.i~~:::-~:·,.~\-.. _:-:;·~:!;:;/_ ~-;.:·--·.'. ~<-:~·-.. _;·:.-.> · 
termma.·en alguno de los estadosobJet1vos~-!El:;:pro_bleina:c_o_ns1ste~entonces;¡tpara.·cada 

_. ."· .. · -. ;· : ·. . . ·>. ..·. , _· ::: : ._ ·-;-. ~·--··. _ ·.'.-- .:~ ~!>·:·:-, -_ ··):.,; .. ~- ;~;:"°:~~'.::<~;;,:._.f~~:·¡;_~--~-~:~~~:~:, .. t:~~.- .. -: .. 7.:~~{-<.~T:!::-- ·.~:/\~ __ ,~-:~·~·,; -.:-.:~~:~F ,;_.-.-:·: ~-:::_,~; .'.:.:. -.~~. 
Jugador, en encontrar una ruta a·.través ~elesr;acw· de estados quejunaeLest11do-•1111cml con 

alguno de lo~ esta'do;~objeii~o~{'_cfdc!~'. .. ~¡i#~l);:~~i'Ju~~() ·~e"s.!ri-i'es: u~~:gráfi~i-~oloreada de 

Ordell Sel
·s·. . ·;: '·"·":<:• .. :"•'"" :f':• :-; , '.'·' .. 

.. :~:-> .: ::.»;<~: .... · .:.' <:·-<~'.)·-: ;'~.·:· ." ! '" 

La generación dé estridos;·.~ri"est~;i'~~b~jo}"se l1~ce a partir del estado inicial, utilizando los 
• ' • •. - •. - •• ,,, • ~·'" ·f •. ' ,· ·-· , • , .. • 

operadores, y despJés ~~pa11di~os'.cad~ Üho de los estados generados y así sucesivamente 

hasta llegar aun ~~tido obj6tivb'.Pira'racilitarla compresión de este proceso lo concebimos 

como si fuera la construcciÓn de un árbol de búsqueda sobre pue_st~_.al espacio de estados. 

La ~oñstnícción de este .árbol consiste en expandir el nod~ rriÍz'yI~~go todos los nodos 

generados por éste, y así sucesivamente. 

2 
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En juego con1od de Sim sabemos, por el t~o.~emade.Zennelo, que es un juego que 

está estrictmne1~te determinado, esto es, desde un principiase puede saber el resultado final 

del juego silosjugadores eligen siempre suniejor opéiórl". Utilizanios este algoritmo para 

determinar la 11lejor jugada de los jugadores, ásí corno, el ganador del juego para lo cual 

definimos prin~er~ la función de pagos e~ los n·CÍ~¿/termlnales del árbol. Después, se 
' : ~.· .. ·., ... · 

define la máxima ganancia posible. del jugador en turno en los nodos no terminales del 

.· ... ~eriúltimo Í1ivel del árbol. Esto se hácet0ili~11,d9-~~~ftien'ta, para cada uno de estos nodos, 

las ganancias en los nodos hijos. y a cm1tint'.láÓi'~ri '~~ hace Ío ~ismo para los nodos del 

nivel anterior, sólo que ahora se maximizaJá'gana1iciá:pará el otro jugador, pues a él le 
'· ' ' . .,.·-·'.'"·- .- ..... /''·"' '·"-''"' _ .. _· .. 

. corresponden los nodos de ese nivel. Cbntiin1~~cÍ~:·ci~;~itÜ ;l;~nera, se marcha hacia atrás 
- . "' - '"· ;;.': '•' -••)· 

hasta el nodo raíz. 
- ' - . -:~;. :·. i .,-

·, ·,~ - - ¡ .. -. 

, La construccióll de•l árbofti~Í1e iri de~v;nt~j; d~q~e si aparecen varias veces nodos 

que representan al mismo.:est~do perde~10s ti~~~1p6(alfe~~andirlos todos. La memoria y el 
- . . . " - . . . . . ' -· -. ; .,- ... -·".. - ~. . · .. - . -. . . - . ·' . 

tienipo de n~áquina q~e se desperdician expandiend<Jfi•odci~;ll~ás de umi vez puede evitarse 

"podando" los nodos equivalentes. Así en lt1g~~;.~·~}.¿~~'.s'trtÚr un ~rbo} de búsqueda 

~::.:~::~:;º~~~::::,::;,::nodo• del o,borde]\;.~¡J~;:;;~~i~~f f~íbhie~id~ G, 
. . -_ >.· .\" ·"- '.·),_·~:· __ -_ :-.-~·:_·-~·', '_;·;:\?.~--.):;:;:~·. :' -~--~~;:·.;,.::_'.}?,::; .. ;:,·-~~-.:\_, >);;·::).i~-~-~<::·:;··.::·~\ -. ;_ ',,'.~·:,:. -.:)'..:~ .' -. 

gráficas coloreadas correspondientes son equiyalerife"S,,'esto/es';si",exisfe:üi1f iSo~órfismo 
.. , ~ .-., [;;:•-.'-.;· ::.. ·,, :J: 

:,;;.,,:;~·;,;:;:'~.:_::,:· :::, ,,_;;·,'·::·" ~~},\"{~y: ... ·<-· 

representamos con la matriz ele á(jy_4éer!Cia: .. córres.P:Oilcliél'lte;::3)'8i ·el.· conj ünto de matrices 
. . ' . '-~·,:-_-~(':>''.:~:¡~~{'.:?;:;~;;~/:·~:?~-i·::···i-i_"/i.~ :;;~~:~;·:.;·,·<~~·_).·~:·.:·i~-! .. :::::~·>\ .. :,:;- .. ;,:~::. __ " >:':_:_'.:·_'', . . 

correspondientes a.las pen1rntaci9nesdéil9s\1ertiCes.Ael'est~doA:es igual al conjunto de 

;~·~::'e:::::~~,::: 'ª' pó;~'~¡~~¡~~~a,e~Í~ i;té21~~#d~j'~~~d~ ~ entonoe' 'º' º'''"º' A 
Para decidir con la co111pl.it!ldb~~'~iÍ6~\;~i~da~·Ay,s'~o~i-igJ~1es construimos una función 

·· ·; ~\.>.· ~-)\~:!;:.= '.::~1r:_/'r.r~---<~?~·:>·.~;/::~{ .. '.:'.~~.::_;··,¡\:3i:,,.-'.,·-~;:,·'.. ·'.".'.:.<~( ... ,_:.,,~ .< _-'.:·.:> 
que a cada matriz de adyacenciá leo'asigí1e}Ün¡nún1ero;,"de'tal.·forma que, para matrices 

. _ _ __ ._-_-~ · _ . ~---:~~--~·xrZ;,~~j:§.'}~;r;r.t:¿1_if~~:~;;,~:i:~;~:1,~~i~/·:.,t~f;~:~---?.~~:~:º~ -:)/~::·~J:~_?'.·~ ~;~-~~----~ ·.;:·~ __ 
distintas el número seá'diiti'1t0yipara mafricés;iguales; eLnúmero sea el mismo. Entonces, 

:::;:~~;~~;: ;~:~!;~,{~~l~~nl~i~:~~;!J~~::.~~~~:1~J~::~:":•;:;:::i:::~:i 
3 



estado A es igual al número más pequ(!ño del conjunt~, de' n~me~os asociados_ a ~ada 

permutaCión de los vértices del estado B'. • . 
. ··.Con este número. representan1os cada riodc{de'la grá.fica;del juego en la coiriplltadofa y a· 

partir del él generamos to.da la inforÍ11ació1~i1eC:~sa~ia't~nto pára expandir los nodos ~o~o 
para conocer cada .estádo del juego. 

En realidad, en este trabajo, se aplica el'algÜÍ-itmo de Zermelo a la gráfica dirigida y no al 

... iií'bol df:I juego, esto es posible.debidg a'&~~:~();¡~~aü noé:Io celilninado quedó. eri ésta gráfü:a 
lino que es equivalente. Además, cad<lüod~!~6;1a gráfic~ dirigida pertenece, al igual que en 

- ',:t •• . ,. .. \:-'··. • 

.. ' :'::'.-~:. 
el árbol, a un solo nivel. ... · ··:: \>· . 
En el Capítulo IV analizanws col1-'el'.alg~rifn10 de' ~ermelo el juego de Sim y concluirnos 

que el. segundo juga<l~i·g~.~~·eiJ~~~g; ~~:~o:~é'~Üecl~ ~eren el archivo l1cat{¡¡d;ailf;•con lo· 

que tenemos una prueba·c~~p~t~~.io;~~Í. · ):~1;,. ;{;>'). . }~} :·:; :;·, ;.; 

En este ca pí tul ?_•t~11J:f if ri'·s~:·?e56H~eii11~::f .ªW~.rii~?~\ ~~nít~~~r f Lj~~:~.i:~e;..~;~T·:_ •.. :·;-~·-··· .·•·· .,;· .·• ... 
. La. primera. estrátegia>la, lla111amosyrril<isl'co.n •. l~'Tfllal ¡'f!lse,gt1'ndo'ju.~~do'r/si, en, cada 

:::~:~º;:j!~t~:'.~";,~~ ~·Í~'~Iº;§,·.~·::,·I~u}~º'~·'~L~r~~t·~~!~"~~'Í{"ªd6, 
La. segunda estrategia;_•· la J Iánmn1~s\"[r~kis,es;paré1Ielypfiri1er}'j ugáaclr'( ~Fperdédor. en· 

. ;:~~~{:~~:~!f~ii¡1~~1~t~~t~~f t~!~~t;tlt l~i~ti!i:~l:~~:: 
jugador (el perdedor éí1 p'rinóipló)jtiéiie:unáprobabilidaCi éleb'.9984rdighrifil'si\!Lseg~1ido 

·j_ugadcir_Juega;.ª\~.z~~/"~~~~··~~4g~gg.~~~~·~i l~~~~{~~5,t~~t~$~ici~:~~~l[k.i~~~i~~~f~~il~1~{·;~i,. ·. 
La .. tercer.a. estrategia;• la·lla~a111os.Truk1s; y'es tanto .. para el, pnmerJllgad()r cpm<>.para el 

segundo; .en é11il, el·j~gad<J; ~Ílg~aL:az~~ u;a ~rc't~n:;'.tjllg;1i;f.º';~Jfhi{~ ~11.nict~'.·~u~ no 

contenga triánguÍo; y ci1.el caso ele que no exist;¡ al'me~o~ Ún·nodo sih triáriguld, ~'scoge al 
... - ' . . ' _·. . '· --- ' . . -- '_ '.' 

azar cualquier nodo. 
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CAPÍTULO 1 

Teoría de gráficas 

1.1.Anteccdentes de la teoría de gráficas 

La teoría de gráficas es una rama de las matemáticas en la que los problemas se representan 

y se resuelven justamente utilizando una colección de puntos unidos por aristas, llamadas 

gráficas. 

Con la teoría de gráficas se pueden estudiar problemas de muydiversa índole; ya sean 

problemas sumamente. abstractos o problemas sum~mente concretos, c;:omo lo son 
'·-·- .. ··' . '.; . . ·-·' ' . . . . ,·_.· .. -, .. 

problemas de redes de calles, sistémas de rútas ~éreas, rede~ de b01nüriicación; la red de 

agua en una ciudad y,in~6ho~otfos .. ·· 

El. primer .proble11úFen''i;:Ique•se {ísaron'concepfos•deola _teorÍa:de gráfibas, ~~ ef de los 

famo<ó' P¡e~~t ,~ºf i~'~'g'. ,i;,niK~~~Jiº••~,Ufült~ P~'l,n,n~; :~1¿,·e~. l ;~6. 
En siglo.-xvrlJ,·hn ~lp'í.1ebl~ de K.onigsberg (Prusia) había dos islas en el ·río Pregel, las 

cuales estaban cohe~¡hdas ~ntre sí por un puente, a la vez que estaban conectadas mediante 

otros seis puentes con las riberas, como se muestra en la Fig.I. I. 

Figura 1.1. Puentes de Konigsberg. 

5 



Los habitantes de Kéinigsberg se preguntaban si era posible cruzar los siete puentes en un 

paseo continuo, pasando por todos los puentes solamente una vez. Euler abordó este 

problema, lográndolo~resolver; Para ello representó el problema mediante una gráfica; 

utilizando puntos para representar las áreas de tierra y líneas para representar los puentes 

que las unían. La Fig.1.2 muestra el problema mediante la gráfica asociada. 

Figura 1.2. Gráfica asociada al problema de los puentes de .Kohigsberg. 
. .·· ' .)'. 

El problema, en términos·matemáticos, •• sep~e~ciplantear~e la·.fomi~sigui~dte.•·¿E~··posible 
recorrer todas las líneas de la gráficam~ieri2i'~ ~·¡~ levalltas ~rlá;if\{;;{J~~~{~y ~il'l pa;ar dos 

veces por una misma línea?. .·<'< . '. ;;i>t~,;·. \.;· ... \.';, )\'.;•.'.;~,:,: ;"':··· •.Í 1 

Euler, de manera ingeniosa, demostró•·•qu~;di~h~~}~lo~rido.~s in1phsi~~éA.donÚnÚación 
describimos su razonamiento. . : .\ •. •·• '/. · 

'" -,;.:.;.:·.: ::.~·.-· 

:; _:; 

Observemos que cáda uno de los c~~tr~ pu11t6s de lci Fig. 'L2 tiene ún nÓme~oimpar de 

líneas que lo conectan con· los demás; ~l'lu~Ó d~ los puntos ccmv~rgen cinco línea~y en los 

restantes sólo convergen tres. 
. . . 

Tomemos como punto' inicial del 'recórri~o ~tmlfÍuier ¡)_unto: En térnlinos .de puntos de inicio 

y puntos de terminación del .recorrido, 11riy:5616·C16~·p:~sibilidadés; a'sab~~, qúe ~l ~ecorrido 
. ' - -. . .. ' _..,., .. , ·.-:-·.·, ·· . .;:, .,._. ·' ··".:, ,. . ,, .. :'"•. - , . 

empiece y. termine en el mismo. plinto ·~ ;(¡u~'.bl'punto de inicio y de t(!rminación sean 

::~:::::,~;E;.::i·~:~;:::º::;~:'. :~.¡(:~f t~;:~:rr .~t~;f~fil~~~:~i~~~:,;::,:: 
intermedios, tendremos que volver asalir d~ellos; po'r.ser pre~isa~eñte.pu~tosJntermedio1s 

~~i~%~ji:;~~f~:~~;i~ir!~;if i:f «~tt~~~l~~ii~~~;~1E:~2J: 
Con el problema anterior se di6 inici~ al~ t~orÍ~·de grá.tica·s, 
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: ,:-·-.. ···.-_· ' 

1.2. Definiciones y concefltos.·b~isico~ ~e I~ ¡e~ría de gráficas. 

' .> .·. . ·-_ . ' . -'.,. \ ........ ' /·· 

Definición. 1 Una gr~'lflc.a sl~ple es u~a/par~ja G = (V, A), donde V es un conjunto no 

vacío de elementos )')'~s Ün 'córiJtintó é!l~ii:e~ no ordenados de element~~ de V. Los 
,. .. • ¡ -·- ,•,, -, • ., · .. ' ' 

--- . . . ;·~~' - -·-- - ·. "~-:-- ~--~<~~-~:~~~ ~).~ -'~~~:~.,;~-!~:'.'° - :_:~:~,--'. __ , _ _,_-=~·-. - -

:~~::z~:··~~~~:::~: ,~":c::::::j~:1,~;J~j~ri&~r~!~~;~~~ft~~f ~~~Hi~•;!: 
-, .. ,: -. !''i~; <~-:'; ~'~;;".;-.>·~:'/Li: -·r.•c :;~::~; '} z, ,.~:~. :·:::;,~·:,"- ,-,_ 

recordando que [11, v] = [v, u] y uv =yu. · : . • .· ·l.'.~ ·;:Y.~ ···"' .f · .... 

.. .t: ,,".'.:: .. ;·.·.•.·.\·'··~-.·'..·t., '·{, ;· '" ¡ . 
'·;.·e;··· :,y.:' . •! ··"-"". - . ,, •. :, ·-

Si 11 y V son vértices de G, entonces direri1Ós'que.iaJ1rista•[Íf;:,vJ;ú~léiár;vértice''ü con el 
_,,_ i':/;.-·· "-L.-·. :_'\\;.>:;.~:,~~:/:'f:r<-_:.:.~1-:;-.>.~<i¡,;.,: :;l-:!,1'. ?\:.:.:/--,:< >,)-,-,.~:-;:-:. ·.·.'.'.:, 

Vértice V, Y que ll Y V SOn SUS extremos; cliréri'íotqtle;~na, arist{('incidc:en el Vértice V, si 

tiene al vértice v como uno de sus exfren~6s}i>rif 'c:~riJ~~Ji6d:}d~~i6{~~e1~~s por V(G) al 

conjunto de vértices de G y por A(G) al conjunti; cÍ~~/i~á~\ir·'c;'.C'. .. ··.· . , .· . 

De la misma manera en que.Euler representó el, prob~enia:de icis ~llentes deKonigsberg 
' - '·» . ·.·c .. • _.,. • ,.·.-,, .·. . . . ' : ' . '···'-·• 

mediante un diagrama, es conveniente r~prese1úar ~tiaÍquiér'.gráflca p0run diágrárria,.Crida 
,.-' • ·...... --.> .. • ·.¡ ·. . < '·.-.: ' • - ' 

vértice se representa por un punto o lll1 cfrculopequefio y cada adsta porunsegme~to 'de 

curva que une.ade~uadamente a Jos.dos~xt~~1n6~'. .... 
. -_ .. _-· ·.o;-.-.~ -, -.;~> .' 

~· . ~-

. - . ·'.'· _:,: ... ::~;_ <>~:·.:-~-~.;<;.-: :.~;:::·~--._:·"t:>-'··.>·:~ .... · .. .- . -. --.:--·:~·-·:' - ·.:::_·, '_.:"::- . ; ·>.-
Debemos aclarar que la .gráfica de .Euler/repres~ntada en la Fig:I~2;:nÓ es:un~ gráfica 

simple, ya que existen pares de aristas clifé;~l1t~;5~'61~·;~s;n~i~n1~s extr~1~io~;y poda J:)ef. J, 
'-~·-~. -"«~,,·,.,~".<' .. -::- :,''" -~·::. ;.',: 

en una gráfica simple, dados dos vértic(!S 11{\•'a'lo,~ás, hayu.lla arista que'.JC>s Une (púes el 

par {u, v} sólo puede estar o no en etc?~~j.~i~~,41(g)J/~i~~~fü.~d~i;.·J,i~~t~;~~:~A,~·~~1~f'..;s.un . 
ejemplo de Jo que se conoce en teoría·de las gr~ficas•cohio:tina"m,tiltigrafica;0•p~róé11 este·· 

;:~~;od:ó,: :~~:::~u~=~:~~~¡~~l!~f j~~!!~~[{~~¡~~;~~~i1~It¡~~:~~: 
cuatro nuevos. vértices .-:, ~· {Y. lWp~ra.Í(!enipl§z.áf;las',;ari~t~s,;1n!tltiples,'por,'.tr~yect?riás:de .•. 

··· :~:~~~~;~{~%~¿~r~~ttr~~f r~]~~~~~~wti~r~.f ¡~~i~t~~~~~~.~~: .· . 
...... • ·_ ,) >' ' : "~ ' • º, - . . ' 
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[V1,V-1], [V2,V-1], [V1,V-1]}, cuyos elementos representan los puentes. Esta situación queda 

representada en la Fig.I.3. Es claro que nuestra nueva gráfica Ges también, al igual que la 

de Euler, un modelo útil para el problema de los puentes de Konigsberg (puede pensarse 

que los cuatro vértices agregados representan bancas a la mitad de los puentes). También es 

claro que el razonamiento que utilizó Euler no se altera por las bancas que hemos puesto a 

la mitad de algunos_ puentes. A partir de ahora, y a lo largo de este trabajo, siempre que se 

diga gr:ífica nocs-refürirenios a gráfica simple. 

V3 

Figura 1.3. Representación de los puentes de Konigsberg. 

Se dice que una gráfica es_ finita 'si el número de vértices es finito. ~osotros trabajaremos 

-. ' . . .. 
'. : ••• ,· - ' .- < - - ,• 

A continua~iónagrega1¿1os algunas definicione~ que no_s serán útiles en el análisis de las 

gráficas. . - - /} 
. ' ~ -~ . ·. ' .. -

, -

Definición. 2 c{¡¿¡~~~uiera,do~ vértices u, v de una gráfica G se dice que son adyacentes si 

están unidÓ~ por:t1iiÜ:a/ii~a:' 
. . '.. .._,:_·:':·,,; ,,, .. _. 

Por ej~n1plo, :en\h'.~~áficade los puentes de Konigsberg (Fig. I.3), V¡ y X son adyacentes, 

como V¡ y k-1,: ri1ie1~~ra~que' Vt_y VJ l1oson adyacentes. 
:·_,_-,_ -\:>!:.: .. _ ..... '.;_, ,_-:-· - :~ . 

· Definición. j ~e.lla1na_orclcn de G al número de vértices de G. El número de aristas de G 

es llamadd t~m~iio_de G. 

En el caso delos puentes 'de Konigsberg se tiene una gráfica con ocho vértices y once 
. ··' . ·: .. -'· -, ·. 

aristas; esto es, una gráfica de orden ocho y tamaño once. 
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Definición. 4 Sea v un vértice de G, el número de aristas que inciden' en v se llama el grado 

de ven G. · 

En el· problema de Jos puentes de Konigsberg, Jos vértices V¡, V3 y.· V-1 son de grado 3 y el 

vértice V2 es de grado 5, mientras que X, Y, Z, W son de grado dos: · .. 
- - --- ,- - -- ·'· .. . . 

Definición. 5 Se. dice que una gráfica es completa si cuaÍes~llie~~ d~~ J~rti~es en ~lla son 

adyacentes; esto es, todos 1os vértices están. unidos eritre se u~a'.~ráfica a'e:ompleta con p 
•' -;··, -·-· ·.:,.· . ,''' 

vértices se denota como G = Kr. ;'•(· :, ·': ;. 

En Ja Fig.1.4 ilustramos algunos ejemplos dbgráficas c6111plet~s . 

• 
K3 

Figura 1.4. Gráficas completas. 

En matemáticas es importante determinar cuando dos objetos, en algún sentido, son iguales. 
. - . . . -

En particular, en teoría de gráficas es importante determinar las condiciones bajo las cual.es 
- . . . 

dos gráficas serán consideradas como iguales; para ello, introduciremos el co~cepto de. 

gráficas isomorfas. 

·:":.,-.:· ,_.,_. __ 

Definición. 6 Sean G,yÓ2 dos gráÍic~~;~~ri:$:.rvcG~) ~)''(G2)una'rJricióil ~i~~i~oca de 
.· ·. :-.. ~~_:;;·-<}.;~: ,:_ -<-~.:-~~-:·" ·-:·:~ ~?::·\.(~;··:;?<) :{~;i/'·-;.,:.~·f:::···_<'A~: ~:.: :~~:;:> :_~->~: .. : ',\·:-~:; · .-.\:/:,::{;?:/-:*;l~,:3#{~z:/%~t~~F:ii~~:~~~--· ;:< .-. 

V(G1) en V(G2).Diremos;que·q>.·es.un• isomo~fisnto•· d~ G1 en'.G2 si 'para'cualesquiera 

vértices 111, v 1. .~.~. '.x1·.~~:~1~.~J~~f~d~a~~~t~~· si··yióI~·~i.'16,~~:.c~~ht~~s.{~{~1;)) $(v1) son 

adyacentes en G2: Adiciol1'almente, diremos que dos gráfic~~··G, y Gi son .isomorfas si y 
.;·! : ... - >·- '. ' ·' -,,, 

sólo si existe un.iso~1orflsn10 de G1 en Gi. En Ja Fig.L5 se inuestran dos gráficas isomorfas . . ' - ' 
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G1 G2 
U2 

u, rgrv, 
w, x, 

W2 

Figura 1.5. Gráficas isomorfas. 

La relación de isomorfía entre gráficas tiene las siguientes propiedades: 

1.- (Reflexividad): G es isomorfa a G para toda G. 

V2 

Demostración: La funci~nidentidad 1 : V(G)~ V(G) es un isomorfismo de Gen G. 
·.·':<¡~ ·-.:.~\· 

''· ::. ·~··>· 

2.- (Simetría): Si G esisdn1drfaa HeritoncesHes isom()rfaaq. 

DemostraciÓ1~: ~¡ :qi:'Y(d) .~ V(H) es un iso~{orhs1~0 d~ G enH, entonces 

<P- 1: V(fD;~·V((])~ e~:un isC?,ri1d~fis1~0 d~}-/ ~~-GO;, .. 
; .. _ ... '," 

3.- (Transitividad): SiG.es,iso~mrfa;fI}Hesisomorfa a k, entonces Ges isomorfa a K. 

Demostración: Si'<j>:' V(g)_:¿ ¡/(Hf e~ un ison~orfismo de G en H, y 'lf: V(H) ~ V(K) 

es un isomorfismo de Ú eh K, e~tonces Ja composición 'Jlu<j>: V(G)~ V(K) es un 

isomorfismocÍe'ó·e~1C. 
' · ... ·. ·' 

Cualquier relaciói1 que sea reflexiva; .simétrica y transitiva se llama relación de 

cquival~ncia~ p()~I() ante~ior, la relación de isomorfía entre gráficas es una relación de 

equivalencia, 

Definición; 7 Se dice que la gráfica H e.stá contenida en Ja gráfica G si V(H) es un 

subconjunto de V(G) y A(H) es un subconjunto de A(G). En tal caso, se dice que la gráfica 

Hes una subgráfica de G. 
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Si una gráficaFes ison1orfa a unasubgráfica flde G, entonces también se .dice que Fes 

una subgráfica de G; 

En Ja Fig.1:6 se muestran las gráficas G y H; la gráfica Hes subgráfica de G. 

Gráfica G Gráfica H 

Figura l.6. H subgráfica de G. 

Definición. 8 Dada una gráfica G, se llaiúa complemento de G, denotada G , a la gráfica 
·', -· ·. _·::: . . ·· : 

que tiene el mismo conjunto de vértices que G, eón Ja propiedad de que cualesquiera dos 
-.'.··\ ,· ', -.~.: ·-_ ,,-· ... '-;,',· ; - '.:: . ., '' _:~ -.. - :.-. ._,-. 

vértices de G son adyacentes~¡ y sólosi.J~s mis~10s dos vértices no sori adyacentes en G. 

Gráfica G· Gráfica G 

Ys 
Vs 

Figura l. 7. Gráfica G y su gráfica complemento. 
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Un resultado inmediato es que.si"unimos'~ las gráficas G y G de orden p, obtenemos la 

gráfica completa Kp. 
. . . ' 

Como hemos visto,. una g~<ífi¿~ cualquiera ~stá detern~Í~a~a pbr ·su conjunto de vértices y el 
··= ;-_ - _,_. ;-. . -- .· . """· .,- .- ·.:~-. --··~::..· -;--,. ".~ '· " . ·¡ _, - - --·. :. . - - ... -- ..• 

conocimiento de qué pares dé aristás son ~ayac~ri!e~::¿~tii misma irironnación puede ser 

representada en una matriz ... Esto. den~.1,rventaJ~·· d~)u~ ~()_d~111oi ~e6!es~.ritar un'a.gráfica .en. 

la computadora por medio d~ ú~~~~;~~-;¡;-~: ~t~.b~ja~'cbi1 ~1!1. ~~m' ~n~ gran variedad de 

cálculos. 
' • ' " • .e 

Dcfinicilm 9 Sea G uoa gffifica de ¿,de~ A cuy~'. voL, 'º" ~ i, v,, ••·· v, Jea matrU do 

ndyaccncia A = A(G) = [au] es ui~a l1íat~iz pxp en dond~ i,a entráda a¡¡= 1 si los .vérHces V¡ y 

Vj son adyacentes, y a¡¡= O si J1•9 Ib,d911.>·;•; ;z: ···•·.. >· / ., 
Esto es, la matriz A es una iiíatriz éd~ip~éstáde:'o )'t clÓnd~ JÜ dlagonaLprinéipal de A 

'.., -~ •• .;-.' . ~ •. ( •• : \ :. ;.:.: • • ,,,,,~ . . '.>~· " • .,._. « . -, · .. -_, •. :- -· - ., 

consiste tmicámente.cieo,>(cí;;>•;,.6pafoii ::=;·.!';·2~·'..:;p);··además Á~e;;·.~na.ri1'atfiz simétrica, 

esto es au =. llji puesdecir que v; x;·~j .~oh~~~~a~6i:t~i ci~~i9::~~i~~;? ci§~ d~~Ú.qtre vj y v; son 
adyaceriiés ,· ,.<,·;:·<·: ··:· '.'~L-·: ·: ·:~::~-,:,: ::)-., ?l;::~ ~~{~ .. ' :/3' .. 

,,¿v, A~ ' 

Figura 1.8. Gráfica G y su matri~'cle ¿dyhb;~dri, 
En algunos problemas ?onde .• se util.iza la ·tt!oría,de:i~~ri~~~!'~s?~o~ienient~. colorear· los 

vértices, las aristas o.ambo~.~E~··este trab~j;o uii1Íi:á;~·1~1;~·1i'b~Í~ri¿¡ó~·~~;~;i~tas . 
. .. ___ .... ' -~- - . 

': .''.f,,'.) 
Definición 10.-Una colO~acióñ d~:~iistas en una gráfica Ges la asigmí¿¡ó·n.de un color a 

cada una de las aristas ci{a,(}.·::ri;á~~(fo•rlnalmente, una función '11 : A(G)_;~doncle Ces un 

conjunto de colores i ir-2.ºJ.~:.~rhn: g-ráfica coloreada es una gráfica G.júnto con una 
._, ' ·., ::;.'. -..-:. . 

coloración de arista~-:~.<~ ·~-'~- '~ 

En la Fig. 1.9 se muestra uni gráfica coloreada G 
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Figura 1.9. Gráfica coloreada G. 

Definición. H . .; Dos gráficas coloreadas G1 y G2 son equivalentes si existe urdsomorfismo 

entre ellas que respete los colores, esto es, una funciórl, co:V(G 1 )~V(G2) bi~nívoca de 

V(G1) en V(G2) tal que para cualesquiera vértices 111,'V1 (~n'G1/éstos son adyacentes si y 

sólo si los vértices co(111) y ro(v1) son adyacente~ en Ó2, y ~demás la arista [v1,v2] es de 

color. e en G 1 si y sólo si, la arista [ro(1~ 1 ), ro~•2)] es del mismo color e en G2• Un 
.'. . ·. ' 

isomorfismo que respete los colores lo llamaremos isomorfismo cromático. 

En la Fig. 1.10 se mue~trat1 dos gráficas coloreadas isomorfas G1 y G2 .. 

u·~r 
WJ 

G1 
XJ 

Figura 1.1 O. Gráficas coloreadas isomorfas. 

La relación de "ser equivalentes" que acabamos de definir entre gráficas coloreadas es en 

efecto una relación de equivalencia. Además de Ías tres propiedades de la isomorfía que 
.·. ···-·'¿ ' - .\' .. ·-. '-. . . '. ' 

probamos después de la Def. 6 sólo necesitambs ~bservar,·qu~·~lisomorfis1no identidad. ell 

~.::b~::'::ªc:~::::~ :::·::::~;~r;tf ~~~~~~~f~iJW~~~(]:f~i~f i~~r~~irº::~ 
Po< '°' de utHidad in .~~.;;;;¡i' ~Mf !o¡l;;,)p~1gf/oi~~;~

0

iii~<Ja,¿~Z aquí alguno' 
conceptos Y. ¡:ircipie~ades ge!1~t~les ac~rca de las'relaci()lles~deeqí:Íivafonéia; 

Si - es una relación de. equivalencia en un conjunto A y a es un elemento de A, la clase 
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de equivalencia ~e a es e~ conjunto - [a] >de todos Jos elémentos ·de A q~e. están 

relacion~dos con a, en shÍ1bolos [a].·.""· {'be A : (I;.; b r: -· -
Gracias a lapropiedad reflexiva,CI i[~1]/pa~~ to.doa ~A, asfque )aselases de equivalencia 

son todri~ n6~acía~~ Iam~iÓ~ide~t6d~s:~Ila~';5~. 

S-i á-;: be, erÍto11ces [a] = [b]: ErÍ ;~ffct~7,:s1;i/2.cf:, c~ntoil'ces por transitivida~({¿i~11etría los 
. ., . - . :~;. - .· ••"'"" -. ~ . "'.· -· , __ ·;: . ·" ' , .. ···--- ... - ·- -- - ~ - . '" - - -

elementos relacionadós·. con" sori Jos ;.ri¡'~111bs q~e JoSfelaciohádos con b> 

Si " no está relacionado COl~,b~','e~,t~l~~e~';[a]o/[bf= 0.\EriYefect~,; srtuviéramos un 

elemento x en Ja intersec~ión'dé '[b] ¿gn [b];:serÍ~ {L ~;·y.'x ;.;~b i}erif6ri6~s :·b 2 b/bbntrario . 

a la hipótesis. Por las d~s propiecl~des anterior~~. estd propie'd~d ~os da q~e a ;._b si y: sólo . ,._ ·- . - - ., 

si [a]= [b]. 

' , ._ 

Resumierido. lo ariterior, podemos decir que la colección de todas las clases de equivalencia . .. . 

P ={[a]: aeÁ}esurm pa~tición de A. 

. . . 

En el caso en elqueÁf!sel conjunto de todas·lasgráficas coloreadas con vértice~ l,2~ ... , n, 

veremo~·ahor~'~u~ 1 la ~Jase de équivalenci~·de·u~~ gráfi~a coloreadaG pued~.d~~~ribirse 
muy fácilmente.eri)érmirÍos cÍe G y deÍ colljunt6'"de tocias las permutaciones de los'~¿rileros 

' ' ' : ·. ' . . .·- ' ,- : "' -· ' .• - . - ' - ~ -~ • - .• ,. - . • • • . -' 1 • ' . • . • 

- 1, 2, .. ;, n; Dada una pérmutación <j> de estos'nÜrfieÍ-os,;la permutada de G mediaíúe,·<!> es fa .· 

gr<Ítica ~olor~ada G~ con vértices 1, 2, ~·., ·ri?},fu~aarlsta [$(i), $(i)] (de c•olof;cf~C,~'.:cada . 
arista [i,j] (de color e) de G. Claramente'Ó$¡:~s equivalente a G, pues la p~r~~t;~:ió,-~$ e•s .· 

Un isomorfismo cromático de Gen G$: R~6i~rb,ca~~nte, si Hes cualqui~r fiáfi"~~~~idr~ada . 

equivalente a G, por definición existe un isoi~6rfismo cromático$ deCT·~k'Ji,)~~}ct~ro .. 
- . ' ' -·. -,.;·::;' -. :- > ~-; ;·· . . '.:' " 

que H coincide con la permutada G$ para esta <j>. En suma, laclaséAe:~'ltÍiyfilericia [G] de • 

una gráfica coloreada G es el conjunto de todas laspermut~~a~-d~r(;}-~~jjj,~Ji'iJ'.visto 
más arriba, tenemos que dos gráficas coloreadas G y H so~ e~·~¡0~Íei~t~r·~í[ f~¿l~:~i su~ 
conjuntos de permutadas [G] y [H] son iguales, y que G y H no s~n ~~ui~aleiú~~ si y ~Óto si 

sus conjuntos de pen1rntadas [G] y [H] son ajenos. 

1.3. Introducción a los números de Ramsey 
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Recordemos que el juego de Sim se desarrolla entre dos ji.igadores -q~; {¡;an 

alternadamente. El juego consiste de seis puntos. c~~ajug~clo~ de~~ dibJjarll~a'tín~ri de un -
-· -·· .· ·: . .. :': ·';···-•. ;, .. ···''"·!',.-,' :' .. ·., ·- ,· -

punto a otro; el primer jugador dibuja líneas rbjasy.e1 st!guri<l() azule~>E:i jÜgad()r que 
- . _. -. -' .:. : . \·; -·, -· .':: ~;·. - . '"~· ''· . '. ' -

;'to?},·.,"'-c;·,;-

p1'imero trace un triángulo de su propio color, pierde.: . . . . - O >' -... 
Una pregunta importante que nos hacemos sobre el juego e~:-¿~iempre h~fu11 gá~ador y un 

" - - :. . . -· -, ·-·- ' .. ,<-· ,_·_ ' •. , . 

~-perdedor?-Es deCir; ¿necésariame11te algul1o de losj ugacIÓr~-~~tfi~~~~Tl-~riáñgli1_6-di.st~p~~pi0' 
~ ;-· ;;~-:~.·;·.:·e ., . ' 

color? 

En términos de teoría de gráficas, la pregunta anterio? se pu~'deJo~fuuiat;cÚi I~ slg'uiente 

manera: l,qué·condicionesse requieren para asegurarque er(úrl~ gráfica complei~ de orden ' 

. seis, dónde I~~ ;értices se unen utilizando aristas de dos c()lor~s; ~-e f()~rii~ G~ i~íári~ÜI~ de_ 

un solo cb-lor?. '• ~-- ;? 
·--~ . . ·. :~:_ -. 

Para dar una-respuesta aesta pregunta, utilizaremos el coí1cepto denún1e~0Cle Raajsey, el 

cual lo vamos a introducir a través de un problema que ilustra el significado de dicho 

concepto . 

. Problema de los Anfitriones Excéntricos. 

Un señor y su esposa están planeando _realizar una cena; pero cada uno de_ ellos tiene cierta 

peculiaridad. Al señor le gust{qú~tcid6~1 k1sinvitados que estén ~entados en una mesa se 
- •• ' - • -. _- _,;,-- _ ó e-.~ ·o:,,·.· otc,_-,. e·.- - . • • · __ - ' --·-. ·- - '_ .. - · - "" - -- · .·,. . - .' '· 

conozcan entre sí,· porque ~re~ ql.1~ 'e~() ·~fea arinonía durante la· cena. Por otr~ pa~te, su 

esposa piensa que 11º debe·,,ª~~r §oM>(!i~~s ~n~ii:'º~ sentados en una misma rriesa; Yª que 

considera que un_ aspectoil11p6:{tJÜ(e.d~~la-6~1~él~es.·eI tener. la oportunidad· de hacer:~u~~as 
amistades. Para saÍvar }I ~ro~l~;1~~ d~~lrle1Úq¿~ dos de las mesas que habrá en la cena, 

. :E:~}I~:~Ji:h~~\i~~;f WJl1~~i~~::::::::::·:~~::· ,;," ~;.::: ~e':"d~~ 
: ·:-.;.:·: __ f>--.~~: ··,. , ., . :~~'..:::::~:?~'y ':·_;-:'.:~:::::/:--~>:: 

;::~:~~{~~~:~1~1r(%~;,f ;~t·~r~~~~~~r :~.:.~2;·~~~21:~·l.;j;:: 
Para empeza~ a· a~a.Úzai~el)~~6~1ei,;a,·;~'.6t~~1~~~j~~h-~!\:¡sb-~~~ ~~~6i116:é¿~lque 'tas dos 
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mesas son para igual número de personas. Con m = n = 2, basta coi~ invitara~dos personas 

para asegurar que al menos una de las dos mesas se llene; ya que !~~ únic?s . dos 

posibilidades que existen es que estas dos personas se conozcan o no se·coriozcanentre sí;. 
'1:.'".' 
,,.·-esto es, se llena la mesa A, o ·se llena la mesa B. 

-." ·._._ ~-;,,_, . 

Abordemos el caso en que m=n = 3 .¿Cuál es el número ri1,íni1~1od~;iAvifa<l~squedeben. 
de .,;,i;, a. Ji> c~~~ª~ •• ~doriri~ qú~.~an;~ti~en>o•:~ü~'.~li.ze~~~{i~Ji~f ~~tii~iii?: 

Obviamente,·si .. invitamos···~···uria···6· .. a~do~:pci'isol1~s;,in~epel1dÍe~te111e~te,~e·Ú·s~'ic~~~o.zcan o 
no, no se. llena· 11,ing~ria d¿las' ri~e'scis. ·~(}/fari·to;,~I ·~~úi¿rci'Ji.íAi;~o:.t'e)Ú~~itaclos· es 

"., '· .«,:•_ '\/},~ '.·~·::_:-::· ·-<'-
estrictamenterr~ayor que dos. • ' ' ·• · " •· i'·). >/ 
Supongamos que el número de ilwitados es tres. Dado que existe.1~.;~S~ibiliclad de que dos 

de 1os invitados. se conozcan entre sry :e1 tercer~ ~º c~n~ic~a ~fa~UAJ;·~~"10s an'te'riOres, º 
·./.,, .,;: ·.' ·... ...,,, :.: . · .. y ., ·\>":'' -~::·~:.:;-. 'i::/:.:.::.:·t·:?~: :.¡~//' 1>_-·;; ... )'!~-\.<:, .::);< :".- ,· .: - --

conozca sólo a uno de ellos, no se asegura,· pór.tarito, _(¡lle.Jrivitariclo'a')res personas se llene 
~-,_ ... ·:~-~'..-. ~·. " 

al menos una de las mesas. 

Supongamos ahora que el número de irivitad~¡¡'.(!~·c;J~~~~; b~d-oque exis~-e l[tposibilidad, 

por. ejemplo, que dos de los invitri'd6sls~<c~ri~i6a11 ~~tre sÍ Y los otros do;t~irlhlén se . -· - '··'. -.· '· .: - . ,,._, ,,__ ~- .. . ' - .· ' . ' . ~._._ ·-- - '. . 

conozcan entre sí, pero ninguno de(~s~dbsj:irií1ie~o·s conOé::e a ninguno de los dos seg~ndos, 
--·· ·.-::.r-.. 

no se asegura que invitando a _cu~tróiJerse:>nassellene al menos una de las mesas. JL; 
Supongamos que el número de it1yi¡h~cÍJ~{er_ci~co. Existe la posibilid~d ~e-~u6'. cáda 

_- .'-:,:·- - · .. : -. -. ~;;.:·:~ . . - . - -: •. --e - -,- - - '· ,. - . .. - - ·. - : .~--' ;' .- -. ... _.,;· 

individuo conozca sólo a otros dos,'dig~l11o~'elpri~1ero al segundo, el se~undo'~lt~rcero, el.· 

tercero al cuarto, el cuarto al qi;In~& ;:-~!i~uinto al primero. Como los d¿~: Íh\íÚadc}s que . 

cada uno conoce no se con~c~1<~~ir~:st,r101iaytres que se conozca~·:n1~t~i;~e~t~J:~~ se -

llena en este caso la mesa A La.:~e~;¡ s\~1;~P~~~ se llena .ya que lo~'d9~ i~~-~t~d~{qti~ cada . · 

uno desconoce se conocen e1ifre sí y.·'pbr, t~nto tampbco 'iiay,tr6s tj~e ,;e :cies~oriozcan 
mutuamente. - •·" -

Supong•mO~ ahori> que el 

0

númem de invitado• e• 6. &¿"'º e• tin p~bo má• coniplicado 
' '' . ' ·' .·. ' ' ···- ', ,·,· .·e•.•·• .• ,·,.-, .' '•. . 

y para abord~rlo harer~~os usó de la teoría de gráficas. f\sí; si el· p_roblerri,a cie 1?.s 'Anfitriones 

- Excéi;trieos',[() 'fep~e~~11irin16s .· n1ediante ll~a gráfica ó ele ·~rd~n BFe~-_la qti~'1ü~''vértices 
representafla fa~ p6~sófla~:irívit~das <P p'er;6,1ri~ iÍ"lvi~ada~)y'~()§;:~~rii6e~.·;c;ri:adyacentes si 

las personas coirespoi1~i~rites se conocen eñtré sí;"entón~;s, el 6ii~~ de. seis.· invitados puede 
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representarse con una gráfica de orden 6. 

En este caso de 6 invitados el número de situaciones posiblessemultipliéa;yeamósalgunas. 

de ellas. A fin de ilustrar cómo· 1a feoríádec ~r~fi~~s ~os buede· aylldar a·hiiaiiz~f este 

problema empezaremos tomando la situación en .la que de losseis invitadcis/ tres se 

conocen mutuamente, por lo que• cumplen Í~s .co~diciones para sentarse é~.l~:irie~~A. Ésta 

situación la podemos expresar por medio de la gráfica G de la Fig. I.11. 

G 

• • 
• 

Figura 1.11.Seis invitados a la cena y tres de ellos se conocen mutuamente. 

De la gráfica G podemos decir lo siguiente: 

1.- El orden de Ges seis, pues son seis los invitados. 

2.- El triángulo formado parios tres vértices bl~nC()S ~- h1s. aristas rojas es una s~bgráfica de 

G, que corresponde a. los. tres invit~aos que,·s~ • coribC:eri entre sí; t~l grafica la· Üamarerrios 

F1. Observemos que F1 es una gráfi~a~~mpletade,ordentresCK3 ); ya ~u~ los tres vérti.ces ... ··:, .,. 

que la forman están u11idos.entr~"sí. • 

Supongamos ahora que son cuatro los invitados que se conocen entre sí; esta situación 

puede ser representada con la gráfica de la Fig. 1.12. 
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• 

k8:J 
• 

Figura 1.12.Seis invitados a Ja cena y cuatro se conocen entre sí. 

Esta gráfica contiene varias subgráficas; una de ellas, Ja formada por las aristas azules, 

representa tres invitados que se .conocen mutuamente, por Jo qúe· cumplen las condiciones 

para sentarse en Ja mesa A. 

Otra posibilidad es que de Jos seis inyitados a la cena, no haya tres de ellos que se conozcan 

mutuamente; esto es, no hay tres invitados que puedrin sentars~ eri la ~1es~ A. AquÍhay 

muchas situaciones posibles; por ejemplo, puede suceder qu~' c~da p~rsona conozcia sólo· a 

dos más. La gráfica G de la Fig. 1.13 representa una de estas situaciones. 

G 

Figura 1.13. Seis invitados a Ja cena y cada uno conoce sólo a dos más. 

Consideremos ahora e.1 complemento de la. gráfica G, denotada por G, (Fig. l.14). 
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G 

Figura 1.14. Invitados que no se conocen. 

En esta gráfica; por ser el complemento de G, dos vértices unidos representan la situación 

en la que las dos personas no se conocen. 

. . . 

La gráfica G contiéne .varias subgráficas; una de ellas, el triángulo .f~rmad~ por l~s aristas 

azules, representá a tres personas que no se con.océn ~ntr~ s(pbr Jo' qJe cumplen las 

llamaremos F 2• • •· 

' .' :.· > .1 . ": - ; . . . ,\ .. _ :--'1-'.'-':·_:':{~::· 1 ti:'.,,fi~:~ .. :·_·;.y-· ··-. '.::· .. ' 
Otra situación posible es que de los seis invitados, dos personas que no se: conozcan entre sí 

--· ,-,~:- ·."':-;· ~'' >-f" :' , ... "·-- ; : -, <·<:<_::- .'.L-::":.~~---·;:1:_:::;:;· ;:.:,;::;,· \·.- :.-. . 

conozcai1 cada úl1á sólo a otras dos personas, las cuales a su vez 11cí se'éonoican entre sí. 

Esta situacióíi quedá representad~ por la gráfica G de la Fig. l.15. 

G 

() 
Figura l.15.Seis invitados a la cena donde dos personas conocen sólo a otras dos. 

Consideremos de nuevo la gráfica complemento de G, ilustrada en la Fig. ·I.16. 
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G 

Figura I.16. Invitados a la cena que no se conocen. 

·La gráfica G, al .igual qlle en los c~sos~nteriore~, contiene varias subg~áficas;um1 de ellas 

::::::::~·.~~~~~:~t.~,l~lºi~t~~~~L~~·~~,~~f {~~.[~f'~"',S;!~~~~;2~u:,;:.: 'L·: ·_.;;_, .,;t·,: :·>~- :·-'· 

Podem~s obs~~~¿~.~~·.ci'·e~ll¡~~~il'bs,',~af ?~;~~~~i¿1;iid~·~' ~iis'.f~. Jg.~··i~~bgf~ri~~. ~d~.:G. o' dé. G ' 

com p Ieta.dfi or~e:1{i~~s;,·~1.~o,.'.~s,·~~'f ?~1~~.liQ't~i.~11i~IIB}a ·~~ri.én 'q ()' ell :ª .•. 
--~,. ·- .-;~ ·.~-i-,~ ·:.-·<-.:r;·: ,, ____ -·~ ;~'·-- : \: 1 , -

' . ·~-;::---·- >~'.:•;', - ,_' ·.\'-< '.:<::":• 

Así; el pr~b)ei~h~:~e ~1\d~.Ütr~~ el' ril1méro n~ínimo d~ invitad~s} de t~I forma que al menos 

una de 1'a~'clos'~,G~k~~.6()A·t~~~ l~gares cada una, se llene, serestiel~e e~contrri11doel menor 

nún1ero p(11úiJ~,r~:cle';i~iHhdos) tal que para cualquier gráfica:(] de orden p; se.cumple al 

menos ~na ~le:·¡~i·Ü¿~/¿oi~~iclones siguientes: .· . . . . . . 

1) G contie1~é\Jh~'.s~1fgr~fiJa completa de orden tres (K3), 
<• : . . ·. ·, ~ 1 <: 

o --, -··-
>-;~--

2) G contien~tu~~!sllbgráfica completa de orden tres (K3). 

Al número p se l1{conoce como número de Ramsey para (K3,K3); Como ya vimos, para 

los casos de numosde6 i"l1vltados no se asegura que alguna de e~tascondicio~esse cumpla, 

así que ya sabemos q~e ~I núl11éro de Ramsey para (K 3 , K 3 ) ti~n~ q~~ ;~r.n1~)r6~ ~ue:~i~co. 
·_·, -·.<:-':.·;.=-::r. >. -·. · :"'~. > :·:·:.·{,.·,,_,-;;,,;·;:!··~,~<,,_~.--·..;~:-.'::=· .. _:/~,->~ ,··:.··;.' __ ;_·.,··:1:,: 

'·,.: -s:jt~, -. ::~-.\~;{:.~;-~-;-'-- r~~: .. ~-->~-:r<· :~ ~<·· .. 

En el caso analiza.do ;~it~~'.io~;~ente. t~nto la .m¡~ª··~·c:~b~~~~1~);~1~~~~~~~~~~~~~~~t1xJf a~f s; .. en,. 
general, en el Problema de los AnfitnonesExcentnc,os; la mesa ~·tiene ~no Jugares y. la mesa 
Btie .. ne __ 1_1 .... Iugares .. ·~·.·.· .. · .. · ;;· ,, •.··.•· :. ··· .. ,'°.·--·~_; ,;~·····,·:.,~,;~:· .. ~:,::;:;.:>:;' 

. ·.··-~ ,,~_"_.·:-.:·;- -~-:~{~ -~-~~--~-_-:,":,---- ·~.~: - ~--~.:l.\ o.,;~_7>~::_ ---_" ''º~·-:.·%'.:~.: ¡~~/--_r--'-
•¡' '·~:-~. ~::~.·;;,:/<'·' " . ;-:;:;;: - -

,. 

Podemos definir de manera general, el númer(),deRamseydela. sig~ie~te manera: 
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Definición. 12 Sean F 1 y F2 dosgráficas cúalesquiera. Def¡nimo_~ e!_núme~o de Ramsey de 

estas dos gráficas, denotado por r(F1, F2), como el entero 111enorp tal que para cada gráfica 

G de orden p sucede al menos alguna de las siguientes d~s condici~nes: 
1) G contiene a F1 como_ l.lna subgnifica, 

o 

2) G 

Así, el problema de los Anfitriones Excéntricús, en el caso general de que ta· mesa A sea 

para /11 personas y lá mesa B pará n personas, es eé¡uivalentea encontrar el número de 

Ramsey para las gráficas completas K,ny K,,. 

1.4.- Propiedades de los números de Ramsey. 

Actualmente los matemáticos trabajan en encÓntrar números de Ramsey. Hasta ahora, para 

el caso en que m ;;:-::3 y n;;::: 3 se coriocen muy ~Ócos de estos números; enalgunos casos se· . . . ' '·, . . . ' .·;' . . . ·.' ,·-·., ~:~ -·. . . . . ' ·' . . - . 

· los Anfitriones. Excéi1lric:os 'coútinÓa sien'cÍÓ (1;1 pro~lema abieho, ya que no está resuelto 
. -- ··'. ,- )'. ; '. . ~ ·•. . .. ...,.- ~ ' ,_:;----:.·. 

para el caso general. :.·~ ~.· 

En la Tabla 1 se muestran los núme~Ós 'de R.ki~~~~ico~gcl~os. 

17 3 4 5 9 10 

3 6 9 14 

4 9 18 25 

5 49 

6 

7 
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Una p~opiedad ~encilla, pero importante, de los números de ~l1msey es que su valor no 

depende del orden en que se tomen las gráficas F 1 y F 2 • Esta propiedad nos lleva a formular 

el siguiente teorema;· -

Teorema l. Si F 1 y F;l son dos gráficas cualesquiera, entonces 

r (F1, F2) =r (F2, Fi). 
·-· . ·-· 

-Demostració~: 

Sean r(Fi.F2}= p y r(F2, Fi) = Po vamos a demostrar que p = p0 • 

Sea Huna gráfica cualquiera de orden p. 

Como r(F1, F2) = p y H es una gráfica de orden p, entonces sucede alguna de las dos 

siguientes cosas, 

1) H contiene a F 1 como subgráfica, 

o 

2) H = H contiene a F2 como subgráfica. 

Esto es, para cada gráfica H de orden p, aseguramos que 

1) H contiene a F2 cqmo, subgráfica, 

o 

2) H contiene ~;F1 ¿oniOs~bgráfica. 

Dado que p~~Í{ipÓte.sis~(k:i;:F1) "7'.p0 , por la minimalidad de los números d~ Ramsey se 
º''~: ~:> .º;_:·<- ' 

sigue que p 2: po. - .... ·.,·.·. ··-

Sea. ahorá (; u~a·~fáfi2a~~ualquierade···orden p0 • De ~lanera •ai1álog~, la gráfica. G. contiene 

a F, co+oJ~f ~~k~~á~cf~ f /;j0\'.'~~.; Í( é$h1"~~;,~;g~fi~1. . . . . . 
Como r(F:i;F1 }.:;7p,pódémosasegma~que'·p0 ;:;: P·'.'': ::./ , , 

Co~,;dcrañdoL~' f:;~¡if ¿~@ii10i CnóOiiifudai, i<\n~!g;~cºii4ll~' p ., Pri . 

Hasta ahor~s¿lo h~mos definido los núméros <liRi~s~'y,'no hemos dicho todavía cómo 
" . : ' ... - ~ . ,- " .. , ' .... ··;;_ .. ' . . 

encontrarlos. Ac~ntinuación expondremos uria ;nad~'~d;alternátiva de.definir los números 
-- ,. ·_ ·::. -,_ .- ::· {- ---. . ·:--_:->~ _:_·~~-e· -~;:_-;o~,'.-~.:~!;;,~}:)-::'::_.';<-; .-. -~':-- _'-_-',"-_.-ce :> ·- ·. ·-

de Ramsey, considerando aristas coloreádá~; ~stá; definición nos ayudará a encontrar 

algunos números de Ramsey para algunos cas¿~'parti~ulares. 
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Tomemos de nuevo eÍ éjt!111Pl~ de Jos A.nfitriones Excéntricos, para el caso en que la mesa 

A y la mesa B tengrin treslugares cada una y sean seis los invitados a la cena. 

. . 

Uno de los casos quc¿ya ~nalizáínos fue la situación representada por la gráfica G de la 
' . ': -- . :_." - . _.- ·-: · .. -. _: , ~'.': - . 

Fig.1.17; en esta ml~ma figura ilustran1os la gráfica G . 

G G 

Figura 1.17. Gráfica G y su gráfica complemento. 

El conjunto de. aristas el.~' .la gráfica compl~ta,;cle~o.rd.ep seis, K6.. es la unión ajena de los 

conjuntos de aristas icÓ) y' A(Ó).· En bt.rar~~ia~r:s. cada una de las aristas de K6, 
- . , ' . 't . - '.. • ~ - - . . . ' . . "~· .• - ·' ·.. . 

perter1ece á A(G) o d;'J!.{& )p~l'b Ü~>a'hn~~as; Supongamos que cada arista de K6 · q~e 
' ' . . . . . : . -· ..• ·' . ·>:1:' . ' ' ·' ' ., . ~ ' 

pertenece a A(G) la pintamos de rojo y cada arista de A( G) la pintamos de azul (Flg. 1.18): 

Figura 1.18. Gráfica G y su gráfica complemento. 

Así, el problema de encontrar el número mínimo de invitados, de tal for!11a que alguna de 

las dos mesas con tres lugares cada una (la A o la B) se llene, se transformi(en eLproblema 

de encontrar el menor número p tal que para cada coloración de las arista~ deK~ con los 

colores rojo y azul se tiene que Kp contiene como subgráfica una K3 roja o una K3 azul. 
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En general, una definición equivalente de los.números d~ Ramsey esla siguiente: 

.. . 

Definición. 13 Sean F 1 y F2 dos gráficas cualesquiera. Definimos éCnlÍmcro de Ramsey 

de estas dos gráficas, denotado por r(F1, F 2 ), como elmenor~llt~rop tal que si cada arista 
- ' -... ·.: - .. ·· ¡ -..... "-····· 

de K11 es coloreada de rojo o azul, entonces o existe u'~a subgr~ficaF;d~ K11 roja o una 

subgráfica F2 de K11 azul. 

Encontrando números de Ramscy. 

Sean F 1 y F 2 dos gráficas. Es fácil ver que si al menos una de ellas es de orden 1, entonces 

r(Fi. F 2) = 1, ya que al menos una de ellas está formada por sólo un vértice y entonces K1 la 

contiene como subgráfica. 

Teorema 2 Sean K 2 y K 3, dos gráficas completas de orden dos y tres, respectivamente. 

Aseguramos,q~e r(K3, Ki) = 3. 

Demostración: 

Primero vamos a comprobar que r(K3, K2) > 2. 

La gráfica Ki está form~da por dos vértic~~ y'.una arist~; si a la arista la co.loreamos.de rojo, 

podemos ver que esta gráfic~ llo ccíptÍ.ene'hnásuhgrÓfica K3 roja, ounaK2azul. Por lo que 

no es cierto que parácuálqul~r gráflc,a"có~ipI~th ·~e d~~~~2 4ue coÍ;re~inós)ri:s~a: de rojo o 

de azul, exista una• KJ roJ~. 9uri~¿2~ª~l11.f~e>t.\anto,f?~3,K2)>'2._··' '::{. ~-;, ; ..•.• T . .. 

~::~:::1:::0i: ~~1:7; r~r~Mf 2~~~;¿~:~~!~~~d~'lf ~ rx~:::·t t1Yr JJr,!;.::,;: 
azul; lo mismo sucede si dris aristas d~K{ so'n cÓlor~adas'de rojo; por último, si todas las 

aristas son coloreadas de rojo ex.ist~ una KJ, roJa. Po~ lo tantcJ r(K3, Ki) = 3 (ver Fig.I.19). 

Figura 1.19. Gráficas K 3. 
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Teorema 3. S.eanK 3 , una gráfica completa de orden tres. Aseguramos que r(K3, KJ) = 6. 

Demostración: 

Primero vamos a demostrar que r(K3, K3) > 5. 

-
Supongamos la gráfica G de orden 5 y G su complemento de la Fig. I.20. 

Figura I.20. Gráfica G y su gráfica complemento. 

Como podemos ver en la Fig. I.20, la gráfica G no contiene una subgráfica K 3 roja y G no 

contiene una subgráfica azul K 3, porlo que r(K3, KJ) ? 5; : 

Para demostrar que r(K3, KJ) = 6, es sufidente cort de~()strar que si las aristas de K 6 son 

coloreadas de rojo, entonces existe unaK3 roja, o una .K/~~~g· .:> 
Sea V¡ un vértice cuak¡uierade K6:é8~rilo e11 V¡ inciden 5 ad~tas, al menos 3 son del mismo 

color, podemos suponer~~~: so11r~jas ,sin pérdida de generalidad. Supongamos que dichas 

aristas son [v1, v 2 ], [ví, v~]; y [v1, v4]. 

V4 

Figura I.21. Vértice v1 de K6. 
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Si cualquie~a de l~s aristas [v 2 , v 3 ), [v 3 , v4 ], [v 2 .• v4 ] e; roja, tendríamosun~ K3 roja. Si 

estas treSarisfas son azules, forman una KJ azul. Por lo tanto, r(K3, KJ) ;;; 6: 

Con esfo hemos demostrado que seis es el menor número de vértices tal. que cualquier 

bicolóración de la gráfica completa contiene un triángulo de un mismo col~r(;ojo.oaz~I) ... 
Con el teorema que acabamos de demostrar podemos, ahora sí, dar respuestá. a la pregunta 

plar1teada al inicio del capítulo, ¿podemos asegurar que siempre hay un ganadÓ~ y un 

perdedor en el juego de Sim? La respuesta a esta pregunta es afirmativa; siempre, 

independientemente de cómo juegue cada uno de los jugadores, se forma necesariamente 

un triángulo rojo o uno azul; ya que en una gráfica completa' de orden seis, si coloreamos 

las aristas de rojo o azul siempre se forma.un triángulo c~n alguno de estos colores. En 

conclusión, en el juego de Sim no puede háber empate. 
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CAPÍTULO 11 

Inteligencia artificial. 

En el capítulo anterior planteamos el juego de Sim y demostramos que en este juego 

siempre hay un ganador. El propósito de este capítulo es desarrollar una forma de 

representar este juego a través de una gráfica dirigida, que se llamará la gráfica del juego 

de Sim. Para ello utilizaremos algunos conceptos de inteligencia artificial y de teoría de 

gráficas. 

11.1 Conceptos Básicos de la Inteligencia Artificial y Planteamiento del Problema. 

En inteligencia artificial, el primer paso para diseñar un programa que resuelva un 

problema específico, es creár una .~.esc~ip~ión formal y manejable del propio problema. 

Para lograr esta descripción'debc:!n;o~l1~áúlo siguiente: . . - . - . 
"')" ':.· -,· ... -

;· .J ¡:_:.:~: 

! .-Definir un espacio de estrid~{tj~e:~?~i~nga tÓdas lasconfiguraciones posibles. 

2.- identificar uno o más estaél6s%-.:iKd¿~crlban 'situaciones en los q~e C:(imienge e!p~oceso 
de resolución del problema; li~rri~<ló'~ cst~ul~s lnici~lcs. ' 

3 .- Especificar uno. o más e'st~dbs quepudieran ser sohiCiónes acfptabl~~ d~i r)i~blema;. 
denominados estados olJ]li¡{~,r . . ., . , . ~··; : .. i 

4.- Especificar tmconju11tó'de reglas que describen las acciones disponibles párapasar de 

un estado a otro; lla;11~~a~~p~radorcs. 
,. - -'\ 

,- ~~:·' '<' -)";_"·,¡ 

<~;>_:·.: 

De acuerdo con Jci~}~~·i~ceptos anteriores, ~¡ juego de. Sim puede. ~ntohces; q~edar. 
'.,,.·. . , ·,:.-.''. -;:.::··· 

formalmente d~scri1.6 d~¡~i111~11erasiguient~: .. ' ' ·, •·•••· · ;: · 

::i:~j:J~~;;:~l1:~i~f ~í~~tt.~~1:t:TI:?~t~~~~Y~i~i~~~ti~~i~~~·;fü,!~i· :~: 
colores rojo y azul; el 11úri1éro di aristas'rojas debe ser igual al mi1n'ero de aristas azules o a 

éste más uno. 
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Estado inicial: Es la configuración en Ja que única?1ente hay seis vértices yno h~ sido 

. trazada ninguna arista por alguno de los jugadores. ,En ~ste jU(!gO,: el estado inicfal e~ único. 

Estado objetivo: Cualquier configum~ió~,~~l'.ju~go ~nJ~ qu~}~~ista' u1H~iángulo azul o 

·. opcradorcs:··Trazaiünii'~ri~ta.f~jaTsF~I etfa~fti~fi~"u11'ii(il§eraparoéa~istas) o azul (en 

otro caso) de ull vértice a btro, siempre y. éúando .e.stos~érticesno hayan sido previamente 

unidos. 

Así, el juego de. Sim. queda plahteado como un problema de trazar aristas a través de un 

espaciode·esh~dos;enel que crida•estado corresponde á una·configurac:ióndcljuego. Por 

tanto, el j ue~o de Sin1 empiei:áa parfü de.1 estado. ini~ial y, mediante .el. liso. d~ tm conjunto 

de reglas q~1e penniÍen pas~~ de u11 é~tado a otro, ter111iná en algtfoo de los estados 
:;-,. .. '(.\ 

objetivos.· 
- -~. ·. ;«;:·.:·. .:··:',.·, 

. El problema consiste ent011ces,para'cad~jug~do.r, efrencontrar. unar~ta'através del espacio 

de estados que una ~I estad~ i~icial concilgiÍ~~ ~~.l¿s ~~t¡cio{~Jf~ti~~~~~n el que el jugador 
• ( ,,__ ~ ;!, ~·~ -::.; . '- ··' .• 'h • . ... :._ ;·:::·.~-- \ --~~::'_.~ ·. ,~;:·,,. ~-~/-.~~~- _'·,;:·/; ... ,,,,,~_, .·,:?~- __ )~-r- ::~:-:·,~.:: 

";·:' ..• , ". " -_:::.' • )·<·:-, ';_-·:.r gane. 

Hasta aquí hemos logrado tel1er;una rék~e~~l1taCiÓ'í"l'Íó~friÜ1:'d~1\juego de Sim. Pasaremos 
-·· : . ,.- · .. -- -···,-__ ;;.e'"-~,"··.,-,.~_-_·_--:::.:-:·.-:~·¡,- .;_·::¡-;·,~·-_ -,.:: . .:;,:-- ->'·'::---·--: .• ·'' 

ahora ala búsqueda de soluciones; ésto és,encontrrirlas rutas en el espacio. de estados que 

conecten el estado inicial ~on algu~o·d~ Íos~;¡t~d~,s'~bJetiv~. ... .. 

11.2 Generación de estados 

En el juego de Sim la generación de estados empieza necesariamente a partir del estado 

inicial, representado gráficamente en la Fig.11.1. 
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• • 
• • 
• • 

Figura II. l. Estado inicial. 

Puesto que el estado inicial no es un estado objetivo, es necesario generar otros estados, 

utilizando los operadores. Mediante este proceso se generan 15 nuevos estados, los cuales 

están representados en la Fig.Il.2. Al proceso de generación de nuevos estados a partir de 

un estado dado le llamaremos expansión del estado dado. 

• \ • • • • • • 
• • I • • • • 

• • • • • • • 
2 3 4 

• • I • ~ \:· \ • • • • 
• • • • • 

5 6 7 8 

I • • I· /. /. • • • • • 
• • • • 

9 10 1 1 12 
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• • • • • • 
• • ~· • • 

13 14 15 
Figura 1 l.2. Espacios generados a partir del estado inicial. 

Puesto que al expandir el estado inicial se generan 15 estados, el siguiente paso consiste en 

elegir cuál es el estado que nos conviene seguir expandiendo. 

La búsqueda consiste justa1i1ente e~ escoger sólo un estado, haciendo a un lado los demás; 

los cu~l.es serán ~l:)ns,iderádos posteriormente en caso de no llegar a un estado objetivo a 

través de la prime'í-a opción. Supongamos que en el siguiente nivel de expansión escogemos 

. ·el p.rimer est~do descrito en la Fig.11.2. Verificamos si este estado seleccionado es un estado 

obj~tivo, que 1~0 lo es; en tal situación procedemos a expandir dicho estado aplicando los 

operadores; obteniendo así 14 nuevos estados. 

Para continuar con el proceso de expansión hay que decidir ahora entre expandir uno de 

estos nuevos 14 estados o regresar y elegir otro de los primeros 15 estados. 

La elección del estado que se desea expandirsédecÍdi eA:fü~ciÓn de una estrategia de 

búsqueda.· 

Para facilitar la comprensión del proceso de búsqueda, conviene concebirlo como si fuera la 

construcción de u~ árbol de ~úsqueda sobrepuestoe11 el ~spa~io de estados. 

. ' - - . . ' 

Antes de contiirnar d~scribiendo este proceso, pasarel110s a establecer alg~nas definiciones 
•· '·t :/ _;.:, ·-:;:'":·. ' , ., .' . 

que nos seránde ~~aiuttilidad. 

Definición. 14 Úí{ árbol de búsqueda es una gráfica que empieza en un nodo raíz que 

.. representa' un estado inicial, cada nodo subsiguiente representa.un nuevo estado generado y 

cada arista un operador. 
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Definición. 15 Los nodos hoja son Jos nodos que no tienen ningún sucesor en el árbol, ya 

sea porque todavía n~ seh~t~ ex~andido o po;quey~ Jo fueron pero generan ~n conjunt~ 
vacío de sucesores:· 

Definición . . 16J.Alncidb que se expande se Je.denomina nodo padre y a Jos nodos 

generados se Je~Úamanodos hijos ó descendiente~. . . 

Todas Iris. esd~t~gia~.de; bÜsqiled~·. pÜeden:b6ii6ebirse como·. un r~66irido. s'obre una 

estructura e~ ·.fürma'de.arb~J ~n el;~~e'· c~d~vnodo •• f~présenta.un estado •. det··.problen1.a y cada 

· .. arista'·de .. ~ste :.á;b~1 ··~:epi~se,1ií~·:i,n~· •. ºP.er~~;óv.¿~tr~· estados sucesi~Ós .. '.Et >pr6ceso de 

búsquedac6n~i~t~.'e1{ .. ~·n~6~~¡.·~r ~:~~o ;i1á~ci~in~s•qué conectan ri1 estacló foici~J (nodo 

raíz) Con ·lirio o )úá~!estados objetivo~'.··. · ..•.... 
.. :-·_¡ ' . -· .. 

. E»isten, ~n g~n;efoi,~ive}~ase,st'rat~giasde'búsc¡ueda; su diferencia radica ~n la forma que 

tiene cada liná. dei!ellris' de· expandir et' .árbol.: Por. ejemplo, algunas veces es co~veniente 
'·• -· .; . ' . -- /_,.,,. -.">·.· ·,, :'_.·.· . ;. ·. . . ./ :. ; ·', '. . : 

expai1dir, apartirdelesfado inicial, todo~ Jos nodos del siguiente nivel, y así sucesivamente 

hastri,ue~a~·~·un.estado objetivo:En.ot;as oca~iones es mejor expandiruna'sola rama del 

árbol, hast~~ue.se decide terminar lábúsqueda por esa dirección; a continu~ciÓn, se regresa 

a un nodo cr~ado con anterioridad y se prosigue con el proceso de bú~queda. Éstas son sólo 

·.·dos formasde estrategia de búsqued,f;páio Obviamente existen. 11luclms más. 
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En el juego de Sim, el árbol de búsqueda res_ultaser dernasiado grande para hacerlo con 

lápiz y papel; sin embargo, es posible construi~lo en la computadora. Si pensáramos en un 

·juego análogo ~on un mayor número de vér¡ices; el árbol serí~ demasiado grande, aún para 

hacerlo en u¡m ~omputadora; en tal situación, estaríamos obligados a utilizar una estrategia 

de búsqu~d~'q[1~ no involucrara la construcció11 de toclo el árbol. 

' . . ~ '::' ' . . ., 

·. - Ei1esfoffii~füo'úsart1oslaestrategia·de búsqÜéd~ deíloÜiiriada Esfratcgia de Biísqueda a lo 

Áncho,.~onsistent~ en primero expandirel nodorafz. ylu~go todos los nodos generados por 

éste, .y .así ~~cesivamente. Esto .es, .. todos. los"l1odos ~ue ·esté11.en e.l·.niy~l d del árbol de 

búsqueda sdexpanden' antes de que sean expádciid,éls los nodos que están eri el nivel d+ l . . 
,. ' .· ._· .... · .. : 

A continua.~Íón'.~~;11~~.a j(t1strar,laforma .• en que~s~ cbn.~tr~ye:\°e!.-~rb~I •de bÚsqÚeda del 

'. jllego de .siü1.iü~hr~il1os, a manera de ejemplo, ~1 ~riso <lé1~Ju~go 61J11só10 cu~tro plinto~. 
< -- _, • " ' ·~ ., - • .., - ' ' • -. • ' - • • ·:, ,- - ' - ,_,__ ·- ',' •• -· ' ' - :. • 

La construcción qlle se realiza para el juego dé cúatro pÚl1tos,puede generalizafse a. 
• • • •• "-~.' :_J - ' , ,.. • ' ·,_ " • '. • 

cualqüier número de puntos. Conviene mencionar.tjlle·eÍ ju~go.ccon seis plintos tiene.·.• 
.- '-,·. ·". . . . 

3~554,627,472,076 (tres billones quinientos cincuent~ y ~uatfo rríil seisci,entos veintisiete 

millones cuatrocientos setenta y dos mil setenta y seis) estado~ posibles (si bien ~o todos . 

pertenecen al árbol del juego, pues algunos son "descendientes" de estados objetivo, esto 

nos da idea de lo grande que es el árbol en el caso de 6 puntos). 

11.3 Construcción del árbol búsqueda para el juego de Sim. 

El juego con cuatro puntos que utilizaremos para ilustrar la construcción del árbol de 

búsqueda del juego de Sim consiste en lo sig~iente: hay cuatro vérticesde un:cuadrado 

dibujados en una hoja de papel. Los jllgadcfrestir~~ alternadam~l1téy ~~d~'Jllg~da ~onsiste 
en· trazar. una arista con extremos• en dÓs. d~ íbs .6uáiroNértice~\iel ··, ~Jad~~do> El ¡)iimer 

- . : - -.··,. ·->:- ·. ' -". ··>. ·, ·_,::~- .. :_:,_ ·::· .. :·.:· .. -,<"<:· ":;.,"::· :, .. l_"':-_ ->·:> -:·:::'>·:"f>;_,:_ _":·· - ;._ .. :'· '<-.. ::··-.~·~·:. \ '. ·:·,-_: '~"·: -·: .· 

jugador siempre pinta lír;eas '.rC>jas yeL~e~4ri'a~'~zul~s\N~.,~·e-~e~1nit6 ~6.ivir a'm~irdos· 
puntos previamente. unid~s. Pierde ~lj~egcYaqúel.i~~hdof qiie:dibGj~ ·uri triá~gul'o d~ su 

color. 
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El árbol de ~ste juego tiene, como estado inicial, el que se muestra en la Fig. II.3, 

consistente de cuatro puntos y ninguna arista. 

o • 
Figura II.3; Estado inicial del juego con cuatro puntos. 

·.- '• - -..,.·--.---- ·c·-·-·.-·_-o.--·· - - --- -,-

Para construir el prim~r l'lfv~Id~lárbol debemos expandir eLnodó iaíz; así, obtenemos 6 

nuevos nodos, cad~ JJ.i6 d~ ids b'~ales 'es un~ primera p6ii~l~· }~~ad~ d~I prlmerjugador. 
-'" ;,- :\:_-'.''>:-.--~o,_0:;·_,!_~:,.;,_,...,~"·;~_~'"·_::~_-.r:-;;-:_:.:_··:,_,¡;· ·~----: .:.. ·' .. -··-'<--<~.,-. __ .·._,-. :·.:_._,_·:_-._--_'.- -·- --

Dibujamos cad~ 'nue~B nódo''gen"eracio} lo/uniinos ál: nodo padre, que en este caso es el 
- <.'._::-··- :./'--~:··:_~'.:~.-- '.'·>f (~~i.-·:;'.~~-\~~~-\i":,({');~.- '.-.:~\,-,···:·,;~~;:, ''.,~};'J.c _,;_y"~'.:;··.+,:;~:;::{;;:~?<,-:-:·:.;;. ;> .:·'- :\' .. ~~ :.--', - "' .. , ' -

nodo raíz, con liria·'arista de co,lor.de,1Júgádor eri;turno; en este caso roja (Fig. II.4). 
·.·.:.·.·.·.·.:.: .... · •. ·.~ .:~.·f:.~: •. t·'. ),::: _.,-_--~~; ,-·.- ;;'·· 

: -:.:·~:-·;{}:. 
·-·-~<~·:,~-~ .. '-" -T~(>:·:~/:·::- .· 

Figura Il.4. Expansión del nodo raíz. 

Para obtener el segundo nivel, es necesario expandir cada uno de los nodos del primer 

nivel; cada uno de estos nodos tiene cinco nodos descendientes; por 1.o tanto, el segundo 

nivel del árbol consiste de 6 x 5 = 30 nodos; cadá uno de ellos corresponde a una posible 

jugada del segundo jugador. Dibujarri¿s Jos 3p. nodos y nuevamente l~s unimos a su 

respectivo nodo padre, esta vez con llná'Üristá ele c~lor.azuL 

Para obtener el tercer nivel, expandim~l's<:acla nocloclel{segunélo nivel; por cada uno de 

éstos se generan·4 ·nuevos no'dos;{6~fa 1~f~~r¡c¿F;i~i~e .~ix's /4 ~~l ;O .·.~odos. Nuevamente 

dibujamos cada uno. de eÚÓs y l~s uhirhos; én ~ste caso, .con una arista roja. a.1 nodo padre 

correspondiente. 
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Continuamos' repitiendó este procediniie~to hasta qte ya ria s~a p6siÍ>le dibujar una arista 
.. • • _• , • _ • L_c .• ' . ·' · _ . •. ~'-·-· , ~., ,·· _ .C _, • . _ , _ _ • --·" ·-' •-. _, . • •. -"' _ _ .! ·• •. -;.,-.- · ~· 

·que una a dad vérticeli del é:Ú~d-~ado; esto es~ ha~ta qlle lbs dmtro • pÜntos ~stél1:ullidos todos · 
~'>··, -:<-.> '·>-~. '};, :;;. -- :··-; . .' 

entre sí. <· • (,) .:i.'_ e ..... ':º.·.--. ·._·• i i . > > i i. ' ., ' i i. 
~J-~:-_ -:e-;;,::._:_. __ ._,. - f{--: e-_~;~~~~~:::':,. - \=~-:"- .,,. ::_··.;<D:{, -_~,.-, -- - ';_·_:__.:. r-:o:--" -·-_-:·:·-,-,'::'-

:::;.:1~:::&~0~]1~~t~~~:¡:~~~t'~i~~d~~~t~~:t~1ri;;~JÍ2&:V~t~::oe~ 
seis vé~ticés ~ie1ffp~e-liay u.1~ • g~hado~ y ~h::perdedor; ·rio hay posibilidad de. e.rÍlpate. En el 

caso de4 ~értiC:e~ síe~iste lapb~ibiÍidad d~"erÍlp~te. 

11.4 Algoritmo para expandir un estado. 

. . " 

Para construir el algoritmo que expanda cualquier nodo del árbol, necesitamos representar 

primero los nodos en la computadora, 

Cada nodo del á1:661 deÚuego lo repr~~entaremos a través dé un vector(cuya.dimensión es 

;gua! al nOmei¿ ff ~d''"' é;)delj ue~o),al • q r' 1 ªfl>~remo• /incam, ~e la ,;~~;~#0 fo,ma. 
- ~ - - .. - . ., - ' - - -- - ,, . - -, . . , ' -t' .,. . - - -- .. 

·En nuestro ejemp!O de 4 •puntos,· toma1nosja gráfica completa de orden ctiatfoy a c~da i.ma 

de l~s aristas le asig~amos un número flj~qu~ se~virá de. identificador, co~1~·se mue~tra en 

la Fig. 11.5. 

4 

6 

Figura 11.5. Numeración de aristas. 

Cada una de las entradas del vector lineam corresponderá a cada una de las aristas. 

Así, si la arista 1 fue trazada por el primer jugador, colocamos un 1 en la primera enterada 
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del vector; si Iáadsta 1 la trazó el segundo jugador, colocamos un 2 en la primera el1trada; 
. - - . - ' . ~ -··- ' - -"- -- -- . - - --··-"-· - . '-- " 

en caso de qu~ la ..;rista ]no haya sido trazada aún, colocamos ul1 o en este.luga~. 
<-- .··o· ' ,- --·_-_- - - ,-

Esto lo hacemospara cada una de las aristas del estado qUe vamos a representar en la 

computadorn'. Eri'generál, si laarista i-ésil11ano ha sido'fra:i!lda, fue tr~z~dapor el primer 

jugadora fue trazad~ por~¡ segundo jugador, la entrada i-ésim~ del vector tendrá un O, un 1 

o uíi 2 segÓn sea el caso:'. 

Ejemplo: 

Supongamos el estado ilustrado en la Fig. 11.6. 

Figura 11.6. Estado del juego de cuatro puntos. 

El vector lineam que representa el estado de la Fig. 11.6 es la siguiente: . - . . - ~.- :·· - ;: ' - ' . . ' 

1 º lº I!. I? lI ,l 2·.I 
1 · 2 3,: '4'•.''.5 •6 

·,,>·-~: '\'·:<' :::-·._,_ 

.·:-·; .. . : -

Una vez resuelto el problema de represent~r mediante un. vector un estado arbitrario del 

juego en la comp~tadora, pasaremos a d~~ari-6Ii~r ~I al~oritmo para expandir los estados 

subsiguientes. 

Para ilustrar el algoritmo, utiliza.renms el estado ilustrad~.en la FigJL~ como el estado a ser 

exp~ndido. Estealgoritm? lo llamaremos generahijas. 

.-._'.; 

El algoritmo ge11~rahijas lee el vector lineam, el cual ~~pr~serlta el estado que deseamos 
' ·.. ' , . - . . - -; : : --- . - ~ - '"· ' . "-. ~ : 

expandir. Utilizamos una variable auxiliar, llamada '1ij/Ia cllal representa el número del 
' -·:. ''·" 

jugador en turno; si nj = 1, el turno es del pri~er jugadÓ~; ~¡ 1?/,,,; 2 el turno es del segundo 
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jugador. Este algoritmo produce como salida a la matriz lineah; en .la cüal están 

representados todos !Os nodos gener~dcisa partir d~l ~odo ~adre. En el· caso delj~ego de 4 
- '- - --- - ·' - -· - '- - -- ' 

puntos; la mairizlineah contendrá 6. colun~ncis; cada renglón describe uno de los estados 

generados. El número· de renglones utiliz~do{de la matriz será igual al total de estados 
·-···-"· 

generados. Utilizaremos la variable au~ili~r}1clel1 para numerar los estados generados; dicha 

variable estará inicializada en cero.·· _],L_LL _ 
', ·:· ;-·· 

Este algoritmo consiste enl~s tre~ et'~~~t~¡·~ti6ht~~: • 
·.- . . . : - ~ - :-:.':\:.: .·,,.. ·! l( , 

' ~~ :> ¿:: : '; ;·: : : : 

__ ,:·: __ -' - \--~-- -·.::·t~_:~~--;·-:·:'/~--.?~t{~;)/\:'·-,_~;:~/-- - '>; -·:~ .... --: .. ·< _-·' . .. . . ' 
En la primeraetapa~.e _identifidaJ}la~J~~i~tas•que aún no han:siclotrazádas. por ningún 

~~~~D E:~7i"f~1~~~~~i1f:~~iWl~!j~~i i~\ül~t~;~;!Í~~1i;~~~~~I·:: 
estado ya·l1~.··~ue~ttfa~i~<t~ciid·; .. ·.·• .. · ?·0:.~ h··. · I· :.::·:. }': .·:·;-;.:: {\·:;~s; lr··, :~>.· >:.~_:. "·;./~ > 

· .'~'-:~- -!:,._<::' _.,-;, · Y)-r·. -.:' . . . ... 
· ·: --. ~:... . • _:_:: .. '.·.- :-.. \}:,_Yi>:-·:--<-·.-.'.<~ :·f';:X::: ~:\~;:~·:_~·<::~~.:.~,· > ~i· .. '. }., ::'._ -:.<::- < >\ ~- ·.\:.:'..:·_·-.;~_~::( .: : ,'..'(\ ·: :~~;:. --'· i:~~·;\.·'.?;~~;;::·· · ··:{.;?::· :T:.<.::.-.. -:>~·:. \:.;:(_· .. ~:-;·:-< 

Para locahzarla primera an'.ita que no ha sido trazada,recor¡-emos .el v~ctor; ele 1~qu1erdaa 

dere~ha, hast~·en~o~ti~r.¡et'~rin1er ~~rÓ; ~Sto.-~~,''.• h~stEt'.qu;; /l~eam(i): l~:Q. Si'g~ie~do el 

ejempld de Ía Fig.IL6, te11~inos qü~: · 
lineam(I) =O.· 

L~ segui1daetapa genera un nuevo nodo. Ya que se va a generar un noclo 11~evo, la variable 

ndeh se.incrementa en.uno. Este nodo nuevo lo generamos de la: siguiente!Íuu1era:'Pr!mero 

copiamos el v~ctór lineam eri la matriilineah(ndeh, j), con j = 1, ... ,6; en e(ejémpld que 

estamos utilizando,ndeh,,;, 10 P()rlo"qúe1ineah(1 ;j) con j = l ,.'.,6 qt1e corre~pondeal primer 

renglón de l<l matriz lilieáh e~: ·; 

1 o 1 o 2 1 

A continuación trazamos la arista aú~ r~b. frdz~~a identificada en la etapa '1. Para ello 

colocamos ·e1· valorde 11/en la .entr~da ·i~;ésin~~;-<l~ffre1ig1óii 11deh~ésiibC>d~-1ri n1atrizlit1ieah; 
. :_.- _. ··.,'. :-. : .. ' . _,,"· .... ,:: .-, .. ,. . - ,, ~- .,. :_. . -- '. '. : , '. . ·. . 

esto es lineah(ndeh, i) = nj. En el ejer11plo qJ~-~~t~rii~~ ilu~trando ~~pórii~IÍdo qu~ él turno 

corresponde al primer jugador, el. prÍlner r~iigt6n d~· 1~'matrii}¡,Z~(1/; es ~l slgui~l1¡~: 
. . .... · .. _·::·., \, .. ·: .' .:·: ;:·-· ' _,. ,• ,,:.• . 



1 
o 

1 1 
2 

1 1 
2 

1 ·. 

.. ·-- .. - ,_ ~- -_~, 

En la tercera etapa, el,valór ele la va~iable i es increméntado. en uno .Y se repiten las etapas 

primera y seguT1da clél pro~e~~.~Ef;¡J~5c~~b fi~~(¡~¿\j~~ 'vez qu~ se. hayan reC:Ó~dclo todas las 

entradas del ve~for/h+f~{ ~"", :_"~ Lt !:~~~·L ~ _ ' - _¿ ,. ·.~·· -. , . - . . . . . 
•' ;·:~~·-. ~::j_~~- ~·J.-:.< ' ,• . - \_··. ,_, ;' ~·. 

~···h ·:,.:. '·' '' 'c. .• 

En ejemploque estm~ió~ sigUierid~: la'ITl~triz llne~h~~l1~raéia'h-, fiiml ele) proceso es la 

siguiente: 

2 2 

2 2 

;:,· ... -

Dado que el número·d~ nuevos estados generados fue dos, tenemos que ndeh. = 2; esto 

significa que sólo utiliz~re;hos dos renglones de dicha matriz. 
. ' .. - '~ : ,: ·. ' ' ., 

La inte~prethci6ri%e¡'lasenti:adas, en general, ~n la ~at;iz}lnetih ~i lfi siguiente: si 

I i nea h(ndeh;·j) ·;of;~idnifi~a-qÜe • 'ª·arista• ~o .ha sido t~a~ada; s.nineaJ;(ncli:/1,'j)-.·7·1, significa 

qtie · ía ;ristaf u~;i~~*·ª~~P8; eyprifo~r ju~a~~r;,ft1~ah~~1if~} si%1~a1i(;id~l1, J) ~2,:significa 
qüe Iá arista~fuefr~~hcl{pcii el'~e~tn1do jugaclor'._Coh esto tenemos los efemeñtos necesarios 

. ' - ' ' __ -.:_ .: ., - . .¡,;. ·" -.,_. . -·-- - -~'--o- . -;: -- .. ·- - - ··. ·' . . -- ·- ' - . . ·. -·· .. -· -

generar y re.preséht~r. l~~ni1§~bs'e~tados;; 
. - ~,··. \-G. ::,:,,·· . .' .<·· :·:· ;·;~.~;-

.En particul~r, ~1:1 ~l,ej~t~1~1o' ~u~ heÍnos discutido, los estados que representa la matriz 

fine ah están Ílú~¡rad~~~n Ja Fig.I I. 7. 

Primer estado. 

ndeh=I 

1 
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Segundo estado 

ndeh=2 

Figura 11.7. Estados representados en la matriz /ineah 

11. 5 Estados "repetidos". 

En la sección anterior, describimos como construir el árbol de búsqueda del ju.e~o de §im, 

realizando la expansión de cada nodo. Este proceso tiene la desventaja de que si apa~ecen 
' -. . ·-' . '. ; . , - .. 

varias veces nodos que representan esencialmente el mismo estado, perde!Tlos{ti~mpo al 

expandirlos todos, ya que dichos nodos ya se encontraron y expandi~ron cÓ~ ~ÜÍefi()ridad. 
El esfuerzo que se desperdicia cuando se genera un mismo nodo "más de, Ú~~~~e~;(~Uede 

,:, ·:. ; < :·.-,· - J.;;·.~.:<: ·:?. :i-,·- 'f.-~:.,... - . 

evitarse "podando" los nodos "repetidos". Así, en lugar de construir un árb~l;'de bÚsqueda 

se construye una gráfica dirigida; la gráfica dirigida. se difer~i1ci~r~ del:~~ti9i'~n-~I.hecho 
de que varios caminos pueden confluir a un mis1~Ío nodo. 

Dado que en nuestro c~so .l~tform~ de;;"p~Ciafye¡'~~~olAe búsqueda del juego dé Sim es no 

generar estados .·CJLÍe ~ean igií~fes ~ oiros,•q'(1e litlyan · sidÓ anteriormente generados, 

necesitamosid~ntifié~r.~uáh<lü· <lci~estad.~~··56í1··¡~ú1Í~s>> 
- . _,- ···.·- ·:::·~,- _¡:__;->;:<-'<-:/;.{.-?C\~\ ... :~'.T~-"·:,· .. :/·_:;._,,::r··:::~---·-.·"··''·<·· :··,_. ·::·: 

-~::Y.:-c:·-. ~-.: .~·,.-- :~/:~{ ;¿.:-·; ... _, ,_ .. -

~:rt:::' :::;1Zf :~J~f ~if~~~l~i~~l~~1~~l;f~~~~i::;o::·:i~::::m;•~i:rien .Pº' 
•Antes .. de dar unadefin1c1~n,:forlllal}de:cuándo.·dos estados son "iguales", ilustraremos 

algunas pr6pl.edh4~s:qJ~:ti?1ie~1~'.I~~,gr~ff~~s~b~lÜdas a dichos estados. Para ello, a manera 

de ejemplo, utili~~r¿¡:;,()s élju'eg~ ~~ ~~at~o puntos. 
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Al expandir el estado inicial del juego de cuatro puntos, obtenemos los estados que se 

muestran en la Fig. 11.8. 

~ 
\U 

1 

~ 
~ 

2 

~ 
~ 

3 

~ 
\{_y 

4 5 6 
Figura 11.8. Estados expandidos a paitir del nodo inicial. 

Cada uno de los estados anteriores es una gráfica coloreada de orden cuatro, formada 

únicamente por una arista roja ~~6:{~~e'~J~~ i~rti'~~s.is~ ooserva que para efectos del juego 

no hay ninguna diferencia esencial :ehtfe esto;s''s~is estad()s. Másformal1~17nte,. esto se de be 

a lo siguiente: En cadaigiut·v~;e,A,~s:~ráH9~g~~~e~os;¿n~?·n~rar.'~n~.p~i~~~.á·~.i.ó_ri:<l,e.los 
vértices de tal. ~mnera.qtl~ óbteilga~1os;sien~pr~:e1•mis1no:esfado{diga~~os ~l p~il11¿ró).' 

:7:.~::::[i;\~if tJ~~~~?~i~~~{~~~::z~~:·tí~~!::if niil?~ti¡~~~: 
. Asimismo; si en la gráfi~~.del estad6 fp~r~tltan1os el vértice 1 ca~ 4 y el vértic~ 2 co~ el . 

. - ·'- . . ... · ., •, .. _._ "', ··~- - ' . . ; "-.· ',., .' :., ' ,,.··· . '' ~"·- - . ' . ' . . ' ' . - :, .. ,._. • .. ,, .. '.' 
3, obt~rÍen16¿\rne~an'1~ni~ lag~áfi~~de)e~t~doi: De m~nera análoga; pa'r~ 1.i's gráfi~as de 

los .estados'4, 5 Y~6 podemos ~ncontrar.perrnutaciones de 

obteng~mos la gráfica del e~tadó'J, 

'·, ~: .. \ 

los vértices de t~l.forma que 

.Como primeraidea, entonces, podemos considerar en general que dos estadosson "iguales" 

si existe unapenmitación de los vértices de las gráficas coloread~s aso6i~clas aestos 

estados talque puede obtenerse una gráfica a partir de la otra.Como yase .. o~servó para el 

ejemplo del nivel 1, desde el punto de vista del juego no h~ycdif~~6Jii~'.;~n¡;~ do~ ¿~t~dos 
', · · : • . . : '"·' ~', ·,. ';;,.-«. "".. ·.,, _:: ·.:r>.' " ;;. _•,-';·,o~· .'." ,,,-l, •. · ; •. ·• 

~quivalentes A y B con gráficas coloreadas 0 1 y 0 2: no im~éiriri'1~.su~esi6if(J~jÚ~~d~s que 

~~f ~~~,~:;:~~~~~::;f ;;~:~~~~~::i~i1i~1;~111t1r1J1rf~z~ 
considerando que dos estados· A y B son "i~u~le~':,•;5L;éki~t~ ·uha permutación f de los 

vértices de la gráfica G1 de tal forma que obt~~~~n1~~l~~~¿A6:c:r'2simplemente poniendo, 
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por cada arista roja [i,jJde G1, una arista roja [f{i), .f{j)]eri G 2 y siniilarmente para las 

aristas azules. 

Por otro lado; en el Capí~ulo l, quedó-establecid~ que dos gfáficas coloreadas G1 y G2 son 

equivalentes si y solo si existe un isomorfismo cron';átido d~ ó 1 en Ó2, esto es una función 

biyectiva /de los- vértic_~~ de. G1 en los vérti~es:;de'-b~ thl (¡lle· cumpla las siguientes_ 
-·, ._::.~;-. : 

condiciones: ''/•· 

· 1) Dos vél"iice~cú~ale~q üiera.\i¡, vi o e.la grati~a/01~s6-éh1~yai~íltes si y sólo si los vérticés 

f{v1), Jc~2) so;1a~e~ri~e~t~s~1~ lri gráfi~~.ai{ n _ ;;~~ }~ - -· ., . · '.> 
2) Cualquier a~ista.[ V¡, v2f e~ de colbr.~ e~ oi si ~-;~ÓIB Kia'arista [f{~i);.f(~~)]'<:ds.;dél mismo 
color e en{]2::~ -- -.. :· - . • - : · ::: ·z·:;c ·;~~:')l;'_;~t- "- :e'; , • · ·:· 'i ____ ._ .. 

~-- ~- . 
'.~;/·: . ·::_·''.:_~)". ·". -' . - . 

' ' •• e :e ,-~\':" i·:~ . '~,_:, :':/:· 

En consecuencia, nuestra noción de estacIOs~'°'igllales'; coincide pl~Ü~~~er1te C'bn la 
_.,.·_.,. :·:::; .. _, ,. . ' " . ·:: ... ·:¡; .. 

equivalencia-(isomorfía cromática)de!Elsgráficascoloreadas correspondierités. Por:'esto,: a·_ 
partir de ahora diremos que dos estados-(o dos nodos del árbol de juegoj)'s6ri;:~~l{i~¡l~~tes 

•J ;; ~-)~' ... - - ""·',. ~~:; 

~;,_-,: . .. ·;_.-:;. . .. '~; ·: cuando las gráficas coloreadas correspondientes sean equivalentes. 

Entonces, como se verá en la siguiente sección construiremos la gráfica dirigfc:l~!d~iju~go 
de Sim poniendo sólo un nodo por cada clase de equivalencia de nodo; deli~rbcií ~h~~go~ 

11.6 La gr:ifica dirigida del juego de Sim 

Para ilustrar la construcción de la gráfica dirigida, retomemos el ejemplo del juegocon 

cuatro vértices. Como se vio en la sección anterior, al expandir el estado inicial se. obtienen 

seis estados, todos equivalentes entre sí. De ahí que, en la gráfica dirigida deljllego, sólo 

colocamos uno de estos seis estados. Por ejeinplo, coloquemos el estado 3. Esta situación 
. . ' ... •'' ,'. . ,· ' ' 

queda ilustradÜ enla Fig. IL9. NÓtese ~úe la dirección de la gráfica es ascei{~erite: el nodo 

iniCi~I (abajo) es p~dre de; nodo superibr. - -
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Figura 11.9. Expansión del nodo inicial en la gráfica dirigida. 

En el siguiente paso tenemos que expandir el nodo hoja de esta gráfica dirigida. El segundo 

jugador tiene las posibilidades que se muestran en la Fig. Il.1 O. 

g o® 
2 3 4 5 
Figura Il.1 O. Opciones del segundo jugador. 

Podemos observar que los estados 1, 2, 4 y 5 que se muestran en la Fig. II.1 O consisten de 

una gráfica coloreada donde hay una arista roja y. una azul que inciden en un mismo vértice. 

En cada uno de estos estados, tán1bién podeajosencontrar una permutación de .los vértices. 

de tal manera q¿e el vérti~e que une,~ lasdos'.~~f'~t~~
1

,·Iii·rÓja.~!:Ia.az~l, sea,sie~~re el. 

i~~e::::;"1t:~'.;HB,~~ii1:f 1S~i~ttf ~if i lt~,~~~\~i:~}f~;~~ª~J~;~: 
"'.·(. . 

.'tienen .UÍl vértice.en .cÓmún;·.Para esta gráfica no existe .nir1gÚÍla. permutacion dé·•fos vértices 

que nos peni1itri obt~ner álgüno de lo~;bi;bs ~st~cl~~'. PCir'1() t~ni6; ~l ~1iacló 3 no es 

• . equivalente a nii1guno de lo's otros cl.latro: · 
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Así, el segundo nivel de la gráfica dirigida del juego está constituido únicamente por dos 

estados; a saber, el estado 3 y cualquiera de los estados 1, 2, 4 o 5 (usaremos el 1 ). En la 

Fig. 11.11 se niuestra la gráfica dirigida del juego hasta el segundo nivel. 

Figura II.11. Gráfica dirigida hasta el segundo nivel del juego de cuatro puntos. 

Para continuar con el pro~es~ de construcción de la gráfica dirigida, necesitamos expandir 

. los dos nuevos nodos hoja. En cada uno de ellos, el primer jugador tiene las posibilidades 

que se muestran en la Fig. II.12. 

2 3 4 5 6 7 8 

Figura Il.12. Expansión de los nodos hojas. 
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Podemos ver que el estado 1 de la Fig.II.12 consiste de una gráfica coloreada d~nde una 

arista azul une a dos vértices, en los cuales a su vez incide una arista roja, las cuales no 

están unidas entre sí; El estado 2 consiste de una gráfica en la que en uno de sus vértices-

inciden dos aristas rojas, y existe una arista azul que une el vértice ajeno a las ,aristas rojas 

con uno de los~értÍce~ donde incide sólo una arista roja. En este caso, teneiitos que los 

estados L~ Íno:sonequivalentes, pues Claramente no hay ningún isomorfismo,crolTiático 
., · .. :, ·'" 

-~énfre lás'graficas'correspondier1tes, ya que -en el' estado 1 no existe. un vérticeáonCle~incida~ • - .· ·'~ .... ' = 
- dos aristas rojas. _ 

' '. ·.~.;:.,: ... 

'.:)~-

,-.,·~ ' 

El estado 3 consiste de :una-grÓficii coloreada. en la que en uno de .slls' vértices inciden dos 
; ,.•, •' ·.·. ",' . . . '. : .. •, ,,_. ·'·:.· ., ... ···'· .-,. 

aristas rojas y \ma:~:i~1íi ?~n ! este._ caso tampoco 'e~ po~Íble ericontrar ~;'Ci~6morfisrrio 
. ,. . . ... ,,.. ' -; .. ··· , - . . ' ' •' ".,,_ ., . ,.·. ·. -· .. ' 

cromático con algt•n~ d~- los dos estados anteriores, ya que en '1os estado~ 1 y 2 ~b existe un . ' ... · .,:. __ .,.,• ,·.. . . . . ' 

vértice en el qtie iÍ1cidaú
0

tres aristas. ' 
. .. ' ·. ·'···. ,·,·_- '- .r,-. ' 

El estado4 conslste ele unakráhca coloreada en la que hay d~s aristas· r;jas que inciden en 
• - • •'.•. ' ,o' _.·, • --·. ' • E·'·. ,; 

un mismo vértice,yJasaristas,'rojas a su ve~-inciden en dos vértices unidosporuúaarista 

azul. Este estadotan1poco ,es ~~Úivalerúe ~ nin~un~ de Jos anterio~es~•ya ~Í1e e~élhay un 

vértice aislado y en 1C>so~ros í1o._ 

En los estados 5, 6, 7 y8 tenemos una gráficti colore'ád~enla é¡ue'siefripre' existe-un vértice 
• .- -c.- •o··•·-o·-·- _-·-~ -~--. O_of_c-· •• o~,.- - •• -~ -0-·7-c ,-. o-.·.-,._·_;-~_.,, ·e:-;:- ".· ''" ,._ . -- -

donde inciden dos aristas roja~, y', sólo lln(de Jas'ari~tas•'rojas,·_a' su vez;in~ideenunvértice 

:~::.:~:~:~:.:~:~0:.~:~~;~:,~úi~f t~z~~i~J~~~~rit~l~~~!f t!~iºÍre ,, ·.y eon 

::u:::.:;~:=~¡;:;diéK;t;f Jief~~~:~~i,~itli ;~:,~::~,i::tle~e:;::. :':~d3~ ~,:: :: 
podemos expresar erdasigliier~t~ nlaner:a: 

(
1234) 

f= 4123 . 
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Veamos con detalle quef es un isomorfismo crnmático de la gráfica coloreada 5 a la 2: Las 

aristas rojas de la gráfica 5 son [l,4]y [4;3] y [f(l), f(4)]= [4,3] y [f{4),j{3)] = [3,2] son las 

aristas rojas de la gráfica 2? Por ~1.ra ~arte;Ha-Óit'ica arista ~zul ·de I~ gráfica 5 es [1,2], y 

[f{ 1 ), j(2)] = [ 4, 1] es la únic~a~lst~ az~ld~ la gráfica 2. En consecuencia, las gráficas 2 y 5 
,, .. ,,,_ .. ,. -· . .,, ,,. ,._ .. _, ,._ - . ·- -

son equivalentes y sólo pbi1'C!re'rrl'o~)1na'<le'f1fas {la 2)en la gráfica dirigida del juego. 
'·-,' ,. _,,,_ --.- . ,._ .. ;·:'_; ,,· ._, •. ·. · .. 

tablas siguientes: 

'·. 

- ' - -,,~:: ,:_ :· )~ :,;·· 

/"'o~~iJ 
f= c~~iJ 
. (1234) . 
f= 4132 . 

Por lo tanto, en la gráfica dirigida del juego agregamos los estados l, 3, 4 que no. son 

equivalentes entre sí y sólo uno (el 2) de los. estados 2, 5, 6, 7 y s: Obser've111os;que los 

cuatro hijos l, 2, 3 y 4 del nodo izquierdo cfolsegúndo nivel permanecél1.~n ~uesira gráfica 
- . . ·. -·. - >· . ,_ ,, '"\· ·-., ______ ,, 

dirigida que por tanto contiene una sÚbgráÍica cmnolaparteizqui~rdade.1~tfig/n!13;Siri 
embargo, los.hijos 5,6,.7 y8 del nodo.derécho clel·segu11do'.·niv~l~~s~pa·f~~~k~i1~'gráfica 

•• • - • "•- • ' , •• • ·-.- • -.-. •• ', --- •. e- -. - -\ ¡-<- ~·.,-· ·-·,· ·!• -; • -~;-- ,_-_ Cj • 

dirigida pues son equivalentes ál nodo2, e~tci ~e señala poni~nd
1

~»llna ~~.ist~.r~ja '~scendente, 
en la gráfica dirigida, del frodo derech~''del .segundonN~l ~!·ri~d6,2.'.(~s~a ~lturi'diónse · 
m uestraen lá ~i¡fff.13; < : ' . 

En genéral, la gráfica dirigida Dde.1 jllego sé
1

.coh~tfL1y~ll~·Ündb I~scon~~ncfones que aquí 

::~::~:::::::::;::·:º:f ;d:df l1~í~~1~i~~~~I~~~~~1~~~f :~~:~~~ 
A y B respectivamente; .tales que ~·'.es]hijo de.:.A~; ~n particul~~· es pÓr;Csto,que la· gráfica 

dirigida no necesariamente~;~~ Ó~bol%0~~~.'~~1i~'bié;·~~~·d~-~~;s~;-~·;~'1~'~i1(ii~ 13.-
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Figura II.13. Gráfica dirigida hasta el cuarto nivel. 

II. 7 Localización de estados c<1uivalcntcs 

Para desarrollar el algoritmo que nos permita decidir en la computadora si dos estados son 

equivalentes, desarrollaremos primero una nueva forma de representar cada uno de los 

. estados. 

En este algoritmo, representaremos un .~stádo por.\mediode una matriz cuadrada, 

·· de~ominada matriz estado, cuya dimensiÓ~ e~ igUal ~rr'i6ri1ero de vértices del juego; en el 
·' ,. . ' .· ·.· . " . ·:· .,.- ... ,., ·, -·.· ; •• -,,,_. '•! '·-

caso · cjüe ~stainos usando· conio ejerríp1d;q~Vm~iri~' ~e~á dci>c:Üm~nsión cuatro. La matriz . ·. . . - - ' -. .,. -, - ·.-. .. ·,,." .. · · .. " .. -<-' ' ·- 7. ~.-- • -, -. ; .-. • - - -

estado.toma en cuenta lacoloració1i y.ést1navririarite .de lh mátrizde adyacencia (Def. 9, 

Capítulo 1). En esta matriz la elltrada{i,j) representa l~ar~staque urie el vértice i con el 
. . . 
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vértice j, asíque colocaremos un cero en laentrada(i, j) encaso de que los .vértices i, j no 

estén unidos; el núníero 1 en la entrada (i, j) indl;ará que la a~ista la trazó el priiner jugador 

( colorrojo ), mientr~s que el níunero 2 indiCará que"lá trazó el segÜl1dojugador (azul). 

A fin de ilustrar esta-manera de representar un estado, tomemos, por ejemplo, elestado G1 

que se muestra eri la Fig: ll.14. 

2 

4 3 

Figura 11.14. Estado G2. 

La matriz es1ado que representa al estado de la Fig. II.14 tiene las sigt¡ientes características: 
• ,_ •• > ' ; 

Es una matriz de cuatro por cuatro. Las entraclas (1,2),pA)y (3,~)s~~ iguales a cero. Las 

entradas (2,3) y (3,4) son iguales a 1 y}a entr~J~·p.~Je_{_ig4a1·~2.;. ..,_ '\ - -

La arista que une al vértice i con el vérticej,_e~ l.~misn~áql1~ urje'a1v_1frtícieJ:.~<>,:n_eLvértice 

::~::::.::.~::,:::~:;~d:&~2~~~j~}¡~~f~t~f~Jl{~!~if}i~i~f~:·~:::~ 
de la gráfica no.está11 conectádosco~sígb ;~~~~it;~!- . ·:i,J• ·<· /i':' 

La matriz qi.ie representa al estado e, (¡i;:: ld'Fi~.:Ú:14'~s fa sÍguíinte:' --
. - ' - ' ... _;· - ._ ,_._.- - ·-"-~. - - - =- .. -- : ,--,-··. ,.,. :. ·., -- -· . ·- - . ' 

o o 
o o 
2 

o 1 

Una vez establecida la nueva forma en que vamos;:a_ representar los estados, en la 

computadora, a· partir de la matriz estadÓ, ;~~liari16'i,a·aÍ1~Íiz~r~l·-easo:d(! d~s estados 

equivalentes. Para ello, junt~ con el ~st~~o 'aJde,la Fig. uj4, ton1~mos el estado 0 2 

ilustrado en la Fig. Il.15 y la matriz quelo rep~~seflta/ 
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? 1 

LJ 
4 3 

Figura 11.15. Estado G2 

2 

3 

4 

o 
o 
1 

o 

o 1 o 
o o 2 

o· o 1 

2 1 o 
2 ···. 3. 4 

Los estados G 1 y G2 de las Figuras 11.14 y II.15 respectivamente son equivalentes, un 

isomorfismo cromático <!>.de G 1 en G2 consiste en enviar los vértices 1, 2, 3 y 4 a los 

vértices 2, 3, 4 yl ~esp,~cti~amente; Sin en1bargo, como las. gráfü:a,s coloreadas' son 
;·<-' 

distintas, las matri~~s' q~e répresentan a estos estados son necésariament~ distintas.' ·••·· 
··:.'.,. . , .. :·::1 ... , ':;-_·-... ; r-', 

Para entender cómo se obtiene la matriz ele G2 a partir de la de G 1 y la permútaCión ~que 
. ~-.. ·, <. . , . _. . .!. . ;.,'·._. ¡<··: ·.: .. ;:;·:~".>:"":-~}':;~::·:\}> ''.-.;., . 

. transforma G 1 en G2, realizaremos una transición más gradual de (J 1 a (l2:> '.) ,: T ··: 
En cada paso intermedio, la nueva gráfica coloreada se obtendrá cle I~ arif~~icir/ihe'cliante el 

. . . ' . . . •.. . ... / . 

. .intercambio de dos vértices. Simultáneamente~. iremos corisfruyend~ la ri1~triz hsoCiada a 
, ' . . .· .. ; --~·' ~·; ~.: '" .. '. .. . . . . . 

cada nuevo estado obtenido. 
• 1 • 

--·· -· --- --- ··---

En el primer paso, intercambiamos los vértices 1 y 2 de G 1: 

2 

XI 
o o ·.·. 1 1 

o o 2 o 
1 2 o o 
1 o o o 

4 3 

En el siguiente paso intercambiamos los vértices 1 y 3 de la gráfica anterior: 

47 



2 3 
o 2 1 o 
2 o o o--
1 o o 1 

o o r o XJ 
4 

Y finalmente intercambiamos Jos vé1tices 1 y 4: 

2 3 
o o 1 o 
o o o 2 

1 o o 1 

o 2 1 o XJ 
4 

Esta última gráfica es 0 2 • Notemos que a .cada paso; esto es, .en cada permutación del 

vé1tice i por el vértice j, la nueva matriz obtenida es el resultado de intercambiar el renglón 

i por el renglónj y después intercambiarla co
0

lumna i por la columnaj. Esto que se verifica 
'·.·. ---·; <', . / :' 

fácilmente cuando el isomorfismo consiste de. sólo intercambiar dos vértices ocurre en 

general: ahora podemos verificar de. una sola vez queia-rnatriz de 0 2 se obtiene de la de G 1 _ 

· permutando los renglones -mediante la permutaci<)n f Y,ª continuación permuta~ddias 
columnas también mediante la permutación <j>. Sin :~mbargo; en nuestro:algor¡Íh1él llo · 

permutaremos los renglones y las columnas de j~5;·1ri'iÜtfic~s de lo~ e~t~d~~;f5¡'~c,'_~u~ 
' .. , .. ···-· ---·- .-...... ' ... · .. _,_ ... -· .,-... "' 

~~:~~·::::: :: :·~~:::u;: :~~:::~::º:iJ;¡1;,l~~B~~~~,~~1~,iUl~~i·~i·,'.' ~, 
conjunto [A] de sus permutados. En particulá'r~ ló'Se'stados Ny)B son'.eqí.iivalentes',.siysólo 

-: · -. , . _ · ·'. ~,~.:~ _,_ ·::;·:;/:~f:~f~:\:~-/;t~1\.:~!~g1.r~--:t~:~---.. ::·'.~~,~:·:~~!_'!i~;-~; ::.t~>: -. '._~-~}-\~_,: .);_:~~»::·.~::::.;- .. ,- -;·::-:-~_\:· i/: ;,, . -·
si, el conjunto formado por las matrices d_éJos perifi.utadO¡;}defA';es'.igualal 'conjunto 

•. formado por .las .n1atrice_s de .1 os .• ··~·er.111.~l~~A~~~~l-~~f )¡l,~;ifl~~~,~ff ·'.;>}§X 5?~Í:.[)[)ii}:':'.J~( 7'(,;_;''./f ·. ;,\··.-· . . . · . ·. 
Para decidir· con· la computadora;siJos ;estados]~ ;y;s,sémiiguale's:van'íós ·a.é.oristi-uir.una 

'. .. . .. _· ·::;_'· _:-'· -··. __ .--.. · __ ,,- '.-.-:',>;·¡·- '_\~~·.,:. 
1

'_~;'_,:.:>~(:.¡~~::~~j;:,>,,;:~~~~~~)~[.i:--_,;~s~~~;,,.r:~-1~-·· __ ;~::~:.:~--~-~-,~.:·;_.:~·,~~;\',:~-~-~;,.:_~_:~_:_/:::""- __ - > 

-··función que ~a cada-matri,z ··esta qo )e·.~sig~e-.un ~nuajtfro,~·aF~q~é!Ia~1arel11ós; '.' nú111ero· 

característico provisional" •.• (denot~-d~;~oi\;d;?~<l6 ·t~(f~r~~ilq~e,·:~~l'~In~~~l~~s· clistint~s ·el 

número sea distii1to y para matricé~ iguales ei nÚ11ler~ s~a ~l 111.ismo. 
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Entonces; como decidir si los estados A y B son iguales es lo mismo que decidir si los 

c011juntos de matrices de los permutados de A es igual al conjurit~ d~ las matrices de los 

· permutados de B, bastará con decidir si los conjuntos de números característicos 

provisionales de las matrices de los permutados de A y B son iguales o ajenos. Más aún, si 

consideramos para un estado A el mínimo de los nli~eros característicos provisionales de 

las matrices de los permutados de A (a éste le llamaremos el número característico del 

. estado A), es claro qüe los estadosAy B sori iguales si y sólo si sus riúmerciscafaéterísticos 

son iguales. En la siguÍent~ seC:ció~ i~oí;struiremos el número caracterí~ÚcÓ provisional 

asociado con una matriz · ¿itado:Par~: ahorrar espacio en la comput~dóra, y dado que la 
' -_, . . . -. - . ' . . .-. 

matriz estado es simétri~a y co11 ceros en la diagonal, utilizaremossólo la pa~te inferior de 

la misma; esto es, la arista que úne al vértice i con el vértii:ej )~·~repres~nfaremos en 

estado(i, j), con i :::> j. 

11.8 Construcción dclnúmcro cai;act~rístico provisional. 

Para la constJ:ucciÓn ~e ~sta fuhciÓn ~iúi~?fe~1ós)a matriz estado, así como, la numeración 

que dimos a cada arista éÍl el algoritlho'gej.¡e1;ahijas en la sección 2.6. La numeración tanto 

de las aristas con~o d~l~své~ices se n{G~~tra~hik Fig. II.16. 

4 

4 3 

Figura II.16. Nun1eradón de adstas del juego de cuatro puntos. 

De la Fig: II.16 pod~mosobservar la siguieni~relación que existe ent~e elvectóriineam y 
: .' \".,;: .. ' . ..-- . ·' - ··--· . - ... - •. ,.. 'c.•._, __ - '";•,_ . 

la matriz estado:"Jia•arista señaládacon el núl1ier() l~ éll Ia Fig:ILf6,ufie alvérÜce l ·.con el 
: .. - - ·:' :,,'·-·'.' :· .·: ::. ' . '.·. ' " ,··-"- '··. ·.":-.·-·,·'.'f·'·.··,',,,,;;,'' .... (·.;,.:. ·.:->.-' ·«/_'. ,;-:· . 

2, por lo tanto, esta arista siempre va a estar representada· en·esic1doc2,' l); la aristaseñalada 

con el nú-~er() 2, une al vértice 1 con el 3, p~; IC? tj~;, ~i~~~~¡{_~~f=~éÍ:~~~;e~-~~t~di en . 

estado(3, 1 ), etc. · 
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... 
'. . . - .·· ,· ·' :.. - . ···-· 

. ' -:·:. , ·,. ' .-.... · ·,,. - : ' .. ·' '.: 

En el caso general del J~ego de· n puntos, la entrada (¡, j) clé. la matriz estado· (6on i >j) 
- ,_, ,., - ' - - ~' '·· • ' _. ·-• _! ._ - - • - -- ·-·' • • -•- ', • - •. " ·• _• • • •. .: '. - ·- -' - -• e_-. ·:·. .. (i-:-ly ·. · .... • .· .. · .... :·.·· ....... ·· .·· .... . 

corresp(}n.~~r~ ~ l:~,(;!~l!rll.~:ª• ~2 ~ n~-t).~el ~e.c,t()E}i~'fªll}~ ~~to .co~res!Jonde .ª numerar las 

aristas de la gráfica c6m~leta den.vértices en el orden: [2, l], ·. [3~ l], [3, 2]; [4, l],; . ., [4, 

3], [5, l], .. ~, [1~. i;~i]. 

Para·racilit~rlaccoÍ1sTru~ciónédel.nÍlmero car~cterÍstiCC>provÍ.sionai~adernás, ·de representar 

las jugadas d;l p~Íl~l~ro y segundo jugador, se~ala~e;1lo~~n ·la matriz estado el lugar que le 

correspond~ a cad~ aiista, con el númér~ de: ést~ eútrtÍparénte.si~. 
- - " . . - .· ·~ . - • .. ·'- '· . .¡ .. 

• 1 : ,.-. ; .: • ' - - • ·:· ~- - .. '-- _. ·-_ • / • ' ,: : : :. .-

Considerénos. el estado representado en j~ Fig .. II.'17y s~:mairiz asociada: 
- -.... · ·.· '.. '· .·: ·:-- ... 

2 

4 3 

Figura II.17. Estado del juego de cuatro puntos. ·, 
• . .; 

El nOmern camoteci,tko prnvi,;onal má co~i~o&d~¡t~~l~i~(~Aíi~l~~ijMl~~~;~icf'iara 
guardado en una variable entera de doble precisión. Para'asignarlo:a'la'matdz":deléstádo de 
1 F' II 17 1 1 · · t • :'~:': . ~~·,'.''/'/:>'.;f' !ó·-~~.(;•f.';~:· ;•'.' ~;:~. . :· . 

:e~~~~e1~10: 1:ª1:e~::.~:. :u::a:::. ~~s jugád~s·· d61•~~tri1i~}J:~k~~~?~s{g~is;~~lo:i'1'.:if/ .••• ;K- :/•····· 
Si en el lugar señalado con ( 1) hay un J, elp~iin~~ ~ígitb, ~~ cl~rd~h~:~ii ~~~Ü~ér<l'i, del 

número característico provisional, ncp, es l, ( ncp = 2° ), si no, es ~ •. ~l ~Íl"'t~)':h!~~'~n l,''el 

segundo dígito es 1, (ncp = ncp + 21 ), si no es O. Realizamos el proc~di~l~~i~~,~~i,úiói para 
"':·. -~ ; :r· 

cada una de las entradas de la matriz estado señaladas con el número (l)fi~sta',el riómero · 
f: '-/' .;-.~ 

(6). Cori esto tenemos la primera mitad de los dígitos del número carácterístico.p~ovisional, 
';-' 

en el ejemplo que estamos siguiendo, tendremos ya los primeros seis dígitos. ·.· 
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Procedemos. de la misma manera para la segunda mitad de los dígitos. Sólo que ahora, 
- . - - - - - -· -

buscaremos las aristas trazadas por del segundo jugador, esto es, las entradas de la matriz 

donde haya un2.0travez, empezamos por la entrada señalada con el número (l); si aquí 

hay un 2, el primer dígito de la segunda mitad del número será 1; en el caso del juego de 

cuatro puntos el séptimo dígito será 1, (ncp := ncp + 64*2º ), si no, el dígitoserá O. Si en el 
- ' . . . 

lugar (2), hay un:i; el siguiente dígito será I, (ncp = ncp + 64*2 1 
), si no O. Y así para cada .. ... '· -. 

u11a dé las e11frádá.S'~cle. IÉCfriafriz estailo señaladas con el núrllero (!),' hastad número ( 6). 

En el caso del esta~'~ 'r~p~~~e11fodo por la Fig. Il.17: las ari;stiisJ y 5 fueron trazadas por el 
. . ·. ·: .· . •' . ··;,. 

primer jugador, la 2 por el segundo y las aristas I, 4 y 6, nci hciri sido frazadas: 
. . . ' ' .. - . . 

- ~~- ~. . '. .- .-.:·: ... 

2 1 1 
2 IO 2. 9 2 8 2' }1> 2 3 22 2 1 2 o 

o o o·;.:· o ,-; 1 o o o .. . ; 
6 5 4· '3 \'': 2 5: 4 \3 2 

jug~cla~ d~I p~im~r tirador 
' .. ,·.. , .". 

El OOOOIOOIOlOp (e11 base dos) es el rÍumer().Cille a~ignanios a la matriz del estado, en 

notaCión decimal; Í1cp ~· 22 + 24 + 2 7 = 128 + 16+ 4 = 148~ 

Para cada unade l~s posibles permutaciones de los vértices de un estado, asignaremos una 

matriz, y a cada matriz un número característico provisional. 

Ahora asignaremos a cada estado su número característico, que no es mas que ~l mínimo de 

los números característicos provisionales de las matrices de sus permutados~/ 

Entonces, como ya se aclaró en la sección anterior, los estados A y B so'n i~uales si y sól~ 
si sus números característicos son iguales. 

11.9 Algoritmo para construir el número característico provisional. 

En el algoritmo para construir el número característico provisional de una matriz estado, al 

que llamaremos asignancp, necesitamos representar en la computadora las entradas de la 

matriz estado que le corresponden a cada arista (En el ejemplo anterior,. .los números 

señalados entre paréntesis). 
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Para esto usaremos una matriz cuadrada denominada localización, cuya dim~nsión :s igual 

al número de vértices del juego. En esta matriz guardaremos las posiciones en el vector 

lineam que corresponden a las aristas de la gráfica completa (ci a las entradas de la matriz 

estado). Como ya se dijo antes, sólo usaremos la parte inferior de Ja matriz. E.n el caso de 4 

puntos, esta matriz la definimos de la siguierite manera: 

loi:Cllizéición(2, 1}=·1 · 

/ocalizacion(3, l) = 2 

localizacion(3,2) = 3 

• localizacion( 4, 1) = 4 

localizacion(4,2) = 5 

localizacion(4,3) = 6. 

En el caso general deljuégode n puntos, gracias a lo visto antes, será: .· (i-1). : •. 
localizacion(i;j) .. =:'.·.· • • · ··.• .+ j . 

. ·· .·' .2 ... 

También ~1tilizaremci~ dos vectores, cuya dimensión es igual al número de vértices del 

juego, a. Jos>quellrimaremos /ir y lic. En .el vector/ir representaremos el renglón de la 

matriz estadoque le corresponde a ca4aarista de un estado cualquiera (o acacia pÓsició11en 

el vector lineam). Deh1 misma manera en el .vector lic representar~n10~: Ia!coluri1.~a de la 

matriz estado que le cor~~sp~nde acacÍa <1rista del juego. Por. ejemplo/la a'ris{a(que va del 

vértice 1 al 2 estárepresentricl~en ~itad6(2,:1), pÓr lo que, /ir(l}= 2y !Íc(Ú i=}J, ~t6. 
' ' . : . .<>< ,.,-.(;· . .:-- ' -_, .. , ' ' 

lil'(l) '= 2 la arista 1 se localiza ~l renglÓn2 dé esíado. 

lir(2) ,,,;3.Ja ari~ta 2 se localiza el renglón3 d~ es}a,h 

lir(3),,;, 3. la arista 3 se localiza el rengÍón'3 de eitad~ . . · 

. /ir( 4) = 4. la arista 4 se localiza el renéó1i'4 ad es~'1d6; 
' -f'' "'! '., ,,· . ; ·~;: ·, -, 

lir(5) = 4. la arista 5 se localiza el réng!Ón'4 de estado . . 
: : ; . " _J~:.-::1ªt ;:: ~ : ~;~~{~:- ,i",':_: .. ~ 

. lir(6) = 4. la arista 6 se localiza el ré~~glÓ.ifí°d~ e}/~c1~: .. 
/ic(l) = 1 la arista 1 se localiza ~n1f C:dlui~~~} ~~·esíado. 
lic(2) = 1 la arista 2 se localiza en la colun'íná, 1 de estado. 
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· /ic(3) = 2 lá arista 3 se localiza en la columna 2 de estado. 

lic(4) = 1 la arista 4 se localiza en la columna l de estado. 

lic(S) = 2 la árista 5 se localiza en la-columna 2 de estado. 

lic(6) = 3 la arista6 se localiza en la columna 6 de estado. 

En el algoritmo asignancp, usaremos las siguientes variables: 

. l1/=nú111ero de lírieasdelá gráfica completa del juego.· 

qncp = número característico provisional correspondiente a un~matriz 'estado'. 

qnci = 2111 lugai- que le corresponde al primer dígito de. la: segm1da niitad del número 

característico.provisional; 

(La q al principio es para.quesea de doble pr~c:isión) .. 

' ' 
' ·. -. . .·· 

El algoritmo a;ignancp comienza asignanao .cero aJá variáble {jncp ·y ejecuta a 

continuación• iris ~ig~iienf~s 'dos ~ta~.~s: .. ; '· 

-J ';. - ' '.-'. . .:~;.: : ~~ : 

En la primera. etapa co~strui.n1os l'Üprinl~~~·l11ifa(de(;ún1er~· .. caracte~Ístico ¡J'rovisional, 

para. el lo buscamos ell la. mat~i.Z: ~~f ~cÍd i,~.~~~~i;ta~s ti~;d~~~· ~·or .el ~rini~r j ~1gado~·'. Prira ello. 

localizamos los nún1grOS } :g¡:¡. rn~ ·6rit~rid~~·tté'!a rhritriz estádo, ~eñriladris COll ~]·número. (}) 
. • , . . . •• ·~._ . ·;~, '. • : • .: ~,, .';ci· ' '.• ' , .' ' ' 

hasta el número (6), ele la,~i~ui~l1t~~1~ner~: . 

Para i = L.h~·~·t11<·1_j(~~-<:~ .. s~·jf:::~f~-- .;·-
111;engl~11 ';i· ¡ ir(Í)··· . 

. ncol11ni1;a·~·pc(i) 
Si estádÓ (111;e/1glon, ncolwnna) = l entonces 

qncp = 911cp + 2<i-J) 

En la segunda etapa'construimos. la segunda mitad del número característico provisional. 

Para lo cual b~sC:~n~6~ g11; la matriz estado las aristas trazadas por el segundo jugador. Esto 

es, localizamos lo~ í1in1~~os 2 en las entradas señaladas con el número (1) hasta el (6) de la 

siguiente manera: 

Para i = 1 hasta ni: 

nrenglon = lir(i) 

ncolumna = lic(i) 
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Si estado (111~e11glon, ncolumna) = 2 entonces 

q~c; = qncp + qnci *2<i-ll 

Claramente, al terminar asig11anc1J el número característico provisional de la matriz estado 
·.--. ·:: . 

queda almace11aqo eri lavariable qncp. 

11.10 Algo~it~o"p~~~º~~igi.~r',él;il¡,,,~,o7característico a un estado. 
>~~:;/ _..~.~-,~-.t:/• ·<··i'· ;:<:>~··' I<' 

--·"·'-'_ _.--... ,:, >~-;-· ·;.;c.. 

El algo;ittno1;c¡,:j/¿;j,~¿1iii~,)~a;? asigt~l{; cbl númef? b~ra6terístico a un estado A utiliza, a su 

vez, otros,d6s ;~l~~~Ú~¿~::;,a~¿niás ~á~ }!fifi,;a;cp. P~imero explicaremos el algoritmo 

varita111akÍ~c;y;d~~~Gés1'briclKui1Ó'clé1ó~ clcilri'~éJÓs ~i~C>ritmos usados en él. , . 
. - :-~--~_.'_.. >·" .- .. 1 .. :.·"· \~~ ---~'-:.:.·'.::. ·:~~~ ., - ~;,~~-~ :·'.,·.-• .-·~- ._·- ;\·;,~:-·:.~--- ., 

. ~-,-·:_y:··_;.•,,_.: __ \,<"·-~ 'Y:. -;_,,: .. ;-.;.~· .... :.:,:--L·-, _ ·.;. : _';¿, 
. <·,'.~.,.: '·:-:'··'-~--·,, • 

En el algorit1~{0 v'7ritainÓgi~~/ne8esitamos Josiguierite: · 

1.- La variablé:hil~~ii·d'~i.r,~~'.r~~~t!t~~~()~ el ~úri1ero de. vértices del juego~ 
2.- Un.vectorde.dilll,enslÓn'11v/alq~e.'Iiánrnmos npermllfacion. En é1 repre~entarem~s cada 

permutación.,, Pó; ej~nÍpl~, e~ ~I juego de cuatro puntos cuando aún'.no l1~~1b~)iecho ,.· 
ninguna permll¡ación, n¡iermu;ación(l) = 1, npermutación(2) = 2, n¡Jer1¡i:i,;'dción(fr ~ 3, · 

. . ' ' ... . ., . ' ' ... ,,, .. ::·· ,. '"1,•'>--'t'<(· . : . 

npermutación(4)=; 4; si permutamos el vértice 1 con el 2, entonc~s 1ip.<!l:il1i{((iciónp) ~ 2, 
-· . . ::,.:,-

-~J)Je~·111u1aCión(2) = __ l,,nP~.1?~1ufq~i~!1(3) = 3, 11per111utacJón(4)~~:4_~:, .. _ .. <.-.:~:>.~··1·~{)~ ·~- ~·;:;~-~--.. ·~,· 

3.-La matriz estado de cadri permutáción la representamos en ú11a·~~{{¡~J¿·Gidrada ú'al11ada 

estadop, ya que la; matriz estado donde no he~Jºs,I:~.<!l;o·0 .. ,{irn~§~~~{B~~~~tación la 

utilizaremos en el resto del programa. ··. .··. ·' · .. < -~ /' > '.} .. ·•• ... · '·,·· .. < >, •:; 

::: L::::~:I:"f.!i.~~¡° ;:,f ~:;:~:iJ~,)i~1~?i~~¡~~!~;~~f~'irt~niL,ed•tico• 
provisional~s.>··•,, ··''}'···:···'¡• ··.·.·•• ·•···•/;\.·~·· <,,:;';_,: 

.. · :=·.:~~· ;:": .. : " : ·f.·'.: --, ,.,_. , '·~ ·: r_~. ,:.·:_ ;""~-.- ~ _-._,<· 

6:-.·La .variable q11cpara;represeÍ1úir'el llún1ero caractedsticd.;-···· ; . . 

7 .- La var\abl~ i1i'di~Jj~q~6, n·¿,~·i1idi6~~á'~Í ~~isi~ ot~a p~r~~~~~ió~ de los vértices . 
. : : ., •' ~. f:, - ; . .-, ·;:,~-; ':- '·»:">. ·_;: .. 

Este rilgoritú10 ~co1l~is~~ de tres •etapa:: 'Para·. ilustrarlo vamos asignar el número 

. característico al estaclo A rebreset~tado erÍ la Fig. II.18. 
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1 2 

)<] 
4 3 

Figura II.18. Estado A 

En la primera etapa generamos el número característico provisional del estado -A, donde 

aún no hemos hecho ninguna permutación, para esto hacemos lo siguiente: 

a)- Representámc>'.s cáda':vé~tice del estado donde .aún nos hemos hech~ ninguna 

permutación en. los vie:to~es i1kd!;mulacion, -

Parai = lhá~t~.i;i,. ;,< 
. - "· . ' . 

npermuti:u;Íon(i) ~· i 

En el ejemplo npermuú1ción(l) ~ 1, npermutación(2) = 2, npermutación(3) = 3, 

npermutación(4) == 4 

' ' . - - - ·- _· -

b )- Utilizando el vector npér11111t;1cio1i; con el algoritmo generaestadop generamos 
.. . . . - :. ,- - -,.·. ·, - -- - . 

la matriz estadop correspondiente a los vértices del ii~'ciso anterior (este algoritmo se 
,;· ·' . - ··- . . . . .·} 

explicará más adelante). 

En el ejemplo la niatriz estadop es la siguiente: 

c)- Con el algoritmo asignancJJ ·a;lgr1amos el número característico provisional, 

qncp a la matriz r:stadop generada e~ inciso anterior 
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En el ejemplo; este núrnero es 00001001O100 = 22 + 24 + 2 7 = 148. 

d)- Como nos interesa el menor de Ios'números característicos provisionales, cada 

vez que generamos uno, compararemos si es menor que los generados 

anteriormente. 

Como hasta ahora sólo hemos calculado el priniernúmero caraC:terístico provisional 

entonces: 

qncmin = qncp , , 

En el ejemplo qncmin = qncp.= 148. 

En la segunda ~tÍlpivgenera;11os los estados permutados de A y calculamos el número 

característico provisiorlal a la matriz correspondiente. 

'' . 

a) Con el algoritmo sig11ie111epe1:1nuÍa~ion· gene~m~1os ''el /nuevo vector 

npermutacion si es que aún hay tal, ~~i este 6~so le damos a Ú~lid~ ~¡ .'Valo'.r f(y si 
. ' ,. _ ... · . . . .· •º- - . ' ',_'/. ·'' ... '•-·' . . 

ya han sido usadas todas las permí.itU~iones;Ie d_m~Ós aindicj)'eLyriib'rO; · 

En el ejemplo, 11per111111acio11(l) =l, npermuiacio/1('2) ~ 2; n]Jernfr'lácion(3) =4, 
npermutacion(4) = 3. 

b) 

- -. - - - - ·- ' -

En el caso de que en .inciso. anterior haya existido. una permutación más de los 

vértices del estado A asignamos con' el. algoritmo ge1ieraestadop la matriz 

estadop correspondiente al nuevo estado permutado A'. Esto es: 

Si indicp = 1 entonces 

Gosub generaestadop 

En el ejemplo, la matriz estadop correspondiente ahora al estado A' es la 

siguiente: 
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o 

c) Con el algoritmo (lsi~nc~~c1l.i~igfi~'T~~ et• nú.111ero cara~terístico provisional, 

qncp, a la matriz d~l ¡;.¡dsb ~11téri~f.i~~ e~. ' , ••• e 
., ., .. \• .. :'·_::_ ,,:.;,:-.' - '· __ , __ ,. -'·· .. 

En el ejemplo/el '.n9füerO,;~~~tict~rís!ico prcfvision~l c:orrespondiéntea lri matriz 

estadop.es; qn~p f~ooio§qo{o1ü'.ó =,2\¿- 2{+29 ~s3i~ 

d) Comparamos sl e(~t'.u11c!rCi~~r4cterísticoprovision~lque cálculamos en el inciso 

anterior coí1.el'.1i~eh~r.~~16t1a~b tiast~;aquí, es cl~clr, . 

e) 

si qncmil1 >~1f!cp ~~t~~~~s'qncmi1~ =}111;cp 

En el ejémplo,>el ñÓmero característico pr()visiorial del estadoA' es mayor que 

qncmin, ~or lo tanto qiicmiJ; ~ueda ;c)n el .valor que tenía .. 
·-: ·· ..... , ·. ' .. ·. 

del estado A, esto es,· h~st~ Ú~dicp =: O~ 
Repetírnosla segundá° etapa d~l~lgoritnio hasta que no exista otra pérmutación 

,. ,; .·_ •, <·, .. l·' ,·· - ·- ; ; ;·.· • • - .• 

La tercera etapa consiste en asignar el rriá~:.pequeño de los t1iin1eros característicos 

provisionales a la variable qnc: 

qnc = qncmin. 

Al terminar el algoritmo varitamagica el número característico del estado A está 

representado en la variable qnc. 

A continuación explicaremos los dos algoritmos (el que genera las permutaciones y el que 

genera la matriz estadop correspondiente al estado permutado), que utilizamos en el 

algoritmo anterior. 
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11.11 Algoritmo para generar la matriz estadop correspondiente a una permutación. 

-El algoritmo, generaestadop, que asigna la matriz, estadop, a cada nuevo estado A' utiliza 

la numeración que se le dio.a las aristas de la gráfica completa en el algoritmo generahijas 

en la Sección 4 de este capítuk>: Se usarán los vectores /ir y lic de la Sección 9. 

Para ilustrar este algoritmo to111are1iíos como ejeriíplo el estado A de la Fig. ILI 9 y la 

matriz que lo representa. 

2 
o 

. 

o o 
·-

4 3 2 1 o 

o 1 o o 
Figura 11.19 estado A 

Para obtener el estado A', ilustrado en la Fig. 11.20, permutamos el vérti~e 4 con el 3. 

1 2 

)<I 
3 4 

Figura 11.20 estado A' 

Recordemos, que este algoritmo forma parte del programa. para asignar el número 

característico a un estado A. En él, los vértices perínutado~ loS representan1os;en la matriz 

nperniutacion: Por I~ tanto, los vértices del estado A' d~I ejemplo están r~presentádos como 

sigue: 

npermulacion(I) = l 

npermulacion(2) = 2 
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npermutacion(3) = 4 

npermutacion(4) = 3. 

En el algoritmo generaestadop~ para generarla matriz estadop.correspondiente al estado A' 

se utilizan: 

1.- El vector nperúiiÍtacion que contiene la permutá6lón ~ue .se ~plicaráal estacloA. 
' . ' ', ,, . . ,- . , .. ,., ~ . . ' .. -·- . ' ' 

2.7 Ufs-11íatriceiú1·y1;e:para roe:a1izare1·re-ilg1óiiy"1a"co1iirrlriri &1irrlatrizes/ad?-·donde 
·. está repre~~ntada cada arista. (Estas matribesf~~r~n definid~s e~ la Se~ciJ1~· 9,) > . 
3.~ Las va~iablesn1;englon y ncolumiwdo~de representaremos los vértices:;(r~nglcmes y. 

colu;nnas dela matriz estado) de cada 'ariÚa dél estado A. 

4.- Las vari~bles nrenglonp y ncolllmn~p donde representaremo~ provislcin~lménte los 

valo1:es que toman nrenglon y ncolumnCI después de aplicar la permt1taci6n',~j1~rhrntacÍon 
·de los vértices. 

5. La variable ni que represe1~ta~!I~úm,ero de aristas del juego. 

6. La variable nt~mp d~nde'~epré~entarei1~~s pr~visicmalmente el valor de cada arista en la 
··~· . ···. 0 . . . . 

matriz estado. 
. , :- ~\-~:' 

El algoritmo generaestadop es~¡ ~iguient~: •· . 

Se repiten las siguientes etapas una\feiprir cada línea i de la gráfica completadeljuego. 

Para i = 1 hasta ni 

a) Asignamos en las variables nreng/0~1 Y. ncolumná el número de renglón y columna de la 
-- --- ·- - - -

matriz estado que corresponde: a.la ariSta i del .estado A .. 

nrenglon= ¡;,:(i) ; ; 

nco/1111111Ú~li~(i)•·· 

En el eje1nplo; 11/·e/igÚ.11;·:= lir(1) = 2yncolumna = lic(1) = l. 

b) Asignamo~a\~:?~~ialJle 11te11lp~l ~alol'(O,) ó 2)con el que está representada la arista i 
en esicido.~~ ~-·;~é :v•--: '.:. •: · ...•. ··< .. ~; ·f> .,~ ·· ' · 

V :~ 

ntemp;, e~/~efo(n1;e/tgloh;: 11collúú11'a).) < . . · . . . .. 
En el eje1riplo la ~~is~a f'.~stá riibre~~nt~d~· en-estado(2; 1) por ~n O. Entonces ntemp = O . 

. . - .. '. '··: ';. ;--· '. _;;·, -_· . . . ·. ' ' 
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c) Utilizando la permutación npermutacion, asignamos en las variables nrenglonp y 

ncolumnap los números que corresponden a los. vértices de la arista i, después de la 

permutación; 

nrenglonp = npermutacion(nrenglon) 

11co/111nnap = npermutacion(ncolumna) 

En el ejemplo estos vértices quedaron fijos por lo que nrenglonp = npermutacion(l) = 1 y 

e ncoluinl1ap'= npermutacion(2)'= 2. 

d) Para utilizar la parte inferior de la matriz ne.cesitamos asegurarnos de guardar ntemp en 

estadop(i, j) con i < j, por esto: 

Si nrenglonp < ncolun!nap entonces. 

nntemp = nre11g/01ip 

nrenglonp = ncolumnap 

ncolumnap = nntemp 

En el ejemplo, nrenglonp < ncolumnap entonces 

nntemp = nrenglonp =:= 1 

nrenglonp = 11co/1111111ap = 2 

11co/1111111ap = 1111/emp ~= 1 

e) Copiamos el número que le corresponde a la arista i.en estado en la matriz estadop, (que 

tenemos representado en ,nlenlp) a s.1.1 nU(!VOJugar en la matriz correspondiente al estado A' 

con los vérticesperr1úthcl~s. '< . . . . . . . .· 

estadop~;,.~11[Jl~11¡1,¡IÍ~ol1Í~1;11~1;)•·:: 111~111¡} 
~ ; e~ •• :-;•.·-·.:':',,<~·/-'~~-'•,-' 

En el ejemplo, estadop(2}J)=. o;· 
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11.12 Algoritmo que permuta los vértices de un estado A. 

El algoritmo siguientepermutacion, que realiza las permutaciones de los _vértices de un 

estado A utiliza una propiedad de las permutaciones que se refiere.a la forma en que una 

cadena de símbolos puede ser ordenada. 

Por ejemplo, los números naturales expresados en base 10. Aqti(lós símbolos so'n los 

dígitos o, 1, 2,. .. , 9 y las cadéimsºsotllós riuméros qúe se'puea~l1~t~~1~fa}e:if11·ius~·corno 
los dígitos están ordenados del. o sigue eli' del; i el 2, et~ .• esto•~e~~;Ei·f~t~rd~~ ~ que 

' -.. ' . . . - . . ' . ', . . . "'· :;, ' -~-¡ \ 

estamos acostumbrados en Jos números./ . · · '.~;! '··· -··· • 

Si consideramos las permutaciones ele t~~s dígit~s _ l, {3 podemos ~~~ ef·riia~;;f¿();i~o si las 
\ --·.- . . . . . ,- . -· .- ·,·-- .. _, . -~·- - -·,. - . -

permutaciones fueran números de tres dígitÓs y las Clrdenamos en ordbí~ ¿;~~iériitf:23; 132, 
' - .;_. ~ '. :(· . '.· -. . . : . -., "<. ;.:·_' ' ':.-''.'.:~.' :)(:·~- .. -.:·'.t:~-~ · .. . .': 

213, 231, 312, 321. Observemos qüe estas perrnutaciones, interprefa:é:las/c'oh!o;'í1ilmeros 
_ .,-_ . ~,_ .. ..:._~-- _".: . ·-·. _-·:.-·> ... , . ._-._:'.;:l1-.. ~'.::;~f;-~;::-\?.:;:(.:,_}iL:r.~<t:'.i·:;-;:.:;:-·_--~--

naturaJes, son todos los números. de. tres Cifáis distintas.· que se ¡)üeéieri'c"forn1ar'.'é()ii• Jos 
- . '-~;r-;.' <;·~-;.-,_ 'Li;.~._ .. ):._:'> »»~"":! ~ ''" 

dígitos l, 2 y_3. ·· ' )~i,>,5.~_:¡,_:_:_:.· ,,.._, J:.':• ,··, · 
·-·,·. , <-,', ... ~~:;,.~r; 

. ._·-_ . . ._. __ ._·. r··i:~.,:·,·'.~1)J;Mt:~i;1i ·:·t-·>:f· .· 
En general se puede definir el orden de las cadenas de símtJolos·~cÓÍnpafándoiÍas\:adelms; 
.. " ' :· ' ' . . ' ·.. . --._._.;:·~>''.'. ::,}_\c":·;~?//·:.::¡~~~}-:;(:?f,::.;:·<'.;_~_~.ff';~\~~-;~~'~'. .. {·;~f:.':'·::.: >y,··.:.", 

símbolo a símbolo, de izquierda a derecha hasta e~c~11tr~~-.e\!.P~ih1;~.J~~ifrJq~ri4~ las . 

::~:::::=:::~0~0n:::~::: ~: 0::'.' que la otrn ,¡ ~t;t[~~~i¡Kt:~n"![i~6t~e va · 

El algoritmo. siguientepermutacion recibe una. Pf!rnúlta'cióri;y/reg'resa5Ja·1siguiente' eil ,el 

orden descrito antes. Si ya _no hay_ una per~1i~~~c{~11;~·i1g~f~m~)f~h{~b~~i:{{~¡·~~ú'8¡ ~?nJa 
variable indicp = o. · ..... "": :r :·', -~.,·:..: .:,;~ ,::si2 :3_~~-Di}·! ;-~~ E~' j - : 

El algoritmo que perm~t~·-_1º:?;jti_~;~:~.,~~:~·11~~b~~§;~.~~~fi~0~~~~.~Ni;_~.~11~;~~~~()~:Zf~~in~J,·. 
donde no se ha hecho.111ngun~pern1u~ac1ón;:P9f<I~ma,1:1er~ que11_umerai11os)~svértic(!s_de 

un estado, la permutac·i·ór1-ºtie.i_\I.~.1 .. _.'~Y~t~~:~~J1~.~i~t\h:;f~i~~a,;i;f)¡?~i·;?tW'~i~~~,&~·{%~~i:~;~;~s···~l. 
n út11ero más pequeño. · q tie ;·poqem(¡s~::Jor111m'/.cón '.est9s :,?¿díg~to~.·p~La)',f,oriria/ e11 ·:•:que 

, , -. ·:t. ":'--~.>- ·:.y::.t:,..::·,;;:,,, · ··:.':~~·~·/ -;~:;;~~-:-?]\/:~ ';:r~::~{:·:\1~25.\·~~;:~~::_k\-¿~::~~1~·+:1vf:.-.";:~~~~::.:.;~~~~'.\-~~~~~~/t.}2:)r \:{:?:~:.'.\ :·; ;·:\ .. : -~_. .. ,\-. 
generaremos las perm~tac1011.es'es_: __ en or~en ·creci~ntei~s'clecir"~;partird~J.númer~·más 

:;:¡~::º formado poc JOS ~lgito•I , ~;,.~[ri ·'.~~ff ·~:~t' ~f ;¡~~i~'~~~Wt~1:fu1 áii~o; 
, El· algorit1ri~ sigliiel1tej}erli711t(íci~li:con~ist~·en\raffas·if~~i¡i;jfü~}~~l~~~~t~p~ coii~iste 'én . 

localizar Ja parte de la permuiaciónq~e ~~ acarribi~;; 1rik iig¿¡~~~~·S:üenért qüe ver con 

cómo efectuar el cambio. · 
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Primera etapa.- Localizar la parte queva a cambiar. -

Van a cambiar los dígitos desde un ciertolugar a Iaderecha y lcís núrneros a la izquierda 

quedan igual. Por ejemplo, 'e~ elca~d de 4:clígit~s, ~ la penhGtación l 234claramente sigue= 

la permutación 1243: el 34 cambi~ por el43;éstosson Jo~ dos últimos dígitos de Ja parte de 

la derecha que cambia'n/el ]\; ef 2·nó;;C::aíJl;j~~ó'ii! é~tri ~~-I~Cparte de la izquierda ·que no 
·. .··' '. :/. ·.>: .:::-;: .. ;~;.'::':.·<:.:.?~: ·¡;·;·.'.'.:" ·,·,·>:, - :::· -_, . . ; . " 

cambia. Aquí foque hay que Jocalizifr es el,ségun,d,o dígito de derecha a izquierda; el 3, y a 

partir de este dígito ti l~~"derechfi~~~· "<li>riéi~ ~an' a Ocúfrfr Jos C:ainbiOs. ComoºCsegl.lrído -

ejemplo consid-~ra~~~116s la perínútaC:lóÜ'.2437651. - . ·' ' -: -,· ,_, -,-,-. ., ,. ' .. 
:· ~-·. 

La .eila quó ,¡g~e ¡\, n,1iOa rroáef~1 :, 1~ ,¡g~iente 
Rec6rr~· Ja cacl~na (la:p:rn~~taCió;1) de derecha'ª izquierda, hasta. encC>ntrar el primer 

número que tenga a ~u de.fecl~a (en cualquier parte de'.-Ja'dérecha) Utl nú~nero ri1ayor que él 

(al menos 1.lrio y~ q~e pueden ser varios). En el ejéri1~1ó'cl~ 1 iri'¡:leri1lí1üÍciÓn 1234, el4 _no 
' . . ' ;., . - . . . -, ·- -. -. ,• -" - . ,_.: _, ... - _·~; " . ·-·· ,:- ' . ~ - ~ . ;: .··.'; -, :.: .-. " - :· .•- . "·... .·· - .-_ . ~ 

tiene nada a la derecha, así que no es el que bÚscélmÓ1' (~1 úIÜri1o 1itin~á v~ aser,'por esta 

razón). El que sigue de derecha a izquierda es el3, cofl1?'el j tie~~ a\s~'/~~r;~i1~.~1'4,)' el 4 

:~::~::d:~:=~ :,:::0

:::,::,' ;::~~;,q:~':.arf c~f ,~j¿0~ir~·Wf :~~~~'id;~¡~;::: 
' . ., . . " ·~,.- .; :·: ,, 

número buscado es e1 3. , · · • • U,• :C- <D ···· 
- '. :·~-,. :\-'.'.; ·,\·;<.": 

.-.~._.;_ :. ~---~ ::.'· ·:-:·:;. .; .. ~-< ;~;:~~---> 

Segunda etapa.- Localizm~ el ~~R~~ d~ {g~i~~ .. ~~~·;6S111a?6:r~s •c¡t~iei e1;c611trrido en la etapa 1 
- . -- . - .-:-;;------· .. ,;::'"• .•. ..:,*"'-'.,•/--:'1~- .• :-.'..-~,,,.·..:·.~cc···-,•;•.--';,~0-··<:-::=~·-··'~'°"-'-:::« .. ···-;·:-··:-·-·":-.c .·,·>,-·' ;: •. c.,_;";·':-o_,;,-~--=-::-· ,._; 

y que están a la derecha éie.é~te.> ': ':é: .. :·;- ·· ; , 
En el caso de la·per111Ut~ció~·1234~lúÍÚc6,nl!1l1e'~()~1ay()~.qÜe(eI·~-~asu.derecl~~es_.el 4, 

::~:;:e:,~:::~~:·~¡!f ~~;·¡~~1~¡~~J!,~:~~t,df J:;~i~tg~t~t;;;·nJ:Uoios.maY~.e' 
,~:,-~·:· ;_/:>.J i.'· -~',;:,_~~_-,.,:« -.~ 

-.>;.{:..·;.y'.:_· ·.1:-r' ·- .. ~';. 

Tercera etapa.-'P~n~r ~I riúl11~ro Íoc~Ífiad~ ~n l~\,ggüricla>~taph ~~lugar.del foé:alizado en la 
.. ,· '-'/:; .. ,.:"·::~":··-.. :::··:_-:.;'',_:.,,:;~·~··~,:- .. :;:'.\ '.J'.-' '· . · .. _, ·"" ' 

primera etapa:; ·. · 

En el ca~Ó de la p~rmuta~ió1~ 1234 h~~.tjue pofíerd4~(eleri~Ó~trádo en la segunda etapa) 
. ' . . ' ' ~ ·« ' : . -· . . - . ' . . •, 

de manera que· fa siguiente permlltadón va;~ empez~r con 124. En el segundo ejemplo, Ja 

sigl.liente permuÍaciói1v~ ri en~pezcir 0

c611 24S.· 
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Cuarta etapa- Poner los números restantes a continuación de Jos que ya tenemos, en orden 

creciente. En ese orden para que Ja permutación sea la más pequeña posible con el inicio ya 

determinado y sea la que sigue a Ja original, sin omitir ninguna intermedia. 

En el caso de la permutación 1234 ya tenemos 124, el único número que falta es el 3. De 

manera tji.ie; la siguiente permutación es 1243. En el segundo ejemplo ya sabernos que Ja 

siguiente permutación empieza con 245, los restantes son 3, 7, 6 y l, así que la siguiente 

· .. peFrriüfai:iÓn'es 2451367. 

Se detecta la última permutación posible cuando no :Podemos localizar el número que 

buscamos en.la primera etapa, cuando no hay úingún ru'.in1~ro éoh números mayores que él 

a la derecha. Esto ocurre cuando todos los núri1er6~ e~tón en ordén decreciente 4321 es Ja 

última permutación de 1234. 

·. ·. . . . ~· . . ? : . :• J ' < , ;: , ' ' .•. 

Es importante notar que el algoritmo siguientepermutácidri está gerierando la permutación 

que sigue, sin omitir ninguna. 

La permutación que estamos generando es mayor que Ja que recibimos, donde "mayor" 

significa que aparece después en el orden que hemos considerado. Esto resulta de que, en la 

segunda etapa, estamos sustituyendo el número localizado en Ja primera etapa por un 

número mayor que él y que todos los números a la izquierda de éste pemmnecen sin 

cambio. 

" -- . 

Además, de todas las posibles permutaciones mayores que Ja que recibimos estamos 

generando Ja más pequeña. Esto se debe a Íos siguientes razonamientos, q~e ilustraremos 

con la permutación p =,, 2437651. ·. 
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derecha (en el ejemplo, 5 está a la derecha de 4 en p). En particular, si Jos dígitos de una 
. . .. ·--, . . . _.-- ,. 

permutación decrecen todos de izquierda a derecha, no habrá uria mayor. 

-·Fijemos ahora ~na permutación que no sea Ja mayor (en~uestr~ejempI~;~=243765l); 
Queremos ver cuál es la permutación s que sigue inl1iedlattií.J1~~te a. p•en rillestroorden; 

claramente ses la menor de las permutaciones mayo~~s "4ue ~-··~ < 
- ~·: . :': .. ~-

_. \·:. j2/." 
- Coffsideremos ahora dos permutaci01fos-q 'f-i:,':aifiiJas~ºmiiyorés- qil{p:'.iJ~rÓ- tales que Ja 

prirnera diferencia de q y p está más a la dercibi11t~u'~ Í~~cle-iy p'.· Eiitonces 'q-~ r. 
:··. ·.·;·',,.·;;·: .. ·· ,, :; ·:'"•'.-'·,· '\·-- ·,. _,_-_ .. ::>-.' : .- .• -'. ;_-· 

·-,.\.. '. 

_·_-.. :. :::~). '/~'-:-'f.:. "·/ >:; _ _'·. :~./.;:~~', i.::_:_:::_· 
- - ¡. --- -- • ':"{;· - .. 

Por ejemplo, si q = 2465371 >p~·24J7651 yr~2s'n164~;;.P·"'213765I,y~laram~l1te.r > 

q. Para la permutación s (la sig~ié1~te;~e ~):~st~:;1.~s·C,~¡J-~:.•q~~ I~ !''r¡'inei~ ~i~e;~n~~ª.~~tre s y 

pdebeestarlomásaladerechap<lsibl~:;:-··· :;; .••••'<:' 1; .Ci;, •-.• ... \ ·····-· 
'-·-· ~ , ~--~-¿-·'.·-~:.e·,. ;- .:_i<~'~.: _ ;:.·.·.~:.:~\: - \< : ~-. :::: .. r:·;\ -~--:~'--

- "~'._,,>·, •: .. ;;:<·~---.·~_-; 

• '' • - : o •• : >,..-. ':·>:·> :..,: _:i.::'.·:·. -~;·:::;_·_:,' ·:~~·(/:.~,;;f·/.§~.'.{ !. .:_':;:,-_;,:,~;:_ ".>:_; _: -. '·: 
Supongamos ahora que las dos permutaciones q · yr, ambas· mayores ,q~e·p> tienen sus 

primeras diferencias con p en el mismo lugar, por ejemplo q= 2~573f<5:~i~}§:i137651 
y r = 246153 7. Claramente, en este caso, Ja menor de q y r es aquélla q{1e t~~g~ un dígito 

menor en este lugar de Ja primera diferencia. En nuestro ejemplo; C0"-10 5, < 6, entonces 

q < r. Esto nos dice que si en el Jugar de Ja primera diferencia de s y p; la perínutaciÓn p 

tiene el dígito d, entonces s debe tener en ese Jugar el menor dígito P()Sible~~Uese:a.111ayor 
que d, y éste es claramente el menor de los dígitos mayores que d que ap~rec~n el1·p a la. 

derecha de d. En el ejemplo con p = 243 7651, el 3 es el dígito más. a;la~cldf~~h~q~e tiene' 

uno mayor a su derecha, así que s debe empezar por 24, y en el t~r~e'r.IÜ~~cP'd~b'~t~ri~~ el 

menor de los dígitos mayores que3 que estén a su derecha, que esef.'g·c~6·{~~e·~t~:'~Í 4rio, 

pues está a la izquierda). Entonces s cÍ~.be ~omenzar con 245; · .: ):'. 'i'~ l.t:~. ·.·\;"< ), -· ·_ 

Finalmente, ya que sabemos cuáles· dÍgitos debe tener s h~sta su .prirfi'erh dlfet~l~ciii: con p, 
- .·-- : ;~.. .·-' . -· ···./" ",,.:..-. _-,-';,-: ·,~>-~ ... :-~:,· .· 

necesitamos encontrar Ja menor de . l~s permutaciones. que. terigai1 ese iÍ'licÍo\t~dti, y ésta 
' ' ' ,, •'.' ,·- «' ~:, •·-c."• • .", 

claramente es Ja que tenga a continuación Jos dígitos restantes en o~d~11 ~~~ciént~. En el 

ejemplo ya sabíamos que s debe comenzar con 245, los dígitos restantes ~ori3, 7, 6y 1, así 

que s = 2451367 .. 
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En el algoritmo siiuientep_e1·;1wtacion ;uti~i~aillos los (!lementos siguientes: 

1.- La variable indicp con lriqJ~ Índicari10s si ex-iste6tra permutación. 
"· 1., ' •... } 

2.- La variable im representa la posicióri, en la~adenri, del número que vamos a comparar. 

3.-La variable inb donde re~re~e1it~~~m'cis iJ pbsi~Íón; en la cadena, del número que 

buscamos. 

4.- La variablenb donde representaremos ernúmero C)ue buscamos. 

5.- El vector npermutacion donde representaremos cada permutación. 

6.- El vector npt donde representaremos los números a la derecha de i1b. 

7.- La variable 11111 en la que se representará el primer número de derecha a izquierda que 

tenga un número mayor que él a su derecha. 

El algoritmo sig11ienteper11111tacion es el siguiente: 

Inicializamos las variables 

indicp = 1 indica que existe otra permutación. 

im = nv. - 1 El número con el cual vamos 'a empezar a comparar .se encuentra en la 

penúltima posición, de derecha a izquierdd, ele la cadena. 
. .. . ~ .· ' ... 

, - ·'· , 

En la prim~ra etap~ de.! algoritmo siguiéntepermz;tacion; Ioc~lizamos el primer número 11111, 
- . - - " ,_ - ' - ·- -, - __ ,,, - ·- _··_:"; : - ~ . ' " ·-. - - . -

de derecha ~izquierda, que tenga a su derecha un nún1ero ímÍyor,que.él. 
·"·.- .·' ¡; .· '~----' .. 

· .. '.;·~"- ':.~:{<" ~_-:. ---- : -

Almacé1íari1os también en nb el menorde~Ió's~nÍinu:rosnmyóres.que.nm que estén a su 

:;::;·~,:~,~~~;,~,:0::,~;:,:t"~e1~~1~fa~~ll1~"~·; · .• · ·..• ·. . ·• 
inb =O ya.que todaví~ nohefoos\~Jbb'nit~d~n.ingú~ número mayor que im. 

nb = nv + 1 de e1~tradri,•u'~v~l~r,ih~~6/~~~·~u·~¡quler~·de la cadena. 
-.·.'.'. IJ.; •:<;.;-u···.·- ' 

Comparamos si el número ,que está ·e!1 Iá'~posieiÓn :li1z, es menor que cualquiera de los 
• ' ' . ,'. ~' ;·.-o· - - .' - . : . . 

números que se encuentran a la dere~ha de él. 
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Para i = im+ 1 hasta nv. 

Si 11permutacio11(i) > 11111 y 11permutacf~11(i) .<::. nb' ~~tonccs 
i11b = i (npermutacion(i) es un ncim~;6-rli~y6~Y~ la dere~ha que im.) 

nb = nperm11/acio11(i). 

Notemos que en la variable 11b queda ~6]:n'l;füe~i~a~'~¡'~iiiler~ riiás pequeño de los mayores 

que se encuentran a la derecha de 11111'. J '.:,; :.; ,; > /:, i 
Si no existe un úúmefon1afor a~fa cltr~fl1~'dé-:ihl~~;g~t~-~s¿'~-" ' -"-' 

Si inb = O entonces 
~··.:., ·_:_=-':. 

. ·:·1~:· .. ;2¡;.T:·;_~, .. ,,. · .,, ... 
; -: .· ·''·.·:,._ -. .~ ~:-_: _;:;"·· ', 

-'' :::-;~'.::~~';,-~ .. --; ~>:· _::·::<~: 
\/;· ,-

a) Si ya se tern1i~Ó dbr~tor;erJa ¿a<lé'~a;'~11 ~~yo ca'so 11~ existe otra pe~mutación de los 
. - :, , -(,, :: .... '. :\<,;" .:.·,,, : '>-:- '··-. •, '; : . ---~. -, --: ::; .... ·-~>·; ·';' .. ' ·_ .- . ,· ' .: 

números, hemos terrrifr1ado él algoritml">, ésto es: 

b) Si ali!'! e~i~t~n,húm~ros por com~arar, im va a ser la siguiente posición a Ja izquierda y 

repetimós ciclo~. 
i111 = im - 1 

\'C a Cicfop 

En la segunda etapa colocamos el número encontrado en la primera etapa, nb, en la 
- - - , 

posición im de la cadena. También representamos los números que están a la derecha de im 
. -

en el vector 11pt. 

Para i = im hasta nv 

11pt(i) = nper111111acio11(i) 

11per111utacio11(i111) = 11b. 

11pt(inb) = nv + l. 
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En Ja tercera etapa colocamos, en Ja cadena, los dígitos restantes en orden decreciente. 

Para i = im + 1 hasta nv 

ns= nv +l 

Para j = im hasta nv 

Si npt(j) < ns entonces 

ns "'.' npt(j) 

ins=r 
npermutaciÓn(i) ='ns. 

npt(ins) ·:e 1i~, +Ú . 
Con esto. termin~~l algbrÚmo siguieút~permutacion. 

•;<.':' 
\'.~t- :.::···:~.;·.'.·.· .. i-.:,·.·.·.·.·. ,·.· ... ·.·.·.:.· .. '::.·:~.~ .. :'.; 

Con los algoriitn_ósqú~ d¡;:sarrolfado'er¡ este capítulo ''podamos" el árbol del juego de.Sim 
,. ' ....... "•'< - - .. , - ' ' - '' . ' 

para .formar asÍ Ja gráfica:dirigi~~. 'En el éj~n1plo de cuatro puntos esta· gráfi~a:·se muestra 

en la figura siguiei1te. 
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El diagrama de flujo del algoritmo que realiza las permutaciones es el sig_uiente: 

indicp=I 

im=iw-1 

nm=nper 
mutacio 
n(im) 

si 

inb = índice del número buscado 
nb = nperrnutacion(inb) 

ponemos en irn a nb 
ponernos todos los demás en orden creciente 

fin 

im=im-1 

no indicp=O 
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CAPÍTULOUI 

Gráfica dirigida del juego de Sim 

El propósito de este capítulo es desarrollar los algoritmos necesarios para representar en la 

computadora la gráfica del juego de Sim. 

111.1 Representación de la gráfica dirigida. 

Para desarrollar el algoritmo que construye la gráfica dirigida del juego de Sim, 

necesitamos primero una forma de almacenar los nodos de la gráfica ep la computadora. 

Para esto, utilizaremos un vector, al que llamarerrios'~cbnftgs; En .cada entrada de este 
: - .. : -':-- . - ---··._ ,. ---· ·.· ·- . . . ~;'!- . ·.·- . ,, 

vector representaremos, a través del núrnero,car~C:tefíst'iciÓ;Jos nodos que f~~ii1áh·e~ta 
gráfica, es decir, qconflgs será una arreglo de riúri"i;r6~~\1ondé cad~ úi1ó de éHo; re~~esenta 

. -- .... ,. -,;~-:_;;~, ~-~-.::;- ·-;_,~·::_'· .. · ::-:-_:.:; ::.~:. "·;;- .... ;~,-;".;~.\,;.. ·.~:-~ :~~:<?::~\ 
un nodo. .,,. ·i·.··· .• ,. · ···/ .. ··"•''··· ':;:•·•.· ··:•·· ·, 

Para saber a qué nivel de la gráfica pertenece cada ur10 de estos"hcidbs~:ftÍtill~~;r~r1!~~otro 
: , ·. - . , -: __ " . ': -. .::'. : . ~;~"":··. i:·-.:·>· _· ·.·.: .. -~;:-··.:·: ('.i~Y:~'.~-':·,~~~·,_·-<-~:.{1:·-;:_);1:¿> .: \:~~\-· , :·-- . 

vector, de dimensión igual al número de líneas de la gráfica'é:ónipletá defjuegc:i iriás dos 
. . ' :: : . :: <; . ;: :··. >· ,'.''::-~'.\,.:.~.,Y::\<.-::-~~--~:::/·~·;.-"'.~><~·:.'~~~'.:.:<':::"·/":'.· 

(ni +2), al que denominamos inicon.figs, en él señalaremos la entrada de',qconfigs,(véctor 
. - - , "•'" ·'···l. ,,• •:J.""",;_",,!,•·' ·~· - •.... l· > • ... ' 

de nodos) donde empieza cada nivel de la gráfica dirigida'ci~1j~efbde sirri.L,. XV 
·- .:;·.,,.;.- :·: :- ·~-~ -- " -

Por ejemplo, en el juego de cuatro puntos los vectores· qconfigs e inico1if¡gs son los 

siguientes: 

qconfigs: 

o 66 196, 
1 

98 76 70 74 1240 1216 1212 1.786 1204 1771 1244 1248 

2 3 '4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

· 1787 1756 ·.l 5Q1~.18s.2 k 
18 19 20, ···21 22 
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iniconflgs: 

2 3 5 9 15 
1 

19 
1 

22 

-:f ---- ~ --

número de nivel ' 2 4 7 8 ... 

Con el vector inic01ifigs s~brel11os donde empieza y termina cada nivel de· la gráfica, 

inico1ifigs( 1) = I, el prI111er.ni~~l,~e la gráfica empieza en qco1ifigs(I ), 

. iniconflgs(2) = 2, el segí.mdo nivelde Ja gráfica empieza en qco1ifigs(2), 

inico1ifigs(3) = 3, el tercer nivel d~la gráfica empieza en qconflgs(3), 

inic01ifigs(4) = 5, el cuarto hivel C!{Jagráfica empieza en qconflgs(S); 
- .- , ¡·_· ··k···· 

inico1ifigs(7) = 19, el séptin1o(úhimo) nivel empieza en qconflgs(I9), 

inic01ifigs(S) = 22, estenivi1íió e~iste, sólo lo utilizamos para saber cuántos nodos tiene el 
- . .. . . .. ~· - - .. .. . . . -

. - ' . . '~' 

último nivel (eneste'caso}). ··•·. 
·,. 

Como vimos en ~l ta;iiuÍ~ II, el primernivel de Ja gráfica dirigida corresponde al nodo 

raíz (el nod() d~nd?aúri no se ha realizado ninguna jugada), el número característico de 

este nodo sitim~~e ~~iguala cero, por lo que qconflgs(l) =O. 

·De Ja misma manera inico1ifigs(l) = 1 e iniconfigs(2) = 2, ya que el primer _nivel de la 

gráfica siempre empieza en qconflgs(l) y el segundo en qc01ifigs(2). 

A partir del nodo raíz, qco1ifigs(l) =O, vamos a generar el segundo nivel de la gráfica, y 

... así sucesivamente hasta llegar al último nivel. 

111.2 Algoritmo para émi;~truir la gnífica dirigida del juego de Sim. 

El algoritmo que const~llie la gráfica dirigida del juego de Sim recibe el nombre, en el 

programa, de hazciÍ·b'~(·~~te algoritmo está formado de varios algoritmos, primero 

explicaremos en qu1t·~()l~~iste .hazarbol y después lo haremos para cada uno dé los 

algoritmos que lo compÓnen. 
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Para ilustrarlo, utilizaremos nuevamente el ejemplo del· j~ego d~ cuatro puntos; 

Supongam~s qu~ hemos.~onstruido la gráfica de este juego hasta 'el~erc6r iljvel,, qlle el 

·turno es del primer jugador, '?i= 1; y que el nodo que e~pánd,ir~ri~o~~~"~l qÍiéÚene el 

número característiso jgu~i •a 66; 
~ '. ' .. '· . -

.. ·. ~-

La gráfica hasta el·tefc~r 1'1.ivél y los números característico~ de los nodos que la forman 
' - , ·' •• ? ·" ' - ~- • • • • • 

estáll represe11iaao~~en°ía'Fig-.;1iCL -·· . 

96 

Figura Ill.1; Números característicos hasta el tercer nivel de la Gráfica dirigida 

Los vectores qconfigs e iniconfigs hasta el tercer nivel son las siguientes: 

qconfigs 

1 o 11 1 

iniconfigs 

72 



En esta sección construiremos el algoritmo hazarbol, el cual consiste de cinco etapas, 

también darerno~ el diagrama de flujo de este algoritmo. Los algoritmos que utiliza 

. hazarbol se explican'en las siguientes secciones. 

La primera etapa del algoritmo hazarbol inicializa las siguientes variables: 

qconfigs( l) = O 

inico/¡flgs(l) = I · · 

iniconjigs(2) = 2 

ico11.fig11 = l 

nivel= l 

nj= l 

njb = 2 

Número característico del nodo raíz. 

Lugar déqcd1ifigs donde empieza el primer nivel de la gráfica. 

Lugar de qconfigs donde empieza el segundo nivel de la gráfica. 

V~riable que índica último lugar, hasta el momento, .de qconfigs 

doncÍci hay registrado un número característico. 

Variable que índica el último nivel construido de la gráfica. 

Variable que rep~esenta el número de jugador en turn~. 
Variable que representa el jugadór que notiÍ'a. 

Con los valores iniciales de los vectores qconfigs e i11ic01ifigs hemos construido el primer 

nivel de la gráfica, hasta aquí, estos dos vectores son los siguientes: 

qc01¡/lgs: 

Iº 1 1 

inic01ifigs: 

11 12 · 1 
1 1 1 1 

' . . . 
En la segunda etapa del algoritmo se construye un nuevo nivel de la gráfica. Esto consiste 

. ·. ··"" .. ·,.·.·. ". :· .. ' . . 

únicamente en actualizar una serie d~ vá~iables,: q~e Íri,dic:an cuál es el último nivel de la 

gráfica que se construyó y el qúe s~ c~meh~rirá ri cori~trGlr. Está et~pa consist~ de. un bloque 
• < •• • •• ' • • 

al que llamaremos nive/1111evo. 
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nivclnucvo: 

icoÍ1fig 1 = iniconJlgs(nivel) Primer índice del }1i\Tel •ya terminado 

ic01?fig2 = iniconflgs(nivel + 1) ""'·· 1 · .. ·~ últinio ínclice dei nivel terminado ... · .. 

iconflg/= ico1?figl · Í~dic(! ~el. D~d,o:~a~:~ >. / 

ico11jigi = ico1?flg2 + l. 

En el eje111pfo del°jÜego con cuatro pi.mtos, supusi~'.f{o~~··iqt:e'llerri=t¡~~cbns.fruidohasta el 

tercer ,;ivel de la gráfica. Por lo tanto, las variablesanterÍ~r~tscihI~~ sÍg~i~htes: 
ic:o1?figl = inico1?figs(nivel). 

ico1?figl = inico1?figs(3) = 3. 

El primer índice del nivel ya terminado, es decir elfndice del primer nodo del tercer nivel, 

lo localizamos en inic:o1?figs(3)=3. 

qc:o1?figs: 

1 o 1 166 196 

t 
iconfigl 

ico1?fig2 = inic:o1?figs(nivel + 1) - 1. 

icm?figs2 = iniconjigs(3 + 1) - 1 = 4. 

El último índice del nivel que está terminado se encuentra un índice menos donde 

empezará el siguiente nivel. Entonces el nivel4 empezará en iniconfigs(4), el último nodo 

del nivel 3, está representado en iniconfigs(4)-1 = 4 

qc:o1?figs: 

1 o 1 166 196 1 

t 
iconjig2 

ico11figt = iconflgl 

iconjigt = 3, El índice del nodo que vamos a expandir para construir el cuarto nivel. 

qcm?figs: 

1 o 1 166 196 

t 
1conjig1 
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iconflgi = iconfig2 + 1. 

iconflgi = 4 + 1 = 5. 

El índice donde colocaremos el primer nodo del siguiente ñivel, será uno más de donde 

termina el tercer nivel. 

qco11frgs: 

Iº ·ul i.·· 166·'· 196 1 

· tco1iflgi 

La tercera etapa consiste· en expandir el nodo padre. Cada nodo lo vamos a. ex parid ir a 

partir de su número característico; esta etapa consiste de siete pasos; los cualesestán 

agrupados en un bloque al que llamaremos conflgnueva. 

confignucva: 

a) Tomamos el número característico del nodo que deseamos expandir, 

qnc = qconflgs(iconjigt) 

En el ejemplo, para construir el cuarto nivel de la gráfica; fornamos el primer nodo del 
- ·: - --:_,--- '•;;_.-_ _·, 

tercer niveL qn,c .;,, icconflgs(ico1ifrgt) = ic01ifrg(3) = 66. , 

. ' 

b) Con el algoritmo nc2edot, a partir del número c~~acterísticó d~l nodo padre, 

generamos la matriz estado que le. corresponde a este:nodo. '(E~te algoritmo se 

explicará más adelante). 

gosub nc2edot 

En el ejemplo el nodo padre es: 

ne= c01ifrgs(iconflgl) = icmifrgs(3) = 66. 

La matriz eitado que le corresponde a este número es: 
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2 

c) Con el algoritmo, buseaidang1Úo, (~~te'}~lgoritmo se, explicará más adelante) 
. . .. • . :· ;. - . : "-.. :;· ._~·. ,, .. ·. ;- ,_.. . . - i .;,·.: . 

revisamos si -el nodo pádre es ur{estridó~obJeti~o Clel jugador~nturno, esto-i:~.si •en 

la matriz estado está r6p~es~l"itad,o Ün<'1;iá;;~~iJcle1 d~1brdelju,~ad~r contrário al 

jugador en-turi10.· Parábü~c~~·tfiáng~lo~,d~l• ~61o~;~o~ir~rio'~d~~~d.6~ ~n tu~no es 

necesario cambiar la variábl~ ni. -
. ' - . . 

Si nj = 1 entonces 1y·"" 2 si non}=; 1. -

Gosub búsc~1Aangulo 

La variable nj toma el vrilor ~He tenía originalmente. 

. . .. -. 

Si,~;,,, (entonces 1y = 2 si no 1y:,,,, l. 

d) En caso deque en la matriz estado del inciso anterior esté representado un estado 

objetivo para el jugador nj lo sefialamos en el vector nealifieacion, con 32000 ó O 

si. el triéÍC~gulo es de color rojo o ázul (Esto, al igual que la variable 11'c:al1, se 

explicará en el Capítulo IV.) Además, en este caso, b11seatriáng11lo regre~a la 
---- - .. -- ·-·-· -

variable ntl-i con un valor mayor que cero, y ésta será la sefial de C}·ue el: ~odo en 

turno es i.m estacio~bjetivo y no tenemos que expandirlo: En'este casÓ busca~os el 

siguienten?do ele ~s.te ~ivel (pasando a.la cuarta etapa). 

Si 1y·=c=1 entonces nealt = 32000 si no ncalt7'0. 

Si nlri >O entonces nca!ificaeion(ieonflgt) '!"nea// 

Goto. siguienteconfig 

'.'. 

En el ejemplo, este nodo no corresponde a un estado objetivo, ya que no contiene un 

triángulo, por lo que pasamos al siguiente punto. 
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e) Con el algo~itmo edo2/ineam, a partir de la matriz estado, del inciso c), generamos 

el vector lin~anze¡lle corresponde al nodo padre. (Este algoritmo se explicará más 

adelante); .. . 

Gosub edot2/ineam 

En el ejemplo, eive~Íof li1íe~m é:¡ue corresponde a estado es: 

l2 l 1 1°1°1°1°1 

f) Una vez generado el vector lineam, con el algoritmo generahijas expandimos el 

Gosub generáhi)as 

En el ejemplo, la.inatriz lineah (donde representamos los nodos generados), es la 

siguiente: 

2 1 1 o o o 
2 1 o 1 o o 
2 1 o o 1 o 
2 1 o o o 1 

Y nh = 4 (número de nodos generados). 

g) Con el algoritmo sacanumerosdiferentes, calculamos el número característico de 

cada nodo y descartamos las repeticiones, es decir, aquellos nodos cuyo número 

característico es igual a otro ya generado. Los números característicos diferentes 

los representamos en un vector ncdh (este algoritmo se explicará más adelante). 

Gosub sacanwnerosdi.ferentes 

En el ejemplo que estamos siguiendo, ningún nodo es equivalente a otro, ncdh es el 

siguiente vector: 

198 76 110 74 
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h) En ncdh están representados los nodos generados, de un nodo padre, que no son 

equivalentes entre sí. De estos nodos, con el algoritmo agregancsnuevos, sólo 

agregaremos a la gráfica del juego (al vector qconflgs) aquellos que no existan 

previamente en ella. (Este algoritmo se explicará más adelante). 

Gosub agregancsnuevos 

En el ejemplo quehen1os seguido ninguno de los nodos representados en ncdh existen en 

qconflgs, por lo que agregamos todos e iconflgu = 8, pues ya se han usado ocho entradas 

de qconflgs. 

qconflgs 

o 166 .196 98 76 70 74 . 

t 
ián¡figu 

Con el proceso anterior sólo he1nos expandimos un nodo: La cllarta ,etapa, el bloque 

siguienteconfig, consiste en verificar si existe otro n¿cl~-é~n,j~~(riiv~l ,que estamos 

expandiendo. Para esto, revisamos si el índice del nod~ en tUrrí~'(id~nflgt)·~~ 111eriór que el . .. ., ' " ~ . '· ' . . . ., . 

índice del último nodo del nivel que estamos expandiendo (ic01if;g2}; .si 16 e~;:qulere decir . 
' -·· ' ··. ·.·',. -::·. - ._,_- -- ·:_- ' '·- -: 

que todavía hay más nodospor expandir, por lo que torr1~in9.s. ~Lsigui'e~te nbdo col1rn 

nodo padre, iconflgt = iconflgt + 1, y repetimos el bloque config~~~va:; 

siguicnteconfig: 

Si iconflgt < iconflg2 entonces 

iconflgt = iconfigt + 1 

gosub confignueva 

Si en el nivel donde nos encontramos, ya no existe otro nodo que expandir, actualizamos 

el vector iniconfigs. 

iniconfigs(nivel+ 2),;,, iéonflgu+ 1 

78 



En el ejemplo, 

iconflgt = 3. 

iconflg2 = 4: 

Como iconjigl < ic01?fig2, significa que existeotro nodo por expandir en el niv.el 3, por lo 

que ico11fig1 = 4 y repeti•Úos e1 procedimiento e1. bloqITe :~<>~flgn.Ícva. 
. . ,º .--- -.·. ,•,, •. 

1-·':-

, ico,if¡gí 

En la quinta etapa revisamos si existe otro niveld~-lagráfica porconstruir, esto es, si nivel 

es igual al número de aristas del juego (ni), en este caso, habremos terminado de construir 

la gráfica del juego. 

Si nivel= ni entonces rcturn. 

En el caso con.trario incrementamos la variable nivel en l y cambiamos el número del 

jugador entun:io,_es~ecir, slr¡j= 1; ahora nj =.2 y viceversa, y repetimos el proceso a 

partir d~l bfoque ~¡~~lnucvo.· 
'_.- ';· -~~ '.:· •: .- ' . '·'. 

•::·-:.-- --: . -,::<· ,',' 

nivel.==riÍl1~l+ 1··· / 

njl == nj: nY~ njb: njb: ·,y·1 

go to nivelnucvo. 

Con el algoritmo anterior hemos construido la gráfica dirigida del juego de Sim. 

ESTA TESIS NO SJ:'J.LL: 
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DIAGRAMA DE FLUJO PARA CONSTRUIR LA GRÁFÍCAD!RIGIDA DEL JUEGO DE SIM 

fin no 

generar con figuración 

genera nodos 

eliminar repetidas 

Agregar ne nuevos 

no 
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A continuaciónvamos a explicar cada uno de los programas que forman el algoritmo 

hazarbo/. 

111.3 Cóino generar la matriz estado a partir del número característico. 

Por la forllia en qué consfrlliinó~s el número característico de un estado, sabemos que la 

primera mitad de los dígitos, de derecha a izquierda, de este número, corresponden a las 

aristas trazadas por el primer jugador. Así mismo, en la segunda mitad los dígito.s 

corresponden a las aristas trazadas por el segundo jugador. 

Para construir la matriz estado a partir del número característico, primero buscarémos las 
··- -· ·,. ' 

aristas trazadas por el primer jugador. Para esto, revisaremos si el primer dígito en base 2; 
"¡'" - • 

de derecha a izquierda, del número característico es uno, si lo es, entonces: én e(l~g~r de 

estado, que le corresponde a la línea l, colocaremos un 1, el caso contrari6 s'ig~ifi6'a qJe la 

arista 1 no ha sido trazada por el primer jugador, por lo que colocamo~ ~1~i~6..ro en la 

entrada que corresponde a la arista 1 en la matrizestádo. Este procedimi~~to':r? repetilTios 

tantas veces como número de líneas ten~a ia. gráfica compl~ta ··é:!elj~6~~·.·~'. }Jn: esto 

· habreinos representado en estado las aristastra~<Í.das por el primerjugaddr. <<iF ·- .. ·: -;:·:. «·· .--·· ' •;:,·, ---:.·.;:-'," 

Las aristas trazadas por el segundo jugador las localizamos a partir ele la segunda mitad, de 
. -- . :.·- -"-··. ··, :·- -_ -. ·.: ' .. ;-:: : :~;".--,~_;;·-~· ... e:"·:-_.-.-.:.··.·.-~.·-·--.~; 

derecha a izquierda, de los dígitos del número característico. Para ló§ual'.vérific'a.reinos si el 
'. - --.--· --) .. __ ::~:--.~: - -- e. . - . - - ,:··--._;:::-< ~~_-:.·r-.;~~~.-~:'.>:~/~'.Tr-~:;.;-~.'-.. :-:.·.:i,,>>:;:\:'., .. '·, · •. , 

primer dígito de la segunda inita:ct es 1, si lo es, entonces colocarr1,~s:un0dós.er1'et;higar de 

estado que le corresponde a la árista l, en·el caso contrado colocáí{:ío~tur('J~#6.<)tr~;vez, 
repetimos este procedimiento ta~tas veces como nú;1~rod~.lf12~~~~te~,~~JÍ~ ~~~~~~·~?.1if ~1Jta 
del juego y con esto habremos representado en estadO lasjúgadas]realiZáélas:póúl :segundo 

"•' '· ,'/ ·" .-., .• , . ._ "·"->-." ·.'>'.l'·C><'" ,·,,,.' •. :' • • ,•, 

J
' ugador. ·- /•·- 2'.;'.: ·-· : "" : ::.:;;: /. ' · :'.':' 

.• :-·;~;.'... . ,., .. : ... ~·:.·.¡:.·,,·'.', ::.'"' .• -·.· ... ,-; ,,.,,' 

En el algoritmo, nc2edo, que genera la matrii ~s/ado, a partlr~cÍ~{rfiúhlero_c'a'racterísti~o, 
para determinar los dígitos binarios igualesa uno :usa~e1i1()~- la fllni-i'ó~ lóglc~AND. Esta 

función asigna los siguientes valores: 
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1AND1=1 

IANDO=O 

OANDI=O 

OANDO~O 

La forma como utilizaremos¡a fun~ión AJ)JD es la siguiente: 

Para verificar~si el dígitO ide(il(ní1ei:oca;acterístic() es 1 aplicaremos la función AND a ne 

y i. Rec~rdemos que eln¿111C!~6 dii~~~t~rí~tico de un estado lo construimos en base dos. Si 

ne AND 2; = 1, sab~emos ique lahrista i+ 1 fue trazada por el jtlg~dor en t~rno (nj), y si 

ne AND i =;O, la arista i + 1 no fue ~razada por el jugador nj: 

Por ejemplo, supongamos que le aplicamos Ja ful1~i.ón AN,D ál siguiedte número 

característico 

ne = 100000001000 

AND 2° = 000000000001 

= 000000000000 

Como el único 1 en 2° es el primer dígito,· de derecha ~.·· lzquierda/entorices ne AND 2° es 

igual a I, si y sólo si el primer dígito de ne es (ya ~ueiesél únicÓ ~aso en se daría fa 

situación de 1 AND 1 ). 

En el algoritmo ne2edo utilizamos los siguientes elen1eritos: ·· ...... 

. 1.-La variable'n/ para representar el número de aristas de la'gráficacompleta del juego. 

2.-Los yeé:tores /ir y/ie detfoidos en el Capítl.tlo n se~ció1~ 9: 

El algoritmo ne2edo~ consiste de dos etapas. En fa prinleraponenios ceros en cada entrada 

de estado y busc~n1cis Ias' aristas trazadas por C!1 primer jugador. Para esto aplicamos la 

función AND a ,;é/. ; ' . ' 
Para i.= 1\~~t~1Íl 
nr =ne ANb 2 i'- 1 

Si nr :t= O entonces 

estadÓ(lir(i), lie(i)) = L 
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En la segunda etapa, buscamos las aristas trazadas por el segundo jugador en los dígitos, de 

la segunda mitad de~ número ~.aracterístico provisional. El primer dígito de esta segunda 

mitad se encuentra en )aposición 2,;1• -

Para i = 1 hasta :ni. 
nr,;:1wAND(2"1+ i-I) 

-Si nr ;t: O entonces 

estado(/ir(i), /ic(i)) = 2 

Con este algoritmo hemos generado la matriz estado a partir del número característico de 

un nodo 

111.4 Cómo encontrar un estado objetivo 

En el algoritmo, buscatriangulo, para identificar si un estado es objetivo, es decir, si en un 

estado hay un triángulo rojo o azul utilizamos la matriz e;t,~do: 

Recordemos que la matriz estado es una matrizsimétri~aYdo;n-de repres~ntamo~ Ia'arista 

que une al vértice i con el vértice j en estaddÓ, j), ~01f:y ó;'2/,iJ~~'(f;1 ~) J~>~~d~6~ ~l1~ l~a;a 
. ,>··· ' . , ·, . '' • '»· '•.· '·.·;. .•· ~·.' L'.',l ·,, . •'• '·"' ,.:.~- . · ... · • 

trazado la arista [i, j]. En el algoritmo buscat1·iangztl~, ta~b;iéri'i'~~fia1~f~rrfos'con'1 ó~'2 los 

lugares simétricos dela matriz, así; _si e~tadoÚ;J)';,¡~'e1{iá~W~/e~t¿;~~'(j~-i}·~::i"1 ? 
- . 

Para ilustrar las condiciones qué debe cumplir un est~doolJJetivo en la matriz estado, 

consideremos la Figura 111.2 y su matriz asociada 

1 2 

IS] 
4 3 

Fig. Ill.2. Estado del juego de cuatro puntos. 

83 



o 

Existe una arista del primer jugador que<l1n~·'á1 5yé~Ücél y~al vértice 2, representada en 

estado(!, 2) · =,, 1,. para q~e estalínea Torriie firi tiiáÜguld cleb~ _existir una arista roja del 

vértice 2 a un .vértice cualquiera k =t:-1, po;loC}u~.é~ est.ecásoestado(2, k) = ·1. A su vez, 
_,· ... - -- - - . ' .,- -.J- -, 

cÍebehabe~.una fo;cera arista roja que una elvérti¿e k con d vértice 1, representada en 
. . . 

estado de (k, 1) ,,,;:!. 

En el ejemplo estado ( 1, 2) = l, estado (2, 3) = 1 y estado(3, .1) =. l, en este. caso k=. 3, 

entonces p"6demos determinar que la matriz estado de lá Fig; UI.2 es un'estado objetivo, 

ya que en ella hay representado un triángulo que une a los vértic~sl;2,'3J 
. En general, las tres condiciones que acabamos de est~blecer s.~r{repr~s-~nt~das e~·la matriz 

11 ;-,., 

estado de la siguiente manera, donde i, j y k son tres vértices éHs~lntos: < 

1.- estado(ij) = nj 

2.- estadoU,k) = nj 

3.- estado(k,i) = 1y·. 

En el algoritmo buscatriangulo, con eLque deter1Í1inamos si una rimtriz estado es estado 

objetivo con triángulo del jugador ni (1~ =: ~1 ó 2),.rieces¡tamos: .. · . 

1.-La matriz estado asociad~ al_riocl6 de I~ gr~fic~ d~nde se desea determinar si existe un 
: ·¡,·:,· 

estado objetivo. 

2.-La variable_nj paraidehtificaral:jugador 
- • • . .: ·._- -' '., ,,,- .: •. :.~ ,.,; ), ,; • •''. , .. :-' '>'e•"• • •: 

3.-La matriz triangu/o.s- dClnd~ repres_entarerÍ16siosvértices de los triángulos encontrados. 

4.- Una variable 11tri ¿c;,]fa ¿úáfé"h~tarernósel núm~ró de triángulos. 
-.' _. ·. " : - .-·"' - ' . - . . ·: -:··· -:· •'. ' 

5.- La variabl~.11,; que lncÍicél. el r;ún1éro ele vértices 'del juego. 
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El algoritmo que deterrl1ina si un estado es objetivo es el siguiente: 
' -.=- ~~~ -·- - o._c ,-. • 0-:c - _ - ' -;-o 

Completamo5- la matriz estádo, ~opia~do, el ~rilo~ de estado(i, j) a estadoU, i) para todo par 

·.O< i <j <nv;t-.1> 

Como aún nohe~10s enconirado ningún tÚán'gulo ntri =O. 
<·'-~-- '·:,-. ·-:·-. :;:_7~ .. '-::,:~ ·. ·-~".. - ;:-,~_-.<} ·- ~-:-:_::· ')·_:\'- -<;~,_ __ :_ '¿':::.>._'. ,·. -

Recorren1os' fos rériglonés y éolunmas .dé la ínatriz estado hasta que se encuentre una 

arista trazad~ por elj~gador nj. Recordemos que la diagonal principal de esta matriz 

sien1pre·esccero; porº lo queeinpezamos.en la segunda columna.de! primerre~rigUni. Con la 

variable i recorreremos los renglones, y con la variable j recorremos las columnas. 

Para i = J hasta nv 

Para j = i+ l hasta nv 

Si estado(i,j) = 1y', entonces 

Revisamos que se cumpla la segunda condición, si la arista [i, k] ha sido trazada por el 

jugador 1y'. Por lo que 

Para k = j+ 1 hásta nv 

·· Si estado(i, k) = nj entonces 

Revisamos que se cumpla la tercera c011dición, si la arista [k, j] ha sido trazada por el 

jugador nj. 

Si estado(k, j) = 1y' entonces 

Hay un triángulo por lo que 

ntri = ntri+ 1. 

. . . 

Representamos en la matriz triangulos los vértices del triángulo encontrado: 

trianiui~s6itri, l) ;,, i 

lriah~uriJs(¡,,,.¡, 2j '= j 
trianiut~i.f111ri~ 3) = k 

Con este algoritmo podemos determinar si en unestad~~xi~te;Jn triángulo rojo azul. 
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111.5 Cómo pasar de la matriz estado a li11eam. 

Para geilerar elvector /ineam de Uffnodo a partir de su matriz estado, lo que haremos es 

localizar en estado cada arista de la gráfica completa del juego, y representarla en el lugar 

que le corresponde en linea, 

Por ejen1plo:para lásigüfonteíiiafriz estado 

o 
o o 
1 o 2 

. . . ,· . . . 

Como estado(l, 1) no existe, ya que no hay ningüna;>~ri~t~ ~el vértice J al l,' empezamos 
- . - - ..... ,.:·'.',.·,·''·"·<e,·,_.:,- .. - _, .. 

localizando.la arista que esta,fepresentadaiei1dst;1~/?(2, 1) =Ó, es·d~~ir'1a irista que va del· 

vértice 2 al ·i .. ~~·~sté casC>: !~arista r. É.~to~6e:s'~;,~~(/11r{l)~±2~; .<;·~'.~~:· · ....••.•.. · ~: .. ;~, .. ;. ,· . 
Con10 solo_ •. ~stk*1ó{g~~i~ndo'.~sfac1~tI,·.jyp~~a:ü~.JYpa~~,M8~;~i~i~ui~nf~·i~~f 1i'k.~;~{d~ci~. a · 

~::::.:~I:z~~~1jf ~:~r~t:j~~i1Th~~~:J~~f 1tt~~~~i~~~~~,\tri~::: 
,,, . .,~-. ,··." "~': ._·:;: ___ :'~·;. ·· .. -. :·:,,:_,_ ::··-_:·'./ ::.~ :··>: 

• ; .. ':i..· •• :>,- · .. i .. ~.;_._·.:~.'._··.·. . '. ··:.·, .: 1::'.:;~ ~ - ' ' . -· 
-:· ::.«·.:~-_-·_·):;< :}:~<-~:.;r,:'.:'· ·:\T:·-::t;_·, :' ;·_:.-i·,:~.'~ _;_,~,_-~ ;~\·~.-· 

.----.----.--..,.----..---.----. .. ;; 

• º· •... ¡;o,:· HF 1 '.·\'.I \9t'l)H. :::1: 

::/:~~;:::~:.~ i: :.:::~::;~::o:e:;~;1~~~~~~~1:~r:~t;'º llaffiaremo' 
1. nv número de vértices de la gráfica del j/~e¿o. ·. : ~:, ,~? ;:·• .·, ·· 
2. nr para recorrer renglones de est;1do:'R~6~i~~r~n1?~ a:'b'ahW d~I renglón 2 hasta nv 

3. ne para recorrer las columnas dé:es;dct~.;EFre¿~~rÍci<5:de l~s columnas será desde 1 hasta 
nr-1, ya que leeremos sólo. es~adoCl,jj')'¡;~'J~'-t;?·J'. '.':' ..... .. .. .. ... . .. 

./. ni donde asignaremos et númerode la a~istalocrilizada. 
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El algoritmo edo2/ineam es el siguiente: 

Localizamos la arista que está representada en cada e~trádadebajo .de la diagonal de estado 

y copiamos su valor en lineam. Para lo cual empezamos ~n~el°S~g~ndo r~nglÓn · .. 

Para nr = 2 hasta nv 

Para ne = 1 hasta nr -1 

ni= localizacion(nr, ne:) . 

tineam(nl) ~cesu1Ció(;¡F, ne)·· .. 
,- _,,;,-¡-

Con este algoritmo hemos generado el vector lineam a partir de la matriz estado, 

111.6 Cómo eliminar nodos repetidos. 

Una vez que los nodos descendientes de un nodo padre están representados en la matriz 

lineah con el algoritmo saca11111nero:Sdiferentes generamos el número caracterfaticode cada 

uno y eliminamos aquellos nódÓs que son equivalentes. Esto lo hacemos.de la siguiente 

manera: 

Consideremos la matriz /ineahsiguiente: 

o 2 

o o 2 

o o 2 

. 1 2 

Cada nodo descendiente, esto es, tadti r~hglÓ~ de llneah 

1. Lo copiamos en unanúitriz 1h1~a: Por ejen1plo, el primer nodo descendiente 

representado en lineah(I). · 

linea(!) 

·~' ~--'--º_,__º__._l~_._-º____.~2--' 
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2. Generamos la matriz estado, c~rrespondiente a linea(I). 

o 

3. Una vez generada la matriz es/a~o_t"Ílle''c.:°i~~~~&o~de.al primer nodo descel1diénie, 

con el algoritmo varitamagicCI calcUl~~n'&~ ~{ihííllf~f.~ c(~r~i:;e¡:Úlico de esta ma¡riz. 
,·>:,·'. ·' , ·~ 1, . :.''.'," ,t:.~-

Para la matriz anterior este n úmern es 98 >. {, ~:<,;. :• · .. ··· /./ 
. (~~;{-·.:-::·,.._; ::;.{ .. - ·.-

Los números característicos de los, nodosqJ~ h~ s~n ~;~~ival~ntes, los~lpiesentarem~s en 

un vector al que llamaremos 11cdh · 

./. Si el númerocaracterístic6 generado en el punto a~teriorya está representado en la 

matriz nic'i/t'~epetimos el proceso anterior para 61 siguiente nodo descendiente. En el 

caso cont~mio, agregamos el ;11Íl1J~ro:cardcteh;;;coal vector ncdh. 

En el ejemplo el vectorncdh es el siguiente: · 

Y nndh=4. 

Algoritmo sC1can111nerosdiferentes 

En el programa para descartar los'nódos equivalentes necesitamos: 

1.- ncdh vector donde representáremos lb~ nódos' que noson equivalentes. 

2.- nncd variable paracbnt~r ias ~~d~s r~'pres~1Úadris en ncdh. 
' ··.·. ,.· . . :,,_·.· ,.·, ... ,,., .,.: ... -· .. , .. · ,. .. _ 

3. - ni número cl~lÍ11~~s d~!j~égo )< 
4.- nbdif indica si ~1'i1Sii~erb d~ract,erf~ti~o ya está en ncdh 

. ,,: - ,:!· '• 

5.- 'nh esta var,iaglé indic~tt\1 nÍ'.1n1ero ae nodos generados, la cual fue creada en el algoritmo 

que expandió el· nodo. 
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El algoritmo es el siguiente: 

Como aún no hay ningún nodo en ncdh. Entonces 

nncd =O 

Para cada uno de los renglones y colümnas de lineah, esto es: 

Para Í1h1 = 1 hasta n/i 
•' ' •C • • 

Para j¡ = 'I · ~ast~ ni 

. La copian1os en el ~eclor'li~ec(', ..... . 
. . , u;;~d(ii) ;;,li~eah(nh~. ii) 

Generamos la mai~'.áes/~dJ'C:orrespOndiente al vector lilÍeá(nht) . 
. ; ··~ 

·• GOSVBline{12edo·· 

Calculamos el· ;1~i~1~~Ó ririrabterístibo d~ la111atri~ esiado que acabamos de generar. 
,• ' '" '< •' 

c;<js:~~ ,;,11:;ú1111·~,gí<:~1·< ·· ... , ·· _ 

Rev;,.mo< qu~ nC ~.; .• ;¡~ 6~ J:.~h'iY~;;;, .;;,~j~.;~¡,\;:.;.ri,¡"'hc ion coda uno de lo' número' 
/, - ···.::i...:,;;: ",'" ,•;:~~~- '<'·::·,.,,..;-:,,,·:.''1/;::i·,,;·::·~ ·::.;<:· -~,·· . - . . 

que están en ncdh. / •.\ . GY'?;r · < y .· , , 
nbdif,;, o (por si ncrí9 está en ncdh) 
Para ii = 1 hast~·~;~~i·> : • . ·. 

Si nc·=.ncdh(ii) ~nt~nces nbdif = 1 

Si nbdif= O significa que ne e.s diferente a los números que están en ncdh; En este caso 

incrementamos en 1 la variable. nncd (ya que habrá un número más en nedh), y agregamos 

ne a nedh. 

Si nbdif =O entonces 

nned = nned + 1 

ncdh(nned) =ne. 

Cuando hayamos terminado el procedimiento anterior habremos representados en nedh los 

nodos que no son equivalentes, generados de un nodo padre. El siguiente paso será 

agregarlos a la gráfica dirigida del juego. 
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Ill. 7 Cómo agregar nuevos nodos a la gráfica. 

Para agregar a la gráfica del juego los nuevos nodos que están-representados en ncdh, 

primero revisaremos que éstos no estén ya en la gráfica dirigida del juego. Por lo que cada 
. ·- -

nodo que está representado en ncdh lo comparamos con cada nodo clel nivelql.te estamos 

construyendo 

En el ejemplo tenemos que: 

ncdh 

1 98 176 ¡ 10 1 74 1 

iconflgs 

1 o 1 1 1 66 1 96 1 

Para revisar que cada uno de los nodos que están representados en ncdh no han sido 

generados antes.hacemos lo siguiente: 

1.-nc es igual al primer nodo representado en ncdh. . 

En el ejemplo ne = 98. 

2.-Revisam~s que este número no esté ya representado en la gráfi~a del juego, p~ra esto, 

revisamos a partir del primer, hasta el úÚimo nododeI'niveJ que.estamos cons~ruyendo; es 
.. - . ., 

decir desde iconfigi (índice del primer nodo) hasta ico1?figu (índice del último nodo 

colocado en qconjigs). 

En el ejemplo icoi?figi = 5 e ico1?figu T 4 

. - ' . 

3 .-Si ya está, tomamos el. siguiente número del vector ncdh y repetimos el procedimiento 

anterior tantas veces como nodos representados haya en ncdh, es decir tantas veces como el 

valor de nncd. 
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Si no está, increnlentarnos la variable ieonfigÚ~ y agregamos ne a qeonfigs en fa' entrada 
~o_-_·- ~~-o-:~- - '•--~·-i--·- -·-- --- ·- • -· _, ---- -----. ;__ __ ._ .• - -

ieonfigu. 

En el ca~o del· eje1riplo' qí.1'e esta1úos siguiendo, ne no. está en ieonfigs, por .lo que hacemos 
,- ' ,~·-. . ; ''· -~ - - ' -.. - '- "; ; -- ~ , : - - :· . •'. - ' 

iconfigu ;= 5, e qeo1?fi~s q~ecla ~sí~ 

qeo1ifigs 

o 1 66 1 96 1 98 1 

i kmifig• 

4.- Tomamos el siguiente número en nedh y repetimos el procedimientO anterior tantas 

· veces como el número nned de nodos representados en ncdh . .. 

En el ejemplo, ninguno de los nodos generados están en,qe.cmflgs;;,pó~'1d4ü'eagregamos 
todos. Cuando hayamos terminado el proceso anterior qeohfi~s Üfa:~I· si~u~~~t~'.ve'6tor; 

1 o 11 166 196 198 176 ¡ 10 174 1 

1 ico11fig11 

Algoritmo agregancsnuevos para agregar nuevos nodos a la gráfica. 

En este algoritmo necesitamos: 

1.- El vector nedh donde están representados los nodos candidatos a agregarse a la gráfica 

dirigida del juego de Sim. 

Las variables: 

2.- nnedh que indica el nfü11ero .de nodos representados en nedh. 

3 - ieo1?figi el primer índiCe del nodo del niveltjue estamos construyendo. 

4.- ieonfigu el índice del Óltimo nodo representado en ~a gráfica. 
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El algoritmo es el siguiente: 

Para cada nodore~~e~ei1t~do en ncdh hacemos lo siguiente 

· Par~ i ~ )h~si~ nncd 

ne = Íu)~h(i) 
Comparamos 11icoi. c°Ücl~ ~oclo del i1ivet qúe estamos fommdo 

' . _, '·<.·'" 

~bdif.,;; O (pbr si no está) 

···-· · riiraj .~ icolijigr tlaSt:i-iéoliJlgi/c .. 
1 Si 11~ = ico/1fig~·G) critÜnccs ílbdlf = 1. 

Si ne no está representado en iconfigs, irtcrementamos ieonfigu y agregamos ne a qeonfigs. 

Si nbdif= O entonces 

ieonfigu = iconfigu + 1 

ieonjigs(ieonfigu) =ne. 
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CAPÍTULO IV 

Teoría de juegos. 

En los capítulos anteriores, encontramos una forma de representar en la computadora la 

gráfica dirigida del juego de Sim. En este capítulo veremos cómo deben comportarse los 

jugadores, para lo cual, analizaremos el juego de Sim desde el punto de vista de la teoría de 

juegos. 

IV.1 Conceptos preliminares. 

Desde el punto de vista de la teoría de juegos hay seis elementos esenciales én el juego de 

Sim. 

1.- Es un juego entre dos participantes, a esto se le llamajuegobipers.onal. 

2.~ Es un juego antagónico ya qué los jugadores tienen intereses§p'll'e;ios ~Ori\respectoal 

resultado del juego; por consiguiente, en cada jugad~, eljug~d~~:Í¡~~~d~ i~'.;~~-~g~·r~r~é el 
• '• • ••• ,.,/.-.,."•••'A< : <''.' '•, - •"> •" 

beneficio máximo y tiende a que sus contrincantes pierdan tll riiá~ihlCj'./ · 
3.- El juego es finito, ya que cadajugador tiene un~úni~i&'''fiRiicf·<le;riiovimien~cís posibles 

y el juego termina en un númerofinitodejugada~'.;;\0· .. ·.;'. ;~. . .. ··• .. 

4.- No hay sorpresas; en cada mome.íl:to:. los~j Jihctbr~~: e~tán completamente informados 
- ·' -:_ .· : ·-: ,._.-·' ,:,_~--:: :·><~~-· '·--~.'-:.-:~- --~'.-.--··-~·-· ':?-~--~:~.:::.:.·--'. ·-:~. ~- ' ·, -.. . - ''. 

sobre la historia del juego, por Ío qt;e; ~é í~.11iiil~ri}~'ei:ic{d~ i~formación perfecta. 
' ••• • e, 5" • • •~·/';'·_-:y:,',~:•''. .... '.~·::~~••,'.~':'~-': ;: ~:t~~·;.~-:,; i :;;:, •.( J'.:!,:,: > ,':~ • J • :' 

5.- Es un juego en donde lo que gana'ún)ligador loj:>ierdé el otro, a este tipo de juegos se 

les llama de suma cero .. · " . -• ~~,:~://:· -~---:,-· - ·:.<''~=; 

6.- Cada jugador elige shj~gada en una forl11adei~M;iciista, pues no hay movÍm{¿nt¿s al 

azar. 

---,' ~ :~< < /'· 
Definición .. '17 Una estrategia es una descrÍpci~n:t~?.~pl~'.ta;de: córrio ún jugador se 

comportará bajo cada una de las posibles circunst~n~las déi}u~go: 
' ' .. ·,. .·.·· . 
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: . .. . .'. ,- . - ·. . . . : 

Definición .. 18 . U na estrategia ganadora es una esfrategia que si se ,elige gararitiza el 
- -

triunfo·independientemente delo que haga el oponente 
.:'./ -·-·-=: --.:= 

-------"-•'-----~..'..~ _ __:.. ___ - ~o.:,~=o-.--';.-_ 
- - -·· --.,,..--.-~-- -,-·---{;;··---

El siguiente teorelTiafüedem()~trado porZermelo e:il i'~l 2,;erilo;~ue ~u~ erprimerartículo 

sobre teoría de j~egbs, ~¡; éi ·s~ bas~ránue~fr~-ª~Ó(i~i~~ Já:i j.i6:g_?.<l#,sijri·. ·· : · . . 
. . . ': ' _'.' \.:: ',( ,·,:·· 
, . . - . '.. . . - , . " , i.:: ~,,,.. J -· ::i, . "."-,¡:. - .~'!,: ~ •, 

Tcorcriúi~4 Si -~i'1'cad~Ci1~ori1entK dé uh:;jU~g~-:~i~if~cí~~i;f't'{riif:~~'°'de suma cero. y con. 

información. perfecta,. los jugádores eli~ei1:··sJ';j~~JC>t;Ó~~ióh~:·_~f re~uli~do del· jüegO. es 

siempre el mismo: gana el primer jugadcir, d~~~-:~f;se¡J~'db-J¿k~~c)rJ~ ~l j~~go ter~i1~a en 

empate. A esta propiedad se le llama dct~i~i;.:~ió¡~-.~~t~i~1~;/ ; · . . ... . . .. . 

': .. :_· 

En la siguiente sección darémos JÓ~·argumentos que en esén6ia ~ruebrin este teorema 

aé:laptáridolos para el jue_go: 4e:_~i·1~~-»· --.--- -

El teorema de Zermelo establece que desde un principio se puede saber el resultado final 

del juego si los jugadores eligen siempre su mejor opción. Atendiendo a esto, parecería que 

jugar este tipo de juegos no tiene sentido. ¿Para qué jugar un juego cuyo resultado está 
' ... ·__ ,' ' ' 

determinado de antemano? Lo que sucede es que en. la prá_ctica es difícil y a veces casi 

imposible saber cuál es la mejor opción de un jugador en cad~momento deljuegó. 

Para conocer cuál !!S la--1~1ejor opción de losjugadores encadrim,oriiénto di1' juego de Sim, 

así como su result~do.flnál v¿remos ahora ~na forri~aen qÜe_s~p~ede analizar un juego 
' . - • . . -" ·~ ·-= = -·_,, .. _ ' . ~ . ·. -·· ' ' ' ; . . -

bipersonal, antagó1Hco, de_sün1á cero)' de.informa¿ióllperfecta .. 

IV.2 Análisis dCI juego 

Para el análisis del juego de Simutilizaremos el árbol que construimos en el Capítulo II. 

Cualquier trayectoria desde elnodoinicial a un nOdo terminal define una partida del juego. 

Hay así tantas p~rtidás Coillo nodósctermiririle~:f¡~rie':el;arbol. 
Una partidase desarrolla de la sigui~~te n~~h~ih: ~l jugador al que se Je haya asignado el 

' ._ •' .. '·. ·.:·,·_-- - '¡.;:é'··' ,·_, 

nodo inicial, VÓ; elige una arista qué iné:id~ en'vo (una opción), la que conduce a otro nodo, 
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' .· ·' ~ .. 

que a su vez está asignado al otro jugador, quien .eliglunaopción dentro de las disponibles 
y así sucesivmnente hasta llegar a un nodoterml'~aÍ. , -"- . . - • -···-·· ·º • ' - .. -· ···•·· 

En teoría dejuegos existen varias forma~ d~cf~~~esdntar·t1rijJego~.~En este'trib~jb ~saremos-

la reprerentadón en fo<ma exten,iva de ~n ¡~e!r:;. • .~;5 ( ,; :'. '(! \ ' ; . 

Definición. 19 La represe~taciÓn en>fo~~~ c~i~n~i~a-1'de un ju~g~ de sum~ ce'rJ; entre dos 

jugador~sco11·· rnrotHmciÓ~pef ;eiik}~iif tn~~i~;ii~~f1ú-ª.~~rconst~/c1e~10· si.gÚi~ñt~-=: -· __ 

-'."(;-. :_ ;:-:¿-. 

1) Un árbolr~ori'p11~oclo raíz al que llamaremosnodo raíz de í. _. _, ..... 

2) Una asignaci6n'de Íos nodos no finales entre losjugadores. Es decir, se cl~b~señalar qué 

'nodos corresponden a cada jugador. Todos los nodos no finales deR~~ ~~r asigh~dos y 

ningcin nodc:i puede corresponder a más de un jugador. En otras palabras, definimos una 
, . -. :, . ' -·- . : _,. ' >.:::.·: ¡_'.~'¡ -/: .'.:·,~···. ;1:(: ~ -, ._·_: .. 

partición de.los nodos no finales de.[' en dos conjuntos S1 y S2 ci(;n<l~ s'.~ sí u. s2' es el 
•'','' : 

conjunto demomentos del juego. · .)·' '·'' ·. f:.· ., 
3) Una asignación de opciones a cadajúg~dcir/ estas"op6ioi1e~ ~bfrf!s¡)Jnct~n a las aristas -. ·< .-:_':::·.:.:.-:;.-_-:,,/: .:··------- ;:, ·'-·:•'>'"'\--'·· ,-~"'·.-:.:_·. '-:.: .. •''',.';· ... ·:·. ----.· _._'7. -· 

· queparte1idecadar1odo1w.·teiriii.fí~í;.~';:;; .t··,;:•,:/' ·· .. ··-. >; :>-· · 
4) En cada i10do final se asig11ar~uri~ganahciapara cada:jugadormediánteunafunción f 

llamada fu~clón, 1 ~c,;·(l:i~os',:(Ó';'.'dJ'-:i~~~:11~/¡';~·s{1~ c~~l a~ig1m,Ctn' ve;btor' de dos 
',.':': 

dimensiories a cadal}odo fil1aE' ; · 
~ .. ·_::· .. :-:';_, , . ' "' . . 

~;:~:- \->' 

En el ·caso del }ueg~:~e '~i~~~'. ~lv':r~ol ·lo· hemos. construido: ~h el,éap~ttil() · ~l, donde el 

conjunte; si está f~r;~~cl()'¡)o{1b~:l1odos que corresponderi ril /p'~im~ijugact6r;'~st6 ~s. los 
.-· _:· .. -,·-: ;:-~:-;':~:-·::··;::-':·:;~-,-:·.--,.:·.~=--.-,_ .. _-_.-,;_,._- -.· :··· .. ' .---_. -·:·¡-~,--~,·::-··."~--~- _.:_;~'.··:" . .-·-,,,- ;·,_~-··,,:;~;-,:-,;<'..· :·.;.:· -- ··:-

nodos que fo.rmanfos ni \'eles in1pares 'del árbol (el nod<)_rniz, :108 nodos ,'del tercer nivel, 

;~:::,;:::~: ;f A0~~,d~j6:,q::';0::.,·~:,~:J~jf;l~J[~~~~iil~i€~~11~~~~~ 
, cuarto, s_exto nivél~'etc;), Las opciones del primer jÜgad()r's9n)aia~i~ta~:Oí~'fcad~~·é'on rojo 

y las del segundojÍ1g~dº" las aristas marcadas c:c;11 üi~G}····.,:f!c'i?;:?;~;~_::_ ;''.;~:,:!i 1 I,'~~, · 
.· ,~.->."--:" -:.~:,· ··'~:r .. ·'.·!:.:J . . ·.-'..e:,;;.· ::t:\ ~.', ·---~.,, ··:·:~->" . "(::· :~'·:·'.: 

f i~~i:I~f !.:~l~g?}i;~¡u~TiiíÍ1Íif~!lil~f.~!~ª~~~~ 
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denotaremos por (1 ~-1 )el .vector de g~nanc,i~ en este caso; En un nodo donde ningún 

jugador gane, es decir, en aquellos Úodos_pnales dondeno exista un triá11gulo de un solo 

color, Ja-g~nancia párá ambos será (O; Ó). Y si 'en'Jn nodo ganá djúgiidor a¿üf, lá gánancia 
; . .-'·· ,. ' -·· ' . 

para este será 1 ypara rojo - i; denotadapor (-1, 1 ). 

Es iiúportaiüe notar, que en-el juego de sim con seis punt0s, el1 los-11odi,s:.finales no es 

posible-el empate, ya que, por el teorema de Ramsey (Teorema 3 d¿l Sa~í1~ló l)sabemos 

que en una gráfica completa con seis puntos siempre hay un triángulo rojo () azúl. '· 

La forma en que analizaremos y encontraremos una estrategia d,el jÜe~() d~'S_ih1 es usando 

el algoritmo de Zermelo, el cual consiste en lo siguiente:_ 1'./s~-d6firie'¡)rlÜ1erÓl~función. 
. , •. ·; -~''::·>!';''.c';~;;(>~~ .. ·.:+/;'''I·; 

de pagos en los nodos termmales. 2.- Se define la máxuna ganancia•'pos1ble del Jugador en 

turno en los nodos no terminales del penúltimo nivel.:Estd s~{li~6~ f~l11-ci
1

rido~~h;cue~t~, para 
: _ ·- \) __ :_.:.;?..::··,.~!.p., .. _· :~'.:~.z' :_ :_,¿~~~~- './;~·'.s- -! 0::·;.;.·.·. ~\·.;?~~ '.: ·i,':'.> ;- -,;_ ; .. 'j·, __ ·:. .· 

cada uno de estos nodos, las ganancias en los' nodos hijó's. ¡J."'')\ co~tinuación se hace lo 

mismo para los nodos del nivel anterior, sólo;qu~:aJ1br~~-~~;)¡hi~iI~ÍzaJa ~ririanci¡ ~~ra el. 
, • - ' . - • '. :: ·" ',. - .:-; ·~ el-~- - ·., " 

otro jugador, pues a él le corresponden· los i1ód6sdf! e~e 11iv·e1},col1tinuandó'cie estil. manera, 
. . ' ... -.. "" ·'-,"··,,,.- ·- ,.._,_ '-:, ' ">" -.-- .. .-,>-.-- .-.· -· · .. · '. 

se marcha hacia atrás hasta el nodo raíz; Por esta ra~óh a 6staté6nfé:ri s~ le"éon()ct-:'tarnbiéi1 

como inducción hacia atrás. 

En el juego de_ Sim para'deterri1iÜélr 1'1 ~pcióri _q~e ~1a~fo1iza'~l~s' ga11ancias_d~I jugador 

si tundo en los nodos q Je pf~J~den a los hnaies/utllizarnos las tres reglas' sig~ientes. 
' ' . ,- ' . - . . . ~' .:;,>···· 

Regla 1.- Si e11tre los nodos que desciend~n-depn ri{is1~io ·.~·CidÓ )Jii'dr~ha)', al· menos una 

::~::e:~: :::::,~:·d:';,~=~~:::~iit~f ~~~ii~~~~~b~~~~!~~d~ •~gananda "ª 1, 
Por ejemplo, en la Fig. IV.1 se múestrn'Ú#a sitúticiólldondé.iifn1enós existe una opción 

donde la ganancia del primer jug~dor( el que ~stá ~iti.iéldo en~·; n¿do padre) es uno. 
,.· '· . . - ' ' .·' ·- -· . .- . 
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Figura IV.l. Ganancia delJÜgádor en ~Í nodo padre igual a l. . ·- - --- ···- - . - . -- -~_, - ''· - - ... -.,,_.,_ ,·.-, 

'º·:-~ ·- ... -.. ~. '. ' > :: 
. ' ··!, 

. :i;. '..-:-.. ~';._·: k'<-, 

Regla· 2.- Si. en los '11odÓs q~~ d~~gi~Üd~~ d~'/Jh nÚ~rnÓ nodo padre, no hay al· menos Una 
·. :/ ·:_~'· .. : ''.>·'·· ~ :~:;;, -~· -. i'.·'.c.·-'.··'.)··:_·, -~::·~'.:;'·. :_!.<-~-:_·;{.. -~··:.'.~:.·.:.-~·;·· ".,:··.,;-.:~ .... . -·'._·;: . " _, : 

opción que conduzcaal'.jugadórsittiado:e.n:ese:,nodo·a un nodo donde.la ganancia sea 1, 

pero hay: ?,llJ~;~~ef: .• J\i~~·~·p~~~d .. ~~~;"[~;~?~~u{~~.!'.un' nodo: donde la ganancia es O, eiitonces 

'' la máxima gai-iaf¡C,ia:posi!Jle"~e)jugad,~r sit,uad6 eli el nodo padre es o . 
.. ' . .- . - ' . ' .'·¡ ··-- - .. - . - ~. - ~- ·; - - -- . 

·Por ejemplo,· en la Fig. iIV.2 la 'máxima ganan da para el jugador situado eri el riodo padre 
- . '•, ,-,- ;-'"<• .·.• -- ' .• - • --"'" ·:··-· . . • _,. . _; 

(el p~imero); la ~bti~Üe en~~alqui~ra ele Íos nodos donde la ganancia de los doijugadores 

es O. 

Figura IV.2.Gananéia del jugador en el nodo padre igual a O. 

' ' 

Regla 3.- Si en los nodos que descienden de un mismo nodo padre, no hay al menos un 

nodo donde la garial1Cia del jugador situado en el nodo padre s~a i'oo, é~tonces la máxima 

ganancia posibl~·deijugador situado en el nodo padre, es .:_r 

Por ej~mplo, en la Fig. IV3 todaslas opcion~s pa~aelju~ridor situa~o~n el nodo padre lo 

conducen a nbdo~donde la máxima ganancia posible'es-Í. 
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(-1, 1 ) 

Figura ¡y;3, GananciaJ~ijugtcl'.or'.el1ef11C>do padre igual a -1. 

- '' '.·_-··-, ··-

Aplicando la primera (en el orden dado) quiseaposihle d~ las tres reglasanteriores a los 
'·'- ',, ·-• • .,,· ,e•• • •• e•,, • _ 

nodos que forman el penúltimo.nivel.~él árbol, maximizm11os'la:ganancia.dd jugador 

situado en estos nodos. A continu~ción nlarcarrios cada~nodo cÜ~ l~parej~ que en la,entrada 

correspondiente al jugador tiene ·Ja n~áxt~mi~a·ri~;1bia~H1;o:~Ú~ld,tly?erí la ,otráentrada, su 
- . ·, ,, ··;···· ..• , ••. _. ' • .!._·-- ._., ·-·. .., ,, ., ., . ' 

inverso -111. Esto último es porque --i/í es iit~á~ifua.';ia:i·~ndÜi 'a" Iá que p~dría aspirar el 

contrincante si el juego llega a ese nodo (;ec~i<l~~ q~~ ~'i'jl;~~o ~s de suma cero).' . 
. - . '. - ... : . . ¡ i:. ~- ,. ' . -

Repetimos el procedimiento ariterior para:;naxirTiizar la gahancia del jugador situado eri los 

nodos que forman el antepenúltimo ~i~el /d~Í'.~lic~si~imente hasta llegar al nodo.raíz: Es 
: '.,, - r· . . ·<:'<' ,· -;· ·' .- ·.::.;,": , ,_ ..... ~ . . .. - ·': " _.,.-:. , -

decir, tenemos un algoritmo recursivo que enipi~za en los nodos que preceden a los finales 
y retrocede hasta llegara! rmdo r~íi; < ;'." . . , ' , . . . . . 

;·:;:,-:· 

Con el procedimiento anterior, ade1i1a/de conocer la.mejor opció~.d~ losjugadores en 

cualquier mom~nto de1 jue~º· sribeh~o/~1.re~u1tado fina1 del jJ~g?, ;;~~Ue.si·elvector 
correspondiente al nodÓ raíz e~ (1,-"1), significa que el prl~er]ugiidbr g~n~~eÓ~e~o (si en 

• - ., ' - - • - • ' r '- - ,--;; -\' - • ' • •• • • - ", - 7, •' • -~cO.,·--- • :- -, ; ,• : • • • •-

cada momento eligesu mejor opción). Si este véctÓr es (-1,'1 ).entoncesél segundo jugador 

gana el juego. Yen elca~odel ~eé:tor (0,0) el juego t~rn1inae~e~1~~~e:····.•··· . . :·· 
~:; : 

\ ,,: ., ' . -' ·~ 

Al~ora. bien, en, el .c~Gítufo1i', •expusimos .las razones/;C>r •. las cu~les noiés conveniente 

· :::;~:,.;~Jf jc~r~1{~~t~;~~~:~::~;:~~~~~b)~Íi~f :"~~¡t1:::~:~ :~ 
ese mismd c~pílJ¡()/p~Ópii~i~ibs. Ül1a forma específica d~'."pod~r';•~l ·!Í~bol del juego de Sim 

--_- -· :_.-_:-o'.~;·~;~,,_--;.';.:. -~·;_;H-=:::;<f-~/;~-:?~~>¡ -;;_~,:~~-~~.~·-~g<-0:--~:~~~<- ~~~- -.~:: . '· :,~·-~- -~-,- :. ,_.~_o.~:';- c··,.;~~--~··.·,;,:~~:.''.::~.;;~~~{)1c;%,;_:-·-.~-~~{/-~~\;:..'; .;- . .--- -
y constrúiínos)la igráfica'dirigida que sólo tiene un noao de cada clase de nodos 

.. • ..:--· , :. , __ • : .• «· •• ;:,.-·. ·. ~-· :- -. --::, "( -_· .,· __ • -. -· •. , , ,_· .. ,.·:--"= -- '.<'' · • . ,,_.._.,_r·- . .. , -

equivalentes.~'Récol'qemos,que la gráfica dirigidaya11o':e~{un·árbol ya que un nodo puede 

ser hijo de. dos ~ ~~1~~· 1i6d~spadres. De todas for~na~~ ~n'\~:~ráfl~~·dirigida tenemos toda la 
·' ·.- . '· ,.·.·:· ' •;,. . 
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información necesaria, pues por cada nodo eliminado quedó en ésta gráfica uno qlle es 

equivalente. Además, cada nodo de la gráfica dirigida ;ert~ne~e,.'~1 i~~~(qu-e e~_ el árb()_l, ~ 
uil solo nivel (de hecho, el nivel de un nodo de la gi:áfica-'-es sirnplen1e~t~áriúmeto de 

líneas trazadas más uno). Podemos entonces aplicar el níét~do de·Ze~rneio diie~ta~ente . . , , ,.,. - '::-_:; <:·· __ -.-.· ~ . ., ·--•..O •O' 

sobre la gráfica dirigida: se aplica primero la .funciÓn,'de·pagos en\todosf !6s nodos 

· terminales, después se define en cada nodo no term!na(<l~~-P~~-¿l~l-~~4;~¡~~1'1~<~~~ritici~ del 

--jugador en turno, después se hace lomisrr10 i:>ara ~-a(faG~'o'<l~:~faS'=~~ve_,i:;'s·-~~tet~o'r~s 11~~ta 
"- --- ;-~) ;'.~'.~:_;;, .<·; ·-.:.-._ ··,,_·;·· _: '.· 

llegar al nodo raíz. 

En la F ;g. IV .4 nio,\mmo,.< la gcáfioa d;dg;da del j ue¡oidei~ i~ e¡n tua~fo punto' 

Señalamos en cada' nodo el-color del jugador que obtiene la máxi~1a: ganancia en ese nodo, 

rojo si la ganan~_ia·dei'prin'.ierjugador es 1, azul si la gananci~ del seg;11do Jugad;r es 1 y 

verde en aquel!~~ nÓd~sdonde la ganancia de ambos jugadores es O. 
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Figura IV.4. Gráfica dirigida del juego de cuatro puntos 
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Con el análisis anterior del juego de cuatro puntos, sabemos qu(: el resultado es empate, 

siempre y cuando, ambos jugadores elijan su n1~j~r~p~iÓri~ncada ~ó~f!nto el juego. 

. . 
' . :·. ¡ 

En el juego de seis puntos sabemos, por elteórema d~.Ram~ey, el empate no es posible: 
_ • ~ -- _ e • .: ' • ,_.-. ·, · ·-, _. ¡' .- · • - .. o •· . • 

gana el primer jugador, o gana el seg'Jndó. '§i.'~náli~i~; p~ra ~l ¿·~so .de seis puntos lo 

haremos más adelarite. 

IV.3 Algoritmo de Zerm~lo para el ju~go de Sim. 

A continuación presentaremos el algoritmo califica que utilizaremos para analizar.el juego 

deSim. 

Para este algoritmo se utilizarán los v.ectores qconfigs e iniconfigs. Recordemos que la 

forma en que representamos cada nodo de la gráfica en la computadora esa través de su 

número característico en el vector qconfigs. Y que en iniconfigs representaITlo~.¿lf~dice ~n 
qconfigs del primer nodo de cada nivel de la gráfica. 

Para representar las ganancias de Iós júgridores u;tili~ar~rnos ~i've8tdr;nca!if¡b,/Cion: los 
· •.. ·'·.· .·' .· : , .. ,,· º ·;:· ... ¡::-~·· :-·.·.~ ·A·.·:··.-¡>":'··';:·;···:.··~: ~· ·'.. >,- . 

nodos donde la máxima ·•gananci<1 d~l primerjug[tci6f''e·s J(Io:s)r6pr'es¿~tanios;. en 

::a:::::c:;;;,::,:;:::':on. ;;;~ti~~~~n~ji~~i~~~~~~~~~i~!~[~ititd:: 
.: • -~ :· • •• -. •<' - ' ( - _,_,- • • 

ambos jugadores es O, los representa~~()S con el núm_ero, 3. ·•• ·:_; .· ... ~· ;.,;· ;: . 
; -· -~- -'. - '> . - ' ' , ' : --~·;..,- - '. "" ' ::' .---:>~_:;:<: .;_.; 

Recordemos que, en el ·~lgorit~10• q~~ con~truy~:1~';gr~~fr;~cÍ~1.jU~g6 d{Sifu (C~pítulo .III) 
cada. vez que generamos. un nodo descendie11te verificamos. si e11':él:éxistía' im triángulo de 

·,, - .,. ·--.. - :> .. ·;~ .-,-~,--",·";.:,·;, :::~---·- -->~,;-," .• ··.-.'· ::-,·.,_ ~ .;;:.: <:.".,. . . . 

color rojo o azul. De ser a;í, lo. S(!ñalam6s :el1 ~(:"ef~'ct6r}~ii1ifii:t1d1ó~;·por l¿ que, el 

algoritmo califica sólo revisar~ aqtlellos ~()dbsq~é~hó[~~~~~~~i:i~,~~~~b:)L . . ·. 

~:¡<· -j:t :;~<,\\: ·:<:'.~:·- .·;:<: 
' . ' '•: . :: '·: .;>:' ;_.,>·': ·:·?'.;~:;:;_:«;~~-:'.:·.-~/i}.:;·. -~--.~:::{;·~-:.'.~~~-~'(_·;;<.· . .-, ... _~)~':\.--._: ú~·-::. <~te;:.:'.:< - . ' 

El algoritmo califica consiste ~n;Cios eta¡)~s;';En,;1a;'¡)rii11éra;;aplicá~1osJ~funciónde pagos 

;~::::~::l~:.~:::
1

::i~~Fit~E~JI~f ·;~~{~~~f }~~~:~~~~!~~º:=::: . 
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ganancias de los jugadores en cada Uno. de los nodos que p!eceden a los finales utilizando 

La primera etapa de califica consiste en lo siguiente: . 
" , . _,· ,. ,- : 'T~. ; .. 

' 
1.- Localizamo~ el índic~

1

de(pri~e~:Y 'últi~~() ~odbd~I Último· ríiyel de. la gráflcadel juego 

de Sii11: rifra··1c>cua1,c lb~~ü$:1i16te1'r¡.~ef1~~::y."~ÍHllloé.¡11Cilce,·<lellí1iin1~niv61~,0e iÜiráfica, 

en el vector qc~1if;gs: 
--:-. 

. ·. 
;'"' ~ -... :::' , .. 

iconfigl = inicoefigs(nivelmax) 

iconfig2 =·ini~o1if¡g;(iiivel111ax+ 1) -1 

Por ejemplo, e~ eljtiego ele cuhtro pu!ltos, la gráfica consiste de 7 niveles. El índice en 

qconfigs del prime; nodo del último nivel se localiza en iniconfigs(7), y el índice del último 

nodo en iniconjlgs(S) - L Como i11ic~1-¡pgs(7) 21C) e iniconfigs(S) = 22. El último nivel de 

la gráfica está formado por los• !lod~s qu~' se encuentran representados por su número 
: •.;·.· .··· ¡.. .-. 

característico entre qconflgs(l 9) y. qfo~flgs(21). 
--•• '·. ··: ~ :••J'•: .,., ~----

~ -.... 

2.- Para cada uno de los nodÓ~d~L,úl,tii~1<:)riivelde la gráfica hacemos lo siguiente: 
/.';-·~:/~:~~~ ~ ~{'~J~: 

a) ic~nftgt~~(~~n{~ro característico quele ~orrespcmde al nodo en 

turno 

Para iconflgt = ico1ifigl hasta ico1ifigi 

b) Con el algoritmo nc2ed~ a p§irth· del número característico del nodo en turno 

generamos la matriz.e~tado. 

En el ejemplo, el primer nodo, ~hce~te cásoe].nodo entmno,, es 111ico1ifigs(l 9)== 756. A 

partir del número cari6teríÜif~;.7s~; ~~~eia~os' la ~~triz ~~/~do ~~~te~~~;{die~te a este 

número. 
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o· o o o 

o 

2 2 

o;' 

c) Con el algoritmo buscaMangit!r~r¡~is#i~?s si en la matriz estado, existe un· 

triángulo rojo o azuL. )!. ' ' ·. 

En el ejemplo~ étado(2; .. 1)= 1; estad~(4, !)= l, estad~(4, 2) = l, podo tai1to, el nodo en 

turno cóntieneu1~.triá~gJ1o';~j~. 

- .' .-. ' ": . 

d) Si en la matriz estado hay un triángulo azul, el nodo en turno es una opción 

dónde la ganancia del primer jugador es l. Esto lo representamos en el vector 

ncalificacion con el número 1. Si en la matriz estado•im~~·~J\~i~Ügúlo !.'~jo, el 

nodo en turno es una opción donde la ganancia del~~g~ricÍbj~~~cÍ~{~~' l~:.~stgl¿ 
·.· .. : · .. ::··. '.·~/~·.:,·:~":<t.::_ ~.:;J<--"fi··-~~-'-·;!(~<-.::-'-L·:: .. i<·· ·' 

representamos en ncalificacion con el número 2, Si en lamatriz;'(!~tádo,rio hay. 

un triángulo, la ganancia de ambos jugadores e11 el noclo~ri 1f~r~~;~~'fo;f~stolb 
representamos en el vector ncalificacion por un 3, El ín~Ü·c~:cl~!"~ij~i;~ll lur~6"en 

. I' ·.\¡ •' '•·¡-;. ·::._ ''· 

ncalijicacion es el mismo que le corresponde a este 1íodóel{qco/?figs>; 
. ,· '_:__ ... -··'·" . 

. ,_. .,, ... ·. -

En el ejemplo, en la matriz estado hay un triángulo rojo, pórlo que ncatif;cacion(19) = 2. 

Notemos que el índice que corresponde al nod.o en turno e~ qc~1ifigs es.19: Como e~te nodo 

es una opción donde el segundo jugador obtiene la, máxima ganancia, entonces 

ncalificacion(l 9) = 2. 

Al terminar este proceso tendremos representado en. el vector ncalificacion, la ganancia de 

los jugadores en cada nodo del último nivel d~l~gráfica. 
. ·: - -;·- - ., -' ._·' - .; ::· 

. . 

Por ejemplo, en el juego de cuatr~ puÜtós~ la' g~~ancia>de los jugadores en los nodos.del . . .·. ., ' ' ..... ---- . -

último nivel de la gráfica, es~á repr~sentada en ·~¡ vector ncalific~cion de la siguiente 

manera: 
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2 3 

18 19 20 21 22 

El procedimiento anterior corresponde a la primera etapa del algoritmo, es decir, hemos 

aplicado la fm1ciÓ~ de pagos al último nivel 9e la gráficadirigi~~ d~ljuegóde Sim . 

. ·.A .. cóntiniiii"ción darnos··e1 procedimiento••·de• •. la .'s~gúndÜc;€ta#~\Í~1.arg'otifü~o;:¿sfo'es;··e1 
algoritmo que maximiza 1a ganancia de1 ju~ador si~lia·d~ ¿~-0~ ~-~}cibX.cl~T~~i~i~~les que 

. ::.';'.' -,_-::' .. ': :-;· '· ···''.;~::~ '~~·::_·_:j.:'.f,:· ~\.;·;.: _-·;'=-~-: >·'.::·.» _:- , 
preceden al último nivel de la gráfica del juego. El;núri1eró dé éste riiveldo representamos 

. ,::'.' 2:, " -:·>:~> l. 

en la variable nivel. "' ¡,~ >> ' · 

1 Al iniciar, localizamos los. nodos que forman elpenúltii1fo
0

ni\'e1 (~;~e/ J;;il,~l1naximo - 1) 

de la gráfica dirigida · .. 

. . 
'' 

iconjigl = iniconfigs(nivel) íildice del p;imer nodode nivel 

iconfig2 = iniconfigs(nivel +1) - 1 índice del último nodode nivel 

iconfigls = iniconjigs(nivel + 1) índice del siguiente_nive,l de lagráfka. 

Por ejemplo,· en el jUeg~ de4 puntos, la variable nil1el .~. 6/ porJo:;c¡uf el;índice ~el primer 

nodo d~l pe~últiToriivels6'1oéaliza en iniconfigs(6) =.:1s[iJh,J¡g);.eÍf;1dlce~del último 

.nod.o de este nivei;s~'~11'.~~e!1~tra~n iniconfigs(7) - .1 == 19.~J:=··\s@·;c:~~}giy' p~imer nodo 

del siguiente 'nivel s~ eric;uentra en iniconfigs(6 + 1) =;' l 9 ~- i~qnflgÍ~.: .· 
~::;~:;·_ ;¿<~-i- Y<.:--;---~ · ,..", : ::;~::_·:_ -1::·_;- -

2 Maximiiri~~9stlhs ia1rnncias. del jugador siÚÍad~ eR·'i~~é ri6~o~ de' este nivel, para esto, es 
~· . i_ . . - .. - . . . - . -

necesário ~011bc~rel número del jugador 'qü~,~~stá sltlladti éÚos; Reco~deÍTi~s que los nodos 

de los ~iv~le~irn\~:~re~·lecorresporíden at~i¡¡~~i'J~íg,daory los niveles pares ~!.segundo. Por 

lo que, el nú1n~r~ del jugador (nj) al que c~rr~~¡J6ride~~ lbs nodos del nivel en turno es 

nj = ((áivel + 1) mod 2) + 1 

El otro jugador se representará en la variable njb 

Si1?i = 1 entonces 1yb = 2 si no 1yb = 1 

En el ejemplo, el número de jugador en turno es: 1y = ((6+1) mod 2) + 1 = l+ 1 = 2 
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3 Para cada uno de los. nodos, que no hayan sido calificados antes, maximizamos las 

ganancias del jugador en turno para lo cual hacemos lo siguiente: 

Para iconfigt =iconfigl hasta icon.fig2 

qnc = qconjigs(iconfigl) 

En el ejemplo, inicialmente iconjigt = 15 y qnc = 244 

a) Con el alg~;itmo n~Úd~ generamos la matriz estado, a partir del número 

característico dei ·nodo ~n t~rno. 

, ) 

o 2 

1 1 2 

b) Con el algoritmo edo2/ineam generamos a partir de .la matriz estado el vector 

lineam. 

En el ejemplo, el vector lineam que corresponde a la mátriz estádo es: 

.. 2 3 }4~': 5 6 
.· . 

' ~-:\'..-.'_. ' ,_ 
;·.~-· 

'~--· (~'.~/~.- _, 

Recordemos que, para aplicar las~ tr~s r6gI~~ ¿~n 'las ~ue m~xi1niiamÓs la ganancia del 
i . ' " . ' ,. ,' ·:~ -._:· • '"!,':. "' i\ . ' : '. '. ·: ~ · ... - .\. ' .. . ·. : · .•... - ., ,' ' 

jugador en turno, .es necesario conl,)cer(las ganancias :ciélosjugadores en los nodos 

descendientes del nodo en turno. Pam:~to 
0

l1~;e;~~~~ ;·; ~'i~~i;~~t~:· . ' .. ; .· .. 
' -~' -, ~-~, '~ T , '~,,·:·~}::·e,.>·~; 

'<"!:' :;:..:':- ;· .. , ,-,«····-·-,,-• .. : ~<-:: .. 
'~\-~ ,·;:_· .. ':· ~;'~;.;··· • ' ~ :•h/~;c"::~ 

c) Con el algoritmo generahija{: generarÍ1os I~s'descel1diel1f~sclel nodo en turno, los 
e•.·,:: ::-,. -:. ". ).;, ;_;,.· '.\• - . '.;.· .. -.. '::·.:!•O<·;~·¡·";, : '. '; 

cuales 1os representamos eú1a n,.!iiri~·u;jea1t. E~ imparta:l1te notar que estos nodos 

son los del nivel inmediato su~erior,.doncleÚ ganaÜciacleljugador situado en estos 

nodos ya esta definida. 
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En el ejemplo, el vectorUneah es: 

1 1- 2 1 2 11 1 1 2 

,.'" -· . -

y la variable, nhd = 1, representa el núm~fo de déscendie1ites del rtodo en turno . 
. ·, . . ' .::< : . :~. . ~ ·-' - _·, ·. . - \ . 

d) Con· ~ 1 :algodfino sacal1zíl'rie1c;üc1l¡cri·el1íe~aeséilframo~·ioi( riÓdos desceridientes 

repetidos y · repi~~ehtrirri~;{~~~ ·~d~e;6s .C:~~~'ct~~fstico~~'·~ri .~l 't~c~~r,~ni:d h ,· además 

en la vari~b1e/11ribci ~o~fart1o~ el ~~úfuer~ d~ {16ci6s :d~db6~die~tes que están 

representtido~ e~'qn~dh.·· . . ... ;~; :? '~\" · 

En el ejemplo, sólo hay un descendiente; así ~u6 el .vecfor ii1cd/1 e~ el siguiente: 

e)- Maximizamos las ganancias del jugador situado en el nodo en turno, para esto 

utilizamos fas siguientes variables: 

a) nle =O 

111} =o 
1110 = o 

b) Cada nodo descendiente (generado en el inciso d) 10 localizamos en 

qconfigs 

Para iht= 1 hasta mufd 

qi1ch'~ i¡j;cd!1(ih1) · 
' ·' .. ,. __ - - -

ict;,)~~iif;f;1s . 

compara: .· ·>.·~·· . 
. Si q11ch es igual a qconfigs(icl) entonces 

En el ejempl~, qconflgs(l 9) = 756. 
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c) En la variable ncht registramos el número que le corresponde a este nodo 
- ,, '~"<'-: - ;~ - ,__ - - - - . - ,, 

en ncaliflcacion 
- ; .. 

En el eje1Iiplo, ncht= ni:alifice/cióh(l9)= 2. 

d} Si nc/11 ,;: 3, sig~ifica que é~ el nodo descendiente la ganancia del jugador 

en turno es O. Estolo r~presentamos incrementat1do en uno Ja variable nte. 

turno es l. Esto lo rep~ekerit~ri~6s··¡11¿r~rrient~ndc,"e~·uno'1a:va~iablenlj. 
' .. ·. : . ', .· •. ,.-- ·.'.:, .... •:-_, _,..,_! -. ,_, ·~'' ·;,. -: - .-

. ·. · '.·.:,;,' •., .. -.. •.·;,.. .. 
;:,~~>.~ ·"·'-"'.·:-·. ~~>'!." .. ·\,-' 

Si ncht es igual al nú1~er~ cont:ario d~lj~gador en turnó, significa que la 

ganancia del jugador~~ -l; esto lo r~p;e.sentamos incrementando en uno la 
". . .· .- ' . 

variable.11/0. 

Si ncht = njb entonces nto = nto + 1 

Siguiente iht 

En el ejemplo nlj = 1, nte = O y nto = O. 

e) Repetimos e.l proceso de maximizar la ganancia del jugador, en el 

siguier1fo nodo clesceti.diente, esto es, e.l siguiénte nodo representado en 

ncdh.· 

En el ejempfosólo hay unúnico nodo descendiente que es el representado por el número 

característico 756~ ·· 
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f) Para aplicar las tres reglas que maximizan la ganancia del jugador 
. . . . 

situado en el nod()en tt1rno hélcemos lo siguiente: 

Si nlj es maybr que cero significa-qué entre los descendientes del nodo 

en turnó hay~al ,niet~~s,,'una' opción dcmde la ganancia del jugador en 
- .l ··-· .. ·--· ! ' , . -·. . 

turno es L E~to lo :r~J'.)f6se~t~1~1'o•s en'ncalif/cacion con el número del 

jugador en tu;n~. 
----,--.,-,----

·:;·-.'.'~~- ~..'.!-'· . '! ·.~-.~- '»<:·:~~ ' .-.. 
Si nlj>O cnto'nccs ncálificácion(idonfigt),,,; nj 

,·.· -_-·"._ ·.;.- ··,.,' ',. _ ...... ,, . 
O,' 

g) Si ntj no es mayor4u6 ci~o;~y:~td-~i lo;es, signifi~a qlle ~ntre los 

descendientes no hay u~á opciÓ~' dÜride l~' ganan~ia del Jugador ei1 turno 

sea 1, pero hay por lo n1enos'úna ;doride ia garl'arlcia }s o: Esto lo 
; • . ·"" ·- ; .'.;1·· ·: ~ '.'._::.;' 

representamos en ncalificáCión C:oll el núrrÍerO.: 3 .';Récór'.<lé~ós ·que el 

índice en nca/ificacion es elmi~m~qti~ ~{de{~¿do~~ t\lfn6en;qconfigs. 
/·; } .. _:_;>. ·'·.. . ·-_.::~· ;·· '· '" 

Si nte >O entonces nca/ificác/d,fü~bnfl~X=;{ 
"''\~ '.t\:~ .. ~ ... ,\" ·-'" 
'»<',- .. ; ··· .. ··" 

h) Si nlj y nte no son mayores:9uéc~,roJ·"sii11ific~aqlie110,l~ay por io merios 

una opción donde la ganan~ia clel.J~grirlo~~~lllri~o :se~ 1 ó O, esto es, en 

todas las opciones)a'-~~h~ri~}~t'~sJl§Ú'_~.~t(),;lo ,representamos en 

nea/ (ficacion ',con, el nürrier(¡ ;del '.jugador ~Ónt~ario: 
.--: -·-:·_:,;'_:· _·: ~:._:_ -::,~::'_{(>" 

'~--,;~, < - -: > ·,_ :, '_f· .. 

·· ncálifi~;,¿;()11(;c~lif;~t) =njb} . 

En el ejemplo r11j = 1 ,: y eL núi~ierb del jugador en turno es 2, por lo que 

nea/ ificaeion(l 9} ~ 2~ • 

.Con lo anterior he1no~1ÜiiÍ{i1Úi~ado la,gan~nci~;deljugadoren tum? en u11 solo n.odo. Para 

cada nodo del ni~~l;d'ori'd·~ 'est~;no~:sitúii~6si~petim¿s ~l pro~~~li~iento ~nteriol' (todo el 
punto 3) hasta que iconfi;t ~éa f~onfig;:" . ,, . /, . .. . ',· , , .. 

Sigufonte ic:Ónfigt 
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4.-Con lo anterior hemos maximizado las ganancias del jugador; 11j•
0

,en los nodos del 

penúltimo nivel de la gráfica. Para hacerlo en los niveles que preceden a este hacemos .la. 

variable nivel = nivel - 1, y repetimos el procedimiento anteri~ra partir d~l punto 1. Este 

procedimiento termina cuando nivel= 1. 

nivel = nivel -1 

Ve a l. 

Con el algoritmo anterior, hemos representado en ncalijicacion la maxima ganancia de los 

jugadores, en los nodos que les pertenecen. 

En el caso del juego de cuatro puntos, el vector nca/ificctcion es la sig1.üerÚe: 

l 3 l 3 l 3 l 3 l 3 l 3 l 3 l 3 l 1 l 1 l 3 l 3 l 3 l 3 1 i, l 1 ;'.H ; .. I ~:. 1.7· l 1 l 3 
2 3 4 s 6 1 · s 9 10 11 12 13 14. 1s:~·J6'::11, · 1s·:.19 20 21 

,··,-.·'. ,·,,, \.:-;.': .:. 
''t/:" ·:·.·,,... '.:·'·.: 

' . '. \<.+.:-::.>·· ;· ... ·,·· -,, 

Observemos, que nca/ifid~cion(l ).= 3; esto significa que.la ri~fi~'i1íiJ:.g~nai1~i~/~~1'jugacÍór 
situado en el nodo raíz es ~ero. Por lo tanto, si cad~j_u~.~dir;r~~Ji~~·-~~~~~~~1~.~~tf 2·r~ºca~a 
momento del juego, éste termina en empate. Esta:es'.una',Joriiul''dei:saber;"de~antemano, el 

·- . . -'• : ·:~··:," -~/_,_---.·!(J.-:~;-~\~:;~_·::-;~~~~~·'·\:;{f::f~·~.:~;~~:~;.~--~'fj~'/:·;:f;~~f-~ ~·-;t.v-.;:-.·;/,::<·:>; .. <:~. ··.-
resultado final del juego de cuatro puntos. En :ste caso; :n ~ljué~o''Cie_cuatró puntos,.· es.te 

resultado lo pudimos ver en la gráfica dirigi~a-~d~l~Jy~~b. §id-'.~11~~~r~~.~~}ai~1j_ie~;r9e:seis 
puntos es imposible hacerlo así, por 16 qúe Ja friarlera en' que ~abrerrú)s el resultado del 

juego es con el vector nca/ificacion (ver la, Secci6n 5, ~nt~s del algoritmo 

sacatodos/os1111111eros). 

IV.4 Cómo jugar. 

Con el análisis del juego de Sim que hicimos en Ja Sec.ción 1 de este capítulo conocemos la 

opción que Je conviene elegir a los dos jugadores en cada momento del juego. 

A continuación desarrollaren1os .un algoritmo, ~¡ C¡~e'Úamaremos trikis, para que la 

computadora juegue eligiendo la mejor opclón ~n cada momento del juego. 
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En el algoritmo trikis utilizamos Jo siguiente: 
- - - • ' o-:_, ___ "---- -_•_ 

1.-El v.ector ncalificacion, donde representamos la ganancia d.e lo:>jugad()res e11 cada nodo 
-del juego; " '/:~L.. ,¿·_;·;: 

Recordemos que los nodos donde la ganancia delprim.erjuga~()r es !i.f:stán:ré~_res,entados 
en el vector ncalificacion por. el número). L~s 11oc¡-~s:~·o.ndeé'.l'~"iiÜh,f;~~fih1gi•~~~uí1Cio es l, 

están representados por el número 2 y aqí.teÚb~ dbrÍde Ía g~~anhia1 dd ~l11bC>~j~~adores es O, 
- están representados por 3. ,;,:; ...• ~ · .~.. ''•-· J:;:: -- • ~~--~ :·,;~ -

2.- El vector qconfigs donde están r~prese11tados los nodos de la gráfica por su .número 

característico. 

El algoritmo trikis consiste de las etapas siguientes: 

1.- Conocer quéjugador que va a efectuar Ja jugada~ asfcomo en qué nivel de la gráfica se 

encuentra el juego en el momento de reaÚzarla jÚgada. Para esto, utilizaremos el algoritmo 

quientira2, el cual se explicará más adelante;·. 

En· el algoritmo quientira2····se generan d~s variablés: hjú~adór,fa·:cual·representa el 

número del jugador entumo y nlt,-;qtle representa elnún1erbdeafist~s r~adasque tiene el 

estado en cada momento del jueg~. Con esía yarihblf:,:P()J~~·;h~s'_sáb~r-t!n-qu;fnivd de Ja 
- . • . - ., ', . , . ·' "'.. ·.~ .. ' <'· •: »I,·. _··,' •. ,~,;:..··.,_.; .' . ;•,«-~ ·< .. '.-,: ·, .·· .... - • 

gráfica se encuentra el juego, ya ql!e este es igual al riúnieí:<icl~;Xífii#as'..del no<:Ici más uno. 
--, .. ·>: ¡~\.~~:~ -_.)~ ,~ .. - .::·_::-,._;;·_~ ':05·,~-- ::~~-~-~-;~~ .. :~~,')! ·:;'-, ,-~ ,·.::· 

--~ o.--- - --"· _•'')i.~~--::.ii?.-f:.·~,:-.·~: -·- <e-~.,_.';_{:"•·-·::;,·,_ ~.1_:.<·~:-. 
• .. : : ·~. -- ""º-'.·· ,-:> - <; .. ,. -. ,_-,:·~·-._, >''·:·- : ->C - " • ·.. -, . -. ··--.<. -_: .. <L:_.;).~J/~.:-~f:..~;::· .. !.~~~;;~:--J'.:'?::~: -~- ;-' ·:·-·._· :· .... :,---: :~-< ~ .. :_-:(-. .· ·. ·": ,-: -. ·.. . 

Por ejemplo;· supongamos que en el Juego ~de,.cuatro:. puntos;iell'Ja rutma 4lllent1ra2, 

obtene111·~·s._J_b,~·~{~t1f~l1t~~ival:~f.e~:· /ij;;ga~o
1

f'~tiá'.t~:~~~~;f'~; 11,~~~jio·f?~~1~~X~~i,4rrio-• es. del 

segundo jugado'r;qüien se.eúcuentra situaélci en éJcúarto'.riiveG1dá: gráfica.,/ 

2.~ Pam que el jugado• •itu~do en el n1d;'b}t1tf l~:~ij~~t&2~11~Ó~.J~; e.• necemio 
generar Jos descendientes de.este nodo, ra'~a i6 gü~(i~;a·~~l-ribslb slg\Ji~~ite;' · · 

.. - . . . : . ·-· -\ "<-·-: -' ; ,, ,.. '· ,-. .. .. : .- :,.,,._, .· ·.r _.,,. .. '. 

2; 1 . C~n el. algoritmo edo2 l ilÚ!{(m a 'partir d6 ·.fa m~t~i~ est~1d~ g~heram~s .el. vector 
. - ,._. . . ,. - ' 

lineam del nodo en turno. 

En el ejen1plo elvector Úneam del nodo e11 turno es!'a siguiente: 

1 o 1 2 o 
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- ·-- __ , -.-.- - ' . ----. 

2.2. A partir del v_ector [inea/11, genera~os sólo los nodos descendientes sin 

triángulo del• no-do eh fürri~-;-: Err el caso -de q úe tüdós !Os rioaos contengan triángulo, -

generamos iodos> 

Observemos· é¡~é lgi ri~d~s -cÍ,~s-cf:'iidi~rÍt~s 'c~ri--triángulo son una opción donde la 
,- • • :. • ,' • ~· '· - - ' • • • - ' ". • ! 

ganancia deJju'grÍdci~ el1.túini:Je~"-1.'Es por estarazón que nos interesan los nodos 

desce'11di~l1té"s~~-l~ tr\ángulo~ Pardgenera~Íos utilizaremos la rutina gene1;ah(jas2, (la 
~ . :.'_. _,,~ . - - ._ ~-' ,·_, ~ . ' ·_ ' 

cual se explicará más adelante). Esta rutina genera la matriz lineah donde están 

repres~ntrid¿s los nodos descendientes del nodo en turno y el vector /jugada donde 

se representa el número de la arista que trazó el jugador en turne;>, para generar el 
. ' 

nodo descendiente. Además se genera la variable, ndeh, donde se representa el 

número de nodos descendientes. }y: :;-:_. ... 
En el ejemplo, la matriz donde. se repr~§~11tá,n~~~~ 'Aóclri~ descendientes del nodo en 

turno es la siguiente: 

lineah: 

2 1 ,- ;• 2' o 1 o 
; 

o 1 2 2 1 o 
o 1 2 o 1 2 

/jugada 

-~. ···. -

El vector !jugada índica que en eI pr~iTi~r n:Ód?, (i~sce~die11te el jugador en turno trazó la 

arista lm1rcada con e 1 núnu:m 1, eh el ~e~tlriCi,() '.;jc)d~ descendiente el jugador trazó la arista 

marcada cor~ el número 4 y en eltercernoáci d'~s¿~ncÜente trazó la arista marcada con el 

número 6. 

La variable, ndeh = 3 ya que se generaron tres nodos descendientes. 
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3.- De Jos nodos generados en el punto anterior, se eligen aquellos donde el jugador en 

turno obtiene la máxima ganancia posible. Para esto, es necesario conocer la ganancia del 

jugador en cada uno de estos nodos. 

Recordemos que esta ganancia está representada en el vector ncaliflcacion y que el índice 

de un nodo X en este vector es el mismo que Je corresponde al nodo x: en ~['~ei:tor 
qconfigs. Por lo que, si localizamos el índice en qconfigs de cada nodo''.descericJiente, 

podrei11os conocer la ganancia del jugádor en estos nodos. 

Para localizar en el vector qconflgs los nodos descendientes generados en el punto anterior 

hacemos Jo siguiente: 

a) Generar el número característico de cada nodo. 

b) Buscar cada número característ.ico en elvectorqc01?figs. 

Para generar el núme,ro car~ct~fisü~O.cle c~d~ nodoh~cell1c{5Iosiguiente: 
Para i = lh~!lta i~d~J1 ' ····. < >> ·---•-. 

3 .1. Copi~lllÓs el nodo descendient~ i, repr~sentado en el vector lineah en el 

vector linea. 

' . . . 
En el ejemplo, i = 1, corresponde -al nocÍ~ representado en el -primer renglón de Ja 

- - ' . . ' - - . .. ~-' 

matriz lineah, por lo que el yectbr 1il1e'1 es ~(sighiente: ', 
. .. -, .. -·., .. ,_ .- _.-- __ ;~ ---:-·· .. . ·-·. ,_ '· - . 

1 
2 

1 ··1 
2 el•' o .¡; l' 

1 
o 

1 -, --=-- .--,- ,.. 

;¿.,. :-- .·,,:- >'.:-.?:~, 

. :·:"·<:· --·,·:··._, 1->- ,·.:-"'>·· ,... -

3.2 Con el algoritnio l/n{á2.ecto';géí1eramos la matriz estado 
. -- -- :-;:::e - "",.. ~ -

;- ;'.'_-- __ ,.r, .. ;;·. 

a partir del 

vector linea. 

En el ejemplo, la matriz estt"ido•~if~ s,iguie~t~: 
':::: ~ ~- ,._ .·• 

2 ··:;'··;' 

o 1 
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3.3 Con el~algoritlno varitá1iiaglccl c~lculárnos ein,~mero·caraéterístico del 

nodo i. 

En el ejemplo, el núiner~ C:~fac1~rí~ticó ~d~lhJdo el1 turn? e~ 96 · .. 
-=;~t.~ -·¿k\; ._.-·--.~~< - ;:~~'; 

¡'.->/" .-/ 
3 .4En. el ~ector 'qn~J~; fepr~~e1~'tÜÜ18s :~¡ ·. nÓrnero •característico,. (gei1erado en 

et pun~~ ar1~t:iitfrf~a~l;in~0T~ 3 · ~~:~e~~º · 
/:'¡ 

En el ejemplo;r=;= }{p6~.lb i¡t.16 ~·l;ch(I) ~204.Notemos .que el índice de qnch. 
' :..._' __ ,,.:_.;~ ,-... :~· ;..!, ;)"·,:-:· .... ·,,.",__.,·: ",\ .· - ' ' .··· 

corresponde .. al'núri1el'b de.iO'.i' 
.:,.· ,·, .,: 

Al terminal' ef'tu.1ito :t~e~ terú:lremo~ en eJ vector qnch los· nú1neros.carácte¡:í~ticos de 

los nodos desc'eúéíii.:f1fos. 
- : ··-.e:;, -.- . 

. · '-::;. , 

·. ' ' . - - . _, :~ . -' '.' ' ' 

En el ejemplo, él vector qnch es el siguiente: 

204 

786 

204 

4.- Para localizar el índice de cada número característico del vectorqnch, hacemos lo 

siguiente: 

Para inh = l hasta ndeh 

4.1. Buscamos el número característico inh en el vector qcoiifigs, para esto 

hacemos lo siguiente: 

qnc = qnch(inh) 

ic01ifigt = i~orifigl (donde comienza el siguiente nivel) 

En el ejemplo, qnc = qnch( 1) "'.'204. 
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4.2. Compararnos qnc con cada uno de los números característicos que 

forman el siguiente n.ivel de la gráfica, (estos números están en el vector 

qconfigs), hasta encmitrar qnc. - -

ssl: 

Si qnc i= qconflisÚconfigO 

- -- éñfo~c~s;S_ülifigl:,;,ico11fiiJ1 + 1: 

.- .· iv~ a~sl.-
~<-;, 

¡.·: 

El índice dec1nceii·~~~'~flis queda enlava~iáble iconfigt .. 

En el ejemplo, los números.c~~acterí~ticos qué forrÍÍan ~l ~Üinto nivel son: 

qconfigs(9) ".'.' 240,. --. qcoí?figs(IO) =216, :4cg;iflgs(ll)~_·212, 
qconfigs(l2)= 786, qconfigs(I3) = 204, · &cd;ifiis04) "':' 771. 

'. ... ' ... _.: ,.':_< _·.· ' 

Como ne= qconjigs(l3),,:, 204, entoncl':sqU~~da icohflit'=" 13'. 

4:3. Localizánios-eri)!l ~~6t~r)~"Íif;cc1clon la ganancia de.I jugador en el 

nodo .• inh; Esta~~n~11cialkre'~re5-ent~1TI0~ ell·el .ve~tor .. l~ai iflcácionh. · 

En el,ejf:m~f~:.!i~~{W;f'~ié1ogJ"~.(p~r'jdc¡u~./c~IÍJ]~a,cfon_hÓ):= 3~ 
._:··:-:·~~·:;.:::,,_--,.-. :¿· ·,· , :: .... '.·· ~~'.·:T_.- ::· :-", .}· :,::~_·,\. ~--~~:<· ·-· 

. ~':. ·- ~:-:: .... <·':: 'f/'.< ';' ,.-,."· -:-;-_:-_,. . . ..,, .i .. -.. :;> .: ,'. 
. ., ~ •; '' i ~ .';"·'.: • : • . ~: ... , 

Al terminar.el-proceso anteric>r, ~n eL\1e~tortlc,alijicaElÓ11Í1tendr~rn,os representada 

_la gan~n~ia delj-tf~.}~~;);11 'ici~?l1'p,·J~;l~~.~@~~~,~~,sc'¿~d,l;nres .. ¡enerados en el 

punto 2; ._ 

En el ejemplo, el vector l~alif¡~;,c;;11!1Ú~ ~1 ~fg~ieht~: 
- ·- ·- ,., . -.'':·· 

5.- Una vez que conocemos las gan,ancias del jugador en turno en las opciones que tiene 
- . . 

para elegir su jugada vamos a buscar _aquéllas donde la ganancia del jugador sea la máxima 

114 



posible. Para esto, vamos aaplicar una 'de J~s tres reglas que definimos en la s~cción 2 de 
- ._, - - - '-'-- - -~~ - • '" ' - - . •. ' ' ~· . ' . - ·o~ ., •· • 

este capítulo. Esto Jo hacemos de Ja siguientenmnera: ·· 

5 .1 Las opciones donde la ganiincia d~l j ~g~~?rerí tJrn~. es·1, .están r'epresehfadas en 

~:~::~i::;:~:~~:5:;~1~~~~~~j~~!{°~1~~f ,J~~;,~~t~lf :~,~~ 
a). Con la .variable nhg co11tafuos"'él·iiúrriero de opciones doride la ganancia 

del jugador es l. Empezamos coÍ1 ~hi;,,,b. > .. . ..... 
b) Recorremos el vectorl~~ltfl~clcfo;1h, de la siguiente manera: 

Para inh = 1 hasta iuÚi1 
Si lcalificacionh(inh) = nj entonces: 

. 11hg= n/1~ + 1 (ya que hay una opción más). 

Representamos el índice delúodo con ganancia máxima en lca/ificacionh en el 

vector indicem. 

b) Si al menos en mio d~ losho'Ci~s:Íag~rúmci'a del jugador en turno fue 1, 
• ., ·;·,·:-- • :L';/.-1;,·};;:~¡,:: .. ·:-.¿i;:_ -•:.-·,-,·: •, ... ·. •.'..:.' :' ·.·-·: . .. •; ;. • ;·· .. ,. 

pasamos al punfo 6;cii1'~lca~o'cdñtrariopasafrios al sá. 
-'-.. -- .·.- --- '--':=--:- ·."-: .·-"'.' - --:::;;-~_-_,.-:~~-~";; ... <""':'"'.<·· o :c:o:-o _, ... ;-., ,. ·- - -.· -. -;-, -, - ,,- .. - -:: - ,;_-__ --.- - ·"' -· 

;·<-.:;--~> ;." ·-, '•<'._;,_- [;;~>.>~-:~-: ' -
;·- ·\'-. 

5.2 En el caso•que •. no.~xlsfa;rilng~ri~~~ciór1donde la"gananciadeljugador sea 1, 
~ ~¡·.--- - ¡--·~.·-· 

buscamos una opción donde la. ganancia sea. o, pór · 1() qlle .· buscaiúos en . el. vector . 

lcalificacionh las gan~Úci~~r~~r~~erl¡adas por el númern3. Esto Jo J~acemos así: 

a) nhg =O. 

b) Para.inh = 1 hasta í1deh 

Si lcalificacionh(inh) = 3 entonces: 

nhg= nhg+ 1 

ii1dicem(nhg) = inh. 
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c) Si al menos e~iste un ncido dond~ la ganancia del jugadorenturno es()· 
' • - -_ - '. - -- : •-- - ' • • •• : - ' • - •• -- ¿" -· •• ·- .:. • - • - - - ~ -·- - - ' - • • • - • • •• • •• -

pasamosal punt()6,en el caso contrado; pasalllos alS.J, 

5.3 En el caso ele que no exista por lo mericis una opción donde la ganiricia del 

jugado~ seáÍ/ó&, ~11 todas las opciones disp~nibles del jugador la ganancia es -1. 

Por lo que' en este caso: 

Re°¡':ir~s~éritaníos él índice en /calificacion de las opciones donde la gananéia del 

jugador es -1, en el vector indicem. Esto lo hacemos de la siguiente manera: 

Para inh = 1 hasta ndeh 

indicem(inh) = inh 

nhg=ndeh 

En el ejemplo, el vector /calificacion contiene únicamente al número 3, así que todas las 

opciones disponibles del jugador en turno lo .conducen a un nodo donde su ganancia es O. 
' ' ' ' 

La variable 11hg = 3. Y el vector indicem es la siguiente: 

6.- Tenemos nhg opciones donde el Jugador obtiene la mayor ganancia posible. De estas 

escogemos una al a~ar. Paraestohacen~cis'Io ~igúiente: ·· 

iij~;gacla = int(nh,g ~"hso)f 1: • . . 
··-_., .. 

7.- Buscamos en el ~ect~rindicrimla op~ión que corresponde a iijugada y la guardamos en 
' \. ,·-'. ',. ,•: <, 

la variable ijugadá. 

· ijugada ~Jndice;j1(iiugada) 

En el ejemplo indicem(3) = 3. Por lo que ijugada = 3. 
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' ;,_. ___ , > • •• 

8.-Finalmente la o~cJ_Ó11-que va a jugar el jugador en turno, es la que se encuentra en 

' ·-
' _ nld.¡ugcir =;1jugadc1(ijugada) 

En el ejemplo,nli~z1i~1r $ij11gada(3) =6 

:.-::· ., ,;_:'.:.._'_' 

9.- Los vértices deia~ri~ta ~ll~ v~ h dibujar' el jugador en turno son: 

. vir~lii,:(1iÚu1/ga~) < . . 
.· 1,21.=··1i~(n!'ajiiga;;)·. 

' - ,' ... :_ ;:;.'~' :' 
t :,; 

Las matrices /ir ylic lhs definin~bs en el Capítulo II. 

En el ejen~plo, los, vértices dé la arista son: 

vlt = lir(6)=4 

v2t= lic(6) = 3. 

La arista que va a trazar el jugador en turno es la que une los vértices 4 y 3. 

10.- Una vez que conocemos los_ vértices de fa arista que va a trazar el jugador en turno, la 
' .. . - -, 

representamos en la matriz nestáclo_. e 

nestado(v 1 i, -¡;jt).~ 1y·1/gádo1; 

nestad~(lí2t, vlt) ~njÍlgador. 
En el ejemplo nestado(4, 3) = 2 · · 

La matriz nestado es la siguiente: 

o 
1 2 

o 1 

-, ,' 

1 ,•. 

2 
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11.- Dibuja' laarista en la:pantalla ~on el color deljugádor en turno. 
' • ·-._e •- : • -- - • • _" • : • '.-: : ' -, • • "' - --.. ; -• • .·. • : • • ',, : ., :.· - -~~--- -•• ,. -- • : • 

Con el algorit~o~g~1;el·ahijC/s2henms -eie;ido~n~opció~ do~de ~¡jugador en turno obtiene 
.- ,. _, ... , - .· . - "-·,·--· .. -

la máxima gan~ncia" ]J~~Íble; Note~1os que el algoritmo está hecho sin importar si el 
• • ·- • \• -~ - - '· -~~ ·:. -···-- - •• ,,_" • - - ; -- • -. <' _ .. - •' •• - •• • - - - • 

jugador e11 tí.Ír~~ ~s ef pf'fri1i!ró efe! sggi{i~clo . 
.. _ ... - :y·· ·>:~·:<·1/' - __ ,·. •" 

A continuaciórlef pli¿krefüo~Jo~'prograimis que usa el algoritmo generahijas2. 
·:;:· -~·.": ' 

·:_;:, -:. 

--.. ,: . . >'. .. '._; 

Algoritmo quie11tini'i ;m1r~ saber el número del jugador en turno 

Este algoritmo gene'f~ '.11'~ variables nj y nlt; con la primera determinamos el número del 
--- ·.¡·.· •''1•'::·· --··-·--· ' 

jugador en tun1o Y.·~?~11~ segurida el número de aristas trazadas hasta el m()m711to ~ctual del 

juego. 

En e.ste a1kori;;1ior sé utiliza las variable ni l y ni 2 para contar. las H11¿a~'t~~.Z~~a~ 'por el 

prirnery seg~Íi{dc)'j~gador respectivamente. ·.• ,:~ . ;::;~ ;.;)· :::·>; · 
El con~c~1· é{i~ú1l1e~o de líneas en el estado actual deij~ego,110'~',:~~ifn~f~~::dét~r1nina'r· el · 

número del nivel de la gráfica donde se encuentra ubicádo ¿gjtie'gO';''~nidetérrT1inado · 
"' - , ''>·~' "· · .. ,.' . '":: 

momento; Cada nivel de la gráfica del juego es igual al núi11éro de aristas trá~ad~is hasta ese -·-,_ ·---. . ----- ·-·-· ---.. ,_ '.' " 

--· 

. . ' 

El algoritmo es el siguiente: 

1.-Se ini-cializa el ~ún1er~ de aristas trazadas porlos jugadores. 

- . \: . . -~: :: . . -~ . - ': :'. - ' - ' -· ·. , 

2.-Citenta en I~ n:í~triz estado las aristas trazadás por cada jugador. Para lo cual recorre esta 

matriz contm1do las á~istas r.eprese11tadds por el. núm7ro 1. y 2 . 
. "'-,.". :/ .. ~_,\: • ·.->· e''-._··,•" /.•, ·',>: 

Para i == 2: ha~ta_11\•'.(eli{~n~~rode ~érti¿e~·clei:juego) 
Para)··;,· 1:1ia~ta-it1t{~ec'ó~cle'i11Ó~ q~ee'.i;e'st:ri:ii1rit~fz sólo. se usa.Ja parte inferior.) 

Si estádo (i, j) = l entonces nl 1 =ni l+ 1. ·, 

Si estado (i, j) = 2 entonces n/2=n/2+1 
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3.- Si el número de líneas.tra~acl~s P()r el~pri1~e;}~gád~; es lguai al r!úmer6. de líneas 

trazadas por el segundo jugador, el jugador e'.rí t¿rric>:escelprilTiero; delo ¿ontrario;'el turno· 

es del segundo jugador.. · .:_·· 

4.- El númerot~tal de Úneris trazadas es igual a la suma de las líneas trazadas por ambos 

jugadores'. Por.16,q~~: 

nlt = nll +n/2. 

Algoritmo .ge11era/1ijas2 para generar los _descendientes del nodo padre sin triángulo. 

Para que un jugador elija su mejor. opción, es necesario construir un algoritmo que genere 
" - .. 

los nodos descendientes, sin triángulo, del nodo en turno. Es importante observar que en las 

opciones que conducen al jugador a uri nodo con triángulo, la ganancia de éste es -1. 

En el Capítulo 11 explicamos la rutiní.i. generáhijas, la cual genera todos los descendientes 

de un nodo padre, para esto; numerainos l~s arist~s dela gráfica c9mpleta y las 

representamos en el vector /ineam; 

Por ejemplo, en el juego de cuatro.puntos la numer~ción de la gráfica completa se muestra 

en la Fig. IV.5. 

4 

Figura IV.5.Numeración de aristas. 
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' • ~ - ·-= - - =·- '- .. -: 

Recordemos que unestado cualquiera del juego lo representarnos eri el vector /ineam de la 

manera siguiente: si .. la aristaxlatrazó el primer jugador, colocamos un -1- en el· l~iar x de 
' . - . . 

lineam. Si la arista x la trazó el segundo jugador, colocamos un 2 en el lugar x de Uneam. Si 

la arista x no ha sidÓ trazada aún colocamos un O en el lugar x de /ineaí1i. ·. 

En la rútina generahijas2 generamos los nodos descendientes, si11iriáiigulo,-del llódo padre, 

en ella, representaremos un estado de la misma forma que lo hicimos en el algoritmo 

generahijas. 

Para ilustrar la rutina generahijas2, seguiremos este ejemplo: supongamos que el turno es 

del segundo jugador y que el vector donde está representado el nodo padre, esto es, el 

vector /ineam, es el siguiente: 

o 2 o o 

En la rutina generahijas2 se hace lo siguiente: 

1.-En la variable ndeh representamos el número de nodos descendierites:"como aÓn no 
,;,, ;, .-·.·· ·· .. -. ·. ' 

hemos generado ninguno, ndeh = O. 
~- ~,: 

·:;:·:· 
2.-Generamos los nodos descendientes del nodo padre~ Pri~a j() ~l.lal ·· bu~~arrios"en ~l tector 

__ - ·:.-:_- :..: _ •.·. --.;.:o • .¿~_,.•_,_-.;-;_-,-~----~~----<-~~--··· __ .;; -:_'""·"o;o·'-· -··O ¡_.-·· . ... :-.·, e: 

/ineam las aristas que no han sido trazadas, es decir; los IÚgáres delveétor1ineam donde 
•· "'' , ..... ·'' . - .·, '· - .. ··<' . . •. 

hay un cero. 
-· -

Para i 1 = 1 luistn 171'< 
Si /inea111(i 1)-.;:. O entohcek la-~~Ísta i{y~ ha.sido trazada, por lo que pasamos a la siguiente 

entrada de /ineam. 

Si /i11ea111(i 1) = o; sighiry,cá 'quela aris't~ i 1 no ha sido trazada. En este caso seguimos los 

siguientes pasos:· (E11 elejéi11plo)~ ,;,,;) , Íinea111(l) =O) 

a) Copi~mos élve¿to~lilÍ~m11 erl.el vector linea 

En el eje111plo, el vedar 1i/1eáes:' 

o 1 2 1 o 
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b) Generamos el nodo descendiente en el vector linea, esto es, colocamos ·el 

número del jugador en turno en el lugar donde encontramos un cero 

linea(i 1) = nj 

. . 

En el ejemplo que estamos siguiendo, linea(t)= 2, por ló que el vector linea, es 

el siguiente: 

1 
.··.2 .1 2 o .··.1 o 

1 

c) Con la rutirialine~12edo generamos la mafrizestado a partir del vector linea. 

En el ejemplo, lamatdz estado es la siguiente· 

2 

d) Con la rutina b11scatriang11/o re~isrifn¿s sF~n la matriz estado del inciso anterior 

está representado un triánguh En ~i chso de~que así sea, ignorareínosest~ nodo 

descendiente y continuamos ~¡ ~roceso (v~1~os a ·sigü°icntc i 1 ). . 
, .. ·_ 

En el ejemplo que estamos. siglliend(:¡; en la matriz no está repres(!ntado un 

triángulo. 

>,' :e•. 

e) En el caso de que en la n1atriz estado ~el' inciso. c no este. ~epresentádo un 
-. '' ~ 

triángulo, hacemos lo sigt1iente: . 

Se incrementa la variable 1idehen··~n6, ya que existe uri nodo descendiente sin 

triángulo. 

ndeh ":' ndeh+ 1 
'- -.·' --·' 

En nuestro ejemplo, 11de/; ,; 1. 
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f) En Ja matriz lineah vamos a representar todos Jos nodos descendientes sin 

triángulo. Para esto, primero copiamos el vector donde está representado el nodo 
~- ·. -, -, -

padre, esto es, copiamos el vector lineam en la n1~triz/ineah.Esta última matriz 

es de dos dimensiones, Ja primera corresponde al número de descendientes 

generados y la segunda a Ja descripéión Cier11od() clesc~ricli~l1te: La matri~lineah . 

Ja generamos de Ja siguiente manera: 

Para i2 = 1 hasta ni 

En el ejemplo lineah(l, 1.:.6) es I~ siguiente: 

o 

g) Generamos el nodo desce1~diente ndeh, esto Jo hacemos colocando el número del 

jugador en túrno en. el Jugar de Ja matriz lineam donde en el punto 2 

encontramos un O; porlo que · 

lineah (l'ldeh, i 1) = ry. 
. ' . . 

'• . .. 

Además representamos en el vector ljugadit el·núl11ero de la arista que hemos 

trazado en el nododes~endie11te que acabamos de ~enerar, entonces 

ljugada(ndeh) '5' i l ·.·. 

: . . 
En el ejemplo, ndehy il son iguales a 1 por lo que, linea(l, 1) = 2. Y lineah es 

la siguiente: 

1 

2 

1 1 

2 

1 o 1 1 o 1 

/jugada 
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h) Continuamos Ja generación de nodos desceÍ1dientes: 

Sig~iclltc i 1 

Al terminar. el proc~s; anterior J;abrerÍlos repres~ritado, en I.a matriz· lineah, 

existir, los desc~ndi~rites del ~cidJ''pÜdré~qu&~~o~~o~tle~~n·t~iárig~l~ .. 
en caso de 

lineah: 

2 1 

o 1 

o ,, 1 

E1i el ejeínplc), al t~rmií1ar'.el "proi5e~()~-~l{foiÚ:ir: el nómerg de . désééndierites sin 

triángulo, ndeh, es tre~ y Ja rnritri~~s tfneah y /jugad~ son las sigui~ntes: 

ljuguda 

2 o 1 o 
2 2 1 o 

' 

.'. 2 ··º' 1 ' 2 
' 

3.- Si entre los nodo.s des~e11dientes, que generamos en el punto 2, existe al.menos un nodo 
- . o;~ -' ·- : ' ·- . . . 

descendiente; sin triángulo, terminamos el procedimiento. · : · 

En el caso contrario, generamos todos los descendi~nt~~de1:ri6d~~~~dre~~parae~to,hace~os 
,.., -,f:·;· ·-::.:~':· ; c.·,_c , ·-' . ····.~· ;_'-.'.~ e 

Jo siguiente: .··.,, ' • .. ,· -"'¡_;;., · • .•.. ! :•.:· ,•.·.:·. 

a) Para cada ad'm no t=da en el ;~cto;.,;.,:;,,);:~;~,~ai.ii~~"ºch Ú~e~h 
donde exista ull cero, colocan1~s ~I lli'.m~~~b'dgfj~g¡d~tgJ~;~~;~oXe~to· lo 

hacemos de la siguiente manera: 

Para il=l 

Si lineam(i 1) =O entonces 

Contamos el nodo descendiente 

ndeh = ndeh + 1 
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Copiamos el nodo padre 

Para i2 = 1 hi1sta ni 
. -- .. 

- Úne~/1(nde'1; i2) = lineam(i2) 

Siguiente i2. 
~:,:~>'.:·-'if: .··,'.·:c.· ·._(~ · .:< 

Generamos el ri6d6 d~~~~ridi~fü~: hai~rid~ la ari~ta i 1 
.,., ,· ·:-· ·,. ,. ,. -~, .. > . . 

----- º-~,¡~;;5/ifi!yt{y7'.i:I!~~ifr''f;'.c";', _ 
La arista trazA<la';~1{á'ri8i.-í~cl~·5c¿ricif~j.-¡ti'.!í~<répresentamos en /jugada 

lj;;g1d;;''(,1~~h)
1

=i~ ·. 
Siguiente i l)c __ 

.·.· 

En esta sección hemos clesarroÚadÓ la esÚategia Triki~· lá cual elige la mejor opción en cada 

momento del juego. En ~articular cu~nd~ se/juega cóll e~ta ~st;ategiacomo segundo 

jugador está garantizado el tril.lnfo en el juego. 

IV.5 Variantes del juego de Sim. 

La primera est~ategia que describimos (la de Trikis), es una estrategia con la cual el 

segundo jug~~6i,sf'~n _cada momento del juego elige su mejor opción, gana el jllego de Sim 

aún si elpri~-Í~f.'jtr·g~dor juega en forma perfecta. A continuación d~remosdos estrategias 
. . . - .. ·' . .- . . •' ' '' 

más pilraTúgar ~íjí.l~góde Sim sólo con seis vértices. 
- - ·- - ce;. - - ·--,-_ .. r: . " - . " . . . ·- ·. ._ : . .-"-' ~ . . . - - -'-" - ~ ' -: .. -.. --·· -.,,-.-:: 

-.,·,,:_ :;:-,·, 

La s~gundti '~st~riie~iai;i~.-~úg)l~n1ar;rnos T,rakis, ~s ll~1a 6str~t.egia ~ara el~~inier jugador, 

y tiene reÍevancia ·~n-~lca~b~)1-qtie ei_s¿gúll<loj~gad()r'(el g~ntáof ;n principio) no juega 

~:v::,:::i~~::;f ~~~!i1l{~t~~lilt~1~~~~1~t~~:~~:;;::::::~ 
ganar. Conviene entO~ces'qú~céFP.rin1ér:jügador,t~áte'.de.maxiÜ1izarla probabilidad de que 

:'..:::j:::;:~~~d!"t~~~!f f ~'rli1li1\VJ~~!Ji~rr~::::::~:::::::::~ .:;:":: 
'.·.· ... ,·.·,,.· '"·,·-· .. ; ··"·:y:(>··:'.'.~··.,,,~:·· .. , .. , .. : .. ·~«,·:,:::::·:--, .. -~ - .• 

que el segundojugadofjuega.~lazar;fij~ndosé. únicamente en no hacer un triángulo azul 
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: ·.· 

mientras esto sea posible (algo muy similar a lo que hace un jugador con poca experiencia). 

La estrategia Trakis intentará, bajo esta suposición, escoger su mejor opeiónpero además 

exponiendo al segundo jugador a situacion.;s en las que pueda equivocarse más fii6il~ente. · 
Para ilustrar lo anterior, consideremos la Fig. IV.6. 

P= 5/6 P= 1/6 

Figura IV.6. Dos posibles opciones para el primer jugador. 

Supongamos que la Fig. IV.6 es una rama .del árbol del juego de Sim. En los nodos 

marcados con rojo la ganancia de losjug~dores es (1,..: 1) y en los marcados con azul es (-

1, 1 ). Cuando el primer jugador está situado.en elnodoil, tiene dos opciones para elegir/ 

Cualquiera de estas opciones lo cóndÚce a. \.l.~. nod~ ·.donde· su ganancia es -1, esto. es/uri .. 

nodo donde el primer jugador pierde si els~gJ11dojuega perfectamente. Sin e1riba~go; la. 

mejor opción, para el primer jugador: es~ci&~ifá qúe )6 conduce al nodo 2 Y~.qJ6 e~>él 
existen 5 nodos descendientes dm1de la gáriri'nCía del primer jugador. esJ •Y:~ólo·~k.n'Odo. 

-··· .. :""·:~-'.'.'.:<·_: '.·;::·.~·-L:''~:.·i;.'·.,-:; _.,,-:·.-, º.'' '.:: -·--·. :. _ . ___ .· .. '-':':'.·-.. '.·':';<_;·.,:-'.'· _ _ ··.,:• 

donde la ganancia de este jugador es -i, pór 16t~rit6;·1a.probabilidád ~ll· ~I:no~~·Td'~:,l]lie el 

segundo jugador no elija su mejor·:~pc\?~·f.8,i~/if!r?t~o,{f?i:~d?:.tr.~ºifof$.0~l;,i~s~7.E~.i~~~e~.· 
del nodo 3 existen 5 nodos donde' la gaimncia?del ;següridójugador es H yisólo un'nódo 

-·· .. ) · ;·_'; """: : .. ·?'.~:~·- .. ·:::~;~;;· .. ; ·/~;:t,:.·. ·--~}Z?~:·-.·:·:::~~\::~: .. :.:.Jf~y,_:;.~.:~;:_~· .. , ~;;:-,·: ·:,:'~~~~.: . .'~;r;:[: .. :_-.· ¡~;f;·~ ·)~';f:~l;E'.\.;::ff(\~::- .. '.··; .. -:.··. ·. 
donde la ganancia del prinierjug~~.or:·es :L'Esdécir,'; l~'pr()babilidad,d~ que·~~ ernodo3 el. 

segundo jugador se et¡uiyogt1ce_y,~I1~·~'iij'a:~~;_hfaj;~;~()~éi'~~ ~s'..lf,§.·~~~ri1~ •. !~ntefY~~-~1·'.goc1() .·2' · 

la probabilidad de que el se~~1~ci~j'~~~do~.s~-~~Ji~6~~e-°KJ ;le~i;s~ri~6ió;·e:~"ni~~()iq~e -en 

el nodo 3. 
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En el algoritmo que juega con la estrategia de Trakis utilizaremos una variante del vector 

ncalificacion en donde representaremos la probabilid~d; en cadanodo, de que gane el 

primer jugador (el perdedor en principio) duarido el s~gundoj~gadorjuegue al azar, 

únicamente tratando de evitar triángulos de ~U,-col~r.' Por .razones de eficiencia 

computacional convendrá camblar 1.aescalay:~C>11~fd~~!l/'faJ'~rbbabiiid~des como números 

enteros entre O y 32,000' en lugar de r~;l~s:e:ifre.2 ~~1)) :~;: __ 
': .\ -,- .. 

El nuevo ve~to/1;c~liif¡cacio11 lo construlm<J~' cl~l~-'.~i~C,ie~ie ii~iri.~ra: 
•. ·,:- .-...... ¡ ., '.":·.~::·;.-~~'.;:;_"~-.~·::::. 

1.- En cada nodo del último nivel de la g~á·¿~d'.·ei~tiri~~r;j~gdd~Úana o'pierdecon certeza, 
.· ;,/ ,.':. >\:·.)/,c.;:t:, e,', •'./''.''.<·<·•. •·•·•··· \.· : ·. .. 

así que en este nivel las probabilidad~s ,son sqlo,0 )',3200Q.:,k ' ;"( ' < > .x < ••... _ - ' '' 

:~·: 1~:::::::o;::dl: :~:;;~:~d;J¡~~!f~~~~i1~i~l'·l~~i~~~~;i~~1~~;f~b:· el 
número O. ,, , .. · •-r·· : ';, ' • · -· .. :,\:c . •;;\. •.·' ·' ••1( ,_.::, f.i 

;'~· 1 -,-, - -.:·.:,:· '\·:·.,·:.-·::--_,,,. !.'·': ~ :_"':-'.' :·'-,:~:~:._,_::'::': .··;·· ;.:;.- ·. 
-~._,_ :::;>.~- <<;·,::,·· :~~~ .<: r~.--.- .· i- -: ~ :-_·: ·'_¿: ·;-' < , . . : :· 

-· -. ~-~.-'.-~:_.,-;:·t,:;; ·,,_\i ,::·;,/{ .·.·h~t ' ·~ ~:·,.' ,.., .. '~)/":;. ·:·/· __ ", '":::.~·: ·(~<:~.:'·:-~· 

2.~ En cada nodo .. de un,~iv~Ique(no sea'.e1~i"tihto,'.~h1d{~1~ihoi'.1aprÓbabilidad··d6';que· é1•. · 
primer jugador,gai{~ d~ J~ ~;~~¡~rite 1}1á~~rri:,;~.{1::~).f ¡; '.i " ' . .. . . ··· .·.-.·: ··'..: .:~ > 

a) si elnodo;paclfe ¡~ c~ri·esp6nd~\·~1 '~riii1ei'}~gadór entonces la pr6b~biÜd~d a~ que ' 

en este 11o~k gane e1pri111erJ~iriAo.r ~~J~4h1 a1m.áximo de 1os riúmerosasign~dos ª 
los nodÓs ~~s_c~1~die~1t;~.-E~--~XJ~t§, ~Ú'eJ:,priri1erjugador ~lig~ s(~dí;~e _l.a mejor 

opcióri entol1c~~ elegirá f~ q~~· ¡~';(¡~ la ,;;áxima probabilidad de gan~r. ' 
' . . '. . -. . . ' .. , . : ' . - ~ ,· -. . . . . . ' 

Por ejemplo, supong~mos !~rama de. l:a;~ráfica que se muestra· e~ la; Fig .. JV. 7 ,;:donde el 

color de cada nodoindica el jugador queobÚene la máxima gananda en' éL 
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max (O, 18000~ 32000, 20000) = 32000 

Figura IV.7. Máxima ganancia del primer jugador. 

b) Si el nodo padre le corresponde al segundo jugador, de acuerdo cori nuestra suposición 

sobre su modo de jugar, Ja probabilidad de que el primer jugador gane en este nodo es igual 

al promedio de·Íos números asignados a Jos nodos descendientes ~ue no t~~gari triángulo, 

cuando ~~tos existan .. si todos Jos descendientes tienen triángulo. e~tori~~s·)~·Brobabilidad 
será 32000 lo que significa que ganará con certeza el jugador). 

Por ejerúpl'a, sllpongamos la rama de Ja gráfica que se. mue~tra:~d Ía Fig/IV'.8, donde el 

color de cada nodo indica el jugador que obtiene Iap1á~ima gh1ui,ri~iÜá1/é1. .·. 

18000 9500 

P =1/4 (O+ 18000 + 9500 + 21000) = 12125 

Figura IV .8. Gananda del segundo jugador. 
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A continu.ació!l van~o.s a co11struir el nuevo vector ncalificacion para la estrategia de Trakis. 

Este algoritmo, que llamaremos califica, es sólo para el caso de seis vértices. Recordemos 

que cuando cónstiui111os lagráflca del juego (algoritmo hazarbol, Capítulo III) cada nodo 

que contuviera. un triángulo lo calificamos en ese momento: si el triángulo es rojo se 

representó con el número 32000, y con O en el caso contrario. Como sabemos que en el 

último nivel todos los nodos contienen un triángulo (teorema de Ramsey) por lo tanto ya 

· esián calificados. En el algoritmo cal[fica empezaremos en el penúltimo nivel de la gráfica. 

Este algoritmo lo explicaremos·ª grandes rasgos ya que es muy semejante al que 

desarrollamos en la sección 3 de este capítulo. 

1.- El número del nivel dondevamós a: calificar lo representamos en la variable nivel 

Para nÍ,>e/ = niv~/mctx-1 hasta H~gár a .1 

. . 

2.- Localizamos el índice del primer y último nodo del. nÍvel.do11de está.situado el juego, 

para esto usamos los vectores qconflgs e iniconfigs. 

iconfigl = iniconflgs(nivel) 

iconflg2 = iniconjigs(nivel + 1) - 1 

iconflgls = iniconflgs(nivel + 1) 

índice d~{~ri~~{0od6,~e:ni,,e/ 
índice d~l· g¡;if}~b · ri~ci6 d~nivel 
índic,e delsi~~i;~nt~nivel de la gráfica; 

3.- Determinamos el número deljugad()r ¡;:n ttÍrno; 

nj = ((nivelfl)Írlod2)+1 .. 

Si nj = .1 'cnth~~b~ ;ij[J g 2 ~ino njb =. l 
{,~;·.~ ... ->.:-.>~~::.{~·~·: : .... ~~: ,:·, ·>.;~.·.~·:·-

-·-. :··;,'._:.) .. :_:_;:·;,' '. 

4.- Para cada nCÍd6 del ~i~el dcí;id:~,éstá situado el juego hacemos lo siguiente: 
' <-·;· ; ,; "<. \. ·-
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Sólo se califican los nodos que aún no han sido calificados: 

Si ncaliflr:acion(iconfigt) = -1 c.ntonccs 

qnc = qconjigs(iconfigt) 

a) Con el algoritmo nc2edo generamos la matriz estado a partir del número 

característico del nodo en turno. 

b) Con el algoritmo edo2/ineam a partir de la matriz dstado, generritnos el vector 
- . ·• ;: - ,'·- ,. . ~ ,_. ·:., ·- -. -· 

lineam. 
,,-. 

c) Con el algoritmo generahijas generan~os los desce1ldiente~ciei,nddo~nfurno y 

los representamos en el vector lineam .. 

d) Con el algoritmo sacatodos/osnumeros (este algoritmo se e~plicará. más 

adelante) generamos los números característicos de losnodosdelinci~C> anterior 

que no contengan triángulo. Estos números los representamo~;·én un vector 

qncdh, y los contamos con la variable nncd. En. el caso qtiehoclos~iengan 
triángulo generamos el número característico de tod~s fos;~odcis:d¿s.6·~~~ierltes: .. 

. : ·_. . . .:: : . .. ... _, . : ·~-- . . _;;._ ' .· . -

y los representamos en el mismo vector. ':,? '.: ... , . , . ... . ,· · 

5 - Repre"ntamo< en ol vcoto' nea/ ifkacfon la P\ob"abilida<Í•<i,j~ ¡j¿gi;'i1 ~ciID•iJ~gadot de 

ganar en el nodo en turno. Rec0rdemos qÜe lri,f~~;trl~·c1~~;~~r~~~nt~·r>;st~'.ip~~b~bilidad 
depende del jugadorálque ¡~ perté1~ezca ~~te hodci, ;~r;l8 Jde.~~'iebu~t~ tiene dos etapas: 

.". ' - ' ' ' ·- . .:.· - ·'. -~.·: ... ;_"--~~:,,!;'~'.::-:~ .. :..~:;·~,~:-''·:,::<:--.·-~-- - ·- ··- . 
. ,. ' ,_ ': _· -' ' 
; --~~~"-:·.-~:·--~:-> .. _ <~_:-~"> (:._ :-.:~_';;:.> 

'··:·~·/":•. 

5.1.- Si el nocla en turi10 correspónde al .primer'jugador, 'entorices, la probabilidad 
'· ' ', .¡._ ;,.· ·.'-.,:_ '--· _,._. ·'· ;, •... , .. · ...•. , ;- . 

que ti~ne estd j ugadÓr de gariar está repr~sérlt'ád¡{ por ~l inayor de los números de los . . . --" ';-· . ' - . 

nodos descendientes; 

Para representar esta probabilidad en el veC:tor nca/iflcacion hacemos lo siguiente: 

Si nj =1 entonces 

ncalmax = O 

Para cada número característico representado en el vector qncdh, hacemos lo siguiente: 

(Recordemos que estos números son los nodos descendientes del vector en turno) 
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Para iht = 1 hasta nncd 

qnch = qncdh(ihl) 

ict = iconfigls 

. . 

a) Buscamos, en el vector ncalificacion, la probabilidad de que el primer jugador 

compar-a: 
Si qnches igu~l q~ohfiis(ict)'~ntorices ' 

b) La pr~ta~1Ii~~d;,;~u~~ti~~e;~Lpriri1erjugador de ganar en el nodo iht la 

repres~lit~h~o~';erFia ~ririiil:>1e''~C:ht. · 
. ·,, i ., ; '-· .'-'· -· . ' 

.•.11ci1i,,,; í;·c~;Íifica~ion(i~t)···· 

c) Para asigjf¡r~Ál nodo pridr,e la p~obabilidad, mayor de· los descendientes 

compararrio~ ncht col1. ncal liwx, en el.· caso de' ql.le. esta· última variable . sea 
. ·,,' ·_. ,:.._;¡. - .. _. ' ' ' -·- ' . ,. ,-;·, 

menor, entrincesncahiwx = ncht. 

Siguiente iht 

' ' ' -

Al terminar el proceso del punto 5.1, tendremos en nca/max la mayor probabilidad, 

en los nodos descendi~ntes, de que gane el primer jugador. 

ncalificacion(i~mif¡g/) = ncalmáx . 
-- .. - .. .- - " -< -· -"'--~- -- ''.<" ~ •• -

5.2.- Si el turno correspoind}a/Seg{1ndojugador, entonces la probabilidad de que el 
. - .,_-: ·.: ·-'·• •._, ' '· '. ' 

primer jugador gane la representan-Íos,co1iel promedio de losnúmeros que están 

asignados en los nodos descendie1~ies que ~6 con~engai{tr'iál1g~lo::cuando existan. 

Si todos los nodos descendiente~ conH~1~en triárÍgulb ento~~esl~ ~alificación será 

32000. Para esto hacemos lo siguiente: 

Si nj = 2 entonces 

qncalprom = O 

Para cada descendiente del nodo en turno: 
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Para iht = 1 ·hasta nncd 

qnch = qncdh(iht) 

ict = iconflgls 

a) Buscanios en el vector nca/iflcacion, la probabilidad de ganar del primer 

júgaoOr~11 eJiloaa·•Í111~'· 

Compara2: 

Si qnch es ig~a{~tbi?17¡~(idt) éntonees 

b) El nÍl111e~() d~¡ iiici~6 antédor lo representamos en la variable ncht. 

ncht ~ncc1/~cJ~io1í(i~i)' . 

c) Paí·a cal¿ulai·'eFprori1edio. qncalpro/n=;. qnca/prom+ n.cht. 
_. .,.;, ·-. '·:'::-:-_ ,_.:_<·, ,:,: 

Siguicnteiht: ,~·t: ·),\. ·+.~.::.·.·····. ,f 
¡·' 

qncalprom =c·INT(q;1~hl1112;x;/ nncd). 
-- --··-~-,.:~~;:-• '•' •·,_,;:;-,_~.;:;, .'.~:;\-, ~--·r-;_;;" ~~~· 

-~·.:·/~~~~ Li__,_;-.-

- -· ;_:-:·'!:-=>-~·.>'· 

e) Con el nú111~tÓ 
0

i¡/;di,'ípf·o111representamos en d vector nca/ificacion la 

probabilidad dega11~1;,'erir~¡ 1i()do padre, el primer jugador cuando el segundo no 

juega ~~ forma ~e~rt!6't~.·. 

6.- Con el proceso anteriorh~mos representado en el vector nca/ijicácion, la probabilidad, 

en el nodo en· turno,. que d primerj ugado gane suponiendo' qué el .segundo j Jgadór no juega 
- ·'· . .· . • '.>. ~- .··." :. -, • ·•.. ',- • 

en forma perfecta. Este proceso l~ repetimos; a partir d~l ptinto 4, tantas'~e~es ~oÍno nodos 

formen el nivel de la gráfica donde estamos situados. 

Siguiente iconflgt 
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7.- Para calcular, enlos nodos que preceden al nivel :doride estamos situados, la 

probabilidad de que el primer jugador gane repetimos_ el p~oceso a~terior, ahora con la 

variable nivel= ni\iel -l ·a partir del punto l '. Este proceso termina cuando nive/=l; 

Siguiente nivel 

Con este algoritmo hemos construido el ve6'torncdzi/ii~;clo~,'rat aclarar ~ue iste es el que 

se utiliza en el programa del ji.lego de Siin~taiito~n'Jic~S:~r~~gtii'uk+raki~ºcomo'eii'Jade 
Trikis. En esta última, como se explicó en Ja se~clón 3{ de ~ste ~ap~t~it, ·~¡ vector 

ncaliflcacion que se utiliza sólo tiene, para cada nodo, una calificación de 1 ó 2 (sigrina el 

primer jugador o el segundo). Como el vector ncaliflcaci01~que hemos cCJns·t;~iclÓ p~rala 
. . . ·. -· . . . .· . . -· :. '>· ~" ' 

estrategia de Trakis contiene más información, en vez de construiren, el progra~a l~sdos 
vectores ncaliflcacion sólo se construye el de Trakis, y TrikisJb ~imia d~·la'.~iiJiinte 

: . :.~ './: .·. ~, ·='.-:: .. :·.:'>:~~.::x,'.··~;.·:. i ';L-:'- _ '.:=i~---" <. 
manera: Si un nodo tiene calificación de 32000, entonces Trikis 10 fornaicomo\l;'y si la 

.. . - - - - -- - ·; :. -~,"' -- - - - -
'·í'' -,,,._ 

calificación es menor que 32000 Jo toma como 2. ,';_:\ .).; ·~· 

El vector ncaliflcacion se incluye en el archivoncc//iflc.dat,eÜ'dÜria6 se pued~_ver que 

ncalijicacion( 1) = 31950 (= 2 para Trikis) con lo que tci~éfnbi ~~~ ptu~ba b~;1{~~~~ciÓ~ai de 
. . '_ ...... -· , ....... , ... , ... .,·····;¡'·' ., ........ ·,.-. .. - .. . 

que el segundo jugador gana el juego de Sim co~ s~is,:pu~tos;•DIJ~e~~errios t~l11bién que 

Trakis, a pesar de ser el primer jugador (él p~rd~·doi,eg~~~l~cibio) ¿¿,;~~un~ muy grande 
' • • ., -, • " •• , ,,< • " - ; '. ' ~ ' • ; • - • • • '• " ·- -

probabilidad de ganar si el segundo jugado~ j~egá.Ell·aZ.~r y sólo cuidando de no hacer un 

triángulo azul si es posible. 

Algoritmo sacatodoslos1111111eros 

A continuación explicaremos el algoritmo sacatodoslosnumeros, · que se utilizó en el . . . ·~ . . . '. )' . . -::._. . ' 

algoritmo cál;fi~c1?,;};····;>'. 

lJna ·vez tj~e'..1~~Í5Üocl.bs d~scendientes·. de un nodo· padre están rep~esent~dos\en. Ja .·matriz 

lineah 'co~ ~J;Igd~it~~6::~1a~{;1i/d~;/0J·11wl1~1«1"s': ~~n~r~n~os los·~~;~~Q6·~8~~~iferÍ~ticos de 

aquellos .• ~odos q~e;11o:cónterlgan friangUio (·si existen)O:y{~i;~fados:tienen triángulo, 
-.. __ ·- -_>-::.·."·":-.< ~-·~":,~ ___ ),··-'->~:/:_·_ ,:.·::_.,-_.: .-_··-·. __ ,;·._" .·=:~ _:·.·.;. :_·.: ._ .. _r"·. ;:·<:-· _-.··.:_~·-:<-'.~ ... : .. :.--~.:.·.-_.;...1,;•;:.:~/-'Z'-;-''..".'_~;·_:'.:-~-·:.:~ 

. gel1eral11ó~·focló's lbs ni:irn;fro~\~arácterísticos. Esto• lohac~Íilb~·'(¡~-· 1[-~j~~lent~ manera: 
·--::;.'-':'-,_ . .. 

-~~?: :_· ., , . '.·:>:--'.:~:;~~:>·:: 
_;;;:·:.: :\ >,"¡>,:: 

1.- La variable nncd =O ya que no hemos gerierado ningúh ~úmefo característico aún. 
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2.- Cada nodo descendiente, esto es, cada renglón de la matriz lineah lo copiamos en .un 

vector linea. 

Para nht = 1 hasta ndeh 

Pa~a 11==· l h'¿~ta n/ 
, ,··" . ,, 

¡¡/1~(/(ii) ~lineah(nht, ii) 
sigüicntcH 

3.- Con el algoritmo linéa2edo generamos la matriz estado, correspondiente al vector linea 

del punto anterior. 

4.- Una• vez generada la• niafriz ~stÓdo;·cqiie corre'spd~de a(n6d~ descendiente líht, con el 

algoritmo buscatriangu/<J revisá1nos si}si~ n'd~o i:6ritieri'e ui~"tri~i1gi.íld. ·. 
'T:.,._:~'\~,.::c~;r:< -~-'··. ·-·.·. ·-:·: .... ¡.?.:·- ,_: ,. .· .. :-.-"··. ,:· . .- .,. 

\.\~-~-·-.'(;;·;·:. :.;:\';' :· ." 

5.- Si el nodo del punto anterior 11() co11{iei~~¿.¡~n1gt1C>· ''· 
Sintri=Oentonccs · .... ;_ .>');;::'.:· '.'¡i:·· ·:,:·::, ... 

Con el algoritmo'~íáFilaÍ;1ágÍda se genera el riúmero característico del nodo 
~ ,,:->, ; ,·. ' '.;.~·-.·:,~- -~/:':.: -~-· . 1 ;_~-~- ',, 

en turno ··.·:r.'.'.' <·. /, 
nncd =nncd+ .. 1 ., . ·•. ''.l~(q§n~fürío# ~~'.l1~í~1ei? ~¿ n()dO!) sÍl~triánglllós) · 
qncdh(nncd) ·;(¡,;(: ; •: /t; '.>. ':: '.~. '.S '... . . ::_ ~; · · ;.'' 

- " ·¡---:o•·. -~- ., .. ,-., --. ;; -~<-.'· .--.,_ -... ·, '>-i-;, 

Si por lo menos hubo un nodo que no.conti~~1¡ triá~gulo·t~~111in~ri~6s:en:~~lcaso contrario 

generamos los números característicos' a"e-'fadbs l~sih~Ja0'~~d~s~~n~Í~rites. y los 

representamos en el vector qncdh. 

Si nncd > O entonces fin 

6.- En el caso de que todos los nodos descendiéntes contengan triángulo: 

Para nht = 1 hasta ndeh (Copj~m~~s c~da renglÓ~ de /ineah enlinea) 

Para ii = 1 hasta ni · 

lilwa(ii) ~linéhh(nht, ii) 

Siguiente ii 
• < . : : ' 

7.- Con el algoritmo /ineá2edo generamos la matriz estado del nodo en turno 
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8.- Con el algoritmo varitamagica generamos el número característicodel nodo en turno. 

9.- nncd = nncd +l incrementamos el número de nodos representadC>s en el vector qiwdh 

1 O:- qncdh(nncd) ·= qnc Representamos en el vector qricdh el número carabterístico 

generado antes. 
- . . '· . 

SigUicntc nht 

Algoritmo para utilizar facstra'tcgia de Tra.kis 

' ,' ' .. . _. 

A continuación vamos a construir el algoritmo para jugar utilizarido lae~trategia ele Trakis . 
. - ' ' .. ' . -

Recordemos que ésta es una estrategia para el primer jugador, (el perdedor en principio), y 

sólo permite ganar en el caso de que el segundo jugadcfr(eI ganad,C>r), s~~qJi~bqü~; ho 
. i .-:~ " - .: :· '· ~· ·. ·"~ ', ' . 1 

juegue en forma perfecta. ·· ¿:, : /{ .. ;.·1 . :~ 1 ., J'. 
En este algoritmo utilizamos los vectores qco1?figs e iniconjigs, ~11 ellos,:éstári~~prb~entados . 

los nodos de la gráfica por su número característiéo;:~l~~í~di~e;6k J'.~o~J,~i~d;J;'~J~o~donde 

:~~~:z:e;:d,:n:~:~ ,:,";:b:~~~::~ ::·::~1:~"Ii"~ti~,f ~{J~~ltiiª~~~~~f f~ i!:,:~ 
entre O y 32000. '' <·t ''. ~;_;: , "'· 

·;,;_.;;;,' 
·, :F-. 

El algoritmo para utilizar la estrategia de Trakis es el ~ig~ierit~::;~~: 
1.- Identificamos el número del jugador que va a realizar la jugáda y el número del nivel de 

.. '. : ., .. ; ·. . . \ . 

la gráfica donde se eilcuenirá situado el juego. Para estb, ~1tili~amos la rutina quiel'ltira2, 
- - ·-·-·--. ·: - : ., ~-

donde se generan ·Iás \r~riables njugador y nlt. 

En el caso de que;ef t~fllí¡.séadeLprimer jugador lmcemoslo siguiente: 

Si nj = Lcnt~!l'~c'( .... ,, ,\ .. · .·:, 

njugador = nj 

Í1ive!s~ nlt + 2 
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3.- Localizamos el índice en iconfigs del primer y último nodo donde se encuentran 

situados los descendientes del nodo en turno. 

nive/s = nlt + 2 

iconfigl = iniconfigs( nive/s) 

icoiiflg2 = inicoriflgs( ni veis+ 1 )- 1 

4.- Para que elpriÍ11er jugadorelijastl iúejor opción es necesario conocer las probabilidades 

que tiene de ganar en los nodos descendientes. Para lo cual, seguimos los siguientes pasos: 

4.1 Con el algoritmo edo2/ineam a partir de la matriz estado generamos el vector 

lineam. 

.:.,_ 

4.2 Con el algof.itn~oke'1úú·al1yas2 generamos los desce~dientes sin triángulo del· 
• _,,·,. 1' \'. .• . '· ·" -_., ., : .... ", .:-

nodo en turno: En é1 C:aso <le que no existan nodos é:!escén<lie11tési~iri triá.rig~ío, 
._ .• - .. - • .; - . ' - .. . . - --- ... ;-·:.>" __ ,., __ .• , .... ,,, •. _ ·-·.;_ 

generamostodos. 'Recordemos que esta rutina genera· Ja n{Üt~i~'.'Úne'ih y el 

vector ljug~da. En la primera están representados los ~odü's ~;~¿~ndi~',{i~s d~l . 
nodo en tuí·i10, en el segundo, está representado el ;l~ni~rb~:'a~"'l'a~,~~i~i~ é¡ue 

", ,· : ... - : -- _, -,., ... ~,· :.' ··-' ,,., - ;., ' ... -··;_.-. -· 

trazó. el jugador, para generar el nodo descendient~·· Kéiemá~;·~é'.genera la 

variable, ndeh, donde se representa el número de nodo.~cl~~c~~dl,~~t~k~ 
-·· .. »•·,•. •:r-· .· , .. ;::-, 

Para localizarla proba!Jilidad en los nodos descendientes ~n·nc~/ijicaCion es necesario 

identificar su í~{di~e ~.;1 ic~1iflgs. para' lo cual hacemos lo sigulent~. 
\·_'; 

.. ·:_--.; 

a). Gen6rareJ 1fol11~r6' ca~acteríst~co de cada nodo. 

' . -. .: ·'· ·,;:-- ._ .. - :<-:-· - :::-.<··:;._·.<- ::":< :\-- . -~ ' . 
5.- A continuaciói1 gei1erafriÓs el núinero característico de.cada nodo 
Para inh = rliast~ ;icte/1:,:: .. . . ··.. . , . 

5.1 Copiknicis al:.veótdr lin~a el ·nod6 d~sC:e1idicb~te,inh, representado en la matriz 
·- -, . ">'.: ·, ,. '· .. · .. <.- _,,,.,'_,, -·-· '·.',· 

5.2 

' ' '. ·> .~; ·,:' 
lineah. · ·, > ·. > :. " , , 

Con ei algófüi11o I ;,;em112edo geiÍeraNi8i~ l~ matrif dstádd a. partir de el. vector 
... - . /. - ··: ·.~. - ' .- _· • .• .:, - -: ''.. ¡: . . • 

lineam. ·' 
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5.3 Con el algoritmo varitamagica ger;eramo~ el nÍlin~rocaracterístico del nodo 

inh. 

punto anterior), del nodo inh. 

qnch(inh) = qnc 

5.5 Incrementamos inh en uno y repetimos el punt()S, tant~s'~~ggs ig()l11¿ nodos 

descendientes hayamos geilerado _·en el pttntciA~0~AÍ:~~i7íriiÜ'arf'er1¡:;r(}úso · 
anterior, tendremos en la matriz qnch los núriler~s c~l'acterÍstiddsc:le Íos nodos 

descendientes del nodo en turno. 

Siguiente inh 

6.- Para localizar las opciones donde el primer jugador tiene la mayor probabilidad de 

ganar, hacel1ms. lo siguiente: 

ncalifmax = O 

Para inh = 1 hasta ndeh 

6.1 Buscamos el número característico inh en el vector iconfigs, para esto 

hacemos los siguiente: 

qnc = qnch(inh) 
- - -

iconfigt = iconfig 1 (índice del prim~r n~do del sigt1iente nivel) 

6.2 Comparamosq11c eón cada uno de,los.númerns.característicos que 

forman el siguiente nivel de la gráfica donde esta situado el juego. 

ss2 

Si qnc *- qconfigs(iconfigt) 

entonces iconfigt :"' iconflgl + 1 

Ve a ss2 

si qnc = qco1?figs(iconfigt) entonces (pasamos a 6.3) 
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6.3 Con el índice del vector iconfigs donde se encuentra qnc localizamos en 

el vector nca/ijicacion, la probabilidad de ganar del primer jugador en el 

nodo inh. Este número lo representamos en la variable nca/ift. 

nca/ift = ncalificacion(iconfit) 

6.4 La calificación del jugador en d nodo in/1la representamos en el vector 

6.5 Comparamos la calificación d~I j ~gador ~n el nodo Ú1h con nca/ifmax, es 

decir 

Si nca/ift > ncalifmax entonces nca/ifmax = ncalif. 

Siguiente inh 

7.-Una vez que conocemos las probabilidades del primer jugador, en las opciones que tiene 

disponibles para elegir su jugada, vamos a buscar aquellas donde la probabilidad sea la 

máxima posible. 

nhg =O 

7.1 Buscamos las probabilidades representadas con el número mayor, para esto 

hacemos lo siguiente: 

Para inh = l hasta ndeh 

Si lcalif;cacion(inh) = ncalffmax entonces 

Es una opción d<?nd~ el jugador tiene la máxima probabilidad posible de ganar, por lo que 

nhg = nhg+ l, 

RepresentamoseÚndice de inh en/ca/ificacionr en el vector indicem 
- ' ¡· ' .--

·indicem(nhg) =. inh.· 

Siguiente inh 
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Al terminar tenemos en la variable nhg el número de opciones doncle el primer jugador 

tiene la mayor probabilidad de ganar y en el vector indicem los índices en lcalificacion de 

estas opciones; -

8.- Se elige uri. número al azar entre 1 y nhg 

iijugada = lNT(nhg*RND) + 1 

9.- Tomanios la opción representada en el vector. indicem con este número 
' . . 

ijugada = indicem(iijugada) 

10.-EI número de la arista que va a trazar el jugador en la opción elegida está representada 

en el vector /jugada. 

nlajugar = ljugada(ijugada) 

11.-Localizamos los vértices de la arista que va a trazar el jugador, para esto utilizamos !Os 

vectores /ir, líe (ver Capítulo Il, Sección 9). 

v 11 = lir(nlajugar) 

v21 = lic(nlajugar) 

12.- Se representa en la matriz estado la arista que traza el jugador en la opción elegida. 

estado(vll, v21) = njugador 

Con esto fil1aiiz'aiTios ~¡ a~~~?I'ol lo de. la. segunda estrategi~ (Trakis} para el juego de Sim .. 
-. ·_ ·< ~·;·.:·: ~ :<.~/.:·.·.·.·~.·.; ... f·X.:: < :.·. -:- " 

- ,":,~..:":' .'-. 

La .tercera estrat6~ia'.1a1.1a1i1amcis f rukis/y ~s trinto:-pa.ra ~l · prin1~r jt{~~cÍri~;·¿~~O:para el 

segundo; .. ~.~ :ei1~.,c-~Ij~g~~or •. elige••~1 · ~~~1-;u~~r~P~ci~1}·:.~~.f /~§~~'f !1~~~~i·0t~~{1~~?·~~e no 
contenga triángülo;,y en él éaso 'de qlle no exjsta'#l inén~s .iin n()dp'sin,tdángÍJió:\escogeaI 

. azar· cua1C¡liler''ngdo:~·'be-1ie~ho, ésta es l~: tor'ii1~'.~ri1:~ií~·~J~Ü~{fü~r'ifG~:jti~f 15i·~¡'"~~~u1~éto 
' - ·._-" ·- • • • .' _,:::: 1 

jugadolen l.a estrategia de Trakis. 
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Algoritmo para utilizar la estrategia de Trukis 

AcOntinuación daremos elalgoritmo Trukis para que la máquina juegue con esta estrategia; 

El algoritmo es el siguiente: 

1 ;- Identificamos el número del jugador que va a efectuar la jugada y el número delriivet de 

la gráfica donde se encuentra situado el juego. Para esto, utilizamos la rutina qÚientira2, 
. : •', 

cúyó algóriüno explicainós en la Sección 4 de este capítulo. 
:,;-=---·-:-=.c---,;o 

2.- Con el algoritmo edo2/ineam generamos a partir de la matrizestado; d~l 11~do~ri'.i:urnO, 
-c·1 .,,-, • .;· •• , " 

el vector lineam. 

3.- A partir del vector /ineam generamos los descendientes sin triángulo~:<l,~I n<)~?~ en turno. 

En el caso de que no existan nodos descendientes sin triángulo, generamos tados lós nodcis. 
,r.,, .• t'>' '" ;L "••<o",•'•-,• 

Para esto utilizamos la rutina generahijas2. Recordemos que estarÚtin~'gene~~iá'l11iitrices. 
lineah y /jugada. En la primera están representados los nodos d~s~~ridÍ~Ü{~~-'··d~I:ri¿'do en.· 

turno, en la segunda, está representado el índice en lineah de la ari~tri :c¡t'e'tr~~ó djugador 

en turno para generar el nodo descendiente. Además se gene~atri,~a;l~bi¿';~ndd.'7,:'clo~de se 
. . . . . . - ·'.- -,·;.' • :· •. ; , " ,' '~) S''..'- .' ·: ~;:,:-.;; :, , ., ·,· . . . • ·,- • '·· ·,.' 

representa el número de nodos descendientes. ·. <>'':'\~ · 
4.- Se elige un número al azar entre 1 y el número de noc:los'clesc~11cÍl~Útesgel1~rádos en el 

punto anterior. 

ijugada = lNT(ndeh*RND)+l 

5.- El número de la arista que va a trazar el jugador en turno·en la opción elegida está 

representado en el vector /jugada. 

nlajugar = ljugllda(ijugada) 

6.- Se localizan los v~rtices de la arista que va a trazar el jugad~r, para esto utilizamos los 

vectores /ir, tic. 

v1 t = 1 ir(n/cy'ugar) 

v2t = t/c(nlajugar) 

7 .- Se represe~úri en la matriz está do la arista que fraza eljuga'dor eri la opción elegida. 

estádo(vlt,ylt) =e njugadm· :. 
- - t . 

8.- Se traza en la pantaBa h arista del c~lorcle_l jug~do~ en tur~o. · 
'""--,__;..';:,_:'."_--- ---~~_:_:;[~--~~ ~~>;:_-:--~.'.=:' -<'="· ;., .• _ ... "-,'~'-_'- ó'- ~ 

Con esto hemos_ terminrido ~Jos' algqri,f111os de las tres estrategias cou' las que juega la 

máquina el juego d,~ sÜn. ' 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos .analizado el problema matemático conocido con el nombre del juego 

de Sim. Así mismo, hemos construimos un algoritmo y desarrollamos un programa de 

cómpUto, en ellengüajeQ~bf.lsic, parajugar este juego.· 
'. ,'_-- ,:- __ 

Para plantear eljuegb.if{ términos matemáticos se utilizaron algunos conceptos de la teoría 

de gráficas, en;&rtl~ü:l~r demostramos el teorema de Ramsey a través del cual sabemos que 

en el Jue~o cl'e s'i~:~;o es posible el empate, es decir, siempre hay un perdedor y un ganador. 
',- . . . -~ - - ' ' ' , 

Para desárrolla; ~!algoritmo que juega el juego de Sim en la computadora hicil11os uso de 
- .. ,, -:,·';.·-:.· :. i: ___ .-; '.:-· :-

algunos conceptos de inteligencia artificial y planteamos .el juegocomÓ u? piÓ~l~~l'a de 

trazar aristas a través de un espacio de estados, donde cada estado de,IJJ~g6~d~;siiif e~ una. 
- ,: .. ., '" ._, . ~, , -~"'· '·»;·o . ' --

gráfica coloreada de orden seis. . ''· ) .!.':; :; ~;:: ~.: .,. 
.'-~: .. ;-~~'.:::_:.·.·~--{t.;_.-.-.;·_~:·,,_,,;-·_•'.' :::·-r· - ·<-;~-. --~ ·;. 

La gencmción de °'tado• la concebimo• como ,¡ fuem1fo'Jcin~t~b~\Í~!~tHd;bolde 
búsqueda sobrepuesto al espacio de estados. La forma en que ~vitah~6rqJ~~~}áfitaii nodÓs 

que representan un mismo estado es "podando" los nodos e~Üi~~Íi!~i~~'.y. ~~U~ri 'íJg~r de 

construir un árbol de búsqueda, construimos la gráfica diri~icÍ~d~t~J~~~J~~~;~¡~~~ ~~~~~sto, 
se definió la equivalencia entre los estados A y B como.Jri;lso1iibrfis.rio c~orriátiC:o de la 

-J·.:..~ ."<:· :<'-_r ~-~ ' 

gráfica que representa al estado A en la gráfica que representa M estado s:c:' . '' 
·_:.• - ;. :, o, ' ,,_ ·'. - •. - ,_:;::.-~-· ' .. ~'.. --~ i 

,;{\:;;.~- 1 '·~·-.. :· :-.'.:~·-' 

Con la teoría de juegos sabemos que un juego conias'é:arEÍctJ~Ísti¿EÍs·d~'í}uego de Sim está 

estrictamente determinado; esto es, desde m1-prii'ici'bid,~~;tu~á~ ~Ü!J~'~\~lre~~ltado final del 
.-, . . - . .. :-·:- ,· ,., '·i :~~-~·-.' .. <~;··-:::,~·:'·-,-·-:-;;- .. -·_.e-~,-. ' '"' ·-.- -

juego, si los jugadores eligen siempre su mejoropcié>n?Sé'aplicOefalgodtmo de Zermelo a 

la.gráfica dirigida del juego para d~tern1i~ár rjue'si el segJnd~'ju~addrjuega en forma 

perfecta entonces este es el jugador que gana el juego. Se dioúna pn1eba computacional de 

· .. esto en el archivo ncalific.dat en disquete-que se anexa a este trabajo'.' .·. 
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Se desarrollaron algoritn1os de tres estrategias para jugar el juego de Sim . 

. , ., : 

La primera e~trat~gia, la llamamos Trikis, con la cual el segundo jugador, si en cada 

momento ,dél juego elige su mejor opción, gana el juego de Sim aún si el primer jugador 

juega en forma perfecta. 

.. La segúrida estrategia, la llamamos Trakis, es para el primer jugador (el perdedor en 

principio), y permite ganar a este jugador sólo en el caso de que el segundo jugador, se 

equivoque y no juegue en forma perfecta. 

La tercera estrategia, la llamamos Trukis, y es tanto para el primer jugador como para el 

segundo; en ella, el jugador elige al azar una opción que lo conduzca a un nodo que no 

contenga triángulo; en el caso de que exista. 

Este trabajo es un ejemplo de cómo en un juego, en apariencia fácil, confluyen distintas 

áreas de las matemáticas y de la computacióri en su planteamiento y análisis y permiten 

extraer conclusiones importantes para resolver el problema original. 

141 



APÉNDICE I 

GUÍA PARA EL USUARIO 

En la pantalla del juego de Sim encontrarás las siguientes opciones: 

F1 -Ayuda 

F2 - Elegir Jugadores 

F3 - Elegir Velocidad 

F4- Jugar 

F5 - Salir del programa 

Para entrar a la pantalla de Ayuda basta con oprimir la tecla FI o "A". En ella encontrarás 

las reglas del Juego de Sim, así como una breve descripción de la forma de jugar de los tres 

jugadores programados. 

Para elegir los jugadores oprime la tecla F2 o "E''. En esta pantalla podrás elegir el primer 

jugador con las teclas "1 ", "2", "3" y "4", así como el segundo jugador con las tedas"A", 

"B", "C", y "D''. 

Para elegir la velocidad del juego oprime las teclas F4 o "V". En la pantalla aparecerán las 
. .· . - . ,_ 

siguientes velocidades Baja, Media y Alta. Elige la velocidad deseada con la tecla "B", 

• - .'• ,¡, 

Para iniciar el juégb o~rime' la teclaF4 o "S". 

·,·-· 

Para salir del progr~1~~ ()prime la tecla "Ese" o F5 
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REM ************************************************************** 
REM * 
REM 
REM * 

APENDICE 2 

REM * 
REM* 

PROGRAMA DEL JUEGO DE SIM 

REM ************************************************************* 
DEFINT I-N 
DEFDBL Q 
DEFLNG Z 

nv = 6 
nl = nv * (nv - 1) / 2 
qnci = 2 ~ nl 
nivelmax = nl + 1: nlm2 
nconfigsmax = 4000 

nl + 2 

número de vértices 
' número de líneas 
' factor para recorrer nl lugares 

ntrimax = nv * (nv - 1) (nv - 2) / 6 
DIM ntriangulos(l TO ntrimax, 1 TO 3) 
DIM qconfigs(l TO nconfigsmax) 
nodo. 
DIM iniconfigs(l TO nlm2) 

' Guarda el ne que representa cada 

' Índice donde comienza cada nivel en 
' qconfigs (). 

DIM lir(l TO nl), lic(l TO nl) 
DIM nestado(l TO nv, 1 TO nv), 
DIM nestadot ( 1 TO nv, 1 TO nv) 

localización inversa de renglones y columnas. 
nestadop(l TO nv, 1 TO nv) 

DIM npermutacion(l TO nv), npt(l TO 
DIM lineah(l TO nl, 1 TO nl) 
DIM localizacion(l TO nv, 1 TO nv) 
DIM linea(l TO nl) 
DIM lineam(l TO nl) 

TO nconfigsmax) 

TO nl) 

nv) 

' localización de cada línea en estado(). 

' Calificación de cada configuración 
' Jugadas posibles sin triángulo. 

DIM 
DIM 
DIM 
DIM 
DIM 

ncalificacion(l 
ljugada(l TO nl) 
qnch (1 TO nl) 
lcalificacionh(l 
indicem(l TO nl) ' Guarda el índice de las jugadas buenas 

' en la lista de todas las hijas. 
DIM qncdh(l TO nl) 
DIM zcolor(l TO 6, 1 TO 2) 
GOSUB deflocalizacion2 

' Número característico de las hijas. 
' Colores para resaltar líneas. 

' Activar solo una de los siguientes dos módulos: 

Para Llenar arreglos con la gráfica calificada (Se corre una sola vez) 
'GOSUB arbolcalificado 'Llena arreglos de la gráfica 
'PRINT 
'PRINT nntt 
'SOUND 1000, 2 
'GOSUB guardadatos 
'SOUND 1000, 2 
'END 

Para jugar. Leyendo los datos de la gráfica, previamente guardados. 
GOSUB leedatos 
RANDOMIZE TIMER 
pi= 4 * ATN(l) 
npxi = O: npxf = 639: npyi O: npyf 479 ' define el área de la 
pantalla 
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vxi = -80: vxf = 80: vyi 
DIM xv(l TO nv), yv(l TO 
DIM lineac(l TO nl) 

= O: vyf 
nv) 

100 ' valores representados 
' Coordenadas de los vértices. 

DIM ncolor(O TO 2) 
' Como línea para pintar configuración. 
' Colores de los jugadores (O=no jugado) 

DIM nombrej$(1 TO 4) 
DIM nombrev$(1 TO 3) 
DIM ttespera(l TO 3) ' Tiempo de espera para velocidad. 

nombrej$(1) 
nombrej$ (2) 

nombre j $ ( 3} 
nombrej $ ( 4} 

nombrev$(1} 
nombrev $ ( 2) 
nombrev$(3} 
ttespera(l} 
ttespera(2} 
ttespera(3} 

"Humano" 
"Trikis" 
"Trakis" 
"Trukis" 
"Baja" 
"Media" 
"Alta" 
1 
. 5 
• 2 

REM *****~****** Parámetros para parpadeo ********************* 
tprendido = .3 
tapagado = .2 
t12 44000 ' 12 horas aprox. 
ncc = 14 ' color de cursor parpadeante. 

REM ... * * * * * * Define jugadores iniciales *********************** 

jugadorl = 3 
jugador2 = 1 
ivelocidad 3 
njgl O 
njg2 = O 

SCREEN 12 
CLS 
GOSUB escalas 
GOSUB def inecolores 

f 1 
f 1 

humano, 
humano, 

2 
2 

Trikis, 
Trikis, 

3 
3 

Trakis, 
Trakis, 

4 
4 

' Juegos ganados acumulados, para puntaje. 

REM ************************************************************ 
REM ******~** Termina inicialización ************************** 
REM ****.******************************************************** 

menucentral: 
GOSUB limpiabuffer 
GOSUB pontablero2 
esperam: 
GOSUB tecla 

' elimina teclas no atendidos en buffer. 
' pinta toda la pantalla 

Trukis 
Trukis 

IF kl = 2 THEN ' Teclas largas. 

END 
IF 
IF 
IF 

IF kt 59 THEN GOSUB ayuda: GOTO menucentral 
IF kt 
IF kt 
IF kt 
IF kt 
GOTO 

IF 
k$ 
k$ 
k$ 

60 THEN GOSUB elegirj: GOTO menucentral 
61 THEN GOSUB elegirv: GOTO menucentral 
62 THEN GOSUB juegalvs2d: GOTO menucentral 
63 THEN GOTO salir 

' jugador 
' velocidad 

juega 

esperam 

"A" OR k$ "a" THEN GOSUB ayuda: GOTO menucentral 
"J" OR k$ "j" THEN GOSUB juegalvs2d: GOTO menucentral 
"E" OR k$ "e" THEN GOSUB elegirj: GOTO menucentral 
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IF k$ 
IF k$ 
IF kt 

"V" OR k$ = "v" THEN GOSUB elegirv: GOTO menucentral 
"S" OR k$ = "s" THEN GOTO salir 
27 THEN GOTO salir ' escape 

GOTO esperam 
salir: 
CLS 
FOR i = 1 TO 5 

' antes de salir pregunta sí o no 

LINE (180 + i, 210 + i)-(460 - i, 280 - i), 6, B 
NEXT i 
COLOR 3 
LOCATE 16, 28 
PRINT "Abandonar el juego? (S/N)" 
COLOR 10 
LOCATE 16, 50 
PRINT "S" 
LOCATE 16, 52 
PRINT "N" 
sal: 

tecla 
"S" OR k$ = "s" THEN CLS : END 

GOSUB 
IF k$ 
IF k$ 
IF kt 

= "N" OR k$ = "n" THEN GOTO menucentral 
= 27 THEN GOTO menucentral 

GOTO sal 

REM 
REM 
REM 
REM 
REM 

******************************************************************* 
******************************************************************* 
************************* RUTINAS ******************************* 
******************************************************************* 
******************************************************************* 

elegirj: 
njgl O 
njg2 = O 

Rutina para elegir jugadores 
Inicialmente pone los marcadores a cero 

GOSUB ponpuntaje 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF 
COLOR 3 
LOCATE 6, 11 
PRINT "Elija los jugadores"; 
LOCATE7, 11 
PRINT "y termine con <Ese>"; 
LOCATE 24, 13 
PRINT "<Ese> = Terminar"; 
COLOR ne olor ( 1) 
LOCATE 10, 7: PRINT "Jugador l"; 
COLOR ncolor ( 2) 
LOCATE 10, 26: PRINT "Jugador 2"; 
LINE (46, 164)-(121, 165), ncolor(l), BF 
LINE (198, 164)-(274, 165), ncolor(2), BF 

ejO: 
COLOR 8 
LOCA TE 13, 9: PRINT " - Humano - Humano"; 
LOCA TE 15, 9: PRINT " - Trikis - Trikis"; 
LOCA TE 1 7' 9: PRINT " - Trakis - Trakis"; 
LOCA TE 19, 9: PRINT " - Trukis - Trukis"; 

COLOR 10 
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LOCA TE 13, 7: PRINT "1" i 
LOCA TE 15, 7: PRINT "2"; 
LOCA TE 1 7' 7: PRINT "3" i 
LOCA TE 19, 7: PRINT "4 ti; 
LOCA TE 13, 26: PRINT "A"; 
LOCA TE 15, 26: PRINT "B"; 
LOCA TE 17, 26: PRINT "C"; 
LOCA TE 19, 26: PRINT "D"; 
LOCA TE 24, 13 
PRINT "<Ese>"; 

COLOR ncolor(l) 
LOCATE 11 + 2 * jugadorl, 11 
PRINT nombrej$(jugadorl); 
LOCATE 25, 45 
PRINT nombrej$(jugadorl); ":"; 

COLOR ncolor(2) 
LOCATE 11 + 2 * jugador2, 30 
PRINT nombrej$(jugador2); 
LOCATE 25, 65 
PRINT nombrej$(jugador2); ":"; 

ej 1: 
GOSUB tecla 
IF' k$ "1" THEN jugadorl 1: GOTO ejO 
IF' k$ "2" THEN jugadorl 2: GOTO ejO 
IF' k$ 11 3" THEN jugadorl 3: GOTO ejO 
IF' k$ "4" THEN jugadorl 4: GOTO ejO 
IF' k$ "a" OR k$ "A" THEN jugador2 
I F' k$ "b" OR k$ "B" THEN jugador2 
IF' k$ "e" OR k$ "C" THEN jugador2 
IF' k$ "d" OR k$ "D" THEN jugador2 
IF' kl 1 ANO kt = 27 THEN RETURN 
GOTO ejl 

1: GOTO ejO 
2: GOTO ejO 
3: GOTO ejO 
4: GOTO ejO 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

elegirv: ' Elegir velocidad 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF' 
COLOR 3 
LOCATE 9, 7 
PRINT "Elija la velocidad deseada."; 
LOCATE 13, 17: PRINT "Baja"; 
LOCA TE 15, 1 7: PRINT "Media"; 
LOCATE 1 7, 17: PRINT "Alta"; 
COLOR 10 
LOCA TE 13, 17: PRINT "B"; 
LOCA TE 15, 17: PRINT "M"; 
LOCA TE 1 7' 17: PRINT "A"; 
ev2: 
GOSUB tecla 
IF' k$ "B" OR k$ "b" THEN ivelocidad 
I F' k$ = "M" OR k$ "m" THEN ivelocidad 
I F' k$ = "A" OR k$ "a" THEN ivelocidad 
GOTO ev2 
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REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 
ayuda: 
CLS 
LOCATE 4, 1 
PRINT " En el Juego de Sim cada jugador, en su turno, escoge una de 
las 15 " 
LOCATE 6, 1 
PRINT " líneas y las dibuja de su color. El primer jugador utiliza el 

1 
rojo 
LOCATE 8, 
PRINT " y el segundo azul. Pierde el jugador que forme un triángulo de 
su 
LOCATE 10, 1 
PRINT " 
los " 

color. Para colorear una línea, basta indicar los números de 

LOCATE 12, 1 
PRINT " puntos que une. Hay tres jugadores programados: Trikis, Trakis 
y Trukis. 
LOCA'I'E 14, 1 
PRIN'I' " Trikis, como primer jugador, gana sólo que el otro jugador se 
equivoque. 
LOCA'I'E 16, 1 
PRIN'I' " Como segundo jugador Trikis siempre gana. 
LOCATE 18, 1 
PRIN'I' " 'I'rakis, como primer jugador, elige una opción donde el otro 
jugador tiene" 
LOCA'I'E 20, 1 
PRINT " la mayor probabilidad de equivocarse. Como segundo jugador 
Trakis juega 
LOCA'I'E 22, 1 
PRINT " como Trikis." 
LOCA'I'E 24, 1 
PRINT " 'I'rukis, siempre elige al azar una jugada en la que no se forme 
un triángulo" 
LOCATE 26, 1 
PRIN'I' " de su color, si ello es posible." 
LOCATE 28, 1 
PRINT " Para salir de ayuda oprima la tecla Ese." 

GOSUB tecla 
RE'I'URN 

REM ****~************************************************************** 

REM ******************************************************************* 

guardadatos: 

ncalificacion () 

' Guarda qconfigs() que contiene los números 
' característicos de todas las configuraciones; 
' iniconfigs() que contiene los índices donde 
' comienzan los datos de cada nivel y 

' que contiene la calificación de cada configuración. 

OPEN "C:\datos6p.txt" FOR OUTPUT AS #1 
FOR i = 1 TO 3730 ' Número total de configuraciones más uno 

WRITE #1, qconfigs(i) 
NEXT i 

' qconfigs(3730)=0 configuración no existente 
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FOR i = 1 TO 17 Número de tiradas más dos 
WRITE #1, iniconfigs ( i} 

NEXT i 
FOR i = 1 TO 3729 Número total de configuraciones 

WRITE #1, ncalificacion(i} 
NEXT i 
CLOSE #1 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

leedatos: ' ver comentarios en guardadatos 
OPEN "C:\QB400\datos6p.txt" FOR INPUT AS #1 
'OPEN "C:\datos6p.txt" FOR INPUT AS #1 
FOR i = 1 TO 3730 

INPUT #1, qt 
qconfigs(i) = qt 

NEXT i 
FOR i = 1 TO 1 7 

INPUT ttl, inict 
iniconfigs(i) inict 

NEXT i 
FOR i = 1 TO 3729 

INPUT #1, ncalt 
ncalificacion (i) ncalt 

NEXT i 
CLOSE #1 
RETURN 

REM ~**~*************************************************************** 

REM ~****************************************************************** 

pintaconfiguracion2: 

FOR i = 1 TO nv 
th = i * 2 * pi / nv 
xv(i) = xcc + re * COS(th} 
yv(i) = ycc + re* SIN(th} 
npx = bx + sx * xv(i) 
npy =by + sy * yv(i) 
CIRCLE (npx, npy}, 2, 14 
NEXT i 
FOR i = 1 TO nl 
njugador = lineac(i} 
IF njugador <> O THEN 

vlt = lic(i) 
v2t = lir(i) 
npxl bx + sx * xv(vlt} 
npyl by+ sy * yv(vlt} 
npx2 bx + sx * xv(v2t} 
npy2 by+ sy * yv(v2t} 

pinta un círculo en cada vértice y dibuja las 
líneas jugadas. 

Círculos en los vértices 

Se fija en quien jugó cada línea. 
dibuja únicamente las líneas jugadas. 

LINE (npxl, npyl}-(npx2, npy2}, ncolor(njugador} 
END IF 
NEXT i 
npx bx + sx * xcc 
npy = by + sy * ycc 
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'LOCATE npy / 16 + 5, npx / 8 + 5 
'PRINT qnc 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

pintalineal: 
v2t 

npxl bx + 
npyl by + 
npx2 bx + 
npy2 by + 
LINE (npxl, 
RETURN 

sx * xv(vlt) 
sy * yv(vlt) 
sx * xv(v2t) 
sy * yv(v2t) 
npyl)-(npx2, 

' pinta la línea del vértice vlt al vértice 

con el color l. Para resaltar una línea o un 
triángulo se dibuja siempre del color 1 y se 
redefine con el comando PALETTE. 

npy2), 1 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

pintalinea: 
v2t 

npxl bx + 
npyl by + 
npx2 bx + 
npy2 by + 
LINE (npxl, 
RETURN 

' pinta la línea del vértice vlt al vértice 

' con el color de njugador. 
sx * xv(vlt) 
sy * yv(vlt) 
sx * xv(v2t) 
sy * yv(v2t) 
npyl)-(npx2, npy2), ncolor(njugador) 

REM ******************************************************************* 
REM ~****************************************************************** 

pintalineas: 
v2t 

' pinta la línea del vértice vlt al vértice 

con el color de njugador y parpadea. 
Redefine COLOR l. 

npxl bx + sx + xv(vlt) 
npyl by + sy + yv(vlt) 
npx2 bx + sx * xv(v2t) 
npy2 by + sy * yv(v2t) 
PALETTE 1, zcolor(l, njugador) 
LINE (npxl, npyl)-(npx2, npy2), 
SOUND 2200, • 3 

FOR ico = 1 TO 6 
PALETTE 1, zcolor(ico, njugador) 
tl = TIMER + .12 
pll: 
tt = TIMER 

1 

IF tt < tl ANO (tl - tt) < tl2 THEN GOTO pll 
NEXT ico 
FOR ico = 6 TO 1 STEP -1 
PALETTE 1, zcolor(ico, njugador) 
tl = TIMER + .12 
pl2: 
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tt = TIMER 
IF tt < tl AND (tl - tt) < t12 THEN GOTO pl2 
NEXT ico 
LINE (npxl, npyl)-{npx2, npy2), ncolor(njugador) 

IF (jugadorl = 1 AND jugador2 <> 1) OR (jugadorl <> 1 AND jugador2 1) 
THEN 
LOCATE 14, 14: PRINT" 
END IF 
RETURN 

REM *~***************************************************************** 
REM ******************************************************************* 

ilumina3: ' Hace parpadear todos los triángulos 
hasta que se oprime una tecla. 

PALETTE 1, zcolor(l, njugador) 
GOSUB pinta3 Pinta todos los triángulos con el color l. 
ico = 1 
iico = 1 
ill: 
GOSUB espera2 
IF ico = 6 AND iico 
IF ico = 1 AND iico 
ico = ico + iico 

1 THEN iico = -1 
-1 THEN iico = 1 

PALETTE 1, zcolor(ico, njugador) 
k$ = INKEY$ 
IF k$ = "" THEN GOTO ill 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

pinta3: Pinta todos los triángulos con el color l. 
FOR i3 1 TO ntri 
vlt ntriangulos (i3, 1) 
vlt ntriangulos (i3, 2) 
vlt ntriangulos(i3, 3) 

NEXT i3 
RETURN 

v2t 
v2t 
v2t 

ntriangulos(i3, 2) 
ntriangulos(i3, 3) 
ntriangulos(i3, 1) 

GOSUB pintalineal 
GOSUB pintalineal 
GOSUB pintalineal 

REM '****************************************************************** 
REM ******************************************************************* 

tirahumano3: 
LINE (7, 44)-(314, 424), 0, BF 
COLOR 3 
LOCATE 10, 5 

Rutina que permite a humano tirar. 

PRINT "Para jugar, teclea los números"; 
LOCATE 11, 5 
PRINT "de los vértices que definen la"; 
LOCATE 12, 5 
PRINT "linea que deseas trazar."; 
LOCATE 15, 11 
PRINT "(l, 
LOCATE 18, 

2, 3, 
16 

PRINT "Rendirse"; 

4' 5, 6) "; 
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COLOR 10 
LOCA TE 15, 12 

' Resalta las teclas que se pueden oprimir 
' con el color que así lo indica. 

PRINT lf 1 ti; 

LOCA TE 15, 15 
PRINT "2" i 
LOCA TE 15, 18 
PRINT "3"; 
LOCA TE 15, 21 
PRINT '' 4 lf; 
LOCA TE 15, 24 
PRINT "5"; 
LOCA TE 15, 27 
PRINT "6"; 
LOCA TE 18, 16 
PRINT "R"; 

ktmax = nv + 48 
nbsalida = O ' ( l=Salió con Ese O=Salió normal 2=Salió con R) 
GOSUB quientira2: njugador nj ' para saber quien juega. 
LOCATE 24, 10 
PRINT " 
COLOR 3 
LOCATE 24, 10 
PRINT "línea de: a:" 
nrenc = 24: ncolc = 20: GOSUB parpadea 
oprimida. 
IF kt 27 THEN nbsalida = 1: RETURN 

' regresa en kt la tecla 

IF kt = 82 OR kt 114 THEN nbsalida = 2: RETURN 
IF kt < 49 OR kt > ktmax THEN GOTO tirahumano3 
vlt = kt - 48 Hace vlt el número de vértice l. 
th3: 
nrenc 
IF kt 
IF kt 

24: ncolc = 25: GOSUB parpadea 
27 THEN nbsalida = 1: RETURN 
82 OR kt 114 THEN nbsalida = 2: RETURN 

IF kt < 49 OR kt > ktmax THEN GOTO th3 
v2t = kt - 48 ' N[mero del vértice 2. 
IF vlt = v2t THEN GOTO th3 
IF nestado(vlt, v2t) <> O THEN GOSUB trompetilla: GOTO tirahumano3 
nestado(vlt, v2t) njugador 
nestado(v2t, vlt) = njugador 
GOSUB pintalineas 'Dibuja la línea y la hace parpadear. 
'LOCATE 24, 10 
'PRINT " 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF 
COLOR 3 
LOCATE 14, 14 
IF jugadorl <> 1 OR jugador2 <> 1 THEN PRINT "Pensando. 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

juegalvs2d: ' Juega jugadorl contra jugador2 definitivo 
IF njgl >= 32000 OR njg2 >= 32000 THEN GOSUB trompetilla: RETURN 
GOSUB pontablero2 ' pinta toda la pantalla 
otro4d: 
GOSUB pontablero3 
nuevo 

Pinta únicamente lo que corresponde a un juego 
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IF jugadorl <> 1 ANO jugador2 <> 1 THEN GOSUB portada2 
otro5d: 
COLOR ncolor ( 1) 
LOCATE 29, 19 
PRINT nombrej$(jugadorl); 
nbsalida = O 
ON jugadorl GOSUB tirahumano3, 
IF nbsalida = 1 THEN RETURN 
IF nbsalida = 2 THEN GOTO ganod 
GOSUB edo2edot 

trikis, trakis, Trukis 
' Salió con Ese 

' Salió con R 

GOSUB buscatriangulo 
nestadot () 

' busca triángulos del jugador nj en 

IF ntri > O THEN GOTO ganod 
COLOR ncolor(2) ' Turno del jugador 2. 
LOCATE 29, 19 
PRINT nombrej$(jugador2); 
nbsalida = O 
ON jugador2 GOSUB tirahumano3, 
IF nbsalida = 1 THEN RETURN 
IF nbsalida = 2 THEN GOTO ganod 
GOSUB edo2edot 

trikis, trakis, Trukis 
' Salió con Ese 

' Salió con R 

GOSUB buscatriangulo ' busca triángulos del jugador nj en 
nestadot () 
IF ntri = O THEN GOTO otro5d ' Si no hay triángulo va a que juegue el l. 
GOTO ganod 

ganod: 
IF nj = 1 THEN njc 
GOSUB fanfarrias 
IF njc = 1 THEN njgl 
GOSUB ponpuntaje 
k$ = INKEY$ 
IF k$ <> "" THEN 

' alguien gano 
2 ELSE njc = 1 

njgl + 1 ELSE njg2 njg2 + 1 

IF ASC(k$) = 27 THEN RETURN 
END IF 

se oprimió ese. 

IF jugadorl = 1 OR 
GOSUB portada3 

ggl: 

jugador2 = 1 THEN ' esta jugando humano. 

IF ntri = O THEN 
COLOR 2 

GOSUB tecla ELSE GOSUB ilumina3 

LOCATE 29, 9 
PRINT "Turno de:"; 
IF k$ = "o" OR k$ 
IF k$ = "s" OR k$ = 
GOTO ggl 

END IF 

"O" THEN GOTO otro4d 
"S" THEN RETURN 

IF njgl < 32000 ANO njg2 < 32000 THEN GOTO otro4d 
RETURN 

REM ++K**************************************************************** 
REM ******************************************************************* 

pontablero2: ' pinta toda la pantalla 
CLS 
FOR i = O TO 5 

LINE (i, i) - (639 - i, 479 - i), 6, B 
NEXT i 
LINE (316, 0)-(321, 479), 6, BF 
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LINE (316, 322)-(639, 328), 6, BF 
LINE (0, 425)-(639, 430), 6, BF 
LINE (480, 322) -(482, 425), 6, BF 
LINE (0, 40) - (320, 42), 6, BF 

COLOR ncolor(l) 
LOCATE 23, 45 
PRINT "ler Jugador"; 
LOCATE 25, 45 
PRINT nornbrej $ ( j ugadorl) ; ": "; 
COLOR ncolor(2) 
LOCATE 23, 65 
PRINT "2o Jugador"; 
LOCATE 25, 65 
PRINT nornbrej$(jugador2); ":"; 

GOSUB ponpuntaje 
FOR i = 1 TO nl 
lineac(i) =O 
NEXT i 

' Horizontal inferior de hexágono 
' Penúltima horizontal 
' Vertical entre jugadores 
' Bajo titulo 

xcc = 39.5: ycc = 65: re 
COLOR 8 

25: GOSUB pintaconfiguracion2 

LOCATE 3, 68: PRINT "1"; 
LOCA TE 3, 52: PRINT "2"; 
LOCA TE 11, 45: PRINT "3"; 
LOCATE 19, 52: PRINT "4 "; 
LOCA TE 19, 69: PRINT "5"; 
LOCA TE 11, 75: PRINT "6"; 

njugador = O ' Para que pintalinea dibuje gris 
FOR nlajugar = 1 TO nl 
vlt = lir(nlajugar) 
v2t = lic(nlajugar) 
GOSUB pintalinea 
NEXT nlajugar 

FOR i = 1 TO nv 
FOR j = 1 TO nv 
nestado(i, j) = O 

NEXT j 
NEXT i 

LOCATE 2, 8 
COLOR 2 
PRINT "El juego de Trikis Trakis" 
LOCATE 29, 53 
PRINT "Velocidad: "; 
LOCATE 29, 9 
PRINT "Turno de:"; 
LOCATE 29, 64 
COLOR 14 
PRINT nornbrev$(ivelocidad); 
GOSUB portada 1 
RETURN 
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REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

ponpuntaje: 
COLOR 14 
LOCATE 25, 53: PRINT " 
LOCATE 25, 53 
PRINT njgl; 
LOCATE 25, 73: PRINT " 
LOCATE 25, 73 
PRINT njg2; 
RETURN 

"; 

"; 

REM ******************************************************************* 
REM ****k************************************************************** 

pontablero3: Pinta únicamente lo que corresponde a un juego nuevo 
GOSUB ponpuntaje 

E'OR i = 1 TO nl 
lineac(i) O 
NEXT i 
xcc = 39.5: ycc 65: re 

njugador = O 
E'OR nlajugar = 1 TO nl 
vlt lir(nlajugar) 
v2t = lic(nlajugar) 
GOSUB pintalinea 
NEXT nlajugar 

E'OR i = 1 TO nv 
E'OR j = 1 TO nv 
nestado ( i, j) O 

NEXT j 
NEXT i 
RETURN 

25: GOSUB pintaconfiguracion2 

Para que pintalinea dibuje gris 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

limpiabuffer: 
E'OR ilb = 1 TO 15 
k$ = INKEY$ 
NEXT ilb 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

espera2: 
tl = TIMER + .1 
ee2: 
tt = TIMER 

Espera un décimo de segundo y regresa 
Se usa para resaltar los triángulos 

Ir tt < tl ANO (tl - tt) < tl2 THEN GOTO ee2 
RETURN 
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REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

portadal: 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF 
COLOR 3 
LOCATE 5, 3 

' pantalla principal 

PRINT "Elija una de las siguientes opciones:"; 
COLOR 10 
LOCA TE 8' 9: PRINT "Fl"; 
LOCA TE 1 o' 9: PRINT "F2"; 
LOCA TE 12' 9: PRINT "F3"; 
LOCA TE 14' 9: PRINT "F4 "; 
LOCA TE 16' 9: PRINT "F5"; 
COLOR 3 
LOCA TE 8' 12: PRINT "- Ayuda 11

; 

LOCA TE 1 o' 12: PRINT tt Elegir jugadores"; 
LOCA TE 12, 12: PRINT 11 Elegir velocidad"; 
LOCA TE 14' 12: PRINT tt - Jugar"; 
LOCA TE 16, 12: PRINT 11 - Salir del programa"; 
COLOR 10 
LOCA TE 8' 14: PRINT "A"; 

LOCA TE 10, 14: PRINT "E"; 
LOCA TE 12, 21: PRINT "V"; 
LOCA TE 14' 14: PRINT "J"; 
LOCA TE 16' 14: PRINT "S"; 
RETURN 

REM ~*****k************************************************************ 

REM ******************************************************************* 

portada2: 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF 
COLOR 3 
LOCATE 15, 6 

' Juega máquina contra máquina 

PRINT "Utilice <Ese> para interrumpir"; 
LOCATE 17, 3 
PRINT "(Se interrumpe al terminar el juego)"; 

COLOR 10 
LOCATE 15, 14 
PRINT "<Ese>"; 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ****•·************************************************************** 

portada3: 
LINE (7, 44)-(314, 424), O, BF 
COLOR 3 
LOCATE 13, 17 
PRINT "Otro juego"; 
LOCATE 17, 17 
PRINT "Salir"; 
COLOR 10 
LOCATE 13, 17 
PRINT "O"; 
LOCATE 17, 17 

' Cuando termina un juego de humano 
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PRINT "S"; 
COLOR 2 
LOCATE 29, 9 
PRINT " GanC:"; 
COLOR ncolor(njc) 
LOCATE 29, 19 
IF njc = 1 THEN PRINT nombrej$(jugadorl); 
RETURN 

ELSE PRINT nombrej$(jugador2); 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

tecla: 
k$ = INKEY$ 
IF k$ = "" THEN GOTO tecla 
kt = ASC(RIGHT$(k$, 1)) 
kl = LEN (k$) 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM -A·•*************************************-**************************** 

trompetilla: 

SOUND 440, 5 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

fanfarrias: 
IF jugadorl <> 1 ANO jugador2 <> 1 THEN SOUNO 1320~ .2: RETURN 
IF nbsalida = 2 THEN 

SOUNO 440, 3 
SOUNO O, 1 Se rindió 
SOUNO 220, 4 
SOUNO O, • 3 
nbsalida = O 
RETURN 

END IF 
IF (jugadorl 1 ANO nj = 2) OR (jugador2 

SOUND 880, 3 
SOUNO 40, .2 ganó humano 
SOUND 1320, 3 
SOUNO 40, . 2 
SOUND 1760, 5 
RETURN 

END IF 
IF (jugadorl 1 ANO nj = 1) OR (jugador2 

SOUND 220, 3 
SOUNO O, 4 'perdió humano 
SOUNO 220, 3 
SOUND O, 4 
SOUNO 220, 3 
SOUND O, .3 
SOUNO 220, 5 
SOUND O, .2 

RETURN 

156 

1 ANO nj 1) THEN 

1 ANO nj 2) THEN 



END IF 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 
escalas: ' para tener control sobre las 
escalas. 
sx (npxf - npxi) / (vxf - vxi) 
bx npxi - sx * vxi 

sy = (npyf - npyi) / (vyi - vyf) 
by = npyf - sy * vyi 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

parpadea: 
npyc2) 

' prende un cuadrito parpadeante en (npxcl, npycl)-(npxc2, 

y termina con un teclazo. 
npxcl = ncolc * 8 - 8: npxc2 = npxcl + 7 
npycl = nrenc * 16 - 16: npyc2 = npycl + 15 
comienzaparpadeo: 
GOSUB pintacuadro 
tl = TIMER + tprendido 
prendel: k$ = INKEY$ 
IF k$ <> "" THEN GOTO teclazo 
tt = TIMER 
IF tt < tl AND (tl - tt) < t12 THEN GOTO prendel 
GOSUB quitacuadro 
tl = TIMER + tapagado 
apagal: k$ = HJKEY$ 
IF k$ <> "" THEN GOTO teclazo 
tt = TIMER 
IF tt < tl AND (tl - tt) < t12 THEN GOTO apag~l 
GOTO comienzaparpadeo 

teclazo: GOSUB quitacuadro 
LOCATE nrenc, ncolc 
COLOR 14 
PRINT ~:$ 

kt = ASC(RIGHT$(k$, 1)) 
RETURN 
REM ******~************************************************************ 

REM ******************************************************************* 

quientira2: 

nll = O 
momento 
nl2 = O 
FOR i = 2 TO nv 

FOR j = 1 TO i 
IF nestado(i, 

de 
IF nestado(i, 

NEXT j 
NEXT i 

Regresa nj=número de jugador que debe tirar 
y nlt = número de lineas tiradas. 
Para que cualquier jugador pueda jugar en cualquier 

viendo el estado del tablero. 

1 
j) 1 THEN nll nll + 1 ' Cuenta el número de lineas 

j) 2 THEN nl2 nl2 + 1 ' cada color. 
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1 ELSE nj 2 Decide quien juega. IF nll = nl2 THEN nj 
nlt = nll + nl2 
jugadas. 

' Calcula el total de lineas 

RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 
pintacuadro: 
LINE (npxcl, npycl)-(npxc2, npyc2), ncc, BF 
RETURN 

REM *********************************************************~********* 
REM ******************************************************************* 

quitacuadro: 
LINE (npxcl, npycl)-(npxc2, npyc2), O, BF 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM k****************************************************************** 

definecolores: 
triángulos. 
FOR i = 1 TO 6 

Define los colores para el parpadeo de líneas y 

zr 39 + i * 4 
zg = i * 4 
zb = i * 4 
zrgb zb 
zrgb zrgb * 256 + zg 
zrgb zrgb * 256 + zr 
zcolor ( i, 1) zrgb 
NEXT i 
FOR i = 1 TO 6 
zr i * 5 
zg = 33 + i * 5 
zb = 33 + i * 5 
zrgb zb 
zrgb = zrgb * 256 + zg 
zrgb = zrgb * 256 + zr 
zcolor(i, 2) = zrgb 
NEXT i 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

linea2edot: 
FOR i = 1 TO nl 
nestadot(lir(i) 
NEXT i 
RETURN 

lic (i)) linea (i) 

REM ******************************************************************* 
REM **~**********************************~***********~****************~ 

edo2edot: 
FOR ii = 1 TO nv 

FOR jj = 1 TO nv 
nestadot (ii, jj) nestado (ii, jj) 

158 



NEXT jj 
NEXT ii 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

buscatriangulo: ' busca triángulos del jugador nj en nestadot() 
' regresa el número de triángulos en ntri 
' y los vértices de los triángulos en ntriangulos() 

FOR i = 2 TO nv 
FOR j = 1 TO i - 1 
nestadot(j, i) nestadot(i, j) 

la 
' Llena triángulo superior derecho de 

NEXT j 
requiere 
NEXT i 
ntri = O 
FOR i = 1 TO nv 

FOR j = i + 1 TO nv 
IF nestadot(i, j) = nj THEN 

FOR k = j + 1 TO nv 

' matriz nestadot() porque así lo 

' el algoritmo. 
Inicialmente hay cero triángulos. 

' Localizó una linea del color nj de i aj. 

IF nestadot(i, k) = nj THEN 
a k. 

' Localizó otra línea del color nj de i 

= nj THEN ' Localizó la línea de j a k que cierra el IF nestadot(j, k) 
ntri = ntri + 1 
ntriangulos(ntri, 1) 
ntriangulos(ntri, 2) 
ntriangulos(ntri, 3) 

END IF 
END IF 

NEXT k 
END IF 
NEXT j 

NEXT i 
RETURN 

i 
j 
k 

triángulo e incrementa la cuenta de triángulos. 
' Guarda los vértices del triángulo. 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

Trikis: 
jugador 

' Rutina que juega fijándose únicamente en el 

' que gana; no utiliza probabilidades. Redefine 
' calificación de probabilidades para este fin. 

ttl = TIMER + ttespera (ivelocidad) ' Para controlar velocidad. 
GOSUB quientira2 ' Para saber: 
njugador = nj ' el número de jugador que tira y 
nivels = nlt + 2 ' el nivel (siguiente) de la jugada en el 
árbol. 
iconfigl iniconfigs(nivels) 
siguiente. 
iconfig2 = iniconfigs(nivels 
GOSUB edo2edot 
temporal. 

Índice inicial del nivel 

+ 1) - 1 ' Índice final del nivel siguiente. 
' Copia el Estado a un arreglo 

GOSUB edot2lineam 
GOSUB generahijas2 
FOR inh = 1 TO ndeh 

' Copia Estado a Línea (madre) 
' Genera las hijas y también llena !jugada() 
' hace lista de qnc's de las hijas en qnch() 

FOR j nh = 1 TO nl 
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linea(jnh) = lineah(inh, jnh) 
NEXT jnh 

' Copia la hija número inh a linea(). 

GOSUB linea2edot 
GOSUB varitamagica 

Pone información de la hija en edot(). 
' Calcula el número característico de la 

hija. 
qnch(inh) = qnc 

hija. 
' Guarda el número característico de la 

NEXT inh 

FOR inh = 1 TO ndeh ' Hace lista de calificaciones de las hijas. 
qnc = qnch(inh) ' Número característico de la hija en turno. 
iconfigt = iconfigl ' Índice donde debe comenzar a buscar el ne. 

ssl: 
IF qnc <> qconfigs(iconfigt) THEN iconfigt iconfigt + 1: GOTO ssl ' Busca 

Encontró. 
IF ncalificacion(iconfigt) = 32000 THEN Redefine calificaciones 

fijándose únicamente en el 
jugador que gana. 

lcalificacionh(inh) 1 
ELSE 

lcalificacionh(inh) 2 
END IF 

NEXT inh 

nhg = O número de hijas jugables (tiradas buenas) 
FOR inh = 1 TO ndeh 
IF lcalificacionh(inh) = nj THEN 
buena 

nhg = nhg + 1 
y 

indicem(nhg) inh 
END IF 
NEXT inh 
IF nhg > O THEN GOTO finm 

' Si la calificación es de jugada 

' aumenta el número de hijas jugables 

la guarda en la lista. 

' Si hay jugadas buenas se va a elegir una. 

FOR inh = 1 TO ndeh ' Cuando no hay jugadas buenas, pone en la 
indicem(inh) = inh ' lista a todas las jugadas; cualquiera es 

NEXT inh ' buena para perder. 
nhg = ndeh ' El número de jugadas a jugar es el número de hijas. 
finm: iijugada INT(nhg * RND) + 1 ' Se escoge al azar un número de 1 a nhg. 
ijugada = indicem(iijugada) Se escoge la jugada con ese número. 
nlajugar = ljugada(ijugada) ' Se toma el número de la línea que corresponde 

' a esa jugada. 
ee3: 
tt = TIMER 
IF tt < ttl AND (ttl - tt) < t12 THEN GOTO ee3 
velocidad. 

' Para controlar la 

vlt = lir(nlajugar) 
v2t = lic(nlajugar) 
nestado(vlt, v2t) 
nestado(v2t, vlt) 
GOSUB pintalineas 
RETURN 

njugador 
njugador 

' Vértice 1 de la línea a jugar 
' Vértice 2 de la línea a jugar. 
' Registra la jugada en nestado() 

' Traza la linea en la pantalla. 

REM *•***************************************************************** 
REM ******************************************************************* 

Trakis: 
probabilidad 

' Juega intentando aumentar su 
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' de ganar cuando es el primer jugador. 
' Como segundo jugador elige al azar una 
' de las jugadas ganadoras. 

ttl = TIMER + ttespera(ivelocidad) ' Para control de velocidad. 
GOSUB quientira2 ' Para saber quien tira. 
IF nj = 2 THEN GOSUB trikis: RETURN ' Cuando trakis es el jugador 2 juega 

njugador = nj 
nivels = nlt + 2 

rbol. 

' como trikis. 
' Ver comentarios en trikis. 

' el nivel (siguiente) de la jugada en el 

iconfigl iniconfigs(nivels) 
siguiente. 

' Índice inicial del nivel 

iconfig2 = iniconfigs(nivels + 1) - 1 ' Índice final del nivel 
siguiente. 
GOSUB edo2edot 
temporal. 
GOSUB edot2lineam 
GOSUB generahijas2 
FOR inh = 1 TO ndeh 

FOR jnh = 1 TO nl 
linea(jnh) = lineah(inh, 

NEXT j nh 
GOSUB linea2edot 
GOSUB varitamagica 

hija. 
qnch(inh) = qnc 

NE:XT inh 

ncalifmax = O 
FOR inh = 1 TO ndeh 

qnc = qnch ( inh) 
iconf igt = iconfigl 

ss2: 

' Copia el Estado a un arreglo 

' Copia Estado a Línea (madre). 
' Genera las hijas y también llena ljugada() 
' hace lista de qnc's de las hijas en qnch() 

jnh) ' Copia la hija número inh a linea() 

' Pone información de la hija en edot(). 
' Calcula el número característico de la 

' Guarda el número característico de la hija. 

' calificación máxima de entrada es cero. 
' recorre todas las hijas. 
' toma el número característico de la hija. 
' Índice donde debe comenzar a buscar el ne. 

IF qnc <> qconfigs(iconfigt) THE:N iconfigt = iconfigt + 1: GOTO ss2 ' busca 

ncalift = ncalificacion(iconfigt) 
lcalificacionh (inh) = ncalift 

' Lee calificación 
' La guarda 

' encontró 

IF ncalift > ncalifmax THE:N ncalifmax 
NE:XT inh 

ncalift ' La registra si es máxima. 

nhg = O número de hijas jugables (con calificación máxima) 
FOR inh = 1 TO ndeh 
IF lcalificacionh(inh) = ncalifmax THEN ' Si la hija tiene calificación 
máx. 

nhg = nhg + 1 
indicem(nhg) inh 

E:ND I F 
NE:XT inh 

iijugada = INT(nhg * RND) + 1 
ijugada = indicem(iijugada) 
nlajugar = ljugada(ijugada) 

ee4: 
tt = TIMER 

' aumenta la cuenta y 
' la registra. 

' Se escoge al azar un número de 1 a nhg. 
' Se escoge la jugada con ese número. 
' Se toma el número de la línea que corresponde 
' a esa jugada. 

IF tt < ttl ANO (ttl - tt) < tl2 THE:N GOTO ee4 
velocidad. 

' Para controlar la 
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vlt = lir(nlajugar) 
v2t = lic(nlajugar) 
nestado(vlt, v2t) 
nestado(v2t, vlt) 
GOSUB pintalineas 
RETURN 

njugador 
njugador 

' Vértice 1 de la linea a jugar 
' Vértice 2 de la línea a jugar. 
' Registra la jugada en nestado() 

' Traza la línea en la pantalla. 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

Trukis: si hay tiradas en las que no se hace triángulo 
escoge una de esas al azar (sin fijarse en la 
calificación) . Si en todas se hace triángulo tira 

cualquiera 

ttl = TIMER + ttespera(ivelocidad) 
GOSUB quientira2 
njugador = nj 
GOSUB edo2edot 
GOSUB edot2lineam 
GOSUB generahijas2 también llena ljugada() 

ijugada = INT(ndeh * RND) + 1 
nlajugar = ljugada(ijugada) 

' escoge una hija al azar 
número de línea a jugar 

ee5: 
tt TIMER 
Ir tt < ttl AND (ttl - tt) < tl2 THEN GOTO ee5 

vlt = lir(nlajugar) 
v2t = lic(nlajugar) 
nestado(vlt, v2t) 
nestado(v2t, vlt) 
GOSUB pintalineas 
RETURN 

njugador 
njugador 

REM ************************************************************** 
REM * 
REM • 
REM * 

Rutina para generar la gráfica dirigida y calificarla. 

REM *~************************************************************ 

arbolcalificado: 
rOR i = 1 TO nconf igsmax 

ncalificacion(i) = -1 

tienen 

NEXT i 
GOSUB hazarbol 
GOSUB califica 
RETURN 

califica: 

Inicialmente todas tienen -1. Al construir la 
gráfica se asigna una calificación a las que 

triángulo y queda el -1 en aquellas que la 
rutina que califica debe calificar. 
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iconfigl = iniconfigs(nivelmax) 
configuración 

Índice de la primera 

' del último nivel. 
iconfig2 = iniconfigs(nivelmax + 1) - 1 ' Índice de la última 
configuración 

FOR iconf igt = iconfigl TO iconfig2 
configuraciones 

qnc = qconfigs(iconfigt) 

' del último nivel. 
' Recorre todas las 

' del último nivel (16) 

GOSUB nc2edot ' Genera nestadot() para la config. 
FOR nj = 1 TO 2 

IF nj = 1 THEN njb = 2 ELSE njb = 1 
GOSUB buscatriangulo ' Busca triángulos en la config. 
IF nj = 1 THEN ncalt O ELSE ncalt = 32000 
IF ntri > O THEN ncalificacion(iconfigt) = ncalt ' Califica de 

acuerdo 
' al color del 

tri. 
NEXT nj 

NEXT iconfigt ' Lo anterior es útil para menos de 6 vértices. 

FOR nivel nivelmax - 1 TO 1 STEP -1 
iconfigl iniconfigs(nivel) 

nivel 
iconfig2 iniconfigs (nivel + 1) - 1 
iconfigls = iniconfigs(nivel + 1) 
nj =((nivel+ 1) MOD 2) + 1 
IF nj = 1 THEN njb = 2 ELSE njb = 1 
FOR iconf igt = iconfigl TO iconfig2 

configur:aciones 

' Recorre del penúltimo nivel al O 
' Índices inicial y final del 

' Primero del siguiente nivel 
' jugador que tira 
' Número del otro jugador 
' Recorre todas las 

' del nivel en turno. 
IF ncalificacion(iconfigt) -1 THEN ' Califica sólo a las sin 

triángulo. 
qnc = qconfigs(iconfigt) 
GOSUB nc2edot 
GOSUB edot2lineam 
GOSUB generahijas 
GOSUB sacatodoslosnumeros 

IF r.j = 1 THEN 
ncalmax = O 
FOR iht = 1 TO nncd 

qnch = qncdh(iht) 
ict = iconf igls 

' Regresa qnc's de hijas sin triángulo o 
' de todas si todas tienen triángulo. 
' cuando juega 1 tomamos el máximo 

compara: IF qnch <> qconfigs(ict) 
ncht = ncalificacion(ict) 

THEN ict = ict + 1: GOTO compara 

IF ncht > ncalmax THEN ncalmax = ncht 
NEXT iht 
ncalificacion(iconfigt) 

END IF 
ncalmax 

IF nj = 2 THEN ' cuando juega 2 tomamos el promedio 
qncalprom = O# 
FOR iht = 1 TO nncd 
qnch = qncdh(iht) 
ict = iconf igls 

compara2: IF qnch <> qconfigs(ict) THEN ict ict + 1: GOTO compara2 
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ncht = ncalificacion(ict) 
qncalprom = qncalprom + ncht 

NEXT iht 
ncalificacion(iconfigt) = INT(qncalprom / nncd) 

END IF 
END IF 

NEXT iconf igt 
NEXT nivel 
RETURN 

REM *~***************************************************************** 

REM 
REM Rutina para construir la gráfica dirigida 
REM 
REM ******************************************************************* 

hazarbol: 
nntt = O ' Número de configuraciones con triángulo 

= 1 
= 2 
0# 

iniconfigs(l) 
iniconfigs(2) 
qconfigs(l) 
iconfigu = 1 
nivel = 1 
nj=l:njb=2 

' Última configuración registrada 

' nj= jugador en turno; njb= el jugador que no tira 
nivelnuevo: 
iconfigl = iniconfigs(nivel) 
terminado) 
iconfig2 
iconfigt 
turno 
iconf igi 

iniconfigs(nivel + 1) - 1 ' 
iconf igl 

iconfig2 + 1 

confignueva: 

Primer indice de "nivel" (ya 

Último 
Índice de la configuración en 

Índice de config. inicial del 
siguiente nivel 

qnc = qconfigs(iconfigt) 
turno 

' Número caracteristico de config en 

GOSUB nc2edot 
IF nj = 1 THEN nj 
triángulos 

GOSUB buscatriangulo 

2 ELSE nj 1 

IF nj 1 THEN nj = 2 ELSE nj = 1 
IF nj = 1 THEN ncalt = 32000 ELSE ncalt 
IF ntri > O THEN ncalificacion(iconfigt) 
800, .5: GOTO siguienteconfig 
GOSUB edot2lineam 
GOSUB generahijas 
GOSUB sacanumerosdiferentes 
GOSUB agregancsnuevos 
siguienteconfig: 

Porque hay que buscar 

' del jugador que tiró 

Para regresar al valor anterior 
O Por si hay triángulo. 

= ncalt: nntt = nntt + 1: SOUND 

IF iconfigt < iconfig2 THEN iconfigt = iconfigt + 1: GOTO confignueva 
iniconfigs (nivel 1 2) = iconfigu + 1 
PRINT (nivel+ 2); iniconfigs(nivel + 2) 
IF nivel = nl THEN RETURN 
nivel = nivel + 1 
njt = nj: nj = njb: njb = njt 
GOTO nivelnuevo 
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REM ******************************************************************* 
REM 
REM 
REM 

Rutina para agregar nuevos ne a la gráfica dirigida 

REM ******************************************************************* 

agregancsnuevos: 
rOR i = 1 TO nncd 
qnc = qncdh(i) 
nbdif = O 
rOR j = iconf igi TO iconfigu 
Ir qnc = qconfigs(j) THEN nbdif 

gráfica 
l 'compara lo ncs con los de la 

NEXT j 
Ir nbdif 

NEXT i 
RETURN 

O THEN iconf igu 
'si no existe lo agrega. 

iconfigu + 1: qconfigs(iconfigu) qnc 

REM ******************************************************************* 
REM 
REM Rutina para generar los ncs de los estados generados y descartar 
REM aquellos que son equivalentes. 
REM 
REM ******************************************************************* 

sacanumerosdiferentes: 
nncd = O 
rOR nht = 1 TO ndeh 

rOR ii = 1 TO nl 
linea(ii) = lineah(nht, ii) 

NEXT ii 
GOSUB linea2edot 
GOSUB varitamagica 
nbdif = O 
rOR ii = 1 TO nncd 
Ir qnc = qncdh(ii) THEN nbdif = l 

NEXT ii 
Ir nbdif = O THEN nncd = nncd + 1: 

NEXT nht 
RETURN 

'compara los ncs nuevos, descarta 
'aquellos que son equivalentes. 

qncdh(nncd) = qnc 

REM ***********~******************************************************* 

REM ******************************************************************* 

sacatodoslosnumeros: 
característicos 

' regresa en qncdh() los nncd números 

nncd = O 
rOR nht = 1 TO ndeh 

rOR ii = 1 TO nl 

' de las hijas sin triángulo 
' Si todas tienen triángulo, 

linea(ii) = lineah(nht, ii) 
NEXT ii 
GOSUB linea2edot 
GOSUB buscatriangulo 
Ir ntri = o THEN 

GOSUB varitamagica 
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(cuando las hay) 
regresa todas. 



nncd = nncd + 1 
qncdh(nncd) qnc 

END IE' 
NEXT nht 
IE' nncd > O THEN RETURN 
E'OR nht = 1 TO ndeh 

E'OR ii = 1 TO nl 

Regresa cuando hubo hijas sin triángulo 
' Todas tienen triángulo 

linea (ii) = lineah (nht, ii) 
NEXT ii 
GOSUB linea2edot 
GOSUB varitamagica 
nncd = nncd + 1 
qncdh(nncd) = qnc 

NEXT nht 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM 
REM 
REM 

Rutina para generar los nodos descendientes. 

REM ******************************************************************* 

generahijas: 
ndeh = O 
E'OR i 1 = 1 TO nl 
IE' lineam(il) = O THEN 

ndeh = ndeh + 1 
hija 

Genera todas las hijas. 
Comienza sin hijas 
Recorre todas las celdas de la madre 
Busca los ceros (lugares para tirar) 
Cuando encuentra donde tirar genera una 

E'OR i2 = 1 TO nl 
lineah(ndeh, i2) 
NEXT i2 
lineah(ndeh, il) 

Copia madre 
lineam(i2) 

hija 
END I E' 
NEXT il 
RETURN 

nj ' Anota el número del jugador en la 

REM ******************************************************************* 
REM 
REM 
REM 

Rutina para generar nodos descendientes sin triángulo 

REM ******************************************************************* 

generahijas2: 
ndeh = O 
E'OR il = 1 TO nl 
IE' lineam(il) = O THEN 

GOSUB lineam2linea 
linea(il) = nj 
GOSUB linea2edot 
GOSUB buscatriangulo 
IE' ntri O THEN 

ndeh = ndeh + 1 
una hija 

E'OR i2 = 1 TO nl 
lineah(ndeh, i2) 
NEXT i2 

Genera todas las hijas sin triángulo. 
Comienza sin hijas 
Recorre todas las celdas de la madre 
Busca los ceros (lugares para tirar) 

' Cuando encuentra donde tirar genera 

' Copia madre 
lineam(i2) 
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lineah(ndeh, il) 
hija 

ljugada(ndeh) il 
END IF 

END IF 
NEXT il 
IF ndeh > O THEN RETURN 

FOR il = 1 TO nl 
IF lineam(il) = O THEN 

ndeh = ndeh + 1 
hija 

nj • Anota el número del jugador en la 

• Regresa si hay hijas sin triángulo 
• Sino registra hijas con triángulo 
• Recorre todas las celdas de la madre 

Busca los ceros (lugares para tirar) 
• Cuando encuentra donde tirar genera una 

FOR i2 = 1 TO nl 
lineah(ndeh, i2) 
NEXT i2 

• Copia madre 
lineam(i2) 

lineah (ndeh, 
!jugada (ndeh) 

END IF 

il) nj • Anota el número del jugador en la hija 
= i1 

NEXT il 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

lineam2linea: 
FOR i 3 = 1 TO nl 
linea (i3) = lineam(i3) 

NEXT i3 
RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ***k*************************************************************** 

deflocalizacion2: 
nlt = 1 
FOR i = 2 TO nv 

FOR j = 1 TO i - 1 
lic(nlt) =j 
lir(nlt) = i 
localizacion(i, j) nlt 
nlt = nlt + 1 

NEXT j 
NEXT i 
ncolor (0) 8 
ncolor(l) 12 
ncolor(2) 11 
RETURN 

REM ~****************************************************************** 

REM ****~************************************************************** 

edot2lineam: 
FOR nr = 2 TO nv 

FOR ne = 1 TO nr - 1 
nlt = localizacion(nr, ne) 
lineam(nlt) = nestadot(nr, ne) 

NEXT ne 
NEXT nr 
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RETURN 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

nc2edot: 
FOR i = 1 TO nv 
FOR j = 1 TO nv 
nestadot(i, j) O 
NEXT j 
NEXT i 
FOR i = 1 TO nl 
qnr = qnc ANO 2 A (i - 1) 
IF qnr <>O THEN nestadot(lir(i), lic(i)) 1 
qnr = qnc ANO 2 A (i - 1) * qnci 
IF qnr <>O THEN nestadot(lir(i), lic(i)) 2 

NEXT i 
RETURN 

REM ***************************************************************** 
REM 
REM Rutina para asignar el número característico a cada estado. 
REM 
REM ***************************************************************** 

varitamagica: recibe nestadot() y regresa el número característico qnc 

FOR i = 1 TO nv: npermutacion(i) 
GOSUB generaestadop 
GOSUB asignancp: qncmin = qncp 
otra: 
GOSUB siguientepermutacion 
IF indicp = 1 THEN 

GOSUB generaestadop 
GOSUB asignancp 
IF qncmin > qncp THEN qncmin 
GOTO otra 

END I F 
qnc = qncmin 
RETURN 

i: NEXT i Permutación inicial 

qncp 

REM ******************************************************************* 
REM ******************************************************************* 

asignancp: ' Calcula el número correspondiente a estadop 
qncp = 011 
FOR i = 1 TO nl 
nrenglon = lir(i) 
ncolumna = lic(i) 
IF nestadop(nrenglon, ncolumna) 1 THEN qncp qncp + 2 A (i 1) 
IF nestadop(nrenglon, ncolumna) 2 THEN qncp qncp + qnci * 2 A (i -

1) 

NEXT i 
RETURN 

REM ***************************************~*************************** 
REM * * * * * * * * * ** ** ***** * ** ******* * **** ** ** ** *** * **** * ** ***** ***.*** ****** 
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generaestadop: ' genera estadop con el estado permutado 
E'OR i = 1 TO nl 
nrenglon = lir(i) 
ncolumna = lic(i) 
ntemp = nestadot(nrenglon, ncolumna) 
nrenglonp = npermutacion(nrenglon) 
ncolumnap = npermutacion(ncolumna) 
IE' nrenglonp < ncolumnap THEN 

nntemp = nrenglonp 
nrenglonp ncolumnap 
ncolumnap = nntemp 

END IE' 
nestadop(nrenglonp, ncolumnap) 

NEXT i 
RETURN 

ntemp 

REM*****•**************************************************************** 
REM ********************************************************************* 
REM * 
REM * 
REM * 

Rutina que recibe una permutación y regresa la siguiente en orden 
creciente y avisa cuando ya no hay 

REM ***********************************************************.******~*** 

siguientepermutacion: 
indicp = 1 
im = nv - 1 
ciclop: 11111 = nper111utacion(i111) 'Número que vamos a comparar 
inb =O: nb = nv + 1 'Número buscado 
E'OR i = im + 1 TO nv 
IF npcr111utacion(i) > 11111 AND nper111utacion(i) < nb THEN 'Compara números 

inb = I 'encontró uno menor 
nb = npermutacion(i) 

END I E' 
NEXT i 
IF inb = O THEN 
IF im = 1 THEN indicp 
im = im - 1 
GOTO ciclop 

END IF 

O: RETURN 

E'OR i = im TO nv: npt(i) = npermutacion(i) 
npermutacion(im) = nb: npt(inb) = nv + 1 
E'OR i = im + 1 TO nv 
ns = nv + 1 
FOR j = im TO nv 

IF npt(j) < ns THEN ns= npt(j): ins j 
NEXT j 
npermutacion(i) ns: npt(ins) nv + 1 

NEXT i 
RETURN 
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'Si no hay número menor 

'Toma el dígito siguiente 

NEXT i 
'Toma el dígito siguiente 
'Colocamos los dígitos 
'restantes en orden decreciente. 
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