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RESUMEN 

La mayor parte de las investigaciones relacionadas con el análisis de Pruebas 

de Variación de Presión y de las Curvas de Declinación, considera que el pozo 

se encuentra terminado a lo largo del espesor total de la formación productora. 

Sin embargo en la práctica, en diversos yacimientos los pozos son 

acondicionados con terminaciones parciales, es decir, solo una porción del 

horizonte productor es perforado. .Est.o puede deberse a varias razones, pero 

la más común es evitar o retardar la producción de fluidos indeseables, como 

gas y agua. A los pozos que presentan este esquema de terminación se les 

denomina como pozos parcialmente penetrantes. 

Por otro lado, es un hecho que el mayor porcentaje de la producción de 

hidrocarburos a nivel mundial,. proviene de Yacimientos Naturalmente 

Fracturados (YNF). A menUdo, ~I bompOrtainiento de estos sistemas se 

representa con modelos de ci'oble porbsid.~á: ~in\~rnbárgo, cuando un caso en 

particular exhibe además de fractl.Jras :;naiuralEis ;présencia de . vúgulos, los 

modelos tradicionales no son sufici~rite's,J~~a .captar algunas caracteristicas 

asociadas a la presencia de la porosid~d;0Jciú1~~- : 

Con base en lo anterior, en este trabajo se analiza el comportamiento de 

presión y producción para el caso de pozos parcialmente penetrantes 

terminados en YNF vugulares. De esta forma, se proponen nuevos modelos 

generalizados, los cuales contribuyen a identificar y evaluar en forma más 

realista el comportamiento de presión a nivel de pozo en este escenario, con 

presencia de un acuífero y/o casquete de gas, considerando además sistemas 

infinitos y cerrados. 
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CAP íTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

En muchos yacimientos de hidrocarburos los pozos próduétores son 

acondicionados con terminaciones parciales y se clasifican como parcialmente 

penetrantes, es decir, solamente producen de una porción de la zona 

productora. Esto se efectúa por diversas razones, pero la más cornún es evitar 

o retardar la invasión 'de .fluidos no deseados como gas y agua al pozo. En 

particular, para la interpretáción de pruebas de. pozos, la penetración parcial 
' ;· 

origina un comportamiento de presión caracteristico, que si no es evaluado 

adecuadamente, puede conducir a errores en la interpretación de datos de 

pruebas de pozos. 

Por otro lado, muchos yacimientos.natLJralmente fracturados a nivel mundial, se 

representan mediante modelos de doble .porosidad. Sin embargo, cuando la . . 

presencia de vúgulos en la formación es importante, los modelos de doble 

porosidad clásicos no son suficientes para captar algunas características que 

surgen como consecuencia de la presencia de dichas heterogeneidades. 

Además, se ha mostrado que la presencia de vúgulos tiene una influencia 

definitiva en el comportamiento de presión y en las curvas de declinación 

(Camacho, et a/.,2002). Por esta razón, existe la necesidad de modelar este 

tipo de sistemas tomando en cuenta la prese.nC:ia de vúg~los. 

Los sistemas fracturados vugulares ·.··se.:. presentan frecuentemente en 
. ' ' ••. o: . • ~" . .. ' . , . " - - . 

yacimientos carbonatados. Estos sistern;s'poro~os soÍ1 complejos debido a que 

los carbonatos son particularment~" ~6r1;s\bi~s+a la ··diagénesis; . incluyendo 

disolución, dolomitización y los prb~~s~i·d~'fr~C:tür~miento. Los vúgulos son el 

resultado de disolución de carbonatt'>~ y/Ó ~LÍU'atos. 



Comúnmente en yacimientos naturalmente fracturados vugÚlares se encuentran 

tres tipos de porosidad: la de matriz, fracturas y vúgulos. La porosidad vugular 

se define como el espacio poroso que es más grande que; las partículas de roca 

que lo rodean. 

Diversos trabajos han reconocido la importancia de la porosidad vugular en las 

características petroflsicas y productivas de este tipo de yacimientos 

(Lucia, 1983, Garnacha et al. ,2002). La influencia de la porosidad vugular sobre 

el comportamiento del sistema ha motivado su estudio en lo que respecta a la 

respuesta de presión y datos de declinación (Camacho et a/.,2002), ya que, si 

bien el número de parámetros a controlar aumenta (lo cual hace más compleja 

la caracterización del sistema), el modelo de doble porosidad no es suficiente 

para ajustar y caracterizar a este tipo de yacimientos. 

Los vúgulos pueden estar conectados o desconectados; su efecto sobre la 

permeabilidad está relacionado con su conectividad, lo cual puede originar alta 

permeabilidad en zonas vugulares. La presencia de alta porosidad y alta 

permeabilidad en zonas vugulares puede reducir la efectividad del 

desplazamiento con agua, dejando/ una gran cantidad de aceite en la matriz 

rocosa. 

Con base en lo anterior, es importante estudiar. a los sistemas fracturados 

vugulares tomando en c~enta . la períetraClón parcial de los pozos bajo 

diferentes condiciones de frontera de interés. Así, el objetivo del presente 

trabajo es determinar la influencia de los vúgÜl~s y/o fracturas en los datos de 

presión y producción recabados en pozos parcialmente penetrantes, 

considerando la presencia de fronteras .debidas- a la acción del acuífero y/o del 

casquete de gas, así como de fronter~s·c~~r~das al flujo. 

Así, los alcances de esta tesis sOn~-¡:;r~s'eritar las caracterfsticas especiales de 

las formas de las curvas de de~~errierit6 de presión y de las curvas de 

declinación de pozos parcialmente penetrantes en yacimientos fracturados 
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vugulares, con el objeto de que puedan serºu-sadas para identificar sistemas 

con presencia de aculfero y/o casquete de. gas, asi como sistemas cerrados. 

Finalmente, es irnportante. mencionarque la contribución académica de este 

trabajó és--apéirtarºnüéva~s~id¿:~:s~'paratel~analisisdel comportamiento de pozos 
rr - • · -- '· ·e·- '-- -

parcialment~. penetrante~ en '.sis_tema's fracturados vugulares; aplicando estos 

desarrollos teórico,s ~I ~;nálisis d~ d~tos de presión y producción recabados en 

varios yacimientos de México, susceptibles de representarse con el modelo 

propuesto. 
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CAPíTULO 2 

ANTECEDENTES 

Existen muchos trabajos en la literatura que abordan el tema de la 

penetración parcial, pero casi todos están dirigidos a yacimientos 

homogéneos; solo un'artícuJ_o de la literatura petrolera aborda el tema de 

penetración parcial (Bui'efa/., 2000) considerando ~I modelo de doble 

porosidad. Además, <liasta donde se sabe, en 11ingún. trabajo se ha 

estudiado el efectc:> de. la penetración parcial en sistemas naturalmente 

fracturados vugc.ílares; 

2.1 Penetración p~rcial en yacimientos:h~;rñogéneos 
.. '..:: .. ':.: .. ·· 

En uno de los primeros trabajos s~bre ~~~~tr~~¡~n parcial, Nisle (1958) usó la 

solución de punto fuente en la ecuacié>rí_d~;:dÍfuslÓn para resolver el problema 

de penetración parcial con flujo uriit6.'me, y yacimiento isótropo. Nisle 

construyó curvas sintéticas de incrementó de presión para varias fracciones de 

penetración, y encontró que las cur\Ías>teÓricas mostraron dos porciones de 

linea recta semilogarítmicas: una a .tiempos cortos con una pendiente 

inversamente proporcional a la cap'acidad de flujo del intervalo abierto, y otra a 
- - _, ---: ~.: '°· -· 

tiempos largos cuya pendiente es~;invers.amente proporcional a capacidad de 

flujo total de la formación. El autor mostró que teóricamente es posible calcular 

la fracción de penetración a. pa_rtir~·de la razón entre la pendiente a tiempos 

largos y la pendiente a tiemp()~ cortos de .la curva de incremento. Asimismo, el 

espesor efectivo de la formación puede obtenerse a partir de la fracción de 

penetración calculada y~ el ~~P·~~'~r-c:lef interta1o·p~oductoric:ioilocido. 
> -.· •• :·_·_ ' • •• ·< -~. -:·:· :_·:,:· ~-- -::~---:··:--\.>-~-~;~- ~· .·, 

Por otro lado, Bilhartz y Ramey (1977L ~cmblu~eron que el efecto del 

almacenamiento Usualmente enmascara la ~~tst~-g6V~Tci~~ ,;; p'enetración parcial, 

lo cual implica que no puede obtenerse inf~rriiación d~I- grado .de anisotropía ni 
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de penetr~~iÓn parciaÍ si los efectos de almaCenamienfo son dominantes. Estos 

autores consideran radio. finito del pozo, almacenamiento y daño, además de 

una conductividad infinita e~ el pozo y un yacimiento cerrado en la. cima, base y 

frontera externa. 

Buhidma y Raghavan (1980) mostraron que si existe una frontera a presión 

constante en la cima o en la base del yacimiento, entonces la línea recta 

semilogarltmica, la cual indica flujo pseudoradial, no existe. Esta conclusión 

implica que, para esta situación, la capacidad de flujo de la formación Y el 

factor de daño no pueden determinarse por medio de los análisis 

convencionales. Además, la permeabilidad vertical no puede determinarse por 

métodos basados en la existencia del periodo de flujo pseudoradial si el 

acuífero es dominante. Concluyen además que cuando la longitud adimensional 

del pozo es mayor o igual a 1 00, la capacidad de flujo del intervalo abierto 

puede determinarse del periodo transitorio a tiempos cortos. También 

establecen que la permeabilidad vertical puede determinarse de una prueba de 

decremento cuando el final del periodo transitorio a tiempos cortos haya sido 

identificado. Los autores suponen conductividad infinita en el pozo, un 

yacimiento rectangular con cima y frontera externa cerradas, mientras la base 

la consideran a presión constante. 

Por su parte, Yildiz (1990) presentó una forma relativamente fácil de calcular el 

comportamiento transitorio de presión eri·'.pozos parcialmente penetrantes en 

yacimientos homogéneos, cuando la cima y la base están cerradas al flujo y la 

frontera externa es infinita. Yildiz concluye.que lo que parece una línea recta a 

tiempos cortos, es el resultado de un punto .de inflexión. También concluye que 

la permeabilidad horizontal puede calcularse de la pendiente de la línea recta a 

tiempos largos y que el factor de daño total puede calcularse usando la técnica 

de análisis convencional. 
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2.2 Yacimientos naturalmente fracturado-s .. · 

En el caso de yacimientos natUri:llmente fracturados, Warren y .Root (1963) 

consideraron un mod~lo forrnado>por d<Js medios uniformemente distribuidos: 

matriz y fractura.:,'" l:á-~matriz se consideró como deó.alta capacidad de 

almacenamiento y baja permeabilidad, mientras que las fracturas fueron 

consideradas con baja capacidad de almacenamiento y alta permeabilidad. Los 

autores también supusieron que no hay difusión radial dentro de la matriz, y 

que el fluido se desplaza hacia los pozos a través del sistema de fracturas. En 

este modelo se considera que el flujo de fluidos de la matriz al sistema de 

fracturas es proporcional a la diferencia de presión entre los dos medios. Los 

autores concluyeron que son suficiente dos parámetros para describir el 

comportamiento de un medio con doble porosidad. 

Abdassah y Ershaghi (1986) propusieron un modelo para sistemas de triple 

porosidad y una permeabilidad pafa .-reip~esentar yacimientos naturalmente 

fracturados. Estos autores. cOnsidciraron· . Uri modelo de flujo interporoso 
.. -·,' .. •" 

transitorio entre el sistema: de Jr~btGras\é()n dos tipos de bloques de matriz, 

considerando ademé;.;--:jlujop~¡"frí·~rio.dnicarr;ente. a través del sistema de 
'• '· •• ·.·-·., , ••••••• - •• < -.· • :,. , •• ·_. • • 

fracturas. 

En un trabajo más reciente, Bui et al. (2000) presentaron ;ur1 artículo de análisis 

de pruebas transitorias· de presión para pozos p~rc'ialrrie~te penetrantes en 
. . . . -

yacimientos naturalmente fracturados. Dicho trabajo consideró que la cima y la 

base de la formación están cerradas al flujo y qué el yacimiento es infinito, 

además propone la hipótesis de que los bloques de matriz se representan por 

un sistema de paraleleplpedos uniformes rectangulares, pero esta hipótesis 

puede relajarse, ya que los autores utilizaron el modelo de Warren y Root 

(1963), el cual es válido independientemente de la forma de los bloques de 

matriz. En cuanto a la forma de resolver el problema, los autores no aportan 

ideas nuevas, ya que la metodologla para construir la solución al problema 

planteado, si bien creativa, ya habla sido expuesta por Houze et al. (1984), 
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quienes a su vez, apuntan que Gringarten (1974) ya la había propuesto. De 

hecho, la Figura 2 del artículo de Bui et al. (2000), es la misma que mostró 

Houze et al. (1984). Per~ la form~ el~ resolv~r eÍ problema no es lo importante, 

lo medular es llegar a un resultado nuevo y'qwá aporte conocimientos; así, en 

este trabajo se iogróaporta~ l<fe~~s-cntúf~a~±ar~resolveéun-~modelo que no había 

sido reportado en la llter~tu·~~ ~q'.~~ ~5ae; i~terés''. prá;ctico~ 

Bui et al. muestran que él tiempo eri el' cual se presenta el mínimo relativo en la 

función derivada, es el mismo independientemente del valor de la fracción de 

penetración, serla interesante (y se hará como parte de este trabajo) analizar si 

este comportamiento se observa para yacimientos naturalmente fracturados 

vugulares; el articulo de los autores no muestra los valores de la fracción de 

penetración tomados para generar estos resultados en la Figura 5 de dicho 

artículo. El trabajo presentado por Bui et al., se puede mejorar, ya que es fácil 

inéorporar a su modelo los parámetros vugulares, y de esta forma realizar un 

análisis para el caso de Yacimientos Fracturados Vugulares que incluya pozos 

con penetración parcial, ya que para el caso. de .flujo primario a. tra.vés del 

sistema de fracturas, la ecuación diferencial e~ el espacio • de La place es 

semejante a la ecuación usada por Bui et a/.;- la.diferencia reside en:lafunción 

f(u), la cual debe sustituirse por. la fl.JnciÓ~ 9(úfmo~tradá~~ est:éil t~'si's~ -

Garnacha et al. (2002) propusieróri:u~m n1odelo para representar yacimientos 

naturalmente fracturados eón w~e;~e~Ei~:d~vúgulos, El modelo presentado por 

los autores es de triple pciro~t&~.~-\1 doble permeabilidad, considerando flujo 
.. ,.::;_.;o';··'.·-"·- -

interporoso pseudoestacioi,.ario. Los autores mostraron que la presencia de 

vúgulos puede tener una influencia definitiva sobre el comportamiento de las 

curvas de declinación y en la producción acumulada. Los autores indican que 

son necesarios cinco parámetros para describir el comportamiento de este tipo 

de sistemas: tres parámetros que controlan la transferencia de fluidos entre los 

distintos medios y dos parámetros relativos a la capacidad de almacenamiento, 

uno para las fracturas y otro para los vúgulos. 
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En lo que respecta a curvas de declinación, Ehlig-Economides y Ramey (1979) 

presentaron un trabajo relacionado con el análisis de curvas de declinación 
- ,· -

transitoria para pozos que producen a presión constante. Dichos autores 

concluyeron tjue, para cada método de pruebas de presión, parece existir un 

método analOgo ae r:fresión constante. También sugirieron la investigación para 

mejorar las. mediciones de gasto ya que la teoria de pruebas a presión 

constante deberla ser tan entendida como la teorra de pruebas transitorias de 

presión (a gasto constante). 

Finalmente, Da Prat et al. (1980) realizaron un estudio de curvas de declinación 

usando curvas tipo para sistemas de doble porosidad. Los autores concluyeron 

que la declinación inicial de la producción frecuentemente no es representativa 

del estado final de declinación, ya que en el caso de yacimientos de doble 

porosidad, la producción muestra una declinación rápida al inicio, después 

llega a ser casi constante durante un periodo largo de tiempo y posteriormente 

toma lugar una declinación final. As!, los ajustes de curvas tipo basadas solo 

en la declinación inicial, pueden conducir a valores erróneos del radio de drene 

adimensional si el sistema se considera homogéneo. 
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CAPíTULO 3 

MODELO MATEMÁTICO 

Consideremos un pozo vertical parcialmente penefrante (Figura 1 ), el cual 

produce a gasto variable q(t) en un yacimiento naturalmente fracturado vugular, 

sometido a empuje hidráulico y de un casquete de gas. El intervalo perforado 

tiene un espesor hp= h2 - ht. 

Supongamos además que el yacimiento es horizontal, anisótropo, con simetría 

radial y un espesor total h. Además, la viscosidad del fluido permanece 

constante e independiente de la presión. 

Así mismo, consideremos que elJlujo a través del yacimiento y cerca del pozo 

es laminar, y que el· flujo interporoso ocurre bajo condiciones 

pseudoestacionarias. 

En lo que respecta a la extensión radial del yacimiento, consideraremos los 

casos infinito y finito. Para este. último, I~ ~~omE!tri~ del ár;~ de drene se 

considera circular. 

Finalmente, supongan:ios que existe una distribúción de presión inicial 

constante y uniforme a través. del yacimiento al inicio de la producción, que los 

efectos de almacenamiento, daño y gravitacionales son despreciables, los 

gradientes de presión son pequeños, y que el flujo es isotérmico. 
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Fig. 1: Pozo parcialmente penetrante bajo la inf/ueflcia de.un acuffero y un casquete de gas. 

De acuerdo a lo anterior, la ecuación,difeíencial para el sistema de fracturas, 

en términos de variables adimensiC>nales, para el modelo de triple porosidad

doble permeabilidad (Camacho .et al., 2002) es la siguiente: 

K _I __ ~-(r !!_P1Jf)+K _1_a'f:'nf +A. (p -p )+A. (p -p )=m ~l!.!1f_ 
, ro ar,, l> ar" • h~ az~ mf '"" lJf . vf Dv nf f at/) (1) 

Mientras que la ecuación para los bloques de matriz está dada como: 

(2) 

y para los vúgulos: 

(l-K )!...Y(r _al!.J""-)+(1-K ) ... !. 82 PJ~·-+A. (p -p )-A. (p -p )=m f!J!p" 
r r/) Or¡, /) ar,, z h~ az~ ,,... IJm ,,.., vf IN l>f .. a1,, (3) 
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donde: 

p,,1 =2n(kf +k.},h(p, - pJ/[qµB] (j =fracturas o vúgulos) (4) 

l/J = (kf + k.ti /l{9sfcf -f-j6nicm + j6.c.)µr,.
2 j (5) 

1e, = kfi/lkf + k.J, . . .... . . .··... (i =ro z) (6) 

Anif = O"mfkmrw
2 
/[kf +k.L (7) 

Ami•= O"mvkmr,.
2
/[kf +k.], (8) 

A.,f =uefkefr,.2 /[kf+k.],, kef =k. si Pv > pf'kvJ =kf en otra casa (9) 

wf ={bfcf/li6fcf +{bmcm +{b.c.J 

w. = {b.c./li6fcf +{bmcm +{b.c.J 

zfJ =zlh 

h,, = ·~ J~~4~:~: 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Nuestro objetivo es resolver las ecuaciones (1 ), (2) y (3) bajo condiciones de 

flujo primario únicamente a través de las fracturas, considerando frontera 
- ' - -- - . --

externa infinita, a presión constante y frontera externa cerrada. Así, plantearnos 

el Modelo 1, el cualtiene las siguientes condiciones de frontera: 

,1{~?~ p 01 (r",z 1,, J fJ) = O 

/ím(rv !!.Pu.)= E(zfJ)q/J(J0 ) 
r/J--0 aro 

donde: 
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E(z 0 ) = H(z,, -hw)-H(zv -h21,) 
(19) 

Como se está considerando una distribución de presión uniforme e igual a la 

presión inicial a través del yacimiénfo a-ntes de la prueba, la condición inicial 

es: 

en t,, =0 (20) 

Las ecuaciones (15) y (16) se refieren a las condiciones en la cima y en la base 

del yacimiento; si Ptz y p 2 z son iguales a cero, entonces consideramos el caso 

de frontera a presión constante igual a la presión inicial del yacimiento. Es 

común encontrar en la literatura que una capa de gas o un acuífero 

proporcionan soporte de presión, es decir, la influencia de una capa de gas o 

un acuífero .es similar a una frontera a presión constante. Existen situaciones 

reales en las cuales un acuífero o una capa de gas pueden mantener una 

presión aproximadamente constante en las fronteras; por ejemplo, cuando se 

tiene inyección de gas en una capa de gas para el mantenimiento de la presión, 

o cuando tenemos un aculfero asociado y conectado hidrodinámicamente a un 

cuerpo de agua grande, tal como un océano o el fondo de un lago. 

La ecuación (17) indica que el yacimiento es infinito y estamos considerando 

que la presión es constante e igual a la presión inicial en la zona no perturbada 

del yacimiento. 

Las ecuaciones (18) y (19). indican .que existe flujo uniforme a través del 

intervalo disparado hp; dicho fü.íjo pUede ser dependiente del tiempo. Además, 

las ecuaciones (18) y (19) indican que no existe flujo al pozo fuera del intervalo 

disparado. 
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El Model~ 2, considerarclllas condiciones de frontera (15), (16) y (18), pero la 

condición (17) será sustituida por la siguiente expresión: 

(21) 

Es decir, el Modelo 2 supone c.ima y base a presión especificada, y yacimiento 

finito con presión externa, en general, dependiente del tiempo. Si Peo es igual a 

cero, estaremos en el· caso de presión.· externa· constante e igual a la presión· 

inicial. 

El Modelo 3, también considerará lás condiciones de frontera (15), (16) y (18), 

pero la condición de trbntera externa estará definida de la siguiente forma: 

(22) 

Es decir, tendremos flujo dependiente del tiempo en ro=r0 0. Si qeo es igual a 

cero, estaremos en el caso de un yacimiento c:errado en su frontera externa. 

Otro tipo de problemas que también podemos resolver es cuando en la cima y 

en la base del yacimiento especificamos ~I gasto. En este caso las condiciones 

de frontera en z0 = O y zo = 1 son: 

Los casos en los cuales q,zo = q2zo - O, quieren decir que la cima y la base 

están cerradas al flujo. 

Para los casos en que consideramos cima y base· a gasto especificado 

(Modelos 4, 5 y 6, descritos a continuación), la condición de frontera interna 
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sigue sieíldo de la mi~ma forma que la ecuaCión{18)~i.:o que vamos a variar en 

este caso es la condición .de frontera externa. As!, el Modelo 4 considerará 

frontera externa> de extensión infinita, lo cUarse ~~presa mediante la ecuación 

(17). El .Modelo 5 será para un yacimlento :finito conpresión especificada en la . ,-. ·,· \'," ..:.·. : 

fronteYa CEfxferna;· E!>cpresada-con 1a-~écÜación"(21)~ Por su parte, el Modelo 6 se 
-·-- ... ,o ,_,,,.-,- ___ ._,_,, __ "_ > - ·--- -

referirá a un yacimiento finito con fro'nte-r~:~xterna a gasto especificado, lo cual 
' -- ----f 

se indica con la ecúación (22), - ' 

Finalmente, c:itro modelo de interés, ~I ~ue llamaremos Modelo 7, supone que 

en la cim.a se especifica la presión (Ecuación 15) y en la ba,se. ~I gasto 

(Ecuación 24), es decir, consideraremos fronteras mixtas en la .'bima y en la 

base del yacimiento. Debido a que estamos suponiendo ql.Je · los efectos 

gravitacionales son despreciables, si el eje coordenado se coloca en la base 

del yacimiento (con la dirección positiva del eje z hacia arriba), el Modelo 7 

también representa el caso en el cual en la cima se especifica un valor de 

gasto (Ecuación 23) y en la base una cierta presión (Ecuación 16). Así, con 

este último esquema podemos modelar; éomo cáso particular, la situación en la 

cual se tiene un acuifero activo-y. la cima.d~I yacimiento cerrada. En lo que 

respecta a la condición de front~ra-ir1terria y ~~tt;lrri·a. el Modelo 7 supone gasto 

de producCión ~aría'b1e.y •• ya'6r~f~ritoirífi~it0; resp~ctivamente. 

Los resultados obtenidos con cada uno de los modelos anteriores serán 

discutidos en ~I ~iguiente capituló. 
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CAPíTULO 4 

RESULTADOS 

En este capítulo se presentan los modelos píincipales obtenidos al -resólver las 

ecuaciones diferenciales que describen el problema, para diferentes 

condiciones de frontera. 

- -

Considerando flujo primario únicamente a través del sistema de fracturas, es 

decir, Kr = Kz =1 en las ecuaciones (1 )-(3) y aplicando la Transformada de 

Laplace a estas ecuaciones tenemos: 

donde: 

au 2 +bu+c 
g(u) = - ------- --

du 2 +eu+c 

a=wfd 

b = {J) V ( 1 - aJ f - aJ V)( ,i~f + ,inif ) + {J) fe 

e = A.mv (.~ .• , + A..,, ) + ,imf A.vf 

e = (1 - OJ f - w, )(A..,. + A.if) + w. (A..,v + A..if) 

f(u)= Íf(l)e-•'dt 
o 
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(28) 
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4.1 Modelo· 1: · cima y base a presión especificada y frontera externa 

infinita 

En esta sección se muestra el procedimiento para obtener la solución del 

Modelo-1 "en el espaciocde·Laplace;· Además; presentarnos la solución para el 

caso particular ~n el q~e s~ ctinsidera cima y base a presión coristante y gasto 

constante. 

Las condiciones defronte~a en 

dadas por las siguientes 'expresiones: 

p l>f (rn.O) =Pi: (u) 

Pw(r,,.l) = p2,(u) 

,1f!!1~ p ,,1 (r". z,.) =O 

~ ap,,) . 
lím r 1, ··-· =E(zv)q 0 (u) 
,.,,-• ar/) 

de Laplace para el Modelo 1 están 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

El objetivo es resolver la ecuación (25), sujeta a las condiciones de frontera 

(33)-(36). 

La Transformada Seno de 

(Sneddon, 1951 ): 

" ( ) - - .. 111CX 1: (.f) = f, = f f(x) sen - dx 
" a 

Fourier está definida de la siguiente manera 

(37) 

En este caso, x=zo, y como zo varía entre cero y uno, la integración se debe 

realizar entre estos dos límites, por lo cual. a=1, así: 

1 

J.= f/<z,,).<en(nn:z;,)dz" (38) 
o 
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Aplicando la Transformada Seno de Fourier a (25) tenemos: 

(39) 

Sustituyendo (33) y (34) en (39) y reagrupando: 

d
7

p 1>J(rn) 1 d ¿(r0 ) [ n
2
a

2
] - n7l"f n+•- ··· ] .. ·-2-+--------- ug(u)+ --,-- p,,f(r,,) =-·-·2-L(-I) p,, - p,, 

dr11 r0 drtJ h0 h11 

(40) 

definamos: 

(41) 

(42) 

de lo cual: 

(43) 

Se puede demostrar que la solución general de le ecuación (43) es: 

- . . lp,, 
Pt>f (rD) = C 110(/J,,rD) + C 2K 0({3,,r,,)- - 2 . . /J,,. 

(44) 

las constantes C 1 y C 2 pueden determinarse con las condiciones (35) y (36), 

con las cuales obtenemos las siguientes expresiones: 
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l . ~ a P" J -(¡" ~ < _,_ ) < _,_ )] q" I" 1m r - -- = -- - -- cos n,.,, -cos """ = ----
r,,-+ /J 8rl.J n;r 21> ID n;r en 

(45) 

(46) 

donde se ha definido: 

r<n = [cos(n.nhw) - cos(n.nhw )] (47) 

Tomando en cuenta las ecuaciones (45) y (46), la solución para la ecuación 

(44) es: 

(48) 

La Transformada Seno Inversa de Fourier (Sneddon, 1951) está dada por: 

p/)7(r0 ,z,,) = 2f P:,f sen(n71Z,,) (49) 
n31 

Sustituyendo (48) en (49): 

(50) 

La ecuación (50) depende de zo, debido a la condición (18) de flujo uniforme. 

Para tener una presión uniforme' a través del intervalo disparado, d_eberíamos 

imponer una. condición de fr~Íl-tera interna de conductividad infinita, pero esta 
,-_._._,'.:-- ·'-.;:,'_"-,«_',_,, __ ,·· - . < • • • 

situación física se puede-_aproximar integrando la solución de flujo uniforme a 

través del intervalo disparad-~ (Yildiz, 1990), es decir, obtendremos una presión 

promedio en el iritervé!lo di~Pé)r~do. 
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Definamos la presión promedio de la siguiente forma: 

(51) 

Es importante mencionar que para simplificar la notación, p~-;;(rn) es la presión 

promedio y p,~-(rJJ,zJJ) es la presión que depende de z 0 . 

De lo cual: 

Como caso particular, consideremos PirJJ = PirJJ =O 

constante). así: 

(52) 

(cima y base a presión 

(53) 

La condición de frontera interna para gasto constante en pozos parcialmente 

penetrantes está dada por: 

(54) 

Sustituyendo la ecuación (54) en la ecuación (53): 

(55) 
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Finalmente, en el radio del pozo, r0 =1: 

-- 2 ..¿... 
P.11y = --; ~-2-- L... 

1T Tlp/Jll n=I (56) 

4.2 Modelo 2: cima y base a presión especificada y frontera externa finita a 

presión Peo(to) 

En esta sección se muestran los resultados del Modelo 2 en el espacio de 

La place y en el plano real; también se muestran las aproximaciones a tiempos 

cortos y largos. El procedimiento para obtener dichas soluciones en el espacio 

de Laplace es anáiOQ() al mostrado en la sección anterior. En esta sección 

también se muestra la forma particular que adquiere el Modelo 2 cuando 

suponemos cima, base·- y frontera externa a presión constante y gasto 

constante. 

4.2.1 Solución en el espacio de Laplace 

En este caso, el objetivo es resolver la ecuación (25), sujeta a las condiciones 

de frontera (33), (34), (36) y la Transformada de Laplace de la condición (21). 

Mediante un procedimiento similar al realizado para llegar a la ecuación (52), 

cuando especificamos la presión en la frontera externa obtenemos la siguiente 

expresión: 

(57) 

En el caso particular de p1, 1, = p2 ,JJ = p,0 =O tenemos: 



Para el caso de gasto constante, la ecuación (58) queda de la siguiente forma: 

(59) 

En el radio del pozo: 

(60) 

4.2.2 Inversión analítica a cualquier tiempo 

Muchas veces se busca invertir una solución en el espacio de Laplace en forma 

analítica, debido a que mucha información tanto cualitativa como cuantitativa 

es más clara de visualizarse en este tipo de inversiones. Algunas curvas 

presentadas en el siguiente capítulo fueron invertidas numéricamente al plano 

real usando el algoritmo de Stehfest (1970), debido a la complejidad de las 

soluciones obtenidas en el espacio de Laplace. Esta complejidad se debe 

básicamente al manejo de la triple porosidad y al manejo de dos variables 

espaciales ro y z 0 , ya que, aparte de la aparición de las funciones Bessel y de 

la sumatoria en n, los argumentos de estas funciones en la ecuación (60), por 

ejemplo, son funciones que dependen de u en una forma que no es sencilla y 

dependen de todos los parámetros del yacimiento y de los parámetros 

geométricos ho y reo· 

A pesar de la complejidad del problema, es posible invertir en forma analítica la 

ecuación (58), la cual supone que en la cima, en la base y en la frontera 

externa la presión es constante e igual a la inicial. Esta inversión al tiempo real 

puede realizarse aplicando algunas técnicas usadas en Variable Compleja, en 

particular, el Teorema del Residuo de Cauchy (LePage, 1961 ). 
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Para la inversión analítica de este caso particular del Modelo 2, suponiendo 

además gasto constante, tenemos, de la ecuación (59): 

Donde e* es un número real mayor que la parte real de cualquiera de las 

singularidades de la .ftmción. a invertir, en este caso p1Jf(r") dado por la 

ecuación (59). Se debe realiza~ un. análisis cuidadoso de la ecuación (59) para 

determinar su comportélmiento y detectar sus polos antes de realizar la 

integración. 

Se puede demostrar que la solución de (61) queda expresada de la siguiente 

forma (Apéndice 8): 

donde: 

I~~. = [cos(nmiw) - cos(mrhw) ]2 

A (r ) = f! o_(a,,!_,!.]_~o (~~,,) -_!_J_~,,r." )~~~l},,rJJ )_ 
"" 

11 /0 (a,.r~0 ) 

H (r ) = {Q.(<;:!o,.._!_r~f r.IJ)_ 
º"' ,, .1,2(ao.,) 

2a,g + b - (2dq + e)g(q) 
f(q) = g(q) +.; --- ----· ·--

dq2 +eq +e 

~ 

Sm,ni (i = 1,2,3) son las raíces del polinomio cúbico: 
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A0 =a 

Y 2 =(ªom_J
2 

+a2 Om.n n 
rr/) 

n~ 
a=---

n h{) 

a 0 m (m = 1,2,3 ... ) son las ralees positivas de: 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

Del análisis de sensibilidad real_izado .con el programa de cómputo que calcula 

los resultados con la ecuación (B2), hemos _observado que las raíces del 

polinomio cúbico son difere-ntes y Íiegátivas, lo cual es físicamente necesario 

para que los términos dependientes del tiempo de (59) no diverjan conforme el 

tiempo aumente. 

De las ecuaciones (62)-:(74), es evidente que la respuesta de presión es una 

función que depende de los parámetros -- del yacimiento y parámetros 

geométricos en un~ tbrma compleja. El número de parámetros aumenta con 

respecto al cas.o el.e penetración total, ya que tenemos que considerar a h 10, 

ho.Y hpo. 

4.2.3 Inversión analítica a tiempos cortos 

Para tiempos cortos, la variable de Laplace u es grande, lo cual implica que la 

función g(u), dada en la ecuación (26), se puede aproximar por: 
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g(u) = rJJ f (75) 

de lo cual: 

(76) 

Además, podemos usar la expresión para un yacimiento de frontera externa 

infinita, aún cuando estemos aproximando el modelo 2 {en el cual la frontera 

externa es finita), ya que a tiempos cortos, los efectos de las fronteras externas 

son nulos. 

As!, de las ecuaciones (56) y {76): 

(77) 

Se puede verificar que: 

(78) 

Sustituyendo (78) en (77) tenemos: 

(79) 

La transformada inversa de Laplace del término dependiente de u es 

(Raghavan, 1993): 

(80) 
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de lo cual: 

1 { w,) P wf11r (1 D) = - --- E1 - ·--'·-
. 2hp/J 41 /J (81) 

Para argumentos pequeños tenemos (Abramowitz, 1965): 

- Ei(- x)"" - ln(x) - y, y= 0.577215 (82) 

Usando (82) en (81 ): 

p.1,'f (ID)= ·----
1--[ln-410 -r] = ·--

1-[in(!L)+ 0.80907] 
2h",, m r 2h"" m 1 

(83) 

La ecuación (83) indica que el comportamiento a tiempos cortos de un pozo 

parcialmente penetrante es el mismo que el de un pozo totalmente penetrante 

en una formación de espesor adimensional hpo (intervalo abierto). Esta 

característica ya había sido mostrada por varios autores (Nisle, 1958, Brons y 

Marting, 1961, Gringarten y Ramey, 1975, Bilhartz y Ramey, 1977) para 

yacimientos homogéneos; en este caso mostramos que esta característica 

también es válida para yacimientos fracturados vugulares, solo que, como 

mostraremos en el siguiente capítulo, la respuesta de presión se desvía de la 

línea recta a tiempos muy cortos, debido a la transferencia de fluidos en 

algunos de los medios, lo cual depende de los valores de los coeficientes de 

flujo interporoso. 

Si queremos hacer otra. aproximación a tiempos aún más cortos y que 

represente adecuadamente el problema físico, tenemos que ser más rigurosos 

y no suponer que el radio del pozo es infinitesimalmente pequeño. Si 

resolvemos el Modelo 1, pero suponiendo radio del pozo finito, llegamos a la 

siguiente expresión: 

---··---, 
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(84) 

Tomando en cuenta las ecuaciones (75), (76) y (78) obtenemos: 

(85) 

Usando la aproximación K 0 (x)/ K 1 (x) ""J para argumentos grandes (Abramowitz, 

1965): 

1 
p =----·---

wjDf h fm UJ/2 
p/J V f 

Invirtiendo esta expresión: 

1 J·-¡;;-· 
Pwfl~ =- ----

. hP1, nm.r 

(86) 

(87) 

Tal como en la ecuación (83). a tiempos muy cortos, la. respuesta de presión 

dada por la ecuación (87) es la misma que la de un pozo totalmente penetrante 

en una formación de espesor adimensional hpo.i L~ ,parte afectada por' la .raíz 

~~~};~~~:~:~~It:~Jf i~~tli\~;iJf i~ilíf l!l~t~lr~~~!~ 
penetración parcial.·. suhede :10' mi~;,;(),c''i3~~· i6';ril.la'i!·~st~ e:'x~r~siÓn no tiene 

aplicación práctica; Sin' emb~rgb,·de.s.de eLpunto de vfst~. teórico, la ecuación 

(87). a1 igual que _1~ e~u~~ió~. c83>.:·i~dicarl:cl~¿ p'~r~ ii~·~pos pequeños, no hay 
-· ~ - .. _ ... ,::.__·_ , ,_-:_·.: --'-- " 

do:;o:pendencia de ninguno de las· parámetros de flujo interporoso y que el 

sistema de fractJra~ · no se v~ afectado por la presencia de la porosidad 
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primaria ni por la presencia de los vÚg~lc>~: debido aºque estamos considerando 

(Ecuación 6) K, = Kz :== 1, Si K, y Kz fueran iguales a cero (flujo primario 

únicamente a través de· vúgulos interconectados), entonces la respuesta a 

tiempos cortos no dependeria de las fracturas, solo de los vúgulos. 

4.2.4 Inversión analítica a tiempos largos 

Al observar-fa'Cecuación (62), notamos que Aon no depende del tiempo, mientras 

que los. térmihb~· de .la sumatoria en m si tienen dependencia temporal, es 
. - --- '. ··-. >,.,: 

decir, apar,e~e ·un término estacionario y uno transitorio. Los términos 

involucrados e':l lél segunda sumatoria. de (62) decrecen con .el tie~po, ya que, 

como se indiC:Ó pÍ~viari;ente, las raíces del polinomio cúbico son negativas, de 

lo cual pod~mo~ de~ir.~ue paratiempos largos la s~Íución es: 

(88) 

La ecuación .(88) si tiene sentido flsico porque ya no depende de parámetros 

relacionC1dos a 'matriz, fracturas o vúgulos en forma independiénte'. Solo 

depende de parámetros geométricos y ele paránl~tn:>s involdcradcis 'en· las 

variables adimensionales. La ~xplid~ción fisica a, efata ,.c~~actefí~ti,ca de. la 

solución es que en el estado· estacionario clos~·tr~~f;ri1Eidi~~·jC1el• y~'i:iirniento: 
fractura, matriz y vúgulos, actúan en forma cé:ínjli~ta.·'cblno'~Ü:~ 'y~dirniento 
pseudo homogéneo. Además, la ecua~ión (88f indica q¿e, aunque no existe un 

periodo de flujo pseudoradial (debido a .la presencia del acuífero y del casquete 

de gas), podemos estimar un pseudodaño por penetración parcial, bajo las 

condiciones del yacimientos descritas. 

P1odemos realizar otro análisis del Modelo 2 a tiempos largos de tal forma que 

el comienzo de estas aproximaciones sea previo al estado estacionario, 

tomando en cuenta que en este caso la variable de Laplace u es pequeña. Si 

observamos la ecuación (26), notamos que podemos ignorar los términos 
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cuadráticos y lineales, por lo cual g(u) = 1. Así, a partir de las ecuaciones (42) 

y (73): 

(89) 

La ecuación (89), es la misma ecuación que se obtendría si el yacimiento fuera 

homogéneo, en este caso, se puede demostrar que la solución está dada por 

(Apéndice A): 

(90) 

Donde los términos que aparecen en esta ecuación ya fueron definidos 

previamente. De la ecuación(90), observamos que la solución tiene una forma 

relativamen1:~ senc.iUa:cornparada con la ecuación (62). En el siguiente Capítulo 

mostrarernC>s;_~u·~· •. ~~y:q~e t?mar con reserva esta aproximación para ciertos 

valores .de Íos p1i~á~~~r6s·d·~l -~aci~ientC> nat~ralmente fracturado vugular. Sin 

embargo, ~s ioh~~hi~nte· tener ~orno referencia la solución para yacimientos 
:· 

homogén~as:i<~ ·. ·· ·· · 

Una mejor aproximac1on a tiempos largos es ignorar solo los ·términos 

cuadrático~ en 1d ~cuaC:ión (26). En este ca~o. la aproximación está dada por: 

(91) 

don.Je: 

(92) 
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Sm~z = -!J;:~ -J( fa~.n r- ~omn 
B. __ e+ ey;"!·'!.. 

Orn,n - b 

e -~ i 
Om,n - b Yom,n 

(93) 

(94) 

(95) 

(96) 

Los términos restantes ya fueron definidos previamente, con la aclaración de 

que en la ecuación (96) g(r;J no contiene los términos cuadráticos .de la 

ecuación. (26). Co_mo s~ observa, la ecuación (91) es menos compÍejá que la 

ecuación c62>.·.D~1 1~·;,áiisis de sensibilidad realizado car1·;·Jn) p~o9r~~ª de 

cómputo; ~bser~a-ffici;~q-Ge para cualquier valor de, fTI,- ~I térmi~6 JD~ 'depende 

de t;m.n2 (d~ntr-~ d~F1~ ::~u mato ria en m de 1a ecuaci6n -'.~1> es- ciespr~ciab1e 
comparad6 6~~- eí'~é:~;,,-i~o que depende de t;m;n1; por lo cual C>tra ap'roximación 

está dada .por: 

(97) 

En el siguiente capitulo mostraremos los resultados generados con cada una 

de estas aproximaciones. 

4.2.5 Respuesta de presión a tiempos largos. Estado estacionario 

Para verificar la ecuación (88), resolvamos las ecuaciones (1 ), (2) y (3) 

suponiendo que la variación de la presión (de los tres medios) con respecto al 

tiempo es igual a cero, lo cual es característico del estado estacionario: 

Op'.!f_ = fJp,,m = p,,,. =O 
at,, at,, Ot,, (98) 

---··"·--· ·• .--· - ·-·- .. "f 
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Así, la ecuación diferencial para el sistema de fracturas está dada por: 

(99) 

Mientras que la ecuación para los bloques de matriz está dada como: 

(100) 

y para los vúgulos: 

( ) 1 a ( ap 11, ) 1 a' p "' , ( ) , r _ ) 0 1-rc, -- r/J-- +(1-K,)--;---,-+,..m• p,,., -p,,., -,..ef\PtJ. -p,Jf = 
r/J ar/) aro hn az/J 

(101) 

Combinando las ecuaciones (99), (100) y (101 ), para el caso de flujo primario 

únicamente a través del sistema de fracturas, ( Kr = Kz =1): 

(102) 

Aplicando la Transformada .Seno de Fourier (Sneddon, 1995) a la ecuación 

(102), resolviendo 1a' ~cu ación diferenci~ltipo Bessel resultante y considerando 
,·· ·',• ··. 

las condiciones de frontera (15), (16) y (21) iguales a cero y la condición (54), 

tenemos: 
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Lo cual corresponde a la parte estacionaria de (62), es decir, obtuvimos como 

resultado la ecuación (88) es una forma diferente. 

4.3 Modelo 3: cima y base a presión especificada, frontera externa finita 

con gasto qeo(to) 

En esta sección se muestran los resultados del Modelo 3 en el espacio de 

Laplace y en el plano real; asl como las aproximaciones a tiempos cortos y 

largos. El procedimiento para obtener dichas solu.ciones en el espacio de 

Laplace es análogo al mostrado en las Secciones 4.1 y 4;2. También se 

muestra la forma particular que adquiere el Modelo 3 cuando suponemos cima 

y base a presión constante, frontera externa cerrada y gasto cOnstarité. 

4.3.1: Solución en el espacio de Laplace 

Ahora el objetivo es resolver la ecuación (25), sujeta a las condiciones de 

frontera (33), (34), (36) y la transformada de Laplace de la condición (22). 

Mediante un procedimiento similar al realizado para llegar a las ecuaciones 

(52) y (57), tenemos: 

(104) 

De nueva cuenta, consideremos p1, 0 = p2 , 0 = q_,, =O , de lo cual: 

(105) 

Para el caso de gasto constante, la ecuación (105) queda de la siguiente forma: 
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(106) 

En el radio del pozo: 

(107) 

4.3.2 Inversión analítica a cualquier tiempo 

Se puede demostrar que la inversión de (107) está dada por la siguiente 

expresión: 

donde: 

A,n(rn) = ~! (a,[,0)10 (~nr1,) + 11 (anr~/J)K0 (a-!'r1J. 
/ 0 (anr.,,) 

H (r ) = !_q~a,,.,rn / rev) 
lm D J;(a,n,) 

.;,.,,., (i = l,2,3)son las raíces del polinomio cúbico: 

A,C:' + B,.;2 +e,.;+ D, = O 

A 1 =a 

B 1 = b + dy~m.11 
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(109) 

(110) 

(111) 

(112) 

(113) 

(114) 

(115) 



( J
2 

r 2 = ~!!! +a2 
lm.,, 11 

re/) (116) 

a 1., (m = 0,1,2,3 ... ) son las ralees de: 

(117) 

Al igual que en la Sección 4.2.2, del análisis de sensibilidad realizado con el 

programa de cómputo q~e calcula los resultados con la ecuación (108), las 

raícesdel.·polinornic:i cú.bicoson diferentes y negativas. 

La inversión ~n~IÍtica a ti~rn~~s cortos de (107) es semejante a la mostrada en 

la sección 4;2.3, ya tjue e~ este/caso las fronteras externas todavía no influyen 

4.3.3 lnv~r~ión analítica a tiempos largos 

Al igual qUe la ecuación (62), la ecuación (108) tiene una parte estacionaria y 

una transitoria. Los términos involucrados en la segunda sumatoria de (108) 

decrecen con el tiempo, de lo cual podemos decir que para tiempos largos la 

solución es: 

(118) 

Lo cual corresponde al estado estacionario . ci.eI sistema. También podemos 

realizar otro análisis .a tiempos largos> del Modelo 3, de tal forma que el 

comienzo de estas aproxirTlaci~nes sea previo al estado estacionario, tomando 

en cuenta que en este ca~o I~ variClbl~ de Laplace u es pequeña. 

consideremos como primera aproximación que g(u) = 1, de lo cual: 
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(119) 

Donde los términos .que aparecen es esta ecuación ya fueron definidos 

previamenfe.-ca-:ecuaciÓ-n~-r119y es la misma-écuación-qúe se obtendria'si ºel 

yacimiento fue,ra homogéneo. En el siguiente Capitulo rnostrarernos que, al 

igual que la .ecuadión;,(90), /tenerrio~quetomarc~n reserva_~sta,apróx1mación 
para ciertos vaJores 9~;los, 'p~rá111etros_ d~I ~~cimiernto · natu!~l-m~nt~ .fr~cturado 
vugular. 

. ~· ·-~- . .. . 
-·- - '. ·.<. . '/ _: : 

Si solo ignoramos los térmi_noscuac:Íráticos en la ecuación (26), la aproximación 

está dada por: .·. 

donde: 

r =---~~~!!.+ ~ -C 
B J(ll-- ) __ i _____ _ 

~m.nl 2 2 lm.n 

r =-!!!_"!_:n_ - !(~~·~)2 _;-
l::rm.rr2 2 VI 2 lm.n 

c+ey;;,,n 
B ---- -·-im.n - h 

e , 
C,m.n = b Yim.n 

(120) 

(121) 

(122) 

(123) 

(124) 

Los términos restantes ya fueron definidos previamente, de nueva cuenta, 

recordemos que en este caso d~bemos ignorar los términos cuadráticos de la 

función g(Q en las ecuaéiones(96) y (26). Del análisis de sensibilidad realizado 

con el programa de cómputo, observamos que para cualquier valor de m, el 

término que depende.de sm.n2 (dentro de la sumatoria en m de la ecuación 120) 
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es despreciable comparado con el término que depende de t;m,nt. por lo cual 

otra aproximación está dada ,por: 

(125) 

En el siguiente ~ciipitulo: mostraremos los resultados generados con cada una 

de estasapróxi~aci~nes. 

4.4 Modelo 4: cima y base a gasto especificado y frontera externa infinita 

Como casos adicionales de interés de esta tesis, en los modelos 4, 5 y 6 estamos 

suponiendo que en la cima y en la base se especifica el gasto, en lugar de la presión. 

Esto permite disponer de un mayor número de resultados que representen casos de 

interés y poder validarlos con los reportados en la literatura, ya que la mayoria de ellos 

suponen cima y base cerradas al flujo, lo cual puede ser generado como un caso 

particular de nuestros modelos. Los Modelos 4, 5 y 6 se generarán con la misma 

metodología usada en los.tres anteriores, la única diferencia es que ahora utilizaremos 

la Transformada Coseno de Fourier. 

4.4.1 Solución en el espacio de Laplace 

En este caso la solución en el espacio de Laplace está dada por (Apéndice C): 

n = 0,1,2,3, •.. 

~ .• = ser(mrh.,,)- ser(.nnh,,,) 

35 

(126) 

(127) 

(128) 



Si consideramos q1,JJ = q2 ,f) =O tenemos: 

- - iti/) ~ r> 
p1:if(r/J)=-h1,,,q1JK0 (p0 r,1 )--,-h L. -..!fK0 (P.r/J) 

H plJn=I n 

Para el caso de gasto constante: 

En el radio del pozo: 

4.4.2 Inversión anal.ítica a tiempos cortos 

(129) 

(130) 

(131) 

Usando las aproximaciones a tiempos cortos (u grande) dadas por las 

ecuaciones (75) y (76) obtenemos: 

(132) 

Se puede verificar que: 

r..~_ = 1-h 
n2 pD (133) 

Sustituyendo (133) en (132) tenemos: 

(134) 
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Lo cual corresponde a la ecuación (79). Así, la solución está dada por: 

P.1,Jf(.10
) = .. ·.·.-.. 

1
.-. · .. [l.n.(-.''.' .. J .. + .. º .... 8. 090·7·] - 2hp,, c.°!{ •-~--e~ .... 

(135) 

Como se observa, obtuvimos el mismo resultado de la sección 4.2.3. Con un 

procedimiento similar, podemos llegar a la ecuación (87), la cual es válida a 

tiempos muy cortos y suponiendo radio de pozo finito. 

4.4.3 Inversión analítica a tiempos largos 

Si consideramos que para tiempo grandes g(u)=1, tenemos, de la ecuación 

(131): 

(136) 

invirtiendo la ecuación (136): 

(137) 

La expresión anterior es el mismo resultado obtenido por Yildiz (1990), ya que 

estamos considerando g(u)=1, lo cual corresponde a un yacimiento 

homogéneo. 

4.5 Modelo 5: cima y base a gasto especificado y frontera externa a presión 

Peo( to) 

En esta Sección se muestra la Solución del Modelo 5 en el espacio de Laplace y las 

aproximaciones a tiempos largos en el plano real. Además, se presenta la forma 
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particular que adquiere la Solución de este Modelo cuando suponemos cima y base 

cerrada, fmntera externa a presión constante y gasto constante. 

4.5.1 Solución en el Espacio de Laplace 

En este caso .la solución en el espacio de Laplace está dada por: 

donde: 

(139) 

Si consideramos cima y base cerradas al flujo, frontera externa a presión 

constante, y gasto constante, tenemos: 

De la ecuación (140) observamos que el término que aparece fuera de la 

sumatoria corresponde a la respuesta de presión para un pozo totalmente 

penetrante. 

4.5.2 Inversión analítica a tiempos largos. 

Si consideramos g(u)=1 para el caso de cima y base cerradas al flujo y frontera 

externa a presión constante y gasto constante (Ecuación 140). se puede 

demostrar que a tiempos largos la solución está dada por: 
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El primer término y la sumatoria en m de la ecuación anterior, corresponden a 

la solución dada por Muskat (1934) para un pozo totalmente penetrante en un 

yacimierlto' homC>géneo. 

Podernos hacerotraaproximación a tiempos largos ignorando solo los términos 

cuadrátic6~ ,dé la'fuhción g(LI) dada ¡:>orla ecuación (26r Usando la técnica de 

Variable c6~~,lej~~ se puede d~mostrar que en este caso la solución esté dada 

por: 

(142) 

donde aom se define con la ecuación (74), y los demás términos se definen con 

las ecuaciones (92)-(96) y (128). 

En el próximo Capitulo mostraremos que la ecuación (142) se aproxima mejor a 

la respuesta de presión (y de función derivada) comparada con la ecuación 

(141). 

4.6 Modelo 6: Cima, base y frontera externa a gasto especificado. 

En esta Sección se muestra la Solución del Modelo 6 en el espacio de Laplace y la 

aproximación a tiempos largos en el plano real. También se presenta la forma 
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particular que adquiere la solución de este Modelo cuando suponemos cima, base, 

frontera externa cerrada y gasto constante. 

4.6.1 Solución en el espacio del Laplace 

En este caso la solución en el espacio de Laplace esta dada por: 

(143) 

donde: 

(144) 

Si consideramos cima, base y frontera externa cerradas al flujo y gasto 

constante, tenemos: 

En la ecuación (145) observamos que el término fuera de la sumatoria 

corresponde a la respuesta de presión para un pozo totalmente penetrante. 

4.6.2 Inversión analítica a tiempos largos. 

Considerando la aproximación g(u)=1, el término fuera de la sumatoria de la 

ecuación (145) corresponde al caso de un pozo totalmente penetrante en un 
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yacimiento homogéneo. Tomando la solución de la parte correspondiente a un 

yacimiento homogéneo dada por Muskat (1934) tenemos: 

4. 7 Modelo 7: Fronteras mixtas en la cima y en la base, frontera externa 

infinita. 

En esta sección se muestra el. procedimiento para obtener la solución del 

Modelo 7 en el espacio de Laplace. 

Como se mencion.ó en el éapíÍulo 3, en este Modelo se supone que en la cima 

se especifica la presión (Ec~acióri 15) y en la base el gasto (Ecuación 24), es 

decir, co~sideram~s fronteras mixtas en la cima y en la base del yacimiento. 

"'·-· '• ·." 
Las condiciones de frontera illterna y_ externa en el espacio de Laplace para el 

Modelo 7 están dadas por las ecuaCiones (35) y (36) respectivamente. Mientras 

que las condiciones en la cima y la base son: 

P 11r(r1J,O) = p 1,(u) 

ap /)/ ( ) - ( ) 

ª
--· --- r/J ,1 = q 2z/J u 

Z¡i 

(147) 

(148) 

Asi, en este caso nu.estro pro~lelTla imp!icél. r~~olver la ecuación (25) sujeta a 

las condiciones de. frontera (35), (36), .(147) y (148). Para resolver este 

problema utilizaremos la ~ig~ierúe Transformada de'Fouri~r (Lighthill, 1958), a 
• . . • • ~. . ' - ,'; ; '1'''• - .-- ... - ., ' . . ' . .,) 

la cual llamaremos Trnnsforl}1ada Sería Modificada de Fourier. 
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(149) 

Como O< z0 < 1 , utilizaremos a = 1, de lo cual: 

(150) 

Mediante integración por partes, se puede demostrar que: 

(151) 

Se observa que en el lado derecho de la ecuación anterior aparece la derivada 

de la función f evaluada en x=a, mientras que en x=O, aparece dicha función. 

Esta caracteristica es la que permite el manejo de fronter;is mixtas en la cima y 

la base del yacimiento. 

Aplicando la Transformada Serió Modifi~fa~~ ~é~ourier'a lasecuaCiones (25), 

(35) y (36); utilizando además . 1c:ls ecüaC:iónes . (147) y (148), se puede 

demostrar que la solución esta dada por: 

( ) - 4 ~ rcMn { 2rcMn K r n ) /"""} P1Jt r/J ---h- ~-c·2·--::-1)·· ·c·2· -1)-q" O~Mnr/J - a2 
7r p/J n•I n n 7r fJM10 

(152) 

Donde: 

(153) 

(154) 
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Si q2 ,n = O,p1, 0 =O, tenemos: 

8q0 ~ Í~n 
PJJf(rn)=-·2h-- L(2 --1\2 Ko(p,.,,,,r1,) 

1T pi> n=I n J 

(155) 

(156) 

(157) 

Para el caso de gasto constante en un pozo parcialmente penetrante utilizamos 

la ecuación (54), de lo cual: 

(158) 

Como se indicó en el Capítulo 3, debido a que estamos considerando que los 

efectos gravitacionales .son despreciables, si. el eje coordenado se coloca en la 

base del yacimiento (con la di;ección p·ositiva del eje z hacia arriba). el Modelo 

7 también representa el-caso.en.~Lcu·#í"~nlacima se especifica un valor de 

gasto (Ecuación 23)yen laba~e.ull~.ci~rta·p;~sión(Ecuación 16). 

~ ... 

Mediante el uso de la Transformada Seno de Fourier. definida por la .e.c.uación 

(150) se puede generar (siguiendo la metodología expuesta en esta tesis) en 

forma relativamente fácil los casos en los que se tiene fronteras mixtas en la 

cima y en la base y frontera externa finita (a presión o gasto especificado). 

4.8 Comportamiento de curvas de declinación 

En contraste con las soluciones obtenidas en las secciones anteriores para 

gasto constante, en este caso consideramos que la presión de fondo es 

constante. La conversión. de la solución de presión adimensional (a gasto 
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constante) a la solución de gasto adimensional (a presión constante) en el 

espacio de Laplace fue propuesta por van Everdingen y Hurst (1949) mediante 

la siguiente relación: 

. (159) 

donde Pwnes la transformada de Laplace de la presiónde fondo adimensional a 

gasto constante y q .. n es la transformada de Laplace del gasto adimensional a 

presión constante, definido en este caso por: 

q,..,, = qBµ1[2:a(kj"+k,),h(p 1 -p""1 )j 
(160) 

·-·- -

La relaciórl (147) ,es aplicable a una gran variedad de problemas, el único 

requerimiento es que el sistema de ecuaciones que definen el problema en 
' ;, ' . -

estudio sea lineal. 
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CAPíTULO 5 

ANÁLISIS DE RESULTADOS 

Los Modelos presentados en el Capítulo anterior, fueron utilizados para generar 

diversas respuestas de presión y producción, las cuales serán discutidas a 

continuación. 

5.1Modelo1 

En esta Sección se muestra la respuesta de presión y función derivada para el 

caso particular del Modelo 1, en el cual se considera cima y base a presión 

constante y gasto constante. 

En la Figura 2, se muestranlos resul.tados deLcaso pahicúlarmencionado en el 

párrato anteriorJd~Pº~ µC>r r~ ... e8u~cíél~ .·~a)<p~ra; e1)v1ci~e19 'Je .dC>~1e.cwarren y 
Root, 1963). y. triple porosidad. (Camactlo';e/ al., 2002); se observa. que se 

• \ - _,._, '-, .;, 'J• \··.-·•·;,•'""'/O' e •• ·»·;·; - -- : •"'' T'· :./ \ .•. · .... ' .J···• ,. ---- '·· ,,;,·:, •";':··A' ·'··" 

pueden. genera(1os'
0

resuftélei~~de .. ciob1e· porosidad ·:co'n e1.'M,()~~1o::d.e triple 

porosidad,·.· cie~h~sh·6.1~ 11~e~ díscC>ntinua (FÍg.·;r~~6rr~~~()ndíe~i~~~1 Mpdelo de 

Warren. y .. • Root :coincide con los rombos 'y re2tá'ngulos, qlJe.:fepres~ntan al 

Modelo de tripleJ'.>C>rosidad. En esta Figura 1C>s ~~lores de lo~i~~¡.á~~tros son 
,, ' ·,.-. . .. . . ' . ' ' ··- - - -

los siguientes:wa'r;e~ y Root: A.= 1x10-5
, ro =1x10-3 , h0 ;:,,2,C1Ó3 ;ti 1'6=4x10~1 • 

hpo = 1x10~1 • TrÍ~le porosidad: A.mr = 1x10-5
, ror = 1x10-3

, rov .:1x10-7 , ho ~ 2x103
, 

h10= 4x10~ 1 • h1J0 ,; 1x10-1
• 

En dicha Figura se observa que cuando rov es pequeño y alguno de los .valores 

de A.vt y A.mv es pequeño (pero memores que A.mr), se logra reproducir la 

respuesta.delMorlolo de doble porosidad. Esto se debe a que un valor pequeño 

de ro .. ¡..,',f.J1icá'qU-e eltárnaño dé los'vúg'uloses similar al de los poros (porosidad 

..- 1 •maria) de la formación, Del análisis de sensibilidad realizado, se observó 
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que este comportamiento sucede siempre que Amf sea mayor que Avf y A.mv (en 

algunos casos tiene que ser mayor por un factor de 1 O}. Otra caracterlstica 

observada en la misma Figura es que cuando Avr y A.mv son mayores que A.mr. el 

mínimo relativo de laJLJ.IJCió.n d~riyada se . desplaza hacia la izquierda, aún 

cuando el coeficiente de flujo interporoso matriz-fractura sea pequeño. 

Además, si Avf es grande y Amv es pequeña, la respuesta de presión <X función 

derivada es la misma que se obtiene cuando ambas son pequeñas· (el mínimo 

relativo en la función derivada no se desplaza}; esta última situación sucede 

también cuando Avf es pequeña y Amv es grande. 

1.E+01 ··-·~--·! -¡-

·o¡ 1.E+OO 
;¡; 
>-

J 1.E-01 

1.E-02 

1.E-02 

Warren y Root 
o JP, A.,,r=A,..=Jxl0º7 

JP, A.,,,=A,..=lxlff5 

.o. JP,A.,,r=A,..=JxlO .. 
-e- JP, A.,,,=lxto·7, A,..=Ixl0º2 

1.E-01 1.E+-00 1.E+-01 

• ••• 

· .. 

1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 1.E+-05 1.E+06 1.E+-07 

Figura 2: Comparación entre el Modelo de Warren y Root y el Modelo 1 de Triple Porosidad 

En la Figura 3 se muestre:¡ que con el Modelo propuesto podernos generar 

también como Caso p~rti~ulai la respuesta para yaci~ientos·,horl'logéneos, los 

parámetro{ <usacic:l~ ~~ eú~ -F-i9üra pa'ra e1 ·.caso icie tfi~I~ p~r6~idad son ios 
,. . ' . . .. - . . . .. 

mismos qJe~._los usados en la Figura 2, solo que para este conjunto de 

parámetros ~,;1. Este es un resultado esperado, ya que el yacimiento contiene 

solo porosidad secundaria homogénea (Warren y Root, 1963). Otro aspecto 

importante de la Figura 2 es que se obtiene la misma respuesta 
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independientemente del valor de A.mr. lo cual también es una respuesta 

esperada. En esta Figura se observa que las líneas de presión y función 

derivada de línea discontinua correspondientes a la respuesta para yacimientos 

homogéneos coinciden con los rol'Tlbos, que representan el. Modelo de triple 
o---.~-.-~=-= --_-,c =-.===""=o=-·c;-c'o-'-:= ~ --

porosidad. 

Una caracteristica común c¡tecaparece en las Figuras 2 y 3 y que.aparecerá en 
,. ... ,.•,;.,,p-•, .,, •• ··- ''' 'w••C,c,•O,•,•, ;.••,., 

todas las Figuras en las que ·se muestren los Modelos con _fronteras a presión 
-:··- .. - -, .' -«. , .... · "· - . -

constante, es que iarí>/prontcí .como el pozo deteeta: la frontera (a presión .· .- '-.· .· . - .•,- •;·._.;- :;· .. ... , '·· 

constante) la flirídónderiv.;Jda tiende a cero, esto se debe a que~ la variación de 

la presión con: r~rpectb ~I tiempo es cero. Cu~~cí6 ttn~mis un yacimiento 
: :~·." ,.;=.-;.·;-:-:e· '> ::;·;·; . ~-" , . ." .:7 . . : _: :.~;:' ·"~· ,'/-'~-·-::--~)"}.'.:,:·~··_:/·.'. .. <·".: '·' ':-· 

homogéné~ •.. la fu~ción derivada decrece mo~ótoj-lamente a cero cuando se 

detecta I~ fr~nt~~a· ·a presión constante, _peí-~ ~~~~~elr C:asd de yacimientos 

naturalmente fr_élcturados vugulares, él dÍ3cr~rn¿jn1:~' ~~ es necesariamente 
- '- .. _ _,.. -· 

monótono, cOmo se mostrará más adelante/ 

1.E+-02 .--~~~~.,---~~~~-:~~~~-,--, ~~~~-,-l~~~~-,-1 ~~~~-,-,~~~~-, 

i .....+---4'·•0• ..... -- ........................... _ .... .c,. 

1 ......... ~-···-··· ! 1 ; ! 
1.E+-01 

. 1 ... ••• .. .. _. 1 

::::.::::r:~-:-... ~ ......... .J_·_-=- i. :--------t------
----- __ __j -- ------ __ ¡_ - .. --- ---~-.. "!.•.....__ -- ¡' -· 

¡ : ¡ ¡ ........ . - 'i 1.E+OO 

~ 
>-

J 1.&01 --------+------ ----- ! '-·-·-·-· -1---~~·.J- ------
¡ ' 1 ¡-.. 
1 -t-----·- l.. ·-----+-\---1.&02 

o 3P, ror-1 
~ 

Yac. Hom. Ec. (56), g(u)=I 

1

¡.· 

1 

:. 

1.&03 o-~~~~+-~~~~~~~~~+-~~~~+-~~~~~~~~~-+-~~~~~ 

1.E+-00 1.Et01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.Et05 1.E+06 1.E+-07 

Figura 3: Comparación entre la respuesta para Yac. Homogéneo y el Modelo 1 de Triple 

Porosidad 

------·-.., 
l'flESli:; r'nN \ l IJ \/ ~ .. · 1 
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A continuación se presentan los resultados correspondientes al Modelo 2. 

Analizaremos los efectos de la penetración parcial y de los parámetros del 
- - . . - . 

yacimiento en el periodo transitorio y dominado por frontera. Aunque el Modelo 

2 considera yacimiento finito, no le resta generalidad a las conclusiones hechas 
- -- - - --- -- -oc.·=-===-o..c-_ -,_•°"-- ----- ·=- - --o•_o_·~co_:~ -o-• • • -- ---~-,o_' =-

sobre la etapa transitoria. 

5.2 Modelo 2 

En esta Sección se analiza el caso particular del Modelo 2, el cual considera la 

cima, la base y la frontera·externa sujetas· a presión. constante, .y además 

considera gasto depródücción constante. - . . -_,_ -·, - - - . ,:~ ~ -. ' 

En la Figuré! ·4 mÓ~tram~s •e(~fe~to•de l_a longituc:l del intervalo abierto en la 

respuesta ·a~ presión. En esta FigJra fos.parámetr6s son l~s siguientes: A.vt = 

1x10"7 , A.mv ,;;1x10·1 , 1'.mt =1x10·3
, mr=;1x10-3

, rov =5x10·1 , ho =2x103
, r00 =2x103

, 

h1o = 4x10"1 

En la Figura 4 se observa que a merior longitud de intervalo abierto hpo. mayor 

es la presión adimensioriat, esta respuesta es de esperarse, ya que cuando hpo 

decrece, se restringe el fll.Jjo eri el ·pozo y para mantener el mismo gasto, la 
_, :,. 

diferencia de presié>n debe incrementarse. Físicamente, .en; ün pozo 
- . - " . ·-,-,;f'"·'-

parcialmente penetrante, ·.·tas líneás de flujo son forzadas ~·:a converger 

verticalmente hacia el intervalo disparado. Esta deformación en el p~ÍrÓn .de 

flujo resulta en una .distancia mayo( qüe recorrer, lo cual origina .que la 

respuesta de presión muestre. ~n Cc:ambio adiCÍo~aL en compa;~riión. con el 

cambio de presión para un pozo t~talmeni~ p~·rietÍ-ántE!. 

Además, observamos que el tiempo al cual la función derivada presenta un 

mínimo no varía con hpo. to cual y~ ha~ia ~id() Obs~r~ado para sistemas de 
- ··-. -· - - - . ,-

doble porosidad (Bui et al .. 2000), esta característica se debe a la suposición 
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de flujo uniforme a través del intervalo disparado durante la producción, dada 

por la condición de frontera(18). 

Otra caracteristica observada en la Figura 4 es que, como se indicó en la 
-- • - . -- . --- --- .-=-o-_;co_·:.=-,;"--=;;o.==----~;~O"""-=:=""-=:o-~=-'''=-~-- •. • 

Sección anteriOr, • ;cuanto/se\cletectan las. f~;;nt.;ras-.a presiÓn~co-nsl:anfe la 

función derivada no.tiE:!nde ;a ~e~~ monót~mament~ (~o~o en el caso de 

yacimientos hcÍrnb_géne6s»: e~to de debe <a la transferencia de fluidos que 

ocurre en forma tardia debido, en esté caso, a lo~ valores pequeños de A.vt y 

1.E+02 

1.E+01 

-.¡ 1.E+OO 
c. 
.S' 
>-
'j 

1.E-01 c. 

1.E-02 

1.E-03 1-~~~f---~~~~~~~~~~,__~~_.~~~-1-~~~-.-~~~~~~_..;..c;.\-~~~ 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+-02 1.E+03 1.E+-04 1.E+05 1.806 1.E+07 1.E+OB 

Figura 4: Efecto de hpo. Modelo 2 

En la Figura 5 mostramos el ef~c.to de Ja posición del intervalo disparado, este 

efecto se estudió fijando el intervalo , disparado hpo, y vari~nclo h1D· Los 

parámetros usados en esta Figura son:.A.¿;;:::·1)('10~~. A.~_;.-;1~\0-1 • ~mf =1x10-3 , COf 
-3 - -f -." _· ,.' .:.: 3 - .- •••.. - :-•:_,-.. 3- ,,,._- ;:_:, ·.,::. -~.¡- -

= 1x10 , cov = 5x10 , h 0 = 2x10 , re_o =2x1_0 , hpo = 1x.10, 

En dicha FiglJra, se 'e.observa que l_a respuesta de presión es la misma para 

h10=0.2 y h10=0_.7. a~i éomo para h10=0.4 y h10=0.5. debido a que para estos 

casos existe simetria ya que no se consideran efectos gravitacionales. 
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i 
1.E+-01 ----'----+ -------+·-· --··-

"'i 1.E+-00 
;¡; 
>-

J 1.&01 
__ ¡_ 

1 

h10=0.2 1 i 
1.&02 - o h1o=0.4 -----l -- -----+------

1.&03 -~-A _ _...~_:_~_=º_o:_~_... ___ ~!---+----_._l ______ -+---+-----+4--~ 
1.&02 1.6-01 1.E+-00 1.E+-01 1.E+-02 1.E+03 1.8-04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+-08 

Figura 5: Efecto de h10, Modelo 2 

En las Figuras 6 y 7 se observa el efecto de_ rov. Los parámetros de la Figura 6 

son: A.vt =1x10·1 , A.mv = 1x10c7 ;·A.~r,,;, 1x:1o;4 ; O),:: 1x10"3 , ho = 2x103 , reo =2x103 , 

h 10 =4x10'1 , hpo:: 1x10~1 ; 16s cd~resporld~ie~,t~s a la Figura 7 son: A.vr =1x10·1 • 

A.mv =1x10"1
, A..rir = 1x10'~. ror= 1x1Cr3

, ~;=2~103, reo =2x103
, h10 = 4x10·1

, hpo= 

1 x1 0·1 

En dichas Figuras observamos que el efecto de rov es desplazar los mlnimos 

relativos. En el caso de doble.porosid~d. cuando ro decrece, el mínimoés más 

pronunciado y la transición comienza antes. En el caso de triple porosidad, el 

comportamiento resultante de la capacidad de almacenamiento de-los ;.vúgulos 

es más complejo ya que en el primer mínimo de la Figura 6 se tien-e.;~Í mismo 

comportamiento que ~,, el caso de doble porosidad, pero en el s'éi9Jri'~ic>'mínimo 
~ -_ - ·- ·-· -·-··; - • ·.- ...• "'~ ·" \ .! ' • 

sucede lo .,..,ntrario, es decir, el valle es más pronunciado cuant:lb ('i)v ~;;unienta. 
El" ~• primer mínimo de la Figura 7 se ob~erva un comp~rt~l"riie/'I~~ ~Ímilar para 

ciertos valores de este~arámetro._ Otr~-~~racterística,q~e--6°bservamos es que 

cuando .íi.vt y ;imv son pequeños, un incremento e~ c1v retarda el inicio del estado 

estacionario. 
.-------·-----·---. 
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i i ---~---
1.e+-01 . - ----- __ L _______ ,. ___ _ 

! ' 

·-¡ 1.E+-00 .. 4_ - ... :.~·s -
1 ······:.··.º~a ; ~ 

>o 

:l 1.E-01 -- --- i 
1 .. óo' j 

---r---- -~~----- +- -

1.E-02 o 

i 
1 
1 
1 

1 

~~·.I 
',,.Jo·. o .. '\ 

------·- _¡._ -~·---··-····-- ---· -1 
l ¡ ·, ~ 

ro.=Jxl0"3 

ro.=Jxl0" 1 

ro.=5xl0" 1 

ro.=7xl0" 1 1.E-03+-~-A~...,...~~~~~~~~~~~~~~+-~~-;¡~~~-;-~~~~!~:~·-º~-,--+-~--i 
1.E-02 1.E-01 1.E+-00 1.E+-01 1.E+-02 1. E+-03 1. E+-04 1. E+-05 1. E+06 

Figura 6: Efecto de (J),, Modelo 2 

--- +----1--· ·- -
7··"'" ¡ 

-0-99----- ----- . -!----------+--

.. - .. · . 1 1 

1---------+· 
ro.=1x10·3 

ro =lxl0"1 

ro:=5x10" 1 

ro.=7xl0" 1 

1.E-01 1.E+OO 

1 

1 1 --t--+-
1 1 

1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 

t,, 

Figura 7: Efecto de rov, Modelo 2 

1.E+-05 

1.E+-07 

.L 
! 
1 

' 

1.Et-06 

1.E+-08 

1.E+-07 

En las Figuras 8 y 9 mostramos el efec,to de A.vt· Los parámetros usados en la 
•. . 

Figura 8 son: Amv =1x10-7
, Amf = 1x10"4

, ror =1x10"3
, mv= 1x10-1

, ho =2x103
, reo 

=2x103
, h10 = 4x10-1

, hpo =1x10c1
; mlelltras que los-usados en la Figura 9 son: 
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Amv =1x10-7 , A.mr = 1x10-7
, Wf = 1x10-3

, rov= 1x10-1, ho = 2x103
, reo =2x10 3

, h1o= 

4x1 0-1, hpo = 1x10-1 

En las Figuras 8 y 9 observamos que el efecto_de A.vr. es desplazar el minimo 

relativo hacia la izquierda, lo cual es un comportamiento esperado. 

'i c. 
..9 
>o 
'i 

c. 

'i c. 
..9 
>o 
'i 

c. 

1.E+01 

1.E-01 

1.E-02 

1.E-03 
1.6-02 

1.E+02 

1.E+01 

1.E+OO 

1.E-01 

1.E-02 

1.E-03 

o 

6. 

-e-

o 

6. 

-e-

Avr 1X10"7 

A.vr=lxlO_. 
A..r=1x10·3 

Avr 1 X I0"2 

].,,,= 1XI0"1 

1.E-01 1.E+OO 

Avr 1X10"7 

A.,,r=lxlO_. 
Avr 1 X I0-3 

Avr J X 10"2 

A,,,=lxl0" 1 

·' 
\ oº<f!!!: ___ -, _-· 

o o'~ ••• 

·~ _,-· 

1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+-04 1.E+05 1.Et06 1.E+07 

Figura 8: Efecto de Avt. Modelo 2 

1 
J .. 

1 . ¡ ______ _ 

1.E-04 -1--~--~~~~~~~~~-+-~~~--i-~~~-+~~~--1~~~~;---~~~!--~~~~~-"~~ 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+02 1.E+03 

t,, 

1.E+-04 

Figura 9: Efecto de Avr. Modelo 2 
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También es importante mencionar que. hay ocasiones en que, dependiendo de 

los valores de. los parámetros, la función derivada tiene una forma muy 

pronunciada y el valor que toma en algúri minimÓ es rela.tivamente pequeño, 

como es el caso de la. linea discontinLJ~ ~e lél Figura 9. En esta gráfica esta 
• --'---=··- _ ·0.:~!·-<=--_:_-;c-·."----=.:;:c: . .;__ . .=.:_i.--.o.= -_o...C,__.,.-c'.'._.;-c:=--;--.=-=->---="--~---'-.·--·-•'---'-- -- CO·-----~ -O~~ooo.=-:=-'=--=-=-=-·-c --=--o=- -=."="----e o-~ 

curva fue generada con· 1a ~ol_ució11 analUica da_c:la ·pOrJa ecüación (62), debido 

a que la inversiórl 26n !el algoritmC> ·d~ Stehfest fue un poco ambigua al 

momento de reprC>dJci; la f~hciiÓn deri~ad~ 6e~6a del minimo relativo. Lo 

anterior se mlJéstra' en la Figura 1 O, donde se observa que aunque se efectúe 

un análisis vari~ndo el valor de N (del a1g6rfü~o .de Stehfest) no se logra 

reproducir:de ;.rri'~ner~ fidedigna la form~ cc>rr~d~~ de la función derivada. Para 

cuestiones p~áctl~as la curva con c~adros cci6~r~spcmdiente a N=14) podría ser 
. -;, .. . . ; .: - ' . . : ' ._;· .. ~_,- -_ - . '" ;. -~--; .. - . . . -

tomada pará un ajuste, pero el hectio; dé que el algoritmo numérico no 

reprodu~c-¡¡¡de forma natural la curva, ofrece ¿ierta ambigüedad ydesconfianza 

lo cu~I induce a verificar el resúltado por -<:>tro medio, en este>c~~(), dicha 

verificaci6n la realizamos con la solución analitica, que como se indicó 

previamente, está dada por ía ecuación (62). 

1.~01 -.-~~~~~~--..-.-~~~~~~~-,-,~~~~~~~~r--~~~~~~--. 

1.&02 

1.&03 

1.E+02 

<> 
Inv. An. 
N=S 
N=IO 
N=12 
N=14 
N=16 

1.E+-03 

1 .. ------·+. 

1.E+04 

ta 
1.E+OS 

Figura 10: Función derivada generada con la ecuación (62) y con Stehfest 
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En las Figuras 11 y 12 mostramos el efecto de Amv· Los valores de los 

parámetros en la Figura 11 son: A.vt= 1x10-1
, A.mt= 1x10-4

, ror= 1x10-3
, rov=1x10-1

, 

ho= 2x103 , reo=2x10 3
, h10= 4x1o-1,.hpo= 1x10-1

; los correspondientes a la Figura 

12 son: A.vt-= 1x10-1 ,_A.mt= 1 x1 o:'.'; Cllt~~1 x10~_3 ,"rov:: J x1p-1 ,ho = 2x103
, reo =2x103

, 

h10 = 4x10-1
, hpo = 1x10-1 

Como se observa en estas Figuras, el efecto de Amv es desplazar el mínimo 

relativo hada la izquierda. 

1.E+-01 

-~ 1.E+OO 

!l; 
>-

:1 1.&01 

1.&02 

o 

A 

-e-

A.,,, =lxl0"7 

A.,,,:=1~10-' 
A,, =lxlO°' 
A., ··=lxl0-2 

,.,:::= 1X10-1 

--· ~=--=~ .. ~--::..::.-.......... --' 
••• • º"'º~- .. ·~ .. ~: .... -- .... 

1.&03 ~~~~+--~~~;--~~~,__~~--;~~~~~~~-+~~~~~~~~~~~--{ 

1.E-02 1.&01 1.E+OO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.E+OS 1.E+-06 1.E+07 

Figura 11: Efecto de Amv. Modelo 2 

En la Figura 13 se muestra.el efecto de ho-con los siguientes parámetros: 

cima y la base_del yacirniento. 
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1.E+-02 

1.E+-01 

~ 1.E+-00 
_'¡. 
>-

J. 1.6-01 

~ 
c. 
.9 
>-
~ 

c. 

1.6-02 

1.6-03 
1.6-02 

1.E+-02 

1.E+-01 

1.E+-00 

1.6-01 

1.6-02 

1.6-03 
1.6-02 

o 
Amv=lxl0"7 

A.mv=lxIO"" 
A.mv=lxl0-3 

A, =lxl0"2 

;i..,;::=lxl0"1 

1.6-01 1.E+-00 

1.6-01 1.E+-00 

1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 

Figura 12: Efecto de A.mv. Modelo 2 

1.E+-01 

o 

A 

-a-

h0 =lxl03 

h0 =2xl03 

hn=5xl03 

h0 =lxl04 

h0 =2xl04 

1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 1.E+-05 

1.E+-05 1.E+-06 

........... 
;_ ..... 

1.E+-06 1.E+-07 

Figura 13: Efecto de h 0 para diferentes va/ores de anisotropla, Modelo 2 
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En la Figura 14 mostramos la respuesta de presión de la Figura 4 en 

coordenadas semilogarítmicas, solo que en el eje de las ordenadas graficamos 

el producto hµ0 p 0 ; como se observa, las gráficas colapsan a una sola (a la 

curva para penetrcicié.>11Jo.tc:il) hasta cierto periodo de tiempo. En e.1 periodo de 

tiempo durante.el cUaUas curvas se unen, podemos utilizar las curvas tipo"para. 

penetración total. Las ~~rvas de penetración parcial se aparta~ de'1a curva de 

penetración total co~forme el flujo en el pozo se vuelvérnén6.s úniforme 

(Bilhartz y Ralll13~. 1"977)?:En}esta Figura también mostrama;s:ía a'pro)(imación 

para tiempos cort~s;: dada~por. la•ecuación (83), es decir la sC>1Üción.de linea 

fuente (LF) .. Comh se Óbs~r,Ía, 1::1 respuesta de presión se des~ia
0

/Cl~'.ia lí~ea 
. ,,., ; ,, .. " '.,. ":_,, _, ~.. . '. .. . - '', ·.,,, .· ,.. ' 

recta en un' tiempo peqúeño: por,,10/qUe será dificil detectar ésta'Cííneárecta, y 

aún más. difícil. cuandc:>'t~~~º~j;;6s>;la pr~sencia de. daflo y "~1n;a°;É!rhirniento. 
Gráficas similares a ;la Figl.Jrá}14 fueron presentadas por Buhidm~ 'y Raghavan 

( 1980) para yacimie~tos hoiTIC>'~énl3cis. 

6.E+OO 

5.E+OO 

~ 4.E+OO 

"!!. 
.z=~ 3.E+OO 

2.E+OO 

1.E+OO 

o 

"' -e-
-e-

hpo=l.O 
hpo=0.4 
hpo=0.3 
hpo=0.2 
hpo=O.I 
LF 

1.&03 1--~~~1--~~_..;1--~~~~~~-+~~~~~~~--;..~~~~~~~~--~~-1 

1.&02 1.&01 1.E+OO 1.E+-01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+OS 1.E+06 1.E+-07 

Figura 14: hpoPo y línea fuente vs t0 , Modelo 2 
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La Figura 15 muestra los datos de la Figura 6 pero con la aproximación para 

tiempos largos usando la ecuación (90) para yacimientos homogéneos, como 

se observa, si consideramos g(u).=1 para tiempos largos, no siempre 

reproduciremos la res¡:>lJ~s!¡¡¡_~d~i:i~i:>!~l>=!~l"l__(ll_i la función derivada) previa al estado 

estacionario en forma corre¿ta(~obrk toáo. en los casos donde el comienzo del 

estado estacionario es má~ l~rgo. IJespués de comenzar el estado 

estacionario, la ecua~ióf C?O)-; réprc>duce adecuadamente los resultados, pero 

para este caso tenemos'tina expresión más sencilla dada por la ecuación (88). 

-~-··· 
1 ----- - - -------- ... ~ ---

._.,. ••• o ¡---~~-,-~~~+-~-

¡__ __________ --- - ·- ¡ - ---)- º_:::~r-º-ººº 
_L - \ :J ·:::-t -~- - -

1 \ j.---- l o o 

Ec. (62), ro.=IXI0"3 ~·:r ---
1 
·----

o Ec. (62), ro.=7X 10-1 
, 1 

1.E+01 

"<i 1.E+OO·-
j; 
>. 

:1 1.E-01 -- -·-

1.E-02 . 

o 

' 
-- - ·--·---- j_ .. 

¡ 

-----·------·-------
º 

Ec. (90) 1 1 ° 
1.E-03 t--~---.-~~-~----,.--~-+--~---;~~~~~~-+--~-~--<-~+-~i'----1 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.Et01 1.Et02 1.Et03 1.E+-04 1.E+05 1.E+06 1.E+-07 1.E+OB 

Figura 15: Aproximación a tiempos largos usando g(u)=1, Modelo 2 

En las Figuras 16 y 17 (cuyos pará111etr:os son los mismos de la Figura 6 con 
' - ' .. -· "). --- .. ::;::~~·:,-;_':· ·"'"'"' -···--' .. -- . - .. _,__ -·· . 

rov=1x10"3 y rov=7X10"1
, respe,ctiva~~nfe)2obsér'lamos qu.e las aproximaciones 

con las ecuacion~s,(9f)_\~ (97)'s6'n'~á's á~r,opiadas que la ecuáción. (90), aún 

cuando teng~~~-siffii~:i~-¿;:~-{rei~ti~~~ ~ri I~ fun~iÓn dérivada á tiémpos largos. 

Notamos qué, .con. l~;'e'C:uación (97), la aproximación comienza a ajustar en 

forma ~orr~i;ta en t.m ÜÉ!~po mayor que si tomamos la ecuación (91 ), pero este - . . --

tiempo es suiicTente-para ajustar antes de que comience e1 estado estacionario. 

Así, una ventaja de las ecuaciones (91) y (97) sobre la ecuación (90) es que 
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aproximan mejor a la respuesta verdadera a tiempos largos, otra ventaja desde 

el punto de vista computacional es que ya no necesitamos calcular las ralees 

cúbicas de (62), las cuales son muy sensibles a la precisión de los números, ya 

que se manejan~\féilores rnUY pequeños. 

- 'i 
o. 
.s' ,.., 
'i o. 

'i o. 
.s' ,.., 
'i 

o. 

i 

1.E+-01 

1.E+OO 

1.E-01 

-::~j:::::::::r~~s ::=r .. 1----¡ 
. ---¡--·------~-- __ '.·, ... -~-------···- :_.---

: ¡ \ .. 

e. (62) • ~J :\ ~ .--"'~~ ~ 
1.E-02 . 

1.E-03 
1.E-02 

o Ec. (91) 1 ¡ i ; 
Ec. (97) J 

1.E-01 1.E+OO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.E+-05 1.E+06 

Figura 16: Aproximación a tiempos largos usando las ecuaciones (91) y (97) 

1.E+-02 

1.E+-01 
"-· . ~~-:~ ~-~:~-j~;=~ ·:·-~=~:~~ .. 6: _ 

1.E+-00 

1.E-01 

1.E-02 -

-........ ·- ____ J .. º o oºº~ o o 

------ -··-··----1· ·_-._.> ~- ... _.;. ___ r 

o 

. --____ J ___ . · .. ··.· -- ·;; -:: _:_ 
1 ._,. 

Ec. (62) 
Ec. (91) 
Ec. (97) 

! 

1.E-01 1.E+-00 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 

Figura 17: Aproximación a tiempos largos usando las ecuaciones (91) y (97) 

1.E+-07 

1.E+-08 
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5.3 Modelo 3 

En esta Sección se analiza el caso particular del Modelo 3, el cual considera la 

cima Y.la _base -~uj~ia"~~.~._pres;ión constante, la frontera externa se supone 

cerrada y el gasto déprodl;'cción constante. 

En las Figuras 18,)' fg ~()mparamos la respuesta para los casos particulares de 

los Modelo~ 2~}>3 c:l~scfH¡;s: EÍI la Figura 18 Íos parámetros son: A.vr =1x10-1
, 

"-mv = 1x1o-1 , A.~,~.1;~1&3,cor= 1x10-3 , ro;.,= 5x10-1 , ho =2x103 , reo =2x103 , h10= 

4x10-1 , hpo =1x10~1 ; los p~rámetros dé la Figura 19 son: A.vt=1 x10-7
, "-mv=1x10-7

, 

"-mt =1x10-3 , cor =.1x1Ó'"3 , rov,,,;Sx10\ ho =Sx103 , reo =5x102 , h10 =4x10-1 , hpo = 

1x10-1 

En el caso mostrado en la Figura 18 las respuestas son prácticamente iguales 

porque ho y reo son iguales; lo cual implica que las fronteras (cima~ base y 

frontera externa) actúan casi al mismo tie;,,po, predominando el efecto de las 

fronteras a presión constante (cinia y base). 

1.E+02 

1.E+01 --

~ 1.E+OO 
c. 
.P 
>-

J 1.E-01 

1 ; ... ..._l .•• ~-..o.~ ...... ooeoa!,.-o 
~ .. ..o ... ~- ... ~...... -••!· 1 . 1 i 

1 ' - ----t - _ _,__ _______ L ____________ --i-- ---- .. -- ----~---~f- ------ ·- -~------

- ... 1 : l . 
.. o~ •.•• ~·•-oo°'··o i 

---r- ............... -.-
1 ·.... ......._ 

¡ _\~~-~·~:·:~ . -------; -~:~:.";-+--- ---+ 
! ~~--º"'°~o ! 
t ~ °oº! 

-----·-~·----····¡-- ------- -------!--·· -------f --1------
---- FEPC 

1 

¡ ¡· .. 
1.E-02 

o FEC i ~ 
1.6-03 >----~----i--------+-------_,_ ___ .¡.._ __ -.;. ___ _._..___---l 

1.6-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+-04 1.E+05 1.Et-06 1.E+-07 1.E+OB 

Figura 18: Comparación entre el Modelo 2 y 3 
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En la Figura 19 las respuestas son diferentes a tiempos grandes (lo cual es 

evidente ya que la cima, la base y la frontera externa actúan en estos tiempos); 

esto se debe a que reo es menor que ho (en este caso ho/reo = 1 O), ya que en el 

Modelo 3 la frontera externa ce!rada (FEC) actúa primero que la cima y la 

base, pero finalmente predominará el efecto de las fronteras a presión 

constante (cima y base), por lo que también se alcanza el estado estacionario. 

Este último comportamiento se o_bserva mejor en la Figura 20, cuando variamos 

ho (los parámetros restantes de esta figura son los mismos de la Figura 19). 

1.E+-02 
1 

~- .. •· 
1.E+-01 ! ¡ ....... 

! 
'i 1.E+-00 
j; 
>o 

:l 1.E-01 

1.E-02 

---- FEPC 
o FEC 

1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+-02 1.E+03 1.E+-04 1. E+05 1. E+-06 1.E+07 1.E+OB 

Figura 19: Comparación entre el Modelo 2 y 3 

En la Figura 21 se muestra la respuesta -de presión mostrada en la Figura .19 

pero en coordenadas semilogarítrnifa~; IÓ c~al es: un resultado análogo a lo 

presentado por BuhicJm~:-~/,~~~~~\J'~r{fc1~E3d) p~ra ~acin-ll~ntos hC>mogéneos. 

Como se , observé!; l_a. respuesta de prE!siÓn h'uÜ~dé:> ~red omina la frontera 

externa cerrada. ·ti~ne'ur1 ca~bio riiás<Pío~·.:.~C:i~•~C> ·§ampé:lrado ·con· e1 caso en e1 

cua1 1a trontera~extérná ~stá a'.'pr~~¡~;~ c6ri~~a~t~ ci=E:r;c>. 
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1.E+-03 

1.E+-01 

- 'i 

..'.'J5 1.E+OO 
>-

<¡ 
C>. 

1.6-01 

1.6-02 

h.,=lxl03 

o h.,=2xl03 

h0 =5xl03 

LJ. h 0 =lxl04 

-e- h 0 =2xl04 

o 

1.6-03 -1----~----'----~---,__---+----.------+-----i~--~----.------< 

'i 
C>. 

1.6-02 1.6-01 1.800 1.E+-01 1.E+-02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08 1.E+09 

1.E+-02 

9.E+-01 

8.E+01 

7.E+01 

6.E+-01 

5.E+-01 

4.E+-01 

3.E+-01 

2.E+-01 

1.E+-01 
1.6-02 

t,, 

Figura 20: Efecto de ho en el Modelo 3 

-1- --
1 

i 1 ~ 
l ·- --1 -- - · o0 -1 --- -- · 

: 1 o o : 
t ---- l. - 1 -¡ 

! i ¡ A 1 

--------------· -----i-- _ __;_ ______ --j---·· ---------o ,_ _ _______ ¡ __________ _ 

t _ L .J.-~:<~: __ ¡ _ --. ::./-: ~ 
¡ ! ... •·•• ! l 1 1 

- -- ::- -:-~~ -.... ...:.;¡ ~ ... ,- -- ---¡- --~; ---t----
..... - - - - - - 1 -- - l - - - -J -- - -- - ¡ 

1 1 1 1 

l l·· · 1 
1 

1.6-01 1.800 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.E+-05 

r ¡ 
1.E+06 

o 

.¡ 
FEPC 
FEC 

1.E+07 

Figura 21: Comparación entre et Modelo 2 y 3 en gráfica semilogarftmica 

1.E+-08 
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Ahora analicemos las aproximaciones a tiempos largos para el caso particular 

del Modelo 3 desarrolladas en la Sección 4.3.3. En la Figura 22 (cuyos 

parámetros son los mismos de la Figura 20 con ho = 1x104
) observamos que la 

aproxi111aci_ó11 g(u) = 1 tampoco es apropiada .ya que no _s..:_1_<;1~~~-~~p~r_oducir bien 

la respuesta de presión previa al estado estacionario. Al igüal)que en el Modelo 

2, cuando se alcanza el estado estacionario, sí se reproduce correctamente la 

respuesta de presión considerando g(u)=1, pero para este caso tenemos otra 

expresión más sencilla dada por la ecuación (118). 

~ 
D.. 
.P 
>-
~ 

D.. 

1.E+<>3 .~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~¡~-~-~~~~~-~----,-----

¡ ! j 

1.E+<>2 

1.E+<>1 

1.E+<>O 

1.&01 

1.E-02 

1.E-03 
1.E-02 

~ ºº 
! -- --·¡ 

----·--1·----· ----¡·--··-
--+- ----

1 o 00 ·º .. 

-· 

-.--·'·· 
1 

ºº~ ºº~-~4CI09>~ -- -~~;--= -·~ ::::l-<.- ________ .J_ 

. 1 ... ~~--- ___ __:._ ___ !... )---·"-

~'' . ' . o:. 1 

o . 
- o 1 

o ' 
o' 
º1 
°' ~ 
! 
:o 

iº 1 
iº 

"·j 

---T 
o 

- ! 

Ec. ( 108) 
Ec. (119) 

1.E-01 1.E+<>O 1.E+<>1 1.E+<>2 1.E+-03 1.E+-04 1.E+<>S 1.E+06 1.E+<>7 1.E+<>B 1.E+<>9 1.E+10 

Figura. 22: Aproximación a tiempos largos con g(u) = 1 

En la Figura 23 se muestran las aproximaciones con las ecuaciones (120) y 

(125) usando los mismos parámetros de la Figura 22. Básicamente tenemos las 

mismas observaciones. q~e se dedujeron en las Figuras 16 y 17 

(correspondientes al-Modelo 2). 

TESic;-·;:~¡~-1\-J"·-·--r 
1..1 t, J \..!.. • 1 
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1.E+-02 . -- . 

1.E+-01 

-~ 
;¡; 
>o 1.E+-00 

~ 
c. 

1.E-01 

1.E-02 - i-------· -·· 
o i 

Ec. (108) 
Ec. (120) 
Ec. (125) 

1.&03 .1--~~;.-~~~~~~¡~~~~~-i-~~~~~-1-~~-T--~~-1-~~~1_._~__.~~--1 
1.6-02 1.6-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+OS 1.E+-06 1.E+07 1.E+OB 1.E+09 1.E+10 

Figura 23: Aproximación a tiempos largos usando las ecuaciones (120) y (125) 

5.4 Modelo 4 

En diversos artfculos se considera que la cimay la base e~tá~ cerra,.da~ al flujo 

y que el yacimiento tiene extensión radial infinita (Yildiz, 1990,,Bui, 2000). En la 

Figura 24 mostramos que nuestro Modelo reproduce {cqmo caso particúiar) los 

resultados reportados por Bui et al. (2000). ¡::n esta Flgura los ~~rámetros son: 

Warren y Root: A. =1 x1 o·4
, ro =1 x1 o~~. ~o §2x1~()3 ; ti 1-0 = O.(),'ff~o = 1X10~1 ;-Triple 

porosidad: A.mt = 1x10·4 ~ A.vr =1x10% i~v =1x10·1 ,·ro; =1x1o~3• cov = 1x10~7 • ho 

=2x103
, h10= O.O, hpo '7 1?<1 ~-1 

, , 

En la Figura 24 se obseff~~)qu~;~xiste una pequE!ña diferencia en la respuesta 

de presión y función derivada' á (Ue~pos córtOs, esti:i'ciifer~ncia~ se deb~ a que 

en nuestro Modelo estamos;. s~poniendo .·la aproximación'. cíe linea fuente, 

mientras que Bui et. al. considE:!r.;¡rÍ urÍ radio finito en la c~ndición de frontera 

interna. En esta Figura tambiéll' se observa que para tiempos intermedios y 

largos las respuestas son iguales. La idealización de línea fuente no es muy 
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restrictiva porque en cuestiones prácticas el almacenamiento dura lo suficiente 

originando que la solución de línea fuente sea usualmente válida (Buhidma y 

Raghavan, 1980). 

1.E+02 ··-------~-------~. ---- 1 

...................... °'°°""'- ... ~ ................ ~-.o· 
~- .. ~· 1 ~ 1 

·-·- .. ---· ·--r ¡ 1.E+01 

...... ~-·-·-·-
: ¡ 
~ ..... .__...... 1 

·o 1.E+Oo ----------·:. _______ L. 0

""'··. ~ .......... ......._ 
:l - j -------t--- ·---~--;-· .. • ¡ -·· .. ; ·-~ •• 
~ . 1 .. 1 

-,:: 1 .. i •• ,;· 

i 

........ o~ ....... . 

J 1.6-01. --·-··---·-- ¡ _____ ·--~'-- i --·~ 
! \.;.--··· 

-----+-- ---1------.. -·----···· 

i 
' 1.E-02 1-Mod. 3P 

o Mod. Bui el al. 

1.E-03 1---~---+---~----i----~---1----------t----+-----< 
1.6-02 1.E-01 1.E+-00 1.E+-01 1. E+-02 1 . E+03 1. E+04 1. E+OS 1. E+<l6 1.E+-07 1.E+OB 

Figura 24: Comparación entre el Modelo de triple porosidad y el Modelo de Bui et al. 

En la Figura 25 mostramos la_ respuesta de presión del Modelo 4 en 

coordenadas semilogaritmicas con los mismos parámetros de la~Fi~ura 4. Tal 

como en la Figura 14, en el eje d~'1i:isordenadas graficamos ~l.prod~dt() hpoPo 

y se observa que 1as gráfic'as~~e-\m~n·a tiempos cortos e. int~irr!,e.~je>~: i=~ esta 

Figura también se muestraJa ~proximación para tiempos cC>rt~~- 'óe·_ésta Figura 

se desprenden comentarios similares a los hechos en la Fig~r~ 1,4~ . . . 
- ".• ,•,·' • . . •.;NO ,· •,,.·,!· 

En la Figura 26 obser~amos qGe el Modelo 4 de triple por~:id.a1d también 

reproduce como casri':p~;f:jJ~lar la respuesta para yacimientos tlb~d~é~e6s. En 

esta Figura se obser~a\::1él~amente un periodo en el cual I~ g~~rh~trí~ de flujo 

es esférica, y~ tj¿~-1~ func:iÓn derivada tiene una pendiente igual~ ..:o.5. En este 

caso los parárri~t~b°sson: Xmr = 1x10·3
, i.vr = 1x10·1 , A.mv = 1x10·1 , ror = 1.0, rov = 

1x10·1
, ho = 2x103

, h10= 4x10 1
, hpo=1x10-1 
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1.E+01 

9.E+OO 

8.E+OO 

7.E+OO · 

~ 6.E+OO 
'7. 
.c.~ 5.E+OO 

4.E+OO 

3.E+-00 

2.E+-00 

--==1=-· -··1---
... ___ J 1 

1 ¡ 
1 1 

······-+---- .-
¡ 
;-·· 

____ __l __ _ 

·D 
·! 

hvo=l.O 
o hvo=0.4 

hpo=0.3 
A hpo=0.2 

-a- hvo=O.I 
-e- LF 

1.E+-00 !--~~~~~~~~~~~~~~~~ ..... ~~~~~~+-~~-+~~~+-~~~~~~~~~-< 

~ 
Q. 

.P 
>-
~ 

Q. 

1.E-02 1.E-01 1.E+-00 1.E+01 1.E+02 1.E+-03 1.E+-04 1.E+05 1.E+-06 1.E+07 1.E+-08 1.E+09 1.E+10 

1.E+01 

1.E+OO 

o 

1.E-01 
1.E+OO 

Figura 25: hpPo y linea fuente vs t0 , Modela 4 

--·--+---

--- ------- -- -···-·-

ho=2xl03 

h0 =5x103 

h0 =1x104 

1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 

.......... l 

1
,. ·-.. 

¡- .. :-. 
1 

i 
1 

1.E+-04 1.Et05 1.E+-06 

Figura 26: Yacimiento Homogéneo, Modela 4 
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En la Figura 27 mostramos la respuesta de presión del Modelo 4 con un 

conjunto de valores que reproduce el Modelo de Warren y Root, los parámetros 

usados en esta Figura son: Avf:::: 1x10-8
, Amv = 1x10-8

, O>f = 1x10-3
, rov = 1x10-7

, 

ho = 2x103,_h10=4x10:1 ,hpo~1)CJ0~1 
__ " ______ e 

, ' ~. .,-- --- '---- ·- - ---- -

Observamos que depe~di~ndo del valor de los coeficientes de flujo interporoso 

y de las relaciones d~ ~l~ac~~~miento, el periodo de flujo esférico puede no 
• ' • • - •"•".' • • • ~- • (·.~~,----~ •ry, " •• ~ "' •' ·--

presentarse, aún cua~do el espesor de la formación sea muy .grande 

comparado con ~I intervalo disparado. En el caso mostrado en esta Figura por 

la línea continua.Ja transferencia matriz.:.fractura enmascara el perk>i;i() de flujo 

esférico. En el caso de yacimientos naturalmente fracturadé>s}:'lu~úl~res;. esta 

situación pued~ ser común, debido. a que tenenio~, 3 6ri1~fl~i~ht~~é<J~ flujo 
• . .·' -: . : ,. ;· ,_· ·. : ,.: - '.; '.<- "'-~¡:· - . ~: :: .. :;· ,._., :1; -. ,: ·' :·' '_,,,. 

interporoso, los cuales pueden actuar a diferentestiempos;.haciendo' qúe la 
••, • ,. ' • - '• •• ·,_ ..;~ • ··.·;':;: ;o.~:; • • ~--· - -- .;, ·, ' ' e '• - ' • • ' ' • ' •- '' • ' •• , ': ,_, ·< • 

transferencia de fluidos de un medio a otrci:se:,;¡:frésente en él perioc:IC> en el cual 

se estarla ,dando el flujo esférico, lo;c~al C>~Ígina qu~ se inC::r~mente la 

probabilidad qué no observemo~ la pendiente -0.5 e~ la fUrición d~rivada. 

-°i 1.E+OO 
o. 
.s> 
>-
¿ 1.&01 ·-· --· ~--

o 

1 
····-+ ¡ 

AmF 1X10"3 

Amrl X 10-> 
AmF 1 X 10" 7 

1.&02 1.13-01 1.E+OO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+03 1.E+-04 1.E+-05 1.E+06 1.E+07 1.E+08 1.E+-09 1.E+10 

Figura 27: Efecto de A.mt. Modelo 4 
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En la Figura 28 mostramos la aproximación a tiempos largos dada por la 

ecuación (137). Como se observa, el tiempo en el cual la.· aproximación 

comienza a ajustar correctamente depende de los valores de los parámetros, 

los cuales influyen_ en el comienzo el segundo periodo radial. (_<:)_S parámetros 

(que no varían) usados en esta gráfica corresponden a los de la Figura 4. 

¡ 
~ ...... o.-,·••~·~ .. • 

--~~==- ·--¡--
' º~. 

;. 1.E+-00 . --· -···---·- __ ·-r-: .. 
1.E+-01 

1 

-------+·------- ·- ·--

-~-...,,.~ 
-··o -... .. o 0 ., ~ º~---~ ~ ........ ~~- -··-------·-i 

i - .... o 

~ . ~~ 

J. 1.E-01 ·------···--- .. _¡. __ -.¡.<~----------·-- - ' 
ó~ 

1.6-02 ro.=0.5, Ec. (131) 
o ro.=O.I, Ec. (131) 

Ec. (137) 

··+ 

·--¡-··· ----

1.6-03 ~--~---~--~----4-----i----...----~---i----+-----l 
1.6-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+-01 1. E+-02 1. E+-03 1. E+-04 1.E+-05 1.E+06 1.E+07 1.E+-06 

Figura 28: Aproximación a tiempos largos, Modelo 4. 

5.5 Modelo 5 

En el caso particular del Modelo 5 a estudiar, consideramos que la cima y la 

base están cerradas al flujo y que la frontera externa está presión constante; 

suponemos además gasto constaÍlte. 

En la Figura 29 mostr_amos la respuesta de presión del Modelo 5 tomando los 

mismos parámetros de 1ci'Figura 4 con hpo=0.1. Se observa que a pesar de que 

la cima y la base están cerradas al flujo, finalmente se alcanza un periodo de 
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-~ 
c. 

estado estacionario, esto se debe al mantenimiento de pres1on que origina la 

frontera externa a presión constante. En esta Figura Jambién se muestra la 

aproximación a tempos largos dada por la ecuación (141). Se observa que en 

este caso, si suponemos que g(u)=1, no se reproduce bien la función derivada 

a tiempos largos. 

1.E+-02 

_ ..... -l _ ........ J ....... . 
1.E+-01 --- ---------· 

.......... .. .. 

1 
--R IJ C1J11119 .. -o-o ~a a~-Gc:i-.oQIDlllil - .a-a 
- 1 1 : ·--1----- -j-----1 ------
. ··- .. 1 1 ' 

-----·----------·-

-;:: 1.E+OO · 

~ 

-~~¡· :~~--'-.. '' l- -
•• 1 

-oo¡-o-o ~Q~.\. c. 

1.6-01 
1 ' 

·-+---. ........ 
Ec. (140) 

-a- Ec. (141) 

----./---- - ---+..,,~\-:-;_ ,- --- -- -
1
, l \ .... 

' . 
.: __ -· ------

i !'. 1.6-02 >---~-+~~~+-~~--+~~~~~~~t--~~-;-~~~..--~~-+-~~_.._---~~--< 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+03 1.E+-04 1.E+OS 1.E+-06 1.E+-07 1.E+08 

Figura 29:Respuesta del Modelo 5 y aproximación a tiempos largos. 

En la Figura 30 mostramos que el .Modelo 5 tam~ién reproduce como caso 

particular la réspuesta de yac:(riii¿:ktb~~;' hc)mogéneos. En este caso, la 

aproximación cori g(u)=1 ·.si repr6~u¿.~;~~l~n la respúesta de la derivada (a 

tiempos largos),.lo éual es·obvio, po~tratar~~'.de un ya6imie~to ti6rriogéneo. El 

conjunto dé parárri~t'.r~i Jsad-~~J~n'~~t~"~ig'ti;~.:s'~~:/"i:f ~-1~-1p-~. ~vt= 1x10·1 , 

Amv = 1x10"7
, O>f = 1.0, O>v = 1~102; h~ =:,>1x:103 , reo~2~10,3 , h1o;., 4x10"1, 

hpo=1x10·1 

En la Figura 31 mostramos que la aproximación a tiempos largos con la 

ecuación (142) si reproduce blen la respuesta de presión y la función derivada 
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desde antes que comience el estado estacionario. Los parámetros usados en 

esta Figura son los mismos de la Figura 29. 

'i 
Q. 
..P 
>-
'i 

Q. 

'i 
Q. 
..P 
>-
'i 

Q. 

1.Et-01 

1.Et-00 

1.E-01 

O O O~ O 00 •• O·O•~·-• .. o•O --•-<i>•OOOOOC> 

: ·-'~:: ''.~r:-:: ~: :~~ : ·:~~:::.y_:.-~~- -- · --- -1 -
__ __¡_ _______ ----- ··¡--·- -··-_:------ -¡-- -

1 

o ººooooor oºº o oo~--·-···....,.-- •. 
! • .. o 

1 f ... --·--i----- .. _¡__________ \' 

<> 
Ec. (140) 
Ec. (141) 

~! 

~ 
~ 

1.E-02 1--~~~~~~~~~1--~~~-+~~~~-+~~~~_,_~~~~_,_~~~~~~~~---. 

1.E+<JO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 1.E+OS 1.E+06 1.Et-07 

Figura 30: Yacimiento Homogéneo y aproximación a tiempos largos, Modelo 5. 

1.Et-02 

1.Et-01 

1.Et-00 

1.E-01 

.......... --_ .... -

----1--- .. 
__ ¡ 

1 

! 
L 
¡ 

---- Ec. (140) 
<> Ec. (142) 

1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+-02 1.Et-03 1.E+-04 1.E+OS 1.E+06 1.E+07 

Figura 31: Aproximación a tiempos largos con la Ec. (142), Modelo 5 
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5.6 Modelo 6 

El caso particular del Modelo 6 a estudiar, considera que la cima, la base y la 

frontera externaºestán~c.err;:i~?~ºaLfllJjo. En las Figuras 32 y 33 mostramos la 

respuesta de présión y. función. derivada que resultan de este Modelo. Los 

parámetros de .la Figur,a. 32 son .los. mismos de la Figura 4 (con hpo=0.1) y los 

de la Figura 33sónlhs'sig~ie'ntes:íl.;,,;í = 1x10-1 , A.vt = 1x10-4 , A.mv =1x10-1 , rot = 
. 3 . • . ·••••·•. );··· <~. ·;: '• ··;} .. ; ··.';:·· ,; . ~· . 3 1 .. 1 

1x10-, rov = 1x10":.·; ho= 2x10.;'r.;o=;2x10, h10= 4x10-, hpo=1x10-
: .. '.'.:: ·.: ~~/·?: ;.· ._ '·).: >_:':· ·. ~ ::.:·:' ·: :.~ ·:~;~. _ ;·_ . 

En las Figura~ 32>y 33 sé observ~ que la aproximación dada por la ecuación 

(146) reprod~de ~de~uad~mente la respuestade presión y función derivada a 

tiempos largos. 

-~ 
CL 
.S' 
>o 
~ 

CL 

1.E+02 

! .. --·-¡·--··· 
1.E+01 ··-·····--·J. __ .. __ .,. 

1.E+OO 

1.E-01 . 

... 
1 ··º . .. 
/: .. ··~-- -

.~¡ o• ' 
... 1 

--,J:J>~- ·r·--• ¡ 

o 
Ec. (145) 
Ec. (146) 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+-04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+07 1.E+-08 1.E+09 1.E+10 

Figura 32: Aproximación a tiempos largos con la Ec. (146), Modelo 6 
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1.E+02 . ··-

1.6-01 

o 
Ec. (145) 
Ec. (146) 

1.6-01 1.E+OO 1.E+01 1.E+-02 1.E+03 1.E+-04 1.E+05 1.E+06 1.E+07 1.E+08 

Figura 33: Aproximación a tiempos largos con la Ec. (146), Modelo 6 

1.E+09 1.E+10 

5.7 Modelo 7 

En esta Sección se muestra la respuesta de presión y función derivada para el 

caso particular del MÓdelo 7, e:n el C:ual se considera cima a presión constante, 

base cerrada, yacimiento infinito y gasto constante. 

En la Figura 34; Sf! .Tlué~tran los resultados del caso particular mencionado en 

el párrafo anterior (ciádoJ-por la ecuación 158 con. r0~1r comparado con el 

Modelo 1 (dado po~\a eclJación 56). En esta Figu~a I~~ p~~áni~tros son los 

siguientes: A.vr =.1x1o~7 • A.mv =1x10"7
, A-mr =1x1_0"4

;_ ror=1x10"3
, rov =5x10·1, 

ho =2x103
, reo =2x10t h10 = 4x10·1

, hpo = 1x10"1 

; :-... :-_.):-,-:,.-:!-___ .·~:-- , -- . ; ., ' . ' .. 

En dicha Figura se o6serva que la función d~/iváda tiS:nde a cero rnás rápido en 

el Modelo 1-(~n:el·/~¿;al ·.se considera cim~ y base >a presión constante}, 

comparado_ con- ~1-r..ltoc1e10 7, debido a que en·- esfo ú1umo. so10 actúa una 

frontera a pre~.'vn constante, por lo que el mantenimiento de presión es menor 

comparar" con el del Modelo 1. 
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'i 1.E+-00 ·-~ 
>-

.1 1.6-01 O·---- _ _._ 
•...;· 

1.6-02 . 

1.6-01 1.E-+00 1.E+-01 1. E+-02 1 . E+-03 1 . E+-04 1.E+05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+OB 

Figura 34: Comparación entre el Modelo 7 y 1 

En la Figura 35 mostramos el .efecto d.e la po~ición del. intervalo abierto, este 

efecto se estudió fijando e.1 interyalo disparado "hpo;· y váriando h10. Los 

parámetros usados en esta~figÚrél 'i,c;·~~:~_t,,,;, ,~:~1~$J:.7 ; ~ir.v =1 x1 o-7
, A-mt =1 x1 0·3

, 

ro,= 1x10-3
, rov = 5x10·1 .h 0 _k2x1c);,: r~~~g2~_16~. t1°p~~=:' 1x}p-1 

-

, . - -o-,;;~}:·::·<:'.:·;'.:.. -

En este caso, se observa que la posición del in!~rvalo disparado si influye en la 

respuesta obten'ld~; además, no existe .la ·simetrla::m'ostrada en la. Figura 5 

(correspondi~nte ~¡ Modelo 2) debido a que la~ ~oridicio~és de frontera en la 

cima y en .la base no son las mismas. 

- - ·-

En la Figura 36 se muestra el efecto de ho par~ los ~odelos 1 y. 7. Los 

parámetr~s utilizados en esta Figura so;:" A.~,:=:1 x{D~.\ i%v ~'1Q1cF7 , imr=1x10-2 , 

ror=1x10-3
, rov =5x10·1

• reo =2x103,.h10:;=~x1b~.1 ;'t"i;0 -···~·.1iib~1 /Tal como en la 

Figura 13, para un mismo espesor delyácirl1ientoy.réldio dei pozo, entre mayor 
-- -- - - - ---- -- • - -Óoo--'"-.-_----,cO"""O,;--_-'-';; - ·--_;.- -'" --- -~--='o ·.o'--·---;-,_.,; _ _,_ ___ ' ___ , ___ _ 

sea la razón k,/k.,. (lo cual implica que ho;se~t"más grande)', el tiempo en el cual 
, .. - ~ - .. · .. -· - . '~ ' ,. - -

inicia el efecto de las fronteras es mayor. Además, el tiempo para alcanzar el 
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estado estacionario es mayor para el caso del Modelo 7 comparado con el del 

Modelo1. 

1.E+02 

. 
1.E+01 -- ---4 ---+------· 

<¡ 1.E+OO 

~ 
>-
¿ 1.6-01 ¡ -

'i c. 
.9 
>-
'i c. 

1.6-02 o 
h0 =5xl03

, Mod. 1 
h0 =5xl03

, Mod. 7 
ho=lxl04

, Mod. 1 
h0 =1xl04

, Mod. 7 

1 

1.6-03 ·!-------------------------+-----+-----+-----~---< 
1.6-02 1.6-01 1.E+OO 

1.E+02 

1.E+01 . 

1.E+OO 

1.6-01 

1.E+01 1.E+02 1.E+03 

t,, 

1.E+04 

Figura 35: Efecto de h 10, Modelo 7 

A 

h,,=Sxl03
, Mod. 1 

h,,=Sxl03, Mod. 7 
h,,=lxl04, Mod. 1 
h0 =1xl04

, Mod. 7 

1.E+OS 1.E+-06 1.E+07 1.E+OB 

·. 
1.6-02 +---------------.----~------~-------+-_.__..___. __ _, 

1.6-02 1.6-01 1.EtOO 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+-04 1.E+05 1.E+-06 1.E+07 1.E+-08 1.E+-09 

t,, 

Figura 36: Efecto de h 0 , Modelo 1 y 7 
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Es importante recordar que con el Modelo 7 también podemos representar el 

caso en el cual en la cima se especifica un valor de gasto (Ecuación 23) y en la. 

base una cierta presión (Ecuación 16). 

Las tendencias de la función derivada mostradas en las Figuras (34)-(36), 

concuerdan con las tendencias esperadas, debido a que en este caso, el 

mantenimiento de 1.a presión es menor que la mostrada en las curvas 

correspondientes al Modelo 1. 

Buhidma y Raghavan (1980), presentaron resultados para el caso de fronteras 

mixtas en·· 1a cima y en la base pero lo hicieron para pozos<párcialmente 
. . . - - . - - ._. ~ ··. . '·. 

penetrantes en . yacimientos homogéneos. La mefod61ogía que emplearon 

dichos autores para obtener la respuesta cie'~r~siÓn fue medial"lte la aplicación 

de Funciones de Green, en este trabajo utilÍ~amos la fi~nsformada Seno 

Modificada de Fourier (Ecuación 150). 

5.8 Curvas de declinación 

A continuación analizaremos las curvas de declinación para caso particular del 

Modelo 2 estudiado en páginas anteriores. Para .la aproximación a tiempos muy 

cortos dada por la ecuación (87), en la cual se supone radió del pozo finito, 

podemos obtener una expresión analítica usando la. relación. mostrada en el 

Capítulo anterior: 

1 
q /) = --2-=-·· 

u Pn 
(161) 

donde PD es la Transformada de Laplace de la presión adimensional a gasto 

constante y q 0 es la Trá_nsformada de La place del gasto adimensional a 

presión constante. 
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Así, sustituyendo la ecuación (87) en la ecuación (161) e invirtiendo: 

J
---
OJ f 

q /) = h p/J -;;¡-,, (162) 

Lo cual tiene sentido fisico ya que al disminuir hpo también lo hace qo, pues se 

reduce la capacidad de flujo .y 1éi presión- de fondo se mantiene constante. La 

ecuación (162) indica"qUe para tiempos pequeños, la respuesta_ depende solo 

del sistema de fract~i~s:y ~o se ~~;atécté:ld~ pcir)a pre'sencia" de I~ porosidad 

prima ria ··ni . por: I~ pr~s~ncia d~ los · ~(I~ ulcis? ~sto -~etde~e : -~-- •.• q Úe .. _estamos 

~::;::':;~tt~~~~~¡~~iJ~Íf~~~(El~t;~".~~~Oá1",;'~?~:t:~:. iespuesta a 
--.:~"'·.·_- ;,.: ___ :: __ · -. _,,;,_-_·::: ' -

;;;:-

En las Figuras 37y 3J3 ~.k:rr1~ei~tr~~Lef~ct~ de Ú>~. Los p~rárl1~tros usados en la 

Figura 37 son: A.vt-71~1p·1 , A.~v::: 1x1<r7
, A.mt = 1x10"4

, rot= 1x10"3
, ho = 2x103

, 

reo =2x103
, h:, 0 = :.i>Cfo..-1 /hpo}= 1x1o~1 ; los correspondientes a la Figura 38 son: 

A.vt = 1x10·1
• A..mv='= 1x10~1 

•• -A.m1::: 1x10c4
, rot= 1x10"3

, ho = 2x103
, reo =2x103 , h10 = 

4x10· 1 , hpo = 1x10_.1 

En la Figura 37 el efecto de rov es imperceptible porque A..vt y A..mv son muy 

pequeños, pero si estos son relativamente grandes como. en la Figura 38, sí 

existen cambios en la curva de declinación durante la etapa transitoria. 

Además, durante el periodo dominado por frontera, la respuesta es la misma y 

se mantiene en el mismo nivel debido al mantenimiento de Ía presión. 

En las Figuras 39 y 40 se muestra el efecto eje A:vt-~~():~1p~rá111etros usados en la 

Figura 39 son: A.mv = 1x10·1 , A..mt = 1xÚ>"4
; ro;; '1~1e:Hícri~~-b10"1 , ho = 2x103 , 

reo =2x103
, h10 = 4x10·1

; hpo = 1x10~1 ; lo~ ~o~r~sp~ndi~rite~ ~ la Figura 40 son: 

"-mv = 1x10~2 ; A..mt = 1x10~\ iit=J1x1o~~. -ro~= 1x10-1; ho = 2x103
, reo =2x10 3 , h, 0 

= 4X10"', hpo = 1x10·1 
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En la Figura 39 se muestra que durante la etapa transitoria la declinación es 

afectada por la facilidad con que se transfieren los fluidos de los vúgulos a las 

fracturas. En la Figura 40 se observa la misma situación, solo que los efectos 

transitorios tardan más debido a que :r..mv tiene un valor relativamente grande 

con respecto a valor en la Figura 39. 

o 
cr 

1.&01 
' ' ----·----r---~=-r~~ 

·----¡--- ·-----

o 

' 

.... ---~-------+--·-

rov=lxl0-3 

ro =Sxl0-1 

ro:=7xJ0- 1 

1.&02 
1.&02 1.&01 1.E+-00 

.. --1-- ·-------

~~-~·-~ ·-'!.~-
' - ··--·--·¡ ·---

r- ···--r 
1 ., 
1 

rov=lxl0-3 

o rov=Sxl0-1 

rov=7xl0-1 

_ __¡ __ _ 
--t 

' ·-+--· ··--- __ , ____ ._¡__ 
! ' 

' _ _____._ -

¡------ -;----·--r 
1 ' ' ¡ ' 

1.E+-01 1.E+-02 1. E+-03 1. E+-04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+-08 

t,, 
Figura 37: Efecto de OJv, Modelo 2 

1.&02 ·i----~---------i----.;........-_ _. ___ _,__ ___ ~---;...-------~ 
1.&02 1.&01 1.E+-00 1.E+-01 1.E+02 1. E+-03 1. E+-04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+-08 

t,, 

Figura 38: Efecto de OJv, Modelo 2 
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. . l 1 - ----· ··--1------·-,-·· __ T ___ . 
i 

_____ : __ ¡ 
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o 
h..FIXI0-1 

h..Flxl0-2 

h..Flxto·3 

~txto"' 

1.E-01 1.Et-00 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.Et-05 

Figura 39: Efecto de Avf, Modelo 2 

1.E+-06 1.E+-07 
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1.E-02 
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·-¡---~!l:----- 1 . -----¡\ -· --+--. -------·-· ;- ··-------·····. 
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----t---:_·-·&¡~ 
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.. \ 

h.,,Flxl0-1 

h.,,Flxto·2 

AvFIXlff3 

~txto"' 

1.E-01 1.Et-00 

º'°~ 1 

.. :~:•.6.-~----
..................... .....J. 

1 

1.Et-01 1.Et-02 1.E+-03 1.E+04 1.Et-05 1.E+-06 

Figura 40: Efecto de Avf, Modelo 2 
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En la Figura 41 observamos el efecto de la fracción de penetración hpo (los 

parámetros de esta Figura son los mismos de la Figura 4). En esta Figura se 
' ' ' 

observa que el efecto de la relación de penetración es desplazar la curva 

verticalmente, lo. cual, como,_ya sejncFc'.ó~_e,n" eáginas anteriores, tiene sentido 

físico, porque se reduce la ci:lpacidad-de:fluj~ y la presión de fondo perm..,.ne~e 
constante, cabe mencionar que'~el despia~~miento vertical no es constante en 

la etapa transitoria, aún cuÉ!nd~ 'l~s;·curvas parecen paralelas, en el estado 
- ·;:· ." . -._, .. _. -- .-_, --·· .. ' 

estacionario SÍ es constante;> ya que en esta etapa, la respuesta es 

independiente del tiempo. 

En la Figura 42 (cuyos, pa~ametrosson los. mismos de la Figura 4); .se.observa 
~ -· - . - . " _.. -" ,; --· -· . .·· .. ·- -

que para cierto rango de ii~ri'.ipo, las curvas de declinación (enanalogla con la 

respuesta de presión a gasto constante) colapsan en una sola c~rva. cuando 

graficamos qolhpo en función de t 0 . Esto quiere decir que durante e~te periodo, 

podemos usar las curvas tipo para penetración total. 

~ 1.E-01 

1.E-02 1.E-01 

<> 
hpo=l.O 
hpo=0.3 
h 0 ,,=0.I 

1.E+OO 1.E+-01 1.E+-02 1.E+-03 1.E+04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+-08 

Figura 41: Efecto de hpo. Modelo 2 
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.E+OO ~------r---.. -. __ ..,..r-----.. --.-.--.· _....,j------,-1 ----------.. _-__ -___ -:-_-J.-··_-__ -_ .. -.. _----h-pll-c=-1-.0---, 

·····¡-·-- ! l--- o hp[}=0.3 

1.E-01 
1.E-02 1.E-01 

______ __¡__ l-- ___ j __ ------------;--- h0 o=O.I 

1 ·-+ - ¡ .. 
1- -:-- ---1---

_ _L __ _ i 
' ; -j·-----t·-- -------- ·-------· 

... ,.~·.9 : ! 
- -- - i

1
· ~9~::;-:11° ~-:--~º:'.".: ~=-···""--· _ _, __ ·"'"· __ ~1_' -. --~l -------l 
1 1 - -~:!~_!_'!~- .. '!~----. 
1 

¡ 
1.Et-00 1.Et-01 1.Et-02 1.Et-03 1.E+04 1.E+05 1.E+-06 1.Et-07 1.Et-08 

Figura 42: qo/hpo vs t0 , Modelo 2 

En la Figura 43 mostramos el efecto de ho para ·el Modelo 3 (con los 

parámetros de. la Figura 4 y hpo=0.1 ); se observa que existe un _cambio más 

pronunciado que el observado en las gráficas anteriores porque hay un ¡::>~riodo 
dominado por la frontera cerrada, pero finalmente el gasto se estabiliza en un 

nivel, el cual es menor que los casos anteriores, esta última estabilización· se 

debe a la frontera a presión constante. 

- . • • : - • - - o ,'.· .~: . -,.._~'._-:·~ -_ 

Para los casos en que se tienen ·fronteras (éimá, base ·a front~ra externa) a 
.oc~·~ :: - ~. 'c. - .. ! ~:· ---'- ·' '. ;. ,., _' -:' _·-- ~ -~-O _ · -· .-'- ·_ • ._, ',t: .. - .,,,.: _'--~ (; :,~''- 'o'·c· -'' .-·e 

gasto especificado, se pueden generar curvas de{de?linaciól1con .• fr~nteras 

~~~:;º:·~~:b,:~" .:::.·~~~;;7· y d~~~':,~e·i·:~~~~,,~~T;;;~¡~--~1f>·m~~~;~::z~: 
totalmente penetrantes en yacimientos·homog~neos~i'.de dobl:e·p?/í)sidad. ·Este 

tipo de fronteras pueden adaptarse. en f~r~~.,,di~E;6i~ ~ci'ri·;''1~'s\~~pre~iones 
desarrolladas en este trabajo, Yª que éom6 se inciicK~~ ~1 'ca~1tu1~ 3, e1 gasto 

en las fronteras (cima, base, o en la froAtE!i-~ '~xter~a .·para ··el caso de 

yacimientos finitos) puede ser dependiented~ltiempo, de lo cual se desprende 
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que existe una gran variedad de curvas de declinación que pueden ser 

generadas con los desarrollos presentados en esta tesis. 

1.E-01 
·r~ _----1-=-- - ·--r-
r ' ,-

-·-----t 
! 

J 1.E-02 

h0 =lx103 

<> hu=2xl01 

h0 =5x 103 

"' h0 =lx10
4 

-e- hn=2x 1 o• -., 
a 

1.E-03 -t-~~--t~~~~~~~-+-~~~.--~~-o-~~~-;..-~~~+-~~--;~~~-;..~~~~ 

1.E-02 1.E-01 1.E+OO 1.E+01 1. E+-02 1. E+03 1. E+-04 1.E+-05 1.E+-06 1.E+-07 1.E+08 

Figura 43: Efecto de h0 , Modelo 3 

En el siguiente Capitulo se presentan las conclusiones del presente trabajo 

basadas en el análisis de los resultados obtenidos. 
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CAPíTULO 6 

CONCLUSIONES 

En base a los resultados obtenidos en el presente trabajo, llegamos- a-_ las 

siguientes conclusiones: 

Se formuló un Modelo generalizado para pozos parcialmente penetrantes en 

yacimientos naturalmente fracturados vugulares, resuelto para diferentes 

condiciones de frontera. Dicho Modelo contempla como casos particulares las 

respuestas obtenidas con el de Doble Porosidad clásico, además de las 

correspondientes al Modelo de Yacimiento Homogéneo. 

Con base en lo anterior, se analizaron las caracterlsticás parti6ulares 
0

de las 

respuestas de presión y de declinación de la prod~cCión de pozos parcialmente 

penetrantes en yacimientos fracturadosvugulares/para el caso en el que existe 

flujo primario únicament~ a ífk~és< d~~j~ ~ecl de fracturas. Además, los 

resultados obtenidos_ son a~ftlo'gb~ :·al Cas() en el que existe flujo primario 

únicamente a través del sisterna de'vÍ:igÜl~s. 
• •' ·-·., "-';-_'.<;'... ·• "'···' 

,• • •. : .... -;, . -•-'C • 

Se presentaron, por primera y~z.: ~odeh:>s matemáticos que aproximan el 

comportamiento asintótico'a~úe&ip-~s--#ohos y largos para pozos parcialmente 

penetrantes en yacimientos fr'ácturadC>_s vJgulares: 

Cuando se tienen frontera(s) á presión' consta rite, la aproximación g(u)=1 

(Yacimiento Homogéneo) no siempre rep~Cld~c:e e;, forma correcta la respuesta 

de presión (ni la función derivada) pre~ia'faí;~~~ado ~s~acionario, sobre todo en 

los casos en que la transferencia de flu.id~~ éie:~ri';ITledio a otro (matriz-fractura, 

matriz-vúgulo o vúgulo-fractura) inicie€!~ f¿;n,a·t~idía. 

Los cambios de las respuestas de_ presión con respecto al Modelo de Doble 

Porosidad (Warren y Root, 1963), se presentan principalmente en la etapa 
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transitoria. Dichos cambios implican, dependiendo de los parámetros, más de 

un mínimo en la función derivada. 

Cuando tenemos penetración parcial existen situaciones en que, dependiendo 
,-o_---~·-"'--= 0-:cc-_7 ;=-=--- - - _--=:::cc_""--=:..-==o e=-= -

de la combináción dedos parámetros, se observa una recta con pendiente de 

-0.5 en la fu~ci6~ · d~ri~ada, la cual es caracteristica de flujo esférico. Sin 

embargo; cuanc:l'o la transferencia de fluidos de un medio a otro comienza en el 

periodo en ·el cUal se presenta dicha geometría de flujo, ·la transferencia 

enmascara el periodo de línea recta con pendiente de. -0.5 .. · 

.. . ... 

Cuanto se tiene transferencia de fluidos de un mediO a otro:'.a tiempos largos .y 

trontera<s> ª presión constante, 1a función :d~ri;~~ci~· ~é:> W~nci~ .~ de~i:, en torma 

monótona como en el caso de yacimiento~'hcirri()9éi,E'.!6s. 

En general, es dificil ob,servar la ~riri,~~iHnea re~ta semilogaríbnica sobre la 

respuesta de presión, debido a qJe}é~Í~ ~e d~svía del primer flujo radial como 

consecuencia de la tram:ifer~n.cií:idé:flÚÍd¿~ de un medio a otro, éste hecho se ' ,._ .... , .. _'. ' -

acentúa si consideramos qu~ en situaciones prácticas, se tiene la presencia del 
-·. -· y. ' ,_ •• '- <'• , ••• ; -- • -

efecto del almacenamiento de~pozo. 

Al igual que para yacimientos. homogéneos, la segunda línea semilogarítmica 

tampoco se podrá observar como consecuencia del efecto de la(s) frontera(s) a 

presión constante. 

Cuando la función derivada tiene una forma muy pronunciada (es decir, su 

ritmo de variación es grande) y el valcm.que .toma en algún mínimo es 

relativamente pequeño, la respuesta 'cal¿ulada con la con el algoritmo de 

Stehfest puede ser ambigua. ·En. eite c~s-o'. se sugiere validar el resultado 

obtenido utilizando la inversiÓ~.a~~lítica: 
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NOMENCLATURA 

8 0 = factor de volumen del aceite, RB/STB 

Cj = compresibilidad inicial (fracturas, matriz o vúgulos) , Lt2 /m, (psi-1 
) 

Ei= Integral Exponencial 

H= Función Heavisidé 

h = espesor de la formación, L, ft 

ho = espesor .. delaformación adimensional 

hp= longitud del intervalo disparado, L,ft 

hpo= longitud adimensional del intervalo disparado 
. . 

h 1= posición donde comienza elintérvalodisparado, L,ft 

h 10= posición adimensional donde C(Jmi~nza el intervalo disparado 

In = función Bessel modificada de. primer tipo de. orden ri 
Jn = función Bessel de primer tipo dk()ide~ ri 
k =permeabilidad, L 2

, md 

Kn = función Bessel modificada d.e segundo tipo de orden n 

p =presión, m/Lt2 , psi 

Po =presión adimensional 

Pwo =presión adimensional en el pozo . 

Pwr = presión de fondo fluyendo, m/Lt2, psi 

q =gasto de producción; L 3 /t, STB/D 

r = distancia radial; L/ft 
). ~ -· . - . ~ 

ro =radio adirne~sional 
t = tiempo, T, horas 

to =tiempo adimensional 

u = variable de la Tré3nsformada de La place 

z= distancia en I~ dire'cciÓnwertical, L;,Ú 

zo= distancia a~im~nsional>en ladirecciónvertical 

y= constante d~ Eul~~. d.s772;1 s ... 
A. = parámetro dJ interaC:ciióh, ~d·i~ensional 
µ= viscosidad 'dél ~ceite, rll/Lt, e~ . . 

cr = factor de forma de la interacción. 
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cj>= porosidad 

w = relación de almacenamiento 

Subíndices 

o = adimensional 

e= externo 

f= fracturas 

m= matriz 

r= radial 

t= total 

v= vúgulos 

w= pozo 

z= vertical 
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APÉNDICE A 

INVERSIÓN ANALÍTICA DEL MODELO 2, 
YACIMIENTO HOMOGÉNEO 

En este Apéndice mostraremos los desarrollos básicos realizados para obtener 

la inversión analitica del caso particular del Modelo 2, el cual considera _cima, 

base y frontera externa a presión constante y gasto constante. Así, en este 

caso la solución en el espacio del La place está dada por la ecuación (59): 

(Al) 

Los términos involucrados en la ecuación anterior, están definidos en el 

Capitulo 4. Para un yacimiento homogéneo g(u)=1, de lo cual: 

(A2) 

La inversión analítica está dada por: 

donde e* es un número real mayor que la parte real de cualquiera de las 

singularidades de la función a invertir. El integrando de A3 es una función 

mono-valuada de u, con polos en u=Oy en J 0 (i/JreD)=O. Si ª•m (m=l,2,3 ... ) son 

las rafees positivas de: 

(A4) 
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entonces, los valores de u para los cuales J., (i/3r.1,) =O son: 

u= -[(ªº~·-)2 +(n:Tr)2] = -r;n1,n 
r.0 .. h,,. .. .. 

En u = O, el residuo del integrando de (A3) es: 

= [!C .. (a "r.0 )!., ((l.,!1J)-_l,!(an r.0)~ .. (~.,!!~2] 
I,,(a.,r.D) 

En u= -r;..,,.,, el residuo del integrando de (A3) es: 

Se puede demostrar que: 

el_¡ (-ia ) = J' (a ) i':~n -~ = - r,;,J;,(aom) 
d fJ 

0
"' " º"' r. 2 2 u 2yu+a., ªom 

de lo cual: 
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(AS) 

(A6) 

(A7) 

(AS) 



(A9) 

También se puede demostrar la siguiente igualdad: 

K,,(-ix)J
0
(y )-J

0
(x)K

0
(-:-iY) = !!..[J0 (x)Y,,(y )-Y,,(x)J0 (y)] 

2 . 
(AIO) 

Sustituyendo (A 1 O) en (A9) tenemos: 

(Al l) 

Así, aplicando el Teorema del Residuo tenemos: 

(A12) 
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donde: 

(Al3) 

(A14) 
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APÉNDICE B 

INVERSIÓN ANALÍTICA DEL 
YACIMIENTO FRACTURADO 

MODELO 2, 
VUGULAR 

En este Apéndice se presentan los desarrollos básicos realizados para obtener 

la inversión analítica del caso particular del Modelo 2, el cual considera cima, 

base y frontera externa a presión constante y gasto constante. Así, en este 

caso la solución en el espacio del Laplace está dada por la ecuación (59): 

Para un sistema fracturado vugular: 

donde: 

au 2 +bu+c 
g(u) = -- ---------

du2 +eu+c 

a= wfd 

b = w,. (1- m f -m.)(A.ef + A.•if) +ro fe 

e= A.m. (A..f + A.mf )+ A.mfA.•f 

d = w.(1-rof :-m.) 

n7í 
a = -----

" h/) 

La inversión analítica está dada por: 
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(BI) 

(B2) 

(B3) 

(B4) 

(B5) 

(B6) 

(B7) 

(B8) 

(B9) 



(BIO) 

- ~-=- -- "--=------ -- . 

El integrando de (81 O) es una función morio~valuada de u, con polos en u=O y 

en S-••.• !i (J = 1,2,3), donde s.,,,11 son las ralees del polinomio cúbico: 

A0 =a 

B0 =b+dyg••,n 

C0 = e+ e·y~m.n 

ª•m (m = 1,2,3 ... ) son las raíces positivas de: 

En u = O, el residuo del integrando de (81 O) es: 

1 im e"'"[~.<P~!c/J)I,, (/J.ro)-1º (/J.r;,0 )K,,_(P.r1J)] = lirn e"'º [K,, (a. r,,1!)10 (a.r¡,)- I,, (a .r,,,,)K,,(a.rD)] - ~~~ - ~~~ 

= [~0 (a n':cp)I,, (a~!'J.J-1,,(a. r.p)K'!. (a.r,, )] 
I,,(a,.r.,,) 

En c;.,,,!i (j = 1,2,3), el residuo del integrando de (81 O) es: 
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(Bl 1) 

(Bl2) 

(Bl3) 

(B14) 

(BIS) 

(B16) 

(B17) 

(Bl8) 

(B19) 



[ l e~·•1"[K (-i"'-)1 (-;a_o.,_,, J-/ (-ia. )K (-i~°"'-" J] 
, " ~" /J fl °"' o " e" 0 [K0 (P.r,,1,)I,,_<P.r,J_:-_l.(/1.r.n>f(.<P.rn>J = _____ ------------. r,,, __ . _________ !°!!_' __ 

d [ d . J u ¡¡-;/•<P.r,,,) u d~ 1.,(-taa..) 
~-·"' ,, ... < ..... , 

(820) 

e0
•·•·1'"[K (-ia )J (~Jl..m r )-J (a )K (-iª~"'-r )] 11 Omu {.) oOmn /.J 

~·IJ 1:·n - [~:U (~ .. (-iaom-;)I ___ _ 

< ... ,,.J 

En este caso se puede demostrar que: 

d . 2 
-/ (-ia .·) = J' (a )- _'r•1L---f(u) = ._r.,, J (a )f(u) d n On1 n Om C 2 2 1 Onr 
u 2yug(u)+a., ªº"' 

(B21) 

donde: 

f(u) = 3-_(ug(u)) = u{[du
2 + eu +c][2au +b]-:-J~u~ ;-~u+ c][2du +e]}+ ~~ __ +hu+ e 

du [du 2 +eu+c] du +eu+c 

=u{~ª!! +b ___ -~u2 
+bu+c. _ 2du-.!:._'!..__}+g(u) 

du 2 +eu+c du 2 +eu+c du 2 +eu+c 
(B22) 

Sustituyendo (821) en (820): 

(B23) 

Usando la relación (A 1 O) tenemos: 
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(B24) 

(j=l,2,3) 

Aplicando nuevamente el Teorema del Residuo tenemos: 

donde: 

A°'1 (r0 ) y H 0 m(r0 )están definidos por las ecuaciones (A13) y (A14). 
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APÉNDICE C 

MODELO 4, DESARROLLOS MATEMÁTICOS 

En este Apéndice se muestra el procedimiento para obtener la solución del 

Modelo 4 en el espacio de Laplace, el cual considera cima y base cerradas y 

yacimiento infiriito. 

Las condiciones de frontera en .el espacio del Laplace para el Modelo 4 están 

dadas por las sigÚientes expresiones: 

ºPr" ( ) 
a- -·- r,,,O = q ,,,, 

z/J 

ºPr" ( ) -é)-- r/J ' 1 = q 2z/J 
Zv 

lim p 1" (rD,z,,)=0 
r0 -+oo 

Iim (r º _ _P.!'[-) = E(z )q r,. -+0 /) ar,, /) /) 

(Cl) 

(C2) 

(C3) 

(C4) 

En el Capitulo 4 se mostró que si consi.deramos flujo primario únicamente a 

través del sistema de fracturas, es decir, Kr = .Kz =1 en las .. ecuaciones (t) - (3) 

y si aplicamos la-Transformada de Laplace a estas eCuaciones tenemos: 

I_ a__ r,, ~P1y:_ +-~-~ p•'>f -ug(u)Prv =0 [ 
.. J 2 -

r/J 8rD ar/J h,, Bz/J 
(CS) 

Donde los términos que aparecen en la ecuación anterior están definidos en el 

Capitulo 4. En este caso, dado que en la cima y en la base del yacimiento 

especificamos el gasto, esto es, la derivada de la presión, utilizaremos la 

Transformada Coseno de Fourier, la cual está definida de la siguiente manera 

(Sneddon, 1951 ): 
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T.,(f)= J;, = Jf(zn)cos( n:z,> )c1zn (C6) 

1 

Si a= 1, -.fcE.ff(z1,)cos(nll"z")dz11 _ (C7) 
o 

Mediante integración· por partes se puede demostrar la siguiente expresión: 

(C8) 

Aplicando la Transformada Coseno de FÓurier a (CS) y utilizando (CS) tenemos: 

Sustituyendo (C1) y (C2) en (C9): 

(CIO) 

definamos: 

(Cl 1) 

n2 ll"2 
/l~ = ug(u)+ -¡;z 

/> 

(Cl2) 

Sustituyendo (C12) y (C11) en (C10): 

(Cl3) 
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Es fácil demostrar que la solución general de (C13) es: 

Aplicando la Transformada Coseno de Fourier a (C3) y (C4): 

1f . ( OPvr) ( h'f" ( \,1_ q,, )]hw q 1, hm rn--- cosn:rcz,,)dz,,=qn cosn:rcznl""-n= ---[sen(n:rczu h =----r .... 
,,,_..o ar . n1t w n7t 

o /J hw 

donde 

Aplicando las condiciones de frontera (C15) y (C16) en (C14): 

. . B = _ :f__Q_ r,,, 
n:rc 

De lo cual: 

~ ( )- qn r K -(p ) lq,, p l)fn r,, - - n:rc _,,, o ,,r,, - p2 
" 

A =0 
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(C14) 

(C15) 

(C16) 

(Cl7) 

(Cl8) 

(C19) 

(C20) 



La Transformada Coseno Inversa de Fourier (Sneddon, 1951) está dada por: 

PnAr,,,zo) = Piifo(r/J)+ 2f P1J.fn cos(nnz") ,,,,., 

Donde: 

Para obtener (C22) se utilizó el siguiente limite: 

. sen(ax) 
hm --- ---=a 
X-+0 Q 

Tomando en cuanta (C20), (C21) y (C22): 

donde: 

Po =Jug(z7j 

Definamos la presión promedio de la siguiente forma: 
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(C21) 

(C22) 

(C23) 

(C24) 

(C25) 

(C26) 
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(C27) 

De lo cual: 

(C28) 

Si consideramos que la cima y la base están cerradas entonces 

lq,, =O , de lo cual: 

(C29) 

La condición de gasto constante en la frontera interna para el caso de 

penetración parcial se expresa como: 

l 
hpt>qn =- -

u 

Sustituyendo (C30) en (C29): 

P (r )= E~.(Porl}J+_2_~!~~K (fl r) 
l>f o h 2 2 L.., 2 o ,, /) u P:rr u,,_, n 

En el radio del pozo: 

= K 0 (Po2 _ _3._ ~ r.! K (p ) 
P,.fl, + 2h2 L.., 2 o ,, 

u :rr Pu ,,.1 n 

(C30) 

(C31) 

(C32) 

La ecuación (C31) también puede obtenerse en forma directa (sin el 

requerimiento de algún cálculo numérico) de la solución para yacimientos 
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homogéneos dada por Yildiz (1990), utilizando la metodología expuesta por 

(Houze et al., 1984). Dicha metodologla consiste en multiplicar la respuesta de 

presión para yacimiento homogéneo (en el espacio de Laplace) por el 

parámetro de Láplac:e (en este caso u), después sustituir u por ug(u), y 

finalme~t;- cÚ~iciir:.-e-ntre t7. }.:a-expresión obtenida af~aplicar estos p~asos es la 
·,·. ----'~- ·:.:;_·_ --- . -· .. 

respuesta de presión para un yacimiento natúralmentefracturado. Sin embargo, 

para aplicar e~fe. proceso debemos contar con la solución de interés para 

yacimientos homogéneos; 
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