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Introduccion

Con el estudio de los sistemas dindmicos evolucioné un conjunto de técni-
cas que ya habfan atraido la atencién de muchos matemédticos enfocados en el:
campo de los métodos numéricos: la iteracién que no'es més que un proceso:
de aproximacién utilizado en las soluciones-de ecuacxones ta.nto algebralcas
como diferenciales.

.. Este proceso de tomar el resultado de una ecuacién diferencial y retroali-
'mentarlo una y otra vez mientras se observa su desan'ollo ‘permitié descubrir
fascmantes fenémenos que han a.traldo la atencn’)n de muchos.’

, ' Desde hace mucho tiempo, los métodos numéricos, han estado buscando
- 'una'exphcacnjn a sus propias deficiencias, deficiencias que ademds son na-
"tales.”En‘esta busqueda, encuentran’ en la teorfa de los sistemas dindmicos

o dlscretos una explicacién que trasciende. Esta tesis busca que en complicidad

v con’ los’ 51stemas dindmicos discretos, hacer de los métodos numéricos, una

.potente ¥ bella aplicacién.

“En el presente trabajo, se hace un an4lisis del método de Euler, para una
L gqnd1c1¢n inicial y un tamafio de paso fijo, a ciertas ecuaciones diferenciales,
- utilizando el enfoque y la metodologfa de los sistemas dindmicos discretos.

" | .Cuando se discretizaron, las ecuaciones diferenciales m4s sencillas, como
¥y =cyy = ky con k > 0, se observé, que salvo por el error, ambas solu-
ciones, la solucién exacta y la aproximacién por el método de Euler, tenfan
‘comportamientos cualitativamente iguales, de ahf se pensé, que tan agra-
dable coincidencia, podfa darse siempre, independientemente de la ecuacién
diferencial en cuestién, més atn, se pensé que este comportamiento no de-
penderfa del incremento en el tamarno del paso y la condicién inicial que se



. tomard. Pero muy pronto nos dimos cuenta del gran error, la cuestién aho-

ra era, explicar tal fenémeno. Buscando en diversas fuentes, resultaba que

“un anédlisis analitico, es decir, desde el punto de vista de las ecuaciones en

" -diferencias, se volvia engorroso y al final no se aclaraba mucho el panorama,
“después se vio que lo mds conveniente era tratar la cuestién aqui presente,

- desde un punto de vista cualitativo, es decir, desde el punto de vista que nos

proporciona la teorfa de los sistemas dindmicos discretos.

Dentro de est4 amplia e interesante perspectiva que los ‘sistemas dindmi-

.. cos nos proporcionan y considerando las ecuaciones diferenciales que tra-

bajé y pude concretizar, el ejemplo mds prédigo fué una ecuacién auténoma

:-cuadrética de primer orden, ésto junto con el hecho de que cualquier ecuacién

cuadrética es homeomorfa a la familia cuadrética, para alguna c fija, son las

razones fundamentales para que la dindmica de la familia cuadratica ocupe
gran parte de este trabajo.

La gran mayorfa de la informacién que se consults, est4 relacionada con
la familia logfstica, en este trabajo, las gréficas, el anilisis y los resultados se
refieren a la familia cuadrdtica, su desarrollo es muy amplio aunque debo de
advertir no acabado. .

Como es de suponerse la computadora fue una herramienta fundamental
en el desarrollo de esta tesis. El cédigo de programa escrito en Mathema-
tica para hacer la simulaciones del " anélisis gréfico" y del "diagrama
‘de bifurcacién " puede encontrarse en rholmgre@alleg.edu. Muchas de las
gréficas mostradas en el siguiente trabajo han sido realizadas en el paquete
Mathematica y retocadas en "paint" y "PRWin 3.0".

El presente trabajé estd constituido de 10 capftulos y un apéndice o si se
prefiere, de una forma mds compacta, el siguiente trabajo consta de cuatro
partes:

.Como todo buen principio, el capftulo 1, estd constituido por las defini-
ciones y conceptos bédsicos relacionados con ecuaciones diferenciales, ecua-
ciones en diferencias y sistemas dindmicos discretos con el fin de establecer
un lenguaje comun entre el lector y el desarrollo posterior de este trabajo.

~ En el capitulo dos podemos encontrar dos criterios importantes sobre la
estabilidad asintética de puntos periédicos.



El capftulo'3 junto con el capftulo 4,5 ‘6, y 7 forman la segunda parte

7 ‘de ‘esta tesis, y en ellos se explica la dmémxca. e‘la familia cuadrética. M4s

. especfficamente en capftulo 3, se introducela’ familia  cuadratica y se hace

- énfasis en el nacimiento de un punto fijo cuando ¢ = }, antes de este valor
del pardmetro, la dindmica de dicha familia no tiene mucho interés ya que la
6rbita de cualquier punto en R se va a infinito. Si ¢ < — entonces este punto
se bifurca en dos, uno de ellos siempre repulsor. Tamblén en esté capftulo se
define el conjunto I, en el cual se desarrolla la dindmica interesante de Q.,
es decir, cualquier punto en I, para el cual exista una iteracién que se salga
de I., la orbita de dicho punto tendera a infinito.

Al advertir que uno de los puntos fijos es atractor si y solo si ¢ > "Z’ en
el capftulo 4 se expone la primera bifurcacién de duplicacién de perfodo, se
- calcula analfticamente los puntos periédicos atractores de periodo primo 2,
" .asf como su conjunto estable. Hasta aquf, aiin podemos decir que la dindmica

en cuestién es sencilla, esto nos permite concluir el capftulo con un diagrama
“"sintesis"en el que se muestra toda la dindmica de Q. para —;15- <c< %

El capftulo 5 presenta el andlisis de la dindmica de la familia cuadratica
para ¢ < —2, se observa que el conjunto de puntos en I, cuya érbita pertenece
siempre a este intervalo para cualquier iteracién es un conjunto de Cantor.
A dicho conjunto se le denota como A.:Se demuestra ‘que efectivamente si
c < =225 A es un conjunto de Cantor. Considerando la definicién de
Devaney, una funcién es caétlca si es topologicamente transitiva, es sensible
a las condiciones iniciales 'y el conJunto de puntos ‘periédicos es denso; se
demuestra que Q. -es. caétlca en’A sic< —'*2245 La razon de este brinco,
. que por el momento evita alores decen [—2,—8], es que, esta dindmica

) brmco :
. La dmémxca de. la func16n Qc pa.ra valores del pardmetro en el brinco, se
' esboza hasta el capftulo 7, para ello se utiliza una radiografia de la dindmica
de Q., vea la ﬁgura 1 de este mismo capftulo. A pesar de que muchas partes
de este'diagrama no son del todo comprendidas; despertando una serie de
preguntas como la autosemejanza de dicho diagrama, nos permite darnos
cuenta de fenémenos como el de "la cascada de duplicacién de periodo".

El resultado que nos permite valernos del diagrama anterior para conocer
esta.diversidad de orbitas atractoras periédicas , se expone en el capftulo
6; si tenemos una funcién con derivada schwarziana negativa y un punto

7
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L :perxddxco atractor'p de f entonces el conjunt:o estable de p ya sea que se

atra.fda hacxa p. Comd Q. ‘tiene derivada schwarziana negativa y el conjunto
estable pa.ra cua.lquler ‘punto. penédlco atractor no se extlende ni a infinito "

L érb1ta atractora penédxca, entonces la drbita del cero, unico punto critico
L de estd farmha, estd en el conjunto estable de dicha érbita.
-En el capftulo 7, se analiza la ruta hacia el caos.

o La tercera parte de esta trabajo consta exclusivamente del capitulo 8,
‘este capftulo es la conexién de la familia cuadrética y el anilisis del compor-

_,,.tamxento de la solucién aproximada por Euler de la ecuacién y' = a + By°.
Aqui se demuestra un teorema muy importante, el cual establece que si f es

.. topolégicamnete conjugada a g entonces, g hereda la dindmica de f y el
capftulo se cierra mostrando que cualquier funcién cuadrética es topologica-

“mente conjugada a Q..

‘ La cuarta y 1ltima parte, queda constituida por los capitulos 9y 10. El
capftulo 9 es una introduccién al método de Euler. La propiedad de que este
método se pueda ver como un sistema. iterativo es la razén fundamental de su
relacién con los sistemas dindmicos. En el capftulo 10 se hace un andlisis sobre

la aplicacién del método de Euler para diferentes ecuaciones. Cada una de las

ecuaciones diferenciales seleccionada aquf estuvo motivada por aplicaciones
bien concretas y de hecho, por el afin de discretizar estas aplicaciones es
como surgié toda esta investigacién.




Capitulo 1

Nociones basicas

1.1. Ecuaciones Diferenciales
Definicién 1.1 La forma general de una ecuacidn de primer orden es:

4y _
dt

donde f(t,y) estd deﬁmda Yy es una funcwn continuaent y y en cierto
dominie Dy C R?

=f(t,y)

Una solucuSn de una ecuac16n d1ferenc1al es una funcién dxferenmable
que satisface la ecuacién d;ferenmal Esto es, para yf = f(t,y), y=1y(t) es
una solucién si y'(t) = (t,y(t)) SV

Definicién 1.2 Si e'n;ye-.’ ‘(t‘y) , [ no depende explicitamente de t,
entonces y' = f(y), y dicha ecuacién es llamada auténoma.

Definicién 1.3 Supdngase que yo es una solucion constante de la ecuacidn
autdnoma y' = f(y), entoncesyo es un punto de equilibrio de la ED y
puede ser obtenide de f(y) =0

1.1.1. Clasificacién de los puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio son sumamente importantes en el estudio de las
soluciones de una ecuacién auténoma. Asf dada su importancia los puntos
de equilibrio se dividen en tres clases:

° TESIS CON
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n: punto de equzlzbno yo, es una "fuente! si cualquier
6n inicial suﬁczentemente cerca.na. ayo tiende a alejarse
de quet tiende a +oo

El nombre fuente debe -llevarnos a 1mag1nar las soluciones como si
brota.r ) d algun generador de energfa

: 'Deﬁmcxén 1‘6 Se dice que un punto de equilibrio es un nodo si no es un
» sumzdero ni una fuente.

1.1.2. Identificacién del tipo de puntos de equilibrio

Teorema 1.7 (de lmealzzacwn) Supdngase que yo es un punio de equilibrio
de la ecuacidn dzferencml —2 = f(y), donde f es una funcién continua de
clase C. S

a) Si f'(y) <0, entonces yo es un sumidero.
b) Si f'(yo) >0, entonces Yo es una fuente.
c) St f! (yo) =0: 0.5 f'(yo) no existe, entonces se necesita informacion
teﬁmnar el tipo de .

DEMOSTRACION

‘a) Como Fiyo) - < 0 entonces f estd decreciendo cerca de y, y como
f(z0) = 0, entonces f(y) debe ser positiva cuando y es menor que yo
Ly f (y) .debe ser negativa cuando y es mayor que yo. Asf y(t) es
- creciente si y es menor que yo y y(t) es decreciente si y es
“mayor que yo. Porlo anterior y por el teorema de unicidad y(t) — yo
“cuando t — oo para y(t) suficientemente cercano a y(to). Por lo tanto
Yo - €s un sumidero.

10




o b) Como f (yo) > 0 ‘entonces f estd creciendo cerca de yo y como f (yo) ——Lv
: 0, entonces"f (y) debe ser negativa cuando ¥ és mernor que ¥y Y f(y)

debe ser posmva cuando y es mayor que yo. Asf y(t) “es decrecxente‘ B
si y ‘es merorqueyo y u(t) es crecientesi.y es mayor que'yg.:Por -

lo anterior: y(t) -tiende a aleJarse de yo . ‘para y(t) suﬁcxentemente
cerca.no a y(to) Por lo tanto Yo es una fuente R ‘

c) Nose puede conclulr nada’ sobre la clasxﬁcacxén de yo si f " (yo) = 0 porque
puede haber tres' ’ 51b11 dades, vea ﬁgura 1 ‘ b

En la fig 1 incisoa) “go 5 gundo caso de la figura
1 inciso b) Yo .es un fuente yen el tercer caso. d la ﬁg 1 mcxso c) Yo . es.un
nodo. o -

La derivada f’ (vo) nos da el comportanuento de la rne_]or aproxxmamén
lineal de f cerca de y;. Si sereemplaza f por su mejor aproximacién lineal -
entonces la ecuacién diferencial que obtenemos es muy cercana a la ecuac1c’>n'_
diferencial original para las y més préximas a yo.

1.2. Ecuaciones en Diferencias

1.2.1. Introduccién

Las ecuaciones en diferencias (E en D) usualmente describen la evolucién
de ciertos fenémenos a través del tiempo y a diferencia de las ecuaciones
diferenciales, que describen tal evolucién en un tiempo continuo, éstas lo
hacen en tiempos discretos. Las ecuaciones en diferencias de primer orden
" aparecen en muchos contextos de la biologfa, economfa y ciencias sociales,
tales ecuaciones a pesar de ser simples y deterministicas pueden exhibir una

H TESIS 10N
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. ‘sorprendente variedad de comportamientos dindmicos que van de puntos
i} 'atractores a blfurcamones de puntos periédicos e incluso desembocar en caos.

1.2.2. ' Deﬁniciones

Definicién 1.8 Una ecuacidn en diferencias estd dada por
y(n+1)=g(n,yn) -

dondeg:Zt xR— R

A la ecuacion anterior se le conoce ¢o mo: una E en D no. auténoma.

Definicién 1. 9 Una ecuacwn autondma en’dzferencms, estd dada por...
y(n + 1) = g(y(n)) -
dondeg: R—- R

Este trabajé se enfocard en las ecuaciones en diferencias més sencillas
es decir en las ecuaciones en difencias de primer orden. :

Definicién 1.10 Una ecuacidn homogénea en diferencias de pnmer orden,
estd dada por

y(n+ i) -'=’ a‘(n)y(n) y(no) =90 n=mo20 (1.1)

Definicién 1.11 Una, ecuacwn no homogénea en diferencias de primer
orden, estd dade por-

y(no) =y n=2no20 (1.2)




, "a(n - 1)a.(n - 2) a(no)yo

@

s
G
|

D [a(k 11 a(z)]g(r) +g(k)

fr=no ! t—r+1 Gt

S .
TR [ H a(d) ] g(r) + [ II a(i)} g(k)
L Lli= ‘-.':, v r=nu t=r41 - © li=kral
[Ham} w0+ 3 | Tat] o0
i=ng r=ng Li=r+4l

por lo tanto la formula (1.3) se cumple, para todo n € N

1.3. Sistemas Dinamicos Discretos

1.3.1. Introduccién

13
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12 Un szst ma dzndmzco discreto puede ser caracterizado
— I T'c’R™ y ‘sus composiciones consigo misma

] Deﬁmcxén
como una funczdn f

Ast pues, se trab Jara con func1ones deﬁmdas del intervalo I en el inter-
valo, abierto o cerrado. (lo anterior: para.: .poder realizar la composicién). -
Las funciones que determinan un sistema dmémmo tamblén se Ies conoce}_ v

cOmo mapeos.

Defimcxén 1. 13 ‘Las iteraciones de f .son las funcwnes ‘que kse obtzenen
al componer f consigo misma: B , :

F=f0, fof=i® fofoi=f®,

‘Estas_funciones ‘ayudan’a definir el
tervalo I.
Asf por eJem lo

y si'se’compone

fHz) = (f f"")(z) (<1)2%", neN
Ahora interesa contestar, las siguientes preguntas:

14




‘ en un 51sterna, din rmco se pregunta. : z,cém y dénde van los puntos y qué
les pas 'asmtétncamente hablando‘7 R RITTE PR :

Se inte ta v1sua.hzar estas preguntas de otra forma Supéngase que cada

k o uho de. nosotros vivimos en un lugar de la linea recta 'y que nuestra direccién
o esta dada por.un mapeo  en el cual nuestro departamento esta colocado :Por
- eJemplo, supéngase que su depa:tamento es el 2, :

= Cada. afio el gobierno decreta que usted se debe trasladar a un nuevo

R departamento cuya direccién serd encontrada elevando al cubo su direc-
'+ cion'actual y después multiplicar por menos uno, esto es, se. aphca.ré. la

.~ funcién " f(z) = —z° a su direccién actual para encontrar su. -, nueva’ direc-" -
B cxén Entonces como actualmente usted est4 residiendo en el mimero dos; el

siguiente afio estard viviendo en f(2) = —2% = —8. Un afio después estars.
viviendo en f2(2) = —(—8)? =512 y después de n afios estard viviendo en
£(2) = (—1)"2%". Incluso si usted es una persona de edad avanzada, es. cla.ro,’ ;
que usted nunca vivird en el mismo lugar dos veces. Se considerard usted un
hombre afortunado de andar herrante por la vida. El valor absoluto de su
direccién se convertird en un valor mds grande y usted se movera de’ un-
lugar a otro del cero. Por lo que si yo empiezo en el punto. 2 entonces'f" o
crece sin cota alguna en valor abscluto y oscilar4.

Sdpéngase ahora que usted empieza en el numero 3. El Sié;llen
usted estard en f (l) = —(3)® = -1, el siguiente afio estars en .
f? l = (_l) 512, y después de n afios se estard en f“( ) = ( )"

.Entonces cada afio se moverd de un lado a otro del cero , pero conforme el E

tiempo pase su mimero no se alejard del cero, sino que tendera a él. ,
En general su direccién después de n afios sera f*(zq) = (- 1)"(:1:0)3" donde
o es la primera direccién. Si | zp [> 1 seve que: . g

P n - 1 —1Y3" = 1% 3"___'1,
lim | ™(zo) |= Mm | (-1)"aF" |= lim | s = o0

En valor absoluto, f™(zo) , se incrementard sin cota aléﬁné. y el factor
(—=1)" causard que el factor - f*(zo) oscile de un lado a otro del cero. Por
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entonces hm f"(a:o) = 0, entonces mientras

un: 1ado a otro “del cero tendiendo a cero cuando
“n'es suﬁcxentemente gra.nde ‘En términos de escoger un departamento , una
"-‘}persona cuy ireccién sea menor que uno en valor absoluto preferird un
depaxtamento cﬁya direccién es mas pequefia que uno, conforme el tiempo
na norse tendra que mover a.nualmente més lejos de su casa .

Consideremos” tres puntos importantes : -1, 0, 1. Nétese que f(—1) = 1
“y i f(1):=.=1.-"-Por lo'tanto -1'y 1 forman un 2-ciclo. M4s adelante se
" -definir4 formalmente. Asf que si usted estuviera viviendo en 1 cambiarfa su
- domicilio con la persona que estuviera vieviendo en -1 por un afio y luego se
"»regresana a su domicilio original por otro afio y después volverfa a cambiar
“"con su'socio del -1y asf' sucesivamente, es decir cada dos afios regresarfa
a’'su mismo lugar; qué aburrido ;no lo cree?. Pero mds aburrido serfa si su
““direccion fuera 0 porque usted nunca se mudarfa en toda su larga vida. Se
> dice, que cero es un punto fijo.

Asf se puede decir que en esencia el objetivo principal de la teorfa de los
sistemas dindmicos es entender todos los puntos de su dominio.
Para hacer el andlisis necesitamos una serie de conceptos.

1.3.2. Definiciones y Conceptos

Definicién 1.14 Si z es un elemento de I, entonces la Srbita de zp
bajo f es el siguiente conjunto. '

{0, f(z0), f2(20)...} = {f™(z0) | n € NU {0}}
y generalmente se denota.como O(zo, f).

Este conJunto (9(:1:0 f ) descnbe las distintas posiciones que visita un punto
al paso del tiempo (6 al paso de las iteraciones)

Definicién 1.15 El retrato fase es un diagrama que representa posibles
posiciones del sistema y flechas que indican el cambio de posiciones bajo la
iteracién de una funcidn. Es una gréfica en la recta real, donde se dibujan
todas las orbitas de un sistema dindmico.
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‘E_]emplo 1 16 La.s .szguzentes grdﬁcas ﬁg 3 y ﬁg 4, son retratos: fa;éres de
SE)=me oy fE@=a e .

recta y==z en ’l
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Se puede observar que; f mapea. len 1 y -len 1
Consecuentemente a estos punto: y.i1, se les da el nombre de punto
de perfodo dos 02- ciclo y a.l con_]unto {1 1} una 6rbita periédica de f. -

Deﬁn1c16n 1.19 El punto z'esun’ punto penddzco de periodo n si

En otras palabras z'es un p ‘nt p/ ddzca de f con periodo n, siz es
un punto fijo de f". ' o

tiene periodo primo ng si

). primio mo, si éste regresa por
empez6 en la ng iteracion.
riddicos de pertodo 1. Se

perfodov n por Pern(f).
periédicos se le denomina

denotard al con_]unto
A el conjunto de:

218 ; = —z. Obsérvese que O es el
nto ﬁjo Para ver que todos los puntos del dominio de la funcidn son
. puntos penddzcos de perfodo 2, de hecho Per,f =R, resuélvase la siguiente

N ecuaczdn

)
o)== r i
< f(f@z) ==z o .
= — (—:z)-—:v - ' v
fig 16
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Por lo tanto para todo punto en los. rea.les se umple ue; ese.punto estd
en el conjunto de puntos periddicos de pemod

eventualmente periédico de pe'mod:
m > 0 tal que f*Hi(z) = fl(.'z:) para
para i > m.

Definicién 1. 23 :L' es
pemédzco de per{od )

= Deﬁmc:én .25 Sea: f una funczdn ‘ f R - ]R ypun punto pe'mddzco de -
f.con per{odo k Entonces x .es asintdlico a p si la suceszén z, f (:z:)
(), fak(a:) .." converge a p. En otras pala,bras ~

nk —
inllr.‘c}of.f (?'?);_:_p

Ejemplo 1.26 Considérese ila.' -funci@m f(z) = ‘za.Ce‘ro, eé,“uﬁ(ipuhto ﬁjo,
supongase se empieza comn % e iteram_os‘ [ sucesivamente, .se obtiene
111 ‘
2723’ 29"
entonces 3 no es periddico 'y nunca alcanza a cero, a pesar de que éste
parece estar mds y mds cerca de él. Esto es f*(3) converge a cero cuando

n tiende a infinito. Se deduce que i es asintdtico a 0 bajo f(z) = 8.

Definicién 1.27 El conjunto estable de p se denota como W*(p) y
consiste de todos los puntos que son asintdticos a p.
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FALLA DE UHIGEN




.Nétese’ ‘que si se buscan puntos en el con_]unto estable de un punto con
periodo primo k, se debe consxderar la. i sucesuﬁn : B

A\in y.cuando p no es un punto penédlco se puede deﬁmr un punto z
asintético ap si | fi(z)—- f'(p) |-+ o0’ cuando'i — oo, .

Si analfticamente queremos estudiar todas las érbitas y clasificarlas,
resulta una tarea précticamente imposible.

Por ejemplo si f(z) es un polinomio cuadrético para encontrar explici-
tamente los puntos perfodicos de perfodo n se necesita resolver la ecuacion
f*(z) = z, que significa encontrar las rafces de un polinomio de grado 2".

Definicién 1.30 Como su nombre lo indica el andlisis grdfico usa la
gréfica de la funcion para analizar su dindmica.

Lo anterior se entenderd mejor si se ilustra con ejemplos. Empecemos con
la dindmica de la funcién f(z) = —z%, asf pues antes que nada grafiquese
la funcién f y la identidad es decir la recta y = z en el mismo sistema
coordenado. Se tratard de detérmvinaru la 6rbita de un punto que cae en el
intervalo (0, 1). Empecemos en el punto a o si se prefiere en el punto (a, a).
De este punto tracemos una linea vertical hasta tocar la gréfica de f. Como
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el punto se mueve verticalmente al valor de la abscisa, es decir, el valor en el
eje x deber4 ser a y el valor de ¥ (el valor en la ordenada ) deberd ser f(a).
Ahora muévase horizontalmente hasta tocar la recta y = z para arribar
al punto  f(a)-o (f(a), f(a)). Repitiendo este proceso, ahora se mueve
verticalmente a la grafica de f para llegar al punto (f(a), f2(a)) 'y después
horizontalmente hasta tocar la lfnea y = z para llegar a (f"’(a,) F2(a).
Continuando con este proceso se puede ver que f*(z) se aproxlma a cero
cuando n — co. Un an4lisis mds detallado sugiere que :

w(0) = (-1, 1), (o) = (~o0,~1) U (1, 00), wH(~1) = { 1} w’(l) =
{1} |

Hx)=—x Id

(% (@)t @)
(ta).£2(a)) ) a

(f(a).f(a)) (a.f(a))

fig7
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Capitulo 2

Criterios esenciales en el
estudio de los sistemas
dinamicos discretos

2.1. Criterios relacionados con la existencia
de puntos fijos

A continuacién enunciaremos dos teoremas, que establecen condiciones
suficientes para la existencia de puntos fijos.

Teorema 2.1 Sea I=[a,b] y f:I— 1 continua," eﬁtanqes f tiene al
menos un punto fijo en I. - R T S ‘
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F— oA |
7 |
__1 N

£—a \\\I=b
g(x)=f(x)—x

fig 1

DEMOSTRACION:
SeaI-—[a, bloy. f:I — I continua.Si f(a) = a osi f(b) = b, entonces

tanto a.como b son puntos fijos y ya acabamos. Supéngase que f(a)# a
yque'f(b) #b. Sea g(z)= f(z) —z. Como f(a) estd en (a,b), entonces

R f(a):> a asf mismo: f(b) < b, entonces g(a) = f(a) —a > 0y g(b) =

Fy=b< 0 y como g es continua, el teorema del valor intermedio implica
que existe un ¢ en [a,b] tal que g(c) = 0. Pero g(c) = f(c) — ¢, entonces
f(c) = ¢, que es lo que queriamos demostrar.ll

Ejemplo 2.2 Para f(z) =z° el = [-1,1], el teorema anterior garantiza
que f tiene al menos un punto fijo.

Teorema 2.3 ‘Sea [ un‘intequlo;cémdd y f:I —> R una funcidn con-
tinua. Si f(I) DI, entonces f tiene un punto fijo en I.
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o fig2

ay. f(§2)

SC ontrano,a<§1<bya<§2<b Si se
<0,

)
) -

25

b. S1§1=a051 & = b,

f(El) =& <
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2.2. Criterio para la estabilidad asintética de
puntos fijos y puntos periédicos

Los puntos fijos cuya derivada no es igual a uno en valor absoluto son
los suficientemente importantes como para tener su propio nombre. Estos
se llaman puntos fijos hiperbélicos. La hiperbolicidad es uno de los temas
m4ds importantes en los sistemas dindmicos. A continuacién se dan ciertos
criterios primero se demuestra para puntos-fijos y después se menciona la
generalizacion para puntos periédicos de perfodo n.

Definicién 2.5 Sea p un punto pemddzco de perfodo n. El punto D es un
punto hiperbdlico si | f*(z) |# 1.

El siguiente lema se puede demostrar como una condicion necesaria y
suficiente pero como aquf se utilizard sélo una implicacién, en el teorema
siguiente, s6lo se enunciard en una direccién.

Lema 2.6 Si f(z) es contmua enp tal que ¢ < f(p) <d conceRy
de IR entonces e:czste un"& “tal’ que six estd la veczndad del damzmo.

f(p) ________ |"'A E
€ pmmmme- R E i
r N
N 7
T p—8  p+d
fig 3

DEMOSTRACION: : Y :
Sea £ = min{d — f (), f(p) —c}. Como f(z) es continua en p, existe
6 > 0 tal que si- | z—-p|< 6, entonces | (a:) f(p) |< €. Pero
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Bt Teorema 2.7 Sea*

contmua en todo D
' .pertodo primo k.. Sl | (f") ’(p)

-,k: talique |’ (f") p) <

Témese una M que - cumpla que‘ 1L(rE ,_?.(p)‘|,(<~M < L. Como (f*) es

una funcién continua por el lema ;“ ant rior te una§- > 0: - tal’ que si
'z € (p—&,p+6) entonces ‘| f*'(z) |<‘
Considérese U(p) = (p — 8, p+6) "

Demostremos que. todas las 6 blt

p. . -
. .Sea z €U, con.z #p,
i es una func16n de: clase

,,f‘ (p)’|—| (f‘) @ llz-p
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Comoce U

el M
Se tiene entonces que il

(2.2)

Como M < 1se tiene’ que la’ dxstancxa de f"(:v) a’ p es menor. que la L

distancia de z a p. Por, lo tanto f’“(.'z:) euU..
) |
“Si f¥(z) 74
p, f"(:c)] talque

'Corrilo,'cl'ig st
De aquf que™ =

Como f (P) :.=- =

siguiente desigualdad

If"k(x)'efp
Como 0 < M <1, ‘
[frz)~plooo y
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Teorema 2.8 Sea f una funcw de clase.Ct. y'sea’p un punto pemddzco de f
con perfodo primo k. Sz | (f") (» ntervalo abierto
U alrededor de'p tal que sizE;
iteraciones de f. ‘

DEMOSTRACION
_ Seapun punto perxddlco de £/ con perfodo’ primo & tal que | ( f’°) (p) |>
1. Témese una M tal que | (f.*)’ (») > M >1...Como (f ¥)’ es una funcién
: contlnua (ya que pof hlpétems files una ‘funcién de clase C?, entonces f ,
‘esuna funmén O’1 composwlén de derwables es derivable y composicién
Cde contmuas es contmua, » asf en artlcular ( f")’ €s contmua) existe una

Pero f4(p) = p

Slfk(.’E)EU 'S¢
a: ahora par:

;[P Af k(z)] ' tal qu
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De aqui qu

[P - 1) 1> 011 f"(w_) ol

=P lo a.nterxor es equxvalente a.

 Como 115 =

de - la desxgualda
que (f)™(z)
ultlma demgualdad
Ua ;

- Los puntos ﬁJOS‘ cuya denvada son,menor que len valor absoluto
atractores y +los:puntos- ﬁ_)os cuya derivada es. més grande‘que‘
absoluto se llaman repulsores : D : i

. .—‘"',.. ”:' v,.-,.ﬂz 30




Capitulo 3

Una familia sencilla,
‘carismatica, pero con una
dinamica compleja: La familia
cuadratica.

Este capftulo tendrd como fin presentar a la familia cuadratica

3.1. Familia parametrizada de funciones

Se entenderd por una familia perametrizada de funciones una coleccién
de funciones que tiene'la misma forma.

Ejemplo 3.1 Constdérese da. fa.mzlza de funciones lineales fm(z) = mz
donde m 'uar{a . La vamable m es llamada el
: Para

. = 0 es un punto fijo repulsor y todos los otros
puntos estdn'en el conjunto estable de infinito. W*(co) = R\ {0}.
i’entonces todos los puntos excepto el 0 que es el wnico punto
penddzco pnmo de perfodo 2. '

‘Cuando =1 < m< 1,z = 0 es el unico punto fijo atractor y W*(0) =

3 R\{O}
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Si m =1, entonces todos: los
Finalmente cuando m > 1

W’(°°) R\{O}

1 €. >0 tal que para cualquier a y
_ b <co+e,’ entances la dinamica de

eziste una b1furcac1<5n en ¢
b que satisfaga co—€ <';

En otras palabras la dm de: a' funcién' cambia cuando el valor del

pardmetro cruza el valor de co

Ejemplo 3.3 En la fa'rmlza de funczones Jm(z) = mz, obsérvese que la
dindmica de la familia de funciones cambia bruscamente para valores antes
que -1 y despues de 1 por lo que se dice que en menos uno y en uno hay
una bifurcacién .Y para cualquier otro wvalor m que esté entre (—oo, —1) 6
(-1,1) 6 (1,00) la dindmica permanece igual.

3.2. La familia cuadratica

A pesar de que es una de las familias mds simples su dindmica es muy
compleja.

Esta famila es importante porque m4s adelante se vera que cualquier otra
familia de funciones cuadréiticas se puede hacer homeomorfa a aquella y por
un teorema que también se verd mds adelante hereda toda su dindmica.

3.2.1. Determinacién de los puntos fijos

La familia cuadrética tiene la forma Q.(z) = 2%+ ¢ esta es una familia
de paribolas que abren hacia arriba, con vértice sobre el eje y.

Evidentemente la posicién de las pardbolas dependen del valor de ¢, pues
¢ inicamente desplaza sobre el eje y a la pardbola y(z) = z?%.

Para determinar los puntos fijos debemos de resolver la ecuacién z2+4-c =
z, esdecir 22 -z+c=0. Las raices son
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1+\/1—4c

SRR T

S T \/1—4c
=5

,,;'“f : s
lI

. Sie> 4, ‘p y q . son complejos, y en consecuenc1a. las paré.bolas no
. intersectan a la 1dent1da :
Estos numeros son réales si. y.s6l

Por 1o .tanto si-
hace més pequerio, (
. hay una b1furcac1én, :
tangenc1a1 'ya'que en.c:
sérvese que cuando c > — i

~Vi—de<VT—dc
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, ‘ (8.1)
'~y anslogamente . - B '
| (3.2)

Juntando’

)
" con condicién inicial
~iguala'p

ricial menor

a'c s ante de Qc se da en el intervalo
=P < z < p do , e ) das este imtervalo como I.. Donde

ue —p es un punto eventualmente
:;el cual.es un punto fijo luego de la

’ prlmera 1terac16n Y poriltimo’el, con_lunto estable de infinito son todos los
" puntos que quedan fuera de I asf que W*(o0) = (—o0, —p) U (p, 00).

Dividamos el siguiente an4lisis en los siguientes tres casos cuando —2 <
c= -2, c¢< —2. Encada uno de los casos se ha adjuntado un
cuadrado de lado 2p centrado en el origen y con vértices en (p,p) (p, —p)

(-p,p) v (-p,—p)
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: tlenden a.l mismo tipo de érbita se escapan a 1nﬁmto

Mcuadrado cuando c.=-
c <=2y el comportam1ento de los puntos fuera ‘del cuadrad

. Se puede ver analftlcamente que para’ ¢ =,

: vcuadrado El razonamiento es el siguiente: et
Supédngase que’el punto mds bajo de la gréﬁca es
el punto centrado que se encuentra m4s abajo’ del cuadrado
realidad lo que se pregunta es, para qué valores“del pard
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Como 2c+1 ‘esy
asf que podemos ele

'ero negatlvo, entonces —(2c+_1) es p;bsifiyvo )




Capitulo 4

Andlisis de la familia
cuadratica para —-2<c< %
Parte 1

La importancia del cuadrado de la fig 3 es que éste atrapa todas las
¢rbitas de @, para -2 <c¢c< — )

Primero se anahzaré, qué pasa con la faxmha. cuadré,tlca pa.ra valores del
parémetro en-3<c< 1. B

4-1 . q@ punto atractor: —-— < c < 4

Como se vi6 anteriormente hay dos puntos ﬁ_]os p y q, de los cuales ¢
es atractor, ya que: . . ok .

¢ 1-+41+4+2 . 3
|f(q)|=l2—%]=|1—\/l+2cl<l si y solo si CZ_Z

 Gréficamente se puede ver que el conjunto estable de q es decir W*(g) =
(_plp) para Cuando —— < c< 5 1
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figl -

P

<

.

a) v

con condicién inicial entre - " “* con condicién inicial entre
-p y.cero » ceroy p

4.2. Primera bifurcacién de duplicacién de pe-
riodo c = —%

Cuando ¢ = —%, ocurre otro tipo de bifurcacién, esta bifurcacion es lla-
mada bifurcacién de duplicacién de periodo. De acuerdo a la seccién anterior,
la 6rbita de cualquier punto en I, es atraida por ¢, cuando —% <c< };
cuando ¢ = —% hay un cambio abrupto en la dindmica de esta 6rbita
porque ya no convergerd a q, sino a un ciclo de perfodo 2.

Asf pareciera que conforme ¢ decrece hasta —43 el punto ﬁ_)o atractor
desaparece y un nuevo ciclo de perfodo 2 nace. Pero en realidad el punto
fijo no desaparece, sino que, q cambia de ser un punto atractor a un
repulsor mientras que al mismo tiempo un nuevo ciclo atractor de
periodo 2 nace. Veamos ¢c6mo se da este cambio.

En cada una de las siguientes gréficas se ha dibujado una linea que es
perpendicular a la grifica de la funcién identidad y que pasa por ¢.
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fig 2 Grafica de Q.

e ' ‘)\\... e

aat |, T (.9)

-4 - Qc \.,:- Qc
R XX TRTR X trans A trans

a) c=—.65 b) ¢ = —.75

oolats o - Id:

SlLTees "“'Qc . ; . ‘

trans 7':' "";',;".; (QQQ) '
-0.870 ‘__;__-_tranS o

~6.378 Qc- $£3-0.30.4760.435, %4>-0. 4
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c> —-— a . C< '—;{7‘”
Cc. :

Nétese que se da el nacnmento de dos puntos ﬁ]OS para (. conforme c
decrece a través de =2 Un ‘andlisis grafico demuestra que estos son puntos
- atractores para Q2. Se denota por A, y Az a tales puntos .Obsérvese

que la derivada de Q2(z) ‘en esos puntos es menor que 1. Como 4, y A
-no son puntos fijos atractores para Q). entonces estos deben de caer en una
“6rbita periddica atractora de perfodo 2.

Ya se habfa mencionado anteriormente que este tipo de bifurcacién es
llamada bifurcacién.de duplicacién de perfodo, ya que conforme el pardmetro
varfa se tiene una ¢rbita periédica que cambia de ser atractora a repulsora
y en su lugar aparece un ciclo atractor cuyo perfodo es el doble al perfodo
del ciclo atractor ya existente. :

“Se pueden calcular analfticamente los puntos periédicos de perfodo 2:

Los puntos penédlcos de perfodo 2 son soluciones de la ecuacién Q2(z) =
T ,
Ce=> gt +2ca: —z4+E4c=0 (4.1)

Pero recuérdese que p y ¢ son puntos fijos esto significa que (z — p) y
(z — q) son factores del polinimio (4.1). Pero ademds p y ¢ son rafces de la
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FALLA DE ORIGEN




. Por ;ligrtépto

A, _ S14 /A —4(1+c
‘ — _—
4 1- \/1 40

2

Son los dos puntos del 2-ciclo, es decir el punto periédico de perfodo 2.

4.2.1. Conjunto estable para el ciclo periédico de perio-
d02para—§<c§—§'-

Se puede calcular el conjunto estable de A; y de As. Mds adelante se
puede ver que, vea fig 3, el conjunto estable de la nueva 6rbita periddica
de perfodo 2, para ¢ € (—3%,—2], consiste de cualquier punto z en

= [~p,p] menos los puntos eventualmente - periédicos a q.

Gréfica de 1a funcién Q.(z) con ¢ €

[—é —-‘3) . Los puntos €g, €;, €5, €3, ...
son puntos eventualmente fijos a gq.
También se puede observar que
cualquier condicién inicial en I,

que no sea un punto eventualmente

fijo de g estar4 en el conjunto estable

— Ic — de Ag' y Az, Porlo tanto W*(4,) =
(_pr ) \ {eoa €, €g, "'}

fig 3

. Calcular analfticamente el con_]unto ‘de puntos eventualmente fijos de g,
para los primeros térmmos del conJunto, se vuelve una tarea complicada,
de ahf que sélo calcularé los tres prlmeros puntos eventualmente fijos a ¢:

-7 Los puntos: que a prlmera ‘iteracién caen en ¢ satisfacen la siguiente
ecuacién Qc(z) =g 2+c —vb@ = 27242z -1= —~/1~4c
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= (2a:2+2a: -1)? A, 1 4c <= 4c? +8:1:2 +4z% — 422 = 0. Obsérvese que
i esta ultlma expresxén es una ecuacién cuadrética én ¢ que tiene 2 soluciones
‘& ==z2 -z 0c=—zl+zx. Despejéndose a z de la.ecuacién ¢, = —z2 —z
: ;se obtxene Ty = = -1—@ la expresién antenor tiene sentido si y sélo si
144e>0 es decir si c > —3. Pero ya se ha observado graficamente que

o cuando c > 4 la 6rbita de cualquier punto en R tiende a infinito y sic = 3

g no tiene punto eventualmente fijo. Por lo tanto  z; = =EYIFE o es

un punto eventualmente fijo a q. Ahora bien despejando a z de la segunda
."ecuacién obtenemos que z; = Zlig 0 Ip= i—'@ con gran sorpresa
'se observa que z2 es en realidad —p y, ya se habia visto, que —p ' no es un
punto prefijo de g, sino de p asf que esta solucién también se descartari.
~ Por lo tanto el punto eventualmente fijoa g es - z; = -“ﬁ'%E’ para una c
fija. - Asf siguiendo la notacién descrita enla fig3 eo = zy = ;“'le& (el
primer punto eventualmente fijo a ¢). Esto se puede coprobar facilmente,
ya que Q, (ZH{E) = .
~ " Podernos seguir con estos célculos y obtener los siguientes puntos prefijos,
.es decir, puntos que en la segunda iteracién caen en q. Pero se observa
que primero tienen que caer en ey para después caer en ¢ as{ los puntos
buscados cumplen con: Q.(z) = i‘ﬂE“c — z? 4 c = ;m;j >
@22 +c)+1)2 =1—dc+=> 2+ (2 ¥ 27%)c + z* + 22 = 0 una funcién

cuadrética en ¢ que tiene 2 soluciones: ¢ = —1 — 22+ V1422 ¥y
6=-1-2%-V1+2z2 al desarrollar ambas ecuaciones obtenemos una

tnica ecuacién: z4+ (2¢c+ 1):c2 +c?+2¢=0 una ecucién de grado 4 en z.
Asf que para resolverla se har4 un cambio de variable si y = z2, entonces

[ \/ 2_4(c2

¥+ (2c+1)y+c?+2c = 0, cuyas solucionesson y = (2c+1)* (2c+1) APH2)
Por lo tanto x = :l:\/ —(2°+1)+‘ﬂ2;+1)2_4(62+2°), es la forma de los puntos
que a'la segunda iteracién caenen q con c€ (—o0,0]. Asf renombrando

a nuestros puntos eventualmente fijos como se tiene en la fig 3 : e; =
\/—(2c+l)+3/(2c+1)2—4(c2+2c) v e \/—(2c+l)+\/(2c+1)2—4(c2+2c)
- ) 2= 2 :

4.3. Un resumen grafico

El analisis anterior se puede resumir en el siguiente diagrama el cual es
una forma de graficar "la bifurcacién de perfodo doble”
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Y

El eje horxzonta.l (la varxable independiente) representa el valor
del paréme Q c. El e_)e vert:cal corresponde al eje de las "z"

0; e1 e, el punto eventualmente fijoa p: ~PYy
ilos puntos de penodo dos (A1y Ag) asf como su_ dmé.mxca L
: al varmr el valor del parémetro [ i -
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Capitulo 5

Andlisis de la familia cuadratica
para c < —2.

51. ¢c= -2

En esta secc1én se haré el anélisis de la dmamxca de Qc(:z:) = z2+c para
c= =2,
En la ﬁgura 1 se presenta la funcxén Qz(z) ="z? + 2, como bien se
recordard del capftulo 3:seccién 3.2 la, dmé,xmca. interesante que presenta
‘esta. - funcuS e encuentra en el intervalo Iy = [_—-2, 2] ya que cualquier
mtervalo}f 'erade Is-bajo la. iteracién de:: Q-2 - ‘.tiende a menos infinito.
~ También’ se'recordaré que ‘es este valor del-pardmetro, ¢ = —2, donde la
-..funcién es ta.ngente a la parte de abajo del cuadrado con vertices (—p, —p)

' ;’f(—p,p) (p, —p) y (p,p)

“p.P) [$Z23

- + - = e

FrI R

PP

ﬁg 1 5
Gréfica de la funcién Qc(.'l:)

. Obsérvese que Q- manda al fntervalo [-2,0] ‘en I3 = [-2.7] (vea
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ﬁg 1) por lo tanto la segunda 1terac:16n de Q..z ‘es decxr Q_z,' manda este P

. intervalo [——2 2] sobre todo 12,7 como ‘exdctamente Q2" ‘1o Tizo con I g:-Asf,
con exepcién del. 0 todos los- pu.ntos ‘tendran dos preimagenes en [—2,0] .
Anélogamente lo anterlor pasa, para el intervalo [0,2]. Es ‘esta la razén por
la cual la grafica de Q2_2 txene exéc’camente dos valles vea'la ﬁgura 2.

ad g ",[_(‘q,q)*: B N

(99 )

Gréfica de la funcién @2 ,(x)
en el intervalo [—2,2] .

anera se puede ‘observar en la figura 2 que hay
: 1] [ 1 0] [o, 1] ¥ [1,2] en donde la funcién

Asf’ que la gréfica de @%, tendrd cuatro valles,
esta’manera’™ obtenemos que Qm", tendra 2"~! wvalles en
Que “por ‘cada valle la funcién Q™, cruza la diagonal exacta-
"mgnte dos veces. Por lo tanto Q_2 tiene exactamente 2" puntos periédicos
, dé perfodo nenly =[-2,2].
. #"Un’andlisis mds detallado de la dindmica de la funcién @Q", se puede ver
'en [14] en donde ademss de afirmar que Q_, tiene puntos periédicos de
" todos los perfodos posibles esto muestra que este conjunto, es decir, Per(Q_»)
es denso en I,.

5.2. c<-2

A continuacién analizaremos la dinsdmica de Q.para valores de ¢ menores
que menos dos. En la figura 4 se muestra una gréfica de Q. con ¢ < —2 junto
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-¢on su caja de vértices (-—p, —p) (—p, p) (p, ') (p, ) Como la gréfica de
la funcién Q. se sale de esta’ caja hay. puntos ‘dentro de la caja para los
cuales sus imdgenes en'la primera. iteracién “se salen de la-caja vea figh de
hecho’ estos puntos son -un conjunto abierto’ centrado en’ el origen llamese a
dicho conjunto A,, es decir A1 ‘es el conJunto de puntos que escapan de [,
después de la pnmera 1terac16n e : . :

R A
¢pp) ) (p‘ - . ;/
e R ‘ (p.p)
Y .
A, ,
N R
:-z
(—p.’—p)
fig 5

Una 6rbita ‘en el mtervalo A;.
Obsérvese cémo es que txende
a mﬁmto :

Identlﬁcando ahora los puntos que a la segunda terac16n se “salen de
I, véase'la fig 6, se nota 'que. consta. de dos subxertérvalos contenidos
“en I, llamemos A ~a este par de submtervalos_ Contmuando de esta
--manera se observa en la fig 7; que hay, cuatro subintervalos para los cuales
los puntos contenidos en estos submtervalos, .en Ta’ tercera 1tera01<5n salen de
I, . Llamemos Aj a estos subintervalos. ..

. (p.p) Ay
, A
\ At | N
- Y K 1 y [ 0 D ¢ ‘A :1 2 )
4 - | X /
(-p.-p) ™ Ay ~
fig 6 fig 7
Los intervalos Al y As Los intervalos A, Ay y A3
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Asf A' : esel’ conJunto de puntos en I, cuya drbxta sale de I después

..,dé,,exactamente iteraciones. -
Medlante un’ anéhsxs graﬁco se puede observar que cualqmer punto que

I salga fuera de I; tiene* una’dindmica relativamente 'simple ya que su érbita

V‘tenderé a mﬁmto baJo la iteracion de Q.. Es por eso que la pregunta obligada
:-es’sobre’la dindmica de los puntos que nunca saldrén fuera de I,. Para tal fin
~ primero se ‘analizar4 este conjunto cualitativamente (el conjunto de puntos
que nunca sale fuera de Ic)
Deffnase

'— Az e Ic | Q2 z) € Ic} para. todo ne€N
Nuestro’ obJetlvo w estudlar A= n An, A es el conjunto de puntos que

nunca sale - fuera de I .',"Es evidente que en principio A ‘es el complemento de
la unién de A, para todam € N. Para contruir A primero seretira A; del
mtervalo I quedando dos intervalos cerrados después, en un segundo paso, .
de esos.dos mtervalos se quita el conjunto Az quedando cuatro intervalos
_cerrados asf-en un tercer paso se retirard de estos cuatro intervalos a ‘el
‘conjunto Az dando como resultado ocho intervalos cerrados. Continuando
. 'de -esta manera se remueve a los conjuntos A, obteniendo 2" intervalos,
~ o veafig 8. .

fig 8

Ao | .|
P - P
A] M M
-p P
A — P o I o

-P p
A HH HH HH HH
-p ")

Proposicion 5.1 8i Q.(z) =22 +¢, con ¢ < -2, entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

a) El conjunto de nimeros reales z € I, que satisface la condicién de que
_\/-—(2c+1)+\/—l—4c \/—(2c+1)+\/—_1—-4c>
p) ) P

Qc(x) noestéen I. es el intervalo
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= oy suprayectlva

Se probara b)
puede ver. que A1

or el teorema del
‘dos intervalos en
ue Q. -es estrictamente
9r°<’'0. cuando z €

1tervalos son mapeados enp:
: valor mtermedlo, se: puede co

monétona en estos

| .[‘?" -V

“este’ mtervalo y Q’ (:z:) = 2:z:>>-0 e

1nt‘rv

consecuenc1a Q. esestrfctamente crecl ntervalo. Por lo que

Para continuar el argumento de mducc16n _upéngase que el inciso” b) y
. ¢)’es valido para k, es decir, supdngase que Ak “consiste de 2" intervalos
ajenos. Més atin supéngase que si [a,b] " es uno de los intervalos cerrados
que comprende Ay, entonces Q.(z):[a,b] — [—p, p] es biyectiva y que
Q.(z) < 0Vz € [a,b], o que Q. (z) > 0 Vze fa, 8],

Por demostrar que A4y consiste de k+1 intervalos ajenos y que
si [a, ] es uno de los intervalos cerrados que comprende A1, entonces
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o '_éh [a, ) ‘para el. prlmer daso Ly Qc es estrfctamente decreciente en [a b)

1 tlva : Asf con51dérese Ak Como se.vi6 en -
" Sea [a, b] uno de'los 2%: mtervalos

' ara el segundo caso, Sin’ pérdlda de generalidad supéngase que Q¥(z) >0
' ‘[a;b]"= Como Q%(z) - es estrictamente creciente en [a; b], Q¥ es continua
[;—p, p], por el teorema del valor mtermedm, se puede asegurar

: era cond1c1én asegura que [a Ty [xg, b] son. dls_]untos Las ulti-
mas tr&s de51gualdades 1mp11can que. Q¥ ([a, z1]) = [-p, 0], @ ([z1,zq)) <
‘=g que Q""" ([z2, b)) = [~p, p].Por lo tanto el conjunto de puntos que
‘ consiste de dos intervalos cer-
'rados dxs_]untos [a, z1) y [z2,b] . Si z estd en [a,x:], entonces Q¥(z)

=/ jgf—'*—l)i'——— “""] y Q(Qk(z)) < 0. Como supusimos que,

'esta en

Q’c(Qk(m)) (@5 (z) < 0

! esf.a en’ [.'l:z,b] entonces Q"(x) eﬁté en

@y =

para todo z€ [.'132, b]

En caso que (Q¥)’(z).< 0 para todo z € [a,b] , se utiliza un argumen-
to andlogo al anterior para asegurar que los puntos en A;y que estdn en
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i[a, by estan' \ su'vez. contenidos en dos intervalos ajenos:[a,z1] vy [z2;b),
QR ([az))

“tamente’ posmvo o estrictamente negativo, en cada uno de-los intervalos

- se sigue. que. hay dos. intervalos mds en Ay “que en Ag. Es' decir; Ak+1
~ contiene, 2(2%) ='2%+1 intervalos cerrados ajenos.- M4s atn si J: es.uno de
-los 2¥*+1 intervalos en Any1 entonces Q%! :J — [—p,p} es suprayectiva
“por las condiciones 2) y 4) y es biyectiva, ya que por 1nducc1én Q""‘1 es
,estrfctamente posmva_yo‘ negatxva enJ B .

) Lema 5. 2 Sz

242¥5 ento’ncés;| ‘ch’ (:i:) |>1 =

-2z Entonces | Qc(:z:) |-—| 2z |> 1 .si | T |> 3
G )._<~

1_4C4=* -3 +2c) SVID
>0 (ot :_c) (o+ ___;C)
: +_+4C <0y
e .;='—-01319 o c<__+_4C___‘

|( i )] y Q (z) = z? +c Siz es cualquzerpunto en
vonces Q“ z) |> A"

s DEMOSTRACION : e :

. 81 -z es un punto cualquiera en A, y- ‘como ¢ < ——"fc entonces

 por el lema 5.2 anterior existe-un'A > 1 “tal que | Q’ (:z:) |> /\ V:z: € An.
Utilizando la regla de la cadena se obtlene

| Q¢ (@) I=| Q- Q. (Qc(m)) Q'(Qz(m)) Q' (Q""(z)) l
| Q¢ (x) I | Q@) | -+ IQ’(Q"' @)1
> AA )\ /\" o
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=g, qly @ ([z2,6)) '=.[—q,q),. y que (QF+!)’ es o estrfc- 'f‘:’iﬁ' ,

' f[a, zy]7 vy [z2,8].. Como el intervalo [e, b]. es un intervalo arbitrario de Ap :



, PI‘OPOSIClén 5 4'38 e < - Q.(z) =22+ c. Entonces la longitid

S(s).
z,s; Por

~"Por lo tanto la longitud de un mtervalo en’ A,1 €s menor que 3 2,

Una de las preguntas mteresant;es_ es si'A ‘es no vacfo v la respuesta es
no, ya que los extremos de I. es decir %p estdn en A. M4s alin cada uno de
los extremos de cada uno de los intervalos que compone I estdnen A. Una
segunda pregunta es si A esta \inicamente constituido por extremos de los
intervalos de I, para alguna n y la respuesta es sorprendentemente no, hay
otros puntos en A que no son necesariamente los extremos de un intervalo
(Por qué?, mds adelante se verd que el conjunto de puntos periddicos de
Qc esdensoen A para c < —i'%@, y como cada uno de los extremos
de un intervalo I contenido en I, no son puntos periédicos, de hecho son
puntos eventualmente fijosap oa — p entonces lo anterior necesariamente
garantiza la existencia de otros puntos que no son extremos de un intervalo
I para ser puntos periédicos.

En cuanto a la contruccién de A se recordard que este conjunto es seme-
jante al conjunto de Cantor.
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5.3. Conjunto de Cantor

Cantor, Georg Ferdinand Ludwing Philipp
Nacié el 3 de Marzo de 1845 en San Peterburgo Rusia
Murié el 6 de Enero de 1918 en Halle, Alemania
Fue uno de los matemdticos mds brillantes de la huma-
nidad y personificé al incansable em-
pefio por comprender. Desde su juventud se

" interesé por el cldsico problema del infinito
tanto potencial como real e hizo importantes
aportaciones al crear la teorfa’ sobre los con-

i juntos transfinitos. Aunque fue muy atacado

-en su época, su trabajo se llegé a considerar
como el producto més fino del genio matems-
tico, asf como uno de los supremos logros de
la actividad humana puramente intelectual.
Aunque su vida estuvo llena de altibajos por su en-
fermedad que lo llevaban a constantes etapas
de depresién. La complejidad de sus investi-
gaciones , junto con la incomprensién de sus

colegas lo condujeron a la locura

Definition 1 Un conjunto T c ]R”‘es de _cantor s

a) T escerrado y. acotado (El. conjunto de todos'los, numems reales can esta

caractert: tic

b) no~:c5nt
dzscanez‘ )

on]untas son cerrados s

Para demostra.r que A es un con.]untﬂo de cantor para cuando ¢ < — LZC
es necesario recordar la s1gu1ente proposwxén cuya demostramc’m se puede
consultar en [19]. :

Proposicién 5.5 Sz{An} : es,‘ﬂha, coleccidn de intervalos cerrados, en-

tonces NA, es cerrada. -
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Teorema 5.6 Sz‘Qc(z ¢’ conc< ~B28  entonces A = DA

es un conjunto, de:carntoy

DEMOSTRACION:
Como p es un punto fijo de Qo entonces A es no vacio. Resta demostrar

segin la deﬁruc16n 2 que:

ca). A esce_rr‘ado y acotado

S b) A 'no contiene intervalos

) Cualqu'iféif‘punto en A es un punto de acumulacién de A

~‘a) Como kA ‘es la'int'e'rseccwh arbitraria de conJuntos‘cerradosg, por la
T propocxén 5.5se aﬁrma. ‘que'A es cerrado. Luego, como A esta contemdo 3
©en [-——p, p] entonces tamb1én es acotado PRI

b) Supéngase que A contlene un 1nterva.lo abierto (z,y) de longltud | :z:' y |
“entonces para-.toda ' n, (z,y)debe de estar contenido en uno -de los
i mtervalos de Ay por: la proposicién 5.4, se tiene que exxste una X <1
_tal que la longitud del intervalo en A es menor que . Como se
puede encontrar una ng tal que.| z =y |> & sE el mtervalo (z,9) no’
puede estar contenido en A,,u Por lo tanto A no contiene intervalos
" abiertos. :

c) Flnalmete supdngase que Z s un punto en A y sea Ns(z) = (-0, z+0)
una vecindad deradio en z. Por demostrar que la vecindad N,; (z) =
(z — 8,z + 6) contiene al menos un punto de A distinto de z.

Obsérvese que si a es uno de los extremos de uno de los mtervalos
en A,, entonces a estd en A, ya que Q"*!(a) =p. Paracadan,
debe estar contenida en uno de los intervalos de A,,. Escéjase A > 1
como en el proposicién 5.4, y escéjase un n suficientemente grande
tal que. ;"3’: < 4. Ast, todo intervalo de A,, debe estar contenido en
Ns(z), ya que la longitud de cada intervalo es menor que 2. Como
cada uno de los extremos finales del intervalos estan en Ns(z), y por
lo menos uno de ellos dista de z en menos de §. Por lo tanto cualquier
punto en A es un punto de acumulacién de A.IB



5.4. Caos

" Ahora que ya sabemos que los puntos que perrnanecen en "I, bajo
la iteracién de Q. con ¢ < —32¥8" forman un conJunto "dé cantor‘
interesarfa saber un poco més sobre la. dlné,nuca de’ la familia” cuadrética
para c < —5’4‘%@ restringida a ‘A’ (Nétese que 1o’ antenor tiene sentido
puesto que Q. mapea A ‘en A)

- Para tal fin se introducir4 = la nocién de caos, que a su vez involucra
2 definiciones nuevas, la primera es la nocién de que una funcién sea
topolégicamente transitiva y la segunda es que una funcién tenga sensibilidad
bajo condiciones iniciales..Al final, la demostracién de que la funcién Q. con
c< —ﬁ%\/—g es cadtica en A, serd inmediata.

La teorfa del caos se encuenta entre las ciencias méds jovenes y desde
sus obscuros orfgenes en la década de los setentas ha ascendido en la escala
de popularidad hasta convertirse en uno de los campos de investigacién mas
fascinantes que existen en la actualidad. El caos toma su nombre de la palabra
griega que significa desorden. Uno de los errores m4s comunes es suponer que
su drea de estudio es el desorden, cuando en realidad el caos es la misma
escencia del orden.

Definicién 5.7 Una funcion f: D — D es topoldgicamente transitiva en
D si para cualquier par de puntosz y y en D y cualquier ¢ > Q0 existe
unzGD yunn€N talquelz—z|<e y | fr(z) - f"(y)|<e.

’ En otras palabras, un sistema dindmico es topolégicamente transitivo si
da_do ‘cualesquiera dos puntos, podemos encontrar una ¢rbita de otro punto
-que en.un momento dado llega a estar arbitrariamente cercana a ambos.

- Proposicién 5.8 Si  c< —32%8  entonces Q. = 22 +c¢ es topoldgicam-
.:nete transitiva en A.
' DEMOSTRACION:
- -Seaz 'y 'y dos elementos de A ye > 0. Es suficiente probar que
ex1$t.e"’z € A’ tal que. |z—z|<e.y QFz) =y paraalguna n.
L i6n 5. 4 se sabe que, existe A > 1 tal que la longitud de
_es menor que 2, Escéjase n tal que 7\% < ¢e. Como

ada-intervalo en
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de ny ‘es menor que €. :
' bxyectlva. AR e Ic, _f ex.\ste 'z e I tal
me_nor que &, tal que Q"(z) =y, como

ie para cualquzer z € D -y cualquier
‘un'{numero,natuml n, tal que | z—yl|<e y

wle> 0 e:z:zste uny “en D
1@ = ) > 8
Proposicién.5.10k La i
a las condiciones iniciales.
y en A tal qu'e|’:z:' <

on; Qc(-’B) =224¢, conc< ——"‘—AC es sensible
Mds espec1.’ﬁcamente Vz eAly Ve >0 eziste
‘Y 1} Q"(z) Q"(y) |> :para alguna n.

DEMOSTR.ACION
. Seaz €A
que la. longltud

a mtervalo en An, - es menor que Escéjase n tal
€A se sabe, - por, la proposncxén 5. 1 ¢), que existe I,
ty:la dxstanma dez a: cualquler otro punto en I, es
cxén Qc I, = I ' es: blyectlva Entonces hay puntos a
' .7Los'puntos @ y b son puntos
‘en.A. Como Q7(z) estd en A
‘entonces Q7(z) estd en [—p,0)
6 Q) 4'en [-p,0); entonces b estd en
LAY Qr(z) = ~p|>p.’ SiQ(z) estd en (0,p], entonces
€A yademis]z—a |< €'y | Qz)~Qra) | = | Q2(=z) — (-p) I> .
Por lo tanto para cualqulera de 1052 casos existe y € A, cony =a o
y="b telque|z-y|<e y|Qiz)~Qny)|>p para alguna n.M

ya‘que't

Proposicién 5.11 El conjunto de puntas periddicos de Q.(x) = z*+c con
c< =25 ¢5 denso en A.

DEMOSTRACION:
Por demostrar que Vz € A y Ve > 0, existe un punto periédico p en
A talque|z-pi<e.
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' dxgase C Entonces ¢ es perlédlco y ademés : | T — C |<’e P
conjunto de puntos periédicos de Qc(a:) =2 + c ‘con’ c < - 5248
en A.

Definicién 5.12 Una funcidn f ,se dice que es cadtiba@i e :
a) f es topoldgicamente transitiva.

b) f es sensible a las condiciones iniciales

c) Los puntos periddicos de f son densos en D.

Teorema 5.13 Sic < —32Y5 entonces Qc(z) = z2+c es cadtica en A.

DEMOSTRACION: :
Es inmediato de las proposiciones 5.9, 5.10 y 5.11.
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Capitulo 6

Derivada Schwarziana

En esta seccién se analizard el teorema. 7.1 que se utlhzara en el sxgulente X

capftulo, el cual explica porque surge una d6rbita atractora conforme va.rfa

el pardmetro ¢ para la famila cuadritica Qq(z) = z° + ¢.” ‘Para’ 10 antenor _

asf ’como algunas

primero se dard la definicién de la derivada Schwar21ana,
el pnnc1p10

propiedades que élla cumple: teorema 6 2 proposmlén
Schwarziano de min- max. lema - 6.4." S

La derivada Schwarziana es una dela. més herrarmentas con las
que actualmente cuenta la teorfa de los sxstemas néxmcos discretos - unidi-
mensionales, introducida por Singer. en-1978; unc1ones con derivada
Schwarziana negativa tienen propxedad mteresantes que sim-
plifican su dindmica. S

Definicién 6.1 La derivada Schwa: m'n.a pam una funcwn f:R— IR estd
dada por:
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( gggzmg §z2)2+4 ggg-‘c!)g !r)) L a(x)) e (=)? "r‘.y"’ 2)/"(a(=))
f (@(=2)9 ) L= T
1 : £ (g(z))o’ (z))? 2,11(2( ng ( 2 ' (z 2) Ll .
G (s__u_»__(,zz)_(f, C10) LA 11710 ma u‘lg'(z) o
I‘III _ 3 fll 2 III T 3 q T
(Tg’q‘(‘nf (=) (_Qf’(g(x))) )(9 (‘”)) + 5 T 2171(:)
A (g'(2))? + S9(z)m o 7

ProposxcuSn 6.3 Supdngase que Sf < 0 Y Sg < 0 ent.ances.,. S(fog) <0.
En _particular st Sf < 0, entonces Sf" <0: it

DEMOSTRACION: N e e S

-Del teorema 6.2 S(fog)(z) = Sf(g(:z:))(g (:z:)) + Sg(z). Como, Sf <0,
el primer sumando es negativo y como Sg ‘< 0 el segundo sumando tamblen
es negatlvo, por lo tanto S(f o.g < 0 :

no:de min-maz).
uede tener un m.'[mmo local posztwo o un

: (Reduccién' al absurdo)
Supéngase que f tlene un mfmmo local posxtlvo en o y un maximo
local negatxvo en yo. v vt o
Si f tiene un mfmmo local posmvo en o => f (a:o) = O (Teorema
Si f esta definida sobre (a,b) y tiene un mfnimo (6 méximo) local en zo,
entonces f'(zq) = 0). Es decir, 7o es un punto critico para f', asf su
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Cf (o)

de la segun

el supuesto,
S f >0

o ©8i f tlene un'méximo local nega.tlvo en yo
L) Ademds f"(10) <0 y f (%) < 0, po

(Contradiciendo el hecho de que. S < O) -por :anto f ‘no puede tener

minimos locales posmvos o ma.xlmos locales negatlvos [

Teorema 6 5 Sea f 'u,na. funczdn dzferenczable en todo su dominio supéngase
‘que Sf.<0.-8i p es un punto periddico atractor para f, entonces el
conjunto estable de p - se .extiende a' infinito o menos infinito o eziste
un punto crz’tzco cuya’ 6rbzta es atrazda ala drbzta de p. : :

DEMOSTRACION

Supéngase primero que ‘p es un punto fi_]o Es claro que W’(p) es un
intervalo abierto, de’lo contrario, por. continuidad . de f tal conjunto . se
puede extender al conjunto estable de p bajo f, més alla de los extremos.
Asf, supdngase que W5(p) = (e,b) si a0 b es mds infinito o menos
infinito, ya se habr4 acabado : puesto que. W(p) se extiende a més mﬁmto'
o0 a menos infinito. Por lo tanto. supéngase quea y. b son finitos.

Afirmacién:_f (W‘(p)) C W?(p), ya que si se supone lo contrario, es
decir, f(W*(p)) € W?(p) = ..3 z € f(W(p)) tal que z ¢ W(p),
como z € f(W*(p)) = F(f(x)) = p cuando j— oo, ie, f I*1(z) —p
cua?c;o _7' W(p) (contradlccxén) Por lo tanto f(W?*(p)) C
We(p ; ‘

‘e V'ntervalo (a, b) en (a b) y por la aﬁrmacujn anterior

ellos‘mlsm % decxr, f(a) debeserd o b y f(b) debe ser a ob.
Entonces’ hay escencialmente cuatro posibilidades para la grafica de f enel
intervalo (g,b),  vea sus graficas.
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figl

a) f(a)=a [f(b)=b =
b fle)=b f(b)=ea
¢) fla)=a f(b)=a
d) - f(a)—b f(b

Para el inciso a) Yy b), es- mmedlato ‘que’ f debe tener an mé.xxmo y un
mfnimo en W*(p) = (a, b), el cual por estar. en W* (p) : seré. atrmdo ap. Por
lo tanto el teorema es verdadero i

‘b Por ‘el"teo;egx;a del valor

En forma anéloga por el , edio “existe un punto d en
7 (p, b) tal'que f'(d)’= 1.’ : S
: »Del " segmento [c,d], " a p en su interior se tiene
- f (c) =1, fl@=1"y. f’ ya que p es un punto fijo atractor )

‘Ast por el lema 6.4 f"'no ‘puede tener un mifnimo local positivo en

%‘_

. [c,d] = _f' tiene un mifnimo local negativo o igual a cero. Asf para
e cualqmera de estos’ ‘dos ‘casos lo anterior implica que al menos existe un punto

. en (¢, d) C (a by =W *(p), en donde la derivada se anula, es decir, existe al

‘' menos " un punto crftlco en el conJunto estable de p bajo f, obteniéndose

E lo que se’querfa.
Para el inciso b), f(a) =b y f(b) = a, considérese g(z) = f*(z)
" (ésto con el fin de que nuestra funcién g mape¢ aenay b en b y

- asf remontarnos- ‘al - primer caso antes descrito). Obsérvese que si p es

un punto fijo atractor.de - £, entonces p sigue siendo punto fijo de g
ya que g(p) = f*(p) = f(f(p)) = f(p) = p y ademés atractor ya que
1.g(R).|=|. F(£@) £P).J=]. £ 2)f'(®) I< 1. Por el teorema 6.2 Sg < 0,
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. como. g(a) =a; y g(b) = b ‘se vuelve a aphca.r el argumento del 2aso -l
*‘jmostrando que g tiene un punto crftxco, llamémosle ‘s en (a;b) - y>
g =F(F())f(s) se sigue que 56" f(s) ' es un punto critico de
o (a, b) Esto completa le, prueba s1 P es un’ punto ﬁJO el

f™ manda - (a,b) en sf mismo y ' para los cuales f”"
. extremos finalés en ellos mismos, es decir f™(a) =a- f’"(b)

fMa)=by frb)=a o fmMa)=a y fmb)=a 0 f’”(a) =

_-Para el ultlmo y peniltimo caso,  es claro que . f™ debe tener un un‘to‘
-~ crftico ‘en (a,b). Ahora bien para el primer caso, es decir, f’"(a '

L f’"(b) = ;b existe un'c € (a, p) tal que ™' (e) = MEEIL"@
k 'ané.logamente‘ 3 de (p, b) tal que (f™)'(d ) M =
10’ tanto p .
de penodo m’ atractor) Por hlpétems Sf <0, y por: la proposxcxén 6. 3
=S fm <0, y.por el lema 6.4 ( ™) no puede tener un minimo local positivo
= ( f"‘)’ ‘tiene un minimo local negativo o igual a cero, . entonces existe
“al:menos un punto en (c,d) C (a,b) = W*(p), donde la derivada se anula,
es demr, f™ -tiene un punto critico en (a,b), obteniendo lo que se desea. .
el " Para el segundo caso se puede hacer lo anslogo considerando g = (f™)?
“':. como en el caso anterior para un punto fijo. W
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Capitulo 7

Analisis de la familia cuadratica
para —2 < c< zli Parte 11
Transicion al caos

En esta seccxdn se continuard con el andlisis de qué pasa conforme c.se"
decrementa de 1 ¢ a —2 . Como se verd mds adelante la transicién  para‘que’
(. sea cadtica es necesaria una serie de bifurcaciones de perfodo doble. Por -
lo que en este capftulo se analizard la ruta hacia €l caos.

Uno de los resultados importantes que se utilizard es el siguiente:

Teorema 7.1 Seaf una funcidn diferenciable en todo su dominio y Sf < 0.
Sip es un punto periddico atractor para f, entonces el conjunto estable de
P, ya sea que se. extienda a mds infinito o a menos infinito o eriste un
punto cﬂtico'de.. f, - cuya drbita es atraida a la drbita de p.

La prueba de‘ este teorema se puede ver en el capftulo anterior sobre la
"Derivada’ Sch\ artmana"

Asf puesto que S(Q.(z)) < 0 Ve € R y del andlisis desarrollado en el
capftulo 4 y més especfficamente en la fig 4 de ese mismo capftulo, se puede
ver:que’ el conJunto estable para los puntos periédicos de periodo m con
- “m €Ny no se extiende a més infinito o a menos infinito, asf que el punto
s 'crftho.de, Qe,  que es el cero, ya que Q;(0) =0, est4 en el conjunto estable

_-del punto periédico de perfodo m con m € N, asf, si Q.(z) tiene una drbita
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' atractora para alguna c, entonces se sabe que el punto critico de Q. (z)
estd en.el con_]unto estable “de la 6rbita. Se explorard esta informacién para
dibujar un’ dlagrama de bifurcacién -para Q.. El pardmetro ¢ est4 graficado
en'el eje horizontal 'y el valor de Q2(0) estd graficado en el eje vertical

"~ “para algunos valores de n entre 500 y 600. Por ejemplo supéngamose que

¢ =1.8. As{ pues Q¥°(0) =1.18, Q°1(0) = —0.38, - Q5°2(0) = —1.64’

T "'Qﬁoo( ) = —0.93 entonces los puntos (1.8,1.18), (1 8,—0.38), (1.8,—1. 64)

. (1.8,—0.93) serdn graficados.
Esto se hizo para 400 valores de ¢ entre —2 y. 1 .Los valores del rango
estdn entre —2 y 2. El diagrama asf descrito’ se muestra a‘continuacién.

Valores de Q7(0) -

12 ;
0.5 E - B
S e
0 Py . v// :
i I
» M -~
i -
-0.5 '_.’ e
-1
-1.§
-1.% =1 -0.% 0

Ya que una 6rbita periédica atrae, segin el teorema 7.1 a un punto critico
el diagrama deberfa de darnos una localizacién de las 6rbitas atractoras.

Obsérvese que se obtiene el comportamiento que se esperaba para % <

3
c< —I

la 6rbita de cero ha convergido més o menos al punto fijo atractor
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i parémet;ro ;

".:;‘ q.. Cuando

or;urre en —%, ya que en dicho punt')
luego a: una

(q-q)l'

-" - % 1 |as
e
I

fig 3

Note la semejanza de las gréficas en las cajas

Qiiag Y. ;.Qk—c_).qz

Una de las caJas mo tradas en la gréfica de Q2(z) empieza en el punto
~fijo (g,9), después se ha trazado una linea recta horizontal hacia la derecha
hasta tocar la- grifica 'de’.@? en el punto (—g,q). Enseguida se traza,
una linea vertical hasta tocar la gréfica de y = z en el punto (—¢,—q).
Finalmente se completa la‘caja trazando un segmento de lfnea horizontal
de (— a, —q) a (g,—¢), y un segmento de lfnea vertical de (g, —¢q) 2 (g, q).
Esta caja ha sido dibujada’ en la grafica-de Q2 ,4(z), en la fig. 2 junto con
una segunda caja, la cual estd al lado, abajo a'la izquierda, de la caja ya
contruida y tiene uno de sus vértices en (g, g). Nétese la semejanza entre
la grafica de Q; en I; cuando s = —0,426845, en la fig 3, y la grédfica
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.'de Q2,19 en sus cajas, claro, rotando una de ellas 180° grados en sentido
-contrario a'las manecillas del reloj. Dada la semejanza de las cajas se
“espera que la dindmica sea también semejante.

-Enla tabla de figuras, tabla 1, se vers la gréfica de Q%(z) para una
gran variedad de valores de c entre —2 y % y en cada gréfica se han
marcado las cajas descritas con anterioridad . Obsérvese que cada caja tiene
una esquina en un punto fijo atractor de Q.(z). Obsérvese finalmente cémo
la gréfica cambia dentro de la caja conforme c se decrementa.

.. .Los cambios de la grifica de Q?(z) son cualitativamente iguales a los
cambios de la gréfica de Q,(z) en I, conforme s se decrementa desde cero.
En particular nétese que cuando  Q?(0).= —g, el maximo local en zo = 0,
es tangente a la parte superior de la caja. Esto es, cualitativamente igual a
la grafica de Q2(z) en I..Como @2(c) = c? 4 ¢, se puede encontrar el valor
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dec para el cual la. tangenc1a ocurre, resolvxend
es.decir," e + co= :—IEZE Resolv1endo la ecuacién’ anterlor 'se encuentra
que la tangencia ocurre cuando ces: aproxxmédamente 1:1.5437. Mirando
de nuevo la tabla 1, nétese que cuando ¢ 'es menor. que ' —1.5437, - la grafica -
de Q%(z)- en las cajas es cuahtatxvamente semejante a'la:grafica " de @.(z)
en el cuadrado’ I -cuando ¢'es més ‘pequefio que -2. Asf pues, se espera.
que la dindmica para estos valores sea :semejante, pero hay una importante
diferencia, de aquellos puntos que salen del intervalo I, bajo la iteracion
de Qs(z) = 2% + s, cuando.s < —2 y que pertenecen al conjuntc estable
de oo, ‘los cuales nunca regresan a I.. Sin embargo puntos que salen del
mtervalo [—a,q] - bajo la‘iteracién de Q2%(z) pueden regresar a[—g,q] bajo
* la iteracién de Q%(z). Véase la 51gu1ente fig 4

’vGr‘gSﬁca de @2 cuando
=-1.71 nétese que los
puntos en el. cuadrado, es
ydecxr -en'el intervalo [ q, q]
len’ del intervalo bajo la
racién de Q2(z) y pue-
den regresar. La condicién
inicial en este caso Tg = 0.

Como ta.les‘ puntos pueden regresa.r al intervalo [—g, g] esto complica la

o dindmica de Q%(z). Ademsds como la grafica sesale delrecténgulo sefialado,

"se espera‘'que exista un conjunto de Cantor en [—g,q] en el cual Q%(z) se
. comporta cadticamente cuando ¢ es menor que —1.5437. En forma aniloga
.- para la segunda caja hay un segundo conjunto de Cantor en donde Q2(z) es
caética cuando ¢ es menor que —1.5437.

Obsérvese la grafica de Q! en la fig 5 inciso a), b) y ¢) para ¢ = —1.19,
¢=—125 y c¢= —1.31 y asf determinar qué pasa cuando c se decrementa
a partir de —1.25 en cada caso la grafica esta mostrada en el intervalo

[_Q1 Q]’
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fig 5 Q.‘?(w) e

observé cuando se vi6 la graﬁca de Q2 (:z:)
de duplicacién de penodo ocurre - }
cuatro ha nacido.* £ :

Més adela.n e.se vera que hay un valor del parémetro para el cua.l Q“(z)
elve a tener cuadrados, en donde la funcion Q3(z) essemejante a @, en
I, paraalguna -2<s<i
Por ejemplo obsérvese la gréﬁca de Q¢ para c = —1.375625 en la fig. 6,
se notard de nuevo las cajas en las cuales la grifica de Q% es semejante a
Q. en I,.
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0.5 |

-6.5

B,

-1.5 |

, -Flj andose se observa que cada una de 1 cajas tlene n punto' de perfodo
2. Tarnblén, hay una caja para cada punto de perfodo 4. Se espera que
. haya ‘un valor del pardémetro c - para el cual la gréfica de Q%(z) se sale del
e _cuadrado ‘y-asf con un razonamJento anéJogo al- anterior. se llega a que hay
;"o .- 4iconjuntos. de Cantor :en Ic, ‘@ donde:_la funcmn Q“(z) es caltica. Es
2 . -decir si se.toma un- punto en cualqulera de.es os conjuntos, su orbita bajo
Q“(:z:) serd caGtica.
- : Asf pues,. conforme . el pa.rametro se dec ementa. en la funcién Q%(z)
o el valor absoluto de la derivada de Q%(z) en el punto de perfodo 4 es mayor
“'que 1~y por tanto hay otra bifurcacién y  la, 6rbita perfédica atractora
¢~ de periodo 4 se convierte en repulsora.. Ya creada la 6rbita de perfodo 8 se
- .verdn. .8 cajas en las cuales la gréfica de. Q%(z) se parece a la grafica de
" Qs(x) en'I, para alguna s. Conforme el pardmetro continia decreciendo
. .se tiene otra bifurcacién de periodo doble 'y una érbita de periodo 16 es
e creada
' Este proceso continua hasta un valor llamado "¢ infinito" que es
aprommadamen’ce -1.4
:Un aspecto interesante de esta cascada de duphcac16n de periodo conciste
i ‘de la diferencia entre dos valores consecutivos del pardmetro donde ocurre
la bifurcacién. Supéngase ¢, el valor del pardmetro para el cual el punto
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perlédlco atractor 2" se divide en un punto perlédlco atractor de perfodo

antl, Obsérvese la siguiente tabla de Felgenbaum :

tabla 2 de Feigenbaum

n| en Cn — Cn-1 Crgp1 — Cn | ===t
0] -0.75 - - N
A1) 125 | -05 .. -0.12 4.166666
12 -1.37 -0.118098 -0.025947 | 4.551508
3|-1.3940 i 2025947 ' | -5.585x1073 | 4.645837
4 ]-1:3996.)-5.585x1073 | -1.19x10~3 | 4.693227

Cn—=Cn—1

~ —1.4 y ademds el cociente =2
Este numero es el llamado niimero de

~“Por lo tanto si . tiene un punto periédico de periédo primo 7, se pueden
encontrar n regiones de la grafica de @7, en la cuales se pueden construir
‘cajas cuadradas, tales que la grafica de Q! en dichas cajas sea semejante a
la gréfica de @, en cierta regién I,.

Como se habfa mencionado anteriormente existe un conjunto de Cantor
en [—q,q], en el cual Q?(z) es cadtico siempre que ¢ > —1.5437. Como resul-
tado se espera que la dindmica para el valor del pardmetro en el intervalo
[~2,—1.5437] sea extremadamente complicada. En realidad la dindmica
de Q. para pardmetros en esta seccién no quedan del todo comprendidos.
Como se mencioné arriba, en la figura 1 se muestra, un diagrama de bi-
furcacién para los pardmetros de este intervalo. Obsérvese las aparentes
érbitas de perfodo tres y cinco en dicha figura 1. Si se hace un acercamiento
a cualquiera de estas 2 ¢rbitas, digamos, alrededor de la 6rbita de perfodo
3, se descubre otro diagrama de bifurcacién aparentemente idéntico al de

la figl.
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a
I
\

b
a

3!

WAt

Nétese las franjas verticales blancas .Estos espacios correspon-
den a puntos periédicos atractores. Las franjas més obvxas co—
rresponden a puntos atractores de perfodo 5 y puntos pe—- .

riodicos de periédo 3. En la fig 9

se ha hecho un acercamiento

a los puntos de periodo 3 restingiendo el valor del pardmetro
de -2 a -1.57. Se ha mostrado un cuadrado donde hay una
gran semejanza de esta regién con el diagrama de bifurcacién

mostrado el la fig. anterior,
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Capitulo 8

Conjugacion Topolégica

Definicién 8.1 v: D — E es un homeomorfismo sty sélo si v es contm-
ua, uno a uno Yy tiene inversa continua.

Si Dy Eson hom‘eérho;'fos, ‘é_nton‘ce;‘s la tAoi),ole‘gf‘aide D yEes la,ixﬁ:‘ )

g

. ‘ figl
: Se dice. que un dlagrama es conmutativo, si se empieza con un elemento
~.enD, se sigue; las ﬂechas a cualquier otro conjunto en el diagrama y se llega
- al mxsmo elemento no 1mporta cual ruta se tome.
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Ahora bien como v es un homeomorfism

y que

Comoy conmuta

“en la ecuacién previa’

‘se sabe que 7’1 v '(é_éta ,déﬁnidof g

fig 3
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Ejemplo 8.3 (no matemdtico de conjugacion topoldgica): Supdngase que X
es el conjunto de sustantivos en francés y'Y el conjunio de sustantivos en
inglés y -y el diccionario de francés-inglés, sea f la funcion “plurales en
Jrancés” y hace que a cada sustantivo en francés le asigne su correspondiente
plural y sea g "la funcion plurales en inglés”.

Para ir a través de la formula (8.1) se puede iniciar con la palabra en
francés "oeil” la cual por el diccionario francés inglés ~ le corresponde
Peye”, la funcion “plurales en inglés ” la transformard en "eyes” Ahora
necesitamos transformala en francés usando el diccionario inglés francés”,
es decir v~! ; cuando se aplica v~ a Yeyes” esto dard como resultado
"yeuz” el plural de "oeil”. Esto es lo que hubiera hecho directamente f si se
hubtera aplicado a ”oeil”.

La importancia de la conjugacién topoldgica es que ésta preserva el com-
portamiento cualitativo de las érbitas, bajo iteracién, es decir preserva las
dindmicas como se verei en el sxgmente teorema: :

D, g: E' — E Y v D - E una conjugacidn topold_t}ié
Entonces las szguzentes aﬁ'r'rnaczones son ciertas :

woa) YTYEE S D una con]ugaczdn topoldgzca
D) yofr=g"o
c):p es un pun

d) Si; p es um 2 vlperzddzco de f con conjunto
el conjuntoA estable de y(p) - es. '7(W’(p))

DEMOSTR’ACI(SNi S

o a) Por demostrar dos cosas, la prxmera que v~! es un homeomorfismo y

' e segunda que f oyl ! o g. Para la primera como por hipotesis v

“liest un homeomorﬁsmo, claramente v~! también lo es ya que 47!,
“es continua, tiene inversa continua (v es continua), y es biyectiva (v
es biyectiva). Para la segunda parte, como por hip6tesis yo f = go 7,
entonces f = v logoy. Asipues, foy! =4 logoyony!
=9 logol=~71og [ ]
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) ( Se utxhzaré mducmén sobre n) S

(p)." Pero por el inciso b) g™(7(p)) 3
(;b)?es un punto de periodo n. 'dé; g

>:M;, entdnces

1]é ‘continua en ‘p,.3
V)= v(p)|< ¢ Escéjase M
4,‘entonces | f*¥(z) ~p|<d.

il ’r(f (w))«- v(p) I< €

l => (Por con_]ugamén topoléglca)
g™(r(@) - 7(p)*;|_,< ¢

cuando n > AM.A
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_ Ejemplo 8.5 Sea f(z) =
que existe una funcion lmeal"y(
una con]ugaczdn topaldgzc

SOLUCION: - .-
Primero calcule

2% 4 Bmz + Cm +d
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Poxf lo tanto, si la transforma neal 'y(:z) Az + 2 yec=CA+
DB = —) entonces 7 es’ topoléglcamente conjugada entre [y el mapeo
cuadrétlco Qc( )= .’L 4+ Cutl S
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7(x)=mx+d 1

A.>c+2

2 e 2 g B

Ny
|3
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Capitulo 9

Meétodo de Euler

9.1. Métodos Numeéricos

La gran mayorfa de las ecuaciones diferenciales %"i = f(t,y) no se
pueden resolver de manera explicita mediante expresiones analfticas simples,
es decir, dada una ecuacién diferencial la probabilidad de que no sea resoluble
analfticamente, es muy grande, de ahf la importancia del enfoque numérico.

Hay diversos paquetes computacionales como Matematica, Maple o Mat-
lab que atin cuando no se pueda expresar la solucién en términos elementales,
la computadora muestra la gréfica de la solucién. Esto es posible gracias a los
métodos numéricos con los cuales la computadora aprox1ma las soluciones
paso a paso.

Las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales son de suma im-
portancia para las matematicas aplicadas- es por ello que se ha desarrollado
una gran variedad de métodos numeéricos:’ imple es el metodo de
Euler, aunque rara vez se emplea en'la’ f _plxcxdad de su de-
ducci6n sirve . para ejemplificar las técnicas con: que-se desarrollan algunos
de los. métodos mds avanzados, sin los exigorrosos mconveruentes algebrdicos
que acompana a éstos.

La idea escencial de este método de aproxxmamén numénca es tan
intuitiva que es diffcil atribufrselo a alglen en pa.rtlcular Pero la primera
descripcion formal fue hecha por Euler:’ La primera prueba de que conforme
el paso tiende a cero la solucién aproximada tiende a a la solucién exacta
la hizo Cauchy, sin embargo, ya Newton habfa usado este método en uno
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de sus primeros libros que hablan de ecuaciones diferenciales.

9.2. Meétodo de Euler

Para poner en préctica el método de FEuler se da un incremento At,
que generalmente se llama paso de tamaiio h, el cual es un ndmero posmvo
Supéngase que inicialmente se empieza en algin punto (tg, yo), que repre-
senta la condicién inicial. En este punto la ecuacién diferencial %% =f(t,y)
especifica la pendiente de la recta tangente a la solucién en (to,30) en-

. seguida 2o - se incrementa un paso de longitud h, llamemosle %; es decir,
“t1 = tg+ h, .y nos movemos sobre la recta tangente que pasa por (tos vo)
y tiene como pendiente a f(to,y0). Si y; es la componente en 'y de‘esta
-recta tangente que pasa por (to,%) ¥ tiene como componente en el eje t

'atl,entonceS' - , i PR Cri e

¢ *Plbrr”tant':o

Véase la ﬁgura 1

pendiente = £(to,y0) »

ﬁgl
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“~obtener

La solucxén aproxlrnada por el método de Euler entre estos dos puntos o

i (to,yo) y (t1,%), es el segmento de linea que 1os une .

La solucién aproximada de Euler puede “ser extendida a més puntos
Ahora se puede empezar desde el punto: (t;y, yl)k como  nnuevo punto mlma,l
usando la pendiente dada por f(t1,%1),: como nuevo punto inicial, ~para ..

(t21 3/2) = (tl + h yl + hf(tll yl))

, De la nisma forma se puede ahora utilizar (tz,yz), como punto 1ru01a1 -
para obtener (t3,y3) y asf sucesivamente. :La figura 2 muestra los resultados ,
.del método de Euler después de tres’ pasos consecutlvos i s

Juncion deﬁmda en algun rectdngulo R [c d] Escd]ase un punto
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(to,yo) € R ‘con Deftnase: una sucesion  de puntos

(tm yn) “Te u'r

: yn+l (t) RO
pa.sa. ka, través de

“tal'ecuacion tiene'la soluczdﬁ ezacta: y(t) " Se estzmard la soluczén por
E el método de Euler’ con un incremento; de. h = 0 1.

- Tabla. 1. .

tn | yn [ y(@&) [ fayn) | ¥ni1=ynthf(te Yn)
to=0 | 1 y(0.0) =1 1
t1=0.1 | 1.1 | y(0,1) =1105| 1.1 n=1+(0.1)1.1=1.11
to=0.2 | 1.2 |- y(0.9) =1.281 1.2 | y=1.11+(0.1)1.2=1.28
t3=0.9 | 1.8|y(0, 3) =139 . L8 | §5=1.28+(0.1)1.9=1.96
ta=0.4 |iL4; OO gy =1.86+(0.1)1.4=1.50
t5=0.5 Tyg=1.50+(0.1)1.5=1.65

- Obsérv
el valor de

Ejemplo 9.3 Para la misma ecuacién y/ =y y las mismas condiciones
iniciales es decir (tg, yo) = (0,1) gue en el ejemplo anterior se puede estimar
la solucién aprozimada para t =0.5 pero ahora con un tamario de paso
menor con h =0.05.
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Tabla 2

tn Yn Yy
0.00 | 1.000] 1.0000
0.05 | 1.050 | 1.6487
0.10°| 1.102'| 2.7182
1015 | 1,157 | 1.1618
17020 | 1.215| 12014
0.25 | 1276 | 1.2840
0.0 |1.840.| '1.8498 |
0.85°|.1.407 | 1.4290'| *
0.40°| '1.477 | 14918
0.45 |71.551°| 1.5688
0.50 1.628' 1.6‘487

Con un tamaiio de paso menor, h‘ = 0 05 se reahza miés trabaJo ya que por o
ejemplo, en este caso se requirio6 el doble de pasos parairdet =0 a . t. —O 5 o
sin embargo, al final se obtiene una -aproximacién mejor a la solucion. - _

En general, esto es valido, dado un punto fijo en el dominio,’ la aprox—,, '
imacién-de Euler. converge al valor exacto conforme el tamaiio. del. paso -
disminuye. Una demostracuﬁn puede verse en el Apéndice A. R

! Aproximacién de Euler

" Solucion exactapara ¥'= (% y)

. h
para un paso A

Aproximaciin de Euler
para un paso h

B S Py

Il
1
1
1
1
[l
)
(
]
q
]
]
]

- e t
t th Bh g tem
fig3

Gréfica de la solucién exacta de la ecuacién diferencial y’=y con yo—l
junto con dos soluciones aproximadas por el método de Euler, 'la primera con
tamarfio de paso k =0.05 y la segunda con tamaifio h =0.1.
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9.3. El método de Euler como un sistema ite-

rativo:

Como el método de Euler consiste en discretizar el tiempo de una ecuacién
diferencial se puede ver al método de Euler como una simple iteracién.
Durante mucho tiempo los matemdticos han tratado de explicar el compor-
tamiento de las soluciones aproximadas por diferentes métodos en particular
por el método de Euler, pero, por ejemplo se puede ver [16] que ainy .

- cuando se conocfan las grandes diferencias que habfa entre las soluciones. . :

aproximadas y exactas, para tiempos grandes y un incremento fijo, no: -
se podfa dar una explicacién a este fenémeno como ahora. Los mateméticos:
siguen tratando de entender qué es lo que hacen en reahdad los métodos
numeéricos, en general.

Como se ha tratado de ver las iteraciones abarcan un contexto muy
amplio en las las ecuaciones diferenciales.Por otro lado la computadora
encuentra en la iteracién una iteracién muy compatible. A pesar de todo esto
iterar no es una parte tradicional en el manejo de las ecuaciones diferenciales.

El objetivo principal de este trabajo es discutir lo que pasa si
se fija el paso h y se incrementa la variable independiente. M4s
especificamente se dara respuesta a la pregunta, ;Cudndo la apro-
ximacién de Euler, para un tamano de paso fijo, tiene el mis-
mo comportamiento cualitativo que una ecuacién diferencial, para
cierto tipo de ecuaciones diferenciales. Entiéndase por comportamien-
to cualitativo, la forma general de la curva solucidn, y en general, el estudio
de las propiedades cualitativas de la solucién. Por ejemplo, si la solucién es
y(t) = e7%, todas las soluciones con diferentes condiciones iniciales, tiende
a cero conforme la varable independiente tiende a infinito otra propiedad
cualitativa de una ecuacién de este mismo tipo podria ser la estabilidad de
las soluciones.

Observacién:

Analizar el comportamiento a largo plazo de las soluciones
aproximadas, por el método de Euler es equivalente analizar su
dindmica como un sistema iterativo.

Considérese el método de Euler aplicado a 3 = f(t,y), entonces se
tiene que
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v_itw;—;?n““h AR (9 1)

‘Los puntos
_teracién: del mape

es decir gh(t y) =y¥ hf(t y)

Por lo tanto, si f s6lo depende de t, el método:de
como la iteracién de una funcién de nimeros r i
y entonces el método de Euler puede ¢ ser modela 5.
una funcién de R?> a R2. ‘

87 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




88




Capitulo 10

Aplicaciones

10.1. La ecuacién y’=_c

10.1.1. Soluciones de la ecuacién diferencial y’= ¢

A continuacén se analizard el comportamiento cualitativo de la solu-
cién aproximada por el método de Euler para la ecuacién dlferenmal més -
sencilla, es decir, ¥ = ¢ donde ¢ es una contante en en los reales Y condl-
cién inicial y(to) = yo. Por el método de separacién de variables  se tiene
dy = %dt = dy = cdt => Jdy =cfdt = y(t) =ct+ k. Utilizando
la condicién inicial - y(to) = yo para obtener el valor ‘de’la’constante de
integracién se obtiene que yp = ctp + k ="k = yo — clo." Por lo tanto la
solucién explicita -es: . y(t) =.ct + (yo —cto).. " Obsérvese en la fig 1 los
distintos comportam1entos de las soluciones para los distintos valores de ¢
c<0, ¢c=0, c> O
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y (1)

— > ¢
Bl LAY
= r—
T Ld
Caiiaye<0 ity b) c=0
Para cualquier condicién inicial~ = ="l
" las soluciones tienden a menos~ ' - Las soluciones. son contantes
infinito .~ "7 “en el tiempo
r(1)

Las soluciones tienden a
més infinito cuando t
! tiende a infinito.

c)e>0

10.1.2. Anadlisis del método de Euler para la ecuacién
y'=c
Ahora bien, obtengamos la solucién aproximada de esta ecuacién por el
método de Euler asf:

tn Yn

to . Ll Yo
; n=ch+y,

)’2= ch + Y1

, = tlith = tobnh | iye=ch + ¥,_;
Como yn = ch +yn_y esV\i‘riya"ééuQéiérx:l' ‘en diferencias muy- sencilla su
solucién se puede encontrar iterando yn41 = ch+ y, asf:

1
ik
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| FALLA DE ORIGEN

90




dyora
ivi=ch+y, :
1 ya= Ch 4 Y= 2¢ch -+ Yo

333
to»ll-o

m=n|y,=ch+y, ,=nch -|;ny

A continuacién, para entender el comportamiento de las soluciones apro-
ximadas por el método de Euler de una manera distinta a analizar su solu-
cién analftica, se buscard una funcién g, : R — R tal que g(yn) = Yn+1-
Esta funcién generard una dindmica artificial, la cual proporcionara el com-
portamiento cualitativo de tal solucién aproximada. Asf pues, considerece
gn : R—> R con gnh(z) = ch+z. Como gp(r) = ch+z es una fami-
lia parametrizada de rectas, se obtienen y se sacan los comportamientos
correspondientes para cada valor del pardmetro h. Considérese los casos
¢< 0,c=0,c>0 como inicialmente se habfa mencionado.

1. Caso A: ¢<0

J )n+.l

La - grédfica de g, fig 2, es una funcidn lineal
que no pasa por el origen y ademsés siempre
es paralela a la identidad y queda por deba-
jo de ésta - independientemente del valor

h €R* que se tome. Es por esto que esta
funcién no tiene puntos fijos. Asf la drbita de
cualquier punto en R tenders a menos in-
finito. - e

El retrato fase se muestra & continuaciém: s == A i -
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(n ) ) -~ Conel analisis anterior no es dificil mtuxr gl ,
comportamiento cualitattivo “de la ‘solucién

yo . S aproximada por el método Euler para una -

J o .. “’condicién inicial positiva y un incremento -

e -~ h positivo. Ademés se puede comprobar

"o, - : directamente de la expresién analftica.

‘ LN Al comparar la forma cualitativa de las so-

2o M lucidn aproximada con la forma cualitativa
de la solucién exacta, se puede ver que es
la misma, es decir, conforme t tiendea °
infinito la solucion tenderd a menos infinito

figa

2. _»'Caso B: c=0

’

y n+l A
La grdfica de gy= T es la identidad,: Br= td
esto significa que cualquier punto

en el dominio R de la funcién serd

un punto fijo

' De) amihsxs a.ntenor nos damos cuenta
}’ (n) 4 que la solucxén aproumada por el mé-
' todo de Eu]er es constante y valdré la
condicién.inicial Yo “todo el tiempo. Ob-
servese‘ que al comparar la forma cualita-
tiva de las soluciones aproximadas con
la forma cualitativa de las soluciones
exactas, . se puede ver que es la misma
en el sentido de que conforme ¢t tiende
n a infinito la solucién permanece cons-

tante en el ‘tiempo.

4
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La gréfica de g5 es una funcién
linal que no pasa por el origen ¥

ademds siempre es paralela a la
identidad y queda por encima / LV o
de ésta, indeprendientemente / Y .
P s gr’ 71 Yn
del valor h € R™ que se tome. Es por 2 .
esto que la funcién no tiene puntos ld
fijos. Asf la drbita de cualquier punto fig 7
en R tenderd a mas infinito, (fig 7).
El retrato fase se muestra a continua- ) T T T
cién: (fig 8)
' fig 8
Yy,
) ..' Con el andlisis anterior no es diffcil
." intuir el comportamiento cualitativo
.o‘ de la solucién aproximada por el
‘o,. método de Euler, para una condicién
,..' inicial positiva y cualquier incremento
Iy o ». h positivo
, . fig9
CONCLUSION:

Por lo tanto, bajo estas condiciones. la solucién que - aproxima. a la

solucién exacta dela ecuacién diferencial y = ¢, por el'método de Euler es - -
"buena". Buena en el sentido de parecerse cuahtatnamente a. ésta para ..
cualquier incremento h positivo que se tome, para cualqmera,

h=1. "

Con este ejemplo parecfera que la a.ﬁrmacién:’ "la ‘solucién”aproximada
por el método de Euler siempre tendrd la forma de las soluciones exactas
para cualquier incremento A que se tome v cualquier ecuacién diferencial ™
es verdadera, sin embargo es totalmente falsa, mas adelante se verd, que esto
que pasé con-el metodo de Euler para una ecuacién tan simple no pasa en
la mayorfa de las ecuacidnes diferenciales por muy simple que parezcan.
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10.2. La ecuacién diferencial y’-——ky

10.2.1. Soluciones de la ecuacién diferé’ﬁéial

A continuacién se analizard el comportamlento cuahtatwo de. la solucujn: :
aproximada por el método de Euler para la ecuacién d1ferenc1a1 lmeal ho:
mogénea de primer orden con coeficientes constantes. y' = ky, con k e R\ [0] e

y ¥(tg) =Yo. :
Obsérvese que y(t) =0 Vit € R €s una soluc16n que cumple la
*. . ecuacién y' = ky. A tal solucién se le conoce como solucién trivial. s

~ Uno de los métodos para resolver la ecuacién anterior es por ‘el método;;_»;‘
de separacién de variables : L
Y =ky = % = ky = dy = Hdt = dy = kydt = % ——kdt=>
Je —kfdt=>ln|y =kt +1nC) ==y |= ekt+in O L. R
| ¥ |— Coekt =5 y = £Che* = y(t) = Ce* con C € R\{O}
La gréfica de la familia de soluciones es la siguiente:

Para k>0 Si k<0

N\

y

c>0

- = c=0 c={
’ % ; c<0
N c<(
fig 10 o ' fig 11
El cero, y(t)=0, ‘es un repulsor El cero, ¥(t) =0, es un atractor.

- Cualquier - solucion se aleja de'. y = 0 ... Cualquier  solucién se acerca
conforme .~ ¢ — 00" : 5 .-a.y =10. conformet — o0

Estas afirmaciones serfan para las Sigmelit
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k>0 k<0

10.2.2.  Analisis del método de Euler aplicado a la
ecuacién y' = ky
Aplicando el método de Euler a la ecuacién ¥’ = ky una solucién apro-
ximada se -obtiene de la siguiente manera:

t'n i Yn -
to : Yo ,
. t1= fo-*'h : yi= (1 -+ hk‘)yo
- g to= 1y +h = to—’-oh . )’2'—‘ (1 + hk)y]'

Yni= (1 + kh)yﬂ_l

Como y,1 = (1 ] ,‘
- su soluc16n se pued

9a | ~ ThalS COF
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Por lo tanto y, = (1 +kh)"yo es la expresion analitica de la ecuacién en
diferencias yn = (1 + hk)yn+1. A continuacién, para entender mejor el com-
portamiento de las soluciones, de una manera distinta a analizar su solucién
analftica, se definird una funcién g, : R = R que cumpla gh(yn) = Yn+1-
Tal funcién generard una dindmica artificial que proporcionard el compor-
tamiento cuahtatxvo de la solucién.

Sea

gn R—R
gn(2) = (1+kh)e
Nuestro objetivo principal es:
1. Ver que tan buena es la aproximacién de Euler parala ecuamén Yy = ky, '
en este sentido entiéndase, si para una h-arbitraria:pero:fija, la sclucién

exacta y la solucién aproximada se comportan cuahtatlvamente igual
para tiempos muy grandes. L

2. Entender ma4s especificamente el compdfﬁaﬁiientd delas soluciones
aproximadas por el método de Euler conforme h (nuestro pardmetro) .
barre el conjunto (0, oc). Coe

Para desarrollar los objetivos propuestos, considérese a gp{z) = (1 +-
kh)z como una familia parametrizada de rectas. Luego mediante un andlisis-
parecido al ejemplo 3.1 con m = 1 + kh se sacardn los comportam1entosf
correspondientes para el pardmetro de cada h.

El analisis siguiente se dividird en dos casos para h > 0y h. <0 tal \
como se dividié en un principio, pero antes, tal vez sea convemente “ver:. el

siguiente cuadro sindptico 1 que contiene los resultados que se obtuweron, '_ _'
asf como la manera en que se dividieron los casos: x :
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CASO1:.

k>0

CASO2:

k<O

- Cuadro Sinoptico 1 - -

Para cualquier h > 0 .- ge.
la solucién y(t) =0

es un repulsor

 SUBCASO a:
El cero y(t) = 0,

ejet es un
atractor. Para
O<h<-—%

SUBCASO b:
El cero' es un
repuls'oih, h~> -2

SU'BCASO c: Para '

‘h. -'—— ‘Cualquier

- soluc:én ‘es periédi-
.:ca-de periédo 2.

‘ :;\SUBSUBCASO T Pa.ra
—L<h<=2o

y (n) :

R -
USRS 4

e e

La solucién oscilara de

un lado a otro del cero
SUBSUBCASO ii:Para -
% 1 La solucién aprox.

v (n)]

A

N P

I

Salvo en el tiempo inicial

la sol. valdré cero en
cualquier momento.
SUBSUBCASO iii:Para 0
< h < —4.]a sol. aprox. es:

97,

v (n)
-
-
-
i L T
”
v () e
..
3 - * -
- 1
- .
- -
. -
AT S
Mot = m - - -
el

Es periddica de periédo dos
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Tamblén obsérvese la saguxente ﬁcrura en donde se representa el dlagrama
de bifurcacién para la ecuacién y/ = ky con k < 0 para distintos valores del
paramentro h.

y =0 esun atractor __y = 0 es un repulsor

Valores de h lL }

1. casO 1 'k>o

Cero*es el Ainico punto fijo de g, ya que g(p) = p <= (1+kh)p = p <
3:p+ l\hp =pe=khp=0 pero h>0 y k>0, entonces p.= 0.
~ Como | g’(O) l-—l 1+kh |> 1. entonces por el teorema 2_ el cero es un

'repulsor ' : _ T AR

: La éféﬁéa de Vg es una funcién
lineal que pasa por el origen con

pendiente mayor a uno, siempre. . S b
independientemente del valor de Lol A »
h€R™ que se tome. Obsérvese R AR Ay
que el conjunto estable de infinito es N B :
todo R menos el cero, es decir L id: - -::'

1175=R\{0}. Y la ¢rbita de
cualquier punto p €ERT es
positiva.

El retrato fase es el que se muestra

& continuacién:
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.. Con’el andlisis anterior no es diffcil

i . ,.i S intuirel comportamiento cualitativo
R S de la solucién aproximada para una
Ddeessens o condcién inicial positiva.
“fig 15
“CONCLUSION

En este caso el método de Euler st aprozima bien, en el sentido gue las
“soluciones aprozimadus y las soluciones eractas se comportan cuali-
tativamnente igual, conforme t se hace muy grande, y lo mds IMPOR-
TANTE: este comportamiento no depende del valor del incremento
h. - ~

CASO 20 k<. o , :
Si k‘< 0 se presenta una dinémica sencilla pero interesante .

Cero, p(t) =0, es el unlco punto ﬁJO de g. En efecto g(p) = p <=
(14 kh)p p =

P+ kh.p: p 4:» khp=0, pero h>0 y k <0, entonces de todas
formas p = 0. La derivadd de g es: ¢'(z) = 1 + hk == ¢'(0) = 1 + hk.
Como k& es negativo surgen tres casos interesantes segun los criterios
descritos por los teoremas 2.9 y 2.10.

CASO a: |14 hk|<1
‘CASO b: |1+ hk 1>1
CASO ¢ | 14 hi |=

a) SUBCASO a:

. Igh(O) |—l 1+ kh |< 1, entonces por el teorema 2. 9, el cero
.es un atractor . De la de51gualdad anterior despéjese h para ver el

" rango del pardmentro A en el cual cero es un atractor |1+kh|<1
= ~1<14+h<1=2>-hk>0= 5 >h>0
Obsérvese que para este caso la funcién g es una funcién lineal
con pendiente en valor absoluto menor que uno, por dltimo, como
se puede ver en ¢l cuadro sindptico, hemos dividido este subcaso
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—-1y0
SUBSUBCASO n) 1 + hl' =0
SUBSUBCASO i) 0 < 1+ hk < 1

1) SUBSUBCASO i)  —1<1

La gréfica de g es una
funcion lineal con pen- . RE o
diente estrfctamente

mayor que —1 y menor
que O (ejemplo: fig 16).
Retrato fase.

luciones, que



. ; 4 H
T el o d
La gréfica de g es S
una funcién lineal con
pendiente igual a cero,
por lo que coincide
con el eje x. Obsér- oo e 1 ))0 .
vese que en la diné- e o ‘
mica de esta funcién,
a cualquier punto lo
manda a cero en la

pnmerfa iteracion; - "ﬁg‘ 19°
cualquier punto en . ‘ el B
los reales excepto : o ,"‘"" '__::\ /:'__\ \\‘
el cero es un punto ) - ,.'1' o ,’“Sié""\ N
eventualmente fijo. S o 0
ﬁg 20
Lx ) -
r‘{ - Forma cualitativa de la solumén
i ) "aproximada para una condicién
e, -~ inicial positiva.
- fig2l '
De la condxcxén de este caso, despéJese h: 1+ hk =0 =
hk = —1 = hk = —1 => h = —1. Por lo tanto si hi= -1,

entonces el cero, y(n) =0, esun atractor y salvo en el tiempo .
inicial la solucién valdra cero en cualquier otro momento.”,

3) SUBSUBCASO iii): Si0<1+hk<1.

1




g es una funcién lineal
que pasa por el origen
con pendiente mayor
que cero y menor que
uno. La 6rbita de cual-
quier nimero positivo
es siempre positiva

ﬁg 23

vl - - Esta es ]a solucxén aproxlma—
) RS da que m4s se parece a la T
solucxén e.\acta LR

( a'ecuacion y = ky, con k< 0
uena sz se. toma el incremento en

) SUBCASO b :

S gh(O yl=[1 4 hE 1> 1 entonces por ¢l teorema 2.10, -cero

-85 un repulsor. De la des:gua]dad Para este caso desp&jese h -de

J14+%kh |>1 = 1+4kh>1 61+kh < —1=>kh >00

kh < —2, obsérvese .que la primera .condicién se cumple porque
k<0y h> 0, asf-que 1+ kh < —1,-éstoes, h < —=,'§ :
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g0 ia

" Asf, para este caso,
la grdfica deges

" una funcién lineal
con pendiente me-

nor ‘que -1 y mayor s B
. fig 2J:

a 0. Enla fig 26 se
muestra €] retrato

fase.
y(n L -
o .
Y p e : :
0 ' La solucién aproximada
T diverge de cero oscila-
o o o lando de un lado a Qtro_ s
L4 . Ade éste. o .
fig 27
CONCLUSION:

mala apromrnacmn en el sentido de’ q ‘
comportamiento totalmente dxferente al deseado, las olumones se -
alejardn.del cero. '

SUBCASO c:
Como | 1+ hk |= 1= 1+hk-—1 6 +h
hk = —2. Pero la primera . condlclén no: se cumple ya. que ta.nto

h > 0 como k& < 0 son dxstmtos de cero por lo ‘que solo queda
1+ hk = -1, osea, h = —2 :

»
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" gx3) id

g es una funcién lineal que ¥y
pasa por el origen con pen- W
diente igual a -1, cualquier
punto distinto de cero  es,
un punto periédico de pe-
rfodo dos .

- fSe puedek‘v cla.ramente una solucién
e aprommada de’ perfodo dos, la solucion
Yn solo toma dos valores de unoy del
. “otro lado de cero. Esta aproximacién
A nunca convergerd al cero conforme

: ﬁg 30 ! Yn tiende a infinito
CONCLUSION:

Si el incremento es igual a 'E no se esperard que la solucidn
aprozimada se parezca cualitativamente a la solucion ezacta, de
hecho mo tiene gue esperar tanto; espere un tiempo, espere dos
tiempos y el tercer tiempo serd lo gue obluvo en el primer tiempo
y ésto se repite.

10.3. La ecuacién y/ = o — By

En esta Eeccién se analizaré e] método de Euler aplicado a la ecuacién
¥ =a— By con la condicion inicial y(ty) =yo.

10.3.1. ‘Soluciones de la ecuacién diferencialy’ = .o — ﬂyg

Por medio de un andlisis cualitativo, se analizardn las soluciones de esta
--ecuacion. Sea f(y) = a— 3y° el lado derecho de la ecuacién diferencial.
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Obsérvese la g‘réﬁca de i = f.(y);-.;.en, la fig 30

e Gréfica de la ecuacién y/ = f(y) =a— By,
- donde 4 se interpreta como la funcién
I("‘p)\ Y.y como la variable independiente.

_ La gré.ﬁca corta al eje horlzontal en dos puntos 1 = \/_ y Yo = —-\/—
. Es decir, en- estos dos puntos la derwada = ( para- todo t, esto significa
que las soluc1ones Y t) \/_ y y(t) \/g permanecen constantes

en el tlempo En este caso se dice que 31 y yo son soluciones de equilibrio,
o bien, puntq.s “de equilibrio.

I viady : Gré.ﬁca de las solucnones :

v(t) =,/% ¥ y(t) = —/5-

LI R S BRI )
. ot ‘\/—y —'\/_ sonlla.mada.s

BYCL I ;
) L soluciones'de gqulllbrlo y

fig 31,

El comportarmento a largo pla.zo de cualqmer otra soluc16n .con cond1c16n:"

inicial distinta de , — % 6. \/g es. dlferente Sl la condlclé

-estd en L% \/—> g entonces f(y) < 0", es.adecxr, ‘;’ﬁ Iy s me
tiva. por lo tanto las solucmnes y(t), decrecen Si la cond1c1én 1mc1a1 Yo

estd en ( \/—, \/_> , entonces fly) >0, es dec1r la % = = F(y) es po-

sitiva, -por lo tanto las soluclon% y(t) son crecientes. Por udltimo, si la

condicion 1mcxal, yo, -esta -entre (\/3— . oo> . emonces f(y) < 0, esto es,
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e -ta

V(o '\\\ ‘. migndose a ‘la solucion
J( AR de equlhbno estab]e S
Wb B ‘
///1; L (t) = \/; [
ERN ’ ’ e
B A e
_./ - IR table. No es dificil ver,

/‘_/{/ L con 168 criterios descritos
= - k ’(0‘5) L5 ! ater:ormente que’ \/_%- :
< (oB) » A esun’ surnidero.’ Y. R

1‘\ i ——\/— es una fuente

fig 32 fig 33 A
Por lo tanto si y(to) # % $. entonces y(t) tiende a :i:\/%.

10.3.2. Ans4lisis del método de Euler para la ecuacion

' — A 2
y'=a- By
Mediante un andlisis cualitativo se decidird para que incrementos de h
nuestra aproximacion es buena, es decir, para que incrementos h las soluciones
aproximadas serdn atraidas por —, /% y repelidas por , /§- En el transcurso
de este anilisis se irdn comparando los retratos fase que se obtendrin, con
el retrato fase de la familia de soluciones -exactas, fig 33

Si se aplica el método de Euler ala ecuamén cuadrédtica —H =a—3y* se
obtiene . R S L

T Ynn=(e=BYR) h+yn =9(va) = ¢" (%)
Definase g, tal que ) \
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Gh ‘R->R
gh(z) = (o - B2?) - h+zx

Corno se ha mencionado anteriormente, estudiar la dindmica de la ecuac:lén
en diferencias yn41 = (a—By2)-h+y, es equivalente a estudiar la dindmi-
_ca de g, porque es una ecuacién en diferencias de primer orden. Obsérvese
que la funcién g es una funcién cuadrédtica. Se aprovechard el trabajo re-
alizado en el capitulo 1 seccién 5, en donde se hizo un anilisis
detallado de la familia cuadrdtica Q.(z). Se conocerd la dindmica de g
via una conjugacién topolégica con Q.(z). En el ejemplo 8.5 de la sec- .’
cién de conjugacién topolégica se ha visto que todo mapeo cuadritico es
topoldgicamente equivalente a la familia cuadrédtica Q.(z) = z%+c vfa una
conjugacisn lineal. Es decir, existe ~v(z) =mz+b talqueyoQ.=go7.
Por lo tanto si A = —fh, B =1, y C=ha sonlos coeficientes ..
del polinomio cuadrdtico g, se pueden realizar los cdlculos andlogos a
los realizados anteriormente, véase el diagrama en la siguiente fig 34, y de -
este modo llegar a que g(p) = (a + z — Bx°)h = —Bhz® + Th+ ah es
topolégicamente conjugada a Qc(z) = 2° + ¢, donde c= —Bh%a+ 1 via
v(z) = —Bhx + 1 % Notese que la relacién entre ¢ y h descrito por la
ecuacion ¢ = —S8h*a + % es importante, ya que relaciona el parametro.c de
la familia cuadratlca {(va analizada ) con el incremento h de la aprommamon
de Euler para =0 — Ay?. Vea el signente dlagrama

gx)=—ph2+x+ah

Temendo presente la relacxdn entre Qcy (a:) recordemos la dindmica
“de la familia cuadréhca descmta enlos capftulos 3, 4,5, 7v 8. conforme el
pa.rémetro c \arla - :
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CASO 1~ [%Z’ %) es equxvalente atomar h € ( —\7‘1;7] o 3

RJecuérdese ‘en el capftulo 4 seccion uno, que cuando el valor del

ﬂ y el otro repulsor, p= —‘tﬂ_—:—‘ﬁ

yL manda 'a,f,'q =
- ya que B

\/:17: en\/—%— y p=_ﬂ en

std entre —2 < ¢ < §* Qc(z) tiene dos puntos ﬁ_]os uno. .

’w—1<q)j= 7(L
_y ((1—/1-4(-Bah2+} .
oo (D)

41 = a2
3Bh 23R e - 28h_ . . 2Bh
48h2a . - Vo _3£4ﬁh2a]_‘ _ ' a

ZBh 8

‘Pdf lo‘tanto \/;‘;; es un pumo ﬁJO atractor' de g v —\/' S ur
repulsor de g cuando -3 < c< —‘
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Por lo tanto el con_]unto estable del umco punto ﬁJO atractor 1/ 3

’enelmapeog sonlas meD talque:cE( ﬁ,ﬁa-*-\/—)

‘ :iPor dltimo hay que ver como debe ser h. De la condicién de este caso
setieneque —3 <c< i = -3 < -Bra+i <l Un despeJe sencillo
de h da como resultado: -1< -—aﬁh2 <0, esto es, 7=g >h>0.

TESIS COw
FALLA DE ORIGEN
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“Grdtens da 1a funcién g@)= o a7
,—ﬁha:2+a:+ah conhe T L
(O,:Tlo‘?) y dxferentes R

cond:cxones mxcxa.les

e e (_w \/’>

este : mtervalo esté contemdo SRS
en 17* (oo) LA

b) ‘si :co— —

) punto ﬁ_]o repulso

‘o) si :EOE~ :
este mterva.lo esté contemdo

. punto ﬁ_]o atractor

) si ZgE€ (\/;11%'*‘\/7)

este intervalo-estd contemdo;‘ L

“en w* (\/%)

1) si zo—ﬂh+\/§, g es

: un punto eventualmente ﬁJO

g)si- z0€ <ﬁ—h+ 5200 ")

la 6rbita de cualquier punto

‘en este intervalo tiende.a
1menos infinito.
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Delo anterlor se: txene que el retrato fase que - describe | g, con h€

(0] e

fig 36
Si se compara el diagrama anterior fig 36, rotado noventa grados en sen-
tido contrario a las manecillas del reloj,-con la lfnea de fase que describe las
soluciones exactas de la ecuacién y' = o — By? mostrado en la fig 33,se

o

‘verd que tienen cierta ana]ogfa el punto ﬁjo atractor \/; yel punto fijo-- -

repulsor’ —\/_ aparecen, pero se observa que los puntos que estdn entre,,f.» e

\/% y ﬁh + /» en Ia prlmera 1tera01én dan un salto hacia el otro lado de

\/; ,.cosa que no sucede con'las soluciones exactas, y segundo, los puntos ) 7:
que estdn del lado derecho de 2 35+ \/; tenderan a —50 en lugar »de vt_,Aenkder o

a \/%
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Con el anélisis
anterior no es
_diffcil intuir
el comporta-
miento cuali-
tativo de las
:soluciones a-
. proxmadas. -
A contnuacién .
se muestran ta-
les soluciones
para las mismas
condiciones ini-
ciales descritas
enla fig
37 incisosa)-
g L

1.
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vy A = —JE(H—_C— Ademss se puede ver que el con_]unto estable :
de A, es (—p, ) es decir W$(4,) = (—p,p). Dado el homeomorfismo.
entre entre Q. y g la conjugacién topolégica manda:a A; " en-

- h2 — . 2_
1VeBREoL o en méghi_', va que:

Bh
- _ =1l44/1=4(14c) —— _ 341 4(l+c o
! 1(*Al) = —98h ﬁ 14 }(‘42) —28h + Zﬂh
_ 2-4/1-4(1+¢) L 2+44/1-4(14c) : S
23k = 28h
_ 2—1/1-4(1+(-aB8h2+1)) _ 2+4/1-4(1+(-aBh?+1 ))
= 26k ; = 2Bh :
_ l—ﬂaﬁh"—l . o 1+1£a3h2—1
= 3h = Bh
Por lo tanto.si A] = v71(4;) y Ay = v~ !(4,), entonces A'lyA; :

constituyen una orbita de perfodo 2 de g.

Para conocer el conjunto estable de los puntos perlédlcos de perfodo :
2, A} y As, por el teorema 8.4 inciso a) y b). basta conocer el conjunto
estable de A; y A, de W*%(A,;) 0 1*(A,). Pero en capftulo 4 seccién 4.2
se vi6 que W(A4,) = W9(A) ={z € R: —p <z < p} \{...es.e2,€1,€0},
donde cada e; es un punto eventualmente periéddico de g, por lo tanto
WS (A]) = 4~ (1175(4;)) = 7

{zreR:- /s <z< \/-9j+-3’7} \ {..esehei ep}, - donde
{...e5ep€e),ep} es el conjunto de puntos ev: entualmente ﬁJOS de \/; ,
v e = f~Y(e)., Vie N. Véase la fig 37 °

- / - .‘,/ v Joy 7 \k1
M 7 4 N
o/ |l o L R=EES] N

ol » Bh
e, \ ‘ BN
) . an -
fig 37 fig 38 ‘
.'Los puntos que se ruestran en la figura 38, ko. &, y ko .son puntos even-
tualmente per:édlcos .de periodo dos, puntos que en un nimero finito de

. pasos estan (Van;l‘a-,érbxpa pe_rxodu.a de perlodo 2. {1 va ﬁh2 1, Ity hﬂ'l} .
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A contmua 611 se mostraré la gréﬁca del
“h +z ‘, con incrementos h, elemento del se
deerentes cond1c1ones 1n101ales i
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a)
b)

c)

d) .

e) .;

f)

g)
h)

B

k)’

1)

RS 3{03)1"’—1 T
sl _’:lb= Ig €s un punto penéd)co de perfodo o

s; ‘z'oe;(gso, F\/g) Oz, 9) — —o00

= 3, Tp es un punto fijo repulsor, O(z,, g) = T,
sx -'50"' 7t '] (—£) para alguna ¢ € [ %) ,

.’L‘o es el primer punto eventualmente ﬁ_]o eo

Bh
asintéticamente a la érbita de perfodo dos

© ) 1=4/aBh?=1 141/aBh2-1
I Bh : Bh

. : . 2
si :L‘OE (—\/— ; 1—3@) . La ¢rbita de xg converge

'si Zp es un punto periédico de periodo dos. Obsérvese como la

érbita periédica consta de dos e]ementos 0(.1:0, g) =

1- \/aﬂh"’—l 1+\/a5h2 1}

o 1—y/adn?-1 1 7] i S
si Zg€ ( \/3h \ \/g;?h ) La 6rb1ta de >\0 baJo g con- w0

; :foﬁh’-—l E

AR

' \erge asintdticamente a la orbita de perfod %

si 1‘0—\ /— entonces 1‘0 es un punto fijo. atractor

3h

3h 3n

verge asontdticamente a la érbita de perfodo dos K

1-\/a5h2 1 l+\/a5h? 1}

—(2c+1)-+4/(2c+1)2— 2 R
s z0=1 1(_\/ CETEV/CE 4<c=+'>c)) parn dlgumn.

o oo f 1+y/aBR221 S
i) si. zp €‘(£ . +\/—?> N entonces la érbxt.a de X0. con- ,:_ )

cE [—— —%) . entonces Tg es el segmidp.,
punto eventualmente fijo es decir Tp = €}."

-si :L‘o——-i-\/_ﬁ entonces Ig €s un punto e\entualmente ﬁJO a' -

si z’oe'(ﬁ + \/g, w) » O(2g,9) = —00
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Del- a.neihsls g‘raﬁco anterlor el retrato fase que descrlbe g. con h €
(\/ ,gm \/—3; es el 51guxente L

subindices: %

|

fig 40

Véase qué tanto difiere de la figura 33. La presente figura 40 un tanto

cargada. Desmenucémosla en dos partes. El primer retrato fase seria el’’ * .

de la fig 41 que mostrard en primer lugar, representados por circulos,"
a los puntos fijos, —\/; y \/_ ambos repulsores, asf como a lo' punt‘ S

periédicos de ‘perfodo 2 junto con sus érbitas. Se senal
: punto eventualmente fijo de — %. Del con_)unto E

‘a los tres’ pnmeros puntos eg. e;, €, puntos eventualmente‘ ‘ﬁJOS de:« '
los puntos ko kl y ko puntos eventualmente ﬁJOS de perfodo 2.
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ﬁg 41 »
En el segundo retrato fase, véase la ﬁg 42 se muestran los puntos ﬁ_]os

- \/_ \/—- asf como los puntos perlédlcos de perfodo dos : °3 -1

ﬂh
Y 1—"3@———, salvo que ahora las trayectorlas que se muestran son
trayectorias de puntos que no son puntos eventualmente perxédlcos

¥ i
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ﬁg 42

En la s1g1ente ﬁcma se mostra.ran las solucxones de las ecuac1ones en
diferencias correspondientes con las” mismas: cond1c1ones 1mc1a1es “uti-
lizadas en las gréificas de’ ﬁgs 39 1nc1sos a)— l), TR SRR ‘
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3’0-{“ U . :xc-AﬁgJ; | T('l) .
\J-I_ﬁ' ...nc‘mloc‘- nl‘u hm

e

o
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Bl
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5

t o $Ants, i se toma un incrementoen -este rango, las soluciones



Se podrfa segmr enumerando los asos tomando h en'diferentes mtervalos,
. \/TEH—- \/’1@?—5 ]
Ba aB
se podrd ver que emstlra un 1nterva.lo del dormmo de la ﬁmcxén donde todos
los puntos son atraidos a una Orbita perlédlca de penodo cuatro que el punto
fijo \/; , que desde la pnmera. blfurcamén cambié a repulsor para ya nunca

m4s ser atractor, -estard en esté conJunto y que la érbita de cualquier punto
no se acercard a él, a menos que sea un punto eventualmente fijo de éste..

por ejemplo, si se contmua.ra y a.hora se tomara h en:

Asi, conforme h tiende a infinito, ¢ tiende a menos infinito y el mapeo
gn atravieza por una serie de bifurcaciones de duplicacion d‘e?perfodo hasta

llegar a hoe = \/’a:ff que es el eqmvalente 8 Co = -14, después si h >.

61‘;{ tal mapeo serd caétlco en un conjunto de Cantor

restantes tenderdn-a menos mﬁmto Asx’ pues; ahora puede 1stec
soluciones cadticas. : :

Por lo tanto si se desea hacer la aproximacién de Euler; el iriiefva.lo més
recomendable donde se pueden tomar los incrementos h es 0,‘%5] ;o ya
que es el tnico intervalo que mantiene la caracteristica de que ,/§ es un

punto atractor. Sin embargo hay diferencias en las soluciones, diferencias que.
ya se conocen, porque se han expuesto arriba con gran detalle. Por lo tanto,
dado una ecuacién diferencial con condicién inicial, la aproximacién de

soluciones exactas por el método de Euler no solo depende del incremento

h que se dé. sino también de su condicién inicial y.
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10.4. Dos Ecuaciones Diferenciales y' = kt 'y
— k1 A
t

A continuacién analizaremos el comportamiento cualitativo de la solucién
aproximada por el método de Euler para dos ecuaciones diferenciales 3 = kt
Yy ¥ = ki, donde k es una contante distinta de cero. La motivacién de
escoger ta]es ecuaciones, son los ejemplos que se presentan en la seccién
10.4.2. _ i

. Se puede observar de los divesos andlisis del método de Euler, ‘que se .
" “ha hecho para diversas ecuaciones diferenciales, que hasta el momento-las
ecuaciones as{ mencionadas son auténomas. Recuérdese que si f(¢,y)
no depende explicitamente de t,es decir, ¥’ = f(y), la ecuacién se llama
auténoma, asf que en estos dos ejemplos las ecuaciones que se presentan son
en principio no auténomas y mds auin obsérvese que si ¥y = f (t,y) f no
depende explicitamente de y, ie., ¥ = g(t) y asf encontra.r sus solucmnes

¢

significa simplemente encontrar la antiderivada de g: e S

10.4.1. Soluciénde y' =kt y y' =kl

si y—I»t=>dy—ktait=>fdy—kftdt=>y—kz +-c
si y' =ki=>dy=k: dtzfdy—kf dtﬁy—l\lnt+c

Véase las siguientes graficas:

fig 44 .

25
) ym :'(0]

R 7 : :
W // Eeon
.,\\wf’ TR,
Co T 4 X

a) b)

Solucién general de 12 ecuacién y'= kt
‘8i & > 0 -para cualquier condicién inicial
la solucién tiende a infinito. Vea fig 44.a)
-Si k<0 pars-cualquier condicién inicial
las soluciones tienden a menos infinito,

. fig44 3b)

in




c d
Solucio)n general de la ecuacién y' = k%
:Si k > 0 para cualquier condicién inicial
la solucién tiende a infinito. Vea fig 44 c)
-Si &k < 0 para cualquier condicién inicial
las soluciones tienden a menos infinito.

<10.4.2. Analisis del método de Euler para las ecua-
ciones y' =kt y y =kl

Ahora bien en la tabla 2 se ha aplicado el méto‘do' de Euler para cada
una de las siguientes ecuaciones y' =kt y y' = k%. :

tabla 2
Evolucién del tiempo has- Método de aprox. e Meétodo de aprox.’ .
tael pason + 1 — ésimo aplicado a y'=kt | aplicado a y'="k1 =
to Yo : e Y
ty= to+h S m=ktoh+yo | y1="{"1+yo’
to= t;+h ya= kit h + 4y . yz='§—,>+'y1 S
tni1= tn+h Yny1= ktnh‘ + Yn yn+1=f_:+yn -

Al analizar la aproximacién de Euler para la primera ecuacién, es decir,
para la ecuacién y' = kt. se acaba de ver que su solucién exacta es y(t) =
k% + ¢ ¥y que todas sus soluciones tienden a infinito o a menos infinito
conforme t tiende a infinito. Dos ejemplos particulares de la aproximacion
de Euler para 3 = kt. con k = 1 para distintos incrementos de paso,
con condicién inicial (yp.%o) = (0.1,0.1) ¥ las primeras veinte iteraciones.
El primer incremento de paso que se utilizara es A =0.1 su aproximacién
-se puede ver en la figura 50 inciso a) y el segundo incremento de paso es
h =1, quepor cierto es un incremento demasiado grande. su aproximacion
-se puede ver en la fig 50 inciso b)
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“fig 50

. Ty e
' S
ssae®
y g

‘ Aparentemente, en’ pI‘ll‘lClplO ambas
mente a las soluciones. exactas’ de y
tienden a infinito conforme ¢ tiende'a " infis
hay dos cuestiones que nos resta ver conV‘
‘la solucién aproximada y la solucién’ exacta a.ra 1a* ecuacion y = kt'ly
vk € R\{0} se parecen cualitativamente'- ' para.cualquier. incremento A’

" positivo que se tome. Y la segunda es ver que lo anterlor pasa no solamente
para las primeras veinte iteraciones. - -
Una de las maneras més clara de ver que 1a solucién de la ecuamén en
_ diferencias yn4; = kht,+yn converge a infinito o a menos infinito  conforme -
.t tiende a infinito dependiendo desik >0 osik <0> es:resolwendo’
3 tal ecuacién explicitamente. De la segunda columna del cuadr 2 »'podemos
- iterar . directamente a Yn vea tabla.3. S

D ecen cuahtatwa—
inciso a)-es decir,
mbas son céncavas. Asf,
: clarxdad la pnmera es que

: tabla 31 :

Yo i
1= ktoh +yq
Ya= khty+y,

n+ 1)hkto + yo +hk 1‘1—2 ‘Claramente

l —oo, cua.ndo n— 00, s1 k < 0

v "65imo es y,,,.; = ktnh-*- Yn, Obsérvese




que la ‘expresién anterior no solo involucra a y, ahora también involucra
& tn, es decir el paso n + 1 — esimo dependerd de la solucién aproximada
en un paso anterior y del tiempo discreto involucrado en ese paso. Asf
pues, su andlisis serd un poco mds complicado y necesitard remplazarse la
funcién que simula las trayectorias de las soluciones aproximadas, no como
una funcién de R a R, sino como una funcién de R? a R2?

Se puede recordar en el capftulo 9, seccién 9.3, que si se aplica el método
de Euler en particular para gy’ = kt, la sucesién de puntos con coordenadas
(tn.Yn), donde thiy =th +h Y Yns1 = Yn + hf(tn, Yn), son la érbxta de
(to. yo) bajo la iteracion del mapeo O

gn(t,y) = (t + h,y + hkt) .

- es decir, (tn,yn) = gP(to,yo). Como g es una funcxén de R? a R? se
pueden escnbu las coordenadas de la funcién . gs - como ‘dos funciones
separadas es decir, ga(t,¥) = (91(t,),62(t,y)), donde gi(t,y) = t+h
Y. g2(t,y) =y + hkt. Nos interesa el comportamlento de las soluciones
aprommadas a largo plazo, es decir, y,, cuando n — 0o es por esto que al
iterar g, se pondr4 especial atencién en el comportamiento de go.

1. Considérese k > 0. Para determinar si el el crecimiento de la aproxi-
macién de Euler para la ecuacién y’ = kt es no acotada considérese
92(t,y) = y + kht noétese que conforme ¢ se incrementa el compor-
tamiento de g» es semejante al de /(y) = y+c¢ con ¢ > 0 se recordard
que una dindmica idéntica se presenté en la seccion 10.1.3, al describir
la aproximacién de Euler para la ecuacién diferencial 3’ = ¢; todos
los puntos estdn en el conjunto estable de infinito. es decir, cualquier
punto tiende a infinito bajo la iteracién de /, vea la fig 51 inciso a).
Por tanto para cualquier incremento A que se tome y cualquier tiempo -
suficientemente grande, la solucién aproximada para la ecuacién y’ =kt -
crecerd sin cota alguna, que es lo que se esperaba. En general, uné' -
solucién aproximada de y’' = k&t para cualquier condicién inicial 'y
cualquier incremento que se tome es como se muestra en la fig 51 ,int:isé
b). Lo que tiene en comuin con la solucién exacta es que conserva su -

concavidad hacia arriba., compdrese fig 51 inciso b) con fig 44 inciso

a).
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. Con51dérese ahora k < 0. Para determinar si ]a aproximacién de Euler

para la ecuacién y' = kt, no es acotada considérese g2(t,y) = y + kth,
ahora conforme t se incrementa el comportamiento de g, es semejante
“aldel(y) =y+c con ¢< 0, la 6rbita de cualquier punto tiende
a menos infinito vea fig 52 inciso a). Por lo tanto para cualqmer
incremento h que se tome ¥y un tiempo suﬁc1entemente gra.nde la

-solucién aproximada por el método de Euler para la ecuac1én Y=kt
.-con k < 0 decrece sin cota alguna. En general una solucxén aprommada

‘ - por €l método de Euler para la ecuacién vy = kt, pa.ra cualqmer
condicién inicial y cualquier incremento h que se tome. es .como se
muestra en la fig 52 inciso b) otra anologfa que_'t' ne ‘con’la
, solucién exacta es que conserva su convexidad - compar fig: 52 inciso

b) con fzg 44 inciso b) ‘ T
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CONCLUSION: Una solucién que aproxima a la solucién exacta:de la

o g i AT L T RGN

ecuacién diferencial y/ = kt Vk € R\ {0}, con el método de Euler es buena; : S

buena en el sentido de parecerse cualitativamente 'a ésta para cualquier .
incremento k positivo que se tome, cualquiera, incluyendoh =1y cua.lqmer"»

condicién inicial.

En la misma forma analizard la aproximacién de Euler para la segunda

ecuacion diferencial.

. Pa.ra la segunda ecuacion diferencial y' = A’ su . solucién exacta es
y(t) = klnt + ¢, todas sus soluciones son convexas y tienden a infinito’
conforme t tiende a infinito. Para ver el comportamiento de la solucién
aproximada de una manera clara, se puede hacer su estudio analftico. Para
resolver ‘explicitamente la ecuacion yn4. = —"+yn itérese la tercer columna
de la tabla 2 vea la tabla 4 :

Tf'?s'o

Asf para aﬁrmm que yn div eroe conform : mfimto es_ eqm—

‘valente a aﬁrma.r que- Z:

tn-ﬂh

célculo "Prueba de la m‘cegral vea el mgmente teo ma: sob: n 'r'ge"éia_

de series infinitas. La demostracién de tal teore

"Teorema 10.1 (prueba de la integral):

Supdngase gue f e& positiva y decreczente sobre 1, 00)5y que »('n).— a,,: :

para todo n.

d.werge, para ta.l fin se utilizard un nterlo de



“Entonctes > an" converge si y sdlo;si‘el lfmite .
. A=0 e s TR

'dwerge cuando 71 — oo. .
Una seounda forma de poder ver . el co

una suce516n de puntos (tn,yn), dondetniy = t,. +'h
ademas  (tn.yn) = g™(t0,%0) con g:R2— RZy.
Como g es una funcién de R? — R? se pueden reescrxb
de la funcién g como dos funciones separadas.g;’ y g'“
(91(t, y), g2(t.y)) como nos interesa el. comportamlento ‘a’larg »
soluciones, es decir, yn, por. lo nnsmo que al iterar g se pone espe"x
atenmén en go. R : - T s

1. Cons:der&se k>0, para deterrmna.r si la solucién aprommada por"Euler
crece para tiempos suficientemente grandes, al igual que i solucién -
-exacta considérese ga(t,y), nétese que conformet se mcrementa €l
comportamiento de g, tambien es semejante al de I(y) =y+c con
¢ >0, es decir, cualquier punto tendera a infinito bajo la’ Jteramén de.

I ~vea fig 51 a), en consecuencia para cualquier incremento i ‘que
se tome v cualquier ‘tlempo suficientemente grande, la solucién .que
-aproxima a la ecuacién y' = k1, crecera sin cota alguna, vea fig 53
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Solucién aproximada por Euler para la
ecuacién y'= k%. Obsérvese que

1a solucién en efecto crece sin cota alguna
conforme t — o, y ademsds la propiedad
de convexidad se mantiene, compare
figd44c) y fig44d).

2.~ Considerese k < 0, para determinar ahora si el crecimiento de la solu-
- cion ‘aproximada por Euler decrece para un tiempos suficientemente
grandes, al igual que la solucion exacta, nétese que conforme ¢ decrece,

el comportamiento de g, sigue siendo semejante al de i(y) = y+c¢, pero
ahora con ¢ < 0, es decir, todos los puntos estdn en el conjunto es-
table de menos infinito, vea fig 52 inciso a). por lo tanto para cualquier
incremento h que se tome, y cualquier tiempo suficientemente grande

la solucién que aproxima a la solucién de y' = % decrece sin cota

alguna, vea fig 54

La solucién aproximada por Euler
_ para la ecuacion  y' = k3. Obsérvese

<"t —'oc. v la propiedad de concavidad
se kmautiene cornparese con la fig. 54 y.fig 44 c).

. CONGLUSION
- -ecuacién diferencial
solucién
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que solucidn, en efecto, decrece sin cota alguna conforme
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Apendice A

En este apendice se mostrard que la aproximacién de Euler converge a la
solucién exacta conforme el tamafio del paso disminuye. Asi, en un primer
resultado, Teorema 11.3, se verd, la convergencia de la aproximacién de Eu-
ler conforme el tamafio de paso disminuye para posteriormente demostrar
efectivamente. que la solucién a la que se aproxima es una solucién exacta
dez' = f(t,y). Teorema 11.4. '

Para tal fin necesitaremos la condicién de Lipschitz y los resultados rela-
cionados con la desigualdad fundamental y la cota de error para la pendiente
de la aproximacién de Euler. Dicha condicién se mencionard en la definicion
11.2 y los resultados se enunciaran en los teoremas 11.2 y 11. 1 respectn ‘a-
mente. Si se desea ver méds sobre estos teoremas, vea [11]. c

Teorema 11.1 (Cota de error en la pendiente de aprozimacion-de Euler) .
Considerese una ecuacion diferencial ' = f(t,z). dondef es una fun--
cidén continua en un rectangulo R = [a,b] X [c,d] en el plano tz. Sea up” 'u.na'
solucidn aprorimada por Euler con tamano de paso h . Entonces
i) Para cada h, existe un ey tal que
| un = f (8 un (1)) |< en
en cualquier punto donde w, sea diferenciable
" it) 81 f es una funcién en R con derivadas parciales continuas Y a.demd.s
.tanto f, como sus derivadas parciales estan acotadas, es deczr
: sup | fIS M sup | 8’ |< P; sup | |< Q
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K #0,1 y siug(t) yug(t
y sa,tzsfacenvque

para todo 1 e [a b], v

Teorema 11.5 (| Convergencm de. la a.pro:mmaczén de Euler)

Considerese una_ecuacion. dzferenczal z' = f(t,z) , donde f es una fun-
cion continua qu' s_atzs:face la condzczén de szschztz en z con K constante
de Lipschitz en un rectangulo R = {a,b] X [c,d} en el plano tz . 5i up y ux
son -dos soluczones aprozimadas con tamatio del paso h y 'k, respectivamente
y la misma condicién inicial, -es deir



i uh (to)'— uk (tO) - xo i

entonccs para ca.da 14 G\r[ai b],

o Jtla.s adn

< entonces "

<‘ n (t)) |"<;,,
f (tun (t)) |<

‘(11.'2) '

'que f.es’ acotada és decir, eziste M eR
P+1\JQ)h Yoy = (P+]\4Q)A (teorema
11.1 inciso ii ) se abtzene lo esea.da es decir =

| un (1) we(t) < %’,’*A_W

(h + A)( l\lt;to] - 1)
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: VTeorema 11.6 Considerese la ecuacién diferenciol =’ = f (t, :z:) donde f
es una Juncion contmuamente diferenciable en R fa, b] x [c d] v en el plano -

: kzmczal up(to) = xo entonces para todo t € [a,b] se obtiene
1) El imite u(t) = hmuh (t) existe;

i) La funczdn u(t) es dzferencza,ble y es una soluczén de

demostrar la segunda parte. Por demosirar gue:, .
Para todo € > 0 eziste una 6 > 0 .tal que si

vt € {a,d] ‘ S
DEMOSTRA CIO_N;_

nf(t uh( ))] o

| Apraximacion
x, . - sle Esuler
77f (2,24,@))
“.v
‘u L@ 7))~y
x’,
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Ast

1A [uh<t+n)—uh(t) pfGw@l 1)
= a‘ia;(tﬁu'n);—,dif?uh(t)-f(t gh(t)dn i

= s un()) - ~ [t ua(t)) |

e Como f« e.s un funcwn contznuamente diferenciable - enctonces 51[ y
L gﬁ e:zzsten y son ‘cont: uas. Y. como ‘R es un compacto entonces

i ‘isup‘va_,_[S,f"\’f,;,.‘,;.. SuPI |< P, ,SQP.I'E;;IJS-Q

5 f(t,,vuh(t'_))-—;f(t uha)) l<

F(tounlts >) —:"

(i uh(t)) 1 IM Q (11.5) -

Como | n |< 6 entonces, ]1

<8 b8 : econszderad:z—(m
y h <6 entonces: P e MR N e T AR
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| —[uh<t+n> — () nf(t un(t)] |< 26(

la fimczén un(t ,+_ n) —‘1; f (t uh(t)) como fwn.czdn en 17, es cantznua, lineal,
0T D ' por-el teo ma del valor medzo
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Comentarios finales

No hay nada tan intuitivo que una simple ecuacién que produzca resul-
tados tan complejos. El descubrimiento de ciertos comportamientos como el
caos ha sido algo inquietante que todavia después de 30 afios, sorprende y
perturba tanto a legos como a expertos por igual. porque después de todo,
en el tiempo que la humanidad se ha dedicado a hacer ciencia, hemos llegado
a esperar una evidente relacién entre causa y efecto que hoy por hoy se ha
trastocado, generando caos donde antes se pensaba que habia orden.

Si el comportamiento aleatorio es producido por un mecanismo determi-
nista, entonces habria que expulsar a la probabilidad y la estadistica del seno
de la ciencia y desde luego a todas sus aplicaciones. De cualquier manera, lo
cierto es que tanto fenémenos naturales como artificiales ( métodos numéri-
cos), requieren de una teorfa que permita explicarlos adecuadamente a la luz
de sus necesidades y descubrimientos.

Pareciera que. cuando se presentan estas conductas cadticas, no tuvieran
ninguna aplicacién préactica puesto que se elimina la predictibilidad a largo
plazo del sistema. Si embargo, el panorama no es tan sobrio como aparenta ya
que, en primer lugar se debe considerar la verdad, por poco esperanzadora que
sea, siempre es mejor que una falsedad llena de ilusiones pero sin sustancia
¥ en segundo hasta ahora no se ha podido conocer con exactitud el futuro
de un sistema cadtico. aunque ello no elimina la posibilidad de predecir su
conducta global o hasta su estado aproximado a corto plazo. Se ha visto que
para analizar esta conducta global, la topologia ha tenido mucho que ver,
pues ha dado importantes resultados.

Para el estudio del método de Euler actualmente existen dos enfoques,
el primero, que es el tradicional, corresponde a encontrar analiticamente las
‘soluciones de las ecuaciones en diferencia mediante diversos métodos muchas
veces insuficientes v cuva visién no trasciende, el segundo enfoque corre-
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sponde a los sistemas dindmicos discretos,. que es un estud1o cuahtat:vo—
geomeétrico del método de Euler; estd nueva forma es’ mucho més ‘clara*y
completa. AR : -

En el desenlace de esta historia, capitulo 10, se ha presentado el anédlisis

del método de Euler para seis ecuaciones diferenciales. Las graficas junto con

- el hecho de dejar bien establecidas las formas tan sutiles de pasar de un andli-

sis a otro, permitieron entender las diferentes conductas que estas ecuaciones

presentan. Siguiendo de esta manera, podemos afirmar, que un camino pare-

cido se puede desarrollar para conocer con exactitud el comportamiento de

la solucién aproximada por Euler de cualquier ecuacién auténoma de primer

orden con coeficientes constantes, para diferentes incrementos y condiciones
iniciales :

Para que una solucién aproximada por el método de Euler sea buena,
en el sentido estricto de parecerse cualitativamente a la solucién exacta, de-
pende de tres factores: primero de la ecuacién diferencial misma, segundo del

T 1ncremento h que se tome y tercero de la condicién inicial.

Desde antes, que se diera origen a esta nueva teoria, de los sistemas

= dmarmcos discretos, se conocian estas diferencias, el problema consistfa en

,'T‘que no se sabfa ni siquiera abordarlo. Con los estudios hasta ahora desa-

’rrollados poco a poco, se ha delimitadoel problema en el conocumento de
estas diferencias, aclarando la situacién y aunque quedan atin michas incog-
nitas por resolver, el problema queda ya caracterizado como el de resolver
la dindmica del mapeo correspondiente. Asf en nuestro afdn por entender la -
dindmica de ciertos mapeos, en particular el de describir la aproximacién de
Euler para la ecuacion diferencial i = a + By, se presenté un desarrollo muy
. completo, aunque no acabado, de la familia cuadratica. '

De los diversos resultados aqui presentados, hay una observacxén que.
surge al responder una inquietud personal: el conjunto estable de una‘érblta
atractora de periodo 2", para alguna n € N, en la 11amada cascada de’
duplicacién de periodo, es decir para ¢ € (—1,4,—0,75], con51ste del r
(—p,p) menos, los puntos eventualmente ﬁJOS, a cada una de ‘las” orbitas
repulsoras de periodo 2! conjeNyj<n: ,

7 Se observé que, los puntos eventualmente ﬁJOS correspondxentes a la or-
bita atractora periédica en cuestlon, _]uega.n un papel 1mportante en otros
puntos del con_lunto esta.ble » ’
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Consciente en que ain hay una gran y basta tarea por reallzar, puntu-
alizaré lo que considero ha de seguir, y que gracias a la diversidad de este
tema toma sentido en tres grandes enfoques. Dentro del enfoque relacionado
con el andlisis numérico, serfa aplicar otros métodos de aproximacién dife-
rentes al de Euler, por ejemplo, el de Runge-Kutta o el método del punto
medio-Euler a una ecuacién diferencial y mediante un andlisis cualitativo con
ayuda de la metodologia de los sistemas dindmicos ver el comportamiento a

largo plazo de la solucién aproximada para diversos incrementos. Esto per-.

mitird conocer con més claridad las diferentes ventajas y desventajas de los
diversos métodos. .

En relacién con el enfoque de las ecuaciones en diferencia, se -podrian

considerar ecuaciones de orden superior, y después, ampliar nuestro estudxo
_a los sistemas de ecuaciones en diferencias.

Por 1ltimo, dentro del enfoque de los sistemas dindmicos discretos y mdés
especificamente, respecto a la dindmica de la familia cuadrética, habrfa que
dar mas claridad a la dindmica de dicha familia en la llamada transicién
al caos. Cada vez que observo el diagrama de bifurcacién, figura 7 y 8 del
capitulo 7, no deja de sorprenderme la autosemejanza del diagrama ;Serd
posible algin dia entender bien a bien el patrén que sigue este diagrama?
. Serd posible algun dfa entender la transicién al caos? o tal vez s1mp1emente .
sea cuestién del azar. -

(Habra otra familia que presente una dindmica tan bonita e mteresante' :
como la hasta aquf estudiada, y ademds, que no tenga ningin parentescocon .-
la familia cuadrdtica?. De existir jcual es?.

TESIS GOV
FALLA DE ORIGEN
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