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Introducción 

Con el estudio de los sistemas dinámicos evolucionó un conjunto dé técni
cas que ya habían atraído la atención de muchos matemáticos enfocados en el: 
campo de los métodos numéricos: la iteración que no es más que un proceso· 
de aproximación utilizado en las soluciones de ecuaciones tanto algebráicas 
como diferenciales. 

Este proceso de tomar el resultado de una ecuación diferencial y retroali
. mentarlo una y otra vez mientras se observa su desar~ollo, permitió descubrir 
fa.S~inantes fenómenos que han atraído la atención de muchos. 

Desde.hace mucho tiempo, los métodos numéricos, han estado buscando 
· üna:eiplicaéióIÍ' a sus propias deficiencias, deficiencias que además son na
- tille5.·En esta busqueda, encuentran· en la teoría de los sistemas dinámicos 

discretos unaexplicación que trasciende. Esta tesis busca que en complicidad 
con los 'sistemáS dinámicos discretos, hacer de los métodos numéricos, una 
pOtei:ite y bella aplicación. 

En el presente trabajo, se hace un análisis del método de Euler, para una 
' condición inicial y un tamaño de paso fijo, a ciertas ecuaciones diferenciales, 
'útilizan'dO el enfoque y la metodología de los sistemas dinámicos discretos. 

Cuando se discretizaron, las ecuaciones diferenciales más sencillas, como 
y,.= e y y' = ky con k > O, se observó, que salvo por el error, ambas solu
ciones, la solución exacta y la aproximación por el método de Euler, tenían 
comportamientos cualitativamente iguales, de ahí se pensó, que tan agra
dable coincidencia, podía darse siempre, independientemente de la ecuación 
diferencial en cuestión, más aún, se pensó que este comportamiento no de
pendería del incremento en el tamaño del paso y la condición inicial que se 

5 



tomará. Pero muy pronto nos dimos cuenta del gran error, la cuestión aho
ra era, explicar tal fenómeno. Buscando en diversas fuentes, resultaba que 
un análisis analítico, es decir, desde el punto de vista de las ecuaciones en 
diferencias, se volvía engorroso y al final no se aclaraba mucho el panorama, 
después se vio que lo más conveniente era tratar la cuestión aquí presente, 

. de5de un punto de vista cualitativo, es decir, desde el punto de vista que nos 
proporciona la teoría de los sistemas dinámicos discretos. 

Dentro de está amplia e interesante perspectiva que los
0

sistemas dinámi
cos nos proporcionan y considerando las ecuaciones diferenciales que tra
bajé y pude concretizar, el ejemplo más pródigo fué una ecuación autónoma 
cuadrática de primer orden, ésto junto con el hecho de que cualquier ecuación 
cuadrática es homeomorfa a la familia cuadrática, para alguna e fija, son las 
razones fundamentales para que la dinámica de la familia cuadrática ocupe 
gran parte de este trabajo. 

La gran mayoría de la información que se consultó, está relacionada con 
la familia logística, en este trabajo, las gráficas, el análisis y los resultados se 
refieren a la familia cuadrática, su desarrollo es muy amplio aunque debo de 
advertir no acabado. 

Como. es de suponerse la computadora fue una herramienta fundamental 
en el desarrollo de esta tesis. El código de programa escrito en Mathema
tica para hacer la simulaciones del " análisis gráfico" y del "diagrama 
de bifurcación " puede encontrarse en rholmgre@alleg.edu. Muchas de las 
gráficas mostradas en el siguiente trabajo han sido realizadas en el paquete 
Mathematica y retocadas en "paint" y "PRWin 3.0". 

El presente trabajó está constituido de 10 capítulos y un apéndice o si se 
prefiere, de una forma más compacta, el siguiente trabajo consta de cuatro 
partes: 

.Como todo buen principio, el capítulo 1, está constituido por las defini
ciones y conceptos básicos relacionados con ecuaciones diferenciales, ecua
ciones en diferencias y sistemas dinámicos discretos con el fin de establecer 
un lenguaje común entre el lector y el desarrollo posterior de este trabajo. 

En el capítulo dos podemos encontrar dos criterios importantes sobre la 
estabilidad asintótica de puntos periódicos. 
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... El capítulo 3 junto con el capítulo 4, 5i'6; y:7 forman la segunda parte 
de ;esta tesis,'y en ellos se explica la dináÍnica de.·la familia cuadrática. Más 
específicamente en capítulo 3, se introduce faifamilia cuadrática y se hace 
énfasis en el nacimiento de un punto fijo cúando e= i, antes de este valor 
del parámetro, la dinámica de dicha familia no tiene mucho interés ya que la 
órbita de cualquier punto en IR se va a infinito. Si e < i entonces este punto 
se bifurca en dos, uno de ellos siempre repulsar. También en esté capítulo se 
define el conjunto le en el cual se desarrolla la dinámica interesante de Qe, 
es decir, cualquier punto en le, para e~ cual exista una iteración que se salga 
de le, la orbita de dicho punto tendera a infinito. 

Al advertir que uno de los puntos fijos es atractor si y solo si e;:::: -~, en 
el capítulo 4 se expone la primera bifurcación de duplicación de período, se 
calcula analíticamente los puntos periódicos atractores de periodo primo 2, 
así como su conjunto estable. Hasta aquí, aún podemos decir que la dinámica 
en cuestión es sencilla, esto nos permite concluir el capítulo con un diagrama 
"síntesis"en el que se muestra toda la dinámica de Qe para -~ :5 e:::; i· 

El capítulo 5 presenta el análisis de la dinámica de la familia cuadrática 
para e:::; -2, se observa que el conjunto de puntos en le cuya órbita pertenece 
siempre a este intervalo para cualquier iteración es un conjunto de Cantor. 
A dicho conjunto se le denota como A. Se demuestra que efectivamente si 
e < -s722vs, A es un conjunto de Cantor. Considerando la definición de 
Devaney, una función es caótica si es topologicamente transitiva, es sensible 
a las condiciones iniciales' i y el conjúnto de' puntos periódicos es denso; se 
demuestra que Qc es cEU)tic!L enA si e< -s122Y5 . La razón de este brinco, 

. que por el moment() evi~a:'}.~s val<;>;es de c en [-2, - ~] , es que, esta dinámica 
tan bonita que lafamilia cüádl.'ática muestra para e< -2 en le, se presenta 
antes, en algunos supintery8Jos de le al iterar Q~, con n ·el periodo de algún 
punto periódico atracté:ir; 'y para algún valor del parámetro donde se da el 

· brinco . .· · · . 
La dinárllicadela función Qe para valores del parámetro en el brinco, se 

esboza, hasta el. capítulo 7, para ello se utiliza una radiografía de la dinámica 
de Qe, vea la figilra 1 de este mismo capítulo. A pesar de que muchas partes 
de este· diagrama no son del todo comprendidas; despertando una serie de 
preguntas como la autosemejanza de dicho diagrama, nos permite darnos 
cuenta de fenómenos como el de "la cascada de duplicación de periodo". 

El resultado que nos permite valernos del diagrama anterior para conocer 
esta diversidad de orbitas atractoras periódicas , se expone en el capítulo 
6; si tenemos una función con derivada schwarziana negativa y un punto 
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, .¡)eriódico,atractor p de'f,· entonces el conjunto estable de p ya sea que se 
' ,e;ctienda a iiúiÚito~oa merios infinito o exista un punto crítico cuya órbita es 
:·atraída.hacia p. Como·Q~>tiene derivada schwarziana negativa y el conjunto 
· éstable'para cu~quier punto periódico atractor no se extiende ni a infinito· 

ni a'i'nenosinfinito; el teorema anterior nos garantiza que si Qc tiene una 
. órbita, atractora. periódica, entonces la órbita del cero, único punto crítico 

. . de ~tá familia, está en el conjunto estable de dicha órbita. 
. . . En el capítulo 7, se analiza la ruta hacia el caos. 

. La tercera parte de esta trabajo consta exclusivame{ite del capítulo 8, 
este capítulo es la conexión de la familia cuadrática y el análisis del compor-

•. tamiento de la solución aproximada por Euler de la ecuación y' = et + (3y2 • 

Aqui se demuestra un teorema muy importante, el cual establece que si f es 
topológicamnete conjugada a g entonces, g hereda la dinámica de f y el 
capítulo se cierra mostrando que cualquier función cuadrática es topologica
mente conjugada a Qc. 

La cuarta y última parte, queda constituida por los capítulos 9 y 10. El 
capítulo 9 es una introducción al método de Euler. La propiedad de que este 
método se pueda ver como un sistema iterativo es la razón fundamental de su 
relación con los sistemas dinámicos. En el capítulo 10 se hace un análisis sobre 
la aplicación del método de Euler para diferentes ecuaciones. Cada una de las 
ecuaciones diferenciales seleccionada aquí estuvo motivada por aplicaciones 
bien concretas y de hecho, por el afán de discretizar estas aplicaciones es 
como surgió toda esta investigación. 
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Capítulo 1 

Nociones básicas 

1.1. Ecuaciones Diferenciales 

Definición 1.1 La forma general de una ecuación de primer orden es: 

dy =y'= f (t,y) 
dt 

donde f(t, y) está definida y es una función continua en t y y en cierto 
dominio D ¡ e JR2 • 

Una solució~ de, una' ~c:u~ción diferenci~l es una función diferenciable 
que satisface la ecuación diferencial. Esto es, para yt = f (t, y), y= y(t) es 
una solución si y'(t) = f(t, y(t))• 0 ·· 

Definición 1.2 Si en. y'.~f(t,y), f no depende explícitamente de t, 
entonces y'= f(y), y dicha ecuación es llamada autónoma. 

Definición 1.3 Supóngase que y0 es una solución constante de la ecuación 
autónoma y'= f(y), entonces y0 es un punto de equilibrio de la ED Y 
puede ser obtenida de f(y) =O 

1.1.1. Clasificación de los puntos de equilibrio 

Los puntos de equilibrio son sumamente importantes en el estudio de las 
soluciones de una ecuación autónoma. Así dada su importancia los puntos 
de equilibrio se dividen en tres clases: 

g 
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DefiniciÓn'l.4 Un puntlJ de. equilibrio y0 ,. es. un "sumidero" si cualquier 
solución cdn corúiicié51únicial suficientémente cercana+ a· Yo es asintótica a 
Y.o cuando .t ' tiende a ·+0o; • . . • .. : . . 

. •' ·>;'. ;;,;·'-. ,,_,: ·_ : __ ;'.~ ... ':; · .. -· -

La lcl~a d~ ~'{lnÜcieio:, d~be traerrios a l~ 'fuént~ tÍn sllll1idero del lavabo de 
cocina con,~fptintO'<lé.eqlÍÜibrio en eldedágüe. si el;agua cae suficientemente 
cerca'na'al (des'iigüe' fl.úirá hacia tal punto; . < .. . " 

D~fir1~bf~:1•.},i,'~i;!~iJl púnto de equilibTio y0 , ·. es una '~ente" si cualquier 
solución;can··cdri'dic'ión inicial suficientemente eercana á Yo tiende a alejarse 
de y0 ·.'~n'ii,,rii,e<U~a de que't tiende a +oo. ·· · 

El· nombre fuente debe · llevarnos a imaginar las soluciones como si 
brotaran' de algún generador de energía ... . - ' ' ·- ,,· .. - ... 

DefiniC:ión 1.6 Se dice que un punto de equilibrio es un nodo si no es un 
Ú1:niider~ni una fuente. 

1.1.2. Identificación del tipo de puntos de equilibrio 

Teorema l. 7 (de linealización) Supóngase que y0 es un punto de equilibrio 
de la ecuación diferencial !fl'¡ = f(y), ·donde f es una función continua de 
clase C1 • . . . . . . 

a) Si f'(yri) < O,. entonces Yo es un sumidero. . 
. b) Si !'(yo) >O, entonces Yo es una fuente. 
c) Si !'(yo)= O o si f'(y0 ) no existe, entonces se necesita información 

adicional pa:roYdeterminar el tipo de y0 • ". -' - ,' . . ~ . . -· ~ 

DE~10p;RXbIÓN: 
.-,"_1< · .. ,:-¡\·'_,. ::,' 

a) Como ·J'(yo) < O, entonces f está decreciendo cerca de y0 y como 
f(yo) =O, entonces f(y) debe ser positiva cuando y es menor que y0 
y f(y) : debe ser negativa cuando y es mayor que y0 . Así y(t) es 
creciente si y es menor que y0 y y(t) es decreciente si y es 
mayor que YO· Por lo anterior y por el teorema de unicidad y(t) -+Yo 

· cuando t -+ oo para y( t) suficientemente cercano a y( t0 ). Por lo tanto 
Yo es un sumidero. 
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b) Como¡' (y0) > O, entonces J está creciendo cer~a de !io y comof(yii) = 
o, entonces f (y)' debe ser negativa cúando y-és memir qué:ílo y' f (y) 
debé ser positiva cuando y es mayor que YO· Así y(t) es decreciente 
si y. es menor que Yo y y(t) es creciente sLy e8 mayor que Yo·· Por 
lo anterior y(t) tiende a alejarse de y0 . para y(t) suficientemente 
cercano áy(tij); Por lo tá.nto Yo es unáfuente: , . ' ' ' "' 

c) No se puede concluir nádasobrela clasificación de y0 si f"(y0 ) ==O porque 
puede haber tres posibilidades, vea figura L 

: " 

,a)., 

En la fig 1 inciso• af. Yo es.· üh ~Uiriicl~~c)·•.'éri'~l :~~g\indo casÓ de la figura 
1 inciso b) Yo es un fuente y en el. tercer C:a5o de fa. fig 1 inciso c) y0 es .un 
nodo.' · · ,,,, ' ' ___ ,, '" -· · · · .. - ' 

La derivada f' (y0 ) nos da el comportamiento de la mejor apro:Xim~Íón 
lineal de f cerca de y0 • Si se reemplaza f por su mejor aproximación lineal 
entonces la ecuación diferencial que obtenemos es muy cercana a la ecuación' 
diferencial original para las y más próximas a y0 • 

1.2. Ecuaciones en Diferencias 

1.2.1. Introducción 

Las ecuaciones en diferencias (E en D) usualmente describen la evolución 
de ciertos fenómenos a través del tiempo y a diferencia de las ecuaciones 
diferenciales, que describen tal evolución en un tiempo continuo, éstas lo 
hacen en tiempos discretos. Las ecuaciones en diferencias de primer orden 

· aparecen en muchos contextos de la biología, economía y ciencias sociales, 
tales ecuaciones a pesar de ser simples y determinísticas pueden exhibir una 
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sorprendente variedad de comportamientos dinámicos que van de puntos 
atractores a bifilrcaciones de puntos periódicos e incluso desembocar en caos. 

1.2.2. Definiciones 

Definición 1.8 Una ecuación en diferencias está dada por 

y(n + 1) = g(n, y(n)) 

donde g : :f:+ X JR --> JR 

A la ecuación anterior s~ le' conoce pomo· una E en D no. autónoma. 

Definición 1.9 Una ecuación autonóma en diferencias, está dada por · 
e . ·- . ' • ' 

' y(n + 1) = ~(~(n)) . 

donde g : lR --> lR 

Este trabajó se enfocará en las ecuaciones en diferencias más sencillas 
es decir en las ecuaciones en difencias de primer orden. 

Definición 1.10 Una ecuación homogénea en diferencias de primer orden, 
está dada por 

y(n + 1) = a(n)y(n) y(no) = Yo n ~ no ~ O (1._1) 

Definición 1.11 Una ecuación no homogénea en diferencias de primer 
orden, está dada por 

y(n + 1) :;= d(rt)y'(~) +· g(n)' y(no) = y0 n ~ no ~ O (1.2) 
,_·. -, - ·, .. ·. ,.:~ ·. -: . ·. . 

Para obtenerla ~()~~dóp'ala ecuación ( 1.1 ) simplemente se iterará. 

y(no + 1){~d4{~~~~j~r(ri~y..;·'Jc~o)io . 

·. Y(7i~.f.~f:: ~J,~;~~~'.ci'.ffi'.i)y(rio·:+)\:=;:,a(no t l)a(no)Yo 
y(no +.3) ,:=,::a(ño + 2)y(n0 +:·2)::;;, a(no + 2)a(no + l)a(no)Yo 

-. ( ... ::., 
.y P()1: indu~ción es.fácil. v~ que:. 
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y(n) y(no + n - no) 
= · á(n - l)"a(n - 2) ... a(no)Yo 

· · "=· '[rrci'ci)J Yo. . · "· 
' ·: ·: ·i=Jloo -:· ·· I:- · 

Ahora.bien, se encontrará una solución a la ecuación (1.2) . : 
""• . 

..... ~- .,;:_- . .: ... ;;._: .. ~-.·~·~~-~\Y~:/-c'~ .. :.)_~:\~. \·· ~;,; _ :,_·,J:'~·::v~:l.~):..1.i\,.:: . .-

. ~~:~r~~~~t~!J1~~;~1I,~,~íf ~~~>.~~[~t ·! ..... .. ·• 
Ahora b'(' ~ utfüz~<fuduociónpra'~m,que.pya OOdan E z+ 

·:·.:.:. 
.. ,,- , ,·; ! - ~,· -. . ~ ··~ .' 

"·--

' y(k + 1) .=. a(~r{:fü ~<~i]'~~~~ E [a(k)·_ rr aéi)] g(r) + g(k) 
-:~.·_-,'i;;.:_'·'>-r}}~-~o.?(c;~~:.;.~·:;.'."-: .. r~~o, . '-~ . i=~+l _· 

)i[}J·~iJY]_·t~+\}S[JJa(i)] g(r) + [. Il a(i)] g(k) 
', •=no_:.·:. ' . r=no i=r+l t=kr+l 

[f!a(i)] Yo+ r~ [!ta{i)] g(r) 

por lo tanto la formula (1.3) se cumple, para todo n E N 

1.3. Sistemas Dinámicos Discretos 

1.3.1. Introducción 
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DefiniciónL12 .·.un sistemadinárnico discreto puede ser caracterizado 
como unafunét.6ii f: r:::.+J,º 1 e lRm y sus composiciones consigo .misma 

:,·;., 

'·' 

Así pÜes,se trab~j~á éori f~ciones definidas del intervalo I en el inter
valo, abierto o cerrado. (lo anterior para poder realizar la composición). 

Las funciones que determinan un sistema dinámico también se les conoce 
como mapeos. 

'•"'· 

Definición 1.13 Las iteraciones de f s~n las funciones que se obtienen 
al componer f consigo misma: 

f = ¡Cl>, Jo J = ¡C2), Jo Jo J ='= ¡C3), .. ,, ¡Cn-1) o J = ¡Cn), 

¡n(x) 

Ahora interesa contestar, las siguie.ntes. preguntas: 

14 



Dad() un m1~er6 real x 0 ·; '·¿):¡lié pasa cori·Hiri f"(;;o)·?; i qué propiedades 
· . . . - --. :-·_ ,,_ ,-.- : -:--n--too ----,,_--.·.· .. -.-.--···:---~.::--------e:·-----,-. 

· tiene el conjunto' {i0 ;J(x0); f2(x0);:¡3(x0)~":!.,/R(x0),.;:}; Más generalmente 
L _·;,..; •O ·'. •:'¡::· ..... _.,_.,,_.;.J .. ,;_. ' '>'·' -.i~'~ÍO _:-~:~:_,,>·_,, :-'. - •O 

en un sistema. dfoáffiico sé preglinta -:'¿cómo y a'dónde van los puntos y qué 
,les paSaasintóticamente-hablando? · - · 

,:Se inte~t~ ~is~ltlizar estas' preguntas de otra forma. Supóngase que cada 
uno de.nosotros vivimos en un lugar de la línea recta y que nuestra dirección 

.. ésta dada por. u:r'i mapeo en el cual nuestro departamento esta colocado :Por 
_ eje~plo, _ sup6nga5e qÚe su departamento es el 2. 

_ .. , Cada año _el gobierno decreta que' usted se debe trasladar a un nuevo 
departamento cuya dirección será encontrada elevando al cubo su direc
cion actual y después multiplicar por menos uno, esto es, se, aplicará _la 
función f(x) = -x3 a su dirección actual para encontrar su nueva direc~ 
cióri. Entonces como actualmente usted está residiendo en el número d9s, el 
siguiente año estará viviendo en f{2) = -23 = -8. Un año deSpuéS estará 
viviendo en /2(2) = -(,-8)3 = 512 y después den añÓs estará viviendo_ en 
F{2) = {-1)"23". Incluso si usted es una persona de edad avanzada, es claro 
que usted nunca vivirá en el mismo lugar dos veces. Se considerará usted un 
hombre afortunado de andar herrante por la vida. El valor absoluto de su 
dirección se convertirá en un valor más grande y usted se movera de un 
lugar a otro del cero. Por lo que si yo empiezo en el punto 2, entonces f!'(x) · 
crece sin cota alguna en valor absoluto y oscilará. ' · ' , - ,-,,, · ,_,,,,,, .· 

- Supóng~e ahora que usted 
3
empi_eza en. el. numer~ ~· El sig~i;~?~\~o .. -

usted estará en f ( ~) = - ( ~) = - ~, el s1gmente ano estará en I ( ,-'-k) = 
J2W = (-~) 3 = 5~2 , y después den años se estará en!"{~)= {-:-lr(~)3n: 

Entonces cada año se moverá de un lado a otro del cero , pero conforrrie'·el 
tiempo pase su número no se alejará del cero, sino que tenderá a él. - · 

En general, su dirección después den años sera f"(x0 ) = {-l)n(xó)3'\donde 
xo es la primera dirección. Si 1 x 0 I> 1 se ve que: " --,- · 

lím 1 f"(xa) I= lím 1 (-l)"xg" I= lím 1 xa3
n I= oo 

n-oo n-oo n-+oo 

En valor absoluto, ¡n(xo) , se incrementará sin cota alguna y el factor 
{-l)n causará que el factor ¡n(x0 ) oscile de un la9-o a otro del cero. Por 
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otro lado, si.;:0.<J iXo: J< 1,, ·entonces lím f"(xo) = O, entonces mientras 
- - - ----·.;=·--"--~"--c=-~---·c, ,.:-:-- - ~- ~ - n--+oo 

que ¡~ ( x0), ,,,;os~ila .... <i~ un lado a otro del cero tendiendo a cero cuando 
·. n 'es suficiénteménte· grande> En términos de escoger un departamento , una 
· . perséma cuya;: dií:ección sea Ínenor que uno en valor absoluto preferirá un 

departamentó cuya dirección es mas pequeña que uno, conforme el tiempo 
- . pase, esa persona. no se tendrá que mover anualmente más lejos de su casa . 
. ,_, ........ "d."/. . •: . 

.. Considéreinos' tres puntos importantes : -1, O, l. Nótese que f (-1) =: 1 
'y·· f(l) = 0 -1.· Por lo tanto -1 y 1 forman un 2-ciclo. Más adelante se 
_definirá formalmente. Así que si usted estuviera viviendo en 1 cambiaría su 
domicilio con la persona que estuviera vieviendo en -1 por un año y luego se 
regresaría a su domicilio original por otro año y después volvería a cambiar 

· ·coI1 sú socio del -1 y así sucesivamente, es decir cada dos años ·regresaría 
a su mismo lugar; qué aburrido ¿no lo cree?. Pero más aburrido sería si su 
direccion fuera O porque usted nunca se mudaría en toda su larga vida. Se 

· dice, que cero es un punto fijo. 

Así se puede decir que en esencia el objetivo principal de la teoría de los 
sistemas dinámicos es entender todos los puntos de su dominio. 

Para hacer el análisis necesitamos una serie de conceptos. 

1.3.2. Definiciones y Conceptos 

Definición 1.14 Si x 0 es un elemento de I, entonces la órbita de x 0 
bajo f es el siguiente conjunto. 

{xo.f(xo), f 2 (xo) ... } = {f"(xo) J n EN U {O}} 

y generalmente se denota como O(x0 , !). 

Este conjunto O(xo.f) describe las distintas posiciones que visita un punto 
al paso del tiempo ( ó al paso de las iteraciones) 

Definición 1.15 El retrato fase es un diagrama que representa posibles 
posiciones del sistema y flechas que indican el cambio de posiciones bajo la 
iteración de una función. Es una gráfica en la recta real, donde se dibujan 
todas las órb.itas de un sistema dinámico. 
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Ejemplo L 16 Las siguientes gráficas, fig 9 y fig 4, son retratos fases de 
· J(x) = ,-x' Y· J(x) = x3 · · · 

o 

fig 4 

La siguiente definición es una de las más importantes• 

Definición 1.17 Si j es .. una funCi6n real. de variable real y j(c) = e, en-

. ton~es •e e.s un p~~·tr:~{°;; ~~··;f{t;fili~~Jh.'.:{~A}\~,¡:·:füi~(:~;}i~;· , ..... , ., .... ,·. . 
Denotamos al cónjiintcroe• piuit?s :fijós;·pór · f'ix(f) ... ·>Entonces una 

función tiene un pt1nto .fijo e'fifc si 'y:''sóló 'sf{su grá.fida. li:itersecta la línea 
recta y= X en él punto'(c;~rW:Ei'./~t~ ¿ru;o'la O(x~;;J) i:i {xo}. 

~~;::~l!·!:al!~~1~if ff ;,~¡iJJjf~~~tf~&rq,'.fa.fü?t,f~.t~'ÍYº.: · ~~~.para 
.... ,:;:~: ..... 

:' > t:, -t:::?·:\~ ··~·~. 1'":'" .<"· 
. ," •. ·' ; ... Á- ' 

Por lo tanto su pÜnto fljo es: O. 

17 

fig 5 

TESIS CON 
FALLA DE 01\i(¡J:;N 



Se puede observar que .f mapea l en~ 1 y -1. en l. 
Consecuentemente a estos púfltas,'fy'~l, se les da el nombre de punto 

de perí?dº dos ? 2 - ciclo y al conjunti/{-lil} una órb~ta periódica de f. 
Definición 1.19 El punto x.'escun: p1Lrito periódico de periodo n si 

'.,'i-·:· 

. /¡n(x)=x · 

En otras palabras x ·es ~n punt~ periódico . de f con periodo n, si x es 

:::::,:~::·. :E;~i~~~' ::MOO~ primo no ,; 

Esto es, un punto perl~didd::t~~k~:f~~~~~'.J·primo n0 , si éste regresa por 
vez primera a su lugar.origihai'.CleW:iolii:iEi''~mpezó ·en la no iteración. 

· <:::_ .. ·:$/~; .~:-~-~t~7~:< :;JJ:f:~-~ ~¡J~~t~{t!l?#~l;<:<r .. · ; ··~, ;:. · > 
Los puntos fijos.•:de1f:se!cciI1siderah\puntd.S periódicos de periodo 1. Se 

denotará al conju.nto,ci.~;i>P.:ri:t.o~;~~ri~~~~os'~~ ¡5~í:ioao·n por Pern(f). 
A el conjunto de tóda5 láS iteráciióneif de puntos periódicos se le denomína 

::::;:~: f ?%íf t.~iz:·::~:~;;(:;~ ~X 0b<~MO que 0 M el 

·.único punto_ fijo. Para ver que todos los puntos del dominio de la función son 
p-untóspériódicos de periodo 2, de hecho Per2 f =IR , resuélvase la siguiente 
ecuáción. .. 

j2(x) =X 

<=} j(f(x)) =X 

<'==> -(:-X)= X 

<=}x=x 

fig 16 
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Por lo tanto para todo punto en los reales s.e;duinple q'.ue ~se pu_:,ito está 
en el conjunto de puntos periódicos de periodo,<ios?:r;,E\';Fy:;:.:z,: / _';J; :;+,, : 

·,· .... :'~·.,,7:··, ·1' ,', 

Definición 1.22 Sea f una función f: IR·+;]R,:~el:~,u~i.d ~):e,s,·~'.t;P;¡nto 
eventualmente periódico de periodo' :ri si x'.no;eápériódic();p~ro' eXiste 
m > o taz que ¡n+i<x> = Ji<x> Pª~ª ·i ?:Srii"'~"~siiJ·i~1',iffWxf'.';,:es>iJerié5dico 
para i?:. m. , ,, ·'·· · ' .::;:;.:,. ;'; .. ' ,.,' 

OOOécv"e que oon ""ª ~~lf'óll, ~niiQal dar l~?~l~~~~f i)"· 
Definición 1.23 x , e~ ~~piiht~"~v~ntual~ent~ fiÍ~) si es:eventualmente 
periódico de período 1.'·,o/:';:<\,'. , . · . . '.·.:,._:_:_::,·.·.",,·· ... :.·.'...,'·;·~.:_,_ ...... ·.'·.·.~····'.:'.1_·.•f·.:_.,·•.·.',r ..•. ":···~.·.'··.: .•• :.'.,·.:.•.:'. .. ; .• ;_ •. " .. ·.'.·.•·· ·· 

·, ,,,.~·~i.h\'i;\;;::.i~:.<.\ ,¡; '·,· ' ' '. ·,' ,,:; .,;.,.,·'.;,,~ .• -,':c'"''i'';;·: ' 
Ejemplo 1.24·Si~'·)J,~·:')R:.~:.IR, con ... f(x).== o,· 1cüalqúier 0'puñto.én su 

dominiº.•·e~z~~~~'.fM~{~}~~~~~,:~.lf~t~ .. ~vent~ál;(1iI\1t~.-.'·t:··~:i[g]nt,~t{:!'.· . .. 
Ahora b1en;"h~ta·eLmomento se. han v1s.to:tres .'. clases):ie 'puntos? impor- · 

,, · , ,, !• ' ~.'-·. ;'f:\" •:r-,,'.'';;c,. .. : .: 1. · •:t-- ',' ·,4 '.·v. · : ; · ·,: ·; '. :· .'····· , .. ·• -~ - ·.~:,,,.,,,.,,. '.,. · .. : ... ·-·.-,.~. · , 1" • ·,·. 0 ·0 • • ·, •• '• 

tantes 1 .puntos/fiJos;•puntos.'.pen6d1cos··· .. y puntos·eventualriiente··penód1cos, 
pero hay {iÍnw cu'artá.élase;\ los·puntos periódicos' asintóticamente estables'. 

, <. - .... ', / • - - • ' -. ·' ' ~ ••• ' •• ' - • • - ' 

Defü::iición: 1.25 
f con periodo k. 
¡2k(x), J3k(x) .;'. 

sed! ~nafunéi~n f: lR ~ iR y p un punto periódic~ de 
Entonces :z: es asintótico ·ª p si la sucesión ' X, r (X)' 
converge a p'., En;otrds palabras · · · ·' 

lím ¡nk(x) = p 
n-oo · · --

Ejemplo 1.26 Considérese la función f(x) ;,,, x3.Cero es un punto fijo, 
supóngase se empieza .con~ e iteramos¡ sucesivamente, se obtiene 

1 1 1 
2' 23 ' 29' ... 

entonces ~ no es p.eriódico y nunca alcanza a cero, a pesar de que éste 
parece estar más y más cerca de él. Esto es ¡n ( ~) converge a cero cuando 
n tiende a infinito. Se deduce que ~ es asintótico a O bajo f (x) = x3. 

Definición 1.27 El conjunto estable de p se denota como W 8 (p) y 
consiste de todos los puntos que son asintóticos a p. 
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Nótese que si se buscan puntos en.el conjunto estable de un punto con 
periodo primo k, se debe considerar fa : 'sucesión: 

f k(. ·)"·¡··2k(. :·)··-¡sh:( )· 
X, X 1 .. X; X, ••• 

. ' . ·~. ,: .· .~:. 

y no la sucesión de la órbita, O(x,'f) 
. . -. .:;;, ' .. ~ 

:z:,j{~);:j2(:z:), Jª(x) 

Definición 1.28 Si la .Súte~~¿~'·it¡r;:¡,·r:J(;) 1, 1 / 2(:z:) 1, 1 f3(:z:) 1 ;,·:} crece 
sin cota alguna, ento'/1,ce,s x)is ~~in,tótic~m.ente estable a infi'/1,ito:, ;. . 

.. ·.,J·;·.·!!.;,:.>·;:'-".:~·J}},>":~:l"-,·•~,<; •. ·-,T·" ,. . ; .. ;5:·1;: - '';· ;.~./ · 

Ejemplo 1.29 Sea ::H/ni:·~ iR, f(x) = -x3 • Obsérvese que 'x"b: o· es 
un punto fijo, 1 es un punto periódico de periodo 2 junto con/:L E(conjunto 
estable de cero: tvª(O);'.~oñsiS'te:_de todos los púntos en el'.intenlaio··~f(~f;:f). 
El conjunto •. ~stable'd~'' Tiifiriüo: · W ª ( oó) consiste. en· todos_'. lo~ ']iuntéfs / ~n: el 
interva~o ,(::;:-.~,jiPtH--<~; co) . .. El conjunto esfabfo de .• ~.{a¡.ftl~;á~;.e?1-? ... dos 
punto ~Ly;1,al)g'liaLque el con1unto estab_le de 1 es. decir'~·;,::;•~/i'•,'t;'!: ·• 

· .,:u;~·?-.·5y~~,2 · ·c:-i; 1); wª(oo) _.:; <~~;J.i)'u\'~q.~0~;~';:j;:·';~'.':{;~--
··wsk1) .::;: ·· {-,1,1}, W~(1_).~t.;i;}J,]_::.;i\~ü:f X/r. 

Aúil y ~~a.Ild~ 'P rio ~- im'pÜiito' periódico se p~ede deflriir un-punto X 

asintótico a p si 1 Ji(x) ..:... fi(p) I~ 'óo cuandó i--> oo. 
Si analíticamente queremos estudiar todas las órbitas y clasificarlas, 

resulta una tarea prácticamente imposible. 
Por ejemplo si f(x) es un polinomio cuadrático para encontrar explíci

tamente los puntos períodicos de período n se necesita resolver la ecuacion 
¡n(x) = x, que significa encontrar las raíces de un polinomio de grado 2n. 

Definición 1.30 Como su nombre lo indica el análisis gráfico usa la 
gráfica de la funcion para analizar su dinámica. 

Lo anterior se entenderá mejor si se ilustra con ejemplos. Empecemos con 
la dinámica de la función /(:z:) = -:z;3, así pues antes que nada grafíquese 
la función f y la identidad es decir la recta y = x en el mismo sistema 
coordenado. Se tratará de detérminar. la órbita de un punto que cae en el 
intervalo (O, 1). Empecemos en el punto a o si se prefiere en el punto (a, a}. 
De este punto tracemos una línea vertical hasta tocar la gráfica de f. Como 

¡ 
-~·'j 
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el punto se mueve verticalmente al valor de la abscisa, es decir, el valor en el 
eje x deberá ser a y el valor de y (el valor en la ordenada) deberá ser f(a). 
Ahora muévase horizontalmente hasta tocar la recta y = x para arribar 
al punto f(a) ·o (f(a}, f(a)). · Repitiendo este proceso, ahora se mueve 
verticalmente a la gráfica de f para llegar 11:1 punto (! (a), J2 (a)) y después 
horizontalmente hasta tocar la línea y = x para llegar a (/2(a), J2(a)). 
Continuando con este proceso se puede ver que ¡n(x) se aproximá a cero 
cuando n-+ oo. Un análisis más detallado sugiei;e que · .. •. • . 

w•(o) = (-1, 1), w•(oo) = (-oo, -1) u (1, oo), w•(-1) = { ..:..:1};w"(l) = 
{1} 

f(x)=-x 

fig 7 
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Capítulo 2 

Criterios esenciales en el 
estudio de los sistemas 
dinámicos discretos 

2.1. Criterios relacionados con la existencia 
de puntos fijos 

A continuación enunciaremos dos teoremas, que establecen condiciones 
suficientes para Ja existencia de puntos fijos. 

Teorema 2.1 Sea I = [a, b] y f : I --> I continua,' entonces f tiene al 
menos un punto fijo en 1: 
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y=b 

y=a 

DEMOSTRACIÓN: 

y=x 
--,--------

1 
1 
1 
1 
1 

1 

1
f(x) 

1 

(c,f(c)) _, _______ , 
' 1 

__ ;---..._ 1 1 

x=a ~x=b .... 
g(x)=f(x)-x 

fig 1 

.. ,~Sea/ =, [a,~] y f: J -+ I continua. Si f(a) = a o si f (b) = b, entonces 
tanto a como b.son puntos fijos y ya acabamos. Supóngase que f (a):/= a 
y queJ(b) :/= b. Sea g(x) = f(x) - x. Como f(a) está en (a, b), entonces 
f(a) > a así mislno.f(b) < b, entonces g(a) = f(a) - a > O y g(b) = 
f(b):... b <O y como ges continua, el toorema del valor intermedio implica 
que existe un e en [a,b] tal que g(c) =O. Pero g(c) = f(c) - c, entonces 
f(c) = c , que es Jo que queríamos demostrar.• 

Ejemplo 2.2 Para f(x) = x3 e J = (-1, 1), el teorema anterior garantiza 
que f tiene al menos un punto fijo. 

Teorema 2.3 ·Sea I un intervalo cerrado y f : I-+ IR una función con
tinua. Si f(I) '.:) !, entonces j tiene un punto fijo en J. 
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"'. .. ' f(b) ......... -· ........................... ___ ;. •'•·····; ... ~"".-· ..... . 

f(I) :J 1 
f(a) 

. ' . . 
,-.. _.· 

x=a x=b 

fig 2 

D~MOS'.f~CI,~N:'} t/ /.-,'. .. , 
Sea.[= [a,;b] tin)ri~ervajo .. c~rrado. Como f(I) ::i /,entonces existe un 

{1 y ~2 en 1;~ taleS,'que'}({i)··,;,, a y f ({2 ) = b. Si {1 = a o si {2 = b, 
entoncesi'y8.'a:cába'mos:(,'Eii caso contrario, a< {1 < by a < {2 < b. Si se 
define '9(:t}~:'J:(~H:;_;~, efü{)Il~es 9(e1) = !(~1 ) - e~ <:o, ya·que/(~1) =a 
y a <. {í.;Ig\iBlajerí:té'g({~) ~".f({2 ) '.'."° { 2 >O, ya quef({2 ) = b y b > ~2· 
Así pue5éi~~IIÍ-~'.'§(~-iJ1'.<f9H/Y,M~:.'J({2)>·o, 'y. 9 e8,'contiriua; por el terema 
del: válcn:;;intérm~dió\;~ex¡5te' üh-{3 entre ~ 1 y {2' GY pC:Ír Jo tanto· en !) que 

'":ti'f~~(!:~'É'~;{~lf ~i~?'..'~':?j,~tf :'f ~~ba• 
Ejemplc(2:~4-·., ~Jr:d~, 2]:...:+';[l;S] · 'eón., if(x) = x 3 Obsérvese que 
f [1, 2] =:' [1, 8] ::i [1; 2]. (Así, por'él teorema anterior, · f tiene un punto fijo. ·L :.·. , .... , . !· .... 
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2.2. Criterio para la estabilidad asintótica de 
puntos fijos y puntos periódicos 

Los puntos fijos cuya derivada no es igual a uno en valor absoluto son 
los suficientemente importantes como para tener su propio nombre. Estos 
se llaman puntos fijos hiperbólicos. La hiperbolicidad es uno de los temas 
más importantes en los sistemas dinámicos. A continuación se dan ciertos 
criterios primero se demuestra para puntos·fijos y después se menciona la 
generalizacion para puntos periódicos de período n. 

Definición 2.5 Sea p un punto periódico de período n. El punto p es un 
punto hiperbólico si J ¡n(x) Ji: l. _ 

El siguiente lema se puede demostrar como una condicion necesaria y 
suficiente pero como aquí se utilizará sólo una implicación, en el teorema 
siguiente, sólo se enunciará en una dirección. 

Lema 2.6 Si f(x) es continua en p tal que c <f(p) < d con c E 1R y 
d E JR, entonces exi.ste un Ó > 0, tal 'que si X está fo .vecindad del dominio 
de f ; X E (p _;-ó;p+ ó),. entdnds ?~·~'f(7)';<d:" 'i . . , .. 

d 

f(p) 

e 

DEMOSTRACIÓN: 

,;.,i: • '·'~~:, ~ '~·,·: •. . : '\ ·. _," :· . 

. ·. ,;-;·.\': --·.:'.~ '; '.,:,. 

p 
p-o p+o 

fig 3 

Sea é = mín{d - f(p)Jf(p) - c}. Como J(x) es continua en p, existe 
ó > O tal que si J x - p I< ó, entonces J J(x) ;__ j(p) J< e. Pero 

··--~ ; 

... ,I• i 
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1 x -p I< ó ~es equiv~e~te ~--ó < x...:p ~{o ;p- ó < x <ép+ ó;·c,es decir 
x e (p- ó,p-i- ó) siffiilarmeiite'/J(x) ::'.:J(p)/~e~esequivalente a 

. ···~. . ,·/:-·_;>Yr'.~\:~-;~-~?~~·y::.f;·:>~\,'.'~.·{~::_,~:' .. -;·;_:>= ~·:.,"::-.~~ .·.··:~;, - ;. ; 

. f(p),...: ~:~ !(~), <:f(p) +,¡~;:;.··"' .,i.,d; '" . . (2.1) 

Como f (p) -·~ ~ e y : e 5 d ~ f (p ).~la ?esigti~dad anterior (2.1) implica 

. " •' 

' continúa en tbdo puftto ll~;'.~ü¡'d'omiTii"<l'';f;v}::IR.j' y p un punto periódico con 
período primo k .. Si·· 1 (f~)'(p)'l<):}/E~toncesexiste un intervalo abierto 
U alrededor de p: U(p), tal que'si;x,;éstáfér(U,.implica que x es un punto 
asint6ticamente estable á p: 'Es. decif ,'_';;\ <. · '•> · · 

1~~Vii(~)1~,;~.> .. 

DEMOSTRACIÓN. .. . .... ··, .. · ,. , . . . ·. . . , 
Seap un punto periódic?.deJ /:-,con;p13r~oE10 Pti~o k, ,es. dEJ,cirJ~(p) =:= p 

y ¡n(p) =f p ' para cualquier ·o< n <: k. thl que' 1 (f~)'(p) 1< 1 . ····,·.·_,·· .. • 
Tómese una M que cumpla qúe.J(.t:k) :}(p)I< M < L : Como (Jk)' .·es· 

una función continua por el lema· 0.{iterior; _eX¡ste úna ó > o tal 'que si 
x E (p - ó, p + ó) entonces l f~'(i). l<'.•M:-.'.'•':"'}':'>•,i-:n:~'.•Y'~" ,¡,;;-.:e;·•: · 

Considérese U(p) = (p- ó,]J+:ó) . · .· · Lt_i .'. '·' · 
Demostremos que. todas las órbitas .de' los puntos en U(p) son atraidos a 

P 
¡. :-i· -/:(\A : (~. --~· _·, _, ::: . 

. : ", . ' """ "·"' . 
sea X E U,, con x.1= p,;Como,;J,:;es'un!l.Junción de clase G1 , entonces 

Jk .es una función de clase~d.~~~ (~8.';,q~e ia composición de dos funciones 
derivables es derivable y)a é:ompÓsición' de dos funciones continuas es una 

. función continua). Así aplicando elteorema del valor medio a Jk se tiene 
que existe e eri [:¡;;p] o [p,:Z:];·;f~l'qu~ ··. · · .. ·•··· 

. .··· " ' 

· 1 jk (;) :2 Jk . (p) 1::::1 (fk) '(e) 11 X - p 1 
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Como e e U· 

1 Uk) '(e) I< M 

Se tiene entonces que' 

(2.2) 

Pero Jk(p) = p,, de donde'resul~~ que 
:~;:c._r,/~ :.·.:/.~.~;:~!-~{-· •: . , . 
0:,1f.(:¡;).-":-pl<M1 X - P 1 

Como M < 1 se tierl~ tjJ~i~·di~t~ci~ de . Jk(x) a p es menor.que la 
distancia de x a p .Por lo tantof~(x) E U. · · .· .. ·· '.: ·< ''.-'.' 

Esto . permite aplicar el procedimiento que se realiza para x ahora a · 
Jk(x) . ··. ·. , : · .. ·,, . .. .· .. •, ,,:, .. . .. ,;.),.~ ·;' c ... , ...• .,',;·: :· 

. Sifk(x) '=/: p · por el teorema del valor medio ;.eJC:i.ste'c1 'e!iJ/k(x),j:¡]o 

[P, Jk(x)J tal qúe : 1 • : · · . ·. ~)~:f .. \i~;,}E''(.,'r'.•':.J:>'' ·(.' : : ·. 
1fuk(x))':_\Jk( r 1.;;:ri~·1(¿·s1í·Jk(1).'::ip ri 

_- .. -· ., ' ,.-.· .;.· . ~-- _ -:·:'<:~l'f:""f~.:·t/,'.?~::•?:~·;t·:~/l·>t .... ;:·F.;-:.:. -.-. --
Como. ci; está. en U se tendrá que iJ:'.fi/(ci)J<M: , 

De aquí que·•···· •···••·•·•·· ~,:·ú .. ·r.~ti,~&2:'.I'fti~!"~~~~~~m:~;;·:; .•. 
lf.k(:i:)'.:,.:,:,fk(P)l<'iMd'fk.(x) '""PI·· · 

Como f(p) = p, pÓ~ ¡'.ei;reiliiti&ci';~~~:~~tiJi~i~iÍ¿r 'es equivalente a 

l. f 2~i;~~??~!~1.~~~i{f {~;g~;I· .. ·.•.· 
Siguiendo este proceso obténerriostqÜ~\paratóda n e N se cumple la 

siguiente desigualdad .. ···•· • i'\;t~~h:~~~:·<: :; · 
' - . r: · ~ .- ~ _:·: ·-·~ ti\~~-;J;~~~/~·;:-:~:~) 

1 ¡nk(x) - p l<N:~ 1x--;P1 
Como O < M < 1, · · se sabe' ~~r'·'~!_~~; O~ por consecuencia 

1 f"k(x) - p 1-+ oo Y 

• 
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Teorema 2.8 Sea J ~nafunci6nde cla~eC1 y sea~ un punto periódico de f 
con periodo primo k. Si 1. (Jk )1 (p )l;{i~; entonces eXiste üri~~iitervalo abierto 
U alrededor de p tal que si'x e¡ UJ:'.erÍionées :X se"sale 'dtla v~cindad bajo las 
iteraciones de f. · · 'r '.,,;;.J!;c;i;,.;;/·;.,);¿;,:.,;;;;~¿'."<· ,!J'. > .. , .... 

DEMOSTRACIÓN:' .. ,, '·',·: .... -- ~ F·.y.·.··.··· .•...... 
Seap un punto periódicO'def·con'péríodo primo k tal que 1 (Jk)'(p) I> 

l. TómeseunaM tal que 1 (f~)'(p) I> M::>:i.,:·CoxÍio (! k)' es una función 
continua (ya que'pbrº lÍipóte;Ís f ' es Üna'fu:idóri de clase «'.:71 , entonces f 
es una funeiÓn C\ composición. de derivables es derivable y composición 
d~ continuas es, continua, · así eii particular: (JÍ')' es continua) existe una · 

· ó > 0< t81 qúe si x e (p - ó,p + ó) ento11cesJ Jk'(x) l>.111. · 
;. ' > ' .. -_ . "-' ·:. ~ o _· ' . . . . .: : ... __ .· ·, : 

'. · ·Cc:msidér:ese U= (p':-'ó,p+ó); la vecindad agújerada de radio ó con centro 
,.. '., :_·.~·:.,. >. - ' ·. - i}!~···:··¡:;;,~:.· ~-~);•'.·;¡o•.':·;" . 

enp;·'. .... ;·., _,~ .: : , .-': .. ,'-·.' .. ;. ::>;•:.>.: .. · ·'' _. 0 . >· .,.,· 
·.Por déniostrar que todas· las· órbiúlS ·de los puntos en U son repelidos. por 

'• p. 

··~:~~~~~~~.:=:~;,~~~~~~~t\~~~~~~~,~~du~~r¿ 
· · 1 fk(x) :;_fk(]J)',+~d (/~f(c)Jl'x,f}I . , . . . . 

Como e E U •· · •/,;, :}(' -~:;··~t\ ~-;· · .~. 
··",. 

.•1-t/H~<~)J~;~i·· 
De aquí que , ':S,> -//' 

P= f'(p)~: ' ,1;¡;¡~11¡~¡;!~~ ~ 1 . . . (

2

-

3

) 

Si.·Jk(x) e .. V·s~ ,pued~:aplicar/nuestroi'procémiento que se aplicó para 
X ahora_ PaIB:'J~.(x)'.pót;eEt

1

eofe~fi'fdei'.'V8:1C>triiedio''existe'c~ en [Jk(x),p] o 

[p, Jk(x)] t~l q~~. :~i;':;~,r;:)'g:{~;~+;~;t _/':~:;fl~',/~¡,:~. ~< . '· 
1 .ru~(xw::.:.·"fk(P), i~l'J:~~<¿i) 11 J~(x) - P 1 

Como c1: '~stá en .u·. :5-~ j;·~~<lf·~,~~ei'.'(J§(~l) 1 >, Ú. 

'2g······· 
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De aquí que ·,··· _,-

,_··.'' ! i• 

. Como f (p) .= p lo anterior es. equivalente a. 

·. . . . . u . .,· <:.···· 1 Vi
2

klf~~R.:;1 j,i~
2

t~t;?~. 1 . • •. t • 

y'así. mientras que. J~(x),E' v.:-=: ~(p S{o;}i,:f:,ó),,.ob~ene~Ós 

. ¿~o ~~ii~~~~g~,~~~~~~fx-pf>O, enton~ 
de ·.1ª. desigualdad:de :ai:-riba';implicid:que yá:a':existir; una··. n iteración tal 
que (Jk)n (x)i dista··J~ i?ü~~ di~t~dá'sUfid~ntemente.gi-ande y de est.a 
última desigual~ad s~'~i@:~·qu~ par1:1,_e5a,n.:el'pfuito·rcx) ya no,per~enece a 
ú ·• --. : . ·. . .:·."., ~ .: .. : ·:·:·~~'.::;"'. t'.~;~_'.: ! :.:~./ ... . --~:·- '·>'·~/-~1 .. : .. ~·:·: <<:.,-.:.:_::~-~'::·/·'.'.:L .. -./, ,.; . , :·- ;_._ .. _, ~'.· --~> .. ::· ,,:-·'>: t . -

· Los puntos fijos cuy¡d~~i~ada son~el1or que1\~·n v~or~bsoluto s~li~an· 
atractores y ·los puntos fijos cuya derivada:. e5 más giandé' c¡úe' 1' 'en valor · 
absoluto se llaman repulsares. ¡,, • 
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Capítulo 3 

U na familia sencilla, 
carismática, pero con una 
dinámica compleja: La familia 
cuadrática. 

Este capítulo tendrá como fin presentar a la familia cuadrática 

3.1. Familia parametrizada de funciones 

Se entenderá por una familia perametrizada de funciones una colección 
de funciones que tiene· 1a misma forma. · 

Ejemplo 3.1 Considérese. la familia de funciones lineales fm(x) = mx 
donde m varia sób'.,:e ,fo·; n?imeros reales . La variable m es llamada el 
parámetro • y frii(x) ·~, mx '. ·••e~' llamada la familia parametrizada. Para 
todos los valores di{m'~xéepto para el 1 es claro que O es el único punto fijo 
de fm =·mxJ·'' ;·;';¡:;;_~~·>::··: .•.. :. 

Si m < . .ccf¡?entoni:es':'x,;,;; O ·es un punto fijo repulsar y todos los otros 
puntos están· en. el conjunto estable de infinito. vVS ( oo) = IR.". {O}. 

Si m .;:;, ·? lt entonces todos los puntos excepto el O que es el único punto 
periódico primo de periodo 2 . 

Cuando ~1 < m < 1, x =O es el único punto fijo atractor y W"(O) = 
lR.".{O}. 
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Si m = 1, entonces todos ios ;u~tos son' p'U~tos fijo{ ·.• · . . . • . · 
Finalmente cuando m :> 1; x ~·O es·et tlnico pú.ntO .repulsar y todos. los 

demás puntos están en el conjunto-'establé'. dii:x;,ws ( oo) ==' lR"'-. {O}. . 
' ·:. ~· ·:¿ ·;:;~. :. : :-. : , t .. · >, ..... , , ' ; • • '. • • • • ' 

Definición 3.2 Sea fe ~na:J~Ji~lidYpO,~rrietri~ad~ de funciones, entonces 
existe una bifurcación e~ Ca';; .si~sié'uncÍ i>O dal que para cualquier a y 
b que satisfaga eo-e <Ci < c0')yc0'< b < eo +e, -entonces la dinamica de 
f ª ( x) es diferente a la diii:Ó.mica 'de\ f b ( x). · 

En otras palabras la dina:IIii~~;dela función cambia cuando el valor del 
parámetro cruza el valor d~ eo: - -- · . 

Ejemplo 3.3 En la familia de funciones fm(x) = mx, obsérvese .que la 
dinámica de la familia de funciones cambia bruscamente para valores antes 
que -1 y despues de 1 por lo que se dice que en menos uno y en uno hay 
una bifurcación . Y para cualquier otro valor m que esté entre (-oo, -1) ó 
(-1, 1) ó (1, oo) la dinámica permanece igual. 

3.2. La familia cuadrática 

A pesar de que es una de las familias más simples su dinámica es muy 
compleja. 

Esta famila es importante porque más adelante se verá que cualquier otra 
familia de funciones cuadráticas se puede hacer homeomorfa a aquella y por 
un teorema que también se verá más adelante hereda toda su dinámica. 

3;2.1. Determinación de los puntos fijos 

La familia cuadrática tiene la forma Qc(x) = x 2 + c esta es una familia 
de parábolas que abren hacia arriba, con vértice sobre el eje y. 

Evidentemente la posición de las parábolas dependen del valor de c, pues 
c únicamente desplaza sobre el eje y a la parábola y(x) = x2 • 

Para determinar los puntos fijos debemos de resolver la ecuación x 2 +c = 
x, es decir x 2 - x + c =O. Las raíces son 
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p 

q ' -

1+ .;r=4c 
2 

1 -:- . .;r::Tc. 
2 

:"':',;-.;;,e; .. :· .. ; 

Si e > ~' . p y q · scin complejos, y en consecuencia las parábolas no 
intersectan a ia:·idéntidad~·r .:".·::,~::::::~::'·' i. v 

Estas números son réaÍes si y soló si 

. · 1 _:: 4c ;::: · O 
: •, 1'. 

·:' <•.. .·;¡;;::: e 

Por lo tanto. si e ~ i. nace ün punto fijo y después conforme e se 
hace más pequé,ño (e <j)1.Jés~é punto se divide en dos puntos fijos. Aquí 
hay una bifurcación,·. e5te tipO .··de bifurcación ·se . conoce . como bifurcación 
tangencial, ya qüe en e ,;,.•t; <ambas;graficas se tocan tangencialmente. ol> 
sérvese que cúandó e > ~ .· ,: las &bitas de cualquier . punto tienen el mismo 
comportamiento, tinde:n a i'irlinit~;;· ·:.: ; · · · · 

,· .. ' . ... :· .. 
e>! 
••. :•.4 ... 

Notequeji='q 

ya.que 
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(3.1) 

y análogamente . 

(3.2) 

Gráficameritefse(puede'.observár fig 2 inciso a) y b) que si.xo.> p y 
x 0 < .:...p;: tieile''sie~pre·;~1,iúismo comportamiento, entonces la órbita de xo 
tiende. a: iiifini:t();;r '"~'.·0} ;- >· · 

, ._ .•. · ::-:·s·'>~·~;,_::¡::;:.:,:'.'0:~'.·:. ;:·?t ! • 

· :;·1.·~~-á,i),._:; "L· .. "·~ fig 2 Dinamica de Q (x) - x2 - ! , ~ , , 

>;i?'~ 4' -. '-·~Jtt 
•.. ·a) .. :: .i\:c .. : . b) •· · . ... c) 

eón con~.ci2n.· i,ni9.il!J .• ' " c6n condición i,nicial inenor con condición inicial 
mayor a p 1. ::i'L1' , : >,' a ... p_e-,~ ;';;--•:,, ... , . . igual a p 

·... . - '.r:r;f~i::·/·:'f::~',~i:!<(:. ~{.2~~~~~ii~.·~~~~v.~2. .. ··. .· . · _ ·· . 
Esto sugiere queltoda la dinármca mteresante de.Qc se da en el mtervalo 

~.~=1.i~lJLl·t~~~1·~i~lit:: ::::::uz::: 
fiJO porque - Qc(-p) =p.s,Q.i(p);= p ;.-.el cual.es un punto fi.Jo luego de la 
primera iteración.Y por úiti;n(;·e1 conj~to estable de infinito son todos los 
puntos que quedan fuera dé. le así que H'8 (oo) = (-oo, -p) U (p, oo). · 

Dividamos el siguiente análisis en los siguientes tres casos cuando -2 < 
e< ;t, e= -2, e< -2. En cada uno de los casos se ha adjuntado un 
cuadrado de lado 2p centrado en el origen y con vértices en (p, p) (p, -p) 
(-p,p) y (-p,-p) 

r--m~::-=:--=---- -TESIS CON 
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Grafica de Q e . ..· . 

'" ··:~¡'.¡'(~p.p):'¡c.:..;..._·: .......+---f 

-z 

.... · .... · . .:\~~¡~~¡t~t~~~~:,;~:\id-·~t~i~~; '·i; .. • ;,;::.:.~;;;11>· 
Aquí un hechc)'inipo~tailte .de notar.es,qu~ la' gráfica dé :'Qc;;queda 

contenid~ eii·un'cu~clradópara''~2<éF<: r Lágráfica toca;~ lá i:>\i'.se-~del• 
cuadrado . cuando e ;;,:._2 'y·' Q~(x) 'se sale de la base de la'cajaº,cuancio. 
e < -2 y EÍI comportiroiehto· dé los. puntos fúera del cuadrado\'tó'dos \ 
tienden al mismo tipo de órbita : se escápari a: infinito. ·. ,. . . ...,.;·, ~-. ', .. 

Se puede ver analíticamente que para e;,.. ,-2 la gráfica toc~i:'la'J;lasi(del · 
cuadrado. El razonamiento es el siguiente: . . . . .• .·· .' : ; ·,· · •. · • : ; ; ' · 

Supóngase que· el punto más bajo de la· gráfica es (o; e) 'íi,{iehfr~\·que 
el punto centrado que se encuentra más abajo del cuadr:a,do,.e5:(ó;:...:·jj)~:;'.Eh 
realidad lo que se pregunta es, para qué valores dél parámetro e¡ se cumple 
que: 

e < 

~. ,_-,. 
:.;··_; .. 

· ~ 2c+~i;<')~v1~4c ·/. (3;3) 

Supóngamos que 2c. + 1 es íi~~~tiv,6·p: ~~~9R~:~:I1~ces.ariamente e < - ~. 
En la desigualdad (3.3) se puedé toinaf~va16r.:ábsoluto: Así: · 

-- . _ _.. _:.i.:.:_;: :-·.;-~_,';~:_;:':·~·::;.;··',;~'?<:('.t;~i\t;:~::~:; ¡: .. _.,-: - ··-; '·. 
, .. · .. '.' , . 

. :,/:·;" ·1~\''. --~-~·-·~:-.F~·:-· . . ,_.: 

.· .2c+1fa¡·~y1,~,4~ ¡•· .. ·. 
<==? ...:.(2c-fl) >:\11:'"'."4c ·. · 
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. , ..... '• 

. ,._._-., 
, .... 

~ '· :. : ... 
~ .. -

~~tonces ·: ~(2c .+1} :.E:ls positivo 

1 ~ 4.c :· · :~ .. •.... '.::,, . · ..... · ~ \ . . 

\· 
. fr .,~ .. ; . 

.. . 
;_::~·:·, 

·: '.::·;;; 

que el va.Iór '.del '. parárñetio.'~ c}pára'eicua.I elvértice de la gráfica se·sa.Ie del 
cuadrado ,~ ·c: ·:.::;;,77.z.;1:'·.· ''1 ~'.> ·~ : ::;i( ; :-),; ./ · · '2.·,~: :>{'. ...•. . 

' ,, ." ..'/:, . --~ . '· , ~ . .,.\ ;--->.'. ;}~ .. -'.--.'· :"" 
' . '.'; . : .. .'~ . •" ·'· i . 

, , . '•' 1 
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Capítulo 4 

Análisis de la 
cuadrática 

familia 
para 

Parte 1 

1 -2 <e< 4 • 

La importancia del cuadrado de la f ig 3 es que éste atrapa todas las 
órbitas de Qc para -2 :5 e< ~· 

Primero se analizará qué pasa con la familia cuadrática para valores del 
parámetro en-~ :5 e :5 t. 

4.1. 3 · ·· T q punto atractor: -;¡<e< 4· 

Como se vió anteriormente hay dos puntos fijos . p y q, de los cuales q 
es atractor, ya que: 

, 1 - y'l + 2c r.o:-n: 1 f (q) l=I 2 2 1=11 - v 1 + 2c I< 1 si y solo si 
3 e>-- 4 

Gráficamente se puede ver que el conjunto estable de q es decir l-V'(q) = 
(-p,p) para cuando-~::; e<~· 
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a) 
con condición: inicial entre 
-p y.cero 

b) 
con' condición inicial entre 
cero y p 

4.2. Primera bifurcación de duplicación de pe
riodo e=-~ 

Cuando e= -i, ocurre otr~ tipo de bifurcación, esta bifurcación es lla
mada bifurcación de duplicación de periodo. De acuerdo a la sección anterior, 
la órbita de cualquier punto en je es atraida por q, cuando -i :5 e < t; 
cuando e = -i hay un cambio abrupto en la dinámica de esta órbita 
porque ya no convergerá a q, sino a un ciclo de período 2. . 

Así pareciera que conforme e decrece hasta -i el punto fijo atractor 
desaparece y un nuevo ciclo de período 2 nace. Pero en realidad el punto 
fijo no desaparece, sino que, q cambia de ser un punto atractor a un 
repulsor mientras que al mismo tiempo un nuevo ciclo atractor de 
período 2 nace. Veamos cómo se da este cambio. 

En cada una de las siguientes gráficas se ha dibujado una línea que es 
perpendicular a la gráfica de la función identidad y que pasa por q. 

,-----;;:;:;;;;;::-:::-:-~----·~J 
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fig 2 Grafica de Q e 

...•. 
•1.41 

..... 

...• , 

. ·-- {q,q) 

r------.:"- .. - Q e 

"--~------trans 
•1.n•t.4' •O.U•l,4t •O.U •t,U 

a) e= -.65 b) e= -.75 

Id 

--"----: ( q, q) 

e) e= 7 .85 . 

Obsér:y~e que Cl}~po ~ := :::-L laigr\ific~ de Qc es tangente a esta.línea 
perpendicular, Cue,rldo C:: pasa disrriinúyendo~e5te válor la gráfica cruza de 
unfa:do,de.e5t~)lí~ea a1'6tro';' •'">" ~·''',:•· .·. . 

. Así se pu~de obs~~var que la pendieD.t.e de la tangente a la gráfica en 
q 'pasa de ser m~nor quci'l•a·s~~\níÍyot .qu'e i en ~alor absoluto. Es decir, el 
punto .pasa de, ser átráctór a ser repulsor:•' ·.· 

-~ --_ -/<\~- _-·-~:::::--:.:· ~\,·:~- ~~¡::;-~---~·:.: .. ~,=/?:~ ;~:i~»~_<}~;!.~~:i~;i~;;:·:~:~4~~-~~~~~/~~~~~~~:-;:· ~-:· ' 
. . ' Para, entender ;; ~l segundo< aspecto¡ de, cómo es que un punto en una 
vecindad "de ''q es' atr~idó a 'Jrii óf,pit'a de período 2 al pasar del parámetro 
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e~-~ a 
c. 

e= -0.95 

Nótese que se dá el nacimiento de dos puntos fijos para Qc conforme e 
decrece a través de ...:.~. Un análisis gráfico demuestra que estos son puntos 
atractores para Q~. Se denota por A1 y A2 a tales puntos .Obsérvese 
que la derivada de Q~(x) en esos puntos es menor que l. Como A1 y A2 
no son puntos fijos atractores para Q0 entonces estos deben de caer en una 
órbita periódica atractora de período 2. 

Ya se había mencionado anteriormente que este tipo de bifurcación es 
llamada bifurcación.de duplicación de período, ya que conforme el parámetro 
varía se tiene una órbita periódica que cambia de ser atractora a repulsara 
y en su lugar aparece un ciclo atractor cuyo período es el doble al período 
del. ciclo atractor ya existente. 

Se pueden-calcÚlar analíticamente los puntos periódicos de período 2: 
Los puntos periódicos de período 2 son soluciones de la ecuación Q~ ( x) = 

X 

<===> x 4 + 2cx2 
- x + c2 + e = O (4.1) 

Pero recuérdese que p y q son puntos fijos esto significa que (x - p) y 
(x - q) son factores del polinimio (4.1). Pero además p y q son raíces de la 
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ecuación cuadrática ,~:i;~ 
(4~1). Así .:¡·'·~~·-

__ :;. -.. . . ~ 
Por lo tanto · 

·A1 

así que ~te polinomio debe dividir a 
'."' .. -.. --·· .·., --· 

·.-, .• ., f 

...:..1·+ :.jl...., 4(1'-1- e) 
2 

-1-Jl-4(1+c) 
2 

Son los dos puntos del 2-ciclo, es dedr el punto periódico de período 2. 

4.2.1. Conjunto estable para el ciclo periódico de perío
do 2 para _.§ < e < --ª 4 - 4 

Se puede calcular el conjunto estable de A1 y de A2 • Más adelante se 
puede ver que, vea fig 3, el conjunto estable de la nueva órbita periódica 
de período 2, para e E (-~,-U, consiste de cualquier punto x en 
le= (-p,p] menos los puntos eventualmente periódicos a q. 

~I ---1 e 

fig 3 

Gráfica de la función Qc(x) con e E 
[-~, -~) . Los puntos ea, e 1, e 2 , e 3 , ... 

son puntos eventualmente fijos a · q. 
También se puede observar que 
cualquier condición inicial en le 
que no sea un punto eventualmente 
fijo de q estará en el conjunto estable 
de Ao y A2. Por lo tanto W"(A 1 ) = 
(-p,p) \ {e0 , e 1,e2 , ••• } 

Calcular analíticamente el conjunto 'de puntos eventualmente fijos de q, 
para los primeros términos del conjunto, se vuelve una tarea complicada, 
de ahí que sól? calcularé los tres primeros puntos eventualmente fijos a q: 

Los puntes· que á' Ía 'pl:iinerá; i ter~ción caen en q satisfacen la siguiente 
ecuación Qc(x) = q ~b·'x2+c = hli-4c <=} 2x2 +2x-1 = -v'l - 4c 
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<=:>, (2x2.+ 2x -:-~1)~>= 1-:- 4c -{=} 4c2 + 8x2c+ 4x4 - 4x2 = O. Obsérvese que 
esta últimaeXpresión es una ecuación cuadrática en c que tiene 2 soluciones 
c1 .,,; -:-x2 '- x o c2 = -x2 + x.Despejándose a x de la. ecuación c1 = -x2 - x 
se obti.ene x2 = - 1:1:-q+fü la eXpresión ánterior tienesentido si y sólo si 
l+ 4c.;::: O es decir sic;::: -"i· Pero ya se ha observado gráficamente que 
cuando e> ! la órbita de cualquier punto.en IR tiende a infinito y si e=! 
q no tiene punto eventualmente fijo. Por lo tanto x 2 = -l:!:~ no es 
un punto eventualmente fijo a q. Ahora bien despejando ax de la segunda 
ecuación obtenemos que x1 = -i+F o x2 = -l-0 con gran sorpresa 
se observa que x 2 es en realidad -p y, ya se había visto, que -p no es un 
punto prefijo de q, sino de p así que es~a solución también se descartará. 
Por lo tanto el punto eventualmente fijo a q es · X1 = -l+F para una c 
fija.• Así siguiendo la notación descrita en la fig 3 e0 = x 1 = -i+F (el 
primer punto eventualmente fijo a q). Esto se puede coprobar fácilmente, 

ya que Qc (-1+0) = q. 
Podemos seguir con estos cálculos y obtener los siguientes puntos prefijos, 

es decir, puntos que en la segunda iteración caen en q. Pero se observa 
que primero tienen que caer en e0 para después caer en q así ~untos 
buscados cumplen con: Qc(x) = -1+0 <::::=> x 2 + e = - 1+ ~ -{=} 

(2(x2 +e) + 1)2 = 1 - 4c <::::=> c2 + (2 + 2x2)c + x4 + x2 = O una función 
cuadrática en c que tiene. 2 soluciones: c1 = -1 - x 2 + v'l + x2 y 
c2 = -1 - x2 - v'l + x 2 al desarrollar ambas ecuaciones obtenemos una 
única ecuación: x4 + (2c+ ·l)x2 + c2 + 2c =O una ecución de grado 4 en x. 
Así que para resolverla se hará un cambio de variable si y= x 2, entonces 

Y2+ (2c+ l)y+c2+2c _;,,·O, cuyas soluciones son y,;,.,,· .:..c2c+i):1:ylc2~+il2-4Cc2+2cl. 
· . /-(2c+l)+J(2c+l)2-4(c2+2c) 

Por lo tanto x = ±y 2 , es la forma de los puntos 
que a la segunda iteración caen en q con c E (-oo, O] . Así renombrando 
a nuestros puntos eventualmente fijos como se tiene en la .fig 3 : e1 = 
_ . f-(2c+l)+V(2c+l)L4(c2+2c) _ . /-(2c+l)+y(2c+l)2-4(c2+2c) 

V 2 Y e2 - V 2 • 

4.3. Un resumen gráfico 

El analisis anterior se puede resumir en el siguiente diagrama el cual es 
una forma de graficar "la bifurcación de período doble" 
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fig 4 

El eje horizontal (layariable independiente) representa el valor 
del parámetro e~ El.eje vertical corresponde al eje de las "x" 
con. ..::.2 <. i < 2, es decir corresponde al dominio de la 
función Q~;~n [-2, 2). Las parábolas acostadas representan: 

. Jos ptintO,s,fiJos. (p y q), los puntos eventualmente fijos a q 

.que son: e(i;· e~. é2 'el punto eventualmente fijo a p: -p y 

lo.s. puntos de periodo dos (A1 y A2) así como su dinámica 
al variar el valor. del parámetro c. 
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Capítulo 5 

Análisis de la familia cuadrática 
para e< -2. 

5.1. e= -2 

En esta sección se hará el análisis de la dinamica de Qc(x).·= x 2 +e para 
e= -2. _ 

En la figura 1 se pr~enta la función Q2 (x) == x2 + 2, como bien se 
recordará del capítulo 3 sección 3.2 la. dinámica interesante que presenta 
esta : . fun~iÓri s'e encue~tra en el intervalo L 2 = [ ,-2, 2] ya que cualquier 
intervalo .fuera de le bajo la. iteración de Q_2 tiende a menos infinito. 
Támbié~(s~ rec()rdará que es este valor del parámetro, c = -2, donde la 

. función es tángente. ala parte de abajo del cuadrado con vertices ( -p, -p) 
.(:-op,p) (p, -.F) y (p,p). 

(J>,p) 

fig 1 
Gráfica de Ja función Qc(x) = x 272 en ei intervalo ¡f2, 2] 

.'. . ~-;··\; (·{·:~-¿;~? .. :,:'.;:~::~:.·:~/~'::(~~·:_)f.,: - " . ' 
Obsérvese que Q,...2 . manda,ali,nterya.lo,[;-'210) e~ L2 = [-2,2] (vea 

'.. '"" ""~ ,., . ,_ -, l i • ·-: . :'.. < 
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fig 1) po~ lo tanto la segunda iterru:ión de Q :.:2, , e5 decir Q.:_2, mand~ este· 
intervalo [-2, 2] sobre todoI..::2 éomo exáctamente Q.::.2 Jo hizo con L2;Así, 
con exepción del O ,todos los puntos tendrán dos preimage)les en [-2, O] . 
Análogamente lo anterior pasa para el intervalo [ó, 2j. Es esta la razón por 
la cual la gráfica de Q:.2 tiene exáctamente dos valles vea la figura 2. 

.. 

Gráfibi d~ la f~ción ,Q:.2 (x) 
· ··an'~1.}~t~~~ ¡~2,21 · 

~,-. :/·:-~!;·~ ·'. ;:d=,){·:-}i.Ll;-,:~: .';:\i:::!:. ;·~ :~:;J:-:-·;{~---·. ~:~~:-;~,- ! , 

(-q,q) (q,q) 

(-q,-q) (q,-q) 

fig 3 

Gráfica de la función Q:.2 (x) 
en el intervalo [-2, 2) 

,, Si se C:6ntií:ll1'~,:;<l¿·gta··ili'i~er8:sépuede observar en la figura 2 que hay 
,cuatro'int.~rya,io~·~a!·g~~etH2,:.~1);~[~ 1; O), [O, 1) y [1, 2) en donde la función 
Q:.2 piap~a.J.calquié,ra'de El5tos intervalos sobre L 2 de una manera análoga 
como:·~:Q--'2·:·J?'hizo ei{ll:2;1As(que la gráfica de Q:.2 tendrá cuatro valles, 

:v~a\fig'.31'"'~De!~ta'.manera'"'obtenemos que Q~2 tendra 2n-1 valles en 
L2:0bsérvese q\le 'por cada valle la función Q~2 cruza la diagonal exacta
mente dos veces. Por lo tanto Q_2 tiene exactamente 2" puntos periódicos 
de período nen L2 = [-2, 2]. 

·Un análisis más detallado de la dinámica de la función Q'.'..2 se puede ver 
en [14] en donde además de afirmar que Q_2 tiene puntos periódicos de 
todos los períodos posibles esto m:uestra que este conjunto, es decir, Per(Q_2 ) 

es denso en le. 

5.2. c<-2 

A continuación analizaremos la dinámica de Qcpara valores de e menores 
que menos dos. En la figura 4 se muestra una gráfica de Qc con e< -2 junto 
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con su caja de. vértices ( -:P, -p ), ( -:P, p), (p; ..::.p ), (p; p): Como la gráfica de 
la función Qe se sale de esta caja hay púntoS· dentro de la caja para los 
cuales sus imágenes en la primera iteraéión ;se salen de·· 1a caja vea fig 5 de 
hecho· estos puntos son un corijúnto abierto centrado eri el origen llame8e a 
dicho conjunto A11 es decir A 1 ·es el conjunto de puntos que escapan de le 
después de la primera iteración~ 

{fig.;J. .. '· 
. . , .· ::·::",_<J··.i 
.. Gráfica de la función Qe 

pa.rac<.::..2· 

fig 5 
Una órbita en el intervalo A1 . 
Obsérvese cómo es que tiende 
a infinito .. 

·'"' :• 

Identificando ahora los puntos que a la segunda iteráción se salen de 
le, véase la fig 6, se nota que consta de dosstibientervalos contenidos 
en 10 , llamemos A2 a este par dé subintervalcís~ QoritÍnuándo de esta 
manera se observa en la fig 7, que hay cuatro subiritervalos para los .cuales 
los puntos contenidos en estos subintervalos, .eri'1a tercera iteración salen de 
le . Llamemos Aa a estos subintervalos. . , ....• 

fig 6 
Los intervalos A1 y A2 
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Los intervalos A¡, A 2 y Aa 
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. ·,., -... · ', '' 

AsLA;. es.el conjunto de puntos en le cuya órbita sale de le después 
de exactamente ii.iteracioiies. ·.• . . .. 

Mediante ~análisis gráfico se puede observar que cualquier punto que 
salga¡ fuera de l¿ tiene una· dinámica relativamente simple ya que su órbita 
·tenderá a infinito bajo la iteracion de Qe. Es por eso que la pregunta obligada 
es sobre la dinámica de los puntos que nunca saldrán fuera de le. Para tal fin 
primero se analizará este conjunto cualitativamente (el conjunto de puntos 
que nunca sale fuera de le). 

Definase. 

An.= {x E/e. 1 Q~(x) E le} ; para todo n EN 
·... : . . 00 

Nuestro objetivo es estudiar A = n An, A es el conjuntp de puntos que 
· .. · · . ·· .•' . n=l 

nunca sale fuera de Je:: Es evidente que en principio A es el complemento de 
la unión de An para toaá.n EN. Para contruir A primero se retira A 1 del 
intervalo le quedando dos intervalos cerrados después, en un segundo paso, 
de esos.dos intervalos se quita el conjunto A2 quedando cuatro intervalos 
cerrados así en un tercer paso se retirará de estos cuatro intervalos a el 
conjunto A3 dando como resultado ocho intervalos cerrados. Continuando 
·de esta manera se remueve a los conjuntos An obteniendo 2n intervalos, 
vea fig 8. 

fig 8 

Ao 
-p p 

A1 1 1 1 
-p p 

A2 H H H H 
-p p 

A3 HH HH HH HH 
-p p 

Proposición 5.1 Si Qe(x) = x2 + c, con c < -2, entonces las siguientes 
afirmaciones son verdaderos: 

a) El conjunto de números reales x E le que satisface la condición de que 

Qe(x) no esté en le eselintervalo (-J-<2e+l~+,/l-4é, ..j-<2e+l~+.¡r::4c) 
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• 1 b) · El.. c~njunto · .. An • iritert1dzo/ce~dod ajenos para· todo 

.n~mercr1i~iúr~~n .. •.•.,:.~•.·.\t··t\,.,.;;;: ... · j;··~/-{;.}¡:.·;i.;;t:¿; ... ~.[•.,,~.:,·.··· .. :· .. 

.. ~) .:1~:!1;~:: ~7 ;~fü¡~~t;~~~.~~f ;i~.~~;;.~.;.l .. ~.,l, 
De la gráfica de Qe: :en lá'figilra;4i·;,claramilri.te'se:y~:·qüe'los ~püllt(is que no 

pertenecen a le bajo ladtéración'deQ~Xsori'lcis puntos'fotáles 'que::Q;;(x) :> 

tEfS:::t~~itf.ii~~~~~~~,1~~121f 
Se probará b)y c);pm<inducCion/;' Ch1.raril~nte· rtlel.mc1so. a) •se 

puede ver que A1 '.· ~oriSiste•'<l~''..21 ;~:., Íriteí:válcis•i 'cerriillos'·~jenos: ·También 

: ::·(J:,~~~!;))"~'~i~)it ?f l~i{il~f ge:~~:·:~~ 
intervalosson mapeados en py 7'P· :rJ>or'bontinuidad,y,por el teorema del 
valor intermedio, 'se· puede· coriduii:;qi:i~1 5¡;¡~5es'?i'ilici':de •los _dos: intervalos en 

·A1 .··entonces Qe : T-'-+ ¡:...p;p)·:~~·~si.Ípr~ye~t'v8;."!{f>.ara'~erificar que Qe es 
inyectiva en cadá Uno de los iii.tervalós"de·A'i~'-riótese que 'Qe 'e8 estrictamente 
monótona. en ·estos ' inté~aios~· ''~-';Ya 1qu~;·:(J~'(±)c';;,; 12'x· < o cuando x e 

l~:·in2~~·\~;::;1~·~~~~ffe~l~lf ;tJ¡¡::~::'.;~1·. : 
consecuencia Q~ es estrictamente creciente E!n este intervalo. Por lo que 
si I. es uno de los dos intervalos en A1, eht~hces-·:(;j~(~) : I.,... le es inyectiva 
y suprayectiva. · _';>. ;:· 

Para continuar el argumento de inducción supÓngasé que el inciso b) y 
e) es valido para k, es decir, supóngase que -A{/consiste de 21' intervalos 
ajenos. Más aún supóngase que si [a, b] es uno, de .los intervalos cerrados 
que comprende Ak, entonces Qc(x):[a,b] 2+.· ¡:.:.._p,p] es biyectiva y que 
Q~(x) <O \:/x E [a,b], o que Q~(x) >O \:/x E [a, b]. 

; :_> 

Por demostrar que Ak+I consiste d~;'2k+1 intervalos ajenos y que 
si. [a, b] es uno de los intervalos cerrados que comprende Ak+l• entonces 
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.·. Qc(x):[a, bj,-¿ h;~p] es·.biyectiva.:Así considérese Ak. ·. Com'.o s~. vió. en ·· 
la fig s;· es fácil ver que.;f\.k+L C:Ak. Sea [a, b] uno de los 2k intervalos 
que.están comprendidos en Ak . . < Entonces (Q~)' (x) > O Vx E [a, b}, o 
(Q~) ,·(x) ~·ti·· Vx 'e [a; b] en tlóndé láfoneión Q~ es estríctamente creciente 
en . [á, b] para el primer casó y Q~ es estríctamente decreciente en [a, b] 
para el segunde> caso. Shí'pérdida: de generalidad supóngase que Q~(x) > O 
Vx E·[a; b] .·;CÓrnó Q~(x) es estríctamente creciente en [a; b], Q~ es continua 
y ~Q~([a, b]) ;,,,:¡....:p,p]j'por el teor~ma del valor intermedio, se puede asegurar 

. que.existen·dós'únicos.puntos x1 y x2· que satisfacen: 
• ' < •• • •,, - '< .; ,•·:· ./'·':'•, ,·-:',:.,. fe ! ' ' 

1) ª.:< X11< i2 ~.f.H? ... .:::~! .. ' :! · .. 

•) 9~gt~;i~ilbt&;,0~*~''1't~l ... 
3) •·-.Q~.ct:c1r~~ü:.:t-~(s,Y::~10~~,~,t~·.:~,~-,2~+-~~+~J . 
4) Q~([;2,.b])'~ [Y:-(2c~l);Vl-4c, p] 

:.·. L~'.~ri~era condición .asegura que [a, x 1] y [x2, b] son disjuntos. Las últi
~aS tresdéSigl}aldades implican que Q~+l([a, x1]) = [-p,p], Q~+l([x1, x2]) < 
-:-:q,:, y que Q~+1 ([x2, b]) = [-p,p].Por lo tanto el conjunto de puntos que 
e8ta.eri.[a,b] y que también está en Ak+l consiste de dos intervalos cer
rados. disjuntos [a, x1] y [x2, b] . Si X está en [a, x1], entonces Q~(x) 

~ta:~n:1.:.~, . '- y'-<2~+i~+Vl-4c] y Qc(Q~(x)) <O. Como supusimos que, 

(Q~)~(i) :>·o;· entonces: 
._ ': 

,(Q~+ 1 )'(x) ::=.Q'c(Q~(x)) · (Q~)'(x) <O 

para todo x E [a, x1]. Si x está en. [x2, b], entonces Q~(x) está en 

[/-<~~:.1'2~~·-~~J;te\~}<3~:(~j.).~~o,;rd:~:·q,ue::(Q~)'(~) >o, entonces: 

. . . ··. ,. i'(i:Jk+~)~(xF;;;Q• ·cQk(:i:)f '(Qk)'(x) >o 
para todo X E:¡~2\J.< .. ~···:;e' e ... e. 

En caso que (Q~)'(x) < O ·para todo x E [a, b] , se utiliza un argumen
to análogo al anterior para asegurar que los puntos en Ak que están en 
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:, [a, b]; están ª· su«vez,ccmtenidos en dos intervalos ajenos [a,x1) y [x2; b), 
Q~+l([a,x].j) .,;,"j..:.:q, q), Q~+l([x2 ,b)) = [-q,q], y que (Qk+l)' es o .estric
tamente positivo o estrictamente negativo, en cada uno de los intervalos 
[a, x1) y [x2, b]. Como el intervalo [a, b) es un intervalo arbitrario de Ak 

·se sigue.que hay dos.intervalos más en Ak+I que en Ak. Es decir, Ak+l 

contiene 2(2k) =·2k+i intervalos cerrados ajenos. Más aún si J es. uno.de 
los 2k+l intervalos en An+i entonces Q~+l : J -> [-p, p] es suprayectiva 
por las condiciones 2) y 4) y es biyectiva, ya que por inducción Q~+l es 
estríctamerite positiva o negativa en J. • · 

,. •'. ;\''! . ¡.·. . 

Lema 5.2 Si Qe = ~2 +e · y e < _s+¡v'S, entOnces. 1 Qe' (x) I> 1 
"ilx E le -.A1.· 

DEMÓS.:[.RACIÓ~: ' .···.·,.·,······ , 
se salje cilie:'Q~(~) =:= 2x. Entonces 1 Q~(x) l=l :2:z; I>. 1 ' sil X I> ~· 

Así ess~Cierit~'~en.~.on.trar el valor de e para·e1 cual· Qe (~) < -p ·para 
garantiZar>a'su(vei(que 1 Qe' (x) I> 1 Vx E le -A1. · ... ·· ·.·. · ... ·•·· .. 

· ·.· · Asf~Qi(1:p~'.:,Bft\.§ '(! )2 +e<':;._ l+i/l-4c ~::::..; ((! )2+c}> l+y'l-4e 

.. :~~~-~~J~36~f~;M1~;,4c '·~1·~ (~ +'2c); ji ::,f!c.~('ff:2~)~.~1~4c 
.~ 4c~ + ÍÓé''+'.2>';o ~ {e+ ~) (e+ 5- 2v'5) > o ~ e + 5+2Y5 > o 
·lc.f,.~~~1.'~::Ó~:o_' ~+·s+¡v'S :< O 

4 

y e +·s-¡jg <0' <===>:C: :>-:s:-¡vs = 
--:·2,3680'.;)'; e'~ s.:.¡?,= -0.1319 o e< _s+¡v'S = ....:2.3680 y. e< :.:_s-¡i/5 
~7'ój319;. -~. Por lo tanto se tiene que c.< _s+¡Y2•. · 

):,Eí'ri-i:ii.t'¡.i;a Se~ e< _s+¡i/5 y Qe(x) = x2 +c. Si x es cualquier punto en 
. A,.,. entónces 1 (Q~)'(x) 1> >.n. 
,,· ,,· :.: ... ,· 

DEMOSTRACIÓN: 
Si ·X es un punto cualquiera en An y ·como e < _s+¡v'S; entonces 

por el lema 5.2 anterior existe un >. > l tal que 1 Q' (x) I> >. · Vx E An. 
Utilizando la regla de la cadena se obtiene. 

• 

Q~ '(x) l=:=I Q~ · Q~(Qe(x)) · Q~(Q~(x)): .. Q~(Q~-1 (x)) 1 

1 Q~(x) 1·IQ~(Qc(x))J·; .. ·1Q~(Q~-1 (x))1 
> )...).. .... •>.=>.n, 
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Proposi~ión s:4;·Sea e <·'-'5,+2VS 'y Q0 (x) = x 2 +c. Entonces la longitid 
-- -.--~-----------------.--·----•-".----'---.-·4_, _____ -- --· 2 

de cada intervafo en ·An':-es.!mérior+que J!f.. 
· DEMO~+~bi~~::i0~l~1i]Tf~'.:f {_,-,~x\_·' : . -. . . · 

Si a y b son Jos'extreméiséié_\uno:de los intervalos que constituyen a _Ar., 
entonces por el'téorelliS: del:~oi<medio y por el lema 5.3. 
· · ... · · ··:· ·:.·/ <-.<>·. ·.~.~~.~.' :~~·~f;"f~\i~'.;·~~~;;~(:; ~tf~;«~ r:_:~~~~~)f:~i~f~ :: .. Y:: .. . : < > , . . 

- - '.:-, :; .J;,_';1(;ti.á 1 Qn(b):.:.:.:Qn(a) ·I> >.n 1 b - a 1 · · • - (5.1) 
· . · .. -:<)·::~:.·/·::<: -·<::~-~ .... ·::t ... ~·):::·f,n·;~:/ .. ;: .,r,. ,·.: :,:- ..__, · · "-, -~· · ~ 

Pero de la proposieión_~_.1 se puede ver que 1 Q~(b) - Q~(a) I= 2p. Por 
lo tanto la desigliá.ldad 5.i.e5iequivalente a : :; .. 

. '' .. \ '· ,-:. - . ·,, .. " ,. " . 
. :·, 

Por lo tanto la longitud de un intervalo en A~ es menor que i*. 
Una de las preguntas interesantes es_ si A -es no vacío y la respuesta es 

no, ya que los extremos de le es deci~ ±p están en A. Más aún cada uno de 
los extremos de cada uno de los intervalos que compone le están en A. Una 
segunda pregunta es si A esta únicamente constituido por extremos de los 
intervalos de In para alguna n y la respuesta es sorprendentemente no, hay 
otros puntos en A que no son necesariamente los extremos de un intervalo 
¿Por qué?, más adelante se verá que el conjunto de puntos periódicos de 
Q0 es denso en A para . e < - s+~VS, y como cada uno de los extremos 
de un intervalo I contenido en In no son puntos periódicos, de hecho son 
puntos eventualmente fijos a p o a - p entonces lo anterior necesariamente 
garantiza la existencia de otros puntos que no son extremos de un intervalo 
I para ser puntos periódicos. 

En cuanto a la contrucción de A se recordará que este conjunto es seme
jante al conjunto de Cantor. 

.. : 52 

. ~~ ··' 



5.3. Conjunto de Cantor 

Cantor, Georg Ferdinand Ludwing Philipp 
Nació el 3 de Marzo de 1845 en San Peterburgo Rusia 
Murió el 6 de Enero de 1918 en Halle, Alemania 
Fue uno de los matemáticos más brillantes de la huma
nidad y personificó al incansable em-
peño por comprender. Desde su juventud se 

- interesó por el clásico problema del infinito 
tanto potencial como real e hizo importantes 
aportaciones al qear la teoría sobre los con
juntos transfinitos. Aunque fue muy atacado 

-en su época, su trabajo se llegó a considerar 
como el producto más fino del genio matemá-
tico, así como uno de los supremos logros de 
la actividad humana puramente intelectual. 
Aunque su vida estuvo llena de altibajos por su en
fermedad que lo llevaban a constantes etapas 
de depresión. La complejidad de sus investi
gaciones , junto con la incomprensión de sus 
colegas ·10 condujeron a la locura. 

Definition 1 Un conjunto T C]R. es de caritor si": 
¡ . -- .. ~ _.._ < . ' . ": ;. . . ;), . . ... , . ' '' . \. ·< - ;.;:,¡- './; :, " --.- ,,_, _____ -- ' - -- -

a) r es cerradd y acotadó(El conjunto 'dé todos' los n'll:meros reales con esta 
caracteristica ·/sÓn Uárnados. conjuntos -c~mpactoi - --• · '· 

b} r d~~'i~W~f ~~~~-,~~~fü~!~~:;,!~t~~~t;~n Ú~mMm 
e) Cualquier' punto -. en_ T es -ü_n punto ,de. aéumulaci6n:: de -7 (cuando tales 

'conjuntos son -cerrado~. son ilarriádos_ po~jurit~s-'pe,rf~ctos) . 
. -· ·.. . .•• .. : .. f,· .¡_, .. l.,_ "~"!; .. é l~'..'.•J-·, .. ·-· .... '. '-·-· .. - ·,,' ' .-J 

. <· ;·: :\«·.;_t.: - i .::_)i -·~¡ ;f.:i,k -.:..t~:-. .h·. '''"i<;· 

Para demostrar que A _es_ un'c6#jt.irit9 ~e 9ifutQ.f JB.ra: cuando c < - s+~v15, 
es necesario recordar la siguierite ¡;>reposición 'cuya· de;Jiostración se puede 
consultar en [19]. "--::_, ·--'-' :-,:'''" · 

Proposición 5.5 Si {An} 
tonces nAn es cerrada. 

es una coleeci6ri de intervalos cerrados, en-
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Teorema 5.6 Si Q0(~) = x2 +c; 'éónc < _s+~VS, 
es un conjunto ... 1.e}~'ft<?r/;'; .·, 

DEMosTRA'ciC>N:: 

00 

· entónces A = n An 
n=l 

Como p es'i'.ffi purit"o fijó de Q0 , entonces A es no vacío. Resta demostrar 
según la defiÍ:iición 2, que: 

a) A es cerrado y acotado 

b) .A no contiene intervalos 

e) Cualquier punto en A es un punto de acumulación de A 

a) Como A es la' intersección arbitraria de conjuntos cerrados, por la 
propoción 5:5 se afirma'que'A es cerrado. Luego, como A esta contenido 
en [-p, p) entonces tambiéÍl' es acótado · 

b) Supóngase que A cóntiene un intervalo abierto (x, y) de longitud lx-y¡; 
entonces para <,toda n, (x, y) . debe de estar contenido. enunó de los 
intervalos de An por la proposición 5.4, se tiene que e:Xiste una X< 1. 
tal que la longitud del intervalo en An es menor que ~ '. Como. se 
puede encontrar una no tal que 1 X._ y¡:> f?a-,";el' intervalo (x, y) no 
puede estar contenido en Ano. Pór. lo tanto A no contiene intervalos 
abiertos. · · 

e) Finalmete supóngase que x es un punto en A y sea N.s(x) = (x-ó, x+ó) 
· una vecindad de radio ó en x. Por demostrar que la vecindad N.s(x) = 

(x - ó, x + ó) contiene al menos un punto de A distinto de x. 

Obsérvese que si a es uno de los extrémos de uno de los intervalos 
en An, entonces a está en A, ya que Q~±1 (a) =p. Para cada n , x 
debe estar contenida en uno de los intervalos de An. Escójase .>. > 1 
como en el proposición 5.4, y escójase un n suficientemente grande 
tal que ~ < ó. Así, todo intervalo de An debe estar contenido en 
N.s(x), ya que la longitud de cada intervalo es menor que ~· Como 
cada uno de los extremos finales del intervalos estan en N.s(x), y por 
lo menos uno de ellos dista de x en menos de ó. Por lo tanto cualquier 
punto en A es un punto de acumulación de A.• 
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5.4. Caos 

Ahora que ya sabemos que· los puntos que perm~neceri en ·le; bajo 
la iteración de Qc cori e < ...:....s+¡v'5, fórman uncorijunto de cántor 
interesaría saber un poco más' sobre la dinámica de la familia cuadrátiCa 
para e < - s+¡Y5 restringida a A (Nótese' que lo anteri9r tiene sentido 
puesto que Qc mapea A 'en A) · 

Para tal fin se introducirá la noción de caos, que a su vez involucra 
2 definiciones nuevas, la primera es la noción de que una función sea 
topológicamente transitiva y la segunda es que una función tenga sensibilidad 
bajo" condiciones iniciales .. Al final, la demostración de que la función Qc con 
e < - s+¡Y5 es caótica en A, será inmediata. 

La teoría del caos se encuenta entre las ciencias más jóvenes y desde 
sus obscuros orígenes en la década de los setentas ha ascendido en la escala 
de popularidad hasta convertirse en uno de los campos de investigación más 
fascinantes que existen en la actualidad. El caos toma su nombre de la palabra 
griega que significa desorden. Uno de los errores más comunes es suponer que 
su área de estudio es el desorden, cuando en realidad el caos es la misma 
escencia del orden. 

Definición 5. 7 Una función f : D --> D es topológicamente transitiva en 
D si para cualquier par de puntos x y y en D y cualquier E > O existe 
un z E D y un n EN tal que 1 z - x 1 < E y 1 ¡n(z) - ¡n(y) I~ f • 

. En otras palabras, un sistema dinámico es topológicamente transitivo si 
dado cualesquiera dos puntos, podemos encontrar una órbita de otro punto 
que en un momento dado llega a estar arbitrariamente cercana a ambos. 

Proposición 5.8 Si e < - s+¡Y5, entonces Q0 = x2 +e es topológicam
nete transitiva en A. 

'DEMOSTRACIÓN: 
Sea x y y dos elementos de A y E > O. Es suficiente probar que 

existe~ EA t11lque. 1 x - z I< E y Q~(z) =y para alguna n. 
> ~· DE!)ªiPl'.RPc:J~!ci<5n .5A se sabe que,existej. >, 1 tal que la longitud de 

. cadá intervalo'eriA;.. 'es menor que ~- Escójase n tal que ~ < t:. Como 
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' . . . . 
• - _,,~~ '•'·~ ...... ~''"''-"""''.>\,<>~_.. .. ...,:.-.,.,._,......,..,,,,..,.,..~.,...~"L .................. C~ ................. ~ .. ,._ ,_,,,..,,.,,, .......... \~•",.-·-·''"'"'·-~~-•-••A~,_.;~ .......... _ ----·-~-.. ·-·-·-•••-•• ·--:....-~. ~~"" .. >•~ 

_, . ' . . ' 

x E A. sesabe d~ la·proposición5.1 c) que existe In en:, Á~;« tal qué x 
está.eri,.-I,i. y·,,',Q~;J~-_¿-.¡c esbiyectiva .. ·Así. como.hemos.césCogido ri;·_ 1a 
longitud de I~'es)riériór qU:e e ~Y por eso la distancia desde x que está en 
jn·,.hasta cúalquiér:púnto''dedn, es menor que e. '' ' ,' ,' . 

. k~e.~:\m?~~~~~f~~-~~¡:{~;,;~~·~'.~~~;ª,q:e~1 -, Et~c:~ue~s;~z) ·~ ~: 1nco~ 
y.E A==>•'.z,E:A/.•;Porlo tanto hemos encontrado z E A tal que 1 x - z I< e . y ·Q~(i)'t~'"i/!:'.''N>''~' t't / ., . ' . .. '', 

'nefiriiaóí:J':•s.9 Unaj~LnCiórij:'DS D: tiene sensibilidad a las condiciones 
i~icáles's(fiiiste v:n Ó ?" o;'''"tál ¡'qúe pifra; cualquier x E D y cualquier 

1€ > ·o 'iiiiste un y: én'D''. Yu:n'núinero natural n, tal que 1 X - y I< e y 

lr<x).::: rff1): I> ó. •' 'i'·;:·~~'.{!.!li'.;·; .. ( ····: · 
Proposición 5.10 La.ju~c'iÓ~:·Q~(x) = x2 :+ c, con e< _ 5+~"'5 es sensible 
á las condiciones iniciales:":Más específicamente \;/x EA y Ve > O existe 
y en A tal que 1 x --:Yl<6 e,· y 1 Q~(x) - Q~(y) I>, p "para 'alguna n. 

-·ru. -.~:·,. ~.':~::>. '· ... ;· .. 

DEMOSTRACIÓN::··:,,, ·, ¡'" 

Sea x.E A::YrE:>:'ci.De la proposición 5.4. se sabe que existe>.> 1, tal 
que la longitud de.~ada intervalo en An, es menor que ~ . Escójase n tal 
que i*. <e, ,CC>Il1Cl;x, E Á se sabe, por la proposición 5.1 c), que existe In 
en An:; tal queJx;ÉFJ;{;'.'y)la distanCia de x . a Cualquier otro punto en In, es 
menor 'que i ;y}lS::función 'Q-:J : In __. le'· es biyectiva. Entonces hay puntos a 
yb en fñ.c¡tíµ{que·Q~(á) = .-:-P y Q~(b):=.p. Los puntos a y b son puntos 
eventmilmeritÉi fijos ·por l~ tanto a y b están en A. Como Q-:J(x) está en A 

'Ya1qÜe'x é'J.Vi'~'y,éóirió;;éeiÓ,no.'está en''A;'-''entonces Q~(x) está en [-p, O) 
'ó Q-:J(:i;)' ''estáeii'•''(O,'p]. ;: Si'.'' Q~(x) :;está'en [-:-P. O), entonces b está en 
A. y·¡ Q~(x) ;;::::Q~(b)'l;;,,IQ~(iz:)",..:.: p ¡:>],: Si Q~(x) está en (O,p], entonces 
a E A Y ademáS l.x-a I< e.y 1Q~(x)-Q-:J(a)1=1 Q-:J(x)- (-p) I> P· 

f()r .lo tanto para cu8.lquiera de los 2 casos existe y E A, con y = a o 
ir= b, · tal que 1 x - y I< e y 1 Q~(x) - Q-:J(y) I> p para alguna n.• 

Proposición 5.11 El conjunto de puntos peri6dicos de Qc(x) = x 2+c con 
c < - 5+¡i/5 es denso en A. 

DEMOSTRACIÓN: 
Por demostrar que \:/x E A y Ve > O, existe un punto periódico p en 

A tal que 1 x - p I< e. 
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;.~~~li}z~;s~~J=~:t~~~ir~~~~.~~1~······· 
dé x. a cualquier ptinto''enJc ~:e8·:meiior'que f:>;Pór la proposición'.5.1\c) 

.· Q~: ]~...:..le es biyectiva,< y'por<efteoremi2.3'Q.;,~tieñe/uhpúntofij6 
dígase(. Entonces ( es periódico y ademáS 1 :x'-( I~ e.•;'~o~ loJM,toel 
conjunto de puntos periódicos de Qc(x) = x 2 +e con c <:: ·;_s+¡¿;.',és denso 
en A. ·· -' > ,,. 

Definición 5.12 Una función f ,se dice que es caótica si. 

a) f es topológicamente transitiva. 

b) f es sensible a las condiciones iniciales 

e) Los puntos periódicos de f son densos en D. 

Teorema 5.13 Si e< - s+~VS, entonces Qc(x) = x 2 + c es caótica en A. 

DEMOSTRACIÓN: 
Es inmediato de las proposiciones 5.9, 5.10 y 5.11. 
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Capítulo 6 

Derivada Schwarziana 

En esta sección se analizará el teorema 7.1 que se utilizará. en el siguiente 
capítulo, el cual explica porque surge una órbita atractora coriformé:varía 
el parámetro e para la famila cuadrática Qc(x) = x2 +c.( Para lo·aI1terior, 
primero se dará la definición de la derivada Schwarziana, . así comO .algunas 
propiedades que élla cumple: teorema 6.2, proposición 6:3 ~ y él principio 
Schwarziano de min- ma.x. lema. 6.4. _;;-; :·; ·• ;; .. ·,' <. ·' ,,;:) ·:. · 

La derivada Schwarziana es una de la .más f1lert~ '.:·he~ramientas con las 
que actualmente cuenta la teoría de los sistema8"dinániiCos discretos unidi
mensionales, introducida por Singer. en197Et rta:5 fünéié:íne5 con derivada 
Schwarziana negativa tienen propiedades' diriáihié8'.SiI1teresantes que sim-
plifican su dinámica. · ':.\.:,ºi'IX',\,:•,;¡ :.;<~h:nT' 

.:·:·;/.:~'\fc.i ,:,~:;';; ~·é 

Definición 6.1 La derivada Sch~arzianá'para una función f: IR-+ IR. está 
dada por: 

, . ·----'·'-'~'·,·"A:·:':.·. /h ··,\,,.~-:· 

Teorema 6.2 (Regla de la Cadéna para la Derivada Schwarziana). Supón
gase que f y g so11: fu'/1,cio"ri,e,s' de_:IR.,en IR 'entonces: 

.... : . ·-.--:·" .. ') =.-:rr:.:q-F~' .~f: lt:~:.r< ~:n_'.:::Ii./·' '/ ; 

S(fo g)(x)~~ Sf(g(x))(g
1

(x)) 2 + S' g(x) 
: ... , '. '•'.: 
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Proposición 6.3 Sup6ngase que Sf <O y Sg <O, entonces S(Jog) <O. 
En particular si S J < O, entonces S ¡n < O.· • ... 

DEMOSTRACIÓN: , , ,; ... , 
Del teorema6.2 S(Jog)(x) =: Sf(g(x))(g' (x))2 + Sg(x). Como. Sf <O, 

el primer sumando es negativo y como Sg'< O el segundo sumando tambien 
es negativo, por lo tanto S(J o._g)'<. O. • 

' .. ",;: .. \·.<:.~:~:,._ ::.·!_:':.·.- . ", \. ' 

Lema 6.4 (Principio ~dhwh~:·ti~~ode min-max). 
Si S f < O, entonc,e,~. '/''.' !~o puede tener un mínimo loeal positivo o un 

máximo local negatiVa:~Í':f);i(:\\ 'i,: . · .· 

DEMOSTRACI~k:(~~~Jr~i~~,:~ abs~do) ' 
Supóngase que l tiene 1ln mínimo local positivo en x0 y un máximo 

local negativo en Yo· . · ... · · . · ···· · · 
Si J' tiene un míni~o local positivo en x 0 ==> f "(xo) =O (Teorema: 

Si festa definida sobre (a, b) y tiene un mínimo (ó máximo) local en xo, 
entonces J'(x0 ) = O). Es decir, x0 es un punto crítico para ¡', así su 
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derivadlJ. s&warzi~a .. es: S f (x0 ) = _): f ;:,> .: A?eF:~ (''.'(;:R)_
1
?i ~->C:f~i_t_~rio __ . 

de la segunda derivada para mínimos locales. aplicado_a·f(xo) ) ·.y como 
el supuesto; xo es un mínimo local positivo ===:> j' (x0 ) >~ o, por lo tanto 
S f ~ O· • (Contradiciendo el hecho de que S f < O)\ 

Si ¡' tiene un máximo local negativo en y0 ~'.;¡!' (yó) .,=.O, así Sf(Yo) = 
)'.'(~~» .. AdemáS /

111 

(Yo) -5 O y J' (yo) < o,·-i{ lJor lo \auto S f (yo) ~ O. 

(Contradiciendo el hecho de que -Sf <0), por !({tanto ¡' no puede tener 
mínimos locales positivos o m~Ínos locales negativos. • . 

,, '. ' ' ' ' 

Teorema 6.s Sea f unafunción:diferenciable en todo su dominio supóngase 
que Sf <O. Si p es un punto periódico atractor para J, entonces el 
conjunto estable de p se extiende a infinito o menos infinito o existe 
_un punto crítico cuya órbita es atraida a la órbita de p. 

DEMOSTRACIÓN: 
Supóngase primero que· p es un punto fijo. Es claro que Wª(p) es un 

intervalo abierto, de lo contrario, por continuidad de f tal conjunto se 
puede extender al conjunto estable de p bajo f, más alla de los extremos. 
Así, supóngase que Wª(p) = (a, b) si a o b es más infinito o menos 
infinito, ya se habrá acabado puesto que W(p) se extiende a más infinito 
o a menos infinito. Por lo tanto supóngas_e que a y b son finitos. 

Afirmación: f(Wª(p))' cWª(p), ya que si se supone lo contrario, es 
decir, f(H(ª(p)) % Wª(p) •. - =;e=>_ . 3 x E f(W'(p)) tal que x <t Wª(p), 
como x_E f(W~(p))==>f(Ji(x))-+ p cuáildo j-+ oo, i.e, f i+l(x)-+ p 
cuando j7 00.~==>·a;· E W(p). (contradicción). Por lo tanto f(Wª(p)) e 
Wª(p).: - . ,'/."; .'. • . ··1·' .. - - . 

. Como Frna'.péaeDntervalo (a,b) en (a,b), y por la afirmación anterior 
f(a, b)c (ci,;b):==*' r· preservá.1os extremos finales del intervalo (a, b) en 
ellos mismÓs/_es.decir, f(a) debe será o b y f(b) debe ser a o b. 
Entonce5"b.~y escéncialmente cuatro posibilidades para la gráfica de f en el 
intervalo (a, b), vea sus gráficas. 
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a) j(a) =a 
b) f(a) = b 
e) f(a) =a 
d) ·. f (a) ;, b 

fig 1 

J(b) = b. 
f(b) ·=a 
f(b) =a 
•¡(b)~);' .. 

. ·.·.~' •; :_ 

Para el inciso a) y b), es·inmédiato q~ef"debe tener uíi:riiáximo y un 
mínimo en Wª(p) = (a, b), el cual por estar en Wª(p) .. será atraido a p. Por 
lo tanto el teorema es verdadéró ·. en estos incisos. . .. > : .. '. . 

Para el primer inciso ci), :;ij(d):,;;/a 'y f(b) =;b. Por el'teorema del valor 
medi03 cE(a,p) coni•c:¡f"p truqué: ·· ,. 

' . , ·,. . ·~ · .. f ·' ', .. ¡,. . ' ;' 

/( ) "=' f(a) ~f(p)·=/ª ::._ p,=: • 
' ; . • e · < a-:p 1~. "'ia~:p· 1 

En forma ariáloga 'por. el t~o~eÍria;;~~1''~~iéQ:irie~io · : ~iste un punto d en 
(p,b)'tálquej'(d)=L .. · ,; )••::, /'i' ·· · 

··. Del .segmento [e; d], el cual 1cpnti.e11e a p en su interior se tiene 
¡'(e)= 1, ¡'(d) = 1 · y J'(p)"<.í:(ya que pes un punto fijo atractor ) 

. Así por el lema 6.4 ... ¡',.no pue<lé 'tener un mínimo local positivo en 
[e, d] ==? .·· f' . tiene un mínimo local negativo o igual a cero. Así para 
éualquiera de estos' dos CaSOS ló 'anterior implica que al menos existe un punto 
.éñ (i::,d} C (á,b) ~ lVª(p), en donde la derivada se anula, es decir, existe al 
menos Un punto crítico en el conjunto estable de p bajo f, obteniéndose 
10· que se'quería. '. . 

. Para el inciso b), J(a) = b y f(b) = a, considérese g(x) = J2(x) 
(ésto con el fin de que nuestra función g mapeé a en a y b en b y 
así remontarnos al primer caso antes descrito). Obsérvese que si p es 
un punto fijo atractor de f, entonces p sigue siendo punto fijo de g 
ya que g(p) = J2 (p) = f(J(p)) = f(p) = p y además atractor ya que 

. j.g'.(p) .. l=l.f'(J(p))f'..(p);j==J f'(p)f'(p) I< l. Por el teorema 6.2 Sg < O, 
. :'·,?' 

··-.,, .! 

62 



. . . , . ','. . . ": ~ " ·. . ' 

como. g(a) = a. y g(b) = b, ·s~ vl1elve a aplicar el argumento ~e(caso uno 
··mostrando que g tiene un puntocfítico,· Uamémosle s en (a,b) :y, como··· 

g' (s) = ¡' (f(s))f'(s) se sigue que s >6 f(s) es un punto erítiéoéle .f< 'en 
(a, b) Esto completa la prueba si p es·un punto fijo. · . ' . , • · ·., ; 

Si pes un punto periódico de período m, atractor, los mismos ar~entos 
producen un punto crítico en· el· conjunto estable de ¡m . . De··.·• ia práetica 
podemos asegurar que existe un intervalo abierto (a,b) c .. Wª:(p), ;<loride 
¡m manda (a, b) en sí mismo y para los cuales ¡m . ' , preser~a }os 
extremos finalés en ellos mismos, es decir ¡m(a) = a. y ¡m(b) ~ b ·o 
¡m(a) = b y ¡m(b) = a o ¡m(a) = a y ¡m(b) = a o ¡m(a) ~ b y· 
¡m(b) = b, repitiéndose alguna de las cuatro figuras descrita5 eri le fig 1· 
Para el último y penúltimo caso, es . claro que . ¡m debe tener un punto 
crítico :en (a,b). Ahora bien para el primer caso, es decir, f':',(a) =.:a,'y 
f m(b) = b existe un e E (a p) tal qu~ (Jm)'(c) = Cfml' (pl-Cf"'.l'(p) == ~·::;;; 1 

, ·... . · . . · ' p-a · -. ..:·' p-a~:_ .. ',· ... '"' 

.·. análogail1en~e 3 d E (p, b) tal que (fm)'(d) = ¡m(bt_~m(p) = ~ ~ 1 por · 
kitanto (fm)'(c) = 1, (Jm)'(d) = 1 y (¡m)'(p) < 1 (por ser•p un plinto 
de periodo m' atractor). Por hipótesis Sf < O, y . por la proposición .6.3 
Sfm:<. O;. y.por el lema 6.4 ( ¡m)' no puede tener un minimo local positivo 
==:;. (' ¡m)' . tiene un mínimo local negativo o igual a cero, entonces existe 
al :1Ilenos un punto en (e, d) e (a, b) = w• (p), · donde la derivada se anula, 
es decir, ¡m tiene un punto crítico en (a, b), obteniendo lo que se desea. 

Para el segundo caso se puede hacer lo análogo considerando g = (Jm)2 

como en el caso anterior para un punto fijo. • 
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Capítulo 7 

Análisis de la familia cuadrática 
para -2 < e < i· Parte 11 : 
Transición al caos 

En esta sección se continuará con el análisis de qué pasa conforme e se 
decrementa de i a -2 . Como se verá más adelante la transición para :que 
Qc sea caótica es necesaria una serie de bifurcaciones de período doble. Por 
lo que en este capítulo se analizará la ruta hacia el caos. 

Uno de los resultados importantes que se utilizará es el siguiente: 

Teorema 7.1 Seaf unafunción diferenciable en todo su dominio ySJ <O. 
Si p es un punto periódico atractor para f, entonces el conjunto estable de 
p, ya sea que se extienda a más infinito o a menos infinito o existe un 
punto critico de f, cuya órbita es atraída a la órbita de p. 

La prueba dé esté teorema se puede ver en el capítulo anterior sobre la 
"Derivada SChwartziana". 

Así puesto que S(Qc(x)) < O Ve E lR y del análisis desarrollado en el 
capítulo 4 y más específicamente en la fig 4 de ese mismo capítulo, se puede 
ver que el corijurito estable para los puntos periódicos de periodo m con 
.ni EN/' rici se extieiide a más infinito o a menos infinito, así que el punto 
critico de Qc, que es el cero, ya que Q~(O) = O, está en el conjunto estable 
del p~to periódico de período m con m EN, asf, si Qc(x) tiene una órbita 
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atractora para alguna e, entonces se sabe que el punto crítico de Qc(x) 
está en el conjlinto estable de la órbita. Se explorará esta información para 
dibujar-un diagr~a de bifurcación -para Qc. El parámetro e está graficado 
en el eje horizontal 'y el valor de Q~(O) está graficado en el eje vertical 

· para algunos valores de n entre 500 y 600. Por ejemplo supóngamose. que 
e =1.8. Así pues Q~ºº(O) =1.18, Q~º1 (0) = -0.38, · Q~º2 (0) = -1.64' '."' 
Q~ºº(O) = -0.93 entonces los puntos (1.8,1.18), (1.8, -0.38), (1.8, -1.64) 
... (1.8, -0.93) serán graficados. 
. Esto se hizo para 400 valores de e entre -2 y .. 1 .. Los va~ores del rango 
están entre -2 y 2. El diagrama así descrito· se muestra a continuación. 

Valores de Q~(O) 

-l.. 5 -l. -0.5 

Ya que una órbita periódica atrae, según el teorema 7 .1 a un punto crítico 
el diagrama debería de darnos una localización de las órbitas atractoras. 

Obsérvese que se obtiene el comportamiento que se esperaba para ~ < 
e< -~, la órbita de cero ha convergido más o menos al punto fijo atractor 

1' 
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q. Cuando e,;,,-:~ hay una bifurcación d~duplica,c;iónde período, así para el 
paráÍnetró un poco más pequeño: que~~. hay:uiia:órbita 'dé pei'íodo doble. 
Si se sigue observando parece que una· bifurcación de dtÍplica,ción de periodo 
ocurre en - ~, ya que en dicho puntb: .18:. órfü~~ de período 2 transita 
a una órbita de período 4, luego' a una'órbita; de: período 8 y luego a 
otra de período 16 y así sucesivamente .. Coro'ouna demostración analítica se 
complicaría demasiado, el analisis gráfico·e8 sufid~nte"párá fines prácticos. 

, -'·i:_ :;~:-:~::¡'. :::- · .. '.c·_1;,i~~:~~-'. _::1'.X,:::¡;_ '.··: ,.~·: '. ?~;-~-.::.; --, _ .. · ~·. i-t~ .'; :. ,,·· .. ··.:.··. < -"- _ 
Ahora bien en el siguiente bloq'\le se 'observará que existe un intervalo en 

le donde la función Q~(x) 'se paI'ece/a la fl.mción Qs '.i:>ara Bl~a :~'.. . 
Considérese ~a gráfica de Q~(x) r euando f2 :;: e $] -~C>~.ejei!iplo considé-

rese la gráfica~de Q:.1,19 C:i:), )a:c.~8:.~ .ei;:niostrada en lá.Jig1,ll"a 2;f< . 
· · ~ · ' ·; · ·' ~ :~/ · : ~:\~:·~~::f_--:: -:i '. _ : ~·:· ; : _· · ,~ .... ,.· -: "-~t-~ .. . ;;:t ... ;;· .. -~r-

, :,'.-,'·.:;_ .:,.):--/:_:;·, ~\-;;-· ,, ·-:., ;·: '''''.;.:·: :;_¡,~·-:.¡ 

'<L> ;; Q:.o,49(x) 

1.1 

::/1 fig2:f'.};;f .· . fig 3 
Gráfica.d~·Q:.¡:~9 <.YQ-0.42· Note la semejanza de las gráficas en las cajas 

Una de las cajas mostrB;das en la gráfica de Q~(x) empieza en el punto 
fijo (q, q), despuéS se ha trazado una línea recta horizontal hacia la derecha 
hasta tocar la gráfica de . Q~ en el punto ( -q, q). Enseguida se traza, 
una línea vertical hasta tocar. la gráfica de y = x en el punto (-q, -q). 
Finalmente se completa la caja trazando un segmento de línea horizontal 
de (-q, -q) a (q, -q), y un segmento de línea vertical de (q, -q) a (q, q). 
Esta caja ha sido dibujada en la gráfica de Q:_u9 (x), en la fig. 2 junto con 
una segunda caja, la cual está al lado, abajo a'la izquierda, de la caja ya 
contruida y tiene uno de sus vértices en (q, q). Nótese la semejanza entre 
la gráfica de Qs en Is cuando s = -0,426845, en la fig 3, y la gráfica 
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de Q~1.19 en sus cajas, claro, rotando una de ellas 180° grados en sentido 
contrario a las manecillas del reloj. Dada la semejanza de las cajas se 
espe.ra que la dinámica sea también semejante. 

En la tabla ~e figuras, tabla 1, se verá la gráfica de Q~(x) para una 
gran variedad de valores de e entre - 2 y ~ y en cada gráfica se han 
marcado las cajas descritas con anterioridad . Obsérvese que cada caja tiene 
una esquina en un punto fijo atractor de Qc(x). Obsérvese finalmente cómo 
la gráfica cambia dentro de la caja conforme e se decrementa. 

'-·' .,,, tabia 1 · 

,: :·: 

.. 
g) c=-2 

Los cambios de la gráfica de Q~(x) son cualitativamente iguales a los 
cambios de la gráfica de Qs(x) en I. conformes se decrementa desde cero. 
En particular nótese que cuando Q~(O) = -q, el máximo local en x0 = O, 
es tangente a la parte superior de la caja. Esto es, cualitativamente igual a 
la gráfica de Q2(x) en le.Como Q~(c) = c2 +e, se puede encontrar el valor 
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de e para el cual la tangencia ocurre, resolviendoJa ec1mci6n c2 +e,;,, -q, 
es decir, c2 +e= -i+'f3".Resolviendo ia ecuació_n anterior se encuentra 
que la tangencia ocurre cuando e es aproximádari:iente -1.5437. Mirando 
de nuevo la tabla 1, nótese que cuando e es menor que ---' l.5437, la gráfica 
de Q~(x) en las cajas es cualitativamente semejante a la gráfica de Q.(x) 
en el cuadrado i. . cuando e es rriá.s, peqll.~ño que -2. Así pues, se espera 
que la dinámica para estos valores sea semejante, pero hay una importante 
diferencia, de aquellos puntos que salen del intervalo le, bajo la iteración 
de Q.(x) = x 2 + s, cuando .s < -_2 y que pertenecen al conjunto estable 
de oo, los cuales nunca regresan a le. Sin embargo puntos que salen del 
intervalo [-q, q] bajo la iteración de Q~(x) pueden regresar a [-q, q] bajo 
la it.eración_cie Q~(x). Véase_ la siguiente fig 4 

Gráfica de Q~ cuando 
- e =-1. 71 nótese que los 

puntos en el cuadrado, es 

M·~·d~~ir_en_el intervalo (-q, q] 
.;+.~.:..:....:.._~~?'-~.i,......:...-;..¡_.;....;...:.¡.;..> :.: salen del intervalo bajo la 

- - -

f iternción de Q~(x) y pue
;•t· den regresar. La condición 
::) inicial en este caso Xo = O. 

•: 

Comotales puntos pueden regresar al intervalo [-q, q] esto complica la 
dinámica de Q~(x); Además como la ~áfica se sale del rectángulo señalado, 
se espera que exista un conjunto de Cantor en [-q, q] en el cual Q~(x) se 
comporta caóticamente cuando ces menor que -1.5437. En forma análoga 
para la segunda caja hay un segundo conjunto de Cantor en donde Q~(x) es 
caótica cuando e es menor que -1.5437. 

Obsérvese la gráfica de Q~ en la fig 5 inciso a), b) y e) para e= -1.19, 
e= -1.25 y e= -1.31 y así determinar qué pasa cuando e se decrementa 
a partir de -1.25 en cada caso la gráfica esta mostrada en el intervalo 
[-q,q]. 
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fig 5 Q~(x) 

Gráfica de Q~(x) para valores d~l 'pa~in1eritrbt'=:'"_:_1'.Í.9;3c,7;'-i.25, e= -1.31 
El punto A1 es un punto de periodo 2 de'Q~ quecambia·,a'Wia:bifurcáción de 
duplicación de periodo cuando e= ...:01;25: El coriipor~arniento e8 idéntico al que se 
observó cuando se vió la gráfica d~ Q~(x); p~r~·c cerca de -1.25. Una bifurcación 
de duplicación de periodo ocurre cuandoc' >, .. 71.25 : '.Y ~ nuevo punto de período 
cuatro ha nacido.·. . .· .· ·. . ··.\ ,.···".w···J·;':;.'; 
En cada una de las irá!icas a) b) ~f'.cl~·~r~i~~. ldsÚriiit~ de la region graficada son 
q y -q, sin embargo en las gráficaS d):'e)yf)~deábajo se ha hecho un acerca

miento para estos mismos parámetrós y:.dúyÓ.doÍcinió ah~~ª es [-p,p] 

'' . . . . . . •• .• ..,,,~.·~· f if ¡,j,i~;J~ .. 

. · Más adéfa.nt~'se ,verá qt1e hiy un valor del parárlletro p~a el cual Q~(x) 
vuelve a tener cuadrados, en donde la funcion Q~(x) es semejante a Q8 en 
Is para alguna -2 :5 s :5 ~· 

Por ejemplo obsérvese la gráfica de Q~ para e = -1.375625 en la fig. 6, 
se notará de nuevo las cajas en las cuales la gráfica de Q~ es semejante a 
Qc en le. 
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' 
Fijándose se observa que cada una de las caj~ tierie Uil pu~to; de período 

2. También, hay una caja para cadá punto .de pe~ÍÓdÓ 4. Se espera que 
haya un valor del parámetro c para eLcual la gráfica de Q~(x) se sale del 
cuadrado y así con un razonamient~_.anál.ogo al:.aríterior se llega a que hay 
4 conjuntos de Cantor. en le, :~,e1i~onde lafun~ión.Q~(x) es caótica. Es 
decir si se.toma un punto en cualquiera de.estos.conjuntos, su órbita bajo 
Q~(x) será caótica. . .. ', . · ... , 

Así pues, conforme el parámetro se decrementa en la función Q~(x) 
el valor absoluto de la derivada de Q~(x) en eLpunto de período 4 es mayor 
que 1 y por tanto hay otra bifurcación y la. órbita periódica atractora 
de periodo 4 se convierte en repulsora. Ya creada la órbita de período 8 se 
verán .8 cajas en las cuales la gráfica de Q~(x). se parece a la gráfica de 
Q8 (x) en Is para alguna s. Conforme el parámetro continúa decreciendo 

.se .tiene otra bifurcación de período doble y una órbita de periodo 16 es 
creada. 

Este proceso continua hasta un valor, llamado "e infinito" que es 
aproximadamente -1.4 

Un aspecto interesante de esta cascada de duplicación de período conciste 
de la diferencia entre dos valores consecutivos del parámetro donde ocurre 
la bifurcación. Supóngase e,. el valor del parámetro para el cual el punto 
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periódico atractor 2n se divide en un punto periódicÓ atractor de período 
2n+i .. Obsérvese la siguiente tabla de Feigénbatim . 

tabla 2 de Feigenbaum 

o -0.75 -: - -
1 -1.25 -0.5 -0.12 4.166666 
2 -1.37 -0.118098 -0.025947 4.551508 
3 -1.3940 -.025947 -5.585x10-3 4.645837 
4 -1.3996. -5.585x10-3 -1.19x10-3 4.693227 

Como se P1:1E'.cl~ yer (;i :.:-. c00 ::::: -1.4 y además el cociente ~=:~::~ 
pareciera tenderiaió.[':;4.6692016.... Este número es el llamado número de 
Feigenl:Íá.uñí, :.y8:\'~'/'qÜ~Jue descubierto por el físico Mitchel Feigenbaum. En 
realidad FelgenbaÜnÍ hizo un descubrimiento más sorprendente. El número 
?,;;,~:úÍiiv~rsat;'es decir, es independiente de la forma de la familia de los 
~~p~os~;u•:··· ··> · 

'Por lo tanto si Qc tiene un punto periódico de periódo primo n, se pueden 
encontrar n regiones de la gráfica de Q~, en la cuales se pueden construir 
cajas cuadradas, tales que la gráfica de Q~ en dichas cajas sea semejante a 
la gráfica de Qs en cierta región f 8 • 

Como se había mencionado anteriormente existe un conjunto de Cantor 
en [-q, q], en el cual Q~(x) es caótico siempre que e~ -1.5437. Como resul
tado se espera que la dinámica para el valor del parámetro en el intervalo 
[-2, -1.5437] sea extremadamente complicada. En realidad la dinámica 
de Qc para parámetros en esta sección no quedan del todo comprendidos. 
Como se mencionó arriba, en la figura 1 se muestra, un diagrama de bi
furcación para los parámetros de este intervalo. Obsérvese las aparentes 
órbitas de período tres y cinco en dicha figura 1. Si se hace un acercamiento 
a cualquiera de estas 2 órbitas, digamos, alrededor de la órbita de período 
3, se descubre otro diagrama de bifurcación aparentemente idéntico al de 
la figl. 
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c=-1.7S 
c-oo= -.1.4 

L.• 
c 1=-1.2S 

c-0= - 0.7S 

-o ,S: 

-l. .s: 

-l..S: ... ,5 

fig 7 
Nótese las franjas verticales blancas .Estos espacios correspon· 
den a puntos periódicos atractores. Las franjas más obvias co-, 
rresponden a puntos a tractores de período 5 y puntos pe-_· 
riodicos de periódo 3. En Ja fig 9 se ha hecho un acercamiento 
a Jos puntos de periodo 3 restingiendo el valor del parámetro 
de -2 a -1.57. Se ha mostrado un cuadrado donde hay una 
gran semejanza de esta región con el diagrama de bifurcación 
mostrado el Ja fig. anterior . 

..... 

fig 9 
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Capítulo 8 

Conjugación Topológica 

Definición 8.1 "Y : D -+ E es un homeomorfismo si y sólo si ¡ es contin
ua, uno a uno y tiene inversa continua. 

Si D y E son homeomórfos, er:i~onces la topología de · D y E esla misma. 
··'~ 

': .)::.< .. <·*-·:\:~~~~' '.:).~:.< .. :~.>:<I·:. »·".·."' .~;::,., ¿<·,:.• >:· .. <~'.;--'"<''.<, ''.'. 
Definición s:2 .. Seanji: D.~'iD:,;'.~y~g :B ~ E 0 func.ionés¡entonces':Ie.s· 

~·~~': ;"~f·,d,• ª:'º*;:~~;:~fü~~[;;~~f01;f?~ff "1 

En este caso¡ es llamado. conJugac1ón_topológ1cá',:.Esta relación se repr~ 
senta con un diagl-amaconmútativó ,: · .:; ·· · · ·· · ·· 

f 
D-------•D 

y l j 1 

E E 

g 

fig 1 

Se dice que uri diagrama es conmutativo, si se empieza con un elemento 
en D, se sigt1eJasJl.e~has a cualquier otro conjunto en el diagrama y se llega 
al. mismo_ eleniento n() importa cual ruta se tome. 
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Ahora bien como "Y es un hoineomorfismo se sabe que 1'~ 1 esta.definido 

D 

y 1 
E 

f 

'tl•,. ·;-.-,,,¡· 
g 

fig 2 
';;;. ''.'" ·.,\·.·· 

D 

Py·· 
E 

En forma análoga si e es üri eieiÜéritÓ::á~-~,· ~~t~rices 

-; .. 
·.·.1 1 

'-~ .. --·~·"-'- -_ ....... ::.:...~-~~:.:.:::.: .... · .. --~ _j 

. .·. ~. ' .•. 

f 
D--------º 

y·• 1 j y 

E E 

g 

fig 3 
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Ejemplo 8.3 (no matemático de conjugación topológica): Supóngase que X 
es el conjunto de sustantivos en francés y Y el conjunto de sustantivos en 
inglés y 'Y el diccionario de francés-inglés, ·sea f la función "plurales en 
francés" y hace que a cada sustantivo en francés le asigne su correspondiente 
plural y sea g "la función plurales en inglés". 

Para ir a través de la fórmula (8.1) se puede iniciar con la palabra en 
francés "oeil" la cual por el diccionario francés inglés ¡ le corresponde 
"eye", la función "plurales en inglés " la transformará en "eyes" Ahora 
necesitamos transformala en francés usando el diccionario inglés francés", 
es decir ,-1 ; cuando se aplica ,-1 a "eyes" esto dará como resultado 
"yeux" el plural de "oeil". Esto es lo que hubiera hecho directamente f si se 
hubíera aplicado a "oeil". 

La importancia de la conjugación topológica es que ésta preserva el com
portamiento cualitativo de las órbitas, bajo iteración, es decir preserva las 
dinámicas como se verá en el siguiente teorema: 

Teorema 8.4. Sean D y E subconjuntos de los números rea,les,;, ¡) D ¿ 
D, g : E ---+ E y "'( : D ---+ E una conjugación topológicaAe<f y g. 
~ntonces las ,siguifntes:.afiT-mciciones son· ciertas: - :~;·:(~·!.'1A:.:·J~i?>~~:·,.• .. '~~~-: :': 
. a) r 1 : B ::...+ D 'es una conjugación topológica' .. · .Ji;'i/l:~\ff'y¡; 

b) ¡o ¡n ,;,,. gn o 'Y , para todo número natural n:,' ' \ .• ji·, ·J;t;:;i'' · 
c) p es ,:'Un punto periódico de f si y sólo si .¡(p) ,. es }tnpu~tg p~r:i~dico 

de g. Más aúnelperlodo, primo de p y 1(p), son·idénÚco's.:1!¡1¡:jz';li<. 
·· d) Si P,es un puntoperiódico de f con conjunto est~bú}li•(p)i entonces 
el conjunto'es~ábleJ<l;ej(P) ú'7(W"(p)). · · ,· · ·· .··. '·'''.',;. :> , · ·· 

• ·' ·-; ¡;.. • ::.. ·.~ '· • ' • - • • • • • ' 

DEMOSTRACIÓN: 

a) Por demostrar dos cosas, la primera que i-1 es un homeomorfismo y 
segunda que fo 1-1 = ,-1 o g. Para la primera como por hipotesis / 
es. un homeomorfismo, claramente 1-1 también Jo es ya que 1-1 , 

es continua, tiene inversa continua ('Y es continua), y es biyectiva (¡ 
es biyectiva). Para la segunda parte, como por hipótesis "Y o f = g o¡, 
entonces f = 'Y-1 o g o "Y· Así pues, f o 1-1 = 1-1 o g o ¡ o ,-1 

= 1-1 o g o 1 = ,-1 o g • 
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b) ( Se utili_zará)nc:l~c(:i,é>n'sobre :n) . 
:Pa:ra: n ;;·1, como'{.\~¡; conjugación topológica de f y g, entonces 

~, - ··.-·- '.:-... ';5~- '··.:·'.,;; .- ,/-/·.' ,· -, .,,. - . 
..., __ -,·- .. ·.:·.·' -. .. ",~/:··':;·, .. ~ . ' -,·· " f ·-· ·. ,.-. :;·, , ,'-':~ ;¿"0"r , = g º'Y 

. · .. ;;~lilil11~f'g~o:ci::~~re "c=ple -· 

Por demostrar:que)~s verdadera para n +l. Pero 
~- ·_·:. ·:'.·;,~-~:.: _:~:-~i~{:~ ,:'.; :_::.:~\'.~~:;;>;: ;:·\:_ g_:·:-~:~--· .:~::. ·.· 'i.::' 

¡of"i-1 i:f'::ff?ftJ')of.,:'~''.· (g~o-y) o f = gno ('Yo f) = gno (907) = gn+l º'Y 
> ! _. - :;:~--~~1'.:·:_::t:.~~}~i?.~~?GKV~~f.i;i~~r;? .. ,~:~:~::·:~~:i- -
Por:lo tanto;c;,:i';'.:'f.o:f ..••... _-:=·g .· º'Y• 

-· ' . ~:~.;_ ;.:\_'./-~>'.f·~-':;?.~'.~i\~-~:J?:<·:;.~'~~~~)_ .. :·.··. ·.: . ; . -
c) Supóngase que p. es unpúrito periódico de período n de f => f"(p) = 

P ~.-C,.,.(r(p))i;;:-y(p)~ Pero por el inciso b) gn(¡(p)) = -y(f"(p)) = 
· 7(p)/O:f>orJo taiito\;'YCPr es un punto de periodo n de.g:•: ,, _,_, ,,¡, 

-: - . ·~·-1~~-~:::-:·-·Jf;~~;s:~~~:;· . .".~:f~j~ff.t;;·x\v>~> :·· :: . -:·· · .. '\.._.· .. ·~:<,::_·:;·:·; ·-:~., '-~ ........ . 
d) Seap uri punto.periódico def, con período primo;k .y s.ea,x:\lil.-elerriento 

de H!~(p). ppr)defi~ic~¡5n;.de .w•(p) .paracad~ ó_,>g;é?á~.~~ Wí.a~·~· N · 
,·entone~: ! ¡nk(:l'.) ,-.p I< ó _ _ _ _ ~. _ ''. . _ .· ~- .. _ . . : .· · < 

rr~,;l~~il~~;:t~:~;\~f ,~'.~~g~;{~.?~,~~·~·~·entonc"' 
Sea 7 E ::>.O' como'rr:·-ei,·;c9iitiriua, ;''en~pal-tiéülar:fr ·'es coritiriua en . p,. 3 
ó >·O, talqüé:_.si-¡iJ;'fJ'I;¿ ó/eilforic~ 1>r(1/)_:: 7 (p) 1< €. Escójase M 
suficient~~énte' gi;antl~ .ta('qüé Sri Ti'.;~ J\f, entonces 1 ¡nk (X) - p 1 < Ó. 
Entonces 'por :cóntinuidad ·::·-·.·····-. <- , ·· ·. · . .· · 

.¿,• .. ~·; '(l o~, • • 

.; i 'Y(f~~Cx)) ~.7(p) I< E 
-- - .·. ·-· _,.l . 

~ -(:PO-r co~j~g~dóri topológica) 

¡ gnk(r(x)) - 7(p) I< E 

cuando n ~ M.• 
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·:.:..- ........... ·.,.·-· . 

. · . . ·. .' ,·:: "- _::= ,· -· .. ; -

Ejemplo 8.5 SeaJ(x) ==Ax2'f . .Bt+-:9:.;Xma.VuncióTi cuadráti~a/;Mostrar 
que existe una función lineal 7(:p) dm'x+·a ·y unpa1-áirtétróc. talque 'Y .es. 
una conjugación topológiéa:C~ntre }y 'el mápeo cuadnitico Qc,(x) = x2 +c . 

Como-y 
entonces .. 

{ 
{ 

'·:·· 

Am=m2 

Bm=2md · 
Cm+d~'d2 +c 

m=A 
d=!J... ' 

. . 2 2 

CA+~;=~ +e 
" ;" .. ; : -~-. 

'"ii 

:t{Pty .. B 

c = CA. T'2,(l - 2) 

. ·~· . ""- -· . 

TESIS CQ~T 
FALLA DE ORIGEN 

Por lo tanto, si la tran5forma6ÍóI1 lineal 'Y(x) = Ax+~ y e = CA+ 
{!(1 ~· ~), entonces 'Y· es topológic'a:inente conjugada entre f y el mapeo 
cuadrático Qc(x) = x2 +c.• .·· · :· · 
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Por consiguiente se cumple el siguiente diagrama: 

y(x)=mx+d 

=Ax+B 
2 

f(x)=Ax2 +Bx+C 

· Q(c)=x2+c=.;\;2+CA+_1L_ 
.·. . . . . . 2-B 

fig 4 .. 
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Capítulo 9 

Método de Euler 

9.1. Métodos Numéricos 

La gran mayoría de las ecuaciones diferenciales !fJt = f(t, y) no se 
pueden resolver de manera explícita mediante expresiones analíticas simples, 
es decir, dada una ecuación diferencial la probabilidad de que no sea resoluble 
analíticamente, es muy grande, de ahí la importancia del enfoque numérico. 

Hay diversos paquetes computacionales como Matematica, Maple o Mat
lab que aún cuando no se pueda expresar la solución en términos elementales, 
la computadora muestra la gráfica de Ja solución. Esto es posible gracias a los 
métodos numéricos con los cuales la computadora aproxim~ las soluciones 
paso a paso. 

Las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales son de suma im
portancia para las matemáticas aplicadas· es por ello que se ha desarrollado 
una gran variedad de métodos numéricos '; E(más ;simple es el metodo de 
Euler, aunque rara vez se emplea en la :P~áctic~/fa'.simpÚcidad de su de
ducción sirve para ejemplificar las técnica5 'con que se desarrollan algunos 
de los métodos más avanzados, sin los engorrosos inéonveni~ntes algebráicos 
que acompaña a éstos. · · · .. ., 

La idea escencial de este método dé áproXimación numérica es tan 
intuitiva que es difícil atribuírselo a algien en particular. Pero la primera 
descripción formal fue hecha por Euler; La primera prueba de que conforme 
el paso tiende a cero la solución aproximada tiende a a la solución exacta 
la hizo Cauchy, sin embargo, ya Newton había usado este método en uno 
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de sus primeros libros que hablan de ecuaciones diferenciales. 

9.2. Método de Euler 
. :, \ ~ 

Para poner en práctica el método de Euler se da un incremento t:>t, 
que generalmente se llama paso de tamaño h, el cual es un número positivo. 
Supóngase que inicialmente se empieza en algún punto (t0;y0 ),;: que repre
senta la condición inicial. En este punto la ecuación diferencial ·~ ;;, f(t, y) 
especifica la pendiente de la recta tangente a la solución en (t0 , Yo) en
seguida t 0 se incrementa un paso de longitud h, llamemosle ti; es decir, 
ti = ta+ h, y nos movemos sobre la recta tangente que pasa por (to, Yo) 
y tiene como pendiente a f(to, Yo). Si Yi es la coníponent~ en y de esta 
recta tángente que pasa por (t0 , y0 ) y tiene como componente.en .el eje t 
a. t 1 , entone.es: 

··Por tanto · •: 

·' 

Vé~e la figura 1 

(ti, Yi) = (to+ h, 1io+hf(tó,'yo)) 

(t¡ ;y¡) ... 
,.¡. · .. , l. . 

.. :·. : .,·. :-- ... 
..• 1 
'•'I h f(to; yo)' 

. 1 

,",·i~.c1'·1 

----------~---~~~----J ' 
(to.yo) 

6.t=h 
' . ~ ... , 

fig 1 
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·. La solución aproximada por el método de Euler entre estos dos plintos 
(t0 , y0 ) y (t1 , y1), es el segmento de línea que los une. 

La solución aproximada de Euler puede ser extendida a más puntos . 
Ahora se puede empezar desde el punto (ti. y1), como nuevo punto inieial, 
usando la pendiente dada por f(t 1 , y 1), • como nuevo punto inicial, .para 
obtener 

(t2,Y2) = (t1 +h,Y1.+hf(t1,y1)) 

De la nisma forma se puede ahora utilizar (t2 , y~), como punto Ícl~iitl 
para obtener (t3 , y3 ) y así sucesivamente. La figura 2 muestra los resultados 
del método de Euler después de tres pasos consecutivos. . 

y 

)fig2 

Por lo tantodado. un incremento h positivo el punto inicial se mueve a 
través de la siguiente sucesiÓnde plintos ... 

-._ . -··. ~ ····.'_:....,'.[t~'.-)_·:.;.:, . .: .. , ... ,_~,·- ~·· 

(to;Ílo) · .. •· .. ;'.{ .. ••· .· .. · 
(t1, Y1) : .. con ':ÍJ1 ·~ Yo+'hf(to, Yo) . 

. 't,~'r~r~r~,r~;~~~~\~i~i1~:.1u~.; · .. ···. 
Una definición máSformaf:aél:métOdci deEulei::•es la·siguiente: 

. . ..... . ,:.:: '.~·~,~L~~··~:~~,;fü:~J{".';':;;~'.;;l~~;~¿;Jr~h~f,: ::r 
Definición 9.1 . Consjiléres~, lci · ef;u,áció,n. <f.if ereríci(J,l y' = f ( t, y) con f una 
función definida en algún· 'rectángÜlo R ~ [á,b] x'[c,d]. Escójase un punto 
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'. ·, > . :. .; :, :. ,- ·-. 

> - ' • ' • - ' ' ' -'~ - ': • , • <. '. • .. -

(t0 , y 0 ) e R· conj1,n·,¡JO:Sb de\tamañÓih'Í.rP~ft~ase: una sucesión: de puntos 

(t •• ~)~~;cfr~~~(~[i~l~~~~~W'i{ . . .~. 
En_tonces la soluCión;!apr:óXiiji~dá :po1¡:el,:'f1Íétodo: de Euler, Yn+i ( t) • y que 

· · pas<L . ª:.tra~1~:L~e.l/P~.fü?2i:\t~I)j9)1~\{: e·i~~~~-1,M~ló~.:~~n.~~l ii1!e. ~asa ?: t~avé.s de . 
toda la secuencia•'de puntas,., ( tn;·y;,) ,e•· donde :cada segmento de. recta ·curn,ple · 

. · Có~·t°'~· ,~ ~·\ .~;!; ~1 .<;?::~~~:: .. ~-~l~l~d;tr/~§:~~~tif~::·!Ii~~::Fit}~;~0:I:·f;~y ;~:;:·:~}}~Y~::,r~:..y ·: '·~~~: ~~: :~:'. ;. ; ,~;rs:'.'f~:-:( ~:::· .- _: ... ~ 1• ·3.:~·~~:· 
., · ' . '''.''' ~ ·Yn;:~(t)'~;Y"~"':f':-c(:r t~)¡ (in, n ,,~~;:~~'.}a~· (eJt~;'~'..+_iJ·· ·::«''' ". ~: 

• ' , _• !~ ~?:' J~;1 · '~'.,.2~?~·~,.~~--~~":::,.,,~,~'.\,r~~._;~": !.;~~*}t~ l~:;:~~--r(l:;~.:•~~-¡~- -'"~~· ,:}, ·~~1{~-;" •f\ )';,'7 ~ 
. Supóngf!S~',Ciu.e_la'meta'e~ determinar y(t)'~e~~-== b dadaiaec_µac1ón y'= 

~~t,~r ~~le°;t~~~W:~~r~(·~~·;~i~!~~~f ~~f~q~ºf1~,~~~1ff;~;-,·~~-~inter,~alos. 
· Eje~plo 9.2;,Pcira laecuabión y' '='!J. \ qUe e;,,;pi~za en (to;yo) = (O, 1) 

ta/ecuación tiene la sólución exacta y(t) ,;,,, et; Se estimará la solución por 
. d método de Euler con un incremento de_ h = 0,1. 

.Tabla - 1 

tn 1 Yn y(t) 1 J (tn, Yn) 

to=O 1 y(o.o) =1 1 
t1=0.1 1.1 y(0,1) =1.105 1.1 Yl =1+(0.1}1.1=1.11 
t2=0.2 1.2 y(0.2) =1.221 1.2 Y2=1.11 +(0.1}1.2=1.29 
t3=0.9 1.9 y(0,3) =1.949 1.S Y3=1.29+(0.1}1.9=1.96 
t4=0.4 1;{; y(o.4) =1.491 · 1;4•.'1·,'' 'Y4=1.96+(0.1)1.4=1.50 
t 5=0.5 ·1.5' y(0.5) ~1.648 '.,,_•J.'5 'y5=1.50+(0.1}1.5=1.65 

.: j; ·.:~~/: ~\/:->, -
_,::.-.: .>;·.-/:: ''.-,:.-;-~':~"; ·~~:"'.·.~·~,:., .. ¿:~ :\··. ·.\{,-~'/··.·,< .. 'e·_;;:- '. ''.-- · :_ ·; 

Obsérvese 1qué:pa'.ra"tal estimación se necesitan cinco pasos para alcanzar 
el valorde'i =;=0:5::·;Vea·Ia'tablaanterior. 

' . / ' ... :; . · .. : ~ ... ;; 

Ejemplo 9.3 Para la misma ecuación y! = y y las mismas condiciones 
iniciales es decir (t0 , y0 ) = (O, 1) que en el ejemplo anterior se puede estimar 
la solución aproxi.mada para t =0.5 pero ahora con un tamaño de paso 
menor con h =0.05. 

·- TI'iSlS CON l 
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Tabla 2 

Yn y 

0.00 1.000 1.0000 
0.05 1.050 1.6487 
0.10 1.102 2.7182 
0.15 1.157 1.1618 
0.20 1.215 1.2214 
0.25 1.276 1.2840 
o.so i:s40 1.9498 
0.95 1:407 1.4i90 
0.40 '1.477 1.4918 
0.45 '1.551 1.5689 
0.50 1.628 1.6487 

·,::·· 

Con un tamaño de paso menor, h =;=0.05, se realiza más trabajo ya que por , 
ejemplo, en este caso se requirió el doble de pasos para ir de t =O a. t.=;=0.5,: 
sin embargo, al final se obtiene una aproximación mejor a la solucio_n. . 

En general, _esto es válido, dado un punto fijo en el dominio, fa aprox
imación de Euler converge al valor exacto conforme el tamaño del pas.o 
disminuye. Una demostración puede verse en el Apéndice A. · 

y , :·~ ~ 

' ·' ' ' Sowción exacta para y'= f (X. y) : ' .-, 1 

' ' , 
' ' : ' ' ' : ; ' Aproximación de Eul.er ' ' ' pam un paso Yi : ' ' : ' ' ' ' ,. 
' Aproximación de Eul.er ' ' ' 

pamunpaso h 

lt tth t,+lh t+lll • \+-O> tti> 

fig3 
Gráfica de Ja solución exacta de Ja ecuación diferencial y'=y con Yo=l, 
junto con dos soluciones aproximadas por el método de Euler, Ja primera con 
tamafio de paso h =0.05 y Ja segunda con tamaño h =0.1. 
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9.3. El método de Euler como un sistema ite-

~ativo; 

Como el método de Euler consiste en discretizar el tiempo de una ecuación 
diferencial se puede ver al método de Euler como una simple iteración. 
Durante mucho tiempo los matemáticos han tratado de explicar el compor
tamiento de las soluciones aproximadas por diferentes métodos en particular 
por el método de Euler, pero, por ejemplo se puede ver (16] que aún y 
cuando se conocían las grandes diferencias que había entre las soluciones 
aproximadas y exactas, para tiempos grandes y un incremento fijo/> no 
se podía dar una explicación a este fenómeno como ahora. Los matemáticos 
siguen tratando de entender qué es lo que hacen en realidad los métodos 
numéricos, en general. 

Como se ha tratado de ver las iteraciones abarcan un contexto muy 
amplio en las las ecuaciones diferenciales.Por otro lado la computadora 
encuentra en la iteración una iteración muy compatible. A pesar de todo esto 
iterar no es una parte tradicional en el manejo de las ecuaciones diferenciales. 

El objetivo principal de este trabajo es discutir lo que pasa si 
se fija el paso h y se incrementa la variable independiente. Más 
específicamente se dará respuesta a la pregunta, ¿Cuándo la apro
ximación de Euler, para un tamaño de paso fijo, tiene el mis
mo comportamiento cualitativo que una ecuación diferencial, para 
cierto tipo de ecuaciones diferenciales. Entiéndase por comportamien
to cualitativo, la forma general de la curva solución, y en general, el estudio 
de las propiedades cualitativas de la solución. Por ejemplo, si la solución es 
y(t) = e-t, todas las soluciones con diferentes condiciones iniciales, tiende 
a cero conforme la varable independiente tiende a infinito otra propiedad 
cualitativa de una ecuación de este mismo tipo podría ser la estabilidad de 
las soluciones. 

Observación: 
Analizar el comportamiento a largo plazo de las soluciones 

aproximadas, por el método de Euler es equivalente analizar su 
dinámica como un sistema iterativo. 

Considérese el método de Euler aplicado a y' = f(t, y), entonces se 
tiene que 
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tn+l =tn + h 
Yn-Í-1=,= y;.+ hf(tn, Yn) 

(9.1) 

Los puntos sucet;i;6s,, (t~+1, Yn+1) 
teración•del m~p,é~'.y' ·'•····• .. •e : •... 

sori la ói:bita de (to, Yo) bajo la i-

. . . ·· · ·.·.~<:~·l:rl~!:~ .. \~::S"J~··:TuJt~).\. '.~;~.d;~~e :9h ~= y+ hf (t, y). 

ya que la ecuac1on.:9;l::;se·puede escribir como. 
-:-· .·· ~··,.._ .::.<>~i<J#tfi:.:,~~?~~\~~fV!~~:~. ~~f~: :~.:~J:;::/~~:\:: '.; :·::~ ... - .. '. 
(tn:i:1, y~:¡:~),';:;;;~g(~~-',<y~).;;: g(g(tn..:1, Yn.;;1)) = :" 7 g(to, Yo) • .. ' ...... , .. · ... · ·.-;,· , .. : . ' ' ': . ' .·. ::~·-¡: .. '( , .. , > 

En reaÍidad 11.~~t'.ro ibje~i~o es estudiar la segund~ccib'rcl~n~d~ 'de. g~ (t, y), 
es decir 9h(t, YY=·y + hf(t;·y). ·.~.".'.·:·>:·~--~;,::·.,· ;_,.,:._.;:-,J.'··;. 

Por lo tanto, si f sólo depende de t, el método d~·~1~i:J>üede.;'1ers~ 
como la iteración de una función de números 'reáies:'Si ~¡'depend'e de t y. de · 
y entonces el método de Euler puede ser modelado '.é:omó la'ietiación de 
una función de JR2 a JR2 • · ' · · 
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Capítulo 10 

Aplicaciones 

10.1. La ecuación y'= e 

10.1.1. Soluciones de la ecuación diferencial y'= e 

A continuacón se analizará el comportamiento cualitativo de la solu
ción aproximada por el método de Euler para la ecuación diferencial más 
sencilla, es decir, y' = c donde c es una contante en en los reales y condi
ción inicial y(t0 ) = y0 . Por el método de separación de variables sé tiene 
dy = ~dt => dy = cdt => J dy = cfdt =>,y(t) ~>S~rt.f-· Utilizando 
la condición inicial y(t0 ) = y0 para obtener el valor· de lá'ci:mstante de 
integración se obtiene que Yo = ct0 + k => k = y0 - cto: Por lo tanto la 
solución explícita es: y(t) =.et+ (y0 - ct0). Obsérvese en la fig 1 los 
distintos comportamientos de las soluciones para los distintos valores de e : 
e < O, e = O, e > O • · 
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y (1) 

afc~d .... · .· 
Para cualquier. éondición inicial 
las soluciÓnes.tienden a menos 
infinito 

y(t) 

c) c >O 

fig 1 

,, (t) . 
. ., ... 

. . . 
> -\'.,, 

.·: ··b) c=O 
.. '" ' '.. ~ 

Las soluciones son contantes 
e'n el tiempo 

Las soluciones tienden a 
más infinito cuando t 
tiende a infinito. 

10.1.2. Análisis del método de Euler para la ecuación 
y'= e 

Ahora bien, obtengamos la solución aproximada de esta ecuación por el 
método de Euler así: 

Yn 
to YO 

ti= to+h. " . . · y¡= ch + Yo 
t2= ti +h = to+.2ii · Y2= ch+ Y1 

:'<;..<·::·' 

tn= tn:...~+fí';; to-f'lih y~= ch+ Yn-i 

Como Yn = ch + Yn- i es uria· ecuación en diferencias muy sencilla su 
solución se puede encontrar iterando Yn+l = ch+ Yn así: 

, ' 
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m=.0 · Yo:. 
m = 1 Y1= ch+ Yo 
m = ·2: Y2= ch + y 1 = 2ch + Yo 

m. = n Yn= ch+ Yn-i= nch +Yo 

A continuación, para entender el comportamiento de las soluciones apro
ximadas por el método de Euler de una manera distinta a analizar su solu
ción analítica, se buscará una función gh : IR ----> IR tal que g(yn) = Yn+l · 
Esta función generará una dinámica artificial, la cual proporcionará el com
portamiento cualitativo de tal solución aproximada. Así pues, considerece 
9h : IR----> IR con gh(x) = ch+ x. Como gh(x) = ch+ x es una fami
lia parametrizada de rectas, se obtienen y se sacan los comportamientos 
correspondientes para cada valor del parámetro h. Considérese los casos 
e< O, c = O, e > O como inicialmente se había mencionado. 

l. Caso A: e < O 

La gráfica de gh, fig 2, es una función lineal 
que no pasa por el origen y además siempre 
es paralela a Ja identidad y queda por deba
jo de ésta independientemente del valor 
h EJR+ que se tome. Es por esto que esta 
función no tiene puntos fijos. Así la órbita de 
cualquier punto en IR tenderá a menos in
finito. 
El retrato fase 'se mÚestra a ·continuación:' 
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y (n) 

Yo •• ... 
• • ... 

fig 4 

2. Caso B: e = O 

••• 
•• •• 

Con el análisis anterior no es difícil intuir el 
comportamiento cualitattivo de la solücióri 
aproximada por el método Euler para una 
condición inicial positiva y un incremento 
h positivo. Además se puede comprobar 
directamente de la e.xpresión analítica. 
Al comparar la forma cualitativa de las so-

n lución aproximada con la forma cualitativa 
de la solución exacta, se puede ver que es 
la misma, es decir, conforme t tiende a 
infinito la solucion tenderá a menos infinito 

Yn+1 

La gráfica de 9h= X es la identidad, 
esto significa que cualquier punto 
en el dominio IR de la función será 
un punto fijo 

fig 5 ,. 

y (n) 

JI o •••••••••••••••••••• 

Del ai1álisis anterior nos damos cuenta 
que la solución áproximada por el mé
todo de Euler es constante y valdrá la 
condiciÓ~ inicial Yo todo el tiempo. Ob
sérvese. que.al comparar la forma cualita
th-a de las soluciones aproximadas con 

la forma cualitath·a de las soluciones 

fig 6 

3. Caso C: Si C >O 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

exactas; se puede ver que es la misma 

en el sentido de que conforme t tiende 
n a infinito la solución permanece cons

tante en el tiempo. 
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La gráfica de 9h es una fw1ción 

linal que no pasa por el origen y 

además siempre es paralela a la 
identidad y queda por encima 

de ésta, indeprendientemente 
del valor h E JR.+ que se torne. Es por 

esto que la función no tiene puntos 
fijos. Así la órbita de cualquier pwlto 
en IR. tenderá a más infinito, (fig 7). 

fig 7 

El retrato fase se muestra a continua

ción: (fig 8) 

. ..... ···· ........ ····· 

J' (n) 

~·· 
•• • 

•• •• 
•• • •• 

•' •• 

J~ .,.=...' ---~---.. n 

fig g 

CONCLUSIÓN: 

fig 8 

Con el análisis anterior no es difícil 
intuir el comportamiento cualitativo 

de la solución aproximada por el 
método de Euler, para una condición 

inicial posith·a y cualquier incremento 
h positi\'o 

Por lo tanto, bajo estas condiciones. la solución que aproxima a la 
solución exacta de la ecuación diferencial y'= e, por el método~.de Euler es 
"buena". Buena en el sentido de parecerse cualitath:amente a- ésta para 
cualquier increment.o h positivo que se tome, para cual.quiera, incluyendo 
h =l. . . >:':. : . · .. 

Con este ejemplo parecíera que la afirmación:· "la solución aprÓximada 
por el método de Euler siempre tendrá la forma de las soluciones exactas 
para cualquier incremento h que se tome y cualquier ecuación diferencial " 
es verdadera, sin embargo es totalmente falsa, más adelante se verá, que esto 
que pasó con ·el metodo de Euler para una ecuación ·tan simple no pasa en 
la mayoría de las ecuaciónes diferenciales por muy simple que parezcan. 
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10.2. La ecuación diferencial y'=. ky 
- ---,··· ·.-- -

10.2.1. Soluciones de la ecuación diferen'ciai" y'= ky . 
. ,.,," ,, .. 

A continuación se analizará el comportamiento cualit~ti~o de, la solución 
aproximada por el método de Euler para la ecuación diferencial Jineal h~ 
mogénea de primer orden con coeficientes constantes y' = ky, con k E R \ [O] 
Y y(to) =yo. , ,' •. ·. • 

Obsérvese que y(t) = O \;/ t E IR!. es una solución que cumple la 
ecuación y' = ky. A tal solución se le conoce como solución trivial. · 

Uno de los métodos para resolver la ecuación anterior es por el método 
de separación de ,·ariables : 

y' = ky => !Él.d = ky ==> dy = !!.,dv dt ==> dy = kydt => !Él. = kdt ==> t t y ' 

J ~ = k J dt => ln 1 y I= kt + ln C1 =>I y I= ekt+lnC1 ===> 
1 y I= C2ét ==>y= ±C2é1 ~ y(t) = Cekt con e E IR"'-.{0} 
La gráfica de la familia de soluciones es la siguiente: 

Para k>O Si k<O 

¡>(t) ~ c>O )' (t) 

~~t c=O 

c<O 
fig 11 

c>O 
t c=O 

c<O 

fig 10 
El cero, y(t) = O, es un repulsar. 
Cualquier solución se aleja de y =.0 
conforme t --+ oo 

El cero, y(t) = O, es un atractor. 
Cualquier solución se acerca 

a y = p conforme t ~ oo 

Estas afirmaciones serían para las sigu{eútes lfrí~a~i'élei'fai~: 
.. - ·. : · . ., -.. ~ .. ' ...... ; ;. . ~" '. - '. --

. , . ~. 
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k>O k<O 

10.2.2. Análisis del método de Euler aplicado a la 
ecuación y' = ky 

Aplicando el método de Euler a Ja ecuación y' = ky una solución apro
ximada se obtiene de la siguiente manera: 

Yn 
to YO 
t1= to+h 
t2=:' t1+h = t 0+2h 

y¡= (1 + hk)y0 
Y2= (1 + hk)y1 

•·,··o ·.-

"<• 
t~;,;;tn-'-1+h := to+nh Yn:= (1 + kh)y0 _ 

Como .Yn ~ (1::'.1-.;kh)yn.:::i.es una ecuación en difererencias muy senéilla, 
su solución,: s~ puede::'enqinfrar. iterando Ym =· (1·+ kh)Ym-i. ·así 

.. \'.·:?_);: !7:: ,.:-:" . ~. > -

Yo . : . . ·. . ·. 

Y1=?= (i+hk)y0= (1+ kh)y0 • 

);.2= (1 +hk)y1'= (1-f kh)~yo 

'g~ Th~lS ·coN 
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Por lo tanto Yn = (1 + kh)ny0 es la expresión analítica de la ecuación en 
diferencias Yn = (1 + hk)Yn+I. A continuación, para entender mejor el com
portamiento de las soluciones, de una manera distinta a analizar su solución 
analítica, se definirá una función 9h : IR -+ lR que cumpla 9h(Yn) = Yn+l · 
Tal función generará una dinámica artificial que proporcionará el compor
tamiento cualitativo de la solución. 

Sea 

9h 

9h(x) 

Nuestro objetivo principal es: 

IR-+ IR 

(1 + kh)x 

l. Ver que tan buena es la aproximación de Euler para la ecuación y' = ky, . 
en este sentido entiéndase, si para una h arbitraria pero fija, la solución 
exacta y la solución aproximada se comportan.cualitativamente igual 
para tiempos muy grandes. · · · 

2. Entender más específicamente el comportan1iento de las soluciones 
aproximadas por el método de Euler conforme h (nuestro parámetro). 
barre el conjunto (O, oo). ··· · 

Para desarrollar los objetivos propuestos, considérese a 9h(x) = (1 + 
kh)x como una familia parametrizada de rectas. Luego mediante un análisis 
parecido al ejemplo 3.1 con m = 1 + kh se sacarán los comportamientos 
correspondientes para el parámetro de cada h. 

El análisis siguiente se dividirá en dos casos para h > O y h <:O tal y 
como se dh·idió en un principio, pero antes, tal vez sea convenient~ ·ver, el 
siguiente cuadro sinóptico 1 que contiene los resultados que se obtúvierón, 
así como la manera en que se dividieron los casos: . 
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CASOl: 
k>O 

CAS02: 
k<O 

Cuadro Sinoptico 1 . , _ .· . ,- . 
-- tá Jórma eh que la 801:diver~ 

Para cualquier h > O 
la solución y(t) = O 
es un repulsor 

StJBCASO a: 
El cero y(t) = O, 
eje t es un 
atractor. Para 
o< h < -f, 

SUBCASO b: 
El cero es u.11 
repulsar., h > -f, 

'.SlJBCASO e: Para 
-h.=·-í: Cualquier 
sólÚCióri es periódi
ca ·de .periódo 2. 

'97 .. 

gecley-(t)';:·o:.,.· - - ·-" (~)l .. • .·· ~. 

- r~-'.'.~.c·c_~~---~ ---

SUBSUBCASO i:Para 
~1 < h < _;_a. · · 

k . k 

. )'(n)·l-----·:_--·~ 
• n 

La solución oscilará de 
un lado a otro del cero 
SUBSUBCASO ii:Para 
h = t .La solución aprox. 

,. (n) 1 
.1~ ,. 

¡ 

-'.-----------
Salvo en el tiempo inicial 
la sol. valdrá cero en 
cualquier momento. 

SUBSUBCASO iii:Para O 
< h < -i.Ia sol. aprox. es: 

.. ~' ~ ---~---··--. 

Es periódica de .periódo dos 

TESIS CQ~r. 
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También obsérvese la siguiente figura en donde se representa el diagrama 
de bifurcación para Ja ecuación y1 = ky con k < O para distintos valores del 
paramentro h. 

,........J' = O es un atractol' -.......---->' = O es un repulsor 
Valores ill lt 

o l 
k 

_2 
k 

1 
Las soluci'tme.s son penoilicas de periodo dos 

fig 12 

l. CASO 1: k>O 

C~ro~ el único punto fijo de g, ya que g(p) = p <==> (l+kh)p = p <==> 

p + J..~hp =.P •*==>. khp = O pero h > O y k > O, entonces p = O. 
Como J g'.(O) l=I 1 + J..~h J> l. entonces por el teC!rema 2. el cero es un 
repulsar. · · · 

La gráfica de g es una .función 
lineal que pasa por el origen con 

pendiente mayor a uno, siempre. 
independientemente del mlor de 
hEJR+ que se tome. Obsérvese 
que el conjunto estable de infinito es 
todo 1R menos el cero, es decir 
VF 5 =lR"". {O}. Y la órbita de 
cualquier punto p EJR+ ·es 
positiva. 

El retrato fase es el que se 1nuestra 
a continuación: 

·gs 

id 

fig13 

,o 
·. ng 14 

..... J' 

.; ... --....... (':•'' ... >l :;. 



Con· el análisis anterior no es difícil 

. ¡• (n) ¡ ·.·. . .... • intuir el comportamiento cualitativo 
de Ja solución aproximada para una 

j ...... ~··'-·-·---n condción inicial positiva. 

fig 15 

CONCLUSIÓN 

En este caso el método de Euler sí aproxima bien, en el sentido qu.e las 
soluciones aproximadas y las solu.ciones exactas se comportan cuali
tativamente igual, conf arme t se hace muy grande, y lo más IMPOR
TANTE: este comportamiento no dependé del valor del incremento 
h. 

2. CASO 2: k < O. 

S.i k < O se presenta una dinámica sencilla pero interesante . 

Cero, p(t) = O, es el único punto fijo de g. En efecto g(p) = p <==> 
(1 + kh)p = p <===> 
p + khp = p <===> khp =O, pero h > O y h~ < O, entonces de todas 
formas p = O. La derivada de ges: g'(x) = 1 + hk ==> g'(O) = 1 + hk. 
Como k es negativo surgen tres casos interesantes según los criterios 
descritos por los teoremas 2.9 y 2.10. 

CASO a: l 1 + hk I< 1 

CASO b: l 1 + hk I> 1 

CASO c: 11 + hl~ I= 1 

a) SUBCASO a: 

Si j.gí,(O) l=I 1 + kh I< 1, entonces por el teorema 2.9, el cero 
es un atractor . De la desigualdad anterior despéjese h para ver el 
rango del parámentro h en el cual cero es un atractor: l 1 + kh 1 < 1 
==> -1 < 1 + }¡ < 1 ==> 2 > -hk > o ==> .:k > h > o 
Obsérvese que para este caso la función g es una función lineal 
con pendiente en valor absoluto menor que uno, por último, como 
se puede ver en el cuadro sinóptico, hemos dividido este subcaso 
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• ..... 

<:·:·. :··: . 

~~~~l nc:~:r~~~~~~~sch~';:?.s~:;.~c?~,el'.;~n\~~\?~;.1a.mahera.· .... 
SUBSUBCASO i) -1···<·' i .f'.:liki<·a·: sÚ'li:;~e~dl~~te.~tá entre 
-1 yº · . · · · ·· ;';\:n:; .. ¡;:;¡;¡ifX·iJri·;2~:;71;; ... u ·· .. · · 
SUBSUBCASO ii) 1 + hk =O. Si la·.pe11c1iehte,;e;5 igual a cero 
SUBSUBCASO iii) O< 1 + hk ;¿ 1,,si\)~·:t~ti~iént'e está'· (O, 1) 
1) SUBSUBCASO i) -1 <i4.it~';;¿i)>''· j , . . 

La gráfica de g es una 
función lineal con pen
diente estrictamente 
mayor que -1 y menor 
que O (ejemplo: fig 16). 
Retrato fase. 

J' (n) 1 

l-· .. --•-

··g~.j· id 

y 

fig 16 

y -~ f, . , / / • 
B .~'~~d~~S>' ;:'.'.: y 
fif #':2\:'('. 

La so!Údón se ~proxima a 
,•,cero, :-1/Ci);:;;:o;b~ci- ' ' 

· 1ari<lo .. Cie· uíl 19.cio a'. 6tro 
,· · ... ,.~·-/1~.~~~~;~,i'.'~{·:?;\·,: .. · ,.,. 

·.e·;.·. ''-:, •. \~: 

2) ::sUBs~_._,-.~~~K>-ii)!;•';Si .. _1.'+''7.'k;, o=i·· 
,J' \,"-,,¡; .". ,: 
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La gráfica de g es 
una función lineal con 
pendiente igual a cero, 
por lo que coincide 
con el eje x. Obsér
vese que en la diná
mica de esta función, 
a cualquier punto lo 
manda a cero en la 
primera iteración; 
cualquier punto en 
los reales excepto 
el cero es un punto 
eventualmente fijo. 

.Yo 

. fig 19 

o 
fig 20 

)' (n)j 

I~ 1 
i 

Forma cualitativa de la solución 

-L.-----
· aproximada para una condición 

inicial positiva. 

id 

y 

fig 21 
De la condición de este caso, despéjese h: 1 + hk = O ==> 
h/,: = -1 ====:> hk = -1 ====:> h = -J<. Por lo tanto si h = -J<, 
entonces el cero, y( n) = O, es un atract.or y salvo en el tiempo 
inicial la solución valdrá cero en cualquier otro momento. 

3) SUBSUBCASO iii): Si O< 1 + hk < l. 
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b) 

g es una función lineal 
que pasa por el origen 
con pendiente mayor 
que cero y menor que 
uno. La órbita de cual
quier número positivo 
es siempre positiva 

o 

fig 23 ' '' (nJb Esta es la solución aproxima-
• . da que más se parece a la 

• • •--·-·- . · soiuclón e.xacta 
' ' " 

fig24 '.>'' ,; ' ·, ~-.·.-: : ' ' ' ' ' 

De la condición de esté caso se .despejará h : O< 1 + kh < . 
1 ~'' '•'.•:.;'.·,· ., ··:, \:.;: •. -:·:.• .. ::<.'<<; ',, ''.•.:'·.:::· 

-1 ~ .. ~~7i ~q,·41'·:~··j~h\;;•o:.~ ~k :> h > o. Por. 
lo tan.t?!~i/i;·E (0,":-t)/;el.:ceI'o'.;esun atractor y la·solución 

•• aproximada: 'convergerá a éStetde~rm s610 ·lado.· 
CONCLUSIÓN:,\ ': ;.,, .•· ... ·· . · 
Un(l sólución"qué'¡¡p~Ózj'Ín'a1 dÚ ecu·~~ion y' ;:·· ky, con k < O. 

por el método d~ Euler,es buena si se toma el incremento en 
[o,k2l .·.·> ...... 

SUBCA:SO b: 1 

.Si l :9Í,(0) ¡;.;¡ ·1 +hk ¡;. Í; :eI1tonces por e1 teorema 2.10, cero 
-es rm repulsor. De la des1guáJdad para •este ·Caso despéjese h ·de 
:I 1 + kh I> 1 ===::> 1 +.1kh > :l. ·Ó 1 +kh < -1 ===::> kh >•O ·O 

kh < --'2, obsérvese que Ja primera .condieión .se .cump1e porgue 
·k <·Oy ·h >O, :así que 1 +kh< -1, •ésto-es, h < -~. 
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Así, para este caso, 
la gráfica de g es 
wm función lineal 
con pendiente me
nor que -1 y mayor 
a O. En Ja fig 26 se 
muestra el retrato 
fase. 

y (n) 

JI o 

• 

• 

• 

• 

fig 27 
CONCLUSIÓN: 

• 

• • 

• 

)' 

------- --
,,, ... :, ... -,-;-_-_-_-- .... :' ........ 

,¡.~ .. ....... #;. ........... ........ _ _p____ ,,..1 

• 

.. _______ _ 

fig 26 

La soltición aproximada 

n diverge de cero oscila
lando de un lado a otro 
de éste . 

, .. · . .'"· 

Hacer la aproximación con un incremeint(). h.niay(>~::k~~,·~~ría ·una 
mala aproximación en el sentido de que su ·so~ución:tendrá un 
comportamiento totalmente diferente al d~~adb,'Ias'~Ófúdories se 
alejarán.del cero. -: · ·.,-:-:_ ,. ·:.~ ·-,·,_-;~\:· ··' , :,~"~·,:'· ·i .. 

'' ; . - \ - - ':: :~ 

e) SUBCASO e: ·' ,~¿'..;;i{· .. ~}.-:;,:;{i,'..ffü\' .... 
Como l l+hk I= 1==>l+hk=1; ól+hk\= '.'-1 ===rhk =O, ó 
hk = -2, Pero la primera condición· no se curiiple jra ·que tanto 
h > o como k < o son distintos de cero~' por 'lo ·qÚe . solo queda 
l+hk=-1,·osea,h=-~ · ·· · · 
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10.3. 

g es una función lineal que 
pasa por el origen con pen
diente igual a -1, cualqtúer 
punto distinto de cero es, 
un punto periódico de pe
ríodo dos 

fig 28 

o 
fig 29 

J~ 

"' 
Se puede ver cláramente una solución 

•. 
· · aproxiin~da de período d'os, la solución 

+-------.,,n-· y~ solo toma dos valores de uno y del 

otro lado de cero. Esta aproximación 
núnca convergerá al cero conforme 

ñg 30 .. Yn tiende a infinito 

CONCLUSIÓN: 
Si el incremento es igual a -~ no se esperará que la solución 

aproximada se parezca cualitativamente a la solución exacta, de 
hecho no tiene que esperar tanto; espere un tiempo, espere dos 
tiempos y el tercer tiempo será lo que obtuvo en el primer tiempo 
y ésto se repite. 

La ecuación yt =a: - (3y2 

En esta sección se analizará el rnét.odo de Euler aplicado a la ecuación 
y' = a: - (3y2 con la condicion inicial y(t0 ) = Yo· 

10.3.L 'Soludones de la·ecuadóndiferencialy' =a -/3y2 

Por medio de un análisis cualit.ativo. se analizarán las soluciones de esta 
•ecuac:iión. Sea f (y) = a - 3y2 el lado derecho de la ecuación diferencial. 

_., TESIS· CON 
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Obsérvese la gráfica de.: y';= f(y) en la fig 30 

fig3Ó ·. 

Gráfica de la ecuación yt = f (y) = a - f3y 2
, 

donde y' se interpreta como la función 
y como la variable independiente. 

La gráfica c~~ta al.eje horizontal en dos puntos Y1 = /j Y Y2 = -Jj. 
Es decir, en estos dos puntos la derivada !1if = O para todo t, esto significa 

que las soluciones y(t) == '.j"j y y(t) = -jii permanecen constantes 
en el tiempo. En este caso se dice que y1 y y 2 son soluciones de equilibrio, 
o bien, punto.s de equilibrio. 

\ ~·ta.Pi 

, .. -

fig 31 

Gráfica · de las soluciones 

y(t) =jj y y(t) = -¡-;¡. 
· \ji·',_,; · -:-- Ji· son' llamadas 

soluciones de eé¡uilibrió. 

.,.·.;' 

El comportamiento a largo plazo dé cualquier otra solución. con condición 
inicial distinta de -/j ó . /j. ~ diferent~. Si la co~didón iI1i,ciaJ ·: Yo 

está en ( -oo,-' ft) , ent.o~~es/(y) :<·o; e8···aecir, !1if '.,; J(yf ·es':ri~~a~' 
tiva. por lo tanto las soluciones. y(t), decrecen. Si la condición iriicial Yo 

está en (-Ji, JJ): entonces .f(y) > O, es decir, la !1if = f (y) es po

·sith·a, por lo tant.olas soluciones y(t) son crecientes. Por último, si la 

condición inicial, y0 , ·está entre {/j, oo) . ent.onces f(y) < O, esto es, 
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*1: = f(y) es.~e~~ti~a}borlo tanto las solucior1es y(t)so:O. d~6r~bierít~.véa:se 
la siguiente gráficá,' fig 32, junto con su retrato fase a l!l. 'derecha de es-

" . ~ ·;.' ·-: 

ta.· 

. ··.~· ·1\ur~). 

fig 32 fig 33 

: . '·. ·~·:·,· ... ' ': ' 

. Faffiilia'. de soluciones de 
la ;c:~a~iÓn diferencial: 

·*1:~:a'~-~y2 •• Aproxi

máridose ·a la • sohición 
de equilibrló ~stable 

y(_t),~ Vi y 

. i,:(t) ~ -:/J ines-

table. No es difícil ver, 
cciri lcis criterios descritos 

at~riormerite que ·.ji 
es un sumidero ·y 

:_ ;jj· es una fuente. 

Por lo tanto si y(to) =/: ±.ji, entonces y(t) tiende a ±jj. 

10.3.2. Análisis del método de Euler para la ecuación 

y'= o: - f3y2 

Mediante un análisis cualitativo se decidirá para que incrementos de h 
nuestra aproximación es buena, es decir, para que incrementos h las soluciones 
aproximadas serán atraidas :por -ft y repelidas por 0· En el transcurso 

de ·este análisis se irán comparando los retratos fase que se obtendrán, con 
el retrato fase de la familia de soluciones -exactas, :fig 33 

:Si se aplica el método de Euler a la ec.uación cuadrática *1: = a: - f3y2 .se 
obtiene ... 

Yn+l = (a: - f3y'?,) · h + Yn = g(yn) = gn(yo) 

Definase .9h tal que 
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9h: JR- > lR 
9h(x) = (a· - (3x2

) • h + x 

Como se ha mencionado anteriormente, estudiar la dinámica de la ecuación 
en diferencias Yn+I = (a-f3y';.) · h+yn es equivalente a estudiar la dinámi
ca de g, porque es una ecuación en diferencias de primer orden. Obsérvese . 
que la función g es una función cuadrática. Se aprovechará el trabajo re
alizado en el capítulo 1 sección 5, en donde se hizo un análisis 
detallado de la familia cuadrática Qc(x). Se conocerá la dinámica de g 
vía una conjugación topológica con Qc(x). En el ejemplo 8.5 de la sec
ción de conjugación topológica se ha visto que todo mapeo cuadrático es 
topológicamente equivalente a la familia cuadrática Qc(x) = x 2 +c vía una 
conjugacVin lineal. Es decir, existe 1(x) = mx + b tal que/ o Qc = g o f. 
Por lo tanto si A = -(3h, B = 1, y C = ha son los coeficientes 
del polinomio cuadrático g, se pueden realizar los cálculos análogos a 
los realizados anteriormente, véase el diagrama en la siguiente fig 34, y de 
este modo llegar a que g(p) = (a + x - f3x 2 )h = -f3hx2 + xh + a:h es 
topológicamente conjugada a Oc(x) = x 2 + e, donde e= -(3h2a: + i via 
1(x) = -(3hx + ~· Notese que la relación entre e y h descrito por la 
ecuación e= -(3h·a + ~ es importante, ya que relaciona el parámetro e de 
la familia cuadrática (ya analizada ) con el incremento h de la aproximacion 
de Euler para !f}f = a - ¡3y2

• Vea el siguente diagrama. 

g( x) =-/3J1X2 +xtah 

r(x)=-f3hx+! ;l •.f . é· j .. r;-l(x)=-¡h +2~h 

. ?b(x)~.~.~fc ix2.· ... fiáh2+¡ 
.. fig 34 ... 

. . ~· _- : '' 

. Teniend.o presente la relación entre Qc y g(x) recordemos la dinámica 
de la.familia cuadrática, descrita en los capípulos 3, 4, 5, 7 }' 8. conforme el 
parámetro e varía. · · 
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l. CASO 1: e E [ ~~· ~) es eq1tivalente a tomar h E (O, vb] 
Recuérdese· en "el cápítulo 4 sección uno, que cuando el valor del 
p~ámetr~ está_',entre · -=-~ < e < ~ Qc(x) .tiene dos puntosfijos uno 
atracto~, q,':=:, 1.:.:v'd-4c y el otro repulsar, p = i+v'i-4c. . 

Dado el homeomorfismo entre Qc(x) y g(x) la conjugación topológica 
,-1 manda' a: Hq = l-v'i-4c en Ji y p = l+y'::-4c en ,-::.ft·. 
·ya: que: 

¡-1 (q) = 1.-:-1 l-,<¡-4c 

= 
1

_ 1 ( 1- ,...1--4-(f-;-{3-oh_º_+--:}-,-) ) 

~,-)'-VF) 
1- 4f3h2o l 

= - ____y¿h + 2;3h 
"lf4f3h2o 0 
=~= 8 

. Por lo tanto .ji es u~ punt·o,fi.jCÍ ~tia¿tbr de g y :.:_ /j es. un punto 

repulsar de g cuando - ~ < e < ~. 

Para .determinar el ~onj~~t~;.;,s~;t~.t;:~;;;~el,·.;~07:º·.~tr;~;~8tvJ· ~_de-
cir, IV s (.ji) , basfa' conocer (':el 'cónjurifo?eátable: de.· q; ·y después 

2~~ri1~',¡%~%~f ~;;Íi/if :~[~~~~ct~t: 
{ xclR :< ~~¡ (1~<~-4~)<x < ,.~l (-1-r)} = . . .... · .. ·. 

{ xER : --/% < ~ < ;h + vi%} 
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. ·•.·· .. ·. .•.. ·.· .. · .. : · ... ·.. ... . ·. . . . : .··. . 

Por fo tanto el conju~to ~sta1Jle delünicopul1tó fijÓ atractor (/i) 
. en el mapeo g só~ las x E D 9 tal que x E (,e_ ji, 13~ + /j) · 
Por último hay qué ver como debe ser h. De la condición de este caso 
se tiene que -~$e< ;t ~ -~::;: -,Bh2 a+;t <~-Un despeje sencillo 
de h da como resultado: -1 $ -a,Bh2 < O, esto es, ~ ~ h > O. 
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Grá.Íicas de la función g(x) =: 
~/:Jhx2+x + a:h con h E 

(o,~) y 'ciife~¡\ntes 
condiciones iniciales: 

a) si .xo.E (-oo, - Ji), 
este intervalo está contenido 

enH'5 (oo) .· . . 
b) si Xo= :_;.g, Xo es un· 

punto fijo ·repulsar · 

c) si xaE.(-ft.¡i) 
este intervalo está :contenido 

.~.~S1Ji. x, ~., 
. punto íijo atractor. 

e) si XoE (ji, ir,+ ft) 
este inten-alo está .contenido 

en Wª(/i) 
f) si Xo= Jh +ji, .xo es 

· 1.Ín punto eventualmente íijo. 

g) si zoE (Jh + jj, oo) 

la órbita de cualquier punto 
en este inten-alo tiende.a 
=enos infinito. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

fig 35 

M
~),' ;{. 

·. . 1 . 

' 

-rr.·fiiP. ;.;., ~+ 3 
1 ' ·. ' 

1 ' ' ) ' e . ··. f) 

·, ~gh 
. ; .. ·.···· 

_f' .· .. '· .. · 1 ' ' " . .~ ~ 

'g) 
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De lo anterior S(3 tiene que el retrato fase que describe g, con h E 

(o, k] , es:. 

fig 36 

Si se compara el diagrama anterior fig 36, rotado noventa grados en sen
tido contrario a las manecillas del reloj, con la línea de fase que describe las 
soluciones exactas de la ecuación y' = a - {3y2 mostrado en la fig 33, se 
verá que tienen cierta analogía, el punto fijo atractor Ji y el punto fijo 

repulsar -ji aparecen, pero se observ~ que los puntos que están .entre 

.ji y Jh + ~· en la primera iteración dan un salto haCia el otro lado de 

ji. cosa que no sucede ·eón las soluciones exactas, y segundo, los punt.os 

que están del lado derecho.de Jh + ~ tenderan a -:::e en lugar.de tender 

a \/j 
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Y (n) • 

n 

~fn) 
····················;·:·;······· 

n 
~ ii. ,.;,..¡¡ O•o-•••oHHOOOoooOoOOOo000 .. •00 

,c) 
¡.•re i·<n> 

" 
·-~·-
V# ···········.···············¡···.r·:·• . 

. , 
-~ 1 : ••• 
~# ' - .-

e) 
! E: )' (n) . 

~·-¡.¡·~~ 

n 

- 1· n -~ ................................ . 
~~ -

fig 37 

)' (n) i 
·di[~ 

b),
:.,, (n) 

'o"~ 

d) 
"<ii> 

Con el análisis 
anterior no _es 
difícil intuir 
el comporta
miento cuali
tativo de las 

n .soluciones a
-- proxmadas. 

_r._. ! - n --v~ . . .. : .. ·~'.-......................... . 

A contnuación 
se muestran ta
les soluciones 
para las mismas 
condiciones ini- _ 
ciales descritas 
en la fig 

i) 37 incisos a) -

g) 

, .-g)---·-1 

1. C~o ~: .c:·'~H!::~~~n ·es~~qui~'.81~~te:~ t:~~~-h E{#·-~ 
Recordando un poco eri el capítulo cuatro secciÓ}:i2.se'vió que para - ~ < 
e < - ~ hay una órbita periódica de perí?d.~A()~/ De 0hecho se ca.lcu-

.,, -"l+Jl-4(l+c) 
laron los punt.os que constituyen tal órbita.' son: :4.1 = ~ 2 .«·:.·· • . .. · .. ! • ' 
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y A2 = -i-v\-4
<1+cJ. Además se puede ver que el conjunto~estable 

de A1 es (-p,p) es decir VV 5 (A 1) = (-p,p). Dado el homeOmorfismo 
entre entre Qc y g la coújugación topológica manda a A1 en 
1-~ A I+~ 

f'Jh y a 2 en f'Jh , ya que: 

~-l(A) _ -l+vl-4(l+c) 1 ~-l(4. )- -l-v'l-4(l+c) +__L. 
y 1 - -2/'Jh + 2tlh y ' • 2 - -2/'Jh 2/'Jh 

_2-~ _2+~ 
- 2Bh - ~2~/'Jh"--~~~~ 
_ 2-y'l-4(1+(-a/3h'+$ )) _ 2+y'l-4(1+(-a/3h2 +f ll 
- 2(3h - 2/'Jh 

_1-~ - !+~ 
- ~ - & 

Por lo tanto si A; = ,-1(.41) y A; = ~,.- 1 (.42 ), entonces A; y A; 
constituyen una úrbita de período 2 de g. 

Para conocer el conjunto estable de los puntos periódicos de período 
2, A; y A;, por el teorema 8.4 inciso a) y b). basta conocer el conjunto 
estable de .41 y A2 de W 5 (A 1 ) o JV•(A2 ). Pero en capítulo 4 sección 4.2 
se vió que W"(.4.1) = W 5 (.4.2) = {x E IR: -p <X < p} \ { ... e3,e2,e1, eo}, 
donde cada e; es un punto eYentualmente periódico de q, por lo tanto 
1·P(.4.;) = ¡·-1(lP(.4.1)) = 

{x E R: -.¡% < x < \~ + Jh} \ { .... e;,e~.e;,e0}, donde 

{ ... ,e3,e~.e;,e0 } es el conjunto de pw1tos eYentualmente fijos de ft 
y e;= ¡-1 (e;), 'Vi EN. Véase la fig 37 

\ 
fig 38 

1+BG 
Oh 

Los _puntos que se muestran en la figura 38, k0 • k1 y k2 son puntos even
t.ualmente periódicos .de período dos, puntos que en un número finito de 

. ·l' b' .• . ' ·'•{1-~ 1+~} pasos estan en, a ór 1~a penod1ca de periodo 2. Bh , Bh . 
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'•' 

Por último.véase cómo debe ser h
0

de.Ja.r~ti,idé:~Ó~i:~F:5 C.i~ ~~ en 

:'~ ~~·~ ;~ ;~~:. ;;. 2~yr;;r~+h¡i~~t?tFµah' 
A continuación se mostrará la gráfica de la· funC:ión g(x) == (a .:.... f3x

2
)

h-j- ~ con in~reme~tos h, elemen~? d~l ;~!riHnte~~alc{J'fo\/~ Y 
diferente5 condiciones iniciales. · · ·. . .·.· ·. · · · ·· 

;~·: . '"-~~ 
•\' 
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a) si x 0 E (-:x;, '-Ji), O(x0 ,g)-+ -oo 

b) si xo= -'jj_, xo es un punto fijo repulsar, O(x0, g) = x 0 

c) si :i;o"'.' ~t~1 (-
1+F) para alguna e E[-~,-~), 

Xo es el primer punto eventualmente fijo, eb. 
d) si x?E (-jj_, l-~). La órbita de xo converge 

· ·. . asintóticamente a la órbita de período dos 

{ 1-~ I+~} Bh ' Bh 

e) si Xo es un punto periódico de período dos. Obsérvese como la 
órbita periódica consta de dos elementos O(x0 , g) = 

{1-~ 1+~} ph . ph . 

(1-~ 1-~) f) si XoE ~· ah La órbita de xo bajo g con- .. 

\'erge asintóticament.e a la órbita de. períod6'2 de. I-'-~ 
/3.h 

g) si Xo=_\/j. entonces Xo es un punto fijo' atractor:: . 

h) si X-O l+~ x0 es un punto periódico de ;eríocioiC::f<?~ . 

¡") si· (1+~ 1 r::-7.i) · ·' • · ·. ' · · Xo E 3h . 3h + v OfJ , entonces la. órb.ita de xo.:. con-

verge asont.óticament.e a la órbita de período dos' 

{ 1-~.1+~ Bh • Bh 

J
') -1 ( -(2c..;-I)+,/(2c+l}2-4(c2+2c)) 

si Xo= ~1 - 2 para algun~ 

e E [- ~, - ~) , entonces Xo es el segundo 
punto eventualmente fijo es decir Xo = e;. . . . 

k) si Xo= ]h +./OJJ entonces Xo es Wl punto e\•entualmente fljo a· -~ 

1) si xoE ( Jh + ji. oo) , O(x0, g) -+ -oo 
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/ 

1-..¡;;;;T-; 
ph 

k) 
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fig 39 

I 

g,(y) 

\ 

t +" Y· 
: l'x0 

1-~! \ 
ph 1 

!+~ 
Ph 

1) 
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Del análisis gráfico· anterior el retrato fase que describe g con h E 

( fI' ·fil es elsiguien.t.e': y 'tía , y '[{jet J 

fig 40 

subindices: •o 
•¡ 

Véase qué tanto difiere de la figura 33. La presente figura 40_un tanto 
cargada. Desmenucémosla en dos partes. El primer retrato fase sería el 
de la fig 41 que mostrará en primer lugar, representados por círculos,· 
a los puntos fijos, -ji y/~ ambos repulsares, así como a lo~ .P~t?~ • 

periódicos de período 2 junto con sus órbitas. Se señala •a Jh_f{/i• 
punto eventualmente fijo de -Ji· Del conjuntoE' .~ól~J~~.'.~~~ará 
a los tres 'primeros puntos e~, e~' e; puntos eventu8.irl1en:te.'' fijos de 
/j; los puntos k0, k1 y k2 puntos eventualri1ente fijo~ de p~ríodo 2. 
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-- ........... ::.=.=:·:·:·: ..... •• __ :.. __ -~"' .... " .. " ., .. -- .......... _ .... :-::= .. -:."'................ #" 

··- ..... -........................ -.... ----

fig41 ' 

En el segundo retrato fase, véase l~ fig 42 sé muestran los puntos fijos 

-ji· y Ji , así como los puntos periódicos de período d()~· l-~ 
y l+~, salvo que ahora las trayectorias~ue,'se mu~t~an son 
trayectorias de puntos que no son plintos eventualniente periódicos. 
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fig 42 

En la sigiente figura se mostrarán las soluciones de las ecuaciones en 
diferencias correspondientes con las misma5' condiciones iniciales uti-
lizadas en las gráficas de· figs 39 incisos a) . ._; lY;' ' ' · · · 
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y(n)J 

-f% ...... , .. -..... -..... -..... -_. .... -:···-.;~.' 

a) 

j 
,,., . . 

,.¡;r:¡ -,.- ----:;--·...-··· 
¡a ··~·--·~-~-----~---o-:' ...... 

l·Yd' ·I~ .. ,. -,.-. ---·-····-·-·-·-··~ . 

\ur····· .. ·.· ..... . . '. .11 

¡; ·,· . 
\'í ·.· 

d) 

• • •·•:t ••·•·• 

g) 

:x0:e;J
4 

. 

~, ········· 
:i: 1 ·· ' ·l' '' . . 

-~·;: ..••. ::.--::;~~-~·'.:· '"'! ' 
· i?.or Il o ta:rrto. :SJ :se rt.oma ' . , 

~ 

fig 43 

¡·(n), 

1 
11 

-~ iP . ·• ..... 4 .... 

. 1-¡;;;:i 
~·-,. 

'I .. · 
e) 

· • 1rnJ 
.,.1·Vi .. . ·• . ~ 

•\ 
11) 

•c·.:_J. 1(n} 
.w'{í. 

1 .. J~,l .. 1 

~ 

.. 

. 11 :¡;; : !11. 

-.r. .. --·--·---·-· 'YP .. . . 

\k) 

' r(11) 

V~ • • ·• •. • •• ~ 

~=~·1 
e) 

11•} .. ,;v,·· 
-,.- ... :·--;-·-¡·-::¡··-·-· 
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.11 
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f} 
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· aproxim~dasi"lunba se.acercarán a1a.so1uci?I1 ~e e~lli1i~1?r~~-Ji.:a. ~e~q~ 
que se tenga la gran suerte. de que lá condiéiór(inidal~sea nn-pünto 

· ::::r:i~~:~:~;;;~;~~tt~}r•~rat: · 
de pasos llegará. a este :Ya1c:ir, .h~ch~ q\l~,:~º .,~üc~d~;~c~~{é)a .~oluciqnes 
exactas. ,1:?·j:, /~: <L·''. ~ < . .. · .. :~~~ ;·~>~:;;~+~: i.~~1~f:H'.#·~~{·;::.V :··.'~ ~·:: ... 

. · Se podría seguir enumer~do l~s c~os tomaridq h.e~ dlf~rerit~ interválos, 

por ejemplo, si se continuara yah~r~s~ ~omiirf~ e~: (~; • i.a~~+t] 
se podrá-ver que exi.Stiiá uri intervalo del dominio de la fünción donde todos 
los puntos son atraídos a·una órbita periódica de periodo cuatro, que el pnnto 
fijo ji, que desde la primera bifurcación cambió a repulsar para ya nnnca 

más ser atractor, estará en esté conjunto y que la órbita de cualquier punto 
no se acercará a él, a menos que sea un punto eventualmente .fijo de éste. 

Así, conforme h tiende a in.finito, e tiende a menos infinito y el mapeo 
9h atravieza por nna serie de bifuicaciones de duplicación dé período ha5ta 
llegar a hoc = \fjf. que es el equivalente a Coc = _-1.4, desp~és, si h'. > 

~tal mapeo será caótico, eri un conjun~º de C::~t~~':i:·1as;~r~itas 
restantes tenderál! a menos ii:lfinito. Así pues, ahora puede üstedimágiriarse 
soluciones caóticas. · · · · · · 

. . 

Por lo tanto si se desea hacer la aproximación de Euler, el ínter~~() más 
recomendable donde se pueden tomar Jos incrementos h es (O, ~] , · ya 

que es el único intervalo que mantiene Ja característica de que ji es un 

pnnto atractor. Sin embargo hay diferencias en las soluciones, diferencias que 
ya se conocen, porque se han expuesto arriba con gran detalle. Por lo tanto, 
dado una ecuación diferencial con condición inicial, Ja aproximación de 
soluciones exactas por el método de Euler no sólo depende del incremento 
h que se dé. sino también de su condición inicial y0 • 
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10.4. Dos Ecuaciones Diferenciales y' = kt y 
y'= kf 

A continuación analizaremos el comportamiento cualitativo de la solución 
aproximada por el método de Euler para dos ecuaciones diferenciales y' = kt 
y y' = ki, donde k es una contante distinta de cero. La motivación de 
escoger tales ecuaciones, son los ejemplos que se presentan en la sección 
10.4.2. 

Se puede observar de Jos divesos análisis del método de Euler~ qu~ se 
ha hecho para diversas ecuaciones diferenciales, que hasta el momento .Jas 
ecuaciones así mencionadas son autónomas. Recuérdese que si j (t, y) 
no depende explícitamente de t,es decir, y' = f(y), la ecuación se llama 
autónoma, así que en estos dos ejemplos las ecuaciones que se présentari son 
en principio no autónomas y más aún obsérvese que si y' = J(t; y). J nÓ 
depende explícitamente de y, ie., y' = g(t) y así encontrar su5 soluciones 
significa simplemente encontrar la antiderivada de g. 

10.4.1. Solución de y' = kt y y' = ki 

si y'= kt ===? dy = ktdt =* J dy = k ftdt =*;Y= k~.+ e ·· 
si y'= kf ==* dy = kfdt ==> J dy = .. k Jf dt.~ y= k1n t + e 

Véase las siguientes gráficas: 

. , t .. !\ 

fig 44 
y(I) !'(I) 

~~'>- 1 ,J ~~ 
~? /~' ·o/ j/' J 1' 

a) b) 
Solución general de la ecuación y'= kt 
·Si k > O para cualquier condición inicial 
la solución tiende a infinito. Vea ng 44 .a) 

·-Si :k < ·O para cualquier condición inicial 

las soluciones tienden a menos infinito, 

:fig44jb) 
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e 10.4.2. 

'"'~ -~· 
-+-----1 ~ 

c) d) 
Solución general de la ecuación y' = kf 
·Si k > O para cualquier condición inicial 
la solución tiende a infinito. Vea fig 44 e) 

·Si k < O para cualquier condición inicial 
las soluciones tienden a menos infinito. 

Análisis del método de Euler para las ecua
dones y' = kt y y' = kt 

Ahora bien en la tabla 2 se ha aplicado el método de Euler para cada 
una de las siguientes ecuaciones y' = kt y y' = kf. 

tabla 2 

Evolución del tiempo has- Iviétodo de aprox; lvlétodo de aprox. 
ta el paso n + 1 - ésimo aplicado a y''== k{: apllc~do a y'= k+ 

to Yo ; Yo 
t 1= to+h y1= ktoh + y0 - Y1=lf+ya· 

k'h . 
t2= t1+h y2= kt1h + y1 Y2=t1+Y1 

tn+1= fn+h Yn+I = ktnh + Yn kh 
Yn+l =;:-+Yn 

Al analizar la aproximación de Euler para la primera ecuación, es decir, 
para la ecuación y'= kt. se acaba de ver que su solución exacta es y(t) = 
klf + e y que todas sus soluciones tienden a infinito o a menos infinito 
conforme t tiende a infinito. Dos ejemplos particulares de la aproximación 
de Euler para y' = kt. con k = 1 para distintos incrementos de paso, 
con condición inicial (y0 . to) = (0.1,0.1) y las primeras veinte iteraciones. 
El primer incremento de paso que se utilizara es h =0.l su aproximación 
·se puede ver en la figura 50 inciso a) y el segundo incremento de paso es 
h = 1, que por cierto es un incremento demasiado grande. su aproximación 
se puede ver en la fig 50 inciso b) 
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fig 50 

·1 - 1 

.. . .·· ~· . . . -·· ... ~; ... :_. __ :· '·'·~ ___ .. · . 
• 1 ---~·-· •• • . --- -:. . .. ... ~·~· ~+~·----·-·.,,._-.,,.---,,-.. 

,a) .. -"·· ~'.'.¡.:.;; ...• b)~~; . .,:: 

Aparentemente, _en princ1p10 amb¿"sofüddriei~Js~:pÚecen cualitativa
mente a las soluciones exactas de y'•';;) kts vea;flg 44 'inCiso a) es decir, 
tienden a infinito conforme t tiende a -' inflriÍtÓ\,"fámbás son cóncavas. Así, 
hay dos cuestiones que nos resta ver con 'ÍnáS, claridad la primera es que 
la solución aproxirna:üa y la solución eXactá -~p~a Ía'ecuacion y'·;,,. k{ :y 
Vk E lR""-. {O} se parecen cualitativamente para. cualquier incremento h 
positivo que se tome. Y la segunda es ver que lo anterior pasa no solamente 
para las primeras veinte iteraciones. · · . · · · 

Una de las maneras más clara de ver que la solución de fa ecuación en 
diferencias Yn+l = khtn +Yn converge a infinito o a menos infinito conforme 
t . tiende a infinito dependiendo de si k > O o si k < O -es resolviendo 

-. tal ecuación eA'"])lícitamente. De la seglinda columna delcuaclié{2'''podemos 
iterar directamente a Yn vea tabla 3. · · · · "·:- · · 

tabla 3 
Yo 
Y1= ktoh+y0 . : ... ··. . ·•. ·· 

Y2= kht1+Y1= kh.(t0+./¡,);+kt~h:+y0 

Yn+l = ktnh,fy~7""-/¡,k(t~fnh) + hk(t0+(n ~ l)h) + '.". 
,· ->c. _.:,.¿(;_:''L~;tMHof))+ktoh+~o ·. __ · : .· 

' ' . -. ·~:-_: : -=:= (n+l)kht0+y0+h2 k'2::.:i 
~ ;,~ . i=1 

5e sabe~que-1a\sii§¡¡'1de'1os ;{~primeros t.érminos enteros es:· n(,;2+l)' ·esto 

-es' ~~;~r:~~~~.\,,?'',~?ir1cs,;i~~é)'',i¿~ =,'( n:.f 1 )hkto+ y0+ h2 k nC":z+
1l. Claramente 

:Yn-+ oo.'.icuando.,n,~::oe>;·:'.lliik>:O·y, Yn---+ ~oo. cuando n---+ oo, si k-< O. 
· .. ·. íliay1otraforiná·"ae ;;poder-"7edo .anterior .. Ya -se .Yió ·que la .aproximación 

.de Etiler -para :el :paso (n + l)~·-ésimo -es ·Yn+i = 1..-7.,,;h + Yn· obsérvese 

'i 

" º"''~-··· ••-·'••H._-~ ...... _.·~-·~·-· 
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que Ja expresión anterior no solo involucra a Yn ahora también involucra 
a tn, es decir el paso n + 1 - esim.o dependerá de Ja solución aproximada 
en un paso anterior y del tiempo discreto involucrado en ese paso. Así 
pues, su análisis será un poco más complicado y necesitará remplazarse la 
función que simula las trayectorias de las soluciones aproximadas, no como 
una función de :IR a :IR, sino como una función de JP..2 a JR2 • 

Se puede recordar en el capítulo 9, sección 9.3, que si se aplica el método 
de Euler en particular para y' = l.~t, la sucesión de puntos con coordenadas 
(tn, Yn), donde tn+I = tn + h y Yn+I = Yn + hf(tn, Yn), son la· órbita de 
(to, Yo) bajo la iteración del mapeo · 

9h(t, y) = (t + h, y+ hkt) 

es decir, (tn, Yn) = 9~(to, yo). Como g es una función cie . JP..2 a 1R2 se 
pueden escribir las coordenadas de la función . 9h .. como dos funciones 
separadas es decir, 9h(t,y) = (91(t,y),92(t,y)), donde gi(t,y) = t + h 
.Y.. g2 (t, y) = y+ hkt. Nos interesa el comportamiento de las soluciones 
aproximadas a largo plazo, es decir, Yn, cuando n-+ oo es por esto que al 
iterar .9h se pondrá especial atención en el comportamiento de 92· 

l. Considérese k > O. Para determinar si el el crecimiento de la aproxi
mación de Euler para la ecuación y' = kt es no acotada considérese 
92 (t, y) = y+ kht nótese que conforme t se incrementa el compor
tamiento de 92 es semejante al de 1 (y) = y+ e con e > O se recordará 
que una dinámica idéntica se presentó en Ja sección 10.1.3, al describir 
la aproximación de Euler para la ecuación diferencial y' = e; todos 
los puntos están en el conjunto estable de infinito, es decir, cualquier 
punto tiende a infinito bajo la iteración de l, vea la fig 51 inciso a). 
Por tanto para cualquier incremento h que se tome y cualquier tiempo 
suficientemente grande, la solución aproximada para la ecuación y' = kt · 
crecerá sin cota alguna, que es lo que se esperaba. En general, una 
solución aproximada de y' = kt para cualquier condición inicial y 
cualquier incremento que se tome es como se muestra en la fig 51 inciso 
b). Lo que tiene en común con la solución exacta es que conserva su 
conca,·idad hacia arriba. compárese fig 51 inciso b) con fig 44 inciso 
a.). 
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1 (y) 

Id 

a) 

fig 51 

·}' (n) 

Yo ••••• 

. . . 
.... ·· . .. . ·~···· . 

'··' n, 
b) 

2. Considérese ahora k < O. Para determinar si la aproximación de Euler 
para la ecuación y'= kt, no es acotada considérese g2(t, y) = y+ kth, 
ahora conforme t se incrementa el comportamiento de g2 es semejante 
al de l(y) = y + e cQn e < O, la órbita de cualquier punto tiende 
a menos infinito vea fig 52 inciso a). Por lo tanto para cualquier 
incremento h que se tome y un tiempo suficientemente· grande la 
solución aproximada por el método de Euler para la. ecuación y' = kt 

. con k-< O decrece sin cota alguna. 'En general una solución aproximada 
por el método de Euler para la ecuación y' = kt, para cúalquier 
condición inicial y cualquier incremento h que se tome .es.· 'cómo se 
muestra en la fig 52 inciso b) otra anología quetierie con la 
solución exacta es que conserva su convexidad compare,fig '52 inciso 
b) con fig 44 inciso b) · ··' ,, 

1 

/¡ ./ 

fig .02 

~ /,J:) 
">'o 

a) 
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CONCLUSIÓN: Una solución que aproxima a la solución exacta de fa 
ecuación diferencial yt = kt Vk E lR \{O}, con el método de Euler es buena; 
buena en el sentido de parecerse cualitativamente a ésta para cualquier 
incremento h positivo que se tome, cualquiera, incluyendo h = 1 y cualquier 
condición inicial. 

En la misma forma analizará la aproximación de Euler para la segunda 
ecuación diferencial. 

Para la segunda ecuación diferencial y' = kf, su solución exacta es 
y(t) = k In t +e, todas sus soluciones son convexas y tienden a infinito 
conforme t tiende a infinito. Para ver el comportamiento de la solución 
aproximada de una manera clara, se puede hacer su estudio analítico. Para 
resolver explícitamente la ecuación Yn+l = ~+Yn itérese la tercer columna 
de la tabla 2 vea la tabla 4 

Así para afumar que Yn dlverge c~~forme'.n,'~iende,a ii'i.finito \es equi

valente a afumar que B ¡ ~nh diverge, para tal firl se utiliziJl~,criterio de 
. n=l 

0 
.-.· : 'J.·,:(: i·.\:·i·: f'fj~;, :.:>-;·.'<~~-,_ .·;:_,.,~< :-. 1 -.<~ 

cálculo "Prueba de la integral" vea el siguiente teorema'; sóbre 'coirvergerieia 
de series infinitas. La demostración de tal teore:rria se pueid~~;¿~,~i:{[21]> 

. : .... ~-· . ..:.···"".'?H~.:.-·: :·;·~;\, ,.~:-.:s '_'.., :·;. ~~ . 

~--.,~ ·~·;; • .. ,, ,{. .t ,_ :,~ ( . "';<"'. 

Teorema 10.1 (pru.eba. de la integral}: 
Supóngase que f ú positiva y decreciente 

para todo n. 
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Entonces f an converge si y sÓlo, si el Úmite 
n=D 

.oo , .A 

f1=1~f 1 
1 . 1 . 

• J ~ ·.,. - - : ·-,"-~J... . : ·. '.' i 

existe ( la serie y la integr:al cori~er9en, o divergen simultáneamente ) 

- :·; ·-.:":· .- - ·:·>¡·"··::.::'.',_.<._:<::/~.:. :.:·: .·~'-,\:,/.~-. >>>'.,_>_ ~-.<-. ·'· ..... :- . -~,'..;, 
Por lo tanto seglin eLteoréma'anterioi'elque;·z:·t ~\:' no converJa es 

. ·h~val~ ~'~~;4~t#~¡,;7~g!·~~·¡~~'~,~~~~J;4:~~~:i;:'* 1 .. 
. . Jog(to+ Ah).~ lbg(to +h)]. ·como··· límj;[log(to+Afí) ~pog(tó;4=.?t))'':diverge 

:· :: oo d:z: , - _'.. . : . : '_ :_ ". ·oo A-oo : -- : _: -~-.'.~·Y:::_-:~· ~fi;::(}:~~L~·- ~-~~-~~N:~;'.~-~-'.;;~:-~:}/:<t ... ~j~~~·'.:(·:.; -
.. => J to+xh divergerá, es decir 2: to~ih tambien. div~r'gtir~~.;g?~ lcf~arito Yn 

· · , 1. · i=O · ., · . .., -;>· >~-~~--- -:>·' ,~ ;;>\···_:: ~ :"'):: · . .,. .: 
diverge cuando n-+ oo. . . · ':' . . .,:~-· . . . 

Una segunda forma de poder ver·. el co!llport~e;;to cie'Jll.'solucióii 
aproximada. Al aplicar el método de Euler a la ecua'ción.1/~;,;;jkl:se ,a'btieiie 
una sucesión de puntos (tn.Yn), donde tn+1 ::= tn'+h.)'i.YntÍ;·#y,:;+hki Y 
además (tn, Yn) = g"(to, Yo) con- 9: lR2 -;+ lR2 Y> 9(t, !/) ~;.(~';+h;y+ hkJ ),. 
Como 9 es una función de 1R2 __. IR2 se pueden reescribir]a.5!.coordenadas · 
de la función 9 como dos funcionessepaiadas 9 1 y 92 ;,es<dé'dr:·:g((y)'·= 
(g1 ( t, y), 92 (t. y)) como nos interesa el. comportamiento a largo: plazódeJáS -
soluciones, es decir, Yn, por lo mismo que al iterar 9 se pone espedru 
atención en g2. . · 

l. Considerese k > O, para determinar si la soluci_ón aproximada porEuler · · 
crece .para tiempos suficientemente grandes, al igual que nii solú.eión 
·exacta considérese 92(t, y), nótese que conforme t se incrementa.el 
comportamiento de 92 tambienes semejante al de l(y) = y+c ,éon 
e > O, es decir, cualquier punto tenderá a infinito bajo laiteració'n -de 
l vea fig 51 a), en consecuencia para cualquier increm'entc:i h '·que 
se tome y cualquier tiempo suficientemente grande, la solución que 
.aproxima a la ecuación y'= k+, crecera sin cota alguna, -vea ::fig o3 
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.+ J' (n) _ •••••••• ······ ... _.·.·-· 

n 

Solución aproximada por Euler para la 
ecuación y'= ki. Obsérvese que 
·la solución en efecto crece sin cota alguna 
conforme t -+ oc, y además la propiedad 
de convexidad se mantiene, compare 
fig 44 c) y fig 44 d). 

2. C~nsiderese k < O, para determinar ahora si el crecimiento de la solu
ción aproximada por Euler decrece para un tiempos suficientemente 
grandes, al igual que la solucion exacta, nótese que conforme t decrece, 
el comportamiento de g2 sigue siendo semejante al de l(y) = y+c, pero 
ahora con e < O, es decir, todos los puntos están en el conjunto es
table de menos in.finito, vea fig 52 inciso a). por Jo tanto para cualquier 
incremento h que se tome, y cualquier tiempo suficientemente grande 
Ja solución que aproxima a la solución de y' = i, decrece sin cota 
alguna, vea fig 54 

Yo. ·¡-. J' (n) La solución aproximada por Euler 
, para la ecuación y' = ki. Obsérvese 

• .•.• ~~-.:~·.·~., •.•• :~ que solución, eri efecto. decrece sin cota alguna 
• . .. . · t __, oo •. y la propiedad de concavidad · 

conforme 

' ... ~.i. ~.i·:.J\: 
.... _.;· .. ~· :· ~- -

se mantiene comparese con la fig.54 y fig 44 c) . 

-'.--. ,_::~: -.... " .<·_:. __ ;,··_.:_~ 

CONCLUSIÓ~ :',;},ugk:~ol~ció~ qti~aproximá a la 1'61~ciól1 exacta. de la 
·ecuación··ciiferendiili~;~~:~\k.f,.Vk·E R\{o}, se:P¡;_re'cé\:i.láiitativaniente a la 
-sol ueión 'eXactá ' . •para cuá.lqUier jucrementci :· li ,positiv'o: que ·se tome. 

, ·-·· ,,. - -. ... _, ...... - ',-'O.-·-' -
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Apendice A 

En este apendice se mostrará que la aproximación de Euler converge a la 
solución exacta conforme el tamaño del paso disminuye. Así, en un primer 
resultado, Teorema 11.3, se verá, la convergencia de la aproximación de Eu
ler conforme el tamaño de paso disminuye para posteriormente demostrar 
efectivamente. que la solución a la que se aproxima es una solución exacta 
de x' = f (t, y). Teorema 11.4. 

Para tal fin necesitaremos la condición de Lipschitz y los resultados rela
cionados con la desigualdad fundamental y la cota de error para la pendiente 
de la aproximación de Euler. Dicha condición se mencionará en la definición 
11.2 y los resultados se enunciaran en los teoremas 11.2 y 11.1 respecth·a
mente. Si se desea ver más sobre estos teoremas, vea [11). 

Teorema 11.1 (Cota de error en la pendiente de aproximación de Euler) 
Considerese una ecuación diferencial x' = f (t, x). donde fes una fun

ción continua en un rectangulo R = [a, b] x [c, d] en el plano tx. Sea uh :una 
solución aproximada por Euler con tamaño de paso h . Entonces· 

i) Para cada h, e:i,"iste un ~h tal que 
1 u;, - f (t, Uh (t)) 1:5 ~h 

en cualquier punto donde uh sea dij erenciable 
ii} Si f es una función en R con derivadas parciales continuas y además 

tanto .f como sus derivadas parciales estan acotadas, es decir : 
sup 1 f IS M: sup 1 %f l:S P; snp 1 ~~IS Q 
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Entonces··podemoicono~er .e,speÚficarrienté él valor .. de ·gh . (arriba men
cionada), ·as( si éh ~.~h.(I"/:+::.QAn ery~~rfce.s..x ; ( .. <' 

~: .. ~ .. ·:;; . ~~::::.;~ . ....:.):~:,~\--. ·:}~~:<··:':~\\;·,_;:·::,::,·~·:>~ :,::;'.:· .. -'::-~:-;·_'; :_:'.·\ '._~~:.·-_ :· ''..:-/-·.·. '. ~. ~ . 
1 u,;(t) SJ;.(tfV:h(t))J~·h(P'+:,QM){. 

-.. ····•·-· .•.:·.:•.::.~;~.;x.~:~ ,;;:L.~;:gu;+}f i¿·~~'.;_?1:~:~:.-~'.~; .... ··:: ·· .. ·· .... ·.· ..... . 
Definición· 11. 2 l/n:·n'Úmero'K/es v:riá'co'.nstante de Lipschitz con respecto a 

x '" una funoión~('¡\¡~!i!Sf f ~~H~i~~~~~i~·~fJ:J..' ,., .. (111) 

A la desigualdád;{l1:1)sele:llama C:ondiéión de'Lipschitz 

.··· .. · •. :.:(:;%W;,:A::1: ... \:: .:. ( .. ,···.•;.· .... ··:.-.... <· .. ··.· .. · .. , 
· Defi":ici~'(t: 1_1 ·.§:l;{,~.~;.~fu,a,~~~.11,.:~ffe-r~ncip:l,:i;:.• .. ·=:":/ (~., f):,;<i.~!'.1;i~~,,Za, ~ondición 
de Lipschitz si l~jurJ<?iqrf: .. f.::adrnite)a:condición·_4e J:ips~ftitz " ;;• . 

Teorema11~4:: (:IJ~;i~~~zdad Fundamental} '• .. ·.:<\,'.;;;i¡,:-/.0'_:};}\· . 
'Si en un rectangulo ·R = [a, b] X [c, d], za ecuació~?diferencial x' = j (t, X) 

satisface la condición de Lipschitz con respéctO a x·;·~on:có:nitarite de Lipschitz 
K =f O,y siu1 (t) y u 2 (t) son dos funciones continuas/:dijerenciab.les a pedazos 

· ···~1't :'. .•... •·•••· ·. ;: , . 1 ~ ~:¡H·¡!t~·~11r r~~!Jr~:.~ .. · · ··•••• ····•· ·. 
paratodá {E (a;b) para el cual.u1 (t).yu2'(t)\es:dife,ré'nC,i~ble/;ysi eiiste 

t
0

E[a,b] talque.:.•:.· ·····:.·· ·· · .. ,,, ..... , ... ., ···/:''-'·""' ·.:." .. · · 

1 u1 (i~f_:: ti2 (to) ¡::; ó ; . 
·entonces _. . . _ . . ........ ·. '. . . . ... ·,-. :>-::, ·.' :( :·. ~ . . . 

¡ ui (t)'-'- u2 (t) ¡::; oe;51t'.""tol.:+(~:i••) (eKlt:-,t~L:-1) 
para todo t E [a; b], .. · · ·· · 

Teorema 11.'5 {Convergeri.cia, de la aproximación de Euler) 
Considerese una. -ecuación diferencial x' = f (t, x) , donde f ·es una.fun

ción continua que 1atieface ·tá .condición de Lipschitz ·en x con K constante 
de Lipschitz en 'u1!.rectangulo R ~ [a, b] X [c, d] en -el plano :tx . Si Uh y Uk 

... ~on. dos soluciones aproximadas con tamaño del .paso h y k, re11pectivamente 
y la misma .condición inicial, ·es deir 
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·- . ___ '· .-·.-~ - -. . .. . 

uh (to) = uk(to) = xo 

· DemostraCión i . '• ' " . .,.. . : -:'.>'' ~.; :-.";' . . . 

1 uh (t) - f (t;uh (t)) ¡::; :h (11.2) 

¡ ,u~(t).-I(t~uh(t))q::; :k 

para todo t en [a. b] . ·.. . 
Luego, por hipotesis como u.h (toL"."' J,·,,(to)_e,~.tónces 

. ' , ·• :· , ·.,~ '":·,. :-,,/ -:_:l ... ·. ~ .• . . ' . 

. ·• I uh( to); ~i,;(~b)il= O :5 .éi =, ó (11.3) 

de ( 11.2) y (11:3),.y;¿~l~~~i~;~~ldadf~.ndamental(teorema 11.2) 

j . (t) i; :~(t);y~~h +:k .( Klt-taj . l) . 
, · .... :··-.,~}c::;;¡{f~~:/Óf.'' .. K ,.e . . - . 

Para la segu1ida.parté; _c'orp,oJ· · es una fuci6n diferenciable entonces f es 
continua, luego<fl: .. es co/npji.cio.ási que 'f» es acotada, es decir, existe M E JR 
tal que sup 1 f I~. }.f '.f1.:si/{~(~ + MQ) IJ:. y ~h = (P +MQ) k (teorema 
11.1 inciso ii),se obtieri,e zá:deseado, es decir 

' ·, . ~ .,·. ~ 

• 
'i·' 
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Teorema 11.6 Gonsiderese la ecuación dijerencialx' =f (t,:í:), :dondef .. 
es una función continuamente diferenciable en R = [a, b] x [e, d], en el plano 
tx. Si una solucion aproximadas con h el tamaño de paso, es uh: y.condición · 
inicial uh(to) = x 0 entonces para todo t E [a, b] se obtiene · .. ·· '• ., · ·.• · 

i) El limite u(t) = límuh(t) existe; · '. > · 
h-D ,. •· .· . · 

ii) La función u(t) es diferenciable y es una solución de x' ~Jet, jj) ' 
La demostración de la primera parte es directa del·torema'l1l3}'~Yamos a 

demostrar la segunda parte. Por demostrar que:, ,. '<'.'. 
Para todo E: > O existe una c5 > O tal que si.f11 l.;<: ó·' '.:.~~tóri¿~s 

1 
u(t+11)-u(t) .Je· e·)·):! ... <: ... '..·.··· 
~----'----"'--'- - t, u t . <E: '·.·;. 

77 .<> > ;:; ;,{ :;. . ... · .... 
Vt E [a, b) 
DEMOSTRACIÓN: ' 

. <·-·,·1 ' -
.. ;.., .. :; ···1·" 

Sea e> O. De la pa'rf:.e.i),i se'.úene?>< 

u(t + ~) ~ uct)·::.11~t1;c2:<h)\i?Íí~:[~~(t-r\) ~ uh(t) - ryf(t: ~·h(t))] 
. .. . .... ·:~ .. ~:/~·: v~~··::' .. ¿~~:~:·:~'.·.r~~:~:· X!~.:,~.~·-__ f.;~-~-~<~ -_--1-•• ~ .. -. /-: ::<.,--._ ~ .. , 

por lo·.q~e.'mé}o/setfab~}ard;cóh~;..: e'Íi.vez.•de u; 
.·Por definiciói}'.'d~:~~¡i~>:,• ~ ,'· · .. · · · · .. 

::· • :, .. ;.\.';;'.'d;,h ~ f(t~~ uh(t;)) 

para cada punto,. donde; uh ··.se 'diferenciable, vea figura 1 . 

.. . 

_x, ... , 

x, 

fig 1 
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Así 

1 · t!u~(t+,-~)_¿uh_~t{- 11/(t ;uh(t)] 1 

". ~ '') · . . < d ·. > •. d 
1 ;_:u;;(t-+~?7) -.,. ,-uh(t) - f(t, uh(t)-r¡ 1 
· ~.1/ >::;~!;'-T , ,•· .· d17 · · .· · . . dr¡ 

- ,¡j(t;/Ú/;(t;))-.,. f(t, uh(t)) 1 

· (llA) 

. ,· .. . ,· .. :.: )· - . '..~. ,-: 

8
, Corno l .es /uii.~ji~~cidn -~ontinuamente dif erenciable .· ... ·• enctÓhc~~ '%f . y 
~ existen ú's~n {cp:n'tin~4s y ,como R es .un compacto · e71üJnces/; · .. 

::-,;: .. c.: ; 
... : . ~: ... ·.~ 

supJ ('J=::; ~{·. · . sup 1 ~{ 1$ P, sup 1 ~~ .1~. 9 
Así 

· 1 J(t;, ph:(t~;)} :.: : jct,u/i(t))l:s .. . ..•. ·· .. · ./ j ·: :· · 
.1 J(t; , ~,;(t; )} 7,:/(t,u.h(t;)I +lf(t, ith(ti}~!:f(t, ~;;(t)y 1 . 

. . ..• u_.::;: ;• ·;: .. -___ .. _ .. ..... J;: -~- .. ·- . -·· - - -_ . . . _ · --· .... ~ -_,, .. , ... _. __ -_ , •. ,. .. .. :_. ---.. ·---.;' ·- ' . '- - .. . . 

'~~~::t:f ¡~~~&~!~J;e./or ~<dio ~'.~ ,tº~¡~-~:1,~:~,~, ,~)0 
1 J(t¡ , .u~ct~)) . ;:;¡ct ; u,;(t)) 1$1 t:... t¡ ,1 P+.: t:zt'k(i;) ~ :~-:itiíi Ci) }Q : 

side~:~~;nA~; ~o:*}¿~f a• ~~e. Ju:;·:b~~e~e:_re~~-:~fi;_·~.:_,_;_::~1.f~:·;:~Jd~d;·r~~~~~. _. ·con-
- ~-j. ·. . ··: >;•,_' . .... :-:·: :. ·<~;>\: .· ·: 

·.:.-:·.-'<.·.. . . ··.: .:_.;,.::<·: .. ::t-~-/'''' '.:: _,·, '. :-: ·.·· .. 

fe,., ., e,,)) ;·~<'· '" (in , .'\.• .• Cl*.ttt;1~~~f ~1•r,, ... Q • e 11.5 i 

Es deci~ de •.(.·. ~1.4X ;•si(.• 1Hf 11;) .fri:j~· .. ;:.f,~: ::,\./~<. ·)'.;·:;\(; <·;;;;. : :/:: · • •. . :-·.· 
1 dr¡ [u,,(t t ~g....,.-•f~~_t). ~ · 1/f(t ) ,~~ (~{.):151 t, '?\t;IS:\ "t A1,9), 

Corno l 11 I< ó .· ~;1iJ,nc~s ·'.f-t ; ·ti';¡<. .i+ K, á.·~~ . c~r/.sÚer/i X~ ./ 
. . ·. . ' •' ·.· . . • ·• / •· 2(P+MQ) . 

y h < ó entonces ·. · · · · · · ·· .· .. ·•:• • ;e. 
: ' .;-. ·-r :•,, . : >·. 
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d . . . . ·.· . · .... · .. ·. ······ .. 
1 - [uh(t + r¡) - uh(t) - r¡f(t, uh(t)] 1:5 2ó(P+ MQ) = é dr¡ .. ·. . .. . ... .. . 

la función uh(t + 77)-;-r¡f(t,:uh(t));• como Junción:en r¡/es continua, lineal, 
y diferenciable por pedazos entonces por el ·teoremcl. delvalÓr medio. 

... , •. -... ·- , . ., <.· •• ' ' • •••• -.-

• 

Por lo tanto 
'.:'- . ,,, . 

. ' ,,, ·, i ;. 

si l 111< ó y h,<(i< '•'• •• . >F )'..~ '~.· {; ... · ..... : •·.· ..... 
Tomando el limité· cuaindo: h :. tiende a cero obtenemos·· 

1 ü(t f~)~ ~f(~;~(~));'Jfo¡:5'~ J77.¡ 
y dividiendo la desigilaldad aiiteflofentif l 11l,C7btenemos lo deseado. 

¡di;'"~;7 u(t)';_}ii,t(,11" e .. . 
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Comentarios finales 

No hay nada tan intuitivo que una simple ecuación que produzca resul
tados tan complejos. El descubrimiento de ciertos comportamientos como el 
caos ha sido algo inquietante que todavía después de 30 años, sorprende y 
perturba tanto a legos como a expertos por igual, porque después de todo, 
en el tiempo que la humanidad se ha dedicado a hacer ciencia, hemos llegado 
a esperar una evidente relación entre causa y efecto que hoy por hoy se ha 
trastocado, generando caos donde antes se pensaba que había orden. 

Si el comportamiento aleatorio es producido por un mecanismo determi
nista, entonces habría que expulsar a la probabilidad y la estadística del seno 
de la ciencia y desde luego a todas sus aplicaciones. De cualquier manera, lo 
cierto es -que tanto fenómenos naturales como artificiales ( métodos nwnéri
cos), requieren de una teoría que permita explicarlos adecuadamente a la luz 
de sus necesidades y descubrimientos. 

Pareciera que, cuando se presentan estas conductas caóticas, no tuvieran 
ninguna aplicación práctica puesto que se elimina la predictibilidad a largo 
plazo del sistema. Si embargo, el panorama no es tan sobrio corrio aparenta ya 
que, en primer lugar se debe considerar la verdad, por pocp esperanzadora que 
sea, siempre e..s mejor que una falsedad llena de ilusiones pero sin sustancia 
y en segundo hasta al10ra no se ha podido conocer con exactitud el futuro 
de un sistema caótico. aunque ello no elimina la posibilidad de predecir su 
conducta global o hasta su estado aproximado a corto plazo. Se ha visto que 
para analizar esta conducta globaL la topología ha tenido mucho que ver, 
pues ha dado importantes resultados. 

Para el estudio del método de Euler act.ualment.e existen dos enfoques, 
el primero, que es el tradicional, corresponde a encontrar analíticamente las 
soluciones de las ecuaciones en diferencia mediante diversos métodos muchas 
veces insuficientes ~· cuya visión no trasciende, el segundo enfoque corre-
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sponde a los sistemas dinámicos discretos, que es un estudio cÚalitativó
geométrico del método de Euler, está nueva forma e5 mucho más clara y 
completa. 

En el desenlace de esta historia, capítulo 10, se ha presentado el análisis 
del método de Euler para seis ecuaciones diferenciales. Las graficas junto con 
el hecho de dejar bien establecidas las formas tan sutiles de pasar de un análi
sis a otro, permitieron entender las diferentes conductas que estas ecuacione5 
presentan. Siguiendo de esta manera, podemos afirmar, que un camino pare
cido se puede desarrollar para conocer con exactitud el comportamiento de 
la solución aproximada por Euler de cualquier ecuación autónoma de primer 
orden con coeficientes constantes, para diferentes incrementos y condiciones 
iniciales 

Para que una solución aproximada por el método de Euler sea buena, 
en el sentido estricto de parecerse cualitativamente a la solución exacta, de
pende de tres factores: primero de la ecuación diferencial misma, segundo dél 
incremento h que se tome y tercero de la condición inicial. · 

Desde antes, que se diera origen a esta nueva teoría, de los sistemas 
dinámicos discretos, se conocían estas diferencias, el problema consistía en 

.·qué no se sabía ni siquiera abordarlo. Con los estudios hasta ahora <lesa~ 
rrollados, poco a poco, se ha delimitadoel problema en el conoeirÍliento dé 
estas diferencias, aclarando la situación y aunque quedan aún mtié:hás incóg
nitas por resolver, el problema queda ya caracterizado como el de resolver 
la dinámica del mapeo correspondiente. Así en nuestro afán por entender la 
dinámica de ciertos mapeos, en particular el de describir la aproximación de 
Euler para la ecuación diferencial y' = a+ ¡3y, se presentó un desarrolÍo muy 
completo, aunque no acabado, de la familia cuadrática. .,· - · 

De los diversos resultados aquí presentados, hay una observación, que 
surge al responder una inquietud personal: el conjunto estable de una órbita 
atractora de periodo 2n, para alguna 11 E N, en la llrunad1f éáSéada de 
duplicación de periodo, es decir para e E (-1,4, -0,75], consiste tleÍ intervalo·. 
( -p, p) menos, los puntos eventualmente fijos, a cada una· dejas·· oi-bitas 
repulsoras de periodo 2i-J con j EN y j < n. ... . _ .. . .. 

Se observó que, los puntos eventualmente fijos, correspo~dientes a 1a ór
bita atractora periódica en cuestión, juegan tin papel importante en otros · 
-.puntos del conjunt.o estable. .· · 
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Consciente en que aún hay una gran y basta tarea por realizar, puntu
alizaré lo que considero ha de seguir, y que gracias a la diversidad de este 
tema toma sentido en tres grandes enfoques. Dentro del enfoque relacionado 
con el análisis numérico, sería aplicar otros métodos de aproximación dife
rentes al de Euler, por ejemplo, el de Runge-Kutta o el método del punto 
medio-Euler a una ecuación diferencial y mediante un análisis cualitativo con 
ayuda de la metodología de los sistemas dinámicos ver el comportamiento a 
largo plazo de la solución aproximada para diversos incrementos. Esto per
mitirá conocer con más claridad las diferentes ventajas y desventajas de los 
diversos métodos. 

En relación con el enfoque de las ecuaciones en diferencia, se podrían 
considerar ecuaciones de orden superior, y después, ampliar nuestro estudio 
a °los sistemas de ecuaciones en diferencias. 

Por último, dentro del enfoque de Jos sistemas dinámicos discretos y más 
específicamente, respecto a Ja. dinámica de la familia cuadrática, habría que 
dar más claridad a Ja dinámica de dicha familia en la llamada transición 
al caos. Cada vez que observo el diagrama de bifurcación, figura 7 y 8 del 
capítulo 7, no deja de sorprenderme la autosemejanza del diagrama ¿Será 
posible algún día entender bien a bien el patrón que sigue este diagrama? 
¿Será posible algún día entender la transición al caos? o tal vez simplemente 
sea cuestión del azar. 

¿Habrá otra familia que presente una dinámica tan bonita e interesante 
como la hasta aquí estudiada, y además, que no tenga ningún parentesco con 
Ja familia cuadrática?. De existir ¿cual es?. 
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