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Introduccion

En 1970 Robert Solovay publicé un artfculo bajo el tftulo “Un modelo de la
teorfa de conjuntos en el que todos los conjuntos de reales son Lebesgue medi-
bles": contraviniendo, al menos en apariencia, uno de los principales resultados
de teoria de la medida. Recordemos que en 1905 Giuseppe Vitali habfa demostra-
do la existencia de conjuntos de reales que no son Lebesgue medibles mediante
el axioma de eleccién. Ya desde entonces el propio Lebesgue, que crefa haber
encontrado una forma de medir el tamafio geométrico de todos los conjuntos
de reales, vefa con recelo el uso del axioma de eleccién para la construccién de
conjuntos. Sin embargo, aunque el ejemplo de Vitali hacfa un claro uso de dicho
axioma, no habfa la certeza de que fuera condicién necesaria para la existencia
de conjuntos no Lebesgue medibles, ya que las mismas propiedades de la medida
podian ser un factor determinante.

El interés por identificar qué era exactamente lo que deshacia la ilusién de
Lebesgue derivé en la formalizacion y depuracién de los vinculos entre la teorfa
de la medida y la teorfa de conjuntos, que incluyen puntos de encuentro con
la teorfa de grupos y la topologfa. El presente trabajo quisiera dar fe de esa
compleja relacién pasional que tan hermosos resultados, como la paradoja de”
Banach-Tarski, ha dado.

La tesis se ha dividido en dos partes. La primera mucho mds cercana a la
teoria de la medida y el andlisis matemético y la segunda a la teorfa de conjuntos
y la l6gica matematica. Sin embargo, puesto que uno de los objetivos de la tesis
es justanente mostrar que esos lfmites son difusos, serfa méds adecuado decir que
los resultados de la primera parte demuestran la relevancia, para la teorfa de
la medida, del teorema de Solovay, cuya demostracién se basa en una compleja
red de resultados de la 16gica que se presenta en la segunda parte.

La explicacién sobre cémo es posible tener un modelo de la teorfa de conjun-
tos en el que todos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles se deja para
el ultimo capitulo de la tesis (Capitulo G). En él se expone el método de Forcing
que introdujo Cohen en 1963 para demostrar, entre otras cosas, que la negacién
del axioma de cleccién es consistente con el resto de los axiomas de la teorfa de
conjuntos.
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Por otro lado, a pesar de su tftulo, el artfculo de Solovay no sélo se refiere
a teorfa de la medida, sino que incluye resultados intcresantes respecto a la
topologfa y cardinalidad de los conjuntos de reales. En el Capitulo 5 sc analiza el
significado y relevancia de éstos. En particular, se discute la propiedad de Baire
y la propiedad del conjunto perfecto. Asimismo se ve que en el modelo de Solovay
son védlidos algunos resultados fundamentales del andlisis matemiitico como el
teorema de Heine-Borel y algunas hipétesis como la del continuo, que se suelen
aceptar en la prdctica matemadtica cotidiana. Sin embargo, para entender de
manera mds profunda el valor del trabajo de Solovay para cl andlisis matematico
es necesario presentar los problemas que acompaifiaron el nacimiento de la teoria
de la medida, lo que establece el puente con la primera parte de Ia tesis,

El problema de cémo generalizar la nocién de longitud es el punto de par-
tida de esta tesis (Capftulo 1) y aunque este trabajo estd muy lejos de ser un
recuento histérico de diclio problema, sf podemos decir que uno de sus objetivos
es mostrar que el lazo que ata los resultados que presentanios es el intento por
resolver el problema de la medida. La solucién sugerida por Lebesgue es un
eslabén central en esta cadena, no sélo porque a ella se refiere el articulo de
Solovay, sino porque es la tnica forma de medir adecuadamente los conjuntos
borelianos. Es por ello que en el Capitulo 3 se demuestra la unicidad de la ne-
dida de Lebesgue y se incluye una construccién que permite entender por qué
dicha medida extiende la nocién de longitud.

Por otro lado, en los Capftulos 1, 2 y 3 se presentan tres conjuntos no medi-
bles (Vitali, Banach-Tarski y Bernstein) construidos sobre la base de un buen
orden para los reales. En el Capftulo 2 se construye la medida de Banach, que
junto los conjuntos anteriores permite ver que ninguna de las propicdades que
se le piden a una medida en el contexto euclideano son condiciones neccesarias
para tener conjuntos no medibles.

Los teoremas de Ulam, que se presentan en el Capitulo 4, establecen un
vinculo entre la teorfa de conjuntos y la teorfa de la medida que, a diferencia de
los resultados de los capftulos anteriores, va mds alld del axioma de eleccién y
pone en la mesa de discusién la relacién entre cardinales inaccesibles y conjuntos
no medibles. Lo interesante es que dicha discusién es punto de partida del trabajo
de Solovay y, por lo tanto, un nuevo enlace entre la segunda y la primera parte
de esta tesis.

Finalmente, cabe sefialar que aunque los resultados de la primera parte de
la tesis se incluyeron por su vinculo con la existencia de conjuntos no medibles,
tienen valor teérico propio. Algunos porque nos enfrentan a paradojas que re-
quieren ser aclaradas, como lo es el caso de la descomposicién rigida de una esfera
en dos esferas del mismo tamaio, pero otros simplemente porcque nos muestran
la aplicacién de algunos resultados importantes del andlisis matemsdtico, como el
uso del teorema de Hahn-Banach en la construccién de una medida finito-aditiva
definida sobre toda la recta real y conocida como la medida de Banach.
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La tesis incluye cuatro apéndices. En el primero se demuestra que aceptar
el axioma de eleccién significa aceptar que para todo conjunto existe un buen
orden, en particular que existe uno para cl conjunto de reales. En el segundo
se demuestra que un conjunto “totalmente perforado” no necesariamente tiene
medida cero: es decir, que hay conjuntos densos en ninguna parte con medida
positiva. [l tercero contiene detalles técnicos relacionados con el teorema de
Banach-Tarski. En el dltimo apéndice se incluyen algunas reflexiones sobre las
preguntas que quedan abiertas respecto al teorema de Hahn-Banach y el artfculo
de Solovay. pues con esta tesis se confirma que se cumple el andlogo del teorema
de incommpletud de Goédel para la teorfa de titulacién: “No todas las preguntas
sobre un tema se pueden responder en una tesis”.
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Notacién y convenciones

ZERMELO FRAENKEL (ZF)

- Axioma de Existencia: El conjunto vacfo existe.

Axioma de Extensionalidad: Sean A, B dos conjuntos. Si Vz(z € A «——
2 € B) entonces A = B.

Esquema de Axiomas de Separacién: Sea P(z) un propiedad de z,
entonces para todo conjunto A existe un conjunto B tal que B = {x € A : P(z)}.

Axioma del Par: Sean A, B dos conjuntos, entonces existe un conjunto C
tal que C = {4, B}.

Axioma de la Unién: Para todo conjunto X existe un conjunto UX tal
que y € UX si y sélo siy € A para alguna A € X.

Axioma de la Potencia: Para todo conjunto .X existe un conjunto p(X)
tal que y € (X)) si y sélo siy C X.

Axioma del Infinito: Existe un conjunto A tal que # € A y Va(v € A ==
zU{z} € A)

Esquemas de Axiomas de Reemplazo: Sea P(z,y) una propiedad tal
que para todo z hay un tnico y tal que P(z,y) se cumple, entonces para todo
conjunto A, existe un conjunto B tal que B = {y: 3z € A tal que Pz, y)}

Axioma de Regularidad o Buena Fundacién: Para todo conjunto no
vacfo A existe y € A tal queVz(z €y — z ¢ A).

Observacién 1 ZF tiene una cantidad infinita de axiomas, yu que en los casos
de separacion y reemplazo por cada propiedad, respecto o los conjuntos, que se
pueda expresar mediante una férmula del lenguaje de ZF hay un axioma.

VERSIONES EQUIVALENTES DEL AXIOMA DE ELECCION

Axioma de Eleccién (AE): Para todo conjunto de conjuntos no vacfos
existe una funcién de eleccién.

VA(Vz € A(z # 0) = 3f tal que f es funcién, dom(f) = A y Vo € A,
f(x) € z).

Existencia de un Conjunto de Representantes (ECR): Para toda
particién existe un conjunto que contiene uno y sélo un elemento de cada
pedazo.

Principio del Buen Orden (PBO) Pa.ra todo conjunto existe un buen
orden.

Lema de Zorn: Sea A un conjunto no va.cfo parcialmente ordenacdo medi-
ante la relacién < 4. Si toda cadena C C-A estd acotada en A entonces hay un
elemento maximal m € A con relacién al orden <,4.

VERSIONES DEBILES DEL AXIOMA DE ELECCION
BOR = Existe un buen orden para los reales

E D =Eleccién dependiente.

EN =Eleccién numerable.




TEORIA DE CONJUNTOS

OR = clase de los ordinales.

CAR = clase de los cardinales.

w=Wp = |N| .

©{X') = conjunto potencia de X.

A° = complemento de A (que por lo general serd con respecto a R).
(A, <) denotara el conjunto A ordenado por la relacién <.

Un conjunto A es Numerablesi 3 f: A — N tal que f es biyectiva.
Un conjunton A es Contable si es finito o numerable.

Un unitario es un conjunto con un sélo elemento.

ANALISIS MATEMATICO

c=|R}.

Iz = {(a,0) : a,b € R}.

SidC R'yqge€Rentonces Agrasg = {2 +q:z€ A}

Si f es una funcién con dominio X y M € X, entonces detonamos con f |,,
a la restriccion de f a M. Es decir, f |ases una funcién con domino M tal que
Ve e M [y () = f(=).

LOGICA MATEMATICA

Si T es una teorfa y a un enunciado:

TF o si v solo si “a es teorema de T,

Sea L un lenguaje.

Si A/ es una interpretacién de L y ¢ es una férmula de L:
M = ¢ siy s6lo si “p es verdadera en M™.

ssi = si y solo si. o
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Parte 1

El problema de la medida







Capitulo 1

El tamano de un conjunto

La nocién de tamaio de un subconjunto de la recta real ha sido uno de los
conceptos ma4s conflictivos dentro de la historia de las matemdticas y, en parti-
cular, dentro del andlisis matemédtico, pues de ella ha dependido la clasificacién
de las funciones integrables!. En términos generales, podemos decir que existen
tres formas de considerar el tamaiio de un conjunto de la recta real.

La primera, que en realidad es comtn a todos los conjuntos, sin importar
si sus elementos son nimeros o calcetines, tiene que ver con la cantidad de ele-
mentos que un conjunto tiene. Sin embargo, esta forma tedrico conjuntista de
referirse al tamano de un conjunto, que se conoce como la cardinalidad, no per-
mite una buena clasificacién para la teorfa de la integracién de los subconjuntos
de la recta real. Esto es porque, por un lado, hay conjuntos que pueden tener
la misma cardinalidad pero ser muy distintos en cuanto a tamaiio geométrico,
como por cjemplo los intervalos (0,1) y (0,2); pero, por el otro, y quizds esto es lo
mads importante, hay funciones que a pesar de tener la mdxima cantidad posible
de discontinuidades (es decir, tantas como los reales) son Riemann integrables?.

En un cierto sentido es afortunado que las condiciones de integrabilidad no
dependan de argumentos de cardinalidad, pues de otra manera estariamos con-
frontados con el problema de determinar cuéles son las posibles cardinalidades
de un conjunto cualquiera de reales. Lo que no es de ninguna manera trivial,
pues se trata ni mds ni menos que del problema del continuo, que no es posible
resolver desde ZFES.

I Establecer como podfa ser ¢l conjunto de discontinuidades de una funcion de manera que
esta fuera integrable se convirtio en un desaffo importante, sobre todo cuando Ia definicidn de
funcist como conjunto de pares ordenados desplazs [a idea de gque una funeidn debfa tener una
expresion aualfticn. De alif partié no s6lo el trabajo de Lebesgue, sino tmnbién el de Cantor.
Para s detalles v referencins histéricas, véase Hawkings [12].

2 Por ejemplo, ln funcion earncterfsticn del conjunto de Cantor, que tiene ¢ discontinuidades,
pero es Riemann inteprable, .

FAunque para los subcoujuntos de reales se conocen tres eardinalidades: finito, numerable
v ¢, st ln hipotesis del continuo (HC) se rechnza, entonees quicn sahbe cwfutos easos s habria
que considerar. El trabajo de Panl Coben dejd abicrta estaiiltima posibilidad, al demostrar
que ln negacion de HC es consistente con ZFE (ver Capftulo 7 de Kunen {18] ).

3




4 CAPITULO 1. EL TAMANO DE UN CONJUNTO

Otra forma de pensar el tamaiio de un conjunto, pero que tome en cuenta ca-
racteristicas mads especificas de la recta real, es mediante conceptos topolégicos.
La icea es clasificar los conjuntos de acuerdo a su densidad. En este caso se tienen
basicamente tres tamaiios: el de los conjuntos densos en ninguna parte, el de
las uniones numerables de densos en ninguna parte (conocidos como conjuntos
de primera categoria) y el resto de los conjuntos (conocidos como conjuntos
de segunda categoria). Esta forma de considerar el tamaio permite diferenciar
conjuntos que tienen la misma cardinalidad pero no la misma densidad, como
es el caso del intervalo (0.1) y ¢l conjunto de Cantor*.

Cabe senalar que los conjuntos densos en ninguna parte, como el de Cantor,
son por definicién conjuntos tales que el interior de su cerradura es vacfo. Esto,
en términos mads intuitivos, quicre decir que estdn llenos de hoyos. Parecerfa
natural esperar que el tamaio geométrico de los conjuntos densos en ninguna
parte es absolutamente despreciable y, por lo tanto, que la separacién entre con-
juntos de primera categoria y conjuntos de segunda categorfa permite distinguir
a los conjuntos que, por decirlo de algiin modo, son geométricamente nulos de
los que no lo son. Sin embargo, como veremos, esta aproximacion topolégica no
permite ni siquiera esa sencilla clasificacién geométrica.

El hecho de que la recta real no sélo sea un espacio topolégico, sino tam-
bién un espacio métrico, sugiere la tercera forina de pensar en el tamaiio de un
conjunto. Hasta ahora nos hemos referido al tamaifio geométrico de una forma
bastante intuitiva. Sin embargo, nétese que cuando hemos dicho que los inter-
valos (0,1) ¥ (0,2) no son iguales en cuanto a tamafio geométrico, a pesar de
serlo en cardinalidad y densidad, es porque se tenfa en mente que sus longi-
tudes son distintas. Esto sefiala el camino para la formalizacién de la nocién de
tamaiio geométrico, pues lo que se quisiera es que la definicién no sélo coincida
con la longitud cuando se trate de intervalos, sino que preserve algunas de las
propiedades geomsétricas que posee la longitud. En particular, que sea invariante
bajo isometrfas®.

Por otro lado, para la teorfa de la integracién la pregunta sobre el tamaifio
geométrico de un conjunto es especialmente relevante cuando se trata de los
puntos de discontinuidad de una funcién. En ese sentido, si pensamos en la
integral de Riemaun, es importante que la generalizacién de la nocién de longitud
garantice que si el tamafio de un conjunto es geométricamente despreciable,
entonces se puede cubrir con una cantidad finita de intervalos tal que la suma
de sus longitudes sea tan pequeiia como se quiera®. Esto explica por qué la
nocién topoldgica del tamaiio de un conjunto no permite distinguir los conjuntos
geométricamente nulos de los que no lo son; ya que hay conjuntos, como algunas
generalizaciones del conjunto de Cantor, que son densos en ninguna parte pero
que no cumplen con la condicién que se le exigirfa a un conjunto de tamaiio

1 conjunto de Cantor se obticne partictdo nu intervalo en tres, removiendo
el pednzo de en medio ¥ repiticndo rearsivianente esta operneion sobre los intervalos que
uednn. En ln Seecion 3.3 se presenta In constenecion con s detatle.

A Tambien conoeidas coma ol grapo de transfornmciones rigidas, En R! ex ol grapo genervdo
por lns trastaciones y las reflexiones,

SEN cuvo easo se dice que ¢l contenido exterior del conjunto es coro.

TRecusrdese que




1.1. LONGITUD Y TAMANO GEOMETRICO 5

geométrico nulo desde la perspectiva de la teorfa de la integracién planteada
por Riemann?.

La pregunta que nos queda por responder es: ;Se puede realinente generalizar
la nocién de longitud de manera que se tenga una definicién formal del tamaiio
geométrico de cualquier conjunto de la recta real ¥y que ademds satisfaga las

necesidades de la teorfa de la integracion?

1.1. Longitud y tamano geométrico

Para responder nuestra pregunta serfa conveniente comenzar con formalizar
la idea de longitud de un intervalo, que no es sino una funcién (h: Ig — [0, 00},
con Jg el conjunto de los intervalos abiertos, tal que (h{(a, b)) = |a — b. Lo ideal
serfa encontrar una funcién p : p (R') — [0, 00| que:

(1) A los intervalos les asigne su longitud. Si I = (a,b) € R!, clltoilces'
wI) =la-10|.

(2) Sea invariante bajo traslaciones. Sea A C R! y x € IR' _Si Alrasz =
{a+z |a€ A}, entonces p(Airasz) = p(A). : :

(3) Sea finito-aditiva. Si A, BC R! y ANnB = g, entonces /.L(A U B)
#(A) + p(B).

(4) Sea o-aditiva. Si B = U A;, con A; € Rly: A nA -—‘Z Si 'i :;6 7
cntonces u(B) = Z u(A; )5 ST

Definicién 1 Diremos gque una funcion p es ectension de lh si IR dom(u) v
p cumple con las condiciones (1) a (4).

Nétese que para que una funcién g sea extensién de lh no se pide que
dom(p) = p(R'), pues cualquier funcién que extienda la nocién de tamaiio
geométrico a conjuntos mds complejos que la unién de intervalos abiertos es un
avance. Desde luego que serfa deseable tener una extensién de lh cuyo domino
contenga a todos los subconjuntos de la recta real, pero no podemos asegurar
a priori que sea posible tenerla. Nos referiremos a esta posibilidad como la
hipétesis de la medida (HM).

En principio, parecerfa natural creer que podemos referir el tamafio geométri-
co de todo conjunto del espacio euclideano, pues justamente ocupa un “espacio”.
Sin embargo, la intuicién no siempre tiene su contraparte formal.

TDe hecho, ni siquicra por I planteada por Lebesgue, gue sf permite una cantidad mune-
rable de intervalos.

HEsta propicdad puede parceer artificial, pero es fundamental para extender I nocién de
integeal. Por cjemplo, la funcion carncterfstien de los racionales (Xq) no ¢s Riemaun inte-
prable, pues ol infimo de lns smas superiores de Ricmaim es 1y el supremo de las sumas
inferiores de Riemann es 0. Sin abargo, sf es Lebesgue integrable, pues es igual a ln funcion
constante corn exeepto on Q, que tieue medida cero gracias a ln o—aditividad de by medida de
Lebesgue, Adenuis g —aditividad de ln medidan estd presente en teoremas de convergencin
fundsinentales para ab teorfn de lnintegracion (ver Secciones 2.2 y 2.3 e Folland [o1).




6 - "CAPITULO 1.  EL TAMANO DE UNCONJUNTO——

. Deﬁmclén de medida’

‘Definicién 2 Sea X un conjunto no vacto. Una a—dlgebm sobre X es umn-con-
]unto‘ICp(X) tal que: e e R L e

1) Xeyw

2) 81 A € & entonces A° € .

3)SiVieN, 4; € Qentonces B= |_J A €.

iteN - :

Estas propiedades indican que 3 es cerrado bAJo umones ﬁmtas y nume-
rables, asf como bajo la operacidn complemento" En lo° succsno denotaremos
con O a las g-dlgebras, :
Definicién 3 Sea Q C ©(X). Une medida no zrii:ial ‘sobre Q' es'una funcidn
ni S = [0, 00); o

(1) Finito-aditiva. Si A,B€ Sy AN B =g, entonces ,u(A U B) = /.I.(A) +

1(B). ;
(2) 0 ~ aditiva. Si B = |J A; € Y, conA eJyA ﬂA @snz;éj,
ieN

entonces ((B) = z p(A;).
(3) No trivial. E\xste A€ 9 tal que p(A4)> 0.

Con esta definicién podemos plantear el problema de la medida de una forma
mds general. Es decir, quisiéramos saber si para todo conjunto X es posible
tener una medida definida sobre toda la potencia de X o, lo que es lo mismo,
si existe una funcién g : p(X) — [0,00] que cumpla con las condiciones (1) a
(3). Podriamos referirnos a esta pregunta como el problema generalizado de la
medida y a la respuesta afirmativa como la hip6tesis generalizada de la medida
(HGM)'". Desde lucgo que el caso que mas nos interesa aquf es cuando X = R!,
pero mds adelante se podrd constatar que esta aproximacién mds general al
problema de la medida arroja luz sobre la causa de la existencia de subconjuntos
de la recta real no medibles!!. En particular, se podr4 ver que la existencia de
conjuntos no medibles no depende de las condiciones (3) y (4) que pedimos para
que una medida ¢ sea extension de lh.

Por tltimo, antes de abordar con nds detenimiento el problema de la medida,
serfa conveniente hacer algunas observaciones respecto a la forma de considerar
el tamaiio de un conjunto desde una perspectiva teérico conjuntista. En términos
generales, podrfa decirse que la cardinalidad de un conjunto es la cantidad de
elementos que tiene. Sin embargo, qué es lo que exactamente se entiende por
eso es algo que depende de si se acepta o no el axioma de eleccién.

Y Notese que (X ) es unn o—Algebra.

HWEstas denominnciones se inspiran en I hipstesis del continno (HC) y I hipotesis gene-
ralizada del contivno (HGC).

Hpyes amgque no s ticnen resultados respecto n BGM, sf se tienen resultados respecto a
versiones  que (suponicndo In hipotesis del continuo) estiin entre HNM y HGN (ver Sceccion
4.1).
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La forma mds débil de pensar la cardinalidad es en términos puramente
compa- rativos, en la que s6lo se considera si un conjunto A tiene la misma
cantidad de elementos que otro conjunto B (en cuyo caso decimos que son
equipotentes), pero no pensamos en la cantidad de elementos de A como un
“nitmero”'?, pues para cllo es necesario suponer ¢l axioma de eleccién. En ese -
sentido, si denotamos con c¢ la cardinalidad de los reales, cuando se dice que un
conjunto A tiene cardinalidad ¢ muchas veces nos referimos a que existe una
biyeccién entre el conjunto de los reales y el conjunto A. De modo que, para
ser mds precisos, en lugar de decir que A tiene cardinalidad ¢ deberfamos decir
que A es cquipotente con R y asi reservar la notacién de ¢ para el caso en que,
suponiendo el axioma de cleccién, se considere el cardinal de los reales como
cl minimo ordinal con ¢} cual es biycctable!$. Sin embargo, muchas pruebas,
sobre todo de andlisis matemddtico, utilizan o demuestran simplemente que un
conjunto es equipotente con los reales, al margen de si existe un buen orden para
ellos o no (es decir, al margen del axioma de eleccién) aunque suelan manejar la
version mds fuerte de cardinalidad. Un ejemplo de ello es el problema del con-
tinuo y la hipétesis del continuo que se pueden plantear sin suponer el axioma
de eleccion!?.

1.2. Conjuntos no medibles: Vitali

Regresando a nuestra discusién sobre si es posible tener o no una extensién
de lh cuyo dominio sea la potencia de la recta real, a continuacién veremos que
si se aceptan todos los axiomas de ZFE es imposible tener dicha funcién.

Notacién 1 (R, <gr) denotard un buen orden sobre los reales.

Definimos sobre el intervalo [0, 1) la siguiente relacién de equivalencia ~:

Vz,y€ [0, )t~y y & IreQx —y=r).

Esta relacién, como toda relacién de equivalencia, induce una particién del
intervalo [0,1). Es decir, tenemos una familia de conjuntos F..,. = {Ci}ies tal
que:

D=y c

2)C,ﬁCJ—®sn;éJ
3) Ci # @ paratodaiel.

Lema 1 La relacién ~,induce c clases de equivalencia sobre el intervalo [0,1).:

2EnN ¢l easo de los conjuntos infinitos, los mimeros con los que umtmno‘; son lo‘i ordinales,
qm- son In generalizacion de los naturales.

13 Cube sennlir que hay otea forna, ademits de Ia l'qlupou,u('m. de p(-lmm el cardinal de un
conjunto sin usar axioma de eleceidn, aunqgue en ese enso se tiene gue suponer ¢l axioma de
regulavidad (ver Awmor (1] p. 58). ’

M Estas dos versiones se introducen en la Seceion 6.2,




8 . carituiol, EL AMA‘NQ,DE,UN,CQNJUNT“O

Para demostrar este lema necesntamos prunero (lemostrar que,

Proposicién 2 VC; € F, |Ci] = Np (Cada una de las clases de equwalencza C;
es numerable).

Demostracién. Sea (R, <g) un buen orden. Sean C; € F y (gn)32( una nu-
meracién de los elementos de QN [0,1). Sea x¢ = ming, Ci!® y an = 2, + qn.
Entonces {a, }52, es una numeracién de los elementos de Cj, ya que an—q, = 2.
De modo que a, ~, % y an € C;. Por otro lado, si z € C; entonces @ = 29+ p,
para alguna p € QN [0, 1). Asi que para toda x € Cj, existe m € N tal que
T = 29 + ¢m. Por lo tanto, |C;| = Rp. =

Alora sf podemos dar la demostracién del Lema 1:
Demostracién. Como F = {Ci}ies es particion de [0,1), entonces ¢ = 2% =

10,1)] = ‘ U Ci' = méx{{I|,Ro}. Por lo tanto, ¢ = || (es decir, hay un cantidad
i€l
¢ de clases de equivalencia)!é. m

Definicién 4 Si nos apegamos a la notacién anterior, decimos que un conjunto
V es de Vitali si y solo siVC; € F 32(CiNV = {a}AVy(y € C:iNV — y = z)).
Es decir, un conjunto de Vitali es un conjunto que contiene exactamente un
representante de cada clase de equivalencia C;. ’

Observacién 2 Va,y € V(z # y = x =, y), pues 2,y € V(z ~, y) =
3C; Ef(I,yGC.-ﬂV)::»;I; =y.

Es comiin que dada la definicién de un conjunto se asuma que éste existe, sin
verificar qué axiomas de la teorfa de conjuntos nos garantizan su existencia. Asf
que aunque hemos definido al conjunto de Vitali, la pregunta por su existencia
es pertinente.

Lema 3 Supongamos que existe un buen orden para los reales, entonces existe
un conjunto de Vitali.

Demostracién, Témese V = {z; |Ci € FAz; =ming, C; }. =

Observacién 3 El conjunto de Vitali se suele dar apelando al azioma de elec-
cién en su version: “Toda particién tiene un conjunto de representantes”. Sin
embargo, acabamos de ver que se puede dar mediante una versién mds débil de
eleccién, a saber: “Existe un buen orden para los reales™7.

LI3ANaotese que o siempre existe puesto que C; # 0 C R v <g os au buen orden,
HipDgmosteacion alternativa, Supougunos gue iy a < e clases de equivalencin, Entonces

c={[0,1)] = , U Cg~. Por otro lado, como Ce NCg = @ para § # &, U Cg| = Z ICgI
Bea

maix{a,Rg} < c. Esto querein decir que ¢ < ¢! Por lo tanto, hay una mundml c (I(' Lh\xw de
equivalencia.

17 Para tener esta verston basta con que exista nna funcian de eleceién sobre la potencin de
los reales, pues en genera) se tiene que Un conjunto A es bien ordenable ssi p(A) — {0} tiene
una funcion de cleccion (ver Apéudice A).
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Teorema 4 (Vitali) Sea V un conjunto de Vitali, entonces no existe p una
extension de lh tal que dom(p) = p (RY).

Demostracién. Para demostrar este teorema induciremos otra particién sobre
clintervalo [0, 1) usando como base el conjunto de Vitali'®. Cada clase de equiva-
lencia serd resultado de una particién en dos del conjunto de Vitali, seguida de
una traslacién de cada uno de los dos pedazos. Definimos, dada ¢ € QN [0,1),
el siguiente conjunto:
Vo={s+qg|seVAs+tag<l}u{(t+q)—1|teVAL+qg>1}.
Sca (p,,),.ex, una numeracién de los elementos de QN 0, 1). Afirmamos que
= {V}, }nen €s una particion de {0,1).

Como Vg € QN {0, 1)[V, # WAV, C [0,1)]. S6lo hay que verificar que:
a)Vg,pe QN0 N)(p#q==V,NV,=2). :
b)Va €[0.1)3r e QN[0 1)(x € V;)'Y.

(a) Sea y € V,,NV,, con p # q. Tenemos tres casos:
Casol.IseV(y=s+pAIFreV(y=r+q) Ap#q=—
ds,reV({s+p=r+qAp#tqg—

s, reV(s—r=q—peQArg—p#0=

3s,7 € V(s #1 A s ~, r)! (Observacién 2).

Caso 2. I3seVy=s+p)ATFreV(y=+q)-1)Ap #q=>
Is,reVis+p=(r+q)—-DAp#q=—
Is,reV{s—r=(q—p)—1) € QA (g—p)—1 # 0 (pues g, pe QN |0, 1)
Js,r € V(s #71 As ~, ) (Observacién 2). S
Caso 3. 356\’(Jz(s+11)—1)/\BrEV(y—(r+q)—1)/\p;éq=:
s, reV(is—r=q—peQAg—p#0=
Js,r € V(s #1 As ~, 7)! (Observacién 2).

Como en los tres casos se llega a una contradiccién, tenemos que, V an

(b) Seaz €[0,1). Sia € Ventoncesze Vp=V.Siz¢g v entonces G
existe C; € F tal que z € C; (pues {0,1) = U C;). De modo quc emsten

qgeQyax; €V tales que x —x; = q (i.e ’L~ :r.) Porot:rolado,, : ‘

como z,; € [0,1),g€QN[0,1) yx =zi+g <1 Asrquev.ev.j"“ e

Por lo tanto, [0,1) C : R
q€QN|0,1)

Ahora completaremos la demostracién del Teorema 4 :
Sea 4« una extension de lh. Supongamos que dom(p) = @(R).
Por un lado, como estamos suponiendo que y es una e‘densum de hy entonces :

([0, 1)) = 12"

R Es fnteresante notar que con Ia particion inducida por ~y, se tenfan 2% ‘clases de equiva-
lencia, enda una de cardinal Ro. Mientras que aliora daremos unn particion en Ro: clisoes; de
equivalencia, cada una de eardinal 2%, Lo que nos punutm\ usar ln or—=aditividad de po 7

9NGtese que I unicidad de 7 se desprende del inciso anterior, asf que no hace falta de-
mostrarhi.

20 pyr hipotesis tenemos que 2((0,1)) = 1. Ademds, como se vert cuando se¢ teabaje ln
unicidad de in medida de Lebesgue (Seccion 29), dada a € R, p({a}) = 0. Asf que usando la
finito aditividad tendrinmos que p2({0,1)) = 1.
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Por otro lado, dada p € QN [0, 1), podemos partir el conjunto de Vitali de
la siguiente manera:

vV =VZ UV>'1,con Vfl ={seV|p+s<llyVl, ={teV|t+p>1}.
Estd claro que VE, N VI, = @. Asf que por las propiedades de s tenemos que
w(V) = p(VE + /t(V>]) Ademas V), = (VE) )irasp U (V2] )eras(p—1)- Es decir,
Vo os la traslacnén de los dos pocla:zos cn los que se puede describir al conjunto
dc Vitali, aunque cada uno trasladado por un racional distinto. Como p es
invariante bajo traslaciones, tenemos que p(VZ)) = p((VE }irasp) y (VL) =
H((V>l)lras(p—l)) Por lo tanto, /‘(V) #(Vgl) + /J(V;I) /J.(( 1)L1a.sp) +
(V) tras(p=1y) = 12(V3). De modo que dada p € QN [0, 1), p(V) = (V).

Aclcnmq como pos o—aditiva y ¥V, NV, = @ sim # n, entonces u([0,1)) =
w(U Va)= X n(Vy) = Z (V). Asi que:
nenN neN nei

w(V)y=0=p(0,1)) =0 y
w(V) > 0= p([0,1)) = !
Por lo tanto, no existe p una extensién de Lh tal que dom(u) = p (R')?'. =

Tenemos entonces que el conjunto de Vitali impide tener una medida que
extienda de manera adecuada a (2?2, ;Qué clase de conjunto extrafio es Vitali?
La construccién que hemos dado no parece encerrar patologia alguna, pues sim-
plemente hemos tomado el minimo de cada una de las clases de equivalencia.
Pero, jrealmente sabemos cémo es Vitali? La repuesta es no, pues aunque nues-
tra construccién parece ser bastante explicita, se basa en la existencia de un
buen orden para los reales del que sélo sabemos eso: que existe, pero no cémo
es. De modo que también del conjunto de Vitali sélo sabemos que existe, pero
no c¢émo es. En resumen lo que tenemos es que:

ZF 4+ BOg + IV(VC; € Fai(C; NV = {x;:})).
ZF F AV(VCi € FIzi(CiNV = {zi})) — ~HM.
ZF + BOg F —~HA.

El resultado mds famoso es ZFE F ~HM, que claramente se desprende del
anterior, pues el axioma de eleccién implica que existe un buen orden para los
reales (ver Apéndice A). Asf que cualquiera que acepte el axioma de eleccién se
verd obligado a aceptar que HA es falsa.

Aquf se ha querido presentar la demostracién de Vitali bajo la hipétesis més
débil de que existe un buen orden para los reales por dos razones: una porque
con esto se ve que para rechazar la hipétesis de la medida no hace falta ser un
fervoroso creyente del axioma de eleccién, sino que basta suponer una versién
mds débil de eleccién. La segunda razén, y quizds la mmds importante, tiene que
ver con la amplia gama de versiones de eleccién que se tienen?® y los alcances y
deficiencias de cada una de ellas.

2UNGtese que de I contradiceion no se coneliye necesarinmente gque Vitali no sen g— madible,
pues In coutradiceion se evitarfa simplemente si paen alguna p € [0, 1) N Q sucade gue V”l [}

\/P

£9) no es p—~ meadible.

2 Es decir, que este definida para todos los subconjuntos de reales.
3 Rubin presenta s de cien versiones en su libro (ver Rubin [20]).
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Como la hipétesis de que exista un buen orden para los reales es central en
la demostracién que hemos dado, parecerfa natural preguntarse qué sucederfa
con el problema de la medida si desechamos esa hipétesis. Es decir, jserd que
ZF ¥ ~HM o dicho de otro modo, que ZF + HM es consistente? Desde un
punto de vista légico-conjuntista esta pregunta puede ser muy interesante, sin
embargo no lo es para teorfa de la medida, pues no podemos olvidar que el
problema de la medida tiene como horizonte la teorfa de la integracién, que serfa
inconcebible sin alguna forina de eleccién infinita?!; asf que no podemos darnos
el lujo de desechar toda forma de eleccién infinita. Sin embargo, podriamos
pensar la misma pregunta pero con versiones de eleccién mds débiles que la
existencia de un buen orden para los reales. Es decir, quisiéraimos saber si existe
una version débil de axioma de eleceion que sea compatible con la hipétesis de la
medida y que nos garantice la mayor cantidad posible de resultados del andlisis
matematico.

En la demostracién que hemos dado de la negacién de la hipdtesis de la
medida no sélo se utilizé la existencia de un buen orden para los reales, sino
también dos de las propiedades que se le piden a la funcién g (invarianza bajo
traslaciones y o — aditivad). De modo que, antes de considerar la posibilidad
de desechar el axioma de eleccién o debilitarlo, valdria la pena preguntarse qué
pasa si debilitamos las condiciones que se le piden a p.

ilih\.ﬁ"xlnﬁ||iuiouk:.~i deconvergencin de una sucesion, de con-

H Ly equivalendin entre. lns 'd
resultados de anlisis, dependen de eleccion numernble

innidad ‘de ulm'»l'l'uu:ié_u._(um
ver:Hrhneek y Joch [14] 145
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Capitulo
Aditividad

En este capitulo vereinos qué sucede si en lugar de pedir que i sea o —aditiva
pedimos tan sélo que sea finito-aditiva. Es decir, si HA/_; denota la hipétesis
de la medida sin la condicién de que sea o — aditiva, entonces nos preguntamos
lo siguiente: ;Serd que ZFE - ~HA _,?

2.1. Medida de Banach

La respuesta a esta pregunta es especialmente interesante, pues no sélo se
tiene que ZFE ¥ - H M _,, sino un resultado aiin m4s fuerte y ciertamente bas-
tante sorprendente: ZFE + HAM_y.

En la demostracién de este resultado se hace uso indirecto del axioma de
eleccién, mediante una hermosa aplicacién del teorema de Hahn-Banach. Vere-
mos que es posible dar, utilizando dicho teorema, una medida finito-aditiva
12 o (R') — [0, 00] que a los intervalos les asigne su longitud y que sea invariante
bajo traslaciones. Asi que tenemos que ZF + Hahn-Banach + HA{_, y, como el
teorema de Hahn-Banach se demuestra utilizando el lema de Zorn (equivalente
al axioma de eleccién), también tenemos que ZFE + HAL_,.

Antes de dar la demostracién de este resultado conocido como la medi-
da de Banach!, daremos algunas definiciones y enunciaremos, aunque no de-
mostraremos, el teorema de Hahn-Banach?,

Definicién 5 Sea X un espacio vectorial sobre R. Una funcidn p: X— R es un
Sfuncional sublineal si y sdlo si es .

a) Positivo homogénea. Va > 0 y Vo € X (plazx) = ap(z)).
b) Subaditiva. Va,y € X, p(z + y) < p(z) + p(y).

I Bannch dio con este resultado al trabajar sobre el problema de lu uu-(lulu {ver Baclunnn

¥ Narici {4]).
2 La demostracion puede consultarse en Folland [9] (pp 1.49- lu())
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Teorema 5 (Hahn-Banach) ‘Sea M un subespacza de un espacw vectonal X
sobre R, sea’p un funczonal sublmeal y sea fun funczonal lineal sobre M tal que .

Va € M
fr) < P(l)

Entonces existe un funcional lineal F definido en todo X-tal que F e.zizende a /'
Es decir, Vx € M, F(z) = f(x) y ademdsVz € X :

F(x) < p(x).

Teorema 6 (Medida de Banach) Eziste i ©([0,1)) ~— [0,00] tal que:

(1) A los intervalos les asigna su longxtud VA = (a, b) C [0,1), u(A) =

Ja —0]. ,
(2) Es invariante bajo traslaciones. VA <[0,1),Vz € R (Airasz C [0,1) =>-
H(Atrasz) = p(A)). :
3) Es ﬁmto-adm\a VA= {A}o A cDL)AGE#T = AinAd; =0)

=>M(UA)— _Z/t(A ))-

DemostracuSn Como ya hemos seiialado antes, para la demostracién de este
teorema se utilizard el teorema de Hahn-Banach. Asf que lo primero es dar el
espacio vectorial sobre el que se va a trabajar. Sea X la clase de las funciones
de R! en R! acotadas y periédicas, con periodo 1. Es decir,

={f|f:R' 5 R'AIC R (Vz e R(|f(x)] < C A f(z) = flx+ 1))}.

Claramente .X es un espacio vectorial®. Lo siguiente serd dar el funcional sub-
lineal p, un subespacio M y un funcional lineal f sobre M, para poder aplicar
el tcorema de Hahn-Banach y obtener un funcional lineal F sobre todo X, a
partir del cual se construird lo que se conoce como la medida de Banach y que
cumple HAI_y Sea § = {{ai}lL, : n € NA a; € R}, el conjunto de sucesiones
finitas de reales. Definimos p(g), para g € X, de la siguicnte manera:

) 1 n ] _ "
p(g) = inf {02:131{;';9(3: +ai):a;€s= {a-}f=1}}~

Obsérvese que, aunque el supremo se toma haciendo variar a 'z sobre el
intervalo [0,1)(es decir, tomando una sucesién fija), el mﬁmo corre sobre todas
las posibles sucesiones finitas de reales. . :

BLas hinciones de R en RY que son acotadas forman oy’ (an ) e solo
habrfn que probar que X es un subespacio: : 3

(1) Lo funcion constaute O tiene perioda 1.

(2) Si fige X vy a,3 € Rentonces (af +Bg)(z) = af(a:)+,6g(a:)
(af + B9)(z + 1). ;

(3) Evidentenmente (f € X = —~f € X).

S+ 1)+ poa+1) =
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En otras palabras, dada una sucesién s = {a;}!,, cada z € {0, 1) induce una
particién p, = {x + ap,z + ay,...,% + an} del intervalo [0,1) a partir de la cual
se toma el promedio de los valores asfgnados por g a cada uno de los puntos de
la particién. Para cada sucesién se toma el supremo de los promedios cuando
se deja correr libremente a z sobre el intervalo [0,1). Y por ltimo se toma el
infimo del conjunto de los supremos generados por todas las posibles sucesiones
finitas de reales.

Hay que verificar que p es un funcional sublineal.

(a) p cs positive homegénea. En general, se tiene que VA C Ry a 2 0,
infad = ainf A y supad = asup A. Usando esto es muy facil demostrar que
paraa > 0y g € X, plag) = ap(g).

7
Si para s = {a;}}L, C R tomamos A, = {l Zg(m+a,~) 0 < 1}

entonces SUPgcarct 3y Z ag(z + a;) = suppez<; a(3 Z g(x + a;)) = supad, y

i=

como A; C R, tenemos que supgca<y 3 E ag(x + a;) = asup As. Pero ademzis
&1

si tomamos A’ ={suppc <1 4s | s € S} entonces

mf {a sup {— Zg(m +a,)} = infad’.

0<z<1 '_1

Como A’ C Ry a > 0, tenemos que inf aA’ = ainf A’. Asf que p(ag) = inf aA’
ainf A’ = ainf{suppc.c; As | 5 € S} = ap(g)

Por lo tanto, p es positivo homogénea.

(c) p es sublineal. Sean h,g € X. Hay que demostrar que p(h +g) < p(h) +
p{g). Como p involucra en iltima instancia un {nfimo, entonces dada € > 0-
existen s, = {a,}l~l ¥ 8m = {b;}7%, sucesiones de reales tales que:

SUPosz<1( Z gz +ai)) <p(g)+ey Sul)o<=<1(,,. E hiz + b)) < P(h) +5

Sea s = {a; +b el =1 = {a b
Entonces por definicién de p :

mn
plg + h) < supperci (5 2(9 + h)(z + a)).

mn
m
-11; Z] n _z:lg(l‘-i-(li +bj)+';l"zl ;leh(.'t+bj + a;).
= = = =
Como g tiene periodo 1, si tomamos a j fija entonces

SUPp<r<1 L Z gz +a; +b; i) =SUPy,czcitb; w E glz +ai) =

" l-—l

Donde 7 35(g + k(= +) = 7 Lo+ e+ 5 3z +a) =
=1

SUPger<t & Z:l gl + aq).
1=
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Amﬂogamente para h con i ﬁJn De modo que s el

. L X PR -
J=1 i=1 i=1 - j==l o

. m \ n 1 n o N ‘n;

" (Sul’osz<l 4 Z glx + a,—)) + - Z: Sul)oszq L .ZI'I

J=1
sup0<.l.<l n Z J(’L +a; ) +51|l)0<1<1 m Z h’(-l‘ +b; )

< plg) + I’(h) e
Asf que dada € > 0, existe una sucesion s = {¢r }j2% tal

SuPg<ret (i l;(y + k) (x + ) < plg) + p(h) + "c De clon(lc se puede

u(':; b

concluir que:

infues { sbog. <1 7 52 (9 h)(a + al)} < p(g) + p(h).

Por lo tanto, p(g + h) < p(y) + p(h).

Ahora daremos el subespacio M y el funcional lineal f acotado por el fun-
cional sublineal p.

Sea M = {g | V= € R, g{x) = 0}. Nétese que M es el counjunto que
tiene como tnico elemento a la funcién constante cero, que denotaremos con
0, asf que trivialmente se tienc que M es un subespacio de X. Sea f = p | a1,
entonces f es un funcional lineal sobre M. Es decir, Vg, € M y «,8 € R,
S(ag-+Bh) = af(g)+Bf(h). Pero como M tieneca g = o como tinico elemento,
en realidad solo hay que demostrar que Yo € R, p(aO) = ap(O). Esto se sigue
inmediatamente del hecho de que aO = O y de que p(O) = 0. Entonces tenemos
M un subespacio de X, p un funcional sublineal definido en todo X y f un
funcional lineal sobre M tal que Vg € M:.

(@) < plg)'.

Entonces, por el teorema de Hahn-Banach, existe un funcional lineal F

definido sobre todo X' que extiende a f y tal que Vg € X :

F(g) < pl9).
Para dar la medida de Banach necesitamos la siguiente definicién: ;
Sea {z;}52, una numeracién de Z. Entonces dada £ c [0, 1) sea [p" =

Z X Eypunzs NOtese que I'g es la version periédica (con periodo 1) de la funcién -
i=]

caracterfstica de un conjunto contenido en [0,1), ya que E,m,( =)= {1‘+ ziz €
E}.
Definimos la medida de Banach ug de la 51gu1ente manera:.*.’

VE C [0.1), 45(E) = F(T'E).

TEsto se cinmple porgue fos ln restriceion de p a M.
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Nétese que i estd bien definida, pues dada E C [0,1). Tp € X5. Lo siguien-
te serd demostrar que esta medida es finito-aditiva, invariante bajo traslaciones
¥ que asigna la longitud a los intervalos.

n

(1) 1p es finito-aditiva. Sea E = U E;C[0.1)},con EsNE; =Wsii#7.
e
" n
Entonces xp = Zl Xg, ¥, por lotanto, g = 5. Cp. Como F es un funcional
i=

lineal, entonces jig(E) = F(Tg) = i: F(Ty,)) = i ip(Te,).
j=1 J=1

(2) 15 cs invariante bajo traslaciones. Puesto que dadas £, J C [0, 1), si
existe @ € R tal que By, y5(q) = J entonces Ig(x) = [y(x + a), basta demostrar
que, dada a € R, si 2’ = = + a entonces Vg € X, F(g(v)) = F(g(2'))'. Ya que
en cse caso tendrfamos que [LB(E = F(Cg)=F(,;(a")) = F(Ty(x)) =png(J).

Seana € R, g € Xy h(xz) = g(x) —g(x+p). Hay que demostrar que F(h) = 0.

Sea {a;}iwg la sucesion ag = 0,4y = a,a3 = 2a,...,a, = na, entonces
(enemos la blglllClltO ser ie telescopica:

Z’l(‘ )= Zgu @) = gleta+ai) = g@) = g(@ +a) + g(& +a) -
gz + 2(1) + .o — gl + nu) +glz+na)-g(z +(n+1)a) = g(z) —g(z + (n+1)a).

De modo que 7 Zh(v, +ai) = 737 (9() —glz + (n + l)a.)) Por otro:.
lado, como g € M, EiC e R(Vz € R, |g(z)| < C). Ast que Vau.€ IR (g(:c)

g(z + (n + 1)a) < 2C. Entonces Vz € R, n_“ Zh(t +a;) < n+1 De modo que‘
i=0 : ST o

SUPo<r<1 aT Zh('z.+a.) < : R

i=0 b
Como la sucesién que se dié en realidad estd. deﬁmda para cu lqmer n y

lim, oo ﬂf, = 0 entonces:

Zh(’b + al } :
0<z<1 n+
Por lo tanto F(h) < 0, pues F(h) < p(h).

Falta ver que 0 € F(h). Si tomanos la misma sucesxén que antes, pero parn
n .

p(h) = 1nf { sup

—h = g(x +a) — g(z), tendrfamos que 37 —h(:c +a.) = ;1+1( g(m) +g(:z:+

(n + 1)a)). Y como también se tiene que V:L E R, (—g(z) + g(z + (n+ 1)a) <

5 Justamente esta s Iy razon por lngque an lugar de tomae In fncion earacterfstion, que no
es peridgdica, definimos o Tg.

5 Desde lm po que esto es un abuso de notacion, pues en realidad tendrfunos que detinir
hg = g o x' (5 puede ver facihmente que iy € X) . Asf que habifn que doemostrar que
Vg € N(F(g) = F(hg)). Sin embargo, In otra forina de expresarlo permite entender mejor qué
es lo que se estd haciendo,
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2C, siguiendo exactanente el mismo razonamiento que antes llegamos a que
p(—=h) = 0. Por otro lado, si consideramos que:

Observacién 4 Vg € X. —p(—g) < F(g). Como F es lineal, F(— g) < p( g) =
—F(g) <p(—g) = —p(—g) < F(g) y, por lo tanto, Vg€ X :

-p(—g) < Flg) < plo).

Asf que 0 = —p(—h) < F(I). Y como ya habfamos \'isto que F(Iz) < O s
entonces F(h) = 0.
Finalmente. como F es linecal, F(h) = F(g(x)) — F(g(x +a)) = 0 de modo
que F(g(z + a)) = F{g(x)).
(3) 1ty asigna a los intervalos su longitud.
Lo primero que demostraremos es que 7egz([0,1)) = 1. Como V’L(rlo ,)(7.)
AS

1), lo que hay que demostrar es que F de la funcién constante 1 es 1. Para lo
A Al
cual basta notar que p(1) = 1y p(—1) = —1, pues por la Observacién 4 tenemos
A A A
que ~p(—1) < F(1) < p(1).

Para demostrar que ptp asigna a cualquier intervalo (a,b) C [0,1) su lon-
gitud, es suficiente demostrar que lo hace para los intervalos de la forma (0, b),
pues ya se demostré que g es invariante bajo traslaciones. Sea (0,4) C [0,1).
Lo que haremos es demostrar que la medida de Banach de este conjunto coincide
con la integral de Riemann de su funcién caracteristica.

T .
Sea S.(g o)) = Z:l & My, con My = max{g(z):x € [“".'-';]} y $a(9 ljo1))-

=

= Z dm;, con m; = min{g(z) : = € [, £]} . Es decir, estamos tomando

n 'n
i=]
las sumas superior e inferior de Riemann de g restringida al intervalo [0,1],

con las particiones del intervalo [0,1] en una cantidad n de pedazos del mismo
tamano. Las denotamos como S,(g) y s»(g), para indicar su dependencia de
la funcién g, pero a partir de este momento escribiremos simplemente S, y s
para facilitar la notacién. Demostraremos que Vg € X tal que g es 110 negativa
yvn € N, p(g) < S, y sn £ —p{—g). Dada n € N, tomamos la sucesién de
reales ¢, = {a; : aj = -L}" 1 (Nétese que tn = {0,1,...,21}). Afirmamos

que Vx € [0,1) . 37, Lg(z + a5) < Z LM; Siz = ar = %! entonces
=1

{_q(;l,‘+cz])}_7 - = = {g(a;)}iL,, pues aunque z +a; > 1, g es periédica con periodo
lya+a; = a; (mod 1) para alguna i < n. Por otro lado, por definicién
de M;, tenemos que g{a;) < M, asf que 2 1 Eg(m+ai) < Y tg(a) <

kil

>~ LM;. Si, en cambio, z € [0,1) — {a;}7_, entonces basta demostrar que existe
i=1 . .

una biyeccién h: {z + a;}fo; — {vills,, donde y; € P %,,‘—‘ v tal que
g(x + a;) = g(h(x + aj)). En otras palabras, basta (lemostlal que en cada
intervalo £ hay un sélo clemento de la sucesion {a +a;}7., médulo 1. Esto nos
permitird usar el mismo argumento que en el caso mlterior.
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Definimos la funcién h de la siguiente manera:
h(x +aj) = + a; — [v + ay)

donde [z + aj] = méx{m € N:m < = + a;}; es decir, nos quedamos sélo con
la expansion decimal de x + a;. Asi que claramente h(a + a,) = @ + ai(modl)
y como g es periddica con periodo 1, tenemos que g(x + a;) = g(h(x + aj)).
Por otro lado. h(x + a;) € [0,1) = 3i < n(h( x+a,) € P = [i=L, £]). Sea
ij=min{i <n:h(v+a)) € B} Falta ver quesi j # k. i; # i para gi\ldlltl/ﬂl
que cn cada intervalo estd la imagen de solo un clemento de {& +«; }).,. Para
Ollo basta ver que [h(e +ag) — iz + ay)] > Lovaque ey € P, = | ——y| <

. Notese que [h(x + ag) — h{x + a;)| = lox — a, = (v + ax] + [1 + a;])} ¥ que
[’L+G;\I+[L+(lj] solo puede ser 0, 16 2. Comoag—a; = “—'l con k—j # 0, en los
tres casos tenemos que |ax — a; — ([@ + ax] + [x + a;])| > L. Siexistem < n tal
que i{x+ag) v h(x+4a;) pertenceen a 7, entonces |h{x + nk) - hix +a,)| = —.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que h{z + ar) < h(z + a;). Puesto
que la distancia entre h(x + ax) ¥ h(x + a;) es en este caso ﬁ, tencmos que
hiz + ax) € Py y M{x +a;) ¢ Py—y, asf que i; # 7. Eso quicre decir que
{h(x + a,)} tiene un sélo elemento en cada intervalo "‘—", +]. Usando otra vez
la definiciéon de Af; y el hecho de que g(x + a;) = g(h(x + a;)) tenemos que:

n

Z 1g(z +a;) < Z —J(h(L +a;)) € z -M

j=1 j=1

Una vez verificados ambos casos podemos concluir que:
n 1 n 1

peid —_ T )} < —=ANL;,

vz € [0, 1),-;_1 ng('L +a;) £ igl nl\f,:

Por lo tanto, supgez<1{L Tie; 9{v + a;) < Sn. Como dada n € N se tiene la
sucesion de reales ¢, tal que lo anterior pasa, entonces:

. 1 <
»(9) = inf {Ozggl{; ;g(x +ai)laies= {ne}};,}} < S

El otro caso es totalimente andlogo si g es no negativa, lo que nos es de gran
utilidad pues las funciones ['g son no negativas. Se puede demostrar, usan-

n
do las mismas sucesiones que en el caso anterior, que Va € [0,1) 3 imi <
i=1

*_1 29(x+a;). De modo que s < infogz<i{x Liny 9(z+aj)} Como también
en ' este caso dada n € N ge tiene la sucesién de leales t, tal que lo anterior pasa,
cntonces: o

s,,sigg{ 1uf {—ZJ(:L-%—(L,)la,és—{ﬂ:}._n}}=—l’( —g).
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Finalmente, por lo"dicl‘lov lias’te{ éylnoid y por la Observacién 4 para cualquier
funcién'g que pertenezca a°X y sea positiva, dada n € N :
< —p(—9) £ F(9) £ p(y) < Sn.

En particular, como g4y cs positiva y pertencce a X, tenemos que dada
‘neN:

sa(x(0,6)) £ —P(~Toy) < F(Co)) S P(Co,ey) < SulX(o,))

Afirmamos que lim, .0 5, = fX(o,b) = b = limp-co Sn, de donde se ten-
dria inme(liatamente, por la desigualdad anterior y la definicién de peg, que

itp((0.0)) = F(Cpy) = |[0—-0] = b Sea ¢ > 0 entonces existe n, € N tal
que L < e Nétese ademds que existe 1 < n tal que b € [%=, 2], de mo-
do que S, = 2 y Vn € N(n, < n— 2=L <5, < ) pues de otro modo
bg [m=t m) Pox lo tanto, Vn € N(n, < n — |S,, — b < ﬁ < ¢). Esto quiere

m—l

decir quc lim,,—~ S, = b. Para cl otro caso se tiene que s, = 2=} y también
que Vn € N(n, < n — 2=l < 5, < M) Asf que ¥n € N(n, < n — [$n — b <
,11 < ¢). Por lo tanto, limp—~oo s, = b y lim, oo 5, = limp—co Sn. W .

Esta medida definida para el intervalo [0,1) se puede generalizar muy fd-
cilmente al caso de la potencia de toda la recta real. La idea es intersectar el
conjunto con todos los intervalos de tipo 3,z + 1] con =z € Z y trasladar cada
interseccion al intervalo [0,1) para tomar la medida de Banach y después sumar
las medidas de todas esas intersecciones trasladadas, como se puede ver con el

siguiente corolario:

Corolario 7 (Medida de Banach para la recta real) Eziste u : P(R!) —
[0, 0] tal que:

(1) A los intervalos les asigna su longitud. VA = (a,b) C R}, p(A4) =|a —b]:
(2) Es invariante bajo traslaciones, YA C R! y V2 € IR, /L(Amuz) = pu(A).
(3) Es ﬁmto aditiva. V{A;}L [AiCc RIA(GE £ 5 = AiNA; = @)=

u(U 4i) ~ZIL(A )
Demostracxén Sea A ¢ R!. Definimos la funcién p : P(R!) — [0, 00) de la
siguiente manera:

(1) Si A no est4 acotado, entonces p(A) = co’.

(2) Si A estd acotado, sea {z;}§2, una numeracién dé Z e [; = [..,,-, + 1)
Como A es acotado existe n € N tal que para toda m > n, AN[zm,zm+1) =
Entonces dada [ < n tomamos A; = AN [z,z + 1). Claramente (AI)L,M(_:,)

T
={a—z:a€ A} C[0,1). Asi que p(A) = 3 pg(At)iras(-=)
=1

TEsto 1o podemos hacer porqgue no nos interesa gque In nedida sen o ~ aditiva.
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Es ficil ver que s, definida de esta manera, coincide con la longitud cuando se

trata de intervalos, que es invariante bajo traslaciones y finito-aditiva. Aquf sélo

demostraremos la tercera condicién, por el papel que juega en nuestra discusién.

n
Sea A= U By, tal que B;NB; =Wsii#j.

i=
(1) A es no acotado. Como A es unidu finita de conjuntos disjuntos, entonces,
existe m < n tal que B, es no acotado. Asn’ quc por la forma en que se definié

jt tenemos que yi(B,,) = oo. De modo que Z w(B;) =oco=A.
(2) A es acotado. Asf que existck € N tdl quo pma m >k, ANz, 2m+1] = 0.
Nétese que VI < &k, A = (U Bi)N [z, + 1] = U (BiN (21,2 + 1]). Ademds si
i=1 i=1 :

denotamos con 3 al conjunto B;N [z, 5 + 1] tenemos que 4; = U (Bir). Clara-
mente ByNB; = W, sii# j, pues por hipétesis B;NB3; = 0. De mo(lo que usando
la finito aditividad de p5 tendriamos que jig(At)iras(-2) = Z /.LB(B;[)"“,(__,)

¥ por lo tanto, p(A) = Z 1p(Atras(—2) = 121 Zl 1p(Bit)iras(-2) =
==

lezzl /LB(Bll)lTQ.S( -5) = Z .u(B ) pues B” = Bin [:l.:l + 1] L]
i=11l=

La medida de Banach nos hace pensar que la condicién de que la medida
sea invariante bajo traslaciones no es la responsable de que falle lo que hemos
llamado la hipétesis de la medida, pues abandonando sélo la condicién de la
o—aditividad y preservando la invarianza bajo traslaciones sec vio que la versién
correspondiente (m4s débil) de la hipétesis de la medida se cumplfa para R!, no
sélo sin necesidad de negar que exista un buen orden para los reales, sino incluso
haciendo un uso explicito del axioma de eleccién, a través del teorema de Hahn-
Banach®. Mads aun, cste resultado sefiala a la o—aditividad como responsable,
en el sentido de ser condicién necesaria, de la negacion de la hipétesis de la
medida .

2.2. Teorema de Banach-Tarski

Aunque la medida de Banach nos hace pensar que la invarianza bajo trasla-
ciones no es responsable de la negacién de la hipétesis de la medida, tenemos
que considerarlo con mds cuidado. Hasta ahora, por simplicidad, hemos plantea-
do formalmente el problema de la medida para el caso de R!, pero en realidad
puede pensarse para el caso general de R".

SComo ZF + Hahn - Banach - HA_4 y (AE == Hahn — Banach), también s¢ ticue
que ZFE - HA_4.
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Lo que nos estarfamos preguntando es si es posible generalizar la nocién
tamaiio geométrico del n—producto cartesiano de intervalos’. Es decir, quisiéramos
saber si existe una funcién definida en toda p(R") tal que: (1) coincida con el
tamaiio geométrico de los “intervalos” de R®, (2) sea invariante bajo las trans-
formaciones rigidas de R",(3) sca finito-aditiva, (4) sea ¢ — aditiva. Uno podria
suponer que los resultados respecto al problema de la medida para R! se pueden
generalizar a R". Sin embargo la medida de Banach junto con el famosisimo teo-
rema de Banach-Tarski, que a continuacion enunciaremos, hacen ver que algunos
resultados s dependen de la dimensién de que se trate.

Definicién 6 Sca Gy el grupo de isometrias en R® y A, B € R3. 4 es congruen-
te con B (A =¢, B) si y solo si existe g € Gy tal que g(A) = B

Teorema 8 (Banach-Tarski) Sea B3 = {x € R? : |z| < 1} entonces existen
tres particiones finitas de B3, P = {P;}i2,,Q = {Qi}i=) vy T = {T}}2] tales
que P =g, T, y Qi =g, Tiyr.

Este tcorema. que suele conocerse como la paradoja de Banach -Tarski, nos
dice que es “posible” partir una bola unitaria en una cantidad finita de peda-
z0s, que rotados y trasladados!!, generan dos copias de la bola original. Este
resultado parece ser bastante contraintuitivo, sobre todo si por pedazos tene-
mos en mente poliedros o conjuntos conexos que es lo que corresponderfa a los
pedazos materiales en los que podemos partir los objetos de nuestra realidad
ffsica. Sin embargo, la realidad matemadtica no siempre puede ser modelada en
nuestra realidad fisica, como bien lo demuestra la construccién del conjunto de
Cantor'!. Asi que el “posible” de nuestro teorema es simplemente teérico. No
obstante, aun dentro de un contexto matemético este resultado sorprende, pues
por analogia con el caso de R! se esperarfa que al abandonar la o — aditividad
todos los conjuntos de R? fueran medibles. Esto no sucede por el teorema de
Banach-Tarski:

Teorema 9 (Medida-Banach-Tarski) No eziste u : p(R3) — [0,00] tal que:

(1) VI = [e).b)] x [az,b2] x [az,b3] C R3, u(I) = rSI Ja; — b .

(2) VA, B ¢ R3(A =¢, B = u(A) = u(B)).

(3) VA, BC R3(ANB = W= p(AU B) = u(A) + p(B).
Demostracién. Supongamos que existe g :p(R3) — [0, 00] que cumple las
condiciones (1) a (3). Tomemos las tres particiones finitas P, Q y T de B> dadas
por el teorema de Banach Tarski. Como se trata de partmlones de B3 tenemos

CIUC_L=JIP|' UQ.—UT B3, Asfqueu(UP —#(UQ)=#(UT)—‘

i=l1 i=1

TEn n = 2 sertn b superficie de un rectingulo, paran = 3 of vehunen de un paralelepipedo,
[H N

A nngne en realidid solo se necesitan rotaciones, como se verd s adelante.

HEL conjunto de Cantor as nna abstraceion matenuttien gque tanpoco tiene realidad fisicn,
en ol sentido de gque su construceion no se puede Hevar a eabo ffsicamente.
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- 1u(B3). Por otro lado, como t es ﬁnito—aditi\'a y (P pm‘ticién = PNP; =Wsi

i # 7), entonces Z w(P) = 1 L—J P) = U Ti) = Z w(T).

i=
Ademds como \7’1(1 <i<r)yP =g, T,, por la uwarmnza bajo transfor-
maciones rigidas (condicion 2), Vi(l < ¢ < 7), pu(5) = 1(Ty). De modo que
Vi(r+1 < 1 < 7+s). ;z(T) =0 yVi(l <i <), p1(Q:) =0, yvaque Q; =¢, Tigr-

Asf que p( U Q) = Z J1(Q,) = 0y, por lo tanto, p(B3) = 0. Pero eso cs imposi-

ble, ya que A - % %] [-3 ] L—l, 3] © B3y, por las condiciones (1) y (3),
pw(A) = 1< p(A)+p(B3\A) = pu(B3). Por lo tanto, no existe j : p(R3) — [0, oo}
que cumpla las condiciones dadas. m

De esto podemos concluir que la invarianza bajo transformaciones rigidas
de R3, a diferencia de la invarianza bajo traslaciones sobre la recta real, tienc
responsabilidad en la negacion de la hip6tesis de la medida finito-aditiva en
dicha dimensién (H.\/3,). En cambio, con relacién a la o — aditividad podemos
decir que para el caso de R® no sc ganarfa nada, en términos del problema de
la medida, st dicha propiedad se abandona.

2.2.1. Andlogo de Banach-Tarski en R? y R!.

Si los pedazos en los que se descompone la esfera no son poliedros y, por el
teorema que acabamos de ver, dada cualquier medida que extienda la nocién de
volumen sabemos que al menos algunos de ellos no son medibles, entonces jqué
clase de objetos extrafios son? Esto nos recuerda al conjunto de Vitali, sobre el
cual nos haciamos la misma pregunta. De modo que no debe sorprendernos que
la demostracion del teorema de Banach-Tarski tenga su versién andloga en R'y
R? (en donde, por supuesto, las particiones no serdn finitas sino numerables).
Miés aun, veremos que los pedazos en los que se parte la esfera estdn conforma-
dos por un conjunto que, como Vitali, se obtiene mediante una cantidad ¢ de
elecciones. En ese sentido, atin dentro de un marco puramente teérico no es del
todo adecuado decir que es “posible” dar la particién finita de la esfera, pues el
conjunto con el que se construyen los pedazos no se puede dar explicitamente.
Por lo que serfa més adecuado decir simplemente que dicha particién existe!?.

Desde luego que, puesto que los resultados respecto a la hipétesis de la
medida finito-aditiva (HM_,;) dependen de la dimension, no es posible decir
tampoco que para cl caso de R3 el vinico responsable es el axioma de eleccién.
De hecho, veremos que la demostracién del teorema de Banach-Tarski no sélo
hace un uso importante de la hipétesis que sostiene que existe un buen orden
para los reales, sino que también se basa en algunas propiedades del grupo de
isometrias de R3, que no comparten el grupo de isometrfas de R? y R2.

L0 mismo sucede con el buen arden de los reales, ya gue muchas veces st existencia se
exprosa como: “los reales son bien ordenables™, Esto hace pensar que es posible dar ol orden
explicitamente, vosa que uo es ciertn, poues de seelo se podefa resolver el problema del continuo.
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Sea S! = {2 € R? : |a] = 1} y Rg cl grupo de rotaciones racionales del
plano médulo 27, con centro en el origen y con dngulo de rotacién entre -7 y
n radianes. Podemos exponer el andlogo del teorema de Banach-Tarski para el
caso de R? en los mismos términos que para el caso de R3:

Tecorema 10 Ezisten tres particiones numerables de S', P = {P;}ien, Q =
{Qitien ¥ T ={T}ien tales que P, =g Ty y Qi =g Toiy.

En el caso de R? se dié el tecorema de Banach-Tarski en cstos términos
(cs decir, con tres particiones) para facilitar la demostracién de la negacién de
}11‘13,1. Sin embargo, como la idea de introducir los andlogos de Banach-Tarski
‘RQ'RI"I"T"]"""l‘lle -abaiar rora]
en 3 cs clarificar el extrario resultado de R, trabajaremos con una versién
mds intuitiva, aunque no por ello menos rigurosa, del teorema anterior:

Teorema 11 Eriste una familia numerable {4y, ..., An, ..., By, ..., Bn, ...} de sub-

conjuntos de S' ajenos dos a dos, tal que S' = (|J AU (U B;), S! =
ieM JEN

Uoi(4i) yS' = U 04(B;) cono; yo; elementos de Ry.

ieN JEN

En otras palabras, este teorema nos dice que el circulo unitario se “puede”
partir en una cantidad numerable de pedazos a partir de los cuales se pueden
construir, bajo rotaciones, dos circulos del mismo tamano. Ademsds, si usamos la
proyeccién radial tenemos el mismo resultado en el disco unitario sin el origen'3.
Nétese que para el caso de la esfera solida, también por la proyeccién radial,
bastarfa con dar las particiones de la superficie esférical#,

Demostracién. Definimos la siguiente relacién sobre St: Va,y € S',x ~p, v
ssi existe p € g tal que p(a) = y. Como Rg es grupo, contiene a la identidad,
a los inversos de todos sus elementos y es cerrado bajo composicién, por lo que
~R,,€s una relacién de equivalencia. Si recordamos ademds que, dado un grupo
G que actiia sobre un conjunto A!® y dado z un elemento de A, el conjunto
O¢g(z) = {g(z) : g € G} se conoce como una G — érbita de A, entonces tenemos
que:

z~p, v 5si Op,(2) =ORry(Y)

De modo que las clases de equivalencia de la particién P que ~p,induce sobre
S! son las 6rbitas bajo las rotaciones racionales con centro en el origen. Por otro
lado, si 8, denota el dngulo de rotacién de p entonces Rg = {p: Ig € QN (-1,1)
tal que §, = gr radianes}. Como QN (-1,1) es numerable, Ry también lo es. Sea
{p:}ien una numeracién de Rg. Eso quiere decir que cada clase de equivalencia es

HPara el disco unitario tomamos 1a familin munerable {A4,..., A%, ..., B{,.., B},...} donde

Al= ) ad; v sipensamos en el plano con coordenadas polares ad; = {{ar,8) : (r,0) €
O0<agt

A}
HEN realidnd se teudrin, como para el caso de R2, wna pasticion sobre ln esfern sin el origen.
En ol Apéudice C se explicn qué hay que hacer para que se tenga sobre toda e esferan,

B Recucrdese tambien que un grupo G actiin sobre un conjunto A si Vg € G, g o8 tin
funcion de A en A v se caple que Vg, h € G, Vo € A g(h(z)) = gh(z) v 1(z) = =, con 1 ol
elanetito nentro de G,
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numerable, pues por definicién Og,, (x) = { p;(x) : p; € Ry}, y como ISI| =,
entonces tenemos que en la particién P hay c¢ clases de equivalencia. Por el
axioma de cleccién tenemos A un conjunto de representantes de las clases de
equivalencia. Por otro lado, como las clases de equivalencia son las érbitas bajo
Rg, que no tienen puntos fijos, y M sélo tiene un miembro de cada 6rbita,
entonces o, (M) N p; (M) = B si i # j. Pues si existen x,y € M tales que
pi(x) = p,(y) entonces x = p,-"p] (y) yax € ORQ(y). Pcro como y € A y M
solo tiene un clemento (lo cada orbita, entonces x = y. Eso quicre decir que
€= p; p (x). Asf que p7 /) cs la identidad (ya que cs la tinica rotacion de Rg
que deja puntos fijos (lc S') y. por lo tanto, p; = p; (es decir, ¢ = j). Por otro
laco, S! = U Onry(x) = U pi (M} yaque Ve e ST Ty € M (v € Oyly)). Es

re EN

decir, Va € S'E]p € Ry (p,(y) = x) y, por lo tanto, x € U pilM].

ien
La otra contencién es trivial, pues A/ € S' y S! es cerrado bajo Rg. Asf
que P’ = {p;(M) : p; € Rg} es una particién numerable de S*. Si ahora
tomarnos A,- = pgi(M) y Bj = py; 1 (M), entonces { Ay, ..., A, oy Bry ooy Ba,y .
= {p;(M) : p, € Ry} = P’ es una familia de conjuntos ajenos dos a dos
de S!, ya que P’ es particién. Si tomamos o; = p,p.z'i', como Rg es grupo, o;
pertenece a RQ‘ Nétese que o4 (A4;) = 0ipg; (M) = p; (M), de modo que |J oi(Ai)
ieN

UN pi(Af) = S, De manera andloga, si tomamos o; = pjp;jl tendrfamos que
i€
U o,{B;) = S'. Finalmente, ya habfamos visto que {A,, ..., An, ey B1, oesy By, 0}
JEN
= {p;(M):p; € Rg} =P,asfque |J p(M)=J AU | B;. m

i€N €N JEN

El andlogo de Banach-Tarski en R! se desprende como corolario, mediante
las siguientes definiciones:

Definicién 7 Una traslacion mddulo 1 es una: funczdn tq [O 1) » [0,1) tal
que Vz € [0,1)
to@) =z +a [z +q)

congeQn(—1,1)ylz+q=mix{meZ im s'xﬂ-i]}l“;;vt,,_ ‘

Observacién 5 Es fdcil ver que el conjunto-de traslaciones hzddulo'l,‘quede- '

notaremos con Ty, es un grupo, excepto quizds por la existencia de inversos, gue
serd lo unico que demostraremos: .

tytq(x) = . Tenemos dos casos: ‘
(1) [x +4q] = 1. Entonces to(z) =2z 4+qg—1y t_,,(t,,(:c))»— Z—1= [a, = 1]

Pero —1 € (x - 1) < 0, ya que z € {0,1). Ast que [1. —1] =-—1y t_q(t,,('z,)) =.-

(2) [z +q] =0. Es trivial.

Hipor cjemplo, es ficil ver que lo que definimos en 1a demosteacion del Teoremn 4 como Vo
no es sino Vi, Es decir, Vo otrasladado por g mddulo 1.

Sea t, € Tg. Afirmamos que t;! = t_,. En otras palabms que Va. € [0 1) ,7;-
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Como corolano del Tcorema 11 tenemos que'~ :

Corolano 12 Ezwte una famzlm numemble {Al,...,A,,, ..,Bl,.. ,B,;,. .
subconjuntos de I = (0,1) ajenos dos a dos tal que I = U Ay

I=Joi(dA;)yI= ] oj(B;) cono; yo; elementos de Tg.
~ ieN JEN

Demostracién. Basta dar una biyeccién entre S2 y [0,1) y un isomorfismo
entre Rg y Tg. Para la biyeccién tomamos f: 52 — [0,1) tal que f((1,8)) = -”—
y si tomamos g : Ry — QN (—1,1) tal que g(p) = gﬂ, tenemos el 1somorﬁsmo
F: Rg — Tg dado por F(p) = ty,). =

Este resultado no deberfa sorprendernos si es que nos sentimos tranquilos
con el conjunto de Vitali, pues la demostracién del Teorcma 11 estd basado en
una generalizacién de la particién del intervalo [0,1) en una cantidad numer-
able de clases de equivalencia a partir del conjunto de Vitali. En ese sentido,
M es la versién correspondiente a Vitali en R?, pues ambos son conjuntos de
representantes de ¢ clases de equivalencia. De hecho, para obtener a Af no es
necesario el axioma de eleccién con toda su fuerza, sino que basta, como para
Vitali, suponer que hay un buen orden para los reales. Es decir, si suponemos
BOg podemos pensar en M como V2 = {x € R? : & = mincg: Opg}!7. Ast
que, aunque nosotros confirmamos que ZFE F Teorema 11, también se tiene
que ZF + BOg + Teorema 11. Sin embargo, Vitali y A/ no son andlogos sim-
plemente por ser conjuntos de representantes de ¢ clases de equivalencia, sino
también, porque las clases de equivalencia de donde se obtienen son andlogas.

Recuérdese que las clases de equivalencia de las que surge Vitali estédn dadas
por la relacién ~, y nétese que v,y € [0,1) :

T~y == EQu-a=q) = eQn(-L1)(y=q+=z)
< 1237 € T (7(z) = y) <> y € To(x).

Esto quiere decir que las clases de equivalencia inducidas por ~, no son sino
las Tg orbitas de [0,1). De modo que la construccién de Vitali y de la particién
numerable que induce sobre [0,1) podria plantearse en términos del grupo de
isometrfas en R!.

T Natese que si un conjunto A ticue un buen orden <4, entonces. 4 x A también 1o tiene.
E! orden inducido es ¢l orden lexicogrifico: (a,b)<axale,d)er (a <qd)V(a=bAc<qd).
Por otro lado, cabe seinlar que si guisiéramos sor nuts formales deberfamos escribir an (v)
para algun y € 81, pero lo dejiumos comao ORQ para simplifcar la notacion.

13 Veamos ol u'[.,xcso de este bicondicionnl que no pm(-u- wadn obvio. Sen T € Ty (7(z) = ¥).
Eutonces existe ¢ € QN (=1,1) tal que y = = + ¢’ — [z +¢q'] . Si [z + ¢'] = 0 entonces
tomwamos ¢ = ¢'. Si [z +¢'] = 1 entonces tomamos g = ¢’ = 1. En cuyo caso solo falta ver
que g€ QN (—=1,1). Como g’ e N (=1,1),s1 0 < ¢’ entonces -1 < ¢ —1 < g <1, asf que
g€ QN(—1,1). El enso @' € O nose puede dar, pues ¢’ 0= (¢ ~1< —1) = (z+(g'-1) <
r—1)=(y<z-1) yeomo0<z <1, entonees ¢ <0 =y <0l{pues 0 <y < 1).
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En la Seccién 1.2 el conjunto de Vitali se habfa definido como V = {z: & =
ming; C; }. pero acabamos de ver que Fo, = {Ci}lies = {Or;(z) : x € [0,1)}.
Asi que el conjunto de Vitali también se puede describir como V = {z: 2 =
ming; Or. }.

Dado que la discusién del problema de la medida se ha planteado en términos
de R! no nos detendremos a dar la demostracién del teorema de Banach-Tarski
con lujo de detalles. Sin embargo, a partir de las demostraciones de los andlogos
de Banach-Tarski en R! y R? podremos dar un esbozo general de la demostracién
del teorema para el caso de R?, con lo que quedara claro que:

1) Los pedazos en los que se parte la esfera no son sino rotaciones de la
version del conjunto de Vitali en R3.

2) Para este caso también basta suponer que hay un buen orden para los
reales.

3) La demostracién estd basada en propicdades que tienen que ver con teorfa
de grupos, en particular con el grupo de isometrfas. Con lo que se verd por qué
Vitali no sirve para negar la hipétesis de la medida finito-aditiva en R?, pero su
andlogo sf para negarla en R3,

2.2.2. Demostracién de Banach-Tarski: andlogo de Vitali
en R3.

Hemos senalado ya que la demostracién del teorema de Banach-Tarski se
basa en una particién finita de la superficie esférica (es decir, en un particién
finita de $2 = {x € R3: x| = 1}) y que dicha particién se construye a partir
del andlogo de Vitali en R3. Para ello se toma, como para los casos de R! y R?,
un subgrupo particular de isometrias que es numerable. De hecho, se trata de
un subgrupo de rotaciones generado a partir de dos rotaciones particulares 7 y
'Y, De modo que, si G, denota a dicho grupo y SO; al grupo de isometrfas en
R3, lo que estamos diciendo es que Gry es subgrupo de SO3 y que |Grq| = Rg.
Sea {p; }ien una numeracién de Gr,. Como G-, es un grupo que actiia sobre 52
podemos pensar, una vez mds, en las G,,—drbitas como clases de equivalencia
sobre $2 y P = {Og, (z) : x € S?} como la particién correspondiente. Nétese
que P tiene ¢ clases de equivalencia, ya que cada érbita es a lo mds numerable
(pues G-, loes) y U P|=|S? =c

Lo siguiente serfa obtener un conjunto M de representantes de cada clase de
equivalencia. Pare ello nos servimos, una vez mas, del axioma de eleccién en su
version BOg y puesto que, si existe un buen orden para los reales <g, se puede
obtener un buen orden <gs para R3, entonces podemos tomar M = {2 € §2:
z = minggs Og,,. }. Como G,, es numerable entonces P’ = {p;[M]: p; € Gro}
cs una familia numerable.

\Vagon {24] (9.18) da las rotaciones 7 y o explfcitamcnte.
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Hasta aqui la construccién es completamente andloga al caso de R2. Lo
siguiente seria tratar de agrupar esos pedazos de manera que en realidad se
tenga una cantidad finita. Sin embargo, antes debemos enfrentar otra dificultad:
los elementos de ' no son disjuntos y, por lo tanto, P’ no es una particién de
S2. Esto es porque las rotaciones de G, a diferencia de los elementos de Tg y
Ry, dejan fijos dos puntos fijos. Especificamente dejan fijos a los puntos de la
interseccidén del eje de rotacién con la superficie esférica. Esto es problemdtico,
pues dadas p, € G, distinta de la identidad v 2 € S2 tales que p, (z) = 2, como
€ S? existeny € My p; € Grq tales que p,(y) = x. De modo que p;p;(y) = =
y como G, €s grupo. entonces existe p; € Grotal que p; = p,p;. Pero ademds
pi # pj, yaque p, distinta de la identidad. De nodo que, p[M] N pi[M] # @
con p; # pj.

Esto se puede resolver si tomamos S*\D , con D = {x € R%: 3p, € G+o
tal que p;(z) = z}. Nétese que como G, es numerable y cada rotacién deja
dos puntos fijos, D s numerable. En el (Apéndice C)se explicard porqué una
particion de $2\ D induce una particién adecuada en S2. Por lo pronto, hay que
repetir con S\ D lo que se hizo con §2. Es decir, Vz € §2\ D sea Of__(z) =
Oc,, (x) NS>\ D

Sea Q = { O, (z) : 2 € S2\PD}. Como P es una particién de S? y
Q = PN S2\ D, tencmos que @ es una particién de S\ D. Asf que tomaremos
el conjunto de representantes que induce la existencia de un buen orden de los
reales. Es decir, tomamos V3 = {x € SN\ D : v = mincgs Og.., }. De modo que,
en este caso, P’ = {p;[V3]: p; € Gro} sf es una partxcnén de S2\D, aunque
todavia nos queda el problema de que es numerable?!

Por otro lado, por la forma en la que se eligen 7 y o, se puede ver que

Gro tiene cuatro subconjuntos ajenos R, Ro, R3 y R4 tales que Ry UTR3 =
Grs y Ro UoRy = G,o. Con esta propiedad se completa la demostracién,

ya que se toman 4, = |J p[V3 42 = U plVIL B = U a4V y
p,ER, P ERy P.ER2
By = U 2ilV3] que claramente son ajenos, pues estin formados por los ele-
ERy

mentos de la particién P’. Ademds como Ry UTR3 = G, entonces AlUTAs =
U pilV3 =P = 82\D, pues P’ es particién de $2\ D. Lo mismo sucede

Pi€Gra

con B, y By. Asf que S2\ D se puede partir en cuatro pedazos (en la que cada

uno no es sino unién de rotaciones del andlogo de Vitali en R3) con los cuales

se pueden formar dos copias, bajo rotaciones, de S2\ D.

2No podemos tomar todas las drbitas, ya que S2\ D no uccesarinmente es cerrado bajo

Gfﬂ.
UL purtxudu munerable que se ha obtenido hasta este punto toabitn sirve para demostrar
que en R3 se niega 1 bipotesis de In medida, La demosteacion es igual a ln de Rlcon el

conjunto de Vitali.
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El hecho de que G+,, a pesar de ser numerable como lo son Rg y Tg. tenga
dos subconjuntos propios (R, y R3) tales que, dejando invariante a uno y apli-
cando una sola rotacién al otro, se vuelva a obtener todo G, es una propiedad
especialmente fuerte, ya que para el caso de R! para poder recuperar a todo
Tg a partir de la familia {p,; }ien era necesario usar una traslacién particular
(oi = p;p3;' )para cada uno de sus elementos.

Nétese que, tanto en los casos de R'y R? como de R3, considerar los trasfor-
maciones rigidas desde la teorfa de grupos es de gran utilidad, ya que la sola
definicion de grupo nos garantiza la cerradura bajo composicién y la existen-
cia de inversos, que es lo inico quc sc emplea para las particiones numerables.
Sin embargo. para el caso de R se tiene una propiedad adlicional que marca la
diferencia con R'y R2. Se trata de una propiedad que puede plantearse en los
siguientes términos:

Definicién 8 Un grupo G es paraddjico si y sdlo st existe una familia finita
{Gi}28, de subconjuntos de G ajenos dos a dos y una coleccion de elementos

{g9i}22 de G tales que G = ‘UOg'z;[Gz.'] yG= 'Uo g2i41[G2i+1]|%.
1= 1=

Desde luego que la denominacién “grupo paradéjico” sefiala ya la presencia
de un comportamiento extrano, pero la definicién no parece, al menos de entra-
da, ser contraintuitiva. Incluso en casos particulares como el grupo Gr,. Es, mds
bien, cuando se piensa en los conjuntos sobre los que actia un grupo que esta
definicion se transforma en afirmaciones especialmente sorprendentes, como lo
es el teorema de Banach-Tarski. La propiedad de un conjunto de ser paradéjico
bajo la accién de un grupo se puede formalizar de la siguiente manera:

Definicién 9 Sea G un grupo que actia sobre un conjunto X . E C X es G-
paraddjico si y sélo si existen Ay,..., Am, By, ..., B, subconjuntos ajenos de E y
m

Q1seegmy By, oo by elementos de G tales que E = | gilAi) y E = U hilBi).
i=0 i=0

Cabe sefialar, que si un conjunto es G-paradéjico no necesariamente quiere
decir que G es un grupo paradéjico. Sin embargo, en el caso particular del teore-
ma de Banach-Tarski, S2 es G,, ~paradéjico porque Gy, es un grupo paradéjico.
En ese sentido, es interesante sefialar que es el axioma de eleccién el que permitié
la herencia de la propiedad “paraddjica”, dando un resultado verdaderamente
contraintuitivo. De modo que, aunque el resultado de Banach-Tarski se base en
propiedades del grupo de isometrias, éstas no servirfan de nada si no se acepta
la posibilidad de elegir sobre una familia de ¢ conjuntos no vacfos?®.

22g2:(Gail = {g2ih: h € G2i} ¥ g2i41(G2it1] = {g2i41h: h € G2i 41}

FWEsto entra en consouanecia con los resultados de Solovay, pues aunque todas las dentostra-
ciones de la negncion de la hipotesis de ln medida que daremos hacen uso de alguna de las
propiedades de ln medida, éstas no son condiciones suficientes. Mientras que, bajo ciertas
hipétesis teorico conjutistns (ver Sceecion 5.3), el axiomn de eleceion es condicion necesarin,
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El estudio de las descomposiciones paraddjicas, aunque actualmente estd in-
merso en la teorfa de grupos, tuvo su origen en los diversos intentos por clarificar
y responder el problema de la medida. Hay quienes consideran que el conjunto
de Vitali es “ el primer caso en el que se usaron descomposiciones paraddjicas”
(Wagon [24] p.7) , aunque se tratara de una cantidad numerable de piezas. En
ese sentido, se podria tener una versién mas laxa de la definicién de que un
conjunto sca paraddjico bajo la accién de un grupo, si se permite una familia
numerable de subconjuntos, en lugar de una finita. En cuyo caso, como ya se
habia sefialado, S? también serfa G, descomponible simplemente porque Grq
es un grupo numerable. Sin embargo, conviene mantener la definicién original,
porque con ella se ve por qué si se abandona la o — aditividad no se tienen
resultados a-dimensionales. En resumen, lo que podemos concluir con lo visto
hasta ahora es que la dimension de los espacios euclideanos modifica el papel
que juega la g-aditividad en la existencia de conjuntos no medibles.

Hipdtesis Resultado Hipétesis
Dimensién Medida COnJu]:ltOS ne Adicionales
medibles
1 o — aditiva -
R Invariante Vitali
R3 o a‘.htwa Andlogo de Vitali
Invariante
Finito- . RS Banaeh y
R! aditiva Ninguno -~ - .- Hahn- anach -~
. (Medida de Banach) . [:. :(Lema de Zorn)
Invariante R R
Finito- -5 |+ Banach-Tarski - -
R aditiva Andlogo de Vitali - | . (Descomposiciones.
Invariante i = paradéjicas y BOr)




Capitulo 3

Invarianza bajo
transformaciones rigidas

El caso de B! indica que basta con abandonar la o —aditividad para dar una
respuesta positiva al problema de la medida en dicha dimensién. Sin embargo,
el caso de R3 muestra que no se ganarfa nada con hacerlo, ya que ahfla o —
aditividad no cs condicién necesaria para tener conjuntos no medibles. Eso nos
conduce a considerar la invarianza bajo traslaciones, que es la otra condicién
que se le pide a una extension de . Si se piensa el problema para cualquier
dimensioén, lo que nos estamos preguntando es ;Qué pasarfa si se abandona
la invarianza bajo transformaciones rigidas? o de manera mads especifica (Es
la invarianza bajo transformaciones rigidas condicién necesaria para negar la
hipétesis de la medida?

Si la respuesta a esta ultima pregunta es afirmativa, entonces tendrfamos
que la invarianza bajo transforimaciones rigidas es realmente culpable de la ne-
gacién de la hipétesis de la medida, frente a lo cual habrfa que evaluar con
detenimiento cudles serfan los costos de abandonarla. Sin embargo, se verd que
dicha propiedad no es la responsable. Para cllo introduciremos la medida de
Lebesgue y demostraremos que la pregunta sobre cuél es el dominio de la me-
dida de Lebesgue es equivalente al problema de la medida; no sélo porque la
medida de Lebesgue cumple con las condiciones (1) a (4), de manera que si su
dominio fuera (R') entonces se cumplirfa la hipétesis de la mnedida, sino porque
cualquier medida que cumpla las condiciones (1) a (4) es en realidad una ex-
tension de la medida de Lebesgue. Finalmente se dard una demostracién de la
existencia e conjuntos no mmedibles sin usar la invarianza bajo traslaciones.

31




32 CAPITULO 3. INVARIANZA BAJO TRANSFORMACIONES RIGIDAS -
3.1. Medida de Lebesgue.

La existencia del conjunto de Vitali niega la hipétesis de [a medida, pero
i Quiere decir esto que si aceptamos el axioma de eleccién entonces es imposible
extender la nocién de tamariio geométrico a conjuntos distintos de la unién de
intervalos? Desde luego que no y la construccidn de la medida de Lebesgue es un
cjemplo de ello. M4s aiin, veremos que la medida de Lebesgue extiende la nocién
de tamano geométrico a conjuntos como el de Cantor, con el que introdujimos
el problema de la medida. En lo que sigue detallaremos la construccién de la
medida de Lebesgue dada por Oxtoby [19], senalando desde ahora los puntos
en los que se hace uso de axioma de eleccion, asi como la version de la que se
trate.

Definicién 10 Dado un conjunto A C R!, decimos que C es una cubierta
abierta de A si y solo si C = {Ili}ier, con I; € I = {(a,b) : a,b € R} y
AC U I;.

ier
Observacién 6 Aungue en la definicion no se especifica la cantidad de inter-
valos que conforman una cubierte abierta, como R! es un espacio separable, a
lo largo de toda esta seccidn se trabajard con cubiertas a lo mds numerables.

Las cubiertas abiertas son la clave para construir una funcién que aproxime
el tamafo geométrico de un conjunto.

Definicién 11 Sea p* : p(R') — [0,00] tal que para A C R! :
w(A) = inf{ Slan—-bal:AC U (an,bn)}
neN neN

Nétese que u” estd bien definida, ya que C = {(—n,n) }.en ©s una cubierta
abierta de cualquier subconjunto de reales y, por lo tanto, el conjunto sobre el
que se toma el infimo es distinto del vacfo. Ademsds, el rango de p* efectivamente
es [0, 00], pues la longitud de un intervalo siempre es un valor no negativo. La
funcién p* se conoce como la medida exterior inducida por lh!, ya que u* estd
definida a partir de la medida de los “vestidos que tapan al conjunto”. En ese
sentido, el fnfimo del tamaiio de las cubiertas de un conjunto podrfa pensarse
como “el traje hecho a su medida”. Desafortunadamente no podemos garantizar
que para todos los conjuntos ese infimo sea el traje perfecto. De modo que
£°, aunque estd definida para todos los conjuntos de reales, s6lo nos refiere el
tamaiio geométrico de un conjunto si se cumplen ciertas condiciones, bajo las
cuales diremos que un conjunto s p”—medible.

Definicién 12 Sea A C R'. A es u*-medible si y sclo si dada € > 0 existen F
cerrado y G abierto tales que FCACG yp (G- F)<e.

que se trata de unn generadizacion del concepto de contenido exterior, ya que en
aste caso las cubiertas pueden sor nonerables.
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La definicién original de un conjunto u* —medible cs bastante menos intuiti-
va, como bien lo seiiala Folland 2. En cambio, la que hemos dado puede pensarse
como un indicador de que es posible encontrar cubiertas que se ajusten cada
vez mejor al “cuerpo del conjunto”?; ya que se pueden encontrar trajes hechos
a partir de los “retazos” topolégicos (es decir, de los intervalos abiertos y sus
complementos) que cubran al conjunto por dentro v por fuera y cuya diferencia
en tamairio sea mfnima. En ese sentido podriamos decir que para los conjuntos
*-medibles existe un traje que es casi su piel, mientras que para los conjuntos
que no cumplen esa condicién no es posible confeccionar trajes, con los mate-
riales dados. que se ajusten a su “cuerpo”; de manera que, aungue existan trajes
que los cubran, estos estin lejos de referirnos su tamaino geométrico.

Notacién 2 M = {A C R': A es p"-medibles).

A continuacion demostraremos una serie de resultados que caracterizan a 9
y que demuestran que g¢* |op cwmple con las condiciones (1) a (4) de la hipétesis -
de la medida.

Lema 13 u*(#) = 0. Ademds si A = {a}, con a € R, entonces u*(A) =

Demostracién. Sea C, = {(=1,1)}. Estd claro que Yn € N, C, es cubierta
del 0 y ademds que inf{lh(=2,1) : n € N} = 0, asf que p*(#) = .0. Para
la segunda parte sea A = {a} y sea ¢ > 0, entonces tomamos la cubierta
C.={(a~$5.a+ 5)} para ver que p"(A) < e m

n ’n

Teorema 14 Sea I'= [a,b] € R!, entonces p*(I) = |a — b}.

Demostracién, Por un lado, u*(J) < |a — bl pues si tomamos la sucesién de cu-
biertas {C,,}HEN tal que vn e N, Cp = {(a—1,b+ L)} esta claro que p*(la, b]) <
inf{la=L)—@+L) :ne N} =fa-— b| Para ver la otra desigualdad, sea

e>0y C = {(an, n)}neN una cubierta de 7 tal que 5 |an —bp| < p*(I) + e
neN
Como I C U = |J (an,bn) e I es, por el teorema de Heine-Borel, compacto,
neN
entonces existe K = {(an,,bn,)}};o C C¢ una subcubierta finita de I. Por otro

lado, para i < k tomamos I; = (an,,bn;) N 1. Nétese que I; es un interva-

lo tal que th(l;) < |an, —bn,| 0 es el vacfo y que I = U I;. De modo que:
=0

la— b = th(]) < z (@, bny) = 5: o, = bl € 2 lan —bal < (D) +
Esta ultima desxgualdz\d es vdlida para toda € > 0, asf que [b—a] <pu*(l). =

2L definicion de Lebesgue dice: 4 € R'acotado es g -medible ssiog* (A) + p*((a,b) \ 4) =
16— al. Lo que se manejn aqui (Oxtoby [19]) tambien difiere de ln de Folland, que dice:
A C Rles pr-medible ssidado EC RY, u*(E) = p* (ENA) + p* (E0N AS), Hahinos ([11] p.dd)
arguenta que estailtima no solo facilita algunas demosteaciones, sino que resulta natural si
se consideran las propicdades aditivas gue genera. Sin embargo, ln de Oxtoby parece ser nuts
adecuada para Ia discusion del problema de la medidn en Ia recta real, ya que da una idea
nun clarn sobre qué tipo de conjuntos son medibles.

' que los “trajes” internos y externos se parecen s v s,
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Teorema 15 (x* es invariante bajo traslaciones) Si A€ M y x € R, en-
tonces Airasz = {a+x:a€ A} €M y 1 (Aprasz) = 1" (A).

Demostracién. Primero demostraremos que p*(Airasz) = p1°(A4). Como ya
sabemos que la longitud de los intervalos es invariante bajo traslaciones, basta
demostrar que el conjunto de las cubiertas de Agpqsr es igual al conjunto de
las cubiertas de A trasladadas por x. Si C = {(an, 0n) }neN, entonces definimos
Cirasz = {(@n.bn)trase nen. Sea (Cadirase = {Cirase : C ©s cubierta abierta de
A} y sea Ca,,,,, = {C : C es cubierta abierta de Ajrqsz}. Hay que demostrar
que c.—h,v.n, = (C:\)lv‘ﬂs.t~

a)Ca,,., 2 (Ca)trase- Sea C = {{an,bn)}nen una cubjerta de A. Como
AC U (an,by). entonces Apuse = {a+x:0 € A} C U (@0 bn)irase. Asf que

neM neM
Clrasz = {(@n,bn)trase } nen €8 cubierta abierta de Ayrasey,

b) Ca,,..., € (Ca)irase- La demostracién de esta contencién es andloga a la
anterior, pues dada C € Cy,,,., hay que tomar Cirqas—z, que se puede ver cue es
cubierta de A.

Por tltimo, hay que ver que Agrasy € M. Sea € > 0. Como A € M existen F.
cerrado y G abiertotalesque F C AC G y 1" (F—G) < e. Claramente Firqsx C
Atrasz C Gerasz ¥ por el resultado anterior p*(F — G) = p*((F ~ G)irasz)-
Ademads (F G)tras.r = (Flran. - le a.u:) Asf que p (l:lra.'lz - Gtrast) <€y,
por lo tanto, A;.qsr € M. =

Para demostrar la o — aditividad es necesario probar varios resultados pre—
liminares. :

Lema 16 (#” es monétona) Si AC B en!onces ur(A) < < ”', (B)

o Demostrac:én Esto es porque toda cubxerta abxerta de B es cublerta ‘ablerta ‘-
de A. Es decir, como : . :

{ Z lan —bn|: B C U (a‘m':bnv
entonces p*(A) < p (B) ;-

~Lema 17 (u” es subadmva) Sea A = U A,, entonces f1ad (A) < 2 u (A )

Demostracién. Dada € > 0, para cacla J € N sea C; = {(a,J, .,)v},e unac
bierta de A; tal que Z laij = b,,l < p*(A;)+ 5. Esto quiere decir queC = 8
g Je

es una cubierta de A asf que pu*(A) < Z Z lai; = biz| < Z (;t (A )+ )= '

E p#*(Aj) + €. Como esto es vélido para cualquxcr e>0, tenemos que p*(A) <

Z w(A4;). =

JEN

-UC“'
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Observacién 7 Si A = U {an} entonces p (A) = 0, ya que por. el lema an-
terior u*(A) < Z In ({a,,}) y, por el Lema 13 Vn , /.L ({a,,})

modo que fi (A) = 0 FEn otras palabras, lodo con_;mz.to numerable tzene mcdzda, i

exterior cero.

Lema 18 Sea {A;}1, una sucesion finita de conjuntos cerrados, acotados y

ajenos dos a dos. Si A = U Ai entonces pu~(A) Z I *(4:).
i=0

Demostracién. La demostracién se hard mediante induccién sobre el mimero

de conjuntos ajenos:
1) Caso base: n = 0. No hay nada que demostrar pues A = Ag.

2) Paso inductivo. Sea A = 0 A; y Apg tales que 4 nAjﬁ 0 osil # Jy
i=0 . R

n B R N
supongamos que p*(A) = Z 17 (A;). Hay que demostrar que uf(A_ U A,.+1) =.

Z 1*(A;). Para ello basta probar que si B; y Bz conjuntos cerrados Yy acotados
i=0

tales que B; n 32 = (3, entonces p*(By U By) = p*(By) + p*(B2), pues podemos
tomar B = U (Ai) y By = Ayt y usar la hipétesis de induccion.

Observacidén 8 Si By y Bs son cerrados y By N By = i), entonées e:ii.éié §d>0
tal que para toda I = (a,b)[[/| < 6 => (B1 NI # N — Bgﬂ[ = W)/\ (Bgﬂ];é
W—-BNI= V))]

Dada € > 0 existe una cubierta abierta C = {(dn,b )}ne‘Nb de (B; U By)
tal que Z |an — bnl < p*(B1 U Bp) + §. Mds atin, existe una cubierta Cs =
en

{(cn,dn )}neN de (Bl U Bs) tal que Vn € N, |e, — dnl <6y Z jen —da| <

3" lan = bn| + £°. Asi que E len —dn] € p~(By U Bz) + €. Sean Cp, =

neN

{(Cn,dﬂ) € C& (Cnd )OB] # m} y CB; = {(cn. ) S C6 : (Cn.dn)n B2 7". w}

Como Cs es cubierta de (By U B2) y¥n € N, |cn — dyn| < 6, por la Observacién 8,

tenemos que Cpg, y Cg, son cubiertas ajenas de B, y Bz respectivamente. Asf que

w(B1)+pt(B2) £ > len —dn|+ > [en—dn| € T len —dn| <
(cn,dn)ECA, (cnydn)ECA, neN

tNaGtese que este lema denestra Ja finito- aditividad de g* para los conjuntos cerrados ¥
ncotados. Este resultado servird como base parn demostrar ln o—aditividad de g2~
ral. De heclio, Gste es un buen cjeplo de como se van generalizando los vesultados para la
construccion de la madida de Lebesgue,

ASen (a,b) un intervalo caalquiera. Sea m el mayor entero de g%——b! véE= mln(6,2}
entonces tomamos £ {(a+n n+(n+l) }:0<ngm~ 1}U{(n+m§ —5 \a--mjy +5)}
Clarnmente FP5 es unn e ulm ria dv {a, b) tal que los interealos que ln(nnfmumn numn Imu.,mul
menor igual que 8y (1 (Ps) £ ja - bl + §.

Esta construceion se puede hacer con todus los intervalos (an, ba) que componen Ia cubiorta
C, de modo que p*(Psy) < lan —bnl + 55.

..235

o gene-
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w(Byu Bz) =+ €. Pero como esta desigualdad se cumple para toda € > 0, ten-
emos qué p*(B)) + p*(B2) < p* (B, U Bg) La otra desigualdad se deqprende
" inmediatamente de la subaditividad de p* (ver Lema 17). =

Lema 19 Sea G un conjunto abierto y acotado, entonces dada € > 0 existe F
un subconjunto ceriuado de G tal que ji*(G) — € < p*(F).

Demostracién. Como todo conjunto abierto de reales es unién numerable de in-

tervalos abiertos disjuntos® tenemos que G = J (an, bs), con (a;, b;)N{(a;, b;) =
nen
W, si ¢ # j. Claramente {(an,b,)}nen es una cubierta dbierm de G, asf que

w(G) € X lay — byl Sea m € N tal que 1" (G) — § < Z |tn — bn]7. Para
neM n=0

toda n < msea J,, C (a,,b,) un intervalo cerm(lo tal que la, — by] = 55 < [|Jal.

Nétese que J,NJ; =0 sii# _] yque F = U Jn es un subconjunto cerrado de
n=0
G, por ser unién finita de cerrados Por otro lado, por el Lema 14, p (J,,) = |Jn|.

Ademds, como J, es cerrado y acotado, por el Lema 18, u*(F) = Z |Jn|. Por
n=0

m
lo tanto, Z lan — bl — § < p*(F). Ademds p*(G) — § < Z lan — bn| . Asf
n=0
que, juntando estos dos ultimos resultados, tenemos que p (G) —e<u*(F). m

Lema 20 Sea F un subconjunto cerrado de un conjunto abierto y acotado G,
entonces u* (G ~ F) = " (G) — p*(F).

Demostracién. Como F ¢ G y G es acotado, entonces p*(F) < oo. Asf que
n (G —F) =pu~(G) —pu*(F) <= p*(G — F) + p*(F) = p*(G). Demostraremos
esta tltima igualdad.

(1) p*(G — F) + p*(F) < p*(G). Sea € > 0. Como G — F es un conjunto
abierto y acotado, pues Gy F¢lo son y G — F = G N F¢, entonces por el
lema anterior sabemos que existe 7/ un conjunto cerrado tal que ¥ ¢ G - F
y 1°(G — F) — e < p*(F’), entonces p*(G — F) + p*(F) — e < p*(F') + p*(F).
Por otro lado, como F' y F son cerrados ajenos, por el Lema 18, tenemos que
w(F'Y+ p*(F) = p*(F'UF). Como (F'UF) C G y p* es monétona (ver
Lema 16) entonces p*(F') + p"(F) = p*(F'U F) < p*(G). Asf que dada € > 0,
pw(G—F)+p*(F)—e < p*(G) y, por lo tanto, u*(G — F) + p*(F)—e < 1*(G).

(2) #*(G) € (G — F) + p*(F). Esta desigualdad se desprende inmedia-
tamente de la subaditividad de p* (ver Lema 17), ya que G = (G — F) U F.
- .

SLa demosteacion de este resultado es muy sencilla y puede consultarse en Folland [9)
(p.12). '
e ©
"De lo contrario, 3 lan — ba] < p*(G) — § < p*(G)!
B e n=0 B E
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El siguiente teorema muestra con mayor claridad la idea de que los conjuntos
p*-medibles son aquellos conjuntos para los cuales es posible confeccionar un
trajc (con los retazos que se tienen) que se ajuste tanto como se quiera al
conjunto y que nos refiriera su tamaiio del mismo modo que las tallas nos refieren
el tamano de las personas.

Teorema 21 Sea A un conjunto acotado. Si dadae >0 eviste FF C A tal que
F es cerrado y 1" (A) — e < p*(F) entonces A es i — medible.

Demostracién. Seae >0y F C A tal que F es cerrado y p*(A) — § < p*(F).

Como A es acotado 1*(A) < oo, entonces existe una cubierta € = {(an, bn)}nen

de Atal que |a, — byl <1y ¥ lan —by| < p7(A) + §°. Sea B = {(an,by) €
neki

C:(anbn)NA# W} ysea G =JB. Nétese que F C 4 C G, con G abierto y

ademas acotado?. Asf que por el Lema 20 p* (G — F) = p*(G) — p*(F). Ademds

por la monotonfa y la subaditividad de p* tenemos que p*(G) £ 3 lan — by

neN
¥, por lo tanto, (G - F) = pi*(G) — p*(F) £ 3 lay.bp] — p™(F) < p*(A) +
nen

$ — (1" (A) — §) < €. De modo que A es p*—medible. ®

Este lema, que puede pensarse como un criterio de p*- medibilidad, es in-
teresante porque muestra gue los conjuntos que. en términos de p*, se “parecen
mucho” a conjuntos cerrados deben ser ;:* —medibles. En particular nos garan-
tiza que los intervalos cerrados son p* — medibles como se ve en el siguiente
corolario. :

Corolario 22 Si I = [a,b]. entonces I € M.

Demostracién. Sabemos, por el Lema 14 que si I = [a, ], entonces p*(I) =
la — b]. Asf que basta tomar a F' = I para poder aplicar el teorema anterior y
tener que I € M. Pues dada € > 0, siempre se tiene que p"(I) —e < u*(I). =

Este teorema ademds apunta hacia un aspecto central en la discusién del
problema de la medida, a saber: que la hipétesis de la medida se traduce en
una propiedad de “buen comportamiento” de los conjuntos que conforman la
potencia de los reales, como se verd con mayor claridad cuando nos adentremos
en los resultados de Solovay.

Lema 23 Sea A= |J Ai (con Ai e My A;NA; =0 sii#j) un conjunto
ieN
acotado, entonces A es pu*—medible y pu*(A) = 3 p*(4;).
ieN

S Parn garantizar i desigunldad estricta (:.4Vnu(:imin'i'(xlquu el conjinto sea ncotado,
Como Yy € G 3z € A( |z —y| < 1), yn que |lap = bn| < 1), mitonces G es acotndo porgue
Alo s, - . S sl e
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Demostracién. Como A es acotado existe /4 = (a,b) tal que 4 C I4. Nétese
que A; también es acotado. Como por hipétesis A; es medible, entonces dada
€ > 0 existen F; cerrado y G, abierto tales que F; C A; C Gy 1" (Gi— F;) <e.
M4ds anin, podemos asegurar que existe un conjunto G acotado que cumple con
lo mismo que G. pues tomamos G = GiNJ4 que es abierto por ser interseccién
finita de abiertos y como G! C G, entonces G} —F; C G; — Fi. Asfi que, por la
monotonfa de y*. tenemos que ;17 (G —F;) < p*(Gy —F) < e

La ventaja de tomar G’ es que, al ser un abijerto acotado tal que F; C 4; C
GiNI, = Gj, podemos usar el Lema 20 para ver que ™ (G}) — pu™(F;) = p" (Gi~
F}) < e. Usando una vez mds la monotonfa de s* tenemos que p*(4;) < w*(G}).
Por lo tanto, ;" (4;) — 4" (F) < j° (G — p*(Fy) < e.

Si en particular tomamos . con € > 0, tenemos un resultado de gran utilidad
para nuestra demostracion. Dada ¢ € N, existe un conjunto cerrado F; C A; tal

que p*(4;) = 5= < p"(F). Ademds, como por hipétesis A = U A;, usanudo la

subaditividad de p* tenemos que p*(A) < 37 p*(Fy), de clonde se sxgue que
iEN

existe & € N tal que:
KA - § < 3 (A
Nétese que k existe, pues si Z pn(A;) £ w(A)~§, como u”(A) < E w1 (A,
entonces p*(A) < p*(A4) — Pero, como € > 0, eso querrfa decir que /1 *(A) <
nw(A) —§ < p(A) Sea F = U F;. Nétese que F es cerrado y acotado por
ser unién finita de cerrados y acotados Como F; N F; = @, podemos usar el

Lema 18, que nos garantiza la finito aditividad de p* para el caso de conjuntos
cerrados, junto con lo que hemos seialado antes, para ver que:

#(A)—€<Z;t (A)-—<u (4) ~ = <Zu (F) = ' (E).

De modo que, Jpor el Teorema 21, A es medlble Por otro lado, vn ‘€N,
Zu (Ai)—%F < Z;t (F) ¥y Z;L (Ai)-§ < Z 1 (A;) —2, Asf que Vn' eN:

i=]

i [lngE:

L H (A)<Z# (F)+-=/t(UE)+ _<u

Cuando n — 0o y € — 0 tenemos que Z 7 (A')
subaditividad (Lema 17) nos garantlza que ;L (A) <
_Z# (Ai) = p*(A). =
ieN

Con este lema ya es muy fdcil demostrar Ia idad para el caso general,

Esta forma de demostrar resultados dentr eorfa’de la- medida no debe
sorprendernos, ya que los con_]untos verdaderamente conﬂxctxvos (en términos
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del problema de la medida) son los conjuntos acotados, como se puede ver con
la construccién de la medida de Banach. Por otro lado, tampoco deberfa de
sorprendernos que la o — aditividad sea la propiedad mads dificil de demostrar,
ya que, en el caso de R! es condicién necesaria para la negacién de la hipétesis
de la medida.

Teorema 24 (p* es o — aditiva sobre M) Sea A = U Ai (con A; € M y

AiNA; = sii#7), entonces A€ My " (A) = Z [L (4 ).

Para dar la demostracién de este teorema es necesario introducir un lema
que ademas nos servird para demostrar que M es una o—4dlgebra:

Lema 25 Si A, B € M entonces AN B € M,

Demostracién. Sea ¢ > 0. Dado que A y B € M, existen F| y F, conjuntos
cerrados y G y G2 conjuntos abiertos tales que Fy € 4 C Gy, F;, € B C Gy,
n(Gy—F) < 5y 1 (G2 — F) < 5. Sean F = Fi N F> y G =G NGy Nétese
que F y G son cerrados y abiertos respectivamente, por ser interseccién finita
de conjuntos del mismo tipo. Ademdas F C ANBCGyG—-F =G NG,
- NEK =G ﬂGgﬂ(Fquf) = (G} ﬂGanf)U(Gl ﬂngFf) C
(G — F)U(G: — F,). Asi que usando que p* es imonétona y subaditiva tenemos
que f{G— F) < p (Gi— )+ 11" (G — FR)<e. m

Demostracién. (Del Teorema 24) Sea {z,}5%, una numeracion de Z y [; =
[z5.2; +1]. Para cada j € N tomamos A;; = A;N{zj, 35 + 1], que cs un conjunto
medible por ser interseccién de dos medibles (Corolario 22 y Lema 25) y acotaclo.
Nétese ademds que para j fija, si i # [ entonces A;; N Ay, =0, ya que Ay; C A;
v Ay, € Ag y, por hipétesis, A, N Ay =W si i # 1 Sea B; = |J Ai;. Nétese que
1EN
B; es acotado (pues A;; C [75,%; -+ 1]) y medible, por los dos iltimos lemas. De
modo que dada € > 0, existen Fj cerrado y G abierto y acotado tales que F; C
B; CcG;y 1t (Gy — FJ)—;L(C'J)——;L (F)<2,.Sc1\F UI"J)G UNGJ
j€
G es abierto por ser unién de abiertos. Hay que ver que F es cerrado Sea = un
punto de acumulacién de F entonces existe una sucesion {x,}32, C F = |J F;
JEN

tal que limp—cotn = 2. Como toda sucesion de reales convergente es acotada y
g
Fj C 35,7 +1] entonces existe ng € N tal que {x,}52¢ C |J Fj. Nétese ademds
i=1
)

que v € |J F; C F, ya que la unién finita de cerrados es un conjunto cerrado

j=1
y limy—eon = x. Por lo tanto, F es cerrado. Por otro lado, cabe seitalar que

FCACGyqueG—F= U G- F;C U Gj — Fj. Usando la subaditividad
j€
y la monotonia de p*, u (G F) < 3T nu ( Gj — Fj) < e Por lo tanto, Aes
JeN
p*—medible.
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. Para ver que pu*(A4) = Z 17 (A;) solo hay que demostrar que Z n*(A;) <

iEN
11*(A), ya que la otra desigualdad se desprende mmedmtamente de la sub-

aditividad de p*. Como A; = U Ajj, entonces p*(A4;) < Z p(Aij). Ast
j€

que, usando la monotonia, la suba(lm\ idad de z*y el Lema 23 tenemos que
Z wi(A4;) < Z Z n{Ai) = Z j¢°(B;). Por otro lado, como F; € B; C Gy,

con G, abier to 3 acotaclo usando el Lema 20 y la subaditividad de 4°, tenemos

que 1 (B;) £ 1 (G;) = p* (G, ~ F;) + p(£). De modo que > p°(B;) <
JEN

Z w(G; — F;) + Z w(F;) < e+ Z W (F;) = € + p*(F). Poniendo todos

o%tos resultaclos Juntos llegamos a que clada €e>0, YXut(4;) < Z e (Bj) <
€N

e+ p(F)<e+pn (A) La qltima d051gualdad se desprende de que F C Ayde
la monotonfa de p*. Finalmente si tomamos ¢ — 0 tenemos que > p*(A4;) <

iEN
w(A). = )

A continuacién damos un teorema que garantiza propiedades de 9 impor-
tantes para teorfa de la medida!®.

Teorema 26 (M es una og--dlgebra) E! conjunto de los subconjuntos de reales
p*—medibles (M) forma une o—dlgebra.

Demostracién. Por el Teorema 24 se tiene que si A = |J A;, con A; € M,

entonces A es p*—medible. Asi que sélo falta verificar queEsn A € 9M, entonces
A° € M. Sea A € M. Dada € > 0, existen F cerrado y G abierto tales que
FCACGyp (G- F) <e Sitomamos G’ = F°y F' = G°, tenemos que
G’ es abierto, F' escerradoy F' C A° C G. Ademds G — F =GN F¢ =
(F)*NG' =G'— F'. De modo que pu*(G' - F)=pu*(G~F) <e. =

Esta forma de caracterizar a 91 resulta de gran utilidad, pues aunque no
conozcamos a todos los elementos de M, sabemos que se trata de un conjunto
cerrado bajo las operaciones conjuntistas de unién arbitraria y complemento.
En particular, tencmos que si B C M, entonces la o-dlgebra generada por B
estd contenida en M!!, Esto nos permite ver que el dominio de u* contiene
propiamente a g, ya que si tomamos 3 = [x entonces la g—dlgebra generada
por B (conocida como la o— slgebra de Borel y denotada por Bgr) estd contenida
en M, pues veremos que fxg C M. Ademds Ig g BRr, ya que los conjuntos Gs
(es decir, los conjuntos que son interseccién arbitrarias de abiertos) pertenece
a la o—dlgebra de Borel'? y, desde luego, que hay conjuntos G; que no son
intervalos.

YEy particular, nos permitivin demostear que Inmedidn de Lebesgue es una extension
significativa de th, pues se verd que su dominio es equipotente con ln potencin de los reales,
sehra genernda por un conjunto es lamfmimn o— sglgebrm que o coutiene.
«cion arbitrarin de abiertos se puede ver como el complemento de I anion de los
complenmentos de los abiertos involuerados. Reeuardese adennts gque unn o—tlgebra es cerrada
bajo unjones arbitrarias ¥y complenentos.
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Por otro lado, como ya mencionamos antes, la propiedad de ser p*-medible
cs garantia de que el valor que otorga p* nos refiere el “tamafio geométrico”
de un conjunto. Asf que pu* restringida a 9t es una buena extensién de [h. Esa
restriccién es justamente lo que se conoce como la medida de Lebesgue.

Definicién 13 La medida de Lebesgue es ju* |oy .
Notacién 3 p; denota a la medida de Lebesgue (ie. poy = 1™ |m)
Teorema 27 La medida de Lebesgue es extension de lh.

Demostracién. Como dom(yi*) = p(R') y» por definicién M < dom(u*), en-
tonces M = dom(y;) < o(R!'). El Teorema 15 y el Teorema 24 demuestran
que pu,, cumple con las condiciones (2) a (1) de la hipotesis de la medida. Ast
que queda por demostrar que ¥(a,b) C R', (a,0) € My p*((a,b)) = |a —b].
1= ((a,b)) = |a - b|, se demuestra exactamente igual que como se hizo para
los intervalos cerrados. Por el Corolario 22, [a,b] € M, [a,a] = {a} € M y
[b, &) = {b} € M. Asf que usando el hecho de que M es una o—dlgebra (Teorema
26) tenemos que {a,d) = [a,b] — {a,0} = [a, 0] N {a,b}* € M. »

3.2. Unicidad de la medida de Lebesgue

E! hecho de que el dominio de la medida de Lebesgue contenga a los bore-
lianos da una respuesta positiva, aunque parcial, al problema de la medida,
pues al menos nos garantiza la existencia de extensiones de {h. Sin embargo,
a continuacién presentaremos una serie de resultados que colocan a la medi-
da de Lebesgue en el centro del problema de la medida, pues demostraremos
que cualquier extensién de [l tiene que coincidir con la medida de Lebesgue en
M. En particular, tenemos que cualquier extensién de (i debe otorgarle a los
borelianos su medida de Lebesgue.

Este resultado, que se puede entender como la unicidad de la medida de
Lebesgue, coincide con la idea de que el tamafio geométrico es tnico y, por
lo tanto, confirma que la medida de Lebesgue realmente es la forma natural
de extender la nocién de longitud, drea, volumen, etc. Antes de demostrarlo,
presentaremos un lema que nos serd de gran utilidad. .

Lema 28 Sea v una extensién de lh y £ una o—dlgebra tal que 2 dom(v) .
entonces v |g :

(a) Monétona. Si A, B € £y A C B entouces v(A4).< v(B)
(b) Subaditiva. Si {A,}2, C Ly A= U An entonces v(A) <D v

nEN : 5
(c) Tiene lfites inferiores. Si A = | A con A,, c A,,+1V 1’6 N entoncesw

] neN
U(A) = limy—co ’U(An)”

'3 Notese que lns primeras dos propicdides vn se lmhfml (l(-moqlnuln pmu ('l caso pmtu ||lnr
de Inmedida de Lebesgue, Hubiéramos pmlul() presentat estos resultados mils ;,('uomlut antes
v ahorrarnos demosteaciones, Sin embargo, las demostraciones que se hacen sobre la medida
de Lebesgue permiten tener unaiden s clara de chimo, omporta esa medida particular,
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Demostracién. (a) Sean A4, B € £ tales que A C B. Como £ es una o—4lgebra,
tenemos que B— A = BNA° € £. Ademds, v es finito aditiva (pues por hipétesis
es extensién de L), Asf que v(B) = v(B — A) + v(A) > v(4).

(b) Sea {A,}2oC £y A= |J An.Lo primero que haremos es ajenizar a los

neN
-1

Ays recursivamente. Sea By = Agy Bn, = 4, — U B; paran > 0. Supongamos|

i=0

sin pérdida de generalidad, que { < j, entonces B; C U B;. Sin embargo por !
l—l

definicion, B; = A; U Bi. Asf que A = (J By, con Bl N B; (/) sn l: # ] ‘
nen
Ademds, como B, C An, utilizando el inciso (a) tenemos que v(B ) < v(A )
Asf que Z v(By) < Z v(4,). . ;
neM
Por otxo lado, como v es extensién de [h, en particular es a'—admva, asf

que v( U B,) = Z v(B,) < Z v(An). Pcro como ya. habfamos visto que
N

A= U B,,, lo que en realidad tenemoe es que v(d) < Z (An).
neMNy
(¢) Lo primero cs ajenizar los conjuntos como en el mcxso anterior de manera
n-—1
que By = Agy B, = A, U B; para n > 0. Cabe sefialar que A,, = U B;
i=0

con By N BJ =0sil#j. Asf que usando la finito aditividad de v tenemos que -

v(A,) = 2 v(B;). Esto junto con la ¢ — aditividad pemxte ver que v(4) =
i=0

> v(Ba) = limp—co Z v(Bi) = limpno v(A4,). =

neN i=1 .

"Teorema 29 Si v es una eztension de lh tal que M C dom(v), 'entohces'v_ o=
. . ’

Demostracion. Sea A € M. Como v es extensién de !k tenemos que para
(»,9) v((p,q)) = 1. ((p, g)) = |p — q). Esto quiere decir que dada A € M, si A es
abierto entonces v(A) = p; (A). Los intervalos abiertos con extremos racionales
forman una base para la topologfa, asf que todo abierto es unién a lo mds
numerable de intervalos disjuntos, abiertos y con extremos racionales. De modo
que usando la o —aditividad y que tanto v como y;, son extensiones de [k tenemos
la igualdad para el caso de A abierto. Supongamos que A no es abierto, pero
es acotado. Demostraremos primero que v(A) < g (A). Sea C = {(a:, b)) }ien
una cubierta abierta de A. Como M es una o-dlgebra y Vi € N, (a;,b;) €
M, entonces | (a;,d;) = U € M. Pero ademds U es abierto, asf que por lo

ieN
dicho antes v(U) = p; (U) y utilizando el inciso (a) del lema anterior tenemos

que v(A) < v(f) = ;. (U). Como eso sucede para toda cubierta abijerta de
A tenemos, por la definicién de la medida de Lebesgue (como el fnfimo de las
medidas de la unién de las cubiertas abicrtas) que v(A) < ;. (A). Por otro
lado, como A es acotado, entonces g, (A) < oc. Asf que dada € > 0 existe C
una cubierta de A tal que y; (Uf) < pyp(A) +¢€ Como U, A € M y M es una
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) 'a—ﬁlg‘cbxa tenemos que U — A=UnN A” € my /iL(U' ".{4) <'e. Usando que
la igualdad se cumple para los COlljlllltOS abiertos y la finito aditividad de v
tenemos: . : ‘

1 (A) £ p () =vU) = v(A) + v(U — A) Sv(A) + 1 (U — A) < v(A) +e

Pero eso sucede para toda € > 0, de modo que . (A) < v(A4).
Para el caso general, demostraremos directamente la igualdad, basdndonos
en los conjuntos acotados. Como R! = | {z;. 5+ 1) con z; que pertencce a una

e
numeracién de Z!" entonces dada B € M, sea B, = BN |z, 2 + 1). Claramente
B, € My B, C [z, = + 1). Asi que usando la subaditividad de la medida de
Lebesgue tenemos que Vi € N, i, (Bi) < 1y, por el resultado anterior, que

11 (B;) = v(B;). Por otro lado, B = |J B, con B,N B; = (si ¢ # ), asf que
iEN
usando la o—aditividad, tanto de v como de 4. tenemos finalmente que:

v(B) =3 v(Bi) = &#1,(3-) = (B)

i{eN
Por lo tanto, VB € M, v(B) =y, (B). =

Este resultado nos permite dar un paso importante dentro del problema
de la medida, en el sentido de que nos garantiza la existencia de una tini-
ca forma de hablar del tamaiio geométrico, al menos de todos los conjun-
tos borelianos. Sin embargo, podemos decir, sin exagerar, que la contribucién
de la medida de Lebesgue a la solucion del problema de la medida es “pro-
porcional” al tamano de su dominio. En este sentido, es posible demostrar,
aunque aquf no lo haremos, que hay solamente ¢ conjuntos de Borel!®. Es decir,
|Pr| = ¢ < 2° = |p(R)]. Esto no parece ser muy alentador, pues si el dominio de
la medida de Lebesgue estuviera conformado sélo por los borelianos, entonces
no podriamos, con los resultados que tenemos, garantizar que hay una tnica
forma de medir el tamajio geométrico de una cantidad importante!S de subcon-
juntos de reales. Sin embargo, a continuacién daremos un resultado que no sélo
demuestra que || = |dom(p )| = 2, sino que conjuntos, como el de Cantor,
con el que introdujimos inicialmente ¢l problema de la medida, pertenecen a
los conjuntos Lebesgue medibles. Esto evidentemente hace atin m4s atractiva la
medida de Lebesgue.

HLn iden de trabajar con conjintos acotados primero para después generalizarlo o todos los
conjuntos ya se habfa trabajado con la medidn de Banach, en In que tambfen se utilize unn
muneracion de Z para generar ann enbierta de jntervalos disjuntos de R (ver Corolario 7).
YDeviin da unn demostracion de esto especindmente elegante (ver Devlin [7] p. 101).

HiTantos como toda ln potencin de los reales,
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3.3. 2° conjuntos medibles

Recuérdese que el conjunto de Cantor se obtiene de partir sucesivamente
cada intervalo en tres y remnover el subintervalo abierto intermedio, es decir:
Sea 7 = [0.1], C1 = 0.4] U (5,11, G2 = [0,4] U £, 3] U3, 31U [5.1]. -
Cn =0, £]U[E, 722+] Ul5Er, 5] U... U[57L, 1] El conjunto de Cantor, quc
denotaremos con C, es la interseccién de todos los C,. En ese sentido, como
C = [\ C.,, C pertencce a la o—édlgebra de Borel y, por lo tanto, es Lebesgue

neN
medible. Ademads como para toda n € N, C C C, entonces p; (C) < u(Chp). Por

otro lado, usando la finito aditividad de la medida de Lebesgue tenemos que
paran € N, 4, (C,) = (%)" y como lint,—.co (=;)" = 0, entonces s, (C) = 0'7.
Notese que el conjunte de Cantor es cquipotente con los reales, ya que Ve € C
(x = Z Sscon a; =0 6 a; = 2). Asf que podemos tomar f : C — [0,1] tal

que Vv. G C(f(z) = 3 §+).Claramente rang(f) C [0,1]. Sélo falta ver que
€N

es suprayectiva. Pero eso se desprende inmmediatamente al tomar la e\panslén o
binaria de los niumeros que estdn en el intervalo [0,1). :

Observacién 9 Como {C| = ¢ entonces tenemos que hay 2° subconjuntos del
conjunto de Cantor. .

Una vez que hemos recordado la construccién del conjunto de Cantor yo
algunas de sus propiedades podemos entonces demostrar el sxgulente te :

Teorema 30 [dom(u, )| = 2°.

Demostracién, Como [p(C)| = 2° entonces basta demost'ra_r:;-qUe.; p(C)-C

dom(p,). Sea A C C, entonces por la monotonfa de x*(Lema:16.).tenemos.

que £*(A) € 1*(C) = 0. Asf que dada € > 0 existe C = {(ai,b;)}ien una cu- -

bierta abierta de A tal que Z[a. ~b| < e SiU = |J(ai,b;) tenemos que
i€N

ieN
pn*(U) < e. Tomamos entonces G = U y F = {). Nétese que G y F son con-

juntos abierto y cerrado respectivamente que cumplen que F' C A € G y que
u' (G~ F) = p*(G) < ¢'8. Por lo tanto, A € Mt y p(C) C dom(p). w

Desde una perspectiva conjuntista el hecho de que se tengan 2° conjuntos
Lebesgue medibles puede ser muy alentador, aunque cabe la posibilidad de que
también se tengan 2¢ conjuntos no Lebesgue medibles. De hecho, como la medida
de Lebesgue cumple con las condiciones (1) a (4) de la hipétesis de la medida y
como ZF + BOg - ~HM, entonces ZF + BOg F dom(p,) # p(R!).

ITEs posible construir conjuntos tipo Cantor gue tengan medida positiva (ver Folland.[9]
p. A1), Esto mnestra que los conceptos topoldgicos, de cardinalidad y de medida son muy
distintos, pues hay conjuntos densos en ninguun parte que ticnen medida positiva y conjuntos
con la eardinalidad de los reales (uie ticnen medida cero.

IEN6tese gne esta demostracion sirve para un resultado s general: Todo subconjunto de
un conjunto de medide cero es Lebesgne wedible y ticne medida cero, Por esta propiedad se
dice que ln medida de Lebesgue os completa,
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Sin embargo, desde la perspectiva del andlisis se puede ser un poco mds
optimistal¥, pues bastante significativo resulta que los conjuntos con los que se
penso el problema de la medida, como el de Cantor, sean Lebesgue medibles.Lo
que interesa no es cudntos conjuntos no medibles hay, sino si es posible establecer
porqué no son medibles. En ese sentido, cabe notar que para el caso de la medida
de Lebesgue es posible concluir, a partir de la existencia de un buen orden para
los reales, algo mas que dom(gp;) # p(R!): se puede afirmar que el conjunto de
Vitali, en particular, no es Lebesgue medible. En la demostracion del Teorema 4,
que se hizo por reduccién al absurdo, partimos de la hipotesis de que dom(p) =
W(R') y utilizando la o —aditividad y la invarianza bajo traslaciones llegamos a
una contradiccion. Para el caso de la medida de Lebesgue. basta suponer que V' €
dom(ye;). pues como dom(ge, ) es una og—algebra eso quicre decir que todos los
conjuntos que se utilizan para generar la contradiccion (V2 = Vipasp, N[0, 1= p)
¥ VI = Vieasp N1 =0 2), (VI D trasps (VE trasi—p) son Lebesgue medibles. Asf
que tenemos un ejemplo de un conjunto no medible. Sin embargo, como ya
se ha hecho notar, no es mucho lo que podemos decir de este conjunto, sino
simplemente que existe si es que existe un buen orden para los reales.

El teorema de la unicidad de la medida de Lebesgue (Teorema 29) coloca el
punto de partida un poco mas adelante, pues la pregunta ya no es si es posible
extender la nocién de longitud, sino si es posible y bajo qué condiciones se
puede extender la medida de Lebesgue. Es decir, el problema de la medida es
cquivalente a la pregunta: ;Existe v : p(R!) — [0, oo] tal que

(1} Si A € M, entonces v(A) =y, (A).

(2) v es invariante bajo traslaciones.

(3) v es finito-aditiva.

(4) v es o—aditiva?

Esta pregunta es verdaderamente equivalente al problema de la medida en
el sentido de que si la denotamos por PAL; y a su respuesta afirmativa como
HAM,, entonces, por el teorema de unicidad de la medida de Lebesgue y las
propiedades que cumple dicha medida, tenemos que H M <= HM,,. En cambio,
si denotamos por HMygu, )2 la hip6tesis “dom(p,) = e(R!)” por lo pronto
s6lo podemos garantizar que HMyom(,,) => HAM. El regreso no parece ser
necesariamente cierto. Sin embargo, dadas las ventajas que hemos sefialado de
la medida de Lebesgue, parece méds sensato enfrentar el problema de la medida,
tratando de buscar hipéStesis bajo las cuales se pueda cumplir que “dom(p,) =
@(RY)". Es decir, lo que en realidad quisiéramos saber es qué es lo que produce
que haya conjuntos no Lebesgue medibles. ¢ Es acaso alguna de las propiedades
(1)-(4) que cumple la medida de Lebesgue, o es una propiedad de los conjuntos
no medibles, o una combinacion de ambas?

1 Desde ln perspectiva del amtlisis es nuts iimportante saber qué clase de conjuntos son los
no medibles gue la eantidad de ellos qua hay.
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Ya habfamos seiialado, a partir de la demostracién de Vitali, que para la
negacién de la hipéStesis de la medida se plantean tres sospechosos: la invari-
anza bajo traslaciones, la g—aditividad y la existencia de un buen orden para
los reales. Sin embargo. una vez acotado el problema de la medida al problema
del dominio de la medida de Lebesgue, podemos descartar a la invarianza ba-
jo traslaciones, pues a continuacién demostraremos, sin usar que la medida de
Lebesgue es invariante bajo traslaciones, que hay conjuntos no Lebesgue med-
ibles. Cabe mencionar que aunque la demostracién que daremos se refiere al
caso de R! se puede generalizar al caso de R™, de manera que efectivamente la
invarianza bajo traslaciones resulta ser inocente al margen de la dimensién en
que se trabaje.

3.4. Conjuntos de Bernstein

Lo que haremos ahora es introducir un tipo de conjuntos, llamados conjun-
tos de Bernstein, que comparten con el conjunto de Vitali no sélo el hecho de
no ser Lebesgue medibles, sino también que su existencia estd garantizada por
el axioma de eleccién, en particular, por la hipétesis de que hay un buen or-
den para los reales?’. El hecho de que los ejemplos de conjuntos no medibles
cue presentamos sean conjuntos que no conocemos explicitamente nos lleva a
preguntarnos si es posible encontrar conjuntos explfcitos que no sean Lebesgue
medibles. Sin embargo, dejaremos esta pregunta pendiente, puesto que lo que
ahora interesa es ver que la propiedad de la invarianza bajo traslaciones no es
la responsable de que existan conjuntos no medibles.

Definicién 14 Un conjunto B C R es de Bernstein si y sdlo si para todo con-
Funto de reales C, cerrado y no numerable, se tiene que BNC # By BENC # 0.

El conjunto de Bernstein que daremos, como el que dimos de Vitali, se basa,
al menos indirectamente, en una cantidad c¢ de elecciones, puesto que para
formarlo se elige un elemento de cada miembro de una familia conformada por
¢ conjuntos no vacfos. Sin embargo, a diferencia de Vitali, todos los conjuntos
que pertenecen a esa familia tienen, a su vez, una cantidad c de elementos?!.

Sea F la familia de todos los subconjuntos de la recta real que son cerrados
y no numerables. Lo primero que haremos, en el mismo tenor que con Vitali,
serd demostrar que hay ¢ subconjuntos con esas propiedades :

Lema 3l SiF={C cR':C =CANy <|C|} entonces |F|] = c.

Demostracién. Sabemnios que hay una cantidad numerable de intervalos abier-
tos, pues es posible identificarlos con los pares ordenados de Q x QQ, donde

20 como seinln Oxtoby: “It is based on the possibility of well ol‘(lcring a sot.of power ",

(Oxtoby [19] p.23).
2LEN ol easo de Vitali eada conjunto de la fandlin (e, cada clase (l(- (-qln\'nl('m r)

able,
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claramente |Q x Q| =V, pero ademads dichos intervalos forman una base para
la topologia usual de la recta real. Eso quicre decir que todo conjunto abierto
cs a lo mds unién numerable de intervalos abiertos con extremos racionales y,
por lo tanto, que se puede identificar con el subconjunto de naturales que sirven
como fndices de los intervalos que lo conforman. De modo que, si A es la familia
de los subconjuntos abiertos de reales, entonces |4| < |p(N)| = ¢. Por otro lado,
como el complemento de todo conjunto cerrado es tinico y abierto tenemos que
hay a lo mis ¢ conjuntos cerrados. Es decir, si H es la familia de conjuntos
cerrados, entonces |[H| < |A| < ¢. Y como F C 'H, entonces |F|] < c¢. La otra
desigualdad se sigue del hecho de que hay ¢ intervalos cerrados con interior no
acio??. =

Lo siguiente serd demostrar que cada uno de los conjuntos de F contiene,
a su vez, una cantidad ¢ de elementos. Este resultado se desprenderd de un
teorema, que en una version mis débil suele conocerse como el teorema de
Cantor-Bendixson y que es importante no sélo porque nos permite dar un
conjunto de Bernstein, como veremos a continuacién, sino porque garantiza
que la hipétesis del continuo se cumple para los conjuntos de reales G (o en su
versién débil, para los conjuntos cerrados). Esto podria significar un gran avance
dentro del problema del continuo, pues si se pudiera demostrar que cualquier
subconjunto de reales es numerable o contiene un conjunto G no numerable (o
en la versidon mas débil: contiene un conjunto cerrado no numerable, en cuyo caso
se dice que tiene la propiedad del conjunto perfecto), entonces se demostrarfa
la hipdtesis del continuo. Mds adelante, cuando nos refiramos a los resultados
de Solovay, nos detendremos con mads detalle en esto. Sin embargo, podemos
adelantar que, suponiendo el axioma de eleccién, hay conjuntos que no tienen la
propiedad del conjunto perfecto, en particular que no la tienen los conjuntos de
Bernstein. Esto confirma el cardcter conflictivo del axioma de eleccién no sélo
en el terreno de teorfa de la medida, sino de la teoria de conjuntos.

Teorema 32 (Cantor-Bendixson Fuerte) Todo conjunto de reales G5 no
numerable contiene un conjunto cerrado de cardinalidad de los reales?.

Demostracién. Sea A C R! un conjunto no numerable tal que A = [ An
neN

con A, abierto Vn € N. La demostracién del teoremna consiste en la construccién
de un conjunto tipo Cantor a partir de A. Sea A’ el conjunto de los puntos de
acumulacién de A y A° = {z € AN A" :V(a,b) C R!(z € (a,b) — |(a,b) N A| >
Ny}, que se conoce como el conjunto de los puntos de condensacion de A.

""'Silnpluuu-nlu tomese los intervalos de ln forima [(l,x]. con O<x<1.

28BS teorema de Cantor-Bendixson dice: Todo conjunto cereado y no eacto de reales contiene
un conjunto cerrado gy sin puntos wislados (iccontiene un conjunto perfecto). Esto junto con
otro teoraman de Cunl(n (Todo conjunte pe d ticne lo cardinalidad de los reales) nos
parantiza ln hipotesis del continuo para los ¢ ndm (ver Kanamori {16), p.133). Esto serfa
suficiente pura dar el conjunte de Bernstein, Sin eimbnrgo, aquf preseutamos una voersion mds
fuerte del teorema de Cantor-Bendixson, para demostrar algunas propiedades relevantes de
los conjuntos de Bernstein.
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Afirmamos que:

a) A° £ 0.

b) A° C (A°). Es deccir, todos los puntos de A° son de acumulacién.

El inciso (a) se demostrard por reduccion al absurdo. Supongamos que A° =
¥, eso quiere decir que Vr € A Ia,,by) C Rz € (aw, b:) Al(az, by) N Al < Ro).
De modo que [J (a.. b,) es una cubierta abierta de A, pero como toda cubierta

€A

T
abierta de un conjunto de reales tiene una subcubierta numerable??, tenemos que
A < Ufaz, bs,), con [(az,.b:,) N A] € Ro. Asf que |A| € 3 [(az,, bi) NA] <
i€N ieN

R @ Rg = Rp! (pues. por hipoétesis, A es no numerable). De modo que A° # i,
El inciso (b) también se demostrard por reduccion al absurdo: sea @ € A° un
punto aislado, entonces existe (a,b) ¢ R! tal que (@, 0) N A° = {z}. Es decir,
Yy € (a,b) NAfy # o == y € (A°)°], asf que Vy € (a,0) NAfly # v = 3
(ay, by)(y € (ay,b,) A J(ay. b)) N Al € Rp]. Usando el mismo argumento que
para el inciso (a) tendrfamos que |(a,0) N A| < Ro! (pues z € (a,b) N A° =
I(a,b) N A| > Rg, por definicién de A°). Por lo tanto, A° C (A°%).

Una vez demostradas estas dos propiedades de A° podemos construir el
conjunto tipo Cantor para concluir la demostracién del teorema. Construire-
mos de manera recursiva intervalos con propicdades particulares. Ilustraremos
el procedimiento con el caso base. Tomamos 7(0) e I(1) intervalos cerrados (no
unitarios) tales que:

(i) Sean ajenos. 1{0) N I(1) = 0.

(ii) Contengan puntos de condensacion de A. I(0)NA° # B e (1) N A° # (.

(iii) Estén contenidos en el primer abierto de la interseccién de abiertos que
conforman a A. J(0) C Aye I(1) C A;.

(iv) Tengan una longitud determinada. [h(/(0) < 3 y IA(I(1) < %

Estos intervalos se pueden tomar ya que A° es distinto del vacfo y no tiene
puntos aislados, de modo que existe x € A° y, si tomamos [ = (a,b) tal que
z €1 ,existey # 2z € INA° Sean § = wﬂ’—”ﬂ —(':—6:1:+6)e
I, = (y — 68,y +6). Nétese que I e [, son ajenos y su lougxtud es menor que 3
Por otro lado, como A° C A C A; y A; es abierto entonces existen a;, b, € R
tales que a; < & < b; y [azb:] C I N A;. Lo mismo sucede para y. Asf que
tomamos 1(0) = [az,b;] e (1) = [ay,by). }

Este procedimiento se puede gencralizar. Supongamos que para n € N ten-
emos 2" intervalos cerrados (no unitarios), cada uno asociado a una n-eada de
ceros y unos tales que:

(i) Si I(a1,...,an) e I(by,...,b,) son tales que ax # by para alguna k'<'n,
entonces [(ay,...,a,) N I{by,....0,) = .

(i)l (ay,.c.ytn) NA° # 0.

(ii)I (ay,...,an) € Ap N I(ay,...,an-1)-

(iv)Ih(I(ay,an)) < 3.

2 Esto se despremde de un teorentm general detopologfa que nos dice: Dado X wn. espacio
topoldgico con buase numerable, pare lode (ulmrlu abierta de un conjunte en X cxiste una
suhcubicrta numerable (ver Kelly [17] p. 49
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Entonces para nn+1 teneios 27+ intervalos que cumplen los incisos (i) a (iv)
correspondientes a n+ 1. Para demostrarlo se aplica el caso base a cada uno de
los intervalos del caso n1. Es decir, de cada uno de los intervalos dados se extraen
dos intervalos que cumplen con las condiciones por las inismas razones por las
que sc cumplia en el caso base. Nétese que esta construccion es completamente
andloga a la del conjunto de Cantor.

Estd claro que C,, = |JI{ay,...,a,) es compacto, ya que es unién finita de
(2") intervalos cerrados. Ademads, por la propiedad (iii) tenemos que para toda
neN,C, C A, SeaC = [ Chn. C ocs cerrado por ser interseccién de cerrados

nen
yCCA pusC= ()C,C [ 4, = A Afirmamos que existe una funcién
neli nelN
biyectiva entre el intervalo [0.1] y los clementos de C. Sea x € [0, 1] entonces
pensamos en la expansion binaria de x como una funcion s, : N — {0,1}.
De modo que dada a € [0,1] tomamos la sucesion de intervalos {72}, tal
que IE = I(s.(1),....,s:(n)). Por la forma cn la que construimos los intervalos,
tenemos que [, C I, ¥ que lim, .o lh(1,) = 0. Esto quiere decir que tenemos
una sucesién de intervalos anidados cuya longitud tiende a cero, asf que su
interseccién es un punto. Es decir, existe ¢ € R tal que [ IZ = {¢}. Como

nenN
N Iz C ) Cu, entoncesc € C. Sea g : [0,1] — C tal que:
nen nehN
glz)= N I}
nen

Nétese que g es inyectiva, ya quesi v £y = s # s, = [ I3 # ) I%.
n neN
Para ver que g es suprayectiva basta ver que todos los elementos de C tienen

una expresién binaria. Sea ¢ € C. Entonces, dada n € N, existe s, una sucesién

de tamafio n de ceros y unos tal que ¢ € I{sy,). Afirmamos que Ym,n € Nfc €

I(s,)NI(sm) Am < 1= 5, C sp|. De modo que s, = U S, €8 una sucesion
neN -

infinita de ceros y unos que representa a ¢, ya que ¢ € [ I(s,). Supongamos

neg
que existen m < ny ! < m tales que s;n({) # s, (). En ese caso, por la propicdad
(i) de la construccién de los intervalos tendriamos que I(s,,) NI(3,) = @! (pues,
por hipétesis, ¢ € I(sn) NI(sm)). Por lo tanto, $m C 8 ¥y Sc = Sp €S una
neN
sucesion infinita de ceros y unos. De modo que existe = € [0, 1] tal que s; = ..
En otras palabras, existe z € {0,1} tal que g(z) = N IZ = () I(sp) =c. m
neM neN
Corolario 33 Todo conjunto Gs de reales es contable o tiene la cqrdinalidad
de los reales?®®, )

25 By oteas palabras, la hipatesis del continuo se cample pars los conjuntos Gs.
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~Corolario
reales.

Dg‘mostrécidﬁ. Por:el teoraina anterior basta demostrar que todo conjunto

w Ccrrado es kul}ll conjunto Gs. Sea A un conjunto cerrado, entonces dados x € A y

1 €N, tomamos I} = (z — -,';,:L' + ,—';) Nétese que A,, = U I' es abierto, pues

€

los I lo son. Afirmamos que 4 = ﬂ A,. Es muy fdcil ver que A C ﬂ Anp,
neN neM

pues dada x € A para toda n € N, x € I C A,, . Para la otra contencién, basta

demostrar que ﬂ A, C A’, pues por hipStesis A es cerrado. Sea x € ﬂ An.
neM neM

entonces dada n € N existe z, € A tal que [2 —=x,| < % De modo que

lim, oot = ¥, por lo tanto, x € A’. &

Nétese que, con este corolario, hemos demostrado que los conjuntos cerrados
no numerables tienen la misma cantidad de elementos que el conjunto de reales,
al margen de si la cardinalidad de este ultimo conjunto es un ordinal o no. Es
decir, hemos simplemente demostrado que todo subconjunto de reales cerrado
no numerable es equipotente con los reales. Sin embargo, si suponetros que
existe un buen orden para los reales este resultado no sélo nos garantiza que
los conjuntos sobre los que tomamos los elementos para construir el conjunto
de Bernstein son no vacfos, sino que ademss heredan un buen orden que servird
para la “construccion” del conjunto de Bernstein.

Lema 35 Supongamos que existe un buen orden para los reales, entonces existe
un conjunto de Bernstein.

Demostracién. Sea F la familia de los conjuntos cerrados no numerables.
Como estamos suponiendo que existe un buen orden para los reales, es legftimo
pensar en el cardinal de los reales como un ordinal?6. Asf que |F| = c y, por
lo tanto, los elementos de F sc pueden indexar con los ordinales estrictamente
menores que ¢?’. Es decir, F = {C, : o € ¢} donde para todo o < ¢, C, C R?
es cerrado y no numerable.

Por otro lado, denotaremos, una vez mds, con <k al buen orden supuesto
de los reales. Entonces elegimos recursivamente dos elementos distintos de cada
miembro de la familia F. Sea q; = min <g C; y p1 = min <g C; — {q1}. En
general, Voo < ¢ tomamos g, =min <g Ca — ({ga : B < a}U{pg: B <a}l)y
Pa =min <g Cq — ({qs,: B < a} U {psg: B < a}). Nétese que estos mfnimos
siempre existen, pues por el corolario del teorema de Cantor-Bendixson Fuerte,
tenemos que Ya < c, |Ca| = ¢. De modo que C, — ({gg,: 8 < a}lU{ps: B <

at) # 0.

26BN 1a Seccion 1.1 se hablo da Ins dos forimas de considerar In eardinalidad: como equipo-
tencin o mediante ordinales, Tinbien se senald que la segunda presupone of principio del buen

! Recudrdese que ¢ = min{a € OR: a ~ R},
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Afirmamos que B = {g, : @ < ¢} es un conjunto de Bersntein. Por un lado,
tenemos que Yo < ¢ BNCq = {¢a}. Asi que B efectivamente intersecta a todos
los conjuntos cerrados no numerables. Por otro, por la forma en que tomamos
a B tenemos que {ps : & < ¢} C B¢, pero dicho conjunto también intersecta a
todos los cerrados no numerables, ya que {ps : @ < ¢} N Cy = {pa}. Asf que
BenC, # ¢. Con lo que queda demostrado que B es un conjunto de Bernstein.
n

Nétese que el conjunto de Bernstein se forma usando el buen orden de los
reales en dos niveles: para indexar a los conjuntos cerrados y no numerables y
para definir dos elementos distintos de cada uno de ellos, de los cuales uno va
a ser parte del conjunto. Cabe sefialar, ademds, que el conjunto de Bernstein,
como cl de Vitali, no estd dado explicitainente, ya que se basa en la existencia
de un buen orden para los reales que nunca puede estar dado explfcitamente?8.

A continuacién verernos que es posible caracterizar la medida de Lebesgue
de un conjunto a partir de la medida de Lebesgue de los conjuntos compactos
que contiene, lo que nos serd de gran utilidad para demostrar que los conjuntos
de Bernstein no son Lebesgue medibles:

Lema 36 (i, es regular) Si A € M, entonces py(A) = sup{p (F): F C
A A F es compacto}.

Demostracion. Primero cabe sefialar que, puesto que 91 es una g-dlgebra, los
conjuntos compactos (que en particular son cerrados por el teorema de Heine-
Borel) son Lebesgue medibles. De modo que el conjunto sobre el que se toma
el supremo estid bien definido. Por otro lado, gracias a la subaditividad de y,,
si £ C 4 | entonces pup (F) < pp(A). Ast que sup{u (F): FC AA Fes
compacto} <y (A). Para la otra desigualdad, tomaremos una sucesién de con-
juntos acotacda por A. Sea A,, = AN(—n,n). Obsérvese que si m < n, entonces
Awm C A, C A Eso quiere decir que estamos en el caso (¢) del Lema 28 y, por
lo tanto, liniy ooty (An) = 1ty (A). Tenemos dos casos:

(1) A es acotado. Como g, (A) < oo, entonces dada € > 0 existe m € N
tal que gy () — § < py(Am). Por otro lado, como A, es acotado y medible
oxisten G, abierto y acotado y F, cerrado tales que Fr, € Ay € G ¥y
(G = F) < 5. Como G, es abierto y acotado entonces por el Lema 20
i (Gm) ~ p(Fin) < § y por el Lema 16 pi; (A,,) — 1 (Fm) < §. Por lo tanto,
existe F,, corrado y acotado tal que Fy C Ap y pp(Am) — § < pnr(Fn).
Juntando todos los resultado tenemos que para toda ¢ > 0, existe F' compacto
(F) tal que pp (A) — e < p (F). Ast que g (A) < sup{pu (F): FC Ay Fes
compacio}.

INOtese que pars In construccién del conjunto de Bernstein en el fondo se utilizan ¢ clec-
ciones dependientes (pues el conjutito sobre el que se va eligiendo eambia segiin la eleccion que
se haya hecho antes), o diferencia del conjunto de Vitali que simplemente usa una eantidad ¢
de elecciones.
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(2) Si' A no es acotado. Sea In; = (j,7 +1) eaj41 = (=5, —7 + 1). Entonces
tomamos A, = ANI, y 3%, de modo que por el 1nc150 anterior, para toda n existe

F,, compacto tal que F;; C Apy pp,(An)—5% < /.LL(F ). Sea Cy, = U F,. Nétese
que Ci es compacto (por ser unién finita de compactos) y Ck C 4 Ademsds

Z (1 {An) - %) < Z #L(Fk) y como Iy N Im = @ (si n # m), entonces

wr( U Apn) — € < p; (Ck). Finalmente /J.L(A) —€= hmu_.“, nr( U An)—e€<
=0 =0

hrn,,...oouL(Ck) = sup{pL(C’k) ke N} sup{p,(F) : F C Ay Fes
compacto}. m

Teorema 37 Sea B un conjunto de Bernstein, entonces B no es Lebesgue med-
ible.

Demostracién. Supongamos que B es Lebesgue medible, como para todo C
conjunto cerrado no numerable B° N C # 0, entonces VF ¢ B{F = F =
|F| € No]. Ast que, por el Corolario 7, VF C B[F = F == yu,(F) = 0]
Como todo compacto es cerrado, por el lema anterior tendriamos entonces que
4 (B) = 0. Por otro lado, como estamos suponiendo que B € M = dom(pu),
que ya se vio forma una o—dlgebra, entonces B¢ también scrfa Lebesgue medible
y aplicando exactamente el mismo argumento que para B concluiriamos que
w1 (B¢) = 0. Utilizando la finito aditividad de g, tendriamos que g (R') =
i (B) + 1 (BS) =0+ 0 = 0! (pues 1, (R!) = 00). Por lo tanto, los conjuntos
ce Bernstein no son Lebesgue medibles?’. =

Cabe sefialar que los argumentos que hemos utilizado para ver que el con-
junto de Bernstein no es Lebesgue medible se aplican a cualquicr medida que
extienda a (h y sea regular.

Los conjuntos de Bernstein se conocen también como conjuntos univer-
salmente no medibles (ver Stromberg [22]) y aunque aquf no lo hemos probado;
permiten ver que todo conjunto de medida positiva contiene un conjunto no
medible (Oxtoby {19] p.24).

Podemos resumir nuestros resultados de la siguiente manera:

ZF + BOg  3B(B es un conjunto de Bernstein)
ZF F VB[B es un conjunto de Bernstein => B ¢ dOITL(/.LL)]
ZF + BOg  dom{u.) # p(R!).

Asi que hemos dado una demostracién de la imposibilidad de que se cumpla
la hipétesis de la medida que no emplea la invarianza bajo traslaciones que se
puede generalizar a todas las dimensiones.

29N 6tese que In invariniza bajo’ traslacion’ no se:utilizs, wientras que iy o—aditividad fue
picza clave parn probar la regularidad de ln medida de Lebesgue (Laman 36).
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Con el conjunto de Cantor pudimos concluir que hay 2¢ conjuntos medibles,
pues dicho conjunto tiene la cardinalidad de los reales y todos sus subconjuntos
son Lebesgue medibles. Por otro lado, hemos senalado ya que nada impide que
a su vez se tengan 2° conjuntos no medibles. Esto lo probaremos de manera
andloga a como se trabajé con el conjunto de Cantor, aunque teniendo como
hase el conjunto de Bernstein que se construyé en el Lema 35. Sin embargo,
la argumentacion serd un poco menos directa. Primero se demostrard que el
conjunto de Bernstein tiene al menos tantos subconjuntos no medibles como
medibles. Sea B un conjunto de Bernstein y sean B, = {A CB: A€M} y
BE, = {4 C B: s ¢ M} Es decir, Bn, cs la familia de los subconjuntos de
Bernstein Lebosgue medibles y BS, la de los no medibles, entonces tenemos el
siguiente resultado:

Teorema 38 |B,,| < |Bg,|

Demostracién. Sea A € B,,, entonces B — A no es Lebesgue medible, pues de
otro modo, como A C B = B = (B — A)U A, entonces B serfa medible! De
modo que B — A € BS,. Definimos la funcién g : B, — Bg, de la siguiente
mancra: VA € By,

Esta funcién es inyectiva, pues si A, A’ € B, son tales que g(A4) = g(A’)
entonces B—-A = B—A’. Como A C By A'C B entonces A = A’. Por lo tanto,
g cs inyectiva y | By, € |BE,|. =

Corolario 39 Hay 2°conjuntos no medibles.

Demostracién. Como [p(B)| = 2°y ©(B) = Bm U BE,, usando aritmética
cardinal y ¢l teorema anterior, tenemos que |p(B)] = méx{|Bm.|,|B&|} = |BS,]
=2 m

Como la demostracién de este teorema se basa en el resultado ZF + BOg +
IB(B es un conjunto de Bernstein) (Lema 35}, entonces est4 claro que suponien-
do que existe un buen orden para los reales hay muchos més conjuntos no medi-
bles que simplemente el conjunto de Vitali y el de Bernstein3”. Asf que los
argunientos de cardinalidad respecto a los conjuntos medibles y no medibles no
ayudan a tener un panorama mds claro sobre el problema de la medida. Por
otro lado, este resultado se parece al de Cantor en el sentido de que se tienen
2° conjuntos no medibles, pero que en realidad son todos subconjuntos de un
conjunto particular, que en este caso es el de Bernstein. Lo interesante de eso
os que, aunque tenemos 2¢ conjuntos no medibles, ninguno de ellos estd dado
explicitamente, sino que todos comparten que su existencia estd garantizada por
el axioma de eleccién en su versién BOg.

M Pe hecho, no solo hay una gran eantidad de conjuntos no medibles, sino también una
pran varicdiul. Halmos {[11] p. 70} presenta un cjonplo iy interesante de un conjunto no
medible tal que la medida exterior de su jnterscecion con cunlquier conjunto medible es 1,
pero la medidiv interior (ver definicidn en [11] p. 58) es 0.
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Capitulo 4

Cardinalidad y medida

4.1. Teoremas de Ulam

Como ya hemos dicho antes, la demostracién de la negacién de la hipétesis
de la medida mediante los conjuntos de Bernstein no hace uso de la invarianza
bajo traslaciones y se puede generalizar a cualquier dimensién. Sin embargo, es
importante sefialar que se basa en propiedades topoldgicas de R!, como se ve
con ¢l uso del Lema 36. A continuacién veremos un par de demostraciones de la
negacion de la hipdtesis de la medida que no sélo no hacen uso de la invarianza
bajo traslaciones, ni de propiedades topolégicas, sino que establecen un vinculo
importante entre propiedades de cardinalidad y de medida. Los resultados que
presentamos muestran que el problema de la medida poco tiene que ver con las
propiedades cuclideanas de la hipétesis de la medida y que, bajo hip6tesis con-
Jjuntistas particulares, el problema tiene un cardcter mds general. En el sentido
de que para aquellos conjuntos que comparten ciertas propiedades de cardina-
lidad no se cumple una variante de la hip6tesis generalizada de la medida. Para
ello, sin embargo, necesitamos introducir primero un resultado que ademsds de
ser de gran utilidad en lo que sigue, pone de manifiesto, una vez mads, el papel
central que ocupan los conjuntos acotados y de medida positiva:

Lema 40 Dado un conjunto A de medida finita, toda familia de subconjuntos
de A con medida positiva y ajenos dos a dos es a lo mds numerable.

Demostracién. Sea A € M tal que p, (A) < co. Supongamos que existe F =
{Ai € A:p(Ai) >0NA AjNA; =0sii# j} tal que |F| > Rp. Sea B, =
{Ai € F:p(A) > %} Nétese que F = |J Bn, Bn C Bngi. Por lo tanto,
neN
|F| = sup{|Ba.| : n € N}. Asf que existe ng € N tal que |B,,| > Wg. De lo
contrario, |F| < Ro! Sea {A;},en una sucesién numerable de elementos de By,,.
Como By, C F, entonces los elementos de la sucesién son ajenos dos a dos y, por
lo tanto, g (|J Aj) = 3 1 (4;) > 3 & = oo Pero |J A; € U Bn, C A,
JEN JEN JEN JEN
asf que g (A) = oo! Pues, por hipétesis, A tiene inedida finita. m

55
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O_b'sbér:vaci'ktrin 10 Ndtese que este resultado se puede gencralizar a cualquier
medida, ya que en la demostracion sdlo se utilizé la 0 ~ aditividad, propiedad

.que_comparten, por definicién, lodas las medidas (ver Definicién 2).

4.1.1. Hipétesis del continuo y el problema de la medida

El primer resultado estd vinculado con la hipétesis del continuo, asf que vale
la pena recordar que 2% = |R| y que dicha hipStesis establece que 2% = W,
donde N es el primer cardinal no numerable o el cardinal sucesor de Ng!. La
hipétesis del continuo ha sido bastante controversial y algunos matemdticos,
como Godel y Colien?, creen que es falsa. Sin embargo, como se ha dicho antes,
estos resultados son importantes por el vinculo, central para los resultados de
Solovay, que se establece entre cardinalidad y medida.

Lema 41 HC == BOs:".

Demostracién. Como por hipétesis |R| = |(0,1)| = R;, eso quiere decir que
existe g : (0,1) — N, tal que g es biyectiva. Entonces definimos la siguiente
relacion de orden sobre el intervalo (0,1) :

vr,y € (0,1) [v <5 ¥ ssi g(z) € g(y)).

Con esta definicién de orden para los reales, tendrfamos que ((0,1),<;) =
(N1, €). Recuérdese ademds que los ordinales estdn bien ordenados mediante
la relacién de pertenencia y, como la propiedad de ser buen orden se preserva
bajo isomorfismos, entonces (R, <g4) es un buen orden. =

Teorema 42 (Ulam-Hipdétesis del Continuo) Si la hipdtesis del continuo
es verdadera entonces dom(y,) # p(R').

Demostracién. Lo haremos por una cadena larga de reducciones al absurdo.
Supongamos la hipstesis del continuo y supongamos que dom(u;) = p(R?).
Trabajaremos sobre el intervalo I = (0,1), ya que || = |R|, pero u; restringida
a I es una medida finita. Usando la notacién y el contenido del lema anterior,
Vy € (0,1) sea M, = {z € (0,1) : <4 y}. Se puede pensar a M, como el
segmento inicial determinado por y, segin el orden <,. Nétese que <, es el
orden de R; calcado sobre R, de modo que no sélo es un orden discreto, sino que
(M, <g) = (g(y), €), con g(y) € X;. Asf que por la definicion de X;, tenemos
que [My| = |lg(y)] < Ro = |N| y, por lo tanto, existe f, una funcién inyectiva
entre My y N. Para n € N y t € (0,1) definimos los siguientes conjuntos:

P ={ye€(0,1):t€MyA fy(t) =n}.
Noétese que si dejamos fija a n, entonces Vt, s € (0, 1)[s # t => APNAT =0],

pues y € A} NA? = f,(t) = n = fy(s) y como f, es inyectiva, entonces
yEAPNAT =t =s.
LPar definicion, Ry = {a € OR: |a] € Ng}.

2Ver Campero (6] p. 96.
1De hecho, se tiene un resultado s fuerte: HGC = PBO (ver Jost Alfredo Amor (1)),
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Podemos pcnsax los comuutos Al' cono las entxa(lab de una matriz. mﬁmta
de Np renglones por X; columnas, en la que ademds, por lo chcho antes, todos
los conjuntos de cada rengldn son ajenos dos a dos: -

Al AL AL
PV ARY SEY §
m n ]
moaAmAr

Cabe notar que para t € (0. 1), si Cy denota la unién de la columna correspon-
diente. entonces C, = |J AP =(0.1) - AL U {t}. Estoes porque dada s € (0,1):

neN
SsEC > 3IMmeN(s€ A") <= TImeNteM,Afs()=m) et M, =
domf, =t <,s == sf, te=>s#tANs g,

Por lo tanto, Cy, = (0,1) — M, U {t}.

Para toda t € (0,1), como |Afy| < Ro. |V U {t}] < Ng. Asf que lo anterior
se traduce en: la unidn de toda columna de la matriz es igual al intervalo (0,1)
salvo por un conjunto numerable.

Por otro lado, como la edida de Lebesgue es finito-aditiva entonces dada
t € (0,1), ji, (Cr) =y ((0,1)) =i (AMU{L}) = 1. pues todo conjunto nurnerable
tiene medida O (ver Lema 7).

Lo siguiente serd demostrar que existe t € (0.1) tal queVn € N, i, (A}) = 0.
Es decir, que hay una columna que tiene conmo entradas solo conjuntos de medida
cero. Sea Apap = {A} 1t € (0,1) An € NApu (A}) # 0} la familia de las
entradas de la inatriz que tienen medida positiva. Supongamos, contrario a lo que
queremos demostrar, que toda columna tiene al menos una entrada con medida
de Lebesgue positiva (i.evt € (0,1) 3n € N p; (A}) # 0). Como tenemos R
columnas, lo anterior quicre decir que en la matriz hay N, entradas con medida
de Lebesgue positiva (fe. |Aarp| = Ry).

Por otro lado, como hay una cantidad numerable de renglones, entonces hay
al menos un renglén que tiene R, entradas de medida positiva. Sin embargo,
hemos visto que las entradas de todo renglén son subconjuntos del intervalo
(0.1) ajenos dos a dos, asf que estarfanos contradiciendo el Lema 40 pues la
medida del intervalo es finita.

Estas contradicciones provienen de suponer que vt € (0,1) In € N (u, (A}) #
0). De modo que efectivamente hay una columna que tiene como entradas sélo
conjuntos de medida cero (i.e. 3t, € (0, l)Vn €N [p (AR)=0)]).

Afirmamos que p(Ci,) = 0, pues Cy,, U AR, con y; (AR ) = 0y aunque

no podemos aplicar directamente la o— adm\lclad va que las entradas de una
columna no son necesariamente ajenas, podemos llevar a cabo el proceso de aje-

nizacién que ya hemos usado antes* y tener que Cy,, = U B, con B NnB = |
nenN
y B} < A},. De modo que usando que la medida de Lebesgue es monétona

tendrfamos que ji; (B},) = 0. Ahora sf, por la o — aditividad, llegarfamos a que
1 (C) =0.

Ve demuostracion del inciso (¢) del Lema 28.
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Esto contradice, a su vez, el hecho establecido, al principio de la demostracién,
de que Vvt € (0,1), p, (C:) = 1. Con lo que llegamos a la tltima contradiccién
que se desprendia de suponer que dom(ye,) = p(R!). Por lo tanto, HC ==
domn(uy) # p(R!).

Como el inverso del Lema 41 no se cumple®, queda claro que suponer la
hipdtesis del continuo es algo mds fuerte que suponer simplemente que existe
un buen orden para los reales, como se habfa hecho hasta ahora. Sin embargo,
alin en esta demostracién, la existencia de un buen orden para los reales, que
queda contenida en la hipétesis del continuo, juega un papel central. Recuérdese
que los conjuntos A} se definieron a partir del orden particular, heredado de ¥;,
que tendrian los reales si se asume la hipétesis del continuo.

Por otro lado, como en esta demostracion no sélo no se utilizé la invarianza
bajo traslaciones, sino que tampoco se uso el hecho de que la medida de Lebesgue
fuera extensién de la nocién de longitud (salvo porque la medida del intervalo
(0,1) es finita), queda claro que este resultado tiene una forma mds general
conectada al problema generalizado de la medida®:

Teorema 43 Dada X tal que [X]| = RV, y p: p(X) - R(Vx € X,u({z}) =
0 A pu(X) < o0) entonces u(X) = 0.

La demostracién es completamente andloga a la dada para el caso de la
medida de Lebesgue’, lo que explica que se pida que la medida sea finita y que
en los unitarios sea cero ¥, ya que estas son las tinicas dos propiedades de la
medida de Lebesgue que se emplean en la demostracién del Teorema 42.

Es probable que llame la atencion que no se haya utilizado este resultado
para ver la inocencia de la invarianza bajo traslaciones, en lugar del dado por
los conjuntos de Bernstein, que implicé un arduo camino en la construccién de
la medida de Lebesgue. Sin embargo, habrfa que enfatizar que se hizo de este
modo por tres razones: (1) porque, como ya hemos scialado antes, suponer que
se cumpla la hipéStesis del continuo es algo mas fuerte que simplemente suponer
la existencia de un buen orden para los reales, (2) porque los conjuntos de Bern-
stein son otro ejenplo de conjuntos no Lebesgue medibles que, junto con Vitali,
hacen pensar que los conjuntos no medibles se caracterizan por desprenderse del
axioma de eleccion, {3) porque lo que mds nos interesa de este resultado no es
la inocencia de la invarianza bajo traslaciones, sino resaltar cémo las hipétesis
de cardinalidad influyen en resultados de medida. ’

5 Con foreing se pucde demostrar que ZFPC 4 =HC es consistente (ver Capftulo 7 de Kunen
[181). En particular, BOg s cousistente con ~HC. Asf que BOg # HC.

'Recutrdese que una medida s6lo debe ciumpliv que su dontinio sea una o—itlgebra y que
sen g—aditiva (ver definicion 2).

TAquf ln omitiremos, pero pucde consultarse en Oxtoby [19]) p. 25.

R Por In o —aditividad basta con que ana medida vadgn 0 en los unitarios, para que cualquier
conjunto ununterable tengn medida O,
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4.1.2. Cardinales inaccesibles y el problema de la medida

A continuacién se dard un resultado nds fuerte. por ser mds general, so-
bre la relacion entre cardinalidad y medida. Cabe senalar desde ahora que la
demostracion, aunque es parecida a la del Teorema 42, introduce nuevos cle-
mentos, como la nocién de cardinal inaccesible (que aparecerd mds tarde con los
resultados de Solovay) o la generalizacién de la ¢ — aditividad de una medida.
En esc sentido, es importante mantener presente la nocién generalizada de me-
dida que se dio en el Capitulo 1, pues la demostracion del teorema que veremos
se basa, entre otras cosas, en la construccién de una medida para un cardinal
inaccesible kY.

Sea CAR la clase de los cardinales infinitos.

Definicién 15 Un cardinal k es regular si y sélo si no exvisteh € CAR tal que
A<k, k=& vl | << Aty
<A

Definicién 16 Un cardinal & es inaccesible si y sdlo si k es un cardinal no
numerable, limite y regulart!. : L e

Dadas estas definiciones podemos enunciar el teorema genemhzado de Ulam
como:

Teorema 44 (Ulam-Cardinales Inaccesibles) Si no eziste x cardinal inac-
cesible tal que k < 2%, entonces dom(p; ) # p(R').

Lo que se hard es demostrar la contrapuesta'?. Es decir, se demostrard que si
dom(u,) = p(R"') entonces existe x cardinal inaccesible tal que x < 2%, La idea
de la demostracién es: primero, utilizar la equipotencia entre 2%¢ y (0,1) para
definir una medida sobre p(28¢) a partir de la medida de Lebesgue; segundo,
obtener un cardinal £ que cumnpla con ciertas propiedades relacionadas con la
medida definida y, tercero, demostrar que dicho cardinal es inaccesible.

Antes de adentrarnos en la demostracién daremos una definicién que carac-
teriza a las medidas de acuerdo con ciertas propiedades aditivas:

Definicién 17 Sea x un cardinal y ;¢ una medida. p es k—aditiva si y sdlo si

para toda A tal que A= |J Ay, con A < k y u(Ay) =0 para todean < A, se
n<A

tiene que pu(A) =0.

IDe hecho, este sert an gjemplo de laatilidad de n definicidn deanaedida para espacios q\w
o necesarimuente son enelideanos (ver Definicion 2). R

WEs decir, & os regulay sioy solo si no pnede ser expresado como nnion de nenos quc K
conjuntos, cudin uno de cardinalidad menor gue <. Por ejemplo, cualguier uu(lnml BUCEROr e8
regatlar (ver Herudndez Herndnder [13) p. 270). o

1R es un cardinal lfmite regular. Asf que se pide gue el unduml sen’ 1o mulu'ml)lc para
disentir la existencia o no de otros cardinales vegulares lmite.

12Que en realidad es como se sucle exprosar este resultado, Sin (-mhm;,u. ln forma ¢n que
aqui se planted sirve como introduceion al trabajo de Solovay, pues invita a preguntarse qué
pasa con el problema de la medida si hay un eardinal lnmu-sxl)lu maenor igual que 280,
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Lema 45 Toda medida es N, = aditiba :

X S los A,, no son z\Jenos, se

Demostracién. Sea 4 = ‘U An con ,u(A,,) =
-nEN R
i pueden ajenizar de la manera candmca para tener: que A= U By con los By,

ajenos y u(B,) = 0. Entonces se usa la o — —aditividad de la medxda para concluir
que #(A)=0. =

Observacién 11 Ndtese que la o — aditividad y la W, — aditividad no son
propiedades equivalentes, Una funcién definida en una o—dlgebra puede ser
Ny — aditiva, pero no o — aditiva. Por ejemplo, tomese la funcidn p igual a
la medida de Lebesgue ercepto por el valor que le da a (—oc, 00), que digamos
sea 1. Claramente i no es o — aditiva, pero st es R) —aditiva, ya que la recta no
se puede expresar como unién numerable de subconjuntos de medida de Lebesgue
igual a cero.

Observacién 12 La x —aditividad se refiere a algo ast como la A ~ aditividad
de los conjuntos de medida cero para toda N\ < Kk y, a diferencia de la o0 —
aditividad, no pide que los conjuntos de la unidn sean disjuntos.

Demostracién. ( Del teorema 44) Supongamos que dom(yi;) = p(R!). Sea g
una biyeccién entre 280 y el intervalo (0,1), entonces definimos  : p(28) — [0, 1}
tal que VB € 2% :

w(B) = 11 (9[B]).
Se puede ver fécilmente que x es una medida, pues como estd definida en toda
la potencia de 2%, que es una o—dlgebra, y como ademés p(280) = 1, sélo hay
que verificar que es o—aditiva. Sea B = |J By, con Bo, N By, = 0 sim # n.

nelN
Como g es biyectiva entonces g[B,]Ng[Bm] = ¥, asf que usando la o—aditividad
de la medida de Lebesgue tendriamos que e ( U g9[Bn]) = Z uy, (g[Bnl]). Pero

est claxo que. U olBal = ol U Bl st aue (ol U Bl = = bz (10)) 3
por lo tanto, ;L(B) Z 0 (Bn)
Tomemos ahora Ia sngmente coleccién:
C = {x € CAR: pt es k — aditiva}.

Lo primero que hay que sefialar es que C es no vacfa, pues como u ¢s medida
entonces es R; — aditiva (Lema 45).

Por otro lado, si (2%)* denota el cardinal sucesor de’ 2N, tenemos que C
estd acotada por (2% )*. Esto es porque 2% = |J {a} y Va € 2% pu({a}) =

ag2™

1. (g(a)) = 0, pero p(2%) = 11, ((0,1)) = 1. Cabe sefialar que Vx € CAR, si
(2R0)+ < &k entonces u no es K — aditiva, pues de otro modo p serfa (2"")"‘ -
aditiva. Asf que C C (2%)* . Esto quiere decir que C es un conjunto de cardi-
nales y no una clase. Por lo tanto, supC = |JC € CAR!3.

HEs inuy fdeil ver que ln union de cualquier conjunto de enrdinnles es eardinal.
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Sea ng = sup C. Nétese que, como Ry € Cy C C (280)+, Ry < ky < 2N,

Ademds kg € C . Si kg cs un cardinal sucesor!?, entonces trivialmente xg
pertencee a C, ya que si K, = At y kg ¢ C entonces A es cota superior de C,
contradiciendo que kg = supC. Si es un cardinal lfinite, dada A < kg existe
K € C tal que A < k. En ese caso dada A = (J 4,, sin(A,) =0 entonces

n<A
;L(A) = 0, pues como «k € C entonces i es k — aditiva. Asf que p os kg — aditiva
, por lo tanto, ny € C.

Afirmamos que &, es un cardinal inaccesible. Para demostrarlo se seguird un
camino largo.

Lo primero es que, como kg es el maximo de C, existe A C 280 tal que A =

U A, 1(A,) =0y p(A) > 0, pues de otro modo 4 seria «xf — aditiva (con xg
n<ky
el cardinal sucesor de xg) contradiciendo la maximalidad de xg. Podemos ademés
suponer, sin pérdida de generalidad, que los A, son ajenos. Sea f: A — ko tal
que Va € A:
fla) =B = a€ Ag.
Nétese que f estd bien definida, pues A = |J A,;, con AzN Ay =0si 8#~,
n<ky

de modo que Va € A 318 < xp tal que a’ € Ap. Lo siguiente serd dar una
medida para los subconjuntos de kg a partir de p. Dicha medida nos permitir4,
entre otras cosas, demostrar la regularidad de xkg. Sea o : p(rg) — [0,1] tal que

VP 0:
<o (' (P))
A

Nétese que o estd bien definida pues pu(A) >0y VP C wg, f7HP|P C A 2%
y t¢ estd definida en 2% . Por otro lado, o es medida gracias a que p lo es, pues
la propiedad de ser medida se preserva bajo multiplicacién de escalares!'¢. No in-
cluimos la demostracion de la o aditividad porque es andloga a la demostracién,
que a continuacién veremos, de que o hereda la xg — aditividad de p!7. Sea
A< koyB= |J B, C kg tal que ¥V < ko, 0(By,) = 0. Por definicién de o,
n<ky
lo anterior quiere decir que ¥ < ko, pu(f~}[By]) = 0y como p es kg — aditiva

entonces ii{ |J f~'[By]) =0. Ademas U f~B,l=f"'{ U B,,}. Asf que
n<ky n<ko n<ko

o(B) = 0y o también es kg — aditiva. Por otro lado, obsérvese que:

o(P) =

(1) V& < kg, como € < kg <= £ € Kg y todo cardinal es transitivo por ser.un )
ordinal, £ < kg = £ C Ko. . :

HALts adelante veremos que en realidad no puede serlo,
P Puede ser que f=H{P] = 0, pero B € p(2R0) que es In o Algebra sobre In que estit dcf‘mtln,
s1. Cahe seilar gue e un sentido mdss intaitivo o “mide™ 2 PN Im f. .
VW EN este caso se multiplien por el escalar ﬁ para que Ja medida del tmnl sen 1 (l @
a(ro) = 1). :

1T Para tener In o ~ aditividad, lo duico que hay que verifionr es que si Ba ﬂ B = 0 con
a # B, entonees f~YBa)N f~1(By) = 0. Pero eso s sigue |mm-(lmmnu-ntc det lwclm de que
J s funcion. - [




62 ... i.. ... . CAPITULO 4. CARDINALIDAD YMEDIDA

(2) V{r.<‘/~:o, &({) = 0. Nétese que Vop € &, f1[{p}] € Ay con p(dg) =
De modo que Vp € &, o({#}) = 0. Y como & = {J {#}, usamos la kg -
; , »EL P
aditivad de o para concluir que o(£) = 0%,

(8) #o es cardinal regular. Supongamos que no lo es, entonces existe A < sp
tal que g = |J w,, con &, < ko. Por el inciso (1) eso quiere decir que

n<A
existe A < Kg tal que kg = U Ky, con o(ky,) = 0. Asf que usando la Ko

aditividad de o tendrfamos que U(ho) = 0! (pues o(kg) = 1). Por lo tanto,
Ko es regular!?,

(4) ko es cardinal Ifmite. Supongamos que es cardinal sucesor, entonces existe
A € CAR tal que ko = A*. Es decir, V £ € OR(§ < ko = ] < A). Ast
que dada £ < wg, sea fg una funcién inyectiva entre & y A. A partir de
esas funciones definimos, para cada a < xg y para 5 < A, los siguientes
conjuntos:

Bl={€ero:a<&A fe(a) =9}

Obsérvese que si tomamos una 7 fija entonces Vo, 8 < kg (@ # 8 = Bgnt =
?), pues como f¢ es iuyec?iva, £ € BINB] = fe(a) =71 = fe(f) == a =
B. De modo que los conjuntos BJ pueden pensarse, una vez m&s, como
las entradas de una matriz infinita de Ax ko cuyos renglones contienen
conjuntos que son ajenos dos a dos:

B! BY .. B}
B? B .. B?
B! B} .. Bl ..

Lo siguiente serd ver que la unién de cada columna es igual a kg excepto
por una cantidad a lo mds A de elementos. Es decir, C, denota la unién

de la columna determinada por a < kg (i.e. Co = |J BJZ), entonces
n<A

|ko = Cal € A2Y. Para ver esto, tomemos o < kg fija. Entonces V€ < g
f[a < &€ = ae€ € = acdmfe = In < Afela) =197 == € €
B7)]. Por lo tanto, V€ < kgla < &€ => £ € C,]. De donde podemos
concluir que kg — Cy € {€: € < a} = a + 12!, Como ~g es cardinal, en .

BENGtese gque si A es acotado, entonces existe o € Ko tal que A C & Asf que o(A) € o(a) =
0. Esto gquiere decir que todo subeonjuuto de kg acotado tiene o medida cero.

I N6tese que si mg es regular, entonces cunlquier subconjunto no acotado tiene eardinalidad
Ko. Asf que cunlguier conjunto de o—medida positiva, como no puede ser acotado, debe tener:
cardinalidad kg, Esto coincide con el easo de lnmedida de Lebesgue, en la gue suponiendo
axioma de eleccion, se puede demostrar que siopgg (A) > 0, entonces |A] = ¢ Ya que si
11, (A) > 0 entonces por el Lema 36 existe Fcerrado tal que £ € A, De modo que, por el
corolatiodd, ¢ = |F| < |A].

Lo cual guertfa decir que |Co| = At = &g,

a4 1 es el ordinal sucesor de a, asf que tiene la misma eardinalidad que a
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particular es ordinal limite (kg = A*). De modo que si a+1 < xg, entonces
lee + 1] < A Por lo tanto, Vo < kg, |ko — Ca| € A. Podemos decir mds:
como ko—Cy, € a+1 < Kg, por el inciso (1) tenemos que o(a+1) =0y, por
lo tanto, o(kg — Ca) = 0 . Por otro lado, toda columna tiene al menos una
entrada de medida positiva. De lo contrario, como C, = U Bi A< ko
N<A
y o es KRg-aditiva, entonces 0(Ca) = 0. Pero si o(Ca) ,= 0, entonces
o(kp — Cn) = a(ko) = 1! (pues a(kg — Ca) = 0) . Asf que Voo < kg Iy
< AMa(B2) > 0). Por otro lado, sea Basp = {BY : o(B?) > 0}?2. Como
se tienen xp columnas y acabamos de ver que cada una tiene al menos

una entrada con medida positiva, entonces |By,p| = kg. Sin embargo,

puesto que hay A renglones entonces al menos un renglén tiene xg entradas

de medida positiva. Para toda 5 < X sea R\,,, = {(Bl): a < Ko ¥y

o(B1) > 0}, de modo que Bap = U,\ Rip v |Bupl = Aesup,
n<

{RY;p|. Como ya habfamos visto que |Byp| = #g = A* entonces sup,, 5

[R} pl = AY = ko Asi que existe 7y < A tal que |R}Y,] = A = ko

Pero los clementos de R\,,, son ajenos dos a dos, ya que pertenecen al
renglén determinado por 75 y como R < kg todo esto querrfa decir que
tenemos una familia (R} ,) de conjuntos de medida positiva y ajenos dos
a dos que es no numerable!, pues como ¢ es medida finita se cumple la
versién generalizada del Lema 40 (ver Observacién 10). Como esta tltima
contradiccion surge de suponer que todas las columnas tienen al menos una
entrada de medida positiva y si llamamos a esta afirmmacién A, entonces
tendriamos que concluir que -4, Es decir, que hay al menos una columna
s6lo con entradas de medida cero. Sin embargo, ya habfamaos visto que eso
tampoco podia ser. Asi que de la hipétesis x4, es sucesor concluimos que
Ay —A! Por lo tanto, kg es cardinal limite.

Finalmente, con estas tres observaciones, junto con el hecho de que ®; <
Ko < 2% tenemos que kg es un cardinal inaccesible menor igual que 2%, =

Si se consideraran inicamente estos dos teoremas de Ulam, la hipétesis de
la medida serfa un eclemento mds para creer en la falsedad de la hipétesis
del continuo y la hipétesis correspondiente al teorema generalizado de Ulam.
Pero si fuéramos consistentes con esta postura, por la demostracién de Vitali,
tendrfamos que desechar también el axioma de eleccién. Lebesgue y Borel, entre
otros, crefan que eso era lo que procedfa (ver Kanamori [16) p. 22 y Wagon [24]
p. 217). El problema es que desechar toda forma de eleccién infinita implicarfa
desechar una parte importante del anédlisis mmatemadtico y, por lo tanto, la razén
de ser del problema de la medida?®. Ademds se tendria que tener la certeza de
que todos los conjuntos no medibles son conjuntos que se originan a partir del
axioma de eleccion.

2INGtese que éste es el conjinto de las entradas de medida postiva de toda In matriz.
3 PBanach v Tarski se hablan dado eoenta de esta problemsttion disyantiva cuando des-
cubricron lns  descomposiciones paraddjicas (ver Wagon (24] p. 217).
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Los resultados de Solovay, que se presentardn en el siguiente capftulo, dan
una solucién feliz a este problema, pues no sélo confirman que el axioma de
eleccion es condicién necesaria para que existan conjuntos no Lebesgue medibles,
sino que matizan que es el caso sélo con versiones relativamente fuertes de

eleccion.
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4.2,

Los resultados que se presentaron a lo largo de la primera parte se resumen
en las siguicntes tablas. Los rubros Medida, Grupos y Conjuntos se refieren
a las teorfas correspoundientes. El rubro Espacios contiene las propiedades de los
espacios euclideanos (incluidas aquellas relacionadas con sus respectivos grupos

Resumen

de isomnetrias) utilizadas en la demostracién en cuestién.

NEGACION DE LA HIPOTESIS DE LA MEDIDA

(Existencia de conjuntos no medibles)

Hipétesis utilizadas
Pruebas Medida Espacios Grupos AE Conjuntos
Vitali a'ad‘_n\'ldad Traslaciones BOgr
Invarianza
Banach Finito- Descom-
. aditividad Rotaciones pocisiones BOgr
Tarski . s
Invarianza Paraddjicas
Bernstein o-aditividad Medida de BOR Cantor
Regularidad Lebesgue Bendixson
Hipétesis
Ulam o-aditividad BORr del
Continuo
Cardinal
Ulam o-aditividad BOgr Inacce-
sible

Es interesante notar la evolucién de las condiciones: de aquellas fuertemente
ligadas a los espacios euclideanos a las de buen orden y cardinalidad. Esto
indica el cardcter general del problema de la medida y su vinculo con la teorfa
de conjuntos.

En la siguiente tabla se incluyen resultados relacionados con la medida de
Lebesgue que permiten entender las preocupaciones que genera la existencia de
conjuntos no medibles y la importancia de caracterizarlos.

MEDIDA DE LEBESGUE
Prueba Elementos de la prueba
Completud de la medida
Conjunto de Cantor
Conjunto de Bernstein

2¢ conjuntos medibles

2¢ conjuntos no medibles
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A continuacién se presenta una tabla que contiene los resultados en los que

la dimension juega un papel importante. En ambos casos las medidas considera-

- das no sdélo son finito-aditivas, sino también invariantes bajo transformaciones
rigidas. : B

HIPOTESIS DE LA MEDIDA FINITO-ADITIVA

junt
Dimensién Medida CO"JUI‘l 0s Elementos de
no medibles la prucba
R! Banach Ninguno Hahn-Banach

(Lema de Zorn)
Banach-Tarski
R3 Cualquiera | Andlogo Vitali (Descomposiciones
paradéjicas y BOR)

La iltima tabla contiene las dos respuestas positivas respecto a la hipdtesis
de la medida que se presentan en esta tesis. El modelo de Solovay se expone
con detalle hasta la segunda parte, pero se incluye en este resumen justamente
porque indica qué tienen en comin los conjuntos no medibles.

HIPOTESIS DE LA MEDIDA

Hipétesis
Prueba Elementos de la prueba Conjuntistas
Medida de Banach RT Lema de Zorn
(Finito Aditiva) Hahn-Banach

Cardinales
Inaccesibles
Fuertes

Medida de Lebesgue

Modelo de Solovay Meétodo de Forcing




Parte I1

Un modelo en el que todos
los conjuntos de reales son
Lebesgue medibles

14







Modelos de una teoria

Cuando nos enfrentamos a la demostracion. via el conjunto de Vitali, de la
negacion de la hipétesis de la medida se plantearon dos opciones para rescatarla:
(1) debilitar las condiciones de la medida, (2) rechazar o debilitar el axioma
de cleccién. La demostracion con los conjuntos de Bernstein nos hizo ver que
desechar la invarianza bajo traslacién no era solucién. Por otro lado, el teorema
de Banach-Tarski muestra que abandonar la o —aditividad tampoco solucionaria
cl problema. Sin embargo, ambas pruebas, junto con la de Vitali, tienen una
hipétesis en comuin: la existencia de un buen orden para los reales. Asf que nos
preguntamos si ¢sta es condicién necesaria para la negacién de la hipétesis de
la medida.

Para confirmar que el axioma de eleccién es responsable de la existencia de
conjuntos no medibles bastarfa ver que ZF ¥ ~H M. Nlds adelante se discutird
con detenimiento qué es un modelo de la teorfa de conjuntos, por lo pronto sélo
cabe senalar que si existe un modelo de ZF + H M, entonces la negacién de
la hipdtesis de la medida no es teorema de Z F. Sin emnbargo, al menos para el
caso de la medida de Lebesgue, la g — aditividad de la medida presupone la
posibilidad de hacer elecciones numerables. De modo que parece mds sensato
buscar un modelo de ZF + AEy ¢, con (AEus) una versién del axioma de
cleccién al menos tan fuerte como cleccién numerable, pero obviamente mds
débil que BOg. Un modelo con esas caracteristicas fue justamente lo que Solovay
construyaé.

Un modelo de una teorfa axiomndtica es una interpretacién en la que todos
los axiomas son verdaderos y, por lo tanto, también todos los teoremas que de
cllos se derivan. Para ver que un enunciado no es teorema de una teorfa basta
encontrar una interpretacion en la que se cumplan todos los axiomas, pero el
enunciado sea falso. Por cjemplo, sea TO (Teorfa del Orden) el conjunto de
todos los teoremas que se desprenden de los siguientes axiomas:

Axioma de Asimetria: No existen q,b talesquea<bybd<a.

Axioma de Transitividad: Para todos a,b y ¢, si « < by b < ¢ entonces
a<c.

En este caso todo conjunto ordenado es modelo de TO. Por ejemplo el
conjunto p({W}, {#, {¥}}) ordenado con ia contencién propia.

G9




Consideremos el signiente enunciado:

Hipé6tesis de Lincalidad (HL): Paratodosay bé biena<béb<ad
a=b

Como la contencién propia no es un orden lineal sobre @({#, {#}}), ya que
{{0}} € {0} y {V} € {{¥}}, tenemos un modelo de TO en el que la hipétesis
de linealidad es falsa. Asf que HL no es teorema de TO. Desde luego que esto
no quiere decir que la negacioén de la hipétesis de linealidad sea teorema de
TO. De hecho, si tomamos el conjunto {#},{(}} ordenado mediante la relacién
de pertenencia, tenemos un modelo de TO cn el que se cumple la hipétesis
de linealidad, asi que su negacién tampoco puede ser teorema de la tcorfa del
orden.

Un enunciado, como la hipdtesis de linealidad, que no se puede detnostrar
ni refutar a partir de una teorfa se conoce como un enunciado independiente de
la teorfa. Esto quicre decir, entre otras cosas, que tanto ¢l como su negacién se
pueden agregar como axiomas. La hipétesis del continuo es el ejemplo cldsico
de un enunciado independiente de la teorfa de conjuntos, aunque no es el tinico.
El trabajo de Solovay consistié justamente en demostrar que la hipétesis de la
medida es un enunciado independiente de ZF (pues demostré que hay un modelo
de la teorfa de conjuntos sin el axioma de eleccién, en el que todos los conjuntos
de reales son Lebesgue medibles).

Modelos de la teoria de conjuntos.

En el ejemplo que dimos de la teorfa del orden hablamos intuitivamente de
los modelos como conjuntos ordenados cuyos elementos darfan significado a las
variables a, b y ¢ y cuyo orden interpretarfa el simbolo <. El caso de los modelos
de la teoria de conjuntos es andlogo, ya que también indican cuél es el universo
(que puede ser un conjunto o una clase) sobre el que se toman los conjuntos y la
relacién entre ellos que interpreta el sfmbolo € y se comporta como lo establecen
los axiomas. En ambos casos es posible formalizar la nocién de interpretacion.

El lenguaje de la teoria de conjuntos es un lenguaje de primer orden con
igualdad que tiene cémo tinicos pardmetros el simbolo de cuantificacién vV y el
sfmbolo de predicado binario €, pues es posible expresar todos los axiomas uti-
lizando tinicamente esos dos siinbolos y los sfmbolos légicos (—, -, v1, va..., =)24.

Definicién 18 Una interpretacion I del lenguaje de la teoria de conjuntos es
una funcion que al simbolo de cuantificacién V le asigna un conjunio (o clase)
no vacio M, conocido como el universo de la interpretacion, y al simbolo € le
asigna un relacion binaria R definida en los elementos de M (R C M x M).

Nétese que las interpretaciones del lenguaje de la teorfa de conjuntos quedan
completamente determinadas por el par (A, R), donde A{f es el universo de la
interpretacién y R la relacién que interpreta al sfimbolo €.

2INGtese que en ol easo del lengnaje de b teortn del orden tanbien se tiene solo dos pardnet-
ros (V, <). '
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Por otro lado, el teorema de completud de Gédel nos garantiza que si una
teorfa cs consistente entonces tiene un modelo. Para el caso particular de ZFE
parece sensato creer que se trata de una teorfa consistente. Sin embargo, en
sentido estricto no podemos saber si es asi, pues ¢l teorema de incompletud de
Godel senala que ZFE no puede probar su propia consistencia (ver Enderton
(8] p. 275). Pero incluso si otra tcorfa pudiera demostrar la consistencia de
ZFE nos veriamos después enfrentados al problema de demostrar, a su vez, la
consistencia de ¢sta. Esto explica por qué las pruebas de independencia de un
enunciado respecto a la teoria de conjuntos son pruebas de consistencia relativa
en las que la consistencia de ZFE es un supuesto de vital importancia.







Capitulo 5

Teorema de Solovay

El teorema de Solovay es un ejemplo de los resultados que se obtienen me-
diante pruebas de consistencia relativa, aunque en este caso se presupone la
consistencia de algo mds que ZFE. La discusion sobre las hipétesis que Solovay
agrega se dejard para mads adelante. Por lo pronto, se enunciard el teorema y
se discutird su significado para el andlisis inatemitico y el problema general del
tamaino de un conjunto.

Notacion 4 E! enunciado “Eriste un cardinal fuertemente inaccesible” se de-
notard con I.

Teorema 46 Supongamos que eriste un modelo esténdar y transitivo de Z FE +
1. Entonces existe un modelo estdndar transitivo de ZF en el que los szguzentes
enunciados son verdaderos:

(1) El principio de eleccion dependiente.

(2) Todo conjunto de reales es Lebesgue medible.

(3) Todo conjunto de reales tiene la propiedad de Baire.

(4) Todo conjunto no numerable de reales contiene un conjunto perfecto.

5.1. Eleccién Dependiente y Andlisis Matemati-
CO.
El principio de eleccién dependiente es pieza clave para entender la immportan-

cia del resultado de Solovay, ya que garantiza la posibilidad de tener elecciones
numerables.

Definicién 19 (Principio de Eleccién Dependiente) Si R es una relacién

en un conjunto no vacio X tal queVz € X Iy € X (xR y), entonces eziste una
sucesion {1, }5%g de elementos de X tal que Yn € N, 2, R wpq,.
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TEOREMA DE SOLOVAY.

Definicién 20 (Principio de Eleccién Numerable) Si{A,}5%, es una fu-
milia numerable de conjuntos no vacfos entonces existe una sucesion {a,,},,_o
tal que Yn € N. a,, € A,.

Notacién 5§ Denotaremos con ED al Principio de Eleccion Dependzente Yy con
EN al Principio de Eleccion Numerable.

Teorema 47 (ED = EN) El principio de eleccion. dependiente zmpltca el
principio de eleccion numerable. : B

Demostracion. Sca A = {A,,}°2, una familia de conjuntos no vacfos y sea’ Sy
el conjunto de todas las sucesiones finitas s = {a;} 4 tales que Vi, 0 <i < n,
a; € A;. Sea R una relacion sobre Si tal que Vs.t € Sy

sRtssis={aj}iigyt=sU{ans1},con app1 € Apyr.

Por el principio de eleccidn dependiente tenemos una sucesion numerable {s,}92,
de sucesiones finitas tal que s, Rs,4y. Como (sRt = s Ct ), entonces {s,}
es tal que s, C sp4q. Asfque {J sp = {@;}52p, cona; € A;. =

ne

Muchos teoremas del andlisis matemitico se demuestran mediante el princi-
pio de eleccién numerable o el principio de eleccién dependiente. Desde resulta-
dos muy basicos como union numerable de conjuntos numerables es numerable
hasta el teorema de Hahn-Banach restringido a espacios de Banach separables’.
Incluso, la o — aditividad de la medida de Lebesgue depende del principio de
eleccion numerable, pues ZF es consistente con que los reales sean unién nume-
rable de conjuntos numerables y, por lo tanto, también es consistente con que
la medida de Lebesgue no sea o — aditiva®. Esto explica porque el principio de
eleccién dependiente es el primer enunciado en aparecer dentro del teorema de
Solovay, pues sin ¢l la medida de Lebesgue no ocuparfa un papel central en el
problema de la medida.

Teorema 48 Si el principio de eleccion numerable es vdlido, entonces la unidn
de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable.

Demostracién. Supongamos que se cumple el principio de eleccién numerable.
Sea 4 = {A,}ien tal que Vi € N, |A;| = Ro. Sin pérdida de generalidad podemos

ademas suponer que A; N A, = 0 si i # j. Para demostrar que IU A; ( = No
N

basta dar una funcién bivectiva F de Nx N en U A, ya que IN x N} = Rg. Como

Vi €N, |A4;| =No entonces Vi € N, G; = {g : g es biyeccién entre N y A;} # 0.

P Es decir, restringido a los espacios vectorinles nornidos completos (de Bannch) y separa-
bles (ver Solovay [23] p.3).

2 Hay un modelo de ZF en el gue los ceales son union nunterable de subconjuntos punerables
de venles (ver Wagon [24] p. 208). Asé que en ese modelo lnnedida de Lebesgue no es o —aditiva,
pues de otro modo g, (R) = 0!
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Asfque {G, }ien es una familia numerable de conjuntos no vacfos. De mnodo que,
por el principio de eleccién numerable, hay una sucesién. de funciones {g; }ien
talque Vi € N, g; € Gi. Sea F:NxN — [J A, tal queV(n,m) € N x N:
iEN
F(n,m) = gn(m).

Notese que F es inyectiva ya que las g; son inyectivas y dada m € N,
gi(m) # g;(1n) si i # j, pues en cse caso A; N A; = . Ademds F es suprayectiva,
pues dada a € [J A, existe j € N tal que a € A;. De modo que a € rang(g;).

ieN
Asfque existern € Ntal g,(m)=a. m
También demostraremos, usando el principio de eleccién numerable, paxtc

del teorema de Heine-Borel:
Teorema 49 Sea A C R". Si A es compacto entonces A es cerrado y acatado"

Demostracién. En realidad demostraremos que si un conjunto A no es cerrado
o no es acotado, entonces no es compacto:

(1) Supongamos pritnero que A no es acotado. Eso quiere decir que A
{a € A: |a] > n} # O Nétese que {An}nen es una familia numerable de
conjuntos no vacios. Asi que, por el principio de eleccién numerable, hay una
sucesion S = {a,}nen tal que la,| > n. Por otro lado, como dada a € A
existe n € N tal que |a} < 7, entonces dada a € A existe V, tal que a € V, y
Vo NS es finito. Claramente {V, },e4 es una cubierta abjerta de A que no tiene
subcubierta finita, ya que S es una sucesién infinita de elementos de A y V, NS
os finito. Asf que A no es compacto.

(2) Supongamos ahora que A no es cerrado. Es decir, supongamos que existe
ztal que v ¢ A y x € A’. Recordemos que: z € A’ =+ Vn e N, A, = {a €
Atlr —a| < ,l.} # . Asf que {A,, }nen es una familia de conjuntos no vacfos y
entonces, por el principio de cleccién numerable, hay una sucesion s = {a, }nen

C A tal que limy—cotn = x. Sea V,, = {a € R" : | ~a| > ;‘;} Né6tese que
{ Vi }nen es una cubierta abierta de A que no tiene una subcubierm finita, pues
de otro modo, existiria 1, tal que para todaa € A, |a — 2| > =~ . Es decir, si

mzng, Am={a€A:lr —af< L} =0y, por lotanto, = ¢ A" Asf que A no
es compacto. =

5.2. Propiedad de Baire y Conjuntos Perfectos.

Sobre el inciso (2) del teorema de Solovay, que afirma que en el modelo
todos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles, no hay mucho mds que
decir que lo expuesto a lo largo de la tesis; salvo por el siguiente teorema que
nos demuestra que un conjunto medible es un conjunto “bien portado”.

3E] teoremnn de Heine-Borel en realidad os el si y solo si, pero el regreso se puede consultar
en Rudin [21] (pp. 33-35).

1En ol sentido de que es igual o un conjunto de Borel, salvo por un conjunto de medidn
cero,
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Teorema 50 Si un conjunto A es Lebesgue medible entonces es 1gual a un
conjunto Gs menos un conjunto de medida cero. .

Demostracién. Si A es medible dada n € N, por definicién, existen F,, cerrado
y Gy abierto tales que F,, € A C G, y 1’ (Gn — Fy) < % Si tomamos G =
ﬂ Gy, como (G = F,) C© (Gn— Fu), entonces 4" (G~ Fp) < & L Sea N =G-—A.

nen
Nétese que A = G — N con G un conjunto Gs. Asl que sdlo falta ver que

#(N) =0, pues en ese caso N ¢s medible y tiene medida cero®. Ademds dada
n € N, como F,, € 4, entonces G — 4 = N C (G~ F,). Asf que por la
monotonfa de la medida exterior (Lema 16) se tiene que p*(N) < + y, por lo
tanto, ;" (N)=0. =

Por otro lado, es interesante ver que los incisos (3) y (4) nos hablan de
un buen comportamiento de los conjuntos de reales en términos topolégicos y
conjuntistas, como el inciso (2) lo hace respecto a la medida. Es decir, dentro’
del modelo de Solovay, es posible decir cudl es el tamafio de un conjunto en los’
tres sentidos expuestos al principio de la tesis.

Para comprender el significado del inciso (3) conviene recordar qué se en-
tiende por la diferencia simétrica de dos conjuntos y qué significa que un con-
junto tenga la propiedad de Baire.

Observacion 13 Recuérdese que un conjunto F es de primera categorfa si y
solo si es unidn numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Es decir, si

F = |J Dy, con intD, = 0.
neN

Definicién 21 AAB=(A-B)U(B—~A)=AUB-ANB.
AAB se conoce como la diferencia simétrica de A y B.

Definicién 22 Un conjunto A tiene la propiedad de Baire si y sdlo si existe G
un conjunto abierto tal que AAG = F, con F' un conjunto de primera categorfa.

El teorema de Solovay nos indica que los conjuntos que no tienen la propiedad
de Baire son, en todo caso, conjuntos que se obtienen a partir de versiones mds
fuertes del axioma de eleccién que el principio de eleccién dependiente. Sin
embargo, alin suponiendo el axioma de eleccién, ;Realmente hay conjuntos que
no tienen la propiedad de Baire? Es interesante ver que ni el conjunto de Vitali
ni los de Bernstein tienen la propiedad de Baire. A continuacién daremos la
demostracién para el caso de los conjuntos de Vitali, pues la demostracién para
los conjuntos de Bernstein se puede consultar en Oxtoby [19] (p. 24).

Y0 e habfa sefiinlado antes que ln primera parte de la demostracion del Teorema 30 se
puade generadizar para demostrar quae la medida de Lebesgue es completa,
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Para demnostrar que el conJunto de Vltall no. tlene la plopledad de Bzure se
necesitan los siguientes resultados i

Lema 51 Todo subconjun!o de un conjunto de pmmera catego:‘fa es de primera
categoria. .

Demostracién. Sea A = |J A, tal que int A; =0 ysea B C A. Sea B, ="

nenN E
BN A,. Estd claro que B = |J By, asf que sélo habrfa que demostrar que int
neN
B,, = ¥, pero eso es inmediato, pucs B,cd, = mtB,, C mt A =0 =

Teorema 52 (Baire) Todo m!ervalo abierto no vacfo es de segunda categor[a

La demostracion de este teorema 1o se dard aquf pmo puede consultarse en
Oxtoby [19] (p.2)

Teorema 53 El conjunto de Vitali no tiene la propiedad de Baire.

Demostracién. Sea V el conjunto de Vitali. Supongamos que V tiene la propiedad
de Baire, entonces existen U abierto y F de primera categorfa talesque UAV =
F. Como F es de primera categoria entonces F = |J A,, con intA, = .

nehi
Tenemos dos casos:

(1) U # 0. Como U es abierto no vacfo, existe I = (a,b) € U. De modo
que I NV $# ¥, pues de lo contrario, I ¢ U AV = Fy, por el Lema 51, I
serfa de primera categorfa! (teorema de Baire). Sea r € (a,b) N V. Nétese que
(a,7) C (a,b). SeaT =V N(a,r)yseaqgé€ Q tal quer + g < b. Afirmamos
que Tyrasq) C (@, b) — V. Sea s € Tiras(q), €50 quiere decir que existe ¢ € T tal
que s =t+gq. Comoqge€Q, entonces s ~, t. PeroT = VN (a,r),asiquet € V
y, por lo tanto, s ¢ V. Ademéds como t € T y T C (a,r) entonces a < t <7
y como g es tal que 7+ q < b, entonces a < t +q < r+ g < b. Por lo tanto,
s =t+q € (a,b). De modo que para toda s € Tirasq, s ¢ V y s € (a,b). Es
decir, TirasqC (ab) =V C U -V C ULV = F. Asf que, por el Lema 51,

Tiras(q) = "LEJN B, con intB, = . Sea C, = (Bn)tras(-q) = {8 —q: s € B,}.

Afirmamos que T C |J Cn y que intC, = 0. Seat € T =V N (ay7), entonces -
nenN
s =t + q € Tirqs(q- Asf que existe m € N tal que s € Br,,. Como s ~ g = ¢,
entoncest € (By)tras—q = Cin. Asique T C |J Cy. Falta ver que cada miembro
neN

de la unién es un conjunto denso en ninguna parte, pero esto es trivial ya que
dicha propiedad se preserva bajo traslaciones y Cy, = (Bn)tras—q, CON intB, =
Tenemos entonces que T estd contenido en un conjunto de primera categorfa.
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Por el Lema 51, T es cle prunera catcgorfa Es decir, T = |J D,, cou zntD,, ‘
nen
=W Porotrolado. (a =} ~-T = (a—-r)~-V CUAV = |J A,,, asf que
. nEN .
(a=r)~T = | Fu con intF, = . Juntando estos resultados tenemos que
nem
(a,7) = ((a.)-THYUT = |J F,U |J D, con intF, = e intD, = ¥. Es decir,
nen nenN

(a,7) es de primera categorfa! (tcorema de Baire).
(2) U =0 Enestecaso UQA V =V = F, con F de primera categorfa, Es
decir, V = |J 4, con int ‘:i,, = (. Recordemos que para la demostracién del

nech
Teoremna 4, definimos para toda ¢ € QN {0,1) el conjunto V, = {s +qlse

‘/A5‘+(/<1}U((t+(/)—l|t€V/\t+{/>l} l)lrusqu( I)MQS(!I‘U
Como V2, c V' y VI, C V y estamos suponiendo que V es de primera categorfa,
entonces mmlnen es de primera categoria. Eso quiere decir que si {gm }men
es una numeracion de Q N [0,1), entonces V;,, = |J Aum. con int Anm = 0.

nenN
Como ademds {V, q,, }men es particién numerable del intervalo [0,1) tenemos que
[0,1)= U U Aum, con intd,, = . Esto querrfa decir que el intervalo {0,1)

meNnenN
es de primera categorfa!®. En resuinen ninguno de los dos casos se puede dar y,

por lo tanto, el conjunto de Vitali no tiene la propiedad de Baire. m

El hecho de que todos los conjuntos de reales tengan la propiedad de Baire
habla de un buen comportamiento topolégico, en el sentido de que todos los con-
Jjuntos de reales son como los conjuntos abiertos salvo por un conjunto topolégi-

camente despreciable.
El inciso (4) nos indica también la existencia de un buen comportamiento

del tamafio de los conjuntos de reales en términos de cardinalidad. De hecho,
este inciso se puede ver como una respuesta al problema del continuo.
Lo primero, como en el caso de la propiedad de Baire, es recordar qué significa

que un conjunto sea perfecto.

Definicién 23 Un conjunto es perfecto si y sdlo si es no vacio, cerrado y no
tiene puntos aislados.

Para demostrar, desde ZFE, que hay subconjuntos de reales no numerables
que no contienen un conjunto perfecto utilizaremos los conjuntos de Bernstein.
Sin embargo, antes veremos algunos resultados muy lmportantes respecto a la

cardinalidad de los conjuntos perfectos
Teorema 54 Todo conjunto perfecto es no numerable.

Demostracién. Sea P un conjunto perfecto. Supongamos que P es numerable.
Sea {x,}52¢ una numeracién de los elementos de P y sea’ Vo una vecindad

EN6Gtese que este segundo easo es totahnente andlogo a ln (I('mmluu mn de In negacién de
Ia hipotesis de lnomedida a partiv del conjunto Vltnh
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tal que zg € V. Como P no tiene puntos aislados, entonces zp es punto de
acumulacién de P. De modo que existe V) tal que zg ¢ Vi, VNP #Wy
¥4 € V. Procedemos entonces recursivamente. Supongamos que ya tenemos
definido a V. Como x, es punto de acumulacion, entonces existe V4 tal que
x, & V,H_,, Vari ODP # 0y \,.+| C Vn. Nétese que V,,+| N P es compacto,
va que es interseccién de un compacto con un cerrado. Si K, = V4 N P, por
construceion, tenemos que para toda x, € P, a, ¢ K,. Y como {z,}52, es una

numeracion de los elementos de Py K, C P, entonces [ K,, = (. Por otro
neN
lado, sabeinos que { Ny }nen es una familia anidada de conjuntos compactos, de

modo que su interseccién es no vacfa’. Es decir, [ K, # ¢! Por lo tanto, todo
nen
conjunto perfecto es no numerable, =

Corolario 55 Todo conjunto perfecto tiene la cardinalidad de los reales .
Demostracién. Este resultado se desprende de manera inmediata del teorema

anterior y del Corolario 34 que justamente nos garantiza que todo con)unto
cerrado no numerable tiene la cardinalidad de los reales. m

Fue Cantor quien, en su intento por verificar la hip6tesis del continuo, de-/;
mostré que todo conjunto perfecto tiene la cardinalidad de los reales, con la -
esperanza de poder demostrar después que todos los subconjuntos de reales.no::

numerables contenian un conjunto perfecto. Sin embargo, el axioma de eleccién
sirvié, también en este caso, para dar un contraejemplo.

Teorema 56 Hay conjuntos de reales no numerables que no contienen un con-
Junto perfecto.

Demostracién. Sea B un conjunto de Bernstein. Tenemos dos casos: (1) Supon-
gamos que B es numerable, entonces B¢ es no numerable. Afirmamos que B¢ no
contiene un conjunto perfecto. Supongamos que existe 2 un conjunto perfecto
tal que P C B¢, entonces PN B = . Sin embargo, por el teorema anterior
sabemos que I es un conjunto cerrado no numerable, asf que por la definicién
de un conjunto de Bernstein BN P # (! Por lo tanto, B¢ no contiene un conjunto
perfecto.(2) Supongamos que 3 es no numerable, por el mismo argumento que
usamos para B3¢, se puede ver que en este caso B es un conjunto no numerable
que no contiene un conjunto perfecto. ®

El tcorema de Solovay es interesante respecto al problema del continuo, pues
el inciso (4) nos garantiza que en el modelo en cuestién los conjuntos de reales
son finitos, numerables o equipotentes con el conjunto de todos los reales. Desde
luego que en cste caso no se puede pensar la cardinalidad de los reales como
un cardinal ordinal, pues eso equivaldria a tener un buen orden para los reales
que, como ya vimos, es condicién suficiente para tener conjuntos que no sean

TEste es un conocido resultado de topologfa que se puede consultar en Rudin [20) (p. 83).

L5TA T‘ZG IS MO SALE
DELA BIRIIOTROA
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Lebesgue medibles. Pero entonces ;Qué sentido tiene decir que la hip&tesis del
continuo para los reales es vilida en ¢l modelo de Solovay?

Hasta ahora hemos planteado el problema del continuo suponiendo que hay
un buen orden para los reales, pues lo que nos hemos preguntado es si R; es o
no el cardinal de los reales. Sin embargo, existe una versién de la hipétesis del
continuo que no necesita del axioma de eleccién, ya que se puede expresar en
términos de funciones inyectivas.

Notacién 6 Sean A,B conjuntos. Escribiremos A 5 B si existen funciones
inyectivas, pero no existen funciones suprayectivas, de A en B.

Proposicién 57 Hipdtesis del continuo sin arioma de eleccion (HC-AE):
~JACRtal queNg Ay AR

Nétese que si nosotros tuviéramos que ZFE + —HC, ¢l teorema de Solovay
nos garantizarfa que los conjuntos que niegan la hipétesis del continuo son,
en todo caso, como los conjuntos no medibles; es decir, son conjuntos que se
generan a partir de formas relativamente fuertes de eleccién. Sin embargo, Godel
demostré que ZFE es consistente con la Hipétesis del Continuo (es decir, que
ZFE ¥ -~HC), con lo que garantizé que para negar dicha hipétesis no bastan
versiones fuertes de eleccién, se necesitan nuevos axiomas. En ese sentido, el
resultado de Solovay cs en realidad una versién méds débil de lo que probé Gadel,
pues demuestra que ZF + ED ¥ —~(HC - AFE).

Por otro lado, el hecho de que la hipétesis del continuo se cumpla en el
modelo de Solovay parece contradecir el primer teorema de Ulam®. Sin embargo,
recordemos que ¢! teorema de Ulam usa la versién de la hipétesis del continuo
con axiomna de eleccién. De hecho, ya desde ese momento se habia hecho mucho
énfasis en la importancia del orden que los reales heredan de R, para el desarrollo
de la demostracién de Ulam.

Finalmente cabe senalar que aunque la prueba de Solovay es, como la de
Godel, una prueba de consistencia relativa, hay profundas diferencias entre ellas.
La primera, que en parte explica porqué el resultado de Solovay es mds débil
respecto al problema del continuo, tiene que ver con la hipétesis de la que parte,
ya que Solovay supone algo mds fuerte que la simple consistencia de ZFE. La
segunda tiene que ver con la forma en que se construye el modelo que se desea,
ya que la prueba de Solovay se basa en el método de forcing, que introdujo
Cohen precisamente para demostrar la consistencia de ZFE con la negacién de
la hipétesis del continuo (ver Kunen (18] pp. 211-216).

*8i la hipstesis del continuo se cample cutonees g conjuntos que no son Lebesgue me-
dibles (vor Teorema 42).
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5.3, CARDINALES FUERTEMENTE INACCESIBLES .
5.3.. Cardinales fuertemente inaccesibles .

Para analizar las hipétesis del teorema de Solovay hace falta recordar qué es
un cardinal inaccesible fuerte:

Definicién 24 « es un cardinal fuertemente inaccesible si y sélo si & es un
cardinal limite. regular, mayor que Ro y tal que VA < &, 2> < kY.

La existencia de cardinales fuertemente inaccesibles, que denotaremos con
I, no es teorema de ZFL, ya que se puede ver que ZF E + —1 es consistente. La
idea es tomar el universo constructible de Godel denotado por L'". Si L no tiene
cardinales inaccesibles, entonces L es modelo ZFE + —I . De lo contrario, sea
wp = min{r € L : & es fuertemente inaccesible}. Se puede ver que L, es modelo
de ZFE + —I (Hrbacek y Jech [14] p.279). Asf que ZFE + —1I es consistente,
Sin embargo. no se puede probar la consistencia relativa de ZFE + I (Capftulo

, Amor [3]). En otras palabras, suponer que hay cardinales fuertemente inac-
cesibles puede contradecir a ZFE. Sin embargo, existen argumeintos intuitivos a
favor de dicha hipdtesis.

Si observamos que Rg s un cardinal limite y regular tal que VA < Np,
2% < Ry, es natural pensar que el enunciado “existen cardinales fuertemente
inaccesibles” no es sino una generalizacién del Axioma de Infinito!!, Sin em-
bargo, en el mismo tenor, podriamos decir que un argumento inmediato a favor
del axioma de cleccion es que se trata de una generalizacion del principio de
eleccion nuinerable, lo que no quiere decir que esté exento de dificultades.

Al margen de si la hipétesis de Solovay es aceptable o no, lo que es notable
es que recupera la conexién entre propiedades de cardinalidad y de medida que
se comenzaban a perfilar con los resultados de Ulam. De hecho, en el siguiente
capftulo, dedicado al método de forcing, se podrd ver que las hipétesis sobre
la existencia de cardinales inaccesibles suclen traducirse en resultados sobre la
cardinalidad del continuo (i.c. de R) y propiedades respecto a la potencia de
los reales. Esto no s6lo vuelve a acercar los resultados de Solovay y Ulam, sino
que demuestra que, pese a que la cardinalidad no es una forma adecuada de
considerar el tamaiio de un conjunto de reales para la teorfa de la integracioén,
sf es factor determinante en el problema de la medidal?2.

Y Esta tiltima propiedid establece In diferencia entre los cardinades fuertamente innceesibles
v los eardinnles innceesibles sin mas.

WL, es el modelo que Godel cred para demostrar In consistencia de ZFE + HC.

HHrbacek v Jeeh presentan un argumento mas sofisticado que involucra tnn separacion de
los conjuntos amtlogn o la distincion de I Jogicn de priver orden y 1l de segundo orden (ver
Hrbacek y Jeeh [14]) p.279).

Y2Ghelnh proba gue tn hipotesis sobre In vxmtvu('m de un eardinal fuertemaente umuuuhl(. i
condicion necesaria para tener un modelo en ¢l que todos 1os conjuntos de reales sou Lebesgne
medibles (ver Kanamori {16] p.136).
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Capitulo 6

Forcing

En 1963 Cohen demostré que la negacién de la hipétesis del continuo es
consistente con ZFE mediante una idea aparentemente sencilla y natural: partir
de un modelo de la teoria de conjuntos y extenderlo agregando nuevos conjuntos.
Sin embargo, puesto que el objetivo central era hacer mas grande la potencia
de los reales era claro que aquellos conjuntos que se introducian debfan tener
propiedades particulares,

La posibilidad de extender de mancra controlada tnodelos de la teorfa de
conjuntos fue la clave para que el método de forcing, introducido por Cohen, se
convirticra en un fecundo método de pruebas de consistencia relativa aplicable
a problemas no sélo de la teoria de conjuntos (como el caso del continuo), sino
de otras dreas como teorfa de la medida. La revisién de los resultados que dan
forma al método de forcing junto con un esbozo de su aplicacién con dlgebras
de Boole permiten entender, en términos generales, cémo construyé Solovay un
modelo en el que todos los conjuntos de reales son Lebesgue medibles.

6.1. Modelos transitivos y estdndar

En la introduccién a la segunda parte se sefialé que la cousistencia de una
teorfa implica la existencia de un modelo para ella. Sin embargo, el teorema de
Solovay, como todos los resultados que se prueban mediante forcing, presupone
la existencia de un modelo con propiedades muy especiales: que sea transitivo
y estdndar!. La justificacién de que las pruebas mediante el método de forcing
siguen siendo pruchas de consistencia relativa se basa en algunos teoremas
importantes de la l6gica matematica, como el teorema de Reflexién, el Colapso
de Mostowski y el teorema de Lowenheim-Skolem(ver Amor {2]). Nosotros nos
concentraremos en explicar en qué consisten esas propiedades y por qué se piden.

Definicién 25 M es transitiva ssiVa(z € M = 2 C M).

PFambitn se suale pedir gne sea numerable, pero eso lo veramos s adelante.
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Definicidn 26 Un odelo de ZFE es estandar si el stmbolo € se interpreta
como la pertenencia entre conjuntos.

Recordemos que los modelos de ZFE son interpretaciones del lenguaje de
la teorfa de conjuntos que hacen verdaderos a los axiomas y que dichas inter-
pretaciones se pueden caracterizar como pares ordenados conformados por un
conjunto o clase que funciona como el “universo” y una relacién que interpreta
el sfmbolo €. De modo que si (Af, ) es modelo de ZFE, entonces interpreta
a toda férmula = del lenguaje de la teorfa de conjuntos. Es posible definir for-
mnalmente (ver Kunen {18] p.112) la interpretacion de una férmula 2 en (A, R),
que se escribe como =M% v se conoce como la relativizacion de ¢ a (M, R).
Por ejemplo, (x € y) R 2Ry y (Fz )M = 3, ¢ x\l(a/“'m ).

La ventaja de trabajar con modelos estdndar es que la interpretacién de una
féormula del lenguaje de la teorfa de conjuntos sélo requiere acotar los cuantifi-
cadores. Por ejemplo, (3 (x € y)){M€) = 3z € M (2 € y)). Dado que en forcing
se trabaja con modelos estdndar, de ahora en adelante en lugar de referirnos a
los modelos de ZFE mediante el par (M, €), lo haremos simplemente mediante
VS

6.1.1. Absolutez y Relativizacién

Una de las ventajas de los modelos transitivos es que nos garantizan que el
significado de cierto tipo de férmulas (llamadas férinulas absolutas para modelos
transitivos) no varia si se relativizan a un modelo transitivo o se piensan en el
universo de todos los conjuntos. Por ejemplo, si los elementos de un conjunto
no vacfo que pertenece a una clase Af no estan en M, entonces dicho conjunto es
vacfo segiin Af. Esto no pasa st AMes una clase transitiva, ya que por definicién
contiene a todos los elementos de sus elementos.

Definicién 27 Sea v una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos. ¢ es
una formula absoluta para clases transitivas si y sdlo si para toda clase transitiva

M

VI, Ty € MM (24,...,20) & @(1,000y Tn).

Existen muchas férmulas que son absolutas para modelos transitivos de ZFE.
Por ejemplo: 2 =, = w, R es relacién y R es funcién (ver Kunen [18] pp.120-
121). Sin embargo mds interesante atn son las férmulas que no son absolutas
para modelos transitivos. Por ejemplo, « es cardinal 6 = = gp(z). Mds adelante
se verd que la no absolutez de la nocién de potencia de un conjunto juega un
papel central en forcing.
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6.2. Definicién

Hemos seiialado ya que la idea general de forcing es agregar a un modelo
de ZFE nuevos conjuntos, de manera que se obtenga un modelo mas grande?
que dé cuenta de la consistencia de ZFE junto con el enunciado con el que se
quiere probar la consistencia. Lo interesante es que los conjuntos que se agregan,
aunque no estdn en el modelo base, pueden conocerse a partir de los elementos
que estdn en éste, ;Qué quiere decir esto?

El conjunto de reales puede servirnos como analogfa para responder de man-
era intuitiva esta pregunta. Aunque inds adelante, cuando se vea la definicién
de forcing, se dard un respuesta mds formal. Sea T' la teorfa determinada por
los siguientes axiomas:

Axioma de Asimetria: No existen a y b tales quea<by b < a.

Axioma de Transitividad: Para todos a,by ¢, si a < by b < ¢ entonces
a<ec.

Axioma de Linealidad: Para todosay bébiena<béb<aba=0b

Axioma de Densidad: Para todos a y b si a < b entonces existe ¢ tal que
a<c<b

Nétese que T es una extensién de la Teorfa del Orden que presentamos en
el Capftulo II v que (@, <) es un modelo de T si el simbolo < se interpreta’
como el orden canénico de los racionales, ya que ese es un orden lineal denso.

Consideremos el siguiente enunciado:

Hipétesis de Completud (HCM): Toda coleccién acotada superiormente
tiene supremo.

Como no existe ¢ € QN (0,1] tal que ¢ = sup{z € QN [0,1] : x? < 2},
estd claro que en (Q, <) no se cumple la Hipétesis de Completud. Sin embargo,
es posible agregar nuevos objetos a Q@ de manera que se tenga un modelo de
T+ HCM. La construccién de los reales mediante cortaduras de Dedekin no sélo
permite ver que (R, <) es una extensién de (Q, <) en la que todos los axiomas
de T son vélidos y la Hipétesis de Completud también, sino que los conjuntos
que se agregan sc pueden describir mediante los elementos del modelo inicial (es
decir, mediante los racionales) y el orden entre ellos. El caso del modelo base
y el modelo que se obtiene con forcing, conocido como extensién genérica, es
andlogo no sélo porque ahi también se tiene que el primero estd contenido en el
segundo, sino porque los elementos que estdn en el segundo se pueden describir
mediante los elementos del primero®.

Por otro lado, nétese que los cjemplos que demuestran que la Hipétesis de
Completud no es vilida en (@, <) son los que sefialan qué tipo de objetos hay
que agregar para extender el modelo. Cuando pensamos en modelos de ZFE
no queda tan claro que haya modelos para los cuales existan conjuntos que no
estdn en él, pero que se pueden describir a partir de sus elementos.

28§ considenuuos In jerarquin acunndativa habefa gue decir que medinnte forcing se obtiene
en realidad un modelo mds “gordo”™, ya que el wodelo base ¥ el modelo extendido tienen los
wismos ordinales (ver Kuuen [18] p. 191).

FHrbacek v Jecl [14] (pp. 275-277) exponen con nuis detalle esta aunlogfa.
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La clave est4 en el uso de érdenes parcm]es pnrtlculares que también permlten A
ver qué tipo de conjuntos no estén en el modelo base y, por lo tamo. suglexen
. como hay que extenderlo. .

" Definicién 28 Un orden parcial es un par (P, <), donde < es una relacion -
reflexiva, antisimétrica y transitiva sobre un conjunto P. e

Observacién 14 En forcing se suele suponer ademds que existe 1p € P tal
Vp € P, p< 1p. Ast que, en lo que sigue, cuando nos refiramos a P un m‘den )
parcial se estard suponiendo que tiene un elemento mdrimo.

Definicion 29 Sea P un orden parcial. G C P es un filtro sobre P si'y sélo si:

1. G#0.
2. Vp,qeG,IreG(r<par<gq).
3 VpeG,Vqe P(p<q= qe G)'.
Observacién 15 Si G es un filtro sobre P entonces 1p € G.

A continuacién daremos una definicién de densidad con respecto a érdenes
parciales, que no se debe confundir con la nocién topolégica de densidad. - -

Definicién 30 Un conjunto D es denso en P si y sélo st D CPy Vp e P
dq € D(g £ p).

Definicién 31 Sea M un modelo esténdar y transitivo de ZFE y P un orden’
parcial tal que P € M. G es P-genérico sobre M st y sdlo si G es filtro: y VD
(D€ M AD esdenso en P =G ND#0). e

Definicidn 32 Vp,q € P, p y q son compatibles ssi 3r € P(r <pAvT 5 q)s.

Notacién 7 p L q denotard el caso en que p y q son incompatibles (p 1Lge
-3re P(r<pAr<g).

Definicién 33 Un orden parcial es frondoso si y sdlo siVp € P 3 s,t € P
(sSpAt<pnsLt).

Si pensamos el orden parcial como un 4rbol invertido, donde 1 es el punto
en la que comienzan las primeras ramificaciones, se tiene una idea bastante més
gréfica e intuitiva de lo que significa que un orden parcial sea frondoso. Se trata
de algo asf como un drbol con muchfsimas ramas, ya que en cada una hay al
menos una bifurcacién.

Los érdenes parciales frondosos junto con los filtros P-genéricos son los que
nos garantizan la cxistencia de conjuntos que, aunque relacionados con los ele-
mentos del modelo base, no pertenecen a éste.

1Esta propiedad permite ver por qué el nombre de filtro, pues nos dice que G “absorbe a
todo lo que se cncuentra por encina®.,

ANGtese que ln condicion (2) de filtro, nos dice que cualesequiern dos elementos de an filtro
son compatibles.,
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Lema 58 Si M es un modelo estindar y transitivo de ZFE, P un orden parcial
frondoso que pertenece a M y G un filtro P-genérico sobre M, entonces G & M.

Demostracién. Supongamos que G € M. Sea D = {a € P : x ¢ G}. Afir-
mamos que D es denso en PP y que D € M. Como estamos suponiendo que G €
M y M es modelo de ZFE. por el axioma de separacién, tenemos que D € M.
Por otro lado, como P es frondoso, dadap € P 3s,t € P(s <pAt<pAs Lt),
asfque s ¢ G 6t ¢ G, pues de otro modo s y ¢ serfan compatibles, por la condi-
cién (2) de filtro. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que s ¢ G, entonces
s € D.Y como s < p, s cs testigo de que existe @ € D tal que = < p. Por lo
tanto, D es denso en PP y como G es un filtro P-genérico entonces G N D # B!
(puess D=r ~-G). =

Notese que G € p(P) pero G ¢ M. Esto coincide con el hecho, fundamental
para las pruebas de consistencia relativa, de que la potencia de un conjunto no
es una nocion absoluta, En particular, el hecho de que todo modelo estdndar,
transitivo y numerable con un orden parcial frondoso tenga un filtro P-genérico
que no pertenezca al modelo es fundamental para el inétodo de forcing.

La demostracion de la existencia de filtros P-genéricos se basa en la tercera
propiedad que se le pide a un modelo base, a saber: que sea numerable. Es
interesante notar que este requisito involucra un resultado paraddjico, pues si
Al es un modelo de ZFE numerable entonces el conjunto de reales en M es
numerable. Como toda paradoja, este resultado {(conocido como la paradoja de
Skolem)%, no encierra una contradiccién. Para entenderlo basta notar que ser
no numerable no es una nocién absoluta, ya que un conjunto es no numerable
si no hay una funcién suprayectiva de los naturales en él. Asf que un conjunto
numerable puede no ser numerable segiin un modelo simplemente porque la
funcidn que lo biyecta con los naturales no estd en el modelo.

Lema 59 Si M es un modelo numerable de ZFE, P un orden parcial que pertenece
a M yp€ P, entonces hay un filtro P-genérico G sobre M tal que p € G.

Demostracién. Sea {D,, }nen una numeracion de los densos en P que pertenecen
a M (dicha numeracién existe pues por hipStesis M es numerable). Sea Ag = {p}
¥ Angy = Dy Tomamos X = {{pn}X_g:Pn € An, k €Ny VR < K, pry1 < Pn}
y definimos la siguiente relacién sobre X: Vs,t € X, sRt ssi s = {pp}i_o ¥
t = sU{prs1}. Sea s = {pp}k_g € X. Como px € Ay C Py Ary1 = Dy
es denso en P, entonces existe ¢ € Diqy tal que g < pr.  Asf que basta
tomar t = s U {q} para ver que existe t € X tal que sRt. Esto quiere de-
cir que X y R cumplen las hipétesis del principio de eleccién dependiente (ver
Definicién 19). Por lo tanto, existe una sucesion {si}52, tal que spR sgqa(ice
sk = {pn}iza C {Pn}5El = Sk+1 ¥ Pyt S Pa). Sea S = U si. Nétese que S es

un sucesién infinita {p,}52, talque po=p y Vn €N, p,,+1 €D, ¥ Pyt £ Pn.
Sea G = {¢g € P: In € N tal que p,, < g}. Afirmamos que G es filtro P-genérico.

iVease Kunen (18] (p. 141)
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La condicién (1) de filtro se cumple porque p = pg € G, la condicién (2) porque
S tiene un orden lineal y la condicién (3) por la forma en que se definié G. Fi-
nalmente G es P-genérico, ya que Vn € N, p,,1 € GN D,. Asf que G intersecta
a todo denso en P que pertenece a M. m

Antes de continuar cabe seiialar un par de cosas importantes. La primera es
que la numeracion de los densos en P que pertenecen a A existe, aunque eso no
quiere decir que esté en Af. De hecho, si P es frondoso no hay numeracién en A
de los densos en cuestién. Si hubiera una numeracién de los densos en A, como
A es modelo del axioma de separacién y G = {qg € P : 3n € N tal que p, < q}
tendrfamos, contrario a lo que demostramos en el Lema 58, que G estd en M.
Esto nos conduce de manera natural a la segunda observacion: ZFE se utiliza en
dos niveles, (1) con Af un modelo de ZFE, (2) como metatcoria desde donde se
prueban cosas como el lema anterior, pues el principio de eleccién dependiente
se aplicé “fuera”™ de A (i.e. ZFE es el marco tedrico desde donde se trabajan
muchos de los resultados de forcing).

Lo siguiente es mostrar cémo se puede extender un modelo de manera que
siga siendo modelo de ZFE. La idea es nombrar los elementos de la extensién
genérica mediante elementos del modelo base, de forma que los nombres nos
permitan responder preguntas sobre cémo son los elementos de la extensién
genérica.

Definicién 34 Sea P un orden parcial. Decimos que T es un P-nombre st y ;
solo si T es una relacion tal que V(o,p) € 7, o es P-nombre y p € P L -

Notacién 8 Sean V el universo de todos los conjuntos, M un modelo de ZFE:,
y P un orden parcial en M. VP denotard a la clase de los P-nombres yMP.ala
clase de los P-nombres en M (i.e. MP = V" N M). .

Definicién 35 Sea G un filtro P-genérico y V el universo de todos los conjun-
tos. Seaic: VP — V tal queVNT € V¥:

ic(r) = {ic(o) : Ip € G tal que (o,p) € 7}5.
Con este funcional podemos definir la extensién genérica de M, dada por un
filtro P-genérico G y denotada por M[G] como:
MIG] = {ig(t) : T € MP} =ig{MPF].

Nétese que AP, aunque definido originalmente como un conjunto de ele-
mentos particulares de A/, puede pensarse simplemente como un conjunto de
sfmbolos de constante que se agregan al lenguaje de la teorfa de conjuntos para

TEn otras palabras, es una retacion tal que dom(r) estd contenido en el conjunto de los
P—nowbres y rang{7) en ¢l orden parcial. Se puede dar una definicién formal de manera
recursiva (ver Kunen [18] pp. 188-189).

SSegin Kunen [18] (p. 188) ésta también es una definicion que se puede formalizar mediante
recursion. Sin embargo, para los fines de este eapftulo basta con la version mas intuitiva,
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extenderlo a un lenguaje L' (conocido como lenguaje de forcing), lo que explica
que nos refiramos a ellos como “nombres”. En ese sentido, podrfamos decir que
la funcién ig es una interpretacién (es decir, una funciéon que a cada nombre
le asocia un objeto) entre muchas otras. Sin embargo, es la que nos interesa,
pues, coimo veremos mds adelante, existe una relacién fundaimnental entre lo que
es verdadero en la extension genérica ¥ lo que es verdadero en ¢l modelo base.

No es exagerado decir que los P-nombres son ¢l ADN de los conjuntos de
la extension genérica, pues asf como el micleo de la célula contiene informacion
sobre un cuerpo que no estard contenido en ella, los P-nombres guardan tam-
bién informacién sobre un mundo mds grande que aquel al que pertenccen. De
hecho, los P—nombres se introducen con la idea de que toda férmula de L’ esté
codificada por una férmula en el modelo base.

Para ver que G un filtro P—genérico tiene un P-nombre y, por lo tanto, es
clemento de la extensién genérica es necesario introducir un tipo especial de
P—nombres:

Definicién 36 Dade x, & = {(7,1p) : y € 2} es el nombre candnico de x°.

Con el principio de € ~induccién (ver Kunen [18] p.102) se puede demostrar
que ig(E) = z, ya que dicho principio, que no es sino una generalizacién del prin-
cipio de induccién canénico, nos garantiza que todos los conjuntos cumplen una
propiedad, si para cualquier conjunto 2 el hecho de que sus elementos cumplan
la propiedad implica que ¢l tamnbién la cumple!?.

Lema 60 ig(i) =

Demostracién. Sea x tal que para todo y € z, ig(y) =y. Como & = {(7,1p):
y € z} y para cualquier filtro G, 1p € G, entonces ig(E) = {ic(J) : v € z}. Asf
que usando la hipétesis inductiva tenemos que ig(%) = z. De modo que por el
principio de € —induccién, dado cualquier conjunto z, ig(£) =z. =

Este lema no s6lo nos permitird construir un P-nombre para G en 1\4 smo ’
también ver que M[G] es una extensién de 1\! :

Lema 61 M C M[G).

Demostracxén. Seam € M. Sea h el nombre canénico de m. Como zc(m) =m
y . € MP, entonces m = ig(th) € ig[MF] = A[[G] -

() ive

'Lema 62 Sea P un arden parcial y G un ﬁltro P-genénco Sz I"
P}, entonces ig(C) = :

INGtese que éstn también es’unn’ QLlllll o] S
“’L‘n i(:unumq nu\s fommlu&. siA% ¢ ‘propiedad acer ! uumm, el principio de
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" Demostracién. Lo primero que hay que notar es que I es un P-nombre, pues es
un conjunto de pares ordenados con dominio en los nombres canénicos y rango
en el orden parcial. Por definicién tenemos que ig(T) = {ic(p) : p € G}. Por la
observacion anterior ig(p) = p. Asfque ig(l’) = {p:p € G} =Gy G € M[G).
n

Estos dos tltimos lemas, junto con el Lema 58, garantizan que si P es un
orden parcial frondoso, entonces A G Af[G]). Lo siguiente serfa demostrar que
M[G] es modelo de ZFE. A partir de la definicién de i es posible demostrar que
M [G] es modelo de los axiomas de extensionalidad, regularidad, par, infinito y
eleccién (ver Kunen [18] p.191). Sin embargo, para la demostracién del resto de
los axiomas, como separacidn y potencia, se necesita la nocién de forzar.

Si retomamos la analogia con el conjunto de reales, aunque en términos de su
expresién binaria. podrfamos pensar que las sucesiones finitas de ceros y unos
son condiciones que nos describen parcialmente a un mimero irracional z del
intervalo [0,1]. En el sentido de que si la sucesidn (1,1,0,1) es una condicién que
describe a z, entonces %+ -'; -+ fa <zT< %+ l, + %. Es decir, la condicion (1,1,0,1)
fuerza a que x esté entre }—2 y §. La idea de tener condiciones que fuerzan ciertos
tipo de propiedades es lo que caracteriza al método de forcing.

Definicidn 37 Sea (2, ..., 2,,) una férmula del lenguaje de la teoria de con-
juntos , donde x,,..., x, son variables libres. Sean A un modelo esténdar tran-
sitivo y numerable (i.e. un modelo ETN) de ZFE, P un orden parcial sobre
M pe Pyrt.,1mhn € M. Decimos que "p fuerza a p" (escrito como
pl (71, ...y Tn)) si dado cualquier filtro P-genérico G tal que p € G entonces
0(ic(T1)s .o ic(Tn)) es vilida en M[G) (es decir, p(ic(T1), . ic(Ta))MIC).

Sabemos que los P-nombres son formas de referirnos a los elementos de M|[G]
a partir de M y que las condiciones estdn en A/, ya que son elementos de P
que pertenece a A/ un modelo transitivo. Sin embargo, la definicién que hemos
dado de forzar involucra a Af[G], lo que harfa imposible demostrar que A/ [G] es
modelo de ZFE, a menos que la nocién de forzar también se pudiera expresar
en términos de Af. Afortunadamente sc puede definir una relacién auxiliar de
forcing, que llamaremos forcing estrella y que denotaremos con I-* .

Lema 63 (Definibilidad) Vp € P, piF* (71, ..., Tn) <> plF (71, ..., Tn).

No daremos aquf la definicién formal de forecing estrella ni la demostracién
del lema de definibilidad (véase Kunen [18] pp 195-197): Sin embargo, dare-
mos un ejemplo, expuesto por el propio Solovay (23] (p. 7), que ilustra el
funcionamiento de I+*. Sean p,g € P y G un filtro P- genérico con I" su P-
nombre en A{ y sea o la férmula x; € 22, entonces p IF* (¢, ') si y sélo si
M E p < q. Como. por el lema anterior, plF* ©(§,I') = p Ik ©(§, '), entonces
plF oG, ) = (p € G = q € G)MIGI 1o que quiere decir que podemos
garantizar cosas en la extensién genérica a partir de lo que sucede en el modelo
base.
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Noétese ademds que tanto en el caso de los reales como en la definicién de
forzar se trata de condicionales. En forcing si p € G y p < ¢ entonces q € G,
en el caso de los reales si (1,1,0,1) es una condicién de describe a 2 entonces (1)
también lo es. De hecho, el orden que heredan las sucesiones de ceros y unos de
los subconjuntos de naturales finitos ordenados mediante la contencién invertida,
nos permite decir que si la sucesiéon s, describe a 2 v s, < s, entonces s,
también describe a .

Cabe senalar que muchas de las demostraciones de forcing se basan en la
idea intuitiva de extender el conjunto de reales. Por ejemplo, el conjunto que
da cuenta de que hay una extensién del modelo base en el que no se cumnple el
axioma de cleccién se conoce como los reales de Cohen'!, Esto explica porqué
en forcing se sucle trabajar con érdenes parciales definidos sobre conjuntos de
sucesiones finitas. A continuacién daremos un ejemplo de ello presentado en el
artfculo de Solovay [23] (p.8).

6.2.1. Ejemplo de Forcing: el colapso de un cardinal.

Definicién 38 Sea A € OR — {0}, entonces definimos el siguiente conjunto:
Sx = {p:p es funcién A |p| < Rg Adom(p) C wArang(p) C A}.

Nétese que la contencidn invertida es una relacién de orden sobre Sy (i.e.
p < q <= q C p)tal que Py = (5, 2) es un orden parcial con elemento méximo
1p, = 0. Ademss si M es un modelo estdndar. transitivo y numerable de ZFE
vy A€ ORN M, entonces Py € M.

Lema 64 Sean M un modelo estdéndar, transitivo y numerable de ZFE, A €
ORNM tal que Rg < |A| y Px el orden parcial antes descrito. Sea G un filtro
Py—genérico, entonces G ¢ M.

Demostracién. Por el Lema 58 basta demostrar que Py es frondoso. Seap € P,
entonces existe n € w tal que n ¢ dom(p). Como Rp < |A| y A € OR, entonces
{01} c A Asique 7 =p U {{n,0)} € P y g =pU{{n,1)} € Px. Claramente
r<plie.pCr)yg<p(iepCq) Ademdsp L g, yaque Vs[s < r =71 C
s = (1,0) € s = (n,1) ¢ s (pues s es funcién) => g ¢ s => s £ q|. En
resunien, dada p € Py existen r,q € Py talesquer < p,g<pyr L q Asfque
Py esfrondoso y, porel Lema 58, G ¢ M. m

Teorema 65 Sean M un modelo estdéndar, transitivo y numerable de ZFE, A\ €
ORNM (Rg < |AM)M y P\ el orden parcial antes descrito. Sea G un filtro
Py —genérico, entonces UG  es una funcion F : w — N suprayectiva.

N Solovay tanbién agregn medinnte forcing un tipo de conjnntos lanados reales aleatorios
(random reals) poara denostrar su teormua.
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Demostracién. (1) F = UG es funcién. Nétese que UG C w x ). Sea n €
dom(UG) y supongamos que existen a, 8 € A tales que (n.a) € UG y (1, 8) €
UG. Afirmamos que o = . Como (n,a) € UG y (n, B) € UG entonces existen
2.q € G tales que (n,a) € py (n,8) € q. Por otro lado, por la segunda condicién
de filtro, si p, g € G entonces exister € Gtalquer <pyr <qg(ieIre G(pc
7 Aq C r)). Asf que existe 7 € G tal que (n,a) € r y (n,3) € r. Finalinente,
como r ¢s funcién (pues r € G C Py) entonces a = 3.

(2) dom(F) = w. Como dom(UG) = |J dom(p), basta demostrar que dada
pEC

n € w existe p € G tal que n € dom(p). Sea D,, = {q € Py : n € dom(q)}.
Nétese que D, estd en M por cl axioma de separacién. Afirmamos que D, es
denso en P,. Sean n € w y p € P. Hay que demostrar que existe ¢ € D, tal que
g < p. Tenemos dos casos: (i) n € dom(p). Asi que p € Dy,. (ii) n ¢ dom(p). Sea
g =pU {(n,0)}. Claramente g estii en D, y ¢ < p. Asf que D, es denso. Por
otro lado, hay que recordar que si G es filtro Py—genérico entonces para todo
D e M tal que es densoen P\. GND # . Asiquedadan € w, GND, #0y,
por lo tanto, dada n € w existe p € G tal que n € domn(p).

(3) F es suprayectiva. Sea a € Ay seca D, = {g € Py:3n €w ({(n,a) € ¢)}.
Por un argumento completamente andlogo al del inciso anterior, para ver que
F es suprayectiva basta demostrar que si a € A entonces D, es denso en Py,
Sea p € Py Otra vez tenemos dos casos: (i) Existe n € w tal que (n,a) € p.
Este caso es trivial. (ii) No existe n € w tal que (n,a) € p. Como p € Py, p
es una funcién finita. Asf que existe m € w tal que m ¢ dom(p). Si tomamos
g=pU{(m,a)} tenemosqueg € Dy y q<p. m

Néteseque FF ¢ M, yaquesi F € M,comoG={pe P\:pCUG=F}y M
es modelo del axioma de separacion, entonces G € M! Sin embargo, F € M|G)
ya que G € M[G] y M[G] es modelo del axioma de unién.

Corolario 66 (|A\| = NO)MIGL

Demostracién. Por hipétesis A es un ordinal en M tal que (Rg < [A])M. Asf
que existe g € M C M[G] tal que g es un funcién inyectiva de w en A. Ademss,
por el teorema anterior, tenemos que existe F € M|G] tal que F es una funcién
suprayectiva de w en A. Como M|G] es modelo de ZFE, entonces en M[G] existe
una funcién biyectiva de wen A1?. =

Observacién 16 Muchas veces estas funciones, conocidas como funciones de
colapso, son las que permiten agregar nuevos reales. Esto quedard mds claro
cuando se exponga el colapso de Levy, sobre el que se basa la demostracidn del

teorema de Solovay.

12 Ey por este corolario que el gjieimplo que hemos dido se suele conocer conto el colapso de
un cardinal. - s .
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Por otro lado, supongamos que o es un 2—nombre de F'y p = (0, 8),con 8 €
A. Entonces o(0) = 3 es una férmula del lenguaje de forcing L’ que interpretada
en M[G] es el enunciado F(0) = 8. Este enunciado puede ser verdadero o falso
en M[G], pero si p es una condicién que describe a F (i.c. p € G) entonces dicho
enunciado es verdadero en M[G). Esto lo hemos formalizado como p IF o(0) = 3

Hemos dicho ya que la nocion de forzar es en el fondo un condicional, asi que
pareceria que todo lo que podemos decir respecto a F o un irracional depende del
filtro genérico o las condiciones que lo describen. Sin embargo, nétese que para
el caso de los irracionales hay propiedades generales que son independientes de
las condiciones que los determinan de manera mds particular, como por ejemplo
que su expansion binaria es infinita y no periédica. Algo ansdlogo sucede con
forcing, como se vié con el corolario del teorema anterior.

Como se verd mds adelante, el hecho de que cierto tipo de {drmulas se cum-
plan en M/ [G] independientemente del filtro genérico de que se trate es funda-
mental para las pruebas de consistencia relativa, sobre todo cuando involucran
afirmaciones respecto a cardinalidad.

Por otro lado, cabe senalar que la nocién de forzar sirve esencialmente para
demostrar que la extensién genérica es modelo de ZFE, pues, como bien lo senala
Solovay y se confirma con el siguiente lema, “un hecho fundamental acerca de
forcing es la relacién que existe entre la verdad y la relacién forzar ”(Solovay
[23] p.7).

Lema 67 (Verdad) Sea G un filtro P-genérico, entonces
W(ic(T1)s oy ic(Tn))MIC 4= 3p € G IF (71, ..., Tn)).

Este lema tampoco se demostrard (ver Kunen [18] pp.195-197), pero cabe
sefialar desde ahora que la parte més 1iti] serd la ida de este bicondicional.

El siguiente teorema cs una muestra de cémo con la definicién de forzar y
los lemas de definibilidad y verdad se puede ver que M[G] es modelo de ZFE.

Teorema 68 Sea M un modelo estdndar, transitivo y numerable de ZFE, P un
orden parcial en M, G un filtro P-genérico sobre M. Entonces M[G] es modelo
del arioma de separacion.

Demostracién. Sea o(x, z,y1,...,yn) una férmula del lenguaje de la teoria de
conjuntos y sean a,by,...,b, € M[G]. Hay que demostrar que existe c € M |G}
tal que ¢ = {z € a: (p(z,a,by,..., b,))MIC1} Como MIG] = ig|MF ], hay que
encontrar un -nombre en M para la coleccidn {z € a : (¢(z, a, by, ..., b)) MG},
Nétese que a,byy...b, € M[Gl = 3o,71,..,7n € MPF tales que igo) =
a,ig(T1) = b1, ...ig(7n) = bn. Ademds, como IF* estd en términos del mode-
lo base y dom(o) x P € Al, usando el hecho de que M es modelo del axioma de
separacién tenemos que existe p € M tal que p = {{6,p) € dom(c) x P: p I+*
(6 €o)Ap(6,0,71,...Tx)}. Afirmamos que p es el P—nombre de ¢, asf que hay
que demostrar que ig(p) = ¢. Esto se hard por doble contencién.
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(1) dic(p) C e = {ig(A) € ic(o) : elic(A),ia(a),ic(T1), nic(Ta)) MG}

Sea b € ic(p), entonces, por la definicién de ig, existe § € dom(p) tal
que ig(d) = b y existe p € G tal que (6, p) € p. Por la forma en que se toms p,
(O.p)Ep=pl* (6€0)Ap(8,0, 71,00y Tn) = plF (6 € O)AP(6,0,T1, .01 Th)
(por el lema de definibilidad). Y como p € G, por la definicién de forzar (),
p I ((5 € U) A ‘r:((sv O Tiyens Tn) = ‘P(iG(‘s)‘iG(U)-iG(Tl)» ey iG(Tﬂ))A”G' g
b=1ig(d) €c

(2) c Cig(p). Sea b =1ig(d) € ¢, entonces p(ig(6), ic(0),ic(T1), ..., ic(Ta))MG],
Asf que por el lema de verdad existe p € G talquep it (§ € a)A2(8,0, 71, ..., Tn)
¥, por el lema de definibilidad y la definicién de p, (8, p) € p con p € G. De modo
que b =ig(8) €ig(p). =

Para demostrar que la extension genérica es modelo del axioma de eleccién no
se necesita la nocién de forzar, aunque si es necesario introducir los P-nombres
de los pares ordenados y una versién particular del axioma de eleccién.

Definicién 39 Sean o y T P-nombres. Entonces:

po(o,7) = {{o,1p).(7.1p)}.
po(o, ) = pno(pno(c,a),pno(c,T)).

Nétese que tanto pno(o, ) como po(, 7) son P—nombres. La denominacién
pno (par no ordenado) y po (par ordenado) se debe a que con ellos se puede
nombrar a los pares y pares ordenados de la extensién genérica, como se ve con

el siguiente lema:
Lema 69 Sean ig(0), ic(7) elementos de M{G]. Entonces:
ia(pno(o, 7)) = {ia(0)ic(r)} eic(pe(or7)) = (ic(e)ic(r)):

Demostracién. La primera igualdad se desprende inmediatamente de la defini-"
cién de ig y del hecho de que 1p € G, para todo G filtro P—g é"co‘La R
demostracién de la segunda se basa en la primera: o i

ia(po(a,7)) = ia(pno(pmo(s, ), po(e,7))) = {ia(pno(a.q));?dp o)} °

= ({ic(@).ic(@)}, lia(e)ia(nH = {{io(@)} {ia(e) ic(r)}} =

- S Pl s e
Asf que pno(o,T) es el P-nombre del par {ig(o) , ig(7)} y po(e,7)) el -
P—nombre del par ordenado (ic(0),ic(r)). Lo siguiente es demostrar-que. el -
axioma de eleccién es equivalente a que para todo conjunto X exista una funcidn
que tenga como dominio a un ordinal y que su imagen contenga.a X. .

Lema 70 AE <= Vz3a € OR3f(f : a— V A z C fla)).
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Demostracién. (==) Como (AEF == PBO) (ver Apéndice A) entonces dado
un conjunto & existe {x, <) un buen orden. Por el teorema de enumeracién, existe
a su vez un tinico ordinal a tal que {(a,€) =; (2, <). Como f es un isomorfismo
entre {(a, €) y (x, <), claramente v y f cumplen con las condiciones buscadas.

(+<==) Como también tenemos que (PBO == AE), basta demostrar que
dado x un conjunto tal que 30 € OR If(f : @ — V A x C fla]), existe (z, <)
un buen orden. La idea es calcar el orden de a. Sin embargo, no sabemos si f~!
es funcioén, asi que hay que construir una funcién inyectiva de x en a. Nétese que
2C fla] = Vy € z(Ay = {B€a: f(8) =y} #W. Como {a, €) es un buen
ordeny Vy € 2(A, #WA A4, Ca),seag:x — o tal que g(y) = ming A,. Nétese
que g estid bien definida. Ademnds como f s funcién, entonces g es inyectiva. Por
otro lado. sabemos que todo subconjunto no vacifo de un conjunto bien ordenado
estd bien ordenado, asi que (g{x], €) cs un buen orden. Por lo tanto, x se puede
bien ordenar de la siguiente manera:

Y,z €x, y <z g(y) € g(z).
=

Teorema 71 Sea Al un modelo estdndar, transitivo y numerable de ZFE, P un
orden parcial en M y G un filtro P-genérico sobre M. Entonces M[G] es modelo
del axioma de eleccion.

Demostracién. Sea a € M[G], entonces existe o € M* tal que ig(c) = a.
Como dom(c) € M y en M es vélido el axioma de eleccién, entonces existe
(dom(c), <) un buen orden. Por el teorema de enumeracién, existe un tnico or-
dinal a tal que (dom(c), <) =, (o, €), con f € M. Es decir, podemos enumerar
en M a los clementos del dominio de o, indexdndolos con su imagen bajo f. De
modo que dom(c) = {8y : f(8) = B < a}. Sea 7 = {po(B, 65) : B < a} x {1p}.
Nétese que T es un P—nombre en M y que ig(r) = {ic(po(B, 65)) : B < a}.
Por el Lema 69 ig(po(B, 63) = (ic(B), ic(8s)), asf que ia(r) = {{B, ic(dg)) :
B < a}. Nétese que ig(7) es una funcién cuyo dominio es « y tal que a = ig(o)
C rang(ic(r)). =

6.3. Modelo de Solovay

Ya hemos sefialado que en la extensién genérica de un modelo estdndar,
transitivo y numerable de ZFE también se cumplen todos los axiomas de la
teorfa de conjuntos (incluido el axioma de eleccion), asf que M |[G) no puede ser
el modelo al que se refiere el teorema de Solovay. Sin embargo, sf es el punto de
partida para su construccion. '

En términos muy generales, la demostracién de Solovay, que no es exagera-
do calificar de auténtica ingenierfa genética conjuntista, se divide en dos partes:
(1) La construccién de una extensién del modelo base M utilizando el método

B Aungie en este caso el modelo base A7 es modelo de ZFE+3xk(x es fuertemente inaceesi-
ble).
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de forcing con un orden parcial semejante al del colapso de un cardinal (Co-
lapso de Levy). (2) El “adelgazamiento” de la extensién genérica a partir de
sus sucesiones de ordinales mediante un principio similar al de la construccién
del universo L de los conjuntos definibles. Sin embargo, lo mds interesante de
la prueba de Solovay es el uso que hace de filtros sobre dlgebras de Boole para
confirmar que este doble proceso genera un modelo en el que todos los conjuntos
de reales son Lebesgue medibles.

6.3.1. EIl colapso de Levy

En esta scccién veremos que es posible colapsar todos los cardinales que hay
entre N, ¥ & un cardinal fuerteinente inaccesible del modelo base. La idea, como
en el ejemplo que dimos del colapso de un solo cardinal, es que a partir del filtro
P- genérico se construyan las funciones suprayectivas de w en cada una de los
ordinales (incluidos cardinales segiin A7) menores que s. Para ello es necesario
modificar un poco el orden parcial sobre el que se trabaja.

Definicién 40 Sea A € OR — {0}. Fntonces definimos el siguiente conjunto:
Col(A) = {p:p es funcion A [p] < Vo Adom(p) C A xw Arang(p) C A}.

Nétese que también en este caso la contencién invertida es una relacién de
orden sobre Col(A)(i.e. p < g <= q C p) tal que Py = (Col(A). D) es un orden
parcial con elemento méximo 1p, = . Ademds si A/ es un modelo estdndar,
transitivo y numerable de ZFE y A € M, entonces Py € M.

Lema 72 Sea G un filtro Py—genérico y para toda a@ < ) sea fo C w X A tal
que fa = {{(n,8) : {{a,n),B) € UG}. Entonces fo es una funcion suprayectiva
de w sobre a.

No daremos la demostracién de este lema ya que es completamente andloga
a la demostracién del colapso de un cardinal (Teorema 65). Sin embargo, es
importante senalar que gracias a las modificaciones que se hicieron en el orden
parcial, en este caso, el filtro P— genérico permite construir una familia de A
funciones { fo }a<a, donde cada fq es la funcién que da cuenta del colapso de a.
De modo que forcing con Col()) es en realidad el colapso simultaneo de todos
los cardinales menores que A. Esto nos conduce de manera natural al 51guxente ‘
resultado: : R

Lema 73 Sea G un filtro Py—genérico. Entonces (A < R )A’(G! '

Demostracién. Cono M[G] cs modelo del axioma de umén ¥ de] axioma de o
separacién, entonces para toda & < A, fo € M|[G]. Asf que’ (|a| < No)“lGl ¥,
por definicién de Ry, (A C R )“(GI Por lo tanto, (,\ < RI)MIG w ‘ »

Si tomamos A = w tenemos el orden parcxal con el que se generan.los reales
de Cohen. ‘ '
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Deﬁnicién 41 Sea M un modelo estdndar, transitivo y numerable de ZFE. Sea
B, = (Col(w),2) y G un filtro P.,—genérico. Para cadan € w sea T, = {m €
w: {({n,m),1) € UG} = {in € w: Ip € G(p((n,m)) = 1}. x,, se conoce como
un real de Cohen.

R = {zn : n € w} es el conjunto de reales de Cohen que sirve para demostrar
que ZF es consistente con la negacion del axioma de eleccién (ver Jech [15]).

Solovay también usa Col(\) para obtener la extensién genérica a partir de la
cual construye su modelo, aunque con A = & ¢l cardinal fuertemente inaccesible
de las hipdtesis de su teorema. Arziel Levy (ver Kanamori [16] p.126) fue el
primero en trabajar con el colapso de cardinales fuertemente inaccesibles, asf
que Col(x), con x cardinal fuertemente inaccesible, suele conocerse como el
colapso de Levy. Uno de los principales resultados respecto al colapso de Levy
es que (k= N;)VIGL

Por otro lado, si con P, = (Col(w), 2) la extensién genérica contiene al
menos una cantidad numerable de reales que no estaban en la modelo base,
parcce natural esperar que con P, = (Col(x),2) se tendrdn muchos reales
nuevos. La definicién de real aleatorio (random real) que Solovay introduce en
su articulo sirve, entre otras cosas, para confirmarlo.

Existen diversas razones por las cuales el colapso de Levy es un buen punto
de partida para la construccion del modelo de Solovay. Una de ellas se encuentra
ligada a la posibilidad de restringir el universo de los conjuntos a aquellos que
son definibles a partir de una sucesién de ordinales.

Definicién 42 Sea X' € M|G] y sea S la coleccion de sucesiones infinitas de
ordinales en M|G]. Decimos que X es un conjunto definible a partir de suce-
siones infinitas (numerables) de ordinales en M|G] siy solo si existes € S y
una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos tales que X = {z € M|G]:
M|G] = ¢(z,8)}. Denotaremnos con OD(S) a la clase de los conjuntos definibles
a partir de sucesiones infinitas de ordinales en M|G].

Definicién 43 La cerradura transitiva de un conjunto A, denotada por ct (A),
es la interseccion de todos los conjuntos transitivos que contienen a A'4.

Definicién 44 HOD(S) = {X € M|G] : ct(X) € OD(S)}.

La idea de tener un modelo que sélo contenga los conjuntos que se pueden
definir mediante {6rmulas del lenguaje de la teorfa de conjuntos tuvo sus origenes
en la construccién que hizo Godel de un inodelo de ZFE en el que la hipétesis del
continuo es verdadera. Uno de los aspectos m4s sobresalientes de este modelo
(conocido como el universo constructible L) es que la definicién de potencia de
un conjunto cs mds precisa, lo que en el fondo significa que existe control sobre
la forma en que crecen los conjuntos.

M por recursion sobre nse puede definir Ug = A y Ungy = J(Un). De modo que ct(A) =
U{un : n € w}. Es decir, para obtener i cerradura transitiva de A se agregan los elementos
de sus clementos y luego los elemoentos de estos v asf sucesivanente hinsta tener un conjunto

transitivo.
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La nocién de definibilidad a partir de ordinales ciertamente es mds restric-
tiva que la definibilidad sin mds, pues en este caso se pide que el conjunto esté
definido a partir de una férinula que involucre ordinales. Sin embargo, es justa-
mente por esto que la restriccién de la extensién genérica (producida por Col(x))
a la clase de los conjuntos definibles a partir de una sucesién de ordinales en
ella es el modelo de Solovay, pues se necesitaba un modelo en el que no sélo
hubiera control respecto a cardinalicdad, sino también respecto a propiedades de
medida.

Lo primero que hay que notar es que las funciones f, que definimos en el
Lema 72 pueden verse como sucesiones numerables de ordinales. De modo que,
aunque no sepamos todavia cudn grande es el conjunto de reales en la exten-
sién genérica, si podemos decir que hay x sucesiones infinitas de ordinales que
probablemente permiten definir mds conjuntos de reales a partir de ordinales.
Alds aun, aunque Col{x) no permita saber exactamente cémo se extienden los
conjuntos de reales en general, sf podremos responder preguntas respecto a los
conjuntos definibles a partir de ordinales, dado que se tiene un cierto control
sobre las sucesiones de ordinales.

Proposicién 74 Si Al es un modelo estdndar y transitivo de ZFE + I y M[G]
la extension genérica producidu por P, = (Col(k), D), entonces HOD(S) es el
modelo de Solovay. : :

Notacién 9 A4 partir de ahora nos referiremos a HOD(S) como Ms.

Observacién 17 Mg C M[G].

La demostracién de que Mg es modelo de ZF es andloga a la demostracién de
que HOD es un modelo interno de ZF (ver Kunen [18] pp. 160-163), asf que sélo
nos concentrarenios en ver cémo se demuestra que en AMs todos los conjuntos
de reales son Lebesgue medibles. El colapso de Levy incluye resultados, como
el siguiente leina, que son de gran utilidad y que explican porqué la extension
genérica producida por él es un buen punto de partida para la construccién del
modelo de Solovay.

Lo primero que cabe sefialar es que M[G|, aunque definido originalmente a
partir del funcional i¢ . puede verse que el mfnimo modelo estdndar transitivo
y numerable de ZFE que contiene a M y que tiene como elemento a G. Esto
permite generalizar la nocién de extensién de un modelo con respecto a un
elemento que no estd en ¢l, sin necesidad de hablar de filtros.

Definicién 45 Dado x un conjunto, Mx] es un modelo de ZFE'S tal que:
1 M C Mz]
2 z € Mzl

3 Si N es un modelo estdndar y transitivo de ZFE tal que 1\/[ CcNyzeN,
entonces M[z] C N.

I Suponiendo que existe, cliro estt,
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Lema 75 Sea X € Ms = HOD(S). Entonces existe una férmula del lenJuaje
de la teoria de conjuntos lal que:

€ X <= Mz] = ¢¥(z)

No se dard la prueba de este lema, ya que requiere de muchos resultados
previos (ver Jech p.5347). Sin embargo, puesto que X € Mg, sabemos que existen
» una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos y s una sucesion de ordinales
en M[G] tales que © € X < M|[G] E {x.s). Asi que cste lema se puede
resumir como: dada X € Mg existe v tal que para toda @ € X, M[G] =
P, 8) <= M[a] = v(x)

Nétese que esto es similar a la relacion que se tiene entre la verdad en el
modelo base y la verdad en la extensién genérica't, Por cjemplo, para demostrar
que la extension genérica es modelo del axioma de eleccién se utilizé el hecho
de que en A cs vdlido dicho axioma. En general, aunque aqui no lo hemos
incluido, cada uno de los axioinas de la tcoria de conjuntos es vilido en la
extensién genérica gracias a que lo cs en el modelo base y gracias a la relacién
de verdad que existe entre ambos mediante la nocién de forzar . La contribucién
mds importante del articulo de Solovay consistié en extender esa relacién a
propicdades de medida mediante el concepto de real aleatorio sobre el modelo
base.

6.3.2. Reales aleatorios

La clasificacion de los borelianos del modelo base en aquellos que tienen me-
dida cero y aquellos que no, induce una clasificacién de los reales de la extensién
genérica que permite demostrar que en Mg todos los conjuntos de reales son
Lebesgue medibles.

Extensién de los conjuntos borelianos

Ya hemos seiialado que en la extensién genérica que se obtiene mediante
¢l colapso de Levy se tendrdn nuevos reales. Esto significa que los conJuntos
borelianos del modelo base también se extienden.

Notacién 10 B} denota la c—dlgebra de Borel segiin A!y ‘)3“‘01 la a—dlgebm
de Borel seqin A[[G']

Lema 76 Si B € BY! entonces eriste B* € %Al[q] tal que"B = 'B‘ nM.

WA mmque en este easo se trata de la relacion de \'(‘I(ll\(l vntn- d(m modelos que exticnden al
modaelo base, .
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La demostracion de este lema se basa en el hecho, garantizado por ZFE,
de que los borelianos se pueden codificar mediante las sucesiones infinitas de
naturales, de manera que la sucesion que se le asigne indique cudl ha sido su
proceso de construccién. Por cjemplo, sea (pn,gn)nen una numeracién de los
intervalos abiertos con extremos racionales. Si A es abierto entonces existe
I C N tal que 4 = {J(pi,qi) . En la codificacion propuesta por Kanamori [16]

i€l

(p.137) ca4 : w — w es tal que c4(0) = 0 (lo que indica que A es abierto)
¥y ca(i -+ 1) = x; (lo que indica qué intervalos son parte de su unién). Nétese
ademéds que A* serd el boreliano en la extensién genérica construido de la misma
manera.

Por otro lado. el inverso de este lema no necesariamente se cumple (i.e.
De Q*[a'[c] # 3B(B € B AD = B*). Basta con que exista ¢ : w — w tal
que c € M[G] y ¢ ¢ M7, pucs el boreliano que se construye con c estarfa en la
extensién genérica ])OIO o en el modelo base'®. En resumen, existe una funcién

: BA —, ‘:l e I que no necesariamente es suprayectiva. Sin embargo, para
nuestros fines basta con que cada boreliano del modelo base tenga su extensién
en M|[G].

Definicién 46 Sea x un real de M[G]. & es un real aleatorio (random real)
sobre M si y sdlo si para todo B € B! tal que pu(B) =0, x ¢ B*.

Definicién 47 Ra(M) = {x € M|G] : v es un real aleatorio sobre M}.

Observacxdn 18 Sidenotamos con R* a los reales de M[G], entonces Ra(M) ="

~U{B": B € B} A (B) =0}

Con el siguiente lema veremos que los reales aleatorlos sobre ]\[ son un -’
ejemplo de los reales que extienden al modelo base. Es decxr, son conJuntos que‘

estdn en M[G] pero no en M.

Lema 77 Siz € Ra(M), entonces x ¢ M.

Demostracién. Supongamos que x € M. Como M es modelo de ZFE"V{Ez:»} ‘e =

By p ({x}) = 0. Pero por el Lema 76 tenemos que z € {:z}" (pues z. E
Ra(Al)=ﬁB€% u(By=0Az€ B"]. = R :

Por el siguiente lema, para ver que cualquier conjunto de reales X:

Ms es Lebesgue medible, basta ver que existe A € B tal que 1\[5 ]= /.LL (X A” :

A)=0.

Lema 78 Sea X un conjunlto de reales. Si existe A € 93,;; tal que u (XAA) = O
entonces X es Lebesgue medible.

TEsto es posible dado que Ia potencin no es unn nocion absoluta. - -
l‘Snlnvuv prucha el signiente resultado desde ZFE: Sea B un (muunm B v-a un conjunto
borelinno st v solo existe ¢ w — w que lo codifien (ver Solovay (23] p. 23).
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Demostracién. Sea X un conjunto de reales y A € Bz tal que p* (X A A) =0.
Lo primero es observar que X = (X — A) U (AN X). Asf que, como la clase de
los conjuntos Lebesgue medibles es una o—~algebra, para ver que X es Lebesgue
medible basta demostrar que (X — A) y (AN X) lo son. Por un lado, tenemos
que X AA=A—-XUX — A Asi que, por la monotonfa de la medida exterior,
como p*(X A A) = 0 entonces p* (X — A) = 0. Por otro lado, como la medida
de Lebesgue es completa entonces cualquier conjunto con medida exterior igual
a cero es Lebesgue medible, de modo que X A A y (X — A) son Lebesgue
medibles. Asi que sélo falta demostrar que A N X es Lebesgue medible. Nétese
que A—(NAA) = ANX . Como X A A es Lebesgue medible, entonces (X A A)¢
también lo es y porlo tanto A — (X A A) = An (X A A)¢ es Lebesgue medible
(por ser interseccion de medibles). De modo que ANX es Lebesgue medible. m

Para encontrar el conjunto de Borel correspondiente a cada uno de los con-
juntos de reales de Afs se utilizard una sorprendente relacién entre los filtros
del dlgebra de Boole generada por los borelianos del modelo base y los reales
aleatorios.

6.3.3. Algebras de Boole

Definicién 48 Un dlgebra de Boole es un conjunto B con dos funciones binarias.
A, V, una funcion unaria - y dos elementos dzstmguzdos 1 y 0 que cumplen lo .
siguiente: i . :

1. A,V son operaciones cerradas sobre B, conmutatlvas, asocxatwas y dlS-
tributivas.

to

cA(zVyYy) ==z
3. aV(zAy) ==
4. azVvV-z=1.
5. xA~x=0.

En las dlgebras de Boole se cumplen otras propiedades que no se mcluyeron‘ :
en la lista, ya que se pueden deducir a partir de aquellas.. . :

Lema 79 Sea B un dlgebra de Boole y sean z,y € B. Entonces (a) TVz = z:,'
(b)xAz=u=u (c)aV1l=1, (d) ~(xAy)=-zV~y, (¢ ~(zVy)="2AY,
(f) ——x==a, (g) tv0O=u. S : ’

Demostracién. Sélo demostrarenmos los incisos (a) y (c). .

(a) & Va = a. Por la propiedad (3) si tomamos y = —x tenemos que x =
2V (z A -x). Asf que usando la distributividad y la propiedad (4) z = (z V) A
(z vV —z) = (xVa) Al Por otro lado, por las propiedades (4) y (2) tenemos que
' Al =2 A(z' VvV -z') = 2’. Asf que si tomamos 2’ = (z V z) entonces tenemos
quez =a'Al=za'=zxVaz.
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(c) v1=1. Porla propiedad (4) x Vv 1 =z v (x vV —x). Utilizando la
asociatividad de V y el inciso (a) tenemos que 2V {(zV-a) = (zVa)V-a = zV-z.
De modo que V1 = aV-a y por la propiedad (4) podemos conlcuir que zv1 = 1.
[

Aunque la notacién parece mas cercana a la ldgica, las funciones A, V y
- pueden interpretarse como las operaciones conjuntistas interseccién, unién y
complemento respectivamente aplicadas al conjunto potencia de un conjunto X.
De modo que en ese caso el conjunto vacfo es el 0, X el 1 y los incisos (d) y
(e) del Lema 79 las leves de De Morgan. De hecho, parte de la contribucién de
las dlgebras de Boole os que se trata de una estructura que permnite simplificar
las relaciones de verdad entre los modelos de la teorfa de conjuntos generados
mediante forcing.

En general el método de forcing, incluso para obtener la extensién genérica
de un modelo, se puede trabajar con dlgebras de Boole, ya que toda dlgebra de
Boole tiene como orden natural la relacion x <p y <= aVy =y <= 2A-y = 0.
De modo que Pz = (8 — {0}, <g) no es sino el dlgebra de Boole vista como
orden parcial, con 1 su elemento mdximo. En la interpretacién conjuntista de
un dlgebra de Boole la relacion <g es la contencion (es decir, v €g y <= = C y).

Por otro lado, para cualesquicra x,y € BB , como 8 es cerrado bajo la
operacién V, entonces v V y € B . Esto quicre decir que el supremo de 4 =
{x,y} con respecto a la relacion <g estd en BB, pues es ficil ver que xVy esla
minima cota superior. De maunera andloga se tiene que t Ay € B y es la minima
cota inferior de A. Sin embargo, no podemos garantizar que 4 un subconjunto
arbitrario de 8 tenga supremo e infimo en 5.

Definicién 49 B un dlgebra de Boole es completa si y sdlo si para todo sub-
conjunto A C BB, A tiene supremo e infimo en B.

Notacién 11 \/ A denotard el supremo de A con respecto a la relacion <g y . . x

A\ A denotard al infimo de A.

Observacién 19 Si la relacion <g es la contencidn entre conjuntos, entonces o

VA=UAyAA=NA

A continuacién daremos la definicién de filtro sobre un gigebra de Boole,'ﬁﬁé B v

m4ds adelante se verd que es equivalente a la de filtro Pg—genérico.

Definicién 50 Sea B un dlgebra de Boole. F C B — {0} es filtro sobre B si v
sdlo si: e

(1) F#0.
(2) Ve, ye FFxAy € F.
3) Vee FYye B(avy =y =y € F)IY.
1985 pensamos en las operaciones A y V como ln interseccion y ln union respectivamente, el
inciso (2) nos dirfn que si pog € F entouces pNg € F y ol incisio (3) quesipe FypCaq
entonees g € £ ’
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“Observacién 20 1 € F, si F es: ﬁItro sobre B Esto se desprende znmedza!a-'
mente de las propiedades (1) y (3) de F y del hecho de’ que pam ‘toida zeB,
aVv1l=1 (Lema 79).

Definicién 51 F es ultrafiltro sobre B sty sdlo si para tada @ G B x € F d " :
—r e F. i

Definicién 52 Sean Af un modelo estdndar, transitivo y numerable' de ZFE
B € M un dlgebra de Boole, F un ullrafillro sobre B. F es M— campleto sty
solo si para todo SCB(Se M y\VSeF==SNF#§). .

Con el siguiente lema queda claro porqué se puede trabajar forcing con
dlgebras de Boole, pues nos muestra que la nocién de ultrafiltro M —completo
sobre un dlgebra de Boole es equivalente a la nocion de filtro Pg—genérico sobre
hYR

Lema 80 Sean A un modelo estandar, transitivo y numerable de ZFEy B € M
un dlgebra de Boole completa. Sea F C B — {0}. Entonces F es ulltrafiltro M-
completo en B si y solo si F es un filtro Pg—genérico sobre M.

Demostracién. (=) Sea F un ultrafiltro Af-completo. Lo primero que hare-
mos es demostrar que F es filtro con respecto al orden parcial <g. Asf que
verificaremos cada una de las condiciones que se le piden: (1) F # ¢ por la
condicion (1) de ultrafiltro. (2) Sean p,q € F entonces tomamos 7 = p A g, ya
quer <g p,r < q yademds r € F por la condicién (2) de ultrafiltro. De modo
que T es testigo de la compatibilidad de p y ¢ segin cl orden <g. (3) Sea p € F
y q € Py tal que p <g q. Por definicién de <g, p < q => pVq = q. Asf que por
la condicién (3) de ultrafiltro tenemos que p <z g = ¢ € F. Finalmente para
ver que F es Pg-genérico hay que demostrar que F N D # ), para todo D € M
tal que D es denso en Pg. Para ello demostraremos primero que \/ D = 1. Como
1 es el clemento méximo de Pg es obvio que \/ D < 1. Por otro lado, sea t €
B una cota superior de D segin el orden <z. Supongamos que 1 ’$_ t, entonces
1A-t # 0. Asf que 1A~ = p € B—{0}. Ademads, como por hipétesis D es denso
en Pg entonces existe g € D tal que g <p p. En otras palabras, existe ¢ € D tal
que g A —p = 0. Por otro lado, como —p = —~(1 A —t), por los incisos (d) (Leyes
de De Morgan), (f) y (¢) del Lema 79 tenemos que ~-p =0V (-~t) =0Vt =1t.
Asi que g At = 0. Pero comno t es cota superior de Dy g € D entonces g <pg t
, asf que también tenemos que g A -t = 0. Juntando los dos dltimos resultados
tenemos que ¢ = 0! (pues ¢ € D € B — {0}}. De modo que para toda ¢ cota
superior de D, 1 < t. Por lo tanto, 1 < \/ D. Ademds 1 € F (Observacién 20).
Asf que \/ D € F y por la definicién de ultrafiltro M-completo tenemos que
FnD#N

(¢<==) Sea F un filtro Pg—genérico sobre M. (1) F # § por la condicién
(1) de filtro Pgs. (2) Dadas p,q € F, por la condicién (2) de filtro Pis. existe
reFtalquer<gpyr<pgqAsiquerVg=qyrVp=py, porlo tanto,
rVpAg)=pAqg Demodo quer <gpAq. Comor € Fy F es Pg-—-genérico
sobre M entonces p A g € F. La condicién (3) se sigue inmediatamente de la
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definicion -del orden <p (2 < y <= z Vy = y) y de la condicién (3) de
filtro Pg—genérico sobre M. (4) Para ver que F es ultrafiltro sea r ¢ F. Hay
que demostrar que ~r € F. Sea D, = {q € B-{0} : q <gr éq <p -r}.
Afirmamos que D, cs denso en £g. Sea p € Pg— D, y sea ¢ = pAr. Nétese que
g<pryg<gp asique g € D, y q <g p. De modo que D, es denso en Pg.
Ademds D, estd en M, ya que A/ es modelo del axioma de separacién. Como F
es Pg—genérico entonces FN D, # ¥. Seat € F N D,. Por la definicién de D,.,
t<pgroét<g-r.Comot€ Fyr¢ F cutonces ¢ ?{_5 7 (pues de lo contrario,
por la condicién (3) de filtro » € F'). De modo que t <g —r y, por lo tanto, -7
€ F. Sélo falta demostrar que F es Af—completo. Sea SCT B talque S € M y
V S € FF, entonces sea Dg = {¢g € B~ {0} : ¢ <5 =(V 8) 6 existe s € S tal que
g < s}. Dg es denso en Pgi. Sea p € Pg tal que pA\/ S # 0. Esto quiere decir
que existe s € Stal que pA s # 0. Sea r = s Ap. Notese quer <g sy r <gp.
Asiquer € D, v r <g p. Por lo tanto Dg es denso en 5. En este caso Dg
también estd en M gracias al axioma de separacion. De modo que, como F' es
Pp—genérico, FNDg # . Seat € F'N Dg. Por definicién de Ds, t <g —(V S)
Gexistes € Stal quet <p s.Perocomote Fy\/S e F, entoncestA\\/Se€F
¥, por lo tanto, t AV § # 0. Asi que ¢ £ —~(V/ .S). De modo que existe s € S tal
que ¢t <g s. Finalmente como ¢t € F, entonces s € F. Asique FNS#(). =

Cabe seiialar que es posible definir el conjunto de los 8 -nombres en A/, que
denotaremos con A%, de la misma manera en que se definen los P—nombres en
AL

La ventaja de trabajar con dlgebras de Boole, en lugar de érdenes parciales,
es que podemos simplificar la relacion entre verdad y forzar. Esto se hace
introduciendo la nocién de valor booleano de una férmula.

Definicién 53 Sea 3 € M un dlgebra de Boole tal que (B es completa)™ . Sean
 una férmule del lenguaje de teoria de conjuntos con n variables libres y sean
T1y oo Ta € MB. Se define el valor de verdad (valor booleano) de y, denotado

por ||y, ...y T )| como:
le(myy o mulll = Vi EB:plk @71,y Tn)}

Notese que {p € B : p Ik o(T1,...,Tn)} = {p € B : p IF o(T1,...yTn)}
gracias al lema de definibilidad. Adem4ds, como A es modelo del axioma de
separacién, {p € B:plk o(71,....Ta)} € M y llo(71,..., Tn)|| estd bien definido,
pues por hipdtesis 8 es un dlgebra de Boole completa seguin Af. Para simplificar
la notacién, a partir de ahora escribiremos el valor booleano de una funcién ¢
como [|¢||, omitiendo la referencia de 7, ..., 7, € M5,

A continuacién se presentan un par de resultados que en parte explican
porqué es Gtil trabajar con dlgebras de Boole, aunque cuando se analice la
prueba de Solovay esto quedard mds claro.

Teorema 81 Sea ¢ una formula y F un ultrafiltro M -completlo sobre B, en-

tonces
MFiE el € F
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Demostracion. (=) Como F cs un ultrafiltro M-completo sobre 3, por el
Lema 80 sabemos que F es un filtro Pg—genérico sobre M, de modo que pode-
mos utilizar todos los resultados de forcing presentados en la Seccién 6.2. En
particular, por lema de verdad tenemos que M[F] = ¢ = 3p € F(p I p).
Como |lp|l = V{p € B:plk =}, entonces (M[F]| = = Tp e F(p <z |¢|))-
Asf que por la condicién (3) de filtro tenemos que M{F] |= o => |l¢|| € F.

(¢==) Supongamos que [|pf| € F. Como || es en realidad el supremo de
las condiciones que fuerzan a ¢» y estamos suponiendo que F es un filtro M-
completo, entonces basta demostrar que S = {p € B: piF ¢} € M, ya que en
ese caso NS # (. Sin embargo ya habiaimos sefialado que, gracias a la nocién
de forcing estrella, se puede usar el axioma de separacién en A para ver que
SeM. =

Filtros y reales aleatorios

Solovay introduce el dlgebra de Boole generada por la o—dlgebra de Borel
para demostrar que todos los conjuntos de reales de Ms son Lebesgue medibles.

Definicién 54 Sea ~ la siguiente relacidn de equivalencia sobre B :
VB, By € B (By ~ B <= p(B1 A Ba) = 0).

Notacién 12 Sea B € B4/, Denotaremos con [B] la clase de equivalencia de
B seqiin ~ y con Br al conjunto de todas las clases de equivalencia (i.e. By =
{[B]: B € B}).

Bg es un dlgebra de Boole completa (ver Jech [15] p. 542). Asf que tiene
sentido hablar de los ultrafiltros M —completos de Br. Lo interesante es que
existe una corresponderncia uno a uno entre los reales aleatorios sobre M y los
ultrafiltros M-completos de Bz, aunque para el teorema de Solovay es suficiente
¢l siguiente resultado:

Teorema 82 Para todo real aleatorio «x existe un ultrafiltro M-completo F tal
que M[F) = M|[z) y para todo B € B}’ :

x€ B < [B]eF

No daremos la demostracién de este teorema (ver Jech {15} p. 542}, no sélo
porque incluye muchos detalles técnicos, sino porque es mds interesante ver que
con é] se tiene una hermosa aplicacién del concepto de valor booleano para la
demostracién de que todos los conjuntos de reales de AMs son Lebesgue medibles.
Simplemente cabe sefialar que del mismo modo que existe ' un P—nombre
estdndar para los filtros genéricos, existe un Bg- nombre estédndar para los reales
aleatorios.

Teorema 83 Sea X un conjunto de reales en Mg. Entonces eriste A € %D’{'S
tal que X N Ra(M) = AN Ra(M).
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Nétese que si demostramos este teorema, para ver que X es Lebesgue medible
sélo tendrfamos que demostrar que g, (R* — Ra(M)) = 02, pues como X N
Ra(M) = AN Ra(M)entonces XA A=AUX -ANXCR" - Ra(M).
Demostraciéon. Si X € Afg entonces por el Lema 75 existe ¢ una férmula
del lenguaje de la teorfa de conjuntos tal que x € X <> AMz] = ¥(2). Sea
2 € X N Ra(M). Por el teorema anterior sabemos que existe £ un ultrafiltro
A-completo sobre By tal que M[F| = Mx] y v € B* <= [B] € F. Asi
que, como para x € X N Ra(Af) existe F un ultrafiltro M-completo sobre By
tal que Af[F] = Mz], entonces M|F] = ¢(x). Sea 7 el Bg-nombre estdndar
de un real aleatorio. Como el valor booleano de una férmula no depende del
filtro, ticne sentido hablar del valor booleano de ¥(7). Noétese ademas que como
le(T)|l € Bz. entonces existe B ¢ B! tal que |Jw(7)|| = [B). Por otro lado,
¢l Teorema 81 nos garantiza que J\I[F] = U(x) <= |[¢(7)| € F entonces
M|F] = y(x) <= [B] € F. Finalmente, por el teorema anterior, sabemos que
[B] € F == 2 € B*, de modo que si @ € X N Ra(Al) entonces x € B*. Asi
que A = B*N Mg, con B tal que [B] = |[¢(7)]]. es el boreliano que buscamos.
Hasta aquf sélo hemos demostrado que X N Ra(AM) C AN Ra(A[l). Para la otra
contencién, sea x € AN Ra(Af). Entonces x es un real aleatorio tal que x € B*.
De modo que, por el teorema anterior, existe & un ultrafiltro A-completo sobre
By tal que (B] € F y M[F] = M[xz]. Como [B] = ||@(7)|| y [B] € F entonces
M|F] = ¥(x) y como M[F] = Mz] entonces M[z] = ¥(x). Asf que z €
X N Ra(A!). Por lo tanto, AN Ra(M) C XN Ra(M). =

Corolario 84 Todo conjunto de reales en Mg es Lebesgue medible.

Demostracion. Sea A el conjunto de Borel dado por el teorema anterior. Hay
que ver que u; (R* — Ra(Af)) = 0. Como ser un conjunto de medida cero es
una nocién ahsoluta para modelos estdndar y transitivos (ver Solovay [23] p. 31)
trabajaremos desde V, el universo de todos los conjuntos, del mismo modo en
que se trabajoé con los densos en A4 un modelo numerable de ZFE para ver que sf
hay filtros P—genérico (Lema 59). Como M es un modelo numerable, entonces
BA es numerable. Sea {B,, : B € B A 11 (B) = 0},en una numeracién de los
borelianos de A/ que tienen medida cero. Por la o — aditividad de la medida de
Lebesgue, ¢, ( |J Bn) = 0. Como la medida de Lebesgue es monétona y R* —

nei
Ra(M) ¢ |J B;, entonces 1y (R* — Ra(A)) = 0. Por lo tanto, R* — Ra(M)

neN
tiene medida cero en cualquier modelo transitivo y estdndar de ZF. Finalmente,

como (X A A) € (R* — Ra(M)) y Ms = p (R* — Ra(M)) = 0 entonces
MsgFpu, (XAA4A)=0 =

20Gar un conjunto de medida cero es uin nocién absoluta parn modelos transitivos (ver
Sulumv 28] p. Jl)




Conclusiones

Dado que cl teorema de Solovay confirina las sospechas de Lebesgue respecto
a la responsabilidad del axioma de eleccién en la negacién de la hipétesis de la
medida, resulta muy sorprendente que Solovay. después de enunciar su teorema,
afirme que “por supuesto que el axioma de cleccién es verdadero y, por lo tanto,
hay conjuntos que no son Lebesgue medibles™?!. Mds aun, si la mayorfa de
los resultados del andlisis matemadtico sélo requicren del principio de eleccion
numerable y otros, como el teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach
separables??, se pueden demostrar mediante el principio de eleccién dependiente,
realmente resulta tentador abandonar las versiones mds fuertes del axioma de
eleccién para evitar las paradojas. Sin embargo, los multiples resultados que
hemos tratado a lo largo de esta tesis, como lo son la medida de Banach, el
teorema de Banach-Tarski y los teoremas de Ulam. no sélo dan cuenta de la
riqueza tedrica que se perderia si se abandonara el axioma de eleccidn, sino que
se convierten en un argumento contra dicha postura. En ese sentido, podriamos
decir que el problema de la medida parece generar, ¢l mismo, una paradoja,
pues la bisqueda por el responsable de la negacion de la hipétesis de la medida
terminé por demostrar la grandeza del culpable.

Por otro lado, cabe senalar que Solovay demostré que hay un modelo en
el que se cumple tanto el principio de eleccién dependiente como el que todos
los conjuntos de reales sean Lebesgue medibles, lo que no quiere decir que la
hipétesis de la medida se pruebe a partir de dicha versién de eleccién. De hecho,
es imposible que ZF + ED - HM |, ya que cualquier modelo de ZFE (incluso el
de la hipdtesis misma del teorema de Solovay) es modelo de ZF + ED +~HM.
De modo que ZF + ED ¥ HAM y como, gracias a Solovay, sabemos que ZF +
ED ¥ —H M, tenemos entonces que la hipétesis de la medida es un enunciado
independiente de la teoria ZF + ED, de modo que tanto él como su negacién
sc pueden agregar como axiomas.

2L Ver Solovay (23] Pig.3.
2 Ver Beckenstein v Narici [5].
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Hay quienes sugieren, como Garnir [10] la existencia de dos tipos de andlisis
matematico: el solovayano y el zorniano, identificados con las teorias ZF+HNM
y ZFE respectivamente. Esta perspectiva parece menos radical que la postura
de Solovay, pues apela a la diversidad tedrica. En otras palabras, no parece
necesario determinar si el axioma de eleccidn es verdadero o no, sino que se
trata de explorar qué sucede si se acepta o no, de la misma manera en la que la
geometria se exploré dependiendo de si se aceptaba o no el quinto postulado de
Euclides sobre las paralelas. Sin embargo, del mismo modo en que la geometria
cuclidiana se planteaba inicialimente como la mas intuitiva y las geometrias no
cuclidianas como las més bizarras, la hipoétesis de la medida negarfa un mundo
tedrico que, aunque inicialmente antintuitivo, es fascinante, como se ve con la
paradoja de Banach-Tarski.

Es cierto que habria que explorar maéds los teoremas de ZF+HM que no
lo son de ZFE. Pero por lo pronto no podemos decir que la contribucién de
los resultados de Solovay se centre en una taxonomia de los distintos tipos de
andlisis. De heclio, si tomamos en cuenta que hay conjuntos borelianos tales que
sus imdgenes bajo funciones continuas no son borelianos (ver Hrbacek-Jech [14]
p- 278), queda claro que el teorema de Solovay es valioso porque permite aceptar
con cierta tranquilidad la existencia de conjuntos no medibles, pues nos senala
que todos ellos son producto del axioma de eleccién.

En resumen, lo que Solovay dice es que hay que celebrar que es el axioma
de eleccién el responsable de la negacién de la hipétesis de la medida (claro
estd siempre y cuando creamos que la teoria de conjuntos es consistente con la
existencia de cardinales fuertemente inaccesibles).

Finalmente de esta tesis sélo queda decir que aunque de la esfera de las
matematicas se obtengan dos esferas, la del andlisis y la 16gica, igual de im-
portantes que la original, los resultados que se han presentado conforman un
modelo de la unidad fundamental de la matematica.

FIN
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Apéndice A

Axioma de Elecciéon y Buen
Orden

La idea de que todo conjunto puede bien ordenarse parece ser bastante na-
tural, pues contar un conjunto no es sino bien ordenarlo. Sin embargo, basta con
que consideremos el caso de los reales para que deje de parecernos tan obvio,
pues ;cémo podemos “contar” a los reales?

Lo primero que habria que senalar es que un buen orden para los reales serfa
algo muy distinto a su orden canénico, ya que en ese caso todo subconjunto no
vacio deberfa tener un elemento mfnimo. Pero ademds veremos que, aunque la
demostracion de que el axioma de eleccién immplica el principio del buen orden
se basa en la idea de que para bien ordenar un conjunto basta biyectarlo con
un ordinal, se trata de un resultado que, como todos los que se desprenden del
axioma de eleccién, no es constructivo sino puramente existencial.

Teorema 85 AFE & PBO.

Demostracidn. <) Sea A un conjunto de conjuntos no vacios. Si aplicamos
el principio del buen orden a | J A, tenemos una relacion <ua que bien ordena
a A. Sea f: A— |JA la siguiente funcicn, Vz € | JA:

flz) = mm T

Como Va(x € A= x # WAz C|JA) entonces la funcion f estd bienidéﬁnida.
Claramente f es una funcién de eleccion sobre A, ya que ¥V € A, ming;, T € x.

Para demostrar el regreso introduciremos el teorema de recursxén transﬁmta, .
que no es sino una generalizacién del teorema de recursién usual -

“1Son justaniente los mimeros ordinales los que sirven parn *contar™.
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Definicién 55 Si denotamos con V a la clase de todos los conjuntos, entonces
: . decimos que G es un funcional sobre VsiysolosiGC VxV yvX e VIlY e V
“tal que (X,Y) € G. En otras palabras, G es funcional de V si se comporta como
funcion sobre la clase V.

-Teorema 86 Sea G un funcional de V en V. Entonces se puede definir un inico
funcional F tal que: (i) domF = OR, (i) Vo € OR, F(a) = G(Fla]).

Teorema 87 Un conjunto A es bien ordenable ssi p(A)— {0} tiene una funcion
de eleccion.

Demostracién. =) Igual que en el teorema anterior, la funcién de eleccién estd
dada por el elemento minimo del subconjunto no vacfo.

<«=) Sea f una funcién de eleecidn para p(A) — {#)}. Como el universo de
los conjuntos no es un conjunto, entonces cxiste ¢ ¢ A. Sea f’ una funcién con
dominio igual a ©(A4) tal que VX € @(A) — {B}, f/(X) = f(X) y para X = (),
S'(®) = c. Sea G un funcional tal que V.X, G(X) = f'(A - X). Nétese que
VX(A-X =0 < G(X) =c)y que rang(f’) = A|J{c}. Gracias al Teorema
86 se puede definir un tinico funcional F tal que dom(F) = OR y Va € OR :

F(a) = G(Fla]) = f'(A — Flq]).
Afirmamos que:

1. F(a) # ¢ = V8 < a, F(8) # c. Supongamos que F(a) # ¢ =
G(Fla]) # ¢ = A — Fla] # §. Y como V8 € a F[B] € Flo] =
A~ Fla] € A — F|8], entonces A — Fl8] # ) = VB8 < a, F(B8) #c.

2. F(a)#c==V3#d§ < a, F(B8) # F(J). Supongamos que F(a) # cy que
B # 6 < a. Sin pérdida de generalidad, sea 8 < &, entonces F(B) € F[6] y
como § < a, por el inciso (1), F(8) # c => G(F[d]) # c = A — F[6] #
W= A— F[d] € p(A) - = F(5)
= f'(A = F[d]) = f(A - F[d]) => F(d) € A~ F[§] = F(8) ¢ F[§] =
F(8) # F(B), pues ya habfamos visto que F(B8) € F[d].

3. Existe vy € OR tal que F(v) = c. Supongamos que Yo € OR, F(a) # c.
Entonces, como el inciso (2) nos asegura que F es inyectiva antes de tomar
el valor ¢, tendriamos que OR es biyectable con F{[OR] C A . Por el axioma
de separacién F[OR)] serfa conjunto y por el axioma de reemplazo aplicado
a £-! tendrfammos que OR es conjunto! Ya que OR es clase.
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Finalmente como los ordinales estdn bien ordenados®entonces conio, por el
inciso (3), {y € OR: F(7) =c} # W, sea 7o = min{y € OR: F(y) = c¢}. Como
VB < vo F(8) # ¢, entonces Flvy,] € A, ya que ran(F) = A[J{c}. Por otro
lado, F[v,] = ¢ == A — Flv,] =W == A C Flv,]. Asf que F[y,] = A. Como,
por el inciso (2), F' es inyectiva antes de tomar el valor ¢, entonces F' es una
biyeccién entre v, y A. Asi que el buen orden para A serd el orden que hereda
de v,. Es decir, Vz,y € A, x <, ysiysélosi F~}(x) € F~!(y), entonces <,
bicn ordena a A, =

Puede ser que se crea que se ha dado un buen orden explicito para A, pero
noétese que el ordinal ¥ la biyeccidn que lo gencran estdan garantizados por la
funcién de eleceion sobre la potencia de A, de la que solo sabemos que existe.

2En el seutido de que toda clase no vaeln de ordinales tiene un eleniento mnimo con
respecto s I pertenencin, Esto se conoce como ¢l Principio del Minimo Ordinal (P.M.O)
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Apéndice B

Categoria y medida

Al principio de la tesis se sefialé que algunas generalizaciones del conjunto de
Cantor demuestran que un conjunto topolégicamente despreciable no necesaria-
mente lo es desde un punto de vista geomeétrico. También se mencioné que estos
ejemplos obligaron a abandonar las propuestas sobre criterios de integracién
basadas en propiedades topoldgicas! e impulsaron el desarrollo de la Teorfa de
la Medida. A continuacién veremos un resultado que muestra con mucha clari-
dad la diferencia entre categorfa y medida.

Definicién 56 Un conjunto A es de primera categorfa si y sélo si es union
numerables de conjuntos densos en ninguna parte. En cuyo caso decimos que A
es un conjunto flaco®.

Teorema 88 R! se puede partir en dos conjuntos ajenos A y B tales que A
tiene medida de Lebesgue cero y B es de primera calegoria.

Demostracién. Sea {g; }ien una numeracién de Q, entonces Vi, J E N definimos
los siguicntes intervalos:

1.~j=(q-‘—§%7.q,~+§1+—j)- Lo i
Sea G; = U Ii; y B = () Gj. Afirmamos que B tiene medlda cero. Dada
e > 0, e\d;f:j € N tal qulza 7‘,— < €y, por lo tanto, existe j € N tal que
ZNII,JI Z =g <eyp(B)=0yaqueVieN,BCG;= ‘LEJNI., Asf
que sélo falta demostrar que B =R — B = JLeJN(GJ) es de primera categorfa.

LEn particular la idea de Hankel (1870) de que nna funcion era Ricmann integrable si y solo
si el conjunto de sus discontinnidades era denso en mu;,nm\ parte (ver Hawkings {12) p.32).
2ehanper” en ingles,

115




116 APENDICE B. CATEGORIA Y MEDIDA

Nétese que Vj € N, por construccion, Q € G;. Ademds G es abierto, por
ser unisén de abjertos. De modo que V7 € N, G es un conjunto denso abierto y
Vj € N, (G;)° es denso en ninguna parte, pues supongamos que int _C:']‘f'_ #0,
entonces existe B abierto no vacfo tal que BN G; = W. Por lo tanto, G; no es
denso. Finalmente como B° = |J (G;)¢, entonces B¢ es de primera categorfa.
- JEN

Nétese que puesto que R! es de medida positiva y de segunda categorfa, en-
tonces lo que demostramos es que B es de medida cero y de segunda categoria
¥y que B€ es de primera categoria y de medida positiva. Asf que efectivamente la
nocién de ser flaco topolégicamente no es equivalente a la de ser nulo geométri-

camente.




Apéndice C

Descomposiciones
paraddjicas

En general. una descomposicion paraddjica de un conjunto es una particién
que bajo la accién de un grupo arroja dos o mads copias del conjunto original.
En la Seccion 2.2 se demostré que la superficie esférica menos un conjunto
numerable tenia una descomposicion paradéjica bajo la accién del grupo Gro.
Se dijo ademiis que esto cra suficiente para ver que la superficie esférica completa
se podia partir en una cantidad finita de pedazos que rotados daban dos copias.
Para ver que si S2\D cs G, —paraddjico entonces $2 también es Gr, —paradsjico
es necesario introducir algunas definiciones y resultados preliminares:

Definicién 57 Sean A, B C R? diremos que A y B son G-equidescomponibles
( A ~g B) siy solo si existen particiones finitas {A;}og y {Billey de Ay B
respectivamente tales que si 0 <i < n entonces A; =g Bi.

En términos menos formales, pero quizas mds intuitivos, A y B son G-
equidescomponibles si A se puede partir en una cantidad finita de pedazos que
bajo la accién de G permiten reconstruir a B.

Esta definicién da un versién alternativa de la nocién de ser G~ paraddjico,
en la que se ve con mayor claridad que esta propiedad hace eco de resultados
paraddjicos que tienen que ver con las distintas acepciones de tamaiio de un
conjunto:

Lema 89 E es G-paraddjico ssi existen A y B subconjuntos ajenos de E' tales
que A~q EyB~¢gE.

Demostracién. (<=)Si en lugar de A y £ tomamos {A;}[_; la particién de
A, {Ei}io, lade E y Gy = {gi : gildi] = Ei} el conjunto de rotaciones que
dan cuenta de que A ~g E y hacemos lo mismo con B ~¢g E, donde {B; };=,
es la particion de B, {E;}5., la de E y G2 = {h; : hj|B;] = Ej}, entonces
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tenemos que A, ...,A,,B,, ...Bs son subconjuntos ajenos de E', GiUG2 C Gy
E= U gildi] y E = U h;(B;].

(=>)Para este caso tomamos simplemente A = U Ay B= U Bi. m
i=l1

Como bien los sefiala Wagon [24] (p.3) detrds de l'\q descomposiciones paradéji-
cas estd la idea de duplicar conjuntos. En ese sentido, nétese que si en lugar
de la relacién ~¢ pensdramos en la relacion de equipotencia entre conjuntos,
tendrfamos frente a nosotros otra de las cldsicas paradojas de la matemadtica
relacionada con la nocién de tamaiio de un conjunto: los niimeros naturales se
pueden partir en dos subconjuntos ajenos (los mimeros pares ¢ impares) que
son del mismo tamanio (en términos de cardinalidad) que todo el conjunto de
naturales?.

Lo siguiente serd demostrar que la equidescomponibilidad es una relacion de
equivalencia, del mismo modo que la equipotencia®.

Teorema 90 La relacion ~¢ges una relacion de equivalencia sobre X.

Demostracién. Solo se demostrard la transitividad, ya que es la que se utilizard
mds adelante. Sean A.B.C € X si A ~¢ B y B ~g C entonces A ~¢ C. Sean
{Ai} o s {Bi} o v {9i} 2 las particiones y eleinentos del grupo que dan cuenta
de que A ~g B ysean {Bj}iL, . {C;})Ly ¥ {#;})Lg las que dan cuenta de que
B ~¢ C. Como G es un grupo tenemos que los g; tienen inversos en G. Daremos
particiones dentro de las particiones de A y C. Sea A;; = g7 [BiNB] y Cij =
h;[B; N Bj]. Estd claro que A;; NAp =Wy Cy; NCly = Bsii # Lo j# k, yaque
en esos casos B;NB; =W o B;NB; =W Sea f;; = hjg; . Nétese que f;; € G, ya
que G es grupo. Si tomamos P = {A;;: BiNB; # Wy Q = {Cy; : B;N B} # 0}
es [4cil ver que PPy @ son particiones de A y C respectivamente. Pues sélo falta
comprobar que |JP = A y |JQ = C. Lo primero es observar que V0 < 7 < n

m

m m
= Uo BinBj, asf que A; = g '[Bi] = g7 \( VUOB,-nB}) = _Uog;‘[B.-nB;] =
J= Jj= Jj=

"
U Aj; . Por otro lado, como {A;}L es por hipétesis particién de A, entonces

n m

U A= Ay, como U A= U Aij =P, tenemos que | J P = A. El caso
i=0,7=0

de C es andlogo. Fmalmente las f;; correspondientes a los elementos de Py Q

permiten ver que A ~¢ C. u

A} o ¥ (B }20 son particiones de 4 v B subconjuntos ajenos de C.

2Este antintuivo resultado se podfa resolver de dos maneras:(1) rechazando In posibilidad
de pensar en n cardinalidad de esos conjuntos como un “ndmero”, (2) aceptando que las reglas
de la aritmétion transtinita son distintas o las de In aritisética finita, De alguna manera frente
al problentat de b anedida se tiene aea disyuntiva antloga: (1) Aceptar que hny conjuntos no
medibles, (2)Modificar las propiedades de Ia medida. Sin embargo, hemos visto que en este
wtimo caso la segunda opeidn es demasindo costosn y con los resultados de Solovay queda
claro, ademds, que no resuclve nada,

FAnunque en el caso de ln equipotencin se teate de un relacional, es interesante ver las fuertes
anologfas entre una nocion y otra. Para profundizar en ello vense el Capftulo 3 de Wagon [24)
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Corolario 91 Si Ay B son G-equidescompbnibles y A es G-paraddjico entonces
B es G-paraddjico.

Demostracién. Como 4 es G-paraddjico entonces por el Lema 89 existen Py v
P, subconjuntos ajenos de A tales que P, ~q Ay P, ~g A. Por otro lado
como A y B son G-cquidescomponibles, sean {Ai}ly , {Billo ¥ {gili=o
las particiones y elementos de G que dan cuenta de ello. Entonces tomamos
By =JglAiN 2]y By = Jgi[Ain P2]. Claramente B y Bs son subconjuntos
de B y como PP y P, son ajenos también tenemos que B; y Bz lo son, pero
ademds By ~g Py y Ba ~¢ Ps, asf que usando la transitividad de ~¢ tenemos

que By ~¢ B y Bz ~¢ B. Utilizando otra vez el Lema 89, tenemos que B es
G-paradéjico. m

De modo que, como ya se vio que $* \ D es S03—paraddjico, para ver que
52 es S03—paradéjico basta ver que:

Teorema 92 S? es SO3 equidescomponible con S2\ D .

Demostracién. Como D es un conjunto numerable, sea [ una linea que pase
por el origen tal que [N D = . Sea G, el grupo de rotaciones en R3 con
eje de rotacién ! y dngulo de rotacién entre -7 y 7 radianes médulo 2w, Sea
pe€ Dy A, ={p:p € GiAp(p) € D}. En otras palabras sea A, C G; tal
que O,4, = Og, N D. Nétese que A, es numerable, pues como los dngulos de
rotacién estdn entre -m y 7, todo elemento de D proviene de una rotacién de
p. Sea A = [J A,. Como A también es numnerable, por ser unién numerable
reED

de numerables, y |Gy} = ¢, entonces G; — 4 # ). Sea 7 € G; — A. Entonces
r(D)ND = ¢, pues de otro modo 7 perteneceria a A. Por lo tanto 7(D) ¢ §2\D
y 5% es SO3 equidescomponible con 52\ D. ya que S2 = S2\ DUD y
S2\D=S?\D|J7r(D),conte€S0; =

Con esto completamos el detalle que faltaba para convencernos de que la
superficie esférica de la bola unitaria se puede partir en una cantidad finita de
pedazos que bajo rotaciones nos permiten obtener dos superficies esféricas del
mismo tamano que la original.

Finalmente, como toda particién de la superficie esférica induce (mediante
la proyeccion radial) una particién sobre la bola unitaria sin el origen , tenemos
que B3 — {0} también es S03—paraddjico. Asf que, por el Corolario 91, para ver
que la bola unitaria completa es un conjunto SOz —paraddjico , basta demostrar
que B3 — {0} es equidescomponible con B3 (ver Wagon [24]).
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Apéndice D

Teorema de Hahn-Banach

Los comentarios que Solovay hace respecto al teorema de Hahn-Banach lla-
man especialmente la atencidn, a pesar de no ser muy exhaustivos, pues sugieren
una relacién interesante entre categorfa y medida. Detallar el argumento de Solo-
vay es un ejemplo de los problemas abiertos que deja esta tesis. Sin embargo,
identificaremos los detalles que se tendrian que completar para seguir el hilo de
su reflexion.

Solovay seriala que del inciso (3) de su teorema (Todo conjunto de reales
tiene la propiedud de Baire) se puede deducir que *no hay una medida de proba-
bilidad finito-aditiva definida en la potencia de los naturales que sea cero en los
unitarios [singletons]. De modo que el teorema de Hahn -Banach no es vilido
cn el modelo”! (Solovay [23] p. 3).

La medida de Banach (Seccién 2.1) permite entender parte de este enigméti-
co comentario, pues pp es una medida de probabilidad finito-aditiva sobre el
intervalo [0,1) que se construyd utilizando el teorema de Hahn-Banach. Como
el intervalo [0,1) es biyectable con p(N), el teorema de Halm-Banach también
garantiza la existencia de una medida de probabilidad finito-aditiva para p(N)
que se anula en los unitarios. Esto quiere decir que si en el modelo de Solovay
no se pueden tener medidas de probabilidad finito aditivas para p(N), entonces
cl teorema de Hanh-Banach no es verdadero ahf.

El siguiente tcorema muestra el vinculo entre este tipo de medidas y la
propiedad de Baire.

Teorema 93 Si i es una medida sobre una o—dlgebra & C R! que es finito-
aditiva, pero no o — aditiva, entonces hay un conjunto de reales que no tiene la
propicdad de Baire.

No daremos los detalles de la demostracién (ver Wagon [24] p.211). Sin
embargo, cabe seifialar que en ella no se hace uso del axioma de eleccién. De
modo que se cumple en el modelo de Solovay.

' Salovay [28] p. 3.
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En otras palabras, puesto que en el modelo de Solovay todos los conjuntos de
reales tienen la propiedad de Baire y el teorema que hemos enunciado se cumple,
entonces ahf no hay medidas de probabilidad que se anulen en los unitarios y
que sean finito aditivas, pero no og-aditivas.

Nétese que para concluir que el teorema de Hahn Banach no se cumple en
dicho modelo faltaria demostrar que la medida de Banach no es ¢ — aditiva
sin recurrir a las versiones del axioma de eleccién que niegan la hipétesis de la
medida, pues de otro modo, como esas versiones 1o estdn garantizadas cn el
modelo de Solovay, podria ser que en dicho modelo la medida de Banach fuera
o — aditiva y, por lo tanto, no se podrfa concluir lo que sugiere Solovay por la
via que hemos expuesto.

En resumen, si A/P denota al enunciado Eriste una medida de probabilidad
finito aditiva tal que p({a}) = 0, PB al enunciado Todos los conjuntos tienen
la propiedad de Baire y M al modelo de Solovay, lo que tenemios es:

1. ZF  (Hahn-Banach ==Medida de Banach (M P)).
2. ZFk (MP+-o-aditiva) =% ~PB 6 ZF F (PB = —(M P+-o-aditiva).

3. Como M, F PB y M, es modelo de ZF, entonces My, E —~(MP + —o-
aditiva).

4. Si (ZF F Medida de Banach no es o-aditiva)?, entonces A, ¥ Hahn-
Banach.

Finalmente sélo cabe mencionar que, aunque el teorema de Hahn-Banach no
se cumpla en el modelo de Solovay (i.e. no es teorema del andlisis solovayano),
cl hecho de que el teorema de Hahn-Banach para espacios de Banach separables
quede garantizado por el principio de elecciones dependientes (ver Beckenstein
y Narici [5]) ya es bastante poderoso.

2Lao gque faltarfa demostrar,
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