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INTRODUCCION.

El espectro energético del electrén en el modelo unidimensional de potencial periédico propuesto por
R. Kronig y W. Penny tiene una representacion en el esquema zonal ampliado tal que la energia como
funcién del vector de onda puede aproximarse a una parabola con discontinuidadesen k =t nn/c (“k”
corresponde al vector de onda , “c” a la distancia entre cada 4tomo de lared y “n” a un nimero natural ) .
Comparando dicho espectro energético con el espectro del electrén libre ( donde la energia tiene una
dependencia parabdlica ininterrumpida en el vector de onda ) tenemos que, un posible efecto del potencial
periédico de la red sobre el electrén corresponde a la formacion de discontinuidades en el espectro
energético. Estas discontinuidades dan lugar a las llamadas bandas prohibidas y bandas permitidas en el
espectro del electron. A su vez , las vibraciones asociadas a la red atébmica que asemejan osciladores
armonicos con frecuencia @y ( “k” representa el vector de onda ) producen variaciones en ¢l potencial
periddico, las cuales originan nuevas discontinuidades en el espectro energético del electrén. “ Pierls
establecié que cuando la modulacion de las posiciones u, de los dtomos en la red tiene la forma
Su,=6u cos[ Qz+ ¢] (donde “u” corresponde a la amplitud de la oscilacién , “Q” representa el doble
del vector de onda de Fermi y “ ¢ “ la fase que describe la posicién del 4tomo) entonces se pueden producir
discontinuidades en # k¢ . ! En dicho estado de modulacién las variaciones en el potencial periédico de la
red unidimensional permiten confinar a todos los electrones dentro de la banda energética con energia
menor igual a la de Fermi ( al acercarse los dtomos se incrementa la intensidad del potencial , incorporando
dentro del nuevo pozo de potencial aquellos electrones antes libres ) . Por otro lado las energias de los
niveles ocupados debajo de Er disminuyen , reduciendo la energia electrénica total y acoplando la densidad

de electrones a la modulacién de la red, lo que permite formar ondas estacionarias denominadas ondas de

densidad de carga (ODC) .

! Cf. Thorne Robert E. “ Charge-Density-Wave Conductors ” Physics Today. p 42 . May 1996.



La interaccion entre electrones y los fonones asociados a los desplazamientos de la red atémica
cuasiunidimensional ha sido considerada por algunos autores ( desde principios del S.XX ) como la
responsable de la formacién de las ODC ( en distincién de aquellos que consideran la interaccion entre los
mismos electrones a través de fonones virtuales como la responsable de dicha formacién ) . Aunque no
todos manejan directamente el concepto de ondas de densidad de carga® podemos destacar que
invariablemente consideran como caracteristicas de las modulaciones las mencionadas anteriormente:
representan desplazamientos peri6édicos de la red con vector de onda Zks, las cuales originan una
discontinuidad ( vado ) en el espectro energético del electrén en k¢ tal que los niveles debajode Er se
encuentran ocupados y los niveles superiores vacios. Esta iiltima caracteristica es propia de los
semiconductores sin embargo, los conductores de ODC tienen modos colectivos de transporte de carga ya
que al aplicarles un campo eléctrico mayor al campo umbral , las ODC pueden deslizarse de una posicién
relativa a la red , es decir, mientras los dtomos en la red oscilan regresando y adelantandose produciendo un
nuevo potencial viajero al aplicar un campo eléctrico externo, los electrones modulados se mueven
produciendo una corriente . El campo umbral a su vez, depende de las impurezas en el cristal ya que éstas
determinan que tan insertada se encuentra la ODC en la red atémica. Las ODC han sido observadas tanto en
conductores organicos como inorganicos ( TTF-TCNQ , NbSe; , NbS3 , TaS3, ( TaSes ) 2, Ko3MoO3 ,

( fluoranthene) ; PFg , ( perylene ) 2 Au ( maleonitriledithiolate ) 2 ) siendo que, la temperatura a la que se

forman dichas ondas podemos situarla entre 0 K y 350 K ( segin el conductor que consideremos ).

En el prescnte trabajo modelamos un sistema con ODC ( sin impurezas ) a través de un sistema de
fermiones libres con masa ( m#) asociada a las ondas de densidad de carga , la cual determinamos
considerando la interaccién entre un electrén en la superficie de Fermi y la vibracién atémica con frecuencia

wq (donde Q =2k¢) a T=0K. A partir de dicho modelo calculamos explicitamente la densidad de

2 Modulacién de la densidad de electrones de conduccién en un metal, asociada a la modulacién de las
posiciones de los dtomos en la red.



corriente media al aplicar un campo eléctrico alterno® en un sistema con ODCa T=0K y mostramos su
correspondiente formalizacién en el caso de temperatura finita. Como parte de la justificacién del célculo
consideramos que lo que permite cualificar de cientifica a una proposicién ( con la que definimos ¢
relacionamos sfmbolos que refieren objetos fisicos ) no estriba en su veracidad sino en el proceso 6 camino
para llegar a ella®, por lo que presentamos el célculo del valor medio de la densidad de corriente en un
sistema con ODC , exhibiendo detalladamente principios fundamentales, construcciones sintético a priori®,
caracterizaciones de objetos fisicos®, relaciones analiticas, postulados, interpretaciones analdgicas, etc. ,

lo que permitira elucidar la “forma” como el fisico organiza su sistema de creencias, porciones de
conocimiento y experiencias en la solucién de ejemplares’ dentro de la investigacion normal® . En este

sentido los tres primeros capitulos corresponden a una revisién exhaustiva de la teoria fisicomatematica

3 En el cilculo no consideramos algin parametro que describiera el campo umbral a partir del cual el
sistema presenta conduccion.

4 Cf. Nicol E. “Los principios de la ciencia” Fondo de cultura econémica. México. Tercera reimpresién.
1984. p 39.

% Entenderemos por construcciones sintético a priori como aquellas “igualdades” ( relaciones 6 definiciones )
donde la caracterizacién de uno de sus miembros remite a conceptos que anteriormente no eran pensados en
el otro. Por ejemplo:

En la construccion de la funcion de distribucion do /dv =p (v,t) podremos notar que a priori
establecemos p ( v, t ) como caracterizacién terminal del proceso de construccién de do / dv . Al proponer
la forma explicita de p ( v, t ) ( en la distribucién microcanénica ) como ¢ & ( E — Ep ) aftadiremos conceptos
que inicialmente no eran pensados en dw / dv.

6 Caracterizaremos un objeto a través de la materia ( aquello que corresponde al efecto del objeto sobre
nuestra facultad representativa ) y la_forma ( que consideraremos independiente del efecto del objeto sobre
nuestra facultad representativa ).

7 Interpretamos el término “ejemplar” ( presentado en Posdata: 1969 por T.Kuhn ) a través de la siguiente
caracterizacién ; en las soluciones concretas a problemas que los estudiantes enfrentan al principio de su
educacion cientifica y soluciones de problemas post-estudiantiles, el sujeto condiciona su facultad
representativa para “percibir” una variedad de situaciones fisicas como similares, las cuales caracteriza a
través de alguna generalizacion simbélica ( ley de la “naturaleza™ ).

8 La investigacién normal ( expuesta por Pérez R. Ana Rosa, en Kuhn y el cambio cientifico ) esta guiada
basicamente por un ejemplo de solucién exitosa de cierto tipo de problemas, el cual es reconocido por los -
miembros de una comunidad pertinente y por un conjunto de compromisos ontolégicos compartidos por una
comunidad de especialistas.
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necesaria para caracterizar la densidad de corriente media en un sistema de particulas idénticas mientras que

el cuarto capitulo corresponde a la aplicacién de dicha teoria al caso de un sistema con ODC.

En el primer capitulo desarrollamos el tema denominado mecénica estadistica siguiendo la exposicion de
Landau L.D. y Lifshitz E. M. en Fisica Estadistica Vol.V , presentando la caracterizacién de la funcién de
distribucion en el espacio de las fases, distribucién estadistica cudntica, distribucion canénica, distribuciéon
candnica principal, operador asociado a la matriz de densidad y valor medio de una variable dindmica en
sistemas perturbados. Esta ultima caracterizacion la consideraremos una relacion bdsica para obtener el
valor medio del operador asociado a la densidad de corriente, por lo que para establecer dicho operador,
desarrollamos en el siguiente capitulo el tema de particulas idénticas y segunda cuantizacién a través de la
propuesta de Merzbacher E. en Quantum Mechanics, donde partiendo del vector de estado en el espacio de
numero de un sistema de particulas idénticas y estableciendo relaciones de correspondencia entre distintas
bases para operadores de creacion y aniquilacién (asi como incorporando el operador de nimero) ,
proponemos una caracterizacion de las particulas denominadas boséon y fermién. Por medio del operador de
nimero y considerando la definicion clasica de la densidad de cotriente y campo eléctrico establecemos una

posible representacion de sus correspondientes operadores en segunda cuantizacion.’

En el tercer capitulo introducimos las funciones de Green avanzada y retardada. ldmtiﬁéndo esta Gltima
con el integrando del término lineal en el valor medio de una variable dindmica para sistemas perturba&os y
siguiendo la propuesta de Zubarev D.N. en Nonequilibrium Statistical Thermodynamics, caracterizamos el
valor medio de la densidad de corriente para un sistema de particulas idénticas perturbado por un campo
eléctrico externo alterno en términos de la transformada de Fourier de la funcion de Green retardada. Asi
mismo desarrollamos la transformada de Fourier de dicha funcién considerando los estados propios del
Hamiltoniano del sistema y alternativamente mostramos su desarrollo ( prwéindieﬁdo exbllcitameme de
dichos estados ) a través de serie de potencias en la frecuencia del campo eléctrico externo y conmutadores

entre los operadores asociados a la densidad de earimté, campo eléctrico y Hamiltoniano del sistema, .

9 Exhibiendo asi un posible puente conceptual entre distintas teorias.
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En el cuarto capitulo exponemos las propiedades que describen a un sistema con ODC, caracterizamos la
masa ( m+) asociada a la onda de densidad de carga y establecemos los operadores Hamiltoniano, densidad
de corriente y vector de polarizacion en el caso de dichos sistemas. Considerando el desarrollo de la
transformada de Fourier de la funcién de Green retardada a través de serie de potencias en la frecuencia del
campo eléctrico externo, asi como los operadores antes mencionados, obtenemos la densidad de corriente
media en un sistema con ODC (sin impurezas)a T =0 K y mostramos su correspondiente formalizacién a

temperatura finita.

En el apartado correspondiente a resultados y conclusiones exhibimos lo enunciado en el parrafo anterior,
comparamos la masa m=* y el tensor de conductividad obtenidos con caracterizaciones establecidas por otros

autores y planteamos algunas insuficiencias descriptivas en el modelo considerado.

Al respecto de la notacién, cabe mencionar que los operadores y vectores corresponden a simbolos més

obscuros que las variables dinamicas y cantidades escalares, mientras que “h > representa la constante de

Planck multiplicada por (2n) "

El presente trabajo le resume al estudiante de fisica interesado en el tema, los tépicos basicos para
incorporarse en un estudio mas detallado sobre las ondas de densidad de carga, el cual ha permitido
desarrollar modelos de sistemas con propiedades de transporte electrénico colectivo, cdlculos de la energia
de cuasiparticulas, extensiones del modelo de campo autoconsistente para determinar la interaccion
electrén-red, aplicacién del modelo de jalea deformable, etc. , asi mismo, al estudiante de filosofia de la
ciencia le muestra parte de una justificacién en ciencia dura que podria invitarle a una reflexion sobre

fundamentacion critica del conocimiento cientifico de la “naturaleza’.
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1 MECANICA ESTADISTICA.

El estudio de las propiedades de los sisternas constituidos por una enorme cantidad de particulas puede
dirigirse a través de la mecdnica estadistica la cual proporciona un puente entre la dinamica microscépica

del sistema y predicciones macroscépicas en términos del valor medio de variables dindmicas.

En este capitulo mostramos las siguientes formalizaciones p;'opias de la teoria estadistica: en primer
lugar establecemos una caracterizacion de la funcién de distribucion en el espacio de las fases con la cual
sustentamos una distribuciéon microcanénica, a su vez, presentamos una distribucion estadistica de estados
cuinticos mezclados a partir de la matriz de densidad (con dicha matriz caracterizamos el valor medio de
cualquier variable dindmica cuantica) finalmente, establecemos una distribucién canénica principal
mostrando su dependencia térmica y considerandola condicion inicial de un sistema perturbado

desarrollamos al operador asociado a la matriz de densidad en el caso de dichos sistemas.

13




I
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1.1 FUNCION DE DISTRIBUCION **.

En la caracterizacion de la funcién de distribucién partimos de considerar el mémero de grados de
libertad ( s) de un sistema mecdnico macroscopico (macroscépico en sentido de suponerlo constituido por
una cantidad de particulas tal que es irresoluble la totalidad de ecuaciones diferenciales que pudieran
describir el movimiento de cada una de ellas), en este sentido la posicién de los puntos de este sistema en el
espacio se caracteriza por s coordenadas que designaremos por las letras q j , donde el subindice, toma los
valores: 1,2, . . ., s., micntras que ¢l estado de este sistema mecanico en un momento dado se
predetermina por las asignaciones en dicho instante, de las s coordenadas q ; y de las s velocidades
correspondientes q'i ( 6 momentos generalizados p i) . En esta descripcién, para un sistema de n particulas

cada una de ellas con 3 grados de libertad (representados mediante las coordenadas: x, y,z), el estado del

sistema en un instante ¢ se caracteriza por las asignaciones de

Xts Y15 215 X25 Y25 Z25 « + + 5 Xns Yo 5 Zn»

Px1, Pyi, P2y, Pxa, Pys, Pay, . . ., P, Py, Pag

Los diferentes estados del sistema se pueden representar por puntos en el llamado espacio de las fases,
sobre los ejes de coordenadas de este espacio se toman los valores de las coordenadas y de los momentos del
sistema dado. Cada sistema posee, en estas condiciones, su propio espacio de las fases, espacio cuyo nimero
de dimensiones es igual al doble del niamero de grados de libertad (para el caso de n particulas cada una
de ellas con 3 grados de libertad tendriamos un total de 3n grados de libertad y su correspondiente espacio de

las fases tendria 6n dimensiones).

19 La construccién de la funcién de distribucién la propondremos a través de los principios fundamentales
de la fisica estadistica descritos en Landau L.D. y Lifshitz E.M. Fisica Estadistica Vol. 5 del Curso de Fisica
Tedrica. Editorial Reverté, S.A. 1969 Espafia.
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Consideremos un cuerpo macroscépico aislado (no se encuentra en interaccion con otro cuerpo).
Separemos una parte que es muy pequefia comparada con todo el sistema pero que sigue siendo
macroscépica (subsistema). En virtud de la extrema complejidad de las acciones exteriores, debidas a
l1as restantes componentes del sistema, al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente grande el
subsistema que hemos separado pasa um nimero de veces suficientemente grande por todos sus estados
paosibles, en otras palabras consideraremos que si tormamos un estado posible, al cabo de un intervalo de
tiempo grande, el subsistema pasara varias veces cerca de ese estado. En el modelo del espacio de las fases lo
anterior se representa a través de considerar una pequefia porcion de “volumen” de dicho espacio ( en el

caso antes mencionado:

Xi+Axi, yi+Ay , Z1itAz;, Xo+Axz, yrtAy2, zotAzz, ... . . . s XotAXn 5 YotAyn , Zo+AZq,

Pxi+APx), Py1+APy), Pzi+APzt, Pxa+APX,, Py2+APys, Pzr+APzz . . . PXatAPX,, PyntAPY,, PZa+APz,,
-en adelante abreviaremos dicho “volumen™ con la letra v-) por el que “pasa” varias veces la trayectoria fase.
Una posible manera de “visualizar” lo anterior es la siguiente!’

ESPACIO FASE ESPACIO FASE ( T-—»)

Trayectoria fase ®

figura 1 figura 2

1 Todas aquellas figuras que pretendan representar alguna caracteristica del espacio de las fases carecen de .
sentido dimensional. Los “puntos més “anchos” (figura 2) corresponden a un sistema que ha pasado un
numero de veces suficientemente grande a través del volumen v al cabo de un intervalo largo de tiempo.
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Suponiendo que el pardmetro tiempo a partir del cual se considera que el subsistema pasa varias veces
por algiin estado es equiaplicable en el espacio de las fases y denotando con At al intervalo total de tiempo en
el que se traslada por el “volumen” fase, tenemos que, como se predeterminé que el subsistema pasa un
numero de veces suficientemente grande por todos sus estados posibles ( lo que en el modelo del espacio de
las fases se interpreta como: en el “volumen” considerado la trayectoria fase “pasard” un nimero de veces
suficientemente grande por dicho “volumen”, pues lo suponemos como la representacion de una “zona”
asociada a estados posibles del sistema ) , entonces At se propone como una cantidad del orden de T. Asi, en
un intervalo de tiempo T3 tenemos que el cociente At/ T se considera que tiende a un cierto limite. Esta
cantidad

At

w = lim
T T

se interpreta como la probabilidad de que al “observar ” al subsistems, en un instante arbitrario, lo

encontremos en la porcion dada v del espacio de las fases.

Suponiendo la porcioén de ““volumen” en distintas “posiciones” del espacio de las fases y que la trayectoria
fase no “pasa” necesariamente el mismo nuimero de veces en cada posicién'?, tenemos que el tiempo total
At que el subsistema “pasa” por cada clemento de volumen puede depender del nimero de puntos

713

contemplados en cada volumen y del tiempo en que el subsistema “permanece™'” en dichos puntos

(ver figura 3) .

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

12 En dicho supuesto consideramos que aunque cada uno de los estados posibles inicialmente tienen la
misma probabilidad de que el subsistema sea “observado” en ellos, se proponen estados de equilibrio
estadistico en los que el subsistema llega a permanecer més tiempo.

13 Es decir, el tiempo total en el que el subsistema pas6 por cada punto contemplado en la porcién de
“volumen”.



TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Espacio fase

v v

® @ ® e o ® . ..ii I ® Trayectoria fase

figura 3

Para delimitar dicha dependencia consideremos que la porcién de “volumen” muestra que colocamos en

distintas posiciones del espacio de las fases se hace tender a cero.
A priori definimos

lim AW~ o(q,pt) (LL1)

Av—>0 Av

como la funcién de distribucion (de 1a probabilidad) en dicho espacio.

Consideremos a dichos puntos como invariantes, es decir, el niimero total de puntos que componen la
trayectoria fase del subsistema no aumenta 6 disminuye una vez que ha pasado por todos sus estados

posibles. Representando diche supuesto a través de la ecuacién de continuidad tenemos que




TESIS CON o
| FALLA DE ORIGEN

ot

+ Vep v=0.

Para el caso de un sistema multidimensional (2s dimensiones, s componentes asociadas a las posiciones y
s a los momentos generalizados) como en el “ejemplo” de n particulas, cada una de ellas con tres grados de

libertad, podemos representar al operador V en coordenadas rectangulares a través de la siguiente relacién

V=(.a_.)_a__.n.a_y--~’a_: a__,a ,6 ,a ,3 ,...,Q__,a_,_a___ R
ax, oy om N,  Oya Oz Fxy Py Pz Fx, Fy, &z

mientras que el vector velocidad, al interpretarlo como la derivada con respecto al tiempo de cada una de las

2s componentes de los objetos pertenecientes (estados fase) al espacio 2s dimensional,lo representamos como

—V-= ( a_xl,QXh Q__zla sy Q_XDQQXII’Q-LI)Q&I’ a_pXI ’a._pzlr---y Q_pinn_a__‘_)Xn7 a_p_zn)
ot o ot a ot o ot ot ot ot ot ot

( notemos cémo el vector velocidad ahora se encuentra caracterizado no sélo por las derivadas con respecto
al tiempo de las coordenadas asociadas a la posicién sino también por las correspondientes derivadas de cada

componente de los momentos generalizados) por loque,V ep v corresponde a

VOP_V=Q paxi +0 powi + 8 pBut....+ 3 pPx, + 8 pPy +20 pRz,.
Ox; a oy, & Oz &t opx, Ot ory, Ot OPzy QA

En dicho producto tenemos 3n=s derivadas parciales con respecto a las componentes de la posicién y 3n=s

con respecto a los momentos generalizados, las cuales abreviaremos de la siguiente manera

Vepv= X 2 pau + XL 2 pim
i=1 aq' a i=] aP.' a
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donde { q;} representa las componentes asociadas a la posicion y { p;} sus correspondientes momentos

generalizados. Desarrollando las derivadas parciales y factorizando obtenemos

Vepv = Z{_e_él.+_eée.}+p2{_,_q,+_p_.}
Flooq ot op ot " aqot  opdt

Representando las componentes del momento generalizado ( p;) como “conjugados” a sus

correspondientes componentes de la posicién ( g;) , tenemos que

99 = oH y 2p =-0H
ot ap; ot oq;

donde H=H (q, p ) corresponde a la funcién de Hamilton del subsistema considerado.

Substituyendo ( 1.1.1 ) en el desarrollo del producto punto, obtenemos

V°pv—2{_p__q,+_eée.}+p2{azﬂ-a’H}

oo ot ap ot " oqop  Opidq

Considerando que el orden de derivacion de H ( q, p) no altera las derivadas parciales de dicha funcién

el segundo término se anula, por lo que

Vepv =2 (3 2q +d Qe.}
"l g ot op

Substituyendo lo anterior en la ecuaci6n de continuidad obtenemos

2P

ay =0,
=l ot .

+ X (20 da+p
aq ot op

(|
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lo que corresponde a que la funcién de distribucion p=p(q, p, t) tiene una derivada total con respecto al

tiempo nula ,

do = 9p + X (80 8a+3pdp} =o0. (1.1.2)
dt ot *loaq ot op; ot

Para el caso de equilibrio estadistico, es decir , cuando el sisterna macroscdpico aislado se encuentra en
un estado tal que para cualquiera de sus partes las magnitudes fisicas macroscdpicas son iguales a sus
valores medios, tenemos que la funcién de distribucion de cada subsistema podemos restringirla a un

movimiento estacionario.

En otras palabras, después de que el subsistema ha pasado por todos sus estados posibles debido a la
(débil) interaccion con los demads subsistemas supondremos que alcanza (después de un “tiempo grande”™)
equilibrio estadistico, lo que en el espacio de las fases podemos representar a través de considerar
exclusivamente aquellos puntos que correspondan a dicho equilibrio, fijando asi una regién del espacio de
las fases por la que el subsistema pasar4 reiteradamente. Analizando la evolucién del subsistema a partir del
instante en que alcanza equilibrio estadistico tendremos que al colocar un elemento de volumen en alguna
porcion dada de la regién antes mencionada, obtendremos que la cantidad de puntos acumulados durante un
intervalo de tiempo ('t ) sera la misma independientemente del instante en que empecemos a “obsérvar” la

evolucién del subsistema en equilibrio' . Es decir ,

14 Al respecto cabe mencionar que si la cantidad de puntos acumulados en ¢l volumen muestra difiere para
distintos instantes entonces podemos establecer un promedio sobre el tiempo que permita definir una nueva
funcién de distribucion tal que, la densidad -promedio- de puntos en la porcién dada de la region de
equilibrio donde colocamos el volumen muestra sea independiente del tiempo.
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P(qos Pos U'+1t) = p(qo, Po, t7+ 1) (113)
para t’y t’’, instantes en donde el subsistema se encuentra en equilibrio.
La relacién ( 1.1.3 ) podemos representarla a través de la siguiente expresion'®

op o,

= (114)
at

13 Una posible formalizacién de que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadfstico podemos
restringir su funcién de distribucién a un movimiento estacionario es la siguiente. El promedio de una
magnitud fisica (f) macroscdpica para el caso de una funcién de distribucion dependiente del tiempo,
corresponde a

f(t)=f@,p) p@,p.t) dqdp. ()
Suponiendo que el subsistema se encuentra en equilibrio estadistico tenemos que
f(q,p) = f(1). )

Substituyendo (2) en (1) y calculando la derivada parcial respecto al tiempo, obtenemos

af =0fWIp@.p,0dqdp+ f®)f 3p(a.p.t) dqdp. 3)
At dt ot

Considerando que la funcién de distribucién se encuentra normalizada a la unidad ([ p (q, p) dqdp=1),
obtenemos de (3) que :

£ § 8p(a,p.t) dqdp =0.
ot
Esta ultima relacién podemos satisfacerla para el caso en donde

2p(q,p,t) =0,
at

lo que corresponde a restringir la funcién de distribucién a un movimiento estacionario.
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Substituyendo ( 1.1.4 ) en ( 1.1.2 ) obtenemos

do = 3 (dpda+dpdp} =0. (1.1.5)

De ( 1.1.5) tenemos que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadistico, su funcién de
distribucién se expresa a través de aquellas combinaciones de las variables q , p que se conserven

constantes. Estas combinaciones constituyen las llamadas integrales de movimiento.

A su vez , si consideramos al subsistema que se encuentra en equilibrio estadistico, compuesto por n

subsistemas que interaccionan débilmente ( 6 tendiendo a una interaccién nula ) , obtenemos que

Lnpia,..., n=1Lnp,+Lnp,+...+Lnpy, (1.1.6)

A partir de las relaciones ( 1.1.5) y ( 1.1.6 ) podemos establecer que el logaritmo de la funcién de
distribuciéon de un subsistema en equilibrio estadistico corresponde a una integral de movimiento aditiva.
Considerando todas las integrales de movimiento aditivas: la energfa, las tres componentes del vector

impulso y las tres componentes del vector momento cinético , tenemos que

Lnp (q.p)=a +BE (q,p)+7°P (q,p)+5eM (q,p) (1.L.7)

con coeficientes constantes o , 8,7, 8.
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Puesto que “el impulso y el momento cinético de un sistema aislado estan ligados con su movimiento -
como un todo ( una translacién uniforme y una rotacién uniforme ) podemos decir que el estado estadistico
de un sistema que realiza un movimiento dado depende solamente de su energia™ '®. En este sentido la

relacién anterior se reduce a

Lnp (q.p)=a +BE (q.p).

En lo anterior tenemos que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadistico su funcién de
distribucién depende exclusivamente de la energia. Asi, la regién del espacio de las fases que permitié
restringir la funcién de distribucién a un movimiento estacionario corresponde a puntos en dicho espacio que
podemos representar a través de la energia E (q, p ) . Considerando caracterizada la regién antes

mencionada a través de la energia interna ( E ¢ ) del sistema aislado proponemos'’

p(q,p)=c8(E-Ey) Distribucién microcanémica.

La funcién de distribucién microcanénica para aquellos puntos del espacio de las fases que se encuentran
fuera de la region que corresponde a equilibrio estadistico con respecto a la energia dada E o tendra una

asignacién nula, mientras que los puntos en dicha region supone se distribuyen con una densidad constante.

16 Landau L.D. op. cit. p 14. Al respecto cabe mencionar que si suponemos la existencia de un marco de
referencia en el cual la cantidad total de movimiento ( impulso ) del sistema corresponde a un término nulo
tenemos que, el momento cinético total permanece invariante en distintos marcos de referencia inerciales y
la energia del sistema equivale a la energia en reposo ( energia interna ) del sistema aislado. En dicho caso,
al logaritmo de la funcién de distribucion podemos asignarle una dependencia exclusiva en la energia
interna del sistema.

17 Debido a que la energfa interna del sistema aislado permanece constante, caracterizaremos la region en el
espacio de las fases que representa equilibrio estadistico a través de la energfa en reposo (E o ) del sistema,
porloque E (q, p)=E en dicha region.
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1.2 DISTRIBUCION ESTADISTICA CUANTICA.

Aniélogamente que en la caracterizacién de la funcién de distribucién, consideremos un sistema aislado y

“separemos” un subsistema en equilibrio estadistico. El estado en el que se encuentra dicho subsistema
ahora lo supondremos descrito a través de la funcién propia ¥, donde con n asignamos los numeros
cuanticos asociados a tal estado. Esta funcion representa lo que en estadistica clasica corresponde a una
regi6n de equilibrio del espacio de las fases' con energfa E , . Si ahora consideramos un conjunto de
subsistemnas cada uno de ellos en equilibrio parcial'® tenemos que estos estados a su vez, podemos

caracterizarlos por un conjunto de funciones propias { Yn } en donde cada funcién representa el estado de

equilibrio de algin subsistema con energia E , . En el espacio de configuracion del sistema tenemos un

conjunto de regiones en equilibrio parcial donde cada una de ellas se caracteriza por su n-ésima energfa.

Suponiendo { ¥Yn } como una base completa tenemos que cualquier estado del sistema podemos

describirlo a través de dicho conjunto asi como, formar un espacio de funciones propias considerando a cada
una de ellas como eje coordenada, lo que permite definir un conjunto de funciones ortogonales a través del

siguiente producto interno

(Ym!| ¥Ya) =8mn- (1.2.1)

18 Estrictamente no podemos caracterizar un espacio de las fases pues solo podemos determinar la posicion
de una particula cudntica ( 6 el momento, pero no ambos). Aunque para los fines de la exposicién esto no
altera las propiedades enunciadas posteriormente, dicha caracterizacién corresponde al espacio de
configuracién.

19 En dicho caso el conjunto de subsistemas en equilibrio parcial corresponde a una coleccién de subsistemas
con la misma estructura que el considerado inicialmente pero en diferentes estados posibles tal que, cada uno
de ellos alcanza su propio estado de equilibro.
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Sea | ® > un vector propio con el que representamos algin estado del sisterna. Como suponemos

{ Wn } una base completa tenemos que

|¢>=Zn)c.,|w..). (1.22)
Aplicandoen (1.2.2) (¥ ml por laizquierda , obtenemos
(¥ml®) = Zn (¥mlcn | ¥n).
Como c p, corresponde a coeficientes podemos extraerlo del producto interno, es decir,
(‘Pmltb)=zn: Cn{¥ml|¥n). (1.23)
Apliel‘mdo (1.2.1) en (1.2.3) obtenemos
<wnum)=§ cnémn”
(¥ ml®) =cm. . (1.2.4)

La relacién ( 1.2.4) indica una posible caracterizacién de los coeficientes de las funciones propias

ortogonales. En particular para un estado base, por ejemplo:

lo>= |wy>,




27

tendrfamos de ( 1.2.4) que

(¥o |l Pi)= cp. (1.2.5)
Substituyendo ( 1.2.5 ) en ( 1.2.2 ) obtenemos para un estado base

ey =2 (¥a |l ¥k) | ¥a).
n

Como (¥ n | v k ) corresponde a un escalar tenemos que conmuta con | Wa ), es decir,

[wyy =2 1¥a) (¥olwk),
n

de donde obtenemos

2 Iwa) (¥al =1 Relacién de completez.
n

Por otro lado, tenemos que una variable dindmica en mecanica cuantica se representa a través de su
correspondiente operador, mientras que su valor medio podemos determinarlo mediante la siguiente

relacién?

20 Clasicamente el valor medio de una magnitud fisica se define como

f®=/f@,p) p@,p,t) dadp.

En mecénica cuintica tenemos que cada variable dindmica se representa a través de su correspondiente
operador, mientras que p ( x )= @* (x ) @ ( X ) pues sélo podemos encontrar la distribucién de la posicién
(6 momento, pero no ambos) . En este sentido tenemos que el promedio de un operador f podemos
interpretarlo mediante reglas cuanticas como
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(AYmc= T c*nem(Wal A W),

n,m

En general tenemos que los coeficientes C , varian azarosamente ( debido a la interaccién del conjunto de

subsistemas considerados inicialmente con las demds “partes” del sistema aislado ) por lo que para calcular
el valor medio del operador A promediamos la relacién anterior sobre todo el conjunto de valores posibles

de dichos coeficientes, es decir,

< A) = < A)MC =Zc*n cm(‘PnIAl‘Pm).

n,m

Postulando P n=¢*pn € m como los elementos de matriz de un operador estadistico que actia sobre

la base { ¥y, } obtenemos

CAY =% pmn{ ¥l Al¥n).

n,m

<t>wc=fe*(x) f 9(x) dx. ®
A través de una base completa de funciones propias{ ¥m } cualquier estado podemos expresarlo como
o=XCm|¥m> ‘Pv‘=z <¥glC*n. (b
m n

Substituyendo ( b ) en (a) , obtenemos en notacién de Dirac

<t >c =2 c*pnCm<¥al f |¥m >
n,m
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Escribiendo de forma explicita al elemento de matriz en la relacion anterior ,

( A)Y = 2 (FPml p W) (Fal A | ).

n,m

Aplicando la suma sobre n exclusivamente a los términos con dicha variable muda obtenemos

CA) = 2 (Ymlp ZIwa) (Pal Alwa).

n

Considerando la relacién de completez, en la expresién anterior , tenemos que

(A) = 2 (Pul pA |¥ ). (1.2.6)

m

Esta ultima expresién permite calcular el valor medio de una variable dindmica A a través de la traza de los

operadores p A

El conjunto de cantidades P m p=C* 5, C m define la matriz de densidad del sistema aislado en cuestién.

Para describir a los elementos de matriz es necesario considerar las siguientes distinciones: ( 1) los estados
de sistemas cuénticos que se caracterizan a través de una superposicién coherente de amplitudes se

denominan estados puros ( en dicha superposicion tenemos tanto términos relacionados con las amplitudes

lcn Izcomotérminoscruzados C*, Cm paran® m), para dichos sistemas Pmpn=¢€*p Cm » €

decir , las cantidades C , se consideran fijas y (2 ) los estados de sistemas cuénticos que se caracterizan a




través de una superposicion incoherente de amplitudes se denominan estados mezclados, en dicho caso

suponemos que los coeficientes €, varian azarosamente por lo que los promedios de las cantidades

¢* , € m corresponden a términos nulos para toda n# m ( postulado de las fases al azar ), es decir , en

la superposicién incoherente tenemos exclusivamente amplitudes

Pnn=¢*n Cn .

Cuando la descripci6n del sistema cudntico requiere de la matriz de densidad cuyos elementos P i n
se han correspondido con el promedio de c* ;; ¢ ;;, tenemos que los estados del sistema se caracterizan a

través de una superposicion incoherente de amplitudes en donde P , , =0 paratoda n # m . En este

sentido la matriz de densidad corresponde a una matriz diagonal con elementos

Pnn= |cn |2'
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La caracterizacién de los elementos de la matriz de densidad permite establecer la evolucion temporal del

operador asociado a dicha matriz. Para ello partamos de considerar al sistema cuantico completo ( conjunto

de subsistemas caracterizados inicialmente y su “exterior” ) en un estado pure y descrito a través del

conjunto de funciones propias { Wn } por medio de la relacién

I®) =2 cpnlW) .
n
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Puesto que inicialmente { ¥n } representa una base completa tenemos que cualquier estado puede

caracterizarse a través de dicho conjunto, siendo que € , (en la relacién anterior ) tiene una representacién

dada por el término temporal?' de la ecuacién completa de Schradinger , es decir,

2t Al suponer { Wy, } una base completa tenemos que cualquier estado del sistema podemos establecerlo
como

@) =2 cn(t)I¥a). (i)
n

Los estados del sistema satisfacen la ecuacién de Schrédinger,
Hi®o) =E |®). (ii)

De (i) ,(ii) yescribiendo de forma explicita a los operadores, obtenemos

Yea(t) { R /2ma) Vel +Va} I¥e) =2 ih ‘%cn(t)lwn.
n n t

Correspondiendo cada uno de los n términos y despejandoc , (t ) tenemos que

{h?/2mn) Vel +Va} I¥e) =ih LLnc,(t) (¥a)
dt

Por otro lado, podemos representar la ecuacién estacionaria de Schrédinger como

{n/2m ) Ve +Va}I¥n) = Eqi¥a).

De estas ultimas relaciones tenemos que

ih 9 inca(t) = Eq.
dt

Integrando respecto al tiempo ( suponiendo C p, ( 0 ) = 1) obtenemos que el término temporal corresponde a

Calt) = e-—lEnt/h.-
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cp = e—i'Evnt/vh"
lo que permite establecer
c'nem =e 1(Em-En)t/h (l.i.7j
Como partimos considerando al sistema en un estado puro tenemos que
Pmn=¢c*n Cn. » ‘ o (1.2.8)

Substituyendo ( 1.2.8 ) en ( 1.2.7 ) obtenemos

p ;e—i(Em—En) t/ h-
mn= .

Suponiendo E n y E m como funciones del tiempo y derivando la relacion anterior con respecto a dicha

variable ( lo que contempla el caso particular: En=cte. y Em =cte. )

d—pmn =_i(En—Em)pmn + '_t Pmn f__(En—Em)
dt h h dt
= meni{t(En—-Em) }. (1.2‘9)

h dt .




33

Para estados mezclados ( descritos a través del operador asociado a la matriz de densidad ) tenemos que

cuando n# m entonces Py =0 y como En— Em =0 para n=m obtenemos que la relacion en

(1.2.9) se anula para toda P 1y, n , por lo que

9omn = 0. (1.2.10)
dt

Dado que para estados mezclados la matriz de densidad corresponde a una matriz diagonal y puesto que

postulamos que su operador asociado, actiia sobre la base completa { WYn } con la que caracterizamos a los

estados del sistema y que por ello satisface la ecuacion de Schrédinger ,
[p.H]=0. (1.2.11)

A partir de la ley de evolucién de los elementos de matriz de cualquier variable dindmica cuantica®

tenemos que

omn = <PulPplWa>+! <¥ul[p, H]l ¥ >o0.
dt ot ih

2 Cf, D¢ 1a Pefia L. Introduccién a 1a Mecénica Cudntica. UNAM y Fondo de Cultura. México. Segunda
edicién 1991. p 229.
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Substituyendo ( 1.2.10) y ( 1.2.11) en la ley de evolucién obtenemos

SR
-~
||
(=4

Es dexir, el operador asociado a la matriz de densidad podemos asociarlo con un movimiento
estacionario. Andlogamente al caso clasico en donde suponer equilibrio estadistico permite restringir la
funcioén de distribucién a través de un movimiento estacionario tenemos que, al suponer una base completa
con la que describimos los estados de equilibrio parcial que caracterizan al sistema cudntico mezclado el
operador asociado a la matriz de densidad corresponde a un movimiento estacionario, lo que permite
postulario en dependencia exclusiva de integrales de movimiento y al logaritmo de cada uno de sus
elementos de matriz como integrales de movimiento aditivas. Para establecer la aditividad notemos lo

siguiente.

El valor medio de una variable dindmica A ( 1.2.6 ) corresponde a

CA)Y = X (¥ulpAa l¥n).
m

Aplicando relacion de completez, obtenemos

( A) = Z (‘Plnlpl‘l’n)<\PIIA"‘Pn>-

m, n
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Como el operador p conmuta con H tenemos que la base { ¥n } corresponde a sus funciones propias, por

lo que la relacion anterior podemos representarla como
CA) =3 (Pulpal¥)(Fal Al¥ )
m, n

= X A F¥ml¥a)pn(Fal Al¥m):

m,n

Puesto que inicialmente partimos de un conjunto de funciones ortonormalizadas a la unidad ( 1.2.1),

obtenemos que el valor medio del operador A corresponde a

( A) = > 8nmPn(‘ynlAIle)
m,n

=X Pm <‘l‘m| A Ile)

Esta ultima expresién permite interpretar a los elementos &e matriz p ;y, como el factor de peso con que los
subsistemas contribuyen en la caracterizacion del sistema , es decir, a dicho factor podemos representarlo
como la probabilidad de que dado algin subsistema, éste se encuentre en la region del espacio de
configuracion caracterizada a través de Wy, y con valor propio E p, . Considerando dicha interpretacion
podemos establecer que la probabilidad de que dos subsistemas cuasiaislados (ay b) se encuentfen con

energia E ;, corresponde a

(a,b) (a) (b)
m = .

P Pm Pm

Aplicando Ln en la relacién anterior obtenemos
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(a,b) _ (a) b)
m -

Lnp 1nPm ™+ pm®. (1.212)

La relacién en ( 1.2.12) pennité desarrollar al logaritmo de los elementos de la matriz de densidad a través
de funciones aditivas por lo que, al postular al operador p en dependencia de integrales de movimiento

tenemos que dicho logaritmo lo podemos corresponder con integrales de movimiento aditivas mientras que,

de las integrales de movimiento consideraremos exclusivamente la energia como en el caso clasico.

A continuacién estableceremos una “distribucién” microcandnica cudntica considerando una dependencia

exclusiva en la energia por parte de los elementos de 1a matriz de densidad, para etlo recordemos que en el
caso clasico definimos la funcién de distribucién p ( q, p ) como la diferencia infinitesimal de la

probabilidad de encontrar un subsistema dado en la region dv del espacio de las fases, en donde el elemento

de volumen se establecié a través de la siguiente relacion: dv=dqdp = dq1dqz ... dqsdpy dpz ... dps

donde q;j , p; representaban las coordenadas generalizadas de la posicion y momento respectivamente.

Para cstablecer una construccion similar en el caso cuantico tomemos en cuenta lo siguiente: al incorporar la

‘“distribucién” estadistica cuantica partimos de considerar un conjunto de subsistemas en equilibrio parcial

caracterizados por las funciones propias { Wy, } donde cada funcién representaba el estado de equilibrio de
algin subsistema con energia E j; , sin embargo, para los cuerpos macroscopicos el espectro energético es

casi continuo por lo que podemos considerar la energia E , como un intervalo energético en el que

tendremos un nimero de estados cudnticos dependiendo de las dimensiones de dicho intervalo.
Anélogamente al caso cldsico, si W representa la probabilidad de observar en un instante arbitrario al

sistema completo ( conjunto de subsistemas en equilibrio parcial y su exterior ) en un estado energético
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tenemos que dicha probabilidad dependera del intervalo dE = dE, dE; . . . dE ,, el cual lo supondremos
caracterizado a través del mimero de estados cudinticos: dTC'(E) = dI'y (Ey )dI2 (Ez) ... d[0L (Ep)

talque dT (E) = (dI'/ dE ) d E. En este sentido tenemos que la diferencial de probabilidad ( dw ) de

observar al sistema en el intervalo de niimero de estados cuanticos (dI' (E ) ) la postulames como
dw = f(E) dT (E) (1.2.13)

donde f( E) corresponde a la funcion de distribucién en el espacio de nimero de estados cuénticos la cual

consideraremos en dependencia exclusiva de la energia. Para exhibir que dicha funcién corresponde a una
funcién de distribuciéon notemos que al suponer w y I' (E) en dependencia exclusiva de la energia

podemos establecer que

dw=9%E) 4g  y  ar(e)=9TCE) 4.
dE dE

Substituyendo dichas diferenciales en la relacién ( 1.2.13 ) , obtenemos

dw(E) 4g = r(e) 40E) 4E .
dE dE

La diferencia infinitesimal de probabilidad con respecto al elemento de volumen en el espacio descriptivo
( fase, configuracion, energfa, etc. ) representa una caracterizacion a priori de la funcién de distribucién

( 1.1.1 ) por lo que en esta dltima relacién la derivada en el miembro izquierdo corresponde a la
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distribucion de probabilidad en la energia, digamos p (E ), en este sentido tenemos que

p(E)dE = f(E) 4T(E) 4g
= f(E) dT(E)
= dw. (1.2.14)

Las relaciones en ( 1.2.14 ) exhiben cémo la d w corresponde al producto entre la funcién de distribucion

de probabilidad en energia® y el intervalo dE 6 f(E) por el nimero de estados cusnticosd ' (E )

asociados al intervalo d E. Por loque f( E) podemos corresponderla con una funcién de distribucién.

Considerando la relacién que guarda d w con el producto entre una funcién de distribucion y un

intervalo de energia ( 6 el nimero de estados cuanticos correspondiente ) asi como postulando a la

“distribucién” microcanénica cuantica como una funcién constante para aquellas regiones en el espacio de
energia que correspondan a una energia dada E ¢ mientras que para energfas distintas a E ¢ como una

asignacion nula, tenemos que

dw = cO(E-Eo)dI(E) “Distribucién” microcanénica cudntica.

23 En la distribucion de Gibbs exhibiremos no sélo como la d W es proporcional a una funcion de

distribucion sino que W misma es una funcién de distribucién, pudiendo interpretarla como el simil de la
matriz de densidad cuyos elementos dependen exclusivamente de la energia ( a temperatura constante ).
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En la caracterizacién anterior hemos supuesto tanto a W como la funcion de distribucion f(E ) en

dependencia exclusiva de la energia lo que se “sustenta” en que los elementos de la matriz de densidad

podemos expresarlos en dependencia de dicha variable.

Concluimos que la distribucion estadistica de estados cuanticos mezclados depende de la matriz de
densidad la cual corresponde a una matriz diagonal asociada con un movimiento estacionario cuyos
elementos representan integrales de movimiento aditivas en dependencia exclusiva de la energia y a partir de
los cuales podemos calcular el valor medio de cualquier variable dinamica. A su vez , ¢l enésimo elemento

de la matriz de densidad lo podemos interpretar como el factor de peso con que los subsistemas con energia

E j caracterizan al sistema total.
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1.3 DISTRIBUCION DE GIBBS.

En el tratamiento de la funcién de distribuciéon microcanénica cuéntica partimos de suponer un conjunto
de subsistemas en equilibrio parcial caracterizados por un conjunto de funciones propias. A su vez, cada
subsistema se “compone” por un niimero enorme de microsistemas asociados a distintas “formas” 2 de
organizacién que al promediar se caracterizardn a través de aquella que represente al mayor nimero de
microsistemas. Si en el conjunto de microsistemas se establece una ligadura interna que prohiba por ejemplo
los estados energéticos que predominan , entonces el promedio (estado del subsistema) depender4 del
conjunto de microestados no ligados que ahora predominen. Es decir, el macroestado (“observado™)

corresponde con el nimero miximo de microestados (suponiendo ligaduras internas).

La débil interaccion entre los subsistemas que consideramos en la construccién de la funcién de
distribucién, ahora podemos representarla como una manifestacion de las ligaduras internas de los
microestados que “componen’ a sus correspondientes subsistemas y que “obstaculizan” un estado de
equilibrio total por principio. Sin embargo, como los subsisternas tienden a dicho estado, tenemos que este
proceso permite la eliminacién de ligaduras internas gracias a la interacci6n entre los subsistemas, dando
lugar a que el nimero de microsistemas compatibles con el subsistema final crezca continuamente. Es decir,
el estado de equilibrio “total” corresponde a un continuo crecimiento de microestados compatibles con el
sistema (procesos irreversibles). En otras palabras si X es el paraAmetro que describe al sistemay N (X ) es el
niimero de microestados correspondientes entonces el valor observado es aquel que maximiza N (X)), el
cual depende de las ligaduras internas de los microsistemas que al irse eliminando (por interaccién)
permitirdn “observar” el estado total de equilibrio. La emtropia ( S ) se define entonces como una funcion
proporcional al logaritmo del niimero de microestados asociados con el macroestado por lo que, para el caso
deuna distribucién de estados cuénticos descritos en el espacio de nimero de estados cuanticos AT (E)

tenemos que S=Ln AT (E).

24 Los movimientos de los dtomos individuales estin fuertemente acoplados de tal modo que tienden a
moverse de acuerdo a esquemas organizados denominados modos normales. En este sentido tenemos que la
“forma” con la que caracterizamos un conjunto de microsistemas corresponde a un modo normal.
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Para determinar la funcién de distribucién de un macroestado caracterizado a través de un subsistema
con energia E ,, ynumero de estados cuanticos dI'y, (E ;) es necesario considerar tanto al subsistema
comé al medio 6 sistema aislado del que forma parte el cual supondremos con energia E* y namero de
estados cudnticos dI" * ( E *), por lo que la energia total correspondea Eo =E , + E ’ milentras que la

distribucién microcanénica a

dwp = CS(ER+E’—Eg) dIln(E,)dIl*(E).

Puesto que buscamos la funcién de distribucion del enésimo subsistema con energia E p, ( 6 enésimo
elemento de la matriz de densidad ) , supondremos un solo estado cuéntico en el intervalo dE , por lo que

dly, (E ) = 1. Substituyendo esta aitima relacién en la distribucién microcanénica e integrando,

obtenemos que

Wn = c|8(Ea+E~Eo)dr'(E") (13.1)
donde
drig?) = 9C(E) yp. - (1.3.2)
dE’

De la definicién de entropia tenemos que ~ - *

eSEY o Are(Bny. Y133y
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Como AI'’ (E’) depende exclusivamente de E’ podemos aproximarla como

AT(E") » 9T () g
: dE’ '

Substituyendo esta ultima relacion en ( 1.3.3 ) obtenemos

e S(E) dl"(E’).'
AE’ dE’

(134)

Substituyendo ( 1.3.4)en (1.3.2),

dr(E") =~ e5(E) 4g>.
AE’

Finalmente, substituyendo dicha relacién en ( 1.3.1 ) tenemos que

Wn ~ ¢ [8(Ea+E~Eo) e () 4,
AE’

Debido a la presencia de la funcién & , la integral anterior corresponde a

S' * Trenio, . o .
wawmc[e¥E) Jp_pooga. L (138)
AE’ >




Como E o corresponde a la energia del medio tenemos que E ¢ >> E n (el subsistema analizado no
concentra alta energia comparada a la del medio ) por lo que AE * evaluadoen E g~ E ;; podemos
aproximarlo a AE o . En el término que contiene al factor exponencial, podemos desarrollar a

S'(E ¢ -E ;) en potencias de E ;, hasta un término lineal®® , obteniendo que

S'(Eg-Ep) = §'(Eo) - 95(Bo) g .
dEg

La derivada de la entropia respecto a la energia se define como T - por lo que la relacién anterior

corresponde a
En
T

S’(Eo—En) = $°(Eqo) -

Substituyendo el desarrollode S’ (E o~ E ) y la aproximacion AE ° = AE ¢ en ( 1.3.5) obtenemos

Wo =~ [ceS’(Eo) ]e—En/T.

. AEyp

(13.6)

25 Desarrollando S’ (E o - E ) en potencias de E j, tenemos que
S'(Eo-Ep) =Ac+A Ep+A1Epi+...
Notemos lo siguiente, .
o Ao=S"(Eo—Ep) |gni=0 loque corresponde a Ao =S’ (E o ) , mientras que
A1=dS' (Eo~Ep) /dE n | g n=0 Substituyendo X=E ¢—E , y avaluandoX enE ¢
obtenemos A1 =-dS’(Eg ) /dEg

por lo que, el desarrollo en potencias de E , hasta un término lineal corresponde a
S’(Eo-Ep)=S(E¢) -E,dS (Eg ) /dEg.
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El término entre corchetes en la relacién ( 1.3.6 ) no depende de la energia E ;, y se determina a través de

condiciones de normalizacion. Mientras que a temperatura constante tenemos que la diferencial de w

corresponde a

ceS’(Eo)
T AEg

dwp=kwpdE g donde: k = — para T = cte.

Comparando dw ;, con la relacién establecida entre la diferencial de la probabilidad y la funcién de

distribucién (d w =p (E) dE relacién (1.2.14)) concluimos que W ;, es una funcién de distribucién
que para el caso cuintico podemos definir como el enésimo elemento de la matriz de densidad. En este
sentido tenemos que W ; podemos interpretarlo como la probabilidad de encontrar un subsisterna con
energia E ;, y a su vez caracterizarlo como la funcion de distribucién de Gibbs 6 distribucién canénica,

siendo una de las férmulas mas importantes pues determina la distribucion estadistica a temperatura
constante de un subsistema con energia E ;; y nimero de estados cuanticos dI'y, (E ) = 1, ademés de que

con ella podemos representar un cuerpo macroscépico relativamente pequefio?® con respecto al sistema
aislado del que forma parte. Por lo que considerando la relacién en ( 1.3.6 ) definimos la distribucion de

Gibbs como

wp = Ae EVT Distribucién de Gibbs,

donde A se determina a través de condiciones de normalizacién.

26 Aunque dicho subsistema corresponde a una réplica del sistema del que “ forma parte”, la energia
concentrada en él ( E , ) la suponemos mucho menor a la energfa del medio ( E ¢ ). En este sentido lo
podemos considerar con la misma estructura que el sistema aislado y con energia proporcional a un nimero
de “particulas” menor que el del sistema total , representando asi, un cuerpo macroscépico relativamente
pequefio con respecto al sistema total.
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En la distribucién de Gibbs para el caso de’ subsistemas con un nimero variable dc;. particulas se considera
el mismo método que se aplic6 para obtener la funcién w con la diferencia de que la entropia del medjo
depende en este caso de la energfa E’ y del nimero de particulas N, es decir, S* = S” (E’, N’ ), mientras
que la funcién de distribucién w N de un subsistema se caracteriza a través de la energia E , y el nimero
de particulas N, por lo que la energia total ( medio y subsistema ) corresponde a E ¢ =E’ + E  y el numero

total de particulas a N 9 = N’ + N . De la relacién ( 1.3.5 ) en términos de S’ (E’, N* ) establecemos

wan =~ c[e5EN) T g0 gn. (1.3.7)
AE’ N’=No-N .

Considerando nuevamente Eg >>E ,, tenemos que AE ° evaluada en Eg ~ E , corresponde a AEg ,
mientras que el término S’ ( Eg — E j,, No — N') podemos aproximarlo a través de un desarrotlo de potencias

en E; y N limitdindonos a los términos lineales, obteniendo

S'(Eo-En,No~N) = §'(Eo,Ng) - 2S5 (B.NoY g . O S(E.No)

o Eo o Np
Substituyendo aS’(Eo,No)‘ eT !y 9.8 (Eo,No) s-pnT™!' ,
8Ee .. . iaNp
En uN

8’ (E¢~En,No~N) = 8§ (E,No) — +

i (1.38)
T. . . T ‘ ;
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Con la aproximacién AE = AEp y( 1.3.8) obtenemos que la relacion en ( 1.3.7 ) corresponde a

[ces’(Eo,No) ] e ~(En-uN)/T
AEg

WnN =

El término entre corchetes es independiente de la energia E , y suele establecerse a través de condiciones

de normalizacién. Considerando lo anterior, tenemos que la distribucién de Gibbs para el caso de

subsistemas con un niimero variable de particulas 6 distribucién candnica principal se define como

wan = A e (En-wN)/T by tribucion canénica principal

donde la constante de normalizacion suele caracterizarse a través de la siguiente relacién

A = [Z e—(En—uN)/T ]—l .
n,N

Por otro lado recordemos que con W ;ny podemos representar al enésimo elemento de la matriz de

densidad por lo que partiendo de los estados propios de! Hamiltoniano H > = H - u N, caracterizamos al
operador ( p ) asociado a la matriz de densidad en el caso de una distribucién canénico principal como

’
p =Ae H/T

Finalmente, es importante destacar que la funcién de distribucién de Gibbs para el caso de subsistemas
con un niimero variable de particulas toma en cuanta tanto las fluctuaciones de 1a energfa como las del

numero de particulas del sistema, es por ello que se denomina distribucion canénica principal.
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1.4 RESPUESTA NO LINEAL DE UN SISTEMA.

E! Hamiltoniano de un sistema cuantico compuesto por subsistemas en donde varia el nimero de

particulas correspondea H’=H — p N . Al aplicar una perturbacién externa dependiente del tiempo

caracterizada por el operador H ¢ tenemos que al Hamiltoniano total de dicho sistema podemos

representarlocomo H=H’+H¢.

Una posible aproximacion del operador asociado a la matriz de densidad para el sistema perturbado
consiste en suponer como condicién inicial una distribucién canénica principal, es decir ,a t —» —

tenemos que el sistema no perturbado satisface

plic-w=ae H/Top,. (1.4.1)

La evolucién temporal del operador p , debida a la perturbacion, podemos obtenerla a través del siguiente

método. La representacién de Heisenberg de dicho operador corresponde a

p(t)=eiH’t/hp e—in’n/h_ (142)

Calculando la derivada parcial respecto al tiempo

af’(t).___ iH’. eiH’t/h p e iH'U/h L LiH't/h 31 e—ill'llh - em"”‘p e-il't/h iH"
ot h ot h
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En el lado derecho diTaTelacion anterior tenemos que el primer y tercer témuno corresponden al

conmutador entre H’ y p ( t) por lo que

op(t) _ _ 1 [H?.p(t)] +e'Bth op e-1Ht/h (1.43)
at ih Tat '

Suponiendo que para el sistema perturbado los elementos de matriz del operador p representan estados

mezclados ( 1.2.10 ) tenemos que la ley de evolucién de dicho operador podemos corresponderla®’

8¢ - ' [u,p]. (L4.4)
ot ih
Substituyendo ( 1.4.4) en (1.4.3),
6p(t)_= 1 _ [H’,p(t)] + 1 . ein‘t/h[ﬂ , p]e-ill't/h.
ot ih ih

Desarrollando el segundo conmutador para H=H * + H ¢ y considerando que [ H’® ,e*i“'” "]=0

obtenemos
Ge . L1 [wp] +_i[w,pm] +_L[Huo, pn)].
at ih ih ih

(1.4.5)

7 En dicha correspondencia extrapolamos la ley de evolucién de los elementos de matriz del operador p
(para estados mezclados) al caso de un sistemna perturbado y caracterizado a través del Hamiltoniano total H.
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Eliminando los dos primeros términos del miembro derecho tenemos que la relacion en ( 1.4.5)

equivale a

20 - ! [muo). p(0)], (1.4.6)
ot ih

donde los operadores asociados a la matriz de densidad y la perturbacién corresponden a la representacion
de Heisenberg. Notemos que integrando la relacion anterior en el intervalo < — o, t’ ] y considerando la

condicién inicial ( 1.4.1 ) obtenemos que

t,
p(¢) = po+_' | [He), p()] at. (14.7)
ih ~®

La expresion en ( 1.4.7 ) permite calcular la evolucién del operador asociado a la matriz de densidad para
el sistema perturbado ya que podemos obtener al segundo operador en el conmutador a través de esta misma

expresion integrando iteradamente, asi por ejemplo: a segundo orden

t’ ot
p() = po+_'_ f[ﬂ.(t).po]dt+ '2. ff[u.(t),[uu(n),po]]dndt.
ih % Gin” ~*°°°

Esta hltima relacién exhibe una aproximacion a segundo orden del operador asociado a la matriz de
densidad. Por otro lado, tenemos que de la expresion en (1.2.6) el valor medio de una variable dindmica

en la representacién de Heisenberg corresponde a

CA)) = 2 (Pl p()A(0) ¥ ).
m
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Substituyendo la aproximacion a segundo orden en la relacion anterior, reagrupando términos a través de
relacién de completez, considerando el conjunto de funciones como propias del Hamiltoniano no perturbado
y tomando en cuenta que el valor medio es independiente de la representacién, obtenemos que la

aproximaci6n a segundo orden del valor medio de una variable dindmica para sistemas perturbados

corresponde a
<A> =<A> + L Jor-t) < [A@), He()] >0 dt (1.4.8)
ih ~°%
+ Lz I Ie(t’—t) 8(t—-t1) <[[A(), He(t)], Hu(tr)] >0 dtdt,
(611)

donde <o¢oe>9=Tr(po...) , 9(t’—t)={ lparat<t’ y O parat>t’ } y

0(t—t;) ={ lpara i<t y O para t; >t }.
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2, PARTICULAS IDENTICAS Y SEGUNDA CUANTIZACION.

Las particulas en sistemas cudnticos se caracterizan como indistinguibles e idénticas en el sentido de que
podemos describirlas con el mismo conjunto de cantidades fisicas como la masa, carga, espin, etc..2® Un
sistema de n particulas idénticas®® requiere de una descripcion en el espacio de configuracién a través de
funciones simétricas en el intercambio de particulas caracterizadas como bosones y antisimétricas en el caso
de fermiones. En el espacio de configuracion el estado de bosones podemos representarlo adecuadamente
como un producto de funciones de estado de una particula, mientras que el estado de fermiones a través de

un determinante de dichas funciones, conocido en la literatura como determinante de Slater.

Una forma alternativa de describir sistemas de n particulas podemos establecerla a través del formalismo
en segunda cuantizacion donde los estados del sistema se caracterizan en el espacio de ntimero de
ocupacién . En el presente capitulo consideraremos algunas propiedades fundamentales con las que podemos
caracterizar sistemas de particulas idénticas partiendo del vector de estado en dicho espacio y definiremos
los operadores de creacion y aniquilacion en el subespacio de una i-ésima particula ademds de exhibir sus
correspondientes transformaciones en distintas bases para postularlas en el espacio de n particulas. A través
de dichas transformaciones ¢ introducicndo el operador de nimero, mostraremos dos posibles relaciones
entre el orden de aplicacion de los operadores de creacién y aniquilacion. Finalmente, estableceremos una
posible formalizacion de los operadores asociados a la densidad de corriente eléctrica y campo eléctrico
externo ( en su aproximacion lineal ) para un sistema de particulas idénticas a través del operador de
numero que mide el valor total de alguna cantidad caracteristica de una particula aditiva , lo que permitira

representar a dichos operadores en segunda cuantizacion.

28 En el esquema conceptual del fisico donde la masa, carga, 6 espin los establece en un plano formal del
objeto al que los refiere supone prescindir de la materia del fenémeno ( en términos kantianos) asociada al
objeto pariicula ya que considera dichos conceptos como propiedades intrinsecas del objeto y por cllo
independientes del sujeto que se los representa.

2% Supondremos un sistema de particulas idénticas como un conjunto de objetos indistinguibles
caracterizados por un juego completo de variables dindmicas con las que representaremos distintos estados
cudnticos, prescindiendo de una definicion formal de particula.
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2.1 VECTOR DE ESTADO DE UN SISTEMA DE PARTICULAS IDENTICAS.>

En la caracterizacion de un sisterna cuantico compuesto por n particulas idénticas consideramos un
juego completo de variables dindmicas k con las que podemos describir cada una de las particulas, Los
estados del sistema serdn considerados a través de una combinacién lineal del vector propio en donde la

i-ésima componente caracteriza los estados de las n; particulas con valor propio k ; . Mateméticamente
esto quiere decir que cada valor propio k ; de k corresponde a la ocupacién de un operador de niimero N §
cuyos vectores propios caracterizan los estados en donde un namero definido de particulas n ; tienen valor

propio Kk j . El estado mis general del sistema de n particulas se corresponde entonces con una combinacién

lineal de! vector

Woi,n2,n,... = | ni,nz,n3, ... > (2.1.1)

el cual constituye un conjunto completo de vectores ortonormalizados en donde n j representa el nimero de

particulas con valor propio k i . El estado vacio y el de una i-ésima particula se definen respectivamente

como

¥® = ]10,0,0,...> y (212)

llli(l) = lo,o,-.,ni=l,..>_ (2.1.3)

30 La presente caracterizacién de particulas idénticas la estableceremos a partir de la propuesta de
Merzbacher Eugen en Quantum Mechanics. Segunda edicién.
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A su vez, es usual definir los operadores de creacién y aniquilacién respectivamente con 1a propiedad

t
a; Iny,n2,n3,...>0a [ny,n2,..,nj+1,...> y (2.1.4)

li'nl,hz,n3,...> ac |n1,n2,..,ni—l,...>' R (2.1.8)

donde adicionan o eliminan una particula en la i-ésima componente sobre la que actian. Notemos que al
aplicar el i-ésimo operador de creacion al estado vacio obtenemos un resultado proporcional al estado de una

particula i-ésima , por lo que definimos

AL JUES AU (2.1.6)

mientras que el i-ésimo operador de aniquilacion sobre el estado de una particula i-ésima da como resultado

un estado proporcional al vacio, por lo que a priori establecemos®'
a, V") =w® (2.1.7)

Suponiendo al vacio como el estado minimo de particulas y a su vez, definiendo como carente de sentido

aquellos estados con un nimero negativo de particulas tenemos que

a;, PP =09 y (2.1.8)

a; V" =5,;%® . (219)

31 Las relaciones ( 2.1.6 ) y ( 2.1.7) se establecen como punto de partida para obtener constantes de
proporcionalidad en las relaciones de conmutacién y anticonmutacion entre los operadores de creacién y
aniquilacién.
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2.2 RELACIONES DE CORRESPONDENCIA ENTRE DISTINTAS BASES.

La transformacion de una base con vectores propios { | K> } a otra base con vectores § | L q>}

se obtiene ( aplicando relacion de completez ) a través de

[Ki> =2 |Lg><Lg |Ki> = X cgilLg>,
q q

donde
Ccqi =<Lg | Ki> y (2.2.1)
ILg>=10,0,..,8g=1,..> =@ "), (222)
mientras que el estadovacn’o((p(o)) se define como el mismo en ambas bases, es decir ,
(ORI S (2.23)

Para establecer la relacién de correspondencia entre los operadores de aniquilacién en distintas bases

consideremos lo siguiente. De la expresién ( 2.2.1 ) tenemos que

2 clgicgy = L<KilLg><LglKj>,
q q



58

desplazando la suma sobre q hasta los términos con dicha variable obtenemos que la relacién anterior

corresponde a

Z c‘q] Cqj = <Kiz 'Lq><Lq IK’> .
q q

aplicando relacién de completez y suponiendo cada base ortonormalizada a la unidad, obtenemos
2: C'qicqj =<K; | Kj> = 5;j. | (224)
De ( 2.1.9 ) tenemos que
a; ‘Pj“) = Sij‘l"(o).
Substituyendo ( 2.2.4 ) en la relacion anterior obtenemos

0). :
a; Wi =3 chicq; PO (2:2.5)
q

Notemos que

€qj= 2 Crjdqr
r

por lo que substituyendo dicha relacién en ( 2.2.5 ) tenemos
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a; W) =2 cfhice8q P, (2.2.6)
q-.r

Substituyendo ( 2.2.3 ) en ( 2.2.6 ) obtenemos

ai‘P‘i(”:Z. c.qicrjsqrd)(.o) . (2.2.7)
q,r : .

De (2.1.9 ) en la base { |Lq>} tenemos que
bqg®," =35, D, (22.8)

donde bg representa al operador de aniquilacion en dicha base. Substituyendo ( 2.2.8 ) en (2.2.7)

obtenemos

1 » 1
ai‘l’j( )=Z cqic,jqu)r( )
q,r

=2 bachi 2D, Me,j. (2:2.9)
q T

Por otro lado tenemos que de ( 2.2.1), ( 2.2.2) , aplicando relacién de completezy la definicién del

estado de una particula j-ésima, podemos establecer lo siguiente:
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L.

B, M =X IL,><L, I Kj>
r r

=|Kj>= ¥ 1)
y finalmente substituyendo dicha relacién en ( 2.2.9 ) tenemos que

ai‘l’j“) =Z ch.qi "I’j“)
q ,

Esta ultima expresion permite establecer la relacion de correspondencia entre los operadores de

aniquilacién en distintas bases del subespacio de una particula, por lo que

a; =2 bgcqi. (2.2.10)
q

Calculando el transpuesto conjugado en (2.2.10 ), obtenemos la relacién que guardan los operadores de

creacién en distintas bases del subespacio antes mencionado, es decir,

at =3 bqfcq;_ (2.2.11)
q

Las expresiones en ( 2.2.10 ) y ( 2.2.11 ) las supondremos como relaciones de correspondencia entre

operadores de aniquilaciéon y creacién respectivamente para transformaciones en el espacio de n particulas.
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2.3 BOSONES Y FERMIONES.

Cuando dos operadores de creacion a i' ya jf son aplicados a un vector de estado caracterizan el

mismo estado fisico salvo por una constante de proporcionalidad dependiendo del orden de aplicacién por lo

que, suele proponerse

t+t + t +
aiaj‘l’=7\,aj a-.‘l’,
despejando y factorizando tenemos que la relacién anterior es equivalente a
+t ¢
(ai'a;' - Aafah W =0, (2.3.1)

Para obtener la constante de proporcionalidad A , expresamos los operadores en ( 2.3.1 ) a través de una

nueva base por medio de la relacién ( 2.2.11 ), es decir,

(aifaj' - Xajfaif) Y = Z Cqi Ckj (bqukt - kaqu') Y =0.
qsk

Puesto que el producto entre los coeficientes en general corresponde a términos no nulos tenemos que

para que dicha igualdad se satisfaga exigimos

V k,q (bg'by' —Ab b =o0. (232)




62

De la restriccion ( 2.3.2 ) tenemos como posibles particularizaciones a

bu'b' — Ab'b.'

]
=
«<

(23.3)
4
by bi' - Abtbe' = 0. (2.34)
Despejando el segundo término en ( 2.3.3 ) y substituyendolo en ( 2.3.4 ) obtenemos

by byt - AZb bt = 0.

De esta Gitima expresién obtenemos que A =+ 1. Por lo que la constante de proporcionalidad en ( 2.3.1)

permite establecer las siguientes relaciones,
para A =1 aifajf - llj'aif=0 y: . - (2.3.58)
para A =1 aita;t +afat=0. (2.3.5b)

Calculando la transpuesta conjugada en las relaciones anteriores y puesto que dichas expresiones son

validas para toda i, ) tenemos que
paral=1’ a;a; — aja; =0 y - ' (2.3.6:)

para A, =1 aja; +a;a; =0, . (2.3.6b)
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En el caso de operadores de aniquilacion y creacién postulamos la siguiente expresion * para relacionar

el orden de aplicacion entre dichos operadores,

aiujf‘l‘ =(ua,*a| +a)¥. (23.7)

Aplicando las expresiones ( 2.2.10 ) y ( 2.2.11 ) que permiten corresponder respectivamente a los

operadores de creacion y aniquilacién en distintas bases y despejando & , obtenemos

t t
2 c’qickj (bgby — pby by)
q-k

Separando los términos con un mismo subindice tenemos que

- t
2 c'kickj(bkbyk - l»lbk'bk) +2 cqickj(bg bk — pby bg) = a.(23.8)
k k#q

"Notemos que el segundo término al aplicarlo sobre el estado @ 5 , A2, 113 ,, . , permite establecer, de

acuerdo con las definiciones de los operadores de creacion y aniquilacion, estados proporcionales a

| fg, fizgye oo s figtl, oo, fig—=1,...>, (2.3.9)

32 Se propone dicha expresi&i ya que p:nni;iré mantener invariante en distintas bases al operador
2(aini-pagaj),
1

con el cual caracterizaremos al operador de nimero.
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mientras que a P s 2, w3 da como resultado:

oo
ol By, fa,e e sfiks e sfigs...>. (2.3.10)

Debido a que el primer término en (2.3.8) al aplicarlo al estado ¢ f1,a2,83,,,. (considerando las

definiciones de los operadores de creacién y aniquilacién) representa un vector proporcional a ( 2.3.10)

tenemos que para mantener la igualdad en ( 2.3.8 ) anulamos el segundo término ( ya que el vector en

(239) y ® 5 w2, m,. .. corresponden a distintos estados ) . Los coeficientes en el segundo término en

general son distintos de cero por lo que exigimos

Vq;ek(b.,bk'-p.bk'bq =0), (2.3.11)
Substituyendo ( 2.3.11 ) en ( 2.3.8 ) tenemos que

§C'kickj(bkbk'—ubk*bk) =a. ' (23.12)

Para determinar la constante a apliquemos la expresion anterior al estado vacfo por lo que,

2 ckickj(bx bl i Ir @) =), - (23.13)-

s

.o
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De las relaciones ( 2.1.6 ), (2.1.7) y (2.1.8 ) tenemos para la base { | Lg>} que

bkbk'd)(o)= by OV = y

b b, ®® =b,t0)=0.

Substituyendo dichas relaciones en ( 2.3.13 ) obtenemos

Z c'ki Ckj (D(o) =(lq>(o)
k

y considerando la relacién ( 2.2.4 )

. :
Zk:ckiij=Sij, : .

establecemos que
5ij @) = a® ).

Como o es una constante (independientemente del estado al que se aplique) tenemos que @ = § § j porlo

que substituyendo la expreéién (2.3.12) obtenemos,

t
§6'ki¢kj(bkbk "kutbk)=5ij. (23.14)
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De la expresion ( 2.3.7 ) que consideramos inicialmente para relacionar el orden de aplicacién de los

operadores de creacién y aniquilacién en la base { I K i > } tenemos que despejando y substituyendo

a =3 obtenemos
L g
aia,-f—p.aj ll|=8ij. (2.3.15)
Substituyendo la relaciéon anterior en ( 2.3.14 ) establecemos que

. t t t +
%Ckiij(bkbk —pbygby) =a;a; —~paj a;.

Como dicha igualdad es valida para toda i , j tenemos en particular para i = j y sumando sobre i que

. + + t
2 ckicki(bkby - Mbkfbk) =2 (aja; —pa;a;).
kyi i

De(2.2.l),c‘ki cki =< Lk | Ki><K; | L k> por lo que la expresién anterior corresponde a

2 <Lk LIKi><K;|Lx> (b by - P»bk'bk) =
K i : ‘ -

lZ(aiﬂif—'Paifai)- (23.16)
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Aplicando relacién de completez y considerando a { L q > } como un conjunto de vectores
ortonormalizados a la unidad tenemos que de la relacion en ( 2.3.16 ) obtenemos
t t t t
kZ (buby —pbiby) =3 (a;a; —pa; a;),
: 1
por lo que el operador
. . . _
2(aiai —pajag) _ (2.3.17)

permanece invariante bajo una transformacién de bases.

Para determinar las asignaciones posibles a pu, incorporamos al operador de numero N j el cual establece

¢l niimero n j de particulas caracterizadas por el valor propio kK ; de las variables dinamicas Kk con las que

describimos a cada particula. Como el nimero total de particulas lo suponemos invariante en distintas

representaciones tenemos que su correspondiente operador

N =2 N;

es invariante bajo una transformacién de base. Por otro lado tenemos que tanto las constantes como el
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operador en ( 2.3.17 ) permanecen invariantes bajo las transformaciones de los operadores de creacion y

aniquilacion en distintas bases por lo que, se propone al operador de nlimero de las i-ésimas particulas como
t t
Ni= oa; a;+ Ba;a; +y , (2.3.18)
lo que permite asegurar que el operador asociado al nimero total de particulas permanezca invariante bajo

una transformacién de la base del espacio en el que definimos al vector de estado de un sistema de n

particulas.

Notemos que por la propia definicion del estado vacio tenemos que el nimero de i-ésimas particulas en

dicho estado es nulo por lo que

Ni‘l’(o) =0

6 bien , considerando la relacién ( 2.3.18) ,

aata, WO +pa;a WO 4y Y@=y,

De las relaciones en (2.1.6), (2.1.7) y (2.1.8) tenemos que el primer término del lado izquierdo se

anula, mientras que 8 ; a if‘P ) =y , por lo que la relacioén anterior corresponde a
BY ) +yW =9 o6bien y=-B.

Substituyendo dicha igualdad en ( 2.3.18 ) obtenemos
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N; = ali'li'* B(a; lif— 1).

(23.19)

Para el vector de estado del cual partimos, tenemos que la i-ésima componente representa el nimero n j

de particulas caracterizadas por el valor propio k ; de las variables dindmicas k con las que describimos a las

particulas, por lo que dicho vector

‘Pnl,nZ,nJ,... =

Ny, N2, N3, ... >,

podemos caracterizarlo como un vector propio del operador de niimero, 1o que permite definir

Nilny,na,n3,...> =nil ny,n2,n3,...>. (2.3.20)

La incorporacién del operador N ; asociado a la i-ésima particula y su correspondiente valor propio n ;

permiten obtener el siguiente conmutador®®,

[Ni,a ']l =0 Vi=k.

33 Aphcando dicho conmutador at estado‘Pm n2,n3,, .. tenemos que

[Ni,ak ] Inyyn2, n3,..>= Njag |n|, N2, N3,..> — Ak N |n|, N2, N3,..>
= N;ak Iny, N2y N3,..> — N8k iny, Nz, N3y..>
=(Nl—ni)'k'lnly N2, N3, « « >

cc(Ni—l ni)'lll s M2 400y Ng+1,. ..>

=(nj—- ni)lnl s M2 yeey Ng+1,...> Vizrk,
por loquese establece [ N , a g | =0 Vizk.
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Incorporando la relacion ( 2.3.19 ) en el conmutador anterior obtenemos

t t t t ot t t 1 t t t
[Nisakw ]J=cajajan+Baja;ax —Bay —aaya;a;-Bagya;a; +pay

a(’if’iakf— akf“i*ai) + B(a; aifakf— akf‘i 8i')

=0. (23.21)
Notemos que una solucién de 1a ecuacién anterior corresponde a

+ 4 t t tr ¢t t
aja;jay —aga;ja;=0 y ajajag —aga;a; =0.

De las ecuaciones ( 2.3.5) para A =+ 1 tenemos que 2 kta if =t a i'a k' , por lo que la primera

igualdad de la solucién equivale a
aifaia kf= + a;’ak*ai.
Como i # k establecernos de ( 2.3.15 ) que
aink' = p.akfai.
Substituyendo dicha igualdad en la relacién anterior obtenemos

P‘aif“kfal= + ﬂif’kfﬂi s
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por lo que para A =+ 1 obtenemos p = = 1. Un anélisis semejante para la segunda parte de la solucién

propuesta nos permite obtener el mismo resultado.

En caso de que consideremosaa=0 y B(a; & ;fa kf— a kfli a |*)=0wmosoluciénen
(2.3.21), tenemos que para 3 = 0 obtenemos N ; = 0 por ( 2.3.19) . Como N j es un operador distinto
. . t t t 4 .
al operador nulidad necesariamente 2 ; 2 ; 8, — Ak A &; =0, reobteniendo p=+1 para

A =1 1. Analogamente para el casodonde =0 y a(aifaiak'— akfﬂ iflli)=0

obtenemos el mismo resultado.

Por lo anterior tenemos que las asignaciones posibles a |1 ,correspondena pu ==+ 1 para A =+ 1.

Incorporando dichos resultados en ( 2.3.15 ) y considerando las expresiones ( 2.3.5) y ( 2.3.6 ) concluimos

dos posibles clases de relaciones de conmutacion entre los operadores de creacion y aniquilacién:

(1)
aja; -— aj; a; 0
a;ja; — a; a; =0
t+ +
ajaj — aja; = 8y
(II)

ai’ajf + a,-'aif=0
a; a; + ij a; =0

a‘aj' +ajflli

it
=]
=
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Las particulas que satisfacen las relaciones de conmutacnén (1) se denominan bosomes mientras que las

que satisfacen las relaciones de anticonmutacion ( 11 ) se denominan fermiones.

Las constantes @ y 3 con las que caracterizamos al operador de nismero ( 2.3.19 ) podemos establecerlas

a través del siguiente método. De las relaciones de conmutacién y anticonmutacion tenemos que

ilg aif =14 a-.fai , donde (+) para bosones y (~) para fermiones.

Substituyendo ( 2.3.19 ) obtenemos

N; = aaifai+ B(l % aifai~ 1)
N; = (ot B)ai'ai. (2.3.22)

De la ecuacién de valores propios ( 2.3.20 ) tenemos que

N; lI’nl,n2,n3,... =nj ‘Pnl,nZ,nJ,... s

por lo que de la relacion ( 2.3.22 ) aplicadaa ‘W ,n2,n3,,,., obtenemos

t
@t Pa; a;%¥ou,n,m,... =0i¥a,n,m,...

L4 .
Proponiendo n j como el valor propio de & A tenemos que (o B)‘ =1, loque permite establecer
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Ni=a; a; Operador de nimero de las i-ésimas particulas.
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A partir de la caracterizacion del operador de nimero y tomando en cuenta las dos clases de relaciones de
conmutacién, es posible definir las constantes de proporcionalidad para los operadores de creacién y

aniquilacion en (2.1.4) y (2.1.5) como

%
+ (nj) Ny, N2,..,nj=1,...>y (2323)

ailnl,nz,n3,...>

+ i+ I ny,nz, .., nitl,...> (2324)

]

U
aj |n|,n2,n3,...>

donde para el caso de bosones se considera ( +) mientras que para fermiones tenemos ( + ) si el nimero

total de componentes ( del vector W ,n2,n ) distintas de cero y menores a nn j corresponden a un

nimero par y (- ) si el total de componentes distintas de cero y menores a n ; corresponden a un nimero

non.

Finalmente, notemos que de la relacion de anticonmutacion para operadores de creacién en el caso de
.. LI LI § L § .
1=jtenemosque 4; a4; + a; a; = 0 porloquec a; a; = 0, lo que podemos interpretar como

una representacion del principio de exclusion de Pauli pues a partir de dicha igualdad no podemos establecer

estados para dos 6 mas particulas con ¢l mismo niimero cuantico por lo que, para fermiones tenemos que los
valores posibles para el niumero de i-ésimas particulas se restringenan ;=1 6n; = 0. En este sentido es
importante destacar que en las definiciones ( 2.3.23 ) y ( 2.3.24 ) necesitamos considerar para fermiones que

. +
si nj= 1 entonces @ ; | nj, N2, . . . >=0, asi como tomar en cuenta que para ambas clases de

particulas 8 | ny, na, n3,...>=0 si n; =0 .
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2.4 OPERADOR DENSIDAD DE CORRIENTE ELECTRICA.
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Para determinar el operador asociado a la densidad de corriente eléctrica partamos de la cara&eriué:ién
clasica de la densidad de corriente, es decir, supongamos un medio conductor con un tipo de portadores de
carga q y representemos el niimero de portadores por unidad de volumen como N. Despreciemos el
movimiento térmico de las cargas y asignémosle la misma velocidad _v- de desplazamiento como se muestra

en la siguiente figura.

En At las cargas se desplazan VAt por lo que, considerando un vector normal n a la superficie A
tenemos que 1a distancia recorrida en dicha direccion corresponde a: d = VAt @ n . La carga total AQ que
atraviesa la superficie en el intervalo At serd entonces la carga q por el nimero total de cargas dentro del

volumen Ad , es decir,

AQ = qNAd = qNA VvAten. (241)
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Multiplicando por (At)”! los términos relacionados en ( 2.4.1 ) y considerando el limite cuando dicho

76

intervalo tiende a cero, obtenemos

iotim 22 _GNTem) A,
At

donde i representa la corriente eléctrica , mientras que

se define como la densidad de corriente.

Para poder caracterizar a J como una variable dinmica asociada a una particula consideramos N = | en
la definicion anterior, ademas de expresar la velocidad en términos del momento Tasociado a la particula
con carga (. Por lo que para la o. — componente tenemos que

Jo Pg Densidad de corriente asociada a una particula

=4
m en la direccién o .

Considerando un sistema compuesto por un namero arbitrario de particulas idénticas cada una de ellas

con su correspondiente momento, podemos caracterizar a cada particula por medio del valor propio asociado
a dicha variable dindmica. El operador que mide el valor total de la cantidad P, de una particula aditiva se
define como

Py = Zpui Ni,
1



g Ws COH
: ;{‘?.A-LL:", S f\

o ,__,,,J__

77

por lo que el operador asociado a la densidad de corriente en la direccién a corresponde a

2 Pai Ni, (242)
I

Bl.n

donde N ; representa al operador de nimero de las i-ésimas particulas con valor propio Pg j.

Expresando los operadores de creacién y aniquilacion en el operador de niimero a través de una base

arbitraria mediante las relaciones ( 2.2.10 ) y ( 2.2.11 ) , tenemos de ( 2.4.2) que

Z Z klcrlbkbr-
i k,

q
m

De(221),cki =<Lgk | Ki> y c"i=<K; | Ly> porloque, en larelacion anterior

obtenemos

Jo =19 ZPa;<LkIK;><KiIL,>bk'b, (24.3)
m i, kr
Como Py ; lo supusimos valor propio en la base original { | Ki>} tenemos que
(2.4.4)

Pe | Ki> =Py | Ki>.

Incorporando la relacién ( 2.4.4 ) en ( 2.4.3 ) y recorriendo la suma sobre i hasta los términos con dicha

variable, obtenemos
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Jg =19 E<Lk|Pa le ><K; [L,>by'b,.
m kr i

Aplicando relacién de completez en la ultima relacién tenemos que

Ja =_q Z<Lk'l’a fL.> bk*bra (24.5)
m kr

expresion que se define como el operador densidad de corriente eléctrica en segunda cuantizacion, en

123

donde “q” y “m ” representan la carga y masa de cada particula, “ b kf y b 7 corresponden a los

operadores de creacion y aniquilacién en una base arbitraria y “< L | P | L > ” representa el

elemento de matriz del operador “Pg ” en dicha base, el cual interpretaremos como

[+ 0]
<Lyl Py [Ly>= [ (x)Pa®(x)dx = (Pa)ir.
—
Finalmente, notemos que el operador densidad de corriente eléctrica en la representacién de Heisenberg
corresponde a
) e + i
w(1) =9 YLy |PylL,>e!Wt/hp Ty e ilt/h
m kr

—-iH t/ h iH't/ h

Introduciendo € = 1 entre los operadores de creacién y aniquilacién obtenemos

Ja(1) =9 T <Lyl Py IL,.> b t(t) be(t), (2.4.6)
m kr

relacién que corresponde al operador densidad de corriente eléctrica en la representacién de Heisenberg. . -
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2.5 OPERADOR ASOCIADO A UN CAMPO ELECTRICO EXTERNO.

Consideremos un sistema de n particulas idénticas cada una de ellas portadora de carga q , sujetas a un
campo eléctrico externo con potencial @ (1) . La energia de interaccion entre cada particula y el potencial
escalar ¢ (T ) se caracteriza a través del principio de acoplamiento minimal > como q @ (r). Por lo que
para el sistema de n particulas tenemos que la energia potencial ( sin considerar las interacciones entre las

cargas ) corresponde a

n
V=q-Zl<p(r"n, (2.5.1)
<

donde T representa el vector de posicion de la i-ésima particula portadora de carga q , en un sistema de

coordenadas cuyo origen elegimos en un punto cualquiera del espacio en el que se encuentran dichas

particulas.

La relacién ( 2.5.1 ) podemos expresarla como
V= Vi(r1) + Va(ra) + ..., (2.52)

donde V; (Ti )=qo (Fi) corresponde al potencial de interaccién de la i-ésima particula con el campo
eléctrico externo. Suponiendo que dicho campo varia débilmente, podemos desarrollar la energia en serie de

potenciasde r; = (Xj,Yi,zi) ,es decir,

34 El acoplamiento minimal corresponde a una caracterfstica empirica que usualmente se establece como
principio. Cf. De La Pefia p 389.
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ViCFi) =Vi(Xiryirzi) = Ao + Aixi + Agx; 2 + .+By+ By + By yi2+ ..
+Co+Cizi+Crzi+. (2.53)
Notem.osque, ’
Vi(0,0,0) = Ao ¥ By 4 Cy Uy (2.54)

BVixiyinzi)  op 2A: % + 3Asxi2+ ..
oxij '

Evaluando la ultima expresién en x; =0 (lo que equivalea x , =y;i=zi=0, pues los términos que

dependende y;,z; seanulan al calcular la derivada parcial respecto a x j ) obtenemos

OVi(Xi,yi,zi)

= A;.
ox; Xi=Yyi=2i=0
Andlogamente calculando las parciales respectoa y i,z :
(OVi(xi,yi,zi) = B, y OVi(xi,yi,zi) _—
ay; M=Yi=zi=o0

az; Xi=Yyi=2i=0



Substituyendo ( 2.85.4 ) , los coeficientes Ay, By y C; en la relacién ( 2.5.3 ) y aproximando hasta un

término lineal, pues consideramos que el campo externo varia débilmente, tenemos que

dVi(xi,¥i,zi) | aVi(xi,yi»zi) |. .y
———— —_— 1

Vi(XisYi»zj) =Vi(0,0,0) + xi +

Xi=yi=2i=0 Xi=Yi=2i=0

dx; dyi

OVi(Xi,Yi,zi) I

+ z .

az; Xi=Yi=Zi=0

En términos del operador nabla y el producto punto, la relacién anterior es equivalente a

Vi(XisYiszi) =Vi(0,0,0) + ViVi(Xi,¥i>zi)| ® (XirYiszi),
Xi=Yi=Zi=0
6 expresando en términos del vector —r-i =(XisYiszji):
Vi(ri) =Vi(0) + ViVi(ri)| e ri.

ri=»0

Como Vj (.r_i ) =qo( r_i-) tenemos que V; (; )=qQ (;) , por lo que el potencial de interaccién de

la i-ésima particula corresponde a

Vi(ri) =q@(0) +Vio(ri)| ® qri . (255)
. . ri=o0 o L
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La relacién ( 2.5.8 ) se aplica para cualquier i, por lo que incorpordndola en ( 2.5.2 ) obtenemos

n

V =nqe(@ +2 Vie(F)| ® q7i. (25.6)
i=1 ri=o

Para un vector potencial del campo que corresponda a un movimiento estacionario tenemos que el campo

eléctrico se define como
E=-Vo¢ ,
por lo que substituyendo la relaci6n anterior en (2.5.6) :

n

nqe(0) -2 En| e gr;
i=1  ri=o

<
I

n

nqe(0) -Eo o2 qr; .

i

Considerando al potencial VcomoV — nq¢ (0) obtenemos

- n
V=-Eqe) qrj Aproximacién lineal del potencial
i=1 de perturbacién.

En la relacién anterior, el campo eléctrico se encuentra evaluado en el origen del sistema de coordenadas,

“q” corresponde a la carga que porta cada una de las particulas y T i su correspondiente vector de posicion.
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La interaccién entre una particula y el campo eléctrico externo podemos caracterizarla como una variable

dinamica asociada a una i-ésima particula considerando n = 1 en el potencial de perturbacion, por lo que

Vi=-Epe®qr; Perturbacion de Ia i-ésima particula.

Expresando la relacién anterior en términos de las componentes vectoriales obtenemos
Vi = -Eoxqx - Eoyqyi -~ Eozq3%.

En la direccion X tenemos que la variable dinAmica que caracteriza a la i-ésima particula perturbada
corresponde a: — Eo x q xj . En este sentido si consideramos un sistema compuesto por un nimero

arbitrario de particulas cada una de ellas con su correspondiente vector de posicion, podemos caracterizar la

variable dindmica asociada a la perturbacion en la direccién X a través de cada uno de los valores propios
proporcionales a x; en la base® { IM;> }, mientras que el operador que mide el valor total de dicha

cantidad corresponde a

vy = - Eox 2 qxi Ni, (2.5.7)

1

donde N  representa al operador de nimero de las i-ésimas particulas con momento dipolar * qx; .

35 En dicho caso partimos de una base de vectores propios distinta que en el caso del operador asociado a la
densidad de corriente eléctrica ya que dicho operador es proporcional al momento de las particulas, por lo
que no podemos suponer una base que simultineamente corresponda a estados propios del momento y de la
posicién.

36 Aunque cada particula se encuentra caracterizada por su correspondiente vector de posicién esto no
excluye que del sistema de particulas idénticas algunas se localicen con una misma componente en la

direccién x ( materiales ordenados) y por ello con un mismo valor propio —Eqy qx; (en el caso de bosones 6
una condensacién de Bose).
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Notemos que la suma en ( 2.5.7 ) podemos corresponderla con la componente en X del operador de

polarizacién ( Py ) del sistema de particulas idénticas, por lo que una expresién equivalente para el

operador asociado a la perturbacion en dicha direccion la establecemos como
Vy = — Eox Py donde Px=2qxiNi.
i

Andlogamente para las direcciones y, z obtenemos respectivamente que

Vy = —Eoy'Py donde Py=quiNi 'y

Vg = —EoZPy donde P,=ZqziNi.

A través de las relaciones anteriores podemos representar el operador asociado a la perturbacion en su

aproximacion lineal como

3

vV = -ZEOBPB tal que Pp =quiNi , (2.58)
' B=1 i

endoﬁdecqt.\ B=1, B=2,B=3 designamos respectivamenteax ,y, z.
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Para caracterizar al operador que representa la perturbacién a través de un conjunto de vectores comiin al

operador asociado a la densidad de corriente eléctrica, expresamos en términos de los vectores { | L g> }

al operador de nimero N j en ( 2.5.8 ), es decir,

Py =ZQBi Yesichib by,

t s, t

considerando de (2.2.1 Jquec g; =<L, | M;> , c.gi =< M; | L¢> y reagrupando términos,

obtenemos que la relacion anterior corresponde a

Pp=2q<Lsl2p IMi><M;|L> b,'b, . (2.59)
s, t i

Como— Eox q xj lo supusimos valor propio en { | M > } tenemos que dicho conjunto corresponde a

una base de vectores propios del operador X ( anilogamente para los operadores asociadosay ,Z) por lo

que

BIM;> =2p; |Mi>.

Substituyendo la relacién anterior en ( 2.5.9 ) y aplicando relacién de completez obtenemos

Pp=2q<L.| BlL¢> b.'b.. (2.5.10)

s, t
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Substituyendo ( 2.5.10 ) en ( 2.5.8 ) tenemos que el operador asociado a la perturbacién liseal debida al

campo eléctrico externo corresponde a

3

v = -2FEpPp con Pp =2 q(B)s: ba'be , (2.5.11)
p=1 s, t

donde “ (B ) s¢” representa al elemento de matriz “ < Lg| B | L ¢> * el cual se interpreta de forma

andloga que en el caso del operador asociado a la densidad de corriente eléctrica pero ahora considerando a

los operadores: “ X ** para =1, “y” paraB=2,“ z” parap = 3.

Finalmente, notemos que de ( 2.5.11 ) tenemos que el operador de perturbacion lineal en la

representacion de Heisenberg corresponde a

3

v(t) = ~2EpPs(v) , (2.5.12)
p=1

donde
Pp(t) = X q(B)st bs'(t) be(r) ,

s, t

be(ry=¢ W/ p, o-ilT/h

b;’(r)=eiﬂ’tlh b,f e-—-iH"t‘/.h.
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3. FUNCION DE GREEN.

En el presente capitulo “justificaremos” algunas propiedades de las funciones de Green retardada y
avanzada estableciendo la relacién que guardan sus correspondientes transformadas de Fourier, lo que
permitird caracterizar la aproximacion lineal del valor medio asociado a la densidad de corriente para un
sistema de particulas idénticas perturbadas por un campo eléctrico alterno, en términos de la transformada

de Fourier de la funcién dec Green retardada.

A su vez, exhibiremos dos posibles desarrollos detl tensor de conductividad ( 6 negativo de la
transformada de Fourier de la funcion de Green retardada) considerando en uno, los valores propios del
Hamiltoniano no perturbado y en el otro (prescindiendo explicitamente de dichos valores) una serie de
potencias en (o + ig) "' con las que podremos establecer una aproximacion al tensor de conductividad a
través del cilculo de conmutadores entre los operadores presentes en la funcion de Green retardada y el

Hamiltoniano del sistema.
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3.1 FUNCIONES DE GREEN RETARDADA Y AVANZADA.

En mecénica estadistica y teoria de campos podemos considerar la funcién de Green retardada

GRap(t,t) y avanzada G %o p (t’,t) como™

GRap(t,t) = 1 B(r-t) <[Ja(t’),Pp()]>0 y - (311)
ih

GAp (i) =-"o(t-t) <[ (1), Pp(t)] >0 (3.1.2)
in

donde < .. .>0 = Tr(po.-.) , po representa el operador asociado a la matriz de densidad para el
caso de una distribucién canénica principal , 0 (t"' —t) y 0 (t—t’) corresponden a funciones escalén
mientras que Jo ( ') y P p(t) caracterizan operadores en la direccién o y B respectivamente

en la representacién de Heisenberg. En el caso donde dichos operadores describan particulas idénticas

correspondientes a bosones tenemos que los corchetes suelen definirse como conmutador mientras que para

fermiones como anticonmutador.

Las funciones de Green se encuentran intimamente relacionadas con ¢l calculo de cantidades
“observables” ya que por ejemplo: en la aproximacién a segundo orden del valor medio de una variable
dindmica para sistemas perturbados ( 1.4.8 ) tenemos que el integrando del termino lineal podemos

corresponderio con una funcién de Green retardada con la debida aclaracién de que los corchetes

37 Cf. Zubarev D.N. Nonequilibrium Statistical Thermodynamncs en Studies in Soviet Sclencle 1974,
Consultants BoreasNew York-London. p 176.




representan un conmutador®®. A continuacion exhibiremos algunas propiedades de las funciones de Green y

sus respectivas transformadas de Fourier que serdn necesarias en el cilculo antes mencionado.

En las funciones retardada y avanzada la dependencia temporal de los operadores podemos expresarla en

términos de una sola variable temporal, para ello notemos quede < « . « >¢ = Tr(py...) tenemos

<[I (), Pp()] >0 =2<nlpe[Ja(t),Pp(t)] | n>
n
=Z<n ' poeiH’t'/hJue—ill’(t'—t)/h Pﬂe-—-ill’t/h_l n>}
.n

_Z<n l poeiﬂ’t/h PB eiH'(t’-—t)/h Jae—ill’t’/h I n>
n

Aplicando relacion de completez, considerando que [ Po s€ iH't/h ] =0 y reagrupando elementos de

matriz, la traza anterior corresponde a
S<m|e Wt | ns <p poeiH’t‘/h Jae-ln,(t'—t)/h Pg | m>
n,m

- Z <m ]| po Pg ¢ H(Y=t)/h Jae"m"’/h| n> <n| eWt/h | m>.

n,m

38 E1 valor medio de 1a expresion en ( 1.4.8 ) se obtuvo considerando la ley de evolucién del operador
asociado a la “funcién de distribucion” la cual se define a través de un conmutador. En este sentido tenemos
que aunque los operadores involucrados en la aproximacién del valor medio de alguna variable dinamica
caractericen un sistema de fermiones, consideraremos inicialmente un conmutador en la funcién de Green
retardada que asociemos al término lineal en dicha aproximacion. Al realizar alguna particularizacién del
célculo del término lineal para variables dindmicas asociadas a fermiones aplicaremos relaciones de

anticonmutacién para obtener [ Jo ( t') , P g (t) ] pero considerandolo como un conmutador.
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Aplicando nuevamente relacién de completez pero ahora sobre los a vectores y considerando que

[e"m’t/h, Po] =0 obtenemos

<[ (), Pp(D]>0= Z<m|pye™(-0/0 g o~H(=/h po|m>
m
LY <m | po Py M- g O I hy
m

= <[Ja(t-t), Pp]>0.

Por lo que para T=t"— t tenemos que
<[Ja(t),Pp(t)] >0 = <[Ja(r), Pp]>0. (3.13)

Incorporando 1a relacion anterior en las funciones de Green retardada y avanzada podemos establecer lo

siguiente,

1ot -0) <[I(x),Ppl> (3.1.4)

ih

G p(t,0) =

G%%p(r,0)=-"0(0-1) <[Ia @, Pp]>s . (3.1.5)
ih
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La relacién entre la funcién de Green retardada y avanzada podemos obtenerla considerando la expresion

en ( 3.1.5) para un orden inverso en los subindices, es decir,

1

G % (1,0)

-1 e(o-7) <[Pp() ,Ja 1>
ih :

Lo-t)<[Ja,Pp(® 1>

(3.1.6)
ih
y de la relacién en ( 3.1.4 ) para una dependencia temporal en el segundo operador
Gap(0,7) = ' 0(-1) <[Ja ,Pp(1)] > . (31.7)
ih :

Comparando las expresiones anteriores tenemos que la relacién entre las funciones retardada y avanzada
corresponde a

G ap(0,7) =Gpa (7,0) . (3.1.8)
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Calculando la transformsda de Fomrier con respecto a @ + i€ de las funciones relacionadas en (3.1.8)

obtenemos
G'ap(0,0+ie) =G%pq (0 +ie,0) , ' (3.1.9)
donde
Giap (0,0 +ie) = IGap(O ) e"(""‘"")T dv (3.1.9.9)
Ghpa (0+ie,0) = [GApa (1,0) 71O+ 4

~ 00

Por otro lado, 1a traza es invariante ante una transposicién por lo que

<[Jo s Pp() 1>" = <[Jo ,Pp(d) 1>""

Como po=pnf y puesto que ¥ Tr (po [Ja ,Pp(‘t)]') =Tr([Jo ,Pp(t)]tpo) tenemos que

la relacion anterior corresponde a

<[Ja ,Pp(r) 1> =< [1a ,Pp(®) l] .. (3.1.10)

3 Aplicando relacién de completez notemos que la traza del producto entre dos operadores no depende del
orden entre dichos operadores.
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Desarrollando el conmutador y calculando el operador adjunto del producto entre operadores, obtenemos que

la expresion en ( 3.1.10 ) equivale a

<[1a ,Pp@ 1> =< (Pp@ '3t - ' Pag@hH>.

Como H * corresponde a un operador hermitiano obtenemos que®® P g (@ t- P gf(‘l:) . En caso de que

los operadores J, y P p representen operadores hermitianos P pf('t) = Pg(®) vy Jat= Jo por

lo que, en la relacion anterior tendriamos

<[Ja»Pp(@) 1>" = <[Pp(®) , Iz 1> . (3.1.11)

De 1a definicion de la funcién de Green retardada ( 3.1.4 ) podemos establecer su conjugado como

a3 (0,1) == 0(-7) <[Ja ,Pp(r)]>".
ih

Substituyendo ( 3.1.11 ) en la relacién anterior obtenemos

40 Pp(t)*=(ei“’r/h P e—-iH’1/h)f

GRS M PN TR A LI €}

Como el Hamiltoniano corresponde a un operador hermitiano H® = ll’f , por lo que la relacién en (i)
podemos representarla como
eill’t/h Pﬁf e—iH"t/h

 PYCOME - pptco).
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GRa’p(0,1)= ' o(-t)<[Ja ,Pp(r)]>.
ih
Comparando esta expresién con la relacién en ( 3.1.6 ) tenemos que 4
G“a'p(O,t) = G"aa (t,0) . ‘ (3.1.12)

Por otro lado, de la definicién de transformada de Fourier,

Gfap(0,-(0-ig)) = IGRap(O,-:) Gi(@=ie)T oo

-

Notemos que el conjugado de dicha relacién corresponde a

e

GRa'p (0, -(@-ie)) = | GR'p(0,7) e

-

-i(m%ie)t d

Substituyendo ( 3.1.12 ) en la igualdad anterior obtenemos

GRa'p(0,-(@-ig)) = IG Bo (7,0) ™ HOFIONT 4

~ 00

6 bien, aplicando la definicién de transformada de Fourier tenemos que

41 Este resultado junto con la expresién en ( 3.1.8 ) permiten mostrar que la funcién de Green retardada
corresponde a una funcion real cuando los operadores asociados a dicha funcién se caracterizan por la
propiedad de hermiticidad.




GRa'B(0,-(0-ie)) = G gy (0+ic ,0) . (3.1.13)

Finalmente, notemos que de ( 3.1.9) y (3.1.13) obtenemos

G"a'p (0, - (@—i€)) = GRap(0,w+ic)

y calculando el conjugado de la igualdad anterior

Gap(0,-(@-ig)) = GR'p(0,0+ic). (3.1.14)

La relacion en ( 3.1.14) exhibe que el conjugado de 1a transformada de Fourier de la funcién de Green
retardada corresponde a la transformada de Fourier de dicha funcién con respecto al negativo de la
frecuencia conjugada, lo que permitira simplificar la representacién del valor medio de una variable

dindmica en su aproximacion lineal como mostraremos en el siguiente apartado.
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3.2 FUNCION DE GREEN RETARDADA Y DENSIDAD DE CORRIENTE ELECTRICA.

En la presente seccién caracterizaremos la relacién entre la funcién de Green retardada y el valor medio
de la densidad de corriente eléctrica, considerando un sistema de particulas idénticas perturbado por un
campo eléctrico alterno. De la relacion en ( 1.4.8 ) tenemos que el valor medio de una variable dinamica

hasta un término lineal para el caso del operador asociado a Ia densidad de corriente eléctrica en la

direccién a equivale a

- o]
<I>=<I> + 1 Jer-t) <[I (), H.(1)]>0dt. (321)
ih -0

H { (t) corresponde a un operador en la representacién de Heisenberg asociado a la perturbacién

(dependiente del tiempo) debida al campo eléctrico externo. En el caso de un campo eléctrico cuyo vector
potencial represente a un movimiento estacionario, el operador asociado a la perturbacién producida por el

campo eléctrico constante podemos establecerlo a través de la relacion en ( 2.5.12 ) como

3
H(t) = -2.EopPp(t) (3.22)
=1

B
donde P g (t) corresponde al operador asociado a la componente B del vector de polarizacién del sistema

en la representacion de Heisenberg, mientras que con Eo g asignamos la componente en dicha direccion del

campo eléctrico externo.
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En la perturbacién dependiente del tiempo debida a un campo eléctrico con un espaciamiento

uniformemente alterno a un tiempo periédico propondremos la siguiente relacién®?

98

H{(t) =H (t) eF't cos(o)t)‘.

Substituyendo ( 3.2.2 ) en la propuesta anterior, obtenermos que el operador en la representacién de

Heisenberg asociado a la perturbacién dependiente del tiempo podemos caracterizarlo como

3
Hi(t) = - X EpPp(t)c cos(at). (32.3)
e

De la relacién en ( 3.2.3) y suponiendo como condicién inicial que la densidad de corriente en
ausencia del campo eléctrico externo corresponde a un termino nulo, obtenemos que el valor medio de dicha

densidad ( 3.2.1) equivale a

3 ©
<Ip> =-% Eop JOU) <[Ia(r) , Pp(t) 130 lcosmt dt.  (32.4)
B=1 -w ih

La dependencia temporal de los operadores podemos expresarla a través de una sola variable temporal

por lo que, procediendo de forma analoga a la obtencion del resultado en ( 3.1.3 ) tenemos que

<[Ia(?), Pb(t) 1>e=<[Ja ,Pp(t-1t) ]'>.,.

42 C£. Zubarev. p 168.
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Definiendo T =t — t’ en la relacién anterior e incorpordndola en ( 3.2.4 ) asi como expresando cos @ ¢

en términos de funciones exponenciales*’ obtenemos

3

: - > o]
< Jg> = -3 Eop OO [0 g, pg(r) ]>0 TOTEIT 4o
B=1 - 2ih

3 . . 0 . s .
_fz Eop e(-|m+e)t’ J’e(._-c) <[Ja , Pp(t) 1> e(—lm*"a)t dr.
B=1 —o 2ih ' N

Notemos que los dos primeros términos en los integrandos corresponden segtin (3.1.7) a !a funcién de

Green retardadaGRap(O ,T) porloque,

3 ®
< I > =—Z Eop e(1m+e)t’ I _I_Gkab(o,“) ei(o-ie)T Lo
p=1 —w 2
3 ©. R
—Z Eop e(—1m+e)t I LGRQB(O’T)e-—l((D’FIG)T det
p=1 -0 2

6 bien, considerando la definicién de la transformada de Fourier establecemos que

t . o ’ o " : 9.
43 Parg T =t - t’ tenemos que et cosmt=(l/2)(e‘('vmvfe,)(tft) +e_( ,"’?*‘?‘”" ).
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3
<T>= =% Bip L OO G o(0,-(0-ie))
B=1 2
~Y Bop L e GOt GR 100, @tic). (325)

De ( 3.1.14 ) tenemos que G* ap (0, —((n le)) le‘a‘, (0,(b+‘is) por lo que la relacién en
B p

(3.2.5) corresponde a

3

< Jg >= —Z Eop (xm+e)t p(O ~@+ig )y
B=1 2‘> R _

_Z Eop _1_ e(—m)+t-:)t’ GRaB(O, o+is).
= 2

Finalmente, notemos que el primer término en la relacién anterior equivale al conjugado del segundo

término por lo que,

3

< Jo >= -2 Eop Re{e‘“i"’+e)"0"ag(o,m+ie)} (32.6)
B=1

donde

GRQB(O’ wtig ) = IGRQB(O,t) e—i(ﬂ)+ie)‘[ dt

- a0
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La relacién en ( 3.2.6 ) representa una aproximacion lineal al valor medio de la densidad de corriente
eléctrica en términos de la transformada de Fourier de la funcion de Green retardada para un sistema de

particulas idénticas sometidas a un campo eléctrico externo alterno. En dicha relacién tenemos que

-G*, p (0, otie)se define** como el tensor de conductividad eléctrica en el campo periddico donde el

limite € — 0 suele efectuarse después de tomar el limite termodinamico V — oo (tal que V/ N = cte. )

44 Cf. Zubarev. p 170.
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3.3 CALCULO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCION

DE GREEN RETARDADA. TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

La funcién de Green retardada GRa p(0,71) segin larelacién ( 3.1.7 ) corresponde a

Gap(0,7) =1 o(-1) <[Ja ,Pp(t)]>0.

ih
Calculando la derivada con respectoa T,
9.6R%p0,1) =L Yo(-1) <[Ja s Pp(1) 1>+ 0(-1) L<[Jo P (1) I>.
dt ih d= ih dt

Suponiendo en la representacién de Heisenberg a los vectores con los que caracterizamos los estados del

sistema obtenemos,

4 <[Ja s Pp(t) >0 = <[Je »L.Pp(T)]>0.

dt dr

Aplicando la ecuacién de evolucién para el operador £ p (t) en larelacion anterior establecemos que,

4 <[ Pp()]>0 = L <[Ja,[Pp(x), B1]>.  (331)
dt ih
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Redefiniendo 8 (~t ) en términos de una funcién continua como se muestra en la siguiente figura ,

0(-1)

notamos que la derivada con respecto a T corresponde a

do(-1)
dt

La grifica anterior representa precisamente al negativo de la funcién delta de Dirac por lo que

proponemos la siguiente relacién ,

do(-1) =-5() . (332)
dt
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Substituyendo (3.3.1) y (3.3.2) en la derivada con respecto a T de Gnm B( 0, t) tenemos que

4 6% p(0,1)=-2) <[Jy , Pp(t)]>0+2C ") <[dy ,[Pp (1) , H’]] >0.333)

dt ih in?

La relacién en ( 3.3.3 ) corresponde a la ecuacién de evolucion de la funcién de Green retardada a partir

de la cual obtendremos GRa g (0, @) . Para ello multipliquemos dicha relacién por e ot ¢ integremos

respectoa T en <-—o0,00 >,

®© ©
J. _d_;GRap(O,‘t) e’—i(l)‘t dr = - I S(t)~<[Ja ,Pp(‘l.')]>o e—-l(z)‘t de
—- dt ' -w ih

[} : o
+ 00D <13, ,[Pp() s ]I >0 ¢ ©T dr.
—w (ih)?2

Resolviendo por partes la integral del miembro izquierdo considerando el caso en donde*

Gnu p(0,t->+w) = 0 yladefinicién de transformada de Fourier de la funcién de Green retardada

4% De 1a relacion en (3.1.7) y procediendo de forma analoga al resultado obtenido en (3.1.3) establecemos

GRap(0,t) =" 0(-7) <[Ja ,Pp()]1>0 = 0(-7) <[Jal-7),Pp] >

ih. ih

Suponiendo que la densidad de corriente en el sistema considerado se debe exclusivamente a la aplicacién
del campo eléctrico externo y que desconectarlo da como “resultado” el que dicha densidad se aproxime a un

término nulo, tenemos que Jo(~t —+ ) =0 . Bajo dicho supuesto la relacién anterior corresponde a

'GRap(O,t—b-.tco) =0,
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(3.1.9.8) , asi como aplicando la definicién .f 8(t)f(x)dv = f(0) enlaprimera integral del miembro

derecho, obtenemos que la relacién anterior corresponde a

imGRaB(O,(D) == _l;.<[',a ’PB ]>0
ih

o0
+ [0 < [dg s[Pp(r) s 1> e ®F dr.(33.9)
- (ih)2

La integral explicita en la relacién anterior podemos resolverla “directamente” cuando los estados del

sistema corresponden a estados propios del Hamiltoniano no perturbado (H?| m > = Ep| n >).

Comencemos caracterizando la traza del conmutador en el integrando, a partir de dicho supuesto.

<[Ja ’[PB(T) . H’]]>o =Z<n I poJa[eiH"l‘/h Pﬁe—iH"t/h’H,] ' n>
n

) _Z<n | m[eiﬂ't/h I’pe—m’”h,H’]Ja | n>.
n

Substituyendo pe=A e H /T (distribuci6n canénica principal) , considerando que [H ’, e Tl T/ h] =0

y los estados como propios del Hamiltoniano H ? , tenemos que ,
<[Ja ’[PB(T) . H’]] >o=AZe_E"/T_<n lJaeiH"t/h [‘PB,H’] I n>e—iEn‘t/h
n

_Az.e—En/TeiEn‘t/h<n I [PB’Hyle-—i“’T/hJul n >,
n

Aplicando relacién de completez en ambas sumas y substituyendo los valores propios de H ?,
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<[Jx s[Pp(®) , H’]]>e="

AXe B Ten i m>eEmT/h 0 I[{Pp,H*] | n>¢ iERT/h

n,m

—AY e EN/TEnT/h o) [Pp,H*] Im>eEMT/hom |5 |n>

n,m

Intercambiando los subindices en la segunda suma y factorizando,

<[Ja ,[Pp® , H*]] >0=

AX<nlllm><m|[Pp,H']In>(@EEN/T_Em/T) iEm-Ent/h

n,m

Por otro lado eF’emento de matrizde [ P g, H*] corresponde a

<m|[Pg,H']In>=<m|PgH'In> -<m|H'Pgln>
=<m|Ppln>EEpn<m| Pgln>

=<m|Pgln>(E,-En)

Substituyendo esta expresién en la relacion anterior obtenemos que,

<[Ja ,[Pp() ,H’]]>0 = X I m(Epn-Ep)e Em-EMT/h (3.3.5)

nsm .
donde

Inm=A<n | m><m | Ppg|n>E B/ T_Em/T,
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Enelcasode < [Jy , P g ] > (primer término en la relacién (3.3.4)) tenemos lo siguiente,

<[Ja» Ppl>0=A Ze " T<n|igPpln>- A B T<n | Py, | n>.
n n

Aplicando relacién de completez en ambas sumas e intercambiando los subindices en la segunda,

establecemos

<[Ja s Ppl>0 = A2 e T<n syl m> <m |Pgln>

n.m

—A Qe EmTem IPgl n><nldgl m>

m,n
=A2Z<n|Im><m |Pgl n> (e En/T_g-Em/Ty

n,.m

6 bien , considerando la definicién en ( 3.3.5 ) obtenemos

<[Je »Ppl>0 = X Inm . (33.6)

n,m

Substituyendo las relaciones ( 3.3.5) y (3.3.6) en (3.3.4 ) tenemos que

0GR 3 (0, ) =Zlnm{_L+_En—Em [o(-1) ei{[(Em—En)/h]—m}Tdt}.
n,m ih im?2 - (33.7)
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Realizando un cambio de variable ( t —» — t ) e incorporando 4

o0

oty=_1 f eTixt g
2n ~— a0 x+i€

en la integral presentada en la relacion ( 3.3.7 ) obtenemos

46 Dicha relacién podemos exhibirla a través del calculo de residuos, para ello notemos que la singularidad
del integrando ( xo = —i€ ) corresponde a un polo simple pues satisface el siguiente criterio: llamemos
g(x)=exp(—ixt) y h(x)=x + ie (estas funciones podemos expresarlas en series de potencias
convergentes en Xy , por lo que corresponden a funciones analiticas en dicho punto) , puesto que

g (x0) = exp(— €t ) = 0 (para t finita) , h (x0) =0y h’ (xg) = 1, la funcién g (x)/h (x) tiene un polo
simple en X, y su residuo corresponde a g (Xo) / h’(x9) = exp (— et ) ( Cf. Marsden J. y Hoffman “Basic
Complex Analysis” Segunda edicion. Ed. Freeman and Company. Nueva York.1987.Cap 4 ). Debido a que
Xo representa un punto en el eje imaginario tal que Im Xo< 0 tenemos para—t <0

(6t>0)que

a
I e !Xt dx=—21tinesiduos=—21tie—et
—® X+i€ :
6 bien
a
o eTixt e a0 : (i)
2% ] X+i€
mientras que para t<0
a0
j‘ —-ixt . . .
e dx = 21t iX residuos=0 parat<O0 . (ii)
- x+i€

Al calcular el tensor de conductividad consideraremos el limite € —» 0, por lo que (i) y (ii ) describen
adecuadamente (t)={ 1 parat>0 y Oparat<0}.
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oo [+ ]
Ie(—t) HIEm-En/hl-0}t i I("‘+ie)~l Ie_i{[(Em—-En)/h]—(tH-x}tdtdx.

-~ Q0 -0 - 00
2n

Por otro lado, considerando la representacién de la funcién delta de Dirac*’

[ o
s(ay=_  Jemiat g
-0
2%

tenemos que, la integral en ( 3.3.8 ) corresponde a

47 La transformada de Fourier de la funcién § (o) equivale a
o0

Fls(a)]= ] 6(are ®! da.

-0

Considerando la definicién | 8(cc) f (o) dow = £( 0) en (i) obtenemos,
[+ o]

FIs(a)l= J s(aye 1% da =e 1% oo =1.

— o0

Aplicando la transformada inversa de Fourier en la relacién anterior ,
a0

FIlrs(ar)=_ Jei®t &

2 ~%
4 bien

a0
s(a) = L fef‘“ dt
2 %

3.3.8)

(i)

Realizando el cambio de variable o — — a y puesto que 8 (a ) = 8 (- a ) tenemos que una posible

representacion de la funcién delta de Dirac corresponde a
>}

s(a) = L JeTiat 4
2n ~%
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;

fe(_,) ei{[(Em—En)/h]_m}th

- 00

=i I(x+ie)“8{[(Bm—En)/h1—m+x} dx.
-0 R

Aplicando la definicién de la funcion delta de Dirac utilizada en la caracterizacién de la relacién en (3.3.4)

establecemos que

Jo(-v) Ml@m-En/bl -0kt g oy f o sicri@,Em/m).

-

Substituyendo la relacién anterior en ( 3.3.7 ) obtenemos,
i06%p(0,0) =X Inm{- L+ E7EW (e q@L e}t )
n,m . L0 2
. . . . dih. . (h) : :

=3 lim L {1-@n-Em {h@+i)+En-Bm}' ]
n,m h .

=X Inm L {h(o+ie) {h(o+i)+En-Em }™! }.
n,m h

Expresandoa “o ™ delaforma “w +i€” tal que € — 0, el desarrollo anterior corresponde a

i(o+ie)ap(0,0+ie) =X Inm L {h(o+ize) {h(@+i2)+En-Em}™" }.

n.m h (33.9)
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Despejando la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada en la relacion (3.3.9) y

aproximando (o +i2€)/ (o +1i€) alaunidad, obtenemos que,
Gy p(0,0+ie) =2 Inm {h(o+i26)+Eq-Em }™'.

n,m

Substituyendo Iy, i, finalmente concluimos que

. (3.3.10)

< >< >, -
GRup(0,0+ic)= AX . nlJal m><mlpgln (@ EN/T_Em/T)

n, m h(@+i26)+Eq-Em

Con el negativo de la relacién anterior (seccién 3.2) caracterizamos al tensor de conductividad a partir
del cual podemos obtener una aproximacion lineal en el valor medio de la densidad de corriente.

Alternativamente a dicha relacion , podemos corresponder la transforinada de Fourier de la funcion de
Green retardada con una funcién proporcional a una serie de potencias en (@ + ig) ! prescindiendo

explicitamente de los valores propios del Hamiltoniano no perturbado, lo que permite aproximar

GRQ p( 0,®+ie ) através del calculo de conmutadores entre los operadores Jg , P BY H ’ como

mostraremos a continuacion.

La transformada de Fourier de la funcién de Green retardada con operadores Jo y L‘P p(t)
dt

corresponde a

- o]
. GR;"B’.(O; (o-l;ie)‘= IO_—(—T) <[Ju ’.‘.’._‘Pﬁ(‘tl).~]~>.o e—i(m+leh dr .
: —o ih dt
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Expresando ( 3.3.4) en términos de “ @ + i e incorporando la relacién anterior , establecemos ,

GRQB(O,m+ie) - ! <[Ja ,Pg]> - i. GRap’ (0, 0+ig) . (33.11)
h(a + ig) ©+ie

Aplicando iteradamente la caracterizacion anterior ( en la primera iteracién substituimos

Pg por 1?3 mientras que f’_.?ﬁ(t) por i?ﬁ(t) ) obtenemos
dt dr de?

Gap’ (0, 0+ig) = ! <[Ja ,LPp]>0 - | GRap7 (0, 0+ie). (33.42)
h(e + i) dt @+ ie

Substituyendo (3.3.12) en (3.3.11) y considerando la ecuacién de evolucién del operador P B

tenemos que

Gap(0, o+ig) = ! <[Ja  ,Pp 1> - ! L[Je »[Pp,H']] >0 +....33.13)
h(w + ig) [h(u)+ie)]2

La relacion en (3.3.13) permite caracterizar la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada

como una serie de potencias en (© + ig) ! tal que para altas frecuencias podemos aproximarla como

GRap(0, 0+ie) = _' <[Ja,Pp]>.

h(w + ig)
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4 DENSIDAD DE CORRIENTE MEDIA EN UN SISTEMA

CON ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA (ODC).

En el presente capitulo exponemos las propiedades que describen a un sisterna con ODC a partir de las
cuales caracterizamos la masa asociada a la onda de densidad de carga ( m#*) considerando la interaccién
( descrita por medio de una perturbacion a primer orden ) entre un electrén en la superficie de Fermi y un
fondén con frecuencia Wq ( donde Q = 2kr), interaccién que asociamos con el ancho del vado energético en

¢l espectro del electrén a través de la relacion que Frahlich establece entre el niimero-C en el Hamiltoniano
de interaccién electrén-fonon y el ancho de dicho vado energético, la cual a su vez depende de la constante

de interaccion entre electrones y vibraciones de la red que aplicamos al caso de una vibracion atémica con

frecuencia @qoa T=0K .

A través de la masa asociada a la onda de densidad de carga caracterizamos al Hamiltoniano de un
sistema con ODC, considerando a este ultimo, como un sistema de fermiones libres con masa m#* . Asi
mismo, establecemos los correspondientes operadores densidad de corriente y vector de polarizacién en el
caso de dichos sistemas, operadores con los que determinamos al tensor de conductividad ( negativo de la
transformada de Fourier de la funcién de Green retardada ) en un sistema con ODC y a partir del cual

obtenemos la caracterizacion de la densidad de corriente media.




//¢
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4.1 ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA .

Las ondas de densidad de carga podemos describirias matematicamente a través de la siguiente relacién:

P(x) = p+po cos(Qx+4) (41.1)

donde “p ” representa una densidad uniforme de electrones, “po” corresponde a la amplitud de la ODC ,

“Q=2kr” el vector deonda y “ ¢ la fase de la onda relativa a una cadena uniforme de itomos separados

inicialmente una distancia “a” , como se muestra a continuacion.

p(x) p(x)

v

Densidad de electrones en un metal unidimensional. - - - ODC en un metal unidimensional.

v



. TESIS CON
- - . |FALLA DE ORIGEN e

&
Los sistemas con ODC corresponden a metales cuasiunidimensionales tal que, el espectro energético de

sus electrones presenta un vado energético a partir de la energfa de Fermi debido a las variaciones en el
potencial periédico de la red atémica. La formacién del vado energético es acompafiada de una disminucién

en la energia del sistema y los electrones se caracterizan en ocupar los niveles de energia menor ¢ igual a

€ (kr).

v
Ly

—-n/a —kr k¢ n/a

Espectro energético del electrén en un potencial periddico
( primera zona de Brillouin ).

€ (k)
>
2A
~n/a — k¢ ke n/a

Espectro energético del electrén en un sistema con ODC
( 2 A corresponde al ancho del vado energético ).. . e s
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LJU{‘

| PALLA DE Giigan| "

El vado energético y la restriccion de que los electrones ocupen la minima banda energética corresponden

a caracteristicas propias de los dieléctricos y semiconductores sin embargo, los sistemas con ODC presentan
fenémenos colectivos en el transporte de carga ya que al aplicarles un campo eléctrico mayor al umbral

( determinado por las impurezas en el material ) las ODC pueden deslizarse de una posicién relativa a la red,
lo que permite caracterizar a los materiales que presentan dichas ondas como metales.

Tiempo

®
®
®
\
®
o] 00O o ceo o 000 o

Transporte colectivo de fa ODC al aplicar un campo eléctrico externo.
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Las vibraciones normales en una cadena de dtomos unidimensional , producen variaciones en el
potencial periédico de la red atémica. En los sistemas con ODC estas vibraciones corresponden a -
modulaciones en las posiciones “u,” de los dtomostal que S u, = S u cos (Qx+¢)

(““u” representa la amplitud de la oscilacién , “ Q=2 kr” el vector deonda y “ ¢ la fase que desd'ibe
la posicién del enésimo itomo ) . Estas modulaciones a su vez, producen modulaciones en la densidad de ‘
electrones de conduccién ( segundo término en la relacién (4.1.1) ) . Algunos autores consideran que el
acoplamiento entre dichas modulaciones, es decir, la formacién de las ODC, se debe a la interaccién entre
los electrones y los fonones asociados a las vibracimeg de lared , en distincién a aquellos que consideran la

interaccion entre electrones a través de fonones virtuales como la responsable de dicha formacién,

Las ODC han sido observadas tanto en conductores organicos como inorganicos { TTF - TCNQ, NbSe; ,
TaS3 , ( TaSe4 )2, Ko.3MoO; , ( fluoranthene ) ; PF¢ , ( perylene ) ; Au ( maleonitriledithiolate ) ; )

siendo que, la temperatura a la que se forman dichas ondas podemos situarla entre 0 K y 350 K

( dependiendo del conductor que consideremos ) .
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4.2 HAMILTONIANO ASOCIADO A UN SISTEMA CON ODC.

Los metales cuasiunidimensionales caracterizados a través de la energia cinética de los electrones , las
vibraciones de la red monoatémica y la interaccién electrén-fonén en el modelo de Frohlich®®, podemos

representarlos por medio del siguiente Hamiltoniano,

+ + . A +
H =Z e(m)b by +Z Wy CqCq+ig Z bm+qgbm(cq+c _q) (4.241)
m q m,q
donde con “ btm ,bm” ¥y “ch » € g~ denotamos a los operadores de creacién y aniquilacién

asociados a fermiones ( electrones ) y bosones ( fonones ) respectivamente , mientras que “g” representa un

numero-C caracteristico del material.

En los sistemas con ODC en la banda de encrgia de los electrones se origina un vado energético a partir
de la energia de Fermi € ( kr) debido a distorsiones periddicas en el potencial de la red con vector de onda
Q =2 kr. Como los 4tomos en lared vibran con frecuencia wq , caracterizaremos el estado asociado a la
interaccién electr6n-fonén por medio de una perturbacién a primer orden en donde la energia del fonén
corresponda a hwg, la cual denotaremos como wq. A partir de dicho estado obtendremos el elemento de
matriz del operador H en ( 4.2.1), el cual nos permitiré caracterizar la energia del k-ésimo electrén
perturbado € M (k). Evaluando esta energfa en k= — kr y proponiéndola como energia cinética,
caracterizaremos la masa asociada al electr6n con momento - kr que absorbe un fonén con energia g -

Considerando la relacion establecida por Peierls-Frohlich entre el ancho del vado energético y el nimero-C

8 E1 término asociado a la interaccién electrén-fonén corresponde al Hamiltoniano de Fréhlich , expuesto
por Lee P.A. , et. al. en “Conductivity from charge or spin density waves”. Solid State Conmunications,

Vol. 14, p 703. 1974. Aunque el coeficiente del Hamiltoniano asociado a la interaccién electrén-fonén
equivale al producto entre un numero-C y un término “ hy” asociado a las energias del electrén y del fonén

( el cual exhibiremos més adelante ) , supondremos en ( 4.2.1 ) que “ g™ representa un namero-C , lo que
nos permitira caracterizar 1a constante de interaccién entre electrones y vibraciones de la red en unidades de
“hg” . El nimero de itomos se incorpora posteriormente a través de dicha constante. :
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asociado a la interaccion electrén-fonén , asi como la constante de interaccion entre los electrones y'las
vibraciones de la red con frecuencia Wq a T=0K , corresponderemos la masa del electrén perturbado con
la masa asociada a la onda de densidad de carga ( m#) . A través de esta masa caracterizaremos el

Hamiltoniano de un sistema con ODC.

El estado asociado al k-ésimo electrén que absorbe un fonén con energia g, lo podemos caracterizar a
través de una perturbacion a primer orden como*’

(4.2.2)
lk; 10> = | k;10>+A 2 | K+Q;0><k’+Q;0 | Hogl k; 1o>(ex+og—€x+qg) ™!
k’
donde A representa un pardmetro asociado al orden de la perturbacién 6 interaccion electrén-fonén y H .

es el operador asociado a dicha interaccion ( ver relacion (4.2.1)) .

El elemento de matriz del operador H ¢ en (4.2.2) lo calculamos directamente considerando las

caracterizaciones de los operadores de creacién y aniquilacion para bosones y fermiones establecidas en el

capitulo 2, es decir,

<k +Q;0 | Herlk;lg> =

ig 2 { <k+Q;ol b'.,.+qb..,c.,|k;1q> + <,1(’er;0|bf_.,,.J,qb.,.c'_qIk;lQ >}
m,q

=ig Z { 6@84mk<k’+Q;0|m+q;0> + Smk.<k’+Q;0|m+q;l_q,lQ >}
m,q . : . . .

=ig{<k’+Q;0|k+Q;0> + Z<k’+Q;0|k+q;1_q,lQ>}

4 Cf. Kittel C. “Quantum theory of solids.” Editorial John Wiley and Sons. Segunda edicién revisada. 1986.
pp.-134-136. E.U.A. En la presente notacién tenemos que la primera componente en- | k ; 1o > representa
un fermién (electrén ) en el estado“k ™ y la segunda componente un bosén ( fonén ) en el estado “Q”
loque, | k;14>=10,0,..., n,=1,0,0,...>10,0,..., Ag=1,0,0,
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Considerando las bases de bosones y fermiones ortonormalizadas a 1a unidad , tenemos que

<k+Q;0|k+Q;0>=8kx y Vq <k’+Q;0|k+q;l_q,1g>= 0 .Substituyendo dichas

relaciones en el elemento de matriz del oper'ador H ¢ obtenemos
<k +Q;0 | Herl k;1g> = igdkyk’, (4.2.3)

Incorporando (4.2.3) en (4.2.2) establecemos que el estado asociado al k-ésimo electrén que absorbe

un fonén con energia wq corresponde a
I k;1g>™M = [ k1> + idAg (sx+wg-8k+q) '1k+Q; 0> (4.24)

Aplicando el operador en ( 4.2.1 ) al estado anterior,

t
Hik;1g>® = 2 g(m) bmbmlk;le> +2 ®q €qCq | kilo>
m q

. t . t t
+ig Zb ...+quch k;le> +ig Z bm+ghbme _qlk;1Q>
m,q m,q

+ (extog-trsq) ' {irgX e(m) b'mbmlk+Q;0>
m
+iAgX chchq lk+Q;0> — A g’ X b'..+qb...cql k+Q;0>
q m,q

—kgzzbfm+quc'_qlk+Q;0> 3. (4.2.5)
m,q
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A su vez, aplicando los operadores de creacién y aniquilacién tanto para bosones como fermiones

considerando sus correspondientes componentes en el vector de estado obtenemos de ( 4.2.8) que,

H'k',lQ>(,) = ZE(M)amkIm;1Q> +Z (‘)qqu'k;lQ>
m q :

+ig Zaqqsmkl m+q;0> + igaz Smil m+q;l_g, 1>
m,q . R m,q . ’ .
+ (ex+og=cx+q) T {iAgX e(m)Bm, kol m ;0>
m S
—kgzzsm,kv-ﬂilbmv"'q';l-—q> }9 k

m,q

‘donde a={1si —q#Q yVv2si -q=Q }.

Desarrollando las sumas en la relacién anterior tomando en cuenta las deltas de Kronecker, obtenemos
que el operador H sobre el estado perturbado equivale a

(4.2.6)

Hlk;1o>" = 8(k)|‘k;lo> + ‘(DQ| k;lg> +ig|k+Q; 0>+iga2 |k+q§l_q,fQ>
q

+(ex+roq-si+q) {iAgeE (k+Q) | k+Q;0>— A g 2 | k+Q+q :l-q>}.
q -

De la relacién ( 4.2.4) , el conjugado del vector asociado a la perturbacién corresponde a

<k;lgl™ = <kilgl - iAg (extmg-er+q) '<k+Q;01}. (42.7)
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Aplicando ( 4.2.7 ) por la izquierda en la relacion ( 4.2.6 ) y considerando los vectores

ortonormalizados a la unidad tenemos que,

<k;lgl Hlk;1g>™ = g(k) + wq + iga X, <k;lglk+q;l_gq,lo>
q

+(ek+mq—ek+q)"{—lgzz < k;lql k+Q+qb;l_qV>~v+lgv2}
‘ q v —

+(ex+og-ek+q) 2(Ag) e (k+Q).

El producto interno en el tercer término corresponde a cero pues si —q=Q entonces < k | k—-Q >=0
y para —q#Q <lg | I q> lg > =0 , mientras que el cuarto término ( el (nico producto interno
distinto de cero en dicho término lo tenemos en el caso - q = Q) equivale al negativo del siguiente . En

este sentido el elemento de matriz del operador H , es decir, la energia del sistema compuesto por el k-&simo

electrén , la vibracién atémica con frecuencia wq y la absorcién del fonén ( asociado a dicha vibracién) por

parte del electrén , corresponde a

e® (k;1q) <k;lgl HIk;19>¢Y

i

e(k) + Wq + (ex+og-ek+q) 2 (Ag)le(k+Q).

La relacion anterior nos permite caracterizar la energia del k-ésimo electron y su interaccion con el

fonon con nimero de onda Q = 2kg, la cual llamaremos &€ (') (k) . Evaluando a dicha energiaen k=—k¢

y considerando que € (-kf) = (—k¢) 2/2m =¢ ( ke) , llegamos al siguiente resultado:

eV k) = [1+ (Ag/og)?] €(ke). (4.28)
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OFS

Proponiendoa € k¢) como la energia cinética del electrén con masa m (1a cual depende de la

interaccion con el fon6n ) tenemos que € o (—ke) =(1/72) m \)fz . Substituyendo dicha

caracterizacion y € (ke) = (1/2) mwz en (4.2.8),

m* = [1+ (Ag/ag)?] m. (4.29)

La relacién (4.2.9) podemos corresponderla con la masa asociada a la onda de densidad de carga
considerando lo siguiente. La interaccién entre electrones y fonones depende de las caracteristicas del
material , descritas a través de un nimero-C , que en el caso de fonones con frecuencia ®q definiremos

50 + “ t 3 . .
como” C = <¢cqg+¢€ _g>(D/2¢gr) donde“cq y € -q@” representan respectivamente a
operadores de aniquilacién y creacién que actian sobre fonones con vector de onda Q = 2k¢, “D”
corresponde a una constante de interaccion y “ £¢” a la energia de Fermi. Por otro lado, en los sistemas

con ODC los eiectrones se encuentran confinados dentro de la banda con energia menor 6 iguat a la de
Fermi por lo que, las posibles excitaciones térmicas como resultado de la interaccién con los fonones ( pues
sus frecuencias de oscilacién corresponden a vibraciones térmicas ) influiran inicialmente sobre los

electrones que se encuentran en el tope de dicha banda. Considerando lo anterior , podemos restringir la

interaccién electrén-fonén al caso de los electrones con momento * k¢, lo que nos permite proponer la base
t .
{ Lke; 10>™, | ~kr; 10>" } para el cilculode <€ g+€ ~q> que presentaremos a

continuacién.

30 Cf.Froshlich H. “On the theory of superconductivity: the one-dimensional case” . Proc.R.Soc. , Lond .
A223, p 302. 1954,
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Evaluando (4.2.4) en k=ks obtenemos,
Pkes 1g>" = | kr; 19> + iAg (ertog-eriq) ' | kr¥Q;,0>.
Aplicando el operador € ¢ al vector anterior establecemos que,
co |l kr;10>™" = [ k30>, ' ' (4.2.10)
La relacion ( 4.2.7) evaluada en k = — k¢ corresponde a
<kp3lgl ™ = <—kr;lgl - (iAg/ aq ) <kr; 01 » (4.2.11)
De (4.210) y (4.2.11) ,
<-kf;1Q|cQ.|kf;1Q>“’= - (irg/ ag). (4.2.12)

A través de procedimientos analogos al anterior obtenemos que los restantes elementos de matriz del

operador € @ y los elementos de matriz del operador c'_ @ corresponden a cero en la base

{ Tke; 10>, | —kr; 19> } por lo que, de (4.2.12) y suponiendo al estado del fonén wg como
1nico establecemos la siguiente igualdad, <€ ¢ + c'_vQ > = - (iAg/ ag ). Calculando la norma al
cuadrado de la relacion anterior obtenemos, en la base propuesta , que | < ¢ g + cf_Q >I12= (rglag ).

Incorporando esta Gitima igualdad en ( 4.2.9) llegamos al siguiente resultado:
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T

omiE [1+ l<cqielo>? ] m. (42.13)

La interaccion electrén-electrén a través de fonones virtuales da la posibilidad de que se formen pares
ligados de electrones tal que la atraccién entre ellos provoca que la energia total del sistema disminuya ,
siendo méaximo este decrecimiento cuando los electrones ligados tienen momentos antiparalelos ( pares de
Cooper ) y dando lugar a la formacién de un vado energético cuya anchura 2A corresponde a la energia de
disminucion del sistema. El vado energético y la disminucion de la energia del sistema son caracteristicas
que presentan los sistemas con ODC por lo que, podemos considerar la formacién de pares de Cooper como
representativo de dichos sistemnas. Aunque en la caracterizacion de la masa en (4.2.13) partimos de la
interaccién electrén-fonén y no de la interaccion electrén-electrén , en el clculode | < ¢ @ + cf_Q >|?
supusimos como base de los estados perturbadosa { | kr; 1o >M |k lo > 1 | es decir, los
electrones antiparalelos con momento k¢ que interaccionan con el fonén wg. Estos estados los
interpretaremos como estados que representan indirectamente al par de Cooper kr cuya energia de enlace
corresponde a 2A , en este sentido |< € g+ c*_ o>l % es una cantidad proporcional al cuadrado del ancho
del vado energético. Para mostrar lo anterior, consideremos la relacion que Frohlich establece entre el ancho
del vado energético y la norma del niimero-C , la cual corresponde a®* 2 |C| gr= 2A . De la definicién del
namero-C, |C| = |<e¢ Q+t c*_Q >l (D/2¢gr) , por lo que de las igualdades anteriores obtenemos
|<eq+ cf_ o>l 2=4A2/D%. Substituyendo la Gltima relacion en ( 4.2.13) establecemos el siguiente

resultado,

m* = [1+4A*/D*] 'm. (4204)

3! Cf.Ibidem.p.303
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La constante de interaccion entre electrones y vibraciones de la red con frecuencia®wg a T=0K
corresponde a*

= AEqg (€q/Na.Eg) (4.2.15)

donde “A=2Fv/3” , “F” representa un pardmetro de interaccion , “ v el nimero de electrones
libres por 4tomo , “E " la energia asociada a las vibraciones de la red con frecuencia wg a T=0K

y “€q” la energia del electrén con vector de onda Q = 2kg.

Por otro lado, el coeficiente del Hamiltoniano caracterizado por Frohlich que representa la interaccién
electron-fonén, tiene una dependencia en las energfas asociadas al electrén y al fonén. Extrapolando esta
ultima dependencia al caso de la energia asociada a las vibraciones de la red ( incluyendo la energia del

punto cero ) obtenemos que el coeficiente del Hamiltoniano que representa la interaccién electrén-red , en el

caso de vibraciones con frecuencia @q a T=0K, equivale a**

52 Frohlich expone la constante de interaccion entre los electrones y las vibraciones de la red a través de la
siguiente relacion qu = (4F/3N ) grhqug , donde “ F ” representa un parametro de interaccion, “ N > el

nimero de dtomos, “q” el nimero de onda asociado a las vibraciones de la red y “vg” la velocidad del
sonido. Cf. Ibidem.p.300. Aplicando dicha constante de interaccién en el caso q = 2kr, expresdndola en
términos del namero de electrones libres por 4tomo v =N¢ /N y de la constante A =2Fv/3 asi como
substituyendo 4er = € ¢ , tenemos que DQ2 =D’ = e o ( bkpg ) / Ngj. Considerando que la energia
asociada a las vibraciones de una cadena monoatémica con frecuencia wq corresponde a Eq= hwg (n+1/2)
talqueaT=0K, n=0 y que mq =~ 2krvs ( aproximacién lineal ) , obtenemos Eq(T = 0 K) = hkrvyg .
Tomando en cuenta lo anterior, la cons!ante de lnteracclén en el caso de las vibraciones de la red con
frecuencia wg a T=0 K corresponde a D’ = A EQ (€ @/ Na.Eg).

33 En el modelo de Frshlich el Hamiltoniano asociado a la interaccién electrén-fonén oorrmponde a

Hint = 2 0q(h/2V @) % blusgbu(eqte’-q)
k,q

donde “w@,” representa la frecuencia del fonén y “ Vg ~ |q|” la energia de la interaccién entre los
electrones y el potencial deformado de la red como resultado del movimiento de los dtomos ( la
proporcionalidad de “vg” en el nimero de onda “q” se origina como resultado de las interacciones .
Coulombianas entre los electrones ). Cf. Zubarev D.N. et. al. “Nonequilibrium Statistical Thermodynamics”,
Studies in Soviet Science. Consultants BoreasNew York-London.1974. p.169. Evaluando al coeficiente
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hg’ = €0/Na.Eq . - (4.2.16)

Substituyendo la relacién (4.2.16) en (4.2.15) obtenemos que,
]:)2 = AE Q2 th .

El coeficiente del Hamiltoniano asociado a la interaccién electrén-fonon® lo podemos representar
a través del producto entre un niimero-C y h,. Como inicialmente caracterizamos a dicho coeficiente
( ver relacién ( 4.2.1) ) en términos de un niimero-C , implicitamente supusimos al Hamiltoniano asociado a
la interaccion electrén-fonén en unidades de hg ( hg=1) por lo que, en nuestro caso la @stante de

interaccion entre los electrones y las vibraciones de lared a T=0 K ( en unidades de hqg ) corresponde a

D’ = AEQ . : (4.2.17)

( llamémosle hg ) del Hamiltoniano anterior en q = Q tenemos que hg=hvg/ (2 Vh®g) %

Extrapolando dicho coeficiente al caso de la energia asocmda a las vibraciones de la red incluyendo la

energia del punto cero, proponemos hgo=hvg/(2V Eq) donde EQ h wo (n + %) . Substituyendo
=1Q! /(pa. ) en hq y elevando al cuadrado obtenemos, ho’= |hQ|?/ 2pejVEq . Multiplicando la

relaclén anterior por m / m ( donde “m” representa la masa del electrén ), substituyendo pet = N m/ V

y considerando que € o= [hQ|% 2m , llegamos a la siguiente igualdad ho’= & o/ N, Eq.

34 El Hamiltoniano asociado a Ia interaccion electrén-fonén corresponde a

Heg=iC X hg o' k+qbk(cq—c_q)
k,q

donde hg=(2p ag)” lql Cf Kittel C. “Quantum Theory ofSollds” Segunda edicién revisada.
Editorial John Wiley and Sons New York 1987. p 133
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Substituyendo ( 4.2.17) en (4.2.14) obtenemos la masa asociada a la onda de densidad de carga®, es
decir,

m* = [1 +4A%2/AE¢] m (4.2.18)

donde “2A ™ representa el ancho del vado energético, “E ¢’ la energia asociada a la vibracién de la red
con frecuencia W aT=0K (Eqgq=hwg/2) y “A” corresponde a una constante que depende del

parametro de interaccién “ F ” y el namero de electrones libres por dtomo “v ” (A=2Fv/3).

La caracterizacién de m" corresponde a un término asociado a la masa de la particula ( electrén ) yaun

término asociado a Ia masa de la cuasiparticula resultante de la interaccién entre el electron y la variacién en
el potencial de !a red debida a la vibracion atémica con frecuencia wq aT=0K por lo que, el objeto

fisico con dicha masa representa simultineamente a una particula y a una cuasiparticula tal que su
caracterizaci6n en el espacio de nitmero la supondremos a través de operadores asociados a fermiones™ .

En este sentido, a través de la masa asociada a la onda de densidad de carga modelaremos al

%3 La masa asociada a la onda de densidad de carga equivale a la obtenida por Fréhlich en “ On the theory of
superconductivity: the one dimensional case ». Proc.R.Soc., Lond. A223, p.305. 1954. En dicho articulo
caracteriza la masa ‘“ m;” en términos del parametro de interaccion “F ” a través de la siguiente relacion

-3 Incorporando A =2Fv/3 y la masa ( m ) del electrén, obtenemos que la

(Fv/3)mn.)s2 = 16 gre
igualdad anterior equivalea m{/ m = (4efe_”1)2/ kef(moszl 2). A su vez, Frohlich caracteriza el
A porloque m;/ m = Az/lef(muszl2).

ancho del vado energético como 2A =8 g¢ eV

Considerando (&) (mug2/2) = (h*kf/2m ) (mvg’/2) = (hkrog)* /4, W~ 2kevg

( aproximacion lineal ) y la energia asociada a la vibracién de la red con frecuencia wg a T = 0 K, es decir,
Eq= hwg/2 obtenemos que m;/ m = aa?/a EQZ. Definiendo la masa total asociada a la interaccién
como m* = m;+m tenemos que la relacién anterior correspondea m=*/ m =1+ 4A:z /A EQZ.

36 Eliminando la interaccién electron-red obtenemos que la masa ms corresponde a la masa asociada al
electron. Suponiendo que el tipo de particula no varia al interaccionar con la red , representaremos a los
objetos fisicos con masa m* como fermiones. Al respecto cabe mencionar que si consideramos la interaccion
electrén-electrén a través de fonones virtuales, con la cual es posible obtener pares de Cooper representativos
de un sistema con ODC, el tipo de particula resultante si varia pues satisface la estadistica de Bose-Einstein. .
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sistema con ODC como un sistema de fermiones libres con masa m" (ycarga q), pues en dicha masa ya

se encuentra caracterizada la interaccion electrén-red representativa de dichos sistemas.

Considerando lo enunciado en el parrafo anterior, el Hamiltoniano H” en el caso de un sistema con ODC

corresponde a

H* =Y (k) blybu + n 2 bluby (4.2.19)
X k

donde « 8‘( k) > representa al elemento de matriz asociado a Ia energia cinética del k-ésimo fermién con

- . t
masa m , la cual supondremos constante para todos los fermiones 7, asuvez “b g , bg”

corresponden respectivamente a operadores de creacion y aniquilacion que actiian sobre dichas particulas.

Asf mismo, los operadores involucrados en el calculo de la densidad de corriente media los

consideraremos representativos de fermiones con masa m" . En este sentido el operador densidad de

corriente (2.4.5) equivalea

= (a/m") X (Po)kr b'kb, (4.2.20)

k,r

57 Aunque dicho supuesto no satisface la dependencia de m# en el vector de onda, prbpondremos la masa
obtenida ( m#( k¢) ) en larelacién ( 4.2.18) como la masa representatlva de un smana con ODCy. por ello.
de cada una de los fermiones en dicho sistema.
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dondeen (4.2.20) “(Py)ky’ representa al elemento de matriz kr del momento en la direccién o del

fermi6n con masa m © y « bfk , b aoperadores de creacién y aniquilacién que actiian sobre

fermiones en una base arbitraria.

El operador asociado al vector de polarizacién en la perturbacion lineal debida al campo eléctrico

externo (2.5.11), en el caso de un sistema con ODC corresponde entonces a

- t
Pg = q 2 (B)st bsby (4.2.21)

s, t

donde “ (P )st” representa al elemento de matriz st de la B coordenada de un fermién con masa m * y

carga q , mientras que bf, , b ¢> aoperadores de creacién y aniquilacién que actiian sobre dichas

particulas,
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4.3 CARACTERIZACION DEL VALOR MEDIO DE LA DENSIDAD DE CORRIENTE

EN UN SISTEMA CON ODC.

El valor medio ( considerando un desarrollo a primer orden en el operador asociado a la matriz de
densidad ) para un sistema de particulas idénticas perturbado por un campo eléctrico alterno ha sido
caracterizado a través de la relaéién en ( 3.2.6 ) . A su vez, tenemos que dicha expresion depende de la
transformada de Fourier de la funcién de Green retardada ( 6 negativo del tensor de conductividad ) la cual
podemos representar por medio de un desarrollo en serie de potenciasen (®+i€) ! como se muestra en
(3.3.13) . Para obtener la traza de los conmutadores exhibidos en dicho desarrollo ( los operadores
asociados caracterizan fermiones sin embargo con los corchetes asignamos un conmutador ) consideremos la

siguiente relacién®

h + t +
[bkbe, bsbe] =8,sbkbg —Skbsby. (43.1)

58 Notemos lo siguiente,

t t U + T U
[bkbr’ bsbt] = bgbrbgsby —bysbebyb,,

L
En el caso de fermiones b bfn = 8mn — b abm , porlo que larelacion anterior corresponde a

[b'ub,, b bl = by (5rs- bbby - bY (5, - bbb,

U t t t  t
= 8rsb bt -~ b kb sbebe-5¢xbsbr + bgbbheb,, (i)

Aplicando relaciones de anticonmutacién ( bfk bf. = - bf. bfk y bebe =-bgby)enel
segundo término en (i) obtenemos que corresponde al negativo del cuarto término, por lo que

1 t t+ U
[bkbr, b bt] = 8rsbkby ~8tkbgb,.
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Representando los operadores Ja. y P p' a través de las relaciones ( 4.2.20) y (4.2.21)

respectivamente, la traza del primer término en la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada

(3.3.13 ) en el caso de un sistema con ODC corresponde a

<[¥ . Pp'l> =%/ m) X (Pade (Brst <[b'ubr, b5 bel>0.

krs,t

Substituyendo la relacion ( 4.3.1 ) en la expresion anterior obtenemos

<[3" . Pp" 1> = a2/ m") X (Padkr(B)st{ 8:s< b be>0 - 5<by b >0}

kr,s,t

=(q%/m") {.:,2 fPa>k's(a>s‘»t<'b*k be>o -2 (Padtr(B)si< b's br>o}.
S,

8t

Escribiendo los elementos de matriz en forma explicita,
<[da" P 1> = (a2/ m") {L <Lyl Py X ILS><Lg|BIL><blbe>o
. k’t .s N . B .

X <Lyl B ZILS<Lyl Pl Le> <blybe>o}.
. & 1Ly s be>

IS

Aplicando relacién de completez en la ex]insi'én anterior. -
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<[¥° .Pp"1>0 = (q%/m") { El <Lkl PaBlL¢><b'y be>o
1

-2 <L BRI L:><b b,>0}.
s

r,

Realizando cambio de variables mudas en el segundo término (s —+ k, r—> t) y factorizando,

cbtenemos

<[ . Ps"]>0 = (q2/ m") kZ <Lyl [Py.B]ILe><blbe>o.
y

Puesto que los operadores de momento y posicién satisfacen la relacion [P , B]=-ih &4 i}

establecemos,

<[Jo" . Pp"]1>0 = (a?/m") X (ih 8aqp)<LilL¢><blybe>o.
k, t

Labase { | L o>} inicialmente 1a supusimos ortonormalizada a Ia unida (2.2.4) por lo que,

<[J".Pp*1>0= (-iha?/ m")64p %‘, Ske<b N b>0

=(ihg?/m") Sqp X <bubyx>o.
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Substituyendo la caracterizacién del operador de nimero del k-ésimo fermién con masa m ', Ia

expresion anterior corresponde a

<[J4'.Pp']1>0 = (-iha?/m") 8op 2 < nx>0. (4.3.2)
k

En larelacién (4.3.2), < my >0 representa el promedio del operador de nimero del k-ésimo
fermién con masa m" considerando una distribucién canénico principal , el cual corresponderemos con la
funcién de distribucién Fermi-Dirac® talque, aT=0K < my >¢ =1 si kr2k y< ng>p =

si kr< k. En este sentido la sumade < my >¢ a T = 0K equivale al nimero total de fermiones con

energia menor-igual a la de Fermi , es decir, al nimero total ( N ) de fermiones® por lo que,

<[3 . Pp"]1>0= -iha’N/m") ap. (433)

3% Al modelar el sistema con ODC como un sistema de fermiones libres con masa m#* , representamos a
dicho sistema como un sistema de fermiones sin interaccién ( la interaccion con la red previamente la
incorporamos al objeto fisico con masa m* ) . El promedio del operador de numero del .

k-ésimo fermion sin interaccién en una distribucién canénico principal corresponde a la funcién de
distribucién Fermi-Dirac.Cf. Cabrera M. “Modelo de jalea deformable para el gas de electrones a
temperatura finita”. Tesina para exdamenes predoctorales. L.LP.N. Agosto de 1998. pp. 19-22.

%A T=0K todos los fermiones libres podemos caracterizarlos a través de energias menores 6 iguales a la
de Fermi (E ) pues la distribucién de electrones obedece la siguiente representacion

p(En)={1 paraE,<E¢ y O paraE ;>E ¢}. Lasuma sobre < itg >0 a T = 0 K corresponde
entonces al namero total de fermiones libres.

Para el caso en donde T >0 K los fermionies cercanos al nivel de Fermi se excitan pasando a niveles
energéticamente mayores ( no ocupados inicialmente ) . En dicho caso < iy >9 suele establecerse a través
de aproximaciones. Cf. Ibidem.pp.22-24.
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En la determinacion de la traza de los conmutadores en los términos de orden “superior” de la
transformada de Fourier de la funcién de Green retardada, consideraremos el Hamiltoniano asociado a un
sistema con ODC caracterizado en ( 4.2.19), el cual representaremos en una base arbitraria a través del

siguiente operador,

H =Y Yom blabm (4.3.4)

n,m

donde “ b*.. y bm” corresponden respectivamente a operadores de creacién y aniquilacion asociados a
fermiones y con “Y nm” denotamos al elemento de matriz n m del operador asociado a la energia

cinética de los fermiones con masa m" 6 al potencial quimico del sistema.

Para calcular < [ S [P p. ,» H’]] >0 primero obtendremos el conmutador interno . Por lo que

de ( 4.3.4 ) y representando P p. en términos de la relacion en ( 4.2.21 ) establecemos que

[P[}‘ ,H'] = ¢ Z (B)st Ynm [bfs be, bfn bm] .

s,t,n,m

Considerando la relacion en ( 4.3.1 ) obtenemos que el conmutador anterior corresponde a

[Pp. ,H’] =4q Z (B)st Ynm {stn bfl bm - 6msl"’- bt}

s,t,n,m



[Pﬁ' ’H’] = q {Z (B)sn Yom bfl,b- ‘E(B)mt Ynm b'- b¢ }

s, n,m t,n,m

Realizando cambio de variables mudas en la segunda suma (n —» s, t — m, m — n) y factorizando,

[Pﬂ. ,H] =q Z{ (B)sn Yam - (B)nm Ysn } b's b m.

s, n,m

De la relaci6n anterior y expresando Ja. como en ( 4.2.20 ) obtenemos

[Ja‘,[Pa‘, H’]] =(q2/m') (Pa)kr {(ﬁ)sn Ynm -(B)am 'st}[bfkbr’btsbm]-

k,r,s, n,m

Nuevamente considerando 1a relacién en ( 4.3.1 ) tenemos que, -

[Ja.a[P B., H']] =(q2/m')z Po)kr {(B)sn'Ynm“(B)nm'st}{'Srsbfkbm"smkbfsbr}

k,r,s, n,m

= @/m" {X Padks ®sn Ynm b kbm

k,s, n,m

"'Z Podks Bnm Ysn b*kbm

ks, n,m

—Z Pa)mr Bse Yom bfsbr

r,s, n,m

"‘Z (Pa)mr B nm ¥Ysn bflbr 3

ns, n,m

S (43.8)
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Conmutando y escribiendo los elementos de matriz en forma explicita tenemos que la relacion en ( 4.3.8)

corresponde a
[3.", [Pg", B 1]=(d% m‘>{22< Ll Po I Ly >< Ly B Ln>< Lal v | Ly >b'y b

—g.‘. <Ll Pg Xl Ly>< Lyl y 2| La>< Ll Bl Ly > by by

Y <Ll B Xl La>< Lol Y2 Lin>< Ll P [ Ly > by by
m

s, r n

+ X< Lyl y Xl Lp>< Lal BX] Lin >< Ll Po | L, >b"b,}.

s, r n

Ai)licando relacion de completez, realizando cambio de variables mudas ( s—+k , r—m ) en la tercera y

cuarta suma asi como factorizando,
- +
[ .[Pp". H’]]=<q2/m‘>gl<Lkl PPy ~ PoyB — BYPa + YBPy | Lm> b by
m
+
- (q’/m‘)kZ<Lk| Pe [B.7Y] = [B.7] Po! Ln> by by
, M

=(q’/m‘)§<Lkl [Pe,[B,7]] | Lm> b'ubm. (43.6)
m

Considerando la “identidad de Jacobi” y que [Py , B]=-ih$ a.p establecemos que®

& De Ia “identidad de Jacobi” tenemos que,
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[Pa’[B’Y]]=[[Y’PB]aB]‘

Substituyendo 1a relacién anterior en (4.3.6 ) obtenemosv

[ .[Ps" . B]] = (42/m°)§ <Ll [[7.Pe]sB] | Lu> b'ibm. (43.7)

En el caso donde ¥y represente el operador asociado a la energifa cinética de los fermiones con masa m*

r= pzl 2m" ) 6 el potencial quimico del sistema® (Y =p ),

<[3".[Pp". H’]] > = 0. (4338)

' (Pq,[B.,Y11+[B,[7:Pad] + [y, [Pa,Bl]l=0
Como [Py ,B]=-ih8g p el tercer término corresponde a “cero” por lo que la relacion anterior
equivale a ‘

[Pa 3 [B,Y]] = —[ﬂ ’ [791'0]]-
Finalmente, considerandoque [ A ,B] =~ [ B , A] concluimos que
[Pa,[B,7]] = [[7.Pal.B].
52 Si y corresponde a la energia cinética de los fermiones [y, Py ] = [P2/ 2m* » Pe ] = 0, mientras que

si y representa al potencial quimico [ 7, Pa ]} =[ 1, Py ] =0. Delarelacién en (4.3.7) obtenemos que
[Ja".[Pp", B 11=0 6bien <[Jo",[Pp", B’ ]1>0=o0.



143

A través de construcciones analogas a la anterior podemos proponer que la traza de los conmutadores
presentes en los términos de orden “superior” en la transformada de Fourier de la funcién de Green
retardada corresponde a “cero” 3. Considerando lo anterior y substituyendo la relacién ( 4.3.3 ) en el
desarrollo en serie de potencias de la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada (3.3.13 )

obtenemos a T =0 K que

GRup (0, @+ie) = {~i ¢>N/m" (0 +ie)} Sqp. (4.39)

De la relacion ( 4.3.9 ) establecemos que el tensor de conductividad ( lim € — 0 de — GR., p(o0, o+ie))

para un sistema con ODC modelado a través de un sistema de fermiones libres con masa m" y perturbado

por un campo eléctrico alterno con frecuencia ® (a T = 0 K ) corresponde a

0up(®) = {i a°N/ m* 0} 8 q4p. : (4.3.10)

donde “q” representa la carga del clectrén , m" ” la masa asociada a la ODC caracterizada en (42.18) y

“N” el nimero total de fermiones libres con dicha masa.

53 Por ejemplo: en el siguiente término de la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada
tendriamos que calcular [Pq ,[[B,711,711).[Pa .[[B,Y21,721]1.[Pa .[[B,71},72]]
y[Pa ,[[B, 721,711 dondeyr=p y y2 =P2/2m" . Notemosque [B,y1]=[B,n]= 0y
(B, ¥l=(2m'[B,P?]=(2m") " (P[B,P]+[B,PIP)}=(2m") "' (Pih +ih P }=inP/m’
porloque, [ [B,72],y21=[ ihP/m* , P2/2m"1=0 y[ [B,721.,11= [hP/m", p ]=0.

De lo anterior tenemos que los conmutadores en el siguiente término de la transformada de Fourier de la
funcién de Green retardada corresponden a “cero”.
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Aplicando la relacion ( 4.3.9 ) en el valor medio de la densidad de corriente ( 3.2.6 ) obtenemos

3 .
<J'> = -2 BopRe{-i eIV g2N/m*(w+ie)} Sop
. e
= (a®N/m") Eoo Re{ieT ") U/ (niig)}.

Desarrollando el término entre corchetes considerando que (@ +ig) ' = ( o-ig) /- ( mz +g2)

llegamos a la siguiente expresién,

. ’ ’ ' ’ ’
ieCIO* ) Y hrie) ={e Bt/ (w2 +e2)} {osen@t’ +ecos o t’ +i (wcos © '~ e senw t’)},

tomando la parte real en dicha relacion tenemos que el valor medio de ia densidad de corriente podemos

representarlo como

<I> = (q2N/m*){e %/ (w?+e?)} { osenwt +ecoswt’ } Eoq.

Evaluando el limite € - 0 obtenemos
<J"> =(q’N/ m*0) Eog senot . (43.11)

La relacion en ( 4.3.11 ) expresa la densidad de corriente media en la direccién o para un sistema con

oDC caractenzada a través de “N » fermiones libres con masa “m"” y carga“q” penurbado por un .

campo eléctrico alterno con frecuencia “ @ > e intensidad constante “Ego”a T=0K .
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Por otro lado, notemos que los términos de orden “superior” corresponden a “cero” independientemente
de la temperatura del sistema ( 4.3.8 ) por lo que substituyendo la relacién ( 4.3.2 ) en el desarrollo en serie
de potencias de la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada ( 3.3.13 ) obtenemos a T 2 0 K

que el tensor de conductividad corresponde a

Cap(®) = {iq22<m>e/ m* ©}5qp.
k

Finalmente, considerando la relacién anterior y procediendo de forma andloga que en la caracterizacion

de la relacion ( 4.3.11 ) concluimos que el valor medio de la densidad de corriente a T 2 0 K equivale a

< I > =(q22<n >0/ m°®) Eoq senot’ (43.12)
K

donde “ q” representa la carga del electrén , “m *» amasa de la ODC caracterizada en (43.18),
“<< n > ” el nimero de fermiones con masa m" en el estadok a temperatura T (talquea T=0K 1la
suma sobre k en < n >¢ corresponde al numero total ( N ) de fermiones libres) y “® ” la frecuencia

del campo externo alterno con intensidad constante *“ Eg o .




e
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S RESULTADOS Y CONCLUSIONES.

En el presente trabajo establecemos explicitamente la densidad de corriente media para un sistema con
ondas de densidad de carga ( ODC ) sin impurezasa T =0 K y exhibimos su correspondiente

formalizacién a temperatura finita considerando lo siguiente:

A partir del Hamiltoniano con el que describimos un metal unidimensional caracterizado a través de la
energia cinética de los electrones, las vibraciones atémicas y la interaccion electrén-fonén en el modelo de
Frohlich asi como, del estado que representa ( por medio de una perturbacién a primer orden ) la interaccién
entre un electrén y un fonén, caracterizamos la energia del electrén en la superficie de Fermi que absorbe un

fonén con frecuencia w@g ( donde Q = 2k¢) tal que al suponerla como energia cinética obtuvimos la masa

asociada a dicha interaccion. Incorporando la relacion que Fréhlich establece entre el nimero-C

( coeficiente del Hamiltoniano con el que representamos la interaccién electrén-fonén ) y el ancho del vado
energético en el espectro del electrén — la cual evéluamos enla base { k31 S | —kp; 19> }

Y que a su vez dep'ende del coeficiente de interaccion entre electrones y vibraciones de la red que aplicamos
al caso de una vibracién atdémica con frecuencia @wq a T=0K —, correspondimos la masa representativa

de Ia interaccion electrén-fondn con la masa ( m#) asociada a la onda de densidad de carga obteniendo que,
m" = [1 +4A/2EQ] m

donde “2A” representa el ancho del vado energético, “ E ” la energia asociada a la vibracién de la red
con frecuencia wq aT=0K (Eq= h®wqg/2) y “A” corresponde a una constante que depende del

pardametro de interaccién “F  y el numero de electrones libres por dtomo “v » (A =2Fv/3).
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Los objetos fisicos caracterizados a través de me fueron representados por medio de fermiones, lo que
nos permitié proponer al sistema con ODC como un sistema de fermiones libres con masa me. En este

sentido el Hamiltoniano H? asociado a dichos sistemas lo establecimos como

H* =Y k) b'kby + u X blyby
k k

donde e‘( k)" representa al elemento de matriz asociado a la energia cinética del k-ésimo fermién con

masa m® y “ bfk , bk” corresponden respectivamente a operadores de creacion y aniquilacién que

actiian sobre dichas particulas.

A su vez, los operadores densidad de corriente y vector de polarizacion los consideramos represer.ltativos
de fermiones con masa m#*. A partir de dichos operadores y el %iltmiano del sistema con ODC
calculamos la transformada de Fourier de la funcién de Green retardada desan(;llada enltérmi.nos de serie de
potencias en la frecuencia del campo eléctrico externo, abteniendo que los términos de o;'d.cn superior
corresponden a cero indcpcndientémentc dela témperalura del sistema®, mientras que el término a primer

orden nos permitié establecer el siguiente tensor de conductividad

Sop(ow) = {i q22<nk>o/ m‘m}sap
k

 Interpretando a los términos de orden superior como representativos de interacciones tenemos que no
aportaron informacion en la caracterizacin del tensor de conductividad debido a que la unica interaccién
que consideramos ( electrén-fonén ) previamente la habiamos caracterizada a través de la masa me.
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A partirde 6g g (®) caracterizamos la densidad de corriente media en un sistema con ODC sin

impurezas, la cual correspondié a

< Ja'> = (g2 2<n >0/ m* ©) Egg senot’
K

donde “ q” representa la carga del electrén , “m ** Jamasa dela ODC, “< n >0 el nimero de

fermiones con masa m” en el estado k a temperatura T (tal que a T=0 K la suma sobre k en < n i>¢
corresponde al nimero total ( N ) de fermiones libres ) y “® > la frecuencia del campo externo alterno

con intensidad constante “ Eg o *.

Lg masa m+ equivale a la caracterizada por Frohlich® por lo que, describiendo la interaccién entre un
electrén en la superficie de Fermi y un fon6n con frecuencia @q ( donde Q = 2k¢) , considerando la

relacion que dicho autor establece entre el nimero-C y el ancho del vado energético en el espectro del

electrén asf cémo, aplicando la constante de interaccion entre electrones y vibraciones de la red en el caso de

vibraciones atémicas con frecuencia wg a T =0K , es posible caracterizar la masa m=.

A su vez, et tensor de conductividad obtenido a T =0 K corresponde a la caracterizacion establecida por

Fukuyama en el caso de un sistema con ODC sin impurezas®, el cual considera el Hamiltoniano descrito a

5 Cf. Fréhlich H. “On the theory of superconductivity: the one-dimensional case”. Proc. R. Soc. , Lond.
A 223, p.305. 1954,

 Cf. Fukuyama H. “Pinning in Peierls-Frohlich State and Conductivity.” Journal of Physical Society of
Japén. Vol.41, No.2. p. 516.August, 1976.
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través de la densidad de energia cinética y la energia potencial 6 energia clastica debida a las variaciones
locales de la fase de la ODC , por lo que dicha descripcion equivale a representar el sistema con ODC como

un sistema de fermiones libres con masa me.

La masa m# fue caracterizadaa T =0 K sin embargo, las ODC suelen formarse a temperatura finita

dependiendo del conductor que consideremos, lo que representa una posible insuficiencia descriptiva en la
aproximacion realizada, as{ como la caracterizacién de <m >¢ a temperatura finita y la incorporacién de

algan pardmetro asociado al campo umbral a partir del cual el sistema presenta conduccion que a su vez,

depende de las impurezas en el sistema pues estas influyen en la insercion de las ODC en la red atémica.

L.a presente caracterizacién de la densidad de corriente media en un sistema con ODC muestra una
posible aplicacién de la teoria asociada a sistenas de particulas idénticas y segunda cuantizacién ya que a
través de dicha caracterizacién podemos representar a los sistemas con ODC como sistemas de fermiones
libres con masa m#, lo que permite desarrollar una descripcion formal y relativamente simple de dichos

sistemas.

.....
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