
FACULTAD DE CIENCIA$ 
UNAM 

UNIVERSIDAD NACIONAL 

DE MÉXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

OZJ3Z3 
3 

Justificación del Cálculo del valor medio de la densidad de corriente en 

un sistema con ondas de densidad de carga. 

TESIS 

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE 

FÍSICO 

PRESENTA: 

GABRIEL ANTONIOE-DE PAULIN. 

DIRECTOR DE TESIS: 

M. en C. AUGUSTO CABRERA MANUEL. 

\r:~.\lOIOS 1',p, 
~- í7'l, 

2003 

~ ~~~ ~ fJ ~~"$. "'l".'.l'¡s ~ 

~ ~~PJ~ ~ 
~~ 

FACULTAD DE CIENCIAS 
SECCION ESCOLAR 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



·/:11'11 k',11A1' 1'J v·1, WAL 
;1.·.rH·l"MA 1 1 

,!\\1/.1":' 

DRA. MARÍA DE LOURDES ESTEVA PERALTA 
Jefa de la División de Estudios Profesionales de la 
Facultad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: 
"Justificación del Cálculo de valor medio de la densidad de corriente en un sistema 
con ondas de dens:Lcad de carga" 

realizado por Siade Paulin Gabriel Antonio 

con número de cuenta 91507598 , quien cubrió los créditos de la carrera de: Física· 

Dicho trabajo cuenta con nuestro voto aprobatorio. 

Atentamente 

Director de Tesis 
Propietario ~ 

M. en C. Augusto Cabrera Manuel ~; . cA , 
Propietario - J 

Dr. Armando Cuauhtemoc Pérer Gue~~ª· 
Propietario . / 

Dr. Tatsuo Akachi Miyazaki ...,/ 

Dr. Enrique Yépez Mulia ~ 
FÍs. Margarita Sánchez y Sánchez ""l · ----a-="'"""~ 1 J. 

Suplente 

Suplente 

Consejo Departamental de Fís 



s 

iNDICE 

INTRODUCCIÓN. 7 

1.MECÁNICA ESTADisTICA 13 

1.1 FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN. 15 
1.2 DISTRIBUCIÓN ESTADÍSTICA CUÁNTICA. 25 
1.3 DISTRIBUCIÓN DE GIBBS. 41 
1.4 RESPUESTA NO LINEAL DE UN SISTEMA. 49 

2. PARTÍCULAS IDÉNTICAS Y SEGUNDA CUANTIZACIÓN. 53 

2.1 VECTOR DE ESTADO DE UN SISTEMA DE PARTÍCULAS IDÉNTICAS. 55 
2.2. RELACIONES DE CORRESPONDENCIA ENTRE DISTINTAS BASES. 57 
2.3 ROSONES Y FERMJONES. 61 
2.4 OPERADOR DENSIDAD DE CORRIENTE ELÉCTRICA. 75 
2.5 OPERADOR ASOCIADO A UN CAMPO ELÉCTRICO EXTERNO. 79 

3. FUNCIÓN DE GREEN. 87 

3.1 FUNCIONESDEGREENRETARDADA Y AVANZADA. 89 
3.2 FUNCIÓN DE GREEN RETARDADA Y DENSIDAD DE 

CORRIENTE ELÉCTRICA. 97 
3.3 CÁLCULO DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE LA FUNCIÓN 

DE GREEN RETARDADA. 103 

4. DENSIDAD DE CORRIENTE MEDIA EN SISTEMAS CON 
ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA ( ODC). 115 

4.1 ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA. 117 
4.2 HAMILTONJANO ASOCIADO A UN SISTEMA CON ODC. 121 
4.3 CARACTERIZACIÓN DEL VALOR MEDIO DE LA DENSIDAD 

DE CORRIENTE EN UN SISTEMA CON ODC. 135 

5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES. 147 

6. BIBLIOGRAFfA. 151 





INTRODUCCIÓN. 

El espectro energético del electrón en el modelo unidimensional de potencial periódico propuesto por 

R. Kronig y W. Penny tiene una representación en el esquema zonal ampliado tal que la energla como 

función del vector de onda puede aproximarse a wia parábola con discontinuidades en k = ± n7t / c ( "k" 

corresponde al vector de onda , "c" a la distancia entre cada átomo de la red y "n" a un número natural ) . 

Comparando dicho espectro energético con el espectro del electrón libre ( donde la energía tiene una 

dependencia parabólica ininterrumpida en el vector de onda ) tenemos que, un posible efecto del potencial 

periódico de la red sobre el electrón corresponde a la formación de discontinuidades en el espectro 

energético. Estas discontinuidades dan lugar a las llamadas bandas prohibidas y bandas permitidas en el 

espectro del electrón. A su vez, las vibraciones asociadas a la red atómica que asemejan osciladores 

armónicos con frecuencia mk ( "k" representa el vector de onda ) producen variaciones en el potencial 

periódico, las cuales originan nuevas discontinuidades en el espectro energético del electrón. " Pierls 

estableció que cuando la modulación de las posiciones Un de los átomos en la red tiene la forma 

7 

o Un = o u cos [ Qz + +] ( donde "u" corresponde a la amplitud de la oscilación , "Q" representa el doble 

del vector de onda de Fermi y "+"la fase que describe la posición del átomo) entonces se pueden producir 

discontinuidades en ± kr ." 1 En dicho estado de modulación las variaciones en el potencial periódico de la 

red unidimensional permiten confinar a todos los electrones dentro de la banda energética con energla 

menor igual a la de Fem1i (al acercarse los átomos se incrementa la intensidad del potencial, incorporando 

dentro del nuevo pozo de potencial aquellos electrones antes libres ) . Por otro lado las energlas de los 

niveles ocupados debajo de Er disminuyen , reduciendo la energla electrónica total y acoplando la densidad 

de electrones a la modulación de la red, lo que permite formar ondas estacionarias denominadas ondas de 

densidad de carga ( ODC ) . 

1 Cf. Thorne Robert E." Charge-Density-Wave Conductors" Physics Today. p 42. May 1996. 
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La interacción entre electrones y los fonones asociados a los desplazamientos de la red atómica 

cuasiunidimensional ha sido considerada por algunos autores ( desde principios del S.XX ) como la 

responsable de la formación de las ODC ( en distinción de aquellos que consideran la interacción entre los 

mismos electrones a través de fonones virtuales como la responsable de dicha formación ) . Aunque no 

todos manejan directamente el concepto de ondas de densidad de carga2 podemos destacar que 

invariablemente consideran como caracterlsticas de las modulaciones las mencionadas anteriormente: 

representan desplazamientos periódicos de la red con vector de onda 2kr, las cuales originan una 

discontinuidad ( vado ) en el espectro energético del electrón en kr tal que los niveles debajo de Er se 

encuentran ocupados y los niveles superiores vaclos. Esta última caracterlstica es propia de los 

semiconductores sin embargo, los conductores de ODC tienen modos colectivos de transporte de carga ya 

que al aplicarles un campo eléctrico mayor al campo umbral , las ODC pueden deslizarse de una posición 

relativa a la red, es decir, mientras los átomos en la red oscilan regresando y adelantándose produciendo un 

nuevo potencial viajero al aplicar un campo eléctrico externo, los electrones modulados se mueven 

produciendo una corriente . El campo umbral a su vez, depende de las impurezas en el cristal ya que éstas 

determinan que tan insertada se encuentra la ODC en la red atómica. Las ODC han sido observadas tanto en 

conductores orgánicos como inorgánicos ( TIF-TCNQ , NbSeJ , NbS3 , TaS3 , ( TaSe.i ) 2 , Ko,3Mo03 , 

( fluoranthenc) 2 PF6 , ( perylene) 2 Au ( maleonitriledithiolate) 2 ) siendo que, la temperatura a la que se 

forman dichas ondas podemos situarla entre O K y 350 K ( según el conductor que consideremos ) . 

En el presente trabajo modelamos un sistema con ODC ( sin impurezas ) a través de un sistema de 

fenniones libres con masa ( m•) asociada a las ondas de densidad de carga, la cual determinamos 

considerando la interacción entre un electrón en la superficie de Fermi y la \"ibración atómica con frecuencia 

'tl1Q ( donde Q = 2kr) a T = O K . A partir de dicho modelo calculamos expllcitamente la densidad .de 

2 Modulación de la densidad de electrones de conducción en un metal, asociada a la modulación de las 
posiciones de los átomos en la red. 



corriente media al aplicar wt campo eléctrico alterno3 en wt sistema con OOC a T = O K y mostramos su 

correspondiente formalización en el caso de temperatura finita. Como parte de la justificación del cálculo 

consideramos que lo que permite cualificar de científica a una proposición (con la que definimos ó 

relacionamos símbolos que refieren objetos flsicos ) no estriba en su veracidad sino en el proceso ó camino 

para llegar a ella4
, por lo que presentamos el cálculo del valor medio de la densidad de corriente en wt 

sistema con OOC , exhibiendo detalladamente principios fundamentales, construcciones sintético a priori', 

caracterizaciones de objetos fisicos6
, relaciones analfticas, postulados, interpretaciones analógicas, etc., 

lo que permitirá elucidar la "forma" como el fisico organiza su sistema de creencias, porciones de 

conocimiento y experiencias en la solución de ejemplares7 dentro de la investigación nonnal8 
• En este 

sentido los tres primeros capítulos corresponden a wia revisión exhaustiva de la teoría fisicomatemática 

3 En el cálculo no consideramos algún parámetro que describiera el campo umbral a partir del cual el 
sistema presenta conducción. 

4 Cf. Nicol E. "Los principios de la ciencia" Fondo de cultura económica. México. Tercera reimpresión. 
1984. p 39. 

9 

' Entenderemos por construcciones sintético a priori como aquellas "igualdades" ( relaciones ó definiciones ) 
donde la caracterización de uno de sus miembros remite a conceptos que anteriormente no eran pensados en 
el otro. Por ejemplo: 

En la construcción de la fwición de distribución dro I dv = p ( v , t ) podremos notar que a priori 
establecemos p ( v , t ) como caracterización terminal del proceso de construcción de dro I dv . Al proponer 
la forma explicita de p ( v , t ) ( en la distribución microcanónica ) como e o ( E - Eo ) aftadiremos conceptos 
que inicialmente no eran pensados en dro I dv. 

6 Caracterizaremos un objeto a través de Ja materia ( aquello que corresponde al efecto del objeto sobre 
nuestra fucultad representativa ) y la forma ( que consideraremos independiente del efecto del objeto sobre 
nuestra facultad representativa ). 

7 Interpretamos el término "ejemplar" (presentado en Posdata: 1969 por T.Kuhn) a través de la siguiente 
caracterización ; en las soluciones concretas a problemas que los estudiantes enfrentan al principio de su 
educación científica y soluciones de problemas post-estudiantiles, el sujeto condiciona su facultad 
representativa para "percibir" una variedad de situaciones fisicas como similares, las cuales caracteriza a 
través de alguna generalización simbólica ( ley de la "naturaleza" ). 

8 La investigación normal (expuesta por Pérez R. Ana Rosa, en Kuhn y el cambio cientffico) esta guiada 
básicamente por un ejemplo de solución exitosa de cierto tipo de problemas, el cual es reconocido por los · 
miembros de una comunidad pertinente y por un conjunto de compromisos ontológicos compartidos por wta 
comunidad de especialistas. 
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necesaria para caracteriz.ar la densidad de corriente media en IUl sistema de partículas idénticas mientras que 

el cuarto capitulo corresponde a la aplicación de dicha teoría al caso de IUl sistema con OOC. 

En el primer capitulo desarrollamos el tema denominado mecánica estadlstica siguiendo la exposición de 

Landau L.D. y Lifshitz E.M. en Flsica Estadística Vol.V, presentando la caracterización de la función de 

distribución en el espacio de las titses, distribución estadlstica cuántica, distribución canónica, distribución 

canónica principal, operador asociado a la matriz de densidad y valor medio de una variable dinámica en 

sistemas perturbados. Esta última caracterización la consideraremos una relación básica para obtener el 

valor medio del operador asociado a la densidad de corriente, por lo que para establecer dicho operador, 

desarrollamos en el siguiente capitulo el tema de partículas idénticas y segunda cuantización a través de la 

propuesta de Merzbacher E. en Quantum Mechanics, donde partiendo del vector de estado en el espacio de 

número de un sistema de partlculas idénticas y estableciendo relaciones de correspondencia entre distintas 

bases para operadores de creación y aniquilación (asi como incorporando el operador de número), 

proponemos una caracterización de las partlculas denominadas bosón y furmión. Por medio del operador de 

número y considerando la definición clásica de la densidad de corriente y campo eléctrico establecemos una 

posible representación de sus correspondientes operadores en segunda cuantización.9 

En el tercer capitulo introducimos las funciones de Green avanzada y retardada. Identificando esta última 

con el integrando del término lineal en el valor medio de una variable dinámica para sistemas perturbados y 

siguiendo la propuesta de Zubarev D.N. en Nonequilibrium Statistical Thermodynamics, caracterizamos el 

valor medio de la densidad de corriente para un sistema de partlculas idénticas perturbado por un campo 

eléctrico externo alterno en términos de la transformada de Fourier de la función de Green retardada. Así 

mismo desarrollamos la transformada de Fourier de dicha función considerando los estados propios del 

Hamiltoniano del sistema y alternativamente mostramos su desarrollo ( prescindiendo expllcitamente de 

dichos estados ) a través de serie de potencias en la frecuencia del campo eléctrico externo y conmutadores 

entre los operadores asociados a la densidad de corriente, campo el6.ltrico y Hamiltoniano del sistema. 

9 Exhibiendo asl un posible puente conceptual entre distintas teorías. 
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En el cuarto capitulo exponemos las propiedades que describen a un sistema con ODC, caracterizamos la 

masa ( m•) asociada a la onda de densidad de carga y establecernos los operadores Hamiltoniano, densidad 

de corriente y vector de polarización en el caso de dichos sistemas. Considerando el desarrollo de la 

transfonnada de Fourier de la función de Green retardada a través de serie de potencias en la frecuencia del 

campo eléctrico externo, asl corno los operadores antes mencionados, obtenemos la densidad de corriente 

media en un sistema con ODC (sin impurezas) a T = O K y mostramos su correspondiente formalización a 

temperatura finita. 

En el apartado correspondiente a resultados y conclusiones exhibimos lo enunciado en el párrafo anterior, 

comparamos la masa m• y el tensor de conductividad obtenidos con caracterizaciones establecidas por otros 

autores y planteamos algunas insuficiencias descriptivas en el modelo considerado. 

Al respecto de la notación, cabe mencionar que los operadores y vectores corresponden a símbolos más 

obscuros que las variables dinámicas y cantidades escalares, mientras que" h " representa la constante de 

Planck multiplicada por ( 2it) -•. 

El presente trabajo le resume al estudiante de fisica interesado en el tema, los tópicos básicos para 

incorporarse en un estudio más detallado sobre las ondas de densidad de carga , el cual ha permitido 

desarrollar modelos de sistemas con propiedades de transporte electrónico colectivo, cálculos de la energía 

de cuasipartlculas, extensiones del modelo de campo autoconsistente para determinar la interacción 

electrón-red, aplicación del modelo de jalea deformable, etc. , asl mismo, al estudiante de filosofia de la 

ciencia le muestra parte de una justificación en ciencia dura que podrfa invitarle a una reflexión sobre 

fundamentación critica del conocimiento cientffico de la "naturaleza". 



12. 
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1 MECÁNICA ESTADisTICA. 

El estudio de las propiedades de los sistemas constituidos por una enorme cantidad de partículas puede 

dirigirse a través de la mecánica estadistica la cual proporciona un puente entre la ~inámica microscópica 

del sistema y predicciones macroscópicas en términos del valor medio de variables dinámicas. 

En este capitulo mostramos las siguientes formalizaciones propias de la teoría estadistica: en primer 

lugar establecemos una caracteri:zación de la función de distribución en el espacio de las fases con la cual 

sustentamos una distribución microcanónica, a su vez, presentamos una distribución estadística de estados 

cuánticos mezclados a partir de la matriz de densidad (con dicha matriz caracteri:zamos el valor medio de 

cualquier variable dinámica cuántica) finalmente, establecemos una distribución canónica principal 

mostrando su dependencia térmica y considerándola condición inicial de un sistema perturbado 

desarrollamos al operador asociado a la matriz de densidad en el caso de dichos sistemas. 





IS 

1.1 FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 1•. 

En la caracterización de la función de distribución partimos de considerar el aámero de 1nd• de 

libertad ( s) de un sistema mecánico macroscópico (macroscópico en sentido de suponerlo constituido por 

una cantidad de partfculas tal que es irresoluble la totalidad de ecuaciones diferenciales que pudieran 

describir el movimiento de cada una de ellas), en este sentido la posición de los puntos de este sistema en el 

espacio se caracteriza por s coordenadas que designaremos por las letras q ¡ , donde el subíndice, toma los 

valores: 1, 2 , ... , s. , mientras que el estlldo de este sistema mecánico en un momento dado se 

predetermina por las asignaciones en dicho instante, de las s coordenadas q ¡ y de las s velocidades 

correspondientes q
0

; ( ó momentos generalizados p ¡ ) . En esta descripción, para un sistema den partículas 

cada una de ellas con 3 grados de libertad (representados mediante las coordenadas: x, y,z), el estado del 

sistema en un instante t se caracteriza por las asignaciones de 

Los diferentes estados del sistema se pueden representar por puntos en el llamado espacio de .. 11 fases, 

sobre los ejes de coordenadas de este espacio se toman los valores de las coordenadas y de los momentos del 

sistema dado. Cada sistema posee, en estas condiciones, su propio espacio de las fases, espacio cuyo número 

de dimensiones es igual al doble del número de grados de libertad (para el caso de n partfculas cada una 

de ellas con 3 grados de libertad tcndrfamos un total de Jn grados de libertad y su correspondiente espacio de 

las fuses tendría 6n dimensiones). 

10 La construcción de la función de distribución la propondremos a través de los principios fundamentales 
de la flsica estadfstica descritos en Landau L.D. y LifShitz E.M. Ffsica Estadistica Vol. S del Curso de Física 
Teórica. Editorial RC\·erté, S.A. 1969 Espafla. 



'\'ESlS CON 
yALLA DE ORlGEN 

Consideremos un cuerpo macrOllCÓpico aislado (no se encuentra en interacción con otro cuerpo). 

Separemos una parte que es muy pequefta comparada con todo el sistema pero que sigue siendo 

macroscópica (subsistema). En virtud de la estrema complejidad de las acci011es esteriores, debidas a 

las restantes componentes del sistema, al cabo de un intervalo de tiempo 111flcientemeate gnade el 

16 

auhlÍltema qae lle- aeparado pa111 u alimero de vece1 saficieatemeate craade por todOB sas estadOB 

posibles, en otras palabras consideraremos que si tomamos un estado posible, al cabo de un intervalo de 

tiempo grande, el subsistema pasará varias veces cerca de ese estado. En el modelo del espacio de las fases lo 

anterior se representa a través de considerar una pequefta porción de "volumen" de dicho espacio ( en el 

caso antes mencionado: 

-en adelante abreviaremos dicho "volumen" con la letra v-) por el que ''pasa" varias veces la trayectoria fuse. 

Una posible manera de "visualizar" lo anterior es la siguiente11 

ESPACIO FASE 

V 

·@· • • • • Trayectoria fase 

figura 1 

• 

ESPACIO FASE ( T-+oo) 

V 

~ 
~ • • • • 

figura 2 

11 Todas aquellas figuras que pretendan representar alguna característica del espacio de las fuses carecen de 
sentido dimensional. Los ''puntos más "anchos" (figura 2) corresponden a un sistema que ha pasado un. 
número de veces suficientemente grande a través del volwnen v al cabo de un intervalo largo de tiempo. 
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Suponiendo que el parámetro tiempo a partir del cual se considera que el subsistema pasa varias veces 

por algún estado es equiaplicable en el espacio de las tases y denotando con At al intervalo total de tiempo en 

el que se traslada por el ''volumen" fase, tenemos que, como se predeterminó que el subsistema pasa un 

número de veces suficientemente grande por todos sus estados posibles ( lo que en el modelo del espacio de 

las filses se interpreta oomo: en el ''volumen" considerado la trayectoria fuse "pasará" un número de veces 

suficientemente grande por dicho ''volumen", pues lo suponernos como la representación de una "zona" 

asociada a estados posibles del sistema ) , entonces At se propone como una cantidad del orden de T. Así, en 

un intervalo de tiempo T -.oo tenemos que el cociente At / T se considera que tiende a un cierto limite. Esta 

cantidad 

w = lim 
T-+<0 

t.t 

T 

se interpreta como la probabilidad de qae al .. ohllenar " al 11absistema, ea - iutaate arbitnrio, lo 

eacontre- en la pon:ión dada v del espacio de las fases. 

Suponiendo la porción de "volumen" en distintas "posiciones" del espacio de las fases y que la trayectoria 

fase no "pasa" necesariamente el mismo número de veces en cada posición 12, tenernos que el tiempo total 

At que el subsistema "pasa" por cada elemento de volumen puede depender del número de puntos 

contemplados en cada volumen y del tiempo en que el subsistema ''permanece"13 en dichos puntos 

(ver figura 3) . 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

12 En dicho supuesto consideramos que aunque cada uno de los estados posibles inicialmente tienen la 
misma probabilidad de que el subsistema sea "observiido" en ellos, se proponen estados de equilibrio 
estadístico en los que el subsistema llega a permanecer más tiempo. 

13 Es decir, el tiempo total en el que el subsistema pasó por cada pWlto contemplado en la porción de 
''volumen". 



Espacio fase 

V 

-~· • • 

figura 3 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

V 

e @ e Trayectoria fase 
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Para delimitar dicha dependencia consideremos que la porción de "volumen" muestra que colocamos en 

distintas posiciones del espacio de las fases se hace tender a cero. 

A priori definimos 

lim 
av-.o 

t!iw 
p ( q' p, t) 

Av 

como la función de distribución (de la probabilidad) en dicho espacio. 

( 1.1.1) 

Consideremos a d_ichos pWltos como invariantes, es decir, el número total de puntos que componen la 

trayectoria fase del subsistema no aumenta ó disminuye Wla vez que ha pasado por todos sus estados 

posibles. Representando dicho supuesto a través de la ecuación de continuidad tenemos que 
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-~ + V•p v=O. 
at 

FALLA DE ORIGEN 

Para el caso de un 1istema multidimensioaal (2s dimensiones, s componentes asociadas a las posiciones y 

s a los momentos generalizados) como en el "ejemplo" de n partículas, cada una de ellas con tres grados de 

libertad, podemos representar al operador V en coordenadas rectangulares a través de la siguiente relación 

V=( Q_' _Q_, Q_ ,. 

Ox1 ay. az. 
'-ª-· ª-· ª-· ª--· ª-- ·ª--· 

ax.. ay. az. <fx. <fy. <fz. 
. ª---·ª--·ª--- ) ' 

mientras que el vector velocidad, al interpretarlo como la derivada con respecto al tiempo de cada una de las 

2s componentes de los objetos pertenecientes (estados fuSe) al espacio 2s dimensional,lo representamos como 

V= ( Bx1 .~ .. Bz., ª2!,,,Q.x,.,ª1,,.,aPx1, ~1 ,aPz1, ... , aPx0 ,~, ~) 
at at at at at at at at at at at at 

( notemos cómo el vector velocidad ahora se encuentra caracterizado no sólo por las derivadas con respecto 

al tiempo de las coordenadas asociadas a la posición sino también por las correspondientes derivadas de cada 

componente de los momentos generalizados) por lo que , V • p v corresponde a 

V •p V = Jl. p &1 + Jl. p Qxt + Jl. p &1 + . + Jl. p~ + Jl. p~ 
Bx1 éJI Oy1 81 8z1 81 BPx,. 81 BP)-0 81 

+ Jl. p-ª!7., . 
8Pz,, éJI 

En dicho producto tenemos 3n=s derivadas parciales con respecto a las componentes de la posición y 3n=s 

con respecto a los momentos generalizados, las cuales abreviaremos de la siguiente manera 

V•pv= l:; !J. p&; + I: Jl. pfu 
;-1 Bq; éJI i•I Bp¡ éJI 

:_, 

.· 
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donde { q;} representa las aimponentes asociadas a la posición y { p;} sus oorrespondientes momentos 

generali:zados. Desarrollando las derivadas parciales y filctoriz.ando obtenemos 

v • "v = I: t QQ_.§g¡ +.fil! m} + " I: t ~ + b } 
i=I oq¡ 0t Op¡ 0t i-I Oq¡Ot Op¡Ol 

Representando las componentes del momento generalizado ( p¡) como "conjugados" a sus 

correspondientes componentes de la posición ( q;) , tenemos que 

..Qg; aH y m = - aH 
Ot Op¡ at Oq¡ 

donde H = H ( q , p ) corresponde a la función de Hamilton del subsistema considerado. 

Substituyendo ( 1.1.l ) en el desarrollo del producto punto, obtenemos 

v•pv= I: <QQ_füb +.fil! m} + p I: < &H - &H }. 
;~i aq¡ at Op; at ;~i aq10p1 0p¡oq1 

Considerando que el orden de derivación de H ( q , p ) no altera las derivadas parciales de dicha función 

el segundo término se anula , por lo que 

V. p V = L { fu.Qg¡ +.fil! fil!q. 
¡..i Oq¡ at Op¡ Ot 

Substituyendo lo anterior en. la ecuación de con~inuidad obtenemos 

fil! + 
Ot 

I: t º1!..º9i +.fil! m} 
i-1 Oq¡ Ot ap¡ éJt 

.·· .-. 

=o, 
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lo que corresponde a que la función de distribución p =p ( q , p, t ) tiene una derivada total con respecto al 

tiempo nula , 

J!Q = 
dt 

QQ + 
at 

I: { ª"º- Qg¡ + ..QQ QRl} 
PI 8q¡ 0t Op¡ 8t 

o. ( 1.1.2) 

Para el caso de equilibrio estadistico, es decir, cuando el sistema macroscópico aislado se encuentra en 

un estado tal que para cualquiera de sus partes las magnitudes fisicas macroscópicas son iguales a sus 

valores medios, tenemos que la función de distribución de cada subsistema podemos restringirla a un 

movimiento estacionario. 

En otras palabras, después de que el subsistema ha pasado por todos sus estados posibles debido a la 

(débil) interacción con los demás subsistemas supondremos que alcanz.a (después de un "tiempo grande") 

equilibrio estadístico, lo que en el espacio de las fases podemos representar a través de considerar 

exclusivamente aquellos puntos que correspondan a dicho equilibrio, fijando asi una región del espacio de 

las fuses por la que el subsistema pasará reiteradamente. Analizando la evolución del subsistema a partir del 

instante en que alcanz.a equilibrio estadistico tendremos que al colocar un elemento de volumen en alguna 

porción dada de la región antes mencionada, obtendremos que la cantidad de puntos acumulados durante un 

intervalo de tiempo ( t ) será la misma independientemente del instante en que empecemos a "observar" la 

evolución del subsistema en equilibrio14 
• Es decir , 

14 Al respecto cabe mencionar que si la cantidad de puntos acumulados en .el volumen muestra difiere para 
distintos instantes entonces podemos establecer un promedio sobre el tiempo que permita definir una nueva 
función de distribución tal que, la densidad -promedio- de puntos en la porción dada de la región de 
equilibrio donde colocamos el volumen muestra sea independiente del tiempo. 
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p ( q o ' p o ' t' + t ) = p ( q o ' p o ' t" + t ) ( 1.1.3) 

para t' y t" , instantes en donde el subsistema se encuentra en equilibrio . 

. La relación ( 1.1.3) podemos representarla a través de la siguiente expresión15 

ap 

a t 
o. ( 1.1.4) 

15 Una posible formalización de que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadfstico podemos 
restringir su función de distribución a un movimiento estacionario es la siguiente. El promedio de una 
magnitud fisica (f) macroscópica para el caso de una función de distribución dependiente del tiempo, 
corresponde a 

f(t)=/f(q,p) p(q,p,t) dqdp. (1) 

Suponiendo que el subsistema se encuentra en equilibrio estadfstico tenemos que 

f( q. p) = f( t). (2) 

Substituyendo (2) en (1) y calculando la derivada parcial respecto al tiempo, obtenemos 

Q..Lill = ª-.f..ffi/p(q,p,t)dqdp+ f(t)/ a 0 (q,p,t> dqdp. (3) 
at at at 

Considerando que la función de distribución se encuentra normalizada a la unidad ( f p (q, p) dq dp = 1 ) , 
obtenemos de (3) que 

f(t) J a 0 <a. 0• t) dq dp =o. 
a t 

Esta última relación podemos satisfacerla para el caso en donde 

op(q,p,t) =O, 
a t 

lo que corresponde a restringir la función de distribución a un movimiento estacionario. 
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Substituyendo ( 1.1.4) en ( 1.1.2 ) obtenemos 

l 'l'ESlS CON 
1 
FALLA DE ORIGEN 

J!Q 
dt 

l: { §Q_Qg¡ +-ªe ª1!;} = o. ( 1.1.S) 
i=I OQ¡ 8t Op¡ 8t 

De ( 1.1.S ) tenemos que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadístico, su función de 

distribución se expresa a través de aquellas combinaciones de las variables q , p que se conserven 

constantes. Estas combinaciones constituyen las llamadas integr•les de movimieato. 

A su vez , si consideramos al subsistema que se encuentra en equilibrio estadístico, compuesto por n 

subsistemas que interaccionan débilmente ( ó tendiendo a una interacción nula ) , obtenemos que 

Ln p 1,2 ..... n = Ln p 1 + Ln P2 + ... + Ln p n. ( 1.1.6) 

A partir de las relaciones ( 1.1.S) y ( 1.1.6) podemos establecer que el logaritmo de la función de 

distribución de un subsistema en equilibrio estadístico corresponde a una iategnll de movimiento •dltiv•. 

Considerando todas las integrales de movimiento aditivas: la energía, las tres componentes del vector 

impulso y las tres componentes del vector momento cinético , tenemos que 

Ln p ( q, p) =a + p E (q, p) +y •P ( q, p) + l) • M ( q, p) ( 1.1.7) 

con coeficientes constantes a , p , y , 6 . 



TESIS CON 
'f'.I c~:riEN Jb T .TA p ~ .... ~!..'..:L.~-

ruesto que "el impulso y el momento cinético de un sistema aislado están ligados con su movimiento 
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como un todo (una translación uniforme y una rotación uniforme) podemos decir que el estado estadlstico 

de un sistema que realiza un movimiento dado depende solamente de su energla" 16
• En este sentido la 

relación anterior se reduce a 

Lnp (q,p)=a +PE (q,p). 

En lo anterior tenemos que cuando el subsistema se encuentra en equilibrio estadistico su función de 

distribución depende exclusivamente de. la energla. Asl, la región del espacio de las fases que permitió 

restringir la función de distribución a un movimiento estacionario corresponde a puntos en dicho espacio que 

podemos representar a través de la energla E ( q , p ) . Considerando caracterizada la región antes 

mencionada a través de la energla interna (E o) del sistema aislado proponemos17 

p(q,p)=cS(E-Eo) Distribución microcanóaica. 

La función de distribución microcanónica para aquellos puntos del espacio de las fases que se encuentran 

fuera de la región que corresponde a equilibrio estadístico con respecto a la energla dada E 0 tendrá una 

asignación nula, mientras que los puntos en dicha región supone se distribuyen con una densidad constante. 

16 Landau L.D. op. cit. p 14. Al respecto cabe mencionar que si suponemOB la existencia de un marco de 
referencia en el cual la cantidad total de movimiento ( impulso ) del sistema corresponde a un término nulo 
tenemos que, el momento cinético total permanece invariante en distintos marcos de referencia inerciales y 
la energía del sistema equivale a la energía en reposo ( energla interna ) del sistema aislado. En dicho caso, 
al logaritmo de la función de distribución podemos asignarle una dependencia exclusiva en la energla 
interna del sistema. 
17 Debido a que la energla interna del sistema aislado permanece constante, caracterizaremos la región en el 
espacio de las fases que representa equilibrio estadístico a través de la energla en reposo ( E 0 ) del sistema , 
por lo que E ( q , p ) = E 0 en dicha región. 
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1.2 DISTRIBUCIÓN ESTADisTJCA CUÁNTICA. 

1 TESIS CON 
\FALLA DE ORIGEN_. 

Análogamente que en la caracterización de la función de distribución, consideremos un sistema aislado y 

"separemos" un subsistema en equilibrio estadístico. El estado en el que se encuentra dicho subsistema 

ahora lo supondremos descrito a través de la función propia 'l'n donde con n asignamos los números 

cuánticos asociados a tal estado. Esta función representa lo que en estadlstica clásica COITesponde a una 

región de equilibrio del espacio de las fuses18 con energía En. Si ah0ra consideramos un conjunto de 

subsistemas cada uno de ellos en equilibrio parcial 19 tenemos que estos estados a su vez, podemos 

caracterizarlos por un conjunto de funciones propias { 'l'n } en donde cada función representa el estado de 

equilibrio de algún subsistema con energla E n . En el espacio de configuración del sistema tenemos un 

conjunto de regiones en equilibrio parcial donde cada una de ellas se caracteriza por su n-ésima energía. 

Suponiendo { 'l'n } como una base completa tenemos que cualquier estado del sistema podemos 

describirlo a través de dicho conjunto así como, formar un espacio de funciones propias considerando a cada 

una de ellas como eje coordenada, lo que permite definir un conjunto de funciones ortogonales a través del 

siguiente producto interno 

( 1.2.1) 

18 Estrictamente no podemos caracterizar un espacio de las fuses pues solo podemos determinar la posición 
de una partfcula cuántica ( ó el momento, pero no ambos). Aunque para los fines de la exposición esto no 
altera las propiedades enunciadas posteriormente, dicha caracterización corresponde al espacio de 
configuración. 

19 En dicho caso el conjunto de subsistemas en equilibrio parcial corresponde a una colección de subsistemas 
con la misma estructura que el considerado inicialmente pero en diferentes estados posibles tal que, cada uno 
de ellos alcanza su propio estado de equilibro. 
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Sea 1 Clt > un vector propio con el que representamos algún estado del sistema. Como suponemos 

{ 'l'n } una base completa tenemos que 

1 ti> ) = L e n 1 'l'a ) . ( 1.2.2) 
n 

Aplicando en ( 1.2.2 ) ( 'I' mi por la izquierda , obtenemos 

( 'I' m 1 ti>) = L ( '1' m 1 C n 1 'l'a ) • 
n 

Como c n corresponde a coeficientes podemos extraerlo del producto interno, es decir, 

( '1' m 1 ti>) = L e n ( '1' m 1 'l'n ) • ( 1.2.3) 
n 

Aplicando ( 1.2.1 ) en ( 1.2.3) obtenemos 

('l'mlcJ>)=L CnOmn 
n 

('l'mlcJ>) Cm. ( 1.2.4) 

La relación ( 1.2.4) indica una posible caracterización de los coeficientes de las funciones propias 

ortogonales. En particular para un estado base, por ejemplo: 
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tendrfamos de ( 1.2.4) que 

( 1.2.S) 

Substituyendo ( 1.2.S) en ( 1.2.2 ) obtenemos para un estado base 

1 'I' k) = L ( 'I' a 1 'I' k) 1 'l'a ) · 
n 

Como ( 'I' a 1 'I' k ) corresponde a un escalar tenemos que conmuta con 1 'l'a ) , es decir, 

1 'I' k) = L 1 'l'a ) ( 'I' n 1 'I' k) , 
n 

de donde obtenemos 

L 1 'l'a ) ( 'I' n 1 Relación de completez. 
n 

Por otro lado, tenemos que una variable dinámica en mecánica cuántica se representa a través de su 

correspondiente operador, mientras que su valor medio podemos determinarlo mediante la siguiente 

relación20 

2° Clásicamente el valor medio de una magnitud fisica se define como 

f(t)= fr(q. p) p(q, p. t) dqdp. 

En mecánica cúatica tenemos que cada variable dinámica se representa a través de su correspondiente 
operador, mientras que p ( x ) = q>• ( x) q> ( x ) pues sólo podemos encontrar la distribución de la posición 
(ó momento, pero no ambos). En este sentido tenemos que el promedio de un operador I podemos 
interpretarlo mediante reglas cuánticas como 
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n,m 

En general tenemos que los coeficientes en varian azarosamente ( debido a la interacción del conjunto de 

subsistemas considerados inicialmente con las demás "partes" del sistema aislado ) por lo que para calcular 

el valor medio del operador A promediamos la relación anterior sobre todo el conjunto de valores posibles 

de dichos coeficientes, es decir, 

( A ) ( A ) Me = L e* n e m ( 'I' n 1 A l '1' m ) • 
n,m 

Postulando p m n = e* n e m como los elementos de matriz de un operador estadfstico que actúa sobre 

la base { 'Yn } obtenemos 

n,m 

< r >Me = f cp• ( x ) r cp ( x ) d x. (a) 

A través de una base completa de funciones propias{ 'Ym } cualquier estado podemos expresarlo como 

cp • = ~ < '11 • I e• n · 
n 

Substituyendo ( b ) en (a) , obtenemos en notación de Dirac 

< f >Me = ~ C* n C m < 'I' • 1 f l '1' m >. 
n,m 

( b) 
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Escribiendo de forma explicita al elemento de matriz en la relación anterior , 

( A) 
n,m 

Aplicando la suma sobre n exclusivamente a los términos con dicha variable muda obtenemos 

( A ) 
m n 

Considerando la relación de completez, en la expresión anterior , tenemos que 

( A ) L ( 'Pm 1 pA l 'P m ). ( 1.2.6) 
m 

Esta última expresión permite calcular el valor medio de una variable dinámica A a través de la traza de los 

operadores p A . 

El conjunto de cantidades p m n = e* n e m define la matriz de densidad del sistema aislado en cuestión. 

Para describir a los elementos de matriz es necesario considerar las siguientes distinciones: ( l ) los estados 

de sistemas cuánticos que se caracterizan a través de una superposición coherente de amplitudes se 

denominan estados puros (en dicha superposición tenemos tanto términos relacionados con las amplitudes 

1 en 1
2 

como términos cruzados e* n e m para n :t: m ) , para dichos sistemas p m n = e* n e m , es 

decir , las cantidades e 0 se consideran fijas y ( 2 ) los estados de sistemas cuánticos que se caracterizan a 
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través de una superposición incoherente de amplitudes se denominan atadm mezcladm, en dicho caso 

suponemos que los coeficientes en varían azarosamente por lo que los promedios de las cantidades 

e• n e m corresponden a términos nulos para toda n * m ( postulado de las fuses al azar ) , es decir , en 

la superposición incoherente tenemos exclusivamente amplitudes 

Pnn=c•n en. 

Cuando la descripción del sistema cuántico requiere de la matriz de densidad cuyos elementos p m n 

se han correspondido con el promedio de e• n e m tenemos que los estados del sistema se caracterizan a 

través de una superposición incoherente de amplitudes en donde p m n = O para toda n * m . En este 

sentido la matriz de densidad corresponde a una matriz diagonal con elementos 

La caracteriz.ación de los elementos de la matriz de densidad permite establecer la evolución temporal del 

operador asociado a dicha matriz. Para ello partamos de considerar al sistema cuántico completo ( conjunto 

de subsistemas caracterizados inicialmente y su "exterior" ) en un est•do puro y descrito a través del 

conjunto de funciones propias { 'I' n } por medio de ta relación 

1 111 } = L e n 1 'I'n } . 
n 



Puesto que inicialmente { '1'0 } representa una base completa tenemos que cualquier estado puede 

caracterizarse a través de dicho conjunto, siendo que e n (en la relación anterior) tiene una representación 

dada por el término temporal21 de la ecuación completa de Schrlklinger, es decir, 

21 Al suponer { 'Pn } una base completa tenemos que cualquier estado del sistema podemos establecerlo 
como 

1 ti» } = L e n ( t ) 1 'l'a ) . ( i) 
n 

Los estados del sistema satisfacen la ecuación de Schrüdinger, 

HI~) =E lell). ( ¡¡) 

De ( i ) , ( ii ) y escribiendo de forma explicita a los operadores, obtenemos 

L C 0 (t) {(-h
2

/2m 0 )Va
2 

+Va} l'l'a) =Lih ~Cn(t)l'l'a)· 
n n dt 

Correspondiendo cada uno de los n términos y despejando en ( t) tenemos que 

{ (- h2 
/ 2 m n) Va2 +V• } 1 'l'a ) = ih ~Ln en ( t) 1 'l'a ). 

dt 

Por otro lado, podemos representar la ecuación estacionaria de Schrüdinger como 

De estas últimas relaciones tenemos que 

ih ~Ln e n ( t ) E n . 
dt 
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Integrando respecto al tiempo ( suponiendo e n ( O ) = 1 ) obtenemos que el término temporal corresponde a 

Cn(t) = e-iEnt/h .. 



lo que permite establecer 

• -i(Em-En) t/ h 
CnCm=e ,· 

Como partimos considerando al sistema en un estado p•ro tenemos que 

Pmn=c*n e m· 

Substituyendo ( 1.2.8) en ( 1.2.7) obtenemos 

P 
=e-i (Em-En) t/ h 

mn · 
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( 1.2.7) 

( 1.2.8) 

Suponiendo E n y E m como funciones del tiempo y derivando la relación anterior con respecto a dicha 

variable ( lo que contempla el caso particular: E n = cte. y E m = cte. ) 

d i i t d _p m n = _ ( E n - E m ) p m n + ~ p m n _( E n - E m ) 
d t h h dt 

i d ~ Pmn _ { t(En-Em) }. ( 1.2.9) 
h d t 
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Para estados mezclados ( descritos a través del operador asociado a la matriz de densidad ) tenemos que 

cuando n * m entonces p m n = O y como E n - E m = O para n = m obtenemos que la relación en 

( 1.2.9 ) se anula para toda p m n , por lo que 

d =o. -Pmn ( 1.2.10) 
d t 

Dado que para estados mezclados la matriz de densidad corresponde a una matriz diagonal y puesto que 

postulamos que su operador asociado, actúa sobre la base completa { 'Pn } con la que caracterizamos a los 

estados del sistema y que por ello satisfuce la ecuación de Schrildinger , 

(p,H)=O. ( 1.2.11) 

A partir de la ley de evolución de los elementos de matriz de cualquier variable dinámica cuántica22 

tenemos que 

d 
_Pmn 
d t 

< 'Pm 1 ~p 1 'l'o > + ~ < 'l'm 1 [ p, H ] 1 'Po >O. 
a t i h 

22 Cf. Dé la Peí'la L. Introducción a la Mecánica Cuántica. UNAM y Fondo de Cultura. México. Segunda 
edición 1991. p 229. 
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Substituyendo ( 1.2.10) y ( 1.2.11 ) en la ley de evolución obtenemos 

a 
_p o. 
a t 

Es decir, el operador asociado a la matriz de densidad podemos asociarlo con un movimiento 

esa.eionerio. Análogamente al caso clásico en donde suponer equilibrio estadfstico permite restringir la 

función de distribución a través de un movimiento estacionario tenemos que, al suponer una base completa 

con la que describimos los estados de equilibrio parcial que caracterizan al sistema cuántico mezclado el 

operador asociado a la matriz de densidad corresponde a un movimiento estacionario, lo que permite 

poatulerlo en dependencia exclusiva de integrales de movimiento y al logaritmo de cada uno de sus 

elementos de matriz como integrales de movimiento aditivas. Para establecer la aditividad notemos lo 

siguiente. 

El valor medio de una variable dinámica A ( 1.2.6 ) corresponde a 

( A } 

Aplicando relación de completez, obtenemos 

( A} L ('l'ml P l'Pa} ('Pal A l'Pm}. 
m,n 

. " 
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Como el operador p conmuta con H tenemos que la base { '1'0 } corresponde a sus funciones propias, por 

lo que la relación anterior podemos representarla como 

( A) I: ( 'l'm 1 P n l '1' •) ( '1'. I A l '1' m) 
m,n 

m,n 

Puesto que inicialmente partimos de un conjunto de funciones ortononnalizadas a la unidad ( 1.2.I ) , 

obtenemos que el valor medio del operador A corresponde a 

( A ) 
m,n 

Esta última expresión permite interpretar a los elementos de matriz p m como el factor de peso con que los 

subsistemas contribuyen en la caracterización del sistema, es decir, a dicho factor podemos representarlo 

como la probabilidad de que dado algún subsistema, éste se encuentre en la región del espacio de 

configuración caracterizada a través de 'Pm y con valor propio E m. Considerando dicha interpretación 

podemos establecer que la probabilidad de que dos subsistemas cuasiaislados ( a y b) se encuentren con 

energía E m corresponde a 

Aplicando Ln en la relación anterior obtenemos 
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( J.2.12) 

La relación en ( 1.2.12 ) permite desarrollar al logaritmo de los elementos de la matriz de densidad a través 

de funciones aditivas por lo que, al postular al operador p en dependencia de integrales de movimiento 

tenemos que dicho logaritmo lo podemos corresponder con integrales de movimiento aditivas mientras que, 

de las integrales de movimiento consideraremos exclusivamente la energía como en el caso clásico. 

A continuación estableceremos una "distribución" microcanónica cuántica considerando una dependencia 

exclusiva en la energfa por parte de los elementos de la matriz de densidad, para ello recordemos que en el 

caso clásico definimos la función de distribución p ( q , p ) como la diferencia infinitesimal de la 

probabilidad de encontrar un subsistema dado en la región dv del espacio de las fuses, en donde el elemento 

de volumen se estableció a través de la siguiente relación: dv = dq dp = dq1 dq2 ... dq5 dp1 dp2 ... dp8 

donde q¡ , p¡ representaban las coordenadas generalizadas de la posición y momento respectivamente. 

Para establecer una construcción similar en el caso cuántico tomemos en cuenta lo siguiente: al incorporar la 

"distribución" estadlstica cuántica partimos de considerar un conjunto de subsistemas en equilibrio parcial 

caracterizados por las funciones propias { '1'0 } donde cada función representaba el estado de equilibrio de 

algún subsistema con energía E n , sin embargo, para los cuerpos macroscópicos el espectro energético es 

casi continuo por lo que podemos considerar la energla E n como un intervalo energético en el que 

tendremos un número de estados cuánticos dependiendo de las dimensiones de dicho intervalo. 

Análogamente al caso clásico, si w representa la probabilidad de observar en un instante arbitrario al 

sistema completo ( oonjunto de subsistemas en equilibrio parcial y su exterior ) en un estado energético 
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tenemos que dicha probabilidad dependerá del intervalo dE = dE1 dE2 ..• dE n , el cual lo supondremos 

caracterizado a través del njmero de estadoa cuántiem: d r (E) = dr1 ( E1 ) dr2 ( E2) ... dr n (En) 

tal que d r ( E ) = ( d r / d E ) d E . En este sentido tenemos que la diferencial de probabilidad ( dw ) de 

observar al sistema en el intervalo de número de estados cuánticos ( d r ( E ) ) la poehllll- como 

dw f(E) dr(E) ( 1.2.13) 

donde f ( E ) corresponde a la función de distribución en el espacio de número de estados cuánticos la cual 

consideraremos en dependencia exclusiva de la energla. Para exhibir que dicha función corresponde a una 

función de distribución notemos que al suponer w y r ( E ) en dependencia exclusiva de la energla 

podemos establecer que 

dw = dw(E).dE 

dE 
y dr(E) = dr(E).dE 

dE 

Substituyendo dichas diferenciales en la relación ( 1.2.13 ) , obtenemos 

dw(E).dE 

dE 

f(E) dr(E).dE 

dE 

La diferencia infinitesimal de probabilidad con respecto al elemento de volwnen en el espacio descriptivo 

( fuse, configuración, energía, etc. ) representa una caracterwción a priori de la función de distribución 

( 1.1.I ) por lo que en esta última relación la derivada en el miembro izquierdo corresponde a la 



distribución de probabilidad en la energfa, digamos p ( E ) , en este sentido tenemos que 

p(E) dE = f(E) dr(E).dE 
dE 

f(E) dr(E) 
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dw. ( 1.2.14) 

Las relaciones en ( 1.2.14) exhiben cómo la d w corresponde al producto entre la función de distribución 

de probabilidad en energla23 y el intervalo d E ó f ( E ) por el número de estados cuánticos d r ( E ) 

asociados al intervalo d E. Por lo que f( E) podemos corresponderla con una función de distribución. 

Considerando la relación que guarda d w con el producto entre una función de distribución y un 

intervalo de energla ( ó el número de estados cuánticos correspondiente ) as! como postulando a la 

"distribución" microcanónica cuántica como una función constante para aquellas regiones en el espacio de 

energía que correspondan a una energía dada E o mientras que para energfas distintas a E o como una 

asignación nula, tenemos que 

dw co(E-Eo)dr(E) "Distribución" mlcrocaa6aic• cúatica. 

23 En la distribución de Oibbs exhibiremos no sólo cómo la d w es proporcional a una función de 
distribución sino que w misma es una función de distribución, pudiendo interpretarla como el súnil de la 
matriz de densidad cuyos elementos dependen exclusivamente de la energía ( a temperatura constante). 



En la caracterización anterior hemos supuesto tanto a w como la función de distribución f ( E ) en 

dependencia exclusiva de la energfa lo que se "sustenta" en que los elementos de la matriz de densidad 

podemos expresarlos en dependencia de dicha variable. 
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Concluimos que la distribución estadistica de estados cuánticos mezclados depende de la matriz de 

densidad la cual corresponde a una matriz diagonal asociada con un movimiento estacionario cuyos 

elementos representan integrales de movimiento aditivas en dependencia exclusiva de la energía y a partir de 

los cuales podemos calcular el valor medio de cualquier variable dinámica. A su vez , el enésimo elemento 

de la matriz de densidad lo podemos interpretar como el fuetor de peso con que los subsistemas con energfa 

E n caracterizan al sistema total. 



t.jO 
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1.3 DISTRIBUCIÓN DE GIBBS. 

En el tratamiento de la función de distribución microcanónica cuántica partimos de suponer un conjunto 

de subsistemas en equilibrio parcial caracteriudos por un conjunto de funciones propias. A su vez, cada 

subsistema se "compone" por un número enorme de microsistemas asociados a distintas "formas" 24 de 

organización que al promediar se caracterizarán a través de aquella que represente al mayor número de 

microsistemas. Si en el conjunto de microsistemas se establece una ligadura interna que prohiba por ejemplo 

los estados energéticos que predominan, entonces el promedio (estado del subsistema) dependerá del 

conjunto de microestados no ligados que ahora predominen. Es decir, el macroestado ("observado") 

corresponde con el número máximo de microestados (suponiendo ligaduras internas). 

La débil interacción entre los subsistemas que consideramos en la construcción de la función de 

distribución, ahora podemos representarla como una manifestación de las ligaduras internas de los 

microestados que "componen" a sus correspondientes subsistemas y que "obstaculiz.an" un estado de 

equilibrio total por principio. Sin embargo, como los subsistemas tienden a dicho estado, tenemos que este 

proceso permite la eliminación de ligaduras internas gracias a la interacción entre los subsistemas, dando 

lugar a que el número de microsistemas compatibles con el subsistema final crezca continuamente. Es decir, 

el estado de equilibrio ''total" corresponde a un continuo crecimiento de microestados compatibles con el 

sistema (procesos irreversibles). En otras palabras si X es el parámetro que describe al sistema y N ( X ) es el 

número de microcstados correspondientes entonces el valor observado es aquel que maximiza N (X), el 

cual depende de las ligaduras internas de los microsistemas que al irse eliminando (por interacción) 

permitirán "observar" el estado total de equilibrio. La e•tropla ( S ) se define entooces como una función 

proporcional al logaritmo del número de microestados asociados con el macroestado por lo que, para el caso 

de una distribución de estados cuánticos der...critos en el espacio de número de estados cuánticos & r ( E ) 

tenemos que S = Ln & r ( E ) . 

24 Los movimientos de los átomos individuales están fuertemente acoplados de tal modo que tienden a 
moverse de acuerdo a esquemas organi7.ados denominados modos normales. En este sentido tenemos que la 
"forma" con la que caracterizamos un coojunto de microsistemas corresponde a un modo normal. 
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Para determinar la fimción de distribución de un macroestado caracteri7.lldo a través de un subsistema 

con energla E n y número de estados cuánticos dr n ( E n ) es necesario considerar tanto al subsistema 

como al medio ó sistema aislado del que forma parte el cual supondremos con energla E' y número de 

estados cuánticos dí' (E'), por lo que la energfa total corresponde a E o= En+ E' mientras que la 

distribución microcanónica a 

e o (En+ E'- E o) d fn (En) d r' (E'). 

Puesto que buscamos la función de distribución del enésimo subsistema' con energfa E n ( ó enésimo 

elemento de la matriz de densidad ) , supondremos un solo estado cuántico en el intervalo dE n por lo que 

dí n ( E n ) = 1 . Substituyendo esta última relación en la distribución microcanónica e integrando, 

obtenemos que 

e f B (En+ E '-E o) d r ' (E ') ( 1.3.1) 

donde 

d r '(E') 

De la definición de eiitropla tenemos que 

"¡ 

dr' (E'). dE •; 

dE' 

;. ·1 •• 

( 1.3.2) 

( 1.3.3 )' 



Como Ar ' ( E ') depende exclusivament.e de E' podemos aproximarla como 

Á r '( E ') "' d r' (E') . Á E '. 
d.E' 

Substituyendo esta última relación en ( 1.3.3 ) obtenemos 

e S' ( E' ) "' d r' ( E') 

AE' dE' 

Substituyendo ( 1.3.4) en ( 1.3.1), 

S' (E') d r '(E ') "' _e__ d E • • 
&E' 

Finalmente, substituyendo dicha relación en ( 1.3.1 ) tenemos que 

e fo (En+ E'- E o) e S' (E') d E'. 

AE' 

Debido a la presencia de la función o , la integral anterior corresponde a 

[ S' (E') ] 
Wn "' e _e__ E'=EO-En. 

&E' 

• t.' 
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( 1.3.4) 

( 1.3.5) 



Como E o corresponde a la energía del medio tenemos que E o >> E n ( el subsistema analizado no 

concentra alta energla comparada a la del medio ) por lo que AE ' evaluado en E o - E n podemos 

aproximarlo a AE 0 • En el término que contiene al filctor exponencial, podemos desarrollar a 

S' (E o - En) en potencias de E 0 hasta un término lineal2
', obteniendo que 

S'(Eo-E 0 ) = S'(Eo) - dS'(Eo >.E 0 • 

dEo 

La derivada de la entropla respecto a la energla se define como T -I por lo que la relación anterior 

corresponde a 

S' (E o - En) = S' (E o) - En 

.T 

Substituyendo el desarrollo de S' (E o - E n) y la aproximación AE ' ,.. AE o en ( 1.3.5) obtenemos 

w n ..,, ( e e S' ( E o ) ] e - E n I T . 

A E o 

2' Desarrollando S' (E o - En) en potencias de En tenemos que 

S'(Eo-En) =Ao+A¡ En+A2E 0
2 + ... 

Notemos lo siguiente, 

( 1.3.6) 

Ao = S' (E o - E 0 ) 1E 0 ;,.o loqueÓorrespondea Ao = S' (E o), mientras que 

A1 = d S' (E o - En) Id En 1E 0 =O Substituyendo X= E o - E 0 y avaluando X en E o 
obtenemos At =-dS'(Eo) /dEo 

por lo que, el desarrollo en potencias de E n hasta un término lineal corresponde a 

S' (E o - En) = S' (E o) - En d S' (E o ) Id E o. 

44 
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El término entre ccrchetes en la relación ( 1.3.6 ) no depende de la energía E 0 y se determina a travl!s de 

condiciones de normalización. Mientras que a tempentura constante tenernos que la diferencial de w n 

corresponde a 

dWn= kWndE n donde: k - e e S' < E 0 > para T = cte. 

T &Eo 

Comparando dw n con la relación establecida entre la difurencial de la probabilidad y la función de 

distribución ( d w = p ( E) d E relación ( 1.2.14)) concluimos que W n es WJa función de distribución 

que para el caso cuántico podemos definir como el enésimo elemento de la matriz de densidad. En este 

sentido tenemos que w n podemos interpretarlo como la probabilidad de encontrar un subsistema con 

energla E n y a su vez caracteri7.lll'lo como la función de distribución de Gibbs ó distribución canónica, 

siendo una de las fónnulas más importantes pues determina la distribución estadlstica a temperatura 

constante de WI subsistema con energla E n y número de estados cuánticos dr n ( E n ) = 1 , además de que 

con ella podernos representar WI cuerpo macroscópico relativamente pequeño26 con respecto al sistema 

aislado del que forma parte. Por lo que considerando la relación en ( 1.3.6) definirnos la distribución de 

Gibbs como 

Wn Ae-En/T Distribución de Gibbs, 

donde A se determina a través de condiciones de normalización. 

26 AWJque dicho subsistema corresponde a una réplica del sistema del que " forma parte", la cnergla 
concentrada en él ( E o ) la suponemos mucho menor a la energla del medio ( E o ). En este sentido lo 
podemos considerar con la misma estructura que el sistema aislado y con encrgla proporcional a un número 
de "partlculas" menor que el del sistema total , representando asf, un cuerpo macroscópico relativamente 
pequeño con respecto al sistema total. 
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En la distribución de Gibbs para el caso de subsistemas con un número variable de partlculas se considera 

el mismo método que se aplicó para obtener la función w n con la diferencia de que la entropla del medio 

depende en este caso de la energla E' y del número de partlculas N', es decir, S' = S' (E', N'), mientras 

que la función de distribución W n N de un subsistema se caracteriza a través de la energla E n y el número 

de partlculas N , por lo que la energla total ( medio y subsistema) corresponde a E o = E' + E n y el número 

total de partlculas a No= N' + N . De la relación ( 1.3.5) en términos de S' (E' , N' ) establecemos 

e s' (E', N') 
W n N "' C [ ] E' =E o - E n . ( 1.3.7) 

AE' N'=No-N 

Considerando nuevamente Eo >>E n tenemos que &E ' evaluada en Eo - E n corresponde a AEo , 

mientras que el término S' ( Eo - En, No - N) podemos aproximarlo a través de un desarrollo de potencias 

en E n y N limitándonos a los términos lineales, obteniendo 

S' ( Eo - E n , No - N) "' S' ( Eo , No ) - éJ S' ( Eo' No ) E n · - o S' ( Eo' N:o ) N . 

éJ Eo éJNo 

Substituyendo o S' ( Eo , No) . ,. T - i y o S' ( Eo' No ) ,. - µ T -1 ' 

éJ Eo ·, . . · éJ.No 

S' ( Eo - En, No - N) "' S' ( Eo, No) 
En + µN ( 1.3.8) 

T· T 



Con la aproximación AE ' "" AEo y ( 1.3.8 ) obtenemos que la relación en ( 1.3. 7 ) corresponde a 

w n N .., [ e e s' ( Eo, No) ] e - ( En - µN ) / T • 

AEo 
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El término entre corchetes es independiente de la energía E n y suele establecerse a través de condiciones 

de normalización. Considerando lo anterior, tenemos que la distribución de Gibbs para el caso de 

subsistemas con un número variable de partlculas ó distribución canónica principal se define como 

WnN 
A e -(En-µN) I T Distribución canónica principal , 

donde la constante de normalización suele caracterizarse a través de la siguiente relación 

A (~ e -(En-µN) / T i-1 
n,N 

Por otro lado recordemos que con w n N podemos representar al enésimo elemento de la matriz de 

densidad por lo que partiendo de los estados propios del Hamiltoniano H ' = H - µ N , caracterizamos al 

operador ( p ) asociado a la matriz de densidad en el caso de una distribución canónico principal como 

-H '! T p = Ae 

Finalmente, es importante destacar que la función de distribución de Gibbs para el caso de subsistemas 

con un número variable de partículas toma en cuanta tanto las fluctuaciones de la energla como las del 

número de partlculas del sistema, es por ello que se denomina distribución canónica principal. 



; ·: •i. 
·~ .... ~ 

\ ": #" . •. : .~ : .. ' 
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1.4 RESPUESTA NO LINEAL DE UN SISTEMA. 

El Hamiltoniano de un sistema cuántico compuesto por subsistemas en donde varia el número de 

partículas corresponde a H ' = H - µ N . Al aplicar una perturbación externa dependiente del tiempo 

caracteri7.ada por el operador H t tenemos que al Hamiltoniano total de dicho sistema podemos 

representarlo como H = H ' + H t . 

Una posible aproximación del operador asociado a la matriz de densidad para el sistema perturbado 

consiste en suponer como condición inicial una distribución canónica principal, es decir , a t -> - oo 

tenemos que el sistema no perturbado satisface 

1 -H 'IT P t->-co=Ae epo. ( 1.4.1) 

La evolución temporal del operador p , debida a la perturbación, podemos obtenerla a través del siguiente 

método. La representación de Heisenberg de dicho operador corresponde a 

p(t) eiH't/h p e-iH'tt h ( 1.4.2) 

Calculando la derivada parcial respecto al tiempo 

Op(t) = iH'. eiU't/h p e-iU't/h + eiH't/h ºP. e-iH't/h - elR'tlhp e-iR'tlh iH' 

at h a t h 

·.:· 
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En el lado derecho d 1ilré1aci~ anterior tenemos que el primer y tercer término corresponden al 

so 

conmutador entre H' y p ( t ) por lo que 

apct> = _ [H',p(t)] + e¡o•11h ap_ e-10•11h. ( 1.4.3) 
at ih at 

Suponiendo que para el sistema perturbado los elementos de matriz del operador p representan estados 

mezclados ( 1.2.10) tenemos que la ley de evolución de dicho operador podemos corresponderta27 con 

ap 
( H' P] . ( 1.4.4) 

at i h 

Substituyendo ( 1.4.4 ) en ( 1.4.3 ) , 

ap<t> = _ (H',p(t)] + 
at i h ih 

, . ( ±iB't/h] Desarrollando el segundo conmutador para H = H + H t y considerando que H ' , e = O 

obtenemos 

ªP<t> = - [u',p<•>] + _ 1_.[u•, P<•>] + _
1_.[Ht<•>, P<•>]. 

at ih ih ih 

( 1.4.5) 

27 En dicha correspondencia extrapolamos la ley de evolución de los elementos de matriz del operador p 

(para estados mezclados) al caso de un sistema perturbado y caracterizado a través del Hamiltoniano total H. 



Eliminando los dos primeros términos del miembro derecho tenemos que la relación en ( 1.4.5) 

equivale a 

Bp(t) = 1 ( ] _. Ht(t), p(t) , ( 1.4.6) 
at i h 

donde los operadores asociados a la matriz de densidad y la perturbación corresponden a la representación 

de Heisenberg. Notemos que integrando la relación anterior en el intervalo < - oo , t' ] y considerando la 

condición inicial ( 1.4.1 ) obtenemos que 

p ( t') 

t' 

po +_1_. f (Ht(t), p(t)) dt. 
i h _.., 

( 1.4.7) 

SI 

La expresión en ( 1.4. 7) permite calcular la evolución del operador asociado a la matriz de densidad para 

el sistema perturbado ya que podemos obtener al segundo operador en el conmutador a través de esta misma 

expresión integrando iteradamente, así por ejemplo: a segundo orden 

t' t' t 

p ( t') p o + _ 1_. Je H t ( t) p o ) d t + _ 1_. f f ( H t ( t) , [ H ti ( t1 ) , p o ) ) d t1 d t. 
ih _.., (ih>2 _..,_.., 

Esta última relación exhibe una aproximación a segundo orden del operador asociado a la matriz de 

densidad. Por otro lado, tenemos que de la expresión en ( 1.2.fi) el valor medio de una variable dinámica 

en la representación de Heisenberg corresponde a 

( A( t') ) ~ ( 'I' m 1 p ( t' ) A ( t' ) l '1' m ) • 
m 
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Substituyendo la aproximación a segundo orden en la relación anterior, reagrupando términos a través de 

relación de completez, considerando el conjunto de funciones como propias del Hamiltoniano no perturbado 

y tomando en cuenta que el valor medio es independiente de la representación, obtenemos que la 

aproximación a segundo orden del valor medio de una variable dinámica para sistemas perturbados 

corresponde a 

"" 
< A > = < A >o + _ f 0 ( t' - t) < ( A ( t' ) , H t ( t) ) >o d t 

i h -ao 

( t.4.8) 

+~ 
(ih)2 

f f e ( t' - t) e ( t - t t) < [ [ A ( t' ) , H, < t) ], Hu < ti) ] >o d t 1 d t , 
-ao -ao 

donde < ••• >o = Tr (Po .•• ) , 0 ( t' - t) = { 1 para t < t' y O para t > t' } y 

e ( t - t1 ) = { 1 pa'ra t1< t y o para t1 > t } • 
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2. PARTÍCULAS IDÉNTICAS Y SEGUNDA CUANTIZACIÓN. 

Las partículas en sistemas cuánticos se caracterizan como indistinguibles e idénticas en el sentido de que 

podemos describirlas con el mismo conjunto de cantidades fisicas como la masa, carga, espín, etc .. 28 Un 

sistema de n partlculas idénticas29 requiere de una descripción en el espacio de configuración a través de 

funciones simétricas en el intercambio de partlculas caracterizadas como bosOltes y antisimétricas en el caso 

de fenniones. En el espacio de configuración el estado de bosones podemos representarlo adecuadamente 

como un producto de funciones de estado de una partícula, mientras que el estado de fermiones a través de 

un determinante de dichas funciones, conocido en la literatura como determinante de Slater. 

Una forma alternativa de describir sistemas den partículas podemos establecerla a través del formalismo 

en segunda cuantización donde los estados del sistema se caracterizan en el espacio de número de 

ocupación . En el presente capítulo consideraremos algunas propiedades fundamentales con las que podemos 

caracterizar sistemas de partlculas idénticas partiendo del vector de estado en dicho espacio y definiremos 

los operadores de creación y aniquilación en el subespacio de una i-ésima partícula además de exhibir sus 

correspondientes transformaciones en distintas bases para postularlas en el espacio den partículas. A través 

de dichas transformaciones e introduciendo el operador de número, mostraremos dos posibles relaciones 

entre el orden de aplicación de los operadores de creación y aniquilación. Finalmente, estableceremos una 

posible formalización de los operadores asociados a la densidad de corriente eléctrica y campo eléctrico 

externo ( en su aproximación lineal ) para un sistema de partículas idénticas a través del operador de 

número que mide el valor total de alguna cantidad característica de una partlcula aditiva , lo que permitirá 

representar a dichos operadores en segunda cuantización. 

28 En el esquema conceptual del fisico donde la masa, carga, ó espín los establece en un plano fonnal del 
objeto al que los refiere supone prescindir de la materia del fenómeno (en términos kantianos) asociada al 
objeto particula ya que considera dichos conceptos como propiedades intrfnsecas del objeto y por ello 
independientes del sujeto que se los representa. 
29 Supondremos un sistema de partfculas idénticas como un conjunto de objetos indistinguibles 
caracterizados por un juego completo de variables dinámicas con las que representaremos distintos estados 
cuánticos, prescindiendo de una definición formal de partícula. 
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2.1 VECl"OR DE ESTADO DE UN SISTEMA DE PARTfCULAS IDÉNTICAS.30 

En la caracterización de un sistema cuántico compuesto por n partículas idénticas consideramos wt 

juego completo de variables dinámicas k con las que podemos describir cada una de las partículas. Los 

estados del sistema serán considerados a través de una combinación lineal del vector propio en donde la 

i-ésima componente caracteriza los estados de las n ¡ partfculas con valor propio k i . Matemáticamente 

SS 

esto quiere decir que cada valor propio k ¡ de k corresponde a la ocupación de un operador de número N 1 

cuyos vectores propios caracterizan los estados en donde un número definido de partfculas n ¡ tienen valor 

propio k i . El estado más general del sistema de n partículas se corresponde entonces con una combinación 

lineal del vector 

'I' ni , n2, n3, • • • = 1 n t , n 2 , n 3 , • • • > ( 2.1.1) 

el cual constituye un conjunto completo de vectores ortononnalizados en donde n ¡ representa el número de 

partículas con valor propio k i . El estado vacio y el de una i-ésima partícula se definen respectivamente 

como 

'JI (O) 1 0,0,0, ... > y 

'1'1(1) 1 O, O, •• , n ¡ = l , •• > . 

30 La presente caracterización de partículas idénticas la estableceremos a partir de la propuesta de 
Mer7.bacher Eugen en Quantwn Mechanics. Segunda edición. 

( 2.1.2) 

( 2.1.3) 
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A su vez, es usual definir los opendores de creación y aniquilación respectivamente con la propiedad 

a1t ln1,n2,n3, •.• >oc n1,n2, •• ,n¡+l, . > y ( 2.1.4) 

ad n1, n2, n3, .•• >oc 1 n1, n2, •• , n¡_:_l, ••. > ( 2.1.5) 

donde adicionan o eliminen una partícula en la i-ésima componente sobre la que actúan. Notemos que al 

aplicar el i-ésimo operador de creación al estado vacfo obtenemos un resultado proporcional al estado de une 

partícula i-ésima , por lo que definimos 

( 2.1.6) 

mientras que el i-ésimo operador de aniquilación sobre el estado de una partícula i-ésima da como resultado 

un estado proporcional al vacfo, por lo que a priori establecemos31 

a¡ 'I'¡ c1 > 'JI (O) • ( 2.1.7) 

Suponiendo al vacfo como el estado mínimo de particulas y a su vez, definiendo como carente de sentido 

aquellos estados con un número negativo de partículas tenemos que 

a¡'J'(O) o y ( 2.1.8) 

( 2.1.9) 

31 Las relaciones ( 2.1.6) y ( 2.1. 7) se establecen corno punto de partida para obtener constantes de 
proporcionalidad en las relaciones de conmutación y anticonmutación entre los operadores de creación y 
aniquilación. 
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2.2 RELACIONES DE CORRESPONDENCIA ENTRE DISTINTAS BASES. 

La transformación de una base con vectores propios { 1 K ¡ > } a otra base con vectores { 1 L q > } 

se obtiene ( aplicando relación de completez ) a través de 

IK1> 

donde 

L 1 Lq><Lq 1 K¡> 
q 

Cqi =<Lq 1 K¡> 

LCqi 1 Lq> 
q 

y 

ILq> 1 o,o, .. ,flq=t, •. > <l>q ( 1 ) , 

mientras que el estado vaclo ( <I> < 
0 1 ) se define como el mismo en ambas bases, es decir , 

<I> (O) 'J' (O ) • 

( 2.2.1) 

(2.2.2) 

( 2.2.J) 

Para establecer la relación de correspondencia entre los operadores de aniquilación en distintas bases 

consideremos lo siguiente. De la expresión ( 2.2.1 ) tenemos que 

L c•qiCqj =L<K1 ILq><Lq IKJ> 
q q 



desplaz.ando la suma sobre q hasta los términos con dicha variable obtenernos que la relación anterior 

corresponde a 

<K¡ I: 1Lq><Lq1 KJ> 
q 

aplicando relación de completez y suponiendo cada base ortononnalizada a la unidad, obtenemos 

De ( 2.1.9) tenemos que 

L c*qiCqj =<K; IKJ> 
q 

a; 'l'j < 1 > "··\Tl(O) 
U¡J T • 

Substituyendo ( 2.2.4 ) en la relación anterior obtenemos 

( 2.2.4) 
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a \u < 1 > "'"' e* e . 'tu <o r , 
jTj =~ qj qJT • (2.2.5) 

q 

Notemos que 

Cqj = L Crj 8qr , 

por lo que substituyendo dicha relación en ( 2.2.5 ) tenemos 



a1'1'j(ll ,;,,;L c•qiCrjBqr'I'<º>. 
q,r 

Substituyendo ( 2.2.3 ) en ( 2.2.6 ) obtenemos 

a¡ 'l'j<•I = L c*qi Crj Bqrcl>~ 01 . 
q, r 

De ( 2.1.9) en la base { 1 L q > } tenemos que 

Oqr«I><º>, 

donde bq representa al operador de aniquilación en dicha base. Substituyendo ( 2.2.8) en ( 2.2. 7) 

obtenemos 

a i 'I'j < 1 1 = L e* q ¡ e r j b q et> r < 1 
> 

q,r 

=L bqc*q¡L«l>r(l)Crj· 
q r 
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(2.2.6) 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

( 2.2.9) 

Por otro lado tenemos que de ( 2.2.1 ) , ( 2.2.2) , aplicando relación de completez·Y la definición del 

estado de una particula j-ésima, podemos establecer lo siguiente: 
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1 K j > = 'l'J < 
1 

> 

y finalmente substituyendo dicha relación en ( 2.2.9 ) tenemos que 

a 1 'l'J < J > 

Esta última expresión permite establecer la relación de correspondencia entre los operadores de 

aniquilación en dislintas bases del subespacio de una partícula, por lo que 

a¡ (2.2.10) 

Calculando el transpuesto conjugado en ( 2.2.10) , obtenemos la relación que guardan los operadores de 

creación en dislintas bases del subespacio antes mencionado, es decir, 

t 
a¡ =L t 

bq Cq ¡. ( 2.2.11) 
q 

Las expresiones en ( 2.2.10) y ( 2.2.11 ) las supondremos como relaciones de correspondencia entre 

operadores de aniquilación y creación respectivamente para transformaciones en el espacio de n partfculas. 
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2.3 BOSONES Y FERMIONES. 

Cuando dos operadores de creación a ¡ t y a j t son aplicados a un vector de estado caracterizan el 

mismo estado fisico salvo por una constante de proporcionalidad dependiendo del orden de aplicación por lo 

que, suele proponerse 

t t 
a¡aj'I' 

t t 
A.aj a¡ 'I', 

despejando y fuctorizando tenemos que la relación anterior es equivalente a 

t t t t 
(a¡ Bj -A.aj a¡)'I' =O. ( 2.3.1) 

Para obtener la constante de proporcionalidad A. , expresamos los operadores en ( 2.3.1 ) a través de una 

nueva base por medio de la relación ( 2.2.11 ) , es decir, 

tt tt ~ tt tt 
(a 1 a J - A a J a 1 ) '1' = ¿,. cq ¡ e kj ( bq b k - A b k bq ) 'I' = O. 

q,k 

Puesto que el producto entre los coeficientes en general corresponde a términos no nulos tenemos que 

para que dicha igualdad se satisfaga exigimos 

t t t t V k , q ( bq b k - A. b k bq ) = o . (2.3.2) 
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De la restric.ción ( 2.3.2 ) tenemos como posibles particulari7.aciones a 

t t t t 
b k bq - l.. bq b k = o y 

t t t t 
bq b k - l.. b k bq = o . 

Despejando el segundo término en ( 2.3.3 ) y substituyendolo en ( 2.3.4) obtenemos 
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( 2.3.3) 

(2.3.4) 

De esta última expresión obtenemos que A.=± 1. Por lo que la constante de proporcionalidad en ( 2.3.1 ) 

permite establecer las siguientes relaciones, 

para A.= l 

para A. =-1 

t t 
a¡ Bj 

t t 
Bj a¡ =O 

t t t t 
8¡ Bj + Bj 8¡ = 0. 

y (2.3.Sa) 

(2.3.Sb) 

Calculando la transpuesta conjugada en las relaciones anteriores y puesto que dichas expresiones son 

validas para toda i , j tenemos que 

para A.= l a¡&j - ªJªi =O y (2.3.6a) 

para A. =-1 a¡aj +aja¡soO; (2.3.6b) 
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En el caso de operadores de aniquilación y creación .,......_ la siguiente expresión 32 para relacionar 

el orden de aplicación entre dichos operadores, 

t 
a¡aj'I' 

t 
(µaj a¡+ a)'I'. (2.3.7) 

Aplicando las expresiones ( 2.2.10 ) y ( 2.2.11 ) que permiten corresponder respectivamente a los 

operadores de creación y aniquilación .en distintas bases y despejando ex , obtenemos 

t t 
( bq b k - µ b k bq ) = a . 

Separando los términos con un mismo subíndice tenemos que 

·Notemos que el segundo término al aplicarlo sobre el estado <I> ftl , ft2, ft3, ••• pennite establecer, de 

acuerdo con las definiciones de los operadores de creación y aniquilación, estados proporcionales a 

1 ñ 1 ' ft 2 ' • • • ·• ft k + l , . . . ' ft q - l ' . . . > • 

·. '· '· 
32 Se propone dicha expresión ya que permitirá mantener invariante en distintas bases al operador 

~ t t 
"""(a¡a¡ -µa¡ •1>, 

i 

con el cual caracterizaremos al operador de número. 

( 2.J.9) 
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mientras que ·a. el> fil , 112, ft3, ••• da corno resultado: 

a.I fl1,ft2, ••. ,ftk, •• ,flq•···>· ( 2.3.10) 

Debido a que el primer término en ( 2.3.8) al aplicarlo al estado el> fil , fi2, ft3, • • • (consid~ando I~ 

definiciones de los operadores de creación y aniquilación) representa un vector proporcional a ( 2.3.10) 

tenemos que para mantener la igualdad en ( 2.3.8) anulamos el segundo término (ya que el vector en 

( 2.3.9) y el> fil , 112, flJ, ••• corresponden a distintos estados ) . Los c;oeficientes en el segundo término en 

general son distintos de cero por lo que exigimos 

t 
µ b k bq =O). ( 2.3.11) 

Substituyendo ( 2.3.11 ) en ( 2.3.8) tenemos que 

"'"'* b t bt ¿. e k ¡ e kj ( k b k - µ k b k ) = a. . 
k 

( 2.3.12) 

Para determinar la constante a. apliquemos la expresión anterior al estado vacfo por lo que, 

( 2.3.13 )· 

: •':• • •• .. t .. t•·. :. ···'· 



De las relaciones ( 2.1.6), ( 2.1.7) y ( 2.1.8) tenemos para la base { f L q > } que 

Substituyendo dichas relaciones en ( 2.3.13 ) obtenemos 

y considerando la relación ( 2.2.4) 

establecemos que 

~ e\¡ e kj = a ¡ j , 
k 

y 
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Como a es una constante (independientemente del estado al que se aplique) tenemos que a = a ¡ j por lo 

que substituyendo la expresión ( 2.3.12) obtenemos, 

(2.3.14) 
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De la expresión ( 2.3. 7 ) que consideramos inicialmente para relacionar el orden de aplicación de los 

operadores de creación y aniquilación en la base { 1 K ¡ > } tenemos que despejando y substituyendo 

a = a i j obtenemos 
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t t 
111 aj - µaJ 111 (2.3.15) 

Substituyendo la relación anterior en ( 2.3.14 ) establec.emos que 

"" • t t t t .c.., e k ¡ e kj ( b k b k - µ b k b k ) = a 1 a J - µ a J a ¡ . 
k 

Como dicha igualdad es valida para toda i , j tenemos en particular para i = j y sumando sobre i que 

L e• k ¡ e k ¡ ( b k b k t - µ b k t b k ) = L (a 1 a 1t - µ a ,ta 1 ) • 
k ,¡ 

De ( 2.2.1 ) , e• k ¡ e k ¡ = < L k 1 K ¡ >< K ¡ 1 L k > por lo que la expresión anterior corresponde a 

L<Lk LIK1><K¡ ILk> (bkbkt _ µbktbk) 
k i 

~ t t 
~(a¡a¡ - µa¡ a¡). ( 2.3.16) 
1 



67 

ApJic.ando relación de completez y considerando a { 1 L q > } como un conjunto de vectores 

ortonormalizados a la unidad tenemos que de la relación en ( 2.3.16) obtenemos 

por lo que el operador 

"""' t t ¿,..(a¡a¡ - µa¡ a 1 ) (2.3.17) 
i 

permanece invariante bajo una transformación de bases. 

Para determinar las asignaciones posibles aµ, incorporamos al operador de número N ¡el cual establece 

el número n ¡ de particulas caracterizadas por el valor propio k ¡ de las variables dinámicas k con las que 

describimos a cada partícula. Como el número total de partlculas lo suponemos invariante en distintas 

representaciones tenemos que su correspondiente operador 

N=LN¡ 
i 

es invariante bajo una transformación de base. Por otro lado tenemos que tanto las constantes como el 
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operador en ( 2.3.17 ) pennanecen inwriantes bajo las transformaciones de los operadores de creación y 

aniquilación en distintas bases por lo que, se propone al operador de número de las i-ésimas partfculas como 

t t N¡= a.a¡ a¡+ pa¡a¡ +y ( 2.3.18) 

lo que pennite asegurar que el operador asociado al número total de partfculas pennanezca invariante bajo 

una transformación de la base del espacio en el que definimos al vector de estado de un sistema de n 

partlculas. 

Notemos que por la propia definición del estado vacfo tenemos que el número de i-ésimas partfculas en 

dicho estado es nulo por lo que 

N¡ 'l'(O) o 

ó bien, considerando la relación ( 2.3.18), 

a. a ¡ta¡ 'I' (O) + 13 a¡ a ;t'I' (O) +y 'I' <0 > = O. 

De las relaciones en ( 2.1.6), ( 2.1.7) y ( 2.1.8) tenemos que el primer término del lado izquierdo se 

anula, mientras que a¡ a ¡t 'I' < 0 
> = 'I' (O> , por lo que la relación anterior corresponde a 

ó bien -13. 

Substituyendo dicha igualdad en ( 2.3.18 ) obtenemos 
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t t 
N¡ = a•¡ •1 + JJ(a¡ a¡ - 1). (2.3.19) 

Para el vector de estado del cual partimos, tenemos que la i-ésima componente representa el número n ¡ 

de partlculas caracteriz.adas por el valor propio k ¡ de las variables dinámicas k con las que describimos a las 

partículas, por lo que dicho vector 

'I' ni, n2, n3,... = 1 n t , n 2, n 3, ••• > , 

podemos caracterÍ7.arlo como un vector propio del operador de número, lo que permite definir 

(2.3.20) 

La incorporación del operador N ¡ asociado a la i-ésima partícula y su ccrrespondiente valor propio n ¡ 

permiten obtener el siguiente conmutador33
, 

o 

33 Aplicand~ dicho conmutador al estado 'I' ni , n.¡, n3, ••• tenemos que. t 

[ N ¡ , a k ] 1 n 1 , n 2, n 3, •• > = N 1aktin1 , n 2, n 3, •• > - a k N il n 1 , n 2, n 3, •• > 
= N¡ak ln1, n2, 03,..> - n¡ak ln1, n2, 03, •• > 

t . 
=(N¡-n¡)ak ln1,n2,n3, •• > 
ac(N¡_: n¡)ln1, n2, •• , Dt+I, ••• > 
=(n¡- n¡)ln1, n2 , •. , Dk+I, ••• > \T'i;ék, 

por lo que se establece [ N ¡ , a k t] = O \;/ i ;é k . 
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Incorporando la relación ( 2.3.19) en el conmutador anterior obtenemos 

t t t t t t t t t t t 
[ N ¡ , a k ] = a a ¡ a ¡ a k + 13 8 ¡ a ¡ 8 k - 13 8 k - a a k. 8 1 8 ¡ - 13 8 k a ¡ 8 1 + 13 a k 

t t tt tt t t 
= a(8¡ a¡8k - •k 8¡ 8¡) + J3(8¡ 8¡ •k - 8k 8¡ a¡) 
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=o. ( 2.3.21) 

Notemos que una solución de la ecuación anterior corresponde a 

t t t t 
a¡a¡ak -aka¡a¡=O y t t t t 

a1a1ak -aka¡a¡ =O. 

. t t t t 
De las ecuaciones ( 2.3.5 ) para A = ± 1 tenemos que a k 8 ¡ = ± 8 ¡ 8 k , por lo que la primera 

igualdad de la solución equivale a 

t t t t 
a¡ a¡ak =±a¡ ak a¡. 

Como i ~ k establecemos de ( 2.3.15) que 

t t 
a¡ak = µak a¡. 

Substituyendo dicha igualdad en la relación anterior obtenemos 

t t . t t 
µa1ak81=±a1aka1. 
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por lo que para l.. = ± 1 obtenemos µ = ± 1. Un análisis semejante para la segunda parte de la solución 

propuesta nos permite obtener el mismo resultado. 

( 2.3.21 ) , tenemos que para P = O obtenemos N ¡ = O por ( 2.3.19) . Como N ¡ es un operador distinto 

al operador nulidad necesariamente a ¡ a ¡f' a k f' - a k ta ¡ a ¡t = O , reobteniendo µ = ± 1 para 

t t t t l.. = ± l. Análogamente para el caso donde P = O y a ( a ¡ a ¡ a k - a k a ¡ a ¡ ) = O 

obtenemos el mismo resultado. 

Por lo anterior tenemos que las asignaciones posibles a µ ,corresponden a µ = ± 1 para A. = ± 1. 

Incorporando dichos resultados en ( 2.3.15) y considerando las expresiones ( 2.3.5) y ( 2.3.6) concluimos 

dos posibles clases de relaciones de conmutación entre los operadores de creación y aniquilación: 

(1) 

(U) 

t t a¡ a¡ 

t 
a i ªJ 

t 
a 1 a J 

t 

a 1 •J 

t 
a 1 a J 

+ 

+ 

t t a¡ a¡ =O 

t 
ªJ a i 

t a¡ a¡ 

ªJ a i 

o 

t o 

=O 

t 
+ ªJ •1 = 8 ij 
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Las partículas que satisfilcen las relaciooes de coomutación ( 1 ) se denominan bmoae8 mientras que las 

que satisfacen las relaciones de anticonmutación ( 11 ) se denominan fermloaes. 

Las constantes a y 13 con las q~ caracterizamos al operador de número ( 2.3.19) podemos establecerlas 

a través del siguiente método. De las relaciooes de coomutación y anticonmutación tenemos que 

t 
a i a i 

t 
1 ± a¡ a¡ donde ( +) para bosones y ( - ) para fermiones. 

Substituyendo ( 2.3.19) obtenemos 

t t 
N ¡ = a a¡ a 1 + P (1 ± a 1 a 1- l) 

t N ¡ = (a± 13) a ¡ a ¡ . 

De la ecuación de valores propios ( 2.3.20 ) tenemos que 

Ni 'I' ni, n2, nl, ••• = Di 'I' ni, n2, nl,... , 

por lo que de la relación ( 2.3.22 ) aplicada a 'I' ni , n2, nl, • • • obtenemos 

a±A)ata·'I' ·=n·'I' ( .., 1 1 ni , n2, n3, • • • 1 ni , n2, nl , ••• 

. (2.3.22) 

Proponiendo n ¡ como el valor propio de a 1 t a 1 tenemos que (a ± 13). = 1 , lo que permite establecer 



t 
N¡ =a¡ a¡ 

· iESlSCOÑ ___ l 
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A partir de la caracterización del operador de número y tomando en cuenta las dos clases de relaciones de 

conmutación, es posible definir las constantes de proporcionalidad para los operadores de creación y 

aniquilación en ( 2.1.4) y ( 2.1.5) como 

a¡ln1,n2,n3, •.• > ± (n .• )Y. 1 n1, n I > (2323) nz, .. , ¡- , ... Y .. 

a ¡t 1 n 1 , n 2, n 3, • • • > y. 1 ±(n¡+l) n1,nz, •• ,n¡+l, ... > (2.3.24) 

donde para el caso de bosones se considera ( + ) mientras que para fermiones tenemos ( + ) si el número 

total de componentes (del vector 'I' ni , n2, nJ, ••• ) distintas de cero y menores a n ¡ corresponden a un 

número par y ( - ) si el total de componentes distintas de cero y menores a n ¡ corresponden a un número 

non. 

Finalmente, notemos que de la relación de anticonmutación para operadores de creación en el caso de 

.. tt tt o tt 
t = J tenemos que a ¡ a ¡ + a ¡ a ¡ = por lo que a ¡ a ¡ = O , lo que podemos interpretar como 

una representación del principio de exclusión de Pauli pues a partir de dicha igualdad no podemos establecer 

estados para dos ó más partículas con el mismo número cuántico por lo que, para fermiones tenemos que los 

valores posibles para el número de i-ésimas partfculas se restringen a n ¡ = 1 ó n ¡ = O . En este sentido es 

importante destacar que en las definiciones ( 2.3.23 ) y ( 2.3.24 ) necesitamos considerar para fermiones que 

si n ¡ = 1 entonces a ¡t 1 n 1 , n 2 , . • • > =O , asf como tomar en cuenta que para ambas clases de 

partlculas a ¡ 1 n t , n 2 , n 3 , • • • > = O si n ¡ = O • 
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2.4 OPERADOR DENSIDAD DE CORRIENTE ELÉCTRICA. 
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Para determinar el operador asociado a la densidad de corriente eléctrica partamos de la caracterización 

clásica de la densidad de corriente, es decir, supongamos un medio conductor con un tipo de portadores de 

carga q y representemos el número de portadores por unidad de volwnen como N. Despreciemos el 

movimiento térmico de las cargas y asignémosle la misma velocidad V de desplazamiento como se muestra 

en la siguiente figura. 

.. ....... ·· 
.. ·· 

.... ······ 
:\·· .. 

! ····~···· ... 

q 
···:. .... 
v&t. "· ·· .. 

··· . ... · .. 

V 

n 

En .1t las cargas se desplazan V .1t por lo que, considerando un vector normal n a la superficie A 

tenemos que la distancia recorrida en dicha dirección corresponde a: d = V At • n . La carga total AQ que 

atraviesa la superficie en el intervalo .1t será entonces la carga q por el número total de cargas dentro.del 

volumen Ad , es decir, 

AQ qNAd qNA vAt•a. ( 2.4.1) 
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Multiplicando por (L\t)-I los términos relacionados en ( 2 .... 1 ) y considerando el ifmite cuando.dicho 

intervalo tiende a cero, obtenemos 

L\Q = (qNv• ñ) A, 

L\t 

donde i representa la corrieate elktriCll , mientras que 

J = qN V 

se define como la demidad de corrieate. 

Para poder caracterizar a J como una veriable dinámica asociada a una partícula consideramos N = 1 en 

la definición anterior, además de expresar la velocidad en términos del momento P asociado a la partícula 

con carga q. Por lo que para la a. - componente tenemos que 

Densidad de corriente asociada a una partfcula 
ea la dirección a. • 

Considerando un sistema compuesto por un número arbitrario de partículas idénticas cada una de ellas 

con su correspondiente momento, podemos caracterizar a cada pertfcula por medio del valor propio asociado 

a dicha variable dim\mica. El operador que mide el valor total de la cantidad Pa de una partfcula aditiva se 

define como 

Pa LPai N¡, 



por lo que el operador asociado a la densidad de corriente en la dirección a ccrresponde a 

~ LPai N¡, (2.4.2) 
m 

donde N ¡ representa al operador de número de las i-ésimas partfculas con valor propio Pa ¡. 

Expresando los operadores de creación y aniquilación en el operador de número a través de una base 

arbitraria mediante las relaciones ( 2.2.10) y ( 2.2.11 ) , tenemos de ( 2.4.2) que 

q ~ ~ • t 
Ja = _ ..::,. Pa ¡ ..::,. e k ¡ e r ¡ b k b r . 

m i k, r 

De ( 2.2.1 ) , e k ¡ =: < L k 1 K ¡ >. y e• r ¡ = < K ¡ 1 L r > por lo .que, en la relación anterior 

obtenemos 

q LPai <Lk 1K;><K;1 Lr>bktbr. 
m i,k,r 

Como Pa ¡ lo supusimos valor propio en la base original { 1 K ¡ > } tenemos que 

(2.4.3) 
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Pa IK;> =Pai IK¡>. (2.4.4) 

Incorporando la relación ( 2.4.4 ) en ( 2.4.3 ) y recorriendo la suma sobre i hasta los términos con dicha 

variable, obtenemos · 
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' • ~ 1 .. ' 

q L<LklPa LIK¡><K1 ILr>bktbr. 
m k,r 

Aplicando relación de completez en la última relación tenemos que 
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q L < Lk 1 Pa 1 Lr> b ktb r. 
m k,r 

( 2.4.5) 

expresión que se define como el operador densidad de corriente elktrica en segunda cuantización, en 

t 
donde " q " y " m " representan la carga y masa de cada partfcula, " b k y b r " corresponden a los 

operadores de creación y aniquilación en una base arbitraria y "< L k 1 Pa 1 L r > " representa el 

elemento de matriz del operador " P a " en dicha base, el cual interoretaremos como 

00 

< Lk 1Pa1 Lr>= f<I>\(x)Pa<l>r(x)dx = (Pahr· 
-oo 

Finalmente, notemos que el operador densidad de corriente eléctrica en la representación de Heisenberg 

corresponde a 

Ja(t) = q L<Lk 1Pa1 Lr> e iff't/ h bktbr e-iff't/ h. 

m k,r 

Introduciendo e - i H' 11 he i H' 11 h = J entre Jos operadores de creación y aniquilación obtenemos 

q L < L k 1 Pa 1 L r > b k t ( t) b r ( t), 
m le, r 

( 2.4.6) 

relación que corresponde al operador densidad de corriente eléctrica en la representación de Heisenberg •. 
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2.5 OPERADOR ASOCIADO A UN CAMPO ELtcnuco EXTERNO. 

Consideremos un sistema de n partículas idénticas cada una de ellas portadora de carga q , sujetas a un 

campo eléctriro externo con potencial q> (r). La energfa de interacción entre cada partícula y el potencial 

escalar <p (r) se caracteriza a través del principio de acoplamiento minimal 34 como q <p (r). Por lo que 

para el sistema de n partículas tenemos que la energfa potencial ( sin considerar las interacciones entre las 

cargas ) corresponde a 

V 

n 

q L <1><r1> 
i= 1 

( 2.5.1) 

donde r¡ representa el vector de posición de la i-ésima partlcula portadora de carga q • en un sistema de 

coordenadas cuyo origen elegimos en un punto cualquiera del espacio en el que se encuentran dichas 

partfculas. 

La relación ( 2.5.1 ) podemos expresarla romo 

V V1( r 1) + V2 ( r 2) + . . . , ( 2.5.2) 

donde V¡ (r¡) = q <¡> (r¡) corresponde al potencial de interacción de la i-ésima partfcula con el campo 

eléctrico externo. Suponiendo que dicho campo varia débilmente, podemos desarrollar la energía en serie de 

potencias de T¡ = (x ¡,y¡, z¡) ,es decir, 

34 El acoplamiento minimal corresponde a una caracterfstica empírica que usualmente se establece romo 
principio. Cf. De La Pefta p 389. 
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2 . 2 
V¡ lr i) =V¡ (Xi, y i , z i) = Ao + A, Xj + Al Xj + . . + Bo + B, y¡ + B2 y¡' + 

+ Co + C1z1 + C2 z¡
2 + (2.5.3) 

Notemos que, 

V¡ (O, O, Ó) = Ao +· Bo + C~ . y 

éJ Vi ( x 1 'Y 1 'z 1) = A1 + 2A2 x¡ .+ 3A3 x¡ 2 + 

o]( i 

(2.5.4) 

Evaluando la última expresión en X¡ = O ( lo que equivale a x ¡ =y ¡ = z ¡ = O , pues los términos que 

dependen de y ¡ , z ¡ se anulan al calcular la derivada parcial respecto a x ¡ ) obtenemos 

. éJVi(Xi,yi,Zi) 1 
= A1. 

as 1 
Xi=Yi=Zi=O 

Análogamente calculando las parciales respecto a y ¡ , z ¡ : 

y éJ Vi (X i, Y,i • z i) 

ºYi 
Xi=Yi=Zi=O 

éJ z 1 
Xi=Yi=Zi=O 
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Substituyendo ( 2.S.4), los coeficientes Ai. B1 y C 1 en la relación ( 2.S.3 ) y aproximando hasta un 

término lineal, pues oonsideramos que el campo externo varia débilmente, tenemos que 

8Vi(Xi,yi,Zi) 1 
V¡ ( x i ; y ¡ , z ¡ ) "" V¡ ( 0 , O , O ) + X¡ + 8Vi(Xi,yi,Zi) , .. 

y¡ 

as:¡ Xi=Yi=Zi=O ay¡ Xi=Yi=Zi=O 

+ 8Vi(Xi,yl,Zi) 
Z¡ 

oZ¡ Xi=Yi=Zi=O 

En términos del operador nabla y el producto punto, la relación anterior es equivalente a 

V¡ (Xi 'y i 'z i) =V¡ (o' o 'o) + V¡ V¡ (Xi 'y i 'z i) 1 • (Xi 'y i • z i) • 
Xi=Yi=Zi=O 

ó expresando en términos del vector r ¡ = ( x ¡ , y ¡ , z .i ) : 

V¡ ( ;j') =V¡ (O) + V¡ V¡ ( ¡:¡) 1 • r ¡ 

ii=o 

Como V¡ ( r ¡ ) = q cp ( r ¡.) tenemos que V¡ ( O ) = q cp (O) , por lo que el potencial de interacción de 

la i-ésima partícula corresponde a 

V¡ ( r ¡) ""q cp (O) + V¡ q> ( r ¡) 1 • q r ¡ (2.S.S) 
rl=O 
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La relación ( 2.5.5 ) se aplica para cualquier i , por lo que incorpor6ndola en ( 2.5.2 ) obtenemos 

n 

V n q <¡> ( ií) + L V¡<¡> (r¡) 1 • q r 1 • (2.5.6) 
i=I ri=O 

Para un vector potencial del campo que corresponda a un movimiento estacionario tenemos que el campo 

eléctrico se define como 

E= -Vq> , 

por lo que substituyendo la relación anterior en ( 2.5.6 ) : 

n 

V = nqq>(O) _¿ E ri 1 • q r¡ 
i = 1 ri=O 

n 

nqq>(O) -Eo .¿ q r 1 
i=I 

Considerando al potencial V como V - n q <¡> ( O ) obtenemos 

V 

n 

- E o • L q r¡ 
i=I 

AproJdmaci6a liaeal del poteaclal 

de perhlrbaci6a. 

En la relación anterior, el campo eléctrico se encuentra evaluado en el origen del sistema de coordenadas, 

"q" COITesponde a la carga que porta c:ada ima de las partículas y ri SU correspondiente vector de posición. 
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La interacción entre wia partícula y el campo eléctrico externo podemos caracteriz.arla oomo una variable 

dinámica asociada a una i-ésima partfcula considerando n = 1 en el potencial de perturbación, por lo que 

V¡ -Eo•qr¡ Perturbación de la i-ésim• partkula. 

Expresando la relación anterior en términos de las componentes vectoriales obtenemos 

V¡ - Eo x q I¡ - Eo y q y¡ - Eo z q z¡ . 

En la dirección X tenemos que la variable dinámica que caracteriza a la i-ésima partfcula perturbada 

corresponde a: - Eo x q x¡ . En este sentido si consideramos un sistema compuesto por un número 

arbitrario de partfculas cada una de ellas con su correspondiente vector de posición, podemos caracterizar la 

variable dinámica asociada a la perturbación en la dirección X a través de cada uno de los valores propios 

proporcionales a Ij en la base35 
{ 1 M ¡ > } , mientras que el operador que mide el valor total de dicha 

cantidad corresponde a 

- Eo x L qx¡ N ¡ , (2.S.7) 

donde N ¡ representa al operador de número de las i-ésimas partlculas con m~ento dipolar 36 qI¡ . 

35 En dicho caso partimos de una base de vectores propios distinta que en el caso del operador asociado a la 
densidad de corriente eléctrica ya que dicho operador es proporcional al momento de las partfculas, por lo 
que no podemos suponer una base que simultáneamente corresponda a estados propios del momento y de la 
posición. 
36 Awique cada partícula se encuentra caracterizada por su correspondiente vector de posición esto no 
excluye que del sistema de partfculas idénticas algunas se localicen con una misma componente en la 

dirección x (materiales ordenados) y por ello con un mismo valor propio -E0 x qxi (en el caso de bosones ó 
una condensación de Bose). 
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Notemos que la swna en ( 2.S. 7 ) podemos corresponderla con la componente en x del operador de 

polarización ( P x ) del sistema de partículas idénticas, por lo que una expresión equivalente para el 

operador asociado a la perturbación en dicha dirección la establecemos como 

- EoxPx donde Px = L qI¡ N¡. 

Análogamente para las direcciones y , z obtenemos respectivamente que 

Vy donde Py = Lqy¡ N¡ ·y 

donde Pz = L qz¡ N¡. 

A través de las relaciones anteriores podemos representar el operador asociado a la perturbación en su 

aproximación lineal como 

84 

V 

3 

-LEo 13 Pp 
J3= 1 

tal que Pp ""L q J3¡ N¡ (2.S.8) 

en donde CQO J3 = l, J3 = 2, J3 = 3 designamos respectivamente ax. y, z. 
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Para caracterizar al operador que representa la perturbación a través de wt ccnjunto de vectores común al 

operador asociado a la densidad de corriente eléctrica, expresamos en términos de los vectores { 1 L q > } 

al operador de número N ¡ en ( 2.5.8), es decir, 

Pp = Lqf3¡ L Csi c*tl b/bt, 
i s' t 

c.onsiderando de ( 2.2.1 ) que e 8 ¡ = < L 1 1 M ¡ > , e• t ¡ = < M ¡ 1 L t > y reagrupando términos, 

obtenemos que la relación anterior corresponde a 

Pp = L q < L s 1 L f3¡ 1 M ¡ > < M 1 1 L t > b 8 t b t . (2.5.9) 

s' t 

Como - Eo x q s¡ lo supusimos valor propio en { 1 M ¡ > } tenemos que dicho conjunto corresponde a 

una base de vectores propios del operador X ( análogamente para Jos operadores asociados a y , z ) por Jo 

que 

p IM1> f3¡ 1 M1>. 

Substituyendo la relación anterior en ( 2.5.9 ) y aplicando relación de completez obtenemos 

Pp "" L q < L. 1 p 1 L t > b / b t . ( 2.5.10) 
s' t 
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Substituyendo ( l.5.10) en ( l.S.8) tenemos que el operador asociado a la perhlrllee1611 li11e11I debida al 

campo eléctrico externo corresponde a 

V 

3 

-LE013 Pp 
p = 1 

con Pp = L q ( 13 ) s t b 8 t b t • (2.5.11) 

s. t 

donde " ( 13 ) s t" representa al elemento de matriz " < L 8 1 p 1 L t > " el cual se interpreta de forma 

análoga que en el caso del operador asociado a la densidad de corriente eléctrica pero ahora considerando a 

los operadores:" X" para J3 = l , "y" para 13 = 2," z" para 13 = 3. 

Finalmente, notemos que de ( 2.5.11 ) tenemos que el operador de perturbación lineal en la 

representación de Heisenberg corresponde a 

donde 

V ( 't) 

3 

-LE013Pp ('t) 
IJ=l 

Pp('t) = Lq(Jl)st hst('t) ht('t) , 
s. t 

b t ( 't ) = e i H' 't' I h b t e - i H' 't' I h y 

b · t(·. ) _ i H' 't' I h b. t - i H' 't/. h s 't' -e 1 e . 

( 2.5.12) 
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FkLLA DE omGKN 3. FUNCIÓN DE GREEN. 

En el presente capitulo "justificaremos" algunas propiedades de las funciones de Green retardada y 

avanzada estableciendo la relación que guardan sus correspondientes transformadas de Fourier, lo que 

permitirá caracterizar la aproximación lineal del valor medio asociado a la densidad de oorriente para un 

sistema de partículas idénticas perturbadas por un campo eléctrico alterno, en términos de la transformada 

de Fourier de la función de Green retardada. 

A su vez, exhibiremos dos posibles desarrollos del tensor de conductividad ( ó negativo de la 

transformada de Fourier de la función de Green retardada) considerando en uno, los valores propios del 

Hamiltoniano no perturbado y en el otro (prescindiendo expllcitamente de dichos valores) una serie de 

potencias en (ro+ iE) -i con las que podremos establecer una aproximación al tensor de conductividad a 

través del cálculo de conmutadores entre los operadores presentes en la función de Green retardada y el 

Hamiltoniano del sistema. 



: .. ' .. • ; ~ ' 
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3.1 FUNCIONES DE GREEN RETARDADA Y AVANZADA. 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 

En mecánica estadlstica y teorla de campos podemos considerar la función de Green retardada 

GR a p ( t', t) y avanzada G A a p ( t', t) como37 

GR a 13 ( t', t) = _:_ 0 ( t' - t) < (Ja ( t' ) , p p ( t )) >o 
ih 

G A a 13 ( t', t) = - _:_a ( t-t') < Pa ( t') 'p p ( t )] >o 
ih 

y . ( 3.1.1) 

( 3.1.2) 

donde < . . • >o = Tr ( po ••• ) , po representa el operador asociado a la matriz de densidad para el 

caso de una distribución canónica principal ' a ( t' - t ) y a ( t - t') corresponden a funciones escalón 

mientras que Ja ( t' ) y P p ( t) caracterizan operadores en la dirección a y 13 respectivamente 

en la representación de Heiscnbl."fg. En el caso donde dichos operadores describan partlculas idénticas 

correspondientes a bosones tenemos que los corchetes suelen definirse como conmutador mientras que para 

fcrmiones como anticonmutador. 

Las funciones de Green se encuentran íntimamente relacionadas con el calculo de cantidades 

"observables" ya que por ejemplo: en la aproximación a segundo orden del valor medio de una variable 

dinámica para sistemas perturbados ( 1.4.8) tenemos que el integrando del termino lineal podemos 

corresponderlo con una función de Green retardada con la debida aclaración de que los corchetes 

37 Cf. Zubarev D.N. Nonequilibrium Statistical Thennodynamics en Studies in Soviet Sciencie 1974;·· 
Consultants Borea•New York-Loodoo. p 176. 
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representan un conmutador3•. A continuación exhibiremos algwias propiedades de las funciones de Green y 

sus respédivas transformadas de Fourier que serán necesarias en el cálculo antes mencionado. 

En las funciones retardada y avanzada la dependencia temporal de Jos operadores podemos expresarla en 

términos de una sola variable temporal, para ello notemos que de < ••• >e = Tr ( Pe ••• ) tenemos 

< (.la ( t' ) • P p ( t) ] >o = L < n 1 po [ .la ( t' ) , P p ( t) ] 1 n > 
n 

=:I:<n 1 poeiH't'/h.Jae-iH'(t'-t)/h Ppe-IH't/h 1 n> 
.n 

"" < 1 iH' 1 t h p iH'( t'- t) t h • - IH' t' I h 1 0 > - ~ n po e p e "ª e 
n 

Aplicando relación de completez, considerando que [ Po , e iH' 11 h ] = O y reagrupando elementos de 

matriz, la traza anterior corresponde a 

L < m 1 e-iH't/h 1n><n1 Po eiH't'/h .lae-iH'(t'-t)/h Pp 1 m > 
n,m 

L < m 1 po p JJ e iH'( t'- t) I h .la e - iH' t' I h 1 n > < n 1 e IH' ti h 1 m >. 
n,m 

38 El valor medio de la expresión en ( 1.4.8) se obtuvo considerando la ley de evolución del operador 
asociado a la "función de distribución" la cual se define a través de un conmutador. En este sentido tenemos 
que aunque los operadores involucrados en la aproximación del valor medio de algwia variable dinámica 
caractericen un sistema de fenniones, consideraremos inicialmente un conmutador en la función de Green 
retardada que asociemos al término lineal en dicha aproximación. Al realizar algwia particularización del .. 
cálculo del término lineal para variables dinámicas asociadas a ferrniooes aplicaremos relaciones de 

anticonmutación para obtener ( Ja ( t' ) , P p ( t) ] pero consideníndolo como un conmutador. 
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Aplicando nuevamente relación de completez pero ahora sobre los n vectores y considerando que 

[ - IH' t/h ] e , Po = O obtenemos 

< [Ja. ( t' ) , p p ( t) ] >o = ~ < m 1 Po e iH'( t'- t) I h Ja e - iH'( t'- t) I h p p 1 m > 
m 

_ ~ < m 1 Po Pp eiH'(t'-t)/h Jae-iH'(t'-t) t h 1 m > 
m 

< lJa ( t'- t), P p ] >o . 

Por lo que para -r = t'- t tenem<is que 

< [ Ja ( t' ) , P p ( t) ] >o ·- < [ Ja ( 't" ) , P p ] >o . ( 3.1.3) 

Incorporando la relación anterior en las funciones de Green retardada y avanzada podemos establecer lo 

siguiente, 

GR a 13 ( 't" ' o ) = ~e ( 't" - o ) < Pu ( 't" ) ' p p ] >o y 
ih 

GAap('t",0) = -_
1 0(0--r) <[Ju(-r), Pp) >e 
ih 

( 3.1.4) 

(3.J.5) 
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La relación entre la función de Green retardada y avanz.ada podemos obtenerla considerando la expresión 

en ( 3.1.5) para un orden inverso en los subindices, es decir, 

G Apa ( 't , O) = - ..:.__ 0 (O - 't) < [ p p ('t) , Ja ) >o 
ih 

= ..:.__e ( - 't) < [Ja 'p p (-t) 1 >o 
ih 

y de la relación en ( 3.1.4 ) para una dependencia temporal en el segundo operador 

ºRª p ( o , :'t ) = ..:.__ e ( - 't ) < Pa ' p p ( 't ) 1 >o 
i li 

( 3.1.6) 

( 3.1.7) 

Comparando las expresiones anteriores tenemos que la relación entre las funciones retardada y avanzada 

corresponde a 

R 0 A Gap( ,'t) =O pa (1:,0) • (3.1.8) 
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Calculando la tra...ror..dll de Fomier oon respecto a ro + ie de las funciones relacionadas en ( 3.1.8 ) 

obtenemos 

R 0 • A • ) Gap( ,ro+1e) =G pa (ro+1e,O , (3.1.9) 

donde 

00 

R . I R G ap(O,ro+ie).=. G ap(O,-r) 
- j (ro+ iE) 't . d• 

e . . • 
-oo 

00 

A J A -i(ro+iE)'t d O pa (ro+ie,O) = G pa ('t,0) e . 't. 
-oo 

Por otro lado, la traza es invariante ante una transposición por lo que 

< Pa. • P P ft) ] >o• = < [Ja , P p (t) ] >o t •. 

t t t 
Como Po= Po y puesto que 39 Tr (Po [Ja , P p (t)] ) = Tr ( [Ja , P p (i:)] Po) tenemos que 

la relación anterior corresponde a 

< [Ja • P p ('r) ] >o• = < [Ja , P p ('r) ] t >o (3.l.10) 

39 Aplicando relación de compllitez notemos que la trll7.B del producto entre dos operadores no depende del 
orden entre dichos operadores. 
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Desarrollando el conmutador y calculando el operador adjunto del producto entre operadores, obtenemos que 

la expresión en ( 3.1.10) equivale a 

• t t t t < [Ja , P p (-r) ) >o = < ( P p (-r) Ja - Ja P p (T) ) >o . 

Como H ' corresponde a un operador hermitiano obtenemos que41 P p (T) t = P p t (-r) . En caso de que 

los operadores Ja y P p representen operadores hennitianos P p t (T) = P p (-r) y Ja t = Ja por 

lo que, en la relación anterior tendrlamos 

< [Ja 'P p (-r) ) >o• = < ( P p (-r) , Ja ) >o (3.1.11) 

De la definición de la función de Green retardada ( 3.1.4 ) podemos establecer su conjugado como 

GR a• p ( O , T ) = - ..:__ 0 ( - T ) < Pa , P p ( T ) ) >o• · 
ih 

Substituyendo ( 3.1.11 ) en la relación anterior obtenemos 

(i) 

Como el Hamiltoniano corresponde a un operador hermitiano H' = H' t , por lo que la relación en ( 1) 
podemos representarla como 

. '··. 



GR a• p ( O , 't ) = ~ 9 ( - 't ) < (Ja • P p ( 't ) ) >o · 
ih 

Comparando esta expresión con la relación en ( 3.1.6) tenemos que 41 
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R • A G a p{O,'t) = G pa {'t,0) • (3.1.12) 

Por otro lado, de la definición de transformada de Fourier, 

00 

R f R i (ID- i&) 't d G a p (O, - (ro - i&)) = G a p (O, 't) e 't 
-oo 

Notemos que el conjugado de dicha relación corresponde a 

00 

R* • f R* G a 13 (O, - (ro - I&)) = G a p (O, 't) 
-i (ro+ ie )'t d e 't. 

- 00 

Substituyendo ( 3.1.12) en la igualdad anterior obtenemos 

00 

R * f A -i(m+Í&)'t d G a p (O, - (co - i&)) = G pa ( 't, O) e 't 
-oo 

ó bien, aplicando la definición de transformada de Fourier tenemos que 

41 Este resultado junto con la expresión en ( 3.1.8) permiten mostrar que la función de Green retardada 
corresponde a una función real cuando los operadores asociados a dicha función se caracteri:zan por la 
propiedad de hermiticidad. 
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( 3.1.13) 

Finalmente, notemos que de ( 3.1.9) y ( 3.1.13) obtenemos 

y calculando el conjugado de la igualdad anterior 

GR a 13 (o' - (CD - ie)) ( 3.1.14) 

La relación en ( 3.1.14) exhibe que el conjugado de la transformada de Fourier de la función de Green 

retardada corresponde a la transformada de Fourier de dicha función con respecto al negativo de la 

frecuencia conjugada, lo que permitirá simplificar la representación del valor medio de una variable 

dinámica en su aproximación lineal como mostraremos en el siguiente apartado. 



TESIS COM 
FALLA DE ORIGEN 

J.2 FUNCIÓN DE GREEN RETARDADA Y DENSIDAD DE CORRIENTE ELÉCl'RICA. 

97 

En la presente sección caracterizaremos la relación entre la función de Green retardada y el valor medio 

de la densidad de corriente eléctrica, considerando un sistema de particulas idénticas perturbado por un 

campo eléctrico alterno. De la relación en ( 1.4.8 ) tenemos que el valor medio de una variable dinámica 

hasta un término lineal para el caso del operador asociado a la densidad de corriente eléctrica en la 

dirección a equivale a 

<.la> < .la>o + 

00 

fe ( t' - t ) < ( .la ( t' ) , H t ( t) ) >o d t . 
i h -oo 

( J.2.1) 

H t ( t) corresponde a un operador en la representación de Heisenberg asociado a la perturbación 

(dependiente del tiempo) debida al campo eléctrico externo. En el caso de un campo eléctrico cuyo vector 

potencial represente a un movimiento estacionario, el operador asociado a la perturbación producida por el 

campo eléctrico constante podemos establecerlo a través de la relación en ( 2.5.12) como 

H(t) 

3 

-~EopPp(t) 
13 = 1 

(J.2.2) 

donde P p ( t ) corresponde al operador asociado a la componente p del vector de Polarización del sistema 

en la representación de Heisenberg, mientras que con Eo p asignamos la componente en dicha dirección del 

campo eléctrico externo. 
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En la perturt.ción dependiente del tiempo debida a un campo el6ctrioo con un espaciamiento 

unifonnemettte alterno a un tiempo periódico propondremos la siguiente relación42 

Et 
Ht(t) =H (t) e cos(rot). 

Substituyendo ( 3.2.2 ) en la propuesta anterior, obtenemos que el operador en la representación de 

Heisenberg asociado a la perturbación dependiente del tiempo podemos caracterizarlo como 

3 
~ El -L.,,EopPp(t) e cos(rot). (3.2.3) 

P= 1 

De la relación en ( 3.2.3) y suponiendo como condición inicial que la densidad de corriente en 

ausencia del campo eléctrico externo corresponde a un termino nulo, obtenemos que el valor medio de dicha 

densidad ( 3.2.1 ) equivale a 

3 00 

< Ja > = - L Eo p f 6 < t' - 1
) < [Ja ( t') • P p ( t) ] >o eE t cos ro t d t. ( 3.2.4) 

P=I -ao ih 

La dependencia temporal de los operadores podemos expresarla a través de una sola variable temporal 

por lo que, procediendo de forma análoga a la obtención del resultado en ( 3.1.3) tenemos que 

< [ Ja ( t' ) • p p ( t) ] >o = < [Ja ' p p ( t - n ] >o . 

42 et: Zubarev. p 168. 
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Definiendo 't = t - t' en la relación anterior e incorporéndola en ( 3.2.4) asf como expresando cos co t 

en términos de funciones exponenciales43 obtenemos 

3 00 

< .fa. > = - L Eo 13 e ( i ro+ E) t' Ja < - 't ) < [.fa ' p p ( 't ) ] >o e ( i ro+ e) 't d 't 
p=I -oo ~h 

3 00 

-L Eo13 
J3 = 1 

e<- i ro+ E> t' Ja (-T) < [.fa. ' p p ( 't) ] >o e<- i co + & ) 't d 't, 
-oo 2i h 

Notemos que los dos primeros términos en los integrandos corresponden según ( 3.1.7) a la función de 

Green retardada GR a p ( O , 't ) por lo que, 

3 00 

< .fa > = - L Eo 13 e ( i ro+ & ) t' J ) R Í( CO- ÍE)'t 
_Gap(O,T) e d 't 

P=I -oo 2 

3 00 

- L Eo 13 e (- i ro+ E) t' J ~ GR a 13 (O, 't) e - i ( co + i E) 't d 't 
J3=1 -oo 2 

ó bien, considerando la definición de la transformada de Fourier establecemos que 

•3 & t ( i Q) + & ) ,.,. + t'> (-1Q)+6),.,. + t'> • ParaT=t-t'tenemosque e cosrot=(l/2)(e ,. +e ,. ). 



100 

3 
~ l · e ( j CD.+ 6) t' R <Ja">= ....: L. Eop G ap(O,-(co-it)) 

13 = 1 2 

3 
""' E (- i ro+ e) t' GR ( 0 +. -) -¿,... op e ap ,ro te. (3.2.S) 

P= t 2 

De ( 3.1.14) tenemos que GR a p (O , - (ro - i&)) = GR a• p (O , ro+ i& ) por lo que la relación en 

( 3.2.S ) corresponde a 

3 
"'"' l ( Í O>+ ll} t'. R • • . - ¿,... Eop e ,, .. ---G a p(O, ro+t&) 

13=1 2_ 

3 

- L Eo 13 e<- i ro+ e) t' GR a 13 (O , ro+ i & ) • 

p = 1 ' 2 

Finalmente, notemos que el primer término en la relación anterior equivale al conjugado del segundo 

término por lo que, 

donde 

3 

<Ja>= -L Eo13 Re { e(-iro+e)t' GRa13{0, ro+i&)} 
13 = 1 

ao 
R • J R 0 -icm+iep G ap(O, ro+t&) = G a13( ,'t) e d't. 

-ao 

(3.2.6) 
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La relación en ( 3.2.6 ) representa una aproximación lineal al valor medio de la densidad de corriente 

eléctrica en ténninos de la transformada de Fourier de la función de Green retardada para un sistema de 

partículas idénticas sometidas a un campo eléctrico externo alterno. En dicha relación tenemos que 

--OR a 11 (O, ro+i e ) se define44 como el tensor de conductividad eléctrica en el campo periódico donde el 

limite e~ O suele efectuarse después de tomar el limite termodinámico V--+ ex> (tal que VI N =cte.) 

44 Cf. Zubarev. p 170. 
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3.3 CÁLCULO DE LA TRANSFORMADA DE.FOURIER DE LA FUNCIÓN 

DEGREENRETAimAD~ 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
La función de Green retardada GR a p ( O , 't ) según la relación ( 3.1. 7 ) corresponde a 

GR a p ( O , 't ) = .!.__ 0 ( - 't ) < Pa , P p ( 't ) ] >o · 
ih . 

Calculando la derivada con respecto a 't , 

~GR a p (O , 't) = :_ ~0 ( - 't) < Pa 'P p ( 't) ] >o + .!.__ 0 ( - 't) ~ < (Ja • P p ( 't) ]>o. 
d't ih d't ih d't 

Suponiendo en la representación de Heisenberg a los vectores con los que caracterizamos los estados del 

sistema obtenemos, 

~ < [Ja , P p ('t) ]>o · = < [Ja • ~ P p ( 't) ]>o · 
d't d't 

Aplicando la ecuación de evolución para el operador P p ( 't ) en la relación anterior establecemos que, 

.!.__ < [Ja , [ P p ( 't ) , H' ] ] >o . 
ih 

(3.3.1) 
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Redefiniendo 0 ( - 't ) en términos de una función continua como se muestra en la siguiente figura , 

0(-'t) 

notamos que la derivada con respecto a 't corresponde a 

~e (--r) 
d 't 

't . 

La gráfica anterior representa precisamente al negativo de la función delta de Dirac por lo que 

proponemos la siguiente relación , 

~e e - 't > = - a ('t ) • 

d 't 
( 3.3.2) 
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Substituyendo ( 3.3.1 ) y ( 3.3.2 ) en la derivada con respecto a 't de GR a p ( O , 't ) tenemos que 

d R 3 ('t) [ p ] 6 (-'t) [ [P ( H']] __, G a 13 ( O , 't ) = - __ . < Ja , 13 ( 't ) >o + __ . < Ja , p 't ) , >o. (3.3.3) 

d 't i h (i h) 
2 

La relación en ( 3.3.J ) corresponde a la ecuación de evolución de la función de Green retardada a partir 

de la cual obtendremos GR a 13 (O , co ) • Para ello multipliquemos dicha relación por e - i ro 't e integremos 

respecto a T en < - oo , oo >. 

00 

f ~GR a 13 (O, 't) e- i ro 't d't 

-oo d't 

00 

f 5 
('t >. < [Ja , P p ( 't ) ] >o e - 1 ro T d't 

-oo i h 

00 

+ f 6 ( - 't >. < [Ja , [P p ( 't) , H']] >o e - 1 ro 't d't. 

- 00 (i h) 
2 

Resolviendo por partes la integral del miembro izquierdo considerando el caso en donde45 

GR a 13 (O, 't-+ ± oo) = O y la definición de transformada de Fourier de la función de Green retardada 

•$ De la relación en (3.1. 7) y procediendo de forma análoga al resultado obtenido en (3.1.J) establecemos 

GR a 13 (O , 't) = ~ 0 ( - 't) < [Ja , P p ( 't) ] >o = ~ 0 ( - 't) < [Ja(- 't) , P p] >o. 
ih ih 

Suponiendo que la densidad de corriente en el sistema considerado se debe exclusivamente a la aplicación 
del campo eléctrico externo y que desconectarlo da como ''resultado" el que dicha densidad se aproxime a un 

término nulo, tenernos que Ja(-'t -+± oo) =O . Bajo dicho supuesto la relación anterior corresponde a 
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( 3.1.9.e ) , asf como aplicando la definición f 5 ('t) f('t) d't = f( O) en la primera integral del miembro 

derecho, obtenemos que la relación anterior corresponde a 

i c.oGR a p ( O , e.o ) = - ~ < ( Ja , P p ) >o 
ih 

00 

+ f O(-'t).<(Ja ,[Pp('t) ,H'])>o e-iID't d't.(3.3.4) 

- 00 (i h) 
2 

La integral explicita en la relación anterior podemos resolverla "directamente" cuando los estados del 

sistema corresponden a estados propios del Hamiltoniano no perturbado ( H'I o>== Enl n >). 

Comencemos caracterizando la traza del conmutador en el integrando, a partir de dicho supuesto. 

< [ Ja • [ P p('t) , H ' ) ) >o = L < n 1 po Ja [ e iH' 't / h P p e - iH' 't / h , H ' ) 1 n > 
n 

-L<n 1 po[ eiH''t/h Ppe-iH''tth,H')Ja 1 n>. 
n 

S b t•tu d A - H' I T (d' "b ºó ó . . . 1) "d d [H ' ± iH' 't I h) O u s 1 yen o po = e 1stn uc1 n can mea prmc1pa , cons1 eran o que , e = 

y los estados como propios del Hamiltoniano H ' , tenemos que , 

< [.la ' [ p p('t) ' H ' ]) >o =AL e -En I T < n 1 Ja e iH"t I h [ P P 'H '] 1 n >e - iE n 't I h 
n 

-ALe-En/TeiEn't/h<n 1 [Pp,H']e-iH''t/hJal n>. 
n 

Aplicando relación de completez en ambas sumas y substituyendo los valores propios de H ', 
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< CJa ' ( P p(t) , H ' ]] >1 = 

A Le -E" / T < n 1Ja1 m >e iE m 't / h < m 1 [ P p , H '] 1 n > e - iE" 't / h 
n,m 

- AL e -E" {Te iE" 't / h < n 1 ( P p, H '] 1 m >e - iE m 't / h < m 1 Ja 1 n >. 
n,m 

Intercambiando los sublndices en Ja segunda suma y factorizando, 

< (Ja • ( P p('t) , H' ]] >o = 

n,m 

Por otro lado el2emento de matriz de ( P p , H '] corresponde a 

< m 1 [ P p, H '] 1 n > = < m 1 P p H '1 n > - < m 1 H 'P p 1 n > 

= < m 1 P p 1 n > E n- E m< m 1 P p 1 n > 

= < m 1 P p 1 n > ( E n - E m ). 

Substituyendo esta expresión en la relación anterior obtenemos que, 

<(Ja ,[Pp('t), H']]>o = L Inm(E 0 -Em)ei(Em-En)'t/h (3.3.5) 
n,m 

donde 

1 n m = A< n 1Ja1 m >< m 1 P p 1 n > (e -En / T - e -E m / T ). 
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En el caso de < (Ja , P p ] >11 (primer término en la relación ( 3.3.4) ) tenemos lo siguiente, 

< [Ja , P p ] >o =A L e -En 
/ 

T < n 1 Ja P p 1 n > - AL e - En / T < n 1 P p Ja 1 n >. 
n n 

Aplicando relación de completez en ambas sumas e intercambiando los sublndices en la segunda, 

establecemos 

< CJa, Pp] >o A L e -En 
/ 

T < n 1Ja1 m > < m 1Pp1 n > 
n,m 

- A L e -E m / T < m 1Pp1 n > < n 1Ja1 m > 
m,n 

n,m 

ó bien , considerando la definición en ( 3.3.5 ) obtenemos 

< Pa ' P p ] >o = L In m (3.3.6) 
n,m 

Substituyendo las relaciones ( 3.3.5 ) y ( 3.3.6 ) en ( 3.3.4 ) tenemos que 

00 

lmGRap(O,ro) =L Inm {- _•_. +.En-Em f 0(-'t) ei{ [(Em-En)/h]-ro}'td't }. 

n,m ih (ih)2 -ao (3.3.7) 



Realizando un cambio de variable ( 't' -+ - t ) e incorporando 46 

0 ( t) = 

27t 

00 

f 
-ao 

e -ixt dx 
x+iE 

en la integral presentada en la relación ( 3.3. 7 ) obtenemos 
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46 Dicha relación podemos exhibirla a través del cálculo de residuos, para ello notemos que la singularidad 
del integrando ( xo = -i& ) corresponde a un polo simple pues satisface el siguiente criterio: llamemos 
g (x) = exp(- ixt) y h (x) = x + ie (estas fimciones podemos expresarlas en series de potencias 
convergentes en Xo, por lo que corresponden a fimciones anallticas en dicho punto), puesto que 
g (Xo) = exp(- et ) *O (para t finita) , h (Xo) =O y h' (Xo) = l , la función g (x) / h (x) tiene un polo 
simple en Xo y su residuo corresponde a g (Xo) / h'(Xo) = exp (-et) ( Cf. Marsden J. y Hoffinan "Basic 
Complex Analysis" Segunda edición. Ed. Freeman and Company. Nueva York.1987.Cap 4 ). Debido a que 
x0 representa un punto en el eje imaginario tal que lm Xo< O tenemos para - t < O 
( ó t >O) que 

00 

f e - i x t dx = - 2n i L residuos = - 27t i e - 8 t 
-ao x+iE 

óbien 
00 

f -ixt -et _e__ dx =e · para t>O , ( i) 

27t 
-ao x+iE 

mientras que para t < O 

00 

f -ixt _e__ clx 27t i L residuos = O para t < O . ( ¡¡) 

-oo x+iE 

Al calcular el tensor de conductividad consideraremos el límite E -+ O , por lo que ( i ) y ( ii ) describen 
adecuadamente 0( t ) = { 1 para t >0 y O para t < O } . 
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00 00 QO 

f O(-'t) e i{[(Em-En)/h]-co }'t d't f (x+ ie)-1 f e-i{[(Em-En)/h]-co+x} t dtdx. 

-co 27t - 00 
-

00 (3.3.8) 

Por otro lado, considerando la representación de la fimción delta de Dirac47 

00 

li ( a ) = _
1_ J e - i ª t dt 

27t -co 

tenemos que, la integral en ( 3.3.8 ) corresponde a 

47 La transformada de Fourier de la función li (a) equivale a 
CX) 

F[li(a)]= J li(a)e -iat da. 
-co 

Considerando la definición J li(a) f(a) da= f( O) en ( ¡) obtenemos, 
00 

F(li(a)]= J li(a)e-iat da =e-iatla=o =l. 
-co 

Aplicando la transformada inversa de Fourier en la relación anterior , 

óbien 

00 

F-1 F[li(a)] J eiat dt 

27t -co 

¿; (a) 

00 

J eiat dt 
21t . ~ ao 

(i) 

Realizando el cambio de variable a-+ - a y puesto que li (a) = li (-a) tenemos que una posible 
representación de la fimción delta de Dirac corresponde a 

00 

¿; (a) Je -iat dt. 

27t -co 
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-oo 

00 00 ' 

J l{[(Em-En)/h]-ro}'td J -1 
0(-'t) e 't = i (x+ie) 5{[(Em-En)/h]-ro+x} dx. 

-oo 

Aplicando la defmición de la función delta de Dirac utilizada en la caracterización de la relación en ( 3.3.4) 

establecemos que 

00 

f 0 (-'t) e i{[(Em-En)/h)-ro }'t d't = i {ro+ iE+[(En-Em)/h) rt. 
-co 

Substituyendo la relación anterior en ( 3.3. 7) obtenemos, 

i roOR a p (O , m) = ~ In m {-~ +.(En - Em) i { ro+ i& +[(E;. .:..E m) / h] } -I } · 

. n ' m .i h (i h) 2 . ·' ... 

h 

= ~ In m ~ { h (co + iE) { h (ro+ iE) +En -E m } -l } . 
n,m 

h 

Expresando a " ro " de la forma " ro + iE " tal que E -> O , el desarrollo anterior corresponde a 

i(co+iE)ORup(O,m+i&) = ~ Inm ~ { h(ro~+i2E) { h(ro+i2E)+En:-Em r• }. 
n,m 

h <"~ 
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Despejando la transformada de Fourier de la función de Green retardada en la relación ( 3.3.9 ) y 

aproximando (m + i 2e) / (m + i e) a la unidad, obtenemos que, 

GRap(O,m+ie) = L Inm { h(ro+i2e)+E 0 -Em}-1
• 

n,m 

Substituyendo 10 m finalmente concluimos que 

GR (O + . ) = A ~ < n 1Ja1 m > < m 1 P p 1 o> ( -En/ T _ -E m / T ) a p , m 1~ . ,¿_. . • e e . • . (3.3.10) 

n,m h(m+i2e)+E 0 -Em 

Con el negativo de la relación anterior (sección 3.2) caracterizamos al tensor de conductividad a partir 

del cual podemos obtener una aproKimación lineal en el valor medio de la densidad de corriente. 

Alternativamente a dicha relación , podemos corresponder la transformada de Fourier de la función de 

Green retardada con una función proporcional a una serie de potencias en (m + ie)-1
, prescindiendo 

eKplícitamente de los valores propios del Hamiltoniano no perturbado, lo que permite aproKimar 

GR a p ( O , ro + i& ) a través del cálculo de conmutadores entre los operadores Ja , P p y H ' como 

mostraremos a continuación. 

La transformada de Fourier de la función de Green retardada con operadores Ja y ~ P J3 ( 't ) 
d't 

corresponde a 

co 

G\tp•(O, m+ii:)= f ~<(J0 ,~Pp('t)J:>o e-i(co+ie)'t dt 
-co ih d't 
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Expresando ( 3.3.4) en términos de" m + ie: " e incorporando la relación anterior , establecemos , 

1 
_._<[Ja ,Pp] >o _i_. _GR a p' (O, ro+ ie:) 

ro+ ie: 

( 3.3.11) 
h(m+ ie:) 

Aplicando iteradamente la caracterización anterior ( en la primera iteración substituimos 

P p por ~p p mientras que ~p p ( "t) por ~p p ( "t) ) obtenemos 

d"t d"t d-r
2 

GRa p• (O, m+ ie:) = _
1._< CJa ,~Pp] >o - _i __ GRap" (O, ro+ ie:). (3.3.12) 

h(ro + ie:) d"t m + ie: 

Substituyendo ( 3.3.12 ) en ( 3.3.11 ) y considerando la ecuación de evolución del operador P p 

tenernos que 

GR a p (O, ro+ ie:) = _
1
_. _< [Ja , P p ) >o - _

1
_. < [Ja , [P p , H']) >o+ .... (3.3.13) 

h(m + ie:) [ h(m + ie:)) 2 

La relación en (3.3.13) permite caracterizar la transformada de Fourier de la función de Green retardada 

como una serie de potencias en (ro+ ie:)-1 tal que para altas freeueacia• podemos aproximarla como 

l 
~ _._<[Ja ,Pp] >o. 

h(co + ie:) 
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4 DENSIDAD DE CORRIENTE MEDIA EN UN SISTEMA 

CON ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA ( ODC ). 
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En el presente capitulo exponemos las propiedades que describen a un sistema con OOC a partir de las 

cuales caracterizamos la masa asociada a la onda de densidad de carga ( m•) considerando la interacción 

(descrita por medio de una perturbación a primer orden ) entre un electrón en la superficie de Fermi y un 

fonón con frecuencia tiJQ ( donde Q = 2kr) , interacción que asociamos con el ancho del vado energético en 

el espectro del electrón a través de la relación que Fr6hlich establece entre el número-e en el Hamiltoniano 

de interacción electrón-fonón y el ancho de dicho vado energético, la cual a su vez depende de la constante 

de interacción entre electrones y vibraciones de la red que aplicamos al caso de una vibración atómica con 

frecuencia tiJQ a T = O K . 

A través de la masa asociada a la onda de densidad de carga caracterizamos al Hamiltoniano de un 

sistema con ODC, considerando a este último, como un sistema de fermiones libres con masa m• . Así 

mismo, establecemos los correspondientes operadores densidad de corriente y vector de polarización en el 

caso de dichos sistemas, operadores con los que determinamos al tensor de conductividad (negativo de la 

transformada de Fourier de la función de Green retardada ) en un sistema con ODC y a partir del cual 

obtenemos la caracterización de la densidad de corriente media. 
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4.1 ONDAS DE DENSIDAD DE CARGA. 

Las ondas de densidad de carga podemos describirlas matemáticamente a través de la siguiente relación: 

p(x) = p+Po cos(Qx++) ( 4.1.1) 

donde "p" representa una densidad uniforme de electrones, "Po" corresponde a la amplitud de la ODC, 

"Q = 2 kr" el vector de onda y "+" la fuse de la onda relativa a una cadena uniforme de átomos separados 

inicialmente una distancia "a" , como se muestra a continuación. 

p(x) p(x) 

p 

e a e ·• • • •• • •• • 

Densidad de electrones en un metal unidimensionai. ODC en IUl metal IDlidimensional. 

• • 
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Los sistemas con OOC corresponderJ a metales cuasiunidimensionales tal que, el espectro energético de 

sus electrones presenta un vado energético a partir de la energla de Fenni debido a las variaciones en el 

potencial periódico de la red atómica. La formación del vado energético es acornpaflada de wia disminución 

en la energla del sistema y los electrones se caracterizan en ocupar los niveles de energía menor ó igual a 

& ( kr). 

·,'. 

6 (k) 

-x /a -kr kr n /a 

Espectro energético del electrón en un potencial periódico 
( primera zona de Brillouin ). 

E (k) 

2~ 
.. 

- n /a -kr kr 7t /a 

Espectro energético del electrón en un sistema con OOC 
( 2 Á.corresponde al ancho del vado energétieo ),, . 

k 
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El vado energético y la restricción de que los electrones ocupen la mfnima banda energética corresponden 

a caracterfsticas propias de los dieléctricos y semiconductores sin embargo, los sistemas con OOC presentan 

fenómenos colectivos en el transporte de carga ya que al aplicarles un campo eléctrico mayor al umbral 

(determinado por las impurezas en el material) las ODC pueden deslizarse de wia posición relativa a la red, 

lo que permite caracterizar a los materiales que presentan dichas ondas como metales. 

Tiempo 

• 

• 

• 

• 

o 000 o oeo o 000 o 

Transporte colectivo de la OOC al aplicar un campo eléctrico externo. 
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Las vibraciones normales en una cadena de átomos unidimensional , producen variaciones en el 

potencial periódico de la red atómica. En los sistemas con ODC estas vibraciones corresponden a 

modulaciones en las posiciones " u0 " de los átomos tal que ~ Un = ~ u cos ( Qx + +) 
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( " u " representa la amplitud de la oscilación , " Q = 2 kr" el vector de onda y " + " la filse que describe 

la posición del enésimo átomo ) • Estas modulaciones a su vez, producen modulaciones en la densidad de 

electrones de conducción (segundo ténnino en la relación ( 4.1.l ) ) . Algunos autores consideran que el 

acoplamiento entre dichas modulaciones, es decir, la formación de las ODC, se debe a la interacción entre 

los electrones y los fonones asociados a las vibraciones de la red , en distinción a aquellos que consideran la 

interacción entre electrones a través de fonones virtuales como la responsable de dicha fonnación. 

Las ODC han sido observadas tanto en conductores orgánicos como inorgánicos ( TIF - TCNQ , NbSe3 , 

TaS3 , ( TaSe.¡ ) 2 , Ko.JMo03 , ( tluoranthene ) 2 PF6 , ( perylene) 2 Au ( maleonitriledithiolate ) 2 ) 

siendo que, la temperatura a la que se forman dichas ondas podemos situarla entre O K y 350 K 

( dependiendo del conductor que consideremos ) . 
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4.2 HAMILTONIANO ASOCIADO A UN SISTEMA CON ODC. 

Los metales cuasiunidimensionales caracterizados a través de la energía cinética de los electrones , las 

vibraciones de la red monoatómica y la interacción electrón-fonón en el modelo de Fr6hlich48 
, podemos 

representarlos por medio del siguiente Hamiltoniano, 

( 4.2.1) 
m q m,q 

donde con " b t m , b ra" y "et q , e q" denotamos a los operadores de creación y aniquilación 

asociados a fermiones ( electrones ) y bosones ( fonones ) respectivamente , mientras que "g" representa un 

número-C característico del material. 

En los sistemas con orx:: en la banda de energía de los electrones se origina un vado energético a partir 

de la energía de Fermi E ( kr) debido a distorsiones periódicas en el potencial de la red con vector de onda 

Q = 2 kr. Como los átomos en la red vibran con frecuencia mo , caracterizaremos el estado asociado a la 

interacción electrón-fonón por medio de una perturbación a primer orden en donde la energía del fonón 

corresponda a htiJQ, la cual denotaremos como roQ. A partir de dicho estado obtendremos el elemento de 

matriz del operador H en ( 4.2.I ) , el cual nos permitirá caracterizar la energía del k-ésimo electrón 

perturbado E (1) ( k ) . Evaluando esta energía en k = - kr y proponiéndola como energía cinética, 

caracterizaremos la masa asociada al electrón con momento - kr que absorbe un fonón con energía IDQ • 

Considerando la relación establecida por Peierls-Fr6hlich entre el ancho del vado energético y el número-e 

48 El término asociado a la interacción electrón-fonón corresponde al Hamiltoniano de Fr6hlich , expuesto 
por Lee P.A. , et. al. en "Conductivity from charge or spin density waves". Solid State Coomunications, 
Vol. 14, p 703. 1974. Aunque el coeficiente del Hamiltoniano asociado a la interacción electrón-fonón 
equivale al producto entre un número-e y un tmnino" hq" asociado a las energías del electrón y del fonón 
(el cual ~ibiremos más adelante) , supondremos en ( 4.2.1 ) que "g " representa un núme:ro-C , lo que 
nos permitirá caracterizar la constante de interacción entre electrones y vibraciooes de la red en unidades de 
"hQ" . El número de átomos se incorpora posteriormente a través de dicha constante. 
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asociado a la interacción electrón-fonón , asl c:omo la constante de interaa:ión entre los electrones y· las 

vibraciones de la red con frecuencia 1iJQ a T = O K , corresponderemos la masa del electrón perturbado c.on 

la masa asociada a la onda de densidad de carga ( m•). A travéS de esta masa caracterizaremos el 

Hamiltoniano de un sistema con ODC. 

El estado asociado al k-ésimo electrón que absorbe un fonón con energla ro0 , lo podemos caracterizar a 

través de una perturbación a primer orden como49 

( 4.2.2) 

1 k; lo>(•>= 1 k; lo>+.A.~ 1k'+Q;O><k'+Q;O1 He-rl k; 10 >(i:t+m0 -&kº+Q)- 1 

k' 

donde A. representa un parámetro asociado al orden de la perturbación ó interacción electrón-fonón y H e·f 

es el operador asociado a dicha interacción ( ver relación ( 4.2.1 ) ) . 

El elemento de matriz del operador H e-r en ( 4.2.2 ) lo calculamos directamente considerando las 

caracterizaciones de los operadores de creación y aniquilación para bosones y fermiones establecidas en el 

capitulo 2, es decir, 

<k'+Q;o 1 e •. rl k; 10 > = 

ig L { <k'+Q;O 1btm+qbmCq1 k; lo>+ <k'+Q;O 1btm+qbmCt-q1 k; lo>} 
m,q 

= i g L { 8qQ 8 m k ~ k' + Q; O 1 m + q ; O > + 8 ~ k < k' + Q; O 1 m + q; L q , lo >} 
m,q 

= i g { < k' + Q; o 1 k + Q; o > + L < k' + Q; o 1 k + q; Lq, lo>} 
q 

49 Cf. Kittel C. "Quantum theory of solids." Editorial John Wiley and Sons. Segunda edición revisada. 1986. 
pp. -134-136. E.U.A. En la presente notación tenentoil que la primera componente en 1 k ; IQ > representa 
un ferrnión (electrón ) en el estado" k " y la segunda componente un bosón ( fonón ) en el estado "Q" por 
toque, 1 k; IQ>= 10,0, ... , nt=·l ,O·,O, •.• > 1 O;O, ..• , ftQ=l ,0,0, ..• >. 
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Considerando las bases de bosones y fermiones ortooonnaliz.adas a la unidad , tenemos que 

< k' + Q; O 1 k + Q ; O > = B kk' y 'r;/ q < k' + Q; O 1 k + q; L q, IQ > = O . Substituyendo dichas 

relaciones en el elemento de matriz del opefador H •·f obtenemos 

<k'+Q;O 1 H 0.rl k; IQ> = igBkk'. ( 4.2.3) 

Incorporando ( 4.2.3 ) en ( 4.2.2 ) establecemos que el estado asociado al k-ésimo electrón que absorbe 

un fonón con energía CDQ corresponde a 

Aplicando el operador en ( 4.2.1 ) al estado anterior, 

L&(m)btmbmlk;IQ> +Lc.oq CtqCq lk;IQ> 
m q 

m,q m,q 

+ (ek+CDQ-Ek+Q)- 1 
{ D .. gl; &(m) btmbml k+Q;O> 

m 

( 4.2.4) 

+ iA.gL IDqCtqCq 1 k+Q;O> - 'Ag2 Lbtm+qbmCq1 k+Q;O> 
q m,q 

. t . t 
- 'Ag

2 Lb m+qbmC -q 1 k+Q;O> }. 
m,q 

( 4.2.5) 



A su vez, aplicando los operadores de creación y aniquilación tanto para bollones oomo fermiones 

considerando sus correspondientes oomponentes en el vector de estado obtenemos de ( 4.2.5 ) que, · 

LE(m)Omklm;IQ> +LO>qOqQlk;IQ> 
m q 

+ ig L OqQOmk 1 m+q;O> + igaI: Omk 1 m+q; Lq, IQ> 
m,q m,q 

+ (&k+©Q-&k+Q)- 1
{ D..gL e(m)8m,k+QI m ;O> 

m 

- A. g2 L 8 m , k+Q 1 .m + q ·; L q ; } , 
·:. 

m,q 

donde a= { t si -q~Q y ../2 si -q=Q}. 
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Desarrollando las sumas en la relación anterior tomando en cuenta las deltas de Kronecker, obtenemos 

que el operador H sobre el estado perturbado equivale a 

( 4.2.6) 

U 1 k; IQ>'º = e(k) 1k;1~> + O>QI k; IQ> +ig 1 k+Q; O>+igaL 1 k+q; Lq, ÍQ> 
q 

+ ( 6 k + ©Q- 6 k + Q) - I { i A. g E ( k +Q) 1 ic + Q; o>. - '). g2 L 1 k + Q + q ; ·- q >}. 
q 

De la relación ( 4.2.4 ) , el conjugado del vector asociado a la perturbación corresponde a 

( 4.2.7) 
· .. ' .. 



Aplicando ( 4.2. 7 ) por la iz.quierda en la relación ( 4.2.6 ) y considerando los vectores 

ortononnali7.Bdos a la unidad tenemos que, 

<k;lQIHlk;IQ>< 1> = &(k) + roQ + iga~ <k;lQlk+q;Lq,IQ> 
q 
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+ ( 6 k + WQ - 6 k + Q) - 1 
{ - A. g2 ~ < k ; IQ 1 k + Q + q ; L q > + A. g2 

} 

q 

El producto interno en el tercer término corresponde a cero pues si - q = Q entonces < k 1 k - Q > = O 

y para - q ;e Q < IQ 1 L q, IQ >=O , mientras que el cuarto término (el único producto interno 

distinto de cero en dicho término lo tenemos en el caso - q = Q ) equivale al negativo del siguiente . En 

este sentido el elemento de matriz del operador H , es decir, la energia del sistema compuesto por el k-ésimo 

electrón , la vibración atómica con frecuencia tiJQ y la absorción del fonón ( asociado a dicha vibración) por 

parte del electrón , corresponde a 

La relación anterior nos permite caracteriz.ar la energia del k-ésimo electrón y su interacción con el 

fonón con número de onda Q = 2kr, la cual llamaremos & (tJ ( k). Evaluando a dicha energía en k = - kr 

y considerando que & (- kr) = (- kr) 2 
/ 2 m = & ( kr) , llegamos al siguiente resultado: 

s <•> (-kr) ( 4.2.8) 
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Proponiendo a E (1) (- kr) como la energía cinética del electrón con masa m • (la cual depende de la 

interacción con el fonón) tenemos que E<•> (- kr) = ( 1 / 2) m • ul. Substituyendo dicha 

caracterización y E ( kr) = ( 1 I 2 ) m ul en ( 4.2.8 ) , 

• m ( 4.2.9) 

La relación ( 4.2.9 ) podemos corresponderla con la masa asociada a la onda de densidad de carga 

considerando lo siguiente. La interacción entre electrones y fonones depende de las características del 

material , descritas a través de un número-C , que en el caso de fonones con frecuencia tiJQ definiremos 

como50 C = <e Q + et_ Q > ( D / 2 Er) donde" e Q y et -Q" representan respectivamente a 

operadores de aniquilación y creación que actúan sobre fonones con vector de onda Q = 2kr, "D" 

corresponde a una constante de interacción y "Er" a la energía de Fenni. Por otro lado, en los sistemas 

con ODC los electrones se encuentran confinados dentro de la banda con energía menor ó igual a la de 

Fermi por lo que, las posibles excitaciones térmicas como resultado de la interacción con los fonones (pues 

sus frecuencias de oscilación corresponden a vibraciones térmicas ) influirán inicialmente sobre los 

electrones que se encuentran en el tope de dicha banda. Considerando lo anterior , podemos restringir la 

interacción electrón-fonón al caso de los electrones con momento ± kr, lo que nos permite proponer la base 

t 
{ 1 kr; IQ>< 1>, 1-kr; IQ>< 1>} para elcálculode <Co+c -Q> quepresentaremosa 

continuación. 

5° Cf.Fr6hlich H. "On the theory ofsuperconductivity: the one-dimensional case". Proc.RSoc., Lond. 
A223, p 302. 1954. 
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Evaluando ( 4.2.4 ) en k = kr obtenemos, 

Aplicando el operador e Q al vector anterior establecemos que, 

e Q 1 kr; lQ><•> 1 kr;O>. (4.2.10) 

La relación ( 4.2. 7 ) evaluada en k = - kr corresponde a 

( 4.2.11) 

De ( .4.2.10) y ( 4.2.11 ) ' 

( 4.2.12) 

A través de procedimientos análogos al anterior obtenemos que los restantes elementos de matriz del 

operador e Q y los elementos de matriz del operador et_ Q corresponden a cero en la base 

{ 1 kr; lQ><•>, 1-kr; IQ><•> } por lo que, de (4.2.12) y suponiendo al estado del fooón COQ como 

úniCcO establecemos la siguiente igualdad , < e Q + et_ Q > = - ( i A. g / COQ ) . Calculando la norma al 

cuadrado de la relación anterior obtenemos, en la base propuesta , que 1 < e Q + et_ Q > 12 
= ( A. g / COQ ) 2 

• 

Incorporando esta última igualdad en ( 4.2.9 ) llegamos al siguiente resultado: 
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" ·. ..... ro~:6,= [ 1 
.. .¡_ .' t 2 

+ l<cQ+C -Q>I ] m ( 4.2.13) 

La interacción electrón-electrón a través de fonones virtuales da la posibilidad de que se formen pares 

ligados de electrones tal que la atracción entre ellos provoca que la energfa total del sistema disminuya , 

siendo máximo este decrecimiento cuando los electrones ligados tienen momentos antiparalelos (pares de 

Cooper ) y dando lugar a la formación de un vado energético cuya anchura 2A corresponde a la energfa de 

disminución del sistema. El vado energético y la disminución de la energfa del sistema son caracterfsticas 

que presentan los sistemas con ODC por lo que, podemos considerar la formación de pares de eooper como 

representativo de dichos sistemas. Aunque en la caracterización de la masa en ( 4.2.13) partimos de la 

interacción electrón-fonón y no de la interacción electrón-electrón , en el cálculo de 1 <e Q + et -Q > 12 

supusimos como base de los estados perturbados a { 1 kr; IQ > < 11, 1 - kr; IQ > < •> } , es decir, los 

electrones antiparalelos con momento kr que interaccionan con el fonón COQ. Estos estados los 

interpretaremos como estados que representan indirectamente al par de eooper kr cuya energfa de enlace 

corresponde a 2A , en este sentido 1 < e Q + et_ Q > 12 es una cantidad proporcional al cuadrado del ancho 

del vado energético. Para mostrar lo anterior, consideremos la relación que Fr6hlich establece entre el ancho 

del vado energético y la norma del número-e, la cual corresponde a' 1 2 1 el Er= 2A. De la definición del 

número-e , 1 C 1 = 1 < e Q + et_ Q > 1 ( O / 2 Er) , por lo que de las igualdades anteriores obtenemos 

1 < e Q + et_ Q > l 2 = 4A 2 
/ 0 2 

• Substituyendo la última relación en ( 4.2.13 ) establecemos el siguiente 

resultado, 

• m ( 4.2.14) 

• ! 

51 Cf.lbidern.p.303 

·:'·· 
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La constante de interacción entre electrones y vibraciones de la red con frecuencia 1DQ a T = O K 

corresponde a52 

( 4.2.15) 

donde " A. = 2 F v / 3 " , " F " representa un parámetro de interacción , " v " el número de electrones 

libres por átomo , " E Q" la energia asociada a las vibraciones de la red con frecuencia 1iJQ a T = O K 

y " e Q" la energfa del electrón con vector de onda Q = 2kr. 

Por otro lado, el coeficiente del Hamiltoniano caracterizado por FrOhlich que representa la interacción 

electrón-fonón, tiene una dependencia en las energias asociadas al electrón y al fonón. Eúrapolando esta 

última dependencia al caso de la energia asociada a las vibraciones de la red ( incluyendo la energia del 

punto cero) obtenemos que el coeficiente del Hamiltoniano que representa la interacción electrón-red, en el 

caso de vibraciones con frecuencia 1DQ a T = O K , equivale a53 

52 Fr6hlich expone la constante de interacción entre los electrones y las vibraciones de la red a través de la 

siguiente relación Dq2 
= ( 4F/3N) erhqu5 , donde" F" representa un parámetro de interacción," N "el 

número de átomos, "q" el número de onda asociado a las vibraciones de la red y ''u5 " la velocidad del 
sonido. Cf. lbidem.p.300. Aplicando dicha constante de interacción en el caso q = 2kr, expresándola en 
términos del número de electrones libres por átomo v = N 0 1. / N y de la constante A. = 2Fv / 3 asi como 

substituyendo 4er = e Q , tenemos que DQ2 = 0 2 = A. e Q ( hkiu5 ) / N 0 1. Considerando que la energfa 
asociada a las vibraciones de una cadena monoatómica con frecuencia tDQ corresponde a EQ = ht11Q{n+ 1/2) 

tal que a T =O K, n =O y que tDQ"" 2kru5 (aproximación lineal), obtenemos EQ(T =O K) = hkrus. 
Tomando en cuenta lo anterior, la constante de interacción en el caso de las vibraciones de la red con 
frecuencia tDQ a T = O K corresponde a D2 

= A. EQ2 
( e Q / N01. EQ ). 

53 En el modelo de FrOhlich el Hamiltoniano asociado a la interacción electrón-fonón corresponde a 

~ ~ t t 
Hint. = ¿,,, uq ( h / 2 V tlJq ) b 1t + q b ll ( e q + e - q ) 

k,q 

donde "mq" representa la frecuencia del fonón y "Uq - 1 q I" la energia de la interacción entre los 
electrones y el potencial deformado de la red como resultado del movimiento de los átomos ( la 
proporcionalidad de ''uq" en el número de onda "q" se origina como resultado de las interacciones 
Coulombianas entre los electrones ). Cf. Zubarev D.N. et. al. "Nooequilibrium Statistícal Thermodynamics". 
Studies in Soviet Science. Consultants Borea•New York-London.1974. p.169. Evaluando al coeficiente 



130 

;.:. .. 

hQ
2 = & Q I Ne1. E Q (4.2.16) 

Substituyendo la relación ( 4.2.16) en ( 4.2.15) obtenemos que, 

El coeficiente del Hamiltoniano asociado a la interacción electrón-fonón54 lo podemos representar 

a través del producto entre un número-e y hq. Como inicialmente caracterizamos a dicho coeficiente 

(ver relación ( 4.2.l) ) en términos de un número-e , implícitamente supusimos al Hamiltoniano asociado a 

la interacción electrón-fonón en unidades de hQ ( hQ = 1 ) por lo que , en nuestro caso la constante de 

interacción entre los electrones y las vibraciones de la red a T = O K ( en unidades de hQ ) corresponde a 

(4.2.17) 

( llamémosle hq ) del Hamiltoniano anterior en q = Q tenemos que hQ = huQ / ( 2 V h tDQ) V. • 
Eitrapolando dicho coeficiente al caso de la energía asociada a las vibracioneS de la red incluyendo la 

energía del punto cero, proponemos hQ = huQ / ( 2 V EQ) V. donde EQ = h tiJQ ( n + Y. ) . Substituyendo 

uQ= IQI /(p.1.) V. en hQ y elevandoalcuadradoobtenemos, hQ2= lhQl 2/2p01VEQ.Multiplican.dola 
relación anterior por m / m ( donde "m" representa la masa del electrón ) , substituyendO Pel = Ne1. m I V 
y considerando que& Q= lhQI 2/ 2m , llegamos a la siguiente igualdad hQ2= & QIN0 1. EQ· 
54 El Hamiltoniano asociado a la interacción electrón-fonón corresponde a 

He-r=iC L hq btk+qbk(Cq-ct_q) 
k,q 

,· 

donde h q = ( 2 p mq) - V. 1q1 . Cf. Kittel C. "Quantwn Theory of Solids". Segunda edición revisada. 
Editorial John Wiley and Sons. New York. 1987. p.133. 
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Substituyendo ( 4.2.17) en ( 4.2.14) obtenemos la masa asociada a la onda de densidad de carga55
, es 

decir, 

• m ( 4.2.18) 

donde " 2& " representa el ancho del vado energético, " E Q" la energia asociada a la vibración de la red 

con frecuencia t!JQ a T = O K ( E Q = h UYQ / 2 ) y " A " corresponde a una constante que depende del 

parámetro de interacción " F " y el número de electrones libres por átomo " v " ( "- = 2Fv / 3 ) . 

La caracterización de m •corresponde a un término asociado a la masa de la particula (electrón) y a un 

término asociado a Ja masa de la cuasiparticula resultante de la interacción entre el electrón y la variación en 

el potencial de la red debida a la vibración atómica con frecuencia tiJQ ~ T =O K por lo que, el objeto 

flsiro con dicha masa representa simultáneamente a una particula y a una cuasipartlcula tal que su 

caracterización en el espacio de número la supondremos a través de operadores asociados a fermiones56 
• 

En este sentido, a través de la masa asociada a la onda de densidad de carga modelaremos al 

55 La masa asociada a la onda de densidad de carga equivale a la obtenida por Frllhlich en "On the theory of 
superconductivity: the one dimensional case". Proc.R.Soc., Lond. A223, p.305. 1954. En dicho articulo 
caracteriza la masa" m1" en términos del parámetro de interacción "F" a través de la siguiente relación 

(Fv / 3) m1u/ = 16 Ere-J/Fv. Incorporando A= 2Fv / 3 y la masa ( m) del electrón, obtenemos que la 

igualdad anterior equivale a m1 / m = ( 4 Ere-•11.. )2 
/ "- Er( mus2 

/ 2). A su vez, Frohlich caracteriza el 

anchodelvadoenergéticocomo 2&=8Ere-t/A. porloque m¡/ m = 112 /"-&r(mu//2). 

Considerando ( Er) ( mu/ / 2 ) = ( h2 kl I 2m ) (mu/ I 2 ) = ( hkru5)
2 I 4 , UYQ"" 2krus 

( aproximación lineal ) y la energia asociada a la vibración de la red con frecuencia UYQ a T = O K, es decir, 
EQ= htlJQ / 2 obtenemos que m1 / m = 4&2 

/ "- EQ2
• Definiendo la masa total asociada a la interacción 

como m • = m 1 + m tenemos que la relación anterior corresponde a m • / m = 1 + 4& 2 I "- EQ2
• 

56 Eliminando la interacción electrón-red obtenemos que la masa m• corresponde a la masa asociada al 
electrón. Suponiendo que el tipo de partícula no varia al interaccionar con la red , representaremos a los 
objetos flsicos con masa m• como fenniooes. Al respecto cabe menciooar que si consideramos la interacción 
electrón-electrón a través de fonones virtuales, con la cual es posible obtener pares de Cooper representativos 
de un sistema con OOC, el tipo de partícula resultante si varia pues satisfucie la estadística de Base-Einstein. 
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sistema oon ODC como un sistema de fermiones libres con masa m • ( y carga q ) , pue5 en dicha masa ya 

se encuentra caracterizada la interacción electrón-red representativa de dichos sistemas. 

Considerando lo enunciado en el párrafo anterior, el Hamiltoniano H' en el caso de un sistema con ODC 

corresponde a 

H' =L e*(k) btkbk + µ L btkbk ( 4.2.19) 
k k 

donde " e• ( k ) " representa al elemento de matriz asociado a la energía cinética del k-ésimo fermión con 

masa m •, la cual supondremos constante para todos los ferm iones s7
, a su vez " b t k , b k" 

corresponden respectivamente a operadores de creación y aniquilación que actúan sobre dichas partículas. 

Asl mismo, los operadores involucrados en el cálculo de la densidad de corriente media los 

consideraremos representativos de fermiones con masa m • . En este sentido el operador densidad de 

corriente ( 2.4.5) equivale a 

Ja*= (q/m*) L (Pahr b\br 
k, r 

. . . 

( 4.2.20) 

57 Aunque dicho sllpuesto no satisface la dependencia de m• en el vector de onda, propondremos la masa 
obtenida ( m•( kr) ) en la relación ( 4.2.18) como la masa representativa de un· sistema con ODC y por ello. 
de cada una de los fenniones en dicho sistema. 
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donde en ( 4.2.20) " ( Pa) k r" representa al elemento de matriz kr del momento en la dirección a del 

fennión con masa m • y " b t k , b r" a operadores de creación y aniquilación que actúan sobre 

fermiones en una base arbitraria. 

El operador asociado al vector de polarización en la perturbación lineal debida al campo eléctrico 

externo ( 2.5.11 ) , en el caso de un sistema con ODC corresponde entonces a 

Pp • = q L ( Jl) s t bts b t ( 4.2.21) 
s, t 

donde " ( Jl ) s t" representa al elemento de matriz st de la Jl coordenada de un fermión con masa m •y 

carga q, mientras que " bt, , b t" a operadores de creación y aniquilación que actúan sobre dichas 

partfculas. 
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4.3 CARACl'ERIZACIÓN DEL VALOR MEDIO DE LA DENSIDAD DE CORRIENTE 

EN UN SISTEMA COl'li' ODC. 

El valor medio ( considerando un desarrollo a primer orden en el operador asociado a la matriz de 

densidad ) para un sistema de partículas idénticas perturbado por un campo eléctrico alterno ha sido 

caracteri:zado a través de la relación en ( 3.2.6 ) . A su vez, tenemos que dicha expresión depende de la 

transformada de Fourier de la función de Green retardada ( ó negativo del tensor de conductividad ) la cual 

podemos representar por medio de un desarrollo en serie de potencias en (ro+ i E) -I como se muestra en 

( 3.3.13). Para obtener la traza de los conmutadores exhibidos en dicho desarrollo ( los operadores 

asociados caracterizan fermiones sin embargo con los corchetes asignamos un conmutador ) consideremos la 

siguiente relación58 

t t 
3rs b k bt - 3tk b s br • ( 4.3.1) 

58 Notemos lo siguiente, 

t 
En el caso de fermiones b m b 0 

t o m n - b 0 b m , por lo que la relación anterior corresponde a 

t t t t 
b k (Ors - b shr)bt - b s (Otk - b kbt) br 

Aplicando relaciooes de anti conmutación ( b t k b t 1 = - b t 1 b t k y b r b t = - b t b r ) en el 
segundo ténnino en ( 1 ) obtenemos que corresponde al negativo del cuarto término, por lo que 
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Representando los operadores Ja• y P p • a través de las relaciones ( 4.2.20) y ( 4.2.21 ) 

respectivamente, la traza del primer término en la transformada de Fourier de la función de Green retardada 

( 3.3.13 ) en el caso de un sistema con ODC corresponde a 

Substituyendo la relación ( 4.3.1 ) en la expresión anterior obtenemos 

[ • p ·1 2 • ""' { 1' .. 1'. } < Ja , 11 >o= (q I m )"'"' (Pahr(f3)st Ors< b k b1>0 - Otk< b·s br>o · 
le, r, s, t 

=(q 
2 

I m"') { L (Pahs ( P )s·t« b\ ht>o -L 'cra)td P) st< b'ts b r>o }. 
k,s,t r,s,t 

Escribiendo los elementos de matriz en forma explicita, 

< [J0 • , P 11 •] >o = ( q 2 I m •) { L < L k 1 Pa L 1 L s>< L s 1 P 1 L t > < b \ b t >o 
k, t s 

-L <LslP L ILt><L11Pa.1Lr><h1'shr>o}. 
r, s t · · " ' · · 

Aplicando relación de completez en la eJq>resión anterior. 
• •••• f •••• ~ •••••• 
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-L <L.llJPa.ILr><b\br>o}. 
r, s 

Realizando cambio de variables mudas en el segundo término (s -+ k, r -+ t) y factoriz.ando, 

obtenemos 

[ • P ·1 2 
• """' I[ JI ' < Ja. , p >o= (q I m ) ¿_, < Lk Pa., jJ Lt> < b k bt>o. 

k, t 

Puesto que los operadores de momento y posición satisfacen la relación [ Pa. , Jl) = - i h o a p 

establecemos, 

[ • p ·1 2 •. """' 1 t < Ja , p >o = ( q I m ) ¿_, (- i h O a p) < L k L t > < b k b t >o . 
k,t 

La base { 1 L n >} inicialmente la supusimos ortonormalizada a la unida ( 2.2.4 ) por lo que, 
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Substituyendo la caracteriz.ación del operador de número del k-ésimo fermión con masa m •, la 

expresión anterior corresponde a 

( 4.3.2) 

En la relación ( 4.3.2 ) , < n" >o representa el promedio del operador de número del k-ésimo 

fermión con masa m • considerando una distribución canónico principal , el cual corresponderemos con la 

función de distribución Fermi-Dirac59 tal que, a T =O K < n" >o = 1 si kr <?: k y < n" >o =O 

si kr< k. En este sentido la suma de< n" >o a T =O K equivale al número total de fermiones con 

energía menor-igual a la de Fermi , es decir, al número total ( N ) de fenniones60 por lo que, 

( 4.3.3) 

' 9 Al modelar el sistema con ODC como un sistema de fermiones libres con masa m• , representamos a 
dicho sistema como un sistema de fenniones sin interacción ( la interacción con la red previamente la 
incorporamos al objeto fisico con masa m•). El promedio del operador de número del 
k-ésimo fermión sin interacción en una distribución canónico principal corresponde a la función de 
distribución Fermi-Dirac.Cf. Cabrera M. "Modelo de jalea deformable para el gas de electrones a 
temperatura finita". Tesina para exámenes predoctorales. l.P.N. Agosto de 1998. pp. 19-22. 

60 A T = O K todos los fi:nni~es libres podemos caracterizarlos a través de energfas menores ó iguales a la 
de Fermi ( E r) pues la distr.ibución de electrones obedece la siguiente representación 
p (En)= { 1 para En:;;; E r y O para E 0 >E r }. La suma sobre< na.>e a T =O K corresponde 
entonces al número total de fermiones libres. 

Para el caso en donde T >0 K lo!Í fenniones cercanos al nivel de Fenni se excitan pasando a niveles 
energéticamente mayores ( no ocupados inicialmente ) . En dicho caso < na. >e suele establecerse a través 
de aproximaciones. Cf. lbidem.pp.22-24. 
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En la determinación de la traz.a de los conmutadores en los táminos de orden "superior" de la 

transformada de Fourier de la función de Green retardada, consideraremos el Hamiltoniano asociado a un 

sistema con ODC caracterizado en ( 4.2.19 ) , el cual representaremos en una base arbitraria a través del 

siguiente operador, 

( 4.3.4) 
n,m 

t 
donde " b n y b m" corresponden respectivamente a operadores de creación y aniquilación asociados a 

fermiones y con "y n m" denotamos al elemento de matriz n m del operador asociado a la energla 

cinética de los fermiones con masa m • ó al potencial qulmico del sistema. 

Para calcular < [ Ja• , [ P p • , H ' ] ] >o primero obtendremos el conmutador interno • Por lo que 

de ( 4.J.4) y representando P p • en términos de la relación en ( 4.2.21) establecemos que 

[Pp•, H'] q !: (f3)st 'Ynm 
s,t,n,m 

Considerando la relación en ( 4.3.1 ) obtenemos que el conmutador anterior corresponde a 

(Pp• , H'] """' { t t } q L. <P>st Ynm l>tn b • bm - ams b • bt 
s,t, n,m 
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[Pp• , H') q { I: ((})sn 'Ynm bt• b• -I: (13)mt 'Ynm bt• ht }. 
s, n,m t,n,m 

Realizando cambio de variables mudas en la segunda suma ( n-> s, t-> m, m-+ n) y factorizando, 

[ P p • , H' ] = q L { ( 13 ) s n 'Y n m - ( 13 ) n m 'Y s n } 
t 

b 9 bm. 
s, n,m 

De la relación anterior y expresando .la• como en ( 4.2.20 ) obtenemos 

[.la•,[pp•, H'])=(q
2
/m•) L (Pahr {Cl3)sn 'Ynm -(13)nm 'Ysn}[b\br,btsbm]. 

~r,s, n,m 

Nuevamente considerando la relación en ( 4.3.1 ) tenemos que, 

[.la•, [P p •, H']) = (q
2
/m•) L (Pahr {CP)sn 'Yn m-((3) nm 'Y s n}{B rsb\bm-B mkhts br} 
~r,s, n,m 

= (q2/ m*) { L (Pahs ((3) s n 'Y n m 
t 

b khm 
k,s, n,m 

-L (Pahs ((})nm 'Ysn b\bm 
lc,s, n,m 

-:E (Pa) m r ((3) s n 'Y n m 
t 

b s hr 
r,s, n, m 

+L (Pa)mr (13)nm 'Ysn 
t 

b. br }. ( 4.3.5) 
r, s, n, m 
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Conmutando y escribiendo los elementos de matriz en forma explícita tenemos que la relación en ( 4.3.5 ) 

corresponde a 

[Ja*, [P p *, H' ]]=(q
2

/ m*){L< Lkl Pa LI La>< L.I P LI La>< L.I y 1 Lm > btk bm 
k, m s n 

-L < Lkl Pa LI La>< L.I Y LI L.>< Lal P 1 Lm > btkbm 
k,m s n 

-L < L,I P LI Ln >< Lal y LI Lm >< Lml Pa 1 Lr> btsbr 
s, r n m 

+L< L.I Y LI L.>< Lal PLI La.>< Lml Pa 1 Lr>btsbr}· 
s~ r n m 

Aplicando relación de completez, realizando cambio de variables mudas ( s-.k , r-.m ) en la tercera y 

cuarta suma así como factorizando, 

= (q
2/m*) L < Lkl Pa [ P, Y] - [ P, Y] Pa 1 Lm > b\ bm 

k,m 

( 4.3.6) 

Considerando la "identidad de Jacobi" y que [P a , p] = - 1 h 5 a p establecemos que61 

61 De la "identidad de Jacobi" tenemos que, 
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[ Pa , [ P, 'Y ]] = [ [y, Pa], P ) • 

Substituyendo la relación anterior en ( 4.3.6 ) obtenemos 

( 4.3.7) 

En el caso donde"( represente el operador asociado a la energía cinética de los fermiones con masa m • 

(y= p2 / 2m • ) ó el potencial qulmico del sisterna62 (y = µ ) , 

( 4.3.8) 

[Pa, (IJ,y)) + (IJ, (y,Pa]) +(y, (Pa ,IJ)] =O. 

Como ( Pa , J3) = - i h Oa J3 el tercer término corresponde a "cero" por lo que la relación anterior 
equivale a 

( Pa , ( P, Y)] = - ( P , (Y, Pa)] · 

Finalmente, considerando que ( A , B ) = - ( B , A ) concluimos que 

( Pa , ( P , Y )] = ( ('Y, Pa J. J3 ) • 

62 Si y corresponde a la energla cinética de los fermiones [y, Pa] = [Y/ 2m • , Pa] =O, mientras que 

si "( representa al potencial qulmico [y, Pa] = [ µ, Pa] =O. De la relación en ( 4.3.7) obtenemos que 

[ Ja• , [ P p • , H' ]) = O ó bien < [ Ja• , [ P p • , H' ] ] >o = O. . . 
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A través de construcciones análogas a la anterior podemos proponer que la traza de los conmutadores 

presentes en los términos de orden "superior" en la transformada de Fourier de la función de Green 

retardada corresponde a "cero" 63
• Considerando lo anterior y substituyendo la relación ( 4.3.3 ) en el 

desarrollo en serie de potencias de la transformada de Fourier de la función de Green retardada ( 3.3.13 ) 

obtenemos a T = O K que 

GR a p (O , ro+ ie) = {- i q 
2 NI m"' (ro + iB ) } 8 a p. ( 4.3.9) 

De la relación ( 4.3.9 ) establecemos que el tensor de conductividad ( lim e -+ O de - GRa p ( O , ro + iB ) ) 

para un sistema con ODC modelado a través de un sistema de fermiones libres con masa m"' y perturbado 

por un campo eléctrico alterno con frecuencia ro ( a T = O K ) corresponde a 

(4.3.10) 

donde "q" representa la carga del electrón , "m"'" la masa asociada a la ODC caracterizada en ( 4.2.18) y 

"N" el número total de fermiones libres con dicha masa. 

63 Por ejemplo: en el siguiente término de la transformada de Fourier de la función de Green retardada 

tendríamos que calcular [ Pa , [( 13, 1• ], l• ] ], [ Pa , [( 13, 12], lz1] , [ Pa , [( 13, 1• ] , lz1] 
y [ P a ; [[ 13 , ld , 1• ]) donde l• • µ y "(2 = P 2 / 2 m"' . Notemos que [ P , 1• ] = [ p , µ ] = O y . 

[ P, Y2] = ( 2 m •) -I [ 13 , P 2] = ( 2 m •) -I { P [ 13 , P] + [ 13 , P] P }=( 2 m •) -I {P ih + ih P }= ihP/m • 

por lo que, [ [ 13 , 12 ] , 1z1 =[ ih P I m • , P 
2 I 2 m • ] = O y [ [ 13 , 12 ], l• ] = [ ih P I m • , µ ] = O. 

De lo anterior tenemos que los conmutadores en el siguiente término de la transformada de Fourier de la 
función de Green retardada corresponden a "cero". 



Aplicando la relación ( 4.3.9 ) en el valor medio de la densidad de corriente ( 3.2.6 ) obtenemos 

3 

-.!: Eop Re {-i e(-i ro+s) t' q 2 N /m* (co+ is)} 8
11

13 

13 = 1 

( q 2 N I m • ) Eo 11 Re { i e<- i o>+ 6 > t' / ( co + ie ) } • 

Desarrollando el término entre corchetes considerando que ( co + ie) -l = ( co - ie) /. ( co2 + r:.2 ) 

llegamos a la siguiente expresión, 
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i e (-i ro+ 6 > t'¡ (ro+ ir:.) = {e et'¡ ( co2 + s2 )} {rosen co t' + r:.cos co t' + i (cocos co t'- E senro t')}, 

tomando la parte real en dicha relación tenemos que el valor medio de la densidad de corriente podemos 

representarlo como 

Evaluando el limite E --+ O obtenemos 

< Ju* > = ( q 2 NI m * ro) Eo 11 sen ro t' . ( 4.3.11) 

La relación en ( 4.3.11 ) expresa la densidad de corriente media en la dirección a para un sistema con 

ODC caracterizada a través de" N " fermiones libres con masa " m •,, y carga "q "., perturbado por un 

campo eléctrico alterno con frecuencia " ro " e intensidad constante " Eo 11" a T = O K . 
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Por otro lado, notemos que los términos de orden "superior" corresponden a "cero" independientemente 

de la temperatura del sistema ( 4.3.8 ) por lo que substituyendo la relación ( 4.3.2 ) en el desarrollo en serie 

de potencias de la transfonnada de Fourier de la función de Green retardada ( 3.3.13) obtenemos a T;;?: O K 

que el tensor de conductividad corresponde a 

ªª 13 ( (l)) { i q 
2 L< n k>o I m • ro } o a 13· 

k 

Finalmente, considerando la relación anterior y procediendo de fonna análoga que en la caracterización 

de la relación ( 4.3.I t ) concluimos que el valor medio de la densidad de corriente a T;;?: O K equivale a 

<Ja*> ( q 2 L< n it>o / m • ro) Eo a sen ro t' 
k 

( 4.3.12) 

donde" q " representa la carga del electrón , "m •" la masa de la ODC caracterizada en ( 4.3.18), 

"< n k>o "el número de fcnnioncs con masa m • en el estado k a temperatura T ( tal que a T = O K la 

suma sobre k en < n k>o corresponde al número total ( N ) de fermioncs libres) y "ro " la frecuencia 

del campo externo alterno con intensidad constante" Eo a" . 
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5 RESULTADOS Y CONCLUSIONES. 

En el presente trabajo establecemos expllcitamente la densidad de corriente medí.a para un sistema con 

ondas de densidad de carga ( OOC ) sin impurezas a T = O K y exhibimos su correspondiente 

formalización a temperatura finita considerando lo siguiente: 

A partir del Hamiltoniano con el que describimos un metal unidimensional caracterizado a través de la 

energfa cinética de los electrones, las vibraciones atómicas y la interacción electrón-fonón en el modelo de 

FrOhlich asl como, del estado que representa ( por medio de una perturbación a primer orden ) la interacción 

entre un electrón y un fonón, caracterizamos la energla del electrón en la superficie de Fermi que absorbe un 

fonón con frecuencia mo ( donde Q = 2kr) tal que al suponerla como energla cinética obtuvimos la masa 

asociada a dicha interacción. Incorporando la relación que Frohlich establece entre el número-e 

(coeficiente del Hamiltoniano con el que representamos la interacción electrón-fonón) y el ancho del vado 

energético en el espectro del electrón - la cual ev~luamos en la~ { 1 kr; IQ > < •>, 1 - kr; IQ > < 1> } 

y que a su vez depende del coeficiente de interacción entre electrones y vibraciones de la red que aplicamos 

al caso de una vibración atómica con frecuencia mo a T = O K - , correspondimos la masa representativa 

de la interacción electrón-fonón con la masa ( m•) asociada a la onda de densidad de carga obteniendo que, 

donde " 2.1. " representa el ancho del vado energético, " E Q" la energla asociada a la vibración de la red 

con frecuencia mo a T = O K ( E Q = h mo I 2 ) y " ~ " corresponde a una constante que depende del 

parámetro de interacción " F " y el número de electrones libres por átomo " v " ( ~ = 2Fv I 3 ) . 
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Los objetos fisicos caracterizados a través de m• fueron representados p0r medio de fermiones, lo que 

nos permitió proponer al sistema con ODC como un sistema de fermiones libres con masa m•. En este 

sentido el Hamiltoniano H' asociado a dichos sistemas lo establecimos como 

k k 

donde " & • ( k ) " representa al elemento de matriz asociado a la energfa cinética del k-ésimo fermión con 

• t 
masa m y " b k , b k" corresponden respectivamente a operadores de creación y aniquilación que 

actúan sobre dichas partfculas. 

A su vez, los operadores densidad de corriente y vector de polarización los consideramos representativos 

de fermiones con masa m•. A partir de dichos operadores y el Hamiltoniano del sistema con ODC 

calculamos la transformada de Fourier de la función de Green retardada desarrollada en términos de serie de 

potencias en la frecuencia del campo eléctrico externo, obteniendo que los términos de orden superior 

corresponden a cero independientemente de la temperatura del sistema64, mientras que el término a primer 

orden nos permitió establecer el siguiente tens0r de eonductividad 

O'ap(ro) { i q 
2 1:< n k>o I m • ro } 8 a p 

k 

64 Interpretando a los términos de orden superior como representativos de interacciones tenemos que no 
aportaron información en la caracterización del tensor de conductividad debido a que la única interacción 
que consideramos ( electrón-fonón ) previamente la hablamos airacterizada a través de la masa m•. 



A partir de O'a p ( ro ) caracterizamos la densidad de corriente media en un sistema con ODC sin 

impurezas, la cual correspondió a 

< .Ja•> ( q 
2 !:< n k>o / m •ro) Eo a sen ro t' 

k 

donde " q " representa la carga del electrón , " m • " la masa de la ODC, "< n k>o" el número de 

fenniones con masa m •en el estado ka temperatura T (tal que a T =O K la suma sobre k en< n k>o 

corresponde al número total ( N ) de fermiones libres ) y "ro " la frecuencia del campo externo alterno 

con intensidad constante " Eo a ". 
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La masa m• equivale a la caracteriuda por Frtlhlich65 por lo que, describiendo la interacción entre un 

electrón en la superficie de Fermi y un fonón con frecuencia tiJQ ( donde Q = 2kr) , considerando la 

relación que dicho autor establece entre el número-C y el ancho del vado energético en el espectro del 

electrón asl cómo, aplicando la constante de interacción entre electrones y vibraciones de la red en el caso de 

vibraciones atómicas con frecuencia tiJQ a T = O K , es posible caracterizar la masa m•. 

A su vez, el tensor de conductividad obtenido a T = O K corresponde a la caracterización establecida por 

Fukuyama en el caso de un sistema con ODC sin impure2.8566, el cual considera el Hamiltoniano descrito a 

65 Cf. Fr6hlich H. ''On the theory ofsuperconductivity: the one--dimensional case". Proc. R. Soc. , Lond. 
A 223, p.305. 1954. 
66 Cf. Fukuyama H. ''Pinning in Peierls-FrGhlich State and Conductivity." Joumal of Physical Society of 
Japón. Vol.41, No.2. p. 516.August, 1976. 
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través de la densidad de energía cinética y la energla potencial ó energía elástica debida a las variaciones 

locales de la fiase de la OOC , por lo que dicha descripción equivale a representar el sistema con OOC como 

un sistema de fenniones libres con masa m•. 

La masa m• fue caracterizada a T =O K sin embargo, las OOC suelen formarse a temperatura finita 

dependiendo del conductor que consideremos, lo que representa una posible insuficiencia descriptiva en la 

aproximación realizada, asl como la caracterización de < n k>o a temperatura finita y la incorporación de 

algún parámetro asociado al cilmpo umbral a partir del cual el sistema presenta conducción que a su vez, 

depende de las impurezas en el sistema pues estas influyen en la inserción de las OOC en la red atómica. 

La presente caracterización de la densidad de corriente media en un sistema con OOC muestra una 

posible aplicación de la teorla asociada a sistemas de partlculas idénticas y segunda cuantización ya que a 

través de dicha caracterización podemos representar a los sistemas con OOC como sistemas de fermiones 

libres con masa m•, lo que permite desarrollar una descripción formal y relativamente simple de dichos 

sistemas. 

.. ...... 

·.· .. ;' 
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