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RESUMEN. 
En este trabajo se propone un método para obtener el perfil de superficies ópticas 

rápidas con simetría de revolución,. a pnrtir de mediciones experimentales de Ja aberración 
longitudinal y el ángulo entre líneas normales a Ja superficie de prueba y su eje óptico,. en 
este caso .. determinados experimentalmente por deflcctomctria láser. Dicho método está 
basado en una integración numérica y se aplica iterativamente al conjunto de mediciones 
experimentales. el método entrega un conjunto de puntos sobre la superficie de prueba en 
coordenadas cartesianas .. con Jo que se puede determinar Ja forma de la superficie., de 
manera independiente de un modelo matemático particular que la describa. Con tal 
información es posible ajustar un polinomio de grado diez pnra determinar el radio de 
curvatura para.xial y Jos coeficientes de asfericidad. Pa.ra probar el método, se aplica a dos 
superficies y los resultados se comparan con los obtenidos por un método de contacto, 
encontrando diferencias de décimas de milímetro entre ambos. Así mismo, se desarrolla el 
análisis numérico con el que se demuestra la convergencia y estabilidad del método 
propuesto, siendo éstas sus principales ventajas. Queda por resolver la necesidad de hacer 
mediciones cercanas al vénice, así como Ja de incrementar la precisión experimental. 

SUMMARY. 
In this '\Vork a mcthod to obtain the profile of optic surfaces with revolution 

symmetry is shown. lt starts from experimental measuremcnt of thc longitudinal abcrration 
and thc anglc bctwccn cach normal line and the optical axis of thc surface. in this case, 
dctcrmined cxpcrimcntally by lascr dcflcctometry. This mcthod is bascd on a numeric 
intcgration which is npplicd iterativcly to the set of experimental measurcmcnts, thc mcthod 
givcs a set of points on thc profile surfacc's in Cartcsian coordinatcs, from which the form 
ofthe surfa.ce can be detcrmincd in an indcpcndcnt way ofa panicular mathematical model 
that describes it. With such information it is possiblc to adjust a ten degree polynomial to 
determine thc para.xial radius of curvature and thc asphcric cocfficients. To provc the 
mcthod, it is applied to two surfaccs and thc results are compared with those obtained by a 
contact method, finding differcnccs of sorne tenths of a miJlimcter between both. The 
numeric analysis is dcvclopcd and the convergencc and stability of the proposed method 
are dcmonstratcd, bcing thcsc its main advantages. It rcmains to salve the necessity to make 
measuremcnts near to the vcrtcx, as wcll as thc onc of increasing the experimental 
precision. 
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INTRODUCCIÓN 

En aHos recientes el uso de superficies ópticas asféricas en el diseño de sistemas 
ópticos se ha incrementado considerablemente. debido a las ventajas que presentan frente al 
uso de superficies esféricas9 teniendo como costo la dificultad para su construcción. Jo que 
trae como consecuencia Ja necesidad de caracterizar las superficies ópticas. o bien de 
probar su calidad. Dicha superficie puede ser panc de algún elemento de un sistema. o bien. 
el sistema mismo. Entendiendo por caracterizar el determinar la forma de Ja superficie. o 
sus parámetros. En este sentido surgen dos problemas: el primero se refiere a probar la 
calidad de una superficie que ha sido construida basándose en un diseño conocido. es decir. 
se conocen todos sus parámctros 9 como radio de curvatura paraxial 9 constante de conicidad 
o coeficientes de deformación. y la caracterización de esta implica medir las diferencias 
entre el diseño y Ja superficie real; el segundo problema se refiere a la caracterización de 
una superficie desconocida. donde la prueba implica la obtención de Jos parámetros que 
detenninan o describen la superficie. 

El tener una descripción de la superficie quiere decir conocer las coordenadas de 
cada punto de la misma. y/o establecer un modelo matemático que permita conocer dichas 
coordenadas. Existe una gran variedad de procedimientos para determinar la calidad de un3 
superficie óptica. denominados pruebas ópticas. entre las que se pueden citar las 
geométricas. las intcrfcrométricas y las mecánicas. Algunas se destacan por su alta 
precisión como las intcrfcrométricas y otras por su simplicidad. como algunas geométricas. 

Las superficies asféricas. muy en especial las denominadas rápidas. es decir las 
superficies cuyo f/# es menor que 1. tienen características muy particulares. que hacen 
dificil y a veces imposible el uso de las pruebas ópticas convencionales. por lo que es 
necesario modificarlas y en algunos casos hasta se requiere proponer nuevas pruebas. En el 
Laboratorio de Óptica nplicada del Centro de Instrumentos (hoy Centro de Ciencias 
Aplicadas y Desarrollo Tecnológico) de la Universidad Nacional Autónoma de México. 
desde finales del siglo pasado se viene trabajando en el desarrollo de pruebas alternativns 
que pcnnitan caracterizar superficies asféricns rápidas. En particular se ha desarrollado una 
prueba a Ja que llamaremos PRUEBA POR DEFLECTOMETRfA LÁSER DE 
REFLEXIÓN. Ja que consiste en medir el ángulo de deflcxión de un haz láser que se hace 
incidir sobre la superficie que se quiere caracterizar. Posteriormente la superficie se ubica 
de fonna que el haz se retrorreflcje. permitiendo con ello conocer el ángulo de la normal y 
la nberración longitudinal para un conjunto de puntos sobre Ja superficie; hasta ahora se ha 
trabajado con superficies que presentan simetría de revolución. por lo que basta con medir 
un perfil para tener la descripción completa de la superficie. 

Una vez que se tienen los valores del ángulo de la normal y la aberración 
longitudinal para un conjunto de puntos sobre un perfil de Ja superficie se requiere un 
procedimiento para obtener. :i partir de dichos datos, las coordenadas cartesianas para cada 
punto. 

Un método para hallar las coordenadas cartesianas para cada punto es propuesto en 
este trabajo. el cual esta formado por cuatro capítulos. En el primero se describen las 
superficies ópticas asféricas. tanto fisicamente como matemáticamente. también se 
muestran algunos ejemplos de superficies ópticas asféricas comerciales, mencionando 
algunas características y aplicaciones de ellas. así como las principales pruebas ópticas 
conocidas. 
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En el capítulo dos. se describe el procedimiento experimental empicado en la 
medición de la aberración longitudinal y el ángulo entre las normales y el eje óptico de una 
superficie de prueba. así mismo se plantea la extensión de un método basado en una 
inversión polinomial aplicado a superficies cónicas. desarrollado por Diaz Uribe ( 1985). 
encontrando ciertas limitaciones por las que no es aplicable de manera general a superficies 
asféricas. 

Posteriormente., en el capítulo tres. se propone un método basado en una integración 
numérica el cual permite encontrar las coordenadas cartesianas de cada uno de Jos puntos 
para los cuales se midieron experimentalmente los parámetros antes indicados; en este 
mismo capítulo se desarrolla et análisis numérico del método determinando su precisión. 
criterios de convergencia. posibles aproximaciones iniciales y criterios de paro. A 
continuación y como paso adicional., sin ser parte del método. se ajustó por el método de 
minimos cuadrados. al conjunto de puntos obtenido por el método numérico. un polinomio 
de grado 10 y como consecuencia de la simetría de revolución., sólo con términos de grado 
par. es decir de ta forma: 

= = Dis2 + D.,s" • D6s6 + Das8 + D1ns10• 
El método propuesto se aplicó en la caracterización de dos superficies comerciales .. 

hallando los polinomios que las describen. Una vez que se cuenta con el polinomio .. que en 
principio describe a las superficies de prueba. para conocer la eficiencia del método 
propuesto. se caracterizaron ambas superficies por un método mecánico. Dicho método 
consistió en tomar directamente las coordenadas cartesianas. de un gran número de puntos 
sobre la superficie., con unn mesa de tres coordenadas utilizada en el Laboratorio de 
Metrología Dimensional del Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnológico de la 
UNAM. Ya hecha la caracterización por ambos métodos se compararon los resultados 
encontrando que ambas descripciones difieren en décimas de milímetros. 

En virtud de los resultados obtenidos, en el último capitulo se comenta la 
posibilidad de extender la aplicación del método al caso de superficies asféricas sin simetría 
de revolución y/o superficies fuera de cje. hecho que permitirá contribuir en la 
caracterización de dispositivos ópticos desarrollados a partir de óptica segmentada como el 
Gran Telescopio Milimétrico que planea construir la Universidad de Massachussets en 
colaboración con el Instituto Nacional de Astrofisica. Óptica y Electrónica y el Centro de 
Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnológico. 
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DESCRIPCIÓN Y APLICACIONES DE LAS SUPERFICIES 

ASFÉRICAS EN ÓPTICA. 
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Drvcrinc=ión y qnlirncinney 

1.1 INTRODUCCIÓN. 

D
esde mucho tiempo atrñs las lentes han sido construidas caSi exclus.ivamente a 

pan ir de superficies es_téric~s;_ u~ ejer!tpto es e~.·.~~¡~~~- t~lesc~Pic:> que_ -~~n~truyó. 
Galileo (Galileo, J 999).- y· aunque sólo suponía Ja esfericidad de sus lente, en sus 

notas Jo describe así: ··Preparé an"tes un t~bo·-.de ",,10~0. y·puse·-~-n-'.su's- CXr~emos·dos vidrios 

como espejos; los dos planos de una parte. y de la olra ·u~o:·:,~ón;;.,v~~~~¡,;,.~ ~~n:~e~~_en 
forma esferoidal"". . . .-- :'·· "" . '" . 

Es tan común el uso de lentes esféricas que hasta Walt Disney J~ :~·én~i~~a\:n su 
. - - .. "·~" - : :. "• . ' 

cortometraje titulado '"'Donald en el país de las matemágicasº (DisneY,-~·1959);·.EstO:CS en 

gran parte debido a que su elaboración es· más fácil, lo cual implica un :cO:~t~·-.:~~~~~~y:~·-qu·c 
existen diversas pruebas para verificar su calidad. 

El uso de superficies esféricas implica que los sistemas ópticos- "dc~·a·rroÚ~cÍO~-. Sean 

de gran tamai\o o bien que utilicen gran número de lentes. Para resolver_-_ C~te pr~-blema Cn 

tiempos recientes las superficies ópticas asféricas son usadas con' ;.,ayo~ fr:éCu-~~·~ia. en el 
·' ' .. ·"'. 

diseño de sistemas ópticos, ya que el uso de estas superficies mejora o i~Ua18.}a calidad de 

la imagen, con un número menor de superficies. _ . ·-

La eficiencia de un sistema óptico depende fuertemente de.da. c;alidad .de las 

superficies ópticas que lo forman, por lo que es necesario veri~car-que ~é.:C~.~:~e~~.~a dentro 

de las tolerancias permitidas en el diseño. Las pruebas ópticas t~dic!onálcs;~como .tas 

interferométricas, mecánicas o geométricas, fueron diseñadas p~inciPatnj~·~~e:' parri. pr_of??r la 

calidad de superficies esféricas, (Ojeda 1992). Debido a es~o. dÍ~h~-p~;b~~?~_o_n:;~'~(i~~bJes 
sólo a superficies que no difieran mucho de una· esfera y PrinciP3:i'foc~Í~. ~,Uperficies 
cóncavas de númcroj7# grande, ya que· para superficies convex~s. e~ -~~~e~~'ri~,~dicionar 
sistemas ópticos complicados que compensen la divergencia de loS haces, '(O~fner y 

Malacara 1992) lo que aumenta' el costo, ta complejidad y la incertidumbre de tas pruebas, 

pues Jos resultados dependen de la calidad óptica de estos sistemas. 

Por todo lo anterior ·.se hace necesario modificar las pruebas existentes, o bien, 

proponer nuevas pruebas, . (Dfaz y Campos 2000), para poder verificar la calidad de 

superficies asféricas én · gen~raJ con un grado de precisión aceptable. Si bien se han 

desarrollado diferentes métodos de prueba para superficies asféricas, algunos de ellos sólo 
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son aplicnbles cUando el f/# es mayor a 1. o para superficies cóncavas o algunos son tnn 

elaborados que el costo sufre un numento considerable; Como objetivo del presCnte trabajo. 

es proponer un método en el que a partir de la medida de la aberración longitudinal y el 

ángulo entre las líneas normales a Ja superficie y el eje óptico para un conjunto de puntos 

sobre ella, se realiza una integración numérica que permite obtener tas· coordenadas 

cartesianas de cada uno de Jos puntos. obteniendo así un perfil de la superficie en cuestión. 

Posteriormente se realiza un ajuste por mínimos cuadrados para obtener un polinomio que 

describe ese perfil. el que a su vez permite identificar Jos coeficientes de asfcricidad. El 

método es aplicado a dos superficies ópticas. asféricas, con simetría de revolución. 

comerciales de número f/ff es menor a 1, superficies que son muy complicadas de 

caracterizar por las pruebas tradicionales. Se presenta además un análisis de .. las 

incertidumbres y errores al aplicar el método a las superficies antes mencionadas. 

1.2 SUPERFICIES ASFÉRICAS. 

Una lente es una porción de vidrio u otro m~~~ri~fr~~~~~~or .. ~rarl~pai-~~t~::~i~itádo 
por dos superficies comúnmente esféricas. u...¡~ de' -.-~S~"~,~~J;;'~;. ¡;:u~dJ>Se~.'P'1~n~:;-· {R.:~ co) ver 

'-· . , . '-·!.._· ·' 7.~- .. · -- - . ' - - - . - . -

figuras 1.1 y 1.2. 

El uso de superficies esféricas se des~f.e~-d~- d·é: .. i~: rel3.~iva facilidad. en su 
,_ . ' 

elaboración. ya que si se tienen dos superficies esféricBs, ·una cóh~ava y otra convexa, de 
' . . 

igual radio. al colocar una sobre la otra. estas entran en. contacto irÍtimo en todf?S su·~ .. pu~to~. 

de no ser así. colocando algún abrasivo y froian-d~ una contra la otra, como se muc~t~ en la 
. ~ - - . - - -_ 

figura 1 .3, las imperfecciones y deformaciones. respecto de una esfera, de· ambas· superficies 

disminuirán o desaparecerán, por otro lado, debido a su relativa facilidad de fabriCación, el 

uso de esféricas implica_~n menor ·costo, comparado con el uso de superficies asféricas. 

(Hetch y Zajac, 1990). 

Recientemente _se ha· incrementado el uso de superficies asféricas en el diseño de 

sistemas óptico~. como 'Por ·C::jemplo telescopios, cámaras de video, reflectores y hasta lentes 

oftálmicas. Pero, ·¿qué ~s una superficie Asférica? Podemos definir de manera breve a una 

superficie aSférica·~ Conío aquella superficie que no es esférica. Haciendo combinaciones de 

superficies asféricas. o bien asféricas con esféricas, pueden diseñarse sistemas ópticos con 
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características mt..iy particUlares que amplían la gama de aplicaciones de estas superficies, 

entre : las· que se enc::ue~t~n'· c.oÜrTiadores, radiómetros. condensadores. sistemas de 

proy~cción,. cámaras f~_tográficas, además de las ya mencionadas. 

Figura J. J. Lente formado por la intersección de 
dos superficie.s esféricas de clifcrentl!s radios .. 

' I t [ 
Olcanv•xo DI cóncavo Plena Convexo Plano Cóncavo 

( ( 
Menisco Con-xo ll•nlsco Cónc.eva 

Figura /. 2. Diversos tipos de lentes esféricas 

Con una lente asférica se puede tener un sistema con distancia focal mucho .menor 

de lo que se tendría con una lente esférica de igual diámetro e igual af?~rraciórl ~rérica. 
(Melles Griot 1997-98). 

Muchas lentes simples comerciales, como las usadas para el desarrollo del presente 

trabajo. tienen sólo una superficie asférica, siendo la otra superficie plana, convexa o 

cóncava esférica. 
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Figura 1.3. Proceso de tallado de una 
.•.;uperflcie c.iférica (Hetch, Zujac, 1990) 

Peo;crinción y qnlicacinnes 

-B- B- -B-
a) b) e) 

Figura 1.4. Perfiles de diversas lentes asféricas 
comercia/es. a) Una superficie asférlca Y, la otra e.iférica 

convexa, b) Una supetficie asférica y la otra plana, c) 
Una supelficie asféricay la otra esférica.cóncava. 

(Imagen tomada del catalogo de Ale/les Griot, 1978) 

Estas lentes pueden reducir y en algunos casos eliminar las aberraciones esféricas y 

de coma, con ellas se pueden concentrar más energía en un área pequeña, co,mo en una 

pupila de. entrada, en un sistema de proyección o el área sensible de un sensor. (Melles 

Griot, 1997-98). 

Las superficies asféricas pueden eliminar la aberración en los haces luminosos que 

pasan cerca del borde de la lente. Estas lentes son ideales para trabajar con números f 
pequeños (f/# < 1 ), arreglos que son de gran utilidad en sistemas de proyección y de 

iluminación. Otras de las aplicaciones de las lentes asféricas incluyen comunicación óptica, 
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donde se usa una lente asférica para dirigir los haces de la fuente lumi~osa hacia ~-':'ª nbra 

óptica, sistemas de detección de humo., ruego e intrusión. doride med_iante una lente asfcrica 

se entbca un haz luminoso sobre un detector y al ·_int~rpone~e ~I humo el haz cambia de 

dirección o se desenfoca, también se les encuentra en· equipos de detección~ ·mo~.i~oreo Y. 

alarma de vapores quimicos, etc. 

Las lentes asféricas pueden ser utilizadas solás o combinadas_ cor:.-- otros 

componentes ópticos. como lentes esféric~s, filtro_s, espejos. Cte. En general se'-Pu~~:~ ·d~cir 
que una lente asférica es un elemento óptico ah.amerite eficiente en aplicaciones· donde el 

espacio sea limifodo. en sistemas que requieran una distancia focal corta y/o bien un 

númerofpequeílio. además una asféra puede sustituir a dos o más esferas disminuyendo el 

número de capas antirreflectoras y su uso se ha extendido tanto que comercialmente 

podemos encontrar una gran variedad de ellas. con diversas características, utilizables en un 

sinfín de aplicaciones, algunos ejemplos de estas superficies se muestran en la figura 1.5 y 

las carnctcrísticas de algunas de ellas se listan en In tabla 1.1., en donde podemos comparnr 

sus númerosf. y observar que se tratn de superficies rápidas. 

Figura 1 .5. lentes condensadora.\· asféricas 
comercia/es de la serie O J LAG de la niarca 

Melles Griot. 

Tabla J./: Caracteristicas d~ asféricas de la .serie 0/-LAG del distribuidor /.fe/les Grial 

f(nim) 

8.5 
12.0 
33.0 
35.0 

o (mni) f/# Nun1. Cat. 
12.0 0.71 01LAG000 
IS.O 0.67 01LAG111 
52.0 0.63 01LAG010 
so.o 0.70 01LAG013 
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Otros ejemplos de siStcmas ópticos que también pueden ser diSeñÍ!dos a partir de 

superficies asféricas Son los espejos. elementos que se usan como re·fl~Cto~~s~-:·~-~ anlplia 

gama de aplicaCiones ha llevado a los fabricantes a incluirlos en sus catáÍogo~. pa~ qu'e así 

estén a disposición de los usuarios diversos tipos de espejos con una<U~pt'i~:~~;ied~·d de 

especificaciones. Comercialmente existen espejos parabólicos. o elip~i~·~s/Es~ci~:. ~~~ejos 
pueden contener al vértice. o no. dependiendo de Ja aplicación particul~r·.:en': i~. qúe se 

usarán. 

Figura J.6a. Espejo Parabólico. 
distribuido por Ja empresa Melles Griot 

correspondiente a la serie 02RP.Af. 

-
i_ 

Figura 1 .6b. Petfil y parámetros del 
espejo parabólico de la figura J.6a. 

En las figuras l .6a y t .6b se muestra un espejo parabólico sin vértice de la serie 02 

RPM del distribuidor Melles Griot. el cual puede ser utilizado como renector. ya que al 

colocar una fuente luminosa en el foco. se obtienen haces paralelos. las características de 

unos pocos de los reflectores de esta serie se muestran en la tabla 1.2. en Ja que podemos 

observar que se trata de superficies cóncavas muy rápidas que difieren de las lentes ya que 

las segundas son convexas y refringentes. 

Tabla 1.2: Caracterlsticas de espejos parabólicos de la serie 02-RPAf del distribuidor A/elles Grial 

f(mm) oA (mm) 

10.2 88.9 

19.I 152.4 

38.I 241.3 

f/# oB(mm) h (mni) t (nim) 

0.11 22.2 46.1 0.6 

0.13 22.2 75.2 0.8 

0.16 57.2 91 1 
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Otro ejemplo de superficies asfericas son los espejos elipsoidales. en las figuras 1. 7a y J .7b 

se muestra un espejo formado por una sección cliptica sin vértice, de la serie 02 REM del 

distribuidor Melles Griot, las caractristicas de algunos de los reflectores de esta serie se 

muestran en la tabla 1.3, en donde al igual que en las tablas anteriores se observa que son 

superficies rápidas concavas. 

Figura J. 7a Espejos Elípticos, 
distribuidos por fa c1npresa Melles Griot. 

de la serie 02 REM. 
Figura l. 7b. Per:fll y parámetros del espejo 

cliptico morrada en /a.figura J.7a. 

Tabla l. 3: Características de espejos elípticos de la serie 02·REM del distribuidor A/elles Griot 

s (nrm) oA (mm) f/# h(mm) s"(mm) S"-s (n1m) oB (nrm) t(nrm) No. Cat. 

12.1 74.4 0.16 56.1 115 102.8 25.4 0.76 02 REM 005 

12.J 74.4 0.16 58.9 115 102.8 12.7 0.76 02 REM 001 

21 144.2 O.IS 105.4 262 241 31.8 0.76 02 REM 011 

Otros ejemplos de superficies asféricas que comercialmente podemos encontrar son 

los reflectores fuera de eje, es decir, están fonnados por una sección cualquiera de una 

cónica, generalmente alejada del eje focal, y por tanto del vértice de la superficie asférica 

en cuestión. En ta figura 1.8 se muestra un elemento fuera de eje. 
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Figura /.8. Sección asférlcafuero de ~1~. 
la su¡Hrficle no cru:a al ~je óptico. 

En Ja geometría mostrada en Ja figura 1.8 el haz enfocado puede ser procesado 

posteriormente sin obstruir el espejo. Estas superficies pueden encontrarse comercialmente 

en diversos materiales y calidades ópticas. en las siguientes ílguras se presentan ejemplos 

de este tipo de superficies. que se encuentran en el mercado. 

Figura J.9a Espejo Parabólico fuera de eje, 
distribuido por Ja empresa Melle.t Griot. Utilizado en 
el discilo de un Queratopógrafo Láser en el Centro de 

Instrumentos de la UNAM. 

Figura J.9b. Diagrama 
esquemático de los espejos 
parabólicos fuera de eje. 

mostrados en /a figura l.9a 

En la figura l .9a se muestra un conjunto de espejos parábolicos fuera de eje de la 

serie 02 POA del distribuidor Melles Griot. las características de algunos de los reOectores 

de esta serie se muestran en Ja figura t .9b y en la tabla 1.4. que muestra superficies 

cóncavas rápidas. 
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Tabla l . ./: Curacterlslicas de espejos parabóllcosfuera de eje de la serie 02-POA dq/ di . .,trib11/dor A,fel/es 

Gr/ot 

f(mm) o (mtn) f/# d (tntn} B (mtn} O(grad) L (mtn) A (nrtn} No. Cat. 

10.2 25.4 0.40 25.4 12.7 102.8 38.4 12.7 02POAOl1 

38.1 50.8 0.75 76.2 34.9 90 64.5 34.9 02 POA 015 

59.7 63.5 0.94 119.4 38.1 ','. 90 ·. 74.2' 44.5 02 POA 017 

·:··. 

Aunque estas superficies también son ejem~ios d~ asféricas cóncav~~ r~~·;~B.~ y que 

pueden ser parte de una superficie de revolución, ~u ·~a~~CteriZación ~e vuelv~· cri~·'pÚcada y 

el trabajo aquí desarrollado y presentado no·.cubr~- la:.c~~cterizaéión d~ ·C~te ·:~¡~~ de 
superficies. sólo se limita a las superficies asféri.cas ·~n eje ~On simetri~'.·de. ~~v~l~·~iÓri~-pero 

,- .. ' ·, '.""'',. ;_·, 
se pretende extenderlo a ellas en un futuro cercano. Como un_ejemplo·de',la ap~icac_ión'de 

las superficies asféricas fuera de cje. se puede citar el disei'io y coÍl:Stiucc::::~~ó~:-~~·:~Ff~~c»~Otipc:> 
de queratopógrafo láser. desarrollado en el Centro de Instrumentos d~ la ÚNAM;· .(D.íazy 

Granados, t 999). En la siguiente figura se muestra un diagrama esquemático: dél :equi¡::io. 

donde se aprecia el uso de un espejo parabólico fuera de eje para concentrar sobre el .. centro 

de curvatura promedio de la córnea los haces provenientes del sistema de barrido. 

Figura J. JO. Diagrama esquemático de un 
queraropógrafo láser, desarrollado en el CIUNAM. en el 

cual se utiliza un espejo parabólico fuera de eje. 
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Este prototipo fue diseñado para medir las deformaciones de la sUPertiC.ie':Comeal, a 

partir de la m~dic.ió~·-de la pOsición de un haz láser reflejado. por la corn·e~~ En'- st.(~ec~~ido 
el láser es reflejado por un espejo parabólico fuera de eje, y llevado por cf resl·O:d~I Sistema 

óptico· h~sta, un ~-etec_tor de posición de haces luminosos. En es~ apl.(~~~J~·n-~e~.~~.e Sras:i 

importitncia .·Corlocer la calidad de los componentes ópticos, ya··:quC: fas: .. dCrO~nlaciones 

medidá:'s en· -la superficie corneal son muy pequeñas y debe··queda~~ m~~'.:.'c(ó·~~ :_-si- las 

desvi~·~-~~nes·del haz reflejado se deben a deformaciones de l~,,c.ó-.:.Oea;:e?a-·'.d.~fe~tC)~ ~e los 

elem-enios ópticos del sistema. 

Ahora se mencionan dos ejemplos más de superficies asféricas con simetr(a de 

revolución, que resultan dificiles de caracterizar por los mé~odos c~nvencionalcs. Estas 

superficies se generan al tomar una linea que puede ser recta, como en la figura L 1 1 o una 

sección de parábola, como en la figura 1.12, y hacerlas girar sobre un eje arbitrario, dando 

así origen a una superficie de revolución. En el primer caso se tiene un cono, o axicon en la 

terminología óptica actual, y en el segundo caso un paraboloide poco común, denominado 

condensador parabólico compuesto (CPC). (Díaz 1 990). 

Figura J ~ 11. Asférica generada al girar una 
linea recta sobre un eje arbilario. 
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Figura J. 12. Al considerar la sección de una parábola 
y hacerla girar sobre un eje que se enc11e11tra a un 
ángulo Bdel ejefocal, se genera un condensador 
parabólico compuesto CPC, que es una superficie 

asférica con simetría de revolución. 

Estos dos últimos ejemplos muestran superficies bastante rápidas .. de números f 
pcquei'los .. por Jo que_resultan dificiles de caracterizar .. y aunque cuentan con simctrin de 

revolución no pu_eden caracterizarse por el método propuesto,. ya que no cuentan con un 

radio d_~ curVatu~- p~r_axial, que es un parámetro importante para el método propuesto en 

este trabajo. 

Ahora vCamos- un ejemplo más general de superficie: asférica,. esta se presenta 

cuando la superficie'.· no cuenta con simetría de revolución .. como Se rTIUestra en la figura 

1.13. 

Figurii· J. 13. Superficie aiférica sin 
· Silnetria de revolución. 

Un ejemplo práctico de este tipo de superficies asféricas se presenta en la figura 

1.14 donde se obSerVa una comea que sufre de un queratocono avanzado donde se pierde 

toda simetría. 
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Figura J. 14. Imagen de un queratocono avanzado 
donde se observan irregularidades que pierden toda 

simetria de la superficie cornea/. 

Dt:.rcripciñn 1' qplicariqnet 

Como ya se dijo este estudio alcanza solamente a las superficies con simetría de 

revolución. 

1.3 DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA DE UNA SUPERFICIE 

ASFÉRICA. 

Las superficies asféricas con simetría de revolución más simples y comunes son 

aquellas cuyo perfil es una cónica, es decir, una circunferencia, parábola, hiperbóla o elipse, 

y existen varias formas de representar estas curvas, conocidas como forma general, forma 

canónica. etc., (Lehman 1978), pero se tiene una representación por cada tipo de curva. 

Existe una representación un poco más general, la cual consiste en un polinomio de 

segundo grado en dos variables: 

As' + Bsz + Cz' + Ds + Ez + F ~ O, 

donde s es el s~midiámetro ( s 2 = x 2 + y 2 
), y z la sagita. Este polinomio representa 

cualquiera de la~·curvas cónicas dependiendo sólo del valor de los coeficientes. 

i.a form3 ,. más comúnmente usada en óptica es la que describe al perfil de la 

superficie como una serie de potencias en términos pares para conservar la simetría de 

revolución y que parte de una superficie base simple como una esfera, (Shannon 1980). La 

superficie base puede ser una cónica y se acostumbra describirla en términos de la sagita, 

esto es: 
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es 2 

z = ----,======= 
t+.Jt-(k+t)e 2 s 2 

(1.1) 

donde e es Ja· curvatura paraxial, definida como el inverso multiplicativo del radio de 

curvatura en el .. vCrtice, s:'es .. eÍ semidiámetro y está entre o y el valor del'diámetro de la 

superfiCie .. y A~-e2 .. -CS ,·,la constante de· conicidad y e es la cxcentricida~ 'de lá Cónica. 

Entonces 1a: asrérica-Puede representarse por: 

cs2 
" 

z= + L A
1
s 2

'. 

1 +.Ji - (k + l)e 2 s 2 
/ • 2 

donde la superficie base es una cónica de revolución de acuerdo a: 

Hiperboloide 

Parnboloide 

Elipse rotada sobre su eje mayor 

(esferoide prolato o elipsoide) 

Esfera 

Elipse rotada sobre su eje menor 

(esferoide oblato) 

k<-1, 

k=-1, 

-1 <k<O. 

k=O, 

k>O .. 

(1.2) 

Para una discusión más detallada de estas rCpresentaci~nes ver Ré::>dgers J 984 y 

Diang-Qiang y Ya-Nan 1985, así como atrás represen·l~ci~iies:~~ UÍmer y Sasian 2000. 

Si en la ecuación (1.2) A1 ~O para ~1-~u~·~·J, ~entonces )~·curva ya no es una cónica. 

El primer término es la superficie cÓ~icii> bas~ -y -j~~ t-é~ino~ ~dicionales se consideran 

como términos de deformación. 

Finalmente podemos desarrolla~ en SCries de McClaurin el término correspondiente 

a la cónica base, esto es: 

es2 

1 + ~I - (k + l)e 2 s 2 

.=_s 2 +(k+l)e
3 

s•+(k+l)
2

c
5 

s•+S(k+t)
3

e
7 

s•+7(k+t)
4

e
9 s'º, 

2 8 16 128 256 
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de manera .·que -al Sustituir· y agrupar:.fon:; IOs 'té~i'"!os·- de -deformación. dados en (1.2) 

. tenemos un polinomio de In forma: 

. z = D,s._ _¡: D.s' + f~.<º:"IJ•-~i:+::.~·~~··. • ·. > . ( 1.4) 

que constituye otra representación· d~' 1.-1."~~-~.~~er.!ic~~,;~~r~,~i.~~;_:~._:~ún.:.,~.ua~do 1~. serie de 
McClaurin es infinita. algunos autoreS (M~tBca~~:: ·~~92)·~~-~gu~~ ~q~~ eón.un p~linomio de 

grado 1 O es suncicnte para describi-r una supe~fi~i'~· ó~t~¡~-~ ,.~::"~0-;~1irTI~l~iá. dC revotilciÓn. 

1.4 PRUEBAS ÓPTICAS 

Para caracterizar superficies ópticas. Cxiste un gran número de métodos conocidos 

con el nombre de pruebas óplicas. entre las que se pueden citar las geométricas .. las 

interferométricas. y las mecánicas. En este trabajo mencionaremos algunas de las pruebas 

geométricas más comunes, así como. la prueba interferométrica de Fizeau y una prueba 

mecánica. 

1.4.1 Pruebas geométricas. 

Las pruebas geométricas para una superficie óptica se basan, como su nombré lo 

indica. en el principio geométrico de que dos puntos detenninan una linea recta y de que en 

óptica geométrica una linea recta representa un rayo de luz. En estas pruebas se requiere 

determinar la trayectoria que siguen haces luminosos incidentes a la superficie de pri.ieba y 

los reflejados por ella. Para determinar estos haces se requieren al menos dos puntos Por 

cada ha~ asi que se coloca una fuente luminosa puntual frente a Ja superficie de prueba en 

el eje óptico y muy cerca del foco; esto dctcnnina un punto A del haz incidente. se coloca 

también frente a Ja superficie de prueba una panta1Ja9 como se muestra en la figura 1.15 esto 

determina otro punto B del haz incidente. con esto queda determinado el punto de 

incidencia. que a su vez es punto de reflexión lo que determina un punto C para el haz 

reflejado. la trayectoria de este haz se encontrara con la pantalla. o bien, con una elemento 

de observación y/o registro. Jo que determina un punto D del segundo haz. El haz es 

registrado con el fin de detectar desplazamientos laterales de rayos debidos a bloqueo o 

modificación. Este bloqueo o modificación se lleva a cabo al colocar la pantalla en algún 
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planó de Convérge~cia de la luz qúe P:ªSa o que·e~ .r~n~jada por la superficie bajo prueba 

(Ojeda 1992). 

Midi~n~o la magnitud,·.de los despl~~i~nto~ respecto de las posiciones teóricas se 

puede;n .. de~~rminar)~ m~S,nit~d ~e las defo~aé:ion'e-~·; 'su ubicación."lo que imPl;ica' (¡ue se 

debe c~~t~~ .con·i·~r~r~ac.ión sobre. Ja ro'·r~~·~leó;ic~.d~ '1a sup.~~ficie de prue~~- . 

La-pl-inci¡)al ~éntája de estas pru~b~s es su gran sensibilidad y·~~ s.iÍnpii~idad. tanto 
,· ' '·' 

en JoS diSpositiv~s utiliz8dos como en su interpi-etación cualitativa. 

~ara aplica.~ la prueba n superficies ópticas cóncavas se utiliza~· u~ arreglo 

experimental similar al mostrado en la figura 1.15. 

La ubicación y tipo de pantalla es característica de cada .. una de las_. 'pruebas 

existentes, y pueden ser aplicadas a superficies cóncavas .. convexas y lentes. 

Supedicle de prueba 

"" 
-~ . 

Pantalla l 
Pantalla 

I~ 

l 
Pantalla 

Figura J. J 5. Arreglo experimenta/ para aplicar una 
prueba gcomélrica a una superficie óplica cóncava. 

dependiendo de la prueba es la posición de la 
panlalla. 

La prueba para superficies convexas es un poco más complicada. _ya que los haces 

que llegan a la superficie divergen. Para colectar los haces se utiliza un arreglo óptico 

denominado esfera de Hindle, Ja cual debe tener un radio de curvatura tal que los haces 

incidan radialmente y regresen sobre si mismos, la trayectoria de los haces colectados 

depende de la calidad de la esfera de Hindle. Figura 1.16. (Offner y Malacara. 1992). 
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I r!l 

....,¿""-, : 
------ '-..f°ª"'ª"ªJ 

""'- Supcrlicle de prueba 
r 

Pantalla 

Es,.,ra do Hlndle 

Figura J. 16. Arreglo experimenta/ para caracterizar una 
superficie óptica convexa. La pantalla se coloca según la 

prueba a realizar. 

En el caso de las lentes. la prueba puede realizarse por transmisión. utilizando el 

arreglo mostrado en la figura 1.17. con este arreglo se prueba el efecto de toda la lente. es 

decir. las deformaciones de ambas superficies de la lente. Para estudiar cada una de las 

superficies de .manera independiente, se consideran como espejos. aunque su renectancia es 

muy baja. 

Figura 1. 17 Esquema del arreglo experimental utilizado en una prueba 
geométrica a una lente. 

A continuación se presentan las pruebas geométricas más frecuentes. 

1.4.1.1 Prueba de In Navaja. 

La prueba de la navaja. introducida por Foucault en 1858-59. puede ser considerada. 

en general, como un método de detección de aberración transversa. Esto se hace por 

bloqueo de una parte de un plano transversal cruzado por rayos o luz difractada para que 

una sombra aparezca sobre la pupila de salida del sistema óptico. 
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Por su simplicidad, esta ·prueba puede ser considerada como la primera prueba 

óptica a partir de la cual -~e desarrollaron otras pruebas. 

La pantalla puede ser simplemente un borde recto como el filo de una navaja. figura 

1.18 

Figura 1.18 Esquema de /apantalla 1111/i:ada 
para rea/i:ar la prueba efe la nai•qja. 

La ·prueba de la navaja consiste en colocar una fuente puntual a un lado dCl centro 

de curvatura de un espejo cóncavo esférico, la imagen de esta fueÓte.se localiza al _otro lado 

del centro de curvatura del espejo esférico. . ·-<·.:>:: -

Cuando Ja navaja es introducida, corta Jos haces lumiri·o~oS q:uC: rOn:nan· Ja imagen, 

un observador colocado en el lugar de la imagen ~era:~ Ü~~/~~mb~~- ~p~recer sobre la 
superficie _uniformemente iluminada. ·.~i·;·;~~·::_. \:~· ;_"{.;~t::,.:. - . , 

situaciones: 
"'"' ·-~--

a) Cuando la navaja es introducida entre él -«roC~--y.-~1 eSÍ)ejo. el patrón consiste en 

una z'!_na _ ~bscura y otra brillante bien_ defi~~dá~-r~-i~~p~'~da:~'.. por una linea recta. Al 

desptaiar 1.a navaja, Ja región sombreada s~--d~S·~J~~~~:~~Í- ~-¡~~~-Sentido de la navaja. 

-~-~ .b). Por Otro lado si la navaja se _cotO:.~~ d~: rii-~~~!.~-~~:-~~ ~I foco ·quede entre la navaja y 

el espejo,-~nt~nces Ja zona obscura del·~a.trói(:·-~:Q'~br~~·~o·c·ruzara el espejo en dirección 

opuesta al. movimiento de Ja ·navaja. : ~-'~/ _.~. ,,, .. -

,~) .. CUa~~~- 18 iiaVaja eS in~rOd~-~}~~j:~"S~~~~¡:.'.~I foco, el espejo parecerá brillante hasta 

que Ja navaja bloquee el punto irTIBg'en,·en·cu,Yo Caso la imagen será obscura totalmente. 

··c~a~d~-'···1~_.:.,S~P~rliéi~::~c);_.~S_·~~Íérf·~.- ~~pongamos una parabólica, tenemos puntos 

sobre CI ·es-p~jci:>~~-O~{dú~~~e~iC~ ;~·-¡..¡~~·-'.·d~- curvatura y por tanto con focos diferentes, al 
,.¡:-' .... ·--. ·•"• < 

introducir la navaja en a~gún-plarÍo transverso, su posición satisfacerá la condición descrita 

en el inciso a para algunos puntos de la superficie, mientras que para otros se vera 
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satisfecha cualquiera de las condicioneS e;.¡, la.S· otros cÍos i~~isos~· p~r· to ·que se gen'erarán 

patrones que se pue~en-·conside~r cOino. Í~ s~pc~POsi~i~:m"'.cie t~s. tres)~átrone~ descritos 

anteriormente.-Ver figura' 1.19. , _ ~ .. :,.: 

Ahora que si 1a' sÚperfié¡~· ~S irregUllir el ·pá.tí-Ó~· obl~nid'O ~·~rá 81s6 más coinplejo, tal 

vez como el .mostrado e11 la ~gura' 1.20.\cJJ~d~''i992). : ,r' ' .. 

Un análisis· de la int~rPrCi~~i_ó;a·· fi~~~a º~~: ést~: p;~eb~~:-'~~arecc· ~n Barakat 1959, así 

mismo en Ojeda 1992. 

Supel:ficie 
Es/arica 

1 

-.-·· 

Figura 1.19 Diagrama esquemático de la prueba de la Navaja. 
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Figura 1.20. Patrón de sombras para una 
superficie irregular. 

/Je~crincitin v an/irqcione¡ 

Las desventajas de esta prueba es que para superficies asféricas los pequeños errores 

de la superficie se pierden por la asfericidad de la superficie. esto se debe a que la prueba es 

muy sensible a detectar errores zonales., por ello no es usualmente utilizada para probar 

superficies asféricns rápidas. (Ojeda, 1992). 

1.4.1.2 Prueba de Alambre. 

Como_ 1a·:·P~C?ba d~ la navaja es básicamente para probar superficies esféricas, o 

asféricas mu)' léntas~ ·es decir f/# >> 1., se requiere de una prueba más fina para superficies 

asféricas. esto Cs el -caso de la prúeba dCt at3mbre, denominada as{ debido a qu·e ta Pant:.ilta 

utilizada en esta prueba geométrica consiste de un alambre delgado y opáco, p_res~~t3ndo 

así dos bordes rectos a la superficie .. ·'Esta ·prueba es útil principalmente en superficies 

asfericas (Cornejo 1992) que pueden ser cónicas o no. y es similar a la prueba de ta navaja., 

pues funciona también p·or bloqu~O .'c:!e rayos desviados. 

El alambre se désp)W cerca de -las intersecciones de los haces reflejados que 

provienen de varias zonas anulares del espejo, con el eje óptico de Ja superficie de prueba, 

figura 1.21. 

Al igual que en la prueba de la navaja. si se prueba una superficie reflectora, la 

fuente puntual luminosa no necesita ser monocromática. 
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Figura J. 21. Patrón obtenido con la prueba del alambre en 
una supctficie a.iférica. (Malacara 1992) 

La principal ventaja de la prueba del alambre sobre el método de ta navaja es 

. restringir el bloqueo de hnccs n una región muy estrecha. Como consecuencia., las medidas 

de las intersecciones de las normales con el eje óptico son más precisas y de esta forma las 

desviaciones entre valores experimentales de las intersecciones y los valores teóricos 

pueden ser medidos; es decir. se pueden determinar las aberraciones., lo que implica que 

debemos conocer los valores teóricos de las intersecciones, o bien, conocer la forma _teórica 

de la superficie. previamente. 

La prueba del alambre provee un buen método para probar una superficie óptica 

asférica., ya que es efectivo para medir la aberración longitudinal., e integrando 

numéricamente es posible obtener la aberración del frente de onda. 

La principal desventaja es que el ancho del patrón sombreado puede enmascarar 

pequeños desplazamientos de la sombra mientras se mueve el alambre a Jo largo del eje 

óptico. 

Meinel (1968) indicó que la prueba del alambre puede ser usada para probar 

astigmatismo. 

1 .. 4.1 .. 3 Prueba de Ronchi .. 

Otra de las pruebas geométricas para medir las aberraciones de un sistema óptico es 

la prueba de Ror:iChi, la ·cual es uno de los métodos más simples y poderosos~ ya que con 

esta prueba se puede detenninar la aberración esférica. coma. astigmatismo y desenfoque. 

Este método usa ·como pantalla una rejilla de Ronchi, esta es un arreglo de lineas claras y 
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obscuras igualmente espaciadas y perfectamente paralelas9 con frecuencias que pueden ir de 

SO a 5000 líneas por pulgada. El proveedor Edmund Scientific las ofrece en presentaciones 

desde 1 a 6 pulgadas por lado9 en la figura 1.22 se muestra 9 esqucmáticumcntc .. una rejilla 

de Ronchi. 

111111111111111111111111 
Figura 1.22 Esquema de una rejilla de 

Ronclzi. 

Ronchi descubrió que cuando una rejilla es colocada cerca del centro de curvatura 

de un espcjo9 Ja imagen se superpone sobre la regilla .. produciendo un tipo de patró".1 de 

moiré a Jo que él llamó combinación de franjas. La forma de _este 'patrón ·depende de las 

aberraciones del espejo .. por lo que este fenómeno es· utilizado en: la-pr.Je~n· de_ la calidad de 

superficies ópticas. Sin embargo el" patrón ~e,_-.~~njá~_-C!=s~-~x·~rC·~'~d~~~ñt6_:·difiCil de 

interpretar. '-~· r --~:\;~~- "~'..;'. : .. _/ 
La prueba de __ R·o~~~~ ··.~~~n~: ~ói;"~ -~~~~~-~~-~~-id~~~:~.ru_~_k·~:~eO,~é~d~~ .. : i~Íe~~e~ri~o ·1.~s 

~:1~:::ªcoc:::0;~:~~:b1ttj'di'¡:7J~~:~füff,~t~~;;1fü~:~.~u::rad:;i~:; ::~;:r:: 
aplicaciones fue_ la ·deterr'.rtin~~iÓ~~/~e.·~¡;·c~~~iO;.;~s ~n el teles.copio desarrollado por Galileo 

y una lente fabricada ~or .:j-~;.,:¡~~lli' (Co~ejo 1992). Shultz en 1948 denominó 
Ronchigramas a los patrones observados durante la aplicación de la prueba de Ronchi. 

Para probar una superficie óptica utilizando una rejilla de Ronchi se utiliza un 

arreglo similar al mostrado en la figura J.23 .. que es similar al utilizado en las pruebas 

anteriores. En Ja figura 1.24 se muestran algunos ejemplos de los patrones atenidos 

mediante esta prueba. 
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TA 

Figura /.23 Esquema del arreglo óptico para reali:ar la prueba 
de Ronchi (imagen tomada de Cornejo 1992) 

La principal ventaja de la prueba de Ronchi radica en su extrema Cacilidad para ser 

aplicada, pues todo lo que se requiere es una rejilla, y puede ser aplicada con luz blanca y 

su principal desventaja esta en la complejidad para interpretar tradicionalmente de forma 

cuantitativa los patrones observados, (Cornejo 1992). 

1.4.2.4 Prueba de Ronchi en dos dimensiones (Bironchi). 

Una variante de Ja prueba de Ronchi se obtiene al superponer dos arreglos de líneas 

similares a la rejilla de Ronchi, pero con sus ejes perpendiculares entre sí, dando origen a 

un arreglo de abenuras perfectamente cuadradas e igualmente espaciadas en ambos ejes, un 

esquema de este tipo de rejillas se muestra en la figura 1.25. 
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...... . . . . . . 

. . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Figura 1.25 Representación esquemática de una rejilla 

cuadriculada usada en la prueba Bironchi. 

El uso de esta rejilla aumenta la potencia de la prueba de Ronchi. Esta rejilla se 

coloca cerca d~I centro de curvatura., de la superficie de prueba., tal como se hace en Ja 

prueba de Ronchi" descrita en el apartado anterior. Los arreglos experimentales necesarios 

para 3plicar esta prueba a superficies concavas o convexas son similares a los utilizados en 

la prueba de. Rón~hi. en una dimensión. Igual que en el caso anterior las deformaciones o 

crro;e~ q~C?.:_;i:-~~~.n~,~.: I~ .. ~s~~~rficie se pueden estimar a través de las desviaciones que se 

observan· én ~cJ'(P~~·~{,n~; ~C~l·_-respecto del patrón calculado. pero a diferencia de la prueba 

anterior., ahC:n~~:~~·~~Sibicihá.cerlo en dos ejes. 

S~ han·. ·d~s~·~óll~d~ métodos para calcular los patrones de Ronchi (Ronchigramas) 

para los cas~~."~·ri -~~~ la .superficie de prueba es una sección cónica centrada o bien fuera de 

eje, (Cordero/.i~-~/. t 992). 

1.4.1.S Prueba dC'ffartmann. 

Entre 1as pruebas geométricas., la de Hartmann es otra ampliamente usada. Esta es 

similar a la prueba de Bironchi, pues también utiliza una rejilla cuadriculada. (rejilla de 

Hartman). similar a la rejilla usada en la prueba de Bironchi. esquemáticamente esta rejilla 

se muestra en la figura 1.26. 
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Figura 1.26 Representación 

esquemática de una reJilla de llar/man. 

!Jescripciñn y anlicqciqnet 

Los arreglos ópticos necesarios para aplicar la prueba de Hartman a superficies 

concavas o convexas son similares a los utilizados en las pruebas precedentes. La gran 

diCcrencia consiste en colocar la pantalla entre la fuente y la lente y muy cerca de la 

superficie de prueba .. ya no cerca del foco como se hizo en las anteriores .. y se localiza. la 

imagen de la pantalla cerca del punto focal en un elemento de observación y/o registro. 

La prueba se basa en el hecho de que bastan dos puntos para determinar la 

trayectoria de un rayo de luz. como se conocen la posición de la fuente y la posición de Jos 

orificios en la pantalla de Hartmann, se tienen los dos puntos que determinan la trayectoria 

del haz incidente en un orific:io particular.· aproximando el punto de incidencia por la 

posición del orificio, se determina ~~~~én l~ p~sición de la imagen. y como el orificio es 

común al haz incidente y al ren~jndo ~e tienen también dos puntos que determinan al haz 

reflejado. ver figura 1.21. puede C31c'ularse·e1 ángulo de reflexión y así conocer.tos·ángUlos 

de incidencia y reflexión, asf.i.n~es~rido .. numéricamente se puede corlocer la·.rorm~ de la 

superficie. 

La principal desventaja de:,'?~~te m_étodo radica en que para superficies ráp~da~ ... Íl~ es valido 

aproximar la posición del pÍJnta·· de· incidencia por la posición del orifi~io, p~r 10,-que la 

prueba pierde eficiencia con superficies rápidas. aunque se puede seguir un proceso 

iterativo. 
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Figura 1.27. Representación esquemática del arreglo experimental 
para realizar la prueba de Hartmann. en el se aprecia que el haz 

incidente va de A a By el reflejado desde B hasta C. 

Las pruebas de Bironchi y Hanmann pueden ser utilizadas para probar sistemas 

ópticos y espejos, .y ambas pueden ser analizadas con la misma teoría mai~nlática, 

(Cordero, et al .. 1998)~ Sin embargo tienen algunas diferencias importantes· eni~ .-. JS que 

podemos citar: 

a) La rejilla de Bironchi es colocada cerca del delplano focal, mientras que la rejilla de 

Hartman se coloca cerca de la superficie .. 

b) Para la descripción del frente de onda para alguna forma arbitraria Ja prueba de 

Bironchi utiliza datos obtenidos de dos Ronchigramas cruzados, mientras que Ja 

prueba de Hartmann se analizan los datos debidos a un solo Hartmangrama. 

t.4.1.6 Prueba de Platzcck Gaviola. 

Otra prueba geométrica que se utiliza para caracterizar una superficie óptica es la de 

Platzeck Gaviola. introducida en 1939, también llamada prueba de la cáustica, ya que tiene 

como finalidad determinar las coordenadas de la cáustica de la superficie de prueba, 

entendiendo por cáustica la cuiva que contiene los centros de curvatura de los puntos sobre 

el espejo, (Cardona 1983). Esta prueba está basada en el hecho de que el centro de 

curvatura de algún segmento fuera de eje sobre un espejo parabólico perfcct09 no está sobre 
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el eje óptico de Ja superficie. pero el centro de curvatura determina la cáustica y no la 

superficie. 

Figura J .28 Rejillas urili:adas para realizar la prueba de 
Plar:cck Gaviota. 

En esta prueba un espejo parabólico se cubre con una pantalln que tiene dos 

orificios elípticos colocados simétricamente (figura 1.28). el espejo es entonces iluminado 

por una fuente alargada. y lns imágenes de estos orificios son registrados para diferentes 

posiciones de la lámpara (Ojeda 1992 y J-latch 1992). Cuando las imágenes coinciden sobre 

un pcquei'lo alambre colocado cerca de la lámpara. y se tiene la mínima iluminación sobre 

él. se ha localizado el centro de curvatura para las regiones expuestas por Jos orificios. 

Esta prueba tiene las principales ventajas: 

1) Es posible observar sólo uno de los orificios de la pantalla a la vez. 

2) Perforaciones más amplias pueden. ser usadas. incluso tan amplias como_ que 

simulen Ja prueba de la navaja. para probar errores zonales. 

3) El criterio para conocer el c~ntro de· curvatura de la porción de_ ~~pe~~. ex~u~~to 

por un orificio de la pantalla es el mínimo de iluminación. 
- _ .. ,, ' . 

Esta prueba tiene la desventaja de comparar la cáustica medida .,ca~ :.',~--.¿á-~stic3 

teórica. lo que implica Ja necesidad de conocer previamente Ja forma_-.de .. 1~'..S~~Cr~.c:~e. eS 

decir9 la prueba no determina la forma. o por lo menos no se tiene evi.den~i8. de que -~xi~ta 

un método de determinar la fonnn real de la superficie a partir de esta prueba. 

La elección de uno u otro método depende del tipo de superficie. 

t.4.1.7 Pantallas Nulas. 

El grupo de pruebas ópticas del CCADET- UNAM bajo la dirección del Dr. Rutina 

Díaz ha desarrollado recientemente un método para probar superficies ópticas rápidas (f/# == 

0.25)9 asféricas. convexas y con simetría de revolución. que no requiere la construcción de 
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elementos ópticos para corregir Ja asfericidad. El método utiliza una pantalla cilíndrica con 

un conjunto de lineas trazadas sobre ella. denominada pantalla nula. 

Se propone una pantalla cilíndrica porque esta produce una imagen casi plana al 

reflejarse sobre una superficie esférica. el diámetro de esta superficie debe ser un poco 

mayor que el diámetro de la superficie de prueba, mientras que el área que será cubiCrta 

sobre la superficie de prueba determina la longitud de la pantalla. Para supe~ficies 

relativamente pequeñas (== 1 O mm de diámetro) esta pantnlla se puede trazar sobre u_Oa hoja 

de pnpcl y con ayuda de una impresora láser. La figura J .29 muestra un ejemplo de estas 

pantallas. 

000 

Fig11ra 1.29 Tra:.ado de lineas q11e danforma a la 
pantalla nula 

Estos trazos o lineas que forman la malla están calculados para que a1 reflejarse 

sobre una superficie libre de deformaciones de acuerdo al diseño· teórico, se forme la 

imngen de una retícula cuadrada perfecta. (Diaz y Campos, 2000), y se determina haciendo 

un trazado invel-so de rayos. 

Esta pantalla planá. se enrolla e inserta dentro de un cilindro translucido y se ilumina 

desde el exterior como_ f!luestra la figura 1.30. 
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Fig11ra J.30 Pantalla nula dentro de un cilindro de acrilico. 
donde toma la forma circular. para proyectarse sobre la 

supeificie de prueba. 

Finalmente, se requiere de un sistema óptico capaz de formar y proyectar la imagen 

de la pantalla formada por reflexión en la superficie de prueba, sobre un detector eco. 
Se coloca la superficie de prueba en el centro del cilindro a una altura determinada 

por el diseño y se captura la imagen de la pantalla formada sobre ella. Las deformaciones 

que se aprecien en la imagen se deberán a deformaciones de la superficie, es posible 

fotografiar estas imágenes para ubi~ar y cuantificar las deformaciones. En la figura 1.31 se 

muestra la imagen de la pantalla de Ja figura 1.29 sobre la superficie de una lente modelo 

Cincphore distribuida por_ Baush & Lomb. El diseño de la pantalla se hizo para una 

superficie parabólica. La· f)g~ra t .36 muestra deformaciones de las lineas respecto a las 

lineas rectas y retícula cuádrada haciendo evidente que la superficie asférica de la lente 

Cinephorc se parece a una parábola pero no lo es estrictamente. 
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Figura 1 . .31 /lnagen de la retícula cuadrada generada por la pantalla nula de la 
figura 1.29 sobre la superficie Cinephore de Baush & Lomb. se han trazado rectas 
que permiten apreciar de.formaciones en la retícula reflejada sobre la superficie .. 

En simulaciones numéricas el método ha mostrado que es posible detectar 

deformaciones sobre una superficie de prueba del orden de 5µm. y sensibilidades del orden 

de 1 OA a 1 OOA., dependiendo de la superficie probada y suponiendo una resolución de u 

pixel. 

1.4.2 Pruebas intcrfcrométricas. 

Otro tipo de pruebas que se aplican a superficies ópticas son las conocidas como 

pruebas interferométricas., Ja amplia variedad de estas pruebas impide describirlas a todas 

en este trabajo., pero comentaremos las más características de ellas. 

1.4.2.1 lntcrfcrómetro de Newton. 

Posiblemente el primer estudio sobre franjas de interferencia de luz esparcida se 

debe a Sir Isaac Newton (Hctch y Zajac 1990) y fue publicado en su libro Optiks ( 1704 

libro 11 pane IV). Según Ja definición de Mantravadi 1992., que llama intcrfcrómetro de 

Newton a un arreglo de dos superficies en contacto iluminadas por una fuente de luz 

monocromática., en la figura l .32 se muestra esquemáticamente un interfcrómetro de 

Newton. 
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El sistema óptico produce luz difusa que incide sobre el :arrcSto 'd~ lentes. y es 

reflejada hacia et observador. Debido a tas reflexiones ~.n las. fniCrrac~s s~ form~n i:onas de 

interferencia destructiva y constructiva .. apareciend0 u!'l.~fi:3."j.a b-;¡11~-~tc ~-·ObScura cada que 

el espesor de la capa de aire varia en U2, ver figura· J .• ~~-

Ob:servador-- A 

,e::= ... .:,~Yitt~~ ~;~Lff~~~t ;~::7 
Figura 1 • .32 Esquema de un ln~et:fcr,dmetro. de Newton.( Una, ~ente plano._ , 

convexa .se coloca, .s_obre 1~na superficie plana~s~Ít :uumln~d~ -~~n· un.a fuente 

--.;·: .. ~: . ·.- ._- . -·.:;'..: .:·~ ~~r!~l~~~;~~~::;g~~1~:~:~~~~~· ~l~:~t¡;.J~~?C<~~·:· 
Estas reflexio!'les_ t legan J:iasta .e~ ol?sc~~~<?r, perz:n:itiendo e~ah~nr, la_ separac~ón entre 

rranjas y asr determi~ar ~1 ·espesor de-·1a:~;pa de ~il-e Y'Por_tanto 'ª rc;;rma de_1as suPcrncics 

de prueba. 

'•••m•.k!; Referencia 
;;1ri:c 

orden m m+l 
m+l 

franjas 
brillantes u obscuras 

Figura l . .J.J. C11ando el espesor de la capa de aire varia en media longitud de 
onda ( A/2), aparece una franja brillante u obscura 
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Un ejemplo de estos patrones son los conocidos como anillos de Newton que se 

muestra en la figura 1.34. y que se obtienen al comparar una lente con un plano de 

referencia. 

Figuro / . .J./ Patrón de Anillos de Newton, observados con un in1eifcrómc1ro 
ol probar una lente. Foto lomada de l/alliday y Resnick 1979. 

L4.2.2 lntcrferómctro de Fizeau. 

Otra práctica común .. es el uso de un interferómetro de Fizau, similar a la versión de 

Newton, ver figura 1.35. 

,.,,,. _.:..-------...: 
'°''""""" ¡~<1cpl""4 

r:::=-= .:..____ ~f:'fedepJ'UCba 

Figuro / . .JS. Esquema de un lt11eifer6metro de Ft:au .probando la supr,Pc1r 
curva de una lentr plano com-rxa. 
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en este dispositivo se tiene una. fuente puntual que emite sobre una lente coliinadora para 

producir haces paraJC:los que incidirán sobre el arreglo óptico. y nuevamente las renexiones 

en las interfaces producirán zonas de interferencia destructiva y constructiva dando Jugar a 

un patrón de franjas obscuras y brillantes. patrón que es reflejado sobre el divisor de haz y a 

su vez es desviado hacia el observador. permitiendo registrarlo y realizar mediciones de las 

separaciones entre franjas y así determinar Ja fonna y el espesor de las superficies de 

prueba. En la figura 1.36 se observa la interferencia entre dos portaobjetos colocados uno al 

lado del otro y sobre una placa de vidrio, donde Ja separación entre lineas brillantes 

depende del espesor de Ja capa de aire entre Ja superficie del portaobjeto que da hacia la 

placa de vidrio y la cara superior de In placa. 

Figura 1.36. Patrón de inteiferencia entre una placa 
de? vidrio y dos portaobjetos, tomada con 1111 

interferórnetro de Fizeau. 

En la figura 1.37 se muestra una imagen del interferómetro de Fizeau, ubicado en el 

Laboratorio de Pruebas Ópticas del Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnológico 

de la UNAM. 
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Figura /.37 lnterferómetro de Fizeau. 
Laboratorio de pruebas ópticas del 

CCADET 

1.4.2.3 lnlcrfcrómctro de Twyman-Grccn. 

Descrindón v an/irnc;/ontts 

El Twyman-Green fue inventado y patentado por F. Twyman y A. Green en 1916 .. 

diseñado para probar prismas y objetivos de microscopio y posteriormente fue adaptado y 

aplicado a Ja prueba de lentes de cámara (Malacara 1992). Es un instrumento de gran 

imponancia en el terreno de las pruebas ópticas modernas (Hetch y Zajac 1990). Entre sus 

características fisicas más sobresalientes son (como se ilustra en la figura 1.38) una fuente 

puntual cunsimonocromática o monocromá~ica Y.una.~ente L 1 que asegura una fuente de 

entrada de ondas planas, y una lente L2 la cual pennite que toda la luz de Ja abenura entre 

en el ojo de modo. que todo el· ca~~o P'uecÍ1tSer-. ~bs~~ado, es decir, cualquier porción de 

M 1 y Ml puede ser Yi~ta.-:.~~.-,~~~~~:·¿-~nÚ~·f~~-,~Íi~ co.mo fuente ya que asegura la presencia 

de franjas, aún bajo ··de· ~~~de-~~cíi·f¿r;~-~i:is ~~~n · 1a longitud del camino óptico y. además, 
:- .. -"_,,--·,,,_.,.. -:··1'.-;;,•,;. ·.;-,~::.,· :-1'.,, 

tiempos de exposicióri foto~~.~-,~~~~s~~El~os tienden a reducir los indeseables efectos de 

vibración. 

El divisor de. ha~·:. e~t(~ h~~.h~ ·de tnl manera que la cara A refleja la cantidad 

apropiada de luz por ~-edi~:de·:una· cubierta parcialmente reflectora~ pero la cara B refleja 

poca luz. Para evitar_ las ~cflexiones en esta cara B se utiliza una cubierta antirreflectora 

multicapa. Otra soluci,ón ~imple es colocar la placa en su ángulo de Brewster y usar una 

fuente con polarización p lo cual también evita la reflexión en ésta. 
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OBSERVADOR 

Figura 1 . .18 Esquema de un inrcrfcrómelro de Twyman Green adaptado 
para probar una lente. 

Versiones del Twyman-Grcen con láser están entre los artefactos de pruebas ópticas 

más efectivas. Como se muestra en la figura 1 .38. el dispositivo está arreglado para probar 

una lente. El espejo esférico M2 tiene su centro de curvatura coincidente con el punto focal 

de la lente. Si Ja lente que está siendo prob::ida está libre de aberraciones .. la luz reflejada y 

que regresa al divisor de haz será nuevamente una onda plana. Sin embargo. si el 

astigmatismo. Ja coma. o la aberración esférica deforman el frente de onda. el patrón de 

franjas observado lo manifestará claramente. Si el espejo esférico M2 es sustituido por un 

espejo plano. el interfcrómetro puede ser usado para probar otros elementos ópticos como 

prismas o planos ópticos. 

Existen otros muchos otros tipos de interfcrómetros y variantes de los ya 

mencionados. pero todos tienen como objetivo generar un patrón de interferencia en el cual 

la separación entre franjas es función de la separación entre una superficie calibrada y una 

superficie de prueba. 

Para probar una superficie asférica con este tipo de pruebas se requiere una 

superficie calibrada con las características de Ja superficie de prueba .. y en el caso del 

intcrferómetro de Newton y el de Fizeau debe tener la concavidad invertida, (el master de 

la superficie). como estas superficies no se encuentran en el mercad09 es necesario 
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construirlas~ por lo que la· eficienci8.. de la prueba depende de la calidad de una segunda 

superficie, lo cual es un.: gran .·inconvcrliente aunque en algunos casos la inversión 

económica y de esfuerzo. es re_~i_tuable. 

:Aunque 'csuls pruCbas· alcaÍizan precisiones de fracciones de longitud de onda, las 

superficies é:~Jibiada~-·q~~·~·cO~-~rcialmente se pueden encontrar son planos y esfenls, lo ·q·úc 
limita estas pruebás a-superfiéies lentas, es decir. que no tengan números f peque.fios~· esto' 

es f/# > 2. Y es tan común este tipo de pruebas que ya existen tablas con los O: p~~~ones·- -

correspondienteS a difCl-entes tipos de deformaciones de las superficies de.'." Prueba; 

(Malacara 1992). Otra limitante es el tamaño de las superficies de prueba ya q~e.'d~Den 
tener aproximadamente las dimensiones de las componentes del interferómetrO> nÚOC¡uC 

recientemente se ha desarrollado un método en el que se caracteriza una super:-ficiC por 

panes y después utilizando métodos estadísticos se une la información para tene~ )~ pr':'eba 

de la superficie completa. (Murphy et al. 2003), con lo que el tamaño de las superficies a 

probar crece varias veces. pero sigue existiendo la timitante de las superficies dc_r~f~rencia. · 

1.5 PRUEBAS MECÁNICAS. 

También en este campo el número de pruebas es gr3c_nde, pero ~ntre las más simples 

está la medición con un esferómetro que mide únicarrientc _ Ja. sagita respecto del punto 

central. figura l.39, si este punto pertenece a un~-e~~era_,_ es:pasible calcular su radio, pero si 

el punto es el vértice de una superficie· asférica. la medición permite calcular una 

aproximación al radio de curvatura para~iál; -La· Píecisión de esta medición dependerá de 

que tanto difiere Ja superficie de prueba de. un·a esfera. 

En la figura 1.39 se muestra un esferómetro de barra y en las figuras 1.40 y 1.41 el 

esferómetro se encuentra en contacto_ fisico con la superficie de prueba, 
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Figura 1.39. Imagen de un esferó1ne1ro de barra. 

Figura 1../0. Aplicación de un csferótnetro. 

______ j ___ ~J 
y ----r 

Figura 1.41 Con el esferómetro se determina la 
sagita del punto de contacto respecto del punto 

central. 
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l Dqcripción y anlicaciones 

Otra prueba de este tipo requiere del uso de un upalpadorº y unn mesa de tres 

coordenadas, es decir, un dispositivo con la capacidad de moverse de manera automática o 

manual en tres ejes perpendiculares entre si. con el cual se puede obtener las coordenadas 

canesianas de un conjunto de puntos. Si Ja superficie cuenta con simetría de revolución. es 

suficiente con medir puntos a lo largo de un perfil de Ja superficie, con un dispositivo de 

dos movimientos perpendiculares. en In figura 1.42 se muestra una máquina de medición de 

coordenadas (MMC), ubicada en el Laboratorio de Metrología del Centro de Ciencias 

Aplicadas y Desarrollo Tecnológico. y tiene una precisión de micrómetros. 

Figura 1.42 Mesa de tres coordenadas. utilizada 
para 111edir espesores. y caracterizar superficies. 

1.6 CONCLUSIONES. 

Las pruebas geométricas presentadas son muy similares ya que en Ja primera se 

utiliza un borde, en la del alambre, son dos los bordes que se utilizan, en Ja de Ronchi se 

usan una gran cantidad de bordes orientados siempre en Ja misma dirección y en las 

pruebas de Bironchi y Hartman se presentan varios bordes, sólo que ahora se presentan 

alineados en dos direcciones para tener más información sobre Ja superficie. En la última 

prueba. la de Platzeck y Gaviola se utiliza dos pequeñas rendijas y se acerca o se aleja la 

fuente de luz. para determinar las coordenadas de la cáustica para compararla con la 
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superficie teórica correspondiente. El principal inconveniente radica en que las pruebas 

anteriores Son aplicables principalmente a superficies cóncavas, pues como ya se mostró en 

el caso de superficies convexas, se requiere de superficies auxiliares (Esfera de Hindle), y 

los resultados dependen de la calidad de estas superficies adicionales que se emplean. En el 

caso de· las pruebas por transmisión, las imágenes obtenidas muestran el efecto de ambaS 

superficies de la lente, inclusive las variaciones del índice de refracción del vidrio. 

En cuanto a las pruebas interferómctricas, alcanzan muy buena." ¡}rCcisión, 

dificilmente alcanzada por otro tipo de pruebas. pero está limitada a superficie~'· le~~~~ O a 

contar con el master de In superficie de prueba, una superficie de referenci8 ·ó un 

compensador. Otra 1 imitación puede ser el tamaflo de la superficie, pues es. poco práctica 

para evaluar superficies grandes. 

Con relación a las pruebas mecánicas, el esferómetro sólo mide la sagita· de donde 

se deduce el radio de curvatura paraxial, mientras que el uso de un pa/pador. entrega la 

descripción de la superficie directamente en coordenadas cartesianas. lo cual es una gran 

ventaja, ya que no requiere de cálculos adicionales para cambiar de representación; sus 

desventajas son, por un lado el tamaflo de la superficie, ya que se requiere un pa/pador que 

pueda desplazarse grandes distancias, para una superficie grande, y· por otro lado, esta 

prueba requiere un contacto fisico con Ja superficie de prueba, lo cual no siempre es 

deseable, por si se trata de una cornea, o bien el contacto con la superficie puede causar 

daflo en ella, haciendo poco recomendable usar Ja prueba. 

Por todo Jo anterior, resulta conveniente contar con un método que sea aplicable a 

superficies rápidas (f/# < 1) convexas y que no requiera ni el contacto fisico con la 

superficie de prueba, ni de una superficie de referencia. 
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PRUEBAS POR DEFLECTOMETRÍA LÁSER. 

CAPÍTULO 2 
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l Drflectome1rlq láu;r 

2.1 INTRODUCCIÓN. 

E
n este segundo capítulo se describe el proceso experimental para la 

obtención de datos de una sup~.rficie por medio de un proceso deno~inado 

deflectontetría láser. En panicular· nos enfocaremos en el método basado 

en la medición de Ja aberración longitudinal y'"el ángulo que forman el eje óptico con la 

linea normal en cada punto de un perfil de- la superficie de prueba .. (Diaz Uribe 1990). 

Como la descripción de una superficie en función de estos parámetros no es la más fácil de 

interpretar. se hace necesario cambiar de representación a otra en coordenadas cartesianas. 

También en este capítulo se muestra un método.propuesto para obtener una descripción de 

una superficie de prueba en este tipo de coordenadas. a partir de los parámetros n:'edidoS 

por deOcctomctrfa láser. En dicho método se establece primero un conjunto de relaciones 

entre los coeficientes de Jos polinomios que describen a la superficie. uno en el e~pacio 

cartesiano y el otro en el espacio de los parámetros medidos experimentalmente~, est3.s 

relaciones involucran una inversión polinomial. 

En segundo Jugar se halla el polinomio que relaciona ambos p~rñ~etros 
experimentales. Finalmente, con los coeficientes del polinomio hallado y--1as~·i~1~c;icin~s 
derivadas. se obtienen los coeficientes del polinomio que describe a· la superficie_ en el 

espacio cartesiano. y se muestra que sólo es aplicable a algunas superficies 

2.2 DEFLECTOMETRÍA LÁSER. 

En 1985 Díaz Uribe et al proponen un método para medir la aberración longitudinal 

y el ángulo formado por las rectas normales a una superficie y su eje óptico, utilizando para 

ello un haz láser. por Jo que se denominó De.flectonretría Láser. Se entiende por 

deílectometría láser al conjunto de técnicas que se utilizan para determinar propiedades 

fisicas de un sistema a partir de la medición de la dcnexión que sufre un haz de láser al 

interactuar con un sistema. En este caso. los parámetros indicados se obtienen cuando el 

ángulo de deOcxión del haz es nulo. 
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2.3 MÉTODO DE MEDICIÓN. 

El Método consiste en lo siguiente: 

J. Inicialmente se fija la superficie a un arreglo de platinas que permitan el 

movimiento lineal a lo largo de su eje óptico .. además de pennitir un _movimiento 

angular. con centro de giro variable~ pero a lo largo del eje óptico. En las figuras 2.1 

y 2.2 se muestra esquemáticamente el arreglo experimental utilizado. 

Pa>Jta/la 1 
Ld•er r 

Platina de 
movimiento 

-,,--'"--'"-~lineal 

_Eje6ph·co 

Figura 2.1. Esquema de una vista superior del arreglo experimental uri/i;aáo 
para medir la aberración longitudinal y el dngulo entre las normales y el eje 

óptico de una supet:/icie asférlca de prueba. 

t 
Láoer 

Super:ficie 
aefer'icade 

.-pTucba 

Platina GJ°ratoria -----~---------~ t 
Platina de 
de;;spfazamtento 
Uneal 

Figura 2.2. Esquema lateral del arreglo experimental empleado en la 
caracterización de una superficie a~:fi!rica. 
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2. Se alinen el sistema de manera que el haz incida en el vénice y a lo lnrgo del eje 

óptico. Para dctenninar el vértice de una lente. se mueve la superficie o el láser 

hasta lograr la retrorreflcxión. cuando ésta se logre. se observará un patrón de 

interferencia a Ja salida del láser (sobre el tubo láser). el cual es debido a la reflexión 

de ambas superficies de Ja lente de prueba. Para ubicar fácilmente el haz reflejado .es 

conveniente colocar una pantalla perforada frente al láser. el patrón será similar al 

mostrado en la siguiente figura 2.3. Si la superficie de prueba es un espejo, esta se 

gira un cierto ángulo y se mide al ángulo de reflexión. se gira el mismo ángulo, pero 

en sentido contrario y se mide el ángulo de reflexión. si en ambos casos es el 

mismo. se ha localizado el vértice. ya que se supone simetría de revolución. 

Figura 2.3. Patrón obtenido al alinear el láser con el 
eje óptico de la superficie de prueba. incidiendo este 

sobre el vértice. 

3. Ahora se ubica el vértice como centro de giro de la superficie de prueba. Para lograr 

esto. 

n) Se gira la superficie 90°. 
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Z Prfkcwmgtriq láser 

~t;flcicde 

P~"o'~t~ada 
;;::l - - - t ¡ :· .. ·¡ 1 

Ld.scr f ..... .:. 
CenlJ" Pantalla 
d• Otro 

Figura 2.4 Una vez ubicado el \•értice. se gira Ja 
.:.·upcrjicle para hacer/o coincidir cun el eje d,e gira. 

b) Se desplaza longitudinalmente Ja superflciC hasta_qu~ el haz pasa ta~gente a ella. 

el haz se observa en una pantalla colocada detrás· de la_ supCrficie. se observa el 

patrón formado en la pantalla. se gira la superficiC ·, (s~~:· , 

~---~I 
S'upl!r.ftci~lla 

prz .. uzba rotada 
180° 

Figura 2.S Se gira Ja supet;ficle 180 ºpara observar al ha= 
tangente a la superficie, siendo el vértice el punto de contacto 

El haz debe seguir siendo tangente a la superficie y la mancha luminosa sobre la 

pantalla. detrás de la superficie debe ser simétrica a la observada inicialmente. los 

patrones tendrán unn forma similar al mostrado en la figura 2.6. 

Figuro 2.6. Imagen del láser al tocar tongcnciolmcntc en el vértice a la 
.superficie de prueba 
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e) Si no se cumple esta coridición debe ajustarse la posición longitudinal hasta 

lograrlo. 

d) Se deben anotar las lecturas de las platinas. 

4. Debe hacerse coincidir el eje de· giro con el ·centro de curvatura paraxial,. esto se 

logra desplazando la superficie longitudinalmente. Si el centro de curvatura paraxial 

coincide con el centro de giro, al rotar la superficie un ángulo pequeño no se modificará 

considerablemente el ángulo de reflexión del láser, además el patrón de interferencia debido 

a las irregularidades que la superficie presente en el vértice que no cambiará de fonna, 

aunque puede cambiar ligeramente de tamaño, debemos anotar las lecturas de las platinas .. 

la distancia recorrida longitudinalmente. es decir la diferencia entre lecturas, es el radio de 

curvatura pnraxial. 

Figura 2. 7 Parrón debido a las deformaciones en el 
vértice de una superficie asférico. 

En caso de que no se fonne un patron como el mostrado en la figura (2. 7) puede 

ponerse un poco de talco sobre la superficie para generar un patrón, (Diaz Uribe. 1985). 

Ahora estamos en condiciones de iniciar la medición. ya que el haz incide en el 

vértice y este coincide con el centro de giro. 
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2 Deflectqmetriq lñwr 

Superiie1e de prueba 
Figura 2.8 El ldser se encuentra alineado con el i·érticc y el centro de 

curvatura paraxial y tomaremos a este como centro de giro. 

5. Posteriormente se rota la superficie un ángulo 0 1 tomando como centro de giro al 

centro de curvatura paraxial hasta observar un cambio en et ángulo de reílexión del láser .. 

ver figuras 2.8 y 2.9. 

F'gura 2. 9. Al g'rar la su~':flcle de prueba un dngulo Oel ldser es reflejado con 
cierto dngulo respecta del ha: Incidente. 

6. El siguiente paso es desplazar la superficie longitudinalmeritC~ -mante~i~n'dó fijo el 

eje de giro, hasta que el láser regrese sobre sí mismo. como se ~-ue~·~'.n:i·eri'.~~,--~~~~~~~-de la_ 

figura 2.10. El haz reflejado sobre Ja pa~talla se obse_~a :c_d~~:i:~:-~~-~·~~~~h~; .. --~ara. 
dctenninar su posición se usa el-p::itrón de difracción_gcnerad~,pOr;~.ri~~-~-~b~Ü~--~c~loca.do 

sobre la trayectoria del láser. (Diaz Uribe et al._~ 91;JS). ->~::_-. ·:;~?~·-·~~<~~;.''.-~~~~t: , ,_·:~ .. 
7. Medimos el desplazamiento, y ahora tenemos los priméros valores de 01 y Xi..' 

,, -- '"\. 

8. Giramos Ja superficie hasta 0 2 repetimos los pasos S, 6 y· 7 pa~ra dele~inar X2. 

distancia medida desde Xo = O. y así sucesivamente hasta obtener los valores 

correspondientes a un conjunto de puntos sobre la superficie. 
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Figura 2.10. La superficie es desp/a:ada una distancia A: 
hasra que el láser regresa sobre si mismo. En esta figura x 

es Ja aberración longitudinal. 

l Peflcctpmctr/q Mu:r 

Con este procedimiento se obtiene un conjunto de valores del ángulo e~tre las 

normales y el eje óptico. asi como los valores de distancia entre el vértice y las 

intersecciones de las nonnnles, ya que todos los valores están referidos al primer punto que 

coincide con el vénice. De requerirse. las aberraciones longitudinales (EsiO es Já distancia 

del centro de curvatura paraxial al punto de intersección); pueden ~btenerse restando a cada 

valor de X. el ra.dio de curvatura paraxial. Esto concluye la medi~~óri.. 

2.4 ANÁLISIS DE DATOS. 

Como ya se mencionó, los datos medidos no son los parámetros más adecuados para 

describir o caracteriza.r Ja superficie de prueba. pues los datos útiles son el radio de 

curvatura, el diámetro. constante de conicidad, y en su caso, coeílcientes de deformación, 

valores que son dificilcs de obtener a partir d~ los parámetros medidos, asi que debemos 

encontrar una representación en otro tipo de coordenadas. como por ejemplo Ja 

representación mostrada en la ec. (1 .4), que corresponde a coordenadas canesianas. donde 

el primer término esta relacionado con el radio de curvatura paraxiat, y los términos 

restantes con la constnnte de conicidad, si se trata de una superficie cónica. y con los 

coeficientes de defonnnción si la superficie es una asférica en general. 
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2.5 MEDICIONES. 

Con el método descrito en el párrafo anterior se caracterizaron dos superficies de 

número f pcquef\o, las superficies se muestran en la figura ·2.11. La superficie B, a la 

izquierda, modelo O 1 LAG O 17 distribuida por Melles Griot, es una lente con una superficie 

asférica y otra esférica, la superficie asférica cuenta con un radio de curvatura paraxial de 

21 mm y un diámetro de 75 mm. por lo que tiene un número f/0.16. La superficie A a la 

derecha es una lente del fabricante Bausch & Lomb, modelo Cinephore, con una superficie 

plana y otra asférica. La superficie asférica tiene un radio de curvatura parnxial de 44.S mm 

y un diámetro de 100 mm, por lo tanto cuenta con un númerofi0.23, es decir. se trata de dos 

superficies bastante rápidas. Ambas superficies se caracterizaron por dcflcctometría láser. 

Los valores obtenidos para ta superficie Bausch & Lomb se presentan en ta tabla 2.1. 

Figura 2.1 l. A la izquierda una lente B distribuida por Melles Griot. con un 
númerof/0.16, a la derecha una lente A distribuida por Bausch & Lomb de número 

f/0.25,y a/frente una supetjicie esférica de radio pcq11e1lo 

º" X(mm) º" X(mm) º" X(mm) º" 10 4S.04 18 46.99 26 49.99 34 
11 45.21 19 47.42 27 50.4 3S 

12 45.45 20 47.79 28 50.82 36 

13 45.61 21 48.15 29 51.26 37 

14 45.88 22 48.52 30 51.7 38 

IS 46.08 23 48.9 31 52.17 39 

16 46.32 24 49.24 32 52.72 40 

17 46.59 2S 49.61 33 53.28 41 
.. Tabla 2. /: Valores de la 1ntersccc1on entre llncas normales y el t!Je opllco para 

la supet:ficic de Buascli & Lomb 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

X(mm) 

53.93 
54.62 

55.43 

S6.38 

S7.SI 

S8.88 

60.6S 

62.29 

so 

; 



Defkctomctriq 14ser 

Figura 2.12 A la izquierda el ángulo con/ro la dis/ancia X. a la df!recha la tg3(0) 
con/rala d/s/ancia~X. para los datos medidos sobrf! la supet:ficie Daush &: Lomb. 

Mientras que para la superficie de Melles Griott las siguientes mediciones fueron 

tomadas: 

O('? X(nrm). O('?. :xrmm)• :or-, X(mm) O('? X(mm) 

7 21.28 19 21.89 30 23.42 42 26.S6 

8 21.34 20 21.94 31 23.62 43 26.84 

9 21.41 21 22 32 23.93 44 27.18 

10 21.4S 22 22.1 33 24.18 4S 27.S2 

11 21.S 23 22.2 34 24.4 46 27.92 

12 21.SS 24 22.31 3S 24.71 47 28.31 

13 21.59 25 22.42 36 24.9 48 28.77 

14 21.63 26 22.62 37 25.29 49 29.22 

IS 21.67 27 22.81 38 2S.S3 so 29.64 

16 21.7 28 22.99 39 2S.77 51 30.07 

17 21.74 29 23.17 40 26.02 S2 30.61 

18 21.82 30 23.42 41 26.27 S3 31.IS .. Tabla 2.2: Valores de la 1ntersecc1on entre /zneas normales y 
el eje óptico para la superficie de Melles Griot 
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Figura 2. l .J. A la J;quierd;.,. la grdJ,ca de. O ~ontra. X(m:,,,;: ~la derecha la grdji~a .de 1~(0) contra X (mm) 
para ~~s ~l~s niedicloS's__oh':~:!~ ~~pet;f!cle Mel!es Grial. 

De las gráficas se puede observar. que la relación entre el ángulo y la aberración 

longitudinal no guardan una relación lineal, pero Díaz Uribe ( 1990) muestra que existe 

relación casi lineal entre la aberración longitudinal y el cuadrado de ta tangente del ángulo, 

parámetros que se determinan a partir de las mediciones experimentales. 

2.6 OBTENCIÓN DE LOS COEFICIENTES DE ASFERICIDAD POR 
EL MÉTODO DE LA INVERSIÓN POLINOMIAL. 

En Diaz Uribe (1987) se presenta la aplicación del método de medición a superficies 

cónicas. También se muestra el análisis de datos a panir del cual se dctennina el radio de 

curvatura paraxial y la constante de conicidad. Ahora analizaremos la extensión del método 

a superficies asféricas en general. 

2.6.l Cónicas. 

Para hallar la representación de la superficie de prueba en coordenadas canesfo.nas 

se parte de la relación (I.l) que relaciona el semidiámetro y la sagita para una superficie 

cónica 
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cs2 

z = ~-J,~~~~~~= 
1 +_ 1 - (k + l)c2 s 2 • 

Si ahora multiplicamos y dividimos Ja ecuación 1 .. J por: 

l-~l-(k+l)c2s2 , 
obtenemos: 

;:= 

cs2 
(• -[1 - e• + l)c2s2 ]' 

12
) 

(k + l)c 2 s 2 

o bien 

1 ( [ 2 2]•'2) z= Qc I_- 1-Qc s , 

con Q = (k+ /). 

(1.1) 

(2.1) 

(2.2 

(2.3) 

Ahora podemos desarrollar la rai~-·:.apl~can~o eLteorema del binomio de. Newton 

hasta grado 1 O, como se hace Mal acara ( 1992): 

2 2 11 2 [ Qc2s2 Q'cis4 : Q•c•s• SQ'c•ss , 1Qic'ºs'º] (I - Qc s > = 1 - 2 - s : - 16 -~ - 12s--- - 2S6 -· <2·4> 

Como los términos son de la fonna (Hall y Knight,· 1982).: 

~(.!.-1X_l_-2) .. {_1_-n)(-Qc2s 2 r+• _ n _(_i_-k) _ _ 
_ 2 2 2 =n_-__ 2 __ (-Qc,s2)"+1. 

(n + 1)1 - • • 0 (k + I)! 
(2.5) 

Podemos verificar su convergencia .. La serie converge cuando lim ª"· 1 
< l. entonces: 

" - .. a., 
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1 ( 1 )( 1 ) ( 1 )( " ')" + 1 2 2-1 2-2 .. 2-n -Qc s 

(n+ 1)! 
(2.6) 

n! 

Esto es: 

lim ((~ - i) ·} ). 
n - - n l

----1 -Qc's2 Qc's'-, (2.7) 

por lo que In serie infinita con:verge siempre que 

IQc2s' 1< 1. 

Por tanto a la.sagita z ~a pod~mos escribir asi:. 

(2.8) 

Pero el des.'1;.,l}?.·~.iévé~ de.l teorema del binomio no dice nada sobre el error de la 

serie truncada.: Para hac_Cr .. ~na estimación del error consideremos la forma de Lagrange para 

el residuo de U~a ~~ri~~_'de·:~~c Claurin (Spivak 1978). que coincide con el desarrollo del 

binomio en (2.8). q~C va como el primer término despreciado: 

R (x) = f'""" (t) x""' 
" (n+ I)! • 
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y t e (09 X) seleccionando su valor de manera-que R,. (x) sea máximo. . :' ·.. ,', 

·Por Jo anterior debemos-dcsarroÚnr a·(¡ -·Qc2s2:j1n.dé JB'ecuación (2.3) en serie de 

Me Claurin hasta o~d~n 12~'lom~ñdo a z= -_Q,l;:z; p~¡::·tci:lanto,~a~-~ -2Qc2s, y a .. = -2Qc2• 
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u«'IJ = _ 982:
4
275 a"a"'S(I +a)-lllJ + 180~::375 QJ0"4(I +arlJIJ - 936~:!550 a•s a'J(1 + a)-UIJ + 

2006
5
7
1
5
2
4750 a'' d'J ( 1 +a)-1uJ_189~~~:375 0 .9 a"(I +ar••11 + 65~7::8015 0 ,u(I + arJ112

0 

u<ui = _ 982:
4
27S a..6(I + a)-1112 + 551~!!700 0 ,2 a"'(I +aru12 7023

2
6;

6
1625 0 -4 0 ..,.. (1+ 0 ,-1s12 + 

2809~~~6SOO Do6 a"3(1 +a)-1712 - SJ 1~~~~6125 a•a .. J(I +ar 1912 +. 

432~2~~89SO 0 , 10 a"(I +a)- JllJ _ 1374::
9
1:575 0 .u:(l +ar 23 1_i_ 

Al reducir términos y sustituir Jos valores de a. a' y a•·. en la expresión del residuo. 

tenemos una cota superior para el error en z, esta es menor o igual a: 

R(s)S es 1+11SS--c-s_+600 __ c_s __ +1287 es + 

1 

Q'"" { Q'' { Q'' )2 { Q'' )3 
256(1-Qc2s 2 )

111 J (1-QcJs2 ) (l-QcJs2 ) (1-Qc2s 2 ) (2.10) 

( 
Qc's' )• J Qc's' J'll 

12155 (1-QcJsJ) +419\.(1-QcªsJ) n· 

Con esta expresión se determinan tos intervalos para Q y e donde el error de Ja 

aproximación polinomial de z es aceptable, pero resulta demasiado complicada de evaluar y 

numéricamente se introducen demasiados errores de redondeo tal que las estimaciones 

carecen de precisión. Sin embargo, pueden hacerse algunas consideraciones sobre Q y e y 

posteriormente evaluar el residuo dado en (2.10): 

Expresemos en términos del númerofla siguiente relación: 

IQc1s 1 I< l. 
Como el valor máximo de s es el valor del semidiámetro de la superficie. y e es el inverso 

del radio de cu~atura paraxial, y recordando que el número f para una superficie reflectora 

es et radio dividido entre el doble del diámetro, esto es: 

e= J/r, s_ = D/2, jl# = r/2D. 

aunque nuestra superficie no es totalmente reflectora, si trabajamos con el haz reflejado, por 

lo que podemos considerar la expresión anterior Valida. Entonces: 

'Qc's'j-1~ -1 Q 1<1 - --¡;:>¡ - 1 6(f /# )' • 
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de donde 

Para analizar el comportamiento del error dado en la exprcsió':' (2.10) daremos 

valores a Q yf/#. y así estimaremos el en:-or para diferentes: c~ni'?as. 

Si Q = O. se trata de una parábola. y fl# >.O y la R(s) dado en .(2.1 O), toma el valor 
cero, esto implica que p~~ un~··~~r:áb~j~.·l~:C~P.~n-Si_.~n ~.ri~~~r_¡~--~:~,M~<;:~1a~~¡~:~.~;:~~~~.ta.:. 

Si Q = 1. se trata .~e--_~n~·,-~~~~~~; ~ jl#_ ~t/~~~ lo A~~:. ~·~p~i:b~ ~u~~·-~l.·~~~I·~~-. ~-e ·_s;-~orlde la 

expansión converge eqUivii1c·:a~1a3·mngn¡iUd.:de1 ~i-3dio':-dC.';1a c;~ferar.-eslo~-es:;-panl.,.,tÓda la 

::~;.;~~'.~if ~f ¡~~~~¡~f í~ii'I~~~~~; .. 
::: e:I dc~:::i~~~~~~~j~i~~~¡e,l~~~,~f fürj~d~~~t}~~Jf~)~~f:~.iªÍ;~~~·i~~~~"~ra 

Para ur:i·.~¡~~r-~~,!~:~.~~~ l~~-~v~~~~-S ,d~·~_so~ ~-~~il~r~~-'a·:1os -~~~en_i~~~ --~.ª~·~1 e_l-~-p~oide. 
por 10 que la coi.{'~~~~~~~fü"{él~~~:~~t~~~w~~;:~+~Í~~~¡~¡¡.{;::~/· .,, · ··~ .·.· .. 

2.6.2 Asré;¡c~;-~~;·: _::r- :/ .. .-:. "._ :'_~'.·~:: 1~w,~~~,: ~:;~~:: .. .. ·/:· · . . 
Como ,s~ · :~~~~(~~~~~~;. ::-~-Í- cap(tulo 1 ! , ecuación' (1 .2)~_ a una superficie_ asférica. la 

podemos considerar ·como una ··cónica con términos de deformación. esto es (Malacara. 

1992): 

cs2 

z =---;=======+A s 4 +A s 6 +A s 11 +A s 1º. 
1+~1-(k+l)c2s2 1 2 3 4 

(2.11) 

donde las A, son los términos de deformación. 

Si ahora desarrollamos en serie de McClaurin el término en s 1 .. hasta grado 10 y 

agrupamos. tenemos: 
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z = ;s2 

o bien 

con 

, Pt:Oge1ome1rlq láser 

+(~+Al 4 +(·~+ A)s• +(~+ A·1. +(.~+Al ,o 
8 •f 16 2 128 ,/ 256 ·f . 

s 
Z = n~I D2~S2n • 

Qc' 

=-
2 

D 4 = -
8
-+ A

1
• 

Q2cs .. 
D

6 
=-:-¡-¡¡+A

2
, 

5Q3c 7 

D
8 

= -;:;¡¡-+·A
3
', 

7Q4 c 9 

= 2S6 .+A .. D 
10 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

Se pueden obtener relaciones éntr~ los p~Íámetros de cada descripción {s,z) y (x.8). 

como sigue: ver figura 2 .. 1 O. 

. . s. 
X=z.+-· --, 

·· · tg(O) 
(2.15) 

que es el parámetro medidO, pero puede O~ten~~C Ja aberración longitudinal como sigue: 

s 
x = z+---r. 

tg(O) 
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z 

Figura Z.14. Superflc't1t dp1lca asf,rica. en 
ella se puede observar lo relaci6n entre los 

paróm e/ros (s. ::) .v (0,_.xJ 

y el ángulo de las nonnalcs: 

tg(O) 
dz 

ds 

l Dl!flecwmetrla lá-rer 

(2.17) 

Para expresar ax como un polinomio en O, derivamos (2.13) para expresar a la tg(O) 

como un polinomio,. asi que podemos escribir a la tg(O) c~mo: 

donde 

e 
E = 2 ;- =e, 

E = 4(Qc' +A)= Qc'· + 4A, 
8 1 2 1 

Q2cs 3Q e 
{ ) 

2 s 

E = -- + A = --- + 6A,. 
s 16 2 8 
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2 Qcflcctqmetrlq ltiwr 

E {
SQ

3
c

7 J SQ
3 

e 
7 

= ---+A =---+8A, 
128 3 16 l 

{7Q4~' ·J 3SQ
4 

c
9 

E = 1 ---.-+A . = ----+ lOA
4

, 

• 256 4 128 

Ahora tg(O) es una función de s .. pero podemos encontrar el polinomio inverso .. dondes sea 

un polinomio en tg(OJ, según el método convencional descrito Por Arfkcn (1985), ver 

apéndice A, este polinomio tiene la fonna que sigue (Diaz et al 1987): 

4 

s = "~º72,.., tg2,. ... 1 (0), 

con 

:t; = ~(8E1 E.,.fi5 :._ 12E: - E~ EJ, 
E, ·.· . 

1 ( 2- . 4 " 2 2 2 l ) r. = --13- -ssE,E, E,+ SSE, + IOE, E,E, +SE, E, - E, E, • 
E, . . . 

Esta expresión la podemos sustituir en la ecuación (2.16) para x. 
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4 

.~0r, •• 1 1g
2
••

1co> 
x=z+ 

tg(O) 
r. (2.23) 

Cada término de s es de potencia impar.· al .realizar el cociente todos los términos tienen 

potencias pares, de fonna q~C- la CxP-~siÓ~~pa·~·x· ~-~~-
.·.;.. .~ . 

• <~ .~.i:~:-~.~~·;~:{~,2;j~f> i. r~, . c2.24> · 
La variables puede ser s_ustituida en ra·eX¡)resión pOlinomial para'z: 

. ~- - ~ '¡, _" -j;· .. ~- ·~-:~'·-· '.;~/--~/\' ,. ' ' .. 

. ~ = L.~; t<E·i. 1
' ;~z· • ºC0>) 2~ • (2.25) 

; > ''. ;,~ ;/.~-~~ ~ ;·:;~~~--;\;;::;~-; t~-~:~~--·,¡.,: ,-:· . -~;:~J· 0,:\:1~ ·-·, • .. . ': . 
como cada ténnino impar.es.elevado a, una potencia.'par.·todos los términos tienen potencia 

:::~~~:::~J~~!~~Jf 11~~,~~t:~;:::::~:~:::.·: 
igual a 1 O, y al sustituir.(2.26) y (2.24) en la expresión (2.23) para'x: ': . .'.: .. 

··.· ·.;i.:,··~:,····fii~1t*.·~1·l~¿~~~4f'.¡r{~~11\ii~~~¿~'f!; •. ·.·; <2 ·27' 

donde T1 resultá -~-~~ual, a r.· J?Cr~-.:«:i~~'.~i·~·~-~ 'Cón:ii-8.fio;_; pOr ;·¡~_ ~úe_· se· anu_~an mutuamente. 

Simplificando:· - . \ ?;·: /h\·~:;~~~:-' , .. , · 
5 ·>-.. ·-· - :...· 

X = .~.G,.; tg(0)2". >· .. ' (2.28) 

donde (ver Dfaz 1987): 
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De estas exp.resiones ¡)u~d~~~:deSP~j~;~.~~~~~~·:~~·e~~i~nt-es. D2,,, como función de los 

coeílcientes G·s., esto es: - ~)/.~' :·,~,: ~. -.:;..;::_-.'.:J'.]¡'-·~'.;/i 

D 1 {ª •'4a,~\s6.• •64G, 4096G,0 }-' 

º·· 

'"":i '~;¡3•,;,;:s--~+--6-3--

D ~ :._.:·¡·.6D.:.··{• Ci.··.~· ¿¿¡• 1024G,0 48G,} • ::-~ ...... 5-__ 2_1_ + """""35 • 

º• ...; 6~~:a. + 4%,¡ 3276!~;a,. + s 12~}ª•• . 

D = -2S6D;o. _ 24D: + 12D,.D6 + 2560D:G10 

.• .. · .. ·-7 D: D
1 

63 

-t 024n;ºG,o + 176D: - 1320: + 90¡ + t 6D,.D. 
, 9 o: D] D 2 D 1 

(2,30) 

Como D2 dcpeaide_única
0

mente de tas G"s entonces se puede evaluar directamente y 

sustituirse en. las· exPi-e_sio~CS-anteriores para determinar todas las D "s conociendo las G"s. 

Para conocer las :G~s ~á~~ ~on _realizar una regresión polinomial a Jos datos de -x y ~~2 <.l!J· 
De acuerdÓ eón' el ·apéndice A, los valores de x pueden expresarse en metros para __ 

reducir el dominio ·de.1 polinomio inverso. 

Este méto~o funciOnarfa bien siempre que el proceso _de inver~ión fue~- ~stable, 

pero esto no sie~pre sucede; el método sólo ,funciona cuando Jos coeficientes gU~rd8n Ja 

siguiente relación: 

(2.31) 

Mediante las simulaciones numéricas se puede determinar que si Dl••I < 0.1Dl•' el 

error de Ja inversión polinominl es despreciable. 

EJEMPLO: 

Se propone una superficie, descrita por Ja ecuación: 
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(2.32) 

con D, = 100, D, = 10, D• = I, Da= 0.1yDio=0.01. con lo que el polinomio (2.32) toma 

Ja forma: 

Z = loos2 +tos• +s6 +O.ls11 +O.O Is'º. 

Se calculan Jos valores de tg2(0) y X para un conjunto de puntos (s. z) a partir de las 

expresiones (2.15), (2.16), (2.17) 

s z 
0.001 0.0001 
0.002 0.0004 
0.003 0.0009 
0.004 0.0016 
0.005 0.00250001 
0.006 0.00360001 
0.007 0.00490002 
0.008 0.00640004 
0.009 0.00810007 
0.01 0.0100001 

0.011 0.01210015 
0.012 0.01440021 
0.013 0.01690029 
0.014 0.01960038 
0.015 0.02250051 
0.016 0.02560066 
0.017 0.02890084 
0.018 0.03240105 
0.019 0.0361013 
0.02 0.0400016 

0.021 0.04410194 
0.022 0.04840234 
0.023 0.0529028 
0.024 0.05760332 
0.025 0.06250391 
0.026 0.06760457 
0.027 0.07290531 
0.028 0.07840615 
0.029 0.08410707 
0.03 0.0900081 

0.031 0.09610924 
0.032 0.10241049 
0.033 0.10891186 

lnfn. ta2tni. X 
0.20000004 0.04000002 0.0051 
0.40000032 0.16000026 0.0054 
0.60000108 0.3600013 0.00589999 
0.80000256 0.6400041 0.00659999 

1.000005 1.00001 0.00749998 
1.20000864 1.44002074 0.00859998 
1.40001372 1.96003842 0.00989998 
1.60002048 2.56006554 0.01139998 
1.80002916 3.24010498 0.01309998 

2.00004 4.00016 0.015 
2.20005324 4.84023426 0.01710003 
2.40006912 5.76033179 0.01940006 
2.60008788 6.760457 0.02190012 
2.80010976 7.84061469 0.02460019 

3.000135 9.00081005 0.02750028 
3.20016385 10.2410486 0.0306004 
3.40019653 11.5613364 0.03390055 
3.60023329 12.9616798 0.03740073 
3.80027437 14.4420853 0.04110094 
4.00032002 16.0025603 0.0450012 
4.20037046 17.643112 0.0491015 
4.40042595 19.3637485 0.05340186 
4.60048672 21.164478 0.05790227 
4.80055301 23.045309? 0.06260274 
5.00062506 25.006251 0.06750328 
5.20070311 27.0473129 0.07260389 
5.40078741 29.1685046 0.07790459 
5.60087818 31.3698364 0.08340536 
5.80097568 33.6513189 0.08910623 
6.00108015 36.0129629 0.0950072 
6.20119181 38.4547799 0.10110828 
6.40131092 40.9767815 0.10740946 
6.60143771 43.5789799 0.11391077 
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I 1711!/r· 

0.034 0.11561336 6.80157243 46.2613876 0.12061221 
0.035 0.12251501 7.00171532 49.0240174 0.12751378 
0.036 0.1296168 7.2018666 51.8668826 0.1346155 
0.037 0.13691874 7.40202654 54.7899968 0.14191738 
0.038 0.14442085 7.60219536 57.7933742 0.14941941 
0.039 0.15212314 7.8023733 60.8770291 0.15712162 
0.04 0.1600256 8.00256061 64.0409764 0.165024 

0.041 0.16812826 8.20275754 67.2852312 0.17312658 
0.042 0.17643112 8.4029643 70.6098091 0.18142936 
0.043 0.18493419 8.60318116 74.0147261 0.18993235 
0.044 0.19363749 8.80340835 77.4999986 0.19863555 
0.045 0.20254101 9.00364611 81.0656432 0.20753899 
0.046 0.21164478 9.20389468 84.71 16772 0.21664267 
0.047 0.22094881 9.4041543 88.4381 18 0.2259466 
0.048 0.2304531 9.60442521 92.2449836 0.23545079 
0.049 0.24015766 9.80470766 96.1322922 0.24515526 

Ajustamos un polinomio de grado 5 a los datos de tg2(0) y X~ mostrados en la 

siguiente gráfica. 

0.25 

0.2 

¡,º·•5 
0.1 

0.05 

20 40 60 80 100 120 

Figura 2.IS Gráfica ele los valo;cr~ 1g'(O) contraXutili:ando los 
coeficientes propuestos. 

Mientras que i:I polinomio ajustado es: 

x =0.0025a -2 x 10-•a:z + 2x 10-13 a 3 -4x10-11 0
4 +Sx 10-22 as 

donde a = tg2 (8) y tenemos: 

G2= 0.0025 
G•= -2 )( 10"8 

Ge= 2 )( 10'13 
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o·s: 

Ga= -4 ~ 10·1a 
G,o= 8 )( 10·~ 

Aplicando las relaciones (2.30). se tienen los siguientes valores para los coeficientes 

D:z= .100· 
D.= 10.667' 
o..- 1.991 
De= 1.099 

D 1o= -6.092 . · 
Los valores de los coeficientes Dz y D., son parecidos o iguales, y en et r!!Sto de los 

coeficientes et error aumenta conforme aumenta el e.fado: del c.óeficiente, por lo tanto si Jos 

coeficientes satisfacen la relación (2.31 ), existe -u~ .. -. irlte.r:valo dÓnde et método .de la 

inversión polinomial es aplicable. Pero estos coeficiente~_·r~producen_ Jos valores para x y O, 

utilizados en la inversión polinomial con un error máximO de O.Ü03%. En Ja· siguiente 

gráfica se muestran ambos conjuntos de valores. 

, _ =~:::::;:· 1 

Figura 2.16. Gráfica de los valores de tg(O) contra X. obtenidos con los 
coeficientes propuestos y con los coeficientes obtenidos a trove: de la 

inversión polinomial. 

Podemos observar quC el coeficiente de grado 2 que se obtiene por las relaciones 

(2.30) es exacto, por lo que el método funciona bien para· el cálculo del radio de curvatura 

paraxial, ya que el primer coeficiente est~ relacionado directamente con este parámetro, así 

que puede ser calculado como sigue: 

r = -
1

- = --
1
- = 0.005 u.a. 

2D2 2(100) 
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, Qrllec(Qme1rlg lá:rer 

' ' 

Probando con esto que la inversión p·~linomal es_y~Í_ida sól°' en .c~sos p_a~iculares. ya q~e 
inicialmente desconocemos los coeficientCs.dc :·d~rO:~mnción de _la· superficie de prueba~ 

informaciórl que en este ejemplo conoc~m~s prCV·i.~n:-erl.tC.<. 

2.7 CONCLUSIONES. 

El método aqu( presentado tiene toda la fundamentación teórica que hace pCnsar que 

es aplicable en todos los casos, pero.en_. el apéndice A·se niuestra uO análisis de l_n inversión 

polinomial y esta inversión involucra errores que en su aplicación no son fáciles de estimar. 

Por otro lado, el ejemplo funciona sólo si se cumple la condición indicada. pero su 

aplicación está también relacionada con el dominio de la variable de dicho polinomio. Por 

lo que podemos concluir que el método de Ja inversión polinomial no es útil en general, 

sólo en casos muy particulares, por Jo se requiere de un método para evaluar las superficies 

asféricas a partir de los parámetros Xy O. 

El método de medición es muy útil, ya que cuenta con las ventajas siguientes: 

a) Para una superficie grande puede moverse el láser en lugar de las superficies. 

b) Por otro lado el método permite realizar la caracterización de la superficie sin 

entrar en contacto flSico con ella. 
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EVALUACIÓN DE SUPERFICIES ASFÉRICAS 

CAPÍTULO 3 
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3.1 INTRODUCCIÓN. 

E n este capitulo se presenta un método alter~at.i~o .. que resuelve algunos de 

los inconvenientes presentados por el método de la inversión polinomial 

descrito en el capitulo anterior. Este método se basa en la combinación de 

un método de paso a paso,. como es la integración numérica P<?r Ja regla del trapecio 

aplicada a un conjunto de datos .. con un proceso iterativo de aproximaciones sucesivas. 

Entendemos por métodos de aproximaciones sucesivas a aquellos que panen de una 

aproximación inicial y mediante la aplicación de una fórmula de recurrencia generan una 

sucesión de aproximaciones a una solución. mientras que Jos de paso a paso parten también 

de un valor inicial y se basan también en la aplicación de una fórmula de rccurrencia., pero 

generan un conjunto de aproximaciones a Ja solución de una sucesión de números, y no a 

un solo valor., como lo hacen los de aproximaciones sucesivas (lriarte 1990). 

La aplicación de este método a un conjunto de datos de la aberración longitudinal y 

el ángulo entre las Hneas nonnalcs a Ja superficie de prueba y su eje focal permite obtener 

una descripción en coordenadas cartesianas. En este trabajo los datos fueron obtenidos por 

dcflectometría láser. Así mismo se presenta el análisis numérico de dicho procedimiento. 

con el fin de detenninar criterios de convergencia, así como criterios para establecer la 

aproximación inicial que todo método numérico requiere. También se muestran los 

resultados obtenidos ni aplicarlo en Ja caracterización de dos superficies ópticas y se 

verifican estos resultados a través de una comparación con otros métodos. 

3.2 INTEGRACIÓN NUMÉRICA. 

3.2.1 Planteamiento del problema. 

Este método alternativo retoma las ecuaciones (2.17) y (2.18) que relacionan a las 

coordenadas cartesianas (s, z) con tos parámetros (x. 8) medidos experimentalmente por 

cualquier método. Estas ecuaciones son: 

y 

s 
x=z+---r. 

tg(O) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(2.17) 

69 



dz = tg(O). 
ds 

(2.18) 

donde z puede aproximarse por un polinomio con términos de grado par como en la 

ecuación (2.13 ): 

:..·_ ·,: __ __ " .... , ·----
ya que supone~.()s ·que las ·su~Crtif?~es ~ P~~~_r_:·ti~-r1~n simetría-de revolución. 

La e~Uación (2. J 8) p-Ued~ r~~~-ribi,~C~~~-~c;f-. 

. . . .. . . .... ·· , F.~.. :::@X.~:~1z·~ •sco>ds. 

de donde p~ede.o~teners~} p~~;·~~!:'~!~·~.~-~~- i_~_te~ral:.­

c. ¡ ? = ftg(O)ds. 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

Ja cual resultaría o~via ¡)ara cada par de puntos (9. X), si conociéramos ta dependencia de O 

con respecto a S .. y así obtener las ordenadas de los puntos sobre Ja superficie. Al no 

conocer dicha dependencia se propone un método numérico en el que se calculan las 

intersecciones de las rectas normales con una superficie propuesta, a la que consideramos 

como aproximación inicial .. 

3 .. 2.2 Aproximación Inicial. 

Es recomendable en todos los métodos numéricos que la aproximación inicial sea 

un valor cercano a la solución, por lo que en este método proponemos como aproximación 

inicial una superficie que sea lo más parecida posible a ,la -~upc:rficie de prueba, esta podría 

ser una parábola, ·::~ · , 

Experimentalmente se mede Ja aberración longit~di.nal x, que es por definición la 

distancia del centro de curvatura paraxial a Ja intersección del eje de simetría con la nonnal, 

o bien Ja distancia X. del vértice al punto de intersección de las normales con el eje focal de 

Ja superficie. O bien, puede usarse una posición~= X+ cte arbitraria, y evaluar. En caso de 

medir Ja aberración es posible usar el método de la inversión polinomial, descrito en el 

capítulo 2, y sólo a grado 1, para estimar el radio de curvatura paraxial y lo sumamos a cada 

valor medido de x, y obtenemos la nueva variable X= x + r .. 
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La superficie inicial arbitraria puede ser un paraboloid~ (o paráb~la en el plano del 

perfil medido) de radio de curvatura paraxial. igual O cercana· al radio de curvatura de la 

superficie de prueba y que fue determinado por la inversión polinOmial de 'grado l. 

Dicha parábola es descrita por la ecuación (2. J 1) cOri k ...:· ~ 1 :· ~: 

z = E.s2 _r2 
2 = 2r' 

{3.4) 

donde e y r son la curvatura y el radio paraxial de la pa°~b~i~~ 
Se probaron otras superficies. encontrand~ qu~ 'pu~d~·n iUsarse como aproximaciones 

iniciales, éstas son: una esfera de radio s.ufici.ent~m~rii~ g~-nde· co'mo para~·i·~terceptar las 

lineas normales obtenidas experimentalment~~ L~<e~~~~.f~.~: qUe~describe a -dicha Csfel-o.·(o 

circunferencia en el plano del perfil me~ido). 

. z=R±:-/R2 -s2
, {3.S) 

donde R es el radio de Ja circunferc~C~a ·p.rOpll~stá. 
También se probó un axicón. formado: 'por una línea ~eta en el plano del perfil medido.­

puede ser utilizado como aproxim~ciór\ inicial, siempre que su pendiente ~ea tal .que las 

intersecciones con las nO~~IC~~-se:·e~cuen'trcn en el mismo cuadrante que la superficie de 
·- • f ·~ 

prueba. Descrita por la ecu~ció,n:' 

z=ms. {3.6) 

donde rn es la pendient~ ~~ la reCta. 

3.2.3 Primera iteración. 

Las primera aproximaciones a los valores en coordenadas canesianas de los. puntos 

caracterizados se obtienen hallando la intersección entre las rectas norm~les a Já s~perficic 

y la superficie propuesta como aproximación inicial (figura 3.2a)~ La familia de rectas 

normales a la superficie de prueba está dada por: 

z=--s-+X. 
rg(O) 

{3.7) 

Si la superficie inicial es una parábola. las intersecciones buscadas se pueden obtener al 

igualar las ecuaciones (3.4) y (3.7), y despejando la s. estas intersecciones están dadas por 

la siguiente expresión: 
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de donde: 

s 2 s 
-+---X=O, 
2r tg(O) 

s = -r±.Jr' +2Xrtg2 (0) 
tg(O) 

(3.8) 

(3.9a) 

Debido a Ja forma en que se coloca el sistema de coordenadas sobre la superficie de prueba. 

sólo nos interesa la raíz positiva (s > O)~ 

V
~ ~-;;---

....... , 
z' ----..--

Figura .J. J Se muestra el punto de intersección entre una linea 
normal o la superficie de prueba y lo superficie inicial propuesta 

como punto de partida del método de integración numérica 

Si la aproximación inicial es una circunferencia .. las intersecciones buscadas se pueden 

obtener ni igualar las ecuaciones (3.5) y (3.7). y despejando las, estas intersecciones están 

dadas por la siguiente expresión: 

s= ~g(O) (<x-R)+.JR' +tg'(0)(2XR-X'>). 
tg (O)+ 1 

donde Res el radio de la circunferencia propuesta. 

(3.9b) 

Si Ja aproximación inicial es un axicón .. las intersecciones buscadas se pueden obtener al 

igualnr las ecuaciones (3.6) y (3.7). y despejando Ja s. estas intersecciones están dadas por 

Ja siguiente expresión 

X 
s=~m+-l­

tg(O) 

Donde m es Ja pendiente de Ja recta propuesta. 
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Ahora tenemos un valor de s para cada valor de X y tg(O.) (Figura 3.2b). A este 

conjunto de valores Jos consideramos como valores de s que forman una primera 

aproximación a los· puntos de integración a partir de los cuales se 'pu~de rCalizar una 

primera integración numérica, aplicando el método del trapecio (PantC,eCVa y. Gcinzález 

2002). 

~ = .e··• (O)d ~ ~ (tg(B,.,) + tg(B, >)( _ ) 
-,. 1 

0 
tg s f.c; 2 s,.1 s •.. +z0 , (3.10) 

lo que permite enco":trar u~ v~l~r .de z para:· cád~· .. yalor dé; s obtenidO, c~nstruyendo así, un 

conjunto de puntos (s,. z1),.con.i=.O~J, .. :,~. (figura 3.2c) 

3.2.4 k-ésima itc~Ció~ •. 

Para la iteración i ~ 2,' 3, •.• , k-ésima. ya no contamos con una. aproximación 

analítica, en su lugar contamos con los puntos individuales obtenidos en la iteraé:ión 

anterior, por Jo que la intersecC:ión ·s: se obtiene de unir dos puntos sucesivo~ con·· !-1"ª· recta 

(figura 3.2d) e interscctandola con las rectas normales. Usando la: reprcscr:itación ·de 

Lagrange (Panteleeva y González 2002) construimos la recta que une a .c3.da: 2 púntos 

consecutivos s,• ys,'.1 ,.donde el subíndice i significa que estamos trabajándo. con ·el i-ésimo 

punto y el superindicc k significa Ja k-esima iteración. Las ecuaciones de d.ichas rectaS son: 

z= ~-s,', z,'.
1 

+ ~:-s·~• z,•. 
s, •. -s, s, -s,., (3.11) 

Hallamos las intersecciones con las rectas de las normales obtenidas~ partir.de los v~lores 
experimentales X y B. al igualar las ecuaciones (3.7) y (3.11). 

(3.12) 

donde Jas s,~ sori:·~ÍoS .. ,:;~I,~~~. ~e·s obtenidos al calcular las in~ersecciones de las normales 
, :":j~·' ,.,:+·~d~-

con las· rectaS · ·q~e;,~Uil¿~·, .Í~;~: p~rito~ (s,'.~'. z,'.~ 1 ) y (s,•-1• z:-• ). calculadas en Ja iteración 

anterior. mientras que las z,4 son Jos valores obtenidos a través de la integración numérica 
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dada en la ecuación (3 .. 1 O). X¡ y ~_son los parámetros de la i-ésima recta normal y son las 

mismas en cual_q.~i~r iter~ción: 

Así los valores des de los puntos de intersección se obtienen a partir de: 

:.:· · {x _s:.,z: -s:z:.,} 
fi~·~ {~~·~} 

:. ··'. s,•.1 - s: tg(0,.1 ) 

(3.13) 

con lo que obtenemos un ;_nuevo conjunto de valores para .i· y aplicando· nuevamente el 

método_del .trapeCi~<(-~c-~?.J .. 10) tenemos un valor de z para cada uno de los· valores. des 

hallado. 

a) 

Figura J.2 a) Se propo_n~ una_supet:ficie Inicia SA. h) Se intcrsectan las normales ySA• para obtener 
valores aproximados de S ¡.·s2: ...... sN. e) Se reali:a una primera in1egraclón usando el m~todo del 

trapecio, para obtener valores apr~lmados dcz¡. =2 • ..•• :¡y. dJ Se imcrsectan las normales con rectas 
tra:adas.entre p¡,Írt~· cOntiguos (z¡. SJ) y (:2. s2):(:2. s2) y (:J. SJ): Con e/lose oblicnen nuevos 

·::-~~.:v~/ores_:s·1o s•2. s•3, ••• s'N· yse repite el procedimiento. 

Posteriormente se construyen las rectas que unen a cada dos puntos consecutivos y 

se evalúa la intersección de las rectas normales n la superficie de prueba con las nuevas 
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rectas. con lo que tenemos un nuevo conjunto de valores de s1. con los que podemos calcular 

una segunda aproximación de los valores de . .z:1 aplicando nuevamerÍtc la regla del trapecio. 

y asi sucesivamente hasta obtener la aproximación deseada. 

Hemos llegado a un punto donde surgen algunas preguntas: 

1 Si no conocemos la superficie de prueba ¿Qué tan cercari~ a la superficie de prueba debe 

ser Ja aproximación inicial? 

2 ¿El método es convergente? 

3 Si el método es convergente ¿Cuándo detenemos la aplicación?. 

4 ¿El método converge a la superficie de prueba?. 

5 ¿Es estable el método? 

Para contestar estas preguntas hagamos un poco 'de amil.i.sis rl~mérico. 

3.2.S Convergencia del método. 
. . ' . 

Para probar Ja convergencia del método propuesto debé:mos ·probar que la. sucesión 

{z!.1 } converge .. para probar que una sucesión conver'ge, exist~n varic:>s 'critCrios, Üno de 

ellos. cuando se conoce el límite Z de Ja sucesión. 

lz:.~· -zJ <& (3.14) 

para un &>O y para una k suficientemente grande. pero cu~ndo nÓ se co~oc~·e_I limite ~e la 

sucesión podemos aplicar un t~~rema conocido como prueba ~e la r~z_t?_~. ~~~sse'~· 1980) 

que dice: 

.
S. i j,.·J,f d~~ .• -, < t, c'ntonces lim. d,. =o" .. : 

. ·-~ d. ·--

de donde se deduce que si.·¡'d,.. 1j < l~,.I. la sucesión d,. converge. y su li~Ítc es cero. 

Si consideram'as la sucesión d,, = z:.~• - z,~1 , debemos probar: 

para una k suficientemente grande. de la ecuación (3. JO) tenemos: 

y 

Z,,.1 = lg(B,.1 ) +lg(O,) (s•·• _ s"•I )+ ,..t•I 
1+1 2 1+1 • -, • 
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z:., = tg(O,., > 2+ tg(O, >(s.~, ~ s,' )+ z.'. (3.16) 

Definiendo T. = tg(O,.,) + tg(O,) ten~mos· 
,... 2 ·. .,;. ~,: ' 

(3.17) 
é•••M',.-

:::'~- ~·-·~ t;~.~~·~~{~~~!~f ~~~i:~;t:::::~-.::. 
y así sUcesivame~:t~ ha~?;~~(.;;\··:;'.~~\---· -~~i: :.~\¡;~'- - ,;.~:.: ·· .~ 3\~. ·> .. ~:. .·- "'- ·-

(3.18) 

(3.19) 

:;'Z::;',,BZ"·}~s(cs:;•·:-8> ~"~~:;L~;?>).;}~:··.~z:>. (3.20> 

SustituYendo Cn' sentido invérso .en 13 ·ccuiié:ión (3.! 17) te'nemos: '. ·:~:+~ '..''.·::·.-:·~ ~\·'.~·~:.; ~~~ -:: -. . ::··\ · .. :~~: '· ~?::~: <1,;-.~-~-~:f;~~:--_~'./~;_¡',: ~F--'~i}'/.r·' .. -~ 
z,., -:-z,.1 .";'. L (T,~1 ((s,.1 -:-:<.~• )-:;-(s,, •·-:-,s,J))+(z0 .·\.7 z0 ). (3.21) 

<:.:- ·:: ':,>":" ·:~<< ~-'.9~ .. :·· - ;/'_t_,. \~,_>- ;¿;~:::-.. f' .. ·~~'.:·~f;f~·::~:-.~::~t::{~;{\,:· ::..:~ .:'t" . :r-,~i .- - ' 
Si escogemos el puntO inicial dC la integraC:ión·num'érica'como un punto de la superficie de 
prueba, tenemos: . - . - ·: :¿~~;~-- ·· · ~-:· {~f~~:.:;·- ~}~.:: ·~~~~·~" ~:'.:?'-· . . ·. . 

: : " ' ... ·.; ·, ~;·~~··' ... ,,,: • ,. o.-.--

,.~:··.~.~;. ~·:~::,~--~:~1:_··~.-;--~-q~ :··.:·: .,~."--~-,.t_:d_., k o' .. 1·-2- .-.· ·--· 
.·.· ,:. -·. ,·- -- \~;:~?~ f:!~!~~;_:¡f1f\\'..:,;,.:, __ ~.~~:;-.~~=- ·····~·-

Por lo tanto: ':.:·~· :-~!i} -~;:;;_:~__;;; -~,;;,-~~- .,--. ~- ... -;":: 

"º~'~·00 :.~¡{~~;~¡~\1~~1i~¡;~~;~. ;~· ~· ···~ 
convergentes, entonces L (O,. -b,_) 'es convergeót~, Cf.!rta~er,-· el al 1980); se ~educe que si ·-· . ,. . .. 

{s: ... J, converge entonces {.::}.1 }, pór lo que cs'·nec~sSrio ·pr~'bar'.:t_a _c~nvergcnCia de la 

sucesión {s-, ..... 1 } , es decir: 

para una k suficientemente grande. 
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De la ecuación (3.13) tenemos .que las abscisas de las intersecciones están dadas 

por: 

s.'.~' = {x.~. - A} 

{ n,+ .~,!.~.>r 
(3.23) 

con 

(3.24) 

y 

(3.25) 

pero de In ecuación (3. t 6) se tieOe: 

r. .•. (3.26) 

. .- ~ ·.·4' 

Por lo que la ecuación (3.13) se. red~éc ·_a:~;· 

(3.27) 

De Ja ecuación (3. 1 _6) tene_~os: 

s,' ~_'~: .. ; ~· z!:/- z: (3.28) 
; i;... , 

sustituyendo (3.28) en (3.27) tenemos: 
:··::':· ~.:··.:··.-··,_·: .. -· ·';::.· . s••• -~-X,..:, +·T,.1s,.1 - z,., , (J.29) 

.... '; >;~,T.~· :f ~lg~~ ••• ) 
Comparando las·.ecuaciones;{J·.29f Y'(·J-:21) observamos que s: ... ~· se puede expresar 

como una función. de' e~,·.:~:~~~;}\~ -ii"~~-·-~o~~ función de (s,•. z,•} con la misma forma 

funcional. Es decir qüé: 
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s,'._~ 1, ~·f(s," .z: )= f(s:. 1,z,".1 ). 

De la ecuación (3.29) se deduce:: 

.,.,.. X,.1 + 7;. 1 s,".~ 1 
- z,•.~ 1 

s, •• = . 1 

. . .. ' . .. , . •: T,., + tg(O,., ) 

(3.30) 

restando (3.30) de (3.29) tenemos: . . 
.. , ... • . 'x~ •• + T,.1s,'._·,· - z,".. 1 -x .• , - T,.1 s,•.~ 1 + z,".~' 

s,., -: s,.1 = . . 1 

T,., + tg(O,.,) 

(3.31) 

o bien: 

1 

T. ( • ·-·) ( • ,_, )1 
Is••• -.s .... , J = , .. 1 s,.1 -s,.1 - z,. 1 -z,.1 

,.. ,.. ' 1 • 

T,., + tg(O,.,) 

(3.32) 

o bien: 

I
r.· ( ·• ·:. : : ,_;)·. ,.. ·-·)11T. . ·-· 1 1 ( . ·-·) 1s:.~1 - s,~.J ~ . ,.,~,·~,,' -.~.-.. ~~· ~-~ 1 z,., .- z,.1 S: ••• s,.1 - ~··I + z,., - z,¡• 
; :: .T,7'.:+ tg(O,~¡) T,., + tg(O,.,) T,., + tg(O,.,) 

(3.33) 

Entonces para que la sucCsiórl C?OfiV'CrjU debe cumplirse: 

I

T. • l-1 1 (. ·-·) 1 ,.1 s,.1 -s, .. 1 + z,.1 - z,. 1 < Js• -s•-•J 1 1 ,., , •• , 

· T,., + tg(0,.
1

) T,., + tg(0,.
1

) 

(3.34) 

es decir: 

( . ·-·) [ z ..• a -z.'j' < 1 

:z;., + tg(O,.,) 

T... J . ·-·¡ 1 s, •• -s,., . 
T,., + tg(O,., ) 

(3.35) 

Como O, ese positiva sieÓlpre~- tg(B, .) también lo es, y por lo tanto T¡+1 es positiva, entonces 

la expresión (3.35) 'se puede escribi-r c~~o: 
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de donde se tiene que: 

o bien: 

1 

( . ·-·) z,.1 - z,j1 tg(O,_,) 1 • ,_,, 
< 

1 
s,. 1 -s,.1 • 

T..i + tg(O,.,) T,., + tg(B,.
1

) 

1 • ·-·¡ 1 1 • ·-·¡ ::,., -z,.1 <,_-(O ) s,.1 -s,.1 • 
g •• , 

jz:., -z:+-¡'J < __ I_ 

!s,~1 - s,~l'I tg(B,.1 ) 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

El lado izquierdo de la desigualdad anterior es la pendiente de la recta que une a dos 

aproximaciones consecutivas del i+J-ésimo punto. mientras que el lado derecho el la 

pendiente de Ja i+l-ésima recta normal a la superficie de prueba. 

Lo que implica que para que haya convergencia 13 superficie inici~l debe t~ncr una 

pendiente simila~ a la la superficie de prueba. 

Como Ja suc;esión {s,-..~ 1 } converge, entonces: 

Tomando el valor absoluto de la ecuación (3.2 J) y aplicando el lí~ite cuando' k tiende a 

infinito: 

.t+I ¡. •+1 .. .t+I 4 .t+I .t 

'

·-· . <· . 1 Jz,.1 - z,., J = ~(T.., ((s,., - s,., )-(s, - ~· ))).¡.{z~, ~ z~' '. (3.39) 

t . - . - .• 

Jz:.~· ;-·='.·.:¡s l~(i;:,((s,'.~' -~:., ):-(-':~• ::;: ))11J(z;·i ~ z:) .. 
o bien: 

(3.40) 

Aplicando.el limitc·i~~e~~-5~;. e· . __.: •• , 

{~Jz.'.~'·-;~,J ~'¡@¡~(;,.1 ((~,'~~· -s,'.1 )
000 (s,'•' -s,' )}1+ {~l(z;•• -z:), (3.41) 

Lo que podcm~s esC~ibi~.'CO~~:~ 

{~Jz.'.~' -:•~,¡~,~{;(i;;,((s:.~• -s,'.,)-(s,'•' -s,' ))1 + {~~J(z:·• - z;). (3.42) 

Como Ja sucesión {s!,~ 1 } converge: 
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[~l(s,'.~' -s,':.,l =O. (3.43) 

Si Zo es un punto de Ja superficie inici.al que coincide con un punto de Ja superficie de 

prueba. se tiene: 

lz!•' - z! 1 =O; pam toda k. 

Por Jo que al sustilui~J~·~.lí~ites cOnocidos se llega a: 

/iml=, .... ;1 -z,':.1 j =O. 
·-~ 

(3.44) 

(3.45) 

por lo que podemos C~~~cluir Cjue la sucesión {z: .. ~ 1 } también convcrgC:. Pode.mos.además 

demostrar q~~_:·~·¡¡·~-~~~e;·¡~~·j.X,'.~'} converge. donde los elementos de _esta suc~sió~ ·son las 

interseccionCs de'..J~ rectas.que pasan por los puntos (s,':.~ 1 , z:.~•), con pendiente l/tg(0¡+1). 

Partiendo de la 'éc~,;ció~ (3.29): 

..... x,., + r. .• -'·,4.. - :, .... 
s, •• = 1 

T.., + tg(O,.,) 

CalCulamos ahora (s, ... ~, - s,':. 1 }: 

entonces: 

fs,':.~' -s, ... 11 = 

{x ... 1 + ~.1 s, ... 1 .:.._ z:.;} 
{T.., + tg(~ ..• )} 

{x,., +:r,~,s.'., ~=.~.L{T,.,+~}s:., 
y~; +'tg(~:;,;} /.fo.¡+ tg~~ ••• ,J 

Viendo la ecuación (3.7) definimos: 
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o bien: 

entonces: 

x•·• = z ... 1 + s.r:~· 
••• '•

1 tg(0,. 1 ) ' 

z•••-- s!.~' '.-y••• 
••I - lg(0,.1) "' ••I , 

Is,.' -s' 1 =I X,., - X,'., ,.... , ... , 1 

T,., + tg(0, ... 
1

) 

(3.49) 

(3.49a) 

(3.50) 

Como la sucesión· {s,'..,~ 1 } converge, también lo ha.ce la sucesión {x,~~·} y tien~ como 

limite X,., que es la ordenada al origen de'la i+l-ésima recta nonnal (3.49a) a la ·superficie 

de prueba y es un dato medido exper.imentalmente, lo que implica quC el. método permite 

recuperar los datos medidos experimentalmente! a partir de los ~a~o(d~··;cs~"-z):·obt~_nidos 
numéricamente. 

Por todo lo a~ierior pÓ.demos ~or.i:cluir _qu!! ~el. ~é~~~'?~ ~~·~c~~~.v-~~g~-~~~ -~~e.mpre_-que se 

tome como aproxim~_ción.: iniéial.- ~na .s~P~~fi~_i-e _q.·~:e' }~,~g~_/Ü·~~:~,P~;;'~·Íe_~t~·:··.~·Í~il~·~~- a_ la 

superficie de prueba, que coincidan. en .. un.' punto )~-=~~~:~ ~e:.:~~~ti'~-~ag~):Ú~ -;~Jación '().38), 

aunque se mostrará más .adelante qÜe es"' últi~~-é:o~~-i~_i6~ .. e~·~~-fi71\~ni;_~~sro .. ~.ce~aria. 

3.2.6 Criterio. de paro •. ····J. •• • • 0:.:,,j;;~.:~~f .. ~~füi~:~.: . \,é; , 
Todos Jos métodos iterativos:. requieren de_ un:.critcri paro;·cs_decir,·:un·.criteriO 

~~~~ª~!,~:~~~:~11Ji~f~~~¡:~t~~: 
donde x es el limite .de· la su.cesióO>:~Crc1':''·~1 ·aPlicar urÍ métÓdo numérico no es posible 

aplicar la expresióíl (3_¡-4):-y~-~·tj~~;t~f7¿-~;¡:Qº~_¿,~::e1'~--1r~·i,te de la sucesión implica conocer la 

solución exa~ta del prohiem~, y··'·.de; s~r así~ ·~~ requerimos un método numérico para 

resolverlo. Pero se sabe que si el método converge la diferencia en valor absoluto de las dos 
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últimas aproxi:'11aci0nes ~s menor a .la diferencia en valor ·absoll:JtO entre la última y la 

antepenúltima llpro?'ima<:=_iones, cSlo es: 

(3.51) 

La expresión anterior .sóiO es valida en el intervalo de Xn.2 a Xno pero si 'se curilplC: para" las 

prime""1s n np~'.Ximacic>nes, es de esperarse que Ja converge~cia ~~~t¡·~¿-~~.:·~º·~· ~iro~_,..-~d~~ si 

el mé~Odo ~S cOn-vei-i;ente se puede demostrar que para un !1¿;.:CrC:(~"Ufú:-~~!'!_~e:·d~·i.ÍCrBciones, 
la dife~'enci~ en val.ar absoluto de las dos últimas aproxim~ci~n.es·~~.s ~~yc;r-.?_ ¡g~.al al erfor 

absoluto: 

(3.52) 

Esto implica que la diferencia entre a·P~Oximaci~ri~.~·,"pu~~-~ -~e~, consi~c:rada como 

una cota del error absoluto, por lo que si tenemos un métó:d·~ ·-d~ ~Pro~·i.:.,a~iones sucesivas 

podemos obtener la solución buscada X c.orl u~ ,e._.-r~:~·:·~-~~o~;·_-~ :~~a. i~Jerancia previamente 

establecida. (lriarte, 1990). 

De lo anterior, podemos ·concluir· qué '~~I "fij~r·· P~viamente un error o tolerancia y 

detener el proceso cuando la diferencia'-~ en" valO~ ~bsoluto de dos aproximaciones 

consecutivas, puede ser un buen crite.rio de· paro, y es el aplicado a Ja gran mayoría de los 

métodos numéricos de aproximaciones sucesivas. 

Otro criterio puede ser siin¡)lemente fijar un número máximo de iteraciones y 

detener el proceso cuando se realice dicho número de iteraciones, midiendo posterionnente 

el error máximo de la solución. 

Del análisis en el apartado anterior se puede deducir que el criterio de paro aplicado 

a una gran mayoría de méto_dos numéricos es aplicable al propuesto en este trabajo. Dicho 

criterio consiste en prCde~enninar el mínimo error aceptable & en los resultados y verificar 

que alguna de las relaCion~s.siÉ;uientcs se cumple: 

Error absoluto: 

Error relativo: 

i,j =0.1, ...... n 

O bien, una forma equivalente~ pero expresado en forma porcentual: 
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l.,.J =O. l ••••• n (3.55) 

En estas ~ -e~preS~~~~~ ;- C_-~-~-~bf~ ~-~~ar_:-. e~P~.~~~o: .· er<_ l~s unidades adecuadas para 

:::::::::~ el criieri,;'.~~~tci~,ll~cifr(Y;j;~:()~~ ~o~ I~ re~olu~iÓn del equipo de medición 

º= "';,;,;ºZ~i%c~:~;~1i~;;~~·r~itL .. . . ,,,., 
Que reprcSenta la distancia ·entre los püntós obtenidos en he.raciones conscCutivas. 

; / .. ~ ~··y<~;: '-t0~,~i:::::_.f,;;~)1 "';.,;" .; : :-~:-:; .---::_-,·v · 

i~;~~ª~;~~~~~~~~{!~~ílf :~~'ii~~~;i 
. ó.57> 

Por lo que la incertidumbre varia dependiendo del tipo de cónica bajo estudi<?· y de 

Ja precisión con que x sea medida. Las mediciones para este trabajo se realizan dC igual 

manera que en Diaz (1985). supondremos valida la estimación de la incertidumbre para los 

valores de las coordenadas cartesianas de cada punto. 

En este trabajo se estimara la precisión numérica del método, aplicándolo a alguna 

superficie de prueba real, por lo que analizaremos su aplicación a dos superficies ópticas 

reales, se trata de dos lentes asféricas comerciales. la primera una lente plano convexa 

distribuida por Baush & Lomb, y Ja segunda una condensadora cuya superficie posterior es 

una sección esférica, esta es distribuida por Melles Griot9 las superficies tienen las 

siguientes caracteristicas. 

Distribuidor 

Lente 

Baush & Lomb Melles Griot 

Cinephore LAG O 17 
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Tipo de superficie Asférica Asférica 

Radio de curvatura paraxial 44.95 mm 21 mm 

Diámetro IOOmm 55mm 

Tabla 3. J Caracter1s11cas de las supetfic1es de prueba 

Se midieron los 'parámetros 8 y x para una serie de puntos sobre las superficies de 

prueba. para aplicar el método. encontrando Jos resultados que a continuación se presentan. 

3.2.7.1 Lente A,. Cinep/1orede Bausch & Lomb. 

Al medir los parámetros O y x para Ja superficie cóncava de Ja lente Cinephore 

(Baush & Lon1),. a la que designamos con la letra A .. se encontraron los datos de la tabla 

2.1. la cual se reproduce a continuación: 

8,.J X(mm) 8,.) X(mm) 8(") X(mm) 8(7 X(mm) 8,.) X(mm) 
10 4S.04 17 46.59 24 49.24 31 52.17 38 57.51 
11 45.21 18 46.99 25 49.61 32 52.72 39 58.88 
12 45.45 19 47.42 26 49.99 33 53.28 40 60.65 
13 45.61 20 47.79 27 50.4 34 53.93 41 62.29 
14 45.88 21 48.15 28 50.82 35 54.62 42 63.47 
15 46.08 22 48.52 29 51.26 36 55.43 
16 46.32 23 48.9 30 51.7 37 56.38 .. Tala 3.2. Datos de la aberrac1on long1111d1na/ y el angulo q11efor1nan las rectas normales 

con el eje focal de la superficie Cincphore. (Baush & Lomb). 

De las expresiones desarrolladas en el capítulo 2 se puede demostrar que para en un 

ajuste lineal el radio de curvatura paraxinl esta dado por: 

r=2G2 • 

La gráfica y el ajuste lineal se muestran en la figura siguiente. 
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es: 

'º 

10 

y• 22. 147x + 0.5073 
R 1 • 0.9924 

U ~ U ~ ~ M U ~ ~ 

tg'(•) 

v I 

Figura .J • .J A}uste lineal para determinar el radio de cur'!atura paraxial 

Del ajuste mostrado en la gráfica anterior se p_~e_de determinar el radio de curvatura 

r = 44.294 mm'. ' 
' '." ·.-. : '' 

Valor que se sumará a cada uno de ·1~s V-~Í~i-eS de X en la tabla 3.2. En coord~n8das 
cartesianas una parábola con un radio de c~~~tura paf-axial de 44.294 mm es des~rit~ Por la 

ecuación: 

z = dr s' = 2 (
44

'.
294

) s' = 0.01129s' Ó.59) 

Curva que será considerada como superficie inicial para aplic~~- e.1 método 

propuesto, ya que numéricamente se satisface Ja relación (3.38). Después de 11 .iteracion~s 

se tiene un error máximo entre iteraciones de 1.73 x 10º13 %. En la siguiente gráfica se 

muestran las diferencias entre aproximaciones consecutivas, de donde se puede observar el 

proceso de convergencia del método. 
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Figuro .J:4 cOnvei-i:enclO del mdtOáo, a la Izquierda se grúfican los diferencias entre 
itcrocionC$ consecutivos)' a la derecho lo gráfica corresponde a lo$ logarlttn0$ naturales de 

. !ar difere~cla.r entre Iteraciones consecutivos 

Los datOs· obtenidos son mostrados en la tabla B.3. utilizando el método de mínimos 

cuadrados encoOtramos que a ellos se 8justa el polinomio: 

;: = -0.0493 +o.o l 135s2 -9.8036 X IO-' s• + 1.5597 X 1 o-" s• 

-9.0628x 10-•> s• + 1.7344 x 10-•• s 10 
(3.60) 

Polinomio que aproxima los valores de z a los hallados por medio de Ja integración 

con una desviación máxima de 0.14 mm. El término de grado 2 está asociado al radio de 

curvatura paraxial. de tal manera que este es igual a: 

2(0.01135) 
44.07 mm. 

En la siguiente figura se muestran los datos obtenidos y el polinomio ajustado. 

z(mrn) 

•1-1 
Figuro .J.$ Grdflca dt! los datos obtenidos con el m'1odo de 
lntegrocldn numirlca ,V el po/ino,.,10 dt! grado/O ajustado. 
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Podemos recúperar; ·los ·.datos··· de, O y X para cada valor de s encontrando una 

diferencia máxima-de O:oos:·~d.ú~~c.:~ ,º bi!=~ o_.28· grados para en ángulo o y de o.44 mm 

para X. Estas.~.~~~~enci·~{m~-~-¡~a:~ .. ~~.rt-~s~~nc:l~n al último punto medido. pero el error rms 
para el ángul~ -es _:·~e. o_:OS-,:~~ad~·s~·i: y;_p~ra)a· ~berración longitudinal es de 0.09 mm .• las 

diferenci~s:en -á~gu.10 P~rii. ~c~da ,:pu~,~~" m'~did~. experimentalmente se muestra en Ja figura 

3.6. 

.. o . .,5 
.!! 
E 0.1 
J!! ;:;o.os 

··---, 
1 

i 
!· 
; 

i 

r-:~:¡~· .· .· ------
o o 5 10 15 20 25 30 35 40 

núm. de punto 

Figura J.6. Diferencias absolutas en dngulo entre cada punto medido experimenlalmente y 
los valores obtenidos a partir del polinomio que describe a la supet:ficie de prueba A. 

Cinephore de Bausch & Lomb. ajustado a los datos de la integración numérica, la 
diferencia rms u de O.OS grados. 

Las diferencias en aberración longitudinal para cada punto medido experimentalmente se 

muestran en las figuras J. 7. En cambio, la diferencia entre el radio calculado 44.07 mm. y 

el radio real 44.95 mm. de la superficie es mayor. Esta diferencia puede disminuirse 

realizando mediciones en una región cercana al vértice. pero por limitaciones fisicas no es 

posible actualmente realizar medidas en dicha región. ya que se realizan de manera manual. 

pero si se utilizan detectores de posición de haces luminosos para determinar la posición del 

haz reflejado en la región cercana al vértice. se contará con mayor información para 

recuperar Ja forma de Ja superficie. 

Pero como la superficie se aproxima a un paraboloide descrito por (J.59) de la cual 

pueden calcularse valores de O y X en Ja región del vértice. 
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·------------------------- --- --------

Figura i 7. D!ferett~Jas ':'bso/utds en_,;, aberraéión longitud/na/ entre cada puntO -medido 
experimentalmente y los datos del polinomio que describe la supc#ficie A. (Clnephore de 
Bausch & Lomb). ·evaluado en los puntos obtenidos por integración numérico, El valor 

.''!"de estas diferencias es de O. 09 mm. 

Permitiendo de esta manera que adicionemos Jos datos siguientes: 

8(? x(mm) 

1.3 0.015235477 

2.6 0.060939999 

3.9 0.137107849 

5.19 0.243729533 

.• 6.47 0.380791839 

7.74 0.548277906 .. 

9 0.746167332 
.. Tabla 3.3 Daros ad1c1onales en.fa regron del vértice . 
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.. 
x(mm) 

'º 

,. • 22.515•. 0.332 
R 2 • 0.9938 

:'~·::·· ·<· 

Clnephorw d• B & L 

Figura·~.8 Ajú~i~ .. J~~~~;~Q';Q- ~é1erñ:1nt1r e! Yáélio.de curvatura 
, paraxia/~'..in.clUYindo"··datoS.eti JO ri!gió11,'del vél-tice. -

t:f~/ ·~1~~~: ~;&~}·'..~~t~:;:· ~.~.~}:~~~,' ·~.- ·.~o·':' ". , ·':· ~· . 

,, .. -=~~"±.:::.:!:r:J.l',irf 5jf ~Jj·~i"" ;,",~º =" •• ··~''" 
Por lo que la superficie i~icial req~c;r~~~ p~~:~.~··:.~.~-~~; ~ú~érico propuesto, obedece 

la siguiente regla de correspondencia: . :·:e•: ·;·:~;: ~¿;. 

z = __!_s 1 = --·-· -s•\; o'.Ó11 is• 2r 2( 45.03) · · ·· 
(3.62) 

Realizando once iteraciones obtenem~~ lo~·-.d.~~".!~.C~~·f¡'·cados en la siguiente figura y 

que se muestran en la tabla B.4: 

/ ..... 

Figura 3.9 Perfil de la lente Cinephore obtenido 
por integración numérica 
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. . 

El polinomio aj':f.StadO ·a: los datos obtenidoS y mostrados en-la 18bla ~.4,. es: 

z = -0.0007.+ O.O 1 1 1 Js2 
'-: 7.9.137 x l0~7 s' + 1.2338 x 1Q·9 s 6 

/ 

::;·-
.·, .) 
•\~-

~' : .. -::6.7246xto-•~s• +l.17tsx'io-1•s1º. (3.63) 

Es.te ~~~.¡~~-~·~a:'.&~.~-~~.'- ~t':.iOs>.~alores ·obtenidos con una desviación ~áxifná~_-Cn. z de 

0.0034 m~~ a-~-~~i_;~dJ_~~,Stéi~~-~li~~mi~ también podemos recuperar los valO-r~s de o; X para 

cada V~J~r. d~'-:~-~;;~h~1f:=~~·~.:-una diferencia máxima de 0.64 grados,. o bien 0.01 radianes 

para el á~~ul_~::·;¡~-~,~~ -.LY6 ·it,~ para X, para el punto medido más alejado del vértice,. pero 

con u·na:dfre~~~éi~:i-ms en el ángulo de 0.17 grados y de 0.19 mm en la aberración 

Jongit~d·i;i·aJ~ Í~~~difei-cncias correspondientes a cada punto experimental se muestran en las 

graficas de las figura 3.1 O y 3.1 1. 

Figura 3.10. Diferencias entre los valores experimenta/es del dngulo de las 
normales con el eje óptico y los obtenidos con el polinomio que describe la 

supet;/icle A. de prueba. o partir de los datos de lo lntegracidn numérico. El valor 
rms es de 0.17 grados. 
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·.'-'-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~----
Figura .3.11 Dljérenclas entre los valoru experimenta/l!S ele la aberración /ong/111di11a/ y 

los obtenidos con el polinomio que describe la SUPf!rficie de prueba A. a partir de los 
datos de la integración numérica. El valor rms es de 0.19 mm. 

Con este polinomio se tiene una diferencia menor en et valor calculado del radio de 

curvatura paraxial: 

2(0.01113) - 44.92 mm. 

que tiene un error menor al 0.07 % respecto del valor obtenido en Diaz Uribe 1985, 

mejorando lo obt.enido en el citado trabajo. 

3.2.7.2 Lente B, LAG 017 de Melles Griot. 

Paro la súperficie B. Ja LAG O 17 de Melles Grio~ se tienen los datos de la tabla 2.2. 

que se reproducen en la tabla siguiente: 

8{°) x(mm) 8(") 

7 0.16 23 

8 0.22 24 

9 0.29 25 

10 0.33 26 

11 0.38 27 

12 0.43 28 

x(mm) 8(") x(mm) 

1.08 39 4.65 

1.19 40 4.9 

1.3 41 5.15 

1.5 42 5.44 

1.69 43 5.72 

1.87 44 6.06 
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13 0.47 29 2.05 45 6.4 

14 0.51 30 2.3 46 6.8 

15 0.55 31 2.5 47 7.19 

16 0.58 32 2.81 48 7.65 

17 0.62 33 3.06 49 8.1 

18 0.7 34 3.28 50 8.52 

19 0.77 35 3.59 51 8.95 

20 0.82 36 3.78 52 9.49 

21 0.88 37 4.17 53 10.03 

22 0.98 38 4.41 

Tabla 3.4 Datos experimenta/es obtenidos de la lente LAG 017 de Melles Griot 

Al igual que en caso anterior, se calcula la tangente del ángulo de los datos de la 

tabla anterior y se ajusta una relación de la forma: 

x=G,a dondea=tg 2 (0) 

La gráfica de los datos tg2(8) vs x, se muestra en la figura 3.8.: 

12~---

10 

8 

.. 
2 

l' • S.9104• • 0.2•17 
Rª•o.noe 

o~-------------------~ o 0.5 1 
tg•(•) 

1.5 

Figura 3. 12 Ajuste lineal a vs x, para determinar el 
radio de curvatura paraxial. 

De donde se puede calcular el radio de curvatura paraxial. siendo este igual a J l.94 mm. 

que no coincide con Jos datos en la tabla 3.1, esto se debe a que esta superficie es más 
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rápida que la anterior. por lo que fr\voluc~' 3.lgunas ·.consideraciones· adicionales. Las 

distancias deben ser medidas a pa.rúr_.:det véri'iCc Y Sjustiir una r~l~ción ·de 18 forma: 

donde a= lg 2 (0) 

donde Go es el radio de curvatura paraxial. 

...... 
Figura 3. J J Ajuste lineal a vs X. para determinar el 

radio de curvatura paraxial. 

Del ajuste lineal propuesto sC. puede:-Qbscrvar que una aproximación al radio de 

curvatura paraxial._es ,-.::== 21:·35~~--·Óe·manek que la superficie inicial es descrita por la 

ecuación: 

z ~·~."~~ sz.> = 00234s2 

--2(21.35)-

Después de apli~ar el ~ét~~~?.-·~'ncc:, vec~s. (11 iteraciones) se obtiene el conjunto de 

datos graficados en la figura (3.14), Y .. C::~e~tan con un error entre iteraciones menor a 4 x to· 
iomm. 
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.. .. .. ~····· 
.,'"'", 

.. .· .· .. 

Figuro 3. / .:/ ·~c1:JÚ°de~ /~ s~~rfi~i~ ·LAG. f!l 7. t;Jblenidos 
' ·_ ~ pOr e1 ni~tócfo nun1érJCo própuesto 

: - .. ·;-~··' ~·\.: . . ,, .. ,,_ . ~:--·, .. 
. ·<·· .:·/. -.. , ' , -J.;~;-~ '~l~. "¡ ,-;·; 

El polinomio qtie se ajuSt~ a''róS d3tOS'ObiC~rlidO~'-'Y_que se listan en Ja tabla B.5 es: 

-.. -· . ~:~;_;·;r:: -i\~y;·,. :·}~S~~--,{~~:(:;::~~::~:~x·· :'.- ;" ~ 
z = -6.189>< 10-<,+2.327;.10~2 s~ +·s.717>< 10 ... s• -3.00Sx 10-•s• 

+·6.S79~ io:.'Js•·i':s.045 X 10·" s'º (3 -
64

) 
.; -~ - "'-~-'. .. ,,_;.,. .. ·. .. 
··:·:. ·.;::i~;}:.-~.-.·-~,- . t>,?.:;'.:. Tl; .. -,. -:--·~-·: ... ,,,_,_ 

~E~~:~~i~~~l~~tf ~~;~Hif~:;f~~; 
Con eStC ¡)o lino.mio s_C tiene ún3 dfferC~'éia ·_Ínenor en el valor calculado del radio de 

curvatura paraxial: 

r 
1 . 

2(0.0233) .= 21.45 mm. 
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0,15 

0.1 

0.05 

Figura 3. J .S Diferencias en dngulo para cada punto medio sobre la 
supet:flcle LAG 017 de Ale/les Grial. El valorrms es de O.OS4 grados 

o~-t-~~~~~-i.-~~~~.rt~~~-T~~.....¡~--ir-~~~~~~ 

"º 10 50 

-0.1 

-0.15 

-0.2 

.J 
narn. d• punro 

Figura .3.16.· Diferencias para cada punto medido experimentaln1e11te 
sobre la superficie de Melles Griot. el valor rms es de . O.S 7 mm 
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Si incorporamos los valores propuestos de (}y X cercanos al vértice,. listados en la 

tabla 3.5: 

{} x(mm) 

0.8 21.35 

1.6 21.36 

2.5 21.37 

3.3 21.38 

4.1 21.40 

4.3 21.43 
---~~ 

5.7 -2r:~ 

6.5 21.49 
.. Tabla 3.5 Datos propuestos e11 la rcg1on del vértice . 

Los datos de la tala anterior esta referidos al vénice, de manera. que la ordenada al 

origen de un modelo lineal ajustado representa el radio de curvatura paraxinl .. valor que se 

utilizani para determinar la superficie inicial del método. El ajuste se muestra en la· figura 

siguiente: 

I" 
"" 

··•OJ1h•21.SU "'·· .. ,· 
Figura 3.17 A}uste lineal en a vs X para 

determinar el radio de curvatura paraxial. 

Del ajuste se observa que el radio de curvatura para la superficie inicial es 

r= 21.53mm. 

Aplicando el método y después de 1 1 iteraciones se obtienen los puntos graficados 

en la figura 3.18. 
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.... ~······· 
.. ·· .. .. · 

Figura·3. ~/!~··- P.íÍifil.d~'la ~u¡ie,:P~fe_·de .. ~el/es. Griot. 
ohlf!nidos po':- el m,é~odo Cle_ /ntegrOción numérica. · 

incluycndO~ datOs. en la-Tegiótt del vCrtii:e 
.··.:::. ·,·"·-·, .- ~)~. -:::.-:: -. ·.·.~ t -

El polinomio qUc_m.Cjor aJus~ íO~~~~tOS' cÍ~-T~·~gu·;~ 'iinter-~?r ~ q·ue se listan en la 
tabla b.6 es: . . ·. · . •é. • ·· • · .· • · 

z = -l.345x 10-'. +2.3.24x io-2 ;' +8.899x 10 ... s' ·-3.127x 10-• s 6 + 

.7~097 X 1 o-ii ~· _-5~ 190 x 1 Cr• s' .. º: · (3.65) 

Polinomio que se ajusta a los datos con una diferencia máxima ·_en~.z: de -~·003_8 mm. 

y un valor rms de .0011 grados. El primer término es una constante aditiv_a que desplaza al 

vértice del origen de coordenadas, pero es del orden de décimas de µm. COmo en los casos 

anteriores se puede recuperar los valores de O y X para cada uno de los puntos obtenidos al 

realizar la integración numérica con una diferencia máxima de 0.32 grados, o bien 0.0056 

radianes en el ángulo y un valor rms de 0.07 grados, en la figura 3.19 Se muestra una 

gráfica de las diferencias asociadas a cada punto experimental. 
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01ferend• en •ngulo 
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! 

Figura 3.20 Diferencias en la aberración longitudinal asociadas a cada punto medido 
experimentalmente sobre la supetficie de prueba de Melles Griot. incluyendo puntos cercanos al 

vértice. 
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Podemos recuperar también el radio de curvatura· paraxial: 

r= 1 
21.64 mm. 

2(0.0231) 

Que tiene una diferencia menor ~I 1.3, % c~n cl_ .. valo~. reponado:por 'el fabricante,. 

que es de 21.36 mm. (ZEMAX 1998). 

Ahora tenemos resultados de la aplicación del. ~étodO''··prop~~-~~·o,. .· pC(o aun ·no 

podemos contestar la pregunta sobre la precisión d~I nlélodO:,. .:~~.ra·'.~:~·~dc:r. responder 

concretamente a la preguntad,. debemos caracterizar.las supcrnéies··por·Olros'..méuidos de 

precisión conocida, por ello presentaremos resultados con otros métO~~s~ '~ 

3.3 COMPARACIÓN CON OTRAS MEDICIONES. -

3.3.1 Pruebas tradicionales geométricas. 

Al aplicar las pruebas ópticas tradicionales geométricas (vé:r cap.· 1),. resultan muy 

complicadas de evaluar, ya que deben realizarse por transmisión a una lente,. las imágenes 

obtenidas contienen el efecto de Ja superílcie anterior y posterior,. y debido a que las 

supcrílcies de interés son convexas y muy rápidas se requiere de óptica adicional para 

aplicarlas por reflexión. 

3.3 .. 1.1 Prueba de la navaja. 

Al aplicar Ja prueba de la navaja a una de las lentes bajo estudio se obtuvieron las 

imágenes de las figuras 3.21 y 3.22. 

Figura 3.2 J Tres imágenes obtenidas al barrer de i::quicrda a derecha la 
navaja 

Puede observarse como se curva la imagen de un borde recto al renejarse sobre la 

superficie de prueba, indicando la presencia de deformaciones sobre la superficie. 
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Figura .3.22AI pasar la navaja atrás de/foco la 
zona iluminada se obscurece y viceversa. 

·v ' 

Y de acuerdo con Ja teoría expuesta en el capítulo J, al retroceder la navaja las 

zonas iluminada y obscura se invierten. 

Resulta bastante complicado determinar Ja forma de la superficie a partir de las 

imágenes mostradas. 

3.3.t.2 Prueba del Alambre. 

Al igual que la prueba de Ja navaja citada anteriormente, la prueba del alambre se 

aplicó por transmisión a una de las superficies de prueba. Al aplicar esta prueba a la lente 

Baush & Lomb se obtuvieron las siguientes imágenes. 

Figura 3.23 lmdgcnes obtenidas al trasladar el 
alambre de izquierda a derecha de la len/e. 

En la figura 3.23 se observa como la imagen del alambre se curva al ir de un lado al 

otro de la superficie de prueba, debido a las deformaciones que presentan las superficies. ya 

que en este tipo de pruebas se evalúa el efecto de toda Ja lente, también pueden observarse 

más de una imagen del alambre, debido a las dos caras de Ja lente y a las reflexiones 

múltiples que entre ellas se llevan a cabo. dificultando la evaluación de la superficie de 

prueba. 
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3..3 .. 1 .. 3 Prueba de Ronchi .. 

También la prueba de Ronchi se puede realizar por transmisión. donde al aplicarla, 

se prueba el efecto de Ja lente completa. es decir, se mide simultáneamente el efecto de las 

dos superficies que forman la lente. Al aplicar esta prueba a Ja lente Cinephorc de Baush & 

Lomb se obtuvieron las siguientes imágenes. En este caso se obtienen los patrones 

siguientes; 

Figura 3.2-1 Ronchigramas obtenidos por transmisión para 
una lente Baush & Lomb. 

En las imágenes de la figura 3.24 se observa como las lineas se defonnnn y dan 

origen a líneas cerradas. por otro lado se observa la superposición de dos imágenes, que 

corresponden a las dos superficies que forman la lente. Por lo que resulta demasiado 

complicado caracterizar Ja superficie mediante esta prueba. 

3.3.L4 Prueba de Hartmann. 

Se realizó esta prueba, por tranasmisión a la superficie Cinephore de Baush & 

Lomb, obteniendo las imagenes de Ja figura 3.24, al igual que en las pruebas anteriores, en 

ella se observa el resultado de la superposición de las dos superficies de la lente, Jo que 

dificulta el análisis, esta imagen presenta además aberración cromática, lo que brinda más 

información pero resulta demasiado complicado interpretarla. 
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Figura 3.24 Imágenes obtenidas al rea/i::ar una prueba de Hartmann a 
la super:ficie Baush & Lomb. por transmisión. variando la posición de 

la rejilla respecto de/foco de la supeiflcie. 

Figura 3.25 Imagen obtenida al realizar una prueba 
de Hartmann a la supcificie Baush & Lomb. por 

rransmisión, en ella se observa que las líneas que unen 
los centros de cada cuadro de la imagen no son recias 

Al unir los centros de los cuadros de Ja imagen de la rejilla de Hanmann (ver figura 

3.25), podemos observar que las líneas que Jos unen no son rectas. indicando así la 

presencia de deformaciones en la lente, en estas imágenes se observa también aberración 

cromática. 

3.3.2 Método Fotográfico. 

Este método consiste en tomar varias fotografias de una superficie de prueba a 

diferentes distancias, en nuestro caso, con una cámara de video y una tarjeta digitalizadora, 

esto con el fin de medir directamente sobre ellas las coordenadas cartesianas de los puntos 

de Ja superficie. Este es un procedimiento similar al descrito en Hamblen y Janes 1995. 

Para este trabajo se tomó como superficie de prueba la lente Cinephorc de Bausch & 

Lomb, y se obtuvieron las siguientes imágenes: 
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: .. \ . . ' 
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Figura3 26 Fotografla cercana de la supe1':ficie de 
prucha (L~incphort_•), para rca/i:.ar mediciones cercanas 

al \•érlicc 

/:;g11ra 3. ~ 7 I "isla ele la supcificie de prueba. vista cercana 

Figura 3.28 Vista de la supeificie de prueba con una 
escala graduada. 
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Sobre la fotografia de la, figura J.26 :·~e lnidicron las coordenadas cartesianas de 

puntos cercanos al vértice,· directamente SObre ·rn imagen de Ja superficie~ postCriOrmente 

sobre la imagen de Ja figura 3.27'se ~~di~~n-·I~ Coordenadas canesianas de otros puntos, 

estos alejados del vénice~ Y. fi~al~~n'.t~ .. de i.~··.f'Ot~Srafia de la ngura 3.28 se midieron puntos 

cercanos al borde de Ja supCr"ti~ie:· A~~Sté'·-cOnjunto de mediciones (ver tabla B.7), se le 

ajustó un polinomio d'é: ·g·ra~Ú>:t~1Q;:·-.c~n·-··términos pares únicamente y sin término 

independiente, ya ~que'.~.~.l.~~'f~'.~.~·~.~m~~rár:·con el polinomio obtenido por el método 

descrito anteriormente. s~~-~bíü~·o·:e1 po·,¡~~mio que describe'ª superficie. 

Así, para est~·~u~·~fi.~~·~~~~'.~biu-~o _el siguiente polinomio: 

z=··O.Ol.124s2 _:_6.02x IO""s4 + l.16x 1o·•s• 

-7.06x'lff12 s 8 +1.39.x 10·15 s 10
• 

. . . 
(3.66) 

La desventaja que tiene_~~;~ métod~ ·~~ q~-~ ~~_tie~_e~ d~rerC~,l.~s_·r~so·~:~.~ici~es~en cada 

una de las fotografias mostnldas ~n las- Íigur~S- J.2-6, 3·.27.-~·J.2s, por: 1C; .·~~·~ ~I u~ir los datos 
. -- . ' ' .. ·,. ' ' -- ' .. 

de las tres fotografias se introdui::e~ er~~r~~-~'.(.· .. :::'·~~"";:::.::-·¿·;~~ · ~,:~>.::· .F:?::·~·- ~'·(3. __ ;;: : 
Este polinomio permite· detenninar.: el:: radi~_7 de; . .,curvatura · paraxial, _como· ya se 

explicó antes. este está dado péir: ·· '·}."---.-:;·~.,,,;~~·-o!~~"'·--·¡--;:-:-:-, ;;.:./: 

· 1 - ,.~; ·r·'.:~r::~~j~~~.:{1~~-t}$~~~::~~--'./~.~( 
r = 2D

2 
":' 2(0.0,1 124) ~:,:t'4:~8.mm ·. 

,,.~.}: .. : L~ .. --"c, 1 ;~:,,,,; ~ .. :~?.~: 
·¡ :· ~_:::".'.'{ . '·_,, .. , 

' . ~· . : : : ':' - " . _-i 
y al compararlo con el obtcni~o---~-óieri~.r~~~.;te~.-~PO~ .el método de la integi-aCión -numérica, 

resultan práctic~mcnte i~ual~~'_}''~,;~-:.-~:~f1\i'if~~~Cia es de apenas el 0.1%, y respecto al 

reportado en oraz Uribe, l 9s5Y 18 ~·¡f~~,~~¡-~--~·~ dé 1 %. 

En Ja figura 3.29, s~ comP.~ran· los d~tos obtenidos por el método de integración y el 

polinomio ajustado n las medicion_es de la fotografia, y se puede observar que para s del 

orden de 40 mm, la· diferencia máxima entre Jos datos obtenidos numéricamente y el 

polinomio ajustado es ·me_nor a 1.5 mm., que equivale aproximadamente al 4 %. 
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./ ~ ' ' 

•(mm) 

Figura J. 29 Comparación entre el polinomio ajustado a los datos obtenidos por el método 
fotográfico y los obtenidos por el método de integración. 

Las diferencias entre los datos obtenidos por integración numérica y el polinomio 

obtenido de las mediciones en la fotografiase muestran en la figura 3.30. 

i .• 
'i .... 

-·-

/ 
Figura J.JO Diferencias entre los puntos obtenidos por el método de integración numérica)' el 

fotogrdflco, donde se observa que la mdxima diferencia es ml!nor a / . ./ mm. 
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Con este procedimiento se pudo determinar el radio de curvatu.ra paraxial 7 pero para 

el resto de la superficie no conoce la precisión. ya que se tomaron .~atas con -diferentes 

escalas Este método puede ser mejorad07 aunque mejorarlo seria el objetivo de un estudio 

completo. 

3.3.3 Método mecánico. 

Otro método utilizado para estimar la exactitud de la integración numérica íue un 

procedimiento mecánico7 el cunl consiste en medir directamente sobre In superficie lns 

coordenadas cartesianas de un conjunto de puntos sobre la superficie para posteriormente 

hacer una campa.ración entre ambos métodos. 

Estas mediciones se realizaron en el Laboratorio de· Metrología ·del ·centro de 

Ciencias Aplicadas y Desnrrollo Tecnológico (Antes Centro de Instr:umcntoS} de. la UNAM 7 

con el apoyo del lng. Benjamín Valera y en una mesa de tres coordenadas. cuyo principio 

de operación se basa en medir con precisión de 0.01 ·mm:~I de~Plazamie,nto de_u.;.'¡,~/pador 
que se coloca directamente sobre algunos punios de< la ~-SuP~rl'fc~~ ·:m~di·~:'.(~s~~s 
desplazamientos coinciden con las _coc:>~~~i-la~~s~{~~~~-~f~~,~~ (~~f~~¡~-~~}1 i~'.~_~::-~·~igen 
establecido sobre la mesa. En la. sigui~nte · f!i;~~ _se: :~u-~:~r~ -, ~~a ~·'.~~s~-·-~c:: I_~ :. ~~~8-~~e- t~cs 
coordenadas -~ ;:..'~~ · .. ;·" -:.. , _:.'. , 

Midiendo ~n u_n n~me~~ ~ufi~¡e·."~-~-~~,P-ú-~l~s--.~~·d~~~!(~~~~~~i~«-·~~~ ·m:~_11a:d~ -~at~s 
de la posición de-diChOs púrit~~;: ¿~ ... la 

7.fig~~·. Si~~i.Cri~~ó.'~~~°ñt'ú~~~rar~n~~-~~I~~ ::~a~i~~aáa con 

la mesa de tres coordenadas·. 
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Figura 3.3 J Mesa de tres coordenadas ubicada en el laboratorio de 
Metrología del CCADET. 

32 

28 

24 

e 20 

& 1D 

12 

8 

4 

Foto: Cortesía del Jng. Bcnjamin Va/era. 

Figura 3.32 Esquema de una malla obtenida al medir con la mesa de tres 
coordenadas un con/unto de puntos para una supeiflcie de prueba. 
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Figura 3.33. Proyecciones en cada plano cartesiano de la Malla obtenida en la 
fivura 3.32 

Desafortunadamente Jos datos entregados por Ja mesa de tres coordenadas no son 

exactamente las coordenadas sobre Ja superficie, sino las coordenadas del centro del 

extremo del pa/pador., que es una sección esférica, (ver figura 3.34). 

Figura 3.34 Palpador en su estuche de madera. Se puede apreciar el 
extremo esférico. 
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V /, 

Al tocar el palpador alguna superficie de prueba,. el punto de contacto del palpador 

varia de un punto a otro de la superficie. En la figura 3.35 se muestra el palpador 

localizando las coordenadas de un punto sobre una superficie de prueba. 

i -

- -.::::.:..- -

..... .....-.. ~ 
-;;..ef!"t- -

Figura .J • .15. Palpador localizando coordenadas cartesianas sobre 
una .supet:ficie de fibra de carbono. 

En la figura (3.36) se muestra un esquema del pa/pador y la ubicación del centro 

respecto del punto de contacto sobre la superficie de prueba. 

Figura .J • .16 El palpador de la mesa de .J coordenadas .siempre toca a la 
supct;ficie en un punto de la llnea normal 

De la figura 3.36 podemos observar que la linea que une al punto de contacto con el 

centro del pa/pador es nonnal a la superficie de prueba,. por lo que a panir de puntos 

.adyacentes se pueden generar vectores tangentes a Ja superficie. y con ellos obtener su 

producto cruz; vector que se aproxima a la línea nonnal a la superficie. Si ahora Jo 

multiplicamos por un escalar adecuado. de manera que su magnitud sea igual al radio del 

palpador. conoceremos tas coordenadas de los puntos de contacto. generando nuevas mallas 

similares a las mostradas en la figura 3.32, pero que ahora si corresponden a los puntos de 

la superficie. ( o de manera más cercana). 
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Ahora se puede intentar un ajuste polinomial en ·tres dirTICn~iOnes~ pero, por un lado 

estamos considerando que, nuestras sup~rficies tienen simetría ~de revolu~ió~. Y. por otro, 

sólo tenemos un perfil medido con el método de la· integradón_:nu~érica~,·Asi .que 
: ; J." .. -··-'• 

solamente consideramos un perfil de la superficie, para c"onst~·Uir:Ún P~rfiLa.pBrt.ir:de los 

datos medidos mecánicamente. determinamos los vérlices de l~s c·~·~~s 'ri-;oS~ra'd~-~-:c~·las de 

proyecciones de Ja malla medida, sobre los planos XZ y YZ de las tiG.úl-aS 3:32':·y: 3~33. y. 

con ellos se construyen dos perfiles correspondientes. los cuales se encueOtl-Bn ·.-·e·..., Planos 

perpendiculares, para hallar el vénicc de la superficie, se determinan los vértices d~- Cad·a 

perfil. los cuales deben ser muy parecidos, consideramos como vénice de ta superficie al 

promedio de ambos. Se hace una traslación de ejes al nuevo vénice, con lo que tenemos 

todas las coordenadas de los puntos medidos mecánicamente referidas al vértice de la 

superficie, ahora los podemos comparar con los puntos del períll obtenido por el método de 

la integtación numérica., o bien. ajustar un polinomio de grado 1 O al perfil obtenido 

mecánicamente y compararlo con el antes obtenido por integración. 

3.3.3.1 Superficie asférica de la lente B. de Melles Griot. 

Así. en el caso de Ja superficie B, la LAG 017 de Melles Griot. obtenemos el perfil 

YZ considerando los vértices para las curvas proyectadas en el plano XZ: 

X. v. z. 
28.75 -50.41 -2.70 
28.68 -47.76 0.21 
28.72 -45.15 2.61 
28.67 -42.56 4.54 
28.71 -39.99 6.15 
28.74 -37.49 7.35 

---:f8]f9-~35~-- ---- ·11-:-22 --
28.71 -32.50 8.83 
26.66 -30.03 9.11 
28.74 -27.56 9.18 
26.69 -25.12 8.90 
28.69 -22.57 8.38 
28.73 -20.07 7.51 
28.68 -17.44 6.33 
28.66 -14.90 4.80 
28.63 -12.31 2.84 
28.70 -9.54 0.39 
26.75 -6.71 -2.88 

Tabla 3.6 Coordenadas en mm de los vértices de las curvas en planos XZ. 
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De estos datos se obtienen las coordenadas del vénice de la superficie. siendo este: 

X= 28.70, y= -28.57 y Z = 9.29. (3.67) 

Para obtener un perfil XZ tomamos las curvas de la malla VZ que tienen los véniccs 

listados en la tabla 3.7 

X., 1 Yo z. 
6.77 1 -28.72 -2.92 
9.36 1 -28.75 0.02 
11.97 1 -28.73 2.42 
14.55 1 -28.62 4.36 
17.08 i -28.69 6.03 
19.63 i -28.63 7.24 
22.12 ! -28.63 8.20 
24.62 ' -28.65 8.82 
27.08 -28.57 9.10 
2!U;_5 __ -¡--;:;¡¡;:so- .. ---9~16 ··-
32.05 1 -28.69 8.99 
34.60 1 -28.69 8.48 
37.03 -28.60 7.54 
39.67 1 -28.70 6.46 
42.23 ; -28.73 4.98 
44.81 1 -28.66 3.06 
47.79 1 -28.72 0.69 
50.35 1 -28.64 -2.55 

Tabla 3. 7 Coordenadas en mm de los vert1ces de las curvas en planos l'Z . . 

De estos datos se obtienen las coordenadas del vértice de la superficie,. siendo este: 

X= 28.78, y= -28.67 y Z = 9.29. (3.68) 

Sacando el promedio de ambos vértices (3.67) y (3.68) tenemos: 

Xo =28.74, Yo= -28.62, Zo = 9.29. (3.69) 

Trasladamos el origen de coordenadas a este punto y hacemos una inversión del eje z,. con 

Jo que los datos para el perfil XZ quedan: 

s z s z 
-21.97 12.21 0.81 0.13 
-19.38 9.27 3.31 0.31 
-16.77 6.87 5.85 0.81 
-14.19 4.93 8.29 1.75 
-11.66 3.26 10.93 2.83 
-9.11 2.05 13.49 4.31 
-6.62 1.09 16.07 6.23 
-4.12 0.47 19.05 8.60 
-1.66 0.20 21.61 11.84 

Tabla 3.8. Daros en mm del peifil de la superficie LAG 017. 
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Donde se considera s = .Jx2 + y 2 por simCtria de revolución. El polinOmio de grado 
l O ajustado a estos datos es: 

z = 6.855>< 10-2 +2.501x10-2 s' -4.836x Jo-• s' +4.011~10-•s•· 
. . · ' ' .:...J.264'xl0-9s• +l.318xl0-12 s 10 .(J.?O) 

A manera de Compai-ación, en, la siguiente figura se muestran las gráficas 

superpuestas de los perfiles obtenidos ~or ambos métodos e--------===--..... _,...._ 

I • -. 

Figura 3 . .3 7. Superposición de los perfiles obre nidos por el 
método mecánico y la integración numérica. 

Para cuantificar esta comparación se calculan las diferencias entre ambas gráficas y 
se presentan en Ja figura 3.38. 

·-Figura .3.JB Diferencias en sagita z para cada punto entre perfiles evaluados por 
deflectornetría láser v con Ja MMC. oara la lente LAG 017 de Melles Griot 

De la gráfica anterior se puede apreciar que la máxima diferencia entre ambos 
perfiles es menor a 0.20 mm, con un error rms de 0.09 mm y un error porcentual de 1.25 %. 
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3.3.3.2 Supeñlcle óptica A, de Bausch & Lomb. 

Para la superficie A .. Cincphore de Baush & Lomb .. se obtiene el perfil VZ 

considerando los vértices para las curvas proyectadas en el plano XZ: 

Xo 1 Yo Zo 
50.87 -96.53 3.13 
50.98 1 -91.82 7.79 
50.62 1 ·87.15 11.61 
50.75 1 ·82.52 15.22 
50.71 1 -77.79 18.30 
50.92 ~ -73.19 20.95 
50.73 1 -68.55 22.91 
50.97 1 -63.98 24.61 
50.83 ; -59.42 25.62 

__ 5922-. _ .c!?~8_3 ... 26.22 --
50.71 -50.35 26.41-

50.77 -45.78 26.21 
50.85 -41.18 25.56 
50.69 -36.57 24.35 
50.78 1 -31.96 22.73 
50.93 1 -27.32 20.75 
50.87 ' -22.72 18.13 
50.63 i -17.96 14.82 
50.84 -13.07 11.20 
50.65 ; -8.26 6.80 

Tabla 3. 9 Coordenadas en mm de los vert1ces de las curvas en la malla .. \'Z 
para la supetficie de Baush & Lomb 

De estos datos se obtienen las coordenadas del vértice de la superficie .. siendo este: 

X= S0.79, y= -SO.SO y Z = 26.S7. (3.72) 

Para obtener un perfil XZ tomamos las curvas de la malla YZ que tienen Jos 

siguientes vértices: 

x. 1 
8.35 1 

13.06 1 
17.74 1 
22.43 1 

27.05 1 

31.65 
36.22 
40.81 
45.37 1 
49.92 1 
54.47 
59.03 

Y. z. 
-50.61 6.53 
-50.66 10.78 
-50.49 14.39 
-50.49 17.65 
-50.32 20.23 
-50.48 22.49 
-50.63 24.25 
-50.52 25.43 
-50.39 26.12 
-50.33 26.40 
-50.37 26.30 
-50.47 25.77 
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63.62 : -S0.70 24.86 
68.2S -S0.60 23.31 
72.91 1 -SO.SS 21.30 
77.S6 1 -50.45 18.73 
82.22 1 -S0.39 15.71 
86.9S 1 -S0.39 12.14 
91.72 1 -S0.7S 8.31 
96.S8 1 -SO.SS 3.43 

Tabla .3. I O Coordenadas en mm de los verlices de las curvas en la 1nalla ll. 

De estos datos se obtienen las coordenadas en mm. del vértice de la superficie .. siendo este: 

X = s l .OS, y= -SO.SO y z = 26.62. (3.72) 

Sacando el promedio de (3.71) y (3.72) tenemos: 

xo =S0.92, Yo =-SO.so. Zo = 26.S7 (3.73) 

Al igual que en caso anterior .. trasladamos el origen de coordenadas a este punto y hacemos 

una inversión del eje z .. para que los datos del perfil XZ queden: 

s z 
0.1S 0.16 
4.72 0.36 
9.32 1.01 

13.93 2.23 
18.54 3.84 
23.18 S.82 
27.78 8.44 
32.54 11.75 
37.43 15.37 
42.24 19.77 
so.so 26.S7 

Tabla 3.11. Datos en mm de un perfil de la superficie de la lente Cinephore. 

El polinomio de grado 1 O ajustado a estos datos es: 

z = 0.149+ J.021x 10-> s 2 + l.708x 10 ... s' -2.071x10-<> s• (
3

•
74

) 

+ J .174>< 10-•• s• -2.489x 10-16 s 1ª 

A manera de comparación punto a punto .. en Ja siguiente figura se muestran las 

gráficas superpuestas de los perfiles obtenidos por ambos métodos 
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., ...... , 
Figura 3.39 Su,Perposición d17. los petfi/es obtenidos 
por ambos métodos para la .lente de Baush & Lomb. 

Una comparación cuantitativa se obtiene calculando las diferencias entre ambas 

gráficas. Estas diferencias se presentan en la figura 3.40. 

I .... º • 

·-Figura 3.40. D{/Crencias de cada punto entre los peifi/e:s 
obtenidos para la lente Cinephore. 

De Ja gráfica anterior se puede apreciar que la máxima diferencia entre ambos 

pcrfi les es menar U: ~~·35 mm, con un error nns de 0.16 mm. Y un error porcentual menor al 

1%. / .·--
Al comparar las coordenadas para los puntos de un perfil de la superficie A 

Cinephore obtenidos con la MMC y Jos obtenidos en el método numérico se puede concluir 
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que la precisión en posición del método numérico es menor al 1 %, similar a la del método 

mecánico. 

3.4 ESTABILIDAD DEL MÉTODO. 

La forma más simple de entender Ja estabilidad de un método numérico es aplicando 

la siguiente definición: Se dice que un método numérico es estable si al variar /igerainente 

los datos de entrada, se obtienen pequeñas variaciones en los datos de salida. 

Por Jo tanto, para hacer un análisis de estabilidad del método propuesto., 

introduciremos un ténnino aleatorio de error a los datos de O y X, dado en miligrados y 

micrómetros respectivamente, ya que en estas unidades se encuentran graduado.s las 

platinas utiliz:idas., se aplica el método numérico y finalmente después de 1 1 iteraciones se 

comparan Jos resultados obtenidos para s y z contra Jos obtenidos por el mismo método, 

pero sin introducir el término de error. En Ja tabla 3.12 se listan en micrómetros las 

diferencias máximas generadas por las variaciones correspondientes. 

error X Oum 2 •m ;4 um 6um Bum 10um 
error e tmnd) ' 

2 0.8 1.2 ! 1.7 2.2 2.6 3.2 
4 1.7 1.9 1 2.5 2.7 3.3 3.8 
6 2.4 2.7 1 3.5 3.6 4.3 4.5 
8 3.5 3.4 4 4.5 4.6 4.8 
10 3.9 4.4 : 4.7 4.8 5.4 5.9 

Tabla 3.12 Desviaciones maxrmas en µrn al 111troduc1r tcrnunos de error aleatorio en los 
datos de entrada. 

En la figura siguiente se muestran las gráficas de los datos contenidos en la tabla 

anterior. (Tabla 3.12). 
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Figura J.41 Variaciones máximas en los datos de 
salida al introducir pequeños variaciones en los datos 

de entrada. 

De la tabla y gráficas anteriores se puede observar que las variaciones de salida son 

menores a las variaciones en los datos de entrada. Por lo que podemos asegurar que el 

método es estable. 

3.5 CONCLUSIONES. 

Aunque se deben realizar algunos ajustes al método, se puede decir que el método 

propuesto resulta ser, además de original, muy potente y eficiente, pues converge a una 

solución similar a la obtenida por otros métodos, en casi todos Jos casos, siendo también un 

método muy estable. En los análisis realizados se C?btuvieron resultados similares al método 

de contacto utilizado como patrón de cor:nparación. ·.Tiene la gran ventaja de poder 

transformar de manera estable los datos de ·x Y :·o a s Y ·z, ·de manera que se puede obtener 

infonnación sobre la superficie, con u~a. pr~cfsiÓn rTiédia, es decir, no intcrferométrica. El 

método entrega las coordenadas cartC~~.a:naS·de_un conjunto de puntos sobre la superficie lo 

que implica Ja gran ventaja.·de:-.nd:.~J~~~·~ºe~.-.'.~~ ,un ajuste polinomial. Pero permite, por 

medio de un ajuste polinom.ial, ~i)1~rié·r.:Ün_-.m~d~lo matemático que describe la superficie. 

dando información de la fo.;:¡:¡~ dC ~s~/Y.: ti.ene la ventaja de ser muy fácil de programar. 

Entre los ajusÍC"~~-~ q~~·:: .. ~~n; -deben hacerse se encuentra mejorar el dispositivo 

experimental p:ira poder realizar mediciones en una región cercana al vértice. Revisar 

algunos errores sistemáticos que se hacen evidentes en las gráficas 3.38 y 3.40. Pero se 
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trato de tener un método robusto· que resultará confiable y posteriormente afinarlo sobre 

una base segura-de aplicación y funciona-miento. con resultado$ colnprob3bles. 
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CONCLUSIONES. 

CAPÍTUL04 
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4.1 INTRODUCCIÓN. 

E ste es el último capitulo de Cste trabajo y en él se presenta un resumen, a 

manera de lista de los pasos a seguir para la satisfactoria aplicación del 

método propuesto, así como las respuestas breves a las preguntas 

generad•lS de la aplicación del método y que son listadas en el capitulo anterior. También se 

listan los resultados logrados, tales como Jos radios de curvatura paraxiales determinados 

con este método, y los coeficientes de deformación encontrados como resultado del ajuste 

polinomial a los puntos obtenidos con el método propuesto. Así mismo se resumen los 

resultados de Ja comparación de este método con otros. Se comentan, además, las ventajas 

del método propuesto. Se analizan expectativas y aplicaciones futuras. 

4.2 EL MÉTODO. 

1) Se miden los ángulos O entre el eje focal y las lineas nonnales a un conjunto de puntos 

sobre In superficie de pruebn y X, sus correspondientes intersecciones con el eje focal; esta 

distancia es más conveniente que la aberración longitudinal. Con el equipo manual con que 

se cuenta en el Laboratorio de Pruebas Ópticas del CCADET, estas mediciones se logran 

con una incertidumbre de 1 O µm para la distancia lineal y 0.002 grados para el movimiento 

angular. 

2) Se ajusta un polino~io dC grado 1 al conjunto de valores tg2(0 y X, valores obtenidos de 

los datos experirÍlerÍtalé~~ Con la ordenada al origen y la pendiente de este polinomio se 

evalúa el radi0: dC curvatura j:>araxial. 

3) Un critériO_··~,P~ri~iac:I~'. Para seleccionar la superficie inicial es: Seleccionar a la parábola 

de radio de curvatura pamxial igual al término independiente del polinomio ajustado en el 

paso 2, aunque casi cualquier superficie resulta ser buena aproximación inicial. 

4) Se selecciona un error & máximo aceptable en los valores de las coordenadas cartesianas 

de los puntos solución, por ejemplo 10-3 mm, que va de acuerdo con la resolución del 

equipo utilizado para medir el desplazamiento lineal. 

S)Se aplica iterativamente el método de integración numérica a todos los puntos medidos 

experimentalmente. hasta que Ja diferencia máxima entre aproximaciones consecutivas para 

s y z, sea menor al error máximo aceptable. fijado en el paso 4. 
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6) A los punt~s .obtenid~.s ~n· coordenadas cartesianás Se. les njust~ un_ p~~~nor1:1io de grado 

10 y con sólo ténninos de grado par. 

7) Ahora tenemos el polinomio que describe el perfil. de; la· superficie'.' en coordenadas 

cartesianas. para describir toda la superficie es necesario ~otari~-~,~~'~ic~i-~~tcrizar varios 

perfiles y luego hacer un ajuste polinomial sobre todos ellos.·#~--~.~<¡;¡;,¡;~.:-~~ b:~~~ Con un solo 

perfil. ya que suponemos la existencia de simetría de revoluc_ió~-~-'~U~Ci'~-~·-~Onv~cne hacer la 

medición completa de la superficie y comprobar la simetría. 

4.3 CARACTERiSTICAS. 

4.3.1 La aproximación inicial. 

En este método la aproximación inicial puede ser elegfda .de· entre una amplia 

variedad de perfiles, por ejemplo, puede seleccionarse un perfil lineal que pase por el 

vértice de Ja superficie, independientemente de su pendiente, basta con que se encuentre en 

el mismo cuadrante que Jos datos de la superficie. 

Otra opción es un perfil circular que sea tangente interna en el vértice, a la 

superficie de prueba. sólo es necesario que el radio de esta circunferencia sea Jo 

suficientemente grande para intersectar a todas las líneas nonnales a Ja superficie medidas 

experimentalmente. O bien. un perfil parabólico cuyo vértice coincida con el vértice de la 

superficie de prueba, claro esta que. la mejor selección la constituye la parábola que además 

de lo anterior cuenta con un radio de curvatura igual al radio de curvatura paraxial de la 

superficie de prueba. pues seria una aproximación inicial a la solución como se indica en el 

capitulo 3. 

4.3.2 Convergencia. 

A lo largo del trabajo. específicamente en el capitulo 3, se demostró que el método 

es convergente siempre que se satisfaga la condición 3.38. Entre Jos perfiles que satisfacen 

esta condición se encuentran los parabólicos. 

4.3.3 Criterio de paro. 

El criterio de paro utilizado en este método es el criterio estándar que se utiliza en Ja 

mayoría de los métodos numéricos, y que se expresa claramente en las relaciones del 

apartado 3.2.6. 
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4.3.4 Precisión. 

La precisión del método esta CÍl función de qué tan bien describe las superílcies que 

son caracterizadas· cOn él. Para estimar su precisión se caracterizaron dos superficies por 

este método propuesto y por un ~étodo mecánico, encontrando diferencias entre ·_~mbas 

descripciones de. apenas un tercio de milímetro como máximo, esto implica ql:Je ambos 

métodos cuentan con una precisión mUy similar, con la gran desventaja de que el método 

mecánico implica el riesgo de daño sobre la superficie ya que es un método de contacto, 

mientras que el método de deflcctometría láser no implica daño a la superficie. Sin 

embargo éste último sólo es aplicable a superficies especulares, (que es el caso de 

superficies ópticas). 

Se intentaron otras comparaciones con otros métodos como: tas pruebas ópticas 

tradicionales. resultando muy complicada la evaluación por tratarse de superficies convexas 

y además formar parte de una lente. También se intentó un método fotográfico, cuya 

evaluación resultó simple, pero con poca precisión, la cual puede ser aumentada. pero este 

desarrollo podría bien ser objeto de un estudio f'uturo y específico, (Hamblen, 1995). 

Finalmente se utilizó un método mecánico bastante confiable, encontrando que los 

resultados varían en menos del 1 % en toda la superficie. 

Por otro lado, la precisión esta asociada también a los errores experimentales, es 

decir a las incertidumbres en la mediciones experimentales, Dfaz Uribe et al. ( 1985) 

muestra que el error o incertidumbre en la determinación de las coordenadas z de cada 

punto es directamente proporcional a la incertidumbre al medir Ja aberración longitudinal x, 

siendo la constante de proporcionalidad el inverso absoluto de la constante de conicidad, en 

el método propuesto se mide de la misma manera que en el trabajo citado, por lo que 

consideraremos que dicha estimación es valida para este trabajo. 

4.3.5 Estabilidad. 

El método resulta ser muy estable, pues al introducir desviaciones de manera 

aleatoria en los datos experimentales, variaciones similares a las variaciones que 

comúnmente se introducen en el trabajo c"perimental, el método converge prácticamente a 

la misma superficie .. pues las variaciones son del orden de 30 a 40 micrómetros. 
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4.4 VENTAJAS. 

El método de la deflcctomctría láser combinado con la integración numérica. resultó 

ser un procedimiento convergente. pues casi con cualquier superficie inicial se obtienen Jos 

mismos resultados, es decir Ja misma descripción para la superficie. Hasta el momento se 

tiene una resolución en el equipo utilizado de 0.002 grados y O.O 1 milímetro, si el proceso 

de medición se realiza a n1ano, con lo que la precisión es de unas decenas de micrómetros. 

El proceso numérico es relativamente sencillo, y tiene la ventaja de poderse realizar 

con una hoja de cálculo, que puede ser desde el antiguo LOTUS 123, hasta el moderno 

Exccl XP" sin dejar de lado a Ja programación de alto nivel. 

Podríamos resumir las ventajas del procedimiento como sigue: 

a) Método relativamente sencillo. 

h) Buena resolución y es susceptible de mejorarse. 

e) Precisión de decenas de micrómetros. 

d) Es un método que no implica contacto con la superficie. 

4.5 RESULTADOS. 

A continuación se presenta una tabla con Jos resultados obtenidos por dos métodos, 

el de integración numérica y el método mecánico 

Sunerficie Cineohore LAG0.17 
Radio de C11r1,atura lntePració1r Mecánico lntePración Mecá11ico 
Paraxial {m"1) 44.92 48.97 21.64 20.06 

DO{mm) -0.0007 0.149 -J.345xl0~ 6.855xl0 .. 
D2 l'nini-'J 0.01113 0.01021 0.02318 0.02501 
04(,,,nt"') ·7.914x 10" J .708x JO"" 8.998xlO"" ·4.836x 10., 
D6(mnt·) l .234xl ff -2.071x 10"' ·3. l 27x 1 o·• 4.07) X )0º 
DB(,,,,,,· ) -6. 725x 1 o·• 1. l 74x J0º 14 7.097x10º 1 .J .264x 10·• 

DIO(mnt") 1.l 72xJOº • -2.489x 10·• 0 -5.190x 10· • l.318x JOº" .. Tabla 4. J. Radio de curvatura para.x1a/ y cocfic1cntcs de deformac1on para las supetfic1cs 
caracterizadas por el método de Jntegració11 numérica. 

Puede observarse que los coeficientes de deformación cambian, pero los polinomios 

obtenidos por ambos métodos tienen una diferencia máxima de 0.33 mm, considerando 

ambas superficies caracterizadas. En la tabla puede observarse que los radios de curvatura 

paraxial difieren. Esto es debido a que al utilizar el método mecánico se tomo como vértice 
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el promedio d~ -los_ vértices de varios perfiles. Así miSmO~ aparece en· ta tllbta una constante 

aditiva D~ que .desplllza el origen. Por otro lado, se'ha deteci~do :~¡, varis ocasi·~·ncs un error 

que parece ser sistemático al comparar con datos Obteri.idoS por método me.cánico, ·usando 

laMMC. 

4

•

6 A:~~~:~·~~~:~entra en proceso de· d~s~~rollo>~~r)en '.id·. a,2t;;alidád permite 

caracterizar superficies ópticas rápidas, convexa_s_.~.~·:_:~~-~~j~·:·~-d~_~;· cÚ.~~~:~~~~-_:. ~-~·1-· orde~ ·.de 

decenas de centímetros. Se estudia la fo~a d~:-r~~~.i,~;<~-~~~~~~!.¿J:i~i~;~~-~·??,~'.~:'E~l.~~ática 
y con Ja utilización de un sensor de posi.ció~~·.d~:~~~~~;:1.~~~n.~-~~.~~;_·~.~~~:~.~. q~e-~~-'~spera 
aumentar la precisión, así como el inteN~~º.-~~~- -~-:;~s.tr:~·~: .. ~~t~:~-~i·é_~~~.1'~º~-~~ -~-~~.r~~~ón. del 

vértice, pues en esta región el ángulo de dcflexiÓn'-;;~"i; ·m:Ü·y· ~~(¡Úeñ~ ·y· ~O- p~~de°'lncdirsc con 

suficiente precisión con un método visua1:· 
• > .::'"'~--.. 

, .-_~· .. 1:::;: 

4. 7 EL FUTURO. 

Recientemente Ja tecnolo.gía se . ha desarrollado en los terrenos de la óptica 

segmentada y de Ja óptica adaptiva, la primera consiste en fonnar grandes superficies 

ópticas a partir de superficies ópticas de menor tamaño. Estas pequeñas superficies pueden 

tener diferentes formas, pero en conjunto fonnan una superficie asférica de gran tamaño. La 

calidad óptica de esta asférica dependerá de la calidad óptica de cada una de las superficies 

que la confonnan.: Cada una de las partes son en sí superficies asféricas. y pueden contar 

con coeficientes de deformación pequeños, si se encuentran cerca del vértice de la 

superficie completa, hasta superficies asféricas fuera de eje, si corresponden a segmentos 

cercanos a los bordes de la gran superficie óptica. 

Un ejemplo de esta tecnología son los espejos del Gran Telescopio Milimétrico 

(GTM). el cual se constÍ'uye en las instalaciones del Instituto Nacional de Astrofísica, 

Óptica y Electrónica e'.'1.T~na~zintla, Puebla, México, en colaboración con la Universidad 

de Massachussets.· En .. este .. proyecto, et Centro de Ciencias Aplicadas y DCsarrollo 

Tecnológico de la- UNA~.:colabora con la investigación y desarrollo de nuevos métodos 

para probar Ja calidad óptica de dichos espejos. 
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Hasta ahora se han estudiado dos posibles c~nfiguraci~nes para el diseño del espejo 

secundario del GTM. las cuales son mostradas en la figura 4. t. En dichas figuras se observa 

que ambas configuraciones . presentan superficies que son secciones hexagonales y 

parabólicas en eje y .fuera de él,_ así como secciones trape:oida/es. con diversas 

características y sin simetría de revolución. 

Figura 4. 1 Dos esquemas de espejos formado por óptica seg111entada. en el lado izquierdo 
el espejo primario estaformado por 180 paneles de cinco diferentes clases, mientras que a 

Ja derecha el espejo lo forman 126 segmentos de J 5 clases. 

Nuestro siguiente objetivo consiste en extender el método de la integración 

numérica a superficies sin simetría de revolución. En la figura 4.2. se muestra una cornea 

humana. ejemplo fisico de una superficie sin simetría de revolución. donde las 

defbnnaciones que dan lugar a astigmatismo y/o qucratocono. no son regulares. En la 

figura siguiente se muestra un ejemplo de avanzado queratocono. provocando que la 

superficie comeal haya perdido su simetría de revolución 
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4 · n 

Figura 4.2. /"1agc11 de un qucratocono avanzado donde 
.-.e observan irregularidades que pierden toda simetría 

de la superficie cornea/. 

4.8 UN COMENTARIO FINAL. 

El método propuesto en este trabajo resultó ser un método eficiente de íácil 

aplicación que resuelve un problema específico. Se mejoró y amplió' el méu:~do _de 

evaluación extendiéndolo de cónicas solamente a asféricas que pueden repreSent3rse Con un 

polinomio de grado JO y conteniendo sólo términos pares. El_ rriéto~?~· pr~pu~to _es 

susceptible de ser mejorado introduciendo dispositivos que aumenten ·,su ·eficienci3. o su 

gama de aplicaciones,. pero esto ya es trabajo futuro •• 
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d lnverrión nnllnomiql 

A. INVERSIÓN POLINOMIAL 

A.1 RESUMEN. 
Se presenta un análisis sobre el proceso de obtención de un polinomió inverso. 

según es propuesto en la literatura, por diversos autores, entre ellos Arfken. ( 1985) . 
Se muestra que aún cuando se restringe suficientemente el dominio~ . los· errores 

dependen de las magnitudes de los coeficientes, esto se ejemplifica con.un polinomio.de 
tercer grado~ y se muestran los resultados obtenidos. · 

A.2 INTRODUCCIÓN: 
Las funciones inversas son usadas para resolver muchos prob1C'mas'! rriaúúTláÍicos ·y 

fisicos. Nosotros requerimos de un polinomio inverso en el procc:s'?·-de~:c.a~é:tCrizadón de 
superficies ópticas rápidas. Pero al utilizar el procedimiento conven.ciOna.1 .. pa~ hal.Jar'dicho 
polinomio ir:-vc~so encontramos que el método no es válido de m8-nCra~ C,CnCrá1~~~ sólo de 
manera restringida. ·· .. - . ~'.~~~,~~--::filtt"" ·_;~;J,~l: :· ,:., ... \ 

.,, " ,.. ' ~- :/1:·:~ _:.<>.· 
A.3 INVERSIÓN POLINOMIAL \< ~~;s~.:~~*( ;';,:>.. . 

Para obtener el inverso de un polinomio, según el proc~dimien~o,.C'.it~.dO'por:Arfken, 
se propone un polinomio del mismo grado al que se va a· inv_er:tir.~:·~~:·nj·a~era d!=::_ejen:-iplo, 
consideremos uno de grado tres, como sigue: - · ~'t.~~ :-;{'._ ~ · 

P(x)=a1x+a2x2 +a3x~·~.Y-; "'·""·: ·r'· 

:>:.; ·:; -.,~·"' ~:\:·-­

entonces el polinomio inverso denotado por Q(y) _tel-ld~ .•~'fOnia:a: 

Se realiza la composición Q(P(x)): 

(A.I) 

(A.2) 

Q(P(x)) = h 1 (a 1x+a2 x 2 +a3x3 )+b2 (a1 x.+·O:~-~~.+·a3 _;3 ) 2 +b3 (a1x+a2 x 2 +a3 x 3
)

3 =x., 
·.·· . (A.3) 

o bien: 
. ·. 

Q(P(x)) =a1h1x + (a 2 b 1 +a1
2 b 2 )x2 .+ (a3h1 ··+2a1 a~bz +D:h3 )x3 + 

(affh2 + 2a1a 1b 2 + 3a~a2b3 )x4 + (2a;J~3b~_+ 3a1 ~:b~ + 3a:a3 b 1 +)x' + (A.4) 

(a~h2 + 6a1a 1 a 1 h 3 + a~b3 )x6 + (3a~~3_h3 +: 3a,a;b3 )x7 + 3a2a~b3x• + a~h3x9 = x. 

Para que se mantenga válida la última igualdad, se requiere que todos los coeficientes sean 
idénticos a cero, excepto el primero. Esto es: 
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a 1h 1 =l. 

a,hz + Ozh12 =O. 

a 3 h1
3 + 2a2 h 1b2 + a 1b 1 =o. 

oib2 + 2a1a 3 b2 + 3a~a2b3 =O. 

2a2 a 3 b 2 +3a1a:b3 +3a1
2 a 3 b3 =O. 

aib2 + 6a1a 2 a 3 b3 + a:h, =o. 
3a:a3 b 3 + 3a1a;b, =O. 

3a2 aib3 =O. 

a~b, =0. 

(A.5) 

Con las primeras tres relaciones formamos un sistema de 'tres ecuaciones y tres 
incógnitas. ignorando el resto de las ecuaciones. pues de la·cantrnrio'tend~iamos un sistema 
con más ecuaciones que incógnitas. cuya solución se encuentra. sobredeterminada. La 
solución para el sistema de tres por tres es: 

b, =....!..... 
a, 

h 2 =-:!. 
1 

(A.6) 

b _ 2a: -a3 a 1 

.s - a: 
Cabe hacer notar que de acuerdo a esta solución, si el polinomio no contara con 

término lineal, el polinomio inverso no existiría. 
Si ahora hacemos la composición de los polinomi~s. Q(x) y P(x), con eS!tos valores 

para b,. despreciando los términos de grado mayor.- a J •. tenemo~ Q(J!(x)) = x.-·Mostrando 
congruencia en la solución, dentro de las aproximaciones usadas. · 

EJEMPLO 1: 
Por ejemplo, el polinomio inyCrso de: 

P(x)=~-+~ 2 +x3 

será: 
Q(x) =x-x1 +x'. 

según las expresiones halladas anteriormente. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(A.7) 

(A.8) 

129 



A lnvgr,yidn pn/inomiq/ 

... ,_ 

Figura A./ Se muestran los dos 
polinomios P(x) y Q(x) 

Como puede verse en la gráfica las curvas no corresponden a dos funciones inversas 
entre si .. pues en caso de serlo serían simétricas con respecto de la función identidad,. y las 
curvas mostradas en la gráfica no lo son. 

Si ahora evaluamos P(I) = 3, sustituyendo en Q(x), es decir Q(3) = 21. por lo que 
Q(y) no es el inverso de P(x). o por lo menos no en x = 1 .. pues al evaluar numéricamente es 
considerada la pane correspondiente a los términos despreciados. 

Pero .. ¿Cuánto valen los ténninos despreciados? 

a;b
3
x 9 = 2a;a: ~ a 1 a: x9 

a, 
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Para que estos términos fueran despreciables bastaría que a1 fuera muy grande; o 
bien restringiendo el dominio. ax< /, con lo que x" .. para n =.f. S, 6, 7, 8, 9. scr.i pequefta. 

Regresando al ejen1plo anterior. si evaluamos P(x) en x ""'0.1. obtenemos P(O.J) = 
0.111.y Q{O.I I 1) = 0.10004663, el cual presenta un error menor a 0.05 %. 

Ahora construimos In siguiente tabla. en ella se presentan los errores para diferentes 
valores de x. 

P(xJ O(P(xJJ Error(%) 
-1 -1 -3 200 

-0.9 -0.819 -2.03911426 126.568251 
-0.8 -0.672 -1.42704845 78.381056 
-0.7 -0.553 -1.02792138 46.845911 
-0.6 -0.456 -0.75875482 26.459136 
-0.5 -0.375 -0.56835938 13.671875 
-0.4 -0.304 -0.42451 046 6.127616 
-0.3 -0.237 -0.306481 os 2.160351 
-0.2 -0.168 -0.20096563 0.482816 
-0.1 -0.091 -0.10003457 0.034571 

o o o o 
0.1 0.111 0.10004663 0.046631 
0.2 0.248 0.20174899 0.874496 
0.3 0.417 0.31562271 5.207571 
0.4 0.624 0.47759462 19.398656 
0.5 0.875 0.77929687 55.859375 
0.6 1.176 1.41940378 136.567296 
0.7 1.533 2.78559744 297.942491 
0.8 1.952 5.57940941 597.426176 
0.9 2.439 10.9992095 1122.13439 

1 3 21 2000 
Tabla A. J P(x) y Q(x) en forma tabular, 

y se ca/cu/a el error de la composición P(Q(x)) 

En donde podemos interpolar y ver que para un error menor ni 2 %, x deberá estar 
en el intervalo (-0.294, 0.241). 

Si ahora evaluamos Jos ténninos despreciados obtenemos que la suma de ellos es 
exactamente el error de Q(P(x)). Como es de esperarse el error disminuye aumentando el 
valor de a¡, pero aumenta al aumentar a2 y OJ.· 

Redefiniendo las expresiones A.9 tenemos: 

(sa:-5a,a,) • - T. • 
3 

X - 1X, 

ª• 
(

6a;+a:a3 -3a:) '-T., 
4 

X - 1x, 
ª• 
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Por tanto si se quiere un error menor o igual a e % de x .. entonces: 

1 r,x• + T,x' + T,x• + T,x' + T,xª + T;.x 'I S -.!:._ 
X 100' 

o bien: 

(A.10) 

(A.11) 

f7;x3 + 7jx" + 7;x5 + T4 x 6 +Tsx".+ .. ~xªI s'_!!_ .· (A.12) 
. " /··· · .. 100 

El valor máximo para el error debe est?r dad~_cn Xm , sea .:e,,.= O. I, entonces el error 
es: 

(A.13) 

Conociendo de los coefi~i~n~es ~.~:,Y~~~~~~·~~-?~~;:~st,i~ar el error de un polinomio 
inverso de grado J. ·~- ,~/;_ (~·~~:_:·;~~~;' ;~,:'...· /; :~ · 

Si ahora retomamos el polinomio (~;~?>,~Cil~~r-~j.~~pt~:-_1 ... tenemos que a,= a1 = a.J = 

'_·por lo que los ténnino;, ~e0~~r==s~~·~J.~·;i:.f;~q~~~Jf!#}Jf~~J}:i~ =,,·1• 

Y si fijamos el error en 2 °/o, esto nos llev:a a la relaC::it?.n;·(<.·-:·;;:."" .. 

j4x' ~6x' :'6·1~J~~~~~¡·:~;:;·~O:~;: 
o bien: 

-0.02 s ~x:./~;i~~~{~'~i~·;fJ~ o:o2. 

4x"" +.6~~,~;:6~• _¡·3~~-"+ ;a ·....:0.02 SO. 

Graneando esta desigualdád se tiene: 
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f ' 
1 

¡· 
\ 

L-·-·. -·· -------~" 
Figura A.2 Gráfica de la desigualdad (A.16), donde se observa el 

Intervalo solución 

Donde se puede ver que el intervalo solución es aquel .donde 13 gráfica .esta por 
debajo del eje x. Para hallar el intervalo que satisface la desigualdad basta. encontrar las 
raíces de: " 

4x4 +6x' +6x6 +3x' +x• -0.02 =O. (A.17) 

Resolviendo este polinomio po·r el método de bisección ·cori·.·ú·ri·;;~.~~;·.,·m~:.:.o;~·a o~oi .. % se 
~~;~;~~ las ralees: -0.2937164 y 0.2418198, por Jo tanto Ja .desigualdad (_A, 16) se satisface 

~0.2937164 :Sx:SO.Í418198 ••. 

Tomnndo ahora Ja_d~sig~~lc:fad del. J_ad~ izquierdó tenemoS: 

... 
Graficando esta desiS;ualdad se ticnC: - . r~ 

1/ 

FJguraA . .J2 Gráfica de la desigualdad (A.18), donde se observa e/ 
Intervalo solución 
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Donde se puede ver que el inter:.vaJo.:soJución~eS Dqucl donde la ,gráílca esta por 
arriba del eje x. Que es todo el dominio del. polinomio eri·(A.JS). Para hallar el intervalo 
que satisface Ja desigualdad basta encontrar el.intervalo intersección.de ambns soluciones, 
esto es: 

EJEMPLO 2: -< .. · ···~:·:i···/:i.:·. , _.· 
Una aplicación de Ja i'1~e~~i~n:·,·¡:;~Ü~ó~{~1-:es ·Cncontriir rafees de un polinomio, 

supongamos que deseamos encontrar u03 raíz del pOlinomiO: 
., •. ·. ' '·:. '.; 1. 

P(x) =:x' -+ex' +x-¡ =O. (A.19) 

este lo podemos escribir como: 

su polinomio inverso será: 

( 1) '. 2 . 
z=.y·:.-~, ~x _+x,+x. (A.20) 

(A.21) 

Sustituyendo el valor de z tenemos: 

X= e;, .. .!.)-(:v..:.!.)' .,: (y+.!.)' 
.. _4 . . • 4 •.... 4 

(A.22) 

desarrollando los biño~~Os:·~~· 1~~~;~.-~Y~~ .·~.T!"~>t_,;;;. 
·; iF~ ~~1~'f ;f._i~ ;-r ~! · (A.23) 

Haciendo y = O, tenemos x = J 3/64 == 0.203125. 

Que es una aproximación a la raíz del polinomio A.19. resolviendo este polinomio 
numéricamente por el método de bisección, con un error menor al 0.01 %, se tiene que la 
raíz es: 0.201392 ± O.O 1 %. El valor obtenido por el polinomio inverso difiere del hallado 
numéricamente en menos de 1 %. 

A.4 COEFICIENTES PARA POLINOMIOS INVERSOS DE GRADO 
MAYORA3. 

Utilizando el mismo método pueden calcularse los coeficientes de polinomios 
inverso de mayor grado, a continuación se listan algunos de ellos, tomados de Dwight 
(1961). 
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Sea 

y= ax+bx2 +cx3 +dx" +e.\'.''+ fa6 +gx, + ..... con a :;t; o. (A.23) 

entonces su inverso está dado por: 

x= Ay+By1 _+Cy3 +Dy~ + Ey 5 +Fy6 +Gy7 + ..... (A.24) 
donde 

A=.!.. 
a 

e= ...!..(2b3 -ac) ' a' D = -.!,(sabc-a'd-Sb'} a 

(A,25) 

G = --hsa"hf +8a .. ce+4a4d 1 + J20a 2b 3d+ l80~2b1c~_+ 132h6·~a'g-36a3b1e 
a - ,-.- · .. ·, '.- . , 

- 72a~bcd -12a3c 1 -330ab"c 

Aquí solamente presentamos los términos de error para grado tres. Jos términos de 
error para grados mayores se pueden calcular a partir de Ja composición de polinomios, 
como se hizo a Jo largo de este trabajo. 

A.5 CONCLUSIONES: 
El método de la inversión polinomial aparece citado en varios textos. pero los 

autores sólo comentan una condición, Ja existencia de término lineal y no comentan 
ninguna restricción sobre el dominio de Jos polinomios, en este trabajo desarrollamos esta 
restricción y encontramos que el polinomio inverso es exacto sólo en el punto x =O. pero es 
posible extenderlo a un pequeHo intervalo. donde el error introducido por Ja composición 
polinomial se puede considerar aceptable. dependiendo de las características del problema a 
resolver. 

A.6 BIBLIOGRAFÍA. 
Artkcn C .• Métodos matemáticos parafisicos. Ed Diana. México 1985. 
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Mncmillan Company, 1961, USA. 
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or,.radJ xrmnd OfradJ ,,.roi xrn1mJ 
o 0.00 o o 44.00 

l.J o.oz 0.02272/36 o 02272527 ./.1.02 
Z.6 0.06 0.0../5407JI o 0./5-13855 ../-1.06 
J.9 O. l../ 0.06802271 o 068/2782 ./././../ 

5.Z 0.2.J 0.09053291 0.09078/09 ./../.24 

6.5 O.JS 0.112904/6 o //3386]6 -1-1.JB 
7.7 0.55 o 135/0358 () 1359316-1 ./-1.55 
9 n 75 o 1570996 n JSS../0-191 ././.75 

10.000 1.04 0.17453 0.17633 45.04 
11.000 1.21 0.19199 0.19438 45.21 

12.000 1.45 0.20944 0.21256 45.45 
13.000 1.61 0.22689 0.23087 45.61 
14.000 1.88 0.24435 0.24933 45.88 
14.000 2.08 0.26180 0.26795 46.08 
16.000 2.32 0.27925 0.28675 46.32 
17.000 2.59 0.29671 0.30573 46.59 

18.000 2.99 0.31416 0.32492 46.99 

19.000 3.42 0.33161 0.34433 47.42 

20.000 3.79 0.34907 0.36397 47.79 

21.000 4.15 0.36652 0.38386 48.15 
22.000 4.52 0.38397 0.40403 48.52 
23.000 4.90 0.40143 0.42447 48.90 
24.000 5.24 0.41888 0.44523 49.24 
25.000 5.61 0.43633 0.46631 49.61 
26.000 5.99 0.45379 0.48773 49.99 

27.000 6.40 0.47124 0.50953 50.40 

28.000 6.82 0.48869 0.53171 50.82 

29.000 7.26 0.50615 0.55431 51.26 
30.000 7.70 0.52360 0.57735 51.70 

31.000 8.17 0.54105 0.60086 52.17 

32.000 8.72 0.55851 0.62487 52.72 

33.000 9.28 0.57596 0.64941 53.28 
34.000 9.93 0.59355 0.67471 53.93 
35.000 10.62 0.61087 0.70021 54.62 
36.000 11.43 0.62832 0.72654 55.43 
37.000 12.38 0.64577 o. 75355 56.38 
38.000 13.51 0.66323 0.78129 57.51 
39.000 14.88 0.68068 0.80978 58.88 
40,000 16.65 0.69813 0.83910 60.65 
41.000 18.29 0.71558 0.86929 62.29 

42.000 19.47 0.73304 0.90040 63.47 

Tabla B.J. Datos de la lente Cinephorc de Bausch & Lon1b mcdtdo.s experimenta/mente por 
dejlectomctria láser. los datos cercanos al vértice que se encuentran en números itálicos 
fueron propuestos, la incertid11n1bre en el ángulo es de O. 5 mil(~rados y de 5 .um en la 

aberración longi111dinal. 
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h 

9lPradl xtmml 9 (rad) fl!(9) X(mm) 
o o o o 21.JS 

o.a n 0.01396261 0.01.196154 21.16 
1.6 O.O/ 0.02792527 0.02791251 2/.37 
2.5 0.02 0.0-136112.1 (} 0.f.16609../ 21.JB 
.1 . .1 O.OJ 0.05759587 o 0576596./ 21.-1 
4.1 o.ns 0.0715585 0.07168089 21 . ../.J 
4 . .1 0.08 O. 07504916 0.07519018 21 . ../6 
5.7 0.11 0.09948)77 o 09981127 21.51 

7.000 0.16 0.12217 0.12278 21.SI 
8.000 0.22 0.13963 0.14054 21.S7 
9.000 0.29 0.15708 0.15838 21.64 
10.000 0.33 0.J 7453 0.17633 21.68 
11.000 0.38 0.19199 0.19438 21.73 
12.000 0.43 0.20944 0.21256 21.78 
13.000 0.47 0.22689 0.23087 21.82 

1 

14.000 0.51 0.24435 0.24933 21.86 
15.000 O.SS 0.26180 0.26795 21.90 
16.000 0.58 0.27925 0.28675 21.93 
17.000 0.62 0.29671 0.30573 21.97 
18.000 0.70 0.31416 0.32492 22.05 
19.000 0.77 0.33161 o.34433 22.12 
20.000 0.82 0.34907 0.36397 22.17 
21.000 0.88 0.36652 0.38386 22.23 
22.000 0.98 0.38397 0.40403 22.33 
23.000 1.08 0.40143 0.42447 22.43 
24.000 1.19 0.41888 0.44523 22.54 
25.000 1.30 0.43633 0.46631 22.65 
26.000 1.50 0.45379 0.48773 22.BS 
27.000 1.69 0.47124 o.50953 23.04 
28.000 1.87 0.48869 0.53171 23.22 
29.000 2.05 0.50615 0.55431 23.40 
30.000 2.30 0.52360 0.57735 23.65 
31.000 2.50 0.54105 0.60086 23.85 
32.000 2.81 0.55851 0.62487 24.16 
33.000 3.06 0.57596 0.64941 24.41 
34.000 3.28 0.59341 0.67451 24.63 
35.000 3.59 0.61087 0.70021 24.94 
36.000 3.78 0.62832 0.72654 25.13 TESIS CON 37.000 4.17 0.64577 0.75355 25.52 

38.000 4.41 0.66323 0.78129 25.76 FALLA DE O RIGE 39.000 4.65 0.68068 0.80978 26.00 
40.000 4.90 0.69813 0.83910 26.25 
41.000 5.15 0.71558 0.86929 26.50 
42.000 5.44 0.73304 0.90040 26.79 
43.000 5.72 0.75049 0.93252 27.07 

44.000 6.06 0.76794 0.96569 27.41 
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0forad\ x(mm) 9 lradl tP(0) X(mm) 
45.000 6.40 0.78540 1.00000 27.75 
46.000 6.80 0.80285 1.03553 28.15 
47.000 7.19 0.82030 f .07237 28.54 
48.000 7,65 0.83776 J.11061 29.00 
49.000 8.10 0.85521 J.15037 29.45 
50.000 8.52 0,87266 1.19175 29.87 
51.000 8.95 0.8901:? 1.23490 JO.JO 
52.000 9.49 0.90757 J.27994 30.84 
SJ.000 10.03 0.92502 1.32704 Jt.38 

Tabla B.2. Da/os de la lente LAG 017 de Melles Griot medidos experimenta/mente por 
dcflectonJetria láser. los datos cercanos al vértice que se encuentran en números itálicos 
fueron propuestos. la incertidumbre en el ángulo es de 0.5 mi/igrados y cJ.e 5 µm en la 

aberración longitudinal. 
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slmml z(mml 
o º-ºº 7.82 0.69 

8.62 0.84 
9.45 1.01 

10.26 1. 19 
11.09 1.39 
11.92 1.60 
12.76 1.83 
13.61 2.08 
14.50 2.37 
15.41 2.67 
16.31 2.99 
17.21 3.32 
18.11 3.68 
19.03 4.06 
19.94 4.46 
20.86 4.88 
21.79 5.32 
22.73 5_79 
23.68 6.28 
24.64 6.80 
25.60 7.35 
26.59 7.93 
27.60 8.55 
28.62 9.20 
29.70 9.91 
30.78 10.66 
31.93 11.48 
33.16 12.38 
34.47 13.39 
35.91 14.54 
37.55 15.89 
39.15 17.26 
40.52 18.47 

Tabla B.3. Daros de la lente C1nephore de Bausch & Lomb obtenidos por el método de la 
integración numérica. sin datos cercanos al vértice. 
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s(mml z(mml 
0.00 º·ºº 
J.00 0.01 
2.00 o.os 
J.00 0.10 
4.00 O.IS 
s.oo 0.28 
6.00 0.41 
7.00 0.56 
7.82 0.69 
8.62 0.84 
9.45 1.01 
10.25 1.19 
1 J.09 1.39 
1 I.92 1.60 
12.76 1.84 
13.61 2.09 
14.50 2.37 
15.41 2.67 
16.31 2.99 
17.21 3.33 
18.11 3.68 
19.03 4.06 
19.94 4.46 
20.86 4.88 
21.78 5.32 
22.73 5.79 
23.68 6.29 
24.64 6.81 
25.60 7.35 
26.58 7.93 
27.60 8.55 
28.62 9.21 
29.70 9.92 
30.78 10.66 
31.93 11.48 TESIS CON 33.15 12.39 
34.46 13.39 FALLA DE 35.91 14.54 
37.SS 15.90 
39.15 17.26 
40.52 18.47 

Tabla B.4. Datos de la lente Cinephorc de Bausch & Lomb obtenidos por e/ n11!1odo de la 
integración numérica, con datos cercanos al vértice. 
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s ímm\ zímm\ s (rnml z(mm) 
0.00 0.00 11.74 3.32 
2.62 0.16 12.18 3.58 
3.00 0.21 12.67 3.88 
3.38 0.27 13.14 4.18 
3.76 0.33 13.59 4.48 
4.15 0.40 14.09 4.82 
4.53 0.48 14.53 5.13 
4.91 0.56 15.06 5.53 
5.29 0.66 15.53 5.88 
5.67 0.75 15.99 6.25 
6.04 0.86 16.46 6.64 
6.42 0.97 16.92 7.03 
6.81 1.09 17.40 7.46 
7.20 1.22 17.88 7.90 
7.58 1.36 18.38 8.37 
7.96 1.50 18.88 8.87 
8.35 1.66 19.41 9.40 
8.75 1.82 19.93 9.95 
9.15 1.99 20.49 10.56 
9.55 2.17 21.03 11.17 
9.98 2.38 21.55 11.78 
10.42 2.60 22.08 12.42 
10.85 2.82 22.65 13.14 
11.28 3.06 23.22 13.88 

Tabla B.S Dalos de la lente LAG 017 de Melle.\· Gnot obtenidos por el método de Ja 
integración numérica. sin datos cercanos al vértice. 
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símml zímml símm\ zímml 
0.00 0.00 10.42 2.60 
0.30 0.00 10.85 2.82 
0.60 0.01 11.28 3.06 
0.93 0.02 11.74 3.32 
1.23 0.04 12.18 3.58 
1.53 o.os 12.67 3.88 
1.61 0.06 13.14 4.18 
2.14 0.11 13.59 4.48 
2.62 0.16 14.09 4.82 
3.00 0.21 14.53 5.13 
3.38 0.27 15.06 5.53 
3.76 0.33 15.53 5.88 
4.15 0.40 15.99 6.25 
4.53 0.48 16.46 6.64 
4.91 0.56 16.92 7.03 
5.29 0.66 17.40 7.46 
5.67 0.75 17.88 7.90 
6.04 0.86 18.38 8.37 
6.42 0.97 18.88 8.87 
6.81 1.09 19.41 9.40 
7.20 1.22 19.93 9.95 
7.58 1.36 20.49 10.55 
7.96 1.50 21.03 11.17 
8.35 1.65 21.55 11.78 
8.75 1.82 22.08 12.42 
9.15 1.99 22.65 13.14 
9.55 2.17 23.22 13.88 
9.98 2.38 

Tabla B.6 Datos de la lente LAG 017 de Melles Griot obtenidos por el método de la 
integración numérica, con daros cercanos al vértice. 
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.sr1nmJ z rmtn) s (mnd z rmtn) 
o.o o.o 21.0 4.8 
3.0 0.1 22.0 5.1 
4.0 0.2 23.0 5.7 
5.0 0.3 24.0 6.3 
6.0 0.4 25.0 6.9 
7.0 0.6 26.0 7.5 
8.0 0.7 27.0 8.1 
9.0 1.0 28.0 9.0 
10.0 1.2 29.0 9.8 
11.0 1.4 30.0 10.2 
12.0 1.6 31.0 1 1.1 
13.0 2.0 32.0 11.9 
14.0 2.1 33.0 12.9 
IS.O 2.2 34.0 13.6 
16.0 2.8 35.0 14.8 
17.0 3.2 36.0 15.4 
18.0 3.4 37.0 16.S 
19.0 3.9 38.0 17.4 
20.0 4.S 

Tabla B. 7.Datos de s y z medidos con el me todo fotográfico 
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SOFTWARE 

APÉNDICEC 
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Listndo del programa en lenguaje BASIC utilizado -para- realizar ajuste polinomial por el 
método de los mínimos cuadrados. asado en libro de Poole. el al (1983) 

1000 CLS 
1010 PRINT .... 
1020 PRINT;TAB(l5);"REGRESION POLINOMIAL DE GRADO n-esimo." 
1030 PRINT .... 
1040 LOCA TE (10),(10) 
1050 PRINT "Forma de ingreso de datos" 
1060 PRINT 
1070PRINT;TAB(12);"1 - Desde •m archivo" 
1080 PRINT;TAB(l2);"2 - Desde el teclado" 
1090 PRINT;TAB(12);"3 -Salir" 
1100 LOCA TE (16),(15) 
1110 PRJNT .. Seleccione la opción correcta"; 
1 120 INPUT A$ 
1130 CLS 
1140 IF A$<>" 1" ANO A$<>"2" AND A$<>"3" THEN 1050 
1150 IF A$="2" THEN 1220 
1160 IF A$="3" THEN 2130 
1 170 PRINT "Nombre del archivo"; 
1180 INPUT ARCH$ 
1 190 OPEN "i''.# l ,ARCH$ 
1200 'conjunto de arreglos A(2d+ 1 ),R(d+ l ,d+2),T(d+2) 
121 O 'donde d es el grado de la regresión 
1220 PRINT "Grado de la ecuación"; 
1230 INPUT O 
1240 DIM A(2•D+l),R(D+l,D+2),T(D+2) .. 
1250 PRINT ''Numero de puntos conocidos"; 
1260JNPUTN 
1270 A(I) = N 
1280 'Capturas de datos. 
1290 FOR l=I TON 
1300 IF A$="2" THEN 1330 
1310 INPUT#I, X,Y 
1320 GOTO 1360 
1330 PRINT "x.y del punto";J; 
1340 INPUT X.Y 
1350 'Las líneas 1360 n 1490 generan una matriz con un sistema de ecuaciones. 
1360 FOR J=2 TO 2•0+1 
1370 A(J)=A(J)+X"(J-1) 
1380 NEXT J 
1390 FOR K=I TO D+I 
1400 R(K,D+2)=T(K)+Y•X"(K-1) 
141 O T(K)=T(K)+Y•X"(K-1) 
1420NEXTK 
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1430 T(D+2)=T(D+2)+Yh2 
1440NEXT1 
1450 FORJ=I TO D+I 
1460 FOR K=l TO D+I 
1470 R(J,K)=A(J+K-1) 
1480NEXT K 
1490 NEXT J 
1500 'Las lineas 1 51 O a 1760 resuelven el sistema de ecuaciones. 
1510 FOR J=I TO D+I 
1520 FOR K=J TO D+I 
1530 IF R(J,K)<>O THEN 1570 
1540 NEXT K 
1550 PRINT "No hay solución única" 
1560 GOTO 2130 
1570 FOR 1=1 TO D+2 
1580 S=R(J,I) 
1590 R(J,I) = R(K,I) 
1600 R(K,I) = S 
1610NEXT1 
1620 Z = l/R(J,J) 
1630 FOR l=l TO D+2 
1640 R(J,I) = Z"R(J,I) 
1650NEXT 1 
1660 FOR K=I TO D+I 
1670 IF J=K THEN 1720 
1680 Z=-R(K,J) 
1690 FOR 1=1 TO D+2 
1700 R(K,l)=R(K,l)+Z•R(J,l) 
1710NEXTI 
1720NEXTK 
1730 NEXT J 
1740 PRINT 
t 750 PRlNT" constante="; 
1760 PRINT R( 1,0+2) 
1770 ºImprime coeficientes del polinomio. 
1780 FOR J=I TO O 
1790 PRINT "coeficiente de grado";J;"="; 
1800 PRINT R(J+ 1, D+2) 
1810NEXTJ 
1820 PRINT 
1830 'Calcula el análisis de regresión. 
1840 P=O . 
1850 FOR J=2 TO O+ 1 
1860 P=P+R(J,D+2)•(T(J)-A(J)•T(I )IN) 
1870 NEXT J 
1880 Q=T(D+2)-T(l)h2/N 
1890 Z=Q-P 
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1900 I=N-D-1 
1910 PRINT 
1920J=P/Q 
1930 PRINT 
1940 PRJNT .. Coeficiente de Determinación (R''2) =";J 
1950 PRINT.. Coeficiente de Correlación=."; , 
1960 PRINT SQR(J) 
1970 PRINT" Error Estándar Estimado="; 
1980 PRINT SQR(Z/I) 
1990 PRINT 
2000 •calcula coordenada y asociada a la c.oordcnada x. introducida. 
201 O PRINT "Interpolación:" " 
2020 PRINT "(Teclee, fpara Terminar)" 
2030 P=R(l,D+2) 
2040 PRINT "x = "; 
2050 INPUT X$ 
2060 IF X$="f" THEN 2130 
2070 FOR J=I TO D 
2080 P=P+R(J+I ,D+2)•VAL(XSrJ 
2090 NEXT J 
2100 PRINT "y=";P 
2110 PRINT 
2120 GOTO 2030 
2130 END 

REFERENCIAS: 
Poole L., Borchcrs M. y Donahuc C ... Algunos programas de uso común en BASIC, 
OSBORNE/McGraw-Hill, México 1983 
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ALGEBRA COMPLEMENTARIA 

APÉNDICED 
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D Álgebra comp/C!mentaria 

D.I DEDUCCIÓN DE LAS ECUACIONES (2.26) Y (2.28). 

con 
Partiendo de la ecuación 2.17 tenemos: 

dz 
tg(9) = d<' 

::: = f;D2 ,.s 2
". ... 

entonces: 

tg(O) = !!_ f.D s 2 n = t.2nD s 2 n-I = Í:E s 2 n+I 
ds ,..1 2n n•I 2n ,,,.0 ln+I • 

Ahora tenemos a Ja tg(O) expresada como un polinomio de grado 9. 

tg(O) = f E 2 •• 1s
2••1 • 

, n•O 

(0.1) 

(0.2) 

(0.3) 

(0.4) 

En el apéndice A. se. analiza el proceso e inversión polinorTiial y se muestra que debe 
conservarse In forma del P~!.inomio originat,_entonccs invirtiendo este polinomio tenemos: 

. ·;; ;~>~ ;?~ :~i~t~~~;·.~g~.7;'.co). co.s> 

:u::~:~endo ~n I~ ecut óf~gJ~~:'.~;~ó~~if {: t~~;~¿;~~)i~.~ • (O.ó) 
:= fD2.(r,íg co> .;:r,,;'co>..'.T.·1g•co)+r;1g~<o)+r.1g•co>) 2•• co.1> 

Desarrolland~-:
1 

. :·' _- _'_'."'\ ~:~-' ~~'. ......... ,,'-;_·_.,-.~---~-- _ " 

z.=D2(~1g,~(~>+T,;g~(O),fT,;g~(O)'.f-f,1g~(O)+,T.1g9(9))i + 

· '1:~i;ff :rw~:~f~í:{¿~;;r):::~::::~: 
· i>,( r,,1f· ~~> }'r,;)i~ e~> ... ·h~; é~)+:i;lg? (o)+ Tofg" ce>)• + 

. p,~~~rij;;~f·?;~!i~f ici?':.ª;~f~~~f~ ~[,lg' (9) + Tofg" (O))'º• 
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D Álgehra cnmnle111entaria 

Por otro lado sabemos que la forma &eneral para los términos del desarrollo de 

( T. tg 3 (0)+ T tg5(0) +T tg7 (0) + T tg 9 (0>)p 
l 5 . 7 , - 9 , {D.10) 

es: 

(D.11) 

con a+P+o+y=p 
por lo tanto cada termino del desarrollo de (0.9) tiene la fbnna: 

n! p! T. T.ªT.PT.4T.'(t (o)yc•-r)•(la+'fl•74+9r}) = 
(n- p)!p! a!P!ó!y! ' J ' , 9 g 

n! T. T.ªT."T.4'1:'(t (O)YC•-r)•(3a•SP+74•9r)) 
(n _ p)!a!p!ó'!y! 1 1 s ' 9 g , 

{D.12) 

pero a+ P + ó +y = p. entonces los términos de 0.9 se pueden expresar como: 

n! T. T.QT.PT."T.' (t (O)'j .. ••Q••P•••••rl. {D.13) 
(n - p)!a!P!ó!y! a , s , 9 g 

De donde se puede ver que si n es de grado par, entonces todos los términos son de grado 
par, por otro lado, el valor máximo que pueden tomar n y pes 10, y el grado máximo se 
obtiene cuando a= P= ó= O y y= JO, sustituyendo en 0 .. 13, el grado máximo será 90. 

Agrupando términos semejantes tenemos que la ecuación (0.6) o (2.25) puede 
escribirse como la {D.14) o (2.26): 

== fo,.(i:.
0
r 2 •• 1rg

2
••

1 co¡) 2
• = fF 2 .1g(o)2• (D.14) ..,_, ... ,.. .. 

Sustituyendo ambas expresiones (D.5) y {D.14) en la ecuación (2.16) 

s 
x = z+---r, 

tg(O) 
tenemos: 

4 

X= z+ 
.. ~07i,.+1 tg~"+'(O) 

tg{O) 
-r, {D.15) 

reduciendo: 
5 .'• .. ·'-:· .-:>-:.•··.' 

x = ~1 F;.. tg(o)'• + .~/in+t tg2
" (0) - r, {D.16) 

nuevamente tenemos un_polinomio ~On únicainente términos pares en tg(O), desarrollando 
parcialmente tenemos: 

.i: = 't,(F,~ + í;~.1 )'g(0)2" +F,0tg(0) 1º +1j - r. (D.17) ... 
Como la propuesta original es tener a x expresada como un polinomo de grado 10 y 
únicamente con términos pares y sin término independiente, entonces: 
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D. Álgebra comnlemcntaria 

7j-r=O, 
ó 

7j = r. 
por lo tanto. al agrupar términos semejantes de (D.17), tenemos una expresión polinomial 
para x de Ja forma : · 

5 

X = .::. G2n tg(0>2". 
esta es Ja ecuación 2.28. 

0.2 REFERENCIAS. 

Hall M: A., Knight B. A., Algebra. · Superior, Unión Tipográílca Editorial 
Hispanoamericana S. A. de C. V., México (1982). 
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