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Resumen

En esta tesis se rmnuestra que un teorema fluctuacién-disipacién, apropia-
damente definido, conectando susceptibilidades generalizadas y funciones de
correlacién, es vilido para tiempos mds cortos que los tiempos de nucleacién
del estado metaestable de sistemas Markovianos que satisfacen la condicién
de balance detallado. Esto se hace suponiendo que tales sistemas pueden ser
descritos por una superposicién del estado base y el primer estado excitado
de la correspondiente ecuacién maestra. Estos resultados fueron corrobo-
rados numéricamente para los estados metaestables de un modelo de Ising
bidimensional.




Abstract

In this Thesis it is shown that an appropriately defined fluctuation-dissipation
theorem, connecting generalized susceptibilities and time correlation func-
tions, is valid for times shorter than the nucleation time of the metastable
state of Markovian systems satisfying detailed balance. This is done by as-
suming that such systems can be described by a superposition of the ground
and first excited states of the correspondent master equation. These results
were corroborate numerically for the metastable states of a two-dimensional
Ising model.
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Capitulo 1

Introduccion

Actualmente el estudio de los procesos en sistemas fuera del equilibrio, a
diferencia del caso de los sistemas en equilibrio, estdi lejos de ser bien en-
tendido. En los ultimos anos ha habido muchos esfuerzos para extender los
conceptos y métodos usados para describir sistemas en equilibrio al estudio
de sistemas que no estan en equilibrio pero que son estacionarios o evolucio-
nan muy suavemente. Una clase particular de sistemas fuera del equilibrio
que evolucionan suavemente son los sistemas en estado metaestable. Usual-
mente se piensa que las propiedades macroscépicas de un sistema metaestable
pueden ser tratadas como si dicho sistema estuviera en equilibrio. En particu-
lar, relaciones tales como el teorema fluctuacién-disipacién (TFD) se suponen
validas para sistemas metaestables. Sin embargo estos sistemas estan ver-
daderamente lejos del equilibrio y no hay razén para esperar la validez de
este teorema en tales sistemas, ailin si su evolucién es muy lenta. Tal es el
caso de vidrios de espin de rango finito y vidrios estructurales entre otros [1].
El estado actual de la mecdnica estadistica de sistemas fuera del equilibrio
justifica la gran cantidad de contribuciones que que estan surgiendo en esta
drea de la fisica, en particular, reportando la existencia tanto de nuevos TFD
modificados [2, 3, 4]; asi como de violaciones de algunos de los ya conocidos
TFD en distintos sistemas fuera del equilibrio.

En este trabajo justificamos porqué es posible aplicar los resutados cono-
cidos de sistemas en equilibrio para sistemas en estado metaestable con
dindmica estocastica Markoviana y derivamos el TFD para sistemas metaesta-
bles a partir de la dindmica microscépica.

Los diversos estudios sobre metaestabilidad se han enfocado a caracteri-
zar las propiedades de los estados metaestables en los distintos sistemas que

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

se conocen, sin que exista ain una definicién general de dichos estados Yy,
menos ain, una teoria apropiada para su tratamiento. Los sistemas que es-
tudiamos en este trabajo son sistemas estocasticos con dinidmica Markoviana
tales como arreglos binarios, mezclas quimicas y modelos de Ising, entre otros,
cuya dinamica es descrita por una ecuacién maestra. En este contexto debe-
mos resaltar que la validez de los resultados obtenidos en esta tésis, estan
restringidos a tiempos cortos comparados con los tiempos de decaimiento del
estado metaestable, es decir, los procesos de nucleaciéon quedan fuera de los
objetivos de esta tesis.

En el capitulo 2 hacemos una revision de algunos de los principales traba-
jos sobre metaestablilidad en general. Posteriormente abordamos brevemente
el teorema fluctuacién-disipacién que relaciona las propiedades de relajacion
de sistemas cerca del equilibrio, con las fluctuaciones en equilibrio de los
mismos. La importancia de abordar este tema radica en el hecho de que los
estados metaestables pueden permanecer por tiempos extraordinariamente
largos y en cierta escala de tiempos, pueden ser tomados como una especie
de cuasiequilibrio. Para finalizar ese capitulo, hacemos una revisién de los
casos en que el teorema fluctuacién-disipacién es violado en sistemas fuera
del equilibrio.

En el capitulo 3, introducimos el formalismo de operadores adaptado al
estudio de la ecuacion maestra. El operador maestro Lg, asociado a dicha
ecuacién es en general un operador no simétrico. Sin embargo, la condicién
de balance detallado que satisfacen los sistemas que nos interesan, induce una
simetria de la matriz asociada a Lo. Con este formalismo, se encuentran las
propiedades caracteristicas de las matrices asociadas a ecuaciones maestras
de los sistemas mencionados, asi como de los eigenvalores y eigenvectores
asociados al operador maestro.

En el capitulo 4, proponemos las hipdtesis basicas que deben satisfacer
los sistemas que estudiamos, las cuales estin sustentadas por las propiedades
de los eigenvalores y eigenvectores correspondientes que se discuten en el
capitulo 3. A partir de una definicién matemaitica de estado metaestable,
desarrollamos la teora de la respuesta lineal para el caso metaestable. La
funcion de respuesta que encontramos tiene la misma forma operacional que
el caso de equilibrio. Finalmente obtenemos el teorema fluctuacién-disipacion
para estados metaestables.

En el capitulo 5 simulamos numéricamente (usando el método Monte
Carlo), un modelo de Ising bidimensional en red cuadrada. Generamos con-
juntos representativos de estados (ensembles) de equilibrio y metaestables y
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3

obtenemos las funciones de autocorrelacién de las fluctuaciones de la mag-
netizacién en ambos casos. La susceptibilidad magnética correspondiente
es obtenida por dos caminos: la definicién de susceptibilidad de la teoria
de respuesta lineal y a través de las correlaciones de la magnetizacién. El
cidlculo para el caso de equilibrio comprueba que los programas que desarro-
llamos funcionan bien, ya que obtenemos resultados conocidos para el mo-
delo de Ising en equilibrio. Por su parte el cilculo para el caso metaestable
es la confirmacién numérica del teorema fluctuacién-disipacién para estados
metaestables.

Por dltimo se dan las conclusiones de este trabajo cuyo principal resultado
es la obtencién de un teorema fluctuacion-disipacién para estados metaesta-
bles.
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FALLA DE ORIGEN




Capitulo 2

Revision de 1a Literatura

En este capitulo, haremos una revisién de algunos de los principales trabajos,
desarrollados en los ultimos 40 afios, sobre la metaestabilidad. Comenzamos
describiendo la fenomenologia de los estados metaestables y posteriormente
discutimos dos criterios principalmente, que ilustran de manera mas precisa
el concepto de metaestabilidad. El primero, es el modelo de Van der Waals y
el segundo, es el concepto de ensemble restringido. De manera breve se men-
cionan varios trabajos que han contribuido a la comprensién de la metaesta-
bilidad. Ya que uno de los principales resultados de esta tesis es la obtencién
de un teorema-fluctuacién disipaciéon para estados metaestables, las iltimas
dos seccidnes de esté capitulo estan dedicadadas a resaltar la importancia del
teorema fluctuacién-disipacién en equilibrio asi como las violaciones de este
teorema que ocurren en sistemas fuera del equilibrio.

2.1 Fenomenologia de los estados metaesta-
bles.

Los estados metaestables son fenémenos frecuentes en la naturaleza, ejemplos
tipicos son los liquidos sobreenfriados o sobrecalentados. El agua “sobreen-
friada”, es agua que a la que se le ha disminuido la temperatura por debajo
de los 0°C a la presién de una atmdsfera y que permanece en su fase liquida.
Un ligero golpecito dado en un recipiente que contenga agua en estas condi-
ciones provoca una repentina y espectacular aparicién de la coexistencia de
las fases sélida y liquida en el sistema. Para conservar estos liquidos sobreen-
friados sin que sufran una transiciéon a su fase sélida o en su caso liquidos

4
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2.1. FENOMENOLOGIA DE LOS ESTADOS METAESTABLES. 5

sobrecalentados sin que pasen a su estado de vapor, deben evitarse vibra-
ciones, impurezas suspendidas en el liquido e incluso, irregularidades en el
recipiente que lo contiene. Por lo anterior, se dice que estos sistemas sobre-
calentados o sobreenfriados existen en estado de precario equilibrio o en un
estado “metaestable”, ya que perturbaciones de cierto tamafio en el sistema,
provocan la repentina aparicién de una o mas fases nuevas.

Un aspecto de la metaestabilidad de particular interés ha sido el intento
por establecer qué tan estable puede ser un estado metaestable. Esto sig-
nifica, qué tan largo puede ser el tiempo de vida de un estado metaestable.
Este tiempo de vida puede ser sorprendentemente grande, tal es el caso del
diamante bajo condiciones normales (presién y temperatura ambiente), el
cual es una forma metaestable del carbono. Esta es una caracteristica par-
ticular de los sistemas en estado metaestable, su tiempo de vida depende del
aislamiento del sistema, asi como del grado de pureza del mismo, pero es
extremadamente sensible a perturbaciones de cualquier tipo.

Otro aspecto interesante relacionado con la metaestabilidad que se ha
estudiado es qué tan resistente al cambio de fase puede ser un material or-
dinario. Este problema fue abordado por Cahn [8] en 1971. El considerd el
caso de agua sobrecalentada a 110°C a la presién atmosférica y sefialé que si
se llenaba el volumen del universo con agua sobrecalentada en estas condi-
ciones, ésta permaneceria en estado metaestable por aproximadamente 10°
anos, que es del orden de la edad del universo.

Una manera mas precisa de entender la metaestabilidad es a través del
diagrama de fases de una sustancia. Si es posible tener dicha sustancia en
una sola fase homogénea con pariametros que, en equilibrio, corresponden
a una zona de coexistencia dec fases, se dice que la sustancia estd en estado
metaestable. Por lo tanto, la metaestabilidad es un estado fuera del equilibrio
pero no inestable, como veremos en el capitulo 2. La metaestabilidad es un
concepto relativo: es necesario decir con respecto a qué fase un sistema es
metaestable.

Un aspecto que ha sido mas estudiado que la metaestabilidad misma, es
el proceso, a través del cual, un sistema en estado metaestable decae a un
estado de equilibrio. Tal proceso se llama “nucleacién” y la mayoria de los
estudios sobre metaestabilidad estin enfocados a él. Este tipo de estudios
se interesa por el tamafio minimo que debe tener una “gota”, generada por
fluctuaciones internas del sistema, de una nueva fase en un sistema en estado
metaestable, para que ésta crezca y el estado metaestable decaiga.
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6 CAPITULO 2. REVISION DE LA LITERATURA

2.2 Hacia una definiciéon matematica de la
metaestabilidad.

Existen muchas iniciativas para distinguir y definir un estado metaestable
que han funcionado con éxito en modelos particulares y que resaltan algunos
aspectos de la metacstabilidad, pero que tienen sus limitaciones. Hasta ahora
no hay un modelo completamente satisfactorio que pueda describir todos los
aspectos de la metaestabilidad, (estdticos y dindmicos). En una u otra forma
todos estos trabajos han contribuido a entender qué son y cémo se comportan
los estados metaestables en distintos sistemas.

Desde un punto de vista matemaiticamente riguroso, los estados metaesta-
bles no han sido aiin claramente definidos. En sistemas tales como vidrios los
diversos fenémenos que se presentan, pueden confundirnos respecto al hecho
de que la vida media de un estado puede ser muy larga sin que ésto signifique
necesariamente que ecstamos presenciando un estado metaestable. Esto se
debe a que en estos sisternas existe un gran nimero de estados metaestables
distintos, caso que descartamos en el desarrollo de esta tesis.

Varios trabajos desarrollados en los iltimos 40 anos [9, 10, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19] han contribuido al entendimiento de algunos aspectos
de la metaestabilidad en sistemas muy particulares. Estos trabajos versan
principalmente sobre la metaestabilidad asociada a ciertas transiciones de
fase como la transicién vapor-liquido de una sustancia segin el modelo de
Van der Waals [20], el ferromagnetismo y transiciones en mezclas y arreglos
binarios en mallas clisicas. Nuestro trabajo esta enfocado al estudio de los
estados metacstables relacionados con ferromagnetismo, mezclas y arreglos
binarios. Sin embargo, el modelo de Van der Waals, resulta de gran ayuda
para entender las propiedades basicas de los estados metaestables en general.
Ademais, este modelo aparece también en las teorias de campo medio para
arreglos binarios [21, 22].

Cualquier intento por desarrollar una teoria formal y completa de la
metaestabilidad debe estar basada en el hecho de que la metaestabilidad
es un fenémeno dindmico en el que juega un papel importante la nucleacién.
El concepto de nucleacién, fue desarrollado por Volmer y Weber [23] ¥ por
Becker y Déring [24, 25] quienes calcularon a partir de argumentos cuasi-
termodinamicos, el tamaifio minimo de una gota de fase liquida en un vapor
supersaturado, que puede ser la semilla para el crecimiento de la fase liquida
en el sisterna. También estimaron la probabilidad de que tal gota se forme en
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2.2. HACIA UNA DEFINICION MATEMATICA DE LA METAESTABILIDA@

el sistema y encontraron que para ciertos valores de presién y temperatura,
tal probabilidad es tan pequeiia que explica la metaestabilidad del vapor so-
breenfriado. Esta idea del creciemiento de una gota (micleo) de una nueva
fase en el sistema es llamada nucleacién homogénea. Este tipo de nucleacién
es observable experimentalmente sélo en sustancias con alto grado de pureza,
libres de cualquier particula extrafna. Sin embargo, en el caso mas comiin, la
nucleacién de una nueva fase en sistemas metaestables se genera por procesos
de nucleacién heterogénea. Esto es, la apariciéon simultinea de varias gotas
de la nueva fase en distintas regiones de la sustancia. Estas gotas crecen y
el estado metaestable decae. Esto se debe a que las impurezas existentes en
la sustancia sirven como semillas para el crecimiento de nicleos de la nueva
fase. Las irregularidades en las paredes del contenedor de dicha sustancia
actian también como impurezas.

Todas estas ideas de la nucleacién estin estrechamente relacionadas con
uno de los aspectos fundamentales de la metaestabilidad que es el tiempo
de vida del estado metaestable o dicho de otra forma, la tasa de escape
del mismo, hacia el equilibrio. Es por esto que en sistemas tales como una
malla de Ising o arreglos binarios es preciso definir una dindmica. En la
mayoria de los trabajos relacionados con mallas de Ising o arreglos binarios,
se usan principalmete dos dinidmicas distintas, la dinimica de Glauber [28] y
la dindmica de Kawasaki [29, 30]. Estas dos dindmicas son equivalentes en sus
propiedades de equilibrio, pero diferentes en sus propiedades dinamicas. Por
ejemplo, la dinamica de Glauber es apropiada para estudiar ferromagnetismo
en una malla de Ising y consiste en permitir que el momento magnético i
de los espines de la malla inviertan su direccién al azar y por lo tanto, esta
dindmica de Glauber no conserva la energia ni la magnetizacion en la malla
de espines. La probabilidad de que estos espines inviertan su direccién es
elegida de acuerdo con la condicién de balance detallado, mientras que, la
dinamica de Kawasaki es apropiada para estudiar arreglos binarios (mezclas
quimicas) de dos tipos de datomos A y B en una malla. Aunque estos dos
sistemas son equivalentes, la dinamica de Glauber es inapropiada en el caso
de la malla binaria, pues no conserva el nimero de particulas, mientras que
la dindmica de Kawasaki permite que las configuraciones de la malla cambien
a través del intercambio de aAtomos en sitios vecinos a manera de difusién.

Como ya se menciond antes, las propiedades de equilibrio de los dos sis-
temas descritos arriba son las mismas, sin embargo las propiedades fuera
del equilibrio son completamente diferentes, incluyendo las propiedades de la
metaestabilidad, ya que la dindmica de Glauber permite que una vez que ha
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aparecido una semilla de una nueva fase, ésta crezca ripidamente, mientras
que la dinamica de Kawasaki hace que este niicleo crezca mas lentamente
debido a que los dAtomos que requiere para crecer deben difundir desde otras
partes del sistema.

2.2.1 Construccion de Van der Waals-Maxwell.

La ecuacién de estado de Van der Waals (2.1) es un modelo que nos ayuda a
entender qué son los estados metaestables e inestables en un gas diluido con
interacciones moleculares,

(V —b) (P + %) = RT (2.1)

esta ecuacién nos da la relacién que satisfacen el conjunto de variables ma-
croscépicas de presion, volumen y temperatura P,V y T, que caracterizan a
los estados del sisterma para 1 mol de gas. Las constantes b y d son carac-
teristicas de cada gas.

En la figura 2.1 se muestra en el diagrama P— V la forma caracteristica
de las isotermas correspondientes a la ecuacién (2.1), para una temperatura
menor que la temperatura critica T < 7.. Una isoterma tipica de este sis-
tema, no cumple todos los criterios de estabilidad intrinseca para sistemas
en equilibrio [31], pues notamos que en particular el criterio:

apP
(W <0 (2.2)

no se satisface en la regién entre F KA de la isoterma (ésto no ocurre mas
para T > T.). De hecho, el comportamiento del sistema predicho por (2.1)
en esta regién no tiene sentido fisico ya que sugiere una compresibilidad
negativa, es decir, cuando la presion disminuye, el volumen V sigue disminu-
yendo. Esta situacidn no fisica, proviene de que la ecuacién (2.1) se establece
suponiendo que el sistema es homogéneo en todo momento. Para solucionar
esta situacién, la construccién de Maxwell [32, 42] nos permite modificar
la forma de las isotermas del sistema, abajo de la temperatura critica T,
del sistema, siempre y cuando permitamos la coexistencia de fases para los
estados de equilibrio. Estos iltimos, pueden ahora distinguirse claramente
de estados metaestables e inestables (de una sola fase), que son los descritos
por la Ec. (2.1) en la regién entre DF MO de la figura 2.1.
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A

Presidn

Volumen

Figura 2.1: Diagrama P-V de una isoterma caracteristica de la ecuacién de
estado de Van der Waals, abajo de la temperatura critica T" < T,

En la construccién de Maxwell, se hace la pregunta siguiente: jes posible
que existan dos fases del sistema de Van der Waals (vapor-liquido), coexis-
tiendo en equilibrio? En el diagrama de la figura 2.1 vemos que los tnicos
candidatos posibles a coexistir en equilibrio son los que tienen la misma
temperatura 7" y presién P, tales como N, L y C.

Sabemos que los estados de equilibrio son los estados de minima energia
libre F(T, V') asi que, usando (2.1), podemos obtenerla:

FT,V)y= — / Pdv. (2.3)

isoterma

Haciendo un anilisis grafico, podemos ver en la figura 2.2 las curvas corres-
pondientes tanto a la isoterma, como a la energia libre correspondiente.

Los estados 1 y 2 pueden coexistir por tener la misma temperatura y
presion, como ya se menciond, y les corresponde la misma tangente a su
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‘Figura 2.2: Enecrgia libre asociada a una isoterma tipica de la ecuacién de
estado de Van der Waals.

energia libre correspondiente. Un estado intermedio entre 1 y 2 tiene una
energia libre F sobre la curva de energias, como se indica, pero asociado a
este estado existe uno con energia libre b menor que F', que vive sobre la
tangente comin a la energia de los estados 1 ¥y 2 y es un estado en el que
parte del sistema estd en el estado 1 y parte esta en el estado 2 guardando
cierta proporcién. Este es ¢l verdadero estado de equilibrio de la sustancia y
la separacién de fases sucede para todos los estados intermedios entre 1 y 2
a presién constante como se muestra en la figura 2.2.

La forma de encontrar los estados 1 y 2 respectivamente es a partir de
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los criterios de igual temperatura e igual presién, es decir:

_OF _ oF (igual presién)
v, = B, g ) 2
F, — Fy OF .
22— - =X 2.4
7 ——a 3V (tangente comun) (2.4)
combinando estas ecuaciones, obtenemos facilmente que
. V2
Py (Vo —Vy) = PdV (2.5)
Wi

cuyo significado geométrico es que las areas A y B son iguales.

Ahora que hemos entendido que la ecuacién (2.1) no describe estados
de estricto equilibrio, sino estados homogéneos, podemos regresar a revisar
la figura 2.1. En ella vemos que si partimos de un estado homogéneo A de
equilibrio podemos, moviéndonos apropiadamente sobre la isoterma, llevar al
sistema hasta el estado D, a partir del cual el sistema se descompone en dos
fases D y O por el camino de las fluctuaciones de densidad de los microestados
del sistema. Estas fluctuaciones que llevan al sistema del estado D al estado
O deben ser suficientemente grandes para inducir el crecimiento de niicleos
de la nueva fase O. Estos micleos pueden inducirse artificialinente en lugar de
esperar grandes tiempos para que, a través de las fluctuaciones del sistema,
comience a manifestarse una segunda fase, esto en lo que al equilibrio se
refiere. Sin embargo, podemos movernos sobre la isoterma evitando todo tipo
de perturbaciones que propicien la aparicién de nuevas fases en el sistema y
llevar el sistema por arriba del estado D hasta F, esta porcién de la isoterma
DEF asi como ONM corresponden a los estados metaestables del sistema que
satisfacen criterios de estabilidad intrinseca, pero sin ser estados de equilibrio.
Finalmente la regién M K F viola los criterios de estabilidad y naturalmente
son estados inestables, de manera que no es posible alcanzar estos estados
homogéneos en el sistema.

Debemos observar por iltimo que en el andlisis anterior de las isotermas
tipicas de un fluido de Van der Waals, hemos asociado una funcién de ener-
gia libre F (T, V) a cada estado de la isoterma indiscriminadamente. Pero
la termodindmica define esta funcién de energia libre sélo para estados de
equilibrio del sistema. De manera que al asociar una energia libre a los
estados de la isoterma entre £ y N, estamos presuponiendo la existencia y
continuidad de la energia libre ain para los estados fuera del equilibrio.

TESISCON -
FALLA DE ORIGEN




CAPITULO 2. REVISION DE LA LITERATURA

12
g
g £ £
b4 w
o L
: £ =
—_
Volumen Volumen '~ Temperatura

Figura 2.3: Proyeccién de la curva espinodal en tres distintos planos ter-
modinamicos.

Como hemos visto, el anilisis de los diagramas termodindmicos de estado
de una sustancia son de gran utilidad para entender los diversos procesos
termodinamicos. Estos diagramas planos son proyecciones de una superfi-
cie termodindmica de estado, en un sistema coordenado de los parimetros
termodinidmicos. Estos diagramas termodinamicos distinguen claramente las
regiones donde la sustancia se encuentra en los distintos estados de agre-
gacidén: sélido, liquido y gaseoso. También muestra las zonas de coexistencia
de dos cualesquiera de estas fases y el llamado punto triple.

La mayoria de estos diagramas de estado pueden ser analizados en la
regién de coexistencia de las fases liquido-vapor usando la construccién de
Maxwell para los estados de equilibrio, sin que por ello deje de existir la
posibilidad de obtener estados monofisicos (metaestables) que, como men-
cionamos arriba, pueden ser alcanzados tomando precauciones extremas. Es-
tos estados estdn representados en la figura 2.1 por las curvas ONM y DEF,
donde A7 y F son los puntos limite de dichos estados metaestables. Puede
encontrarse una curva que pasa por estos puntos y que limita la regién de
estados de una sola fase. Dentro de esta curva es imposible que exista uno de
estos estados monofasicos de la sustancia, la cual es conocida como la curva
espinodal. En la figura 2.3 se muestra la curva espinodal en tres diagramas
de estado con distintas coordenadas termodindmicas [11]. La ecuacidén de la
espinodal se determina resolviendo simultaneamente la ecuacién de estado
P = f(v,T) y (OP/8v)r = O o las ecuaciones correspondientes si las coor-
denadas termodinamicas cambian. La determinacién de la curva espinodal
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es de gran ayuda para plantear las ecuaciones de estado empiricas de una
sustancia dada.

J.S. Langer se ha ocupado de desarrollar una teoria cuantitativa de la
descomposicion espinodal en vapor supersaturado y arreglos binarios [12, 13,
14]. Esta descomposicién espinodal se refiere al estado inicial de separacién
de fases que ocurre en una sustancia (sélida), en una regién termodinamica-
mente inestable. Sus trabajos abarcan también el estudio de la nucleacién y
los fenémenos de crecimiento que caracterizan el decaimiento de los estados
metaestables [10], es decir, son estudios en un régimen diferente al que nos
ocupa en este trabajo. La diferencia entre la descomposicién espinodal y
los fenémenos de crecimiento y la nucleacién es que, en que la primera no
se requiere de energia térmica de activacién. Los ejemplos mas comunes de
descomposicién espinodal ocurren en arreglos metalicos. Pero dado que es-
tos procesos ocurren en una regién inestable, estan también lejos de la zona
metaestable que es objeto de nuestro estudio.

2.2.2 EIl ensemble restringido.

J. Lebowitz ha trabajado por largo tiempo en el estudio de la metaestabilidad
y la nucleacién en varios de los sistemas que hemos mencionado [9, 33, 34].
La fenomenologia de los estados metaestables fue resumida en su trabajo
de 1971 [35], en colaboracién con O. Penrose. Esta caracterizacién de los
estados metaestables termodinamicos nos sera de gran ayuda para comenzar
a entender y distinguir sus propiedades.

1. “Unicamente una fase termodindmica estd presente, aunque los para-
metros intensivos termodinamicos tengan valores tales que el estado de
equilibrio deberia consistir de mas de una fase, o posiblemente una fase
aislada diferente. Bajo pequeiios y suaves cambios de los parametros
termodindimicos, el estado metaestable responde con pequeiios cambios
reversibles obedeciendo las leyes usuales de la termodindmica; pero bajo
cambios grandes o ripidos de los parametros el sistema puede responder
con un gran cambio irreversible el cual lo saca del estado metaestable.”

2. “Si el sistema es aislado, el estado metaestable decae muy lentamente
como resultado de fluctuaciones las cuales, si son suficientemente gran-
des, pueden nuclear el crecimiento de una nueva fase; pero estas fluctua-
ciones son tan improbables que la tasa de decaimiento es muy pequeiia,
i.c. hay una alta probabilidad que un sistema en un estado metaestable
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al tiempo ¢ = 0 aiin estard en ese estado en t = 7, donde T puede ser
grande (digamos anos).”

3. “El escape del estado metaestable, es un proceso irreversible: una vez
que los niicleos de la nueva fase son suficientemente grandes o nu-
merosos, la probabilidad de que ellos desaparezcan otra vez es des-
preciablemente pequeiia.”

Si bien es cierto que la metaestabilidad es un fenémeno dinamico, una
teoria completa de la metaestabilidad debe describir los tres criterios men-
cionados arriba; tanto las propiedades estdticas de reversibilidad sefialadas
en el primer criterio, como las propiedades dinamicas (irreversibilidad), men-
cionadas en los criterios 2 y 3.

En este trabajo, estamos interesados en estudiar las propiedades estdticas
(reversibles), relacionadas con el primer punto, a las que llamamos propie-
dades cuasiestiticas de estados metaestables. Una de las principales ideas,
desarrolladas para el estudio de la metaestabilidad es el concepto de ensemble
restringido. La idea de base del concepto de ensemble restringido consiste
en considerar un sistema modificado, en el cual la nucleacién de una nueva
fase es evitada mediante la imposicién de un criterio restrictivo apropiado,
el cual no estaba presente en el sistema original.

La restriccién depende de cada sistema particular; por ejemplo, en un
vapor sobreenfriado, la restriccién debe evitar que la densidad local del gas
crezca lo suficiente como para generar una gota de la fase liquida. Tal res-
triccién corresponde a poner una barrera de potencial infinita que confine el
sistema a moverse en una regién R del espacio fase accesible. Las propiedades
de equilibrio de este sistema modificado pueden obtenerse a partir de un
conjunto representativo (ensemble) restringido en equilibrio, donde la dis-
tribucién de probabilidad estid localizada dentro de la region R y tiene la

forma
P(3) = Ze BT (2.6)

donde Z, es una constante de normalizacién; F(J), es la energia asociada al
estado &; k ,es la constante de Boltzmann y T, la temperatura. La misma
distribucién de probabilidades vale cero si estamos fuera de la regién R. Esta
construccion, satisface los tres criterios de metaestabilidad de la descripcién
de Lebowitz, siempre y cuando, el espacio accesible R, esté apropiadamente
definido. No hay un camino general para encontrar R. Sin embargo, el primer
criterio de metaestabilidad es la dnica guia y por lo mismo, este camino da
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buenos resultados con cierta reserva, ya que los métodos usados para elegir
el espacio accesible del sistema modificado pueden tener incompatibilidades
con el sistema que se estudia.

2.2.3 Metaestabilidad en semigrupos de Markov
simétricos.

Existen estudios muy rigurosos que demuestran, usando formalismo de ope-
radores, las propiedades de estos estados, como son los trabajos de E. B.
Davies y Martin [36, 37, 38, 39, 40]. Estos trabajos son poco conocidos en la
literatura comiin sobre estados metaestables y sin embargo fundamentan con
rigor matematico muchas de las propiedades de metaestabilidad en sistemas
clasicos.

Los estudios de Davies son una investigacién sobre la metaestabilidad
para semigrupos de Markov simétricos en la cual a lo largo de cinco articulos,
sus esfuerzos se concentran en establecer una fuerte coneccién entre la cuasi-
degeneracién de grado IV del estado base del sistema (representado por un
operador autoadjunto Lg, asociado a sistemas Markovianos) y la existencia
de N regiones metaestables en el espacio de configuracién. En el apéndice
B usamos este hecho para construir una matriz Markoviana con un estado
metaestable y mostrar asi algunas propiedades que usamos en el capitulo 4.

Davies parte de la suposicién de que los eigenvalores {—€;} de estos
operadores cumplen que 0 = || < [ <« |€22] < oco. Esta es una de
las hipétesis que nosostros hacemos en el capitulo 4 y que es necesaria ya
que la metaestabilidad involucra la existencia de dos escalas de tiempo muy
distintas para la evolucién de los estados del sistema. La primera es la escala
de tiempo relevante a la relajaciéon de una pequefia perturbacion del estado
de equilibrio del sistema, mientras la segunda es la escala de tiempo relevante
a la relajaciéon del estado metaestable.

Como ya mencionamos Davies establece, mediante una serie de teore-
mas y sus respectivas demostraciones matemadticas (formalizando el concepto
de “ensemble restringido” de Lebowitz), un criterio dindamico de metaesta-
bilidad. Esto significa que existe una dindmica i(, para la cual el estado
metaestable es el estado de equilibrio y bajo ciertas hipStesis se muestra que

||(ei‘°‘ — ei‘i")ul I1 < ect, (2.7)

donde € << 1 y p es una distribucién de probabilidad arbitraria en la vecindad
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del estado metaestable p en el sentido que 0 << 1 << cpcon ¢ = O(1) (¢ = 1).
Aqui la notacién de doble barra con subindice 1 es la norma definida como

N
X1, =221l (2.8)

i=1

De la Ec. (2.7) se sigue que, en una escala de tiempos corta (¢t ~ O(e~1)),
hay una “convergencia” de cualquier condicién inicial en la zona metaestable
al estado metaestable mismo.

Estas ideas, desarrolladas en dos articulos principalmente, son usadas en
trabajos posteriores donde aplica este formalismo al estudio de sistemas de
mallas cliasicas (modelo de Ising). En particular en uno de sus trabajos sobre
metaestabilidad en el modelo de Ising, Davies obtiene una expresién para
caracterizar la distribucién de probabilidad asociada al estado metaestable
de mallas de Ising en d = 2 con dindmica de Glauber. En el capitulo 4
usaremos un argumento heuristico para obtener una expresién equivalente
dada por la Eq. (4.10). En este trabajo partimos de esta definicién de estado
metaestable para establecer un teorema fluctuacién-disipacién para estados
metaestables en sistemas Markovianos que cumplen balance detallado.

Finalmente, queremos mencionar los trabajos de B. Gaveau y L.S. Schul-
man quienes se han ocupado de estudiar de manera mads general los estados
fuera del equilibrio de sistemas Markovianos [15, 16, 41]. Estos estudios abar-
can también a los estados metaestables como caso particular. Para ello han
definido una dinamica en términos de matrices de transferencia estocasticas.
La idea principal de sus trabajos es generalizar conceptos desarrollados en
mecinica estadistica de sistemas en equilibrio para el caso fuera del equili-
brio, tales como informacién, entropia, teoremas fluctuacién-disipacién y la
caracterizacién de estados estacionarios de no equilibrio cuando éstos exis-
ten, asi como ¢l costo de mantener un sistema fuera del equilibrio. Ellos
establecen también un tipo de relaciones de reciprocidad de Onsager para
sistemas fuera del equilibrio. Los coeficientes de Onsager, en general, no son
simétricos, pero si se satisface la relacién de balance detallado, pueden serlo.

2.2.4 Metaestabilidad en el modelo de Ising.

El modelo de Ising, originalmente propuesto para el estudio de sistemas de
particulas fuertemente interactuantes, es especialmente apropiado para re-
solverse computacionalmente con técnicas de Monte Carlo. Este modelo
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considera un arreglo de N puntos fijos (¢ = 1,2,---, N) formados por los
nodos de una malla periodica n-dimensional, llamados sitios de la malla. La
estructura de la malla puede ser ciibica, hexagonal, etc. Asociado a cada
sitio de la malla hay una variable de espin o; cuyo valor sélo puede ser +1
6 —1 (en unidades del momento magnético Z). Un conjunto de valores {o;}
especifica una configuracién particular de todo el sistema. La energia del
sistema en cada configuracién especifica estia definida por

E(5) = — Z: Jijoi05 — ho Z oy, (2.9)

[C %))

donde J; ;) es la energia de interaccién entre espines vecinos de la malla y hg
es un campo externo.

Este modelo de Ising ha sido de mucha ayuda en el campo de la mecdnica
estadistica para entender fenémenos como el ferromagnetismo. Sin embargo,
s6lo algunos casos particulares pueden ser tratados analiticamente sin aproxi-
maciones. El caso mads sencillo es el modelo de Ising en una dimensién con
interaccién entre espines vecinos constante (J;,;y = J). Glauber [28] estudié
este caso haciendo uso de la dindmica que lleva su nombre y que consiste
en elegir un espin al azar, el cual cambiara su valor de o; a —o; con cierta
probabilidad P, que depende de los parametros del sistema, mientras el resto
de los espines permanece constante. El encontré expresiones analiticas com-
plicadas para el valor promedio del i-ésimo espin como funcién del tiempo
para el caso de una cadena de espines finita con condiciones periddicas a la
frontera asi como para el caso de una cadena infinita de espines. También
encontré relaciones para las funciones de correlacién, a distintos tiempos,
entre los valores de dos espines (o;(t)o;(t + t')). Finalmente obtuvo la ex-
presién de la magnetizacién como funcién del tiempo y la susceptibilidad
magnética correspondiente segiin la definicién de teoria de respuesta lineal.
Sin embargo, en el modelo de Ising unidimensional, no existe magnetizacién
espontinea, es decir, no es posible encontrar transiciones de fase alrededor
de las cuales se pueda observar metaestabilidad [42].

Por lo anterior, el modelo de Ising en dos dimensiones es uno de los
mas sencillos donde se puede estudiar la metaestabilidad. Una ventaja mas
de este modelo es que varias propiedades del equilibrio de estos sistemas
son conocidas exactamente [27, 43]. Un estudio extenso sobre metaestabi-
lidad en este sistema fue hecho por K. Binder y H. Miiller-Krumbhaar [44)]
en 1974. EIl método que ellos usan para producir numéricamente estados
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metaestables es generar procesos de relajacion fuera del equilibrio en el mo-
delo de Ising. Esto se hace cambiando siibitamente los paridmetros del sistema
(campo magnético y temperatura), una vez que su sistema ha alcanzado el
equilibrio con estos parametros: “Si en el curso de este proceso, se genera
un estado cuya evolucién en el tiempo es despreciablemente pequefia para
tiempos grandes comparados con el proceso de relajacién a equilibrio del
sistema, éste es tomado como un estado metaestable”.

Como puede verse, nuevamente no hay un criterio formal para distinguir
el estado metaestable de estados fuera del equilibrio, en general. El trabajo
de Binder et al. se enfoca al estudio de las funciones de relajacion fuera del
equilibrio como funcién de la temperatura y el campo magnético; la obtencién
de los tiempos de decaimiento de los estados metaestables y sus respectivas
magnetizaciones. Todo ello en el marco de dos teorias: 1)aproximaciones de
campo medio y 2)dinamica de agregados y nucleacién (aproximacion lineal).
La primera, predice la existencia de una curva espinodal en la grifica de la
magnetizaciéon como funcién del campo magnético, con una susceptibilidad
divergente, separando claramente estados metaestables de inestables, lo cual
no se recupera en las sirnulaciones numéricas; la segunda, es compatible con
el experimento s6lo para los tiempos iniciales del proceso.

Este modelo de Ising en dos dimensiones sera retomado en el capitulo 4,
en el que se usa como ejemplo para verificar numéricamente los resultados
principales de este trabajo.

2.3 El teorema fluctuaciéon-disipacion.

Cuando un sistema estid en equilibrio termodindmico, su funcién de respuesta
lineal (y por lo tanto su suceptibilidad) y sus fluctuaciones en equilibrio estan
relacionadas por el bien conocido teorema fluctuacién-disipacién (FDT)[5].
Este teorema establece que, en equilibrio, la funcién de respuesta R.,(t — t')
a tiempo ¢ a un campo infinitesitmal aplicado al sistema a tiempo ¢/ < t
esta relacionada con la derivada temporal de la funcién de autocorrelacién
Ceq(t — t') de dos tiempos:

2

R.,(t—1t') = ﬂat,Ceq(t —t'). (2.10)
Estas funciones de correlacién juegan un papel importante ya que rela-

cionan las propiedades microscépicas del sistema en estado de equilibrio a
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un proceso disipativo que se lleva a cabo idnicamente cuando el sistema es
sujeto a una fuerza externa que lo lleva fuera del equilibrio. Tal es el caso
de la resistencia eléctrica de un conductor con las fluctuaciones del voltaje
conocida como férmula de Nyquist [6] y las relaciones de Einstein [7] que
ligan el coeficiente de difusién y el coeficiente de friccién en el movimiento
Browniano. Estos son casos particulares del TFD. Esta relacién entre proce-
sos irreversibles por un lado y propiedades del equilibrio por otro lado, es el
contenido del conocido teorema fluctuacién-disipacién [45, 46, 47].

La consecuencia mas importante del TFD es que nos permite conocer
las propiedades de transporte fuera del equilibrio de un sistema dado, en
términos de las fluctuaciones térmicas que ocurren en el sistema cuando éste
esti en estado de equilibrio. Para ver mds detalles sobre este teorema se
pueden consultar [48, 49, 50] donde Kubo hace una generalizacién del teorema
fluctuacién-disipacién.

2.4 Violaciones del Teorema Auctuacion-disi-
pacion.

Como ya hemos mencionado, no hay razdén para esperar que le FDT se
cumpla en sistemas fuera del equilibrio. El trabajo tedrico de los iltimos
afios muestra la violacién del FDT en varios modelos de vidrios de espin en
aproximacién de campo medio, abajo de cierta temperatura critica [4]. Por
su parte, usando simulaciones por computadora, se han encontrado también
violaciones al FDT en vidrios de espin de rango finito [51], procesos de cre-
cimiento de dominios [52], cuerdas elasticas en medios aleatorios [53], mallas
de gas cineticamente restringidas [54], vidrios estructurales [55] y modelos de
Ising con interaccién dipolar [56], entre otros.

Debido a las prediciones tedricas, hay un creciente interés en estudiar vio-
laciones al FDT experimentalemente. Las violaciones al TFD en equilibrio
en modelos de vidrios de espin permiten calcular un parametro de orden que
de otra forma seria inaccesible [57]. A nivel experimental se ha medido la
relacién entre algiin ruido paticular y su correspondiente respuesta en vidrios
estructurales y vidrios de espin, y se han encontrado incompatibilidades con
la teoria en el sentido de que el FDT se satisface dentro del margen del
error experimental. Este desacuerdo entre teoria y experimento puede de-
berse a que las violaciénes del TFD en ese regimen son aiin muy débiles. Sin
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embargo S. Grigera y N.E. Israeloff [1], han podido confirmar experimen-
talmente débiles violaciones al TFD que conecta susceptibilidad dieléctrica
con ruido de polarizacién, en un liquido sobreenfriado (glicerol), abajo de su
temperatura de transicién a vidrio.

Los hechos anteriores indican un considerable progreso en el desarrollo
de modelos tedricos que intentan describir procesos fuera del equilibrio. Uno
de los resultados mais notables fué dado por Cugliandolo et. al. [4], quienes
basados en estudios de campo medio en vidrios de espin postularon que para
tiempos asintéticamente largos (cuando el tiempo que el sistema tarda en
equilibrar ¢., es mucho mayor que los tiempos de observacién del sistema),
el TFD puede ser generalizado, para estos casos fuera del equilibrio, adicio-
nando un factor multiplicativo X (¢, ¢') que depende en el tiempo unicamente
a través de la funcién de correlacién:

R(t, ) ememr ~ BX(C(2,1)) 202, 1), (2.11)
donde t > t’. La cantidad 8%/ = X (C(t,’)) es interpretada como una tem-
peratura efectiva y X (C(¢,¢')) es llamada la tasa de fluctuacién-disipacién.
El caso de equilibrio se recupera si X (C(¢,t’)) = 1 lo cual ocurre para t’' >> t.,.
La validez de la relacién (2.11) ha sido verificada para modelos de vidrios de
espin de dimensién finita [51] entre otros sistemas.

2.5 Resumen del capitulo.

En este capitulo se hizo una revisién de algunos de los principales trabajos de-
sarrollados sobre estados metaestables. Hemos visto los distintos caminos por
los que se ha atacado este problema. Esto nos da una idea de las propiedades
de estos estados. También vimos que estos trabajos estin enfocados prin-
cipalmente al desarrollo de teorias de nucleacién, sin que hasta el momento
haya una definicién general de estado metaestable y tampoco una teoria com-
pleta de la metaestabilidad. Por dltimo se hizo una breve discusién del TFD
y se mencionaron algunos casos en los que se viola este teorema.
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Capitulo 3

Fundamentos Tedricos

Este capitulo esti dedicado a la introduccién del formalismo de operadores
necesario para nuestro estudio sobre las propiedades cuasiestiticas de los es-
tados metaestables. Debemos tener presente que este estudio esta restringido
a sistemas Markovianos que satisfacen balance detallado.

3.1 La ecuaciéon maestra.

Un sistema Markoviano se distingue principalmente porque no guarda memo-
ria, es decir, dado uno de estos sistemas y su espacio fase accesible {5} de
variables aleatorias, la probabilidad p(&, t) de tener a un tiempo ¢t el conjunto
de valores &, no depende de todas las secuencias de valores anteriores, sino
solo del evento &’ al tiempo ¢/, inmediato anterior.

La evolucidn de las probabilidades p(&,t) para estos procesos, usando un
conjunto de variables discretas &, se describe por la ecuacién maestra:

9p(&, t)

5r— = 2_ {War (8, t) ~ Wsap(5, 1)}, @1
=

dénde W (5’,5) es la tasa de transicién por unidad de tiempo para pasar
de la configuracién &' a la . En esta expresién, Wy g > 0si 8 # Jy el
caso &’ = &, no contribuye. Esta ecuacién, describe la evolucién temporal
de la distribucién de probabilidades de un sisterma Markoviano, como la con-
tribucién de todas las posibles configuraciones &’ que en un instante cambian
a &, menos el escape de esta ultima configuracién a cualquier otra distinta,
en el mismo tiempo. Ademds es muy importante en mecanica estadistica

21

TESIS CON _
FALLA DE ORIGEN |




22 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS TEORICOS

ya que aparece con mucha frecuencia en el estudio de varios procesos como
dindmica de poblaciones, dindmica de arreglos binarios y mezclas quimicas
entre otros.
Para una deduccién cuidadosa se puede consultar [58] y [39], entre otros.
Las soluciones estacionarias p(&) a la ecuacién (3.1) cumplen

op(,t) _
5 =0 (3.2)
es decir,
S _{Wasop(8') = Wazp()} = 0. (3.3)

'

Esta es una relacién que establece el hecho de que en un estado estacionario,
la suma de todas las transiciones por unidad de tiempo hacia un estado &,
deben ser balanceadas por todas las transiciones desde &, hacia otros estados
distintos &”.

3.2 El balance detallado.

La ecuacién (3.2) puede cumplirse con una condicién aiin mas fuerte que la
Ec. (3.3) si cada elemento de la sumatoria se anula individualmente. Esta
propiedad, conocida como balance detallado que cumplen los sistemas que
nos interesan, puede expresarse como

W5 ap®(5') — Ws,ap°(F) =0, (3.4)
donde p?(J) es la distribucién de probabilidad en el estado de equilibrio y es
solucién de la ecuacién (3.1) independiente del tiempo.

El significado del balance detallado es que, en el estado de equilibrio, exis-
ten tantas transiciones que escapan de la configuracién & hacia &', como las
que nos traen a ella, provenientes de 3’. La idea de balance detallado surgié
primero en cinética de reacciones quimicas. Supongamos que en una mezcla
de compuestos quimicos puede existir un ciclo de tres posibles reacciones
a=A+ 2B,b = AB,,¢c = AB + B. Supongamos ademas que cualquiera de
estas formas puede transformarse espontidneamente en cada una de las otras
como se muestra en la figura 3.1.

La reacciéon obedece una ley de accién de masas, de manera que la fraccién
de moléculas de a que cambian a b en un tiempo At es W,,At, donde W, # O
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3.2. EL BALANCE DETALLADO. 23

Figura 3.1: Reaccién quimica con balance detallado.

y es constante. Entonces el cambio en las concentraciones 74, 75, 72c, €stidn
dados por:

d a

dT; = _(Wab + Woe)ng + (Wba)nb -+ (Wca)nc

dny

W = _(Wbu + W)y + (Wnb)na -+ (ch)nc

d

(;ltc = ""(ch + Wca)nc -+ (Wbc)nb -+ (Wac)na' (3'5)

Las concentraciones de equilibrio se encuentran a partir de las relaciones:

dng, _ _ _
dt = —(Wap + Woe)fig + (Wea)ftp + (Wea)fic = 0,

Tia + iy + e = Mg + Ny + N = 1, (3.6)

que expresan la conservacién del monto total. Cuando las concentraciones de
equilibrio 7i,, 715, 1. SOn conocidas, estas ecuaciones establecen dos relaciones
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24 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS TEORICOS

independientes entre las seis tasas de transicién desconocidas (Wya, Was, Wea,
Wacy Wbc1 ch)'

Los quimicos sin embargo, acostumbran imponer una restriccién adicional
a este sistema:”cuando el equilibrio es alcanzado, cada reaccién individual
debe balancearse a sf misma”. Es decir la transicién a — b debe ocurrir con
la misma frecuencia que la transicién inversa b — a y asi sucesivamente. Lo

implica [26, 27] que:

WarTta = Whoally
vaa n, = Wachla
Wietty, = Woepiite. (37)

Estas relaciones (Ec. (3.7)) no estan contenidas en las Ecs. (3.5). Si estas
relaciones no fueran completamente satisfechas en el estado de equilibrio,
deberiamos esperar ademas de un cierto niimero de transiciones balanceadas
entre a, b, c segiin la Ec. (3.7), nuevas transiciones ciclicas no balanceadas.
Esto es, procesos ciclicos como el de la figura 3.1 pero en una sola direccién.
Sin embargo, la dinamica molecular de un sistema aislado como éste es re-
versible, lo no es congruente con laiiltima especulacién. Entonces, la ecuacién
de balance detallado (3.4) nos dice que en equilibrio, la reaccién quimica re-
presentada en la figura 3.1 ocurre con la misma frecuencia en ambos sentidos.
Este cjemplo de reacciones quimicas ilustra que atrds de la condicién de ba-
lance detallado, se encuentra el principio de reversibilidad microscépica.

Finalmente la propiedad de balance detallado, que satisfacen los sistemas
que estudiamos, nos permite conocer la forma general de sus probabilidades
de transicién por unidad de tiempo Wz 5. Usando (3.4), podemos establecer
inmediatamente que,

pe(&)  Wea'

El cociente de las probabilidades en equilibrio en Ec. (3.8), es conocido del

estudio de la mecanica estadistica segin el conjunto representativo (ensem-

ble) en el que se trabaja. Usemos por el momento el ensemble candénico cuya

distribucién de probabilidades en equilibrio, tiene la forma
e~BE(&)

p°(F) _ Wiz (3.8)

PO = 55wy (3.9)
Sustituyendo (3.9) en (3.8) tenemos que:
7 ,
Wa 3 = e~ FAE@.T) (3.10)

Wy,
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donde A E(&,5") es la diferencia entre las energias del sistema, correspondien-
tes a las configuraciones & y & respectivamente. Asi que hemos encontrado
que el cociente es igual al factor de Boltzmann. Por otra parte, podemos
construir una funcién simétrica respecto a & y &/, con el siguiente producto:

Vs = Wz aWa 5. (3.11)
combinando las dos ecuaciones anteriores (3.10) y (3.11) tenemos:
W g = e—BAE(a.a')/z[‘I,a 5'11/2- (3_12)

Esta iltima es la forma general de las W's, el producto de una funcién
simétrica en &', & por el factor de Boltzmann, la cual tomarai una forma mas
especifica segin el tipo de dindamica de cada sistema particular.

3.3 Matrices asociadas a ecuaciones maestras.

La ecuacién maestra (3.1), en la gran mayoria de los casos, no puede re-
solverse analiticamente. Sélo se conocen soluciones a sistemas relativamente
sencillos como es €l modelo de Ising unidimensional con condiciones periédicas
a la frontera o la cadena infinita, sujeto a un campo externo, con una dindmica
simple en la que el sistema sélo puede evolucionar volteando de direccién un
sélo espin a cada paso de tiempo, conocida como dindmica de Glauber [28].

En su lugar se ha optado por resolver numéricamente estas ecuaciones
y obtener resultados aproximados, usando métodos Monte Carlo. Nosotros
también lo haremos en el capitulo 5 y usaremos, como ejemplo para probar
nuestros resultados, un modelo de Ising bidimensional.

Entre tanto, haremos aqui una revisiéon de las propiedades conocidas de la
ecuacién maestra (3.1) relevantes a nuestro trabajo y usaremos el formalismo
de operadores. No es el objeto de este estudio demostrarlas formalmente,
sino hacer uso de ellas para apoyar nuestra investigacién. Para una revision
cuidadosa de tales propiedades, se pueden consultar [58, 60, 62, 67, 68], entre
otros. Nos limitaremos siempre a sistemas finitos ya que la teoria de cadenas
de Markov con espacio de estados infinito es mas compleja.

Si asociamos un operador Lg a la ecuacién (3.1), tenemos

P(t) = LoP(t) (3.13)
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26 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS TEORICOS

donde P(t) es un vector de componentes p(F,t) y los elementos de matriz
asociados al operador Ly son:

Lo(5,8") = War g — 85,5 z Wz g0 - (3.14)

a7
La matriz Lo tiene siempre las siguientes propiedades:
Lo(5,5') =0 para & # &

E Ly(&,5'y =0 paracada &, (3.15)

3
y es Hamada matriz maestra. Una consecuencia matemadtica inmediata de la
segunda propiedad es que, dado que la suma de todos los elementos de cada
columna de la matriz maestra suman cero, existe al menos un eigenvector

izquierdo constante ¥; = (1,1, 1, ---) con eigenvalor 2 = 0. También existe
el eigenvector derecho 43 con el mismo eigenvalor

Loyo = 0. (3.16)

puede haber mis de una solucién a esta iltima equacién. Cada 3 es una
solucién independiente del tiempo de la ecuacién maestra.

Para terminar con esta seccién, debemos mencionar que algunas veces es
mas ventajoso considerar la ecuacién adjunta de la ecuacién maestra (3.1)

Q) = Q) L. (3.17)
donde Q(t) es un vector izquierdo de componentes ¢(&,t) y i,‘; es la matriz
adjunta de Ly. La relacién entre las componentes p(&,t) y g(&,t) de las

soluciones P(t),Q(t) a las Ecs. (3.13) y (3.17) respectivamente, puede ser
establecida gracias nuevamente al balance detallado (3.4), de manera que

q(5,t) = p(,8) (3.18)

recordando que g es la distribucién de equilibrio estacionaria.
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3.4 La ecuacién maestra independiente del
tiempo.

Para resolver la ecuacién (3.13) podemos hacer uso del método de separacién
de variables. Para un operador Ly independiente del tiempo, se obtienen

Loy = — Qs
U= eio(t—IO), (3.19)

con ; = 0. De estas dos ecuaciones, la primera es la ecuacién de eigenvalor
independiente del tiempo, asociada a (3.1). Sus eigenvalores y eigenvectores
son {—£2;} y {¢:} respectivamente. La segunda ecuacién nos da el operador
de evolucién temporal de los eigenestados {1;} a un tiempo t posterior al
tiempo inicial ¢g.

Para averiguar las propiedades de las eigenfunciones {1;} de la Ec. (3.19),
la relacién de balance detallado (3.4) nos simplifica mucho el trabajo. Note-
mos que en general la matriz asociada al operador Lo no es simétrica en
{&,8"} y podria no ser diagonalizable ya que las propiedades (3.15) que ca-
racterizan a las matrices asociadas a ecqaciones maestras, no garantizan la
existencia de una matriz S tal que S~ !'LyS es diagonal [62]. Sin embargo,
el balance detallado (3.4), si garantiza cierta simetria de Lo. Esta simetria
puede ser tratada por dos caminos, el primero es que dada la Ec. (3.4), existe
una transformacién de L, que no altera sus propiedades [58] ¥ que lo hace
simétrico. Esta transformacion es:

Vo(&',8) = [p°(8")] /2 Lo(5, 5") [p*(&)]"/3, (3.20)

donde la matriz V; es simétrica respecto a & y &
El otro camino, que es el que nosotros seguimos en este trabajo, es el
siguiente: el operador Ly no es simétrico por si mismo, pero el balance deta-
llado garantiza que es diagonalizable. Entonces podemos definir el producto
pante P(&)P2(5)
1O 2 0
(P, P) Z: NES

o
donde P, P, son dos funciones arbitrarias en el espacio expandido por los
eigenvectores del operador maestro. (&) es el estado base del operador
Ly segin la Ec. (3.19) y coincide con la distribucién p®(&) de equilibrio

(3.21)
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(distribucién de Boltzman). Si el conjunto de variables & es continuo, la
sumatoria cambia por una integral. Por comodidad usaremos en adelante la
definicién de producto interno (3.21) con la sumatoria.

Entonces, bajo el producto punto (3.21) se puede mostrar [58, 62] que
para Py, P,, el operador Ly es simétrico:

(P, LoPs) = (P, LoPy) = (Lo Py, P2). (3.22)

Se puede mostrar también [60, 62] que el operador io tiene eigenvalores
reales y que —Lg es positivo definido. Esto explica el signo negativo que
convenientemente introdujimos en las Ecs. (3.19).

3.5 Los eigenestados del operador maestro.

Como ya dijimos, los eigenvectores {;} del operador Ly asociado a la ecua-
cién maestra (3.1), son ortogonales bajo el producto punto (3.21) y pueden
ser normalizados bajo el mismo, de manera que se cumple:

(i, Y) = Si ke (3.23)

Si usamos explicitamente la definicién (3.21) en la relacién de ortonor-
malidad anterior con 7 = 0, tenemos que:

D_owe@ = 1

i'wk(é’) = o. (3.24)
a

De lo anterior podemos concluir que el eigenvector (&) tiene propiedades
de distribucién de probabilidad por si mismo }

Como ya mencionamos, el conjunto de eigenestados {;(3)} de Lo for-
man una base en términos de la cual puede ser expandida cualquier solucién
P(&,t) de la ecuacién (3.13) como,

P((5,t) = i a,e” ity (), (3.25)

i=0

18Si P(5) una distribucién arbitraria de probabilidad definida sobre el espacio &, en-
tonces: P(S) > O paratoda & y Z(a) P& =1
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y dado que P(%) representa una distribucién de probabilidades como funcién
del tiempo tenemos que, en particular, para t = 0

S PE.0) = 03 ank(@) = 1. (3.26)
a F

i=0

Si desarrollamos estia ecuacién tenemos que

ST P(G.0)=ac D _ ¢+ D _a:d_ wi(F) =1 (3.27)

i=1 -4

y usando las propiedades (3.24)encontramos que ap = 1, mientras el resto de
los coeficientes {a;, ¢ = 1,2, - -} se escogen de manera que

P(5,0) >0 para todo =4 (3.28)

3.6 Resumen del capitulo.

En este capitulo introdujimos el formalismo de operadores asociado a la
ecuaciéon maestra (3.1), la cual describe la evolucién de sistemas Marko-
vianos que satisfacen la condicién de balance detallado (3.4). Se senalaron
las propiedades mas importantes de los eigenestados del operador maestro
Lg y sus correspondientes eigenvalores.
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Capitulo 4

Teorema
Fluctuacion-Disipacion
Metaestable.

En este capitulo, desarrollamos y justificamos en detalle las hipdtesis cen-
trales de este trabajo, las cuales se mencionaron en la introduccién. A partir
de ellas, justificamos la expresién que usaremos en adelante como definicién
de estado metaestable. Asimismo, especificamos los rangos de validez de esta
definicién y de los resultados que se deriven a partir de ella. Para este fin
recurriremos constantemente a los resultados obtenidos en el capitulo 3.

4.1 Definicion de estado metaestable.

Supongamos que podemos preparar a nuestro sistema al tiempo inicial -
t = 0 en una configuracion arbitraria &, definida en el espacio fase accesible
{7} del sistema, con probabilidad p(3s) = 1. Entonces la distribucién de
probabilidad P(&,0) asociada a esta condicién inicial est4 dada por una
funcién delta

P(5,0) = 65,5, , (4.1)
como muestra la figura 4.1 en un diagrama unidimensional. Note que una vez

que elegimos la configuracién arbitraria &, ésta queda fija y la distribucion
depende de la variable &. Si expandimos esta distribucién inicial en la base

30
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A

=) A
=)
—

(=%

2 -
Oo=0 (o)
Figura 4.1: Distribucién inicial P(&, 0)
de vectores propios {¢;{&)} del operador maestro Ly tenemos
n
85,50 = > _ aithi(F), (4.2)
i=0
donde
o tah (5 _ $i(5')0s .2,
a; = (’4,11;(0' )’ 63’.60) = ; wo(a,) (4.3)

En esta expresiéon hemos usado el producto interno (3.21), la cual finalmente
se reduce a

;i (5o)

@ = (@), 0700) = 550y

(4.4)
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Podemos ahora sustituir (4.4) en (4.2) para llegar finalmente a

¥4(9:)¥;(5)
. 4.5
5—: TNEN) @5
La evolucién temporal de esta distribucién de probabilidad queda,
o~ %i(F,)
— — Yil9o) —025t, (5
P(3,t) = ]Z=: @) (@ (4.6)

Suponemos aqui que es posible elegir los parimetros del sistema de tal
forma que al menos un eigenvalor de Ly, que llamaremos —£;, es mucho
menor (en valor absoluto) que el resto de los eigenvalores —2;. Esto es,
0 < |, « || para j > 2 y entonces el decaimiento del correspondiente
eigenestado ¥ es tan lento que no es perceptible en los tiempos de obser-
vacién del sistema. A semejanza de un estado metaestable, el tiempo de vida
del ecigenestado 4, sera muy largo comparado con los tiempos de relajacion
del sistema. En ¢l apéndice A mostramos un modelo de juguete de dos es-
pines acoplados, que tiene estas propiedades si se escogen apropiadamente
los valores de un conjunto de parametros del sistema.

Bajo la suposicién anterior, es claro que para tiempos 7 en el intervalo
1/ < 7 <« 1/9Q,, todos los eigenestados excitados de Lg cuyo eigenvalor
es mayor que £2; ya decayeron, por lo constituyen la “dinamica rapida” del
sistema. Asimismo mientras e”™7 ~ 1, la ecuacién (4.6) se aproxima al

estado,
ei‘°"'65,;,-u == Po(8) + G(&,)¥1(5); para 1/Q, < 7 € 1/, (4.7)
donde G esta dada por @)
. 1 (5,
G = a0, 4.8
(Uu) ¢o(¢70) ( )

Es importante notar que en esta ecuacién G depende de la configuracién
particular &, en la que preparamos al sistema inicialmente. Sin embargo
estas configuraciones pueden agruparse en tres conjuntos segin el valor de
G(d,)-

En el caso en que G(5,) << 1 la ecuacién (4.7) tiene las propiedades
del estado de equilibrio (descrito por p°(do) = ¥0(Fs)), ya que el segundo
término del lado derecho es despreciable. Este caso también nos permite
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Figura 4.2: Esquema unidimensional de la distribuciéon p™(&). La linea dis-
continua en azul es ¢l caso G < 1; la linea discontinua en rojo corresponde
al caso G > 1 y la linea continua en negro es el caso G ~ 1

definir la zona de equilibrio como el conjunto de configuraciones del espacio
fase {F9} que eventualmente evolucionan al estado de equilibrio p*(&) para
1/ € 7 € 1/Q,. Por otro lado cuando G (&) > 1, la ecuacién (4.7)
describe un estado lejos del equilibrio, ya que domina el segundo término
(7). Llamaremos a éste ¢l estado metaestable p™(5), ésto es:

P (F) = ¢o(F) + G(Go)1(5); G > 1. (4.9)

Esta distribucién de probabilidades evaluada en la zona de equilibrio es muy
pequeiia y también nos permite definir la “zona metaestable” como el con-
Jjunto de configuraciones {5},, donde la distribucién estd concentrada. Final-
mente, el caso G(Fp) ~ 1 define un conjunto de configuraciones que tienen
igual probabilidad de evolucionar al estado de equilibrio o al metaestable.
Nosotros supondremos que este conjunto de configuraciones es despreciable
comparado con los conjuntos definidos en los dos casos anteriores. En la
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figura 4.2 se muestra un esquema unidimensional de la distribucién de pro-
babilidad (4.7) segun los tres posibles valores de G.

A partir de ahora suponemos que G > 1 (lo cual significa que partimos
de una configuracién inicial en la zona metaestable {5},,), ¥y entonces la
ecuacién (4.9) caracteriza la condicién inicial de estado metaestable en la
que preparamos al sistema. Es decir, el estado metaestable intermedio se
construye como la superposicién de la distribucién de probabilidad del estado
de equilibrio méds el primer estado excitado con G > 1.

Nétese que ahora hemos tomado a G independiente de una configuracién
particular &,, ya que cualquier configuracién elegida en la zona metaestable
{G}m evolucionard al mismo (y Gnico) estado metaestable intermedio p™(&).

Dado que p™(J) es despreciable fuera de la zona metaestable, es posible
aproximar p™(3) de Ec. (4.9) por:

PE) ~ { Yo (F) + G, (&) para & € {&;},m con G>1 (4.10)
0 para g ¢ {3}m
Esta tltima ecuacidén es la definicién de estado metaestable a partir de la
cual iniciaremos nuestros cidlculos para obtener la respuesta lineal del sis-
tema partiendo de una condicién inicial metaestable dada por (4.10). Una
definicién equivalente fue obtenida por Davies [37]

El modelo que hemos descrito aqui considera, por simplicidad, el caso
de la existencia de un solo estado metaestable. El caso de un niimero finito
de estados metaestables puede ser tratado de manera similar, sin embargo
no es aplicable a sistemas con un numero infinito de estados metaestables
tales como vidrios y vidrios de espin [1]. En estos sistemas, el rango de
escalas de tiempo existentes es tan grande, que no hay garantia de que un
estado metaestable permanezca por largo tiempo sin decaer continuamente
a otros estados metaestables. Es decir, existen barreras de energia de todos
los tamaiios.

Ahora averiguaremos la relacién general que existe entre ¥, (&) y o(5).
Si usamos la definicién de G(&) = ‘%(g—; y el hecho de que su valor es inde-
pendiente de la configuracién en la zona metaestable {&},,, obtenemos que
¥1(F) = G (F). Por otro lado, usando la definicién (4.9) y la aproximacién
(4.10) en la zona de equilibrio (& ¢ {F}m), tenemos una segunda relacién de

proporcionalidad 1 (&) = —(1/G)0e(5). Lo anterior puede resumirse como
sigue:
5 = G (3) para & € {G}m
¥1() { —(&)%0(8) para & ¢ {G}m (4.11)
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Figura 4.3: Esquema unidimensional del eigenestado (&)

Entonces existe una proporcionalidad local del primer estado excitado
¥1(&) con la distribucién de equilibrio p®(&) = 0(&) tanto en la zona
metaestable como en la zona no metaestable. Los coeficientes de propor-
cionalidad son G y —1/G respectivamente. Con ésta informacién de ,(J),
podemos decir que el estado metaestable p™ (&), queda completamente ex-
presado en términos de la distribucién de equilibrio p¢(5).

Por iltimo comprobaremos que la expresién (4.9), que establecimos ori-
ginalmente como estado metaestable p™, tiene las propiedades de una dis-
tribucién de probabilidad: debe ser no negativa para toda configuracién del
espacio fase accesible {5} y satisfacer >_; p™(5) < oo para que sea norma-
lizable.
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Sabemos que en estado de equilibrio, el sistema esta caracterizado por la
distribucién de probabilidad 4 (5), la cual es positiva en todo el espacio fase
accesible. Por otro lado la relacién (4.11) indica que en la zona metaestable
{&}m, se cumple ¥4 (&) > 1 dado que (&) > 0 y G > 1, mientras que fuera
de la zona metaestable es negativa y satisface |¢,(8)| < 1, campliendose asi
la relacién (3.24). Un esquema unidimensional (muy simplificado) de v, (&)
se muestra en la figura 4.3. Asi ¢, (F) estd localizada en la zona metaestable
y fuera de ella podemos despreciarla.

Tenemos entonces que p7F siempre es positiva y finita ya que tanto 1o(&)
como 1, (&) lo son en todo el espacio fase accesible. La condicién de norma-
lizacién es inmediata.

Asi pues, hemos encontrado una expresién para la distribucion de proba-
bilidad p™™ que caracteriza un estado metaestable en sistemas Markovianos
que satisfacen el balance detallado. Esta expresion es equivalente a una dada
por Davies [39].

4.2 Perturbaciones de estados metaestables.

En esta seccién tomaremos la expresiéon (4.10) como punto de partida para
evaluar los cambios, como funcién del tiempo, que sufre la distribucién de
probabilidad metaestable de sistemas descritos por la ecuacién maestra, de-
bido a una perturbacién externa. Usamos para ello la teoria de respuesta
lineal (TRL) desarrollada por Kubo [48]. Estos resultados serdn usados en la
siguiente seccién para evaluar susceptibilidades generalizadas metaestables.
Recordando la herramienta que usarnos en el capitulo 2, nuestro sistema
estd descrito por la ecuacién maestra independiente del tiempo y el corres-
pondiente operador de evolucién (3.19) de los eigenestados 1;(5).
Consideremos ahora la ecuacién maestra perturbada:

P4+ AP = (Lo + AF(@)L,)(P + AP), (4.12)

donde L, es el término perturbativo generado por un campo externo AF(t)
y P es la distribucién de probabilidades dependiente del tiempo en ausencia
del campo externo perturbativo, cuya solucién formal es:

P(t) = elotp(0). (4.13)

Aqui AP mide los cambios que experimenta la distribucién de probabilidad
P debidos a la interaccién con el campo externo.
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Una vez que hemos escogido la condicién inicial metaestable (4.10), en la
que preparamos a nuestro sistema antes de prender la perturbacién en ¢t = 0,
la solucién general a la ecuacién (4.12) puede expandirse en términos de la
base de eigenestados {¢;(5)} del operador no perturbado Lg:

N
P(3,t) + AP(G,t) = 3 _ b;(t)e W'y, (5). (4.14)
=0
Si sustituimos (4.14) en (4.12) y proyectamos sobre un eigenestado par-
ticular 1, (5) llegamos a:

~N
be(t) = D e W=y, (£) (i, AF(t) Lapy). (4.15)
=0
Debido al tratamiento perturbativo que estamos usando, expandiremos
la solucién a la ecuacién anterior en potencias del parimetro A para obtener
la solucién hasta primer orden en A.

b (t) = bR(2) + AbL(E) + AN20%(t) + -+ - (4.16)

Sustituyendo lo anterior en (4.15) e igualando términos en potencias de A\
obtenemos las ecuaciones para encontrar los coeficientes de (4.16)

B = o,
N
be(®) = D e B0 (2) (v, F(£) Eavs),

=0

(4.17)

La solucién a orden cero nos la dan las condiciones iniciales (4.10) junto
con las propiedades de ortogonalidad (3.23) que deben cumplirse a cualquier
orden en A. Asi,

b = 8o + Géxa. (4.18)

Yy si usamos la solucién anterior a orden cero, podemos expresar la con-
tribucién a primer orden de los coeficientes b (t):

o= [ Cdir {0t (yy, F(#) Lywie) + e @20 G (y, F(t')in(/:)lg),
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de manera que si aplicamos una fuerza AF'(t) armdénica de frecuencia wyp, que
depende explicitamente del tiempo como

F(t) = eiot, (4.20)

tenemos para AP a primer orden en A,

AP@G 1) = Azzpk(a) [ ar {emmee> { (v, Eafwel)

v e (o, GLalial) } et } (4.21)

Si resolvemos explicitamente las integrales involucradas en (4.21), tenemos:

AP@H = 23w (v bn wol) { "o i }
k=1

Q) + iwg
e—(ﬂl —dwo)t __ e

N
+ A @ (e Lilow) { T e} (a22)
k=1

Esta ecuacién (a primer orden en \), es vilida para cualquier tiempo t ya
que podemos separar por un lado, el comportamiento del sistema a tiempos
1/ < t < 1/2;; 1o nos describira la relajacién al estado metaestable inicial
(cuasiequilibrio) y por otro, nos permite recuperar el proceso de decaimiento
a equilibrio para tiempos t > 1/Q,; (esto iltimo, puede suceder mediante
procesos de nucleacién de nuevas fases en el sistema).

Veamos primero el caso sencillo ¢ > 1/Q;. Debemos notar en este caso
que todas las componentes de AP(J, t) en los eigenvectores ¥z con k # 0, ya
decayeron y la expresion (4.22) se reduce a

~N .
S 4\ .y iwol — (&5 L1 [100])
(e, = re S o G el

para t > 1/9;. (4.23)

Esta ecuacién nos dice bdsicamente que, aunque hayamos comenzado con
una condicidn inicial metaestable, para tiempos suficientemente largos, sélo
nos queda la contribucién del estado de equilibrio pg& = (&)

Al contrario, para tiempos 1/€2; < t << 1/€2; donde el producto €2, ~ 0
todas las componentes de AP(5,t) en los estados excitados, excepto ¥, ya
decayeron y la ecuacién (4.22) toma la forma:
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Y (e B N
= J (1, L1 [Gy]) iwot = J (e, L1 [Gn])
- Ap(E ){ ‘_(;1+zwo}+z\e ?_::'/’k("){m—m+iwo}'

(4.24)

Esta ecuacidén puede ser reescrita como

N Py

iwot — J (%, Li[vpo])
+ Je ’? P (3) {—*‘—Qk T i
— A (E) { (¢1;L5;1[Ci¢;1i)0} {1 tuot}

iwot ~ (&, L1 [G1])
+  de g;&k(a) {—-——Qk o e [ (4.25)

Si recordamos que Q; << 2 para k£ > 2 podemos despreciar §2; en el de-
nominador de la segunda sumatoria y aplicando el limite de bajas frecuencias
(wot ~ 0) obtenemos que:

~ -
~ _ (#n> L1 (3o + Gnr)) .
AP, t) = A k§=2 { Q& i } Y (5) (4.26)

la cual es valida sélo para bajas frecuencias wo << 1 y tiempos t < 1/9Q,.
Notese ademais, que esta udltima ecuacién tiene la misma forma que para
el caso de equilibrio (4.23), pero esta vez aplicada a la condicién inicial
metaestable (4.10). Podemos llamar a este caso, la aproximacién cuasi-
estdtica.

Como iltima observacién hay que notar que en todo el andlisis anterior,
no se toméd en cuenta la componente de equilibrio (k = 0) en las sumatorias
que aparecen en las ecuaciones (4.22) y (4.24). Mostraremos mas adelante
que ésta es nula.
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4.3 Respuesta lineal para condicién inicial
metaestable.

Recordando el formalismo de Teoria de Respuesta Lineal desarrollado por
Kubo en 1957 [48], sabemos que en un sistema claisico, preparado previamente
en estado de equilibrio, la respuesta del sistema a una perturbacién mecéanica
externa AF'(t) que se prende en un tiempo inicial ¢ = 0, puede ser observada
al medir los cambios en el valor promedio de alguna variable dinadmica B(t)
del sistema respecto a su valor de equilibrio. Estos cambios, denotados por
{(AB(t)), cumplen en aproximacion lineal respecto a la perturbacion, que

t
(AB(2)) = A /o dt' p(t — t')F(¢'), (4.27)

donde ¢(t) es la funcién de respuesta o funcién de efecto retardado carac-
teristica del sistema, la cual muestra que en general, hay un tiempo de retraso
entre la aplicacién de la fuerza externa AF'(t) y los cambios inducidos por
la misma. Esta funcién de respuesta puede ser completamente descrita por
funciones de correlacién en el tiempo del sistema en equilibrio.

Es ficil obtener, a partir de nuestros cdlculos anteriores, la férmula co-
rrespondiente para el caso de equilibrio. Para ello usaremos la definicién de
promedio estadistico sobre el espacio fase accesible {5} de estados, ésto es

(B(#), = >_ B(3)p(5, 1), (4.28)
{5}
donde p es una distribucién de probabilidad arbitraria. Asimismo
(B@)), =D _ B(8)H(5,1). (4.29)
{5}

Para evaluar el valor promedio de los cambios (AB(t)) inducidos en una
cantidad fisica B (t) de nuestro sisterma, como consecuencia del campo externo
oscilante (4.20), usamos la definicién (4.28):

(AB@)) =Y B(3) [P+ AP|(5,t) — 3 _ B(G)P(3.t) = > _ B(G)AP(3,1).
{s} {7} {5}

(4.30)

Ahora tenemos una expresién para calcular (AB(t)) a partir de AP(t). Dado

que en estado de equilibrio P = /g, la expresion para AP(t) dada por la
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Ec. (4.21) se reduce sélo al primer término. Esto es debido a que no hay
contribucién de v, asi:

(AB(t)) = ,\/ dt'e™ ot {ZB(a)Zwk(a)e-m“ ¢ (z/;k Ll[wo])}

{7}
(4.31)
Si hacemos la analogia de esta expresién con la Ec. (4.27), tenemos que la
funcién de respuesta en equilibrio (usando notacién de operadores) es:

#(t) = Z B(&)ele® 65 5 [Ly1pols, (4.32)

{2.5"}

donde hemos usado la Ec. (4.5). La relacién lineal entre el campo perturba-
tivo y los cambios (A B(t)) inducidos en el sistema se da en el espacio adjunto
de frecuencias s!, para lo cual tomamos la transformada de Fourier-Laplace
de la Ec. (4.27):

(AB() = LaB@) = [ T daB()ye", (4.33)

de donde se obtiene (usando propiedades de la transformada de la con-
volucién) que:

(AB(s)) = x(5)AF(s), (4.34)
con AF(s) = (_,_)‘To) El factor de proporcionalidad x(s) es la susceptibilidad
generalizada. Esta susceptibilidad se obtiene tomando la transformada de
Fourier-Laplace de 1a Ec. (4.32).

Usaremos ahora el procedimiento anterior para averiguar la respuesta
lineal de nuestros sistemas con condicién inicial metaestable, debido al mismo
campo externo oscilante de frecuencia wo dado por (4.20). Veremos cuales
son las diferencias y los términos adicionales respecto al caso de equilibrio.

Retomamos la ecuacion (4.21), que contiene toda la informacién de los
cambios a primer orden en )\ que sufre la distribucién de probabilidad P y
la reescribimos en términos de operadores, lo cual queda:

¢ i -
AP(F,t) = A f dt’etwet’ E elolt=18, w1 L1 (o + GT/’I)]&"} -+
o =

1No confundir s con la frecuencia wo del campo perturbativo
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t = -
" ,\/ dt'eiwot! {(e‘ﬂ”' —1) S ebott=t)g, [Ln(Gd’x)]a’}
o >
(4.35)

Nétese que el segundo término de cada integral se cancela mutuamente,
recuperando la férmula original (4.21).

Para calcular el cambio (AB(t)) usaremos la expresién AP(t) dada por
la Ec. (4.35), sustituyendola en (4.30):

t - -
(AB(t)) = A / dt'e’t 3" B(&F)eXot 55 5 L1 (Yo + G¥1)]a
o 3.5}

t - -
+ a [ ater @ 1) 3T B@)et 65 2 [ (G-
0 {7.5'}
(4.36)

Este es el valor promedio del cambio que sufre la cantidad B(t) como funcién
del tiempo. Esta expresiéon es vilida para todo tiempo ¢t después de prender
la perturbacién AF'(t) y consta de dos términos. El primer término, tiene
la misma forma que la conocida para el caso de equilibrio (Ec. (4.31)), sélo
que aplicada al estado inicial metaestable p™ = o + G; el segundo, es un
término de correcciéon de primer orden en A, debido a que partimos de un
estado fuera del equilibrio. Ademas el estado [G], sobre el que actian los
operadores, no tiene un sentido de distribucién de probabilidad por si mismo
debido a las propiedades de los estados excitados (3.24). Sin embargo pode-
mos entenderlo como el resultado de la diferencia entre el estado metaestable
P = Yo+ Gy y el equilibrio p© = . Siguiendo el formalismo de Kubo com-
paramos el primer término de la dltima ecuacién con (4.27), para identificar
la “funcién de respuesta del sistema, dada la condicién inicial metaestable”:

() = Y B(3)et°® 6 o [ Ly (w0 + Gy1))a- (4.37)

{¢.6"}

Es importante poder establecer esta relacién, la cual es vilida para tiempos
t < 1/€2;, como puede verse de (4.36). En este caso, estamos en el régimen
de cuasiequilibrio, donde el primer estado excitado no ha decaido y entonces
la segunda integral es despreciable. Para tiempos del orden de t ~ 1/€2,;,
esta misma integral si contribuye ya que e %1t es finito. Por iiltimo, cuando
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t > 1/Q,, toda contribucién de 3/, se cancela y recuperamos el compor-
tamiento de equilibrio. Lo anterior nos muestra que la ecuacién (4.36) puede
distinguir tres regimenes de tiempo, que son: la relajacién al cuasiequilibrio
metaestable; la nucleacién y el decaimiento a equilibrio.

Es conveniente expresar los cambios en la cantidad (B(t)) en el espacio
adjunto de frecuencias s:

(AB(s)) = Z B(&) Z i (&) (x, Li[2o + G1])
(s —iwo ) {7} (s + Q%)
(e, Ly [G¢1]) i (4.38)

(S -+ Qk)(S + 2 — iwo)

donde hemos tomando la transformada de Fourier-Laplace (Ec. (4.33)) de
(AB(t)) para el caso metaestable, expandida en la base de eigenvectores
Y () de Lo. En esta tdltima ecuacién podemos identificar por analogia con
la Ec. (4.34) a la susceptibilidad generalizada metaestable como funcién de
la frecuencia s:

x(s) =d_ B() Z i ()

{&}

(¥r, L1[vpo + G1]) 1 (Yk, La[Gy1])
(s + Q) (s + Q) (s + ) — iwo)
(4.39)
De tal manera que en la aproximacién €2; < 1 el término proporcional a
2, puede despreciarse obteniendo la expresién para la susceptibilidad meta-
estable como

x(s)= > B@) )5,, & [E1 (10 + Gp1)]a (4.40)
{5.5"}

En esta iiltima expresién hemos usado notacién de operadores para mostrar
que es la transformada de Fourier-Laplace de la funcién de respuesta dada
por la ecuacién (4.37).

4.4 Teorema fluctuacién-disipacién metaesta-
ble.

Hemos seguido paso a paso, el formalismo de teoria de respuesta lineal apli-
cado a nuestra definicién de estado metaestable (4.10). Ya que ésta es una
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superposicién de eigenestados del operador Lq, se esperaban resultados simi-
lares a los conocidos en el caso de equilibrio, mas términos adicionales debido
a que el equilibrio es un caso particular que nunca decae. Ahora nos pregunta-
mos ya que todo es tan similar al equilibrio en un rango de tiempos apropiado
(1/922 < t <« 1/9Q,): { es posible la existencia de una relacién de fluctuacién-
disipacién en nuestro sistema, para condiciones iniciales metaestables? Si es
asi, ;jqué forma tiene? y ;en qué difiere respecto al caso de equilibrio?

A continuacién nos ocuparemos de responder a estas preguntas para ter-
minar nuestra discusiéon sobre las consecuencias de la definicién de estado
metaestable que mostramos al principio de este capitulo.

Partimos de la ecuacion (4.39) de la seccion anterior, la nos da la ex-
presién explicita para calcular el factor de proporcionalidad (susceptibilidad
generalizada) que relaciona linealmente los cambios que sufre una cantidad
B(s) con la perturbacién que la origina y que esta indicada en la ecuacion
(4.34). Para poder evaluar los productos internos que aparecen en dicha ex-
presién, es necesario que averigiiemos antes cémeo actia el operador L; sobre
cada uno de los eigenestados 7, de L.

Debemos notar primero que la ecuacién de eigenvalor de Lo depende de
los parametros caracteristicos del sistema que se estudie. Cuando se aplica
una perturbacién al sistema estamos variando algiin parametro & del mismo,
alrededor de un valor previamente elegido, digamos ho. Asi Lo = L(ho).
Las perturbaciones aplicadas al sistema (variaciones del parametro i), son
lo suficientemente pequeiias para que en todo momento exista una ecuacion
de eigenvalor, dependiente del parametro h = hg + )\, asociada al sistema
perturbado:

L(h)yn(h) = —Sh(h)yr(h), (4.41)

donde h es el campo o parametro perturbativo. El caso de A = 0 (h =
ho), nos permite recuperar la ecuacién de eigenvalor (3.19) en ausencia de
perturbacién. En cualquier otro caso, podemos hacer una expansién de la
ecuacion (4.41) en serie de Taylor, alrededor del valor de h = hg recordando
siempre que el valor de \ es pequeiio pero finito y entonces tenemos, cortando
a primer orden en A cada miembro de la expansién,

(1:0+,\ (g—’,:)) (wk(ho) +A aa"”l")) =

= — (Qk(ho) + A 69,‘)) (wk(ho) + A i:;/;:)) ’ (4.42)

oh
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donde las derivadas estan evaluadas en hg.
Si desarrollamos la ecuacién (4.42) e igualamos términos en potencias de

A hasta el primer orden, tenemos:

Lo(ho)r(ho) = —Qu(ho)¥u(ko),
2020 + 2y (o) = —u(ho) (%)— %) wx(ho). (4.43)

La primera ecuacion, valida a orden cero en A, es la ecuacién de eigenvalor
no perturbada (3.19) que no aporta nueva informacién. La segunda ecuacidn,
que proviene de igualar los términos de primer orden en A\, responde nuestra
pregunta inicial. Debemos notar que en la ecuacién (4.12), el operador AL; no
es mas que el primer orden de la expansién en serie de Taylor, del operador

L(h) alrededor de h = hy. Asi que podemos identificar directamente por
comparacion entre las ecuaciones (4.42) y (4.12) que L, = % y ésto nos lleva
a:

a _ = Oy a";bk O

Ly [tx(ho)] = —Lo 5h Qi (ho) Sh 5% Y (ho)- (4.44)

Hemos encontrado entonces cémo actia el operador I:l sobre un eigenestado
i (ho) del operador Lo = L(hg). Aunque la ecuacién anterior es valida para
todo eigenestado 4k (ho), el estado de equilibrio %y (ho) es un caso particular,
ya que los dos tltimos términos de la misma no existen,

il[’lpo] = —Eo 661/;10 . (4.45)

Esto es debido a las propiedades particulares (ya mencionadas) de este estado,
que permanece constante como funcién del tiempo ya que €24(h) = 0 para
toda h. Asi que en la Ec. (4.44) hay dos términos que son nuevos respecto
al caso de equilibrio y aparecen en nuestros resultados, para condiciones
iniciales metaestables, porque en nuestra definicién hemos involucrado a
ademads del equilibrio. Debemos mencionar ademas de lo anterior, que los
términos que contienen la expresién %}, no tienen componente en el estado
de equilibrio %0(/e) de la base no perturbada, como veremos a continuacién.
Si tomamos la derivada de la relacion de ortonormalidad (3.23), entre dos
eigenestados del operador Lg, como funcién del parametro &, tenemos que

Oy, ¥r) _
=g =0 (4.46)
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Sustituyendo la definicién (3.21) del producto punto en (4.46) llegamos a

O, ¥r) _ {w' 3 (8)Yr (5) + Y@ ¢j(5)¢k(5)¢6(5’)} —o0
T oh Yo (5) %0o(J) P§(3)
(4.47)
En esta ecuacién las primas indican derivadas respecto del parimetro h.
Ahora, podemos hacer j = 0 y se cancelan el primer y tercer término en

(4.47) quedando:

S, ¥x) Z Yo (3) Y (5)

—ah e =0 para k=0,1,2,--- (4.48)

{7}

que no es mas que el producto punto entre 3o y %. Esto iltimo, también
justifica la observacién que hicimos al final de la seccnf’)n 4.2,

Ahora sabemos por la ecuacién (4.44) cémo opera L, sobre cada eigenvec-
tor ¥ (&) de Lo. Sin embargo, no podemos evaluarla de manera exacta y el
principal problema radica en que no conocemos la forma explicita de ninguna
de las funciones ¥ (3), sino algunas de sus propiedades. El camino tipico que
se sigue a partir de este punto para cdlculos en equilibrio es usar la mecanica
estadistica, en la cual se conoce la forma exacta de la distribucién de equi-
librio p¢ (&) = o (&) para los distintos conjuntos representativos estadisticos.
Si suponemos que ¥y, es la distribucién canénica,

Yo (G, h) = e PE@R /3™ g=BE@H), (4.49)
{7}

la derivada de (4.49) respecto al parametro h que aparece en la Ec. (4.45)

es:
obo _ OE
= {< b Yo — Zi 1/10} > (4.50)

donde E'(&) es la energia del sistema y (%)p, es la derivada de la energia
promedio del sistema en estado de equilibrio p® que se obtiene usando la
definicién (4.28).

Sustituyendo la Ec. (4.50) en la Ec. (4.45) tenemos

Lilwo] = —Lo [ {< > wo — Lo }] (4.51)
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de donde es inmediato que el primer término se cancela debido a la accién
del operador Lgig = O.

Con esta informacién podemos retomar la Ec. (4.32) de la seccién ante-
rior, que nos da la funcién de respuesta para un sistema en equilibrio, y re-
conocer el teorema fluctuacién-disipacién en equilibrio. Para ésto suitiuimos
directamente el iinico término que queda de la Ec. (4.51) en la Ec. (4.32), asi

o(t)y =8 B(5)ek° 855 (Lo ( 5r-vo )1 (4.52)
g o)e &, o (ah o) &

Si sustituimos

(Lo ah )]-' =" Lo(&,5") [—‘—1/)0] (4.53)

e 2

en la Ec. (4.51) y usamos una vez mas la expansién de 67 5 en la base de 1
de eigenvectores de Lg segiun la Ec. (4.5) llegamos a

$0) =8 3= B0 S (@) T L@ ") (Grvo o (450

&,5,3"

Simplificando la Ec. (4.54) y renombrando indices obtenemos

) =83 [(Grw)], S BELoete @b, (4.55)
la cual puede ser comparada con la definicién de la funcién de correlacién:
OFE (& _ oty e g = _
(BoZR) -3 257 2CpER 3= B@HE 1.0, (4.56)
(-2

donde p(&’,t’|5,t) es la probabilidad condicionada de que la configuracién &’
ocurra al tiempo ¢’ dado que esta estaba en & al tiempo t. Asi obtenemos el
conocido teorema fluctuacién-disipacién para el caso de equilibrio

@(t) = <B(t)% i (4.57)

donde hemos identificado a p(&, ¥|&,t) con i,o[e’:°(‘)65,5,], ya que Lg es un
operador que toma la derivada temporal de una funcién segiin vimos en la
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ecuacién maestra. Mientras que 25&),(5,t) = [(2E Z10)], es el valor de la
derivada de la energia del sistema en estado de equnllbno Yo-

Regresando ahora al caso metaestable, el camino seguido anteriormente
para el caso de equilibrio no es directo ya que el estado ¥, (&) no es cono-
cido en principio. Pero podemos recurrir a la ecuacién (4.11) que establece
una relacién de proporcionalidad entre ¥;(J5) y ¥0(&) con una constante de
proporcionalidad C, = G para la zona metaestable {5},, y una distinta
C_- = —1/G fuera de la zona metaestable, donde G = ¥1(Fm)/Y0o(Fm). De
manera que, salvo constantes de proporcionalidad, ambos estados pueden
ser tratados de la misma forma y los resultados nos llevaran a una especie
de teorema fluctuacién-disipacién, ademsis de la contribucién de términos de
correccién.

Como hemos dicho, la ecuacién (4.44) nos permitird evaluar los produc-
tos punto (¥, Li[vve + G¥1]) ¥ (¥, L1[G¥1]) que aparecen en la expresion
para la susceptibilidad metaestable (4.39). Estas dos expresiones difieren
tinicamente en que en la segunda no aparece el producto punto con L, [%0],
el cual evaluaremos por separado. De manera que

L[gy] = -G {Lo [awl] 8‘;’2: Y1+ Bazf: }

Lol = —ELo [ i ] (4.58)

Evaluamos ahora los productos internos de estas expresiones con el k-
ésimo elemento de la base no perturbada de Ly y tenemos

= _ Ibk(a) oY, Ny oYy
W, LG = Z{a} TNED) [6h] R+ gy }5
2 _ wk(a) o
(Yx, L1[tho]) = 2. wo(a) [ ] }a. (4.59)

A continuacién desarrollamos los operadores por componentes como sigue

{z [‘9’/’1]}(0) S > (zo@ o [57] ) (4.60)

De manera que

(i []) - 5 2 G [3], ao
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Notando que “Z) es un eigenvector izquierdo del operador Ly (vea la ec.

Yo(F)
(3.18)) tenemos que
. [oy; 0, (@) [aw,]
Yu, Lo [ 50 ]) 2= wo(ff") (4.62)
Sustituimos ahora esta expresién con 7 = 0,1 en las Ecs.(4.59)
- o 2.9 o
e biGw)) = ¢3S Lo, —a)[Z2] - Zhe)}
= ¢’0(U) 7 h
- Yi(5) [Bwo]
» L = %> = 1.63
(e, L1[%0]) K 2~ 5@ Ln ], ( )
Evaluamos ahora los productos internos anteriores para £k = 0,1, los es

trataremos por separado del caso £ = 2 a fin de simplificar el calculo de
la susceptibilidad metaestable. Sustituyendo & = 0 en las Ecs. (4.63) y usan-
do la relacién de la Ec. (4.48) asi como las propiedades de ortogonalidad
(3.23) obtenemos que,

(%o, 1_[G’¢1 = 0,
(%o, L1[¥0]) = O (4.64)
Mientras que para & = 1 se tiene
Wi bilewl) = -6 (52,
N E
(1, Lilye]) = —915; % [g—hlﬁo] (4.65)

En esta tltima ecuacién usamos ademads la expresiéon explicita de 9y /3h
dada en la Ec. (4.50).

Para el caso general (k = 2) desarrollamos el producto interno (i, 221)
que aparece en la Ec. (4.63) usando la relacién de proporcionalidad (4.11).
Para ello partimos la sumatoria en dos contribuciones, una proveniente de la
zona metacstable {5}, y la otra del resto & € {G}.n

(w5%) - TG,
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¥ () [3(C+¢o)

Yi(F) [B(C_20)
S %@ | on L t L5 $o(® [ ]3 ’

oh
(4.66)

conCy =Gy C_=-1/G.
Notemos que la derivada de 1, en cada region consta de dos términos ya
que es un producto de la forma:

Y _ Yr(F) Do oC
(’”a—;) = {Zﬂ NED) [C+ oh T Yo Bh]
Yr(5) [ % ac_]
+ E;m: 0@ C_ + o . (4.67)

Hasta aqui hemos podido expresar los productos internos que aparecen en la
susceptibilidad metaestable (4.39) en términos de la distribucién de equilibrio

Yo.
Si sustituimos la expresién (4.50) en la Ec. (4.67) usando (4.11) llegamos

(’”"’ ) - TR [ {<ah> V- af’/"} +¢Oa§:]

{&}m

(&) C_
+ me:(a)[ {< > ¢1—3h¢1}+¢o 3h]

#¢{a}
(4 68)

Como los dos primeros términos de cada sumatoria tienen la misma forma
podemos reagruparlos de la siguiente manera

(o 3m) = s 2B (), »-Fmm]

aC.
=+ 3_h+ > v

{F}m

acC_ -
+ %Tmza; Pi(&). (4.69)

Note que aparece la expresién (4.50), pero esta vez aplicada al eigenvector ;.
Una vez mds, el primer término de esta sumatoria es nulo por propiedades de
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ortogonalidad para k& > 2. Los 1ltimos términos no tienen una interpretacion
inmediata, sin embargo se simplifican ya que (salvo correcciones de segundo
orden), se satisface (ver apéndice B):

ST @ = S wn(d) =0, para k=2, (4.70)
{G}m FE{F}m
obteniendo asi la expresién final del producto interno,
Sy _ _ Yx (&)
(wk, W) = 5% o (5) ¢1 - (4.71)
Con un procedimiento similar obtenemos la expresién correspondiente
para “e(3)
OYo Y (T [ ]
, — 4.72
(e S P E |5 (4.72)
Si sustituimos estas dos ultimas férmulas en la Ec. (4.63) tenemos que
7 _ _ Y
@u LilGw)) = G — 2 3k [Bh " ]
(W, Li[e]) = —B% Z :zk [ wo] . (4.73)
&

Finalmente podemos usar este resultado y sustituirlo en la expresién
obtenida para la susceptibilidad en la seccién anterior (Ec. (4.39)) quedando
asi

x(s) = S B(3) {(;ﬂ;(?z)) [ B> zlg,; [ wo] ,

{5} {6}
o _ 2, _¥(G) | _ P ()
o5 (- eraism)] 4 Z G+ ) [ P 25 Yol [5],
Ye(5') Q
—_ G(Qk - Ql) % 1110 U’) [817, '(/’1] _, (1 - m ] } N (4.74)

donde hemos usado los resultados obtenidos en las Ecs. (4.64) y (4.65).
Nétese que el indice de las sumatorias comienza desde & = 2 ya que la con-
tribucién de £ = 1 se ha puesto por separado al principio de esta ecuacién
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y las contribuciones en k& = 0 son nulas. Asi la susceptibilidad tiene la con-
tribucién de las dindmicas riapidas de los eigenestados que decaen respecto
del estado metaestable p™. Desarrollando la sumatoria principal término a
término obtenemos

x(s) =83 B() z 2 S 5% o+ cwa]

{a} -
3 B@)= Qfslz(f ) 2 iﬁgg') [ {’”“}] @)
—Qlﬁ%}: B(3) Z G+ Qk)g(z:f-ks(;)— iwo) (Za:) :i:g; [ah {Gwl}] 5}
+€2, 8 [ m] {Z&_):B(") kz_; (;/):-(?;)k) ;; i:g:; [3’1 {Gwl}] 1}
% [ ) 5 PO

{7}

Las dos primeras sumatorias pueden juntarse en una sola sumatoria cuyo
indice comineza en £ = 1 y los elementos nuevos en esta sumatoria resultante
se cancelan con los términos correspondientes si en el resto de los términos
de la Ec. (4.75) las sumatorias sobre el indice k inician también desde £ = 1.
Asi esta ecuacién puede ser reescrita como

= s—f—Qk 2 o (av) o
—nlﬁ%}: B(5) Z G T nk_)((z: ﬁks(:)_ ) {%} :ﬁ';g;; [ - {Gwl}] .

0 i et | 5 £ B S [ o]

G691 [1 - Gﬁ?l_—??m—)] %B(ﬁ) f_l..(?z)l (4.76)

Esta expresion final para la susceptibilidad puede ser simplificada y darnos
mayor claridad acerca del significado fisico de cada término usando notacién
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de operadores. Recordemos la ecuacién de eigenvalor y definamos

Lo[we ()] = —kak(a),
1 ~ —
m["/)k(a)] = —(s+Q )wk(o), (4.77)

lo cual nos permite escribir el primer término de la Ec. (4.76) asi

> ~ Y (5)
LD] glﬁk(a) f? WNED [ {¥o +G¢1}]

Ar=83B@Lo | .
=Y s+ 15}

(4.78)

Agqui podemos usar la Ec. (4.5) para escribir la expresién anterior en notacién

simplificada como
1 OF
Al = ﬂ E B(O’) Lo = (5,,',5 —(’l/)o -+ G’l/)l) . (4.79)
<= I Bh o

Siguiendo el procedimiento anterior para cada término de la Ec. (4.76), pode-
mos escribir la susceptibilidad metaestable como

X(S) = A; + A + A3 + Ay (4.80)
donde
- 1 OF
Ay = —Q B(&) | L = 85 G
2 15{%} (&) [ 0o TG+ O — i) ,a] [ 1,/11]&'
= N v U N B T 2
As = +UpB [1 s+ Q) — iwo] (é;} B() [s — L 65"5] [Bh G¢1] ’
_ . _ Ql aln Ql
PPN P S . Sy A iy

{7}

Usando el teorema de la transformada de Fourier-Laplace inversa y la
definicién de la funcién de correlacién de la Ec. (4.56) obtenemos (como se
muestra en el apéndice C ) a la forma final de la susceptibilidad metaestable
en términos de la funcién de correlacién

x(s) = BC [<B(t)g—lf: +Q, <B(t) (E - kTn, )>

(™ —p°)
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¢ ; . OF
- Qlf dr et <B(t)ﬁ> +o(Ql):| . (4.82)
Y (p™—p°)

Para obtener el teorema fluctuacién-disipacién metaestable basta mostrar
que el segundo y el tercer términos en la Ec. (4.82) son pequefios. Debido a
que B(t) y B(t) son cantidades fisicas, permanecen acotadas y dado que
Q; <« 1, el segundo y tercer términos son despreciables. La principal co-
rreccién estia dada por el término de orden 81ln<2,/9h. Esto se puede ver
partiendo de resultados conocidos de teoria de nucleacién {10, 69, 70], donde
2, es la tasa de nucleacién

Q, ~ e W, (4.83)

y W es la barrera de nucleacién y esti dada por:
W ~ R4-! (4.84)

con d la dimensionalidad espacial y R, el radio de la gota critica que diverge
algebraicamente conforme el campo A, va a cero

R, ~ h™'. (4.85)
De ésto se sigue que
Q, ~ e=Ar7 (4.86)
Y que
ﬂé‘% ~ —B(1 — d)h—. (4.87)
De donde aIne
niz
Q< (4.88)

cuando h — 0. Asimismo, es inmediato de las ecuaciones (4.86) y (4.87) que

el producto:

dln Ql
QIT — 0 (4.89)

para el mismo limite 27 — 0. De esta manera, el segundo término en la
suceptibilidad metaestable dada por la expresién (4.82), que involucra al
producto (4.89), es mayor que el resto de los términos de la misma. Sin
embargo este término sigue siendo pequeiio comparado con el primer término
de la expresién (4.82) segtin vemos de la ec. (4.89). Por lo tanto corresponde
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sélo a la principal correccién de la suceptibilidad metaestable, la cual puede
quedar como

Xm(s) ~ BL [(B(t>’f’3—’,f ] (4.90)
-

La ecuacién (4.90) expresa el resultado mas importante de esta tesis: un
teorema fluctuacion-disipacion para estados metaestables.

4.5 Resumen del capitulo.

En este capitulo perturbamos la ecuacién maestra partiendo de una condicién
inicial metaestable. Usamos la tecoria de respuesta lineal para identificar la
funcién de respuesta y la susceptibilidad metaestable asociada a un sistema
Markoviano que cumple las propiedades descritas en este capitulo. La ex-
presion encontrada para la susceptibilidad metaestable tiene una forma sim-
ilar a la del conocido caso de condiciones iniciales de equilibrio, mis una
correcciéon. Posteriormente usamos la relaciéon de proporcionalidad entre
¥y Yo para evaluar esta correccién, que consta de tres términos, y encontrar
que una de ellas relacionada con la tasa de nucleacién tiene la contribucién
principal. Sin embargo para tiempos t << 1/9Q; los tres términos de correc-
cién pueden despreciarse y entonces tenemos el resultado mas importante
de nuestro modelo que es la existencia de un teorema fluctuacién-disipacién
para estados metaestables en sistemas Markovianos.
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Capitulo 5

Aplicaciones numéricas

En este capitulo calculamos numéricamente, por dos caminos diferentes, la
susceptibilidad magnética metaestable de un modelo de Ising bidimensional
en una red cuadrada. Para este fin usaremos, por un lado la definicién de sus-
ceptibilidad generalizada de la teoria de respuesta lineal seiialada por la Ec.
(4.34), y por otro lado tomamos la transformada de las correlaciones corres-
pondientes en estado metaestable (teorema fluctuacién-disipacién metaesta-
ble). El segundo camino se hace con la finalidad de comprobar el resultado
principal del capitulo anterior dado por la Ec. (4.82) que indica que salvo
términos de correccidén, la susceptibilidad magnética puede obtenerse a partir
de las correlaciones del sistema en estado metaestable. Este es un sistema
sobre el que podemos probar nuestros resultados tedricos del capitulo 4 y
tiene la ventaja de que puede ser equivalente a otros sistemas tales como
mezclas binarias o mallas de gas, con la apropiada interpretacién.

5.1 El modelo de Ising bidimensional.

Usaremos el modelo de Ising bidimensional en red cuadrada. Este sistema
consta de un conjunto de espines que estin situados en los nodos (previa-
mente numerados) de una malla de celdas cuadradas. Los espines son per-
pendiculares a la malla y se acoplan entre si. Por simplicidad consideramos
aqui que esta interaccién es constante y ocurre sélo entre parejas de primeros
vecinos J; ; = J. Sobre este sistema actia un campo magnético externo hg
constante y paralelo a los espines. La energia E de este sistema es:

56
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E@) = —J> 55, —ho >_ &i, (5.1)
[C2%)) i

donde & = (o1,02,---,0,) €s una configuracién especifica de espines que
pueden tomar los valores o; = 1 (en unidades del momento magnético ).
Donde J es la interaccién constante entre espines a primeros vecinos de la
malla y es igual para todos los pares. En la Ec. (5.1) se ve como se acopla
el campo Ao con los espines de la malla. Se sabe que la temperatura critica
de este sistema estd dada por la relacién k7T, = (2.269185)J [63], donde & es
la constante de Boltzman que nosotros usamos como k& = 1.

Para hacer la dinamica de este sistema y estudiar sus propiedades, de-
sarrollamos un programa basado en el método Monte Carlo [64] que usa
la dindmica de Glauber [28], para que un espin escogido al azar cambie de
signo con cierta probabilidad cada vez. Una unidad de tiempo real, es cuando
cada espin de la malla, ha sido revisado en promedio una vez y se le llama un
Tiempo Monte Carlo (TMC). Existen muchas referencias donde puede con-
sultarse en detalle el principio del funcionamiento del método Monte Carlo en
sus miiltiples variantes, como son [64, 63]. En la siguiente seccién describimos
brevemente el funcionamiento de nuestro programa.

5.2 El método Monte Carlo en el modelo de
Ising.

El método Monte Carlo se usa para calcular promedios probabilisticos sin
usar la distribucién de probabilidad con la que los posibles estados del sis-
tema, tanto en equilibrio como fuera de equilibrio, deben ser pesados. Asi-
mismo puede ser usado para simular los procesos de relajacién y fenémenos
de transporte entre muchas otras aplicaciones. Las bases tedricas que sus-
tentan el método Monte Carlo, con sus diversas variantes, no son inmediatas
y existen libros enteros dedicados a justificar su validez [64]. En este trabajo
damos una breve introduccién estrictamente relacionada con la aplicacién
que aqui hacemos.

El procedimiento y los pasos a seguir en una simulacién Monte Carlo,
dependen mucho del sistema que se estudia. Para la generacién de ensembles
de sistemas de /N particulas en una malla, cada particula es descrita por un
subindice 7 y un conjunto de variables termodinamicas {a;} apropiadas. En
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el caso de una malla de Ising esta variable es el momento magnético de
la i-ésima particula. Un conjunto de coordenadas {oy,a2,...an} es una
configuracién &, del espacio fase del sistema. En el caso general de sistemas
de paticulas interactuantes, la mecdnica estadistica del sistema no es trivial.
Esta interaccién es incluida en la expresién para la energia del sistema E(&).

La evolucién del estado del sistema a través del método Monte Carlo se
hace generando una secuencia aleatoria de estados &, a través del espacio de
configuraciones via procesos de Markov tal que la distribucién de probabili-
dad P(é&.,,t) corresponde a una distribucién estacionaria de interés particular
P,(d.,, t) para cierto intervalo de tiempo. Entonces, en este intervalo de tiem-
pos [64, 63], los promedios probabilisticos como los de la Eq. (4.28) pueden
calcularse por medio de promedios estadisticos:

N
(B(t)) ~ B = n 3_ B(t). (5.2)

La deduccién de esta ecuacién no es obvia y nos desvia de los objetivos de
esta tesis.

Para el modelo de Ising bidimensional descrito por la Ec. (5.1), el primer
paso en nuestro programa es partir siempre de una configuracién inicial de
espines &(0) = (1,1,1,--:) en la que todos estin alineados en la misma
direccién (lo cual se hace iinicamente para ahorrar tiempo de computo). Este
sisterma estid sujeto a un campo externo constante fp y puesto en contacto
con un bafio térmico a temperatura 7. La interaccién con el bafio térmico,
dard la energia necesaria para que nuestro sistema relaje al equilibrio con el
baiio. Dicho de otra manera, después de algin tiempo la mayor parte del
sistema tendra sus espines orientados en la misma direccién que el campo hg
ya que éstas son las configuraciones de minima energia libre del sistema [42].

La manera de simular la dindmica que permita que nuestro sistema equi-
libre, de acuerdo a las técnicas Monte Carlo, es la siguiente:

1. Se escoge al azar un espin ox de la configuracién inicial 5(0).

2. Se evalia el cambio AF (&) en la energia del sistema si este espin cambia
de signo (ox — —o%), el cual estda dado por:

AE = E(—ok) — E(ox) = 2Jox 3 _ 0i + 2hoox. (5.3)

i=1,4
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3. Si AF < 0, ésto significa que la energia del sistema disminuye cuando
el espin o, se voltea a —ox y se acepta el cambio de signo del espin
o con probabilidad. P = 1. La configuracién & es entonces modificada
en el k-ésimo lugar. Si AF > 0, la energia del sistema aumenta y el
cambio de signo del espin en la posicién & se acepta con probabilidad
dada por el factor de Boltzmann:

P = e AABR), (5.4)

4. Incrementamos el tiempo en una unidad y repetimos el proceso, desde
el primer paso, partiendo de la nueva configuracién &(1).

Estos son los cuatro pasos basicos del método Monte Carlo del programa
que usamos. Cuando hemos repetido este proceso un nimero de veces igual
al nimero de espines de la malla, ha transcurrido una unidad de Tiempo
Monte Carlo (TMC).

5.3 Metaestabilidad en el modelo de Ising.

Ya que hemos descrito el funcionamiento bdsico del programa que simula la
dinamica del Glauber en el modelo de Ising, lo usamos ahora para ilustrar la
fenomenologia de estados de equilibrio y metaestables en nuestro sistema y
posteriormente llegaremos al cdlculo de la susceptibilidad magnética corres-
pondiente a cada caso, por dos caminos distintos.

La receta de Zwanzig [65] para medir experimentalmente la respuesta de
un sistema bajo perturbacién, consiste de tres pasos principales. El primer
paso es, preparar al sistema en el estado inicial, después el campo pertur-
bativo externo es prendido y finalmente se mide la respuesta del sistema
midiendo los cambios en la cantidad fisica correspondiente que acopla con el
campo.

Es posible preparar con nuestro programa muestras tanto de estados
metaestables como de equilibrio. Los primeros, se caracterizan por el he-
cho que el sistema tiene una magnetizacién promedio por espin, con signo
contrario al campo externo que se esta aplicando, y se generan escogiendo
un conjunto de parimetros apropiados para T, hg y J. Estos determinan la
duracién del estado metaestable, ya que la interaccién de los espines con el
campo externo compite con la interaccién entre espines vecinos. Los estados
de equilibrio se obtienen irremediablemente después de un tiempo finito para
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cualquier conjunto de parametros. La magnetizacién promedio de equilibrio
por espin tiene el mismo signo del campo externo y es aproximadamente cons-
tante, salvo las fluctuaciones debidas a la interaccién con el bafo térmico.

Lo anterior se ve resumido en la figura 5.1 en la cual graficamos (como
funcién del tiempo), la magnetizacién por espin de una malla de Ising con
condiciones periédicas a la frontera para el caso de equilibrio y para el caso
metaestable. La malla tiene NV = 2500 espines acoplados (J = 1) que in-
teractian con un campo externo de signo negativo kg = —0.2. Para el caso
metaestable (grafica en color azul), partimos de una configuracién inicial con
todos los espines orientados en sentido contrario al campo externo Ay y mues-
tra un estado metaestable que vive aproximadamente 3000 TMC, antes de
decaer al estado de equilibrio (en color rojo).

Debemos distinguir en la figura 5.1 cuatro zonas principales: la primera,
corresponde a los primeros TMC que tarda el sistema en alcanzar la mag-
netizacion del cuasiequilibrio metaestable en el primer caso (o del equilibrio
estable en el segundo caso), y que es relativamente corta (aproximadamente
10 TMC) comparada con las escalas de tiempo que se observan en la grifica.
La segunda zona corresponde al estado metaestable donde la magnetizacién
positiva (con signo opuesto al campo) ha alcanzado un equilibrio metaestable
que dura de manera confiable aproximadamente 2000 TMC y abarca desde
los 500 TMC hasta 2500 TMC, donde la magnetizacién promedio se ha es-
tabilizado. La tercera zona corresponde al escape del estado metaestable,
donde la magnetizacién cambia de signo ripidamente en un intervalo menor
a 1500 TMC. Finalmente alcanza el estado de equilibrio (cuarta zona), donde
la magnetizaciéon es paralela al campo hg. También puede apreciarse la
fenomenologia descrita por Penrose y Lebowitz [35], resumida en el capitulo 2
de este trabajo. Sin embargo, en un experimento real el valor macroscépico
que asociamos a la cantidad fisica que medimos corresponde al promedio
de las cantidades microscépicas correspondientes sobre todo el sistemma. En
mecinica estadistica esto equivale a tomar un promedio sobre un ensemble
de sistemas preparados en el mismo estado inicial, en nuestro caso, en es-
tado metaestable. En otras palabras estamos interesados en las propiedades
promedio del sistema cuando todos los elementos del conjunto representativo
se encuentran con certeza, en la zona 2 de la figura 5.1.

Entonces la primera y mas sencilla propiedad estadistica de este sistema,
es el comportamiento promedio de la magnetizacién sobre un ensemble en es-
tado metaestable. En la figura 5.2 mostramos el comportamiento promedio
sobre un conjunto representativo de 1000 elementos, de la diferencia entre la
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Figura 5.1: Magnetizacién en el modelo de Ising para 2500 espines, J = 1,
hyp = —0.2 y T = 1.52. La grafica en azul, corresponde a la magnetizacién de
un estado metaestable; la grifica en rojo, corresponde a la magnetizacién de
un estado de equilibrio. Las lineas verticales discontinuas separan los cuatro
intervalos de tiempo por los que atraviesa el estado metaestable.

magnetizacién metaestable como funcién del tiempo M, ..(¢) y la magneti-
zaciéon promedio de equilibrio M., por espin para el sistema antes descrito.
Al promediar, se toman en cuenta tanto los decaimientos rdpidos como los
lentos y la grifica se suaviza. De manera que la principal caracteristica del
comportamiento promedio de la magnetizacion del sistema, es el decaimiento
exponencial del estado metaestable al estado de equilibrio, tan mencionado en
las teorias de nucleacién [66]. Este decaimiento de la magnetizacién promedio
es de la forma:
(Mpeea(t) — Moy) = Ae™ ™. (5.5)

donde la “tasa de escape del estado metaestable” para el caso de la grédfica
5.2 es 1/7 = 1/2114.552498 y A = 2.518052285. Este comportamiento expo-
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Figura 5.2: Promedio de la magnetizaciéon en el modelo de Ising sobre un con-
junto representativo (ensemble) de 1000 elementos, para una malla de 2500
espines con hy = —0.2,J =1y T = 1.52 . La linea azul corresponde al caso
metaestable. La linea roja es el promedio sobre el ensernble de la diferencia
Mopeia(t) — M,.q entre las magnetizaciones metaestable y de equilibrio, respec-
tivamente, mientras que la linea discontinua en negro es el ajuste exponencial
por el método de regresion de los datos numéricos, donde se eliminaron los
primeros 500 datos del transitorio.

nencial es mas claro si el nimero de elementos del conjunto representativo
(ensemble) sobre el que se promedia es mayor. Para asegurar en nuestros
programas que los cdlculos para el caso metaestable se hacen exclusivamente
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en la zona 2, mucho antes de que los elementos del ensemble han comen-
zado a decaer, tenemos un criterio de no escape que es el siguiente: si el
valor de la cantidad que medimos, para algin miembro del ensemble, tiene
una fluctuacién mayor que un décimo del valor absoluto del promedio de la
magnetizacién, entonces éste se elimina y ya no es tomado en cuenta en los
cdlculos promedio sobre el ensemble.

5.4 Modelo de Ising en equilibrio.

Probaremos ahora nuestros programas numéricos comprobando el teorema
fluctuacién-disipacién en el modelo de Ising bidimensional en equilibrio, para
algunos casos ilustrativos.

La existencia del teorema fluctuacién-disipacién garantiza el hecho de que
podamos obtener algunas cantidades fisicas tales como las susceptibilidades
generales de un sistema, definidas en teoria de respuesta lineal (4.34), a través
de las fluctuaciones temporales de variables dinamicas asociadas a estos pro-
cesos fuera del equilibrio. Para el sistema que estamos simulando obten-
dremos la susceptibilidad magnética del mismo via la definicién, Ec. (4.34)
y posteriormente la comparamos con la transformada de Fourier-Laplace de
fluctuaciones de la magnetizacién en equilibrio.

Primero usaremos nuestros programas para calcular la susceptibilidad
magnética de N = 2500 espines desacoplados, es decir, J = 0. Este sistema
puede resolverse analiticamente usando la autocorrelacién de la magneti-
zacién en equilibrio o siguiendo el camino del teorema fluctuacién-disipacién
y por lo tanto tenemos la prediccién tedrica exacta con la cual comparar.

Dadas dos funciones A{&(t)} = A(F;t) y B{5(t)} = B(5;t) de las co-
ordenadas & del espacio fase de un sistema, la correlacién temporal entre
ambas funciones se define a través de la férmula:

C(r) = (AOB(M) = [ d5AG:0)B@E:1)p(@), (5.6)

donde p(&) es la funcién de distribucién de equilibrio del espacio fase del
sistema. Cuando B = A la Ec. (5.6) se llama la autocorrelacién de la
funcién A(5;t)

En la grifica de la figura 5.3 se ve la autocorrelacién de las fluctuaciones
de la magnetizacién en equilibrio del sistema de espines desacoplados (J = 0)
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Figura 5.3: Promedio de la autocorrelacion de la magnetizaciéon en equilibrio
de N=2500 espines desacoplados sujetos a un campo con hg = 0.1, a tempe-
ratura 7" = 1.52. La linea punteada en rojo es el cilculo numérico, la linea
continua en negro corresponde a la férmula analitica.

en un campo hg = 0.1
C (1) = (M) — M) (M(7T) — M), (5.7)

En esta expresiéon Af es la magnetizacién promedio por espin en equilibrio y
AM(0), M(T), son la magnetizacién por espin en dos instantes cualesquiera,
separados por un intervalo de tiempo 7. Se usé una malla periédica de
50 x 50 espines, es decir, 2500 espines en total. La linea continua en negro
corresponde a la férmula tedrica obtenida analiticamente en el dpendice D,

C(7) = [1 — tanh*(Bhg)]e =, (5.8)

con

1
B=%r
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a =1+ e 2P =187 (5.9)

La linea punteada en rojo corresponde al calculo numeérico. Ambos coinciden
muy bien y muestran un comportamiento exponencial de la funcién C(7). La
desviacién para 7 ~ 3 son errores de precisién en el cilculo.

El cdlculo anterior sirve para obtener la susceptibilidad magnética del
sisterna de acuerdo al teorema fluctuacién-disipacién. Si tomamos la trans-
formada de Fourier-Laplace [71, 72, 73] de dC(7)/dT tenemos

(= =]
x(w) = —ﬂf c(r) e~ dr (5.10)
o dr
haciendo la integracién por partes tenemos,
(= =]
x(w) = —BC(T) e ™7|° + ,6/ [iwC(r)e *™T] dr (5.11)
o

usando la propiedad de las funciones de correlacién de nuestros sistemas
[74, 75], las cuales se anulan en infinito, es decir:

Tll’rgo C(r) >0 (5.12)
la ecuacién (5.11) queda,
x(@) = C(©) — iwp [ C(rerar (5.13)
V]

Aplicando lo anterior a los datos numéricos mostrados en la figura 5.3, tene-
mos la susceptibilidad magnética (que es una funcién compleja) correspon-
diente al sistema:

B(1 — tanh®(Bhe)) (1 — w?)

Refx(w)] St
Imix(w)) = 2= tz;ﬂ_ffﬁh“))a“’. (5.14)

En la figura 5.4 se muestra tanto la parte real como la parte imaginaria de la
susceptibilidad magnética x(w) obtenida analiticamente (linea continua en
negro). La linea punteada en rojo corresponde a la relacién (5.11) aplicada a
los datos numeéricos de las correlaciones de la figura5.3 y los rombos en azul
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Figura 5.4: Susceptibilidad Magnética en unidades arbitrarias para el caso
de N = 2500 espines desacoplados en equilibrio con hy = 0.1 a tempera-
tura T = 1.52. Como es usual, la parte real es la cantidad positiva mien-
tras que la parte imaginaria es la cantidad negativa. La linea negra es la
solucién analitica dada por la ecuacién (5.14). La linea roja corresponde
al cdalculo numérico usando el TFD y los diamantes azules corresponden al
cdlculo numérico usando método perturbativo.

corresponden a la susceptibilidad numérica obtenida usando la definicién de
la teoria de respuesta lineal (4.40), usando un campo externo perturbativo,
con la forma:

AF(t) = Ahcos(wt) (5.15)

La grifica de la figura 5.4 es s6lo un ejercicio numérico para confirmar
la validez del teorema fluctuacidon-disipacién en equilibrio asi como una veri-
ficacién del buen funcionamiento de nuestros programas. Podemos ver que
la susceptibilidad magnética calculada con su definicién (4.40), corresponde
muy bien con la obtenida indirectamente usando las correlaciones en equi-




5.4. MODELO DE ISING EN EQUILIBRIO. 67

librio. Sin embargo el teorema fluctuacién-disipaciéon nos provee de una he-
rramienta muy potente. En la figura 5.4 se aprecia que el cdlculo por este
camino es mads preciso y tiene muchos mads puntos en la grifica (1000), los
cuales fueron obtenidos como un promedio sobre un conjunto representativo
de 100 elementos en equilibrio, mientras que el cdlculo numérico usando per-
turbaciones, sélo muestra 10 datos que son el resultado de un promedio sobre
un ensemble de 10 elementos preparados en equilibrio y posteriormente per-
turbados. El tiempo de cémputo por ambos caminos fue aproximadamente el
mismo (5 horas) y el grado de precision de los datos notoriamente diferente.
Este hecho es la razdén principal por la en la gran mayoria de trabajos rela-
cionados al tema, las susceptibilidades se obtienen indirectamente usando el
teorema fluctuaciéon-disipacién y no directamente a través de la definicién.
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Figura 5.5: Autocorrelaciéon de las fluctuaciones de la magnetizacién para
un sistema con N = 10000 espines acoplados en equilibrio con 4 = 0 a
temperatura 77 = 1.52.
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Figura 5.6: Susceptibilidad Magnética numérica en unidades arbitrarias para
el caso de N = 10000 espines acoplados en equilibrio con ks = 0 a tempera-
tura 7 = 1.52. Como en la figura 5.4 la cantidad positiva es la parte real de
la susceptibilidad y la cantidad negativa corresponde a la parte imaginaria de
la misma. La linea roja se obtiene a través del teorema fluctuacién disipacién
y los diamantes azules correponden al método perturbativo.

El ejemplo anterior es el caso mads simple que se puede encontrar y por lo
mismo no es general, asi que ahora usaremos nuestros programas para obtener
numéricamente la susceptibilidad magnética de equilibrio para el modelo de
Ising en casos mas generales, por los dos métodos ya descritos. El segundo
ejemplo es un sistema ferromagnético de N=10000 espines en equilibrio en
ausencia de campo magnético externo (g = 0) a una temperatura menor
que T.. Los resultados se muestran en las grificas de las figuras:5.5 y 5.6,
las correlaciones correspondientes y la susceptibilidad magnética respectiva-
mente. Podemos notar que el decaimiento de las correlaciones es mas lento
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Figura 5.7: Autocorrelacién de las fluctuaciones de la magnetizacién para
N = 10000 espines acoplados, J = 1; en equilibrio con Ay = 0.1 a tempera-
tura T = 1.52

en este caso, debido a que ahora los espines si estin acoplados y el cambio de
signo de cada espin no es completamente azaroso como en el caso anterior.
La grafica de las correlaciones de la mnagnetizacién muestra una “joroba” al-
rrededor de 7 ~ 10, donde el cilculo numérico ya no es tan preciso. Este
efecto también lo observamnos en la figura 5.7. Asimismo, la susceptibilidad
magnética es un orden de magnitud mas pequeiia que en el caso J = 0.

Finalmente, estudiamos un sisterna de N=10000 espines acoplados con
J =1, en un campo hy = 0.1. La gridfica de la autocorrelaciéon de las fluctua-
ciones de la magnetizaciéon C(7) se muestra en la figura 5.7 y se puede ver
que tammbién exhibe un comportamiento exponencial ya conocido, mientras
que la susceptibilidad magnética se muestra en la figura 5.8. Nuevamente el
cdlculo indirecto se hizo a partir de un conjunto representativo de 100 ele-
mentos en equilibrio y el método directo uso un promedio sobre 10 elementos
del ensemnble perturbados.
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Figura 5.8: Susceptibilidad Magnética en unidades arbitrarias para el caso
de N = 10000 espines en equilibrio con kg = 0.1 a temperatura T = 1.52.
Una vez mads, los diamantes azules son el cidlculo usando el método de TRL
y la linea punteada en rojo corresponde a la tranformacién de la autoco-
rrelacién de la magnetizaciéon metaestable. La parte real e imaginaria de la
susceptibilidad corresponden a los valores positivos y negativos de la grifica
respectivamente.

Hemos comprobado exhaustivamente nuestros programas y presentamos
aqui sélo algunos ejemplos de ello. Ahora pasaremos al caso que verdadera-
mente nos interesa que es comprobar la existencia de un teorema fluctuacion-
disipacion metaestable, lo cual haremos en la siguiente seccién.
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Figura 5.9: Autocorrelacién de la magnetizacién para el caso de N = 10000
espines con hg = —0.1 a temperatura T = 1.52 en estado metaestable.

5.5 Modelo de Ising metaestable.

Ahora nos concentraremos en la obtencién de la susceptibilidad magnética
del modelo de Ising partiendo de una condicién inicial metaestable. Debe-
mos notar que para generar estados metaestables, es necesario que exista
la competencia entre el parimetro de acoplamiento J y el campo externo
hy. Estos deben ser elegidos apropiadamente para que el estado metaestable
promedio dure el tiempo suficiente para que podamos obtener nuestros resul-
tados numéricos mucho tiempo antes de que este estado decaiga al equilibrio
absoluto del sistema.

Para lo anterior, se escogieron a prueba y error el conjunto de parametros
hy = —0.1,J = 1 y T = 1.52, los cuales generan un estado metaestable que
dura en promedio 150,000 T'MC. Nosotros restringimos nuestros cilculos a
un décimo de este tiempo de duracién y aplicamos la prueba de eliminar al
elemento del conjunto representativo que comience a decaer al equilibrio.

Tormadas las precauciones anteriores, obtuvimos la autocorrelacién de la
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Figura 5.10: Susceptibilidad Magnética metaestable en unidades arbitrarias
para N = 10000 espines con fig = —0.1 a temperatura 7" = 1.52. Al igual que
en las figuras anteriores la parte positiva de la griafica corresponde a la parte
real de la susceptibilidad magnética y la parte negativa a la parte compleja
de la misma cantidad. Los diamantes en azul y la linea en rojo representan
los mismos casos que en las figuras 5.6 y 5.8.

magnetizacion y la susceptibilidad correspondiente para el sistema en estado
metaestable que se muestran en las figuras:5.9 y 5.10 respectivamente.

La figura 5.9 es interesante ya que muestra un comportamiento no ex-
ponencial, a diferencia del caso de las correlaciones del mismo sistema en
equilibrio fig: 5.7. Por ésto hay una clara diferencia entre las correlaciones
del sistema en equilibrio y el metaestable, lo cual no era obvio. También, no-
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tamos que este estado metaestable, distingue las correlaciones por un tiempo
del doble que el caso de equilibrio. Una vez mds, las correlaciones a tiempos
7 > 20, ya no son confiables.

Finalmente, la grifica: 5.10 confirma que existe un teorema fluctuacién-
disipacién para estados metaestables en el régimen de tiempos cortos com-
parados con los tiempos de relajacién del sistema. El acuerdo entre el cialculo
numeérico de las susceptibilidades via perturbaciones y a través de las corre-
laciones lo muestran claramente. También es importante notar que la sus-
ceptibilidad metaestable de la figura 5.10 es mayor que la correspondiente
susceptibilidad de equilibrio de la figura 5.8.

5.6 Resumen del capitulo.

En este capitulo explicamos brevemente el funcionamiento basico de los pro-
gramas computacionales que usamos para simular la dindmica de una malla
de Ising bidimensional de espines, descrita por la Ec. (5.1). Describimos
también el método Monte Carlo aplicado a este sistema. Para verificar el
buen funcionamiento de estos programas, hicimos la comprobacién del teo-
rema fluctuacién-disipacién del sistema en equilibrio para el caso de espines
desacoplados (J = 0), el cual puede ser comparado con expresiones analiticas
conocidas y obtuvimos resultados muy satisfactorios. Posteriormente, ex-
plotamos nuestros programas para verificar numéricamente, en nuestro sis-
tema en equilibrio, el mismo teorema para distintos conjuntos de parimetros
J,h y T. El camino que seguimos fue obtener, por un lado, la susceptibilidad
magnética a través de las variaciones de la magnetizaciéon debidas a un campo
perturbador de frecuencia v (definicién (4.34)). Por otro lado obtuvimos la
transformada de Fourier-Laplace de la autocorrelacién de las fluctuaciones
de la magnetizaciéon en equilibrio para los mismos conjuntos de parimetros
e hicimos las comparaciones correspondientes de estos dos caminos en varias
grificas que mostramos. Finalmente usamos los programas para generar un
estado metaestable de muy larga duracién (150,000 TMC), del cual obtuvi-
mos la susceptibilidad magnética de forma similar al caso de equilibrio. Asi,
obtuvimos la grifica final de este capitulo que confirma los cdlculos tedricos
del capitulo 4.12 acerca de la existencia de un teorema fluctuacién-disipacién
para sistemas Markovianos en estado metaestable.
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Capitulo 6

Conclusiones

Basados en una definicién formal de un estado metaestable para el caso de
sistemas Markovianos, como la superposicién del estado base {5} mas el
primer excitado 1, {5} del operador maestro Ly y sus respectivas propiedades,
se mostré la validez de un teorema fluctuacién-disipacién para tiempos mas
cortos que el tiempo de nucleacién del sistema. Este resultado es muy in-
teresante, pues indica nuevamente el caridcter de cuasiequilibrio del estado
metaestable en cierto rango de tiempos.

Los tres términos de correccién que aparecen en el teorema fluctuacién-
disipacién metaestable son consecuencia de que en la definicién de estado
metaestable dada por la Ec. (4.9) aparece el primer estado excitado de Lg.
Evaluamos también, el tamafio de estas correcciones y encontramos que el
principal término de correccién estd relacionado con la tasa de nucleacién y
su variacién con el parimetro de perturbacién.

La expresion matemaitica de susceptibilidad generalizada metaestable que
encontramos fué obtenida a partir de la proporcionalidad entre el eigenestado
base (de equilibrio) y el primer eigenestado excitado del operador maestro.

En el capitulo 5 estudiamos numéricamente un sistema bidimensional
de espines (modelo de Ising), con la finalidad de confirmar nuestro resul-
tado principal, es decir, la existencia de un teorema fluctuacién-disipacién
para estados metaestables. Nuestros programas numeéricos fueron probados
exhaustivamente con resultados conocidos en el equilibrio y posteriormente
se obtuvieron resultados para el caso en que se preparan condiciones iniciales
metaestables.

Debido a que muchos sistemas tiene una dindamica Markoviana sobre es-
calas de tiempo suficientemente largas, estos resultados tienen un amplio
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rango de aplicacién. Una hipétesis fundamental fué la existencia de un es-
tado excitado aislado del operador maestro cuyo eigenvalor asociado es muy
cercano a cero. Esto significa que la nucleacién es un proceso fisico muy
lento, condicién que es muy frecuente en la practica.

Las consecuencias de la definicion de estado metaestable que usamos en
este trabajo, van mas alla de los resultados que aqui se muestran. Por ejem-
plo, puede verse c6mo se modifica la jerarquia BBGKY en equilibrio, debido
también a los nuevos términos asociados con el primer eigenvector excitado
de Lg. Pero estos trabajos son objeto de estudios independientes.

Finalmente, un problema abierto es estudiar estados metaestables en sis-
temas donde no se satiface la condicién de balance detallado, la cual de-
sempeiié un papel clave en este trabajo.
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Apéndice A

Modelo de dos espines
acoplados.

En este apéndice mostramos un sistema que tiene las propiedades del modelo
que desarrollamos en el capitulo 4. En particular, cumple

0< O para ji=2. (A.1)

El sistema a que nos referimos es el modelo de dos espines (o;,03) con
acoplamiento J en un campo magnético kg, usando dinamica de Glauber.
La forma de Wz s que usamos es

e—PAE(0x)/2
W o

o= 2cosh(BAFE(owr)/2)’ (A-2)

donde AFE(ox), es el cambio en la energia FE debido al cambio de signo del
espin ox. Notemos ademais que la forma de Wi s que elegimos, respeta la
forma general (3.8). En este sistema sélo hay cuatro posibles configuraciones
&; = (o1, 02) 0 microestados, que se muestran a continuacion:

z o1 O

0 1 1

1 1 -1

21 —1 1

3| ~-1}|-—1
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La matriz asociada a la ecuacién maestra correspondiente, cuyos elemen-
tos son las probabilidades de transicién por unidad de tiempo Wy 5, de pasar
de una configuracién &; a otra &, enumeradas segin la tabla anterior, es:

—2a, (1 - a‘)1 (1 - a)a o
s a, (a—b—1), o, 1—0b)
Lo=1| 4 0, (a—b—1), (1—5 |- (A-3)
o, b, b, —2(1 — &)
donde;
e—B(J+ha) Ad
@ 2 cosh(B(J + ho)) (A-4)
. eBld—ha)

2 cosh(B(J — hqa))

Diagonalizando la matriz (A.3) se pueden encontrar los correspondientes
eigenvalores €; y eigenestados {,}, los cuales son ortogonales respecto al
producto interno definido en la Ec. (3.21)

( eB(J+2ho)

e 8J

Qo = 0; %o = ap e—BJ ;
\ eP—2h0)

( ( e28J 4 28ha
— \ 2387 5e—2Fk0
e2fho —e—28ko
Q=(—1—a+b) vh=a | Y? §ﬂwm—g ;

e28ho _e—28ho
1/2 €287 - e—2PFg
1

Q2 =(=-14+a—0b); Y2=a2

\
(_
\

Om MO
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78 APENDICE A. MODELO DE DOS ESPINES ACOPLADOS.

(A.5)

El factor «; que multiplica a cada eigenestado ¥; es un factor de nor-
malizacién tal que, bajo el producto punto (3.21), se satisface la relacién de
ortonormalidad de la Ec. (3.24).

Ahora bien, si en el ejemplo anterior, nosotros escogemos el conjunto de
parametros, h € 1, J > 1y T <« 1, tenemos que a — 0y b — 1 de manera
que los eigenvalores €2; — 0 y Q2 — —2, es decir, se separan acercandose a
los eigenvalores extremos §2p y €23, respectivamente. Esto pone de manifiesto
la competencia que existe entre el acoplamiento de los espines con el campo
y el acoplamiento entre ellos mismos. Los valores dados a los parametros
son tales que, dado que hay un fuerte acoplamiento entre espines J > 1y
poca energia proporcionada por €l bafio térmico T < 1, el campo pequeio
h < 1 tarda mucho tiempo en lograr que un espin se oriente paralelo a él y
es entonces que se genera un estado metaestable de larga duracién, asociado
con el eigenvalor ;. Lo anterior nos dice que en este ejemplo particular,
se satisface una de las hipétesis del capitulo 4, que pide la existencia de
un eigenvalor que, sin ser el de equilibrio, es lo suficientemente pequeiio
para que su eigenvector asociado decaiga muy lentamente. Sin embargo,
con este modelo no es posible realizar mayores cdlculos ya que el nimero
de configuraciones que decae al estado metaestable o al de equilibrio no es
despreciable con respecto al niimero de configuraciones metaestable y/o de
equilibrio.
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Apéndice B

Modelo de dos matrices
maestras acopladas.

En este apéndice mostramos la propiedad (4.70),

Dd_w(d = o

{F}m

Z (&) = 0, para k>2, (B.1)
FE{G}m

a orden cero, que cumplen los eigenestados excitados del operador Zu Y que
fue usada al final del capitulo 4 para reducir la expresién de la susceptibili-
dad metaestable Ec. (4.74) a su forma final Ec. (4.82). Para cumplir nuestro
objetivo, construiremos a partir de dos matrices maestras M y m, que actian
sobre espacios independientes A y B respetivamente, una nueva matriz maes-
tra uo de bloques cuyo estado base estid doblemente degenerado. Los estados
excitados de M y m no son normalizables debido a la propiedad (3.24) del

capitulo 3:
> ¢i(A) = 0
A
> ¢(B) 0 para j > 1, (B.2)
B
donde ¢;, ¢(; son estados excitados de la matriz maestra correspondiente (M

6 i respectivamente). Mientras que los estados excitados de la matriz puq
serdn combinaciones lineales de éstos iiltimos y por lo tanto, cada uno de

|
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80APENDICE B. MODELO DE DOS MATRICES MAESTRAS ACOPLADAS.

ellos tiene la propiedad Ec. (4.70) al sumar sobre el subespacio A o B segiin
corresponda en lugar de &y, o &), € {5 }. Posteriormente, perturbamos esta
matriz para romper la degeneracion del estado base con lo cual generamos
un estado metaestable que cumple las hipétesis que hicimos en el capitulo
4. Finalmente, por teoria de pertubacién degenerada se puede ver que los
estados excitados se acoplan poco, por lo que estas correcciones las hemos
despreciado en nuestro modelo ya que al introducirlas en la férmula para la
susceptibilidad metaestable, se vuelven de segundo orden.

Sean M y m dos matrices que caracterizan a ecuaciones maestras y por
lo tanto tienen todas las propiedades que estudiamos en el capitulo 2. Estas
matrices satisfacen ecuaciones de eigenvalor

Mep; = Xjd; ; (Z € A)
mé; = vl ; (Z € B), (B.3)

respectivamente y suponemos que \; # -y; para i,j > 1. Cada matriz actia
sobre espacios independientes A y B. Como mencionamos al principio, am-
bas matrices cumplen en particular las propiedades de matrices maestras
Ec. (3.15) y existe entonces una solucién de equilibrio para cada una de
ellas:

M o
mco

Aodo Ao =0
YoCo Yo =0. (B.4)

Asimismo, cada conjunto de eigenvectores {¢;} y {¢{;} cumplen las propiedades
(3.24). Esto significa, para los estados excitados (j > 1):

Z #;(A) =0
A

ST ¢B) =o. (B.5)
B

Note que en el primer caso la suma es sobre el espacio fase accesible 4 del
sistema representado por la matriz M y en el segundo caso la suma es sobre
B que es el espacio fase accesible correspondiente a la matriz m.

Ahora construimos, a partir de lo anterior, una nueva matriz maestra por

bloques como sigue:
M 0O
Mo = [ 0O m ] . (B.6)
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La ecuacidén de eigenvalor que satisface gg es:
HoPr = Qix Pk, (B.7)

y el correspondiente estado base asociado con agp = 0 estda doblemente dege-
nerado. Es decir, existe una familia de posibles estados base p§ y p§ que son
ortogonales bajo el producto interno (3.21) definido sobre el espacio accesible
total A + B y que son combinacién lineal de los estados base ¢¢g y {o:

P = ((1 Tﬁr‘;)co) ;
vaa=m (2 ). (B.8)

Con 77 un parametro por determinar. Asimismo dado que ninguno de los
eigenvalores de los estados excitados de la matriz g, estid degenerado, los
eigenestados px, para k& > 2 estan dados por

P

( %i ) si Q) = /\,'
or = o (B.9)
( Cj ) si Qg = Yj.

Estos estados cumplen:

> =1

ALB
E ps =0 (B.10)
AT B
Yy
Z pPe=0 para k> 2. (B.11)

A+B

Esto 1ltimo se cumple debido a la propiedad de la Ec. (B.5) y, usando la
Ec. (B.9) se tiene

S =3 _px=0, para k>2. (B.12)
A B
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82APENDICE B. MODELO DE DOS MATRICES MAESTRAS ACOPLADAS.

Por otra parte podemos expresar pg en términos de p como

a C "I¢o
Py = C_(]—.’-— <o ) (B.13)

donde C, = /?ﬂ_ﬁf yC_ = —4 / 51—;"2 son las constantes de proporcionalidad

entre p§ y pg en los subespacios A y B respectivamente. Esto es una analogia
con la relacién de proporcionalidad entre el estado de equilibrio vy y el primer
estado excitado ¢ cuyas constante de proporcionalidadson C, =G y C. =
—1/G en las zonas de equilibrio y metaestable respectivamente. En este caso
G= aw-

Ya que hemos analizado con cuidado las propiedades de los eigenestados
de la matriz p, suponemos ahora que la matriz maestra asociada a uno de
nuestros sistemas puede ser expresada como

n = po + €V (B.14)

Los elementos V;; son tales que la matriz u sigue siendo una matriz
maestra. Segun la teoria de perturbaciones las eigenfunciones de esta matriz,
a primer orden, estin dadas por

Vi
= -+ ———p. B.15
Y = pPr + € z%sk P ( )

Debido a este resultado y usando la propiedad de la Ec. (B.16) Se tiene que

Zwk = Zwk = 0 + O(e), para k> 2. (B.16)
A B

Debido a lo anterior, la propiedad dada por la Ec. (4.70) se cumple a orden
cero en €. Las contribucioénes de orden mayor no son tomadas en cuenta pues
al introducirlas en la férmula de la susceptibilidad metaestable se multiplican
por un factor del orden (£2; << 1), el cual las convierte en correcciones aiin
mas pequenas.
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Apéndice C

Reduccion de la susceptibilidad
metaestable.

Aqui deduciremos la Ec. (4.82) a partir de la Ecs. (4.80) y (4.81) usando

(C.2) y (4.56).
Tomaremos la transformada inversa de Fourier-Laplace de x(s) para ex-
presar la susceptibilidad en términos de funciones de correlacién. La trans-

formada de A4; es inmediata:

Ay(s) = ﬁc{ 37 B@) [Lockos.4] [%%(wo +Gw1)] } (C.1)
.

{55}

Identificamos ioe""‘d,—,-r'g con p(&’,t'|7, t) ya que Lg es un operador diferen-
cial en el tiempo (ver Ec. (3.13)) y obtenemos el primer término del lado
derecho de la Ec. (4.82). Aqui p™ = ¢ + G indica que promediamos con
un estado metaestable.

Por otra parte, para obtener la transformada de los términos restantes
usamos el teorema de la convolucién de Fourier-Laplace:

t
£ f(@e)] = [ arGmFE ), (C.2)
o
aplicado al producto que aparece en estos términos, nos lleva a:

]
< [(s TG )] = [ aretrermoe - c)
- (1] - 0 1 o
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84APENDICE C. REDUCCION DE LA SUSCEPTIBILIDAD METAESTABLE.

lo que da,

Ay(s) = — 8L { 3" B(5)Lo / dre~(f1—iwo)(t—7) [ Lo 8z, ] [?,—f(G%)] a,},

{7.5'}

t -
Aj (3) ,891[. E B(O‘) { LD"&E: — — / d‘l‘e_(nl_‘“’ﬂ)(l—"') [e"°’6;,,5] }
o

{&.d'}

OoF
x [%G’”'] a,} :

Ai(s) =~ C {% > B {[Gw],
{#.5'}

t .
-0, f dre— (1 —iwo)(e=7) [eLoTG.l/)l] _ }} . (C.4)
V] (-4

Haciendo un andilisis de A; similar al que se hizo con A, obtenemos el tercer
término de la Ec. (4.82) pero ahora promediando con Gv;. Puesto que esta
funcién de peso no es una probabilidad, la interpretaremos en términos de la
diferencia entre la distribucién metaestable y la de equilibrio

P" —p® = (Yo + G1) — o = Gy (C.5)

Finalmente los términos A3 y 4, se agrupan para dar el segundo término
de la Ec. (4.82) quedando solamente términos de orden o(€2,).
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Apéndice D

Sistema de /N espines
desacoplados

En este apéndice obtenemos, usando la dinamica de Glauber, la funcién
de autocorrelacién de la magnetizacién, correspondiente a un sistema en
equilibrio de /N espines desacoplados sujetos a un campo magnético constante
ho.

Dado el sistema de /N espines desacoplados, los cuales estan sujetos a
un campo magnético ho y cuyos valores pueden ser o; =% 1, la funcién de
autocorrelacién de la magnetizaciéon se obtiene usando la fé6rmula (4.56)

N N
(M@OM@E+1), =3 pE. 0D 0: > _p(@,t+115,8) D o)  (D.1)

{3} i=1 (&'} =1

donde hemos sustituido a B(5’) por la magnetizacién del sistema M(3') =
Z;V:I ;¥ %% = M(F) = Zf‘_’__l g;i, ya que la energia de un sistema de espines
desacoplados, segin el modelo de Ising, esta dada por £ = —h Z?f__l &;.
Introdujimos ahora la dinidmica de Glauber donde w; (&) es la probabilidad
por unidad de tiempo de que el i-ésimo espin se voltee de &; a —&; mientras el
resto de los espines permanecen momentaneamente fijos, con lo cual podemos

reescribir la ecuacién maestra (3.1) como
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86 APENDICE D. SISTEMA DE N ESPINES DESACOPLADOS

d_p_(_‘fb'_(;_t’_'_‘M = — I:Zi:w,.(g,.)] p(o1, -, 0N, 1)

-+ Zwi(_ai)p(aly"'1_Ui7"'7dN1t)1 (D'2)

a su vez, ésta puede reducirse a

dp(o1, -+, 0Nt
P, dt roaet) == Z i § :wi(ai{)p(al’ ct 05t 0N, E), (D.3)
i o!

con o! =% o;. Esta iiltima expresién de la ecuacién maestra nos servirda para

evaluar por partes la autocorrelacién de la magnetizacién.
Comenzamos por evaluar la expresién para el valor promedio del j-ésimo

espin
{(oi(t+ 1)) = z p(&,t + t'|5, t)o}, (D.4)
{7’}

que aparece en Eq. (D.1) cuya condicién incial al tiempo ¢, por construccién,
es (0}(t)) = o;. Si tomamos la derivada temporal de la Eq. (D.4) tenemos

que
d{a;(¥')) .
—2 = —2) _ ahw;(a))p(&", t') = —2(a5(¢)w;[o5())), (D.5)
£y
aqui hemos simplificado la notacién usando &' = o4,:+-,0%,---,0nN.

Elegimos ahora una forma explicita de las probabilidades de transicién
por unidad de tiempo w;(o;) que simule apropiadamente, mediante dos
parametros & y -y, la competencia que hay entre el acoplamiento de cada
espin con el campo externo y la interaccién entre espines vecinos

w;(oh) = %a(l — %), (D.6)

Los valores de estos parametros se ajustan al cadlculo numérico usando el
mismo critério del capitulo 5, esto es

eAEE)) para AFE(o};) > 0

w;(o}) = (D.7)

1 para AE(o;) < O.
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En nuestro caso el cambio en la energia de este sistema cuando el j-ésimo
espin se voltea es
AE(o;) = ~2hoo?, (D.8)

de manera que

1 —
w;(l) = 50(1 — y) = e 2o

wy(—1) = %a(l +9) =1 (D.9)

Este par de ecuaciones simultianeas con dos incégnitas pueden resolverse
inmediatamente, encontrando que

a =1+ e 2bho
v = tanh(Bhyp). (D.10)

Con esta informacién podemos retomar la Eq. (D.5) y sustituir w;(o})
por su forma explicita (D.6) y asi obtenemos

d(O";-t(lt’)> — _a[(aj(t/)) - ’Y]? (D_ll)

la cual al ser integrada, tomando en cuenta la condicién inicial antes men-

cionada, da ,
(05(t)) = 7+ [0; — 7]e=®. (D.12)

Hasta aqui hemos obtenido el valor promedio del j-ésimo espin como funcién
del tiempo dada una condicién inicial particular. Podemos ahora retomar
la expresién completa para la autocorrelacién de la magnetizacién Eq. (D.1)
y sustituir los resultados de la Eq. (D.12). Con lo anterior reducimos la
Eq. (D.1) a

(M@EME+T)), =D (0i0;)e™ + 7(o:)p[l —e "] (D.13)
ig
Finalmente, recordemos que el subindice p es una distribucién arbitraria
de probabilidad que en este caso es la distribucién de probabilidad de equi-
librio o distribucién de Boltzman p = Ze?£(®) ya que nos interesa obtener la
autocorrelacién en equilibrio. Con esto se puede mostrar que
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(o1)p = tanh(Bho)
(0‘,'0']'),, = tanhz(,Bho). (D14)

Usando lo anterior y el hecho que o2 = 1 obtenemos la expresién para la
autocorrelacién de la magnetizaciéon

(M(t)M(t +t')), = N2 tanh?(Bho) + Ne~*[1 — tanh?®(Bho)]. (D.15)

Por iudltimo, el cdlculo de esta autocorrelacién supone en general que el
valor promedio de la magnetizacién en equilibrio es cero. En este caso no
tomamos inicialmente esta precaucién, y el valor de equilibrio de la magne-
tizacién es (M), = N tanh(Bho). El hecho de que esta magnetizacién en
equilibrio no sea cero da como consecuencia que debemos restar a la iltima
expresién Eq. (D.15), el cuadrado de la magnetizacién en equilibrio por lo
que el primer término de ésta se cancela. Asimismo el factor N se puede
eliminar de la misma expresién para asi obtener la autocorrelacién de la
magnetizacién por espin, con lo cual obtenemos la Eq. (5.8)

(M (t)M(t + t')), = [1 — tanh®(Bho)]e™ . (D.16)
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We show that an appropriately defined fluctuation-dissipation theorem, connecting generalized
susceptibilities and time correlation functions, is valid for times shorter than the nucleation time of
the metastable state of Markovian systems satisfying detailed balance. This is done by assuming that
such systems can be described by a superposition of the ground and first excited states of the master
equation. We corroborate our results numerically for the metastable states of a two-dimensional Ising

model.

DOI: 10.1103/PhysRevLett 90.135701

There have beecn many efforts to extend the concepts
and methods used to describe systems in equilibrium to
systems which are not in equilibrium but are either
stationary or evolve very slowly [1.2]. A particular class
of *‘slowly evolving™ out of equilibrium systems are
those which are in a metastable state and, due to their
ubiquity, their characterization is of special interest.
Usually it is thought that the macroscopic properties
of a metastable systemn can be treated as if it were in
equilibrium. In particular, even relations such as the
fluctuation-dissipation theorem (FDT) [3—5} are gener-
ally assumed to be valid for systems in a metastable state.
However, metastable systems are actually far from equi-
librium and there is no reason to expect the validity of
this theorem for such systems, even if their evolution is
very slow. Indeed, the FDT does not apply to systems such
as finite-range spin glasses, domain growth processes,
structural glasses, and others (see Ref. [6] and references
therein). In this Letter we use a dynamical approach to
show why it is justified to apply results from equilibrium
to metastable states for the case of Markovian stochastic
dynamics, and we derive the FDT for these systems from
the microscopic dynamics.

Since the phenomenology of metastable states has been
assumed to be similar to that of equilibrium systems,
most of the efforts have focused on understanding the
mechanisms by which a system decays from the meta-
stable state to equilibrium by nucleation processes (grow-
ing of a second phase) [7—11]. However, a theory for the
description of metastable states per se is still lacking [12].
This is partly because the phenomenon of metastability is
a relative and rather complicated concept [13]. Penrose
and Lebowitz [11] made a detailed characterization of the
principal properties observed in the behavior of systems
in a metastable state, which can be summarized as fol-
lows: In a metastable state, a system behaves similarly to
a hypothetical pure thermodynamic phase, although the
intensive parameters have values such that the equili-
brium state would consist of a different phase or a coex-

135701-1 0031-9007/03/90(13)/135701(4)$20.00
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istence of different phases. When the system is isolated,
the metastable state remains for a very long time. The
response to small and slow perturbations leads to small
and reversible changes in the systems. For large or rapid
changes, the system may escape irreversibly from the
metastable state. Beyond qualitative characterizations,
there is not a clear and general definition of metastability
(14]. In this work we use a definition of a metastable
state similar to that introduced by Davies [15,16]
for Markovian systems satisfying detailed balance, in
terms of the eigenvectors of the corresponding time in-
dependent master equation [17). Using this definition and
the Kubo formalism for linear response theory [3~5], we
obtain a metastable fluctuation-dissipation theorem valid
for times short compared with the nucleation time of the
system.

In the following we limit ourselves to the dynamics of
Markovian systems with a finite (possible large) number
of states. Those can be described by a master equation to
which we associate an operator L,

P() = LoP(». [¢))

If the system is characterized by a set of discrete random
variables &, then P(r) is a vector of components p(&, 1)
which correspond to the probability that the system is in
the state specified by & at time 7. When Eq. (1) is solved
by separation of variables, we obtain the time independ-
ent master equation

l:ol/lj = — )

where (2; and ¢, are the eigenvalues and eigenvectors of
Lo, respectively. Because of conservation of probability
there exists a stationary solution ¢4(J) associated to the
cigenvalue €2y = O, namely, ¥o(F) = p(F). Here p° is
the Boltzmann probability distribution of the system in
the equilibrium state, which we assume to be the only
stationary solution of the master equation. If detailed
balance holds then L, is self-adjoint with respect to the
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following internal product,

k. ) = T REW®)

o(T)

with R and @ two arbitrary functions with finite
norm [18]. For R = ¢ and Q = ¢;, Eq. (3) implies
S 5 ¢(&) = 8. i.e., Yo(d) is normalized and Y ino(T)
sum to zero.

‘We assume now that it is possible to choose the param-
eters of the system in such a way that one of the eigen-
values of L ¢, labeled by — €2, corresponds to a decay that
is much slower than the observational times. This is 0 <
Q, «1 < ), for j = 2, in appropriate units. This as-
sumption means that we neglect the case of having sev-
eral different metastable states. The extension to finitely
many metastable states is straightforward, but not the one
to systems with a divergent number of metastable states
(glasses, spin glasses, etc.).

Let us now prepare the system in any configuration &'.
Since the set of cigenfunctions is complete (as follows
from the self-adjointness of Ly), we can represent the
corresponding probability distribution as

- - — Y () (F)
85,5 wo(TF) + jZ’ wo()

3)

. “4)

and hence, for 1/, < r <« 1/1),, one gets a nearly
stationary state (which essentially does not vary in time
for r «< 1/12,),

elols s 50 = Po(3) + G(3) (5). 6)

where G(&') = ¢, (5')/¢o(F'). That the right-hand side
(r-h.s) of Eq. (5) is a probability distribution follows from
the norm and positivity preserving properties of exp(L ).
When G(5') << 1, the state given by Eq. (5) is the equi-
librium state, since the second term in the rh.s is negli-
gible. On the other hand, when G(&') > 1 the state is
sharply localized in a zone of configurations {5}, (here-
after, thec metastable zone) and very small outside this
zone. Then, this quasistatic probability distribution
represents the metastable state. Notice that in this
situation G is independent of &’ since any configuration
prepared within the metastable zone is expected, on phys-
ical grounds, to evolve into the same intermediate
metastable state p™(&). The case G(&’) — 1, leads to
configurations which have comparable probabilities of
evolving into either the equilibrium or metastable state.
We assume that this set of ‘*saddle points™ is negligible
compared to the sets of both, equilibrium and metastable
configurations.

Now consider a system which can be prepared in a
metastable initial state described by

P(T) = yYo(&) + Gy (F); (6)
As p™(F) is negligible outside the metastable zone, we
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FALLA DE ORIGEN

G>» 1.

135701-2

approximate p™(d) as
ey | Y0(F) + Gy (), for & € {F}m,
Pm(@) {0.° ' for & € {5},

with G > 1. The last equation coincides with the defini-
tion of the metastable state given by Davies [15,16], where
the reader can find greater detail

Using the definition of G and the fact that it is constant
within the metastable zone one gets ¢,(F) = Gyy(F) for
& € {5},,- On the other hand, using that p™(F) = O out-
side the metastable zone, we get ¥ (&) = — 1 /Gy (5) for
& & {5}, Thus, the first excited state ¢, (&), and hence,
the metastable state, is specified in terms of the equili-
brium distribution for (almost) all configurations of the
system since it is locally proportional to the Boltzmann
distribution in both metastable and nonmetastable zones.
The proportionality coefficients are given by G and
—1/G, respectively.

This simple picture of metastability allows us to go
beyond the description of the distributions characterizing
the metastable states. In particular, we now derive a FDT
through linear response theory for these states. We now
consider the perturbed master equation,

P+ hP, = (Lo + he'*' L \)}P + hP)), (8)

where L, is the perturbative term generated by an oscil-
latory external field and P is the probability distribution
in the absence of the perturbing external field, whose
evolution is described by Eq. (1).

Now, if the system is initially in its metastable state —
described by Eq. (6)—after some algebra we obtain the
following general expression for the changes in the prob-
ability distribution P, (G, 1), to first order in A,

PG 1) = b [ L\ [o(8) + G (3)]etr ar
+h f ! eLoli=1 || G (&)ei ' (e= N7 — 1)dF.
(]
(C)

This expression is exact for all times. Since L, ¢, and ¢,
are independent of 7/, the integrations are trivial.
Expanding P,(&. 1) in the basis of eigenvectors of L.
the equilibrium case is recovered for ¢ — oco. For times
r << 1/02, the second integral vanishes and the first in-
tegral yields the total change of the probability distribu-
tion starting from the metastable initial condition.

We introduce for any p the following notation:

BW), =3 B(3)p(5. ).
a

(©))

(10)

We can calculate the changes of the average value of any
physical quantity B(&) as (B(1))p, where P, is taken from
Eq. (9).

By taking the corresponding Laplace-Fourier trans-
form of (B(#))p,. we can define {19] the metastable sus-
ceptibility of the system as

135701-2
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the equilibrium case, but this time the initial condition is

+ i

x(5) =Y B3> '/’j(a'){(l,lj' i:('./:.oﬂ )G 1)) the probability distribution of the metastable state. The :
4 7 G J second is a memory term corresponding to a convolution

_ (¢, L.Gyn) } with the external field. ‘

G+ + D) —iw) | We now define ;(h) as the eigenfunctions of the oper- i

an ator Lo + AL ,. To first order in A we have the following
relation connecting L ,,(0) with the derivatives of ¥ (h)
Then, in linear approximation, the metastable suscept- with respect to A:
ibility consists of two terms. The first term is similar to |

C s ol %
L@ = L2 | —a@Zf|  -SE|  wo. a2

We substitute Eq. (12) in the scalar products of Eq. (11) and use the appropriate proportionality between (&) and
o (5). We then split the sum over & in a sum over the stable zone and one over the metastable zone [see Eq. (7)), noting
that if the system has a metastable state as defined above, then the higher excited states satisfy 3 5 ¢;(&m) =
Zbe(&?#j(&) = 0, for j = 2. This must be the case as 3 5¢(3.) P(F.7) = 1 for times shorter than the nucleation
time 1 1.

We now define E(&) as the energy of the system appearing in the Boltzmann distribution and introduce, for each
probability distribution p(&, 1), the following dynamical correlation

(802F) - 3D p5.03 BEIpG. 115, 0. as
e g

where p(&/, 'l &, 0) is the conditional probability that the configuration &’ occurs at time ¢’ given that it was in & at time
t. After several pages of algebra one then gets for the metastable susceptibility

x(s) = BL[(B(t)g—f>Pm+ﬂ.A<B(x)%(E - mnn,)>+n, fo' dre"“‘("’)A<B(1)—g—E>+o(ﬂ,)} 14

where 8 = 1/kT and A{A) = (A)pm — {A)pe. I

To obtain the metastable fluctuation-dissipation theo- programs where proved checking the well known FDT
rem it is enough to show that the second and third terms in equilibrium (sce Fig. 1). We obtained the autocorrela-
in Eq. (14) vanish as the coexistence curve is approached tion of the magnetization by a Monte Carlo simulation for
(first order correction in £2;). Since B(z) and B(f) remain a two-dimensional Ising model evolving by Glauber dy-
bound, the terms related to them are negligible because namics {17] on a square lattice with periodic boundary
0; << 1. Indeed, the principal correction is given by the conditions. The set of external parameters (temperature
term of the order of 9 In{2; /3 A. Since 2, is the nucleation T, coupling J, and static magnetic field &y) was chosen to
rate [ 10], it is given roughly by exp(— 8W) where W is the give long-lived metastable states ( — 10* Monte Carlo

nucleation barrier. Usually W is roughly R4~ where R, is time steps per spin) when starting with all spins opposite
the critical droplet radius and diverges algebraically as to the magnetic field. As suggested in Refs. [20,21], we
the supersaturation 2 goes to zero. Here the total strength used T = £ 7T.J, where T, is the critical temperature and J
of the external field is given by the fixed initial field kg is the coupling between nearest neighbor spins. The ex-
plus the perturbation & (#g in the Ising model is the ternal magnetic field #; was chosen by trial. For all
external magnetic field). From this it follows that calculations we allowed the system to evolve until a
a€2,/ah also diverges algebraically in A, whereas ), long-lived state opposite to the field was reached. Then
goes to zero as a stretched exponential. Thus we have we computed the average of the fluctuations of the mag-
established the central result of this work, a fluctuation- netization with respect to the metastable equilibrium
dissipation theorem for the metastable states. value, over a set of 100 realizations.

In order to check the FDT for metastable states, we will In Fig. 1 we show the magnetic susceptibilities as a

show that the susceptibility obtained by perturbing the function of the frequency. The open squares correspond
mctastable state of a two-dimensional Ising model with a to the classical magnetic susceptibility for the equili-
magnetic field of fixed frequency agrees with that ob- brium state, obtained by the definition of linear response
tained by taking the Fourier-Laplace transform of the theory. The crosses correspond to the same quantity
correlations of the fluctuations in the metastable state, for the metastable state. Both quantities were averaged
given by the first term in the rhs. of Eq. (14). Our over ten realizations. The dashed lines correspond to the
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FIG. 1. Magnetic susceptibility for a two-dimensional Ising
model with 10* spins; temperature 7 = 1.52, external magnetic
field Ap = 0.1, and coupling J = 1. As usual, the real part is the
positive quantity and the imaginary part is the negative quan-
tity. The crosses correspond to the metastable computation by
the perturbative method and the open squares to the corre-
sponding equilibrium computation. The solid lines and the
dashed lines were obtained by transforming the metastable
and equilibrium autocorrelations of the magnetization. The
inset shows the autocorrelation of the magnetization. The solid
lines and the dashed lines correspond to the metastable and
equilibrium correlations, respectively.

equilibrium magnetic susceptibility computed using
Laplace-Fourier transformation of the corresponding
autocorrelations (per spin) of the magnetization given
in the inset (dashed line). Finally, the solid lines corre-
spond to the magnetic susceptibility obtained by trans-
forming the appropriate autocorrelation function in
the metastable state (continuous line in the inset).
‘We find the same good level of agreement for the equili-
brium and metastable cases. It is interesting to observe
that the behavior of the correlations is very different in
both cases.

In summary, by using a formal definition of a meta-
stable state for the casc of Markovian systems with a
finite number of states we have shown that the FDT
indeed holds for times shorter than the nucleation time.
We also evaluated the size of the leading corrections.
Since many systems have Markovian dynamics on suffi-
ciently long time scales, this result has quite a broad range
of applicability. A crucial hypothesis was the existence of
one single low-lying excited state of the operator Lg. This
means that nucleation is the slowest physical process, a
condition often satisfied in practice. Detailed calculations
and numerical simulations will be given elsewhere [22].
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