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R.e11umen 

En esta tesis se muestra que un teorema fluctuación-disipación, apropia­
damente definido, conectando susceptibilidades generalizadas y funciones de 
correlación, es válido para tiempos más cortos que los tiempos de nucleación 
del estado metaestable de sistemas Ma.rkovianos que satisfacen la condición 
de balance detallado. Ésto se hace suponiendo que tales sistemas pueden ser 
descritos por una superposición del estado ha.se y el primer estado excitado 
de la correspondiente ecuación maestra. Estos resultados fueron corrobo­
rados numéric&JDente para los estados metaestables de un modelo de Ising 
bidimensional. 
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Abstract 

In this Thesis it is shown that an appropriately defined ftuctuation-dissipation 
theorem, connecting generalized susceptibilities and time correlation func­
tions, is valid for times shorter than the nucleation time of the metastable 
state of Markovian systems satisfying detailed balance. This is done by as­
suming that such systems can be dcscribcd by a superposition of the ground 
and first excited states of thc corrcspondent master equation. These results 
were corroborate nurnerically far the rnetastable states of a two-dimensional 
Ising modcl. 
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Capítulo 1 

Introducción 

Actualmente el estudio de Jos procesos en sistemas fuera del equilibrio, a 
diferencia del caso de los sistemas en equilibrio, está lejos de ser bien en­
tendido. En los últimos años ha habido muchos esfuerzos para extender Jos 
conceptos y métodos usados para describir sistemas en equilibrio al estudio 
de sistemas que no estan en equilibrio pero que son estacionarios o evolucio­
nan muy suavemente. Una clase particular de sistemas fuera del equilibrio 
que evolucionan suavemente son los sistemas en estado metaestable. Usual­
mente se piensa que las propiedades macroscópicas de un sistema metaestable 
pueden ser tratadas como si dicho sistema estuviera en equilibrio. En particu­
lar, relaciones tales como el teorema fluctuación-disipación (TFD) se suponen 
válidas para sistemas metaestables. Sin embargo estos sistemas estan ver­
daderamente lejos del equilibrio y no hay razón para esperar la validez de 
este teorema en tales sistemas, aún si su evolución es muy lenta. Tal es el 
caso de vidrios de espín de rango finito y vidrios estructurales entre otros (1). 
El estado actual de Ja mecánica estadística de sistemas fuera del equilibrio 
justifica la gran cantidad de contribuciones que que estan surgiendo en esta 
área de Ja física, en particular, reportando la existencia tanto de nuevos TFD 
modificados (2, 3, 4); así como de violaciones de algunos de Jos ya conocidos 
TFD en distintos sistemas fuera del equilibrio. 

En este trabajo justificamos porqué es posible aplicar los resutados cono­
cidos de sistemas en equilibrio para sistemas en estado metaestable con 
dinámica estocástica Ñlarkoviana y derivamos el TFD para sistemas metaesta­
bles a partir de la dinámica microscópica. 

Los diversos estudios sobre metaestabilidad se han enfocado a caracteri­
zar las propiedades de los estados metaestables en los distintos sistemas que 
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2 CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 

se conocen, sin que exista aún una definición general de dichos estados y, 
menos aún, una teoría apropiada para su tratamiento. Los sisten1as que es­
tudiamos en este trabajo son sistemas estocásticos con dinámica Markoviana 
tales como arreglos binarios, mezclas químicas y modelos de Ising, entre otros, 
cuya dinámica es descrita por una ecuación maestra. En este contexto debe­
mos resaltar que la validez de los resultados obtenidos en esta tésis, están 
restringidos a tiempos cortos comparados con los tiempos de decaimiento del 
estado rnetaestable, es decir, los procesos de nucleación quedan fuera de los 
objetivos de esta tesis. 

En el capítulo 2 hacernos una revisión de algunos de los principales traba­
jos sobre n1etaestablilidad en general. Posteriormente abordarnos brevemente 
el teorema fluctuación-disipación que relaciona las propiedades de relajación 
de sistemas cerca del equilibrio, con las fluctuaciones en equilibrio de los 
mis1nos. La importancia de abordar este terna radica en el hecho de que los 
estados 1netaestables pueden pennanecer por tiempos extraordinariamente 
largos y en cierta escala de tie1npos, pueden ser ton1ados corno una especie 
de cuasiequilibrio. Para finalizar ese capítulo, hacernos una revisión de los 
casos en que el teorema fluctuación-disipación es violado en sistemas fuera 
del equilibrio. 

En el capítulo 3, introducimos el fonnalisrno de operadores adaptado al 
estudio de la ecuación n1aestra. El operador maestro L 0 , asociado a dicha 
ecuación es en general un operador no simétrico. Sin embargo, la condición 
de balance detallado que satisfacen los sistemas que nos interesan, induce una 
simetría de la matriz asociada a L 0 • Con este formalismo, se encuentran las 
propiedades características de las matrices asociadas a ecuaciones maestras 
de los siste111as mencionados, así co1110 de los eigenvalores y eigenvectores 
asociados al operador maestro. 

En el capítulo 4, proponen1os las hipótesis básicas que deben satisfacer 
los sisten1as que estudiamos, las cuales están sustentadas por las propiedades 
de los eigenvalores y eigenvectores correspondientes que se discuten en el 
capítulo 3. A partir de una definición matemática de estado metaestable, 
desarrollamos la teorá de la respuesta lineal para el caso rnetaestable. La 
función de respuesta que encontramos tiene la misma forma operacional que 
el caso de equilibrio. Finalmente obtenemos el teorema fluctuación-disipación 
para estados 1netaestables. 

En el capítulo 5 si1nularnos numéricamente (usando el método Monte 
Cario), un modelo de lsing bidimensional en red cuadrada. Generamos con­
juntos representativos de estados (ensembles) de equilibrio y metaestables y 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



3 

obtenemos las funciones de autocorrelación de las fluctuaciones de la mag­
netización en ambos casos. La susceptibilidad magnética correspondiente 
es obtenida por dos caminos: la definición de susceptibilidad de la teoría 
de respuesta lineal y a través de las correlaciones de la magnetización. El 
cálculo para el caso de equilibrio comprueba que los programas que desarro­
llamos funcionan bien, ya que obtenemos resultados conocidos para el mo­
delo de Ising en equilibrio. Por su parte el cálculo para el caso metaestable 
es la confirmación numérica del teorema fluctuación-disipación para estados 
metaestablcs. 

Por último se dan las conclusiones de este trabajo cuyo principal resultado 
es la obtención de un teorema fluctuación-disipación para estados metaesta­
bles. 
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Capítulo 2 

Revisión de la Literatura 

En este capítulo, haremos una revisión de algunos de los principales trabajos, 
desarrollados en los últimos 40 años, sobre la rnetaestabilidad. Comenzarnos 
describiendo la fenomenología de los estados rnetaestables y posteriormente 
discutirnos dos criterios principalmente, que ilustran de manera más precisa 
el concepto de rnetaestabilidad. El primero, es el modelo de Van der Waals y 
el segundo, es el concepto de ensemble restringido. De manera breve se men­
cionan varios trabajos que han contribuído a la comprensión de la metaesta­
bilidad. Ya que uno de los principales resultados de esta tesis es la obtención 
de un teorema-fluctuación disipación para estados metaestables, las últimas 
dos secciónes de esté capítulo estan dedicadadas a resaltar la importancia del 
teorema fluctuación-disipación en equilibrio así corno las violaciones de este 
teorema que ocurren en siste1nas fuera del equilibrio. 

2.1 Fenomenología de los estados metaesta­
bles. 

Los estados metaestables son fenón1enos frecuentes en la naturaleza, ejemplos 
típicos son los líquidos sobreenfriados o sobrecalentados. El agua "sobreen­
friada", es agua que a la que se le ha disrninuído la temperatura por debajo 
de los OºC a la presión de una atmósfera y que permanece en su fase líquida. 
Un ligero golpecito dado en un recipiente que contenga agua en estas condi­
ciones provoca una repentina y espectacular aparición de la coexistencia de 
las fases sólida y líquida en el siste1na. Para conservar estos líquidos sobreen­
friados sin que sufran una transición a su fase sólida o en su caso líquidos 
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2.1. FENOMENOLOGÍA DE LOS ESTADOS METAESTABLES. 5 

sobrecalentados sin que pasen a su estado de vapor, deben evitarse vibra­
ciones, impurezas suspendidas en el líquido e incluso, irregularidades en el 
recipiente que lo contiene. Por lo anterior, se dice que estos sistemas sobre­
calentados o sobreenfriados existen en estado de precario equilibrio o en un 
estado "metaestable", ya que perturbaciones de cierto tamaño en el sistema, 
provocan la repentina aparición de una o más fases nuevas. 

Un aspecto de la metaestabilidad de particular interés ha sido el intento 
por establecer qué tan estable puede ser un estado metaestable. Ésto sig­
nifica, qué tan largo puede ser el tiempo de vida de un estado metaestable. 
Este tiempo de vida puede ser sorprendentemente grande, tal es el caso del 
diamante bajo condiciones normales (presión y temperatura ambiente}, el 
cual es una forma rnetaestable del carbono. Esta es una característica par­
ticular de los sistemas en estado rnetaestable, su tiempo de vida depende del 
aislamiento del sistema, así como del grado de pureza del mismo, pero es 
extremadamente sensible a perturbaciones de cualquier tipo. 

Otro aspecto interesante relacionado con la metaestabilidad que se ha 
estudiado es qué tan resistente al cambio de fase puede ser un material or­
dinario. Este problema fue abordado por Cahn [8] en 1971. Él consideró el 
caso de agua sobrecalentada a llOºC a la presión atmosférica y señaló que si 
se llenaba el volumen del universo con agua sobrecalentada en estas condi­
ciones, ésta permanecería en estado metaestable por aproximadamente 1010 

años, que es del orden de la edad del universo. 

Una manera más precisa de entender la metaestabilidad es a través del 
diagrama de fases de una sustancia. Si es posible tener dicha sustancia en 
una sola fase homogénea con parámetros que, en equilibrio, corresponden 
a una zona de coexistencia de fases, se dice que la sustancia está en estado 
metaestable. Por lo tanto, la rnetaestabilidad es un estado fuera del equilibrio 
pero no inestable, corno veremos en el capítulo 2. La metaestabilidad es un 
concepto relativo: es necesario decir con respecto a qué fase un sistema es 
metaestable. 

Un aspecto que ha sido más estudiado que la metaestabilidad misma, es 
el proceso, a través del cual, un sistema en estado metaestable decae a un 
estado de equilibrio. Tal proceso se llama "nucleación" y la mayoría de los 
estudios sobre metaestabilidad están enfocados a él. Este tipo de estudios 
se interesa por el tamaño mínimo que debe tener una "gota", generada por 
fluctuaciones internas del sistema, de una nueva fase en un sistema en estado 
metaestable, para que ésta crezca y el estado metaestable decaiga. 
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2.2 

CAPÍTULO 2. REVISIÓN DE LA LITERATURA 

Hacia una definición matemática de la 
metaestabilidad. 

Existen muchas iniciativas para distinguir y definir un estado metaestable 
que han funcionado con éxito en modelos particulares y que resaltan algunos 
aspectos de la metaestabilidad, pero que tienen sus limitaciones. Hasta ahora 
no hay un modelo completamente satisfactorio que pueda describir todos los 
aspectos de la metaestabilidad, (estáticos y dinámicos). En una u otra forma 
todos estos trabajos han contribuido a entender qué son y cómo se comportan 
los estados metaestables en distintos sistemas. 

Desde un punto de vista matemáticamente riguroso, los estados metaesta­
bles no han sido aún claramente definidos. En sistemas tales como vidrios los 
diversos fenómenos que se presentan, pueden confundirnos respecto al hecho 
de que la vida media ele un estado puede ser muy larga sin que ésto signifique 
necesariamente que estamos presenciando un estado metaestable. Esto se 
debe a que en estos sistemas existe un gran nú1nero de estados metaestables 
distintos, caso que descartan10s en el desarrollo de esta tesis. 

Varios trabajos desarrollados en los últimos 40 años [9, 10, 12, 13, 14, 
15, 16, 17, 18, 19] han contribuído al entendimiento de algunos aspectos 
de la metaestabilidacl en sistemas muy particulares. Estos trabajos versan 
principalmente sobre la metaestabilidacl asociada a ciertas transiciones de 
fase como la transición vapor-líquido ele una sustancia según el modelo de 
Van der Waals [20], el ferromagnetismo y transiciones en mezclas y arreglos 
binarios en mallas clásicas. Nuestro trabajo está enfocado al estudio de los 
estados metaestables relacionados con ferromagnetismo, mezclas y arreglos 
binarios. Sin embargo, el modelo de Van der Waals, resulta de gran ayuda 
para entender las propiedades básicas de los estados metaestables en general. 
Además, este modelo aparece también en las teorías de campo medio para 
arreglos binarios [21, 22]. 

Cualquier intento por desarrollar una teoría formal y completa de la 
metaestabiliclad debe estar basada en el hecho de que la metaestabilidad 
es un fenómeno dinámico en el que juega un papel importante la nucleación. 
El concepto ele nucleación, fue desarrollado por Volmer y Weber [23] y por 
Becker y Doring [24, 25] quienes calcularon a partir de argumentos cuasi­
termoclinámicos, el tamaño mínimo ele una gota de fase líquida en un vapor 
supersaturado, que puede ser la semilla para el crecimiento de la fase líquida 
en el sistema. También estimaron la probabilidad de que tal gota se forme en 
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el sistema y encontraron que para ciertos valores de presión y temperatura, 
tal probabilidad es tan pequefia que explica la metaestabilidad del vapor so­
breenfriado. Esta idea del creciemiento de una gota (núcleo) de una nueva 
fase en el sistema es llamada nucleación homogénea. Este tipo de nucleación 
es observable experimentalmente sólo en sustancias con alto grado de pureza, 
libres de cualquier partícula extraña. Sin embargo, en el caso más común, la 
nucleación de una nueva fase en sistemas metaestables se genera por procesos 
de nucleación heterogénea. Esto es, la aparición simultánea de varias gotas 
de la nueva fase en distintas regiones de la sustancia. Estas gotas crecen y 
el estado metaestable decae. Esto se debe a que las impurezas existentes en 
la sustancia sirven como semillas para el crecimiento de núcleos de la nueva 
fase. Las irregularidades en las paredes del contenedor de dicha sustancia 
actúan tan1bién como impurezas. 

Todas estas ideas de la nucleación están estrechamente relacionadas con 
uno de los aspectos fundamentales de la metaestabilidad que es el tiempo 
de vida del estado metaestable o dicho de otra forma, la tasa de escape 
del mismo, hacia el equilibrio. Es por esto que en sistemas tales como una 
malla de Ising o arreglos binarios es preciso definir una dinámica. En la 
mayoría de los trabajos relacionados con mallas de Ising o arreglos binarios, 
se usan principalmete dos dinámicas distintas, la dinámica de Glauber [28) y 
la dinámica de Kawasaki [29, 30). Estas dos dinámicas son equivalentes en sus 
propiedades de equilibrio, pero diferentes en sus propiedades dinámicas. Por 
ejemplo, la dinámica de Glauber es apropiada para estudiar ferromagnetismo 
en una malla de Ising y consiste en permitir que el momento magnético jl 
de los espines de la malla inviertan su dirección al azar y por lo tanto, esta 
dinámica de Glauber no conserva la energía ni la magnetizacion en la malla 
de espines. La probabilidad de que estos espines inviertan su dirección es 
elegida de acuerdo con la condición de balance detallado, mientras que, la 
dinámica de Kawasaki es apropiada para estudiar arreglos binarios (mezclas 
químicas) de dos tipos de átomos A y B en una malla. Aunque estos dos 
sistemas son equivalentes, la dinámica de Glauber es inapropiada en el caso 
de la malla binaria, pues no conserva el número de partículas, mientras que 
la dinámica de Kawasaki permite que las configuraciones de la malla cambien 
a través del intercambio de átomos en sitios vecinos a manera de difusión. 

Como ya se mencionó antes, las propiedades de equilibrio de los dos sis­
temas descritos arriba son las mismas, sin embargo las propiedades fuera 
del equilibrio son completamente diferentes, incluyendo las propiedades de la 
metaestabilidad, ya que la dinámica de Glauber permite que una vez que ha 
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aparecido una semilla de una nueva fase, ésta crezca rápidamente, mientras 
que la dinámica de Kawasaki hace que este núcleo crezca más lentamente 
debido a que los átomos que requiere para crecer deben difundir desde otras 
partes del sistema. 

2.2.1 Construcción de Van der Waals-Maxwell. 
La ecuación de estado de Van der Waals {2.1) es un modelo que nos ayuda a 
entender qué son los estados metaestables e inestables en un gas diluido con 
interacciones moleculares, 

(V - b) ( P + : 2 ) = RT {2.1) 

esta ecuación nos da la relación que satisfacen el conjunto de variables ma­
croscópicas de presión, volumen y temperatura P, V y T, que caracterizan a 
los estados del sistema para 1 mol de gas. Las constantes b y d son carac­
terísticas de cada gas. 

En la figura 2.1 se muestra en el diagrama P- V la forma característica 
de las isoterrnas correspondientes a la ecuación {2.1), para una temperatura 
menor que la temperatura crítica T < Te· Una isoterma típica de este sis­
tema, no cun~ple todos los criterios de estabilidad intrínseca para sistemas 
en equilibrio [31], pues notamos que en particular el criterio: 

{2.2) 

no se satisface en la región entre F I< !vI de la isoterma (ésto no ocurre más 
para T > Te). De hecho, el comportamiento del sistema predicho por (2.1) 
en esta región no tiene sentido físico ya que sugiere una compresibilidad 
negativa, es decir, cuando la presión disminuye, el volumen V sigue disminu­
yendo. Esta situación no física, proviene de que la ecuación {2.1) se establece 
suponiendo que el sistema es homogéneo en todo momento. Para solucionar 
esta situación, la construcción de Maxwell [32, 42] nos permite modificar 
la forma de las isoterrnas del sistema, abajo de la temperatura crítica Te 
del sistema, siempre y cuando permitamos la coexistencia de fases para los 
estados de equilibrio. Estos últimos, pueden ahora distinguirse claramente 
de estados metaestables e inestables {de una sola fase), que son los descritos 
por la Ec. (2.1) en la región entre DF!vIO de la figura 2.1. 
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s 

Volumen 
Figura 2.1: Diagrama P-V de una isotenna característica de la ecuación de 
estado de Van der Waals, abajo de la temperatura crítica T < Te 

En la construcción de Maxwell, se hace la pregunta siguiente: ¿es posible 
que existan dos fases del sistema de Van der Waals (vapor-líquido), coexis­
tiendo en equilibrio? En el diagrama de la figura 2.1 vemos que los únicos 
candidatos posibles a coexistir en equilibrio son los que tienen la misma 
temperatura T y presión P, tales como N, L y C. 

Sabemos que los estados de equilibrio son los estados de mínima energía 
libre F(T, V) así que, usando (2.1), podemos obtenerla: 

F(T, v·) = - { PdV. 
Jisoternl.a 

(2.3) 

Haciendo un análisis gráfico, podemos ver en la figura 2.2 las curvas corres­
pondientes tanto a la isoterma, como a la energía libre correspondiente. 

Los estados 1 y 2 pueden coexistir por tener la misma temperatura y 
presión, como ya se mencionó, y les corresponde la misma tangente a su 
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:'\-3 
1 

Volumen 
Figura 2.2: Energía libre asociada a una isoterma típica de la ecuación de 
estado de Van der Waals. 

energía libre correspondiente. Un estado intermedio entre 1 y 2 tiene una 
energía libre F sobre la curva de energías, como se indica, pero asociado a 
este estado existe uno con energía libre b menor que F, que vive sobre la 
tangente común a la energía de los estados 1 y 2 y es un estado en el que 
parte del sistema está en el estado 1 y parte está en el estado 2 guardando 
cierta proporción. Este es el verdadero estado de equilibrio de la sustancia y 
la separación de fases sucede para todos los estados intermedios entre 1 y 2 
a presión constante como se muestra en la figura 2.2. 

La forma de encontrar los estados 1 y 2 respectivamente es a partir de 
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los criterios de igual temperatura e igual presión, es decir: 

8F 8F 
(igual presión) -8Vi 8V2 

F2-F1 8F 
(tangente común) 

V,,-Vi 8Vi 
(2.4) 

combinando estas ecuaciones, obtenemos fácilmente que 

. 1v, P 1 (V,, - Vi)= PdV 
v. 

(2.5) 

cuyo significado geométrico es que las áreas A y B son iguales. 
Ahora que hemos entendido que la ecuación (2.1) no describe estados 

de estricto equilibrio, sino estados homogéneos, podemos regresar a revisar 
la figura 2.1. En ella vemos que si partimos de un estado homogéneo A de 
equilibrio podemos, moviéndonos apropiadamente sobre Ja isoterma, llevar al 
sistema hasta el estado D, a partir del cual el sistema se descompone en dos 
fases D y O por el camino de las fluctuaciones de densidad de los microestados 
del sistema. Estas fluctuaciones que llevan al sistema del estado D al estado 
O deben ser suficientemente grandes para inducir el crecimiento de núcleos 
de la nueva fase O. Estos núcleos pueden inducirse artificialmente en lugar de 
esperar grandes tieinpos para que, a través de las fluctuaciones del sistema, 
comience a manifestarse una segunda fase, esto en lo que al equilibrio se 
refiere. Sin embargo, podernos movernos sobre la isoterma evitando todo tipo 
de perturbaciones que propicien la aparición de nuevas fases en el sistema y 
llevar el sistema por arriba del estado D hasta F, esta porción de la isoterma 
DEF así como ONJVI corresponden a Jos estados metaestables del sistema que 
satisfacen criterios de estabilidad intrínseca, pero sin ser estados de equilibrio. 
Finalmente la región M J.( F viola los criterios de estabilidad y naturalmente 
son estados inestables, de manera que no es posible alcanzar estos estados 
homogéneos en el sistema. 

Debemos observar por último que en el análisis anterior de las isotermas 
típicas de un fluido de Van der Waals, hemos asociado una función de ener­
gía libre F(T, V) a cada estado de la isoterma indiscriminadamente. Pero 
la termodinámica define esta función de energía libre sólo para estados de 
equilibrio del sistema. De manera que al asociar una energía libre a los 
estados de la isoterma entre E y N, estamos presuponiendo la existencia y 
continuidad de la energía libre aún para los estados fuera del equilibrio. 
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K K K 

Volumen Volumen Temperatura 

Figura 2.3: Proyección de la curva espinodal en tres distintos planos ter­
modinámicos. 

Como hemos visto, el análisis de los diagramas termodinámicos de estado 
de una sustancia son de gran utilidad para entender los diversos procesos 
termodinámicos. Estos diagramas planos son proyecciones de una superfi­
cie termodinámica de estado, en un sistema coordenado de los parámetros 
termodinámicos. Estos diagramas termodinámicos distinguen claramente las 
regiones donde la sustancia se encuentra en los distintos estados de agre­
gación: sólido, líquido y gaseoso. También muestra las zonas de coexistencia 
de dos cualesquiera de estas fases y el llamado punto triple. 

La mayoría de estos diagramas de estado pueden ser analizados en la 
región de coexistencia de las fases líquido-vapor usando la construcción de 
Maxwell para los estados de equilibrio, sin que por ello deje de existir la 
posibilidad de obtener estados monofásicos (rnetaestables) que, corno men­
cionarnos arriba, pueden ser alcanzados tomando precauciones extremas. Es­
tos estados están representados en la figura 2.1 por las curvas ON M y DEF, 
donde l\f y F son los puntos límite de dichos estados metaestables. Puede 
encontrarse una curva que pasa por estos puntos y que limita la región de 
estados de una sola fase. Dentro de esta curva es imposible que exista uno de 
estos estados monofásicos de la sustancia, la cual es conocida como la curva 
espinodal. En la figura 2.3 se muestra la curva espinodal en tres diagramas 
de estado con distintas coordenadas termodinámicas [11]. La ecuación de la 
espinodal se determina resolviendo sirnultaneamente la ecuación de estado 
P = f(v, T) y (8P/8v)T = O o las ecuaciones correspondientes si las coor­
denadas termodinámicas cambian. La determinación de la curva espinodal 
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es de gran ayuda para plantear las ecuaciones de estado empíricas de una 
sustancia dada. 

J.S. Langer se ha ocupado de desarrollar una teoría cuantitativa de la 
descomposición espinodal en vapor supersaturado y arreglos binarios [12, 13, 
14]. Esta descomposición espinodal se refiere al estado inicial de separación 
de fases que ocurre en una sustancia (sólida), en una región termodinamica­
mente inestable. Sus trabajos abarcan también el estudio de la nucleación y 
los fenómenos de crecimiento que caracterizan el decaimiento de los estados 
metaestables [10), es decir, son estudios en un régi01en diferente al que nos 
ocupa en este trabajo. La diferencia entre la descomposición espinodal y 
los fenó1nenos de crecimiento y la nucleación es que, en que la primera no 
se requiere de energía térmica de activación. Los ejemplos más comunes de 
descomposición espinodal ocurren en arreglos metálicos. Pero dado que es­
tos procesos ocurren en una región inestable, están también lejos de la zona 
metaestable que es objeto de nuestro estudio. 

2.2.2 El enseTnble restringido. 
J. Lebowitz ha trabajado por largo tiempo en el estudio de la metaestabilidad 
y la nucleación en varios de los siste01as que hemos mencionado [9, 33, 34]. 
La fenomenología de los estados metaestables fue resumida en su trabajo 
de 1971 [35), en colaboración con O. Penrose. Esta caracterización de los 
estados metaestables termodinámicos nos será de gran ayuda para comenzar 
a entender y distinguir sus propiedades. 

l. "Únican1ente una fase termodinámica está presente, aunque los pará­
metros intensivos termodinámicos tengan valores tales que el estado de 
equilibrio debería consistir de más de una fase, o posiblemente una fase 
aislada diferente. Bajo pequeños y suaves ca01bios de los parámetros 
tennodiná1nicos, el estado metaestable responde con pequeños cambios 
reversibles obedeciendo las leyes usuales de la termodinámica; pero bajo 
cambios grandes o rápidos de los parámetros el sistema puede responder 
con un gran cambio irreversible el cual lo saca del estado metaestable." 

2. "Si el sistema es aislado, el estado metaestable decae muy lentamente 
como resultado de Ouctuaciones las cuales, si son suficientemente gran­
des, pueden nuclear el crecimiento de una nueva fase; pero estas Ouctua­
ciones son tan improbables que la tasa de decaimiento es muy pequeña, 
i.e. hay una alta probabilidad que un sistema en un estado metaestable 
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al tiempo t = O aún estará en ese estado en t 
grande (digamos años)." 

r, donde r puede ser 

3. "El escape del estado metaestable, es un proceso irreversible: una vez 
que los núcleos de la nueva fase son suficientemente grandes o nu­
merosos, la probabilidad de que ellos desaparezcan otra vez es des­
preciablemente pequeña." 

Si bien es cierto que la metaestabilidad es un fenómeno dinámico, una 
teoría completa de la metaestabilidad debe describir los tres criterios men­
cionados arriba; tanto las propiedades estáticas de reversibilidad señaladas 
en el primer criterio, como las propiedades dinámicas (irreversibilidad), men­
cionadas en los criterios 2 y 3. 

En este trabajo, estamos interesados en estudiar las propiedades estáticas 
(reversibles), relacionadas con el primer punto, a las que llamamos propie­
dades cuasiestáticas de estados metaestables. Una de las principales ideas, 
desarrolladas para el estudio de la metaestabilidad es el concepto de ensemble 
restringido. La idea de base del concepto de ensemble restringido consiste 
en considerar un sistema modificado, en el cual la nucleación de una nueva 
fase es evitada mediante la itnposición de un criterio restrictivo apropiado, 
el cual no estaba presente en el sisterna original. 

La restricción depende de cada sisterna particular; por ejemplo, en un 
vapor sobreenfriado, la restricción debe evitar que la densidad local del gas 
crezca lo suficiente como para generar una gota de la fase líquida. Tal res­
tricción corresponde a poner una barrera de potencial infinita que confine el 
sistema a moverse en una región R del espacio fase accesible. Las propiedades 
de equilibrio de este sistema modificado pueden obtenerse a partir de un 
conjunto representativo (ensernble) restringido en equilibrio, donde la dis­
tribución de probabilidad está localizada dentro de la región R y tiene la 
forma 

P(B) = ze-E(u)/kT (2.6) 

donde Z, es una constante de normalización; E(B), es la energía asociada al 
estado B; k ,es la constante de Boltzmann y T, la temperatura. La misma 
distribución de probabilidades vale cero si estamos fuera de la región R. Esta 
construcción, satisface los tres criterios de metaestabilidad de la descripción 
de Lebowitz, sien1pre y cuando, el espacio accesible R, esté apropiadamente 
definido. No hay un camino general para encontrar R. Sin embargo, el primer 
criterio de metaestabilidad es la única guía y por lo mismo, este camino da 
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buenos resultados con cierta reserva, ya que los métodos usados para elegir 
el espacio accesible del sistema modificado pueden tener incompatibilidades 
con el sistema que se estudia. 

2.2.3 Metaestahilidad en semigrupos de Markov 
simétricos. 

Existen estudios muy rigurosos que demuestran, usando formalismo de ope­
radores, las propiedades de estos estados, corno son los trabajos de E. B. 
Davies y Martín [36, 37, 38, 39, 40]. Estos trabajos son poco conocidos en la 
literatura común sobre estados rnetaestables y sin embargo fundamentan con 
rigor matemático muchas de las propiedades de metaestabilidad en sistemas 
clásicos. 

Los estudios de Davies son una investigación sobre la rnetaestabilidad 
para semigrupos de Markov simétricos en la cual a lo largo de cinco artículos, 
sus esfuerzos se concentran en establecer una fuerte conección entre la cuasi­
degeneración de grado N del estado base del sistema (representado por un 
operador autoadjunto L0 , asociado a sistemas Markovianos) y la existencia 
de N regiones metaestables en el espacio de configuración. En el apéndice 
B usmnos este hecho para construir una matriz Markoviana con un estado 
metaestable y mostrar así algunas propiedades que usamos en el capítulo 4. 

Davies parte de la suposición de que los eigenvalores { -n.} de estos 
operadores cumplen que O = IOol < IOil << ¡n2 ¡ < oo. Ésta es una de 
las hipótesis que nosostros hacemos en el capítulo 4 y que es necesaria ya 
que la metaestabilidad involucra la existencia de dos escalas de tiempo muy 
distintas para la evolución de los estados del sistema. La primera es la escala 
de tiempo relevante a la relajación de una pequefia perturbación del estado 
de equilibrio del sistema, mientras la segunda es la escala de tiempo relevante 
a la relajación del estado rnetaestable. 

Como ya mencionamos Davies establece, mediante una serie de teore­
mas y sus respectivas demostraciones matemáticas (formalizando el concepto 
de "enserrible restringido" de Lebowitz), un criterio dinámico de metaesta­
bilidad. Esto significa que existe una dinámica L~ para la cual el estado 
metaestable es el estado de equilibrio y bajo ciertas hipótesis se muestra que 

(2.7) 

donde " << 1 y µ es una distribución de probabilidad arbitraria en la vecindad 
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del estado metaestable p en el sentido que O<<µ<< cp con e= 0(1) (e~ l}. 
Aquí la notación de doble barra con subíndice 1 es la norma definida como 

N 

ll.Xll1=LIX;I. (2.8} 
i=l 

De la Ec. (2.7} se sigue que, en una escala de tiempos corta (t ~ O(e-1 )), 

hay una "convergencia" de cualquier condición inicial en la zona metaestable 
al estado metaestable mismo. 

Estas ideas, desarrolladas en dos artículos principalmente, son usadas en 
trabajos posteriores donde aplica este formalismo al estudio de sistemas de 
mallas clásicas (modelo de Ising). En particular en uno de sus trabajos sobre 
metaestabilidad en el modelo de lsing, Davies obtiene una expresión para 
caracterizar la distribución de probabilidad asociada al estado metaestable 
de mallas de Ising en d ~ 2 con dinámica de Glauber. En el capítulo 4 
usaremos un argurnento heurístico para obtener una expresión equivalente 
dada por la Eq. (4.10). En este trabajo partimos de esta definición de estado 
metaestable para establecer un teorema fluctuación-disipación para estados 
metaestables en sistema.e; Markovianos que cumplen balance detallado. 

Finahnente, querernos mencionar los trabajos de B. Gaveau y L.S. Schul­
man quienes se han ocupado de estudiar de rnanera más general los estados 
fuera del equilibrio de sistemas Markovianos (15, 16, 41]. Estos estudios abar­
can también a los estados metaestables como caso particular. Para ello han 
definido una dinámica en términos de matrices de transferencia estocásticas. 
La idea principal de sus trabajos es generalizar conceptos desarrollados en 
mecánica estadística ele sistemas en equilibrio para el caso fuera del equili­
brio, tales como inforrnación, entropía, teoremas fluctuación-disipación y la 
caracterización de estados estacionarios de no equilibrio cuando éstos exis­
ten, así como el costo de mantener un sistema fuera del equilibrio. Ellos 
establecen también un tipo de relaciones de reciprocidad de Onsager para 
sistemas fuera del equilibrio. Los coeficientes de Onsager, en general, no son 
sirnétricos, pero si se satisface la relación de balance detallado, pueden serlo. 

2.2.4 Metaestabilidad en el modelo de Ising. 

El modelo de lsing, originalmente propuesto para el estudio de sistemas de 
partículas fuertemente interactuantes, es especialmente apropiado para re­
solverse con1putacionalmente con técnicas de Monte Cario. Este modelo 
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considera un arreglo de N puntos fijos (i = 1, 2, · · ·, N) formados por los 
nodos de una malla periodica n-dimensional, llamados sitios de la malla. La 
estructura de la malla puede ser cúbica, hexagonal, etc. Asociado a cada 
sitio de la malla hay una variable de espín a; cuyo valor sólo puede ser +1 
ó -1 (en unidades del momento magnético ¡1). Un conjunto de valores {a;} 
especifica una configuración particular de todo el sistema. La energía del 
sistema en cada configuración específica está definida por 

E(a) = - L J;iª•ªi - h 0 La;, 
(i,j) 

(2.9) 

donde J(i,j) es la energía de interacción entre espines vecinos de la malla y h 0 

es un campo externo. 
Este modelo de Ising ha sido de mucha ayuda en el campo de la mecánica 

estadística para entender fenómenos como el ferromagnetismo. Sin embargo, 
sólo algunos casos particulares pueden ser tratados analíticamente sin aproxi­
maciones. El caso más seºncillo es el modelo de lsing en una dimensión con 
interacción entre espines vecinos constante (J(i,j) = J). Glauber (28] estudió 
este caso haciendo uso de la dinámica que lleva su nombre y que consiste 
en elegir un espín al azar, el cual cambiará su valor de a; a -a; con cierta 
probabilidad P, que depende de los parámetros del sistema, mientras el resto 
de los espines permanece constante. El encontró expresiones analíticas com­
plicadas para el valor promedio del i-ésimo espín como función del tiempo 
para el caso de una cadena de espines finita con condiciones periódicas a la 
frontera así corno para el caso de una cadena infinita de espines. También 
encontró relaciones para las funciones de correlación, a distintos tiempos, 
entre los valores de dos espines (a;(t)aj(t + t')). Finalmente obtuvo la ex­
presión de la magnetización corno función del tiempo y la susceptibilidad 
magnética correspondiente según la definición de teoría de respuesta lineal. 
Sin embargo, en el modelo de Ising unidimensional, no existe magnetización 
espontánea, es decir, no es posible encontrar transiciones de fase alrededor 
de las cuales se pueda observar metaestabilidad (42]. 

Por lo anterior, el modelo de Ising en dos dimensiones es uno de los 
más sencillos donde se puede estudiar la metaestabilidad. Una ventaja más 
de este modelo es que varias propiedades del equilibrio de estos sistemas 
son conocidas exactamente (27, 43]. Un estudio extenso sobre metaestabi­
lidad en este sistema fue hecho por K. Binder y H. Müller-Krumbhaar (44] 
en 1974. El método que ellos usan para producir numéricamente estados 
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metaestables es generar procesos de relajación fuera del equilibrio en el mo­
delo de lsing. Ésto se hace cambiando súbitamente los parámetros del sistema 
(campo magnético y temperatura), una vez que su sistema ha alcanzado el 
equilibrio con estos parámetros: "Si en el curso de este proceso, se genera 
un estado cuya evolución en el tiempo es despreciablemente pequeña para 
tiempos grandes comparados con el proceso de relajación a equilibrio del 
sistema, éste es tomado como un estado metaestable". 

Como puede verse, nuevamente no hay un criterio formal para distinguir 
el estado metaestable de estados fuera del equilibrio, en general. El trabajo 
de Binder et al. se enfoca al estudio de las funciones de relajación fuera del 
equilibrio como función de la temperatura y el campo magnético; la obtención 
de los tiempos de decaimiento de los estados metaestables y sus respectivas 
magnetizaciones. Todo ello en el marco de dos teorías: !)aproximaciones de 
campo medio y 2)dinámica de agregados y nucleación (aproximación lineal). 
La primera, predice la existencia de una curva espinodal en la gráfica de la 
magnetización como función del campo magnético, con una susceptibilidad 
divergente, separando claramente estados metaestables de inestables, lo cual 
no se recupera en las simulaciones numéricas; la segunda, es compatible con 
el experimento sólo para los tiempos iniciales del proceso. 

Este modelo de Ising en dos dimensiones será retomado en el capítulo 4, 
en el que se usa corno ejemplo para verificar numéricamente los resultados 
principales de este trabajo. 

2.3 El teorema ftuct;uación-disipación. 

Cuando un sistema está en equilibrio termodinámico, su función de respuesta 
lineal (y por lo tanto su suceptibilidad) y sus fluctuaciones en equilibrio están 
relacionadas por el bien conocido teorema fluctuación-disipación (FDT)[5). 
Este teorema establece que, en equilibrio, la función de respuesta Req(t - t') 
a tiempo t a un campo infinitesimal aplicado al sistema a tiempo t' < t 
está relacionada con la derivada temporal de la función de autocorrelación 
Ceq(t - t') de dos tiempos: 

R.q(t - t') = f3 !, Ceq(t - t'). (2.10) 

Estas funciones de correlación juegan un papel importante ya que rela­
cionan las propiedades microscópicas del sistema en estado de equilibrio a 
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un proceso disipativo que se lleva a cabo únicamente cuando el sistema es 
sujeto a una fuerza externa que lo lleva fuera del equilibrio. Tal es el caso 
de la resistencia eléctrica de un conductor con las fluctuaciones del voltaje 
conocida como fórmula de Nyquist [6] y las relaciones de Einstein [7] que 
ligan el coeficiente de difusión y el coeficiente de fricción en el movimiento 
Browniano. Estos son casos particulares del TFD. Esta relación entre proce­
sos irreversibles por un lado y propiedades del equilibrio por otro lado, es el 
contenido del conocido teorema fluctuación-disipación (45, 46, 47]. 

La consecuencia más importante del TFD es que nos permite conocer 
las propiedades de transporte fuera del equilibrio de un sistema dado, en 
términos de las fluctuaciones térmicas que ocurren en el sistema cuando éste 
está en estado de equilibrio. Para ver más detalles sobre este teorema se 
pueden consultar (48, 49, 50] donde Kubo hace una generalización del teorema 
fluctuación-disipación. 

2.4 Violaciones del Teorema fluctuación-disi­
pación. 

Corno ya hemos mencionado, no hay razón para esperar que le FDT se 
cumpla en sistemas fuera del equilibrio. El trabajo teórico de los últimos 
años muestra la violación del FDT en varios modelos de vidrios de espín en 
aproximación de campo medio, abajo de cierta temperatura crítica [4]. Por 
su parte, usando sirnulaciones por computadora, se han encontrado también 
violaciones al FDT en vidrios de espín de rango finito [51], procesos de cre­
cimiento de dominios (52], cuerdas elásticas en medios aleatorios (53], mallas 
de gas cineticamente restringidas (54], vidrios estructurales (55] y modelos de 
Ising con interacción dipolar (56], entre otros. 

Debido a las prediciones teóricas, hay un creciente interés en estudiar vio­
laciones al FDT experimentalemente. Las violaciones al TFD en equilibrio 
en modelos de vidrios de espín permiten calcular un parámetro de orden que 
de otra forma sería inaccesible (57]. A nivel experimental se ha medido la 
relación entre algún ruido paticular y su correspondiente respuesta en vidrios 
estructurales y vidrios de espín, y se han encontrado incompatibilidades con 
la teoría en el sentido de que el FDT se satisface dentro del margen del 
error experimental. Este desacuerdo entre teoría y experimento puede de­
berse a que las violaciónes del TFD en ese regímen son aún muy débiles. Sin 
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embargo S. Grigera y N.E. Israeloff [1), han podido confirmar experimen­
talmente débiles violaciones al TFD que conecta susceptibilidad dieléctrica 
con ruido de polarización, en un líquido sobreenfriado (glicerol), abajo de su 
temperatura de transición a vidrio. 

Los hechos anteriores indican un considerable progreso en el desarrollo 
de modelos teóricos que intentan describir procesos fuera del equilibrio. Uno 
de los resultados más notables fué dado por Cugliandolo et. al. [4), quienes 
basados en estudios de campo medio en vidrios de espín postularon que para 
tiempos asintóticamente largos (cuando el tiempo que el sistema tarda en 
equilibrar teq es mucho mayor que los tiempos de observación del sistema), 
el TFD puede ser generalizado, para estos casos fuera del equilibrio, adicio­
nando un factor multiplicativo X(t, t') que depende en el tiempo unicamente 
a través de la función de correlación: 

R(t, t')t-t'»t ~ (3X(C(t, t')) ~,C(t, t'), (2.11) 

donde t;::: t'. La cantidad (3ef/ = /3X(C(t, t')) es interpretada como una tem­
peratura efectiva y X(C(t, t')) es llamada la tasa de fluctuación-disipación. 
El caso de equilibrio se recupera si X(C(t, t')) = 1 lo cual ocurre para t' >> teq· 
La validez de la relación (2.11) ha sido verificada para modelos de vidrios de 
espín de dimensión finita [51) entre otros sistemas. 

2.5 Resumen del capítulo. 

En este capítulo se hizo una revisión de algunos de los principales trabajos de­
sarrollados sobre estados metaestables. Hemos visto los distintos caminos por 
los que se ha atacado este problema. Esto nos da una idea de las propiedades 
de estos estados. También vimos que estos trabajos están enfocados prin­
cipalmente al desarrollo de teorías de nucleación, sin que hasta el momento 
haya una definición general de estado metaestable y tampoco una teoría com­
pleta de la metaestabilidad. Por último se hizo una breve discusión del TFD 
y se mencionaron algunos casos en los que se viola este teorema. 
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Capítulo 3 

Fundamentos Teóricos 

Este capítulo está dedicado a la introducción del formalismo de operadores 
necesario para nuestro estudio sobre las propiedades cuasiestáticas de los es­
tados metaestables. Debernos tener presente que este estudio está restringido 
a sistemas l.Vlarkovianos que satisfacen balance detallado. 

3.1 La ecuación maestra. 

Un sistema Markoviano se distingue principalmente porque no guarda memo­
ria, es decir, dado uno de estos sistemas y su espacio fase accesible {O'} de 
variables aleatorias, la probabilidad p(O', t) de tener a un tiempo t el conjunto 
de valores a, no depende de todas las secuencias de valores anteriores, sino 
sólo del evento O'' al tiempo t', inmediato anterior. 

La evolución de las probabilidades p(O', t) para estos procesos, usando un 
conjunto de variables discretas a, se describe por la ecuación maestra: 

ap(a, t) ~ {'·v. e-' ) w. <- )} at = L..J "a•,aP u ,t - a,a•P o-,t , 
ª' 

(3.1) 

dónde W(O'', O') es la tasa de transición por unidad de tiempo para pasar 
de la configuración O'' a la a. En esta expresión, W 8 •• a ;:::: O si O'' -#- a y el 
caso O'' = a, no contribuye. Esta ecuación, describe la evolución temporal 
de la distribución de probabilidades de un sistema Markoviano, como la con­
tribución de todas las posibles configuraciones ü' que en un instante cambian 
a a, menos el escape de esta última configuración a cualquier otra distinta, 
en el mismo tiempo. Además es muy importante en mecánica estadística 

21 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



22 CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS TEÓRICOS 

ya que aparece con mucha frecuencia en el estudio de varios procesos como 
dinámica de poblaciones, dinámica de arreglos binarios y mezclas químicas 
entre otros. 

Para una deducción cuidadosa se puede consultar (58] y (59], entre otros. 
Las soluciones estacionarias p(iJ) a la ecuación (3.1) cumplen 

8p(iJ, t) 
8t =o, (3.2) 

es decir, 
L {Wa',ap(iJ') - Wa,a•p(iJ)} =O. (3.3) 

ª' 
Ésta es una relación que establece el hecho de que en un estado estacionario, 
la suma de todas las transiciones por unidad de tiempo hacia un estado iJ, 
deben ser balanceadas por todas las transiciones desde a, hacia otros estados 
distintos a''. 

3.2 El balance detallado. 
La ecuación (3.2} puede cumplirse con una condición aún más fuerte que la 
Ec. (3.3) si cada elemento de la sumatoria se anula individualmente. Esta 
propiedad, conocida como balance detallado que cumplen los sistemas que 
nos interesan, puede expresarse como 

(3.4) 

donde pe(iJ) es la distribución de probabilidad en el estado de equilibrio y es 
solución de la ecuación (3.1} •ndependiente del tiempo. 

El significado del balance detallado es que, en el estado de equilibrio, exis­
ten tantas transiciones que escapan de la configuración iJ hacia iJ', como las 
que nos traen a ella, provenientes de iJ'. La idea de balance detallado surgió 
primero en cinética de reacciones químicas. Supongamos que en una mezcla 
de compuestos químicos puede existir un ciclo de tres posibles reacciones 
a= A+ 2B, b = AB2 , e= AB +B. Supongamos además que cualquiera de 
estas formas puede transformarse espontáneamente en cada una de las otras 
corno se muestra en la figura 3.1. 

La reacción obedece una ley de acción de masas, de manera que la fracción 
de moléculas de a que cambian a b en un tiempo ~t es Wab~t, donde Wab # O 
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Figura 3.1: Reacción química con balance detallado. 

y es constante. Entonces el cambio en las concentraciones na, nb, ne, están 
dados por: 

d:ltª -(Wab + H-'ac)na + (Wba)nb + (Wca)nc 

dnb dt -(Wba + Wbc)nb + (Wab)na + (Wcb)nc 

(3.5) 

Las concentraciones de equilibrio se encuentran a partir de las relaciones: 

(3.6) 

que expresan la conservación del monto total. Cuando las concentraciones de 
equilibrio ña, ñb, ñc son conocidas, estas ecuaciones establecen dos relaciones 
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independientes entre las seis tasas de transición desconocidas (Wba, Wab, Wca, 
Wac' Wbc, Web)• 

Los químicos sin embargo, acostumbran imponer una restricción adicional 
a este sisterna:"cuando el equilibrio es alcanzado, cada reacción individual 
debe balancearse a sí misma". Es decir la transición a ~ b debe ocurrir con 
la rnisrna frecuencia que la transición inversa b --+ a y así sucesivamente. Lo 
implica [26, 27] que: 

Wabñn 
l'l.Tcaiic 

lVbcñb 

Wooñb 
Wacña 
lVcbñc. (3.7) 

Estas relaciones (Ec. (3.7)) no están contenidas en las Ecs. (3.5). Si estas 
relaciones no fueran completamente satisfechas en el estado de equilibrio, 
deberíamos esperar además de un cierto número de transiciones balanceadas 
entre a, b, e según la Ec. (3. 7), nuevas transiciones cíclicas no balanceadas. 
Esto es, procesos cíclicos como el de la figura 3.1 pero en una sola dirección. 
Sin embargo, la dinámica n1olecular de un sistema aislado corno éste es re­
versible, lo no es congruente con la últirna especulación. Entonces, la ecuación 
de balance detallado (3.4) nos dice que en equilibrio, la reacción química re­
presentada en la figura 3.1 ocurre con la misma frecuencia en ambos sentidos. 
Este ejemplo de reacciones químicas ilustra que atrás de la condición de ba­
lance detallado, se encuentra el principio de reversibilidad microscópica. 

Finalmente la propiedad de balance detallado, que satisfacen los sistemas 
que estudiarnos, nos perrnite conocer la forma general de sus probabilidades 
de transición por unidad de tien1po lVa,a•. Usando (3.4), podemos establecer 
inmediatamente que, 

pe(iJ) lVa-.a 

pe(a'') lVa,a• · 
(3.8) 

El cociente de las probabilidades en equilibrio en Ec. (3.8), es conocido del 
estudio de la mecánica estadística según el conjunto representativo (ensem­
ble) en el que se trabaja. Usemos por el momento el ensemble canónico cuya 
distribución de probabilidades en equilibrio, tiene la forma 

e-/JE(a) 

pe(iJ) = La c-/3E(a). 

Sustituyendo (3.9) en (3.8) te11en1os que: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

H'a'.a -/JAE(a a') 
Wu,a' =e • ' 

(3.9) 

(3.10) 



3.3. MATRICES ASOCIADAS A ECUACIONES MAESTRAS. 25 

donde .é;,.E(iT, iT') es la diferencia entre las energías del sistema, correspondien­
tes a las configuraciones a y a'' respectivamente. Así que hemos encontrado 
que el cociente es igual al factor de Boltzmann. Por otra parte, podemos 
construir una función simétrica respecto a a y iT', con el siguiente producto: 

'1'a.a1 = Wa.a1 Wa1 ,a· (3.11) 

combinando las dos ecuaciones anteriores (3.10) y (3.11) tenemos: 

(3.12) 

Esta última es la forma general de las W's, el producto de una función 
simétrica en iT', a' por el factor de Boltzmann, la cual tomará una forma más 
específica según el tipo de dinámica de cada sistema particular. 

3.3 Matrices asociadas a ecuaciones maestras. 

La ecuación maestra (3.1), en la gran mayoría de los casos, no puede re­
solverse analíticamente. Sólo se conocen soluciones a sistemas relativamente 
sencillos como es el modelo de Ising unidimensional con condiciones periódicas 
a la frontera o la cadena infinita, sujeto a un campo externo, con una dinámica 
simple en la que el sistema sólo puede evolucionar volteando de dirección un 
sólo espín a cada paso de tiempo, conocida como dinámica de Glauber [28]. 

En su lugar se ha optado por resolver numéricamente estas ecuaciones 
y obtener resultados aproximados, usando métodos Monte Cario. Nosotros 
también lo haremos en el capítulo 5 y usaremos, corno ejemplo para probar 
nuestros resultados, un modelo de Ising bidimensional. 

Entre tanto, haremos aquí una revisión de las propiedades conocidas de la 
ecuación maestra (3.1) relevantes a nuestro trabajo y usaremos el formalismo 
de operadores. No es el objeto de este estudio demostrarlas formalmente, 
sino hacer uso de ellas para apoyar nuestra investigación. Para una revisión 
cuidadosa de tales propiedades, se pueden consultar [58, 60, 62, 67, 68], entre 
otros. Nos lirnitaren1os sie1npre a sistemas finitos ya que la teoría de cadenas 
de l'vlarkov con espacio de estados infinito es más compleja. 

Si asociamos un operador Lo a la ecuación (3.1), tenemos 

P(t) = LoP(t) {3.13) 
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donde P(t) es un vector de componentes p(ü, t) y los elementos de matriz 
asociados al operador Lo son: 

Lo(éf, éf') = Wa',a - tSa,a• L Wa,ü"· 

ª" 

La matriz Lo tiene siempre las siguientes propiedades: 

L 0 (éf, éf') 2: O 

L L 0 (éf, éf') =O 
a 

para 

para cada 
_, 
a, 

(3.14) 

(3.15) 

y es llamada matriz maestra. Una consecuencia matemática inmediata de la 
segunda propiedad es que, dado que la suma de todos los elementos de cada 
columna de la matriz maestra suman cero, existe al menos un eigenvector 
izquierdo constante <1>0 = (1, 1, 1, ···)con eigenvalor f!0 =O. También existe 
el eigenvector derecho ·.Po con el mismo eigenvalor 

Lo'l/lo = O. (3.16) 

puede haber 1nás de una solución a esta última equación. Cada 1/J es una 
solución independiente del tiempo de la ecuación maestra. 

Para terminar con esta sección, debemos mencionar que algunas veces es 
más ventajoso considerar la ecuación adjunta de la ecuación maestra (3.1) 

Q(t) = Q(t)Ll,. (3.17) 

donde Q(t) ":_S un vector izquierdo de componentes q(éf, t) y Ll, es la matriz 
adjunta de L 0 • La relación entre las componentes p(éf, t) y q(éf, t) de las 
soluciones P(t),Q(t) a las Ecs. (3.13) y (3.17) respectivamente, puede ser 
establecida gracias nuevamente al balance detallado (3.4), de manera que 

( - ) p(éf, t) 
q <Y, t = 'l/Jo(éf)' 

recordando que 1/Jo es la distribución de equilibrio estacionaria. 
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3.4 La ecuación. maestra independiente del 
tiempo. 

Para resolver la ecuación (3.13) podemos hacer uso del método de separación 
de variables. Para un operador Lo independiente del tiempo, se obtienen 

La1/Ji = -ni1/Ji 

Ú = eLo(t-to), (3.19) 

con ni ;:::: O. De estas dos ecuaciones, la primera es la ecuación de eigenvalor 
independiente del tiempo, asociada a (3.1). Sus eigenvalores y eigenvectores 
son { -f2;} y { '1/Ji} respectivamente. La segunda ecuación nos da el operador 
de evolución temporal de los eigenestados {1/Ji} a un tiempo t posterior al 
tiempo inicial to. 

Para averiguar las propiedades de las eigenfunciones {..Pi} de la Ec. (3.19), 
la relación de balance detallado (3.4) nos simplifica mucho el trabajo. Note­
mos que en general la matriz asociada al operador La no es simétrica en 
{a', a''} y podría no ser diagonalizable ya que las propiedades (3.15) que ca­
racterizan a las matrices asociadas a ecuaciones maestras, no garantizan la 
existencia de una matriz S tal que s-1 L0 S es diagonal [62]. Sin embargo, 
el balance detallado (3.4), sí garantiza cierta simetría de L 0 • Esta simetría 
puede ser tratada por dos caminos, el primero es que dada la Ec. (3.4), existe 
una transformación de La que no altera sus propiedades [58] y que lo hace 
simétrico. Esta transformación es: 

(3.20) 

donde la matriz V0 es simétrica respecto a a' y a'' 
El otro camino, que es el que nosotros seguimos en este trabajo, es el 

siguiente: el operador L 0 no es simétrico por sí mismo, pero el balance deta­
llado garantiza que es diagonalizable. Entonces podemos definir el producto 
punto 

(3.21) 

donde P1, P 2 son dos funciones arbitrarias en el espacio expandido por los 
E'._igenvectores del operador maestro. 1/Jo(a') es el estado base del operador 
Lo según la Ec. (3.19) y coincide con la distribución pe(a') de equilibrio 
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(distribución de Boltzman). Sí el conjunto de variables 8 es continuo, la 
sumatoria cambia por una integral. Por comodidad usaremos en adelante la 
definición de producto interno (3.21) con la sumatoria. 

Entonces, bajo el producto punto (3.21) se puede mostrar [58, 62] que 
para P 1 , P 2 , el operador L 0 es simétrico: 

(3.22) 

Se puede mostrar también [60, 62] que el operador Lo tiene eigenvalores 
reales y que -Lo es positivo definido. Ésto explica el signo negativo que 
convenientemente introdujimos en las Ecs. (3.19). 

3.5 Los eigenestados del operador maestro. 

Como ya dijimos, los eigenvectores { ..P;} del operador Lo asociado a la ecua­
ción maestra {3.1), son ortogonales bajo el producto punto (3.21) y pueden 
ser normalizados bajo el mismo, de manera que se cumple: 

(3.23) 

Si usamos explícitamente la definición (3.21) en la relación de ortonor­
malidad anterior con i = O, tenemos que: 

L..Po(B) 1 

o. (3.24) 

De lo anterior podemos concluír que el eigenvector ..Po(B) tiene propiedades 
de distribución de probabilidad por sí mismo 1 . 

Como ya mencionamos, el conjunto de eigenestados {1,b;{B)} de Lo for­
man una base en términos de la cual puede ser expandida cualquier solución 
P(B, t) de la ecuación (3.13) como, 

n 

P(ü, t) = L a;e-0 •'..P;(ü), (3.25) 
i=O 

1 Si P(ü) una distribución arbitraria de probabilidad definida sobre el espacio i1, en­
tonces: P(ü) ;:::: O para toda i1 y ~(a) P(ü) = 1 
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y dado que P(t) representa una distribución de probabilidades corno función 
del tiempo tenernos que, en particular, para t =O 

n 

L P(if, O) = L L a;'l/Ji(if) = l. (3.26) 
a a i=D 

Si desarrollarnos está ecuación tenernos que 

n 

E P(if, O) = a 0 E ·l/Jo(a) +E a; E 1/J;(a) = 1 (3.27) 
a a i=I a 

y usando las propiedades (3.24)encontrarnos que a 0 = 1, mientras el resto de 
los coeficientes {a;, i = 1, 2, · · ·} se escogen de manera que 

P(a, O) 2:: O para todo a (3.28) 

3.6 Resumen del capítulo. 

En este capítulo introdujimos el formalismo de operadores asociado a la 
ecuación maestra (3.1), la cual describe la evolución de sistemas Marko­
vianos que satisfacen la condición de balance detallado (3.4). Se señalaron 
las propiedades más importantes de los eigenestados del operador maestro 
L 0 y sus correspondientes eigenvalores. 
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Capítulo 4 

Teorema 
Fluctuación-Disipación 
Metaestable. 

En este capítulo, desarrollarnos y justificamos en detalle las hipótesis cen­
trales de este trabajo, las cuales se mencionaron en la introducción. A partir 
de ellas, justificamos la expresión que usaremos en adelante como definición 
de estado metaestable. Asimismo, especificamos los rangos de validez de esta 
definición y de los resultados que se deriven a partir de ella. Para este fin 
recurriremos constantemente a los resultados obtenidos en el capítulo 3. 

4.1 Definición de estado metaestable. 

Supongamos que podernos preparar a nuestro sistema al tiempo inicial -
t = O en una configuración arbitraria 8 0 definida en el espacio fase accesible 
{8} del sistema, con probabilidad p(80 ) = l. Entonces la distribución de 
probabilidad P(8, O) asociada a esta condición inicial está dada por una 
función delta 

P(8, O) = óa,a
0

, (4.1) 

corno n1uestra la figura 4.1 en un diagrama unidimensional. Note que una vez 
que elegirnos la configuración arbitraria 8 0 , ésta queda fija y la distribución 
depende de la variable a. Si expandimos esta distribución inicial en la base 
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cr=cr' 
Figura 4.1: Distribución inicial P(a, O) 

de vectores propios { '1/J; (a)} del operador maestro Í.,0 tenernos 

n 

t5a,a0 = L a;'l/J;(a), (4.2) 
i=O 

donde 

(·'·e-') .. ) ~ 'l/J;(a')óa•,aa 
ai = '+"i a 'ªª'·ªº = 7 1/Jo(Ei') . (4.3) 

En esta expresión hemos usado el producto interno (3.21), la cual finalmente 
se reduce a 

(·'·e-') .. ) 'l/J;(ao) a;= 'Pi a ,ua•,aa = 'l/Jo(ao). (4.4) 
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Podemos ahora sustituír (4.4) en (4.2) para llegar finalmente a 

ó- - - E 1/Jj(a.).pj(a) 
'""º - j=o .Po(o0 ) • 

La evolución temporal de esta distribución de probabilidad queda, 

P(if, t) =E .,Pj(i~.°) e-0 ;•.pj(a). 
j=O .Po(o-0 ) 

(4.5) 

(4.6) 

Suponemos aquí que es posible elegir los parámetros del sistema de tal 
forma que al menos un eigenvalor de L 0 , que llamaremos -fl1 , es mucho 
menor (en valor absoluto) que el resto de los eigenvalores -nj. Esto es, 
O < ¡n1 1 << lfljl para j ;;::: 2 y entonces el decaimiento del correspondiente 
eigenestado ·.p1 es tan lento que no es perceptible en los tiempos de obser­
vación del sistema. A semejanza de un estado metaestable, el tiempo de vida 
del eigenestado '1/11 será muy largo comparado con los tiempos de relajación 
del sistema. En el apéndice A mostramos un modelo de juguete de dos es­
pines acoplados, que tiene estas propiedades si se escogen apropiadamente 
los valores de un conjunto de parámetros del sistema. 

Bajo la suposición anterior, es claro que para tiempos T en el intervalo 
1/02 < r << 1/fl1, todos los eigenestados excitados de Lo cuyo eigenvalor 
es mayor que 0 1 ya decayeron, por lo constituyen la "dinámica rápida" del 
sistema. Asímismo mientras e-í2iT ~ 1, la ecuación (4.6) se aproxima al 
estado, 

eLºTóa,a
0 

= ·.Po(o) + G(i'J.)1/J1(0'); para 1¡n2 < r << 1/01 (4.7) 

donde G está dada por 

(4.8) 

Es importante notar que en esta ecuación G depende de la configuración 
particular 0'0 en la que preparamos al sistema inicialmente. Sin embargo 
estas configuraciones pueden agruparse en tres conjuntos según el valor de 
G(O'.). 

En el caso en que G(o0 ) << 1 la ecuación (4.7) tiene las propiedades 
del estado de equilibrio (descrito por pe(éf0 ) = .,P0 (0'0 )), ya que el segundo 
término del lado derecho es despreciable. Este caso también nos permite 

TESIS CON 
FÁLLADE ORIGEN 



4.1. DEFINICIÓN DE ESTADO METAESTABLE. 33 

o 
Figura 4.2: Esquema unidimensional de la distribución p"'(i'1). La línea dis­
continua en a:.:ul es el caso G << l; la línea discontinua en rojo corresponde 
al caso G >> 1 y la línea continua en negro es el caso G ~ 1 

definir la :.:ona de equilibrio como el conjunto de configuraciones del espacio 
fase {i'10 } que eventualmente evolucionan al estado de equilibrio p"(iJ) para 
1/n2 << r << 1/n1 • Por otro lado cuando G(a0 ) >> l, la ecuación (4.7) 
describe un estado lejos del equilibrio, ya que domina el segundo término 
·l/J1 (iJ). Llamaremos a éste el estado metaestable p"'(iJ), ésto es: 

p"'(ü) = l/Jo(ü) + G(<To).P1(i7); G »l. (4.9) 

Esta distribución de probabilidades evaluada en la zona de equilibrio es muy 
pequeña y también nos pernlite definir la "zona metaestable" como el con­
junto de configuraciones {iJ},,. donde la distribución está concentrada. Final­
mente, el caso G(0'0 ) ~ 1 define un conjunto de configuraciones que tienen 
igual probabilidad de evolucionar al estado de equilibrio o al metaestable. 
Nosotros supondren10s que este conjunto de configuraciones es despreciable 
con1parado con los conjuntos definidos en los dos casos anteriores. En la 
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figura 4.2 se muestra un esquema unidimensional de la distribución de pro­
babilidad (4.7) según los tres posibles valores de G. 

A partir de ahora suponernos que G >> 1 (lo cual significa que partirnos 
de una configuración inicial en la zona rnetaestable {a'}rn), y entonces la 
ecuación ( 4.9) caracteriza la condición inicial de estado metaestable en la 
que preparamos al sistema. Es decir, el estado metaestable intermedio se 
construye como la superposición de la distribución de probabilidad del estado 
de equilibrio más el primer estado excitado con G >> l. 

Nótese que ahora hemos tomado a G independiente de una configuración 
particular a'm ya que cualquier configuración elegida en la zona metaestable 
{a'}rn evolucionará al mismo (y único) estado metaestable intermedio prn(a'). 

Dado que prn(a) es despreciable fuera de la zona metaestable, es posible 
aproximar p"'(a') de Ec. (4.9) por: 

"'( -) ~ { 1/Jo(a') + G1/l1 (ü) p q ~ o para a' E {a'},.,., con G >> 1 
para a <t { a'}rn 

(4.10) 

Esta última ecuación es la definición de estado rnetaestable a partir de la 
cual iniciaremos nuestros cálculos para obtener la respuesta lineal del sis­
tema partiendo de una condición inicial rnetaestable dada por (4.10). Una 
definición equivalente fue obtenida por Davies [37] 

El modelo que hemos descrito aquí considera, por simplicidad, el caso 
de la existencia de un solo estado rnetaestable. El caso de un número finito 
de estados metaestables puede ser tratado de manera similar, sin embargo 
no es aplicable a sistemas con un número infinito de estados metaestables 
tales como vidrios y vidrios de espín [1]. En estos sistemas, el rango de 
escalas de tiempo existentes es tan grande, que no hay garantía de que un 
estado metaestable permanezca por largo tiempo sin decaer continuamente 
a otros estados metaestables. Es decir, existen barreras de energía de todos 
los tamaños. 

Ahora averiguaremos la relación general que existe entre .¡,1 (a') y .Po (a'). 
Si usamos la definición de G(a') = ~~¡:¡ y el hecho de que su valor es inde­
pendiente de la configuración en la zona rnetaestable {a'}.,., obtenemos que 
l/J1(8) = G.Po(a'). Por otro lado, usando la definición (4.9) y la aproximación 
(4.10) en la zona de equilibrio (8 <t {ü}.,.), tenemos una segunda relación de 
proporcionalidad 1/J1(8) = -(1/G)l/Jo(if). Lo anterior puede resumirse como 
sigue: 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

( -) { G'l/Jo(8) 
1/Ji u = -(iJ).Po(if) 

para 8 E {8}.,. 
para 8 <t { 8},.,. (4.11) 



4.1. DEFINICIÓN DE ESTADO METAESTABLE. 35 

o 
o 

Figura 4.3: Esquema unidimensional del eigenestado 'ljJ1 (8) 

Entonces existe una proporcionalidad local del primer estado excitado 
'1/J1 (8) con la distribución de equilibrio pe(O') = '1/Jo(O') tanto en la zona 
metaestable como en la zona no metaestable. Los coeficientes de propor­
cionalidad son G y -1/G respectivamente. Con ésta información de '1/J1 (8), 
poden1os decir que el estado metaestable pm(O'), queda completamente ex­
presado en términos de la distribución de equilibrio pe(a). 

Por último comprobaremos que la expresión (4.9), que establecimos ori­
ginalmente como estado metaestable pm, tiene las propiedades de una dis­
tribución de probabilidad: debe ser no negativa para toda configuración del 
espacio fase accesible {O'} y satisfacer E 8 p"'(a') < oo para que sea norma­
lizable. 
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Sabemos que en estado de equilibrio, el sistema está caracterizado por la 
distribución de probabilidad '1/Jo(B), la cual es positiva en todo el espacio fase 
accesible. Por otro lado la relación (4.11) indica que en la zona metaestable 
{0'}771 , se cumple 1/J1 (O') >> 1 dado que 1/Jo(O') > O y G >> 1, mientras que fuera 
de la zona metaestable es negativa y satisface l1/J1 (0')1<<1, cumpliendose así 
la relación (3.24). Un esquema unidimensional (muy simplificado) de '1/J 1 (B) 
se muestra en la figura 4.3. Así 1/J1 (O') está localizada en la zona metaestable 
y fuera de ella podemos despreciarla. 

Tenemos entonces que p~ siempre es positiva y finita ya que tanto '1/Jo(O') 
como '1/J1 (B) lo son en todo el espacio fase accesible. La condición de norma­
lización es inmediata. 

Así pues, hemos encontrado una expresión para la distribución de proba­
bilidad pm que caracteriza un estado metaestable en sistemas Markovianos 
que satisfacen el balance detallado. Esta expresión es equivalente a una dada 
por Davies [39]. 

4.2 Perturbaciones de estados metaestables. 

En esta sección tomaremos la expresión (4.10) como punto de partida para 
evaluar los cambios, como función del tiempo, que sufre la distribución de 
probabilidad metaestable de sistemas descritos por la ecuación maestra, de­
bido a una perturbación externa. Usamos para ello la teoría de respuesta 
lineal (TRL) desarrollada por Kubo [48]. Estos resultados serán usados en la 
siguiente sección para evaluar susceptibilidades generalizadas metaestables. 

Recordando la herramienta que usarnos en el capítulo 2, nuestro sistema 
está descrito por la ecuación maestra independiente del tiempo y el corres­
pondiente operador de evolución (3.19) de los eigenestados '1/JJ(a). 

Consideremos ahora la ecuación maestra perturbada: 

P + L),.p =(Lo+ >..F(t)L1 )(P + AP), (4.12) 

donde L 1 es el término perturbativo generado por un campo externo >..F(t) 
y P es la distribución de probabilidades dependiente del tiempo en ausencia 
del campo externo perturbativo, cuya solución formal es: 

P(t) = eLot P(O). (4.13) 

Aquí L),,.p mide los cambios que experimenta la distribución de probabilidad 
P debidos a la interacción con el campo externo. 
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Una vez que hemos escogido la condición inicial metaestable (4.10), en la 
que preparamos a nuestro sistema antes de prender la perturbación en t = O, 
la solución general a la ecuación (4.12) puede expandirse en términos de la 
base de eigenestados { 'IÍ'i(O')} del operador no perturbado L 0 : 

N 

P(O', t) + .C::..P(O', t) =E bj(t)e-n,•,/lj(O'). (4.14) 
j=O 

Si sustituímos (4.14) en (4.12) y proyectamos sobre un eigenestado par­
ticular .Pk(O') llegamos a: 

N 

bk(t) =E e-cn,-nk)'bi(t)('l/Jk, >..F(t)L11/lj)- (4.15) 
j=O 

Debido al tratamiento perturbativo que estamos usando, expandiremos 
la solución a la ecuación anterior en potencias del parámetro >.. para obtener 
la solución hasta primer orden en >... 

(4.16) 

Sustituyendo lo anterior en (4.15) e igualando términos en potencias de >.. 
obtenemos las ecuaciones para encontrar los coeficientes de (4.16) 

bi(t) 

bl(t) 

o, 
N 

E e-<0 1-flk)'bJ(t) ('IÍ'k, F(t)L11/lj), 
j=O 

(4.17) 

La solución a orden cero nos la dan las condiciones iniciales (4.10) junto 
con las propiedades de ortogonalidad (3.23) que deben cumplirse a cualquier 
orden en >... Así, 

(4.18) 

y si usamos la solución anterior a orden cero, podemos expresar la con­
tribución a primer orden de los coeficientes bk(t): 

bl(t) = .l,' dt' { e-Cno-nk)'' ( 1/Jk, F(t')Í,11/Jo) + e-cn,-n.w G ( 1/Jk, F(t')L1.p1)} , 

(4.19) 
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de manera que si aplicamos una fuerza >.F(t) armónica de frecuencia w 0 , que 
depende explícitamente del tiempo como 

F(t) = eiwot, (4.20) 

tenemos para l::;.P a primer orden en .>.., 

L::;.P(a, t) >. t 'lfJk(a) 1: dt' { e-0 kc•-•'> { ( ,µ1., Li[.Pol) 

+ e-01t' ( 'l/Jk,GL1['1/J1])} eiwo•'}. (4.21) 

Si resolvemos explícitamente las integrales involucradas en (4.21), tenemos: 

l::;.P(a, t) 

+ 

Esta ecuac1on (a prin1er orden en A), es válida para cualquier tiempo t ya 
que podemos separar por un lado, el comportamiento del sistema a tiempos 
l/fh < t << I/n1 ; lo nos describirá la relajación al estado metaestable inicial 
(cuasiequilibrio) y por otro, nos permite recuperar el proceso de decaimiento 
a equilibrio para tiempos t >> 1¡n1 (esto último, puede suceder mediante 
procesos de nucleación de nuevas fases en el sistema). 

Veamos primero el caso sencillo t >> 1/n1 • Debemos notar en este caso 
que todas las componentes de ~P(a, t) en los eigenvectores .Pk con k #O, ya 
decayeron y la expresión ( 4.22) se reduce a 

N -
~P(a, t) = >.eiwot L .pk(a) (.Pk, L, ~.Po]) 

k=l nk + iwo 
para t >> l/fl1. (4.23) 

Esta ecuación nos dice básicamente que, aunque hayamos con1enzado con 
una condición inicial metaestable, para tiempos suficientemente largos, sólo 
nos queda la contribución del estado de equilibrio p:¡, = ,P0 (8). 

Al contrario, para tiempos 1/n2 < t << I/n1 donde el producto fl1t ~O 
todas las componentes de ~P(a, t) en los estados excitados, excepto '!/Ji. ya 
decayeron y la ecuación (4.22) toma la forma: 
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D.P(ii, t) 

Esta ecuación puede ser reescrita como 

D.P(ii, t) -At/Ji(ii) { (t/J¡, L1~t/>o])} {l _ eiwot} 
f21 + ZWo 

+ >-.eiwot E tPk(a') { (tPk, L1 ~..Po))} 
k=2 nk + zwo 

At/>1(0') { (,,Pi,Li(G,,P~])} {1- eiwot} 
n1 - !"!1 +zwo 

+ Aeiwot E tPk(a') { (tPk, L1 [G,,P~J) } . 
k=2 nk - n1 + zwo 

(4.25) 

Si recordamos que 0 1 ~ nk para k ;::: 2 podemos despreciar n 1 en el de­
nominador de la segunda sumatoria y aplicando el límite de bajas frecuencias 
(w0 t ~ O) obtenemos que: 

(4.26) 

la cual es válida sólo para bajas frecuencias w 0 << 1 y tiempos t << 1/01 • 

Notese además, que esta última ecuación tiene la misma forma que para 
el caso de equilibrio (4.23), pero esta vez aplicada a la condición inicial 
metaestable (4.10). Podemos llamar a este caso, la aproximación cuasi­
estática. 

Como última observación hay que notar que en todo el análisis anterior, 
no se tomó en cuenta la componente de equilibrio (k = O) en las sumatorias 
que aparecen en las ecuaciones (4.22) y (4.24). Mostraremos más adelante 
que ésta es nula. 
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4.3 Respuesta lineal para condición inicial 
metaestable. 

Recordando el formalismo de Teoría de Respuesta Lineal desarrollado por 
Kubo en 1957 [48], sabemos que en un sistema clásico, preparado previamente 
en estado de equilibrio, la respuesta del sistema a una perturbación mecánica 
externa .>..F(t) que se prende en un tiempo inicial t =O, puede ser observada 
al medir los cambios en el valor promedio de alguna variable dinámica B(t) 
del sistema respecto a su valor de equilibrio. Estos cambios, denotados por 
(AB(t)), cumplen en aproximación lineal respecto a la perturbación, que 

(AB(t)) = .>.. .lt dt'</>(t - t')F(t'), (4.27) 

donde <P(t) es la función de respuesta o función de efecto retardado carac­
terística del sistema, la cual muestra que en general, hay un tiempo de retraso 
entre la aplicación de la fuerza externa .>..F(t) y los cambios inducidos por 
la misma. Esta función de respuesta puede ser completamente descrita por 
funciones de correlación en el tiempo del sistema en equilibrio. 

Es fácil obtener, a partir de nuestros cálculos anteriores, la fórmula co­
rrespondiente para el caso de equilibrio. Para ello usaremos la definición de 
promedio estadístico sobre el espacio fase accesible {O'} de estados, ésto es 

(B(t))p = ¿ B(O')p(a, t), 
{O'} 

donde p es una distribución de probabilidad arbitraria. Asímismo 

(B(t))p = ¿ B(a)¡,(a, t). 
{O'} 

(4.28) 

(4.29) 

Para evaluar el valor promedio de los cambios (AB(t)) inducidos en una 
cantidad física B(t) de nuestro sistema, como consecuencia del campo externo 
oscilante (4.20), usamos la definición (4.28): 

(6B(t)} = E B(a) [P + 6P] (a, t) - E B(iJ)P(a, t) = ¿ B(iJ)AP(a, t). 
{O'} {O'} {O'} 

(4.30) 
Ahora tenemos una expresión para calcular (AB(t)) a partir de AP(t). Dado 
que en estado de equilibrio P = .Po, la expresión para AP(t) dada por la 
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Ec. (4.21) se reduce sólo al primer término. Ésto es debido a que no hay 
contribución de 1/J1 , así: 

(.ó.B(t)) =A 1' dt'eiwot' {E B(éi) E 1/Jk(éi)e-nk(t-t') ( 1/Jk, L1 [1/Jol)} . 
o {8} k=l 

(4.31) 
Si hacemos la analogía de esta expresión con la Ec. ( 4.27), tenemos que la 
función de respuesta en equilibrio (usando notación de operadores) es: 

</>(t) = E B(a)é°C•>88,8'[L1..Po]8•, (4.32) 
{8,8'} 

donde hemos usado la Ec. (4.5). La relación lineal entre el campo perturba­
tivo y los cambios (.ó.B(t)) inducidos en el sistema se da en el espacio adjunto 
de frecuencias s 1 , para lo cual tomamos la transformada de Fourier-Laplace 
de la Ec. (4.27): 

(.ó.B(s)) = ..C[(.ó.B(t))] = 1°"' dt(.C:..B(t))e-•', (4.33) 

de donde se obtiene (usando propiedades de la transformada de la con-
volución) que: 

(.ó.B(s)) = x(s)AF(s), (4.34) 

con AF(s) = (•-~wol" El factor de proporcionalidad x(s) es la susceptibilidad 
generalizada. Esta susceptibilidad se obtiene tornando la transformada de 
Fourier-Laplace de la Ec. (4.32). 

Usaremos ahora el procedimiento anterior para averiguar la respuesta 
lineal de nuestros sistemas con condición inicial metaestable, debido al mismo 
campo externo oscilante de frecuencia w 0 dado por (4.20). Veremos cuales 
son las diferencias y los términos adicionales respecto al caso de equilibrio. 

Retomamos la ecuación (4.21), que contiene toda la información de los 
cambios a primer orden en A que sufre la distribución de probabilidad P y 
la reescribimos en términos de operadores, Jo cual queda: 

.C:..P(if, t) 

1 No confundir s con la frecuencia w 0 del crunpo perturbativo 
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+ .>. .t: dt'eiwot' { (e-nit' - 1) ~eLo(t-t'lóa,a•[L1(G..P1)]a•}. 
(4.35) 

Nótese que el segundo término de cada integral se cancela mutuamente, 
recuperando la fórmula original (4.21). 

Para calcular el cambio (AB(t)) usaremos la expresión AP(t) dada por 
la Ec. (4.35), sustituyendola en (4.30): 

(AB(t)) .>.1' dt'eiwot' L B(O')eLo(t-t')óa,a•[L1(..Po + G,,P1)]a• 
o {il',il''} 

f' . + .>. Ío dt'eiwot' (e-0 •'' - 1) L B(a')eLo(t-t'lóa,a' [L1 (G..P1)]a•. 
{il',ii''} 

(4.36) 

Este es el valor promedio del cambio que sufre la cantidad B(t) como función 
del tiempo. Esta expresión es válida para todo tiempo t después de prender 
la perturbación .>.F(t) y consta de dos términos. El primer término, tiene 
la misma forma que la conocida para el caso de equilibrio (Ec. (4.31)), sólo 
que aplicada al estado inicial rnetaestable p"' = .Po + G,,P1; el segundo, es un 
término de corrección de primer orden en .>., debido a que partimos de un 
estado fuera del equilibrio. Además el estado [G,,P1 ], sobre el que actúan los 
operadores, no tiene un sentido de distribución de probabilidad por sí mismo 
debido a las propiedades de los estados excitados (3.24). Sin embargo pode­
mos entenderlo corno el resultado de la diferencia entre el estado rnetaestable 
p"' = .Po +G,,P1 y el equilibrio pe = ,,P0 • Siguiendo el formalismo de Kubo com­
paramos el primer término de la última ecuación con (4.27), para identificar 
la "función de respuesta del sistema, dada la condición inicial metaestable": 

</>(t) = L B(a)eLo(t)Óa,a•[L1(..Po + G,,Pi)]a•· 
{ó\ü'} 

(4.37) 

Es importante poder establecer esta relación, la cual es válida para tiempos 
t << 1/f2i. como puede verse de (4.36). En este caso, estamos en el régimen 
de cuasiequilibrio, donde el primer estado excitado no ha decaído y entonces 
la segunda integral es despreciable. Para tiempos del orden de t ~ 1/f21 , 

esta misma integral sí contribuye ya que e-nit es finito. Por último, cuando 
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t >> l/fl1, toda contribución de 1/J1 se cancela y recuperamos el compor­
tamiento de equilibrio. Lo anterior nos muestra que la ecuación (4.36) puede 
distinguir tres regímenes de tiempo, que son: la relajación al cuasiequilibrio 
metaestable; la nucleación y el decaimiento a equilibrio. 

Es conveniente expresar los cambios en la cantidad (B(t)) en el espacio 
adjunto de frecuencias s: 

(AB(s)) 

donde hemos tomando la transformada de Fourier-Laplace (Ec. (4.33)) de 
(~B(t)) para el caso metaestable, expandida en la base de eigenvectores 
1/Jk(i3) de L 0. En esta última ecuación podernos identificar por analogía con 
la Ec. (4.34) a la susceptibilidad generalizada rnetaestable como función de 
la frecuencia s: 

x(s) = ¿ B(ii) E ..Pk(ii) { ('l/Jk,L1[1/Jo + G..P1]) _ fl1(.,Pk, Lt[G.,P1 ])_ } • 

{ü} k=l (s + nk) (s + nk)(s + n1 - iwo) 

(4.39) 
De tal manera que en la aproximación n 1 << 1 el término proporcional a 

0 1 puede despreciarse obteniendo la expresión para la susceptibilidad rneta­
estable como 

"'"""' 1 . x(s) = ~ B(iJ) • Óü,ü•[L1(.Po + G.,P1)]a•· 
{ü,ü'} (s - Lo) 

(4.40) 

En esta última expresión hemos usado notación de operadores para mostrar 
que es la transformada de Fourier-Laplace de la función de respuesta dada 
por la ecuación (4.37). 

4.4 Teorema fluctuación-disipación metaesta­
ble. 

Hemos seguido paso a paso, el formalismo de teoría de respuesta lineal apli­
cado a nuestra definición de estado metaestable (4.10). Ya que ésta es una 

---~--···~ ~. - ----
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superposición de eigenestados del operador L 0 , se esperaban resultados simi­
lares a los conocidos en el caso de equilibrio, mas términos adicionales debido 
a que el equilibrio es un caso particular que nunca decae. Ahora nos pregunta­
rnos ya que todo es tan similar al equilibrio en un rango de tiempos apropiado 
(1/02 < t << 1/!11 ): ¿es posible la existencia de una relación de fluctuación­
disipación en nuestro sistema, para condiciones iniciales metaestables? Si es 
así, ¿qué forma tiene? y ¿en qué difiere respecto al caso de equilibrio? 

A continuación nos ocuparemos de responder a estas preguntas para ter­
minar nuestra discusión sobre las consecuencias de la definición de estado 
rnetaestable que mostramos al principio de este capítulo. 

Partirnos de la ecuación ( 4.39) de la sección anterior, la nos da la ex­
presión explícita para calcular el factor de proporcionalidad (susceptibilidad 
generalizada) que relaciona linealmente los cambios que sufre una cantidad 
B(s) con la perturbación que la origina y que está indicada en la ecuación 
(4.34). Para poder evaluar los productos internos que aparecen en dicha ex­
presión, es necesario que averigüemos antes cómo actúa el operador L 1 sobre 
cada uno de los eigenestados .p,., de L 0 • 

Debe1nos notar pri1nero que la ecuación de eigenvalor de Lo depende de 
los parámetros característicos del sistema que se estudie. Cuando se aplica 
una perturbación al sistema estan1os variando algún parámetro h del mismo, 
alrededor de un valor previamente elegido, digamos h 0 • Así L 0 = L(h0 ). 

Las perturbaciones aplicadas al sistema (variaciones del parámetro h), son 
lo suficientemente pequeñas para que en todo momento exista una ecuación 
de eigenvalor, dependiente del parámetro h = ho + A, asociada al sistema 
perturbado: 

(4.41) 

donde h es el campo o parámetro perturbativo. El caso de A = O (h = 
h 0 ), nos permite recuperar la ecuación de eigenvalor (3.19) en ausencia de 
perturbación. En cualquier otro caso, podemos hacer una expansión de la 
ecuación (4.41) en serie de Taylor, alrededor del valor de h = h 0 recordando 
siempre que el valor de A es pequeño pero finito y entonces tenemos, cortando 
a prin1er orden en A cada nliembro de la expansión, 
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donde las derivadas están evaluadas en h 0 • 

Si desarrollamos la ecuación (4.42) e igualamos términos en potencias de 
A hasta el primer orden, tenemos: 

( 4.43) 

La primera ecuación, válida a orden cero en A, es la ecuación de eigenvalor 
no perturbada (3.19) que no aporta nueva información. La segunda ecuación, 
que proviene de igualar los términos de primer orden en A, responde nuestra 
pregunta inicial. Debemos notar que en la ecuación ( 4.12), el operador AL1 no 
es más que el primer orden de la expansión en serie de Taylor, del operador 
L(h) alrededor de h = h 0 • Así que podemos identificar directamente por 
comparación entre las ecuaciones (4.42) y (4.12) que L 1 = ~~ y ésto nos lleva 
a: 

(4.44) 

Hemos encontrado entonces cómo actúa el operador L 1 sobre un eigenestado 
.Pk(ho) del operador Lo = L(h0 ). Aunque la ecuación anterior es válida para 
todo eigenestado .Pk(h0 ), el estado de equilibrio t/J0 (h0 ) es un caso particular, 
ya que los dos últimos términos de la misma no existen, 

(4.45) 

Esto es debido a las propiedades particulares (ya mencionadas) de este estado, 
que permanece constante como función del tiempo ya que 0 0 (h) = O para 
toda h. Así que en la Ec. (4.44) hay dos términos que son nuevos respecto 
al caso de equilibrio y aparecen en nuestros resultados, para condiciones 
iniciales metaestables, porque en nuestra definición hemos involucrado a t/J1 

además del equilibrio. Debemos mencionar además de lo anterior, que los 
términos que contienen la expresión ~. no tienen componente en el estado 
de equilibrio .Po(ho) de la base no perturbada, como veremos a continuación. 
Si tomamos la derivada de la relación de ortonormalidad (3.23), entre dos 
eigenestados del operador L 0 , con10 función del parámetro h, tenemos que 

(4.46) 
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Sustituyendo la definición (3.21) del producto punto en (4.46) llegamos a 

8(1/Jj, 'lf.Jk) = L { 1/Jj(8)1fJk(a) + 'lfJJ(a)..p;,(a) _ 'lfJJ(a)..pk(a)..p:,(a)} = 0 
8h {

8
} ..Po(a) ..Po(a) ..p~(a) · 

(4.47) 
En esta ecuación las primas indican derivadas respecto del parámetro h. 
Ahora, podemos hacer j = O y se cancelan el primer y tercer término en 
( 4.4 7) quedando: 

o('l/Jo, 'lf.Jk) = L 1/Jo(a).,PÁ,(O') = O para k =O, 1, 2, · · · 
oh {8} 1/.Jo(a') 

( 4.48) 

que no es más que el producto punto entre 1/Jo y ~- Esto último, también 
justifica la observación que hicimos al final de la sección 4.2. 

Ahora sabemos por la ecuación (4.44) cómo opera Í-1 sobre cada eigenvec­
tor 'lfJk(if) de L 0 • Sin embargo, no podemos evaluarla de manera exacta y el 
principal problema radica en que no conocemos la forma explícita de ninguna 
de las funciones 'lf.Jk(O'), sino algunas de sus propiedades. El camino típico que 
se sigue a partir de este punto para cálculos en equilibrio es usar la mecánica 
estadística, en la cual se conoce la forma exacta de la distribución de equi­
librio pe (a)= 1/J0 (0') para los distintos conjuntos representativos estadísticos. 
Si suponemos que 1/Jo es la distribución canónica, 

1/Jo (a', h) = e-/3E(a.h) /E e-/3E(iT,h), 

{8} 

(4.49) 

la derivada de (4.49) respecto al parámetro h que aparece en la Ec. (4.45) 
es: 

~o = /3 { < ~!) p• ..Po - ~! 1/Jo} , (4.50) 

donde E(if) es la energía del sistema y (EJ,1{.)P. es la derivada de la energía 
promedio del sistema en estado de equilibrio pe que se obtiene usando la 
definición (4.28). 

Sustituyendo la Ec. (4.50) en la Ec. (4.45) tenemos 
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de donde es inmediato que el primer término se cancela debido a la acción 
del operador Lo..Po = O. 

Con esta información podemos retomar la Ec. (4.32) de la sección ante­
rior, que nos da la función de respuesta para un sistema en equilibrio, y re­
conocer el teorema fluctuación-disipación en equilibrio. Para ésto suitiuímos 
directamente el único término que queda de la Ec. (4.51) en la Ec. (4.32), así 

(4.52) 

Si sustituímos 

(4.53) 

en la Ec. (4.51) y usamos una vez más la expansión de t58 ,8 , en la base de 'IPk 

de eigenvectores de Lo según la Ec. (4.5) llegamos a 

</;>(t) = /3 L B(B)eLo(tl L..Pk(B) ..Pk(~:> L 0 (a',ii11
) (ºE ..Po)] 8 •'- (4.54) 

i1,i1',i1" k ..Po(a) oh 

Simplificando la Ec. ( 4.54) y renombrando índices obtenemos 

(4.55) 

la cual puede ser comparada con la definición de la función de correlación: 

<B
.(t)ºE) ~oE(ii) (- )~B(-')·(-' , 1_) oh =L.- ----¡¡¡¡:-P a, t ¿__ a p a, t a, t , 

p {i1} {i1'} 

(4.56) 

donde p(ii', t'ja, t) es la probabilidad condicionada de que la configuración if' 
ocurra al tiempo t' dado que esta estaba en a al tiempo t. Así obtenemos el 
conocido teorema fluctuación-disipación para el caso de equilibrio 

< . éJE> </l(t) = B(t) oh , 

"'º 
(4.57) 

donde hemos identificado a p(iJ',t'jü,t) con L 0 [eLo(<)tS8 ,¡¡,], ya que Lo es un 
operador que toma la derivada temporal de una función según vimos en la 
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ecuación maestra. Mientras que ª~¡:'l p( a, t) = [ ( ~~ 1/lo) J 8 es el valor de la 
derivada de la energía del sistema en estado de equilibrio 1/10. 

Regresando ahora al caso metaestable, el camino seguido anteriormente 
para el caso de equilibrio no es directo ya que el estado 1/11 (O') no es cono­
cido en principio. Pero podemos recurrir a la ecuación (4.11) que establece 
una relación de proporcionalidad entre 1/11(0') y 1/10{0') con una constante de 
proporcionalidad C+ = G para la zona metaestable {O'},,. y una distinta 
e_ = -1/G fuera de la zona rnetaestable, donde G = 1/J1(0'.,,.)/1/10{0'm)· De 
manera que, salvo constantes de proporcionalidad, ambos estados pueden 
ser tratados de la misma forma y los resultados nos llevaran a una especie 
de teorema fluctuación-disipación, además de la contribución de términos de 
corrección. 

Corno hemos dicho, la ecuación ( 4.44) nos permitirá evaluar los produc­
tos punto (1/lk. Li[l/10 + Gl/11 ]) y (t/lk. Li[G.P1 ]) que aparecen en la expresión 
para la susceptibilidad rnetaestable {4.39). Estas dos expresiones difieren 
únicamente en que en la segunda no aparece el producto punto con L 1 [1/;0 ], 

el cual evaluaremos por separado. De manera que 

-a{Lo [~'] 
- [81/lo] -Lo 8h . {4.58) 

Evaluamos ahora los productos internos de estas expresiones con el k­
ésirno elemento de la base no perturbada de Lo y tenernos 

~ 1Pk(a) { - [ªl/J1 J an, 81/11 } 
-G f.;} 1/10(0') Lo 8h + 8h 1/11 + f21 8h a 

~ 1/lk(O') { - [ª,¡,º]} - f.;} 1/lo{O') Lo [}h 
8

• ( 4.59) 

A continuación desarrollarnos los operadores por componentes como sigue 

{ Lo [~VZ]} _ = L (Lo(O', a') [~VZ] _) · 
(a) {O''} a' 

De manera que 

( ·'· L [ª1/lj]) - ~ 1Pk(a)L (- _,) [ª.Pí] 
o/k• o 8h - {f.;:} 1/10(0') o u, <7 [}h 8'. 
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Notando que ~~¡:¡ es un eigenvector izquierdo del operador Lo (vea la ec. 
(3.18)) tenemos que 

(4.62) 

Sustituímos ahora esta expresión con j =O, 1 en las Ecs.(4.59) 

Evaluamos ahora los productos internos anteriores para k = O, 1, los es 
trataremos por separado del caso k ;::::: 2 a fin de simplificar el cálculo de 
la susceptibilidad metaestable. Sustituyendo k =O en las Ecs. (4.63) y usan­
do la relación de la Ec. ( 4.48) así como las propiedades de ortogonalidad 
(3.23) obtenemos que, 

(.Po. LijG.P1]) 
(.Po, Li[.Po]) 

Mientras que para k = 1 se tiene 

o, 
o 

(.P1, L1[G.P1]) 

(.Pi, L1 [.Po]) 

-G can1) 8h , 

~'1/J1 [ºE ] -0.1/'J ¿__ - -.Po 
a .Po éJh 

(4.64) 

(4.65) 

En esta última ecuación usamos además la expresión explícita de 8'1jJ0 /8h 
dada en la Ec. (4.50). 

Para el caso general (k ;::: 2) desarrollamos el producto interno ( .Pk. ~) 
que aparece en la Ec. (4.63) usando la relación de proporcionalidad (4.11). 
Para ello partimos la sun1atoria en dos contribuciones, una proveniente de la 
zona metaestable {O'},,. y la otra del resto O''/; {O'}m 

¿ -iPkca) [ª.P1 J 
{a} ..Po(O') 8h a 
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L ..Pk(a) [8(C+1/Jo)] + L ..Pk(a) [8(C-1/J0 )] 

{a}m 'l/Jo(i'f) 8h a a<¡!{a}m 1/Jo(i'f) 8h a, 
(4.66) 

con C+ = G y C_ = -1/G. 
Notemos que la derivada de 1/Ji en cada región consta de dos términos ya 

que es un producto de la forma: 

~ 1/Jk(a) [e 81/Jo + 1/J 8C+] 
~ 'l/Jo(i'f) + 8h 0 8h 8 {u}m 

L ~k((:)) [e-~o + 1/Jo 8~-] . 
a<¡!{a}m 0 a 

+ (4.67) 

Hasta aquí hemos podido expresar los productos internos que aparecen en la 
susceptibilidad metaestable (4.39) en términos de la distribución de equilibrio 
1/Jo. 

Si sustituimos la expresión (4.50) en la Ec. (4.67) usando (4.11) llegamos 
a 

"'°"' 1/Jk(i'f) [ { < 8E) 8E } 8C+] {~ 1/Jo(i'f) f3 8h p• ..Pi - 8h ..Pi +..Po 8h a 

~ ..Pk(a) [ {<8E> 8E } 8C-J L.- 'l/J (i'f) f3 8h 1/Ji - 8h 1/Ji + 1/Jo 8h · 
a<¡!{a}m 0 p• a 

+ 

(4.68) 

Como los dos primeros términos de cada sumatoria tienen la misma forma 
podemos reagruparlos de la siguiente manera 

f3 E ~k<<~>> [( ~!) 1/J1 - ~! ..P1] 
{a} 'f'O a p• a 

+ 8~+ E 1fJk<ª> 
{a}m 

+ ª~; E 1fJk<ª>· 
B<¡!{a}m 

(4.69) 

Note que aparece la expresión (4.50), pero esta vez aplicada al eigenvector 'ljJ1 . 

U na vez más, el primer término de esta sumatoria es nulo por propiedades de 
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ortogonalidad para k ;:::: 2. Los últimos términos no tienen una interpretación 
inmediata, sin embargo se simplifican ya que (salvo correcciones de segundo 
orden), se satisface (ver apéndice B): 

E 'l/.Jk(a) = E 'l/.Jk(a) = o, para k ;:::: 2, (4.70) 
{O'}m a~{O'}m 

obteniendo así la expresión final del producto interno, 

( 
a.,¡.,,) ~ 'l/.Jk(iJ) [ªE ] 

'1/Jk, 8h = -(3 f.;} 'l/.Jo(iJ) 8h .,¡.,, a. (4.71) 

Con un procedimiento similar obtenemos la expresión correspondiente 
para 

(4.72) 

Si sustituímos estas dos últimas fórmulas en la Ec. (4.63) tenemos que 

~ 1/Jk [ªE ] -f3G(0.k - 0.t) ~ - -'l/.J1 
a ..Po 8h a 

~'i/Jk [ªE ] 
-f30.k La-- '!/.Jo 8h ..Po a. (4.73) 

Finalmente podemos usar este resultado y sustituirlo en la expresión 
obtenida para la susceptibilidad en la sección anterior (Ec. (4.39)) quedando 
así 

x(s) = L B(iJ) { ..p,(a) [-(3n, L.,¡.,,(~:) [ªE'i/Jo] 
{O'} (s + n,) {O''} 'l/.Jo(a) ª" ª' 

_ 0 an, ( 1 _ n, )] ~ 1/Jk(a) [ ~ .,¡.,k(a') [ªE ] 
8h (s + n, - iwo) + f3 ~ (s + nk) -nk &1' 'l/.Jo(iJ') 8h '!/.Jo ª' 

- G(nk - ni) E 1/Jk(a') [ªE.,¡.,,] (1 - n, )] } (4.74) 
{O''} 1/Jo(iJ') 8h ª' (s + n, - iwo) , 

donde hemos usado los resultados obtenidos en las Ecs. (4.64) y (4.65). 
Nótese que el índice de las sumatorias comienza desde k = 2 ya que la con­
tribución de k = 1 se ha puesto por separado al principio de esta ecuación 
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y las contribuciones en k = O son nulas. Así la susceptibilidad tiene la con­
tribución de las dinámicas rápidas de los eigenestados que decaen respecto 
del estado metaestable p"'. Desarrollando la sumatoria principal término a 
término obtenemos 

x(s) = /3 L B(if) E -nk.Pk(a) E .Pkc-=::> [ªE {.Po+ G.P1}] 
{O'} k=2 s + ok {O''} .Po(a ) ah {a''} 

+.BLB(if)-f21.P1(éi') L .Pi(~;> [ªE {.Po}] 
{ó'} s + f21 {a'} .Po(a) ah {a'} 

~ _ ~ -Ok.P1e(éi') ~ .Pk(if') [ªE ] 
-n,13 L- B(a) L.J (s + n )(s + n - iw ) L- .¡, (if') ah {G.Pi} -

{ó'} k=2 k 1 O {ó''} O {a'} 

[ 
f21 ] ~ - ~ .P1c(i1) ~ t/J1e(i1') [ªE ] +n,13 1 - (s + n - iw ) L- B(a) L.- (s + n ) L.J t/J (i1') ah {G.Pi} 
1 o {ó'} le=2 le {O''} o {ó''} 

-aªº1 [1 - 01 . J ¿ B(a) t/Ji ca> . (4.75) 
oh (s + f21 - zwo) {O'} s + 01 

Las dos primeras sumatorias pueden juntarse en una sola sumatoria cuyo 
índice comineza en k = 1 y los elementos nuevos en esta sumatoria resultante 
se cancelan con los términos correspondientes si en el resto de los términos 
de la Ec. (4.75) las sumatorias sobre el índice k inician también desde k =l. 
Así esta ecuación puede ser reescrita como 

x(s) = /3 L B(if) E -D.k'l/J~(if) L .Pk(-=::) [ªE {.Po+ G.P1}] 
{a'} k=l s + k {ó''} ·l/J0 (a ) ah {ü'} 

-n,13¿ B(a) E -n1e.P1e(éi') L .P1c(if') [ªE {G.Pi}] 
{O'} le=l (s + f21c)(s + f21 - iwo) {8'} .Po(if') ah {O''} 

[ 
f21 ] ~ _ ~ .Pk(if) ~ 'l/J1e(if') [ªE ] +n,13 1 - (s + n - iw ) L- B(a) L.- (s + n ) L.- 'l/J (if') ah {G.Pi} 
1 o {O'} le=l le {ó''} o {O''} 

ao1 [ 01 ] ~ - 'l/11 (éi') -G oh 1 - ( n . ) L.JB(a)--,....-. (4.76) 
s + i - zwo {a} s + ><1 

Esta expresión final para la susceptibilidad puede ser simplificada y darnos 
mayor claridad acerca del significado físico de cada término usando notación 
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de operadores. Recordemos la ecuación de eigenvalor y definamos 

Lo[1Pk(a)] 

(s ~Lo) [,,Pk(O')] 

-nk..pk(a), 

(s: nk) '1/Jk(a), (4.77) 

lo cual nos permite escribir el primer término de la Ec. (4.76) así 

~ _ - [ 1 ] ~ _ ~ ..Pk(O'') [ºE ] 
A 1 = /3 ~ B(a)L0 ---- ~ '1/Jk(a) ~ ·'· (B') oh {'!/Jo+ G..P1} · 

{8} s +Lo k=l {8'} "'º {8'} 

(4.78) 
Aquí podemos usar la Ec. (4.5) para escribir la expresión anterior en notación 
simplificada como 

(4.79) 

Siguiendo el procedimiento anterior para cada término de la Ec. (4.76), pode­
mos escribir la susceptibilidad metaestablc como 

(4.80) 

donde 

-0.1/3 L B(O') [.to -
1 t58' 8] [ªE G1/11] {8,8,} (s - L 0 )(s + 0.1 - iw0 ) ' 8h 8 , 

+0.1/3 [1 - + nn1_ . ] E B(a) [-1 ___ ,s8',8] [~f G1/11] 
s 1 zwo {8 ,8 ,} s - Lo i 8 • 

Aa 

-n1 [1 - nn1 . ] ª1;,n1 E B(a) [-
1
---G..P1] . (4.81) 

s + 1 - iwo i {a} s - L 0 a 

Usando el teorema de la transformada de Fourier-Laplace inversa y la 
definición de la función de correlación de la Ec. (4.56) obtenemos (como se 
muestra en el apéndice C ) a la forma final de la susceptibilidad metaestable 
en términos de la función de correlación 

x(s) /3.C. [<B(t)~~) + 0.1 (n(t) :h (E- kTlnni)) 
p~ (p~-p•) 
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0 1 f' dr eiw(t-r) <É(t) ~!) + o(Oi)] . 
Ío (p~-p•J 

(4.82) 

Para obtener el teorema fluctuación-disipación metaestable basta mostrar 
que el segundo y el tercer términos en la Ec. ( 4.82) son pequeños. Debido a 
que B(t) y É(t) son cantidades físicas, permanecen acotadas y dado que 
0 1 << 1, el segundo y tercer términos son despreciables. La principal co­
rrección está dada por el término de orden 8 In 0 1 / 8h. Esto se puede ver 
partiendo de resultados conocidos de teoría de nucleación (10, 69, 70], donde 
n1 es la tasa de nucleación 

01 ~ e-PW, (4.83) 

y W es la barrera de nucleación y está dada por: 

(4.84) 

con d la dimensionalidad espacial y Re el radio de la gota crítica que diverge 
algebraicamente conforme el campo h va a cero 

De ésto se sigue que 

y que 

De donde 
o 8ln01 

1 « ----¡¡¡;-

(4.85) 

(4.86) 

(4.87) 

(4.88) 

cuando h-+ O. Asímismo, es inmediato de las ecuaciones (4.86) y (4.87) que 
el producto: 

o 8ln01 
1---ak-+O (4.89) 

para el mísmo límite h -+ O. De esta manera, el segundo término en Ja 
suceptibilidad metaestable dada por la expresión (4.82), que involucra al 
producto (4.89), es mayor que el resto de los términos de la mísma. Sin 
embargo este término sigue siendo pequeño comparado con el primer término 
de la expresión (4.82) según vemos de la ec. (4.89). Por lo tanto corresponde 
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sólo a la principal corrección de la suceptibilidad metaestable, la cual puede 
quedar como 

x,.,.(s) (4.90) 

La ecuación ( 4.90) expresa el resultado más importante de esta tesis: un 
teorerna fluctuación-disipación para estados rnetaestables. 

4.5 Resumen del capítulo. 

En este capítulo perturbamos la ecuación maestra partiendo de una condición 
inicial metaestable. Usamos la teoría de respuesta lineal para identificar la 
función de respuesta y la susceptibilidad metaestable asociada a un sistema 
Markoviano que cumple las propiedades descritas en este capítulo. La ex­
presión encontrada para la susceptibilidad metaestable tiene una forma sim­
ilar a la del conocido caso de condiciones iniciales de equilibrio, más una 
corrección. Posteriormente usamos la relación de proporcionalidad entre 1/J1 

y -.p0 para evaluar esta corrección, que consta de tres términos, y encontrar 
que una de ellas relacionada con la tasa de nucleación tiene la contribución 
principal. Sin embargo para tiempos t << 1/!:11 los tres términos de correc­
ción pueden despreciarse y entonces tenemos el resultado más importante 
de nuestro modelo que es la existencia de un teorema fluctuación-disipación 
para estados metaestables en sisternas Markovianos. 
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Capítulo 5 

Aplicaciones -- . numer1cas 

En este capítulo calculamos numéricamente, por dos caminos diferentes, la 
susceptibilidad magnética metaestable de un modelo de Ising bidimensional 
en una red cuadrada. Para este fin usaremos, por un lado la definición de sus­
ceptibilidad generalizada de la teoría de respuesta lineal señalada por la Ec. 
(4.34), y por otro lado tomamos la transformada de las correlaciones corres­
pondientes en estado metaestable (teorema fluctuación-disipación metaesta­
ble). El segundo camino se hace con la finalidad de comprobar el resultado 
principal del capítulo anterior dado por la Ec. (4.82) que indica que salvo 
términos de corrección, la susceptibilidad magnética puede obtenerse a partir 
de las correlaciones del sistema en estado metaestable. Éste es un sistema 
sobre el que podemos probar nuestros resultados teóricos del capítulo 4 y 
tiene la ventaja de que puede ser equivalente a otros sistemas tales como 
mezclas binarias o mallas de gas, con la apropiada interpretación. 

5.1 El modelo de Ising bidimensional. 

Usaremos el modelo de Ising bidimensional en red cuadrada. Este sistema 
consta de un conjunto de espines que están situados en los nodos (previa­
mente numerados) de una malla de celdas cuadradas. Los espines son per­
pendiculares a la malla y se acoplan entre sí. Por simplicidad consideramos 
aquí que esta interacción es constante y ocurre sólo entre parejas de primeros 
vecinos J;.J = J. Sobre este sistema actúa un campo magnético externo ho 
constante y paralelo a los espines. La energía E de este sistema es: 
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E(iT) = -JE ª•ªj - ho E a,, (5.1) 
(i,j) i 

donde a = (a1 , a 2 , • • ·, an) es una configuración específica de espines que 
pueden tornar los valores a, = ±1 (en unidades del momento magnético µ). 
Donde J es la interacción constante entre espines a primeros vecinos de la 
malla y es igual para todos los pares. En la Ec. (5.1) se ve como se acopla 
el campo h 0 con los espines de la malla. Se sabe que la temperatura crítica 
de este sistema está dada por la relación kTc = (2.269185)J [63], donde k es 
la constante de Boltzman que nosotros usamos como k = l. 

Para hacer la dinámica de este sistema y estudiar sus propiedades, de­
sarrollamos un programa basado en el método Monte Cario [64] que usa 
la dinámica de Glauber [28], para que un espín escogido al azar cambie de 
signo con cierta probabilidad cada vez. Una unidad de tiempo real, es cuando 
cada espín de la malla, ha sido revisado en promedio una vez y se le llama un 
Tiempo Monte Cario (TMC). Existen muchas referencias donde puede con­
sultarse en detalle el principio del funcionamiento del método Monte Cario en 
sus múltiples variantes, corno son [64, 63]. En la siguiente sección describimos 
brevemente el funcionamiento de nuestro programa. 

5.2 El método Monte Cario en el modelo de 
Ising. 

El método l'vlonte Cario se usa para calcular promedios probabilísticos sin 
usar la distribución de probabilidad con la que los posibles estados del sis­
tema, tanto en equilibrio como fuera de equilibrio, deben ser pesados. Asi­
mismo puede ser usado para simular los procesos de relajación y fenómenos 
de transporte entre muchas otras aplicaciones. Las bases teóricas que sus­
tentan el método l'vlonte Cario, con sus diversas variantes, no son inmediatas 
y existen libros enteros dedicados a justificar su validez [64]. En este trabajo 
ciamos una breve introducción estrictamente relacionada con la aplicación 
que aquí hacemos. 

El procedin1iento y los pasos a seguir en una simulación Monte Cario, 
dependen niucho del sistema que se estudia. Para la generación de ensernbles 
de sistemas de N partículas en una malla, cada partícula es descrita por un 
subíndice i y un conjunto de variables termodinámicas {o;} apropiadas. En 
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el caso de una malla de Ising esta variable es el momento magnético de 
la i-ésima partícula. Un conjunto de coordenadas {ai, a 2 , ••• °'n} es una 
configuración º-r del espacio fase del sistema. En el caso general de sistemas 
de patículas interactuantes, la mecánica estadística del sistema no es trivial. 
Esta interacción es incluida en la expresión para la energía del sistema E(o). 

La evolución del estado del sistema a través del método Monte Cario se 
hace generando una secuencia aleatoria de estados Ci-y a través del espacio de 
configuraciones vía procesos de Markov tal que la distribución de probabili­
dad P(&,, t) corresponde a una distribución estacionaria de interés particular 
Pp(a-r, t) para cierto intervalo de tiempo. Entonces, en este intervalo de tiem­
pos [64, 63], los promedios probabilísticos como los de la Eq. (4.28) pueden 
calcularse por medio de promedios estadísticos: 

(B(t)) ""'B(t) = ;,,. E B(t). 
t=l 

(5.2) 

La deducción de esta ecuación no es obvia y nos desvía de los objetivos de 
esta tesis. 

Para el modelo de lsing bidimensional descrito por la Ec. (5.1), el primer 
paso en nuestro programa es partir siempre de una configuración inicial de 
espines 8(0) = (1, 1, 1, · · ·) en la que todos están alineados en la misma 
dirección (lo cual se hace únicamente para ahorrar tiempo de computo). Este 
sistema está sujeto a un campo externo constante h 0 y puesto en contacto 
con un baño térmico a temperatura T. La interacción con el baño térmico, 
dará la energía necesaria para que nuestro sistema relaje al equilibrio con el 
baño. Dicho de otra manera, después de algún tiempo la mayor parte del 
sistema tendrá sus espines orientados en la misma dirección que el campo h 0 

ya que éstas son las configuraciones de mínima energía libre del sistema [42]. 
La manera de simular la dinámica que permita que nuestro sistema equi­

libre, de acuerdo a las técnicas Monte Cario, es la siguiente: 

l. Se escoge al azar un espín ak de la configuración inicial 8(0). 

2. Se evalúa el cambio AE(ü) en la energía del sistema si este espín cambia 
de signo (ak ~ -uk), el cual está dado por: 
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3. Si Ll.E < O, ésto significa que la energía del sistema disminuye cuando 
el espín uk se voltea a -uk y se acepta el cambio de signo del espín 
uk con probabilidad. P = l. La configuración a es entonces modificada 
en el k-ésimo lugar. Si Ll.E > O, la energía del sistema aumenta y el 
cambio de signo del espín en la posición k se acepta con probabilidad 
dada por el factor de Boltzmann: 

(5.4) 

4. Incrementamos el tiempo en una unidad y repetimos el proceso, desde 
el primer paso, partiendo de la nueva configuración B(l). 

Estos son los cuatro pasos básicos del método Monte Cario del programa 
que usamos. Cuando hemos repetido este proceso un número de veces igual 
al número de espines de la malla, ha transcurrido una unidad de Tiempo 
Monte Cario (TMC). 

5.3 Metaestabilidad en el modelo de Ising. 

Ya que hemos descrito el funcionarniento básico del programa que simula la 
dinámica del Glauber en el modelo de Ising, lo usarnos ahora para ilustrar la 
fenomenología de estados de equilibrio y metaestables en nuestro sistema y 
posteriormente llegaren1os al cálculo de la susceptibilidad magnética corres­
pondiente a cada caso, por dos caminos distintos. 

La receta de Zwanzig [65] para nrndir experimentalmente la respuesta de 
un sistema bajo perturbación, consiste de tres pasos principales. El primer 
paso es, preparar al sisten1a en el estado inicial, después el campo pertur­
bativo externo es prendido y finalmente se mide la respuesta del sistema 
midiendo los cambios en la cantidad física correspondiente que acopla con el 
campo. 

Es posible preparar con nuestro programa muestras tanto de estados 
nletaestables como de equilibrio. Los primeros, se caracterizan por el he­
cho que el sistema tiene una magnetización promedio por espín, con signo 
contrario al ca111po externo que se está aplicando, y se generan escogiendo 
un conjunto de pará1netros apropiados para T, h 0 y J. Éstos determinan la 
duración del estado 111etaestable, ya que la interacción de los espines con el 
campo externo compite con la interacción entre espines vecinos. Los estados 
de equilibrio se obtienen irremediablemente después de un tiempo finito para 
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cualquier conjunto de parámetros. La magnetización promedio de equilibrio 
por espín tiene el mismo signo del campo externo y es aproximadamente cons­
tante, salvo las fluctuaciones debidas a la interacción con el baño térmico. 

Lo anterior se ve resumido en la figura 5.1 en la cual graficamos (como 
función del tiempo), la magnetización por espín de una malla de lsing con 
condiciones periódicas a la frontera para el caso de equilibrio y para el caso 
metaestable. La malla tiene N = 2500 espines acoplados (J = 1) que in­
teractúan con un campo externo de signo negativo h 0 = -0.2. Para el caso 
metaestable (gráfica en color azul), partimos de una configuración inicial con 
todos los espines orientados en sentido contrario al campo externo h 0 y mues­
tra un estado metaestable que vive aproximadamente 3000 TMC, antes de 
decaer al estado de equilibrio (en color rojo). 

Debemos distinguir en la figura 5.1 cuatro zonas principales: la primera, 
corresponde a los primeros TMC que tarda el sistema en alcanzar la mag­
netización del cuasiequilibrio rnetaestable en el primer caso (o del equilibrio 
estable en el segundo caso), y que es relativamente corta (aproximadamente 
10 TMC) comparada con las escalas de tiempo que se observan en la gráfica. 
La segunda zona corresponde al estado rnetaestable donde la magnetización 
positiva (con signo opuesto al campo) ha alcanzado un equilibrio rnetaestable 
que dura de manera confiable aproximadamente 2000 TMC y abarca desde 
los 500 TMC hasta 2500 TMC, donde la magnetización promedio se ha es­
tabilizado. La tercera zona corresponde al escape del estado rnetaestable, 
donde la magnetización cambia de signo rápidamente en un intervalo menor 
a 1500 TMC. Finalmente alcanza el estado de equilibrio (cuarta zona}, donde 
la magnetización es paralela al carnpo h 0 • También puede apreciarse la 
fenomenología descrita por Penrose y Lebowitz [35], resumida en el capítulo 2 
de este trabajo. Sin embargo, en un experimento real el valor macroscópico 
que asociarnos a la cantidad física que medirnos corresponde al promedio 
de las cantidades microscópicas correspondientes sobre todo el sistema. En 
mecánica estadística esto equivale a tornar un promedio sobre un ensemble 
de sistemas preparados en el mismo estado inicial, en nuestro caso, en es­
tado rnetaestable. En otras palabras estarnos interesados en las propiedades 
promedio del sistema cuando todos los elementos del conjunto representativo 
se encuentran con certeza, en la zona 2 de la figura 5.1. 

Entonces la primera y rnás sencilla propiedad estadística de este sistema, 
es el comportamiento promedio de la magnetización sobre un ensemble en es­
tado rnetaestable. En la figura 5.2 mostramos el comportamiento promedio 
sobre un conjunto representativo de 1000 elementos, de la diferencia entre la 
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Figura 5.1: Magnetización en el modelo de lsing para 2500 espines, .J = 1, 
h 0 = -0.2 y T = 1.52. La gráfica en azul, corresponde a la magnetización de 
un estado rnetaestable; la gráfica en rojo, corresponde a la magnetización de 
un estado de equilibrio. Las líneas verticales discontinuas separan los cuatro 
intervalos de tiempo por los que atraviesa el estado metaestable. 

magnetización metaestable como función del tiempo Al.,.eia(t) y la magneti­
zación promedio de equilibrio kleq por espín para el sistema antes descrito. 

Al promediar, se toman en cuenta tanto los decaimientos rápidos como los 
lentos y la gráfica se suaviza. De manera que la principal característica del 
comportamiento promedio de la magnetización del sistema, es el decaimiento 
exponencial del estado rnetaestable al estado de equilibrio, tan mencionado en 
las teorías de nucleación [66]. Este decaimiento de la n1agnetización promedio 
es de la forn1a: 

(5.5) 

donde la "tasa de escape del estado metaestable" para el caso de la gráfica 
5.2 es l/r = 1/2114.552498 y A= 2.518052285. Este comportamiento expo-
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Figura 5.2: Promedio de la magnetización en el modelo de li:1ing sobre un con­
junto representativo ( eftsemble) de 1000 elementos, para una malla de 2500 
espines con h 0 = -0.2, .1 = 1 y T = 1.52 . La línea azul corresponde al caso 
metaestable. La línea roja es el promedio sobre el enseFnble de la diferencia 
Almeta(t)- 11-leq entre la.s magnetizaciones metaestable y de equilibrio, respec­
tivamente, mientras que la línea discontinua en negro es el ajuste exponencial 
por el método de regresión de los datos numéricos, donde se eliminaron los 
primeros 500 datos del transitorio. 

nencial es más claro si el número de elementos del conjunto representativo 
(ensentble) sobre el que se promedia es mayor. Para asegurar en nuestros 
programas que los cálculos para el caso metaestable se hacen exclusivamente 
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en la zona 2, mucho antes de que los elementos del enseTnble han comen­
zado a decaer, tenemos un criterio de no escape que es el siguiente: si el 
valor de la cantidad que medimos, para algún miembro del enseTnble, tiene 
una fluctuación mayor que un décimo del valor absoluto del promedio de la 
magnetización, entonces éste se elimina y ya no es tornado en cuenta en los 
cálculos promedio sobre el ensemble. 

5.4 Modelo de Ising en equilibrio. 

Probaremos ahora nuestros programas numéricos comprobando el teorema 
fluctuación-disipación en el modelo de Ising bidimensional en equilibrio, para 
algunos casos ilustrativos. 

La existencia del teorema fluctuación-disipación garantiza el hecho de que 
podamos obtener algunas cantidades físicas tales como las susceptibilidades 
generales de un sistema, definidas en teoría de respuesta lineal (4.34), a través 
de las fluctuaciones temporales de variables dinámicas asociadas a estos pro­
cesos fuera del equilibrio. Para el sistema que estarnos simulando obten­
dremos la susceptibilidad magnética del mismo vía la definición, Ec. (4.34) 
y posteriormente la compararnos con la transformada de Fourier-Laplace de 
fluctuaciones de la magnetización en equilibrio. 

Primero usaremos nuestros programas para calcular la susceptibilidad 
magnética de ,y= 2500 espines desacoplados, es decir, J =O. Este sistema 
puede resolverse analíticamente usando la autocorrelación de la magneti­
zación en equilibrio o siguiendo el camino del teorema fluctuación-disipación 
y por lo tanto tenemos la predicción teórica exacta con la cuaÍ comparar. 

Dadas dos funciones A{O'(t)} = A(O'; t) y B{O'(t)} = B(O'; t) de las co­
ordenadas O' del espacio fase de un sistema, la correlación temporal entre 
ambas funciones se define a través de la fórmula: 

C(r) = (A(O)B(r)) = / dO'A(O'; O)B(O'; r)p(O'), (5.6) 

donde p(O') es la función de distribución de equilibrio del espacio fase del 
sistema. Cuando B = A la Ec. (5.6) se llama la autocorrelación de la 
función A(O'; t) 

En la gráfica de la figura 5.3 se ve la autocorrelación de las fluctuaciones 
de la magnetización en equilibrio del sistema de espines desacoplados (J =O) 
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Figura 5.3: Promedio de la autocorrelación de la magnetización en equilibrio 
de N=2500 espines desacoplados sujetos a un campo con h 0 = 0.1, a tempe­
ratura T = 1.52. La línea punteada en rojo es el cálculo numérico, la línea 
continua en negro corresponde a la fórmula analítica. 

en un campo ha= 0.1 

C(r) = (<.M(O) - li°I)(M(r) - li°I}), (5.7) 

En esta expresión Al es la n1agnetizació11 promedio por espín en equilibrio y 
1'-/(0), ..ti/(r), son la 1nagnetización por espín en dos instantes cualesquiera, 
separados por un intervalo de tiempo T. Se usó una malla periódica de 
50 x 50 espines, es decir, 2500 espines en total. La línea continua en negro 
corresponde a la fórrnula teórica obtenida analíticamente en el ápendice D, 

con 

T-ESI~~_.::;~--; i 

F'ALL' 'A. ·'f'IE ·.; : .. : :.:"·"":-, 1 
~-.t'1------' __ u_~_:. __ _ .. - • 1 

C(r) = [l - tanh2 (,8h0 ))e-ar, 

1 
,8= kT 

(5.8) 
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a = 1 + e- 2 fJho = 1.87 (5.9) 

La línea punteada en rojo corresponde al cálculo numérico. Ambos coinciden 
muy bien y muestran un comportamiento exponencial de la función C(r). La 
desviación para 'T ~ 3 son errores de precisión en el cálculo. 

El cálculo anterior sirve para obtener la susceptibilidad magnética del 
sistema de acuerdo al teorema fluctuación-disipación. Si tomamos la trans­
formada de Fourier-Laplace [71, 72, 73] de dC(r)/dr tenemos 

( ) /3 
{ 00 dC(r) -iwTd 

X w = - Ío ---¡¡:¡--- e 'T (5.10) 

haciendo la integración por partes tenernos, 

(5.11) 

usando la propiedad de las funciones de correlación de nuestros sistemas 
[74, 75], las cuales se anulan en infinito, es decir: 

lim C(r) --> O 
T---+OO 

(5.12) 

la ecuación .(5.11) queda, 

x(w) = /3C(O) - iw/3 /.,
00 

C(r)e-iWTd'T (5.13) 

Aplicando lo anterior a los datos numéricos mostrados en la figura 5.3, tene­
mos la susceptibilidad magnética (que es una función compleja) correspon­
diente al sistema: 

Re[x(w)] 

Im[x(w)] 

/3(1 - tanh2 (/3h0 ))(1 - w2 ) 

a2+w2 

/3(1 - tanh2 (,Bh0 ) )aw 
a2+w2 (5.14) 

En la figura 5.4 se muestra tanto la parte real corno la parte imaginaria de la 
susceptibilidad magnética x(w) obtenida analíticamente (línea continua en 
negro). La línea punteada en rojo corresponde a la relación (5.11) aplicada a 
los datos numéricos de las correlaciones de la figura5.3 y los rombos en azul 
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Figura 5.4: Susceptibilidad l\<lagnética en unidades arbitrarias para el caso 
de N = 2500 espines desacoplados en equilibrio con h 0 = 0.1 a tempera­
tura T = 1.52. Como es usual, la parte real es la cantidad positiva mien­
tras que la parte imaginaria es la cantidad negativa. La línea negra es la 
solución analítica dada por la ecuación (5.14). La línea roja corresponde 
al cálculo numérico usando el TFD y los diamantes azules corresponden al 
cálculo numérico usando método perturbativo. 

corresponden a la susceptibilidad numérica obtenida usando la definición de 
la teoría de respuesta lineal (4.40), usando un campo externo perturbativo, 
con la forn1a: 

AF(t) = Ahcos(wt) (5.15) 

La gráfica de la figura 5.4 es sólo un ejercicio numenco para confirmar 
la validez del teorema fluctuación-disipación en equilibrio así como una veri­
ficación del buen funcionamiento de nuestros programas. Podemos ver que 
la susceptibilidad niagnética calculada con su definición (4.40), corresponde 
muy bien con la obtenida indirectamente usando las correlaciones en equi-
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librio. Sin enlbargo el t.eorema fluctuación-disipación nos provee de una he­
rranlienta nn1y potente. En la figura 5.4 se aprecia que el cálculo por este 
can1ino es más preciso y tiene nmchos más puntos en la gráfica (1000), los 
cuales fueron obt.enidos conlo un pronledio sobre un conjunto representativo 
de 100 elernentos en equilibrio, mientras que el cálculo numérico usando per­
turbaciones, sólo rnuest.ra 10 datos que son el resultado de un promedio sobre 
un en.<;en1ble de 10 elernentos preparados en equilibrio y posteriorn1ente per­
turbados. El tiernpo de córnputo por anlbos caminos fue aproximadamente el 
n1isrno (5 horas) y el grado de precisión de los datos notoriamente diferente. 
Est.e hecho es la razón principal por la en la gran mayoría de trabajos rela­
cionados al tenia, las susceptibilidades se obtienen indirectamente usando el 
teoren1a fluctuación-disipación y no directamente a través de la definición. 

o 5 10 
-r (TMC) 

Figura 5.5: Autocorrelación de las fluctuaciones de la rnagnetización para 
un sistema con N = 10000 espines acoplados en equilibrio con h 0 = O a 
ternperatura T = 1.52. 
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Figura 5.6: Suscept.ihilidad ~lagnét.ica nurnérica en unidades arbitrarias para 
el caso de N = 10000 espines acoplados en equilibrio con h 0 =O a ternpera­
tura T = 1.52. Como en la figura 5.4 la cantidad positiva es la parte real de 
la suscept.ibilidad y la cantidad negativa corresponde a la parte irnaginaria de 
la n1isrna. La línea roja se obtiene a través del teorerna fluctuación disipación 
y los diarnantes azules correponden al rnétodo perturbativo. 

El ejernplo anterior es el caso rnás sirnple que se puede encontrar y por lo 
rnisrno no es general, así que ahora usarernos nuestros progran1as para obtener 
nurnéricarnentc la susceptibilidad rnagnética de equilibrio para el rnodelo de 
Ising en casos rnás generales, por los dos rnétodos ya descritos. El segundo 
ejernplo es un sistema ferromagnético de N=lOOOO espines en equilibrio en 
ausencia de carnpo rnagnético externo (ho = O) a una ternperatura n1enor 
que Te· Los resultados se muestrar1 en las gráficas de las figuras:5.5 y 5.6, 
las correlaciones correspondientes y la susceptibilidad rnagnética respectiva­
rnent.e. Podernos not.ar que el decairniento de las correlaciones es rnás lento 
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Figura 5. 7: Autocorrelación de las fluctuaciones de la rnagnetización para 
N = 10000 espines acoplados, J = 1; en equilibrio con hu = 0.1 a ternpera­
tura T = 1.52 

en este caso, debido a que ahora los espines sí están acoplados y el can1bio de 
sibrr10 de cada espín no es cornpletarnent.e azaroso corno en el caso anterior. 
La gráfica de las correlaciones de la rnagnetización rnuestra una "joroba" al­
rrededor de T ~ 10, donde el cálculo nurnérico ya no es tan preciso. Este 
efecto t.arnbién lo observarnos en la figura 5. 7. Asirnisrno, la susceptibilidad 
rnagnét.ica es un orden de rnagnitud rnás pequeña que en el caso J = O. 

Finahnente, estudiarnos un sist.erna de N=lOOOO espines acoplados con 
J = 1, en un carnpo h 0 =O. l. La gráfica de la autocorrelación de las fluctua­
ciones de la rnagnet.ización C(r) se rnuestra en la figura 5.7 y se puede ver 
que tarnbién exhibe un cornport.arnient.o exponencial ya conocido, n1ientras 
que la susceptibilidad rnagnét.ica se rnuestra en la figura 5.8. Nuevan1ente el 
cálculo indirecto se hizo a partir de un conjunto representativo de 100 ele­
rnentos en equilibrio y el rnétodo directo uso un prornedio sobre 10 elen1entos 
del enserTtble perturbados. 
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CAPÍTULO 5. APLICACIONES NUMÉRICAS 
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Figura 5.8: Suscept.ibilidad i.Vlagnética en unidades arbitrarias para el caso 
de N = 10000 espines en e<¡uilihrio con h 0 = 0.1 a ternperatura T = 1.52. 
Una vez rnás, los diarnantes azules son el c;ilculo usando el n1étodo de TRL 
y la línea punteada en rojo corresponde a la tranforrnación de la autoco­
rrelación de la rnagnet.ización rnet.aest.ahle. La parte real e irnaginaria de la 
susc:ept.ihilidad corresponden a los valores positivos y negativos de la gráfica 
respect.ivarnent.e. 

Hernos cornprohado exhaust.ivarnente nuestros progran1as y presentarnos 
aquí sólo al¡,,rtu1os ejernplos de ello. Ahora pasaren1os al caso que verdadera­
ruente nos interesa que es cornprohar la existencia de un teorema ftuctuación­
disipación rnet.aestable, lo cual harernos en la siguiente sección. 
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o 10 20 .JO 
T (TMC) 

Figura 5.9: Autocorrelación de la magnetización para el caso de N = 10000 
espines con hu = -0.1 a ternperat.ura T = 1.52 en estado n1etaestable. 

5.5 Modelo de lsing metaestable. 

Ahora nos concentrarernos en la obtención de la susceptibilidad n1agnética 
del rnodelo de lsing partiendo de una condición inicial rnetaestable. Debe­
rnos notar que para generar estados rnetaestables, es necesario que exista 
la cornpetencia entre el parárnetro de acoplan1iento J y el carnpo externo 
hu. Estos deben ser elegidos apropiadarnente para que el estado n1etaestable 
prornedio d111·e el t.iernpo suficiente para que podarnos obtener nuestros resul­
tados nurnéricos nmcho t.iernpo antes de que este estado decaiga al equilibrio 
absoluto del sisterna. 

Para lo anterior, se escogieron a prueba y error el conjunto de parárnetros 
ho = -0.1, J = 1 y T = 1.52, los cuales generan un estado metaestable que 
dura en promedio 150,000 Ti\-IC. Nosot.ros restrin¡,,rirnos nuest.ros cálculos a 
un décirno de este tiernpo de duración y aplicarnos la prueba de elirninar al 
elernento del conjunto representativo que cornience a decaer al equilibrio. 

Tornadas la..., precauciones anteriores, obtuvirnos la autocorrelación de la 
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Figura 5.10: Susceptibilidad .Magnética metaestable en unidades arbitrarias 
para N = 10000 espines con h 0 = -0.l a ternperatura T = 1.52. Al igual que 
en las figuras anteriores la parte positiva de la gráfica corresponde a la parte 
real de la susceptibilidad magnética y la parte negativa a la parte compleja 
de la nlisn1a cantidad. Los diamantes en a:t:ul y la línea en rojo representan 
los n1ísn1os casos que· en las figuras 5.6 y 5.8. 

magneti:t:ación y la susceptibilidad correspondiente para el sistema en estado 
metaestable que se muestran en las figuras:5.9 y 5.10 respectivamente. 

La figura 5.9 es interesante ya que muestra un comportamiento no ex­
ponencial, a diferencia del caso de las correlaciones del mismo sisterna en 
equilibrio fig: 5. 7. Por ésto hay una clara diferencia entre las correlaciones 
del sistema en equilibrio y el rnetaestable, lo cual no era obvio. También, no-
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tamos que este estado metaestable, distingue las correlaciones por un tiempo 
del doble que el caso de equilibrio. Una vez más, las correlaciones a tiempos 
r > 20, ya no son confiables. 

Finalmente, la gráfica: 5.10 confirma que existe un teorema fluctuación­
disipación para estados metaestables en el régimen de tiempos cortos com­
parados con los tiempos de relajación del sistema. El acuerdo entre el cálculo 
numérico de las susceptibilidades vía perturbaciones y a través de las corre­
laciones lo muestran claramente. También es importante notar que la sus­
ceptibilidad metaestable de la figura 5.10 es mayor que la correspondiente 
susceptibilidad de equilibrio de la figura 5.8. 

5.6 Resumen del capítulo. 

En este capítulo explicamos brevemente el funcionamiento básico de los pro­
gramas computacionales que usamos para simular la dinámica de una malla 
de Ising bidimensional de espines, descrita por la Ec. (5.1). Describimos 
también el método lVIonte Cario aplicado a este sistema. Para verificar el 
buen funcionamiento de estos programas, hicimos la comprobación del teo­
ren1a fluctuación-disipación del sistema en equilibrio para el caso de espines 
desacoplados (J =O), el cual puede ser comparado con expresiones analíticas 
conocidas y obtuvimos resultados muy satisfactorios. Posteriormente, ex­
plotamos nuestros programas para verificar numéricamente, en nuestro sis­
ten1a en equilibrio, el mismo teorema para distintos conjuntos de parámetros 
J, h y T. El camino que seguimos fue obtener, por un lado, la susceptibilidad 
magnética a través de las variaciones de la magnetización debidas a un campo 
perturbador de frecuencia v (definición (4.34)). Por otro lado obtuvimos la 
transforrnada de Fourier-Laplace de la autocorrelación de las fluctuaciones 
de la n1agnetización en equilibrio para los mismos conjuntos de parámetros 
e hicimos las con1paraciones correspondientes de estos dos caminos en varias 
gráficas que mostramos. Finalmente usarnos los programas para generar un 
estado metaestable de muy larga duración (150,000 TMC), del cual obtuvi­
mos la susceptibilidad magnética de forma similar al caso de equilibrio. Así, 
obtuvimos la gráfica final de este capítulo que confirma los cálculos teóricos 
del capítulo 4.12 acerca de la existencia de un teorema fluctuación-disipación 
para sistemas Markovianos en estado metaestable. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Basados en una definición formal de un estado metaestable para el caso de 
sistemas Markovianos, como la superposición del estado base 1/>o{a'} más el 
primer excitado 1/>1 {O'} del operador maestro Lo y sus respectivas propiedades, 
se mostró la validez de un teorema fluctuación-disipación para tiempos más 
cortos que el tiempo de nucleación del sistema. Este resultado es muy in­
teresante, pues indica nuevamente el carácter de cuasiequilibrio del estado 
metaestable en cierto rango de tiempos. 

Los tres términos de corrección que aparecen en el teorema ftuctuación­
disipación metaestable son consecuencia de que en la definición de estado 
metaestable dada por la Ec. {4.9) aparece el primer estado excitado de L 0 • 

Evaluamos también, el tamaño de estas correcciones y encontramos que el 
principal término de corrección está relacionado con la tasa de nucleación y 
su variación con el parámetro de perturbación. 

La expresión matemática de susceptibilidad generalizada metaestable que 
encontramos fué obtenida a partir de la proporcionalidad entre el eigenestado 
base {de equilibrio) y el primer eigenestado excitado del operador maestro. 

En el capítulo 5 estudiamos numéricamente un sistema bidimensional 
de espines (modelo de lsing), con la finalidad de confirmar nuestro resul­
tado principal, es decir, la existencia de un teorema fluctuación-disipación 
para estados metaestables. Nuestros programas numéricos fueron probados 
exhaustivamente con resultados conocidos en el equilibrio y posteriormente 
se obtuvieron resultados para el caso en que se preparan condiciones iniciales 
metaestables. 

Debido a que muchos sistemas tiene una dinámica Markoviana sobre es­
calas de tiempo suficientemente largas, estos resultados tienen un amplio 
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rango de aplicación. Una hipótesis fundamental fué la existencia de un es­
tado excitado aislado del operador maestro cuyo eigenvalor asociado es muy 
cercano a cero. Ésto significa que la nucleación es un proceso físico muy 
lento, condición que es muy frecuente en la practica. 

Las consecuencias de la definición de estado metaestable que usamos en 
este trabajo, van más allá de los resultados que aquí se muestran. Por ejem­
plo, puede verse cómo se modifica la jerarquía BBGKY en equilibrio, debido 
también a los nuevos términos asociados con el primer eigenvector excitado 
de L0 • Pero estos trabajos son objeto de estudios independientes. 

Finalmente, un problema abierto es estudiar estados metaestables en sis­
temas donde no se satiface la condición de balance detallado, la cual de­
sempeñó un papel clave en este trabajo. 
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Apéndice A 

Modelo de dos espines 
acoplados. 

En este apéndice mostrarnos un sistema que tiene las propiedades del modelo 
que desarrollarnos en el capítulo 4. En particular, cumple 

para j 2: 2. (A.l) 

El sistema a que nos referirnos es el modelo de dos espines (ui, o-2 ) con 
acoplamiento J en un campo magnético h 0 , usando dinámica de Glauber. 
La forma de Wa,ü' que usarnos es 

e-f3L>.E(uk)/2 

Wa,a• = 2 cosh(,BAE(uk)/2)' (A.2) 

donde AE(uk), es el cambio en la energía E debido al cambio de signo del 
espín uk. Notemos además que la forma de Wa,ü' que elegimos, respeta la 
forma general (3.8). En este sistema sólo hay cuatro posibles configuraciones 
a'; = (o-1 , o-2 ) o rnicroestados, que se muestran a continuación: 
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i 
o 
1 
2 
3 

CT¡ CT2 

1 1 
1 -1 

-1 1 
-1 -1 
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La matriz asociada a la ecuación maestra correspondiente, cuyos elemen­
tos son las probabilidades de transición por unidad de tiempo Wa,a', de pasar 
de una configuración ai a otra a3 , enumeradas según la tabla anterior, es: 

donde; 

(

-2a, 
a, 
a, 
o, 

{1 - a), 
(a - b- 1), 

o, 
b, 

{1 - a), 
o, 

(a - b - 1), 
b, 

o 
{l - b) 
{1 - b) 

-2{1 - b) 

a 

b 

2cosh{,B(J + ho)) 
e/J(J-ho) 

2 cosh{,B(J - ho)) 

(A.3) 

(A.4) 

Diagonalizando la matriz (A.3) se pueden encontrar los correspondientes 
eigenvalores ni y eigenestados {1/J;}, los cuales son ortogonales respecto al 
producto interno definido en la Ec. {3.21) 

f2o =O; 

f21={-l-a+b); 

f22 = (-1 +a - b); 

.Po=°'º 
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-2; '!/Ja=°'ª 
(

-_1!

1

) (A.5) 

El factor °'• que multiplica a cada eigenestado '1/Ji es un factor de nor­
malización tal que, bajo el producto punto (3.21), se satisface la relación de 
ortonormalidad de la Ec. (3.24). 

Ahora bien, si en el ejemplo anterior, nosotros escogemos el conjunto de 
parámetros, h << 1, J >> 1 y T << 1, tenemos que a-+ O y b-+ 1 de manera 
que los eigenvalores f2 1 -+O y f22 -+ -2, es decir, se separan acercándose a 
los eigenvalores extremos f2 0 y f23 , respectivamente. Esto pone de manifiesto 
la competencia que existe entre el acoplamiento de los espines con el campo 
y el acoplamiento entre ellos mismos. Los valores dados a los parámetros 
son tales que, dado que hay un fuerte acoplamiento entre espines J >> 1 y 
poca energía proporcionada por el baño térmico T << 1, el campo pequeño 
h << 1 tarda mucho tiempo en lograr que un espín se oriente paralelo a él y 
es entonces que se genera un estado metaestable de larga duración, asociado 
con el eigenvalor f2 1 • Lo anterior nos dice que en este ejemplo particular, 
se satisface una de las hipótesis del capítulo 4, que pide la existencia de 
un eigenvalor que, sin ser el de equilibrio, es lo suficientemente pequeño 
para que su eigenvector asociado decaiga muy lentamente. Sin embargo, 
con este modelo no es posible realizar mayores cálculos ya que el número 
de configuraciones que decae al estado metaestable o al de equilibrio no es 
despreciable con respecto al número de configuraciones metaestable y/o de 
equilibrio. 
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Apéndice B 

Modelo de dos matrices 
maestras acopladas. 

En este apéndice mostrarnos la propiedad (4.70), 

E ..Pk(a) 
{iT}m 

E 'l/Jk(a) 
iT\l'{iT}m 

o 

o, para k;::: 2, (B.1) 

a orden cero, que cumplen los eigenestados excitados del operador L 0 y que 
fue usada al final del capítulo 4 para reducir la expresión de la susceptibili­
dad rnetaestable Ec. (4.74) a su forma final Ec. (4.82). Para cumplir nuestro 
objetivo, construiremos a partir de dos matrices maestras M y m, que actúan 
sobre espacios independientes A y B respetivamente, una nueva matriz maes­
tra µ 0 de bloques cuyo estado base está doblemente degenerado. Los estados 
excitados de Af y m no son norrnalizables debido a la propiedad (3.24) del 
capítulo 3: 

E<P;(A) o 
A 

E<:;(B) o para j;::: 1, (B.2) 
B 

donde q,3 , (; son estados excitados de la matriz maestra correspondiente (!vI 
ó m respectivamente). Mientras que los estados excitados de la matriz µ 0 

serán combinaciones lineales de éstos últimos y por lo tanto, cada uno de 
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ellos tiene Ja propiedad Ec. (4.70} al sumar sobre el subespacio A o B según 
corresponda en Jugar de a,,,. o a,,,. </; {a,,,}. Posteriormente, perturbamos esta 
matriz para romper la degeneración del estado base con lo cual generamos 
un estado metaestable que cumple las hipótesis que hicimos en el capítulo 
4. Finalmente, por teoría de pertubación degenerada se puede ver que Jos 
estados excitados se acoplan poco, por lo que estas correcciones las hemos 
despreciado en nuestro modelo ya que al introducirlas en la fórmula para la 
susceptibilidad metaestable, se vuelven de segundo orden. 

Sean M y rn dos matrices que caracterizan a ecuaciones maestras y por 
lo tanto tienen todas las propiedades que estudiamos en el capítulo 2. Estas 
matrices satisfacen ecuaciones de eigenvalor 

(Z E A) 
(Z E B}, (B.3} 

respectivamente y suponemos que Aj =f. -y; para i, j ;::: l. Cada matriz actúa 
sobre espacios independientes A y B. Como mencionamos al principio, am­
bas matrices cumplen en particular las propiedades de matrices maestras 
Ec. (3.15} y existe entonces una solución de equilibrio para cada una de 
ellas: 

Ñf</>o 
rn(o 

.>..o</>o ; 
'Yo(o ; 

.>..o= O 
'Yo= O. (B.4} 

Asimismo, cada conjunto de eigenvectores { </>i} y { (j} cumplen las propiedades 
(3.24). Esto significa, para Jos estados excitados (j ;::: 1}: 

E<t>j(A) =o 
A 

E(j(B) =o. (B.5} 
B 

Note que en el primer caso Ja suma es sobre el espacio fase accesible A del 
sistema representado por Ja matriz llf y en el segundo caso Ja suma es sobre 
B que es el espacio fase accesible correspondiente a Ja matriz rn. 

Ahora construimos, a partir de Jo anterior, una nueva matriz maestra por 
bloques como sigue: 
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La ecuación de eigenvalor que satisface µ 0 es: 

(B.7) 

y el correspondiente estado base asociado con a 0 = O está doblemente dege­
nerado. Es decir, existe una familia de posibles estados base p't, y p 0 que son 
ortogonales bajo el producto interno (3.21) definido sobre el espacio accesible 
total A+ By que son combinación lineal de los estados base <Po y ( 0 : 

Po ( 
T/tPo ) 

(1 - r¡)(o 

Po vr¡(l - r¡) ( -(~º ) . (B.8) 

Con r¡ un parámetro por determinar. Asimismo dado que ninguno de los 
eigenvalores de los estados excitados de la matriz µ 0 está degenerado, los 
eigenestados Pk, para k ~ 2 están dados por 

si 
(B.9) 

si 

Estos estados cumplen: 

LPó=l 
A+B 

LPñ=º (B.10) 
A+B 

y 

LPk=O para k ~ 2. (B.11) 
A+B 

Esto último se cumple debido a la propiedad de la Ec. (B.5) y, usando Ja 
Ec. (B.9) se tiene 

LPk =LPk =O, para 
A B 

k ~ 2. (B.12) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



82APÉNDICE B. MODELO DE DOS MATRICES MAESTRAS ACOPLADAS. 

Por otra parte podemos expresar pg en términos de pg como 

( G+TJ<l>o ) 
C_(l - r¡)(o 

(B.13) 

donde C+ =~y C_ =-~son las constantes de proporcionalidad 

entre pg y pg en los subespacios A y B respectivamente. Esto es una analogía 
con la relación de proporcionalidad entre el estado de equilibrio '!/Jo y el primer 
estado excitado '!/J 1 cuyas constante de proporcionalidad son G+ = G y e_ = 
-1/G en las zonas de equilibrio y metaestable respectivamente. En este caso 

G=~· 
Ya que hemos analizado con cuidado las propiedades de los eigenestados 

de la matriz ¡~0 , suponemos ahora que la matriz maestra asociada a uno de 
nuestros sistemas puede ser expresada como 

(B.14) 

Los ele1nentos V;,j son tales que la matriz µ sigue siendo una matriz 
maestra. Según la teoría de perturbaciones las eigenfunciones de esta matriz, 
a primer orden, est¿ín dadas por 

~ Vik 'l/Jk = Pk + € L.J ' PI· 
'""k °'k - O/¡ 

(B.15) 

Debido a este resultado y usando la propiedad de la Ec. (B.16) Se tiene que 

E'l/Jk = E'l/Jk = o+o<">· para k ~ 2. (B.16) 
A B 

Debido a lo anterior, la propiedad dada por la Ec. ( 4. 70) se cumple a orden 
cero en €. Las contribuciónes de orden mayor no son tomadas en cuenta pues 
al introducirlas en la fórmula de la susceptibilidad metaestable se multiplican 
por un factor del orden (ü 1 << 1), el cual las convierte en correcciones aún 
más pequeñas. 
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Apéndice C 

Reducción de la susceptibilidad 
metaestable. 

Aquí deduciremos la Ec. (4.82) a partir de la Ecs. (4.80) y (4.81) usando 
(C.2) y (4.56). 

Tornaremos la transformada inversa de Fourier-Laplace de x(s) para ex­
presar la susceptibilidad en térrninos de funciones de correlación. La trans­
formada de A 1 es inmediata: 

(C.1) 

Identificarnos [ L 0 eL0 'óa• ,a J con p(8', t'ja, t) ya que Lo es un operador diferen­

cial en el tiempo (ver Ec. (3.13)) y obtenernos el primer término del lado 
derecho de la Ec. (4.82). Aquí p"' = 1/Jo + G'1/li indica que pron1ediarnos con 
un estado rnetaestable. 

Por otra parte, para obtener la transformada de los térrninos restantes 
usamos el teorema de la convolución de Fourier-Laplace: 

c-1 [f(s)g(s)] = 1' drG(r)F(t - r), 

aplicado al producto que aparece en estos términos, nos lleva a: 

c-1 [ _ l ] = ¡t dreLoT e-(01-iwo)(t-T) 

(s - Lo)(s - iw0 + f2 1 ) Jo 
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lo que da, 

A2(s) = -f'l.1/3C { L B(iJ)Lo 1' dre-(01-iwo)(t-r) 

{ó',ó''} o 

Aa(s) = /3f'l.1C { L B(iJ) { [eLº'óa',a] - !11 1' dre-C01 -iwo)(t-r) [eLº.,.Óa',a]} 
{ii,ó''} 

X[~! Gt/l1LJ, 
A 4 (s) = -f'l.1C { aJnf'l.i L B(a') { (é0 'Gt/J1] 

8h {ii,ii'} ó'' 

-!11 1' dre-(01-iwo)(t-r) [ eLº.,.Gt/J1] ii'}} • (C.4) 

Haciendo un análisis de A 2 similar al que se hizo con A 1 obtenernos el tercer 
término de la Ec. ( 4.82) pero ahora promediando con Gt/l1 . Puesto que esta 
función de peso no es una probabilidad, la interpretaremos en términos de la 
diferencia entre la distribución rnetaestable y la de equilibrio 

(C.5) 

Finalmente los términos A 3 y A 4 se agrupan para dar el segundo término 
de la Ec. (4.82) quedando solamente términos de orden o(!li). 
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Apéndice D 

Sistema de N espines 
desacoplados 

En este apéndice obtenemos, usando la dinámica de Glauber, la función 
de autocorrelación de la magnetización, correspondiente a un sistema en 
equilibrio de N espínes desacoplados sujetos a un campo magnético constante 
ho. 

Dado el sistema de N espínes desacoplados, los cuales estan sujetos a 
un campo magnético h 0 y cuyos valores pueden ser <Y; =! 1, la función de 
autocorrelación de la magnetización se obtiene usando la fórmula (4.56) 

N N 

(M(t)M(t + t'))p = LP(a, t) ¿<Y; LP(a', t + t'¡a, t) L<Yj, (D.l) 
{a} i=t {a'} J=• 

donde hemos sustituído a B(B') por la magnetización del sistema M(B') = 
Ef=• aj y ':,';. = JVI(B) = E~1 <Y;, ya que la energía de un sistema de espínes 
desacoplados, según el modelo de Ising, está dada por E = -h E~1 a;. 

Introdujimos ahora la dinámica de Glauber donde w;(a) es la probabilidad 
por unidad de tiempo de que el i-ésimo espín se voltee de B; a -a; mientras el 
resto de los espines permanecen rnornentaneamente fijos, con lo cual podernos 
reescribir la ecuación maestra (3.1) como 
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dp(<71, • • •, <7N, t) 
dt 

[ ~ w;(a;)] p(a1, · · ·, O"N, t) 

+ L w;(-<J;)p(o-1, • • ·, -CT;, • • ·, O"N, t), (D.2) 

a su vez, ésta puede reducirse a 

dp(<71, • • •, O"N, t) ~ ~ ( ') ( / ) 
dt = - L.,., ai L.,., Wi ui p u1, · · ·, ui, · · ·, O"N, t , 

i O"~ 

(D.3) 

con u: =::!: <J;. Esta última expresión de la ecuación maestra nos servirá para 
evaluar por partes la autocorrelación de la magnetización. 

Comenzamos por evaluar la expresión para el valor promedio del j-ésirno 
espín 

<(ji<~+ t')> = Ep<a', t + t'1a. t)aj, (D.4) 
{8'} 

que aparece en Eq. (D.l) cuya condición incial al tiempo t, por construcción, 
es (<7j(t)) = <Jj. Si tornamos la derivada temporal de la Eq. (D.4) tenernos 
que 

d(<Ji<t'» 2~ , < '> e-· '> 2< '< '> ¡ '< '>J> dt' = - L...- <JjWj O"j p CT , t = - <Jj t Wj O"j t , 
ü' 

(D.5) 

aquí hemos simplificado la notación usando a''= a 1 , ···,u:,···, ªN· 
Elegirnos ahora una forma explícita de las probabilidades de transición 

por unidad de tiempo Wj(<7j) que simule apropiadamente, mediante dos 
parámetros °' y ')', la competencia que hay entre el acoplamiento de cada 
espín con el campo externo y la interacción entre espines vecinos 

(D.6) 

Los valores de estos parámetros se ajustan al cálculo numérico usando el 
mismo critério del capítulo 5, esto es 
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e~E(u~) 

1 

para AE(<Jj) > O 

para AE(aj) < O . 
(D.7) 
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En nuestro caso el cambio en la energía de este sistema cuando el j-ésimo 
espín se voltea es 

(D.8) 

de manera que 

(D.9) 

Este par de ecuaciones simultáneas con dos incógnitas pueden resolverse 
inmediatamente, encontrando que 

°' = 1 + e-2/Jho 

-y= tanh{/3ho). (D.10) 

Con esta información podemos retomar la Eq. (D.5) y sustituír Wj(aj) 
por su forma explícita (D.6) y así obtenemos 

d(a~~t')) = -o[(aj(t')) - -y], (D.11) 

la cual al ser integrada, tomando en cuenta la condición inicial antes men-
cionada,da 

(aj (t')) = -y+ [aj - -y]e0 «•'>. (D.12) 

Hasta aquí hemos obtenido el valor promedio del j-ésimo espín como función 
del tiempo dada una condición inicial particular. Podemos ahora retomar 
la expresión completa para la autocorrelación de la magnetización Eq. {D.l) 
y sustituír los resultados de la Eq. (D.12). Con lo anterior reducimos la 
Eq. (D.l) a 

(M(t)M(t + t'))P = L(a;aj)pe-"''' + -y(a;)p[l - e-at']. 
i,j 

(D.13) 

Finalmente, recordemos que el subíndice p es una distribución arbitraria 
de probabilidad que en este caso es la distribución de probabilidad de equi­
librio o distribución de Boltzman p = Ze/JE(a) ya que nos interesa obtener la 
autocorrelación en equilibrio. Con esto se puede mostrar que 
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tanh(,Bh0 ) 

tanh2 (.Bho). (D.14) 

Usando lo anterior y el hecho que o} = 1 obtenemos la expresión para la 
autocorrelación de la magnetización 

(M(t)M(t + t'))P = N 2 tanh2 (,Bh0 ) + Ne-0 •'¡1 - tanh2 (,Bh0 )]. (D.15) 

Por último, el cálculo de esta autocorrelación supone en general que el 
valor promedio de la magnetización en equilibrio es cero. En este caso no 
tomamos inicialmente esta precaución, y el valor de equilibrio de la magne­
tización es (M}p = N tanh(,Bh0 ). El hecho de que esta magnetización en 
equilibrio no sea cero da como consecuencia que debemos restar a la última 
expresión Eq. (D.15), el cuadrado de la magnetización en equilibrio por lo 
que el primer término de ésta se cancela. Asimismo el factor N se puede 
eliminar de la misma expresión para así obtener la autocorrelación de la 
magnetización por espín, con lo cual obtenemos la Eq. {5.8) 
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(NI(t)M(t + t')}P = [1 - tanh2 {,Bh0 )]e-a•'. (D.16) 
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'\Ve show that an appropriately defined fluctuation-dissipation theorem. connecting generalized 
susceptibilities and time corrclation functions. is valid for times shorter than the nucleation time of 
the mctastable state of Markovian systems satisfying detailed balance. This is done by assuming that 
such systems can be dcscribed by a supcrposition of the ground and fi.rst cxcited states of the master 
equation. We corroborate our results numerically for the metastabJe states of a two-dimensionaJ lsing 
model. 

001: 10.1 t03/PhysRevLetL90.13S701 

There have becn many efforts to extend the concepts 
and methods used to describe systems in equilibrium to 
systems which are not in cquilibrium but are either 
stationary or evolve very slowly (1.2]. A particular class 
of .. slowly evolving" out of equilibrium systems are 
those which are in a metastable state and, due to their 
ubiquity. their characterization is of special interesL 
Usually it is thought that the macroscopic properties 
of a metastable system can be treated as if it were in 
equilibriunt. In particular. even relations such as the 
fluctuation-dissipation theorem (FDT) [3-5] are gener­
ally assumed to be valid for systems in a metastable state. 
However, metastable systems are actually far from equi­
librium and there is no reason to expect the validity of 
this theorcm for such systems .. evcn if their evolution is 
very slow. Indeed, the FDTdoes not apply to systems such 
as finite-range spin glasses. dornain growth processes. 
structural glasses, and others (see Ref. [6] and references 
therein). In this Letter we use a dynamical approach to 
show why it is justified to apply results from equilibrium 
to rnetastable states for the case of Markovian stochastic 
dynamics, and we derive the FDT for these systems from 
the microscopic dynamics. 

Since the phenomenology of metastable states has been 
assumed to be similar to thal of equilibrium systems, 
most of the efforts have focused on understanding the 
mechanisms by which a system decays from the meta­
stable state to equilibrium by nucleation processes (grow­
ing of a second phase) [7-11]. However, a theory for the 
description of metastable states per se is still lacking [12]. 
This is partly because the phenomenon of metastability is 
a relative and rather complicated concept [13]. Penrose 
and Lebowitz [11] made a detailed characterization of the 
principal properties observed in the behavior of systems 
in a metastable state, which can be summarized as fol­
lows: In a metastable state, a system behaves similarly to 
a hypothetical pure thermodynamic phase, although the 
intensive parameters have values such that the equili­
brium state would consist of a different phase or a coex-

135701-1 0031-9007 / 03/90(13)/135701(4)$20.00 

PACS numbers: 64.60.My. 0!5.4G-a 

istence of different phases. When the system is isolated, 
the metastable state remains for a very long time. The 
response to small and slow perturbations leads to small 
and reversible changes in the systems. For large or rapid 
changes, the system may escape irreversibly from the 
metastable state. Beyond qualitative characterizations. 
there is not a clear and general definition of metastability 
[14]. In this work we use a definition of a metastable 
state similar to that introduced by Davies [15.16] 
for Markovian systems satisfying detailed balance, in 
terms of the eigenvectors of the corresponding time in­
dependent master equation [17]. Using this definition and 
the Kubo formalism for linear response theory (3-5], we 
obtain a metastable fluctuation-dissipation theorem valid 
for times short compared with the nucleation time of the 
systern. 

In the following we limit ourselves to the dynamics of 
Marlcovian systems with a finite (possible large) number 
of states. Those can be described by a master equation to 
which we associate an operator L 0 , 

/>(r) = LoP(t). (1) 

IC the system is characterized by a set of discrete random 
variables ü, then P(r) is a vector of components p(ü, r) 
which corrcspond to the probability that the system is in 
the state specified by ü at time t. When Eq. (l) is solved 
by separation of variables, we obtain the time independ­
ent master equation 

(2) 

where O¡ and 1/1¡ are the eigenvalues and eigenvectors of 
L 0 • respectively. Because of conservation of probability 
there exists a stationary solution r/10 (ü) associated to the 
eigenvalue 0 0 = 0, namely, r/lo(Ü) = pe(ü). Here pe is 
the Boltzmann probability distribution of the system in 
the equilibrium state, which we assume to be tbe only 
stationary solution of the master equation. lf detailed 
balance holds then L 0 is self-adjoint with respect to the 
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following interna! product, 

R(iT)Q(iT) 
(R. Q) = ~ t/lo(ü) ' (3) 

with R and Q two arbitrary functions with finite 
norm [18]. For R = .Po and Q = .P;. Eq. (3) implies 
~a- ,Pj(ú) = 8 0.;. i.e .• ,P0 (ü) is normalized and .¡,1,..0 (0-) 
sum to zero. 

We assume now that it is possible to choose the param­
eters of the system in such a way that one of the eigen­
values off. O• Jabeled by - fl ¡, corresponds to a de ca y that 
is much slower than the observational times. This is O < 
n 1 <t:: 1 4::: n J• for j ;:;,,, 2. in appropriate units. ~his as­
sumption meaos that we neglect the case of hav1ng sev­
era! different metastable states. The extension to finitely 
many metastable states is straightforward, but not the one 
to systems with a divergent number of metastable states 
(glasses, spin glasses, etc.). 

Let us now prepare the system in any configuration iT'. 
Since the set of cigenfunctions is complete (as follows 
from the self-adjointness of l 0 ), we can represent the 
corresponding probability distribution as 

- ~ ,P¡(ü').P;(Ü) 
lia-,ü' = .Po(u) + ¿_ "' e-') . (4) 

J-1 o u 

and hence, for 1/02 <t:: t <t:: 1/01• one gets a nearly 
stationary state (which essentially does not vary in time 
for r « 1/0 1), 

(5) 

where G(ü') = .¡,1 (ü')/ ,P0 (ü'). That the right-hand side 
(r.h.s) of Eq. (5) is a probability distribution follows from 
the norm and positivity preserving properties of exp(l. 0 t). 
When G(ü') « 1, the state given by Eq. (5) is the equi­
librium state. since the second term in the r.h.s is negli­
gible. On the other hand, when G(ü') :»- 1 the state is 
sharply localized in a zone of configurations {iT}m (here­
after. the metastable zone) and very small outside this 
zone. Then. this quasistatic probability distribution 
represents the metastable state. Notice that in this 
situation G is independent of ü' since any configuration 
prepared within the metastable zone is expected, on phys­
ical grounds. to evolve into the same intermediate 
metastable state pm(ü). The case G(iT') - l. leads to 
configurations which have comparable probabilities of 
evolving into either the equilibrium or metastable state. 
We assume that this set of "saddle points" is negligible 
compared to thc sets of both, equilibrium and metastable 
configurations. 

Now consider a system which can be prepared in a 
metastablc initial state described by 

G :»- l. (6) 

As pm(ü) is negligible outside the metastable zone. we 
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for ü E {ü}..,, 
for Ó" E {ó-}.,, 

(7) 

with G :»- l. The last equation coincides with the defini­
tion of the metastable state given by Davies [IS, 16]. where 
the reader can find greater detaiL 

Using the definition of G and tbe fact that it is constant 
within the metastable zone one gets .P1(Ü) = G.Po(Ü) for 
ü e {ü}..,. On the other hand, using_ that p"'(iT) = ~out­
side the metastable zone. we get .P1(u) = -1/G.Pu(u) for 
ü ~ {ó-}m Thus, the first excited state .P1 (ü). and hen~':'· 
the metastable state, is specified in terms of the equ1h­
brium distribution for (almost) ali configurations of the 
system since it is locally proportional to the Boltzmann 
distribution in both metastable and nonmetastable zones. 
The proportionality coefficients are given by G and 
-1/G, respectively. 

This simple picture of metastability allows us to go 
beyond the description of the distributions characterizing 
the metastable states. In particular, we now derive a FDT 
through linear response theory for these states. We now 
consider the perturbed master equation. 

P + hP1 = (i. 0 + he1w•L 1 )(P + hP1 ), (8) 

where L 1 is the perturbative term generated by an oscil­
latory externa! field and P is the probability distribution 
in the absence of the perturbing externa! field, whose 
evolution is described by Eq. (1). 

Now, if the system is initially in its metastable state­
described by Eq. (6)-after sorne algebra we obtain the 
following general expression for the changes in the prob­
ability distribution P 1 (iT, t), to first order in h. 

P 1 (ü, t) = h J: eLoCr-t'Jf. 1[.p0 (ü) + G,P1(ü)]eiwr' dt' 

+ h J: eLoC1-1'JL 1G.p¡(Ü)eiwr'(e-n,t' - J)dt'. 

(9) 

This expression is exact for ali times. Since l 1 • .Po. and .P1 
are independent of t', the integrations are triv~al. 
Expanding P 1(iT, t) in the basis of eigenvectors of L 0 • 

the equilibrium case is recovered for t - oo. Por times 
t <t:: 1/0 1, the second integral vanishes and the first in­
tegral yields the total change of the probability distribu­
tion starting from the metastable initial condition. 

We introduce for any p the following notation: 

(B(t))P = ~ B(iT)p(ü, t). (10) 
a-

vve can calculate the cbanges of the average value of any 
physical quantity B(ü) as (B(t))p

1 
where P 1 is taken from 

Eq. (9). 
By taking the corresponding Laplace-Fourier trans­

form of (B(t))p,. we can define (19] tbe metastable sus­
ceptibility of the system as 

135701-2 
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x(s) = ¡: B(ü) ~ ,¡,1(ü>t"1• L(~(~o ~1;:'"' 1 » 
u J 

n 1 c,¡,1, L 10,¡,1 ) } 

- (s + O¡)(s + 0 1 - iw) . 

(11} 

Then, in linear approxirnation, the metastable suscept­
ibility consists of two terms. The first term is similar to 

the equilibrium case, but this time the initial condition is 
the probability distribution of the metastable state. The 
second is a mcmory term corrcsponding to a convolution 
with the externa! field 

We now define .p1(h) as the eigenfunctions of the oper­
ator Lo+ hL 1• Tu first order in h wc bave the following 
relation connecting L 11/11(0) with the dcrivatives of 1/11 (h} 
with respect to h: 

(12} 

We substitute Eq. (12} in the scalar products of Eq. ( 11} and use the appropriate proportionality between 1/11 (ü) and 
,¡,0 (ü). We then split the sum over ü in a sum over the stable zone and one over the metastable zone [see Eq. (7}], noting 
that if the system has a metastable state as defined above, then the highcr excited states satisfy ~"- l/l¡(Üm~ = 
~ül!!<{ü ¡ ,¡,1(ü) =O, for j 2:: 2. This must be the case as ~á-E{ü.l P(iT. t} = 1 for times shorter than the nucleatmn 
time 1701 • 

We now define E(ü) as the energy of the system appearing in the Boltzmann distribution and intr0duce, for each 
probability distribution p(ü. t), the following dynamical correlation 

( B(t} !! ) p = ~ ª~C:) p(ü. t) ~ B(ü')p(ü'. t'lü. t), (13} 

where p(ü'. t'lü. t) is the conditional probability that the configuration ü' occurs at time t' given that it was in Ü at time 
t. After several pages of algebra one then gets for the metastable susceptibility 

x(s) = ,B.L:[ (n<r> !!),,. +o,A.( B(r) aªh (E - kTlno 1>)+0 1 J: d..-e 1"'<1-•>4( il(r) !!)+o(01)} (14) 

where J3 = l/kT and A.(A) = (A)p• - (A)p .. 
To obtain the metastable fluctuation-dissipation theo­

rem it is enough to show that the second and third terms 
in Eq. (14) vanish as the coexistence curve is approached 
(first arder correction in 0 1 ). Since B(t) and B(t) remain 
bound, the terms related to them are negligible because 
01 <(e:; l. lndeed, the principal corrcction is given by the 
term of the order of a ln0 1 / iJh. Since 0 1 is the nucleation 
rate [ 10], it is given roughly by cxp(-,BW) where W is the 
nucleation barrier. Usually W is roughly R~- 1 • where Re is 
the critica! droplet radius and diverges algebraically as 
thc supersaturation h 0 goes to zero. Here the total strength 
of the externa! field is given by the fixed initial field h 0 
plus the perturbation h (h0 in the Ising model is the 
externa) magnetic field). From this it follows that 
an,/ah also diverges algebraically in h. whereas o, 
goes to zero as a stretched exponentiaL Thus we have 
established the central result of this work, a ftuctuation­
dissipation theorem for the metastable states. 

In order to check the FDT for metastable states, we will 
show that the susceptibility obtained by perturbing the 
mctastable state of a two-dimensional Ising model with a 
magnetic field of fixed frequency agrees with that ob­
tained by taking the Fourier-Laplace transform of the 
correlations of the ftuctuations in the metastable state, 
given by the first term in the r.h.s. of Eq. (14). Our 
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programs where proved check.ing the well known FDT 
in equilibrium (see Fig. 1). Wc obtained the autocorrela­
tion of the magnetization by a Monte Cario simulation for 
a two-dimensional Ising modcl evolving by Glauber dy­
namics (17] on a square lattice with periodic boundary 
conditions. The set of externa! parameters (temperature 
T. coupling J, and static magnetic field ho) was chosen to 
give long-lived metastable states ( - l~ Monte Cario 
time steps per spin) when starting with ali spins opposite 
to the magnetic field As suggcsted in Refs. [20,21], we 
used T = J TcJ, where Te is thc critica) temperature and J 
is the coupling betwcen nearcst neighbor spins. The ex­
terna! magnetic field h 0 was cbosen by triaL For all 
calculations we allowed the system to evolve until a 
long-lived statc opposite to the field was reached Then 
we computed the average of the fluctuations of thc mag­
netization with respect to the metastablc equilibrium 
value, over a set of 100 realizations. 

In Fig. 1 we show the rnagnetic susceptibilities as a 
function of the frequency. The open squares correspond 
to the classical magnetic susceptibility for the equili­
brium state. obtained by the definition of linear response 
theory. The crosses correspond to the same quantity 
for the metastable state. Both quantities were averaged 
ovcr ten rcalizations. The dashcd lines correspond to the 
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FIG. 1. Magnetic susceptibility for a two-dimensional lsing 
model with 104 spins; tcmperature T - 1.52, external magnetic 
field h 0 - 0.1, and coupling J - l. As usual, the real part is the 
positive quantity and the imaginary part is the negative quan­
tity. The crosses correspond to the metastable computation by 
the perturbative method and thc open squares to the corre­
sponding equilibrium computation. The salid lines and the 
dashed Jines were obtained by transforming the mctastable 
and equilibrium autocorrelations of the magnetization. The 
inset shows the autocorrelation of the magnetization. The solid 
lines and the dashed lines correspond to the metastable and 
equilibrium correlations, respectively. 

equilibrium magnclic susceplibility computed using 
Laplace-Fourier transformation of the corresponding 
autocorrelations (per spin) of lhe magnetization given 
in 1he insel (dashed line). Finally, the solid lines corre­
spond to lhe magnelic susceplibility oblained by trans­
forming the appropriale aulocorrelalion function in 
the metastable state (conlinuous line in the inset). 
We find lhe same good leve) of agreement for the equili­
briurn and metastable cases. lt is interesting to observe 
that the behavior of the correlations is very different in 
both cases. 

In summary, by using a formal definition of a meta­
stable s1a1e for the case of Markovian systems with a 
finite number of states we have shown that the FDT 
indeed holds for times shorler than the nucleation time. 
We also evaluated the size of the Ieading corrections. 
Since rnany systems have Markovian dynamics on suffi­
ciently long time scales, this result has quite a broad range 
of applicability. A crucial hypothesis was the existence of 
one single low-lying excited state of the operator L 0 • This 
meaos lhal nucleation is the slowest physical process, a 
condi1ion often satisfied in practice. Delailed calculations 
and numerical simulations will be given elsewhere [22). 
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