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Introduccién

- En muchas de las dreas de investigacién del conocimiento humano nos en-
contramos con fenémenos repetitivos o cfclicos que dependen de cierta condicién
o condiciones que llamamos pardmetros y que, al cambiar algunos de ellos se
tiene una forma distinta del fenémeno estudiado. Este comportamiento puede
ser modelado matemdticamente mediante el andlisis de los sistemas dindmicos,
es por eso la importancia de estudiar la teorfa de sistemas dindmicos.

Los sistemas dindmicos que nos interesan son aquellos que presentan oscila-
ciones autosostenidas (osciladores auténomos) siendo estos comunes en la natu-
raleza, en economfa y ciencias sociales. Entre estos encontramos los que tienden
asintéticamente a algin tipo de equilibrio, los que presentan oscilaciones (os-
cilaciones llamadas por Baltazar. van der Pol de relajacién) y los mds o menos
impredecibles, entre los que se encuentran los llamados sistemas caéticos.

La modelacién de las dindmicas oscilatorias ha sido un reto desde los inicios
del desarrollo del cdlculo diferencial y el andlisis matemdtico, por la gama de
comportamientos que se observan en estos sisternas, que es muy grande. Esta es
la razén por la que, para muchos sistemas importantes, todavfa no sea posible
tener modelos cientificamente satisfactorios ya que mucha de la modelacién que
se ha estudiado ocurre en escenarios muy simplificados ~modelos lineales, por
ejemplo—, o su aplicabilidad esta restringida a casos muy especiales.

En la modelacién de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos proble-
mas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas,
y por el otro determinar lo que sucede cuando estos sistemas son sometidos a
perturbaciones o estimulaciones (forzamientos). Por ejemplo, si un sistema os-
cilatorio recibe un estimulo periédico, resulta de interés determinar condiciones
para que la respuesta del sistema esté sincronizada con el estimulo. Desde el

\ punto de vista del anslisis matema4tico, los problemas que se presentan son com-
plicados, pues los modelos que son satisfactorios para las a.phcacxones suelen ser
no lineales y de dimensién mayor que uno.

Los mapeos de disparo sobre el circulo surgen naturalmente en el forzamiento
de osciladores periédicos. Suponemos ‘que el perfodo del forzamiento es igual a.
uno y que el oscilador forzado tiene algunos eventos identificables o disparos.
Cada uno de los tiempos de disparo pueden ser asociados con una fase del
forzamiento del oscilador. Si el tiempo de cada disparo es dependiente solo del
tiempo del disparo inmediato (i.e. t; = f(ti—1)), entonces f es un mapeo del
circulo.

El estudio de los mapeos de disparo sobre. el circulo se deben a Vladimir
Igorevich Arnold, ¢l introduce la familia de mapeos Fj 4(z) = =+ a+ bsen{27z)
mdédulo uno, definida sobre el cfrculo unitario. EEn el primer capitulo presentamos
un modelo de la "neurona mecdnica"el cual tiene como mapeo de disparo a la
familia de Arnold. Esta familia exhibe biestabilidad, es decir para ciertos valores
de los pardmetros a y b si se perturban las condiciones iniciales, el sistema
puede saltar de una forma de sincronizacién a otra, conocer a priori el grado
mdximo de multiestabilidad en general es un problema abierto, todavia no se
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conocen - condiciones para resolver el problema totalmente, pero-para mapeos
de la cfrcunferencia que cumplan que su levantamiento real sea analitico si cs
posible conocer a priori el grado maximo de multiestabilidad.

Asf, en el presente trabajo estudiaremos las condiciones para conocer la cota
méxima del mimero de multiestabilidad para familias de mapeos de la cfrcun-

ferencia. Para csto, se presenta en el capftulo 2 las principales herramientas

teéricas para estudiar la dindmica de los mapeo en la circunferencia en si mis-
ma, en el capftulo 3 presentamos conceptos bésicos de la dindmica holomorfa que
se basan principalmente en los trabajos de Pierre Fatou, Gaston Julia y Benoit
Mandelbrot, tales como el conjunto de Fatou, Julia y Mandelbrot y algunas de
sus propiedades b4sicas.

En el capftulo 4 exponemos las condiciones mfnimas para poder calcular la
cota méxima de multiestabilidad para ello usamos el teorema.de Fatou-Julia
(74) que dice que, dado un mapeo f, entonces la‘cuenca de atracc16n inmediata
de cualquier punto fijo atractor £ de I* contiene al:menos:un punto critico.

Por lo tanto el nimero de puntos criticos es una. cota 'méxima al’ numero de

~multiestabilidad en la familia. E :

Esto quiere decir que en la familia compleja Fah YR (z i (donde a.1, ,am €
C son pardmetros de la familia y z € C) existen ‘valores de _pardmetros en
los que coexisten condiciones iniciales que tienen como cota maxima de mul-
tiestabilidad al mimero de puntos singulares de la familia. Con ésta informa-
cién podemos determinar si la familia mapeos en la circunferencia f,, ... a,. (%)
(donde aj, ...,am € R son pardmetros de la familia y £ € S!) existen valores de
los pardmetros en los que coexisten condiciones iniciales que tienen como cota
médxima de multiestabilidad al niimero de puntos singulares de la familia.

En la seccién (4.4.1) calcularemos que el nimero de puntos singulares es dos
para la familia real de Arnold y mediante el diagrama de lenguas de Arnold
se vera que el grado de multiestabilidad es dos en la circunferencia, ver figura
(26), asi también que la familia complejificada tiene multiestabilidad igual a

dos, ver figura (30). También exhibiremos un mapeo tetraestable en la seccién 3

(4.4.2) proveniente de la familia F,pc(z) = z + a + bsen(2nzx) + csen(dnz).

Usando nuestro programa veremos que el grado de multiestabilidad en el cfculo

tiene como médximo cuatro posibles sincronizaciones simultaneas, si a es 0.5, ver

figura (33) es decir existen valores de pardmetros en los que coexisten condiciones I
iniciales que tienen como cota mdxima de multiestabilidad al nimero de puntos '

singulares de la familia, que en este caso es cuatro. :

Tambien, en este trabajo desarrollaremos paralelamente el programa de cém—
puto Fractal Windows {16], con el cual nos asistiremos para encontrar el grado
de multiestabilidad de una familia de funciones, utilizamos los conceptos teéri-

cos de dindmica holomorfa del capitulo 3. Asf mismo usamos el programa Circle

Windows [15] de una familia real en la circunferencia, desarrollado anterior-

mente pero basado en propiedades de la dindmica real. del capltulo 2 y que
como se verd, ambas informaciones coinciden.

Agradezco a mii director de tesis Dr. Guillermo Sienra Loera por llevar a buen
término este trabajo y de manera especial, la valiosa colaboracién y paciencia
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Sinopsis

En el primer capftulo se discuten conceptos bésicos sobre los oscnladores de .-
mtegracnén y disparo. :
~ En el segundo capftulo definimos las propiedades generales de la dmé.mlca de

los mapeos reales, en especial las secuencias sincronizadas y mapeos del cfrculo:
En el tercer capftulo definimos las propiedades generales de la dindmica de,
los mapeos holomorfos, en especial la de los conjuntos de Julia y Fatou, Juha ok
-lleno, Julia y Mandelbrot. -
En el cuarto capftulo definimos la relacién de la dindmica holomorfa. Y
la dindmica real en especial al buscar el grado méximo de multiestabilidad, -
mostrando como es posible el calcular una cota méxima al nimero de mul i
estabilidad a una familia dada. :
En el quinto capftulo de detallan las herramientas comput‘,acxonales usa :
en este trabajo, en la implementacién del programa que genera los conjuntos de'
Julia y Fatou, Julia lleno, Julia, Mandelbrot y las Lenguas de Arnold.’ L
En los apéndices se detallan las definiciones bdsicas de espacios tépologlcos y S
de an4lisis complejo. También se detallan los algoritmos comput;acxonales usados, :
en el desarrollo del programa Fractal Windows.




1. Osciladores de Integracion y Disparo

Los sistemas dindmicos que presentan oscilaciones autosostenidas (osciladores
auténomos) son comunes en la naturaleza, en economfa y ciencias sociales. Entre
estos encontramos los que tienden asintéticamente a algin tipo de equilibrio,
los que presentan oscilaciones y los méds o menos impredecibles, entre los que se
encuentran los llamados sistemas cadticos. :

La modelacién de las dindmicas oscilatorias ha sido un reto desde los ini-
cios del desarrollo del cilculo diferencial y el andlisis matemdtico,.la gama de’
comportamientos que se observan en estos sistemas es muy grande. Esta es la
razén por la que, para muchos sistemas importantes, todavia no sea posible
tener modelos cientfficamente satisfactorios.

En 1896 Sir Walter Raleigh y més tarde en 1928 var der Pol usaron ecuaciones
diferenciales de segundo orden para estudiar las oscilaciones de sistemas no
lineales. Raleigh estaba interesado en las vibraciones que tienen lugar en algunos
intrumentos musicales como la cuerda de un violin y var der Pol en circuitos
eléctricos con tubos al vacio principalmente y observé que las oscilaciones del
sistema convergen a un ciclo lfmite que es de tipo senoidal para alguna gama de
pardmetros y para otras se aproxima por ondas cuadradas, a esto van der Pol
llamé oscilaciones de relajacion.

Un ejemplo de oscilaciones de relajacién es el latido cardiaco: es conocido que .
cada contraccién del ventriculo es desatada por un impulso nervioso generado
en el nodo senoatrial que primero produce la contraccién de la auricula . van der
Pol y van der Mark propusieron un circuito eléctrico {(compuesto de una pareja
de osciladores de relajacién) como un modelo cualitativo del modelo cardiaco.

Una conexién entre las células nerviosas y las ecuaciones de van der Pol
fue descubierto independientemente por Richard FitzHugh en 1961. FitzHugh
sugirié una variante de la ecuacién de van der Pol como una simplificacién
del exitoso modelo de respuesta del nervio del axén desarollado por Alan Lioyd
Hodgkin y Andrew Fielding Huxley en 1952 quienes por este trabajo obtuvieron
el premio Nobel de Medicina y Fisiologfa en 1963, abriendo un horizonte de
investigacién que sigue vigente en la actualidad.

En la modelacién de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos proble—
mas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas,
y por el otro determinar lo que sucede cuando estos sistemas son sometidos a .
perturbaciones o estimulaciones (forzamientos). Por ejemplo, si un sistema os-
cilatorio recibe un estimulo periddico, resulta de interés determinar condiciones
para que la respuesta del sistema esté sincronizada con el estimulo.

Mucha de la modelacién hecha ocurre en escenarios muy simplificados -
modelos lmeales, por cjemplo—, o su aphcablhdad estd restrmgxda a casos muy

especiales.
1.1. Neuronas de Integracién y Disparo

Una aplicacién importante de las ecuaciones diferenciales se puede encontrar: - -
en los fendmenos neuroeléctricos. Particularmente, las ecuaciones diferenciales’



“'son interesantes en cl estudio de la dindmica de neuronas, vistas como unidades

individuales del sistema nervioso. Las neuronas, como bien se sabe, son res-

ponsables de la transmisién del impulso nervioso; fenémeno que ongma toda u

actividad animal, de tipo motora o de tipo intelectual.

Se sabe que el impulso nervioso originado en una neurona, es ocasmnado por--

la sefial de excitacién de una o mds células vecinas. Este impulso se puede re-
gistrar mediante aparatos sofisticados. Veamos ahora con mds detalle un modelo
de neurona, tipicamente toda neurona tiene lo que se conoce como un potencial
de reposo de alrededor de —70 milivoltios. También toda neurona tiene un nivel
de excitacién llamado umbral. Si la célula recibe una excitacién suficientemente
grande, la reaccién que se desencadena es un impulso eléctrico de alrededor de
110 milivoltios. En la figura (1), se puede observar un tfpico potencial de accién.

+44

1
| IR

=]

| 2500 W W O O |

]
T irrited

-70

Figura 1: Gréfica de un potencial de accién

Las ecuaciones que modelan las neuronas que presentaremos son llamadas

neuronas marcapasos pues tienen la tendencia a producir periédicamente im-:

pulsos nerviosos (potenciales de accién) que también son conocidas como oscila-
ciones autosostenidas. :

Los modelos de integracién y disparo describen la dindmica de células nervio- .
sas en términos de una variable de estado v(t) que representa la diferencia de’
potencial eléctrico (voltaje) a través de la membrana célular. En este modelo
intervienen una disipacién constante que refleja la diferencia a su valor de reposo.. :
y un estimulo externo I(t) que tipicamente es una corriente aplicada. El ptoceso{; ‘
de excitacién de la membrana se desata cuando a la neurona se le estlmulaj
eléctricamente. Cuando la corriente aplicada eleva el voltaje por encima de-su:
valor umbral, la neurona reacciona disparando un nnpulso nervxoso (potenc1al,'f ‘

de accion).

En ellos no se detalla la dindmica postumbral del potenmal de accxén, en’ ‘

lugar de esto, al llegar al valor umbral (vr), se fuerza la caida subita (a su valor

de reposo (vg)) de la diferencia de potencial: Se puede pensar que una neurona"
estd disparando potenciales de accién perlévd_xcamgute ¥y que tiene un’ umbral'




constante (V). e

Desde el punto de vista del andlisis matemstico, los problemas que se pre- .
‘sentan son complicados, pues los modelos que son satisfactorios para las apllca—ﬂ
ciones, suelen ser no lincales y de dimensién mayor que uno.”

Comunmente, los sistemas que presentan oscilaciones a.utosostemdas se mo-
delan en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales auténomas ‘de la
forma v

T = F(z),

con F : R* — R*. Como los sistemas unidimensionales no son capaces de pre-
‘~sentar oscilaciones auténomas (todas sus soluciones son mondtonas), las oscila-
ciones autosostenidas ocurren en sistemas con al menos dos variables de estado
interactuando (n > 2). :

* En la estructura del modelo, el forzamiento se traduce en una dependencia
. temporal del sistema de ecuaciones dxferencxales De donde un modelo minimal
de oscilador forzado tendré. la. forma

&= ftz),
= g(t,z,y).

La estmctura de los modelos de oscnladores forzados que nos interesan tienen
un grado de complejidad matemdtica menor y son especialmente apropiados
para modelar y analizar los procesos de forzamiento de las llamadas “oscila-
ctones diente de sierra”. Un oscilador de diente de sierra es uno en el que alguna

variable de estado tiene un curso temporal que semeja el perfil de una sierra ver
figura (2).

- 'Figura 2: Oscilaciones de dienté de sierra.

La dindmica de este “oscilador ‘matemédtico” es andloga a la de un sistema
dindmico ffsico en el cual una variable de estado v(t) se. acumula a una tasa
constante I, es decir, v/ = I(v — k) a partir del valor de reposo (vgr) hasta que
un valor umbral (vr) es alcanzado y el sistema se relaja siguiendo un proceso
lineal (en el sentido de que sigue la solucién de una ecuacién diferencial lineal).
De estos sistemas. nos interesa una subclase de.osciladores conocidos como de

integracidn y disparo, en los cuales se considera que el proceso de relajacxén
ocurre casi instantdnecamente ver figura (3).



Flgura3 Curso temporal de un oscilador de in ny “c‘i-isparo;"

1.2. Modelos Geométricos

Debido a su complejidad, los sistemas no lmeales, anto de Hodgkin y Hux-
ley, como de FitzHugh-Nagumo [37], no son adecuados para analizar procesos
complicados como la accién de un estfmulo ext;emo cuya intensidad varfa pe-
riédicamente por la imposibilidad de su tratamiento matemdtico. Es posible
analizar m4s fédcilmente este tipo de procesos mediante oscilaciones de diente de
sierra con procesos de acumulacién y relajacién lineales. El oscilador auténomo
bédsicamente puede representarse como un punto que se mueve entre dos lineas
paralelas, L, Lq, y se refleja de acuerdo a la siguiente regla: el punto deja la
lftnea L, con un dngulo « y se dirije hacia la Ifnea Ls. Una vez que la alcanza, se
refleja con un dngulo B, respecto a Lo, alcanzando nuevamente la linea L, y asf
repetir el proceso ver figura (4.A). Este oscilador serd de integracién y disparo
cuando 8 = 7/2, ver figura (4.B). En analogfa con la dindmica de las membranas
excitables, llamamos umbral y reposo a las lineas Ly y L1, respectivamente.

1cspectwamente ver figura (5).

Nos referiremos a los tiempos en que el punt
como los tiempos de disparo del oscilador;:cor

un tiempo inicial ¢p, la secuencia de t;lempos de contmuas ‘
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donde sn es el txempo, entre tn Y lav1,en el punto alcanza el umbral ver
figura (5) ‘En el caso de mtegracxén 'y disparo con umbral constante (8 = F y

f(t) =k, sxmxlar ala ﬁgura 9)),: tn.,.l estd dado por una férmula explfcnta en
térmmos de tn
‘ : k = g(tn)

. 2
tana : @
En este caso, la condicién de que el proceso de descarga se consxdere ins-

-tantdneo simplifica el estudio del modelo. Llamaremos a este tlpo de procesos
neuronas de 'mtegraczdn y disparo.

lny1 =tn +

'1. La Neurona Mecanica

Emst;en modelos que reproducen comportatmentos de las neuronas blolégxcas
t,ales como:la respuesta “todo o nada”, el umbral de, dxsparos y: el periodo re-
< fractario y en los que,.debido a su sxmphcxdad se. pueden a.nahzar procesos més’
comphcados ‘Uno de estos modelos es la. Neurona Mecdmca o ”sube Y baga.”[14]
-~ [20].

Su funcionamiento es el siguiente: En un extremo de una balanza se coloca

un peso fijo; del otro lado se coloca un recipiente en el cual se estd vertiendo
~agua a un ritmo constante. Cuando cl peso del agua es mayor que el peso fijo
cn ¢l extremo contrario, ¢l brazo de la balanza que contiene el recipiente con el
agua desciende hasta el piso; cl agua sc vacia en un instante, luego, el brazo con
el peso vuelve a bajar y todo el proceso se inicia de nuevo ver figura (6).

11



Duscarga de agua

4

Figura 6: Neurona mecénica.

81 trazamos el volumen de agua ontemdo en el rempxente en funcién del

Figura 7: Disparos de la neurona mecénic

»Se{gljaﬁca’n:t_ive_mpd':jc&ﬁtra’.-éaﬁtidd’d‘dé R
agua. e

indica la figura (8) para hacer que ahora las descargas del reql s
diferentes niveles que posiblemente variardn periédicamente. - '~



= e M

A)

8 e Bl

Figura 8: Neurona mecdnica con umbral de dlspnros varxable A) La neurona ha
alcanzado el umbral de disparos y comienza el proceso de. descarg B) La neurona se
descarga mstant:é.neamente al alcanzar el elevador. La carga que: quede de-la neurona
dependerd de'la altura a la que haya encontrado el elevador C) Comnenza. nuevamente
el proceso de carga - :

Suponlendo que el agua cae a una razén consta.nte m, un ejemplo de gréfica

del volumen de agua en el recxplente contra el tlempo ‘es como la que muestra
la ﬁgura (9) '

iento sinusoidal. .

ico ‘s se le aphca el

ld ver ‘'seccién (2. 4)

13
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todavfa. sean tratables matemétlcamente

Muchas,de las propledades 1mportantes acerca de la dmé.mxca de la famxha
de Arnold :son’ conocxdas y -muchas otras son ain: desconomda.s, para. mayor
mforrnac:lén ver [13] (23], [27], [29), [21], [26]. R SR
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2. Dindmica de los Mapeos Reales

En este capftulo revisaremos las principales herramientas teéricas para estu-
diar la dindmica de los mapeos en la circunferencia. Actualmente los mapeos.en
la circunferencia aparte de tener un interés tedérico, modelan fenémenos que van
de las ecuaciones diferenciales de la mec4nica clésica hasta las ecuaciones dife-
renciales en la econémia matemstica y la biologfa. Donde los sistemas dinémicos
discretos son un fenémeno que cambia. con el tiempo y lo podemos modelar de
alguna forma matems4tica. o

Asf, es de nuestro interés detectar si a largo plazo el mapeo Fa b(m) =
z + a + bsen(2nz) de la familia de Arnold tiende a mostrar algiin tipo de com-
portamiento periédico, por este hecho los mapeos de la cu‘cunferencm son’ de
nuestro interés, para ello requerimos detallar lo siguiente.

2.1. Sistemas Dindamicos Discretos

: Notacxén 1. Denotaremos al conjunto de los nimeros naturales por N =
{1,2,...}, al conjunto de los nimeros enteros por Z = {..., —1,0,1,2,. } ’
“al con_yunto de los nimeros racionales por Q, al con]unto de los n'u.me'rosi :
reales por R, al plano complejo porC y al plano complejo e:z:te'h.d'do pori‘

1 a:)) Sx f es un’ ‘homeomorfismo en-
(f‘l)"(:z:), paraneN.-




Si:en la dcﬁmcnén anterior: se sustltuye el comunl.o de los numeros enteros

“Z,porel de los'naturales N, tenemos 'un sistema. semldmémlco dxscrebo enU de
clase C*.

El mapeo fr U = U dado pordir 7

f(m) = q)l(m)l,‘ z € U (mapeo a Lxempo uno

es un difeomorfismo de clase C" cuyas iteraciones determman 1 sxst:ema. dmé,ml- ,
coen U. Al mapeo f se le llama el mapeo generador del smtem"” dinsmico. Recf— s
procamente, todo f: U — U difeomorfismo de clase C¥,

dindmico de clase Ck en U medxant;e la asignacién:’

siguientes:

pitulo 3 y 4 con

2 2 ‘Comportarmento ‘ Perxédlcos

6 Sea ' € R, al con_']unto O‘*‘ {F*(@)}nz0" lo llama.'remos la.
semidrbita poszt'wa. de x. 'Cuando f es inve zble, podemos deﬁm'r f‘"(:c) ="
(f~1)™(z), ¥ en este caso definimos al’ conjunto Oz:= {f*(x)}n<o como la
semzdrbzta negativa de z. En consecuencia la’ drbzta. de z .serd.la union de
las semzdrbztas positiva y negativa. Es decz'r el conyunto

0 =07U0; = {f“(w)}n>o U"{f"’
DeﬁmcuSn 7 Un punto z que

(m)};_'"<o = {f (a:) }nez

. lo_ﬂllamaremos punto fijo de

, Deﬁmclén 9 Sz la 6rbzta de un punto periddico esté constituida por los n dife-

rentes pu; to:s z, f(2), F2(x), ..., P 1(x), entonces al conjunto de estos n puntos
‘se lc llama 6rbzta periddica de periodo n.

Las 6rb1tas periédicas de perfodo n, son también llamadas n-ciclos. En con-

secuencia: todos los puntos de una érbita periédica de perfodo n son periédicos
de per(odo .

16



Definicién 10 .Un- punta se lc llama. prepemédzco

pcmddzco de pcr{odo n, pcro c:mste m>0: tal ‘que frdt (
para, toda i>m. :

Ds decir, fi(z) es periédico de perfodo n pa.ra 2 “Orl :
periédica de un punto eventualmente periédico de perfodo:n; ests.: constituida
de los n diferentes puntos fi(z), fi*+!(z), fi+%(z), L

2.3. Conjugacién Topolégica

c;i‘iéié h:R — R home-
.y g Son mapeos conjugados
o1 topoldgzca

Definicién 11 Sean f,g: R — R mapeos contz
omorfismo que cumpla goh = ho f, decimos qu
topoldgicos, y a h se le conoce como congu

Proposicién 12 La relacion de conju a

gch ‘tiene las propiedades
szguzentes

se cumple que g™ o h. = l
De esto se SIgue que o

1) Los puntos ﬁJOS del m p_
del mapeo g. ey

2) Las 6rbitas perlédlcas del mapeo f
del mapeo g. o

perid dicas

3) Si zg es atractor para f ent;onces h(zo) es: atractor para g
4) Si 29 es repulsor para f entonces h,(zo) es répulsor para g.
5) Si zp es neutro para f entonces h(2p) es neutro para g.

Por ello se dice que ambos mapeos tienen la misma estructura bajo itera-
ciones.

2.4.: Sistemas Dindamicos en la Circunferencia

- Es de interés dar algunos resultados acerca de los mapeos de la circunferencia.
Msis formalmente:

Definicién 13 -Identificamos a S con el circulo unitario (de radio uno) del
- plano complejo {z | |z| = 1} y definimos la proyeccién candnica de la si-
guiente manera:
m:R— S,
7(z) = 2=,
Los mapeos de la circunferencia f : S* — S, cuyas iteraciones determinan
el sistema dindmico en S!, son representadas mediante mapeos reales de variable

real que reflejen laos propiedades que f tiene en S'. Estos mapeos reales son
llemadas levantamientos.
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" conmute.

Notemos que si F'es un levantamlento de f, la condlcxén 7r o- F =fomw
implica que para toda z, F (z + 1) = F(z) + lc, para alguna constante k e Z La~
constante k es llamada el grado de f. =

Asf tenemos que si F(z -+1) = F(x) + &k entonces
algin mapeo de la circunferencia f: S! — S1

‘es’el levant: mlento de ’

Proposicién 15 Todo levantamiento determ:m u
ferencia y todos los levantamientos contmuos
entre st por una constante entera.

Definicién 16 Un endomorﬁsm'o-ésiuhffﬁdp
la orientacién, a que si
isma 'dlreccusn y lo iteramos, su ima-

n: la ‘misma direccién que el

Entenderemos por un homeomorﬁs‘
tomamos un segmento dirigido con’ la’
gen en cada iteracién, es un segmen
segmento original que se tomé es dec1r

'S} que sea homeomorfismo preserva la
ne que f(z) < f(y), con el orden

Definicién 17 Un mapeo f .31
orientacion si.z,y € Sl conz
naturael de la cz'rcunferencza

ﬁfemncia, continuo, de grado uno,
iente), y F' un levantamiento de f.

(4)

cmnada con ‘la; pérxodlmdad de u sistema, algunas propiedades. bésncas del
numero de r _acnén son enuncxadas en el siguiente teoremas:

Teorema 19 Sea f un ma.peo de S continuo, de grado uno y mondtono cre-
czente y R un “levantamiento de f. Entonces:
i) p( f) es zndependzente del punto z constderado y del levantamiento F
42)-p(f ) es raczonal sty sélo si f tiene puntos periddicos
" 141).5% fx es una familia de mapeos que dependen continuamente del parémetro
‘A, entonces p(f)) depende continuamente de A (mod 1).
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Observacién 20 Si el nimero de rotacidn es irracional, el conjunto lfmite es
- toda la circunferencia y toda drbita generada por el mapeo f es densa en S*.

- Este_tipo de .mapeos computacionalmente no pueden ser tratados, pese a que.
matemdtlicamente si, en este trabajo no trataremos este tipo de mapeos, pero se
pueden consultar su tratamiento detallado en [3].

2.5. Secuencias Sincronizadas y Mapeos del Circulo

- Precisaremos lo ‘que entendemos por un comportamiento sincronizado y c¢é-
mo este concepto puede expresarse en términos de las secuencias de disparo del
oscilador. Por ejemplo la dindmica de la neurona mecédnica periédicamente es-
timulada estd determinada por la sucesién {t,} de tiempos de disparo (descar-
gas). Esta sucesién puede ser rftmica o desordenada y es de nuestro interés
- analizar el comportamiento asintético de. éstas sucesxones y determinar si es -
sincronizado o no [17] y [18]. -

Definicién 21 Una secuencia de tiempos {tn}: estd .;inc'rbnizada con respecto
a un forzamiento de duracién T = 1, con smcromzaczdn (g: p) ,. 81 q Yy p s0n
enteros positivos tales que

tn+q ={, +PVTL2 0.

En este caso se dice que el oscilador tiene sincronizacidn (q :.p). dbﬁde”q" esel -
periodo y p la envolvencia. Si no eristen p,q € N que cumplan est ‘ deﬁmczén :
decimos que la sucesion {t,} no estd sincronizada.

En el caso de osc11adores de 1ntegrac16n y dlsparo con. umbral H onstante y‘

satisfaciendo F(t+T") = F(¢) +T Hamendo un regscala.nuento"deﬁmmos F(:z:) A
ﬂﬂ, que cumple F(z + 1) = F(z) + 1. Por Io’ cual satlsface la .d mcuSn de[ S
ser un'levantamiento de un mapeo del circulo. :

Para osciladores mds complejos;-bajo cxertas‘condxmones es p031ble tambxén,"
" hayar una forma de asociarlos con los mapeos del cfrculo ver [31].

Como un caso particular se-tiene la sucesién de tiempos de dxspa.ro o suces16n1 L

de tiempos en los que se vacia el recipiente de la neurona mecé.mca. seccxén (1 3),i i
a partir de cualquier tiempo inicial estd dada por :

n+1 = tn. + a + bsin (27I'tn)

que generars una sucesiéon de fases~ ara todo n e N para algun valor ﬁJO de 1os :
pardmetros a y b del mapeo: :

Una importante mmphﬁcamén nel anéhsxs resulta al consmletar, en lugar
de la sucesuSn de: tlempos de dxspar“ {tn} (que resultan del levantamiento F),




la sucesién de fases de disparo (que da el mapco del cfrculo f). Esta no contiene
toda la informacién que nos da la sucesién {t,} del levantamiento, pero permite
conocer en qué fases del ciclo del forzamiento ocurren los disparos del sistema.,

La principal informacién que nos da. el mapeco de fases es si el sistema res-
ponde de manera sincronizada o no al forzamiento periddico, ésta informacién
la da el nimero de rotacién, es decir que si p{f) € Q tiene un comportamiento
sincronizado y si.p(f) € R \ Q entonces no se tiene comportamiento sincroniza-
do, para ver la forma de calcular las sincronizaciones y los diversos algoritmos
que pueden ser usados ver [13] y [18].

Observacién 22 Nitese que el mapeo del ctreulo f y el numero de rotacidn
no proporciona informacion de la envolvencia, ésta -solo es proporcionada por el
levantamiento F, siendo ésta una informacion fundamental pa.ra la construcczdn
de las lenguas de Arnold (ver seccidn szguzcnte) ‘ : :
Para ejemplificar sean F(z) =z + 3 y G(z) =z + 3 3 dos leuanta.mzcntos del
mapeo del ctreulo f(a) = a -+ donde f es el mapeo de fases~~ el levanta.mzento» :
F(z) genera la sucesién de disparos tniq = F(t,); e 51
tendrd la sucesion de tiempos de disparos {0, 3 5+1 3.2,.

19 e’
que existe una smc'romzaczén de pertodo 2 y en'uolvencza 1

{0, g, 3, g, 6,. } de donde se desprende que existe una .smcro

2 y envolvencia 3.

dando que F(t) =t+ §, F*(t) = t+ 2n tenemos . - -
2l
lim )

=00 n:e -

Por lo tanto p(f

L lme

y usando G(t) tendna, 05
; lm
n—‘.oob ST

Por lo tantdp(f) .

de donde se tiene que los lzmztes hmn_..oo %—1, m-—(—)- dan informacidén

de la sincronizacién. Ast, el nimero de Totacion olo 'm,forma. del periodo y .
pierde la informacién de la envolvencza‘ :

Definicién 23 Sea f un mapeo de la- czrcunferéhcia, ‘continuo, de grado uno,

que conserva la onentaczdn (mondtono creciente), y F un levantamiento de .f.
El limite

= F"(t)
o(F) = lim T Q
es llamado el 'n.umero de rotacion del levantamiento F, se puede ver que
a(F) no dcpende de t.
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ntamzento de un homeomorfismo del c{rculo f y:
apeo. de’ disparos asociado a F, entonces
)-sincronizada entonces o(F) = 2, ademds se puede escoger

zz) Si a'(F) = ’1 con q y p primos relativos, entonces existe &y tal que la
sucesion ty4q = F(tu) estd (q : p)-sincronizada.

En particular si se tiene que el nimero de rotacién es p(f) = & (con ny
m primos relativos) entonces existe (m : n + km)-sincronizacién de envolvencia
n -+ km y perfodo m donde k = [F(0)).

2.6. Regiones de Sincronizacién en Sisternas con Pardame-
tros

La teorfa del nimero de rotacién iniciada por Poincaré es 1til para determi- . -
nar la existencia de 6rbitas perlédlcas y.por lo tanto resulta ser una herramlenta.
poderosa para. los estudlos de sincronizacién. . :

Si la familia fa que depende de un vector de pardmetros A = {1, Ag; .. )\k}

“consta. de: homeomorﬁsmos de: la c1rcunferenma, podemos deﬁmr las 1enguas de
_Arnold de 1a. mgmcntc manera :

Deﬁrucxén 25 Dado r €: [0 1),'7' ngua:r, que denotamos p Lr,:es el con—
junto de’ p'u.'n.tos Aen el espacz de pardmetros, tales que el 'numer de 'rota.czé'n.,v
P(fA): es zgual an - -

donde es f;\ es: un mapeo;de la. czrcunferencza

Como el numero de rot;acxén depende dnicamente del endomorfismo fy, te-
nemos que éstas regiones (lenguas) del espacio de pardmetros no pueden inter-
sectarse, pues el nimero de rotacién no depende de la condicién inicial.

Si r = & cada levantamiento F de f, tiene distinto tipo de sincronizacién, -
aunque t;ociz de periédo ¢q, la envolvencia la determina el levantamiento y estd -
dada por p = n + q[Fa(0)).

Los comportamientos sincronizados (g : p) del oscilador se corresponden con
la existencia de érbitas periddicas de periodo g y envolvencia p del mapeo de
tiempos de disparo.

Definicién 26 Dada la smcromzaczdn (q:p) definimos la region de sin-
cronzzaczdn (q: p) que denotamos por S, como el conjunto de puntos ),
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*smcronzzaczén (2 1) (3 2),

El problema’ que nos interesa. resolver, es la clasificacién de todas las sin-
cronizaciones del sistema dindmico generado por la familia dé Arnold Fy (donde
A = {a,b} para la familia de Arnold) ante cambios de los pardmetros A, asf,
una regién de sincronizacién es una zonas donde las neuronas pueden producir
sucesiones de disparos con sincronizacién (g : p), es decir, en estas regiones las

neuronas producen q disparos en el tiempo que el estimulo externo realiza p
ciclos.

2.7. Cadélculo de Regiones de Sincronizacién.

La regién donde la familia F de mapeos de la circunferencia es un home-
omorfismo estd definida en términos del nimero de rotacién. Por ejemplo la -
regién donde la familia de Arnold Fy, y(z) = =+ a+bsen (27rz) es un homeomor—
fismo, estd dada por los valores de los pardmetros a € Ry 0 < b < 5 L (vease

(35]), en la figura (10) se muestra el diagrama de. 1enguas de Arnold calculadas
por el programa Circle Windows [15]. ~

Notacién 28 Nétese que en la region0<a <1y 0<b < 5= las lengua.s yla .
regiones de sincronizacion coinciden, por ello llamaremos. zndzstmtamente alas .
regiones de sincronizacion Lenguas de Arnold.

Fuera de la regién donde el mapeo de tlempo‘s‘ es .un- homeomorfismo, el
ndmero de rotacién no estd definido, y extender la: nomén de lenguas de Arnold
se vuelve problemdtico.

Varios autores se han ocupado del problema. de la continuacién de las lenguas
a la regién donde el mapeo de tiempos pierde regularidad, usando la siguiente-
proposicién, Carrillo, Ongay y Guzmén [12] producen un algoritmo para el cél-
culo de las regiones de sincronizacién.

Proposiciéon 29 Un mapeo f de la czrcunferencza S! tiene una drbita atractora

periddica estable de indice (q p) st v sdlo sz'emsten x € S y m, n enteros
posztwos tales que S

F (@) - o g

()
@
®

con I un levantamiento de'f. " -
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Figura 10: Lenguas de la fa
0<a<1lyO0<b<g-.

La condicién (6)"'es~‘ quii{dl‘enté a que exis a'y

@)= f"(=);
lo cual implica que = pertenece a una Srbita: periddica de perfodo ¢.= m — n.
La condicién (7) muestra el nimero de periodos del forzamiento en que las ite-
raciones completaron la érbita y la condicién (8) dice en cudntas iteraciones -
se cerré la Srbita (el perdodo de la 6rbita). El resultado  del teorema (29) es
védlido para calcular el mimero rotacién si a es un difeomorfismo que preserve
orientacién, pero aun si & no es un homeomorfismo, la existencia de las condi-~
ciones de la proposicién nos garantiza la existencia de alguna dérbita de ndice
(g : p). Si no hay sincronizacién, esto es, que la érbita tiene mimero rotacional -

irracional, entonces la drbita serd densa en el circulo o densa en ninguna parte
(113).

. Observacién 30 FEs conveniente trazar diagramas de bifurcaciones donde se
desplieguen estas lenguas de Arnold generalizadas, pero para un oscilador, los
. mapeos de fases de liempo generalmente resultan inaccesibles analiticamente.
Esto dificulta el andlisis de las propiedades de sincronizacion de estos sistemas
y obliga a usar una combinacién de métodos analtticos con simulaciones numéri-
cas para poder hacer una clasificacion cualitativa de los posibles comportamien-
tos dindmicos.

Para la familia de Arnold Fy (z) = £+a+bsen(2nz) las Lenguas de Arnold

estdn definidas en términos del mimero de rotacién y pierden sentido cuando b > -
5= pero se generalizan [12] para el cdlculo de Lenguas de Arnold fuera de la zona
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. de homeomorfismos. Tenemos en la. ﬁgura (11) el dlagrama de smcromzacxones
generalizadas calculada por el programa Circle Windows [15]




~ Figura 11: Lenguas de la familia de Arnold Fy(z) = = + a + bsen(27z) con
0<a<l1y0<b<l1

Los experimentos computacionales y el anslisis que se han hecho [12], hacen
‘pensar que Dadas dos lenguas de Arnold Generalizadas Sy, .p, , Sq,: P2 entonces

a.) Para todo DL, 22 se tiene que Sg:p, N qu m F#.bs es. decxr pueden‘;,:i ;

: ,coexxstxr atractores periédicos de distintas carac
“b) Sean EL # 22 # B3 entonces S NS,

q3 qyi A ,,qz:i) g
miés de dos lenguas generalizadas no se’ mtersec n

~'cos, en el circulo, es un ‘conjunto de Cantof complement;os"

- de un conjunto de Cantor.

En el presente trabajo daremos una demostra.mén en 1a. seccxén (4.4.1) ala
aﬁrmacnén (b). , .




3. Sistemas Dindmicos Holomorfos

En este capftulo revisaremos las principales herramientas teéricas para es-
" tudiar la dindmica de los mapeos holomorfos, el estudio de la dindmica holo-
morfa inicia con los trabajos de Bernhard Riemann, Henri Poincaré, Felix Klein
y muchos otros matemdticos que contribuyeron al estudio de invariantes para
ecuaciones diferenciales y geometrfa diferencial. Esta convivencia crea una drea
comin de las maternéticas, juntando geometrfa hiperbélica, teorfa de grupos y
andlisis, conocidos como grupos Kleinianos. Por otro lado el matemdtico frances
Pierre Fatou [25] y Gaston Julia [28] en los afios 20 del siglo pasado, introducen
la teorfa de la dindmica de mapeos racionales en la esfera obteniendo grandes
resultados basados en este trabajo previo.

Recientemente esta teorfa tomé un gran impulso, principalmente con los tra-
bajos de Adrien Douady, John Hammal Hubbard, Dennis Sullivan, John Milnor,
William P. Thurston, entre otros, que mostraron la completa analogfa de esta
teorfa y la teorfa de los grupos Kleinianos. Desde entonces, ambas teorfas viven
una completa simbiosié eni‘iqueciendose mutuamente.

3.1. El ConJunto de J ulia y de Fatou

A cont;muaclén presentaremos los conceptos bésicos de la dindmica holomér-.
fa tales como’ los conjuntos de I‘atou, de Julia que nos permitirdn caracterizar

Deﬁmmos los siguientes subconjuntos en (C
{0} el pla.no complejo menosr el cero

del punto



Deﬁmcxén 34 Un 7)unta zo ‘es’ ‘un: p'u.'n.to prepemddzco
orbita no es penddzca pe'ro j‘"'H (zo) (20)

rDeﬁmcuSn 35. Sea U C C’ un abzcrto
gran Jrbita de un punto'z bajo s
de todos los puntos 2’ cuyas.érbit
Entonces z y 2’ tienen la misma gra
algunam >0yn2=0.

amado: punto-excepcional bajo"f ‘5t la. o
nito. Y al conjunto de tales puntos
~emcepczona.le3 Yy se denotard por: Ef

Definicién 36 Un punto-z € C
gran orbita GO(z,f ) S Ciesu
serd llamado el conjunto de

Definicién 37 Supdngase que Z0. es un punto fijo de f, entonces zo es
1.- Atractor si 0 < |f'(20)| < 1 :
2.- Superatractor si f'(z) =
3.- Repulsor si |f/(z0)| > 1.
4.- Neutral si|f'(z0)| = 1.

Definicién 38 Supdngase que zg es un punto pemddzco de f de per{odo n, en-
tonces la orbita de zg es: - .

1.- Atractora si 0 < |[(f™) (20)| < 1.

2.- Superatractora si (f™)(zg) =0.

3.- Repulsora si |(f™) (z0)] > 1.

4.~ Neutral si |(f™) (z0)| =1.

Ast al nimero complejo resultante A = (. f") (zo) f’ (zo) of! (zl) f (z,,_l) =
donde z; = f7(zp) serd llamado el multzplzcado'r o ‘el eigenvalor de la 6rbzta‘
periddica. :

Para los siguientes teoremas se tequ1eren1as deﬁmc1ones de fa
(131), y convergencia uniforme (129) los cuales estdn en’ el apéndl
incluimos la definicién de familia equicontinua (128) y el'teore
Ascoli (133) que relacxona a fa.mlhas normales con equlcontmuldad

Teorema 39 Sea f : U — U un mapeo analitico y supéngase que zb es un
punto fijo repulsor para f, entonces la familia de iteradas {f"}32, de f no es
normal en zg. ~

Demostracién. Supéngase que la familia de mapeos {f"}5%, ‘es normal so-
bre alguna vecmdad‘U ‘de’ 'zo Entonces f™(2p) = 2o para toda n, se sigue
que f"(z) no converge a oo en U. Por lo tanto existe alguna subsucesién de
Ay, {re }1_1, que’ converge uniformemente a un mapeo g sobre U, asf
I(f™) (z0)| —|g'(Z0)| por el teorema de convergencia analitica (130), pero
(£ (20)] = [(£)420)] -+t vecen) 1(£) (20)] = IAI™ = 00 ya que [A] > 1 por ser
zZg un punto repul d '«f » pero esto es una contradiccién porque |(f™¢ ) (zo)| —
lg’(z0)]- " ‘

Por lo t;anl'.o la. famlha‘de 1teradas de f no es normal en zg. ®
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Corolarlo 40 Sca f . U — U un mapco anal{tzco Y. supdngasc que

punto periddico rcpulsor""de e “Entonces la famzlw dc zteradas {fr1=
esnormalenzov_‘_ S

S Demostracxén. Como Zg sea un punto perxédlco de per(odo m, deﬁnase g=fm

. entonces 9(20) = f™(20) = 2o para toda k. Aphcando el teorema’ anterior se
tiene que la familia de iteradas de g no es normal en 2zg..
‘Asf, la familia {f™*}%2; de f no es normal en zg, es decir, existe una subsuce-

sién { f'""},‘;"_ de mapeos de la familia {f*}%2, que no converge uniformemente
en vecindades cerradas contenidasen U. .. ..

Por lo tanto la familia de iteradas { f"}ﬂ_i noes normal en'z,. =

Deﬁmcxén 41 Sea U cC un abierto, sea.f : U — U un mapeo holomorfo
no cansta,nte y sea f*: U — U la n" “iterada. Sea zg € U, entonces
tenemos la siguiente. dicotomia: Sz existe alguna. 'ueczndad V de zg tal que la
sucesidn de iteradas {f™} restnngzd an una familia normal, entonces
tenemos que zp-es un punto Teg rmal, y decimos que zp pertenece
_al conjunto Fatou I"( f ) de.. otro ado Sz no c:z:zste tal vecindad, deczmos
que zg pertcnece al cong s

. Observacxén 4: Seaf

; mientras elicon]unto de Fatou F( f)y=
plementano O

Demostracaén Esto es c1erto, por que sipes un- punto de’ acumulacuSn del
~¢onjunto de Julia tal que p ¢ J(f), entonces la familia de 1teradas {f*12,def
seria normal en p. Por lo tanto existe V vecindad de p tal que {f™}52, es normal
en V| pero esto es una contradiccién. Por que al ser p punto de acumulacién del
‘conjunto de Julia J(f), entonces en toda vecindad de p existe al menos un punto
g € J(f), en especial en la vecindad V" existe un punto del conjunto de Julia,

" por ello la familia de iteradas {f"}52,; de f no puede ser normal en V.

Asf, tenemos que todos los puntos de acumulacién pertenecen al conjunto
de Julia, por lo tanto el conjunto de Julia ¢s un conjunto cerrado. m

3.2. Propiedades Importantes de los Conjuntos de Julia y
Fatou

Teorema 44 Sea f un mapeo analttico. Sea zp € J(f) y sea U una vecindad

de zy. Entonces U f"(U ) omite a lo mds un punto en C.




Proposxcxén 45. Dl conjunto de [‘atou F(f) (U \ J(f)) de un mapco holo-
‘morfo f U '— U es totalmente invariante bajo f ‘Estoes si.z. pcrtcnece a F(f),
entonccs la gran 6rb1,ta GO(z, f) estd contcmda en el conjunto de I"a.tou. (.

Demostractén. Basta probar que si 29 € F(f) si y s6lo si f(zo) € F(f).

=] Si 20 € F(f) entonces existe vecindad abierta U de zg tal que la sucesién
de iteradas {f™}°%, restringidas a U formen una familia normal, en particular
en z1 = f(z0) existe vecindad abierta U’ = f(U) de 2 por el teorema del mapeo
abierto (159) tal que la sucesién de iteradas {f™};2., forman una familia normal,
“por lo tanto f(2g) € F(f).

<] Si f(20) = 21 € F(f) entonces existe una vecindad U’ de z; tal que
" la sucesién de iteradas {f"}32, restringidas a U’ forman una familia normal.
Sea f=Y(U") =U lai 1magen inversa de U’, ast zp € U- porque f(zo) e fU)y

F~Y(f(20)) € f~Y(U’) = U, entonces la vecindad U de Zo es.tal que la sucesién -

de iteradas {f "}n_1 rest: i gldas a U forman una fam’l :
tanto zo € F(f) i

0, contradiciendo el hecho de. q" i
‘invariante (proposicién 45).
Por lo tanto el conjunto de Ju a

n'mapeo holomorfo f : U — U es
‘totalmente invariante ba_]o f

k 'Corolarlo 48 Para todo n E N : el

o‘ de Julza J(f™) de la n-ésima ite-
- rada comczde con el conjunto de Julza J ( f) S

Demostracxén Por la proposmxén antenor se sigue que para todo n € N, el
conjunto de J uha J ( f 7“) de: la n-é51ma. 1terada. ‘coincide con el conjunto de Julia

](f) n
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de Julia J(f), entonces J D C {a, b}, por lo tanto J
+=]Como el conjunto U es abierto y J(f) =
.J(f) contiene un conjunto abierto no vacfo. m.
~ Ejemplos de casos en que el conjunto de' Julia J( f)
‘familias de Lattés en honor a Samuel Latteds ver; [32

: '].‘eorema 52 El conjunto de Julia J(f) no puede iamente a mngun _
conjunto cerrado completamente invariante.”. A L

Demostracién. Sea K C J(f) un conjunto propio cerrado completamente in-
variante. Para cualquier z € K, la 6rbita inversa de 2 est4 contenida en el con-
junto de Julia J(f) por su invarianza, proposicién (47) y es densa en ¢l conjunto
de Julia, por el teorema (50), entonces K = J(f). Siendo ura contradiccién ya
que K C J(f) propiamente. =

3.3. Caracterizaciones de los conjuntos de Julia y Fatou

En esta seccién se daran tres caracterizaciones del conjunto de Julia y Fa-
tou, trabajaremos restringiendonos a mapeos f polinomiales, pero las carac-
terizaciones 1 y 3 son validas para mapeos de las clases R, E y P, pero la
caracterizacion 2 solo es valida para mapeos f que son polinomiales. Ya que
para mapeos racionales, el punto al oo no es necesariamente superatractor, ni
siquiera atractor. Para mapeos enteros y meromorficos el punto al co es una
singularidad esencial.

Teorema 53 Caracterizacién 1

El conjunto de Julia J(f) de cualquier mapeo polinomial.f es igual a la
cerradura del conjunto de puntos periddicos repulsores de f.
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Demostracién. 3] Si p es un punto del conjunto de puntos’ pemédlcos repulsores o
de f entonces {f™}5%, no es normal en p por el teorema (40). Esto implica que
el conjunto de puntos periédicos repulsores de f no es normal. Por otro lado,
la- cerradura del conjunto de puntos periédicos repilsores de f no serd normal
ya que todo punto de acurmulacién del conjunto no es normal, como sé vio en
la observacién (43). Por lo tanto cerradura del conjunto de puntos: periédicos
repulsores de f estd contenida en el conjunto de Julia J(f).

C] Dado que hay que probar que todo punto p € J(f) estd contemdo en
la cerradura del conjunto de puntos periédicos. repulsores de f, es decir, dado
un punto p € J(f) debe de existir densamente puntos perlédxcos repulsores de
J(f). Esto requiere de material que est;a. fuera del alcance de este traba_)o, pero
una demostracién estd detallada en [2] : W

Deﬁn1c16n 54 El conjunto’ de Julza otado por K( f), es el :

fijo atractor para f, entonces existe r > 0 tal que | = ]> T ent:onces | 'f "(z) = 00
cuando n — o0. Por esto, los z que cumplen que | 2" |> T.no pertenecen al:
conjunto de Julia J(f), por lo tanto el conjunto de Juha J ( f ) esté contemdo en .
el conjunto de Julia lleno K(f).

D] Si tenemos un punto p cuya 6rbita es acotada pero arbltrarxamente cerca -
a la frontera, entonces para toda vecindad U de p, existen puntos que convergen :
al interior de K (f), asi como puntos que convergen al.punto al infinito, ya que es
un punto fijo atractor para f, y por la caracterizacién uno del conjunto de J ulia,
el punto p pertenece a la cerradura del conjunto de’ puntos ‘periédicos repulsores.
de f. Por lo tanto la frontera del conjunto de Juha. lleno K (f)-estd contenida
en el conjunto de Julia J(f).

Por lo tanto el conjunto de Julia J(f) es: la frontera. del conjunto de Julia
lleno K(f). m ‘ ~ .

Con fundamento en la caracterlzacuin dos, e! posxblek calcular con nuestro
programa Fractal Windows el conJunto de J uha lleno yel conJunto de Julia de -
la siguiente manera: ~ : ,

lleno se calcula tomando una malla de puntos homoge-
neamente espaciados de'l ’gié'ri del plano complejo que se: este visualizando,’
a cada uno de estos puntos, se iteran usando el mapeo f, tomando como valor
inicial de ¢ el valor del punto critico y de z el valor del punto de la malla, hasta
que se cumpla una’de las dos condiciones: :

- El conjunto de Julia lleno
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1) Las iteraciones rchasan una norma preestablecnda, enl.onces se
- visualiza el punto de la malla. de la ventana con color: blanco oy

2) El nimero de 1teracmnes excede un“'umero preestablecxdo, en- -
tonces se v1sua11za el pun Jo

va.lor del punto crﬂnco Y. de 1 \ié‘.ldt" del vértice, hasta que se cumpla una de
las dos’ condlcxones :

1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida.

- 2) El niimero de iteraciones excede un nimero preestablec1do

Si los cuatro vértices estdn en el inciso uno o en el dos, entonces no pertenecenf o

al julia. Si algunos de los cuatro vértices caen en.un inciso y el resto en el otro: .

inciso, entonces el punto de la malla pertenece al COIlJ unto de Juha ya ue esté.n"‘}
en la frontera del Julia lleno. ‘

A continuacién-se enunciara la definicién de caos presen‘ d
Devaney en [36] pag. 48-51, sobre la cual se ‘basa la tercera car:
conjunto de Julia y Fatou. Para ello necesxtamos deﬁmr lo 51gu1ent:

Definicién 56 Un mapeo f : U C C' —vUF es ur’ mapeo transitivo St pa.'ra
todo: conjunto abierto V y W, entonces e.'mste n >0 tal que (V)N W # o 2

Definicién 57 Sea f:UcC— U,un;mq.peo continuo. Decimos que f e:z:hzbe'

dependencia sensitiva sobre condiciones iniciales en U si existe una = -

constante B- > 0 tal que para todo p € U y cualquier vecindad V de p,. e:mste

n>0yy &V tal que
Lf* (@) - )| > B.

Definicién 58 Supdngase U es un conjunto infinito. Elmapeo f : U CC = U
es llamado cadtico sobre U si
i) f exhibe dependencza. sensztwa sobre condiciones iniciales.
it) f es un mapeo topo,lpg;,camente transitivo
zu ) Los puntos pez‘iddi son densos en U.

El 51gu1ente teorema estd demostrado en [6] muestra que solo se requieren los °
puntos (ii) y- (m) de a definicién de caos de Devaney, ya que (i) es consecuencia
de los otros dos, taml 1én' se demuestra en {4] que (i) y (iii) no implica (ii) y (ii)

(m) no 1mphca (i)



- Teorema 60 Caracterizacion 8-
'El con_')unto de Julia asociado a1

tal que fM(U) NV # ¢. Satisfaciendo el inciso u) de l fi én’(58) de mapeo
cadtico.

111) El inciso i) de la definicién (58) de- mapeo caétlco, es consecuencla del
inciso i) y ii) por el teorema (59) demostrado en [6].

Por lo tanto el conjunto de Julia es el conjunto de todos los puntos en los
que f exhibe dependencia sensitiva sobre condiciones iniciales. m

Esta tiltima caracterizacién justifica el sobrenombre de COl’l_]lll’ltO cadtico que
normalmente se le asocia al conjunto de Julia J(f).

3.4. Dindmica en los Conjuntos de Julia y Fatou

Las imagenes de los ejemplos que a continuacién se muestran, se realizaron
usando nuestro programa Fractal Windows- (256 iteraciones médximo y cota de
500 para la norma). Estos valores pueden ajustarse teniendo en cuenta que
un aumento en ellos implica mayor exactitud pero también un mayor costo
computacional.

- En estaseccién analizaremos vanos eJemplos de familias de mapeos lineales y
no lineales. El ejemplo 1 y 2 son el caso lineal, el resto de los ejemplos pertenecen
al caso no lineal. Los ejemplos 3 a'10 pertenecen a la familia polinomial f (c) =

z2 4 ¢, el ejemplo 11 pertenece a una familia racional y los ejemplos 12 y 13
pertenecen a una familia entera. '
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3.4.1, . Caso meal

Ejemplo 1. El caso lineal f (z) = cz; es el m4s sencxllo de ané.hzar, aunque
para ciertos valores de ¢ la dindmica de todas las 6rbitas es densa o todos los
puntos son puntos periédicos. Para todos los” valores de c, el punto z = 0es un
punto fijo de este mapeo. Si ¢ = re?"? los posibles casos son:

i) |e| < 1 el punto z = 0 es un atractor global (todos los puntos del plano
complejo son atraidos hacia él) y z = oo es un punto repulsor en el plano
extendido, pero en los complejos no hay puntos repulsores, por ello el conjunto -
de Julia es vacio y el conjunto de Fatou es el plano complejo mismo.

ii) |c| > 1 el punto z = oo es un atractor: global. El punto z = 0 es el tnico
repulsor y por.ende el tinico punto. del conjunto de: Julia y:el complement;o del
origen es el conjunt:o de Fatou. o ’

ii). |c| =1 el punto z=0es un punto ﬁ_yo eutro temendo dos _opciones:

el é.ngulo 0= arg(z)) Las 6rb1t‘,as en cada circunferencia de radio Izl

‘}pueden ser. perlédlcas (si ¢ es'una n-ésima rafz de la unidad tienen.

B perﬁodo 'n.) y en este caso el conjunto de Julia es vacio y el de Fatou :
es todo el plano complejo mismo. También, sobre cada circunferen- =
cia"de radio |z|, las ¢érbitas pueden ser densas (si el dngulo 6 es

; u'racmnal) y en este caso el conjunto de Fatou es solo el orlgen

En los casos donde exista convergenc1a la convergencm hacxa el atractor es
‘de dos tlpOS p031bles a saber :

‘ a) Si c € R, ésta es a través de rayos que pasan por el orlgen
b) Sic ¢ R, ésta es a tra.vés de espu:ales o :

34



Ejemplo 2. El caso f(z) = :—‘:—j_‘—d donde ad — bc 7é 0 cs. uu mapco ra.mona.l;. S

lamado transformacién de Mbius, donde usarcmos la convcnmén:
f(°°) = %, f(-%) = oo s c 7é 0, micntras f(oo)

Como s fija a z si
y entonces s™(z)

‘éncontramos

y fr(z) = k"z. Claramente f* fija O y oo, y para cuanquxer otro' ;
z € C, tenemos las siguientes p051b111dad : LR

1) Para todo z € C, f*(2) — 0'si |k| < 1. Donde el conjunto de .
Fatou es el plano complejo y el conjunto de Juha es vacio. .

2) Para todo z € C, f™(z) — oo si.}k| >'1:'Donde el conjunto de
Fatou es el plano complejo y el conjunto de Julia es vacio. i

3) Para todo z € C, |f*(2)] = |2] si |k] = 1, podemos tener
alguna de las siguientes opciones: k es una n-ésima raiz de la unidad -
y entonces f™ es la identidad; todos los puntos distintos de 0 son pe-
riédicos de periodo n donde el conjunto de Fatou es el plano complejo
y el conjunto de Julia es vacio.; o £ no es una raiz de la unidad, y
los puntos f™(z) son densos sobre un circulo con centro en el origen
y radio |z|, donde el conjunto de Fatou es el origen y el conjunto de-
Julia es todo el plano complejo menos el origen.



: b) Supéngase que [ tiene exactamente dos puntos ﬁ_]os C 1y C2 dondc" -
¢, # {,. Construimos una transformacién de Mobius g que mape ¢y
al0, y C2 al co. Por cjemplo, podemos t;oma.r ‘

3.4.2. Casono Lineal "

Dentro del conjunto de mapeos-no lineales, la familia polinomial f(z) = 22+c
es una de las que tiene una estructura més simple. A pesar de esto, su dindmica
exhibe gran complejidad y no puede ser.comprendida con una simple descripcién.
Uno de los rasgos sobresalientes de esta familia es la naturaleza fractal que -
exhibe el conjunto de Julia (para ¢ # 0, —2), para mayor informacién ver {8].

‘También la dindmica de esta familia es representa.tiva. de la famila de mapeos.
cuadréticos: Dado un polinomio P(z) = az? + ﬁz +gcon a.# 0, 8, v e C.
Entonces el mapeo P es conjugado al mapeo f = 2% 4 c.(11) para algin c€ C."
De hecho, la conjugacién

H(z)=caz + ﬁ / 2

satisface H o P = f o H, donde
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Ejemplo 3. Sca el mapeo f(z) = 22, este mapeo txene a los puntos 0 e oo‘ "

como puntos fijos superatractores, el conjunto de Julia y Fatou se muesbran en-

la figura (12a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el ‘cual es ‘conexo-

como se muestra en la figura (12b) y en la figura (12c) se muestra. el conjunto
de Julia.

(b)

(©

: Flgura 12 a) Dl vconJunto del‘;’J uha y Fatou, b) el: conjunto de Julia lleno y c) el

' 7‘3”7_ | ‘1 TESIS CON
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to fijo: 0 pertenecxendo al conjunto de Fatou Todos los puntos del conjunt:o
{z]|z| 51} tiener “6tbitas que escapan al oo, los cuales pertenecen también al
- conjunto de-Fatou. La regién’ pertenecxente al conjunto {z | |z| = 1} que es la
o frontera “de junto d ’Julla lleno K(f), pertenece ‘al conjunto‘de Julia J(f)
de Joo :
Record ndo quela dmémlca en el COIIJ unto de Julia de Jf es caotfcay no es tan
fac1l de descrlbxr, nos auxiliaremos de lo siguiente: Sea zg en el cfrculo unitario,
2y = e27i® ‘ahora la estructura de la érbita de zp depende de e, entonces tenemos
> las s1gu1entes posibilidades (para una demostracién de estas ‘propiedades ver [8}):

i) Si & = 0, entonces zp es un punto fijo de f.

ii) Si a = m, entonces la 6rbita de 2o es -1 1 — 1, donde —1 es un punto
preperiddico del punto fijo 1. :

iii) Si « = p/2¥, para cualquler entero‘ posxtwo py k, entonces f*(z) =1y
consecuentemente f "(z) = 1 cuando n>kyl ”érblta consxste de k + 1 puntos

v) Si ¢ es irracional la érbita esmﬁmtay de ‘ v éﬁ.elklt?d?j‘%ﬁﬁbtdes J(f).
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Ejemplo 3. Sea el mapeo f(z) = 2% - 2, para este mapeo la 6rb1ta. de O es’
eventualmente fija, ya que f(0) = 2 es un punto fijo. El conJunt;o “de Julia 'y
Fatou se muestran en la figura (138.), en ella se distingue el con_]unto de Julia
lleno el cual es.conexo como se muestra en la figura (13b) yen la ﬁgura (130)
se muestra el conjunto de Julia.

(a) (b)

©

Fxgura 13: a) EL con_)unto deJ uha y Fa.tou, b) el conjunto de J ulxa lleno yc)el
conjunto de Julla del mapeo f(z) =22 -2

: Apa.rentémente este mapeo es muy diferente del mapeo g(z) = 22, pero estdn:
intimamente relacionados. Consideremos el mapeo H(z) = 241/ definido sobre
el conjunto {z{ |z] = 1}. Este mapea al exterior del disco abierto unitario sobre
el plano complejo, con el disco unitario mapeado 2 a 1 (excepto 1) sobre el
intervalo [—2,2]. De hecho, H toma rayos que pasan por el origen y los manda

39 i

TESIS CON




sobre: ‘arcos de hipérbolas. - : R O
Hesla conjugaci6n Lopolégxca (11) jco & {z|'|z| = 1} de f, donde g
e, orque H(z)2 (H(z))2 -2,

con 16 cual se tiene que Ho g _‘f
Se sigue que, si 2 ¢ [—2,2],7en
punto z € [—2,2] tiene 6rb1ta )
[-2,2] = J(£).
El mapeo H no es del todo'i myec ivo sobre el disco umtarlo Sin embargo, H -
colapsa la dindmica de g sobre el cfrculo unitario sobre [—2 2] de f. Ademss, a
causa de la conjugacién H, la dinémica de f sobre las hlpérbolas en el exterior
de [-2, 2] es precisamente la misma dindmica de g sobre los rayos en el exterior
~ del c(rculo unitario (para una demostracién de estas propxedades ver: [8])

o) —00. Por ot;ro lado cualquier
aJo el mapeo fe Dnt;onces K(f) =
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Ejemplo 4. Sea el mapeo f(z) = 2% — 1 el conjunto de Julla Y Fat;ou se-- -
muestran en la figura (14a), en ella se dlstmgue el conj unto de J ulla*llen ‘el cual”

es conexo como se muestra en la figura (14b) y en la ﬁgura. (14c) e muéstra. el
conjunto de Julia. i

L4
&
’

(a)

(b)

(c)

el conJunto de Julia lleno y-c) el

_ ,f( l) 0,asfel 0y —1
' : mbién f (0) = 0 para todo ¢, y
Y4 e periédo 2 es superatractora.
jo f2 para cada uno de los puntos
U(0) ={z | f*(z) — 0} y la bola
= {z | f2%(z) — —1} estas cuencas de

‘Entonces exxste una cuenca de atraccién
fijos: dada. por; ‘bola. ablerta cent;rada er
ablerta centrada en menos ‘uno V(= 1)
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atraccién, bajo Jy.van a. dar una’ en la ot‘.ra Con esta informacién sabemos quei, -
“existe u 'y v vecindades de 0 y —1 respectlvamente tales que « est4 en la cuenca
de atraccién de Uy bajo fivaadaraU que est4 en la cuenca de atraccién de

V. En la figura (15) se muestra la secuencia de imagenes inversas para la bola
abierta centrada en cero de radio. cero punto cinco Ups(0) en 1, 2, 3, 4, 5,6, 7

y 100 iteraciones del mapeo f.

(9) (h)

Figura 15: Imagenes inversas de a) 1, b) 2, c) 3 d) 4, e) 5 f) 6, g) 7 h) 100
1terac1one£ del conJunto de Juha del mapeo f (z) = z’:2 -1 :




Ejemplo 5. Sca el mapco f(z) = 2240, 360284 +O 100376z conocxdo también
como el 'Dragon’, ¢l conjunto de Julia y Fatou se muestran en la ﬁgura. (16a), "
en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo como se muestra
en la figura (16b) y en la figura (16¢) se muestra el conjunto de Julia.

(@) (b)

Flgura 16: a) El conJunto de Julia y I‘atou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el
conj unto de ' uha del mapeo f (z) =22 4- 0,360284 -+ 0,1003764.




Ejemplo 6. Sea el mapeo f(z) = 2% — 0,122 4 0,745i conocido también como
el ’Conejo de Douady’, el conjunto de Julia y Fatou se muestran en la figura
(17a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo como se
muestra en la figura (17b) y en la figura (17c) se muestra el conjunto de Julia. -

@ (b)

(c)

Figura 17: a) El conjunt:oy de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el
conjunto de Julia del mapeo' f(z) = 2% — 0,122 + 0,745i.
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Djemplo 7. Sea el mapeo f(z) = 2% — 1 75488 conocndo tambxén como el
'Avién’, el conjunto de Julia y Fatou se muestran en la ﬁgura (18a), en ella
se distingue el conjunto de Julia lleno el cual es conexo como se muestra en la. :
figura (18b) y en la figura (18c) se muestra el conjunto ‘de Juhar N '

(@) (b)

(c)

Figura 18 a) El con_]unto de Julia y Fatou, b) el con_]unto de J uha lleno y c) el
conjunto de J ulla del mapeo f (z) -—-’z - 1 ,75488.. :



Ejemplo 8. Sea ¢l mapco f(z) =22 4 (0 99 40 14z)z, un
Fatou se muestran en la figura (192), en ella se dxstmgue el con_]unto de Julia, -
lleno el cual es conexo como se muestra en la figura (19b) y en la’ ﬁgura (190)
se muestra el conjunto de Julia. B o :

(a) (b)

©

"~ Figura-19: a) El con_]unto de J u11a y Fatou, b) el conjunto de Julia leno y ¢) el
conjunto de Julia: del mapeo f(z) =22 + (0 99-+.0, J14i)z.



Ejemplo 9. Sea el mapeo f(z) = 22— 0,00001/23, el cbhjuntb;dé{ Julia y
Fatou se muestran en la figura (20a), en ella se distingue el conjunto de Julia

lleno el cual es disconexo como se muestra en la fizura (20b) y en la figura (20c)
se muestra el conjunto de Julia.

Cpavevveyt
- ALY
ey e e T

(b}

(c)

Figﬁra 20: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el
conjunto de Julia del mapeo f(z) = 2% — 0,00001/2°. .



Ejemplo 10. Sea el mapeo f(z) = (2z/(1422))?, el conjunto de Julia y Fatou
se muestran en la figura (21a), en ella se distingue el conjunto de Julia lleno

el cual es disconexo como se muestra en la figura (21b) y en la figura (21c) se
muestra el conjunto de Julia.

(a)

(b)

- Figura 21: a) .El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y ¢) el
conjunto de Julia del mapeo f(z) = (22/(1 + 2%))2.
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Ejemplo 11. Sea cl mapeo f(2) = cos(z) — 0,65 — 0,051, el conjuuto de Julia
y Fatou se muestran en la figura (22a), en ella se distingue el conjunto de Julia

lleno el cual es conexo como se muestra en la figura (22b) y en la fgura (22¢)
se muestra el conjunto de Julia.

Figura 22: a) El conjunto de: J uha y Fat;ou, b) el conjunto-de Juha lleno y c). el
conjunto de Julia del mapeo f (z) = cos(z) 0,65 — 0,05:. :




lleno el cual es disconexo cotmo se muestra en la ﬁgura (23b) y en la. ﬁgura (23c)'
se muestra el conjunto de Julia.

Figura 23: a) El conjunto de Julia y Fatou, b) el conjunto de Julia lleno y c) el -
conjunto de Julia del mapeo f(2) = cos(z) — 1,718 — 0,158:.

. 50



Dl Conjunto de Mandelbrot

Dn esta seccién trabajaremos con mapeos polinomiales fy : ¢ — € de n
parémetros complejos A = {c,c2,...,cn} de grado d > 2, ya que, fue en- ellos
donde primeramente se definio el conjunto de Mandelbrot, gracias a la. propiedad
“de que el mapeo f tiene un punto fijo superatractor en el infinito. Asf, existe

~una constante & = ks tal que cualquier punto z con |z] > kj pertenece a la
cuenca de atraccién del infinito.

Para los siguientes teoremas se requieren las deﬁmclones de conj unto conexo
(106), componente conexa (111); localmente conexo (110), conjunto de cantor
(114) los cuales estdn en el apendice A.

El siguiente resultado es debido a Pierre: Fatou y Gaston J uha, este no lo
demostraremos pero estd detallado en [32]

Teorema .61 (P. Fatou Y G julia)

finitos de f, entonces K(f) Y J(f) :
ii) Si f tiene al menos un punto critico en C \' K ( f
y K( f ) tzenen zncontables componentes conezas.

Para mformac:lén sobre la estructura de K ( f ) : ‘ando no ‘s conexa ver a [10]

[9]

njﬁnto de puntos singulares del mapeo

Bt f@) =0).

Se deﬁne rimero el’ conJunto de Mandelbrot para mapeos fc(z)=22 +¢, a

' Notacnén 63 "Dénotaremos por E a el
" fyes deczr

l:conguﬁfﬁbbdé"Mandelbrot en el ¢ — plano esté dado por
i {c K(f.) es conezo} C C.

Est;o qule ,decu que el con_lunt:o de Mandelbrot (espacio de pardmetros) es
el conJunto M de todos los c—valores para los cuales la 6rbita del punto critico
ba_)o f es acotada. :

La gencrahzacxé]nydel conjunto de Mandelbrot para mapeos f) : C — C a

n parémetros. complejos A .= {c1,¢2,...,cn} es el llamado lugar de conexidad
“contenido en C™ y se define como:

Definicién 65 El lugar de conexidad de el A — plano estd dado por
' M ={\: K(f,) es conezo}.
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Definicién 66 La parte the'rbdlzca del con]unto de Maudelbrot comzste en’
los A-valores para los cuales todos los: puntos criticos: de-fx son atraidos a una
drbita periddica atractora. Una componente coneza de la pa.rtc therbdlzca es‘
llamada una componente therbdlzca

Observacién 67 Dada la szmzlztud dc la dcf mcuﬁn de la parte therbdlzca can

la de Lenguas de Arnold para mapeos reales, usaremos la convencidn de llamar.j i
al diagrama de las partes hiperbdlicas el diagrama de Lenguas de Arnold asoczado i

al conjunto de Mandelbrot gcneralzzado del: ‘mapeo Ia.

El sxgulente teorema y su demostracuSn que escapa del alcance del presente L
trabajo se pueden consulta.r en. [34] en el trabaJo de Bodil Branner.

Teorema-68 El conjunto fon:nado por la,,pa,rte hiperbdlica, estd contemdo en
el mtemor del con]unto de Mande 70 ;

para. mas deta.lles ver [34] ene

Con la deﬁmcxén del lugar de. 1dad [ c njunto de Mandelbrot genera-
lizado es posible calcular con nuestro- programa ‘Fractal Windows el conjunto de
Mandelbrot generalizado, la frontera del conjunto de Mandelbrot generalizado
y la-parte hiperbélica de conjunto de Mandelbrot de la siguiente forma.

El conjunto de Mandelbrot generalizado se calcula tomando una malla de
puntos homogeneamente espaciados en la regién del plano complejo que se esté
visualizando; cada uno de estos puntos se itera usando el mapeo f, tomando
como valor de c el valor del punto de la‘malla y de z el valor de cada uno de sus
puntos crfticos, hasta que se cumpla una de las dos condiciones:

.-1) Las iteraciones rebasan una norma preestablecida, entonces se
visualiza el punto de la malla de la' ventana con color blanco.

: 2) ElL. numero .de iteraciones excede un nimero preestablecido, en-
tonces se v15uahza el punto de la malla de la ventana con el color

Los pu tos que caen en el inciso dos son aquellos que pertenecen al conjunto
de Mandelbrot generahzado

La froni era el con_] unt;o de Mandelbrot generalizado se calcula tomando una-
malla de puntos homogeneamente espaciados de la regién del plano complejo que

[,
©no




al‘con.] unto

: ya. qué esté.n en la fron

El con_]unto ‘de la par e-Arnold del conjunto de
Mandelbrot se calcula’ tomand una‘mall ;de puntos homogeneamente espacia-
dos de la reglén del plano cor es ff\hsuahzando, a cada uno de estos
-puntos, se iteran usando- el mapec f, ‘tomando como valor inicial de ¢ el valor
del punto de la‘malla'y de'z'e valor ‘de cada uno de sus puntos criticos, hasta

..que se cumpla una de la.s dos condlclones

1) Las iteraciones reba.san una norma preestablecida.

2) El nimero de iteraciones excede un mimero preestablecido, en-
tonces se calcula el periédo de la érbita y se visualiza el punto de la-

malla de la ventana con el color correspondiente al indice del periédo
de la érbita.

Los siguientes ejemplos se realizaron usando nuestro programa Fractal Win-
dows, para el conjunto de Mandelbrot con un nimero méximo de iteraciones
- de 256 y norma méxima de 500 y para el conjunto de Julia y Fatou con un
‘mimero méximo de iteraciones de 256 y norma méxima de 500, estos pueden
- refinarse modificando los pardmetros de cdlculo, con un incremento del tiempo -
de cémputo para obtener dichas imégenes.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Por ejemplo para el mapeo fc(z) = 22+, calculando el conjunto de Mandel-
brot con nuestro programa Fractal Windows genera la figura (24a), calculando
las Lenguas de Arnold correspondente al conjunto de Mandelbrot; nos muestra.
la regién del espacio de pardmetros en los cuales el punto crftico es atraido a una
6rbita periédica atractora, mostrandose estas regiones del mismo color como se

vee en la figura (24b) y en la figura (24c) se muetra la frontera del conjunto de
Mandelbrot.

(b)

(c)

Figura 24: a) ConJunt;o de Mandelbrot, b) Lenguas de Arnold del mapeo y-c)
frontera del conjunto de Mandelbrot fc(z) =22 + [
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En la figura (25) sc muestran varios conjuntos de Julia correspondientes
a algunos c—valores del mapeo f. seleccionados de una regién ampliada del
conjunto de Mandelbrot.

Figura 25:

En los conjuntos de Julia de la figura anterior, se muestran los atractores
correspondientes como pequefios cuadros.

55




el caso de un punto fijo f(zp) =2
i) Si 29 es un punto atractor, ¢
que las suceswas iteradas de f  Ie

para cualquier subconjunto compa.cto de las cuenca ‘de atraccién €2 se sigue in-
mediatamente (probando adicionalmente que Q2 es abierto).

ii) Si U es cualquier vecindad de un punto z del conjunto de Julia J EaR
entonces f*(U) N Q # ¢ por el teorema (44), por ello U intersecta a Q, esto
prueba que el conjunto de J(f) est4 contenido en la cerradura de . Pero J(f)N
Q = ¢, se sigue que J(f) C 8Q. Por otro lado, si U es una vecindad de un punto. - -
z de 812, entonces cualquier lfmite de iteradas f™ |y tlene una dJscontlm.udad' :
entre Q y 99, por lo tanto 8 C J(f). = s

Definicién 73 Supdngase que f: U — U es un mapeo con un punto fijo. atm L
tor 2. Entenderemos por cuenca de atraccién inmediata del punto 2'a la
componente conexa de Q0 que contiene a 2, la denotaremos por Qo(2). Equz—

valentemente, la componente conea:a de Z es la componente del conjunto de
Fatou que contiene a 2.

Dado que traba.jamos con méfﬁe;)s' f que no tienen singularidades asimpto-
ticas entonces usaremos la s1gu1ente versién del teorema de Julia-Fatou, para la
versién’ completa. de este teorema. ver (34} y [32].

Teorema 74 (Julza—Fatou)

Dado el'mapeo f, entonces la cuenca de atraccién inmediata de cualquier
punto fijo atractor £ de f contiene al menos un punto critico.

3.7. Dindamica Local de Cuencas Periédicas Atractoras

Ahora consideremos el caso de un ciclo atractor de periodo m tal que zg —

Z] — .. = Zm_1 —* Z;m = 2p. Donde cada 2; es un punto fijo atractor para la
m—ésima composicién f™, entonces tenemos:

Definicion 75 57 Q; es la cuenca de atraccion inmediata para z; bajo f™,
entonces la unidn QU.. UQm_1 serd llamada la cuenca inmediata para los

m-ciclos.
- TESIS GOl
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mapeo racxonal de grado d, se tiene que el nu
multiplicidad se calcula usando

cuando i
ot A
2
donde el grado del numerador es.2d — 2 porque los de grado 2d — 1 se cancelan.

Por lo tanto el nimero de puntos criticos contando multiplicidad es a lo més
2d — 2, en este caso la conclusién se sigue. =

3.8. Clasificacién de Componentes

Definicién 78 Por una componente de Fatou entenderemos cualquier com-
ponente conexa del conjunto de Fatou C/J(f ).

Evidentemente f manda cada componente de Fatou U sobre alguna compo-
nente de Fatou U’ por algiin mapeo holomorfo apropiado..

Si U es una componente de F'(f) entonces para cada k € N, f¥(U) estard
contenida en una tnica componente Ux de F(f). Si Up # U, para k # n
entonces U es llamada "errante”. De otra forma U es periédica: Entonces existe
k y.p € N tal que U = Up4k. Para conocer el comportamiento de las iteradas

“en las-componentes periddicas es suficiente conocer el comportamiento en una
‘componente periédica invariante tal que f(U) C U ya que F(f) = F(f?).
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llamado un punto ﬁJO atractor y U es llama.da la’cuenca'de t;raccu.’m
3 mmedlata de 20.

2 Exxst;e zo €0Uy 2 # oo con f(zo) =2y |f’(zo)| =1. Cada
‘z.€ U satisface f*(z) — 2o cuando n.— oo, El ‘punto zp es
" llamado un punto fijo de multiplicador. uno o un punto parabéhco y
- Ues llamada una cuenca. parabdlica. S :

3. Exlste un' homeomorfismo analftico w U — D donde D es el

~ disco unitario tal que Y(fP(¥~1(2))) = e2""°‘z para alguna’ o: € IR \
Q Dn este caso, Uses llamado un dlSCO de Slegel -

llamado domlnlo de Baker

Nota 1: La clase 5 no existe para los mapeos racionales ni para los mapeos que
son proyecciones a C* de tipo Arnold [24]. Para la clase E no existen anillos de
Herman. Es bien conocido [5] que para f € E el conjunto de Fatou tiene como
méximo una componente completamente invariante. Ademds tal componente - -
completamente invariante es simplemente conexa y no acotada.

Nota 2: En este trabajo no analizaremos en detalle las clases 2, 3, 4 ya que
no son estructuralmente estables, estdn detalladas en [32], pero podemos indicar
las siguientes observaciones:

Teorema 79 la cuenca de alraccion inmediata para cualquier ciclo parabdlico
debe también contener po'r’lo menos un punto critico.

Teorema 80 Si U esu
U pertenece a la cerradur
tiene dos componente

amllo de Herman, entonces todo punto frontera de
ideila 6'r'bzta, de algin punto critico. La frontera QU
da una de las cuales es un conjunto infinito.

El siguiehté,?;pe 1mportante en esta teorfa pero es de dificil .
demostraclén S :

Teorema 81 ,No hay componentes errantes si el mapeo tiene un nimero finito
de puntos criticos.

-~ La demostracién original de Sullivan es para la clase R est4 en [38] y para
la clase E y P en [24].
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4. Dindamica Holomorfa y Multiestabilidad

Estamos interesados en mapeos analfticos reales del tipo F, y(z) = = + a +
bsen(2wz) que son levantamientos de un'mapeo f de la circunferencia en si
misma. En esta seccién no preguntaremos si podemos sustituir a la variable
z de Fau(x) = = + a + bsen(2mwx), por la variable compleja z, obteniendo un
mapeo holomorfo 7, 4(2) = 2+ a+bsen(2wz) en el plano complejo que coincida
con el mapeo anterior cuando sea restringido. al’ eje real. Y el mapeo complejo
Fa,b(2) € E, pueda ser proyectado mediante el mapeo exponencial a un mapeo
holomorfo G, (z) € P, cuya restriceién: al cfrculo -unitario sea precisamente
una. extensién analftica del mapeo f de la 1rcunferenc1a cuyo levantamiento sea

a. b(m) 5

Por ello deseamos estudiar ‘la dindmica del ;‘mapeo F,z b(x) como un mapeo

del plano complejo Fp 4(z) y ver que propledades de la dma.mlca deFq5(2) se =

puedan utilizar en F, (z).
' El estudio de la dindmica de las clases R y E es clé.sma. 'y se debe a P. Fatou
[25] ¥ G. Julia [28], posteriormente E y P fueron estudladas por A. Erémenko
y M. Lyubich en [24]. Para una revisién general 1ncluyendo todas las clases ver
[7]. Una buena explicacién del tema estdn en los libros de "Beardon [8], el de -
Carleson y Gamelin [11] y el de Milnor [32]. ' .

Se Excluye la posibilidad que F(z) sea constante o.una t;ransformacxén frac-
cional lineal o de Mobius (151). Las funciones F(z) en E tiene una singularidad
escencial y en P tienen dos singularidades escenciales.

En nuestro caso, Fa 4, tiene una singularidad esencial en oo. y G b tlene
singularidades esenc1ales en 0 e co.

4.1. Funciones de Disparo, Caso Analitico

Dado que estamos interesados en el estudio de familias de mapeos f + S —
S?! cuyo levartamiento real sea analitico del tipo F,(z) = = + a + bsen(2rz),
nos preguntamos si existird una extensién analitica G4 (2) tal que la restriccién
de Gg(2) a la.circunferencia sea el mapeo f.

La respuesta es si. Esto se logra, por ejemplo, si en el mapeo F,4(z) =
z + a + bsen(2wz), sustituimos a la variable .z, por la variable compleja z,
obteniendo el mapeo F,5(z) = z+a+bsen(27rz) holomorfo en el plano complejo,
que coincide con el mapeo: ant:erlor cuando es restringido al eje real. En efecto
por el teorema de continuacién: analftlca (155) y el corolario (156) del apéndice
B de andlisis' complejo, y el mapeo holomorfo Fa ,6(2) es la unica extensién al
plano complejo del mapeo real Fyp(z).

Ahora, proyectamos la familia de mapeos holomorfos F;(z) mediante el
mapeo exponencial a un mapeo holomorfo G, (z), cuya restriccién al circulo
unitario es precisamente una extensién analftica al mapeo la circunferencia cuyo
levantamiento es el mapeo de Arnold F, s(x).

Ya que para mapeos periédicos con la propiedad que para toda n € Z existe
m € Z tal que F(z + n) = F(z) + m. As{, tenemos que el siguiente diagrama
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conmuta

c L ¢
Tl IRy
c 8

C‘(

donde 7r(z) = e?"f"?. :

Deﬁmcxén 82 El mapeo G es el mapeo proyecczdn dc .7-' e mversamente el

ta.no es precxsamente una extensxé :
levant;amlento es el mapeo de Arnold

un.m peo F es la siguiente
remos aquf pero una

Una propleda.d 1mportante de‘la proyeccmn G:
proposxmop ue ‘es comphcada de demost
‘ demost;ramon puede encontrarse en [33]

Proposxcxén 83 El con]unto de: Julw J (G’ royecczdn del conjunto de
Julia del mapeo F y similarmente para el conjunto.,‘de Fatou Es decir Julia(G) =
w(Julza.(]-')) y Fatou(G) = W(Fatou(}')) ,
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4.2L Multlestabllldad

Como se mostré en el capftulo 2 es posxble obtener mucha informacién de la
dindmica de mapeos en la circunferencia con los métodos de dindmica real. Para -

resolver el problema de mult;lestablhdad nos auxiliaremos de la dindmica de los =

mapeos andliticos complejos, ya que’ por el teorema .de Fatou (76), que dxce £

que en toda cuenca de atraccién contiene al - menos un:punto crmco del*mapeo =+ .

podemos dar una cota superlor al nimero de regnones de atracccxén que c "exlst;en’ b

distintos.

Definicién 87 En partzcular, deczmos que una fa il m peos C es tetraes~

table si eziste f € /.'. donde coe:msten a lo mds cua.tro czclos penddzcos atractores
distintos. : S

Por ejemplo en vista del teorema (77), un mapeo racional de grado d tiene a
lo mds 2d — 2 ciclos atractores y por lo tanto es a lo més 2d — 2 estable. Entonces.
la familia de funciones racionales de grado d es a lo mds 2d — 2 estable.

4.3. Conjunto de Mandelbrot y Lenguas de Arnold

Daremos una. definicién generalizada que puede ser 1itil para funciones en las
familias E y P.

Para el caso polinomial es usual considerar el "lugar conectado"del conjunto
de Julia, es decir, para cada n, debe existir un conjunto M C C"! definido
como el conjunto de pardmetros para el cual el conjunto de Julia es conexo. En
el caso n = 2, es el conjunto de Mandelbrot.

Si embargo la conjetura de estabilidad de Fatou (no demostrada todavia),
dice que el interior, unién el exterior del conjunto M, es el conjunto de mapeos
‘estructuralmente estables.

- - En esta seccién usaremos la definicién (144) del orden de un punto critico
que se encuentra detallada en el apéndice B.

Dado que para las funciénes en E o P el infinito no es un atractor, no se puede

contruir el conjunto de Mandelbrot como en el caso polinomial, utilizaremos los




conceptos de la conjetura de [‘aLou pam deﬁmrlo en -estas familias. Para el caso '

en que fa,,ay,..,a,, S€Q UNDA: famllmy e’mapeos en D y-P con un nimero finito
de puntos crfticos & = {wl, "

La dindmica de un ma holomorfo f tiene un caracter dual, ya que define
una particién: del plano omplejo por los conjuntos de Fatou y de Julia. El
conjunto de Fatou es el conjunto donde la dindmica es disipativa y el conjunto
de Julia es el conJunto donde la dindmica es conservativa y caética. Esto es
complementario uno con otro y llenan el plano complejo, siendo uno de los
problemas bésicos en dmémlca holomorfa el entendimiento de estos conjuntos.

Teorema 91 S el mapeo f ¢s de la clase E o P entonces Fy N Fy es a lo mds

un punto. Donde F1 yF son cualesquiera componentes de Fatou de f y F; es
su cerradura.

Demostracién. ‘Sup’éhgas” ue F1 N Fy = {a,b} entonces existe v una curva
de Jordan que pasa‘p y.b'y tal qué v — {a,b} C Fy U Fp. Asf y acota a un
disco abierto D, tal qux J(f) n D =+ .

Por el teorema (44 ,

: (1)
paran suﬁ_cientemente grande.
~ Por otro lado, f ™ |p, tiene su méximo en la frontera por el principio de
mdédulo méximo (124) pero como la frontera est4 en Fy U, que son invariantes
entonces el méximo estd en 7} U F; lo cual es una contradiccién con (1) porque
como f no es racional entonces el punto co no es un punto atractor. m
Para las clases de mapeos que son de nuestro interés, los conjuntos de Fatou
fueron clasificado por Sullivan ver teorema (81) del capitulo 3 y es bien enten-
dido. Una importante clase de conjuntos de Fatou son las cuencas de atraccién
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de un punto periédico atractor. Un problema de la dindmica holomorfa es cono-
cer cuantos y de que perfodo son los atractores periédicos de un mapeo dado.
En esta seccién mostraremos que para la familia de Arnold el problemas de
cuantos, puede resolverse facilmente por el teorema (76) de Fatou, que dice que
toda cuenca de atraccién contiene al menos un punto crftico del mapeo. En
la. proposicién (92), se probaré que cualquier mapeo de la: familia holomorfa
de Arnold tiene dos puntos crfticos, entonces cualquier mapeo en la familia de

Arnold tiene a lo m4s dos ciclos periédicos atractores, el particular, esto es cierto S

para la familia real de Arnold. =
Una consecuencia de la teorfa de dindmica holomorfa es que las 6rb1tas de
puntos criticos determinan gran parte de la dindmica del mapeo.

4.4. Biestabilidad y Tetraestabilidad

Una restriccién para usar la técnica que se mostrard en esta seccién es qué S
los mapeos f a trabajar se les pueda calcular el nimero de puntos criticos y que ‘
se expresen estos de manera finita, ya que solo si se cumplen estas caracterfs-
ticas serd posible calcular el grado méximo de multiestabilidad de una familia

‘de mapeos dados y trazar el conjunto de Mandelbrot y las lenguas.de Arnoldﬂ
correspondientes.

4.4.1. La Familia Biestable.

Proposicién 92 La famzlza. de mapeos en la czrcunferencza. que tzcne como un
levantamwnto e , ;

Demdstramgjn

c‘o‘m‘o sen(z)

sirnpliﬁ‘(::a.fﬁdofv

E 2wi_zv627yiae'w!;(ciﬂ"‘ —e~i%r2)
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cuya. denvada es S e ,
(Ga b)’ (w) = e2""‘ "°<w-*>(1 +wb7r(1+ ))

esta ccuacién es igual a ccro si 1+ wbm(1 4+ -5 ) 0 para w 95 0 tcnemosf,
que w+ b7rw + b = 0 siendo esta una ecua.cxén de segt dml , .'por lo ta.nt;o :

de gaq,b son

Cl

f‘—1+ 2 (1—4b27r2
Tl 2mwh o

los. cuales no dependen del parametro a. i '

Si‘a, be ]R entonccs cice =1, ademds: para b< 217r, los dos puntos criticos
son negatwos enel ¢je real, para b = 21 , €1 = C: =1ly para. b > 21r, cr'= tz € St
- Esto 1mphca en particular ¢l conocido result;a.do de que g‘,L b restrmgxdo al: cfrculo
: umt;arlo es un dlfeomorﬁsmo para b < 2,, .

-~ Ahora bien, el mapco real F,p(z) = = 4 a + bsen(2wz) tiene el diagrama
de lenguas de Arnold mostrado en la figura (26) el cual fue calculado por el -
’programa. Circulo-Windows [15].

Figura 26: Lenguas de Arnold familia real
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Donde cada color representa una sincronizacién (p : q). De ellas las siguientes
son regiones monoestables:

Figura 27: Regién monoestable de las lenguas de Arnold reales

Y las siguientes regiones son biestables:

5(2) = z + a + bsen(2mz) cuya proyeccién es
el diagrama del conjunto de Mandelbrot.
ugstro programa Fractal Windows siguiente:
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Figura 29: Conjunto de Madelbrot

De este se tiene el siguiente diagrama de lenguas de Arnold:

Figura 30: Lenguas en el conjunto de Mandelbrot

Donde cada color representa una érbita periédica de perfodo p, en las re-
giones donde coexisten dos érbitas periddicas p y g se tiene la coexistencia de
."dos 6rbitas periodicas en el conjunto de Fatou y de.Julia. Por ejemplo en el

- punto 0,42035 + 0,26096¢ se tiene el siguiente diagrama del conjunto de Fatou
y de Julia:
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Figura 31: Conjunto de Fatou y de Julia asociado al punto 0,42035 + 0,260961

El cual tiene dos Srbitas periédicas una de perfodo 2 y otra de perfodo 3,
que tienen como cuencas de atraccién al siguiente diagrama:

Tt L
ol
e
]

Figura 32: Cuencas de atracién del conjunto de Fatou y de Julia

Donde cada color rep:fésénta una cuenca de la érbita periédica de perfodo p.
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(Go) (@) = re “‘“**)em(“ -Jf><1+wbw(1+ L) +umez~ 2)

esta ecuacxén es igual a cero si 1 + wb7r(1 + —g) + w7rc(2w —-' =5) =0 para -
w.# 0, tenemos que 27rc+brw +w? +b7rw +27rcw$ 0 siendo esta una ecuacién
de cuarto orden, por lo tanto 9a.b,c €S tetraestable. m

Resolviendo la ecuacién de cuarto orden y si llamamos V1, Vs a las sxgulentes
variables

—b1r + \/()2%'2 8mc + 327r2c2)
i i hdare
vy o . —b7r ;\/b27r2 81rc+321r2c2)

Vi = 0




V'z+\/—7—

.ca

Los cuales no dependen del paramet:ro a.

Ahora bien, el mapeo real Fyp(z) =z +a+ bsen(27r:z:) + csen(4nz) tiene el
diagrama de lenguas de Arnold mostrado en la figura (33) el cual fue calculado
por el programa Circulo Windows [15].

Figura 33: Lenguas de Arnold familia real

Donde cada. color representa una sincronizacién (p : ¢). De ellas las siguientes
son regiones monoestables:

Figura 34: Regién monoestable de las lenguas de Arnold reales

Y las siguientes regiones son biestables:
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Figura 35: Regién biestable de las lenguas de Arnold reales

Y las siguientes regiones son triestables: .

Figura 36: Regién triestable de las lenguas de Arnold reales

Y las siguientes regiones son tetraestables:
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Figura 37: ‘R‘egién tetracstable de las lenguas de Arnold reales

Para el mapeo holomorfo Fap,c(z) = z + a + bsen(27x) + csen(4nzx) cuya
proyeccion es Go p,e(w) = we2mae™w—3)emew*~21) se tiene el diagrama R2NM,
del conjunto” de Mandelbrot con a,b,¢ € R calculado con nuestro programa
- Fractal Windows siguiente:

Figura 38: Conjunto de Mandelbrot

De este se tiene el siguiente diagrama de lenguas de Arnold:

(%



Figura 39: Lenguas en el conjunto de Mandelbrot

Do‘nde,carda color representa una 6rbita periédica de perfodo p, en las re--
giones donde coexisten dos érbitas periédicas p y g se tiene la coexistencia hasta
cuatro 6rbitas periodicas en el conjunto de Fatou y de Julia. Por ejemplo en el

punto-0,0066815 + 0,5197368: se tiene el siguiente diagrama del conjunto de
Fatou y de Julia:

Figura 40: Conjunto de Fatou y de Julia asociado al punto 0,00668154-0,5197368:



Dl cual tiene cuatro puntos ﬁJOS, que tlenen como cuencas de atracmén

al
51gu1ente dlagrama

Figura 41: Cuencas de atraccién del conjunto de Fatou'y J ulia;

Donde cada color representa una cuenca de la 6rbita periédicé.de perfodo, p.

Observacién 94 Ndtese que en las figuras (81 y 40) la topologta de los con-
juntos de Fatou y Julia sepueden intentar explicar por el hecho de que todos los
puntos singulares estdn en cuencas de atraccidn, por lo expuesto en este capitulo
sabemos las fronteras de las cuencas de atraccion son parte del Julia, y el resto
de las regiones que se ven en las figuras son las cuencas del Fatou, es es pO'r‘ el
teorema’'de Picard (162].

Es decir: Por el teorema de Picard, cualquier vecindad pequeiia V del 'mﬁmto :
se mapea a toda la esfera (menos a los mas 2 puntos) W. Por lo tanto, si W

contiene las cuencas de atraccidén arriba menczonadas, entonces V' contiene las
zmdgenes inversas de esas cuemncas.
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5. Manual de I‘ractal Wmdows / C—|—+ 2 0
5.1. ;Qué es I"RACTAL?

Generalmente los snstemas dindmicos se modelan con ecuaciones diferen-
ciales o con iteraciones de mapeos. FRACTAL es un analizador de iteracién de
mapeos . holomorfos (que actian en el plano complejo) y permite, mediante la
experimentacién computacional, estudiar sus diferentes comportamientos. Para
este fin, actualmente la computadora. se ha convertido en el laboratorio ideal de
experimentacién.

FRACTAL constituye un prototipo de software desarrollado para asistir a
la ensefianza e investigacién de los sistemas dindmicos modelados por itera-
ciones de mapeos en el plano complejo. Asf, bajo un ambiente sencillo de oper-
ar, FRACTAL permite analizar un conjunto muy variado de familias de mapeos
holomorfos como 22 + ¢, a * sin(z) 4 b+ z, €*, entre otras. Permitiendo el célculo -
de los conjuntos de Julia y Fatou, Julia lleno, Julia y en los casos donde se
cuente con los puntos criticos (expresados de forma explicita y sean un nimero
finito) se calcular4 al conjunto de Mandelbrot asociados a estos mapeos.

Para cada familia de mapeos se tienen dos posibilidades: la ventana que de-
spliega la imagen del conjunto de Mandelbrot y la ventana que despliega (una
vez que son fijados los pardmetros convenientes) las regiones de atraccién de
cada atractor del mapeo que son los llamados conjuntos de Fatou y Julia; a las
fronteras del conjunto de Fatou son los llamados conjuntos de Julia. Asf, el soft-
ware es especialmente 1itil para trabajar con sistemas dindmicos que involucren
pardmetros para investigar los cambios cualitativos (bifurcaciones) que ocurren
en la dindmica al variar los valores de éstos.

El cdlculo del conjunto de Fatou y Julia, Julia ileno, Julia y Mandelbrot
estd fundamentada por la teorfa expuesta en los capftulos 3 y 4 del presente
trabajo, los algoritmos y cédigo usado para el cdculo de dichos conjuntos, estdn
detallados en el apéndice C de este trabajo.

El conjunto de Mandelbrot ésta contenido en un espacio con dimensién del
doble de el nimero de pardmetros de la familia ya que son complejos. En FRAC-
TAL se estudian familias de mapeos con un méximo de nueve pardmetros por lo
que su Mandelbrot ésta en dimensién dieciocho; el an4lisis se hace por secciones
bidimensionales que se escogen al gusto del usuario.

FRACTAL ofrece varias formas de visualizacién y desphegue grifico de los
resultados de los cdlculos matemadticos. Esta permitido hacer acercamientos de
las imdgenes tanto como se quiera, asf como sefialar un punto en la pantalla y
visualizar la érbita de dicho punto. También es posible cambiar los pardmetros
de la ventana asf como el nimero de iteraciones, permitiendo mayor definicién
en las imdgenes.

Con FRACTAL el usuario investiga el comportamiento cualitativo de los
sistemas dindmicos usando un sistema de ventanas. Las opciones mds socorri-
das de estos memis se pueden accesar directamente activando los fconos con el
mouse.

En particular en FRACTAL es posible tener una visualizacién de los con-
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juntos de Julia y de Fatou de una f'\.ml]la de mapeos conforme se viajaen el

conjunto de Mandelbrot; medlant;e la opcxén Fat;ou und J ulia Set (Conjunto de
Fatou y Julm.) o

erlmlentos del Slstema

La versxd FRACTAL WINDOWS / C++ 2.0 ha sido desarrollada con el
compllador Borland Builder C++- 6.0 y corre bajo el sistema operativo Windows
950 supenor ‘teniendo los siguientes requerimientos:

521 Requerunientos de Hardware
Un procesador 486 o superior
" Monitor VGA o SVGA
4 MB de RAM
2 MB en disco duro libres

- 'Mouse de dos botones

5.2.2. - Requerimientos de Software

Sistema operativo Windows 95 o superior

5.3. Las Capacidades Interactivas de FRACTAL

Las capacidades interactivas de FRACTAL se-basan en varios medios fun-
damentales de comunicacién mediante los cuales el usuario le indica al sistema. -
los cambios y acciones que desee realizar.

5.3.1. Barra de Memis y Submenis

- El sistema FRACTAL ofrece al usuario una barra de ment de opciones. Este
tiene la forma de una barra horizontal que contiene una lista de tftulos literales
con nombres mnemotécnicos que ayudan al usuario que no ésta familiarizado con
la. simbologfa iconogréfica a encontrar los mapeos deseados. Al activar alguno
de los tftulos del correspondiente menu se despliega un submenu.



Algunas opciones de los submentis al ser activadas llevan a cabo una accién
especifica, mientras que otras abren una caja de didlogo.

Las opciones de estos mentis pueden ser accesados presionando el botén
izquierdo del mouse sobre el tftulo del meni en cuestién o alternativamente,
presionando la tecla [Alt], junto con la letra del titulo que aparezca subrayada.
También puede presionarse (una vez) ésta misma tecla y después moverse con
las teclas de movimiento horizontal para posicionarse en el tftulo deseado y
activarlo oprimiendo la tecla [ENTER].

5.3.2. Cajas de Didlogo

En una caja de didlogo uno ipuede desplazarse a través de las diferentes

opciones utilizando el mouse. ‘Por ejemplo, al colocarse sobre una opcién que -

tiene caja de edicién (las cajas de'edicién ofrecen al usuario un estilo de alimen-
tar informacién al sistema.) y. al activarla con el botén izquierdo del mouse se
pueden .ingresar los correspondientes datos en forma de texto o como informa-
cién numeérica.

Toda caja de didlogo tiene un fcono de aceptar y uno de cancelar o cerrar
que sirve para no hacer los cambios introducidos.

HaEit
R

o

R
o
e
ey

g

Otro estilo de alimentar informacién es por medio de la seleccién de las
opciones ofrecidas en la caja de didlogo, como por ejemplo, la seleccién de una
textura cromdtica de una paleta de colores.

5.3;3. Bg_rra de Iconos

,‘Par_é.' comodidad del usuario de FRACTAL, ademds de la barra de meniis, se

" ha disefiado una barra de fconos que permite de una forma m4s directa accesar

a algunas de las cajas de didlogo de los ments o subments. También se han

dedicado fconos para realizar alguna accién especffica (muy socorrida) de una
forma inmediata.
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cohjunto de Fatou y J uha ‘as ado al val : r de los p:

Ejemplo de Icono que Abre CaJa ‘de’ Dislogo

Select Equation (Selecciona un Sistema. de la Biblioteca de Sisﬁém;ais),

Al activarse este fcono (que pertenece a una opcién del meni Equa-
tion) se muestra la ventana que permite seleccionar un sistema de la
biblioteca.

Z-C=COSZ) P1
2« C " COS(CORIE) » PY

LT

13
'

Utilizando el visualizador se escoge a uno de los sistemas de la bi-
blioteca y se presiona el botén izquierdo del mouse sobre el fcono
de aceptar para que se active el sistema seitalado. Si no se-desea

cambiar el sistema se presiona el fcono de cerrar para salir de la caja
de didlogo.
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.5.3.4. . La Ventana Maéstra

.Primeramente, para correr el programa ejecutable de FRACTAL es nece-
sario presionar.con el mouse en el ment principal de Windows START (inicio);
. inmediatamente después aparecers en el mend la opcién de PROGRAMS - (pro-
. gramas), en ella se selecciona la opcién LAB. DE DINAMICA NO LINEAL.
Dentro de este subment se debe seleccionar FRACTAL.

A continuacién aparece la siguiente ventana de presentacién:

Maasmite A (atsldvhe)
Aasivag Dorvfm ] pervaes
ol pne fow ste ) pate

B At 8- s i i e e

SR

A esta ventana le llamaremos la Ventana Maestra o Principal.

La ventana maestra permite abrir otros dos tipos ventanas que son:
- La Ventana del Conjunto de Mandelbrot
- La Ventana del Conjunto de Fatou y Julia

La Ventana del Conjunto de Mandelbrot permite visualizar el conjunto de
Mandelbrot, el conjunto de Fatou y Julia asociado a un punto del Mandelbrot
y la frontera del Mandelbrot. '

La Ventana del Conjunto de Fatou y de Julia permite visualizar el conjunto .
de Fatou y de Julia, la iteracién de un punto de la ventana, el cdlculo de los

atractores, las cuencas de atraccién, asf como imégenes directas e inversas, y el
conjunto de Julia.
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Los Iconos

La. barra de fconos que aparece en el programa ejecutable es la si-
gulentq o

~ Cdmo‘éé ha discutido antes el sistema maneja dos tipos de fconos:
- los.de accién y los que abren una caja de didlogo.

Vfcfbnos i:iue Abren una Ventana de Trabajo

‘ ?Con estos fconos se pueden abrir un gran nimero de ventanas; cada
":-buna de: ellas es independiente de las otras y pueden tener la misma
o dlstmta ecuacién activa.

‘ Mandelbrot Set Scenery

Con este fcono se abre la ventana de. trabajo corr&spondlente al es-
‘cenario del conjunto de Mandelbrot

- Fatou and Julia Set Scenery

Con este fcono se abre la ventana de trabajo correspondlent;e al es-
cenario del conjunto de Fatou'y de J uha : :

Iconos de Accién

Estos fconos realizan una accién directa.
- Start Calculations '

Al activar este fcono el SIStema mlcla el cdlculo dependlendo del tipo
de ventana que esté actwa e

i) Si la ventana‘es la del Conjunto de Mandelbrot calculars el con-
junto de Mandelbrot.

i) Si la ventana es la del Conjunto de Fatou y de Julia calcularai el
conjunto de Fatou y de Julia.

- Stop Calculations

Al activar este icono el sistema detiene el cdlculo que se estaba rea-
lizando en la ventana activa.’ ‘

- Erase Scenery Window -
Al activar este {cono se limpia el drea de trabajo de la ventana activa.
- Zoom Out; ‘

Al activar este [cono se regresa a las dimensiones que tenfa la ventana
activa antes de hacer un acercamiento (almacena las dimensiones de
los ultlmos 10 acercamxent;os)
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.fconos que Abren CaJas de Dnzilogo

Estos fcono abren luna. ca.Ja de dlélogo con la cual el usuario se
comumca con’ el sxstema ;

Scenery conﬁgure '

La cajade dlalogo asociadaa este Icono muestra las dxversas opcmnes o
para configurar el sxstema actlvo

- Select Equation

La caja de didlogo asocxada., alizador para
inspeccionar la lista de SIStemas de;l b1b 'ote

A continuacién se presenta una explicaciéh completa de las opciones y la
forma de operacién de la Ventana Maestra, de la- Ventana del Conjunto de
Mandelbrot y de la Ventana del Conjunto de Fatou y de Julia. Se analizardn a
cada uno de los submentis, asf como a cada una de las correspondientes opciones
de estos submeniis.
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5.4, Ventana Pr1nc1pal o Maestra

La ventana Prmcxpal o Maestra tiene como funcién abrir las ventanas'de
los conjuntos de Mandelbrot y la del conjunto de Fatou y de Julia, soportar la

barra’de fconos que afectardn a la ventana activa y configuraciones globales del -
sistema.

Esta ventana es-mostrada en la siguiente imagen:

La ventana maestra tiene el siguiente memi:
A) File
-B) Scenery
C) Calculate

D). Equatlon o

E) Wmdowsf

1) Edlt 1"11e ,

Al seleccxonar esta opctén aparece la 31gu1ent;e ventana:




En ella se puede editar un arcliivo de texto ASCII, este puede ser ttil
al estar haciendo investigacién sobre una ecuacién y desear mantener
notas descriptivas de lo encontrado.

ii) Print File BMP Format ...

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

;‘\'"1' (RN
g Lo PR

Aquf se puede seleccionar un nombre de archivo en formato BMP
que contenga alguna imagen generada con FRACTAL que se quiera
imprimir. Al seleccionar dicho archivo y presionar el botén de Abrir .
- se imprimird dicha imagen en la impresora predeterminada.
iii) Print Setup ...

~‘Al'seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

‘Con erlbla se configuran las opciones del tipo de impresora, tamafio del
.papel, entre otras cosas necesarias para llevar a cabo la impresién.

iv) Exit.
Al seléf_:t;iohar esta opcién aparece la siguiente ventana:

6 v actal wndows / €+ 20 Gt SGTESSAER |

'Eﬁi'elyla‘ se p;égunta si se desea terminar el programa; en caso afir-
mativo éste concluye.



5.4. 2 B) ADl submenu Scenery

i) Mandclbrot Set, : e
u) Fatou and. Juha Set;

1) Mandelbrot.;Set ', ,

Al seleccnonar esta opcxén aparece la siguiente ventana:

e G (U, T80 LU AR IERRD) Rl 2 S0 0 e A e AN B L o

Esta perrmte v1suahzar el conjunto de Mandelbrot solicitar la visua-
. lizacién del. con_]unto de Fatou y Julia asociado a un punto del Man-
7 delbrot' entre otras cosas.

n) Fatou ‘andiJuha Set. ...

Al seleccxonar esta opmén aparece la siguiente ventana:

14 steu snd dubus vet seomery, u-..-.-..: .2 s

£ ¥ ERN Coictluan’y Wirdow Tariane g 53&!75’.‘.1’»23!&’!

b-gm.n RIS, 2.1 100089) 7/ Lk S .un\wu_gj
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“Al seleccionar esta opcién aparece la ventana que permite seleccionar

la ecuacién en la ventana activa; al presionar sobre el Combo Box
- se. despliega una lista de las ecuaciones activas en el sistema y su
descripcidén asociada a esta.

Se selecciona con el mouse presionando sobre la ecuacién y para -
terminar se presiona el botén de Accept.
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5.4,5 D) Dl submenu ijdows
JEl submequ Wi

dows ofrece las siguientes opciones:

ili) Cuasiconformal Zoom
A continuacién se describirdn cada una de las opciones de Windows, |

i) Erase Scenenery

Esta opcién borra el contenido de la ‘véntAﬁa'aQtina;'

ii) Zoom Out

Con esta opcién se regresa a las dlmensxones que tema 18. ventana

antes del acercamiento de la ventana: act;wa (puede retornar a las '
diez ultimas dimensiones existentes en la ventana-antes- del acer-

camiento). :

iii) Cuasxconformal Zoom

-Con esta opc16n se pueden forzar a que las dimensiones de la ultlma e

’ 'ventana actlva al realizar un acercamiento con el mouse se respeten, A

no 1mpor ndo que 'se deforme la imagen en la. ventana. De lo c.on-v“'_ '

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:
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SRS

En ella se muestra la ayuda general de FRACTAL; aquf se indican .
las capacidades que tiene el sistema y la informacién relevante del
mismo.j'f;

ii) Lab. Dm;imma no Lineal ...

Al 'seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

ROT2 Gkt b Dot v U 22355

s o Bbbs = Lk -
P T T —,
St e -

€8 M Bl
weriin e enun e
Fmtamnam

En ésta se muestra la pigina WWW del Laboratorio de Dindmica
no:Lineal en donde se puede encontrar informacién relevante de este
paquete y de otros que han sido desarrollados por nosotros.

La diré'c’ciéﬁnkde WWW del Laboratorio de Dindmica no Lineal de la
Universidad Nacional Auténoma de México es:

) http / /wwwdynamlcs unam.edu

iii) About of ...

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventanas:
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g™ 1he

En ésta se muestra informacién del los autores de FRACTAL, su
correo electrénico y la fecha de registro ante el Instituto Nacional
del Derecho de Autor, México.
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5.5. Vef;tana del Conjunto de Mandelbrot
La Ventana del Conjunto de Mandelbrot permite visualizar el conjunto de
Mandelbrot, el conjunto de Fatou y Julia asociado a un punto del conJunto de
Mandelbrot y la frontera del conjunto de Mandelbrot.
Para ello se tiene el siguiente menu:
A) File
B) Calculations
C) Window
D) Configure
E) Help

A conbinuacién'se describen a-cada uno de'los submeniis de este meni:

- 5.5.1. A'; E. 'submenu I‘lle

El submen Flle ofrece las’ 31gu1entes pcwnesl’ S

11) Pnnt [Ct;rl— ] k
’ m) Close [Ctrl-X]

A contlnuacxén se descrxblré.n cada una de las opciones de File.

1) Save Wlndow in BMZP Format .

Al seleccxonar esta opcién aparece la siguiente ventana:

Con ésta se puede seleccionar el subdirectorio y el nombre del archi-
vo-en el que se desee grabar la imagen generada en la ventana del |
-conjunto de Mandelbrot en formato BMP utilizando el botén de
- Guardar.
ii) Print

Al seleccionar esta opcién se manda a impresién el contenido de la
ventana del conjunto de Mandelbrot.
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iii) Close ..

Al seleccionar esta opcién aparcce la siguiente ventana:

o Ef\ifﬁéliajééléecione si desea cerrar o no la ventana del Conjunto de
‘Mandelbrot. -
5.5.2. B) El submenu Calculations
El submenu Calculations ofrece las siguientes opciones:
i) Mandelbrot ‘Sety [Ctrl-C]
ii) Fatou and Julia Set [Ctrl-J}
iii) Boundary Marxv'(:iéll.a‘roi;'sretff. L
iv) Tongues ..

A continué.ciéxi se. describirdn cada’una de: lavs-ybpciéknes:: de Calculations.

i) Mandelbrot Set ,
Alseleccionar ,'é;s:tafbpiciéti‘ se inicia el calculo del conjiinto de Mandel-
brot; ésto se hace en dos pasadas: la primera da una idea general del
conjunto (el célculo se hace de manera répida) y la segunda genera
una imagen nftida; ésta puede tardar varios minutos dependiendo
del equipo de cémputo y la configuracién de los pardmetros.

ii) Fatou and Julia Set

Al seleccionar esta opcién aparece una ventana similar a la siguiente:
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Esta es la:ventana del conjunto de Fatou y Julia correspondiente al
punto en el cual se encuentra el cursor sobre la ventana del conjunto
-de Mandelbrot; para cambiar de punto y recalcular el Julia asociado
a dicho punto, utilizando el mouse, uno se coloca en el sitio deseado
'y presiona CTRL-J: inmediatamente aparecerd el Julia asociado a
dicho punto.

Existen dos formas de mostrar el Julia asociado a un punto: una
con poca resolucién y otra con méxima resolucién; estas opciones se
eligen en el meni Configure con el submeni Fatou y Julia Calcula-~
tions (también es posible cambiar el tamafio de la ventana que por
omisién se muestra de tamafio muy reducido).

iii) Boundary Mandelbrot Set

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

?@ﬁgzﬁ%-mw e e

En ella se introduce el factor de resolucién, el cual est4 relacionado
con el nimero de puntos visibles (1 asume unicamente el nimero de
puntos visibles, 2 asume el doble de puntos visibles en la ventana, .
etc), sobre el cual se calcular4 la frontera del Mandelbrot; al terminar
se presiona el botén de OK.

Nota: El tiempo de cdlculo variard dependiendo del factor indicado.

iv) Tongues

Al seleccionar esta opcién el sistema calcular4 el perfodo de la érbita
periédica de cada uno de los puntos de la ventana. Mostrando de un
solo color todos aquellos puntos con igual perfodo, para configurar
el célculo ver el ment de Configure en Tongues.

v) Stop Craﬂlt:'u“l‘iavt:ion

5.5.3.

Est_a. ql':;pi@ﬁ.ni_détiene el cdlculo que se este realizando.

' C) El ‘subment Window

~El subment Windows ofrece las siguientes opciones:

1) Erase [Ctrl-E]
i) Show Fatou and Julia Set
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) m) Ihde Fu(,ou nnd J‘ulla Se(, Gd
iv) Show Fatou and Julia [nmedlatly [Ctrl-U]
v) Zoom Out; Ctrl-Z] i

: Esta op(':_iéh’q’cult;‘é. la venta'.na"del't_:onjunto de Fatou_:y,«_dégf;‘]ﬁlbl_ia. R
: iv)' Show Fatou and Julia Inmediatly

Esta opcién muestra continuamente el cslculo del conjunto de Fa-

tou y de Julia al mover el mouse sobre la ventana del conjunto de
Mandelbrot.

Recuérdese que el conjunto de Fatou y de Julia se puede mostrar
de dos formas distintas que pueden ser configuradas en el menud de
Configure en el subment de Julia Calculations donde se tienen: Fast
y Complete. Donde por omisién la opcién Fast estd activada y es la
recomendada ya que Complete demanda una gran nimero de cédlcu- -
los y no mostrard continuamente al conjunto de Fatou y de Julia al
mover el mouse.

v) Zoom Out

Esta opcién regresa las dimensiones que existfan antes de hacer el
ultimo acercamlent;o, la operacién puede realizarse hasta para los
tltimos diez acercamlentos

vi) Original Dlmentlons

Esta opc16n regresa a las dimensiones originales de la ventana del
Mandelbrot;
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.5.5.4. D) Dl submenu Conﬁgure

Dl submenu Conﬁgure ofrece las 51gu1entes opciones:

i) Equation .. :
ii) Fatou and Julla Ca.lculatlons e
iii) Parameters ... -

iv) Dxmensmns o

v) Calculate -

v1) Tongues i
A contmuactén se descnbxré.n cada. una de las opciones de Configure.
i) _EQuation.'..‘.,,j.

" Al seleccionar ‘esta opcién aparece la siguiente ventana:

Esta permite cambiar la ecuacién en la iltima ventana activa; al
presionar sobre el Combo Box se despliega una lista de las ecuaciones
activas en el sistema y su descripcién asociada a ésta.

Se selecciona con el mouse presionando sobre la ecuacién y para
terminar se presiona el botén de Accept.

ii) Fatou and Julia Calculations ...

Con esta opcién se puede seleccionar el tipo de cémputo a realizar
para calcular el conjunto de Fatou y de Julia. Estos son:
- Fast o

Complete

Con en el pnmero se realiza un cdlculo de poca resolucién que solo
da una. -idea del conjunto de Fatou y de Julia correspondiente; el otro
propormona un cdlculo mucho més detallado del mismo, es por esto
que se necesita un tiempo mayor en mostrar la imagen completa, de



aquf que sea recomendado. usarse solo con en equipos de cémputo
répidos. . ' o I

Por omiéiéh, -el cdlculo del conjunto de Fatou y de Julia se réa,liza.
con el modo de baja resolucién (FAST).

iii) Parameters ...

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

1 onliqu stane o Mondebrot seonsey
TR bgeumfmw =
e

Aquf se muestra la parte real e imaginaria de los pardmetros com-
plejos y reales de la ecuacién activa. Al seleccionar el pardmetro que
se desea cambiar aparece el campo de captura para la edicién de tal
pardmetro como se muestra en la siguiente ventana:

Al terminar la edicién, se presiona la tecla ENTER, ya estando el
sistema listo para continuar con la seleccién de algin otro parametro.

Cuando se termina de cambiar & los pardmetros se presiona el botén
Accept.

iv) Dimensions ... .

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

: =
R T T Yo 3 }
 [Ovreine § Cakalda [ Torgiom | R




En. ella se‘muesbmn las duncnsnones de a ventana del conjunto de

En ella se pueden cambiar los valores para la norma mdxima y mf-
‘nima del cédlculo para el Mandelbrot, el nimero méximo de itera- .
ciones para el cdlculo del conjunto de Mandelbrot, y el nimero méx- - -

imo de colores a usar (en esta versién el nimero maximo es de 256 o
colores)

* La norma minima se utiliza para evitar desbordamiento numérlco ,
~cuando el valor. terado es cercano a cero, el usuario puede poner
- una cot:a mfrum en 'la cual se detendrs en célculo.

vi) Tonsuésf

‘Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En ella se pueden cambiar los valores de el nimero de puntos de la
= ventana para los ejes X e Y, el nimero de iteraciones transitorias, el

perfodo méximo a buscar y la tolerancia mfnima en la biisqueda de
la érbita.
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El sub en H,elﬂp pf ece las éiguiént;es opciones:

ot Set ... [F1]

1) MandelbrotSet

‘Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

‘En ella se indican las capacidades que tiene el sistema y se muestra’
mformactén relev_ante relacionada con la ventana del conjunto- de .
Mandelbrot

Al seleccnonar esta opcién aparece la sxgulente ventana:

FRUBEIR & By FUF-F PV

Vg wa CpE
"Aws 1 rEzs

Pawusty A, €150 {'chn
ANrawiy rp-_p. p PV

hlmr»

" Ath se muestra informacién del los autores, su correo electrénico y
la fecha de registro ante el Instituto Nacional del Derecho de Autor,
Meéxico.
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5.6. Ventana del Conjunto de I‘atou y Juha

La Ventana del ConJunto de Fatou y de Julia permite visualizar el conjunto
de Fatou v deJ ulla, la‘iteracién de un punto de la ventana, el cdlculo. de los
atractores, las’ cuencas de atraccxén, asf como imégenes directas e inversas, y el
conjunto de’ Julla. ¥
Para ello se tlene el sxguxente menu:

'5Q6_§'"1

, ;BMP Format . [Ctrl-§]

1) Save Wxndow in BMP Format ...

Al seleccxonar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En ella se selecciona el subdirectorio y el nombre en donde se desee.
grabar la imagen que se tenga en pantalla en el formato BMP, al
terminar se debe presionar el botén Guardar.

-ii) Print
Esta opcién manda a impresién el contenido de la ventana del con-
junto de Fa.tou y J ulla
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iii) Close -

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En-ella seleccione si desea cerrar o no la ventana del conjunto: de
Fat;ou y J ulia.

5.6.2. B) El submemnii Edit
“El submenu Edlt ofrece las siguientes opciones:

i) Paste P031t10n [

A contmuamén se’descnbxré. la opcién de Edit.

i) Paste Position S

Al seleccionar esta opcién se pega la posmlén coplada. del mouse
sobre la ventana del mandelbrot. Esta se copio el presionar el botén
derecho del mouse abnéndose un menu en el cual se selecciono Copy
position of mouse. :

5.6.3. C) El submenu Calculatxons

El submeni Calculatxons ofrece‘las sxguxentes opcmnes

i) Fatou and J ulla. Set
ii) Julia Set
iif) Fllled—m Juha et
iv) Pomt Iteratlon :
v) Attractor .
+vi) Basémg tt ctxon :

x) Sto ,Calcula.tlon :

A contmuamén‘se"descrlblrén cada una de las opciones de Calculations.
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i) Fat;ou and Juha Set

’:Al seleccxonar esta opmén se inicia el cdlculo del conjunto de Fatou
.y. Julia; esto se hace en'dos pasadas: la primera da una idea general
del conjunto (calculdéndose de manera répida) y la segunda genera
una imagen nftida, la cual puede tardar varios minutos dependiendo
del equipo de cémputo y la configuracién de los pardmetros.

if) Julia Set ...

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En ella se introduce el factor de resolucién, el cual estd relacionado
con el nimero de puntos visibles, sobre el cual se calculard el con-
“junto de Julia; al terminar se presiona el botén de OK. El proceso
_puede tardar bastante dependiendo del factor indicado.

iii) Filled-in Julia set Al seleccionar esta opcién se inicia el cdlculo del
conjunto de Julia lleno esto se hace en dos pasadas: la primera da una idea
general del conjunto (calculdéndose de manera répida) y la segunda genera una
imagen nftida, la cual puede tardar varios minutos dependlendo del. equipo de
cémputo y la configuracién de los pardmetros.

iv) Point Iteration’

Al seleccionar esta opcién se inicia la iteracién del punto sefialado
por el mouse en la ventana del Conjunto de Fatou y Julia; para
cambiar de punto y recalcular la iteracién asociada a dicho punto,
se posiciona el mouse sobre la regién de la ventana deseada y se
presiona [CTRL-I]. -

v) Attractors

Al seleccmnar esta opcién se inicia el cdlculo y visualizacién de los
atractores de la ecuacién activa, usando los valores de configuracién
de iteraciones y tolerancia del mendi Configure. Reportando al final
del cdloulo los puntos fijos y las érbitas periédicas encontradas.
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vi). Basms Attractlon

Al seleccxonar est,a opctén prlmeramente se inicia el cdlculo de los
‘atractores de la ecuacion activa, usando los valores de configuracién
de 1t‘.erac1ones y olera.ncm‘ del'menu Conﬁgure. Seguidamente se vi-
: suahzan las cuenc é.t;ra.ccxén y'se reportarén al final del cdlculo
5 jos'y, as 6rb1tas periédicas encontradas.

©vii

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En ella se captura una funcién F(x) o F(y), el valor inicial y final de
X oY, la iterada y la longitud del punto a visualizar. Para graﬁcar
la. 1terac1én de Ia funcién dada se presiona el botén Accept. -

viii ) Dlrect Images

Al selecmonar ‘esta opcién aparece la siguiente ventana:

.En ella se captura el radio, centro e iterada sobre la cual se de-
‘sea conocer la imagen directa. Al terminar de configurar presione el
botén de Aceptar, para iniciar el cdlculo de la imagen directa.

1x) Invers Images

Al selecc1onar esta opcién aparece la siguiente ventana:
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En ella se captura el radio, centro e iterada sobre la cual se desea
conocer-la imagen inversa. Al terminar de configurar presione el
.botén \d Aceptar, para iniciar el cdlculo de la xmagen inversa.:

x) Stop Calculation i

Dl submenu Wlndows ofrece las sxgulentes opcmnes

: i) Erase’[CtrLE]
,,n) Redraw [Ctrl—R]
iif) Zoom Out [Ctrl-Z]

. iv) Original Dimentions -
A continuacién se describirin cada una de las opciones de Window.
i) Erase
Esta opcién lirhpi_a la ,‘Ve;n_t;a.'naidel conjunto de Fatou y Julia.

ii) Redraw

Esta opcién re yll'cydrvlj:unto de Fatou y Julia.

i) Zoom»(')“ut'

Esta opm n regresa las dimensiones que existfan antes de hacer el

acercamlento, ‘la operacién se puede hacer hasta con los tiltimos diez
acercarmentos efectuados.

iv)' Original Dimentions

Esta opcién retorna las dimensiones originales de la ventana del con-
junto Fatou y Julia.
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5.6.5. E) El subme uConﬁgure g

i) Equation ...

--"Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

- Esta permite cambiar la ecuacién en la iltima ventana activa; al
presionar sobre el Combo Box se despliega una lista de las ecuaciones
activas en el sistema y su descripcién asociada a esta.

Se selecciona con el mouse presionando sobre la ecuacién y para

T
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terminar se presiona el botén de Accept.

ii) Paiaihetérs

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:
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Configurstions of Fatou and Julla seenery - {47 WIS 07 Xyl FT]
- ] ¥

e(F1) = 0.0000000000
m(F1) = 0.0000000000

En ella se muestran las partes reales e imaginarias de los pardmetros
complejos de la ecuacién activa. Para cambiar el valor de alguno se
selecciona el pardmetro: al hacerlo aparece el campo de captura para
la edicién como se muestra en siguiente ventana :

Al finalizar la edicién se presiona la tecla ENTER, ya estando listo
.el 'sistema para continuar con la seleccién de algin otro pardametro.
Al terminar de cambiar los pardmetros se presiona el botén Accept.

iii) Dimensions ..

‘Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

En ella se muestran las dimensiones de la ventana del conjunto de
Fatou y Julia. Se cambian de acuerdo a las necesidades usuario y al

terminar se presiona el botén Accept.
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iv) Calculate ...

Al seleccionar esta opciéu aparece la siguiente ventana:

Conligurations -l Kotou and )uln

En ella se muestra el valor de la norma m4dxima y mfnima, el nimero
méximo de iteraciones para el cdlculo y el nimero médximo de colores
a usar (en esta versién el nimero méximo es de 256 colores).

v) VA Value V

AI seleccwnar esta opcién aparece la siguiente ventanas:-

En ella se muestra la parte real e imaginaria del punto critico sobre
el-que se calculard el conjunto de Fatou y de Julia. Al terminar de
modificarlos se presiona el botén Accept.

5.6.6. F) El submeni Help
El submeni Help ofrece las siguientes opciones:

i) Fatou and Julia Set ...
ii) About of ...

A cont;inuaciéh se describirdn cada una de las opciones de Help.
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i) Julia Set ...

- Al seleccionar esta opcién aparcce la siguiente ventana:

; L2 2 atew onl Juhia sed ssenery

En ella se”iri‘dican las capacidades que tiene el sistema as{ como
informacién relevante del conjunto de Fatou y Julia.

ii) About of-...

Al seleccionar esta opcién aparece la siguiente ventana:

Suzcdaf Ehabings ¢ 5 -

Vot grwd T H By
E-SUCIRR 84204

L AwsAvee T

, I(u».bna A, $as v Cala ey
- Asinmis Caniille Yordvemia
Gnmnm

Frrviled | ol Lkl fersd 0 W3 A3 icerrema b b3t 1

En esta ventana se muestra informacién del los autores, su correo

electrénico y la fecha de registro ante el Instituto Nacional del Dere-
cho de Autor, México.
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5.7. I."uncxones: Matemétlcas

Las funcmnes matemétlcas vélxdas pnm deﬁmr ecuaciones  son la.s
sxguxente'

NOMBRE PARAMETROS : FUNCION
‘sinl - et e Seno de X
cosl - - Coseno de X
tanl FE . Tangente de X
asinl 1 Arcoseno de X
acosl: 1 Arcocoseno de X
- atanl 1 Arcotangente de X
sinh 1 Seno hiperbélico de X
‘coshl™ 1 Coseno hiperbélico de X
tan hl 1 Tangente hiperbélica de X
fabsl 1 Valor absoluto de X
floorl 1 El mayor entero menor o igual a X
fmodl 2 Médulo de £ ,
expl 1 Exponencial de X -
ldexpl 2 z % 2V ‘
logl 1 Logaritmo natural de X
logl0l 1 Logaritmo base 10 de X
sqrtl 1 : R,a.lz cuadrada de X
pool 2 ; XalaY:
Invl 1 Inverso de’ X
sigl o 1‘ ' S0 -Signo de X SR
B e (151X>— ,—151 X < 0)

igonot_nétricas se manejan en radianes.

one Arxtmetxcas Elementales

1tmétlcas elementales validas son las 81gu1entes

OPERADOR OPERACION

+ . 'Suma

— “Resta

* ‘Multiplicacién
/- - Divisién



5.7.2. Constantes Mateméti(‘:as‘ o

_ Las Constantes nmrl;exﬁél;icasﬁ validas s‘on',;lrh

ALOR

. CONSTANTE  V

o M_PI T
M_PI2 . E-
M_PI_4 O z
.M 1 PI ji;
M_2_PI ' %

- M_1_SQRTPI

M_2_SQRTPI
M _E e
M_LOG2E In(e)
M _LOGI0E  logl0(e)
M_LN In(2)
M _LN10 In(10)
106



A. Apéndices

Algunos conceptos-y result;ados que se mensmnan en el Lrascurso de este
trabajo se detallan aqu( T :

cone-xidad, los cuales

ncontrarse
deta~llados en la blbh

Definicién 95 Una top
conjuntos de X con las ‘st
1) ¢ yX estdn en'r

un subconju:
coleccidn 7.

Definicidén’ 99 Una colecczén Ui de ubconyuntos del espacio X se dice que
cubre a X, 0. _que es nto de X , si la union de los elementos
de U coincide con’ X 'se dice que U es un cubrimiento abierto de X si es un
~cubmmzento de X formado por conjuntos abiertos de X.

‘Deﬁnlclén 0

n-cspa.czo X se dzce que es compacto st de cada cubrimiento
. abzerto U de X,,

: demos extraer una subcoleccién finita que también cubre a X.

Deﬁnxcxén 101‘ St U es un subconjunto de un espacio topoldgico X y st  es
un punto de X, diremos que es punto limite o punto de acumulacion de U,
st ca,_'da"qbriervto de x interseca a U en algun punto distinto del propio x.

Definicién 102 Un conjunto es perfecto si todos sus puntos son de acumu-
~lacion.”
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Proposxcnén 103 Si I (C —C, las siguientes aft 'rmacwnes son equwalentes
i) f es continua.

u) La imagen inversa de cualquier conjunto ccrrado es cerra.da,
i) La 1magcn tnversa de cualquier conjunto: abzerto es abzerta

. Proposxcndn 104 5% f: U — C, las szguzentes af' rma.czoncs son equwalcntes
‘ i)°f es continua.

it) La imagen inversa de cualquier conjunto cerrado es cen"ado rela.twa de

U. g
' 43) La imagen inversa de:'czza_lquzer,conjunto bze'r'to‘*es.'abzerto relativo de

dos no vactos A y
conetxo.

conjunto U.

Definicién 10}8" '

Deﬁnlclén‘-lll Sea. x € U, considerando todos los subespacios de U que son
conezros.y que contienen a x, a la unién de todos ellos, serd un espacio conezo
que denotamos por C(z) y que es el mayor de los subespacios conexos de U que
contzenen az. A C(:z:) le llamaremos la componente conexa de x.

: Notemos que {m} es siempre conexo, entonces C(z) nunca serd vacfo. Ademds
que: C(:z:) es: mempre:‘ un subconjunto cerrado de U, ya que de no ser asf la
cerradura de C(z) a ‘n”conjunt;o conexo conteniendo a = y mayor a C(z) lo

, a:} para todo z € U, donde C(z) es la componente
, conea:a ‘que contzene a :1:, ‘a U se le llama un espacio totalmente disconexo.

, Deﬁmcnénv113 Un congunto U es denso en ninguna parte si 'mt(U )= ¢,
donde U es la cerradura de U y int(U) es el interior de U.
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Deﬁnxcnén 114 El conjunto de ':Ca ¢

es campacto, o
perfecto Yy totalmcntc dzsconezo L

Se(m X' Y Y cspaczos topoldgzcos, sca f X —'Y una: iyéc-:"
cion. Sila funczdn f y la’ funcién inversa f~1:Y — X son ambas contmuas,
, entonces f ‘se dzcc quc es un homeomorfismo.

A 2 Prehmlnares de Andlisis Complejo

En este apéndlce .describiremos algunos conceptos del an4lisis de varlable

compleja, los cuales se presentan sin demostracién, pero pueden encont;rarse
deta-llados en la bibliograffa (30}, [1], [19], [36].

Deﬁmc16n 116 Sea’ U € C un_conjunto abzerto yseaf: U — C un mapeo
Decimos que f es cont'muo en: zo G U. siy solo si e

en f (U ) entonces el mapeo composzczdn (h.o f)(z) = h( f(z)) es con'tinuo”en U > :

derwada' f! (20)’ e:mste sz y s6lo si f es diferenciable en el sentido de las variables
. 'rcales y en (:z;o,yo) = zp, u.y v satisfacen:

ou _ 9y T ou_ v
3z oy Y By " ox

Ast si Ou/8z, du/By, Bu/Bx, Ou /By ezisten, son continuas en U y satisfacen
las ecuaciones de Cauchy J-meann, cntonces f es analitico en U.
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Si f' (20) existe, entonces:
oy = BP0
=) = St i T
QE iau 10f

Deﬁnlcxdn 121 Un map 1

. polinomio (szempr qu

Nétese que los polinomgos'xgglgx

" Definicién 123 Un mapeo raci
P(z) y Q(2) son polinomios, y Q(z) :
su contradominio. Ast Q(z) =0 a lo m
los que llamaremos polos y e:z:epto
estard bien definido. : e
Ast el dominio Dom(R(2)) = {z | Q(z)-;é'O} y su grado serd: el mdzimo. de L
los grados de los polinomios P(z) y Q(z) :

' 'apeo constante zgual a, ‘cero en todof»
un mimero finito. de puntos enC a»§.~ :
puntos el mapeo ‘R(z :

Teorema 124 (Principio. del mddulo md:umo)
Sea U un conjunto: conezo, abzerto y acotado .y U su cerradura, Yy sea f

‘U — C un mapeo analttico en U y contznuo enU. Sea M el mdximo de | f(z)|
en la frontera de U, entonces:

(@) |f(z)| < M para toda z € U
(@) sijf(z2)j=M para alguna z e U entonces f es constante en U.

Teorema 125 (Schwarz)

Sea. f un mapeo_ anarl{tzco‘ en el zsca abzerto unitario A = {z € C: |z[ <1} .
Y supdngase que |f(z)| <‘ rpara, z € Ay f(0) = 0. Entonces |f(z)| <zl para

Un arco es simple o un arco de Jordan, si y(t;) = 'y(tz) .
. 'Un arco es una curva cerrada o curva de Jordan si los

‘les y finales coinciden, es decir ¥(a) = v(b) y v(t1) # ~(t2) para
- todo tl,tg € (a,b) con ty # ta.
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e kequzcontzn'u.a. enU,
(¥)|:< € para toda f en’

conjunto- U se dice que la suceszdn co'n,'v
f, st para cada € > 0, eziste una N tal que
para cada z € U.

Teorema 130 (Convergencia analztzca, Wezerstras :

Sea U una regién en C y sea {f"}nz; una sucesion de. ma.peos analz’tzcos
‘definidos en U y si f™ — f uniformemente en cua.lqu. er isco_cerrado contemdo :
en U, entonces el mapeo f es analitico. Més au'n,, el mapeo ( Yy — i converge .
puntualmente enU y con‘uerge umformementc cn cualquzer dzsco cerrado enU.

Definicién 131 Si U es una vecindad abzerta del pla.no complejo C y { f"}n_1
es una familia de mapeos analiticos en U el mapeo { f"},,__1 es llamado familia
normal si satisface que: :

i) Toda sucesidn de mapeos en la fam 1. f"}n_1 tiene una subsucesion que
converge uniformemente en vecmdades‘ ‘_ rradas contenidas en U, o

it) Converge umformemente Sobs alquzer conjunto compacto.

s una familia no normal en
n toda. vecindad de zg.

U 44 C}, entonces L es una

ua en cada compacto de U.

Teorema 135" (Montel) Er
Supdngase que f"'}ﬂ__1 es una familia de mapeos analiticos definidos sobre
un dominio U y supdngase que existen a,b € C, a # b, tal que f*(z) #a y

f*(z) # b para cualquzer n y cualquier z € U. Entonces { f"} ~, es una familia
normal en U.
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Otra’ caracLeruacnén de cs(,e_t;eorema' pam los compleJos extendldos C’ la. da .
el sngulente‘teorema :

: .Teorem 138 (Taylor) v
‘ Sea. f un mapeo anal{tzco en ,

Seam > 0 7‘2 > 1‘1 y 2
Se admzte que. T ‘— 0 o r

tamente enU vy

/ conj'u.nto de la forma By, ,p, =
{zlp < |Z_20|

T9. 5% v es un circulo alrededor
‘ los coeﬁczentes estén dados por

L ynet
by 2mﬁf,(<>(< A =012,

(sz ha.cemos bn = a._n, entonces la. pmmera formula cubre ambos casos). La -
serie para f en la ecuaczén (1 ), es llamada la serie de Laurent o expansion
de Laurent alrededor de 29 en el anillo U. Cualquier expansién convergente
puntualmente de f de esta forma, es igual a la expansién de Laurent; en otras
palabras, la expansién de Laurent es wnica.
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Deﬁmclén 140 Si f es un. ma.pco anal{tzco en. una 'regzdn U que contzene al-

o -guna e—vecindad agujerada de 2y, cntonces ‘g es. llamada ‘una szngu,lamdad

: azslada (st la expansion de Laurent es vdlzda. en tal E—vecmdad)

Deﬁnxcxén 141 Sz Zg es una szngula.ndad a.zslada. dcl mapeo [ y st todos los by,
en (1), excepto un nimero finito, son cero, entonces zg es llamado un polo del
mapeo f. Si k es el mayo entero tal que bk #0 en (1), entonces zo es llamado
un polo de orden k. Si z es un polo de primer orden, también decimos que es
un polo simple. Si un nimero infinito de by en (1) es distinto de cero, entonces
29 es llamada una szngulamdad escenczal (alguna.s veces esta zg es llamada
un polo de orden infinito). g g

Definicién 142 Si todos los bk4e 1 ) .de la. ezpancion de Lauren son.cero,
decimos que zg es una 3zngula, idad rem vzble

talque Tofo <I)"1(z) = 27 para ‘toda z en una
Elf‘numero n se lla.ma. el orden del punto

~vec1,ndad de zo y a.lgun
: cmtzco .

en zg entonces: "
© i) zg es una smgulandad movible si-se a.tzsface alguna de las siguientes
condiciones: S
a) El mapeo f es acotado en una vecinda agu]emdade 20-
b) im,_, ., f(2) existe. = -
c) im, .., f(z— zo)f(z) = 0 Gl
. 4%) 29 es un polo simple si lim,_ ., f (z -20) f (z) e:z:zste yes dzferente de cero.
iii) zg es un polo de orden < k (o posiblemente una smgularzdad removible)
si se satisface algunas de las siguientes condiciones:
a) Existe una constante M >0y un ente'ro k> 1 tales que

M

|£(2)] S_m

en una vecindad agujerada de zg.

b) lim, iz, f(z— zo)"'Hf(z) =0.

c) lim. ., f(z —-'zo) “f(2) eziste.- '

w) zo es un'polo de orden > 1 si eviste un mapeo analtico ¢, deﬁmda en

una vecindad V. val"que V\{zo} CU,d(z) #0, vy f(2) = ¢(z)/(z — z)* -
para toda, z G V ‘z;é zo o
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Teoxema 146 (Mapeo inverso) :

V — W es una bzyccczdn v su mapco inverso f~1

..es _qnalftzc6 .con
dada por & f~Y(w) = ——r— donde w= f(z): =

Definicién 147 Un mapeo f U — C es llamado conforme en"unv pun of_ o
zg St p'resema. dngulos, esto: es,’ st ezzste una 0 e [0 27r) Yy una T > 0 tal que_n»

-’(6) y v=

v'(0), tenemos que |u| = r|v| ¥ argu =

es un mapeo analz’tzco Yy si la derivada f'(z0) # 0,

el

f

LV Uees ta.mlnén conf
(u)f U—»V yg; e

onformes y biyectivos, entonces

para alguna Z0 € A y 9 EA[

cualquzer T de esta forma es
un tapeo conforrne de A sobrevAh : :
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sion {z1,z2,23,...} de puntos dzstzrito e conve'rgen a zg € U, tal que
f(zn) = g(zn) para todan =1,2,3,... entonces f:= g en todo U. La conclusion
es 'udlzda., en particular si f = g en: alg mdad de algin punto en U.

Corolario 156 Sean f: U - Cyg: V —-—» C mapeos analiticos en las regiones
U y V. Supéngase que UNV #qb y f= g‘ en'U NV. Deftnase

e) = {%5?5223

entonces el mapeo h es anal{tzco enU uv y-es el tinico mapeo analitico en

UUYV queesigual a fen U (o a g enV' ). Deczmos que h es una conlinuacion
: analztzca de f (o deg). : :

: Proposxcxén 157 Sea { f “}n=i una succszdn de mapeos analiticos en una region
U, el cual converge umformemente ‘al mapeo “f ‘en los discos cerrados en U. Si

-~ cada f* ‘es inyectiva en U y el mapeo f no es constante, entonces f es inyectiva
en U.

Proposicién 158 Si f : U ——>Cesu'n, ‘mapeo analitico e inyectivo, entonces
f'(20) # 0 para toda 29 € U. Se sigue, por el teorema del mapeo inverso, que

f(U) es abierto y st f es znyectwo globalmente, que su inversa f~! es un mapeo
analitico de f(U) en U. ‘ L

Teorema 159 (Mapeo abzerto)

Sean U C C abierto y f: U =+ C’u'n .Tapeo . no . constante y analttico.
Entonces f es un mapeo abzerto, ‘esto es la image ba.J: ‘fde cualquzc'r conjunto
abierto es abzerto v

Teoren'na 160 Seq f un ma ) }en‘vo J sea U




Teorema 162‘ (chard)> i BT T
7 v » 20 y sea U cualquier
: (arbitrariamen e pcqu ia). Entonces, f(U )=C—alo
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A.3. Algoritmos usados en. Practal ‘Windows

En este apéndice present:amos los métodos numéricos que se usaron para
producir la parte gréifica'de ‘este t;ra.ba_lo. El algoritmo que est4d contenido en
cada método se escribié en* antmét‘,lca de doble presicién, en el lenguaje de
programacién C+-+, ! o
' Ademas el disefio se hizo de tal suerte que cada método dependiera lo menos
de la maya elegida; esto hace que esta coleccién de métodos pueda servir para
investigaciones mds generales de sistemas generados por funciones en la circun-
ferencia 6 para.investigar otros sistemas de interés. La maquina utilizada-fue

un computadora PC bajo el sistema operativo Windos 2000 y el compilador -

Borland Builder C+-+ 6.0.

El disefio'y programacién de FRACTAL, fue el que consumxo més tlempo y
‘esfuerzo en la realizacién de este trabajo. i v

Observacién 164 Cuando se usa una calculadora. 0 computadora pa'ra “hacer
.- cdlculos se debe considerar el inevitable error de redondeo, si-la computadora
tiene, digamos, 8 digitos significativos, si a 10 le- sumamos 1010 el resultado
incorrecto serd 10,000000 y no 10,0000000001- el solo tener 8 'digitos.

Este tipo de errores de redondeo tienen un especial Msigniﬁcado si el sistema
tiene regiones de pardmetros donde es sensible a condiciones iniciales, pese a que
se usan 20 digitos significativos, las miles de iteraciones del sistema ocasionan la
acumulacidn de un error considerable. Esto puede hacer que para cierto cdlculo,
la computadora reporte un valor numérico distinto que el 'reporta,do tedricamente
0 §i Se usa una Mmayor precision numeérica.

A.3.1. Conjunto de Mandelbrot

Calcula el md1ce de. escape de un’ punto e

plejo de 1 ﬁiaua p‘arﬂa’ la visual-

(this- >"‘puntoe cntucos[Slstemn nchvo])(),
} cntch (a0) {rctum 1; ).J
- il (Suspende_ calculo) rcturn 1; : .

if (strc[Snstcnm activo). Numcro puntos cntlcos l) {

// Ciclo de iteraciones

Z = xzZ{o};
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for (nul = () iud < N‘um( Muxmm ltc.muonw, iud ++) {.

(.tnvul Norun: Mnunu\ Mnndolbnot) brenk;

'(u.i's-'>'*r.f
7} éntel (..l.)'
y

) else { -
/1 Ciel

ncrm'
yo

ind = Mnxxmo ltcrncxoucs

for (l = 0 i < s rc[Slstcmn achvo] Numcro puntos crmcos. 1++) {
if (stfi ]) rcturn 0; e : :
if (lterl] < md) md xtci‘[i]i
} :
‘return ind; -
.

return 03

A.3.2, Conjunto de Juha

Calcula el indice de escape de un punto complejo de la malla para la visual-

izacién del conjunto de Fatou: ‘de Julia
“// Calcula el indice de cscnp P

int Calcula Julla(const long. doubl X, const’ ldng, doublc y)

to omplc;o <x+y|> del conjunto de Fatou 'y de Julia
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if ‘(uorny(Z) >:u‘h_-{:lsintg:nu‘\_i,uy-,rtrivo].Nnrmu‘—__vMnxinin_‘.luliu) return ind;

return 0F e

A.3. 3.- Atractor en Mandelbrot

Calcula si: un fpunto comple_] ' de 1 alla. esté. en: una 6rb1ta_‘per16d1ca de
perlédo P retornando un punto atractor del conjunt;or de Mandelbrot
// Cnlculn siun ‘punto complcjo . <x+4yi> estd ciuna 6"rbitn pt.néd:cn c p 1

i6do’ P ctornando .
Aint Cn c' ln. ndelbrot| pngﬁd;nu'l’)lp x, éo‘xvist,‘:ly"hg‘ out 3 ‘oul_)lc &ax,'

It

// CMculo dc Puntos Crmcos
int num —O PR ; .
for (i=0;i < strc[Slstcmn a.ct.lvo] Numcro puntos crltlcos \++) pcnodo[]
Suspende_ealculo = false; 3
C = complex<long double>(x,y); °
try { .

(this->*puntos_ cnucos[Smteum actwo])(),
} cateh (0.) {return 05};-

if (Suspcndc cnlculo) return; Ov'

for (i = 0;'i < strc[Snstcma m:hv : pul‘l_to‘s_'_‘cyriticos; i+4){
1/ Itemcnoncs transn.on S

for. (md

i{na:Mayﬁdclﬁrot) break;
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aX = rvul(l;), uY mbuyl‘[;('/;);
puuulo[uuml = m(l :
5 Il»lvlrlll-i-r-l‘

Shreakyo donl

return num;

b

Al 34 Atractor en Juha 7

Calcula si un punto complejo de la malla estd en una, 6rb1ta perlédxca de
periédo P, retornando un ‘punto atractor del con_]unto de Fatou . de’ Juha.

// Cnlculn si un punto complejo’ <x+y1> csm cn unu 6rbltn pcrlddxca d(. per(odo p rctornnndo
cl punto atractor <aX+aYi> VG AR ’ :

int Calcula__atractor: Julm(const loug doublc x,
double &aY) : :
(0

C = strc[Sist.cmn_nctivo}.Posicipli_Jvuiia’n7 S o -

o'uét ;lo"n[‘; doqbic y, long ‘db\iﬁlé &nx, long

Z = complex<long doublc>(¥,y);f g
// lteraciones transitorio .. ‘ ; .
for (ind = 0;ind < Numero iteraciones ntmct.or, ind +4) (
if (norm(Z) < strc[sttcmn activol. Normn Mlmma Juha) brcak
ctry {7 ; i
(this->*funcion[Sistema_: acnvo])(),
} eatch(...) {return 0;};

if (norm(Z) > stre[Sistema_activo]. Normn Maxlma_Julm) rcturn 0

}
// Revisién para ver si es periédico
Z1 = Z; ‘

for (ind = 1; ind < Numero_ |tcrac10ncs : actor
if (norm(Z) < strc[Slstcma nctwo] Normn Mmlma Julm) brcnk
try { SRt g
(thls->“funcxon[Slslcmn actlvo])(),
} eatch (...) {return 0;};
if (norm(Z) > stre[Sistema_activo]. Norma Mnxmm Julm) return 0;
// Periédico con perfodo ind
if (norm(Z - Z1) < Epsilon__atractor) {
aX = real{Z), aY = imag(Z);

return ind;

}

return 0;
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