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RESUMEN 

Se estudia la respuesta sísmica no lineal de tanques cilíndricos excitados 

horizontalmente en su base por una aceleración del terreno con gran amplitud, periodo 

dominante largo y con gran duración. La respuesta se evalúa en función de la altura de 

ola, fuerza cortante y momentos de volteo en el tanque. El tanque cilíndrico se 

considera con paredes rígidas y anclado a una cimentación indeformable. El líquido 

contenido en el tanque es no viscoso, incompresible e irrotacional, lo que permite 

considerar la existencia de un potencial de velocidad que al ser introducido en la 

ecuación de continuidad resulta la ecuación de Laplace. El amortiguamiento numérico 

del sistema se considera como pseudo-viscoso. 

Los resultados de la solución analítica lineal indican la influencia de los modos 

superiores en la respuesta y la presencia del fenómeno de resonancia, por lo que se 

hace necesario considerar los efectos hidrodinámicos no lineales en la respuesta. 

El sistema de ecuaciones no lineales, válido en el dominio físico. del líquido, es 

mapeado a un dominio computacional definido por un paralelepípedo con dimensiones 

que permanecen invariables en cada instante, evitando realizar un remallado durante la 

solución del problema transitorio. El sistema de ecuaciones no lineales se resuelve 

numéricamente por medio del Método de Diferencias Finitas (MDF) en coordenadas 
-· 

cilíndricas, sin despreciar el punto central del dominio, y en forma tridimensional. El 

esquema usado en la discretización de las ecuaciones en diferencias finitas fue el de 

Crank-Nicholson y linealizadas por medio del método de Newton; el sistema de 

ecuaciones algebraicas resultantes se resolvieron por el método del Gradiente 

Biconjugado. 

La diferencia entre la respuesta no lineal y la lineal varía para cada movimiento 

sísmico.' El incremento porcentual entre ambas respuestas resulta ser más significante 

para los momentos de volteo. Los efectos no lineales en la respuesta son más 

importantes para tanques anchos, con relación altura a semiancho, H/a=0.30, en donde 

la altura de ola máximano lineal es del orden del 35% de la profundidad del tanque . 
.••. · •.. ,-.. ;,-<<-,>-. -·--· 1 

El amorti9,~ar;niento pseudo-viscoso modela adecuadamente la combinación de 

los efectos por fricción entre el líquido y las fronteras sólidas del tanque, y los efectos 

ix 



debidos a la viscosidad del líquido. En resonancia se presenta inestabilidad numérica 

en la solución, tal vez sea necesario agregar disipación numérica externamente al 

sistema para estabilizarlo o considerar un planteamiento que permita que la altura de 

ola rompa. Cerca de la zona de resonancia la respuesta no lineal difiere 

significativamente de la lineal, se presenta un comportamiento en el cual la amplitud del 

oleaje positivo es mayor que la del negativo, además del alargamiento del periodo de 

oscilación. La curvas de respuesta en frecuencia indican un comportamiento similar al 

de la ecuación de Duffing con rigidez "débil". 
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ABSTRACT 

Non linear Sloshing and Seismic Response of Vertical Cylindrical Tanks 

In this work, the nonlinear response of vertical cylindrical tanks subjected to 

earthquake ground motion is studied. The tank is considered anchored to the ground 

and its walls are rigid. The liquid stored in the tank is supposed to be inviscid, irrotational 

and incompressible; pseudo viscous numerical damping is introduced in the response 

analysis~ The response is studied in terms of wave heights at the liquid free surface, and 

base shear and overturning moment at the tank walls. Ground motions recorded at 

several stations during the Mexico earthquake of September 19, 1985 are used for the 

analysjs. 

The linear solution is examined first. The results show that the contributions from 

higher modes. to the response may be significant. lt is also shown that if resonance 

occurs, the linear solution . does not predict the response appropriately and nonlinear 
·.- . ':··· -.·. :\. ,< .. : ,·;~-~·:'·~··:~---·:;. - ·. :__ .-.. · ·, -

sloshing néeds to': be: considered. Ground motions modeled as harmonic functions are 
- ,. ', _,. '" . ,;, ~-:.. . - . ' . " "• 

considered.forthe arialysis of resonance effects. 

The llo~li~ea~·~l~~ihng. problem was formulated in the physical domain and 

transformed ú:) ~~d ~gl~~d}'i~ ·a computational domain. Due to a change of variables, the 

computatiol1a1 'é!órn~iF'is d~fÍned by a cube with known time invadant dimensions, as 

opposed. t~'th~ physi~~Tci~main that changes with time. Thus,·f~r,tt"l~·nurn'erical. solution 

the computatiéma1 mesh ·11eeds not change a1ong time. :r~·~ ·2~:Y~t~~'''ór~~~v8'tions is 

written in polar coordinates for a tree-dimensional model of the tank. The discrete 

system of equations in the. computational domain is solved using the Finite Difference 

Method (FDM) including · the central point at the tank vertical axis. A Crank-Nicholson 

scheme was used for the solution of the finite difference equations, linearized by means 

of the Newton method; the resulting system of equations was solved using the method 

of the biconjugate gradient. 

The difference!; in the response parameters of interest are examined for the 

nonlinear and linear solutions. The increase of response from the linear to the nonlinear 

solution is more significant for the overturning moment. Bread tanks, i.e those with a 
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height to. radius ratio less than .·· H/a=0;30, tend ·to·· be·· more likelrto · exhil:iit non linear 

sloshing, where the maximum non linear. wave height at the free surface is about 35% 

the water depth in the tank. 

Numerical instability of the soiution .. is·f~ürtd ~t resonance. lt may be necessary to 

... include numerical dispersion into the mócJeLor take into account that waves may break. ·~··· 
The nonlinear liquid behavior near ·~~i6nance is considerably different from the 

corresponding linear behavior. Typicaliy, positive liquid amplitudes grow much faster 

with time than the negative ones, aria. periods of oscillation become longer. lt was found 

that the nonlinear frequency curve far the tank responses analyzed exhibits the typical 

nonlinear softening behavior obtained by the Duffing's method. 
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CAPÍTULO 1 

GENERALIDADES 

1.1 CARACTERÍSTICAS DE TANQUES CILÍNDRICOS 

Los tanques para almacenar líquidos o procesar su contenido, como ocurre en 

los sistemas de almacenamiento y regulación de agua potable, plantas de tratamiento 

de agua, plantas industriales y refinerías pueden ser elevados o apoyados en la 

superfic:;ie del terreno, éstos últimos generalmente son de acero y de forma cilíndrica. 

Los tanques cilíndricos~apóyadós sobre el terreno se clasifican dependiendo de su 

relación altura a radio,'~}~.·:g;~~janques "anchos" o de gran diámetro, cuando H/a es 

menor o igual a O.~o'y;~c?~~t~·~q'J~~ ~esbeltos" cuando dicha relación es mayor. 

Generalmerite l~f }cirieidé~:·6m';&i.co~ de acero son cerrados. La cubierta puede 
'· ··. >:·,; ·<· ··, . -.,.,.< 

:~~:~:: :;[~t1~~,~~~~~ti~~~~~!~~~~~~~Edr•~.''~;;:,:.~,"·~~";:;:.~: 
.: .. ,,,_ - .·<-.. _ ,_·:::.~.·.:,-'··~·.-<·:.- ".:T ·.·<~:~·- --~-:.-· ~-.~·-.\ ;·--~~L·'._;"_;~:-~ 

·2. · ~-P1ana·a~·de'·.fdrrriacónicaN.apoyada{eni/e1perímetrc:)~de1 ·tanque .•o·-sobre 
columnas intefm~c:Úa~:· < ... ·. . ··· . .:.,· .. • •:·· . . ' : 

L.a c~bie.rtapl~na.~'éónidarfigldi~.~·:al;t~~q~·~ .• ~.(g~~~a~Ón.~cilí~drico), y. esta rigidez 

es un poco mayor si la áubl~:~~ e~t~'·~¡:;8y~1}"i~6t5:e·sW¿:~~t~~ctUración interna formada 

por columnas y largueros. Er,' ~n recipiente cerrado perfectamente rígido y 

completamente lleno, toda: i~ -n,~sa del líquido junto con la del recipiente, se mueve 

como cuerpo rígido. Sin embargo, en un recipiente que almacena un poco menos de su 

capacidad las presiones hidrodinámicas sobre las paredes y el fondo son prácticamente 

iguales a las de un recipiente con superficie libre. 

Los tanques de almacenamiento pueden estar anclados a la cimentación o 

solamente apoyados sobre ella. En el primer caso se conocen como tanques anclados 

y en el segundo como tanques sin anclar. En el caso de tanques que no están anclados 

a la cimentación, al ser sometidos a una excitación sísmica horizontal se induce un 
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momento de volteo que debe ser. resistido por los esfuerzos permisibles horizontales de 

tensión y por lps axiales de compresión en las pa~edes del tanque. Durante uri evento 

sismico est~s fanques sufren ún levantarriientC{parcial de la base lo que genera una no-
linealidad de c~i1ta~t~.' . .. . . . • . .. ·. .. 

-e En:!~'.Fi~ura-~1 '.1 s~ muestran Jos tipos de fallas que pueden presentar$'~: e.n los 

tanques .cilínd~i~~s· de· atrnacena~iento, algunas de· 1as cuales son ~ener~·éfas por 

efectos sísmicos. 

~ •.... b:::] 
Falla por coalisión 

Pandeo por vaciado 

Deslizamiento 

Asentamientos 

Falla de pontones 

Falla de membrana . 
por coaliSión · 

Cabeceo 

Falla de la placa base 

Falla en la cubierta· 

as;;: 

Pandeo 'pata de elefante" 

Asentamientos perimetrales 

Fig. 1.1 Fallas generales en tanques de almacenamiento 
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1.2 FALLAS PRESENTADAS EN TANQUES CILÍNDRICOS DEBIDAS A 

MOVIMIENTOS SÍSMICOS 

En las últimas décadas se han presentado daños severos en tanques cilíndricos 

para almacenamiento de líquidos debido a movimientos sísmicos en su base. El sismo 

de Alaska de 1964 fue el primer evento que ocasionó daños de pandeo en tanques 

cilíndricos de almacenamiento anclados a la cimentación. En Greenville-Livermore 

California, el sismo de 1980 ocasionó pandeo en 1 00 tanques de almacenamiento 

(Niwa y Clough, 1982). En 1964, debido al sismo de Nigata, Japón, varios tanques que 

almacenaban aceite y que se encontraban anclados a la cimentación, sufrieron daños 

considerables en la cubierta debido al oleaje del fluido en la superficie (Sakar y Ogawa, 

1984). En febrero de 1971, cinco tanques sin anclar y apoyados sobre anillos de 

cimentación sufrieron levantamiento en promedio de 35 cm durante el sismo de San 

Fernando, California (Jennings, 1971). El sismo de Colinga, Argentina, en 1983, 

ocasionó pandeo tipo "pata de elefante" en las paredes de tanques que almacenaban 

aceite además de rupturas en la unión de la placa base con el anillo inferior del tanque 

y del daño en soldaduras; once tanques presentaron daños en la cubierta flotante, 

(Manos y Clough, 1985). En otros eventos sísmicos también se han presentado fallas 

considerables en tanques cilíndricos, como las registradas en Landers en 1992 y en 

Northridge en 1994. Recientemente, el sismo de Kocaeli en Turquía, 1999, produjo 

fallas en las conexiones de las tuberías de alimentación debidas a momentos de volteo 

excesivos. Consecuencias adicionales de falla producidas por sismos en tanques, y no 

menos importantes, son las pérdidas humanas, incendios, explosiones, daño ecológico 

e interrupción del abastecimiento de agua potable. 

En la Figura 1.2 se muestran algunas fallas en tanques cilíndricos presentadas 

durante eventos sísmicos. 
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(a) Falla tipo pata de Elefante, Alaska, 1964 (b) Excesivo oleaje, Coalinga, 1983 

(c) Excesivo momento de Volteo, Kobe, Japón, 1995 

(d) Falla tipo Diamante, Livermore, 1980 (e) Falla en la pared, San Fernando, 1971 

(f) Tanque de almacenamiento de agua, (g) lzmit, Turquía, falla en conexiones 

falla en conexiones, Santa Rosa, 1965 (1999) 

Fig. 1.2 Fallas presentadas en tanques debidas a movimientos sísmicos 

j TESIS Cót{ - ·.· ·; 
1 FALLA DE OHIGEN i _____ r ____ _ 
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1.3 REGISTRO DE TANQUES DE ALMACENAMIENTO EN EL DF 

En el Distrito Federal (DF), México, existen cerca de 900 tanques de los cuales 

250 son de almacenamiento y regulación de agua potable (Figura 1.3). La mayoría se 

ubica en las zonas de lomas y de transición, y más de una docena de tanques se 

encuentran en la zona de lago. En el área metropolitana se encuentran también un gran 

número de plantas de tratamiento de aguas negras y plantas industriales que cuentan 

con tanques cilíndricos de almacenamiento. Estos tanques son vitales para el sistema 

de abastecimiento y dosificación de agua potable. Existen también en el área 

metropolitana del DF tanques de abastecimiento de la industria petrolera, así como 

tanques para almacenamiento de turbosina y gasavión. La falla de alguna de estas 

estructuras durante un temblor afectaría el abastecimiento de combustible para tráfico 

aéreo, causaría un gran daño ecológico y pondría en riesgo la vida de un gran número 

de personas. 

1.4 ANÁLISIS SÍSMICO DE TANQUES CILÍNDRICOS 

En las últimas décadas se han desarrollo varios estudios sobre el problema 

dinámico de líquidos almacenados en contenedores con superficie libre. La gran 

mayoría de estos estudios se han aplicado principalmente a la industria militar, aérea y 

espacial. Las fallas producidas por efectos sísmicos en tanques cilíndricos impulsaron 

el estudio dinámico de este tipo de estructuras. 

Las ecuaciones hidrodinámicas de un fluido incompresible pueden determinarse 

por medio de las ecuaciones de Navier-Stokes o las de Euler, estas últimas junto con la 

hipótesis de fluido irrotacional, permiten suponer la existencia de un flujo con potencial. 

La descripción del comportamiento del fluido se realiza desde dos tipos de 

enfoques: el Lagrangiano y el Euleriano. En la descripción Euleriana las coordenadas 

de la malla, en la que se discretiza el fluido, están fijas con respecto a un marco de 

referencia, tal que el fluido se mueve através de la malla de elemento a elemento. La 

descripción Lagrangiana está caracterizada por un sistema coordenado o malla la cual 
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se mueve con el fluido. Físicamente, la descripción Lagrangiana centra su atención en 

las partículas específicas del medio continuo, mientras que la descripción Euleriana se 

interesa por una región particular del espacio ocupada por el medio continuo. 

.· .. ·. Capacidad 

75 oo0.m3 

. J.J 
50 000 m3 

~~.Ób·~ m3 

1500 m 3 

1000 m3 

·800 m3 

;. 

.• 

. . -·· 
. •,·-- • 

Fig. 1.3 Ubicación de tanques de almacenamiento en la zona metropolitana del DF. 

Cuando un sistema coordenado está fijo en el espacio, también conocido como 

sistema coordenado Newtoniano o inercial, las ecuaciones de movimiento contienen 

una gran cantidad de términos, lo cual hace más difícil su evaluación, además, se limita 
-----·¡ 

1TBSlS C01''.. , \ 
f P1.1\.ifi-. ~ED ~í,~ ~1~:~!J 
__.~-
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la amplitud del movimiento del tanque (Bridges, 1981 ). Cuando se usa un sistema 

coordenado que se mueve, las condiciones de frontera del problema dinámico son 

homogéneas con referencia al origen del sistema coordenado, esté último enfoque es 

.. considerado como válido para grandes movimientos del tanque (Lou, Su y Flipse, 1980) 
¡ 

e incluso para la modelación de olas que rompen (Ortíz, Barhorst y Robinett, 1998), sin 

embargo, es necesario incluir las fuerzas de Coriolis y centrifuga. 

·El efecto hidrodinámico en los tanques está asociado prácticamente a las olas 

superficiales. El fenómeno puede esquematizarse como lineal mientras las olas sean 

pequeñas; sin embargo, la formación de olas altas conduce a un comportamiento 

hidrodinámico no lineal. El problema dinámico es no lineal en dos aspectos: (1) la forma 

de la ºsuperficie del líquido ·no es conocida a priori, (2) existen términos de orden 

cuadrático enlas ~ol1di6i6ri~s'de frontera de la superficie libre . 

. Lo.ant~'rio;;d~'1J~ar,~ dos tipos de planteamientos matemáticos del problema: (1) 

solución li~~~I. e~ la c~al se desprecian los términos de orden superior en las 

condiciones de frontera, (2) solución no lineal, en la que se toman en cuenta las 

condiciones de frontera completas. 

1.4.1 ANÁLISIS SÍSMICO LINEAL DE TANQUES CILÍNDRICOS 

-ESTADO DEL ARTE-

El problema dinámico lineal de tanques cilíndricos, excitados sísmicamente, se 

ha resuelto en forma analítica por medio de la teoría del potencial. La altura de ola, 

presiones hidráulicas, fuerzas cortantes y momentos de volteo se expresan en términos 

de un potencial de vel,ocidades. En forma numérica se han aplicado métodos como: 

Elemento Finito (MEF), Elementos de Frontera (MEF) y la combinación de ambos. La 

solución linealizada del problema es válida para pequeñas oscilaciones del fluido. 

Los primE!r;os·j~t~ÓtOsº de considerar el efecto dinámico del fluido sobre un 

contenedor fu~ron ~pli6ad9s a tanques de aeronaves y fueron realizados por Jacobsen 

(1949) y por Graham y Rodríguez (1952). Abramson (1966) introdujo la teoría del 

potencial en el cálculo del oleaje en tanques cuadrados de vehículos espaciales y 

8 



excitados armónicamente,. Graham ·y· Rodríguez suponen que las presiones dinámicas 

del líquido sobre. las paredes del tanqUe pueden separarse en dos: una convectiva y 

otra impl.JJsiv.a? fª~~, presio'n.es. impulsivas están asociadas con las fuerzas de inercia 

produ~ida~ p~rfrn~vi~i~n~os lmpulsivos de las paredes del tanque y son directamente 

propOrcio~'a1~$~''1~~él~el~íc1ciÓÍl delas paredes del mismo. Las presiones convectivas se 

produ~i:?n"~oi~1~:i;~ci1~6iÓW·~~I fluido en la superficie libre y son consecuencia de las 

pre~ion.es';irri~L1~i~~~. 1·"R~tcirri~ndo la propuesta realizada por los autores anteriores, 

Housn'er'.(19!NJ9c33)'~:~;dpoAe un procedimiento de análisis basado en un modelo 

simplitiéad.o má~~7r~s0Ae;y ~?e po~teriormente fue modificado por Veletsos (Veletsos y 

Yang, 1.97?), •< 

L~s)~~qÚ~~;.cl.lí~~l"íco~ pueden ser rígidos o flexibles, dependiendo de las 

hipótesis ~ú)bf~~~f~6r+¡~bit~rníento del cascarón. Wozniak y Mitchell (1978) establecen 

que los ef~cto~ iliciíaéli~álTlicos impulsivos en tanque con paredes rígidas son similares 

a los· qúe';is~:··~re·~~~t~rían en tanques con paredes flexibles, hecho que ha sido 

corrobcirfcio''po~)c3;upt<.l :y Hutchinson (1995). Estudios sobre tanques con paredes 

flexibles cYel,~t~ci~j~',Rurnar, 1984; Veletsos, 1984; Fischer, 1979; Tang, Ve.lt:it~os y 

Tang, 1~~2)· irJ1uestran.·: que las fuerzas convectivas pueden ser. ~stírri~das 
razonablerl-iein't~ c¿h b~~~ E!ri las soluciones obtenidas para tanques de· p~r~de~· ~ígidas 

'--~ '··-·. ,,_., -·--. ~ ·-

reempÍaza~d~ .. 1á máxima . aceleración del . terreno por. el valor . espectfaU cie 1a 

pseudo·a¿~1~r~·¿i¿,~·¿¿;·;~~~~¿·0Wcii~~tl:!é~··1~ frcicu~~Cia !jr1cl~rrienta1· del fl~ídc,.·· él~~~hdC> ele 
Elemento Fi~itC>s~·ha ~~c:icJo ~~ra modelar un tanque do~ paredes flexibles. Cu~l1do se 

>·~}-' -: _, :·- ·-·- ; . : ... : ',, ',. '· •: .. 
aplica el JY1élt0dc:¡,del, Elemento Finito, para modelar la interacción fluido-estructUra, .se 

puede re~liz~r, por ~~dio de cuatro enfoques: Euleriano, Lagrangiano, Euleriano­

Lagrangiall~~; por Masa Agregada. En el enfoque de Masa Agregada, la masa que 
- ., :'.':'' > . 

generan las presiones hidrodinámicas es sumada o agregada a la masa de la estructura 

en la interfase del fluido con la estructura, este enfoque ignora las oscilaciones del 

fluido. En el enfoque Euleriano, los desplazamientos son las variables en la estructura y 

las presiones o los potenciales de velocidad son las variables en el fluido. Debido a que 

las incógnitas en la estructura son principalmente los desplazamientos y posteriormente 

los esfuerzos, una incompatibilidad ocurre en el dominio del fluido, el cual está descrito 

por las presiones nodales. Esta incompatibilidad requiere una formulación especial para 
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determinar la respuesta dinámica del sistema (Greeves y Dumanoglu, 1989). En el 

enfoque Lagrangiano el comportamiento, tanto del fluido como de la estructura, se 

expresan en términos de desplazamientos nodales por lo que las condiciones de 

equilibrio y de compatibilidad son automáticamente satisfechas en los nodos de la 

interfase fluido-estructura. El elemento fluido generalmente es considerado como un 

elemento sólido elástico con módulo de rigidez al corte despreciable y con módulo de 

elasti~idad volumétrico igual al módulo de compresibilidad del fluido (Dogangun, 

Durmu~ y Ayvaz, 1994). En la mayoría de los casos la pared se ha modelado por medio 

de elementos. tipo "shell" (Balendra, et al, 1982; Barton y Parker, 1987; Liu, 1981). La 

descripción Lc:i'gúmgiana no es adecuada para fluidos que presentan grandes 

desplazamié~tos ya que'damaila podría distorsionarse, por otro lado, la descripción 
.. - - - ,- . . "<-- .. ; '-· .. .- ··- --

Euleriana puede' ú~a'r~e :i)ah:I ~Úalquier fluido pero no es compatible con los grandes 

desplazamie~to~:d~ 1a'é~t~~'btJia en la cual la geometría de las fronteras se altera; por 
1 . : '.'.·· ·. : •. ··J·. :';:: :7;''" > .·.: 

lo anterior ha. surgido un planteamiento llamado Euleriano-Lagrangiano (Hughes, Lui y 

Zimmerrnann, 1991~ Uú y Ma, 1982; Liu, 1981; Bathe y Hahn, 1979) que toma en 
·-,"·'- _._.. __ ,,,, 

cuenta ventctjas·cle am.l:>os planteamientos. Para resolver problemas de fluidos viscosos 

con superficie libre, Ramaswamy y Kawahara (1987) desarrollaron una descripción 

cinemática Et.il~riano-Lagrangiano para el dominio del fluido en la que los · puntos 

nodales püedeh desplazarse independientemente del movimiento del fluido, lo que 

permité ~ª~~;res ·distorsiones del movimiento del fluido que el método puramente 

Lagrangianci'.' l...a técnica se denomina Euleriano-Lagrangiano debido a que existen tres 

opciones pai~~I IT1ovimiento de los vértices del contenedor: (1) se pueden mover con el 

fluido desde ~~·:~l.Jnt~ de .. vista .. Lagrangiano,. (2) pueden permanecer fijos, desde el 

punto c;le vista Eú'1E?~¡~~i/Y; (3) se .pueden·.rl'lo~er en forma arbitraria, previamente 

establecida. Hu~~á·y.tiu'·(1'BB8) t~~-biéri:ci~~~~rollaron una técnica de Elemento Finito 

Lagrangian8.::E~-l~;i~n~t·p~r~":'e'(''~i1:Jdl~ ::ci~¡': ~leaje de flujos viscosos. Usan la 

descripción <i.:.~grangiana' en la dirección vertical de la malla para calcular las 

velocidades e~ eri~t~rio; de los elementos, ya que consideran que varían linealmente 

con la prbfU~did~cÍ y ¿!la descripción Euleriana en la dirección horizontal. 

En el método de Elementos de Frontera la frontera del líquido se discretiza por 

medio de ecuaciones integrales. Básicamente existen dos enfoques en la formulación 
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del método: Uno está hasado él uso .de· ecuaciones integrales y el otro hace üsó del 

conjunto completo desoluciones, est~ últimoevita la introducción de singularidades en 

la solución funci~ine~taf (F~~~iories.de. Green)y ha sido utilizado el1 pro~lein'as de 
- •• , ' '··.·· •• • - •• -. ·"- :- ·.·;·. • ••• - • -<" ,( ., •• ' 

usado por'~aroú~ (19~p) para rriodela(un'tan'qUe con paredes flexibles.sometido a, una 
excitación.sls!I1_i~a·e~;s:¿.b~~;?/'' ... ¿j~ .' ·····, ·:' . ''·' ... :···· .,,.~· .. ·· ............ . 

Estudios r~ci13~tes en tanques sin anclar, apoyados sobre una losa· rígida de. 

cimentaciÓ·~: han·l116~i~~d~~G~ ·~i'1eJa.nt~mi~nt~ .. de. Ía~i~entación tiene influencia 

significativa ~~ la resp~esta di~á~ica, pr~ducié~d~~e ~~tGe~os de compresión en las 

paredes mucho mayores que 1C>~ C¡J~ se pre~e~tarían en el mismo sistema, si estúviera 

anclado a la cimentación (Peek, 1989; Nats'iavas; 1SB7;Haroum y Badawi, 1988;.Lau y 

Clough, 1989; Malhotra y Veletsos, 199~ •• ~9~5); ·~:,·~lg'un~s estudios (Malhotra/1995, 

1997) se usan elementos viga con una ca~rga uniforme debida a. la.presión hidrostática 

en el fondo del tanque y uri modelo' masa::.r~soite' para modelar· los efectos 

hidrodinámicos. 
·-- .:--.' '.~·?:··. 

'.'_ '. : ~-, -

La mayoría de los•···.estudi()s.·.· co.~~Íd~r~C~G~. :.:~I {tárÍqÜe ·.~stá~~erfectfimente 

;:~::::;~ ~;;) ::jJ~21~fü~~t\~WZi~~~l:f~!ú~~~l~J~f J!f~mf 8,~t~~:~:, 
modelo ,delsemie~¡:>acio,·con~ide.~aíidoqúe)a'.bas~ _del.tal1'que no se desliza ni se 

levanta<Sugier~~;~~·Ü·~)los :~f~~f o,; ;e ~~:b~-2~¿ ~ ~Ú~~;~~~~~-r-·iritportantes, principalmente 

para tanques';~~-6e1fos, apoyados sobre suelos flexibles. Lo anterior también es 

reportado-p~r~D~yl~~i:y:sarrafzadeh (1996). La interación suelo-estructura alarga el 

periodo de~vitirablón,d~I modo iriipulsivo y aumenta su amortiguamiento (Manual de 

DiseñoSisrnÍ2~;8~E,·'.1993), sin embargo, son escasos los estudios experimentales o 

analíticos tj~~tom~~ en cuenta la interacción suelo-estructura. 

Result~dos ~xperimentales en tanques para almacenamiento, con superficie 

libre, mUestran claramente que existe un comportamiento amortiguado en la respuesta 

del liquido (Case y Parkin~on, 1957); la disipación de energía está relacionada con el 

amortiguamiento en el movimiento del fluido. En la teoría del potencial, no es posible 
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tomar en cuenta la disipación de energía, por lo que en los trabajos en los que se toma 

en cuenta el amortiguamiento, éste se introduce en la ecuación de movimiento por 

analogía a la ecuación de un oscilador amortiguado. Para simular el efecto del 

amortiguamiento viscoso en la teoría del potencial, en tanques cuadrados, Faltinsen 

(1978) introdujo un término ficticio en la ecuación de movimiento para representar la 

viscosidad del fluido. En este planteamiento el término del amortiguamiento representa 

una fuerza de oposición al movimiento de una partícula de fluido. 

Considerando la teoría del potencial para la solución linealizada del problema 

dinámico, han surgido varios procedimientos para el aislamiento de la base de tanques 
. . . . -

cilíndricos ante movimientos sísmicos (Nam-Sik Kim, et al, 1995). Los más recientes 

proponen desconectar las paredes del tanque de la placa base y apoyar el anillo en 

forma horizontal en un material elastomérico flexible. 

Los códigos APl-STD-650-93, AWWA 0100-88 y NENSEE-1986, proponen un 

procedimiento de análisis sísmico de tanques cilíndricb.s, · basado en el modelo 

simplificado masa-resorte desarrollado por Housner (19i57Yy modificado por Veletsos 

(Veletsos y Yang, 1977). Dicho procedimiento c6n;~idcir~ do~ mo.dos de la respuesta del 

sistema fluido-tanque: (1) e.1 del sisterri~_c::asc~rón~cubiE:lrta; junto con una porción del 

líquido que se mueve alí.mísor"la.co~~e'stc;/~sociado a una i~e~~ impulsiva; y (2) el 

fundamental del ole~je;d~Ji-Ü~úidc:) 66íit~nido en el tanque ~saciado a una fuerza 
. . , .. -~·. <...!:~/;·.'. __ .,:c .. - ."' . • . . ·" . 

convectiva. Las hipótesis\ básicás;_en él análisis son: (a) la amplitud del oleaje es 

pequeña y se pueden;~d~~~féci~r/Jós· efectos. hidrodinámicos no lineales; y (b) las 
~ ., ,: __ •.;.,:j-);~\c.-~~;.<\/'::.;'~ - :;-;·:· _ -

paredes del tanque son-rígidas: El Manual de Diseño de Obras Civiles (Diseño por 
-,_ ·. ,r·:>'.::' '·,;,\:.:." !/'.~:·(/'.''.;~!-,·-.:\.;.:>:o-:·.,:;' (·, ',•: 

Sismo; 1993) conside.~a '.un:._modeJo si_milar al anterior con la posibilidad de tomar en 

cuenta los efectos ª~'.ía i~t~~~¿¿¡3g"sG'f;1ó~~st~uctura para los modos impulsivos. 

Es muy p~obabl~ 4l.1k1a~ fallas por pandeo tipo "pata de elefante" en tanques 
' . ' -. - -,~· .. - -

cilindricos ubicados ; én'~~ionas epicentrales, se producen principalmente por la 

componente vertical de la aceleración sísmica del terreno. Por lo anterior, se han 

desarrollado varios trabajos sobre el comportamiento dinámico lineal de tanques 

cilíndricos sometidos a la componente vertical de la aceleración. Los modelos 

matemáticos que se han utilizado para investigar la respuesta consideran que la 

componente vertical excita los modos simétricos de vibrar del liquido por lo que, por la 
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teoría-· lineal,- no se "prodúcé -oleaje en la superficie libre. (Kawano et al, 1980; Niwa y 

Clough, 1982; Haroun y yayel, 1984, 1985; Guanquin, 1984; · Veletsos y Kumar, 1984; 

Manos, 1985; Frch~ry Se~ber, 1988; Manos, 1989; Williams y Moubayed, 1990; Manos, 

1991; Min ZhoJ.~tiL1~92). 
. ' . ,> - " . , .... , ;. _,, -·', 

l..oi:f~resÜltadÓ~~;deJos trabajos tanto analíticos - como experimentales (Clough, 

1977; M~h~Ós(y.'g16ü:~¡{,\19s2; Z-H Jia y Ketter,' _ 1_ 989) concluyen que la respuesta 

dinámica dE! tt:l~q-~~~ ..• _.E:xcitados sísmicCllTlen!e, Ú>Üede calcularse satisfactoriamente 

considefa~cio--1~~ p~r~des ·del tanque· rígida~:.-~·ct'~e:.la aportación principal en la 

respuesta es debicl~ al modo fulld~;:;,ent~1:.és~~6~e'gqJe no existe evidencia de que 

una estructura civil con las cara~tér'í~tÍca~ éf¿¡ ún tanque de almacenamiento pueda 

entrar en resonancia. 

1.4.2 ANÁLISIS SÍSMICO NO LINEAL DE TANQUES CILÍNDRICOSi 

-ESTADO DEL ARTE-

Estrictamente hablando existe únicamente un trabajo relacionado con el análisis 

sísmico no lineal de tanques de almacenamiento, en el cual la excitación en la base del 

tanque puede ser una registro sísmico o una función armónica (Chen, Haroun y Liu, 

1996) y está enfocado a tanques rectangulares cuya forma bidimensional y condiciones 

geométric,as difieren sustancialmente a las de un tanque cilíndrico. -~'e ~e"-. , -__ .-••• -_ ... -.C·-· 
A1'igUai·:~u~ipa~~a-•1~sgluciéi~-.lihealiz~da del problema, el plélntea~ienÚ.ciinámico 

no lineal·_~E:.h~de:~·~f;~ll~~~té]~to en forma analítica como numérica 9;-~h).~d~f;i<Jnes por 

una combina~ióricle"•~rnbas{Léls s~luciones analíticas existentes se l:Í~s~'n ~~-~él Método 
' \ ··.:::~- ··-

de Pérturbadónes:y las numéricas, principalmente, en los métodos de Elementos de 
._ ,-•' ,_·_.i.'.< --'. .- ;. ¡.·!;., 

Frontera;•Elem~ntós Finitos y Diferencias Finitas, siendo en menor número los trabajos 

donde s~ ~~1i6~ el Método del Elemento Finito. 

La aplicación de los métodos numéricos anteriores, principalmente se ha 

realizado ~¡, tanques cuadrados y con una excitación horizontal en su base del tipo 

armónica, con pequeña amplitud y corta duración. Los registros sísmicos normalmente 

presentan altos niveles de excitación O 0.2g ), tienen un periodo de duración de· 20 v 60 
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segundos o mayor y el movimiento que presentan, estrictamente, no es armónico. Los 

movimientos registrados en el Valle de México presentan altos periodos dominantes y 

gran duración. 

La naturaleza. del oleaje es no lineal y en ocasiones la no linealidad está 

·. gober~~d~~.f;ó"?t~m~~;;i;;t~r clel ~ovimiento del líquido. Abramson {1966) dividió los 

efectos' no line~le~,e~:tres clases: (1) aquéllos que son consecuencia de la geometría 

del contenédor/~s?ciecir, dependen de la verticalidad de las paredes o de estructuras 

internas,>(2).aquéllo~(que son consecuencia de la alta amplitud de la excitación y de la 

respuesta, Y, (~) ~quéllos que involucran diferentes formas en el comportamiento del 

líquido p}oduddas pOr el acoplamiento o inestabilidad de varios modos laterales del .. ' '";, "' 

oleaje. 

l,..a solúC:ión analítica no lineal, basada en la teoría del potencial y en el método 

de perturbaciohe~'.' ~~ ha usado para predecir la respuesta no amortiguada del fluido en 

la. zona cerc~na a;·'la f,recuÉ;}ncia de: resonancia. Se ha aplicado a tanques rectangulares 

y cilíndricos~(Rog~er~l\(\f~is~. 1963) sometidos a una excitación horizontal o rotacional 

del tipo ;arrnóril,ccó1'.~~{'g.i"~~r~l·;··I~ teoría de Moiseev (1958) es la base de algunos 
·~.~ , ' , ' < - ' 

estudios dé oléaj~ hó' lineal .• Hutton . (1963) usó la teoría de Moissev para estudiar 
· : ,_,._ o:_·.:,.::,>/~~>~-:-··>-:.:;:·. , " 

oscilaciones forz~?a's ,ccm p~queña amplitud, cercana a la primera frecuencia de 

resoncin~ia;~h.Gn•-~o~té~e~~~ ~ertical. Faltisen (1974) desarrolló una teoría no lineal 
'.- ' ... ".,:' . 

para un 1:anqll~ í,l:!ct~bgQ1~·r con paredes rígidas, forzado a vibrar armónicamente con 

pequeña am.plitud'y '6on;;!l~a frecuencia cercana a la de resonancia. Las teorías de 

Moiseev(195~)JY-~,K~~~·gg (1963) son presentadas por Abramson (1966), junto con la 

teoría de Penpyy¡:>rice (1952) para oscilaciones libres no amortiguadas en un tanque 

rectangular c~h'profuhdídad. finita. 

El método d~·Í:>if~~~n~ias Finitas ha sido ampliamente usado para la solución del 

problema de ol~élje no lineal: En la literatura aparecen diferentes algoritmos de solución 

basados en el método llamado Marcador y Celda (MAC, Marker and Cell), propuesto 

por Harlow y Welch (1965; 1966) en el que se resuelven las ecuaciones de Navier­

Stokes para Liri flujo laminar por el método de diferencias finitas. El método MAC divide 
~ 

el dominio computacional en celdas, en las que un sistema de marcadores de partículas 

de fluido son inicialmente colocadas en celdas y subsecuentemente son movidas con 
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v-elocidad IC>caC Una celda que no tiene un marcador de partícula se considera tjue no -

tiene fluid.o. Harlow y Welch describen el método de MAC para unJluidoiricompresible 
' - " - ' '' ,_ '''' ' - • ' 1' ', -

en un recipiente con paredes rígidas de forma plana. Hirt, Nichols' y R'orriero (1975) 

proponen una versión simplificada del método MAC con los algC>rit~~~ d~ .SOLA (A 

Nuinerig~l:.Solütion Algorithm-forTransient Fluid Flows) y SOLA-SURF. SOLA es:una 

técnica dé solúción para flujos incompresibles, sin superficie libre, en un plano 
' . -~·''-- , --·o; . - - - . -- -

bidimensional o en coorden_adas axisimétricas. SOLA-SURF es una extensión del 

algoritnio SOLA'Y permite flujos a superficie libre y recipientes con paredes curvas. 
: O:· •. "-•- _; -·0 - •• ,;. l ' .. c., • -_::· .,-,=., ___ -o:.o.~'. ---' _ 

Durante el· períod6 de,·197,S)l 1981 se desarrollaron varios algoritmos computacionales 
_;-~ '' ,; . 

simplificadoscon!:ll ?oínbr~genérico SOLA. En 1981, Flow Science, lnc. desarrolló una 

extensión•Jri~irri~n~iari'~lc,clel' algoritmo SOLA, el SOLA-VOF (Volumen de Fluido). 

solA~voF-'J'~·'fü1a~·e:gi{1t,¡h~ción de SOLA, que resuelve las ecuaciones de Navier­

Stokes·el1 difer~nÓi<l'.s·finitasJ.·col1 el Volumen de Fluido, VOF, técnica utilizada para 

trazar iá ~-~-tl~e¡f¡biei· 1Íbr~}d~' ti'~icf~~.< Hirt (1986) describe · diferentes versiones y 
'. :.: .. ;•': ~ ·:. - _: ' .- : .'i- '·"'·-~·:·-·.-'l."/:·.-. ·_,,._.·. ·- '.:. -~-; ' 

aplicacionEis de· los códigos SOLA~ Tozawa y Sueoka (1989) desarrollaron el programa 

de ~irl1~1ació~. Msl..o§H '(Mitsubishi SLOSHing simulation program), en el cual se 
~ •• ' ••• .- - - • > -~- • • " 

introduce 'lin método para determinar las presiones de impacto y un sistema de 

coorden~d~s qú~ se mueven usando el algoritmo SOLA-VOF; el método es aplicable en 

tanques en dos dimensiones. Tozawa y Sueoka presentan varios resultados de 

modelos experimentales, pero no muestran ningún resultado entre las presiones 

medidas y lé)s calculadas. 

Vezicco y Orlandi (1996) resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes por medio 

de Diferencias Finitas en coordenadas cilíndricas para el problema de superficie libre en 

un anillo. Miyata y Nishimura (1986) utilizan el mismo procedimiento para la solución del 

oleaje sobre un barco. Hwang, Lee y Lee (1988), combinan el método del Volumen de 

Fluido (VOF) __ y el de Diferencias Finitas, p~,~~/la solución del oleaje en un tanque 

rectangular. Ukeguchi, Sakata y Adachi (1gao)proponen el método llamado FLIC 
. - . -. - . '"- '"' .-:>: :.'-·•).~ .~, .. - ' 

(Fluido _en Celda) en el que se combina el; método de Elemento Finito con el método 
.· .. -. ·"··,',:,_, .. '.,:',r!'-;·;-t·-· '"• ·· 

VOF para calcular el flujo alrededor"de uncuerpo'estanco. 
• ,,·, . ·_: ·."- - .:: ;·;:·'/__::.'-;_:":>'/'.'.~~~"_c.'.'/:'.·.;:;~/: .. ~·,',,>:-.~-':.<~-'.~·.,_:;·.·: 

lkegawa (1974), V\Íashizu/llkegawa (1974) usan el método de Elemento Finito 

(MEF) para analizar el ole~je ~~ Íi~e~I -d~ ~n Hq~id6 en un contenedor rectangular 
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bidimensional. El contenedor es forzado a vibrar armónicamente con pequeña amplitud 

en dirección horizontal, el fluido se supone no viscoso e irrotacional. El dominio del 

fluido se discretiza en elementos triángulo. Washizu, lkegawa y lkegawa (1978, 1980) 

extienden el método de lkegawa para tanques que oscilan angular y verticalmente. 
1 Faltinsen (1978) desarrolló un método numérico para el cálculo del oleaje en dos 

dimensiones de tanque rectangulares basado en la técnica de integrales en la frontera y 

el método del panel. Nakayama y Washizu (1981) aplican el método de Elementos de 

Frontera para el análisis no lineal del oleaje en dos dimensiones de un contenedor 

rectangular sujeto a oscilaciones horizontales, verticales y angulares. Las fronteras se 

discretizan en elementos línea. 

Shinkai, Yamaguchi y Fukuda (1983) combinan el método MEF, linealizando las 

condiciones de frontera por el método de perturbaciones, para el análisis de un tanque 

esférico usando coordenadas cartesianas y sometido a una excitación armónica en su 

base. lseki y Nakatake (1989) aplican una combinación del MEF con un elemento 
. . ' ' . . 

"spline. cúbico" para discretizar la superficie libre del fluido y el método de 

perturbaci~~~s'·~~1~'ecuación dinámica, a un tanque rectangular y a uno esférico en 

coordenadas ·. rr:?~t~n~li1'~res,' ex6it~dC>s ~r~Ónicamente~ . J3.eport~n 'inestabilidades 

:~,:::;:~:~~:~~~~f ~~}~~~:í¡~~ii·~~~t~;~~~~ti~~~~J;~~r.:::::~: 
con paletas geriera:d~ra·~~ci(i;oí~'~J~::K:a~uga, S~gino y Tosaka (1993) y Zhen-Xin (1993) 

utilizan' uná fof~G1a6i6~~Ladr~~f~ná..'.Euleriana con elementos de frontera para un 

tanque en coorde~~das''&a'~~~ianas. No es muy clara la formulación en el remallado de 

la superficie libre del Htj~id;:, y debido a la sensibilidad del intervalo de tiempo en la 

solución, es neces~rlo h~c~r un remallado cada instante, lo cual dificulta mantener la 

exactitud de la solÚciónyaumenta el esfuerzo computacional. Específicamente, para la 

solución del problema del remallado de la superficie, han surgido algunos trabajos (Abe, 

1996; Peraire yP~·i;Ó;· 1992). 

El métod6·;~~·d~I Panel es utilizado para simular el movimiento armónico 

tridimensional de' ~ri tanque esférico (Hwang, Kim, Seol, Lee y Chon, 1992). Remate 

(1989) simula numéricamente el oleaje no lineal en estructuras costa afuera en forma 
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tridimensional;us.ando'·un ·método del panel de-· orden alto.- Un-· método similar es 

utilizado por Broezer (1993). 

Tel~té;(1985}y YéÚng (1989) establecen el movimiento de un cuerpo flotante en 

un cont~n~d6rr~aÚzand~ un mapeo de las condiciones de frontera en la superficie libre 

por médio:d~tc~brden,adas-curvilíneas a un dominio computacional fijo. El sistema de 

ecuacib~é~·5~~d!~6~eti~an por el método de Diferencias Finitas. Este procedimiento es 

utilizado p~; 8'11~~ (Chen, Haroun y Liu, 1996) para el cálculo de la respuesta sísmica 
. ,, . - -· ~"-"·'-,;-"-' . " ·' , -

no lineal de tánques rectangulares. 

Basadb~ ~n el trabajo de Zakharov (1968), Luke (1967), Miles (1976, 1977, _1984 

y 1985), Elrooke ; Olver (1982), y Bridges y Dias (1990), han resuelto el problema de 

estabilidad del movimiento no lineal del oleaje en tanques circulares y rectangulares por 

medio de Métodos Variacionales. 

1.5 RESUMEN Y CONCLUSIONES 

Los tanques cilíndricos para almacenar líquidos pueden construirse de_ concreto 
, . . ' 

armado o de acero estructural. Dependiendo de su relación altúra_ a radio, H/a, se 

clasifican como ~nchos, si H /a~ 0.5 y como esbeltos cuando dic:;~;;<re;!a~i~íl,-esmayor. 
Este tipo de. t~11~u~~ ·generalmente almacenan un poco merió~C:d~;r~G'é:~pacidad total, 

por lo quE?Ja~'.'pr~~i()~.e~--pidrodinámicassobre las paredes y el fondo son prácticamente 

iguales a l~:~-dethri'~~6i~i~nt~;~~;s~perficie libre. Lo~ tanques cilí~d~ico~. p~eden estar 
' .. >'.. ·: ••• '···~·~. ;·;?_ '.;.' ·;.~· I·.· ,.-./ ,., .•~.' 

anclados·'h:simplemente:apoyados a la cimentación, la cual puede considerase como 

flexible o~ígid~;"' ~':;· ; . 

Loi-ta~~~~s':~gilíndrigo~ se_üti1i:zán.en·1a-_industria para almacenar o procesar 

líquidos com¿::p~trÓ1e6y}sLs'cié'íív~~~~.-g~saviÓ_n yJurbosina, entre otros. En las zonas 

metropolit~n~s-~-e ~ndúe11tr~r1:,t~Íiibléri.:ef:i'Ll1 gr~íl rlúmero de plantas de tratamiento de 
,-•.• • •••', .· • .. ·,' •.·· ,.·. •' -~ ·" -~.·-'·''.•'.·'"e•"•••·,;_;;·::·.)',':<';,,'.~--~-•;.--. ., .. ,-

aguas negra~ y en siste~as dl3:'al:>astecir)'liento'.:de agua potable. La falla de alguna de 

estas estructiJí¡;is;.du.r~nt~'uíl't~,~~l~r2~!~~t~~í~.~,Í-_•abastecimiento de combustible para 

trafico aéreo; causaría 9ran d·año ecolÓgic
0

0, desabasto de agua potable y se pondría en . - · .. -' . -''-' ..... , ,, •,' .. . ,· 

riesgo la vida de un grannúmero de personas: 
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Daños severos han ocurrido en tanques cilíndricos para almacenamiento de 

líquidos durante temblores como los de Alaska, 1964, Nigata, 1964, California, 1980, 
--·-o -- --·. -----, -, --

Colinga, 1983 y Northridge, 1994. Se han observado daños por pandeo en las paredes 

c:Jel tanque, daft~s enJ~ cub,ii:rta por la magnitud del oleaje en la superficie libre del 

líquido:=ci~fi;)~-~~·s~Í~;~~as y~~~-Ril.lras entre la pared del tanque y el anillo base, así 
- • •' - • •"<;- ••-• • -•• •••"•• ' .- •) • ,-• -• --·- ,.,_.. e 

como levantamiento;deLanillo de cimentación. El sismo de Kocaeli en Turquía, 1999, 

produjo fallas en la~ c~ge~i()íl~~):·d~; l~s>tube'rías ,dé.alimeritacic'.m d~bidas a momentos 
·_, ",,--_. ~ - . -~ :·.-. _,~-..,, -::'.~~ :-::':"-

de volteo excesivos. •/;.· ,. •:.·. ,,_ · ····. :;,<,.,,.:, , 

Matemáticamente. el 'prb~i'e1Tlá;hidrodl;,árriic6 de ·J~ i~ntj!Je cilíndrico se puede 
. ,:_,.,._: ·-, __ ;· .... -·. -:.- .... ··;;:- .. • ,- ..... -· .. ,._ · .. , ' .. ,, -

considerar como lineal, Pªf~::l.IB é.l,e~je ~13.iJé§~~.ha}i:.:11Tli:>Htud, y no lineal cuando se 

presenta oleaje de gran.mágríitud'.'En \fari6sjfra~aj9::; la solución sísmica lineal del 

problema ha sido·res~~lt~;·~~·fo:~~a·~~auii6~s~ ~ú~"é~fcia;·éoncluyendo que la respuesta 
:;. -··-.. - ··,_;---•,.·_;_;.,,·:.:.:.,;·-·:··-·,," -•' ·.-,.;, ;, .. , ... , ---· 

dinámica puede .catcÚlarse·/satisfactodaménfo···consié:lerando tas paredes del tanque 
. . . ' . ~--- "· .. > '·., , ' .'•.'"e .. ,- ., .. ;. ·-.. ,"· .. '. ,- .• , ~'··' .. - .';> •• •• ' •' :, •••• , ·; 

rígidas y que la aportaeiÓh priÍlcipal en la'.resp~esta'es"debida al modo fundamental del 
líquido. 2:,.:/_ .-_e:.~ · ··-·/f~;:- -,. 

Existen referencias en las que la sotUC:iÓn .no lineal dél problema se ha resuelto - . '• , ._.,-.''",:.· .. ·,-·,,·,--.. -_ ,..,- .. ,·-·'--;.- ;,-.-·.';,;.,,.-;': -_-,.·-

en forma analítica por me'dio d~I ·• métodd.d~ J)ef1Urba~ic)5es· y en forma numérica por 

medio de los métodos de EtJ~~nt~ FinitÓ '(MEF)~''E:t~ril~ntos de Frontera (MEF) y 
• " - - . .· ' .. : - "·. : , . .¡ - .. , - ' . , -· '·" ~ .- • ..•• · .. · • ¡ .· ._ .; 

Diferencia Finitas (MDF). En ellbs/se supone que ia' exCita~ÍÓn en la base del tanque es 

de tipo armónica con pequ~lja'ail"lptitÚd y corta dm~~ióri';\.:o~ movimientos sísmicos 

ocasionatmente presentan ait6s n'i~ciiés d~ ~x~itaciól"l. e ;.. o:29Y. ti~nen im periodo de 

duración de 20, a 60 segÚndos o m·~yor, y el movimiento ~u~ pr~~ent~ri;·;~~tl'ictamente, 
no es armónico. 

En este trab~j6;;~e'.dohiid~r~rá el ta~que cilíndrico anclado a la cimentación y que 

tanto las paredes como ta'cimen1:ahión son rígidas, esto último implica que se desprecia 
• ' -r. ·'." '- .,; ,. : . .. .~-. - " ... ' . - ,¡ 

la interacción sUelo~estíl.Jé:turá~fluido en el análisis. El sistema se considerará excitado 

en su base por una aceleración sísmica o de tipo armónico. 
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CAPÍTULO 2 

ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

2.1 CONDICIONES GEOMÉTRICAS 

En la Figura 2.1 se representa un tanque cilíndrico con paredes rígidas 

perfectamente anclado a la cimentación considerada como rígida; Existen tres fronteras 

en el dominio del líquido (Q), las paredes y el fondo del tanque forman las fronteras F1 y 

la superficie libre del líquido la F2. El tanque tiene raclio, a, y altur"cí;~edia del líquido H. 

z 

F, F, 
z 

X ,__ ______ F_, _____ ___, ---'-
-'-----0~-----..,,,-,,"'""''~'"""'"""'~"'=""""'"'"~""·~----'-j,-------;---------r-------

a a 

Fig. 2.1 Co~diciones de front~ra del tanque de almacenamiento 

'"·,' 

Se establecen dos sistemas cartesianos de referencia (Fig. 2.2). Un sistema X-Y-

Z, con el origen enu~p~~frfii6"? y c~yoeje Xes paralelo a. la supeificie del terreno. El 

otro sistema x-y.:¿, ¿:!)¡¿~dg;~-~J1a-;;~perfi~iernedia d~l líquido y en la. parte central del 
· .--.- 0-,,.0- 0 .. -.7.~-:n~·\c,.'f:-;·¡,,-.':"':~~-:,,.~::-.. ::::-c.--:-, ·. -:· •. - .. ·.·.-- .. -.-·"' ·· -, " · .:=- ~ ·;- -.- ·.· ,., -

tanque y tiene como con or~~eQ_.01.,~:.~~t<:>.t·:~. ~/<· -< ;· .. <)/ ) .·· 
Ambos sistemas co()rdenad()s.están .. s~par~dos una .distancia constante: Kz, Kx y 

Ky, en las direccione~ v~rtic~i"~~~~~~'ri,'IJ"~~~'.hbri~b~~~l~~ ci~~g~nales, respectivamente. 

Suponiendo que •--•~l.foLf~6'0";i~:tá'{e~--~~~lÍi~rio ·estático antes de iniciarse el 

movimiento sísmico, las ~~cird~n~das de p~~Íción de una partícula de fluido .• P, con 

respecto al sistema inercial X-Y-Z son: i"E.SlS CON . 1 
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X= x+Kx 

y= y +Ky 

Z=z+Kz 

Cuando existe un desplazamiento cj~l __ ter~~Il~· ª(t)": dx{t)i + c::IY (t)} + dz (t)k, las 

nuevas coordenadas de posición de la partícula Psoh: 

X= x + Kx ;+dx(t) 
;:' ,:··· -· < 

Y =Y+~y+dy(t) 

Z=z+Kz+dz{t) 

lzF Sistema inercial ,-

y r íl 1 p n_!__· · 
~10 X--------J---,1 ----··Kz 

_______ K ..... x,___ ______ _.w_j-

Fig. 2.2 Sistemas coordenados de referencia 
:.·> . -· 

Se puede observar que el eje cartesiano X-Y-Z está fijo, por lo que las 

coordenadas referidas a él se conocen como coordenadas absolutas o inerciales; por 

otro la~o.·el eje cartesiano x-y-z con origen en el punto F, cambia de posición durante el 

movimiento, por lo que las coordenadas referidas a él se conocen como coordenadas 

relativas o no inerciales. 

---------1 11ES'1(' CC'li\~ 1 u ~l .. 

FALLA DE OH1~~1]1N_~ --
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2.2 ECUACIÓN DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

La ecuación de cantidad de movimiento se obtiene igualando las fuerzas 

aplicadas a las fuerzas de inercia por unidad de volumen del fluido. Para un fluido ideal 

las fuerzas viscosas son nulas y las fuerzas aplicadas consisten únicamente a la 

gravedad y a la presión. La ecuación de Momentum es el resultado de aplicar la 

segunda ley delmovimiento de Newton a un elemento infinitesimal de volumen de 

líquido (dX, dY; dZ) con respecto a un marco inercial: 

(2.1) 

donde ges la ac~leracié>~i·d~;_l~;gravedad, V
0 

=(U
0
,V

0
,W

0
) es el vector de velocidad 

absoluta de una pcirtí.cUl~,-;P.{c&~ respecto a un sistema in~rcial en el do.minio del 

líquido. i=1 términ~ (_.i\7~h·JI~.f;;~·P;~sión neta estáticaydinámi~a·ej7rcida-~obre un 

volumen irifinit~silTla(d~ lí~~~lclo y - V'(gZ) es la fuerza· d~·~¿~~P~--~~i~an~o;s()bre el 

volumen. de líquia~>f~~~l~8·:a la gravedad. La ecuación (2.'J>~i·~·~li¿~ble a~lí:~Úidos no 

viscosos'. 

DV ... -, .. . .. · .. 
J-.a derivada t?tcil _o material de V0 , mº- , es la aceleración absoluta del líquido 

expresada con respecto a un sistema inercial (X,Y,Z) y consiste de: 

º"º- = ª"º + v . \IV Dt at º º 

av . - .- -
donde --º es la derivada local.de V0 y_V0 • yV0 es la derivada convectiva. Dt . . . .. ,.... . .. ·.··· .. . . ... . 

. . . 

La ecuación (2.1) se pu~de escfibir como: 

p(ª_"º-+_<~;F~_\ __ ._<).·· ¿~'ilR __ ·· -p'il_(gz) 
at ¡' .O ·.·.·.¡·O¡ h 
. .. .· . . 

La ecuación de continuidad se puede/ expresar como: 

· :-1-v.~Ó0 }::0 
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Para un fluido de densidad; p, constante, la ecuación de continuidad se puede 

escribir como: 

ó bien: 

así: 

auº+ avo+ awo =o 
ax av az 

Para un fluido irrotacional V x V 0 = 6 , ó 

e~~~ __ é}~-Ji + ( ~~; ~- ª~-) + ( ~~Q_ _ ª~; Ji<=º 

awq_ =avo 
av az 

!JU0 = aW0 

az .ax 

avo= auo 
ax av 

(2.5) 

(2.6) 

Para un flujo irrotacional, la función de potencial de velocidad, <I>, se define con 

las relaciones: 

• • - a<I> ':' 8<1> ~ 8<1> -
o bien V =Y'<l>=-1 +-J+-k. 

º ax av az 

a<I> Uo=­ax 
a<I> Vo=­aY 

w - !?<J.> 
º - az 

Al sustituir (2.7) en la ecuación de continuidad tenemos, 

a2ct> a2<1> a2<D 
--+--+-_-=O enn 
ax2 av 2 az2 -

23 
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la cual se puede escribir como V' 2 <I> = O, donde V' 2 es el operador Laplaciano y <IJ es el 

potencial de velocidad absoluto, en el sentido que está referido a una velocidad 

absoluta, '\/0 , que a su vez está referida a un sistema inercial. 

La velocidad absoluta de una partícula de fluido, P, contenida en un tanque, el 

cual está excitado tridimensionalmente en su base por desplazamientos en X-Y-Z y por 

tres desplazamientos angulares, P=Ú3x,f3y,f3z), con respecto al sistema inercial (Fig. 

2.3) es: 

V0 =V(t)+ü+ñxr 

dond~ v(t) es el vector de velocidad del terreno que coincide con el vector del sistema 

coordenado F, anclado al tanque; U'es elvector de velocidad local de una partícula de 

fluido, P, con respeC:t~ ~I sistema coord~n~d~ F; ñ. x r es la velocidad de P que origina 

la rotación del sistema libre' y\? e'~ el ~~-~t~-r de posición de P con respecto al sistema F. 

Las ecuaciones de rri~Vi~i~~to'.considerando una excitación tridimensional en la base 
~'". ·:;' 

del tanque, con _componentes ortogonales, y considerando que la base del tanque gira 

alrededor de los mismos ejes cartesianos, se desarrollan en el Apéndice E. 

Fig. 2.3 Relación de los ejes de referencia durante el movimiento 
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2.3 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RÍGIDAS, F1 

Las fronteras del tanque están formadas por las paredes rígidas y el fondo del 

tanque, por lo que se considera que no existe flujo del fluido a través de ellas. 

Se supone que el fluido se puede mover libremente entre las fronteras por lo que 
... 

el componente perpendicular de la velocidad del líquido en las fronteras debe de ser 

igual a: 

B<l> .• -
--=V ·n 
an º 

(2.9) 

donde ñ es el vector unitario normal, positivo hacia fuera de la zona húmeda de la 

pared y del fohdo clel t~nq~~- . . . . . 

Una pi:ÍrtibÚI~ de tlÚidc,'que esti! en~ contacto con la.frontera· rígida del tanque, se 

mueve tangJ~ci~l¡,:;~~Í~·~,:ku~·~o~ 16 que: O· ri =O. 

La condiCÍém:(2.'9) se: convierte en, 

8<1> r.- ( )'' .: ·~1 •\: .- =LV t +n><r ·.n 
an ·· 

Si la velocidad angular es cero, entonces la cOndición en las fronteras es, . . ·. ,__ . .·.• ~ 

que se puede escribir para las paredes, 

8<1> ....•.. 
-=V(t)·n an <' . · 

8<1> · ·. .'.: ·. . .. · · • · e . 

- = Vx(t) en X=±a+Kx +dx(t) 
ax· · ·· ·•· .•... '. ·· 

B<I> = Vy(t) en X =±a+Ky +dy(t) aY ·· · ... · 

Para el fondo del tanque, .. 

B<l> 
-.=Vz(t) en Z=-H+Kz +dz(t) 
az · 

donde V(t)= Vx(t)l + Vy(t)J + Vz(t)k es el vector de velocidad del terreno. 
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2.4 CONDICIÓN CINEMÁTICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL 

LÍQUIDO, F2 

Para que una partícula de fluido que está en la superficie libre del líquido. 

permanezca en ella, desde un punto de vista inercial, se debe cumplir que 

D(Z - o) = O en n 
Dt 

(2.13) 

donde la altura d.e ola es 8(X,Y,t} y Z es referida a un sistema inercial. La ecuación 

anterior se puede escribir como 

a(z; o)+ v
0 

• v(z-o)= o 

desarrbllando, - éJB - U 08 - V 08 + W =·O 
at º ax º av º 

En términos de la función de potencial de velocidad absoluta, el>: 

a8 + [ éJCl> ao + ac1> a8 ]- éJcl> = 0 
at ax ax av aY az 

' -, . 

(2.14) 

Lá condícióf1 cine:IT1ática es la responsable de . la propagación del oleaje en la 

superficie libre d~l líquido. La velocidad de propagación de ola es éJCl> en dirección.X y 
ax 

su signo determina la dirección de propagación. 

2.5 ECUACIÓN DE BERNOULLI EN EL DOMINIO, n 

La ecuación Euler (2.3) del movimiento de una partícula de fluido es válida en 

todo el dominio del líquido; esta ecuación se puede escribir 

(
aU 0_ +U au 0 +V auq_ + W au 0 J = _ aPh _ a(pgZ) 

P at º ax º aY º az ax ax 

( 
aV ~- +U éJV 0 +V aV 0 + W aV 0 J = _ aPh _ a(pgZ) 

P at º ax º aY º az aY aY 

P(!!.'!"o +u aw~_ + v awº + w aw~-) = _ aPti _ a(.e.~z) 
at º ax º aY º az az az 

.--~~~~~--~~~ 

TES1S CO~I _ .... 1 
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Las ecuaciones anteriores se pueden expresarcomo: 

P[ªuº + _!!__-(-_"º 
2 

J)- _=.,... aPh _ a(pg~ 
at - . ax -- 2 -· -- ax ax 

. ·{~·+~~Gv~~J}~~ª: '- ªC:z) (2.15) 

{ av;0 + ai(·"~2JJ=- ª;; _ a(~Z.} 
Dado que: 

8<1> =U _- _ 8<1> d.V 
-- 0--·1 · - ·-. -- o: 1 .ax __ -aY 

8<1> = W y además V'<I> = V
0 az º 

el término de inercia convectiva es: 

- - - '; - /:f: --- - - - -- [( - )2· (- )2 ( )2] _1 ~ 2. :1 2 .;'•2> 2 1 8<1> 8<I> -_ 8<1> 1 2 1 -_(v )=,-[U ;t-V .+W ]=- -- + -_ + ,-- =-(Y'<I>) 
2 º --- 2 _.-~ - - º -- º 2 ax aY az 2 

Las ecuaciones (2:15) se pueden escribir, 

P _!!_ [ac1> + .:!. (v<1> )2 J = _ aPh _ a(pg~ 
ax at 2 ax ax 

p ~ [·8<1> + .:!. (V<I> )2 J = - aPh - a(pgZ) 
aY at 2 BY aY 

P~[a<I> +.:!.(vc1>)2]=- aPh _ a(pgZ) 
az at 2 az az 

en forma compacta, 

v[B<I> + .:!. (Y'ct> )2 J = _ .:!_ Y'Ph - Y'(gZ) 
at 2 p 

integrando esta ecuación tenemos, 

8<I> 1( -)2 - --1 
at+Z V<I> _- =~pph -gZ+f(t) (2.17) 

La ec:;uació_n aQt~r,i()r E}_S la _€lci..Jac!ón cie Bernoulli, válida para cualquier punto en 

el fluido y en cualquier dirección. 

27 



2.6 CONDICIÓN DINÁMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL LÍQUIDO 

'Para una partícula en la superficie libre del líquido, la presión Ph se puede tomar 

igual a la atmosférica, entonces se puede establecer que Ph=O. Así, la condición 

dinámica en la superficie libre se obtiene de aplicar Bernoulli (2.17) con Ph =O, 

B<I> 1 ( )2 - + -- V'<I> + gZ =O en Z = 8 + Kz + dz<t) 
at 2 

. (2.18) 

2. 7 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA INERCIAL 

La ecuación de movimiento del sistema es: 

v2 c1> = o en n (2.19.1) 

En resumen, las condiciones de frontera para el problema dinámico referidas a 

un sistema de referencia inercial son: 

En las fronteras rígidas: 

a<1> = [v{t)+ñxr]·ñ 
an . . 

si la velocidad angular es cero, podemos escrÍbir: . . . . . . 

O<I> . .'.. • . ··- . 
-=Vx(t) en·)(=±a+Kx+dx(t) ax • ·,·, . ·e ·. ·.· . c. 

(2.19.2) 

B<I> . . . . •. 
BY =Vv(t) en y.,;±a+t(v+dy(t) (2.19.3) 

B<I> .. , ' .. 
-=Vz(t) enZ=-H+K/+dz(t) 
az · ·. ·.· ·•· . ·.· 

(2.19.4) 

Condición cinemática: 

a8 [ a<1> a8 a<D a8 a<1> J .. · 
at + ax ax+ aY aY - az =O en Z= 8 +Kz +dz(t) (2.19.5) 

Condición dinámica: 

8<1> 1( )2 - • -- + - V'<l> +gZ =O en Z = 8 +Kz +dz(t) 
at 2 

(2.19.6) 
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Estas condiciones de frontera están expresadas en términos de las coordenadas 

X-Y-Z del sistema inercial.. Una característica de ellas es que el. dominio del líquido 

cambia con eUiempo, es decir, la geometría que define la frontera derecha del liquido 

es: 

como el movimiento d~i terreno es funcic:m del. tiempo, la _fronte~a ·derecha· varía desde 

un punto de vista del sistema inercia( Lo élnterior también sucede con las otras 

fronteras. El vector de velocida~ del terre~O~~::'§(t)~VxCt)i +Vy(t)j + Vz(t)k. 

La velocidad absoluta, V 0 (X,Y,z,t} cleu~~partíc~la, P, de fluido estrictamente 

es: 

(2.19.7) 

donde Ü es el vector de v~locida~ de tina partícula de líquido relativa alsistema no 

inercial, F, y ¡: es el vector de posición d~· una partícula de fluido con respecto al 

sistema no inercial. 

2.8 CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL 

En el comportamiento sísmico de tanque de almacenamiento, la velocidad que 

interesa conocer es la de una partícula de fluido con respecto a la velocidad que tendría 

el terreno en un cierto instante. 

En la Figura 2.3 se ve que el sistema coordenado x-y-z con origen en F, se 

mueve con una velocidad igual a la del terreno, V(t), lo mismo que las fronteras rígidas 

del tanque, ambas. relacionadas al sistema inercial X-Y-Z. Es convenientE.lreemplazar 

X-Y-Z por las coordenadas x-y-z como variables independientes"C:fel--~~()b1éfna: De las 

siguientes relaciones entre las coordenadas inerciales y rio inercial~s. 
X=x+Kx+dx(t)··· 

Y= y+Kv +dy(t) 

Z = Z + Kz + dz (t) 
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Por tanto, 

8<1> 8<1> 

ax ax 
8<I> 8<I> 
-=-
ay ay 

8<I> . acI> 
-=-
az az. 

Sustituyendo las relaciones anteriores en las condiciones de frontera (2.19.1 a 

2.19.6), se pueden obtener las nuevas condiciones de frontera. 

2.8.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RÍGIDAS, F1 

8<1> o<!> 
Como - = - entonces, 

ax ax 
8<I> 
- =V.(t) en x =±a 
ax 

(2.21) 

La anterior ecuación establece que en las paredes del tanque, la velocidad de 

una partícula, P, de fluido en dirección x debe de ser igual a la velocidad de las paredes 

que se mueven igual que el terreno; es decir, la velocidad relativa ente la partícula P y 

la velocidad de las paredes del tanque debe ser cero. 

Para el fondo del tanque, la velocidad relativa de una partícula de fluido en 

dirección vertical es: 

8<1> 
--- = Vz (t) en z=-H (2.22) 
Oz. 

2.8.2 CONDICIÓN CINEMÁTICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL 

LÍQUIDO, F2 

De la expresión (2.19.7), si la velocidad angular es cero, entonces la velocidad 

absoluta es: 

V0 (X,Y,Z,t)= V(t)+ Ü 
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Si el sistema no inercial no se mueve, V(t) =O. Entonces para cada dirección se 

tiene, 

8<1J 8<1J 
--- = --- - Vx(t) 
ax ax 

8<1J 8<IJ 
-=--Vv(t) 
aY fJy 

8<1J 8<IJ 
-=--Vz(t) 
az ·az 

Sustituyendo en la condición (2.195), 

: +[-:-Vx(t)J: +[ :-Vv(t)] :-[ :-Vz(t)J =O en z=o 

• (2.23) 

(2.24) 

2.8.3 CONDICIÓN DINÁMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL LÍQUIDO, 

F2 

La derivada con respecto al tiempo en un sistema inercial se puede transformar 

en el sistema no inercial por medio de: 

! (• t.v.z,t = [ ! (• )- V(t). V(·)l.Y~.t 
donde [• 1x.v,z,t y [• L.y.z,t significa qu~ la función ºen el paréntesis es evaluada en los 

sistemas X-Y-Z y x-y-z,. respectivamente. Entonces: 

a<llat 1 = aat<ll - v < t) . v <lll 
X,Y,Z x,y,z 

sustituyendo en la condición de frontera (2.19.6) en la superficie libre del líquido, 

8<1J 1( )2 -- + - V<ll - V(t). V<ll - go = o en z=o 
at 2 . 

(2.25) 
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2.9 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA NO 

INERCIAL 

La ecuación de movimiento referida a un sistema no inercial es: 

'V 2 <ll =O en n 
Las condiciones de frontera referidas al sistema no inercial son: 

en las fronteras: 

8<I> 
- = Vx(t) en x ::=±.a 
ax 
8<1J . 
- =Vv(t) en y=±a ay ' 

8<I> -. = Vz (t) en z=-H 
az. 

Condición cinemática: 

88 + [B<I> - V (t)J ª.º + [B<I> - Vv (t)] 
88 

- 8<IJ + Vz(t) =O en z=o 
at ax x ax ay ay az. 

Condición dinámica: 

1 8<I> + .:!_ (vcI> )2 ~ V(t)· VcD - go =O en z=-H 
at 2 ·. 

(2.26.1) 

(2.26.2) 

(2.26.3) 

(2.26.4) 

(2.26.5) 

(2.26.6) 

donde cD = CIJ(x, Y'· z~ t), '8>= o(x, y, z, t) y V(t) en. el vector de velocidad del terreno, 

definido como: 

\i(t)==vxfoi-1-V.((t}j + Vz(t)k 
, .. . " ~ . ·- ··- - \ 

El término [ ~= -VxC!>Jeri\1a,'."~~:b~foi~~ ,cinemática, significa que la ola se 
.. ·. ··:.::~ 

propaga a una velocidad relativa del'. ifquido con récspecto a la velocidad de las paredes 
.•. ··'\\·:~/?,./' .. _.,. '· ' . 

o del terreno. 

Se puede observar 'qu~_ el problema dinámico con condiciones de frontera 

anterior .está excitado por. la velocidad del terreno, sin embargo, los registros sísmicos 

se obtienen en forma discretizada de la aceleración del terreno, por lo que para la 
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solución del problema usando estas ecuaciones se deben obtener fas velocidades del 

terreno de los registros sísmicos por medio de integración numérica. 

2.10 CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL, 

POTENCIAL RELATIVO, cp 

El potencial de velocidad absoluta, cJ>(x, y, z, t), con respecto a un sistema no 

inercial se puede considerar formado por un potencial de velocidad relativo, 

<p = <p(x, y, z, t) y fa parte correspondiente al movimiento del sistema no inercial, es decir 

del terreno. Por fo que, 

(2.27) 

. Si ~onsid~ramos el desplazamientoangufar igual a cero, la velocidad absoluta 

es, 

2.10.2.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RÍGIDAS, F1 

Para una partícula de fluido con vector de posición r =x, y considerando que 

existe únicamente movimiento del terreno en dirección horizontal, la ecuación (2.27) es 

<l>(x,y,z, t)= <p(x, y,z, t)+ x · Vx(t) 

derivándola con respecto a x, 

a<I> ékp ' 
-.- =-. -+ Vx(t) 

. ax. ¡·ax··· ·. 
Igualando la expresión (2;28) con (2.2a.2r · 

B<p . 
-=O en x =±a 
ax 
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Siguiendo un procedimiento análogo al anterior, tenemos que para el fondo del 

tanque, 

&e_ = O en z=-H 
az 

(2.30) 

2.10.2.2 CONDICIÓN CINEMÁTICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL 

LÍQUIDO, F2 

Como Cl>(x. y, z, t) = cp(x, y, z, t) + r. v(t) realizando las derivadas, 

8<1> = acp + Vx(t) 
ax ax 
8<I> = acp + Vv(t) 
ay ay . 

8<1> = 8cp+ Vz(t) 
az az 

y sustituyéndolas en la expresión (2.26:5) que representa la condición cinemática en la 

superficie libre del líquido, 

(2.31) 

2.10.2.3 CONDICIÓN DINÁMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL 

LÍQUIDO, F2 

,Derivando la ecuación (2.31) con respecto a t, 

~ = ~+r·a(t) 
at at 

(2.32) 
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donde a(t)=a;(t)l+¡;y(t)}+az(Í)k es el vector de aceleraciones del terreno. Como, 

V0 = Ü + V(t), es decir, 

V'Cl> = V'cp + v(t) (2.33) 

Con la ecl..lacióri anterior: podem(js calcülar los productos, 

1(·····)2.1( )2 -() 1 -()2 --,.. V'<!J .:'."' .'-- V'cp + V'cp ·V t + - V t 
2. < .2,yfd- . • . . : . . 2 . 

(2.~4) 

v(tfveí> = v(t). ver+ v(t)2 (2.35) 

Sustituyendo las ecuaciones (2.32), (2.34) y (2.35) en la (2.26.6), tenemos 

~.r>+!(Y'cp)2 +go-![v(t)r +r-a(t)=O en z=o 
at 2 2 

(2.36) 

2.11 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA NO 

INERCIAL, POTENCIAL RELATIVO <p 

La ecuación de movimiento con respecto a un sistema no inercial es: 

V' 2cp =o en n (2.37.1) 

Las condiciones de frontera para el problema dinámico con respecto a un 

sistema no inercial son: 

En las fronteras: 

Condición cinemática: 

acp = O en x = ±a 
ax 

8<p = O en y = ±a 
ay 

acp = o en z=-H 
az 

35 

(2.37.2) 

(2.37.3) 
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Condición dinámica: 

&p + .:!.(vcp)2 + g8 + r ·a(t)= o en z=8 
at 2 

(2.37.6) 

donde cp = <¡>(x, y,~z,t) c~~~E:l!i:>()!E)ncial de velocidad relativo, res el vE!ctor de posiCión de 
' .. 

una partícula de fluido; ¡:>,.con respecto al sistema no inercial. El vector de aceleración 

del terr~nO ElS:. a(t) :~X <ói ;ay (t)J + ªz (t)k • 

Se puede' observar que las condic:iones de frontera son homogéneas en las 

paredes y en el fondo del tanque. La excitación del sistema se da en términos de la 

aceleración del terreno en la condición dinámica de la superficie libre del líquido. 

2.11 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO 

Considerando la teoría de oleaje pequeño, el movimiento del fluido es 

esencialmente irrotacional excepto cerca de las fronteras sólidas del tanque (Mei y Liu, 

1973). La teoría del potencial descrita no predice disipación de energía. Sin embargo, 

resultados experimentales en tanques para almacenamiento, con superficie libre, 

muestran claramente que existe un comportamiento amortiguado en la respuesta del 
~,.<. ' 

líquido (Case\ y Parkinson, 1957); hay disipación de energía relacionada con el 

amortiguamiellto en el movimiento del fluido. La disipación de energía se produce en la 

capa límite c~~~~ de las paredes y el fondo del tanque, y en la capa límite cerca de la 

superficie libr~ del líquido, formándose un menisco entre el líquido y la pared. La 

cantidad de e11ergía disipada depende de la forma del tanque, de la rugosidad de las 

paredes y de la viscosidad del líquido. 

En pruebas experimentales de tanques rectangulares llenos con agua, se han 

medido decrementos logarítmicos equivalentes a coeficientes de amortiguamiento 

crítico del orden de c;=0.35% (Keulegan, 1958). En pruebas de vibración ambiental de 

tanques cilíndricos.se ha tomado un valor de 0.5% para el modo fundamental de vibrar 

del líquido (Housner y· Haroun, 1980; 1983). Si el tanque está fijo a la base se 

recomienda un factor de amortiguamiento del sistema tanque-líquido del c;=2%, en su 
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modo fundamental (Veletsos y Shivakumar, 1997) y de 1;=0.5%-en el caso de líquidos 

estratificados (Veletsos y Shivakumar, 1993). Los códigós para el diseño de t~nques 

cilíndricos. de almacenamiento proponen un valor dei;::o:5º/~;~ara· eÍrnodo fündamental 

de vibrar del líquido. En el análisis de estabilidad de_1-:rn~~imie~t6, del )íquidd bajo 

rotación y traslación· deHanque, se ha· propuesto:..cc);riJ.:6C:>hdiciiÓri :más~~~~favorable 
co~sidercir que elarn6rtiguamiento es nulo (R~g~~~é~-\,,{}~¡iáK1'·é~~)?~t .. - 7·{ ,Z-• 

tanque:ª~:~á~~1g~,§~~;Ü~~:~~~:;~;§jn~i~~fil~n~~vi~~~Y~1~t~l~f c~~6i{;i~tl:t¡l~b~~~·~ªl~ 
la ecuación.d.e .~oElmi~ntO y propu;0Un-.c(,~fici~nf~-d~amo;¡iguamiento··c~iu~crc1~1.5% 
para elprl~e{nibciod~_vi6ra~ciel11d~id9;LI · . ~-:. -,··- . 

Conel fi~ d~ torri~~~n cJ~iita'e'l'~f~btb:de~~isipC:ción de energía se haincluido un 

término n~mérico en;Í~ eóliadón,'tjc;;'T6~í~i~nto·'de manera análoga al caso de la 

::~::~",i;Ü;~:~iJ ;~~1~f Jj~j~~if~3~~r.rr~~~;.~~ru9uam;ento v;s=•;· .. C~ousner y 
En~ el_pr~t)l~rn~Lrio H6E!a:I deli,.ºIE:laje;dé tanques e~po~ilJ.IE:l .. ;i~-~ .. fos'efectos 

viscosos .. -.·sean ~/¡~~6rt~iit~s .• \cak el· ... finde establecér,;elt~i-steílla'dE:)'•e?Ú~ciones·-·que 
gobiernak;~1-,:~15~µ6rt~-rrii~nf~·.•~c:lúYn~~1;;del 01iaj~. ·en 'J11 ·~an'q~~~~~ifi'~~ri6C><~xcitado 
sísmicamellte ~<~o~siderkndC> Ún potencial de velocidad, seó-iihdificará la~ecuación de 

' --- -;'"'- - ---'"- ,·-. ;· - __ ,_ -- ---.-· - ,_ .:· -· - ., -· - - ~ - " ·---. ' - - - - . - -- ·-

Euler _ agregá'ndole;un~término ficticio, µ, que represente una fuerza de oposición al 

movimie~t~ ~e''tn~ p~rticula de fluido. Mediante este planteamiento el término que 

representa el amortiguamiento tiene un significado físico. 

2.11.1 ECUACIONES BÁSICAS PARA UN FLUJO IDEAL 

Suponiendo que el fluido contenido en el tanque cilíndrico es ideal e irrotacional, 

las ecuaciones de Euler, referidas a un sistema inercial, se pueden escribir 

( aU0 + U au0 _ + V. au0 + W au~) = _ aPh ~B(pgZ) 
P at º ax º av · · º az ax ax 
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(
avº- +u av.. º.+v. av0. + w av0_) = _ aPh _ a(pgZ) 

P at º ax º av . º az av av . . 

P(ª;º-_+_~º_:;~ __ +_~º ~~:_;+ wº ª:'zº-) = - a~ - a(~~Z) (2.38) 

donde el vector velocidad iés "V0 '= U~i + V0 j + W 0 k , Ph es la presión, p es Ja densidad del 
' .. ·.·. . :-<·· 

fluido y ges Ja aceleración dela gravedad. 
- ~ . .--;-.. 

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como, 
.... ·, ,- '. · .. ~ .- ., .. 

(2.39) 

donde las fuerzas debidasi~~Já~gravédacJ se pueden escribir como el gradiente de Ja ',,' ' .. ,,._1.,,· ·. •, ·· .. ;. 

función potencial, rr, 
, . 

-. 'Vff=-:-[ª .. foz)+ a(~z. )+a(gz)J = ..... g 
. . . ax aY< az . 

y Ja derivada materialde Ja velocidad absoluta está defina como, 
- --

DV~ =avo +V ·W 
Dt at ,•.· ... O ·º 

Es decir Ja ecuación (2.39) se puede escribir 

-av- , -e : -~- •• -''1; :_ • ·····­
atº +Vº ·YVo =~p-V'Ph :_;'VJ:l 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

Sí el flujo. es irrota~ional, 'V-V.; ::=O; y sí-se acepta la existencia de potencial de 

velocidad absolutó, <l>, 
-~¡~·-· '1 ..... · .·· 1 .. ·.•. .· • 

·· ~ + '- (Y'<t> )~ +:-¡:>h + gZ =: O (2.43) 
!:_:aí:-i_,-2 i:i·.:·· "-:-P .. :.-. -•,.:,_ i• .•• : 

Aplicando··_la .e6~aciór·-·a~teda<~n·1a ~i.Íp~r;fjci~_lit)_re .. _del :líquidoY,suponi~ndo la 

presión atmosférica constante, es deciÍ p~:::a,:Jci'coÍldición dinámica en 1a-~uperficie libre_ 

donde 8 es la altura de ola, dz(t) es e1'cl~~pia~i:1'1Tli~~t() c:i~11:errencí ref€lridoa un sistema 

inercial y Kz es la distancia vertical entre los orígenes de los sistemas inerciales y no 
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inerciales. La ecuación (2.44) es la misma que la (2.19.6) y en la que no aparece ningún 

término que represente el amortiguamiento del liquido. 

2.11.2 ECUACIONES BÁSICAS PARA UN FLUJO VISCOSO 

La condición dinámica completa, en la superficie libre del liquido, se obtiene 

tomando en cuenta las fuerzas de fricción debidas a la viscosidad del fluido en las 

ecuaciones de Euler, obteniéndose las ecuaciones de Navier-Stokes. 

Los esfuerzos cortantes en el líquido se presentan debido a la viscosidad del 

fluido y son causados por 1a·transferencia defuerzas moleculares (Le Méhauté, 1976). 

Las fuerzas de fricción se• s~pone'n proporcionales a ·la relación entre el coeficiente de 

viscosidad y la deformación angular. 

P(8-l!_o_+u _?Ua +V ~uº +W auº.)=-ºPh _a(pgZ)+µ[a
2
u 0 +a

2
u 0 +a

2
u 0 ] 

at º ax º aY º az ax ax ax2 av 2 az2 

p(~':'.'~ +U aV0 +V aV0 + W 8V0 ) =- éJPh _ a(pgZ) + µ[a
2
V0 + ~2V0 + a

2
v 0 ] 

at º ax º aY º az av av ax2 av 2 az2 

( 8W0 +U aW0 _ +V aW0 + W aWº ... ) =._: aPh _ a(pgZ) + [a
2
W0 + a

2
W0 + a

2
W0 ] 

P at º ax º aY º az. az · az µ ax2 av2 az2 

Estas ecuaciones se pueden escribir como: 

DV 1 .••. < -~ }~ ·. 
_q_=--V'Ph -VCT+-·V' V0 Dt p ' . P .. 

(2.45) 

donde 1:1: es la viscosidad cinerriátic~delHquido, o bien 
p . . 

ª"º - - .. 1 ' . ·. µ 2 -
-- +V . vv = - - V'Ph - vrr + - V' V at o o p p o 

(2.46) 
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2.11.3 ECUACIONES BÁSICAS PARA UN FLUJO CON 

AMORTIGUAMIENTO TIPO RAYLEIGH 

Faltinsen, en el estudio de la respuesta de tanques cuadrados (1978), retoma el 

concepto sugerido por Rayleigh para tomar en cuenta el amortiguamiento en un sistema 

mecánico, y propone modificar la ecuación de Euler agregándole un término ficticio, µ, 

que representa una fuerza de oposición al movimiento de una partícula de fluido. 

Con base en lo anterior la ecuación (2:39) se modifica a, 

º"º 1 .. --= -- 'VPh -'VIT - µ'VcJ> Dt p . . 
(2.47) 

donde cll es el potencial de velocidad ..• referido a un sistema absoluto y ~L es un 

coeficiente que trata de representar1a\íi~t'osidad del fluido. 

El coeficiente de arnórtigi:iamiento,· ~L, se supone con un valor pequeño, mucho 

más pequeño que/el amortiguamiento crítico, µérJt =: 2(J)1, dond~ m1 es la frecuencia 

fundamental de vil::Í~~r del líquido. El coefiéiénte de amortigüdrniento puede escribirse 

como: . · 
. cr· 

µ=2-
T1 

donde cr es el decremento logarítmico, y T1 es el periodo fundamental del oleaje.· 

El decremento logarítmico fue definido por Abramson (1966) como, 

_ 
1 

máxima amplitud en cualquier oscilación 
cr - n máxima amplitud un ciclo después 

De las dos últimas ecuaciones, la amplitud después de n periodos de oscilación 

se puede determinar con, 

ª" = [~~ r ªº 
donde a0 es la amplitud inicial (en cualquier oscilación) y ª" es la amplitud n 

oscilaciones después. 

Keulegan (1958) estudió el decremento logarítmico para oscilaciones libres en 

tanques rectangulares. En el análisis matemático supone que la atenuación de las olas 
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- - - -

es debido a la perdida de viscosidad en una capa cerca de la frontera.de. las paredes 

del tanque. 

Para un-tanque'ré6tal1gúlarde.1.o m de ancho, altura·de0.5rfi.}t1ongitud de 0.10 

m, lleno.· con·-;agG~·\(~i~6ds\cJad cinemática 10·5 m2/s), sJ~> f~~n"lul~s predicen un 
• . - ... ~· .. ,. • ,,·e· ' -· .. • - ·' . . . . - ··\· ·, .. -;·. - ' . ". 

decremerlt~t169afü~i·baitatal -;éie.:. O' == o. 0212 • lo. que corresponde_~ a ~lJn coeficiente de 
-.. -~ ... :_~ .:: .. -:,i~-,-~-~;±.::_:~~\-{~;:>:_}::· .. ::··~~-:~~'.~~:-jf~~:~,;~:}·;:..;~~:- . :_.; . - ·. -' . : ;: --.:·· ~:>i·-:. _-.\~.<- '~-~:~·~:-~ \.~ :·· '• '_. . 

amortiguamienfo;;µ ::0;0359 ;:~'esdecir-... 0.34%·-·del · amortigüamiento• crítico. Faltinsen 

(1978) propone' uri J~1~r-~Él-~ ~:5%•'del amortiguamierit() 8;íti6ó. '. . 
-~·"·"o,~-i' _. -.~_;;_.- o~'.-~.)·c''- ~--,:'.': .·-,;·~'.·- ,· ··~·,;'. ',':..,_':·· ' ... : • ' 

Considerando::' 1a•·,·existE!nciá de ;un. pótencial · de; velocidad absoluto, <l>, la 
- - ._ .. _ - -:·' ' ~- '._ .... ·:,,:·._.<--· ·- ' .:, , .. _ ' .... ,;· '· .. - · .. -__, _., :· ' .. '. -~<.. ' . :- ,.- ~ - ; ' 

ecuación (2.60) ~~'pG~c:l~ ~~(;~ibir;'-: ·. , - . -. . 

. .. ~ T1 ·. 2 .·.·· <1 . > · ...• 

-·- + -'- (Y'5I>) = - - Ph -: gZ - µ<l> . (2.48) at .2 • ·· · · · ·· 

que es la ecuacicJ~ ~~-B~rno'ülli. 
,~·::, .,.:,' 

La condición;dinám!~~.·.er1. 1 1af~4P0rficie ;libre del líquido se _obtiene aplicando 

Bernoulli con· la,presi611'cafm0sférica<cc)l1siderada como-constante. La· ecuación. (2.61) 
.~·:: ,,·"' .. ,._.,; ""¡i::.:,:;:,~º·").- ,",;"'''..,·.'-~:.,··-- ··--~·"'" .. " ... , ··. . ·. 

está referida a un sistema iriercial,;X'."y,-:z,. por lo qué para transformarla a un sistema no 
inercial,x-y-zseú·s~,l~~~íJ~i6~:'X:;·'~.c>·· ··-<······· .. · ...... ·.. .· · ... ' ·, 

.·~~oi~2(!c~)-\i_(t}-.~9JLz• (2.49) 

donde. v(t) esla veíC>bidacf con que;se.rliue'll~ ei~sÍstellla,con: respecto al fijo, que en 

este ca;;,;::~:J~~~~;~f i:')ii~~+ .~:t;n:lal:~~·~010~1d~d/ ~'. evaltiada en z ~ B y 

sustituyend~'en <2;4~>,':º~;~~~r~~:i?n~i~~~l~a,~~mf~<~~~e~~: .·.·. ., -·· ·_ . 

. «·· •.. -. -. +.,,-('Ve!>) -:V(t) ;,V'<I>.,+,gB\µ<I> ;=:O (2.50) 
• at .. 2 ,. •.::: y· ' (':_ <· ::·:•· .... ·:_, :<·· .. ' ·.::, 

como <1> = cp + rV(t) • ~l.istituyeric:lá en .1a· e~ua'bió'~ (2.5o). t~nemos : 

&p + ra(t) iJ(~<p)2 + Vcp ·V(t) +i[o(~)j~Óc~>::~~<I>-[vct)j + gB + µcp + µrV(t) =o at 2 ,' ,, ' . 2 ·.·· ,. _·.·.. ' ' 
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El vector de posición en coordenada cartesianas es: r = x, considerando que 

existe únicamenté movimiento del terreno en la dirección x, y despreciando el término 

- .:!. [v(t) j , se. tiene para la condlción dinámica en la superficie libre del líquido, 
2 ..... : < .: .. :,, .·.··' .: ::· : 

(2.51) 

donde µ·es• el·~iJ~ft~i~~t~ 'q~~treJ~~i~nt~ al ai-nortiguamiento tipo Rayleigh, ax(t) y Vx(t) 

son la aceleraclÓ~\y _J~IÓcid~~d.d~I terreno·e~·.1a.dirección x. 

Desprecla~do.los':t~f~i~os··d~ o~éiek,~tiperior en las ecuaciones en la frontera 

libre del. líqLlld~;;téiA~rl,()~p~~~}~:é6~~I~i~n cill~~ática 
. . · · ··· 'éJ<p~·a~(ell.~1~s~: (2.52) 

' . :} az .: ·:·. <>k .. > . . 
UL .¡'.· 

y de la condición dinárni~a (2.51 ), de~pejando la aÍtura de ola, o , 

o= _ _![acp + µcp + ~[ax(.t)'.CJtx('t.>].íl, 
g ot .. ··:· ·.. ..·· lj 

(2.53) 

Como se puede ver en la ecuación anterior, el coeficiente de amortiguamiento µ 

afecta la velocidad del terreno, v x (t), amortiguándola. 

2.11.4 ECUACIONES BÁSICAS PARA UN FLUJO PSEUDO-VISCOSO 

La expresión original propuesta por Faltinsen, para tomar en cuenta el 

amortiguamiento del líquido en un tanque cuadrado es, 

ovo 1 
--=--V'Ph -V'CT - µVcJ> 

Dt p 
(2.54) 

donde <I> es el potencial de velocidad referido a un sistema inercial y µ es un 

coeficiente que trata de simular el amortiguamiento tipo Rayleigh. 

Para ·qi.Je, la 'velocidad relativa del líquido contenido en el tanque sea la 

amortigl;lada, la ecuación (2.54) se modifica como: 
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DV 1 . 
--º = - - V'Ph - V'rI - µV'cp 
Dt p 

(2.55) 

que se puede escribir, 

~ y[:-+ }Cv<1>)2J = -~ '\7Ph - vi; - µVer (2.56) 

integrando la ecuación anterior, 

.B<D 1 (..., )2 1 P . ·z· -+- v<I> ·=--: h-g -µcp 
at. 2 ,· ', p '. ' 

(2.57) 

donde <p(x, y, z,Í) es el potencial de vel~'cid~d relativa. 

La ~c~~ciÓ~ (2'.57) está ref~~ida'~:.·ÚA ii~tema inercial, X-Y-Z, por lo que para 

transformarla ª ün sist«:lmá . no i 11ercial.:~-Y:-:Z:.:~~ aplica· 1a expresión c2.13) a1 potencial 

de velocidad, <I> :E~aluarido (Z.49),~n·~ ~iycon una pre~ión igual a cero, se tiene: 

aci>·+ _! {v<t>f~ Jet)'. vq; +go+ µcp = o 
··.·at '2.' ,. '. : :. "·' , •. ;. '.. '.' 

(2.58) 

como <I> = cp + rV(t) , tene~os, 
acr+ra(t>'-i-2-(vcp)2 +vcp. V(t) + -~[v(t)j- v(t). v<I>-[vct>f· +go + µcp =o 
at ,,, ' '2.'. '; ' ',' . 2 ' ',, ' .· ' 

El vector:de·p6sI~iÓnencoordenacia' cartes,ianas es:. r ::x, considerando que 

únicamente 'ex"istecYril<;tifuic-?~to· del: t~rreno ·, en la : dirección. x/ la , condición dinámica 

linealizada en la sup~rtlCi~ libre del líq~ido, 
. . . , .. : -. ':_ ._-~::·,. ' . . ', 

• ·.•· é1cp F1 (vcp)2:+ µcp -t-91> f x(ad et>] =:o 
· aL·· 2· .. · ·:· .. , :·é·'· .. ;:•:.: ..• :.>, .. ,.•:··.·,., .. , ... ,,,., '· 

(2.59) 

La ecüaéió~(2.~S)esla cori~ici¿ndin;é'.u·nÍda~~ortiguada en la superficie libre del 

líquido, que s~ utilizará ; para la so11.lbiÓn ·Ún¿~·liz~da del sistema de ecuaciones de 

frontera que gobiern~~ el, colTlportamientC> diritt.:,;ico del sistema. 
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2.12 RESUMEN Y CONCLUSIONES 

Se dedujo el sistema de ecuaciones de frontera que gobiernan el 

comportamiento dinámico de un tanque cilíndrico~ excitado en su base por una 

aceleración del tipo sísmica o armónica. La ecuación·de movimiento puede considerar 

una excitación tridimensional en la base del tanque,·con componentes ortogonales, y 

que la base del tanque gira alrededor de los mi~rno~:ej~s cartesianos (Apéndice E). 
·~. ' -. ··, '. . . - . . - -, . . ., . . ,,,. -- '"·:-:"'~' '."'. ,_.._ . "• . . ',"' , .. . '.' ' . -· -. , . 

Se corísici'érantres fronteras en el,dci"ninÍb del líquido. Las paredes y el fondo del 

tanque forman las' fronteras rígidas )I' , la sl.lperfici~ · Übre · def líquido forma la frontera 

superior '.en· ··donde son···válida~ la condi~iÓ~ riinemática y '.1a;; din~mi~a: ~a c~ndición 
cinemática estatí1·~~~'/que~,·~~.~.-,·¡;~rtí~ú'1~-;.~e/tíSició.-:qu-~~l'3stáT:~~:.·diét1a.supemcie 
permanezca ··en (3Il~'.·.La·•.co~dicióndiná~ic~ gobierna el .'co~pbrtamie~to fránsitorió del 

proble;~ Ys~~e~~·!ni&~~~~~~rg~~:~ect:ci~~6~f~~~e:rr~~~1_1~t~~f 6~0j~b~e~;¿;:. ·~·istemas 
comde~.ª~:;~:~·:::~~~ien:~\;J~,.,;~i; .. 0Jyo.;o¡¡~;,~ .. io~~-,;~t.::.•···durante el 

mo~imiento. El·, slste'ma ,•cíe'. ~6ll~6iB~E3i· ~~-j-fúri6ióh ,de; u~'(p~t~~cial de 
-~ ..... - ,,_, ~L~~l-.::_~~F~-~ -~~·::.:~- ... ;:e-,_.:_-~::·:..: 

,-, .~·~·-:::.:· 

. .. . . . 

. velocidad absoí~tol" .... 

2
. ~~~::::~~::;,::7~~:'.~~:"~:!~~1';~7'?~~E~f '~!1:;!J:s:n~;t m~:~: 

- '·"..:: ·-:: 
velocidad d(;I té~rerÍo.~; 

3. Sistema ele ref~~encia no inercial en función de un potencial de velocidades 

relativo. Las condiciones. de frontera el1 las'~onas rígidas son homogéneas y. 
. _,. .. - . - '.o..•-,.· ,., :.,-·" - .•. 

la excitación del sistema está enJ:érminos de la aceleración del terreno. Lo 
... ·' .. ., ;· -; ... _,_. -.- - . - .· " ' . 

anterior le d~ ventajas ~ este siste¡:.;:;a c:i.e referencia con respecto a: 1ó's dos 
·' . . .- - ·' '"·· ·'·· ,, .. ·· p•_;·.· ,- ._,' ,.•' ,"y;.-· 

primeros: 

ti sistema de ecuaciones d~· front~rá ¡ttin~ado en ~ste trabajo es el deducido bajo 

un sistema de referenciano ine_r,ciali~~,f~~C::ió~ri\i~un potencial de velocidad relativo, 

agregándole a 1a eC:LaciÓ.n c:liriá'irii~
2

~;ií 1~"~Ü~~mcie libre del líquido un térri;ino µ que 

representa el amortiguan1i~ni~ ~~e~dO~vi~~oso del fluido. 
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TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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CAPÍTULO 3 

SOLUCIÓN ANALÍTICA LINEAL 

3.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS, 

POTENCIAL RELATIVO, <p 

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del problema dinámico (2.37.1 

a 2.37.5) en términos de un potencial de velocidad relativo, cp, referido a un sistema no 

inercial y despreciando los términos no lineales, son: 

en las fronteras: 

v 2 cp =o en n 

8cp =O en R =a 
aR 

(3.1) 

(3.2) 

8cp = O · en z=.:.H (3.3) 
az 

En la superficie libre del • líquido la condición cinemática, despreciando los 

términos de orden ~upe;i~~.e~:/ ' 

.. . •'e ;o> e:~: :::n~~ie'éJcp ;,,, O: en z = B 
(3.4) 

·. ,, at· az 
La condicióndinámica alliortigua~~·(2.7:2) en la superficie libre es: 

' -- . . . . - ~ - :. · .. _. ;_ "-"'--"'~· ·.· . ___ ::_ - .. 

• acp'.+ ~;-f-go +r:~(t) = o en z = 8 at . . ... . ... . 
,', .-, , .. t 

(3.5) 

donde a es el radio.del tanque, Bes 1a"a1tura de ola, ~L es el término que representa el 

amortiguami~nt6 tiJoc~~~jcic)~~í~6~~6 ·y~ la profundidad media del líquido: 

· . La. eclJácig~r(3.2j'\~.~i~~ tjú~ I~ ~omponente del vector de velocid~d nÓrrnal a la 

pared del t~nque·e~·¿~ro,;~~·~Jcir,la velocidad relativa entre el liquido cC>nt~nicJo enel 
··._ .. ~-... ---··.·:,:-'":~--_-.>:,:·-,..,,:\-:_,:·_ .. _'_-.·. ·-:·:_'.·'." .· ··';.- '.:<'_,_:·-- >·" ·~-·':.'· 

tanque y la pi:ired éier't~nqU~ ~~ nula. La interpretación física de la ecua'ciÓ'~ (3.3) es 
- · - ·--,-=-- -----·--··-==--,,,--=o·~--';-',,-·"::--;-;o--o--,.i"·--·:•---'3--"-,oc - -: c-=---.=c''-'-·+:o=·~Od,.~. -:~ -=--~----~-

similar a la anterio(sólo que en el fondo del tanque. Ambas condiciones cie frontera 

especifican que el líquido no traspasará las fronteras rígidas c:J~(ta•gque durante su 

movimiento. 
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La condición·· cinemática de contorno en la superficie libre controla el movimiento 
.. " .• '. . ...... " . . . . . 1 

vertical de las. partículas y garantiza que una partícula que se encuentre en la superficie 

libre . permanezca en ;ella d Úrante. el movimie'~to> 1-a condiciÓll CJÍnámiéa se obtiene de 

aplicar .la ecUaciÓll',d~ B~rn'6uÍli ~Kí~ ~-u~~rfi~ie(li6;~· ·cj'ei(:iiq~·íd6 con···uria presión 

atmosférica con'it~gt~.L¡ ~.;.'o:.~~1~~2o;:.;,:."'~~;~;.~c~~~··('-+.;e~c~~· ...-·- -·-- _____ ·: . _ ~~· 
ta •·sC>1Gción•.frn~a1'cle1C'i>í6b1~h1a.cilnárr;íc~-s~re'~1izarág~~ .. n~·¡as·condiciones de 

~ ,,,, I' ¡ • • -. ' • ,., ;~ 

frontera anteriores }ra'que presentan cie~a.s\íentaj~s~'atefl1áticas:can···respecto. a las 

condicion~~ é,ciefír-6~T~r'a '.·~eiEirici~!i,'.'ai si~te:rria'-Jnerci~1.s.~~ª ·~s :~Je ... e1. Jector de 

aceleración d~l 'forreno~:a:párece ·e~_:tcifüi~ ~~plícifa~~n lác6n~ié::i6r{diñámicay la otra es 

que. las condibiónes detfrohter~ -~n' las zgnas rígid~~\:Je~t.anqu~son'hon:iªgéneas. 
La condición dlná~i¿~ en la s~perficie libre del líqui<:jo se' puede escribir en 

vibración libre: 

y en vibración forzada como: 

O<p ··. . o 
- + µ<p + go = en z=O 
at 

8<p + µ<p + go = -R cose ª• (t) en z=O 
at 

3.2 FUNCIÓN DE POTENCIAL DE VELOCIDAD RELATIVA, cp 

(3.5a) 

(3.5b) 

Consideremos un tanque cilíndrico anclado a una cimentación, tanto las paredes 

como la cimentación se consideran rígidas. El tanque contiene un fluido ideal e 

irrotacional y está sometido, en sU base, a una aceleración sísmica del terreno: 
. . . . . - -

a(t) = a.{t) como se muestra en la Figura 3.1. Suponiendo alturas de ola pequeñas y .. :-·-· -· .... ·,.- ·- . -- --·' ,• - -- .. _ .--· 

que el fluido del tanq~~e~~iilacirri~r~slbl,~ ~ no :viscó~Ó.:ci~iste un potencial de velocidad, 

<p, que satisface la ~~J~6i6~"J~ LapÍ~c~ en todo punto del \lolu~en n, V' 2 <p =o. 
En coordenad~é(;{l{ndricas lk ecu~ción de Laplace se puede escribir como: 

- 2 - .c. - 2 . 2 .. 
a cp + :!. 0<p + _1_ a cp + a cp = 0 (3 _6) 
aR2 R aR R2 ae2 az.2 
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donde R, O y z son las coordenadas en la dirección radial, angular y vertical, 

respectivamente. El potencial de velocidad cp(R, 0, z;t) se puede expresar como el 

producto de las funciones 9l(R), T(0}; Z(z)y F(t) de acuerdo con el método de 

separación de variables, 

cp(R, O, z, t) = ~H(R)T(S)Z(z)F(t} (3.7) 

~ . 

(a) Notación general 

y 

(b) Planta 

Fig. 3.1 Tanque cilíndrico en estudio 

- >·... ·~j'"~:~>:::.::<.:' ; ' 
Sustituyendo (3.7) en (3.6) .• se ~btl~nen las siguientes ecuaciones diferenciales 

ordinarias 

T(0) + m 2 T(0) =O ..---~=-::::-:;:::-:;::;---1 
TESlS CON ' (3.8) 

FALLA DE OHIGEN 
....... .-----
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Z(z) .:.:k 2 Z(i),;: o 

R291(~).+: lk~~~."""" m 2 
}n(R) =;o 

'>· ·.. . ,· . 

(3.9) 

(3.10) 

donde m y k son constantes. La ecuación (3.8) es similar a la de vibración libre no 

amortiguada df)lJ!1osc!'.ªt!.~~~si'!!e~~':l!~~_!'~º.ll;l<:!~~.es; .. 

·· LTc0>=A1se~c~e>+Adéo~crri0> 
, : , , ... ' . '~· . , ' . ' ' ., . . . '.· 

(3.11) 

La solución de l~}:!cuaCióil (3.9) se'pt:ú:~~e_éscribir como 

• ·;zczf~· s ;·éx¡i(i<if + ~ t~xiJ< ~l<z>. · .... ·. (3.12) 
"" •,•, .. '"·<''"',; "•·,,·.-· •'. ·" ,. . 

La ecuaclÓn-(3:1o) es'la'f~·rmcI ciínÓ~ica:de la eéúación ele Bessel de orden m y 
' . .• . . . • . , - . . .. '". . ··~.: ;·---. ";. ~y ' . , ' 

su solución es, , .: ;,;. 

(3.13) 

donde Jm yY~ sC>n funciO;rÍe~· de:{l3~~sel ·ci(} p;in1~r ysegundo tipo, respectivamente, de 

orden m. Dado que Y m(k~)és _~i~gular;·~ri 'R;Ó ;~ra tocio valor de m, los coeficientes de 

integración Dm cleb~n de se~ cero{Le:\el '.,pot~nci81 de velocidad es proporcional a 

Jm(kR), 

(3.14) 

por 

cr<R. 0. ~ •. t> = [~ 1 ~en(~0Y.~;'f_¿·;6o'~c&ie>I~1 ~~~(~i<>_+_82 exp(-zk>] · 

· [c~Jm (~:~)icfj \:.~ .. )'{ ? ·' '. .. ~- ··_ · (3.15) 

donde las constantes de ;integré{ció'~ A':,+;J:\~~;,B1;{B2,y C~ cÍsben ~determinarse según las 
condiciones de frontera. ;·-~-. •> - '"">'.~ '"'" : ·-" ,,;- ··.·. ;, ··.: )· .• ' ' 

,' .··-·~ ~"~: ·::;,;J:;' ,7-·. :~~::~:=-.:·<- . ;,~·:· 

De la condición dinámica; (3:5) Clssp'ejaíido la altUra de Óla,.B; .con un vector de 
'>'•- - ri-' ::.-.0..,. 

posición f = R ces 0 y considE!ra~cio' qÜe ~~ t;;,.~·e_d€!1 t~l1qUE!'aciÚa e~ Ía dirección x, la 
!: ,., ·._-_ ,>. -.' ;>.' --~"-~ .>::,-"_ <. -1~·-:;' '·· ., 

aceleración, ax(t), se obtiene \ · 

o= ~~[acp 1~cp +a~ (t)R6.·6se]· :.:: º 
g at' " ,.,. ',' .. 1:.:•,:.,c., 

(3.16) 

derivando con respecto a la vé3r!!3~!_e !X~u~_tit~~~;~_d en la co11dición cine111ática (3.4) se 

obtiene la ecuación en la supE!rfi~ie libre dE!I líq~íd~. • 
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ar. 1 [ª2 ;i,~ J _e_.+ - -2 +µ-~·-v. +ax (t)R cos 0 = O en z=O 
az. . g at2 

. at 
(3.17) 

donde ax(t) es la derivada de la aceleración con respecto al tiempo. El potencial de 

velocidad .. cp(R,0,z,t), ecuación,(3'.15),:_debe satisfacer las condiciones de frontera .. Así 

para la condición en el fondo deltanque, 
. .., 

: = F(t)[A 1sen(mEl)+~2 2os(me )PmJm (kR:(B1k exp(kz)- B 2 k exp(- kz)] 
o•; • ',"•,, ',•-•.< 

igualando a cero y evaluando'e'n i~:.i:.r~e obtiene que 

. ~~L~~ e.xp(2kh) (3.18) 

Sustituy~ndo.eplaeC:ü+6iÓ~(3.15) 
cp(R, 8, z,t)~F(t)[;r~~~B(h;"~>'.:~~2 cos(me)!2s 2 exp(kH)cosh[k(z+ H}IPmJn.(kR) 

(3.19) 

El potenci~:f'ci'ev~1~6{c!ad'i:l¿b~ satisfacer .la condición (3.16) en vibración libre en 
, . , :.. ~, . . - . . • ··- .. ~'-·" - -1 • . '' .- ' 

la superficie libre del ÜqÜic:lo, es decir ' 
'' .. t .-. 1'[,. ' ' J 

": .··. 8 = ~-'- 8cp + µ<p en z=O 
: ,·' g at ' 

' . 

' ' 

(3.20) 

Derivando la ecuación (3.19) con respecto a t, tomando la solución cosenoidal y 

sustituyéndola.en(3.20) ~e tlene,: . 
-.:- - -- -- -'--" _--· __ , __ _ 

· 8 =-.:!. {F(t) +·JF(t)lAcos(m8)128 2 exp(kH)cosh[kH]]cmJm(kR)} 
g '" "·:'·< ' " ' " ' ' ' 

(3.21) 

~Considerando que, 

Em = 28 2 exp(kH)cosh[kH]Jm (ka)cmA 

de donde, 

O. · E 1 1 
28 2 exp(kH) = ~-·- - ---

···.· ··· ACm cosh[kH] Jm(ka) 
(3.22) 

Al sustituir la ecuació.n (3.22) en la (3.21) la altura de ola, 8, se puede escribir 

como: · 

... B(R,e,t);;,, 'l'(t)sn1(R, 0) -- (3.23) 

es decir, como el producto de una función dependiente de t, 'l1(t), y una función que 

representa la variación espacial de la ola, 
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s;(R,e),;,. Jm (kR)cos(rrie) 
Jm(ka) 

Sustituyendo la ecuación (3.22) en la (3/19) obtenemos, 

<p(Re z t)=F(t)= cos{me)Jm(kR~~osh[k(~H)] 
...... ~~·c·~··~-·~é ~,T>~c.-~~-· .Jm (ka) .. _ cosh[kH] 

'- - • - - > 

(3.24) 

La ecuación (3.24) debe cUmpiir con la condición de frontera en la pared del 

tanque, 

aq, ;:;:, F(t'-= éé:ís'me) J~ (ka~ cosh[k(z_:!: H)] = 0 
8R . ·. Fm. ·· \: Jm(ka) cosh[kH] 

. . 

Para una soluclón diferente a la trivial se requiere que J;,, (ka)= O lo cual se 

satisface para un número. infinito. de valores discretos.de k. Denotemos estos valores 

empleando doble subíndice; ¡;¡•5¡;~~~(denot~ · 1a n-ésima raíz de la derivada clEÍ;la función 

de Bessel de primer, tipo d~. Íil~é~irno o'~den. ·La solución ge~eral del potencial de 

velocidad se obtiene super~Ó¡:;:ie~dd tocias las posibles soluciones: 

. , < · '['· .. :· RJ [ (z + H)J 
co ·. -~ · .. · .. ',~m ~mn a cosh Xmn -a-

<p(R, e, z, t) = . .. L: .. ·.·.•·. ¿·. F.." (t)-... -.. :e[_]_. [-·-HJ-cos(me) m=On=1: .... · Jm Xmn h X 
.. ·• .. _.. . COS mn-. . a . 

(3.25) 

donde Xmn = k~nª: es/la raíz. positiva de la primer derivada de la función de Bessel, 
,-_ -.. _.,:·~~-Y_'>,~·_:-':-:"f~--:'):·{:'":':-~;-~---,-~>.:-·. - . . . < ... · ,: . 

J~[Xmnl =o .EnJanques billndricos con paredes rígidas el modo fundamentarde vibrar, 

en la dirección angÚlar,• se presenta ~n m=1, por lo que la solución delpotencial es: 

'\' ' ·.· : ; ·· ·. ··.J1.··.[xn.HJ. cosh[x". {z + H)J 
·.- ... ·. ·"' · ·· · .. ·. a . a 

<p(R,O,z .• t)··· ==cose L:Fn(t)~-[-]··- -· --··.--··-- (3.26) 
: : :• -·· n=1 ·.: · '• .J1 Xn [ HJ · <- ...... ..---· ., ... ·.· ·• ·•·. . cosh Xn -" -.:>· .. ,,·:<;._.;/' : . . ' a 

La frecuencia natur~1<be,\Jib;~r.de la supertlcie del líquido, ron. se obtiene de la 

ecuación (3.24)con F(t)'~s~~ült(y· Íiácie~do usC> ·d¡;· las condiciones de· frontera en la 
-.: .' . -".' ·:. ;_ _·-· 

superficie en vib.ración libre, 

(3.27) 
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para n=1,2,3, .. , Xn son las n-ésimas raíces positivas de la función de Bessel de primer 

tipo de ,orden uno, !:! es la longitud característica del sistema. Las eigenfrecuencias del 
- a 

líquido disminuyen cuando aumenta la profundidad del líquido y cuando incrementa el 
'--~-~- ·..___:__ __ -""--. __ ·,~ --~---;-...i=-o-o_-~;o_·-=-=-

radio del tanq1;1e;_i:=111~~igúra3,2 se observa la variación de los primeros cinco periodos 

:.'. !"< ' > ·' . H . . . . 
de vibrar con respecto a difE!rentes valores de - 1 para un valor del radio constante. . - - a 

Para valores grandk~ de• H '(L~.'. ··~ ~ 2) las eigenfrecuenéi~s;se pu~den aproximar 
a a 

como: 

y para pequeños valores de H con: 
a 

anchos .,.·1-..---1~ 
16 

14 -

12 

.!!!. 10 -
o 
~ 8 

cf 6 -

esbeltos 

TESIS CON Í 
FALLA DE OHIGE~lJ 

4 -~1----~-~---+------~1~e~r.,__ _______ ~ 
2 - k. , _ 2do.---------

o _ ---r----- ,---~-·'----- _4_tu_:._· _----·-,~--, 
o 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 

H/a 

Fig. 3.2 Variación de periodos de vibrar vs !:! 
- a 
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Sustituyendo el potencial de velocidad, <p(R,f>,z,t), en la expresión (3.17) en 

vibración forzada, se tiene 

(3.28) 

. - -=---
la ecuación anterior se puede escribir como; > 

. . ' 

[ . RJ .. .· ··•·· .... · 
J1 Xn-: : . ·,. 

~--·-[· -:-::ª]-fn (t_) ~~F~.(t) +_ OJ.~Fn (t)]= f(~) 
n=1 J1 Xn · . · ··.· .. · ·· 

(3.29) 

donde f(R) = -Ra x (t). 

Expresando la ecuaciÓn (3.:z'a) e11 térn1inq~ de una serie de Fourier-Bessel del 

tipo, 

donde los coeficientes de.lk sucesiéJn.son:. 

On = fn(t)+µFi(t)~+ oJ~ 2Fnfo_Í_[-1 -]] •.·· · l J1 Lakn 

y se calculan para O ;s; R ;s; a como 

donde: 

Q =.h_ 
n 12 

a 
11 = JRf(R)J1(knR)dR 

o 

12 = jR[J1(k 0 R)]2dR . o 

Para el calculo de la integral h se s'ustitu~~J(R) = -Rax (t) , 
:. ::.:a"·~ 

11 =-:ax (t)J R J1 (knR):fR ' o . 
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Para la integral 12, 

k 2 2 1 .: 
····-·1····.·-;,;,· "ªºC- [sck-a>]2 ~-

-
2 

- -· 2k~:>> :.I " 
Sustituyendol1y12 en (3.31), y coÍlsÍ~~r~hd~-q~e J1(kna)=knaJ2(kna) tenemos, 

ª" :: -~~ (t)~ ·~ ; 2a 
.,.[kna -1~1 (kna) 

igualando la ecuación anterior conla(3.30)>se tiene: 
. . 

· •. --- ·· _._.: __ -,•·-2· •· ··- --.· 2a - . 
Fn<t>+ 1-~rn<t)~:-~?-~~<!>~ [1 ~.x~rx<t> 

(3.32) 

Én la expresión anterio~ la-~x¿it~ciÓgdepe'nde de la_ derivada de la aceleración 
•• - ~·. • - ., ',- - •• - .. ->, 'j.- '·' _, < ., •• • .- - - •• • -

sísmica del terreno. La ecuaciÓri (3.32)138 análoga a la ecuación de movimiento de un -. , ,,,.·-- - . ',.· . , __ ·:.-,.-. ,-.... :.-. - - ·- :' 

oscíl~dor amortiguado, si se :(i~n-sl~er~~·~1:.·Íé~~ino ·µn-~ :2¡;nron (Housner y Haroum, 

1 gao; v~1etsos y Shivakumar; 1~~z; ~~rry~~:~~~ y·µe:~;~i~.-2000). 
-···2-a-· -----••-->·•·-r.-•.,;<C' '''<·~:- \_. -... _ 

Llamando a ª" = [~~·:..e 
1
], la e~~~~ióT(3:,~2)se puede escribir como: 

.. /- '3:L . 
2 

--- . -

F~(t)fµF~ (t)+ ronFn (t) = -:-ªnªx (t) 
.. . ., ··.·.e" .. 

(3.33) 

La altura de ola <en el tanque se calcula con la expresión (3.16) por lo que 

observando.· fa e2uá~iónt(3:26) será necesario conocer de la ecuación (3.33) los 
".~ - •1 

términos Fn(t) y F~ (t): Para evitar solucionar la ecuación (3.33), donde la excitación 
.. , ., -- . -· 

está dada como laderiv~cla de la aceleración y que ello pueda generar ruido numérico 
-~ -;, 

en la sc:>lución, se realiza el siguiente cambio de variable (Hildebrand, 1976): 

es decir, 

ó bien,· 

t 

An(t) = fFn(t}d-r 
o 

54 



t 

Án(t) = Fn(t) = JFn('t)d't 
o 

- • t -
An(t) = Fn(t) = JFn(,;)d't 

o 
--..=--2=-"'=-'-=';,o_o=:..oo~ __ e':.'. __ 

que se pueden utilizar para redücir elorden\deiaderivada del lado izquierdo de la -- - ' : ,,- -,;:" 

ecuación de movimiento. Así, integrando en ~:~r'Tlbos lados de la ecuación (3.33), entre 
- - ' ., ' .. ,. ',,_- -

O y t, se tiene, 

es decir, 

- .·. 2 
An (t) + µAn (t) + IDnAn (t) = -a.nax (t) . (3.34) 

con las condiciones iniciales son, 

La ecuación diferencial (3.34) se puede resolvernuméricamente. En este trabajo 

se utilizará el método de Runge-Kutta de cuarto orden Ú:>res~.etal., 1992).· 
---- ·- - ..:. - - - - - -<- - - -- - - . - _-_ 

La altura de ola en la superficie libre deÍ líqlll~o ~~-rialcula con, 

o(R,0,t) = -.![ .. ·.Rax(t)+··~(An(t)+µÁ.n(t)jJ·. 1 [ ... 1.·.n··. :]J.·]:se.- .. 
9 · n=1 . . . J1 Xn . · 

(3.35) 

El primer término de la ecuación (3.35), Rax (t), representa el movimiento de 

cuerpo rígido del tanque y el segundo término representa el.desplazamiento relativo del 

líquido. 
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3.3 PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Una vez que se conoce el potencial de velocidad, cp, la altura de ola en la 

superficie libre del líquido, z=O, se calcula con la ecuación (3.35) considerando 

únicamente el desplazamiento relativo del líquido, 

(3.36) 

Despreciando los tér~ir1Ó~ ~() iÍl'l~~le~'. 1a'ecuación de· Bernoulli se puede escribir 
'_··~. ;~· ,.;~-,,·:~'.<' .. , ·_,(_;.~;...> ..•. ·~· . ' '•;" ' 

como: 

:t+6~~~·~'.í!~~~~!d;"~t p; ~o (3.37) 

donde Ph es la presión hidráulica: Despejando Ph de esta ecuación, se tiene 

. Ph(;~i~:Íl~;Z[~z·~~.(;)~oose+~+ :J (3.38) 

Se puede notar q~é.13! prlrn~r térrnino en el lado derecho de la ecuación (3.38) 

representa la presión hidfost~tiª~.'~ pg:i; )os siguientes térmi11os representan la presión 

hidrodinámica prociuct6 de 1~-~~6ita'~i¿~·;t,~órii.an~a1.cie1 ter.renoXEn;¡¡J·~:bió.n del potencial 
_ ·_, _ - , ~ •º·' ~-;-·' _ '· ·.- . .':,'\'':',--. _ '. . .:;- ·; .. , :•:';-:o-.-: .. ·o.·~.co:::~:;·-·- . -_ ., .- ·.-;· ,. ·- •;:- :-;-·\ - -. ó_._.:-· · . .'-'. ,_ :, ,. , :·o -~""-!',.'~-- __ ·,:-, '. C -.-;• -.-- .-. - • ·:' ·-

de velocidad, la presión hidráulica sobre. las paredes del !anqué; se"calcula con: 

ph (a,O, z, t)~+~·~:~(t) ~~t:.~¡;~;t)~~~(t) Jco:~:r ~~ ~;)] cos • 1 
(3.39) 

La fuerza cortante. en la pared del tanque se obtiene integrando la presión 

hidrodinámica en la altura, 

l 
. [ {z+ H)J 1 ·· · · cosh X --· 

Í'p (t) ~ --1~.~·~~(t)dz-- I ~.~~[ii 0 (t) +µÁ 0 (tJ] [ ª] (H +z)lz cose 
-H -H n=1 h X H 

. COS n -
a 
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es decir 

(3.40) 

de donde 

(3.41) 

3.4 APLICACIÓN 

Consideremos primeramente un . tan.que cilíndrico con diámetro igual a 11 m y 

altura del líquido de 2.75m. El peso volumétrico.del líquido contenido en el tanque es 

y:;;1 t/m3 y su densidad p :;;Q.1019 ts2 /iTI4
: >El coeficiente de amortiguamiento pseudo-

viscoso se considera igual~a µ-~2~~;'.cdcihd~elporcentaje de amortiguamiento con 

respecto al crítico es: ~ ~ 0.5~. ~~·;l-~bl·~ ;.; ~llst~ las primeras 9 frecuencias y periodos 
, , . , .. ~ - . ·' 'i''. ·., . ·. ~ ;:-. ;._. "<: : ••. .: ;.~.; > .. e·•(;··:.,' '. . 

modales de la superfiCiejib~~'del i,íqÚido\ , 

El tanque se sóm'etiÓ a"ias~co'rrlponentes de aceleración NS y EW registradas 
.. · . :' ·_,_1.7~;~·':·:~--::ii/ r->~ .:-::~;_-?:': _·.:".-t=':··,;.:: -. ·,_.;.:1/i .'·.'>'e ·. •. . 

durante el sismo del'1.9' de septiembre de 1985 en las estaciones de ,Ciudad 
_, -- .. -~- - .. - --· -,,_--'-':-~- ~--~ - --· _ .. ,,, "=.,::-~~0,·;·.,-.' .. ,-- . - - . . . - -

Universitaria (CU), Viv7ros';(VIV);! Secretaria de Comunicaciones y Transporte (SCT), 

Central de Abasto (CA), •. Tacubaya (TACY) y Caleta de Campos ;(CALETA). Sus 
' - . .· ·- . · .. ·' . '', \ - .. -... ,_ ., 

características en .. cl.Janto_a.,espaciamiento.~en_el. tiempo, ~t;.núméro, de_ puntos 

contenidos en el registro, NP, y duración s~~esumen en laTabla3.2. 
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Tabla 3.1 Frecuencias y periodos de vibrar de la superficie libre del líquido 

Modo Frecuencia (rad/s) Periodo (s) 
1 1.5443 4.0687 
2 3.0688 2.0474 
3 3.9012 1.6106 
4 4.5693 1.3751 
5 5.1489 1.2203 
6 5.6686 1.1084 
7 6.1441 1.0226 
8 6.5850 0.9542 
9 6.9981 0.8978 

La Figura 3.3 muestra las historias de altura de ola en la pared del tanque para 

cada ~registr~ sÍs'rriicb .. E·~ general, las alturas de ola máximas producidas por los 

movimientos·sísm.i6o'~·~Ó~ menores a 40cm; sin embargo en el caso del registro SCT, 

las componemie~ NS y EW generan alturas de ola de 125cm y de 215cm, 

respectivamente. 

Tabla 3.2 Características de los registros sísmicos utilizados 

Movimiento Duración (s) ~t (s) NP 

CU.NS 60 0.02 3005 
CU.EW 60 0.02 3005 
VIV.NS 60 0.02 3002 
VIV.EW 60 0.02 3002 
SCT19.NS 180 0.04 4503 
SCT20.NS 180 0.02 9002 
SCT19.EW 180 0.04 4503 
SCT20.EW 180 0.02 9002 
SCT30.EW 180 0.01 18009 
CA.NS 180 0.04 4501 
CA.EW 180 0.04 4501 
TACY.NS 150 0.03 4999 
TACY.EW 150 0.03 4999 
CALETA.NS 47 0.01 4686 
CALETA.EW 47 0.01 4686 

La Tabla 3.3 muestra las alturas de ola máximas obtenidas para cada 

movimiento, considerando el modo fundamental y los primeros veinte modos de 
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vibración,' asi=como· fos incrementos -parc-entúales en lá respuesta~- se:-<:ibserva-tjue .. los 

modos superiores de,vibrartienen una c.ontribució~ importante .en•'ª respuesta sísmica; 

dicha éOntribución ·~o=~·s incÍep~Bdí~nt~ de l~~.·C::a,~~cterí~tic~s. eje ·fa exCitación. e En el 

casó· de la cómponente NS del registrO se~,, l°:s m()cJos súp¡:riores, puede•n incre~entar 

;:eEt5g~~1~!~~J,~P&~~~t~;f !~{~t~~~~l;~~~~~~~~~::~ 
muestra .• la hi~toria de: ~~,~~~~~1~· de( oleaje en la superflcie'lio're;ciel{tan'qüe' s~riietido al 

registro ci~ cÁ:riw.-:s.~"'.pJl:}cie·. observ~r ~, -in~r~m;~16· ;x~~si~6·ci~rn~;~5~~~sta por 

encima de las' pared~~ del tanque. En la dirección NS el ~e~i~trci d~ c~~t~~I ci'e Abasto 

genera una altura· de oÍa máxima del orden de la profundicf~~ d~1it~nq'uei.c8'==27,5cm). 
Estos resultados sugieren la presencia de cierto fenómend ¿j¿ ~~·~·¿fria~~¡~{~; ~c,~·tanto, 
la altura de ola no podría predecirse correctamente con la solucióri Hnea{ 

Tabla 3.3 Altura de ola máxima para el ejemplo de aplicación 

Movimiento 
Altura de ola (cm) 

lnc. % 
Fundamental 20 modos 

CU.NS 24.43 23.91 2 
CU.EW 31.60 40.50 28 
VIV.NS 29.84 36.31 22 
VIV.EW 41.03 45.36 11 
SCT.NS 66.46 125.80 89 
SCT.EW 159.54 215.41 35 
CA.NS 265.75 267.56 1 
CA.EW 454.07 450.88 -1 
TACY.NS 34.95 38.85 11 
TACY.EW 33.21 35.82 8 
CALETA.NS 71.56 78.68 9 
CALETA.EW 62.05 76.86 24 
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Fig. 3.3 Historia de Oleaje en la pared del tanque 
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20 "º no eo 
T1rimpo (•) 

TiemPQ (S) 

Fig. 3.3 Historia de altura de ola en la pared del tanque (continuación) 

Se podría pensar que los valores excesivos de altura de ola registradas en la 

Tabla 3.3 se deben a que no se consideró para su cálculo la influencia de la interacción 

suelo-estructura. Lainterac~ión ~u~lo-estructura tiende a alargar el periodo de vibración 

de 1.a .estr~ctJ~~ ~ ~~111~rit~ e'1.~inb~i~Ga~i~nto asociado a ella. El Manual de Obras 
. , . ·· . · .2· :·, - ·-' - : _ ··r, . · ·. '.·•·;..:· · .. -.!.' . .• ·."· ... > · ~·«. . ·-, 

Civiles· (Diseño por. ~isrrlo,.CFE,,;:t 993)sÚgiere que se puede considerar el mismo valor 
,. . .. . . , ...... -, ... ,,.• ·";Í' ,.,_-

de amortiguamient0'p~¡.~·i1os''.:i1]odos\con\/ectivos e impulsivos. Establece, parafines. 

prácticos, ull>va,l~r d~:~~·ci~í~;~amien~6'cie1orden del 1 % para los modos conve~ti\los, 
que representan los m~d~~:'ti'i~r(,di~ámi6~s debidos al' modo fundame~tai"d~ tibrar del 

. . . . ' ' ·- ' . '. _,, ... ·. ... . . "· .. : - . . . ... - . . . : . - ' ' - ~ ' - .; . - .. --. . . . 

líquido y que gen.;ran· e1ci1~~je{el1'1él''sl.lp.;Íficie, 'y u~ valor del 2% par~ 165 modos 

impulsivos··· con 16· •6J~t ~·e '6l.lb·;~n l~s ·~re.6orrienda~ib~·~5 ';~obr~.'int~r~6~iór( ~uelo­
estructura. Por 6t~~·~~ri~~:;el M·an'ual c:le, obrils. Civ.ile~¡·(Di;eñ6 p6f Sisi~a,', CFE, · 1993) 

'~ ·_._. -~ • .;,·-:;-:::.- ---·:- -, ~ .. -=:ci_ :__, "=<.\;_'._-:.~.:,:~·j':',_-:.::~.:~.~-~-::· _:, .,. -:¿_;:";:_·;:: :.,-;:o_:_..=' .c.:;:-,:i: ,:_,;_:,,_:;:;'," ;:,..:;:-!,-0.-:.c'oei_~·~.:-:i'~-=- .. :.=_~<' ~ •. ~<~·· _:,_~~_: . ..::--:;-;~ ·:o:-«,_,."'• ·.~ '.--·--..::,_ .:. ,• .. · • · •_:.·. - -

recomienda qi.te'en tirí análisis que coí1sidere la interacción sú'elo~estrúetlir~. se. pueden 
. :>'.·:";.'. :: ·:':·:· .... ':";·.''."•:',.,.,:: .. '>·: ;..··,,,::·:.'.: .. ' ,:.;:;,e•<'.,.::: .·:::'''0:'•':::'/:·::·;.:,o,<'.'"('··<·:'.'.''.; ·.1._,. 

despreciar tanto: las,; presiones corive.c~ivas 1 •• colT1o· '.C>s ~fectm>; de 'él .. ' interac:7ión en ·los 

~"º~:·;~~;zi~f i~,f fii~f 2'~ri~~:~~:16~,i¿l~1:~~~=~~~zsW~~ici1~ :f~;~,~·:, 
líquido. En.e.1 anáHsis_dl3.·tanqUes d~ ~l~~~en~rT1ie;l1t~·.sC>11e~~asos :1o~estudios 
experimentales g analitibbs en l~s . que se to;,,~ ~~ ~~ent~ ¡ .. ,~ lnter~bciÓn ~uelo­
estructura. 
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[b&dj] 
Fig. 3.4 Respuesta de oleaje ante la excitación sísmica CA.EW 
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3.5 ANÁLISIS BAJO UNA EXCITACIÓN ARMÓNICA 

Con el fin de entender mejor el aparente comportamiento en resonancia del 

tanque del ejemplo de aplicación sometido al movimiento registrado en Central de 

Abastos, se analizó el caso de una excitación de tipo armónica aplicada en su base, tal 

que: ax(t) = -Feint donde i = /-1, donden es la frecuencia de la excitación y F su 

amplitud. La ecuación (3.34) se convierte en: 

(3.45) 

donde 

ª" = a!}n = a[-f--] 
Xn -1 

(3.46) 

de manera que e_I sistema se puede modelar como un oscilador amortiguado tal como 

se indica en la Figura 3.5. ·La solución de la ecuación (3.45) es: 

Án (t) = -Fn2 G(ron )sen(m - \JI) 

Án (t) = -FnG(ron )cos(rn - \11) 

Z(t) 

(3.47) 

(3.48) 

-____ :_ ____ ·-·--·-·-·-·- h"7L: 
h 

~~,t;==========t=========::::µ:====-~~~- Aldt\ r 
a 2 V 

D et)= F/O. sennt 
a,.(t)=-Fe;n1 X 

Fig. 3.5 Tanque cilíndrico sometido a una excitación armónica en su base 

En (3.47) y (3.48), G(ron) es un factor de amplificación dinámico dado por 

1 
G(ron) = -·-r:===--=,==.7= 

TESIS CC!ú-l 
\/(ro~ _ Q)2 + (µQ)2 

F1 T T l .,- 1•;· r·,r, 1 ('1.·¡i'fl l 63 
. /'\ l.· L· , \. ~: 2: ·-1t' 1 -..i · ·' .'::_J 

·-~- -- ---· -----··------- ·-------

(3.49) 



TESIS CON ¡ 
FALLA DE ORIGEN 

y \11 es el ángulo de fase, 

\11 = tan-1 (3.50) 

donde µ = 21;co 1 , la frecuencia de la excitación es n, y la del oleaje en el modo 

fundamental,· co 1• 

En R=a y 0=0° la altura de ola máxima se puede calcular como: 

(3.51) 

Suponiendo que los movimientos.sísmicos registrados en el Valle de México son 

armónico~. s~ d~lc~ló la altura de ola ~il~irrik para el tanqu~ cilí~drico ~n estudio 

usando la e6~l:l~iÓ~ (3:5-Í). Se considerói~n}~orcentaje del amortiguami~r1t6:~rítico del 

líquido de 0.5%;·En la Tabla 3A ~e llst~~ l~s ~aracteristicas de los ~¿~irnie~tos CU, 

VIV, SCTy 2.Acib~sici~}~'ciC>~'~cC>rii.6·a~~6~icos (Bello y Gaxiola, 1986f{1ai'~1iLras de 

ola máximas considera.~db\in6 y\/einte'modós de vibrar en la respuesta. 
- -•. - - - - -- ~ . __ - . ' - , . : -_-: -.- r - - '. .. ~--- -.. - -- . - : -·-~ _- - _. _. : . : - - - -

Tabla 3.4 Características de los movimientos armónicos y resultados 

n 1 modo 20 modos 
Movimiento Amax19 n (rad/s) r=· 

C01 Omáx (cm) 8máx(cm) 

CU.NS 0.0281 3.6960 2.3933 15.70 23.83 
CU.EW 0.0334 6.6139 4.2828 16.27 27.86 
VIV.NS 0.0411 10.8330 7.0148 19.29 23.04 
VIV.EW 0.0424 11.6355 7.5345 19.83 23.60 
SCT.NS 0.0976 3.1416 2.0343 59.43 149.92 
SCT.EW 0.169 3.1416 2.0343 102.91 259.60 
CA.NS 0.0658 1.6487 1.1301 266.57 268.00 
CA.EW 0.0688 1.5982 1.0172 409.94 411.33 

Se puede observar que en el caso de los registros de la Central de Abastos en 

ambas direcciones, la relación de frecuencia de la excitación con respecto a la 

frecuencia fundamental es cercana a uno y las alturas de ola máximas calculadas son 

iguales a 268 y 411 cm. La primera es casi del orden de la altura total del tanque y la 

64 

·i ¡ 
¡ 
r 
1 

¡ 



segunda rebasadicháaltura: Séveirifica el efecto de resonancia en el primer modo y 

que, en este caso, Ja influencia de los modos superiores es despreciable. En 

consecuencia lateoríá úrie~I· ~s,incapazd1 predecir apropiadamente' la r~~puesta del 

sistema en res6~an6ia? EnJa: Figur~ .3.6(~) se muestra el espectro de resp~esta del 

tantjue-a~r·ej~~~1ª:c;()rl~;~di6fa~5~5m; sometido a la excitación CA.EW para :diferentes 

valores;de<r~lacló~.~dejréc~e'ncias y para amortiguamientos del 0.5 y 1 % con respecto 

al crítico, kn:~E}U~ ~~ bb~erv~ que la respuesta en resonancia está completamente 
,._ .-"- ,-_- ..... ,._ .. ,_-, ' 

influenciada por' el v.alor del amortiguamiento. Si se usa un amortiguamiento del 1 % la 

respuest~ disminuye, e~ un 50% con respecto a la considerada con 0.5%. 

30 

g 25 

~ 20 

" .,, 15 
l! 
~ to 

~=0.5% 

;=1% 

o ---~-.-!:....-"==.==,,,_-,-=,==::; 
0.5 1.5 

Roloci6n 

2.5 
n 

r=-
"'• 

(a) Relación: altura de ola vs frecuencias, a=5.5m 

35 

30 

g 25 

-E 20 

" 

~=0.5% 

.,, 15 

j 10 ~= 1% 

0.5 1.5 2 2.5 

Rol.ación h 
a 

(b) Altura de ola vs longitud característifa,a=5.5m 

Fig. 3.6 Espectros de respuesta: excitación tipo armÓnica,-características CA.EW 

_El efecto de resonancia en la teoría lineal produce resultados que escapan al 

contexto físico del problema. Será necesario resolver el problema de oleaje no lineal 

para predecir mejor las alturas de ola en resonancia; sin embargo, es previsible que en 

r----;:p·\='c1::
1
¡ .. ,-¡:.•,~Ñ----i 

1 u!,,J_·.i ··-·'-' · \ 
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este caso las grandes alturas de ola en la superficie del líquido pueden producir daños 

importantes en las cubiertas. En la Figura 3.6(b) se puede ver que la máxima respuesta 

es precisamente para H/a=0.5, que corresponde al ejemplo de aplicación. 

Si se consid~r;::in los movimientos SCT.NS y SCT.EW como armónicos, los 

modos superiores tienen .. gran influencia en la respuesta (Tabla 3.4); en este caso la 

relaci.ón entre frecuencias de la excitación y la fundamental del sistema es de 2.03. En 

la Figura 3.7 ~~ t'i~néí él espectro de respuesta para un tanque con radio a=5.5m 

sometido a una ex6it~~iÓ~'6oh características similares a las de SCT.NS . 

..• 
•· 

- 3.5 .s 3 
~ a 2.s. 
~ 2 

~ 1.5. 
;¡: 1 

D.5 

o 
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 .. .C.5 5 5,5 8 

Rotación r = Q 
'º• 

(a) Relación: altura de ola vs frecuencias, a=5.5m 

4.5 

3.5 

e 3 ·u i •·: ________ 9_m_od_os_ 
.a 1.5 

;¡;: 1 1 Un modo 
D.5 ·--¡ -------~~~-

O --·-~--~-~--~-~~ 
0.5 1.5 2.5 3.5 

Rolacl6n ~ 
a 

(b) Altura de ola vs longitud característica, a=5.5m 

Fig. 3.7 Espectros de respuesta: excitación tipo armónica, características SCT.NS 

En la Figura 3.7(a) se observa la influencia de los modos superiores para un 

valor de ~2.·o~: q'iJe corresponde a una relación H/a=0.5 (Fig. 3.7(b)), de donde 

H=2.7s'm, que· corresponde a la altura media del tanque del ejemplo. Para un tanque 

con estas características las relaciones para las dos primeras frecuencias son: 
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n·· 
r2 =-. -=1.02 

0)2 

es decir se presenta resonancia·primaria para el segundo modo; !...os dos mod.os están 

fuertemente aco~lados_~ la•.en~rgía ~ue existe en uno de ellosJa.puede~·intercambiar 
continuamente du~élnte E:l1.;r11c;~irniento; dando lugar a una resÓnancia ·interna definida 

, '· .. ; ... - ~ ,,.,;-:~_t1.•-.·,,i"';:•,·- ·,,··~··,:,:: ''!;._,·::-.:":e>-0• ,-;- -. -:'. ·, • ·:. ·: :''-::<.;-:.-- ;·: ":<>._"- _-·---:>' ' 

por ro2 · ,,,,· 2ro{:C En.:laTabla'3.1.se· observa que ro1 = 1.5443 rad/s. y(o2·,,. 3:0688 rad/s, lo 
.o.•.·_,, -·-.. ,;''""--¡-e~ ,.,.-'C-!'c::-;;_-.;;:,.'~-~-">-.----· - - • --' -- • e;""' .: ·" 

cual verifica dich~ rel~dón: 
•• -- ·--- , - e 

En laif:igura:á.i(a)se observa que se presenta un máximo ~n la respuesta para 

un valor de r::::4:_'o4.}tj~e corresponde a una relaciórÍH/a.,;0.10 (Figura 3.7(b)), de donde -- . :.~. " . :.; .... ~-· . ·.-- ' ' , - . . -:. ' 

H=0.55m; para 'l..Jn tanque con estas características'las relaciones entre frecuencias son: 

n r1 =-=4.04 
ID1 

Q· 
r2 =-.-=1.46 

ID2 

n r3 =.- = 0.97 

es decir, se presenta una gran influenciadél tercer.modo en. la respuesta. Es obvio que 

un tanque· con estas dimensiones (H:::0.55rn, 2a=11 m) no es práctico desde el punto de 

vista ingenieril. 

3.6 RESUMEN Y CONCLUSIONES 

Se determinó la solución analítica lineal del problema transitorio de un tanque 

cilíndrico excitado por un movimiento sísmico horizontal en su base. Las ecuaciones de 

frontera se resolvieron en términos de un potencial de velocidad relativo, referido a un 

sistema no inercial y despreciando los términos no lineales. La ecuación de Laplace se 

resolvió en coordenadas cilfndricas por medio del método de separación de variables y 

el problema de valores en la frontera se resolvió recurriendo a las propiedades de las 
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funciones Fourier-Bessel. La ecuación de movimiento resultante es similar a la de un 

oscilado,r con amortiguamiento tipo viscoso (Rayleigh) sí es que el término µ, que 

representa el amortig~amientC>ps:eudo-viscoso, se toma como µ = 21;0 ro 0 • Se presentan 

ecuacionesparaJ3Lcalc~lo,_d~J~:altura'. de ola relativa, presione!;~hidráulicas, fuerzas 

cortantes en las pare!cJe~ del t~nqbe y momentos de volteo en un ~u~to inmediatamente 

arriba de la bas~ del t:~nqll~. Como ejemplo de aplicación se;'consideró un tanque 

cilíndrico con diámetro igu~I ~·11#{y altura .media del líqÚidd,<~~2.75m. El coeficiente 

de amortigua~iento pseLicfd-;i'~¿~~O se tbm6 igual a µ _.;i2~~~.'-;'el1 donde c.o1 es la 

frecuencia fundamental. del líq~id,6 ;§''~1 p~i~~gtaj~ cÍ~· ~'..riortiJ~~-~:Íemto con respecto al 
,J·:,' . ;~ ·\· ·: ~'· .. ~· ~·: 

;' ~ ' --· -crítico,. e;= 0.5%. r· , ,;.·, .. ·.·· .· 

Se resolvió la éC::i.iaªiÓn •·de~{n1C>\;imiérit9:, paso ;;a ~ai~ 'par~ los movimientos 

sísmicos registradosdúre1r1t~ .• 'e1,·$f~mo'd~1·· 1.9 :d~ ~eptie~br~d~398i;.'eri las estaciones 

~:"~~:: .• ~t~~~~t;jl~~1Jl~~~~~~;''~~~=t~;~l~S1~;~::~"':0~::sPº~ 
(CALETA),· en.su~{com~oñentés'Ns:y. EW~ Los resultados~de oleaje en la superficie 

libre del líquido'ií1di6~ri·1.é~'•confribu6iónimportal1te delosmódos superiores de vibrar 

en la reipu~st~. Lo~·re~Últ~do~ para el movimiento registr~do en Central de Abasto, en 
- - - ·- -- . .. ' ' ' - ;-· : ~ ,- ·- ---- - -· .. : - --~--··- ~---- - - ' 

ambas direcciones; sugirieron. la' presencia del fenómeno de resonancia y se hace ver 

que, I~ altura ele ~la rio ~68rí~ :~f~d~cirse correctamente c~n la solución lineal. Con el 

fin de entender mejor el ~par~rÍte;~omportamiento en resonancia, se analizó el sistema 

excitándolo en su base,c~n tlna~·acel,eración de tipo··arlllónica .con características de 

amplitud y frecuencia .~i~il~;;s::a :1e1~· .... de lps, i;n~~i~l~~tos. sísmicos ,anteriormente 

descritos. Se verificó el .f~nÓ~en?;de\reson~ncia·prirna~ia'en ~¡ 'm6dcÚundam~~tal para 

el registro CA.EW,. si6,:~~~:il~fi~~?,~i~;¿iAbo~~nt~'\:ie 'los ;modos.· superiores en la 

respuesta. Para el mbvimientC:{co~ ca'ract~rísticas similares al de SCT.NS se encontró 

que los modos su~~~~f¿~'ti~ri~~ ~~~n'.i~t1JeBC:ia ~¡, la respuesta sísmica presentándose 

resonancia · primaria/en<•el 'segu~d();, mC>do y verificándose resonancia interna en el 

sistema. El_ef~~.t~ d;_.r(3~~nan~ia. en)a ~~~ría lineal produce resultados que escapan al 

contextri fi~i2~·.tj~1.problema; sin emba~g~. es previsible que en este caso las grandes 

alturas de ola en la superficie del líquido pueden producir daños importantes en las 

cubiertas o derramamiento del líquido. 
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La influencia de los modos superiores en la respuesta y la presencia del 

fenómeno de resonancia, indican la necesidad de considerar los efectos hidrodinámicos 

no lineales en la respuesta sísmica de este tipo de estructuras. Los resultados 

obtenidos en forma analítica servirán de comparación y calibración del modelo utilizado 

en la solución numérica lineal del capítulo 4. 
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CAPÍTULO 4 

SOLUCIÓN NUMÉRICA LINEAL 

4.1 INTRODUCCIÓN 

El Método de Diferencias Finitas (MDF) es ampliamente usado para resolver 

ecuaciones diferenciales parciales. En él las derivadas en las ecuaciones diferenciales 

parciales se sustituyen por cocientes en diferencias. 

Existen dos procedimienf()~-·p~ra determinar las ecuaciones en diferencias: 1) por 

medio de. expansi?n;es.'de''~g1J~6~ios, .. en donde se aproxima la ecuación diferencial 

originál se~Úr{~y-¿,¡:'d~h ~~~~~8~-~n el truncamiento. La expansión de los polinomios se 
' • - • ,, -- _· ••• ' • : - • ·- ._ '.. "'~'"•-. -. """ ' ; - " :::;: i ~ : ;. '. "~-- '· •• ;.'. '. 

realiza ·por me~io!,dé seri~sfde,Taylor y/o por medio del Método de Coeficientes 

lndetermina'dC:Ís; ~)'~or:rn~di~;~~·L~yes de Conservación, en donde se desarrolla el 

esquemá usando Íeyes(flsicas\detconservación; este esquema es la base del Método 
~ . , .· " .· ·., -. -. ··: .·_ - ·.· .r , • _,~ ·-· ''-.• - • • ' - • • , •,_v • •• , ' >•' ,. ' •' 

de Volumen FiÍlÍt~-(~V~); '.~h' .. él~üa'1.~'e:i.~p~oxi.ma la ecuación integral que gobierna el 

comportamienté{físi~odél'prpblema,.sobre(unvolumen de control, discretizándola en 

cada puntó nocJ~l.;:Eh' ~~b'ó'~ Einf~q~~s 
0

e~·f'pÍ:>~ible deducir esquemas para mallas con 

diferen!e e~paciamient~~,, En·Jí~i.VéricJice';~ºse dedücen. las ecuaciones en diferencias 

finitas truncadas a segundo arde~ ~;~r~\ios.esquemas centrado, hacia atrás y hacia 

adelante, con incrementos\u~ifor,Tnes··efütre. los puntos nodales de la malla y para 
incrementos no uniforme;s: .. ;;,c;'/;i, .. :··· •>··~ •\i' 

En un sistema carte,sl~no'~,(~,y.~).'./ ~?ª función continua f(x,y,z) puede ser 

representada por su conjuntad; ~~16résdiscretizados en los puntos: 

•· ;.~'.~J)=}[(iJ'1)~x.(k ~j)~y. (1-1)~] 
para j=1,2,3, · .:.jm'áx,'· 1(;:;1:2;3,'>: :X.; ~ k.r'Tl~x y z=1,2,3, zmáx, donde 

[(j-1)ill<, (k .,;.1)~y. (l :_~)~] ·~e~re~~~ta ~n·~urito en una mall~ tridimensional. 

Quanclo t6d6~'(i;'~'~é~r;,¡~6~ 'dif~re~~iahilsde una ecuación diferencial parcial y sus 

correspondi~~t~i ·¿¿;~·dibib~¿i·-d·~~j~~'~t~;a ~on reemplazadas por diferencias finitas, el 

problema origina;·~~ 'transform~ eri'. un conjunto de ecuaciones algebraicas. Si el 

problema es transitorio entonces será necesaria la discretización de las ecuaciones por 
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medio de un esquema en el tiempo, que junto con las ecuaciones de frontera forman un 

sistema de ecuaciones simultáneas. El problema de valores en la frontera está 

completo una vez definidas las condiciones iniciales. 

4.2 ERROR EN LA SOLUCIÓN NUMÉRICA 

La solución numérica de una ec1,1ación puede diferir de la solución exacta debido 

principalmente a dos fuentes de error: 1) error de truncamiento en la discretización del 

esquema, y 2) error de redondeo. El error numérico de redonde<;> es generado después 

de que se realiza un número repetitivo de operaciones'.,E~te.1:ipci de error puede 
. .·,· .. ,· ·-:-; :·, ·: '¡.;-',·' '.'- _; _>:'/': :' 

disminuir si en el algoritmo de solución se uti'iz~n-vélriables-co~ doble precisión, 

requiriéndose un mayor tiempo ~e :ejecucióny rnªY_o_r r!1€lr·i?'d~ ~~ ~!almacenamiento de 

los datos. 
--,'--'-"' , .. - e- ._ ._, ____ ' ___ : ___ -_' __ ' ___ '-'_-.-__ • - - ,_ ·<:,.-----.- ,:( : :'. .::·.: . ' :. _. -~_;::::<~ 

El error de trllnca;lell1t?'e~!á r~laCionado con ~1-~fd_~~:~¿¡' ~61i(1or11io _truncado en 

la aproxima-ción, __ es-;d~cir ••. -_sI·•_úna:funciól1-f(x)'seexpan~e_en __ 11na_s~rie-_de•Taylor: 

t(~ <:Axl~ ~.jt:.mf '+'!;!~>;,·f t·<i1.%·:f ?,t~·i r> ..... . . <4· 1> 
dondeO(óx~.)- ~s~~í)er(Ci,r;~e t~uns;ada,·~~~·1~\~~~ri~tcl~~-0,?ª~n-~n~~imo y. ÓX .es el 

;:~:~':J:,~~~~~~~Í·~~~~"~~f ~iifü~í1~Z~;~tª1~~~~~i~d1i~l;,;;~~;~º:" d:: 
Los_ erroÍ~s ~u'fr~ricoi:( enp~oblerrias-transitori~s son __ prop8:gados de'Un ·_.paso del 

::::~:ª;~~~~!~'.7~~;'~l~'@~~t"~~!~~in:l¡~:· .~"::::~~u;d;f !~é~tr;e0n: 
disminuy~. n~/~al~erite la ~01J6ió~riu~é~ica presenta un comportamie~tb~stable .. -

- . . '··' -- ,.. . " . .: . ' . ''" . ' . ~ . , - - - . . . . . - --. . . -- -

Si ciEÍspJés cieí h~berreí~u~él.cio la discretización de la ecuación origina(se logra 
' ••• • ••• ··--'" ... - - ~ ' • ,· •• ,. ' •• •• ·, _,)>" ' • • ·:. 

recuperar la e¿'uación. diferendal, haciendo que los incrementos o espaciamientos de la 

discretiz~ciÓ~ tiéridan -a 6~ro; .s{:i Clice que el esquema numérico es consistente con la 

ecuación diferencial original: Por otro lado, si después de obtener una secuencia de 

soluciones numéricas discretas, la solución se aproxima a la solución exacta del 
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problema, entonces se dice que la solución es convergente. La convergencia y la 

consistencia están relacionadas con la estabilidad de la solución. 

Cuando se discretiza una ecuación en diferencias finitas por medio de series de 

Taylor, el orden del truncamiento influye en el comportamiento de la solución numérica, 

dando lugar a dos tipos de errores: a) dispersión numérica y b) disipación numérica. 

La disipación numérica es el resultado directo del truncamiento de términos de 

orden par y la dispersión numérica de orden impar. Entonces, dependiendo del orden 

del truncamiento podría presentarse en la solución numérica un comportamiento de 

disipación y/o de dispersión. 

4.3 ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS EN COORDENADAS 

CILÍNDRICAS 

Cuando se usa el Método de Diferencias Finitas (MDF), para la solución de un 

problema físico con una configuración con fronteras curvas, comúnmente la 

discretización se realiza en coordenadas cartesianas y el dominio se discretiza en una 

retícula rectangular, Las .ecuaciones. en. diferencias .se ajustan en los puntos de la 

retícula cercano~:ª !afronte~~· 195tia1c9~ií~?i(~n ~'r~ordebido a la aproximación lineal 

del dominio curvo. parae.vit~ré~e 13rroreneste tral:>ajose'discretizan las ecuaciones en 

coordenada~·~ciífb'~~¡ci~~·,e-e_f;~~·¡¡j:~~~uj,~"tr~nsformacióndel dominio, de tal forma que 

la discretización ,-~~'.·r~ali.#a'.i'~n.;c'()()ícié~~d~s cilíndricas en una malla rectangular 

generándose J~;edqú~í{1f.~6W ~é~Í~d·i~idad .e~ la dirección angular, e, y continuidad en 

el centro del dominiÓi~iíihd~i~dS:;· -

El siste~i:I' d~
1 

ec~~ci~-nes -de frontera que gobiern;;¡11 el . comportamiento del 

problema tra~~itci~i~. Él;,'téitr~I~ciide un potencial de velocidad rel~i~()'~ ~';-referido a un 

sistema no inercial y despreciahdo los términos de orden'supérior es; .. 

. · -t!1~[~!:}• LR~I ~~] +[~i]'~o en " (4.2) 

en la frontera rígida de la pared, 
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[
a J ---a: =o en R=a (4.3) 

y en el fondo del tanque, 

[:J = _? en ~=O (4.4) 

En la superficie libre del líquido se tiene la condición cinemática, 

[:J = [:J en z=h (4.5) 

y la condición dinámica, 

[ :J = -µ<p-_gh + gH '-~cosO[ax(t)] .. en z=h (4.6) 

Este sistema de ecuaciones está referido a_ un sistema coordenado (R,O,z) que 

tiene el origen en el centro del fond() __ del .t~~que;
1

?µ;repre~ent~ <el ,término de 

amortiguamiento pseudo-viscoso, H la pr~fundidad·rn;;di~-~d~llíq~ic:I~ § h I~ ~ltura de ola 

medida a partir del fondo del tanque. En la.eJjáé;ión?-'.diriérliica ,se ha considerado 

únicamente la existencia de la aceleració'n ~oriiant~l-dehet~en6, sin embargo, como se 

estableció en la sección 2.1 O, el análisis puede realizarse con tres solicitaciones 

sísmicas ortogonales e incluso un cabeceo alrededor del eje horizontal. 

4.4 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO PSEUDO-VISCOSO 

El amortiguamiento en la solución numérica puede incluirse en forma explícita en 

un esquema numérico, agregando en la condición dinámica un término de disipación de 

segundo orden. El coeficiente de amortiguamiento numérico estará en proporción al 

espaciamiento de la malla por lo que no representa ningún significado físico, en _cambio, 

el término µ en la ecuación '(4.6) trata de representar una fuerza de oposición al 

movimie.nto de una partícü:la 'd~--fluido. El amortiguamiento utilizado depende 
1 
de las 

características físicas deisistema,el~álor deµ se tomará como: 

(4.7) 
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donde l;=0.5% y ro1 es Ja frecuencia fundamental del sistema. Los resultados analíticos 

lineales 'con amortiguamiento, obtenidos en la sección 3.6, pueden ser comparados con 

la solución numérica lineal. 

Se pu~c:fE! p13nsar que este esquema de proporcionar amortiguamiento al sistema 

tiene el inconveniente de que proporciona un amortiguamiento uniforme en todos los 

modos de vibrar y que en realidad se espera que los modos superiores se amortiguen 

más rápidamente. La solución analítica amortiguada obtenida en el capítulo 3 es 

comparable con Ja solución analítica con amortiguamiento ficticio tipo Rayleigh en 

donde se amortiguan más rápidamente los modos superiores (Hernández y Heredia, 

2000). 

4.5 SOLUCIÓN NUMÉRICA LINEAL 

El sistema de ecuaciones de frontera (4.2) a (4.6) gobierna el comportamiento 

del problema transitorio de un tanque cilíndrico de almacenalTli~n.to. La discr:tización 

de las ecuaciones en coordenadas cilíndricas se. r_E:!¡;i~iz~rá.t:¡r;l.zf~rnÍa ~trid:irn~ns,ional. La 

ecuación de La place ~4.2)vá,Hda eri todo el domini'() (jl:!,1 lí9uicj() ~r~~~r:ita llmúigularidad 

~:;::º:~~~E~~~iit~i~I~~~~f f ~iti[ji~~i~~(}~r~~~K~~~~;:~: 
por el Método de Difer13ncias ~i~it~s (~[)ljf>. - ' ... -

El comporta'111jento.fra'nsiforia·. __ d~J'.sistema de_ ecuaciones esfarepresentado· por 

las condiciorie~:: ci~emáiica '(~.5) ~:di~~rrii~a (~~6) -e~ la -superflcl~ lib~~ d~l·lí~¿ido. 
Con el fin.·de-deterl'Tlin.ar.laestabilidad del sistema de ecuaciones en diferencias, 

~ . . : '••-.:· ·:·:<: - .. ;.·:_ - ··.: 
se comparará la _solución analítica del problema lineal (capítulo 3) con la solución 

numérica transitoria obtenida con los esquemas: explícito (Euler), semi-implícito y 

Crank-Nicholson. l_.a e)(,i:i~ti!ud y convergencia del sistema numérico se obtendrá por 

comparación de los resultados con diferentes valores de incrementos o espaciamientos 

en la discretización de la malla y los resultados analíticos para diferentes valores de 
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amortigúamiento. Así mismo, se podrá obtener el espaciamiento de la malla que genere 

un menor error en la solución con un trabajo computacional no elevado. 

4.5.1 MÉTODO DEL VOLUMEN FINITO (MVF) 

El Método del Volumen Finito (MVF) se desarrolló como una formulación especial 

de diferencias finitas. La formulación consiste en integrar las ei::uacionesque gobiernan 

el comportamiento del fluido sobre un volumen (finito) de coritr'()I o··~ub~región en el 

dominio de la solución; la discretización consiste en· s~.1stitúír las integrales por 

ecuaciones· en diferencias, .• convirtiendo . las. ecuaciones> integ'i·ales .en un sistema de 
ecuaciones;~lgel:Írtticas. >. • / ..... ·.· 2/<> ,/.:r~ ";~'.}'> .· '•·::; ._, ' 

. La· ecuaciÓn··.·de· Laplace~n.•coofdena~as'cilí•n'dric~~rpre~ent~~J·na.·.~ingula.ridad .en 

el punto central d~I dominio, ~ fp,}°~or~Í6:C~·Úe·-li~·~d~~~r~~Íl~';.Ú~~-;~pr~~imaciiÓn a la 

solución integrando 1a ecuació11 diférellcia1 parei~¡· sot>re'una ··peCíÜ'.E!Aa suí:i:re9ión que 

contenga dicha singularidacEEf;volull)en de cohtrolse(ciefinióp()r la región comprendida 
..•• , · .. · ·-· ' .. Y•'/~R\ ./,;:;:,:;!;J:{,. ;>. -; ¡ •.. 

entre los siguientes límites O :;:;.e s;27t; Os; R s; Z y z =L(ver Fig;4~1). 

El sistema de· ecuaciones ~e •• fr~~t~f:~~~~~3~~~~ •• _a.• (¡_J)r se ··discretizará 

tridimensionalmente en· coordenadas.cilíndricas en U? dOrT\inioicorno'él qu~·sepresenta 

en la Figura 4.1, que representa ladistribu6ión·d~_uri~r-f{aú~ efr~tpian~-horiz.~mtal z =l. 

~:O:,~" ·:":~:;::e d:~~:f ~:~z~:~~,i,~{~~~f ti~~f~;Y~11J~~t~Z~e~:l~~= : 
punto central es un'noc:io•común para:los/puntos':q~efse,encuentran_alrededor de él y 

que todos los puntos e'n la líneaj='1 'son E3lri1isÍno! A.demás, existe periodicidad en la 

dirección angular; es decir los puntos sobre la lí~ea k=1 corresponden a los puntos en 

k=M0. 
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Fig. 4.1 Definición de la malla en un plano horizontal 

4.5.2 DISCRETIZACIÓN EN EL PUNTO CENTRAL 

- ~ TESIS COI'~ 
FALL/1 -or 'u'i:1•rr 1i'N . - • _¡ \_.._U.:. .•• 

La ecuación del potencial de velocidad en coordenadas cilíndricas es, 
; 

_1_~[R ~J+[-1 J[ª
2

~]+[ª
2

<eJ=o R aR aR R 2 002 az2 
(4.8) 

donde la función de potencial, <p = cp(R,O,z). 

Integrando la ecuación de Laplace en el volumen de control o sub-región 

·· ·AR'·. ··.-.· .· 
O :s; O :s; 27t, O :s; R :s; - , z.=1 (Fig. 4.1)>Y considerando que la diferencial de volumen 

2 

tridimensional para el punto central} =1 es dv = RdRd0dz, se tiene: 

L\R L\R . . . . L\R 
2ff _!-~[R &rbdRde: lt[ 1~][ª~~ bdRd0+ 

2f f [ª2~ bdRd0=0 
o o R aR aR J' o o R 00 J' o o az J ' 

(4.9) 
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que se pueden escribir. como, 

(4.1 O) 

donde, 

ll.R 

2rc 2 1 a [ ac. f 
11 = JJ -.- R-__I?_ dRdO 

00 RaR aR 

l\.R 

2rc 2[ 1 J[82<p} 12 = I I ---· -- - dRdO 
o o R 2 002 

l\.R 

13 = f J a ~ dRdO 
2n2[ 2 } 
o o az 

La solución de la integral 11 es: 

l\.R l\.R 

11 = 
2f J [.!J~[R a<p]RdRdO = 2r[R ª<rJl

2 
dO = [.6.RJ

2
r[ac.p] do 

o o R aR aR o 8R o 2 o 8R ( ~:.0.1) 

aproximando, [ª<r]. en el punto j = .6.R k'v'0 en el plano z =I, con un esquema en 
8R 2 ' ' 

diferencias finitas centrales de segundo orden, 

[ 
8<p] .. 1 . ~ . . . .. ] 
aR ( 6: ,o,i) = (f>R) U2,k,I - U1,1,1 

donde U111 corresponde al punto central j=1, k =1,cz =l. Así,· 
' 1 " ~' '. . ' • 

[ .6.R_·J.27t[[ª<p]· .· .:·}· ··· .. •·.·.· •.. :[··.··· . .6.. R •. ·.-.-·J· .. (·M· •. 0-1_)_[.u .. 2k1 :._ u_111 ]< ) 11 = -. · J -· ·... - · e= .-· .·¿. ·. . · · . · · 60 
2 • .. o . 8R (

6

2R ,0,1) • .·. ~ ~ ·~· {k=1, (AR) 
., __ , .. _ •;.,· 

donde la integral seaproximó en"Me" sub-volunie_nes. 

La integral se puede aproximar como; .• . ,;. .·. 

11 = [~O J:~~1) U2,k,I -[~ºJ(MO -1)U1,1,1 (4.11) 

lo que significa que U1,1,1 se suma (M0-1) veces. 
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En la solución de la integral 12 se debe considerar que la ecuación de Laplace en 

R=O es independiente de la variable angular, e , ( ver Apéndice A) por lo que, 

.óR 

'2 = 
2f T[-;-][ª

2

~ 6dRde =o 
o o R 00 j' (4.12) 

Lo anteri~~'también se puede comprobar si se aplica el Teorema de Divergencia 

en coordenadas cilíndricas a la suma de las integrales 11+12 (Marsden y Tromba, 1981). 

La ,integr~l l~;se puede evaluar si suponemos una función, W(R,0), continua y 

diferenciable en<R. y 0. Expandiéndoia en una serie de Taylor con respecto a R, 

alrededor del origen con R=O, 

entonces, 

W(R,0)=W(O,O)+ aw (o,e)'+O(R2 ) 
aR 

.óR 

.ó:¡:R 21t Á: 27t ·. . . R212 
J f W(R, e)d8RdR = f f RW{O,O)d8dR = W(O,o) e¡~7t-º º 00 ,. '20 

= 21t~ (llR)2 W(O,()),+ o(llR3
) 

como 27t = (Me -1)/.\8, entonces, 

.óR .... • ' . .' 

f 2
fRw(R, e )dedR =! (~R)~(Me.:.: 1Xlle )w(o,o~ 

O O . 8 ... />> '. · .. ··· . lz=I 

donde W(O,O) es la función evaluada en el pu11to j=1, k=1. 

(4.13) 

(4.14) 

Así para la integral '3 tenemos 

t.R 

21t2[ª2 } 13 = f J . ~ dRd0 

TESIS CON l 
FALLA DE ORIG~N j 

o o ()z. 

l3·""•.~(L\R)2(M8-1){L\8{~~ J 
' ~J 

(4.15) 

Sustituyendo el valor de las integrales 11 e1 3 en la expresión (4.10) obtenemos la 

discretización de la ecuación de Laplace en R=O. 
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.óO (Mo-1> . L\o 1 2 .. a2cp · ·-·· · 
·[··-·-] L: U2,k,I -[-](MO -1)U1,1,1 + -- (.óR) (MO -1)(.ó0.)[---2-. J. . = O 

2 k=1 2 8 . . az 1,1,1 

(4.16) 

Nótese que si en la ecuación de Laplace (4.8), únicamente existiera dependencia 
- - - - - =-'-·-.~-o-,-=-=.--= _ __,_._-,,~'"'==-=' = -- -- ---- ----- -· - -

radial, la discretización para el punto central sería: 

[ .óOJ(M~-
1>U2 k 1 -[.ó~J(M0-1).J111.= O 

2 k=1 ' ' 2 . . ' ~, . 
(4.17) 

despejando el punto central, U1,1,1 

U'J 11 = [---J---.---J(M~-1) U2 k 1 
. '' (M0-1) k=1 '' 

(4.18) 

La ecuación (4.18) puede presentar las siguientes soluciones: 

a) U1,1,1 = U~,'.i<, 1 paratodo.k=1, 2, 3, .. (MEJ-1) si es que (M~1) U2,k,I = (MO -1).J2,k,I , es 
,' ·- . . 

decir, U2,k,I = U2;1,1 ,,;; ~2:~.I = U2,3,I····· = U2,(M0-1),I 

Esta concli~iÓ~'.i~¿i~fü~ta a los modos simétricos del oleaje (Fig. 4.2(a)) . 
. ,"' ""'," ,'; - ', 

b) U111 ·~ () ~¡ es que (M~-1) U2 k 1 = O . Condición que representa a los modos 
'' . .. k=1 ' ' 

antisimétricos del oleaje (Fig. 4.2(b)). 

4.5.3 ESQUEMA 1, EN EL DOMINIO 

En las ecuaciones (4.2) a (4.4) la función de potencial de velocidad; cp, es 

independiente de la variable temporal, por lo que se considera este conjunto de 

ecuaciones como el esquema l. 

En la pared del tanque la condición de frontera que_ se debe ·cumplir es la 

ecuación (4.3) que puede aproximarse por un esqu~rB~.de tres puntos ha.cia atrás, (Fig. 

4.3 (a)) truncado a segundo orden y con espaciai:rlient~~-l.inif~rme~ (ApériC.iTCe 85.-como: 

3UMR,k,I - 4U(MR-1),k.I + U(MR-2),k,I = 0 (4.19) 

, •• ; -¡ 

-~ ·: -·-·;:. . 
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z 

(a) Modos simétricos .--------·---·---·----. 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 

Fig. 4.2 l'v1od()~·d.~vibrar de la superficie libre de un tanque cilíndrico 

····· .. ·. ~É-~\:,_. 
para j=MR, k=::1,2,3, ::; (Me~1) y_ l,;:1,2,3, ... MZ. 

• • • • , ' • > ·' ' - • ' • 

En lafro~t~r~'~ígidí:i:del;fondo del tanque, la ecuación (4.4) se aproxima por 

medio de un ,esqu~ma _ci;,rtfe; ~i.1~nté:)~ -hacía adelante (Fig. 4.3 (b)), 

••. i3u j,k·.~{~ 4uj,k,(MZ-1). ~ u j,k,(MZ-2) = o (4.20) 
,. , ~- •"" .. - .- -- - " . . ·-

para j = 1,2,3, ... (MR-1);k,;;1,2;3, ... (MS~1)yl ;Mz. 

En el dominio del Ílquido la ~cuación d~ L~place se diseretiza como, 

U;.,.{-[ :J (a~)' h,. ';") + R(;-•;]] l~:i I (a:)']-{ (a:)']]+ 

u,.".{[; JI(a~f h· ~· J] + ~'-~~..[ [~J (a~)' h-d + 
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u;,,.,..[[ :IJ[c":f J]+u,,_,{[Rf Jc":)2 J]+ 
uj.k.~+1[[c~>2 ]] + uj,k,1-{[(~)2 ]] =o 

donde las variables están especificadas en la Figura 4.3. 

(4.21) 

En la ecuación (4.21) se discretizó el esquema de diferencias finitas centrales en 

O y en z. En la dirección radial se prefirió discretizar,· [~J·~[RBcp]. en lugar de 
R8R··8R •.· 

.!. [~P J + [ 
82cp] ya que se conocen los valores de R. 1 y de R. 1 lo que genera un 

R 8R 8R2 J+- J--
2 2 

esquema más exacto (Thomas, 1995). 

4.5.4 ESQUEMA 11, EFECTO TRANSITORIO 

Las condiciones de frontera (4.5) y (4.6) en la superficie libre del líquido 

establecen el comportamiento transitorio del problema. El esque~a de discretización 
- ,- -~ 

temporal es importante en la estabilidad de la solución del .. problema .. :r;Jo existe ·una 

conclusión general para el esquema ideal de un proble~a; ~n ~squé~~ temporal pu~de 
ser estable para un problema y di~ergir'~n ~tro.-' . · ··· / ( · 

Otro aspeeto importa~~t'e}?'f~v .. ~1 ~iq~~*1~· /de(discretizaci¿~ -iti~~o·r.~1.: ·es el 

amortiguamiento numérico· implícito én.'el'esqllerna.· Efr este' trabajo. se estudiarán los 

esquemas: explícito hacia adel~~te cEüi~;.>·:·s~~i~iÍTíp1ícítC>\7cranl<~l'JiéiialS~;; .. 
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?=! ,J> 

le~ ·-- ~J:l¡· ·Ü ...... 
'r---..1 e~ 

i ;:=_~ c::i 
:~-· r:::_:¡ 
!;>:; :_ ¡ ! ;·.-: .,: ·-~?: 
':. , 

>;~ 1 
-···---J, 

j,k, 1 

tiz 1 

j,k,2 

j,k,3 

(c) hacia atrás \.1 

j,k,l-1 

(i) 
1 

j-1,k,I 1 fil 
G-.~R.._ 1 f.-ªfº j,k+1.1 

tie.:.~I·-"º . o.·"' l Q.[~ ,...¡+1 k 1 
V 1 '"\:..) " 

j~1 j=3 j=5- .... i=~R 
! 1 

i 1 
k=7 ~=6 k=5 i 

' i ' k 4 1 __.\--¡-1 = 1 

\ / ~-i---L~1 I 
•\ . / '1 . 1 ......... _ / ~ k=31 ..... \,• ----......¡...__, ....... 

k=9f/_/~/~\ _ _l _ _; Y'""'-,,, 1 
'./ I \ ,......~ i. ! j ..... ..,_./.i "(/\ • ,1 

1-

~F 

j,k-1,I 1 fil 
1 

0 

-K=1 .. / ·:--,_, , ,_; __ , '· -·· 

ti id 
1 

j,k,1+1 

(d) Ecuación de Laplace 

--'k=11~\ .\, 
k=1 -\ \\ 

·- ' '···--. 
i 

-- j - _..._H.~ : 

-----~-.-~·\~ 
... __ ,_¡_ ... -.-;~ 
~ K=17 k=16 

1=1 
1=2 
1=3 

l=MZ 

OR OR' .,--+~ 
MR-2,l<,I MR-1,k,I MR,k,I 

(a) hacia atrás 

j,k,MZ-2 

j,k,MZ-1 

j,k,MZ 

(b) hacia adelante 

Fig. 4.3 Esquemas de discretización del dominio en diferencias finitas 

82 



4.5.4.1 ESQUEMA EXPLÍCITO (EULER HACIA ADELANTE) 

La derivada parcial de una función con respecto al tiempo se puede escribir de la 

siguiente forma: 

~ = F(x, f, f', f", ... ) (4.22) 

donde ¡= es funciónde la variable x, y de sus derivadas espaciales. Si suponemos que F 

es función de uria. sÓI~ variabl~ e~p~ci~I. el esqw:~ma temporal en diff3rencias finitas 

hacia adela~te se puede·escribií-, 
' ' . . . ' ~ 

al' 
. at 

f.n+1 _f.º 
1 . 1 

.M 
(4.23) 

donde los subíndices rep,resentan ta posición espacial y !Os superíndices . la ·posición 

temporal, por lo que· t¡"+1 signiftcala función f eval~ada ~nel ti~rnpo.tn+1=(n+1)6t en 

et punto de. ta re&ui~ x1 = i6x. La discretizac:;i?n .explícita d~ ta ecuacion (4.22) en un 

tiempo "n'~, es 

Enf~~~J~.::.(:~;;1~-~~t~~1ii~~ti~~~:;~!,~~¡;~~~~~~~~:;¡¿~:d~· .. ti~:::'. 
t=n. Entonces •.. se,pueden_deterniin~rdos·nuevós·v~lÓ~~s_d8./f\ei1't=l1t1;~.co~ocidas las 

::~~~:·:x~:::~~:,f :~~~,~~;I~~i~if~~~~~~~~f f }~~Ji~V~~~~·i~!X~2::':~~ 
otros. .- ~ : '.;·, · J.:c ;.:·.: ·:.j >··· · ·~. . ... · · ·· ., 

La condición de frontera ~in~rTlic~:'dis,6retl~~dcÍ~n u~ esq¿'~rna explícito con 
~: '•:e-"•'." :, ' 

espaciamientos uniformes en las .. v¡;¡riables.esp~ciales; E}S: · <: ,•· .... · 

h,,, ~ h,, :[;(i)J[3~1·~·' q_~q,8~;:,~,·~IC · 
para j=1,2,3, ... MR, k=1,2,3, ... (M0-1 ), 1=1. Yta co~didióncine~iitica, 

Uj,k,1n+1 = Uj,k,1°[1- µ6t]- 6tgh).k + 4tg~;.~tR/C:oi~(C1x(t)f. 
válida para j=1,2,3, ... (MR-1 ), k=1,2,3, ... (M0-1 ), 1=1 . 

.--------· "-· -·--~, 

1 Tr.in¡·~ . 1(\i1' , 
. J:'.,,) .. u ', · ··' · 1 

" \ 1 T t. r· ' · .-, ·, · ' . 1 1 

l. .1~f:i::~~::~_'. >~ '. / i ••• _ :.:'. ~ .:.::2. J 83 
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. Para los puntos en la pared del tanque, j=MR, y en la superficie libre del líquido 

1=1, 

U. .· n+1 = [4UMR-1,k,1 - UMR-2,k,1 ]"+
1 

MR,k,1 . · 
-- --~---.---·-_-- - ----3 .•. • •. -.------ ------

(4.27) 

válida para k=1,2,3, ... (M0-1 ). 

Con las ecuaciones (4.25) a (4.27) se puede predecir explícitamente los valores 

para la altura·d~ola··~ delpotencial de velocidad, -sin resolver un sistema de ecuaciones 
, •o-•''•>,'•.••;-, ,') __ " 

simultáneas, Única~énte conociendo los valores de arnhas variables en el paso previo 
• . -'· ··';.f_:;:,·_,' -

de tiempo. 

Los pu11tbs ~6.~ualquier otra parte del don1Íniose discretizan a segundo orden de 

exactitud (Apén.dl~~ °, B) considerando espaci~rnieritos uniformes en las variables 

espacialescorno:se especifica en·la Figura 4.3(d), i;• 

l..os. ~~-~!~k·.·,~er°.doininio que ~~-eFel1~Uentransobre la pared del tanque se 

discretizan hac:ia'at~ás, como 
.. · • .. • . . . ; • i\. '\ n •,· : . . ·. . . n • ·.. . . . n 

J. J?.U~R:kr ::-:AlJ(MR~1),k.1 ,+ u(MR-2),k,I =o (4.28) 

:::;:=~:~~~Tuti~~1~¡~f ¿J~~i~¡:~!~~~~:.J: ecuac;ón (4.4) se apmx;ma por 

.•·. ;r ,;•;/·•·X /···•· .. -.. ;~·<·</ ,; ·n 

· . .:.; 3lJ,1,1,Mz·:-;-1-.1u\1.cMz"".1> • '-:: U1,1.cMz.:.2).-_· =.o (4.29) 

para j = 1, k'=1, 1 :: MZ. y p~ra-J=:=:2.,3,:·::c~'3~1):_k~1.2,3;- ... (MH-1)Y 1 = l\,1Z, 
'-" -,, · i:,:'" .. ·,e':'· ··.:"::-<'·:".· .'"·.·· ''"· · -

__: 3Uj,k,MZn + ~Uj,k,(MZ"".1,°"'- Uj,k,(MZ-2) n =O (4.30) 

El punto central se discre~i~a ca~ la ecuación (4.16), para j =1, k =1, 1 =2. como: 

[
.ó.OJ(M0-1) n [.ó.0] n 1(.6R)2 (M0-1)(.60)~ f - - :¿ U2 k 2 - - (M0 -1)U112 + - U11 3 - 2U11 2 . _ = 2 k=1 ' ' . 2 '' 8 (.62:)2 ' . ' ' 

-[-(.6R)_2J!'-'1~--1)(_.60~]u111 n 
8(.62:)2 . ' 

y para j=1, k=1, 1=3,4,. .. (MZ-1), TESIS CON 
F1"LT ''CE nn,,.-,,,·~r .ti wl.".\ ) ' 1...,'!\IUl2.h 

'----------·- 1 
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[
óOJ(M0-1) n .. [Ml]... . n 1 (~R)2 {M0__:.1f(ó0)~ .. . f. 

· .L U2k1 - -- (M0-1)U111 +- ---·--·· U1111-2U111+U111-1 =0 
2 k=1 ' · . 2 · · 8 (óz)2 • • + • • ' • 

(4.32) 

En el dominio del líquido la ecuación de Laplace se discretiza en j=2,3,4, ... (MR-1), 
-=- -, . - ----=~---= -

k=1,2,3, ... (M0-1 ), 1 =2, como: 

u,,~"[-[;¡ I ("~)2 Jh,.~} + R(1-•f J~ -{R'tTi":;]-{(~)2]] + 

U¡+\k,2 "[[ ;¡ lc"~)2 h··2"ll+ U¡-1,.,"[[:j I("~l2 h-·2"J] + 

u,,,.1,2"[[ RfJ":)2 J]+u1.•-1~"[[ Rf !(":)2 ]]+ 

UJ,k,3"[[(ó:)2 ]J= -U¡,k/[[(~)2 Jl (4.33) 

Para los puntos j =2,3,4, ... (MR-1), k=1,2,3, ... (MG-1), 1 =3,4, ... (MZ-1), la ecuación 

de Laplace es, 

U¡,,i"[-I:J ("~)2 hJ+ •;) + R(i-•:i]-{:rl(": )2 ]-{(~;] ]+ 

UJ+\k,1"[ [ ;J("~)2 h+•;) J +U¡_;,,,"[[ ;J ("~)2 h-•;)] + 

u, .• + 1.1" [[ :f I (": )2 J] +u j.kcti"[[: rl (": 1 J] + 

uj.k.1+1"[[ <~:rfJJ + uj.k.H"[[(~)2]J =o (4.34) 
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4.5.4.2 ESQUEMA SEMl-ÍMPLICITO 

En este esquema, las derivadas en el tiempo de cp y de h se discretizan en 

diferencias finitas hacia adelante de la siguiente manera, 

n+1 n · [ .6t ][ ~¡n h · k = h · k + -- 3U · k 1 - 4U · k 2 +U· k 3. 1' 1' 2{.6z) 1' ' 1' ' 1' ' . 
(4.35) 

válida para j=1 ;2,3;·;."~MR,· k'=1;2;3; .. o (Mfl-1), .1=1. Para los· puntos; j=1,2,3, ... (MR-1), 
- ... ·---_ '',',:e ,:-.:,··,-·-,-:: 

k=1,2,3, ... (Me.:1), 1=1, se tiene,> 
-· - . '1.' 

(4.36) 

Para el punto en la pared del tanque, j=MR •. y en la superficiélibre del.líquidÓl=1, 
· ·· ... ·· .. O / : . . · . n~1 
u .· n+1 = [4UMR.:...1,k.1 - uMR-2,k.1] 
· MR,k,1 

3 
·. (4.37) 

para kd::1,2,3, (Mfl-1). En los demás puntos del dominio la· discretización de las 

ecuaciones es igual que en el esquema explícito, por lo tjúe el .esfúer.zo coO,putéldonal 

es el mismo. E~ este esquema el término hJ.k de 1ci.ecua6ió'ri ~i~f?) ~~ ~~~12;~ '.~~- H~~1 • 
' ' . - . . ' - . ~ ·' _, . -."' - -· ' ' ' _-·' . . ~ _.' _... .· . ·:-· ·_-' ·- ... - . 

en la ecuación (4.36). En el· dominio. de1:/1iq~ic:l.6"<s,~:~~~Lel~e la ~.e~~~6ió_n de 

Laplace, v2cp"+1 =o. junto con las· bo~dicip8~~.cié~f?~t~ra'ih1~~-·~¡:ir~~§~'.'.~:'.~í·f9·rydo, es 

decir, se suponen conocidos los valores d~ 1,j,k~· p~~~ j~:1.2.~·! ... >~~; 1<L1.~.3 .... · (Mfl-1) y 
--~------ ··:~~'"':'- :-~:-·-·-~_-:--:·-- .. :~ .-,._-·:;_;_-~:-,;:"'. -~-=-~:o.o:·.,_-__ -.}-'--~''-'.·-'-~-.--~;-;';·- : 

los valores de ui.k/, paraj=1;2,3; .. ::MR, ~=1;.2,3, ... (Me:1).i:=1; las demás ecuaciones 

del dominio se evalúan en t=n+1. Este esquema presenta muy poco amortiguamiento 

numérico. 

4.5.4.3 ESQUEMA CRANK-NICHOLSON 

TESiS cm·.¡ -·-1\.,. 
FALLA DE OHIGEN .______ ·------·-

Los esquemas explícito y completamente implícito son de primer orden de 

exactitud y asimétricos en la diferenciación en el tiempo, lo cual en ocasiones genera 

alto contenido de amortiguamiento numérico. El esquema de Crank-Nicholson es 
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centrado en el tiempo y de~segundo orden de ~xactitud. La ecuación· (4.22) puede 

escribirse centrada en.el tiempocomo, 

1 
n+-

1 
f.n+1 _f." n+-

1 · 1 =F¡ 2 

ót 

donde F¡ 2 en la función"F" evaluada eri x; eltiempo t=n+1/2. ·· 
. - -- ' . _,_, . 

(4.38) 

Los valores de "F" en t='=íl+1/2 pueden ser aproximados por .el promedio de los 

valores en t=l1 y én t=n+1, con la reghürapezoidál de)a siguiente forma, 

1 . 1 
n+-. E" + F,n+ 

E 2 = 1 1 
. 1 2 (4.39) 

Se puede escribir, 

f.n+1 - f." F:." + F·n+1 
1 1 = 1' 1 

ót 2 
(4.40) 

El esquema. de Crank-Nicholson .es ·,implícito. ya que para calcular los valores 

discretos de "f'. en t=~+.1,se. n~cesit~ res~l~~r·~.n.:si~t~rna.de ecuadon.~s simu.ltáneas 

V

qeunetainJ·avo.lucran lo~ valores.di~cr~t~s· de+.· .. • .•..• fe'·s\et··.arb}lue······~.: ... · .•• •.· .. t,i~h,p~.t~n: .• E~te. ~scqounetmi·eªn. etiene la 
de. ser irlcorÍc:Úcio~alment~· · . :· Y, • normaimente poco 

amortiguamiento ~~~~;iC:o} ' ' :~ : >? \t}"!· .:· ' ~ ., .J;. '. 

En I~ condi~iÓn di~á~ic~ [~j::~~rs~~~~4~i~;;;:~gn z=h 

: ·~ ~ - . ' ,,"·?.:: _: 

(4.41) 

llamando a, 

(4.42) 

Tomando la derivada de (4.41) centrada.en eltiémpo, 

[ Jn+~ ··u··· n+1 . U:. : n 

: . 2 = j,k,I Ó~ j,k,I (4.43) 

Por la regla trapezoidal, 

(4.44) 
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igualando (4.43) con (4.44), 

U n+1 U n 1 f. ] j,k,I - J,k,I _. = -pER" +DERn+1 
L\t 2 

(4.45) 

sustituyendo la ecuación 

hr:i+1 se tiene 

(4.42) en (4.~-~), to.~~l"l~~º-~~rmi~.°~ corT1ul1.es_y despejando 

J,k . ' 

[ ][ · _.-[ · ·· .·. J -[·. - .... ]·] • · . ... - 2R. . [ n · n+1] 
. k - - . k 1 - - - • k 1 ·- + -. - - j k + - -cos hn+1 _ 2 u·· n 1 L\tµ. U n+1 .1. L\t~t • h" _ .2H . . J e ax(t) +ax(t) 
J, L\tg J., • 2 -- 1'. • 2. . g . 2 

--· . 

La condición cinemática (4.5) se puede escribir como, 

- = -·--. 3U' -4U· +U· [ªh] [ 1 ][ . ] at 2(L\z) J,k,1 J,k,2 J,k,3 

llamando a, 

[DER] = [2{:z)J3u j,k,1 ~ 4U j,k,2 +u j,k,3] 

Por el método de Crank-Nicholson la ecuación (4.47) se puede escribir; 

hJ,k n+~~ hi,k n =. ~ [0E13" +DER~.~1] 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 

sustituyendola-ecuación-'(4.48) en (4.49), tomanao· términos comunes y despejando 

hj,~ 1 , se tiene: -

hlk1 ~[ 4~i]l3U;k, 1 ~ 4ti¡,k,2 + U¡,k~t : [ 4~)J3U¡,k,1 -4U¡k~ : ti1,,3 f+ 1 + h¡, 

(4.50) 

lgualando.(4.46) con (4:5~) •• ytomando términos comúnes, 

U;,,,t•1[-[a~I1+ ":]~[!~]] + u1,,;"•'[::J + u¡,,,a"•'[-[ 4~)]] ~ 
-U -n[·•[ 2·][1 L\tµJ [3{L\t)J]· · n[· [L\t]] "[ L\t J Jk1 - - -- + -- +U¡k2 - - +U·k3 -- + 

' ' L\tg 2 4{L\z) . ' ' L\z J, • 4{L\z) 

-----:::---=··--- --·--·i 
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. -· r1 - •· .. 2R¡ ·· -· ..... ri+112 
+ 2hi,k - 2H + ---- -cos o[ax (t)] (4.51) 

g 

La ecuación (4:51) e~ válida para j=1,2,3; ... (MR-::1),·k=1.2,3, ... (M0-1), 1=1. 

Los puntos d~I dominio que se encu.1:7~tral1- sóbre la pared del tanque se 

discretizanhacia atrás-;paraj=MR, k= 1 ;2;3; .;=;.-(M0~1JYI=: 1¡·2i3; ~·.;MZ;co1110: ··· 
n+1 ·· n;¡:'f-~ : ~ :: ;n+1 <. · 

3UMR,k,I - 4U(MR,-1).k.I i : ±U(MR.:..2).k,1 · = g (4.52) 

En la frontera rígida del fondo del ta~~u~il~:e;·6ü~6ión·(4.4) se aproxima por 
~ ··:T~P,-;:;.~(2~!.""• ·-'...'--""~.,,~ .... ,,. 

medio de un esquema de tres puntos hacia ádeliifr1té;;;para f;,;, 1, k='1, · 1 = MZ: 
: -·· ·, .. ·::· .. ._, ., 

n+1 · .. n;{ <. / ' n'i-1 ·: 
- 3U1,1,MZ + 4U1,1,(MZ-1) :;. :::""' U1,1,(MZ:-:2) ='o (4.53) 

y para j= 2,3, ... (MR-1}, k=1,2,3, ... ';(Me:.1)'y l~:·~i. 
· n+1 <1 -·~;; f' //ri.¡'.'1 ' . n+1 

~ 3Uj,k,MZ ·· · +4Uj,k;(MZ-,,1) - Uj,k,(MZ-2) =O (4.54) 

El punto centr~I ~e discrElti~~ para j=1, k=1, I= 2,3,4, ... (MZ-1 ), con: 
• .e:' ":<: .. · ~ 

[
AOJ(M0-1) n+1 · [~ª]' .... n+1 1 (AR)

2
(MO -1}(A9} ~ r+1 ······· L: U2k1 - -,-.(M0-1)U111 +- 2 U111+1-2U111+U111-1 =0 

2 k=1 · ' 2 " 8 (óz) " " ." 

(4.55) 

Para los puntos J=2,3,4, ... (MR-1), k=1,2,3, ... (M0-1), 1 = 2, 3, 4,. .. (MZ~1), la 

ecuación de Laplacees,. 

(4.56) 
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Las ecuaciones (4.51) a (4.56) forman un sistema de ecuaCiones simultáneas, 

que se resuelven para t=n+1, una vez conocidos los valores para t=n. 

4.6 DESCRIPCIÓN DE LAS MALLAS USADAS 

La solución numérica está limitada por el tamaño del sistema de ecuaciones 

simultáneas que se tendrán que resolver durante el proceso de cálculo. Con• eHin de 

determinar el tamaño de la malla que represente adecuadamente la s~lu.ción del 

problema transitorio y la estabilidad del esquema temporal, primeramente se' calculó el 

oleaje en la pared :del tanque co~ la m~lla M1 que tiene espaciamientos u11it6~1Tl~mente 
• ··.. .,:· -.-'.->~-:__._,,,.·.·,·~'---::.···_~L.· ,,'"c·.~::~,c--:.:~.· .J:~·-··: ,_.,.,_., .. -... _-:__ Y-'·1· 

d;sMb~::• :,~~j!~~~:~:f 5sgf ,:·0u~:~:~o:~~:::n"':.4·: s~lu_c;9n;~~~eriJa gue 
modeleel cOry1p9rtámiento.fisiC::.o 'ele!' problema y a la vez ~~,;~ptiifi¡'f~·;'el\trabajo 
computacional~!s~ ... utUiZ:ará .... la·malla .... M2••(Figl1ra .4 .. 5) · .. con esp;d~ifi¡~~t6s'.no{uniformes 

~;:~~:~l~~~\rvª1~l:~~,~~l~~it~;~~~~lfü~~~!";f ~Jl;f~!i~t"~l~rit=~~ 
. - . ·. 

espaciamientos uniformemente distribuidos y para la malla M2 con espaciamientos no 

uniformes, ambos sistemas de discretización se deducen en el Apéndice B. 

4.7 MÉTODO DEL GRADIENTE BICONJUGADO 

En los últimos veinticinco años se han venido desarrollando técnicas especiales 

para manipular matrices con pocos elementos no nulos, es decir, matrices dispersas. 

Una alternativa para la solución de sistemas de ecuaciones lineales simultáneas son los 

métodos iterativos. La idea básica de los métodos iterativos consiste en llegar a la 

solución del problema· r:nec:iiante una sucesión de soluciones que converja a aquella. 

Estos métodos rio proporcionan teóricamente la solución exacta aunque sí permiten 

acercarse a ella tanto como se desee. Las técnicas iterativas rara vez se emplean para 
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resolver sistemas de ecuaciones lineales de pequeña dimensión°pUeS el tiempo y-el 

número de iteraciones requerido para lograr una precisión suficiente en la solución 

exceden a los de los métodos directos. 

·z 

j=1 

1=1 

1=2 

t~~~~~~~---·~ 

Fig. 4.4 Características de discretización de ia Malla M1 

z 

~ A 
,r- 1=1 

1/4H 
,,_. 

1=2 

-'--
~ 

1/2H 
l!.z2 

, -,,--
1/4H _, l=MZ-1 ,,, 

···-
j=1 j=2 j=3 j=MR1 j=MR-1 j=MR 

¡ .. Badic:l ,,, .. Badic2 ... ¡ 
3/4 Radio 1/4 Radio 

Fig. 4.5 Caracteristicas de discretización de la Malla M2 
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El rriéfodo del -Gradiente Cónjugaaoes üna té-cnica aei"ivada dé los-métodos de 

optimización que. permite resolver sistemas de ecuaciones lineales simultaneas de 

orden N x N deltipo: 

[A]·x=b , . • . (4.57) 

ecuaci:::~~::~~:.~'::é~=nv$!!1~f I Í~~~~Q}~~f~~~~~~!,~itti"'::,·~~· 
vector o por la multiplicación dé su transpúe'sta'ycie ürí veetor'.cÉI afm~éenamiento de la 

El algoritmo del Gradiente Cohjuga'clo permite re~ol~~f.:·_Ún·¡~~ment~•. sist~mas de 

ecuaciones cuando la matriz [A] es sil11étric~ y pClsitiva·d~~nid~; ~~b~S,~ en la id~a de 

minimizar la función, 

f(x)_= ~X. [A]:x -b ~X 

esta función es minimizada cuando su gradiente 

(4.58) 

. V'f =[~:'~ ~ b] . (4:59) 

es cero, lo cual es•equivalent~ a. la·.·ectJoaciÓri _(4.57). La minimización se, obtiene 
~-. ·'' 1: . . ' 

generan'do, u11~ suce,sión_,de'búsqu~do:is.~if~ccionales pk y mejorar el .. ~inirniza,dor. xk. 

En cada itera~ión-.S.~-~~ncúe~fr~~ii~·ba,~;~~-ª~i;(~ i~:minimiz~ ~ f(xk +~kpk ).yJ<k+1-.es 

igual al nuevo·punto\xk:-l-aki;'~(Los vedores-P,ky···xk.se-:forman de.manéra• que el 

vector xk+1 es·._siemP,r~;E!1/n_,í_~.irr1§_~~-·-f~-~\·t~dó ~I e~paóio vectóri~1·{~~~!1'0~s de N 

interaccfones se obtiene'.elvalof"rT1í11i@o'énJodo el espacio vectorial, i.e.::-la'.solución del 

sistema (4.57). El rllétoda··~~l:-G;a(fi~~~~;Bi~~~ju~ado permite ,resolv~r··~¡~telllas •de 

ecuaciones lineales nolnecesariamente\- positivas definidas o · simétri~a;:'<Fr~·~s. et 

al.. 1992; Conde, 1990;. De l~'.fuellt¿·. 1 ~~B), ··{ 
• •••• ·-·· .·--·. ·<'" • • • ,,. •• -··. ••• •• • •• ' ,~ --· :·-' 

En este trabajo se ~mplea_ e'riJa •·solución . del sistema . de ecu~ciones · lineales 

simultán~as eJmétodo-~el, Gr~di;ni~ Bi~()~j~Q'~~~ con almacenamie~tb Ópti~ode la 

matriz por medio .de indización (Press, et al., 1992). 
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4.8 APLICACIÓN 

El esquema numérico se .aplicará al tanque cilíndrico del ejemplo de la sección 

3.6, con diámetro igual a 11 m y altura media del liquido de 2.75m, excitado en su base 

por los movimientos sísmicos previamentédescíltos. Se calcula la altUradeólárnáxima 

y la historia de oleaje en la pared del tanque. 

4.8.1 ESQUEMA EXPLÍCITO 

Para determinar la estabilidad de los·esquemas ten:iporalesde discretización se 

analizó primeramente el esquema explícit~ d7'. ¡::~1er, excitando el sistema con el 

registro SCT19. EW y utilizando la malia.M1'. En·l~·Figura4J~ s~'ob~~rv~(lá historia de 

altura de ola en la pared del tanque'{cie'1 ·"ej~m&i0' 'cie-; a~Íi~~cÍÓnJ~on un J;1o'r de 

amortiguamiento 1;=0%. Se· ;comp~ri:( la. '~61~·~i6~ n'u~eriC::a '.con la'. analítica, 

observándose que la solución .. nJÍliefica. es. inestable ~· éilv~rge notoriam~gt~ de la 

analítica después de 11 segundos. 

1.5 

1 
SCT19.EW 

E 0.5 
~ 

"' 
o 

o 
"' 

-0.5 
"O 

~ 
-1 

.3 -1.5 

< -2 
Numérica 

-2.5 

o 4 6 B 10 12 14 

Tiempo (s) 

Fig. 4.6 Comparación de soluciones analítica vs numérica; método explícito 
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4.8.2 ESQUEMA CRANK-NICHOLSON 

En este análisis se toma como base el registro SCT19.NS y la distribución nodál 

de la malla M1. La respuesta numérica se calcula sin amortiguamientoy'se compara 

con la analítica no amortiguada, considerando· los primer~~-2óirli~~~~~c!e.c\.'ibrar. En ·1a 

Tabla 4.1 se muestran las éaracterísticas de es~'aci~rrll~nt():.,;d~ltre~istrÓ,< L\t; · los 

espaciamientos .. en .· 1a• •. malla: radial .•. L\R;"angular ·~e;~ y•~\lertib'ii.í. ~~; ''1~ }Ú;;,ensión del 

sistema de ecuacione~ resJ~.l~o. ~;·:1a a1t'Üra~d~\61a máxiíÜa' abs61Uta n·ú~édca y 

analítica, así como el porcentaje de error entre ellas. 

Tabla 4.1 Resultados de oleaje y características de discretización, malla M1, 1;=0% 

Movimiento 
Incrementos 

N 
Ola máxima (cm) error 

L\t (s) L\R (m) L\O (rad) L\Z (m) Numérica Analítica % 
SCT19.NS 0.04 0.9157 0.6283 0.5500 360 78.25 120.74 54 
SCT19.NS 0.04 0.5500 0.6283 0.3056 1000 99.57 120.74 21 
SCT19.NS 0.04 0.5500 0.6383 0.1964 1500 105.50 120.74 14 
SCT19.NS 0.04 0.3667 0.6283 0.1964 2250 112.10 120.74 8 
SCT20.NS 0.02 0.3667 0.6383 0.1964 2250 118.32 120.74 2 

En la Tabla 4.1 se muestra que para un valor de N=360 (MR=6, M0=11, MZ=6), 

el error entre soluciones es del 54%, por lo que se aumentó dicho valor a N=1000 

(MR=1 O, M8=11, MZ=1 O), disminuyendo los espaciamientos radial8s y veticales,. dando 

un error del 21 %. Para determinar el efect() del espaciamiento vertical se in~re.llle~to el 

número ·de nodos en esa direc~iÓn(MR~1 O, M0=11, MZ=15) con;l6·~~fa~··~Í.~rrbF ~~tre 
soluciones disminuyóa u.n 14o/d.Ei efecto de la discretizació~ r~~·l~l::·~~)bt)~~rv~ al 

disminuir dicho. espaciami~ntO (MR,;15, .M0=11, MZ=15) con lo c~~I; ~~{o';~~sd~l.'.8°io. El 

efecto del L\t en la re~puesfa; ~é·observa al mantener elmis~6
2

rm~~·~6:~~ la malla 
: . . ,.,.;/'- <,-. ;;' .. :;·.:.::."•. ;,·:~: .... 7.::¿:::;i:' ·~.:.~:· 

(MR=15, M9=11, MZ=:15)y_excit~n~o elsistema. con el registfo ·sc12~:NS que tiene un 

espaciamiento de L\t.,,;o.o2~ (NP~9'002) disminuy~ndo ·~1 'err~r ~nt~e respuestas, a tan 
\ • • ' • • ~ • <'.' C" - ' ' ,,.. ' '' ' : ;> • • • 'o - _, ' '• 'e_.; .;, •' ' • ' ' , " ' " • ' • C, ', • • • • ' ,\ ' ' ' • ' • • 

sólo el 2%. El tiempo de éómp~to ~ara obtener respue~ta con er'registro SCT2o:Ns se 

duplica con re.sp~hí6';~Íobt~'rfici~~6c:>~"~lsc-f19.t.Js:'1~~¿~1 debe ser considerado en la 

solución no li~~aÍ del problema. 
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Porc lo, anterior, e se indagó la respuesta del sistema con la malla M2 que tiene -­

espaciamientos nodales no uniformes, procurando mantener el mínimo trabajo 

computacional dado pór la dimensión del sistema de ecuaciones simultáneas resueltas 

cada ót, los resultados ~e registran en la Tabla 4.2. 

Tabla 4.2 Resultados de oleaje y características de discretización, malla M2, 1;=0% 

Incrementos Ola máxima (cm) 
Movimiento /.\R1 L\R2 L\O 1.\2:1 L\z2 &3 N 

error 

(m) (m) (rad) (m) (m) (m) 
Numérica Analltica % 

SCT19.NS 0.4278 0.275 0.6283 0.1719 0.2292 0.1719 2250 118.10 120.74 2 
SCT19.NS 0.4278 0.275 0.3142 0.1719 0.2292 0.1719 4500 118.1 o 120.74 2 
SCT19.NS 0.2775 0.275 0.6283 0.1719 0.2292 0.1719 3000 118.10 120.74 2 
SCT20.NS 0.4278 0.275 0.628. 0.1719 0.2292 0.1719 2250 118.36 120.74 2 

En la Tabla 4.2 se observa que para N=2250 (MR==15, M9==11, MZ==15), con los 

espaciamientos indicados, el error entre la respuesta numérica y la analítica es del 2%. 

El efecto del espaciamiento angular, 69, que no se consideró en la Tabla 4.1, se analizó 

al aumentar el número de puntos en la malla en esa direccióll a.Me;72~~.inc;rf:roentando 

la dimensión del, tamaño .de sistema de ecuaciones aN=45oo;5eobserv~~qu'ee1\:lrror 
' - . . ' ... ·.' ,,.,. '·,_······· ·-- . 

entre. soluciones .• n6 se-modifica .• f()mo n°'·_hay ~n efect()' .. irn°p,b;rta'nte'eiji1a' respuesta 

::~lli:.~1'.~ºlf ª~~~~~~:= i~:~~ªt~~~·~¡~i~J~~~d~f ~~~~3.~:~~i~: 
MZ=15), t~nié~doseCque el error entre las respuest~~ e~ del ,2%, e~ deciir, tampoco hay 

una inflúencia~irri-~órtá'nt'e'en'.la_ respi.Je'sta tiÜrn~ri~a.'~1-~fe~to_defAt"'eri la relSpÜesta, se 
-,•-·-·--•- -•"--C"'"•'-¡,-[;·'"-•,- ---,-, -~••, -··-·- ••-- .,-:::e--- ••,-•----.... •;:,¡::1;-:·--¡-••;-J-;-;:•·-.,¿;;,--:,---'«>.·'·~•-• rn---,--,-----~- - '• 

observa al mantener'. el, mismo .tamaño ele la; malla inicial (MR~15, M8=11, MZ=15) y 
.. : - - • ' -- - • _, .·.. . "• , . •.. . . ·\ . ~ ' ' • . • .,. -> ~. c¿c: . . ; ·-··;· • -, ·'·. -.. ·__;.. . ' - • ·., •., . , ; ; < • • • : • • • .' ·• 

excitando .. ~1.sist~ma ~on 'el:. regi~tro •· SCTZÜ. f\IS, .. aurl1enta!ldo muy poco .• la. respuesta 
,, . ' '.-- -.. • - . '.:-. • ··'· ·, ,_ • , • - . -.• : ... ' - • -,_, •.. '·.,,,,. ·, - ,. ,·. ·.-· . ".-. ,,_ ·-. ;,<.'. -~'- . - ,-. . . . . . -· . . , 

numérica sin Ciue'clisrnilll.lyá el error eri la réspuesta'.Por 10 anterior se puede considerar 

que el esJacii~n{¡~~t~.ci~1an1~11~Mk;(~R:;:1s~·'rv1¿~;¡-1:};~~;'1~.'N=12.~oS)9~-g~r~'riíejores 
resultado~·q~~ I~ ~~l1~''.M1 ~ con ~Í· ~í~riio~t~~b'~j6'6~~~~t~~ional.'< • · ,:7- -

El valor clel .amortiguamiento ·e~: iMportl:l'~te< en_ la -· solÚció'n •• ·del ·- problema 

transitorio, por lo que se realizó Ún anáÍisi{simiÍar ~l anterior 'conside'ralld~:un valor de 

amortiguamiento, 1;==0.5%. los resúltad.~sse ob~~~an ~n la T~bl~ 4~3. La respuesta 
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numérica amortiguada para·· el~ registro SCT19.NS .es menos exacta que la· no 

amortiguada ya que el error entre las respuestas es del orden del 5%. 

Tabla 4.3 Resultados de oleaje y características de discretización, malla M2, 1;=0.5% 

Incrementos Ola máxima (cm) 
Movimiento .ó.R1 .ó.R2 c..e .ó.z1 .ó.z2 .ó.z3 N 

error 
(m) ím) írad) ím) (m) (m) 

Numérica Analltica % 

SCT19.NS 0.4278 0.275 0.6283 0.1719 0.2292 0.1719 2250 97.27 103.36 6 
SCT19.NS 0.4278 0.275 0.3142 0.1719 0.2292 0.1719 4500 98.44 103.36 5 
SCT19.NS 0.2775 0.275 0.6283 0.1719 0.2292 0.1719 3000 98.59 103.36 5 
SCT20.NS 0.4278 0.275 0.628. 0.1719 0.2292 0.1719 2250 98.45 103.36 5 

En la Tabla 4.4 se resumen las respuestas numéricas para el tanque del ejemplo 

de aplicación con un valor de amortiguamiento con respecto al crítico del 1;=0%, para 

los registros sísmicos analizados en la sección 3.4. Los resultados de oleaje absoluto 

máximo se calcularon con un valor de N=3000 y con los espaciamientos registrados en 

la Tabla 4.3. En la Tabla 4As~ obse;ya que para el registro SCT19.EW la solución 

numérica no amortiguac:latie~e'ul1'8riór:d~i;13_0fo:ccm,respecto a la analítica con 20 
' • ' • .- " • '• .·, o ' : - - -• < • C.-" • '• '.-. •• ·"'•' '·~. ·.~- - • ' e ' • ",• - • .,, • -- ' ' 

modos de vibrar. La solÜciÓ~ nu'níérÍca ;para É;JrégistrC>:cALETAEW presenta un error 

del 12%, para TACY.EW del 14% y para el rriovimi~.~!1:(~í~~i66'r~gistrado en CA.NS del 

17%. La influenCia del ~t en la respuesta< nuíñé_rica> BC:i~~!ri'C)'rtig~ada, se indagará 

considerando la mi~ma distribución nodal en la' m~IÍ~~k,,:;{y'~C)rri~n~o;com() excitación el 

registro SCT.EW, los resultados se resumen ~n laT~b~'4.g. :" . .. . 

En la Tabla 4.5 se observa que aún cuarid~ '~Ílva16r'del espaciamiento del 

registro sísmico, ~t. sea pequeño y por tant~ el ~Ú~~J~~c;·de puntos del registro (NP) 

aumente, el error en la respuesta numérica n6 ~~ ~6diflca.: Para el registro SCT.EW no 
' '>•'• '• < '~ ' ,- L - ' ';."r·'• : 

hay una influencia importante del ~ten la respGe~ta.;> 

En la Tabla 4.6 se resume el error entre la respüesta numérica y analítica, con un 
. . . ' '. -· 3, ·. ·. ~- ' •. ·., -- . "·.· '' "':.... ': '.' '> .f ;· ,, - ·:..· ... 

valor de amortiguamiento de i;=o:5%; para.los mo\lirrÚentos sí~micos de la sección 3.4. 

Se puede obiertarque el error. en la ~olu~iÓn nüm~rica es del mismo orden que los 

registrados·~~)~"!:a~la.4.4. 
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Tabla 4.4 Altura de ola máxima, N=3000, 1;,=0% 

Movimiento 
Ola máxima (cm), 1;,=0% 

Analítica Numérica error 0/o 

CU.NS 24.73 26.94 9 
CU.EW 34.40 32.19 6 
VIV.NS 29.65 30.85 4 
VIV.EW 32.88 32.67 1 
SCT19.NS 120.74 118.10 2 
SCT19.EW 235.97 205.28 13 
CA.NS 350.89 291.32 17 
CA.EW 571.16 546.37 4 
TACY.NS 39.68 40.55 2 
TACY.EW 27.58 23.63 14 
CALETA.NS 25.54 26.90 5 
CALETA.EW 28.81 25.25 12 

Tabla 4.5 Altura de ola máxima, registro SCT.EW, N=3000, 1;,=0% 

Ola máxima (cm), 1;,=0% error 
Movimiento .ó.t (s) NP 

Analítica Numérica 0/o 

SCT19.EW 0.04 4503 235.97 205.28 13 
SCT20.EW 0.02 9005 235.97 205.16 13 
SCT30.EW 0.01 18009 235.97 205.07 13 

Tabla 4.6 Altura de ola máxima, N=3000, 1;,=0.5% 

Movimiento 
Ola máxima (cm), s=0.5% 

Analítica Numérica error% 

CU.NS 21.91 22.77 4 
CU.EW 28.76 28.45 1 
VIV.NS 25.09 27.22 8 
VIV.EW 27.74 25.81 7 
SCT19.NS 103.36 98.59 5 
SCT19.EW 167.86 144.22 14 
CA.NS 254.50 221.50 13 
CA.EW 443.86 376.77 15 
TACY.NS 35.00 36.78 5 
TACY.EW 23.85 22.46 6 
CALETA.NS 22.20 23.18 4 
CALETA.EW 27.18 23.73 13 
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4.8.3 ALTURA DE OLA RELATIVA 

Como se mencionó en la sección 3.2, el desplazamiento vertical del líquido 

representado por la altura de ola, está compuesto por un movimiento de cuerpo rígido y 

por un desplazamiento relativo, que para fines de diseño es el que realmente interesa. 

En la Tabla 4.7.se resume la altura de ola relativa con un valor de amortiguamiento con 

respect".> al. c;rítico :cje. /;"'.'0.5%, calculada con un valor de N=6000 (MR=20, M0=21, 

MZ=15), correspondiente a los espaciamientos· en la malla M2: D.R1=0.44305, 

D.R2=0.1375 •. D.~~·o.3142, D.z1=0.1799, D.22=0.2292 Y,:D.23=0.1799. Se observa que el 

porcentaj~ de ,errC:,r entre la solución analítica, considerando la influencia de los 

primeros 2on1od()~'·ci~·vibra~;·,y;ianümérica e~iT113nbr'del•5%, excepto solamente en el 

caso del reglstr~.-f,C::8y'.·E~}6n·~h''~ri6f;?~~D'.11~o~'.~~~pu~cle ·concluir, con base en los 

resultados .• de' la Tabl,~34.1.r ··~'ue<e1• modelo inlJajér.ipo·~r:dice . adecuadamente la 

respuesta. E~~ 1~'f=iJ~r~"4-'~·se¿6rnp~r~1~·}1i~tá'ri~ d~·~1tJ/a'.d~é>la relativa, obtenida con 

la soluciónana.lític'~'~ la nurné;i,ca,•;'yu1iia'n9•6>·~ri.~éto~o''de.,Cra~k~Nicholson, con los 

valores de.1~ rlÍ~.lf~··~~~~·~~!~.r.1cirm~ht~i·J~~~c'rit~s/.'C.6~ci'~~·~Üestra en la Figura 4.7, el 

modelo numériCO. propÚesto• es 'adecúacío para calcular el oleaje lineal en .el tanque , ,. ,· . " ,'... . ~· ' . .. . ''. ">·~:-:: .... '; ', ·' . :. . -. ·' ' 
cilíndrico cuando es sometido á un movimiento sísmico en su base. 

Tabla 4.7 Oleaje relativo, N=6000, malla M2, l;=0.5% 

Movimiento 

CU.NS 
CU.EW 
VIV.NS 
VIV.EW 
SCT.NS 
SCT.EW 
CA.NS 
CA.EW 
TACY.NS 
TACY.EW 
CALETA.NS 
CALETA.EW 

Altura de ola máxima, (cm) 
error% 

Analítica 

23.91 
40.50 
36.31 
45.36 
125.80 
215.41 
267.56 
450.88 
38.85 
32.82 
78.68 
76.86 
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Numérica 

22.83 
39.99 
35.88 
45.78 
119.36 
211.11 
260.68 
438.63 
37.36 
36.51 
82.63 
81.08 

4 
1 
1 
1 
5 
2 
3 
3 
4 
11 
5 
5 

TESIS CON 
FALLA DE OHIGEN 



4.8.4 ESQUEMA SEMI-IMPLÍCITO 

Para determinar la estabilidad del esquema semi-implícito, se calcularon las 

alturas de ola usando la malla M2 y N=6000, en la pared del tanque del ejemplo de 

aplicación. En la Tabla 4.8 se compara la altura de ola máxima relativa obtenida en 

forma numérica, con la analítica considerando 20 modos de vibrar, para cada 

movimiento sísmic? y con un valor de amortiguamientos, i;, de 0.5%. Se observa que la 

respuesta numérica llláxima es comparable con la analítica. l.os resultados'muestran 

que el esqüemác:ie dis'ciretización es adecuado para calcu1él'r·l~;~espüest~ n~~ériéa del 
·-, · • ' , ,:- ., · ~'" ,¡·;. ·--::- '' '<' · e . , ·;.·. '•·'"!-' ,·, ,·, • ,··.; •. .,- • .- ',-

problema transitoriofqüe el esquema semi-implícito es estable p°arátod6s1o~rregistros 
sísmicos estudiádos.'i 

Tabla 4.8 Alturas de ola máxima relativa, esquema semi-implícito, 1;=0.5% 

Movimiento Altura de ola máxima, (cm) 
error% Analítica Numérica 

CU.NS 23.91 22.69 5 
CU.EW 40.50 40.50 o 
VIV.NS 36.31 35.89 1 
VIV.EW 45.36 46.01 1 
SCT.NS 125.80 118.20 6 
SCT.EW 215.41 212.30 1 
CA.NS 267.56 263.25 2 
CA.EW 450.88 451.11 1 
TACY.NS 38.85 36.72 6 
TACY.EW 32.82 36.55 11 
CALETA.NS 78.68 82.36 4 
CALETA.EW 76.86 81.07 5 

4.9 CÁLCULO DE PRESIONES, FUERZAS CORTANTES Y MOMENTOS 

DE VOLTEO 

La presión hidráulica, Ph, que ejerce el líquido sobre la pared del tanque se 

obtiene de la ecuación de Bernoulli (3.37), despreciando los términos de orden superior, 

99 



~g- =-[~ J-µcp-gz + gH-Rcose[ax(t)] (4.60) 

ts2 
donde p es la densidad del líquido considerada como p = 0.1019---¡- para el tanque 

m 

del ejemplo de aplicación (sección 3.4). 

La derivada [ é!P_ r se puede discretizar con un esquema de diferencias finitas 
at j,k,I 

centrales, 

[ ~ Ik.I = ~t~l(~g~~1 (4.61) 

que es equivalente al esquema Crank-Nicholson ya que ambos son centrados en el 

tiempo. Para calcular esta derivada será necesario conocer los valores de cp en los 

intervalos (n-1) y (n+1 ), así: 

[
un+1 un-1] j,k,I - j,k,I n n Ph.kl =-p ·· · · ··· · -pµU·ki -pgh·k +pgH-pRcose[a (t)f 

J, • 2(.M) J, ' J, J X 

(4.62) 

La fuerza cortante total por unidad de longitud, Fp, para un instante t se calcula 

integrando las presiones, Ph , en las paredes del tanque, como 

H 
Fp(t) = J anPh(a, z, t)dz 

o 
(4.63) 

donde Ph se obtiene de la ecuación (4.62), H es la altura media del líquido y a es el 

radio del tanque. El momento de volteo, M(t), en la base del tanque se calcula con, 

H 
M(t) = JanzPh(a,z, t)dz 

o 

100 

(4.64) 

' 

' ! 

l 
1 
J 
; 

' f 
l 
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Las integrales anteriores se. pueden - discretizar por la regla trapezoidal, por 

ejemplo con respecto a la base del tanque, la integral 1 = J zph (a, z, t)dz se puede 

calcular para los primeros cuatro puntos (Figura 4.8) sobre la pared como: 

1 = [Ph(1);Ph(2)JL\_z{ ~ ]+[~h(2);Ph(3)J¿\z{3~] + [Ph(3); Ph(4)J~r~:]_ 
ó bien: 

(4.65) 

Se calcularon las fuerzas cortantes mttximas y lol:j · mómentos de. volteo en la · 

base del. tanque del ~j~nlplo .de• apli~aclón 'cci~ el: e~·q¿eÍria C~a-~k-Ni~hC:,lson .y· los 
. ' ·'' _, - " '.-·. :",,-,.">" ,,j,"' , '• ,. ' '· ·.- ·.·• •. · ... ·-- .·· --·' 

parámetros.· de¡•·- la_. rnaUaM2{registrados ~n. la Ja:b1a•:~.7dEn.J?_,Tabla.~4.9.s~•observa el 

~::~~~:~:::2t~~1i~t1~1~iiJf !~s r~
6

f il~~~:~~}f ~~;~:.~3~:~:~ ~ 
porcentaje de error ellfra ámbas.sóluciones. Como puede verse, el modelo numérico 

predice la solu~ión lineal del problema con un margen de error medio del 5%. 

j=MR 

Fig. 4.8 Distribución de presiones sobre la pared del tanque 

104 

rriE"-S cn .. -T ----1 
J. ~l.' ,lJl\ ! 

FALLA DE OHIGEN i 

R 



.. Tabla4.9 Fuerzá cortante máxima, ejemplo de aplicación, s=0.5% 

Movimiento 
Fuerza cortante máxima (t) error 

analítica numérica % 
CU.NS 8.1781 7.7886 5 
CU.EW 10.2400 10.3439 1 
VIV.NS 8.5102 8.5335 2 
VIV.EW 11.0430 11.0258 1 
SCT19.NS 25.5321 24.3099 5 
SCT19.EW 39.9811 39.1193 2 
TACY.NS 13.8521 13.3001 4 
TACY.EW 8.4073 9.4464 12 
CALETA.NS 14.3245 15.0811 5 
CALETA.EW 16.8087 17.7145 5 

Tabla 4.1 O Momentos de volteo máximos, ejemplo de aplicación, s=0.5% 

Movimiento 
Momento de volteo (t m) error 
analítico numérico % 

CU.NS 11.9379 11.3694 5 
CU.EW 15.0675 14.9085 1 
VIV.NS 13.1502 12.8923 2 
VIV.EW 15.0232 15.3503 3 
SCT19.NS 42.6203 40.5908 5 
SCT19.EW 70.6283 64.2434 2 
TACY.NS 20.4342 19.6481 4 
TACY.EW 15.2317 13.7221 10 
CALETA.NS 19.1428 19.9404 4 
CALETA.EW 22.5941 24.0363 6 

4.1 O RESUMEN Y CONCLUSIONES 

Se ha determinado el esquema en Diferencias Finitas para el sistema de 

ecuaciones de frontera que definen el problema transitorio .. amortiguado de. un tanque 

cilíndrico rigido excitado en su base por un movimiento sísmico. La reispÚesfo numérica 

se ha validado con respecto a la solución exacta, obteniéndose·.uh,~rr6r,,nun1érico 
satisfactorio. Las ecuac:iones en diferencias se resolvieron°~n'.~o~rd~.~~d~i:cill~dricas 
en un dominio tridi~ems.iorav sin . despreciar e1 puñt~ cént~ci'.L"ia~ ·~:C~~ciones 
dicretizadas para el<p~ntcr~entral se dedujeron por el Método del V~l~men Finito y las 
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ecuaciones para el resto del dominio por expansiones de un polinomio en series de 

Taylor. Las ecuaciones en diferencias se dedujeron para espaciamientos de los puntos 

nodales en una malla uniforme, M1, y para otra con espaciamientos no uniformes, M2, 

(Apéndiqe B). La estabilidad del sistema de ecuaciones en diferencias finitas se verificó 

discretizando la variable temporal por los esquemas explícito de Euler, semi-implicito y 

Crank-Nicholson. El esquema de Euler (explícito hacia adelante) es inestable para 

todos los registros sísmicos estudiados. Los esquemas semi-implícito y de Crank­

Nicholson son estables para todos los movimientos sísmicos estudiados. La exactitud 

del sistema numérico se obtiene por comparación de los resultados obtenidos con 

diferentes valores de espaciamientos en la malla y los obtenidos con la solución 

analítica' calculada en el capitulo 3. 

Después de realizar un gran número .de aproximaciones en el tamaño de las 

discretizaciones en la malla, se conclÚye que las características óptimas de 

discretización consisten en·. tres: ~()rl~s'.'en na ~ir~~ciÓn vertical: la zona superior y. la 

inferior deben de ser de y., de la altur~ m~di~ ci~i úC¡Jicio, ~n ambas se discretizan cinco 

espaciamientos. La zona central, ~<:>n famañó d~ Y2 él~ la profundidad media, en donde 
-- . - ·.-.,-:,::_·.'_,. •.-.._,-o,< •.. ;.,··¡ .. _-,-·.,.··,---·--· ·. 

también se discretizan cinco espadamientos' lo 'cual da un valor de MZ=15. En la 

dirección radial la malla debe ten~r,clos zo~~s.',una ~~~óxima a la pared con un tamaño 
. . . ,-'__;·· - ·- -··' - -- -·'"-'""- ,··::--:,_ ---· - -- . - . ·- . ' 

de y., del radio del tanque y con cill~o espadamientosy la otra con una dimÉmsión de % 

de la longitud del radio (Fig. 4:s). ~E! Óbs~~~Ó~G~ ~¡ número tot~I de esp-~ci~~Í~~tcis en 

la dirección radial debe ser de MR§2o y Jn la dirección angular M0=21. Ei nÚníero total 
'. > \' . . _'.,:_<:~· .. -.''f._':/ e •\:,;;_': r 

de puntos en la malla es de:N=60Ó-O; lo _que significa que se_ debe resolver).m sistema 
- •· ,_.:_.e_--· ;, , - .-,, '"·'-'· _ •. _, .,.,., .. ,_ - . 

de ecuaciones sirnultáneas.cie orden ,6ooox6ooo para cada. ti.t cabe:mendc;·;,ar que 1a - ' . : , . - . . •.···· . " .. ,,. ' --· ... ~· "'-•',-·. - ·"' ... . . . . --

matriz a resolver no es simétric?ª· lo que implica un especial;cuida~b::.~n la ~()lución del 

sistema de ecu~ci6~es li~e~le~: f>~ra la solución del sisterr1a'.ci~:r~6U~6i()f"l~s:IÍneales 
e-.~,';.;·- ---: 0 ¡.~'í; -. ,~;-:;;e·,_-:-; --··-·'·,"·:_;,e,--\_:-,~,,,· 

simultáneas, en.este trab'~jo.se utilizó el método del Grac::liente;,Biconjtigado con un 
almacenamiento óptimo porth~dio de índices. ·. ·' ,: ~;:,~_:'_f'.'-~~;": ::;: E[? ?~ .. 

La altur~ de/61~ rei~tiv~: .las'presioneshid~áulic~s· ViJ~rf~s.dci'rt~ñig~;en I~ pared 

del tanque, .C3síqom9}()~érnon,ellt?s d13 .volte!J con respecto~¡:¡ ú6:P~ílt6.iílÍliediatamente 
arriba del fondo del t~nqÜe, sÓn ~de~uadamente calculado~ cbr1'~1 riiod~lo numérico 

propuesto, por lo que los resultados así obtenidos son considerados como correctos. La 
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solución numérica lineal ·obtenida en este capítulo se comparará con la solución no 
. . 

lineal que se obtendrá en el capítulo 5. 
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CAPÍTULO 5 

SOLUCIÓN NUMÉRICA NO LINEAL 

5.1 INTRODUCCIÓN 

La no linealidad está gobernada por el carácter del movimiento del líquido 

contenido en el tanque de almacenamiento. Abramson (1966) dividió los efectos no 

lineales en tres clases: (1) aquellos que son consecuencia de la geometría del tanque, 

es decir, los que dependen de la verticalidad de las paredes o de las estructuras 

internas, (2) aquellos que involucran diferentes formas en el comportamiento del líquido 

producidas por el acoplamiento o inestabilidad de varios modos laterales del oleaje, y 

(3) aquellos que son c~nsecuencia de la amplitud de la excitación y de la respuesta; 

éstos últimos son los estUdir:¡dos en este trabajo. 

El problema bidrodi~a~ico es no lineal en dos aspectos: (1) la forma de la 

superficie libr~ del .. líqÚl~C>'.·~o··~sfoonocida a priori; (2) existen términos de segundo 

orden en las cándidori~scde tiant~ra cin .la superficie libre. 

Una ·d~la~principal~s;~~r~~t~rístipas d~l'problerna,h.idr~?inárniCo• no lineal es 

:u:~:•;P:;~:~:,~l:"~~¿~¡~jf j~'*~~~o~ij&~~¡j,~~t~§~~if~i~~~~i;~:::~ ::: 
dominio de~e ajustarse ª 1a nu~~ª caílfi~~;~¿ióvn· ~ri ·da~a'.i~B;~ri,~~t6;.:ei~ decir,. debe 

.- ~.~· . . ~-. '·-~· ;_._ ., ._ •. - , "" ~- __:__.' '.·.~ ;~~::~:~~:;~··:{-_.-,- ·/) ,- ,·,·::·,, -.-L :. -· ·<·.: · .. - :~-:':':""-· ,._ .. : ' ~- . ·_ -

realiza~so: u:f~:::ll~~~~dinámicos< .• ng'.lil1eal~¡:·~~n•.••~jd6··•1Js·Ú·~1t6t •. ;'~·ri~~í~~lmente,· en 
• - • '.,: • '. •• , : • , .' • • ·., "._ ': ;·.:.;· > '.· _".;, '.:;;,,-_; -~ .;: .. ':-;· ''. o~ · ~ ·. < ; ,: ·: ·' C. ,• ••• , , e·>'-· ;. ·, ,'. \ ' ;_;, '' ·. . ' . ·, ••. • '.' '·, ·.:¡\ , ·:,·,: • 

tanques cuadrados .excitados. hprizontalrnente:en;su .base con ún m0vimiel1to armónico 

::y:~~~,:~:~;~1~t~t~1~~~~¡.f ~~~J~~~t~:ís~k~~~~;~:::; 
Valle de México',, lb~;. rri'citi~i~~td~ • sísmicos, registracÚ:i~ ¡:Íre~ent~r{. ;~Itas periodos '--,.-,:. ., . ·<. -- ... ;. ·.;~. > o . ·,· . : ... ··- · .• • •• -,'·. ,._ ·> .__ .. ,. :· 

dominantes y grall duración:· · . ; · ·~ ~?--~~.c . 
En este tr~b~jo s~ e~t~bl~ce un procedimiento pará la solución del problema 

transitorio no lineal de . un tanque de almacenamiento cilíndrico sometido a una 
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aceleración sísmica horizontal en su base, El sistema de ecuaciones no lineales que 

gobierna el. comportamie,nto del problem_a en el dominio físico se· mapea a un nuevo 

dominio compÜiacÚ:>r'Í~l~frn~~lante{ J~-~ambIÓ de variable: El nuevo sistema de 
. . ' , . , " ... ,:. •\ . - ,'ª '--·.' ,- - . '-· ,. ~- . •· ··, • . : . - . . 

ecuaciones río Íiri'eales tiene· un mayor número de términos que eri el sistema original, 
·.' ,' .. ,.,,-,_,·•,•• •, .e-;·-;..•,···-·.•,.·, .e·.. • .·. >. 

pero pern1iter~~olverie1'prob1erl1a~;l,;¡n·qüe sea necesario realizar. un remallado en cada 

instante'iEI ~i~t~*~''d~"el'.:ll~6i6n~-~ ~é) liñeales se discretiza por medio del método de 

Diferencias Fin'ft~'¡i en. coordenadas cilíndricas y en forma tridimensional. Se emplean 

los métddos d~ dícretízación semi-implícito y de Crank-Nicholson, que resultaron 

ad~cuacl~sen el capítulo 4 para la solución lineal del problema. La excitación hor,izo~tal 
aplicada en la base del tanque es de dos tipos: sísmica y armónica. Los. resultados 

numéricos no lineales de altura de ola, fuerzas cortantes y momentos de yolteo en la 

pared del tanque se comparan con los obtenidos en forma numérica lineal en el capítulo 

4. 

5.2 PROCEDIMIENTO DE SOLUCIÓN 

El dominio matemático en el que es válido el sistema de ecuaciones que 

gobierna el comportamiento hidrodinámico no lineal, va cambiando durante la solución 

del problema debido al oleaje en la superficie libre del líquido, es decir, dicha frontera no 

permanece plana en cada instante del problemá transitorio. Como estrategia de 

solución que evite reali~ar un r~lllallado en"'c~da instante se propone el siguiente 

cambio de variable: 

. . ··. z 
s = R ; TJ = o , cr = h(R, e, t) (5, 1) 

donde h(R;O,t) es la elkvacióndeJa supe'~cié libre del líquido medida desde el fondo 

del tanque y ~ es Ja v~ri~-bl~ i~d~p~~dÍ~~tk ~n el problema físico. Mediante .(5.1) se 

mapea el domini~ fi~ico~ ~t~~do~ini,a·;computacional donde ahora z es la variable 

independiente(Fl~~ra.5.1).:~.~-~L;~.;~-~~<i:·· -· 

La v~nt~j~·-·de·':ú~s~r·~kté''/~a'rri°l:>i6 de variable es que la nueva variable 

dependiente, cr, siempre vale la unidad en la superficie libre del líquido. Así, el dominio 
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físico desconoCido se tra-nsforma a un dominio cOrnputaCional definido, que -consiste de 

un paralelepípedo· de. dimensiones "a", 27t , y 1. Sin embargo, el sistema de ecuaciones 

de frontera · en el dominio computacional tiene un número de elementos 

considerablemente mayor.: 

z 
cr(R,O,Z,t)=h(R,O,t) ~ 

(a) Dominio físico 

l 11 =O¡ 
1-+.....__,l-+.-+-<f-4--H-_~+4-ó'-'I 

1 

1 .· .-· 

t-h •• +.·-+-1-+-~H-'HK+--!/~:~? 

a 
·¡; = R 

(b) Dominio computacional 

Fig. 5.1 Dominio físico y dominio computacional 

A continuación se 'presentan las ecuaciones en ~I dominio computacional; el 

desarrollo d~ est~~ ecu~cibnes s~ desglosa en detalle-~~ ~Í A~~ridi~e C. Sea cp(l;.11. cr, t) 
1 • .. ,·.>,Le·-'"'L·<<· _ · .-_.· ·'(<>''':•;-::: ___ .. _· __ .·-• ' 

el nuevo potencial en el dominio computacionál;C. <p(~h1. cr,t) =: cp(R, e. Z, t). se tiene 

entonces el siguie~tE!sistema d~ec~:~cibn~s:<: 
. - - >:~· . _ .. _.·: .· ;..- - . .. - . 

Para el potencial de velocidad eq~ivalente,(j), 



[ a
2¡p][ 1] ··[ a·[ª<i>JJ[1][ª11]···- ·[ f][ a [ªií]J[1][ª11] · + .ácr2 h 2 -

2cr 8R 8cr . h 8R -2cr R2 ao fJa h ao =O en O' (5.2) 

. .•.. -

Para el fondo del tanque: 

en cr=O (5.3) 

En la pared: 

[;~]=a[:!][~][!~] en R=a (5.4) 

Condición dinámica equivalente: 

[ª<PJ 1 [ª¡p]2 1 [ 1][ª¡¡;]2 1 [ 1 ][ª¡pJ2[ [ªh]2 [ 1 ·][ªhJ2]· at =-gh+gH-2 aR -2 R2 ae +2 h2 ªª 1+ aR + R2 ae -

-µ(¡5-Rcose[ax(t)] en a= 1 (5.5) 

Condición cinemática equivalente: 

[~J=[::I~J[1 +[:~r +[:2I:r]-[;~1:~J-[:2 I:I:J en cr=1· (5.6) 

Las ecuaciones (5.2)a (5.6) forman el nuevo sistema de ecuaciones de frontera 

en el dominio computacionaL El sistema de ecuaciones no Hneales se resolverá 

utilizando el Método de Diferencias Finitas en coord~nadas cilíndricas,;d~ talman~ra 
que la topología del problema y la discretización nodal se realizará como se estableció 

en el capitulo 4. 

5.3 DISIPACIÓN NUMÉRICA 

Cuando se discretiza una ecuación en diferencias finitas por medio de sJries de 

Taylor, el orden del truncamiento influye en el comportamientb d~ la solJció~ numérica, 

dando lugar a dos tipos de errores: a) dispersión riuméric.a~ b) disipa~lón nurriÉ!rica. La 

disipación numérica es el resultado diredo del trLÍnc~liiiento deitérminoscd~·arden par y 

la dispersión numérica de orden impar. Entonces, dependiendo del orden del 
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truncamiento en el esquema , podría'-, presentarse en la solución numérica un 

comportamiento de disip~ción ? dedispersión. 

En las ecuaciones dé N~vier-'Stokes (2.58), el término que representa el 

coeficiente de viscosidad, µ; ~stá· multiplicado por un término en segunda derivada 

( ª~2"-). E~~~~í;;.;;;;~;;xr;~~f :1:~om~~rtam1;.; • .; d1.;1~;;¡~~ d~ 'ª viscosidad del 
fluido. Como ladi~ipaciónnumérica'estárelacionada •• corÍ el;truncamiento de un término 

de ord~n' par, enton~~~·por ~ri~fogl~ un cC:irrlpC>rtarl'.,ieinto'en la respuesta con disipación 
:. '··.~' ... ·,·: '\," .. :·.-'":· <, .·:<-. ..: ·-,,. - ' ,·· " :· ·. ,,;,,., ... ·.· ... -;;¡:.',<-'·'" ._·/.,·'>":····.··.-, __ .. 

numérica· fal"nbieri' sf;' ·C:anoce. como con· visC:OsiÍ:fad}artificial·;:o·.·-•·· amortiguamiento 

numérico. j\sí;;• l~s e~quemas en Diferencias 'Cf=i~ita~.··pu~~en presentar un 

amortiguamiento numérico implícito del algoritmo;~.\Eri; ocasioneS•'para+mejorar la 

estabilidad de la solución numérica es posible in~lufr ~~t~ di~fp~16iÓ~ en ió'~;tj·~- ~~~rna o 
r·-· ,~,,,- - ;.:.: . . :,,._.-., . --. 'J ·-~~--· . .,··('' • 

explícita, lo que vendría a representar un amortigúarríieritó'ficticio en el sistema,· dicho 

amortiduamiento podría agregarse al sistema·. éri'té~-¡~Ci~··c¡¿~·i~v~l&rari; d~~ivadas ·de 
'.'.'·',· . - ·- .-"" 

orden par: · 

Cuando se trata de resolver una ecua~iÓ~ ·difereríCial 

ocasiones, se utiliza disipación num~ric~ ;pa~~ ~~crr' ésta~I~ un ~sque111aYque . es 

:.~:::·7p<P~j.e~,~~=~~7;"d~~;:• c:.0.~~~$!~1"~~fütb~~:~~i~·~ªº;~L'""::: 
solución' numérica pero algÚnas;vecé~ mejora la estabilidad del esquema/ cuando la 

solución se encuentra cercad~)á :inestabilidaél;él r~d6r1d~o'numéric6;6 alg~nos modos 
•--··---:c._,,-, . .,,,,,•~~-'·'~"'·~·-·-·~-· .. , .:-;;•'- ·'-'· '-•·, •• ·•-.,e-., O•• --- • •• ,.- """--'• • -

"parásitos" pueden· causar osbilaCio:nési~C>deseadas 13n la soludón~ Una fórmade evitar 

este problema es agr~gé3r ~ÍsÍ~é:l~iÓn n~mérica en ~I esquema. Cuando se desea 

estabilizar un esquemé:l'. l~cal1tidad de"~li~ipación agregada debe ser tan pequeña que 

no modifique la convergencia d~ la soluci~~. 
Existen varios métodos para agrcig~~:d,i~ipación numérica al esquema. Uno de 

los más populares es el conocido como "upwind" que trata de simular numéricamente la 

dirección de propagación de un'fluj~ e~ las curvas características. 

En la ecuación de onda o:de adJe'ri~ión: 

(5.7) 
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donde e es conocido como celeridad y representa la velocidad de propagación de la 

onda, el comportamiento de la solución dependerá de cómo se discretice el término 

[:J, que en formageneral se puede discretizar como: 

[
ªh]= (1+13'1j+1-213hr"""<1~13)ii-1 
ax 2(óx) 

de tal manera que se pueden tener los siguientes casos: 

1. Si 13 = o , entonces 

[~J = h¡+~(::r1 
que corresponde a un esquema centrado y que presenta estabilidad neutra. 

2. Si 13 = +1, entonces 

[:J = h¡(~:tj 
que corresponde a un esquema hacia adelante y que es inestable. 

3. Si 13 = -1, entonces 

[:J = hj ~:)-1 
que corresponde a un esquema hacia atrás y que es estable. 

Reescribiendo la ecuación (5.8) se tiene, 

[
ah]= hi+1 - h¡_1 + 13hi+1 - 213h¡ + 13h¡_1 
ax 2(óx) 2{óx) 

ó bien, 

[:J = h¡+~<::r1 +l3[ ~Ihj+1 <:)2+h¡-1 J 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

. (5.11) 

. (5.12) 

(5.13) 

En la ecuación (5.13). los términos del lado derecho representan el esquema 

centrado y truncado a segundo orden de[-:-. J·--y-de 13[-~-J[-:X-
2

-~ J. respectivamente. 
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Para garantizar un esquema estable se toma p = '-1, por lo que la ecuación (5.13) se 

puede escribir; 

[:J =[:]-[~][~~]. (5.14) 

~ ---- - - - ._,. -- - --

Sustituyendo (5.14) en (5.7), tenemos 

(5.15) 

El térmi~o [~~] es ~I; res~onsa~le de la viscosidad artificial o disipación 

numérica .. Sustituyen~o la ecúación (5.13) en la ecuación .(5. 7) considerando un valor 

de P=-1, 

(5.16) 

ordenando, 

[:J-[(L\~)2 J[c[ ~ ]+¡ci[ ~ ]}j-1 +[(~)2 J[c[ ~ ]-ici[ ~x]}1+1 +2jci[ ~ ][(~)2 }i =O 

llamando a: A. = ¡ci[ ~x J , 

En la ecuación (5.18), el término "c" puede tomar los siguientes valores: 

a) Si c)O, entonces: 

[ ah]+ _c_ [h· -h·-1]= o 
at (L\x) J J 

b) Si c(O, entonces: 

[
ah] c r. · ·· .. ·· ] .. · 
- +--Lh· 1-h· =0 at (L\x) J+ J 
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La ecuadé>n {5.19afindica que si ·1a=onda se propaga hacia la derecha (c>D)Ja 

derivada se discretiza hacia atrás; por otro lado, la ecuación (5.19b) indica qUe cuando 

la ola se. propaga. hacia;la.ÍzqÚierd.~.(c<O) el esquema correspondiente es hacia 

adelante. Este esqueril'a d~. ~g~~g~? ~iscosidad artificial o disipación ~umérica al 

sistema se=cQnocEfcbrric{"Up~i~d;,;,~'-~=~=;-~~+~==· 
El esquema ;,\.Jpwind'~''tiénttl'a; dÉis~entájá. que es de primer orde'r\'d~ exactitud y 

' ·C.- • ~ ' ·' .- ' -·~- -._, ""• ·0:. '. --- _._ • ;-'.' ·:. -- -- - •. - - - - • - . : ' . ' 

también altamentE:l~ciifü~iílo, por'1QJqJe s~ r~tÓmienda agregar disipación. por medio de 
.,-·-- "'_~--,>~,--, ,-',~""",,,,,-;>'.·"'-;•f"<''.";c:> ',;:.-,~---.-~':."'~.'. -·/·.·.::'.•'"-}>-"'·.-~.-<:-o•· .. ·-_:· - ",é • 

un. esquemá de éfré:len::superio"r:·. Pará;estabiliZ:ar l.Jn esquema normalmente se emplea 

una fracció~:d~l'.all1drfüJ¿a~i~~~º ~8ióéíico. · 
1 

Exist~e~·l~··,lit~ratµr~./~n~ gr~~.ccanticl~d de métodos para estabilizar un esquema 

numérico .. o?par~ffagregarle,expHcitamente viscosidad artificial (Hirt, 1968; Harlow y 

Amsden,:1e11c;:;~gris'.~.8'6ó~/.199s;<warming y Hyett, 1974; Hirt y Cook, 1974; Briggs, 
•., ;• ., <,; '~ ;" •,_¡,''_-. • - r ·.-' .. • • 0'·, ,· ' ' ' ' ' • - ,-· • 

1975; Shárify BUs'nai~áJ1~88). Algunos de ellos son superiores enc~anto a ~xactitud 
al esq~~ITl~::·;S~~i~d.:.A~r~g~r una gran cantidad de amortiguarriie~t9}~'~ci,~~quema 
pone 'e~ riesgo la .exactitud de la solución; el esquema puede .ser '3~tCl6íE! pero el alto 

. ; . .< .. . .. , .·' ·. .·. ., ., 

contenido de ámOrtiguamiento es equivalente a agregar masa al sistema o bien"estirar'' 

el domin.io, lo que contradice la hipótesis de incompresibilidad ~~IÚq,¿ktci:' 

5.4 ESQUEMA SEMI-IMPLÍCITO 

La condición cinemática equivalente en la superficie libre del líquido, cr =1, se 

discretiza en la variable temporal en forma explícita hacia adelante, tal que, 

hit' ~ h¡, +8{:T[ hr..11 + [:;r + [ R'r ][: rr 
-ó{:!f[:~r -ó{:r ][:r[:r (5.20) 

en donde el desarrollo en diferencias finitas para cada punto en la malla se realiza a 

segundo orden como se muestra en el Apéndice D. 
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La condición~dinámica equivalente en la superficie liore del líquido, cr =1, se 

calcula con: 

UJ.t.~ = Uj,k,1 (1- µ6t]- ~tghj,t1 +6tgH- 6tR¡ cose(ax(t)]" -[~tJ[:~rl" -
~ - '' -~ - - - - - ---- - --- - - - . 

(5.21) 

En este esquema el valor de hj,k1 cálculado en la ecuación (5.20) se sustituye en 

la ecuación (521). 

En el dominio computacional, Q', la función·potencial de velocidad equivalente 

se dicretiza como; 

donde se conocen los valores en t= n+1 de, 

(5.23 a) 

(5.23b) 

(5.23c) 

. [ .
1 

n+1 F4r:i+1.= 1 •·[ah] 
J,k h ~R 

j,k o 
(5.23d) 
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· (5.23e) 

5.4.1 APLICACIÓN, MÉTODO SEMI-IMPLÍCITO 

1 
Resolviendo el problema transitorio en el dominio computacional por medio del 

esquema semi-implícito, se calculó la historia de la altura de ola en el tanque del 

ejemplo de aplicación de la sección 4.7.3. El tanque tiene un diámetro de 11m y altura 

media del liquido, H, de 2.75m. En la Figura 5.2 se muestra·1a·hi~t~ri~{de1 oleaj~ en la 

pared del tanque; excitado en su base con el movimier1to ~i!S~j(;t:) r~giitr~dÓ'en.CU.NS, .· . .·, .-__ ........ ;::"'- •;.·: - .,· .. ,_.'-,_,'. -.:· ' 

con un valor de amortiguamiento con respectó al crítico, ~:::ó:sOfc,;,: yiúfüizánd6. una malla 
' ' ;-- , '·:;~ , •, ,_ ,-:;; '.":._' ') "' ··'\ - , ;,; ,. '~l. ""' _;: .. ,~ 

con topologíá igÚal'a•1a M2;· Debido a'·1adivergencia entlasitel"adones-.el1 laváriable 

~:m::';~.',tfirlf ~~~e~:m::u::Z'~~:f ,¡~-~~~~~)Í~~ªtif :~lfür~!~: :~' ,:: 
movimientos··~ísrnicos. restantes, definido¿e.~•_·8'1d'~pít~lo 3,· 1asimulación numérica se 

bloque~ ar{tJ~ 8'~ .lo~ primeros 20s de la simüí~6'ió~::f>¿r lo q¿e el método semi-implícito 

no se considera adecuado para obtener la.sólÍ.JcÍórí'nurl1éricá del problema. 

o 10 20 30 40 50 60 

Tiempo (s) 

Fig. 5.2 Oleaje en la pared del tanque de aplicación, método semi-implícito, CU.NS 
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5.5 ESQUEMA SEMI-IMPLÍCITO CON DISIPACIÓN NUMÉRICA 

Como se indicó en la sección 5.4.1 el esquema semi-implícito es inestable para 

todos los movimientos sísmicos descritos en el capítulo 3. Posiblemente, esta 

inestabilidad se deba a errores de redondeo, por lo que al método semi-implícito se le 

agregó disipación numérica o viscosidadartificial por medbdel método "upwind". 

La ecuación: ciriemfltica ~quival~nté (S.El) en. la· s~perficie libre del líquido se 
,·· , . . - ' - -- , ,__ .. - __ . __ - , ___ ' - - --~.: .. '--:.. """' , .... ' . . -- ' - - -··-· ., , -·-·. --'-· - .. ~ - -·. -- --· 

puede escribir,' ·'.'- :)>.?'. .. " ~:"· · , . ~º, ,, ;· 

[:H:]:!J~[R~ ][~I:J~[~J~*f 11[:!1l~[R'. ][:r] =o en cr = 1 

(5.24) 

como las velocid~cl~~ de propagación de la ola en las direcciones radial y angular son: 

vR =[ªép] y v 0 ;,;;[···•··· 1
2

J···[aép], respectivamente, entonces la ecuación (5.24)~e puede 
~ R 00 · · .. · 

escribir como, 

· [:J+~R[:~J+v_0[:J-[:!J[~J[1 +[:~r +[R12I:r]= 0 

1Por analogía con la ecuación (5. 15) la expresión (5.25) se puede escribir, 

[~]+~R[:~J-!vRi[Á2RJ[::~ ]+vo[:J~¡v0 i[ ~º][~~ ]­
-[::I~J[1+[:~r +[:2 I:r]=º en cr=1 

ó en forma equivalente, 

[: J + [:!I!~]- 0R[:;~J +[R12I:I:J- 00[~~ ]-
-[:'.:H11 + [:J2 : [:;I:Jl O en cr = 1 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

donde los términos DR y D 0 están definidos como: 
r---=:::-:::---:-~----.·' 

TESIS CON 
118 FALLA DE cmIGEN ·------·-·----



(5;28 a) 

(5.28b) 

En las ecuac.iones ~ante.rieres -O ~ I! :s: 1 para tomar. en cuenta·. una frcic;c:;ió_n del 

amortiguamiéntonuÍnerÍco; sil= 1 el esquema se conoce como''upwind".:Se puede ver 

que el término 'que repr~senta la viscosidad artificial depende--~~! t~maño de la 

discretizació·~ d~ -i~ ~~ti~ (~R y .6.E>) y no del problema físico --~-~:~¡;~lo q~e iepresenta 
" •·' .·- ·' • __; -•• •.:',.C,•< ' ' • ', ',,•:!' ., .. ·•,'• ••o" ··e"-'''• '• • 

implícitamenteitiene et;sistema debido a ta naturaleza de tá dis'ciretizació'ii, to qUe hace 

difícil su coritr6t.- • c .. 2 
-. :;:-~ . " - . : ,-.. · 

En e( ei~é:fl.J'E3rr\~ semi~implícito con 

sustituye p6r tcl (5.27) discretizada en 

adelante, 

disipación' nli~~~ica.< la. ecuacióo (5.20) . se 

la vari'3bt~ t~i:rf p!()~~¡ 'explÍcitament~ hacia 
-~----~-~·:·.· ... ·::~ .. _ .. ~:- ··.-_: ... _ :·:-¡: -:·_,_·.-.·.· • 

, ·:·:/:' : -:~--, 
, _;"';>:-~ i:y~~~---~ 

hr;i+1 = h_r:i + .6.t[ª<r]l'n[-· 1 )[1 + ___ ·[·ah]. 2.· +[·· -_.1 ••.··],[ª~J2J· n 
J,k J,k. aa hr:i - ·aR . R? ae -

J,k . . J. 

a¡¡; ah a2h - --- 1 · a¡¡; ah a2 h n n [ J\rÍ ; ·[· ·1· n n [ ]\n 
-D.{aRJJ [aRJI +D.tDR aR2 -lit Rf [aeJI [aeJI +D.tDo 002 i (5.29) 

Las ecuaciones (5.22) a (5.23) permanecen sin cambio. 

5.5.1 APLICACIÓN, MÉTODO SEMI-IMPLÍCITO CON DISIPACIÓN 

NUMÉRICA 

En la Figura 5.3 se compara la historia de oleaje en la pared del tanque del 

ejemplo de aplicación (a=5.5m, H=2.75m) obtenida numéricamente con las ecuaciones 

linealizadas (sección 4.7.3) y la obtenida por medio de un esquema semi-implícito con 

viscosidad artificial con I! =O.a. Esta fracción. clel amortiguamiento numérico es alta y 

podría comprometer la exactitud de la solución, sin embargo, es ta única que estabiliza 
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el esqüeiná para üna exCitación conió la registrada en CU.NS. Para los afros 

movimientos sísmicos no fue posible encontrar un valor para el parámetro .e que hiciera 

estable la solución. 

o 10 20 30 

Tiempo (s) 

40 

no lineal 
11 

50 60 

Fig. 5.3 ·Historia de oleaje, método semi-implícito con disipación numérica, .e= 0.80, 
CU.NS 

5.6 ES.QUEMA CRANK-NICHOLSON 

El esquema Crank-Nicholson, especificado en la sección 4.5A.3, se aplica a las 

ecuaciones de frontera válidas en cr =1 del dominio computacional. El esquema de 

Crank-Nicholson es centrado en el espacio y en el tiempo· lo que lo hace 

incondicionalmente estable, además de que tiene muy poco amortiguamiento numérico 

implícito. 

En la condición dinámica equivalente, - ,_-.· -,.;. -··. - -

-µ<¡í-gh + gH-Rcose[ax(t)] (5.30) 

llamando a, 

(DER] = -- _P - - -· - -2 + - - - 1 + - + - -- -1 [ac.-]
2 1 [ 1 ][';-]2 [1][ 1 ][aéjiJ2

[ [ªh]2 

[ 1 ][ªhJ2

] 
2 aR 2 Rf ae 2 h2 az aR R 2 ae 

TESIS CON 
l I
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-ilCfi .:::911 +gí-1- Reos e[a~(t)] (5.31) 

Aplicando el método de Crank-Nicholson especificado por la ecuación (4.45), 

un+1 un [ ] 
. j,k,1 - j,k,1 = ..:!_ LDERn + DERn+1 

L\t 2 

la ecuación (5.30) se puede escribir como, . 

[ [ µL\t]··. [.iit][8<ji]
2 [.ó.tJ[ 1][a(ji]2 

ui.k.1 1+y + 4 aR + 4 Rf 00.·.·-

-[~ 1 hf.J:!r(1 + [!~]' + [R¡Jt!J} [ g:• )",, r 
[u,,,+-~:·]-[ ~·1:r -[ ~·r:r r:r + 

(5.32) 

+[ ~!J[ hf., l:r[1+[:r +[:f ][:]']-[ g:thk r ["tgH]-atRJ cos0[ax(t)f+
112 

(5.33) 

Ordenando los términos de la ecuación (5.33) se obtiene, 

(91)¡k 1 n+
1
. =-U j,k,1 [····.··.····

2 ];[.1-+ µL\t].-[·_!_·J[ 8<ji ]
2 -[_!_J[~][aéji]2 + 

· • ·. L\tg · 2 · 2 9 aR 29 R i ae 

+[,~Iha:r +[,~Iha:n:r + 
n+1 

+[~J[--1 ][--1 ][ª<r]
2

[ªh·J2 

-h·k -f1º(cp,h) =Ü 2g R? h? 8cr 08 1' J ¡,k 

(5.34) 

en donde, 
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•,"(~. h) ~ -U;.kt~ol'- ~·J + [2:1:r +[ 2:IRf J :r 
-L~Ihf.kl::r-[2~Ihf.J[::r[::r -
[ J_. J[-· 1 ][-1 ][a(ji]2[ªh]2 -h·k -2H n + 2Ri cos0[a (t)]n+1/2 
29 R? h? acr ae 1• 9 . x · 

. J j,k 

(5.35) 

Una vez conocidos los valores dehj,ky de UJ.k.1 .• querep~esenta la_aproximación 

de ¡¡í, el término f1"({j),h) definido pdr (5:35) e~ urla cC>~st~~te: La ecuación (5.34) al 

discretizarse en diferencÍas·:Jlhitas 'parat d~<ll:l< uno'.'d~'dcis puntos del dominio, se 

convierte en una ecuaciÓ~ ~lg~b;~ic~ ~o•·fi~~¿l;d~\s~glJndo. arde~ y cuyas derivadas 
J - ...... , •• ~ •• .f/··--·: .. _-__ ·~·. ·'. ·-· ·:-·-·;, . "· ·~····-·-<-~ 

parciales, con respectO~a.'18'.s~i./ariables/espaciales,'•pí.Jeden ser evaluadas en forma -. - ,. ~ ' - ·- .. .. ,,. '·.- :-. . ,. - . ·"'- .. '· ~ .· ,. . '· -.·.· . ' ·~- . -

analítica para formar elJ;.:icobia~o segó~ ~e de~t~iblrá"'más adelante. 

De la ecu~~ié>n~in~mática eá~i~·alent~. 

r: 1~ r:J[h;J; + r:~r + [Rr J:r]-[:I:J-[ Rr 1:1: J 
en cr == 1 (5.36) 

llamando a, 

(5.37) 

Aplicando el método de Crank-Nicholson, 

hn+1 ·· h" Í. 
j,k - j,k = ! LDER" + DER"+1] 

~t 2 .. 
(5.38) 

en la ecuación (5.36) y tomando términos cornu11es" seJiene, 
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[ h¡,k -[ ~·1h:J::l 1+[:J2+[:r r:n+ [~' ][!l:} 
4~·1R~J:1:r 

[h,k +[ %:1h:J::J[1+[:f+[ ,.r 1~n-[~·nn:J-
-t~·~ .. ~ J:J::J:' 

Esta ecuación.se puede escribir como, 

(5.39) 

(gz)j.k·10
+

1 =hj.k -[~J[ h:~-l~J-[~J[ h-;~l~I~~r -[~~J[-~r Ih;J[:!I:r 

+[~·1:1:H%'J[ :r 1~n:r-·~( .. hH (5.40) 

donde, 

f~ (ip, h) = hj,k + [LitJ[~][·acp.J + [ótJ[-1 ][acp][ Bh ]2 

+ [·MJ[_:!_][-1 ][9<i>J[ªh]2 

_ 
· 2 hj,k · oo 2 h¡,k oo BR 2 Rf hj,k Bcr 00 

-[~·1:1:J-r~·1:r J:I:f 
(5.41) 

De nueva cuenta el término ,f~(é¡i,h) es una constante, una vez conocidos los 

valores de hj\ y de UJ.k.1. La ecuación (5.40) al discretizarse en diferencias finitas para 

cada uno de los puntos del dominio, se convierte en una ecuación algebraica no lineal 
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de segundo orden, cuyas derivadas parciales con respecto~ a las variables espaciales 

pueden ser evaluadas en forma analítica para formar el Jacobiano. 

El potencial de velocidad equivalente en el dominio computacional, se puede 

escribir como, 

(5.42) 

Al discretizar la ecuación (5.42) por medÍo 'cie dif~rencias finitas se convierte en 
e •• ·~" ., • , .~;·,, :" •• , • _,· • ' -. ~ ; •• • '. 

una ecuación algebraica; no--._lineal; cu:'ª~-Rº~im:~r~,~ deriva,~as se pueden. calcular en 
- e~< 

:·--; ::;·~·¿_~. ~-·:'. :-'. .- - _-; _ ''-~· ~:_ =_·-·(:-_:;::]~~:~ 

Para el fondo del tanque en' el domini6col11pútacional, 

. ·{g:{,_ M)+E ['&p]• ¡n+1 = O 

- -- ----- -- ªª 

forma analítica. 

- (5.43) 

y la condición de frontera en la parE!d, 

- ln+1 n+1 aéj> 
{g5 )MR k 1 = [---] = 0 

'' . aR 
(5.44) 

Las condiciones de frontera del problema transitorio quedan definidas por las 

ecuaciones no lineales (5.34), (5.40) y (5.42) conjuntamente con las lineales (5.43) y 

(5.44). 
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5.6.1 LINEALIZACIÓN DE ECUACIONES- MÉTODO DE NEWTON 

Supongamos un conjunto de "n" ecuaciones no lineales con "n" incógnitas, cuyas 

segundas derivadas son continuas en el dominio de definición, tal que, 

g1 {x1. X2, X3, ... , Xn) =o 
g2(x1. X2, X3, ... , Xn) =o 

gn(X1,X2,X3, ... , X 0 )= 0 

que se pueden escribir como, 

x = {x1,x2,x3 , ... , xn? 

g(x) = (g1(x)!92 (x), ... , 9n (x)]T 

es decir, 

g(x) ~o.· 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

Expandiendo fa ecuación (S.48) en una serie de Tayfor alrededor de x{k~, donde 

x(k) es el valor aproximado a fasbr~ci~n; :~e tiene 

••·g(;(~):;)=:9(x{k))~J(x(k))p+, ..... (5.49) 

donde J(x(k) )= vg(x(k)) es fa . J~c~tli~na. de fas primeras derivadas de las 
:'"· - .-~ ~--º 

funciones evaluadas en.x{k);c ~e;~.~:-~.:-_:_~··'.>._ 

[J(x(k))] i,¡= (~(~)J 
. . · J X=x(k) 

(5.50) 

que en forma expandida se puede escribir: 
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8g1(X) 8g1(x) 891(X) 

8x1 8x2 axn 
ag?(x) 8Q2(X) ag?(x) 

[J(x(k})] i,j= 
8x1 8x2 axn 

. (5.51) 

8gn(X) 8gn(X) 89n(X) 

8x1 8x2 axn 

Empleando la siguiente notación para el Jacobiano J(kj ~ J(x(k) ), y p~ra el vector 

que conti_ene los valores.de las fllnciones g(k) =·g(x<~>), la ecllacióri(5.4:9) con_siderando 

los dos primeros términos de la serie_ de Tayló~ sE! pl.JE!d~ es'pribircorno: 

· · · · .· g(x<~>H- p)~b<k> + J<k)~~·X · · · • .·· 
~ . .:o.• : ..•.•.• /.· <.:.. . . "··:·"'·" • ;:·· ... • .. •::: ·'. . .. :· . . 

(5.52) 

Con la. ecuaciÓnÍ(5'.5~)· se :~tablece u11a"aproxirTlación, lineal de_ las funciones no 

lineales .y se· pu~de ~~ar•par~:detE'!r:tii¡,~~- ~¡·~igui~nte ~alar estimádo de la solución 

x(k+1). Tom~~~~~~~:() -~~:~5}~~).'i~eti:11e el sigÚientei sistema de ecuaciones lineales, 

donde p represé'nta unvectorde incógnitas, 
· · · · · · · ·.· .. :~Jck)~ ~'.::9c~> ···· 

ó bien, 

El. nuev.o ~aldr estimadb el~ la solución está dado por, 

:X(k+1) ·:.... X(k) + p 

(5.53) 

(5.54) 

(5.55) 

Esta última ecuación es:Ja\fÓrmula de Newton y representa un algoritmo 

recursivo de la ecuación cs:~2);:)J~i~yp~r-índices "k" (k =0,1,2,3, ... , itemáx) son 16s 

contadores de cada iteraci,¡5h.\ ... (J~f~[1}:~{ici)110~rsa de)é:l ITl~triz Jacobiana, que se 

espera que sea no singular. El rT1ét6do el~ N~~cin;Js\un~proceso de convergencia 
. '. ~ . ·.; ,-· ..... ,· "' - J.: .. ,_., .'_ .- . < . ! '• • - • - ' •• - _: 

rápida, siempre que la solución ihicial estÉl c:lentl'6 de laºzona de atracción" y no ocurran 

divergencias. Si la ecu~c;~~:(~~~) ~; J;~~~;i~1f6'~~;n~(k) ), se puede escribir como, 

J(k)x(k+1) = bk (5.56) 
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donde 

(5.57) 

El progreso de la solución se puede medir en términos de los valores de las 

funciones no lineales, 

•i'g(x(k+1)) <l19(xk J 
1 ... · J ..... 1: ,¡ 

(5.58) 
" ... ' 

Se establece una tolerancia, JOL, p~ra evitar que el incremento, p, sea muy 

grande, tal que, 

(5.59) 

Se considera que la solución del sistema de ecuaciones no lirleales se obtiene 

cuando la norma del vector entre dos iteraciones sucésivas, 
-.. , .·. ' 

llx(k+1) - x(k)t, = ~~~ \lx¡(k+1) - X¡(k)\\ (5.60) 

es menor que la tolerancia;TOL, previamente descrita. 

El éxito' del método de Newton depende de si la condición inicial de la iteración 

de las ralees es ~rÓ:~iaj~ á la raíz verdadera; esta consideración es tomada en· cuenta 

en la solución nc/lin~aldel oleaje considerando que el cambio numérico de la respuesta 

entre dos interValos 'de tiempo es continua y pequeña, además de que .ó.t es 

suficientemente pequeño. 

5.6.2 CÁLCULO DE PRESIONES, FUERZAS CORTANTES Y 

MOMENTOS DE VOLTEO 

Las presiones hidrodinámicas en la pared del tanque se calculan de la ecuación 

de Bernoulli (3.37 ó 4.57) considerando las ecuaciones transformadas en el dominio 

computacional, desarrolladas en el Apéndice C. 

~~ = -[ª<P] + [~]· [a(ji][!7h]-.:!.[a(ji]2 _.:!.[_1 ][ª<P]2 _.:!.[_1 ]
2

[ª<P]2 + 
p at h ªª at 2 aR 2 R f ae 2 h i.k aa 
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- µ(ji- crhg + gH -R¡ cose[ax(t)] (5.61) 

donde ·p ·es la densidad del líquido; consideradélerr=1os ejemplos de aplicación como 

ts2 
p=0.1019-·. 

m4 

Los términos que, c.ontienen la derivada temporal, en la ecuación (5.61), se 

discretizan conun esquemá de diferencias finitas centrales, tal que el esquema de 

discretización sea E!quivalente al esquema Crank-Nicholson, 

[a(jí]· n = U¡,k/+1 - U¡,k,r"-1 

at j.k,I 2{Lit) 
(5.62) 

[
ah.]" h· n+1 _h· n-1 - = _J_,k ___ J!.k_ 

at j,k 2(~t) 
(5.63) 

llamando a, 

TERM2(i) = [~I::J (5.64) 

TERM3(i)~-..:!.[=a(jí]2 _..:!_[_!_][?Cjí]2 _..:!.[_1 ]2[ª<ií]2 + 
2 aR 2 R f 00 2 h ¡,k acr 

+[~I:J[[:IzH :1 ][:I:J]-
-H~n~J'[[~J' +[~f ][~H:J]-
- µé¡}- crhg + gH - R¡ cose[ax(t)] (5.65) 

!:..as presiones en cualquier punto de la pared del tanque, evaluadas en un tiempo 

t=n, se puede calcular como, 
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~:In = {~gtl_:~(it~i~t-
1

] + [~i.k=:~~!~:=~ lTERM2(i)f + [TERM3(i)]n 

(5.66) 
1 

La füerza-c()rtante-total por unidad de.longitud, Fp, para ur;i instante t se calcula 

integrando las presicmE!s, Ph; en laspa~eciE:is delJanque como, 

·lP \i);J ! ~~~~(~,~ t~z (5,67) 

donde Ph se abtierie-d~ ,~· ecG~8ión'c5:136>; t{e~ 1aa1tura de 01a en· 1a pared de1 tanque 

medida a partir cie{-·ti~c10: a>e~~-~tr~dio~.-delétáhql.Je y la ordenadá s~ obtiene oe la 

transformación -:. irlV~r~~; ;-;!,; ~~:'" Ei'< m6r11~nto 'cie < vblt~6. (M(t) 1 en un punto 
. ·. ·. '. .\j .. _, .. ·, ,.. · :- · ., ·· -·" · '·~ ·-. ',~·~:;,.»·: .1u:-· \:\E ·">¡,. · ·" ~ · -· ... '. < .. :¡ 

inmediatamente arriba.de.labase,deltanque;se calcula con,·. 

,. : >".-. ~--~-- •. ,'?ii\' _,;·· ·•.';' ,·········· : 
fv1(t)~J_aitzP~(a,·z,t)dz · · (5.68) 

.•.• -.... o;.:;.> ...... . 

Es de notar~e.§u~, l~l3 ibt~gr~l~~-~5.:?:Z) :y, (S.6~)ti.~nen.?~T~.1í11'lite. ~upérior Ia 

superficie libre del líqÚido.en'lapared deltanque,·h,-y:na'1a supeÍfiCie'media del líquido, 
• \ •'' •"Co ,•!,',,'.,. • '"'"" • ·',,·'•' ••"['" •' :._• .-: ;,,'•'"'• • •' ·,,,"'','-,•Je••• 

H, como se hace en · el cálculo ·lineal )éie ~.estos••• mismos elementos mecánicos 

(ecuaciones 4.60 y 4.61 ). L~s integral~s se evalú~~ ~~r rn~clio'~~ Ía regla t~ape~oidal, 
como se ejemplificó en la sección 4.8. 

5.6.3 APLICACIÓN, MÉTODO IMPLÍCITO (CRANK-NICHOLSON­

NEWTON) 

Las condiciones de frontera del problema transitorio en el dominio computacional 

quedan definidas por las ecuaciones no lineales (5.34), (5.40) y (5.42) conjuntamente 

con las lineales (5.43) y (5.44). Las ecuaciones no lineales se linealizan por medio del 

método de Newton y se combinan con las lineales para obten_e~c lJn sistema de 

ecuaciones simultáneas que se resuelve en cada incremento de tiempo del problema 

transitorio. Aplicando elp~o~edi~ient~ anterior se calculó la historia de ~ltura de oleaje 
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en 1a pa.red cie1 tanque cWinclriéo cie(ejempla cie 1a sección 4. 7, con diámetro de 11 m y 

altura media del líquido de 2.75m; excitado en su base por los movimientos sísmicos en 
-·' .. _- : ,_ .,--· ·--- - .' ,_ ·- ',- . - . 

el capítulo 3. L~~ historias de altura de ola en la pared del tanque se muestran en las 

Figuras 5.4, 5~S y s;15. 'En'e;ua's ~e, .c~~·paran los resultados de la solución numérica 

lineal def"litseccion·4:,7:2~cañ~lcr~rruife~ic'if'ho lineal'óbtenida con el método implícito 

(Cran~-Nich.~l~~.n~'.N~Y:tq2>·:·'.fél[~;Es.ª~~1i~~·~.:1a variable temporal en ambas soluciones 

numéricas se utilizó el'métodó~·de}Crank~Nicholson y un valor de amortiguamiento con 

respecto; al crít¡CÓ~~·i;;~:5~o. En· I~ ;a~I~ ·S.1 se cOmparari las alturas de ola numérica --- - . - ·- . - - .,,_ -~- - -- - - - - - . ' . - ' - - -- - -- - -

lineal y la no lineal; así.como el incremento porcentual entre ellas. 

Tabla 5.1 Comparación de altura de ola lineal y no lineal, tanque H/a=0.5 

Movimiento 
Altura de ola (m) 

6% Lineal no lineal 
CU.EW 0.39 0.38 --
CU.NS 0.23 0.23 ---
VIV.EW 0.46 0.45 ---
VIV.NS 0.36 0.35 -
CA.EW 4.39 ---- -
CA.NS 2.61 1.74 -49 
SCT.EW 2.11 1.83 -15 
SCT.NS 1.16 0.89 -30 
TACY.EW 0.37 0.34 -7 
TACY.NS 0.37 0.33 -13 
CALETA.EW 0.81 0.81 --
CALETA.NS 0.83 0.83 ---

En la Tabla 5.1 se puede observar que no existe una influencia significativa de 

los términos no lineales en la solución numérica de la historia del oleaje para los 

movimientos sísmicos registrados en CU, VIV y CALETA, en ambas direccion~s: En la 

Figura 5.5 y en Tabla 5.1 se observa que.para elmovimiento sísmicoTÁÓv,'en Í:lmbas 
-_:_'.c.-- :, ~~· - ,, - ._ -""· 

direcciones, la. altura de ola linealizad~;e,s ligéramente ma:or.que, 1a.r1ó'nnéa1:~Parael 

;,º,~;:;::1:i~!~id;i~~i~1;~Wi~~!k~W~~!Í~~~~?~¡~,f;;~1~~'~1,lk~~~~s): .. 
altura de ola' máxima pbtenida' con' la 'teoría lineal es. de' 1,1 ·6'.36cm )'; con la teoría no 

lineal de 89.22cm. E~ ~~·bgi ~~sC>s i~ teoría line~I pr~di~~ un<:! altura'' de C>1~' ~~yor que 
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la té arfa no lineal. los a os-primeros periodos de vibrar, obtenidos con la teoría· lineal, de 

la superficie libre del líquido del tanque del ejemplo son T 1= 4.068s.y T2::: 2.05s. El 

periodocar~6t~rlstlco del movimiento sísmico SCT es de 2s, por lo qué~r~;ovlmiento 
SCT se esp~r~ q~e excite los modos subarmónicos del tanque, es decir, que el sistema 

se encue~tre~en~~~~onancia primaria en el segundo modo. En tal caso I~ respuesta 
c ••. !• - -·-.>-"~- . _.; -' --=-·'~"- ._··. 

dinámic"a no liri&~1 es ligeramente menor que la lineal, como se verá en la sección 5.7. 

Cog~¡d~~~~·d~ que el movimiento sísmico CA.NS tiene un periodo característico 
. - -~_,-_ ;-, ~-- - ·- ---·. _,._. ,_ 

de T=3.8109sJeLperiodo de la excitación está cercano al período fundamental del 

sist~má(-f~:::i~'.06s~). por lo que la respuesta se encuentra en pseudo-resonancia. En tal 

caso la· s~h.J~iÓh-rlb ·.lineal predice una respuesta menor que la lineal. Lo anterior se 

observa ~h)~'F'i:g~ra 5.6; en donde la altura máxima obtenida con la solución no lineal 

es de 174.62Cirriy ia obtenida con la solución lineal es de 260.68cm. La componente 

CA.EW (~ig~5.6) tiene un periodo característico de T=3.9314s, y se encuentra aún más 

próxima~¡ p~ri~do fundamental del tanque, por lo que la respuesta dinámica se puede 

considerar'en cuasi-resonancia. La respuesta numérica obtenida por el método Crank­

Nicholson:'..Newton se bloquea en el instante t=81.05s, a partir del cual ya no es posible 

obtener la' solución del sistema. Tal vez sea necesario agregar viscosidad artificial al 

sistema nüniérico para estabilizarlo, como sucedió en el método semi-implícito. En este 
,- -, ' 

caso no se consideró adecuado comprometer la exactitud de la solución. 
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Fig. 5.4 Oleaje en la pared del tanque del ejemplo de aplicación (H=2.75m, a=5.50m, 
1;=0.5%). Método implícito, solución lineal vs no lineal ··--·-----.·· 
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Fig. 5.5 Oleaje en la pared del tanque (H=2.75m, a=5.50m, l;,=0.5%), continuación 
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Fig. 5.6 Oleaje en la pared del tanque del ejemplo de aplicación (H=2.75m, a=5.50m, 
l;,=0.5%). Método implícito, solución lineal vs no lineal 

Considerando como segundo ejemplo de aplicación un tanque cilíndrico con 

diámetro de 15.?0m (a=7.85m) y altura H=2.75m (H/a=0.35), excitado en su base por 

los movimientos sísmicos anteriormente descritos y con un valor de amortiguamiento 

con respecto al critico, l;,=0.5%, se calculó la solución numérica lineal obtenida con el 

esquema Crank-Nicholson y se comparó con la obtenida con el método numérico no 

lineal, Crank-Nicholson-Newton. Las historias de altura de ola, fuerza cortante y 

momento de volteo, para cada uno de los movimientos sísmicos se observan en las 

Figuras 5. 7 a 5. 18. 

En la Tabla 5.2 se resume la altura de ola máxima obtenida con la teoría lineal y 

la obtenida con la teoría no lineal, así como el incremento porcentual entre ambas, para 

cada uno de los movimientos sísmicos anteriormente descritos. Se puede observar que 

para los movimientos sísmicos registrados en CALETA, en ambas direcciones, y para 

CA.EW, no existe una contribución importante de los términos no lineales en la 

respuesta. Para los movimientos sísmicos CU y VIV, en ambas componentes, y para el 

SCT.EW, dicha contribución es menor al 10%. Para los movimientos sísmicos CA.NS, 

SCT.NS y TACY.EW, el incremento porcentual es menor al 20%. La contribución de los 
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términos no lineales en la respuesta numérica obtenida con el movimiento sismico 

TACY.NS son del 25%; dicha contribución ejemplifica la importancia de considerar la 

solución no lineal en este tipo de problemas. En estos casos la altura de ola linealizada 

subestima el valor del oleaje, lo que podría ocasionar derramamiento del líquido o fallas 

en la cubierta del tanque si fuera diseñado con base en la solución lineal. 

A diferencia del primer ejemplo de aplicación (a=5.5m, H=2.75, H/a=0.5) en el 

que los efectos no lineales en la altura de ola no son significantes, para este segundo 

ejemplo (a=7.85m, H=2.75, H/a=0.35) los efectos no lineales adquieren mayor 

importancia, por lo que podría pensarse que la relación altura-radio del tanque influye 

en tal comportamiento. 

Tabla 5.2 Comparación de altura de ola lineal y no lineal 

Movimiento 
Altura de ola (m) .ó,.% 
Lineal no lineal 

CU.EW 0.3205 0.3348 4 
CU.NS 0.2605 0.2801 7 
VIV.EW 0.3728 0.3855 3 
VIV.NS 0.3761 0.4144 10 
CA.EW 1.0348 1.0348 -
CA.NS 1.0939 1.2566 15 
SCT.EW 1.2287 1.3070 6 
SCT.NS 0.9696 1.0907 13 
TACY.EW 0.2862 0.3398 19 
TACY.NS 0.4551 0.5710 25 
CALETA.EW 1.1905 1.1931 -
CALETA.NS 1.0919 1.098 -

Los resultados de fuerzas cortantes máximas y momentos de volteo máximos 

obtenidos con la solución lineal y la no lineal, así como el incremento porcentual entre 

ellos, se resumen en la Tabla 5.3. 
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Tabla 5.3 Fuerzas cortantes y momentos de volteo, lineales y no lineales 

Movimiento Fuerza cortante (t) 
t..% 

Momento de volteo (t.m) t..% lineal no lineal Lineal no lineal 
CU.EW 7.5515 7.9692 6 10.1992 12.1138 19 
CU.NS 12.8361 14.5821 14 18.8319 22.7634 21 
VIV.EW 10.7137 13.1790 23 15.7209 20.9332 33 
VIV.NS 14.3682 15.5248 8 20.3532 24.0407 18 
CA.EW 31.6181 40.1834 27 44.5991 67.5946 52 
CA.NS 40.2208 65.5017 63 57.1372 128.6772 225 
SCT.EW 39.3281 40.5348 13 60.9013 80.3286 32 
SCT.NS 35.9263 40.4534 13 51.3911 78.4107 52 
TACY.EW 14.4081 18.3784 28 20.6520 29.2037 41 
TACY.NS 20.8563 31.3037 50 29.8651 52.5147 76 
CALETA.EW 32.2375 33.0155 - 43.0928 43.9084 2 
CALETA.NS 28.6205 28.4782 -- 38.3322 37.9865 -1 

En· la Tabla 5.3 se observa que, para los movimientos sísmicos estudiados, los 

términos no lineales en la respuesta son importantes para el cálculo de las fuerzas 

cortantes y momentos de volteo, siendo más importantes en estos últimos. Para el 

movimiento sísmico registrado en CALETA, en ambas direcciones, los efectos no 

lineales no tienen trascendencia en el cálculo de los elementos de diseño. Las fuerzas 

cortantes para los movimientos CU.E\/Y y VIV.NS presentan un incremento porcentual 

entre la respuesta Hneal y la no line~I.: m~~or del 10%; para los movimientos CU.NS, 

SCT.NS y SCT~EW.,el .• incré;:rierito:;~··áe1'·¿;~~~n'ci'e1 ~14%; para los mo~imi~nt~s\llV.EW, 
CA.EW y TACY,EW, el increm,ento e.s rfienor d_el 30%. La respuesta no lineal tiene 

mayor importancia):ia/~lgs~.~ª·yifül~!}ti:>~t[~cY.NS, con un incremento del 50%, y para 

CA.NS con un incre'~ento, del· f:fa0í~.·iC>s resultados anteriores indican que para el 
-- -~'. :;:· . : ,<, ·"· 

tanque del ejemplo de'· áplicaC::iÓn; .excitado sísmicamente en su base con los 
. --.·-···.···: 'i''.'j-.-,··-·-.,,_ .... ,-."·--,,"-',''.''• 

movimientos estudiados;,eS'..frnportante calcular las fuerzas cortantes en la pared del 

tanque por medio de la t~drici'l1~·1i;.¡:~~I. ya que la teoría lineal subestima la respuesta. 
-' \'·'·_:¿:·/~ 

Los efectos nolinealeséri el cálculo de los momentos de volteo, en general, son 

aún más importantes que p~raé~Í 'bá1bu10 de las fuerzas cortantes. Dichos efectos no 

son trascendentes para el. n,6~ÍÍTii~nto registrado en CALETA. Los incrementos 
"""" ----co_--

porcentuales entre la respuesta lineal y la no lineal, son menores del 20% para los 

movimientos CU.EW, CU.NS y VIV.NS; y del orden del 30% para los movimientos 

VIV.EW y SCT.EW. Los efectos no lineales son aún más importantes para los 
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movimienio-scX~EWySCT.NS;en los cuales el incremento porcentual es del orden del 

50%, y para el movimiento TACY.NS con un incremento del orden del 75%. Es notoria 

la importancia ~~ I~ ~espuesta no lineal en el cálculo de los momentos de volteo para el 

registro sísmico:'cA~NS, que presenta un incremento entre la respuesta lineal y la no 

-- - lineal~det"2.25o/./:~Estosresultados indican que para el tanque del segundo ejemplo de 

apii~aciÓ~ 1a'"te'ci'rí~ :lineal subestima la respuesta, en cuanto a las fuerzas cortantes y 

momentosdelv?l~e6, los cuales son importantes para el diseño del espesor de la pared 

del tanque y)ar!'lJ~ éimentación del mismo. 

Los 12}.f~~tbs l1o lineales en el cálculo de la altura de ola son menores que en el 

cálculode la~ fÚ~~aséortante y momentos de volteo, debido a que en la teoría lineal 
'. ",• --;_ 

las presiones;hicfr~di~fimicas sobre la pared del tanque se integran entre el fontlo del 

tanque y 1~'i1tJr~ rh~dia del líquido, H, la cual permanece constante en cada instante 
, ' ·,-', ,..'. ··. ···,_, ..... ' . 

(Fig. 5.19 a), Cuan#o.'se ljtiliza I~ _teorí~ no Hneal,' l~s presiones hidrodinámicas sobre la 

p~red d~Í taFqct;·;;~ i&t€g~li[~"e~~~~'~rf~~~o,~~(i~11queyla superficie libre del líquido en 

1a pareci. _ h .=1-G-8; 1.~Lcü.~1 · carnbi~ ·ci~ ·pcS~i~ié>ri · ei"l cada incr~mento de uempo en e1 

problema. tr~'n~ito~io.·;~stC> ~~ :ejeí'.npiífic~' e~ 1J· Fig~ra:~s:19b ~n donde la fuerza P2 se 

omite para él cálcl11b de la respúesta lineal. La fueriaP2 tiené un brazo de palanca, con 

resp~cto al .icS~d~· d~t'.tan~ue; que produce un momento de volteo mayor que el 

calculado con I~ t~orí~ Úne~L 

·-. 

~ P3 

\ 

z 

_R 

(a) Solución lineal 

z 

H 

(b) Solución no lineal 

Fig. 5.19 Distribución de presiones hidrodinámicas 

TESIS CON 
FALLA DE OHlGEN 
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5.7 ANÁLISIS BAJO UNA EXCITACIÓN ARMÓNICA 

Según la teoría lineal, las frecuencias de vibrar de la superficie libre del líquido 

contenido en un tanque cilíndrico, se calculan con: 

(5.69) 

donde el subíndice n indica el n-ésimo modo de vibrar del líquido, Xn son las n-ésimas 

raíces p~~·iti~~~'}ci~;,;1~T'f~ri'ciÓn de Bessel de primer tipo de orden uno, H es la 

profundidad. m~di~·'de1·1iqGido y a es el radio del tanque. Para el tanque del primer 

ejemplo de aplic'aCión 'c:le radio a=5.5m y altura media del líquido H=2.75m, las dos 

primeras·frecuericia~ efe vibrar del líquido son: 

ro1 = 1.54 rad/s 

c.o 2 = 3.07 rad/s 

Aplicando· el rnétodo. implícito. (Crá~k-Nicholson_;NeWton) al tanque del ejemplo 
. . > . ' ., . ·- -· -··,.' ,. -- -· . .• - ' 

de aplicación (a~s .. 5m, +i::2,75m; _i;:,;;0%) excitado e.n .su base por.un movimiento 

armónico er .•..• ladire.cciÓ~>h~•rizCintalSd~l•ti~oiax(t)~~-~sen(Ót),.donde n • es la 

frecuencia .•.• ~.e;·,~ .. ~xci.t~~ión[.~.~··.4,,¿·~·~ó~!~}bis~~r.i.a~<l~1:·~1~~j~··en·· las .·paredes izquierda, 

R=-a, Ye derE}pha,,R=:±a·, para. una frec~enCia:~det_l~i_ex9itación igual a la primera 

fundamenta.( cj~Í-líq~lcl,CI;{ d ~ ; 1 ). Lo~r~sult~ct'ci~·i~·~b;~rVa~ en la Figura 5.20. Debido 

a que el moy!;,,i~11ic:l,.:i~ ll_o amortiguado el valor de la altura de ola se incrementa 

exageradamente'y finalrnerÍte diverge. Se puede observar una característica no lineal 

del oleaje en I~ qJe i~ amplitu~ del oleaje positivo es ma~or que la del oleaje negativo, 

además de un comportamiento no lineal "suave" (Hutton, 1963) el cual se caracteriza 

por la prolongación del periodo de oscilación. 
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pequeña .. Se cons_id~ra;·Lff ole~jede ~iran ariipl.itud cuando"\a r~iación:dealtur,a de ola a 

profundidaci•- rri-~cii~•J~l-1ic!Li~~- ~i ni~ya~. del >1%·-··csa~\]:Fú~'.y;Hiu~ri~\J\l~ri~. · _1999). 
• >•,-(,°'; • ,-;.~T •, "'-;:',:;• ~ • 0~ • • -·· /' 
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Fig. 5.21 Altura de ola en la pared del tanque (a=5.5m, H=2.75m, s=0.5%) 

Para. una excitación de larga duración con frecuencia- próxima a la primer 

frecuencia fundamental del líq~kl~ en el tanque, las amplitt'.i'de~ positivas y negativas del 

oleaje ~n las parE'!dE:!~;pued~n incrementarse y disminuir alternativamente. Laforma de 

la historia d~·¡ 61e~]e.eh'1ás paredes es similar a la de un tren de ondas en erciciéano. 

Este . feriórri;;11{ ~e 'ilama batimiento {beating) y está relacionado al parámetro: 

co1 /(ro1 ..:.. n) ,,i.~ .• el periodo medio podría ser teóricamente infinito cuando la frecuencia 
' ._, __ .... , 

de la excitacÍÓ~:;n; es igual a la frecuencia fundamental del oleaje, ro1 . 

En l~-Fi~ura 5.22 se compara el fenómeno de batimiento en la respuesta en un 

tanque con diferentes profundidades y con radio 5.5m, excitado armónicamente en su 

base con uri~ aceleración: ax(t) = 0.2sen(1.5t) y considerando un valor de 

amortiguamiento con respecto al crítico de s=0.5%. Las profundidades del fluido son 

H=1.65, 2.75, 3.5, 4.0 y 5.5m; sus correspondientes frecuencias fundamentales son 

respectivamente: ro1 = 1.28, 1.54, 1.6~, J '.~9 y 1. 77 rad/s. El período medio más grande 

es el que corresponde a un tanque N2 con profundidad media H= 2. 75m ( ro 1 / n = 1.03) 

lo que indica la presencia cjel fenó111eno de cuasi-resonancia. El tanque con profundidad 
,. - - --.~ - -· :· - ' - ·' -~>--:::- " 

media H=3.5m (co1 /0=1.09) podría decirse que se encuentra en pseudo-resonancia. 
,··. ····· .. ,·, 

En la Tabla. 5.á se resÚ¡,,en las características de los tanques y la relación entre la 
- __ ._, .,_.· '. --•·: ·.··.·, .. 

altura de ola má~ir11'~-y:-~1~:r:)'r6f~~aidad media del tanque, olamáx' que indica la 
H 

importancia de los efectos no lineales en la respuesta. 
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Tabla 5.4Características de los tanques de la figura 5.22, n=1.5 rad/s 

Tanque a(m) H (m) H ro1 rad/s ~1. olamáx olamáx -- (m) ------· ·-··---

a n H 
N1 5.5 1.65 0.30 1.28 0.85 0.58 0.35 
N2 5.5 2.75 0.50 1.54 1.03 2.70 0.98 
N3 5.5 3.50 0.64 1.64 1.09 0.99 0.28 
N4 5.5 4.0 0.73 1.69 1.13 0.73 0.18 
NS 5.5 5.5 1.0 1.76 1.17 0.52 0.10 

En la Tabla 5.4 se observa que para el tanque en cuasi-resonancia (N2, 

H/a=0.50) la altura de ola máxima es casi igual a. la profundidad media del tanq!Je, pero 

sin llegar a ser mayor que ésta. Con respecto a los otros tanques, para una relación 

H/a=0.30,.losefectos~o .. line¡alesen~lbálcul.ode la altura de ola son má~significativos 
ya que ~¡ ·~albr 'ci~ 1él él1iur~ de.01~:¡,i~~i;{;~;g81ineal es del 35% de la profunáidad media ·> . ~:;. -~ .. ;.·, .. ' . ·: . . . ; ~ ... · • .. ,,. .. ; •.',v. , ;" •. - ; . , , ,/ C ,:• •• ;; • e-~ •• ·.-,C ¡. _, }' ,, - : :, • ,; 

del tanq~·e. Confonj1e;eftanque,•·es•m'ás_~~belto los efectos no lineales en'la repuesta 

::~,:~n~~ 1~~~t~~~¡~~jf,~h~J~~G~d~ ó1a max;ma para.el funque NS del orden 

En t~\f=irilir~·:s.'23'!~~;frici•~st;~ I~ historia de la respuesta del oleaje en e·I tanque 

N3 (H/a;::0.64) cüahcl6 .. Íadu-raci6n de·la excitación se prolonga a t=150s. La respuesta 
>_,·, . -.- · .. ,·,« ' ·''·'··.-:;,·.·· ·;._.,·¡ · .. " ' 

inicialmenteipresenfa?ei.ténómeno de batimiento para después disminuir tendiendo, 
'· -- ... , . _ .. ,.,_ - "-'~·--,-. ' ... - '~· 

posteriorme¡llte/-a';seriestacionaria. Este tipo de comportamiento es clásico de los 

sistema no line?ale~~g()b~·rnados por la ecuación de Duffing (Fig. 5.26), como se discutirá 
. . . - -- . . . . 

eri la siguiente s~c~ió~: 
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Tanque N1 

ro1 =1.28 rad/s 

a=s.sm· 

H=1.65m 

H/a=0.30 

Tanque N2 

ro1=1.54 rad/s 

a=5.5m 

H=2.75m 

H/a=0.50 

Tanque N3 

<01=1.64 rad/s 

a=5.5m 

H=3.5m 

H/a=0.64 

Tanque N4 

<01=1.69 rad/s 

a=5.5m 

H=4.0m 

H/a=0.73 

Tanque NS 

ro1=1.76 rad/s 

a=5.5m 

H=5.5m 

H/a=1.0 

.. 
E o.­

-a o 2 

j -0: 
< 

.o 8 ------.. --. -----......-------.------..... ------"T-------. 

g, 
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• :l "' 

o 'º 
Tiempo (a) 

·3 ----.----

.. .. 
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.08 -·-~-----·-----------.----------. 
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::~~ ¡ 02 

~ 
:: o .... 
~ ·•• j 

-08 ·-------·--------·- --- --.----·---·.--~~-~ 

TMtmDO (S) 

olamáx=0.58m 

olamáx=0.35 H 

olamáx=2.70m 

olamáx=0.98 H 

olamáx=0.99m 

olamáx=0.28 H 

olamáx=O. 73m 

olamáx=0.18 H 

olamáx=0.52m 

olamáx=0.1 O H 

Fig. 5.22 Altura de ola en la pared del tanque, R=+a, bajo una excitación armónica: 
ax(t) = 0.2sen(1.5t), l;=0.5%, para diferentes profundidades del líquido 
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Fig. 5.23 Historia del oleaje en la pared del tanque (a=5.5m, H=3.5m, 1;=0.5%) 

En la Figura 5.24 se observa la historia del oleaje en la pared del tanque del 

ejemplo de aplicación (a=5.5m, H=2.75m, co 2 = 3.07rad/s. l;=0.5%) sometido a una 

aceleración horizontal en su base del tipo: ax(t) = 0.169g sen(3.1416t). cuyas 

características corresponden al movimiento sísmico SCT.EW (ver Tabla 3.5). La 

relación entre la frecuencia de la excitación y la segunda fundamental del sistema es: 

r = n = 3.1416= 1.02 
C02 3.07 

lo que indica que el sistema se encuentra en resonancia secundaria, es decir, son 

excitados los modos subarmónicos. El periodo característico de la excitación es de 

T=2s; en la Figura 5.24 se observa que los valores máximos de la amplitud se 

presentan cada 2T=4s, lo cual es típico de este comportamiento dinámico (Nayfeh, 

1979). 
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Fig. 5.24 Historia del oleaje en la pared del tanque (a=5.5m, H=2.75m, s=0.5%), 
ax(t) = 0.169g sen(3.1416t) 

5.7.1 CURVAS DE RESPUESTA EN FRECUENCIA 

La gráfica de respuesta de un sistema dinámico lineal en una zona próxima a la 

resonancia primaria, _g ""' 1, describe la influencia del amortiguamiento, <;, y de la 
co, 

frecuencia de la. excitación, n, sobre el factor de amplificación dinámico (Fig. 5.25). Esta 

curva es independiente de la amplitud de la excitación. Cuando el valor del 

amortiguamiento es pequeño, la amplitud de la respuesta es grande. 

35 

30 -

.s. 25 . 

"' 20. o 
Q) 

"O 15 . 

"' ::; 
10 ~ 

5 

o -------------.-----· 
o 0.5 

1;=0.5% 

1;=1% 

1.5 

Relación 

2 2.5 3 

Fig. 5.25 Curvas de respuesta en frecuencia para un oscilador lineal 
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En un sistema dinámico "no lineal sometido a una excitación armónica con 

pequeña amplitud, e0 , gobernado por la .ecuación de Duffing, la amplitud de la 

respuesta, y, está relacionada con la amplit~~ { c~n la.frecuencia de la excitación, n, 

por medio del término de detonación de frecuencia,~. definido como 
c;=--~·o--=---.';'=;-T.~-=c,~,:C'~;;....'_~~"°-'---=-"~ ~o.~ 7 _.: o--

. -[ .• 1· ··.··;····(l)· .1 ~-·]· ·.~·~2·:··. ; 3. V- --. -·& .. 
· .. ··.··n2· .·. : 

(5.70) 

donde e = e0 n (i:-tutton, 1963). 
::.,.:..:_-.,e,, 

Las curvas de_ respuesta en frecl1~nci.~;para\'u~ sistema dinámico no lineal 

representad<i'p~r lá ec!Jación de Duffing'i~~ flexibnadas a la derecha si el parámetro 

que represe;..;ta la ~igid~~ es·p(;sitivo (Flg. 5.26a) y a la izquierda, si es negativo (Fig. 

5.26b); Sielté;i,;iri6 queÍe~~~~~~t~ I~ rigidez es positivo se dice que el sistema tiene 

"rigidez 'dÜra''.~y.'..ti~~~·{~~hio_·.·. características que la rigidez aumenta con el 

despl~~~~i~~t6'~~T·~·i~t~¡.¡;~~')su .periodo natural disminuye con la amplitud de vibración. 

Si el tér~¡~;'.qJ~ ;~pr~·~;,;gt~ I~ rigidez es negativo se dice que el sistema tiene "rigidez 
.,_·. ~>'·'·-~·.'~:······.¡.-"'. - ;.:·.>:.·.;_"'·.- .. ·"\ 

suave'' y'p.re~~nt~;''Caracteristicas contrarias a la de un sistema con "rigidez dura". La 

inclinaciÓri ~~,I~~ 6(1~~~ derespuesta en frecuencia produce múltiples valores de la 

amplitud 'dé I~ ¡¿:~;fü~~t¡), lo que ocasiona un fenómeno de "salto". 

C~~~id'~;~fí,'c'.,5·tn experimento en un sistema dinámico no lineal sometido a una 
···~: . 

excitación. é::o~;~füplitud constante y con frecuencia; n, variando suavemente. El 

experimento~einicia con una frecuencia, n. próx!1T1aa1iiprime(Jr~~uencia'.~el sistema, 
· . .· .·· ·"·· ,,,, ... . ;;.:., .•. t,,:.:·;::•··•:c:,.,·:·.;,,::.: .. "'•c.'::,'.f;·.:~:.··: .. 1.. . 

w,, correspo~diente al punto 1 de la Figura 5:26a;·si.1a·t,recu13~cia'decrecei·e1 punto en 

el que'sepresenta el movimiento pasa,p.or~1\~~ri6·fa·;y sig~~ la··~~~ª inferior de la 

curva.,Ep, 13(p~nto 3 un~ pequeñ~ ~i~~i.~,u,g·¡óri~~~)i'ftr~~ue~ci~ h·ac~'"saltar'; el punto 

representativo del movimiento a lá posición 4, lo que indica que hay una inestabilidad 
' . ' '' ""·· ._ .• , . -. ' -,. ' - - " .• "«·· - -~-- -·· - , . ' - . ' 

en el punto 3, sin embargo; ei prirTier 'm'civirTiiento se hace no estacionario y después 

alcanza un nuevo estado está~ionario que corresponde al punto 4. A medida que la 

frecuencia sigue disminuyendo el punto representativo sigue la curva de respuesta en 

frecuencia pasando por los puntos 5 y 6, y no se produce ninguna otra inestabilidad. 

Supongamos que el punto 6 se deja de disminuir la frecuencia y ahora se aumenta. 

de la frecuencia ( v) crece, el punto representativo 
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sigue la curva de respuesta en frecuencia pasando por los puntos 5, 4, 7 y 8. No salta 

del punto 4 al 3. 

y y 

6 

V 

(a) Rigidez citir~;(~~sitiva{ ·.·· ·. (b) Rigidez suave (negativa) 

Fig. 5.26 cun'J~~éJ~~:~~s;¿'J~~ia 'enJre~~encia para la ecuación tipo Duffing 

En el punto 8 un peqG~~b ~ume~to de la frecuencia hace caer el punto 

representativo a la posiciÓn 2 y·~i!;k;'1irl,C>viéndose sobre la curva hasta el punto 1, por lo 

que el punto representativo no reciréJia''por la misma trayectoria. 
- •:_·---:.:.-';;:--':·_ .. - '· -

La porción de. la curva/d.e respuesta en frecuencia comprendida entre las 

tangentes verticales a los pJntc;~~ ·3 y 8 corresponde a movimie~tri~.'.~inestables. Se 

entiende por inestable eihééh~ el~ que cualquier perturbación, río irnpd~a lo pequeña 

que sea, hará que e1·í!lª~iílite6to8,etras1ade ya sea a 18 rama·~~~·eriorToa1a interior, 

por lo que, no se pueden'iql:i~~í\i~r este1~: solucion~s en· ún experimento ni tampoco se 

pueden calcular,nurn~rit~rne.nte.:(lbs.eírror~s:.d~'.r,edondeo.·producen la perturbación); es 

::~~:~:~i~i~~[~:1~;f ¡~~~~~\t~~~tlf :~:~~~;:::~:~::::· ::~~. b:: 
frecuencia pró~irli.e1';a.1~.fr~cúe~9ief·~~'re.s?.Q~rÍcia; En el método de perturbaciones es 

conveniente •·. re~scf.ibir ·. lªL~~.9.llaqi~r,l .. ·.~~,,;m9vimiento en términos de variables 

adimensionáles; de e'stamanérá se;pueden identificar los parámetros que caracterizan 

el sistema y se establece el int~rv~lo . de estos parámetros para el cual las 
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aproximaciones son-válidas, así como el orden de los errores. El método más común es 

el de escala múltiples, llamado así porque expresa la solución en términos de diferentes 

escalas de tiem;p~; p~r~ determinar la estabilidad del movimiento estacionario se 

determina la ~~t~i~i~za de los puntos singulares. Hutton (1963) estableció el 

compOrtamient~'nd'lineal~del oleaje de un líquido contenido en un tanque con pequeña 

amplitud /tr~cJ~~C:i~.%~6~ill1# a la fundamental empleando la analogía del movimiento 

no amortiguacJo:;c:l.~~~.,':p~n~~lo,, desarrollada por Miles (1962), y la teoría de Moiseev 

(1958). Hutt~n·{19f>3):d·e~~;ib'11Ó el potencial de velocidad del liquido contenido en el 

C() 

cp = L «l>nEn/3 = 4>1E 1/ 3 + 4>2E2/3 + cj>3& 

n=1 

00 

i5 = L On&n/3 = 01& 1/3 + Oz&2/3 + 03& 

n=1 
' ' 

Moiseev (1958) determinó que esta expansión es la mejor de e<atb)n. Rogger y Wess 

(1972) presentaron algunas correcciones. altra!)ªjo_d~ H~tton. 
En. la Figura 5~27cse mu~stran~l~s~zC>rias,d~··¡;~tabilidad del movimiento no 

amortiguad~ en ;f~nción _·de.I~ fr~~ue~~iatr~~Ú~~riiacla (v) y la amplitud del oleaje en 
·.. -. . - ... ·. ' '' " ' ·- ·- .. . ' ~-·9 _,., -.'¡,:,;, ; --·!, "- ,;_. ' -'•<-'· . -, . ,._, . : ~-'. ., '~ '· 

estado estaciOnario.para:é1lfar{qúe C:ilí~drico del ejemplo de aplicación del capítulo 3 

(a=5:5nÍ/' H~2.7~n1). §)Ú:·8u~dé •. o.~se~~f Jn~d6~portamiento similar a la ecua.ción de 

Duffing .con ''rigidez suave"flas .z~llcis de 'estabilidad del movimiento se determinaron 

usand() 1á teoría ~rop~e~ta~~or lj~ttc;~ (1963) considerando un valor de e0 =O.OBBm y 
;':-;;', . -~,'":; - ·-,'. - . - ·,-.'- :.~ - ~-. - ' - ·, 

n=1.5 rad/s. Se pue'é:le'·ver que el movimiento es inestable para una frecue~~i~ de 

oscilación iguala la frecuenciafundamental del líquido. 
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•• • 
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·-...__. Movimiento estable 

-----·· 
2 3 4 

Fig. 5.27 Relación frecuencia transformada - altura de ola máxima, tanque cilíndrico 
(a=5.5m, H=2.75m, s=0%) 

5.7.2 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO PSEUDO-VISCOSO 

Como se mencionó en las sección 2.11, el movimiento del fluido es 

esencialmente irrotacional excepto cerca de las fronteras sólidas del tanque (Mei y Liu, 

1973). La disipación de energía se produce en la capa límite cerca de las paredes y el 

fondo del tanque, y en la capa límite cerca de la superficie libre del líquido, formándose 

un menisco entre el líquido y la pared. La cantidad de energía disipada depende de la 
. . .-,· ,-_ :·~ - ' . - . --" - - - - -

forma del t~nque;. é:t~\la ··~~99si~~d de las paredes y de la viscosidad del líquido. 

lndudablement~ el va"lo~.d~I ~rnÍ:>rtiguamiento debe determinarse experimentalmente. La 

~::ec;~~n=~=:~~e~~~fr2~aJ~~f ~}~:viscoso (tipo Rayleigh) y el pseudo-viscoso se ha 

(5.71) 

dondes es el;~orde~taj~.d~-"~~orti~uamiento con respecto al crítico, ro1 es la frecuencia 

fundamental d~da .~u~irfi~iE?~n~~EL del líquido y µ es el término que representa el 

~:~:~~::~if lrlt3~~~~~~~~s~j~z;:~=';L~~~~~1~1J~~F~~~~z.~6::e: ::1 ~=~;:ª d: 
ejemplo · deY~~~dcáción (a=5.5m, CH~2.1srift.t'ro1 :i'1i54 rad/s ), para valores de 

·'··:i·' 

amortiguamiente con respecto al crítico s el(:; Ó, "o.5' y 2%, sometido a una excitación 
... 

horizontal en la base del tanque del tipo, ª• (t) = 0.2sen(1.5t). 
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Fig. 5.28 Efecto del amortiguamiento en la respuesta 

45 50 

En forma conceptual se considera que en un .sistema dinámico pueden existir 

tres tipos de amortiguamiento: viscoso, histerético y por fricción • o de Coulomb. 

Raramente un sólo tipo de amortiguamiento puede<o6l.lrrir.•eh:.fdmí~i~Úepel1diente, 
- ,- ·' ,._; ···--.', -·' _,_.,,._ --· ····-' --· -

normalmente. los tres tipos de amortiguamiento ocurren"'.sirnultáneal11ente, incluso 

pueden ocurrir otros tipos de amortiguamiento. En los t1'Ji~§(~i 1~rn6~iJ~~h,i~~to es del 

tipo viscoso otlfrbulento. En el amortiguamiento viscoi6·fia'.f~~~~;de:~..Ü~rtlguamiento 
es proporcioríal~á la velocidad y en el amortiguamientO;turbl.llenfo ·es µ;6i:>orcional al 

,.. ; .: -.. ;·:j·· ._.,_. _____ -. - - ;:-;:-c.~~"'-:::~·-·._·~s:~:;-·.:_.c, ___ . __ ,_~.--.:.::.·.:·_._ -· ,~- ._ .. · ... :-.. · -

cuadrado'de l~LVelocidad. La ecuación de movimii:.n~o,cori amortigÚarnieÍlto viscoso es 

lineal. En ~I '.am~rtiguamiento histerético la fuerza· de áh1Brti9~amiento ·es función de la 

velocig~cj'f:~é~:!a'Jrecüencia de la excitación,' n, lo que hace que la ecuación de 

movimiento seá~río lineal. En el amortiguamiento por fricción o de Coulomb, también 

conocido 661116' amortiguamiento constante, la fuerza de amortiguamiento es 

indepehdien~~:(¡~ l~s desplazamientos o de sus derivadas y únicamente depende de las 

fuerzas·: ~c;rm~Í~s entre las superficies de contacto. Por esta razón la fuerza de 

amortiguami;:l'rif8' ~s constante y se considera que es causada por la fricción entre 
,.- ;--.-,.- ·o-,-'._, .. _.,,--<-,~-·_ ·,.-- _-

superficie{·de<contacto; en este caso la ecuación de movimiento es no lineal. 

Física11lci~t~ tb~os los sistemas deben tener un amortiguamiento tipo Coulomb ya que 

únicamente la fricción puede detener el movimiento. En el amortiguamiento viscoso o 

en el histerético, el movimiento teóricamente continua indefinidamente aunque con una 

amplitud infinitesimal (Steidel, 1979). 
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·Una forma·deºidentificar el tipo de amortiguamiento en un sistema dinámico es 

por me~io de. una gráfica semilogarítmica, en la cual en las ordenadas se coloca el 

logaritmo dé los máximos desplazamientos y en las abcisas el número de ciclos en 
. - ' ~ ,· .. , 

vibración libre'; La· gráfica es lineal si el amortiguamiento es viscoso, en donde la 

pendiente d~_:la 'nne~;es el decremento logarítmico. Si se presenta amortiguamiento 

histerético I~ g'ráfi~CÍ"~s una curva cóncava hacia arriba y si el amortiguamiento es por 

fricción la gráfr~a ~~~na curva cóncava hacia abajo. Liu y Huang (1994) determinan el 

tipo de amortiguí:irni~~fo en vibración forzada según la tendencia de la forma de la 

historia de I~ ~ltÚr~,d~ ola. 

del Sustitlly~ndo en la ecuación (5.71) el valor ~e J.ª frecuencia fUndamental 

tanque del~,~Jemplo de aplicación, (a=5.5m: ,, tJ=~}5ri1, co1 =1.54 rad/s) con un 

amortiguamiéntode 1;=0.5%, se.obtienelln valotdé~f.,;;6:6154: Para tanques cuadrados 

Liu y Ht;Ja~g (1994) recomiendan, tomaf Ú~ ~al~r· d~ ¡i=0.08, que para este ejemplo 

corresponde-, a un valor de amorti~'J~~i~~tg'd~,~~~.5~/o; ErÍ la Figura 5.29 se observa la 
'. ·- .. ' •· ' - '"'':"'·:·';..-·.~;. ,o,·._'..;'":::~,'~c;;.:;:~;';¡. ·.'·!- ! . 

gráfica semilogarítmica de ~lo~; pri~er()s :seis ciclos de la respuesta amortiguada 

correspondient~ ~ar~ ~;o!5~A;·~·(~'~'~:6154) -~~fa el tanque del ejemplo de aplicación 
" < ;,., ,•·;_·-- .·,":··" 

(a=5.5m, H=2,75rn, ~1 ~ 1 :54 radlsfsometido,'a una aceleración en su base del tipo: 
, ~:-"'· ' ·-·7·'·. • ' "· 

ax (t) = 0'.2sen(1,5t). Lci grá0

ficí3'es'ü~a"·1f~~ái"re~ta;característica de un amortiguamiento 

tipo vis~oso, qtJe··-p;o·~teFi~~~~~fe'~se:convi~-rt~t~n una curva cóncava hacia abajo. Se 

puede considerar,q~~t~ri ~~l();,d~ an1d~i~u~r11iento numérico de s=0.5% representa 

adecuadamente 1á'i6~~ihaciié>n.'dé'16s'efectos'p.o/fricción entre las fronteras sólidas del 

tanque y el líq~-idd, {1~~~f;ct()~ d~bid.c;s·a la ~i~cosidad del liquido. 
: ~ < ',:•e ;. :' O T ~- < • ' ' ' ·~ -~ : ,> • • • 
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2 3 4 5 6 

Número de ciclo 

Fig. 5.29 CuNas características de la respuesta amortiguada 

5.8 RESUMEN Y CONCLUSIONES 

Se estableció un procedimiento para la solución del problema dinámico no lineal 

de tanques cilíndricos sometidos a una aceleración sísmica horizontal en su base. 

El sistema de ecuaciones de frontera no lineales, válidas en el dominio fisico en 

el que la frontera superior debido al oleaje no permanece horizontal, son mapeac:ias por 

medio de un cambio de variable a un dominio computacional definido. El nuevo sistema 

de ecuaciones no lineales está compuesto por un número mayor de elementos que en 

el dominio fisico y tiene la ventaja de que evita realizar un remallado en cada instante. 

Se utilizó el método de Diferencia~ .. Finitas en la discretización del sistema de 

ecuaciones no lineales, en un dorf1inio tridimensional y en coordenadas cilíndricas. 

El amortiguamiento numé~icid en el esquema en diferencias finitas puede ser 

implícito o bien se puede agreg~r ~ ~lem:forma explícita. Este tipo de amortiguamiento 

depende del orden del trunca~iento en la serie de Taylor, generándose disipación 

numérica cuando el truncarTli~~¡¿ ~~=d~ orden par. La cantidad agregada de disipación 

numérica debe ser pequeñade f.n'a~era que no altere la convergencia y exactitud de la 

solución. La disipación numérica agregada explícitamente depende del tamaño de la 

discretización en la malla y no del problema físico en sí, lo que representa una 

desventaja. 
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El sistéma-dececuaC:iohes-nO' lirieales~eri-el cdominio computacional se discretizó 

por medio de dOs esquemas: (1) semi-_implícito y (2) implícito o de Crank-Nicholson. 
r -:-·'-·:- ,.,,,_,_,, __ , ___ ,_,_ . .,.,., - -'·->- .¿,c __ c;.--::-.::c-'--->c: 

L.:a respuesta'nurT"lé~iFa se·analizó'corí los movimientos sísmicos definidos en el 

capítulo ·3 y q~e se)e;gi~t;ar()~ ~Í 19 c:f~ ~e-ptiembre de 1985. Para el tanque del ejemplo 
- ,. ,'.-'.';.-:: _1·· '·' • 

de aplicaciÓn(a;:;s;5f-rlfH=2;75m, H/a=0.5, 1;=0.5%) el esquema numérico semi-implícito 
- -··· - - - _. ,,_,_ ·,-- _, ·-,C::-'-o~--;,-- - ~-, .. ·· ,-_- ._ -

diverge de~-'l~{~sÓlitéiónpara todos los movimientos sísmicos estudiados. Para el 

movimientO;iregistrado en CU.NS la solución numérica se obtuvo agregándole 

explícit~rii~~t~.~ por medio del esquema "upwind", un alto contenido de disipación 

numéri~~~l~,i~t~ma arriesgándose la exactitud de la solución. 

Por'16:anterior se considera que el esquema de discretización semi-implícito no 

es adecu~c:f b para la solución del problema. 

El esquema Crank-Nicholson es centrado en el espacio y en· el tiempo. Al aplicar 

el esquer:iia a las nuevas condiciones de frontera, resulta un sistema de ecuaciones 

algebráicas. no Hneales que pueden linealizarse por medio del método de Newton. El 

esquema Crank-Nicholson-Newton resultó ser estable en la solución del tanque del 

ejemplo de· aplida~lórí':~¡:;~~a todos los movimientos sísmicos estudiados, excepto en 

resonancia, en donde tal vez sea necesario agregar disipación numérica explícitamente 
:,· 

al sistema. - . - ,'.;'.i:•····-
La altura ;:de;~l~J:C~llctJ_lacj_a con el esquema no lineal resultó ser mayor que la 

calculada eh~torrT1~sd¡~~al;~~r~>el tanque con características: a=7.85m, H=2.75m, 

H/a=0.35 _Y ~=:ci.-~<Y,o_á_L~-:-~if~r~!J .. ~!~ ~11!~~ la altura de ola no lineal y la lineal varía para 

cada movi1T1iento
0

sÍsmico/siendo'ciél ordén del 25% para el sismo TACY.NS y del 19% 
para el TACy.ÉÍJ\/ n~- ~;' \'F:i. / ':• .. _- -- -

El incremí3~to_.p()foentl.la(entre la respuesta no lineal y la lineal, resulta ser más 
~;~- '_ ·-· ,1::,': . ' -,,:·;-<-~-- --.;! --¡ .. ·.-

significativo. para'.t'.las 'fuerza's2cortantes y momentos de volteo. Para el movimiento 

sísmico registracf~-~~~_T,l\~Y:~sYel)ncremento en las fuerzas cortantes resultó ser del 

50% y para e°1'T~CY'.Ewd~1';2~%. Para el movimiento CA.NS dicho incremento es del 
:--· ,, . . ··': ~o....·'" . '.~ .-;:~t: -

63%. <:i. : ,~ ' ·- ' 
' ,·.; > "~,.':;;-, --.~ .' -~ 

El i11c~eíne~to,'porcenfüa1,de los momentos de volteo, es mayor del 15% para 

todos los registros'sísmicoS,' excepto para _CALETA en ambas direcciones. Para el 

movimientb TACY.NS ~I incremento es del 76% y para TACY.EW del 41%. Para los 
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movimientos SCT;NS'y CA.EW el incremento es del orden del 50%; Es de notarse que 

para el registro CA.NS dicho incremento es del 225%. 

Pará~I r'e~istr8 CALETA, en ambas direcciones, los efectos no lineales en la 

respuesta nC> S'cln. sig~ific~tivos. 
· ,La-sol~~~óri¿li~eal+del problema subestima la altura de ola, fuerza cortante y 

momentos de \folt~oTpa.ra los registros sísmicos estudiados en el tanque del ejemplo de 

aplicación c~==?J~~~.;H~2.75m, H/a=0.35, s=0.5%). En este mismo tanque se analizó la 
-·- ----·-::;--··. ·-- ·-· 

respuesta no ;::lineal al someterse en su base a una excitación horizontal del tipo 

armónica. L~ re~puesta no lineal sin amortiguamiento se incrementa exageradamente y 
' ,., \ ,·,,;., .... <, 1 

finalmente diverge. Los resultados indican un comportamiento típico no lineal, en el cual 

la amplitud:;:~~!. ~leaje positivo es mayor que la del oleaje negativo, además de la 

prolongaciÓ~ dél periodo de oscilación. 

LÓ~ ·€lfectos no lineales en la respuesta son más importantes para tanques 

anchos; cornelación H/a=0.30, en donde la altura de ola máxima no lineal es del orden 

del 35%d·~·la profundidad del tanque. 

La.s"fourvas de respuesta en frecuencia para un sistema no lineal . están 

relacion~8~s con la amplitud y con la frecuencia de la excitación, y puede producirse en 

ellas elf~A~~enode "salto" de la respuesta en la zona de inestabilidad del sistema. 

Usarido. l~_te6rí~ de p~rturbaciones y la técnica de escalas múltiples se definieron las 

curvas· fr~c~enci~-~·0plit~d y de estabilidad del movimiento para el tanque del ejemplo 

de aput:1~r~t~~~~i~:::~ s:~~~~enta el amortiguamiento pseudo-viscoso en el 

esquema numérico/genera· mejores resultados que un amortiguamiento numérico 
-'', ";. - ::.\">·: '~<<-:·'7··,,;._,··~,'!--.. _;<.~3< .- :/·: ,·· .·' :·. ':.: .· ·.'.· :,;·::._ .· :: .. ·, .' 

impllcito (disipaciórí,numérica),EI términoµ que representa el.amortiguamiento.pseudo-

viscosose.defi~iÓ~ccim~;F:O:'~~ro1,'donde s.es el amortiguamiento.nÚmérico.~iko v.iscoso 

tomado .ig~~I )~1':b·;~~;d,;8'~t'/~~iiicÚr y',_Ffu1 e~.·· la frecuencia fundamental del'. s~:~tem1a:· El 

amortiguamiento~?pseud6-~iscoscf re~resenta adecuadamente la combin~~ió~ de . los 

efec~os .P~ifrÍcciÓn:'~ntre'e1Iiquido y las fronteras sólidas del tanque, y los efectos 

debidos ª-'ªc"'~-~º~ici~dci~1·1ícWido. · .. ·· 
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6.1 INTRODUCCIÓN 

CAPÍTULO 6 

CONCLUSIONES 

En los últimos años se han desarrollado varios estudios sobre el problema 

dinámico de líquidos almacenados en contenedores a superficie libre. La mayoría se 

han aplicado principalmente a la industria militar, aérea y espacial; sin embargo, las 

dimensiones de los tanques analizados no tienen aplicación en la Ingeniería Civil. 

El problema dinámico es no lineal en dos aspectos: (1) la forma de la superficie 

libre del lí~ui~b no es conocida a priori; (2) existen términos no lineales en las 

condiciC)nesd~ frontera en la superficie libre. 

En· lositrabajos existentes la solución no lineal del problema se ha obtenido, 

principalmente, en tanques rectangulares excitados .. ~n su base por una aceleración 

armónica·: co~ · .• pequeña amplitud y corta . dl.lra9'iório Los movimientos sísmicos 

normalmente .presentan altos niveles,de ex~ita~ió6·c';.:; b.2g), tienen un periodo de 

duración. d~ 20 a 60 .segundos o· mayci'r'Y;~1 ·#:·a·,;j;n¡~~t6 ~~~ presentan, estrictamente, 

no es armo
. n1·co· .. · -- ••.. , .· ''""·· :}.: :e·• ·• .·. · .:;::_ ·¡~: •.. -. •· 

. -.-·._·;,_¡º ~·~: .---.:¡;_~;,··- - ,.,,,~-'.:¿·~~::-~'.:-· , ' 

En esta tesis se est~diarc;·;;·~ 16{.~!E}t_to~·n_o''.1il1¿~,~~-·tj'e,1 '.61~~j~J~~·1~~.r~~puesta de 
• • • '.·"' •,. ,.~ • ';'"· •" - ·- ••e·.~ ,-•.•;; •, .··;. ' ~- •• 

tanques cilíndricos excitados en su base en'la-aireécié>n t1orizC>rita:1,r por Un movimiento 
, . - - -.· .. -· -·:...· -· -., - . ,... .,. . • ,, --- ,: .• -·. - :·- '.,:...;. ~--'<. : . - __ , .·_• -- .·- . ; .. c .•• ' ., '- - '-··. • . 

discretizado, que puede repre~entafúri-n;c;vimienió;'5r~micoo'una'ex~itación armónica 
¡ . ' ' . ' ' 

del tipo seno-cosenoidal. 

6.2 HIPÓTESIS 

Se consideró el tanque cilíndri_co con paredes rígidas y anclado a una 

cimentación indeformable, por lo que se despreció el efecto de la interacción suelo­

estructura. La excitación horizontal en la base del tanque es armónica o sísmica, 

discretizada en un registro. El liquido contenido en el tanque se supuso no viscoso, 
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incompresible e irrotacional, lo que permite considerar la existencia de un potencial de 

velocidad y la ecuación de continuidad en función del operador Laplaciano. 

6.3 CONCLUSIONES Y RESULTADOS 

En este trabajo, las ecuaciones de frontera y la ecuación de movimiento están 

referidos a un sistema no inercial en función de un potencial de velocidad relativo, en 

donde las condiciones de frontera en las zonas rígidas son homogéneas y la excitación 

del sistema está en términos de la aceleración del terreno. Se incluyó en la ecuación 

dinámica de la superficie libre del líquido un término que representa el amortiguamiento 

pseudo-viscoso del fluido. 

La ecuación de movimiento analítica-numérica lineal se resolvió paso a paso en 

el dominio del tiempo para los movimientos sísmicos registrados durante el.sismo del 19 

de septiembre de 1985 en las estaciones de Ciudad Universitaria (CU}, Viveros (VIV}, 

Secretaria de Comunicaciones y Transportes (SCT}, Central de Abastos (CA}, 

Tacubaya (TACY) y Caleta de Campos (CALETA), en sus componentes NS y EW. Los 

resultados de oleaje en la superficie libre del líquido indican: 

1) Una contribución importante de los modos superiores de vibrar. en la 

respuesta. 

2) La presencia del fenómeno de resonancia. 

El efecto de resonancia en la teoría lineal produce resultados que escapan al 

contexto físico del problema. Es previsible que en el caso de resonancia las grandes 

alturas de ola en la superficie del líquido puedan producir daños importantes en las 

cubiertas o derramamiento del líquido. 

La influencia de los modos superiores en la respuesta y la presencia del 

fenómeno de resonancia, indican la necesidad de considerar los efectos hidrodinámicos 

no lineales en la respuesta sísmica de este tipo de estructuras. 

Se calculó la respuesta sísmica lineal en forma numérica por medio del método 

de Diferencias Finitas (MDF). Las ecuaciones en diferencias se resolvieron en 

coordenadas cilíndricas en un dominio tridimensional sin despreciar el punto central, el 
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cual se cOnsideró- mediante integración en un volumen finito. La exactitud del modelo 

numérico se validó con respecto a la solución analítica-numérica lineal. La estabilidad 

del sistema s~verificó discretizando la variable temporal por los esquemas: explícito de 

Euler, serrii-implícito y Crank-Nicholson. Los esquemas semi-implícito y de Crank-

- Nichólson"sori"=estables para todos los movimientos sísmicos estudiados. La altura de 
- . -, ., - - ._ -- --~ ~= 

ola relati'.lla-,' liÍs presiones hidráulicas y fuerzas cortantes en la pared del tanque, así 

como_ los m()lll,e_ntosde volteo COf'! _respecto a un punto inmediatamente arriba del fondo 

del t_anr¡:¡lje,-son.acjecuadamente calculados con el modelo numérico propuesto. 

El sistellla de ec~acione~ d~frontera no lineales, válido en el dominio físico en el 

que la fronter~ ~up~r[or\i~bklo_.al ~leaje no permanece horizontal, fue mapeado por 

medio de; un ~ariihi_o;cieX1clri.abÍ~a''un;dc)minio computacional definido. El nuevo sistema 

de ecuaciones'no;li~~~l~~~~ité;c8ri1~U~~f()por un número mayor de elementos que en 

el dominio físicc5.-~ti~ri~)lav~~t~j~_:d~,~~~ evita realizar un remallado cada instante. Se 

utilizó el, ~étdci'o·~~;b•¡i~ie*b·i~·~--~'iri'ii~~-·~~ ia discretización del sistema de ecuaciones 
-·, - ··1--,· ·;:;;.,•;.·- .. :..,.-,··'" .. 

no lineales, eH1 Uriélominio tridimérisi6nal y en coordenadas cilíndricas. 
·- ·-" ... --., -.,.-. ,_ .. ,. - <;_,_.·"."··' ·;./'· 

EL sistema;'detecuac:iorie~ iloiineales en el dominio computacional se discretizó 

por med_io de '¿j'(j~~s~-u~~-~~:·~·~~i~i~plícito y Crank-Nicholson. La respuesta numérica 
. , ..... ·- ·; .... -.--.. ··'' - --·-

se analizó ~or1.1()$ '4io\¡irni~iitosF~ísmicos previamente definidos. Para el tanque del 

ejemplo de,aplifaé:'ión/ca,;;,5.5rri,,Ht:2.75m, H/a=0.5, 1;=0.5%) el esquema numérico semi­

implícito divkrg~ de la solución para todos los movimientos sísmicos estudiados. Para el 
. . . -

movimiento r~gistrado en CU:r-JS J§lc~9fución numérica se obtuvo agregándole 

explícitamente, -por medio del esqU~r-h~;;~Upwind", un alto contenido de disipación 
. •'¡ _, ., • 

numérica al sistema con lo cual se arriesga la exactitud de la solución. Por lo anterior se 

consideró que el esquema de discretización semi-implícito no es adecuado para la 

solución ,del problema. 

Al aplicar el esquema de Crank-Nicholson a las nuevas condiciones de frontera, 

resulta un sistema de ecuaciones algebráicas no lineales que pueden linealizarse por 

medio del método de Newton. El esquema Crank-Nicholson-Newton resultó ser estable 

para todos los movimientos sísmicos estudiados, excepto en resonancia, en donde es 

necesario agregar. disipación numérica explícitamente al sistema o considerar un 

modelo matemático que permita el rompimiento del oleaje. 

168 



Los resultados indican un comportamiento típico no lineal en resonancia, en el 

cual la amplitud del oleaje positivo es mayor que la del oleaje negativo, además de la 

prolongación del periodo de oscilación. 

Se mostró que la solución lineal del problema puede subestimar la altura de ola, 

fuerza cortante y momentos de volteo. La diferencia entre la respuesta no lineal y la 

lineal varía para cada movimiento sísmico. El incremento porcentual entre ambas 

respuestas resulta ser más significativo para las fuerzas cortantes y momentos de 

volteo. 

Los efectos no lineales en la respuesta son más importantes para tanques 

anchos, con relación H/a==0.30, en donde la altura de ola máxima no lineal es del orden 

del 35% de la profundidad del tanque. 

Considerar el término que representa el amortiguamiento pseudo-viscoso en el 

esquema numérico genera mejores resultados que un amortiguamiento numérico 

implícito (disipación f!Umérica). El amortiguamiento pseudo-viscoso. representa 

adecuadamente la combinación de los efectos por fricción entre el líquido y las fronteras 

sólidas del tanque, y los efectos debidos a la viscosidad del liquido. 

6.4 CONTRIBUCIÓNES 

a) Se estudiaron los efectos no lineales del oleaje en la respuesta de tanques 

cilíndricos excitados en su base en la dirección horizontal, por un movimiento 

discretizado, que puede representar un movimiento sísmico o una excitación armónica 

del tipo seno-cosenoidal 

b) Se obtuvo la solución analítica-numérica lineal considerando un término que 

representa el amortiguamiento pseudo-viscoso en la respuesta. 
1 

c) En la solución lineal se verificó una importante contribución de los modos 

superiores de vibrar en la respuesta sísmica. 

d) Se verificó la presencia del fenómeno de resonancia en la respuesta lineal, en 

donde la solución produce resultados que escapan al contexto físico del problema .. ' 
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e) Se obtuvo~ la sofUción numérica lineal,~ por meClio del mºéiodo de Diferencias 

Finitas .. en coordenadas cilíndricas en forma tridimensional y considerando el punto 
central-~n I~ Soi~-~j¿)~·-~~-·-···'. .-';: ~ ·:_',-/:-~-'.-- .',',:: 

f) Se propuso Un •. método· para. la, soÍuciÓrr numérica' no lineal del sistema de 

~:0ªi:i~~:~:~:;~1tJÍ~·.~~1d~~f lW1t~[?;~~~if~·Ít~~~~\i 1·it7~&tff:ª::~d:e~ª:i:t::~n:e~ 
ecuaciones·.nol.i11e(3lfs/~n.¿l1·~d~inf() .t~idi,;.j.iehsio11a1y:·~11 §o§~denadas cilíndricas. 

:~:3~t~1~~J~l~~jf 1f~]~l~~fi~~11~~v~~i:E~~~~~?.~~;=~~: 
::;r:~~:º1=i~~~~~~~~~!~~~~~~j~Vl~Íiaim~:x:::0":"~~::, :::.~º;:~~ 
del 35% ce la profundidad del tanque. 

j) El término de amortiguamiento pseudo.:visdo~o ~n ·~1 esqliema' 11umérico•genera 

mejores resultados que un amortiguamiento nurT1érico implícito (dlsf p~dió~' n~mérica). 

6.5 TRABAJOS FUTUROS 

Es necesario continuar con el estudio dinámico de este tipo de estructuras 

considerando, entre otros: los efectos de interacción suelo-estructura, efectos de 

compresibilidad del líquido, efectos' de pantallas amortiguadoras y efectos sísmicos 

tridimensionales. Es necesario; adefl1ás, ' realizar estudios experimentales para la 

determinación del . amortigU~'mi~nt6, d~L líquido, estudios en mesa vibradora y de 

vibración ambiental.Se considera.necesario también estudiar la aplicación de otros 

métodos numéricos q~~ pÉ:lrn'litan obtener la solución no lineal del problema en menor 

tiempo computacional.: 
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APÉNDICE A 

COMPORTAMIENTO DE LA ECUACIÓN DE LAPLACE EN R=O 

En la discretización de la ecuación de Laplace en diferencias finitas es 

importante el comportamiento de el punto central del dominio, es decir, en R=O. La 

ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas es, 

\72cp = [:;~ J+[~I::J+[:2 I~~ ]+[~~ J · (A1) 

Para un valor determinado de z=ZQ, y realizando una expansión en una serie de 

Taylor.para un valor de cp analítico, 

cp(R,9,z0 )= cp(O,O,z0 )+R[º'P] +e[ºcp] + R2 

[º
2

'~] + 
8R() 00() 28R . 0,0,Z0 0,0,Zo (O,O,z

0
) 

[ a
2 cp J 9

2 [ª2 crJ +Re -- +- - 2- + ... 
8ROO 2 00 (o,o,z0 ) (o,o,z0 ) 

evidentemente, 

cp(O, 9, Zo) = cp( 0,0, Zo) \::/ e e [0,2n] 

Tomando el límite de la ecuación (A2) cuando R ->O, 

Q = e[:lo.O,zo) + 
9
; [~~la.O,z0 ) + ... 

la expresión anterior se cumple como identidad para O,po; lo que, 

···.Li·m· [ª"cp]=o paran=1,2;3, .. ~ 9=0,.z=zo 
.. R->0 00" ··· . 

,·,·:.· '.·· 

También es evidente qúe por simetría axial, 
. 

[ a"cp] [ª"cp] 
00" (o,o,z

0
) = 00" (o.o,z

0
) 

La expresión (AS) puede escribirse, 

L1m - =o para n-1,2,3, ... 9 E [0,2n], Z-Zo . [ª"cp] - -
R->0 00" 
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(A3) 

(A4) 

(AS) 

(A6) 

(A7) 



Una expresiÓn si~il~ra (A5)-pa~a [ªcp] ~~. -
. 8R 

o , - - • 

[
8cp] [acp] [ª2<p].· ·•_ --[·_._ fJ<p ]· R2 [ª3<p] 
8R (R,O,z.) = BR (o,o,z.) + R ·a·R2 (o,o,z,)+ o BROO (o,o,z.) + 2 aR:f (o,o,z.) + 

< [ . a3cp J.•.. . .- --~~·-[- 8 3 crJ -~ ·- ~- R3 [ 84 cr'J- ---- - -
+RO-. -- +- --.-· +- ·--- + 

aR2ao (o,o,z.) >2 8R002 (o,o,z~) 6 aR4 (o,o,z.;) 

R20[ a4cp J.. - Re2[: a4cp J · -e3 [ a4~ J 
+2 a3ROO (o,o,z.)+2 aR2ao2 (o,o,z.) +~ 8R003. (o,o,z.) 

(AS) 

De nuevo por simetría axial en R=O, 

[;*lo.o,z.), = [~~10.o,z0 ) (A9) 

por lo que el límite de (AS) cuando R ~ O es, 

.... [. acp J 92[ a3cp J º3[ a4cp J (A10) 
. 0_=0 8ROO (o,o,z.) +2 8R002- (o,o,z.) +5 8R003- (o,o,z.) + ... 

Tomado en cuenta que existe simetría axial, 

[ 
a"+\p J [ 8 n+1cp J -- = ---a Rae" aRoo" (o.o,z0 ) - (o,o,z0 ) 

(A11) 

En virtud de que (A10) debe de cumplirse como identidad en e, se concluye que, 

[ a"+\p J-aRae" - o para n:=1;2,3, ... o e [0,27t], z=:zo (A12) 

ó bien, 

Procediendo en forma inductiva entre (A7)~ (~1d), ~lltonces~ 

[ 
am+n<p J . - _· .··_· .... •: '· :_·~ . -

----- =O para m- O, 1, 2, .. n-1, 2, .. O e [0,27t], z-z0 aRmaen ·.·.· . 
(A13) 

f 
l 

Por tanto la expansión de 
[

8

80

2

.cr2 J alrededor de R=O y o =O mánteniendo z=zo es 

de la forma, 
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- - - --- - - - - -- - -- -- -

[
a2cp] [ª2cp] - [ -a3cp ]-- - R2 [- 0 4 cp J --2 = -. -2 +R ---2 +- 2 2 + ... (A14) 
00 00 ' oROO ' 2 oR 00 (R,o,z0 ) (o,o,z0 ) . . (o,o,z0 ) _ _ . (o,o.z0 ) 

de la expresión (A 13), 

0=0+0+0+ .... 
~-- -----=---.=_'--"---=-=~ 

(A15) 
~ . - _, -. · .. '. . - ' - -

La expresión (A14) significa que [~~ltiendea cero más rápidamente que cualquier 

' ' 

potencia poShiVa de--R~-. Por-f -lo-.:que en -R~-o ·x:·-~en z=Zo, la ecuación de Laplace es 

independiente de la direccióri e.Por lo que, . - ' - .·: '.•'• 

v2cp=[:~;J+[~J[!~] = ~ 0~[ R !~] (A16) 

Para determinar el comportamiento de la ecuación Laplace en la dirección radial 

establecemos la ecuación de Laplace .en coordenadas cartesianas, con independencia 

axial: 

donde: 

De (A 18) tenemos: 

y además 

x =Rcose 

y=Rsene 

x2 
cos29=­

R2 

dx = cosf>dR-Rsenf>d9 

De la expres.ión (A 19) tenemos, 

2 x2 R2 
sen2 e= L = .-: 

R2 R2 

y además 

(A17) 

(A18) 

(A19) 

(A20) 

(A21) 

(A22) 

dy=senf>dR+Rcosede (A23) 

Del sistema de ecuaciones que forman las expresiones (A21) y (A23), 

determinamos que, 
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como la derivada total es, 

Por tanto, 

ahora, 

y la segunda derivada, 

dR= cosedx + senedy 

de= - sei;e dx + c°r:e dy 

... dR=[:}x+[:Jay·· 
d0=[:}x+[:}Y 

[:]=cose 

[:]=sene 

[:J=-se;e. 

[:J=co~e 

~ [.?!P.J.=cos2e[ª
2

<p_]+ cosesene[ªcr]- cosesene[ a
2

<p ]-
ax ax ·. aR2 R2 ao R aRao 

_ senecose[_a
2

cp ]+ sen
2

e[&p]+ sen
2 
e[a

2
cp]+ senOcose[&p] 

R aeaR R aR R2 ao2 R2 ao 

. (A24) 

(A25) 

(A26) 

Tomando en cuenta únicamente la componente radial, es decir <p(x)= cpQx¡) 

aquellas que sólo dependen de la .distancia del punto del origen y siendo el Laplaciano 

independiente de las variaciones angulares las ecuaciónes (A25) y (A26) son, 

.[:J =cos'{;J 

[~~]=cos2e[:~~ J-se~
2

ª[:~J 
sustituyendo las ecuaciones (A20) y (A22) en las anteriores, tenemos: 
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ó bien: 

[:J =[!~][~] 
[~;H~~I~:H:fiir_] 

[ a2cp] = [ª2'P][~]+[&p]rR- ~ l ax2 8R2 R 2 aR . R2 

!;)e esta manera, el Laplaciano Y'2cp =O se puede escribir como, 

2 2 . R--
'\72 _ a cp X 8cp R _ O 

cp-[aR2][R2]+[aR] R2 -

r 
x2] 

Reescribiendo la ecuación (A28), 

'".
2

cp = ... [·.a2cp]. +[ acp][·_!_J[Y2] = 0 
.·· .. ' 8R2 aR R x2 

(A27) 

(A28) 

(A29) 

En forllla genera(;l~s ~oh.iciones .radiales de la ecuación de Laplace vienen 
:_o~;--. ·t ,• ""' 

dadas por las solucio11eis eje la. ecuación ordinaria de segundo orden: 

(A30) 

donde N es la dimensión.del espacio. Llamando a p =[acp] .Ja ecuación (A30) se puede 
.. 8R 
·. . . . 

escribir como una ecuación con variables, 

[
ap(R)J + (N-1) p(R) =O 
8R R 

cuya solución es, 
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l
a lnR +b 

cp(R)= a 

RN-2 +b 

si N=2 

(A31) 

si N )2 

donde a y b son consta11tes; 

Se· puede ver· que todas las soluciones radiales de la ecuación de Laplace en 

R=O son< singgll'.'r~s;: e'xcepto' si a=O lo cual implica que se trata de una solución 

constante."En;:~I problema dinámico de un tanque de almacenamiento de líquidos se 

necesita que.la i;1iJció~ de laecuación de Laplace en R=O sea no singular, por lo que 

su solución clel:>e'i~~ una constante. 

Ási;'rétOlllé[indo la ecuación de Laplace (A29) en x=y y que debe de coincidir con 

la (A16), 

(A32) 

Tomando el limite en R=O del segundo término de (A32), 

· [ap] [ª2cp] 
um[ acp ][:.!.] = Lim aR = Lím ~R 2 = [ a2cp_J 
R-•º aR R R-•o R R-•º 1 aR 2 

sustituyendo en la ecuación (A32), la ecuación de Laplace en R=O y para z=z0 , se 

puede escribir, 

V'2cp = 2[ a2cp J =o 
BR2 

(A33) 

Es decir, la solución radial de la ecuación de Laplace, en un plano z=z0 , que 

produce una solución no singular en R::O debe ser una constante definida por: 

[ 
82

<f>J =o en R=O (A34) aR2 
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APÉNDICE B 

ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS 

La solución analítica de una ecuación diferencial parcial determina el valor de las 

variables dependientes en forma continua en todo el dominio. La solución numérica da 

la aproximación de la función únicamente, en puntos discretos del dominio llamados 

puntos nódales .. 

Los puntós en Ja malla se pueden identificar por los subíndices j, k, 1 en las 

direcciones~:<y';',Z:Ji~~~pectivamente (Figura 81). Entonces, si U. k, 1) s~nlos subíndices 

de un punto p:\~;, Í~'~·alla, los puntos ubicados a la izquierda y a la derecha de P son 

0+1,k,I) y a~'.1:k·,I);, r~~~~di~amente. . .... '< .. : .. ;> ,, 
El esquerna' 7~~ra resolver una ecuación en.diferencias, co'nsiste en,.reemplazar 

las deriva.das pcir cbCiel1tes de diferencias; convirtiendo la'ecllaciórí en derivadas a otra 
; ..•. ·•··. ·>~.·-~·;..::--."- - ' .··~·' ,<-"_;,-.·· .. ., »•" _,.,_,_- .. -- •• ".-.. •. 

en diferen~ias. ;~e'.3scribe I~ e~uaci.ón eíl'ciiferenCias, corresporldiente a cada punto en 

la interséc~iÓ~ · (n~.ci~)'id~·~ria.rria1·i~,l c:¡S~~subdivÍde la región de interés, en la cual los 

valores d~ la.'fJriciÓ~ ~6ri·ci'e:~cb~~¿jcl6s. Resolviendo estas ecuaciones simultáneas se 

obtienen valcir~s ~p'roxirriaclbs ~~ra la función en cada nodo. 

k+2 

k+1 

k. 

y 

t k-1 

º-----7 X 

l>.x . 1 

fJ.y 
1----l------t----1-----l --1-

j-2 j-1 J+1 j+2 

(a) plano X-Y 

1+2 

1+1 

t 1-1 -

º-----7 x· 

. (b) plano x'."z 
Fig. 81 Discretización de una malla r~ctangÚlar 
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B1 ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON ESPACIAMIENTOS UNIFORMES 

Una forma de representar las derivadas en diferencias finitas es por medio de 

una expansión en series de Taylor. Si U¡,k representan la componente de la velocidad en 

el punto(j,k), entonces la velocidad U¡ ... 1,k en el punto 0+1,k) puede expresarse en una 

serie de Taylor expandida alrededor del punto (j,k) como: 
e-,. ; . ' ,-,~-~ - ' - - ' .•. -; - ,, - . - - ' -.. - • --

(81) 

. . 
La ecuación (B1) .€ls 'matemáticamente exacta para 'U,i+1,ksí el número de 

términos es infinito y la serie converge y/o si (óx)-> O .Res¿lviendo la ecuación para 

(auJ se tiene, 
ax j.k 

( ~t ~ LI¡+1.~ U'.' ~(~f J,r({) ::(~~t <t/+ .. (82) 
. - -·, :·. 

El primer término del lado derectío.de·(sd) ~s ,Ía~eprésentaciÓn en diferencias 

finitas de. la . derivada.· .. · parcial,> l~s \érllli~.º~·· r~~tantes .:C:oÍl~titlJyen :el.~ 'error de 
-' ~,.-c.-__ ·-- - --- ·--- •-'· -- .. '-;~·-:>_•--'·7',,_,·;:~.~-·:...-·"- ·~- -• ····- ·• - ~~:,-:~· • ,. ' 

truncamienio .•. í=1 término 'cle'orciénrriás bajo, 'en.él.error'dei trtfl"IC:arl'1ie6fo, ..• cletermina el 

orden de exactitud .d~; 1~·~pr~ximación: La ~~u~~ión (s2)•es~rit~ ~n ~ri;ri~·r orden de 

exactitud en 6.x e~: - ·-- >-,--.-. 

···(ªu) ,,; Uj+1,k -Uj,k +O(ruc) 
. ax i.k . óx 

(83) 

En la ecuación (B3) ap.arecen los términos U j,k y U ¡+'1,k 

como ecuaciónen difer~ncia~ h~cia adelante de primer orden. . . 

Expandiendo la ~~rie el~ Taylor para u i-1,k alrededor de U i;k. se tiene, 

._ · .·. ·(au) (a2uJ (-óx)
2 (a3 uJ (-rué)

3 

Ui-1,k =.,Uj,k + - (-óx)+ - 2 . + ·--"'3· + ... (B4) 
. ax i.k ax J.k 2 ax i.k 6 

resolviendo para, 
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'(ªu)··· = uj,k -Uj-1,k +O(óx) 
. ax j,k AX . 

(85) 

que representa la ecuación en diferencias finitas hacia atrás en primer orden. 

En muchas aplicaciones numéricas no es suficiente la disctretización en primer 

orden, por lo qtie serequiereúnmayor orden de exactitud. Restando (84) de (81), 

tenemos: 

· · (ªu) (a3
uJ (óx)

3 

Ui+1,k-UJ-1,k =2 - (óx)+2 - 3- --. -+ ... 
. . ax J,k ax j,k 6 

(86) 

reescribiendo la ecuación anterior, 

.. •(.qU). .=uj+1,k -Uj-1,k +O(óx)2: 
·. ax . i.k 2(6.x) · · · 

(87) 

' ·.· .. . '• 

que representa.Ja ecuacióner{diferencias finitas centrales en segundó orden. 

Sumand_o (B1)\1 (~~Y;s·~·ti~iie,. . 

.0D1·k•.¡Dji1
2

k:=·;uj·k·•·+ (ª2~)· · (óx)2 + ( 
84~) (óx)

4 
+ ... (88) 

/ ,. ·>· '_ .·· .. · · ax j,k ·· ax J,k 12 

resolviendo para la segÚnda derivada, 

(
8

2
U) = Uj+1,k -2Uj,k +Uj-1,k +O(óx)2 

ax 2 . (óx)2 
j,k 

(B9) 

que es la representación en diferencias centrales de segundo orden. 

En la Tabla 81 se resumen las ecuaciones en diferencias finitas de segundo 

orden hacia atrás, hacia adelante y centradas (Thomas, 1995). 
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Hacia adelante · 

Centrada 

au 
2(ffi<)- = Ui+1 -Ui-1 

fJx 

Centrada 

a2 u 
{.6.x)2 -=U· 1-2U·+U· 1 ax.2 J+ J J-

82 ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON ESPACIAMIENTOS NO UNIFORMES 

La ecuación (B7) en diferencias finitas centrales de segundo orden está referida 

a un espaciamiento uniforme, ffi<, en la dirección de discretización. La primera derivada 

a segundo orden, discretizada en la dirección radial, R, para Uj,k puede escribirse para 

un espaciamiento no uniforme (Figura B2), como: 

( au) 
.. aR j,k 

Ui+1,k -Uj-1,k 

(.6.R1 + .6.R2) 
(B10.1) 

donde .6.R1 y .6.R1 son .. los espaciamientos de .· los nodos en la dirección de 

discretización. La ~cuaciÓ~· (B 1o.1) se puede escribir como; 

(B10.2) 
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LlR1 LlR2 

~~==Ep 
j-1,k,I - j,k,I j+1,k,I 

Fig. 82 Molécula con ~~p~ciamientos no uniformes en la dirección radial, R 

P~ra la segunda derivada en diferencias finitas centrales, 

( 

2 

J 

(!~)( . .t.R2)k -(:~)(._.t.R1)k 
a u a (ªu) i+ 2 · i 2 • 

aR 
2 = aR aR = [ 6:1 + 6~2 J (811.1) 

ó bien, 

orden. 

( :;~ J j,k = Ui-1.k [(óR1+ :R2 )óR1 ]-U j,k [ (6R1;óR2 ]] +U i+1,k [(6R1 + ó~2)óR2] 
(811.2) 

Las ecuaciones en diferencias. (8102) y (811.2) son centradas de segundo 

Las ecuaciones en diferencias finitas, en el plano vertical z =I. (Figura 83), 

pueden determinarse hacia atrás o hacia delante d~I ~~untci"C!~ interés,· U ¡,k,I. 

Expandiendo la derivada de U¡,k,I alrededor de uj-1,k,I • 

(
ªu) = uj,k,l -Uj-1,k,I -(ª2~J(6R1) + ... 
aR j,k,I 6R1 aR 2 

(812) 

Expandiendo la derivada de uj,k,I alrededor de uj-2,k,I • 

-(ªu) = ui.k.1-Uj-2,k,1 _(a
2
uJ(óR1+6R2)+ ... 

aR j,k,I [6R1+6R2] aR2 2 
(813) 

Despejando Uj-1,k,I de (812), 
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R~ 

fi.R2 fi.R1 ··r-··---.... ·-·-·----r-···-.. ·-·······-................ , .. 
. -©---·-··--········-----·E[)·-----·· .. ------··--·· 

! ! 1 

j-2,k,I j-1,k,I j,k,I 

(a) esquema hacia atrás 

j,k,I j+1,k,I j+2,k,I 

(b) esquema hacia adelante 

Fig. 83 Moléculas con espaciamientos no uniformes en la dirección radial, R 

u.·.:.·· ·.····.' =.u~>:i(ªuJ (L\R1)-(ª2uJ (L\R1)2 + ... 
J~1.k,I j,k,I aR . aR2 2 

··· • · J,k,I j,k,I 
(814) 

Despejando U¡:...2,k,I de {813), 

. ·(ªu) [ · · ] (a
2
uJ [D.R1+ L\R2]

2 

U j-2,k,I = U j,k,I - - L\R1 + L\R2 - --2 + .... 
aR j,k,I aR j,k,I 2 

(815) 

desarrollando, 

uj-2,k,I = uj,k,I -(ªu) (L\R1)-(ªUJ (L\R2)-(ª2~) (D.R1)2 
aR j,k,I aR j,k,I aR j,k,I 2 

-(ª2~) [L\R1JL\R2]-(ª2~) (D.R2)2 + .... 
8R j,k,I 8R j,k,I 2 

(816) 

Restando (814) de (816), se tiene, 
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· -- (ªu)- -(a2u)- -_ - -- (ª2u)- - (AR2)2 
Uj-2,k,1-Uj-1,k,1 =- - (AR2)- _--2 (óR1XóR2)- --2 + ... 

aR j,k,I -aR j,k,I aR j,k,I 2 

(817) 

sustituyendo (812) en_ la ~)(p~~sión ;;iriterior, 

u.' - -U· - -[--[uj.~,lc-'Uj~~.k,l-]<_AR2_)~(ª2U) (ó_R1X_AR2)- ... ¡-2,k,I ¡-1,k,I . AR1 - _ aR2 _ .. -. _ 
, - ·, _ - · ¡,k,I 

~(ª2~J-' (óR1XL\R;)_na~~-J'., '(AR2)2 + .... 
aR - i.k.i ---- .. - l aR J,k.1 2 

(818) 

- _ '- . · -( a2u J Tomando términos comunes y despejando _--
2 

, 
, 8R 

( a
2
UJ =-U·k1[___ 2[AR2] -]+ 

8R2 j,k,I 1
' ' [(óR1XAR2)+ (óR2)2J6R1) 

+U· 1 1[ . 2[AR1+AR2) --]-
¡- ,k, [(óR1XóR2)+ (óR2)2 JóR1) 

-Ui-2.k,i[[(M~~1XAR~+(óR2)2 ]] (819) 

La ecuación (819) está truncada a primer orden. Sustituyendo (819) en (812) y 

tomando términos. comunes, se tiene la ecuación en diferenciás finitas en segundo 

orden hacia atrás, 

(~~)i.k.I = [[(óR1)2(óR2): (óR1XóR2)2 1][ Ui,k~1 [2(ó~1X~R_f)+;(ó~2j~J~: 
-UH.k.1 l(óR1f~~2)2j+ui-2.~.1l(ó~1)2 j j 

(820) 

Análogamente, la ecuación en diferencias finitas. de ~egundo orden hacia 

adelante es: 
¡ 
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(:~t., ~ [ [aR1)2 (aR2): (aR1XaR2 )2 u[ -u"' ~(aR1Xa~2)+ (;;R2 )2 ]+ .. 

+U i+1,k,i l(ÁR1 + D-R2)
2 j""' U ii-2,k,1 l(ÁR1)

2 j j 
(821) 

Si se considera un espaciamiento uniforme' · ÁR, 'tal ·que: . ÁR1 = ÁR2 = ÁR, 

entonces la ecuación (821) se puede escribir como: 

(
BU) = -3Uj,k,I +4U¡+1,k,l -UJ+2,k,I (822) 

BR j,k,I 2(ÁR) 

La expresión anterior es la ecuación en diferencias finitas hacia adelante, de 

segundo orden (Tabla B1). 

B 2.1 MÉTODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS 

Para ejemplificar el método de coeficientes indeterminados se calculará el 

esquema hacia adelante de segundo orden de aproximación. 

-i-7R 

j,k,1 j+1,k,I j+2,k,I 

Fig. 84 Molécula con espaciamientos no uniforme, esquema hacia adelante 

En la Figura B4 se muestra la molécúia para el esquema en diferencias finitas 

hacia adelante, en donde se puede ver é:¡Ü~~ 
Y1 = D-R1 Y Y2 = D.R1+ D.R2 (823) 
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Considerando el polinomio de aproximación para la función U, 

U= aR+dR2 +U0 

donde a y d son los coeficiente indeterminados. 

La primera derivada de (824) es, 

(:~)=a+2dR 
evaluando (B24) en U i+1,k,I, 

evaluand.o (B24) en U i+2,k,I 

- ' ·.·• ·2 - .. -
U j+2,k,I =:\ay 2 .+ dy 2 + U j,k,I 

·,, . ·,· .· ' , 

Las ecuaciones (B26) y (827) se púeden escribir como, 

[
Y1 

Y2 
y1J· [:]+[. ~~,k,IJ =[~~+1,k,IJ 
Y 2 ¡,k,I ¡+2,k,I 

(824) 

(B25) 

(826) 

(B27) 

(B28) 

resolviendo (B28) para a y d, y sustituyendo en (825) despreciando el término 2dy, se 

tiene, 

(a
aRU) =[-r 2 

1 1J[-uj,k,1[Y~ -yz]+ui+1,k,1[Y~]-ui+2,k,1[Yz] 
j,k,l Y1LY2 -Y1Y2 

(829) 

Sustituyendo (823) en (B29), 

( auJ =[[ 
1 J[ -U· í2(AR1X6.R2)+(AR2)2 ]+ 

aR j.k.1 L(6.R1)2(AR2)+ (AR1X.6.R2)2 D J,k,i ~ 

+U j+1,k,1 l(AR1 + AR2)
2 J- U i+2,k,1 l(AR1)

2 j j 
(830) 

que es igual a (822). 
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B 3 DISCRETIZACIÓN DE LA ECUACIÓN DE LAPLACE 

La ecuación de Laplace en coordenadas cilíndricas, se puede escribir como: 

(831) 

ó bien, 

[~][:J+[:;~]+[R12][~~ ]+[~~ J =0 (832) 

Se prefiere discretizar la ecuación de Laplace en la dirección · radial, 
. . - . 

f ~-J ~ [R ékp J en lugar de __ -[!][ ékp J + [ 
82~ J ya que se conocen los valores-de· Ri(~ 1) y---

-·-··tR. -aR aR . . - R aR aR . . J+- ··-·· . . . . 2 

de R(i-:-~) , . es decir, las distancias radiales de los nodos · .. j + .6.
2
H·. y j - .6.

2
R , 

respectivaírlente'. biscretizando la ecuación (831) en la dirección :radial se genera un 

esquerna 'n'.iá~~~'i~cb(Thomas, 1995). Con respecto a la Figura B5, la di~cretización en 

diferen~iaifiriita_~-c~~tr~les'de segundo orden es, 

ordenando términos, 
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[~ J a~ [ R :: J ~ u ;.,.fl :
1 
I [6R1 +aR2 ~"R' X6R2) 1 (~R1)'(1+ ·~2) + ("R

2 
)'(1· •:1) ]] + 

. + u 1,1,k.{ [~ Jt ["!" + "!2 X6R2) h· ··d + ... ' 

+ Ui-
1
,k·

1
_[ [ :J[6R1 + A~X6R1)h· •:_ 1)_] 

- -

(833) 

j,k,1+1 

(i) 

l .t.z1 j,k+1,I 
1 

j-10,k, I ó.R 1 1 . --~-~----·-··-··º 
--...... _ .. __ •. .. ............ - ó.R2 - .. ~~~:=:~_::.:::::::::~'" ¡ ::::=~--; ............................................................ _ ................ _g º ........ ..,- .t.8 ! J, ' j+1,k,I 

j,k-1,I Í .t.z2 

Z, I ! CD j,k.1-1 kE>,k 
. R, j 

Fig. 85 Esque~a tridimensional para la discretización de la ecuación de Laplace 

La discretizaciÓn de la ecuación (831) en la dirección vertical, se realiza por 

diferencias finitas centrales de segundo orden como, 
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. ·. [ª~] [ª~ J 
[~~]~,;';[~]~ ~i·y~;+~r·~~ 
OrdenandÓºtérminos; 

-. ··-· ·-. -

[ ~i]" ~1.k,•-{(,,,, + ~2 X&a ¡]-u 1.•.{ (<>z1~<>z2)] +u ''·1
·{ (""' + ~ X,,,1¡] 

(834) 

La ecuación. de. Laplace en la dirección angular, 8 , se discretiza en dife_rencias 

finitas cenfral~sde segundo orden, considerando espaciamiento uniforme, .M. 

[ R~ ][ ~i] .. [R~ le,,;)' ]lu IHl - 2U j,k,l +U /,k + 1.1 l 
Ordenando términos, 

1 a cp 1 .·· 1 . . 1 1 . . ,1 . . •• 1 · 
[ ][ 2 ] [· ][ ] [ ][ J [ . ][ J R2 002. =Uj,k-1,I Rf . (ó.0)2 -2Uj,k,I Rf (b.8)2 +Uj,k+1,I R.f (ó.8)2 1 

(835) 

El esquéma en diferencias finitas de la ecuadón de Laplace, truncada a segundo 

orden, se obtiE}ne sustituyendo los esquemas (833), (834)y (835) ~n la e~uación (831), 

como: 

u··{-[: i I (<>R1 +8R2~8R1X<>R2) 1 R(i+ ·:2 f "R') + R( j-":') (,iR2 >]-

-2[ :r I (<>~ 1 J-~ (,,,,;,,,, iJJ+ 

u i+\k.{ [ : 1 I (<>R1 + :..2XaR2)h+ ~)] + ~1-"· 1 [ [:1 I (<>R1 + a~2XaR1)h-•:1J] + 
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(836) 

La ecuación de Laplace discretizada a segundo orden, con espaciamientos 

uniformes: ~R. tie, & , en las direcciones radial, angular y vertical, es 

U':'·{-[ :J(,,~)2 Jh,.•;) +R(;-d-2[ :r ][(,,}¡2 ]-2[(,,:)2 ]]+ 

U;+tk.{[ :,][(,,~)' h+o;)]+UJ-1,k.{[ :,][(,,~)' h-d+ 

u,,.,.{[ R'¡ I (,,: )2 J l +u,.'-'{[:~][(,,:)' J l + 
U¡,k,1+1[[(~:)2 ]]+ U¡,k,1-{[(~)2 ]] =O 
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TRANSFORMACIÓN DE ECUACIONES 
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'f.i~~¡~ :,:,::.; i .. 
FALLA DE OiUGEN 
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APÉNDICE C 

TRANSFORMACIÓN DE ECUACIONES 

Considerando el cambio de variables del dominio físico: cp = cp(R,O,z, t}, al dominio 

computacional ¡¡; =<ji(!;, r¡, cr, 't}. 

CÁLCULO DE PRIMERAS DERIVADAS 

Primera derivada en R, 

[ªcp] · [ªr] [ªs] [ªr] [m,J 
aR O,z,t .= ai; 1],cr,T aR O,z,t + Or¡ i;,cr,T 8R o,z,t 

[a¡p] [ªª] [ªcp] [m] 
+ fJcr ¡;,1J,T fJR O,z,t + m l;.11,cr 8R o,z,t 

se puede escribir: 

Primera.derivada en z, 

[:l.o.t =[~l ... J:l.o.t +[:1. .. J:l.o.t 

+[~!l11J:l.o.t +[:l.11.J:l.o.1 
se puede escribir: 

Primera derivada en 0, 

[ªcp] . [ª(ji] [ªs] [ª¡¡;] [0r¡J 00. R,z,t = as 1],cr,T 8() R,z,t + 0r¡ 1;,,cr,i: 8(). R,z,t 

se puede escribir: 
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(C3) 

Primera derivada en t, 
' ' . 

[: l.o,z = [ :1.~:J~l.o:z0:i:[~l:d:~[~l.o.z e 

[a(ji] [00] ·[aéjí]. ··[Ut]. 
+ 00 !;,l],• . 8f R,~,z + Ut l¡,1],a at R,O,z 

se puede escribir: 

(C4) 

CÁLCULO DE SEGUNDAS DERIVADAS 

Para el cálculo de la segunda derivada en R, de la ecuación (C1) tenemos que el 

operador, 

llamando a P = [~]. ·•· ·. 
aR o;z,t 

se tiene, 

podemos escribir, 

[ a J [ a2

1; J [ ai; J [·· a
2 J . -~ l],CJ,< BR2

. o,z,t + aR O,z,t aRai; ~:~.~ + 

[ a J [ 8 2T\ J [ é71l J . [· 8
2 J 

é71l i;,cr,< aR 
2 

o,z,t + aR O,z,t BRélll g:~:~ + 
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. [a J [ª2cr] [ªª] [ 82 J 
oo l;.11,t 8R2 o,z,t + 8R o,z,t 8Roo g;~:~ 

(C5.c) 

Los segundos términos de las ecuaciones (C5.a) a (C5.c) involucran la diferenciación 

con respe~cto ;:1~une1 variablecd~lsi~tern~J13.:~.3'.·~)y()tra en el sistema {i;,11,cr,i;), esto no 

es deseable ya qüe se requiere que se expresen únicamente en términos del sistema 

(i;, TJ, cr, i;). 
El segundo término en (C5;a)se püede expresar como: 

•.,: 

[A]= [ a~:i;] = [a~l.z.J~la,T ·.·. 
. . . 

por medio de la regla de la cadena, 

(A)= {[~] [ 8S J +[¡]· : [ fni_J· + [~] [ 8cr J }[~] 
éJl; 1¡,a,t 8R O,z,t 8T]. ¡;,ci,t 8R O,z,t éJcr 1;,1],t éJR O,z,t OS 11.rr,t 

que se puede escribir, 

(A]= - -- + - -- + [ a J [ a2

i; J [ ai; J [ a2 J 
ai; 11•0 •• aRai; ?i:~.; aR o.z.t ai;

2 
1],<J,T 

+ [l~l.cr.J ::~l:~.; + [ :1ZJ ~~l.i;.a,t + 

+[!l.11.J ::;i;]?i:~.; +[~l.zJa~;cr 1.
11

.a,T 
Se puede verificar que, 

[ :~1.cr.J a~!i;]?i:~.; =O 

[!il.cr.J a~~J?i:~~ =O 

[!l.,1.J ::;~Jo.z,t =O 
T],O;t 
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por lo que el segundo término en (C5.a) se puede escribir: 

Análogamente el segundo término de (C5.b) se puede escribir, 

[~-][ ª~~J = [:][:J[ª:~J+[:T[!;2 ]+[:I:J[~~J · · 
y el segundo término de (C5.c), 

[~;][a~:~]=[:~][;~][ a:~ ]+[~J[:J[~~J+[~J2[::2J 
Sustituyendo los términos anteriores en las ecuaciones (C5.a) a (C5.c), tenemos p;:ira la 

segunda derivada con respecto a R, 

[ ~~_<r_J =[ª(ji][ a21;_J +[ª(ji][ a211 J + [aq;J[ a2cr J + 
aR2 as, aR2 0r¡ aR2 acr aR2 

+ [!Jé.. J2[8 2Cji] + [ é>ll_J2[ 0 2(ji] + [ 00 J2[ 0 2Cji] + 
aR as,2 aR 0r¡2 aR acr2 

2[ as ][ 811 J[ a2Cji J 2[ as,][ acr J[ a2Cji J 2[ 0r¡ ][ oo J[ a2Cji J + aR aR ai;0r¡ + aR aR ai;acr + aR aR 0r¡ acr 

(C6) 

De la misma manera se pueden obtener el mapeo de las segundas derivadas con 

respecto a O y a z, 

[~t] =[~~][~~ ]+[:J[~t ]+[::][~~ ]+ 
+[~T[~~1J+[~T[~~J+[:T[::iJ+ 

+ 2[: I: I :s2~J + 2[: I: I :s.2! J + 2[: I: I ~;ª J 
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[~~ J =[::][~} ]+[:J[::i ]+[::][~~]+ 
+[:!T[:~~J+[:T[~~J+[:T[::~J+ 
+2[:!][:][ :s2~]+2[~][:J[ :;:: ]+2[:][:][ ~2:cr J 

TRANSFORMACIÓN DE LA ECUACIÓN DE LAPLACE 

La ecuación de Laplace en el dominio físico es, 

[_a2!f_J + __! [_0}>_] + _1_ [a2ceJ + [ª2ceJ = 0 8R2 R 8R R2 002 az.2 
sustituyendo las ecuaciones (C6), (C1), (C7) y (C8) en (C9), tenemos: 

[ªe][[!!2s_J +...:!..[a; J + ~-[ª2i;_] + [ª2~]] + 
ai; oR2 R 8R R2 002 az.2 

[Oc/íJ[[ a
2

11_J +...:!..[a.., J + _1 [ª211
] + [ª211

]] + a.., 8R2 R aR R2 002 az.2 

[ ªrJ[[-~~-C!_J + ...:!..[ªª] +-1 [ª2ª] +[ª2ª]]+ 8cr 8R2 R 8R R2 002 az2 

[:~n[[%~T +R~2-[:r +[:T]+ 

[ ~2<1í]l[~-]2 +-_!_[a..,]2 +[a..,J2]+ 
a.., 2 t aR R 2 oo az 

[82ce_J[[ªª]2 +-1 [ªª]2 +[ªª]2]+ 8cr2 8R R 2 00 éJz 

2[ :S
2

~J[[:~][:J+ :2 [~][:]+[:;][:]]+ 
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2[-:~
2

~ J[[!!][:~J+~2[:][:J~[:][:JJ+ 

{~
2

:cr ][[:][:]+ : 2 [:J[:J+[:J[:JJ=o 
Considerando la transformación dlrectá, 

ó bien la transformación inversa: 

La ecuación (C10) se puede escribir, 

z cr=-h 

't = t 

R=I; 

8=11 

z = hcr 

t = 't 

[:~~]+[~][:]+[:2 ][~~]+ 

[~J[[:~~-]+[~][:]+[:2 ][~~]+[::~]]+ 
". 

[~i][[:r +[:21:r +[:TJ+ 

2[-~~(jí J[-1 ][ªO"]= o ooacr R 2 ro 

(C10) 

'(C11) 

Debido a que la transformación en la dirección vertical cr == cr(R, 8, z, t) especificada como: 

z 
(C12) cr = h(R,8, t) 
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donde 1z es la coordenada vertical independiente en el dominio físico y h ;;h(R,9) es la 

altura de ola medida desde el fondo del tanque, entonces, 

[!~]=a~[~] =-h~ [!~] =- ~[!~] (C13) 

[:;~ J =-h~[:;~ ]+ 2 h~ [:~r =-:*f:;~J~c2 ~T:~r (C14) 

[:J =-h~[:J = -*[:] (C15) 

[~~ ]=-hz2 [~~ ]+ 2 h~[:T =~f[~~ ]+ 2 h~[:J (C16) 

·[:]=[~] (C17) 

[ª2ª] =o az2 (C18) 

Sustituyendo de la ecuación. (C13) a la (C18) en (C11), la ecuación de Laplace en el 

dominio computacional es, · 

[[ :;~] ~ [~J[:J + [R12][ ~~JJ-

-cr[~~J[~J[[ :;~ ]+[~][;~]+[:2 ][~~]]+ 

+ 2cr[:I~T[[:~r +[:2 I:T]+ 
+cr2[~~I~T[[!~T +[~2-I:T]+ 

+[::~1~r-
-2cr[ a~~][~][ :~J-2cr[:2 J[ !! ][~][: J =O 
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TRANSFORMACIÓN DE LA CONDICIÓN CINEMÁTICA 

La condición cinemática del oleaje, en el dominio físico es, 

sustituyendo las ecuaciones (C1), (C2) y (C3) en (C20) tenemos, 

debido a que la transformación es, 

S = R 

T]=8 

z 
cr=-

h 

't=t 

y de las ecuaciones (C13), (C15) y (C17), la ecuación (C21) es: 

[ :-J + {[: J + [ ::][-* ][ :~ ]}[ :~ J + 
[:2 J{[:J+[:I-*I:J}[:J-[:J[:J ~ 0 

Por lo que la condición cinemática en el dominio computacional es, 

[:H:I:~H:, I:I:J-[:!HJ{[:~r:t:,t:r d~0 
- en cr = 1 
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TRANSFORMACIÓN DE LA CONDICIÓN DINÁMICA 

La condición dinámica del oleaje en el sistema físico es, 

8< 1 [ª ]2 
1 1 [ª ]2 

1 [8<p]2 __E.+- _.!.e. +--
2 

_P. +- - +µcp+g(h-H)+RcosS[ax(t)]=O 
at 28R 2R 00 2 Oz. 

(a) (b) (c) (d) en z=o(R,e,t)+H=h (C24) 

Término (a): 

término (b): 

[~~r = [[~iI:}J +[:I:J+[:1:~JI[::1:~J+[:I:J +[::I:JJ 
=[:J[:~I:I~J+[:I:I~I:~J+[:I:~I:I:~J+ 
+[ig][:~I~I:J+[:I:I:I:J+[:!I:I:I:J+ 
[~][~][~][fu] [~][~][~][fu] [~][fu][~][fu] + ac;,- BR 8cr 8R + ~ 8R 8cr 8R + a¡; éJR fu 8R 

TESIS CON / 
FALLA DE ORIGEN J 

término (c): 

[:T =[[:I:J+[:I:J+[:!I:JJ[[::I:J+[:I:J+[::I:JJ 
=[:~J[~J[:~J[~J+[:J[:-][:~J[:J+[::][:J[:~J[:J+ 

+[:~I~I:I~J+[:I:I:I:J+[:I:I:I:J+ 
+ [ ~g][i!I :~1: J + [ ~*I ~I~I ~ J + [:~I: I~I: J 
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Término (d): 

[~J=[:~J[:J+[~J[:J+[::J[:J 

[:J =[[-:~J[~]+[:~J[:J+[:!J[:JJ[[:~J[~fl+[~J[:J+[:J[-:J] 1 . 

=[~~I~I-:~I~J+[:I:I:n[:J+[~!I:I~~I:J+ 
. +[:~I~I:I:J+[:I:I:I:J+[:I:I:J[:J+ 
+[~~I~I~I~J+[:I~I:I:J+[::I:I:!I:J 
Sustituyendo los desarrollos anteriores en la condición dinámica, tenemos: 

[~J+[::1:J+~[[:I:~Jr +i[[:I:Jr +~[[:I:~Jr + 
+[~€I~I:I~J+[:I~~I:I:~J+[:I:I:I:J+ 

+ 2~2[[~~I~Jr +2~2[[~I~Jr + 2~2-[[:J[:Jr + 
+ :2 [~I~I~I~J+ d2{¿g][~I~I:J+~2-[:I:I:I~J+ 

+J[[:~1:;Jr +i[[~I:iJT +~[[:I:Jr + 
+[~I:I:I:J+[:I:I:I:J+[:I:I::I:J+ 
+ gh-gH + µ(j)+Rcose[ax(t)]= O 
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tomando términos comunes, tenemos: 
[:J+[:I:J+[:I:I[:I:J+ :2 [:I:J+[:I:JJ+ 

+[!~][:][[:~][:]+ R12 [:][:]+[:][:]]+ ·· 
+[:][~][[:][:]+ :2 [:][:]+[:][:]]+ 

como: 
i 

+i[:r[[:~r + :2 [:r +[:rJ+ 

+i[:T[[:r + :2 [:J2+[:T]+ 

+~[:r[[:~r + ~12 [:r +[:rJ+ 
+ gh-gH+ µé¡>+Rcose[ax(t)]= O 

I; =R 
,, =e 

z 
cr=-

h 

't = t 

La cond.ición dinámica se puede escribir como: 
[~J[[:J+[:I:J+ :2 [:I:JJ+i[::r[[:r + R12 [:r +[:TJ+ 
[&.-] 1 [ª-]2 1 [ 1 J[&.-]2 + U: +2 a~ +2 R2 ~ +gh-gH-i-µép+Rcose[ax(t)].=0 · 

El primer producto de la ecuación anterior se puede escribir como: 
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[:!][[~];[~€][-~~]: ~2-[~J[~J] = . 

[~~J[[-.*I:J+[:I-*I:~J+:2T:I-*I:JJ= · 
.. ·· [-*][~][[! J~[:~1:~J=:2I:I:Jr 

El segundo producto se puede escribir como: 

~[~~r[[:~r + : 2 [:r +[:TJ= 

~[::J[[-*T[:~r+:2 [~*r[:r+[~Jl= 
1[ª<PJ2[ªJ•· ~[[·ªhJ2+_1_[ªhJ .. 2·· +[.!J2] 2 éJcr. ··• h · 8R · ·. R 2 00 cr 
'-, ··.; 

Sustituyendo . en la ecuación· origina( tomand~ términos éómun~s y cr = 1 (z= h) 

tenemos que la condición di~á~ica en la superficie ~el . liq¿id~. en el dominio 

computacional, es: 

-[~HU:H:I:H:, I:U:JH[h~ I'.::"ff[[:;]'+[R~I:J' ~+ 
[a<r] 1 [a<r]2 

1 [ 1 ][ªcp]2 

-+ -- +- --- +- -- -- +gh-gH+µ<p+Rcose[a (t)]=O en cr=1 
at 2 aR 2 R 2 oo x 

(C25) 

COMBINACIÓN DE CONDICIÓN CINÉMATICA Y DINÁMICA 

Condición dinámica (C25) en la superficie libre: 

en cr= 1 
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Condici©n cinemática (C23) en lásuperficie libre: 

de la ecuación anterior, de~spejando: ___ _ 

[:J+[:~I:~J+[:2 I:I:J=[::I~J[[:~r ;[:;I:T+1
] 

y sustituyendo en la condición dinámica, 

-[:n1:1~w~r +[:, 1:r :;pHh,,1:m;~J +[:,][:r +,J+ 
[1]+~[:~r +~[:2 ][:T +gh-gH+Rcoso[ax<t>]=o en cr = 1 

ordenando términos, 

-[~~r[h~ J[[~r +[R
121:r + 1J+i[h~ 1:r[[:~r +[R

121:r + 1J+ 

[ª-] 1 [ª-]
2 

1 [ 1 ][ª-]2 -; + 2 a~ + 2 R2 ;¿ +gh-gH+RcosO[ax(t)]=O 

ó bien: 

[ 0P_]+![_&p]2 +![_1 ][aq;J2 _![ __ 1 ][ª¡pJ2[[. ª_ h]2 +[__!___J. [ªh]2 +1]+ 
at 2 aR 2 R2 ao 2 h2 _ acr aR R 2 ao _ 

+ gh...:.gH +µ(ji+ RcosO[ax(t)] =O 

en cr = 1 

Así, la condición cinemática en la superficie libre es: 

y la dinámica: 
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+gh-gH+~i(j>+Rcose[ax(t)]=O en cr=l 

(C27) 

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir como: 

Condición dinámica: 

[_a<i>_J = -gh +gH-.:!.[ª<i>J
2 

_ .:!.[_:!-][~~]
2 

+.:!.[.l_][B<i>J
2

[1. +. [ªh]. ~•+ .... [L .. J. [·ªhJ
2

]-at: 2 aR 2 R 2 oo 2 h2 acr ·. ·· aR · . R 2 oo . 
. . . 

-i.t(j>-Rcose[ax(t)] en cr=l 

Condición cinemática: 

en cr = 1 

TRANFORMACIÓN DE LA CONDICIÓN DEL FONDO 

La condición de frontera en la zona rígida del fondo del tanque en el dominio físico es, 

[:J =O en z=O (C28) 

de la ecuación (C2) tenemos, 

[~!][:]=O en cr= O 

de la expresión (C17), 

[~:][~]=O en cr.= O 

por lo que la condición de frontera en el dominio computacional para la frontera del 

fondo es, 

[:J=oen cr=O (C29) 
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TRANFORMACIÓN DE LA CONDICIÓN EN LA PARED 

La condición de frontera en la pared del tanque en el dominio físico es, 

{:~J =O en R=a (C30) 

de la expresión (C1), se tiene que 

[aéj)J +[aéj)][ªª] =O en ·.;=;a 
a.; aa aR · ··.· . 

al sustituir la ecuación (C13), tenemos lo condición de frontera que representa la pared 

del tanque, en el dominio computacional, 

[:J-a[~][:!J[!~] =O en R=a (C31) 

RESUMEN DE ECUACIONES TRANSFORMADAS 

Potencial. de velocidad, cp, 

en n• 
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EN LAS FRONTERAS 

Para el fondo del tanque: 

[:J=o en cr =O 

En la pared: 

... [:~] =.?[:;][~][;~] en R=a 

Condición dinámica: 

[:J=-gh+gH-~[~ir-~[:21:r+~[h~-1::r[1 +[:~r +[:21:rJ-
. -µép-Rcose[ax(t)] 

·". 

Condición cinemática: . 
er:i cr = 1 

. . . 

[-~ J = [~:I~J[1 +f;~J2+[:2 I:T]-[:~I:~J-[:2 I:I:J 
en cr =1 
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APÉNDICE D 

DISCRETIZACIÓN DEL ESQUEMA SEMI-IMPLÍCITO 
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APÉNDICE D 

DISCRETIZACIÓN DEL ESQUEMA SEMI-IMPLÍCITO 

~ tt 
Jr-- 1=1 cr=1 

1/4 . -• 1=2 

-- -l cr=0.75 

1/2 
.0.cr2 

,, . 

'~ 
-1 cr=0.25 

.. 
1/4 ticr:. . ·l=MZ-1 

. ·· . 
---·- cr=O 

> ·• R .. - - - - -J-1 J-2 

, .. J-3 , j=MR1 J-MR-1 J-MR 

8acÍ1~1' : ' ,.¡¿ Rad1a2 ,., 
·· 3/4 Radio. · · · ·· .··.· 1/4 Radio 

Fig. 0_1_ Car~cterísti~~~ de discretización de la Malla M2 
,. ·--,'''-'' 

Con referencia a l;:aj~u~ d~ I~ Figura 01, la condición cinemática equivalente en 

la superficie_ libr~Fci~,1~%~Ji~-;;;se··ciiscretiza con un esquema explícito en la variable 
''.<-

temporal. -·-,o--.-

Para j=2; k;j ~~~3 .... (M8 -1), 

hn+1 h" j,k = j,k 

-[ ót J[...:.3u. +4u -U· I-3h· +4h· -h· ]" -
4 (AR1)2 .· .. J,k,1 · . J+1,k,1 J+2,k,1 J,k 1+1,k J+2,k 

-[ 4c:~)2J[:rJuj.k+1.1-uJ.k-1.1lh1.k+1 -hi.k-1r + 

+ 3U· -4U· +U· -- + -3h· +4h· -h· · [ · · {[ At ] [ At ][ J21" . J,k,1 J,k,2 J,k,3 2(Acr1) B(AR1)2 (Acr1) J,k 1+1,k 1+2,k 
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Para j=3,4,51 ••• (MR1-1);k= 1,2,3, ... (M0-1), 

hn+1 hn j,k = j,k 

-'[-'-- D.1:__.:_:_Jru .. 1k1 -U·..:1k1T.. h.· .. ·. 1k -h·-1k]n -4(.ó.R1)2 r J+ ' ' J ' ' .I!, J+ ' J ' 

-[ 
4
(::)2][ R~Juj,k+1,1-cU;H1lh¡,k+1-h¡,k-1l" + 

+ (3U j,k,1 - 4U j,k,2 + Uj,k,3 {[ z(~:1)] + [ S(.ó.R~! (Ácr1) }h j+1,k - h j-1,k )2 r 

Paraj= MR; k'."' 1,2,3¡.:.(MO -1), 

hn+1 hn 
j,k = j,k 
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Para j=(MR1+1); k= 1,2,3, ... (MO -1), 

hr:'k+1 = hr:ik J, J, 

-[ 4(6~2)2 Jui+1,k,1 :- u j,,-1,k,1lh J+1,k _.h J-1,k]" -:-

-[ 4(:~)' J[Rf Jru1~+1.1-~i.•L;;~l"+;-h,,c1]" + 

+ [au ''" - 4u ,.~ + úi .• 2{[,c:~{J+[ fl(",;f (,..,,¡Jl" i•\k - "i-1.• l'i' 

+ [ R1f I 8('19 f t(da1) Jh 1k+1 - h¡,k-1 f J"lhU 

Para j=MR; k= 1,2,3, ... (Mff-1 ), 

hn+1 h" 
j,k = j,k 

-[ . ót 2Jr3u1.k1 -4UJ·-1k1+UJ·.-2.k113h.Jk -4hJ·:..-1k+hJ·-2k]".:... 
4(óR2). t '' . '' . · '' ' ·. ' ' 

~ [ 4(:~)2 J[ Rf }uJ,k+1.1~uJ.k-1.1lhJ.k+1 -h¡,k-;-11" + 

+ r3u.k1 -4U·k2 +u;k3f[~]+[ · · ót .J[3h·k -4h¡ 1k +h¡ 2k 121" 
t J, ' J, ' · · 1' ' l 2(Licr1) 8(LiR2)2 (Licr1) 1' - ' - ' J · 

+ [ Rfl B(AG f ~da1) Jh J,k+1 -h J,k-1 ]' n h;.] 

La condición dinámica equivalente, en la superficie libre del líquido, se discretiza 

con un esquema explícito en la Vé;!riable temporal y los valores del oleaje obtenidos con 

el esquema explícito anterior se sustituyen en el lado derecho de la ecuación 
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discretizada,por 1a·cual"el~esqüema es·semi-implícito~·Con referencia a la·malla de la 

Figura 01, te nenias: .. ·. 

Para j=2; k"=1,2,3 (MO :::.1) 

uj.k.1"+
1<= uj,k,1~[1-µiÚ]-'ótghi.kn+1 +.MgH- Riót coso[ax(t)I' -

.· 2 ' . . '° ..... 

e-[ ~t J[2(~R1)J l- 3Ú j,k,1 + 4Ui+1.~.1 ~ u]~2.k,1l2 I" -

-[ ~· l[R;I 2(:e J [u1.•+1.1 - Uif 1.1f [" + 

ót 1 . . . . .· .. • .. · · n ·· · . 1 . . 1 . n+1 [ ][ ]2 l [ ][ ]2 . + 2 z(ó0-1) (3ui.k.1-4Ui.k.2+uj.k,3fl .1+ R.f 2(óo) [hj,k+1-hj,k...:1fl + 

1 . . . . . . •• n+1 1 2 . . ·. . . [ ]n+1 
+ -· -- -3h· +4h' -h· •.. --

[2(óR1)] ( J,k . J+1,~ · .. ·· ¡+2,kfl hj,k2 

Para j=3,4,5; .;. crvÍR1~1 ); 1<::'1.z,3 ··' (Me-1 > 
·.· ··' .. , ... .. ' ·. ;:·,.. ' .. " 

ui.k.1"+
1 = Ui.k.1~[t~µ~t]stii~~·i.~nft/~tgH- Riót cose[ax (t)I' -

-[ ~· L:R
1
i[u;.1.•.1·_:1-;t·;I'( 7 •. 

-[~' l :f ][ 2(:eJ [u1 .• ~1.1 ~ u1~-1.1l'[" + 

+ [ ~t L~cr1J [3u 1•.1 "4U !:~~ + ~lk.3 J' [" [1 + [R; ][ 2(:.J Íht•+ 1 - h 1,_1 J'[ o+ 
1 

+ 

+ [ 2(a~1J h·:· -hj~"t1"" lh;:. I' 
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Para j= MR1; k=1,2,3 ... (MO -1) 

Uj,k,1n+1 =Uj,k/(1-~tót)-ótghj,kn+1 +ótgH-Rjót cosO(ax(t))n -

. ¡. ~[ ~tJ[(6R1:óR2)r [uj+1,k,1--~~H.k.1l2[--· 

-[~1{ :f J[2(:0Jlu1.•+1.1 -u¡'""}'¡"+ 

. + [ ~1 Lc:"'J [3u1.•.1 - 4U¡.•~ + ui.•.3 f I" [' + [ :~ J2c:. ¡]' [h 1 .• +1 - h 1•-1l'I"+ 
1 

+ 

+ [ ("R': "R2)]\1+1·' -h1-1·•}'l"+
1 
[ h¡> f 1 

Paraj=(MR1+1) ... (MR-1); k=1,2,3 ... (MO -1) 

Uj,k/+1 = Uj,k/(1- µót)-ótghj,k n+1 + ótgH -Riót cosO(ax(t)r -

-[ ~tJ[2c6~2)r [ui+1.k,1 -Uj-1.k.1l2ln -

-[ ~11 R~T2c:.Jru¡"+" -U;.k-\1}'1" + 

+ [ ~t J[ 2(:"'J [3u 1,,,1 - 4U ,,~ +u 1,,,3 f I" [1 + [: ~ I 2(:e J [h J.k+ 1 - hi.•-1}'I"+
1 
+ 

Para j=MR; k=1,2,3 ... (MO -1) 

ui.k.t+
1 

= [~Jr4ui-1.k,1 -UJ-2.k,1}1+
1 
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APÉNDICE E 

CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL, 

CONSIDERANDO DESPLAZAMIENTOS ANGULARES 
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APÉNDICE E 

CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL, 

CONSIDERANDO DESPLAZAMIENTOS ANGULARES 

E1 MÉTODO GENERAL 

Con respecto a la Figura E1, el si~tema inercial X-Y-Z con origen en O está fijo 

en el espacio y el sistema x-y-z con origen en F está fijo en el tanque y se mueve con el 

contenedor, el eje x coincide con la superficie horizontal media del líquido. 

Fig. E1 Sistemas de referencia 

El sistema coorcjenado ; F(x,y,z) no inercial se mueve con velocidad 

V(t) = (Vx (t), Vy (t), v~(t}) ;~~e',,c()rresponde a la velocidad del terreno y con velocidad 

angular ñ=(¿x,.Q'.Y'd~).:~:~~i~a al vector de desplazamiento angular P=(f3x,f3y.Pz), 

cuyas componentes se conocen como: balanceo (f3x), cabeceo (Py) y giro (f3z>· Una 

partícula de fluido P, ubicada en el tanque, se mueve con velocidad absoluta referida al 

sistema O(X,Y,Z), 

V o = V(t) + ü + (ñ X ¡:) (E1) 

236 



con componentes V 0 = {U 0 , V 0 , W 0). La velocidad relativa de P, con respecto al sistema 

F(x,y,z), está definida como: Ü =(u, v, w) y donde r = (x, y,z} es el vector de posición de 

P con respecto al origen del ·sistema no inercial F(x,y,z). Llamando a Fb el vector de 

fuerzas de cuerpo~:por· masa unitaria y a ph la presión, entonces la ecuación de 

movimiento referidáal sistema O(X, Y, Z) se puede escribir como: 

DV0 D r.· • • • ~ • VPh -- = -LV(t} +U+ (Qx r) = Fb - --·--· 
rn rn o P 

(E2) 

DV0 donde representa la aceleración absoluta de la partícula P. La aceleración 
Dt 

absoluta de la partícula P, referida al sistema O(X,Y,Z) se obtiene (Beer y Johnston, 

1997) como: 

ovo ·e '\I • • r· ·) . ·¡ ººj --=atJ.F+éixr+nx,nxr +2nxU +-
Dt ' F DtF 

(E3) 

donde, a(tYiF=ax(t)i+ay(t)]+az(t)'.< es el vector de aceleración del origen móvil 

F(x,y,z) con respecto al sistema ine~cial O(X,Y,Z) y que representa el vector de 

acelera'ción del te~rer10y·'a. = {~~-.~~-. d~~)es el vector de aceleración angular. 

Igualando (~~) f6~~(E2),'} 

. O(t~.;~~~ff ~x(oxf)+2ñxülF +%'!1F ~F. - v:h 
ordenando los términos se tiene, 

º. ºI ·_+·_._2ñxüi· =Fb - VPh -éixr-ñx(ñxr)-a{t~ 
Dt F ': .· F p F 

(E4) 

El término ~~[ es la élceleración local de una partícula P con respecto al 

sistema no inercial, F(x,y,z); éi x r + ñ x (ñ x r) es la aceleración de transporte y 2ñ x Ü 

es la aceler~ció~ d~ C~riolis. Los términos involucrados en la ecuación (E4) se pueden 

escribir iniciando con el término 2ñ x O, 
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k j j 

2ÓxU= 2nx 2!1y 
U V 

2nz = [2ny w - 2nz v F + [2nzu - 2nxw ]l + [2nx v - 2nyu )< 
w 

.(E5) 

El término éi x r , 
j j k 

éixr= CXx ~Y CXz =[zcxy -Ya.zfi+[xa.z-Zcxx:IT+[ycxx -xa.y)< (E6) 
x: y . 'z 

Para el térr,nino ñ x.r, 
;} k 
<n~ n~ = [znv -ynzfi + [xnz -znx]J + [ynx -xny)< CE7) 

x<· ·:Y·· z 
_. > ·.-- ,,- -

El'términÓ•;n x(Ó;/ü .. 

; j 
(~!lx -\ny 

j 

. .ny .. 
(xnz -zilx) 

º =··[ny(YhxF.)(6y-).+.flz.(z9·x···-xnz·)f¡.+ 

+ [nx (x4y ~~Y#x)+ ~z (~~--ynz)JJ+ 

Desarroll:1~~fil~~c!~9jf¡~[~t! (EB) 

.. · .. ·!~'. =:,.~:r5('.·?·~~0(rl'~·;:):.Ó.(Ó.r)-r-ñ2 CE9) 

Sustituyendo las·~~üaciolles (E5), (E6) y (EB) en (E4) se tienen las componentes 

de la ecuación de EÜler/ 
' ' 
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donde la derivada substancial es, 

o a a a a -=-+u-··-+v-. -+w-. -
Dt· at· ·.ax· .ay az 

(E10) 

Si consideramos que no existe giro.en el tanque, las ecuaciones anteriores se 

reducen a, 

[a;+ u : 0 r:~*:~;~:l== ~1 -;; ª:: -ªx <t> 

[ av +uav. · ... '.+·····.·.;v.:. ~;+.?~~J·:;:F2 _ ! aPh -ay(t) 
at ax .. . ay .. _az , p ay 

[ aw +u aw +.·.•.~. ~ ;w aw] •. ~.-F3 ~ ! aPh - a (t) 
at ax··.· ... ay ·· az· .·· p_az .· z 

es decir: 

p[ºu +u au +va.u.+. wº. LJ] =-ºPh ...,. a(pgz) -. P a[xax (t)] 
at ax ay·.···az·· ax· ax ax 

P[av+u av. + v.av.···.·.+. w ... avJ = _aP~ _ a(pgz) _ P olYay(t)j 
at ax· ay.az ay ay ay 

P[aw +u aw + v é;.¡.¡ + w aw] = _ aPh _ a(pgz) _ P a[zaz(t)] 
at ax ay az az az az 

Aplicando el operador divergencia a la ecuación (E1 ), se tiene, 

v . v º = v . vct> + v . o + v . (n x ¡:) 
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el desarrollo para Jos términos involucrados es, 

'V· V(t) =[i ~ +] ~ + k ~] · [vx(t)i + Vy(t>}+ V2 (t)k]= O ax ay az. 

..., f,; -) [-:a ~a k- ª] ~(~,...,. __ ,.... )~ ( ,....---- ,....--)-: __ _ 
v ·\!>¿X Í = 1 ax+ j (}y+ éJz ·~"'"Y=:' 'f~~zº 1 + X"'"z ~z"'"x j + -

-i: (yn x - xn Y~ J = o 
Así, la ecuación (E12) se puede escribir, 

v-\/0 =Y'·Ü 

(E13) 

(E14) 

(E15) 

Para· un fluido· de densidad, p, constante, la ecuación de continuidad se puede 

escribir, 

'V ·V0 =0 en n 

por lo que si Y'.· V0 =O implica, según (E15) que, 

'V ·U=O_ en n 
ó bien, 

au -av .. aw 
--+-+-=0 en n ax ·ay_ az. 

Tomando el operador rotacional a la ecuación (E1), 

v x v º ='V x vct> + v x o+ 'V x (n x r) 
El_ desarrollo para cada uno de los términos es, 

i 
- a 'Vx V(t) = -ax 

Vx(t) 

Para el término, 

i 
r- -) a Vx \nxr = _-

ax 
(zny -ynz) 

j 
a 

()y 
Vy(t) 
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k 
a 

éJz 
V2 (t) 

=0 

(E16) 

(E17) 

(E18) 

(E19) 

(E20) 



= [~-(Y!lx - xny )-~ (xnz - ~x)}.i 
ay f)z ·. J . . 

+ [! (zriy -yhz )~ !(ynx- xny )]1 
.. ····[·•ª:c~=·;~'~T=:~é~(~·~c-ri·~)~i< 

+ ·ax . ·.· .. ~ .• ·'> ~ <Lf)y x:x····.·· Y z J .. 
~ ·=:29ir12~yif 2bz¡~ = 2~: (E21) 

. . 

Así, la ecuaC:ión (E19) se puede escribir; 

'VxV0 ='VxÜ+2Ó (E22) 

lo cual indica que el movimiento absoluto de la velocidad es rotacional. Considerando 

que no existen desplazamientos angulares, la ecuación (E1) es, 

. (E23) 

y la ecuación (E22) es, 

(E24) 

Si el fluido es considerado irrotacional, V x Ü = Ó , también lo es referido al 

sistema inercial O{X,Y,Z), V x V0 = Ó, por lo que podría suponerse la existencia de un 

potencial de velocidad absoluto,·.· <ll{X,Y, Z, t) y un potencial de velocidad relativo, 
. : . ·' . 

cp{x, y, z, t), tal que 

(E25) 

Dado que la ecuación de continuidad es V · Ü =O y considerando un fluido 

irrotacional, entonces, 

U= 8<p 
ax 

8<p 
V=-

Oy 

w = 8<p 
f)z 
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tal que la ecuación de continuidad se puede escribir: 

02<¡> + 02<¡> + 02<¡> = o 
f)x2 ay2 éJz2 

Las ecuaciones (E11) en función del potencial de velocidad, <p, son: 

v[O<p + ! (v<i>)2J = _ _! vPh - v(gz)- v(r. a(t)) 
at 2 p 

(E27) 

integrando la ecuación anterior, obtenemos la ecuación de Bernoulli con respecto al 

sistema no inercial, 

O<¡> 1( )2 1 - -() -+- Vcp =--Ph -gz-r·a t 
at 2 p 

(E28) 

donde r =xi+ y}+ zk es el vector de posición de una partícula, P, con respecto al 

sistema no inercial, F. 

E2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN 20 

Con referencia a la Figura E2, el sistema inercial X-Y-Z con origen en O está fijo 

en el espacio, y el sistema x-y-z con origen en F está fijo en el tanque y se mueve con 

el contenedor, el eje x coincide con la superficie horizontal media del líquido. 

El sistema coordenado F(x,y,z) no inercial se mueve con velocidad: 

V(t} = <Yx(t), Vy(t),O) que corresponde a la velocidad del terreno, y con velocidad 

angular ñ = (0,0, !1z) debida al un giro Pz ó cabeceo alrededor del eje z. 

Una partícula P, ubicada en el tanque, se mueve con velocidad absoluta referida 

al origen O(X,Y,Z}, 
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y 

.. \ 
g cos 13 gsen 13 

~ 
y 

F 

Posición inicial 

Fig. E2 Sistemas de referencia, movimiento bidimensional 

v0 =V(t)+ü+(ñxr) 
' .. 

(E29) 
... . . : _· ••. ,... ···."~<,\. -• -,. - , . 

con componentes V0 =(U 0 ,V0 ,0). La velocidad relativa de P, con respecto al sistema 

F(x,y,z), está definida como: O =(u, v,O) ·y f = (x, y, z) es el vector de posición de P con 

respecto al origen del sistema no inercial F(x,y,z). Llamando a Fb el vector de fuerzas 

de cuerpo por masa unitaria y a Ph la presión, entonces la ecuación de movimiento 

referida al sistema O(X,Y,Z) se puede escribir como se especificó en la ecuación (E3),: 

ººº -e 'I - - r- -) - -¡ ºº\ -- = a t.11 F + éi X r + Q X'º X r + 2Q X u + -
Dt F Dt F 

(E30) 

donde, a(t).F = ªx (t)i +ay (t)} + Ok es el vector de aceleración del origen del sistema no 

inercial F(x,y,z) con respecto al sistema inercial O(X,Y,Z) y que representa el vector de 

aceleración del terreno; y éi = (0,0,a.z) es el vector de aceleración angular. La ecuación 

(E30) se puede escribir como. 
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- 1 - - - ( ;.) - -¡ ººI - VPh a(t) F + a. x r + n x n x r + 2n x U F +[)t F = Fb - P. (E31) 

ordenando los términos se tiene, 
. . 

~~IF +2ñx ~l;~.F~~~~;:~·.:=:t1xl~~}(~\~r)=a(t).; (E32) 

El ténnlno :1, es la ace10iaÚón1/~~r{~~Ü~~ P~it1~U1~ P con respecto al 

sistema no inercial, F(x,y,z); ci'x r + Ó\/(ñ~'f)Ja: r+Ó.· (fr. r )- r .. ó.2 es la aceleración 

de transporte y 2{l X LJ es la •a~elera6ión 'deiCorÍoliS. ·.··. 

C~nJi.derand() q~~:Jb~~~~~~~b~}I~-~b~J3z,O), donde 13z es el desplazamiento 

angular alrededor d~I eje z y g es i~ ~c~ler~ción de la gravedad; las componentes de la 

ecuación d~ EG1er 's~ri: 
Du ·.·. 18~ 2 
Dt -2Qzv =-gsenl3z -P ax·+ycxz +xnz -ax(t} 

~ 1~ 2 -+2QzU=-gcosJ3z ---- -X<Xz + ynz -ay(t) 
Dt p ay 

(E33) 

donde la derivada substancial es, 

o a a . a 
-=-+u-+v-. 
Dt at·.ax ay (E34) 

: . . . . . . 

Si el desplazamiento angular é:IÍ~~d~~o; del eje z se denomina como: 13z = 13, 

entonces las ecuaciones (E33) se puede~ e~cribir: 
au au au ; - <, > 1·aph .. . 2 
at +u ax+ V ay -?Pv = -gsen(3 -¡; ax + Yl3 + x(p) - ªx (t) 

av +u av + v av i 2~u = -g cos 13 - ! aPh - x~ +l.; \2 - a (t) 
at ~ ay ' p ay \PJ y 

(E35) 

-Las ecuaciones (E35) se ·encuentran en fUnción de la velocidad relativa 
. ' 

O= (u, v,O) de"éúalqJier partícula de fluido contenido en el tanque con respecto al 

sistema no inercial, F(x,y,z). 

Aplicando el operador rotacional a la ecuación (E1), se tiene, 
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VxV0 =VxVfo+vxü+vx(óxr) 

se puede verificar que, 

Vx V(t)=O 

Vx (nx r)= 2Qzk 

(E36) 

(E37) 

(E38) 

es decir la única componente diferente de cero en (E38), es normal a la página. 

Sustituyendo (E37) y (E38) en (E36), se tiene, 

VxV0 =VxÜ+2Q (E39) 

Se puede observar que el movimiento absoluto de la velocidad es rotacional. 

Para un fluido de densidad, p, constante, la ecuación de continuidad se puede 

escribir, 

V·V0 =0 en Q 

De igual manera, la ecuación de continuidad para la velocidad relativa es, 

V·Ú=O en Q 

ó bien, 

au av 
-+-=0 en n ax ay 

Aplicando el operador divergencia a la ecuación (E1 ), se tiene, 

V · V 0 =V· V(t) + V' · Ü + V · (óx r) 

se puede verificar que, 

V-V0 =V'·Ü 

por lo que si V·V0 =0 implica que: V-Ü=O. 

(E40) 

(E41) 

(E42) 

(E43) 

(E44) 

En un movimiento plano o bidimensional todas las líneas del movimiento del 

fluido son paralelas a un plano fijo y además, los vectores velocidad en puntos 

correspondientes de todos los planos paralelos al plano de referencia son iguales (Levi, 

1991). Se puede suponer la existencia de una función 1.1' = 'l'(x, y, t), llamada función de 

corriente, y que puede suponerse en cualquier tipo de flujo, rotacional o irrotacional. Así, 

'I' =constante, implica que la función de corriente se mantiene constante a lo largo de 

toda la línea de corriente. La función de corriente se define como, 
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0\11 
V=-ax 

La ecúación de continuicfad (E42fse puede escribir, 

-![:]+ ~[:J=o 
lo cual implica que '11 satisface el principio de continuidad. 

Si .se considera que el movimiento relativo de la velocidad es rotacional, 

- [av au]· VxU= ax - ay k 

cuya única componente diferente de cero es normal a la página. 

(E45) 

(E46) 

(E47) 

Las ecuaciones (E35) son fun.ción de la velocidad relativa, por lo que interesa 

conocer la función de corriente, \I', definiendo el rotacional local como, 

';'Ú~yxO 
~" . ~ 

tal que según (E47)1a compónentédiferente de cero es normal a la página, 

>_ .. -[·~ au] ro- ---ax ay 

Sustituyendo las ecuaciones (E45) en (E42), 

8 2\11. 8 2 \I/ 
--+--=ro 
ax2 ay2 

es decir, 

V'2\I' = (1) 

La ecuación anterior es la ecúación de Poisson para '11 . 
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(E49) 

(E50) 

(E51) 
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