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RESUMEN

Se estudia la respuesta sismica no lineal de tanques cilindricos excitados
horizontalmente en su base por una aceleracion del terreno con gran amplitud, periodo
dominante iargo y con gran duracion. La respuesta se evalta en funcion de la aitura de
ola, fuerza cortante y momentos de volteo en el tanque. E! tanque cilindrico se
considera con paredes rigidas y anclado a una cimentaciéon indeformable. E! liquido
contenido en el tanque es no viscoso, incompresible e irrotacional, lo que permite
considerar la existencia de un potencial de velocidad que al ser introducido en la
ecuacion de continuidad resulta la ecuacién de Laplace. El amortiguamiento numérico
del sistema se considera como pseudo-viscoso.

L.os resultados de la soluciéon analitica lineal indican la influencia de los modos
superiores en la respuesta y la presencia del fendmeno de resonancia, por lo due se
hace necesario considerar los efectos hidrodinamicos no lineales en la respuesta.

El'sistema de ecuaciones no lineales, valido en el dominio fisico del liquido, es
mapeado a un dominio computacional definido por un paralelepipedo con dimensiones
que permanecen invariables en cada instante, evitando realizar un remallado durante la
solucron del problema transitorio. El sistema de ecuaciones no lineales se resuelve
numencamente por medio del Método de Diferencias Finitas (MDF) en coordenadas
cnllndrlcas sm despremar el punto central del dominio, y en forma tridimensional. El
esquema usakdq en la discretizacion de las ecuaciones en diferencias finitas fue el de
Crank-Nichblédn y linealizadas por medio del método de Newton; el sistema de
ecuaciones ‘éigebraicas resultantes se resolvieron por el método del Gradiente
Biconjugado. k -

La diferencia entre la respuesta no lineal y la lineal varia para cada movimiento
sismico. El incremento porcentual entre ambas respuestas resulta ser mas significante
para los momentos de volteo. Los efectos no lineales en la respuesta son mas

importantes para tanques anchos con relacién altura a semiancho, H/a=0.30, en donde

la altura de ola maxnma no Ilneal es del orden det 35% de la profundidad del tanque.

El amortlguamlento'pseudo-wscoso modela adecuadamente la combinacién de

los efectos por fncméh entre el liquido y las fronteras sélidas del tanque, y los efectos

ol




debidos a la. viscosidad del liquido. En resonancia se presenta inestabilidad numérica
en la solucion, tal vez sea necesario agregar disipacién numérica externamente al
sistemna para estabilizarlo o considerar un planteamiento que permita que la altura de
ola rdrhpé. ’ Cerca de la zona de resonancia la respuesta no lineal difiere
signriﬂgatyiyamente de la lineal, se presenta un comportamiento en el cual la amplitud del
oleajev'piositivol es mayor que la del negativo, ademas del alargamiento del periodo de
oscilac'iérir.‘La,curv'as de respuesta en frecuencia indican un comportamiento similar al

de la ecuacion de Duffing con rigidez “débil".



ABSTRACT
Nonlinear Sloshing and Seismic Response of Vertical Cylindrical Tanks

" In this work, the nonlinear response of vertical cylindrical tanks subjected to
earthquake ground motion is studied. The tank is considered anchored to the ground
and its walls are rigid. The liquid stored in the tank is supposed to be inviscid, irrotational
and incompressible; pseudo viscous numerical damping is introduced in the response
analysis'. The response is studied in terms of wave heights at the liquid free surface, and
base s‘h'ear and overturning moment at the tank walls. Ground motions recorded at
several statlons durlng the Mexico earthquake of September 19, 1985 are used for the
analysns :

: The linear solution is examined first. The results show that the contributions from
higher modes to the response may be significant. It is also shown that if resonance
occurs, the lmear solutlon;does not predict the response appropriately and nonlinear

sloshlng needs consi i ered Ground motions modeled as harmonic functions are

con5|deredffo ‘ resonance effects.
- g- problem was formulated in- the physmal domain and

transformed to na computational domain. Due to a change of variables, the

def“’ned by a cube with known tlme mva n dlmensmns .as

computatlﬂ nal.d

opposed to the physncal domaln that changes with time. Thu for.th numerlcal solutlon

the computatlonal mesh needs not change along time. ‘The system of” equatlons is

written . in polar coordmates for a tree-dimensional model of the tank. The discrete
system of equations in ‘theicomputatlonal domain is solved using the Finite Difference
Method (FDM) including" the central point at the tank vertical axis. A Crank-Nicholson
scheme was used for the solution of the finite difference equations, linearized by means
of the Newton method the resulting system of equations was solved using the method
of the brconjugate gradlent

“in the response parameters of interest are examined for the
nonlinear and lm ’Iutlons The increase of response from the linear to the nonlinear

solution is. more si mt”cant for the overturning moment. Broad tanks, i.e those with a
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height-to - radrus ratio- Iess than Hla=0 30 tend to be more lrkely 1o exhrbtt nonlmearj'r*
sloshmg, where the maximum non Ilnear wave helght at the free’ surface is about 35%

the water depth in the tank. :
; ; Numerrcal instability of the solutr und at resonance. It may be necessary to'
lnclude numerrcal dispersion into the
The nonlrnear liquid behavior nea :
'correspondrng linear behavior. Typlcally, positive liquid amplitudes grow much faster
wrth trme than the negative ones, and periods of oscillation become longer. It was found’
’that the nonlinear frequency curve for the tank responses analyzed exhibits the typlcal

nonlmear softening behavior obtained by the Duffing's method.

ince ‘is considerably different from: the"v

Xii

: take into account that waves may break.



CAPITULO 1
GENERALIDADES

‘ -
1.1 CARACTERISTICAS DE TANQUES CILINDRICOS

Los tanques para almacenar liquidos o procesar su contenido, como ocurre en
los sistemas de almacenamiento y regulacion de agua potable, plantas de tratamiento
de agua, plantas industriales y reﬁnerias pueden ser elevados o apoyados en la
superficie del terreno, estos ultlmos generalmente son de acero y de forma cilindrica.

por columnas vy. nun” rempnente cerrado perfectamente rigido y

completamente lleno,’ toda la masa del liquido junto con la del recipiente, se mueve
como cuerpo rigido. Sin embargo en un recipiente que almacena un poco menos de su
capacidad las presiones hidrodinamicas sobre las paredes y el fondo son practicamente
iguales a las de un recipiente con superficie libre.

Los tanques de almacenamiento pueden estar anclados a la cimentacion o
solamente apoyados sobre ella. En el primer caso se conocen como tanques anclados
y en el segundo como tanques sin anclar. En el caso de tanques que no estan anclados
a la cimentacion, al ser sometidos a una excitacion sismica horizontal se induce un



momento de volteo que debe ser reS|st|do por los esfuerzos permnsnbles horlzontales de

efectos SISI’T\ICOS
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1.2 FALLAS PRESENTADAS EN TANQUES CILINDRICOS DEBIDAS A
MOVIMIENTOS SiSMICOS

En las ultimas décadas se han presentado dafios severos en tanques cilindricos
para almacenamiento de liquidos debido a movimientos sismicos en su base. El sismo
de Alaska de 1964 fue el primer evento que ocasiond dafios de pandeo en tanques
cilindricos de almacenamiento anclados a la cimentacién. En Greenville-Livermore
California, el sismo de 1980 ocasiond pandeo en 100 tanques de almacenamiento
(Niwa y Clough, 1982). En 1964, debido al sismo de Nigata, Japdn, varios tanques que
almacenaban aceite y que se encontraban anclados a la cimentacién, sufrieron dafios
considerables en la cubierta debido al oleaje del fluido en la superficie (Sakar y Ogawa,
1984). En febrero de 1971, cinco tanques sin anclar y apoyados sobre anillos de
cimentacion sufrieron levantamiento en promedio de 35 cm durante el sismo de San
Fernando, California (Jennings, 1971). El sismo de Colinga, Argentina, en 1983,
ocasiondé pandeo tipo “pata de elefante” en las paredes de tanques que almacenaban
aceite ademas de rupturas en la union de la placa base con el anillo inferior del tanque
y del dafio en soldaduras; once tanques presentaron dafios en la cubierta flotante,
(Manos y Clough, 1985). En otros eventos sismicos también se han presentado fallas
considerables en tanques cilindricos, como las registradas en Landers en 1992 y en
Northridge en 1994. Recientemente, el sismo de Kocaeli en Turquia, 1999, produjo
fallas en las conexiones de las tuberias de alimentacion debidas a momentos de volteo
excesivos. Consecuencias adicionales de falla producidas por sismos en tanques, y no
menos importantes, son las pérdidas humanas, incendios, explosiones, dafio ecoldgico
e interrupcion del abastecimiento de agua potable.

En la Figura 1.2 se muestran algunas fallas en tanques cilindricos presentadas

durante eventos sismicos.



(d) Falla tipo Diamante, Livermore, 1980 {e) Falla en la pared, San Fernando, 1971

(f) Tanque de almacenamiento de agua, (g) lIzmit, Turquia, falla en conexiones

falla en conexiones, Santa Rosa, 1965 (1999)
Fig. 1.2 Fallas presentadas en tanques debidas a movimientos sismicos
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1.3 REGISTRO DE TANQUES DE ALMACENAMIENTO EN EL DF

En el Distrito Federal (DF), México, existen cerca de 900 tanques de los cuales
250 son de almacenamiento y regulacion de agua potable (Figura 1.3). La mayoria se
ubica en las zonas de lomas y de transicidn, y mas de una docena de tanques se
encuentran en la zona de lago. En el area metropolitana se encuentran también un gran
numero de plantas de tratamiento de aguas negras y plantas industriales que cuentan
con tanques cilindricos de almacenamiento. Estos tanques son vitales para el sistema
de abastecimiento y dosificacion de agua potable. Existen también en el area
metropolitana del DF tanques de abastecimiento de la industria petrolera, asi como
tanques para almacenamiento de turbosina y gasavién. La falla de alguna de estas
estructuras durante un temblor afectaria el abastecimiento de combustible para trafico
aéreo, causaria un gran dafo ecologico y pondria en riesgo la vida de un gran nimero

de personas.

1.4 ANALISIS SiSMICO DE TANQUES CILINDRICOS

En las ultimas décadas se han desarrollo varios estudios sobre el problema
dindmico de liquidos almacenados en contenedores con superficie libre. La gran
mayoria de estos estudios se han aplicado principalmente a la industria militar, aérea y
espacial. Las fallas producidas por efectos sismicos en tanques cilindricos impulsaron
el estudio dinamico de este tipo de estructuras.

Las ecuaciones hidrodinamicas de un fluido incompresible pueden determinarse
por medio de las ecuaciones de Navier-Stokes o las de Euler, estas ultimas junto con la
hipotesis de fluido irrotacional, permiten suponer la existencia de un flujo con potencial.

La descripcion del comportamiento del fluido se realiza desde dos tipos de
enfoques: el Lagrangiano y el Euleriano. En la descripcion Euleriana las coordenadas
de la malla, en la que se discretiza el fluido, estan fijas con respecto a un marco de
referencia, tal que el fluido se mueve através de la malla de elemento a elemento. La
descripcion Lagrangiana esta caracterizada por un sistema coordenado o malla la cual




se mueve con el fluido. Fisicamente, la descripcién Lagrangiana centra su atencién en
las particulas especificas del medio continuo, mientras que la descripcion Euleriana se
interesa por una region particular del espacio ocupada por el medio continuo.

Capacidad
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v - T . o e
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Fig. 1.3 Ubicaciéon de tanques de almacenamiento en la zona metropolitana del DF.

Cuando un sistema coordenado esta fijo en el espacio, también conocido como
sistema coordenado Newtoniano o inercial, las ecuaciones de movimiento contienen
una gran cantidad de términos, lo cual hace mas dificil su evaluacién, ademas, se limita
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la amplitud del - movimiento del tanque (Bridges, 1981). Cuando se usa un sistema
coordenadd que se mueve, las condiciones de frontera del problema dinamico son
' homogréneas’con referencia al origen del sistema coordenado, esté tltimo enfoque es
mconsrid,érado como valido para grandes movimientos del tanque (Lou, Su y Flipse, 1980)
. efinicl‘l'JSO para la modelaciéon de olas que rompen (Ortiz, Barhorst y Robinett, 1998), sin
embérgb es necesario incluir las fuerzas de Coriolis y centrifuga.
El efecto hidrodinamico en los tanques esta asociado practicamente a las olas
) superﬁcuales El fendmeno puede esquematizarse como lineal mientras las olas sean
pequenas sm embargo, la formacion de olas aitas conduce a un comportamiento
’ hldrodlnamnco no Imeal EI problema dinamico es no lineal en dos aspectos: (1) la forma
‘ers conocida a priori, (2) existen términos de orden

- de frontera de la superficie libre.

dos tipos de planteamientos matematicos del problema: (1)
solucnon lmeal en la cual se desprecian los términos de orden superior en las
condncnones de frontera (2) soluciéon no lineal, en la que se toman en cuenta las

condiciones de frontera completas.

1.4.1 ANALISIS SiSMICO LINEAL DE TANQUES CILINDRICOS
-ESTADO DEL ARTE-

El problema dinamico lineal de tanques cilindricos, excitados sismicamente, se
ha resuelto en forma analitica por medio de la teoria del potencial. La altura de ola,
presidnes hidréulicas fuerzas cortantes y momentos de volteo se expresan en términos
de un potencial de- ve|oc1dades En forma numérica se han aplicado métodos como:
Elemento Finito (MEF) Elementos de Frontera (MEF) y ila combinacion de ambos. La

solucién lmeallzada el | oblema es valida para pequefias oscilaciones del fluido.

ntentos de considerar el efecto dinamico del fluido sobre un
contenedor fueron apllcad'c')s‘a tanques de aeronaves y fueron realizados por Jacobsen
(1949) y por Grahém y Rodnguez (1952). Abramson (1966) mtrodu;o la teoria del
potencial en el calculo de! oleaje en tanques cuadrados de vehiculos espaciales y




excitados- armomcamente. Graham y Rodnguez suponen que las presiones. dinamicas

del llqmdo sobre Ias paredes del tanque pueden separarse en dos: una convectiva y

pseudoacejeracuon correspondlente a Ia frecuenc1a fundamental del flundo EI metodo de

Elemento Finito se_ha’ usado para modelar un tanque con paredes flexibles. Cuando se',

Ele mento Finito, para modelar la interaccion flu1do-estruct ra, se' B

apllca
puede ;‘ll_y'ea por. ;médlo de cuatro enfoques: Euleriano, Lagrangiano, Eulenano-
Lagrang’jano; por-Masa Agregada. En el enfoque de Masa Agregada, la masa’ que;
generari Ias pres|ones hidrodinamicas es sumada o agregada a la masa de la esti’uatura
en la inté‘ryfase' del fluido con la estructura, este enfoque ignora las oscilaciones del
fluido. En'fel ehquue Euleriano, los desplazamientos son las variables en la estructura y
las presiones o los potenciales de velocidad son las variables en el fluido. Debido a que
las incégnitas en la estructura son principalmente los desplazamientos y posteriormente
los esfuerzos, una incompatibilidad ocurre en el dominio del fluido, el cual esta descrito

por las presiones nodales. Esta incompatibilidad requiere una formulacién especial para



determinar la respuesta dinamica del sistema (Greeves y Dumanogiu, 1989). En el
enfoque Lagrangiano el comportamiento, tanto del fluido como de la estructura, se
expresan en términos de desplazamientos nodales por lo que las condiciones de
equilibrio y de compatibilidad son automaticamente satisfechas en los nodos de la
interfase fluido-estructura. El elemento fluido generalmente es considerado como un
elemento sdlido elastico con médulo de rigidez al corte despreciable y con médulo de
elasticidad - volumétrico igual al médulo de compresibilidad del fluido (Dogangun,
Durmus: y Ayvaz 1994). En la mayoria de los casos la pared se ha modelado por medio
de elemejtos tlpo “shell” (Balendra, et al, 1982; Barton y Parker, 1987; Liu, 1981). La

descrlpcmn kLagranglana no es adecuada para fluidos que presentan grandes

’Ilay podria distorsionarse, por otro lado, la descripcion

desplazamle
Pt alquier fluido pero no es compatible con los grandes

desplazamientos de |  en la cual la geometria de las fronteras se altera; por

lo antenor ha surgido 'un playnteamlento llamado Euleriano-Lagrangiano (Hughes, Luiy
n, 1991 Liuy: Ma 1982; Liu, 1981; Bathe y Hahn, 1979) que toma en
cuenta ventajasrde ambos planteamientos. Para resolver problemas de fluidos viscosos

7 lbré , Ramaswamy y Kawahara (1987) desarroliaron una descripcién
cinematic lerlano Lagranglano para el dominio del fluido en la que los puntos
nodales ‘n desplazarse independientemente del movimiento del fluido, lo que

permité‘__vlv'n‘ res dlstorsmnes del movimiento del fluido que el método puramente

y una descnpcmn Euleriana en la direccién horizontal.
En el metodo de Elementos de Frontera la frontera del liquido se discretiza por

medio de ecuaciones integrales. Basicamente existen dos enfoques en la formulacion
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del metodo uno. esta basado el uso de ecuamones ‘integrales y el otro hace” uso deI

conjunto completo de solucnone ' ste ultlmo ewta Ia introduccion de smgularldades en

en el fondo del tanque y un model
hidrodinamicos.

La mayoria de los. estudio

obre suelos erx:bIes. Lo anterlor también es

analmcos que tomen en cuenta Ia |nteracc10n suelo-estructura.
Resultédos“éxperlmentales en tanques para almacenamiento, con superficie

libre, muestran claramente que ex:ste un comportamiento amortiguado en la respuesta

del hqundo (Case y Parklnson 1957), la disipacidon de energia esta relacionada con el

amortiguamiento en el mov1mlento del fluido. En la teoria del potencial, no es posible

11



tomar en cuenta la disipacion de energia, por lo que en los trabajos en los que se toma
en cuenta el amortiguamiento, éste se introduce en la ecuacion de movimiento por
analogia a la ecuacidon de un oscilador amortiguado. Para simular el efecto del
amortiguamiento viscoso en la teoria del potencial, en tanques cuadrados, Faltinsen
(1978) ‘introdujo un término ficticio en la ecuacion de movimiento para representar la
viscosidad del fluido. En este planteamiento el término del amortiguamiento representa
una fuerza de oposicion al ‘movimiento de una particula de fluido.

: Consuderando la’ teona del potencial para la soluciéon linealizada del problema
dmam:co han surgldo vanos procedimientos para el aislamiento de la base de tanques
cilindricos ante mowmlentos sismicos (Nam-Sik Kim, et al, 1995). Los mas recientes

, proponen desconectar las paredes del tanque de la placa base y apoyar el anillo en
forma horizontal en un material elastomérico flexible.

Los coédigos API-STD-650-93, AWWA D100-88 Y. ENSEE—1986 proponen un
procedimiento de analisis sismico de tanques C|I|ndr|cos : basado en el modelo

simplificado masa- resorte desarrollado por. Housn 1957 y modlfcado por Veletsos

(Veletsos y Yang, 1977) Dicho procedlmlento donsndera dos mo os de la respuesta del

sistema fdeo-tanque (1) el del sns ema cascaron cublerta Jun con una_porcion del

liquido que se mueve ; socuado a’ una fuerza |mpulsnva y (2) el

fundamental del oleaj nteni o en el” tanque asomado -auna fuerza

convectiva. Las . hlpo s
pequena y se pued
paredes del tanque

Es muy prob bl 1S fallas por pandeo tipo “pata de elefante” en tanques

cilindricos ubicados' en  zonas epicentrales, se producen principalmente por la

componente vertical de la aceleracion sismica del terreno. Por lo anterior, se han
desarrollado varios' trabajos sobre el comportamiento dinamico lineal de tanques
cilindricos sometidos a la componente vertical de la aceleracion. Los modelos
matematicos que se han utilizado para investigar la respuesta consideran que la

componente vertical excita los modos simétricos de vibrar del liquido por lo que, por ia

12



teoria- Ilneal no se produce oleaje ‘en la” superfme Ilbre (Kawano et al, 1980; Niwa y~
Clough 1982’ Ha'ou‘ yTayel 1984 1985; Guanqum 1984 Veletsos y Kumar, 1984,
‘ ber 11988; Manos, 1989; Wllllamsy ‘Moubayed, 1990; Manos,

respuesta es deblda al modo fundamental Svuponen que no existe evidencia de que
una estructura civil con las caracterlstlcas,de un tanque de almacenamiento pueda

entrar en resonancia.

1.4.2 ANALISIS SiISMICO NO LINEAL DE TANQUES CILINDRICOS'
-ESTADO DEL ARTE-

Estrictamente hablando existe Unicamente un trabajo relacionado con el analisis
sismico no lineal de tanques de almacenamiento, en el cual la excitacién en la base del
tanque puede ser una registro sismico o.una funcién armoénica (Chen Haroun y Liu,
1996) y esta enfocado a tanques rectangulares cuya forma bldlmensmnal Y condlcuones
geometncas difieren sustancxalmente a Ias de un tanque cullndnco : ‘

reallzado en tanques cuadrados y con una excitacion honzontal en su base del tipo

armomca, con pequefia amplitud y corta duracion. Los registros sismicos normalmente
presentan altos niveles de excitacion () 0.2g), tienen un periodo de duracion de' 20 2 60

13



segundos o mayor y el movimiento que presentan, estrictamente, no es armoénico. Los
movumlentos reglstrados en el Valle de México presentan altos periodos dominantes y

gran duracnon

Cilat naturalez .vdel oleaje es no lineal y en ocasiones la no linealidad esta

77 goberriada por el aracter del movnmrento del liquido. Abramson (1966) dividio los
efectos no lineales:e tres clases (1) aquéllos que son consecuencia de la geometria
del contenedor e dealr dependen de la verticalidad de las paredes o de estructuras
lnternas 2 aquello "quve son consecuencia de la alta amplitud de la excitacidn y de la

respuesta ,(3) aquellos que involucran diferentes formas en el comportamiento de!

lquldO produmdaé por el acoplamiento o inestabilidad de varios modos laterales del
: oleaje -
La solumonlanahtlca no lineal, basada en la teoria del potencial y en el método
2 usado para predecur Ia respuesta no amortiguada del fluido en
resonancra Se ha apllcado a tanques rectangulares
i ‘ ometldos a una excitacién horizontal o rotacional
del tlpo,a edrla de Monseev (1958) es la base de algunos
estud|os S Hutton (1963) uso la teoria de Moissev para estudiar
oscﬂagrg quena amplitud, cercana a la primera frecuencia de
reson‘a'n' or vertlcal Faltisen (1974) desarroilé una teoria no lineal
J “con paredes rigidas, forzado a vibrar armonicamente con
pequena amplltud a frecuencia cercana a la de resonancia. Las teorias de
Moiseev (1 958) '

teoria de Penn y

de Hutton ,:'(1"9_63) son presentadas por Abramson (1966), junto con la
rice (1 952) para oscilaciones libres no amortiguadas en un tanque
rectangular con rofundldad‘_f"mta

El metodo de foerericras Finitas ha sido ampliamente usado para la solucién del
problema de: oleaje no Imeal En la literatura aparecen diferentes algoritmos de soluciéon
basados en. eI metodo llamado Marcador y Celda (MAC, Marker and Cell), propuesto
por Harlow y Welch (1965 1966) en el que se resuelven las ecuaciones de Navier-
Stokes para un ﬂu;o Iammar por el método de diferencias finitas. El método MAC divide
el domlnlo computacronal en celdas, en las que un sistema de marcadores de particulas

de fluido son inicialmente colocadas en celdas y subsecuentemente son movidas con
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veloc1dad Iocal Una ‘celda que no tiene un marcador de particuia se consndera que no

lntroduce un metodo para determlnar las presiones de impacto y un sistema de
coordenadas ‘que. sé mueven usando el algoritmo SOLA-VOF; el método es aplicable en
tanquelsw en "'d<os dimensiones. Tozawa y Sueoka presentan varios resuitados de
n"l'odré’lds‘ éxbérifnentales pero no muestran ningun resultado entre las presiones
medldas Y. las calculadas

Vezncco y Orlandi (1996) resuelven las ecuacwnes de Navier-Stokes por medio
de leerenCIas Finitas en coordenadas cﬂmdncas para el problema de superficie libre en
un anlllo Mlyata y Nishimura (1986) utilizan el mlsmo procedimiento para la solucion del
oleaje sobre un barco. Hwang, Lee y Lee (19 f ) comblnan el método del Volumen de
Fluido (VOF) vy el de Diferencias thta'
rectangular. Ukeguchu Sakata y Ad'

f soluc10n del oleaje en un tanque

_roponen el método llamado FLIC

(Fluido 'en_Celda) en el que se comb o'de Elemento Finito con el método

VOF para calcular el ﬂu;o alrededo de un cuerpc estanco
lkegawa (1974), Washlzu
(MEF) para anahzar el oleaje no;llneal

kegawa ‘,,(1 974). usan el método de Elemento Finito

e“un hqundo en un ¢tontenedor rectangular
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bidimensional. El contenedor es forzado a vibrar arménicamente con pequenia ampilitud
en direccion horizontal, el fluido se supone no viscoso e irrotacional. El dominio del
fluido se discretiza en elementos triangulo. Washizu, lkegawa y lkegawa (1978, 1980)
extxenden el método de lkegawa para tanques que oscilan angular y verticalmente.
- , L Faltlnsen (1978) desarrolld un método numeérico para el caiculo del oleaje en dos
dimensiones de tanque rectangulares basado en la técnica de integrales en la frontera y
‘el método del panel. Nakayama y Washizu (1981) aplican el método de Elementos de
' Froh’tera para el analisis no lineal de! oleaje en dos dimensiones de un contenedor
rectahgular sujeto a oscilaciones horizontales, verticales y angulares. Las fronteras se
dlscretlzan en elementos linea.

Shlnkal Yamaguchi y Fukuda (1983) combinan el método MEF, linealizando las
conducxones de frontera por el método de perturbaciones, para el analisis de un tanque
esferlco usando coordenadas cartesianas y sometido a una excitacion armonica en su
base. Isekl y Nakatake (1989) aplican una combinacion del MEF con un elemento

la superf'cue libre del fluido y el metodo de
un- tanque rectangular y a uno esferlco en

establlldades
, robtener la

amlca e'un tanque

‘ es utilizado para simular el movimiento armoénico
trldlmensmnal de un tanque esférico (Hwang, Kim, Seol, Lee y Chon, 1992). Romate

(1989) simula numencamente el oleaje no lineal en estructuras costa afuera en forma

16
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tndlmensmnal usando un’ metodo del panel de orden alto Un metodo S|m|Iar es

utlhzado por Broez'

lscretlzan‘ por el método de Diferencias Finitas. Este procedlmlento es

utullzado por:Chen. (Chen Haroun y Liu, 1996) para el calculo de la respuesta snsmlca

nques. rectangulares

Basados en el trabajo de Zakharov (1968), Luke (1967), Miles (1976, 1977 1984
Yy 1985), Brooke y Olver 1 982) y Brldges y Dias (1990), han resuelto ei problema de
establlldad del movimiento no lineal del oleaje en tanques circulares y rectangulares por

medio de Métodos Variacionales.

1.5 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Los tanques cilindricos para almacenar liquidos pueden constrUIrse de concreto
armado o de acero estructural. Dependiendo de su relacnon altura a: radlo " H/a se
clasifican como anchos, si H/a < 0.5 y como esbeltos cuando dicha: relamonésﬂmayor
Este tipo de tanques: generalmente almacenan un poco menos de's| capamdad total,

por lo que od'“ 'mlcas sobre Ias paredes y el fondo son practlcamente

|guales \

aguas hegras"y en sistemas: de abastecimient e"agua potable. La falla de alguna de

estas estructuras durante:un:temblor- afectaria: abastecnmnento de combustible para

trafico, aereo causaria gran dano ecologlco ‘desabasto de agua potable y se pondria en

riesgo la V|da de un gran numero de personas
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Danos severos han ocurndo en tanques cilindricos para almacenamiento de
liquidos durante temblores,como Ios de Alaska, 1964, Nigata, 1964, California, 1980,
Collnga 1983 y Northrldge 99;4._S__e han observado dafos por pandeo en las paredes

; - apor la magnitud del oleaje en la superficie libre del

_rupturas entre la pared del tanque y el anillo base, asi

en su base por una aceleracnon susmlca o de tipo armodnico.
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CAPITULO 2
ECUACIONES DE MOVIMIENTO

2.1 CONDICIONES GEOMETRICAS

En la Figura 2.1 se representa un tanque cilindrico con ‘péredes figidas

perfectamente anclado a la cimentacion conS|derada como rlglda EX|sten tres fronteras
en el dominio del liquido (Q), las paredes y el fondo del tanque forma

Ias fronteras Fliy
la superfcne llbre del llqmdo la F2 EI tanque tlene radlo a y altur medla del liquido H.

Kx

z
_ < " 5
Fz H

Kz F 1 Q F1
Z
X F4
Fa) I
S a a

respecto al sistema |nerCIaI X—Y-Z son

S TR IR LR S E L et
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X=x+Kyg
Y—y+KY
Z= z+KZ

__Cuando existe un desplazamlento del terreno 'd(t)=d 7(t)| +d (t)j +d (t)k

d(t)
§ ‘z
: 3
d,(t)
N A2
Sistema inercial
Z 5 1N F n X \
Yy S | It P - ¢z i
L R ST | ¥
(o] ,2( N . 5

X B » e »!

coordenadas 'referldas a el se conocen como coordenadas absolutas o inerciales; por
otro Iado,kel eje cartesiano X-y-z con origen en el punto F, cambia de posicién durante el
movimiento, por lo que las coordenadas referidas a él se conocen como coordenadas

relativas o no inerciales.

TSR ]
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2.2 ECUACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La ecuacion de cantidad de movimiento se obtiene igualando las fuerzas
aplicadas a las fuerzas de inercia por unidad de volumen del fluido. Para un fluido ideal
las fuerzas viscosas son nulas y las fuerzas aplicadas consisten Unicamente a la
gravedad y a la presion. La ecuacidon de Momentum es el resultado de aplicar la
segunda ley del. movimiento de Newton a un elemento infinitesimal de volumen de
liquido (dX; dY;’“dZ})’fc‘, >n' respecto a un marco inercial:

, —pV(9Z) @.1)

avedad V _(U W, ) es el vector de velocidad :

volumen de liqu
viscosos.

La déri\iad tota o7rhaterial de V,, . es Ia “aceleracmn absoluta del Ilqmdd

expresada con respecto aun S|stema inercial (X Y Z) y consuste de

D‘V’ v,

o a e i (2-2)
donde 6;, es la derlvada Iocal de VyV VA es léfdéﬁ‘(?C{a,CO'TVé?tiva_
La ecuacion (2 1) se'puede escribir como
(2.3)

La ecuacion de contnnundad se puede expresar como

‘;‘t’ (pv) 2.4)

TG0 cod |
FALLA DL ORIGEN |
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Pa:ra"'i'jn' fluido de densidad, Iy bcihsté'nté',"'la"e'cué&ié’n dé édntiﬁhidad'éé"'pUéde
escribir como: ’ k ’ » '
| v.¥,=0enq R X
6 bien: PR N
Uy BV, AW,
o = i = 0
X "oy ez

Para un fluido irrotacional V x \7°=f),o i

o, v, (30 oY, (bl g
ay oz ez . ax X 8

%
asi: ) »
W, OV,
oY oz
Yo Wy = 2.6)
6z .oX
oV, _ 8U,
X oY

Para un flujo irrotacional, la funcién de potencial de kvel‘ocidad,' o, se define con

las relaciones:

=2‘P. SR 2.7)

6 bien V, V(p=§flll+a‘1)] a<bE
ex oY’ oz

Al sustituir (2 7) en la ecuacion de contmuldad tenemos
2 2; 2
a‘f+a‘f+a‘;’_0eng ©(2.8)
oKX= oYT oLt ) '
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la cual se puede escribir como V2®d =0, donde V2 es el operador Laplaciano y & es el
potencial de velocidad absoluto, en el sentido que esta referido a una velocidad
absoluta, V,, que a su vez esta referida a un sistema inercial.

La velocidad absoluta de una particula de fluido, P, contenida en un tanque, el

cual esta excitado tridimensionalmente en su base por desplazamientos en X-Y-Z y por
tres desplazamientos angulares, ﬁ:(ﬁx,ﬁy,ﬁz), con respecto al sistema inercial (Fig.
2.3) es:

V, =V({t)+ U+ Qxrf

donde V(t) es el vector de velocidad del terreno que coincide con el vector del SIStema

coordenado F, anclado al tanque' 0 ector de velocidad local de una partlcula de

fluido, P, con,kespédt S|stema ‘coo enado4 F er es la velocidad de P que onglna

la rotacién del sustema brey. -es eI vector de posncmn de P con respecto al sistema F ;
Las ecuacmnes de movimiento: consnderando una excitacion tridimensional en la base ;
del tanque con omponentes ortogonales y considerando que la base del tanque glra

alrededor de los mlsmos ejes cartesianos, se desarrollan en el Apéndice E.

4—‘1-1&-;4——’5——-»

Fig. 2.3 Relacién de los e’jés'd‘e‘referencia durante el movimiento

TESIS CON
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2.3 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RIGIDAS, F1

Las fronteras del tanque estan formadas por las paredes rigidas y el fondo del
tangue, por lo que se considera que no existe flujo del fluido a través de ellas.

Se supone que el flmdo se puede mover libremente entre las fronteras por lo que
el componente perpendlcular de la veloc1dad del liquido en las fronteras debe de ser’

lgual a;

@9

donde A es e

que se puede escrlblr para Ias paredes

: @,_v (t) '%ék;‘%d;(t) | (2.11a)
x o
V (t) en X= +a+K +d (t) (2.11b)
Para el fondo deI tanque .
”‘?—"é=v ) en Z——H+K +d (t) @12
a ,

donde V(t)= V,(1)i +V, ()] + V,(Dk es el vector de velocidad del terreno.
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2.4 CONDICION CINEMATICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL
LiQUIDO, F2

Para que una particula de fluido que esta en la superficie libre del liquido_
permanezca en ella, desde un punto de vista inercial, se debe cumplir que
D(Z-3) _
Dt

donde la altura de ola es 8(X,Y,t) y Zes refenda aun sistema |nerC|aI La ebt.jééiéri

=0 enQ ) ,(\2_.1,3)

‘ antenor se puede escrlblr como

a(z 8)+v v(z s) 0o
desarrbllando : ;—@—Uo-a?-—‘v ﬁ+W =0
: : ot X oY

En termlnos de la funcnon de potencial de veloc1dad absoluta <l)

as [aq)as D as]_@ﬂ‘_ : o (2.14)

oX 8X 9dY oY

superficie llbre del liquido. La velocidad de propégaéién de oia es %— en dirécéién.x y

su signo determina la direccion de propagacion.
2.5 ECUACION DE BERNOULLI EN EL DOMINIO, O

La ecuacion Euler (2.3) del movimiento de una particula de fluido .es valida en
todo el dominio del liquido; esta ecuacion se puede escribir

aU, U au au oP, a(paz)
u (] V. o o |—_ h _
p(at+°ax+°av+w° )

oz ax X
8V, Vv aV, vV, P, d(pgz)
+Ug =24V, =2 +W, =2 |==-ZTh
p( at "o Tox ey e az) Y oY
W, dW, oW, AW, P, a(pgz)
+U o +V ° LW, o |-_Zh OZWI&)
p( ot | °ax ey e az) oz~ oz

TESECoN |
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Las ecuamones anterlores se pueden expresar como:

au +_§_ ,\75?, ; aPh _ a(paz)
~ _P ot oeax |2 e TTTEX

s ( Ny (V2 aPh

a(ng) e
~ Ty (2.15)
__ %Py 2paZ)
oz ez

Dado que:

ob 3
A% »———_W y,akdemask Vb =V,

e CROROIE L

‘Las ecuacmnes (2 15) se pueden escnblr

a fod - 2|
@ _.v =_%h _c\pgs)
Pox| o * ( <D) :

p_a_.‘_a@+1(v<,,)z __ %P _2leg?)
aY|at 2
0 2[8 1 (gpy2 |- _%Pn _ leg2)
ozl at 2

en forma compacta,

b 1,2l 1o
v lweo2|=—1vp, -
: [;atifz((b.)v}, o VP vigz)

La ccuacién anteifor es la scuacion de Bemoul, valida para cualguier punto en

el fluido y en cualquier direccion. =
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2.6 CONDICION DINAMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL LiQUIDO

'Para una particula en la superficie libre del liquido, la presiéon Py se puede tomar
igual a la atmosférica, entonces se puede establecer que P=0. Asi, la condicion
dinamica en la superficie libre se obtiene de aplicar Bernaoulli (2.17) con Py =0,

~a§+~—(V(D)2+gZ 0 en Z=5+K, +d,(t) . (2.18)

2.7 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA INERCIAL

La ecuacidon de movimiento del sistema es:
Vi3 =0enQ (2.19.1)
En resumen, las condiciones de frontera para el problema dinamico referidas a

un sistema de referencia inercial son:

En las fronteras rigidas:

bl () (2.19.2)

953,\/ ) enY=ta+K,+d,(t)  (219.3)

aY . el
“—=V,(t)yen Z=—H+K+d(t) - (2.19.4)
OZ TR 2o -
Condicion cinematica: ,
§§+[a¢> 05 amgs__a_g]_o en z= 8+K +d(t) : (2.19.5)
ot Lexaex ayaoy oz] :
Condicién dinamica:. - “
a([) 1 ” ; Dl . el L
—-—+5(vq>) +gZ=0en Z=58+K, +d,(t) (2.19.6)
ot ‘ ‘
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Estas condncnones de frontera estan expresadas en termlnos delas coordenadasr
X-Y-Z del snstema lnercual Una caractenstxca de ellas’ es: que el domlmo del I|qutdo
cambla con el tlempo es deCIl' la geometrla que define’ Ia frontera derecha del llqmdo

es:

*L_X=a+Kx+¢ay3

(2197)

donde U es el vector de vel ad e una-pal cula' de llqu1do relatlva aI S|stema no

mercnal F y P es ‘el vector de posncnon de'una pamcula de quxdo con respecto al

sistema no inercial.

2.8 CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL

En el comportamiento sismico de tanque de almacenamiento, la velocidad que
interesa conocer es la de una particula de fluido con respecto a la velocidad que tendria
el terreno en un cierto instante.

En la Figura 2.3 se ve que el sistema coordenado x-y-z con origen en F, se
mueve con una velomdad |gual a Ia del terreno, V(t) lo mismo que las fronteras rlgldas

iente eemplazar

del tanque, ambas relacnonada ; al SIStema inercial X-Y-Z. Es conv 1

X-Y-Z por las coordeﬁadas x-y-z como variables |ndepend|entes d pr = :
siguientes relacnones entre las coordenadas inerciales y no i R
' X=x+Ky +d,(t

Y =y Ky +d, (1)

(2.20)
Z=z+K, +d,(t)
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Por tanto,

ob._ ob
X ox
on _ow
2
o _ o
0z . oz

Sustituyéhdo las relaciones anteriores en las condiciones de frontera (2.19.1 a
2.19.6), se pueden obtener las nuevas condiciones de frontera.

b

2.8.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RIiGIDAS, F1

D
Como o = o entonces,

9 _v(t) en x=za 2.21)
ox

La anterior ecuacion establece que en las paredes del tanque, la velocidad de
una particula, P, de fluido en direccion x debe de ser igual a la velocidad de las paredes
que se mueven igual que el terréno; es decir, la velocidad relativa ente la particula P y
la velocidad dé‘ las paredes del tanque debe ser cero.

Para el fondo del tanque, la velocidad relativa de una particula de fluido en
direccion vertical es:

%E —V,(t) en z=-H (2.22)

2.8.2 CONDICION CINEMATICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL
LIQUIDO, F2

De la expresiéon (2.19.7), si la velocidad angular es cero, entonces la velocidad

absoluta es:

V,(X.Y.Zt)=V({)+U
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Si el sistema no inercial no se mueve, \7(t)= 0. Entonces para cada direccion se

tiene, .
ob _ o0 _ Vi (t)
oX . ox
ob- - od
— ==V, (1) +.(2.23)
pv ¥ (
e o, L (1)
oz gz
Sustltuyendo en la condlcmn (2. 195)
%, [a—‘ﬁ -V (t):l B 22 v,y |- [_ag -V, (t)} 0 en z=5 (2.24)
at Lox ox |oy oy Loz

2.8.3 CONDICION DINAMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL LiQUIDO,
F2

La derivada con respecto al tiempo en un sistema inercial se puede transformar
en el sistema no inercial por medio de:

2¢] [ BV v[]}

leZt

xy.zt

donde [°]xvzt y []”“&gnlf"ca que Ia funcuon en el paréntesis es evaluada en los

sistemas X-Y-Zy x-y-z,.krespe‘c‘tlyamente Entonces.
o _aﬂ_v(t) Vb
at Xz at

sustltuyendo en Ia COI"IdlCIOI’l de frontera (2 19 6) en la superficie libre del Iqu|do

% (Vo) - V(t) - V&~ g5 =0 en z=5 : (2.25)

X.¥.Z
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29 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA NO
INERCIAL

La ecuacién de movimiento referida a un sistema no inercial es:
Vb =0 enQ (2.26.1)
Las condiciones de frontera referidas al sistema no inercial son:
en las fronteras: '

o Vx(t) enx=zxa (2.26.2)

L v(t) en y ta - (2.26.3)
@ =V, (t) en 2=H (2.26.4)
L oz
Condicion cinema’ticé’ e
@+[ia‘—b—v (t)}—+ 2 v, v,t)=0 enz=5 . (2.26.5)
ot Lox " lox oy oy oz |
Condncnon dmamlca
s (vq))2 V(t) Vo-gs=Oenz=H ~  (2266)
ot 3 , ' R

donde ®= d)(x y,zt ="8,(x,y.z,t),iya\’/>(t)4 -en. el vector de velocidad del terreno,

definido como

El término [am LV (t
i ox

propaga a una velocidad relativa del liquido con respecto a la velocidad de las paredes

o del terreno.

Se puede observar. que. el problema dinamico con condiciones de frontera
anterior .esta excitado por. la velocidad del terreno, sin embargo, los registros sismicos

se obtienen en forma discretizada de la aceleracién del terreno, por lo que para la
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solucion del problema usando estas ecuaciones se deben obtener las velocidades del

terreno de los registros sismicos por medio de integracion numérica.

2.10 CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL,
POTENCIAL RELATIVO, ¢

El potencial de velocidad absoluta, d)(x, y,z,t), con respecto a un sistema no

inercial se puede considerar formado por un potencial de velocidad relativo,
P = (p(x Y. Z, t) y la parte correspondlente al movnmlento del sistema no inercial, es decir

del terrenof P , i
V()7 (2.27)

dohde : ;(x' y.z)es

ststema no mercnal .
Sl conS|deramos el desplazamlento angular :gual a cero, la velocxdad absoluta

es,
\70 =U+ \7(’()

2.10.2.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN LAS ZONAS RIGIDAS, F1

Para una particula de fluido con vector de posicion r =x, y considerando que
existe Unicamente movimiento del terreno en direccion horizontal, la ecuacion (2.27) es
Dd(x,y,z,t) = o(x, y,2,t)+ x - Vy (1)
derivandola con respecto a x, nhe
(2.28)

(2.29)
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Siguiendo un procedimiento analogo al anterior, tenemos que para el fondo del
tanque,
B

oe _ 0 en z=-H (2.30)
oz

2.10.2.2 CONDICION CINEMATICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL
LiQuUIDO, F2

Como od(x,y,zt)=¢(X,y,zt)+F- V() realizando las derivadas,

Q(B=§E+Vx(t)
ax‘

'16(1) a<p+v (t)

i@:é‘ﬂ-;»v ®
: e

y sustltuyendolas en la expresnon (2 26. 5) que’ representa la cond:cuon cinematica en la
superficie llbre del llqu1do ‘ z

[a“"%] [@@]—[9‘2]=0enz=s 2.31)
ot Lloxox) |oyoy| Loz

2.10.2.3 CONDICION DINAMICA EN LA SUPERFICIE LIBRE DEL
LiQuIDO, F2

Derivando la ecuacién (2.31) con respecto a t,

ob _ o t
at+r -a(t)

(2.32)
at
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donde é(t):ax(t)'f+ay(t)] +az(t)ﬁes el "véct'cir' dé aceleraciones del terreno. Como,
V,=0+V(t). esdecir,
' o Vo = V(p £ V(t) : (2.33)

calcular los productos,

(V(p)2

Con Ia ecuacuon anterlor podem S

+ V(p V(t)+ 2" V(t)2 ‘ (2 34)

V(t) v = V(t)- V(p+V(t)2 (2 35)
Sustltuyendo las ecuaciones (2.32), (2.34) y (2.35) en la (2.26.6), tenemos
aa(f +— (v(p)"’ +9g8— > [v(t)]2 +7-a(t)=0 en z=5 (2.36)

2.11 RESUMEN DE ECUACIONES REFERIDAS AL SISTEMA NO
INERCIAL, POTENCIAL RELATIVO ¢

La ecuacion de movimiento con respecto a un sistema no inercial es:
Vip=0enQ (2.37.1)
Las condiciones de frontera para el problema dinamico con respecto a un
sistema no inercial son: "

En las fronteras:

% _0en x=x+a ' (2.37.2)
.a_(.g =0eny=x%a i (2.37.3)
X _0enz=H (2.37.4)
oz .
‘Condicién cinematica: . ,
@+|:_Za‘£§§]+ o9 3 ;[@:I=O en z=§ (2.37.5)
at Loxox] |oyay| Loz

35




3

Condicién dinamica: ,
e +%(V(p)2 +g8+r-a(t)=0 en z=5 . 7(2.37.8)
ot RN

donde ¢ =¢(x,y,z1) es el potencial de velocidad relativo, f es el vector de posric:ién de

una particUla'de:»ﬂUidoV con respecto al sistema no inercial. El vector de aceleracion

del terrého"é a(t) a'(t)ll-‘o-‘a (t)j+a (tk .

Se puede obse ar que las condncnones de frontera son homogéneas en las
paredes y en el fondo del tanque. La excitacion del sistema se da en términos de la
aceleracion del terreno en la condicion dinamica de la superficie libre del liquido.

2.11 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO

Considerando la teoria de oleaje pequefio, el movimiento del fluido es
esencialmente irrotacional excepto cerca de las fronteras sélidas del tanque '(Mei y‘Liu','
1973). La teoria del potencial descrita no predice disipacion de energia. Sin embargo,‘
resultados experimentales - en tanques para almacenamiento, con superficie libre,
muestran claramente que-existe un comportamiento amortiguado en la respuesta del

liquido (Cése y Parklnson 1957); hay disipacidon de energia relacionada con el
o en el movimiento del fiuido. La disipacion de energia se produce en la

capa limite ée a de las paredes y el fondo del tanque, y en la capa limite cerca de la

superficie Iibré;dél liquido, formandose un menisco entre el liquido y la pared. La
cantidad deenergla ldisipada depende de la forma del tanque, de la rugosidad de las
paredes y de la viscosidad del liquido.

En pru“é’bés"experimentales de tanques rectangulares llenos con agua, se han
medido decrementos logaritmicos equivalentes a coeficientes de amortiguamiento
critico. del orden de E;,—O 35% (Keulegan, 1958). En pruebas de vibracion ambiental de
tanques: C|I|ndr|cos se ha tomado un valor de 0.5% para el modo fundamental de vibrar
dei liquido (Housner y Haroun 1980 1983) Si el tanque esta fijo a la base se

recomienda un factor de amortiguamiento del sistema tanque-liquido del £=2%, en su
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modo-fundamental (Veletsos y Shivakumar, 1997) y-de- Z;,— 5% en eI caso de- ||qudOS
estratlflcados (Veletsos y Shivakumar, 1993). Los COdI os para eI dlseno de tanques

n,, ermmo f'ctncno p que represente una fuerza de oposwlon al

mowmlento dek,una'pamcula de fluido. Mediante este planteamiento el termlno que
representa el amortlguamlento tiene un significado fisico.

2.11.1 ECUACIONES BASICAS PARA UN FLUJO IDEAL

Suponiendo que el fluido contenido en el tanque cilindrico es ideal e irrotacional,

las ecuaciones de Euler, referidas a un sistema inercial, se pueden escribir

ot ax Y . aZ 2
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p(gg +U, NV, Vo No w Vv, ) _ P, ¥(pgZ)
ot oX. _a){ v az aY aY

p(awo_ +U, W, - i Vo awo e Wo aW )_ _ P, a(paZ) (2.38)
2 aX oY oz oz oz

se puede escrlblr

-——+ V(D

donde 8 es la altura de ola dz(t) es o ref I'ldO aun snstemak

despl:
inercial y Kz es la distancia vertical entre Ios orlgenes de los sistemas inerciales y no
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‘inerciales. la’ecuacion (2.44) es la misma que la (2.19.6) y en'la que no aparece ninguin

término que représente el amortiguamiento del liquido.

2.11.2 ECUACIONES BASICAS PARA UN FLUJO VISCOSO

La condicion dinamica completa, en la superficie libre del liquido, se obtiene
tomando en cuenta las fuerzas de friccion debidas a la viscosidad del fluido en las
ecuaciones de Euler, obteniéndose las ecuaciones de Navier—Stokes

Los esfuerzos cortantes en el l|qu1do se presentan debldo a la viscosidad del

fluido y son causados por Ia transferencna dev fuerzas:moleculares (Le Méhauté, 1976).
reIacnon entre el coefi C|ente de

Las fuerzas de frlccmn se suponen

roporcnonales a:l
viscosidad y Ia deformacuon angular e '

IR L v 2 2 2
NELR o LU, au0 v, U, W, au _ aP,, a(ng) 02U, L2227
at  ° X oY - ° oz X  ox | ox2  av2  az?
: g g [ 42 2 2
o Vv, U, Vv, v, YA W, Ny __aPy _a(ng)ﬂl 2V, 8%V, 2%V,
at X oY oz aY oY ax2 aY? = az2
QN A ; o [42 2 2
p(awo +U, W, +V, A W, aw‘,]=_‘a_th 8(pgZ) v W, 2 V\é L2 V\ZJo
at ax oY ez ) - az oz i x2 oy oz

E’.\L=_lvph_vn 20, (2.45)
Dt [o IR G
donde Fesla vnscosudad cnne‘ ic qldb, o bien:
No 4y YV =— 1P, —viT+ £ V2V, (2.46)
ot P P
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2.11.3 ECUACIONES BASICAS PARA UN FLUJO CON
AMORTIGUAMIENTO TIPO RAYLEIGH

Faltinsen, en el estudio de la respuesta de tanques cuadrados (1978), retoma el
concepto sugerido por Rayleigh para tomar en cuenta el amortiguamiento en un sistema
mecanico, y propone madificar la ecuacién de Euler agregandole un término ficticio, p,
que representa una fuerza de oposnmén al mowmnento de una particula de fluido.

Con base en lo anterior la ecuacuo” (2 39) se modifica a,

donde o es élrd'ecremento Iogaritmico yT1 es el periodo fundamental del oleaje.’

El decremento logarltmlco fue definido por Abramson (1966) como,

cr' In maxima amplltud en cualquier oscilacion
maxuma amplitud un ciclo después

De las dos ultlmas ecuacnones la amplitud después de n periodos de oscilaciéon
se puede determinar con,

donde a, es la amplitud inicial (en cualquier oscilacién) y a, es la amplitud n
oscilaciones después.

Keulegan (1958) estudi6é el decremento logaritmico para oscilaciones libres en
tanques rectangulares. En el analisis matematico supone que la atenuacidén de las olas
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es deb'i‘do—aéIa‘—pérd'idatdiel:\'/:i'séésridadren una capa cerca de Ia,front'é‘ra;d‘e,’lés»~parédes .

del tanque ;
Para un'”“

Iongltud de 0.10
ormulas predncen un

nque eétahgpl‘éf;deﬂ.o m de ancho, altura de 0.5m

n. coeficiente de

f,d:?' critico. Faitinsen
? relocidad Vabsoluto, <D, la
(2.48)

el llqu1dok{se obtlene apllcando

.. La ecuacnon (2 61)
i ra transformarla a un s:stema no :
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El vector de posiciéri en'coordenada cartesiarias es: r = X, considerando que

existe unlcamente vumlento del terreno en Ia dlreCCIon X, y despreciando el término

- [V(t)]2 se tlene para la: condlmon dlnamlca en la superf'me libre del liquido,
2 ; :

(2. 51) despejandol

y de Ia condncnon dméml "dé'qlé, 85,
| 5=_1[§‘E+p<p+x[a O+ v, (t)]] P (2.53)

Como se puede ver'en la ecuacic’)n anterio’r.*ei‘co'eﬁciente de amortiguamiento p

afecta la velocidad del terreno, v, (t), amortiguandola.

2.11.4 ECUACIONES BASICAS PARA UN FLUJO PSEUDO-VISCOSO

La expresién original propuesta por Faltinsen, para tomar en cuenta el

amortiguamiento del liquido en un tanque cuadrado es,
‘ N
DV
Vo __1 VP, — VI1 - pvVa (2.54)
Dt p

donde © es el potenCIal de velocidad referido a un sistema inercial y p es un

coeficiente que trét ‘ de sumular el amortiguamiento tipo Rayleigh.

Para kql_.lek:knl_atvelocudad relativa del liquido contenido en el tanque sea la
amortigqada,lé'ecu:ééién (2.54) se modifica como:
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DV, T e e o g
2 = — _ VP, — VI —puV 2.55
Dt AL uve (2.55)
que se puede escribir,
v 2, lway |=-lop, — v -pve (2.56)

integrando la ecuacion anterior '

_"x consuderando que
7,'Ia»cornd|mon dindmica

frontera que goblernan el comportamlento dmamlco del sistema.
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2.12 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se dedujo el sistema de ecuaciones de frontera que gobiernan el
comportamiento dinamico de un tanque cilindrico ~excitado 'egn su base por una
aceleracion del tipo sismica o armoénica. La ecuacién;dé movimiento puede considerar
una excutacnon trldlmenSIOnaI en la base del tanq e con componentes ortogonales, y
que la base del tanque glra alrededor de Ios mlsmos ejes' carteSIanos (Apendlce E).

Se conSIderan res fronteras en el do inio'del: Ilqwdo Las paredes y eI fondo del
_|qu1do forma la frontera

un sistema de referenc

agregandole a la- ecuacnon dinamica en_la superfcue llbre del llqwdo un termlno u qkue .

representa el amortlguamlento pseudo-wscoso del fluido.
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CAPITULO 3
SOLUCION ANALITICA LINEAL

3.1 CONDICIONES DE FRONTERA EN COORDENADAS CILINDRICAS,
POTENCIAL RELATIVO, ¢

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del problema dinamico (2.37.1

a 2.37.5) en términos de un potencial de velocidad relativo, ¢, referido a un sistema no
inercial y despreciando los términos no lineales, son:

VvZp=0en Q ' 3.1)

en las fronteras:

% _0 enR=a (3.2)

(3.3)

Ia velocidad relativa entre el |IQUId énvel

tanque y Ia )a nula La interpretacion fisica de ' 3)es o

similar a Ia anterlor : olo que e_ el fondo del tanque. Ambas condlcmnes de _frontera

especuf”can que eI I|qu1do no traspasara las fronteras rigidas del tanque durante su
movimiento.

b
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- La condncuon cnnematlca de contorno en Ia superr cne Ilbre controla el. mov:mlento
vertical de las partlculas y garantlza que una partlcula que ‘se’ encuentre en la superr“me

vibracion libre: =

O 4 p+g5=0 enz=0 R (3.5a)
y en vibracion forzada como:
% +up+9d=-RcosO a,(t) enz=0 (3.5b)
ot

3.2 FUNCION DE POTENCIAL DE VELOCIDAD RELATIVA, ¢

Consideremos un tanque cilindrico anclado a una cimentacion, tanto las paredes
como la cimentacion se consideran rigidas. El tangue contiene un flmdo |deal e
irrotacional y esta sometido, en su base a.una. aceleracnon susmlca del terreno

a(t)=a,(t) como se muestra en la Flgura 3. 1 Supomendo alturas de ola pequenas y

que el fluido del tanq’

¢, que sat:sface Ia ecu

En coorde_nadas ilindr

(3.6)
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donde R, 0 y z son las coordenadas: en la direccion  radial,

angular y vertical,

respectlvamente El potencial de velomdad (p(Rezt) .se puede expresar como el

producto de las funciones WR(R), T(O) Z(z)yF(t) : de acuerdo con el método de

-separacion de variables,

@(R.0,2,1) = m(R)T(O)Z(z F(t)

(a) Notacion general

ay(t)

-(b). Planta o
Fig. 3. 1 Tanque cnlmdr:co en estudlo

(3.7)

Sustltuyendo (3. 7) en (3 6) se btlenen Ias s:gmentes ecuaciones diferenciales

ordinarias

$(0) + mZT(O)'= 0

TESIS CON
FALLA DT ORIGH
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Lrawasmsvrar

48

(3.8)



"V'Z(ik)szz(ki);dl_ PR SR (3.9)

do valor de m, los coeficientes de

mtegrac;on Dm deben de velomdad es proporcional a

Jm(kR)
(3.14)

7) él‘bdtéhc’ial de velocidad esta dado
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a(p+1[aq’ p%-;-a(t)Rcoso] 0 enz=0 ) (3.17)
oz gl at? x-at SR

donde a (t) es Ia dernvada de Ia aceleracnon con respecto al tiempo. El potencual de

velomdad (p(R 0 zt) ecuaCIon (3 15) debe satisfacer las condiciones de frontera ASI

Denvando Ia ec (3_."17.9)"(:on7 feépecto a t, tomando la solucién cosenoidal y

sustltuyendola en “(3 20)

= {[F(t) + uF(t)IA cos,(me)lza2 exp(kH)cosh[kHI]cm mkR)} © @321

,Con5|derando que

 En =28, explH)coshlirlin (@)cnA

de donde,

ZB kH ==
2 exp( ), AC cosh[kH] Jm(ka)

(3:22)

Al sustltwr la ecuaClon (3. 22) en Ia (3 21) ia altura de ola 8 se puede escnblr
como: '

S (RO) - »,(3.23) -
es decir, como el prdddcto de una funcién dependiente de t, y(t), v una funcion que

representa la variacion espacial de la ola,
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m'(')

R 0 cos(mo
Sm(R.0)= 32 (o fcosime) |
Sustltuyendo la ecuac1on (3 22)'en la (3 19) obtenemos ;
‘ ImkR) cosh[k(z +H)] (3_2 4
m(ka) cosh[kH] - 7 B

tanque,
k J;n (ka) cosh[k(z + H)]

I (ka) cosh[kH] =9
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para n—1 2, 3 X,1 son las n- eS|mas raices posmvas de la funcién de Bessel de primer

tipo de ordén‘uno,i'ﬂ'ies;la,longltud caracterlstlca del sistema. Las eigenfrecuencias del
ra:

l|qU|do dlsmlnuyen cuandobaumenta la: profundldad del liquido vy cuando lncrementa el

3.2 e observa la variacion de los prlmeros cunco penodos

de vibrar' con:respecto diferentes valores de —, para un valor del~rad|o constante.

Para valores grandes de’'-'/(i.e;; =
e A ,;wfa,

como:
gt
®n '—,'"af.Xn
- o H
y para pequerfios valores de —. con::
A T ‘ a
2
X

ancl:é)s <—» esbeltos

1 - | TESIS CON
o] FALLA DE ORIGEN
« 10 -
g o]

4 \ — 1er.

3R e ————————"Y -

0 , i “/10 . .

[+] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
H/a

Fig. 3.2 Variacién de periodos de vibrar vs H
a
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Sustltuyendo el potencnal ‘de” velocndad (p(ROZt) en Ia expresnon (3:17)-en

vibracion forzada se txene

£ J1[x [F (t)+p.F (t)+co2F (t)r]+Rax(t)—0: R

(3.29)

donde f(R) -——Ra (t) : ! [
Expresando la ecuac:lon (3 28)en termlnos de una serle de Fourler-Bessel del

tipo,

(3.30)

Qn=li Do ' (3.31)
donde:
ly= j’Rf(R)J1(knR)dR
12 = jR[J1(k R)]zdR
Para el calculo de la lntegral |1 se st (R)r— —-Ra (t)

t)jR2J1(k R)dR

como a%[R J2(k R)] k R2J1(k R) entonces
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Para la integral |,

observando - laecuacié 3.26) sera necesario conocer de la ecuaciéon (3.33) los

términos l':n'_(t)yF,;'(t kara evutar solucionar la ecuacion (3.33), donde la excitacién
esta dada como Ia denvada de la aceleracion y que ello pueda generar ruido numérico

enla solumon se reallza él siguiente cambio de vanable (Hildebrand, 1976):

Ant) = jF (’r)d’r

es decir,
— A ()= —1 |Fa(t)dr | =Fq(t
ar = | ] 1:‘_‘"7”»] @

o bien,"
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A (t) F, (t)— J’F ('c)d't

A (t) F (t) —';jff (f)df

que se pueden utlhzar para redu0| la:,:"erlvada del Iado lzqu1erdo de la

ecuacién de movumlento ASI, mtegrand ent ambos lados de la ecuacnon (3 33) entre

0y t, se tiene,

IF (r)dr+pIF (T)dt"'m“”-[F»(T)d‘f-—an ]'aq{[ax(t)}ij‘-'c SRR
0 e

es decir,

A (t)+pAn(t)+m2A (t)=—anax(t) : . (3.34)

con las condncnones |n|c1ales son
A (0) [J’F ('c)d-cjl =0
An(0) =F, n(0)= 0 £ ;
La ecuacion dlferenmal (3: 34) se puede resolver numerlcamente En este trabajo

se utilizara el metodo de Runge Kutta de cuarto orden (Presé 1 et al 1992)
La altura’ de ola en Ia superf'me llbr '"del hqundo se calcula con ,

e '::;,u e s
3(R.0,1) = “% 3?’, x() '*.“}?51[’,"6 .“)'*'“A n (Q] X -

EI pnmer termlno de Ia ecuamon (3 35) vRax(t) representa el mowmlento de

cuerpo l‘lgldO del tanque y el segundo termlno representa el desplazamlento relatlvo del
lquIdO v ‘ : )
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3.3 PROCEDIMIENTO DE ANALISIS

Una vez que se conoce el potencial de velocidad, o, Ia altura de ola en la
superficie libre del liquido, z=0, se calcula con la, ecuacuon (3 35) conSIderando
Gnicamente el desplazamiento relativo del liquido, : ‘

5(R,0,1) = f% ni[)&n () + pAL ()

(3.36)

S , (3.39)
La fuerza cortante en Ia pared del tanque se obtlene integrando la pres:on

hxdrodlnamlca en Ia altura N
s cosh[x (2+ H)]

Fo ()= | - Tora2a(tidz - | pra S [A )+ pAn(t)] S=—(H + 2)dz |cos @
C-H LotHe =T o COSh[Xn ;j]
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es decir ) o
FpD)= —(pna )[ x(OH + L[A (t)+ pAn(t)]———tanh[X ::H'cosb : (3.40)

El momento de volteo en' a base de Ia pared del tanque se obtlene de:

. de donde ,:‘
n

M(t) = —(pv@éz )[;_ 3 (OH? + SlAnm+ Mn(t){f;&?nﬁ[xa :] s [Sec h[xn :} - 1]]] coso

(3.41)

3.4 APLICACION

Consideremos primeramente un tanque cnhndnco con dlametro lgual alimy
altura del liquido de 2.75m. EI’ peso volumetrlco del llquxdo contenido en el tanque es

y=1 tym?® y su densidad p—0.1019f‘t 2/ ‘EI coef'mente de amortiguamiento pseudo-

viscoso se_considera igual 7 el»'porcentaje de amortiguamiento con

respecto al critico es:’ sta las primeras 9 frecuencias y penodos

‘modales de Ia'édbéfﬁcng bre del liqu

El tanque s

On 'es de aceleracion NS y EW reglstradas »
durante el S|smo ( ev 1985 en las estaCIones de  Ci ’

contenidos en el reglstro NP y duracnon se res‘umen en Ia Tabla 3. 2
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Tabla 3.1 Frecuencias y periodos de vibrar de la superficie libre del liquido

Modo Frecuencia (rad/s) | Periodo (s)
1 1.5443 4.0687
2 3.0688 2.0474
'3 3.9012 1.6106
4 4.5693 1.3751
5 5.1489 1.2203
6 5.6686 1.1084
7 6.1441 1.0226
-8 6.5850 0.9542
290 6.9981 0.8978

a_rla‘sb historias de altura de ola en la pared del tanque para

cada 'registro  sisr ‘general, las alturas de ola maximas producidas por los

movimieﬁ'tobsfsi_:s;r’niéo 'soﬁ'brﬁehores a 40cm; sin embargo en el caso del registro SCT,
)mponente: NS yEW generan alturas de ola de 125cm y de 215cm,

respectivamente.

Tabla 3.2 Caracteristicas de los registros sismicos utilizados

Movimiento Duracion (s) At (s) NP
CU.NS 60 0.02 3005
CU.EW 60 0.02 3005
VIV.NS 60 0.02 3002
VIV.EW 60 0.02 3002
SCT19.NS 180 0.04 4503
SCT20.NS 180 0.02 9002
SCT19.EW 180 0.04 4503
SCT20.EW 180 0.02 9002
SCT30.EW 180 0.01 18009
CA.NS 180 0.04 4501
CA.EW 180 0.04 4501
TACY.NS 1560 0.03 4999
TACY.EW 150 0.03 4999
CALETA.NS 47 0.01 4686
CALETA.EW 47 0.01 4686

La Tabla 3.3 muestra las alturas de ola maximas obtenidas para cada
movimiento, considerando el modo fundamental y los primeros veinte modos de
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wbramon asn como los mcrementos porcentuales en la respuesta Se observa que los

Estos resultados sugleren la presenma de cierto fenomeno de resonanm por tanto' ‘

la altura de ola no pOdl‘la predecirse correctamente con la solumon Ilneal

Tabla 3,3 Altura de ola maxima para el ejemplo de aplicéciéh

S Altura de ola (cm)

‘Movimiento Inc. %

Fundamental | 20 modos

CU.NS 24.43 23.91 2
CU.EW 31.60 40.50 28
VIV.NS 29.84 36.31 22
VIV.EW 41.03 45.36 11
SCT.NS 66.46 125.80 89
SCT.EW 1569.54 215.41 35
CA.NS 265.75 267.56 1 )
CA.Ew 454.07 450.88 -1 '
TACY.NS 34.95 38.85 11
TACY.EW 33.21 35.82 8
CALETA.NS 71.56 78.68 9
CALETA.EW 62.05 76.86 24
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Fig. 3.3 Historia de Oleaje en la
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Atura de ola {m}
L Ao - N o

Altura de ola {m}
bhbhloanuan

Tiampo (s) Tiompo ()

Fig. 3.3 Historia de altura de ola en la pared de! tanque (continuacién)

Se podrua pensar que los valores excesivos de altura de ola registradas en la
Tabla 3.3 se deben a que . no se consudero para su calculo la influencia de la interaccion
suelo- estructura La interaccion suelo~estructura tlende a alargar el periodo de vnbracnon»

estructura
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Fig. 3.4 Respuesta de oleaje ante la excitacion sismica CA.EW

TESIS COV
FALLA D ORIGEN

62



3.5 ANALISIS BAJO UNA EXCITACION ARMONICA

Con el fin de entender mejor el aparente comportamiento en resonancia del
tanque del ejemplo de aplicacion sometido al movimiento registrado en Central de
Abastos, se analizé el caso de una excitacién de tipo armdénica aplicada en su base, tal
que: a,(t) =-Fe*® donde i=-/—1, dondeQ es la frecuencia de la excitacién y F su
amplitud. La ecuacion (3.34) se convierte en:

A1)+ pA, (D) + A, (1) = o FQe'™ (3.45)

donde

n=aBn =a|:x22 _;jl ’ (346)

de manera que eI S|stema se puede modelar como un oscilador amortiguado tal como
se indica en Ia Flgura 3 5.'La solucién de la ecuacién (3.45) es: '

An(t) = -FQ?G(w, Jsen(Qt — y) ‘ (3.47)
A, (t) = -FQG(w, Jcos(Qt — y) . (3.48)

Z(t)

s

A/é] \__/
a ] a D@ = F/OPsent
A\N- a,(t)=-Fet AYAT *

Fig. 3.5 Tanque cilindrico sometido a una excitacién armonica en su base

A AN AN

En (3.47) y (3.48), G(w,) es un factor de amplificacién dinamico dado por
1

G(mn)——'
J2 —0)? +(ue)?

(3.49)

P/\
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vy y es el angulo de fase,
(3.50)

donde p= 2§m1, la frecuencna ‘de la excitacion es Q, y la del oleaje en el modo
fundamental 1.

En R-a y O 0° Ia altura de ola maxima se puede calcular como:

os de vnbrar en la respuesta.

Tabla 3.4 Caracteristicas de los movimientos armonicos y resultados

Movimient / a/ r= 9 1 modo 20 modos
ovimiento| Ama/g | (rad/s) o, 81 (CM) 5,4, (CM)
CU.NS 0.0281 3.6960 | 2.3933 15.70 23.83
CU.EW 0.0334 6.6139 | 4.2828 16.27 27.86
VIV.NS 0.0411 10.8330 | 7.0148 19.29 23.04
VIV.EW 0.0424 | 11.6355 | 7.5345 19.83 23.60
SCT.NS 0.0976 3.1416 | 2.0343 59.43 149.92
SCT.EW 0.169 3.1416 | 2.0343 102.91 259.60
CA.NS 0.0658 1.6487 | 1.1301 266.57 268.00
CA.EW 0.0688 1.5982 | 1.0172 409.94 411.33

Se puede observar que en el caso de los registros de la Central de Abastos en
ambas direcciones, la relaciéon de frecuencia de la excitacion con respecto a la
frecuencia fundamental es cercana a uno y las alturas de cla maximas calculadas son
iguales a 268 y 411cm. La primera es casi del orden de la altura total del tanque vy la
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Altura de ofa {m)

o 0.5 1 1.5 2 25 3

Relacién refl
w,y

(a) Relacién: altura de ola vs frecuencias, a=5.5m

as
30
25 £=0.5%

Altura de ola {m)

§E=1%

0 0.5 1 1.5 2 25 .03
Relacién

: (b) Altura de ola vs longltud caracte:’ls ca a—5 5m
Flg 3 6 Espectros de respuesta exmtamon tlpo armomca -caracteristicas CA.EW

-El efecto de resonancia en la teoria lineal produce resultados que escapan al

contexto fisico del problema. Sera necesario resolver el problema de oleaje no lineal
para predecir mejor las alturas de ola en resonancia; sin embargo, es previsible que en
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este caso las grandes alturas de ola en la superficie del liquido pueden producir dafios
importantes en las cubiertas. En la Figura 3.6(b) se puede ver que la maxima respuesta
es precisamente para H/a=0.5, que corresponde al ejemplo de aplicacion.

Si_se consideran los movimientos SCT.NS y SCT.EW como armonicos, los
modos superlores tlenen gran mﬂuencna en la respuesta (Tabla 3.4); en este caso la
relacién entre frecuencuas de Ia excntacnon y la fundamental del sistema es de 2.03. En
la Flgura 3 7 se tiene ‘el espectro de respuesta para un tanque con radio a=5.5m

sometldo a una excnacnon con caracterlstlcas similares a las de SCT.NS.

2.03

9 modos

Un modo \4

¢ 05 1 .5 2 25 3 35 4 45 5 &85 6
Relacien = _ Q
@,

Altura de ofa (m) :

o = N >
O W BN U Le

(a) Relacion: altura de ola vs frecuencias, a=5.5m

4.5
4
as
3
2.5
2 9 modos
1.5

o i ey

TESIS CON
FALLA DE | JL\L( EM

Altura de ola {m}

o ; ' Un modo
ol ]

0 0.8 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Relacién _'1 )
a

(b) Altura de ola vs longitud caracteristica, a=5.5m
Fig. 3.7 EspeCtljos de respuesta: excitacién tibo annéni‘ca, caracteristicas SCT.NS

ura 37a) se observa la influencia de los modos superiores para un
‘corresponde a una relacién H/a=0.5 (Fig. 3.7(b)), de donde
H=2, 75m que corresponde a la altura media del tanque del ejemplo. Para un tanque

En la

valor de r

con estas caracteristicas las relaciones para las dos primeras frecuencias son:
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wy -
=102
-

es decnr se presenta resonancx‘ pnmarla para el segundo modo Los dos modos estan

fuertemen energla que ex:ste en uno de ello

pueden |ntercamb|ar

nterna definida

contmqa_m
et - 1:0688 rad/s, lo

1

es decir, se presenta una gran |nfluen0| del ercer modo en Ia respuesta Es ObVIO qgue

un tanque con estas dlmensmnes (H =0. 55m 2a” =1 1m) no es practlco desde el punto de
vista |ngen|erll : '

3.6 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se determind la solucion analitica lineal del problema transntorlo de un tanque
cilindrico excitado por un movimiento sismico honzontal en su base Las ecuaciones de
frontera se resolvieron en términos de un potencial de velocidad relativo, referido a un
sistema no mercnal Y desprecxando los termlnos no lineales. La ecuacion de Laplace se
resolvid en coordenadas cilindricas por medio del método de separacién de variables y
el problema de valores en la frontera se resolvid recurriendo a las propiedades de las
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funciones Fourier—Bessél La eCuacién de movimiento resultante es similar a la de un

oscilador con amortlguamlento tlpo vnscoso (Rayleigh) si es que el término B, que

resonancia p"ri,

sistema -El.efecto d esonancia en la:teoria Imeal produce resultados que escapan al

contextoszuco 'el problema sin embargo es previsible que en este caso las grandes

alturas de ola en la superﬁcne del Iqu|do pueden producir dafios importantes en las
cubiertas o derramamiento del liquido.
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La influencia de los modos superiores en la respuesta y la presencia del
fenémeno de resonancia, indican la necesidad de considerar los efectos hidrodinamicos
no lineales en la respuesta sismica de este tipo de estructuras. Los resultados
obtenidos en forma analitica serviran de comparacién y calibracion del modelo utilizado
en la solucion numérica lineal del capitulo 4.
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CAPITULO 4
SOLUCION NUMERICA LINEAL

4.1 INTRODUCCION

El Método de Diferencias Finitas (MDF) es ampliamente usado para resolver
ecuaciones diferenciales parmales En él las derivadas en las ecuaciones. dlferencuales
parciales se sustltuyen por cocnentes en dlferenCIas ' :

Exusten dos procedlmlentos péra determmar las ecuaciones en diferencias: 1) por

‘IOS en donde se aproxima la ecuacién diferencial
2| truncamlento La expansidon de los polinomios se
'aylor y/o por medio del Método de Coeficientes

discretizandola en

oqunvjen" de control,

v z—1 23 donde

n una malla tridimensional.

para Zzmax,

1123

,Qu:a al : srde'i.ma ecuacion diferencial parcial y sus

correspondi er son reemplazadas por diferencias finitas, el

problema orlglna, -y ra sforma en,un conjunto de ecuaciones algebraicas. Si el

problema es transntoruo entonces sera necesaria la discretizacion de las ecuaciones por
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medio de un esquema en eI tlempo que Junto con las ecuacnones de frontera forman un
sxstema de ecuaciones “simultaneas. Ei problema de valores en la frontera ‘esta
completo una vez definidas las condiciones iniciales.

4.2 ERROR EN LA SOLUCION NUMERICA

La solucién numérica de una ecuacion puede diferir de la sOIucién'exacta debido
principalmente a dos fuentes de error: 1) error de truncamlento en» la dlscretlzamon del

esquema, y 2) error de redondeo. El error numérico de redondeo s generado después

dlce que el esquema numeérico es consnstente con Ia

ecuacnon dlferenCIal ongnnal “Por otro lado, si después de obtener una secuencia de

soluciones numéricas dlscretas, la solucion se aproxima a la soluciébn exacta de!
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problema, entonces se dice que la solucién es convergente. La convergencia y la
consistencia estan relacionadas con la estabilidad de la solucion.

Cuando se discretiza una ecuacion en diferencias finitas por medio de series de
Taylor, el orden del truncamiento influye en el comportamiento de la solucién numeérica,
danidorrlv;g';ar a'dos tipos de errores: a) dispersion numérica y b) disipacidn numérica.

La disipacién numérica es el resultado directo del truncamiento de términos de
orden.par-y la dlspersmn numenca de orden impar. Entonces dependlendo del orden
del truncamiento podria presentarse en Ia solucion numerlca un comportamiento de

disipacion y/o de dispersién.

4.3 ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS EN COORDENADAS
CILINDRICAS

Cuando se usa el Método de Diferencias Finitas (MDF), para la solucidon de un
problema fisico con una configuracion con  fronteras curvas, cominmente Ia

discretizacion se reahza en coordenadas cartesianas y el dominio se discretiza en una

reticula rectangular Las ecuac:ones‘en '~d1feren0|as sev ajustan en Ios puntos de Ia
debldo a la aprox:mamon hneal
este. trabajo se dlscretlzan las ecuacmnes en
/ transformacnon del dommlo de tal forma que

en la frontera rlglda de la pared
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aﬂ OenR=a o (4.3)
; LoR
y en el fondo del tanque,
: @] = 0, en z=0 (4.4)
En Ia superﬁcxe Ilbre del I:quxdo se tlene Ia condicion cmematlca,
E ah} [aq»] enz=h , (4.5)
e AL e Lotl Lozt - ;
y la condicion dinamica, o 2 e
[ia-“l] = —-;,l(p gh ¥ gH Rcos O[ax(t)] en z=h (4.6)
ot L

medida a partlr del fondo del tanque

Gnicamente la existencia de la aceleramon horlzontal del terreno sin embargo como se
establecid en la seccion 2.10, el analusm puede realizarse con tres solicitaciones
sismicas ortogonales e incluso un cabeceo alrededor del eje horizontal.

4.4 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO PSEUDO-VISCOSO

El amortiguamiento en la solucién numérica puede incluirse en forma explicita en
un esquema numérico, agregando en la condicidén dinamica un término de disipacion de
segundo orden. EI coefmente de amortlguamlento numérico estara en proporcién al
espaciamiento de la malla por Io que no representa ningln significado fisico, en cambio,

el termlno r en la ecuamon :

6) - trata de representar una fuerza de oposwlon al

movnmuento de una parhcula ‘de ﬂUIdO El amortiguamiento utilizado depende de las

caracteristicas fisicas del SIshtema,:iél valor de pt se tomara como:
: S u=28m, (4.7)
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donde §-0 5% y o es la frecuencua fundamental del sistema. Los resultados analiticos

lineales’ con amortuguamlento obtenidos en la seccidén 3.6, pueden ser comparados con
la solucnon numenca Ilneal

Se puede pensar que este esquema de proporcionar amortiguamiento al sistema
tiene el lnconvenlente de que proporciona un amortiguamiento uniforme en todos los
modos de v'ibra‘r' y que en realidad se espera que los modos superiores se amortiguen
mas rapidamente. La solucion analitica amortiguada obtenida en el capitulo 3 es
comparable con la solucién analitica con amortiguamiento ficticio tipo Rayleigh en
donde se amortiguan mas rapidamente los modos superiores (Hernandez y Heredia,
2000).

4.5 SOLUCION NUMERICA LINEAL

por el Metodo de Diferencias Finitas (MDF).
El comportamlent" transitorio del.sistema de ecuacxones sta epresentado por

las condlmones .cinematica’'(4.5) y dmam‘lca (4 8) en la superf‘CIe libre del liquido.

Con el fnvde determma la stabllldad del sistema de ecuaciones en diferencias,

se comparara la solucmn analltlca’del problema lineal (capitulo 3) con la solucién
numérica tranS|tor|a obtemda con los esquemas: explicito (Euler), semi-implicito y
Crank-Nicholson. La exactltud y convergencna del sistema numérico se obtendra por

comparacion de Ios resultados con diferentes valores de incrementos o espaciamientos
en la discretizacion de la malla y los resultados analiticos para diferentes valores de
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amortiguamiento:. Asi mismo, se podra obtener el espaciamiento de la mralrla'f que genere
un menor error en la solucién con un trabajo computacional no elevado.
4.5.1 METODO DEL VOLUMEN FINITO (MVF)

El Método del Volumen Finito (MVF) se desarrolld como una forn‘iulacién ‘especial
de diferencias finitas. La formulacion consiste en integrar las euuamones que goblernan

el comportamlento del ﬂuldo sobre un volumen (fnlto) de control ¢

dominio de |a soluc1on

dlrecmon angu|ar es decw los puntos sobre Ia ||nea k—1 corresponden a |os puntos en

k=M@,
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= 1aM0) 2001
eaerd
k=105 (M0-1) I o 1.801
k=g 1.6011
=8 = - 1.4001
N a
S Y R - - - 1.2000
keg 1.00n

> a.80n

¥

i

i

i
b b
D—D

> psort
— - . 3 4 L - aaor
T e e k=8=(M)-1) t—-——r oo
; s | i, N T
{ ( P - - i p2en
k=7 - >
& >
Volumen de Control para el punto central ,_1 2 MR- R R
0<0s2r )
AR AR | AR
0sRs— - 5
2 2 2
=z

Fig. 4.1 Definicion de la malla en un plano horizontal

TESIS CON
., i .'"\D
4.5.2 DISCRETIZACION EN EL PUNTO CENTRAL FALLA DL ORIL

BN

La ecuacion del potencial de velocidad en coordenadas cilindricas es,
b

1000 [ 1% | |2%|_
ﬁEﬁ[RaR]+[R2}[aozjl+[azz]_o , (4.8)

donde la funcién de potencial o =0(R,0,z).

Integrando Ia ecuacnon de Laplace en el volumen de control o sub-regién

(4.9)
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que se. pueden escribir.como, RS - , .
l4+I2+13=0 (4.10)

donde,
AR
2n.2
=[] li[R-@l}adeo
o6 RaRL o
AR
2x 2 2
=T} [—1} 22 RdRdo
00 LR a0
AR
2n 2 2
a¢
= [-.-— dRd0
iz

La solucién de la integral 1y es:
AR ’

AR
T[] emso- T[] w- [T 2] 0
W= I[R:IaR[ oR Rquo, R dois 2 1o aR[ _O,Jdo
Ny 2 B : ) e . 2

aproximahd’o,"‘[@] en el*puntd j=é§,kv0, ken'élfpl‘ano z =l, con-un esquema en

dlferenc:las f nltas centrales de segundo orden
8R. (95,0;.)
SN2

donde U4, corresponde al punto central

La |ntegral se puede aprommar como .
AQ o= o
|1=[?:| X U2kl [ ](MG 1)U11| B ~(4.11)

lo que significa que U 1, se suma (MO 1) veces
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En la solucion de la integral 1> se debe considerar que la ecuacion de Laplace en
R=0es independien_te de la variable angular, 0, ( ver Apéndice A) por lo que,
o , AR :

2n-2 [ 1 ] 8%¢
L il

(4.12)

alrededor del orlgen con R=0,

W(R,0) = w(oo)+ (o e)R 0(R2) R (4.13)
entoncés, :
. AR
2R 4R s
2r 2 2r i TSI e ~ T
? TW(R,0)doRdR = f { RW(0,0)d0dR = W(0,0) 02"
00 - 0 0 - s Ll 2 g
=2n%(A'R)%W(d;0)r+d(AR?)}; e (4.14)

como 2x = (MO - 1)A0, entonces;:

donde W(0, 0) es la funcién evaluada en el puntOJ 1 k=1.

Asi para la integral 13 tenemos o
L

o TESIS CON
'=H[Z;" dRdo FALLA DE ORIGEN

82
(AR) (M(-) 1)(A9)|:—— (4.15)

4110

Sustituyendo el valor de las mtegrales lhe I3 en la expresion (4.10) obtenemos la

discretizacién de la ecuacnon de Laplace en R=0.
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Iy

2

[AO](M%‘- 1)U2kl -{ ](MO 1)U11, + ~ (AR) (MO 1)(A0)[a ‘P] =0
g R T LU
(4.16)

Nétese que si en la ecuacion de Laplace (4.8), umcamente emstnera dependenCIa

radial, la discretizacién para eI punto central seria:

AQ [(MO=1) AD L L e
——} Y Uz - [ ](MO 1)u11,=o ‘ S (@A)
[ 2 ] k=1 v s -
despejando el punto central, Uqq,
‘ T 1 (Mo—1) ' , k
R ] o < (4.18)
o ~(Mo —,,1) | ?"‘" ,

(Me 1) sies que 9 Z )U2kl '(M0'4,'1)~Jz;k.l 1 €8

antisimétricos del oleaje (Fig. 4.2(b)).

4.5.3 ESQUEMA |, EN EL DOMINIO

En las ecuaciones (4.2) a (4.4) la funcién de potenCIaI de velomdad 9, .es

independiente de la variable temporal, por lo que se cons:dera este conJunto de ‘

ecuaciones como el esquema |.

TES\“ ("QY‘
IALLA D i{._vf‘vo.l'f_.'f 79
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* (@) Modos simétricos

TESIS CON
FALLA DI ORIGEN

Uj,k.l -

Ujiaxl

i
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y(b) Modos antisimétricos

1

de la superficie libre de un tanque cilindrico

1[<A;>2]2
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il el
”[[(1)]}“’ Al )ﬂ R Sy A

donde las vanables estan especificadas en la Figura 4.3.
En la ecuacion (4.21) se discretizo el esquema de dlferenCIas finitas centrales en

0 y en z En la _direccion radial se prefirid dlscretlzar [1] [ a(p] en’ Iugar de
i mLRe aR R T

RL&R aR? -

» ) ,,’.;_,’ T R
i [?(_p]_{@_g} ya que se conocen los valores de R . 4 y de R 1 lo que genera un

esquema mas exacto (Thomas, 1995).

4.5.4 ESQUEMA I, EFECTO TRANSITORIO

Las condiciones de frontera (4.5) y (4.6) en la superrcxe Ilbre del llqwdo
establecen el comportamlento transitorio del problema EI esque' a de dlscretlzacmn

amortlguamlento numenco implicito.en el. esquema. En:este:trabajo s estudlaran los

Nicholson.".

esquemas: exphcuto hacna ’adelante‘ (Euler, sem:-nmp}ncnﬁo y.Crank-
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. =1
J-ka1+' ﬁ =2
Az A > =3
k2 - z_]_ 09 ! AR AR
K2 g i <D Fan
Az A \U
jk3 > MR-2k| MR-1k| MRk
\ /
a) hacia atras
(c) hacia atras T @
bt =Mz
jik,J-1 M F1 =35 IR :A’
Q a jkMz-2
iz
-1kl he -+ jkMzZ-1
O0R 20.0) ikl 7} K
- A0 o . SNz
1o —AR_ 1kl )
0 —@! ikmz
. Az . =2
jk-1l A !,»-‘k"“ (b) hacia adefante -
0 J L
i+t K=t TR ket
{d) Ecuacién de Laplace k=12\" k=20=(M6-1)

k=15

k=16

Fig. 4.3 Esquemas de discretizacion del dominio en diferencias finitas
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4.5.4.1 ESQUEMA EXPLICITO (EULER HACIA ADELANTE)

La derivada parcial de una funcién con respecto al tiempo se puede escribir de la
siguiente forma:

& Fx 167 o (422

i6 n de Ia varlable x e sus derlvadas espamales Sl s

otros.

La conducnon de. ,fron - dir >a . discretizad: 1.e r xplicito con

(4.25)

paraj=1,2,3,..MR, k=1,2,3, .. <
Uj.k1 —U,k1 [1—uAt] Atgh,k +At ax(t)]“ o ", (4.26)
valida para j=1,2,3,...(MR-1), k=1,2,3, ... (M0-1), I="1. T
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.Para los puntos en la pared del tanque, j=MR, y en Ia superficie libre del liquido

r[4UMR—1.k.1 —UMR=2,k.1 ]n+ : (4.27)

s' uniformes en las variables

El punto central se dlscretlza con la ecuacion (4 16), para j =1 k=1,1 —2 como:

(M0-1) n n ‘
[T s [ 2o+ ORI OOy

k=1 (az)?

(AR) “(MO — 1)(A0) n
ez |

(4.31)

y para j=1, k=1, 1=3,4,...(MZ-1), TESIS CON ,
FALLA DE CRICEN
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[éﬂﬁ%nuzkf-[' :'(MO 1)U11 ; LA*E)((’—EA/%Z (a0) [U11|+1 2U44y +U11l 1]“ 0
e o P T (4.32)

En el domlmo del l|qu1do la ecuacnon de Laplace se dlscretlza en J-2 34 (MR 1)

k=1,2,3, ... (Mo-1), | =2, como:_ R ' ‘

el re il
Uj+1.k.é"_: E:T :ﬁ(A ! ‘)2 ]R( A:J}% kz H a1 }[(A s 7 }R( AR)} .
U’R_1 ﬁ)‘ﬂ i HF: J[(A;)z H '

Hiks’ H( )ﬂ " [[( |- T

Para los Puntos J ‘2 3 4 (MR 1), k=1,2,3, ... (Mo-1), | =3e4,-‘--~(MZ-:ﬁ>- la ecuacion
deLapIacees S A A R c

of ol g Hale- o)
[__ H j i __}[.(__)_](_ﬂ -

R; L(aR)?
U],k+1,| |:

T' 1 - o :
ik H( )ﬂ H()ﬂ" | - @8

1
R% | L(Ae)?
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4.5.4.2 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

En este esquema, las derivadas en el tiempo de ¢ y de h se discretizan en
diferencias finitas hacia adelante de la siguiente manera,
|n

][3U —4Uj,k.2 +Uj'k'3] o E 7; (4.35)

vélida’ para j= 1 2

'<'M9-_1>- : '~,=1¥:;P?iré los puntos j=1,2,3,...(MR-1);
k=1,2,3, ... (ME-1), L T T

@38)

= 4UMR 1k1'"UMR 2k1
,3 ;

en la ecuacnon (4 36) En el domlmo del

n+17

Laplace, qux

= 0 Junto con I"s ,_es'"

los valores de UJ“ ; para =12,

del dominio se evalian en t=n+1. Este esquema presenta muy poco amortiguamiento

numerico.
»

-1

TESIS COT
(RZ iy

4.5.4.3 ESQUEMA CRANK-NICHOLSON FALLA DE

Los esquemas explicito y completamente implicito son de primer orden de
exactitud y asimétricos en la diferenciacion en el tiempo, lo cual en ocasiones genera

alto contenido de amortiguamiento numérico. El esquema de Crank-Nicholson es
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"centrado ‘en el tlempo Y de segundo ‘orden de: exact:tud La ecuac1on (4 22).puede
escrnblrse centrada en eI tlempo como,

-=F 2 C @ae

n+=> ; ;
donde F -2 en Ia fu cion “F" evaluada en x, el tlempo t—n+1 /2. N

Los valore' de"'F" én t—n+1/2 pueden ser aprommados por el promedlo de los

valores en t-n y en n+1 con Ia regla trapezo:dal de la s:gmente forma

1 AT R
n+— g n m—1 i R TP PR
Fo2= ——F +F ', . (4.39)

. Se puede sscribir,

(4.40)

para,calcular los valores
ciones: S|multaneas‘
‘e quema_ ene la:

normalmente::

contlene poco

(@.41)
(4.42)
(4.43)
AN 7 .
[% 2 - %[DER" + DER““] (4.44)
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igualando (4.43) con (4.44),
U™ U
At '

=l'[D_ER" +"DER":‘1]~ ; . (4.45)
sustltuyendo Ia ecuamon (4 42) en (4 45) 'tomando‘ termlnos comunes y despejando '

h" se tlene

Ry et
,kh?'k, T cose[ax«) +2ax(t) ]
Simeg T :

(4.46)

La condncnon cmematlca (4‘5) se puede escrlblr como
[?til [é(AZ):I[3UJk1 —4U1k2 +U1k3]  (447)
llamando a, e
[DER]: I: (4.48)
Por el metodo de Crank-Nlcholson la ecuacion (4. 47) se p
; '-’l“——-"—h— @49)

'At»

hj’,:”, se tlene

( )

}[3uJk1 4UJ,<2 +u,k3]l1+1 +h

h;’j:“:':( )][3U1k1 4Ujk2+ujk3}] [

" (4.50)

L e e
o [2]- “;“J+[iéiz’>]] Azt
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C+2hf —2H 4 L cos‘O[a,'( (t)]“’v'j/2 ; (4.51)
R T g .

La ecuacion (4 ’5"1")'”e§’iié|’iaé’pér'a':j-‘—-'1 23 (MR—1) k—1 2 3 (MO 1. =1,

Los puntos del domlnno que’ se enc' '

S :vb_3U1.1.MZ * +4U11(Mz-1) (4.53)
y para j= 2.3,...(M'R-1>.,kj——ﬁ_1 2,3
: 2 (4.54)

i (AR)2(MO —1)(A8)
8 (az)?

[] zu [Utare1 = 2U40) + Ui =
2 | k=1 s
(4.55)

Para los puntos j -234 (MR-1), k=1,2,3, ... (MO-1), | = 2, 3, 4,..(MZ-1), la

ecuacnon de Laplace es

‘1 R R I 1 1
U™ = =—{ = N =2 --:|[ ]—2{ , :l +o,
']‘ : _'.Rjk T2 _'"j : R12 (AG)2 (AZ)Z ' ;1
BRI EREEEE
U'+1,k.|"+1 g _— -—————]R. +
) IGy! Ry [L@RY [ (-5)
o e
U n+1 l-"l“ L 1 %
kel I_RJZ o

(4.56)



Las ecuaciones (4.51) a (4.56) forman un sistema de’ ecuaciones simultaneas,

que se resuelven para t=n+1, una vez conocidos los valores para t=n

4.6 DESCRIPCION DE LAS MALLAS USADAS ST T

La solucidn numérica esta limitada por el tamafio del sistema de ecuacibnes

simultaneas que se tendran que resolver durante el proceso de calculo. Con eI f“n de"

determinar el tamario de la malla que represente adecuadamente la solucnon del,

problema trans:torlo Yy Ia establlldad del esquema temporal, prlmeramente S calculo el

‘lﬂcan en la Flgura 4.4.

espaC|amlentos umformemente dlstrlbwdos y para la malla M2 con espac:amlentos no:-

uniformes, ambos sistemas de discretizacion se deducen en el Apéndice B.

4.7 METODO DEL GRADIENTE BICONJUGADO

En los ultimos veinticinco afios se han venido desarrollando técnicas especiales
para manipular matrices con pocos elementos no nulos, es decir, matrices dispersas.
Una alternativa para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales simuitaneas son los

meétodos iterativos. La idea bésica de los métodos iterativos consiste en llegar a la

solucion del problema medlante una sucesion de soluciones que converja a aquella.

Estos metodos no proporcnonan tedricamente la solucidn exacta aunque si permiten
acercarse a ella tanto como se desee. Las técnicas iterativas rara vez se emplean para
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resolver: snstemas de“ecuaciones lineales’ de pequena dlmensmn pues el tlempo y-el-

namero de |teraC|ones requerido para lograr una premsnon suflcnente en Ia solucnon
exceden a los de los métodos directos.

IAR1I ’ : i

. I}
P -

Fig. 4.4 Caracteristicas de discretizacion de ia Malia M1

z
4 AR1 ‘AR%
1=1
174H Azi =2
1/2H nz2
1/4H A3 I=MZ-1
t=MZ > R
=t 2 =3 j=MR1 j=MR-1 j=MR
le Radiol e _ Radic2 .|
I~ 3/4 Radio

1/4 Radio

Fig. 4.5 Caracteristicas de discretizacion de la Maita M2
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El metodo del Gradlente Conjugado es una tecnlca derlvada de Ios metodos de

optvmlzamon que permlt ‘resolver s:stemas e. ecuamones“lmeales smultaneas de

orden N X N del tlpo

es cero,. lo.cualies:equivalente

al.,1992; Conde 1990 ‘De la fuente; 1998 i
En este'trabajo se emplea.en: la. squcnontdeI snstema de ecuacxonesﬁ Imeales“

simultaneas el _método del- Gradlente Blconjugado con almacenamlento optlmo de Ia

matriz por medlo de mdlzamon (Press et aI 1992)
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4.8 APLICACION

El esquema numérico se. apllcara al tanque cilindrico del ejemplo de la seccion
3.6, con diametro igual a 11m y altura medla del liquido de 2.75m, excntado en su base
por los movimientos sismicos previamente descritos. Se calcula la altura de ola maxima
y la historia de oleaje en la pared del tanque. R

4.8.1 ESQUEMA EXPLICITO

-4

Para determinar la estabilidad de los esquemas temporales de "dlscretlzamén se

analltlca despues de 11 segundos

1.6 ,

SCT19.EW

1.
—_
5 0.5
= 0
o
2 -0.5
o 1
o
3 -5
< 2
-2.5 g et et yenmen = rm g oo e e ot e g ot e 2y
o 2 4 6 8 10 12 14
Tiempo (s)

Fig. 4.6 Comparacion de soluciones analitiéa vs numérica; método explicito
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4.8.2 ESQUEMA CRANK-NICHOLSON

En este analisis se toma como base el reglstro SCT19 NS y la dnstrubucnon nodal

analltlca asn como el porcentaje de error entre ellas

Tabla 4.1 Resultados de oleaje y caracteristicas de discretizacion, malla M1, £=0%

A Incrementos Ola maxima (cm) error
Movimiento At (s) |AR (m) | AO (rad) | Az (m) N Numérica | Analitica| %
SCT19.NS | 0.04 [ 0.9157 | 0.6283 | 0.5500 | 360 78.25 120.74 54
SCT19.NS | 0.04 | 0.5500 | 0.6283 | 0.3056 { 1000 99.57 120.74 21
SCT19.NS | 0.04 | 0.5500 | 0.6383 | 0.1964 | 1500| 105.50 120.74 14
SCT19.NS | 0.04 | 0.3667 | 0.6283 | 0.1964 | 2250| 112.10 120.74 8

SCT20.NS | 0.02 | 0.3667 | 0.6383 | 0.1964 | 2250 | 118.32 120.74 2

En la Tabla 4.1 se muestra que para un valor de N=360 (MR=6, M6=11, MZ=6)
el error entre soluciones es del 54%, por lo que se aumento dicho. valor a N—1000 :

(MR=10, MB=11, MZ=10), dlsmmuyendo los espacuamnentos radlak.s y vetlcales dando

un error del 21% Para determlnar el e cto del espacnamlento v
0” Mo=11, MZ—15) :

solucnon no hneal del problema

TESIS CON |
FALLA DE ORIGEN

[N ..—;1
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Por-lo- anterlor se lndago la-respuesta del sistema con la-malla M2 que-tiene -
espac:amlentos nodales ‘no uniformes, procurando mantener el minimo trabajo
la dlmensmn del sistema de ecuaciones simultaneas resueltas

computacmnal dado

cada At los resultados e"reglstran en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2 Resultados de oleaje y caracteristicas de discretizacion, malia M2, £=0%

Incrementos Ola maxima (cm)
Movimiento | AR1 AR2 AO Az1 Az2 Az3 N
(m) (m) | (rad) (m) (m) (m)

error
Numérica | Analitica| %

SCT19.NS 0.4278 | 0.275 | 0.6283 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 2250 [ 118.10 [ 120.74

SCT19.NS 0.4278 [ 0.275 | 0.3142 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 4500 [ 118.10 [ 120.74

SCT19.NS 0.2775 [ 0.275 | 0.6283 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 3000 118.10 | 120.74

NN NN

SCT20.NS 0.4278 [ 0.275 | 0.628. | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 2250 118.36 | 120.74

En la Tabla 4.2 se observa que para N=2250 (MR=15, M6=11, MZ=15), con los
espaciamientos indicados, el error entre la respuesta numérica y la analitica es del 2%

El efecto del espaciamiento angular, A9, que no se considerd en la Tabla 4, 1 se anallzo

al aumentar el nimero de puntos en la malla en esa dlrecmon a M9—21 lncrementando

la dlmensusn del tamano de: SIstema de ecuacxones a. N—4500 e.observa que:el’ error

entre solucmnes o sewmodlf ica. Como' o' ha/ n efecto:importante e respuesta
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numerica- amortlguada para el—reglstro SCT19 NS es -menos- exacta que la- no

amortlguada ya que el error entre las respuestas es del orden del 5%.

Tabla 4.3 Resultados de oleaje y caracteristicas de discretizacién, malla M2, £€=0.5%

. Incrementos Ola maxima (cm) error
Movimiento AR1 AR2 AO Az1 Az2 Az3 N L . o
(m) (m) (rad) (m) (m) (m) Numeérica | Analitica %
SCT19.NS 0.4278 { 0.275 | 0.6283 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 2250 97.27 103.36
SCT19.NS 0.4278 { 0.275 | 0.3142 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 4500 98.44 103.36
SCT19.NS 0.2775 | 0.275 | 0.6283 | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 3000 98.59 103.36
SCT20.NS 0.4278 | 0.275 | 0.628. | 0.1719 | 0.2292 | 0.1719 | 2250 98.45 103.36

wun|on|o

En la Tabla 4.4 se resumen las respuestas numéricas para el tanque del ejempio
de aplicaciéon con un valor de amortiguamiento con respecto al critico del £€=0%, para

los registros sismicos analizados en la seccion 3.4, Los resultados de oleaje absoluto

maximo se calcularon con un ‘valo de N 3000 y con los espacnamlentos reglstrados en

17%. La mfluencna del At en Ia respuesta numeric

considerando’la mlsma ‘distribucién nodal en la ‘malla:M2.y tomando como exmtacnon el
registro SCT.EW, los resultados se resumen en. la.Tabla' 4.5 o

En la Tabla 4.5 se observa que aun cuando alo del espacnamlento del

registro sismico, At, sea pequefio y por tanto el:ntimero de. puhtos del registro (NP)

aumente, el error en la respuesta numérica’ no se modifica. Para el registro SCT.EW no

hay una influencia importante del At‘ en yla respuest

numerlca Y analltlca con un

v mucos de la seccion 3.4.
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Tabla 4.4 Altura de ola maxima, N=3000, £=0% -

. Ola maxima (cm), £=0%
Movimiento :
Analitica Numérica |error %
CU.NS 24.73 26.94 9
CU.EW 34.40 32.19 6
VIV.NS 29.65 30.85 4
VIV.EW 32.88 32.67 1
SCT19.NS 120.74 118.10 2
SCT19.EW 235.97 205.28 13
CA.NS 350.89 291.32 17
CA.EW 571.16 546.37 4
TACY.NS 39.68 40.55 2
TACY.EW 27.58 23.63 14
CALETA.NS 25.54 26.90 5
CALETA.EW 28.81 25.25 12

Tabla 4.5 Altura de ola maxima, registro SCT.EW, N=3000, £=0%

L. Ola maxima (cm), £=0% | error
Movimiento | At (s) NP
Analitica Numérica %
SCT19.EW | 0.04 | 4503 235.97 205.28 13
SCT20.EW | 0.02 | 9005 235.97 205.16 13
SCT30.EW | 0.01 |18009| 235.97 205.07 13

Tabla 4.6 Altura de ola maxima, N=3000, £=0.5% .

L Ola maxima (cm), £€=0.5%
Movimiento
Analitica Numérica |{error %
CU.NS 21.91 22.77 4
CU.EW 28.76 28.45 1 :
VIV.NS 25.09 27.22 8 i
VIV.EW 27.74 25.81 7 1
SCT19.NS 103.36 98.59 5 f
SCT19.EW 167.86 144.22 14
CA.NS 254.50 221.50 13
CA.EW 443.86 376.77 15
TACY.NS 35.00 36.78 5
TACY.EW 23.85 22.46 6
CALETA.NS 22.20 23.18 4 i
CALETA.EW 27.18 23.73 13 ;
i
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4.8.3 ALTURA DE OLA RELATIVA

Como se mencion6é en la seccion 3.2, el desplazamiento vertical del liquido
representado por la altura de ola, esta compuesto por un movimiento de cuerpo rigido y
por un desplazamiento relativo, que para fines de disefio es el que realmente interesa.
En la Tabla 4.7, se resume la altura de ola relativa con un valor de amortiguamiento con
) —.O, 5%, calculada con un valor de N=6000 (MR=20, M0=21,
MZ=15), correspoh‘di‘ente! .a . los espaciamientos ' eh la malla M2: AR1=0.44305,
AR2=0. 1375 A0=0.3142 :,‘Az1 —0 1799, A22 =0. 229 ‘y [Azs =0.1799. Se observa que el

respecto al. critic

resulté'dAo/'s“
respuesta En
la solucnon analltlc
valores’ ;de’
modelblini._iymg

cilindrico cua etld a un mowmlénto susmlco en su base

T Tébla 4.'7 Oleaje relativo, N=6000, malla M2, £=0.5%

L Altura de ola maxima, (cm)
Movimiento error %
Analitica Numeérica

CU.NS 23.91 22.83 4
CU.EW 40.50 39.99 1
VIV.NS 36.31 35.88 1
VIV.EW 45.36 45.78 1
SCT.NS 125.80 119.36 5
SCT.EW 215.41 211.11 2
CA.NS 267.56 260.68 3
CA.EW 450.88 438.63 3
TACY.NS 38.85 37.36 4
TACY.EW 32.82 36.51 11
CALETA.NS 78.68 82.63 5

' CALETA.EW 76.86 81.08 5

TESIS CON
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4.8.4 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

Para determinar la estabilidad del esquema semi-implicito, se calcularon las
alturas de ola usando la malla M2 y N=6000, en la pared del tanque del ejemplo de
aplicacion. En la Tabla 4.8 se compara la altura de ola maxima relativa obtenida en
forma numérica con. la. analitica considerando 20 modos -de vnbrar para cada

mov1m|ento susmlco y con un valor de amortlguamlentos E, de 0 5% Se observa que la

resp uesta numenc

que el esquema de dlscretlzacmn es adecuado para calcula respuesta numerlca del

problema transutono que el esquema semi-implicito- es’ estable para todos'los eg'lstros

SISITIICOS estu' |ados

- Tabla 4“.',8“AAItu'ras de ola méxima relativa, esquema semi-implicito, '&——_O;S%v

__ Altura de ola maxima, (cm)
Movimiento Analitica Numérica error %
CU.NS 23.91 22.69 5
CU.Ew 40.50 40.50 0
VIV.NS 36.31 35.89 1
VIV.EW 45.36 46.01 1
SCT.NS 125.80 118.20 6
SCT.EW 215.41 212.30 1
CA.NS 267.56 263.25 2
CA.EW 450.88 451.11 1
TACY.NS 38.85 36.72 6
TACY.EW 32.82 36.55 11
CALETA.NS 78.68 82.36 4
CALETA.EW 76.86 81.07 5

4.9 CALCULO DE PRESIONES, FUERZAS CORTANTES Y MOMENTOS
DE VOLTEO

La presion hidraulica, P,, que ejerce el liquido sobre la pared del tanque se

obtiene de la ecuacion de Bernoulli (3.37), despreciando los términos de orden superior,
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Pn _ l:aa(tp} pe — gz+gH Rcose[ax(t)] (4.60)
p

2
donde p es la densidad del liquido considerada como p = 0.1019154— para el tanque
m

" del ejemplo de aplicacion (seccion 3.4).
B n
La derivada [—jl se puede discretizar con un esquema de diferencias finitas
ikl

centrales,

ap" _ UNI -UN]
[ at :L‘k.' 2(At) (4.61)

que es equivalente al esquema Crank-Nicholson ya que ambos son centrados en el
tiempo. Para calcular esta derivada sera necesario conocer los valores de ¢ en los

intervalos (n-1) y (n+1), asi:
Unlﬂ - Ujk,
Phiki = _p': g 2(At)l I ~ puUfk) —pghfk +pgH — pR; cos ba, ()]

(4.62)
La fuerza cortante total por unidad de longitud, F;,, para un instante t se calcula

integrando las presiones, P, en las paredes del tanque, como
' H
Fo(t) = [anPy(a, z,t)dz (4.63)
0

donde P, se obtiene de la ecuacion (4.62), H es la altura media del liquido y a es el

radio del tanque. El momento de volteo, M(t), en la base del tanque se calcula con,

M(t) = ?anzPh(a, z,t)dz (4.64)
0
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- Las-integrales -anteriores -se: p'Uederi‘discretizar por la regla trapezoidal,

ejemplo con respecto a la base del*fénque,

la integral I= {zP,(a,zt)dz

calcular para los primeros cuatro puntoé'(Figur'a 4.8) sobre la pared como:

por
se puede

2,

- [Enm)wh(zq Z{Az_]+[Ph(z)+Ph<3)][AZ{3Az]+[Ph<3)+Ph(4)][Az 5Az]'

6 bien:

porcentaje de error entra ambas s

pred|ce Ia soluc:on Imeal del proble

uones Como puede verse, el modelo numeérico

con un margen de error medio del 5%.

Pd) . I=MZ-3 .
o
\ TESIS CON |
Y I=MZ.2 L 1)1'5 C&. Y l
P Bl FALLA DE ORIGEN i
3(az)
/
I=MZ-1
Ex Pn(2) . A 2(4az)
R Pn(1) i I=MZ \‘/ \VJ

=MR

Fig. 4.8 Distribucion de presiones sobre la pared del tanque
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““Tabla'4.9 Fuerza cortante maxima, ejemplo de aplicacion, £=0.5%

L Fuerza cortante maxima (t) | error
Movimiento analitica numérica %
CU.NS 8.1781 7.7886 5
CU.EW 10.2400 10.3439 1
VIV.NS 8.5102 8.5335 2 1
VIV.EW 11.0430 11.0258 1
SCT19.NS 25.5321 24.3099 5
SCT19.EW 39.9811 39.1193 2
TACY.NS 13.8521 13.3001 4
TACY.EW 8.4073 9.4464 12
CALETA.NS 14.3245 15.0811 5
CALETA.EW | 16.8087 17.7145 5

Tabla 4.10 Momentos de volteo maximos, ejemplo de aplicacion, §=0.5%

- Momento de volteo (t m) | error
Movimiento analitico numeérico %
CU.NS 11.9379 11.3694 5
CU.EW 15.0675 14.9085 1
VIV.NS 13.1502 12.8923 2
VIV.EW 15.0232 15.3503 3
SCT19.NS 42.6203 40.5908 5
SCT19.EW 70.6283 64.2434 2
TACY.NS 20.4342 19.6481 4
TACY.EW 15.2317 13.7221 10
CALETA.NS 19.1428 19.9404 4
CALETA.EW 22.5941 24.0363 6

4.10 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se ha determinado el esquema en Diferencias Finitas ,para
ecuaciones de frontera que definen el problema transitorio‘amortigu

cilindrico I'IgldO excitado en su base por un movimiento snsmlco La

sistema "de

sm desprecnar eI punto centralk Las ecuacnones

dlcretlzadas para'elpunto central‘ se dedUJeron por el Metodo,del Volumen Flnlto y las
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ecuacionés'ibaféfel'réstordrel dominio -por expansiones de un polinomio en series de
Taylor Las ecuacuones en diferencias se dedujeron para espaciamientos de los puntos
'nodales en ‘Una malla uniforme, M1, y para otra con espaciamientos no uniformes, M2,
(Apendlc;e B). La estabilidad del sistema de ecuaciones en diferencias finitas se verifico
discretizando la variable temporal por los esquemas explicito de Euler, semi-implicito y
Crank-Nicholson. El esquema de Euler (explicito hacia adelante) es inestable para
todos los registros sismicos estudiados. Los esquemas semi-implicito y de Crank-
Nicholson son estables para todos los movimientos sismicos estudiados. La exactitud
del sistema numérico se obtiene por comparacion de los resultados obtenidos con
diferentes valores de espaciamientos en la malla y los obtenidos con la solucion
analitica’calculada en el capitulo 3. ‘ ‘

Despues de realizar un gran nGme o‘ de aproximaciones en el tamafno de las
discretizaciones “ en la- malla, se conclljye que Ias-v‘caractenstlcas optlmas de

discretizacion consnsten en tr s zon ireccion ver‘tical' la zona supenor y la',

arriba del fond
propuesto, por Io que Ios resultados asi obtenldos son conS|derados como correctos La
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solucién- numerlca llneal obtenlda en-este- capltulo “se comparara con la soluc:on ‘no
lineal que se obtendra en el capltulo 5.
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CAPITULO 5
SOLUCION NUMERICA NO LINEAL

5.1 INTRODUCCION
}

La no linealidad estd gobernada por el caracter del movimiento del liquido
contenido en el tanque de aimacenamiento. Abramson (1966) dividié los efectos no
lineales en tres clases: (1) aquellos que son consecuencia de la geometria del tanque,
es decir, los que dependen de la verticalidad de las paredes o de las estructuras
internas, (2) aquellos que mvolucran diferentes formas en el comportamiento del liquido
produmdas por el acoplamlento o inestabilidad de varios modos laterales del oleaje, y
3) aquellos que son consecuencna de la amplitud de la excitacion y de la respuesta;
éstos ultlmos son Ios estudnados en este trabajo.

' 'es no Ilneal en dos aspectos: (1) la forma de la

El- problema 'hldrod a "c"

superfm_e ‘|I'brefdke< liquido‘no:es co‘ omda a prlOI"I (2) exnsten termmos de segundo
10 lineal es

:tlempo por-

et|zaC|on del
d}eclr,, ; debe

transutono no’ Ilneal de “un: tanque de almacenamlento cnllndrlco sometldo a una
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aceleracion: snsmlc' "horlzontal en su base ElSlstema de ecuacuones no-lineales que
gob|erna el com ortamlent deI problema e

I"domlmo flSICO se mapea a un nuevo

anable EI nuevo sistema de

leerencnas Finitasten: coordenadas cullndrlcas y en forma trldlmensmnal Se emplean
los metodos de dicretizacién semi- -implicito y de Crank-Nicholson, que resultaron
adecuados enel capitulo 4 para la solucién lineal del problema. La exc1taC|on honzontal
aphcada en la base del tanque es de dos tipos: sismica y armonica. Los resultados,

numéricos no lineales de aitura de ola, fuerzas cortantes y momentos d

pared del tanque se comparan con los obtenidos en forma numérica llneal en el'capntulo,
4.

5.2 PROCEDIMIENTO DE SOLUCION

El dominio matematico en el que es valido el sustema de ecuamones que
gobierna el comportamiento hidrodinamico no Ilneal va camblando durante la solucuon '
del problema debido al oleaje en la supert”CIe hbre del IquIdo es dec1r dicha frontera no'

permanece plana en cada mstante Vdel ma tranS|torlo Como estrategla de

solucién que ewte reahzar: un rema ad
cambio de varlable e

, ! ; ,mblo de variable es que la nueva variable
dependlente s, snempre vale Ia unldad en la superficie libre del liquido. Asi, el dominio

1
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" fisico desconocndo se transforma a “un dominio’ computacnonal definido, que consiste de

un paralelepipedo'de‘d'menS!ones a’, 21t y 1. Sin embargo, el sistema de ecuaciones

'computamonal tiene un numero de elementos

e

Jlln=0;
AT
-. |
1

2 /
a J £=R
(a) Dominio fisico (b) Dominio computacional

Fig. 5.1 Dominio fisico y dominio computacional

A contmuacuon s presentan las ecuaciones en el dommlo‘, computacmnal el

desarrollo de estas ecuacnones se“ desglosa en detall’ en el Apendlce C Sea (p(é.f, 'r],o' t)

1) = (p(R e z, t) se. tiene

el nuevo potencxa

entonces el S|gu1ente sistema de ecuaciones

{{:;:]+[1}[:‘;]+‘[—1—1[z.?:]] 4“[?%][%}[[523]?[%][?%]Jf[.q—l—]
v ][] (]2 | 22 [T ]
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SRR e e oo

) [‘2‘3}0 T en e=0 0 (6.3)
Enlé pared: Co e '
] _ JaB 1] en on Re
[6R] = é[ac:l[h][aR} en R=a (5.4)

Condicién dinamica equivalente:

] _gnagn_ BT 1 1 @], [ T, fi‘—[—?—}[‘a‘n] -
[at]" gh-+gH [aR] 2[:#][60] +2[h2}[ac] [”[aR] Tlr7lleel
—pj-Reosofa, (] S enos=t (55

Condicién cinematica equivalente:

M7 R HEIZ TSI o oo

Las ecuaciones (5. 2) a (5 6) forman el nuevo snstema de ecuacmnes de frontera
en_ el domlmo computacnonal B snstema de ecuacuones no llneales se- resolvera

utilizando el Método’ de leerenmas Flnltas en coordenadas cnllndrlcas ; ke tal manera
que la topologia del problema y la discretizacién nodal se reallzara como se establemo

en el capitulo 4.

5.3 DISIPACION NUMERICA

Cuando se discretiza una ecuacién en dlferenClas fmtas por medlo de serles de
Taylor, el orden del truncamiento influye en el comportamlento‘de la’ solucnon numenca

dando lugar a dos tipos de errores: a) dlspersm nume'rlca y. b’) d|$|pac n 'umenca La.

’runcamlento de términos de. orden pary

disipaciéon numérica es el resultado dlrecto de
la dispersion numeérica de orden 1mpar Entonces, depend|endo del orden del
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truncamiento—en '—:el esquema podna% presentarse en  la- solucion~numérica un

comportamiento de dlSlpacson o de dlspersmn
En las ecuacuones avner-Stokes (2.58), el termlno que representa el

b F’l] + c[a_“] ; 0 (5.7)
at ox



donde ¢ "é'é"é’éﬁdiéiaa como celeridad y representa la velocidad de propagacion de la
onda, el comportamlento de Ia solucion dependera de como se discretice el término

oh
que en forma general se puede discretizar como:
aox

' [_ag]= (1+ Py —2phj = (1= B)hj-'i .8
i ax] 2(Ax)
‘de tal manera que se pueden tener Ios sngunentes casos:
<Si [3 0 entonces S S e
hi.a—h: : : .
[éh] L T By o ' (5.9)
que corresponde a un esquema centrado y que presenta establlldad neutra.
2. Si [5 +1, entonces
hipq —h; R :
[Qﬁ] oy ' o (5.10)
ax (ax)

que corresponde a un esquema hacia adelante y que es inestable.
3. Sipg=-1, entonces

: hj —hj_ :
[Qﬂ] DTN | (5.11)
, x (ax) , . :
que corresponde‘a un esquema hacia atras y que es estable.

Reescribiendo la ecuacién (5.8) se tiene,

[grﬂ b ﬁﬁjh —2Bh; +pBhj4 . (5.12)
| | ax]  2(ax) o 2(ax) '
6 bien, - 7 : | ‘ o

‘ §D- _ h1+1’7' hj_1 {ﬁ"_} hi+1_2hj+hj‘1:| : - 5.13

Eh la ecukaciéh’ (5.,1‘3) los termlnos de| Iado derecho representan el esquema

a%h ;
— |, respectlvamente.
ox

2
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Para garantizar uﬁ esquema estable se toma B = 'Vt—’1j, ‘porlo que la ecuacion (5.13) se -

rah’_[ah] [_] #n] (5.14)
Lox] Lox] L2 ax2 '

Sustituyendo (5.14) en (5 7).

puede escribir, :

. #é-‘;a

azh/ 5
ax ;

ax 'ﬂ} =0 (5.15)

El termmo | responsable de la - viscosidad -artificial o disipacin

numenca Sustltuy cuacion: (5.13). :e'kn Ia ‘ecua“‘c'ién (5.7)-considerando un valor

de p=-1,

| [ah];“zc((f);l [hmu hy- ;];l l[ } J[(%l 52}[ ,+; 2h+h 1]=0 (5.16)
ordenando, o o |
[H e {5 5T @l T ol T {5 g -

llamando a: A =[c]l:92—)5} ,

) bl b e

En la ecuacion (5.18), el término “c” puede tomar los siguientes valores:

a) Si c)0, entonces:

Fah'
0 .
Lot " (ax )[ ] ‘1] (5-152)
b) Si c(0, entonces: ‘
o ks . ~h]=0 : ~ 5.19b
Eiken )[ 1= ] (5.19b)
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‘La ecuac10n (5 19a) |nd|ca que SI Ia onda se propaga hacia-la derecha (c>0) la
denvada se dlscretlza hacia atras : or\otro Iado la ecuacion (5.19b) mdlca que cuando

la ola se. propaga (ckVO) el esquema correspondlevnt

contenldo de amortlguamlento es equnvalente a agregar masa aI SIStema (o3 bleri "estlrar"
el domlnlo Io que contradice la hipétesis de |ncompre5|b|hdad del llqmdo o :

5.4 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

La condicion cinematica equivalente en la-superficie libre del liquido, o =1, se

discretiza en la variable temporal en forma explicita hacia adelante, tal que,

s of 2T (2T RET]
2] Ta] -2l

en donde el desarrollo en diferencias finitas para cada punto en Ia malla se reallza a

(5‘.2'0)

segundo orden como se muestra en el Apéndice D.
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“'La"condicién”dinamica”equivalente“en la superficie libre del liquido, o =1, se
calcula con: ‘ '

= :~-,;;‘2n
U?lﬂ = k1[1 P-At] AtSl'1n+1+AtgH AtR; cose[ax(t)]" [At][a‘l’] =

2l el T

En este esquema el \_/alor de hj‘,‘:1 cawlculac'lb,en'la ‘ecu'ag:ic'm (5.20) se sustituye en

n+1

(5.21)

la ecuacion (5.21). - T e s S b
En el domlmo computacnonal Ia'-_fu}‘n'c’:‘iién}povt‘_én’ciial;de velocidad equivalente

4[;%21

se dlcretlza como

[BEEEEIE

[2F2n+1 F1n+1 }7 . I:Zz_?pjlm [GZFZET;A +’ F3E;1]_

2
C

n
|2 || [aranst] | 2 [w} 2FsT b =0 en o
[aR [ao_j”( [ ik }’ s [ ]“ en
" (56.22)
donde se conocen los.valores en t= n+1 de,
a- 2 n+1
e L | [R ah}u S A (5.23 a)
e Njk R;j |8R oR Rj J_a@
F S 5 2
] T[2'1] +[i2][§ﬂ] | (5.23b)
_hj'k; il aR R 0.1 |
- —  — n+1
wir o
F3ik =iz | : . (5.23¢)
Ry —
e TESIS CON .
sl nt PALLA DE ORIGE
Famt |1 J[ ah} | FALLA DB U ©234)
_hJ' oR
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F5“+1 A _1_ I:ih{l | . 5.é3
[Riz}[hi-k] 20 ©:229

5.4.1 APLICACION, METODO SEMI-IMPLICITO

, o ,

Resolviendo el problema transitorio en el dominio computacional'por medio del
esquema semi-implicito, se calculd la historia de la altura de ola en el tanque del
ejemplo de apllcamon de la seccion 4.7.3. El tanque tlene un dlametrdd 11m y altura

bloquea antes de los_pﬁmeros 20s de la S|mu ci Por Io que e| 'metodo semi-implicito

nose conSIdera adecuado para obtener Ia solucion numenca del problema.

o
W
)

.. 02
E
~ 0.4
I
° t=54.72s
]
o
& .o.
g 0.1 .(
< .02 ]
7 -03

" 10 20 . ao 40 50 80

o

Tiempo (s)

Fig. 5.2 Oleaje en la pared del tanque de aplicacion, método semi-implicito, CU.NS .
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5.5 ESQUEMA SEMI-IMPLICITO CON DISIPACION NUMERICA

Como se indicd en ia seccidon 5.4.1 el esquema semi-implicito es inestable para
todos los movimientos sismicos descritos en el capitulo 3. Posiblemente, esta
inestabilidad se deba a errores de redondeo : por lo: que al:método semi-implicito se le
agrego dlsnpacuon numenca o vuscosmad artlf cnal por medlo del método * upwind"

[5)igh-[2HER[ 5] 1 ] :

‘Por analogua con Ia ecuamon (5.15).1a expresion (5. 25) se puede escrlblr

R EI R P R R E %

 ERME R e e
HRE R R HHE

HHEEEEIE Tro et o

donde los términos Di y Dy estan deﬁmdo_s como:

TESIS CO
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,%%ﬂﬁi

sustituyve{vf'[_i;
adeléhte',‘

h]k _h ik +At[ } [h?k:‘[‘”‘z 7  = . |
_At[a"’] [-—ah] +AtDR[azh]—A [ 21[“’]‘ [ah]1 +AtD0|:—~——622]} (5.29)
aRJ LaRrR aR? R 20 207 |

Las ecuaciones (5.22) a (5.23) permanecen sin cambio.

5.5.1 APLICACION, METODO SEMI-IMPLICITO CON DISIPACION
NUMERICA

En la Figura 5.3 se compara la historia de oleaje en la pared del tanque del
ejemplo de aplicacion (a=5.5m, H=2.75m) obtenida numéricamente con las ecuaciones
linealizadas (seccion 4.7.3) y la obtenida por: medio de un esquema semi- implibito con

viscosidad artificial con £=0.8. Esta fraccnon ,el amortlguamlento numérico es alta y

podria comprometer la exactitud de la solumon sin embargo, es la unica que estabiliza

TESIS CON
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el ‘'esquema™ para una “excitacion’ como la reglstrada en CU.NS. Para los" otros o
movimientos: susmlcos no fue posnble encontrar un valor para el parametro ¢ que h:c:era

estable Ia solumon

no lineal

1S3
E
_(_B.
S
o
o
s
3 V4
" lineal
.0.3 — v v — - —— ml
o . 10 20 30 40 otser - 60
_Tiempo (s), s

Fig. 5.3 Historia de oleaje, método semi-implicito con dlSlpacmn numérica, ¢ =0.80,
CU.NS

b

5.6 ESQUEMA CRANK-NICHOLSON

El esquema Crank-Nicholson, especificado en la seccwn 4 5 4 3 se apllca a las
ecuaciones de frontera validas en ¢ =1 del dominio computamonal El esquema de -
Crank-Nicholson es centrado en el espacio Yo en- el tlempo lo que Io hace
mcondncnonalmente estable ademas de que tlene muy poco arhortnguamlento numerlco ]

implicito. :
Enla condncnon dlnamlca equlvalente

HEE EAERRC SeRs el

"—-;.L(p gh+gH R cos0[a, (1)] : (5.30)

penj-- 22 - [P [T e (2] [ ]2
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|~ — gh + gH = R cos 6fa (1]

(5.31)

Apllcando el metodo de Crank—Nlcholson especnf‘ cado por Ia ecuacnon (4 45)

n+1
, U k1"Ujk1

At

_] [DER" + DER““]

(5.32)

la ecuacuon (5.30) se puede escrlbxr'como = EEUE

pAt

2H ][
HHIEE
[uj,-.;,{ s

EIRIRE

At
4

At

I
EEE
HE

35
R

,1

oh
oR

op

J-[2]:

At

R 4

JEE

Bh

TGl 2] oo omter

44 aR
e S D SRS (5.33)
Ordrenanfc‘io(lb"éf'" rminos de la ecuacion (5.33) se obtiene; |
; +_,]_ 1[@] _[L _1_[99] .
L 20 l2gller] [2g] R} |Leo
JEERCIHIEE
: lLlas] {29 nZ oR
‘ . - - n+1
+[§1§T 'lef h1 ]["] [Zg] —hjk —f{'($.h)=0 ' (5.34)

en donde,

%h b() 7
O\\

L

FALL

__—-_‘._
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sl IS (2]

L]l
b 14[?][%?[%? e

A

: +—g’— co,sO[a'x (t)]""f?klz,g: - .. (5.35)

S puntos del domlmo se

convierte en- una e" ] orden y cuyas derivadas

parciales, con res den ser evaluadas en forma

analitica para form 'éI’Ja‘c'obiah‘o ’se‘g’ﬁri"éé'déé ibira’mas adelante

De ia: ecuaCIon cmematlca equnvalente

BEHEEEERET ol IR

& 2|
[DER]=[-’3]J__ [ L) L
do hj,k OR_ ’ RJZ oo

(5.37)
Aplicando el método de Crank—Nlcholson
hn+1 h ’ ' o o
T 3 [DER" +DER"+1] (5.38)

en la ecuacién (5 36)y. tomando termmos comunes se tlene :

g TESISCON |
122 FALLA D& ORIGEN |




o Cellef e T

Ll -

LT e et

. _[zﬂ[ R12 ][ap}[gg

o {2 L2 JEeT el erer
. *+[%TQS%}[S%%[?][.;2][2.‘3}[22}" :

e H o I N H B T H
R e 2]

De nueva cuenta el términ

(5.39)

~EEN=0 (5.40)

S y _ (5.41)
{,fgiy(c'f;,h)‘_';es una constante, una vez conocidos los

valores de h‘;k y de U?.kn- Laecuamén (540) al discretizarse en diferencias finitas para

cada uno de los puntos del dominio, se convierte en una ecuacion algebraica no lineal

y LU
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“de se'gyundo orden, cuyas derivadas parciales con respecto a las variables espaciales
puedén ser evaluadas en forma analitica para formar el Jacobiano.

Bl pbténcial de velocidad equivalente en el dom:i»niof computacional, se puede
escribir como, i

er-[ilabe sl el

1

P =
Rj

Sl

y la condicion de frontera en Ia pared‘

: —n+1

'i 6<P ' :
9 b [ =0 ‘ (5.44
(5)MR"' oR]. : )

Las cond:c:ones de: frontera del problema transntono quedan definidas por las

ecuaciones no Imeales (5. 34) (5 40) y (5 42) conjuntamente con las lineales (6.43) y
(6.44). :
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5.6.1 LINEALIZACION DE ECUACIONES- METODO DE NEWTON

Supongamos un conjunto de “n” ecuaciones no lineales con “n” incégnitas, cuyas
segundas derivadas son continuas en el dominio de definicién, tal que,
91(X1:X2:X3;-- Xn) 0

9277(X1:xi2:yx3- xn) o

g,,(x1,x2,x3,.»..,x',',)= 0 ' (5.45)
que se pueden escrlblr como : R o
x= (x1,x2,x3, X)) (5.46)

g(X) [91(x) gz(X) N E)) LR (5.47) -

es decir,
‘(5 48)

Expandiendo la ecuacion "‘erle de Taylor alrededor de x(k) donde

x&) es el valor aproxifﬁé
: (5 49)

donde J(x_(k))= ((k)) es a; . matriz.- Jacobiana d_ las pnmeras derlvadas de las

funciones evaluadas eni-x(?‘)

i

Y[J(X("))] = [ aga)fx)] __;m | . (5.50)

que en forma expandida se puede escribir:
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d%4 oy Xy
9g2(x) ~ 8ga(x) 895(x)
8% X5 “OXp

Wx®)] =] - . . - (8.51)

(5.53)

(5.54)
& bien,

(5 55)’

rlz Jacoblana que se
espera que sea no singu roceso de convergencna

rapida, siempre que la so a 'zona de atraccién” y no ocurran

divergencias. Si la ecuacnon (5 55) se premultlpllca por (J(k)) se puede escribir como,

g0l _ (5.56)

TESIS OOV
126 | FALLA DE ORGEN |

e asimenh




donde

:_J(k)(k)_ () , (557)‘

El progreso de la solumon se puede medlr en termlnos de los valores de’las
funmones no lineales, :

~ grande, tal que, o
(5.59)

Se considera que la solumon de snstema de ecuacuones no Ilneales se obtlene

cuando la norma del vector entre dos lteramones suceswas _} L

“ (k4 1) (k)“ (k+1) X (k)“ S | e : (560)

= max l
1gi<n

es menor que la tolerancna TOL prewamente descrita.
El éxito del metodo de Newton depende de si la condicion inicial de Ia iteracién

de las ralce‘s‘ a-la ralz verdadera; esta consideracion es tomada en cuenta

en Ia solucuén no ; eﬂl,oleaje considerando que el cambio numérico de la respuesta
entre dos mterv “de-tiempo es continua y pequefa, ademas de que At es

suficientemente pequefio.

5.6.2 CALCULO DE PRESIONES, FUERZAS CORTANTES Y !
MOMENTOS DE VOLTEO

Las presiones hidrodinamicas en la pared del tanque se calculan de la ecuaciéon
de Bernoulli (3.37 6 4.57) considerando las ecuaciones transformadas en el dominio
computacional, desarrolladas en el Apéndice C.

R BT EIE FHE IR
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"HE '][[:;J[:;J{RL [21%])- 30T [T [+ T2 T3]

~-np—ohg+gH-R; cose[ax(t)] ' B '; S (5.61)

‘donde” p es la denSIdad del lquIdo conSIderada er Io )iejreir'anQS‘ de"éplicacién"cpmo

0. 1019—-—-. :
P me

Los termmos que contlenen Ia denvada temporal en Ia ecuacnon (5 61) se

dlscretlzan,con u esquema de dlferenC|as fmtas centrales tal que el esquema de

dxscretlzacm sea equnvalente al esquema Crank-NlchoIson

T U:- : ——U -1 . :
[a"’] B il T | (5.62)
ot jkl Z(At) : .
h‘; n+1 ~h: n-1

- [ah} ok Tk ; (5.63)

o Letdk 2(at) :

llamando a, - - - - ‘

TERM2(i)‘,=[E]|:a—k(p] - (5.64)

o thllesd 7 ,

o815 T
+L][a“’] HELEHE
EHIHIEEREHE

-1 —ohg +gH-R; cosblay(t)] . (5.65)
Las presiones en cualquuer punto de la pared del tanque evaluadas en un tlempo

t=n, se puede calcular como,
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2(at) - 2(at) i

U: n+1 —U: n-1 h: n+1 —h: n-1
ol ;_[ {"‘-' b ]J{ 1 i ___([rerM2)I + [FTERM3()]"

(‘5.66)

superFCle hbre del llq” [e
H, como se hace fen ;:,el o | Air :
(ecuaciones 4.60 y 4.61). Las lntegrales se evaluan por.medio de” Ia regla trapezondal
como se ejemplificd en la seccion 4.8.

5.6.3 APLICACION, METODO IMPLICITO (CRANK-NICHOLSON-
NEWTON)

Las condiciones de frontera del problema transitorio en el dominio computacional
quedan definidas por las ecuaciones no lineales (5.34), (5.40) y (5.42) conjuntamente
con las lineales (6.43) y (6.44). Las ecuaciones no lineales se: llneahzan por medio del
método de Newton y se. comblnan con las lineales para. obtener' un .sistema de
ecuamones snmultaneas que se’ es‘uelve en cada lncremento de tlempo del problema
tranS|tor|o Apllcando el, procedlmlentaantenor se calculé la hlStOl‘la de éltura de oleaje
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e cuhndnco del ejemplo de la seccién 4. 7, con diametro de 11m y

en la pared del tanr
altura medxa del lquIdO de 2 75m excitado’ en su base por los movimientos sismicos en

el capltulo 3 Las hnstonas»’dedaltura e Ia"en la pared del tanque se muestran en las

an los resultados de la solucién numérica

10 lineal obtenida con el método implicito

‘ Tabia 5.1 Comparacién de altura de ola lineal y no lineal, tanque H/a=0.5"

. Altura de ola (m) o
Movimiento Lineal no lineal A%
CU.EW 0.39 0.38 —
CU.NS 0.23 0.23 —
VIV.EW 0.46 0.45 -—
VIV.NS 0.36 0.35 —
CA.EW 4.39 — —
CA.NS 2.61 1.74 49
SCT.EW 2.11 1.83 -15
SCT.NS 1.16 0.89 -30
TACY.EW 0.37 0.34 -7
TACY.NS 0.37 0.33 -13
CALETA.EW 0.81 0.81 -—
CALETA.NS 0.83 0.83 -—

En la Tabla 5.1 se puede observar que no existe una influencia signifcativa de :

los términos no lineales en la solucion numérica de la historia del oleaje para los

altura de ola.m

lineal de 89.22cm. En ambos casos la teoria lineal prec ura de ola mayor que
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la teoria no hneal Los dos pnmeros perlodos de V|brar obtenldos con Ia teorla Ilneal de
‘ 2 05s El
penodo caractenstlco del movimiento sismico SCT es de 2s, por lo que el*mov:mlento

la superfcne libre del llquldO del tanque del ejemplo son T¢= 4. 0685 y. T

SCT se’ yespera ‘que excnte Ios modos subarmoénicos del tanque, es decur que‘el SIstema
' resonancna primaria en el segundo modo. En tal caso la respuesta

Imeal predlce una respuesta menor que la lineal. Lo anterior se

Nlcholso Newton se bloquea en el instante t=81.05s, a partir del cual ya no es pOSIble
obtener la solumon del sistema. Tal vez sea necesario agregar viscosidad artnﬁcual al
sustema n merlco para estabilizarlo, como sucedlo en el método seml-lmphcnto ‘En este

caso no se conswjero adecuado comprometer la exactitud de la solucion.
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' Méx. lineal= 22.83cm
o2 CU.NS ) Max. no lineal= 22.88cm

-0.1

Altura de ola (m)

o 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Max. lineal= 39.99cm
29 CUEW Max. no lineal= 38.33cm

Alura de ola {m})
-]

] 10 20 30 40 50 80
Tiempo (s}

04 VIV.NS —-——lineal
no fineal

0:2

0.1

0.1 Max. lineal= 35.88cm
.02 Max. no lineal= 35.14cm
-D.3

-0.4 | S

Altura de ola {m)
-3

Tiem po (s}

Max. lineal= 45.78cm
oe VIV.EW Max. no lineal= 44.76cm

Altura de ola {m})

o 10 20 30 40 50 80

o
»

Tiempo (s)

Max. lineal= 82.63cm

CALE.NS Max. no lineal= 83cm

Altura de ofa (m)

-0.6 i
0.8 fo— e . . . . . . ey i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 H

Tiempo (s)

Fig. 5.4 Oleaje en la pared del tanque del ejemplo de aplicacion (H=2.75m, a=5.50m,
£=0.5%). Método implicito, solucion lineal vs no lineal -

TESIS C‘OT\T
132 FALLA DIt ORiGEN




CALE.EW Max. lineal= 81.08cm
oe Max. no lineal= 81.14cm

Altura de ola (m)

Tiempo (8)

Max. lineal= 37.36cm

04 . —
0 TACY.NS Max. no lineal= 32.96cm

0.1
0 tesmrtirmtrrrtew i
-0.1 MW

[ ] 20 40 60 80 100 120 140 160

Altura de ota (m)

Tiempo (s8)

lineal
02 ] TACY.EW ——nolineal

Max. lineal='36.51cm
Max. no lineal=33.87cm

Altura de ofa (m)
-] (-]
N =0 =

o 20 A0 60 ao 100 120 140 1680
Tiempo (s)

Max. lineal= 116.36cm
Max. no lineal= 89.22cm

Altura de ola {m)

Tiempo (8)

Max. lineal= 211.10cm

SCT.EW Max. no lineal= 183.0cm

-

Altura de ola (m)
0, 2.6 0 = 0w
LN svmob N

] 20 40 60 B8O 100 120 140 160 180

Tiempo (s)

Fig. 5.5 Oleaje en la pared del tanque (H=2.75m, a=5.50m, £=0.5%), continuacion
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linea!

no lineal

Max. lineal= 260.68cm
Max. no lineal= 174.0cm

.
[ Y- SO

Altura de ola (m)

-3

Tiempo (s)

CA.EW

Altura de ofa (m)
® A& N O N MO

o 10 20 a0 40 50 60 70 8o 20 100

Tiempo (s}

Fig. 5.6 Oleaje en la pared del tanque del ejemplo de aplicacion (H=2.75m, a=5.50m,
£=0.5%). Método implicito, solucion lineal vs no lineal

Considerando como segundo ejemplo de aplicacion un tanque cilindrico con
diametro de 15.70m (a=7.85m) y altura H=2.75m (H/a=0.35), excitado en su base por
los movimientos sismicos anteriormente descritos y con un valor de amortiguamiento
con respecto al critico, £=0.5%, se calculd la solucion numeérica lineal obtenida con el
esquema Crank-Nicholson y se comparé con {a obtenida con el método numérico no
lineal, Crank-Nicholson-Newton. Las bhistorias de altura de ola, fuerza cortante y
momento de volteo, para cada uno de los movimientos sismicos se observan en las
Figuras 5.7 a 5.18.

En la Tabla 5.2 se resume ia altura de ola maxima obtenida con la teoria lineal y
la obtenida con la teoria no lineal, asi como el incremento porcentual entre ambas, para
cada uno de los movimientos sismicos anteriormente descritos. Se puede observar que
para los movimientos sismicos registrados en CALETA, en ambas direcciones, y para
CA.EW, no existe una contribucién importante de los términos no lineales en la
respuesta. Para los movimientos sismicos CU y ViV, en ambas componentes, y para el
SCT.EW, dicha contribucion es menor al 10%. Para los movimientos sismicos CA.NS,
SCT.NS y TACY.EW, el incremento porcentual es menor al 20%. La contribucién de los
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términos no lineales en la respuesta numérica obtenida con el movimiento sismico
TACY.NS son del 25%; dicha contribucion ejemplifica la importancia de considerar la
solucion no lineal en este tipo de problemas. En estos casos la altura de ola linealizada
subestima el valor del oleaje, lo que podria ocasionar derramamiento del liquido o fallas
en la cubierta del tanque si fuera disefiado con base en la solucion lineal.

A diferencia del primer ejemplo de aplicaciéon (a=5.5m, H=2.75, H/a=0.5) en el
que los efectos no lineales en la altura de ola no son significantes, para este segundo
ejemplo (a=7.85m, H=2.75, H/a=0.35) los efectos no lineales adquieren mayor
importancia, por lo que podria pensarse que la relacion altura-radio del tanque influye
en tal comportamiento.

Tabla 5.2 Comparacion de altura de ola lineal y no lineal

. Altura de ola (m) o
Movimiento Lineal no lineal A%
CU.EW 0.3205 0.3348 4
CU.NS 0.2605 0.2801 7
VIV.EW 0.3728 0.3855 3
VIV.NS 0.3761 0.4144 10
CA.EWW 1.0348 1.0348 -—
CA.NS 1.0939 1.2566 15
SCT.EW 1.2287 1.3070 6
SCT.NS 0.9696 1.0907 13
TACY.EW 0.2862 0.3398 19
TACY.NS 0.4551 0.5710 25
CALETA.EW 1.1905 1.1931 -
CALETA.NS 1.0919 1.098 -

Los resultados de fuerzas cortantes maximas y momentos de volteo maximos
obtenidos con la solucién lineal y la no lineal, asi como el incremento porcentual entre
ellos, se resumen en la Tabla 5.3.
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02
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o1 | ——no lineal
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Max lineal= 26.05 cm
Méx. no lineal= 28.01 cm
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Fig. 5.7 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento CU.NS, £=0.5%



03
E 0.2
o .
° 0 / ——lineal
] .
s -0 ——no lineal
5 02
< -03
04 .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)
15
10
£ 5 '
® —lineal
(= 0 4
g ——no lineal
o -5
Q
-10
-15 . . - .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)
’E‘ 15
= 10
[*]
2 s .
g —lineal
o 0
k-l "
g -5 . ——no lineal
5 .10
£
2 15 : .
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s}

Fig. 5.8 Comparacién de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento CU.EW, £=0.5%
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Fig. 5.9 Comparacién de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento VIV.NS, £€=0.5%
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Fig. 5.10 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento VIV.EW, £=0.5%
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Fig. 5.11 Comparacién de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento CALETANS, £=0.5%
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Fig. 5.12 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento CALETA.EW, £=0.5%!F
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Fig. 5.13 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento TACY.NS, £=0.5%
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Fig. 5.14 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento TACY.EW, £=0.5%
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Fig. 5.15 Comparacion de respuestas en la pared del tanque, H=2.75 m, a=7.85 m, movimiento CA.NS, £=0.5%
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Tabla 5.3 Fuerzas cortantes y momentos de volteo, lineales y no lineales

by s Fuerza cortante (1 Momento de volteo (t.m)

Movimiento lineal no Iiné)al A% Lineal no lineal A%
CU.EW 7.5515 7.9692 6 10.1992 12.1138 19
CU.NS 12.8361 14.5821 14 18.8319 22.7634 21
VIV.EW 10.7137 | 13.1790 | 23 15.7209 20.9332 33
VIV.NS 14.3682 | 15.5248 8 20.3532 24.0407 18
CA.EW 31.6181 | 40.1834 | 27 44.5991 67.5946 52
CA.NS 40.2208 | 65.5017 | 63 57.1372 128.6772 225
SCT.EW 39.3281 | 40.5348 | 13 60.9013 80.3286 32
SCT.NS 35.9263 | 404534 | 13 51.3911 78.4107 52
TACY.EW 14.4081 18.3784 | 28 20.6520 29.2037 41
TACY.NS 20.8563 | 31.3037 | 50 29.8651 52.5147 76
CALETA.EW/| 32.2375 | 33.0155 | — 43.0928 43.9084 2
CALETA.NS | 28.6205 | 28.4782 | -—- 38.3322 37.9865 -1

En-la Tabla 5.3 se observa que, para los movimientos sismicos estudiados, los
términos no lineales en la respuesta son importantes para el calculo de las fuerzas
cortantes y momentos de volteo, siendo mas importantes en estos ultimos. Para el
movimiento sismico registrado en CALETA, en ambas direcciones, los efectos no
lineales no tienen trascendencna en el calculo de los elementos de disefio. Las fuerzas

cortantes. para. los movumlentos CU EW / VIVVNS presentan un mcremento porcentual o

entre la respuesta Ilneal y Ia no Ilneal menor. del 10%, para Ios movnmlentos CU NS

/rpor;d_el 30%. La respuesta no Ilneal tiene
importan CYNS con un incremento del 50%, y para
CA.NS con un inc T
ejemplo de

tanque del

culo de los momentos de volteo, en general, son

Los efectosv nyo' yllyneaﬂle, el
ulo de las fuerzas cortantes. Dichos efectos no

atin mas importantés":fqy para
h‘tov': registrado en CALETA. Los incrementos

son trascendentes pa‘ra el
porcentuales entre Ia respuesta llneal y ‘la no lineal, son menores del 20% para los
movimientos CU. EW CU.NS y VIV. NS y del orden del 30% para los movimientos
VIV.EW y SCT.EW. Los efectos no lineales son ain mas importantes para los
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movnmlentos CA EW y SCT NS, en’los cuales el incremento porcentual es del orden del ..
50%, y: para vel mowmlento “TACY.NS con un incremento dei orden del 75%. Es notoria

la |mportancua de Ia respuesta no lineal en el calculo de los momentos de volteo para el

reglstro snsmlco" A NS que presenta un incremento entre la respuesta lineal y la no

s 's resultados indican que para el tanque del segundo ejemplo de
a Jlmeal subestima la respuesta, en cuanto a las fuerzas cortantes y
_meo Ios cuales son importantes para el diseno del espesor de la pared
la,»cumentacmn del mismo.

(a) Solucion lineal (b) Solucién no lineal
Fig. 5.19 Distribucion de presiones hidrodinamicas
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5.7 ANALISIS BAJO UNA EXCITACION ARMONICA

Segun la teoria lineal, las frecuencias de vibrar de ia superficie libre del 'quuido

contenido en un tanque cilindrico, se calculan con:

ey = Jg[éﬂ-] tanh[xn ﬂ} (5.69)
: - a a .

-es1mo modo de vibrar del Ilqmdo, Xn son las n-ésimas

) de Bessel de primer tipo.de orden uno, H es la
iq do'y a es el radio del tanque.: Para el-tanque del primer
ejemplo de aphcacuon el édlo a=5.5m y altura medla del Ilqwdo H=2.75m, las dos
e v:brar ‘del liquido son: :

wq =1.54 rad/s ‘

m2=3 07 rad/s iy

pnmeras frecuenc1a

Aphcando el método lmp|ICIt0 (Crank-

'cholson Newton) al tanque del ejemplof

de aplucacuo

armomcp e_, '

a‘mortlguado el valor de'~ Ia altura de ola se incrementa

nente dnverge Se puede observar una caracteristica no lineal

del oleaje en la qu Ia am‘phtud del oleaje positivo es mayor que la del oleaje negativo,

ademas de un comportamlento no lineal "suave” (Hutton, 1963) el cual se caracteriza

por la prolongacmn del periodo de oscilacion.
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R=+a

Altura de ola {m)

o , 4 CogiE T2l i e

1 =Tiempo (s) - o

Fig. 5.201o'|é'éj'ejehv;|a pared del tanque con a=5.5m, H=2.76m, & =

orden de 1 Om‘ que representa‘un 33% de la altura media del liquido.
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Altura de ola (m)

10 15 20 25

[«]
@

Tiempo (s)

Flg 5.21 Altura de ola en |a pared del tanque (a—5 5m, H—2 75m F,— 5%) =

) ] aceleracion: a,(t) =0.2sen(1.5t) y considerando un valor de
amortlguamlento con respecto al critico de £=0.5%. Las profundidades del fluido son
H=1.65, 2. 75 3 5,.4.0 y 55m; sus correspondlentes frecuencias fundamentales son

respectlvamente a)1 =1. 28 1.54, 1 64 1 69 y 1.77 rad/s. El periodo medio mas grande

es el que corresponde aun tanque N2 co profundidad media H= 2.75m (04 /Q=1.03)

o ‘de cuasi-resonancia. El tanque con profundidad

lo que lndlca Ia presenca del fer
‘ _decirse que se encuentra en pseudo-resonancia.
aracteristicas de los tanques y la relacion entre la

olamax

altura dei;;c_:la;,méxim la p[ofundidad media del tanque, ——~H—— que indica Ia

importancia de los efectos no lineales en la respuesta.
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Tabla 5.4 Caracteristicas de los tanques de la figura 5.22, Q=1.5 rad/s

Tanque | a(m) | H (m) H wqrad/s | o4 olamax | olamax
5 b ws—zﬂ (m) ‘H
N1 5.5 1.65 | 0.30 1.28 0.85 0.58 0.356
N2 55 | 2.75 | 0.50 1.54 1.03 2.70 0.98
N3 55 | 3.50 | 0.64 1.64 1.09 0.99 0.28
N4 5.5 4.0 0.73 1.69 1.13 0.73 0.18
N5 5.5 5.5 1.0 1.76 1.17 0.52 0.10

En la Tabla 54 se observa que para el tanque en cuasi- resonanma (N2'
H/a=0.50) Ia altura de ola maxnma es casn_lgual a la profundidad media del tanque pero
sin llegar a ser mayor que esta : '

d re‘pecto alos otros tanques para una relacuon

) de la altura de ola son m:
e al es del 35% de la p _fuk

'gniﬂcativos
'&éd media

i ‘tél‘r‘ia de la respuesta del oleaje en el tanque
‘ f’de’pll'ay eXéitacic’)n se prolonga a t=150s. La respuesta
hof de batimiento para después disminuir tendiendo,
stamonana Este tipo de comportamiento es clasico de los

SIStema'no Ilneales gobernados por la ecuacion de Duffing (Fig. 5.26), como se discutira

en la S|gunente seccnon
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Fig. 5.22 Altura de ola en la pared del tanque, R=+a, bajo una excitaciobn armanica:

a,(t) = 0.2sen(1.5t), £=0.5%, para diferentes profundidades del liquido
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Fig. 5.23 Historia del oleaje en la pared del tanque (a=5.5m, H=3.6m, £=0.5%)

En la Figura 5.24 se observa la historia del oleaje en la pared del tanque del
ejemplo de aplicacion (a=5.5m, H=2.75m, w, =3.07rad/s, £=0.5%) sometido a una
aceleracion horizontal en su base del tipo: a,(t) =0.169g sen(3.1416t), cuyas
caracteristicas corresponden al movimiento sismico SCT.EW (ver Tabla 3.5). La
relacion entre la frecuencia de la excitacion y la segunda fundamental del sistema es:

Q  3.1416
P - 3.07

r= =1.02

lo que indica que el sistema se encuentra en resonancia secundaria, es decir, son
excitados los modos subarmoénicos. El periodo caracteristico de la excitacion es de
T=2s; en la Figura 5.24 se observa que los valores maximos de la amplitud se
presentan cada 2T=4s, lo cual es tipico de este comportamiento dinamico (Nayfeh,

1979).
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Fig. 5.24 Historia del oleaje en la pared del tanque (a=5.5m, H=2. 75m g— .5%),
a,(t) =0.169g sen(3.1416t)

5.7.1 CURVAS DE RESPUESTA EN FRECUENCIA

La grafica de respuesta de un sistema dinamico lineal en una zona préxima a la

resonancia primaria, — =~ 1, describe la influencia del amortiguamiento, &, y de la
(OF

frecuencua dela excntacnon Q, sobre el factor de amplificacidon dinamico (Fig. 5.25). Esta
curva es lndependlente de la amphtud de la excitacion. Cuando el valor del
amortlguamuento es pequeno la amplitud de la respuesta es grande.

35,

30
£=0.5%
, E 25 -
(s3]
5 20 -
QO
T 15
o
= 10 | £=1%
< :
5
0 b Rt T T L ] e S e— |
0 0.5 1 1.6 2 2.5° 3
Relacion r =_9_
@,

Fig. 5.25 Curvas de respuesta en frecuencia para un oscilador lineal
T Ra (O

.J e

|
i
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En un sustema dlnamlco no hneal sometldo a’ una excntamon armonica - con-

pequena amphtud 50- gobernado por la ecuacuon “de- Dufr” ng, la amplitud de la

respuesta, v, esta relacnonada con la amphtud yconla _cuencna de la excitacién, Q,

por medio del termlno de detonacnon de frecuencna v, def' nldo como

(5.70)

donde ¢ = cOQ (Hutton 1963)

representatwo dei:m6V|m|ent a la:posicion |o que mdlca que hay una lnestabllldad

en el punto 3,'sin embargo eI prlmer movnmlento se hace no estacionario y después
alcanza un nuevo estado estacuonano que corresponde al punto 4. A medida que la

frecuencia sigue dlsmlnuyendo el punto representativo sigue la curva de respuesta en
frecuencia pasando por los puntos 5 y 6, y no se produce ninguna otra inestabilidad.
Supongamos que el punto 6 se deja de disminuir la frecuencia y ahora se aumenta.

Cuando el término de detonacién de la frecuencia (v) crece, el punto representativo
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siguefla’cuwa'deirespuesta en frecuencia pasando por los puntos 5,74, 7y 8: No salta
del punto 4 al 3. : '

e

(b) ngldez suave (negatlva)

que sea, hara que el
por lo que, no se pu

adlmensmnales , e esta manera se ueden |dentlf icar los parametros que caracterizan

el sistema vy se establece eI |nterva'lo de estos parametros para el cual las
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aproxmamones son valldas “asi como el orden de los errores: El metodo mas comun es

el de escala multlples llamado asi porque expresa la solucién en termlnos de dlferentes
escalas de tied '

a determlnar la estabilidad del movnmlento estacnonano se
determrntn‘ '-"de los puntos singulares. Hutton (1 963) establecio el
co,n‘ip’b’fté I oleaje de un liquido contenido en un tanque con pequena
bt 3 ia fundamental empleando la analogia del movimiento
no amortlguado e un:pénduio desarro||ada por Miles (1962), y la teoria de Moiseev

(1958)." Hutton (1963 desarrollo el potencial de velocidad del liquido contenido en el

tanque y Ia altura de ola como

o
/3 143 2/3
o= 0ne" % = 9e€" 7 4§87 + b3

@0
8= 8.c"3 =53 +5232’3 +838
n=1 .

Moiseev: (1 958) determmo que esta expansmn es.la; ymejor de s(a’ b)n . Rogger y Wess
(1972) presentaron algunas correccmnes al trabajo de’ utton '

: En la Flgura -5.27: se muestran’ las’ zona: de € stabllldad del movimiento no

(@=5.5m,
Duffing con

tton (1963) considerando un valor de 804"0 88m 8

Q= 1 5 rad/s Se puede ver_que el movimiento es inestable para una frecuenmavde'
osc1|ac10n lgual a la frecuencna fundamental del liquido.
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< o- B
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Fig. 5.27 Relacion frecuencia transformada - altura de ola maxima, tanque cilindrico
(a=5.5m, H=2.75m, £€=0%)

5.7.2 EFECTO DEL AMORTIGUAMIENTO PSEUDO-VISCOSO

Como se menciond en las seccion 2.11, el movimiento del fluido es
esencialmente irrotacional excepto cerca de las fronteras sélidas del tanque (Mei y Liu,
1973). La disipacion de energia se produce en la capa limite cerca de las paredes y el
fondo del tahque, yenla capa limite cerca de la superficie libre del liquido, formandose
tre. el i ) ared. La cantidad de energia disipada depende de la
aC ~de las paredes y de la viscosidad del liquido.

un menisco

péfed de! tanque del

“para valores de

horlzontal en Ia base del tanque del tlpo a (t) 0.2$en(1 5t) —
e TRSIS CON |
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0 5 10 15 ) 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo (s)

Fig. 5.28 Efecto del amortigﬁémiéhto en la respuesta

En forma conceptua| se considera‘que en-un snstema dlnamlco pueden ex1st|r

tres” tipos. de amortlguamlento viscoso, hlsteretlco" :"'por'"frlcmo'n”o' de Coulomb

Raramente un so|o tlpo de amortlguamlento pued ‘ocurr

2n:forma ndependlente,

v';erlqjc_;;idéd : e la frecuencna de la excntacnon 'Q lo que hace que la ecuacion de

contactO' en este caso la ecuacion de movimiento es no lineal.

unlcamente Ia fncmén puede detener el movimiento. En el amortiguamiento viscoso o
en el histerético, el movimiento tedricamente continua indefinidamente aunque con una
amplitud infinitesimal (Steidel, 1979).

I
!
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'Una’forma”’de‘identif'car'el tipo de amortiguamiento en un sistema dinamico es
por medlo de una grafca semllogarltmlca en la cual en las ordenadas se coloca el
Iogarltmo de Io' maxlmos desplazamlentos y en las abcisas el numero de ciclos en
wbracnon,lylbre L rafca es lineal si el amortiguamiento es viscoso, en donde la

pendienfe‘ es el decremento logarltmlco Si se presenta amortlguamlento

adectiadamente la'‘combinacion de los efecto: ;sarifrig;@icnnéh,tré’pas',fronteras solidas del
tanque y el liquido, y los efectos debidos a la viscosidad del liquido.
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Ln (amptitud)

Numero de ciclo

Fig. 5.29 Curvas caracteristicas de la respuesta amortiguada

5.8 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se establecio un procedimiento para la soluciéon del problema dinémico noblineal
de tanques cilindricos sometidos a una aceleracion sismica horizontal en su. base

El sistema de ecuaciones de frontera no lineales, validas en el domlmo fisnco en
el que la frontera superior debido al oleaje no permanece horizontal, son mapeadas por
medio de un cambio de variable a un dominio computacional definido.: El nuevo sistema

de ecuacsones no lineales esta compuesto por un nimero mayor de elementos que en

el domlmo fisico y tiene la venta]a de que ewta realizar un remallado en cada instante.

Se utlllzo el meétodo de leerenmas antas en la dlscretlzamon del sistema de

ecuaciones no lineales, en un dominio. trldnmens.lonal Y en coordenadas cilindricas.
El amortlguamlento num ri

el esquema en diferencias finitas puede ser
implicito o bien se puede agrega a forma explicita. Este tipo de amortiguamiento

depende del orden del truncamlento en'la/serle de Taylor, generandose disipacion

numerlca cuando el truncamlento es de orden par. La cantidad agregada de disipacion
numerlca debe ser pequena de manera que no altere la convergencia y exactitud de la
solucién. La disipacion numenca agregada explicitamente depende del tamarfio de la
discretizacion en la malla vy no.del problema fisico en si, lo que representa una
desventaja.

TESTS OO
FALLA DE ORIGEN 163




El snstema de eck acnones no Imeales en eI domlmo computacional se discretizé
por medio de dos esquemas (1) semi- 1mphc1to y (2) ‘implicito o de Crank-Nicholson.

La respuesta umeérica se analiz coh" Ios movimientos sismicos definidos en el
capltulo 3 y que'se. reglstraron el-19 de septlembre de 1985. Para el tanque del ejemplo
=5:6m H%A27.775m. H/a=0.5, £=0.5%) el esquema numérico semi-implicito

de apl‘lrcamon

divgréé ‘de ol,u,crqn‘:para todos los movimientos sismicos estudiados. Para el
mov:mlent registrado en CU.NS la solucion numeérica se obtuvo agregandole
F;Q!" medio del esquema “upwind”, un aito contenido de disipacién
lstéfhé arriesgandose la exactitud de la solucion.

g nterlor se considera que el esquema de discretizacion semi-implicito no

es adecua ko péra la solucion del problema.

CEl esquema Crank-Nicholson es centrado en el espacio y en el tiempo. Al aplicar
el esquema a Ias nuevas condiciones de frontera, resulta un sistema de ecuaciones
algebraicas:: no ||nea|es que pueden linealizarse por medio del método de Newton. El
esquema Crank-N:choIson Newton resultd ser estable en la solucion del tanque del

ejemplo de aplncacno ara- todos los movimientos sismicos estudiados, excepto en

resonanc:a _en donde tal vez. sea necesario agregar disipacion numérica explicitamente
al sustema :
La altura de ola alculada con el esquema no lineal resultd ser mayor que la

lineal=para--el ‘.tanque con caracteristicas: a=7.85m, H=2.75m,

calculada .en: forma
H/a=0.35 y £=0.59
cada movAirl;"rblyiento
para el TAC .EW

El iﬁcrementq porcentual

iferencia.entre la altura de ola no lineal y Ia lineal varia para

ismico, siendo del orden del 25% para el sismo TACY.NS y del 19%

ntre la respuesta no lineal y Ia lineal, resulta ser mas

significa't‘iv'oj para s c_o,r,t"ahtes y momentos de volteo. Para el movimiento

sismico registra el incremento en las fuerzas cortantes resulté ser del

50% y para e 0. '/l"-,"ara el movimiento CA.NS dicho incremento es del
63%. i
de’los momentos de volteo, es mayor del 15% para
e cepto para CALETA en ambas direcciones. Para el

todos losi_reg,lks icc
_S el mcremento es del 76% y para TACY.EW del 41%. Para los

movimiéht&fAC :
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movimientos” SCT NS y CA EW el'incremento es del orden del 50% Es de notarse que
para el reglstro CA NS dlChO |ncremento es del 225%.

vos.'
alaproblema subestima la altura de ola, fuerza cortante y
los registros sismicos estudiados en el tanque del ejemplo de
75m H/a=0.35, £=0.5%). En este mismo tanque se analiz6 la
,l someterse en su base a una excitacidn horizontal del tipo
esta no lineal sin amortiguamiento se incrementa exageradamente y
rg Los resultados indican un comportamiento tipico no lineal, en el cual

6Ieaje positivo es mayor que la del oleaje negativo, ademas de la
1 del penodo de oscilacién.
'fectos no lineales en la respuesta son mas importantes para tanques

anchos kcon,_relacnon H/a=0.30, en donde la altura de ola maxima no lineal es del orden

del 35% de'la yprofundldad del tanque.
‘Las: curvas de respuesta en frecuencia para un sistema no lineal . estan

relacibnadas’ th Ia amplitud y con la frecuencia de la excitacion, y puede producirse en
ellas el enomeno de "salto” de la respuesta en la zona de inestabilidad del sistema.
eorla’ ‘e perturbacnones y la técnica de escalas multiples se definieron las

curvas frecuencna-amplltud Yy de estabilidad del movimiento para el tanque de!l ejemplo
75m F,—-O%)

debidos alav
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES

6.1 INTRODUCCION

En los ultimos afios se han desarrollado varios estudios sobre el problema
dinamico de liquidos almacenados en contenedores a superficie libre. La mayoria se
han aplicado principaimente a la windustria militar, aérea y espacial; sin embargo, las
dimensiones de Ios tanques analizados no tienen aplicacion en la Ingenieria Civil.

El problema dlnamlco es no lineal en dos aspectos: (1) la forma de la superficie

libre . del l|q o' es conocida a priori; (2) existen términos no lineales en las

condlmones;de‘frontera en la supefrficie libre.
En los trabajos existentes la solucién no lineal del problema se ha obtenido,

principalm nt en tanques rectangulares exc:tados enk su base por una aceleracion

Los movimientos sismicos

del tlpO seno-cosenoudal

6.2 HIPOTESIS

Se consideré el tanque cilindrico con paredes rigidas y anclado a una
cimentacion indeformable, por. lo que se desprecid el efecto de la interaccidon suelo-
estructura. La excitacién horizontal en la base del tanque es armoénica o sismica,
discretizada en un registro. El liquido contenido en el tanque se supuso no viscoso,
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incompresible e irrotacional, lo que permite considerar la existencia de un potencial de
velocidad y la ecuacién de continuidad en funcion del operador Laplaciano.

6.3 CONCLUSIONES Y RESULTADOS
1

En este trabajo, las ecuaciones de frontera y la ecuacion de movimiento estan
referidos a un sistema no inercial en funcién de un potencial de velocidad relativo, en
donde las condiciones de frontera en las zonas rigidas son homogéneas y la excitacion
del sistema esta en términos de la aceleracion del terreno. Se incluyé en la ecuacion
dinamica de Ia superficie libre del liguido un término que representa el amortiguamiento
pseudo-viscoso del fluido.

La ecuacion de movimiento analitica-numeérica lineal se resolvié paso a paso en
el dominio del tiempo para los movimientos sismicos registrados durante el sismo del 19
de septiembre de 1985 en las estaciones de Ciudad Universitaria (CU), Viveros (VIV),
Secretaria de Comunicaciones y Transportes (SCT), Central de Abastos (CA),
Tacubaya (TACY) y Caleta de Campos (CALETA), en sus componentes NS y EW. Los
resultados de oleaje en la superficie libre del liquido indican:

1) Una contribucion importante de los modos superiores de vibrar. en la

respuesta.

2) La presencia del fenomeno de resonancia.

El efecto de resonancia en la teoria lineal produce resultados que escapan al
contexto fis‘ico"dél’vproblema. Es previsible que en el caso de resonancia las grandes
alturas de ola en la superficie del liquido puedan producir dafios importantes en las
cubi’e'rkta;s:o derramamiento del liquido.

- 'ki"'VL'a “influencia de los modos superiores en la respuesta y la presencia del
fendmeno de resonancia, indican la necesidad de considerar los efectos hidrodinamicos
no lineales en la respuesta sismica de este tipo de estructuras.

Se calculd la respuesta sismica lineal en forma numérica por medio del método
de Diferencias Finitas (MDF). Las ecuaciones en diferencias se resolvieron en
coordenadas cilindricas en un dominio tridimensional sin despreciar el punto central, el
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“cual se consndero medlante integracién en ‘un volumen finito. La exactitud del modelo
numenco se valldo con respecto a la solucidon analitica-numérica lineal. La estabilidad

del snstema S venfco discretizando la variable temporal por los esquemas: explicito de

kEuIer, seml lmpI|C|to y Crank-Nichoison. Los esquemas semi-implicito y de Crank-

"'V'Nirr:hgjlson son estables para todos los movimientos sismicos estudiados. La altura de

2 75m H/a=0.5, £=0.5%) el esquema numérico semi-

implicito duverge de la solumon para todos Ios movimientos sismicos estudiados. Para el

mov:mlento reglstrado en CU NS la solucnon numenca se obtuvo agregandole

exphcntamente ;por-medio- del esquema pwmd" -un-alto contenido de disipacion
numérica al sistema con lo cual se arnesga Ia exactltud de la solucion. Por lo anterior se
considerd que-el esquema de- dukscretlzkamo'n»' seml—lmpllmto no es adecuado para la
solucién del problema. DR

Al aplicar el esquema de Crank-NlchoIson a las nuevas condiciones de frontera,
resulta un sistema de ecuaglones algebraicas no lineales que pueden linealizarse por
medio del método de N'e'wfdh' El esquema Crank-Nicholson-Newton resulté ser estable

para todos los movnm entos susmlcos estudiados, excepto en resonancia, en donde es

necesario agregar dISIpaCIOI‘I numeérica explicitamente al sistema o considerar un
modelo matematico que permita el rompimiento del oleaje.
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Los resultados indican un comportamiento tipico no lineal en resonancia, en el
cual la amplitud del oleaje positivo es mayor que la del oleaje negativo, ademas de la
prolongacion del periodo de oscilacion.

Se mostroé que la solucion lineal del problema puede subestimar la altura de ola,
fuerza cortante y momentos de volteo. La diferencia entre la respuesta no lineal y la
lineal varia para cada movimiento sismico. El incremento porcentual entre ambas
respuestas resuita ser mas significativo para las fuerzas cortantes y momentos de
volteo.

Los efectos no lineales en la respuesta son mas importantes para tanques
anchos, con relacion H/a=0.30, en donde la altura de ola maxima no lineal es del orden
del 35% de la profundidad del tanque.

Considerar el término que representa el amortiguamiento pseudo-viscoso en el
esquema numeérico genera mejores resultados que un amortiguamiento numeérico
implicito (disipacién numérica). El amortiguamiento pseudo-viscoso. representa
adecuadamente la combinacion de los efectos por friccion entre el liquido y las fronteras

solidas del tanque, y los efectos debidos a la viscosidad del liquido.

6.4 CONTRIBUCIONES

a) Se estudiaron los efectos no lineales del oleaje en la respuesta de tanques
cilindricos excitados en su base en la direccion horizontal, por un movimiento
discretizado, que puede representar un movimiento sismico o una excitacion armaénica
del tipo seno-cosenoidal

b) Se obtuvo la solucidn analitica-numérica lineal considerando un término que
representa el amortiguamiento pseudo-viscoso en la respuesta. .

c) En la solucion lineal se verificd una importante contribucion de los modos
superiores de vibrar en la respuesta sismica. )

d) Se verificé la presencia del fenémeno de resonancia en la respuesta lineal, en

donde la solucién produce resultados que escapan al contexto fisico del problema.. -
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no lineal del sistema de

tizacion del sistema de

del 35% de la’ profuhdldad del tanque. ,
iy El termmo de amortiguamiento pseudo

mejores resultados que un amortlguamlento numerlco lmpIICIto (d|S|paC|on numerlca)

6.5 TRABAJOS FUTUROS

Es necesario continuar con el?estudio dinamico de este tipo de estructuras

considerando, entre otros: los efectos de interaccion suelo-estructura, efectos de

compresibilidad del llqmdo ?efecto 'de'pantallas amortiguadoras y efectos sismicos
tndlmensmnales Es ? V . realizar estudios experimentales para la
1qu1do estudios en mesa vibradora y de

vibracion ambiental \S con lde_ra,necesarlo también estudiar la aplicaciéon de otros

métodos numeéricos qu perml an obtener la solucidn no lineal del problema en menor

tiempo computacional.-
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APENDICE A
COMPORTAMIENTO DE LA ECUACION DE LAPLACE EN R=0

" -

En la discretizacion de la ecuacidon de Laplace en diferencias finitas es
importante el comportamiento de el punto central del dominio, es decir, en R=0. La
ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas es,

o2 1T & 17 &2 %4
Vo= [ﬁ]*[a][ﬁ]*[a][ﬁ]"[ﬁ] AD

Para un valor determinado de z=zo, y reallzando una expansion en una serie de

-Taylor para un valor de ¢ analitico,

o9 ’ R2 &% |
o(R.0,2,) = ¢(0.0,z +R[_] +e[_] [ -
‘ o) ~ 4 ( 0) &R (0.0.5) o0 (0.0.Zn) 2 |'8R? (©002,) |

2 2 2 .
+R0{ o ] +9—|:a—(,f} +.. (A2)
| OR® ooz 2 L% Jooz)
evidenfemente.
(p(O o, Zo)_ (p(O 0,z) ~ V 0e [0 271:] o (A3)
Tomando el Ilmlte de |a ecuac1on (A2) cuando R - 0 ; 7
oL N - 2 2 . ’ Gt
o= e[a“’] 48 [a ‘;’] e | (A4)
. L 160 (002) a0 (002) - s
la expresion anterlor se cumple como |dent|dad para 0 por Io que
- e , T
60 :I 0 para n—1 2 3 —0 z—zo S (Ab)

Tamblen es ewdent que'por Slmetrla axnal

B, -
S L (o o Z0) o0 (0,0.2,) .

La expresuon (A5) puede escnblrse

; " an _ . ’ ‘ _
lﬁl_l;ro'||:aon]—0 paran=1,2,3, ... 0 ;[o,zn], z=z0 (A7)
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Una expresion sin”ﬂlér”a (-AS)V para[-g—:g—]es
o 8 {20 L S

aR (R-O'zo) aR (p,O.Zn)‘ " aR .Z 2 . aR3 (0,0.Zo) :
e 73’ '-_ 2 : : ,,,; ;

. aR ao (oo:) 2 IRGY o0izg) BR oz
+R2 { 64([) ] + ] .,_9_3.[54‘&_} - (A8)

2| 2 RO 3
\ 2 a R60 (002) > ‘ e (00z) 6 aRaO (0.0,25)

De nuevo por snmetna aX|a| en R—O

Q‘B:" o . (A9)
0.0.z0) -

f7 33

por lo que el Ilmlte de (A8) cuando R—> 0 es, t

el e 2% e[ o%
e 0;_- E)|: } +~[————-2- +— 5 +... (A10)
. LOR®looz) 2 [ORXD" |, 6 LR oo,

Tomado en cuenta que existe simetria axial,

n+1 An+1 ol :
[a ‘f;] =[a ‘*;] St (A11)
LoRe0" |5, LOREO @) :

En virtud de que (A1 O) debe de cumplxrse como i entldad en 0 se concluye que

an+1 p
8Rae"

"e [o 21:] z—zo (A1 2)

Lormz0"

Por-tanto la expansion de [-2—6‘22] alrededor de R=0y 0 =0 m,ank‘te’_niendo'z=zo es

de {a forma,
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a"‘“‘(p : B d i S SR e,
. -0 para m—O 1, 2 wn=1,2, . OE[QzZ""]vZ:Zo - (A13)
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CIRRE I g g
0 drozy L% Jooz) . LOR® S0z 2 [oR%20 (00.2)

de la expresion (A13)

. 0=040404.. -  (A15)

d%¢p 1 B(p]li[ 2(2]
‘_(p [6R2]+[ ][BR “RoR|aR (A16)

Para determmar el comportamlento de la ecuacion Laplace en la direccidn radial

establecemos Ia ecuacnon de Laplace en coordenadas cartesianas, con independencia

axial : e
: 2, 2
| —az‘ff +221-0 (A17)
- Leixd Loy
donde: i ' ‘
x=Rcoso | (A18)
“y=Rsen@ = ' " (A19)
‘De (A18) tenemos: ‘
' S 2 :
y ademas
dx cosadR RsenOde ‘ (A21)
De la expres:on (A1 9) tenemos :
y ademas ~ . , :
dy senedR+Rcosede ' - (A23)

DeI' snstema de ecuacuones que forman las expresiones (A21) y'(A23),

determinamos que,
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dR= cbsOdX + senOdy

seno cose
do=- d

dy

como Ié derivada total es,

Por tanto,

| [%YR‘]=° B (A24)
&p_a(p"_aE 922“'9= & sen0 o
~~,[ax]f[aR][ax]+[ae][ax] [°°39,6R R ao]“’ (A25)

2
K Q(g —cos?6 8% +cosOsen0[gg>_]_cosesen0 % |
oxlox|. . |8RZ| R? 20 R R0

'_senOéoso %@ +senzo §p~]+sen20 &%¢ , Senocose @]
R d00R R [8R RZ | o0? R? '

ahora,

20

(A26)
Tomando en cuenta unlcamente la componente radlal es de0|r (p(x) (pﬂxl)

aquellas que sélo dependen de la dlstanCIa del punto del ongen Y suendo eI Laplacnano
lndependlente de las vanacnones angulares Ias ecuamones (A25) y (A26) son

a , _cos 9 6 d%¢ | sen e[ ]
,ax2 - 8R?2 R [éR

sustituyendo las ecuaciones (A20) y (A22) en Ias anteriores, tenemos:
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& bien:
. " 2 R_x_z_ ‘ .
%¢| | 2% || x* +[§£ R | (A27)
ax? 8R? || R? oR || - R? :

De esta manera, el Laplaciano V2¢ =0 se puede escribir como,

2

ol x
. R_XC
a%¢ |[ x2 o | R ,
V20 = A =0 A28
o-| 22 G| [R] |0 (n2)
Reescribiendo la ecuaC|on(A28) S e IR '
e [Pel @AYl ~
= L= , A29
;-[aRz]Jr[aRj": }[xz S ( 2
En fdr“n'r\'a’ eneral, Iumones radlales de la: ecuacuon de Laplace vnenen

dadas por Ias solucnon s dela ecuaénon ordmana de segundo orden N x
| LN- 80 e )
0 S L A30)-

'vién'd’ei‘,vespacio. Llamando a p =|:_§£|%:| iylaécdacié_n (A30) se puede

donde N es Ia ,dir’,né

escribir como una ecuacnon con vanables

[EP(R)] (N-1) p(R)=0

oR

cuya solucion es,
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a InR+b "~ siN=2

m(pv(R): : , , ' (A31)
—Z_4b siN)2

neceSIta que la solucién de la ‘ecuacion de Laplace en R=0 sea no smgular por lo que

su solucnon debe ser. una constante

: ‘,Asu‘, rego ndo la ecuacion de Laplace (A29) en x=y y que debe de comcudlr con

la (A16), PR o
2. _| &% 11 o9 ' o
v ‘p,—[aRz]’{R:I[aR] 0 R A

Tomando elyylik,frnit'e en Rf=0 del segundo término de (A32),

Y (2] [azq» o
ceTee T . LerR] . [8R*] [a%
lﬁ'-’»'g[aR][le 'ﬁ'-i'g R CR% 1 |aR?

. 1
sustltuyendo en la ecuacion (A32) la ecuacion de Laplace en R=0 y para z=zo, se

puede escribir, -

% A
=2 =0 (A33)

Es dec1r Ia solucion radlal de la ecuacton de Laplace, en un plano z=z,, que
produce una solucuon no smgular en R—O debe ser una constante definida por

0 en R=0 T (A34
: [aRz] : : ; B34
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APENDICE B
ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

La solucion analitica de una ecuacién diferencial parcial determina el valor de las

variables‘dependientes en forma continua en todo el dominio. La solucién numérica da

la aproxtmac:on ‘de la funcién dnicamente, en puntos discretos del dominio llamados

puntos nodales

k+2
k+1
K
Y
1\ k-1
o0—>x

1+2
1+1 - —
! —
sl s e o) : ,]\ S
F2oH 0w 2

(a) plano X-Y - (b) plano’ X-Z
Flg B1 Dlscretlzamon de una malla rectangular N
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B1 ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON ESPACIAMIENTOS UNIFORMES

Una forma de representar las derivadas en diferencias finitas es por medio de
una expansion en series de Taylor. Si Uji representan la componente de la velocidad en
el punto(j,k), entonces Ia veloctdad Uj+1x en el punto (j+1,k) puede expresarse en una

serie de Taylor expan ida l punto (jk) como: =

finitas de Ia denvada‘ Aparcnalr

2
L@ LZJ] v(—Ax) i
ik 2
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(aUJ ~ Yik “Yik och) (B5)
ox jk : AX

que representa Ia ecuac;on en dlferenmas fnltas hac:a atras en primer orden.
En muchas apllcamones numerlcas no es suficiente la disctretizacion en primer

orden por Io que se

re un mayor orden ‘de exactitud. Restando (B4) de (B1),.

tenemos: SR R T ,
e a%u) (ax)®
U —-U '=2 Ax)+2 . (B6)
V-2 @ 2Y)
reescribiendo |a ecuacmn antenor
(aU] itk j=1k +0(AX)2 SR : (B7)
:J, L 2(Ax) o - :

que representa Ia ec'v" ACi
Sumando (B1

(B8)
resolvien'db"pké‘ra ;’!é_-sggiy,lrlgq‘zaf_dérl\:/gda:,
i 2 Ujaqx —2Ujx +Uj '
7] ;J — Zj+ik 1,; -1k +O(Ax)2 (B9)
)ik (ax) o

que es la representacion en diferencias centrales de segundo orden.
En la Tabla B1 se resumen las ecuaciones en diferencias finitas de segundo
orden hacia atras, hacia adelante y centradas (Thomas, 1995).
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' Tabla B1 Ecuacuones en dlferenmas fmtas de segundo orden O(Ax)2 P

Prlmera denvada

Segunda derlvada i

Hacna adelante Hama adelante

Centréda : Centrada

2(AX)——U 1=Uj (ax )2——_uj,,1 ~2U; +Uj 4

B2 ECUACIONES EN DIFERENCIAS CON ESPACIAMIENTOS NO UNIFORMES

La ecuacion (B7) en diferencias finitas centrales de segundo orden esta referida
a un espaciamiento uniforme, Ax, en la direccién de discretizacion. La primera derivada

a segundo orden, discretizada en la direccion radial, R, para U;x puede escribirse para
un espaciamiento no uniforme (Figura B2), como:

e |
,E(auj _ itk Ttk (B10.1)
\eRJjk (AR1+AR2)

donde AR1 y AR1 son_r los espaCIamlentos de los nodos en Ia direccion de

dlscretlzac:lon La ecuacnon (B1O 1) se puede eSCl‘lblI" como

L =Ug e - (B10.2
(aRl-_kﬁ' 7 [ [AR1+AR2]] Sk ] (®10-2

[m

197



Fig. B2 Moleculavcon espaclamlentos no uniformes en la direccion radial, R

Para la sjse‘gu‘r‘)iaéi"dér‘i\/édé 'éni'diferencias finitas centrales,
o (2) (&)
\OR [j.,_ﬁg)k &R (j-é&}k

22U _ a8 (au)_ 2 N
8rR?2 ) 8arR\6R AR1+AR2]

2 2

(B11.1)

¢ bien,

) o2 g2 . 2
arZ ), Y|[aR1+aR2Z]aRT] [ [aR1aR2]] | [aR1+ AR2]AR2
et S (B11.2)

Las ecuacnones ‘en: dlferenmas (B10 2) y (B11 2) son centradas de segundo';_
orden. o ‘ S ) '

Las ecuaciones en dlferenmas f‘mtas, en e ‘plano vertlcal Z:- —I (Flgura B3)

pueden determinarse hacia atras o hacna delante del p‘unt'o'de lnteres U
Expandiendo la derivada de Uikl alrededor de Uj_ti1r

Ui —Ui_ 52 ‘ ‘
(ggj _Yiki=Y; 1.k,l lzJ (AR1) (B12)
R Jjk.I AR1 \ &R 2 ‘ »

Expandiendo la derivada de U, alrededorde U;_5 .,
(QQJ _ Uikt —Yjoki 22U (AR1+AR2)+
3R Jiks  [AR1+4R2] | 8R?) 2
Despejando U;_4y de (B12),

(B13)

198



AR2 AR1

(%
.ﬂ

o £
O—7C

P2kl Kl ik, !

(a) esquema hacia atras

T

AR1 AR2

OO

i

ikl jt1.k,1 j+2,k,1

(b) esquema hacia adelante

Fig. B3 Moléculas con espacua ni ntos no uniformes en la direccidn radial, R

PR : : 2 : 1
TaU] (AR1)— (a UJ @R (1
, S \NORJjky k) 2
Despejando Ul 2k, de (B13),‘
u,_zk, _u,.k, (—a-L-J—J [AR1+AR2] o [aR1+aR2P (B15)
oR ikl : oR ik 2 »

desarrollando, V

Uy ags = Uy -(g—;] k I(Am)-[g—g]j.k_;mz)—(f‘il'u (&R _

8R? 2

2 2 2
;[2};} (aR1LARz]- [a ‘z’J @R2 . (B16)
9R" Jiki R™ Jik 2

Restando (B14) de (B186), se tiene,
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00 (9] e (2] @R2E
Ui Uy = 22 (aAR2)- ARIYAR2)— 2],
(aRijJ( ; ;)‘ [aR?J,-,k..? o) 24

(B17)
(B18)
o B L e oY)
Tomandq términoskcomurnes y:des‘pejlando (aR_ZJ ,
a_zE’_k‘,;‘U"vtik[ARz] ' }
8R? )1 et [(AR1)(AR2)+(AR2)ZKAR1)
| u" 2[AR1+AR2] ]_
S| [(AR1)(AR2) +(aR2)?[aR1)
' 71;2“ ° > s (819)
g [(AR1)(AR2)+(AR2)] e -

La ecuaCIon (819) esta truncada a primer orden Sustltuyendo (B19) en (B12) y
tomando termmos comunes se tiene Ia ecuacnonken dlferenc1as f"nltas:enr segundo ,

orden hacia atras

(ggjgk. : [[( S ][ J.kx[é(AR1XAR2 (eray]-

ART)?(AR2)+ (AR1)(AR2)2]
L

| —U,_m R1+AR2)|+U

Analogamente la _ecuacioéon en dlferenCIas :vfmtas de segundo orden hama '

adelante es: )
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vy [ a1 ol ’2
,[-a—R‘)j,kll %[[(AR1)2(AR2)+(AR1)(AR2)2]][ ""[Z(AR1XAR2)+(AR2) ]

+ U1+1k i l_(AR‘l + AR2) ]— U, P2k l_(AR1) J .l

Si se considera  un espaciamiento umforme AR tal que AR1.-AR2 AR
entonces la ecuacion (B21) se puede escribir como !

(@] _ = 3Ujkg + 4V —U j+2;k.l ,
OR Jjk) 2(aR)

La expresion anterior es la ecuacidn en diferencias finitas hacia adelante, de
segundo orden (Tabla B1).

(B22)

B 2.1 METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS

Para ejempiificar el método de coeficientes indeterminados se calculara el
esquema hacia adelante de segundo orden de aproximacion.

=

Y,=AR1+AR2

Y,=AR1 o
@ ) S

i i B
k.l LKL 2k

Flg B4 Molécula con espacnamlentos no unlforme esquema hacia adelante

En la Flgura B4 se muestra Ia molecula para el esquema en diferencias finitas
hacia adelante en donde se puede ver que =

y1 AR1 y Yo = ART+ AR2 T (B23)
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Consirdrera'n(':l‘o 'eil pélinomio de aproximacion para la funcién U,
Geind U=aR+dR?+Uq (B24)
dondera‘ yi‘a isijbn los bééﬁciente indeterminados.
Laiprim’ierl'fé ’dte‘rfvada de (B24) es,

(aU) a+2dR (825)
R
evaluando (B24) en Uj;qx, - 7

B T Uy =ayy +dyf + Uy - (B29)
evaluando (B24) en U o4 ‘ |

Las ecuacnones (826) y (827) se pueden escrlblr como

Vi 2 [a]+[ujkl U]+1k| (B28)
- yz yz dl Ukt [Ujaxi

resolviendo (B28) para.a y 'd, y éustituyendo en (B25) despreciando el término 2dy, se

tiene,
ou : 1 2 ) , ,
2 gy |7 Vikalz myi Y -U; B29
[BRJJKI [w[y% —y1y2]][ _J-"-'[yz v ]+ UpaiabBl- Uzt (B29)
Sustituyendo (B23) en (B29),
ou 1 : ]
R 2(ART(AR2)+ (AR2
(aR)j,kl [[(AR1)2(AR2)+(AR1XAR2)2I:l[ ik, l[ ( X )+ (. ) ]+

+UJ+1kll(AR1+AR2) J" ;+2kxl(AR1) H
, (B30)
que es igual a (|322).
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B 3 DISCRETIZACION DE LA ECUACION DE LAPLACE

La ecuacian de Laplace en coordenadas cilindricas, se puede escribir como:

[l —a—[Rg—‘g]+[—15] 2 ‘2{’ |22l (B31)
RJeRL aR] LR?* ] 20% | | oz’ ;
__1—”-.6(*)} 220 ['1]62 6<p o
= + + + =0 (B32)
'[R_ oR [aRZ] RZ |02 | |az? ~
Se preflere dlscretlzar Ia ecuac:on de Laplace en la direcCién "fadial

L2k aff]

6 bien,

en lugar de [1 ][ a‘p]+ 22 (g ya que se conocen los valores de
SR oR U

i, *,|as ' distancias radiales de

"(Thomas 1995) Con respecto a la Flgura 85 Ia dlscretxzamon en
ntrales de segundo orden es, ‘ : FIE v

B

RJeRL oR] R, [gR_uA_Rg]
2 2
_1 2 R Uprtks =Yikt o Ujk ~Yj-1ky
R; [aR1+aR2]| (i+282) " aR2 (-1 ar

ordenando términos,
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e e e R ] |

2

M R 4[AR1+AR2](AR2) [H%"z)_ .

A e
1.“1_",‘,"_ ,R"} [AR1+AR2](AR1) ( A2R1)
: (B33)
jik, 1+
; ©)
Azt

R

N LN - +1.K
k-1, Az2 .

Z | -

(' B e - D ikl

. R j L o

Fig. B5 Esquema tndnmensnonal para la dlscretlzacmn de la ecuacnon de Laplace

La dlscretlzacm’ dde la ecuamon (B31) en la dlrecmon vertlcal se_* realiza por
diferencias fnltas centrales de segundo orden como : e
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jkl—1

2 o) —2 o2
(Az1+A22XA22) Wil (azi)Xaz2) |~ ™ (az1+ az2)az1)
: i ~ ' - (B34)
La ecuac n devLaplace en la dweccnon angular, 0, se discretiza en dlferenCIas

fi nltas centrale d segundo orden consuderando espaciamiento uniforme, AO

R e —— -
1 LRy L(e0) S

Ordenaridc; términos, = 7
el el o]

_El esquema en daferenmas f" nxtas de la ecuacnon de Lap|ace

e (B3Y)
runcada a segundo
orden, se obtlene sustltuyendo Ios esquemas (833) (834) y (B35) en la ecuac:on (B31),
como: ' :

Uikt _hE;:l[(AR1+AR2XAR1XAR2)-_R(j A22)(13R1)+R[. A2R1)(AR2)

_251}[ oy }" 2[ (M1)1(A22)I '

- ) ) : 1 : 2 : :
N S A R e
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ol [ ]

2

o

U; '
"k'l+1l:(Az1 +

Az2)(A’z1)

Uik [(Az1+Az2)(Azz)

-0

'(836)

‘La ecuacion ‘de Laplace discretizada a segundo orden, con espaciamientos

uniformes:;AR,'Afe, Az, en las direcciones radial, angular y vertical, es

Ujsl| —

Ujitkl
Uj kel

Uik, 141

FF B

it

1

r -

1

2

1
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R T |
L@aRP ()] [RJ_

1

Jer] e

2:*;_?}[@)2]‘2[@1)2 ﬂ*

1

A

| SRSR———|
T

(B37)
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APENDICE C
TRANSFORMACION DE ECUACIONES

Considerando el cambio de variables del dominio fisico: ¢ =¢(R,0,zt), al dominio

computa,CionéJ $=aEmn.0,7).
CALCULO DE PRIMERAS DERIVADAS

Primera derivada en R,

.12 R L BLR]
R 0zt ag no. oR 0,2t 6r| Eo.T R 0zt
) w7 R R
+| == — + |
[60' £t R 0,z.t ot Eno oR 0,z,t

se puede escribir:

- [EHERRIEHELE]

Primera derivada en z,

=, (2] 2. 2L
0z ot & — OZ Jrot aﬂjg,(m oz
or
oz

{21, 12, [5.]
oo Ent az--R.().t atjgncr

se puede escribir:

BRHE +[%’IF%]+[—S%][%}
:

Primera derivada en 0,

SIREME
a0 R,z t a& ne.t th

1&),.1%]
oc gt Rzt

se puede escribir:

+

+
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SHElHEREE 0 -

Primera derivada en t,

[Qﬁp] _[66} [ag
ot R,()z a& ,16., ot

at, g
15, [29] [ése[_az] |
oc gl ot ROz ot é.ﬁ-q ot ROz

se puede escribir;

2215 e
at] Lacllet] [er] .

CALCULO DE SEGUNDAS DERIVADAS

Para el calculo de la segunda derivada en R, de Ia ecuacnon (C1) tenemos que el
operador, ‘

2l 2L [AL 42 2L LI
ORlozs Lol R Joze LON o lORoze 100 el R Jozy

Ilamando a P [Va il e
. Ozt

R

[”l [ [i] ELIEL, (2], 2] 2] Joe
oR]7|oR% |, TLoR bouy |88 ]l R Do " LBn ;LR )y, Lo e q

podemos‘ escribir,

2] 7] .z i S
[aé:]n.a,r[aRz ilo_z,t N oR 0.2,t aRa&.» ?]g_!t " ) (CS.a)
2] [2n [@]}*;atz 1. BN
[an]g.a.x[aRz ]o,z,t B aR O;Z.t aRa"l (E:-g.lt * - (C5.b)
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[3] [a_c] | +[a_c] [6_} . (C5.0)
86 Jgq.| OR 0zt R o 2| OROc g:'zl,’(t 7
Los segundds términos de las ecuaciones '(Csya) a (05 c) involucran la diferenciécién

con respecto a una variable del SIstema (R 6.z, t) Yy otra en el sistema (& mn.o,7), estono

es deseable ya que se requuere que se expresen “Unicamente en términos del sistema

&)

El segundo termlno =1 (C .a) se puede expresar ¢ k

Y [a] [a
aRaF, OR ool 2 e ) :

por medao de la regla de Ia cadena S

w-{2] (2] ?[‘i]’"[é“]’ 2LIELE
aE., ,,q, R ozt al’] gg-; oR 0.z,t oo Ent oR O.z.t a"; no.t

que se puede escrlblr, ‘

IAl= [aé]na,[éigé]ozt [52&—]0 [ ] *

ORESRENES
6r| Eox 6R6c"5 0.zt R 0,z.t aéan NEG.T

Wo,t

{eL ), LI
96 1z nx OREE ozt IR Jg 1| 9EOc o

0,7

Se puede verificar que,

r a_" ‘- azé -} _ 0
L€ 1,6 OROE 022 ‘

e - N0,

9 ] %1 | -0
Keull o | ORI ozt
- no.x

[ 2] F_.aic__ =0
L O e ORE jozt
no,T
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por lo’que el segundo término en (C5.a) se puede escribir:

(e [a] [ [Tl (R

Andlogamente el segundo término de (C5.b) se puede escribir,

- AT A L T [54*[%}[5’%15;]

y el segundo término de (Cb.0),

(el s T

Sustltuyendo los termnnos anteriores en las ecuacuones (CS a) a (C5 c), tenemos para la
segunda derivada con respecto a R

ERG e ENEE
(BRI
EIEIESREIE }[;22]+2[$]m[§;;]

De la misma manera se pueden obtener el mapeo de las segundas derivadas con

respectoaOyaz,

e
GBI
B R E AR

(C7)
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TRANSFORMACION DE LA ECUACION DE LAPLACE

La ecuacion de Laplace en el dominio fisico es,

2 2 2
9], 1 _acp__]+j_ 2o, [2%e]_,
oR?| R|8R| R2|80%| |oz®

sustituyendo las ecuaciones (C6), (C1), (C7) y (C8) en (C9), tenemos:

a[ote], 1], 1[o%],[2%
[agJHaRZ]J’R[aRJ“LRZ EdNE N
ag[on ], 1[en], 4[] [2®n]
sl )Rl 2 2]

1 [e2e],[2%]],
i L 02° |]

g,

| B | —
DQ
Q St
[=—'__1
QD

Q
R
L )
Al
Vi
318
| I
Al

—
8@
N{Q

4 [HEERHIT
SR PR

(C8)

(C9)

g b



{z]als)slzHEl]
-

ST HEE

Considerando la transformacion directa,

6 bien la transformacion inversa:

4

z=ho

La ecuacion (C10) se puede escribir, .

ExANERIES 1.7 2% |-
—aR2J+[R][aR + RZ ;a02 +

EERSERE)

IR e

HIERHECR |

(€10)

«(C11)

Debido a que la transformacion en la direc(;ién,vértiéa! o =0o(R,0,z,t) especificada como:

r4

h(R,0

5
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donde'z es’la coordenada vertical independiente en el domlmo fisico y h= h(R 0) esla

altura de ola medlda desde el fondo del tanque, entonces
oo a [5. -z [ah __o ah]
8R] &R|h h? [6R hLaRr]

2] _z[en], 2 0] _ofoh
1or2 | h2 aRz n? | 2R |

(C13)

(¢14)'

(C15)-

" (C16)

(€17)

(C18)

Sustituyendo de Ia ecuacuon (C13) a Ia (C18) en (C11), la ecuaciéon de Laplace en el

dominio computacxonal es

[{:;‘SJ{%J{%}[%J{%%%]} -
[@J[:,J[L;} H[sz]%[%][%]}
o T[] 3T ]+
-"ffﬂ[a{ felal)
122 -

Rk IDE e BRI HES
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TRANSFORMACION DE LA CONDICION CINEMATICA

La condicidn cinematica del oleaje, en el dominio fisico es,

[Bh] +[~aq, a—t]]—l-[ 1] aﬂ{ah] —{(?—(R:I 0 en z= 8(R,0,t)+H =h .

atl |oRJLeR] | R? 20| Loz .
(C20)

sustltuyendo Ias ecuacuones (C1),(C2)y (C3) en (020) tenemos

B R R
S F A B [Z:';][aa]}[?;] | |
EEHREHELR . 2

debido a que la transformacion es,

y de las ecuaciones (C13), (C15) y (C17),v|a ¢¢Ugcién (C21) es:
eHE e
MR e

Por lo que la condicion cinematica en el domlnlo com

AT AT R (s

“enc=1 - " (C23)
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TRANSFORMACION DE LA CONDICION DINAMICA

La condicién dinamica del oleaje en el sistema fisico es,

2 2 2
%Tp +%[§_I‘g] , +%E12~[—g%] +%[g§] +pe+g(h—H) +Rcoso[a, (t)]=0
(a) (b) () (d) en z=38{R,0,t)+H=h (C24)
Término (a): S i o .
-5 E
at] loc il on ot

término (b):

[m—
Bl
— —
l_+_l
40|
)]
e
| SE—
+
[ S—
318
| F—
o
2!d
| I—
| R |

e B R B R ES e

EE B R E E I E R PN F E :

HEE I E R E R e
HEHE AR SR E RS
BB R RN H AL
EE R HE ERE HEES
R H R HEE
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Término (d):

- EE R [a"’][

I__l

HE R I FHRR ERH
oz oE o || 6z 8t Loz om | oz oc | ez
_[3] ”9;_'@“95} & | on] 56 FééHé@ [l é@éﬁ]+
_agj_az__ag__az _anj oz | 62‘; | Oz oo || oz | 6&:;,__62
+'@E"2§".a£p"@]+ a5 [on] 5] mH_a_(F _a_c;“_:'"zn_]+
(3 | oz} on oz ] | on | 2z ) on 52" 5o | oz ) on | o2
NI eyl a@"ég]+ 3 on o8 Féc;]+[a<7>' @"&v".ag]
| o8 laz oo | oz | an |l oz 0 |l o2 dc || 0z )| 80 | oz

({210 [215T ST -2[=1sT
[RIRIRIRHRIRIR] RS TR R
e[ ZA] s [FLE] - 2] -
HEHHEHE M

SIEE] -2 02D
IR RIS

+gh —gH+pud +Rcosla,(t)]=0

-

EEE!
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““tomando términos comunes, tenemos:

HEHHEHH BB HRIEE)
dr o || ot e |emllloR]eR] R?|lo0]Le0] (oz] ez
[aa"a:‘p"[ag"ac] 1 [azg][ac' [az; 'ac}
+H ===+t =|| =+ ===
2t |lac [|[[oR |oR] R2| o0 20| |0z | 6z
& [ep][[on T oo 1 [onT oo _a_n_@

*['a;_ | 3o _[Eﬁ_ ﬁ] +§f[%][%_ *[az_ azﬂ+

]

—
N
+
—
—
N
+

R

SHIEIE
SRS 5]

+
A

B
| e 1

33 IR

—
o
r
v
T+

&

+

o

+gh—gH+pd +Rcos ofa, ()=

como:‘

3. uw
il

(o3

I
TIN @ A

CEst

La condicién dinamica se puede escribir como:.

BBz el AT e

50' 2
B
(R 3[F] +alme] B ron-oresdrreosolantil-o

E! primer producto de la ecuacion anterior se puede escribir como:
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El segundo producto se’ puede escnblr como e

=] (T [g:] }
(EATIaT S AT

[IM]%IHIMM%HﬂMP%%W+
e

-;—[—1 ]{—Z—(g] +gh—gH+p3+Rcosbla,(t)]=0 en o=1
(C25)
COMBINACION DE CONDICION CINEMATICA Y DINAMICA

Condicidn dinamica (C25) en ia superficie libre:
RIS R IR R T

oc Il h ot oR o0 j 09 2\ h? || 8o R R2 | &0

~ ~ 12
‘:?{’]+ —;l:—g%] +4 [—1—:“:?(1:! +gh—gH+Rcos6fa,(t)]=0 en o=1

RZ
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Condicién cinematica '(023)"eﬁ’Ié""sﬁperﬁcie libre:

BRI (T8 e o oo

de la ecuacion anterlor despejando

o9

{2l R TR

y sustituyendo en la condicién dinémlpa,~ Oy ’
LS 2 i 2
[hZ][ ][[aR}J’[RZ}[ao] “]*

[ERIERRT R8T -] ‘
[@]+1{_@}2+1[1][6q +‘gh 9H+Rco;e[ax<t)] 0 enesi

ot 2|8R R?

ordenando términos,

SRS R ESHIEES G
[T 2{R] SRR ron-omemeossn-o

6 bien:

()30 Sl 8T T[T (T
e +gh gHﬂ+p(p+RCOSO[ x(t)] 0

: en c=1
Asi, la condicidon cinematica en la supefficie libre'es:, .-

HEIE-RISIZHEL]ET T8 o m oo

| (C26)

y la dinamica:
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dp | 1| op 1 1 | op 11 T ep ah E oh

[ at}+2[aR] T2 [RZ][ ] "’é[hZ][ac} [[aR} +[R2][60]4“]+
B 7 +gh gH+p<p+RcosO[ax(t)] Oen o=1
AR (c2n)

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escnblr como

Condicion dinamica:

(B faT ETHEE- [;21{%][2:;1

en o=1
TRANFORMACION DE LA CONDICION DEL FONDO

L.a condicidon de frontera en la zona rigida del fondo del tanque en el dominio fisico es,

[@] =0 enz=0 (C28)
oz

de la ecuacion (C2) tenemos,
[ ][a"] 0 enc=0

oo || oz ’ ’ | 1
de la expresién (C17), e

o [1 ___0 én 0____‘__10’,17, ‘

dc | h R

por.lo que Ia condlcmn de frontera en el domlnlo computacional para la frontera del

fondo es,

—0enc=0 (C29)
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TRANFORMACION DE LA CONDICION EN LA PARED

La condicién de frontera en la pared del tanque en el dominio fisico es,

¢
41 —2=1=0 enR=a C30
Ed (©30

de la expresion (C1), se tiene que

[%}*[QJ[ZS] 0 en ée—-a‘;_“ et

al sustituir la ecuamon (C13), tenemos Io condlcmn de frontera que representa la pared

del tanque, en el domlmo computamonal
| [1]ep| ah -
[aR]; G[h][ ][aR] 0 en R=a (C31)
RESUMEN DE ECUACIONES TRANSFORMADAS

[ERE IR
R E AR R el X
SHBIERSE

AR T
e '
R CE N R C R B R
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EN LAS FRONTERAS

Para el fondo del tanque:
En la pared:

Condicion dinamica:.

_ —uB-Roosofa, ()]

1

HELR

h

o+

R? [ 20

225
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en o

en. R=a

en oc=1

en oc=1
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APENDICE D
DISCRETIZACION DEL ESQUEMA SEMI-IMPLICITO
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APENDICE D
DISCRETIZACION DEL ESQUEMA SEMI-IMPLICITO

o
4 i AR1 | AR%
. =1 ———p o=l
1/4 Aai =2
a=0.75
12 Ac2
o=0.25
14 : — T as e .‘IQMZ-1
. . - Bl BRRIE . o S |_ML »Va=0
R
Con refe la Flgura D1 la condicion cinematica equivalente en

la superficie : |scret|za con un esquema explicito en la variable
temporal. :
Para j=2; k= 1,2,3,...(M0 ,f,j).f' L
n+1 — h E B

3U k‘1 +4Uj+1k1 —UJ+2k1I—3hlk "‘4h1+1k ‘h1+2k] B

*L o
y .
iEds

[ A ][ ][ jk+11_Ujk 11Ihjk+1_hjk 1]n+

4(A9)2

e At At '
+ [3Uj,k,1 —,4:uj'k'2 -+ Uj.k.3{|: :I + [ ][— 3hj,k -+ 4hj+1,k —h;

2(as1) | | 8(aR1)?(Ac1)

228



*[a:?‘}{a@o“)m][“w f"i’*f*f} [— J :

Para j=3,4,5, ... (MR1-1); k=-1,2,3,...(MO -1), .

n-+1
hik ‘hjk

| R;

+[au Bk~ ‘fU jk2 + U ik3 {[

e 2(A¢1)]*{8(AR1)2(A 1)]

¥-,:<’M9]-i). -

Para j= MR i(=’ ‘.‘2“,3_-,

n+1 n
hjk = j.k‘

1k U_j-y1.k.1Ihj+1.k —hi]" -

At
[ M-
- l:——_—][——i}[u Jhrt1 = U ik-11 Ih jke1—h j.kq]h +

4(A0) R3

[2(2;1)] " [2(:;1)][ (A§1 : AR2)
~allg]
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Para j=(MR1+1); k= 1,2,3,...(M0 -1),
hn+1 _khzk

- l:——‘“][ujﬂ,kﬂ —Ujk b 1k

4(aR2)?

i (AR2)2(A 1)

][ j+1k j—1k]2|
ol R (A J +
R2 | 8(a0) (401‘)
Para j=MR; k= 1,2,3,...(M0 -1),
hn+1 h?k : : ERR

A 30, =AU+ Ui sk Bk — 4hi i+ hiak " =
,:4(AR2)2:|[ WA G 1I M M ,’,25],

el

[3U]k1_4Ujk2 +U {[ At :I-!-[ 5 At j’[ 4hj 1k +hj—2k]2‘

2(ac1) 8(AR2)2(A 1)

AT At
+[§?;’[8(A9)2(A0'1)][hj'k+1 jk 1]2:| l:hjk:l

La condicién dinamica equivalente, en la superficie libre del liquido, se discretiza

con un esquema explicito en la variable temporal y los valores del oleaje obtenidos con
el esquéma explicito anterior se sustituyen en el lado derecho de la ecuacion
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discretizada. por. 10 cual eI esquema es seml lmPIICItO Con referencua a |a malla de la
Figura D1 tenemos :

Atw i

3U +4U
L‘Z 2(AR1)] [ ;k1 1+1k1

el

n+1

L -2 :
S T 1
Z(AG)] [ ;k+1 jk 1]2|““‘
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Para j= MR1; k=1,2,3 ... (M0 -1)
Ujiea™ " = Ujes"[1 - nat] - Atghjk"’+1 +AtgH Rjat. cose[ax(t)] -

—At—r 1 2 N ﬂ A\:

L2 (AR1 + AR2)

S L]l: .1 ] [U,k4:1'.1 —U;k—11]2|n“'

2(AG)

[ At 1 1 n+1
+ 3U —4U +U — —h;
o LZ-LZ(A°'1)] : Wi JRSH { [ }[2@0}] [”m werf]
]

Para j=(MR1+1) .. (MR-1) k—123 (Mo -1)
Y uAt] Atgh,k +AtgH RjAt cose[ax(t)]

z : 2" :
é;jm] [UJ+1k1"U—1k1]2| =

|
I%ﬂ[m tt
[Tl s [l e

(AR1+ AR2)

. 2 B
+ ———1————-—-] [ +1.k —hj_1.k]2’n+1

Paraj= MR k= 123 (Me 1)

Uppe™? =[3J[4U1—1k1 —Uj 2k1}‘
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APENDICE E

CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL,
CONSIDERANDO DESPLAZAMIENTOS ANGULARES
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APENDICE E
CONDICIONES DE FRONTERA EN UN SISTEMA NO INERCIAL,
CONSIDERANDO DESPLAZAMIENTOS ANGULARES

E1 METODO GENERAL

Con respecto a la Figura E1, el sistema inercial X-Y-Z con origen en O esta fijo
en el espacio y el sistema x-y-z con origen en F esta fijo en el tanque y se mueve con el
contenedor, el eje x coincide con la superficie horizontal media del liquido.

'_Fig. E1 Sistemas de referencia

F(x,y,z) no inercial se mueve con velocidad

rreSponde a la velocidad del terreno y con velocidad
. deblda al vector de desplazamiento angular = (Bx,By Bz)
cuyas componentes se conocen como: balanceo (Bx). cabeceo (By) y giro (B;). Una

particula de fluido P ublcada en el tanque, se mueve con velocidad absoluta referida al
sistema O(X,Y,Z),

Vo =V(t)+ U+ (@x7) (E1)
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con componentes \70 =(U,. Vo, W, ). La velocidad relativa de P, con respecto al sistema
F(x,y,z), esta definida como: U= (u,v,w) y donde f =(x,y,z) es el vector de posicion de
P con respecto al "ori'gén\ del sistema no inercial F(x,y,z). Llamando a IEb el vector de

fuerzas de cuerp por ‘masa unitaria y a P, la presion, entonces la ecuacién de

movimiento refenda al sistema O(X, Y, Z) se puede escribir como:
: DVO D [~ - o . - VP,
—— = V) +U+(Qxr =F, — E2
ot Dt[(>+ +( x)]o b=~ (E2)

DV,

donde representa la aceleracion absoluta de la particula P. La aceleracion

absoluta de la particula P, referida al sistema O(X,Y,Z) se obtiene (Beer y Johnston,
1997) como:

-

DU
Dt

DVq

Dt a(t)‘F+axr+Qx(er)+2§2xUl

(E3)

donde, é(t)' =a,(t)i+a, (t)]+az(t)2 es el vector de aceleracion del origen movil

F(x,y,z) - con. res ecto ~‘al~snstema ﬁlnerCIal O(XYZ) y que representa el vector de

aceleracuon del : el vector de aceleracion angular.

Qx(er)+2§2xU] Dgl ="b—£h—
Dt £ P
1
0 =|Eb '—l::ﬂ—&xf—flx(ﬁxF)— é(t}F - (E4)

B e '
El termlno =t es;la.aceleracmn local de una particula P con respecto al

sist:er_mawpd ercial, F(x yhz)"' q. x r +Qx (Q x r) es la aceleracion de transporte y 20 x U

es la 'acevl'er clon‘de orit s Los términos involucrados en la ecuacion (E4) se pueden

escribir iniciando con el término 2 x U,
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-~ -~ -~

26x0=[20, 20, 20,|=po,w-20,vfi+Rou-20,w]+Ro,v-20,uk
u v wol o : o

@S

k =[Zay —youp i+ o, — 2o, Ji+ [yeg —xa ko (E6)

[Z.h'y —ye, i+ e, -z poc -k €D

(E8)

«@xP)-0.@7)-¢ .02 )
(E5),(E6)y(E8) en (E4) se tienen las componentes

de la ecuacién de E
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| 1P T T R RN KON
%——292v+2§2yw Fy —;—Xh—zay+yaz Qy(ny—ny)—Qz(zQ*’—,xQz)—ax(t)

%!—ZQ w+ZQ u= F —1-6-;1—xaz+2ax —"QX(XQ yQ ) (zQ —yQ )— y(t)
p: L e I Lo it

m"—-—2(2 u+2§2xv F2 41%—yax+xay -—Q (xQ
: i P £

o -20,)-0, (2, -0, )-a-()

o | (E10)
donde la derivada substancial es,

reducen a,

es decir:

Py _ologz) oba,m]
o oax  oax
o 6Ph _ a(pgz) L p alyay (t)j
oy Yy

P,  olpgz) o dlzaz ]

e
S R CED
Aplicando el operador divergencia a la ecuacion (E1), se tiéne,v ‘ '
| VoV =V V) +V-0+v.([@xF) (E12)
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el desarrollo para los términos involucrados es,

vty = [|—§+J%+RE} [vx(t)?+vY(‘t):j’+u\}/vz‘St)|2]_=o‘,’v e

v-(@xF)=

Syecfirler szdiv

(E14)
Asi, la ecuacmn (E12)‘ se puede escrlblr

V-V, =v-0 o (E15)

Para un f_lUidd’de densidad, p, constante, la ecuacién de continuidad se puede
escribir, R '

V.V, =0 en Q - (E16)

por lo qué si V.- \70 =0 implica, segun (E15) que,

v-U=0 en © (E17)
6 bien, ) ‘

(E18)

Tomando el operador rotacmnal a Ia ecuacnon (E1),
vxV, —VxV(t)+V><U+Vx(Q><r) | (E19)

EI desarrollo para cada uno de los términos es,
o i k

a 17 (7] ~
VxV(t)=| = — — (=0 E20
V=l = o &  (E20)

Vx (t) Vy () Vz(1)

Para el término, ;
! i
( YQ ) (XQZ - x) (VQ Qy |

J k
ix* B
: az
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(E21)

Asi, Ia ecuamon (E19) se puede escnblr
o T VxV, =VxU+20 (522)

lo cual lndlca que el movimiento absoluto de la velocidad es rotac1onal Consxderando
que no exlsten desplazamientos angulares, la ecuacion (E1) es, S '

Vo =V(t)+U -(E23)
y la épuacién (E22) es,

Vx Vg =VxU (E24)

VxU= 6, también lo es referido al

Si el fluido es considerado irrotacional
sistema inercial O(X,Y,Z), Vx\7 =6 .por:lo que podria suponerse la existencia de un

potencial de veloc:dad absoluto (D(XYZ,t) y un potencial de velocidad relatlvo

o(x. v,z 1), talque R
REEE Ve =Y,
(E25)

i V(p=0
Dado que la ecuacién de continuidad es v.-0=0 y considerando un fluido

irrotacional, entonces,

i
|
o %@

Py
©

(E26)

i
2|

g
I
RIS
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tal que la ecuacién de continuidad se puede escribir:

2 2 2
9 %0 00 _, (E27)
axz ay2 622

Las ecuaciones (E11) en funcion del potencial de velocidad, ¢, son:
2oy v 2+ 1 (90)? |- 2 9P, - Vlgz)- VE-4()
L p

integrando la- ecuacién anterior, obtenemos la ecuaciéon de Bernoulli con respecto al

sistema no inercial,

30 ==2Py —gz—-4() (E28)

donde f =xi+yj+zk es el vector de posicién de una particula, P, con respecto al

sistema no inercial, F.

E2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN 2D

Con referencia a la Figura E2, el sistema inercial X-Y-Z con origen en O esta fijo
en el espacio, y €l sistema x-y-z con origen en F esta fijo en el tanque y se mueve con
el contenedor, el eje x coincide con la superficie horizontal media del liquido.

El sistema coordenado F(x,y,z) no inercial se mueve con velocidad:

\7(t) = (yx (1), Vy (1),0). que corresponde a la velocidad del terreno, y con velocidad
angular O = (0,0,Q; ) debida al un giro B, 6 cabeceo alrededor del eje z.

Una pya'ftiki:iilaf P, ubicada en el tanque, se mueve con velocidad absoluta referida
al origen O(X,Y,Z),
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RS - Posicién inicial
Fig. E2 Sistemas de refefehciia."movimiento bidimensional

<o _:4'.‘

~ (E29)

[

con componentes \70 A‘.—'- (U;,Vb,O) L{awvebloéidad‘relativa de P, con respécto al sistema

F(x,y,z), esta definida como: L'J' =(u,v,0) 'y T =(x,y,2) es el vector de posicion de P con
respecto al origen del sistema no inercial F(x,y,z). Llamando a IEb el vector de fuerzas
de cuerpo por masa unitaria y a Py la presion, entonces la ecuacion de movimiento
referida al sistema O(X,Y,2) se puede escribir como se especificd en la ecuacion (E3),:

DU

E30
Sl (E30)

=0 &), +axi+Qx(@xi)r20x0_+

donde, a(t). =a,(t)i +a,(t j+ Ok es el vector de aceleracion del origen del sistema no
iF X y

inercial F(x,y,z) con respecto al sistema inercial O(X,Y,Z) y que representa el vector de
aceleracion del terreno; y & = (0,0,az) es el vector de aceleracién angular. La ecuacién

(E30) se puede escribir como.
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s e el o . o DO = WP
a(t)]F +axr+var(Qkx’r)+2‘vaAU,F +—-D~t~l ;='Fb _Ih (E31)

P

ordenando los términos se tiene, . -

DU r2a% g (E32)
Fooo
El término —| * es: vlz_‘\_a/c; P cpnrrespecto al

Dt =

angular alrededor del ejezygesila celeracnon de la gravedad; las componentes de la

ecuamon de Euler son

”,Du : : 1 aP,
’T;Et—_zg zV =—gsenBz —;Hh~+yaz + xQ, —ax(t)
Dv o 1 8P
B +29: u——gcosBz f;j —xor +yQ,2 —ay(t) (E33)

donde la derivada substancial es,

v av Ly 1Py . (s
—+U-—+V-—+2BU=-gCcOSB————XB+Yy —a,t) (E35)
ot o oy TP ooy B a0

‘Las - ecuaciones ' (E35) se ‘encuentran en funcién de la velocidad relativa

U:(u,v,o)' ‘de cqja",’li"qublglr':"'bérticula de fluido contenido en el tanque con respecto al

sistema no |nerCIal. F(X.Y,Z)

Apliqahdd el‘oberador rotacional a la ecuacién (E1), se tiene,
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VxVp =Vx V() +Vx U+ Vx(@xF) (E36)

se puéde verificar que, S - . 7

. V% VU(t) =0 S (E37)

e T vx(@xi)=20,k oo (E38)

es decur Ia umca componente diferente de cero en (E38) es normal a la pagina.
Sustntuyendo (E37) y (E38) en (E36), se tiene,

VxVy =VxU+20 (E39)

Se puede observar que el movimiento absoluto de la velocidad es rotacional.
',Pa‘r;a un fluido de densidad, p, constante, la ecuacién de continuidad se puede

escribir,
V-V,=0 en Q (E40)

De igual manera, la ecuacién de continuidad para la velocidad relativa es,

v.U=0 en Q (E41)
6 bien,
M N _§en o (E42)
ox. oy
Apllcando el operador dlvergenCIa a Ia ecuacnon (E1), se tiene,
| | VY, _v V(t)+V 0+v:(@xi) (E43)
se puede ygriﬁdér due, )
v, =v.0  (E44)

por lo que si \7-\7o =0 implicaque: V-U=0.

En un movimiento planc o bidimensional todas las lineas del movimiento del
fluido. son paralelas a un plano fijo y ademas, los vectores velocidad en puntos
coﬁespondientes de todos los planos paralelos al plano de referencia son iguales (Levi,
199i). Se puede suponer la existencia de una funcién y =y(x,y,t), llamada funcién de

corriente, y que puede suponerse en cualquier tipo de flujo, rotacional o irrotacional. Asi,
y =constante, implica que la funcién de corriente se mantiene constante a lo largo de

toda la linea de corriente. La funcion de corriente se define como,
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u=—-—-=
oy
v=2 (E45)
La ecuacion de continuidad (E42) se puede escribir,
_ofow], o éﬂ]=o | (E46)
ax| oy | " oy | ox .

lo cual impli‘cya .'q‘ue' y satisface el principio de continuidad.
Si.se considera que el movimiento relativo de la velocidad es rotacional,
V0= [ﬂ - @}z (E47)
ox oy
cuya unica componente diferente de ce‘rov'es normal a la pagina.
Las ecuaciones (E35) son funcion de la velocidad relativa, por lo que interesa
conocer la' fL_mcic'm de cokriehte, . \pdeﬁmendo el rotacional local como,

3

(E48)
(E49)
Sustituyeﬁ;idirlaé ecﬁé;ic;ir;és (E45) en (E42),
. Zj;’+ 2;‘2" =0 (E50)
es decir, ’
Viy=o Es1)

La ecuacion anterior.es la ecuacion de Poisson para .
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