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Prefacio

Este trabajo surgié de la idea de hacer una monografia del proceso de Poisson
y algunos de los proceso asociados a él, proyecto bastante ambicioso ya que
existen bastantes resultados relacionados con él tema, los cuales no figuran
en este trabajo. Sin embargo, los resultados bédsicos son abarcados en esta
tesis la cual consta de tres partes en las que se estudian las caracteristicas
principales de los temas abordados en cada una de ellas.

En la primera parte empezaremos por definir la distribucién de Poisson,
mencionaremos su origen y motivaremos su estudio. Esto es seguido de la de-
finicién del proceso de Poisson, demostraremos su existencia construyéndolo
y exhibiremos sus propiedades basicas.

En una segunda parte se estudiaran algunos de los procesos conocidos como
martingalas con tiempo continuo que esten asociados al proceso de Poisson,
dichos procesos son de gran importancia en la teoria de la probabilidad y
de los procesos estocdsticos ya que han ayudado al desarrollo del cilculo
estocastico ademds de tener aplicaciones de gran importancia. En la década
de los cuarenta del siglo XX Ito publicé una férmula sobre el proceso de
Wicner 6 movimiento browniano conocida como integral estocdstica, en la
década siguiente Doob y Meyer notaron que dicha férmula debia sus pro-
piedades a que el proceso de Wiener es una martingala. Fué entonces que
¢l concepto de martingala tomé importancia tedrica y en la década de los
sesenta Meyer desarrollé gran parte de la teoria de martingalas y a su vez
de las teorias de integracién estocistica y del compensador. Es por eso que
se estudian algunas martingalas en este texto. En la tltima seccién de este
capitulo definiremos al proceso de Poisson compuesto y estudiaremos sus
propiedades bédsicas. -

El capitulo final generalizara el concepto de proceso de Poisson al de medida
aleatoria de Poisson, definitemos. al proceso de Poisson puntual como un
caso particular de las medidas aleatorias de Poisson, probaremos la férmula
de Campbell y finalmente enunciaremos y demostraremos el teorema de
coloracién para las medidas aleatorias de Poisson.
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El capitulo primero utiliza bdsicamente resultados de los cursos de Porba-

bilidad I y Probabilidad II. A diferencia del primero las dos dltimas partes

exigen al lector para su mejor comprehensién conocimientos mds avanzados, -
los cuales son estudiados en los cursos de Procesos Estocasticos I, Procesos

Estocdsticos 11 y Teoria de la Medida.




Capitulo 1

Distribucion y proceso de
Poisson.

En cste capitulo estudiaremos en un primer acercamiento a la distribucién .-
de Poisson. Expondremos su existencia como una distribucién a la cual con—i
verge una sucesién de variablés aleatorias binomiales con pardmetros (/\, pn)

Su nombre se debe a su descubridor Siméon Denis Poxsson, Y su estudlo es» -

de gran 1mportancm, da.do que por una pa.rte nos ayuda. en. la. practlca. a te- R

subconjunto de R dado.
En una segunda seccién definiremos al proceso de Pmsson y demostraremos
su existencia de un forma constructiva, es decxr, construiremos al proceso
en estudio mediante una sucesién de variables aleatorias con ciertas carac-
teristicas. Terminaremos dicha seccién con la formulacién y demostracion
de la ley fuerte de los grandes nimeros para dicho proceso.

1.1 La distribucién de Poisson.

Definicion 1.1. Una variable aleatoria, X, ticne distribucién Poisson,
P(s), con pardmetro ;. si sus posibles valores son enteros positivos y si ™ ™

mn(fL) : :
= u"%,—f . meNU{0},p>0.

P[X = n]




Si una variable aleatorla tlcnc funcxon ribucién . Poisson diremos que

es una v(ula.ble aleatoua. de Poxsso

Proposncnon 1. 1 Sea X una -variable aleatoria condzstrzbuczén P(h),

entonces la esperanza (le X cs /_l,‘

) Demostracwn.

entonces

n-—O

= pu Z (i) =p
por lo tanto, ]E[X}= U O

A veces es necesario extender la definicién de P(u) para incluir los casos

frontera . = 0y p = oo. Entonces P(0) hari referencia a la distribucién

concentrada en 0, i.c. P[X = 0] = 1 y P(o0) a la distribucién concentrada
én +oo, ie. P[X =o0]=1. :

1 1 1 Func1on generadora de probabilidades.

Sl zes cualqmcl rcal la variable aleatoria z¥ cs de esperanza finita y g(z) =
E [z'\] es la funcién generadora de probabilidades asociada a X. Su papel
Jies unpottante ya. que nos ayuda a calcular los momentos, al igual que la-
s funuou 5cncradora. de momentos o transformada cle La.place las cua.lcs se .




versn mds adelante. Calculamos ]E[ "] para. el caso.en que X se dlstrlbuye
* Poisson con parametro X ~ SR ,

= [?_X']';‘:?

esto para.z’eR y. O“_‘<_",u, < oo o

- Los mO'nentos de X pueden ser obtemdos a.l derlvar g con respecto az y
cvaluarla en: 1 : : , S T




: Por otro lado tenemos quc

Z nz" 7rn (1)

v pe=l
‘ue—u(l—Z)

ey

in(n - 1)z""27rn(/t)

'v"'n=2

1)(n —2)2" ~3m (#)

‘1o qvlgxe; irﬁplica que:;

. yademds

E[X?] = u®+3E[X2] —2B[X] = u® +34® + 3 — 21




en consecuencia X + Y ~P(A+p).
O
Esto puede extenderse por induccién a la suma de cualquier nimero finito de
variables aleatorias independientes. Sin embargo necesitaremos un resultado

mucho mds fuerte, el cual abarca sumas infinitas y nos da condiciones de
convergencia.

Teorema 1.1 ( Teorema de la aditividad numerable). Sean (X_;)JGN
variables aleatomas independientes y supongamas que X tiene dzstrzbuczon

'P(,uJ) para cada j€N Sio= E Hj converge, entonces S = Z X;
» =

j’converge casz seguramente (c s.) 6 con probabzlulad 1, Y S’ tiene dzstrzbucwn




{S,, < 'r} decrecen conforme n crece para r ﬁJa,
’{S < r}

kclaro que los eventos L‘

y por lo mlsmd ﬁ En . Entonces -

Si on converge a. g
‘ngulcnte

Entonccs,

En consecuencia, .




5EJemplos de aphcacxones de la distribucién de Poisson.. ..

. la proposmlon 1.1 E[X] = Asi X es una varxable aleatorla.
S idé P01sso con parametro A. Esto nos sefiala que A'es el promedlo de los™
valorcs de X, En el siguiente ejemplo veremos como es que ‘estd observacién

x la.‘practxca

: ,es utxl

W1 ’Supongamos que el nimero de perros de la calle gue son
apturados -por una perrera al dia es en promedio 3.2 y se distribuye Poisson.
: 5Cual es la pwbabzlzdad de que en dos dias se capluren menos de 5 perros?

: S’aluczon. Sea X es el promedio por dia entonces el promedio en dos dias es
de 2X ya que el niimero de perros capturados en dos dias es la suma de perros
‘capturados eén un dia mds el mimero de perros capturados en otro. De lo
cual podemos observar, gracias a la aditividad de las variables aleatorias de
Poisson, que si X es el nimero de perros capturados en dos dias X es una
variable aleatoria de Poisson con pardmetro 2) y en consecuencia:

PlX <5] = Z (6 4) e=(6.4)
’ E - i=0

= :_0.235,1.

= e=3 =0.04979.
o

1.1.3  La distribucién de Poisson y su relacién con las distri-
buciones binomial y multinomial.

La distribucién de Poisson es un caso limite de la distribucién binomial, tal
descubrimiento fué realizado por S.D. Poisson en 1837. A dicho resultado
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_se le conoce como el teorema de Poisson; y no es mis que la convergencia
deb11 o en distribucién de una sucesién de variables aleatorias Binomiales
de para.metlos (n,pn) cuando n tiende a oo Como es.un caso dlscreto esta
converg,cncm debll es facil de calcular.

Teorema 1 2 (Teorema de Poxsson) Supangamos que, para cada n € N,
i ‘-bmomzal de pardmetros.m y
tonces para:. cualqmer ke

Se toxri;ih lfmitﬁs

Si una va.rxablo aleatona con (llstrxbucmn B(n, p) tiene una n; relatwamentc
uaude y ‘p relativamente . pequefia, entonces se, pue(_le"aprox1mar por._.una
variable aleatoria Ponsson de parametro np, Dsto es faml de ve fya que como :
p= % si n ¢s grande p es pequcna.. A csta aproxlmacmn se lc conoce como
la  aproximacién de.la ‘binomial’ por la' Poisson y'es ‘de’ gran tllldad para‘
cua.ndo en-los estudios esta(hstlcos se tienen’ mue%tras muy grzmdes. .




i=1

‘G

=%La.7€

RN

e:'si.-X y'Y son dos variables
)\ respectwamente entonces, la
=1, es B(n,p) donde p= Tﬁ




Demostracion. Sea 'm,k € NU {0}, cnt011Ce§: ’

"mMgmN;M;m==mM mN'k+M

Por lo tanto, M se distribuye Poisson pardmetro up y N-M se distribuye
Poisson parametro u(l — p), y son mutuamente independientes. [}

Ejemplos de aplicaciones de la aproximacién de la binomial por la
Poisson.

Ejemplo 1.3. Uno de cada 50 libros de ficcidn publicados en E.U. se con-
vierten en best-seller.. Supongamos que una companiia publice 100 libros.
Sea X el niumero de best-sellers entre los 100, encontrar el valor ezacto de

P[X = 3] y P[X < 4].

Solucidn.

Entonces: "~

Los cédlcul
mejor aproximarle
de Poisson

-'0.02 cs relativamente pequena,

nde y'p




" de'lo cual Obtéh‘gmos que A= np=2.

donde A= np =

" IP[X > 4]

"(3.13’3)_5"_ Gy
6 24 )

1.2 El Proceso de Poisson.

Definicién 1.2 (Proceso de Poisson.). Sea (N:)i>o una’colcccidrt”dc'
variables aleatorias indicadas por RY, se dice que (Ny)i»o es un proceso de.
Poisson de intensidad ¢ si: e ‘ .

11



0.

LN

2. (Nt)po tiene traJectorzas cadlag, es deczr, (NL)DQ es contmuo por. la__, E

derecha y tiene' limites. por la 1zquzerda (cadlag proviene del france.s Yo

es una. abrematum del termmo contznu . droite, lzmztes a Ja'uche")

8. (NL)¢>0 liene zncrementos mdependzentes, es deczr, si0 =1t .,< t <
IR entonces : =

PN, = Ni, =i, 1 <0 < K= [[PINy - Nyor =ni).

4. Para0<s<t T

IP’[NL Ns = n] = e-c(‘-s)———(c(t i) L

~Los procesos que' omo 3
":rxos y trayectorms cadldg se llaman procesos de Levy

para toda i€ N 0 < T1 < T2 < T, < T,+1, ya. que E, >
vo.rmble aleatoua ya. que es una suma. de variables aleatorias'y T,l

crementos 1ndepend1entes Yy estacxona— .



distribuye igual que T1. A los procesos con'dichas propied
como procesos de renovacion.:

Sea IN; = Z 1i0,4(T3:), a Nt se le conoce omo el proceso de conteo- a.soc1a.do. )

a (Th)S,. Es obvio que 51 s < t

Proposicién 1.5. Sea (Tn)°°
y (Nl.)t>0 su proceso~




: ,b) Ng .}+oo Entonces para 'n, e N Tn < t,do ﬁ.én;iélyllto,[] (Tn)=1,
) para n e N e S

De ahl que o

N

s
o
=

~~

&3

S

< t}, ;por lo

_ ‘ma.x{'n.|Tn

Dely?2 podemos COIlCllllI' que V; es una variable aleatorla, y que, (Ni)i>o0
‘es un proccso estocdstico con indices en R*.

V;AAlgo muy de nuestro interés, como siempre ocurre en la teoria de la pro-
~‘babilidad, es saber como se distribuyen nuestras variables aleatorias. En
" este ' momento sabemos que §;, + € N, tiene distribucién exponencial de
-pardmetro c, esto lo usaremos para probar que 73, ticne distribucién I'(n, ¢).
. Pero antes se hardn cdlculos de las transformadas de Laplace que vamos a
usar en los préximos resultados. Las siguientes transformadas de Laplace
no son mds que las funciones generadoras de momentos de & y Tp,.

Proposicién 1.6. i X se distribuye gamnmae con pardmetros (n,c) enton-
n
ces: Elexp(—g¢X)] = (W)

14




Demostracion.. .o [

Boxp(—aX)] = [

b) E[exp'(eq:rk)]f;(#c);,.,
Démqsti’dciﬁn.‘f a)

Eew(Zgg) = [ e




. distr zbuczon I‘(n, c)

b) Para probar esto, se utiliza el método de la funcmn generadora'de
momentos. Es facil mostrar que si (£;)§2, son variables: aleatorias
independientes e idénticamente dlstnbmdas entonces:"

MZ:._l & (1) = (M, 0N

« y por lo tanto utllxzando el inciso anterlor se obtlene el resultado. .

Proposwlon 1.8 Se‘

Dcmostracwn Por lavplopomcxon 1
obvio, :



E<é=.<.p_<":—'.f*{v.<>>ﬂ.- :

En qoxisccucucia t‘enci_no’s; qué”'cxiste‘ > "t;al que Tk <it+€ < TH.]
- de ahi que si A € [0, e],’ T < EFXN< T imiplica que NH_,\ ky
“esto a su vez implica ¢ quc llm NL+ -.Nz, por 1o’ t.a.nto (N¢)¢>o es

‘(,ontmuo por la delecha en cste ca.so. o

17



b) Nt ‘ ‘+co. Entonces como (Nt)t>'d es no decfeciehte, para A > 0,

U Niga = +oo de donde lun NH.,\ = 400 = N; por lo tanto (IV¢)e>o0 es

contmuo por la clerecha

_ Los limites por la izquierda se prueban de manera. andloga.

. - Probaremos una caracteristica importante del proceso, la mdependen—

cia'de los incrementos. Sea t >0 fja, y consideremos los eventos
que ocurren después del tiempo t.  Por definicién de N; tenemos que
Tn, <t < Ty,4+1 y el tiempo de espera desde t al primer evento, ‘des-
pués de t, es Ti,41 — t; el tiempo de espera entre el primero y segundo
evento despuds de t es £n,42 y asi sucesivamente. Entonces S

eV = = Tnp+1— 8, 6() = En+2s £§ = EN.+3,

son los tlempos de espera despues de t Es cla.ro por 1 5 1 que

max{m € N|¢{" + c’“’

Sx comparamos Nt, con NH-s - NL, t ﬁjay para t > s > 0 os‘ damos‘ B
‘alas 20 do

cs alg,o mtmtxvamcntc claro dado quc las &i'son mdependx ,ntes y por

18




la propiedad ”desmemoriada”de la.distribucién exponencial (ver [1,
pags. 189-190]). Para probarlo utilizaremos el hecho de que si X y ¥
son vectores aleatorios independientes tales que se distribuyen p y v
en R/ y RF respectnvamente, entonces .

PX € 4, (X,Y) 'e' B] / IP[(:L‘ y) € B]u(d:c), AeW, BeRt,

Tn < t < Tn+1]




- Ahora el -evento [N, = m;, 1 € i < i) pucde ser escrito de la forma
"f[(fl,fg, 7 ,EJ) € H]'donde j'=my+1'y H es el conjunto de las z € R/
- para el cual z) +zg+ -+ +:1:,,,_ < 8;< Ty +Ta++ ‘AT 1, 1<
i < u.” Pero entonces [(flt) f(t) .,{1(.‘)) € H] es el mismo evento que
[Nits; =Ny =my, 1 <1 < uj, esto debido a la definicién de Nyy; — N,.
- ‘Entonées IP[N; =n,Ni_s; — N, =m;, 1 < i < u] = P[V; = n|P[N,, =
mi, 1<i < por (*+). De aqui se 51gue por mduccxon sobre k quc
o810 = tg < t1 <. < tk, entonces : :

Nt.‘;l

, IID[N“i -

por lo tanto lo 1ncrementos son mdependxentes

4. De (1. 3) y debldo a que N; ~ ’P(ct) enton
, .js)), t:> 5. De esto. tenemos que los increm
iya que su- dlstnbumon s6lo depende

. tlempo, 6 de la diferencia ¢ — s.

Por lo tanto (Nt)¢>o es un proceso de P is

Como consecuencxa de este teorema. tene

Don(le B;e BR+, _'L :

3 Ser.'FL,.st>0_/f'N-—)IR ,en!once.s

E[lAf(N;+s

ﬁlP’[AINz]IE[f(Ns)]

20




Demostracidn. 1. Dado que N;_; se distribuye ’P(c(t - s)), t > .s > O
y que los incrementos son estacionarios (i.c.. (Nj.— Ni), t.> s > 0.
se distribuye igual que N;_,), entonces si't.>.0, (NH_., th)s>0 se =
distribuye igual que (N;),>0. Ahora probaremos la mdepen encia. Sea
e>0yscanC € o(Nyys— Ny 1520 yBe og(Ng:s <t) sa.bemos que
existen Ce € o(Nygs, — Nt, Nt+s.. —~ N;) y'Be € a(Nsl Uy Ne)y
con sy <--<spys<; < st,, tales que .

“P[CAC] < e y P[BAB] < ¢
esto por el corolario 2 de’ [14]. Como o(Npps, — Niyo ooy News, — Nt y
o(Ngyy. .oy Ny, ) coinciden con la g-dlgebra de los mcrementos entoces
debxdo al mdcpendencla de estos 1ltimos C: es independiente de Be.
Basta mostrar que P[C, B] = 13_1)1(1) P[C,, Be] = P[C]P[B] = P[C|P[B]
! €
Probemos la primera igualdad:

IP[C, B] — P[cc, BJl =




LS PAINIEF ()],

A este 1iltimo inciso se le conoce como la propiedad de Markov.

Ejemplos de aplicaciones del proceso de Poisson

Ejemplo 1.5. & llamadas telefonicas son recibidas cada media hora, en
promedio. Encontrar:

@) La probabilidad de no recibir llamadas en una hora.

b) La probabzlzdad de reczbzr 2 llamadas en 15 mmuto"

¢) La probabzlzdad de reczbzr mas de 2 llamadas entre las 11:00 y las 11 45, ~
hrs. : ; :

Solucion. Sea (N¢)¢>o el proceso e;P01s n-de: mtensxdad et a.socnado a.
nuestro problema, donde Ny es el nimero de llamad;_;s recnbnda.s al’ txempo t
y t esta dado en minutos. Nt ~ 'P(ct) donde c= 330 "— 0;10 Entonces

5 0‘10 -60 o ) K %
IP’[NSO'= 0] = 'L‘_o)g(—,le ,(’(0.19)(?9)7)‘ |
V= eT0=10.002479.
b) .
P[Nis = 2] = M@i ~((0.10)15))

0. 2510

22"



c) Porla esta.(;i:oné.»ri(;z‘,cvlbfd de los.i

P[Nms' - Néso?iz‘]‘

Ejemplo 1.6. Se sabe que el nimero de cierto tipo de dtomnos que se de-
sinlegran en una fuente radioactiva se distribuye Poisson. Supongamos que
1000 desintegraciones de una muestra fueron registradas durante el curso de
una hora. ;Cudl es la probabilidad de que en § sequndos no haya desinte-
graczon659 S

Solucwn Si (N¢)¢>o es el proceso de P01sson de mtenmdad ct asoc1ado a
nuestro problema, donde N; es el nimero de desintegraciones al tiempo ¢;
y t estd dado en umdades de, segundo Ng ~ ’P(ct) donde € = 3550 = 187
cntonces i :

- tcnemos quc ct



= 1 2 1 “La ley fuerte de los grandes niimeros para el proceso
de Pmsson.

En esta seccxon haremos dos demostraciones de la ley fuerte de los grandes
niimeros para ‘el proceso de Poisson, en la primera se hard uso de la ley fuerte

+- de los grandes niimeros para las sumas de variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas, y en la segunda se utilizard la desigualdad de
Tchebychev. Usaremos las mismas notaciones de las secciones anteriores.
Proposicién 1.10. Sea (N)i>o un proceso de Poisson de intensidad \.
Entonces: Ll e

Demostracion 1. Por la ley fuerte'de los grandes nimeros para sumas de
variables aleatorias mdependlentes e 1dent1camente distribuidas sabemos que

‘entonces

¥, en consecuencia;

7 tomandolimites © - °

. Entonces
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Demostracion 2. Para t fija tenemos que Ny ~ P(At) entonces podemos
* decir que E[V;] = At y Var[N;] = At. De esto obtenemos que E[¥t] = Ay
Var[ﬂt'-] = % Por la desigualdad de Tchebychev tenemos que para € > 0 -

d

Se toma tL = k2 y entonces por lo anterlor

N
- €
¢

] Var 1] _ A
- 62 e’

]P’[hm sup E’k] =1

‘Entonces i
; e Ny 00

"~ lim - ='Xc.s.

k—roo’ v R4 N :

 Sea'k = [tz] entonces para t >'1

Nkz < Ng < N(k+1)2 y: kz < t < (k + 1)

N(k+1)=
k?

(k + 1)2 N(k+1)2

Por lo témtb

Aim=E =X s
toboo UL
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Capitulo

Procesos asociados al proceso
de Poisson.

En csta parte, la cual consta de dos secciones, estudiaremos en la primera
seccién algunas de las martingalas asociadas al proceso de Poisson. Dichas
martingalas son en tiempo continuo, esto debido a que el proceso estudiado
es continuo con respecto al pardmetro tiempo; dicha continuidad en tiempo
de las martingalas nos obliga a usar herramientas teéricas mayores, es decir,
haremos uso de ciertos elementos llamados filtraciones asi como de resultados
arrojados por la teoria de la medida. Como observacién cabe sefialar que el
estudio sobre filtraciones y martingalas a tiempo continuo es complementado
por los apéndices A y C respectivamente.

En la scccién final de este capitulo definiremos al proceso de Poisson com-
puesto como una suma aleatoria parcial de variables aleatorias pertenecien-
tes a una sucesion de variables aleatorias, donde el nimero de términos
cn la suma estd dado por Vi, el proceso de Poisson de pardmetro ¢. Una
vez definido el proceso de Poisson compuesto estudiaremos algunas de sus
propicdades.

2.1 Martingalas asociadas al proceso de Poisson.

Debido a sus multiples propiedades y aplicaciones, las martingalas son pro-
cesos de interés, es por eso que en esta parte nos dedicaremos a estudiar
algunas funcionales del proceso de Poisson de intesidad ¢ > 0, (V, : ¢t > 0),
 que son martingalas con respecto a la filtracién del proceso de Poisson.

Proposicién 2.1. Los siguientes procesos son mar, tingalas con respecto a
la f'llmczon del proccvo dc Poisson,
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1. (ML Nt—ctt>0)
2((Mt—ct)t>0) s

3. E(‘” = (exp( th +ct(1 ~ e-")) t> 0),q >0

Demostracidn. i 1; (M NL = ct t > 0)':Para mostrat que Mt ‘o8 mart;m-
gala utxlwarex os

262 Seas <,




qNs+es(1-e=9)

Proposici
continuas.

' H;st :

Z HSAN,,




Sea s <, féntiornqre's,,exister‘l,’j(j‘,"ﬁrﬂn{éiN talque,

entonces," H

‘En esto ltimo, la‘parté dent
“de ciertas funciones'g;




Por lo cual, :

-De ahi que




;'.".fo+11 (t)

Tomemos una nueva part
original,-las’

Sca g;:=




ya que las gvi,'i‘ S,ﬁ;ﬁson Fi; _A'rhe_‘diblgs o

perd :
E [exp(gm) |72

por.la ;indep‘ta denci
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2 2 El proceso de Poisson compuesto.

. Sea (N¢)¢>o un_proceso de Poisson de intensidad ¢’y (¥;)ien una sucesién

++de variables aleatorias independientes tales que la o-algebra generada por

'(Ng)t>0 es independiente de la generada por.(Y;)ien entonces si Sp =0,
‘ E Y; con n > 1; se define a Z;, = Sy, es decu', dadow € Q se tlene que

- VZt (w) SM(,,,) (w). A (Zt)iz0 se le llama proceso de Poisson compuesto

;»‘Es facil ver.que si.Y; = 1l con 7 € N entonces Z, = N, “En.la 51gu1ente s
_’pl‘opOSlClOII se demostrard que (Zt)¢>o es tamblen un proceso de Levy ‘

i l' vTeorema 2 1. Con la mzsma notacwn (Zt)t V bes n proceso de LevJ

Sea s < t entonces,

u—ko]

NL = qu,Ns = kl,

/N, Nu—‘kl ko u—kol




ya que (Y;)ien son variables aleatorias independientes identicamente
distribuidas y son independientes de (IV});>p se tiene que Sg, — Sk,
es independiente de Si, — Sk,; que Sk, — S, se distribuye igual que
Sko—ky, lo mismo que Sy, — Sk, se distribuye igual que Sy, -k, y ademds
como (N;);>0 tiene incrementos estacionarios e independientes, de ahi
que '

S P[Skaks €A, Ny = k2 — k1 JP[Sk, ko € B, Nawy = k1 — ko]

ko]

vk,_l tene

SL,_L,_,, yaque las, Y1 s son 1ndepend1entes ¢ identicamente distribui-

35




~-das, en consecuencia obtenem

eA)= f[ P[Ze—y,_, € Ai].

i=1

Sym)= Hu»[z,,_,,_ € Ai

i=1

z,‘) € A.,z»_ 1,. ]" a
Z~)eA,,(Z,,‘ Z,,_l)ele—l ]

por Ios dos JAltimos casos anterxolcs tenemos lo deseado,

H:’IP[‘ZLY.'7-(—S.: € A'i]‘

i =1
-Por lo 'taX‘ltO}(Zg)téovCS un:proceso de Lévy.
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Con las mismas notaciones fijemonos en la transformada de Laplai.é de Zt
Supongamos que My, (u) = Elexp{—uY;}] con i € N, es- la trdnsformada de
Laplace de las ¥;’s y donde u > 0. Entonces tcnemos que :

Mz,(v) = lE[exp{—uZa}]

: Proposxclon 2 4




Si N, =k entonces hay 'k términos en

De igual forma. -

Bz = SEZNC RN =K

st’; LAl

Entonces

]E[ZL] - lE2 [Zt] = cta +;1. ct + I (cxt)2 2(ét)2 .

Var[ZL] .
e " ct(o® +u2)

I

O

2.2.1 Ejemplos y aplicaciones del proceso de Poisson com-
puesto.

Ejemplo 2.1. Supongamos que el nimero de semillas, Ny, producidas por
cierta cluse de planta al tiempo t es un proceso de Poisson de intensidad c.
Cada semilla, independientemente de cudntus haya, tiene probabilidad p de
desarrollarse como planta. Encontrar la media y la varianza del nimero de
sernillas desarrolladas como plantas.
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Solucidn. Sca (Yi)ien una sucesién de variables aleatorias independientes
‘idénticamente distribuidas con distribucién Bernoulli pardmetro p.Y; nos
indica si la i-ésima semilla se desarrollé como planta o no, entonces por 2.2
Z, que es el niimero de semillas que se desarrollaron como plantas hasta el
tiempo ¢t tiene media y varianza iguales a pct. O

Aplicacién en neurobiologia.

En los enlaces que existen entre los misculos y las redes nerviosas ocurren
pequeiias descargas eléctricas espontdneamente. Los tiempos de llegada, por
asi decirles a los tiempos en que aparecen las descargas, son descritos por
un proceso de Poisson, esto es lo que se ha descubierto. Aqui lo que es de
nuestro interés son las magnitudes de dichas descarga. El histograma de las
amplitudes de las pequerias y espontdneas cargas eléctricas es ajustado a una
densidad normal, es decir, se puede suponer que las amplitudes mencionadas
tienen como funcién de densidad la gaussiana. Cuando un impulso nervioso,
enviado por la espina dorsal, entra en el enlace produce una mayor reaccién
cuya amplitud serd llamada Z;. Una hipdtesis sugerida fue que una reaccién
grande es compuesta por varias reacciones umtarla,s, estas correspondientes
a la actividad espontinea.

Dado que la amplitud se puede ajustar a una distribucién normal supondre-
mos que las reacciones unitarias, Y7, Ys,..., son una sucesién de variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas y que Y7 se distribuye
normal con parimetros g y o2. Una reaccién grande consiste en el niimero
aleatorio N; de reacclones unitarias al tiempo ¢. 'Si N = 0 no existe reaccién

alguna. Entonces Z; = Z Y; lo cual es una suma aleatoria de variables alea-

torias. Una observacién que vale la pena hacer aqui es que otro supuesto que
se puede hacer con respesto a la distribucién de NV, es que esta variable alea-
toria se distribuya binomial con pardmetros n y p, donde n es el nimero de
" sitios potencialmente activos y p es la probabilidad de que alguno se active.
Aunque usualmente, debido a fines practicos, se toma supuesto de que N, se
distribuye Poisson; csto ya que comunmente la n es suficientemente grande
como hacer el cémputo de las probabilidades de manera tediosa, ademds de
que cs mds sencillo manejar un parimetro a dos de ellos. Este cambio de
supuesto se basa en la aproximacién a la Poisson de la distribucién binomial
(ver seccién 1.1.3.). En consecuencia se tiene que Z; se distribuye aproxi-
madamente Poisson compuesta. A continuacién calcularemos la funcién de
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‘denSJdad dc ZL

P[Zt € (’U,’U + d’l))]

donde :

Entonces

—ct (et)eoil e f =(v—kp) s
e Z R \VZnkot P\ 2ke? "

40




Capitulo 3

Medidas aleatorias de
Poisson.

En la parte final de este trabajo motivaremos el estudio y la definicién a
las medidas aleatorias de Poisson, veremos que el proceso de Poisson es un
caso particular de ellas y definiremos al proceso de Poisson puntual como
un caso particular de ellas también. Ademds probaremos dos importantes
resultados, la férmula de Campbell y el teorema de coloracién ambos para
medidas aleatorias.

3.1 Medidas aleatorias de Poisson.

El proceso de Poisson se estudia, debido a que funciona como una medi-
da aleatoria de conteo, sobre la recta real positiva, de eventos. Es decir,
nos permite medir la ocurrencia de los eventos en el tiempo. A veces es
necesario medir dicha ocurrencia en otros espacios, como ejemplos podrian
estar la presencia de cierto cuerpo estelar en el espacio exterior, el nimero
de arboles en un bosque e incluso en la teoria de los mismos procesos es-
tocasticos para medir la ocurrencia de eventos en espacios mds abstractos y
no necesariamente euclidianos. Es por eso que es necesario extender el con-
cepto de proceso de Poisson de (RY,Bgr+, A) a cualquier (E, &, 1), espacio
de medida o-finita.

Definicién 3.1. Sea (E, £, u) un espacio de medida o-finita. Una medida
aleatoria de Poisson de medida de intensidad g es un proceso M = (M(B) :
B e &), donde M (B) toma valores en NU {0} U {+o0} y tal que:

1. Si p(B) < oo entonces M (B) es una variable aleatoria de Poisson de
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parametro p(B). Si pu(B) = oo entonces M(B) = oo c.s.

2. Sean By,...,B, € & tales que B; N Bj = () para ¢ # j. Entonces
{M(B;)}, es una coleccién de procesos independientes.

Dado que (V¢);>0 el proceso de Poisson de intesidad c tiene la propiedad de
ser creciente y cadlag induce una medida en intervalos, la cual coincide con
el mismo proceso. Es por eso que se sugiere para su generalizacién el nombre
de medida aleatoria ya que consta de ls propiedades de una medida. En el
siguiente ejemplo veremos que el concepto de medida aleatoria de Poisson
en verdad generaliza el concepto de proceso de Poisson.

Ejemplo 3.1. Sea M una medida aleatoria de Poisson de medida de inten-
~ ‘sidad p sobre (E,&E,u). Donde E = IR"“ €= BR+ y it = X la medida de
. Lebesgue 5Que es t — M[O t]" Lo

Solucwn 81 nos fijamos 'en el proceso de Poxsson (N¢)¢>o de intensidadc =1
: qu = M][0,1]).ya que N NU {0} U {+oco}, probemos
ds ropledades PRt

| Nt se dlstnbuye Poxsson con p me entonces por estaciona-
“iriedad 'si # > s, Nt_; se dlstnbuye Poxsson'con pardmetro (t — s).
_ Por lo tanto si B € Br+, B = (a;b] a,b € R+, entonces M(B) =
“Np = Ny = Ny_q y esto se distribuye Poisson con pardmetro (b—a); y
b—a = X((a,b]) = A(B) = u(B).

.-2. Por tener incrementos independientes. Sea 0 < ¢ < - -+ < ¢, los inter-
valos (t;~1] = B; € B+ son ajenos y (N¢;—¢;, )%, son independientes.

Por lo tanto M es el proceso de Poisson de intensidad 1. 0

Teorema 3.1 (Teorema de superposicién). Sean 11,442, .. .y ny... MeE-
didas o-finitas en (E,E) ypu = Zu. medida o-finita. Sean M, Ms,... ,-
My,... las’ medzdas aleatorias de Pozsson independientes con medzdas de

intensidad ;1,1,;42, L ey n, ... respectivamente. Entonces M = Z M; es la
i=1

medzda aleatorza:de Pozsson de medida de intensidad p = Z Hi.
i=1




M(B) = z M;(B) se distribuye Poxsson de parametro ‘w(B) = Z pi(B),

- para B € 8 Como las (M,),eN son medxdas aleatorias de Poxsson con me-
didas de intensidad puj, j € N, respectxvamente entonces dada (B;)ien una
suscesién disjunta de elementos de €, (M;(B;))ien son independientes pa-

~ra toda j € N.Ahora . la.s (MJ)~ sontmdependlentes entre ellas entonces

_‘I‘?zilja’,"cada. A € S, consideremos la aplicacién
C4(v) = w(4).

algebra M generada por la familia

{TA A S S}

Proposicién 3.1..-Dado un’ espacio de medida o-finita (S,S, ), eziste una
medida aleatoria de Poz'sson con medida de intensidad u.

donds N e N U {oo}yai &

Proveeremos a M,(5) delac

Demostracion. Supongamos p < 0o. Se puede construir un espacio de pro-
“babilidad (Q, F;P) en el que exista una sucesién de variables aleatorias inde-
pendlentes ' X1,X2, .tales € tome valores en los naturales con distribu-
- cién:de: Ponsson ¥ para.metro ©(S), y que las X; tomen valores en (S, S) con
dlstmbucxon ey “i.e %E)l para-B € §; esto gracias al teorema de Ionescu

fTulcea (fuente por ‘cxtar) Sea N : Q — My(s) definida como Z dx,. Para
: i=1
formacxon medible, basta probar qlue para cada
{'es ' medible. Observemos que

XA 3
Zin(A) = E]‘A o X;
i=1 =1
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la. unc1on .

= exp{- #(Al)(l-exp{;z\x})}exp{ #(Az)(l—exp{ A2}

Esto 1mphca que N (Al) y N (Az) son- mdependlentes y tienen distribucién
”.Pmsson con pardmetros. p(Al) .y uu(A2) respectivamente. De la misma for-
ma se;puede obtener por: mducc16n que para cualquier Ay, As,...,A4p € S

: dls_]untos, L

St

_".exp: {— / p(dz)(1 — exp{— Z Ail 4, (-’17)})}

.I‘malmentc, si es una’ mechcla. .o-finita, entonces S puede descomponerse
- como S USn, con los Sn dlSJuntOS yA,u(Sn) < co. Definamos pu, = uls,

E[exp{_ 25 WA




(.1a medida restringida a Sy), y consideremos N™ una medida aleatoria

“de Poisson sobre S, con medida de intensidad p,. Las medidas N, n =

1,2,... pueden clegirse de tal manera que sean independientes y entonces
“N =3 N" es una medida aleatoria de Poisson de medida de intensidad y,
~por el teorema de superposicion. O

3.1.1 Ejemplos y aplicaciones de medidas aleatorias de Pois-
son.

Ejemplo 3.2. Sea (IR2+ s Bret, A) un espacio de medida o-finite, que consiste
en el primer cuadrante del plano y donde A es la medida de Lebesgue en el
plano (drea). Sea M una medida aleatoria de Poisson en dicho espacio
con una medida de intensidad ¢\, ¢ € Rt. Dicha medida aleatoria mide
el niimero de puntos en los subconjuntos del espacio. ;Cudl es el nimero
esperado de puntos por cuadrado unitario?

Solucién. Observemos que el niimero de puntos en el cuadrado I = [0 :z:] X
[0,y] es una variable aleatoria de Poisson con pardmetro cA(I) = czy. Si
z = y = 1 entonces el mimero de puntos en el intervalo unitario es una
variable aleatoria de Poisson con parimetro ¢ y en consecuencia el niimero
esperado de puntos por cuadrado unitarioes c. . ' - (]

Aplicacién a modelos ecolégicos.

A los ecologistas les interesa la dlstnbucmn de espac

, de s plantas y de
los animales. Tres de las sﬂ;uacmnes de interés son: B

1. Los organismos se distribuyen aleatonament

2. Los organismos tienen lugares de. preferencxa. en 1 el sentido en que tien-
den a vivir en grupo o en’algunas reglones con mds frecuencxa que en
otras e i

3 ‘Los orga.msmos son dxstrxbuldo ;en-una forma regular en el sentido
‘que. las. distancias. entre ellos sus vecmos mas cercanos txende a ser
constante. o : :

Una importante razén para cstudmr csto es quc podemos estimar la. distri-
‘bucién de la poblacién total si conocemos la distribucién en alguna pequeiia
regién. La hipétesis de aleatonedad.nosnda la pauta para argumentar el uso.
de medida aleatoria de Poisson en el plano.:.Los ecologistas se refieren a di-
cha medida como el bosque de Poisson. Del supuesto del bosque. de Poisson




podemos obtener la funcién de densidad:de la distribucién de un organismo

a-su ‘vecino més ccrcano.

: r.»-Ehtdnces’ ;
de donde

‘entonces -

fr(r) = 22mre=>2,

3.1.2 Mas aplicaciones de medidas aleatorias de Poisson.

" Para las medidas aleatorias de Poisson hay muchas aplicaciones esto gracias

-va que en todos los supuestos en los que aparece la distribucién binomial se

“argumenta la aproximacién a la Poisson. Los siguientes ¢jemplos son prueba
de ello.

1.

Degradacién radioactiva. Los tiempos en los que una coleccién de
micleo dtomico emite, por ejemplo, particulas alpha puede ser bien
aproximado con unas medida aleatoria de Poisson. Supongamos que
hay N:periodos de observacién de duracién 7. Sea 7 = AT el va-
lor esperado:del niimero de emisiones por periodo observado. Bajo
los supuestos, el valor esperado, ng, del nimero Nk de periodos de
obqel vacxon que prcscntml k cmisiones es g = N £

Tlcmpos dc llegsda. ‘Los tiempos de llégada de cliciites a tiendas, ban-
cos, etc..:.-pueden ser aproximados por medidas aleatorias de Poisson.
De manera’'similar para los tiempos en que las‘llamadas por teléfono se
realizan, accidentes que ocurren en un fadbrica:o en un taller, etc.. En
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. ”Teorxa. de Cola.s el supuesto de la distribucién de Poisson es frecuen-
t;emente hccho, en parte por.su evidencia empirica y en parte porque
nos lleva a simplificaciones matemdticas. En muchas de estas situa-
ciones la intensidad varfa de tal forma que ¢ = ¢(¢). Sin embargo, en
periodos de tiempo, el supuesto de ¢ constante serd vdlido.

3. Mutaciones. En la células los cambios del material genético (heredita-
rio) son llamados mutaciones. Pueden ser espontdneos 6 inducidos por
agentes externos. Si las mutaciones ocurren en las células reproducti-
vas 6 gametos entonces la descendencia hereda los genes mutantes. En
los humanos la tasa con la que ocurren dichas mutaciones espontaneas
es de 4 por 100,000 gametos aproximadamente. En la bacteria E. coli,
una variedad mutante es resistente a la estreptomicina. En un ex-
perimento, N=150 cajas de petri no tuvieron colonias resistentes, 40
tuvieron una, 8 tuvieron dos, 3 tuvieron 3 y 1 tuvo 4. El promedlo de o
71, de mutantes por millones de células es entonces : :

= 0003 008 1 (3)(;) 00 _g 4 i

Bajo hipdtesis de Poisson, el numero esperad T, de aJas contemen- ‘
do k£ mutantes estd dado por " - :

4. Cambio de voltaje en, los enlaces musculo—nervxosos Los cambios de
voltaje vistos en una’ celula. muscular atribuidos-a:la actividad es-
pontédnea de las células nerviosas vecinas ocurren en tiempos descritos
como medidas aleatorias de Poisson tal y comio se desarrollé en la
aplicacidn del proceso de Poisson compuesto.

3.1.3  La férmula de Campbell.

Sea f: B — R* medible y
/ faM =< M, f >
E

‘Si f es simple medibles entonces

flz).= Z 0113, (w)f'

,1=1,
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. donde (B,),GN es: partxcxon de By <",'M f >— 2,_ c,M(B)
:.;medlble y acotada . v el B il g e T

sobre,

- ‘entonces’ '

_ Tenemos que,

Z c] Z lB] (Ez

cj=10d=1

Si [ es



Ahora probaremos la; férmula |

como u(E) =£ /@_(déi '-




M(B) "reprcseht(‘z el hﬁmefa’fd saltos de N

entonces M esme j
Lebesgue. .-

Demostracidn.:

\hora ‘mostraremos que
B') Sean ¢,q' € R*

h(s) = (]113(.9)

W) = (s )




Ao, ‘t])

"D, tm] o

Describe a M(B)
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Solucidén. Sea ¢ > 0 entonces

‘entonces /A([O oo)) --'oo Como M
es inedxda leatoria. ‘de Poisson’ entonces M([0,00)) = oo c.s. .por defini- -
cibn y ‘tenfamos que en [¢,00) hay un niimero finito de a.tomos, por. lo cua.l’

conchumos que en 0 se acumulan una infinidad de 4tomos. S

:3"2' 'El proceso de Poisson puntual.

. Sea (E £,n) un espacio de medida o-finita.

Deﬁmclon 3.2. Una medida aleatoria de Poisson sobre Rt x E con medlda !
de intensidad dt x n(de) se llama proceso de Poisson puntual sobre £ con me-

dida caracteristica n. Es decir, si /N es un proceso de Poisson puntual 1mphca s

que, para BebBr+ ®E, N (B) se dlstnbuye Poisson parametro" [ [ tn(de);.
B g

ysi By, Bs,...,Bn,B; € BR+ ® ¢, -son dls_]untos,
: mdepend;entes

. Sea t > 0. Denotemos por -Ny:aljele
N0t x A), A€ & Si n(A)<:
“Poisson con pardmetro n(A) pues

(Nt(A) (,,_

cs mdependlendxente de (N, (A))u>_.,, ya que lo: untos (s,t] X Ay (0,u] x
A son disjuntos si u < ¢. En el ejemplo’ del bosque Poisson, este se puede
ver como un proceso de Poisson puntual tomando (B, &, ) igual a (RT x
R*, B+ ® Br+,A) donde X es la medida de Lebesgue en Rt x Rt.
Observemos tambien que para A;,As,..., A € &, disjuntos, el proceso
(Ne(AL), (Ni(Az), ..., (Ne(Ax))ez0 es un proceso de Poisson con valores en
R¥, y pardmetro (n(A;),n(A4sz),...,n(Ag)).

3.3 Coloracion de las medidas aleatorias de Pois-
son.

Las proposiciones 1.3 y 1.4 de la seccién 1.1.3 tienen una inmediata y sor-
presiva consecuencia para las medidas aleatorias de Poisson. Sca M una
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medida aleatoria de Poisson, sobre (E, £, ) espacio de medida o-finita, de
medida de intensidad . Sea A € € entonces si M (A) = k, y consideramos el
experimento consistente en colorear los &k eventos en A de manera aleatoria
de verde o rojo, donde los colores de eventos distintos son independientes,
y las probabilidades de que sean pintadas de rojo o de verdessonpy 1 —p
respectivamente. Sean M, (A) y My(A) cl nimero de puntos rojos y pun-
~tos verdes en A respectivamente. Entonces M(A) se distribuye P(u(A))
y, dado M(A) = k, la distribucién condicional de M;(A) es B(M(A),p).
Entonces M;(A) y My(A) = M(A) — M,(A) son independientes y se distri-
buyen P(pu(A)) y P((1 —p)u(A)). Ademds si (A;)™, son disjuntos en &, la
terna de variables aleatorias (M (A;), My (A;), My(A:)), ¢ = 1,2,...,n, son
independientes y en consecuencia las variables alcatorias M, (A;) y M,(A;),
ji=12,...,n, son independientes. De esto se sigue que el nimero de even-
tos rojos y verdes son medidas aleatorias de Poisson independientes con
medidas de intensidad pu y (1 — p)u respectivamente. Por induccién sobre
k el resultados se extiende para colorear con un niimero finito de k colores,
lo cual abre paso a nuestro siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Teorema de coloracién). Sea M una medida aleatoria de
Poisson, sobre (E, E,u) espacio de medida o-finita, de medida de intensidad
. Dado M(B) =k, B € £, supongamos que dichos k eventos son coloreados
de manera aleatoria con n colores distintos, la probabilidad de que un evento
reciba el i-ésimo color es p;, 0 < p; <'1,1=1,2,...,n y los colores son
independientes uno de los otros. Sea N;(B)) el nimero de eventos de B con
el i-ésimo color. Entonces (N;(B))L., son medidas aleatorias de Poisson
independientes con medidas de intensida'd ui(B) = p;u(B).

Demostracidn. Es claro que la suma. de la.s pi es igual a uno, E pi=1, ya
=1

que un evento sélo puede ser. coloreado de un sélo color. El que un evento sea
coloreado del i-ésimo color tiene probabilidad p;. Este experimento ocurre
M(B) = k veces; y como ninguno de los k experimentos afecta al resto de
los &k — 1 expereimentos, ya que son independientes. Entonces

P[M\(B) = r1, Ma(B) = gy .. Mpr(B) = 1| M(B) = k]

r! ”
14,72 n
Tl rgiPt P2 e Pn

donde M(B) = Z 1Vf (B) )’7 ’ E

son V'mables aleatonas dc




Calculamos™

WE U BYpa)™
Talls

MBI (u(B)py ) =B ((B)
‘--T1!<' g [ ,’55,‘7'2!,
,e““B”" (u(B)p )"

Por lo tanto las M;’s se distribuyen Poisson’ parametro p;u(B) y son in-

-.dependientes entre ellas. Para ver si las M;’s cumplen la propiedad 2 de

" medidas aleatorias de Poisson utilizaremos un resultado, el cual no serd
" probado debido a que sobrepasa el nivel de este trabajo y dice:

Sean N, M dos procesos de Poisson respecto a la misma. filtracién entonces

Ny M son independientes si y s6lo si NV y M no tienen tiempos de saltos

_en comun.
‘Sean B, B’ € &, tales que BN B' = (. Y sean M2 =niimero dc puntos del

IR . B . s g
- i-ésimo color en B al tiempo ¢, y M =ntimero de puntos del i-ésimo color

en "B’ al tiempo t. Es claro que (M, ) y (MB) son procesos de Poisson,

© como BNB' =, saltan en distintos tlempos y entonces son independientes.

g .‘_Vr"l"-"‘oxjﬂlp tanto (M;(B;))jen son independientes si (B;)jen son disjuntos. Y
. en consecuencia (M;)i;en son medidas aleatorias de Poisson, independientes,
* con'medidas de intensidad p;u(B) respectivamente. a
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Epilogo

Para concluir este trabajo vale la pena observar que dentro de la teoria de

los procesos estocdsticos hay dos-procesos que son fundamentales, y ocu-

rren una y otra vez, a veces de manera sorpresiva. Uno es el movimiento

browniano 6 proceso de Wiener, el cual ha sido tema de muchos libros y pu-

blicaciones. El otro, el proceso de Poisson, del cual su estudio parece tener

menos importancia. La mayoria de los libros mencionan a este dltimo pero

de manera escueta prefiriendo profundizar mas en procesos markovxanos o’
procesos puntuales mas generales. ~

Esta observacién es de mal juicio y es concecuencia de la falta de percepcxon',\
de la verdadera importancia del proceso de Poisson. Esto es provocado en:
parte a la restriccién en una dimensién, pero la teoria se en‘nqu’ece‘m‘uchlo-
mis a la hora de hablar en un contexto mds general, como cuando hablamos
de una medida aleatoria de Poisson o de un proceso de Poxsson compuesto
6 puntual.

Un resultado obtenido de esta tesis es la revaluacién de la importancia del
proceso de Poisson, asi como la exposicién de su belleza, riqueza tedrica
y facilidad de aplicacién en una mds dimensiones. Otro resultado a consi-
derar es la compilacién de resultados que no se encuentran juntos en otra
publicacidn, asi como el darles una misma notacién.
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Apéndice A
F'iltraciones.

Definicién A.1. Sea (Q,F,P) un espacio de probabilidad. Una. ﬁltﬁcion
es una familia (F;); > 0 de sub- a-algebra.s de .F tales que .’Fs - .7-} sxempre _
y cuando s < ¢t. . .

Al sistema (2, .7-' (ft)t>o,ﬂ”) se le llama. espac1o de probabllldad ﬁltrado Sea‘ i
(Xt)t>0 un proceso estocastxco deﬁmdo en:(Q, F,B), la. ﬁlt' i dnica”
de dxcho proceso esta. dada por .7-}--— G(X_., s< t)

Definicién A. 2 Sea (Q .7-' (.7-'¢)l>o,IP’) un, espacxo de. pro
Yy sea (Xg,)t>o un proceso estocatlco deﬁmdo en: (Q F ’lP’),f




Demastmmon Solamcnte se demostrara el caso en'el que el proceso es con-

cada A € Bg. :
{(s,w) €[0,1]

medxble para obtener el
.A}'se le puede ver: como

Ol

I.. 1

el cual claramente pertenece a.B[O OR: ®

‘que-para .



Apéndice B
Tiempos de paro.

Definicién B.1. Sea (€2, F, (F;)i>0, P) un espacio de probabllxdad filtrado.
Una funcién 7 : @ — [0,00) se llama tiempo de’ paro ‘con: respecto a la
filtracién (F;)ezo si el con_]unto (T <t) pertenece Ta tO

entonces

LSTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA




' por lo tanto, -

Demostmczon Sea t > 0: ﬁJa, entonces e

; {1, sit < T(w),

105 si t_> T(w),

Xt(‘fl) =

pero estos tres conjuntos estdn en .7-}, yarque:T es tlempo de paro ‘en con-
clusxon el conjunto (X, < r) € .7-} para toda > 0 : O
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Apéndice C

Martingalas con tiempo
continuo.

Definicién C.1. Sea (X{):>o un proceso adaptado a la filtracién (Fi)es0
tal que X, es integrable para ¢ > 0. Decimos que es submartingala si para
cada 0 < s <t < o0,

y sobre martingala i




entonces

) ;@!Z(Mt.;l ~ g

U i=0

< ¢k < oo.

Esto implica que el término del extremo izquierdo de esta tGltima desigualdad
- converge a cero si el tamatio de IT tiende a cero, debido a que no tienen saltos
en comin. Finalmente por el teorema de convergencia dominada tenemos

que

k=1
By (M}, - Mt,)(ML.“ My)] — 0
i=0
" Por lo tanto el producto, MM’ es martmgala ‘ O

Proposxclon Cc.2. Sea (M¢)¢>o una .7-'; martzngala de variacion acotada'.
“ycadlag, y sea’ (Mt)t>0 una, “Fi-m artmgala de variacion acotada y cadldig;
_ambas martmgalas en L Si'My M' no tzenen saltos en comin entonces

& ‘-‘MM' es martzngala

: Demostraczon En este caso’ tenemos dos martingalas de variacién acotada,
- entonces tomamos aT, un tlemp 'de paro con respecto a la filtracién (F¢)i>0
.y nos- ﬁJamos en M que es la martingala detenida al tiempo en que M; = n,
“’la cual a.cota.mos por su’ supremo y por la proposiciéon anterior obtenemos lo
. deseado G O
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Apéndice D

La integral de
Lebesgue-Stieltjes.

Definicién D.1. Sea ¢ : R — R una funcién monétona creciente. Sea I un
intervalo real cualquiera, y sea & : I — R un funcién escalonada. Decimos
que 6 es o- suma.ble si el soporte de 8 (conjunto de puntos donde se anula),
es a—ﬁmto

Sea. A (0) = E c,A(I ) don e 5y son rekaleks cualesquiera, [; son intervalos




/J,A(w ds) en RF. 81 f ostd acotada., funcmn borelxana en R*, éntonces

zsson de mtenszdad c. Entonces

proceso. H . conjunta
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Apéndice E

Aproximacion de una funcién
medible por una simple
medible.

Probaremos que h medible puede ser aproximada por una simple r'fle'dible o
Para esto fijemonos primero que si A = 14(¢}, A boreliano. Entonces existe

—‘{{O}wU?U (a. 5 bi]}‘ 'onde:’;lb, :

he que la aproxima. Fljemonos en el algebra A

los intervalos (a;, b;] son. aJenos dos a’ dos
Entonces por. el corol: ’
Ae € A de medida finita
Sea A C'[s,1] €

tal que -

por lo tanto ! o

L N
> a;1,, entonces para

De 1gual forma sih :
Ei=l

e 0;0x1ste hg‘_ FOnverge casi dondequiera a




h’ relatlvo a /\ ]a ‘medida de Lebesgue.

g Ahora. como toda. simple se pucdc aproximar por una 81mple medlble de Ta A

B respccto a-la medida de Lebesgue

: Para probar que
‘ ' / he, dNu — / h'dNu

, casi seguramente con respecto a P, pnmem probaremos ‘que’el con_]unto :de
saltos de NV, fuera de A C [s,1], con. /\(A)' tiene probabllldad cero
Lo cual se reduce a encontrar”- i

PUT}E, C [s"’t‘j N

Donde T3 son los tiempos de los saltos “del proceso, loS ‘cuales se distribu-
yen exponencial de pardmetro c. /\(B) "0 entonces por
a—subadi{tividad tenemos que .

Por lo tanto V

~Ademis como -
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