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Prefacio 

Este trabajo surgió de la idea de hacer una monografía del proceso de Poisson 
y algunos de los proceso asociados a él, proyecto bastante ambicioso ya que 
existen bastantes resultados relacionados con él tema, los cuales no figuran 
en este trabajo. Sin embargo, los resultados básicos son abarcados en esta 
tesis la cual consta de tres partes en las que se estudian las características 
principales de los temas abordados en cada una de ellas. 
En la primera parte empezaremos por definir la distribución de Poisson, 
mencionaremos su origen y motivaremos su estudio. Esto es seguido de la de
finición del proceso de Poisson, demostraremos su existencia construyéndolo 
y exhibiremos sus propiedades básicas. 
En una segunda parte se estudiarán algunos de los procesos conocidos corno 
martingalas con tiempo continuo que esten asociados al proceso de Poisson, 
dichos procesos son de gran importancia en la teoría de la probabilidad y 
de los procesos estocásticos ya que han ayudado al desarrollo del cálculo 
estocástico además de tener aplicaciones de gran importancia. En la década 
de los cuarenta del siglo XX ito publicó una fórmula sobre el proceso de 
Wiener ó movimiento browniano conocida como integral estocástica, en la 
década siguiente Doob y Meyer notaron que dicha fórmula debía sus pro
piedades a que el proceso ele Wiener es una martingala. Fué entonces que 
el concepto de martingala tomó importancia teórica y en la década ele los 
sesenta Meyer desarrolló gran parte de la teoría de martingalas y a su vez 
de las teorías de integración estocástica y del compensador. Es por eso que 
se est"L1clian algunas martingalas en este texto. En la última sección de este 
capítulo definiremos al proceso de Poisson compuesto y estudiaremos sus 
propiedades básicas. 
El capítulo final generalizará el concepto de proceso de Poisson al de medida 
aleatoria de Poisson, definiremos. al proceso de Poisson puntual como uu 
ca.o.;o part.icula.r de las medidas aleatorias de Poisson, probaremos la fórmnla 
de Campbell y finalmente enunciaremos y demostraremos el teorema de 
coloración para. la.s medidas aleatorias de Poisson. 

¡¡¡ 
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El capítulo primero utiliza básicamente resultados ele los cursos de Porba
bilidad I y Probabilidad II. A diferencia del primero las dos últimas partes 
exigen al lector para su mejor comprehensión conocimientos más avanzados, 
los cuales son estudiados en los cursos de Procesos Estocásticos I, Procesos 
Estocásticos II y Teoría de la Medida. 
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Capítulo 1 

Distribución y proceso de 
Poisson. 

En este capítulo estudiaremos en un primer acercamiento a la distribución 
de Poisson. Expondremos su existencia como una distribución a la cua.l con
verge una sucesión de variables aleatorias binomiales con parámetros (>.,pn)· 
Su nombre se debe a su descubridor Siméon Denis Poisson, y su .. estudici,es 
de gran importancia, dado que por u'na parte nos ayuda en la práctica a te~ 
ner una buena aproximación de ciertas distribuciones binolniales/: AdeináS 
de que por la otra nos permite medir la ocurrencia de eventos encu'alé¡uier 
subconjunto de R dado, dichos eventos se deben distribuirPoissÓn en el 
subconjunto de R dacio. · . . . 

En una segunda sección definiremos al proceso de Poisson y demostraremos 
su existencia de un forma constructiva, es decir, construiremos al proceso 
en estudio mediante una sucesión de variables aleatorias con ciertas carac
terísticas. Terminaremos dicha sección con la formulación y demostración 
de la ley fuerte de los grandes ní1meros para dicho proceso. 

1.1 La distribución de Poisson. 

Definición l. l. U na variable aleatoria, X, tiene distribución Poisson, 
P(¡.i), con parámetro JL si sus posibles valores son enteros positivos y si 

IP'[X =:= n] 7í71 (¡.L) 
e-JI 

µ."-,-¡ 
n. 

n EN U.{O},¡.L>O:·· 
~ l; '> ' .. '' : • ·' ', • 

1 



. : ' . ) . 

Si mm variable aleatoria tiene fo;1dión de distribué:iól1 P~isson diremos que 
es una variable aleatoria cié f>oisson:0 : • •• • -

Proposición 1.L Sea 'X uná variáble aleatoria con 'distribÚción P(µ), 
entonces la esperanza de·x és µ'.. 

Demostración. 

Como 7rn(µ) 

entonces 

por lo tanto, IE[X) == µ; 

00 

. 00 ·,. : .> 
En7r~(µ) 
n=O 

00 

µ L7rn(µ) = µ 
n=O 

.'e 

' .. ; 

D 

A veces es necesario extender la definición de P(µ) para incluir los casos 
froútera µ = O y µ = oo. Entonces P(O) hará referencia a la distribución 
concentrada en O, i.e. IP'[X = O) = 1 y P(oo) a la distribución concentrada 
en +oo, i.e. IP'[X = oo) =l. 

1.1.1,, Función generadora de probabilidades. 

Si z es ~ualquier real, la variable aleatoria zX es de esperanza finita y g(z) = 
JE [ zX] ¿¡¡ la función generadora ele probabilidades asociada a X. Su papel 
es h~1pÓrtante ya. que nos ayuda a calcular los momentos, al igual que la 
funcióri. generadora de momentos o transformada de Laplace las cu~r.les se 

2 



verán más adelante. Calculamos JE [ zX] para el caso .en que X se distribuye 
Poisson con parámetro:µ · 

esto para z E R y O.::;;µ::;; oo. 

Los momentos de X pueden ser obtenidos al derivar g con respecto a z ,y 
cval uarla en· l. 

·oo 

g'(z) E nzn~11ín(µ) 
n=l · · 
00 

:.g'(l) En7rn(µ) 
n=l· .. 

IE(X] 
00 

g"(z), L n(n ;- l)zn-27r~(µ) 
n=2·.:¡;,:.·•T:.;,' ' .,, .. , · · 

3 



Por otro· lado tenemos 'que 

g'(z) 

~·· g'(l)' 

00 

2: nzn-l7rn(µ) 
n=l 

µe-:-;(1-z) 

µ 
·••oo .. ·• 

g"(z) = L'.:n(n -l)zn-27rn(µ) 
n=2 
· 2··,..¡:,.c1-z) 
µe .. · 

=> g"(l) = )~:/ ·• ... '• . . . ·. .· . . 

g"'(z) ... ' :E n(.n.'....: 1) (n ....: 2)zn-37rn(µ) 

:~.·'.·'JJ~Fµc~•-:-z>·· 
.i.z ;!((~),\,•1.s:;,~N:;,:····· 

de lo cual deducimos 

lo que implica que_ 

y además ';:::{~·, '~.·t;T: ·~. y , 

µ 3 + 3IE[X?f- 21E[X] = µ 3 + 3µ2 + 3µ - 2µ 
µ3 +3µ2+µ. . 

1.1.2 Sumas de vari~bl~s ~leatorias de Poisson. 

La propiedad más importan.té d~ la distribución Poisson es su aditividad. . . "" ~ '-,, ·: ; •. ·. . .. 
Proposición 1.2. Sear1: ·~X:;'Y )/" variables 'aleatorias independientes, con 
distribuciones 'P(..\) y P(jL) rtúip~étivámente; entonces X+ Y es una variable 
aleatoria ele Poisson con.1!~1:~17!-etro (,\ T ¡t).· 
Demostmción. ~a~~ r,s~'.~ l.J {o} se tien,e ~u~: .•.... 

4 
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Podemos encontrar la distribución de la variable aleatClria,X.+;Y sumando 
(1.2) sobré todoslos v~.ibres posibles de r y s co;1 r\ s·;,;;,;)í fi}~: ~ · 

. ; - .:.-:.; J·~ ·;;~ - , . 

ll"[X +Y =;n] 

< "·_,;~,,) ·. .. 
= e, . 1 .. (..\ + µ)n 
. , n. 

en consecuencia X+ Y,..., P(..\ + µ). 

o 
Esto puede extenderse por inducción a la suma de cualquier m'.imero finito de 
variables aleatorias independientes. Sin embargo necesitaremos un resultado 
mucho más fuerte, el cual abarca sumas infinitas y nos da condiciones de 
convergencia. 

Teorema 1.1 ( Teorema de la aditividad numerable). Sean (Xj)jeN 

variables aleatorias independientes y supongamos que Xj tiene distribución 
00 00 

P(µj) .para cada j E N. Si a = ¿; µi converge, entonces S = ¿;Xi 
. j=l ~l 

convergé casi seguramente (c.s.) ó con probabilidad 1, y S tiene distribución 
P(a)'.".Si por'otra parte u diverge entonces S diverge c.s . 

., ..... '.;:'.~'~:~1~~--:.:~:_,~:-:}·~-~~f:., ?;f.--->-:-:':;-::.~--~ .: "'. ·: ·. '· ,:- ·: 00 

Dj7f st~~Jtfo·: TI!,Í·1f1~r:~.~~r12/::~~~{~xJ·~~ J7'~).~1\ = .Ct=1 Xj) n=l es no de-
crecierité,.por; ló' c¡ué:(:liri1\'S;,'existe (á.unqüc puede ser +oo), sea este S. Por 

. ·. ;.~1"'1'":%1\~[~~1/}~1~~'~{~l~i~'.~~1~~~~;1~~j~;>,~ººdº ~" ~f~. "" 
Eiitonces;>p~ra ~unlcí11i9r r;"IP(S,i~'.5: r] ;;;, ;¿} 7i-¡,;(d;;); C.oriio B_n :5 Sn+t es 

. . ' .... '".·::.: .. .,.c. . .. " ' "· . . .. ""'º.:".: ·:-- " .. . . . . 
_,,._ ·:. 

5 :; .''., . 

" .: :. \ {~_:, :_ ;._. 

----------------------·-"'-· ~,_"_. ·----'=·~.-~=~ .... ---.:.._~~-·--· 



' ' 

claro que los eventos En ~· { s,; ::::; r} ciéi:reéen cónform~ n crece para r fija; · 
y por lo misrit~ n E,;·:,,. Jf;,; {s ~ ~} .. ·E~t~cinc~s; . '··, ' , .... 

· ·n=l , 

'.ü~ IP'[Sn ::::; ~] 
n-+oo , . . 

.... T·,· 

= ;: lim~L:rrk(crn) 
. n-;-+.oo k=O 

Si CTn converge.a cr (cr <~), por l~ c~ntinuidad de 7rk podemos decir Jo 
siguiente ;; · , ··:.'·: ' , ':· .. ' · . · 

.;'rrk(crn)/::~·~J''~.~7 +~~7u~; =''rrk(cr) 

cuando n tiende al infiriito, de lo c:Uáf.tell~mos que 

. .··· . Xrrs,~lr)'~~~.1~i· .. " '. 
De alÍí qüe 

: ~_-¿:~ >: ¿'.:~.~~>: {¿~: ... _:· )::.~: (, ~: - 1 • 

... 
/. . . .\-: : . . :,,~ . . :: <": ; '. ···; .. 

IP[S = r] :::: rrr(;,.). Eri consec~erida s' es füiita y tiene distribución P(cr). 
·"·_. __ ,f-/':;·'._';\<~-"'~::>/: -·,::,r ::·>-'·•. ,,.,,., .. :_::.·'~ :·~·i ...-n-.. ·~:f~.:,·- .. c· • 

y por lo tanto,' '" · ·· '·'·.: ' 
. " oo·, . ._ .1 •• 

IP'[S< oo] =LIP'[S =r],= L 
r=l 

-·. - ···. ~·f·,;~,~j;ÚÓ·:+:.~-~-~-;\·::+.:~--~~'.7~~--'._\:;; ..... _;, -.--~_;_ 
Pero SÍCTn diverge, cuanclq n, ,tiend.~ 11.001 i-; .• '.;i ' '• ,. ' ' ' 

' ." " ' ·' : · ;' .!!1"-:' · ""·"'·"\''.!·,-_ t ·_,;-.l-.. _ ':.'·c.-•·:::•ó'.•, ",.,-,-- • ·~· · .. • 

Entonces, 
:i:· ' .. , 

. ' ;:::2··"t;.~:~t{~b:~)~,~\~;·:~:~}~~:~i:i~.i -~.i.~: i'! .\: 

IP'[S ~ r]::,; O, pai:¿t toda r E ~L 

IP(S $ r] = O. 
~' t. ' 

En cónscc11encia, 
, ·.'.;:·.:_'1x~''.'r< .. : :-: ~i\~.~\·1: ~~:·:{f: ~{:r,,;J.·1 .. :.::.~--:. ·.·~ ·< .. 

. ~''_- ¡ : ; 

: ... :·~~ ... ~-.~'.~_:':'/,:~~; .. :oc;:.;-;.~·~::.··.', ·-~-.-. . .';,'' 
IP'[S <:'Cx)f;.:.;'·L P[S,,;,; r] ~o .. 

·,,·r';"O; ._ .. 

D 

6 
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Ejemplos de aplicaciones de la distribución de Poisson. 

CorÍlo y~ ;¡rh?sé;la proposición 1.1 lE(X] = ..\si X es tina variable aleatoria 
de Poiss6n ·con· parámetro .>.. Esto nos señala que ..\ es el promedio de los 
valores de x; En el siguiente ejemplo veremos como es que está observación 
es útil ~n _la. práctica. 

ifjeitipl~<Ll. Supongamos que el número de perros dé la calle que son 
capturados por una perrera al día es en promedio 3.2 y se distribuye Poisson. 
¿, CU.dl ~s la pmbabilidad de que en dos días se capturen menos de 5 perros? 

SolUCión. Sea ,\ es el promedio por día entonces el promedio en dos días es 
·de 2,\ ya que el número de perros capturados en dos días es la suma de perros 
éapt't1rados en un día más el número de perros capturados en otro. De lo 
cual podemos observar, gracias a la aditividad de las variables aleatorias de 
Poisson, que si X es el número de perros capturados en dos días X es una 
variable aleatoria de Poisson con parámetro 2,\ y en consecuencia: 

IP'(X <5] 
4 . 

" (6.4)' -(6.4) 
L.; ·1 e 

· i=O i. 

0.2351. 

D 

Ejemplo _ i.2; Sup~ngarn'os ,quéel nitrnero· de;~.Jestras encontrlfdas ,_a lO 
largo de un •'sendero __ enim bosque·'se1dÚtribiÍyé·Poisson:·P~rc~Ú·s ·'m·~t;os 

::/~:·::':~,:;:4:.~;~.~~~~t~#;!~~~~i·f z~;~12,1~2a~f J')f "'~d·· 
S olttCión:' De; igual :rornúi.jqué'{e}iejempfo , anteriorffsi;1Xf::es'f el úiúmei:o. 'de 
muestras· en·. s ·_.metros~ eritcni~ris ¿'x;¡1~eYdist·;ibtiyi:l;·'i~ois~oii:'C:ün'rpará~~tro' 
0.03s. ·Entonces: r~}.•/ .;~(;~r;J,('fr1i~.¡~·;~;~.;;~;bf]/·iJ1P'N: '.-:'· ;:(• 

IP'[X100 = ~]· ._, ((0:03~~100)) ~~(ó'.oa.100) 

e-3 = 0.04979. 

D 

1.1.3 La distribución ele Poisson y su relación con las distri
buciones binomial y multinomial. 

La distribución de Poisson es 1111 caso límite de la distribución binomial, tal 
descubrimiento fué realizado por S.D. Poisson en 1837. A dicho resultado 

7 
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se le conoce como el teorema de Poisson; y no es más que la convergencia 
débil o en distribución de una sucesión de. variables aleatorias Binomiales 
de parámetros (n,pn) cuando n tiende a oo. Como e~ ~n caso discreto esta 
coiivergencia débil es fácil de calcular. , , .. " ' 

Teorema 1.2 (Teorema de Poisson). Súpongamos' que; para cada n E N, 
Xn .es .una variable aleatoria, con distribución·binqmial de parámetros,_n y 

Pn E. (o: 1),. •'.ª'' • 7•X ~. •Pn •oo oomtante,• '"'º."~'.paro.· oua/qut~ .. k E 

;•,Y' 1/-· .. "_'.-t«:,~· ".", :,-, 

.·•J."~.·, -·~;~~,¡:c: 
- :.o:· ~ -:;:·. 
::·· 

1i(ri Si)·.·:; (n :.::·r+ ir>.k ·(· · A).n:..li 

· ..... ' 

· ... ·',.,.,V '········ k,! .•·.··· '}) ~'..;< :nk··· .. 
1

-: ñ ·-····.. ' 
•. >.. k (i __: . .!.)• ····(·· :L ¿·x)· :·'.'.:(1,c:. k ~ 1) ·(1 :_ ~)-k (i _ ~)n 

k! .· .. y.n .:. :.•.'.n · · ·_ ··n .· •. n. , n 

o 

Si una variable. aleatoria con clistribuéión B(n,p) tien¿ unan. relativamente 
grande. y p relati.vamentc. pequeiia· entonces, s_e. p11ede, aproximar, por ,una 
variable aleatoria Pois~on de pará1~1~tro ~P:Esto-es fácÜ d~v~~ .y~,quc como 
p =~sin es grande pes péqueña. '.A ésta'i1pro,¿Ím~ció~~~ i~,c~noce como 
la aproximación de' la bino'mial 'por la Poisson' y' es d¿; g¡:an";Utiliiláél para: 
cuando en los estudios estadísticos se tienell' muestras mÚy gi:ii:ncÍes>"' , . · 

8 
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Ahora veremos una relación entre la distribüdón · Iliultirio~ial y la Poisson, 
lo cual uos dará, como conse¿Íie1~~i~'/btra ·r~ia~iónéd¡;tr~.ia·ufü~a· y''i~· d.is-

t.ribuión binomial. . .·· ;t . •{.;. , í' ' ,. , .• , j ,'.,.?~{:,,, ;~~;· ;'.' .~\;;· :' . 
Proposición 1.3. Sean X 1 ,X2;,:. ,X.¡.¡·i11ariables áleatori(J.s independientes·· 
donde Xj,j E {l,2, ... ,n},·~e'disÚilmye P~isson.~;n.pardmetro µi y S 

71 ' .o • : .- ~· • ',.._:; ~ r '. , r; }, i • , ~ 
¿ Xj. Entonces: · ,···< · .. ~.( ~ . ·· · .•. • .. '. ·. : 
j=l ~,'. ;:.' .. : ... ,>';'.-'.>' ·,: .. ' ., . /;'-~: ;:?:..1·,.1,, ~· _;(,~:->: ,.•, 

•. ~·1;{t;ín~~~F~f ;f ~~lj~t 1~t~.~•····• 
· · r1 !r2! ·: ":·.· r;¡!~,( O')·:;;;:J ·o:};c••o;• '.• (.O',J ·.··· .. 

--:: -~-· ::~·>-::?,._·;- ·.-::f:. __ .,~;:~;-\ < .. /:,.';.:.~-~- ';,/~~·'.' •,,, •, -

d~nde O' = 1=1d,,~·;J·~¿~;Íi11H,~~'~úi.ih,f~;~,"~J,¿.J;i~~L};~¿;.:,;< .. ··· ! .... 

Demostración.' 'Como' él•~válor:'de"'B. es 'invii.i:iáíite "arite 'las .,permutaciones de 
l~s valores de "1~ ';i':.tci~~~~5·:~tl~;J'.'~~,'n;:i~'.)\l~t:':·;::;· 'i: .\) .. . . . . 
, . ... , ;IP'(X1,=;;=,,r.i. ,X:2 ';::: .. .,r2,<'.~.-,;Xn;::=:=:rnlB·= s] 

nn''..µjéµi_ r~:~~~<r':{~-.t.;·: ·, 
= . ,.,."r·! "'\~ ·~S! :'; )'~.",, 

' ,-'Y ,' o-'.1=1~~:.:,"• ~,\ ,,~I:,%•, L l1":,~ ... _;.¿;: ',_,,,_.'l._,..:,/ ; • ; " 

···· ~~;~i;~",~'~':~:;~~\(.~há~;K;s·~:/:/(.~ )Tn 
,,,, ""' ''.':,\i? <ú' ¡; .. o 

f;,';, '.'. 1~ n 1'.'tdbució;,T~~~f ~~~~·'.~K~i':: . , Pnl, donde P; ~ 'j, j E 

Si n = 2, el resultado se,,rc'?~ce~a,:10 ~iguiente: si X y Y son dos variables 
aleatorias de Poisson con p~áriiet'r~s:·µ.:·y"'.~ respectivamente entonces, la 
distribución conclici,c)n~I'.4~:0:'}~~~o'}~:f:'.Y ~ n, es B(n;p) donde p = µtx. 
Lo anterior nos. deja 'élá.í-o;tjue)ps;:~dist:rib,úciones binomial y multinomial 
pueden ser obtenidas:·C"oi:l'é:ÍiC:íóriifriéléi;'a,decml.daniente ciertas distribuciones 

Poisson. . .·.· B~; )[ ?f J~4t~l~.:-tW;'~'.·. , .. (· '· : . i' 
Proposición 1.4:·,;Béá:N.i.uria'variable aleatoria de Poisson con parámetro 

. ''.·.· .. '}'_1_;;np·t'r"t.~·:Yt'i-":';.-¡-i,Yt·J.'.\'V·~·~;- '-,·· ,· '·,.- .·' - " . . . 
p., ¡¡ sea M .unci.va,riable'.'áléátoriá:7talquei pa'ra O ~ t ~ s, t, s E N, 

dó;i~í; ~·e: ch,'íj}I~Jil~if~~~;¡¡~~,h~füi!;~:~;~0~M .d,· PoW•on 
independiente.~ cowp_ammetros: µp .y p.( l ',-, p) rnspectivamente. 

· · .1.· ~ :<.~ ,. !: -i.1p1.;···',X-~·i;:3.::·~\/{1;~'.c,".. :·:,:~:.~_'-_'·:·•>'::'·> .-·~:, ·-:.-.;:,; -, : .. : '.;. ·-;: · · ~·./. · · · · · · 
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Demostración. Se(m,~ EN u {O}, entonces: 

IP'[M = m,N- M.= k] 

Por lo tanto, M se distribuye Poisson parámetro µp y N-M se distribuye 
Poisson parámetro µ(1 - p), y son mutuamente independientes. O 

Ejemplos de aplicaciones de la aproximación de la binomial por la 
Poisson. 

Ejemplo 1.3. Uno de cada 50 libros de ficción publicados en E. U. se con
vierten en best-seller. Supongamos que una compañia publica 100 libros. 
Sea X el número de best-sellers entre los 100, encontrar el valor exacto de 
IP'[X = 3] y IP'[X:::; 4]. 

Solución. 

X~····~·(·~= HJb;p ==: i) 
. i' :' . ·.: :•:, ' · .. so. 

Entonces: 

P[x. ,=. 31 · • ~·.:,:(.L~~~;;y· co,.'o~>foi.,9~)J,i .. 

· .. P[x,;,~1,:~41;~,jºi~'~.b~IJS:.s.j~ooci 
Los c<Ílculos anteriárés. son álgoilá.rgos :y. hirdados, esa es una razón para 

0 _, .· ":\ -:, ~,-. >c1 , ... ,.~·f' •1-, '.-i·.:;o.·\ ~{· 0$,' - ~'.·~· · .,;~r;.-.;f~-'.;M·;r:~'.f;.: i'f:-~:: .. .,-·";' · ,',·': ,:, ' ·,; ·. -- ' 
meJor aprox~m11;i:los con:)a:.Po1~son.,:En.este caso podemos usar el teorema 
de Poiss0;1, y'a clúé"ii;;1'!o·o<e~. g~f{ri<lci y~p'::;, 0.02 es relativa.mente pequeña, 
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de lo cual o.btcinemos que >. = np = 2. 

23 

IP'[X '= 3] • ~ • 
31 

e-2 = 0.1804 
JP>[x·'~ ~]:· ~. '":~~;e~2 ~ e-~'(1+2:+f +tt ~:) ·· 

0.94?3' ':~: .. :-:~~~~·:,\).\ ,,f~ 
. {"', 

~~~:.p~,~:,,~:;:.~~~¡f 1!~f~~r~IJ!t~;~;!ºr~rl~~~;\·:·"'' p~ 
Ejemplo .. 1;·4.•!:'La•pr~babilidád,' de~qiié;odürrá:'unincendiO; d~méstico. en el 
transcurso d;l ,:~ñ:i}~es :~e·~·~ijj,~7;i:;§¿uJ::i·; §.~ ~ff ~'J,~kz~:4?ir 5,pp:,~€sa~;¡, c~ál. es 

·ta probabilidad de.qiie '. octi:r:raitmás. dé 4; incendios'' en :et '.siguiérite'· año'? 
· ... _·,: .: : : . ~,-, -.~;y:,-~:{it r:·: /.~;·c:t·-_::\~X:y-::~}::;5, ;_:;i-~r-~:~-~~~:~~-~-:_,.;,~-~-.:. ·. '.·'-~;\>-,-s~S:. ·,:¿,;;·:-: .. '::~~·(··:·:~\\·':· .·7 ::~:','; ·,>-~·;--.: .:·- ~-i :.. , 

Solución:· Sea·x. el _número de iricendiós que. ocurren érÍ u'n pueblo de 500 
ca8as;e,~tcirices:\i ;~· ): .. '.''' '• ... :.- ' " . 

. ';'.\ ':''. ,;;:,. ' ·1;;N,i~(~~~r1~0)'.'. 
:De ahíqi1é, 

·JP>[X>4] 

D 

1.2 El Proceso de Poisson. 

Definición 1.2 (Proceso de Poisson.). Sea (Ntlt>o nnaicolec~ióri de 
variables aleatorias indicarlas ¡io1· m:+, se dice que (Nt)~;::o e.s· uri proceso .. de 
Poisson de intensidad e si: 
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1. No= O. 
.·, 

2. (Nt)t"¿:O tiene trayectorias cci.dlci.g,. es decir; (Ni)t"2;0 es cont.inuo por la 
derecha y tiene límités por la izquierda {cci.dlci.g proviene del francés y 
es una abreviatura del término "continu.ci. droite, limites ci. gauche"). 

3. (Nt)i"¿:o tiene incrementos independientes~ es decir, si O = to < t1 < 
· · · < tk, entonces 

k 

IP'[Nt,':.... Nt¡~¡ = n;, 1 ::; i::; k] = rr IP'(Nt¡ - Nt¡-1 = n~]. 
i=l 

4. ParaO::;s<_t~ 

IP[Nt --:-. Ns= n] = e-c(t-s) (c(t :! s))n, n =O, 1, ... 

La· propiedad. 4 nos ·da la . estacionariedad de los incrementos y también 
implicaque 

. . JE( Nt] =: et 
:· . ,: _'- ·,: 1 ~--·~: .-' '· .>. ' ... : __ ~- _:_~;: .. -··. '. ... ~·-. ;··-r:~.::,. ';·_: . ' ;_·. 

lo cual; a su vez,.nos dl:Jj!l. vú p'9r,qtíé é es la intensidad del proceso. 
Los procesos que éomo este tienen fücrémentos independientes y estaciona~ 
rios y tray~Ctoria.S cad!ag se llaman procesos dé Lévy. 

En esta sección daremos una construdción,direct~ ,del proceso de Poisson; 
mostraremos de esta manera que existe improcesocón las' propi~d~des,de 
la definición anterior. · · · . . . ' <; : . . ·. 

,-::.\ 

' ~ ·, • .... ·:_.> . .: <. ·. . :-: ._ . 
- ' ' ·:·~~·~ .. 1:.:\" ,-\:'. ·~:·;i\:·.:'_-_;'.;:.<·-.·~: .. ~:-:_· .. ·:·_,_ 

Sea (e;)F:0 una sucesión de variables aleatorias illdepcndieíit~sé idéntica
mente distribuidas con distribución exponenCial de parámetro e :>~O,)o cuaL 
sabemos que existe gracias al teorema de Kolmogoro\; (ve~ ;¡121) .. Se ¡)~'ede . 

. .· ··. ·'º'·'CX) -!:·.:<-_'. <»'' .·.i;:._:·-; . , 
probar gracias a la ley fuerte de los grandes númeroi;;.,qÚé,.IJ:ff.:F't'.bo/iSé, 

-. u . . : ... " _, : ·~ "- .. "·~ . :t ~:~=.I '?:.·:·::;· .. :·;~.7-,;~·.-:~~:.:/·;~r.: : 
define T,, = ¿::e;, n = 1, 2, ... y es sabido que bajo esta8.condiciones,ql1e,·: 

. . .. ", i=O . . .. . . . ·. . : .· . . . . ... ' .• .' . .. 

para tocia i EN, O::; T1 < T2 < · .. < T; < T;+i;' ya qúe ei ;:::•O?Tn''.cs'í.iria:' 
variable' aleatoria ya que es una suma de variables aleatoria$ 'y ·Tn .:... Tn'.:::{se' ·. 
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distribuye igual que T1 • A los procesos cC>n dichas_~rdp,ieclade~.se les' conoce 
como proc:os de renovación. · i ' "' ' ,, .. j:{;'::tc·H:, ;''.} ''' C ., ··· 
Sea N 1 = .¿ 1¡0 ,1¡(T;), a Nt se le con9ce.com6 el:P~pc,~~~·~.e;c~pte6 asociado 

t= 1 .· . ' .. '··.:--.<. .. · ._:-; ," .-.,, < ·_-·: > . _:· ... ,,/ _:\~-':~,,-_ .. ,:' ~ ·:-:-.' '.- ,:-·"<·· ; ... : -' -

a (Tn);:"'=i · Es obvio que si s .~feí1~pnc(:)~ JYs ::;!Ni> · · · 

Proposición 1.5. Sea. (Tn)'i'=·S~el;;ob~i~Ld~ ~~nd;~ción ~nte~ ~endonado 
y (Ntbo su proceso de contéq'a~odado.1!!Ent~~b~s/ ··. . ... . · 

~: :Z: ~:f;,Y~i~ef~Í~lfh ·· · 
nL;~1.:tC~!~~~¡~f l~1í'~~"1~§·bii.,, 

_,_,,.-.- :~ ~rf:.:::.~~·; .. ··:t 
1. e,;'-:: '-'~ •.' • ,, • ... "~ . 

·. = <;{f i~l~~~~!:f ;~;,,¡r.ít'.) ~ {Tn .~. t), . 

ya que B 1¡~, 1¡(!;),'.~i~!esX~qüivalérite.a decir que hay.al menos n Tf s 

tales qt;ci'?r;¿~t,¡f~~"~~i~f:(:~··:'á·::p;r?t';·· > < ,· •·. 
Además,: ' ' :.; >. '?.<f• ·' · 

: , _- .:_,,,:.<~::~2<> v:- . ~}-!;J~~j;i~~~~'L¡~~->'-.t~~::.·c.¡~?-'.''.:~,- .. ~ '; < -¡ r·;~:- ... ·-·.·· ... ' .. :., .. '. .- .... ; 
'"{N ,<;n}'='=''{N'~>'n}".~~{T. ·'< t}~·,,;,;·{T. > t}. 
, · .. ·'.t. /· . .:,..,,.·r .. ~.·~'--.,_.-,;;~.:;.z::-.>i:-~.-,~· .. :··::~:.,,, .. ,:I~::7.,~.,, ... ::·:i,,.·: .. _ .. -!1'_· .•.. ',: 

_·,~:':.,-"· ,,_ .. 
2

. º' ·;;:~tJtf Jtf il~~~fií~~t~~;~:}~l} ..... 
3. Para probar.,esta'.afirmación' eonsideraiemos dos ... ca5os::'.:,; . .. 

:\ -.. _ --~·:: :.: -· ~· ~::\\:-:-'.r,~~?~~~1?: \\:·~~~-·~:·~~~,'.:~7<?'X:~:~·; .. _5? (·:.~~ ~:r;rr·-~;:;::.··.::~·:: .. :r;-~-· ;·:-~~: '°' · ·; ~ :~ -. . . . 
a) Nt < +oo.Seak <::>t;c:o;t~l que>JY1'~ k;::,Entonces Tk ·~ t < Tk+l 

y. como (T~)~~ és,''pFOc:ese> <le;•ren(¡vaciÓn eritcinces para m.:::; 
k~ r,;, .. ~ .ti'~:1erc:1~~1~~y; 11¡~.1jc~;f~'-·~~,;;'\~ª(f ?J(:k~s:J.:~s ~~~¡:· 
¿ l¡o,1¡(T,,) ~:kc}e ~l1í fl~.e·N,t => ¿ :l¡o,Í¡(Tn) = ¿ l¡o,t¡(Tn) = 

n=l · : :· ·. · .;. ·· · ... •'.:.·, :: ·· ·, · n=l · · n=l · · 
max{7i E NIT.1 ~ t}. · 
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b) Nt '==+óo. Entoricespara7i EN, T.;~ t, de dónde l¡o,tj(Tn) = 1, 
· para n E N. · · · · · ·• ' ,_, · · · 

De aliÍ que 
., .. : 

00 

Nt L l¡o,tJ(T,¡) · 
,.n=I 

00 

¿1 = +cxi 
n=L 

'¡. 

y {nlTn :::; t}no tiene máximó pues para n ,E N, Tn ~ t, en 
consecuencia tenemós que'N/= +óo·',;; max{nlTn ~ t},'y por lo 
tantoNt = max{nENIT~~'.5 t}:'. .. 

D 

De 1 y 2 podemos concluir que N 1 es una variable aleatoria, y que, (Nt)i>o 
es un proceso estocástico con índices en JR.+. -

·Algo muy de nuestro interés, como siempre ocurre en la teoría de la pro
babilidad, es saber como se distribuyen nuestras variables aleatorias. En 
este momento sabemos que t;;, i E N, tiene distribución exponencial de 
parámetro c, esto lo usaremos para probar que T 11 tiene distribución r{n, c). 
Pero antes se harán cá!culos de las transformadas de Laplace que vamos a 
usar en los próximos resultados. Las siguientes transformadas de Laplace 
no son más que las funciones generadoras de momentos de t;; y Tn. 

Proposición 1.6. Si X se distribuye gammc1 con ¡mr<í.mctros (n, e) enton

ces: JE[cxp(-qX)] = (q¡c)" 
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Demostración. , ' 

lE[cxp(-'-qX)) 

o 

Proposición l. 7; Sea q ;::: O, entonces: , 

a) IE[exp(-qe;)] = ~;e : 

b} IE[exp(-qTkh'=·,(+)~, 
:"'. ·' : q e " 

Demostración. a) 
' .:.':, ,:.,··-.. · 

·ni[ex~(:::_'~e;)) 
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b) Para probar esto, se utiliza el método de la función generadora '~le 
momentos. Es fácil mostrar que si (~;)~1 son variables aleatorias 
independientes e idénticamente distribuidas entonces:· 

M¿~=i {; (t) = (M{;(t))n 

y por lo. tanto utilizando el inciso anterior- se obtiene el resultado. 
o 

Proposición 1.8. · Se'a Tn como se definió áhteriormente, entorice8 T~ 'tiene 
distribucióriT(n; e): ,:, .:, ; .· .>. ·· . '.;.:: ' · ~.(·'· · ··. . 

Demostración. Por la proposi~ión 1.6 y p~rlá:pr~~o~l~i¿~ '{':~-~) esto~es 
obvio. · ,. ; .· · . ·.: '· ' : , · O 

Consideremos una sucesión de evento.s', d~dc}· ·~Ú~ il· ?:~'.6,::~'. ~· ~,~ Tn. puede 
ser visto como el tiempo eri que ocurre e1''I1:ésiID:o'ev~iitó y"Nt ~como el 
número de eventos que ocurren en el intervalo'[o,tj(El'niime~o de eventos 
en el intervalo (s,t] es el incremento Nt:.:... ív;J.A,'co~tin~aciÓJ1 mostraremos 
que (Nt)t>o es un proceso de Poisson deintensÍ.dad c,>pero antes obtendremos 
la distribiición de N 1 la cual nos será dé gr~~'utllidad: · 

Proposición 1.9.Sea (Tri);,eN•el ~~'d~:eso de
1 

~erio'va¿ióri anteriormente men
cionado y (Nt) su proceso de corité/a'sociádo. Enidnces: 

1. Nt se distribuye'.J"o~~son cÓ~ p'ardrnetro;cf_:·;::;. 

2. E[exp(->.N1)]··;,.~~i{~~t~~~~({\)-'1)),.~·~.J·:·· 
Demostración. A~bo;\n~l~~~-~~ atlllristfaráh: clÍr~~tamdrite y como se cono
ce la distribución dé T~¡•cÍ¿llíost'r~relfj:idrilé~ü'·s~~Íí.de gran facilidad. 

l. • •.....•..• :•·.·•~·'}•·;¿::;.;.,:b.{,\.~i¿~rJr~~¡~.\1J;_:~}J'..··:•·····é 
IP[Nt = k]. = ')F[Tk :5;.t ~~·Tk'.f.1] ;~ ¡p[Tk':~ t.< n + ek+d 

·. . ... ~ i~;'.IIllllllJ~1~€~;;:;zd, 
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2. 

Sea y = x + s ( => dy = dx), , 
' ' 1--,-'.>" ·' ' 

JE(exp(-,\Nt)) f f (Ak.:e-C~t) .(~~~ .• ·~.f:· •. {c~:~~A) k e-(ct) 
k=O ·. · . . : · ·• k=O · 

_ e-(ct) e ( cte--') ::: e<~te~.,; :-;:cíJ, • 

exp (et (e-~~ 1) }~,~~P(f,l~~xp~~)- 1)). 
,,,.. ,._, .. -.. ,· ..... · ·-- . . 

En c;onsccuencia tenemos: qué' éxist1{~ •; O'tai qu~ Tk :=:; t +e: < Tk+I 
de ahí que si ,\ E (O, e:); n :5 t ..¡J f.. '<''Tk+1 · iniplica que Nt+A ,;.,,, k y 
esto a su vez implica que 'lhn "Nt+K ddk =Ni; por lo tanto (Ni)í>o es 

· . .'A-tO+ .... :·· ••. '. ._. . -
continuo por la derecha en este caso. 

: • '· , ' . 1' .1 • 
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b) N 1 = +=. Entonces como (Nt)t?.~ es n~ decreciente, para,\ 2': O, 
Nt+>.. = += de donde lim Ni+>.. =: +oo = Nt por lo tanto (Ni)t>O es 

>..-40+ · ' -
continuo por la derecha. · 

Los límites por la izquierda se prueban de manera análoga. 

3. Probaremos una característica importante del proceso, la independen
cia de los incrementos. Sea t > O ·fija, y consideremos los eventos 
que ocurren después del tiempo t. Por definición de Nt tenemos que 
TN, :::; t < TN,+1 y el tiempo de esperá desde tal primer evento, des
pués de t, es TN,+l - t; el tiempo de espera entre el primero y segundo 
evento después de t es eN,+2 y así sucesivamente. Entonces 

... 
son los tiempos de espera despué~ de~· Es ~larÓ'poÍ: i:s 1 que 

Nt+s + Nt 2': m'<*Nt+s ~·iv{f-m ~;N,+m '5·t ,is~ .. 

lo cual es leí mis~J~J1{ · 
: - · .. 1:.~·.' ... 

Razó~: 

si y sólo si 

lo cual implica que 

... , .. ·.~~-L ~ ~t = max{m E Nldt) + e~t) + ... + egt-5 .s} 
; !.'-:SI ·f('' :~·· ... - •',:' : ' _, -· ~ . ·. · •} 

-por k».t~ll~~:_;> ;,;· ..... iJ''·· ;:": 

~---·:·:··:.,_·· .(\~--.<-. . . ,_ '-'.·, .. -·-· ... --_·:>~: .. ··~. -,- -~ 

[Nt+s:,JVt ~.;J.iJ~ [d1>+e~1>+. · ·+e,\1l:::; s < d1l.f.eá1>+:·;:.f.eg>+e~~1J 
Si ccimpar~nms N 1, co~1 Ni+s - N 1, t fija y para t> s 2: O llos damos 

;,.cu_1;1n.t~. que . .ÍVi+s - Ni est<í definida con r~s¡?ec;to, a)~ ~~~¿49;1~ .. misma 
. for1ria en qué Nt loest<í con respecto a las.ei, ., ,· :; . ,;:·,,.,: :·•.'. 
AhR~~ P.rob<tr.emos que coiHlicionando las y~r~ables,{d 1.>.f'¡:o;~·~l .e~~nt() 
[Nt =' n]; estas son independientes y se distribuyen expcmCrici~l. Esto 
es alg() intuitivamente claro, dacio qu~ lás ersoii inde!::liindie~tes y por 
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la propiedad "desmemoriada" de la distribución exponencial (ver (1, 
págs. 189-190]}. Para probarlo utilizaremos el hecho de que si X y Y 
son vectores aleatorios independientes tales que se distribuyen µ y v 
en JRi y JR.k respectivamente, entonces: 

IP'(X E A, (X,Y) E B] ~ l IP'[(x, Y) E B]µ(dx), A E W, B .E JR.f+k, 

' 
ver (1, págs. 263-:264]. Supo~gam()S y, 2':0; si .Gn es la .función de 
distribución de .Tn; entonées dado que en-i-i ~iene· aistribución expo-

nencial, )~:-:I. .: ·:L" :.-·. A'i~-t~:"":.~-:· 

JP>(Nt.=~,dl >~Í ll"[Tn·::;tJ<t~~~~T~+1 - t >y] 

Pº' la prnpiedOO d~mem0,]tl#!i~lf !l~{iji~(x) 
· ···~··' •¡p>¡¿· 5"~fIH1Pre:~1:·r;~{s>~í:2b~(~> · 

. · . ,.~:_..-:-, ¡,~-f~._7,.~:t: :_ ~-', :·_ .. :-~:·_ .. _;:·_::~·~~--:~-~El:~: .. ~~:i?: .. ;<:,:. -_ .-.. -~ ~---

~.~<cvJfx<t ~[eri-1-.1 ,>,}~,f ]~~"•• 
e-(cyJ¡p>¡T,..::; t, en+I > t ._ Tn] ' 

. e~Ccv)JP>(Tn ::; t < Tn+i]: 
'< - < ' r - • .~ • : f C. ; "..' ' • • '• • ~-'', 

Por la iridepende~cia.de las ei, : .. 
. - (t) . (t) • •; ' '. fo . ; 

IP'[1Vt - 7l1.e1: >.v~, e2 .. >.v2,_. :;~ i§1 •. >. v,J 
. JP>(Tn~1 ::_ t > Y1,en~2 > vé:,.•;(.;.~j? y/,Tn::; t < Tn+i] 

8= H ~'=~~t~~~~~~;iii~~;~~~;~(\é(cy,J'" , . 
IP[Nt = n,(fr,,~2 • ;:.\•,ei .).(ll]:;=)P,(Nt'._~ri]I¡1'((6, ... ;ej)E H], · (**) 

. _ ·: --~-:·.~::_:··:::>..- ,-'~:<:;:-:}.\1~~~-~~:t~::~~~.-~/'·~~:?·;;}\:.;_t;::).~:;!~~/';:D:i.~~~}J; .:~f:~- ·:f.k't, :,:~) ::'< ·. >~: :1 :-~ :: :'., . , .. -i 
Esto ·se· puede ex ténder'. 'de uná "fl,,definida; como 'arriba• a· cualquier 
H e JRi ;:est:<;> ¡?/a~ias)íri~nía''.ai{b1áSe~ :rtim1ótol:ias (ve~: ¡1, pág. 42]). 
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Ahora el evento [N .• , = m;, 1 ::; i ::; ü) puede ser escrito de la forma 
·[(fr, 6;'.'0;, ~j)E H] donde j =mu +1 y Hes el conjunto de las x E IRi 
para el cual X¡ +x2 + · · · +xm, ::; s; < x1 +x2+· · ·+xm, +xm;+li 1::; 
i ::; u. Pero entonces [(dt), dt), ... ; ~jt» E IJ) es el mismo evento que 
( Ni+s; - Nt = m;, 1 ::; i ::; u], esto debido a la definición de Ni+s - Nt. 
Entonces IP'[Nt = n, Nt-s; - Nt = m;, 1 ::::; i ~ u] = IP'[Nt = n]IP'[N., = 
m;, 1 ::; i :::; u) por (**). De aquí se sigue por inducción sobre k que 
si O= to< t¡ < · · · < tk, entonces 

k 

IP'[Nt, -.Nt1~ 1 = n;, 1 ::; i ::; k) = IJ.Jll'[Nti - Nt;-1 ~ni), 
. . i=l ',,'. ._.,<,·; .,.,,. ' . 

(L3) 

·.; . 

. por lo·tant~lo·incrementos soriindepelldi;ntes. ;\.!é';•···' •·•· •. ·•••\•····· 
4. De (L3(ydebido á que N; ~ P(ct) e~ti~C:~s;:(~t·~Jjy~~··*·~(d(t-

s)), . t: > s . . De esto tenemos que los·· inc~ement'Oí('soií1,estacioriários 
ya que su distribución sólo dependen déj~ longit~<lJ'il~Uf1teryalo de 
tiempo, ó de la diferencia t - s. , . , ":,;:~ >ij:)/.'.~,;,j¡b.;ú~;;~;l:;:r ~/ ·{ · 
- · '·.;. ~~~ ", '.·. :-,,,-_~ :_'.- ~:~~~:~: .::·.:!,::0T~,f;?)r:t1t·n~<;:.-:.':{:-::.":;y _~:~. :\·:· ,. .. _.: --

Por Jo tanto (Nt)t>o es un proceso dé Poisson dé illtensidad é:~ ,' < O 
· · - . -· ,-:;:):::.~;~i:::··y:~:r~~:;;z;,;,_,-'.::-~~~}:;-~~~~~~-):~~}:~;:~f}:~:t· r\. 

Como consecuencia de este teorema'tenemos.el•siguierite·córolá:rio .... 
• · • : _,: •. ~-.7: ;.-Y ·e·-·. :·> . · _ . :_}f,F :~S~~~>.~;~,rg~-~';i/~:~ri\}~i:'.:,·~~~~~-.j~:.~~'.'.·.·~;~~- ,.;!_\. ' 

Corolario. 1.3.1. Sea (Nt)t;Ó ún~procesb de,E_oissonidé intensidad c. En-

tonces:.· ... ·. • .... ·. ··: ;,.,·, :':-• S.:.;{~~\~.,;'{~~fü;~;:);~~~fL~'g;h'.fJ:'& :;··· 
1. &an s,t >'.O,;(Nt+s'bNt)t:>o'tiéne~la·'misma;aistribución que (Ns)s>o 

.. v •es ind~p~nCiiénte'· iie :Ft ·· i:a(N; ;;';1 'S.~;t)';.:r(ft~)d::o ·es la ·filtración Je1 

pro~es~.· de:;ois.~t~~veroa:~f;~~~~ 1,~,J;t~i·;[G:;(:'[.>r~·~0~~-?:'.···'', · · · ·· · 
2. Dada t; tci.njii'e t ~+ci-'<::t1:·'<:.\:,,\<:.it~?i'·Enti11icés pará todo A e :Ft, 

: - :.i ::: ~ .;~.·: ,. ·:··~. :, ··::.:. ''· ,_ ::·}_i:'.fe":·~L,·:':~ ~/:~iE-<',.·~~~·:'/~~~'"'.\ ':".·f _ r·v,.-.,.~--.~:-~ ~~º. 

IP'[A,(Nt1'.-fVt) f:::.J.il,;;:,'(~1:1~'/ftn!.1) ~:Bnl:Ft] · · · ._, · _·:~ >·····:;-·t·~. -~·n ';·',·-· ... ' · .. --

. ·:~ ?tl\1i1 IJ'P[Ni:~1;_~'\~ Bi]· 

Donde B; E BJR+, i = 1,, .. n .. 
.. -~··;_: r\ 

3. Si A E :Fi. s, t > O y J: N~iR+, ent'o~ces 
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Demostración. l. Dado que Nt-s se distribuye 'P(c(t - s)), t > s 2::.0, 
y que los incrementos son estacionarios (i.e. (Nt - N.), t > s.~· O 
se distribuye igual que Ni-s), entonces si t .. > O, (Nt+~ -:-:._;;Nt)s?.O se · 
distribuye igual que (Ns)s>O· Ahora probaremos la independenciá. Sea 
e > O y sean C E u(Ni+s --Ni : s 2:: O) y B E u(N5 : s ::; t) ·sa;bemos que 
existen Ce E u(Ni+s 1 - Ni, ... , Ni+s,. - Ni) y B, E a(N8 1

1
', ••• , Ns',.), 

con si < · · · < s11 y s~ < · · · < s~, tales que 

IP'[Cb.Ce] < e y IP'[Bb.Bc] < e 

esto por el corolario 2 de [14]. Como u(Ni+s1 - Ni, ... , Ni+sn - Ni) y 
u(Ns\, ... , N.i,.) coinciden con la u-álgebra de los incrementos entoces 
debido al independencia de estos últimos Ce es independiente de Be. 
Basta mostrar que IP'[C,B] = lim!P'[Ce,Be] = IP'[C,]IP'[Bc] = IP'[C]IP'[B] 

<->O 
Probemos Ja primera igualdad: 

llP'[C,B) .:_ IP'[Ce,B,JI = IJ(lc~B)dlP'I 

.,.. ·--.~ .,¡/(1~(l:á~ la;))dlP'I 

. ,,,~,,,.iC~[~~~ití~G~~1., .•. 
De ahí que.la primérái~~alclad,\T~i~;;¡~-¿~gil~dét_~~-6c)ii~ec\le~cia-de.Ia 
independencia .eiiti'e'_ ó~~y- s~: y"l~-t~rc~r~·~·e: }J~u-~ b~ ·ú-~ét~éra' a~áioga 

~l~:::!~i:~ª{{!j¿t)ilt·~3t.~,.,~~~~~~~~~f~,~~~J(g/~~~:\·~?~tt-'.';2~~·~?.º··es 
2

•·. Poc 1ª 1:~.!!t~~llf í~i~~f ll~~~;¡~¡] 
= .:1Lamda1P'[(Nti:~;-;:'lVt)-1 f:.B1;,·: ·, (J\lt~ -:-:-J\ltn:...í) _E Bn] .. , . •, ., -•. '-' .. , ;: ·· - --:'_· ,tf·~, e".",·:· _ "'· .:· ··:. . . . . ... · · '·. • 

= IP'[AIFi]IP'[(Ni;i+;.Ni)'..E Bi]; .. IP'[(Nt~ .:_ Ntn-i) E B,.] 
. . ·. ·: ·.· .': ·:. : '0' .~·-¡,·'.·'':~:í.:~;.-,i,,.\.-:·.· ... <·,. :í...: '. :··. . . . ·_ ' . 

y como los iricr~1nentos soí1estacionarios sabemos que (Ni" - N¡,._ 1 ) 

se distribúye COlllO Ni .. ~tn.:.i' entonces 
., .. 71. ·.' ,' ... " ' '·"· . 

,-,;,, 1P'[AIFiJI11P'[(Ni;'...:tL1 ) E B¡). 
i='l 
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3. 

y por la· estacionaried~d·d~ 1ás .in~~i~entos 
= W[AINt]lE[f(Ns)]. 

A este último inciso se le conoce como la propiedad de Markov. 

Ejemplos de aplicaciones del proceso de Poisson 

D 

Ejemplo 1.5. 3 llamadas telefónicas son recibidas cada media hora, en 
promedio. Encontrar: 

ri} La probabilidad de no recibir llamadas en una hora. 

b} La probabilidad de recibir 2 llamádas en.15 minutos. ,;:,,. ;·. 
J ·~ ·: i 1 J ' : ' , ¡ • ' ' 

c) La probabilidad de recibir más de 2 ll~rnddas.ent;e. las 11 :00 y las 11:45 
hrs. '·. ., .. ·;:·:. 

Solución. Sea (Nt)t>O el proceso clePoi~~~n de inten~idad ét ltsOciado a 
nuestro problema, donde Nt es .el iiúme.rode llamadas. recibidas áltiempo t 
y t está dado en minutos. Nt,:;;, P(ct) ·d~nde e= .:fu ;;,; o.•fo' Entonces: · . 

a) 

((0.10)(60) )º -((0.10)(60)) 
. O! e . , .. 

e-6 = 0.002479. 

b) 

IP[N15 =2) ((0.10)(15))2 
-((0,10)(15)) 

2! . e .· 
0.2510. 
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. - -:-, .. _. -:'·,.. .· 

c) Por la estacionariedad de lo~ir1creil1entos yc¿~1~ ~_t,E(D.:10)(45) =4.5, 
• ' 

1 ~ : ' .c.' ,. '. • . :~·:·_'.'_ • :. ·:.'~~- <·e'-~/~ '.>t ~. :,_·.·~ ·/<·'·· :_.,_~:·.'.:~,< ·"_~·.: <-: ·: , ,~ ~ 
IP'[N1os - Nn6o > 2] IP'[N.jf; > 2];,: 1::::.·'.JP'[N'~5··~'.-2r; 

.. - ~r:,f.(4.5)0,:i;:(4.5H: ,;(4.5)2 :y -.::ú· 
\~~~~~,:·<(-'., 1!:::,fr<t·2! J __ e <- • • 

o 
Ejemplo 1.6. Se sabe que el número de cierto tipo de átomos que se de
sintegran en una fuente radioactiva se distribuye Poisson. Supongamos que 
1000 desintegraciones de una muestra fueron registradas durante el curso de 
una hora. ¿Cuál es la probabilidad de que en 5 segundos no haya desinte-
graciones? · 

Solución. Si (Nt)t>o es el proceso de Poisson de intensidad et asociado a 
nuestro probléma, -donde Nt es el número de desintegraciones al tiempo t; 
y t está dado en unidades de_. segundo. Nt ~ P(ct) donde e = ~~gg = fs, 
entonces: 

IP'[N~ =,=O] ((fs) (5))
0 e-((~)(5)) 

, O!,,_. . 

~.:.(H). i;_•o.2494 . 
.. ,-,.•:···· .\;-:.· 

" .. ~ . ' 
o 

Es importa~te notar. que el parámetro t ,no n_ecesariamente debe hacer refe-
rencia al tiémpo, el-~igúi~-~te'éjem'pfo 'és prueba de ello. · · 

Ejemplo ·1. 7 ; •• Supongamosqúe'el nitinero_ de puntos a lo largo de unc'ablé se 
dist~ibuye Poisson, :.~on un p~~ñi~ciio' de 1 pu~to por cada 2. m~tr:ós. i Cuéíl es 
la probabilidad de ·que.:~n:",urí.c'cable de.1 O metros existán meiios'a'e'3 ¡}iintbs? 

~;~~:~:;qj011~:±e~tf fJ:¡t;~{~~t~:!f~~iª:·e~--f ~.t:¡s· __ .• _e. d -~:,~~~·-10 ' ·_~ual 
.. ~1fe:~ ~¡~¡ ;~ ·.~"f ri~; ~;t·•;) •. 

< ; ;~·.- -.- • ~ 

o 
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1.2.1 :La' ley fuerte de los grandes números para el proceso 
dePoisson. 

En esta sección haremos dos demostraciones de la ley fuerte de los grandes 
níuneros para el proceso de Poisson, en la primera se hará uso de la ley fuerte 
de los grandes números para las sumas de variables aleatorias independientes 
e idénticamente distribuidas, y en la segunda se utilizará la desigualdad de 
Tchebychev. Usaremos las mismas notaciones de las secciones anteriores. 

Proposición 1.10. Sea (Nth?.o un proceso de Poisson de intensidad >.. 
Entonces: 

l . Nt . , . un ,...--.=A C;S. 
t~oo. · t ·; , .... 

Demostración 1. Por la ley fuert~ de los grii.ndes números para sumas de 
variables aleatorias independieiltes e idénticamente distribuidas sabemos que 

•'. ".<·,'.,-·~ ,;;.~-:.:·:·::· ~~ .. '· k 

;; ¡¡ffi·'.Tk ;;~, '. lim ·.!. L ei 
· k->oo';k \ , '•,k->ooki~l 

· .. ···.·. ·=· E[e·]=-c.s. 
: :,, .. /'.,~:-.. :~\" .. ~-·~~·i. ~>--~n---~--.·:r.· r~-. .. _ ~---_. 

Como N 1 diverge cuando t tieride:a~-06,:se tiene:que · · · :,, "·t~~<~rr~·± · 
y como n = u~1 {N/= k}• sYJ',~:{;y¿_~k}:;~.or i._s 2 tenemos que 

· Tk~(w)_~fkc~~:{¡~~:.#··I~W~{~)H.~Jv;¡~(w) 

'tomai1d6 límites 

Entonces 

.. r·r· ·~itJ.·:·~.i'"~ r;·~\:;'.;", . 
. •.'_,:;·-· 

... Ti;1 ~ i'-~'~'r~;:r/~i +·1·· 
Ni ·Ne·. :-Nt.+l .··Nt · 

~. •; 

. 1 ; •. t . 1 · . 
- < lim - < - c.s. >. -;;.t-:>o;:> Ni· - .>. 

. 't~' é ; 1 ' 
.hmN ·= \ c.s. 
t~oo t ' A· . 

. . Ni·.·', :. 
;', 11111 - = >. c.s .. 

t~oo t · · 
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Demostración 2. Para t fija tenemos que N 1 ~ P(>.t) entonces podemos 
decir que IE[Nt] = >.t y Var[Nt] =>.t. De esto obtenemos que !E[~]=>. y 
Var[ lft-] = f. Por la desigualdad de Tchebychev tenemos que para € > O 

IP [l~t 1 ~ i::] ~ Va:Jlft-J = i::;t. 
Se toma tk = k 2 y entonces por. lo anterior 

.· E~ [I:~~~ ¡:~\€] ~ ~ €2~2 < =· 
: . . .- - . ~ . c;: ~-'··, • . , .• ' • 

Por el lema de B~rel~ci{~teiu ten~Irios que IP[ E] = o donde E = lim sup Ek 

y Ek ~ {i~I ~h. P~~·Ú;taiÍto k 

Entonces 

Iln(liin supEZJ = 1 
k 

l . Nk2 ·~· 
un -k2 = " c.s. 

k~oo·· • 

Sea k = [t!] entonces para t > 1 

Como lim (ktJY = 1 entonces 
k~oo . ..·,·.· <.. 

De ahí que 

Nk2 = Nk2 ! < ..!:_ Nt < t (k +1) 2 Nck+i)2 = N(k+1)2 
k2 k2 t - k2 t - k2 . t (k + 1)2 k2 

... 
como k diverge cuando t tiende a oo. al tómar el límite sobre t tenemos que 

>. 5 t~~:~; ~ >.: 

Por lo tanto 
.- Nt . . ·. 

lim · .,--- = >. c.s. 
t~oo t · 

o 
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Capítulo 2 

Procesos asociados al proceso 
de Poisson. 

En esta parte, la cual consta de dos secciones, estudiaremos en la primera 
sección algunas de las martingalas asociadas al proceso de Poisson. Dichas 
martingalas son en tiempo continuo, esto debido a que el proceso estudiado 
es continuo con respecto al parámetro tiempo; dicha continuidad en tiempo 
de las martingalas nos obliga a usar herramientas teóricas mayores, es decir, 
haremos uso de ciertos elementos llamados filtraciones así como de resultados 
arrojados por la teoría de la medida. Como observación cabe señalar que el 
estudio sobre filtraciones y martingalas a tiempo continuo es complementado 
por los apéndices A y C respectivamente. 
En la sección final de este capítulo definiremos al proceso de Poisson com
puesto como una suma aleatoria parcial de variables aleatorias pertenecien
tes a una sucesión de variables aleatorias, donde el número de términos 
en la suma está dado por Ni, el proceso de Poisson de parámetro c. Una 
vez definido el proceso de Poisson compuesto estudiaremos algunas de sus 
propiedades. 

2.1 Martingalas asociadas al proceso de Poisson. 

Debido a sus multiples propiedades y aplicaciones, las martingalas son pro
cesos de interés, es por eso que en esta parte nos dedicaremos a estudiar 
algunas funcionales del proceso rlc Poisson ele intesidad e > O, (Ni : t ~ O), 
c¡uc son martingalas con respecto a la filtración del proceso rle Poisson. 

Proposición 2.1. Los siguientes 11rocesos son martingalas con res11ecto a 
[CL filtración 'del 71roceso de Poisson, 
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l. (Mt = Nt - et, t 2:: O). 
- ·- -- - -

2. ((Mt - et), t ;:::o). 

3. dq) = (exp(-qNt +et(l - e.,...q)),t;::: O),q >O 
,_ .. · ;-. . -



- ··. . ·. 
. . ' . '. ... .'·. ' . 

como e-qN,+cs(l:-c-•i¡ es J=' -medible entonces, 

e~qN,fcs(1.,::~0,?J ec7C:J~~s)e::;-• ec(t-;~)ej•, á; (;-qNa+cs(l-e-•). 
: .: : . ·. ~": \-.::_'.:.:_>~: '._ ~I~~· ~'~·".?<;·~·~.: .. '. ,':;-': .. : :'. '. ~:~: ;,,: :1 t-7.'~~" .-,•·>_.:'.~ ~ ·: .- . ~.'. - . . . .· . 

Por lo tai'ito sN ·~s ~n~rtÍ~~~ia: ' 
·· -· ',~_-'-.. ':~;-~.~·)f~~:;·~::;~-/.J~,5}:~·-·¡:~:r.· j·,:'.~~--:· .... ·o 

Proposi~iÓn 2'.2t::·;:slÚ/~·:.:::(ÍI/: t ~-O} es un proceso con trayectorias 
~onti~mi,?,J?~~:~f;}~q'fa~?f~fl y··~dapt~do'··.~. la. filtraci1n _{Ver apéndic~}, (:¡;t)t2:0, 
i.e. Ht es·:ft==.'a,(N5 ·:s~t)-medible.parat~O ysi: ,' · ., · · 

0-,:;~',\•i· 

J; !:i.N8 :;,;_ (Ns .:..,;;,j.¡5 '_;) es él salto del proceso,,de Poisson., 
-.';'A':·,·.: 

2. 

3. JE [J¿IHsl;I~L-;::·oo. ;'l• 

Entonces'.:'(~ =·:¡/~.d~:-'c¡¿ llsds: r~ O)' es (!t)-martingala y en con
secuencia se tiene la fórmula 'de compensación ,. .. : . . : . . 

. IE[lat H.dNs]=.clE[Jtfl.d~J··· 
:~~ _:,. . . o ¿ .... >-~_-,,_:::···~~·;:;-~-<~\P;":i~~~k~~i:.~L}~~··:· ~: 

Demostracion. Para demostrar esto basta'.verlo par¿L procesos de la siguiente 
forma (esto no se mostra;á en e,s_t~:~rfib~j?.~i~ii~~;\f13bM~ su nivel). Sea 

. . · . · .. > .\,;\:';',\:,:;!~;¡¡,'.~I[J!;J,+t}f :ú 
H(t, w) =~o(w)1{6lct)3~,:~}e;(~Ú(~~;,,,~t1(t) 
, Li ' ,· •,' '.;" :'t:~'.'.1'·1fi~~:!~}'.J'~it'.,f}:t~~~~~:j?1~;;;)1'.'.'.~ ,\"; ¡, , • · · , 

donde u¡ < u2 < · · · :<:1~¡, .;:<•·:::: :e,~: ,ttn!l •pa,rttcion,rr, de (O, oo) (a estos 
procesos se les COtlOCC. éoÍ}10 proccso's' clénienfalcs). ;, .. , 

' • . .. ' .• '. . ... ·- :,.~~, : .. '; .... ~·_'.'·'-. : ,:t-1' '.·! i· . ;' : . : .. .• ' 
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Seas:::; r, entonces existen,j(í, m EN tal qtie/: 
• ·'·,=o,.··j-o.;·-;-. 

Ujo ::; 08 < uia"+t=5 : : :,' < um:...: 1 :::; r < Um :::; ... 

entonces, H - ' fo(w)i{a}(t)'.+/E'f¡(l}ictiK·;~~i(~f+ej~'(c¡;)1(u;~:.~l(t) 
.. .··. . .. ')i:~\l;\;;;~]~1'.?-j;. f~-~;" .\:: ":. • . '' 

+ eja(w)ics ·u·····+h<t)· •• +\t;~.··ei(w)l(u'·'u¡l .• i .. (t) 
+ 

._ ...... 

clonde 7í 

JE. [tr·H;;J¡.;/c::_'~'·' . t ~ r·,;5E:V::~ftHNu;;r·_.:·ff~~S';'i:f '.etb.~~1.rs] 
o . : ·"\~~:~~~;- ;,l~.;~·:.;~~&.~~i~~;~~~: .. ::;~-~~.':~ ~'.;;._<:·~'.~~· ' 

dado que las e: son'.r;;medibles'hasta'i,'='.jo,'.teríemos que ' 

.~, <l¡~/f ~~~~l~~~~¡~¡~¡¡~\~:~~~~i~:;·:>1F.j 
En esto último; la parte dcntro'de la·. esperanza: se~puede.ver(como lásuma 

de ciertM rmícionés g{taies éi~~:!Ji':~·e:cijú; ~- ~'·1Vii(),;:::·~ü~~+1 - ~~) cómo 
y_; :«~;C~-~;/ 1 :~/:t'r 1 ·t~?.'¡¿'.~,:.~> .. ;~i:-,z~::A~~7~~~.:~::.'-:~J~~\~:,iJ-~ : .. : •.,), ~1 ~' ',::~;· 1 '··: 

JE [9iJ.7's] ~'JE.[ JE [~ijj¿:] '¡.r,;]'• >~:,_ :·:'. ·:-' 
' ,· :. ' • • . ,. '~ _.,. "! ~ '- 1·· ' •·, '':. -::. ' 

. E.[o•IF.¡j ··•·~·' ·f ~[{~~~~t~f !~1~~\~¡]l'······J 
-· o ' ... ' . " -.::··· ··'''",cC::· 

' .. ' , ;. ~ •· '. ;;-:''.'ot:~:\s}1X7~1J·!. ~l~.fot}:c·i;!~~ .. <\?': . . 
ya que (Nu; - cuD;~o es martiilg~lil::'.f>?rlo t~útp~ Vi ()S Ft-uíartiugala. Dado 
que (Vi)t>o es martingala.,. , . , < ,: , _;L. ''' :Z;/,.,H:'< .; ' 

••. - ... ~; , _1 'i:> .. ,· .. ·::t,.·F:L1.~:.·~'>\:.~~··.'~¡/:_,:,;:\~.:_-·_::'.\::· ::¡'-- .... 

· 'JE[Vtl;;'JE[Vol'~ o·' .. ·>., · · 

y 
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Por lo cual, 

E [lar Htill'li:,--;~h'riitdtJ'~ º· 
o <:, ',·.º.-.T ':.:• ·. , .. 

E [f H,&iJ·~~['/¡"(',~t],. 
o 

De ahí que 

. -· ..... _ .. · .• ·;}.;sE,i ~.tt}\~~~·i'i: ~ 
Proposición 2.3. Si h es'rrié~f_ble'h ·:JR:.{-+: ffll. :, y sea 

{ z, ~ exp {~ ~·~~;f~~~if ~~~,~~~f m2 t~}.'. ~o} . 
entonces (Zt)t>o es md.rÚng(;,fo.jy(eii>.·~o~s'e¿uefi§ia>:srJÚ~né lajórmula expo-

ne,noie/,'~l~~~~l~ii~~~~~'l~f ~lf~~@~JJi~;~;f ;'~, ' .. ·.·, 
Demostración·;;· füi.bemos :que· ( Zt) i>"o es martingalá' si y sólo si. para s ~ t 

·. . , ·•,i }~~~1 " "'1)1~i~¡f ~~)~}~~~cli~ \l§~;· ',, •· 
. Esto es.Claro; ya que~si·(Z!)t~of:esmaí:tirigalá si_;y_(sófo si:paia todo s ~ t 

~~ .. .. ·<,f·. ;~).,-• 
},·;· ,'· :;,~'. :·.~:·-~-~··~;.~~~· 

1• - /,;",' ~ ·.··~·. - - ' 

'•, ~{·::-' • ·' - ·-,,'., ·~·:·' t 

·~ ." 

.· 

AhOrn 'Pº<Z)'.!~lj:~tjuiOe~odc·'"u''"ª'áltimá ;gu;,dad,t~oinO' 

E[ZtZ;11Fs] · -
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Entonces. ~os basta demostrar 9ue 

E [exp.(-lÍ,1i(tt}J~u''+~íifr1;B{jh(~j)au)IFs] =.l . 

. Jo cual será suflcient~ ve~lo,~ara' h 'siriiple riiedlbl~i( ~~r· apéridice E), Le. sea 

. ··.. > ~<~~t~~,~!lii~~f ·~ct.:j.ii~, . 
donde ªi;::: o,i E [O,oo)/O ::;.u1c:;:<:·u2L<;~~\:;sonuna:partición'7T y lim un= 

oo. Se~ s$ t. ,Exist~A~(;;y·ü4\l~I~s'qÜ?Y,fr"'.\if/;~·::~ {: ·,·. /. :n-too 

.. ·.· uj~,?t<c~io~l <:\~·.<;~mi_l 
entonces 

, jo'-i. , ,· .. ... . . • 

h(t) = aol{o} (t) + ¿;a;lcu:,u;+i](t) +' CTjol(uio ,sj(t) +'ajol{s,uio+d (t) 
. i=l. ' . ' , .. ' .. .<'7. 

m-'2 . .,. ·· . · 

. + L '<l'.il'cu,;u;+i](t)+a;-:-1l(um-t,rJ(t)+ CTm-ll(r,umJ(t) 
·" i=jo+i· . ·• ... · :.,·:·· .. -.::, '.· '''«'" ·: ·. · '.:' ·' '» · ".... · · .... . . ' . - . 

00 .·: .· ·- ·::. ~-: ·_·. ;. " -

+E a¡1c,, •. u.+1i<t>. ;- . 
i=m:·.-,: :--:"' · · 

,,_.,,_ 
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ya que las gi, i :5 m' son f,:;.'~_!ll<:dibles 
-· - -.- -

==E [cx.p(·_-E1>9i)._•E[~xp(gm) l:F_u;,JIJ="s]-
. ,,, ::· .•. ·~:10+).-, -.l . . -

.. ~:, '. - . -'' 

: ~--··}>?_::-;?:". _:}::;.~~~- .\~1 ~~·,: pero 
- . - ; ... :;;;.,,,:;>:,V~·1(;.:;'/,,,;,~-~" , \:·/> , - ---- -

E [ exp(gm)IJ='ul 'k=~iE[ e~p(ív,};~; ;:..:'N~i ) + c(l ...:. e)(u~+l -' u~)IJ="u' ] 

- . ' '. :/::m220;~-v~;:~-·!Ji.~~i ~}~;'::DK': M~ ti;~,. ,· . " ' . m 

por la independencia· ~e. los i~cr:me~tos··-·-- .. __ .. 

;1-,~;~;::; ~-~~¡;:¿ 

!-:><;; ·:~._:-~ 
J (, ., 

·.:::·/ 
·' ;;_::::-<:._-~ _-:.~.:r :~~- .;. ~ .' 

Por lo tanto (Zt)t>'o e~ mar_tirigala:"y'.en consecuené:ia E[Zt]E[Zo] =l. 
\ ... - ..... \"'.r¡,;..~'~·"~~,';..~~'.t1--;:'-,;~--,." ,,:~ -.,~\·: 

-~ [ ~~p ~:-~1·f~¿J~ivj~;i:0'.:(1 .. ~:.é·~!·<:>) ~~)] 

~}·~f #;(~M:.~ .. ?_•;_1_-~-~·-.•-•. : __ ¡_;_.~t.,-_· __ ; ___ :-~-----:-_·_-._.: __ • __ -_r• __ ·'_: __ i __ ·,_i_~_)_._i•_~'-':_(_~_'.'_E_:_._ •• _·[~~(% ~---t? __ ~fh~1Y~ )] 
.:· .. J ·:-~<;Y• ~j;~_~ .. \~\ .. , . . ·,~~.. ,._ .~ «: ·,:·' ·:" .. : 

·''!-·;. '·;"• ·-.: 

1 

y esto sucede si' y~~¡~'~¡ - , ._ -· 

IE[c~1{(S~1tli(~)~Ns:)-.]· = exp( .. -:-c1t{l- e-h(~)) cls) 
' .;_ ·º > ' " •• o ' ' 

o 
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2.2. El proceso de Poisson compuesto. 

Sea (Nt)t>O un proceso de Poisson de intensidad e y (Yi)ieN una sucesión 
de variables aleatorias independientes tales que la a-álgebra generada por 
(Nt)t>O es independiente de la generada por (Yi)ieN entonces si So = O, 

-n 
Bn = E Y; con n ~ 1; se define a Zt = SN, es decir, dado w En se tiene que 

i=l 
Zt(w) = SNo(w)(w). A (Zt)t;:;:o se le llama proceso de Po.isson compuesto. 
Es fácil ver. que si Y; = 1 con i E N entonces. Zt = N 1• En .la siguiente 
proposición se demostrará que (Zt)t;:;:o es también un proceso de Levy. 

Teorema 2.1. ' . . 

Demostración. 

Con la misma notación,· (Zi)~>o'.:es un próceso' de Lévy. 

i. c6mo!fo =o ysaL,o·e:~~once~.zº =·o ... 
2. Sea s > .t entonces, 

Sea s < t entonces, 

limZ8 s->t 

limZ8 s->t .. , 

''·'«: .•tlr.> 
- !§lEYi 

.i=l' 
No, .... 

= EYi=Zt. 
i=l . 

N. 

lim ~Y..i 
s->t L.,¿ 

·.i=l 
N, .. :.: 

= LYi'~Zs-· 
. i=l 

Por lo tanto (Ztk>o és cAdlag. :.· 
·, -~· . ~, , ... '· ·· ... 

3. En este puI1to'probar¿rno~ qu¿ ( Zt) t'>o tiene incrementos independien
tes' y estacióll'arios"ilo c'úai se)iai:á. por casos para dejarlo más en claro. 
ler'. Ca8o'.Sea(;i::;,.;vy'A;.B e·BJR..(borelianos), entonces: 

.. ~i[rZ~~;;,~~#I~~~:.}~ :·s:. ~· ~. N. = •• • N. = ~] 
donde R =:: {O$ ko <ki < k2;k; E)~, i ~'{O, 1, 2} 

. «. ·, .. , .. ;' ' .· .. :-:· '·' ... : . ~ ... ·. ,;_,· '.'.: :< .. ··;' · .. ·. . . 

= EJPIS'~.~sk, eA,'-~k:'"_'ski~Í!;f'K"-fl:;,k2__;k1 ,IV.-Nv;k1 -ko,Nv =ko] 
n . . . 



ya que (Y¡)ieN son variables aleatorias independientes identicamente 
distribuidas y son independientes de (Ni)t>o se tiene que Sk2 - Sk 1 

es independiente de Sk, - Skoi que Sk2 - Sk, se distribuye igual que 
Sk2 -k1 , Jo mismo que Sk 1 -Sko se distribuye igual que Sk1 -ko y además 
como (Nth?.o tiene incrementos estacionarios e independientes, de ahí 
que 

L IP'[Sk2 -k1 EA, Nt-s = k2 - ki]IP'[Sk,-k0 E B, Na-v = ki - ko] 
R , 

IP[Nv=,ko) 'J.¡ .;¡ 
L :''' ¡:IP'[S¡¡~:Ci;, E Á, N¡_~ = k2-:': ki) 

x{O;~;~¡~i~!b: ~!~•-• ~···-•~] ~N P[N. ~ ~] 
- IP(Sk'He"A)IP s).J;'!'.' 'éB)',,;; IP[Z _; e-A]IP[Z .: 'E B]. 

- ';_:;'fü.::1,i;~¡;;,t. ~Wv~~V,'xL·,·<~-:;- ·' · ., _,. V : ; 

y eritonces'. obt1CriC#).9s:, i(fófrllula: ',. ~- .,,. ' 

. P[~~·X~Jf ~~~~~\;~\l1::~1~ Plf:~' E A]P[Z,_, EB]. 

En el siguiente Casº, se;·generalizará dicha fámula y se probará la esta-
cionariedad~' · · · ' · "-". , >< .'_. . ·, ·,. , ' : ·. ! 

2do. Cas_o, _S~~,q,~,JÓ,•<t1,,;'/:; <tn"'r•Ái EBil{ parai =o o; 1,_~ .. , n, 
entonces ' ;:\,'.[¡ ), ,;;'.¿·, ' 

ya que (Ni)t~~·()n;4~~J~~~i;~te_,efe'.Jas (Y¡);eN, además de que (Ni)t?;o 
tiene· increm_entos ·•estacionados e. independientes y dado que si k; ~ 
k;-1 · teneníos'quc\(Sk~:~· S~L,) ·se distribuye de igual forma que 
Sk;-k;_, ,yii.·c¡úe la8 ,Y;'s son.independientes e identicamente distribui-
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da8, en consecuencia obtenemos: -
- · ,·;·; - ·,..:.·~>~0::~;'.:~7-! :,..cir:.-!; . . : 

De donde, 

:.-n .. _ .-··. ,_-;_.:<·.::·. :_:_~---· n : . .:. ., '. ·. ~. , .. 

. L: rr IP[S'k,:.:¡,_-,-,-~-'.~nrr ll'[N11- N;,~. = k; -k;-1] 
R i=l-- - -- ._i=l -

·. ; -,, :,t,·•, _1:'J" ·.::¡¡ ., !.'. 

E' ·rrr1sj, e A;, N1,-1,_, = j;J 

{jo~ i1 <.·-'· < Jn i=l -
-- , "j;'_e N} ':. .. 

n .;_,. .;· . n 

II IP'[SN,,.;.,,_, E A¡) = II IP[Z1,-1,_, E A;). 
i.=.1 . i=l 

n 

{Il"[Zt;__: Zi,..:¡ E A;; i = 1, .. ~, n] = I1 Il"[Zt;-ti-1 E A;) 
' ~1 

Sin;= 1 entoI1ces (Zii::c Z10).se distribuye igual.que Zt1-t0 y por 
inducción sobre 'n se sigue -que (Z~) 1S.o tiene increiiientos estacionarios 
é independientes en intervalÓs d~' ti;mpo contiguos. ' 

. ' .. _:·' ···., /~--·'<'.!:).-"(··~.o.~$,\\'~:-: .. ' .. -·.·:·:-.,.:,'' . - : ,-" '\'1 

3er: Caso. Sea t >s > v :>ti. y)l.iB'EBR entonces 
.· - ,_ --: .-~---.,,..~~~,::;·,:.~-.:-:·····-

IP'[(Z1 --i.f_e':A, (i~ - Zu) _e .B¡ 
IP'[(Z1 ~ z.)'E;'A;c.z. - Zv) E IR, (Zv ~ Zu) E B] 

. . ' ; .. - - •., ~ ;• ' . 

_ . < '.:' f-,J;k_·L ;:: 
y por el casó anterior,.< 

·,··.·¡ --- :.~t.i'~(z1i. E A)IP'[Zs-v E IR)IP'[Zv-u E B] 
~·: ;:_:_~--{.-_.P[Z~~~ E "A)IP(Zu-u E B] 

A;t~B~-:;~~~~1\ct~· > ,__, > '•-• > ... > t, >" > to y 
· ; JP[(z;, -,:°:Za¡) E Á¡, i = 1,. . ., n] · .•. 
. = .P[(Z1; ~-Z~¡) E A¡, (Zs 1 - z,,_

1
) E IR, i = 1,: . ., n] 

; ,·. r. • .... :::·~:. :"t-',~::~·.:r ,/' ;: ;\>.:· .. '-.. •\.' . ' ' , ? 
por los dos últimos casos anteriores tenemos lo deseado, 

11 

: ' ~¡n·IP'[Zt¡.:.s, E A;] 
i=l 

'l. 

-Por lo 'tanto .(Zt)t~o es un:proceso de Lévy. D 
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Con las mismas notaciones fijemonos en la transformada.de Laplace de Zt. 
Supongamos que M 1du) = !E(exp{-uY;}] con i EN, es la transformáda de 
La place de las Yi 's y donde u > O. Entonces tenemos que:·: 

Mz,(u) !E(exp {-uZt}] 

n=O 
00 

-._"::·' 

L IE(exp{-'..~(Yi+ 
n=O 

Proposición. 2.4. . Consideremos_ las nótación~s a'nterióres: Si Y; se distri
buye Beriwulli parámetro p, i E N, é~tohce~"(Zt)i>o' sé. distribuye Poisson 
parámetro pe. . · ·· · -. · 

D ~mostración. •.Si y¡· se_ distribu~~ Bernou!li~¡intiti~€i-~ p e~tori~es M Y; (u) ~ 
(1 - p) +pe:.:u y e1i'Co~sééuencia ' :: r/;'':<; .{%\j{'.. · · . · · 

· .. · ...• •. •···· ~z,(u)•· .• =~~:;¡t~~~~!;i,~;•J:.. ú<• 
Y debidO a/la estaciómi.l-iedad de Jos incremenfos,' enfoiicés, (Zt)í:>o se distri-

~:~ts~:;Lii]'f ~1~~i~~~~;~~f ;~n~l;~. 
. . . - . -'· ; .. ~- ~:· : .·:«:\';;. ;•· ;.'. :'' -, . ·.: ; ; . ·~ } ; 1-' 

, º .. ~~t,l.~-~t!.~, j1,.~tI~il~~-á<f~_.-t. e;~) .. 
"''" . ', :.:<<. : .. ~;·::.~·¡·. _; .. :,.~·~; -=-·· 

. :·:.-...· . • .. _.·,. 'oo . ,·" . . . . . 

·· JE[Ztf= LIE[ZilN¡ = k]IP'[Nt ='k] . 
. k=O . :• ·. 
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Si Nt = k' entonces hay k términos' en i; y· E[z¡ INi :,;;;·k] .;;,, k~; entonces' 
,--. -.-::· ·"""··~_-·,· _- ,·.~--'·-~'-~ --~~-~-_; ---~--'!-:-,-"·~'.--~:_· __ :._:._., .. ,_)<::-'""·- ; ---·~;-_;, -'· o 

·oo . , .... ·· ···:.:<. •, ·,: 
IE[Zt] L kµJP>[Nt 7 k]' 

k=O . . 
00· _; -- - . ·-· 

·.i- µ Lk~[1)1i=k]= µIE[Nt] 
k=O '., 

Ctµ. 

De igual forma 

IE(Z[] 
00 ' ·:·-. . .. ·":- ·. 

EIE[Z[INt = k]IP'[Nt = k] 
.. ·-._ 

·k=O ",·, , 
'-~~00 -. . . ~..--._ .. _ ;--:.</.::, .. ~' ... ·,-,::,_:.:,i :·" "• ' . . . 
E (Vcir[ZilJV't~:kJ+.!E2 [ZtlNt = kl) IP'[Ni = k] 
k=O . ·. :;.· .. ,. , 

, ~E~f ·J~1~~·~~'filYt , .. · 
ó-2 ¿,kÍF(1Yt',~;.kJ-Í-;~2 Lk~,IP'[Nt.= k] . 

. ·. ~=:9:.--_:· .. -)~:.:·._-'.>=~~~:h·~-~-:\:·~~-,/-~~:'~,.k~.q_),::_~j .. ·~;·/.· :·-,' .: .- ·- ·. ·_ ; ·.' ;_. 
'a2 lÉ[N;]:.rµ21E[NfJ .. ;;.ci~~·rµ~(y~HN.tf+IE2 [Ni]),. 
cta2 +,µ2c(ct+(c~)2 ):. ;··· .. 

Entonces 

Var[Zt] IE[Z[J "-- JE2 [Zt] = cta2 + µ2 ct + µ 2 (ct) 2 
- µ2 (ct) 2 

ct(a2 +µ 2) ' 

o 

2.2.1 Ejemplos y aplicaciones del proceso de Poisson com
puesto. 

Ejemplo 2.1. Supongamos que el mímero ele semillas, Ni, prorlucidas por 
derta clase de 11la11ta al tiempo t es un proceso ele Poisson de intensidad c. 
Cada semilla, independientemente de cuántas haya, tiene probabilidad ]> de 
desanvllarse como planta. Encontrar la media y la varianza del mímero de 
semillas desarrolladas corno plantas. 
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Solución. Sea (Yi)ieN una suces10n de variables aleatorias independientes 
idénticamente distribuidas con distribución Bernoulli parámetro p.Y; nos 
indica si la i-ésima semilla se desarrolló como planta o no, entonces por 2.2 
Z 1 que es el m'1mero ele semillas que se desarrollaron como plantas hasta el 
tiempo t tiene media y varianza iguales a pct. D 

Aplicación en neurobiología. 

En los enlaces que existen entre los músculos y las redes nerviosas ocurren 
pequeñas descargas eléctricas espontáneamente. Los tiempos de llegada, por 
así decirles a los tiempos en que aparecen las descargas, son descritos por 
un proceso de Poisson, esto es lo que se ha descubierto. Aqui lo que es de 
nuestro interés son las magnitudes de dichas descarga. El histograma de las 
amplitudes de las pequeñas y espontáneas cargas eléctricas es ajustado a una 
densidad normal, es decir, se puede suponer que las amplitudes mencionadas 
tienen como función de densidad la gaussiana. Cuando un impulso nervioso, 
enviado por la espina dorsal, entra en el enlace produce una mayor reacción 
cuya amplitud será llamada Z 1• Una hipótesis sugerida fue que una reacción 
grande es compuesta por varias reacciones unitarias, estas correspondientes 
a la actividad espontánea. 

Dado que la amplitud se puede ajustar a una distribución normal supondre
mos que las reacciones unitarias, Y1, Y2, ... , son una sucesión de variables 
aleatorias independientes e identicamente distribuidas y que Y1 se distribuye 
normal con parámetrosµ y o-2 • Una reacción grande consiste en el m'1mero 
aleatorio N1 de reacciones unitarias al tiempo t. Si Nt = O no existe reacción 

N, 
alguna. Entonces Zt = ¿ Yi lo cual es una suma aleatoria de variables alea-

i=l 
torias. U na observación que vale la pena hacer aquí es que otro supuesto que 
se puede hacer con respesto a la distribución de N 1 es que esta variable alea-· 
toria se distribuya binomial con parámetros n y p, donde n es el número de 
sitios potencialmente activos y p es la probabilidad de que alguno se active. 
Aunque usualmente, debido a fines prácticos, se toma supuesto de que N 1 se 
distribuye Poisson; esto ya que comunmente la n es suficientemente grande 
como hacer el cómputo de las probabilidades de manera tediosa, además de 
que es m;is sencillo manejar un par1í.metro a dos de ellos. Este cambio de 
supuesto se basa en la aproximación a la Poisson de la distribución binomial 
(ver sección 1.1.3.). En consecuencia se tiene que Zt se distribuye aproxi
madamente Poisson compuesta. A continuación calcularemos la función de 
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densidad de Z 1 • . 

lP'[Zt E (v,v + dv)J 
'Q() '_·. ------~-¡-~'. .• - •" ' . • -· -

· ·BIP'[Zi (Cv.~+~v)INi.~ kJlP'[Ni ~ k] ·. 
:. k=O • '.!·;··.•. ··.:· '.>. ·.>:~·· ?'".·,;·'? ir-.::. · 

e'-c11P'[Z1 E (v,~ +dv)INi'.= Óf 1i> '· 

+ f, e'-~t (c;t IP'[Zt E (v, v +. dv)INt = k] 
k=I ·· . 

e-clc5~)~ . • 

. +e-et·~. (c;t .. ~.~~PJ:~:,:~~a~µ)2 }d~ 
- .. (e'-ctc5(~)· . ,,<'/~';:,/_ 

+e-ct .. f (e~~~; :¡:·::' ~~~;{'·.~C~-~··~~) 2 }) dv 
· ki::.I ;' k.:éV2rrka}:: ;• . 2ka . . . 

' ' , . ~ 

donde 

Entonces 

f z, e-:ctó(v) 

+ 
-et·~ (ct)k ·. ,1, .· ·. ··{ :_:·(~ ::- kµ) 2 } 

e ¿ -- r;:;-;--;; exp . 
k=l . k! v 27íka2 · . 2ka2 

• 
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Capítulo 3 

Medidas aleatorias de 
Poisson. 

En la parte final de este trabajo motivaremos el estudio y la definición a 
las medidas aleatorias de Poisson, veremos que el proceso de Poisson es un 
caso particular de ellas y definiremos al proceso de Poisson puntual como 
un caso particular de ellas también. Además probaremos dos importantes 
resultados, la fórmula de Campbell y el teorema de coloración ambos para 
medidas aleatorias. 

3.1 Medidas aleatorias de Poisson. 

El proceso de Poisson se estudia, debido a que funciona corno una medi
da aleatoria de conteo, sobre la recta real positiva, de eventos. Es decir, 
nos permite medir la ocurrencia de los eventos en el tiempo. A veces es 
necesario medir dicha ocurrencia en otros espacios, corno ejemplos podrían 
estar la presencia de cierto cuerpo estelar en el espacio exterior, el número 
de árboles en un bosque e incluso en la teoría de los mismos procesos es
tocásticos para medir la ocurrencia de eventos en espacios más abstractos y 
no necesariamente euclidianos. Es por eso que es necesario extender el con
cepto de proceso de Poisson de (IR+ ,BR+, .>.) a cualquier (E,E,µ), espacio 
de medida a-finita. 

Definición 3.1. Sea (E, E,µ) un espacio de medida u-finita. Una medida 
aleatoria de Poisson de medida de intensidadµ es un proceso M = (M(B) : 
B E &), donde M(B) torna valores en N U {O} U { +oo} y tal que: 

l. Si µ(B) < oo entonces M(B) es una variable aleatoria de Poisson de 
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parámetro JL(B). Si µ(B) = oo entonces M(B) = oo c.s. 

2. Sean B¡, ... , Bn E E tales que B; n Bi = 0 para i =/= j. Entonces 
{M(B;)}f=l es una colección de procesos independientes. 

Dado que (Nt)t";::.O el proceso de Poisson de intesidad c tiene la propiedad de 
ser creciente y cadlag induce una medida en intervalos, la cual coincide con 
el mismo proceso. Es por eso que se sugiere para su generalización el nombre 
de medida aleatoria ya que consta de Is propiedades de una medida. En el 
siguiente ejemplo veremos que el concepto de medida aleatoria de Poisson 
en verdad generaliza el concepto de proceso dé Poisson. 

Ejemplo 3.1. Sea M una medida aleatoria de Poisson de medida de inten
sidadµ sobre (E,E,µ). Donde E= R+, E= Ba+ yµ=>. la medida de 
Lebesgue. ¿Qué es t -+ M[O, t]? · 

Solución.i Sinos fijamos en el proceso d~.Poisson (Nth>o de intensidad c = 1 
".éreni~s q~~·Nt = M[O, t] ya qtie N : B.R+:;¿.:N U {O} U { +oo }, probemos 
pues l~ dos propiedades. · · ,: ··,;: :,. 

:i. s{Nt. ~e cÚstribuy~ Poissori 'co~ pará~~t~b 'i entonces por estaciona
rieclad ·si t ;::: ·s, Nt-s se 'distrfbi.{y~ ':Poissori éon parámetro (t - s). 
Por lo tanto si B E BJR+, B = (a, b] a; b E JR.+, entonces M(B) = 
Nb - Na = Nb-a y esto se distribuye Poisson con parámetro (b- a); y 
b - a= >.((a, b]) = >.(B) = µ(B) . 

. 2. Por tener incrementos independientes. Sea O < to < · · · < tn los inter
valos (t;_i] = B; E Ba+ son ajenos y (Nt;-t;-in'=l son independientes. 

Por lo tanto M es el proceso de Poisson de intensidad l. D 

Teorema 3.1 (Teorema de superposición). Sean µ¡,µ2, ... ,µn,··. me-
co 

didas u-finitas en (E, E) y µ = Eµ; medida u-finita. Sean M1, M2, ... ,
i=l 

Mn,. . . las ·medidas aleatorias de Poisson independientes con medidas de 
00 

intensidad µ1, µ2, ... , Ji.n, ... respectivamente. Entonces M = E M; es la 
i=I 

00 

medida cileato.ria_,A~J~oisson de medida de intensidad µ = E µ;. 
~ .. /. r :r;,~·. ~~~::~:, ,;¿.; \ ;;,.:.~~··};.~ i=l 

· DemiJstra.c:~~n~\¡S~~ lfZe}E ~nt01ices (Mj (B) )jeN son independientes debi
do a ciüe~llfj(#)}~;di.s~.r!b).iye Poisson con parámetro ¡1-j(B). Por el teo
renia d,e··1a: aCiitividad'"riú:mei:able (ver capítulo 1), podemos concluir que 

. ' > '· '.<, ,;>:' 
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C() .' ' ' . ' . 1 OC> 

M(B) = E Mj(B) se distribuye Po_isson de parámetro µ(B) E µi(B), 
j=l - - - i=l 

para B E e. Como las (Mj)jeN son medidas aleatorias de Poisson con me
didas de intensidad µj, j E N, respeétivamente; entonces dada (Bi)ieN una 
suscesión disjunta de elementos de e, (Mj(Bi))ieN son independientes pa
ra toda j E N.Ahora las. (Mj)jeÑ: son independientes entre ellas entonces 

. ' ·: ·. ·i:.',: ·~~,··. ;···_- .. ~- . 00 

(E00 Mj(Bi))ieN son·indeperidientes; , Cóino M(Bi) = E Mi(Bi) se con-
. ' . - - '• - j-1 

cluye que M es medida aleatÓri~':de' Poisson de medida de-intensidad µ. D 

Pasemos _a·- probar.-la:'-~e~l;tericia;'de -la medida aleatoria de Poisson, pero 
antes dejemos "cl&:al8'. n~fa~i6n' a usarse. Sean (S, S) un espacio medible y 
µ una medida ó:~fi11itB;'~o~~e (S, S): Definimos Mp, el espacio de las medidas 
puntuales sobrnS{comOelconjunto de todas las medidas como el conjunto 
de todas la.S uiédidas el1 $ que son de la forma 

: .' •'". -::-"·;_ - -~;.'·· ;.·· ,\ 

N 

v= Lóx, 
.: . --- i=l 

dondé NENU{oó}~ii'e1 S.'Párácada AES, consideremos la aplicación 

TA: JÍ,fp(S)-->- N U {oo}, 
- i ;,;J;'iTA(v) =µ(A) . 

. , .... 
Proveeremos a Mp(S) de la ;~áÍgebia M generada por la familia 

·.· . ' . ·-; ~ ' 

- {TA: AES}. 

Proposición 3.1. Dado un espacio de medida a-finita (S, S, µ), existe una 
medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad µ. 

Demostración. Supongamos µ < oo. Se puede construir un espacio de pro
babilidad (!l, :F; IP') en el que exista una sucesión de variables aleatorias inde
pendientes e, Xi,•X2, ... tales e tome valores en los naturales con distribu
ción de·Poisson y parámetro µ(S), y que las X¡ tomen valores en (S, S) con 
'distribuí::ión -~rs) ,· Le;" t~~J para B E S; esto gracias al teorema de Ionescu 

. . . . . .. ·_. { 
Tul_cea (fuenté por, citar)'.: Sea N : n --)- Mp(s) definida como E óx,. Para 

': -· - · .. · ... _.· .. -~.·::~~·¡-·">, :.:/ i=l 
yerificar_qµe ,l\"'ei{un~,.tr!l.nsformación medible, basta probar que para cada 
A ES;la funcióii'TJ\ oN::n~.N es medible. Observemos que 

,. . ,·, ,,.·-:_ ..... _.: 
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por lo tanto, para ,cualquier }e E, N U {O}, ;. 
' ' . . ··' -. . ---.· . ~, .. ,:~,,_ .· ·' ,, .. _... _:,· '.. ·: . . .. '. . . 

, . e ,;~té;~\~/1~~li~;~f~!~~{¡~,~'.·t.~'.'.,t k) ~ ;r, •. 
Calculamos·,. ahora;í¡;paraf.'A}i, y}'.A:i; ene S : disjüntos '.y,'',\ 1 ;;X2 ~>,.O, . la' función 

generadora.de,riih~~ntós •. ,de.:Cf;r,,Cil1) 1 N(f2);ev~ltd~ •. ~l1.· •. ~.>-1,,·..\2.).: 

= 

exp{-jt{A1)(1•~·exi>f-~'X1.}f;.J}i(A2)(i-'- e~p{->-2} )} 

= exp{-µ(A1)(l--' ~x~F>.:l})} exp{-µ(A2)(l - exp{->-2})} 
I • \ ; ' • •¡ :;_~·' • 

Esto implica que N(Ai) y:N(A2) son independientes y tienen distribución 
Poisson .con parámetros µ(Aí) y µ(A2) respectivamente. De la misma for
~a se; puede obtener. por inducción que para cualquier Ai, A2, ... , Ap E S 
disjuntos, · 

' EJ=p;- ~>,N,<t,•)Ú; ~p {:- h<(dx)(l - ~p{ - t?lA, (x)))} 

Finalinente, si µ es umi..medi<la u-finita, entonces S puede descomponerse 
comos= LJSn·, con:ios:s~'di~juntosy.µ(Sri} <OO. Definamosµ,.= µlsn .n . . . . . . 
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(.la medida restringida a S11 ), y consideremos N 11 una medida aleatoria 
ele Poisson sobre S 11 con medida ele intensidad µn. Las medidas N 11

, n = 
1, 2,. . . pueden elegirse de tal manera que sean independientes y entonces 
N = :En N 11 es una medida aleatoria ele Poisson ele medida ele intensidad /L, 
por el teorema ele superposición. O 

3.1.1 Ejemplos y aplicaciones de medidas aleatorias de Pois-
son. 

Ejemplo 3.2. Sea (IR2+, BIR2+, .X) un espacio de medida u-finita, que consiste 
en el primer cuadrante del plano y donde .X es la medida de Lebesgue en el 
plano (área). Sea M una medida aleatoria de Poisson en dicho espacio 
con una medida de intensidad e.X, c E JR+. Dicha medida aleatoria mide 
el número de puntos en los subconjuntos del espacio. ¿Cuál es el número 
esperado de puntos por cuadrado unitario? 

Solución. Observemos que el número de puntos en el cuadrado I =;: [O, x) x 
[O, y) es una variable aleatoria de Poisson con parámetro c>.(I) = cxy. Si 
x = y = 1 entonces el número de puntos en el intervalo unitario es una 
variable aleatoria de Poisson con parámetro e y en consecuencia el número 
esperado de puntos por cuadrado unitario es c. · O 

Aplicación a modelos ecológicos. --_;., _, 

A los ecologistas les interesa la distribución d.e e~pacio, de Ías plantas y de 
los animales. Tres de las situaciones de intérés'.,so;~Z.~}· · ···' ~·, , ·.. . ·.· 

'' 

2. Los organismos tienen lugares de preferencia en el sentido en que tien
den a vivir en grupo o en· alguria:S:regiories con más frecuencia que en 
otras. · · ·: ··: · .;, >Í·Ú:: •. ; "' ' ·:·:.' 

; .· .. ,.,: ,::.'·•'"':;;;:.<::\,:~ .,. . 
, 3, Los organismos son distribuidos ;en" una forma regular en el sentido 

que las distancias entre ellos y)S\}S vecinos más cercanos tiende a ser 
constante. . · 

Una importante razón para estU:diar esto es que podemos estimar la distri
bución de la población total si conocemos la distribución en alguna pequeña 
región. La hipótesis de aleatoriedad iiosda la pauta para argumentar el uso 
ele medida aleatoria de Poisson en el plano. ·Los ecologistas se refieren a di
cha medida como el bosque ele Poisson. Del supuesto del bosque de Poisson 

45 

----- --- - --~---------------~·;.:,··c..·~·~_,..,,;------'------'-'-.;._=---' ..._..,_~~--·...,....··~-·-



podemos obtener la función de clensid~d ele la cli~t:Í'ibución de t!n>organismo 
a su ·vecino más cercano. ~:-- -__ ·.;;. -_;<,.,"_ -·- · ·-_-;,;·-~~:::;\;.-_·~ ·---.. ;;·,~.__:-··-" -. . . _: ·.: 

Proposición. 3.2 . . :En·. un .. brisque de.Poisson, la. dista.nciá· Ri,.desde un 
punto fijo arbitrario al.más.cércano•.evento tiene;cOmofunción de densidad 
f n1 (1·) donde · .< •.· 

f ni(i)::=':2~~;ti;fü.f~i.': :: •:·;i.~i:::-·.O. ';~li,;:tf\,~:;~;·. '.ir 
, ·._, .. _. ·:·':·:·;, .. '.::-:· _._;,:,:>~/;'.:. \·-·,.;;.- ::.::·."; --~~ .. -- ·.·-~; ~:/,> ,::<:'::~~,.·;;·.e:~~~~ .. ,,_.,;,, ... ·:.··--.· 

Demostración. Corrio Ri. > r si. y.·sólo si ;no existen: púntos:'.en; el. círculo de 
• . , •. : .; '1. ·. '.:· • •., ·;.>·:~ · :_.r': :.~;.•p.:· ·i::-· .. ' · .•:. r'·•;:.;;.·: '.: · ·.- "• ::-. ·• :•-, , :: ·~ ;:.;- · ' /''>"e;; f.-¡,·~-'·" '· ' . , : · '· -- ,, · 

radio· r. con .·centro ee uni P]jntofijo'' ba,jo consid~raéion;é:t;Dicho 1 c1rculo .tiene 
'. área :7rr2 i . en con~ecuencia ·~l~i'ii~~~é))'d~°féyentosJdentrd::.del' dréúfo e~. una 

variable aleatoria i Póisso'n: ,Ñ'con: p~~íüíiet~61~ :,rr3 :'·:· s¡a ·e, el círcúfo; de radio 

r . . EntonreS "' ';r~:;fü~:r,f ~{$i~~;~r~1S;"' ,,,,, 
de donde 

entmices 

D 

3.1.2 Más aplicaciones de medidas aleatorias de Poisson. 

Para las medidas aleatorias de Poisson hay muchas aplicaciones esto gracias 
a que en todos los supuestos en los que aparece la distribución binomial se 
argumenta la aproximación a la Poisson. Los siguientes ejemplos son prueba 
de ello . 

. l. Degradación radioactiva. Los tiempos en los que una colección de 
núcleo átomico emite, por ejemplo, partículas alpha puede ser bien 
aproximado con unas medida aleatoria de Poisson. Sup.ongamos que 
hay N períodos de observación de duración T. Sea ñ = >..T el va
lor esperado del número de emisiones por período observado. Bajo 
los supuestos, el valor esperado, nk, del número Nk de períodos de 
observación que presentan k emisiones es nk = N,c-;¡'1 k 

2. Tiempos ele llegada. Los tiempos de llegada de clientes a tiendas, ban
cos, etc .. ; pueden ser aproxiriiados por medidas aleatorias de Poisson. 
De manera similar para los tiempos en que las llamadas por teléfono se 
realizan,· accidentes ·que ocurren en un fábrica"o en un taller, etc .. En 
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"Teoría de Colas" el supuesto.de la distribución de Poisson es frecuen
temente hecho, en parte por su evidencia empírica y en parte porque 
nos lleva a simplificaciones matemáticas. En muchas de estas situa
ciones la intensidad varía de tal forma que e= c(t). Sin embargo, en 
períodos de tiempo, el supuesto de e constante será válido. 

3. Mutaciones. En la células los cambios del materia.! genético (heredita
rio) son llamados mutaciones. Pueden ser espontáneos ó inducidos por 
agentes externos. Si las mutaciones ocurren en las células reproducti
vas ó gametos entonces la. descendencia hereda los genes mutantes. En 
los humanos la. tasa con la que ocurren dichas mutaciones espontáneas 
es de 4 por 100,000 gametos aproximadamente. En la. bacteria E. coli, 
una variedad mutante es resistente a la estreptomicina. En un ex
perimento, N=150 cajas de petri no tuvieron colonias resistentes, 40 
tuvieron una, 8 tuvieron dos, 3 tuvieron 3 y 1 tuvo 4. El promedio de 
ñ, de mutantes por millones de células es entonces 

ñ = (40)(1) + (8)(2~~ (3)(3) + (1)(4) ·;,,, 0.46 .. 

Bajo hipótesis de Poisson, el numero esperado, nk,;de baja'.s contenien
do k mutantes está dado por 

4. Cambio de voltaje en los•eplaces m(1sculo-nerviosos. Los cambios de 
voltaje vistos en Una célula. muscular atribuidos a la. actividad es
pontánea de las células nerviosas vecinas ocurren en tiempos descritos 
como medidas aleatorias de Poisson tal y como se desarrolló en la 
aplicación del proceso de Poisson compuesto. 

3.1.3 La fórmula de Campbell. 

Sea f : E -+ JR.+ medible y 

lfdM=< M,f > 

Si f es simple rncdiblcs entonces 

00 

J(i) = L::Cdn,(x) 
i=l 
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donde (B¡)ieN es partición de E y:< M,'f: >= ¿J~¡ c¡M(B¡). Si f es 
;medible y acotada. . · • '" ·· " _,._. ·• 

''. !~(~)·~,;,.>,\ 
sobre, 

entonces 

Tenemos que 

' · .· N · N 

< M, ¡ >=J.!!~< Af,,f n ~= .. nl.!!~·L f i,.(e¡)_ = L f(e¡) 
......... i=l i=l 
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Ahora probaremos la fórmu~~ 

Por el teorema de cambio cl~ i~ri~l;le tenemos que 

·',. ·' 
. E[expk !Cf~{n=~.l~,--!«x>ecda:>. 

' . . ~· \• .. : ; ' -~: . . . ·. ~-. - . . . _, . . .. 

y como las ei'S son variable'aie~toria8jndependie~tes eidenticamente dis
tribuidas érité>nces los' ~álctÍlos ·de árriha quedan de lá siguiente. forma: 

. f;, ,-~:l.•.'.tf ):§.;~·if;·:.t.~\tf.'.,;)··~.t\~ .. '~,1 k 
-µ(E)"" · '· -J(x) · (d .. ').. __: 

e b . e . . . /1- x : k' , 
·::c ,,:•. ·.• k=O .. : ,.!f.>:"/''·'·"t;;: ·<11· "::::. ' 

como µ(E) = J µ(dx) 
E. 

.:·; ·' 

= cxpCh p,- e~f~xl)µ(dx)} 
Proposición 3.3. Sea (Ni)t>o 1inprÓceso dé'.P(i'isson de'intensidad 1 y 

- . . .• , , • ,'< . . -.· "· . ' 

. M(B) =e r{'~.~(s)§~~/, 1-,\~ é?R,·, . . . 

'··. 4!) 



' . . 

M(B) representa el número deisaltos d~ N q~e c~~n;;eii:B.Y•ddemiis 

•, ,_' 

entonces M es ~edida, dteá'i/iri~jd~,~~fü~bh'eh'(B~, ~) t/11.~; la .'medida de 

Lebesgue. · '· .. · ... ··•···· .. •·.t,:.;'.·~;·~.~~·~·;':jJ'.'·:~.~Ef 'c;>·;:~:·~7~~1··.·~.·~:'.'jdi' .:;;.: ... :.·•;.' ... ·.· 1:.:.· .. ··: ·.. . .· 
Demostración.Sea'h(s) =:)1l8(s); ci;,e;ntt:";y B e)Ba<fijos,.·;.Porlafóimula 

expone~ciál .. de ·1~:~:~~;:tR'i?t~'2.·,~·)·'.~Y~·h;\~·:y;;/.·::·t·;~'':T_·:·¡,t~P~~;·;~;• .. ;;·' •. ·· ·.·. 

'·· ~··[ et:·*-(t.ifi~gc~),~~s)J :=:= e~~:(-->X .(17t~f''s>!ds)· 
entonces, · ' · · ... ··;:., · •.i'.' ,, ·...: 

-: : .. ·1·\~'i .<~:/. ·~:.;/::.i.::·~-·~f';.:' .. ' ·_~:~-- ": «~ :' _::¡ ··:··~ ···:.-./ --~é •,' .... __ ,., : • -· . 

· ··'IE'[~~p(---<J//;i~{s)~Ns)]. ~ exp (-lt (~ -e-qln(s)).ds) 

.: ·-·-.·~:'.· .. ::~ __ :\~J~~:~~;-~'l,i~tl~:i)~\'·~,:- ·-:-;; -_. - . 
JEfe;icp (~qJ\!mn ¡o,;t]))J .\=:=. 

., ~ 

el, teore111a de 

-·7;.·, 
;;.,' 

-.-~ .. ··' 

la. parte ;derecha de.: la' ultinia iguáldad •es •. la~ transformada de La place de la 
distribución Poi~sOn :<le.pÍi'.r~illetrC>'µ(B) 'de''!O;cu~lé'p'pdeinós concluir que 
M(B) ~e· dlstribuyé .Poisdpll. de parámetro ¡j(B);' Ahor~ mostraremos que 
siBnB' := 0 entonc~s M(Bfes independienté de·,M(B'). Sean q, q' E JR+ 
tales qué · · · · ' · · h. " , 

h(s) = qla(s) 

y 
h'(s) = q'la1(s) 

Sean Mt y Mftalds que 

Mt = exp 1{-fot h(s)dNs +·lt e~ -é.:."(~l) ds} .· 
s'o' 



y 

Mt y M[ sonmartingal~'de variaé:i_ón, ~cota~~-y ~o s~ltan simultaneamente. 
Usando el resultaclo"del·ápéñdiCc el 'c'ual dice.·que él #roducto de dos martin
gafos acotadas é~ inarting~fa; 't.enémo~· en~~gtiid.~q{¡~ (Mi.Mí) es martingala 

•· , ooffiO (MóM7~~~~~~11Í,1~¡+~·(·---··'"l "' · 
IE(exB(7.<JA:{(B,0 [Q •. ~D;-,;<lM@~Q (O, t])• 

.. _f(l.7 e_~qj~(B.n (0,'t])+(l _.e-·f)¡.i(B'n (O,t]})] 
. -., ,_;·,~¡:--:{·:-.· .··~·~~:·~ .. ;·.~·.:;·~··l~.:~¿:(·.\{-!·:.L: · .. ·. ·:(_;~·. · ·, _._ ·- ~·i'· 

· por lo tanto; <:.i••: ,. 1•• v.·.••:··, · · .. ·, . '.! 

. E[écp(::'.q~(B n' (O, tn s IJ' M(B'rl [o;'t])Í . . . . . . 
,·.. .'. "• ·;. - ,---· - , .. ·. _,: .. - . . ·. '·. I .'· -· .. '· ·:'.' '· I "- :· 

cxp(-(1 _;. e-:-q)µ,(B n (O, t])) exp(-;(1-é .... q )µ(B'n (O, t])) =. IE[exp('-qM(ii n(o,it]))]IE(e;cp·(.::..;/ M(B'ii_¡o;t]})]·· ...•. · 
_-,_ ._.:;-_, .:> --.. ::';·-¡ (;}i ." ~;--:~.:1-)-:ú";:T]f.\''{,.-/:'.(\:~--'~~- -~~~{i(:_:f-'á::it:i:~-~~·/r:~;.(;;~:; ~.\·-"· . .>' 

. ::_:,1f~ú -~~:i( .. {/~~::~~~:>.\ú:~.;f:;:·¡~¿-~~·:·:;·:L ~ ~ -::·, ' 
de ahí q~1é concluimos que M(B)y M(Bí);~oI1.iiide'~er1diÉmtes; .Ya que si X 
y Y son variables aleatori~ frldependient~~y;i~ti:~transforinada de Laplace. 

. l , , ,. " , ·:,; .·-' ~.::~~·;:··~.:·::;.~/.:~~~ {~:~;~/~~·~1~;: .. ~'-:.i/{~~/'~\~·; ,. · · I~_, 

.. ,.C(X, Y) (a, b) =<.C(X) (a)J.:(Y)(b). 
·· · · .: .,) ,. :;.:'¡~;:}:m;1}'.:1~:t1,:~\;:/ .:~: . .• 
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Solución. Sea f 2: O entonces 

µ([¿; ~))-:~:.I'f. '.::.·d~. ·=\.~· ... < 6o 
· · · }, X · f 

Pero sC f ;Úend~:~:'o; µ([€, oo)) diverge, e~tonces µ([o; CXl)) ;,,, OO. Corrw M 
es medicla.aleato~iaéle Poisson entonces .M((O, oo)) = oo c.s .. por defini
ción y teñíardos que en [€, oo) hay un número finito de átomos, por lo.cual 
concluimos que en O se acumulan una infinidad de átomos. · O 

3.2 El proceso de Poisson puntual. 

Sea (E,&, n) un espacio de medida u-finita. 

Definición 3.2. Una medida aleatoria de Poisson sobre IR+ xE con medida· 
de intensidad dtxn(de) se llama proceso de Poisson puntual sobre E c_on me- · 
<licia característica n. Es decir, si N es un proceso de Poisson puntual irriplicá 
que, para B E BJR+ ® &, N(B) se distribuye Poisson parámetro'Jfdtn{de) ·. 

".·n·· .. ···· 
y si Bi, B2, ... , Bn,Bi E BJR+ ® &, f¡On disjuntos, enton~es .. (N(B;)}i;;¡:,'so;;, 

independientes. . · . . r·· :·;::-:'..1~!i~\;k;~'-""-_:'.;.;··~\; ;?·;:·;~1~~J:t·· ~i?J'UL-· 
. Sea t 2: O. DenoteJ¡1os por N~· •. a1~·~1.~aj~;irit,:c);;de,::;Jl!i>.(E,)~t~lA<i~~;)\[i(A) -
N((O, t] x A), A E &. Si n(A) < Oci;e~to~C:é{(Ni(A))!~ó•'.es~,ún•prÓceso de 

Poi"º" oon pa<ámet«:~:;:::;(A) ú ~((1j~J,~~¡];f ;, ,i,:,',;;'.•' 
es independiendiente de (Nu(A))u>s, ya que lo~'c~nju~tos (s,t] x A y (O, u] x 
A son disjuntos si u :5 t. En el eJemplo del bbsq~é Poisson, este se puede 
ver como un proceso de Poisson puntual tomando (E,&,µ) igual a (JR+ x 
IR+, BJR.+ ® BJR.+, >.) donde>. es la medida de Lebesgue en IR+ x JR+. 
Observemos tambien que para Ai, A2, ... , Ák E t:, disjuntos, el proceso 
(Ni(A¡), (Ni(A2), ... , (Ni(Ak))t>O es un proceso de Poisson con valores en 
JRk, y parámetro (n(A1), n(A2), ~-. ,n(Ak)). 

3.3 Coloración de las medidas aleatorias de Pois
son. 

Las proposiciones 1.3 y 1.4 de la sección 1.1.3 tienen una inmediata y sor
presiva consecuencia para las medidas aleatorias de Poisson. Sea M una 
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medida aleatoria de Poisson, sobre (E, t:, µ) espacio de medie.la a-finita, de 
medida e.le intensidad ¡t. Sea A E t: entonces si M(A) = k, y consideramos el 
experimento consistente en colorear los k eventos en A de manera aleatoria 
de verde o rojo, donde los colores de eventos distintos son independientes, 
y las probabilidades de que sean pintadas de rojo o de verdes son p y 1 - p 
respectivamente. Sean Mr(A) y M 9 (A) el número de puntos rojos y pun
tos verdes en A respectivamente. Entonces M(A) se distribuye P(µ(A)) 
y, dado M(A) = k, la distribución condicional de Mr(A) es B(M(A),p). 
Entonces Mr(A) y M 9 (A) = M(A) - Mr(A) son independientes y se distri
buyen P(pµ(A)) y P((l - p)¡t(A)). Además si (A;)f=1 son disjuntos en t:, la 
terna de variables aleatorias (M(A;), Mr(A;), M 9 (A;)), i = 1, 2, ... , n, son 
independientes y en consecuencia las variables aleatorias Mr(Aj) y M 9 (Aj), 
j = 1, 2, ... , n, son independientes. De esto se sigue que el número de even
tos rojos y verdes son medidas aleatorias de Poisson independientes con 
medidas de intensidad pµ y (1 - p)µ respectivamente. Por inducción sobre 
k el resultados se extiende para colorear con un número finito de k colores, 
lo cual abre paso a nuestro siguiente teorema. 

Teorema 3.2 (Teorema de coloración). Sea M una medida aleatoria de 
Poisson, sobre (E, t:, /L) espacio de medida a-finita, de medida de intensidad 
µ. Dado M(B) = k, B E&, supongamos que dichos k eventos son coloreados 
de manera aleatoria con n colores distintos, la probabilidad de que un evento 
reciba el i-ésimo color es Pi, O < Pi < 1, i = 1, 2, ... , n y los colores son 
independientes uno de los otros. Sea Ni(B)) el número de eventos de B con 
el i-ésimo color. Entonces (Ni(B))f=l son medidas aleatorias de Poisson 
independientes con medidas de intensidad µi(B) = p;¡t(B). 

n 
Demostración. Es claro que la suma de las Pi es igual a uno, L: Pi = 1, ya 

. ·' . . i=l 
que un evento sólo puede ser coloreado de un sólo color. El que un evento sea 
coloreado del i-ésimo color tiene probabilidad Pi· Este experimento ocurre 
M(B) = k veces; y como ninguno de los k experimentos afecta al resto de 
los k - 1 expereimentos, ya que son independientes. Entonces 

IP'[.M1(B) = r1,.M2(B) = r21 · .. ,Mn-i(B) = rn-dM(B) = k] 
r! r1 r2 rn 

1·1lr2!. . . r,.!p1 p2 ·· .p,. 

n . . . . . 11 . . .· . • . 

donde M(B) = ¡= M;(B) yk =,¡=ri-,Ahora9u~rcmos.ver si las (Mi)f=l 
i=;ol . ' : . •i=;l· .... , . •: · ....... :. ·, ;-:. 

son variables aleatorias de J'.oisson . independientes di;. parámet.ro p;µ(B). 
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Calculamos - , - · : 
',;· .. ¡:_,,_,'.:____. 

JP(M1C~¡):~/¡;_j¡;f~'(e,) = r~, ,'~}(B,l;,:-t~t~i(B):: rn] 

. ' :~:; :.'·.-·~~·'._ ·;;,: ~·.~~~: ·,; .:.:! -~ :'. ·~·o. ,\·, ·; .. 't.iii,l/'\"· ·. 
= JP(M1(B)',;,, r~,;lvl;(Bf= r2,':·::','M(B) ::,·~3r;=' k] 

_,,. '. .. :~~·:.·~ .. ' :\~:: '·. í 'f:'. ';,-· \; .. ':· . ._\· .. ,·. .: .. ::- . :_. -~:¿-'. '; '.:: ~; :!. ;~~~·1>.~-~; i~~ :~~~}:'~·-·:·<)_ 
-. IP[M(B) ,,,; k]IP[Mi(B) = r1, M2(B) :;;'r27!'(; JM,:.,:;.1(B) =-rn-1JM(B} = k] 

,< ;;/ ,, x.' ·_ ' ' ' i/),(i::;ii;_}ata>tf';,):/ t r; 

e-µ(_B>(µ(B))k · k! : ;,- h ,:_¡' ;:~1!" e;,;;,r;~·i, .·i~ª.! .. /: ·(µ(B))',':'' > r1 ri • rn 

'' ;~!·;'" • /1lr2!_ ... rn!P1 ~-:,;··,:,;:~'..',t¡,;f(i¡·~¡'¡;,{;;:.,.i!r2f~ '._,_rnl .':' ·: Pi '.2 .. ·Pn 
_ · e7"'µU3)~, (µ(B)pi)'' e-1<(B)p2 (jl.(B)Pi)~~«:'/;'fd;;/• .. C1:1lP~ (Ú(B)pn)rn · . 

. . , :' .. - . ri! . r2! · º. ·.:.,:.·, ,,,,.-.¡._.,_._ :;,-.fnl.fi 
._.·ir e~µ(B)p; (¡i(B)p;)'' ,,_.'··''J.;.• , . 

.. -~ .. i=1 "···· -.-, -r¡! . , ._·, ·--~~.... . .. ,. .. :.', -~'·,· 

1' 

Por lo tanto las Mi 's se distribuyen Poisson parámetro Piµ(B) y son in-
. dependientes entre ellas. Para ver si las M¡'s cumplen la propiedad 2 de 
medi_das aleatorias de Poisson utilizaremos un resultado, el cual no será 
probado debido a que sobrepasa el nivel de este trabajo y dice: 
Sean N, M dos procesos de Poisson respecto a la misma filtración entonces 
N y M_ son independientes si y sólo si N y M no tienen tiempos de saltos 
en cmnún. 

"'Sean B, B' E&, tales que B n B' = 0. Y sean M{/ =número de puntos del 
i~ésimo color en B al tiempo t, y Mi~, =número de puntos del i-ésimo color 
en B' al tiempo t. Es claro que (M¡~) y (Mt) son procesos de Poisson, 
como BnB' = 0, saltan en distintos tiempos y entonces son independientes. 
Por lo tanto (Mi(Bj))JeN son independientes si {Bj)jeN son disjuntos. Y 
en consecuencia {Mi)iEN son medidas aleatorias de Poisson, independientes, 
con niedidas de intensidad p¡µ(B) respectivamente. D 
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Epílogo 

Para concluir este trabajo vale la pena observar que dentro de la teoría de 
los procesos estocásticos hay dos procesos que son fundamentales, y ocu
nen una y otra vez, a veces de manera sorpresiva. Uno es el movimiento 
browniano ó proceso de Wiener, el cual ha sido tema de muchos libros y pu
blicaciones. El otro, el proceso de Poisson, del cual su estudio parece tener 
menos importancia. La mayoría de los libros mencionan a este último pero 
ele manera escueta prefiriendo profundizar más en procesos markovianos o 
procesos puntuales más generales. 
Esta observación es de mal juicio y es concecuencia de la falta de percepción. 
de la verdadera importancia del proceso de Poisson. Esto es provocado en 
parte a la restricción en una dimensión, pero la teoría se enriquece mucho. 
más a la hora de hablar en un contexto más general, como cuando hablamos 
de una medida aleatoria de Poisson o de un proceso de Poisson compuesto 
ó puntual. 
Un resultado obtenido de esta tesis es la revaluación ele la importancia del 
proceso de Poisson, así como la exposición de su belleza, riqueza teórica 
y fácilidacl de aplicación en una más dimensiones. Otro resultado a consi
derar es la compilación de resultados que no se encuentran juntos en otra 
publicación, así como el darles una misma notación. 
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Apéndice A 

Filtraciones. 

Definición A.1. Sea (n, F, IP') un espacio de probabilidad. Una filtración 
es una familia (Ft)t ~ O de sub-a-álgebras de F, tales que Fs e Ft siempre 
y cuando s ::; t. 

Al sistema (n, F, (F~)í;o, lP') s.e lellama espa~i¿ de piobabilidád flltrádo, Sea 
(Xi)t>o un proceso estocástico definido en (n, F, lP'), la filtracióri éarióni~a · 
de dicho proceso está dada por :Ft''=':".a(X8 :: s 5·t): · ', <~,.:.•·.:,:; 1 · 

... -' 

Definición A.2. Sea (n, F, (Ft)t>o, IP') un espacio de probabiÍid~d filtrado 
y sea (Xt)t>O .un proceso estocático définido en (fl,F;'IP'),•dfrerncis qué el 
proceso es adaptado a la filtración (Ft)t>O si para toda t ~O se tiene que la. 
variable aleatoria es Fi~medible. - · . , · ·. . 

-<:":. : ,·._,, __ ·-.. : 
Definición A.3. Sea (n,F, (Fi)t>o, IP') .un esp~Ci·o dé prob~bÚid.adfiltrado 
y sea (Xi)i>o un proceso estocáticó .·definido en (n,·,r, IP'); di.remos que el 
proceso es progresivamerite medible si para tociií. Le IR! : :' : · .· ' · · 

. ' '._ . . . . "' . .. / . ,. . ::',,':;: . .. ·' ·:.' ··~~·.-):.J: ... . •','. ; . :.· .. ·.·.:·.·.'.····:···.··· •• · .... •.· - ;·¿·' "«<:. ·,·/· ----,> /.<:/ ·;, '--:--·::(.:·._,;-:<_·.:,_,.::< --
, (s,w)E [O, t])< n.+>'~t(w): 

es B¡o,tJ ® F1-~e~;~~le'.F ,, : ··º .. : : · '> , ~. ':'>;:,} '>:~ 
Claramente todo proceso es ada~~~~o a s~~;ft~~Ci;~;canónica y todo proceso 
progresivamente medible es '8.daptado. '' ', . :· ' · · 

_,.,_ <,_ ·;_;· ·, .. J~~ ----~.:--:~ ' .,•;,' -¡·:::_:~,;J:~~':>; -.'!~~--" 

Teorema A.1'. séa (Xi)i>d ttn pmceso estocCí.sÚcitéon vdlores'en un espacio 
métrico· (E; BE), ·adá.ptad; 'd/ l~/ilt~aci6n. (i1 )~·;~/y.· coittinu~ po~ lci derecha 
º por ta iz(¡íiierda ; 'entonces. (xi>i;o: e~ prouresiv~r(;.eiite medibfo. . . .. . ,····. . . . . - .·. .. . . "' 
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Demostración. Solamente se demostra~á. el caso en el que elprocesoes con
tiirno por la derecha, el otro casó es análogo.': Para ~11(),' basta ver qÚe para 
cada A E BE. ·" . ' ,· 

":._ ,.·:' 

.,, : ,._ i, 
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Apéndice B 

Tiempos de paro. 

Definición B.1. Sea (n, :F, (Ft)t>o, IP') un espacio de probabilidad filtrado. 
Una función r : n -+ [O, oo) se Üama tiempo de paro;coI1 respecto a la 
filtración (Ft)t;:::o si el conjunto (r ~ t) pertenece a J{ para toda t ;::: O. 

'. ,, '· '/· 

Proposición B.1. Si la filtración (:Ft)t>o·,es'continua por la derecha, en
tonces r es un tiempo dé 'para· si'y sólo si (f;i <,ri) :;E'Ft para toda t ;::: o. 

· ··:... \:\. '.\::·~ '{·-·~:):;:> ._::·~}:.: ... :):~>""\::'.,'::~-~ _:- ;;:::·~\:,·~xr·:·: ;).~~- .. , ·,; ·. 
'.Seat:~O fijo',·por:ser •. r,,tiempode paro 

entone" ·•· j~~l!illíf llI'tºt.'~ O 

<=).Corno la filtració~•és 'contillüa;p'orila derecha.y como (r < t) E :Ft para 
toda t ~O, se'tierie qy~:· (,.<\? ~s::y)'}' '.\ :·x •. • ... · · .. ··. 

(i:';tf~·"rf1ci'~'~·)E':J~~~ =Ft . 
. i;•·'. ;- . s.>;t :· · 

• ·.: '7 -: . ';' ~ . 

·:··· o 
Cabe scíial~r qud ~n'l¡i; pri~¡;ra'parte de la demostración, nunca se utilizó· 
que la. filtración·. (:Ft)í;o ~s c~nthniá por. la derecha, por lo cual, se puede 
afirmarque si~r es .ún tie'rhp'<J' de par~ entonces ( r < t) E :Ft para toda t ~ O. 

·Proposición ~-:~: Jsea;·+·:ln Üempo ele paro con respecto a la filtración 
, (:Ft)t;:::o. y Xi.,;; ;i['ti;;l (t)>"éntb~ces el proceso (Xi)t?:O resulta ser un proceso 
aclaptaclo á. dicha filtráción. .•. · 
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Demostración . . Sea t 2:: O fija, e.ritonces · 

· Xi(w) ={J·.· .si t::; r(w),.· 
· ·O,' sit>·r(w), 

. . 

por Jo tanto, 

' ·. . ' {0. ·.·. si u< d~ ·. 
(Xi 5 u) = ·. (r .. <.> t)·;· •.. ·s ... tu .. _•e (O., 1).·; 

S1, ;-. ;.,.. Sl U;2:: J,_.. . 

pero estos tres conjuntos están en i, ~~ q~e'; .. es ti·~~~º deparo, en con
clusión el conjunto (Xi ::; r) E :Ft para toda t ~O. O 
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Apéndice C 

Martingalas con tiempo 
continuo. 

Definición C.1. Sea (Xtlt>o un proceso adaptado a la filtración (Ft)t>O 
tal que Xt es integrable para t ~ O. Decimos que es submartingala si pa-;a 
cada O ::; s < t < oo, 

< i·~."i ¡ . . • ~' 

y sobre martingal~ si para cada O ::; s.< t < 00 ,< 

. . . . ~~:.·:.:;~;,.'·»S;;J:'~~i,~:~t::.:[ii~1~1:·}:·;~~·},;. ~, . 
Decimos. que el ;pro ces~ (Xt)t;Ó és'14artirig.ala si es submartingala y sobre-

m(~'.i~;t[:.if ~;:,~:;í~í;!~l~l!~t~;k. ,···· 
Pro~osJ~i_ó~!q~~.{:k§'.~~JM,t,)í~ó,§'!f,ri,(lJ/ftJ:,W:~rt~ngala acotada y cadlag, y sea 

·. (Jft}t~o;1~Y:b:~(lftf.j;.~,~!J.~il~lfi~~:~~,~t{~i;jti~f,~~5af?.~<!-~P. y c~dlag; ambas martín-
: galas. en••L2·;•/' Bi·-M.: y'' M.~}\no Hienen :~altos •.en comun entonces MM' es 

_tal que, s = to < t1 < 

'; .. ,; ';' ..... : ~-:: 

.... · .. >+ 1)Mti;t1 :f'!'ftiH1Yt;:i.1 - Mt;) 
.i=.O 
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· < :J:·~ ::'~~ .·x ::. >< 1:.:::1 · ·· . . ·· . · 
IE[MtMf7 ÁisY~l =·o+otiE[E(Mfi+1 ~ Ml;}(Mi,:¡.1 '- Mt,)] 
·. · · .•. /.:: ' .. :;> '''!; ;,;·; ,'', ... ,. :· <· i=O' · : .. ; ; .·.. · 

• 1 .':' ', : .:;· •• /· •• • ·)~~ ~:; • •• : 

ya que ·lvl y'M~:sóií. marüngaias: •·Sea ·e: 1a ·cota dé1M •y .·k la· variación·· total de M1- eÍitóll;CeS<:: :~.:;·! · --. .;_ ' ;. · :· · -. _> -:~ ·.··•· :_~· f'.'h,..: .·:. _..,. -~ ._.,,- -:·- .. ~- .. ~ .... 

k-1) .. ,· ·.' . 

1 E<llfl.+1:- Mf,)~M,t;+1 -,- ~t,)I 
· i=O. :·· .. ,, •· · .. 

k-1 

~ cJL,:(Mf,.¡:1 :....Mf,)I 
·i=O 

~ ck <OO. 

Esto implica que el término del extremo izquierdo de esta última desigualdad 
converge a cero si el tamaño de Il tiende a cero, debido a que no tienen saltos 
en común. Finalmente por el teorema de convergencia dominada tenemos 
que 

k-1 

IE[L(Mf,+1 - Mf,)(Mt,+1 - M1,)] ~O 
i=O 

Por lo tanto el producto, MM', es martingala. D 
.. ·- \ ,• -

Proposición C.2. Sea (Mt)t>O u'-na:Ft-martingala de variacion acotada 
v cadla9, y sea (Mf>t>o una:FT-inartingala de variación acotada y cadlau; 
ambas martingalas en-L2. •.stJvry M'. no tienen saltos en común entonces 
·MM' es martingala:·· ''r :i'' · ;,<:·1i:h 

.. . 

Demostración. En este~~~c) • t~~emos ·dos martingalas de variación acotada, 
entonces tomamÓs aTn un tiempo de paro con respecto a la filtración (:Ft)t>O 
y.nos:fijamos en M[n que es la martingala detenida al tiempo en que Mt = ;_, 
la cual acótamos 'J>or su supremo y por la proposición anterior obtenemos lo 
deséado .. ·· o 
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Apéndice D 

La integral de 
Lebesgue-Stieltjes. 

Definición D.1. Sea a: IR-+ IR una función monótona creciente. Sea I un 
intervalo real cualquiera, y sea () : I -+ IR un función escalonada. Decimos 
que() es o-sumable si el soporte de() (conjunto de puntos donde se anula), 
es o-finito. 

00 .. · . ,. .: . ' 

Sea A 0 (0) = · 'B c;.X(I;). donde Cj son.reales cualesquiera, Ij son intervalos 
j=l - - ___ ,_·.~-;; ~/,~-.:·_::·.~~~-~-·:,,:,~~<~·~~~-~\\\·\· '··\ 

reales y .X d.enotála medidade Lebesgue: · · 
. :. ·~ 

'Definición ·D.2. Sea a.: RJ~:nfuna·funciónmonótona creciente, y sea 
l :1 -:.+,IR: con la prcipledad dé.que e~ist~ ~~asu~esión 01, 02 , ••• de funciones 
escalo~adas a-medfüles d~flnida8;en/ta~e~qlÍe'L0(lf-Onl)-+ O). Entonces 
escribin1os · ·• · ·: > .,~ \J .. ;,r~·~\t}f' f> ·· tf da··~···L '(f+'.) ·~•¡_} (/~) 

dond• LoUlt '?{E~.~~~~~~~~~~~,\~;f,:. '··~tid.n ~·'~''"'ª1 <l• 

Lebesguc-Stieltjes de··! sobrc',Ii,coriiréspccto ·a· a. · · .• .. ·. ···· ·. ·.. . 

.• ·· ~e~.nició~; .• E;~.;·~ J,~~·;'.i!J.!~~::·(~;t~~~~;;~W~r~~~~~~<.{a.a1k~.nA•. es.•: lln·. pr.oces~ 
·. creciente s1 ••las .. trayectorias; éle.••A t: 't d .A¿ ( w) '.s.on •• no·.decrec1entes para casi 

· . to~a w~;A'~iil1.~~:a,;~1P.i'P~~(;ri~~~~~~y~f Í~fl~.nJini.t.a ~i:s~i :t~cl~d_os _los caminos 
dé A son de'vadacióil'fii1itá>eii•cacla"iiifervalo·:comi>acfo··(le' IR+; ·. · . 

· Sear}~;'.:t~tj·f~g;3h';i;f~;~~e~g,B¿~~ti'~~í~~j';~"~YjJ;h~s-"S:~~1~cÚ~· t ·.·~ Ai ( w) es 
co~ti1i\}6 por lri.-cÍéir<ichri/y rtd':~d~¿r~·cicnte~:j!:~ta f{1ücióri i~clucc una medida 

. . .... '. •''" ' : . ·. ·~ .. '" , :" '• . •' ·.•. ' . . ' 



µA(w, ds) en R+. Si f está acotada, función boreliana' en R+, entonces 

f¡(s)i.iA(w,ds) 
lo .. · . . ' . 

está bien definida para cada t > O. Den6tarernos esta integral por 
'. 

.foti_(~>~1s<w). 
Si Fs =cF(s, w) ~stá acothd~ 1~.eJ'~J~jJÜt,mente medible, podemos definir, 
una integrál collju~tamellt~médible: •· · ' ' 

. . .. ; '.i']fü;JJ~~'1.1'Jc:.~JdA,(wJ 
~;{~~:~~;\~J~iii~~¡~\:\e •· 
Ejemplo D:l'.1'.:(Sea'N}uii'r1n'ocesO'dé P.oiss_on_ de intensidad c. Entonces 
.. :.).'·'.· .. ''.···;,.·,~t~; .. ·"·:~7,~-.~¡t,,;:Ji~·,,_,_¡¡:·•-···~'·,.d'1,~)\~*!'"'~·»?'·~·''.-'i"'."-:~: .• .. ·~· ·. '. ,. ,· 

Mt ,;;_ N¿'~'ct; es Una iriartingala/yún'proceso de· variación finita .. f'ara un 
proceso H ~onju~tameñte medibté ·i/acotad~, tenemos . 

. , .. ' '.,, ... / . ::;1';,};~: .. '.'.,: 1 .~,:1•t .. t :?f·i:~~·-3-~\ .¡·,.; >:. 
It ·= q 'H8 dM8 ';:·tf(;H8 d(Ns::..: es) .': · .-JrJ- "~:'f .. _,r~~t:J&~~ .. -;~~·-'"_,_.~.t-~. }-_l 

· ·.',=;"{J/r~~&H$X~rºt~~~ifX~ :,.:,:~· ' ·. ,. · -·· 
· ·· ~;r~tli:~tfr~~~~\f;#,,,, · · ·· 

donde (Tn)n~I son lostiempos de espera del procesó de Poisson. 

' \ . ~ t ~ 
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Apéndice E 

Aproximación de una función 
medible por una simple 
medible. 

Probaremos que h medible puede ser aproximada por una simple iriedible. · 
Para esto fijemonos primero que si h = 1A(t), A boreliano. Entonces existe 

· ... : ¿r .. n , . .." ··. -.,. . 
he que la aproxima. Fijemonos en el álgebra A ={ {O}-Ü·' U (cii 1:b¡)}'do11de . 

•• 1 ·i~··N,._i=l'.)(,'1 >>.' ··· ... - . 
los intervalos (a¡, b;] son ajenos dos a d()s. . . . .•• .. • . • ; ·::(. >; ·. < 
Entonces por el coro.lario';2~de]14]~.Para:todo é;:>,O''y':B·EO'(A)existe 

~~l·:~:cd~~~~~~,~~s1tit~~rt~~~l~ji~1i·¡~.~1~.t··,·l 
donde ,\ es la medida de Lébesgue; esto>ya qué·..... . ·· . 

·.fJ.1~.~.gÍ~i;~g~1!~~~lf ;'~,~tl:,Mll .· 
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h relativo a >. la medida de Lcbesgue. · · . .. .· •· . 
Ahora como toda simple se puede aproximar por una siciple rll~dible de la 
f~rma d.e. h entonces también se puede aproximar por .üria de fa•. forma de 
he y por lo anterior esta última converge en L 1 a h'. 'rriedible::,Entonces se 
afirma qUe existe h<k subsuccsión de heque converge.e·~¡ dqndequiera a h' 
respecto a la medida de Lebesgue. ·• · ?1 ,·f?i~)~JL:·~.,{ >.'.J <'. 
Para probar que . · · · · .. . 

t t .. >. .• 

[ h,kdNu--+ [ h'dNu ·. • · 
~ .. - s - ·. ~.:" r~·~;/;~:):._.·'/·~;·:.;·:':_:~-·~:.\ /·:- ,::,.:·~:~ - t-:::: :. ,;:·. - :., 

casi seguramente con respecto a IP', primero probaremos que elconjunto• de 
saltos de Nu fuera de A C [s,t], con >.(A):=t.~ .. ~,,tien~ probabBid,adcero. 
Lo cual se reduce a encontrar · · · ·': · } _·,~··e:·"·~] · ::;;·; .i: :. :•;:; <> .'c.: .. : · 

IP'[{T;}~ 1 e [s;t] ,A.] 

Donde T; son los tiempos de los salt~s cl~l pfoceso, los cuales se distribu
yen exponencial de parámetro c. Sea B~ tal qu~. >.(B) = O entonces por 
a-subaditividad tenemos que '. O;!~·~;_i¡D!~;;.j..:: 

nn¡iQm e ~)J:~ :$:i:§~[~i~~'..ii',, 

··. ~,~'::i~J~~Yt~~t: .. º ... 
ya que >.(B) =O. Como >.([s,·t]>..1)1''.'~i.9.eiit~nces•nD[{'.Ii}~ 1 e [s, t] ,A]= O. 

pº' 'º '='º · · /,·~;g~~0~!%;!~·d~. 
Además C:()ino ·.· :.·_;);\:_:·>:~~ ~-\~.,--> - -

o·~ éxp{~...:.-z hekdN~} $ l. 
',' ,-.;~::-'' :~-·;.·_ .. ~::_~>-.'.';:~·-·.·>.::'.::·;~:····._·::.>\~~:,>~--~--:~. '. 

por el t_eorema de conyergeni::ia acota.da para esperanza condicional (ver 
tenemos que · · · • ,,, 

(3]), 

Iim JE_: .[exp{_; Í:~ h,~ dN,.}.1.rs] = JE [exp {- {s t h' clNu} 1.r.J " 
<r~O -. . . . :l ls1 ; J. 

~·:;>- ,·~~~' ·• ~: ' 
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