
0//..20 
-$/cB 

UNIVERSIDAD NACIONALAUTÓNOMA 
DE MÉXICO 

FACULTAD DE INGENIERÍA 

/ 
DISEÑO Y APLICACIÓN DEL ESQUEMA DE CONTROL DIGITAL 

LINEAL ÓPTIMO CUADRÁTICO (DLQR) EN UNA PLANTA 

EXPERIMENTAL. 

TES 1 S 

QUE PARA OPTAR POR EL TÍTULO DE 

INGENIERO MECÁNICO ELECTRICISTA 

PRESENTAN: 

JOSÉ LUIS~EDELLÍN LÓPEZ 

MARÍA OFELIA RODRÍGUEZ DURÁN 

ASESOR: M. EN l. RICARDO GARIBA Y JIMÉNEZ 

CIUDAD UNIVERSITARIA MÉXICO, D.F. 2003 

A 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



Agradecimie11tos 

A mis padres, Alfredo ./tlledellín y Magdalena López , por haberme apoyado a alcanzar 
una meta más en mi vida. 

A mis hermanas, Lilia, Guadalupe y Erika, por su ayuda y los grato~. ;;10111ent~s vividos. 

A mi novia Adria11a, de quien he recibido el apoyo y fa co111p1·ensióá.necesario;, en los 
momentos. nuís dificil es. · · · · 

A mis compaíieros y amigos, por el apoyo incondicional y /~s grandes mome/1/os de 
estudio, alegría y regocijo que compartimos. 

A mis maestros que por su dedicación aportaron otro grano de arena en mi formación 
pN~fesional. en especial, al Ingeniero Ricardo Garibaj; ¡}or ampliar· '11is conocimientos 
para que este trabajofi1era posible. 

A la U.N.A.M., gracias, por el orgullo de ser un pro.fesioiÍalforjad() en.sus aÚlas. 

José Luis Medel/ín López 



Dedicatorias 

A mis padres, de quienes he recibido una buena educación y cuyo ejemplo me ha sabido 
l/ew1r por el camino de la honestidad. 

A mis pri1110s y sobrinos, a quienes deseo ver convertidos como grandes seres humanos, 
realizadmien cadá uno de los aspectos de su ·vida: 

Y a todos aquéllos que se lla11 dado la oportunidad de adquirir 1111 co11ocimie11to 11uís y 
llacerlo vivencia." 

. José Luis Medellín López 



Agl'l1decil11ie11tos 

Gracias a Dios, porque nada es posible sin Él. 

A todos 111i!>;'·¡,ía-ésíros 
Gracias. porqúe cada uno de ellos, dejó parte de sí en mi mente y en mi corazón. 

Victor M. 
Te doy gracias porque has co/1/ribuido en forma muy importante en mi .formación 
pr<~fesional. 

Ricardo·Garibay 
Gracias. por el proyecto, por tus enseiianzas, por tu paciencia y por tu apoyo, pero sobre 
todo por tu amistad 

José Luis 
Gracias por 111 disponibilidad. por tu compaiierismo y co11fianza, por tu semido del 
humor y porque estamosjzmtos en este proyecto. 

JI.fa. del Carmen, J'.-lale11a y Lety 
Gracias porque a pesar de todo. nos mantuvimos unidas y por su aliento y co11fianza en 
mí. 

A mis cuíiados, Gustavo, Coral, Alicia, Ratí/ y Carlos. 

A toda mi familia, pÓrque en ella he encontrado valores y .fortaleza. 

P. Martí11ez 
Gracias por tus ocurrencias y tu vigilancia continua. 

Ma. O.felia Rodríguez Durán 



Dedicatorias 

A 111i paptí, de quien siempre recibí amor, pro/ección y un gran ejemplo. /o que me ha 
permilido comp/e/ar es/e objelivo, porque he guardado en mi corazón. en lodo 111omen10, 
lo valioso y agradable de su noble espírilu y porque he fenicio en menle s11 pensamien/o 
.filosófico. 

A mi 111a111tí, de quien siempre he recibido un apoyo incondicional, en todos /os aspectos, 
de' quien he aprendido que nada es imposible, y c¡uit:n siempre encuentra el modo de 
hacerme ver sencillas, las cosas que me parecen d(flci/es. Te quiero mucho. 

A mis hijos, Vidar, Adri<Í11 y Floriaue, que le han dado sentido yfe/icidctd a mi vida. y 
q11e me impulsaron a luchar por un ideal. Los amo. 

A mis lterma11os, Ismael, Alicia, Ricardo, Patricia y Má. ;le /os Angeles, qltienes hán 
sido siempre un elemento motriz en mi vida, y que sie1iipré, hai? éstado conmigo en las 
buenas y en las malas. , · · , · · · · · 

A mis amigos y amigas por su amisladincondicio11al,porque me hicieronfiterte cuando 
más débil estaba y porque me dejaron hacerlo n1ismopór ellos. . . 

A mis sobriuos, Jorge, Kare11, Rodrigo, Dieg<J, Sebastiá11 y Gloria Luz. 

Ma. Ofelia Rodríguez Durán 

l 



ÍNDICE 

1. Planteamiento del problema y objetivo del control. 

2. Diseño del Controlador y el observador. 

2.1. Control por retroalimentación de estados. 

2.1.1. Asignación de polos estables. 

2.1.2. Fórmula de Ackermann. 

. . '' ..... · 

2.2, Observador de estado. 
• ' '.· ··~~- ,· ·~ 1 - ' ·,; 

2.3. · E~q~~~,~~·~~.~:t~gklin. 
c6'ntfo1 '6~ti~~:c~;drático. 2.4. 

2.4.1. Principios de Optimalidad y Programación Dinámica. 

2.4.1.1. Ecuación Funcional de la Programación Dinámica. 

2.4.2. Regulador Lineal Óptimo Cuadrático (LQR). 

3. Modelo de la planta. 

3.1. Función de transferencia continua. 

3.1.1. Análisis dinámico. 

3.2. Modelo lineal de variables de estado. 

3.2.1. Obtención de las variables de estado discretas. 

3.2.2. •Obtención de las variables de estado discretas utilizando las 
herramientas MATLAB. 



4. Controlador SPVisor. 

4. 1. Descripción básica. 

4.2. Descripción del esquema de regulación. 

4.3. Características de aplicación. 

5. Simulación y aplicación del diseño. 

5.1. Pruebas y resultados del control por retroalimentación de estados y 
observador, por asignación de polos. 

5.2 Pruebas y resultados aplicando control óptimo. 

5.2.1. Pruebas en Matlab. 

5.2.2; ,Tábla de resultados. 

5.3 Aplicl:ú;ión:fí~ica con el controlador SPVisor. 

5.4 Análisis de resultados. 

6. Conclusiones. 

7. Bibliografía. 

Apéndice. 

¡¡ 



PAGINACION 

DISCONTINUA 



Capítulo 1. Planteamiento del Problema y Objetivo del Control 

Capítulo 1 
Plantear.iiento del Problema y Objetivo del Control 

Plantear el diseño en Ingeniería de Control es atractivo e interesante, ya que 
para cubrir las diversas especificaciones de un problema de este tipo, los 
aspectos que hay que abordar son múltiples y muy variados, de tal forma que es 
muy probable, que la solución sea producto de un trabajo interdisciplinario. Lo 
anterior es comprensible cuando tomamos en cuenta los aspectos más 
importantes en dicho trabajo de diseño, los cuales, en forma general son: 

a) Escoger los sensores y actuadores adecuados, para actuar sobre la planta o 
proceso,· · 

b) DesarrollarJos modelos o ecuaciones de la planta, sensor y actuador. 

c) Diseñai el ~ontrolador bás~~o en los~o~elo~-Jc;it~rios de control a seguir. 
• ,- • ., • '• • "; or i • • ., 

d) Evaluar an~H~i~a~e~te el diseño mediante simulación y pruebas del sistema. 

El presente trabajo de tesis está encaminado a utilizar el método de diseño 
conocido como Regulador Cuadrático Lineal, comúnmente abreviado como 
"LQR", el cual, además de ser una poderosa herramienta para el diseño en el 
enfoque de control óptimo, ha servido como base para el desarrollo de muchos 
otros esquemas de control, tales como el método gaussiano cuadrático lineal, 
conocido como "LQG", y el controlador H~ los cuales se utilizan en los sistemas 
más expuestos a perturbaciones. 

El enfoque principal de este trabajo, es que, con base en la simulación, 
experimentación y exploración del algoritmo principal, se pueda hacer una 
caracterización del mismo respecto a las cualidades y características de 
operación. 

Para llevar a cabo lo anterior se hacen una serie de pruebas a un proceso físico 
experimental, algunas de éstas se simulan previamente utilizando el programa 
MATLAB para luego realizar las pruebas directamente con un equipo simulador 
de procesos y el programa SPVisor. 

Se debe mencionar que se toman como base los algoritmos de control de 
Ackermann. 

Se considera que este regulador es de gran importancia en el estudio y 
aplicación de sistemas de control digital, ya que constituye la principal estructura 
de regulación del estado en sistemas lineales multivariables, y es indispensable 
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comprender la filosofía del mismo, para utilizar las técnicas modernas de control 
multivariable, específicamente en el enfoque de control óptimo, el cual toma 
como. base la _elabé:íracióri de un indice o función de costo que se debe 
minimizar.· 

- -·,'.-- -, <' •• 

El . planteamiento. te6rico de este enfoque, asegura que el controlador es 
inherentemente estable~ ya que genera soluciones estables en sistemas de 
malla cerrrada, ademas de que proporciona una visión clara acerca de la 
necesidactdeminimizar:.efesfuerzo de control y las variables de desviación del 
sistema:--····. - .·· ·.·· ; --- . - - .... -

-·.' --- ' . 
,,--- - . . 

El desarrollo de este algoritmo no es reciente, por lo que se busca mostrar con 
claridad los beneficios que se tienen con.su uso. 

Por todo I~ a~t~rior, la justificación del présente trabajo de tesis incluye una 
evaluációndel desempeño del enfoqUe LQR, a través de su aplicación sobre un 
misnío proceso, sometiéndolo a dife·rentes valores de algunos de los parámetros 
que conforman la función de costo. · · 

Para precisar el alcance del trabajo se hace referencia a los esquemas 
fundamentales de control: 

El esquema clásico, mostrado en la figura 1.1, con controlador PID en el cual se 
emplean diversos métodos de sintonización, para obtener los parámetros 
adecuados del controlador de acuerdo con un procedimiento heurístico. 

Perturbación 

r 11 Proceso y 

yr 

Figura 1.1 Esquema clásico de control 

La aplicación de este esquema completa un diseño aceptable , en términos de 
comportamiento, tanto en el dominio del tiempo como en el de la frecuencia, 
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considerando criterios tales como: tiempos de asentamiento y de elevación, 
sobrepaso, ancho de banda, etc. 

Por otro lado tenemos el esquema de control por realimentacióri de las variables 
de estado y un observador de orden completo, el cualse muestra en la figura 
1.2. · .. · i'. ;; : .e·.·· · '" 

_-_f;~'.f~}- _:-._::~:~·-'~--- --.·-<;,-:·. 
··::,~·:' .,~:~->.:·_·:··· :_·: :'.; ~- ' 

En dicho esquema podemos ol:is_ervar que_<:fag()_(:}Lriié>C:leJo;d~rproceso enferma 
lineálcamo: · -- ~ -· < -: - ~-- .. ~-. --- ... -. • ·-·- - - --·· - -

.·.....•... ·. - /(: 

x(k + 1) =Ax(k)+Bú(k) 

se tiene que: 
11 = Kx, -Kx" 

Este esquema incluye el seguimiento de la referencia r para operar en modo 
servo y la K de control puede calcularse por medio del algoritmo de Ackermann, 
asignando el valor de los polos de malla cerrada. · 

El observador se calcula con el mismo método, de acuerdo con el principio de 
dualidad. ··· · 

Tomando como base el esquema de la figura 1.2; en ~ltr:bajo que se presenta, 
la K de control se calcula empleando el algoritmo de control óptimo LQR, y 
formula el siguiente objetivo de control: -._:_).~=~-- ··

1

,·····'.":_~~,~,, :.-~·,_: •• .-,· 

La salida del proceso y(k), va a ser control~da para balllbios de referencia r(k) 
(modo servo) y perturbaciones (modo ::regÚlacíón),':disefiando la matriz de 
retroalimentación de estado por medio del algoritmOLQR, con un índice de costo 
a minimizar dado por: :'et·• .:·;c.• · - · 

J = u(k/ Rii(k) + u(k)". Qx(k) 

Este diseño de control óptimo determina las señales de control que satisfacen 
las restricciones físicas y a la vez maximiza o minimiza algún criterio dentro de la 
operación del sistema. 
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Perturbación 

z. PI unta + 

+ 

Observador 

,. 
+ 

Figura 1.2 Esquema de control por retroalimentación de las variables de 
estado y observador de orden completo. 

4 
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Capítulo 2 
Diseño del Controlador y el Observador 

El objetivo. de· control, consiste en reducir el error hasta cero con suficiente 
velocidad, tanto en el modo de regulación como en el de seguimiento. La 
ubicación de .los polos de malla cerrada se determina por la matriz de ganancia de 
la realiment.ación de estado. Para poder hacer el diseño en variables de estado, 
prirñero~néc~sitámós tener todo el estado disponible, para determinar la ley de 
control. Si esto no es posible, se requiere diseñar un observador, el cual calcula el 
vector de estado total cuando se le proporcionan las mediciones de la salida. 
Después se combina la ley de control con el observador, donde los cálculos de la 
ley de conti-ÓI están basados en estados estimados en lugar de estados reales. 

2.1. Control por retroalimentación de estados 

El procedimiento para el cálculo de la matriz de ganancia consiste en elegir las 
ecuaciones adecuadas para todos los polos en lazo cerrado, y a continuación 
determinar la matriz de ganancia K, de retroalimentación de estado, que dé como 
resultado los polos de lazo cerrado especificados, de tal forma que los errores 
causados por perturbaciones o entradas de comando puedan ser reducidos a cero 
lo mas rápido posible. 

Este esquema se muestra en la figura siguiente. 

Planta 

u(k) x (k+I) =Ax (k)+ Bu (k) y (k) 

y (k)=Cx(k) 

Controlador 
X (k) 

-K 

Figura 2.1 Control por realimentación de las variables de estado 
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En malla cerrada la ecuación de estado se transforma: 

x(k +l)=Ax (k)+BK,·(k) 

x (k + 1) =(A - BK )x (k) 

(A - BK) tiene que ser Hurwitz 

2.1.1. Asignación de polos estables 

A partir de la fúnción de transferencia de la planta se puede determinar la 
estructura del control, mediante la especificación del objetivo del control. De 
acuerdo a este tipo de procedimientos se desarrolla el método de asignación de 
polos, que requiera la especificación del comportamiento dinámico deseado en 
malla cerrada, permitiendo obtener una estructura lineal del control. 

Así la planta de orden n se modela mediante 

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) ........ (2.1) 

y(k)=Cx(k) ............... (2.2) 

La entrada de control 

u(k) = -K'l:(k) ......... (2.3) 

Donde la K es la de retroalimentación y está dada por 

La manipulación de los valores de K garantizará que los polos estén dentro del 
círculo unitario de estabilidad. Escoger los valores adecuados para los elementos 
de K, depende del valor de las ralees a las cuales se desea llegar. 

Al sustituir la entrada u(k) de la ecuación (2.3) en la (2.1 ), la ecuación de estado 
del sistema es: 

x(k + 1) =(A - BK)x(k) ......... (2.5) 

En este algoritmo es necesario especificar las posiciones deseadas de los polos 
de malla cerrada. 
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~me= [z 1•Z.2 ... ·z ,J ... ;.;~ .. (2.6) 
---- - . ·.=-;-;e~'=--" ~~~·--· -'-•- -'- _, - ·'""".''--""',-- -_-0:.-"-co- _,;-_:-; -- ;-- --

La ecuación característica.del sistema de mallacerrada es 

·J>(-) -1::.1·· 'A'+ BKI :""'.(" · .. ·- )(" - :.2 ') · .. (- ····-)· .. . (2 7) ..::.. -..::. - - --¿;.l - .. ::? ··~.:.- .. ,, •••••••••• 

En esta ecuación tenemos n incógnitas k 1, k 2 , . • •• , k,, , y n coeficientes 
conocidos en la parte derecha del polinomio dC>n-de~podemos resolver igualando 
coeficientes obteniendo la matriz de ganancia, K de tal m'anéra que las raíces de 
la ecuación estén en lugares esperados, forzando así a'la·ecuación característica 
del sistema a ser idéntica a la forma deseada. 

La condición que debe cumplirse para lograr la regulación de un sistema discreto 
lineal con retroalimentación de estado es en principio, que el sistema sea 
controlable. Si las matrices están expresadas en forma canónica controlable. 

-a1 -ai -a,, 
1 o o 

A= o o Matriz del sistema 

o o 
(mm) 

B~[~] Matriz de entrada 

Al cumplirse la condición de controlabilidad, podremos establecer el siguiente 
análisis para el sistema que deseamos regular. 

Ahora, al hacer el cálculo de la matriz (A - BK) con la forma particular que 

denotamos para A y B y con K = [ k 1 k,,] tenemos: 

izl (A - BK } = P (z ) ..... ·.· .. (2.8) 
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Las raíces del polinomio p(z), es decir los valores propios, sori los polos del 
sistema retroalimentado, los cuales están determinados por la matriz K. 

Manejando los valores de K garantizaremos que los polos estén dentro del 
círculo unitario del plano complejo z. 

¡-;· -a2 -a.] [k, ki k3 k,, 

o o . o o o o 
A-BK = o o - o o o o 

o o : (llXll) ~ o o o o 

¡-(a, l+k,) -(a2 + k2) -(a3 + kJ) -(aT.,)l o o 
A-BK = o o 

o o o 

La forma particular forma que adopta la matriz A - BK permite llegar a la 
siguiente conclusión: 

Al calcular los valores propios del sistema retroalimentado con la expresión (2.8) 
se obtiene la ecuación característica de malla cerrada. 

P(z)=z"+p 1z'i-1+ ... +p
11

_ 1z +p,, ........ -.(2.9). 

De donde se tiene: 

con: 

p 1 =a1 +k1 

P2 = ª2 + k2 

Pn =a,, +k" 

.............. (2.10) 

p; coeficientes del polinomio característico P (z ) 
a elementos de la matriz A en forma controlable 
k componentes del vector K de control 
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El vector K del controlador asegura una regulación con base en la 
retroalimentación de estado del sistema. Se debe comentar que en realidad la 
asignación de los polos en malla cerrada, en un caso real de diseño, no es 
arbitraria ya que se tienen bien definidas, con base en la experiencia, las zonas 
más adecuadas para colocar estos polos e incluso se puede determinar el 
comportamiento del sistema dependiendo de las posiciones escogidas, además 
podríamos intentar forzar al sistema a responder rápidamente pero esto nos 
generaría grandes señales de control y la planta podría comportarse en forma no 
lineal. · · 

Con respecto a los polos de la malla cerrada se puede tomar las siguientes 
consideraciones: 

Polos estables 

,Z I ¡ < 1 

Polos inestables 

'z 1 ' ~ 1 

Figura 2.2 

Se establece que el sistema es estable si se cumple con cualquiera de las 
siguientes condiciones: 
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• Todos los polos de su función de transferencia están dentro del círculo 
unitario. 

• La matriz A tiene valores propios dentro del círculo unitario. 
• La matriz A es Hurwitz. 

Fórmula de Ackermann 

Un procedimiento sencillo y efectivo para calcular la matriz de ganancia K, es el 
uso de la fórmula de Ackermann, en la cual no es necesario que A y B estén 
enunciadas en forma controlable. Si el número q de entradas y el número p de 
salidas es 1 (una entrada y una salida), se aplica la fórmula para calcular la matriz 
de retro de estado K. 

A partir del modelo de la planta de la ecuación (2.1 ), y del polinomio característico 
de malla cerrada, dado por. la. ecuación. (2.7). Se forma el polinomio matricial 
P (A) utilizando los coeficientes de la ecuación característica deseada (2.9). 

---·--> --·:'-:\~:"~--.··<.·_,-. :.;~·.< 

. P (A);, A" ]-k/)¡,;~{:f<:;: ... '::.+i,L1A + k,, ·'· ..... (2.11) 
• " ; ' . ' ,_ - . . . . -- ·, ~- - .. - -,_ . ' . ,; .- ', ;.- .. . •· • . ' -- '. '-· - ~ • -··. t ' . ' - ' . ' - .e'. ' ' ' 

La fórmula de Aék~rrn~~~·*g·~~¡~:;~;it~Í~f·a:.:~;~~~~~i}~st~~~da po"r: 

K =[o O ,O ..... l]L,[~;\ A~: .. A'~:1 ~J~1 n.,,;(Á) •• ,~ .·.\.~'.; .. (2.12) 

donde la matriz d~ cCl~tr~lá~mdad 
Wc: =lB AB ... A"-1Bj ....... , .. (2:13) 

es no singular y por lo mismo la planta es controlable. 

--------- -----·--·---------------------------
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2.2. Observador de estado 

El algoritmo que estima el estado de un sistema es llamado observador de 
estado, como se describe en Ja figura 2.5. El estado de la planta x (k) es 
observado o estimado como x(k) y se desea que éstos sean aproximadamente 
iguales, de esta forma se tiene disponible x(k) para cálculos de realimentación. 

Empleando el modelo de la planta dado por las ecuaciones: (2.1) y (2.2) 

El obse~~dor-+ci~c'~stado, se utiliza para estimar las variables que no sean 
medibles'directámente; a·partir d!3 las mediciones. de las variables de salida y de 
las de control, siempre y cuando se satisfaga la condidón de observabilidad. 

Una entrada 

u(k)-Kx(k) 

-K 

x(k) 

Planta 

Y(k) + 

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + Ly(k) 

y(k) = Cx(k) 

Observador 

Una salida 

y(k) 

y(k) = y(k)f(k) 

y(k) 

Figura 2.5 Esquema del observador de orden completo 
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En la ecuación de salida 

y(k) =Cx(k) 

de donde el observador se expresa como: 

x(k + 1) = A .~(k) - LCx(k) + Bu(k) + Ly(k) ............ (2. 14) 

Restancfo.(2.14fa·1a ecuáción.de-~sTaciode~fa planta '/definiendo 

~ - : ,_ - . -_ -:· ·:-· .. - - . . . ~ - ' - . 

x(k+tJ==Ax(kJ::..:.EJí(kJ .; .. , ....... (2.16) 

y(k)== CX(k) 

---·· --

x(k+1)={A-LC)x(k) ················· (2.17) 

Si Ja matriz(A.- LC) es Hurwitz, 

entonces se cumple la convergencia de 

y(k) ~ y(k) 

x-(k) ~ x(k) 

12 

El cálculo de la matriz de ganancia del observador L debe considerar que la 
planta sea observable. 

Para calcular la matriz L con base en el procedimiento anterior, se recurre el 
principio de dualidad, el cual establece que: 

S el sistema [A !B] es controlable ~ el sistema [ ~ ;.:-] es observable 

Si el sistemá [~J es observable ~ el sistema le 1" f A T J es controlable 
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[
e ] CA 

1'1" 0 =; ............... (2.18) 

CA"- 1 

es no singular y puede aplicársele un observador de estado. 

Existe una similitud en el cálculo, de las matrices de control y observador, de 
hecho, los cálculos matemáticos son equivalentes. Esta propiedad es llamada 
dualidad, lo que implica que la fórmula de control de Ackermann se convierte en 
una fórmula de cálculo del estimador, si se realizan las sustituciones de la tabla, 
básicamente se intercambian los papeles de entrada y salida. 

Control Observador 
A AT 
B CT 
e gT 

La propiedad de dualidad se muestra en el siguiente desarrollo, en donde el 
sistema se enuncia enferma óbservable. 

. ............. (2.19) 

y(k} =Brz(k) +pru(k) ................... (2.20) 

Las matrices de contr.olabilidad y observabilidad se enuncian como: 

r r r r n-1 r] W c'=LC' A C ··· (A ) C ................. (2.21) 

[ 

Br ] r r 
W ,.' = B ;A ................... (2.22) 

B r (Ar )"-1 

Donde se observa la dualidad: 
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[ 
e ] CA = . =H'o 

CA·11-I 

·················· (2.23) 

(W,'{ =[Á 
--~:..:- ' 

A ,;~w] =Wc ................ (2.24) AB. 

- -

Un sisforriá es>cofitroíJi)r~~~~ic~su~ual es observable y viceversa, es decir, si el 
sistema es obser\láble; sú dual es controlable (principio de Kalman). 

Sobre el _ princip¡()~ ~~:~·J:lidad podemos calcular la matriz L del observador 
utilizando las matricés ÁT~ c1' y Lr con el procedimiento de Ackermann, como 
sigue a continuació~: -

Para la matriz (A; -C 1 L 1
) se debe especificar el polinomio Q(z) que tiene los 

polos deseados del observador. Con la fórmula de Ackermann se calcula L' como 
si fuera retroalimentación de estado del sistema dual, sin olvidar que el sistema 
original L es la matriz del observador. 

Por lo anterior 

f~ T - - 1' - T T 11-I T ] T f-- _- A e . . . (A ) e =W o •••••••••••••••••••• (2.26) 

Esta expresión sUelé llamarse fórmula de Ackermann para la determinación de la 
matriz de ganancia del observador Lr. 
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2.3. Esquema de seguimiento de Franklin 

Plantas tipo 1 ó mayores, donde la planta tiene un integrador 

La ecuación característica del sistema control de lazo cerrado se define de manera 
que se presenten transitorios satisfactorios a perturbaciones; sin embargo, es 
necesario considerar la respuesta al cambio de referencia, con un transitorio 
adecuado, con respecto a los cambios de órdenes o seguimiento de comando. 

Esto se realiza introduciendo de manera adecuada la entrada de referencia en las 
ecuaciones del sistema, de acuerdo con los esquemas de seguimiento. 

¡\' 11 

Planta 
,. X yr 

Figura 2.3 Esquema de seguimiento 1 

A partir de condiciones iniciales 

x .•. , =0 

buscamos que la Y.u sea igual a la referencia r. 

Y.-..=r 

De acuerdo con el esquema de seguimiento 1, tenemos que: 

X r = N X r ................. (2.27) 

La matriz N X permite generar el estado de referencia X r. 
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11 = 11, + 111 ••••••••••• (2.28) 

11= =K(xr -x)=-:-K.x +N_,r 

11 1 =-Kx +KN ,r =...;.K(x -N_.r) '····················· (2.29) 

Si el estado alcanzado x (oo) = x" = x r; se determina el equilibrio, ya que hace 

11 2_,_, ;:; o· y u,,,= N,. r 

Si se alcanza X r =>y (oo) =y·" =y r ;y r = H rx. r ; en esta situación y r será igual 
a r y He= C. 

Donde u y y son de la misma dimensión; por lo tanto en estado estable: 

.. V \\ = r , y .\\ = Ct• ... . ': .. '\'.' '\\ = ."'(' r 

11 está determinada por 11 1 , tal que u .. = 11 1_," = N,, r ; u= es nula. 

El cálculo de N ·' y N,. se obtiene en estado estable con las ecuaciones de 
estado y de salida de la siguiente forma: 

x.., =Ax·'·' +Bu_,_, 

x ·" = Ax .., + BN,, r ............... (2.30) 

(A-/ )x_., +BN ,.r =O 

(A-l)Nxr+BN,.r=O ............ (2.31) 

CN X = 1 : ................. : (2.32) 

Donde [N_,1,,, 1 y [N,.1i., 1 

Consideraciones del esquema 1. 
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1. Si el proceso es tipo 1 ó mayor ==> N,, = O para entrada escalón. 

2. Si el prOcésoes~tipó Oelestadoestable"en Jásalida es compensado 
estáticamente por Ja ¡)realimentación N,, . 

3. La compensación para el sistema tipo O puede hacerse con un integrador. 

Esquema de seguimiento cuando Ja planta no tiene integrador 

17 

El seguimiento de la referencia res un poco más elaborado cuando Ja planta no 
tienen un integrador, por lo cual es necesario incorporarlo en el esquema de 

1 f 
.. 1 K, 

contra , como una unc1on - - -
s Z-1 

r 
+ K! 

Planta aumentada .........._ 
/ de orden n = n + 1 ...... 

~z __ -_1~u 1 
(u/) 

+ 
xr 

11 
plan/a 

orden 

estimacion 

Ad,Bd,Cd 

orden n 1 

Figura 2.4 Esquema de seguimiento con integrador 

y 

Con base en el diagrama que se muestra en Ja figura 2.4, se obtiene lo siguiente: 

1. La L,,,,, 1, del estimador se calcula de forma independiente con el método 
enunciado. 

2. K ª es la matriz de retroalimentación de estado y se calcula con el 
procedimiento ya conocido de Ackermann. 
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Ka= [k, K J.i,
1
,,

1
• 11,., 1,,, 1 

••••••••••••• (2.33) 

3. N, se calcula de 'acl:tecrdo con la ecuación (2.32) anterior CN, = I 

Analizando la planta aumentada, .su operación en esquema retroalimentación de 
estado tomando r =O (principio de superposición), el estado adicional x, está 
dado por: 

y 

---.. ~1 z -1 

x, 1 u, 
i-----·~---K_/_'~---~•• 

Figura 2.5 Estado adicional x. 

x,(k-l)=x,(k)+y(k) ................. (2.34) 

y(k)=Cx(k) ........................ (2.35) 

u,(k)=-k,x 1 (k) ........................ (2.36) 

ux = -Kx (k) ............................ (2.37) 

Incluyendo (2.34) con la planta original tenemos 

.x(k+I)=Ax(k)+Bu(k) ..................... (2.38) 

Obtenemos el modelo de la planta aumentada: 

x, (k + I)J = [I CJ[x, (k)] + [º ]u(k) 
x(k+I) O A x(k) B 

u(k)=u,(k)+ux(k)=-[k, K] [:~~~)] ............... (2.39) 

Con base en este modelo se diseña la retroalimentación de estado de forma 
conocida para encontrar la matriz (2.33). 
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Posteriormente se.éstabJece la ecuación de entrada que satisface el. esquema de 
la figura anterior; cOrísiderando que la referencia r *o. - · · 

De acuerdo ca~ elidiagrama se tiene la componente de-1a séñ~·l~de dbntrol 11 1 

11 1.=-k(x -N_.r)=KN.,r-K-.: ........... : ... :···· (2.40) 

Se adiciona 11
1
(k) 1 , que se obtiene al resolver la ecuación en diferencias 

V =(r-y) .................... : (2.41) 

K, .( ) 
u, =z~1 r-y 

=:> u¡(k + 1) = K, [r -y (k)] ........... (2.42) 

u(k)=u 1(k)+u 1 (k) ............... (2.43) 
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2.4. Control óptimo cuadrático 

Al diseñar un sistema de control óptimo se necesita encontrar una regla de control 
presente, sujeta a ciertas restricciones, para minimizar alguna medida de la 
desviación de un comportamiento ideal. En la mayoría de los casos, el 
comportamiento se hace óptimo al escoger el vector de control u(k) de tal forma 
que el índice de desempeño se minimice; formulamos este indice de desempeño 
con base en requisitos que el sistema debe cumplir y toma en cuenta la naturaleza 
del sistema resultante. 

2.4.1. Principios de Optimalidad y Programación Dinámica. 

Considérese el sistema: 

x{k + 1) = f[x(k),u(k)] ............................... (2.44) 

Cuya secuencia de estados x (k) depende de x (O) y de la secuencia de control 

:11(0).11(l) .... 11(k -1 l} 

Con lo que se pretende determinar la secuencia de control {u(O),u(l),. .. u(N )} de 
forma que el sistema evolucione desde x(O) hasta x(X) optimizando un índice de 
comportamiento J : 

N 

J = ¿q[x(k),u(k)] ................................ (2.45) 
k=O 

(,\'-1) 

J = ¿q[x(k + 1),u(k)] ................................ (2.46) 
k=O 

J Depende de x (0) y de la secuencia {u(O),u(l), ... u(N )} 

En el principio de optimalidad, una secuencia de decisión óptima tiene la 
propiedad de que cualquiera que sean los estados y las secuencias de decisiones 
previas, las restantes decisiones forman una secuencia de decisiones óptimas con 
respecto al estado resultante de las decisiones previas. 

Por extensión el principio de optimalidad establece que si una secuencia 
{u(O),u(l), ... u(k)}. es optima en el intervalo O::; k::; N -1, también lo es en 
cualquier subintervalo ; ::; k ::; N - I , con o::; i::; N -1 , que conduzca al estado 
buscado el x(N). 

Se considera que 1, es el valor del índice J a minimizar cuando faltan 
desde el estado k = N - i hasta k = N - 1 

pasos 
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1 X-f) 

!, = _Lq[x(k).u(k)J ........................ (2.47) 
l.:.\'-1 

2.4.1.1. Ecuación Funcional de la Programación Dinámica 

La ecuación funcional permite establecer un procedimiento recurrente para el 
cálculo de la secuencia {11(0),u(1 ) .... u(k -1)}=11{0, N -1}. 

Considerando el costo 1,, cuando faltan i pasos para N, la ecuación (2.47) se 
expresa: 

.\" -1 

1, [x(N - i)]= c¡[x(N - i + 1),u(N -i)]+ Lq[x (k + ))+u(k)] ............... (2.48) 
. J.:=X-1 +J 

Sea 1; un valor mínimo de-I,. y aplicando el principio de optimalidad y teniendo 

en cuenta que q[x(N -Í/1),u(N -'-n] es independiente de la elección de u(k) 

para N - i + l !:; k::; N .::..'. .. 1 e(valor del mínimo 1; puede escribirse como: 
. ··"'.: 

1;[x(N-i)]= min{'q[x(N'--i--1-1),u(N-i)]+ min f:q[x(k+1),u(k)]} 
ti\N-1_) ::: -.· - · " u{N-1+1.N-i: ( .... \'-i+I 

(2.49) 

o bien: 

1;[x(N -i)]= min{q[x(N -i +1),u(N -i)]+1,·_,[x(.V -i +1)]} ......... (2.50) 
•" u(N-1) 

en la cual· x (N ...:: i + 1) puede calcularse a partir de x (X - ; ) . 

La ecuación (2.50) se denomina la ecuación funcional de la programación 
dinámica y puede ser aplicada en forma recurrente. En efecto si se conoce el 
mínimo I ;_, [x (N - i + l )] cuando faltan i -1 pasos, puede calcular la decisión 
óptima u(N - i) cuando faltan i pasos, para resolver del problema de 
minimización. 

Observar que este enunciado establece que la solución se haga en sentido 
inverso a partir del estado final. 

1;[x(N -1)]= min {q[x(N ),u(N -i)]} .................... (2.51) 
u(N-1) 

tomando como dato x (N ) . 



Capitulo 2. Diser)o del Controlntlor' el Observauor 12 

Entonces; mediante la programación dinámica, la determinación de la secuencia 
11{0.N -ll que minimizél·'·~_i;¡:_ reduce _auna secuenc.ia de problemas de 
minimización. 

Similarmente cuando faltan dos pasos (i = 2). 

¡; = min {q[x(N -1),u(N -2)]}+1,"[x(N -1)] ............... (2.51') 
- 11(X -:1 

2.4.2. Regulador Lineal Óptimo Cuadrático (LQR) 

Considerando el sistema discreto: 

X ( k + 1) =Ax (k)+ Bu(k) ........................... (2.52) 

Se estudia el caso de la aplicación de la programación dinámica para generar la 
secuencia de control [u(k)] de forma que el sistema (2.52) evoluciona desde x (O) 
hasta x (N) , optimizando el índice de desempeño• J . 

{u(O),u (1) .. :ll(N· -1)}.: ,:;, ..... ,, ............ (2.53) 

J = -~[x 1: (k +IQ'.(k+J )+u 1· (k )Ru (k )] ......... 2.54) 
k•O 

N'-1 
T . -·""[ T r ] J =x (N)Qx(N)+L..JX .(k')Qx(k)+u (k)Ru(k) ......... (2.55) 

Q = Q r ;:::; O y R = _Rr ;:::; O• son simétricas semidefinidas positivas, propuestas por 
el diseñador donde él establece la importancia relativa de la desviación por el 
principio de optimalidad: · 

minJ = min · • ... [min{xr (N)Qx(N) + ~[xr (k)Qx(k)+ u 7 (k)Ru(k)]l] (2.56) 
11(0),u(l 1 .• :u(N-2) u(N-1) K=O r 

se define el costo incremental mínimo para u , transición de (N -1) a N: 

min {xr (N)Qx(N) + ~[xr (k)Qx(k) + ur (k)Ru(k)]l = ~xr (k)Qx(k) + ~ur (k)Ru(k) + 
u(N-l) . . K=O f K=O K=O • 

min {x r (N )Qx (N )+u r (N -l)Ru(N -1)} .................... (2.57) 
11(.V -1) 
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se define el costo .iricremental 1T1ínimo de (N -1) a N: 

La programación dinámica utiliza de forma recurrente el principio de optimalidad. 

La idea básica es resolver el problema en sentido inverso del tiempo, es decir, la 
primera variable del control es la última que se aplica. 

Sustituyendo x (:Y) en (2.58) de acuerdo con (2.52) 

.,, _ _, 

I v-i v = min {[Ax (.V -1)+ Bu(N - l)Y +Q[Ax (N -l)+Bu(.V -l))+u' (N - l)Ru(N -1)} 
' ·· u(i\'-11 , . 

...... ... ... ... ... ... (2.59) 

f s-1.s =X 
1 (N -1)..J rQAx (N -1)+ min{2x r (N -l)A r QBu(S -l)+u r (N -l)R+B 1 QB(N -1)} 

"'"" •11 

......... ······ ...... (2.60) 

para derivar con respecto a u(N - 1) se consideran los siguientes enunciados 

a rº 
---- (u Ru) = 2Ru au 
O T - (Mu)=M au 
a 
-(ur M)=M au . 

2B r gr Ax (N -1)+2srQBÚ(N -1)+2Ru(N -1) =O 
. ' " . 

despejando: u(N -1) de la e6~~~fan ante~ibr, se tiene: 

llcx-n· =-[B rQB +R).:1 B rQAx (N -1) ............ (2.61) 

u· (N -1) Indica el valor que minimiza el indice incremental I N-i,N 

de (2.61) 

u·(N -1)=-K x(N -1) ................. (2.62) 
N-1 

[ T 1-1 T KN-1 = B QB +R B QA ............... (2.63) 
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El costo incremental 1.,·-i~s puede formularse en términos de la condició.n inicial 
x(N -1). 

1.,. -i.s = x 1 LV .:_I 1.4 'QA.~ (N ~6-2x ·'.·.(N -l)ArQB (B: QB '+ R)°1 B TQAx (N ,-1) 

+x 1 (N -l>A 1 QB[(l3rQB +Rr1]"(B 1 QB_+R)(B{QB +R F}B 1 QAx (N -1) 

f x-i.x = x 1 (N -ll[ArQA-)·~fJ(/3 TQB +R)"1 B rQAJ~(N-I) ;.; .... (2.64) 

'.v-i . .v =x7 1.v-1~Á;:QA -K.~:_ 1 ÚJrQB ~R)K,,._ 1 kcN~1) ......... (2.65) 

definiendo: 

P_, .. _1 __ ,. =ArQA-K~·_1 (BrQB +R)K.v~i ................... (2.66) 

l.v-1 . .\' =xT(N -l)PN-l.Nx(N-1) ························· (2.67) 

El índice de costo de las ecuaciones (2.55) y (2.56) puede darse en función de 
x(k),k=0,1 ... N'-1 yú(k),k=O, ... N-2, Sustituyendo (2.67) en (2.57) de la 
siguiente forma:• 

~.i_?,{ x r (N )Qx (N )+ %[xr (k)Qx (k)+u r (k)Ru (k)]} = 

N-1 N-2 

= LX r (k)Qx (k)+ Lu T (k)Ru (k)+x T (N - l)P.v:..1,.vx (N -1) 
K• k~ . . 
/l."-2 . . . ·... • 

= :L[x 7 (k)Qx(k)+uT Ru(k)]+xT(N -l)[P.v~rs +Q}.i-(N -1) 
t-o 

........... (2.68) 

definiendo: 

p N -1 =P N -1.N -tQ • • • • · • • · • • • • • • • • · • • · · · (2.69) 

1N-1=1 N-1.N +x T (N -l)Qx (N -1) .................. ····· (2.70) 

En estas ecuaciones se ha introducido el costo del último paso y el estado 
x (N - 1); y sustituyendo (2.68) en (2.56) se puede observar la minimización del 
indice J con respecto al costo 1 N _ 1 de la siguiente forma: 
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min.J = .'.~~¡~\ _,[~!i_?,{x / (NX}x (N )+ ~[x 1 ( kQx (k)+u 
1 

(k )Ru (k >J} J 
min.J = , min ·-·LrlTli~{· -~[x T (kX}x (k)+u 7 (k)Ru(k)]+ !,,:_,}] .. (2.71) 

.1.utl) ... 11(,\ .~1 1t1.\'~·J1 1.; ... o · : 

La expresión (2.71) a trav,ésdel término IN-1 implica el óptimo u(N - l)y el estado 
x(N)._ _ ____ _ 

En el penúltimo pa~C>. para u(¡\¡_;;_ 2)~.se ITliniiiiiza ell término 
0

dé la llave de la 
ecuación (2.71 ). c:C>nsigerandó las. ecuacion~;; (2.66) a 

0

(2:?0).' -

- <v-: .•·'·• • -· N-3 - · ··- : -

min{··;}:;, :L>· r (kXJx (k)+ L:ur (k)RÚ(k)+. 
lol\ •!) 1.;,,,,.(,' ' k-0 . ' 

- .. ""'"min{u 1.(N -2)Ru(N..,.:.2)'+x.r(N -l)Pv_
1
x(N-1)} 

...... (2.72) 

lff\'-!1 . 

A partir de lo anterior. se enuncia el costo incremental de los dos últimos pasos. 

f.v-i.N = min:ur (N -2)Ru(N -2)+xr (N -1)P,.,_ 1x (.V -1)} 
•I \ -:· . -

= min:~,r (N -2)Ru (N -2)+x r (N -l)Q(N -1)+1.~_1 ,,.,} ••••• <
2

·
73

) 
•t.\"-:• . 

En la ecuación anterior se sustituye x (N - 1) = Ax (N ,,.;. 2) +Bu (N - 2) , de donde 
. ' . ' 

se obtiene: 

J,.,_2.N =.'-"' (N -2)Ar P,.,_,Ax (N -2)+ min{ur (N -2)(R +B r P,.,_,B )u(N -2) 
.... , -21 

+2ur (N -2)B r P,.,_1Ax (N -2)} 
............. (2.74) 

Por analogia con el desarrollo del costo incremental del último paso. 

u '(N -2) = -(R + B r P,.,_1B )-1 B r P,,,_,Ax (N - 2) .................. (2.75) 

............. (2.76) 

El costo mínimo para los dos últimos pasos es: 
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I. _,,. =x 1 1.\· -2)[A 1 !\._ 1A-K ~._,(B 1 P"_1 B +R 1K v •• L\·(,V -2) 
. ... ¡ , . - . . . . - ...... (2.77) 

I \ -2 • .\' = .\" (.\' - 2)P,,. -2.N X ( N - 2) . 

El mínimo de .1 respecto a u(N -2) se puede formular de acuerdo con (2.72) 

1\' -=: - N..:3 , . ..· 

minJ =LX r (k)Qx (k)+ LuT (k)Ru(k)+I N-2,,. . 
.. ,\··21 k=-0 k•O " 

... (2.78) ,\' -3 

= ,L[x r (k)Qx(k)+ur(k)Ru(k)]+x "(N ....;2)(Q +P.:-vv )x (N -2) 
k=O 

Definiendo: 
PN-2 = PN-2,N +Q ............ (2.79) 

f .v _2 = f N -i.N +X T (N - 2)Qx (JV - 2) 

lx_2 =x r (N -2)PN_2x(N -2) ............ (2.80) 

Iterativamente, la ecuación (2. 78) puede sustituirse en (2.56) para determinar 
u· (N -3),u • (N -4) .. .,u"(O) hasta obtener el planteamiento general. 

u"(N -J)=-KN_1 x(N -j) j = 1,2 .... N ......... (2.81) 

KN_, =-<R +srpN-j+,sr1srP.\'_1 • 1A ................ c2.82) 

T l r T J, P,,·-1 =Q +A PN-J+I 1 -B(B PN-j+IB +R)B PN-1+1Yl ............. (2.83) 

con P,,. = Q . como la matriz inicial. 

La ecuación (3.83) se conoce como Ecuación de Ricatti en diferencias 

Observaciones.· 

1) K ,,. _, converge para j = 1,2,... N a un valor final 

K = lim KN-J ............ (2.84) 
N ._.., 

2) tal que: 
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u·(k)=-Kx(k) ........ (2.85) 

con 

K = (R + B r P B )B r PA ...... (2.86) 

P = lim P¡..o_, es la solución estacionaria de la ecuación de Ricatti 
N-~ . 

. ............ (2.87) 
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Capítulo 3 
Modelo de la Planta 

Como se vió en el planteamiento del algoritmo, es necesario disponer del 
modelo de la planta, ya que en el diseño del controlador LQR, se requiere el 
conocimiento del estado del sistema o proceso. 

Lo anterior resulta claro, considerando que si se desea controlar un proceso, 
deben conocerse a profundidad sus características dentro de un determinado 
rango de entradas y un tiempo de duración, distinguirse los elementos no
lineales, parámetros esenciales y secundarios, etc., por lo que la caracterización 
del mismo, es fundamental. Debe tomarse en cuenta que al hablar de proceso, 
nos referimos a cualquier sistema físico sometido a un control. 

3.1. Función de transferencia continua 

Para probar el algoritmo de control óptimo, se utilizará como planta física 
experimental, un instrumento simulador de procesos, de la marca "Feedback"; el 
"Process Control Simulator PCS327 MK3", el cual posee como características 
principales: 

- Estar dividido en dos partes principales: la del proceso y la del controlador 

-En la parte correspondiente al proceso, se tienen, para poder simular 
adecuadamente un proceso multietapa, un conjunto de tres retardadores de 
primer orden (lag), de los cuales dos pueden cambiarse a integradores y un 
inversor para poder simular adecuadamente el proceso requerido. Dando la 
opción para dos diferentes velocidades de operación (rápida o lenta), de 1 ms a 
1 seg. Se puede además simular una perturbación. 

-En la parte correspondiente al controlador, se encuentra un indicador de los 
valores de la señal de salida y la señal de referencia, teniendo como opción, la 
diferencia entre ambas en lugar del valor de la salida. Se tiene además, la parte 
del PID, permitiendo seleccionar, tanto para el integrador como para el derivador 
una operación lenta o rápida. 

-Hay una tercera parte, la unidad que simula efectos no-lineales, como zonas 
muertas, histéresis. etc. 

De acuerdo con el planteamiento del algoritmo, el proceso empleado dejará al 
margen cualquier efecto de no linealidad. 
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De todos los procesos que se pueden simular con la planta experimental se 
seleccionó aquél, cuya función de transferencia continua es: 

1 
G(s) = , 

s(s + 1)- ················ (3.1) 

Lo anterior con la idea de disponer de un proceso de tercer orden, con un polo 
múltiple de orden dos y un polo simple, representando además una planta de 
tipo 1. 

Dicha función aparece en forma frecuente en el análisis de sistemas lineales. 

:···· -· ·~. .. )/,,o :f ....•.. ~ l./ 
-~~-- . ·- - .... -·· .. 

··- • ,., ·- ···-=~--
.: .. e .. '•·-_· .'.~\·'.*··~':. 

• • , .... ~.... . .. ;.w:. '=-':• ·~· 
.. . -~ -~ ,.:.:-:.: 

Figura 3.1 Planta experimental TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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3.1.1. Análisis dinámico 

Antes de obtener las variables de estado a partir de la función de transferencia 
discreta G(z), se muestra, en la figura 3.2, la respuesta en frecuencia de la 
planta la cual se obtuvo con la herramienta MATLAB, no se incluye el integrador 
con el objeto de determinar el tiempo de retraso. 

No se realiza el Análisis de Fourier, alrededor de la función de transferencia, ya 
que en los sistemas de control, la transformada z generalmente va acompañada 
de un retenedor dentro del proceso de discretización, asi que no se hace 
necesario especificar qué tipo de filtro representa nuestra planta. 

El tiempo de discretización es de 0.1 seg., debido a que el proceso tiene un 
retraso de aproximadamente 3 seg. 

Diagramas de Bode 

. ~ ¡j ¡_ 

. jlJ ~ .•.•. 

. .¡f.]---

Frecuencia (rad/seg) 

Figura 3.2 Respuesta en frecuencia de la planta. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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3.2 Modelo lineal de variables de estado 

Considerando, que para cubrir el objetivo del presente trabajo, se dese~ someter 
al proceso, antes indicado, a diferentes pruebas, es necesario conocer la 
respuesta del mismo en cualquier instante 1. Para ello deberá determinarse el 
estado del sistema. 

Recordemos que determinar su estado, nos permitirá evaluar el comportamiento 
del proceso para cualquier tiempo t > 10 , cuando las entradas al sistema sean 

conocidas para r > 10 • 

Se debe definir, por tanto, con el menor número posible de variables x: 

A las variables x 1 .x2 ••••••••• x,. se les denomina variables de estado. 

Las variables de estado se pueden especificar de varias formas, por lo que éstas 
no serán únicas, para un mismo sistema o proceso. Considerando su 
importancia, se ha dedicado este apartado para explicar con cierto detalle la 
obtención de las mismas para la realización del presente trabajo. 

Se sabe que una salida y(t) para cualquier instante t > 10 se puede determinar 

a partir del estado inicial {x(t0 )} y conociendo la entrada f(t) durante el intervalo 

Uo.f). 

Por tanto la salida y(t0 ) se determina a partir del estado inicial {x(t0 )} y de la 

entrada f(t) durante el intervalo (t0 .t), por lo que se denomina a esta última 

f(t 0 ). De ahí que la salida en cualquier instante sea determinada 
completamente a partir del conocimiento del estado del sistema y de la entrada 
en dicho instante. Lo anterior es válido si se tienen múltiples entradas con 
múltiples salidas, (sistemas MIMO). 

La obtención de las variables de estado de nuestro proceso, se hará a partir de 
la función de transferencia continua indicada en la ecuación 3. 1. 

El siguiente paso será discretizar la función de transferencia, para lo cual se 
hará uso de la "transformada Z:' que es la que se usa en el análisis de siste111as 
en tiempo discreto, invariantes en el tiempo y lineales. Con lo anterior tendremos 
la función de transferencia discreta para finalmente, obtener las variables de 
estado, las cuales, como se mencionó anteriormente, describen totalmente la 

--¡:¡::-- ·- ·:·: -·- -
_1 L.:~~'.·j. C?Y ~-'•LQ;¡ --·--.1 
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dinám_ica del proceso, _ aún y·. cuando. : representan la mm1ma cuantía de 
información que es necesaria: para determinar Jos estados futuros y las salidas 
del sistema para unas funcione~de entrada. 

Se espera ·después de este proceso, llegar a las siguientes expresiones 
matriciales: . 

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) 

y(k) = C•(k) 

Primero se mostrarán los pasos seguidos en la obtención de las variables de 
estados y enseguida se describirá a grandes rasgos el comando MATLAB que 
realiza este mismo proceso. 

3.2.1. Obtención de las variables de estado discretas 

Para Ja obtención de las variables de estado discretas es necesario tener Ja 
función de transferencia discreta G(z) , Ja cual, se obtiene a partir de la función 
de transferencia continua G(s), conectada en cascada con un retén de orden 
cero (zoh), con un tiempo de muestreo, T = 0.1 seg. 

Se propone Ja solución general a este tipo de problemas, moviendo la s del 
denominador del retén de orden cero a Ja función G(s), quedando de la 
siguiente forma: 

• -i:. G(s) 
G(s)=(1-e )-- .................. (3.2) 

s 

de la cual, se obtiene la expresión para la función de transferencia discreta: 

_1 {G(s)} z-1 {G(s)} G(z) = (1-z ) -
8

- =-z-Z -
8

- ......... (3.3) 

el siguiente paso será definir en fracciones parciales a G(s) para después tomar 
s 

la transformada inversa de Laplace, para tener la función en el dominio del 
tiempo, muestreada, y posteriormente buscar la transformada z con ayuda de 
una tabla. 

Una vez definida Ja función G(z), se sustituye para un T=0.1 seg. y de ah! se 
puede pasar directamente al modelo de variables de estado. 

Siguiendo el procedimiento anterior se tiene: 
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1 
G(s) = , .............. (3.4) 

··.· s(s + J)-

la cual se multiplica por el retén de orden cero (zohl, dentro del proceso de 
discretización 

G°(s) = (! ..... ¿"7
' )_!:.·{ ·.· 1 

,} ............ (3.5) 
.. s s(s+I)-

con ello, ahora se tiene la expresión para calcular G(z): 
. . . . . 

_¡ ..• {. . 1 .. ·} z - 1 { 1 } 
G(z)=(l-z)Z .. · . =--z 

.< .•..••...•.. s 2(s-t- l) 2 
· z s 2 (s + 1)2 

........... (3.6) 

,·: .. :.'. 

Antes de encontrar. la. transformada inversa debe expanderse la función en 
fracciones pardales: ... 

e 

· G(s) . • . 1 A B C D 
-s-== s~{s+l) 2 =~+7+ (s+l) + (s+l): ··········· <3-7) 

cuya solución es: 

G(s) -2 1 2 1 --=-+-+--+ ............. (3.8) 
s s s 2 (s + 1) (s + 1)2 

Obteniendo la transformada inversa de Laplace y escribiendo la función 
discreta en el tiempo, se tiene: 

g(kt)=(-2+kT+2e-kT +kTe-kT)u(kT) ........... (3.9) 

Con ayuda de una tabla de transformada z, se encuentra la función discreta: 

- 2z Tz 2z Tze-r 
G(z) =--+ 2 + -r + -T 2 .......... (3.10) 

z-1 (z-1) z-e (z-e ) 

se sustituye T = O. I seg. 
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G) -2z. O.lz 2z O.lz(0.905J (~JI) <= = -· -+ 2 + + . ··········· ..). = -1 (z -1) (z -0.905) (z - 0.905)-

----

para finalmente expresarla de la siguiente forma: 

Ge =i;; 0.00008z
2 

+ 0.00078z + ~.00005 ............ (3. 12) 
(z- l)(z -0.9048)-

A partir de· la información proporcionada se escriben las matrices de variables 
de estado: 

[

2.8097 

Ad= 1 

o 

-2.6284 

o 

cd = 10-3 [0.08 o.78 o.os] 

Como se puede observar, el método de obtención de las variales de estado es 
relativamente sencillo. Pero lleva en su parte medular, una apreciación que 
involucra varios aspectos y conceptos básicos e importantes en el análisis de 
señales. 

3.2.2. Obtención de las variables de estado discretas utilizando las 
herramientas Matlab. 

Dentro del desarrollo de las pruebas y simulación del diseño, fue básico, el uso 
de un programa en MATLAB, para, en primer lugar, calcular a partir de la función 
de transferencia continua, la función discretizada. Paso seguido, el programa 
entrega las expresiones matriciales de las variables de estado discretas: 
A", B", e", D". requeridas en el algoritmo de diseño del controlador. 

Básicamente es el mismo problema presentado en el inciso anterior. Se debe 
aclarar que los comandos utilizados para hacer la conversión de función de 
transferencia continua a discreta incluyen un retén de orden cero. 

El modelo A",B".C",D.i. se emplea como representación de la planta en los tres 
usos o niveles que se manejan en este trabajo de tesis. 
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Dichos niveles son: 

a) La simulación de Ja planta. 

b) La simulaéíón del estimador, el cual requiere de Ja información del modelo de 
la planta. 

'.· ., --· 
c) La aplicación física. En la aplicación física son los datos que se introducen 
al programa SPVisor, para dar Ja información de la planta. 

TESIS CON 
FAIJ._~~-Pl~' OPIGEN 

---·-·-.-··--
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Capítulo 4 
Controlador Digital SPVisor 

El presente capítulo describe el programa SPVisor y explica sus características 
de aplicación. El programa SPVisor merece un capítulo aparte, ya que la 
herramienta que provee este paquete es muy importante, porque es el núcleo de 
un controlador digital en tiempo real, económico y accesible, en el cual se realiza 
el esquema de control por realimentación de estado con un observador de orden 
completo. 

Con la realización de este trabajo de tesis se comprobó la eficacia de dicho 
programa, el cual entregó resultados muy similares a los obtenidos a través de la 
simulación con el programa Matlab. Todo esto se suma a lo que ya se ha 
observado en otras ocasiones, en el sentido de que el paquete resulta ser una 
excelente herramienta de experimentación, con la que se pueden desarrollar 
varias prácticas de laboratorio. 

4.1. Descripción básica 

Este paquete fue desarrollado mediante programac1on orientada a objetos y 
permite hacer el control digital de procesos continuos, por medio de una 
computadora personal, dentro del esquema de control óptimo, el cual requiere 
que se le introduzcan datos, como el modelo de la planta (Ad. B.1. e"), asi como la 

matriz del observador L y la matriz de ganancia K. 

Codificado en C .. , está conectado con el proceso a través de una tarjeta de 
adquisición de datos PCL-812, con un rango de voltaje que va de -10 a 10 volts 
para los canales A/D y D/A. Este dato es importante ya que determina las 
magnitudes máximas con las que trabajará el actuador. 

En cuanto a las características de la planta a controlar. ésta no debe exceder un 
orden de 5, de una entrada y una salida. El programa SPVisor mantiene bajo 
control la planta, estimando ininterrumpidamente el estado, a pesar de que se le 
introduzca un cambio de parámetros del controlador, del observador o una breve 
historia del control de la planta. 

Es importante mencionar que dicho paquete es versátil en el sentido de que se 
pueden aplicar técnicas, tanto del control digital clásico como del óptimo, que es 
el caso presente, haciendo los ajustes necesarios. 

Las características de su interfaz hombre-máquina brindan al usuario · las 
facilidades para interactuar en línea con el sistema, ya que en lo que se llama 
pantalla en línea, se puede observar, en pares, las variables de interés, las 
cuales son: 
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-señal de control 11(k) 

-salidáde la planta y(k) 

-estimación de la salida j>(k) 

-error de estimación de la salida y(k) 

La pantalla de operación en línea se muestra en las figura 4.1, en donde se 
observa que se despliega un par de variables de interés de acuerdo con las 
combinaciones seleccionadas en la ventana de la parte inferior izquierda de la 
pantalla, dichas señales mencionadas anteriormente se despliegan en la 
pantalla en línea, en gráficas comparativas, en forma de barras y contra el 
tiempo, es también en esta pantalla donde se tiene la opción de cambiar la 
referencia. 

La figura 4.2 muestra la pantalla de operación fuera de línea de SPVisor, con las 
diferentes opciones del menú principal; cada una de estas opciones habilita la 
configuración de los módulos del programa en donde el usuario debe definir 
parámetros o datos para el algoritmo de control. Un paso muy importante de la 
aplicación de SPVisor se tiene en esta pantalla, ya que a través de ella se 
introducen el modelo discreto de la planta y las matrices que conforman el 
esquema empleado. Lo que persigue esta forma de acceso es que el usuario 
efectúe fuera de línea todo el diseño de control y verifique su aplicación a través 
de SPVisor. 

En la figura 4.3 se muestran los componentes que constituyen el sistema de 
control digital, en ella se observan la planta ( equipo simulador de procesos), la 
PC con el programa SPVisor y el módulo de acondicionamiento de señales. 

TESIS co~r 
FALLA DE CF?IGEN -... ·----.. ·--~,_,, .. 
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Figura 4.1 Despliegue de la señal de salida. 

Figura 4.2 Deplegado fuera de línea 

TESIS CON 
FA.LL_~Ll!:~ ORIGEN 

38 
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Figura 4.3 Componentes del sistema de control digital 

4.2. Descripción del esquema de regulación 

Se ha dicho que el SPVisor puede ejercer control sobre plantas de orden 5 6 
menor, de una entrada y una salida, mostrando los cambios en esta última, en 
tiempo real, al recibir cambios en los parámetros del controlador o del 
observador. A continuación veremos ccn mayor detalle, el esquema de 
regulación que se utiliza en el presente trabajo, así como los datos que deben 
introducirse. 

La regulación de la planta se lleva a cabo por retroalimentación de estado, 
descrita en el capítulo 2, con lo cual el programa calcula la señal de control 2.3, 
la cual a su vez requiere el estado estimado en el observador. Por lo anterior se 
observa que es información fundamental, introducir los datos de la planta 
discretos, es decir, las matrices Ad, Bd,Cd., la matriz del observador Ld , y las 
matrices de control Nx y Kd. Como la planta es tipo 1 no requiere un integrador 
en el controlador, por lo que el elemento K, de la matriz de ganancias se 
introduce como cero. Además se da el orden de la planta, así como el tiempo de 
muestreo. 

TESIS CON 
FAL.Li1. !!:~ QRIGEN 
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4.3. Características de aplicación. 

Durante la operación en línea, la acción de control es ininterrumpida, las 
variables se despliegan en forma de barras y/o como gráficas contra el tiempo. 
La señal de control "u" se muestra en porcentaje y la salida en volts. Empleando 
gráficos en VGA y el mouse, las interfaces son muy amigables. 

En la figura 4.2. se pueden observar las diferentes opciones del menú principal, 
cada una· de estas opciones habilita la configuración de los módulos del 
programa en donde el usuario debe definir los parámetros o datos que requiere 
el algoritmo de control 

Esta forma de acceso, permite que el usuario realice el diseño de control fuera 
de línea y que utilice el programa SPVisor para verificar el comportamiento, 
aplicándolo directamente a la planta física. 

Corresponderá al capitulo siguiente, mostrar las pruebas y la aplicación de dicho 
esquema. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Capítulo 5 
Simulación y Aplicación del Diseño 

Para efectuar las pruebas correspondientes, se utilizó el equipo simulador de 
procesos "PCS327 MK3" de la marca Feedback, del cual se mencionan sus 
características principales en el capítulo 3. 

A continuación, se describe el desarrollo de la simulación y aplicación física del 
diseño: 

1.- Caracterización de la planta bajo prueba, que consiste en obtener el modelo 
discreto de variables de estado. 

2.- Se realiza el diseño para obtener las matrices de retroalimentación de estado 
K y observador de estado L. empleando el software MATLAB, de acuerdo con la 
fundamentación que se desarrolla en el capitulo 2. Para el esquema LQR, ha 
sido necesario probar diferentes valores de las matrices Q y R, con el propósito 
de obtener los mejores desempeños. El observador se ha determinado por el 
método de Ackermann, para todas las variantes LQR. 

3.- Simulación de pruebas en MATLAB para seleccionar el mejor diseño con 
base en el desempeño proporcionado por Q y R. 

4.- Aplicación física en la planta, empleando SPVisor. el modelo discreto y la 
selección del mejor diseño derivado de la etapa de simulación 

El proceso bajo prueba es la planta de tercer orden con un polo en el origen: 

G(s)=--
1
-

s(s + 1)2 

La cual se implementó de la siguiente forma: 

load dlsturbance 

lntegrator integrator 

Figura 5.1 Simulación del proceso 

TE-SJS--CO N 
FALLA DE ORIGEN 
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En forma discreta queda definida como: 

. -~ e G(z) = (O; 15858)1 o-; (z + 0.2548)~z + 3.55) 
(z - l)(z - 0.9048)-

cuyo modelo discreto de variables de estados es el siguiente: 

[

2.8097 - 2.6284 

A.,= 1 O 

o 1 
; B.,=[~] 

Cd = 10-3 (0.1586 0.6035 0.1435] 

Dicho modelo se obtuvo por el método de aproximación ROC y un período de 
muestreo de 0.1 seg. . . . . •.• . . . 

,.~,; -:-.\ ': .. ':<,: ''.-.:; 

La especificación para todas las pruebas es la misma: 

Polos dominantes: Mp= 0.2 y tr=2.2 seg. 

Polos del observador: q1, 2, 3= -15 

5.1. Pruebas y resultados del control por retroalimentación de estados y 
observador, por asignación de polos 

Con la ayuda del programa MATLAB pretr996 (ver Apéndice) se obtuvieron las 
siguientes matrices de diseño, basándose en el algoritmo de Ackermann por 
asignación de polos y estimación de las variables de estado por el observador, 
vistos en el capítulo 2. Esta aplicación se toma como referencia de 
comportamiento para comparar los esquemas LQR posteriores. En la figura 5.2, 
se muestran los resultados obtenidos. 

K" = (0.5043 -0.9472 0.4491] ....... (5.1) 

L~ =(3841.7 2295.7 1014.4] ....... (5.2) 

T [ ] N_. = 1104.3 1104.3 1104.3 ....... (5.3) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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8 

6 Planta de 3er orden tipo 1 

=' 04 
~ 
C5 Mp=0.2, tr=2.2 
en 2 

o 
o 5 10 15 20 25 30 35 40 

Tiempo [seg) 

Figura 5.2 Resultado de la simulación en MATLAB del control por 
realimentación de estado y observador. 

43 

A continuación y utilizando las mismas matrices de diseño se realiza la prueba 
fisica sobre la planta utilizando el programa SPVisor. El resultado de esta prueba 
se muestra en la figura 5.3, en la cual la línea de color rojo, es la respuesta del 
sistema ante el cambio del valor de referencia !ir = 4. 

Figura 5.3 Prueba física en SPVisor 

En esta respuesta se observa que el sistema logra un error de estado estable 
nulo gracias a la presencia del integrador de la planta; asimismo, se satisfacen 
las especificaciones del comportamiento dinámico respecto a los polos 

---------~FALl1~~ i~JhEN 1 
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dominantes, dando un sobrepaso y un tiempo de levantamiento iguales a los 
especificados. 

5.2. Pruebas y resultados aplicando control óptimo 

Las pruebas realizadas, tanto en la simulación como la aplicación física con el 
programa SPVisor, toman como base las matrices de diseño N'!; y la matriz L 

del observador, que se obtuvieron empleando el esquema anterior; mientras que 
la matriz de ganancia del controlador K se calculó con la especificación de las 
matrices de ponderación Q y R, y con base en el modelo del proceso de 
optimización que se plantea en el capítulo 2. 

5.2.1. Pruebas en MATLAB 

Como ya se mencionó, en la simulación con MATLAB se experimenta con 
diferentes valores de las matrices de ponderación Q y R, obteniéndose 
elementos suficientes para seleccionar las matrices adecuadas conforme a los 
criterios establecidos y proceder a efectuar las pruebas con SPVisor. 

En esta etapa de cálculo, se realizaron múltiples pruebas de las cuales se 
presentan áquellas, cuyos resultados se consideran más significativos. 

En la figura 5.4 se muestran las señales de salida y(k) y las de control u(k) de 
cada una de las pruebas efectuadas. 

Las gráficas muestran en forma comparativa para cada diseño y permite la 
comparación entre cada uno de ellos . 

.. - I\ __ • 1 ' 
,., 

·--·--·-- -- '----------! 

·1!IJ.!c------<----±----=,.--,,__--=---,! ._ .. 
Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 1 

----- ---------···--···-.. ----------------
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.• 

•. 

Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 2 

··"' 

:E:' 

t. ·t-------
~~~-.-~--,,__~~.O!--~-:--~--=,--~~ 

·-"' 

Señal de salida y (k) y de control u (k) . Diseño 3 

. _,.. -.~~-.-~---,,__~~.,,...._~-:--~--.:,---~~ -·' 
Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 4 
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Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 5 

..... 

.:' . ··-t------
_, 

·~.----.--~-~.!!------=-----=-----,! -.. ... 

Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 6 

: l Jr-----·----- -·--1 --- ---------------

_-'-;.'_ ... 
;:~·~o 

..... 

.:' ·.: t--·------ ------
~!----+----=-~.!!------=-----=------,! -..., 

Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 7 
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-----~-----!· 

"'· 

Señal de salida y (k) y de control u (k). Diseño 8 

Figura 5.4 Gráficas que muestran las señales obtenidas en los diseños 
efectuados. 

A continuación se presenta un breve análisis de cada diseño. 

Diseño 1 

Utilizando las matrices de ponderación 

Q = [~ ~ ~i y 
o o 1 

R = 150 

La matriz de control resulta: 

K = (0.0994 - O. 1754 0.0776] 

Observación al Diseño 1: 

47 

El diseño 1 cubre las especificaciones, aunque el tiempo de elevación tr está 
en el límite. Esta es la prueba en donde se tuvo el tiempo de retardo más largo. 
Por otro lado es importante señalar que la señal de control está dentro de límites 

TES.TS CON 
FALLA JJE nRICEN 

--·---..:. ::~ -~::.~} ... , ~ .,, ...... ~ 

-··--------- --- -----------------
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aceptables, a pesar de que rebasa los valores max1mos permitidos por la 
limitación de lo que será el actuador en la prueba física. 

Diseño2 

Considerando las matrices de ponderación 

[

100 

Q= o 
o 

o 
100 

o 
R = 100 

La matriz de control resulta: 

K = (2.0167 - 2.2352 0.7435] 

Observación al Diseño 2: 

El diseño 2 cubre las especificaciones satisfactoriamente, tanto en el sobrepaso 
M P como en el tiempo de elevación t,, el inconveniente se tiene en el gran 
esfuerzo de control que debe emplearse, con valores del orden de 1 O a la cuatro 
lo que lo hace inviable. 

Diseño 3 

Empleando las matrices de ponderación: 

[

1000 

Q= o 
o 

o 
1000 

o 

La matriz de control resulta: 

K = (2.8097 - 2.6284 0.8187] 

Observación al Diseño 3: 

R = l 

Se puede observar que tal diseño cubre las especificaciones satisfactoriamente, 
tanto en el sobrepaso M P como en el tiempo de elevación t,, mostrando en 
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este último, uno de los tiempos de elevación más cortos de la serie de pruebas 
realizadas. En cuanto a la señal de control requerida se observa que son 
excesivamente grandes los valores requeridos para efectuar el control, 
marcando la no viabilidad de este diseño .. 

Diseño 4 

Considerando las matrices de ponderación 

Q = [: 

o 
1 

o ~] 
La matriz de control resulta: 

y R = 100 

K = [0.3855 - 0.6322 0.2636] 

Observación al Diseño 4: 

Se puede observar que se cubren las especificaciones satisfactoriamente, tanto 
en el sobrepaso M p como en el tiempo de elevación t, . En cuanto a la señal de 

control requerida, ésta requiere de voltajes del orden de las centenas de volts 
que a pesar de ser menores que algunos otros de los diseños, no pueden ser 
manejados por el actuador. 

Diseño 5 

Utilizando las matrices de ponderación: 

~ ~1 y 
o 1 

R = 1 

La matriz de control resulta: 

K = [2.2625 - 2.2224. 0.7570] . . TESJS CON ·r.Al 1 ,. ·· ., r •.• :.: .. . ",. ,. nnrnEN 
-~-·----.:.:.: . .:.:.'. _:.·~f . 

DE Ll\ Bif: .. - ·, ·~ , _. . 
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Observación al Diseño 5: 

Se puede observar que se cubren las especificaciones, pero el sobrepaso M P , 

prácticamente está en el límite de la especificación. En cuanto a la señal de 
control requerida, nuevamente se observa que son excesivamente grandes los 
valores requeridos para efectuar el control. 

Diseño 6 

Empleando las matrices de ponderación 

[

1000 

Q= o 
o 

o 
1000 

o 

Las matriz de control resulta: 

10~0 l y 

K = [2.8097 - 2.6284 0.8187] 

Observación al Diseño 6: 

R o . 001 

Se puede observar que se cubren las especificaciones, en el caso del sobrepaso 
M P , este es prácticamente nulo, y resulta ser el diseño en donde se obtuvo el 
tiempo de elevación más corto de toda la gama de experimentos. En cuanto a la 
señal de control requerida, nuevamente se observa que son excesivamente 
grandes los valores requeridos para efectuar el control, y aunque MATLAB lo 
muestra como viable, se tienen limitaciones al aplicarse en el proceso 
físicamente. 

Diseño 7 

Considerando las matrices de ponderación: 

o 
R = 0.001 º -[: o 

La matriz de control resulta: 
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K = (2.2915 - 2.2305 0.7596] 

Observación al Diseño 7: 

Se puede observar que se cubren las especificaciones, en el caso del sobrepaso 
M P , éste se encuentra en el limite, se observa, además gran similitud con los 

resultados obtenidos en el diseño 5. En cuanto a la señal de control requerida, 
nuevamente se observa que son excesivamente grandes los valores requeridos 
para efectuar el control, por lo que no se aplica en SPVisor ya que se considera 
inviable. 

Diseño 8 

Utilizando las matrices de ponderación 

[

0.001 o 
Q = o 0.001 

o o o.Ll Y 
R = 100 

La matriz de control resulta: 

K = (0.3824 - 0.6276 0.2618) 

Observación al Diseño 8: 

Se puede observar que es el experimento que guarda el mejor esquema de 
respuesta en cuanto a las especificaciones, incluso por encima del Diseño 1, 
sólo que la señal de control requerida implica un esfuerzo de control de tal 
magnitud que la hace inviable en el proceso físico. 

5.2.2. Tabla de resultados 

A continuación en la figura 5.5, se muestra en forma de tabla los resultados 
mencionados anteriormente, de donde se concluye que los diseños 1, 4 y 8 
pueden ser probados con el programa SPVisor y en particular el experimento 1, 
el cual, cubre satisfactoriamente las especificaciones, y aunque la señal de 
control no es óptima, la amplitud pico a pico en modo regulador de la misma es 
la menor de todos los diseños probados. 
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Diseño Q R K 

[2.2625 -2.222~~, o.'75701 

6 1000I 0.001 [2.8097. ~2.6284.0.8187] ;· 

7 I 0.001 [2.2915 -2.2305 0.7596] 

8 0.001 I 100 [0.3824 -0.6276 02618] 

Mp 

0.19 

0.09 

Ir 
,¡seg) 

0.26 

0.07 

0.13 

0.8 

u(k) 
Vp [volts] 

43 

1.55E4 

3.7E4 

326 

2.3 E4 

3.7E4 

3.7E4 

311 

52 

Figura 5.5 Tabla de resultados de la simulación en Matlab del controlador 
LQR. 

5.3. Prueba con el controlador SPVisor 

Una vez que se ha probado el algoritmo en el diseño del regulador LQR, con la 
simulación para diferentes valores de Q y R , se seleccionan los diseños 1, 4 y 8 
como los más viables, tanto en modo servo como en el regulador. 

Se utilizan los valores de la matriz de diseño K obtenidos para tales 
experimentos y se aplicaron directamente a la planta física experimental con el 
regulador SPVisor. 

A continuación se muestran en la figuras 5.6, 5.7 y la 5.8, los comportamientos 
de los diseños 1 , 4 y 8 respectivamente. 

En cada gráfica se muestra el desplegado del resultado tal y como lo entrega el 
controlador SPVisor y se comprueba que los resultados obtenidos concuerdan 
con lo obtenido al simular con MATLAB. 
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Figura 5.6 Despliegue de las señales de control y de salida. Diseño 1 

Figura 5.7 Despliegue de las señales de control y de salida. Diseño 4 
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Figura 5.8 Despliegue de las señales de control y de salida. Diseño 8 

5.4. Análisis de resultados 

De las pruebas efectuadas en la planta, se observa lo siguiente: 

- Para valores de Q mucho mayores que R se tiene una respuesta muy rápida a 
los cambios de la señal de referencia asi como a las perturbaciones. 

- Para valores de R mucho mayores que Q se tiene en cambio una respuesta 
mas lenta. 

- Para valores iguales de Q y R, independientemente de los valores se tiene 
respuestas rápidas. Se observa que si los valores son pequeños el sobrepaso se 
aproxima al límite de las especificaciones, mientras que con valores grandes el 
sobrepaso disminuye considerablemente. 

- Se puede observar con claridad el compromiso que existe entre el esfuerzo de 
control y el tiempo de respuesta. 

- Se comprueba que los resultados obtenidos concuerdan con lo obtenido al 
simular con MATLAB. 
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- Al hacer fa comparac1on de fa respuesta de fa planta al esquema de 
retoafimentacion de estado y observador, con fa obtenida en el Diseño 1; se 
aprecia que en fa aplicación del esquema de control óptimo se tiene en general 
una mejor respuesta tanto en modo servo como én modo regulador, siendo fa 
unica desventaja que el tiempo de retardo es mayor; sin embargo éste se 
conserva dentro de fa especificación. 

- Finalmente se concluye que el Diseño1, es el regulador más adecuado. 
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Capítulo 6 
Conclusiones 

Se considera que el objetivo del presente trabajo de tesis se cumple 
satisfactoriamente, ya que después de múltiples experimentos, y exploración 
exhaustiva del algoritmo, así como la simulación del mismo en MATLAB y 
tomando como base el diseño por asignación de polos (Ackermann). se puede 
observar que el problema de optimización de la función de costo .1 , se limita a 
una buena selección de las matrices Q y R. 

Si se toma como criterio de evaluación para el desempeño del control óptimo 
LQR, al ahorro en el gasto en esfuerzo de control (energía) para controlar un 
sistema tanto en modo servo como en modo regulación, la consideración 
importante es que la matriz R debe ser mucho mayor que Q, aunque se tendrá 
una respuesta más lenta, ya que se observó el claro compromiso entre ambas 
variables. 

Por otro lado si la prioridad es una respuesta sumamente rápida se tiene que 
invertir la relación entra ambas matrices (Q mayor que R), con el consecuente 
gasto en energía: porque se tendrían valores elevados en la señal de control. Lo 
anterior no se recomienda ya que a pesar de que las respuestas obtenidas para 
el caso contrario (para R > Q)) son más lentas, en ningún momento rebasaron 
las especificaciones. 

Todos nuestros resultados son aplicables a procesos similares, en donde no se 
presentan efectos no lineales significativos, por lo que siempre será necesario 
en primer lugar, proponer valores para Q y R, siguiendo las características aquí 
indicadas y hacer las simulaciones necesarias, previo a la aplicación fisica, tanto 
en modo servo como en modo regulador. 

Es importante notar que en todos los experimentos se tuvieron resultados 
congruentes entre la aplicación física y la simulación con MATLAB. 

Se comprobó que este algoritmo de diseño, en el enfoque de control óptimo 
genera respuestas estables, sólo hay que tener cuidado con las limitaciones 
físicas de los actuadores, para evitar la saturación de los mismos. Asimismo se 
comprobó que la respuesta del sistema al aplicar este esquema de control es 
mejor tanto teorica como experimentalmente, que la respuesta presentada con el 
esquema de retroalimentación de estados y observador, tanto en modo servo 
como en modo regulador. 

Otro punto importante de comentar, es con relación a la planta, ya que el 
presente esquema y controlador puede aplicarse a una planta física real, 
quedando como propuesta para futuros trabajos de tesis. 
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Acerca del programa SPVisor, se puede decir que mostró todas sus virtudes, 
tanto en el aspecto pedagógico, como en el de la aplicación en sistemas reales, 
que se adecúen a las características de dicho controlador. 
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A éndicc 

%Control analógico 

Programa en Matlab para el cálculo 
del regulador cuadrático DLQR 

%Realimentacion de estado y observador 
%Planta continua controlada por spv3, versión spvi 
%Datos para el sistema simulado retr993.m 

- ---

%Especificación: dos polos estables dados por xi y wn, através de Mp y tr 

%planta continua 
numpl=iriput('numerador='); 
denpl=input('denominador='); 
[A,B,C,D]i::tf2ss(numpl,denpl); 

%periodo de muestreo 
% T=input('T='); 
T=.1; 

%planta discreta 
[numpld,denpld]=c2dm(numpl,denpl,T,'zoh'); 
[Ad,Bd,Cd,Dd]=tf2ss(numpld,denpld); 
%[Add,Bdd,Cdd,Ddd]=c2dm(A,B,C,D,T,'zoh'); 
[n,m]=size(Ad); 

%matriz Q 
q 11=input('q11 ='); 
q22=input('q22='); 
q33=input('q33='); 
%V=[q11 ;q22;q33]; 
V=[q11 ;q22]; 
QQ=diag(V,O); 
QQd=exp(QQ*T); 
%matriz R 
r11 =input('r11 ='); 
RR=[r11]; 
RRd=exp(RR*T); 
%Parametros continuos 

%orden del sistema 

%especificación de los polos del observador 
q=input('polos del observador continuo='); 
q1=q; 



q2=q; 
Q=[q1; q2]; 
if n>2 

for J=3:n; 
q(J)=q;. 
Q=[Q; q(J)]; 

end 
end 

'. •' "' .. 

%Coeficientes de la especificación discreta 
Qd=exp(Q*T); ; 

%inicializacion de condiciones iniciales 
for 1=1:n; 

xO(l)=O; 
end 

%anexo2 
ld=eye(n,n); 
M=[{Ad-ld) Bd;Cd O]; 
R=[zeros(n, 1);1]; 
N=M\R; 
Nx=[]; 
for J=1:n, 

Nx=[Nx;N(J)]; 
end 
Nu=[N{n+1 )]; 

%Cálculo del regulador cuadrático 
[Kd,Sd,Ed]=dlqr(Ad,Bd,QQd,RRd); 
[K,S,E]=lqrd(A,8,QQ,RR,T); 

%Cálculo del observador 
L=acker(Ad',Cd',Qd); 
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