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·RESUMEN 

El resolver la ecuación de transfcrenciu de n1orncntun1 y e.Je energía que 
irn'olucn.tn ténnino::> con dcrivudas p.arcialcs resulta una tareu co111plicadu. 
tal dificultad ::;e encuentra en In no linealidad de estas ecuaciones. 

Obtener la solución de esta ecuación por un nH:todo ;inalitico para UJHt 

genrnetría dada es algo 111uy diíicil ch! hai:er si no se cuenta con arnplios 
cunoc:i111iL·ntus dt> 11H:ah•1nátii.:Hs y aún asi <'I n·sol\·1•r 1•st.:1 t•cuaciún vs unu 

tarea qUP no si1_•1npn· !:il' puedt! 1·L·alizar: n•solv1·1· 1_•sh_• nli::;n10 prnbh-~111a 

con un rnétocln nun10rico t~S rt!lativan1cntP sencillo Y Jos conocin1ientos 
¡1plicados para su 111unipulaciún son simples. Uno de lo!:i principales 
rnétodos OJplicadns a la solución dt! estas t~CU<.tcioncs es el rnétodo de 
dif"r<'1H.:ias finit<tS (i\lDF) qu<- junto con el 1nétu<lo dpf eh•1ncnlo finito 
(i\IEF> y "--') 111L·tudo de!) volu1nt~n dt' conu-ol h•lll hecho qut• Jos t~studi9s ele 
la din<-"unica ch• fluidos St'a algo rnuy co111ú11. 

En este trabajo se• realizó un 1nodelu n1aten1útico ele un separador 
liquiclo-Jíquido de arrabio y cscoriu utilizando el n1étodo de difcr-cncias 
finit<.1s CFDi\,J) para obtener la discrctización de las ecuaciones de 
transfen•ncia. Ja elección de este 111étodo S<-' realizó, en base a que es un 
rnétodo f{iciJ de entender y que nos pcrn1itc tener una clara idea del 
rnoc..h•lado n1alt~111:.'ttico usando 1nétodos ele discrctizaci6n: c.d n1odclado 
para Pste sistL"rna se construye de acuerdo a lus siguientes pasos: 

l. Dt•scdpción c..lcl siste111a. 
2. Supnsiciune!:i qu<> pennitan la !:iin1plificac.:i611 del sisterna en estudio. 
:·L Cnnc.liciont~s a la frontera. 

4. Ecuaciones que rigen el f(mó111enu en estudio 
:i. Di.scr-L'lizac:ión del .sistcn1a (paso que incluye el uso del n1étodo de 

diferencias finitas para lu discreti:;mción de lus ecuucioncs 
gobcrnan tes) 

6. lrnplc1ne11taci6n de un programa de cómputo. 
7. Y con10 paso final Ju interpretación de los resultados. presentando 

los resultados en forn1a gráfica para una n1ejor comprensión. 
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INTRODUCCIÓN 

Los procesos de flujos de fluidos están asociados con Ja mayor parte de los 
procesos industriales relacionados con l<:t extracción y refinación de 
rnetales, debido a que los nletalcs o las menas en proceso se encuentran en 
estado Hquido. Estos adcrnás requieren simulación nun1érica por 
transferencia sirnultánea de calor. 111asa y/o mo1ncntu111, en dos o tres 
din1ensiones. Excepto en casos particulares, las ecuaciones en derivadas 
parciales no pueden ser resucitas an:ilflican1cnte pero pueden resolverse 
nutnéricarncnte. 

En las operaciones de proccsan1icnto de mctttlcs kis situ.L-tcioncs físicas 
básicas que podernos encontrar son: agitación con burbujas, chorros 
incidentes. flujos turbulentos rccirculantcs en cavidades y otros, siendo en 
general bastante diferentes de Jos probJernas que se encuentran usualrnente 
en la práclica de J.u ingeniería de rnodo que la experiencia prcvfa no es 
inrncdiatarnente aplicable. 

Durante los últirnos anos se aprecia un interés creciente en la aplicación de 
Jos conceptos de flujo de fluidos a las operaciones de proccsarniento de 
Jnetales. Se pueden citar rnuchos otros eje111plos de operaciones ele 
procesado de rnctalcs en los cuales los fcnórnenos de flujo de fluidos 
dcse1npci1an un papel iznportante o bien predominante. 

Los princi1K1lcs sistcrnas gas-sólido incluyen al alto horno, la sintctización y 
J:::1 tostación de rnenas. Entre los sistcn1as gas-sólido se encuentra la 
dcsgasificación al vacío, la conversión de cobre. Ja desoxidación gaseosa 
del cobre y la agitación con argón, adernás del proceso de fabricación de 
acero con oxígenoªr.;. 

Los sisten1as liquido-líquido irnpJican Ja fusión de chatarra. fenórnenos de 
flujo de fluidos en Ja solidificación (rnacroscgregación). junto con la fusión 
de desoxidantes y otras adiciones alcantes durante la parte final de la 
secuencia de procesamiento de metales. Entre los sisternas liquido-liquicto 
se encuentra el arnplio espectro de interacciones cscoria-1netal. tales con10 
Ja transferencia de n1asa escoria-rnctal en la fabricación de acero. la 
coalcsccncia y flotación de incJusiones, etc=15

• 

Los problemas encontrados en estos sisten1as pueden clasificarse dentro de 
dos an1plias categorias: 



a) Siste1nas en los que el objetivo es dcs:.irrollar alguna relación 
global entre varios parci1netros agrup.._1clus. t.._des como que la 
velocidad de flujo dependa ele la difl.-!rl!ncia de presión irnpucsta. 
el tie111po requerido para vaciar 01 cazo. 1.._1 fonna y tan1aílo de 
boquillas para producir una velocidad el<-" flujo cf3da y varios 
factores más. En la n1ayoría de los casos, estos cálculos se 
realizan fácihncntc aplicando los princ:ipios fundarncntales de 
los equilibrios globales ele 1nasa. ck• enf_~rgía y de la cantid:.td de 
n1ovi111icnto. Los n·cursos 111.._1tc•1n;üic<>S necesarios pur:.t 
resolver talf~s proble1nas por lo ge11c_.r.._d so11 si111ples: irnplican PI 
rnancjo de ecu.._1cio11es algebraic.._1s o de ecuaciones 
diferenciales sirnples. 

b) El scgunUo grupu de proble111as i111plica la bltsqucda de 
infor111::1ción 1nás detallada acerca dC'I sistc!Jna. t.._il con10.perfiles 
de velocidad en vez de vclocid:.tcles voluzn6tricus e.le fÍujo. los 
p~ttroncs de disipación de cncrgí~ turbulenta en vez de la 
pérdida total de cncrgfa, y así succsivarncnte. Los problernas en 
esta segunda categoría son rnucho 1nús cornplicados y para 
abordarlos pueden necesitarse hPrra1nicntas 1natcn1áticns 
bastante cornplcjas tales co1110 la su]ución nu111érica de 
ecuaciones cliíerencial~s parcialC"s no linc-ales. ivlic·ntn.ts que los 
1nétodos utilizados en la fonnulación y resolución de-! problcrn;_is 
de este tipo y~t cstún bien cst¡llJlccirlos. ~u .._1plicación a lus 
operaciones ele procc·saclo ele 111et.:::tlí's c·s una empresa mas 
novedosa pero. según se considera, 111uy prornctec.lora dado el 
itnportante papel que los 111ovi111ienlos e.le fluidos desernpcf'lan 
en estos sistcrnas. 

En 194 1, A. N. Kolrnogorov propone un 1n(•toclo dl..' predecir el 
co1nporta111iento de los flujos turbulentos que es rc111.arcable111entc sin1ilar a 
las .. técnicas de modelado turbulento" que hoy en día son usad'1s. En un 
artículo publicado en 19'12 l<oltnogorov sugería el uso de dos ecuaciones 
para describir el rnovimiento turbulento dentro de un fluido. pero no pudo 
ser puesta en práctica por la cantidad de operaciones rnaternáticas a 
re~tl izar42. 4:3.44. 45. 

En 1972, .Iones y Launder40 desarrollaron un método de cálculo para flujos 
turbulentos descrito por dos ecuaciones adicionales, el cual posee la misma 
estructura que el modelo propuesto por Koltnogorov: rnuchos modelos 
fueron propuesto en estos aflos la mayorla de ellos usaban el modelo k para 
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la prirnera ecuación pero eran diversos los ca111bios para la segunda. en su 
forn1a 111aten1í1lica eran diferentes pero no en contenido. 

En 1 972. Patank.nr y Spaldins::(1rl describen un proccdirnicnto de cálculo para 
flujos p:.irabólicos tridi1ncnsionales. Un flujo parabólico. puede ser un flujo 
en el interior de una tubería, donde el perfil de velocidades se obtiene 
siguiendo la dirección princip'-tl del flujo. 

Una técnica particularinentc interesante que es desarrollada a través ele la 
presión es llan1ada Sli\·IPLE:n (Sc1ni-hnplicit I'vlcthoc.J for Prcssure-Linked 
Equations). Este proccdiinicnto aplica tocü1vfa1 con gr'-11~ éxito a una a1nplfa 
variedad de problc111as. 

Aunque aün no se ha logrado con1prender cuuntitativa y co1nplela111ente los 
n1ccanis111os detallados de los procesos turbulentos: la teoría del.. flujo de 
fluidos en co111binación con Jos cxperitnentos de 111odelaclo nS'ico. han 
ayudado 111ucho para rnejorar los procesos. 
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1. 1.-Modclos. 

Para estudiar un proceso debe ser posible expcri1ncntar con el 111ismo. Sin 
cn1b~rgo, el objetivo de n1uchos estudios ele procesos c-s predecir lu n1anera 
Pn corno se co111portará antes de'! que sea construido. Es claro que no es 
factible experirnentar con un proceso rnicntras estft todavía en su forrna 
hipotética. Incluso con un proceso exisl(!tlle. es se-guro que sea irnposiblc o 
in1práctico experirncntar con el proceso rr_-aJ. 

l fna opción que• S(' utiliza a vc·cc·s ,_.s construir un~1 c~1ntidad de prototipos y 
probarlos, lo que'! puede· Sc!r rnuy costoso y dilatado. Por lo general los 
estudios e.le procesos s(_' r('a)izan con un rnodc·)o del proceso. 
Puc!sto que~ segurarnentr PS i111posiblc incluir dentro ciP unz1 sola definición 
l;Js difc·rt"!lllPS acc:.•pcio1H'S el(• l:.a palabra ··rnodc·lo... se prcsc:.~nt:.:1 a 
conLinuación algunas dc- las n1ús fn·cuc·nt<'s: Coloc¡uk1lznPntc. por 1110,delo se 
1•11tiendP la rPpresent.:1ción de algo. gPncrahnentP un ol>jc•to físico. . 

Dc-finin1os a un 1nodelo corno el cuerpo de inforrnación relativa a un siste111a 
recabado para fines clP estudiarlo. '{:.:1 que el propósito del estudio cletcrrnina 
b 11aturalcz<:1 ch_. la infonn:.:1ció11 que· se_• reúnP. no hay un n1odelo único de un 
sistL·1na. 1 ~os distintos analistas procluciritn distintos rnoclelos dPI tnisrno 
procc•so SP.(!Ún ca111l>ie su co111prensiún del prucPso. 

Existen cierta!-> ~.aracteristicas ele los procesos industriales que las 
difPrl·ncian dP otros tipos de industrias. debido PSr>ncialrnentc a que hay un:.t 
cornplc·j<:1 cstruL:lura dL' rnuchas et:.:tpas. c:.:1da una dt• las cuales const:.:t <:t su 
V<'Z dP nunH·rosos su!Jco1nponl'nt0s. T"<~nk~nclo c•n cuPnt.:1 que intc-rviene un 
<'lt·V~1do flujo d1· n1alc~ric:d<'s con un valor c•conó1nico relativanH·ntP alto. se 
co111prendP qu<· pc~quc:.•i'las 1nodificacioncs en las características dP disc~i'lo y 
op1·r.:1ciú11 pueck·n tener una i1nportante repercusión cconótnica. Debido a 
qu<-' un can1bio en la operación de una planta puede significar un ahorro de 
11iil<·s d<> pesos. y el hecho de que el cxperi1ncntar con plantas es una tare::¡ 
i111posibl<· de· re~tlizar. un.:i 111uy buena opción lo con.stituyP c·I n1odclado. 

L:.1 tan•a de· obt<.~ner un rnoclc·lo de• un proceso se dividirá c·n fonna genérh.:.:i 
c·n dos subtareas: )<:1 dctenninación de la estructura del 1nodc-:lu y 
proporcionar Jos datos. L'-.1 dctcnninación de Ja estructura. fija la frontera del 
procPso e• identifica las entidades, atributos y actividades del proceso. Los 
d:.itos su1ninistran los valores de Jos atributos que pueden tener y define las 
relaciones involucradas en las actividades. Las dos tareas de crear una 
c:.-structura y suministrar los datos se definen con10 partes de una tarea más 
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que con10 dos tareas por separado, debido a que no se pueden hacer una sin 
1;:1 otra. 

Las suposiciones relativas al proceso orientan la recolección de datos, y el 
análisis de estos confirina o refuta las suposiciones. Es co1nún que los elatos 
recolectados revelen una relación no sospechada que ca1nbie la estructura 
del rnoclclo. 

¿Córno SC:" puede cv.aluar un n1odclo? En prin1cr lug.:1r el ingeniero puede 
r<·cogl·r d.alos y ver la forrna en que dichos elatos se ajustan a las 
prc-cliccionc·:-; del 111odclo. Si el ingeniero di:-;ponc de dos series de datos (una 
correspondiente al pr·occso real y l<.t otra <.ti 1nodelo) p.:tra un 111odclo poco 
co111plicado, SUPie ser preciso introducir una cantido:.id considcr~ble de 
subjPtivid.:td en <~I anúlisis LI la hora ele establecer la concordancia entre ILlS 

dos sPrics de d<.ttos. En cualquier caso, si J¡1 respuesta del .Jnodelo 
concuerda satisfactoria111cnte con los resultados cxperi111entales, auri~enta la 
confianz.:1 del ingeniero en la aptitud de las descripciones 1nate111{1ticas. Si la 
concordancia C'S rnala. tal vez convenga revisar c_-J rnodclo o bien intentar 
otro 111étoclo de ataque. 

1.2.-Fripos de 1nodclos. 

L~ clasificución de los rnodelos no está n1uy bien dcfínida. ya que se ha 
encontrado que diversos autores 1nanejan diferentes clL:1sificaciones 13• 14 • 15· 
11

'. En oc.:1sio11es la ck1sificación se realiza en lérn1inos de la naturaleza dc>l 
siste1n:.t que se 1nodcla tal co1110 continuo versus discreto o detcnninista 
V<'rsus estocástico . 

.---------Moaelo------. 
• • 

.----·~-• • 
Estático Dinámico ,-Esta ti ca-, 

• • 
r--Dintfn1"ico-. 
• • 

Numérico Analítico 

Figura Ll Clasificación de los modelos 15
• 
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Para fines de este estudio. se considera a los modelos corno rnodclos fisicos 
o rnodclos 111aten1;:iticos 15. 

Una segunda distinción Ja constituyen su desarrollo en el tien1po, una 
tercera distinción es la técnicu que se e1nplca para resolver el n1odelo. Y se 
establece una distinción entre los 1nétodos analítico ~· nutnérico. cotno se 
rnuestra en Ja figur~ 1.1. 

Esu.1 distinción depL"ndc de la n.atur::ileza del n1odelo y ~sto hace que sea 
posible resolverlo un~tlítica o nurnérican1ente. 

Se considera que la si1nulación de sistcrnas es un::i técnica nurnérica 
utiliz::1ndo los rnodclos 1naternáticos dinán1icos. de manera. que la sirnulación 
de un sistcn1a se rnucstra bajo el cnc..:1bezado del córnputo nun1érico 15:; 

Otru cl;:isificación dentro el<~ los 1nodclos rnatcrn..:Hicos los divich"' en tres 
tipos: rnodelos de fe11ó111t.•11os de tn:u1sporte. n1odclos crnpírkos y rnodelos 
de bal::tncc de población 11

'. 

Los n1odelos de fenómenos de transporte son las ecuaciones 
fcnorncnológicas de vuriacton. es decir, h.1s ecuaciones que describen Ja 
cons(·rvación dC' rnateri.a. cantidad de 1novin1iento y de cnergfa 10 • 

Los rnoclelos de balance de población fueron desarrollados para describir 
procesos quP tienen propiedades distribuid'1s, corno son el tan1aflo de 
par-tícul~ en rnilr~s de cllas 11

'. 

Las distribuciones ele ticrnpo de residencia y arras distribuciones 
t<•1nporales constiluyen ejcrnplos de rnodelos de balance de poblución 16

• 

Por un rnoclclo cn1pírico se entiende una caracterización estadfstica del 
sist<"JJHl bas::.ida Pn rncdiciones realizadas en un siste1na re~d 16 · lri. 

1.2.1.-l\1odclos matemáticos. 

Con frecuencia se desea describir el comportarniento de algún sistema o 
fcnórneno de Ja vida real en térrninos matemáticos: dicho sistern.a puede ser 
fisico. sociológico o econó1nico. 
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Cuundo el proceso que se ha cl0 evaluar no se puedP. c=-nsuy::.1r (!Jl una fonna 
total111ente operacional (debido al costo, tiernpu, riesgo, c·t~.). la base de 
cvalu.ación debe desplazarse hacia ensayos de algunas aproxi1n:1cioncs de1 
sisterna. estudios en planea piloto. o bien los ensayos se IHJ<.!den llevar a 
cabo rnodificando las condiciones de operación del pro~eso real. En priJner 
Jugar. es rnuy difícil que la dirección de la crnprcsa pcrrnita a los ingenieros 
introducir arbitrariarncntc carnbios en una inst::.tlación que opera 
satisfactorian1entc por el si1nple hecho de ver qul· es lo quP ocurrP. En el 
caso dP Ja planta piloto a p<·s.:.1r quP c!S el procPso .:.1 Psc.:.ll.:.1. n·pn•senta un 

gasto qu<· 1nuchos no c·stéin dispw·stos :1 hacc·r ~'ª lllH' rt•pr~·s1·11t::.1n una 
inv('rsión cconórnica 1nuy grande. 

Aquí es donde los rnodelos 1naternitticos de los procesos nos pueden ayudo.r 
ya que se• puc·dc-n 1nanipular rnucho rnfls fácilnientc quP las planH.1s re:::ile:•s. 
Por ejernplo. sP puede sirnul.ar la operución fuc-!ra de las condici,oncs o 
intervalos norrn::.tlcs y ta111bién SP puede hacer tr.:1bajur PI sis'ternu a 
condiciones extrcrnas con PI fin de encontrar las condtcioncs de opcn1ción 
prohibidas. 

Lu descripción n1aten1ática rncdiunte un conjunto de ccu3cioncs que intentan 
<:.•xplic'-lr un siste111a o fcnórneno se llarna niodclo rnatcrnLHico y se forma con 
cic-rtos objr.tivos en lllf-'llte. Esta es una idealizución 111.:.1tc-nuHica e.Ir~ un 
fenó111eno rc.:tl. idealiz:.:tción lirnit.:tcla por los conocirnientos del rnodelador. 
En el procc-so de ide.:ilización st• dr-1.H~Il hacer algun.:.1s siznplificaciones. Por 
lo tanto. PI rnodC'lo 1nale1nútico c·s 1nenos real que el sistP1na que n-•pr0sent.:t. 
Sin crnbargo, re·prescnla un paso csPncial de l:::J construcción de una teorio.. 
El objetivo de rc•alizar un rnoch_-'lo rnatcrnático es generar la representación 
repetitiva y suc{_•siva del fp11ó111c-no. 

Dado que Jas hipótesis acerca de un sisten1a in1plican con frecuencia k1 
razón o t:::1sa de can1bio de una o rnás de las variables, el enunciudo 
111atcn1ático de todas las hipótesis es una o rnás ecuaciones donde 
intervienen derivadas. 

T'odo lo que requiere el ingeniero para efectuar el análisis de un proceso es 
seleccionar la co1nplejidad necesaria en la aproxi1nación ele la descripción. 
expresar las ecuaciones para cad.a parte del equipo. y postt-·rior1nente. 
resolver el sisterna de ecuaciones que rcsult;:i. para distintas condiciones dP 
operación, hasta que se alcanzan las condiciones óptin1as. Por supuesto que. 
en la práctica. todo esto no es tan fácil corno puede parecer a prin1era vista. 
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Se requieren rnuchas horas de trabajo para realizar lod::1 esta tare[) y. a cada 
paso, el ingeniero ha de super;:1r granck·s ubstúculus. 

En el caso de rnodclos 111ate1náticos dinárnicos, una tl·cnica espccific;:.1 que se~ 

hu llegado a identificar corno sin1ul::1ción de sisternas. es aquella en que sL~ 

resuelven sitnultánearnente todas las ecuaciones del tnodclo con valores 
continuan1cnte crecientes dcd tie111po 1s. 

Por lo tanto defini1nos 1::1 si1nulación df' sisternus co1110 la técnica dP re:-;olvPr 
problcrnas siguiendo los ca1nbios <·n el tic-1npo de> un 11Hxlclo dinürnico de· un 
sistc111a. La definición es suficientc.·rncntc- .a111pli::-1 para que incluya el uso de 
111odelos diná1nicos, en cuyo caso se cvalti<:u1 las variables del rnodelo por 

rncdicione.s físicas en lugar de cálculos nurnérico.s basados en el co1nputo. 
Ya que Ja técnic::t de si1nulació11 no pretende~ rc~so(\·pr ::1nalitica1nente las 
ecuaciones de un 111odr-lo, por Jo i~encral un modelo 111::1tc-!111fit ico construido 
para fines de sirnulación es de naturaleza distinta .:.i uno forrn';do para 
técnicas .analíticas. 

La Lécnic:.1 de si1nulación no intenta espccifican1ente aislar las relaciones 
entre detcrn1inadas variables: en vez de ello. observa Ja rnancra en que 
catnbian todas las variables del rnodelo con el ticrnpo. 

En los sistc1nas. en que los can1bios son prcdon1inant~1nentc suaves. se IL•s 
conoce corno sistc111as continuos. Por otra parte, a los sistc111::is en que los 
carnbios son prcdon1inantcrncntc discontinuos. se les conoce corno sistcrn::ts 
discretos. 

Los cálculos nurnéricos no constituyen si1nulación. Y:l que los cálculos no 
siguen el n1ovitniento de un sisten1a en el tiernpo. 

1.2.1.1.-Principios de la formulación. 

La forrnulación de un niodclo 1natcn1ático de un sistcrna se inici:::i con los 
siguientes elernentos: 

Identificación de variables. l\.1ediante la identificación de las variables 
causantes del cambio al sistema. Podren1os elegir y no incorporar todas l::ts 
variables en el rnodelo desde el comienzo. En este paso especificamos el 
nivel de resolución del modelo. 
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Le.ves. Las bases para los rnodelos 111alcn1i1ticos son las leyes 
funclan1cntalcs física~ y quin1icas, con10 la ley e.Je la conserv¡i..;jón el~· la 
masa. cncrgfu y 11101nentu111. Para el estudio dinán1ico se debe incluir en la 
ferina general k1s derivadas respecto ul tiernpo. 

Suposiciones. Probablen1cntc el papel vilal que juegan los ingenieros en el 
rnodelado es la .<:lPlicación de suposiciones. Obviarncnlc un rnodclo 
cxlrcn1adu1nente riguroso que incluye tocJo el fcnó1neno deLallado bajo el 
rnicroscopio tendría que ser co1nplcjo, tomaría rnucho tie1npo en des<:.1rroll:.1r 
y PUPclc Sl'r irnpo.siblP clP resolver. 

L.<:1s suposiciones que son hechas deben Sf'J" cuidaclosarnentc considerackls y 
cnurnerud:.ts. Estas irnponen li1nit.<:1cionc~s al n1odc~lo en lus quP h:.1y que ser 
cuidadoso para obtener los resultados pro11ostic.<:1dos . 

.rllcances y/o li111it:.1ntes. A continuación, se establecen las li1nitrintes y/o 
alcances :.!Cl!n.:a <lel siste111a que tratarnos ele describir. Estas nos definen la 
aproxirnación ele nuestro 111odelo hncia el sistcrna. 

P.<:tra algunos fines quizé:i baste contar con rnoclclos de baja precisión. por 
ejemplo. en Jos cursos Liásicos de física se habrá .<:1dvertido que al modelar el 
n1ovin1icnto de un cuerpo que ene cercu de la superficie de la tierra. al 
re.<:tlizar el cé"tlculo si el que hace este rnoclelado es un científico cuyo objeto 
es predecir con exactitud la trayectoria de vuelo de un proyectil ele lnrgo 
alc::mcc, deberá tener en cuenta la resistencia del aire y demás fnctores. 
corno la curvatura de la tierra. 

1.2.1.2.-Pasos involucrados en los estudios de sirnulación. 

La aplicación de 1:::1 sin1ulación n rnuchos tipos de sis.ternas junto con los 
distintos tipos de estudios producen rnuchas variaciones en la forrna con10 
se dcsarrollu un estudio de sin1ulación. Sin ernl.n1rgo se pueden identificur 
determinados nasos básicos en el proceso 15

• 

Los principales pasos que deben de considerarse son: 

1) 

2) 
3) 
'1) 

Definición del problema 
Plan de estudio 
Formulación de un 1nodelo n1aten1ático 
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5) Diseno de cxperin1cntos 
G) AJc¡incc del rnodelo 
7) Hcpetición del proccdi111iento de simult:tción y análisis de rcsulti.idos 

Los dos prirncros pasos son definir el problc1na y plunte'-.lr el estudio. 
Aunque estos pnsos pueden parecer obvios. no dejan de ser irnportantes. 1'o 
debe desarrollarse ningún estudio o sin1ulación sino hastu que enuncie 
clar.arncntc el problen1a y los objetivos del estudio. Luego se pueden hucer 
las estimaciones cJpl trabajo por n·alizar y dc-1 tic•rnpo n•qucrido. La utilid~d 
de·! plan ta1111>oco concluye· cuunclo se inii..:'i~1 1·1 <':O-:tudio: (•I plan puí¿Ch" 
controlar <.·I desarrollo dPI trabajo e i1npeclir qu(• C'l (•:-audio SP dc-sbal.<:u1ceé 
concPntrándusc en un aspecto del prohle111a .:t costa d(• otro. 

El tercer paso consiste c~n construir un n1odc·lo. t.:.1n~a que se puc-de 
considerar qur~ cae- dentro de dos subtarc.a!-i. Es np..._-'-'sario cstablecrr l.:.1 
C'Structura dPI 1nuclelo decidiendo los aspectos dt•I co1111>e>rtu1ni~nto ck·I 
sistl"JTUI que son signific~Hivos pura el problP11K1 cit.• que se trata y c-s 
necc~sario reunir los datos para proporcionar parúnt<.>tros correctos para el 
rnoclclo. 

Dacio un rnodclo n1atc1nático. inicia la construcción de un progran1a de 
co1nputadora para resolver el rnodclo, el cuarto paso. es una tare:.1 
relativarncntc bien definida. No es de necesidad un:.1 t.::1rc.:.1 fúcil y puede ser 
su1na111cntc c.Jilatuda, pero el 1nodclo establece las esppcific...:aciones e.Je lo que 
debe de prograrnarsc. En lu práctica. una regla quP no se debe de olvidar al 
prograrn.ar un rnodclo y que se debe tener en cuenta es la forrna en como se 
construye. 

Es probable que las tareas de producir un modelo y un prograrn:.1 dE· 
cornput.adora se realicen en paralelo rnás que en serie. 

El quinto fK1so es el diseño de un conjunto de expcrirnentos que satisfagan 
Jos objetivos del estudio. Un factor que debe de considcrurse es el costo de 
procesar el rnodclo de con1putadora que se recaba sin plan dctenninado. La 
pn•sencia de eventos aleatorios en una sirnulación cornplicu. el disef\o de los 
c-xp<!rirnentos ya que debe de considerarse el significado estadistico de los 
rPsultados. 

El sexto paso. el alcance del rnodeJo sustenta lu validación requcrich:.t del 
rnodclo. esto es contrastar Jos datos del tnodeJo n1aternático con los datos 
obtPnidos del proceso real. esto significa qué tan ficlrnentc nos interpreta el 
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sisten1a nuestro rnodelo. aden1ás en este paso sabrcrnos si el carnina elegido 
fué el correcto y conclusión que tan confiable resulta ser nuestro 1nodelo. 

El sépti1110 paso en el estudio de un sistcn1a es repetir el procedi1niento de 
sirnulación e interpretar fisican1ente los resultados. En un estudio bien 
planeado se habrú planteado un conjunto bien definido de preguntas y el 
unálisis tratará de responderlas. 

1.2.1. 3.-Ventajas dt!I rnodclado y simulación de procesos. 

Desde el punto de vista rnás general el n1oclclaclo y si111ulación de un 
proceso presentan las ventajas que se seOalan a continuación: 

1 .- /~xpcrirnentación ecnnórnica: Es posible estudiar procesos exist~ntes de 
una fonna rnás rúpida, cconó1nica y cornplcta que en una planta· real. L::.1 
si1nulación puede au1nentar o reducir el ticn1po real de una forrna análoga a 
co1110 una c{unan.1 cincrnatognHica acelera o retarda las irnágcncs: de esta 
forrna se puede observar 111ás fáci11ncntc Ja operación del sistcrn:.L 

2.- h'"'.vtrapolación: Con un 1noclelo 111atcn1ático se pueden ensayar intervalos 
c~xtrcrnos de las condiciones de operación, que pueden ser i111practic~1bles o 
in1posiblcs ele re,tliz::.1r en una pl,1nta real. T"arnbién es posible establecer 
car:::1clcrístic:::1s de funcion:::uniento. 

:3.- 1::.-·~,;tudios de corunutabilidad y evalua1..:ión do otros pl:1nes de actuación: 
Se_· pueden introducir nuevos factores o elen1cntos de un siste111:.t y suprirnir 
olros antiguos al exarninar el siste111a con el fin de ver si estas 
111oc.lificacioncs son co1np::..itiblcs. La sirnulución pcnnitc cornparar distintos 
discno.s y/o procesos antes de llevarlos a la práctica. 

•1.- /?epetición de experirncntos: La si111ulación permite estudiar el efecto de 
la 111odificación de las variables y p:::irfunctros con los resultados 
reproducibles ::.11 realizar la sirnulación. En el 1nodclo 1natc111ático se pueden 
introducir o retirar variubles. lo que no es posible en la planta real. 

5.- Control de cálculo: La simulación constituye una importanle ayuda 
rnatcrial para el estudio de Jos sistemas de control con lazos abiertos y 
cerrados. 

v.~ ... \.,.: ... 
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G.- Ensayo de sensil,1i/idad: Se puede ensayar la sensibilidad de los 
parárnctros de costos y los parárnetros básicos del sistc1na. 

7 .- Estudio de h1 estal . .n1idad del si.ste1na: Se puede cxarninar 1::1 estabilidad 
de sisternas y subsisten1as frente a diferentes perturbaciones. 

Adc1nás los rnodelos maternáticos pueden ser usados en Ladas las fases de 
la Ingeniería Quírnica. en la inveslig:ación y desarrollo de las operaciones en 
planla y en estudios econórnicos y de negocios. 

1.2.1.4 .-Desventajas del modelado y simulación de procesos. 

Es pr-eciso reconocer que al analizar un proceso se tienen .algunas 
li1nilacioncs i1nporlantes. 

La pri1nera de ellas reside en la disponibilidad y exactitud ele los datos: es 
decir, el éxito del anúlisis de un proceso depende grande1nentc de la 
infonnación b::"-isica disponible pura el :.inálisis. Los estudios que se pueden 
realizar con el sisterna son solamente en el 1nodclo. En 1nuchos casos el 
ingeniero se encuentra con una relativa insuficiencia de ck-itos y una vez que 
s<:' ha planteado el rnodclo, una de sus principales tareas consiste en cvLtluar 
los parárnc_·tros ele) 1nodclo a base de datos cxpcri1110ntalPs. En diversos 
tipos de operaciones básic:1s c¡_1si todo el esfuerzo se dirige hacia una 
('Sti1nació11 rnús (•xacta de los pariunctros de unos rnodr·los cuyas formas 
PStán ya bien establecidas. 

linos de los ca1npos de gran i111portancia para los ingenieros quí1nh.:os es el 
d<' cinl·tica ele procesos. y en él existe una gran inccrticlu111brc sobre la 
.. v<•rdadc·ra cinética" del proceso. Gcneraln1cnte estos cocficientc...·s cinéticos 
se- olJti<·JH'll operando en un re~tctor ;:1 pcqucíla escala. de fonna que los 
<-"Íectos S<'cundarios pueden ser muy i1nportantcs. La falla de información 
sobre_· L"Slos <'Íectos secundarios puede conducir a unos t.:oeficientes 
inadecu;:.1dos para el diseilo del reactor co1ncrcial. Otro problerna también 
frí!Cuente, consiste en que las irnpurczas presentes en la planta industrial no 
siernpre SP encuentran en el laboratorio, lo cual puede dar lugar a sorpresas 
en Ja eventual operación de la planta. 

En .:ilgunos procesos de separación, tales con10 la deslilación. ~bsorción y 
evaporación, la eficiencia de los aparatos es n1uy incierta. y la rnayor parte 
de los modelos mLtcroscópicos que se han desarrollado y que se encuentran 
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descriLos en los nianua.Jcs 1néls frecuentes resultan de poca utilidad sino se: .. 
dispone de una razonable esti111aci611 de la. eficiencia. Por cje111plc-', ~JI 

calcular el nú111ero dP platos perforados que c.IPben tener una torre de 
dcsLilación. la exactitud de los 111étodos disponibles para cstirnar la eficacia 
rc¡tl en cornp.aración con 1::::1 etapa teórica. La cfic::::1cia de Jos platos depende 
de propicd::::.1des del !-iisterna tales corno clifusividades en las fasc•s )iquid::::1 y 
g<:tseosa. dcn.sid::::ides y viscosicladPS de an1bas fa1ses, velocidades de flujo de 
111as::::1 y rcluciones de equilibrio. Esto no quiere· decir que la eficacia 
dc:-pcnda r.xclusivarnc-ntP el<' cst::::1s variables ni qllP las rnisrnas af<-?ct0n 
siernpn· a 1::::1 Pfic::::1cia, J>U<'sto qU<' las caract('rístic;1s n·::::d<~s ch· n1<'zcla ' 
tr::::111sferenci::::1 de rnatPria, c!n la culurnnu. dPpL•JHf<-!11 de otr::::Js variabk"S 
in1posiblc.s de-- 1neclir sobre una base 111acro:-;cópica. 

Estas consideraciones dan idea de las dificultades qUP se prcse>ntan en l.:i 
aplic::::1ciún n~al d{_' los 111odelos 111atc1náticos. Los 1noclclos se aplican .. tanto al 
p.aso dt! <·scala dt•sde los datos de laboratorio a planta piloto con{o L'll PI 
análisis dc> una planta co111crcial. La exuctitud con la qu(• es preciso connc<-'r 
Jos parárnetros depende en cierto 1nodo de su influencia sobre el proceso 
global. En una forrna se puede cstablc:ccr que el conocirnicnto debe ser 
tanto rnús exacto cuanto n1ayor sea su influencia. 

La segunda 
rnanipulación 
limitados. 

lirnitación reside en 
de los plante::::.1111ientos 

l Jay estructuras que 

los recursos disponibles para la 
111L1tc1náticos, que-~ ya de por sí son 

son raciles de definir y describir 
rnatPtnáticarncntc pero que no se pueden rnanipular con los conocirnientos 
1nate1náticos actuales, debido a litnitaciones teóricas o de las técnicas ele 
cúlculo. En estas condiciones, <:tunquc el rnodelo esté hten definido y rc-~sult<' 

adeocu::::tc.lo par::::t la situación rral no rcsulturíu un 1nétodo razonablP para ('I 
cJp.s;:irrolfu de prediccionP.s. /\dcrnás ele las dos lirnitacioncs antcrior111PntP 
dPscritas. sino rcsultun físicarnente realizL.tbles Jos bloques de construcciún 
para el rnodclo, cabe el peligro de que un concepto introducido sirnplenH!lltc• 
corno un::::i técnica de análisis pueda llegar a asirnilar.sc con una realidad 
física no prc·tc·~ndida por el constructor del n1odelo y p~tra la cual no existe• 
Pvidcncb. Sr. puede así. adjudicar al 111odelo una validez general que en 
rc.>alido.d no posee. Jo cual constituye uno de los fallos de los 1nodelos 
1nate1nUticos. Los rnodclos originahncntc so111ctirlos a drásticas 
si1nplificacionc.s. se utilizan a veces con10 si su validez estuviese 
comprobada u priori. Jo que evidentemente no ocurre. Este riesgo es 
evidente, aún cuando se suele prestar poca atención a esta posibilidad. 
Otro riesgo en la utilización de modelos consiste en suponer que 
representan al sistema real fuera del intervalo de las variables para el que 

rr-rc1c: ' :, j 1'1 
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el rnoclelo ha sido originalrnente propuesto. Dicha extrapolación puede 
const:tuir un aspecto valioso del 1nodelo pero puede conducir tCt111bién :i 

errores. Estos riesgos que ac,lbun1os de listar se pueden poner de 
n1nnifiesto utilizando constantcn1entc el sentido comlln en la interpretación 
de los 1noclelos 1naten1t1ticos. 

1.2.2.-Modclos físicos. 

Al estudiar los rnodelos de sistc1nas en las seccione!? anteriores, no se 
pretende irnplicar que un 1nodelo es necesariamente una descripción 
1natcn1ática del sistcrna. Podc1nos decir que la n1ayoria de las veces es 
posible forrnar un 111odclo físico cuyo con1portan1icnto representa el sisterna 
que se estudia. Los atributos de las entidades del sisten1a se representan 
mediante rncdida!'> fisicas tales corno un voltaje o la posición de un eje o una 
flecha. L..:_1s interacciones del sistcn1a se reflejan en las leyes fisi¡;as que 
subyacen al rnodelo. 

Los cjcrnplos rncjor conocidos de los n1odelos físicos son 1nodclos a escala 
que se utilizan en los tünelcs de viento y tanques de agua para el diserto de 
41eronaves y navc-s acuáticas. Las leyes bien establecidas de )41 similitud 
perrnitcn realizar deducciones exactus relativas ul co111porta111iento de un 
siste1na a escala nutural a 1n1rtir del n1odelo a escala 15 . 

Se han descrito otros tipos de n1odelos físicos como modelos icónicos: 
1nodclos que scrnc~jan al sistcrna que 1nodclan cuyo propósito es representar 
físicarnente al sistcrna que rnodela en térrninos ele Ja litnit.ación hun1ana; por 
ejcrnplo. los 111oclclos de las estructuras rnolccularcs forrnaclos a partir de 
(~sfcré.is que representan a los átornos con varillas que representan los 
t~nlaccs ató1nicos. ~ranto los modelos a escala con10 los icónicos son 
cjc1nplos de n1odclos ffsicos estáticos. 

Los rnodelos físicos clinán1icos se apoyan en una analogía entre el sistcrn:.1 
que se estudia y algún otro sistema de alguna naturaleza distinta. por lo 
general Ja analogía depende de una sirnilitud. 

1.3.-Aplicaciones. 

Dentro de las aplicaciones de los modelos tanto frsicos como matemáticos 
encontramos una gran variedad de ellos. Para el n1odelado rnatemático 
dinámico las aplicaciones se dividen principalmente en dos 15

• 16 : 

. _".,.,,) ........ .' .. 
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a) La sin1uh.1ción para ani'ilisis de~ un sisternu: que pretende cornprender 
Ju rn.uncra en que opera un sistcnH.t existente o proput!slo. 
investigando el cornportan1icnto del n1odclo. 

b) La simulación para el discilo de sistcn1u.s: cuyo pronósito es producir 
un sistcrna que satisfagu algunas especificaciones. Esto se hace 
eligiendo una co111bin;:.1ción detenninacla ele cornponcntes para la 
construcción ele un .siste1na. Este sistcrna se rnodc)a y se pre-dice su 
co1nporta1nicnto en base al conocirnir!nlo del cornporlan1iento del 
n1odclo. Si el co1nporta1nicnlo predicho se cornpara favorablernente 
con el desPado. se acepta el diseilo. En caso contcario. se redisef\Ll el 
sistcrna y se repitP todo el proceso. 

llna de l.:1.s aplicaciones llléÍS utilizadas de• los 1nodelos físicos es Ju llan1ada 
planta piloto que es unu planta u baja escala, c1uc tiene co1no objetivo 
proveer datos ele diseño para una planta a gran cscalaw. 

Otro objetivo de In planta piloto es el de estudiar el comporta1nicnto de una 
planta existente del que Ja pequcí1a unidad es un.a reproducción. y su 
principal función es exhibir los efectos del cu1nbio en las condiciones de 
opcr~tción más rápida y econórnica.rnentc posible por los experirnenlos en el 
prototipo. 

FAliL.A DE ORIGEN 
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2.1.-Fluidos. 

Definiremos a un fluido como aquella sustancia que carnbia de ferina 
continuarnente en tanto esté son1ctida a un esfuer~o cortante. aunque este 
sea pequenoª5 • 

Al considerar condiciones estf1ticas. en diversos tipos de fluidos, se 
encuentra que ciertos fluidos variun rnuy poco de densidad a pesar de estar 
son1ctidos a grandes presiones. Los fluidos que se con1portan de ta) rnanera 
están invariablcrnente en estado líquido. Bajo lLtles circunstancias. el fluido 
se llarna inco1npresible y durante los cálculos se supone constante su 
densidad. 

En lu. diná1nica d(! fluidos, la cuestión de cuando un fluido puede tru.tarse 
corno de dcnsid.<:td constante involucra otros conceptos distintos ad€fn1ás de 
la natur.alcza del fluido. l~eLlln1cnlc. depende pri111ordialr11enlc de un cierto 
pLtrá111elro del flujo (nürncro de i\Jach). Sien1prc que las vark1cioncs de 
densidad en un problerna no tengan i111porlanciL1 los gases y los liquidas se 
so1nctcrt1n al 1nis1110 tipo de análisis. Los fluidos se cornponen de 11101<'..-culas. 
que se rnuevcn y cntn:1n en colisión constantcn1cnte. Para un análisis 
riguroso, habría que tener en cuenta Ja acción ele cada n1olécula o grupo de 
1110Jéculas en el flujo. Estos procedimientos se utilizan en la teoría cinética 
de los gases y en la rnecánica estadística. pero son, en general dcrnasiaclo 
cornplicados paril aplicarlos a la técnica. En la rnayor parte de los cálculos 
tCcnicos se csltt interesando en los valores 1ncdios de las rnanifcstaciones 
susceptibles dP rnedida de rnuchas 1noléculas. lla111ada el continuo. en lugar 
de- {_•Jl el conglorn<-.. raclo real de rnoléculas cornplcjo y discreto. El concepto 
del continuo proporciona una gr:.1n si111plificación en el análisis y SP. ha 
utiliz.ado yLJ, co1110 una idealización, en los cursos de rnccánica en las formas 
ele cuerpo rígido o ele sólido perfcctatnentc elástico. 

2.2.-Tipos de flujo. 

La existencia de dos forrnas de movimiento fue observada desde un 
principio por los investigadores experi1nentalcs. Por ejemplo. en 183~ 

Hagen llan16 la atención sobre el hecho de que la for1na del flujo en un tubo 
cilfndrico cambia cuando Ja velocidad excede a un cierto limite. Observó que 
para velocidades inferiores a dicho lfn1ite. la superficie del chorro fluyente 
era Jisa como la barra de vidrio sólida. por cnci111a de ese limite, la 
superficie del chorro oscilaba y el flujo salla a borbotones. Estas fueron las 
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prhneras evidencias respecto a los flujos larninarcs y turbulentos, fr1n1iliares 
en los estudios respecto a fluidos en n1ovhniento: 

En 1883 Os borne J~eynolds 1 Szekcly, 1988 J. demostró las dos modalid<ides 
1nuy claratnente y presentó el pará1netro (que ahora lleva su no111brc) co1110 
un criterio para dctcrrninar el régirncn bajo el cual ocurre un n1ovilniento del 
fluido. Para cletern1inar el pará1nctro citado, inyectó una fina corriente de 
tintura al ~lgu¡_¡, que fluía desde un gran tanque hackt dentro de un tubo de 
vidrio. La corrientl~ ele tintur¡_t se conservaba con10 una linea recto:::t. si el 
gasto a través del tubo era pc•queflo: 111ostranclo que- eJ agua se 111ovía en 
lineas ele corriente p.uralclas o 1~·uninas. Las velocidades de las lá111in:ls 
adyacentes no eran las 111is1nas, P<'ro no había una 1nczcl::1 111acroscópic~1 

entre Pll.as. EstP es el caso 1nús si111plc de flujo larninar. Al incrernentar el 
gasto. por· cncin1a dc> ciPrto v:.ilor crítico, la corriente ele tinturo:. ele k.1 
dP111ostración ele I~evnolds st_• r·on1pia en vórtices irregulares v se rnczclaba 
latc·ralrnt'ntc~ a trav('-s ele la sPcciún trunsversal del tubo. Esta- rnezc(a er¡.1 Ja 
evidencia del flujo turbulento. 

En general. el flujo Jarninar se presenta cuando las capas adyacentes de un 
fluido se rnuevcn unas con relación a otras. formando líneas de corrientes 
lisas. no ncces41ria111ente rectus. sin rnezclarsc 1nacroscópica111ente. Esta es 
la forrna que se encuentra cuando los esfuerzos tangenciales viscosos. 
causados por el fluido. es Ja influencia predon1inante al establecer el can1po 
d" flujo. 

El flujo turbulento se caracteriza porque las parlfculas clel fluido tienen 
111ovirnientos irregulares, casi al azar, siguen tr4lYectorias fluctuantes y 

errúticas. La rnczcla n1::1croscópic4-t que asi rcsultu. es tanto lateral con10 en 
f[j dirección del flujo principal: este fenórncno se presenta cuando las 
fu0rzas viscosas tangenciales son secundarias respecto a )[.IS fuerzas 
in<·n:ial<!S, al establecer el carnpo de flujo. Podemos notar, que tanto Jos 
r11ovi1nientos larninarcs corno los turbulentos son el resultado de la 
propicd[1el llarn:.idu. viscosidad, rnientras que Ja turbulenci;:J da por rcsull~uJo 
una fue-orza tangencktl efectiva debida a un intercarnbio c)(-' cantidad de 
n1ovi1niento entre las partfculéts que fluctúan Jateralrncntc. esta fucrzu 
turbulenta tangencial es evidencia de los efectos de lu viscosidad. 
i'vluchos proble111as en Ingeniería involucran la evaluación de una cantidad 
física desconocida que depende de otras cantidades físicas. La solución del 
problr.n1a involucra la dctcrrninación de una relación funcional entre lus 
variables físicus. En rnuchos casos, uno esta relacionado con la rapidez de 
carnbio de la función con respecto a las variables. En flujo de fluidos son 
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varías las ecuaciones diferenciales que resultan de la aplicación de varias 
leyes fisicas. 

En estas ecuncioncs las variables independientes son usualmente las 
coordenadas espaciales x. y, z, y el tiernpo l. Las variables dependientes 
son velocidad, tcrnpcratura. presión y propiedades del fluido. 

Las ecuaciones diferenciales in1porlantcs de flujo de fluidos son: 
1.- L~1 ecuación de continuidad, basada en In ley ele Ju conservación de la 
rnasa. 
2.- L.:1 ecuución ele 1no111cntu111, basada en la segunda Íey de Newton del 
1novin1ienlo. 
~'i.- La ecuación de energía, basada en la ley de conservación de la energía. 

2.3.-Ecuación de conlinuidad. 

La ecuación de continuidad se basa en el principio de conservación de la 
rnasa aplicado al rnovirniento de fluidos. 

Consideren1os un elernento de volumen estacionario. cúbico. .6x.6.yó=. a 

través del cual pasa un fluido. Ver figura 2.1. 

2C .O.y 

"·L 
• .. l. 

IC 
,..)-- -

A: 

~~~~~~~~~~ 
JA - 2A 

Figura 2.1 Volumen de control para la ley de conservación de la masa. 

La ecuación de continuidad expresa la conservación de la masa en todo el 
volumen. en otras palabras. 
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{

Rápidez de } {Rápidez ele} {Rápiclez de } 
entrada de - salida de = acurnulación 

1nasa n1asa ele 111t1sa 

(2.1) 

la entrada o salida e.le rnateria a través de estas caras se calcula fácilmente 
construyendo el producto ~y& (área transversal) por u (velocidad del 
fluido) por p (densidad del fluido). 

Esto es pan:1 la entrada en x es (p11)J_... A.vi.\= y In velocidad de salida en la 

cara x+ 6..,. es (pu)¡ •• "' L\yó..:. 

La rapidez de entrada neta de material en dirección x está dada corno 

(2.2) 

Entrada a través de la cara lA salida a través de la cara'2A 

Al escribir ecuaciones sirnilares para la entrada neta en las direcciones y y 
=, y notando que la acumulación de masa dentro del elernento está dada por 

A c1111111/ació11 = L\x".0.y.6: éJp 

º' 
el balance ele 111asa se puede escribir como 

(2.3) 

(2.4) 

•ti dividir ambos lados entre ~.ó.yó..: y al aplicar el limite cuando lóxl. lóYI y 

~Ll=~ -)o O y si se recuerda la definición de la prin1era derivada. que es en 

uJ •• ._. -uJ. du 
~ = dx 

luego la ecuación (2.4) puede ser expresada como 

o utilizundo la notación vectorial 

b TESIS CON \ 
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(2.6) 
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éJp =-V·(pu) 
éJt 

(2.7) 

Esta es Ja ecuación de continuidad la cual es aplicable tanto para flujo 
co111presible corno para flujo incompresible. 

Aquí V es un oper::,dor diferencial vectorial. denorninado .. del" o ºnabla··. 
que se define en coordenadas cartesianas co1no 

(2.ill 

Donde> i, j y k son vcctorPs unitarios en la dirección .\;. y y : 

respectiv:.unentc. Se debe notar que el producto ··punto"' de dos vectores ( ~ 
y u en este cuso) es un~ cantidad escalar. La c¿:111tidad V·(pu) sc

0

1larn'1 ::1 

veces divergencia de (pu), vé:.1se que el vector (pu) es lu densidad de flujo 

de rnateria y que su divergencia tiene un significado sencillo: representa la 
velocidad neta con que dis1ninuyc la densidad de flujo de rnateria por unidad 
de_-. volurnen. 

Por lo t:::1nto. la ecuación establece sirnple1ncntc que la velocidad con que 
.aurncnta la densidad en el interior de un pequeílo elcrncnto de volu1nen fijo 
c·n el espacio, es igual a la vclocicl:::1d neta de entrada de densidad de flujo de 
rnatc~ria en cd clcn1ento dividida por su volutncn. 

Para l'-1 condición de estado cstacion;:irio, esto es que las propiedades del 
fluido pcr111anccen constantes o que no c~unbian respeto al tietnpo, lo cual 

hace que el térrnino Dp =O. y Ju ecuación de continuidad, se da con10 
ilt 

V'·pu=O (2.8) 

Pero, como el fluido a n1anejar es inco1npresible, lo cual indica que la 
densidad pern1anece constante, entonces esta ecuación se simplifica aún 
rnils. y queda de la siguiente 1nanera 

/ TESIS CON 1 
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dada en coorclen~1das cartesianus. obsérvese que par:._. que la ecuación de 
continuidad .scu vúlida, .solo es nccc.so.rio que p pcnn::1nezco. constante rn1r:.1 

un clen1ento de fluido que se n1ucva a lo largo de una línea de corriente, es 

decir éJp =O. 
i)J 

2.4 .-Ecuación de rnovin1icnto. 

Para un elernento de volun1en d.'-"~Y.ó.:. se puede cscrjbir un balance de 

cHntidud de rnovimiento! 

¡Velocidad del 
1 

. . Velocidad de Velocidad de Suma de las 
acun1u ac1on 

:: cantidad = /:::~:;dd;e )-j::~~'.:;: de ] +¡:~~;:·.~~~el 
. . movm11ento mov1m1ento el sistema 

rnov1n11cnto 

(2.11) 

Considerando en prirner lugar l:Js velocidades ele flujo del cornponente x de 
J:.1 cantidad de 111ovin1iento que entra y sale del cle1ncnto de volu1nen corno 
se indica en la figura 2.2 y escribiendo el bal:.1ncc de cantidad ele 
1novi111iento corno se ve en la ccu:.1ción (2.11). 

' . 
.,.,. 

----+---,-

/ i --- J V>-"C-

-------¡--------· -.!._______ 1 

L_ ; ,~, .. , ~ _,_ 
A)-....... j ..,.. ___ ., __ 

,-

Figura 2.2 Volumen de control usado en el balance de movimiento. 

1 'PESTR r.ON 1 
FALLA DE ORIGE~ 18 



La cantidad de n1ovirnicnto que entra y sale del elerncnto ele volurnen en 
virtud de dos 1necanis1nos: por cunvecciú11 (es decir, delJidu al flujo gli..-bai 
del fluido) y por transporte 111olccular (es decir. a causa ele los gradientes de 
vc>locidad). 

La velocidad con la que entra por convección el cornponente x de la 

t:antidacl de 111ovin1iento por la cara situada en x es p1111!_.. 4.vA=. y la 

vc•Iocidad con la que sale por x+ L\.\.' es puui .,..u Ay.6.=. La velocidad a la que 

entra por y es p1'11).l. Axd= que es preciso considerar el flujo convectivo 

neto, de la cantidad de 1novin1icnto x. en el elen1cnto de volurncn es: 

(2.12) 

de· igual fonna, la velocid:.lcl con la que el cornponentc x de la canC:icJad de 
111ovimiPtllo entra por transporte 111olccular por la cara situ,lda en -~ es 

r._./.,AyL\=, y con Ja que sale por x+L\.'\- es r ...... ;,.A, . .6.yL\=. La velocidad con que 

entra por y es r_l,._1.,.L\.l.'A=: para las otras tres c;.¡ras se pueden obtener 

(_•xprcsioncs sirnilarcs. ~réngasc en cuenta que r_,~ es la densidad de flujo de 

c~1ntid;_¡cJ de rnovirnicnto _,. a través de una caréJ perpendicular al eje y. 

Su111anclo estas contribuciones, se obtiene 

(2.13) 

()J>.sé.•rvPS<"' que!, estas densidades ele flujo c)p cantidad de 111ovin1icnto pueden 
consiclcr.arsc corno esfuerzos. Por lo tanto. r""'". es el esfuerzo normal que 

ac.:tlla sobre la cara x. y r ...... es el esfuerzo t.c:1ngcncial (o cortante) que actúa 

sobre !él cara y en l.L:1 dirección x. y que result~1 corno consecuencia de las 
fuerzas viscosas. 

En l.L:I rnayor parte de los casos. las únicas fuerzas in1portantes serán las 
procedentes de la presión del fluido p y la fuerza gravitacional por unidad 

de 111asa g. 

La resultante de estas fuerzas en la dirección x será. evidentemente. 

(2.14) 

FALLA-DE ORIGE~ l 'T'Ti'q~ ('.(\i\j l 
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La presión de un fluido en rnovitnicnto está definida por l:.1 ecuación de 
estado p = p(p. T). y es una rnagnitud cscal:.tr. 
Finahnentc, la velocidad de acurnu)ación de cantidad ele 1novir11iento x en el 

cle111cnto es L\xóyA=c~!!_) . Dividiendo toda IH ecuación que resulta por 
DI 

~\"L\l'L\=, y to111D.ndo el li1nite cuando A.x-. óy y ~, tienden a cero, se obtiene 

l.!I cornponente x de la ecuación de 111ovi111iento: 

a [ª a a J [ª a a J cp -pu=- -p1111+-pl'll+-f"t't1 - --rx. •. +-r"'.r+-r.:& --::-+pgx 
a1 ax ay D= ax i!Y · iJ:: = (2.15) 

Los con1ponentes y y =, pueden obtenerse de una fornH.1 ;:1náloga. son: 

a [ª a a J [ª a a J ap .. ¡y--,-pl•=- éJxpuv+ ayPl'V+ ª=P"'" - DxT..y+ cyr.~:t·+ iJ=T:i.. - 0· +pg_,.,. / (2.lG) 

l~ara vez se utilizan estas ecuaciones en su forr11~1 co1npleta para el 
plLJntcarnicnto de problernas de flujo, sino que gcner~1ln1ente resulta niás 
conveniente c1npleo:1r forrnas rcstringidus de las 1nis1nas. 

2.'1.1.-Sirnplificaciones de la ecuación de movimiento. 

P"ra p y p constantes, las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.17) pueden 
sirnplificarse mediante la ecuación de continuidad (2.10) para obtener 

PDu=-Vp+µV'v+pg 
Dt 

(2.18) 

La ecuación (2.18) es la ecuación de Navier-Stokes, obtenida inicialmente 
por Navicr en Francia. en 182635

, niediante consideruciones 1noleculares. 

Para [V·rJ=o. la ecuación (2.18) se reduce a: 

PDu =-Vp+pg 
Dt 

1 TESIS CON ' FALLA DE ORIGE~ 
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Esta es la fa111osa ecuación de Euler. Deducida por priinera vex en 1775:"5. y 
que ha sic.Jo rnuy ulili~ada p:.1ra describir siste111u::; de flujo para Jos cuales los 
efectos viscosos son despreciables. 

2.5.-Ecuación de cnergín tolal. 

P.ara resolver las ecuaciones de transferencia de 111on1c>ntun1 en un fluido no 
isot6rn1ico es necesaria la adición de una ecuación de transferenci:.1 de 
cnergi;:1, dentro de la cual considcrare111os se tr;.insfiere por tres 
1necanisn1os principalrncnte: por convección. por conducción y por radiaciOn. 

En cstu sección se rcsu1nc la derivación del bal.ance ele energía que se 
aplicn tanto a ílujo cornprc?siblc·~ corno flujo incon1prcsible. P.) cu:tl nos sirve 
par:.1 conocc:>r kt distribución de la ternperatura <-~n un sistcrna cualqui~ra. 

Para ello se parte, corno antes. ele un clc111cnto estacionario ele volun1cn a 
tr;:1v6s del cuz.ti fluye un líquido puro, corno se 1nucstra en la figura 2.3. en 
los cual los dos principales 1necanis1nos para transferir esta energía es por 
convección y por difusión: se escribe la ley de la conservación de la energía 
( 1 u. ley de la tcn11odinán1ica) para el fluido contenido en el interior de este 
ele1ncnto de volurncn c-n un clcterrninado instante: 

/

Velocidad / ¡Velocidad de/ ¡Velocidad ) Velocidad 
de entrada de de salida 

acu1nulación energía de energía ¡neta . . . ) 
= - + de ad1c1on -

de enérgía cinética e cinética e 
. . . . . de calor por 

cmcuca e interna por interna por .. 
. . . . . conducc1on 
interna conveccton convcccaon 

Velocidad 
neta de 

trabajo 

con1unicado 

por el 

sistema 

a los 

alrededores 

(2.20) 

Cuando el flujo es no isotérn1ico, la temperatura del fluido es una variable 
dependiente que es función de x. y, = y t. 
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:: E~ ... KI• c ...... r ... d• 

/ .. 
Pigura 2.3 Volumen de control para el balance de cnergfa en dirección xe 
y. 

Haciendo un balance de energfn en un elemento espacial de ditnensiones 
L\x, ó.y, A:: (con10 el rnostrado en la figura 2.3) las siguientes formas de 
energía pueden ser consideradas29

• 
3 ª. 

1. Interna. o intrínseca. energla del fluido E. Esta energía no incluye la 
energía de posición o cnergfa de 1novimiento. 

2. Encrgiu Cinética 
:3. Energía de Presión-Volu1nen 
4. Calor transferido por conducción 
5. Energía de posición o energía potencial 
G. Energía disipuda en el fluido por acción viscosa 
7. Energía gPnerada por reacción qui mica o corriente eléctrica 

En Ja ecuación (2.20) la energía cinética corresponde a la energia 
relacionada con el n1ovirniento observable del fluido. La energía interna 
corresponde a la energía relacionada con los 1novin1ientos fortuitos de 
translación e internos de las moléculas: es decir, que Ja encrgia interna 
depende de la temperatura local y de la densidad del fluido. La energla 
potencial del fluido no aparece de forn1a explicita en la. ecuación (2.20) ya 
que se ha preferido incluirla en el término de trabajo. 

FiLLA _'.JE ORIGEN 
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Ahora para un ele1nento de volumen A'\:~yA:. La velocidad de acun1ulación 
ele energ(a cinética e interna en el volumen de cont1·ol L~s: 

ª( 1 ·) .ó.xóyó.= Di pn + Z pv· (2.21) 

siendo n ka energia interna por unid:id de rnas.:1 de fluido contenido en el 
clen1cnto. el térn1ino l/2pv 2 representa el térrnino de energia cinética en 
donde v es la velocidad local del fluido. 

La velocidad neta de entrada de energía interna y cinética en el elen1ento 
por convección es: 

(2.22) 

la velocidad neta de entrada de energía por conducción es: 

(2.23) 

siendo q,. </y. q,. los componentes x, y, :: del vector de densidad de flujo 

de calor q. 

El trabajo realizado por el clcn1ento de fluido contra los alrededores consta 
de dos partes: el trabajo contra las fuerzas de volu1nen (por ejen1plo. la 
graved.::td) y el trabajo contra las fuerzas de superficie (por eje1nplo. las 
fuerzas viscosas y de presión). 

La velocidad de producción de lrabt1jo contra los tres componentes de la 
fuerza de gravitación por unidad de n1asa, g. es: 

- pll.xóyt!.:(ug x + vg,. + wg =) (2.24) 

El signo menos se debe a que el trabajo se realiza contra la gravedad. 
siendo v y g opuestos. La vclocidt1d de producción de trt1bt1io contra k1 
presión estática p en las seis caras de .!\x6yó.=. es: 

' 1'F.ST~ CON \ 
FALLA DE ORIGEN 

(2.25) 

23 



Análog¿--tn1ente. la velocidad de producción de trabajo contra las fuerzas 
viscosas es: 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Substitui111os ahora las expresiones anteriores en la ecuación (2.20) y 
dividirnos toda la ecu<1ción por 6x6yó=. Tornando el limite de la expresión 
que resulta cuando ó."I:. L\y y L\:: tienden a cero. se obtiene una forrnn. de la 

ecuación de energia: 

a ( 1 ) ( a ( 1 ·) a { 1 ·) a ( 1 .'). '¡ - pn+-P''" =- -11 pn+-pv· +-' ptl+-pv· +-::-w pn+-p,·· et 2 &: 2 o/ 2 e:: 2 ) 

(2.29) 

Esta ecuación puede expresarse en una forn1a tnás co111pacta ernpleando la 
notación vectorial-tensorial. 

(2.30) 

.Ahora reordenando la ecuación de energía con ayuclu de las ecuaciones de 
1novimiento y continuidad. 

Co1nenzan1os por efectuar las derivadas indicadas en el primer miernbro de 
la ecuación (2.30) y de la contribución convectiva. para obtener: 

p[~( n +~/ )+(v·\7(11 +~'" ))]+(n+~'" )[~~ +(\7-pv)]= 

-(\7. q)+ p(v·g)-(v. pv)-(v · [r· vD 
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El primer tér1nino del primer 1nien1brc de la ccu::tción (2.31) es la densidad 

local del fluido multiplicada por Ja derivada sustancial de (11 + ~ v=) con 

ayuda de la ecuación de continuidad se puede observar que el segundo 
térn1ino es cero. Por lo t::into. se puede escribir co1no: 

p.!2(n + _!_v')= -(V' ·q)+ p(v·g)-(V'· pv)-(Y'·[r· vD 
DI 2 

(2.32) 

hastn ahora no se ha hecho 111ención de la energfa potencial <l>. Si Ja fuerza 
externa g se expresa en función del gradiente de una función escalar (por 
eje111plo. g = -V<f> resulta: 

./ (2.33) 

Si <l> es independiente del ticrnpo. el últi1no térn1ino desaparece. y la 
ecuación (2.33) se transforma en: 

p.!2(n +<f> +_!_v') = -(V'·q)-(V'· pv)-(Y'[r· vD 
DI 2 

(2.34) 

Esta es una ecuación de transferencia para ~=fl+<f>+_!_,,:?. que se denon1ina 
2 

energía total. 

Para la 1nayor parte de las aplicaciones ingenieriles es conveniente 
expresar la ecuación de cnergic::1 calorífica en función ele la ternperatura y 
del c.r:llor específico del fluido en vez de la energía interna. Describiendo la 
ecuación (2.34) en estos térrninos. y teniendo en cuenta Que la energía 
interna puede considerarse corno una función de () y r: 

dn = ( an) de+ ( ª'.1) d7" = [- p + ·rÍ ª'.,) Jdr:> + Cvdr 
i)j) r ar ,, ·lar ,, (2.35) 

En esta expresión de Cv es el calor especifico a volurnen constante por 
unidad de n1asa. 
Por lo tanto. el producto de p por la derivada sustancial de t1. será: 
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Dfl =[-P+r(ªp) ] DI? +pCvDT 
p DI éJT ,. p DI DI 

(2.36) 

rnediante la ecuación de continuidad y haciendo sustituciones y 
sirnplificaciones se obtiene 

pCv-=-(V·q)-7 -;-: (V·v)-(r:V1•) DT . (éJJ') 
DI rJ7 ,. 

(2.37) 

que es la ecuación de energía en función ele lu ten1peratura del fluido T. 

Está ecuación (2.37) entre derivadas parciales describe el transporte de 
energía en un sólido o fluido hon1ogéneos. 

2.5.1. -Simplificaciones de la ecuación de cnergla. 

La primera simplificación de la ecuación (2.37) se obtiene expresando q en 
función de Jos gradientes de te1nperatura y r en función de los gradientes 
de velocidad. Según esto. para un fluido ncwtoniano de conductivido.d 
calorífica constante. la ecuación (2.37) resulta: 

pCv-=kV'T-7 - (V·v)+µ<I> DT (ªPJ 
D1 ar p • 

(2.38) 

Esta ecuación cstublece que la te1nperatura de un elen1cnto rnóvil de fluido 
Vi'..lria debido i'..I: 

a) conducción de calor. 
b) efectos de expansión y 
e) calentamiento viscoso. 

La función <f> se denomina función de disipación. y su forma en coordenadas 
rectangulares es 
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Otras cu[)tro sirnplific[)ciones de Ja ecuación de energf;:i que son 1nuy 
utilizadas. 0n las cuales se ornitirá el térrnino de dhiipación viscosa. qu<=" sólo 
es necesario en casos especiales y suponiendo tarnbién que la conductividad 
calorífica es constante. 

i) Puru un gas ideal (ªp) ~ y se obtiene ar • - T · 

(gas ideal) pCvDT =k'il'T-P(V·v) 
DI 

(2.40) 

ii) Para un fluido a presión constante, la ecuación (2.37) puede modificarse 
para dar: 

dfl=-Pdr>+CpdT (2.4 ll 

rnanipulando esta expresión igual que para llegar a la ecuación <?.40) se 
obtiene (despreciando la disipación viscosa): 

(fluido a presión constante) pCpDT =kV'T 
DI 

(2.'12) 

iii) Para fluidos incompresibles (p= constante), Cp=Cv y (V·v) es cero. 
Por lo tanto la ecuación (2.'10) se reduce a: 

(fluido incompresible) (2.43) 

2.6. -La forma vortice-corriente. 

i\1ientras que la forma adecuada de la ecuación de Navier-Stokes 
representa el punto lógico de partida en la forn1ulación de problemas dC"I 
Jl'-ISO de fluidos, con frecuencia es 111ás conveniente trubajar en térrninos dP 

algunas cantidades derivadas, las cuales son la función de corriente y 
vorticidad~t5 • 
Para flujos tridiinensionaJes, el campo de velocidades puede ser 
representado utilizando el vector velocidad o sus tres con1ponentes u. v y 
u•. 
El flujo bidimensional plano incornpresible y estable representa uno de los 
tipos rnás simples de flujo que reviste i1nportancia práctica, el que puede ser 
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resuelto más fácihnente si la ecuación de Navier-Stokes se expresa 
utilizando la función de corriente y verticidad. 

2.G.1.-Función corriente. 

T'enemos disponible una representación alternativa con frecuencia más 
conveniente. mediante el uso de la función de corriente. 

Para flujos bidir11ension¿iles, la función de corriente se define co1110: 

aip 
ll= ay V= - af¡/: 

ax (2.45) 

para el siste111a curtesiano de coordenadas y ei_itonccs la ecua7i6n de 
continuidad se curnple idénticamente. Esta conclusión se puede co111probar 
sustituyendo si1nple1nente las expresiones para 11 y " en la ecuación de 
continuidad de rnodo que: 

(2.46) 

r\si. sie1npre que las co111poncntes de la velocidad se definan en térininos de 
la función corriente se sabe que se cu111plirá la consC!rvación de lu 111asa. Por 
supuesto, todavía no se sabe de cut.il 'J'(x.y) se trata para un problen1a 

purticular. pero por lo n1cnos se ha si1nplificado el análisis a tener que 
dctcrn1inar sólo una función desconocida, 'P'(x.y), en v0z de las dos 

funciones 11(x.y) y •{x.y). 

CJtra ventaja particular de usar la función corriente está relacionada con el 
hecho de que las líneas a lo largo de las cuales es constante son lineas de 
corriente, estas son líneas en el campo de flujo que son tangentes en todas 
partes a las velocidades. Por la definición de linea de corriente se concluye 
que la pendiente en cualquier punto a lo largo de una linea de corriente está 
dada por 

dy V 

dx =; (2.47) 

El cambio en el valor de V' a inedida que se cfect(1a un despla~a1niento de 

un punto (x,y) a un punto próximo (x+cú,y+dy) está dado por la relación: 

~ 'J t::.i~ 1.;0N 1 
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di{/=:- d'f:+: dy=-Vd'f:+udy (2.48) 

A lo largo de una linea de '// constante se tiene d'!' =O , de 111odo que 

-vd'f:+udy=O (2.48) 

Y, en consecuencia. a lo largo de una línea de constante rp. 

dy - V (2.49) 
cJx - ;; 

Que es J¿1 ecuación definición para una línea de corriente. Por lo tanto. si se 
conoce la función tp(x,y) es posible trazar lineas de constante tJf pura 
obtener l:i fan1ilia de lineas de corriente útiles para representar un patrón ele 
flujo. Existe una infinidad de lineas de corriente que forn1an un campo de 
flujo particular. ya que para cada valor constante asignado a t¡/ se puede 
trazar una línea de corriente. 

El valor nu1nérico real asociado con una linea de corriente particular carece 
de irnportancia especifica. pero el can1bio en el valor de rp est{1 

relacionado con el flujo volurnétrico. 

2.G.2.-Punción vorticidad. 

En sentido maten1ático. la verticidad se define co1no=15 

fl=c11r/11 =ro111 =V xu 

que puede ser expresada co1no 

Vxu=/! 
u 

o bien. 

.i 
a 

O.V 
V 

(2.50) 

(2.51) 
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;[<31•· _ av]+J[º" _ aw]+k[º" _ ª"] ¿¡yaz azax ro.-¿¡y 
(2.52) 

En sentido n1aterial n= a V x u es el vector de la rotD.ción del elen1ento de 

fluido. 
La velocidad angular ro en un punto dado del fluido. se define corno la 
velocidad con la cual una pequena rueda hipotética de palet::1s, n1ontacla 
sobre cojinetes sin fricción, retarla en caso de ser colocado ahí. 
Puede mostrarse que exista la siguiente relación este V' xu y w: 

w = .!.(v x 11)= .!.n. 
2 2 . 

(2.53) 

La figura 2.4 1nuestra un nún1ero de situaciones físicas que podernos 
exarninar con respecto a la velocidad angular. 

La figura 2.4 rnuestra tan1bién un campo de velocidades unifortne por 

e;º'""'º "" """'º o<c::d§ <l• ~;:~:~es de i~/\oj º' 

. ~. 
b) d) 

Figura 2.4. Situaciones tfpicas de flujo, ilustrando el concepto de verticidad: 
a) flujo paralelo, b) flujo en canal abierto, c) flujo en Ja región del molde de 
un sistema de colada continua y d) flujo desde una fuente puntual. 

Dado que todas las paletas de Ja rueda experimentarlan Ja misma velocidad. 
bajo estas circunstancias no ocurrirfa rotación. 
J\sl 

w=O 6 curl u= O 

:) TES~S CON , 
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"T"'alcs flujos SP denorninan irrolacionales. En la figura 2.'1 b) y e) 

corresponden a cu.sos en los que la ruedu irnaginaria de paletas rolaria. 
debido a las cliíerenlcs velocidades experimentadas por las distintas aspas. 
En l:.1 figura 2.'1 d) se n1uestra el carnpo de flujo producido por una fuente 
puntual. por cjc1nplo. un fluido que sale por un orificio pequeño hacia un 
recipiente grande. Se ve íáciln1entc que la rueda de paletas irnaginarfas. no 
roturia si íuera colocad:..t en tal carnpo de flujo, así. el ca1npo de velocidades 
producido por unu ruente puntual (o su111idero puntual) es irrotacional. 

El establecer una hipótesis adicional. que el flujo irrotaéional. se sin1plifica 
todavía rnás el análisis de los problcnK1s de flujo no viscoso. Ya que la 
verticidad. a1 , se define con10 V x u • ta1nbién se concluye que en un can1po 
de flujo irrotacional la verticidad es cero. 

2.6.3.-El potencial de velocidad. 

Para un flujo irrotacional. los gradientes de velocidad están relacionados a 
través de las ecuaciones siguientes 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

En este caso los componentes de velocidad se pueden expresar en térininos 
de una función escalar f/J = (x,y.= 9 1) como 

u=i!_'É_ ax. V= 8if>; 
ay 

w= a,¡, 
éJ:: 

(2.58) 

donde ,¡, se denon1ina potencial de velocidad. Sustituyendo directarnente con 

est~s expresiones las componentes de la velocidad en las ecuaciones (2.55). 
(2.56) y (2.57) se comprueba que un campo de velocidad definido por las 
ecuaciones (2.58) es, en efecto, irrotacional. En forma vectorial, las 
ecuaciones (2.58) se pueden escribir con10 v = 'Vrf>. 
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De 1nodo que para un flujo irrotacional la velocidad es expresablc como el 
gradiente de una función escalar if>. 

El potencial de velocidad es una consecuencia de la irrotacionalidad del 
ca1npo de flujo, en tanto que l'-1 función corriente es una consecuencia de la 
conservnción de la 111asa. Sin c1nbargo, se debe observar que el potencial de 
velocidad se puede definir para un flujo tridirnensional general. en tanto que 
la función corriente esta restringida a flujos biditncnsionales. 

Para un fluido incornpresiblc, por la conservación de Jq masa se sabe que 
'V·v=O. 
Y, en consecuencia, para un flujo irrotacional incon1presible 
concluye que 'V 2 ,P=O. 

v= v,¡, se 

Donde 'V 2
( ) =V· V( ) es el operador Laplaciano cuyo desarrollq es en 

diversos sistemas coordenados y aqui solo se desarrolla en coordenadas 
cartesianas, 

Esta ecuación diferencial se presenta en 1nuchas áreas 
ingcnierin y física, y se deno1ninan ecuación de Laplace .. 

(2.59) 

diferentes de 

Asf, los campos de flujo irrotacionalcs, incornpresible y no viscosas están 
gobernados por la ecuación de Laplace. Este tipo de flujos se deno1nina 
potencial. 

En coordenadas cilíndricas r, O y z ; el operador gradiente es 

(2.60) 

2.6.4 .. -Ecuaciones de Navier-Stokes escritas como ecuaciones de 
transporte de verticidad. 

Considere un campo de flujo que se establece en el sistema bosquejado en 
la figura 2.5, en el qlle ;_.n l!quido se mantiene en un recipiente. rectangular 
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que se extiende desde x =O hasta x = /.... y desde y= o hasta y= H y que es 
gr:.u1dc en la dirección z. 

Ux . .,.,. 
11-~~-----------=--

y 

o 

o 

:% 

""" 
~,@;0 

L 

Figura 2.5. IXccipicntc rectangular que esta en contacto con una hofa sólida 
que se n1ueve a una velocidad uz.~. 

L:t superficie superior del recipiente está cubierta por una hoja sólida que 
está en contacto con el líquido y que se rnucvc con velocidad constante. 
Se procede a enunciar las forn1as apropiadas de las ecuaciones de Navier
Stokes y se indican las posibles rnanipulaciones para expresarla en fonna 
adecuada. 

La ecuación de continuidad está dada como sigue para un fluido 
incornprcsible y para condiciones de estado estacionario: 

(2.Gll 

Los dos componentes de la ecuación de rnovin1iento están dados con10 

(2.02) 

(2.63) 

En 1nuchas aplicaciones es conveniente rescribir las ecuaciones (2.62} y 
(2.63) en términos de la verticidad n, definida por las ecuaciones (2.50)-
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(2.52). Para un sistemu cartesiano bidimensional el cornponente z de n= se 
define corno 

n, =(:-:-) (2.64) 

Ahora se diferencia Ja ecuación (2.62) con respecto a y y Ja ecuación (2.63) 
con respecto a x. Después de realizar estas operaciones, se resta luego lo. 
ecuación (2.62) ele Ja (2.63): se utiliza Ja ecuación (2.64) Y se obtiene Jo 
siguiente35 : 

11 {Jil= + v un= ::::; !!_[a2nz + a2 n.,_J 
ax 0· p ax' o/' 

(2.65) 

Ln ecuación (2.65) es la ecuación de transporte de verticidad y exPresa la 
conservación de verticidad. 

Con frecuencia es conveniente incluir la función de corriente definida corno 
se explico antes, 

u=ª"' cy v=ª"' ax 
(2.66) 

se n1uestra fácilmente que trabajando en términos de la función de corriente, 
la ecuación de continuidad se satisface automáticarnente. 

Lu verticidad y Ju función de corriente están relacionadas por la siguiente 
expresión! 

n = _...,,.,, = -(ª'"' + a'V/) 
' " ax' ay' 

(2.67) 

En muchos esquemas prácticos de cálculo es conveniente reemplazar las 
ecuaciones (2.62), (2.63) y (2.61) por las ecuaciones (2.65) y (2.66). Por 
supuesto que se trabajarfa completamente en términos de verticidad y de lu 
función de corriente si se pusiera Ja ecuación (2.65) en la forma siguiente35: 

aop(an·)- 01!..(an, J =E.[ª'º· +a'~·-] o/ ax ax ay p ax' 0·· 

TZsrc; 
F ~ l - t --. -? ••. Le--, l 

(2.68) 
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Al formular el problema en una forn1a adecuada para el cálculo, lns 
condiciones a la frontcr::t tienen que expresarse en térn1inos ele vorticiclad o 
de la función de corriente. En este caso esto se puede hacer con bastante 
facilidad, puesto que las velocidades nulas Pstipulad::.is en las paredes 
sólidas requieren que la función de corriente sea una const::1ntc que puede 
considerarse co1110 cero. Sin in1portar el hecho de que el 1novi111iento 
la1ninar no es n1uy con1Un en la n1ayorfa de las operaciones de proces.:ido en 
donde intervienen altas tc111peraturas los conceptos fundarnentales. tales 
con10 la definición de la función ele corrivnte y vorticidac.J: son aplicables 
tanto al 111ovirnir.nto la111inar corno al turbulento. 

2.7.-Condicioncs iniciales y a Ja frontera. 

El hecho de asurnir la hipótesis del continuo en la solución del pr.oblcn1a, 
tiene con10 resultado la generación ele ecuaciones diferenciales Parciales 
cuyo grudo ele co1nplejidad depende ele lu naturaleza del problen1a. 

El n1odo de ajustar el fcnórncno observado es insertando un cierto número 
de coeficientes en las ecuaciones diferenciales parciales. en principio, 
pueden ser calculados a partir de teorías rnolcculares. sin c1nbargo. en la 
práctica se clctern1inan a partir de observaciones experin1entales. 
L::i solución del sistc1na de ecuaciones diferenciales debe de satisfacer 
aclernás de las condiciones especificas para el análisis n1atemático un cierto 
nún1cro de condiciones físicas detcrn1inadas del problema en si. 

Figura 2.6 

Condiciones 
Físicas 

Condicion 
a la frontera 

<
~Independiente 

del tiempo 

'Dependiente Condición 
del tiempo - inicial . 

Clasificación de las condiciones físicas de un problema. 

Para una ecuación diferencial - :,, parcial es necesario un grupo de /1 

condiciones a la fronteÍ'-a i::l'or ·cad·a ·derivada de orden /1 con respecto a una 
variable espacial, y/o una condición inicial por cada derivada respecto al 
tie111po. 
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Por ejemplo: Ja ecuación diferencial: 

a'c ac ax' = A(X)a¡ (2.69) 

l~equiere dos condiciones a la frontera en C concerniente a X y una 
condición inicial concerniente a t. 

2.7. !.-Condiciones a Ja frontera. 

IJependiendo de las caracteristicas del proceso físico a 111odelar y de las 
circunstancias que rodean ul proceso de estudio, se tendrán en general tres 
tipos ele condiciones de frontera 7 • 12• Jü, 25• 2n. 

, 
1. Condiciones ele Dirichlct. Se dan estas condiciones cuando la variable 

dependiente es conocida en todos los puntos de rrontcru. 
2. Condiciones de Von Neurnann. Cuando se conoce la derivada de la 

VD.riablc dependiente en los puntos de frontera se dice que se tiene 
las condiciones de Van Neumann. En un problen1a de conducción de 
calor estas condiciones pueden obtenerse físicamente. por ejemplo: 
aislando térn1ica111cntc una frontera, ya que en este caso, 

c/T 
clx lx•L =O, (2. 70) 

es decir no habría carnbio de temperatura en la frontera. O bien si se 
tiene una frontera en contacto con un fluido (que puede ser aire), la 
ley de enfriarniento de Newton proporcionaría esta condición. 

c/T 
dx lx-L = h(T -T,,), (2.71) 

donde h es el coeficiente de transmisión de calor y To Ja temperatura 
del fluido. 

3. Condiciones combinadas o condición de Robín. Está condición aparece 
cuando se tienen una combinación de las dos anteriores. 

Las condiciones a Ja frontera se dan a menudo de la siguiente forma 
general: 

a,¡, +aef> = p (tipo mixto) 
a11 
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a 
donde a y p son constantes y a,, es la derivada nor1nal hacia fuera de la 

frontera. En un dominio rectangular. tiene la siguiente interpretación 

p:.ira cada frontera: 
a a 

ª''=-ax 
a a 
ª'' = i1Y a a 
ª" ax a a 

ª'' = - 0' 

para la frontera izquierda (2.73) 

para Ja frontera superior (2.7•1) 

para la frontera derecha (2.75) 

para l:.i frontera inferior (2.76) 

La ecuac1on (2.72) es una forn1a universal de las condiciones en la frontera. 
ya que los tres tipos de condiciones (de Dirichlct. Van Neumann y de Robin) 
se pueden representar de esa manera. Si a =O. se reduce a la condición de 

frontera de Neumann (con derivada), iJ(> =P. Por otro lado, si cambiamos p 

ª" por ya y a crece a infinito. entonces se reduce al tipo de Dirichlet (con un 
valor fijo, t/> =y constante). 

2.7.1.1.-Condiciones a la frontera comunes para usarse con la ecuación 
general de transporte. 

Balance de momentum 1
• 

1. Velocidad en el límite especificada (en la interfase sólido-fluido 
V= O). 

2. a) Flux de momentum con un limite continuo (en una interfase Jiquido
liquido -res continuo). esto es r.!: = r.:; de acuerdo con la figura 2.7. 

b) La velocidad es igual en ambos limites. 
3. El flux de momentum es especificado (en una interfase liquido-gas el 

flux de n1omentun1 es cero). 
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Balance de energia 1 • 

1. La temperatura de la superficie puede ser conocida. por ejen1plo 
T = 7~ (ver figura 2.8). 

2. La densidad de flujo de calor en la superficie puede estar 
detcrininadL1. por ejernplo <¡ = q 0 • 

3. En la frontera 1'1 densidad de flujo de calor se puede detertninar 
rnec.liante la ley e.le cnfrian1icnto ele Newton ( q = lt(T- 7~1'""º) ). 

~'luido meno 
Je ns o 

J 
s 

-:;=-,./ 
Fluido lllllS 

~_y denso 

Interfase 

.,/ 
i-:;.._./ 

Para x=O 

Figura 2.7. Flujo de dos fluidos inmiscibles entre dos laminas paralelas 
debido a un gradiente de presión. 

H 

T3 Tb 

o x3 

Distancia. x 

Figura 2.8. Conducción de calor a través de una pared compuesta situada 
entre dos corrientes de fluidos a temperaturas Ta y Tb. donde apreciamos 
las condiciones a la frontera para el balance de cncrgia. 
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Estas condiciones en la frontera se pueden rcsun1ir en los siguientes 
enunciados: 

a) En la interfase sólido-fluido. la velocidad del fluido es igual a la 
velocidad con que se rnuevc la superficie n1is111a: es decir. que se 
supone que el fluido eslá adherido a la superficie sólida con la que se 
halla en contacto. 

b) En las interfases liquido-gas. la densidad de flujo de cantidad de 
n1ovimicnto, y por consiguiente, el gradiente de velocidad en l;,:i fuse 
liquida. es cxtruordinariarnente pequef\o, y en la ;nayor parte de los 
cálculos puede suponerse igual a cero. 

e) En las interfaces líquido-liquido. tanto la clensid::td de flujo de 
c:::ullid::tcl de n1ovin1iento como la velocidad son continu:::1s a través de 
la interfase; es decir, que son iguales a ¡unbos lados de la inter;fuse. 

2.7.2.-Condición inicial. 

I\1uchos de Jos proble111as con condiciones iniciales dependen del tiempo: en 
ellos, las condiciones para la solución están dadas en el tiempo iniciaL 

La condición inicial siernpre es parte de Ja definición dCI proble1na. debido 
que la solución de un problcn1a con condiciones iniciales sólo se puede 
detcr1nin~1r de 111anera única si dich::t solución inicial está dada. Se exige con 
frecuencia, que Ja función satisfaga condiciones iniciales y a l:::t frontera. 
Ffales condiciones estan determinadas por los 1nisn1os problernas físicos o 
biológicos, se les elige de 111odo que gar::tnticen la existencia de una solución 
única de la ecuación. 
Se aclara que estas condiciones físicas 1lan1adas condiciones a Ja frontera 
y/o inicial se usan de igual n1anera en Jos problcn1as de flujo laminar ~· 

turbulentos y que pura evitar redundar en este tenia solo se trata en este 
capitulo asun1iendo que el n1is1no tratamiento se aplica en las condiciones 
físicas en el caso del flujo en régimen turbulento. 
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3.1. -Turbulencia. 

En las p;::1ginas anteriores se resumió la obtención de J;::1s ecuaciones de 
transferencia de flujo de fluidos, estas expresiones se- lirnitaron a sistc111as 
Jarninarcs, y a Jns ecuaciones desarrolladas par::1 representar un intervalo de 
problemas de flujo de fluidos. 

Este rango cst::1 definido por el núrnero de Heynolds. los flujos son la1ninores 
p:..1ra núrncros rnenorcs a 2300. para flujos en tubos: 105 para capas 
fronterizas larninurcs: 20 par.a capas Jarninares que caen 1

: ª5
• 

En rnuch[.IS situaciones prf1cticas se observa que cst[IS restricciones no se 
curnplen, ya sea porque la velocidad es grande o quizá con rnás frecuencia 
debido al grun tan1ano del equipo (valores grz1ndes de longitud 
características en el nún1cro ele I~eynolds): bajo estas condiciones el flujo es 
turbulento. 

La turbulench.1 se asocia con la existencia de fluctuaciones aleatorias en el 
fluido y, al rncnos en pequei"ta escala, el flujo es inherentemente inestable. 

Es bien conocido que las pequei"tas perturbaciones asociadas con 
distorsiones en las líneas de fluido de un flujo laminar finaln1ente conducen 
a condiciones turbulentas. Estas perturbaciones se pueden originar desde el 
flujo libre. ocurren de rnanera natural o se inducen por la aspereza de la 
superficie. El cornienzo de la turbulencia depende de si estas perturbaciones 
se amplían o se atenúan en la dirección de flujo de fluido, que a su vez 
depend<~ de la razón de la fuerza de inercia a Ja viscosa (número de 
Rc-ynolds). 

Hay que recordar que si el número de Reynolds es pequei'lo, las fuerzas de 
inercia son pcqucf\as en relación con las fuerzas viscosas. Sin embargo. 
parD un núrnero de Reynolds grande, las fuerzas de inercia son 
suficicntcrnente grandes para '11nplificar las perturbaciones. y ocurre una 
transición a Ja turbulencia. 

La existencia de flujo turbulento será ventajosa en el sentido de que 
proporciona transferencia de calor y de masa aurnentadas. 

Si el problerna que interesa se centra en algún comportarniento global, tal 
corno el desarrollo de una relación entre la calda de presión y la rapidez 
volumétrica de flujo a través de un conducto. o el cálculo de la fuerza de 
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arr<:1stre sobre un cuerpo. el uso de un balance global puede ser el método 
rnás satisfactorio:Hi. 
En contraste, si se desea estudiar los perfiles de velocidad detallados y la 
estructura fina del carnpo de flujo, existen diferencias sustanciales en el 
cornportarniento larninar y turbulento. 

Físicu1ncnte estas diferencias se deben ni hecho de que aun en una situación 
1nucroscópica1nentc estacionaria, las fluctuaciones en los parf1n1etros clave 
tales corno velocidad. presión. etc., que asociadas inhcrenten1ente con la 
turbulencia. son fenón1Pnos baso.dos en ello.s juegan un _papel crucial en la 
dPlPrn1inación del co111portan1icnto de los sistcnu.1s turbulentos. 

La consecuencia nK1tc1nática de estas fluctuaciones turbulentas es que en 
estos sistemas la transfcrcnci.:1 ele la cantidad de tnovirnicnto y.:1 no puede 
definirse en térrninos de los gradientes de velocidad y la d~finición 

Nc\vtoniana de viscosidad, sino que se apoyan en relaciones niucho rnás 
cornplcjas, y que son cl.:1ra111entc rnenos sutisfactorias. para relacionz1r la 
drnsidad de flujo de la cantidad de 111ovin1iento con el gradiente de 
Vt>locidad local. 

Con10 consecuencia, 
co111plicados que el 

los fenórnenos de flujo turbulento son mucho más 
comportamiento del flujo lan1inar: más aún, los 

fenó111cnos de turbulencia se entienden 1ncnos. 

El trabajo que se ha realizado sobre el estudio de los fenón1enos de flujo 
turbulento puede dividirse en tres grupos, que son3 1.ª5

: 

a) Estudio cxperirncntal de flujos turbulentos, centrados tanto en la 
rncdición de los campos de velocidad como en los parán1etros que 
caracterizan el cornportarnicnto turbulento. 

b) Estudio cstadístko de la turbulencia, dirigido hacia el desarrollo de 
las herrarnicntas 111atcn1áticas para representar la naturaleza 
fluctuante, aleatoria de Ja turbulencia y finalrnente para predecir el 
co1nporta111iento de los ca1npos de los flujos turbulentos a partir de 
prin1eros principios. 

e) 'fécnicas de cálculo semien1pfricas enfocadas a la predicción de los 
campos de velocidad y la dispersión en flujos turbulentos de interés 
paréJ la ingeniería. 
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~i.2.-l~crnolinos en flujo Lurbulcnlo. 

Una c:.u-acteristic'-1 fundarnental ele Jos flujos turbulentos. es )¡1 existencia ele 
Ple1nentos ele fluido en los que ocurre flujo rápido . ..:irculante. Se observa 
que_• Pstos e)enH'!ntos fonnaclo.s y destruidos continua1ncntc. se denorninan 
rc-1nolinos (cddies). A ciert:._1 distancia de la pDred sP .:iprecia que existen 
rernolino!-i graneles y que 1nucha ele la energía Linétic:._1 del fluido se 
c-11..::uentn.1 asociacl::1 con Jos rc11101inos ele grande y llH:>cliano ta1n::1i'10. 

P.-oducción de pcquei1os .-cmolinos de g.-an intensidnd 
~~=-<'~-«=r=:;.:~,,.a:;:;:: 

Figura 3.1. ldealiz:1ción de k.1 distribución de los rcrnolinos en una tuheria 
cilíndrica. 

En ,.1 rnovirniPnto ele los re1nolinos grandes. la disipación viscos.'.._I es 
cJc·sprt~ciahlc: asi. Ja dcgraclaciún de energía ocurre cu¡1ndo los rernolinos 
grandPs transficr0n !'iU energia '-• los rn¡is pequeños en los que la energí:.1 
ci11<.'.·tic~1 se· co11su1ne entoncl~S debido a l.:1 disipación viscosa. 
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3.3.-Conceptos de Ja teorfa estadfstica de Ja turbulencia. 

3.3.1.-Componentcs de velocidad alisados a lo largo del tiempo (time
smoothed) y fluctuantes. 

En la figura 3.2 se 1nucstra una n1edición puntual en un flujo turbulento, 
poden1os observar fluctuaciones apreciables en la velocidad a Jo largo del 
tic1npo. Estas fluctuaciones, cuya frecuencia puede ser de varios cientos de 
111iles por segundo, es la representación cuantitativa del co111porta111iento del 
flujo turbulento y requiere que se cur¿_1ctcrice tanto la velocidad inedia (o 
sea prorncdiada a lo 1,1rgo del tie1npo) corno I~ - naturaleza de las 
fluctuaciones (esto es su a111plitud y frecuencia), el valor pron1ecliado a lo 
largo del ticrnpo (o alisado a lo largo del ticrnpo) (tirnc-ave?raged: tilne
srnoothed ) de l::.t con1poncntc de velocidad en la dirección =. se dcfinc
corno sigue: 

1 '· w = - J w(1')d1 
'º o 

(3.1) 

en donde el largo del intervalo de tiernpo lo se escogió de n1anera que fuese 
grande cornparado con el reciproco de la frecuencia de las oscilaciones 
turbulentas. 

O.O./ 

~ 0.35 -

0.30 14---- / seg----.{ 

Figura 3.2. Mediciones reales de las fluctuaciones del componente axial de 
velocidad de flujo en un tubo. 
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La velocidad instantánea w se puede expresar co1no la sun1a de una 
velocidad su.avi:::::ada zt lo J¡¡rgo del tietnpo y un co111ponentc fluctuantr.::. .. como 
se ilustra en la figura 3.31. 2 • 5 • 20. 3 1. 

1t• = 1v+1t• (3.2) 

Se puede aplicar el 1nisn10 criterio a los otros co1nponcntcs de velocidad y a 
la presión dentro del sistema. Asi se tendrá: 

- ' 11=11+11; 1•=V+v': p=/j+p'. (3.3) 

- lfi 

Figura 3.3. Gráfica que muestra la velocidad puntual compuesta por un 
elcrncnto fluctuante y una velocidad promedio. 

Por definición. el valor alisado a lo largo del tiempo del componente 
fluctuante debe ser igual a cero. esto es, 

-, I ,., , 
w =-fwdtsO 

'º o 

(3.4) 

Sin en1bargo. el valor pron1edio en el tiempo del cuadrado del componente 
fluctuante. o sea 

1 '· { •\' r.;;')- = - f ~y J di 
'º o 

(3.5) 
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no necesariamente tiene que ser igual a cero35 ; adc111ás. el valor alisado en 
el tien1po de los productos cruzados de los cornponcntcs fluctuantes, 

-,---, -,-, 
co1no. u w , v w , /1 v , tan1poco necesarian1ente deben ser cero. Estas 
cantidades juegan un papel i1nportante en la caracterización de los flujos 
turbulentos. 

-,-, 
Las cantidades pu v , pw 11 • etc., poseen dirnensioncs de tensión y se 
l larnan tensiones de Reynolds. Estas tensiones de l~eynolds designan la 
tr:.1nsferencia de la cantidad de 1novin1icnto en el sistcrna debido a las 
fluctuuciones turbulentas. 

3.3.2.-Las tres zonas del flujo turbulento. 

Utilizando corno base el flujo en un tubo circular, podernos diferen~1ar tres 
zona.s .arbitrarias en el interior del tubo. A cierta distancia de la superficie, 
se ve que el perfil de velocidades es relativan1entc aplanado: esta región se 
llan1a cornúnn1ente núcleo turbulento en la que Jos efectos estricta111entc 
larninarcs son despreciables. En la vecindad inn1ediata de la pared, las 
fuerzas viscosas predominan lo que resulta en un pronunciado gradiente de 
velocidad: esta región generahnentc se Jlarna subcapa J¡uninar donde se 
utiliza la ley de )4.1 viscosidad de Newton para describir el flujo. si bien 
ciertos estudios rnucstran que los rernolinos turbulentos penetran en esta 
zona. 

¡ .2:;C>rié.'L ¡ ~~~:rt:i~a.a.a..cl.e»::._::r~u.=-~~~~~~~~~ 
!\! Pc:::rfi.1 c:l.c= l 1 ""'"C::1<:>c::::icl...c..c::I. 

¡ 
1 

Figura 3.4. Las tres zonas del flujo turbulento. 
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Finu.ln1ente, existe una región intern1edia. denorninada capa arnortiguadora 
(buffer), en la que tanto los t::!Íectos turbulentos corno Ios viscosos son 
i1nportantes. 

:iA .-Ecuaciones diferenciales del flujo turbulento. 

En esta sección se desarrollarán las ecuaciones diferenciales del flujo 
turbulento; estas expresiones se asen1ejan bast311tes a las ecuaciones de 
Navicr-Stokcs que se usaron en la descripción del _flujo lan1in,1r en la 
St!CCión anterior. Sin crnbargo, existen dos diferencias principales. Las 
fluctuaciones turbulcnt.:is, o sea, los co111ponentes fluctuantes de velocidad. 
introducen térrninos adicionales en la ecuación de rnovirniento, niás aún. la 
definición Newtoniana de l<'l viscosidad que se usó para relacionar los 
cornponcntP-s de tensión con los gradientes de velocidad en flujo .Jaminar. 
tc..-nclri't que ser rccrnplazada por relaciones 111ucho rnás compli~adas y 
111enos satisfactorias. 

:iA .1.-Ecuación de continuidad en flujo turbulento. 

Se ton1a un elen1ento cúbico de fluido, estacionario. A.YA~d:, tal como la que 

se n1uestra en la figura 3.5, a travós del cual pasa un fluido. 

1 - - - - ?-
~~~~~~~~~~ ·~ 6 z 

Figura 3.5. Volumen de control para la ecuación de continuidad en flujo 
turbulento. 
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Se procede escribiendo la ecuación de continuidad. esto es, la ecuación 
(2.1.:J). rcprcscnt;.indo los co1nponentcs de vclocid::::1d con10 la su111a de las 
c::::1ntidade.s alisada en el tiesnpo y fluctuante. así 

V= (v + v') y w=(W+w') (3.G) 

Para el sisten1a cartesiano de coordenadas y suponiendo comportarniento 
incornpresible. se tiene: 

l?...(ü +u')+~(;;+ v')+ !?...(¡¡; + w')= o· 
ik 0' O:: 

(3.7) 

Después de alisar cada ténnino a lo largo del tiernpo, esto es. al aplicar el 

operador lineal (t)J:'( )11, los componentes fluctuantes desap~recerán 

puesto que: (t)J:"(w•):/tsO, entonces la ecuación (3.7) queda de la siguiente 

forrna: 

(3.8) 

6 
(3.9) 

Nuturalmcntc ta1nbién se tiene que V-17=0 3
1.

32
•

35
• 

Entonces se ve que la ecuación de continuidad alisada en el tiempo es 
idéntica a la desarrollada para el flujo laminar: esta identidad es válida. por 
supuesto. indepcndientesnentc del sisterna de coordenadas que se utilice_ 
Este descubrin1icnto es razonable desde el punto de vista flsico. siempre 
que el volurncn de control sea grande cornparado con el tan1afto prornedio 
del rcn101ino35

• 

Esta estipulación es, por supuesto. bastante más restrictiva que la limitación 
análoga utilizada en el flujo laminar: en éste. al rnenos de que se consideren 
gases a n1uy bajas presiones absolutas, es posible dar por sentado que el 
voluinen de control seleccionado será muy grande en comparación con la 
trayectoria libre inedia de las n1oléculas. 



JA .2.-Ecuación de movirnicnto. 

'Tornando corno punto ele partida la ecuación (2.18). el componente x de la 
ecuación de n1ovi1niento para un fluido incon1presiblc en flujo larninar se 
escribe de nuevo. y rcc1npl:1zando los ténninos de velocidad y presión 
instantáneos por Ju sun1a de los cornponentcs ::tlis::tdos en el tiernpo y 
fluctuante. Tcncn1os asf 

- p[i!._ vi+ u'Xii + 11')+ i!._(v+ v'Xv + .. ·)+ .!!._(¡¡; + w'Xw + ... ')1 
é)x cy a:: J 

- .!.!...r,¡; + p')+ p(°P'. + /"'_.') 
a~ 

(3.10) 

Después de suavizar en el tiempo ambos lados de Ja ecuación (3.10). se 
tiene lo siguiente: 

aii - [ a r--) a e--) a (--)] p-=µ"Vu-p -\!'" +- vv +- ww ª' é)x cy O:: 
(3.11) 

-p[i!..v1'11')+ .!.!...(v'v')+.!.!...(w'w')l- aµ+ pF. 
ax é(v ª= J éJx 

Si se revisa la ecuación (3.1 I) se ve que es n1uy si1nilar (en tér111inos de 
cantidudcs alisada en el tiernpo) a las ecuaciones de Nt.tvicr-Stokes d:idas 
previ::1111entc, salvo por el hecho c.Jc que debido al alisarnicnto en el tic-rnpo 
surgen ténninos adicionales. Estas cantidades p11.,'11/. pu,,'u,.' y pil;'u:' que 

poseen las dirnensiones de tensión o densidad de flujo de cantidad de 
rnovirniento g:cncr::iltnentc se llarnan tensiones de l~eynolds. Los 

cotnponcntes del tensor de tensión turbulento r<'>. se define con10 

ii:l =p11'11 1
• T~~ = pu'v' r':J = pu'w'' cte. 

entonces la ecuación de 1novimiento para fluidos incornpresibles se puec.Je 
escribir con10 

PDii =-"i1p-"i1·r'1J-"i1.r¡,¡+pF• 
DI 
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donde r<I) es el tensor de tensión lan1inar que es definido en la ecuación 

(3.1'1) para flujo laminar. mientras Que .z:C'> es el tensor de tensión 
turbulento. 

(3.1,ll 

r~>, "'lpli'ií 
~ pu.•'11' 

pu'w'I 
pu1'1v' 

(3.15) 

Para los problernus de flujo h1n1inar, la etapa siguicnle después del 
enunciado de la ecuación de rnovirnicnto del tipo d::1do por lu Ccuació11 
(2. I 5). (2. I G) y (2.17). fue ·sustituir los componentes del tensor de tensión 
utilizando la ley de Newton de la viscosidad, lo que produjo Juego una 
ecuación diferencial que rclacion¡:1ba las derivadas de velocidad con el 
carnpo de presión y el campo de fuerza de cuerpo en el sistcrna. 

Esta operación es n1enos directa para los flujos turbulentos puesto que no 
existe una relación unfvoc41 o universal entre los co111poncntcs del tensor de 
lensión turbulento y los gradientes de velocidad alisados en el tic1npo. Para 
el flujo lan1inar esta relación estuvo bien definida y la constante de 
proporcionaJid¿.1d fue la viscosidad ncwtoniana que fue una propiedad del 
fluido. 

Para los sisten1as turbulentos, la rel:.1ción entre los cornponentes de T1
'

1 
y 

los gradientes de velocidad alisados en el tiernpo es 111ucho n1ás con1plico.da 
a 1'1 vez que una propiedad del sisterna. 

De la exposición precedente se sigue que antes de que pod:.unos .avanzar en 
la integración de las ecuaciones turbulentas de Navier-Stokes. se necesit:.in 

rnodelos o relaciones funcionales para relacionar :r1t1 y los grudientes de 
velocidad. 
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3.5.-Modelos de transporte turbulento. 

3.5.1.-Tipos de modelos. 

Una cantidad clave en las ecuaciones de Navier-Stokes suavizadas en el 
tie111po es la tensión de Reynolds, que es proporcion'-ll a 1111. Los productos 
suavizados en el tien1po como liii son llarnados correlaciones o 1no111entos. y 
los 1nodelos ¡:ntra la turbulencia son clasificados JK1rci::1lr11ente de acuerdo a 
los tipos de correlaciones usadas. Las correlaciones son clasificadas de 
acuerdo al núrncro de cnntidadcs involucradas y su. localización en el 
espacio y tic111po5· a:¿. 

El tensor iiU es una correlación de segundo orden, ya que a111bas cantidades 
(.:unbas u's) son evaluadas en el rnisrno tic1npo y posición. Se argu111enta que 
la turbulencia puede ser descrita usando n1its tipos gencr~lcs de 
correlaciones en que las cantidades individuales son evaluadas en dos ó r11ás 
puntos en el espacio y/o instantes en el ticrnpo5

· ::t 2 • 

·rodas lns formulaciones est.ndfsticas pura la turbulenci;:l encuentran alguna 
forrna de aproxin1ar los problcrnas. Esto es, el nú1nero de incógnitas en las 
forrnulaciones estadísticas sicrnprc exceden el nú111ero de ecuaciones que 
son .. funda1ncntales" o .. exactas'' (por ejemplo. las ecuaciones de 
continuidad y de Navicr-Stokes). Consecuenternentc, el grupo de 
ecuaciones exactas puede ser aumentado con relaciones aproxin1adas 
bas;:idas en n1odclos. 

En lo que se puede lla1nar 1nétodos de pri1ner orden, las ecuaciones de 
continuid<:td y de Navier-Stokes suavizadas son resucitas para V y P. :..· un 

1nodclo es lla1nado para las tensiones de Heynolds. o iiü. El ejemplo 1nás 
f;:.in1iliar es el modelo para Uti que consiste de una ecuación algebraica 
PSJJPcificada para JI, 5 • :J2 • 

L;:.i idea de la difusividad de remolino es preservada en otros rnétodos de 
prirncr orden. pero µ, es evaluada para resolver una o más ecuaciones 

diferenciales adicionales. Los métodos de prin1er orden son comúnmente 
llamados coino modelos de ecuación cero. de una ecuación o de dos 
ecuaciones de acuerdo al número de ecuaciones diferenciales adicionales 
que pueden ser resueltas para con1putar JI,. En la tern1inología l:.1 

aproximación de la longitud de n1czclado de Prandtl es un n1odelo de prirncr 
orden, de ecuación cero. La aproximación an1plian1ente usada para cálculos 
ingenieriles en flujos turbulentos es un método de dos ecuaciones llamado el 
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rnodelo k-&. En los métodos de segundo orden, una ecuación diferencial es 
resuelt'1 pan.-i Jiu: l.::a.6 correlaciones de tercer orden liúli, que aparecen en 
esta ecuación. ta111bién son 1nodelados. Los métodos de segundo orden 
parecen ser desventajosos para ciertos flujos. pero estos niétodos no son 
an1nlia1ncntc usados. 

3.5.2.-Conccpto de Boussincsq de la viscosidad de rc1nolino. 

El prin1cr intento de relacionar la tensión ele corte. turbulent¡1 con el 
gradiente de velocidad se debió a Boussinesq, quién en 1877 propuso In 
siguiente expresión: 

-, - ali 
T_.-x=p11'v

1
=-¡..11 i!J' (3.16) 

aquf µ, es la viscosidad de ren1olino o viscosidad turbulenta aparente, que 
depende prin1orclialmente del lugar. 
Entonces se espera que 

µ, >> )1 ( en el núcleo turbulento) (3.17) 

y 

)1, << µ ( en la vecindad de la pared) (3.18) 

Esta propuesta de Boussinesq es 111uy in1portante, puesto que proporciona 
un armazón racional para el análisis del flujo turbulento, n1ediante el 
desarrollo de este tipo de relaciones36

• 

3.5.3.-Modclo de Prandtl de la longitud de mezclado. 

En 1925 Prandtl propuso la siguiente expresión para definir µ, la viscosidad 
turbulenta de remolino que aparecfa en el 1nodelo de Boussinesq35• 

= I lªu;I µ, Pm cy (3. Hl) 

SI 



Aquf /,.. es la longitud de mezclado que al interpretarse. analógicamente 

c.lesernpef"J.a el 1nis1no papel en el 111ovi1nienlo e.le los ren1olinos que la 
trayectoria libre inedia en el n1ovimiento de las rnoléculas de un g:t.s. 
I\Hentras que fisicarnentc esta analogía no es 111uy buenu. a tr::ivés del uso de 
expresiones adecuadas para /,.. se alcunza un éxito considcr:.:ible en la 

representación e.le los perfiles de velocidad turbulenta de ciertos flujos 
sirnplcs. Antes de proseguir. puede ser instructivo cxarninar con n1ás detalle 
las hipótesis que condujeron al 1nodelo de la longitud de rnczclado de 
Prandtl. 

En estas considero.cienes se encuentra ilnplicito el postulado de que el corte 
total es: 

(3.20J 

esto es, 

- aü.., 
°'>T =µ,fffy (3.21) 

en donde 

JI.ir=µ+µ, (3.22) 

Prandtl propuso que la viscosidad turbulenta µ, podría representarse por 

}I, = pl,..11, (3.23) 

En donde 11, es alguna velocidad turbulenta aleatoria. y que puede estimarse 

de 

_ / ¡ali., 
u,- "'fy (3.24) 

Se ve fácilmente que combinando las ecuaciones (3.23) y (3.24) se obtiene 
el rnodelo original de la '"longitud de 1nezclado". Sin crnbargo. es posible 
utilizar expresiones diferentes a la ecuación para definir u, y está es en 

verdad la trayectoria seguida por los n1odelos rnás cornplicados de la 
turbulencia. 

Ahora Ja ecuación (3.19) definió Ja viscosidad turbulenta en términos· del 
valor absoluto y de Ja longitud de mezclado. Antes de proseguir se requiere 
una relación adicional a través de la cual pueda definirse /,... 
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En su publicación original PrandtJ35 propuso que /.,, podría estar relacionada 

con la distancia desde la pared. o sea: 

(3.25) 

En donde y representa la distancia norrnal desde la superficie sólida. 

I\'lientras que esta expresión sin1ple es rnuy atractiva desde el punto de vist::i 
del cálculo, se encontró que los resultados obtenidos 111cdiantc su uso no 
c-stuvicron 111uy de acuerdo con IHs rncdiciones. En una rcsef\a l...aunder y 
Spalding4

d sugiric>ron, que el 1noclelo de la longitud ele tnczclado de Prandtl 
puede utilizarse con éxito en el rnoclelado ele un rango e.le flujos básic.:unente 
unidireccionales (no recirculantcs), tales con10 el flujo a través de un tubo. 
flujo en capa fronteriza. co111port.::11nicnto ele chorro~ libres. cte., puesto que 
se utilizan cxprc-siones apropiad<.ts para definir a /,,,. Estos autores 

proporciorHtron nu111c>rosas r<·lacinnPs rc•co111cndad::1s p::1ra /,.. junto Con una 

reseña crítica ele· l.::1 co1nparación de las predicciones basadas c-n estos 
rnodclos con rnedicioncs reales. 

Para un estudio 111ás clctallaclo de las diferentes fónnulas disponibles para la 
csti1nación de la longitud de 111ezclado para un rango de situuciones de flujo, 
se rl'cornienda consultar los textos de Spalding y cok1bon.tdorcs'1d· 50• 51 • El 
rnodelo sírnplc de longitud de 111ezcludo que se describió en las páginas 
precedentes, es atractivo puesto que capacita ¡ntra c::tlcular ciertos flujos 
básicamcntP unidireccionales con bustantc precisión. sin necesidad de 
recurrir a un trubajo excesivo de cálculo. Con todo, el rnodelo tiene algunos 
inconvcnil:ntPs búsicos que se cnu1ncran enseguida: 

1) Se requieren expresiones especificas para l::.i longitud de· rnezclado. 
las que pueden no cst::.ir disponibles para el siste111a que interese. 

2) El rnodelo de longitud de 1nezclado in1plica una viscosidad turbulenta 
nula y así la difusividad de rcrnolino es nula por analogia en 
posiciones en donde el gradiente de velocidad es cero. Esto es 
contrario a la experiencia (por ejen1plo, e) n1odelo sirnple de la 
longitud de n1czclado sugerirla que no hay transporte de materia ni 
térrnico debido a los rernolinos en la linea central del tubo en flujo 
turbulento, y esto cJara111cnte no es verdad). 

3) Los remolinos de la longitud de n1ezclado no son satisfactorios para la 
representación de c;:.1111pos cornplejos dC' flujo, esto es. flujos 
recircula torios. 
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Estas deficiencias en los lipos de n1odelos de la longitud de mezclado. se 
pueden supcr¿1r utilizando ccu<J.ciones n1ás co1nplejas de tnodclado !lar.a Ja 
viscosidad turbulent4t. 

3.5.'1.-Modclos de una ecuación. 

Las ecuaciones (3.20). (3.21) y (3.22) representan el punto de partida en Jos 
dcno1ninaclos 0 111odelos de un<J. ecuación" del flujo turbulento. 

Adcn1ás, la viscosidad turbulenta µ,.está dada por la expresión siguiente: 

(3.26) 

Aquí /,., es kt longitud de rnezclado previan1ente definida y k es la /energía 

cinélica clebicl<J a las fluctuaciones turbulentas en In velocidad. i\Jás 
cspccífic<:11nente k esta definida co111035 

(3.27) 

O sea, co1110 la rnitad de In sun1n de los cuadrados de los ·valores alisados en 

' 
el tiernpo de los cornponentes fluctu<:1nles de velocidad. La di111ensión de k: 
es la de velocidad, de n1odo que forrnalrnente J¿,¡s ecuaciones (3.2G) y (3.19) 
son equivalentes. Sin emlx1rgo en vez de postular con10 se hizo en el 
rnudclu de la longitud de n1czclado, que k (o 11, ) puede relacionarse con el 

gradicnle ele la velocidad alisada en el tietnpo, ahora k se calculará a partir 
de una ecuación diferencial que expresa la conservación de esta cantidad. El 
concepto ele de-finir la viscosidad turbulenta co1110 proc.Jucto de la longitud de 
rnczclado y la energía de turbulencia. fue sugerido indepcndicntcrncnte por 
J<olrnogorov y Prandtl 42

• 
4 :J. 4

·
1

• '
15

• Con todo, estas ideas no pudieron ser 
puc--st;:1s en uso práctico hasta que las poderosas cornputa<..Joras digitales 
estuvieron en uso. Una buen¿i explicación de los esquen1as especificas de 
cálculo subsecuentes y de los desarrollos de base, se halla disponible en la 
1nonografía de Launder y Sp;:,t)ding'1r4. 

Las consideraciones que conducen a cst4Jblccer un balance diferencial en la 
cnPrgía turbulcnt4.l no son tan evidentes o rigurosas cotno las ecuaciones de 
balance en flujo larninar. En un campo turbulento puede despreciarse la 
transferencia difusiva en la dirección del flujo, si bien en este caso el 
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111ecanismo para la transferencia difusiva no es rnolecular sino que se 
c-n(.;ucntrz::. ;,.1soci¡1do con las fluctuaciones turbulentas. Para condickHlC~ de 
estado estacionario. la ecuación alisada en el tiernno se puede escribir como 

(
-aK -) ar_-- - 1 -ali ..._..(all'J' p 11-+v =--l.P'v'k1 +v'p' -11 1 v'--Jl,c__. --• 

éJx i1Y i!J' éJx J 

(3.28) 

Sin cn1bargo, ~tntes de avanzar, las cantidades fluctuantes que aparecen en 
la ecu¡1ción (3.28) han de ser reemplazadas por pará111etros 1nedibles o 
predecibles. Según Prandtl. el con1ponente difusivo puc~dc ser aproxi1nado 
rnediante. 

(3.29) 

En donde cr,. es el número turbulento de Prandtl para Ja difusión de k. 

tornado generaJn1ente con10 igual a Ja unidad3 l. as, '11:~. 
El término de producción es Ja tensión de Reynolds previamente para el 
flujo unidimensional: asf, podernos escribir 

eii 
- pu' V = Jlr o/ (3.30) 

Si se considera que la disipación (viscosa) toma lugar en los rernolinos n1ás 
pequei\os cercanos a la pared, es razonable suponer que estos rernolinos no 
se ven n1uy afectados por la dirección o la posición: asf. después de suponer 
isotropia, utilizando la ecuación se puede escribir 

°''.1. pk2 µ¿( ax,-J =e,, T ( '] (3.31) 

donde C 0 es un coeficiente. 
Así. resu1niendo las suposiciones hechas, Ja ecuación de balance de energía 
de turbulencia para flujos del tipo de capa fronteriza, puede expresarse 
como 

(-ak -ak) a[µ, ak] (ªü)' pki 
p 11 éJx +v i1Y =o/ ª• i1Y +µ, qy -Cv ¡;:- (3.32) 
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Asf, para un problcn1a del tipo de capa fronteriza turbulenta. la ecuación de 
continuidad y la ecuación de movi1nicnto han de resolverse conjunta111ente 
con la definición de la viscosidad turbulenta y la ecuación de balance para 
la cncrgi:::1 de turbulencia. 

Estas ecuaciones se encuentran acopladas puesto que la viscosidad 
turbulenta .aparece en la ecuación de 1novitnicnto y los térn1inos de 
velocidad aparecen en la ecuación de b:::ilance pura la encrgia turbulenta. 
cuyo v:::ilor (dependiente de la posición) se necesita para definir p, _ 

La tarea de cálculo es co111plicada puesto que las ecuaciones a resolver son 
ecuaciones diferPncialcs parciales no lineales y sin1ultáneas: sin ernbargo en 
l:::i literatura se encuentran nu111crosos progran1as bien docu1nentados 
disponibles. 

;; 
Para usar el .. rnodelo de una ecuación" antes que la forrnulaC:ión del 
problc1na se con1pletc, se requiere inforrnación acerca de: a) las condiciones 
a la frontera PLlra la ecuación y b) se debe especificar lu longitud de 
1nezclado. 

Spalding y sus colaboradores sugirieron que en la vecindad de paredes 
sólidas. Ja convección y Ja difusión de Ja energla de turbulencia pueden ser 
despreciables: así, después de igualar la producción de la energfa de 
turbulencia y su disipación tenemos 

(3'_) "'C0~ (3.33) 
pk ,..~, 

en donde C 0 = 0.08 Y r = r 0 la tensión de corte en la pared. 

La desventaja de Jos umodelos de una ecuaciónº es el hecho de que aün 
tiene Que especificarse la longitud de rnezclado y es iffiprobable que pueda 
disponerse o se puedan desarrollar relaciones simples para la descripción 
de Ja longitud de mezclado en campos complejos. Sin embargo Jos modelos 
de una ecuación se utilizan para calcular el comportamiento de capas 
fronterizas turbulentas. 

Hacernos notar que la forma relativamente simple de la ecuación (3.32) se 
debió al hecho de que se emplean las suposiciones sin1plificadas asociadas 
generalmente con las ecuaciones de capa fronteriza. 

56 



El inconveniente antes 1ncncionado de los 1nodclos de una ecuación, esto es. 
el que la longitud de 1nczclado del.Ja cspccific:::4rse:, 105 hace inaplicables :_1 un 
a111plio intervalo de ca111pos rnás difíciles ele flujo, incluyendo los flujos 
recirculatorios turbulentos, que son de i111portancia prúctica considerable 
para muchas operaciones de 1net:::1lcs. Estos proble111as se pueden abordar 
111ediante el uso de rnodclos bastante 111ás cornplicados. en los que la 
longitud de n1ezclado, o alguna c:::u1tidad equivalente. no se especifica 
rncdiante el uso ele una ecuación algebraica sino que tiene que calculurse de 
una ecuación diferencial adicional. 

3.5.5.-Modclo de dos ecuaciones. 

l<olrnogorov fue el prirnero que sugirió que la viscosidad turbulenta se 
detcr111inara co1110 el producto de dos factores: una cnergia caracter.istica y 
el reciproco de una frecuencia característica, atnbos dcb(an "de ser 
evaluados con10 una solución de ecuaciones difcrencialesª2

• 
35

• 
44

• 
51

• 

Los postulados principales de los nlodelos de dos ecuaciones se resurnen en 
lo siguiente: 

a) (3.34) 

donde: 

'~ = (!!...)~ 
w 

(3.35) 

y w es el cuadrado medio de la frecuencia de los re111olinos turbulentos o el 
grudicntc de la aceleración del campo turbulento=12

• 

b) k, es la cnergla de turbulencia se calcula resolviendo la ecuación de 
conservación que corresponde. o sea la ecuación (3.32) para flujo del tipo 
de capa fronterizaª 2 • 

e) w, el cuadrado de la frecuencia inedia se obtiene a través de k1 
solución de una ecuación diferencial de conservación. Spalding propuso la 
siguiente ecuación para definir w 32

: 
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... r(ª"). (ª¡;)' 1 (ª¡; ª"Jil ~ +c,¡:2µ'L' ax + i?Y +2 ik+ i?Y J-c,,, ... - (3.37) 

l-list6rica1nente, n1uchos han sido propuestos. En muchos de estos. k es 
ton1ada como una de las variables, pero son diversos los can1bios para Ja 
segunda. 

Ejemplos de estos modelos: el modelo k-kl (Rotta 1951). el modelo k-11· 
(Kolrnogorov 19'12), el modelo k- w 2 (Saffman 1970), el modelo k- r 
(Speziale, Abid y Anderson 1992)48 • 

Para flujos ho1nog:éncos, el carnbio de la segunda variab!e es indiferente, 
corno esta es una correspondencia exacta entre las ecuac1oncs, y su forrna 
es cscncialrnentc la n1is1na48 . 

El n1odclo k - e es el 1nodclo 1nás simple y con1pleto de la turbulencia, y con 
niás intervalo de aplicabilidad. Este es incorporado en· rnuchos códigos 
corncrciales de CFD. y pueden ser aplicados a diversos problemas 
incluyendo transferencia de calor, combustión y flujo rnultifásico. 

El modelo de dos ecuaciones se prefiere porque 2 es el nún1ero 1ninimo de 
ecuaciones que bastan para la predicción de la ese.ala de longitud. 

:3.5.5.J.-EI modelo k-c. 

EL modelo k - e son de la clase de modelos de 2 ecuaciones, en que el 
rnodclo de 2 ecuaciones de transporte son resueltas para 2 cantidades 
turbulentas. es decir k y & en el modelo k-&. De estas dos cantidades 

pueden ser formados una escala de longitud ( L = ~ ). una escala de tie1npo 
e 

( r = ~ ), una cantidad de dimensión v{ ":), etc. Como una consecuencia, el 

modelo de dos ecuaciones puede ser completamente especificado. 

En resumen, a la hipótesis de la viscosidad turbulenta, el modelo k-& 
consiste de32 : 

•• ::;_._._ ·--~% 
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j) El modelo de ecuación de transporte para k ( que es igual que en 
el 1nodclo de una ecuación); 

ii) El modelo de ecuación de transporte para & : y 
iiD La especificación de la viscosidad turbulenta corno 

k' 
JJ1 = Cµ-;;-, 

donde e,,= 0.09 es una de las cinco constantes. 

Las ecuaciones de Navicr-Stokcs que gobiernan el 111ovirniento del fluido 
son aumentadas por ecuaciones difcrcncié::tles adicionales que significa 
rcprcscntur corno la turbulencia es creadu por la influencia ejercida del 
rnovirnicnto del fluido y corno disipa o una 1neclida de las fluctuaciones de la 
vorticidacJ. o una cornbinación de estas C~lntid;"Jdcs que hacen posiblca 
cornputur la escala de la longitud de Ja turbulencia. 

3.5.5.1.1.-EJ modelo de ecuación de transporte pura t!. 

En este n1odela. la rapidez de la disipación de Ja energía turbulenta, & (que 
para isotropia local y altos nún1eros de Heynolds es igual a la viscosidad por 

las fluctuaciones de verticidad, µ{ ::•J) es expresado en la forma de una 

ecuación de transporte turbulento. 

Paru la energía de disipación turbulenta e: 

éJc +u, éJc = ..!!.__(~ ac)+c, E.(p)-C. e' 
a1 ax, ax, u~ ~' k • k 

Para la energla de transporte turbulenta: 

donde 

y µ = pk't =C !!!:_ 
( 

1 J 2 
o D & 
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(3.46) 

(3.4 7) 

(3.48) 
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Valores reco1ncndados para Jas constantes e1npfricas que aparecen en la 
ecuación (3."1.G) y (J.'17) sonª l. :~-1. ~w. ·IO. ·lri 

e, =1.44 e, =l.92 C 0 = 0.09 o-4_ =1.0 

0.7 .-'T'ransfercncia de energía. 

En el núcleo turbulento la energía calorífica se transporta tnuy rf1pidan1cntP 
de un lugar a otro debido a la vigorosa actividad clc los rcn1olinos. Este 
n1ccanisrno del rúpido pLJso de cncrgia calorífica da lugar a que la 
ternpcratura de tien1po ajustado varíe poco en lodo el núcleo turbulento. Por 
otra parte. la fJCtividacl de~ re1nolino junto a la pared es despreciable. y es 
conveniente consiclcr.ar un~1 rPgión la1nin~1r en la que Ja energía se 
transporta <!Xclusiva1nentc· por c:onclucciún ele calor. que PS un proce.so lento 
c•n co111paración con c-1 transporte• por rc111olino. Por tanto, es ele.· esperar qut-· 
se produzca una gr~1n caida de ten1peratur.a a través de· la delgada peJkul~t 
latnin~u-. En ht zona de• transición se prevé una situaciún interrneclia c-ntrc la 
del núcleo turbulento y Ja ele la subcapa larninar. siendo irnportantes en esta 
región tanto el tran.sport<~ de energi~t por conducción co1110 por rc111olinos. 

:-3.7 .1.-Ecuación de transferencia de energía en flujo turbulento. 

Corno vi111os anteriorrnentc la velocidad instantánea en punto en un catnpo 
el!· flujo turbulento se expresa co1110 

11=Ü+11' (3.4!'1) 

donde las cantidades con barra representan los cornponentes medios 
indc·pendientcs del tie111po, y las cantidades con cornilla. los co111ponentes 
fluctuantes de alta frecuencia. fguahnente la ternpcralura instantánea en un 
punto en el flujo turbulento se puede expresar corno una suposición de una 
rncdia ten1poral y un con1ponente fluctuante. 

T='l"+T' (3.50) 

La ecuación de energfa para flujo laminar puede ser convertido a su versión 
en flujo turbulento, cainbiando las vclociclacles y le111peraturas en estas 
ecuaciones por las velocidzides instantáneas y lctnperaturas del cainpo 
turbulento. 
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Partiendo de la ecuación (2.4 2). tenen1os la ecuación de transferencia de 
energía en dos di:nensiones corno 

(3.51) 

Y cuando el flujo es turbulento, las ten1peraturas en las ecuaciones son 
cantidades instantáneas. 

Sustituyendo la ecuación (3.49) y (3.50) en la ecuación (3.51) se nota que 
para este caso especial de flujo en 2 dirnensiones, el co111ponentc 7' varía 
con (x.y,t), pero los co111ponentes fluctuantes v' y T' varían con (x,y,z.1). En 
otras palabras. el flujo 111edio puede ser en dos din1cnsioncs, pero Jus 
fluctunciones turbulentas en un punto son en tres din1cnsiones. 
Sustituyendo: 

!!_ (r· + T') + !!__ [(ii + u•Xr + 7"')] + !!__ [(v + v•X'l' + T')] = 
ª' ax o/ 
_i_ !!__[k !!__(r + T')l +-1-!!__[k !!__(r+ r)l 
pCp ax: ax: j pCp ay ay j 

(3.52) 

·ran1ando el tiernpo pror11edio de esta ecuación igual que el tiernpo pro1nedio 
ele cada térn1ino. Se nota ele la definición que el tiernpo prornedio de las 
cantidades fluctuantes debe ser cero, esto es .:-¡•;=O. Así. VT•=V: T'=O. 

Sin crnbargo. \?U :ot: O. 

'f'odos los térn1inos de Ja ecuación (3.52) son pron1cdiaclos. rcarreglando la 
c·cu::1ción (3.52) y usando la ecuación de continuidad. esta qucd:.1 de la 
siguiente forma: 

(3.53) 

Esta ecuación contiene dos térn1inos adicionales en el lado derecho, que 
expresan el flux de entalpía asociados con el n1ovitniento fluctuante en las 
direcciones x y y. 
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Estos térrninos e1nplcan un concepto clave del fcnón1cno de trn.nsfcrencia 
turbulenta. debido a que las propiedades fluctuantes propias en el sisten1a 
turbulento produce un incre111ento aparente en los flux de transferencia. 
Cad~l flux aparente consiste de un flux de difusión rnolccular (como en el 
flujo larninar) y un flux de ren101ino. 

3.7.2.-La difusividad de cddy de rnomcnturn y de cncrgla. 

El flux de 11101ncntu111 pU•V• es interpretado corno una tensión cortante 

turbulenta en la 111isn1et forn1a que la tensión cortante molecular es 
interpretada y del concepto de viscosidad de remolino de Boussinesq: 

-1 - éJÜ 
'-""- = pu'v' = -1-1, cy (3.54) 

En forma similar. el flux de entalpla pCpv'T' en la ecuación (3.53) sugiere el 
uso del concepto de una difusividad de eddy para la transferencia de 
cnergia donde: 

('!) -·- ar - = pCpv'T' = -pCpk, -
A .J,_,. cy 

(3.55) 

interpretando pCpk, como una conductividad de eddy. el coeficiente 
1110Jecular de viscosidad µ definido en el flujo lan1inar, es independiente del 

nú1ncro de l~cynolds. la geornetrfa del flujo, la posición del fluido y para los 
fluidos ncwtonianos l.:t rapidez cortante. La viscosidad de eddy, al contrario 
es dependiente de cada uno de estos parán1etros .. 

El conc<•pto de I~• viscosidad de cdcly rccrnplaza un.a incógnita por otra .. En 
la teoría. de Prancltl se expresan las tensiones de eddy en términos de una 
longitud que es característica. al grado de la turbulencia. el cual como ya 
virnos puede no ser fácil de obtener. 

::i.8.-Aplicacioncs. 

El modelo k-c en la forma descrita anteriormente. ha sido aplicado 
exitosa111cnte a. probletnas de capa de frontera en dos dimensiones. flujo en 
duetos, flujos de recirculación, y también en problemas de capa de frontera 
en tres dimensiones. flujos confinados y jets48

• 
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'1.1.-Solución de la ecuación de transferencia. 

El resolver las ecuaciones de transferencia que son del tipo de ecuaciones 
diferenciales parciales de varias variables se hace de dos n1aneras 
principalrnente: el n16todo analitico y el método numérico. 

El rnétodo analítico in1plica obtener una solución maternática exacta a la 
ecuación de transferencia. 

Aunque se dispone de varias técnicas para resolver estas ecuaciones. las 
soluciones i111plican tipicarnentc series y funciones 1nu.te1nátic.<1s co1nplicadas 
que es posible obtener sólo para un conjunto restringido de geornetrías 
sitnplcs y condiciones de frontera. 

Estas soluciones son ele un valor considerable. puesto que la variable 
dependiente sP dctcrrnina co1no una función continua de las variables 
independientes. Siendo útil para el cálculo de la vari~ble dependiente en 
cualquier punto de interés en el rnedio. 

Una solución analitica de un problen1a de conducción de calor debe 
satisfacf."r tanto l~t ecuación de transferencia con,o las condiciones limitantes 
especificad.ns por las condiciones fisicas del problerna particular. 

Un ejcrnplo del n1étodo analítico es el n1étodo de separación de variables. 
Existen problcrnas que implican geornctrlas y condiciones de frontera 
cotnplejas. o propiedades variables que no es posible resolver de n1anera 
¡_1n¡_ilitica. la opción es resolverlos rncdiantc rnétodos de análisis numérico. 

Los rnétodos de solución analltica resuelven las ecuaciones diferenciales 
correspondientes. proporcionando una solución para cada punto de espacio 
y tiernpo dentro ele los límites del problema. Por el contrario. los tnétodos 
nurnéricos proporcionan soluciones solatnentc para puntos discretos de los 
lírnites del problema y ofrecen una aproxiinación extrc1nada1nente precisa 
ele I~ solución exacta. 

El prirner paso en cualquier análisis numérico debe ser, por lo tanto, 
seleccionar estos puntos. Esto se hace al subdividir el medio de interés en 
un número de pequenas regiones y asignar a cada una un pUnto de 
referencia en su centro 17

• 
31

• El punto de referencia suele denominarse punto 
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nodal (o sin1plen1ente nodo), y el agregado ele puntos se conoce como red 
nodal. muJI~ o rejilla corno se tnuestra en la figura '1. 1. 

Figura '1.1. l)ivisión del sisterna de estudio en puntos discretos donde se 
aprecia la distribución de Ja malla. 

La selección de puntos nodales rara vez es arbitraria y, a 111cnudo. depende 
de cuestiones con10 Ja conveniencia geométrica y la precisión que se desea. 
La precisión dcsc41cJa de los cálculos depende en gran medida del nú1nero de 
puntos nodales designados. 

Si este núrncro es grande (una 1nalla fina) es posible obtener soluciones 
extre1nada1nente precisas. 
Al ocuparse de lc.t solución para un nú111cro finito de puntos discretos, el 
111étodo se sirnplifica, al resolver ahora un siste1na de ecuaciones 
algebraicas sirnultáneas, en vez de la ecuación diferencial. Adernás de 
rcen1plazar 1'1 ecuación diferencial con un siste1na de ecuaciones 
algebraicas. proceso llarnado discrctización, existen otras consideraciones 
i1nportantcs para una solución nu1nérica co1npleta. Una de ellas es el 
discretizar las condiciones a la frontera o iniciales especificadas para el 
problema. La otra consideración a tener en cuenta es que. como 
aproxi1nación de la solución exacta. el 1nétodo nu1nérico introduce errores 
en la solución, por ello se debe saber có1no calcular y reducir al mínimo 
estos errores. Por últin10, en algunas condiciones el n1étodo numérico puede 
tener una solución que oscila en el tien1po o en espacio. por lo que resulta 
necesario conocer cómo evitar estos proble111as de estabilidad. 
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Existen varios métodos para discretizar las ecuaciones diferenciales de 
transferench:t. Entre ellos se cuentan Jos de diferencias finitas, el ele1nento 
finito y el de volurnen de control; cada uno de ellos tiene sus ventajas y 

desventajas. 

'1 .2.-Método de diferencias finitas. 

La diferenciación nu111éricu o .:1proxi1nación por diferencias. se utiliza para 
cvo:tluar las derivadas de una función por n1edio de sus valores dados en los 
puntos de una retícula. 

La aproxin1ación por diferencias finitas de una ecuación diferencial parcial 
consiste de aproxirnar las derivadas en lzt ecuación diferencial parcial via 
una serie de ·raylor truncada 12

• 
25

• 
28

• 

Existen tres tipos de enfoque para obtener aproxin1aciones por diferencias. 
El primero se basa en el desarrollo de Taylor de la función alrededor de un 
punto de la rctfcuJ41, el segundo utiliza los operadores de diferencia y el 
tercero deriva los polinornios de interpolaci6n28

• 

En este caso nos referirernos al esquema de diferencias finitas mediante el 
desarrollo de Taylor por sin1plicidad. 

4.2.1.-Aproximación por el desarrollo de Taylor. 

Para una derivada de orden p, el nún1ero minimo de datos necesario para 
obtener una aproxin1ación por diferencias finitas es p + 1 • Por ejemplo. una 
aproxirnación por diferencias para la primera derivada de una función 
necesita al menos dos puntos. 

1-1 j+J 

Figura 4 .2. Nodos para el desarrollo de Taylor en una dimensión . 

.::;.l. "-J _.. -
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Considerando los puntos de n1alla en la figura 4.2. Pnra el punto 2, 
localizado entre los puntos 1 y 3, tal que, el desarrollo de Taylor de f(i + J) 
alrededor de x, es 

f(i + 1) = f(i) + lif'(i) + ¡,> f"(i) + ¡,> f'"(i) + ¡,• f"''(i) 
2 6 24 

Al despejar f'(i) en la ecuación (4.1) se obtiene 

f'(i) = f(i + 1)- f(i) 
h 

!...1if"(i)-!...11• f'"(i)- .... 
2 6 

Si truncan1os después del primer término. obtenemos 

donde 

f'(i) = f(i + 1)- f(i) +O(h) 

" 

O(h) = _!_lif"(i)-!_h'f"'(i)- ... 
2 6 

(4 .1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

O(h) es el error de truncamiento, ya que estos térni.inos se anulan n1uy 
rápido cuando ¡, decrece. 

El térn1ino 0('1) indica que el error es aproximadan1ente proporcional al 
intervalo h de lu rcticula. 

A la ecuación (4 .3) se le conoce como la aproximación por diferencias hacia 
adelante. 

/\hora el desarrollo de f(i -1) alrededor de x, esta dado de la siguiente 
forma 

f(i-1) = f(i)-hf'(i)+ ¡,> f"(i)- ¡,> f"'(i)+ ¡,• f""(i)- ... 
2 6 24 

(4.5) 

despejando f'(i), se obtiene Jo siguiente 
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donde 

f'(i) = f(i)- f(i -1) + O(h) 

" 
O(h) = ]_lif"(i)- }._¡,• f"'(i) + ..}_¡,> f""(i)- ... 

2 6 24 

Siendo la ecuación (4.6) la aproximación en "diferencias h¿1cia atrás. 

Pero restando las ecuaciones (4 .6) y (4 .3). obtenemos 

f(i + 1)- f(i -1) = 2/if'(i) + !..¡,• f'"(i) + ... 
3 

despejando de aqu! f'(i) tenemos 

f'(i) = f(i + 1)- f(i - 1) 
211 

1 ¡,• f'"(i) + ... 
6 

(4.G) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

Y expresándola de la siguiente forma obtenemos la aproxin1aci6n por 
diferencias centrales. 

donde 

f'(i) = f(i + 1)- f(i -1) + O(h') 
2'1 

(4.10) 

O(h) = _!_¡,• f"'(i) (4 .11) 
6 

Se observa que. debido a la cancelación del término f"(i), el error de 

aproxirnación por diferencias centrales es proporcional a '12 en vez de h. 

Al decrecer h. el error decrece tnás rápido que en las otras dos 
aproximaciones. 

Corno se dijo antes. una aproximación por diferencias de fCP>(i) necesita· al 
menos p+l puntos. Si se utilizan más datos. se puede obtener una 
aproximación por diferencias rnás exactas. 

Para la segunda derivada pasa exactamente lo mismo. y en el caso de la 
aproxirnación por diferencias haci'1 delante queda de la siguiente forma. 
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donde 

f"(i) = f(i + 2) - 2f(i + 1) + f(i) + 0(11) 
h' 

0(11) = -lif"'(i) 

Y en el caso de la aproxi1nación por diferencias centrales 

donde: 

f"(i) = f(i+ t)-2fSi)+ f<i-t) +O<h') 
11-

0(11') = _.}__,,, f""(i) 
12 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

La sustitución de lales expresiones en la ecuación diferencial lleva a la 
ecuación en diferencias finitas. 

Eje1nplificando la discretización por el método de diferencias finitas aplicado 
a un problcrna de conducción de calor. el cual se rige por la ecuación de 
transferencia de cncrgfa. 1.a cual contiene términos en derivadas parciales 17• 

Considerando régin1en permanente en dos dimensiones sin generación y con 
una conductividad térmica constante, la ecuación que rige el sisten1a es de 
la siguiente for1na: 

(4.16) 

Discretizando el sisten1a de acuerdo con Ja figura 4.3 en coordenadas 
rectangulares. 
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(m-1,n+ 1) (m,n+ l) ( m+ l.n+ 1) 

Á} 

(m-1,n) (m,n) Cm + l,n) 

Ax 

Cm-1,n-ll (rn,n-1) ( n1+ l ,n-1) 

Figura 4.3. Nodos para un sistcn1a en dos dimensiones en coordenadas 
rectangula.rcs. 

Utilizando la ecuación (4.14) para aproximar tas derivadas: 

a'T 1;,,.,,. - 21;,, .• + 1;,,.,,. 
ax' = e~")' 

(4.17) 

(4.18) 

Sustituyendo (4.17) y (4.18) en (4.16) queda de la siguiente manera: 

T,,,.1,n - 2T,,.,,. + T,.,_l.n + T,,,, ... 1 - 21:. ... + T,,, ..... 1 = o 
(~)' (Ll.y)' 

(4.19) 

Con una red para la que & = t\y = 1 tenemos que: 

(4.20) 

Esta forma aproximada eri diferencias finitas de la ecuación de calor se 
aplica a cualquier nodo interior que sea equidistante de sus cuatro nodos 
vecinos. Simplemente requiere que Ja suma de las temperaturas asociadas 
con los nodos vecinos sea cuatro veces la temperatura de inter{!s. claro esta 
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que el ejen1plo utilizado nqui contiene muchas simplificaciones y la ecuación 
discretizada resultante por lo tanto es 111uy silnple. logrando con esto 
mostrarnos algo tan sencillo. 

4.2.2.-La ecuación de transferencia a régilncn no pcrnu1ncnte. 

Dentro de los problcrnas de transferencia los que están a régi111en no 
perrnanente son los n1ás difíciles ele resolver. ya que no solo se busca 
conocer las incógnitas en el espacio sino ta1nbién su desarrollo en el 
tic1npo. n1ediantc el desarrollo de ~raylor se distinguen dos n1etodologías 
para la solución ele este tipo ele problc1nas: el método explicito y el método 
i111plícito. que a continuación se explic.an brevcrnente17• l!J. 

'1.2.2.-Métoclo explicito. 

Considerando un problerna de conducción de calor unidimensional, el cual se 
encuentra a régin1en transiente con propiedades constantes y sin generación 
interna de energía, esta gobernada por la siguiente ecuación: 

('1.21) 

Para obtener la forn1a en diferencias finitas de esta ecuación, podemos usar 
la aproxirnación de rraylor por diferencias centrales. Sin embargo, aden1ás 
ele discretizarse en el espacio. el problema debe discretizarse en el tiernpo. 
Lu parcial respecto al tiempo en forn1a de diferencias finitas queda de h.t 
siguiente mancru: 

ar
1 

= r,:·• - r.: 
¡;¡ ~.. 61 ('1.22) 

El superíndice p se utiliza para denotar la dependencia con respecto al 
tiernpo de T. y la derivada con respecto al tiempo se expresa en términos 
de la diferencia en temperaturas asociadas con el tiernpo nuevo p + 1 y el 
tiempo anterior p. Por ello los cálculos deben llevarse a cabo en tiempos 
sucesivos y separados por el intervalo ót, y corno una solución en 
diferencias finitas restringe la determinación de ternperaturas a puntos 
discretos en el espacio, también la restringe a puntos discretos en el 
tien1po. 
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El térinino dependiente del tiempo es discretizado en una mz.lnera Hhackl 
adelante" en el tie111po. Este n1étodo es referido tan1bién corno una técnica 
ele Euler hacia adelante. 

Sustituyendo la ecuación (4.22) y (4.12) en la ecuación (4.21) queda 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

Como podemos ver en la ecuación (4.25). En el método explicito. todas las 
ternperaturas se evalúan en un tien1po anterior p y se tiene que solo un 
térrnino es desconocido. el término r:·1 siendo directo el cálculo de este 

térrnino. 

La rnayor desventaja del rnétodo explicito es el paso en el tie111po. l!i.t. que 
debe ser restringido mediante requcrirnientos de estabilidad numérica. 
Una característic41 inconveniente del rnétodo explicito es que no es 
incondicionaln1cnte estable. En un problen1a a régirnen transiente. la 
solución para las tcn1pcraturas nodales deben aproximarse de forma 
continua a los valores finales al aumentar el tiernpo. 

Sin crnbargo con el rnétodo explícito esta solución se caracteriza por 
oscilaciones nurnéricas. que son fisican1entc irnposiblcs. Las oscilaciones se 
vuelven inestables. lo que ocasiona que la solución difiera de las 
condiciones de estado estable reales. Para evitar este tipo de resultados 
erróneos. el valor establecido de dt debe de mantenerse por debajo de 
cierto limite, el cual depende de AY y otros parárnetros del sisten1a. Esta 
dependencia se dcnornina criterio de estabilidad y se obtiene 
rnatc!rnátic¡irncn te. 
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4 .2.2.2.-Método implicito. 

El 111étodo explicito sufre de lin1itaciones en la selección de L!lt. Para un 
incrcn1cnto de espacio dado. el intervalo de ticrnpo debe ser compatible con 
los requisitos de cstabiJidacl. Con frecuencia, ésta dicta el uso de valores 
extrc1nada1nentc pequeño de lit, y se necesita un nún1ero niuy grande de 
intervalos ele tic111po para obtener una solución. 

Considerando un problc1na de conducción de Cé:llor uniditnensional. Que es 
gobernado por l.a siguiente ecuación: 

(4 .26) 

1...~1 forn1a irnplfcita de una ecuación en diferencias finitas se deriva del uso 
de la ecuación (4 .12) y (4 .2) en la ecuación 

T,::"" 1 
- r.: a r,:::1

1 
- 2r.:;· 1 + 1-.:_~ 1 

Ll.t (Ll..\")' 
(4 .27) 

y esta es la forrna de la ecuación ya discretizada, donde se evalúan todas 
las te111peraturas en el nuevo Liernpo (p + l} en lugar del tien1po (p}. Se 
con:;idera cnlonces que la ecuación (4.27) proporciona una aproximación en 
diferencias hacia atrás para la derivada con respecto al tien1po. 

l~e:.icomodando la ecuación (4 .27) 

TP = rp·• - aD.1 crp•• -2rp•I +TP·•> 
- - (&)' -·· - __ , 

(4.28) 

T' =[• + 2atl.t ]T'"' -[~]r'·' -[ al!.t ]rr•• 
- (&)' - (Ll.x)2 -·· (&)' --· 

(4 .29) 

En la ecuación (4.29) la temperatura nueva en el nodo (m,11) depende de las 
te1nperaturas nuevas de sus nodos contiguos que, en general, se 
desconocen. Por tanto, para deterrninar las temperaturas nodales deben 
resolverse sin1ultáne.amente. La solución consecutiva irnplicaría en~onces 
resolver de fonna sin1ultanea las ecuaciones nodales en cada tien1po t = /:it, 
2Ll.t, .••• hasta que se alcanza el tiempo final deseado. 
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Con relación al 111étodo explicito, la fonnulación implfcita tiene la ventaja 
irnportantc de ser 1ncondicionalrnente estable. 
Es decir. la solución pcnnanece estable para todos los intervalos de espacio 
y ticrnpo, en cuyo caso no hay restricciones en Ó.'\" y .ó.t. 

Co1no los valores rni'ls grandes de 6.t pueden utilizarse. por tanto, con un 
1nétodo i111plícito. los tie111pos de cálculo suelen reducirse con poca pérdida 
de precisión. 

No obstante. para 111axin1izar la precisión, .ó.t 
pcquei'lu para uscgurar que los resultados 
reducciones adicionales en su valor. 

debe ser suficienten1ente 
sean independientes de 

4 .2.2.3.-Crank-Nicolson. 

El rnétodo de Cn:ink-Nicolson es un esque1na Ílnplicito que promedia los 
nuevos y viejos valores en el tien1po. La ecuación en diferencias finitas es 

T,:·
1 
-T,t =--ª--f(T1u-1 _2T_P•I +T_r+l)+(T" -2TP +T_P ] 

Ó/ 2(AX'):! ~ m+I - m-1 m+l m m-1 
(4.30) 

Existen 3 valores desconocidos COITIO en el nlétodo i111plicito, T,::_~ 1 • r,:·• y 

1-,:_~ 1 • En este c¿_tso, promediarnos los valores desconocidos (in1plicitos) con 

los valores previa1nente calculados (explfcitos) en la misn1a localización 
nodal. Este pro111cdiado nos da una solución que es incondicionaln1ente 
est¿,iblc en el Lie111po, con la ventaja de que es muy preciso. 

4 .3.-Método del elemento finito. 

El proccclirnicnto crnplca subdivisiones del dominio solución en n1uchas 
pequeilas regiones de intervalo definido, con10 triánliulos o cuadrados. y usa 
una teoría de aproximación para cuantizar el compOrlamiento en cada 
elernento finito. 

Las coordenadas disponibles son especificadas para cada elemento. y Ja 
¿.¡cción de Ju ccu'-lción diferencial es ree111plazada aproximadamente usando 
valores de las variables dependientes en estos nodos. Usando un principio 
variacional. o un método pesos-residuales. las ecuaciones gobernantes 
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diferenciales son entonces transforrnudas en ecuaciones del elernento finito 
para c.ucla cle1ncnto aislado. Estas ecuaciones loc::llcs son reunidas en un 
sistcn1a de ecuaciones algebraicas incluyendo su propia colección de 
condiciones a 1::1 frontera. Los valores nodalcs de las variables dependientes 
son clctcrrninndos de la !-iO)ución de un sisten1a ele ecuaciones. 

'1.'1.-Métoc.lo del volurncn de control. 

l :n rnétudo nu111érico que se encuentra entre el convencional diferenciLts 
finit::.is y el clc111ento finito es el 1nétodo del volun1cn de control. En alguna 
forr11::1, este 1nétoclo tiene 1nús aproxirnación que el rnétodo de diferencias 
finitas, pero tiene la flexibilid::ul del rnétodo del ele111cnto finito:15

• 

En est<~ esque111::1 en particular. la ecuación diferencial es integrada en el 

interv<ilo [x,_r-'"··~ J. donde x, es el nodo localizado en el centro de la malla. 

Para ilustrar el n1étodo, considerarernos una ecuación diferencial si111ple: 

(4.31) 

int<>grando en el intervalo [x,_rx .. ~J 

(4.32) 

resolviendo se obtiene 

dtf> ¡:·: + ¡6¡:·: - 'l¡Wx = o 
el~ •-, •. , ~-i 

(4.33) 

los ténninos en la derivada son aproxi111ados usando una diferencial central 
y queda con10: 

ti> ••• -ti>._ t/>, -t/>,_, + \6,., +t/>, _ \Ó, +tf>,_, - ·f··l~ =o 
~ ~ 2 2 . ' •-¡ 

í---- iESIS CON , 

(4.34) 
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donde t/> 
1 

= !1_,_,_._+t/>,), etc. 
·~z 2 

Se cvulú¡1 la integrul restante conteniendo ,P usando la regla trapezoidal: 

...... ! 

[rf><lx = ª" (t/>,.1 +6ef>i+t/>,.,) 
"'·-~ 8 

(4.35) 

sustituyendo la ecuación (4.34) en la ecuación (4.35) y combinando todos 
los ténninos. nos da la expresión final. 

.!.e,,, +6"" +"" )+V>i .. , -tf>,_, 
8 'f'r 'f"r 'f"1-+I 2A\· 

t/>,.,-2t/>,+,P,., =O 
(L\x)' 

('1.3G) 

si el v..:tlor de f/> es uniforrncrnenle distribuido en el volun1en de control. la 
ecuación ('1.3L1) se reduce exacta1nente a la fonna en diferencias central.. 

La rnejora en el rnétodo del volun1cn de control se debe principaln1ente a su 
habilidad para aproxi111ar una distribución en un intervalo finito n1ediante una 
1nalla no unifonnc. L¡1 discretización del térrnino que incluye el ticn1po sigue 
c-xact:::1111cntc co1110 en el 1nétodo de diferencias finitas. 

'1.5. -Otros rnétodos. 

Esquc1nas co111pactos como son el de Padé. Chapeau y Splines Cúbicos, 
recicntc111cnte han cn1ergido con10 csquernas competitivos:Js. 

Lus 1nétodos co111puestos requieren solo una solución de una rnatriz 
tridiagonal. 1\de1nás de poder ser derivados de varias formas. 

En la técnica del spline cúbico. una forinula implfcita de tres puntos son 
usadas para evaluar la prirncru y segundu derivada de <P. 

La ecuación a,¡. +u iJ,P -D D'~ =O es expresada como ,¡,;·• -,¡,; +"'P'-Def>" =O 
a1 ax ax- "'' 

donde ,¡.• es la primera derivada y ef>" es la segunda derivada. La expresión 
para r/J' y ,P'' puede ser derivada de la clásica aproxirnación de diferencias 
finitas mediante un polinomio de tercer grado como lo es el spline cúbico. 
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El n1étoclo ele Chc::lpeuu es :.1clualrnente busado en un ele111ento finito lineal 
cnsan1blado en dos elc1nentos adyacentes. J .... a ecuación resultante tiene la 
:.1pariencia de una expresión en diferencias finitas implfcita. Sin embargo. la 
región <:l ser rnodel:.idc::1 debe ser regular, un cc::1so común en los métodos 
clásicos de diferencias finitas. 

'1.G. -l\1élodos de solución de las ecuaciones discrclizadas. 

La derivación de las ecuaciones y su solución puede considerarse con10 dos 
funciones distintas y no hay necesid::.1d de influenciar el uno con el otro. 
En un progra1na de co111put::.1dora. las dos opciones pueden realizarse 
convPnic•nten1Pnte en secciones separadas, y cad<:t sección puede ser 
indcpcndil!ntr.111cntc 1nodificacla. 

Así podernos obtener lus ecuaciones discrctizadas 1nultidin1cnsionalcs por 
una extensión de la situación en una dimensión. 

Un proccdirnicnto que no puede ser fácilrncnte extendido a múlliples 
din1cnsiones es el c::1lgorit1no de rnatriz tridiugonal CrDMA). 

El resolver un sislerna de ecuaciones algebraicas se hace de dos forrnas: 

1) i\létodos directos Ces dc·cir. aquellos que no requieren iteraciones). 
para rc_•sulvPr fa:-; c·cuacionc~s algebraicas en 2 ó 3 dirnensiones son rnucho 
1nás cornplicados y rc~quier('ll de> grundes cantidades de altnacenarnicnlo y 
tiernpos 1nuy largos. Para un problcrna lineal. requiere la solución de las 
Pcuacionc.s algebraicas solo una ve~. un rnétodo directo puede ser 
aceptable•: pero un problc1na no lineal. requiere que sea resucito 
repctidarnente con actualización de coeficientes y el uso de los niétodos 
directos C'S usu~1lr11entc anticconó1nico. 

2) L::.1 altcrn::1liva son Jos rnétodos iterativos para la solución de 
ecuaciones algebraicas. Este rnétodo inicia con valores supuestos de la 
variable incógnita y se usan las ecuaciones algebraicas para obtener valores 
rnás cercanos a Ja solución. Sucesivas repeticiones del ulgoritrno finaln1ente 
Jlc~van a una solución que es suficicnten1cntc próxinu.t LI la solución correcta 
dL" las ecuaciones algebraicas. 
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Los rnétodos iterativos requieren rnuy pequeflas cantidades de 
al111acen<:1111icnto en lz1 cornputztdora. y son rnuy usados para problernus no 
lineales. 

Con un grupo de valores supuestos y algunas iteraciones los ecuaciones 
pueden converger a Ju solución. 

Existen rnuchos n1étodos iterativos para resolver un sistcn1a de ecuaciones 
algebraicas Pntrc los que podernos dcst4lcar el rnétodo ele Gauss-Jorclan, el 
algoritino ele la rnatriz tridiagonal c-roi\,lA) y el 111étodo de Gztuss-Sicdel. 

'l .G.1.-EI método de Gnuss-Sicdcl. 

En este rnétoclo los valores de lus variables son calculados en cada punto en 
cierto orden y solo un grupo clP esos valores son ahnacenados en la 
co111putadora. 

En el inicio estos son los valores supuestos o los valores de las iteraciones 
previas. Corno c¿1dzt punto es calculado independiente entonces el valor 
nuevo es alrnacen<:.:1do en lugar del valor supuesto o ele la iteración previa. 
siendo uctualbm.do conforrne se van C3lculundo los valores. Cuando todos 
los punlos dr rnalla han sido c3lcul41clos ele esta n1anera, una iterución del 
1n(•Loclo ele Gauss-Siedel ha siclo cornpk•tada. 

Pura iluslrar el funcionarniento del rnétodo de Gauss-Sicdel considercrnos 
las sii.!uientes ecuaciones: 

/'l = 0.4P2 + 0.2 (4.35) 

/'2=/'l+I (4.3GJ 

y su solución con este n1étodo será: 

Nún1ero de iteración o 2 3 4 5 n 
PI o 0.2 0.68 0.872 0.949 0.980 1.0 
P2 O 1.2 1.G8 1 .872 1.94 9 1.980 2.0 

Corno podernos ver iniciamos las iteraciones con valores arbitrarios 
supuestos para aproximarnos a la solución. la cual después de 11 

iteraciones convergerá a la solución de estas ecuaciones. 
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5.1.-Problema de ejemplo. 

El siste1na a modelar dentro del proceso del horno oxicúpula. se encuentra 
justo después del crisol. el cual tiene la función de separar las dos fases (el 
arrabio y la escoria) liquidas. 
Con10 podemos ver en la figura 5.1 el sifón es un recipiente cilíndrico que 
opera a presión interna. 

Figura 5.1. Separador liquido-líquido, mostrando las salidas del arrabio y de 
la escoria. la alimentación se lleva a cabo por la parte superior. 

En el vaciado del crisol al sifón la velocidad es muy baja, haciendo que el 
chorro de metal fundido caiga con10 una corriente compacta ·a través de la 
capa de escoria. impactando al fondo del sifón. 

El impacto con el sifón no ocurre en el centro. este es más bien desplazado 
hasta unos cuantos centímetros de la pared. 

Cuando la corriente liquida sale de la piquera, su velocidad vertical es 
aumentada por la aceleración gravitacional, produciendo un flujo turbulento 
en el bai'lo líquido. 
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Después ele la penetrnción del chorro lfquiclo a tr::1vés de la c<.1pa de escoria. 
cornicnza la sc¡niración de Jas cscori.:1s en1ulsionu.das. provocu.ndo cierta 
turbulencin en el baf\o de escoria. 
Durante el proCL'SO dP llenado del sifón a presión, las p~1rtfculas líquidas ele 
escoria son c111ulsionadas en el arrabio liquido, co1110 resultado ele las 
condiciones de flujo que ocurren en <'I rnPt~d fundido. 
Cuando se esta llenando el sifón, que actúa como una superficie..• de in1pacto, 
transfonnando la vclucidac.J axial en velocic.lac.I radial. Este proceso 
des<.irrolla un~1 n•gión dr· n·circulación (rP1nolinos), cuya expansión espacial 
alcanza un rn<'txirno :.1 111f'did:.1 qll(' r•I 11iv1•I d(•I liquido <"n <•I sifón aurncnta. En 
este punto, la n•laciú11 r•ntn· el nivel ch·I liquido y el diú1nc~tro cl<-'I sifón es 

n1uy próxirno a 'YÍJ = 0.5. A rncclicl:.1 qUL' el nivel del liquido rebasa esta 

relación, la estructura ele los rc111olinos se perturba. Se forn1an pequen.as 
f1reas de recirculación en la p~1rte> cercana a la superficie libre. 111ientras el 
rernolino pic~rde intc•nsidacl. 

El proceso de scrn:iración de las gota:-; de escoria r>rnulsionadas que 
acon1paitan al arrabio en Ju corriente de entrada. esta ligado intin1a111ente a 
Jus características del flujo rncncionado. Puede esperarse que rnientras el 
llenado del sifón se rcnliza, l<.is gotus de escoria se encuentran inicialrncnte 
en el rcn101ino. circulando junto con el arrabio. Una vez que se rebasa la 

relación o/¡.J = 0.5. la separación de la escoria es facilitada por las 

perturbacionL·s y pérdida de intensidad de las turbulc~ncias. 

La eficiencia de· Pstú operación es controlada. a 1ncnudo, por las vclocidudes 
de los procesos de transferencia ele rnasa y calor. y estf1 n1uy relacionado 
con la nat uralez~t dPI flujo ele k1 cn1ulsión de escoria y arn.1bio dentro del 
sifón. Consccucnte111ente. un conocin1icnto detallado de los parárnetros de 
flujo (distribución espacial de los cornponcntes de velocidad. energía 
cinética turbulenta y su disipación) C.-!S un prcrrequisito p~ira un análisis 
significativo y eficiente del proceso. 

Las altas te1npcraturas de operación junto con la opacidad del arrabio. y el 
hcnnetisrno del sifón hacen que la cxperirnentación directa en el recipiente 
sea virtualrnente irnposible. para una observación visual directa. 
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5.2. -Suposiciones. 

a) El proceso es a régirncn pcnnancntc. Después de un pequcilo perfoclo 
inicial. los parátnetros del proceso no ca1nbian respecto 4tl ticn1po. 

b) L¡¡ escoria y el arrabio for1nan una sola fase continua. 
e) La fase continua es inco111prcsible y es un fluido Newtoniano. 
cl) La pérdida de calor por radiación es dcspreci41ble. 
e) El flujo es totalmente turbulento 
f) En la JKtrcd rs i1npuest~1 la condición de no desliz::11niento 
g) La Vc->locidad de~ i1npacto dc~I chorro de arrabio es regido por lé:t 

ecuación de c::iícla libre y por sin1plicidad se considera que el in1pacto 
del chorro ele tnetal liquido da justo en el centro geométrico de la 
base del separador. 

5.3.-Conc.licioncs a la frontera. 

E.ie de sirnetriLJ. 

En el eje de sitnetrfa la velocidad en dirección radial es cero, siendo la 
velocidad en dirección axial calculada 1nediantc la ecuación de carda libre. la 
pérdida de energía por disipación hacia el aire por el chorro de arrabio es 
despreciable entonces y todas las variables restantes son cero en el eje de 
sirnetrfu . 

.._~uperíicie .v pi.so del cilindro. 

En el piso y la pared del sifón. la condición de no deslizamiento es aplic<1do . 

. 5upcrficie del cilindro. 

En la superficie del cilindro se diferencian dos tipos de condiciones. 

La primera de Os r S R.,,
0

_ donde la velocidad en dirección axial esta dada 

por l<t ecuación de calda libre. y la temperatura es la misma que la 
temperatura de impacto esto es: T = 2073.15 K en el eje de simetría y l<ts 
otras variables tienen un valor de cero en esa zona. 
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La segunda condición de R,.,.un., s r s R:sy,... que utiliza la condición c.lc no 

deslizamiento entonces 11, v, k y e tienen un valor de cero en la superficie 
del fluido, y su correspondiente temperatura es de 1873.15 l<. 

5.4.-Ecuaciones gobernantes. 

Las ecuaciones que rigen el siste1na, son la ccuución de continuidad, la 
ecuación de transferencia de 11101nentu111. la ecuación de transfcrenciu de 
energia y para 111oclclar la turbulencia se us41 el rnodclo de dos ecuaciones 
de la turbulencia de Janes y Laundcr, en el que se rnoclela la turbulencia 
n1cdiantc una ecuación de transferencia de la cnergfa cinética turbulcntu y 
otra ¡::n.ira su disipación . 

.. rodas las ecuaciones son 1nostradas considerando que el 1novitniento se 
lleva a cabo en dos di111ensiones en la dirección r41dial y axial. suponiendo 
poco significativa la contribución del co1nponente t¡1ngencial. Adc111f1s, se 
considera que el sistc1na se encuentra a régin1en pern1anentc. 

Ecuación de continuidad. 

0.' + 
1 J-(r .. )= O 

D= r or 

Ecuación de transfé.•rencia de n10111entu111 en dirección axial. 

[ º" 1 i) f )] u ( º") 1 i) ( ª") p 11-+--\rpv11 -- p, - --- r¡.1 - = 
O= riJr D= 'fD= rar ''ar 

ap u ( º") 1 u ( ª") --+- µ - +-- rp - -pg U: iJ: •ra: réJr •far z 

Ecuación de transferencia de n101nentu111 en dirección radial. 

_J v i)v + _!._Q_ (rpvv)]- _Q_ (P .. º")- _!. -º-(rµ,. Dv) = 
,..,Lar rar ª= "0: rar 1 ar 
- Dp + _!_ _Q_(rµ.r Dv) + !!_(µ .. º") 

ur rvr ur éJ: 1 Dr 
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(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 
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Ecuación de energ/a total. 

a ( ar) 1 [ ( ar)] - puT-r.,- +- r pvT-r.f- =O 
iJ:: iJ:: r éJr 

(5.4) 

5.G.-Modclo Lurbulenlo. 

El rnodelo de 2 ecuaciones de la Lurbulencia de Janes y Launder fue usado 
para las consideraciones turbulentas31

• 
32

• 
48

• 

Las ecuaciones de lransporle turbulento constiluido por Ja ecuación para ILI 
energía cinética, k y su disipación, & son escrit¿:ts corno sigue: 

h"cuación de encrgla cinética turbulenta: 

éJ (p ) 1 f _ ) éJ (U•f éJk) 1 éJ ( l'•r éJk) - uk +-\Prvk =- --- +-- r--- +s. 
U= r O:: cr,, O: r ar u,, ar 

(5.5) 

donde S". es el térrnino neto de generación. puede representarse con10 

s. =G-pc (5.G) 

donde G , es el término de generación de la energía cinética turbulenla, y 
esta ciado por: 

{ [(ª")' (ª")' ('')'] (ª" a.•J'} G = p, 2 ik + éJr + --; + ar +O= (5.7) 

La ecuación de rapidez de disipación de Ja energía cinética turbulenta e : 

~(p11c)+ _l_~(prvc)= ~(P•r º")+_l_~(r 11•r éJc)+s. 
éJ:: r Dr éJ:: CT& 0z r éJr CT., é)r 

donde Se esta dada por: 

s = C,eG _ C,pc' 
• k k 
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L..:1 viscosidad efectiva es calculada con la siguiente ecuación: 

en la cual. 

C11pk2 
¡.1, =--&--

(5.10) 

(5.11) 

las cinco constantes. en este rnodelo turbulento. tienen el siguiente valor: 

e,= J.44 e,= 1.92 ª• = 1.0 ª· = 1.3 

5.6.-Dcsarrollo del Método. 

Para resolver el problerna del separador liquiclo-Jfquido de arrabio y 
escoria, se utilizó el 1nétodo de dif0rencius finitus desarrollado rnediantc la 
aproxin1ación ele 'faylor. para la pritncra y segunda derivada: en donde la 
prin1cra derivada se sustituyo us¿Jndo h.1 aproxirnación por diferencias hacia 
adelante adcrnás de la aproxi1nación por diferencias hacia atrás. se 
considero 1<:1 aproxirnación por diferencias centrales en el caso ele la 
segunda derivada; desarrollando los térrninos pan:1 los puntos cercanos al 
nodo central obtencn1os una ecuación de transferencia discretizada 
(proccdirnicnto rnostrado c-n el apéndice J\ 1 ), esta solo es la fonna general 
n1icntr~1s que-- para el rnoclcl.ado 111.ate111::Hico se exige tenerla en su forrnu 
puntual: PSlo se hace· al sustituir (·I valor de los nodos (i,j) en cada una ele 
las ecuaciones cliscretizadas con sus correspondientes noclas ele los 
alrededores para obtener una ecuación de transfercnciu discrctizada 
n1ediuntc diferencias finitas para c~ida punto de Ja rnalla, este proccdin1iento 
nos genera tantas ccuacionc~s corno puntos nodalcs se consideren y que 
uden1f1s tc_•ncn1os que re.soJvc·r de_• rnanera conjunta. este procc·dirnicnto nos 

genera una rnatriz dc- larn:::iílo ((11*111)- 1Y (donde n es el nurnero de nodos en 

dirección radial y 111 es el nurncro de nodos en dirección axial), iterando las 
ecuaciones discrctizaclas utilizando el rnétodo de Gauss-Siedel punto por 
punto. en donde despu(.>s de calcular el nuevo valor de cada nodo es 
actualizado para utilizarlo en el calculo del próxin10 nodo reduciendo 
1ncdiunle este procedimiento el ticrnpo de cornputo. ~1cclcrando la 
convergencia de J;:i solución. 
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5.7.-Discrclización del sislc1na. 

Para la discretización del siste1na. se considera al separador liquido-liquido 
co1no un recipiente cilrndrico. el cual es discretizado corno se 1nuestra en la 
figura 5.2. 

j-+ 1 j• 2 j• 3 J• n 

Figura 5.2. División del sistema para la discrctización ele las ecuaciones de 
transferencia. a) Ubicación de los puntos nodalcs en la rnalla. b) Sifón de 
forrna cilfndrica 1nostrancJo la ubicación de la malla. 

Pan.t la discretiz::1ción del sistc1na se considera que los nodos 1 's se 
encuentran en el piso del recipiente en el caso de Ja coordcn¿,1da z, y cerca 
del eje de sirnetria para (_•I caso de l.a coordenada radial: la división del 
sistema se realiza en puntos discretos escogiendo el rnisrno nu1nero de 
divisiones en el radio y la altura si a.si se desea. 

Por la suposición de que el sisterna es sirnétrico y por el i1npacto del chorro 
de entrada que ocurre sobre el eje de sirnetria del cilindro, solo se 
discrctiza un cuarto del sistenu.1. por supuesto considerando que la 
contribución de la coorden¡1da O en el siste111a es despreciable. solo se 
discretizó el sisten1a en dirección radial y axial. 

En este eje1nplo analizado el nún1ero 1náxi1no de divisiones es de 17 para el 
radio y 17 para la altura. 

ORIGEN I 
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Lc:1s ecuaciones diferenciales parciales se convierten en ecuaciones 
c:ilgebraicas utilizanclo el 111étodo de diferencias finitas. que nos genera un 
sistc1na de ecuaciones algebr:::1ic:::1s no lineales que se resuelven por un 
n1étodo iterativo en este caso el 1nétodo de Gauss-SicdPI. dct.o:tlles de este 
rnétodo pueden encontrarse en Patankar l 19801. 

5.8.-lmplcrncntación de un progratna de córnputo. 

Después de llegar a las ecuaciones (Al-3), (Al-7), (Al-11), (Al-16) y 
(A 1-20) refiriéndonos al apéndice A 1-1: el diagrama de flujo de la figura 
5.3 representa 1:::1 fonna de dcsarrolk1r el progra111a de co111puto, el que fue 
escrito en el lenguaje Fortran, encontrado en el apéndice A2-1 de este 
trabajo el listu.do del código fuente. 

Este di:::u::~r:::11na ilustra el uso del 1nétodo de diferencias finitas paru la 
solución de un proble111a de flujo turbulento, aplicado al proble1na de ejcn1plo 
descrito en la sección 5. 1. 

Dando por obvia la declaración ele variables, en el diugr:::unn de flujo 
podcn1os distinguir entre los pri1ncros pasos la parte de introducción de 
datos teniendo entre las opciones el poder elegir las divisiones en el sentido 
radial y uxiaJ: aclarando, las divisiones se hacen en núrncros enteros que 

van desde 2 divisiones radiales y 2 divisiones axiales hasta 17 divisiones en 
sentido ruclial y 1 7 en el sentido axial. ta1nbi6n podcn1os <·lc_•J-dr la longitud 
del cilindro asi con10 su diá111ctro ¡_1clP1nús de poder especificar el diá1netro 
del chorro de 1netal líquido que i1npacta con el sistcn1a. para poder apreciar 
las iteraciones realizada por el progr.a111a las cantidades calculadas se 
ahnacenan en un archivo de~ datos dP 1101nbre resultado.dat, la inicinlización 
de las variable no se considera un paso del prouran1a en purticular, rnus 
bien se considera un puso gcnc!ral cletttrn ele los procedi1nicntos Fortn.tn y 
aquí no se considera dentro del diagra1na de flujo. 

Las condiciones a la frontera aplicadas para el sisten1a que se analiza nos 
pern1iten llegar a la solución particular y estas se deben adicionar al cuerpo 
del progra111a de fonna tarnbién discretizac.las. estas se aplican 1nucho antes 
de que el programa cornience con las iteraciones y solo se realiza una sola 
vez. las condiciones a la frontera para la velocidad a la que irnpacta en el 
fondo del cilindro el chorro de 111etal liquido se considera obedece la 
formula de caída libre. 
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Las propiedades ílsicas se calculan en base a los valores actuales de la 
ten1peratura, los principales cálculos en este paso son: el cálculo de la 
densidad de la fase continua, el cálculo de la viscosidad efectiva se obtiene 
adicionando la viscosidad lan1in¡1r y la viscosiclacl turbulenta. se asurne que 
la viscosidad larninar en este caso se 

~ 
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Figura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran. 
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considera con10 unJ constante que corresponde ul valor de In viscosidad 
lamirwr del acero a 1800 ºCISzekely. 19801. el valor ele la viscusidacl 
turbulenta es función de la energía cinética 

~--------i 

V 

V 
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Figura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran 
(continuación). 
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Figura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Fortran 
(continuación). 
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Pigura 5.3. Diagrama de flujo para el desarrollo del programa en Portran 
(continuación). 

turbulenta y de la disipación de la energfa cinética turbulenta que se 
actualiza en cada iteración global. 

Las ten1pcraturas se calcuJ¿,,¡n de forrna puntual. esto es se calcula el nuevo 
valor de cada nodo y después de hacer una cotnparación con el valor 
anterior se actualiza, para usarse en el cálculo del próxirno nodo y asf 
sucesivarncnte hasta tcrrninar con el últin10 nodo; dentro de estos cálculos 
se usa un térrnino que cornpara los valores actuales con los v¡:¡Jores 
anteriores, este funciona con10 unu condición para decidir cuando detener 
las iteraciones, esto se realiza cuando los valores actuales y los anteriores 
posca una pcquc-fla diferencia que podc-111os definir dentro del progran1a el 
control del progranu.t pasa al cálculo de la prúxi1na ecuación. 

Después de calcular las temperaturas, se actualiza esta para calcular el 
valor de la velocidad del con1ponentc axial. En el paso siguiente se calcula 
la velocidad del componente radial, este procedimiento y el cálculo del 
co111ponentc en dirección axial se realiza de la misma forina que en el caso 
de la temperatura con excepción de que par.a el cálculo de este co1nponcnte 
de Ja velocidad se usa la ecuación de continuidad. Para cada ecuación de 
transferencia se realizan las iteraciones necesarias que curnplan con el 
factor de comparación que a nuestro criterio se considere cercano a los 
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V.afores reales, en estos pasos no se nsignó un contador que permita 
conocer la cantidad de iteraciones individunln1entc realizadas para cada 
ecuación de transferencia. 

Con los valores de la velocidad y de lu ternpcratura ya actualizados se 
procede a calcular la energía cinética turbulenta y su disipación. Después de 
calcular todas estas cantidades la su111'1 de las diferencias de las cantidades 
actuales y los valores anteriores es n1cnor o igu;:d a 1 • lOE-OG entonces se 
considera que se ha llegado a la convergencia en caso contrario el 
progr<:unu retorna hasta PI cálculo de las propiedades fisicas con los nuevos 
valores de la velocidud, la tcrnpcratur;:i, la energfa cinética turbulenta y su 
disipación y se calculan las nuevas propiedades que utilizarcrnos en la 
próxirna itcraciún husta convergencia. 

l Tna iteración global se considera cu;:indo SP. ha pusLtclo por la ecuación de 
Pncrgía, por los cornpunentes axial y radial de la velocidad, y por );:is 
Pcuaciones de transferencia de la cnergia cinética turbulenta y su disipación 
<~ntonces decirnos que hernos realizado una iteración global. 

El rnétodo iterativo usado para obtener las soluciones de las ecuaciones de 
transferencia para la ternperatura. los cornponentes ele la velocidad, la 
disipación de l;:1 energía cinétic;:1 turbulenta y su disipación es el rnétodo de 
Gauss-Siedel punto por punto, el que se basa en obtener los valores de las 
variables en un solo punto a la vez que se actualiza después de cada 
iteración para el uso del cálculo del próxi1no punto obteniendo una 
convergencia rápida de las variables. reduciendo el liernpo de cornputo. 
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RESULTADOS. 

En esta sección se presentan los resultados obleniclos para un separador 
liquido-liquido en las tablas R-1, R-2. R-3. R-4 y R-5. Estos resultados son 
obtenidos considerando un sistema discretizado de 1 7 nodos en dirección 
radial y 17 nodos en dirección axial. que después de 18 iteraciones globales 
realizadas por el progran1a cilindro (111ostrando en el apéndice A2 el listado 
de este prograzna) en un tien1po de 10 111inutos son almacenadas en el 
archivo datos.dat para una posterior consulta esto debido a la rapidez de los 
citlculus. p~nnitiéndonos seguir el desarrollo de la convergencia de la 
solución. 

En los resultados de estas tablas hacenios notar que los valores de las 
cohunnas de Ja izquierclu corresponden a la parte central del sifón (es decir. 
c.il eje de sin1etria del recipiente) y que los valores de la columna del lado 
derecho corresponden a los valores en la fronten1 cercana a la pared del 
rec1p1ente, obvia111entc los valores de la primera filé! de la tabla 
corresponden a la superficie del fluido. y que los valores de la última fila 
corresponden al fondo del sifón. 

En la descripción del flujo turbulento en este sisten1a el modelo de Janes y 
Launcler es el que se considera. adicionándose a las ecuaciones de 
transfei·enciét de 111on1entun1 y de energia en flujo turbulento. 

El sisterna rnodelado posee la forn1a de un cilindro perfecto de dimensiones 
1.5 111 ele alto por 0.5 m de radio. dentro del cual impacta un chorro de metal 
liquido n1ús bien desplazado del centro el que se deja caer desde una altura 
de :2.0 n1etros que no recibe un impulso adicional y su velocidad de impacto 
se rige por la ecuación de caída libre. este chorro se considera que posee la 
fonna ele un cilindro cit.! dián1etro 0.20 m que para la solución ele ~ste 

siste111a cleci111os que el irnpacto ocurre en el centro geon1étrico del fondo 
del cilindro. 

Debido a la consideración de que el chorro impacta en el centro geométrico 
del recipiente y por simetria solo se consideró Ja n1itad del sistema en la 
discretización, con10 bien se planteo antes la contribución en el sentido 
tangencial se considera despreciable. todas las ecuaciones consideran el 
sc:ntido radial y el axial sus principales términos. Además de esta 
consideración se toma el sisten1a como una fase continua para no trabajar 
un sisten1a bifásico el cual complica la solución de este ejen1plo. el sistema 
es adiabático lo que considera la pérdida de energia por radiación 
despreciable logrando de esta manera que no se utilice una ecuación más 
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para Ja solución ele este sistema, el flujo esta desarrollado, es totallnente 
turbulento y sus pará111etros no ca111bian respecto al tie111po. En la pared y la 
superficie del liquido se aplica la condición de no deslizamiento lo que nos 
pennite decir que las velocidades en cualquier dirección en este punto 
tienen el valor de cero. 

Las condiciones a la frontera para este sisten1a deben discretizarse 
incluyéndose los valores puntuales para cada nodo localizado en la frontera 
del recipiente y para los nodos localizados en el eje de sin1etría. 

La densidad es calculada de la siguiente fonnula: 

p = 7010.0-0.0833•(T-1808.0) 

ISzekely, 1988]. la viscosidad efectiva se obtiene de la suma de la 
viscosidad turbulenta y Ja viscosidad laminé.Ir, donde a la viscosidad lHn1inar 

se le asigna el valor de 0.0067 Kg [Szekely, 1988]. 
111 •S 

Con todos estos parárnetros, suposiciones y consideraciones se iteran las 
ecuaciones discretizaclas utilizando ~l método de Gauss-Siedel, el porque 
del uso ele este 111étodo para las iteraciones son varios: prirnero el método 
posee una rápida convergencia hacia la solución que disn1inuye el tiempo de 
con1puto. segundo co1110 el siste1na de ecuaciones algebraicas generado es 
una n1atriz de don1inuncia diagonal, el rnétodo aquí considerado almacena 
solo los valores distintos de cero disminuyendo Ja n1en1oria necesaria para 
1'1 ejecución del progran1a y por último la facilidad de programación de este 
111étoclo. 

Paré.! cada ecuación ele tréJnsferencia se obtiene un sistema de ecuaciones de 
;¿89 ecuaciones con 289 incógnitas. iterando un sistema a la vez 
actualizando en cada iteración los valores de los puntos nodales hasta 
convergencia. PétsCJndo al siguiente sisten1a de ecuaciones hasta lograr la 
convergencia de Lodos los valores incógnitas. Actualizando las propiedades 
físicas de cada punto nodal después de una iteración global permitiendo la 
aproxirnación a los valores reales a cada iteración. El número de iteraciones 
se decide en base un factor que compara los valores actuales con los 
valores anteriores decidiendo si su diferencia es menor o igual al error 
pern1itido concluir las iteraciones concluyendo la solución del problema de 
ejen1plo. 
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Tabla R-1. Resultados del programa del apéndice A2 que muestra la velocidad puntual para el componente z 
del sistema ejemplo discretizado de 17 por 17 nodos en dirección radial y axial respectivamente. 
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Tabla R-2. Resultados mostrando la velocidad del componente en dirección radial para el sistema en estudio 

~ / dividido en 17 nodos en dirección radial y 17 nodos en dirección axial. 
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Tabla R-3. Resultados de las iteraciones que muestra la distribución de la temperatura para el sistema en 
estudio de 17 nodos en dirección axial por 17 nodos en dirección radial. 
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Tabla R-4. Resultados que muestran la distribución de la energía cinética turbulenta para el sistema en estudio 
de 17 por 17 nodos, en dirección radial y axial respectivamente. 
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Tabla Jl-5. Jlesultados de las iteraciones que muestran Ja distribución de Ja disipación de Ja energía cinética 
turbulenta para el sistema en estudio de 17 por 17 nodos, en dirección axial y radial respectivamente. 



La validación de un 1nodelo n1aten1ático se realiza co111parando resultados 
obtenidos de estudios experin1entales realizados con pará1netros de flujo 
definidos a diferentes condiciones de operación. pero que en este caso no 
se pudo realizar por carece1- de estudios concretos en siste111as con las 
características aquí indicadas: otra fonna de validar un 111odelo 111aten1ático 
es la realización de estudios experin1entales en 111odelos llan1ac.los de agua 
en donde por leyes de sin1ilitud se realizan estudios en 1nodelos a escala 
utilizando agua co1110 fluido de proceso a regi111enes de flujo decididos 
igualn1ente por estas leyes. la cual no se llevó acabo porque la realización 
de un n1odelo de agua es 111aterial concerniente a otro terna de tesis y en 
Cé . .1111bio se sugiere la tesis HQUÍ rei..!.lizacla co111u base para la realización 
estudios expcrir11entales dirigidos a la optirnización del cilindro separador de 
arrabio y escoria líquidos 
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ANÁLISIS DE RESULTADOS 

Los resultados numéricos obtenidos con el programa cilindro. listados en las 
tablas R-1. R-2. R-3. R-4 y R-5. han sido graficados mediante el software 
l\1atemática en su versión 4. 
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Figura R-1.- Figura que muestra la gráfica del perfil de 
velocidades considerando las contribuciones en dirección z y r. 

En la figura R-1 apreciamos el perfil de velocidades generado por las 
contribuciones de los componentes axial y radial; en esta grafica podemos 
ubicar dos puntos de estancamiento: el primero localizado en el punto de 
impacto del chorro de metal con el fondo del recipiente el cual obliga al 
fluido a formar una corriente asintótica alejándose del punto de impacto. 
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forzando al flujo en el centro del chorro a formar un punto de rápida 
recirculación. Después el fluido se proyl!cta hacia la pared del recipiente; 
siguiendo una trayectoria contraria a la fuerza de gravedad obligado por la 
verticalidad de la 1nis111a fortnándose en este vértice otro punto de 
estancamiento. 

15 

12.5 

7.5 

,,. 1 

ili 
!!: : 
¡: 

:1: 
¡,' 

5: !i• 

2.5 

2.5 5 7.5 10 12.5 15 

Figura R-2.- Gráfica de contorno para la distribución de las 
temperaturas en el sistema de arrabio y escoria. 

La proyecéión del fluido en forma vertical permite la formación de un rizo 
viscoso de metal liquido en la superficie del fluido generándose un remolino 
que flsicamente generará disturbios en la superficie pero que gráficamente 
no se aprecia por la condición de no deslizamiento aplicada a la superficie 
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del fluido: otro re111olino se genera en el corazón mismo del sisten1a cercano 
al fondo del recipiente como consecuencia del 1novin1iento global que se 
lleva acabo en un cuerpo cilíndrico. 
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Figura R-3.- Distribución de 
mostrando el contorno de las 
arrabio y escoria (k). 

10 12.5 15 

la energía cinética turbulenta 
cantidades para el sistema de 

En la figura R-2 se muestra la gráfica de contorno para la distribución de la 
temperatura, en ella podemos ver que el flujo turbulento favorece el 
mezclado apreciando este fenómeno por la distribución uniforme de la 
temperatura, ocurriendo de distinta forma en un perfil de temperatura 
generado por un flujo laminar donde en regiones de baja temperatura 
podemos encontrar zonas de temperaturas mas altas que nos confirn1an que 
el mezclado no se llevo acabo de forma uniforme: esta grafica nos n1uestra 
un perfil de temperaturas cuya distribución se encuentra en el rango de los 
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1600-1800º C localizándose las temperaturas más altas cercanas al eje de 
sirneu-fa. disminuyendo hacia las paredes. piso del cilindro y hacia la 
superficie del fluido. 

,,\ 

15 
/l .. ~" 

12.5 

' ¡ 
10 1 

1 
' 1 
1 

7.5 ', 
!/ ! /! 

5 
; ~ \ . ,,, 

f, 

'¡\ .._:_::..::,_ 

'' 2.5 \ 
,, ' 1 

\\, 
- .... <_;:.:__:_ 

2.5 5 7.5 10 12.5 15 

Figura R-4.- Gráfica que muestra la distribución de la disipación 
de la energía cinética turbulenta (e). 

La figura R-3 nos muestra la gráfica de contorno para Ja energía cinética 
turbulenta, contornos que nos indican las zonas donde se estan formando 
los remolinos de mayor tamaño principalmente, usando un tamaño de malla 
más fino podremos apreciar las distintas zonas de formación de remolinos. 

En Ja figura R-4 podemos observar la gráfica de contorno de la disipación 
de Ja energía cinética turbulenta en la cual podemos observar una gráfica 
muy uniforme en su distribución pero distinguiéndose a pesar de ello las 
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regiones de rnayor disipación ele Ja energía cinética turbulenta. las cuales se 
localizan en las zonas cercanas a la pared del recipiente ocurriendo esta 
disipación por viscosidad y encontrando en las zonas de in1pacto del chorro 
de nletal con el fluido 1nuy poca disipación debido principaln1ente a que el 
régimen de flujo en esa zona es n1as cercano al flujo de tipo laminar. 
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CONCLUSIONES 

El analizar un proceso permite optimizarlo. este análisis implica conocer los 
puntos finos del sisten1a basados en la transferencia de momentun1 y/o 
energla y/o especies químicas que ocurren de manera aumentada en el flujo 
turbulento. muchos problemas de interés práctico son generalmente de este 
tipo. 

Un proble111a real se analiza utilizando un 1nodclo de proceso, este se 
genera ele distintas: el rnodelado n1aten1ático es una de las forn1as 
económica, sencilla y flexible. de realizar, un n1odelo n1ate111ático es la 
descripción de un fenón1eno físico utilizando ecuaciones. 
Las ecuaciones que nos describen un fcnó111eno físico generahnente 
ilnplican ecuaciones en derivadas parciales. integrales o algebr·aicas. las 
ecuaciones de transferencia involucran térnlinus en derivadas parciales. 
resolverlas de fonna analíticil en geon1eu·ias en tres din1ensiones es algo 
dificil y puede ser i111posible de realizar; sin etnbargo la obtención cit.! una 
solución nun1érica puede resultar relativa111ente sencillo. 

En el problen1a del sepuraclor liquido-liquido de ¿1rrabio y escoria se utilizó 
el n1étodo de diferencias finitas en la ecuación de transferencia para 
generar un siste1na de ecuaciones algebraicas que resueltas de manera 
iterativa nos permiten obtener el perfil de velocidades, el perfil de 
temperaturas, el perfil de energía cinética y el perfil de la disipación de la 
energía cinética turbulenta. estas dos ultinu.ts cantidades que caracterizan el 
n1ovimiento turbulento. 

Como consecuencia de la solución de este problema se concluye lo 
siguiente: 

Se propone el uso del modelo k - & para la descripción de flujos turbulentos 
apoyados en la gran versatilidad demostrada en la solución de problemas en 
flujo turbulento reportados en la literatura, ofreciendo en el capitulo 3 una 
breve introducción a este modelo. 

Se sugiere el uso del método de diferencias finitas (MDF) como una 
introducción a la solución numérica de la ecuación de transferencia por su 
sencillez y su facilidad de manipulación. 

Se utilizó el método de Gauss-Siedel como método iterativo para la solución 
de las ecuaciones discretizadas obtenidas al aplicar el método de 
diferencias finitas y se propone el uso de este método en la solución de este 
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tipo de ecuaciones debido a que las ecuaciones resultantes del proceso de 
discretización son del tipo de siste1nas de ecuaciones tri o pentadiagonal 
acelerando la convergencia hacia la solución n1ediante el uso de este 
111étodo. 

La utilización de un programa de cón1puto que nos pennita resolver estas 
ecuaciones es inn1inente esto es por la gran cantidad de cálculos a realizar y 
por lo repetitivo de los mis111os. siendo prohibitivo el tiempo de cálculo al 
realizar estos de forma 1nanual. 

Para la discretización de la geometría de un proble111a en estudio, el 
considerar los ejes de sin1etría pcrn1ite la reducción ele los cálculos en la 
n1itad o n1cnos traduciéndose en una disn1inución del tietnpo de con1puto sin 
perder casi nada de precisión en Jos resultados. 

LC'.t considen1ción de ejes de si111etría en el sisten1a en estudio es una opción 
útil que pern1ite la disminución de los cálculos a realizar y el aumento de los 
puntos nodales que se pueden conocer con10 resultado de este 
procedin1iento. 

No por el hecho de usar un método numérico en la solución de la ecuación 
de transferencia podemos dejar fuera los conocimientos en los fenómenos 
de transporte que son parte fundamental en el análisis de un fluido. 
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DISCRETIZACIÓN DE LAS ECUACIONES 
GOBERNANTES 

Momcnlurn axial. 

La ecuación de la que se parle para discretiz'1r el cornponentc =. es la 
<-~cuación (A 1-1 ). en la que se ho::1 considerado régirnen per1nunentc y en la 
cual los cornponentcs de velocidad considerados son en el sentido axial y el 
r~1dial. 

a , _ ) 1 a r _ ) ap ( º") 1 a ( º") iJ ( º") 1 a ( ª") VJllll + \J-Íruv =-- · µ., --· + --- rµ, -- +--· p 4 ---- + - - rµ.,f · -pg 
2= rCr a: ~U= r8r 'f"iJr éJ= O= rCr O= 

(Al-1) 

pnra las derivadas parciales se considera una aproxitnación de .. r·aylor hacia 
adelante, y las segundas derivadas parciales se considera una aproximación 
en diferencias finitas centrales. los térrninos donde intervienen la gravedad 
y la presión no se discretizan. 

pu u(i + l.j)- u(i.J) + P'' u(i.J_+ 1):::'.'(i./) +E!'. u(i.J) =_e¡~ 
L\:: tv r C= 

u(i +J. J)- 2u(i,J)+ u(i -1,J) u(i.J + 1)-211(i.J)+ u(i.J-1) +Jl.r ---- ---------(&)' ____________ -+11.r ----- (ru-)2 -- -----

+ Jl.r u(i.j + 1)_-11(i.J_) +JI u_(i_+ 1,1)_:::-2u(i!J)_+1~(i_- l.J) 
r ru- •f (&)' 

v(i + 1.j + 1)- v(i + 1,J)- 1{;,J +: !):': v(i,J) +'!_<E_ "!'J!__+ _1.j)_-: _l'(;, J) _ ~· 
+ J.l~f Lirl!!.:: r a;: -º 

l~eugrupando y dejando en térrninos de la velocidad en dirección - • 
lu ecuación discrctizada final 

[
- pu _ P'' pv 41'.r 2p,f P.r J (- ·)

/!;:: ru- + r + (&)' + (&)' + rl!.r 
11 '·J -

[
- ¡:m + 211·L]u(i + J J)+[P.". + -µ"[__ + !:'•f ]u(! j + 1) 

ó:: (&)' • & (&)' r& • 

+U~J}ci-1.1)+[c~" }<i.1-1)+ppg(r-1:..) 

+ [ 11
·r ]rv(i + l,j + 1)- v(i + l.J)-v(i.j + !)+ v(i.J)l+[!!-r ]rv(i + l.J)- v(i,J)] 

ó::& ró:: 
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donde el término p/3._r:(T-T.,,) es la aproxirnación de l3oussincsq que 

corresponde a los términos - pg- ep. esta sustitución es realizada debido al 
ª= 

hecho de que el considerar el térrnino de la presión corno una variable rnás 
dentro del proceso iterativo nos generaría un catnpo de presión desconocido 
que se tcndria que actualizar en cada nueva iteración lo que significaria 
reducir el núrncro de nodos dentro de la n1alla del sisterna a iterar. 
adicionándose corno una ecuación rnás dentro del proceso iterativo. 

Ecuación de continuidad. 

El término en dirección radial se discrctiza ele la ecuación de continuidad. 
Esto se hucc para reducir la cantidad de términos involucrados en las 
operaciones que realiza el programa que al hacer esta elección la reducción 
de térrninos involucrados para el cálculo es obvio. 

0" + ~ -~(rv)= O a:: r ar 

resolviendo la diferenciación indicada de la siguiente forma: 

(Al-4) 

(Al-5) 

sustituyendo las aproximaciones de Taylor en diferencias centrales de la 
siguiente forma 

(Al-G) 

dejando la ecuación (Al-6) en términos de la velocidad en dirección radial 

(Al-7) 

siendo la ecuación (Al-7) la ecuación discretizada para el componente 
radial de la velocidad. 
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Ecuación de transíorenciu de energía total. 

P~trtiendo de kt ecuación de transferencia de energiu total en dos 
cli1nensioncs. sin generación de energía y considerando que los 1nccanis1nos 
de convección y difusión son los 1nccanisn1os predorninantes: lo. 
transfercncio. de calor por radiación se desprecia. quedando la ecuación de 
transferencia de calor para un flujo turbulento en coordenadas cilindricas de 
la siguiente forrna: 

a ( . ar) 1 [ ( • • ar)] --· puT-r - --- + - r pv7 -r -· -- =O 
a:: •fa:: r •far 

(Al-8) 

Desarrollando los términos convcctivos y difusivos para las dos 
coordenadas, queda expresada de la siguiente forma: 

a (puT)- ª(r.fª!.)+-1 a__(rpvT)- 1 i!..(rr é)_!_)=o a:: a:: ª= r ar r ar ef ar 
(A 1-9) 

Sustituyendo la aproximación por diferencias finitas dentro de la ecuación 
(Al -9). 

(Al-10) 

Despejando la ecuación (Al-10) y dejando en t6rminos de T(i,_j). la ecuación 
(A 1 -8) queda expresada en la forma discretizada con el método de 
diferencias finitas de la siguiente manera: 

[-: + ttr -r + ;;;. + ~~ + (2tf ]T(i,.i) = 

[ ./J•f _ _ l'!"]T(i+l .i)+[~L+~'---E]T(i _j+I) 
(~)' ~ • (.ó.r )2 r.ó.r .ó.r • 

(Al-1 ll 

+[c.~.':)2-]r<;-1,_¡)+[c~' Jrc;._¡-1) 
r-~r=E:;-;::s=rs--:::c~o=N-...... 
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Encrgia cinética turbulenta. 

Usando la ecuación para k del modelo de dos ecuaciones en coordenadas 
cilfndricas. a régimen permanente y en dos ditnensiones (componentes en 
dirección r y z ): 

é) (pilk)+} éJ__(prvk)= ;:}_ (!!.,r é)_k)+~ _¿¡_(,.!.'•'- éJk) 
éJ:: r iJr éJ:: u, a:: r iJr u• iJr 

{ [ . . '] J'} ª"- av- V G11é:Jv 
+µ, 2(éJ=) +(a,.)+(~) +[a;+º" -pe 

(Al-12) 

considerando la viscosidad y la densidad constantes. cstaS salen de la 
diferenciación de tal forma que se expresan de la siguiente 1nanera: 

pu iJk + ['':_ _éJ_ (rk) = l!.•t: a__ e éJ_k) + ! )l_.t:_é)_ (r é)_~) 
éJ:: r iJr u. iJ:: é);: r u. i)r or 

{ [( ), e , .J [ J.} é)u é:Jv V- 811 é)\,-
+µ, 2 a: + ar) +(,.) + ar+¿; -p& 

(13) 

resolviendo la diferenciación indicada 

puiJk +P"-[rºk_+k]= JJ•fc3'-~ + l'_~f-[,.a_'t+G_!<.] 
éJ= r Or CFk é):: ruk é)r- iJr 

+µ-i2[C~)' +(~)' +CJ]+(:; +:)'}-pe 
(Al-14) 

e introduciendo la ¿iproxirnación por diferencias finitas. en la ecuación CA 1-
1 '1) se expresa de la siguiente forma. y considerando los términos sin 
derivadas parciales como un término lineal medido en el nodo actual 
quedarra expresado de la siguiente forma: 
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p11 k(i +_1.j)_-: kj/ • .i) + P•'"J~,J_+_]) _-:!f.(i_,_f_) + [>_!! k(i.J) = 
!'.:: Ár ,. 

Jl_•f k_(i ": 1.J)-_3_k_~J)-+:_k_{i -1.J) + Jl.f f<_(i.J -<:_1)-=_?!!._(~_,j)+ k(¿._/::]) 
a, (L'.=)2 a, (8r)2 

+ J~•f_ k_(i.j":IL-_k_(i.J) (Al-15) 
ra,,. Ar 

-pe 

reagrupando y dejando en términos de k(i.J) 

[
- fJ11 + __ 21:'.~L- - P~ + ~ + _2_Jl~L_ + _!'•r ·-]k(i J) = 

l'.= a,(tl::)' é.r r a,(é.r)2 a,ré.r • 

[ 
. .. 1'•1'._. + __ Jlef __ . _ l?!'_]k(i.J + 1) 
a,(8r)- ra,é.r é.r 

[ 
Jl.r P"]k(· 1 ·) µ., · k(· l ·) P.r '·(· . 1) + . e .), - . , + .J + ·e· )' , - .J + e· )' ft '·J _ ª• ""= - ""= ª• ""= ª• 8r 

+µ, ¡{("<;_+ 1.12:-,~.ci .• J.))' +(.v(i.J+i-· .. {;_,__;2)' +(!·-~n)'J) 
+("(i.J + ~l::-u(i • .i) + .•'.Q +]_,j)- ~~(!_,/))' 

Ár ""= 
-pe 

(Al-16) 

esta es la forma discretizada para cada punto interior dentro de un sistema 
de forma cilíndrica. 

Ecuación de transferencia de disipación de energfa cinética turbulenta. 

Ln ecuación para la disipación de la energía cinética turbulenta e expresack1 
en coordenadas cilindricas. en donde se consideran contribuciones 
irnportantes solo en la dirección radial y axial. la ecuación para la disipación 
de la energía cinética turbulenta esta expresada de la siguiente forma: 
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éJ r _ ) 1 éJ r __ ) éJ (P•I ocJ 1 a ( P .. ,- i'JcJ \;.Jtu: + v.n·1•c = + r 
C= r 2r iJ= a., V= r ar a., Gr 

C,c {"[(()")' (éJ")' ('')'] (¿>" m•J'} + k /.1, - D= + éJr + r + Gr + tJ= - pe 

diferench1ndo la ecuación (/\ 1-1 7) y considerando 
densidad constantes salen de la c.Jifcrcnciación 

+ c,¿11, { 2[(':")' +(éJl•)' +('')']~(D" + ~·)'}- C,pc 
k r= c"'Yr r Gr c.1= k 

(Al-17) 

h1 viscosidad y tu 

(Al-18) 

sustituyendo la aproxin1.ación por clif0rencias finitas en la ecuación (Al -18) 

11 (i 

~·1· (i l.J) 

c,p,c(i.j) 
2 

k 

1.J) (;._¡) .. (i.j 1) (i.j) .. 
(i.J) 

= r ,. 
2 (i.J) (i 1.J) ., (i.j 1) 2 _(i.J) (i.J 1) 
( :)' ( r)' 

Jl.,f s(i.j 1) c(i.j) 
ra r 

11(i l.j) u(i.j) v(i,j 1) •:(;_,J) ' v(i.J) 

= r ,. 
11(i.j 1) u(i.J) ··(i 1.j) •{i.j) ' ,. = 

C,pc c(i J·) 
k • 
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(Al-20> 

Todas las ecuaciones discrctizudc:1s fueron trabajadas bajo el supuesto de 
que las propiedades fisic:.ls corno lo son la viscosidad. la densidad y la 
viscosidad efectiva tienen un valor que es calculado en cada punto de la 
n1alla de acuerdo a su ten1peratura. 

Las ecuaciones (Al-3), (Al-7), (Al-11), (Al-16) y (Al-20) fueron Ja base 
final para hacer un progra1na para resolver el problen1a del separador 
Jiquido-liquido de arrabio y escoria. 
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e 
e 

LISTADO DEL PROGRAMA DEL SEPARADOR. 

PROGRAM LIQ_LIQ 
JivtPLICIT NONE 

C DECLARANDO VARIABLES USADAS t::N L'\S ITEIV-\CIONl~S DEL SEPARADOR 
REAL.DIMENSJON( t: 17. I: I 7)::U,\'.T,PENSIDAD.VISCTUHU. 

+ \'ISCEFEC.UNE\\', VNEW .TNE\V .UCOEF .TCOEF.KCOEF.1'.l'\:NEW .ECOEF .E.ENE\\' 
REAL. DJMENSION( 1: l 7): :l\ADIO,CAJDA 
J;.:EAL: :NODOS.·\XIAJ.ES.DEl.TAZ.H.·\IJIO:\Cl IM,l.:Al>IO 1 .1 )El.TAH.NOLJOFINAL J ,COMP 

J.:EAf.::NOOOSHADIA!.IO:S.h'.APIOTOT,l.O~CilTlll1.J.J~llTE.NOl.l0Sl\'.A.NOllOSAX.ITER 
INTEGEH.::f.J 
l.:E.-\L.l-'Alú\J\1ETEl.:::Gh'.A \'EJJ1\l1,,,!J ,..., ¡ ,:.;JCiMA!..;:= 1 :~.SIGl\lAE"" 1.0,C 1 = l .'M. 

-t (:~= 1.u¿,\'ISCLAM=ü.U(l(i';"",BET.1\=--L) uoo:¿7,Crv1l l=U U!J,El'SILON=U.OULJOUOl 
Ph'.JN'r•.'••••••••••••••••••••••• ••••••••••• .. ••••••••••••••••••••••' 
PRJNT•.'• 
1-'HINT•,'• 
PJ\'.INT•.'• l~HOGJ.:Ar..1A J>AfV\ CALClILAJ\'. l~h'.01-'IEDAlJES !TER/\TIVi\MENTE 
PJ'-'.JNT•.'• SIMUL:\NLJO UN SEPARADO!\'. LIQUJDO-LJQUJLJO. MEDIANTE- •' 
PH.JNT•.'• EL l\.lODELO DE DOS ECUACIONES 1,-E, DE LAUNDER Y --- •' 
PRINT•.'• SPALDING. 
PRJNT•.'• 
PRINI'•.'• 

r•r\'.1N·r·:·••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••' 
PF:INT•.'INTkODUCE NUMEI\'.O lJE NODOS EN EL EJE Z' 

PRJNT•.'NUMERO IJE NODOS M.•\Xlfl.10S 10' 
READ •,NOIJOSAX 

PHJNT•,'INTI\'.OIJUCE EL NUMEJ..'.O DE Nonos EN EL EJE H' 
PRINT•.'NUMEl\'.O DE NODOS MAXIMOS 10' 
HE.i\D •,NODOS IV\ 

PRJNT•.'IV\DIO DEL CILINOl\'.O A Sl~1l'.LAH' 
Pl\'.INT•.'EL f\'.1\DIO ESTA DADO EN J\tETl\'.OS{m)' 
HEAD •.RALJIOTOT 

p¡;¡-:JNT•.'ALTUh'..·'\ DEL CILINDHO' 
p¡;n:-.:T•.'ALTUh'.A DEL CILJNDHO Ef\: ~IETHOS(m)' 
h'.EAU •.lfJNGJTUIJ 

PRJ:'\:T•.'H.AJJIO DEL CILINDRO DEL CllOHJ~O' 
PJ-!INT•.'l\'.ADIO EN METROS(m)' 
HE.AD •.RADIO 1 

INICIALIZANIJO \'AHIAI3LES USADAS EN EL PH.OGRAMA CILINDRO 
CALCULANDO LOS INCREMENTOS EN DIRECCION Z Y R 
l=0.0 
J=O.O 
COMP=O.O 
NODO.SRAOIALES=NODOSRA+ 1 
NODOSA.XJ..\.LES=NODOSAX+ J 
LIMITE=NODOSAXIALES 
DEl~TAZ=LONGITUD/NODOSAX 
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DEL T AR=RADIOTOT/NODOSRA 
ITER=O.O 

INICIALIZANDO VEI.OCIDADES Y TEMPERATURAS 
DO 5 1=1.NOIJOSAXIALES 
DO 5 J= 1 .NODOSIV\DIALES 
U(J,J)=0.0 
VO.J>=0.0 
T(J.Jl=I500 
OENSllJADU.J)=U O 
VISCTUH.JHl.Jl=0.0 
VJSCEFEC(l.J)=ü.0 
UNE\\'tl.J)=0.0 
VNEWCI.J>=o.o 
TNl~\\'O,J>= 1500 
UCOEFCI.J)=0.0 
TCOEF(l.J)=O.O 
KCOEF(J.J)= 1.0 
KO.J>= 1.0 
EO.J>= 1.0 
ECOEFO.Jl= J .O 
ENEWO.J)= 1.0 
J{NE\V(J.J)= 1.0 

fi CONTINUE 

C INICIALIZANDO EL RADIO 
lJO 1 O J= l .NODOSl,AOJALES 

RADIOCJ)=0.0 
10 CONTINUE 

C INICIALIZANDO J_.\ CAIDA 
DO 1 1 I= 1 .NODOS.AXIALES 

CAJDA(D=O.O 
1 1 COf\.'TINUE 

C ABHJENIJO UN AHCHIVO DONDE GUARDAR LOS VALORES DE LAS ITERACIONES 
OPEN<UNIT= l .FILE='DATOS.DAT'.STATUS='NEW') 

e 
e 
e 

CONDICIONES A L•\ FH.ONTERA 
CONDICIONES A L:\ Fl-i!ONTEHA EN EL RADIO=O Y O<=Z<=L 
CONDICIONES !JE FHONTEHA EN EL EJE DE SIMETRIA DEL CILJNDl~O 
DO 1 2 I= l .NODOS.AXIALES 
CAIDA(l)=0.5+ üELTAZ•<.LIMITE-1) 
U0.1 )=<(- J )•(SQl..:Tl~.O•!J.H 1 •CAIDA(I))) 
VU.ll=O.O 
TO.ll=2U7J.1S 
~(J.1)=0.0 TESIS CON. 
ECl,Jl=O.O 
WRITECJ.•l'CAJDA(I) UCl,IJ V{J,J) T(l,J) I<Cl.Jl E{J,JJ' 
WRITEO.•l CAIDA(I), UCl.J), V(l,J), TCI,J), J.;cJ,J), E(l,Jl 
WRITECJ ,• )' 

12 CONTINUE 
WRJTECJ.•l'VELOCIDAD DE LOS NODOS EN EL EJE DE SIMeTRIA' 

FPJ.LA ez ORIGEN 
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\VRITE( l.•) CU(). 1),I=1.NODOSA.'<IALES) 
\\'RITJ:;(l,•} 

e CALCULANDO VELOCIDADES EN LA FRONTJ!:RA EN O<=R<=r...: 1 y EN Z=L 
C SIENDO R 1 =RADIO DEL CJ IORRO DE ACERO 
C CONDICIONES A LA FRONTERA EN LA SUPERFICIE DEI~ CILINDRO DEL CHORRO 

J=O.O 
RAIJIOACUM=-0.0 
DO WI llLE O'!t\PIOACUl'vt .LE. 0.1) 
J=J+ 1.0 
UCNOI JOSAXlt\l.ES,J)=(SQIXTC~.0•9.81 •0.5))•(-1) 
T(NODOSAXIALE.S.J)=207:.i. I fi 
IF CJ .EQ. 1) TllEN 
l'AIJJOACIJM.:-.U.O·+- l...:AfJIOACUfl.1 
ELSE 
i)EJ.TAl...:=J.'.AIJIOTO"I"/;-.,;c)J.>O::i.·\X 
RAIJIO.:\.CU~1= 1 lELT.r\J...:~ H .. \I >IOr\CUfl.1 
ENIJ IF 
NODOFINAl. l ""-' 
\VJ...:ITEC l .•)'VELOCIIJ .. \IJ EN L:\ PAJ..'.TE SUPERIOJ{' 
\Vf{ITEC 1 .•) ll(NOUOSAXIALES.J) 
\\'RITE( 1 ,• )'R:\IJIOAC UM' 
\Vl'!ITEC 1.•HV\1.JIOACUl\1 
\V1':1TE( 1 .• )'NODOFINAL' 
\Vl'!ITE{ t ,•)NODOFJNAL 1 
\VRITE<. J ,•)'NODOS EN EL EJE Z' 
\\'l<ITE<. 1 .•)NOIJOSAX 
\Vf'!ITl~C 1 .•)'NODOS EN EL EJIO: f{' 
\VHITE( 1.•)NODOSRA 
\\!HITE( t ,•) 
ENO DO 

e 
e 

PAi...::\ EL l..!AIJIU~ LAS TEMPEHATURAS Y VELOCIDADES SON 
CONDICIONES LJE Fl..:<JNTE.Rt\ EN LA SUPERFICIE 

e 
e 

IJU J;i J=(NOl)UFINAl.1 - 1 ),NOIJOSl<.--\DIALES 
U(NODOSAXIALl~S.Jl=0.0 

T(NODOSAXIAl.ES.J)= 1 H7~i. l fi 
\\'RITE( J.• )'UCNODOSAXIALES.J)' 
\\'RITE( l.• )lJ(NODOSi\XIALES . .f) 
\\'l..!ITE( l .•)'T(NO!JOSAXIALES,J)' 
\\'J,ITE<. l .•)T(NODOSAXIALES.J) 

1 :~ CONTI:-..:UE 
C:\LCUL-\.NDO LAS \'ELUCIOADES EN DIRECCION R EN LA SUPERFICIE 
CONl>ICIONES A LA FHONTER:\ FALTANTES EN LA SUPERFICIE 
DO J.I J= J .NODOSRAOIALES 
V(NUDOSAXIAl.ES • .1)=0.0 
E<KODOSAXJALIO:S,Jl=O.O 
J'(NODOSAXIAJ_ES.J)=0.0 
1-;:AlJIOU)=DEL TAH•U-1 l 
\\'RITE( l.• )'RAIJIOCJ)' 
\\.'f.;:fTE( l.•) RADIOCJ) 
WHITE{ 1 .• )'V(NODOSAXIALES,J)' 
\\'RITE< J.• )V(NODOSA.Xl.·\.LES,J) 
\\'RITE{ 1 .• )'E(NOlJOSAXJALES.J)' 
WRITE< 1 .•lE(NODOSAXIALES.Jl 
\VRITEC 1 .•)'KCNODOSA.XIALES,J)' 
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WRITEC J ,•)K<NODOSAXIALES,J) 
WRITE{l,•) 

1·1 CONTJNUE 
\VRITE(l.•}. CAl~CULO DEL IXADIO EN FUNCION DE LAS COOl~DENADAS' 

C CALCUl_.\NDO CONDICIONES A LA FRONTERA EN LA PARED DEL CILINDRO 
C SIENDO H~R:::! Y O<=Z<=L 

DO lfi 1=:¿.NOlJOSAXli\LES 
UO.NOlJOSRl\DIALES>=O.O 
\'(l.NOI )(l;-';l~AI )i/\LES)=O.O 
E<l.NOLlOSR.r\DIALES)=0.0 
1\:0,NODOSH.AIJIALES)=O.O 
TU.NODOSH:\I >JALES)= 1873.15 

1 fi CONT!Nl "E 
C C.r\LCL'L\NI l< J VELOCllJADES Y TEMPERATURAS (CONDICIONA LA FROf'.'TERr\) EN EL 
PISO DEL CJLl'.\.:IJHo 
e SIEf'JJ() Z=o y E.L RADIO O<=R<=R2 

DO lti J=::!,NOl)C>SRADJALES 
U(J,J)=O.O 
\'(J,Jl=O.U 
E(I.Jl=0.0 
l\:(J,J)"'-0.ü 
T{l,J)= l H7:i. 1:; 

lli CONTINUE 
C CALCUL..r\NDO LOS VALORES DE E Y I\: EN LA FRONTERA. EJE DE SIMETRIA DEL 
CJLINDHO 
e CONDICIONES A LA FRONTERA EN H:=O o<=Z<=L 

DO 17 J=::!,NODOSH.ADIALES 
ECNODOSA.XIALES.J>=O.O 
K(NODOSAXIAI-ES,J)=0.0 

17 CONTINUE 

• • •••• •••••••••••••• INICIANDO LAS ITERACIONES DEL SEPARADOR 

C CALCUL.r'\NIJO LAS DENSIDADES. VISCOSIDAD TURBULENTA Y EFECTIVA DEL ACERO 
EN CADA NODO 

::!O DO 2ti 1=2.NODOSAX 
DO ::!G J=2.NODOSRA 

DENSIDAD(l,J)=7010.0-0.0833• (T(l.J)- 1808.0) 
VISCTURB=(CMU•DENSllJADCl.J)•KO.J)•l,(l.J))/E(J,J) 
VISCl~FEC(f.J)=VISCL/ .... M+ VJSCTURBCl.J) 

4W CON1"1NUE 

WRITECt .•> 'DETERMINACION DE LA PROPIEDADES DEL- ACERO' 
WRITE( I ,•) (((DENSIDAD(l,J). VISCTURB{l,J), VJSCEFEC(l,J)),J-J, 

+ NODOSR . .'\DIJ\LES),I= l .NODOSAXJALES) 
\VJ{ITE{ I .•)' DENSIDAD(l.J). VJSCTUH.B(l.J), VISCEFEC(l,J)' 
WRITE( l ,•) 'TERMINACION DE LAS Pl<OPIEDADES DEL ACERO' 
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C CALCULANDO LAS TEMPEl..:ATUHAS. VELOCIDADES. ENEl~GJ/\. Cl!\!ETJCA TURBULENTA 
Y Sll OISIPACJON 
C CALCULO DE LOS COEFICIENTES IJEJ. NODO T(l,J) Y EL. VALOH DE T(l,J) COMO 
TNEWCl.J) 

27 COMP=-0.0 
PRINT•.'CALCULO DE l.:\ TEMPEJ..:ATlll.\'.A' 

DO 28 l=-~.NODO.S~\X 
DO 28 J=:2.NOfJOSl'!A 
TCOIO:F(l.J)=(- u n;:NSlfJ:\L)(J.J l• l i(l.Jll/I JEl .TJ\Z+ e~· \'J:;CEFEC(l ,J)) 

-t- /CDELTAZ••:2)-CDENSIJ).-'\I )(!,J)•\'ll.JJ)/IJEl.TAJ..: t- \'ISCEFECCl.J)/(l.\'.AUIOCJ) 
+ •IJELTAf.\'.)-t- (IJENSID:\I HI ,.l J•\'U,J ll/h'.AI 1f( HJ H <:!.• \'JSCEFECCl.J>) 
+ /!DELTAJ..:••2)) 

TNEWU .J l=C \'ISCEFEC U,J l/ll JELTAZ• • ~n- (IJEN~~ll J¡\f)(J .J >• UU.J)) 
+ /IJELTAZ>rrcoEF{l,JhTU t 1.J)t (\'J:-;cEFECll,J)/{!)EJ.TAJ..:+•;2) 
+ + VJSCEFECO.Jl/U..:,.'\J l/OUl•l )J·:LT.·\h:l ·(! lE;'\.':-;11"1:\I HJ . .l)•\'CJ.J})/LlELTAH) 
... rrcoEFll.Jl•T(l.J+ 1 h \'J • ...:;l~EFECU,J)/((J J!~l.T:\Z••:D•TCOEF(J.J)) 
+ •T0-1 . .l)t- \'ISCEFECU,J)!tU iE1:r.-\J..:••~)•TCOl..:FCl.J))•'rtJ .. l- J) 

CüMP=COMI'+ :\BStTll,Jl-TNE\\"U.J)) 
TCl,J)=TNE\VCl,.I) 

28 CONTJNUE 
Pf~INT•.'IMPJ..:ESióN JJE !_•\ TE~11'El..:.·\Tlll..:A' 
PRINT •,((T(J,J),J= l ,NCJDOSh'.:\I ll:\LESJ.I= 1,NODOS:\.XJALES) 
PRJNT •.'TU,J)' 
pJ;.:JNT •. COMI' 
WRITE( 1 ,•) 'TEMl'EJ..:ATUI~:\' 
\\'HITE< 1.•) ((T{l,.1),.1= 1 ,NUIJUS!V\IJl:'\I.ES).I= l .NODOSA."XIALES) 
WHITE(l.•) 'TEf.:t-,tJNACION DI~ L\ TE!\1PERATURA' 

IF CCOMP .GE. O.OU J) GOTO 'L.7 

C CALCULANDO LOS COEFICIENTES Dl~ LA VELOCIDAD EN U DE LOS NODOS UU.J) Y SU 
VELOCIDAD COJ\10 
C UNE\V(l.J> 

30 COMP=ü.O 
PHINT•.'CALCULO DE LAS VELOCIDADES EN DIRECCJON Z' 
DO 31 l=G.NODOSAX 
DO 31 J=:::!,NODOSJ..:.·\ 

UCOEFU.J )= ( -(1 JENSll l:\IJU.J )• 1J(1.J )}/LJEl.TAZ-(IJENSIUl\IJ(J,J) 
+ •\1(1,J))/IJELTAH+ CDENSJVAlJCl.J)•\'Cl.J))/HAUIOCJ)+ (4•VISCEFECCJ.J)) 
+ /(DELTAZ••2)+ C'L•\'ISCEFEC(J.J))/llJELT:\f-!••2)+ VISCEFECCl,.l)/CK·\IJIOCJ) 
+•DELTAH)) 

UNE\\'(l,J)=(-(DENSIDADO,J)•U(l,J))/J)gLTi\Z+ ('L•VISCEFEC(J.J)) 
+ /CDELTAZ••2))/UCOEFCl.J>•UCI+ l ,J)+ ((IJEN.Sll.JAIJ(l,J)•VCl.J))/OELT:\J..: 
+ + \'ISCEFEC(J.J)/CDELTAI..:••2)+ \'ISCEFECCl.J>/O..:ADIO<Jl•DELTAh'.)1 
+ /UCOEFtI.J)•Ull,J+ l )+ ((2•\'ISCEFECU.J))/CI lELT1\..Z••'.:::!))/UCOEFO.Jl 
+ •UU-1.J)+ \'ISCEFECCl,J)/((IJELTAH .. '.:::!l 
+ •UCOEFCJ,J))•U(l,J-1 }+ COENSJDAD(J.J)•BliTA•GkA VEDAD 
T •(T(l,J)-1873.15))/UCOEF(J,J)+ VISCEFECCl.J)/CDELT:\Z•DELTAJ..: 
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+ •UCOEFU.J))•(V(I+ I .J+ 1 }-V(I.+- J .J)-V(l,J+ 1 )+ V(l,J))+ VJSCEFEC(l.J) 
+ /(J~ADIU(.Jl•DELTAZ•UCOEF(l,J))•(\'\I+ 1.J)-V(l,J)) 

COMP=COMP+ .t'\BS(UU,Jl-UNEWCl,J)) 
UCJ.J)=UNE\V(l,J) 

31 CONTINUE 
Ph:INT •.'\'ELOCID.·\D EN LA DmECCJO:-..;' u· 

PRINT •, l(U(l,J).J= l .NODOSfV\DJ:\LESl.1= 1 .NOOOSAXlAJ-ES) 
PRINT •. COMP 

IF (COMP .liE. O.ClOl l CiUTO ;m 
\\'h'.ITE< l .•l'\'ELOCJIJAD EN nlHECCION A'\:IAL' 

WHITE< J ,•) ((1 J(l.J).J"' l .NOI ll)SR·\l ll.-\1.ESl.l=l .NOIJOSAXIALl~S) 
Wl-i:ITE( l.•) 'TJ·:1..:~1IN1\CJ0r-; 1 >E LA \'ELUClllAf) EN DIHECCION AXIAL' 
l'Hl;-..;T •. ((! ;(1.J).J= l .NOI >OSH.·\Dl.·\LESl.J= l .NOllOS.-'\XIALES) 
J>l.;:J¡..;T •. C0:-..11' 

e CALCl TLANl>l) L:\ VELOCIDAD EN\' EN¡_.\ IJIRECCION I{ MEDIANTE LA ECUACION DE 
CONTINUID.-\IJ 

33 co:-..tP=O.O 
J'i'JNT•.'C.·\LCIJl.O PE LAS \'EJ.OCID.-\llES EN !,....\ Dll.:RCCION f.:' 
DO :H 1=~.NO!X.)S.-\:\ 

DO ~q J='.:~.NOI )USf,,I\ 

VNE\\'Cl . .l)={h'..·\DIOUl•\'(l.J-1 )}/(DELTAH.+ RADIO(J})+ ((UCI- l .J)-U(l,J)) 
+ •IV\DJOCJ)•DELT:\l-i:l/{{DELTAZ• DEJ.TAR)+ (RADIO(J)•DEL TAZ)) 

cor-.11~=cor-.1p+ ABS{\'(J.J)-\'NE\\'(l.Jl) 
VU • .ll=\'NE\\'U . .ll 

PRINT•. tt\'(J,Jl,J= l .NOIJOSRADIALES),!::: l ,NOtJOSA-'XIALl~S) 
PH.Jl'\.:T •. COMP 
\\'h'.JTE( l .•l "\'ELCJCJIJ.-\1.J EN ülRECCION RADIAi-' 

\\'I.\'.ITEt 1 ,• l {(\'U,J).J= l ,NOlJOSRADIALES).J= J ,NODOSA.XIALES) 
Wl-i:ITE ( J ,•) 'TEHMINACION OE LA VEl-OCIDAD EN DIRECION RADIAL' 
PRINT •. C0~1P 

IF tCOMP .CiE. 0.CXJI) GOTO 33 

C CALCL'LANDO LOS COEFICIE!\.'TES DE LA ENERGIA CJNETICA TURBULENTA Y SUS 
VALORES El\.: LOS NODOS 
e cor-.10 KNE\V(l . .I) 

7J COMP=O.O 
PRINT•,'C.-'\l..ClJl.O DE LA ENERGJ.i\ CINETICA TURBULENTA' 
DO 100 f=:¿,NOIJCJSAX 

DO 100 J=:¿,NoDOSr-i:A 
J{COEFCl.J)=( - C DENSIDAD(l,J )• UCl.J)}/[)EL TAZ+ (2• VISCEFEC(J.J)) 

+ /(SIGMAl.:•CIJELTAZ••2))-(DENSIDADCl,J)•V(J.J))/IJELTAH 
+ + (DENSJDADCJ.J)•V(l.J))/RADJQ(J)+ rn•VISCEFECCl,J})/tSIGMAJ.;: 
+ •CDELT.·\.R••2})+ VISCEFECCI,J)/CSIGMAl.;'.•RADIO(J)•DELTAJ~)) 
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KNE\V(l,.J)=(\'JSCTlTJüHl..ll/l..:c.:-11':F(l.J))•({U(l.J+ 1 l-~·U(l,J)-t U(J,.1- t )) 
+ /(DELTAH••2))+ (VISCTUl<\.B(l,J)/<l-!AI lJO(J)•l<(COi!:FCl,J)))•((U(J ,J) 
+ -U(J,J-1 ))/DEf-TAI\)-(DENSID:\DCl.J)•E(J,J))/l':ccJEF(l,J) 
+ ...- ({UO+ 1.J)-~•U(J,J)-t- U(l- J .J))/((!JgLT.·\Z ... ;¿)•f'\:COEFO,Jl)) 
+ .... (\/JSCEFECU.J)/(SJ(;:>..1AJ'\:•C IJELT:\h'.••~))+ \'ISCEFECU.J) 
+ /CRAIJIOU )•SIG~l.'\K• PELTA!..:)- ( r )E'.\:Sll 1:\f)(J ,.I l• V<.I ,J ))/f)ELTAHl/ 
+ KCOEF(l.J)•KU.J+ 1 )+ ( \'JSCEFEC<J.J)/(~Jc;!\.tAl..:•clJELT."\Z••2)) 

+ -<DENSID.'\lJCl.J>•llli,J))/L>l':LT:\ZJ/i..:Cc)EFU.Jl•l..::(I+ 1.J)+ VISCEFEC(l.J) 
+ /(SJGMAl'\:•(IJELT1\Z••:¿)•J\:COEFll.Jll•KCI- l ,J)+ \.'ISCEFECCJ,J)/CSJGMAK 
+ •CDELTAf.;:••2)•1'\:COEF<l.Jll•KU,J- 1 l 

CO~TP=C0:0.11 '+ .·\BSlKtl.J l-K.'.:E\\"(J.J l) 
J'\:CJ.J>=l\:NE\\'U.Jl 

100 CONTJNl'IO: 
Pl~INT •.' E0:El<\.Cil:\ CINETIC.-\ TL"l..:BULENT.r'\' 

PHINT•. Hl\:U,J).J= J .NC)IJOSl..:.·\IJ!t\LE.S).I= 1.NODOSAXIALES) 
PH:INT•. COMI' 
\\'1-!ITE< I .• l .ENlmGI:\ CINET!C:\ TUl-!BULENT;\' 

\Vf..:JTEC1.•) ((1\:(1,J).J= i .NUIJOSH:\PL·\LE.S),l=J.NODOSAXIALE.S) 
\\'HITE( I .•) 'TEh:~11Ni\CION DE 1~:\ ENEHGI/\ CJNE'TIC/\ TURDULENTi\' 

IF (COMP .GE_ U.001) (;( 1TO 71 
PRINT •.· ENl~J..:Gl.·\ CINEl'IC/\ TUl<\.l3lJLENT.t\' 

PHINT•. ((¡..;:(f,Jl,J= ! .NODOS1'.-\IJl:\LESl.I= 1.NODOSA'\IALES) 
PlUN~r •. COMP 

C CALCl'L:\h: LO;-; COEFICIE!\:TE.;:; IJE LA OIStPACION DE LA ENEHGIA CJNETJCA 
TUIU:HJLENT1\ Y SIJS \".-\Lt)i..:ES 
C EN LOS i\:ODO.:-; C0!\.10 El\!E\\'U.J) 

101 COMP=OO 
i'l..:INT•.'C:\LCUL:\NIJO lJISIPACIC>:--: IJE LA ENERGIA CINETICA TURDUI. .. ENTA' 

LJO l ~O l=~.NOIJOS/\X 
DO 120 J=2.NOIJOSJi'.A 
ECOEF( I .J)= (-U 1E:-.;.SI D/\DU.J l • l.iCl .J ))/DEL TAZ-CDENSIDAIJ(l .J )• V(l ,J)) 

+ /DELT:\1-!+ CI >ENSID.-\IJ<l.J )•\'U.Jll/iú\IJIOCJ)+ C:d•VJSCEFECCJ,J))/(SJGM/\E 
-+ •<.DELTl'\Z••~l)+ C:d•\"JSCEFEC(l,J))/CSIGMAE•<.IJEI~TAI<\.••:¿))+ VISCEFECCl.J) 
+ /<fú\UIOUl•SIGM:\E•t)f::LTAl-!l-(C I •VISCTUf,BCl,J))/CJ\:U.J)))•({UO.J+ 1) 
+ -¿•LJU.J)+ t l(J.J- J ))/UH..:LTAl.\••:::!)J-HC l •\'J.SCTUHBCl.J})/(l..:CJ.J))) 
-. •<<.UO+ 1.J)-:::!•UU,Jl+ lJU- l .J)J/ClJELTAZ .. ~)) 
+ - U \"JSCTL~I<\.IHl.J)•C 1 )/CH:\! llUUl• KU.J)))•{(U(l,J) 
+ -UU.J-1 ))/lJELT~\J..:J .. (JJEN::>lllADll.Jl•EU.J)•C~)/K(l,J) 

ENE\V(l.J)=(\'ISCEFJ~C(J,J)/l,:-;¡c;:o..1:\E•(IJELTA7.••2))-(DENSIDAD0.J} 

+ •UCl.J))/DELTAZ)/ECOEFCl.JJ•E<I+ l .J)+ (VfSCEFECCf.J)/CRADJO(J) 
+ • SJG!v1AE• DELTAR )+ VISCEFECO .J )/CSIGMAE• <DEL T AH .. 2))-(DENSI DAO(l,J) 
+ •V(l.J))/DELTAR)/ECOEFO.J)•EO.J+ l )+ VISCEFECll.J)/(SIGMAI~ 
+ •(DELTAZ••2)•ECOEF(l.J>)•E(l- J ,J)+ VISCEFEC(J,J)/CSIGMAE 
+ •CDELTAR••2l•ECOEFCl.J))•EO.J- I) 

COMP=COMP+ ABSCECl.J)-ENE\V(l,J)) 
ECJ,JJ=ENE\l/(J,J) 
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120 '.~ONTINl fE 

PRINT•.'DISIPACION DE LA ENERGIA CINETlCA TURUULENTA' 
PHJNT •, C<.E(l,J).J= l .NODOSRADIALES).!:. J .NODOS1\XJALES) 
Pl\INT •.'FINAL DISIPACION DE LA ENEHGJt\ CINETJCA TURBULENTA' 
PHII'.'T •. co:-..1P 

\Vl.:JTE.( 1 ,•) t<.Etl,.l) . .J= l ,NODOSl,AI >IALESU= 1 ,NO! >OSAXIALES) 
\VRITE< l.•) 
JF (COMP .GE. 0.001 l GOTU 101 

PH.JNT•,'f)JSll '.·\CJU'.'.1 DE U\ J·:/'\:El-\(;J..\ Cl:'\:ETICA TUHBULENTA' 
PRINT •. (00:(1.J>.J= l .NOI >OSh'..·\I )J:\l.E~;U= l ,NODOS:\XIALES) 
J>li:INT •.'Fl!'\1.·\I. Ill:_-.>IJ':\CIO'.'-! PE!..·\ 1·::'\:Ef.:c;¡:\ CINETICA TUJ<!BULENTA' 
PHINT •. co:-..11' 

C FINALIZA LAS Ol'EIV\CIONES DE U. V, T. K, E ...... 

1 ~9 Do 1 ao l=NO()OS:\XIALES. 1.- J 
DO 1 :·HJ J'"'°NOI )()Sh'.AIJIALES.1.- 1 
Pí-\INT •. lJU . .f). VO,J), T<l.J). K<l,.I), E(l,J) 

130 CONTJNUE 
PRINT • .COl\tP 
\V"ITE<I.•> 'ITEh'.ACJON FINAL MOSTRANDO LOS RESULTADOS' 

DO 1 a J J=j\.;U[)O.SAXl1\LES, l ,- l 
DO 1:~1 J"- 1 .Nor>OSl-<ADJALES 
WJ.:ITEC 1.•J t 'U • .l).\'(J.J).Ttl.J).K(J,J).E(J,J> 

131 CONTINUE 
JTER==ITEf~-1- 1 

Pl,INT•,'ITEH' 
Pl..:INT•.ITEh: 
WHITEC l.•)' ITEf'' 
V.'HITE< 1 .• HTEJ..: 

IF !CO~IP .GE. C:PSILON l THEN 
COMP=O.O 
GOTO 20 
END IF 

END 
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SIMBOLOGÍA 

a= ta111aih.J c.IC:; ¡ ... aso en la direccion .'\ 
a= clifusiviclad ténnica 
a 11 .u1,.e111 ,t?tc = coeficientes de la ecuación discretiz::1da 

f3= coeficiente ténnico de expansión volu111étrica 
c .. 1.c:,_.C3 , .•.. CN = 'Ténnino independiente de la ecuación discretizada 
Cv = calor especifico a volun1en constante 
G/J = calor especifico a presión constante 

~!.!~ = derivada sustancial o total respecto a l 
DT 
div = divergencia de un vector 
/:!.. ... = energía interna ténnica 
e= error 
F = fu<!rza 
í=(x) = dc·rivada respecto a .'\· 
f{.y)= función n:·spccto a .x· 
K ... = fa1ctor de conversión de unidades 

gx,g_~··K: = cornponcntes de la aceleración gravitacional 

i = nodo especificado en x 
i = nodo especificado en y· 
k = nodo <._•,specifil:ado en z 
k = conductividad t(·nnica 
k = núrnPro ele iteración 
n1 = rnasa 
rn = núrnero de nodos en 4\.. 

n = núnH_·ru e.Je nodos en .v 
/\' = núrnero en general 
/.J = pn~siún PStútica 
p =densidad 
p.,, = Uensidad rnedia 
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q = r~izún de generación de calor por unidad de volumen 
7· = ternpc~ratura 

1: = tcrnpcratura del fluido 
1: = ternpcratura en la pared 

t = tiernpo 
ªx•ª.···ª: = co111ponentcs del esfuerzo normal 

r. r .• -:• '•:•etc.= cornponentes del tensor esfuerzo tangencial 

µ = viscosidad absoluta 
u= velocidad en la dirección x 
v = velocidad en la dirección .v 



iv = velocidad en la dircr:ción z 
.:\. =coordcnnda 
_v = coordenada 
z = coordenada 
Llx = increrncnto en x 
Ll_v = incrcrncnto en y 
Llz = incre111cnto en z 
V~= operador laplaciano 
\.7 = open.1dor nabla 
1 1 = v"lor absoluto 
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