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Prefacio 

Al estudiar un plasma ele iones fríos y electrones calientes mediante el punto de vista de 
fiuidos, en 1964 Sagdeev muestra que es posible que un pulso de densidad iónica se propague 
sin cambiar de forma. Esto no sería una sorpresa en el límite lineal de las ecuaciones, 
sin embargo Sagdeev obtiene el resultado antes mencionado en el caso en que se incorpora 
Ja contribución de los términos no lineales. El argumento fundamental es que la forma 
permanente del pulso es el producto del balance entre términos no lineales, que tienden 
a concentrar Ja onda, con los términos dispersivos, que tienden a esparcirla. Más tarde, 
en 1966, Washimi y Taniuti consideran ondas de densidad iónica en un plasma bajo las 
mismas condiciones de antes pero utilizan un método distinto. Partiendo nuevamente de 
las ecuaciones ele dinámica ele fluidos y utilizando un desarrollo perturbativo en el que se 
exige el balance de Ja no linealidad con la dispersión, obtienen Ja ecuación Korteweg-de Vries 
(KdV), para el caso en que las ondas de densidad iónica dependen solamente de una variable 
espacial. En el contexto de ondas en tres dimensiones, el tratamiento anterior consiste en 
considerar ondas planas. El que se haya encontrado a la ecuación KdV en este contexto 
fue un gran adelanto, esta ecuación se conocía desde setenta años antes y posee el tipo de 
solución de forma permanente que se había discutido en el caso de plasmas. Esta ecuación es 
una de las más sencillas que posee términos no lineales y otros de carácter dispersivo, donde 
el balance de ambos tipos produce ondas de forma permanente. 

En 1974, con la pregunta abierta de ondas solitarias en más dimensiones , Zakharov y 
Kuznetsov estudian la propagación de fluctuaciones de densidad de iones en un plasma, el 
cual está en presencia de un campo magnético uniforme e intenso. Se pide adicionalmente 
que sea un plasma diluido y no isotérmico, de manera que los electrones tengan una tem­
peratura mucho mayor a la de los iones. Obtienen una ecuación para las fluctuaciones de 
densidad iónica con amplitud pequeña que es una generalización a dos o tres dimensiones de 
la celebrada ecuación de Korteweg-de Vries. A la ecuación que ellos encontraron se le llama 
hoy la Ecuación Zakharov-Kuznetsov, o Ecuación ZK por brevedad. 

El trabajo que se ha realizado en relación a esta ecuación hasta la fecha ha sido extenso, 
aunque aún permanecen muchas cosas por comprenderse. Entre lo que hoy en día se sabe es 
que las ondas con simertría esférica son estables y por Jo tanto la ocurrencia de soliones con 
esta simetría es posible. Una onda plana en dos dimensiones que presente una perturbación 

vii 
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periódica y perpendicular a su dirección de propagación es estable para perturbaciones con 
longitud de onda cortas e inestable para longitudes de onda largas, al .analizar el caso en 
que la perturbación posee una dirección más general, se encuentran resultados semejantes, 
donde ahora la estabilidad de la onda depende del ángulo que formen la perturbación y 
la dirección de propagación. Se ha encontrado a la ecuación ZK o una variante de ella en 
varios contextos, lo que le otorga un carácter de alta importancia. Finalmente, los resultados 
numéricos son de enorme importancia. Se sabe que una onda plana en dos dimensiones que 
es perturbada perpendicularmente a la dirección de propagación se parte en un sistema de 
solitones cilíndricos estables más radiación. Al considerar colisiones de ondas localizadas en 
dos dimensiones se observa que las ondas retienen su identidad, pero después de la colisión 
se desprende radiación o las ondas generan inestabilidades. Estos resultados y otros más son 
mencionados brevemente en la sección 1.6. 

El propósito del presente trabajo es utilizar las leyes· de conserva.ción de la ecuación 
Zakharov-Kuznetsov para encontrar un sistema de ecuaciones ordinarias que aproxime la 
evolución de una onda con perfil inicial Gaussiano, lo cual se hace en dos y tres dimensiones 
espaciales. Se consideran dos situaciones distintas: la primera' ignorando la radiación cedida 
por la onda con forma de campana y en el segundo caso, tomando en cuenta el efecto de 
dicha radiación. Trabajos anteriores han llevado a cabo el mismo procedimiento para el 
caso de otras ecuaciones de onda, tanto en una dimensión como en dos, entre estos trabajos 
mencionamos a [19], [20], (34] y [24]. 

En el primer capítulo se comienza con una introducción al tema de las ecuaciones de 
onda no lineales, donde se presentan conceptos como son la dispersión, disipación, la no 
linealidad, relaciones de dispersión de las ecuaciones, así como ejemplos de los conceptos antes 
mencionados. Se presenta la derivación· de la ecuación de Zakharov-Kuznetsov a partir de 
las ecuaciones de dinámica de fluidos aplicadas a plasmas, así como la relación de dispersión 
que gobierna el fenómeno. Se hace un breve tratamiento acerca del fenómeno de disipación 
de Landau ('Landau Damping') y se muestra el efecto que tiene sobre las ondas no lineales 
bajo estudio. Posteriormente, se mencionan algunos resultados relacionados con la ecuación 
en estudio, que fueron encontrados posteriormente por diversas personas. 

En el segundo capítulo comienza con una presentación de los resultados numéricos obte­
nidos, con el propósito de lograr una familiarización con el fenómeno. Esto además motiva 
el tipo de aproximación que se utilizará posteriormente. Inmediatamente sigue una sección 
referente a la distribución espacial de la radiación cedida por la onda al avanzar; se mostrará 
que la radiación tiende a acumularse a una cierta región espacial y esto será ventajoso para 
futuros propósitos. Luego se procede a considerar la aproximación de la evolución de la 
onda inicialmente Gaussiana mediante las leyes de conservación inherentes a la ecuación. 
Comenzando con el caso de dos dimensiones; se encuentran dos leyes de conservación de 
la ecuación, una correspondiente a la conservación de masa y otra correspondiente a la 
conservación del momento. Para aproximar la evolución de la onda, se introducen tres 
funciones desconocidas dependientes del tiempo: la amplitud de la onda, una relacionada 
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con su ancho y la posición del máximo de Ja onda, el cual avanza sobre una línea recta. Se dice 
entonces que Ja evolución de Ja solución está modulada por estas tres funciones del tiempo. De 
manera más específica, se usan las leyes de conservación de masa y momento de la ecuación 
tratada, así como una expresión adicional que resulta de considerar el momento del moment.o 
de la onda respecto de x para encontrar un total de tres ecuaciones diferenciales ordinarias, 
lo que permite aproximar la evolución de las tres funciones desconocidas. Lo anterior se hace 
primeramente ignorando el efecto de la radiación sobre la onda, de manera que se obtiene un 
primer sistema de ecuaciones. A continuación, se hacen consideraciones sobre la radiación y 
se incorpora ésta en el sistema de ecuaciones ordinarias, lo que nos proporciona un segundo 
sistema que en principio representa una mejor aproximación. Se hace una comparación 

· de las soluciones obtenidas de los distintos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 
obtenidos con una solución numérica directa de la ecuación ZK proporcionada por el doctor 
N. F. Smyth. 

Después de esto, en el mismo capítulo, se considera una generalización a la ecuación 
Zakharov-Kuznetsov, en la cual el término no lineal se modifica. Esto es motivado por el 
hecho de que se han encontrado situaciones en distintas áreas donde la aparición de un 
término no lineal distinto es posible, ver por ejemplo (33]. Se realiza el tratamiento hecho 
antes para esta nueva ecuación, ignorando a la radiación y después incorporándola, de modo 
que se llega nuevamente a un par de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de 
hecho se reducen a los obtenidos primero bajo condiciones adecuadas. Esto permite encontrar 
las condiciones que debe cumplir el término no lineal para tener como resultado ondas de 
forma permanente y también las condiciones que son necesarias para que la onda decaiga 
completamente a cero ·u ocurra una singularidad al diverger la amplitud de la onda, debido 
a una concentración de la masa. 

El tercer capítulo consiste de Ja extensión del anterior al caso de tres dimensiones es­
paciales. El tratamiento seguido antes se realiza de nuevo para este nuevo número de di­
mensiones, siguiendo exactamente la misma metodología y orden. Se obtienen sistemas de 
ecuaciones que aproximan la evolución de una onda con condición inicial Gaussiana, en el 
caso con radiación y sin ella. Nuevamente al considerar una generalización del término no 
lineal se obtienen las condiciones necesarias para que resulten ondas con forma permantente, 
ondas que decaen y aquéllas cuya amplitud crece más allá de cualquier cota. 
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Capítulo 1 

Origen y deducción de la 
Zakharov-K uznetsov 

1.1 Introducción 

. , 
ecuac1on 

Actualmente es ampliamente reconocida la riqueza que los fenómenos no lineales brindan a 
todas las ramas de la física y las matemáticas aplicadas. Sin embargo, esto no siempre ha 
sido así; la falta de métodos generales para resolver este tipo de problemas así como otras 
complicaciones adicionales inhibían su estudio o al menos limitaban el avance obtenido. No 
era poco común linealizar las ecuaciones mediante aproximaciones, como en el caso de la 
ecuación del péndulo, o el despreciar completamente a los términos incómodos, buscando 
las condiciones para poder hacer cualquiera de ellas. A pesar de ello, poco a poco a los. 
fenómenos no lineales se les fue considerando más a fondo y se descubrió que dan lugar a 
comportamientos de gran interés y frecuentemente inesperados. Igualmente, se les encontró 
involucrados en una creciente variedad de problemas, lo que suscitó un estudio aún mayor. 
Fue así como se aceptó la riqueza que proporcionaban a las situaciones donde aparecían, así 
como su carácter universal. En el presente, el estudio de los fenómenos no lineales se lleva a 
cabo de manera vigorosa y extendida a lo largo muchas áreas. 

En conexión al estudio de estos fenómenos, es también fundamental mencionar la gran 
aportación que las computadoras han brindado. Debido a la falta de técnicas de solución 
generales, la modelación numérica de las ecuaciones no lineales ha permitido observar y 
entender un poco los comportamientos resultantes, así como señalar nuevas vías de análisis. 
Muchas veces esto ocurre de manera anterior a un estudio de otro tipo que no emplee la 
herramienta numérica. 

Uno de los comportamientos no lineales más interesantes ha sido sujeto a un amplio 
estudio, esto es, la aparición de un tipo especial de "solución fundamental en algunas ecua­
ciones diferenciales parciales .no lineales. Estas soluciones especiales adoptan la forma de 
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una perturbación, en ocasiones localizada, que retiene su forma e identidad incluso después 
de interactuar con otras perturbaciones de su misma clase o no, por lo que tienen un com­
portamiento análogo al de partículas. La característica de retener su identidad a pesar de 
interactuar es algo conocido de las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales lineales; en 
el caso de ecuaciones no lineales, las no linealidades podrían llevar a las soluciones a generar 
discontinuidades o destruir la identidad de cada onda individual, algo que no siempre ocurre. 
Estas estructuras coherentes con identidad duradera han sido llamados solitones. 

1.1.1 Dispersión, difusión y no linealidad 

En el estudio ele ecuaciones ele onda no lineales es ele fundamental importancia el entender el 
efecto que tienen sobre la solución tres tipos de términos: los no lineales, los dispersivos y los 
difusivos. El primer tipo ele término se reconoce de inmediato y la consecuencia más obvia 
ele su presencia es el invalidar el principio ele superposición. El efecto ele estos términos sobre 
la solución no es trivial y se verá más adelante, mediante un ejemplo, uno de los posibles 
comportamientos que producen. 

El segundo tipo ele término, el clispersivo, no se reconoce de manera inmediata y ele hecho 
el que un término sea dispersivo o no depende ele la presencia o ausencia de otros términos. 
El efecto ele estos términos sobre la solución es, como su nombre lo indica, el de dispersar o 
esparcir a una onda localizada sobre una región mayor del espacio. 

Los términos difusivos tienen una naturaleza similar a los dispersivos, 'en el sentido de que 
esta condición depende de la ocurrencia de otros términos. Ti e.nen el· efecto de esparcir a la 
solución sobre regiones mayores del espacio, de manera distinta que en el caso de dispersión: 
mientras que los términos clispersivos tienden a separar a las componentes que conforman 
una onda, los difusivos producen una caída en la amplitud. Este tipo de términos gobiernan 
la conducción del calor en un cuerpo, de manera que el esparcimiento mencionado es análogo 
al caso en que se tiene un cuerpo con una porción a mayor temperatura que las circundantes 
y ésta se enfría calentando sus alrededores. 

Estos tres efectos pueden combinarse para producir comportamientos muy interesantes. 
Pueden tenerse ecuaciones que presenten cualquier combinación de los tres tipos de términos 
y esto tiene gran influencia sobre el tipo ele solución que resulta. 

Tratamos ahora cada uno de los términos antes mencionados por separado, comenzando 
con los dispersivos. 

Dispersión 

Presentamos el concepto ele dispersión ·en el caso de ecuaciones de onda lineales con coe­
ficientes constantes. Como se mencionó antes, estos términos producen un esparcimiento 
de las soluciones de las ecuaciones· que· posean dichos términos, de manera que una onda 



1.1. INTRODUCoIÓN' 3 

localiza:da).evohl~Íona hasta llegar a un punto en que se tiene una ·.región· mayor. donde la 
ondanOÜeiiea'.iiipHtlld despreciable. Veamos cómo ocurre esto. ·':.·'·;e . './: .. ,'. '~·' ,, 

'. En ~l casó~ de ecuaciones de onda lineales con coeficientes constantes, en• una dimensión 
· ~spaci~l/~ie'iiipre es posible obtener una solución del tipo ;; '•,;;:;~;f,•;\.;;:C;;.~ r:-1 .. : .i 

...... "· ~··. <p(x, t) = Aei(kx-wt+ó>, '" '.:.;~»:'~!·'?,ff~i;·:rff¡!1~?¿'.~:(·i?{.'i) •.. 
-·'·. 

dóride A, 6 y k son constantes reales y w en general depende: de /e; ;poé~II'rri~Üiento; con­
sideraremos el caso en el que w es real, aunque erí general esfo nc?es'iíec~sá~iariíente Cierto. 
La linealidad de la ecuación nos permite tomar a Re <p ó lm'c,{cÓiÍio lá·; sohición física del 
problema. 

Al proponer una solución del tipo (1.1) en una ecuaciónliiieal; siempre será posible dividir 
entre A y eió, por lo que en este tipo de problemas la amplitud A y·la fase 6 son arbitrarias. 
La expresión resultante de proponer a (1.1) como solución, una vez eliminadas la amplitud 
y la fase, tendrá la forma G(w, k) = O y se llama relación de dispersión. Esta expresión es 
quien nos indica cómo debe ser w(k) para que (1.1) sea efectivamente una solución. De ella 
se extrae una función w = w(k) por cada raíz de G(w, k) = O y la solución se compone de 
una superposición de términos del estilo (1.1) con las distintas posibilidades para w(k). 

Como ejemplo, tenemos la ecuación de una barra vibrante 

'Ptt + / 2'Pxxxx = O . 
. ' ~ ' : ,: . 

En este caso la relación. de dispersió.n .es . 
';:: ,, :i: 

'c(~/kf5.'.12~~~;iu~.==·O,. 
que nos da dos posibilidades·~ =::1:7~2 ;'''E~f~'ü{~~f?ll·es 

<p(x, t) ==A~~icj~--rl.2t~61) ~ A,bei(kx+-rk2t+J2>, 

y cómo lo anterior será solución para cualquier k, podríamos superponer sobre todas las k's 
integrando en esa· variable sobre todo IR, aunque ¿¿ese caso se debe tener Ai = A;(k). 

Del ejemplo anterior vemos que cada op~ración f,, en la ecuación produce un factor 
-iw y análogamente cada derivación :x produce''un ·.factor ik, de manera que la reclación 
de dispersión más general en el caso de ecuacion.es· lineales con coeficientes constantes es 
un polinomio de potencias de w y de k. Si escribimos a la ecuación lineal de coeficientes 
constantes como . · . ' 

C.(8t, 8l, ... 'af; 8x, 8;, . .. , a~)<p(x, t) = o, 
··,,, . . . . . 

donde C. es un operador li~eal, la relación de; dispersión será simplemente 

G(w, k) = .C(-iw, ( .::.:iw)\::.; (:-iw)P; ik, (ik)2 , ••• , (ik)q) =o. 
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,·- ~ -;"-·-; < _ --,,- ~'--···-- -. r_'? _- co-.. ---, . ,. 

Por lo que la relación de dispersión determina a>I~~c~aciÓn;de mariera,IÍnica y .. ~iceversa, lo 
que las hace equivalentes. << .' fdrL~:::· ~ ~·''"¿;:ij,.r;.,}i•iJ, :;Ú;·?~,. ,; ''· • ·~··.·. 

Como se mencionó antes, una solución de unaectiación diforenciál ~del tipo Aei(kx-w(k)t+ó) 
lo será para cualquier valor de k, podo que podemos superponer: sobre todas las k's para 
tener una solución más general 

cp(x, t) = ¡_: A(k)eiC~x-2(k)t)d~,, (1.2) 
. . 

donde la fase queda absorbida en A(k) y ésta debe deéaer a cer~ en los extremos para que la 
integral converja. Una solución del tipo (1.2) se interpreta como una superposición de ondás 
armónicas con todas las longiutudes de onda posibles (viajando tantó a la derecha como a la 
izquierda) y de frecuencias correspondientes w = w(k). De (1.1) vemos que una solución de 
frecuencia pura ei(kx-w(k)t) es una onda que avanza a una velocidad w(k)/k, la cual es llamada 
la velocidad de fase. Se concluye entonces que a menos que w(k)/k sea constante, las ondas 
de cada frecuencia pura avanzarán a una velocidad distinta, dependiendo de los valores de k y 
w(k). Por ello, cuando w" =/:= O se dice que la onda es dispersiva. El término se origina al notar 
que si tenemos una onda localizada expresada como (1.2), sus componentes de frecuencias 
puras avanzarán a distintas velocidades y la onda perderá su carácter localizado. 

En el caso de la ecuación de onda clásica, <ptt - c2cp.,., = O, se obtiene la relación de 
dispersión w2 - c2 k2 =O; por lo que las ondas son no dispersivas (w" =O). Las componentes 
de frecuencia pura viajan con velocidades w/k =±e, por lo que la solución ·se trasladará sin 
deformarse. La situación es distinta para la ecuación de la barra, donde habrá dispersión y 
la velocidad de fase es w/k = ±-yk, por lo que las ondas con longitudes de onda cortas viajan 
con mayor celeridad. 

Desarrollamos ahora un ejemplo donde podamos apreciar la dispersión de manera gráfica. 
Considérese la ecuación 

SuperponfondC>·. podemós e~crioit'·1ais61tí~ióÍl ·general 

. . . . . .... u(x, s:;·¡·z: uo(k)ei(kx-kªt)dk, 

. . . ',' 

donde pedimos u0 (k) -t O si k .~ ±oo para que la integral converja. Además el factor 
constante se añade por conveniencia. Si escogemos una condición inicial Gaussiana 

u(x, O) = uo(x) =e-ax•, 
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. . 

usamos el Teoreina'de Inversión de Fourier para obtener u0 (k) 

. . }: ; f ,. ·-'- :i _ ·'f00 -ax2; ~~~x '__:_ j. ~k2/(4~) , 

,. u0 (k).-: \l2ii J_·t,·e : .e ., ~.:'..~ ~e, . . 

u,.~¿~'¡QMtó~io,, Modb::~,;0~~$J~~f,~ís1r:li~tt¡i1Jt;' ,. . 
Usando Mathematica se muestran gráficas de u(x; t) :dada por.la última expresión, para 
distintos tiempos (ver Fig. 1.1). En ellas, se 'aprécia cláiám~nte cómo el pulso inicial se 
dispersa y ésta es una verificación gráfiéá del efecto tr~t8:éio. < · 

1.2 

0.8 
u 0.6 

0.4 
0.2 

. 01~.~~~~t-~~~-i 

u 

-0.2 . 
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Fig: 1.1: Solución de Ut - Uxxx =O con condición inicial u(x, O) = é"0 x
2 

co_n ~ = 1/4 y para 
t=o, 1,2,4, By 15. · · ·· · .-.· ···.:,, · · 

Difusión 

Una'~~z entendida la dispersión, es más sencillo ente~der lé:t d,ifusió~·:: Lo~ térmi~os' én'ru~i~os 
son aquéllos que aporten una contribución imaginaria con sigll.o'll.egaÚ~c) a la relaci6n de dis­
persión; de manera que las soluciones fundamentales ei(kx~wt) tomen la forma ei(kx-Réw~>e1~wt. 
Vemos de. inmediato que esto produce una caída en la amplitµd de la solución, eonfo~me 
avanza el tiempo. Usando los conceptos de la sección anteiior/la'sC>lución completa, después 
de su'perponer los modos fundamentales, es '. -~·. ' ,. · · · · . ·. " · ' · 

cp(x, t) = ¡_: A(k)ei(kx-Rew<,k)~)el~w(k)~dk, 
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y vemos que al igual que en el caso de una sóla solución' fundamental¡ tendremos un de-
caimiento en amplitud conforme el tiempo transcurre. -... - _ . 

Mientras que los términos dispersivos esparcen a la solución,médiante una separación 
de los modos fundamentales, los difusivos lo hacen con un décaimfo~to de amplitud en el 
tiempo, tal como se ve en la última expresión. ?i _ .. - :;o. - . 

Presentamos ahora un ejemplo de una ecuación puramente difusiva, dé manera que se 
aprecie el efecto de mejor manera. La ecuación de difusion o ·de calor, es Ja ecuación más 
sencilla que presenta este efecto, ésta es ' ·. . 

',' ... \' 

Resolvemos ahora dicha ecuación con condición inicial u(x, O) · = e-0
"'

2
• La relación de 

dispersión es 

de manera que la solución fundamental to~a la f~rrii~ ei(kx-wt) = 
general ahora es 

ikx -k2 t e e . La solución 

de donde se verifica q~e u(x, O) =:=e-~~2 • De{~ anterior vemos que la solución es simplemente 
una' Gaüs'siana que se esparce éóríf¿rffi~· pasa el tiempo. 

Nuevamente, usando' Mat/i_e'm,;J,iiClse presentan gráficas de la solución, tomando a= 1/4. 
Ver Figs. 1.2 y 1.3 .. - · ' · · - _ - · 

En términos de la interpretá.Ción de transporte de calor mencionada antes, el problema 
re~uelto re'presenta Ja conducción de calor en una barra unidimensional e infinita en ambas di­
recciones, cuando el perfil inicial de temperaturas es Gaussiano. En las figuras antes citadas, 
podemos ver el esparcimiento antes mencionado, que se interpreta como el enfriamiento de 
la parte central de la barra y· el consecuente calentamiento del resto de ella. 
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X 
o 

Fig. L2: Soluéión de Ut - Uxx = O vista como superficie sobre el plano x y t. La condición 
iniciales U(x; Ü) = e-'0 x

2 
con a= 1/4. 

:· '",.··· .. ; . 

No linealidad 

Trataremos el útlimo tipo de términos, los no lineales, de manera breve pero lo suficiente para 
apreciar su contribución a las ondas solitarias. Veremos que bajo ciertas condiciones estos 
términos tienen un efecto contrario sobre las soluciones que los dispersivos: producen una 
concentración en la condición inicial que puede llevar a una discontinuidad, a la generación 
de ésta se le llama choque o rompimiento, mientras que a ondas de este tipo se les llama 
ondas de choque. 
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Considérese la ecuación no lineal de prill1idr ord~ri 'ut-J-uu; = ü/coi1 l1na;coridición inicial 
u(x, O) ,,;,, u0 (x). Usando el método de caraaé~'í~t!c~ ~é' éric;Jéntra a Iasolución en forma 
implícita: 

por lo que en general no será posible.obtérier unaeJCpresión para U como función de X y de 
t, En [8], Dodd et al. consideran tin'a condición inicial formada de rectas por tramos, por 
lo que se tiene una función continua pero con derivadas discontinuas. En ese caso es posible 
~btener una expresión para u(x, t). Afortunadamente, no es necesario obtener a u(x, t) de 
forma explícita para entender el colapso o choque. Si estudiamos la ecuación Ut + cux = O, 
con u(x, O) = u0 (x); tendremos como solución u(x, t) = u0 (x - et). Esto no es más que 
la condición inicial trasladada rígidamente hacia la derecha (si e > O) a una velocidad e, 
por lo que la forma de la onda es siempre la misma. En el caso de la ecuación no lineal 
que estamos considerando, podemos interpretar a la solución u(x, t) = u 0 (x - u(x, t)t) como 
una onda cuyas distintas porciones se desplazan con velocidades diferentes, de hecho la 
velocidad en cada punto y en cada momento es precisamente u(x, t). Por ello, tramos donde 
u(x, t) > O se desplazarán a la derecha y aquéllos donde u(x, t) < O lo harán en sentido 
opuesto. Además, las porciones donde u(x, t) tenga una mayor amplitud y sea positiva 
alcanzarán a las porciones de menor amplitud que estén a la derecha, lo cual puede llevar a 
una discontinuidad. 

Mostramos gráficas de la _solución de Ut - uux = O a distintos tiempos con una condición 
inicial Gaussiana u(x, º' = e-0 x

2 
con a = 4, obtenidas de la solución numérica que propor­

ciona Mathematica, ver Figs. 1.4 y 1.5. Es posible apreciar cómo la onda se colapsa sobre 
sí misma en la parte frontal' de la campana hasta llegar a una pendiente vertical; al tiempo 
en que esto ocurre se le llama el tiempo de choque. En la teoría de características es posible 

. ver que este tiempo es aquél en el que ocurre el primer cruce de ·1as curvas características y 
en este caso es posible mostrar que corresponde a tchoque = ./2e ;:::j 2.3316. Por supuesto que 
no es posible mostrar gráficas de la solución numérica después del tiempo de choque, debido 
a que el método falla; a pesar de ello puede apreciarse claramente que la deformación de la 
onda llevará a una discontinuidad en el momento en que se desarrolle una pendiente vertical 
en tchoque ;:::j 2.3316. 

1.1.2 La ecuación KdV 

La primera observación de la existencia de solitones no es reciente, hoy se atribuye de manera 
generalizada a John Scott Russell en 1834. Russell, ingeniero y hombre de ciencia de origen 
escocés, observó por primera vez una onda solitaria en la superficie del canal de Edimburgo 
a Glasgow, mientras realizaba estudios para el diseño de barcas que serían utilizadas en ese 
canal. Sus palabras textuales y figuras pueden verse en muchos libros como son [8], [9] y [27], 
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Fig. lA: SolucióÍÍ'de 'ut _:_ uu,, :::=o· coiicondición·illié:ial u(x, O)= e-o:x 
t '=O; 0.5;'1,'1.5;'2.0 y 2.3. . 

40 
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X 

con a=' 1/4 y para 

Fig. 1.5: Solución de Ut - uu,, = O con condición inicial u(x, O) = e-o:x• con a ::::: 1/4, vista 
como superfi"cie en el plano (x, t). 

además de sus trabajos originales. De manera breve, Russell observó cómo un abultamiento 
con forma de campana se creaba por arriba de la superficie del agua al detenerse la barca 
de manera repentina. Notó que el abultamiento tenía una fomra bien definida, que viajaba 
sin deformarse y sin modificar su velocidad a lo largo de una gran distancia. Una vez que 
la onda pasaba por cierta parte de la superficie del agua, ésta recuperaba el reposo sin que 
se formaran oscilaciones duraderas. De ello es posible conlcuir que el abultamiento de la 
superficie no transfiere momento al resto de ella, sino que lo conserva íntegro. 

A lo largo de numerosos experimentos, aprendió que un perfil que fuera una depresión de 
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Ja superficie se descomponía en un tren ondulatorio sin forma permanente y con decaimiento, 
al que se llama radiación, mientras que un perfil arbitrario por arriba de. la superficie se 
descomponía en una onda acampanada de forma permanente y otra parte compuesta de 
radiación. De esta manera la onda con forma de campana, a la que llamó Gran Onda de 
Traslación, representa un modo fundamental de propagación. Experimentalmente encontró 
que la velocidad de la onda era vg(h +a), donde ges Ja aceleración de la gravedad, hes la 
profundidad del canal con la superficie en equilibrio y a es la altura de la cúspide de la onda 
acampanada a partir de la superficie en equilibrio; esto es, su amplitud. 

En su época, la comunidad científica recibió los resultados de Russell con escepticismo. 
Stokes y Airy dudaban de la existencia de una onda que viaje sin deformación y que a la 
vez tuviera un perfil completamente por arriba de la superficie. Fue hasta la década de 1870 
en que el trabajo de Russell se tomó de manera más seria y de hecho adquirió una base 
más firme. De manera independiente, Boussinesq en 1872 y Rayleigh en 1876 dedujeron que 
el perfil de la onda solitaria de Russell era del estilo de .sech2 y que la velocidad obtenida 
empíricamente por Russell era deducible teóricamente. Todo esto lo hicieron suponiendo 
que la amplitud de Ja onda es pequeña en comparación con la profundiad del agua y que 
su anchura cumple una relación inversa a la anterior, tal como Russell había notado en sus 
experiinentos. 

Fue hasta 1895 cuando un par de matemáticos holandeses trabajando en colaboración, 
Korteweg y de Vries, dedujeron la. ecu.ación gobernante del fenómeno 1• Ellos obtuvieron la 
ecuación 

(1.3) 

que es equivalente a la hoy conocid~ ecuación Korteweg-de Vries (KdV). En dicha ecuación, 
h es la profundidad del fluido, T es· la tensión superficial, p es la densidad, 77 es la elevación 
de la superficie y a = 1~

3 

- ~;. Para la deducción se hace la suposición de que 7J « h. En 
forma adimensional y cambiando de• sistema· de referencia, se· llega a la versión estándar de 
KdV: . 

Ut + 6uu.,.+ Uxxic = O. 

La ecuación anterior tiene la solución de ~ndaviajera: 

. , i,.,~I~~;;;t{fi~~iI~ ex - et)) · 
por lo que. tiene la' particularidad/ c~~ún entre ondas no lineales, de que la velocidad, la 
amplitud y'efall.cho,están rela.Cionadas; de cierta manera que a mayor velocidad se tiene una 

1 De acuerdo a"AleXander; Pego y Sachs en (1] , Boussinesq fue el primero en obtener una ecuación 
equivalenté'a (L3) eii'sus trabajos·de l871, 1872 y especialmente 1877. 
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onda más elevada y angosta. Esta es la onda acampanada que observó Russell, la cual puede 
verse qÜe sé desplaza sin deformación y a ,velo ciad· co,nstari.te e hacia la derecha. Usando 
Mathematica, se muestran gráficas de Ja solución,, de un solitón de KdV en la Fig. 1.6. 

o. 
U0.6 ·.· 

0.4 
0.2 
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u 

o. 
~- 0~6 ''. .' 

u.OA 
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Después de los trabajos de Kortweg y de Vries, Ja situaCión de las nuevas ondas per­
maneció en relativa calma hasta 1955, fecha en que se descubrió un comportamiento ines-· 
perado que más tarde sería relacionado con la ecuación KdV. Se trata de un estudio de la 
conductividad térmica de los sólidos, llevado a cabo por Fermi, Pasta y Ulam en el laboratorio 
de Los Alamas. El trabajo se realizó para el caso de un sólido unidimensional modelado como 
un conjunto de masas unidas por resortes con una fuerza que se compone de dos términos: 
uno de tipo armónico y uno de menor magnitud de tipo no lineal. En el caso de un sistema de 
masas unidas con resortes puramente armónicos, Ja energía proporcionada al inicio se reparte 
entre Jos modos vibracionales excitados y la energía de cada modo permanece constante en 
el tiempo. Debye había propuesto en 1914 que una no linealidad en Jos resortes provocaría 
un intercambio de energía entre modos hasta que se tuviera una repartición equitativa. Tra­
bajando con Ja computadora Maniac 1, Jos autores hicieron un experimento numérico con 
64 masas y observaron algo inesperado: no ocurría Ja equipartición de energía. Si se daba 
energía sólo al primer modo de vibración, la energía se transfería entre los modos más bajos 
y eventualmente regresaba casi totalmente al primer modo, a partir de donde el proceso se 
repetía con ligeras diferencias, haciendo de éste un fenómeno cuasiperiódico. 

Este comportamiento permaneció sin entenderse y fue ignorado por muchos, hasta que 
diez años después, en 1965 el problema fue abordado por Kruskal y Zabusky. Ellos con-



12 CAPÍTULO 1; ORIGEN Y DEDUCCIÓN DE LA ECUACIÓN ZI< 

sideraron el problema de Fermi,· Pasta y Ulam aproximando las posiciones discretas de los 
osciladores por una función contin.ua. Haciendo después un desarrollo perturbativo de la 
solución, mostraron que a primer orden el desplazamiento de los osciladores a partir de los 
puntos de equilibrio cumple la ecuación KdV. El estudio de Kruskal y Zabusky marcó una 
etapa, ya que combinaron un estudio analítico con uno numérico. En este último, usaron una 
computadora para resolver numéricamente a la ecuación KdV con condiciones de frontera 
periódicas. Obtienen una onda que llega casi al rompimiento pero finalmente éste no ocurre 
debido a la dispersión. Después de ello, la solución desarrolla todo un sistema de ondas 
individuales con la forma de sech 2 , con las más altas moviéndose más n~pido ~J igual que 
en la solución de onda solitaria de KdV. Al alcanzar una onda a otra más lenta, Zabusky 
y Kruskal observaron que ocurre una interacción pero que después emergen las dos ondas 
del inicio y se mueven a la misma velocidad que antes de la interacción. Esta conducta 
que preserva la identidad de cada onda llevó a los autores a acuñar el nombre solitón; el 
cual se origina del término onda solitaria usado por Russell pero que además incorpora el 
comportamiento de tipo partícula al añadir la terminación -on. 

El que las ondas interactúen sin cambiar de forma es justo lo que se espera si la situación 
fuera lineal; sin embargo, este no es el caso y por ello fue totalmente inesperado, por lo que 
lo convierte en un proceso no lineal muy particular e interesante. Existen dos evidencias de 
que la interacción es no lineal: ( i) .al alcanzar la onda rápida a la otra, la amplitud de las 
ondas superpuestas es distinta a la suma de las amplitudes individuales y (ii) después de la 
interacción ocurre un cambio de fase, por .lo que las ondas ocupan una posición diferente de 
la que tendrían en ausencia de interacción. 

La solución de dos solito'nes de KdV es· 

( ) 
_ 

12
4cosh (x - Bt) + cosh (4x - 64t) + 3 

.ux,t - 2 (3 cosh (x - 28t) + cosh (3x - 36t)) 

y la deducción de la misma puede verse en [9] ó [23]. Nuevamente usando Mathematica, 
mostramos gráficas de esta solución mostrando el par de solitones y su interacción, ver Figs. 
l. 7 y 1.8. En dichas figuras, se muestran también gráficas de la superposición lineal de dos 
solitones con las mismas amplitudes que los de la solución exacta de dos solitones. Mediante 
una comparación entre ellas, es posible observar el cambio de fase (la onda grande se adelanta 
y la pequeña se atrasa) .y también vemos que en t = O la superposición lineal es distinta a la 
de la solución exacta. · 

De lo anterior se obtiene una con.dición ncesaria para la ocurrencia de un solitón, la 
cual se usa en ocasiones cQmo definición abreviada de los mismos. Un solitón debe ser 
una solución a una ecuación no lineal que cumpla: (i) tenga forma permanente, ya sea 
localizada (es decir que decaiga a cero en infinito) o que tienda a valores constantes en los 
extremos y ( ii) interactúe con otros solitones pero retenga su identidad2 • Definiciones más 

' " '' 

2 Se habla de.onda solitaria cuando se tiene un solitón aislado, i.e. un solitón se convierte en onda solitaria 
al alejarse infinitamente de. cualquier otra perturbación. 
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Fig .. 1.8: Solución de dos solitones déii<dV1éí~~ptiés de la interacción, para t =O, 0.2 y 0.5. 
Las gráficas de arriba presentan la solución: autéritica, mientras que las de abajo muestran 
la interacción suponiendo que fuera lineal:{" .··· • ·' '· 
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rigurosas de un solitón y una onda solitaria invlucran el problema de Dispersión Inversa o 
Inverse Scattering en inglés, y puede verse en (27], (9], (8] ó (23]. Es importante notar que 
la definición de los solitones es independiente de su perfil, por lo que el perfil de sech2 de 
KdV no es el único posible. Con el tiempo se han descubierto otras ecuaciones que poseen 
soluciones solitónicas, las cuales poseen otros perfiles como son el de sech para la ecuación 
modificada de Korteweg y de Vries (mKdV) y arctan (eªx) para la ecuación de Sine-Gordon. 
Existen ecuaciones que poseen soluciones de ondas solitarias, pero que no generan solitones: 
al obligar a dos de ellos a interactuar, cada onda involucrada no necesariamente retiene 
su identidad o se generan ondas adicionales. Como ejemplo de ello, en (8] se menciona el 
caso de dos ecuaciones en donde ocurre justo lo anterior: presentan ondas solitarias pero 
no solitones. Al colisionar numéricamente dos ondas solitarias de estas ecuaciones, emergen 
dejando una estela de radiación. En esa misma referencia se presentan gráficas donde se 
aprecia el comportamiento mencionado. 

1.1.3 Plasmas y solitones 

Al incrementar la temperatura de un gas de manera indefinida, se llega a un punto en 
el que la energía térmica de las partículas que lo constituyen es comparable a la energía 
electrostática de amarre entre ellas. En lugar de un gas caliente compuesto de moléculas 
eléctricamente neutras, tendremos una mezcla formada de partículas con cargas opuestas: 
electrones y núcleos ionizados. A esta mezcla se le conoce como plasma. 

Debido a que posee propiedades muy distintas a los exhibidos por otros estados de la 
materia, se le considera un estado fundamentalmente nuevo. Una de es.tas propiedades es su 
alta conductividad eléctrica, la cual provoca que los campo eléctricos aplicados externamente 
sean cancelados en su interior por el desplazamiento de cargas generado. El desplazamiento 
de cargas en un plasma puede resultar interesante en varios contextos; en particular en el 
caso del estudio de ondas, es posible tener fluctuaciones en la densidad de los iones y de 
los electrones del plasma y bajo ciertas condiciones estas variaciones tienen una propagación 
ondultaria. 

En la tierra, los plasmas aparecen de manera natural sólo en las descargas eléctricas 
atmosféricas y en las auroras. Sin embargo, más allá de la atmósfera se encuentra la mag­
netósfera; ésta es un plasma formado por la interacción del campo magnético terrestre con 
el viento solar. Pam trabajar plasmas en el laboratorio, se toma una cantidad pequeña de 
gas, se calienta e ioniza mediante una corriente eléctrica que lo atraviese o dirigiendo ondas 
de radio hacia él. Por estos procedimientos se da energía a los electrones libres del gas, los 
cuales a· su vez liberan más electrones mediante colisiones con átomos. De esta manera se 
llega hasta el grado de ionización deseado. En ocasiones, los electrones terminan teniendo 
una mayor temperatura que los iones, debido a que ellos son los que transportan la corriente 
eléctrica o por una mayor absorción de ondas de radio. 

En el estudio de plasmas se han desarrollado técnicas que se originaron de otras áreas 
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de la física. En un primer punto de vista, cada partícula se considera individualmente y su 
movimiento está determinado por la fuerza de Lorentz. De aquí se obtiene cierta intuición 
sobre el comportamiento del plasma y se encuentra que las partículas se mueven en com­
plicadas trayectorias dependiendo de los campos E y B, que en esta perspectiva se piensan 
como dados. Por ello, este punto de vista no explica el origen de dichos campos y de hecho es 
importante notar que éstos surgen de manera auto-consistente; i.e. los campos determinan 
las trayectorias de las partículas, pero las posiciones y velocidades de ellas determinan a su 
vez a los campos. Una segunda limitación de este tipo de estudio se vuelve evidente al recor­
dar que las incógnitas de este estudio son las trayectorias de todas las partículas, cantidades 
que no pueden determinarse en la práctica para un plasma con una cantidad grande de ellas. 

Si por otro lado se piensa en el plasma como un gas de partículas cargadas, se vuelve 
natural el extender la teoría cinética de gases para describirlos y se modifica hasta obtenerse 
una teoría cinética de plasmas, aprovechando el tratamiento de la física estadística para 
sistemas de muchas partículas. Esta es distinta a la teoría análoga de los gases ya que 
incorpora la interacción electromagnética y frecuentemente las colisiones son relegadas a 
un segundo plano. Este punto de vista es de gran valor y sirve de fundamento para otras 
perspectivas de estudio. 

Un tercer punto de partida se obtiene al analizar el plasma desde la dinámica de fluidos. 
Este acercamiento es motivado por el hecho de que macroscópicamente el plasma simplemente 
parece un fluido con alta conductividad eléctrica, similar a un metal fundido. Este fluido 
tendrá una fuerte interacción con campos electromagnéticos y se describe en términos de las 
llamadas ecuaciones de la magnetohidrodinámica, que son simplemente las ecuaciones de la 
dinámica de fluidos3 después de incorporar fuerzas electromagnéticas y las ecuaciones que 
describen el comportamiento de los campos electromagnéticos mismos, i.e. las ecuaciones 
de Maxwell de la electrodinámica. Desde esta perspectiva los plasmas heredan la riqueza 
de los fenómenos no lineales, debido a que las ecuaciones de la dinámica de fluidos son 
inherentemente no lineales. 

Solitones en Plasmas 

Como se ha mencionado antes, en el presente son muy diversos los contextos en los que 
aparecen ondas solitarias, y el de los plasmas se ha convertido en uno más. Desde cierta 
perspectiva esto se debe a que los plasmas heredan la no linealidad característica de la 
dinámica de fluidos. Cabe aquí mencionar que Lamb en [23] expone varios ejemplos en 
los cuales la no linealidad hidrodinámica, u~~' conduce a varias ecuaciones que permiten 
soluciones del tipo de ondas solitarias. En el caso de plasmas, los solitones representan 
ondas de densidad de iones, de manera que se tiene una región de diferente densidad iónica 

3 Es importante notar que las ecuaciones de Ja dinámica de fluidos aplicadas a plasmas pueden obtenerse 
desde el punto de vista de la teoría cinética de plasmas, algo que demuestra la trascendencia de este último 
punto de vista, ver [7] ó [6]. 
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que se propaga como onda solitaria; 
La relación entre plasrrias y 'solitones no es reciente. En 1964, Sagdeev muestra (se 

publica en inglés en 1966'en [30]) que al aplicar las ecuaciones de la dinámica de fluidos.a 
un plasma de iones fríos y electrones calientes es posible obterier un pulso que se propague 
un poco más rápido que la velocidad acústica de los iones (más adelante se mostrará qué 
velocidad es ésta) sin cambiar de forma. El autor considera el desarrollo de ondas de choque 
en el plasma empleando la analogía con la dinámica de gases. Explica cómo los términos no 
lineales producen un aumento en la pendiente de la condición inicial ('steepening', en inglés) 
hasta llegar a una discontinuidad o una función multivaluada. Sin embargo, se muestra 
también que para cierta amplitud pequeña de la onda este rompimiento no se alcanza ya 
que los términos dispersivos se tornan importantes antes de llegar a una pendiente vertical. 
El argumento principal utilizado en el trabajo es que el desarrollo de ondas no lineales que 
se propaguen sin deformación sólo es posible si ocurre un balance entre no linealidad y 
dispersión. 

Para amplitudes mayores, Sagdeev menciona que la dispersión podría no ser suficiente 
para balancear la no linealidad ·y esto resultaría en la formación .de una auténtica onda de 
choque, de la cual resulte una discontinuidad o una función multivaluada. 

Poco después, Washimi y Taniuti en [36] consideran ondas de densidad iónica en un 
plasma, bajo las mismas condiciones anteriores de iones fríos y electrones calientes. Usando 
nuevamente las ecuaciones de dinámica de fluidos4 y aplicando un proceso perturbativo 
que considere el equilibrio entre no linealidad y dispersión, obtienen la ecuación KdV. Este 
resultado muestra entonces que la onda viajera sin deformación que Sagdeev encontró es la 
onda solitaria de esta célebre ecuación. 

En 1967, Montgomery publica sus estudios de ondas de choque en un plasma del mismo 
tipo que los considerados;'antes ·en [25]. Se parte del modelo de dinámica de .fluidos para 
plasmas y se comenta la similitud entre este caso y el de una onda de choque acústica no 
lineal en un gas. Se llega a la conlcusión de que la no linealidad tendrá el efecto de que 
las pendientes de la solución se hagan más bruscas y se llegue a una discontinuidad. No se 
considera el caso en que la dispersión balancee a la no linealidad, impidiendo la ocurrencia 
del fenómeno antes descrito. 

1. 2 Obtención de las ecuaciones de movimiento 

En la presente secc1on se estudia el comportamiento de ondas de densidad iónica en un 
plasma, esto es, variaciones ondulatorias en la densidad de los iones del plasma5 • 

4 Se desprecia la disipación de Landau o 'Landau damping', como se le llama en inglés. Hablaremos de 
esto más adelante. 

5 Por analogía con el caso de variaciones de densidad en el aire, a estas fluctuaciones se les llama 'ondas 
acústicas en el plasma'. En inglés son las llamadas 'ion acoustic waves'. 
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Consideramos un plasma diluido de dos componentes,,i.e.,,ionescon carga ey.elec;:trones 
con carga -'-e, inme~;so en un campo magnético uniforme B ~ ·J3x de gran in~erisidad6 • Se 
trata el caso en que los iones realizan oscilaciones de baja frécuénC!ia; cerca'de la llamada 
frecuencia iónica del plasma 

w; = ( 4rr;:e2) 1/2 
donde n 0 es la densidad numérica de iones en el estado no perturbado y m; su masa. 

Debido al carácter diluido y a las altas temperaturas a las que se encuentra el plasma, es 
posible modelarlo como si se tratara de dos gases ideales mezclados: uno de ellos formado 
de electrones y el segundo de iones. Utilizando a n como densidad numérica de partículas, 
a p como la presión y T como la temperatura, son válidas el par de ecuaciones de estado 

Pi= n;knT;, 

donde los subíndices hacen referencia a cada tipo de gas y k 8 es la constante de Boltzmann. 
Por tratarse además de gases ideales se sabe que obedecen una'distribuéión de· velocidades 
de Maxwell-Boltzmann. ··· · · · ·<'i''··~><. 

Para simplificar aún más el problema, sesupondráque'esposible '.despreciar:iós''efectos 
de la presión en el gas de iones, debido á'que· lasfu~i:zas ~léét~orrÍagnétiCas,son•dóirii#ntes. 
Esto se escribe de manera precisa como7 :; ',. >;.·."·' ¡;., .•. c:.;•:.·;.','.~::·;'f;;.\:~A'>'.r·l (i:•f; 

' :, : .. ·:'.:~;. . -· 'i",:;.) ·~:·{·'.·)~:~~J..;~--~ ·:· ./'.;:i.~; :t· .:-~;Í, o_; ;:f --~-- -:_;:: .. ,.t. ~,::"_: ~ ~ I ', - '-' 

(3 =-
B

,2.f;B.rr =:i·. 87rnB;k2·8T; JJ.·1;,·.·.~.·.·.·,· .. ................... • ,
0.<r;.: ;';.;,~j_-.:,~_~.;,::_, ~<:h,~1ü~:). 

:-:-.:.,L_'-·,·:.,,nJi-
,· . - . -. _, ... ·.-

lo cual se garantiza introduciendo un campo magnético intenso y suponiendó que 
ratura de los iones no es demasido grande. . · ·· 

Debido a la baja frecuencia de las oscilaciones de la densidad iónica;· no se generarán 
corrientes significativas que alteren al campo magnético, de manera que ~~·~O, por lo que 
de las ecuaciones del electromagnetismo sabemos que E = -V </J. 

Modelando ent9nces al movimiento de los iones del plasma como a un fluido, la conser­
vación de los mismos se expresa como 

8n at + V · nv = O, (1.4) 

donde se ha omitido el subíndice i de la densidad de iones n, por simplicidad. La velocidad 
de los iones se expresa por v. y r~cOrdaII1os que ésta y la densidad de iones son funciones de 
x, y, z y el tiempo t. · ' ·· 

6 Utilizaremos a :X:, y y z como ·16s \i~étdreJ:~~it~i()s:"en:C!i~ecéió~ ;·,~y y z respectivamente. Además X 

denota vector de posición. . < .. ';; ,,:?;'\':: :' ¿'~;~> ~, ... ;: , ,, .. > ... : ' 
7 Rccuérdese que un campo niagriéticci' ejci:ce•üna presión de ínagriitud B 2 /87r, en unidades CGS. 
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El efecto· de las'· fuerzas que·• actúan· sobre los'ion¿s i~:, i~tr~~~¿~;~h;Ia ecu~ción 

~:·+'~''.;~2 1J·:·~m~n';i;2 ~:~;~~~·~:~~~·¡~:-~~~;~f.~'l'i~cv.x B,· (1.5) 

dondese despn~~i~la})resió~delos·ion~s; ¡;·6rTB·~~~li~~fo:'~rite~~''.·:· .. ·· 
. El camp'oniagnético ésconstante y_por.:lo~!tii.'ntctric:l'•haynada máS que decir sobre él. Sin 

emabrgo, sabemos que el potencial eléctriCo''oB~'Ciecé'Ia:'ecuadón de Poisson . ·, . - -. "·::·_~:.( <t~- - '·· :·i ,·" - .·. ' 

' 'y~$-~{:-:~fifü·~·-~~),;; 
la cual parece complicar el problerila.ya que iri:Jolucra al~ densidad numérica de electrones ' 
n •. Se verá ahora que si se supone que·T~ »r; se llega a Ünaforma.para n0 .que permite 
formular 'el problema en términos de cantidades relacionadas con los iones y el potencial 
eléctrico exclusivamente. 

De la distribución de velocidades de un gas ideal, sabemos que los electrones tendrán 
velocidades del orden de (2k8 T 0 /m0 )

112 y los iones del orden de (2kn'I';./m;) 112 • Recordando 
que la proporción entre masas de iones y electrones es muy grande y suponiendo que T0 >> T; 
entonces los electrones se moverán mucho más rápido que los iones. Siendo esto así, durante 
el transcurso de las oscilaciones (de baja frecuencia) de la densidad 'iónica, los electrones 
se limitarán a seguir a los iones y mantener una aproximada neutralidad de carga. , Esto 
además garantiza que el tiempo que tardan los electrones en volver al equilibrio entre. sí 
después de una fluctuación en la densidad local de iones es mín,imo y es posible modelar al 
gas de electrones cpino si estuviera en equilibrio. El gas de electrones sigue entonces una 
distribución de Boltzmann 

por lo que los electrones tienden. a_acurriularse en los lugares donde la densidad iónica es 
. alta y seguir de esta manera.el mo:vimierito ~e los iones., El que la densidad electrónica se 
comporte de esta maner:a ha sido corifirmado.cen iós/experimentos de Taylor, Baker e Ikezi 
en [13] .y [35], para el caso s.in campo rliagné~ico.;i.;,> 1 ;; . 

Usando esto, el potencial eléctrico obedece · · 

Por lo que el. conjunto de ecuaciori'es dé movi~iento es . ·,:: 
8n . . 
-+'V·nv=O 
8t ' 

8v e e 
-. +v · 'Vv = --'V~+-v x B, 
8t m; m;c 

'\72 ~ = -41Te(n - n0e•<f>/ksT•). 

(1.6) 

(1.7a) 

(1.7b) 

ci.7c) 
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1. 3 Relación de dispersión de las ondas iónicas 
acústicas en un campo magnético uniforme 
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Se obtiene ahora la relación de dispersión para las variaciones de densidad iónica dadas por 
(1. 7). Pensemos en un plasma que se encuentra en equilibrio, su densidad será n = no en 
toda su extensión, su velocidad v = O y el potencial será una constante que podemos escoger 
como <P = 08 • Si pensamos en la introducción de un campo magnético uniforme B = Bx y 
en el desarrollo de una perturbación de muy pequeña amplitud, es válido linealizar a (1. 7) 
con los valores promedio, se obtiene de ello 

8n ·· 
. ·.. •Bt ~no y, v =O, (L8a) 

8v··· ·· .. , .. e.>>:.• '•:.,·. e : .· 
8t :== -rh;:\fl:fcm; v x B, (1.Sb) 

\7
2

</J ,=,3trr-;'.~~.r~tb ·~.no k:~J , . (L8c) 

donde se utilizó eerJ>/kuT. ~. l+ e~íA:1'reii}I~ttbd~6imos ahora perturbaciones periódicas del 
tipo n = n0 + ñei(k·x-wt), v ~ yeiC8:x~·".'.~l/y('~' ~;~?iéi(k·x-wt). Pedimos que las. perturbaciones 
sean pequeñas ñ/no « 1, IVl/\/kBTe/'rnt'<.<)"y~?i/(kBTe/e) « 1 de manera que de (1.8) se 
obtiene · ·<¡:,, ·''J.:.·:, .• ,,.~}'>'· ,:J:;· ti/(t, ·~ .. :, 

Lo anterior lo podemos escribir como. 

w = nok··v 
... ñ ' 

. e ·.:. . ·: .·. 
WV = -, </Jk+ in;v X X, 

m,:\:·· .. : - · 4rréii. 
<P = k2 + .>. -2 ' 

(1.9a) 

(1.9b) 

(1.9c) 

(1.lOa) 

(1.lOb) 

(1.lOc) 
· ... :'. - .:·:r-'"'.~j"_-, _"_:· >~~¡.>p, 

__ 8_N_o-si_g_n-ifi_c_a_e_s-to-. _q_u_e_l_o_s-io_n_e_s_y_.-e-le-c-tro~~s: i~dt~i~~~le~ -~~i~1Fen ~e~oso, muy por el contrario. Esto 
simplemente significa que en promedfo"iio 11áy'.'despl!liaínient~'neto de ninguno de ellos. La situación es 
análoga con el caso de un contenedor de ágúa en repó'so:~el qu'e se ~bserve que el agua está quieta no significa 
que cada molécula lo esté" . ·, < ... · .... ·•.;,.,.~:~ ' .-. "~;-,·:· ·· 
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:!n~~:~~: ';;::;e~~;d?n~?,•/iJ,~;~)~Jf~r1•~~ii;¡~0.~f t~\~f~)'.j,;~~;C','.~~:, 
Se eliminak · v'entre (L10a):~f'(L·10b);'obteriiendósei;":~ '' '' 

.: ·" .-~·~· ·<J>:;·¡v.'"·'·' · '-:··i:-:;.::~'}._,-··\:.:.~.:'~'-.'.,'•'·''··: ·: ·· -' 

. ·:;· ,, T',Í}~J~~i¡~¡~t~;~~:~~~{FJ ... ···.·. 

(,\Jj es la 

Eliminando a su vez i/;usandci\(i:1Óc)/se:,obtieiie;páraw2 

··· ... ;. ·· .. ·~2;·~'.;";;~~;%2'".tti~~~Jif':;tr~1~.1c~~ . 
, ),2 k2+1 • : ·n··;( Y. : y) 

·;.D. . < . \ ';'.;., :\, . 
(1.11) 

' -~ ·· .. , .-"~.L •. ¡·:r·f·; · ·: ·>-':.' 

donde e~ = k~;~· es la llamáda V'efo·~~~~~fü~ l~:'.JH~~·iiJ.h,icas 11cústic11s, nombre que se enten­
derá un poco más adelante. El únicó.pa.So':restante·:pariiobténer"la relación de dispersión, es 
eliminar a vy y vz de (1,11)'..'E~tp)Ü'.pÓ~e1i1qs·:_1fa:'~~(«~Fesc~ibimos las componentes y y z de 

(1.lOb), ""' 'º" .· .. <~;~:U~}¡~'''lll;i~;~:. 
Por lo que tenemos un sistema lineal pata.la.S.caritidades deseadás: De este sistema se obtiene 

, -~~~-- ,.,:,,:.,::·· ,~,··. 

< " ·.·~~~>·~--·. --~--
•':,_,,, - - - - ~---~:...'..,;-!,~ 

~~~~~~~¡~¡: .•.•. ;:-; 
" - ., '~''º' ,. ':· ' :,-;' 

Usando (1.12) en la ecuación (1.U)ysi~pli~c:~~ció'.uh)'pb¿o:sé,obtienec· · 

. ·. . ·· w~Í~~fif~~~~t;~G~,~;;~1: .• · 
Mediante las manipulaciones sigui~iites;'¡J'i)aiemo~º'simpliflc'.ár~iui, poco más la expresión an-

to,;o, • Ábk:+}J'~~;!ii~~¡~~~[ríii(,"{~~,]•·• 
. W . ... . .. ,W .. • . . W, . . H; 

para Vy y Vz 

(1.12a) 

(1.12b) 
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c2 k2 . c2 (k2 +k2) 
= ~+ • y z 

w2 ·, : .w2 - n~ 
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De esta manera se obtiene la relación ·d~ cilspé·~~ión para ondas iónicas acústicas en un plasma 
diluido, no isotérmico (T.» '.Zi)en presencia dE'. un' campo magnético uniforine B.:= Ex 

(1.13) 

El caso en que w ~ O; aparentemente traería dificultades, debido a la aparición de' la 
cantidad w2 - n¡ en un denominador. Sin embargo, debemos mencionar que en este ca.So el 
efecto de la Disipación de Landau hace que la anterior relación de dispersión sea incompleta 
ya que en realidad aparecen términos imaginarios adicionales. Esto tiene el efecto de que 
la frecuencia w sea compleja (lo cual involucra un amortiguamiento de las ondas) y por)o 
tanto el tener a w2 - n¡ en un denominador no acarrea problemas, ya que D.; és puramente 
real y no es posible entonces que el denominador se aproxime a cero. . , ·. ' , 

Es sencillo obtener una versión adimensional de la relación de dispersión. que será de 

( ) 

1/2 
utilidad más adelante. Hacemos los cambios k-+ ..\.ij1k y w-+ w;w, donde w; = 4"::,~e• 
es la frecuencia iónica del plasma y satisface qlie e, = >.vw;. De estos cambios se obtiene 

k2 k2 +k2 
k 2 1 X y Z + = w2 + w2 _ n2 ', (1.14) 

llamando n al cociente Q;jw;. 
Notamos que la relación de dispersión para fluctuaciones de densidad de los iones del 

plasma en un campo magnético (1.13), y su correspon~iente adimensional (1.14) son asimé­
tricas entre las direcciones de propagación de la oii<la: En'partiCü1ar, las direcciones y y z 
son simétricas entre sí, pero la x no Jo es. Esto se debe a que el campo magnético uniforme 
a lo largo de la coordenada x hace de ella, una dirección ~~isotrópica y rompe la simetría 
del problema, algo que tendrá un efecto funcl¡.;_~éll.tal ~~ i~ ecuación de onda no lineal que 
se deriva del problema, ZK. . .. ·· ·. '" ",'' '':, . _:' ' · · 

Consideramos ahora un par de ca.Sos .límite a partfr de la relación de dispersión encon­
trada, el de campo magnético nulo y urío de gran intensidad. Para eventualmente obtener 
la ecuación ZK estaremos trabajando en el segundo de estos regímenes. 

1.3.1 Relación de dispersión en ausencia de campo magnético 

Es posible obtener una relación de dispersión para el caso de ondas iónicas acústicas en 
ausencia de campo magnético seguimos un procedimiento análogo al anterior partiendo desde 
(1. 7) con B = a.· Siri enibargo, se llega a la misma expresión si tomamos D.; = :!, = O en 
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(1.13), obteniéndose 

(1.15) 

De iha~era qlie la anisotropía desaparece, justo como se esperaba yll: ciue,e(ciiri'µa'rita:gnéüco 
es enteramente responsable de su aparición. . .. ·.. < • , : > · ::·>, ·· 

Para valores típicos de temperatura del gas de electrones. y dénsfda:él''.de ;iones ;usados 
por Taylor, Baker e Ikezi en [35], [13] y [14], Te ~ 15,000J(º y rio{~'i'tj9¿m;¡3 ,tenemos 
que ,\D ~ 2.7-4 m y Cs ~ 1760m/s. Esto sugiere que hagamos una.arir.o~iijía(!ióripara w(k) 
cuando >.vk «: 1 y entonces entenderemos el porqué del íionibr<ide c_i:''Tenemos''.'.' ' 

¡ ';/··.,1_¿,~:;:."'·<~;\.'• }'~,.- . -'-: 1 ' '. -.. . - '. •· ' 

w = kcs ~ kc. (1'- -
2
1 >.i>k2 ) ·~\kc~, · :. ' ' · 

../X2vk2 + 1 .· ·. . · 

por lo que en el límite de longitudes de onda grandes con una longitud de Debye pequeña, 
las ondas iónicas ac1Jsticas en ausencia de campo magnético son no dispersivas y viajan con 
una velocidad ele fase (que precisamente por ser no dispersivas es igual a la velocidad de 
grupo) c •. Es posible llevar Ja analogía entre ondas acústicas en el aire y en un 'plasma un 
poco más lejos. En el caso de ondas en el aire, se muestra que en el límite linearlas ondas 

son no dispersivas y viajan con una velocidad (~(Po) )-
112

, donde p es la densidad del aire 
y p 0 es la presión en el estado no perturbado. Si se asume que el aire es un gas ideal y que 

' . -1/2 ¡¡;;;¡; 
en el proceso ocurre de manera isotérmi.ca9 se tiene que (~(Po)) =y~, donde mes 
la masa de las moléculas. Nótese que esta velocidad tiene la misma forma que c8 en el caso 
de ondas iónicas acústicas. 

l.3.2 Relación de dispersión en un campo magnético de gran in­
tensidad 

Si ahora consideramos el límite en que el campo magnético es muy intenso y las oscilaciones 
iónicas son de baja frecuencia, cumpliendo w ~ w;; podemos resumir todo esto en la forma 
r2; >> w ~ w;, o bien n » 1. La. relación de dispersión será en este caso 

>.2 k2 + 1 ,._, c;k; _ c;(k~ + k~) 
D - w2 0~ ' 

por Jo que al despejar w2 tendremos 
""(' .;,·· ·,... . c2k2 . 

W2 = · .· S X 

1 T Abki + (>.b + c~n¡-2 ) (k~ + ki) 
~~~~~~~~~~~~~~~~ 

9 En realidad en elcruio de ondas de sonido en ci'aire es más apropiado asumir que la propagación ocurre 
adiabáticarnente, p'or lo que la expresión para la velocidad es distinta. 
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(1.16) 

Al. igual queen el apartado anterior, consideramos el caso en .el que)as perturbaciones 
tienen 19rigitÍides de cfrida larg~s.y.:entonces >.vk; « ~;·cp·# j i~,:i;,y, ~· .~e. o.btiene en ese 
caso para w2 · · · · · ·. ,. 

' w.···· 2··,:.;,. '~. '2k2(1 .. ~ >.2 ·k2 - ) • .2 (1 +. h~)z)···('ié ¡ k2)·)· 
: , ~ s . ~ . D X , D · . _ ,Y . · z ' 

y de lo anteiior ob~eiíembs para'!-<1 

(1.17) 

Más adelante será útil trabajar con expresioriesadimensionales, por lo que es conveniente 
m'iadir que la expresión anterioi·. tiene·'St1 'a~éÍl¿g{) adimensional .· · · 

. 1'' 

. ( .. 1 •: 1' ) 
w ... ';:::!, k . 1 :.._ .-k2 

- -'(1 + n-2
) (k2 + k:). 

. X • 2 :i;. 2 y ".° I 
(1.18) 

. .. . 

que será aprovechada después para determinar la forma de la expansión perturbativa medi­
ante la cual se llegará a la ecuación ZK. 

1.4 Disipación de Landau 
-.- -_-·,· .. _. ,, . ,- , .. _ ... 

La disipación de Landau 10 es un proceso pxtremadamente interesante, mediante el ~uaJ una 
onda en un plasma (ya sea electrónica o iónica) puede ceder energía a las partículas del 
medio que no forman parte de la onda y de esta manera amortiguarse. Se dice entonces 
que la energía de la onda se disipa, aunque debe enfatizarse que esto ocurre en ausencia de 
colisiones; es en realidad un proceso completamente electromagnético y por lo tanto no un 
proceso convencional de disipación de energía. Por esta razón, la energía se disip'a de forma 
distinta a la manera en que ocurre en otros medios absorbentes, como queda de manifiesto 
al notar que este proceso no involucra un aumento de entropía y por ello es un proceso 
termodinámicamente reversible. Veremos que esta reversibilidad de hecho ocurre, ya que 
bajo ciertas condiciones las partículas del plasma pueden ceder energía a la onda, de manera 
que ésta resulte excitada. ' 

Un aspecto importante de este. fenómeno. es que fue descubierto de manera teórica en 
1946 por Lev D. Landa u y verificado experimentalmente en un plasma por J. H. Malmberg 
y C. B. Wharton 11 en 1966. Adicionalmente, este fenómeno no está restringido a plasmas. 
_______________ ._ .• _ .... ,. ····· ··. ¡ 

1ºEn inglés se le conoce como 'Landaú D~¡¡:;¡;¡~g'. 
11 Phys. Rev. Lett., 17, p. 175 (1966). · ,· · · 
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En el caso de una galaxia, que puede pensarse como un·ga~·do~,~~~Ja'int~racción eléctrica se 
sustituye por gravitacional, la disipación de Landau 'i>úed~júga'.r\i;}'papel importárite en el 
entendimiento de la estructura que se adopta. . >>: .·.'i'. ·.. . ... ;, . · .. 

Una manera de mostrar este efecto es partiendo.de'la.:te'Oríií/'éinética de~'plasrrías/Con­
sideramos un espacio de seis dimensiones, con tie's ·· esp~ci~Y~s 'Y.;'tFes ~m:~·tcrirrespor{dientes .·a 
un espacio de velocidades. Definimos la función f (x,v, t)ic~'m.? hl..dénsidad ·de partículiis de 
una misma especie en este espacio de seis dimensiones, ditmanera que · · · ' ·· · ·· ·. .· 

:· :> ~:,_.:' -:·. __ · _ó _:J :::~ ·??<.::·:·.·~~~·:;:,-_~""'\,_,;. 

Lx J,v f dx1dx2dxadv1dv2d,B3=)%f&~Jt,W;~~~:~; .. ' 
es el número de partículas en el volllmen cis~~~ihl:'.Y,.~1ihf~ü'i$~,Re~i~l,vol¿mén del espacio de 
velocidades Vv. De eÜó,.se·sigue é¡uelacaÜtidaCi:;( ~~,.···:·:,:,>'i \'.: ' 

· · ·. · · ·· .·· n(~.;> 2:l;oo~~r~~t~~IJi~~t~r '.f ·'.· ...... ··•••· · ·. ·. · 
es la densidad espacial de·partículas'en.'elpÚnto'xY:;aütiem'pü:f;;;tEn condiciones de equilibrio 
y a una elevada temperatura, el pla~m:a ti~il&?~n.·a::'c:Úst;¡¡;:u6ió~ de veloeidades de Maxwell-

Boltzmann · ... ;:; 1 J-¡::'.0t\r5t(1/~1:~!~M'~1f~~~f;,'',ii{,:.,;k'.'_·· ·· ·~: 

J(x, v, t) =_.~(x;t)~_(';'ll"~·T.)_ ."~ e-;d;;,Tv·v. 

. _ . __ .. .-.'._./. · ~~ :·;.>.-.~;·<~-,-.-_::;~~~·.'.,_;:f~~·{&'}~fé;;.:~iR),.;§,_~ ;;_-·,,:·_:~: :_ -- . . ~-· _:· · . · .. · ;,.. · ':. 
Considerando además la conservació~·Cie;parÜélllas'enel espacio de seis dimensiones se llega 
a la importante ecuadón1ae ;Boit:zIT!á:hlí\!siMC:<lüsióri'e~l-}T . . . 

¡~ ,_':.. .... . '¡:~-:~·:::~~:~·;: :' i_J',:·~f~r.::: ;¡;;_,··. · .. : .. -.. -,-,¡ 

. . .··. ; \ ·:~ié'!:.;~~~'!f;,;;f;,~:~;; ~o, . 
donde 'Yx/,~ Ux1',fx2 ;Ji;),;y/;fti/CJ,J;:YJJ;};}v3 ) y a es la aceleración.- Nótese que se tendrá 
una ec.uaciq~· ~~·~:~.f~~~-~~~¡~~·~s~J?!g~~.·§~:P;?(!i~ de partículas. 

Usando la segunda:ley,~de,;Ne\','.ton, se tiene 

. ... >.:'..0\}~~~!~i}t'.~t!~'rf ~'.Vxf < F, v .1 ~ o. 

Aplicando· lÓ'¡ntefio~faL~~hid~ partículas cargadas tenemos F 
ecuación de ~BÓltzmá.nrl'qJe<lli:> •·' 

~- .:;.' ;. f ,'"_:~~': -~:.-:- ~-;~-- '. ·: : \<:~;; ~:;·: 

q (E+ ~v x B) y la 
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que toni8. ~l nornbfe de ecuación de Vlasov, En esta ecuación, los campos E yB depénderi 
de laconfiguraéióri del plasma, dado por la función f. De esta manera, la ecuacióil de Vlasov 
es en realidad de tipo no lineal: '' 

Veamos cómo se obtiene la disipación de Landau a partir de todo esto. Supóngase 
que tenemos un plasma de dos especies, iones con carga e y electrones 'con carga. ·-e, que 
inicialmente obedecen una distribución de Maxwell. Dado que nuestro interés radica en 
ondas de densidad de iones nos fijamos en la variación de fa distribución inicial de éstos: 

fo(V) =no ( ffii ) 3/2 e-2k"'ui.ri V•Vj· 

27rkaTi 

y suponemos que los campos son nulos al inicio. Escribimos fo = f 0 (v), aunque en realidad 
no depende de las componentes individuales sino solamente de su norma V = ~· La 
densidad de partículas al inicio está dado por: 

/' fo(v)d3 v =no. la3 
Si se desarrolla una perturbación que produce una peque'.ria variac1on en la densidad 

de los iones, entonces f(x, v, t) = f 0 (v) + f(x, v, t), donde J es la perturbación sobre la 
configuración incial y tiene una amplitud mucho menor queJ0 • Esta perturbación produce 
un pequeño campo eléctrico, E= E. 'En ausencia de carrÍpci'l'llagnético, la ecuación de Vlasov 
linealizacla es . .. · . . .: . · 

8j, +y \7.f~:~;~i{o~~~ ., .. • 
algoA:~:;:008p:,~;~ ,~~1a(~¡~i~~~!,;.~1J~;r7~~~~~1;·~~!gt):~:l. en la d;,~dón x, y 

f=](v1 ;t)~ikxi;_·· ·E~;E(t)ei.k,:;,; 1 xi - .(1.19) 

Es posible ver que la densidad de iones tendrá l~,1iiisiÍia forrrÍa que las caritidacles anteriores: 

. . . n~ LJd;v~J.:;1;+1i)~:~;~+ñ, ' ...•••.••. • ·• 
es decir 

ñ = n.- no= }
3 

J:('x, ;. ~)d3v == ·r }(:1 ,t)eik~'.d3v = n.'ct)'~ikd:i, >·:·. {1.20). 
}IR ·. · )~23 ··· . · .• ·.· . · · · 

donde se restringe la región de int~~raciÓr{del'espacio'de velocidades de ma~era que las inte­
grales sobre V2 y V3 abarquen 'Una región finita, mientras q~e la 'integral sobre V¡ permanece 
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sobre todos los reales ... A_ la nueva regiÓrila de~lgri~mos 0~3;;lo',ii11t~ri~i .tiene'.1.~l pt6~6sit.o de 
garantizar la existeneia ~e h~.fotegr~1.:<le.'.~r¡.iJ)~·;.~~~~rP:?:~ .. i,~,~-,t.~~i~:s~P, .. i?I.I~n<iiYe1~i1fg~§a d~ 
modo normal en x 1 se cumple en una región del ·eiipáéio':'Cle velóc,ida~es)i:¡qúe•f1:11'l.r·a:.de, ellaf 

~ 7:~uoción Iinorufaooa do ·v;~~il~!i!f i'f~~+f~;~t?~'!''.'Í!;T¿ ;?~l:Zl) 
Resol vemos ahora la ecuación anteri¡j~ iil~<li~i{'tei~ :,Transformada de· La place. Utilizamos 

la notadóu L.~~~~1~t~li!til~l·~~~'M);.'. ·. 
donde Re(s) > o y cqn un .valor Jo ~uficfentemente'granCie:para que las integrales de arriba 
converjan. Suponiendo. quee(ca~ps)'.~l~c~r~~9J~Y~~~!Jipg;~Sé.~~;es, HUl()i;des¡més .de transformar 
,(1.21) se tiene .. , , .·· \. !;,:i,r(f:'. ::~;;;,KY~{. KY·,,;}:;\H~'· :~';<< · · . 

o .. i,''. ;~·:·. r·'f:1:);i4:·'~-'::~:;·;'JF~H~~j; L i<· . ··. 
'·· · sf '-.f('IJ(;•O)·+'.ikvlf +~E-. =·o, 

· · '· ·mi. 8v1 

o bien, se encuentrél. para/(v1 , ~) · 
.· ' :~ 

•··.· f(?í¡/ s) = s +~kv¡ [i,(vb n ~ ::ii i;(~) :~~] . (1.22) 

Requerimos una segunda. ecuación que involucre al. campo eléctrico. Esta es propor-
cionada por la teoría électromagnétiéa · 

V·E:::: 47rp ~ 47i-e(n - n 0 ) = 47re (n: ~~ék;t) -~ 47re ( n - n0 - ::;. <P) 

= 47re ( ñ - ke:;. <P) , 

donde <P es el potencial eléctrico. Usando la forma del campo eléctrico dada en (1.19) y 
también (1.20) tenemos 
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si derivamos en_x1 la ecuació~,.tendremos 

. ·, ';_:k~E'eik;,, ·~ 4-ie (ikñ(t)eikxi + ke:;e Eeikxi) , 

usando E = ---V'</J. D~ est~ il1~írnra obtenemos el campo eléctrico 

• . 4ié>.bk • . . 4?re>.bk 1 · a 
.. · .. E(.t)=;i 1 ,\2 k2 n(t)=-i 1 ,\2 k2 f(v1,t}d.".:. , ·: ., + D + D 023 · ''· • ' 

donde Ab = 4~~~;2 es lallamda longitud de Debye. Aplicando la Transform8.cÍ8. de' Lapl~ce 
a la expresión de arriba, tenemos: . 

. ·. . ; :: • ' . 2 ' 
· .. - ' ' . 4?re>.ok r - . 3 ' ; 

,fr?) ~- '~ 1 +>.bk2 ln23 !,(vi, f)~~f1;:.,:, (1.23) 

!; ; ._ .(~~~· .. l/}' .. :}~::J.~:·.<;),..· ':· ,· ..... ::~:,: .::~/·::-i~;'~{:~\:,:~i·,:~\;~'.·!i,\ .:~-:'.,'.~~·, '-
Si consideramos f(vi,Q),.~ _o, y, sustituimos (1.23),e11. (J,2,.2);;se ~~11cuentra . 

. . · •• ~;¡k;;f ~0I~i: i::~~f \l;.1k~~1+~it"r~~·l1~:1 :)d,.v. · 
Integrando. en la región ·r223aei ,éspado 'dé ·vefoc'idad~s se :ti en~ '· '' : "· 

. . '.tzri·~~ '~1~~~~;~ifhi.·sE .• =~: d'vL fd'v; 

podem'Ós .~hor~•t?~~r-.e~,l~~~t~.0~~~';1:-~~-'.::~uedando 
. 1 :d ... 47re .>.0 k {, . 1 . 8fo dªv. 

• , .. :~i(l + >.bk2 ) JfR.3, s + iv1k 8v1 
< . .. ,. ,: •· pi•.::·,E\n ~; . ·. , 3¡2 . ·. < , : . , • .. . . . 

Record8:mos' ahora. que::J0 ('\')\==;~o'{ 27r'f:;r, J.: .. · e -: .. t;/7:, ':::.~,; por.do que. podemos realizar las 
integrales en V2 y _V3 'd1da expresión de' arriba: ·.. .. . . . . 

\. . .~,l;:¿;. ;d;~2~~,\bk" roo . ~·<. ;~$¡~-d '', 
·:~·,;·· .im¡(l+ >.bk2 )1-6o s+iwk8ili·· 'll1.' 

·-: \, - ..,.;·" 
donde 'Ío es una; distribución de Maxwell-Boltzmann 'en. una dimensión· con densidad de 
partíéul~ igual á uno . ·¡ -

fo(vi) = (1.24) 
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donde v; = ~-_es .1~11~1ll~~~·~v~~()fidad·t~~!n,i~~;a~;:1a.i;;i~-~~s./'eslgrnás;f.!ecuente··de ·la 

distribución .. Mediante ,la ~éflni~ióll; cii'f '.,~· ~~e2.~~, 'B'.\}ii)1ue/s.e • llétJÜB: la frecuencia iónica del 
plasma, podemoshacer 1uii:a· sim:J)üficaCión':']":::('}'.' ;¡ ···:.- '.•:,, , .. ·... . . 

~~:_·· . ,· .;;·. __ .::_:~~ _;~~-·: .)""_.::.>..--.'- ·,-~·-:.·~-·.:~--· . 

···t·;;eii~'f ;Ji~~:r¡r~;~:f:~i;;;L··~~:~~~-
.. D · .• oo .·· ·.·. , , ..... 

.. ·. •''<r~.·-~·"· '" 

De hecho, es aún mejor.el introducir la ve!Ocidad de midas acústicas en los iones, es= w;>.o, 
quedando así · · 

1 = e~ ··¡"° 1 8fo 
2 2 / ~dvi. 1 + >.vk _00 Vi - is k uvi 

·. . 
Recordamos ahora que Re(s) > O, de manera que las integrales de la Transformada de 

Laplace tengan una ·convergencia garantizada. Hacemos el cambio de variable s = -iw, 
con Re(s) = Im(w) > O. Con este cambio, la dependencia temporal de J y de E queda 
representada como e-iwT, lo que es útil para el manejo de ondas. Notamos que la restricción 
sobre la parte imaginaria de w conduce a tener perturbaciones inestables que cr~cen en el 
tiempo e-iwt = e-i Re (w)telm (w)t, que es justamente el efecto contrario al que se obtiene de la 
'disipación de Landau. Con el cambio de variable se obtiene 

2 • 

1 c. f"° 1 a J º d 
= 1 + Xi,k2 }_

00 
Vi -w/k 8vi V¡. 

(1.25) 

La expresión de arriba es de hecho la relación de dispersión para oridas del tipo J::: f (t)e~k.xi, 
gobernadas por la ecuación de y18.sov,bajo las condiciones descritas antes; esto~s, óndas .y 
campo eléctrico de pequeña ampiitúd/adelllás d~:campó'm'agn~tiCo.nu~o'.· >/ ,, )/ ·. _.• 

En el plano complejo de Vi' la iñt~gral que'aparece ei:dá'relaciÓÚ de di~persiÓn Y,eLpolo'en 
w/k se ven como en la Fig. 1.9; coii Im'~'>.0. Co~o se mencio~ó ante~; e~to''.~ol:r~~Póllde a 
perturbaciones que crecen con el tielñpo; 'mi~ntras que el fenómeno en ~st~di~,débe p~óducir 
1 

'f •· ,- '·/.' ·;,):,;. ... _5,;.' 

o opuesto. . .. . . . . . ··,,_.:;e,·.:.· · · ,.,,_c.•Nd::--······ 

Consideramos el caso de amortiguamiento ligerÓ, de manera que Im w< O p~~~ .1 i~ ~I «: 
w;. Además, consideramos el caso dé onda.S'iargas con velocidad.de fase grande; por lo que 
w ~ c.k como se ve de la relación de diSpersióri para ondas de densidad iónica en ausencia 
ele campo magnético12 • Tenemos entonces. que c8 = (k8 Te/m;)i/2 es una velocidad mucho 
mayor que la velocidad térmica. de los· iones (2k8 T¡/m¡)i/2 • Lo anterior queda garantizado 
si la temperatura de los electrones es mucho mayor que la de los iones: T; << Te. En ese 
caso, las transformadas de Laplace deJ(vi, t) y de E(t) pueden presentar problemas, pero la 

12Sólo hace falta recordar que en el caso d~'·16ri~itudes de onda grandes en asusencia de campo magnético, 
las ondas son no dispersivas y poseen tina yelocidad c •. 
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. . . 
Fig. 1.9: Contorno de integración en el plano complejo vr. El punto en el plano representa 
el polo w/k. . ·. 

relación de dispersión no; la expresión (1.25) está perfectamente bie.n d~flriida si Imw < O, 
por lo que se puede extender de forma analítica al semiplanoinferior/ :,;y;·~ ; .· .. :,. , 

Resumiendo, consideramos el caso en que w/k. tiene Una part~,re~l.grande,y positiva, 
mientras que posee una pequeña parte imaginaria con signo negativo> El cc:mto~no se deforma 
entonces a uno como en la Fig. 1.10. · 

Fig. 1.10: Contcn·no de. integrai;:ión en, el plano complejo v 1 . El punto en elplano _representa 
el polow/k> ···· ····:. >;;; ';'!:';·_ .,'.,,:~~ .: :'':'?•:·'' . ,·,:-·. . · .. '\,,( 

.·Calculamos la intergal~9üe,ap~ri:c~ en(L25) 11proximand~;~ ~/ k com·~.sffu~ra puramente .. ~ ~~ 

+r {·'····'' .), .. ,...,, .. _8fal,,.,.:'''~"'''"''··'•º'dlf'···-- , · 

. . ~ v1Í-;~~;~ri~~-~ll~f ':i"', . . 
donde VP indica el valor principal de.la)ritegr~l,'.elcl1al·prQ.segui!pos a evaluar ahora. 

Gracias al rápido decaimient§;d~)~~-~J).:4.YG~~~;};.~~~;~~~~~~?,:podemos escribir esta 
integral como la suma de. dos contribucioiies:''.la,i:nte'gral:sóbre ün intervalo L centrado en 

> :· 



= I i I aª lo dv1, 
}LV¡--" W k V¡ 

. ... . .. , - ' - ' 

la integral alrededor ele la singularidad se'cancéla debido a 18.'simetríadel integrando. Como 
w / k tiene una parte real grande y elintervalo L no se extiende muy lejos del origen, dentro 
de ese intervalo es válido tomar'v(<<w/k y',entonces ' ', ; 

'',,·· •:';' 

, ';v 1 -1w/k··~ ~~·(1 +$~1 f,'.~i~tt2~~:,v~) ·• 
Por otro lacl~, el· ~~piel.o d~caill1ántá de ~ tie11e'd ~~~S~~,:~~:;,qµ~,!~_int~g~.~l~s e~ lo'~ inte~".alos 

·que resultan ele·• tomar todos los' reales y. e~cluir;I:,,i.e.'fl::.e?~;ló's_dos)ntéryalos disconexos 

~:~~:~;',::~~~~·:~~~~:.~~q:;~:~t~~-r;11~~~;~~~~1;t:? L 'º'"º 

; . = -~ ¡_: (~v1 + ~: vO ~~~~~~~!;, 
donde un ~ar:d~: i~tegr~Íes son cero debido a la imparidad del integrando. La integral ele 
arriba se ~alclifa ráéilment~ recordando la expresión (1.24) para lo y utilizando la función 
Gamma por l~qiie se obtiene 

VP {oo 1 8lo dv1 ~ k2 + 3 k4 kaT;. 
}_00 V1 -w/k 8v1 w2 w4 m; 

Con esto, la relación dispersión (1.25) es aproximadamente 

k 3 k kaT; . 8fo( /k) 
[ 

2 4 ~ ] -+ ---+m-w . 
w2 w 4 m; 8v1 

(1.26) 
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Recordamos que se ha colisiderado el caso de iones fríos en comparación de los electrones y 
que además nos interesa >.nk « 1. Si despreciamos el término que contiene a la temperatura 
de los iones en la relación de dispersión, tendremos 

c
2 [k2 afi ] 1 = ;2 k2 2 + Í1T8--2.(w/k) . 

1 + D W V¡ . . 
(1.27) 

Dé ló ·anterior· aparentemente resultará una frecuencia que tenga tanto parte real como 
imagiliaria; esto modela el efecto de transmisión de ondas que a la vez son amortiguadas o 
excitadas, dependiendo del signo de la parte imaginaria. Más adelante veremos de forma 
explícita que si los iones están a una temperatura mucho menor que los electrones, entonces 
ocurrirá un amortiguamiento prácticamente despreciable y el responsable de este efecto es el 
término de arriba que es proporcional a !/lf¡(w/k). Una manera rápida de notar la magnitud 

de este térmnino es ver que se trata de la pendiente de una función Gaussiana, }o(vi) dada 
por (1.24) en un punto w/k que es del orden de c. y por lo tanto es mucho mayor que v;, la 
velocidad términca de los iones. De ello se sigue que dicha pendiente es muy pequeña y bajo 
estas condiciones es razonable despreciar la contribución de dicho término. Si se hace estO 
se recupera la relación de dispersión para el caso de ondas de densidad iónica en ausencia de 
campo magnético, con iones fríos y electrones calientes . · • ·, : . · · 

c;k2 

Wo2~----
1 + Xiik 2 

, (1.28) 

y que habíamos encontrado antes de forma directa a partir de las ecuaciones de movin1i1J,ntcí 
en la Sección 1.3. .·. . . , , 

Hemos visto que el término imaginario adicional en (1.27) es el causante de Ía di~ipa~Íq11 
de Landau. Deseamos encontrar una expresión que nos .cuantifique este efecto .. Como el, 
término responsable es de magnitud pequeña, trataremos a (1.28) como una primera'áp~o>..i~ 
mación a la frecuencia de las ondas (que hasta este orden de aproximación no presentan 
amortiguamiento) y obtendremos una corrección sobre este primer término que incorpore el 
efecto deseado. Tomamos w = w0 + ów en (1.27), donde w0 es la primera aproximación'dada 
por (1.28) y ów es la corrección deseada, tenemos · ; ".., · · · · 

w5 [ k
2 

. 8]0 ] w5 [ k
2 

. . . 8f~ '\] 1~k2 ( ó )2+m-8 (wo/k) ~k2 2 2 r5 +rn-8 ... (_wo/_k) 
Wo + w . V¡ ·. . .Wo + Wo w . ' V¡ < . 

w5 [k2 (i 2ow): . ~Jo( /k)].· . · ... '2···a:·>:-:{~Jo{(-·:/···-k")'' ~ - - .- -.-. +.i?r-- wo_ • =1-_. - .. +rn--. - wo k2 w5 · wo . 8v1 . . ·. · .. wo · ·. k2 8v1 . 
' .. ' . . : _. -_ ., ' --- :_f.-.. - '., ; , .- ' ··- : . ', .•.. i -~.-.i. -,.. '-°'·: ·_: " ' 

despejando se. tiene - -,- .: '~ ; : 

·· '· ;7Tw3 8fo· · · · 
ów -r::: i-

2 
.. k2 -

8
. (w0 /k) 

. V¡ .. 
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y entonces, 

. 3 {) -
· 7í Wo f O ( · ¡· k). ·: 

w ~ wa+i2 k2.8v1 Wo (1.29) 

Notamos que la parte imaginaria de w es .negativa (ya que ~(w0 /k) < O) por lo que 
efectivamente representa un amortiguamiento de las ondas de densidad iónica. Usando la 

expresión J~ ( v1). = ( 211'~ÜrJ 
112 

e'"'" 2k~ir, ~~ y aproximando a w0 como csk excepto en el expo­
nente encontramos 

.· 7í w4 (· ·m· ) 1/2 m· - m· ..,2 
ów ~ - i-_fl · · ' · · · --'-e ~~ 

. 2 k3 27rk8 T;. kaT;. 

· ( k ) t/2 r2 _..Te.. , i k · 7í B. · e · 27'· 1+;.2 k2 ~ - - -- --e ' D ----+ Ü, 
2 2mi . T;,3/ 2 r./T1'-+oo 

por lo que la disipación es mínima cuando T; «Te. 
De las ecuaciones (1.21) y (1.24) es claro que la disipación de Landau está relacionada 

con las partículas (iones en este caso) de la distribución que tienen una velocidad cercana 
a la velocidad de fase de la onda, ya que aparece el factor 'fk¡(w0 /k). A estas partículas se 
les llama resonantes y por moverse ·a una velocidad cercana a la onda pueden intercambiar 
energía de manera muy efectiva con ella. Esto ocurre de la siguiente manera: las partículas 
ligeramente más rápidas que la onda pueden cederle energía, mientras que aquéllas que 
se mueven un poco más lento la extraen. Como en una distribución Gaussiana hay más 
partículas lentas que veloces, más iones serán acelerados por la onda que aquéllos que le 
proporcionen energía y por ello la onda se amortigua. 

rolk V, 

Fig. 1.11: Modificación de la condición inicial f 0 (v 1 ) en t =O, mostrando la transferencia de 
partículas de un lado al otro del punto v1 = w / k. 

Como resultado de esto, al ver a la distribución f (x, v, t) como función de v1 eyolucionar 
en el tiempo, tendrá el valor fo(v 1 ) en t =O y después estará dada por f (x, v, t) =/o(v) + 
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f(xi, Vi, t). Si nos fijamos en la pendiente en el punto v1 = w/k, inicialmente tendrá un 
valor negativo, como se ve en la Fig. 1.11; sin embargo, poco a poco tenderá a aplanarse 
e incluso posteriormente a cambiar de signo, ya que se transfieren partículas de la zona 
inmediatamente antes de w / k a la región inmediatamente mayor que la velocidad de fase, 
todo ello a expensas de la onda. Una condición inicial Gaussiana podría modificarse hasta 
verse algo como en la Fig. 1.11. 

De aquí se observa que la disipación de Landau no constituye un proceso irreversible, 
ya que en la función J(x, v, t) queda registrado el intercambio de energía entre la onda y el 
resto de los iones; se obtendrá algo como en la Fig. 1.11. Esto queda más claro al considerar 
la generación de una disipación de Landau negativa; es decir, que la amplitud de la onda 
crezca en lugar de amortiguarse. Para que esto ocurra, se requiere ~(w0/k) > O, por lo 
que se tiene una distribución inicial fuera de equilibrio. Esto es posible de realizarse en el 
laboratorio al inyectar partículas veloces en el plasma, se observará entonces que se generan 
oscilaciones en la densidad que se propagan ondulatoriamente. 

Escribimos ahora a la relación de dispersión (1.25) en términos de la llamada Función de 
Dispersión del Plasma, como se acostumbra en trabajos de este tema. Usamos la velocidad 
térmica de los iones del plasma, v; = ..j2k8 T;./m; para adimensionalizar la velocidad en 
dirección x 1 , v 1, por lo que en la relación de dispersión (1.25) se hace el cambio v1 = v;s, 
quedando , , , ' · · ·: ,_.': ,. ' 

2 • . 
1 = , c. joo , . 1 ... 8fo (v;s)v;ds: 

· : 1 +,\bk2 · _:.¿;, v;s - w/k 8v1 • <: · · ·< >< 

Como además !~(vi) = c,.:¿'~T¡ ) 112e-.i;}T¡ ~-~,. = ,,d.v,e~v~/v~'= ,.1f2v¡ e-•2 
,· ~~tonc~s 

' . ' " . ' "l 
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a Ja que se llama Ja Punción de Dispersión del ~lasind.,p~n estas definiciones, la relación de 
dispersión (1.25) toma la sencilla formá · '" ''''· ( ·~'.k.~'{ :~;( . , · i:',":,, . - .; ·. • , ' 

. ,~ 2: >~~::' "_;:~~ .. -.·.,~;J:r_·,f'.-:;:(:·.;:;; 
1 = cs/~i 

2
Z'(().'. · '(1:30) 

, l_+t\v~: '-· ; , ' 

El cálculo realizado anteriormente a pé\rÚ~, d~ 1i'\~J~ciÓ~ :de dispe~sión para .ha:na:r una 
expresión que cúantifique JaDisipación·de' L'~~d~u'?~e''puede,obtener.de.está nuJ{;a.fornia al 

con~~ei;;:~:tet~fot:v~te;te y:s~~ei's~ ü~geN:~S.r~~'.J?í.o;~.f)~dr·fo ~ari~o.~i ·e¿··p~queña: .· 

. . ,, :' ~(fYf.:,w''.'f~'"t:ti,{t¡~~~/tf~~t~%};.J;,;' , >. .·. 
que se ericuelltra en cúak¡uiedibro de 'F'ísica 'de Plasmas, ¡:ior ejempló [5). De ello se obtiene 
el mismo. resultado que antes, 'ecuación (1.26); por .un .procedimiento considerablemente 
abreviado. 

Se ha mencionado en repetidas ocasiones que la existencia de ondas de densidad iónica 
sólo es posible cuando Ja temperatura de los iones es mucho menor a la de Jos electrones. 
La expresión encontrada antes para la Disipación de Landau en ese caso muestra que existe 
un amortiguamiento que se hace pequeño si Tc/T¡ » l. Sin embargo, con la introducción 
de Ja función Z(() se hace muy sencillo considerar el caso complementario: ¿qué ocurre si 
las temperaturas de iones y electrones son comparables? Veremos que en ese caso no existen 
soluciones del tipo de ondas viajeras y cualquier perturbación es atenuada rápidamente y 
por completo. 

Supondremos que Te ......, T¡ y que ambas de ellas son altas, de manera que al igual que antes 
podamos suponer que Jos electrones obedecen una distribución de Boltzmann y esto simplifica 
el desarrollo. Una manera de cuantificar esto es tomar e<P/(k8 T0 ) ......, e</J/(k8 T¡) « 1, como 
se había hecho antes para los electrones. Partimos de la relación de dispersión en la forma 
(1.30) y usamos la e~péilisión para Z(() en el caso («l. Esta es . . . . 

Z(() ~¡~7í1/2~~(' - 2( { 1 - 2f +~~4.,+;,·.';}' .': ( « 1. 
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recordando que (·::: cb/ (kvi): d)e ló, anterior se obtiene. una aproximación a la frecuencia w 

· . kv; ·(vl .. 2 2 .. )"·. .· 
• : · w ~ i 27r 11~ 'e~ (1 + >.vk ) .. \2~;,.'.L (1.32) 

y se corrobora lo antes mencionado: dado que la eantidad'cl~ ar~iba es puramente imaginaria; 
a primer orden no habrá ondas viajeras. La Disipación deLar1éláu en este límite es demasiado 
intensa y atenúa la onda por completo. , . · . '" : 

Como en el primer caso calculado, el de· iones .fríos yelectrones calientes, encontramos 
ahora una corrección a la primera aproximación obtenida. A la áproximación de primer orden 
(1.32) la llamamos w ~ iw0 y ahora encontramos una corrección de la forma w ~ iwo + ów. 

Para ello, consideramos ahora una aproximación a Z'(() hasta segundo orden. Esta es: 

Z'(() ~ -2i7r112( - 2 + 4(2. 

Usando el valor (1.32) de w0 y la aproximación anterior, la relación de dispersión es ahora 

27r1/2~....: 2 ·=·z'(() ~ .:.::.2i7r1;2(- 2 + 4(2 = _.: 2~1r1¡2iwo+ów _ 2 + 4 (iwo + ów) 2 

kv; . ;-;'-·''·" . , · ·.' ..... '.:'.: kv;. . kv; 
: " .. ;;

2 
/· 1¡2 iwo + ów < 

2
.·+· ,

4 
.. · ( ..,,.w5 + 2i~dów) 

;:::::::,- 'l'lf'.. -
.,.·,,;:,i•.L•\«.. kv;·<·.: . . ·;•: .·, :<·'k2vl"" .. 

0""·i•nd;;:w'iC~~~~]~1 ;; ·' .. 2w' , ~ i(r+ 4w·)· . 2w5 . 
·-··'·'J .. :211'112,~·~ik2v?c;>:1r.;;.;~7r1/2kv; .. , .... ."'"'Tr.1/2kv; .•7r1/2kvt 

- ~;;~' ~~i';,:;:~(~~·;' ,~~.~-¡ .·~:~:._c,j}~:,~'.-_- :· e;. 7"~. ~kv~ ,· · · -.·' 

La primera apróxiínááón· ~;la' frecueneia w después de l~ cOrre~ciÓn ·~s . 
' ..... - -···" .. ·; . . . . . 

.. w ~ iwo + ów =do:+ i (1 +7r1~~~vJ 7r 1~~Li 
con Wo = 2~~}. ( *(1 + >.1k2

) + 2). 
Vemos que tanto la primera aproximación como la corrección a ésta son puramente imag­

inarias. Esto establece que no hay posibilidad de ondas viajeras, cualquier perturbación es 
atenuada hasta su aniquilación total. La generación de ondas de densidad iónica sólo es 
posible en el caso en que los iones tengan una baja temperatura y los electrones tengan una 
alta; específicamente, se requiere e<fJ/(kBTe) « 1 y T; «Te. 

Mencionamos finalment~ que el tratamiento de esta sección constituye la llamada disi­
pación de Landau lineal, ya que existe una contraparte no lineal cuando se tienen amplitudes 
mayores en las perturbaciones. En este caso la amplitud de la onda no decae de manera 
monótona sino que lo hace oscilatoriamente; un tratamiento más extenso puede verse en [6], 
[7] y [12]. 
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1.5 Deducción de la Ecuación Zakharov-Kuznetsov 

En esta sección veremos que las ondas de densidad que se producen en un plasma en la 
presencia de un campo magnético uniforme e intenso obedencen a la ecuación Zakharov­
Kuznetsov (ZK). Esto Jo haremos siguiendo el procedimiento perturbativo dado por Infeld 
en [15) y [17). 

Si se desea obtener una ecuación de ondas no lineales que posea solitones como soluciones, 
es fundamental comprender que la comparación de órdenes de magnitud entre las diversas 
cantidades, como son la velocidad en cada dirección cartesiana, el campo magnético, la 
amplitud (es decir la magnitud de Ja densidad) son desconocidas a priori. En pocas palabras, 
las magnitudes que deben tener las cantidades antes mencionadas para obtener ondas de 
forma permanente son desconocidas. Es por ello que en un método perturbativo como el que 
se desarrollará, las potencias de la expansión no pueden escogerse arbitrariamente, sino que 
deben dejarse libres para su futura determinación. Esto se hace utilizando un sólo argumento 
de no linealidad y dispersión, el cual es común para este tipo de estudios: se exige que los 
términos no lineales sean del mismo orden que los términos dispersivos. Se tiene además una 
guía proporcionada por trabajos anteriores: es razonable buscar términos que reproduzcan 
aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuación tiene como soluciones el tipo de ondas 
en las cuales estamos interesados. Es decir, se busca que aparezcan términos como Uxxx y 
uux. El primero tendrá un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y tiende 
a producir un colapso o rompimiento de la solución. Nuestro interés radica en u11a ecuación 
que tenga soluciones con forma permanente por el balance entre no linealidad y dispersión, 
por lo que es natural exigir que estos términos se balanceen al tener el mismo orden. 

Las ecuaciones de movimiento son: 

an 
.-.-·-_ ;-i- '\7 ~ nv = O, . . · Bt:-. '"' • -;···· .-

8v .e. ' ... -:'.-é ·: 
-+v· V'v+-V</>;_-v x B =O at ' ··. m¡ '· cm¡ . ',i ' ' 

, .\l}</>f 4ire(n -_ncí~~<f>/k~T~) = O, 
. ... . .' ,- . ., . 

(1.33a) 

(1.33b) 

(1.33c) 

donde n y v son resp~dtivá.mente eLnúlnero de iones por unidad de volumen y su velocidad, 
las cuales son ftincioiiés de tres variables espaeiales (x, y, z) y del tiempo t. Adicionalmente, 
e es el .valor ah!)oluto_.?e la carga del electrón, m; es la masa de Jos iones, e Ja velocidad de 
la luz,'<f):és:elpéiténcial eléctrico, kB la constante de Boltzmann, Te la temperatura de los 
electrones; no· es7el. ~álor, en equilibrio de la densidad iónica y B = Bx el campo magnético, 
usamos 'X ·para.-.-el vector unitario en dirección X y B es constante. Como en la mayoría de 
las deducciones· de este estilo, pasaremos del conjunto de ecuaciones (1.33) a uno que sea 
completamente adimensional, algo que facilitará mucho las manipulaciones. Siguiendo Ja 
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costumbre eri física de pla.Smas, d~finirrios las constantes '' 

ni = eB , . . rre.cuehei~ d~ cilcotrón 6 ~irnf recuencia de los iones, 
cmi , /, .. ·: .:, ·;;/ ·:'/; 

wi = ( 47í::e
2

) 
112 rre~~ericia ió,f~cr~~(~.1~ril~. ··\· 

>.v = ( kBTe ) 
112 

longitud de.Deby~,·· .. 
47ínoe2 ' .' · ,, . 

es = ( k:n~e) 
112 

velocidad del .sonido para variétcion~~},~, d~?~~g~~:?~J?s,iones,. 
tal como se había hecho desde la sección ariteri6r~ ' ' ' ·';>'(' ',:~:./·< .. ; .; .· ~ ·>' ¡;; :.'. ' ' ·. ' 

Tomando entonces un campo magnético tiÍlifo~nie B ·~. Bx'.y hacieil<lo'J6s '8a:Ihbios' x· ~ 
>.vx, t-+ w-1t, v-+ C8 V, </; ~ kaTe</J/e y n-;'+ 'no.f(:n'os;quedaeÍconjunto de ecuaciones 
adimensionales · ' · · .... · :·:•.···':.':;···+,~.·:·~·.:;.,;\<,,·,:;,•· ·;:· ,.s '·· > · '' " ·· · · · 

.,_,,_,. ; ; . 

... · ~;,,:,:·~~1~l1IJll~·!.: ...... '':·;";1;;:~; 
donde la constante adiménsionaJ J1 'es!á'. razón, dé;la girofrecuéncia a Ja. frecuencia de' Jos 
iones del plasma, i.e. n =:.Oifwi:-:Medi~ht~;~ri68'~~g~b:cioscarnbios,·es p~sibfo ~Ú~inar diclia 
constante. Hacemos ahora t ¿ ,i,2;{t,::'i~'4 'f,2-: 1 x,·~:Q~\~, n~n y </>. :...+ :,<P + 2 in ff~n. '(L34), 
quedando así · ",. •i.:;: · . •j · · · · , , . '., : ,· · .~ · 

r:• .. /·8n·i1' :,;, ,,,,;, :: 
·· ··-· +V · nv = O 

8v · .. • ' '../ ~~: ,,_,:, ··• , \ ·. , 
at·+.v·V.v.:f~<P_:tx:xv=•o, ·, (L35b) 

.. . . '.,., :; .• -·~'t·~~·.~~'~;'~~"+;,n •. =;=:O· .·· {1.35c) 
La relación de dispersión del corijuntodé,écuaéiories (1.33) se ha encontrado antes y es: 

......... ,. $~·.;~~¡~~~r~rt'~f~ ~- · · · 
Estamosinteresádos en'el tipÓde'onda.S'·dedensidad iónica con longiudes de onda largas que 
surgen eri prés~nci~'.de: uri caín.p,~t'magnéticó intenso. Hemos visto antes que esta situación 
correspon'<le:ktlJrii'~r'h':>;):''&\ylfk"<t:: i''de manera que la relación de dispersión se vuelve 

. ,, ... '• - ·_ -.. 

. k2 k2 + k2 k2 X Y Z + 1 ~ w2 - n2 ' 
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o bien 

: i' '.; :·~/':;'-~"{:<:)": :; >. · .. ,"·.:_·:>'·: . .'.~-:' \ :--; ;; -,~ ,:1'.-~:.~;>· :.· ~ ··:·:~··,. 
co1no Se .obtuvo- én> 18. SeCcióh~;1~3:~/./1 >.}.~::·"<: ,~··,·;~ ~---:-·; 

Con estc)s'l:esultad~s; eti'el ca~b d~'ca~p_Ó-,m~gnetico intensó y longitudes de onda largas, 
los mod?~r,~?,f~ft,les ei\O(~,t;k,~)¡}ie,~-~~~~~nf'~~~f (_,}:;; "';~',.' ' .•. ' '' '' . ' ' ': : ' 

~(x:t;~;w¡ ~.k.·x -wt: ::~x~7i~r~;!¿Jf i: •t;~~ :4~; :~~'~!;:~~) t, 
d~ manera que en un sistema.de referencia que se ~ueve' con velocidad unitaria en la dirección 
positiva del eje x, la frecuencia de oscilación es w = -kx (~k; + Hl + n-2)(k~+ k~)). 

Se hace ahora un cambio de escala que· deje de manifiesto que estamos interesados en 
lorigitudes de onda largas, i.e. k « l. Escalamos los ríúmeros de onda de acuerdo a kx = 
e.112 k~, kv = eXv k~ y k, = e.A• k~. Donde la potencia de 1/2 en el cambio de escafa de kx se 

· toma sólo por simplicidad. Determinaremos a >.y y >., ·requiriendo que la nueva frecuencia 
w' sea un escalamiento de la original, de manera que esta nueva frecuencia sólo dependa de 
k' y no de e. Haciendo los escalamientos se óbtiene 

cp = e1/2k~(x-,t) + eAvk~y +eA·k~~teX~:f~:(~k~i.+:~(1+ n-2)(e2Av-1k~2 + e2A.-1k~2)) t 
· ... :· ··º>-· .. :.", · .. ¡.... -" .. · .· -~ i_ .<._::·:\;:·:· ... f.<;·~~:~'. .. ;J:;D~:~;:-':Mi:¿é:--?/.1;;.:>'._.>, .. 

y esto nos,sugiei;e t.cnnar ;\!,, :=': ..\,.'.'7:,_1/2/d~.~rriél;nera que en un sistema de referencia que se 
mueva a veloC:id~cl 1l!io',~r QireC:ei?~,d~~,1~?~itiva (para eliminar el término combinado x - t) 
la frecuencia se éscaladé";ácúc:iiélo'a}J~(k!{~ e~l2w .. La fase es ahora 

.• f ~;"w~~~~~~~f~~~~~~:~2;,,k~ ( ik~ + i<1 + n-') (k~ + k~)) t; 
cambiándonos. al sistema de referencia mencionado antes, hacemos los cambios de variables: 

. . ~ - --· -.---; ,.-.·.• ·-•c.• --; - ;, ·.-·- ~ ~-.--·.-- . • --' • . . . -;-

~ = e1/2(x - t), 

T/ = €1/2y, 
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. . 

· ·(= €1/2Z,' 

_;,<€3/2{ 

y podemos escribÍi: iris regl~ conclensida:s . 
. ·.·ª·-· . • l/~a< •.. - . -a;'•/\'tí;/a\~";~~:-.a~·. ,•;,·· l/2a- at = c3./2aT - cl/2a<. 

X =:= E.. {1 . · .. y .. =.€ ... ,,, ., ... z =: €,. ,, .. L ' 

·.·' :-.- ,., · __ ' _.'_._._-:. -. ··--: .. _;.. .- __ ·,~-~-~.Y':;J;i:_~:~·/ .. ·: _ .... -·-~t~ _-_ ., _ ... __ . d'-: 
Con estos .cambios de variable;; el :ccmjunto de ecüaé:iories {1.35) queda 

. ·· · ···• , .).,-_3VtK-:· ;~12"8ri:,··.;:¡, 2,¡.;/·,-__ . ·. · . 
·_,,,El ___ EJ.-.+€./, V,· nv =.O .... . . . ar.-~· .. ·<at;,.;._: ., .. '•: .. " ... ' · ......... 

av av - " . ' '• .. " "' .. 
€3/2 __ €1/2_ + €1/2v. 'Vv + €1/2'\7A. +:X x v =o 

ar at;. '!' ' 

E\12 </> .:_ e<f> + n = O. 
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(1.36a) 

(1.36b) 

(1.36c) 

Donde el operador 'V denota derivadas con respecto a la8 nue~as variables espaciales (t;,, r¡, (). 
Además, la dirección X y la t;, son la misma, la 'ciffe~encia radica en que un eje coordenado 
se mueve con respecto al otro, ocurriendo los mismo para las parejas y y r¡, así como z y (. 
De ello se sigue que x = ¿y apuntan en la dirección positiva de x o de t;,, que es lo mismo. 
Tendremos también por la antes mencionado y = f¡ z = (. El conjunto de ecuaciones (1.36) 
tiene la solución trivial n = l, v = O y </> = O. Perturbamos alrededor de la solución de 
equilibrio, de acuerdo a 

n = 1 + EP"n<1
> + · · · , 

</> = €Pq,<f>(l) + ... 
1 

V{ = €P(vJl) + • • • ' 
V = €P.Lv(l) + ... 

,, 1/ ' 

V( = €P.Lv¿1) + ... ' 
que son los términos de orden menor. Anticipamos que el desarrollo de _las velocidades en r¡ 
y ( tendrán las mismas potencias de E ya que existe simetría con respecto a ese intercambio. 
Es necesa~io determiriar las potencias dela expansión, así cc>rno las potencias de los términos 
sucesivos. 

A partir de (1.36c) y usando e</>~ 1 + EP"'</><1> ()bteI1emos al orden menor 

€l+P,¡.'\72<f>(l) + €Pn~(i) __:: é,¡.~(1) + ... = Q 

donde los puntos suspensivos denotan términos· de orden mayor. Claramente el término 
E1+Pq, '\72 </>(1) es también de orden mayor que los otros dos y entonces es necesario pedir que 
Pn ,,;, P<t> para que no se obtenga una solución trivial. De este análisis se sigue que 

n<i> =</>(1). 
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De .la ecuación vectorial (i.36b) .se. obti~nén e~·reaÍiclad·i~es';ec~acion~::.~Ó~r~spo~dlentes 
a las direcciones e, 1] y (. En dirección E, se obtiene ll'(éC'uaciÓn ;t•':T ·;,\ ·.-.:·2 ' ' ' 

3/28ve 1¡28ve 1/2 ( 8ve ~{);e, ; : av~\ '·.·· l/~84J{_J¿{;>,. ,/,, 
f Br - f 8[ + € Ve 8e +vr¡ 817 * .. V( 8(!) + € '.8e+-;t,·:.·::/' • 

Al introducir la expansión en potencias de € se obt'iene 'que el prifii~r'téiri;.iilo de arriba 
comienza en la potencia f 3 /2+P( , el término entre paréntesis tendrá términos propcircionales a 
f 1/2+2P( y fl/2+P(+PJ.. En cambio el segundo ~érmino comienza en la potencia f 1/2+P(, mientras 
que el último comienza siendo proporcional a €1/2+P,¡,, para no obtener una solución trivial 
pedimos que estos términos sean los de menor orden, entonces Pe = pq, y también 

8</Pl av<1l e - o 
~-8{-. 

Si integramos lo anterior y notamos que en el• infinito las funciones poseen su valor de 
equilibrio se obtiene 

-;',, :'.:;· \':'". 

• </>(~l -;-,~~l) == o. ,, ' 
Info~m.~c~Ón adi6io~~l resulta de cons.id~~a~;¡a;,'~~~ac.io~es resultantes en la dirección 17 y 

(. En dirección 77, (1.36b) tiene el a~pé.cto .· ·.. : . . . 

~/2 8. v,,.·· _ ~¡2. ª. v,, . 112 . ·(• .··. 8.v~' ... ··.•.: .. ,·.·.·.·.·.·:··•8.v,,. ;. . . . .8v71 ) 112 8</J _ _ 0 
f 8r € . 8f, + € • Ve ae t ~71:8,ri +Ve 8( + € 817 Ve - • 

Una vez más, ~l éonsiderar cuicÍadosaniéilt~' Ja'.· expansión en potencias de f de las funciones 
de la ecuación de arribá y evitar soluciones triviales; se llega a que Jos dos últimos términos 
son del mismo 01:den, 1/2 +pq, == pj_, entonces ·· ·· . . · · 

~· ,. "- < 

8</>(l) (1) .. · 
---v =0. ···817'.'.'.' .. ,(· .. i., :··· .• 

El análisis en dirección ( es·completamente ~nálogo. Qe ello sé obtiene nue~ame'rite 1/2+p/= . 
Pl. y también · · . · . · ··· ' .·· 

8</>(l) (1) -
B( +v,, - O. 

Esto nos ha dado ya varias ecuaciones y relaciones entre las potencias de e de las distintas 
funciones. Usando estas relaciones y considerando los términos subsecuentes escribimos las 
expansiones como 
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',</J:,;; fp</>(~l+•fu~~(2l;+ > ... •., 
V{ = f.Pvg>_+~,~~(~¿2> ·+ ! • • ' 
V = fp+l/:Ív(l) + fci:í, ~(2) + .~ .. 

T/ , . .TI.·· •··• T/ ·:· 

v< .. '7'·.fp+1/2v¿1>:-i-:·f·~J_~¿2r+: :.·, 

pidiendo nat~i·aÍnie~te qu~. la· pot~nciri de' f a~~~ii~e. d~' un término. al• siguiente. 
Consideranios a. la ecuación.(1.36c) con la núeva expansión. Esto es , 

fV'2(fP</>(.1)+ ¡,uq1q;(2)) ~ 1 - f.Pif¡(l) ~ f.CJ'qli/>(2)<-S~ ( f2P,~(~)2 + 2fp+uq1</>(ll¡p(2) + f20'q1 </>(2)2) 
.. •'" ' .· •· .. ·' ... '" 2 · .. ·'' .. :· 

+ 1 +EPnC1l f. ~O'·• riP> +. · 5 · ;:O. . . 

Mediante m~as c~ncelaci~ne~,.yd~riva~d~ eni,s~ cibtiene 

, . . . ~p~1\-é~¿1i :;1~,4+\~2~~2)~~ €~~~~2> _· f;P<f>C1><1>¿1i 

_ fp+.;.q1(</>¿1)~(2) +(p(l)</>~2)) + f2uq1</J(2)</>~2) + funn~2) =O, 

olvidándonos de términos de orden mayor. Notamos entonces que aparecen un par de 
términos que son familiares, ya que aparecen en la ecuación KdV, estos son13 V'2<jJ¿1> y 

<jJC1>q;¿1>. El primero tendrá un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y 
tiende a producir un colapso o rompimiento de la solución. Dado que estamos buscando una 
generalización de KdV a más dimensiones y por ello estamos interesados en una ecuación que 
permita la ocurrencia de ondas con forma permanente debido al balance entre no linealidad 
y dispersión, es natural exigir que estos términos se balanceen al igualar sus órdenes. Este es 
el argumento no lineal fundamental en la deducción de la ecuación: los términos no lineales 
deben ser del mismo orden que los términos dispersivos; en particular es razonable buscar 
términos que reproduzcan aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuación tiene como 
soluciones el tipo de ondas en las cuales estamos interesados. De esto resulta que 2p = p + 1 
y entonces p = l. De hecho es de notar que de los términos restantes, los de menor orden 
son 

por lo que pedimos 

fuq1,¡,(2) 
'!'{ ' 

fp+1v2<1>¿1i _ fuq1</J¿2i _ f2p</>(1)~¿1i fe<r~~~2) ='O;>. · 

es decir, an = aq, = 2 .. La anterior ecuación en. form,a.exteri~ida (despu'és de. integrar una 

vez) es / ·.. <oi:t X,;,c¡\~.•:, ..• :' 
v2q;(l) _;pe;> ~ .!~c~i2~+ ric;> =O. , 

' ·' ,;2 ' , '\'«¿ .. >'~\; " .. 

13Este término dispersivo en realidad gener~liza,al :d/kc'ív~~h tres dimensiones. 
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Ahora nos fijamos en la ecuació~'(i'.~6g),;~¡~)I!lr~o:·deÍaclir~dció~:~. Con ia expansión 

~f:i:1\iJ~iriiJi~f f il¡tJ{~Í~)f {;:,t.1"W··1'!)a,SJ,~t+"··l'') 
Antes se ·tnc~~t,;;s·~~J'.;~( 1 5 ~:~~~>j}~o~ '"~s'to 

E3/2a · .. ·.(w<1>+'~~(v<~.'). - f1/2+u(a.v<2'.>'. • . 
T, {• .·. ... { { { 

+ f.1/2( ( ... €V(l)+fU(V(2)) a +.(f3/2V(ll+~U.LV(2)) ·~· + (' f.3/2Véí) +fU.LV(2)) a ): '(f~c'i) '+ f.U(V(2)) 
. ~ ·... . .{ {. . ·, .f/ 11 11 . . . . ( . . ( ... ( { { 

• • • • 1 , ~. ' • ' -

+ f. 512ae<1P' + ... = ~·. ' 
' . 

Pedimos qÚe 'el término E1/2+u( 8{v¿2l teríga orden ·él2 ;• de 'donde'ol~ 2 y ent?nces 
- ., ~ . ; , ..... , .... ~_:.~·.r:':~·L/'.f¡~·~·' ·b -·;.·,,- :·'.(.'- •• 

~~r~ ~;~;¡f~~n~r~t~"~;i1.·~ o:." . 
En dirección r¡ tenemos • -. : •·<t.-:·:: {;;:;¿:~\3¡¡¡:, '.,;:.:': 

- ,~ 1; ~· ;': ;.-.'. .. /:..._·:>:;\:::)/(·:V::;_:_~~-~<·~.; : .. 1 • "_l __ .: :«· . 

él2aT (E3/2v~l) +EU.Lv~2)) ::::-€1/7,~¿:~(~~@~W:ft~.~::.~~~) ::, '. '<_ .· ·.. . . ·. ' .· ' . 

+ f.112 ( (~v¿1 i -t}~v¿~~)·.~{~fM~{~3&~~frffi:{~~~~2i),~a~füG.31,2,i{~ t.(.L.~¿2!). a, )J€3i~~~1)+ f.U.Lv~2>) 

+ "''. ª~ \''"·'' t '~t''~ ~t01,'~f ~~;J{r~~~&t ]¡:r~~i:w.W;i'' · .· .. • 
si usamos 811</>(l). = ~¿11; [Ja~a can~~Í,¿ir :~~:pa~ '<.Iel térr?inos; tenemos 

f.3/2 ar ( f.312v~1>+{~v~~~1·~";€.~1iat}I~4'1Fr;,~~¡,;~;fr~;/ ...... ·.. . . . -... · . . · .. .. . . , . 
+ f.1/2 ( (w(!)c-+: ~2~(2))'.a ~·(¿3/2.~(!J:+'.E"',i;v(2)) a+{ €~/2V(l)+ €.U.LV(2)) a) (f3¡2V(l) + f.U.LV(2)) 
+ f.~12,~11~~~.~{F~S1~~~·*·(;:-.,~.~:/.~.:,- . ;>-·?.· · ... }_· : , , . - ..... ·' --.- . , 11 11 
De donde se'bJ:ís~rv¡_i•qti~ es irr;:peradvo que a J. = 2 y entonces 
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En dirección ( la sitúación es 'muy similai:; ~é ói.fü~~~ l~Ü~lrnente a J. = 2 y de ello 

. . .· . '.1~i~J;~ill:;f 'E . .. . . 
Se han encontrado todas las a's,, ésto' permite· escribida expansión perturbativa como 

· - · _ " · · ·,·(~:::::~_~Y<'·.,,.1:_;-,~: .. ·:.:'.:-'.'.A:!ig~~~--\'.-:·-_: 
n::;,, 1 + €n<}> +:f2ri<~> .+ .- .. ' 
<P · = f~c.i>·;+é'~fü-+ . ;: . , 

ve = fv?> +f2vJ2> + · · . , 
. V = f3/2vfü+ f2V(2) + . • . 

T/ ,, T/ ' 

ve; = €
312v¿1> + f2v¿2> + · · · , 

en el caso de las funciones n, <P y ve vemos que las potencias de f avanzan una unidad de un 
término al consecutivo; mientras que en el caso de Vr¡ y ve; avanzan media unidad. 

Falta únicamente considerar las ecuaciones resultantes de (1.36); usando las expansiones, 
tenernos que 

f3/2aT (1 + m<1> + f2n<2>) -:- f112ae (1 + m<1> + f2n<2>) . 

+ f.1¡2'V. (l +m<t> + f.2n(2)) [ ( wJ1> + f.2vJ2>) ~ + (€3/2v~1) + f.2V~2)) f¡ + ( €a/2v¿1> + f.2.u¿2>) C:] =O. 

A orden f.312 se tiene que . 

i ', :¡, 

esto, en conjunto con las condiciones'dé''que n< 1> y vJ1> se anulan al infinito implican: 

. v¿1) = n(t) 

que no es en realidad nueva información ya que se obtuvo anteriormente. 
A orden f.2 se obtiene una ecU:á:Ció~··q~e rio es de utilidad y por ello no se muestra. A 

orden €
5
/
2 

tenemosª (1) a (2){'(;>¡;-,Ú~~~~:!~?> .~v(2) .... _.···a·c2). ·a (2) 
n n <.:¡::2 (l) n_ ,:í> e + v11 -''+' . Ve; ... 0 

. a;- e- .~~,":~;!:,;.~:~~fi·'::~f\~:Wr'1~,~t'i~"~~1i:~?J,;f;.,:c.,J:~~ú~ 1~,;:. . .,, .. ·' , · --
Presentamos ahora el conjl1nto,c<orilpleto~~~-e,c~áCio,~~s ~~e:~tilizarerrios en lo subsecuente . 

.. 0~iJ:G~A~i~~~<:>,'. ¡, :: ·. · - (1.37a) 
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{1.37b) 

(1.37c) 

; (1.37d) 

(1.37e) 

(1.37f) 

(1.37g) 

' (1.37h) 
; ~- :. ( ;.,· 

Manipularemos las ecuaciones obtenidas a los diversos órclen~s· de e y)legarenios':a uria 
,ecuación diferencial parcial para n< 1>, ésta será justa~en~e ,.18:\~~~~c.i~n z.;,K:>. / (. •o { • •. 
· Si derivamos una vez en .; la ecuación (1.37f) y emplea1nos (L3_7a)'sóbfo ella'y también 
sobre (1.37h) tendremos . . , _ _ __ - _ , T'- TI~:y~'}f\g:y::~: / ' 'j, · _.; 

an<1> 8cp<2> -_ 8n<1> -~·:·.aii<2>::.;>: . 
. '(1.38a) 

(1.38b) 

. _ -V'. . a.; +2~_::J:i2n ,;, ... 8'¿''.A+-
8 

_ -_ + . ar; = o; (1.39) 
. > .·_ -•··-- '"·~~/-;:0:6~'}~;:·'.{~;:{~i-•i':,::tf~./j'\b~Ji. :,;, ····--···- _._ .• _ . 

Combinando al1ó~a .(1,37b):'~óífü~':)y~)yl'.{i{3('.(:};coii.-;',(i'.3:7d).-se'obtiene el-· par 'de ecuái: 
ciones - , ,, .. ···'"'' .'• '" c•:•q;:7R·;_r~~itr!;;(~i·tl·fj!(fw'~i'.:~{1~i'.~{:\t''['~F''.'' .:--·-··-•:.·- -. . . .· 

a </> _ - _ c2i _ .-: _ a '<P. _ .- -- c2> -a a =-v,, >"" ,, __ = v,. ;'.;;,• (1.40) . . :·_- . .; r¡-~- - -~-¿:.·<. - -/a,;ac;,;_ ,,-' .. _-_.-. -
::: · ;.·. < . ·: .. ~ ?~-~ · ~- \~;<:'~~~,~~,~-:\~;.:~/-~~, .. ; r::·~:i·~;:/1*~~·~-'.·i~}.~,~::~.~r~~p;: .~· ... i:/:.~:_:~~~:.,~; .. : s~;::.:.:_~:F ·r :· -:: : , , · 

En las últimas dos ecuaciones'.p~~~moii;:éscribfr,':n~~~/enilüg~r-·de cp< 1l, usando (1.37a). El 

'esultado·•e utiH.a e;n;;:~~)f ;;;~~~;":~~!i~í~~~¡~~~~:.,;• exp,es;ón 

ar. +n J.· ac +2: a.;a/tt:,a.;ar¡2;+ a.;ac;2 =o, 
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que es la ecuación;ZK en unaforrnano estéÍ~d~r.';Haciirríos flnalmente'.ios cambios nCl) -+ 
2-1/ 3n(l), f;.---+ 2-1/ 3x, r¡ é..t 21/<Íy, ('-+ 2~/Gz y r:~ ti'o~t~nléndose. 

8n(l) . (l)8n(l) . 
2

an<ii:_;_ 
at + n ax +V'. ax·.·:::'·º' (1.41) 

que es la ecuación Zakharov-Kuznetsov en s~ forma está~d~~' .· De. la última expre~ión se 
aprecia que ésta es una generalización de la ecuación de Kortm;eg-d~ Vries a dos y tres 
dimensiones, según sea la dimensión del operador Laplaciano. Vemos de lo anterior que 
nuestra exigencia sobre el orden de magnitud de los términos dispersivos y los no lineales, 
además de la búsqueda del tipo de términos que aparecen en KdV nos ha llevado de forma 
natural a una generalización de ésta, la ecuación ZK. 

Es de notarse que la ecuación (1.41) es simétrica en las variables y y z, pero no en la 
variable x. Esto se debe a que el campo magnético uniforme en la dirección x hace de ella 
una dirección privilegiada; mientras que las otras dos son arbitrarias, siempre y cuando se 
mantenga un sistema cartesiano. 

En esta sección se ha obtenido la ecuación ZK para el caso de ondas de densidad de 
iones con longitud de onda larga, en un plasma no isotérmico y con un campo magnético 
uniforme e intenso. Anticipamos, sin embargo, que la ecuación ZK aparecerá en cualquier 
contexto en donde se tenga una relación de dispersión del tipo (1.17), en el límite en que la 
no linealidad balancea a la dispersión. De esta manera, la ecuación ZK toma un papel mucho 
más fundamental y eso hace de su estudio algo mucho más interesante. Esto es similar a lo 
ocurrido con la ecuación KdV: al principio surgió en el estudio de ondas en la superficie del 
agua, pero después surgió en muchos otros campos, la conexión entre ellos es la relación de 
dispersión. 

1.6 Resultados conocidos sobre la ecuación Zakharov­
Kuznetsov 

En esta sección presentamos algunos de los resultados más sobresalientes relacionados con 
la ecuación Zakharov-Kuznetsov (ZK). 

En 1974, Zakharov y Kuznetsov en (38] estudian la propagación de fluctuaciones de den­
sidad en un plasma de dos componentes14 , el cual está en presencia de un campo magnético 
uniforme e intenso. Se supone adicionalmente que sea un plasma diluido y no isotérmico, de 
manera que los electrones tengan una temperatura mucho mayor a la de los iones. Obtienen 
una ecuación para las fluctuaciones de densidad con amplitud pequeña que es una genera­
lización a dos o tres dimensiones de la celebrada ecuación de Korteweg-de Vries (KdV). La 

14Se tiene en este caso iones de una sola especie y electrones. 
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ecuación en su forma estándar se .escribe 

au au · · 2 a-U 
{)t +u ax +V' 8x =o, (1.42) 

do~de el campo magnétic¿ tiene dirección paralela ~ x.- Torna~d~ eloperador laplaciano en 
el número de dimensiones deseado, se tendrá una generalizációna KdV. De ello se sigue que 
la solución tipo solitón de KdV será también solución de ZK,''es decir;·> · 

,:{'.; .,.;-d·- -,·-:.o.o'' 

(1.43) 

es solución de (1.42) y en el contexto de tres dimensi~ne~~~iriterpret'ac~mo una onda plana. 
La anterior es la única solución del tipo de onda.solitaria que se conoce para dicha ecuación, 
en particular, no se tienen soluciones que representen ondas solitarias localizadas, ya sea en 
dos o tres dimensiones. En ese mismo trabajo, utilizando el teorema de Liapunov los autores 
prueban la estabilidad para ondas tipo solitón con simetría radial que decaigan en las tres 
direcciones espaciales. 

Laedke y Spatschek en (21] realizan estudios de estabilidad para ondas planas solitónicas 
como (1.43). Se hace esto para el caso de perturbaciones con longitud de onda grande que 
son transversas a la dirección de propagación. Muestran que una onda plana tipo solitón 
genera inestabilidades15 si el campo magnético se intensifica demasiado, o si la amplitud se 
vuelve demasido pequeña. Adicionalmente, se encuentra numéricamente que el paso del caso 
estable al inestable ocurre de manera continua. 

En 1982, Laedke ·y Spatschek (22] muestran que una onda plana se torna inestable al 
introducir una perturbación periódica con número de onda k « 1 y perpendicular a la 
dirección de propagación. Mediante un desarrollo en potencias de k se encuentra una apro~ 
ximación para la razón de crecimiento exponencial de la pertµrbación, 1'(k). Usando métodos 
variacionales se encuentran cotas superiores e inferiores para 1'(k). La aproximación de dicha 
cantidad para k « 1 concuerda con las cotas encontradas. De la aproximadón y de las cotas 
se encuentra que las inestabilidades crecen con perturbaciones largas (k << 1), que 7(k) tiene 
un máximo y que existe un valor de corte kc, a partir de donde 1' < O por fo que en este caso 
la onda plana es estable. Se prueba la estabilidad en la región k. > kc mediante el teorema 
de Liapunov. · 

Posteriormente, Infeld en (15] obtiene la ecuación ZK utilizando un reescalamiento espa­
cial uniforme. Se analiza la estabilidad de ondas planas tipo solitón introduciendo. perturba­
ciones periódicas de dirección arbitraria y número de onda pequeño. Se hace una expansión 
en potencias del número. de onda de la perturbación, encontrando que para amplitudes 
pequeñas se generél un ángulo alrededor de la perpendicular a la dirección de propagación 

15Se introduce un factor, de crecimiento de Ja perturbación periódica del tipo e"l1• Si¡ resulta positiva, la 
perturbación crece con el tiempo y se dice que la onda es inestable. De manera semejante, la onda resultará 
estable si ¡ < O. · 
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dentro del cual las perturbaciones generan inestabilidades; confirmando el trabajo (22]. Con­
forme crece la amplitud, este ángulo de inestabilidad crece hasta que todas las direcciones 
excepto O = O, 7r (con respecto a la dirección de propagación) son inestables. 

Continuando con su anterior trabajo, en 1987 Infeld y Frycz en (16] presentan un estudio 
numérico de la estabilidad de ondas planas solitónicas. A diferencia del trabajo (15], ahora 
lo hacen cuando la perturbación posee un número de onda arbitrario perpendicular a la 
dirección de propagación. Se compara la razón de crecimiento del análisis numérico con los 
resultados analíticos de (15], así corno con las cotas obtenidas en (22] para esta cantidad. 
Adeirnís, consideran de manera numérica el caso en que una onda plana solitónica con una 
perturbación perpendicular alcanza a una onda del mismo tipo pero que no presenta per­
turbaciones. Se encuentra que después de la colisión ambas presentan inestabilidades. Sin 
emabrgo, el desarrollo de la inestabilidad de la onda originalmente perturbada es más lento 
que en la ausencia de una colisión, aunque eventualmente recupera su razón de crecimiento 
original. 

La tercera y última parte de la serie de trabajos anteriores, (15] y (16], es presentada en 
1989 por Infeld y Frycz en (10]. Este es un segundo estudio numérico en el que consideran 
perturbaciones a una onda solitónica plana con dirección y número de onda arbitrarios. 

En un segundo trabajo ese mismo año, Infeld y Frycz muestran en (11] cómo una onda 
plana solitónica que ha sido perturbada de forma periódica de manera perpendiular a la 
direcCión de propagación decae en un conjunto de solitones cilíndricos. Utilizando el teorema 
de Liapunov se muestra que los solitones cilíndricos que resultan de la perturbación son 
estables frente a dilataciones. Este trabajo es de una importancia fundamental para nuestros 
propósitos, ya que en las simulaciones numéricas se obtienen ondas solitónicas cilíndricas, es 
decir, localizadas en las dos direcciones espaciales. 

Esta es una evidencia fundamental de que Ja ecuación ZK posee ondas de este tipo y no 
solamente ondas planas. Con esta evidencia numérica, el presente trabajo se centrará en Ja 
aproximación de la evolución de ondas localizadas en dos dimensiones. 

En [18] Infeld y Frycz presentan una generalización a las ecuaciones de KP y ZK, las 
cuales representan fluctuaciones de densidad iónica en un plasma con campo magnético nulo 
y uno muy intenso, respectivamente. 

Poster~ormente, en [2] Allen y Rowlands muestran que un análisis perturbativo ordinario 
no permite encontrar más información que una forma asintótica para -y(k) cuando k ~O. Ata­
cando el problema de manera distinta, utilizan un método perturbativo de escalas múltiples 
para encontrar una aproximación a la razón de crecimiento de una perturbación periódica 
a una onda plana solitónica. Conociendo dos ceros de -y(k) (entre Jos cuales O < -y(k)) se 
encuentra el valor de 'Y en esos puntos. Subsecuentemente se utiliza una aproximación de 
Padé en esa región. La aproximación obtenida para -y2 (k) presenta un error relativo a los 
resultados numéricos menor al 0.9%. 

En [39] Zhuk y Popov considran el m.ovimiento de un fluido viscoso junto a una placa 
vertical caliente. Al tomar en cuenta la convección generada en el fluido, muestran que en 
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el problema de hallar el campo de velocidades surge fa ecuación.ZK;:;~''. '' .. 
Se muestra que para ondas viajeras en el sentido dél ·Campo magnétié::o,que decaen al 

infinito, se espera un comportamiento a distancias grandes dada por la funCión'modificada de 
Bessel K 0

16 • Por otro lado, para ondas que viajen en el sentido opuesto al campo magnético 
y que decaen al infinito, el comportamiento lejos del origen· está dado por la.S funciones de 
Bessel17

• 

En el mismo trabajo se analiza la ecuación ZK en su forma estacionaria con dependencia 
exclusivamente radial 18 , la cual tiene la solución sr-2 • Mediante un ·cambió de variable, se 
escribe a la ecuación de segundo orden como un sistema no lineal de primer orden. Anali­
zando el espacio fase correspondiente, se concluye que el comportamiento en cero siempre es 
divergente si se pide que ocurra decaimiento Jtl infinito. 

Posteriormente, los autores muestran simulaciones numéricas de' la ecuación ZK con 
términos no homogéneos dependientes de la posición. Tomando unó de tipo Gaussiano, 
se desarrolla una onda localizada espacialmente que al principio es parecida a la no ho­
mogeneidad. Subsecuentemente, se deforma y presenta, máximos· adieionales que posible­
mente adopten un comportamiento solitónico. Tomando una no homogeneidad que oscila 
senoidalemte en ambas direcciones espaciales, se desarrolla un conjunto de sólitones de am­
plitudes aproximadamente iguales que eventualemente se separan y cesan de interactuar. 

Finalmente se modela numéricamente la colisión fronfalde dos ondas localizadas, encon­
trando los cambios bruscos de amplitud y de fase característicos de colisiones de ondas no 
lineales. 

Hacemos notar que en este trabajo también se obtiene evidencia de la evolución de ondas 
localizadas en dos dimensiones, considerando numéricamente la colisión de ondas de este 
tipo gobernadas por ZK. También se considera de forma numérica a una onda localizada que 
se parte en varias más, al ser gobernada por la ecuación ZK no homogénea. 

En [3] Bradley investiga la deriva de átomos en la superficie de una delgadísima placa 
metálica al aplicar una fuerte corriente. El fenómeno se conoce como 'Electromigración 
Superficial' 19 • y se debe a que los electrones colisionan con los átomos y los desplazan. Esto 
provoca que la superficie de la placa metálica se deforme y ocurra una propagación de dicha 
deformación¡ de igual manera que la gravedad provoca que ondas viajen por la superficie 
de los líquidos. En este trabajo, se considera el ca.So en que la deformación de la superficie 
depende solamente de la dirección paralela al campó ~léctrico. :por un análisis perturbativo 
en el límite de fuertes corrientes, amplitud de la perturblicfón y grosor de la placa pequeños 
(en comparación con el ancho de la perturbació~) '~~ obtieri~'ia ecuación KdV para la forma 

' - ·, 't: •', -, '. ~ :· . 1 • '. 

16Esta tiene la forma asintótica [(0 ::::: ...f'llie-r parar :.:.+ oo;. ' 
17Esto significa que lejos del origen se tiene un comportamiento· dado por una combinación lineal de 

l'l; cos (r - 7í/4) y Jl; sin (r - 7í/4). . · . 
18 Resulta de aquí la llamada ecuación de Emden-Fowler u" + ~u' = !u2 • · 
19En inglés 'Surface Electromigration' (SEM). 
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de la superficie. Las soluciones son ondas que viajan 'exclusivamente en la 'dirección del 
campo eléctrico y cuya velocidad decrece con la amplitud. Esto debe contrastarse con el 
caso de ondas en líquidos poco profundos, donde la direcciónde propagación puede ser:hacia 
±oo y donde la dependencia entre velocidad y amplitud es inversa- a la de [3]: · 

En [33] Sipcic y Benney presentan un estudio de la ecuación modificada de Zakharov­
Kuznetsov (mZK), 

en el caso bidimensional. Ha sido mostrado que esta ecuación describe la propagación de 
fluctuaciones de densidad en plasmas, cuando éstas viajan a un ángulo crítico de la dirección 
del campo magnético. En el presente trabajo se motiva a la ecuación mediante una relación 
de dispersión á la que se le introduce una anisotropía. En el caso de ondas de densidad 
en plasmas magnetizados, la anisotropía es proporcionada por el campo magnético. Se 
muestra que en el caso de ondas con simetría angular y que decaigan a cero al infinito, el 
comportamiento lejos del origen está dado por la función modificada de Bessel Ko, la cual 
decae exponencialmente. Por ello, el comportamiento en este caso es del mismo tipo que 
para soluciones de ZK que cumplan los mismos requisitos. 

Para las soluciones con simetría angular, se hace un análisis utilizando la analogía 
mecánica de una partícula en un potencial conservativo y con un término disipativo20 . Se 
escribe la ecuación como un sistema y se analiza el espacio fase correspondiente. De la forma 
del potencial se muestra que las soluciones necesariamente oscilan alrededor de O ó ±1 con 
amplitud decreciente. En el caso de tender a cero, se muestra que existe una única solución 
que decae exponencialmente y que sea siempre positiva. En contraste, existen un número 
infinito ele soluciones que decaen eventualmente a cero, pero que primero oscilan cambiando 
ele signo con un número finito ele ceros (nodos). Estas soluciones son precisamente caracteri­
zadas por el número de nodos que presenten. 

Para las soluciones con muchos nodos se introduce un análisis por escalas múltiples en la 
variable temporal. Esto debido a que dichas solueiones poseen la escala de tiempo rápida de 
las oscilaciones y una lenta que es la que marca el decaimiento de los máximos de amplitud. 
De esto se encuentran cotas para los -máximos de amplitud de las oscilaciones, que son en 
realidad envolventes superior e inferior a las oscilaciones. 

Subsecuentemente se analiza numéricamente la colisión de dos ondas solitónicas concen­
tradas21. Se muestran gráficas de cortes verticales y curvas de nivel a distintos tiempos. 
En ellas se aprecia cómo una onda alcanza a·otra de menor amplitud. Después de la in­
teracción, emergen dos ondas.son comportamientos contrastantes: una de ellas decae en el 

_ 2_º_P_a-ra_e_ll_o_s_e_i_n_te_r_p_r-et_a_a_l_a __ d-i-st_a_n_c,...ia_·.;_~¡''d~ii~n·,r ~~mo ~l fuera el tiempo. 
21 Con esto se quiere deéir qiie'd!Jrien 1m)niíximo de amplitud y decaen al infinito en todas (en este caso 

dos) direcciones, siempre ccni' el miííiííó-·signo: 1En ingiés, se les llama soluciones tipo 'lump', que literalmente 
significa 'acumulación' o 'p~otuberancia'. '' 
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tiempo, mientras que la otra crece rápidamente en ~mplitud hll.St~·generll.r ~~a ~ingularidad 
en tiempo finito. Se tiene también el cambio de fase típico de la colisión de'.oñdas no lineales: 
después de la colisión, ambas ondas se encuentran en una posición dlstintá a la que estarían 
en ausencia de interacción. . · , • ' ,_ . 

Este estudio numérico por lo tanto también muestra el comportamiento de ondas locali-
zadas en dos dimensiones y motiva el estudio de las mismas. . _ · .. 

En [26] Moussa utiliza métodos de álgebra de Lie para encontrar soluciones exactas a 
la versión bidimensional de ZK. La primera de ellas es una onda plana solitónica._del tipo 
(1.43), pero generalizada a cualquier dirección 

- ¡ .. · :(' . ~ 

u(x, y, t) = 12(77~ + 77~) sech2 (771(x - xo) + 772(Y - Yo) - 477Í(77~ + ~i)t),- -~;~··. , · 
. . - , - . - .. '·: }; .'¿:, .. -_-~.(~-~(( . ~- ... ..' ' 

la _cual e.s, una ,onda plana viajando _en dirección (77¡, 772 ) Y, que P()dría haber.se ~allado por 
inspección de (1.42) i (1.43). Las otras' dos soluciones obtenidas son· .; ', ...... , · · ·.· .. · ·. · .. 

' ,,_ ••• , ' "o> i - ·- .• ¡; .,., .. ,. •• ,' •· . : '·"···· ··'' - _,_ ' 

.. ~(X,y, t)'= ~ '-c,~f ;'.+·~+~,. { l . ·~(x, y, t) ;=X._ ~ .. ~~6;/ 
pe~o tienen· la desventaja de no decaer dé forriia ad~cuada cuando x, y.~·±oo. La extensión 
de. cualquiera de las tres soluciones anteriOrés. a: :fa 'versión. tridimensiÓnal •. de•. ZK; se ·puede 
.hallar por inspección. . · .. ·· .· •.•. · . .. ' _·. . . . . 

En [4], Bradley estudia el caso de electromigración superficial en el qtie la forma: de la 
superficie depende tanto de la dirección· paralela al campo eléctrico como de -la' transversal,· 
generalizando su trabajo anterior [3]. Nuevamente aplica un análisis perturbativo bajo las 
condiciones límite requeridas en [3], llegando a un par de ecuaciones diferenciales acopladas 
para el potencial eléctrico y la forma de la superficie. Una de las ecuaciones del sistema 
tiene una fuerte semejanza con ZK, excepto que el acoplamiento con el potencial introduce 
términos adicionales. Si en este sistema se supone independencia de la coordenada transver­
sal, se recupera el caso de su trabajo anterior y la superficie satisface entonces KdV. 

Adicionalmente, en este trabajo Bradley analiza la estabilidad de una"onda plana solitónica 
en este contexto. Para esto, se aplica una perturbación periódica con longitud de onda 
larga de manera perpendicular a la dirección de propagación y se añade un factor de .cre­
cimiento e'Y1, al igual que en los trabajos anteriores de Laedke-Spatschek, lnfeld-Frycz y 
Allen-Rowlands. Mediante un análisis de escalas múltiples muy similar al de [2] se muestra 
finalmente que la onda plana es inestable ante perturbaciones perpendiculares. 

Resumimos ahora los resultados más relevantes que conocemos que han sido encontrados 
para la ecuación ZK. Se cuenta con lo siguiente: 

(i) Gran parte de los trabajos se han concentrado en la estabilidad de la onda plana que 
es solución de ZK. Al introducir una perturbación periódica perpendicular a la dirección 
de propagación se encuentran inestabilidades cuando la perturbac.ión posee una longitud de 
onda larga y de manera inversa la onda es estable ante perturbaciones con longitud de onda 
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corta .. Se conside.ran también pe~turbacionesperiódicasen bt~11sdirecciones y con longitud 
de onda larga. · Para ciertos ángulos estas perturbaéion'ésgeneran inestabilidad de la onda 
plana~ · ··· .·'>i ·.·. ·\ · 

{ii) Se ha visto que la ecuación ZK, o una modifica~ió11 dé la misma, aparece en otros 
contextos .. Enfatizamos además la ocurrencia de la.ecuación rriZK, la cual posee una no 
linealidad distinta que ZK y motiva la consideración de términos no lineales más generales. 

{iii) La evidencia numérica muestra que la eéuaCión · ZK posee estructuras coherentes 
en dos dimensiones (ondas localizadas) pero enfatizamos que no se cuenta con soluciones 
explícitas para ondas de este tipo hasta este momento. Se tienen también soluciones numéricas 
para las ecuaciones ZK no homogénea y mZK que consideran colisiones de ondas localizadas 
en dos dimensiones. Por supuesto que una solución exacta tampoco se ha encontrado en 
estos casos. 

De lo anterior se desprende que la dinámica de ondas localizadas o estructuras coherentes 
es desconocida e interesante de estudiar. En particular, es importante conocer las situaciones 
bajo las cuales una estructura coherente gobernada por ZK adquiere una forma permanente 
(punto de equilibrio), decae a cero o bien crece indefinidamente en amplitud, obteniéndose 
una singularidad en este último caso. 

En las soluciones numéricas hechas en el trabajo de la ecuación mZK, donde el término 
no lineal es del tipo u 2ux en lugar del término uux que posee ZK, se observó la evolución 
de dos estructuras coherentes al colisionar. Esto nos empuja a considerar en la Sección 2.4 
la evolución de ondas localizadas para una ecuación que posea un término. no lineal que 
generalice a los de ZK y mZK, esto es, considerar un término no lineal de la forma uPux con 
p >o. 
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Capítulo 2 

Soluciones Modulacionales en dos 
dimensiones 

2 .1 Evidencia numérica 

En la presente sección mostramos lo que resulta de resolver numéricamente a la ecuación ZK 
en la forma · · 

'Ut + 6uu,, + Uxxx :+ Uiyy ::::: O, (2.1) 
e-,< .j,.,::<'.·";.:)::-.;.:~f{'.~.~ii:~>-:_::··2:: '• ,.· • ·'.·:.:.-;·· ·.: .•:,, _.; •• • 

lo cual fue hecho por el doctor N. F. Sm:yth~:1·'Ha~émosY:est,ocon el proósitO de:observar el . 
fenómeno que resulta y posteriormente:~Iltebder,'16 C>c'lirrido.• '·>e; ••. · ·. :'···. ' •• · · ... 

En el primer caso, se resuelve (2;1).66h coiHÜcÍ6nin~ial-,u0 (;;; y}O) = 0.5~-o.o5(C~-:40>2 +Y2 l 
y se sigue su evolución hasta llegar a t ·;,,;, 15; :Éri. la Fig. 2:1 se.muestra la ccmdición incial, 
mientras que en la Fig. 2.2 se muestra el resúltado después de quince unidades de tiempo. 
Adicionalmente, en la Fig. 2.3 se muestra el corte en el plano y = O <le· lasolllción numérica 
en t = 15. < · 

De las Figs. 2.2 y 2.3 vemos que después de transcurrir quince unidades de tiempo se 
tiene una estructura coherente que se lleva la mayor cantidad de la masa. incial y que ha 
avanzado una distancia del orden de veinte unidades en dirección x. Notamos también que 
su amplitud ha crecido a partir de 0.5 hasta alcanzar un valor, cercano a 1.2 y que esta 
estructura se ha vuelto más angosta. Por otro lado, vemos que cierta parte de la masa se 
ha quedado atrás formando una estructura más compleja que en sú mayor parte tiene baja 
amplitud; a esta estructura que se forma de la masa cedida por la estructura coherente se 
le llama radiación. Una característica fundamental de dicha radiación;' que 'es evidente de la 
Fig. 2.2, es que solamente se forma en una cierta región detrás de la onda ácampanada y 
que fuera de esa región la solución numérica tiene un valor muy cercano a cero. 

En un segundo caso, se resuelve (2.1) con condición incial u 0 (x, y, O) = e-o.o5(C:i:-4o¡•+y2
) e .· 

igualmente se sigue su evolución hasta llegar a t = 10. En la Fig. 2.4 se muestra la condición 

53 
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Fig. 2.1: Condición inicial de la simulación numérica u0 (x, y, O) = 0.5e-0·05C(x-4o)
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Cortesía del doctor N. F. Smyth. 
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· Fig. 2.2: Simulación numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando ent.~ O con 
u 0 (x,y,0) = 0.5~---º·?.~((!1:;-:,4Jll 2 +(12 l. Cor-tesía del doctor N. F. Smyth. ,. ·· ·· 

incial, en.!~ Fig. :2.5;~~::1fu&~sir~ 1~Ci~~ultado después de quince unidades de tiempo y en la 
Fig. 2.6 s~ U1úe~Í:r~(~i6p~t.é'.'~~;eÜpÍri:n'~,-y =O de la solución numérica en t = 10. 

En las Figs: .,2'.5'y;2·f6 ·~~~(;~'.quéd~spués de diez unidades de tiempo se tiene nuevamente 
·una est~ucturá éoh~r~rit~·~té,:ha avanzado una distancia del orden de cuarenta unidades en 

. direcdón x. Su ámpÜti.<l' inicia esta vez en 1 y alcanza un valor cercano a 3.2 para t = 10, 



2.1 .. EVIDENCIA NUMÉRICA 

.. 

.. 

0-0-
a.15 ---·· 

55 

Fig. 2.3:. Corte en y = O de la simulaeión numérica mostmri<l~ la condición inicial y también 
el resultado después de 15 unidades de tiempo; Se 'C:omienza:erÍ t = O con uo(x, y, O) = 
0.5e-o.o5((x-40>
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Fig. 2.4: Condición inicial de la simulación numérica ·u0 (x, y, O) = e:-0•05C(x-4o)
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l. Cortesía 

del doctor N. F. Smyth. 
···,¡ 

al igual que en el primer caso, esta estructura se ha vuelto más angosta. Como antes, vemos 
que buena parte de la masa se ha quedado atrás en forma de radiación y que la forma de ésta 
es más compleja esta vez. Notamos que la radiación se sitúa otra vez en una región detrás 
de la estructura coherente y que fuera de esa región la solución numérica tiene un valor muy 
cercano a cero. Una diferencia notable con el primer caso es que esta vez la región donde la 
radiación es notoria es aún mayor. 

Con la experiencia adquirida, habiendo observado la evolución de condiciones iniciales 
Gaussianas con dos amplitudes diferentes, utilizaremos ahora las leyes de conservación de la 
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Fig. 2.5: Simulación numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en t = O con 
·u0 (x, y, O) = e-o.o5 ((x-40>
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Fig. 2.6: Corte en y = O de la simulación numérica mostrando la condición inicial y también 
el resultado después de 15 unidades de tiempo. Se comienza en t = o con u0 (x, y, O) = 
e-o.o5((x-4o)2 +u2

). Cortesía del doctor N. F. Smyth. 

ecuación ZK para entender la evolución de dichas ondas Gaussianas. 
Primero observamos que' es conveniente dividir la evolución de la estructura coherente 

u onda principal y)ádéla radfación. Para ello, tomaremos como solución aproximada de 
la ecuación z:K/~'1la',rJli:Ciód u(x; y, t) = u 0 (x, y, t) + u 1(x, y, t) donde u0 (x, y, t) representa 
a la estrüctui:a fohei:eÍite yu1 (x, y, t) a la radiación. Tomando como punto de partida las 
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soluciémes'nu~édcás antes expuestas, usaremos como aproximación a la estructura coherente 
a una función Gaussiana en dos dimensiones espaciales. Más aún, como hemos visto que 
la arriplitud,' el ancho y la posición de dicha estructura cambian con el tiempo, tomaremos 
a ·u0 como u 0 (x, y, t) = a(t)e-i<(t)((x-{(t))•+y•). De manera que la evolución de. esta onda 
~iéampanada está dada por la evolución de las tres funciones del tiempo a(t), K(t) y.;(t); se 
dice entonces que la estructura coherente está modulada por las tres funciones del:tiempó 
anteriores, o que ella es una solución modulada o modulacional. . 

En las soluciones numéricas, también se observó que la radiación no se distribuye sobre 
todo el espacio bidimensional, por el contrario, la radiación se esparce solamente sobre una 
región bastante definida. El propósito de la siguiente sección es comprender cómo ocurre 
esto. Una vez que se logre ello, será más fácil tomar en cuenta el efecto que tiene la radiación 
sobre la evolución de la estructura coherente y por esto podremos hacer suposiciones útiles 
sobre la forma de la función que representa a la radiación, u 1 (x, y, t). 

2. 2 Confinamiento de la radiación por la .cáustica 

Hemos visto que las ecuaciones de onda que son a la vez no lineales y dispersivas, pueden 
poseer soluciones de forma permanente. Sin embargo, no todas las soluciones son de este 
tipo, como veremos ahora. 

Por simplicidad pensemos en una dimensión, por ejemplo en la ecuación KdV 

Ut + 6uux + uix~ ¿ b'. (2.2) 

La ecuación anterior tiene la solución de onda.\Tiaj<mi. . . 

. u(x, t) :~ ~se~;:2 r~'.(:
1

~ct) }· (2.3) 

Si en una simulación numérica de dicha ecuación se utiliza una condición inicial que coincide 
exactamente con la anterior onda viajera en t = O, entonces la solución para todo tiempo 
será esa onda viajera con forma permanente: En la simulación numérica, se observará cómo 
la solución consiste simplemente de una traslación de la condición inicial. Pero, ¿qué ocurre 
si proponemos una condición incial arbitraria? Pueden ocurrir en realidad muchos compor­
tamientos distintos, pero se les puede resumir en dos: (a) la condición inicial puede partirse 
y formar varias ondas viajeras del tipo (2.3) de distintos tamaños y con la posible adición 
de un tren de ondas sin forma permanente; (b) se forma exclusivamente un tren de ondas 
de forma no permanente del tipo mencionado. Al tren de ondas sin forma permanente, con 
una amplitud que a menudo decae a cero, se le conoce como radiación. El comportamiento 
de tipo· (b) ocurre muchas veces cuando la condición inicial no tiene suficiente masa para 
formar una onda viajera y resulta solamente el otro tipo de comportamiento. En la simu­
lación numérica se verá, a partir del tiempo cero, que se forman un cierto número de ondas 
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viajeras del tipo (2.3), o tal vez ninguna, más una parte complicada, a menudo oscilatoria, 
que decae y que es la radiación mencionada. 

La radiación de una ecuación de onda no lineal es extremadamente difícil de estudiar y 
tomar en cuenta, pero para nuestras consideraciones futuras, será necesario conocer, aquella 
región en el espacio, ya sea en dos o tres dimensiones, donde la radiación cedida por la onda. 
principal se acumula. Veremos que es posible hacer esto mediante un análisis de la versión 
linealizada de la ecuación ZK, suponiendo que la radiación posee una amplitud pequeña y 
consecuentemente la no linealidad contribuye poco a su evolución. 

La versión linealizada de ZK en dos dimensiones es 

Ut + Uxxx + Uxyy =O. . (2.4) 

, ..... ·. ·. .·. .· -·iw ~· ik3 - ikl2 =O . 

. . .: .~.\ '.>.>,!;,.:iJ ic~> •,,~;;.;;,;,. i'<\, .;,~" . ~···· .:r • . ,:, : .. ., 1 ' •. ·. • •' .-•··. ,. · .•. _ ••... , : : , ... V 
de donde '{l/(k'; lf=::'~'k3'~' kr:· Escfibirilos ~ep(i; y;"t;N;l) = k(x .:._ ~) + ly ~ w(k; l)t y entonces 

la soh~9lón, i~.9~.raJ.·~~· .. c~.:t)s~s,·i, . :.·.·;.( .. : ~_; , • . ·... . 

··',. u(~, y', t) =;= 100 f~oo 'g(k,.l).éP(x.,y,t;k,l)dkdl . , . (2.5) _ 

, , ,' «~~~-,_:,::~ ... ~ 1 .-:.~:~'"'' ~' t~\].L :·,: 

donde por' supuesto g(k; l) debedecaér lo suficiénteinei1te rÉÍ.pidopara. que la ~nterior integral 
tenga sentido. . - ... ·. • · .. ·' . < '' ,_ ' :'.\' ' '':'1,• <: . ·.. .•• ·.··• .. . ' . ··.. . . 

Es. necesario realizar. un.anáJisis de la velocidad'de'gr~po: de,;(2.3) · para·ent~nderJa con-. 
finación de la radiación en cierta región. Para éllo,- a~aliiaremos ,el ca.So. más simple en una 
dimensión y recordar.emos así·algunas.ideas; '·,i~.J•f/;.',·,_ ¡,·~: .. 

Supóngase que se quiere conocei· el comporta!Ilientodé" ·, 

H(x,t) ~-t~'0\llJ~~í"1:;;;~ .. · •· • 
para tiempos grandes. Esto se hace sencillámente'd~-fr'términos del método de fase esta­
cionaria, el cual se explica ahÓrade núirie~a".hr~:\ie:~.":Ai-~'sé:iibir''.la integral como 

. ' ' 1k~?;1J&~11~t~;,;;:t"' . •· 
y recordando que. t es,gra11ci~·,.,..v~lliós,'-,Ql1e':eit(~.:¡;/t-w(k)) efectúa oscilaciones densas excepto 
en esos lugar-es donde la fase,cambie lentámente con k. Escribiendo nuevamente a la fase 
como ep(x, t; k),= kx:7. w,(k,)t, :::v,erii?'s,'.cíue-.esos puntos están caracterizados por 'Pk =O. Nos 
percatamos además,de ,que las ,zóna8 donde ocurren oscilaciones rápidas en k contribuyen 
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poco a la integral. :.Esto se. debe a que en la suma de esas áreas ocurre una cancelación entre las 
partes por arriba deleje y aquéllas por debajo de él. ·Cóncluimos entonces que la mayor parte 
de la contribución a H(x, t) se sitúa en la zona cercana a un cierto k0 ·donde cpk(x, t; ko) =O. 
Usando esto y desarrollando eri Taylor alrededor de k0 obtenemos la aproximación 

H(a;, t) ~'J~: h(ko)~~(v;(koH~k(ko)(k-~~)+~~k~(k~)(k~k~)~)(t~. ' ' 

Se omitió escribir la dependen~ia de-cp e~'xy t,-~dem<Ís, se u~Ós~lamen.te el primertérmino 
de la serie para h(k) y hasta el tercero p~ra cP·: La ~eli;i.ción cpk(ko) ~ x --: w'(k0 )t =O nos da 

la expresión para H(x, t) ;·2; ·X: .. J·\•• -

H(x, t) ~ 1-: h(ko)ei(kox~w(k~)t~~~"C~o)(~--k;}')dk ::::h(ko) . w"~;o)t ei(kox-w(ko)Hr/4). 

•'' . ';.. \, . ' ' ' 

La ecuación x = w'(k0 )t ~os proporciona· un número .de onda 1 dependiente ele la posición 
y del ti~mpo k0 (x, t) = K(x/t) . . Para lafrecÚenci~ tendremos algo análogo ya que w(ko) 
depende a su vez de estas cantidades a través ele k0 (x, t) = K(x/t). De ello se desprende 
que H(x, t) es un paquete de ondas con número de onda y frecuencia que varían de punto a 
punto y de un instante a otro. Para complicar aún más las cosas, la. amplitud del paquete, 
la cantídacl h(k0 ) _g¡¡__ei(kox-w(ko)t-"/4) es también función de la posición y del tiempo. 

w"(ko)t ' 

Por otro lacio, la relación x/t = w'(ko) tiene una interpretación mucho más fundamental. 
De la forma funcional ele k0 (x, t), que es k0 = K(x/t), vemos que tiene un valor constante 
sobre los rayos que pasan por el origen x =et, con e constante. De esta manera, un observador 
que se mueve sobre uno de estos rayos y que se fija solamente en los puntos x = et verá una 
onda con el número ele onda k0 = K(e) y la frecuencia fija w(K(c)) pero con amplitud 
variable. Para dicho observador, la onda avanza a velocidad e (que es su misma velocidad) 
con un número de onda y frecuencia constantes. Para un segundo observador moviéndose a 
velocidad e' sobre un rayo x = c't, ocurrirá algo similar pero él observará siempre el número 
de onda k0 = K(c') y la frecuencia w(K(e')). Por otro lado, un observador que no se mueve 
con algún rayo x =et, será testigo de una onda que avanza con número de onda, frecuencia 
y amplitud que varían en cada punto y en cada instante. · 

A la cantidad w'(k0 ) se le llama la vel()citlad de grupo correspondiente al número de onda 
ko y por lo antes mencionado. es la velócidaci' a"ia que ~vanzan las ondas con ese número de 
onda y frecuencia w(k0 ). . _ 

Retomamos ahora el caso deZK, exte.ndiimdo lo anterior a dos dimensiones. En ese caso, 
la fase es · 

·'.,/-.: ___ ;{~,,_,;,·:.·.;,_'" ·-.·,-}1i 

- i,O ='.k(xs~)+ ly - w(k, l)t 

1Suponiendo que la solución es única y que w'.(ko) i: O. · 
' . ~ ¡, 
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con w(k, l) = .~k3 --kl2 ,:,De la',anterior r~lación~de'.?clis~ersió~,'se obtienen las componentes 
de la velocidad d~ griipo'en 'x:y(j¡; ::< ·. ;' • ,, ,;.:";/" :,,; ;:' . . 

w1 = -:-2kl. 

De esto se obtiene.un importante resultado: la velocidad de grupo en dirección x, wk, es 
siempre negativa sin' importar los valores de k y l. Esto nos indica que la radiación cedida 
por la onda principal al avanzar en dirección x se queda atrás, lo cual simplificará varias 
consideraciones posteriores. 

Los puntos de· fase estacionaria están dádos por 

cpk = X - ~ + (3k2 + l 2)t = Ü, cp¡ = y + 2klt = o. 
Esto tiene una interpretación análoga a.facÜ:i.un~'dimimsión. Tenemos dos ecuaciones de 
donde se obtienen k y l como funciones de x·,. y'·y.t/a éstas las llamamos k0 y l0 , de igual 
forma que en una dimensión. Al tomar ka 'y ló•fijas).~e obtienen dos familias de curvas con 
estas cantidades como parámetros.Ai'níóv~r~~'el'obs~rV-ador con cada una de estas curvas, se 
percibe un número de onda constarife'kd ó't6, 'acip~ii~ÜeriOo de la curva escogida. Encontramos 
ahora las curvas correspondient~s a k/ Si eiirilinltlño's'á. l entre las dos ecuaciones se obtiene 

. . ··. . •;,/}(···;-'.f'.p; .. ·2i; ... ·)' . 
~,.-:-,_~+'.; ~.td;: 4k2 t2 . t = o, 

que es una familia uniparamétriq8: d~,p~f~toblas 'c!ti~evolucionan en el tiempo, con k fungiendo 
como el parámetro. Como ~e explicó arités;'si uno se mueve con estas parábolas, observará 

· siempre el número de onda kci'.:Existe támbién uná familia de parábolas con parámetro l que 
se encuentra de igual forma; sLurió')ijt'iL'l ~orno lo y se mueve con ellas, se observará siempre 
elnúmero de onda l0 en dirección 'y; '])e' forma inversa, al obtener k0 y l0 como funciones de 
(x, y, t), tendremos para cada p~ntO· del espacio y para cada tiempo un vector de número de 
onda (k0 , lo). . •·. ... .· 

Ahora surge la pregunta ¿én \rérdad tenemos un vector de número de onda para cada 
punto de JR.2 ? Esto es equivalente a preguntarse si la familia uniparamétrica de parábolas 
cubre todo el espacio o no. Esto lo podemos resolver considerando la envolvente de dicha 
familia de curvas. Del Cálculo sabemos que si tenemos una familia de curvas con parámetro 
k dada por cpk(x, y, t; k) :::: O, entonces la envolvente se obtiene al resolver simultáneamente 
las ecuaciones 

'Pk(x, y, t; k) = O, 'Pkk(x, y, t; k) = O. 

De la segunda de éllas, se obtiene k4 =:. ~ o bien k2 = ±
2
Jat· Al usar esto en la primera, 

tenemos · 

x-~±VJy=O, 
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x4 

Fig. 2.7: Envolventes y algunos miembros de la familia de parábolas, con€·::::: t.= 1 y 'diversos 
valores de k. 

; ·,. _ ... ·, .'. ,· . ,. 

' , .'- ;:,.+·:,_· .. :.¡ ".'"¡::.': .. ;, .. <·:-. '''., . . . • .· ··;", :.:;_,·-,._,.:'-,'..o·· ... -· ',,·_\, ! . ',_•;, .. --··,, '.• '•/· . 

de manera qúe' la 'el1volyente;está.formada por dós rectás.Ciué se:trá.sfadai1 eri el tiempo' sin 
cambiar su peri.dientci d~das por .· . , ; :,';.;~·:::¡?,/ "1:>< .y¡; i\'. ·'; . . • , ,· .· . , 

···-- . , \,· ·;-; ·H ~ ; ; 

: • Y:.~·~0·~'Ca; ~. €) · 

Las envolventes y algunos elementos de la.'fairiilia de parábolas se .muestran en la·Fig. 2. 7. 
Vemos entonces que las parábolas están' con~na~rui:a la región entré las rectas ·--7a (x-: €) <: 
y < 7:J<x - €), con X < €; de ello se deduce que las parábolas l1o cubren ·todo IR2 y por 
ello, los puntos por los cuales no pasa ninguna parábola no poseen números de onda en x y 
y dados por k0 (x, y, t) y l0 (x, y, t) respectivamente. ¿Qué nos indica esto? Nos dice que en 
esa región no hay transporte de ondas,' el paquete de ondas de la.rádiáciÓn ·está confinado 
a la región antes mencionada entre las envolventes, en el límite en que· la amplitud de las 
soluciones de la ecuación ZK tienden a céi:ó . .- : . , . . · 

En tres dimensiones la situación es completamente análoga. En .ese caso la ecúación. ZK 
linealizada es '.''• · · bú: : ·· .:'::·>.. , · 

~t:~~~~f;¿~.~;Y,~~t:~~.~~;~•º· .. • : :;~ 
1 

.. ··. .•. .'' 

Lo que nos porporciona la .relación de dispérsióllcw,.~ ::7k~-;'-:: kl2 . .:.::. km~. al, proponer una 
solución del tipo ei<k<:i::-:{>+1v+'.'":-wt> = é" .. Los.puntos.de r~e esta~ionaria.se ené:úéntrán a 
P

artir de . . . . . ·.··., · · ·.·" ·'· ·• · ... :: •""'"·/···· ... "<" <:•'":'""·"· ¡.¡ ;.'' • ,., ·' · · .. 

,, • . '. ·.·!·:.~. '; -:·" ' - ". ·~· ·:-·,;.:: ' - ~,;' 

(2.6) 

La velocidad de grllbcl tiene componentes (wk , W¡ , Wrn) ·,; ~(3k2+ 12 +;m2 , 2kl , 2km), 
nuevamente la componente en x es siempre negativa: ' ·. · 
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21 

Fig. 2.8: Envolvente y. algunos miembros de la familia de paraboloides en tres dim:ensiones. 
- ' . . 

Usandc) (2.G)/,9.bt~nerll,os la)uperficie donde la primercornponent~ d.el vector ~e.número 
de onda; le] :·es'{úi~'co'n~tant€5 ,Gener'alizaíido lo .encontrado en' dos' dimensiones,• estas. super-

fid" ~~~~l~Ii¡(~,;~•~:::l:d0k'+ 4k~;, (v' ~ z') ;:~ ~O, .. . ·. . 

con parárrietroJk:'l:Nüevamente encontramos la envolve.nte ·de esta· familia,. demostrando que 
los parahcii8id'~s{ito'\Ciibreri~·todo :IR3 ·y de esta :ma?~ra· són ·restringidos a estar solamente 
dentro ·aé í~';~ÍÍyol~eiit'e?.J~a·en:vol vente. es ahora. el cono 

.< .'•'.<';{t;;~·.,~,\:f;h; ..•. ·. · .. » .. ) '±. ·.·-- é+·· 13(y2.+z2)~·o,; ... --->.-> ~.,·".-;,,.· .. :·-.. . '.:._ V . , 
_...:- _:::.·-.... ~~:(:?:·.?;·.··>···-,~·{-:-· :'·' ;· . :-.,··,_:--.~<:;·:: __ -,:.'-,::-:·~:7'->u-:-.-~ .-. 

como era de esperarse alígeneralizar la.S rectas x .:::- e± y'3y = O a tres dimensiones. Podemos 
ahora pensar en la.Fig. 2.7como el corte'en.eÍ plano z =O de la superficie cónica envolvente 
y lafamilia de pár~bóloides con parámetro k, se'íú\l'estra también la Fig. 2.8 para una mejor 
visualización. . . . . . ... · . . 

Finalmente, como demostración de estas ideas, mostramos una simulación numérica de 
la ecuación ZK en la forma · 

Ut + 6uu~ + Uxxx + Uxyy = O 

y con condición inicial u(x, y, O) = 0.5e-o.o5((x-40l2
+Y

2 l al tiempo t = 10. La simulación 
numérica y la gráfica ftie realizada por el doctor N. F. Smyth y gentilmente proporcionada, 
ver Fig. 2.9. En esa gráfica puede verse el avance de una onda acampanada, la llamada onda 
principal, y también la radiación. cedida por ella. Es claro que la radiación tiene amplitud 
bastante menor que la onda principal, puede verse también que se encuentra confinada en una 
región con forma de cuña detrás de ella. Esta región es la que se ha calculado anteriormente, 
en el límite en que la amplitud de la radiación tiende a cero. 
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1.2 

o.e 
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o.e--·--·· 
o.a-·-·-·-· 
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0.2· ...... 
o········· 

30 

Fig. 2.9: Solución numérica de la condición inicial u0 (x, y, O) = 0.5e-0·05C(x-4ol'+Y
2
l después 

dé 15 unidades de tiempo. Cortesía del doctor N.F Smyth. 

2.3 ·· Evolución de una onda localizada gobernada por la 
ecuación Zakharov-Kuznetsov 

2.3.1 Las leyes de conservación de la ecuación 
ZK 

Las leyes de conservación juegan un papel de extrema importancia en el estudio de ecua­
ciones que dan lugar a comportamiento del tipo de ondas solitarias. Para entender los 
resultados numéricos vistos en la Sección 2.1, usaremos estas leyes de conservación en el 
presente trabajo, lo que permitirá encontrar una aproximación a la evolución de una onda 
inicialmente localizada y con forma de campana, la llamada estructura coherente. De ma­
nera más específica, estas leyes de conservación nos darán una aproximación a la evolución 
de las funciones del tiempo a(t), 11:(t) y ~(t), las cuales modulan la evolución de la estructra 
coherente. · 

Para nuestros primeros propósitos, basta considerar el caso de dos dimensiones y pensar 
que la función u que satisface la ecuación ZK no depende de z, esto es u= u(x, y, t), donde 
u satisface · · · · · ·· · 

(2.7) 
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La conservación· dé· masa 
, . . - -

Veremos a:barti~ de la e~uación ZK en dos dimensiones que la masa2 total dé la onda es una 
cantidad conservada·, La masa de la onda en dos dimensiones se define coíno3. · 

• -=-:-' . e ~.:_.:_:1~i:~-~ -;:~_:'...:,-o¡- O: : ·--- - O() 

'.~•'.,:\ .. ;~;, ...•. ·•.> .•. ;;.,.;. ,;• '';\::S~~i:~·.4oo·/_: udxdy, ·.· ... ··:·.~}~ ·· .. · .·· . 
por' lo' que',deb~mos pedfr'qué';ü~decaiga:' lo suficientemente rápido cuand(>"x' y -:-+ ±oo para 
obtener un'.~alor'.fi.riito.:•Es' pci~iblé\~s'éribfr a la ecuación ZK (2/i):enla?fodna . . 

. .. ; ~',ii~-~~~t~i~~~;:ili· ... ) .: c ... ,,,~~i;c~~~~;r·... .. (2 
.• ) 

que es· la.forma diferencia!· deJa;coriserv.ación de masa;._DéédiCha:;expresión •sé sigue ·que 

........ ;./·~i~1~~~~i~;~ir~1~~f ~t¡~~ti~~t~lll~~1Ltxjr:º· .. 
ya que· ú decae a é:éró. eriloS:e~trerriOs:'}'1'De;'esta1:maiiéra{ténémós•;1á;:vérsiónJntegral de la 

. ~~~~~~:~~::6~~~moffie~:~~;f~íttiií~~;f ff :; · ..... •· .· . . .·· . (2.0) 
Consideramos ahora la conseria:~iÓhYa:U~l~~;~i~.~d~.l~·onda,• De la Mecánica sabemos. que 
la cantidad total de momento sé p~ede;e~ci-lbh:'cofuo la masa del sistema multiplicada por 
la velocidad del centro de masa: .''M:ecli1.'rite' é~tri, podemos escribir al momentb del sistema 

oomo . ;;•)i.;~i~~~,;~ J-: ¡_: udxdy, (2.10) 

donde X y y son las coordenadas del centro de masa y X = dd~. A su vez, X y y están 
dadas por · 

X - f~oo f~oo xudidy 
- f~oo f~oo udxdy ' 

f~oo f~oo yudxdy 
y = J""' J00 udxd · -oo -oo y 

2En el ca8o de ondas iónicas acústicas podría ser más adecuado decir la conservación del número total de 
iones. 

3Si u no depende de z, no es posible integrar con respecto a ella en todo el intervalo ya que no se obtendría 
algo finito. La extensión para !vi al caso de variaciones en tres dimensiones es inmediata, siempre y cuando 
.u décaiga también a lo largo de la tercera, dirección. 



2.3. 'E\!OLUÓIÓN:DEUNkOivDA'GOBERNADA PORLAEGUAGIÓN ZK 65 

Para encontrar una'expresión'para'Pdesde (2.10), calculamos X y l'" . 
--. _• .' ,· 'Joc ·¡oc d d 

-·.'.Y••-~-- .:._oc -oc XUt X y 
< -. f~oo f~oc udxdy ' 

notando c{he·~~ e~ nece~ario'derivár.ei'denominador debido a (2.9). A padfr de (2.8) tenemos 

100 

j'oc;iuid~dJ~~ {
00 

¡oc '[x (~u2 + Uxx) + x(uxy)y] dxd~ 
-oo -oo . - - 1~ -oc loo X roo - - I"° . . 

-.=-: Loo~. ( 7;.~/2 + Uxx) -oc dy - J ::.ooFf~ ¿~~f,-:•, 
. +¡· 00 f 00 -(.!:u2+ Úxx) dxdy = }: q;p /:.~·E2dxdy, 

• - ,-é>o Loo 2 _ , 2}.i.·00)::.=- ; 

donde se ha usado integración porpártcs y el que u y sus dedvaclas 'se·_anulan 'al infinito. 
Similarmente; para l:,.. se obtien.e \ ·.; , · · ' - -· ;;.f_1 

,:,.. _ J~00 J~00 yuidxdy 
1 - ¡= ¡= ·-. ·- •

1 

_.,;, _
00 

udxdy 

Usando el mismo procedimiento que Jarii.".x---• 
. '<'• -. "; .1,-~·' . ~' ' 

. . . ' - . . . 
; >~-~;;;:_.;,.¡- ¿,/;: .:'·~: .. : ·-~ .. !~ '. ·. 

veremos que lo anterior es constante para la ec_úáción' ZK. _ • · 
Multiplicando _a (2.7) por u t1me~os , :,";.,L :.~·(;;.~-'¡'' - -·; ·- · · 

""' + u'u, + uu,., + uu,,, ~ (~~;1,1i:;~~2f ~,~~?)~z,~·~·r<~u,.~), -;·"~ .. • . •• 
(i'-·2);/ ;.(1.,-3',..,.- . .- .. ··-· ____ 1 2 .. .- 1 2). ( _, ) ----·o .. 

- = ~~~; ¡:t;:, ,3~,-t;~~;"~ :-.2/f -,ff~ •X '._ UUxy y =_, . 
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Poc lo que la ve''J~~r~f 1a~~~~:i~~1~11~~1t~~~~¡~;~~~~~ ' ( • (2.12) 

De aquí se sigué'laco1isérvacióri.'del;ri1orrieritoPY,,l]sánélo··(2.11) y::(2;12)'tenemos .. 

~ = /
00 ¡-;·(··I~kK'.•~~J;Jt?'l° '['f f t:~Jz~:s?~:g:~ ~~i) +(u~,,), l dxdy 

-00 ."""."o::>! " .. ),t ,-«·' .· -00 -00: f . : -.·: ~ ' •. X , · 

=0, 

por lo que la expresión integral para la conservación de m~mento es 

- = - -u2dxdy =O. dP d loo loo 1 
dt dt -oo -oo 2 

(2.13) 

2.3.2 Sistema de ecuaciones ~btenido a partir de las leyes de con­
servación 

Resolver un problef!1a de condiciones iniciales para ecuaciones de onda no lineales que ad­
miten solitones es tina tarea formidable. De la teoría de ondas solitarias, es bien sabido que 
si se tiene una condición iniCial que coincide exactamente con la onda solitaria de la ecuación 
en estudio, entonces la solución para todo tiempo será justamente una onda solitaria. Si se 
tiene un perfil inicial que no coincide con la onda solitaria, entonces es posible que el perfil 
inicial se divida en varios solitones, más una componente racliativa; esto es, un tren ele ondas 
ele menor amplitud sin forma permanente. Se pueden ver más detalles de las ideas anteriores 
en [8], [9], [23] ó [27]. 

En la presente sección, motivados por los resultados numéricos, se construye una solución 
aproximada a la ecuación ZK que se compone de dos partes: una parte con estructura 
localizada la cual se representa por una función u0 (x, y, t) y que llamaremos la onda principal; 
más una segunda parte que representa la radiación desprendida por la onda principal y que 
se representa por una función u 1 (x, y, t). Supondremos además que la condición inicial para 
u(x, y, t) es justamente u0 (x, y, O), por lo que al inicio no hay radiación. A la onda principal 
le impondremos una forma Gaussiana, centrada en un punto ((t) sobre el eje x, con una 
amplitud a(t) y con una razón de decaimiento espacial x:(t), ver ecuación (2:·14)/ De esta 
manera, la evolución de la onda principal se determina por las tres funciones a(t), x:(t) y ((t); 
es decir, estas tres funciones modulan la evolución de u0 (x, y, t), o bien sed dice que u0 (x, y, t) 
es una solución modulada o modulacional. A partir de las leyes de conservación estudiadas 
en la sección 2.3.1 se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias para las 
funciones a(t), x:(t) y ((t) que por lo tanto describen de manera aproximada la evolución de 
la onda principal u0 (x, y, t). Como un primer caso, encontraremos un sistema de ecuaciones 
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que describen la evolución de Ja onda principal ignorando por completo la radiación; en este 
caso se supone que la amplitud de la radiación es lo suficientemente pequeña como para 
despreciarla. Después de ello, estudiaremos el caso en que Ja radiación no es completamente 
despreciable y encontraremos así un sistema ele ecuaciones que describen a la onda principal 
añadiendo una corrección debido al efecto de la radiación. 

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiación 

Proponemos entonces como solución de la ecuación ZK 

Ut + UUx + Uxxx + Uxyy = O, 

a hdunción u(x,y, t) = Ü~(x,y, t) + u 1(x,·y, t), con u 0 dada por ... ·:·, . . "' " ' __ .... 

"· ,., ,··p>· ' '' uo(x,y, t) = a(t)e-n:(t)((x-ect))•+y•); (2.14) 

es decir Ja onda principal tiene un perfil Gaussiano y además se propaga en Ja dirección x. 
En el caso de una solución ele tipo solitón, hemos visto que Ja onda conserva su forma, por 
Jo que su amplitud, velocidad y ancho son constantes. En nuestro caso, no se tendrá una 
oncl~Í solitaria por Jo que las funciones del tiempo a(t), 11;(t) y s(t) toman en cuenta que Ja 
onda· principal puede deformarse cambiando las cantidades mencionadas antes. Llamaremos 
V(t). = ~ a la velocidad de Ja onda principal y por Jo antes mencionado es también función 
del tiempo. Por supuesto que será indispensable restringirnos al caso 11; > O, de manera 
que se tengan soluciones aceptables físicamente. El sistema de ecuaciones que se obtendrá 
a partir de las leyes de conservación será justamente un sistema para a(t), ,ll:(t) y .;(t), Ja 
solución de dicho sistema nos dirá entonces cómo evoluciona Ja onda coherente u0 (x, y, t). 
Encontramos ahora Ja primera de las ecuaciones ordinarias que modelan la evolución de 1t0 , 

esto lo haremos utilizando la conservación de la masa, ecuación (2.9). 

• Ecuación correspondiente a Ja conservación ele la masa 
Hemos visto ya que la radiación desprendida por la onda principal se. encuentra confinada 

en Ja región entre las cáusticas ~(x - .;) < y < -~(x - .;) y x, <;.;, ala que llamamos 
r'(t). Con esta nomenclatura, la región r(t) es aquella región móvil en dónde Ja radiación 
es completamente despreciable. Esta región se muestra en la Fig: ~;10'.,;· ,. · ·· · 

Para obtener Ja ecuación deseada seguimos el desarrollo de (24)y calcuiamos e.l cambio de 
la masa de la onda en la región r(t) y tomamos en cuenta que'u(x;y;'if'satisfáce~ la ecuación 

~{ """'dy ~~ 00 00 """'dy + d ' 00 :d~~i;~~¡;~¡t~~J;~:; ; 
dt l,t, dt ¡ l-../3y .... dt ior:i.1+\13iJ,;".\;;i',:;;:,,;:siW,,)(·l·i""'''.,., 

~ f00 uJ{-jay~d~:~·F~~>.:~J{Jj¡YY,~~.:i;.~~~:.t[;(~;2 +u,,,,)·· + (uxy)y] dxdy. 
· lo .·,.·· ·'; · • ¡/:..09;,:., ; · •';" .. ' )f(t) · . '. X ' 

"; ,'· 
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rféf 

Fig. 2.10: La región r(t). 

Si consideramos ahora que en la regiónT(t).secumple u 1 ~().entonces en esa región u0 por 
sí sola satisface a la ecúación 'ZKiy nds queda: ·· :,·: ,/ , • < ··••. ·:' 

;, i(i, u4dy ~;;,'he.¡ .~Jidi" :_ 2¡r'r~:1t?~·~" 
-.frct> [(;~,~:uox;)x•··. (~o~~)ú]y:~~:'., · ', (2.15) 

donde la paridad de u 0 con respecto a y nos ayuda a sim~lificai. la expre~iÓn:,ql1~ representa 
el cambio de masa en la región de integración. El resultado de arriban.os proporcionará la 
ecuación diferencial ordinaria deseada para los parámetros a(t), ii:(t) ::y {(t), una: vez que se 
evalúen las integrales de arriba. Hacemos eso en este momento, evaluando cadá una de las 
integrales de arriba y tomando en cuenta que u 0 y sus derivada& se·an'úlan al infinito. 

Comenzamos con la masa total en la región r(t), utilizando coordenadas polares planas: 
. 00 00 00 00 ' ' ,- :.·· :.t· ':'_;_ ' 

r Uodxdy = 2 r 1 Uodxdy = 2 r 1 ae-1<((x-{)
2
+Y

2
)dxdy 

ÍrctJ Ío {-../3y Jo {-../3y · ,·· . · . , . . 

=2 t'° f 00 

ae-i<(x"+y')dx'dy'= 2a '{Str/G .. f 00

·e-1<r2 rdrd<p_ 
Ío Í-,/3y . · Jo lo · · 

l07í a r(l) ·. 57í a: 
=6~~-=6~'-

donde se usó la expresión para la función gamma tr(s) = f0
00 z2s-1e-z2 

dz, y r(l) = l. El 
resultado de arriba se hubiera podido obtener de manera más sencilla si notamos que la masa 
total de la onda es 1r,.ª y por lo tanto la masa en la región r(t) es simplemente 10

211",/6 = ~ del 
total. · 

La siguiente integral requerida es inmediata 

r= 1 d ' - (""'! . '."'1<(3y2+y')d - a r(l/2) - ' ·ª 7íl/2 ·~ 7íl/2 a 
Jo uo {-../3y Y-Jo ae.,. Y- ~-.-2- - 21\:1/2_2_ - 4 1\:1¡2· 
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FinalmenteJa última integral ~s, ' " . . . . . . . .. . . . , -

f' :[···(,.~fij';:~i~~·) .. ,~;,~1ic~Lu·)u] dxdy = 2¡=..¡~·: ·[·(~~ +u~x~)· ~~ (~oxy)u] dxdy 
Ír(t) _,' ,:,;_;, _ x;_;·.: ''.L : , · '_ ,();:_{-cv'3Y, < /'Ji::; .. ,X_•,·.~ <_,,, .. ' 

-' ==-2.f'~[u2~+u¿x;·+'iiovu]·i•t:::,g1/•·· . Ío · . :· {-v'ay · ··.· 

Si usamos ahorauoxx = (4a~2 (x-:- ~)2 - 2a~) e-::"(~~-::-~l2 +Y~) y Uoyy = (4a~2y2 - 2a~) e-t<((x-{)•+u'), 
se obtiene · · · 

¡ [ (·~~ + 'Uox~)·.· + (?Loyy)x] dxdy 
r(t) .Y;· • X . ., . 

~ -2 f ¡~~-JS'''.i•*"' -/- ( Ú,' 3u' .- 2a•) ~ -«»'+."/ + (~··V - 2a~) ec-<••' +"l] dy 

= -2{00 ,[ª2~~~~"Y2:+(~6a~2y2 ··-:4a~).· ~j4i<v~.J dy 
'}fi;· 2,, •.. ' : ., .· , · ... : 

.• 2 [ª~ .••. 1.· .• l'(Í/2)¡+16<'. 1 \i(3/2), •' .• t é{l/2)] 

Sustituiínos,en(2.15)\lós'.,valores;,de~las,tres.·integrales calcula.das;.,quedando 

.. ·· .. . · d··~;;~:t{i~'S$\~~ ·dt__:·;1/2,,[L1;(~:·,if:iAh2··:J<'. ..· .. 
. : dt· 6 ~ ··::., r: :··'·:·\4 ····~1¡2 ·' _:. ' . . .. ,.,,,,,,,:,:,:4\/2 ~1/2, ' 
. ·· .. '..·-,::.1.-~-·/¡;~~;,_~"~'.~::·;.?~ _::':\. -..: ·.r!· - ~-,>~:,·:~·~\~-~:<.i~.--··:·~J~~,r-- __ >1v-:.. \ .. ~~ ~j_',. 

o bien, ·· .· .. ·. - · · · ·. "'" ··"'·"'> · 

· 57¡}/2 d a · 1 ;_2 V· a '··· 1 2 . 
---- - ---- - --- -a~/ 6 dt K - 4./2 ~1/2 2 ~1/2 . • \ ' 

(2.1~) 

Esta es la primera ecuación diferencial ordinaria que involucra a a(t), ~(t) y ((t) (~. = V(t)). 
Proseguimos ahora a considerar la conservación del momento. · · ' 
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• Ecuación correspondiente a la conservación del momento <' .:·'>":\ 
Consideramos la conservación del momento, ecuación (2.13). Como la amplitud de u 1 es 

pequeña, tomaremos a u'f como despreciable con respecto a u5 en todo el plano lR.2 . Adi­
cionalmente, u0 es de magnitud despreciable en aquella región donde u 1 no lo es y viceversa, 
de esto resulta que ·u0 ·u 1 pueda despreciarse en tocio el plano. De esta manera, el momento 
se puede tomar como 

1. 1 1· 1 P = -u2 dxdy ~ -2u~dxdy; 111:• 2 111:• 

La ecuación P = O queda así 

(2.17) 

• Ecuación correspondiente a la evolución del iriomentb eri x•.deLrii<'.>~~nto':.d7.Ia'Ónda 
Una manera de obterier una ecuación más y qtie de est~ Ólari~ra ci~rre el ~i~terha (d~bido 

a que tenemos tres incógnitas a(t), K(t) ,Y .;(t)) es c~nsÍd!3ra(elrnorfieíi'.~o en a; del.lllomento 
de la onda en todo IR2 ' siguiendo a [24]. Esta canti,dad e~.:; : :, ' iL: '.~· " > ;:,,/ >\ . , ... 

h. ·:~~~~~1§.,~; 
Nuevamente despreciando . a' u'f •y u0u~". cóJ·~~s{i~6to: 1~ ~Úeii'iodó el'. ~lanó téndr~m-os' qué el 
ca1nbio de la cantidad de 8:rripa, éS ·- ,.- · --:-~J-~ :-~.:...·Y'.;·;>~>~ .. ~_.,:,·-.:.:.->:~~ ~: -

- ~: -._--<·- oo·:::,r··:'Oc(: .~;''<_~/~~-~---:~<! ... :_.':_·/.-:· ~~+·->;;:;.-~;~.:~:: -~;::::· .,,.,_._ .<-. ·:'_'·:~· ,.: . 
... . . ... :!:_:····f:T';';;h, ... · x~ti2ixdy ··~··d. 'b lf.,;;~u2dxdiJ: '.\· 

• ·dtJ'..i;;oJ~¿;, 2 . ·• dt L~J.:..00 · 2 º .· · ·. ··· · 
Usamos ahora l~i cons~rvación del momento en forma diferencial, ecuación (2.12), para 
obtener 
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O bien, 

:t ¡_: ¡_: x~u5dxdy ~ ¡_: ¡_:·(~ug + UoUoxx - ~1L53' --J~5Y):dxdy+¡_: ·~0Uoxy[00 d:1; 

= ¡·oo j 00 (.!.ug + 'UoUoxx .::_ i_·~_.5l·-_'','.·_f_0~_~_-, __ l_.-);:~J~Y_f:. ' : ' 
-oo -oo 3 __ 2_ -;.· '-~---"- --_-,, .-_· 

" ~, ·: ;· · ... ~.-.-:'.;:·::.\:·~ _·:-W ,;_.:.~·-,.:·.;e::"·),,:·. ;: -~~~--::e;·:·</·, ·¡ : 

después de integrar por partes y tomar en cuenta que U.¡¡.'yisú's':de1:fvadas sé anulaú al infinito. 
Evaluando cada una ele las integrales ele arriba, comeiizamÓ~:C61tlaintegr~l correspcliÍdiente 
al momento en x del momento ,,;~3-f',:>:f'.'~i.~f;j_¡/k:~~;;~~lf:'.iJ?t'.'i\li\;\, iL•:· . 

,. :•_::ci ·. ":~ '-· :·:~y . I~ .... 

j_: ¡_: x~·u5dxdy = j_: /-})x~~'.kj~~~~J~~V'.~\:~:1: ~u5dxdy 
-== E.f_E;x=:I~~,t~~~!,: _·-. 

la integral que contiene al faétorx·~i.;~·:eÜ ~Í ii-ltegraiiclo'~s cero debido a la impariclad del 
mismo, ya"que_-la integral }e. lleya,lt cabo sobre _un intervalo -simétrico alreclecloi- del origen. 
La expresiói{'re~ultarite'·s·e·~~ri:Íúa?~eii~iú'áme~1te _ ~ - ' < ,_ - ' • <>• . - '- 1

--- - '· ••• 

E J~ 'l~ i '2d.":i {E.'(~ {.00 ª2 ~:in(<x-{)'+Y2)d d: ~ Ea2 .~ _ ~Ea2 
J ~~J...:~_2 u9, x, ,Y ~ '.',}:--:Ofl~ 2_ e > • . --•--- • · Jx .. !y ~ 2 211; .,... 4 '" · 

...... :~\,·,; 
__ Es 1íecesario · e"aii'iar' 'tar.ibTé11w--·-.--

-._ --f ~,if/i~(c~~~;Pf-;~º~ºxx;i4: ~u5x - iu5y) dxdy' _ 

paca lo c~a,1 ~~~~R~}~i~~~~Li~i,~i!®l~~~~j¡¿~)e,~\(1~~',\'~"t uo, e'. -2~•ye~<C<•-<J'+.') 
y ·uoxx = (4a11;2(x '-.~)2 7 2~11;)~e .~{<~.:~)/°t~;).;\qll~cl-~n.clo,entonces .- , ; _ .• .• 

- · ·· ·:: ';~· .~::--::··:' · · . .._,,·,·· "·"· ~·-.?·. · ... ·:-., ·'~/·: ./t.~'/::z·.:. 

:4~¡(!~1~!;1~!fl1l,l!~ilÍl';i.i:):~i:<;cc\1F~'i' 
_ t_4~211;2 (; {:d~j-2n( (x~{)'+u2)-- -t_4a2~2y;e-2~( (~~~)2+if) d;dy 

2 2 .· - _. - ;. '.:.· 
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a3 
7í . 4 . 2 2.·1 ~·b.· .. t:i/2.{2···f.ú1.2r 2 2 .· 1 4t'(1/2)2 . 2 2 2.. 1 2r.c3;2) 2rc112) =--+ aK..-. - aK.- - ar;, 3 3r;, . .. 4¡.;,2••'-'·2 ··.> .• 2 . . 2K. 4 . •. . :4¡.;,2 . 2 2 

~·-·.;ix::~~~j·~~tJ.jr·,·;. · · · ·· ··. · ·· · · · · · ·· 
2 2 2 1 2r(1/2) 2P(3/2) 

- a r;, 4"'\;·~\•:.~;'ii•f)~·"i.¡\13. .. · · ··· , 
_ ~a3 

. 2T(1'/2)2}l<~:.·< 2)2 _ 2r(1/2)2 _; 2r(i/2)2 = ~ a3 
_ 2 

- 9."' .+ ª~; ·~'0:r~.;2j~._ª;;P:Y . .. >t ,.,·:.4 ·.·:·.t. 4,,. 9 "' 1ía . 

Sustituyendo elvalor de las iiitegrales, se obtierie 
-" " ,,.,· 

· · ,. ~i é:~t~(i~~z:f 
de lo cual queda la tercera ecuación_ del sis~eqia pa~a a(t), ¡.¡;(t) y ~(t): 

~,n'"- ¡~~ -t,~'p ''l~; 1
',·. 

--·-4 ·-··-a (2.18) 
d ~"d,2·: ,,~1<;~·,á3\.:.:;·). 
dt ·K. .. -:-- .·· 1 9K. .. •'. ..• ,. . . 

-. : . .., .· .· ·. ~\~:~·;·-~-.~~·~~;~!-~!:~:;~/~~'.;:{J:~::;·;~~:~·~~,:·~~~-\'.:""·:l f : .- . . . - . 
De' esta manera, el sistem:a résultarit~¿~~\~¡~·tii::'í~~~~iú:dói~ de '1a onda principal es 

-· -. ··¿~:·:;,_:,:f ... -~· .';~r.~:y~:t'.?-f,f1 .~~0;~-s..J~;r1::\~;~~·::h )/}~!: 1 s~: -· .- · · -· · ¡- · , '· = -

. -.:;:_-.-_·. ~;~ ; "• '.>;f;,~; :·:<>'.\'..:'' ., -~-- ,:> \ 

· (2.19a) 

'',;,·;,:: -.'"'.?~:; ;::·::~-~·;:/ 
"'-

<',:· 
(2.Üb) 

(2;19c) 

que son las tres ecuaciones re~uerid~ para' l~ 'ruri~i~~'es'~del .tie~po' a(t}, K.(t)' y ·~(t). 
De la ecuación (2.19b) se obtiene de· inmediato'.''_· ·: · : · : : ' · .... 

. "_:V>·•.,; '.·' ,.)'·, • 

;.:'.. ~\:::~J.f''¡.,':~,<,,··;'' 
donde a 0 = a(O) y análogamente para 11'.(t) .. Herfi()s.Barriado a. K.,la ,razón:de decaimiento 
espacial, nombre que se entiende al raz<mar' Ciüe';íJa'.i-a':üiia~rrtayor •,;;'c¡k'ondá' Gaussiáría se 
torna más. angosta; entonces vemos .que K.~ 1 es .. uná medid~~ del. ancho de fa(Ó~da' principal. 
Escribienao a la anterior ecuación como . · · · · · · "·"'·· · ,.; · · · · .. · · . 

. ·'•,:.-::· '.1-<::<-.~~-~\:_._·,:·r·· .\.,. -., • ·:"~":):<- ·~:.:: ,r' :,; 

ª2;.;,-1 = ª2"'-l .... . o o . 
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vemos que x:- 1 es inversamenteprop9í:cio.naJal cuadrado de la amplitud de la onda. En otras 
palabras, si la amplitud de la onda prinCipalcreée, su ancho disminuye y viceversa. 

Por otro lado, usando (2;iÓb)',Y;'(il9.c)' se obtiene 

. ' .;;~;;~{B·~?¡~4~(:: -~9 = 4 (~ - ¡.¡;) • 
. • ·~. y •. ' . 

de esta manera, la ~elocidac! d~ la ¿lic:lá c()herente está dada por 

·- , "~ . :·v ;; ~ (~ _:_ x:). . . . 
' 9' 

(2.21) 

Ahora utilizaÍnos.(2.21) en (2.l~a),de·l~qu;:se.obtiene 
5
";" ;, ~ ;; .~.~;; -L~t!Ú%',~~)·-•i<''' ~ L G -.>.) ,:.;, + ª"''" 

··, 

es decir ~ .;; .. ',·. -·.~ .: :;.>f~:~ ,~·e·.: . . '. ' ; ~ ,- - ' 

(2.22) 

Tenemos ahora las dos ecuacio~es(2.20) y (2.22) para' la~ foncioties del.ti~mp() a(t) y x:(t). 
Estas ecuaciones se pueden resolver ~xactamente, cÓs8: qm{liaremos'ufí:pbco'rnás adelante. 
Primero es necesario usar (2.20) para obtener una ecuación.de pri!'fler.drdeÚ. pár~Fa(t): 

57r
1
1

2 
da 57r

1
1

2 afi d 1 .57r
1
1

2 afi ª•.· ·.· .·(··2·.·~.·.·.··.···· -.1/.) .•. ·_• .. ····ª. 0 <.·-······'·x:.~12 2 ---- = ----- = ----:--- = - -,- -.-. ·--.-a+ --a , 
6 dtx: 6 x:0 dta 6 x:0 a 2 , , 9: 4\/2' :¡.¡;112 a 0 . ' . . ... , -- ... , ., o . 

- ;, :;.'-\. ¡, .• .,.·; : :~·;.~::-~ .·<(:·' '·T:. __ . ____ . o bien, simplificando un poco . . .. 
. ; 

(2.23) 

(2.24) 

introclucienqo 1-~ con~tantes µ = 5"~ 72 ( ~ - ~). ~ 2d~·.;~L6 ,5"~72 > O. Nótese que no es 
adecuado. incluir ,a los factores ele a0 y ¡.¡;0 en las consta11tes µ,y v, ya.que .las condiciones 
iniciales de a(t) y ¡.¡;(t) tienen gran influencia en la.JV,()1~cióri. el~- la onda principal. Debido 
a ello, pára cada pareja de condiciones incialesdi~tllltas,: ~o :y Ko, tendremos en realidad 

•• ••• .. ') ., , ~· , ·' > 
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(al (b/ 

Fig. 2.11: Dependencia del punto de equilibrio a~q con a0 y 11:0 • En (a) se muestra aeq como 
función de ªº' para: Ko ;;.'o; Igualmente,. en (b) :se imrnstra aeq .como funciói;i de Ko, para 
ªº>o. 

·.··; . ... ;'-

una ecuación diferencial diferente, no en la estruétuia qtie<poseé'.p~erÓ'isí ~n sus parámetros 
. '" ·• .'·:, ;-_-:'': .. --'-'.' .' :':-..·-.:·'·"."T",'.. H·}·(:-i·-...'.~::~ .. -:-\;: - 2 2 

libres. La ecuación. (2.24) tiene las soluciones esta:cionarfas a ~:o <y:·a = ;~ ·~ 0.04544~. 

Tomando condiciones iniciales distintas para a(t) y 11:(t), la solución de equiliorio a= ;* es 
distinta para cada pareja de valores iniciales y por lo tanto no tendremos curvas solución que 

. 2 .. l.· 

converjan todas a un mismo valor !f.~. Dicho de otra forma, cada curva tenderá a un valor 
• · . V KQ . . : . 

·de equilibrio distin't0. ·De (2.,24), se deduce que ocurre un cambio de concavidad al llegar a 

~*' pe'ro no··t?d4:1as c~rvas solución efectú~n dicho cambio, como veremos más adelante. 
Hacemos ún análisis más detallado de las !loluciones que resultan de (2.24). Escribimos 

dicha ecuación corno . .. . 

1\:3/2 (µ ª2 ) a = v-º:r- ---º- - a a3 

; ao · ll Ko 
(2.25) 

lo cual facilita él análisis. De.la expresión de arriba se observa de inmediato que la solución 
• · · ·· • - · .'' · · . · - a2 • · ·. --. :,, ·,! · -.-;. · :. •.:J. u~-,_ .... _ ,· -~,--:· 1 •• -. • • 

de equilibrio n'o trivial Ea:.# O), ácq = ;~,. crece· cuadráticaihehte c~iu:i0' :y' disminuye 
inversamente con 11:0 , tal como se muestra en la Fig. 2.11. Existe un punto especial que tiene 
el efecto de que la amplitud permanece constante siempre; es decir, elpunto de equilibrio y 

. . • . . . 2 

la condición inicial coinciden, a éste lo llamamos a• y se determina cuando l!~ = ·ªº' o bien 
. * ll .· ""º 

s1 a0 = a = µ"-o· 
Una vez visto lo anterior, identificamos tres comportamientos posibles para las soluciones 

de (2.24): (a) el primer tipo de comportamiento consta de soluciones siempre crecientes y 
. 2 

que tienden asintóticamente al punto de equilibrio aeq = ;~, ésto ocurre cuando a(O) > O, o 
bien si µ- v~a(O) = µ- v!S.!l. > O. El caso (b )·sé compone de soluciones siempre decrecientes 

ªo ao 
. -- 2 

y que asintóticainente se aproximan a aeq = ;~. Este caso ocurre si a(O) < O, o bien si 
µ-v~ < O. El último caso, (c), es el caso especial en que a(O) ,,;,, O. De la ecuación diferencial 
(2.24) se llega a que a = O, fo cual ocurre si a 0 ,,;,, a• que es equivalente a ¡.i,- v!!!l = O. Ahora 
la onda principal viaja de manera que pre.serva sü· forma: Ver Fig. 2:12. ªº 
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a 

-----------------

t: t: t: t: 
(a) (a') (b) (e) 

Fig. 2.12: Tipos de comportamiento posibles para las soluciones de (2.24}. El caso (a) se 
divide en dos: aquellas soluciones que tienen cambio de concavidad y aquélla8 {¡{ie no . 

. ·,:;,. 
: ... .. -·:,.~.:. ~-./~·\<'/.:.;·: 

Es .importante mencionar que en el, caso" (a)'. ~enerri<J~fi:l~.~<ipBsibiÜ~~de~, ·el de.· aquellas 
soluciones que efectúen un cambio de concavidad y''a:(¡iiéllas'q\i({rio'.·.;:ra'.ravér esto, calculamos 
Ci a paftir· de (2.24) ":>-J'< .-. <~Jr~:}~(.< F<.'.~~-':. 

l· .. 

a= v a8 f;11:(Ji-::::H, , 3-¡;.IÍ:Qi7}ª .~.·;· ·, 
.. 2""5(µ~6 .. ' .. ,.:(;.).;'.:(· i'¡J,a.6 .. :·.··)····, ... ·, s''' .; 

2 . ''". ' ,"! . . '. " ·.-.,.'..,. ...... ; . .i.; ·· .. '.' ." 

Los puntos a= O y a= 1!~ no representan cambios de concavidad ya que son ambos puntos 
V "O , . .. . ., . , ., 

de equilibrio. En cambio, como se mencionó antes, el punto a= ~* sí marca un cambio 
de concavidad de las soluciones. Debido a que está por debajo del punto de .equilibrio, en 
el caso (a) la condición inicial puede ser de dos tipos: o bien se encuentra por·debajo del 
punto de cambio de concavidad o por arriba de él. En el primer caso tendremos .un :cambio 
de concavidad, mientras que en el segundo no habrá tal. . , . .·· ... 

Podría ahora preguntarse cómo son las soluciones de (2.24) si fijamos a 11:0 • :E;sto es 
equivalente a preguntarse: si tenemos a ""º fija y resolvemos a (2.24) numéricamente para 
varias condiciones iniciales distintas, graficándolas todas juntas, ¿qué. clase·de :curva8, se 
obtienen? Podemos entender lo que ocurre en esta situación con lo q{¡!J'liei'.íi'~s .hech~ y~, · 
simplemente profundizando un poco en el análisis. · ·. · · · ... · . · · . 

Lo primero es entender las condiciones bajo las cuales a(t) crece o decrece. Esto .se 

hace más sencillamente a partir de (2.25), notando que el factor ( ;* -a) en t = O, i.e.: 

(~* - ao), es quien determina e~t~ .• Si observamos la Fig. 2.13 vemos que este factor es 
n~gativo entre O < a0 < ~11:0 , por lo que tendremos soluciones decrecientes. En cambio para 
~ko < a0 , dicho factor es positivo y las soluciones son por lo tanto crecientes. Visualizando 
Ías soluciones en la Fig. 2.13, en el primero caso, la amplitud de la onda parte de la recta 
a·= a 0 y se mueve verticalmente hacia abajo hasta alcanzar la parábola a = I!~ en un 

V l<O 

tiempo infinito. En el segundo caso, para ~11:0 < a 0 , la amplitud se mueve verticalmente 
. 2 

hacia arriba e igualmente .se aproxima a. la parábola a = ;~ asintóticamente. De esta 
manera, la recta vertical a0 = ~Ko separa a las soluciones decrecientes de las crecientes. 
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~Kci 
µ 

él' 
Q 

Fig'. ?}3: Gr~~ca de las fim~i~~·es a 1dunto con ;*y.~.~: .. 

Consideramos ahora: la concavidád .de' Jás soluciones. Sabemos ya que el cambio de 
concavidacl se cla ená = ~*' función ~ue;se m~estra también e~ la Fig. 2.13. De esa 
figura concluimos de .inmediato que las curvas que inician entre O < a0 < .!!K0 o entre ,. µ 
*Ko '< a0 <: '~~Ko no tienen un cambio de concavidad ya que en la evolución vertical de 
a(t) se llega antes al punto de equilibrio que al cambio de concavidad. Por otro lado, si la 
amplitud inicia en ~~ li:o < a 0 , entonces al moverse verticalemente la amplitud en la Fig. 2.13 
pasará por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la curva que marca el punto 
de equilibrio: tendremos en este caso un cambio de concavidad. 

Con el conocimiento recién adquirido, podemos construir gráficas de las soluciones. En la 
Fig. 2.14 se muestran las soluciones de manera esquemática, tomando a li:o como constante. 
Tenemos el punto especial a* = *Ko, si la condición inicial es justo ésta, entonces la amplitud 
permanece constante. La recta horizontal ~~ Ko separa a las curvas que tienen cambio de 
concavidad de aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto 
llevan a cabo un cambio de concavidad, como se dedujo en el análisis previo. Se observa 

2 
también cómo cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por acq = 1!~. Además 

11 ICO , 

de la figura antes explicada, usando Mathematica se realiza una gráfica donde se muestran 
soluciones numéricas para a(t) y diversas .condiciones iniciales, ver Fig. 2.15. 

También es posible estudiar la evolución de .a(t) desde otro punto de vista, variando a 

Ko. Escogemos;*= 1 de manera qu~Ko =:= {¡-~)a~ y variamosªº· En la Fig. 2.18 se 
muestran soluciones con distintas condiciones iniciales escogiendo a Ko de esta manera. 

Nuestro sistema de ecuaciones que aproxima4 la evolución de la onda principal u0 (x, y, t) 
por lo tanto predice que toda 011da con la forma propuesta para u 0 tendrá una amplitud que 

4 Es importante recordar que esta es uná aproximación que ignora a la radiación, la consideración de ésta 
llevará a resultados muy' distintos.' 
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t: 

Fig. 2.14: Forma esquemática de las soluciones de (2.24). E;ll'>unto ~Ko es el punto de equi­
librio mientras que ~~ Ko es el punto que separa las curvas que tienen cambio de concavidad 
de aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arribade dicho punto llevan a cabo 
un cambio ele concavidad. . . · · ·· . 

a70 

ro 
!:() 

40 

~~..::,,:::.-=:.:=::...:=:.~~~~~~~~~' 
X>¡-~~~~-'--'-:-"--:,,.,..:.,,.;.-.,,..,,,;-_;.;;__.:;;__;,....:..~ 

wF=====:::::±:~2:S±~=::::::S:2. 

,· . - · .. · 

X) 25 ~ 3540 
t: 

Fig. 2.i5.: , SoluCio~esde (2.24) para·µ = · 0:03077/ií '.~:;V0.6T703·y ·;k~ ;: 1 ·con condiciones 
iniciales·ªº ·~ ·10', i5, 20, 25, 35 y 40, para. d~s escalij'é:le tie~p'o 'distinta.S; lo que permite 
apreciar lá razón de cambio de las diferentes solúcion'es. La lín:ea.'pÚnteada de abajo repre­
senta la solución estacionaria !!lí:Q = !!, 'mientras que•ia segÚiida én ~"Ko = ~v representa el 

. •. . µ µ ,. ' •.. ' . • .. . ... . . µ. µ 
cambio de comportamiento entre soluciones que' tienen un cambio de concavidad y aquéllas 
que no lo tienen. · 
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X 

X X 

X X 

Fig. 2.16: Usando las mismas condiciones iniciales que en la Fig. 2.15, mostramos la evolución 
de las ondas Gaussianas que disminuyen su amplitud después de un tiempo infinito. La 
priinera figura de cada pareja representa la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones 
iniciales a0 =10,15 y 20. La segunda figura de cada pareja representa la evolución de cada 
onda después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande. 

--------- -·-------- ··~! 
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X X 

X 

X X 

Fig. 2.17: Usando las mismas condiciones iniciales que en la Fig. 2.15, mostramos la evolución, 
de las ondas Gaussianas que aumentan su amplitud después de un tiempo infinito. La primera 
figura de cada pareja representa la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones iniciales 
a0 =25,35 y 40. La segunda figura de cada pareja representa la evolución de cada onda 
después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande. 

ESTA TESIS.NO SAI~.E 
DE L-'i BIB:LIOTECA 
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Fig. 2.18: Soluciones de· (2~24) para las. condiciones iniciales a0 = 0.3, 0.5, 0.8, 1.5, 2 y 2.5, 

escogiendo"'º = (i - ~}.~~·e11·~~da caso y en dos escalas de tiempo distintas, para apreciar 
la razón de cambio de cada cu~vá.':El escoger a 11:0 de esta. manera tiene el efecto de que el 
punto de equilibrio sea el mismo para todas las curvas.. . 

se aproximará a acq = ; ~ ~ 0.04544* y una razón de decaimiento espacial que tienda a 
2 2 2 ~ 

Keq = ~~ ~ 0.002065~, de manera que Kcq = ~aeq· Así mismo, la velocidad tenderá al valor 
V KO KO • V 

constante V = 4 (~ - "' ) = 4~ (1 - ~) ~ = 4 (~ - 1) (i - -1
-) ~ ~ 0.011934. la 

cq 9 eq v 9 v no 4v2 9 9 4\1'2 no "º' 
onda u 0 adoptará por ello un comportamiento de tipo solitón5 sin importar las condiciones 
iniciales. Es interesante notar que los tres valores de equilibrio, aeq, K.cq y l7.,q, son todos 
proporcionales a la cantidad aV 11:0 • 

Usando a (2.23), podemos escribirtambién la ecuación que obedece IC(t). Esta es 

. ~ ~ [~··(··~·- _1 )-· 1/2] 2 
/í, .5 1/2 .·. 1/2. . . 9 . • /ñ /í, /í, • 

7r . 1C0 . • .· Av.2 
' (2.26) 

Así mismo, usando la- mismá notadiól1:dci.k~ri'~~: (2:24)· podemos escribir a' (2.26) como 
' ) - ·,>·• .. !J~}~'_.f,,f}:_,'.~~-'i~,~:.~;~,!_.(";,}_'~:-· :.~<~~:·."< :_'.:,, ·" ,, l' .~·· • 

.. {~'~'·[~:;~~~~~~·~*~;;, 
5 No se le puede llamar solitón propiamente, ya 4u~ f~It~'alÍ~ ~er'q~é pasa después de la interación con 

otra onda similar, es necesario que cada onda conserve su identidad.durante un choque. Solamente se hace 
notar que la onda principal adquiere una forma y velócidad é¡u~.no'i:ainbian~ tal como ocurre con las ondas 
solitarias. · · · · ·. 

.... " 
1 
1 , 
¡_ 
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La ecUación (2.24) se puede resolver de manera ¿xacta, aimque implícifapara'l~ función 
a(t). Proseguimos en este'irioriiento éon dicha tarea y separamos en fracéioneS parciales 

1 ~ .," ··,,. •. • ::i(·::'~'~+~,~~:,*U:: :.~::~~?:2~:~i.¡~·.,. ····) 
(µ~~v~a)a3··'''' : 0µ .· ,oµ :,: ·~O·~:\"''',~/';.~.\·;:(µ~·.ccv~a) 

.· ·. ' ··, ! <.:· . ~;··'.;)·~.; .:. ·:.: .. ·''·;>· '·.: "< .. ;.-, .: .. ¡··1,··,·. 7--".:<·Lf;'"i·'.,"\·i'.:·.;-'.:.;.)_,,· .f:;..:rH:·;·,. .'~ ;':. · · 

obteniendo así algo que áe integra fácilmente; De éllc:i restÍlt~F ' . ,~ . 

De lo anterior vemos que si a· = a 0 entonces necesariamente t = O, mieiitras que' si a --+ 
/!~ entonces t --+ OOj sin ii'nportar 'las condiciones iniciales, la amplitud ·'Sieriipre tiende 
µ~ . 

a la cantidad /!~ • De esto podemos obtener también una solución implícita p~ra "'(t). 
µ "º 

Sustituyendo a = a 0 ,,,1/ 2 ¡ ,,,~12 , tenemo~ 

Notamos que no es fácil obtener informacióri a.partirdedichas soluciones. 'Para entender el 
comportamiento de a(t), analizaremos la ecuación (2.24) desde otra perspectiva, calculando 
los tiempos característicos de cambio .eri la función 'a(tf Es posible calcular dos tiempos, 
aquél que corresponde a la razón de cambio cerca~''c:le f,:;'0,cuando a~ªº y por otro lado 

. ·2 - ·· .. - .. ' : . ' . ; >".' '. ·. - ': 
aquél que corresponde al caso en que.a:::::::. ~~,para tiemposJargos. . i;'.'-. }'.!',-,~,5, 1 ,.•,;.•,.: 

Esperamos que cuando a esté cerca de·!!~,; 11:1. t:asa: ·de cambio sea'
0

peqúdñ~; esto:.es, 
el tiempo característico de este cambio es, l[rg~. )Calculamos este tiei'npo :ahofaJ Cuaildo 
a~ ~* podemos escribir , ' ... _,., ... · ' , : - . .· ... _, -.;~~,. ,./.,\_: 

á = ª3 ,,,¿12 (µ - v "'2º a)··. ~. ~~",,,.···~3¡2{' '.·j/dg3' ·+.·,·_·¡. ,3µ22·~.''32'::(· ~~ fia·······~.,) •. ; · .. ,; :(r·::J;"J'~f)·'i 
. 3 +;i.<} . . ,,, <:~, (~,_ ~~r ."' ~.~ . ; ~. : ·~, ...... ~.":' 

y entonces·· · 

µa~ 
a---~ 

V /),Q 
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Donde a~ es el .. valor de a. al. tiempo t0 , el.· cual .~s uri tÍ~ai~o~~ositi~o y, graJ1cle,'dé manera: que 
. . . ' :- _: ' ' :._ ... ~·,,_:·':,<>--,c-;-_•'·:·'.:i;',/,i'r-=-io'··,...,.¡.:;..i: :..~-0 -'.~"~-;-~· :e. ____ ·_:·,:··· a2·>': .. :;,·.·_.,....~-: ,:;,. .- -

sin importar el valor de a(O) = a 0 ,la cantidad·a'(tof:==%·:·~st~c~rca'de';~1y1el desárróllo 
en Taylor de la ecuación diferencial se justifica; .·• ....•... ;., .: :<;•.' 

, Si la cantidad ~
3

~?2 es grande, el decaimieiitod~d();'P.i?.rJ~~ªnterior ecuaCió·n,es J:ápi~o y 
V leo • . .-:~·-·_.-: '':-\_··:. -~,'.".'._.-~::·: ·:_:.·5 :~ ~·:-t!,:. '.::~·;.'.: _~: :·: ~~; i> .;_\:°"::~---~:. -~-i-3·~·3•: ... ·~·:.:.. :>~~~:- ' , -

entonces el tiempo característico asoci.ado es corto:~ Eri·1ii.:sitUaciÓri iri~~~sa;; si ~ ~?~ es chico, 
, ·,·_o_·_;,?·~·:<·;·;,_~---'/··,,:'':_ .. :.·. _ .:· ·-_~,··,.<:.,,:'.~'::.'·"!:,:"'o<·~- .. ~·.'-:'.-.:... · 

entonces el tiempo asociado es grande. Conviene entonces definir al tiempo característico de 
cambio, en el caso a~~~, como: ·:;;~;;:;\~f,¡~y~.·;:;;:'/•"''' ·· ;:•_;,,~,\(;·,.",((_ .. f: ···' ·' 

V li:Q .·::·~,~< .,..... , ',:/,,· .---~,. 

T,M~ ~V~~;'~ S·:'' ~~1iii~~~,~~i4'~¡~;:\z~1¡~:,, 
Donde se verifica lo prolongado de este· perio:~9·~~:tiem'po;~-~l'.rn~~os~·~n ·01 s~so en que ao y 

que a ~.ªo 

-,.:»"-,'.: :·,·,,: 

De esto. se' ~igu,.~;~\l~: fri;:;.;.~, , ,. . ''>'.'.··\~;; ¡ .. ,~.~;-;· '). ;\:( .¡:•. 

, , , L i, :, ' ~'j~2~~~ik~t(~i~~f r;f,~~ .. i:J. ,~ i) , 
De· Jo Rnterio< .. i~,'.igue ·que.' CO<::ei~;~~~if~t:~::) t, 
por lo que el. tiempo corto, correspon'di~~,t~ ai ~~riibio cerca de t = o es 

. ·.·. " .· ·.· .: 1 ·• _- ~·· ,;;~ntfE·t~~:;··s:~\:: i;· ·· ·· ·. · .. 1.477 

Tco~to = afiK~/21µ - v~I - 6aoK~/21(~ - ~) ao - Kol ~ ,a~K~/,2 ¡o.045 ao - Kol. 
:.,._.·¿:.:/:. '', 

Se verifica entonces que para ao y il:o que, sean 0(1); Tcrirto.«<I1~rgo, de hecho Tcorto "" 1.5 
y 71argo ~ 16, 000. En la Fig. 2.15 ~e muestra una gráficá!ie la.S soluciones elaborada con 
M athematica para µ = v = 1 y diversas condiciones iilicialesH,En ella se pueden apreciar las 
escalas de tiempo involucradas en el cambio de lá fünt:ióh'a(t). · "' 
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Resultados Numéricos 1 

Si. uno resuelve numéricamente la ecuación ZK con una condición inicial Gaussiana del tipo 
a0 e-"0 «i-{ol

2+v2J (siendo constantes las cantidades con subíndice cero) para casi cualquiera de 
éstas se verá que la onda cambia bruscamente de tamaño, ya sea creciendo en amplitud o bien 
el caso contrario. En el análisis precedente hemos obtenido que esto es justamente lo esperado 
excepto cuando la condición inicial es cercana a la cantidad a*, en cuyo caso el valor de 
equilibrio es cercano al inicial y entonces el cambio no es tan brusco. Tenemos que a* = ~¡-¡;0 :::::: 

22.004¡-¡;0 , de manera que si se desea que una onda con perfil inicial Gaussiano evolucione de 
manera lenta al ser gobernada por ZK, debemos pedir a0 :::::: 22¡-¡;0 , Esto representa una onda 
Gaussiana con proporciones muy dispares y dificulta la resolución numérica de la ecuación. 

-;~~ Es por .i;Jlo qll(l,,Para estos propósitos conviene cambiar de escala en la ecuación ZK y escribirla 
como : .. · .' 

: . 

U¡+ ÓUUx + Uxxx + Uxyy =O. 

Con esta: i:nodificacióri, ·la ecúación para' a( ij- queda 
- :· - ':., .•.•.. ·t_ , •. :.·¡;~:,~ ,:·.:~;·.~ F.:·-'-.:·-:·.-, .1_, 

.. ·· a=; 6 '''¡-¡;~?[t(~~g··--:_.· 1rr;)· c.....,..~a]aª. 
.··., ·;.for112 '.ªº· · · · 4v2 · ªº · . 

. ' •, , .·· - . . . ' . ·' 

.El purito de-~q{iilibrio alim~ es 

.. . µ. a5 . ªª. = -c5-. 
q . v. l"i:Q. 

y el. punto espe'cial a* se modifica de acÍlerdb a 
-. ' . '-~ ' . 

·::':~-:: ' '~·~:~i{i~A:?{·. ' 
• • / • ' ' : \. ' ~ • •• ,f ¿ ! ( 'i • ~ ¡ ~ ~ 

Esto motiva a tomar c5 = 6 de manera que.la ecuación ZK tome la forma 
• 1 ( ~ -'.·> \.•, .~¡,•L~/r.1/•\\,~:::;(·~.\.0',:- •«'': . .;'-•,, .~ • 

. ··· ·. :·~tF,t· 6~~~~~,~~i2~j_f~~t~···.~··()· 

.(2.28) 

y de esta rrianér~{séa' una generalizaeicSii'de' la forliia•~stándar eri que se escribe a la ecuación 
de Kortéweg-de Vries · · ··. ·· · · .· · 

\; ~ ,< - . ' -, •• 

Ut + 6uu,,"+ u;,;,x = O. 
' . 

El .pünto a* queda, entonces . 

a*~ 3.66¡-¡;o 
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lo cual provee ele una e~cala:m~s slmHai'entre a(t) y 11:(t) ~~ra.facilitarelanálisls:fnÍmérico 
de la ecuación, que ahora se cliscuté. ,·· . · · ·· · · · ·· · · ·· 

La ecuación. z¡(' en· -13:·-"·r~;f~~~1 :::.:f::·:_ ... ~ ,q_: .. . , .. 
¡·,,:•. 

:_ ·.' ·">'. ':_·: .· 
--:·,-~7~?~ff~úux+u:,;x~ + u;yy ~-o 

fue resuelta riuniédcaménte por ~1 ·c1octor N. F. Smyth, quieri proporcionó los <l'8.t0s' numéricos 
para su estudio. Utilizó una condición inical Gaussiana del tipo mencionado con ao = 0.5 y 
Ko = 0.05, siguió su evolución en elintervalo de tiempo entre t = o y t = 15." De hecho, los 
puntos eu el intervalo temporal entre 14 y 15 se deshechan, debido a que las condiciones de 
frontera (a distancia finita) que se usan por simplicidad en la solución numérica empiezan a 
mostrar sus efectos y producen oscilaciones a partir de ese punto. El fenómeno que se desea 
entender no tiene fronteras finitas y por ello esos puntos son indeseables. Es posible hallar 
la amplitud ele la onda a partir ele esta solución y este será nuestro principal indicador para 
comparar con el sistema ele ecuaciones obtenido. Igualmente, el doctor N. F. Smyth también 
resolvió numéricamente con a0 = 1 y 11:0 = 0.05 aunque en este caso la onda inicial tiene 
demasiada masa y eso produce problemas que serán evidentes en un momento más. 

Comparamos ahora el resultado arrojado por esta solución numérica con la que se obtiene 
ele resolver (2.28) (con r5 = 6) mediante Mathematica tomando a0 = 0.5 y 11:0 = 0.05 en ambos 
casos. Se muestra una gníJica ele Ja solución numérica de ZK sobrepuesta a una solución 
numérica de nuesti·a ecuación para la amplitud. Ver Fig. 2.19. La anterior comparación es 
suficiente para hacer notar que el ajuste no es bueno; en el segundo caso, a 0 = 1 y 11:0 = 0.05 
Ja comparación no se muestra y ele hecho la diferencia es mayor aún. 

De· dicha figura se observa que no hay una buena comparación: la solución para a(t) 
brindada por el sistema ele ecuaciones crece demasiado lenta comparada c.on la solución 
numérica hallada directamente ele Ja. ecuación ZK. Para notar esto se muestra la evolución 
ele ambas soluciones en dos escalas de tiempo distintas. Debe recordarse que la solución 
numérica ele ZK se hace en un intervalo de tiempo entre O y 14 por lo que en la gráfica ele la 
derecha ele la Fig. 2.19 no se continúa esta solución más allá del intervalo de solución. Sin 
embargo, para un tiempo t ;:::: 14 Ja solución numérica ha llegado esencialmente al equilibrio 
y puede suponerse que permanezca ahí para tiempos mayores. La comparación entre puntos 
ele equilibrio no es tan mala, para la solución numérica está en 1.28, mientras que el sistema 
ele ecuaciones ordinarias produce un punto de equilibrio acq = 1.36;. es decir, se tiene un 
error ele 0.08. 

Mostramos ahora otro tipo ele gráficas de la solución numérica de ZK, todas ellas pro­
porcionadas por el doctor N. F. Smyth. En la Fig. 2.20 se muestra la condición inicial ele 
Ja simulación numérica, i.e. u0 (x, y, O) = 0.5e-o.o5((x-4o)2

+Y
2
), mientras que en la Fig. 2.21 se 

muestra el resultado de la simulación numérica en t = 15. Nótese la radiación cedida por 
la onda principal, la cual se encuentra en uria región aparentemente triangular detrás de la 
misma y tiene una amplitud bastante menor'. · 
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a (é)l.4 

1.2 

1 

0.8 

o 40 ro 70 

é 

Fig. 2.19:. Comparaciónciela amplitud de l'a,·soluciónmifrié~i2a ele ZK(-. -. -) con la solución 
numérica del. sistema. de ecuadonesi e ''· .. ";' ) obt~nido. a' pártfr de '1as, leyes de. conservación, 
sin tomar en cueiita:. lá°\aaiaciÓrÍ. ;Sé:utiliza'a~ •. ~ Q;p, /'\:0 5 ~O;Q5.'y;ó,=;== 6 .. se. toman dos 

' - ··, " : , ':'· - '·. ·- ~ "~-· ' j _· ... ~ ".-.l; ·.' ·. 1- " '. - • , , ' -, ' .. ,,. ' • ,- : ; - , .,, •. : . ' ,,, 1:--, ;,,.t_ . ' .. ' ".' . ' 1 . . ' • 

escalas distintas cori Ja finalidad de coiníJarar las 'escafas~de' tiempo asóciadas a cada. curva. . . .. - . . . . ' - ' . . . ' . ' . ' . ' - ' ~-- .· -·.: ,· .· '. . ( , .· ' ..... ; \ . . . 

En Ja Fig. 2.22 se muestran cortes en el plano y = O de la solución númérica a los tiempos 
t = O y t = 151 donde se aprecia claramente el avance de la onda principal después de ese 
periodo de tiempo. En esta gráfica resulta más sencillo notar la diferencia de amplitud entre 
la radiación y la onda principal, aunque la amplitud máxima de la radiación no está en el 
plano y = O, como se observa en la Fig. 2.21. 

Mostramos ahora un conjunto de gráficas correspondientes a una condición inicial Gau­
ssiana con amplitud distinta. Esta vez se simula numéricamente arrancando con u 0 (x, y, O) = 
e-0•05C(x-4o)

2
+u

2
), es decir, una onda con el doble de amplitud y misma 11:0 • En la Fig. 2.23 

se muestra la condición inicial, mientras que en la Fig. 2.24 se muestra la evolución después 
de 10 ·unidades de tiempo. En esta última figura es posible observar que la amplitud de la 
radiación es mucho mayor esta vez y de hecho aparentemente se forman ondas principales 
secundarias, las cuales podrían adquirir una forma permanente. Finalmente, en la Fig. 2.25 
se muestra un corte en el plano y = O de este caso, mostrando tanto el corte en t = O como 
aquél en t = 10¡ aquí nuevamente es más sencillo apreciar el avance de Ja onda, así como Ja 
comparación entre la amf?litud (otra vez, Ja amplitud máxima de Ja radiación no se sitúa en 
el plano y = O) de la radiación y Ja onda principal, teniendo esta última apenas unas tres 
veces la altura de la radiación que se observa en este corte. 

Para concluir, debemos mencionar que el método de modulación de soluciones en dos 
dimensiones fue deficiente en el caso en ·que se ignora Ja radiación¡ Ja comparación de Ja 
amplitud de la solución numérica de ZK y la amplitud obtenida del sistema de ecuaciones no 
es favorable, aunque Ja diferencia en los puntos de equilibrio no es mala. La gran diferencia 
hallada entre la solución numérica y el sistema de ecuaciones ordinarias no es de sorprenderse, 
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Fig. 2.20: Condición inicial de la simulación numérica u0 (x, y, O) = 0.5c0·05CC:z:-4o)2+v
2
l. 

Cortesía del doctor N. F. Smyth. 
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Fig. 2.21: Simulación numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en t = O con 2 2 > • • • • - • ,_, • • ; • 

·u0 (x, y, O) = 0.5c0·05CC:c-4o) +v l. Cortesía del doctor N. F. Smyth. . 
•••• '· > .;- • 
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Fig. 2.22: Corte en y = O de la simulación numérica m6~trantlola ~ondieión iniclal y también 
el resultado después ele 15 unidades de tiempo: i!::fe'.comiei1~k én t = O con u0 (x, y, O) = 
0.5e-º·º5((x-4o)2 +v2>. Cortesía del doctor N·· F; Sriiytli, .,: . ·•·.· .· · . 
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Fig. 2.23: Condición inicial ele la simulación numérica u0 (x, y, O) = cº·º5((x-4 o)•+v
2
l. Cortesía 

del doctor N. F. Smyth. · 
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Fig. 2.24: Simulación numérica después de 10 unidades de tiempo, comenzando en t = O con 
u0 (x, y, O) = e-o.o5((x-4o)•+y2). Cortesía del doctor N. F. Smyth . 
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Fig. 2.25: Corte en y= O de la simulación numérica mostrando la condición iniciál y también 
el resultado después de 10 unidades de tiempo. Se comienza en t = O con u0 (:.i;, y, O) ~ 
e-o.os((x-40)2+y2). Cortesía del doctor N. F. Smyth. 
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ya que dicho sistema se encontró mediante una simplificación extrema del problema; en otras 
palabras, la radiación cedida por la onda principal es parte fundamental de su evolución y no 
es fácil despreciarla. En la siguiente sección se toma en cuenta la radiación que se desprende 
de la onda principal, lo cual nos proporcionará un nuevo sistema de ecuaciones que en 
principio modelará de forma más realista la evolución de la onda principal. 

Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiación 

Para obtener un sistema de ecuaciones que aproxime la evolución de la onda coherente de 
una mejor manera, es necesario tomar en cuenta a la radiación. Nos basamos nuevamente en 
las leyes de conservación, pero esta vez no despreciaremos a u 1 con respecto a u0 en la región 
entre. las cáusticas. Más adelante será necesario hacer una suposición acerca. de la forma de 
·u1 qu·e nos permita incorporar a la radiación a través de la presencia de nuevos parámetros 
en el sistema de ecuaciones. Consideramos primero la conservación de la masa, proseguimos 
después con la conservación del momento y finalmente con el momento en x del momerito 
de la onda, siguiendo así el mismo orden que cuando se ignoró a la radiación. 

• Ecuaciones correspondientes a la conservación de masa ·. · 
Para el caso en que se incorpora el efecto de la radiación sobre la evolución de la onda 

principal, obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservación de masa; La primera 
ecuación se obtuvo ya· antes y se basa en que sabemos que la radiación está confinada· entre 
las cáusticas. Dicha ecuación se obtuvo integrando la forma diferencial de la conservaéión. 
de masa fuera de las cáusticas, en la región que antes llamamos r(t), despreciando au1 con 
respecto a uo. 

La segunda ecuación que.se utilizará consiste en.considerar la conservación. de la masa 
en todo IR2 , tal. como se muestra ahora. De. la co11s~rvació~1 de masa.sabemos.que -

; ·.,>~l.·:,,. .'"' ·! t~ i1~-~dX~Y,~ ~I . . ... 
~ : '.)":-1,.\\•";' .t ·:_: ,'? ~\ -!~~~·-°?~,,, >[~'~·i~ ,, ~ 

por lo que si'escribirrÍos'a u(x; y;'t)'-cÓmo u ~;~ii·+ ~i tenemos-· 

:.¡_:;~~~s~~~i:1~¡!~!.~iit;~~~r;;~~¿"'~ :t~~ ~ .. d~. ~ º· 
si llamamos M1:'aJá masá,totál qe;:uú':;i'.e:'''.lé\,''iri~egial'(:ie•c:J.icha·füné:ión en todo !R2 • De esta 

m.U"á IOiO~~'~fi~riC~:~;~~~:~'~Z":f f i~f ~f f !~~f i~~;~",~·; • '' .···.. . (
2

.

29

a) 

6 dt ¡.¡, 4y/2 ¡.¡,1/2 2·~1/2 '<~ . , 

'\!7r¡.¡,ª?-;·,d~í·:~.º·· (2.29b) 
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Fig. 2.26·: Cm:te en et'piano y :::: D;alti~ITipo t .lO'de la simulación riuinérica para la 
condición fodial,; ~~0·0.~<~7--~,º>tfr~~!;.,I.,á ~~st~~q~ura que poosee la radiación es cla~á en este 
aumento. Cort~sía <;te~ d()qtor ,N. F, Sll1ytl\,.,;. ,, 

,,·'.(_ .' . :•_:'.: 

. .· . . . 

Vemos entonces que el incorporar aJa. radiación en la: conservación de masa introduce un 
nuevo parámetro, la masa total delaradiación .N/1·;, .·· 

La radiación cedida por la onda principal, cónfiíiada entre las cáusticas, tendrá en general 
una forma muy complicada. ·Esto nos obliga a ~proximárla por una función que pueda 
manipulrse más fácilmente; en: particl.llar, nós gustaría poder evaluar la masa total .N/1• 

Mostramos una ampliación de la Fig. 2.25, dónde se.observa mejor la radiación cedida por 
la estructura coherente, ver Fig. 2.26. 

En esa figura se observa que hay zonas donde la radiación forma una estructura casi 
plana, lo que en este contexto se conoce como 'flat ·shelf' en inglés y adoptaremos el término 
de plataforma en español. Por esta evidencia numérica, se hace la suposición de que la 
radiación se acumula formando una región plana en su totalidad, con un cierto valor distinto 
de cero. Supondremos que esta estructura se fÓrma jl.lsto detrás de la onda principal y 
entre las cáusticas; además, se mueve de manera rígida con ella. La evolución de. la onda, 
principal tendrá el aspecto del avance de una estructura acampanada, con una estructura 
plana adherida detrás de ella. 

Consideramos entonces que el fiat shelf se forma en una región entre las cáusticas y que 
tiene por frontera a una curva C(t); consideramos que esta estructura avanza a la misma 
velocidad que la onda principal, esto es, a ,la .velocidad V(t). Ver Fig. 2.27. A la región por 
delante de esta estructura plana la llamamos R(t) y calculamos ahora el cambio de la masa 
en dicha región. S~ escribimos a la curva C(t) como x = x(y, t), tenemos 

d !. d f"" 100 . . . . f"" 1"" ¡00 d. udxdy = d . u;J-xdy = . Utdxdy - V· . ulx=:i:(y,t)dy 
t R(t) t -oo :i:(y,t) ·.·· · -oo :i:(y,t) . -oo 
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y 

R(é) 
-············~~16. - I;( t:J 

Fig. 2.27: La región R(t), cuya frontera es la ~urva continua C(t). Se muestran también l~s 
cáusticas con líneas punteadas. 

= - f
00 I? ... ·[·(·~éTu~~)·····\·(~xi)J],,l±d~~~.V I ··~dy' 

Í-ooÍx(y,t) : 2 ,; ··•· · :x : >,. :.:<::t · Íc(t) · 

= f-· 

00 (··--~·J~.·+-ux~··.i:.~YY.)· -·•.¡ ·_·.•.·· .• ·•·dt· .. _2{¡;(}uciJ .. 
. -oo 2. -·· ... ·;: .•:• ; .. · ',· x=x(y,t) ·.::'>·· .-....... fc(t) 
~i ,.(}~~ +~x·2~;~~y)··~y ~;pz;;¡.:~~:i~'····· · 

.. C(t).·. . ·. . · . · , . . . . ,C(t), , 

después de utilizar que u satisface la ecuación ZK. . 
Por tratarse de una estructura plána, tomamosa u ~.u00 =cte. sobre una porción de la· 

curva C(t) (sobre la porción de C(t) que es paralela al eje y) y detrás de ella. No pode!llos 
exigir que u sea constante en toda la región atrás de la curva C(t) (ni tampoco sobré fa cürva 
completa) ya que debe decaer a cero en infinito. Además, tomaremos lu00I « 1 y también·_ 
luxxl « 1, luyyl « 1 sobre dicha curva. Si consideramos que u = Uoo sobre la porción de 
C(t) que es paralela al eje y y que tiene longitud l; tendremos que · · 

d1 ... ·1 -d ·. ud_x __ d ___ Y_:~. ·~.V ... · udy ~ -Vlu00 , 

t R(t) .';/ , . _ C(t). 

donde z ·es un parámetro qüe 'ño•'ptl't~a~¡Íd~terfuinaise hasta el momento y temí.a ef papel de 
una incógnita _ ••·• · :,A\.':11L.,1);:.Js:>1{;~:-•\.· · ··... ... . · · : ... · .-.· ..• . . . . __ · ... 

· Podemos l~acér a'.1giin¿s•~B:~i~*i~~~ia'rieS' ;adieionales que nos permitirán relacionar esto 
con las 'ecuáeion'es obteñi'das ;a:ht~~ ''••o:;'.•·::' · .. 

lC.:0~di~L(<) u0dxdy oe J., u0dxdy ~u:. 

.¡ 
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De manera que 

d 1fa 
--+Vlu =0 
dt "' 00 

• 

Como se ha mencionado antes, l y u 00 son desconocidos y deben determinarse. 
• Ecuación correspondiente a la conservación de momento 

(2.30) 

Para obtener una ecuación que tome en cuenta la conservación del momento y; además 
incorpore el efecto de la radiación, seguimos el procedimiento utilizado en el caso de la masa. 
Calculando el cambio de la cantidad de ~omento en la región R( t), tenemos . ·. '· ·· . · . 

;, jll(<l ~"'dxdy ~ ;, ¡_: (,, ~u'dxdy ~ ¡_;¿:.,, qu'!:~~~\:'S,,~;k~~\i,~~~S~}~Y· 
Usando la forma diferencial de la conservación delmomentó, ec:uaci<?ri,,(2¿!?)(Ü~~C,~?.s;·9~e 

! l('l ~u'dxdy: l5t~:~:i'*i~~[~,!J f :7~1~~~1~~~~lti~~ci;h'dy 
usando el teorema de la divergencia en dos dime11siories>'.Utilizanoo'núevámente,queu·,:::: Uoo 

sobre el fiat shelf y también sobre una por~ión;de'la.c~r~a·_d(i),-füond~ ui.; ~s .pequeño; si 
sobre C(t) las derivadas Uxx1 'Uxy1 ~X y uy'tafublén lb sO,~;)en'eUios .. que ·' ' .. 

:, l"' ~~;d~~~~:~~$¡r~·:.~:. . ···· .··· 
Al igual que en el caso dq lá 'mriSa; 'pqderr10'~';apf~~iriia1:~ '> · 

· I !u2aidv ~·'f >,·!~2á.i~~~~.
1

t/'.ifi(J~ªxdfI= 1fª
2

, 
Jn(t) 2 · · iÍl(t) 2 >o,,,,, : }JR.2 2 °. ,. · .· · 4K. 

de manera que tenemos finalmente 
¡., 

(2.31) 

No se hacen nuevas consideraciones sobre: la velocidad de la onda principal y se conserva 
la expresión encontrada en el caso sin radiación, ecuación (2.21). 

El sistema de ecuaciones que modela la evolución de la onda principal, incorporando a 
la radiación, queda más sencillo si eliminambs u00 entre (2.30) y (2.31). Al hacer esto, el 
sistema de ecuaciones es 

5 1/2 d . 1 2 • . . . V 
_7f ___ ~ : .. : .. : __ ~ • -~ 1/2 -

6 dt"' . 4\,/2 "'1¡2 + 2 "'1¡2 + ª"' -O, (2.32a) 
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(2.32b) 

(2.32c) 

Podemos reducir el sistema "ecU~ciOnes; .·usando la tercera en las dos 
primeras. De ello resulta 

57r112 da '/(·2·. l.) /~2 < ~/~ _' 
~ dt K; t .. g-C::·•.· 442· •· K-.1/2 - ª"' . ..·-O, 

4·(~-- ~) 7!:: +; (!~) 2 =0. 

(2.33a) 

(2.33b) 

Que son dos ecuaciones diferenciales no lineales, para las funciones del tieinpoa(t) y /'C(t). 
Nótese que ahora tenemos un parámetro libre a nuestra elección, l. La soluciói1 del par de 
ecuaciones anterior no es tan fácil como en el caso sin radiación. De hecl10, ni siquiera es 
sencillo obtener ecuaciones aisladas para cada función· del tiempo y se trabajará con la pareja 
como ~stá escrita en (2.33). ; - -

Resu_It,ados Numérfcos 11 

Adaptamos al sistema ele ecuaciones (2.33) p~ra uri trabajo numenco, tal .. como se había 
hecho antes para el siste.ma sin ,ra,pi~ci<?I1: §1,~sc~i,bir,a la ~cuáción•Z.K como 

(2.34a) 

'>- ... (2.34b) 
·--:;;·:_ 

donde. la velocid~d'e~tá d~g~Jpor,V = 4' ( 6; · - "'). Nuevamente tomamoif (5.·:;/5'y"~eso~vemos 
numéricamente (2.34) 'usando Má'thematica, con el propósito 'de comparar cefo. 'fa solución 
numérica. de ZK. Las soluciones se muestran en la Fig. 2.28, para la ·condición inicial de 
a0 =. ·o.5" y li:o . = 0.05. La otra condición inicial considerada, a 0 = 1 y il:0 .= 0.05 no se 
muestra y al igual que antes el ajuste es peor que en el caso anterior. 

Notamos varias cosas de la solución numérica de (2.34). La primera es que no se ha 
logrado una buena concordancia entre estas soluciones y la solución numérica de ZK. Si uno 
solamente toma valores de l positivos, entonces la curva resultante está siempre por debajo 
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Fig. 2.28: Puntos correspondientes a la solución nurnéri~a d~ ZK (-· ·-.-) y, soluciones de 
(2.34) para los valores de l indicados ( ~ - --). La condición incial es a0 = 0.5. La curva 
correspondiente a l = oo es en realidad tomada del caso sin radiación, tratado en la sección 
anterior. 

de aquélla marcada con l = oo, que corresponde a la situación sin radiación. Mientras 
crece, las curvas obtenidas se acercan cada vez más a la curva marcada l = oo; por otro lado, 
uua l pequeña corresponde al caso de intensa radiación. En el caso de l con valores de 0.5 
y 1, la radiación es tan intensa que la onda pricipal pierde demasiada masa incialmente y 
su amplitud cae. Las soluciones de (2.34) son relativamente sensibles para cambios del valor 
ele l si O < l < 10, pero son poco sensibles para 10 < l. En este útlimo caso, las curvas se 
aproximan cada vez más al caso sin radiación al crecer l, pero de forma muy lenta. 

El considerar valores de l negativos cambia radicalmente el comportamiento de las curvas, 
ya que permanecen por arriba de la curva de puntos de la Fig. 2.28, estabilizándose en valores 
mayores que ésta. Sin embargo, no tiene sentido tomar valores ele l negativos, como puede 
notarse de la deducción de las ecuaciones que incorporan a la radiación, debido aquel es una 
longitud, relacionada con el tamaño del flat shelf considerado y es por ello que no mostramos 
figuras con este tipo de valores de l. 

En resumen, lo anterior representa una aparente dificultad: hemos incorporado la ra­
diación de la onda principal y a pesar de ello, no hemo~ logrado que el sistema de ecuaciones 
ordinarias modele de .manera adecuada el fenómeno de interés. 

Hemos dicho antes que de la Fig. 2.28 se observa que la amplitud dada por el sistema de 
ecuaciones crece demasiado lenta comparada con la solución numérica de ZK. La expresión 
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Fig. 2.29: Posición de la estructura coherente como función. del· tiempo. La línea continua 
es la· curva para la solución numérica completa, mientras que. la'¡:iunteada 'es la posición 
obtenida del sistema de ecuaciones (2.34). · · ' . ·· ' > · 

usada'para la velocidad de la onda, (2.32c), es lineal en a(t) y K:(t).;Silaevolución de a(t) es 
lenta,·:esto nos sugiere que la velocidad usada en el sistema de ecuaciones también tendrá un 
problema semejante, comparada con la velocidad auténtica de la onda. Comparamos ahora 
gráficas de la posición de la estructura coherente ·~(t); obtenida de la solución numérica 
auténtica y del sistema de ecuaciones, Ja v~locidad de la onda es la pendiente de cada curva. 
Ver Fig. 2.29. 

Si comparamos gráficas similares para la velocidad, 'se obtiene lo que se muestra en 
Fig. 2.30. La velocidad de la solución numérica se obtiene.tomando diferencias entre las 
posiciones del máximo de amplitud de Ja onda y dividiendo ~ntre el tiempo transcurrido. La 
velocidad obtenida de esta forma efectúa oscilaciones densas y por ello los puntos mostrados 
aquí parecen proporcionar una curva discontinua. Estas oscilaciones densas son producto del 
proceso numérico empleado6 y por Jo tanto no reflejan el comportamiento real de una órída 
gobernada por ZK. La curva punteada es la velocidad obtenida del sistema de ecuaciones. 
Para tiempos mayores, la velocidad V(t) crece hasta alcanzar un valor de equilibrio cercano 
a 2.1 para tiempos del orden de t ~ 50. 

De ello se infiere que es conveniente modificar la expresión para la velocidad. Se sigue el 
procedimiento de otros trabajos de este tipo, como se trata de [19] y [24] para el caso de otras 
ecuaciones de onda no lineales, y tomaremos una expresión más general para la velocidad V. 
Esto permitirá tener un segundo parámetro libre, además de l y se verá que esto permitirá· 

6 En particular, el tomar diferencias entre las posiciones y luego dividir entre la pequeña cantidad de 0.002, 
que es el tiempo transcurrido entre cada medición de la posición introduce grandes errores y este proceso es 
el responsable de las oscilaciones observadas. 



96 CAPÍTULO 2.' ··sOLÚCIONES"MODULACIONALES-EN'DOS DIMENSIONES 

3 

2.5 • 

2 ·. 
·... - " . -...... •.-:;.·.-.·: ·.·.-.·:.-· ... ·. 

1,5 • • - • "' • •• .... • • • • - • • • •• . . . ~·=·~-~-.. ... -.. ... ~ -~-.. -.:··~· ·= :··= :· : : ~ : .... • .. •. .. .. : ........ : .. - ....... 
l V(é) 

0.5 

2 4 6 8 lD l2 14 
t 

Fig. 2.30: Velocidad de la estructura coherente como función del tiempo. El conjunto de 
puntos se obtiene de la solución numérica completa, tomando solamente algunos d~ los 
puntos totales. La velocidad obtenida de esta forma efectúa· oscilacione~·'deÍisas' ·y por ello 
los puntos mostrados aquí parecen proporcionar una curva discontinua. Lacurva punteada 
es la velocidad obtenida del sistema de ecuaciones (2.34). 

'i" - . 

. que el sistellia .de ecúaciones arroje resultados con una mayor coinciéle11cia, comparado con 
la soh.i.ci6ú.~il1%é:ric:11 de ZK. El procedimiento seguido se muestra en la seccción siguiente. 

• :•. ' ,•, '''""'.; 'iT, ;>;.·,1'•' "'' -~·,·,- • O .. · .. , ~-

Mejora en',la',á].lroximación de la velocidad 

Si pro~b~~iJ~~,~~ohio.solución para la ecuación ZK 

Ut + ÓUUx + Uxxx + Uxyy = O. . 

auna 91~~.avi~j~~a ~ = u(x - et, y),p8:r11'):.cohst~I1t~,-~e,obti~ne la ecuación 
; _-. . ',·· ' ~ ,· . '-·r..¿·,,.- '·'. ' - , ., .'' • -,. ·;:, • .. '?,_ ''. 

. , ·.. . . -7.: .. t'.1~~B,:t·f~~x.~"f11x~t~t 
La cual se puede· integrar una vez. para óbt~n<:r . 

.. . ' '~·~I¡l?J:·:~,~~~+.~~~ = Ü. · (2.35) 

Después de considerar que' u, y, t~d~';~~~::'<l~ri~~das se anulan al infinito. . 
Consideramos la integral variacic)naÍ correspondiente a la ecuación (2.35), esta es 

• _, . '· ·.. ·-~~~;~·,:.~,;_:::/ .::<'-f:,· 
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como veriflcarno~ia~br~~~si\U~a~os•;':.·;• ·•· 
" •·, ',, ',,·, .. ·~}'.,!>~.::.> 1 ';1; ·: · ·.· .. 2, ' ó 3 '.e 2 

· ',·;, .C=;=-(ux+uy)--u +-u, 
,. ·'· '• . .. . . . 2 ,• . ' 6 . 2 (. •.:,~ . ;-<· .~· -;," ·,,.:-. ~::·'!~~;~~_-> .. :.:.~ 

Ja EcuaCión dé'Eüfor .ciÜé deforinina·a·Já función que extreniiza a (2.36) es 

· 8:1:Cuz + 8yC1':• ~Cu =:= O. 

De esto resulta 

' -" ·'• - 1 • : ' • •• 

y es la ecuación que satisface una onda viajera en dirección x, a partir de Ja· ecuación ZK. 
La interpretación de (2.36) es que una auté~tica o~da viajera de Ja ecuación ZK nece­

sariamente extremiza a Ja cantidad A. Por otro lado, si evaluamos a A no con una auténtica 
solución de ZK, sino con una aproximada que tenga ciertos parámetros aparentemente libres, 
podremos encontrar de ello Ja mejor elección de los parámetros libres y de esta forma, la 
mejor solución aproximada. 

Ejemplificamos esto con nuestra solúción aproximada u0 = ae-"((x-ct)'+u'>. No existe 
algu.na elección de a y r;, que permita hacer que u0 sea una solución, pero supóngase que 
se quiere tomar a dicha función como solución aproximada. La pregunta entonces es ¿cómo 
debemós tomar a las constantes a·y' r;, para obtener la mejor solución aproximada posible? 
Esto se logra pidiendo que A(u) se· extremice no al variarla función u sino con respecto a a 
y /i. Esto nos dará la mejor aproximil.ción Gaussial1a del tipo u 0 = ae-1<((x-ct)•+u

2 >. 
Si se evalúa a A en la función u 0 ;;se obtiene·!·:•'·' .·''< 

. A<~0!,0:~·;:-:~r:~,~~~~ ··. 
y las ecuaciones Aa = O yA,. = O re~itltan sér :.•;/~-·\'.fo.· i:< • 

(2.37) 

De donde podemos encontrar a la velocidad e como rl1ndón de a 
2o' 

c=-a. 
9 

(2.38) 

En particular, notamos que la expresión para la velocidad e (con ó = 1), (2.37), es distinta 
que la expresión obtenida antes para V, ecuación (2.32c). 

Las relaciones anteriores entre los parámetros a, r;, y e nos brindan la mejor solución 
aproximada, la cual tendrá solamente un parámetro libre, ya sea a, r;, ó e, al escribir los otros 
dos en términos del que se escoja. 
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Adoptamos ahora una expresión paramétrica de Ja velocidad de Ja onda, de nianera,que 
para ciertos valores de los parámetros se reduzca a la V encontrada antes, ecuación': (2:32c), 
o a Ja expresión para e recién hallada en (2.37). . · 

Notando que tanto la velocidad V como e son lineales en a y "'• tomamos la forma 
funcional para la velocidad e, con Jos parámetros p, q y·µ. ·~. 

c5 . . . ·.. -
e= -(1 + pµ)a - 2(1 + qµ)K,, 3 . ·. . 

. . . - . 

de modo tal que si µ = O entonces se recupera C de (2.37) y donde p y q se determinan de 
1a siguiente forma: cuando a = 11"'· es decir, su~nM'~stán relacionadas como en 1a mejor 
aproximación posible, pedimos que. e adopte Ja :velocidad de la mejor aproximación, dada 
en: (2:38) y que esto ocurra para toda'~: ·~áce~9W~•:::;'fsa''en· 1a expresión para e y nos 

queda . ... q cct~ac~\~?i.l.~1~4,~~i~~~~},f, .. . 
, ... _--

lo cual se reduce a (2.38) si q = 3p>·Si~ p'érdicÍ8'.)1e'<g~üe~alidad, tcnn:amos p = 1 y nos queda 

entonce' ' o·;·~f1il·~~r~~l~~~ir~:·1 ... '·. (239) 

~ , r, ', , : , • 1 ,t ~ {,..,~ ¡'" ,' ,.' :_. ·:-~,,, ' 

Lo anterior tiene también otra justifiéáción!.: EiiJa simulación numérica de ZK, se utilizó 
una condición incial Gaussiana y esto nos llevó a· tomar una función de este estilo para la 
onda u 0 (x, y, t); es decir, se ha supuesto que la estructura coherente conserva la dependencia 
funcional inicial. Esto no tiene por qué ser así, la onda principal puede iniciar con un perfil 
Gaussiano y modificarlo después al transcurrir el tiempo, conservando una similitud en la 
forma acampanada. Si la estructura coherente efectivamente se comporta así, adoptando la 
forma de una función distinta, pero conservando Ja dependencia en (x - c!;) 2 + y 2 , la única 
variación en el sistema de ecuaciones obtenido, será en los coeficientes, ya que éstos surgen 
de las integrales en diversas regiones de una función Gaussiana. El considerar una nueva 
velocidad dada por (2.39) con un parámetroµ modificando a los coeficientes, de cierta forma 
toma en cuenta que la onda adopta una forma distinta que Ja Gaussiana y por ello los 
coeficientes pueden variar. 

Comprobaremos ahora que la velocidad V encontrada considerando el momento en di­
rección x del momento de la onda, es un caso particular de C. Si se introduce el factor 
constante c5 multiplicando el término no lineal de la ecuación ZK, Ja velocidad V ahora es 
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y para 8 = 1 es idéntica a la expr~sión (2.32~), comod~be ser. Si se tom:a µ = 1/3, C toma 
el valor . · · ~· · ..... · 

•, >('Ó .... '.). 
~ e = 4 . ·.-a - /'\, . =:= ll", . 9 · ........ . 

- ·"- . 

por lo que efectivamente se recobra la exp~~sióri d~seada. 
Adoptamos a C como la nueva velocidad de la onda principal y con ello tenemos el nuevo 

sistema de ecuaciones ·'' 
1/2 . . r 2 ·e . . · .. 

~!!._!!:_ __ u _ _!!:_ _...!!:.__ .· aK,1/2 =0 
6 dt /'\, 4V'2 ,,,,112 + 2 ,,,,1;2 + ... ·. ' 

d a2 . 7í .. ( d.a):i 
dt 4~+2cz dt ~ .. ·=O, 

8·... .. .. . if.Y >' ·:,. : 
e - 3c1 +jk)'?'.f.~<1,.+3µ)~.=o. 

·;J(::'r:}'.).; ... :/1:. ,·· , 

que se obtiene considerando 8 f= l. . . X:·;'ú'iJ!t)i.'~\•,•.;,;; 1/ : . , 

Si eliminamos a C del sistema de ecuaciones< tenoreinos , .. 
. '. 1/2 ·.· : .. ;. :'~·:;,·:y; ·~\¡)~"': .· 

57í da . (1+µ··.·.·.• .• J.·.<).· ·· ...... · ... ª:··.·.·.··.·. 3 . 1/2_0 ---d - + --· . .,-··. •In ulfi.,- µaK - , 
6 tK 6> Av2 ··'"'··, ·· 

( ~(1 +µ)a - 2(1-t-'3fü,,,,) !:: + ~: (! ~) 2 

=O. 

(2.40a) 

(2.40b) 

(2.40c) 

(2.41a) 

(2.41b) 

Este sistema de ecuaeiones se reduce al anterior si hacemosµ= 1/3, como se mencionó antes. 
Sin embargo, lo que deseamos es más bien modificar a µ para lograr. el ajuste numérico. De 
esta manera, (2.41) es un sistema de ecuaciones con dos parámetros libres, µy l, esperamos 
que oon esto se pueda lograr una mejor comparación con la solución numérica de ZK. 

Resultados Numéricos 111 

Retomamos la comparación con la solución numérica de ZK utilizando esta vez al sistema 
de ecuaciones en la forma (2.41). Si se resuelve para diversas parejas de valores de µy l se 
obtiene algo como en la Fig. 2.31. Mientras que en el caso en que solamente se tenía a l 
libre, con l > O, las curvas siempre pasaban por debajo de la solución numérica de ZK; ahora 
vemos que es posible variar l y JL lo suficiente para que las curvas del sistema de ecuaciones 
pasen por un lado y por otro de los puntos de la solución numérica de ZK. 

El mejor ajuste hallado entre el sistema de ecuaciones se encuentra para los valores l = 15 
y µ = 2.3, como puede verse en la Fig. 2.32. 

De la Fig. 2.32 vemos que a esta escala el punto estacionario es prácticamente el mismo 
entre los puntos y la curva. Sin embargo, el comportamiento intermedio es algo distinto ya 



100 CAPÍTULO 2: 'SOLUCIONES MODULACIONALES·EN'DOSDIMENSIONES 

-··í· ·.-1t~- ,:'.~L.~:: 

fa35'. il=iá 
a 1.4 r - - - - - - - - - - - ,.- - - - - .-:- - -·· 

1.2 
I , J=10 µ:=2 
I /-------------:-.--:--.-;-

! I ¡ ,,, ...,. - - - - - - 7°_i¡5--:-:~_-µ:,,1' 

I 1. "'· 
0.8 ¡ ¡ . _,,"' 

0.6 I -:.,_/ ~ ...,. ,,, _ ~ __ -

0.4 ' 

0.2 

10 '30: 

- - - - --.- -

40 9) 

t: 

Fig. 2.31: Comparaciónéntre la solución numérica de ZK (i ·····)y él sistema de ecuaciones· 
(2.39) (- - .....;_) con diversos való'res del"y µ: · · 

a 
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0.7.'i 
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2 4 6 8 JO :l2 ' 

t: 

Fig. 2.32: Comparación entre la solución numérica de ZK ( · · · · · ·) y el sistema de ecuaciones 
(2.39) ·(--) con a 0 = 0.5, l = 15 y µ = 2.3. 
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Fig. 2.33: Posición de la estructura coherente como función deltiempo. La línea continua es 
la curva para la solución numérica: completa; mientras que las punteadas son las posiciones 
obtenidas del sistema de ecuaciones, en el caso en que la velocidad no se ha corregido y en 
el ca~? en que se llevado a cabo dicha corrección .. 

que la solución a partir del sistema no recrea la curvatura exacta de la serie de puntos. En 
parti"cular, mientras que el punto de cambio de concavidad está alrededor de t = 1 para la 
solución numérica de ZK, para la.amplitud a partir del sistema de ecuaciones el cambio .de 
concavidad está alrededor de t = 6. . . ·. . , . . . . . ::, 

Resulta interesante comparar la nueva posición y velocidad obtenidas para la onda·a.pa.rtir 
del sistema de ecuaciones con la velocidad y posición de la solución numérica cornpleta, como 
se hizo en las Figs. 2.29 y 2.30 para la forma anterior de la ~elocidad. · Eil ,la Fig; 2,33 se 
muestra la posición dada por la solución numérica, comparada con la posición obtenida con · 
la velocidad V(t), esto es, antes de corregir la velocidad y con la posición que se obtiene con 
la velocidad corregida C(t). 

De la Fig. 2.33 vemos que el valor y pendiente de la posición de la onda proporcionada 
por la velocidad C(t) es mucho mejor en la vecindad de t = O pero se aleja de la solución 
numérica para tiempos posteriores. De manera contraria, el ajuste que se obtiene al usar a 
V(t) como la velocidad de la onda es peor cerca de t =O, pero se aleja una cantidad menor 
para tiempos mayores. De esto inferimos que el ajuste adecuado a la posición y velocidad 
de la onda es crucial cerca de t = O; el mejorar el ajuste de la posición en esta región es lo 
que permite a su vez mejorar el ajuste de la amplitud de la onda como se observa en la Fig. 
2.32, a diferencia del ajuste visto en la Fig. 2.28. 

Podemos también comparar la velocidad de la onda obtenida de la solución numérica con 
la velocidad que se obtiene del nuevo sistema de ecuaciones (2.40). Esto se muestra en la Fig. 
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2.5 
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é 

Fig. 2.34: Velocidad de la estructura coherente como función del tiempo. El conjunto de 
puntos se obtiene de la solución numérica completa, tomando .solamente algunos de los 
puntos totales. La velocidad obtenida de esta forma efectúa oscilaciones densas y por ello· 
los puntos mostrados aquí parecen proporcionar una curva discontinua. Las curva punteada 
y la continua son las velocidades obtenidas de los sistema de ecuaciones (2.34) y (2.40); es 
decir antes y después el.e corregir la velocidad. 

2.34, donde los puntos respresentan nuevamente la velocidad dada por la solución numérica 
y las curvas punteadas representan a las velocidades obtenidas de los sistemas de ecuaciones, 
antes de la corrección en la velocidad y después de ella. La velocidad obtenida de esta forma 
efectúa oscilaciones densas y por ello los puntos mostrados aquí parecen proporcionar una 
curva discontinua. Como se ha mencionado antes, estas oscilaciones son resultado de la 
forma en que se calcula la .velocidad y no respresentan algo real. Algo más realista sería 
utilizar un ajuste a los puntos de manera que se obtenga una curva lisa. Como se esperaba, 
vemos que la aproximación a la velocidad real de la onda dada por C(t) es mejor cerca de 
t = O, aunque posteriormente la diferencia crece. Para tiempos mayores, la velocidad C(t) 
permanece en el valor de equilibrio que se ve en la figura, mientras que la velocidad V(t) 
crece hasta alcanzar un valor de equilibrio cercano a 2.1 para tiempos del orden de t ~ 50. 

El ajuste a la velocidad de la onda logrado por la función C(t) es mejor que el de la 
función V(t) en varios sentidos y esto es lo que permite reproducir el comportamiento de 
la amplitud de la onda de mejor manera. En particular, cerca de t = O el valor que toma 
es bastante más cercano al valor real y además C(t) llega al equilibrio mucho más rápido 
que V(t), aunque no tan rápido como la solución numérica. Adicionalmente, C(t) alcanza 
el equilibrio de la misma forma que la solución numérica: de manera decreciente. Esto se 
compara con la forma en que la función V(t) llega al equilibrio: de manera mucho más lenta 
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Fig. 2.35: Comparación entre la solución numérica de ZK (---) y el sistema de ecuaciones 
(2.39) (- --:: -:- :- -::- ,.-. :-:---::) con, a0 = 1, l = 8.8 y µ = 3. .. 

'· ,, ,._.· ,. '· .. : . ,,.:· . 
. . ~ .. 

y de forma creciente. 
Para el caso en que la amplitud inicial es uno, mostramos la figura análoga, en 2.35. El 

mejor ajuste se logra en este caso con l = 8.8 y µ = 3. Al igual que antes la mayor diferencia 
está relacionada con el c·ambio de concavidad ya que la solución numérica directa efectúa 
dicho cambio para tiempos cercanos a cero, mientras que la solución a partir del sistema.de 
ecuaeiones tarda un poco más en cambiar su concavidad. Sin embargo, fue posible escoger 
los parámetros libres para que el acuerdo entre puntos de equilibrio sea total. 

Resumimos lo encontrado hasta ahora. El mal ajuste entre el sistema de ecuaciones 
ordinarias que incorpora a la radiación únicamente a través del parámetro l, en particular 
la lenta evolución de la función a(t) dada por el sistema de ecuaciones comparada con la 
solución numérica completa, nos motiva a tomar una versión más general de la velocidad de 
la onda principal, la cual conserva la forma funcional de la expresión anterior y se obtiene a 
partir de la integral variacional para la forma de ZK correspondiente a ondas viajeras. Esta 
nueva forma de la velocidad de cierta manera toma en cuenta que la estructura coherente 
después de t = O no tiene porqué ser Gaussiana y por lo tanto los coeficientes obtenidos 
en las ecuaciones pueden ser distintos. Esto introduce el parámetro adicional µ de manera 
que resulta un sistema de dos ecuaciones ordinarias con dos parámetros libres l y la antes 
mencionada µ. En este caso se logra un ajuste bueno e incluso se puede reproducir el 
punto de equilibrio de la solución numérica directa con una curva que. se sitúa muy cerca 
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de la anterior. La mayor diferencia resulta de considerar el cambio de concavidad de las 
soluciones. La solución numérica directa presenta un cambio de concavidad casi inmediato, 
mientras que la solución del sistema de ecuaciones presenta un cambio análogo para tiempos 
posteriores. Podemos decir que un sistema de ecuaciones ordinarias con dos parámetros 
libres es suficiente para lograr un muy buen acuerdo con la solución numérica de la ecuación 
parcial pero no para reproducir el grado de detalle que está involucrado en el cambio de 
concavidad de la solución. 

Es un asunto de experiencia en este tipo de trabajos que en el cambio de concavidad 
siempre existe gran discrepancia y esto está relacionado con la complejidad de la radiación 
cedida por la onda principal, como se menciona en [24]. En el trabajo citado se menciona que 
en la solución numérica de la ecuación parcial la cáustica tarda cierto tiempo en formarse, 
mientras que en el sistema de ecuaciones se asume que ésta se forma de inmediato, algo 
que necesariamente acarrea discrepancia entre las soluciones. Finalmente, si uno observa 
las Figs. 2.21, 2.24., 2.22 y 2.25, es evidente una tremenda complejidad en la forma de la 
radiación, por lo que el incorporarla en el sistema de ecuaciones de manera nuís realista es 
algo muy difícil. De ello, resalta la buena calidad de los resultados obtenidos a pesar de la 
forma tan compleja de la radiación. 

2.4 Evolución de una onda localizada gobernada por 
una generalización de la ecuación 
Zakharov-K uznetsov 

2.4.1 Las leyes de conservación de la ecuación ZK generalizada 

Hemos visto que en el artículo de Sipcic y Benney, [33], se considera a la ecuación mZK, la 
cual involucra una no linealidad del estilo u 2ux en lugar de la que presenta ZK. Los autores 
mencionan que esa ecuación surge en el estudio de fluctuaciones de densidad de los. iones de 
un plasma cuando ésta se propaga con un cierto ángulo con respecto al campo magnético. 
Al igual que la ecuación ZK, la ecuación niZK no es exclusiva de esta situación sino que por 
el contrario puede surgir en muchos contextos. Incluso pueden surgir ecuaciones con una no 
linealidad más general, del estilo uPux. Por ello, consideramos ahora una generalización a la 
ecuación de Zakharov-Kuznetsov en dos dimensiones, que presentamos en la forma 

Ut + y,Pux + Uxxx + Uxyy = O, p>O (2.42) 

con u= u(x, y, t) y la cual se reduce a ZK para p = l. Por simplicidad, a esta generalización 
de la ecuación Zakharov-Kuznetsov la llamaremos gZK. 

Encontraremos las leyes ;~fo conservación correspondientes a esta ecuación y luego ob­
tendremos a partir dei ellas ·ecú~ciones ordinarias que aproximen la evolución de una onda 
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coherente Gaussiana, tal como lo hicimos en el caso p =l. .Obtendremos asíuna genera­
lización a los procedimientos seguidos ante~ y se estudiará el. tipo· de comportamiento de 
la onda coherente al variar p. Por las ideas discutidas en la sección 1.1, esperamos que un 
aumento en la no linelidad (para p > 1) puede llevar a que no ocurra un balance entre la dis­
persión y el efecto antes mencionado, de manera que la estructura coherente decaiga a cero 
o se colapse sobre sí misma. En el caso opuesto, para p < 1 puede ser que la no linealidad 
no sea lo suficientemente intensa para evitar que la onda se disperse por completo. 

La conservación de masa 

Al igual que en el caso dela ecJ~ción ZK, la ecuación consid~radll ahdra 'tiene algo análogo 
a la ~onservación de masa y que se reduce: a la' ·expre~ióriié:'orréspoií:diente· á ZK si hacemos 

p =·l. Des~n~mos la masa ,total,c9rr.io :>i '.;"':'' :¡ ~::}';'''.;:<):'.?-'¡''.l';::/F" ; ',:.':: ;:' . ;; '"' 
· ,.,,· '::foo<·/oo, ·t,,_.,.i'!,-- ."•:.:>:·' '. ,,. · :."' " , 

· M =: 12 ._'.'}_ 11:dxdy, . , · 
~· f ' ' -oo '~~-o:; ;~ .*'".J,.,.,' ~)- .~ -.: 

por lo que debemos pedir que u decaiga ió' sl.lficÍ~nieci~nte ·;apido cuando x, y -r ±oo para 
obtener un valor finito. Podemós esciibir,'a iíi'ecUaciórF;'gik1 (2.42)-como• 

. ,_. -.. ·.,,. ·.:.·".:>r:--.·>:i<'.'.)~~'~·>:·;,.,:.:c :·;'"' ·.,-·: ,-

,. '. Ut +(v~~jp~.c~f~Jg~1L'1;(f.~%·J,~o;'.· (2.43) 
. .·,·r;¡·; 

y~,.:; :,1:d2w·;~~~«1J~~~i~f~1\~1~~~~~1~;P%Jrf~ ·~· 
ya que. u(x, y, t) y sus' derivadas decaen :a cei'Ü en> el infinito; 'Tenemos 'lá':vei:siÓn integral de 
la c01iseryación dé'-iiirisri,~{'.';'.'.f '. ;~~, '.•,h;,F,f .·. !!'. fi(,:·.;i:':(,: ;l:;J'i; · .\e; :::;; ·~;:, :,'.¡ < >· •.. .·. • .. 

)' '·-· 

dÚ dloo loo·:·· , ..... 
· -- = - udxdy = O, 

dt dt -oo -oo .... : •.. ·. (2.44) 

que 'será utiliz~da más adelante para obtener un sisterriá de écüaciones que aproxime la 
evolución dé ;,¡na onda con la misma forma que u 0 , tal como ~e 'hizó en el caso de ZK. 

La conservación de momento 

Consideramos ahora la conservación del momento de la onda: Este se define como 

1100100 . P = '2 . u 2dxdy, 
-oo -.oo 

(2.45) 



v'·~~,::~.:!d~~,~~;> ~~~~~E '~~t~,~~~~~1~~f~~~~ii~~I~f t... .L· • •.. 
UU¡ +U Ux + UUxxx+ UU:r.yy -(2 uc-)~;;,I-;,,(--~ ,,2 '1fé:·-i.":,t ..•. xx.)~,······>x,.xx ~te. xy)y· .. ·. y xy 

·. ··~:g~~ii1l~;~~~~{;~~;lf li!f~\~~~¡-,+ (t~~,);·.~.o. 
Por lo que la versión diferencial:de.la conservaciónde'mmnento·se escribe'como .· ... · 

. . .. (~~·~{t .. ~; ~~t~;J~~~~iili~fi~l~l~~~,i¡i~~~i~iifüJ;:'•• ·•(2·~· 1 
De • aquí se., sig~e' la 'ci:mser~áci~11' :'de 'E, eri'; forrÍÚt' irit~gfa1; d'e:riianercii\ sé'ricilla', sigúierído el 
procedimientóconócido .. U~ando '(2.45) :Y:(f46) Ú~éinos :; : · ·. ··· · · . . 

. . dP . Z 'cxi '00 , { . ,' 

- = - r j -u2 dxdy = o (2.47) 
dt dt } ...:00 -oo 2 

y será igualmente utilizada para aproximar la evolución de la onda coherente. 

2.4.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con­
servación 

Proponemos una solución a la ecuación gZK que se compone de dos partes: una parte con 
estructura localizada la cual se representa por una función u0 (x, y, t) y que llamaremos la 
onda coherente o principal; más una segunda parte que representa la radiación desprendida 
por la onda y que se representa por una función u1(x, y, t), de manera idéntica al caso con la 
ecuación ZK. Nuevamente supondremos que la condición inicial para u(x, y, t) es justamente 
u0 (x, y, O), por lo que al inicio no hay radiación. A partir de las leyes de conservación en­
contradas en la sección 2.4.1 se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que 
describen de manera aproximada la evolución de onda coherente u0 (x, Y~ t). Al comienzo, 
encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la evolución de la onda coherente 
ignorando por completo la radiación. Después de ello, estudiaremos el caso en que la ra­
diación no es completamente despreciable y encontraremos así un sistema de ecuaciones que 
describen la evolución de la onda coherente añadiendo una corrección debido al efecto de la 
radiación. 

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiación 

Para la ecuación gZK 

p>O 
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Fig. 2,36:. La regiónT(t). 

proponemos como solución a lafunCióriu(2:,y,t) =uo(x;y,t) +u1(x;y,t),'cori U.o dado por . . . 

úo(x, y, t) =: a(t)e-"<t>((x-{(t))•+y•) ¡ (2.48) 

es decir la onda coherente tiene un perfil Gaussiano y además se pro~aga ~Wdi~ec;ción x. 
Al igul:)-1 que antes, las funciones del tiempo a(t), 11;(t) y ~(t) toman en cuenta q~e la onda 
coherente puede deformarse, debido a que no es un solitón. La función V(t) = ·~ es la ve­
locid¿{d de la onda coherente y por lo antes mencionado es también función del tiempo. Por 
supuesto que nos limitamos al caso 11; > O, de manera que se tengan soluciones con sentido 
físico. La primera de las ecuaciones ordinarias que modelan la evolución de uo se· obtendnt 
utilizando la conservación de la masa, ecuación (2.44). 

• Ecuación correspondiente a la conservación de la masa 
Al'igual que en el caso ]J = 1, la radiación desprendida por la onda coherente se encuentra 

confin~da en la región entre las cáusticas7 }a(x - ~) ~ y <-'7a(x - ~) y x < ~' a la que 
lla~art1os r'(t), de igual manera que 'en el caso de la ecuación.ZK. De esta manera, la región 
r(t). es· aquella región móvil en donde .la radi~ci<)p. e~:Wfiéticamente nula. Est~ región se 
muestra en la Fig. 2.36. ··· · ·; :>.:• ·· 

Seguimos el desarrollo usado en .el cas<>Ae.Z.:E<'.é:~'~'.~l".ulamos el cambio de la m~a de la 
onda en la región r(t), tómando en cuentá..Ciuéu(x',1Ht)satisface la ecuación gZK 

:. l", udxdy ~:. r f.,,, ;,d•~.q:!'~~~j~~~l lt1f~f~~t¡Q;;; , · 
tr'·;¡¡¡{~;a~vd~··_: J_~ül~+~~Vdy ~:Jr<tJ [(;:~ + uxx);+ (u~y)y J dxdy. 

7 El que la.región donde queda confinada la radiación no se modifique en el caso de gZK es de esperarse, 
pues ésta región se dedujo tomando la parte lineal de la ecuación ZK, parte que es idéntica en el caso de 
gZK. 
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. . ·'•· ,,: . 

Como en la región,r(t) secuinple';u1 ::Q~~n~9!í~;~.~n.~~aj~gi_é~'~~-uoynosqueda_·· 
d .. .. : :~. ~T: :· . ·: : :::_ ;J .,_,· ·.· :· :·~. :;~" ~,· . . . . . : ;> . 

_ ( udxdy ':::!.- {,,, 'u0dxdy·~_::.:2vJfis::u0 ¡ ··~ dy . 
dt Ír(t) " · dt _lr(tJ.;,_·:· ·~· .. • :~. :':'·-·:. Jd:,.-''_~1 .~-../3u_ ... 

-l,X [(;t¡~f~i:t)~~;,wº:t)u]df~J, · (2.49) 

donde la paridad de u0 con respecto a y nos ayuda a simplificar la expresión que representa 
el cambio de masa en la región de integración .. Evaluamos ahora cada una de las integrales 
de arriba tomando en cuenta que u 0 y sus derivadas se anulan al infinito; 

En la sección 2.3.2 se halló la masa total en la regióll: r(t): 

i , . 57ra 
. u 0 dxdy = -

6 
--,. 

r(t) , .· "' 

. . . . . lú. -.~ ;, ~~. )~~· ,_ :)<~·j::§~.~::·.~\: •J ,•1 l' • '.' 

l", [ (;t-f .q1~)>+"~c)~r1:1; · .. , , ., , ,, ·· , , · · 
> ·:~ V\;,:1~"~,:-;;, J,:~ . . .. ·. . . . . . . . . •. 

= -.2 h~ [:~~~~.(~i-~)~Cfr2hY')-t: ( 4aK.~3y2 - 2aK.) e-~C3u•+u~) : (4~K.2y~ - 2aK.) e-~(3~2+~2 >] dy 

~ -2 r[:;~.-·i>+•i.,•+ (i•aÚ-4a•) .-'"•}y 
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~ - 2 ¡:.;~ci~~~:;l~1if f ~J.i~ f 'f~t~·tt~W~ d~~>:.~C~~;~~~'if ~~.c~~)T · 
~ -2 Uc~~if ~~~3u~w~: ri;,;-·: ;•t~;f ;J •~· :_;;;; [~(;·~~~~0¿,f: -aK';' l 

. . 

_ 1/2. [· 1/2 _ . 1 aP+l] - 7f ·. ~K:, -· 2(¡j+ 1)3/2 K,1/2 . . ... 

Ahora sustituimos los valores de.las tres integrales er1 (2.49) 
;·,;,:·'·, 

· :t 5; ~ = _2v7f~2K:~12 _·;112 [L112 _ 2<P :¡)312 ~;:] , 

o equivalentemente, 

57í112 d a 1 aP+l , V a 1 2 

-6.-dt ~ = 2(p + 1)3/2 i,;V2 -: 2 i,;1/2 - ai,; I (2.50) 

Esta e~ .la dc~a~iÓn. dif~r~~cial ordinari~ que ge~eializ~ a (2. rn), la·~~~l ~odl~os ·obtener al 
hacer p' = 1 en la expresión (2.50) y de esta manera verificar .los cálculos. . 

• Ecuación correspondiente a la conservación del momento 
Al considerar la conservación del momento en el caso p # 1, se Hega exactamente a la 

misma expresión obtenida antes, cosa que se muestra, ahora. Bajo las misrí1as coridicic:inés; 
esto es, tomando a u~ y a u0u 1 como despreciables con respecto a u~ en todo el plano JR2 , el 
momento se calcula como · "·'' , ·· · 

.. ·. 

La ecuación P = O. queda así 
\.'-: 

p d . roo· roo 1 '2d d d dóo 400 á2 :.:_;~((:i::.::J¡~+y~f;;{~.( - d 7ra2 o 
~ dt f_~J:_;;;,.2,1!~,.,:P,,,Y = 'dt):~'J'!!.·:.f.:.2"~,·· 1,;iit'.f.;·'.~~:} .. ) y~ dt 4i,; = . 

Y de esto se~ol)Úene_~naecuación'ad~9i,on~i,, y~q~~-·~~)~é~ti~~· •. \t.(2.17), 

·-·· "'i·'.·d·a2,•( ··''-''" ..... 
-o dt!Z - . (2.51) 
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• Ecuación correspondiente a la ~onsideracióndel momento en x del. monientod~)a onda 
Consideramos ahora el niéímeritb en'x del moí:rieiiti:l de la/Cíncla; sabemos de antemano.'qúe 

esto nos proporcionará la ecuación qué·cierra''ei sist~má y de. hecho~ 'una exprestórr que nos 
proporciona la velocidad de la onda en términos ele 'sÚ 'a, y Ji.; El momento en X del momento 

, _ ·, -_- ~--- --, ··_-_-,'-_,_ ·--""·---------.o .. o_-_-'o-'co~o--o,"-·~oO' .'°,~·_,_;o'_:';:--.,•.·:· 7f _. -·~. .-._ .~ • 

es .•··· ' l 'i,:~,f'.;h¿ ', ' , ~· •r;i 
I x'-il2dxay;.; < · 

' ' J'út. ,é7 ,;;,: >'.: :.':::' . ;. ;.. ·.• . . '. ' ' 
Nuevamente despreciando a ui y UoU1; con 'r.espe'cf¡j a;uij e11; todo el plano, tendi:errios que el 
cambio de la cantid~i.d de arriba es .,· ' · .'.· : }'. :. · ' ·. ·· ' ' · 

d 1
00100, 1·•, ··· .. . " .. «··,_,,.ioo'too ·1·: ' - ,· 

' " 2, ' "ª'~· . . ' ·2 , d x2u g,x~V, ~ d , · • . a¡ 2 u 0dxdy. 
t -oo -oo ' . , \· . t -oo -oo . -

Usamoslaecuació,n-(2.47) · ,..\· •· ·:.'cl~1 /~/:,:~/~:_>.::5~.,,;;:;_"-;:<> :. < '.'.c . 

. /

00

. /

00 ~ :t ~u6dxdy:~>0t'.'J·;~:i[.(W~··~~~·tS~,·f º~al;{ii%~L.;, ~~6u) · · + ( iioua~y)y] · dxdy. 

o~:u:l·2:·i:,x~~~~~1~7~~r~~~!~~~~;t~~:~~k~x ~~s ~dy , .. ' 

. · ~ ~§il!f ll,~,;,~¡~~i~Jt ·~·:rI'.~~;· , . 
después de i~tegrar por partes y tomaren cheritaci~~:ü~}'.sus·déri~á'.d~ séarmlan·:~1 infinito. 
Las integrales de arriba tienen lo~ valores · ... ,/;: ';",,· ;, ·\· ... 

h:7E~t~~i?~:I~f i:::.'!L , ..... 
según se encontró en la sección 2:3.2. Es necésariOtevaluar · 

I°':. :J00 
·(: 1.,."·;,:p'+;~~?'·{;::-'V·~- \L~-·2· .... 1 2 ) 'J d, · · 

J .:._oo Í-oo p +. 2 ~o ,; . ~·:.~~()~::,.;.:- '2U,ox - 2Uoy ux y' . 
-' < 1, • • 

por lo que requerimos lis-_~;,:pt~sió~e?~0t~.:Lbá~(x:._€)é-"'(Cx-{)2+v•), Uoy = -2a~y·e-11:((x-{)'+v•) 
y uoxx. =··(4d~~(i·;;~)}~'2eik)~f,~.(C~~{)~Jy'jn;qÚ.ecÍando entonces 

::.__-.·~-~:.'._,._,''_:.:.;.:!_:;:_~{ - - ~ ,·2~- ·.,.-• .. · .. ··::··.~:;,-,·:~_ .. _:~·::t.:,~-
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• !' 

.: ·.' 

por lo' que al ·simj)lificar 

(2.52) 

El sistema de ecuaciones ordi~~ri~ para'.a(t), K(t) y ~(t) que aproxima la evolución de 
la onda coherente, en el caso ]J :¡: 1 es' •:n~ .. . . .. 

donde a0 = a(O) y K(O) = K0 • · 

(2.53a) 

(2.53b), 

(2:53c) 

. (2.54) 
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Por otro lado, u~~~4ª:(~:#~~b),y(~ .. ~3~) ~~. ()b.tieI1e 

. ··~f'=+~~:~.'.((p~:~2~- ª2}¡=4 ((p : 2)2 ~ K)' 
___ ,_- _;·---,,.._-_--~;',_· __ :-:·_:.i?_:: __ :~fo ·--~·"': . .:_· ____ · '• -''-'.'-<":·~·' -:-'.,'-.,-~,=-'· - -- ,,_,_· .;;_ - -

la velocidad de la oiída coiié~enteestá dada por 
.··· -

Yi4 cP:2)2':"- i'í:), (2.55) 

lo cual se reduce a (2.21) en el caso p = l. 
Utilizando (2.55) en(2.53a) · 

.. 5rr1/2 'd ·~ j,,:_(.· <, 2 ·.. ·~ 1 ). aP+l + aK1/2 .'· (2.56) 
: ' t,6··df1{':;\>+ (p+2)2 2(p +1)3/2, i'í:l/2 ~ 
, -·. • ; l.'_, .. ·- · .. ·,~r-.:, " .. - - · · . · - . . 

Las dos ecuaciones' (2.53J:ij 'y'i(2:S6}determinan a las funciones, del tiempo a(t) y K(t) a partir 
de las condicionesJ11iciales:~i';Usando' (2.54). podemos obterier .u~a. ecuacic)n. ~!fer~.nch1J para 

ª~~'.,, da 5•1f,~.~&'f!f't,,, aij a . 2 ; F .:;·· ~¡: , 
-6-dt;: =.;,, 6/.~o'.1t~·=.7-.-6-i'í:o a2 = - Cp+2)2 - 2(p+1)3/2) ~~¡~aP+ ao ª' 

, ··-<._· .• -'i-.' r::.\~;··,_-_:-:;\>:~.c::\\·~; ·:: _-, ' . <··. · ;y_:}::, ;r,~· ... · ¡ ,; . :_:~· 

o bien, simplificando un. poco 

< · k~\5•~;,~' [( (p} 2 ;, • ~ ~ 7~ )'li)i• ~·'.:¡a'] •'; (2 .5 7) 
• ;:,··: .. :. '. ; ;~~1\:':'.>:<.;.~~-:-··,'.:·;:-~~:u:~ .. ·:- · .. -~1:.·_: .:,, :·.: · .. ~e~·-:-:\·~· ,' i>i-.''. : ,:·~.~~:/i;/J:?: __ ;_¡_~~ .. ~·:~-- ~)/·,:: · -;~ · · ·r· , : 

La ecuación antérior)a' escribimos 'en. forffiá;genéraL>. / · 

; > ,'. L X:~ ('iép)a' ~:~a')•', . (2.58) 

·. ' ' > :.::~,;; >;·::'f ··;·a.:º·;> ,;'.: :::~-:<~;,;','.~~- ··••·· ' ' ' ' ' 
con f (p) ~. 57'.~72 (cPJ2i2 ~·;~P+;)a/2} yz>';::·~~~;;:,::> <lig~al que en la sección 2.3.2; obsérvese 
que J(l) =µ,.lo cuál/coincide con la ecuadón {2.24) y corrobora los cálculos efectuados. 

l)e la ecuaciÓ~(2.58), vemos que;lá función J:(p) tiene gran influencia sobre el compor­
tamienfo de .a y de. a. Es por esto que deb~mos entender el comportamiento de dicha función 
y para éllo mostr,amos su gráfica en laFig. 2.37. Vemos que f(p) tiene dos ceros: el primero 
ocurre en p = O y el segundo en p.~ .10.44; Además f (p) es positiva entre las dos raíces, 
O$ p < 10.44y negativa para 10.44 <p. Adicionalmente f(p)-¡. O cuando p-¡. ex:>. 

Dependiendo del valor de p, es conveniente escribir a la ecuación (2.58) en las dos formas 

i'í:l/2 (' ' ' ', "'º ) 
U= _O - . j.(p) - V-;¡a2-P aP+2 

ªº ' ªº 
si o$ p $ 2, 
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o.a; 

O.OI 

o.m 

o.rn 

o.m 

lD 

Fig. 2.37: La función f(p). 

si 2:::; p. . 

En el· caso O :::; p < 2 tenemos dos ·~Ji:b'~· Je: e~~ilibrio, el primero dado por a = O y el 
t : ... ;·. -.~<:;_: ',:_ .! .:,: : . ' • 

segu~c;lo por a = ( * ~) •-p. cua:lcíui~fó~<la" coherente con una amplitud inicial distinta de 
cero ádoptará la amplitud dada por'elúltimo punto de equilibrio, para tiempos infinitamente 
grandes; además, la evolución de la amplitud ocurre de forma monótona. Al igual que. el 
caso p = 1, tenemos un punto éspeciál a* que corresponde al caso en que la condición 
inicial y el punto de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando f (p) - v~a~-p =O, o bien si 

a 0 = a* = ( 7M) t/p. En este último caso, tendremos que la amplitud ~: la onda coherente 
permanece constante P.ara todo tiempo. · . · ·· · · 

Un cálculo sencillo demuestra que el cambio de concavidad 'se sitúa ahora en a = 

(*~ f(p)) 
2~p, que es menor que el punto de eq~ilibrio y ad~m.~ s~a~~Übe'.~\a expresión 

hallada antes si escogemos p = l. Es por esto que según.la co11di?ióÍl inicial, las soluciones 
que so.n crecientes pueden efectuar un cambio de ccincavidad•'o-no; :Los•'diferentes tipos de 
soluciones se dividen entonces en tres: (a) soluciones siempre crecientes, (b) soluciones siem­
pre decrecientes o (c) soluciones que permanecen constantes. De este análsis se deduce que 
para o < p < 2, la onda coherente siempre se aproxima a una onda con forma y velocidad 
permanente; es decir, tiene un carácter de tipo. solitón~. La.S curvas solución se muestran de 
forma esquemática en la Fig. 2.38. r;. 

En el caso p = 2 podemos tener dos comportaihitiritos:· dependiendo de si f(p) - v~ 
. .. · .. __ .· - ·-~-'- -· ·· .. - ªo 

es positivo a negativo. En ambos casos el úniCo· phnto'de equilibrio es para a = O y las 
situaciones varían solameitte en si la soludón es siempre creciente o de manera inversa, 
siempre decreciente; notando además que de.bi<lo·a• la aus~ncia de un punto de equilibrio no 
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a 

-----------------

t: t: t: t: 
(aJ (a') (b) (e) 

' ' 

Fig. 2.38: Los diferentes tipos de curvas solución para O :5 p < 2 y sus clasificaciones. Las 
curvas tipo (a) se dividen en dos dependiendo de la ocurrencia de un cambio ,de concavidad. 
El punto de equilibrio se muestra con una línea punteada . 

.. 

t: ';'. ,¡ 't: 
(b) 

Fig. 2.39: 'Tipo de curvas solución para p 

f(p) -:.v~;;< O .. 
2. Caso (a), f(]J) .:... v~ > o. Caso (b), 

" o '' 

cero, no hay ~~sibilidad de que exista un punto especiat~·; tal qu~ d(t) = a• paratodo t¡ 
ni tampoco es posible tener cambios de concavidad. Esta, situación es de especial interés, 
ya que permite integrar la solucion de manera· sencilla; . De ello veremo.s que en el ca.so 
f(p) - v, > O de hecho es posible que la amplitud se vaya a infinito en un tiempo finito, 

o . . .. '"' ·. .. . 
como veremos enseguida. Las curv.as solución se'muestran de manera esquemática en Ja Fig. 
2.39, mostrando ambos· casos. . · •·. :. ; : 

En el ca.so p = 2 tenemos laecuaC,iÓn.diferencial 

"' ·~~~%:~2-'(.i(2r-v:O ª4 

con j (2) = 5"~1 , ( k - ~) ~ p,.ü194R Esta ecuación se integra de manera sencilla. De ello 
resulta 
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Es por esto que en el caso de amplit~d creéÚmte:.f (:2)'.'.~1/~.·:; O; tm1dremos una singularidad 
en la ainplitud ~1 ti~rnpo . • TZ>- ;?··y;y>U·:ii,.T{;''5~º ': .. ,'.·. ~\ · ·. ··. ····· .;..... · .. 

. ·~·:\·' ,_; >~\~:.:, .,;.·~:'.ii'. :~·:_;.,, 

t ·~ .·;ª5~~1~t(-~s~i\fo~:~)~~f~:. 
Dada la relación entre la amplitud a(t) y la ra~Ón de idec~imiento espacial 11:(t), a.2 11:- 1 = 
a611:01

; una singularidad en a(t) implica tarnbién un'cornportamiento análogo en la función 
11:(t), por lo que tendremos una onda cuya altura crece indefinidamente, haciéndose cada vez 
más angosta de forma simultánea. 

Este resultado es.muy interresante ya que está relacionado directamente con el trabajo 
de Benney y Sipcic, [33]. Ahí, los autores estudian la ecuación modificada de ZK, que resulta 
de tomar p = 2. Si el lector recuerda, en la Sección 1.6 se comentó que en dicho trabajo, 
los autores analizan numéricamente la colisión de dos ondas solitarias que avanzan en el 
mismo sentido. De ello, resulta que una de las dos adquiere una inestabilidad que la lleva 
a crecer en amplitud hasta alcanzar una singularidad en tiempo finito. Nuestro sistema de 
ecuaciones ordinarias nos dice que esto es de esperarse, aunque en esto no se ha incluido 
ninguna interacción con otra onda solitaria. Del trabajo [33] no es claro si es posible obtener 
esta ~Jyergencia p~ra ondas sin interacción. 

En el caso 2 < p < 10.44, tenemos nuevamente un punto especial a*; tal que si la 
amplitud comienza en ese punto en t =O, entonces tendrá el.mismo.\'.alor para todo tiempo 

futuro. Dicho punto se calcula pidiendo a(O) =O y está da.do gor·~·==.'.(JM)l/~.- Existen 
,--; .. _· .. ·,. ·. : ·.,_ '. 1 :, : . ,:'.:; _. '. >~:-.', ,._ ::1 _,,. .:_. ._-. . . : ,_ . 

también los dos puntos de equilibrio a = o y acq =:=:= CcpJ~}p-~'. Efptirfo·a:_*; rnai:ca un 
cambio de comportamiento, si a0 >a• entonces.la solución crece indefinidamente y de forma 
mon6.tdna. Esto se deduce al notar que si a• < a0 entonces ariq '< a0 , de forma que el 
punto de equilibrio está por debajo de .la condición inicial: De-esta manera, las ondas que 
comiencen con condiciones iniciales por arriba de a• crecen hasta tener una amplitud infinita, 
mientras que aquellas ondas que partan con tamaños iniciáles menores, tienden a cero. La 
tercera posibilidad es que a 0 = a• de lo que resul_ta una amplitud constante para cualquier 
tiempo. No hay comportamiento d.e tipo solitón. Las curvas solución se muestran de manera 
esquemática en la Fig. 2.40. 

Finalmente, para el caso 10.44 < p, tenemos que f(p) es negativa; de donde a también lo 
es y la solución siempre tiende a cero, sin importar su condición inicial. No existe un punto 
especial a• para el cual corresponda una variación inicial nula, a(O) = O, ni tampoco es posible 
la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 2.41 muestra este tipo de comportamiento. 

Del análisis precedente conlcuimos que el comportamiento de tipo solitón sólo es posible 
en el caso en que O $ p < 2, dentro de la aproximación obtenida a partir de las leyes de 
conservación. 
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a 

t: t: .t: 

Fig. 2.40: Los tres tip'os de' curva~ solución para 2 < p < 10.44. El punto que ~epara e.l tipo 
ele comportamiento, a*, se ~ú,estr~ con línea punteada. ' · 
-. ' - . :' ·.;. -.. ; 

a 

t: 

Fig. 2.41: Curva.soluc.ión típica para 10.44 <p. 
' . ,·.,' ' .·:,·; 



Sistem~ de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiación 

Proc~demos ahora a obtener un sistema de ecuac.iones que incorporen a la radiación en la 
descri¡)ción de la evolución de la onda coherente, pára la ecuación generalizada de ZK (gZK). 
Seguiremos de cerca el desarrollo de la sección 2.3.2 en el caso análogo. 

• Ecuaciones correspondientes a la conservación de masa 
Al igual que en el caso p = 1, obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservación de 

masa.: La primera ecuación se obtuvo ya antes y se basa en que sabemos que la radiación 
está confinada entre las cáusticas . Dicha ecuación se obtuvo integrando la forma diferencial 
de la conservación de masa fuera de las cáusticas, en la región que antes llamamos r(t), 
dcspr.eciando a u 1 con respecto a u 0 . 

La· segunda ecuación resulta de considerar l,it conservación de la masa e~1 todo IR2
, tal 

como se muestra ahora. De la conservación de masa sabemos que 

d 1°" 100 . d . .. . ,_udx_d_ Y.=. O, . 
t -oo -oo·· ,. 

por lo::que si escribimos a u(x, y, t) como ~::= ~0· :+ ui. tenemos 

. : ... .' ~ • oo · .·. . ,,:,.:: 'i ·i:;:{0;;;i(;\~;,;,·j;;t:;:1,g,.·; oo·\ . · .. · 
:t,%00 4.~r~f¿;z,ii!.fi:t;~~ti~fl~i~ti1~~;~f ~r;~d\ ~ ! :ª ~ d::, ~ º· 

si llamamos Mi áJáríiasa,total;deuj'.·;'.i:~;)afütegralA~ dicha.función en todo IR2 • De esta 
manera· 1a con~erv~ción 'd.~. rrí~a. ho~'.iP~~.P:eJ:cig~~~éli ~~Eic4.] ~C:~~~ig~~.~ · · . 

5rr 112 d a .l \; ~;,+i V ··.··~·· . 
1
¡

2 
-6-dt ~ - 2(p t 1)~/2 '1:1/~.t 2 "'1/2 + ª"' . =O, • :t'~::+ d~~1 =O. 

(2:59a) 
·-···. 

(2.59b) 

Notamos que esto generaliza lo obtenido antes, reduciéndose la primera de ellas a la ecuación 
previamente hallada en (2.29a) si hacemos p = l. 

Se hace ahora la suposición de que la radiación se acumula formando una región plana con 
un cierto valor distinto de cero; esta estructura es el 'flat shelf' discutido antes. Supondremos 
que esta estructura se forma justo detrás de la onda coherente y entre las cáusticas; además, 
se m1,1eve de manera rígida con ella. La evolución de la onda coherente tendrá el aspecto del 
avance de una estructura acampanada, con una estructura plana adherida detrás de ella. 

Conservando la notación usada en el caso p = 1, consideramos que el flat shelf se forma 
en una región entre las cáusticas y que tiene por frontera a una curva C(t); recordamos que 
esta estructura avanza a la misma velocidad que la onda coherente, esto es, a la velocidad 
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y 

·· .. ·R(t:}.· 
_ ............ ~.7;16 
- l;(cJ 

·. . .- . . 

Fig. 2:42: La región R(t), cuya frontera es la,c.ur.va,'coritinua'C(t). Seinuestrai1 también las 
cáusticas con líneas punteadas. >:'.·:fr¡ ·;1\J:<'1 {r «,;'· ' ,, · ·/;>; . , .· 

. ,· 

V ( t) . . VerFig .•... 2.42: A .. la r~gi8~,P.~r'~.~l~~t.~;;~~[gf~f;!~:l1~#~~os.·,~.(~Ú~';c~lc;~I;11,1C>s. é\hora el 
cambio de.· la masa en· dicharegióil: •S,i'eáéribin:lcis;,¡:\1 líi:':~urya g ( t}:·~C>rnº ~x. ~· x(y; t), tene,mos 

· ·:.f.c., ~4.~ : .. z~,rj;t~~r i;ú1~~~~lt~~~r~i~~;:~~;: · · · · · 
;,,;; - ;[ .. 1 ,•:,; [·(,_-'. ·_··:uP+l t .. ux) .. º+ (~~1)t]·fi,xdy -:l~d'- ·· udy 

. ..I::.ool:x(y,t) ~p51. '. ,/ e) X,, ,.· •• :· •• •. ·:., ' Íc(t) 

= t·,:) !!(;}~ ~~ u~;:<~'~x~: +"~y~) d~ -~ ... ~'sfc:~~ ~~~:r .'.:~> :,'_ ', : : . 

después de utilizar que u sati~;ace laeéúación gZK. .... ·· , . ".· .·~: . 
Tomamos a u = ,uo<J :d' cte. sóbre una porción de la curva·:c,(t) 'y detráS de ella. No 

podemos exigir que u ~éa'.C:~nstante én toda la región atrás de.fa curva C(t), ni tampoco 
sobre la curva completa; )ra:'que debe decaer a cero en infinito. Además; tomaremos lu00I « 1 
y también luxxl :5< 1',. i'!fyyL¡<< 1 sobre G(t). Si consid~ra.rn<>~ ,q1;1~¡~;;,:u00 .f>()bre una.Porción 
de G(t) que tiene una próyección sobre el eje y de longitüd l,,te:Idrémos qué , ·. '· · 

· · . .· •. , •. :,_·~ -~·:::·¡~-:'s···.:.~.':_-_. . ._ .. /.hl > ,.,. " ,_ ,• 

:t 1 '.1Ld~dy<~,'~"i·' e! l uP+l +"1~~)d~.·~,~lf'''·~~·~¿tx:;:vu~). 
'. .R(tk.,,:,''':':.';'·. .., .. ?(t) ,..P,,,, ' ., ... '¡.'f :, '. P,: '. ' 

Medianfo'al~Ü~a'.S~aproxim'adones adicionales podemos relácionar esto con las ecuaciones 
obtenidas antés <: ' ' ,,. " ¡ ' 

i, ~ 

.'',, r 'udxdy ~1- º' u(¡dxdy ~ { Uodxdy = 1ía. 
· j R(t). . · ,} R(t) . }R2 K, 
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De manera que·• 

d
d ·-~~ + l:u

00 
(··v+ u~l··') =O; 

tlí. . ·P+. 
(2.60) 

A diferencia clel caso 1J = 1, tener lU:001 « hio' garantfaa que el término con ug.f 1 sea pequeño 
comp.arado con ·u00 , como ocurre en el caso 1J "" O. · 

• Ecuación correspondiente a la conservación de momento 
Para obtener una ecuación que tome en cuenta la conservación del momento y además 

incorpore el efecto de la radiación, seguimos el mismo procedimiento que. en el caso de la 
masa .. palculando el cambio de la cantidad de momento en la región R(t), tenemos · ....... : ' ···'' ' 

dd /' i'll2cl:cdy = ~ ¡·oo ~·oo ~u2dxdy = 1.oo ~oo (-21 u2). d.· xd,y····· -.';_,?_·.[··· .. ':' /-21 u2 lx=x(y,t)_dy. 
t ./ U(t) - c.t . -oo ./ x(y,t) 2 . -oo J x(y,t) .. t ·. > ·\; /oo. . 

Usando la forma diferencial ele la conservación del momento pari '1~:dcú8.cióh gZK, ecuación 
(2.46), tenernos que · ,,.· ·¡;,;. ,. > 

:tz>. ~u2dxdy ~ -100 100

• . [(·y~:~\~P:2·.·~uux:·~ ~·u;~J~i)'·;·f·,(uuxy)y] dxdy 
R(!,) -oo x(~ 1 t)2 .. : J.1,.-f •. , · . .·· · · •· ·: , . · ... x .. :• · .,. .· 

" - líl(ti 27!,:, ~Il . . . ;'' '· . . ·. .· . . . ' 
_ I. (···.···í·'·:¡2;·'.· .1. 2 :_ .. 1 2 ··. •· ;)··· .• ~. . ··1··· .·.-1 2 · 
- Ír • .. ·.· .··. +·2 u~.,.+ UUxx ;- 2,ux-; 'i.Uy· '·' U:Uxy ;,: nds;~ V, > ''i.u .dy, 

C(t) P >;· '• .··. ·' ••. ••. · .. \. ... •: .. :,,,;,"'i :·f ,:ÍL C,(t),: t· .. 
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Al igual que en el caso de la masa, tenemos en este caso que el término u~2 no es 
necesariamente despreciable con respecto a u;;, como ocurre para p ,..., O. 

En un primer caso, no se hacen nuevas consideraciones sobre la velocidad de la onda 
coherente y se conserva la expresión encontrada en el caso sin radiación, ecuación (2.55). 

De esta forma, el sistema de ecuaciones que aproxima la evolución de la onda coherente 
en el caso con radiación es 

57r1/ 2 d a 1 ar+I V a 
-6-dt ~ - 2(p + 1)3/2 Kl/2 + 2 Kl/2 + aKl/2 =0, 

!!:_ 1f. ª + lu Jv+. ·. u~ ) =O, 
dt K ... , ~ \> . p+l' 

:t ~:2 + l:u~;(fV~pit!°2) =0, 

v' - 4 (cP: 2)2 - ~) =O. 

(2.62a) 

(2.62b) 

(2.62c) 

(2.62d) 

Mientras que en el caso de p = 1 se reducía el sistema a dos ecuaciones eliminando V y u 00 , 

en este caso se puede reducir de manera sencilla solamente a tres al eliminar V, la cantidad 
u00 aparece de una forma más complicada que antes y no vale la pena simplificar más que eso. 
Lo anterior se puede resolver numéricamente pensando en u00 como una función adicional 
del tiempo. 

Esta vez no se cuentan con resultados numéricos directamente de gZK para algún valor 
de p y por lo tanto no se tienen datos para comparar con (2.62). A pesar de ello, con el 
propósito de un futuro trabajo numérico, anticipamos que será necesario adoptar una forma 
méÍ.s general para la· velocidad y hacemos eso ahora. · · 

Mejora en la aproximación de la velocidád 

Al proponer una onda viajera como solución para la ecuación gZK y después de integrar una 
vez se llega a 

8 +1 ' d 

-CU+ --
1 

uP + Uxx + Uyy.= Ü. 
p + ":. y;;¡{:;;' .•:e :.L 

(2.63) 

Al considerar que u y todas sus derivadas se anulari ~finfinit<i. ·.· . 
La integral variacié:mal corr~sppndiente a la ecu~ciÓ#; (2:63)· es·.· .. ;: 

·~,. ,·;,· ,·,~·::··'~·.? .. ~;~: ... ::~."-·. . . :· :·,> .. ~::; .. y:·~~·:_\."?.'':}~.·-:·.:':~.-.· .. · ·-~ ,'1· 

'Á(,u)'=:{C;]i~:[~,(~;+ u~) 'e_. (;+l)8(;~ 2)3;Ji2?+ .. ~u~J dxdy: :':'. "' (2~64): 
'Recordamos al 1~'¿j;C>r Ta in'te~pr~tación d~ (2.64).;tú~8.\1uféntica onda'. viajera de la 

ecuación gZK néc~sa'ri~mente 'e~t'reiniza a .!a' Cantid~d' A! ~Siéricáinbio evaluamos· a A. 
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no en una auténtica solución de gZK, sino en una que sea aproximada y que tenga cier­
tos parámetros aparentemente libres, podremos encontrar de ello la mejor elección de los 
panhnetros libres y de esta forma, la mejor solución aproximada; proponemos como solución 
aproximada a ·u0 = ae-i<((x-ctl2+v2>. La mejor elección de los ·parámetros se logra pidiendo 
que A(u) se extrcmice no al variar la función u sino con respecto a a y /'i,, Esto nos dará la 
mejor aproximación Gaussiana del tipo u 0 = ae-1<((x-ct)•+v2 >. 

Al evaluar a A en la función u0 , se obtiene 

) 
7í 2 

A(uo = 2'ª 
7rÓ aP+2 7rC a2 

+--
(p + l)(p + 2) 2 /'i, 4 /'i, 

las aeiiaciones Aa = O y A,. = O son 
' 

2ó 
. e= ------aP - 2/'i, 

(p + l)(p+ 2) . " 
(2.65) 

y podemos encontrar a la .velocidad e corrió funci6n,'cte·.i;,e~61iis!vainente 
• ·. ,-,· . :;·:·::.~· ,.:><¡;, ;~.:~ :'-.: ' 

(2.66) 

.. 
Los anteriores valores de los parámetros son entonces los que debe tener la mejor. apro-
ximación Gaussiana para una onda viajera de gZK y para esa solución apro;_iITÍacia,,per­
manecerá libre solamente uno de los tres parámetros .. - ; . '. ''<' · .·.·. . .-

Como antes, se adopta ahora una expresión paramétrica de. l~ velocidaci':d~ •. l~··oricla, de 
manera que para. ciertos valores de los parámetros se reduzca a e recién l1111a:<liVéii"'.(2:65). 
Siguiendo el procedimiento hecho antes para ZK, la nueva velocidad:cbn el'p0

aráITÍe'tro Ji es 
._,-." ·:.::·"·;:(;..--.-· .. -; .. -. -. ' .. -.- .. . 

2ó . ·' .·:; ... -.. ..·.:· -
c = (p + l)(p + 2) (1 + µ)aP - _2(1 +(?; tt)~)~; .-.• (2.67) 

··. ·;·_._·-'· 
que se reduce al valor de e de (2.65) siµ= O. \t·. •> . _ 

Sin embargo, a diferencia del caso p = 1 en que lafreJofidad C generalizaba tanto a e 
como a V, en este caso C puede coincidir con V d~Úla'{eii';(?:62d) solamente cuando p = 1, 
como se comprueba fácilmente. •·· . ·: :{;;U:'-iV~ X 

Olvidando ese detalle, dado que C nos propordo~~\'tin.•parámetro libre adicional, adop­
tamos a C como una mejor expresión para .18,';'7,elo'cidaél~:<leilá. onda coherente y por ello 
(incor'porando además la ó que multiplica al té~'iril~·~;·ri,q:f1fiíeal de gZK) el sistema de ecua-
ciones se modifica a . ,,,._~-.· .,~lf':;.::~·:)- · 

(2.68a) 
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(2.68b) 
"' 

, J2.68c) 

,, (2.68d) 

El sistema anterior posee ahora dos pa1:á!TI~tro~ Übr~~/l}y p'yipor, lo tanto tiene mayores 
posibilidades de lograr un' bueii ajuste con~'Una' si~uiación 1imnérica de gZK, para el valor 
de p deseado. , , '.: • , ,, :. ,, ,, , ,. , 



Capítulo 3 

Soluciones Modulacionales en tres 
dimensiones 

3.1 Evolución de una onda localizada gobernada por la 
ecuación Zakharov-Kuznetsov 

3.1.1'. Las leyes de conservación de la ecuación ZK 

Obtener soluciones moduladas como hasta ahora es posible en el caso de tres dimensiones, no 
existe. alguna dificultad inherente excepto el cálculo de integrales triples en lugar de dobles. 
El problema con tres dimensiones yace en la obtención de resultados numéricos. En lugar 
de tener una malla bidimensional para las variables espaciales, se tiene una malla cúbica y 
eso acarrea grandes dificultades. Sin embargo, motivados por los resultados obtenidos hasta 
ahora,. notando que la modulación de soluciones tiene gran éxito para dos dimensiones, se 
conti.núa con el caso de tres dimensiones ele manera paralela a lo antes expuesto. 

Obtendremos en primera instancia las leyes de conservación de la ecuación de ZK en ese 
número de dimensiones. Denotamos, al igual que antes, por u a la función que satisface la 
ecuación ZK en tres dimensiones u= u(x, y, z, t), esto es 

'Ut + UUx + Uxxx + Uxyy + Uxzz = O. (3.1) 

La conservación de masa 

A partir de: la:ecu~ción ZK e~1 ,tr~s .~iill.ensi9nes_ es posi\))e.,ver, qué 1?: 1mas11:, totai de. la onda . 
es una cantidad ccmservada: La m'B.Sa'de.la Ónd~·en:tres dimensiones se define como . " 

- ' . - . . , . 

,';• 

· 1· oo¡_· 001·. 60 .. < .. •. 
M 7'. . 

1
, . \ (., • ~ddidydi, 

~. ' -oo . -oo -O? .· .. - ' . 

123 



124 CAPÍTULO 3. SOLUCIONES ÚOÚULACIONJ:1:LES.EN TRES DIMENSIONES 

debemos pedir que ·¡¿ decaiga lo suficiente1~éI1te,r~pido cuaiido x,'y, z -:+ ±oo para.obtener 
un valor finito. Escribimos a la ecuációri;:zl<.(3.l)feli:1a: forma .·.· · · · · 

'·,:- .. ·. -,-·. >" .. _.;.,: .. i.'. ;;· ''. ····· ... : ~ : 

u,+ Gu'~'~Ji~t~t;~):;~;(~.~),i~o, ·.· " (~.2) 
que es la forma diferencial de la conservaciÓn d~\~asa. De dicha expresión seisigu'e .. que 

dM = ·j'00 j' 00 .j'00 ·u1 dxdydz~~'\~~.~!.~·;~~:>}.1t[•~r(·~·~~2:~'.~tx~)::.·.····.2.(~j3~>·(~J;)z] ~dxdydz dt · ... .F" ·.···r·-··':f::_ .... ,.J€·U~···· 2*_ .•.. ,,,..,,,..,,., .,, ............ ,, .• , ..... ,,.,. ........ . 

debido a que ·n y sus derivadas decaen á·cero ell~l.os extremos: ~.De' esta manera 'tériemos la 
'versión integral de la cOns-efVáCiói~~-'.d~~:.·~-~S,~:k,·i·;.·"' ·:;¿{:-~···,F{~~ ~<<·~:~~-·~:L::. -:-·:__ · · --· , .. .. ·."-

(3.3). 

La conservación de momento 

Ahora consideramos la conservación del momento· de la onda. ALigual que en dos dimen:.. 
siones, podemos escribir al momento del sistema como 

, ... ···.··- . 

p = Vi<' + "' + z, EI2E ·~~f '~~;:i.;~ (34) 

denotando con X, Y y Z a las coordenadas del centro de' m'asa'.;>;Est~ c~orclenadas están 
dadas por ,•,.:.·;· ,.,.'.. 

,. J~00 J~00 f ~co xudxdydz 
)(. = Jco j'oo Joo ' _

00 
_

00 
_

00 
udxdydz 

Calculamos ..-Y, }-,.. y Z 

·, f~co J:C, J:C, xu1dxdydz 
X = Jco Joo Joo . ' 

_
00 

_
00 

-co udxdydz 

notando que el denominador es constante, coriío. se' rrihestra eii (3.3). A partir de (3~2)' 
teneinos ·•," •"" "·" , .. _,. ·,.:Al-'U' .. ;... · · · · 

1
00 1= 100 

xu1dxdydz = - ·/-"'.'·.·/_" "_';:.f_-.. ~·;_.·[~:~(•;_·-21 ~~ .. ~lu_.t)· .. ; +x(ux~)y··· +x(Uxz)z_·]· 'dxdydz 
-00 -oo -00 -00 , -oo }~00 · · ·. ·· ·, ··\ :z: , .·, . , . 
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= - /= /= x (u2/2 +·uxx) [··dydz _:_','(Á~,1ifi~·xu~'y[;,dxdz 

·¡-:;: ;' -:;: XUxz[= dxdy ~ ·f~, Jd:,N'?f(~:{~ ~x~) dxdydz 
·-~ -~ Í~ooJ~~J-oo 

~4 ¡_: ¡_: ¡_: ú2d/cdydz,:. : ,,; .. ·,;.e.:;.::·~~-' 1 ~-·. "' .· .· • 

después ele integrar por partes y de recordar que u y s'tl's d~ri~dc1~~ ~e á1iulari aJ i~finitO; 
Por otro lado, tenemos para }/ · · ' · 

· .. ;'·:· 

. ¡= f 00 f 00~ YUt'ixdydz 
,,, - -oo -oo --
1 - ¡= J"" Joo _

00 
_

00 
..:..;, udxdydz 

El int~rcambiar z por y en· el último cálculo (debido a que existe simetría con respecto a esas 
dos coorclenadás) revela.que fr:;: O. Por lo anterior, el centr'o de masa de la onda se desplaza 
exclu~ivamente en dirección .x: Usando las expresiones para . .i{, f' y Z, podemos escribir el 
momento de la onda como 

: 'i. ' . ' ' 1 100 ·1· 00 100 
· P = -' ' .· · u 2 dxdydz, 
:; ' <·•·:2 ,-oo -oo .-oo 

(3.5) 
. . . . 

siguiendo él CaSO d~ é:Íós,'dimei:i~iohes; verefuOS que lo anterior es constante a partir de, la 
ecuación ZIC . . .• O . :, '· '''. '• 2 ·.· .·. '· ' .. 

•. Multiplicando a (3.1) pofu'terieill{:>s 
:. ~!' . ;,, • . 

• ~. + u'u, + ;;.~. + ~~:., ~ u:;;;',;; u~9t*- (~~1 ++~)~'e_ ,;;,u~ :,'. (~u.~), . 
. - UyU:i:y + (uUxz)z-:- UzUxz · . . , 

=(i~2,):'···'.·+'?·{~~1~z~~~·'.~:1~~.,~:t'~;·~ '!~~)"'" 
· · 2· .. •· ···~3J''i"'"~··•.'""2····»2·1Y· ;.2 . .-

. . t. , .,., <.· ·:. .' . . . . X 

. + (uu:ey)y ;+:(uu.,.); =O. 
: ••• • -' •• ~-· • > - - ': ••• ~. ~ ' •• • ·; :- ' 
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La versión·•·aiferer{~•i;l··&~·:1a conse~~ació•n .• de. iuornel1to'se. esCribe .como 

. .. .. ~~1&1 (~~~~~zt~~i:i~ii~:;~14:C~~:~l. ~f lf ~fa+ (uu,'.)' = º· (a.o) 
De (3.G) se s'igue'fa ~onservaCÍón·d{P>ps_arÍtfo. (3.q) y (3.6)\tenemos 

obt~.,:dj~~~~~~IJif l~~;~~rs~,ki~r~(ir ::.:(~ ... ¡.~.dydz ~· º· 
;>·· 

; dP~. d ··1··· :"?¡.oo·.¡oo 1 •2d· .d· .. d.· •~o· ·· - - - · · -U X y Z - ; 
. dt dt -oo -oo -oo 2 . 

(3.7) 

3.1.2 sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servación 

En esta sección, obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan 
la evolución de una pnda principal gobernada por la ecuación ZK en tres dimesiones. Será 
el análogo a lo hecho ya en dos dimensiones, en la sección 2.3.2. 

Al igual que antes, proponemos una solución a la ecuación ZK que se compone de dos 
partes: una parte con estructura localizada la cual se representa por una función uo(x, y, z, t) 
y que llamaremos la onda principal; más una segunda parte que representa la radiación des­
prendida por la onda principal y que se representa por una función u 1 (x, y, z, t). La condición 
inicial para u(x, y, z, t) es justamente u0 (x, y, O), por lo que al inicio no hay radiación. Usando 
las leyes de conservación estudiadas en la sección 3.1.1 llegaremos a un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias que describan de manera aproximada la evolución de la onda prin­
cipal u0 (x, y, z, t). Primeramente, encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la 
evolución de la onda principal ignorando por completo la radiación; en este caso se supone 
que la amplitud de la radiación es lo suficientemente pequeña como para despreciarla. De­
spués de ello, estudiaremos el caso en que la radiación no es completamente despreciable y 
encontraremos así un sistema de ecuaciones que describen a la onda principal que incorporan 
una corrección debido al efecto de la-radiación. 

Sistema de ecuaciones sin toniár en cuenta a la radiación 

Proponemos eritonces como solución de la ecuación ZK 

Ut + UU:i; + Uxxx + Uxyy + Uxzz = O, 
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· .. :.·· 

Fig. 3.1: La región I'(t). 

a la .función u(x, y, t)' = ·u0 (x, y, z, t) + u 1 (x, y, z, t), con u 0 dado por 

uo(x, y, z, t) = a(t)e-1<(t)((x-.W)) 2
+Y

2+z2
); (3.8) 

es decir la onda principal tiene un perfil Gaussiano y se propaga en dirección x. En el caso 
ele uria solución de tipo solitón, hemos visto que la onda conserva su forma, por lo que su am­
plit1Íd, velocidad y áncho son constantes. Al igual que en dos dimensione, las funciones del 
timTipo a(t), 11:(t) y ~(t) toman en cuenta que la onda principal puede deformarse cambiando 
las canticlacles mencionadas antes (conservamos la manera de denotar a dichas funciones, de 
manera de hacer el desarrollo lo más simple posible). Nuevamente V(t) =~.es la velocidad 
ele la onda principal y es también función del tiempo. Es indispensable considerar siempre el 
caso.11: > O, de manera que se tengan soluciones aceptables físicamente. A partir de las leyes 
de conservación se llegará a un sistema para a(t), 11:(t) y ~(t), la solución de dicho sistema 
nos dirá entonces cómo evoluciona la onda principal u0 (x, y, t). Utilizando la conser~ación 
de la masa, ecuación (3.3), encontramos ahora la primera de las ecuaciones ordinarias que 
mo.delan la evolución de 'lt0 • 

• Ecuación correspondiente a la conservación de la masa 
Se ha visto ya que la radiación desprendida porla onda principal se encuentra confinada 

en la región dentro de la superficie cáustica x < ~' (y2 +:z2 )_ < $f, la cual tiene forma cónica 
y la llamamos r'(t), igual que en el caso tratado antes~ La región r(t) es aquella región móvil 
en donde la radiación es completamente desprecia.ble: E!)ta región se muestra en la Fig. 3.1. 

Calculamos el cambio de la masa de la onda.en la región T(t) y tomamos en cuenta que 
u(x, y, t) satisface la ecuación ZK · · · 

!!:.. r udxdydz =!!:.. roo f.
00 100 

. . : · ... udxdydz 
dt}r(t) dt}_00 }_00 {-v'3(y•+%•¡1/2 .· ' ,,, .:;; 

= r Utdxdydz - roo. roo u1{-v'3(~2+z•)1/~ V clydz: 
Írct) Í-ooÍ-oo · ·•• .. ,., . 
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~~),;+ (~x!/)y ·+ (~xz)z] dxdYdz 

3 CY2·&~>~)~~dYdz. .• . . ·. 
\~~~i~f~}:~·:;~} >: .. :--._-. . ' .' 
uriiple ttl ~ Ü entonces en esa región U ~ Uo 
'J10~-~/::(-, 

(3.9) 

Esta relación nos proporciona una ecuación diferencial ordinaria para los parámetros a(t), 
K.(t) y c;(t) deseada, una vez que se evalúen las integrales de arriba. Evaluando cada una de 
las integrales de arriba y tomando en cuenta que u 0 y sus derivadas se anulan al infinito, 
encontraremos dicha ecuación de forma excplícita. 

Comenzamos con la masa total en la región r(t), utilizando coordenadas esféricas con 
origen en (e;, O, O): 

{ Uodxdydz. =loo roo¡oo . itadxdyd~ 
lr(t) -oo }"_:00 ~-v'3(y•+z2)1/2 · ;' · · .... 

. . ~ ~;{~{J}rJ~.¡i;!,~;~(j~i;~f •'.~··ldxdydz 
·, j · 1 ·"f''··' ·•·,.;•~,:;,;'° ''-i<(x'2+y2)d· 'd d'.. .. 

:;1~;¡.;~l.i,:,111·.~·~.1~.[i~.~t fif~ y(zi + ~)·· r(3/2) ·. 

. "'312. .\~"!~/6·; . .,;L\~.,0... "'3/~ . • 2. •. 2 

=7T~2 (i + ¿} K,~/2,""' • . , '> 

donde se usó la expresión para la función gamma ~r(s) = fo00 z2•-1e-z2 
dz, y r(3/2) = rr 1.12/2. 

El resultado de arriba se hubiera podido obtener de manera más sencilla de la manera 
siguiente: la masa total de la onda es 7íª;¡'.:, mientras que el ángulo sólido subtendidopor el 

. K . 

cono desde el origen del sistema de coordenadas esféricas es 2rr ( 1 + ~). Porlo tanto. la 

( 
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masa en la regió!l. r(i)~s simpl~mente la rria,$_~-~.ot~_lp1últlplicacla P8r la}racciÓn .del ángulo 

Wl·~: ~~¡::.~~:±~·:J::.:~::.zt·rl§~~s~~t~º110r~ttV"·:~). á:¡ (1 + 4). 
J. •· ' f; 1 . · .. d d .. · c...:.·.•,:/.·.,};{<--· ·:-1<(3y +3.z. +y +z ldyd , L.'j;,I_;,,,~{-v;i(y'+z2)~1•,[Y,Z.,,-z,}}:!_boC}::_rx,:ªe_ :':::. .·· . z 

ª 4r(1/2)2 a· ·• ·¡,71' a.·::~C<> · -- · . ·· . 
=411; 4 =411;7!'=4~·; 

\ -{'···,: 

Finalmente, la. última integral r~qu~dda es' 
\ - ' ' ;, ,e!' >i.i,:1 -.·.;: .. )~.-· ;<·.'.,"" 

~ ·j' '_ [( ;5· +uoxx) ··.··+ti~jú)J'f:(0~;;r~J·.~xdydz .·. 

:(jt)·oo I~. f 00 •:.(c(r.•.U.l["(-:~26;_iLxx)··:• +(uo:xy.)y + (uoxz)z] dxdydz 
-00 ,l ;_00 ÍF.:--0i(y2+z2)l/2,: ·' ·., , · X ' i·, · 

.. · . ~ -f :Hi:·r:¡ 7'~b~~~;,~~i<fa~~~:t"'¡" d"c"" . . . ... ·. . ·. 
Si usamÓ~ ~ho1:a Uo. =. (4a11;2 (x' ..:.' ~v:..:. '2áil:) 1é:-:~CC.f::.{J~+ri•+z.~h\i;r. = (4a11;2y2 ,-2a11;) e-t<((x-{)•+y•+a') 

, "'"Z.: ·¡(:.~, ::.:) :-;(:z;;;1~1~~!N~i~~,·;.:_; .:····~······· .•..... · ... 
:::: ~ ¡·00 

. f
00

• [ª\-2,.(~v~faz~~+·u2.~~;f·~·'(¿~~3_(~~-+ z2) _ 2a11;) e-"(3y2 +3z2 +u2 +z2) 
-oo J _oo , 2., _. . ·" ' ;. . 

', + ( 4a•'v' :_ i~~ j ~~'li•'f ,;;++"> ~ (4áÚ - 2~") e-•l"'T"'+"+"i] dydz 

~ , ; 

. ' ' 

Sustituim_os lo~ ~8.l~r~s:4~!iiJ,jf~~·Jntegr8.les calculad~ en(3.9) de lo que se obtiene 

. ..·· .... ····· .• ;~'}(f·6·~~·~}" ; ~;:- ~: hi·: 
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simplificando un poco ·_.;;· 

(3.10) 

Esta es la primera ecuación diferencialordinari~q~e i1i~olticra a a(t); "'(t) y ~(t) ({= V(t)). 
Proseguimos ahora a considerar la conservación del mome~to. ·_·. · _ . . . 

' 
• Ecuación correspondiente a la conservación del ~onierito. .: : ; .• · ··• , , . • .. ·.·. . • . 
Consideramos la conservación del momento, ecuadó1'1'(3,7f:.·c~riio':íá'. '~nipúthá el~· u¡· es 

pequeña, tomaremos a u? y u0u 1 como despreciables con respecto a ~ij ~ntodo.'.el espacio JR3 , 

de manera que el momento se puede tomar comó '. e::· ('':\' :• .· ·:;;';~ ' ' . 

·P7 / -~u2dxdy_;/)¡::.~ird;d~ . 
. . ,._ }Ra 2_ , : < }R_a 2_ .: . , , 

La ecuación P = O toma lá:-.forma .. · ... 

p d1·· oo·joo r;;/i 2d. 'd_ 1'- d···1····· 00. roo. roo a2 -2t<((x-{)2+y2+z2)d d d 
~ dt -oo ~oo 1L;x, 2u?, ~\y ~ ~·dt -oo Leo} _

00 
-;¡e · · · x y z 

d 7r3/2a2 

= dt 41'C3/2 = o. 
La segunda ecuación· del· siáteina deseado es: 

d a2 

dt /'i,3/2 =o. 

. . . . 

(3.11) 

• Ecuación correspondiente a la cÓnsideración del momento en x de!momentode lá onda 
Como hemos visto con aliterioridad,. una nian~ra de cerrar el sistema de e~uaciones para 

las tres incógnitas a(t), ;"'(t) y ~(ij?é~t¿~ri:;,icÍ~iir_.-é1''ri1:6ülento-_e'n x ci~1 moinentó 'cÍe'la..óh<la 
en todo JR3 • Esta cantidad es . '' _,., .. _.... . . . . . .. . . . . . . . ... ' , :· 

··. .. \ ·,!·2~J.~¡~~~f t~~;;~rv::x1,rr 
Despreciando a u? y üou1 con respectó.a;uij;eii{to'(jo el~é'spacio,· ·e1 cambio de la cantidad de 
arriba es · · .... ·) .. ;, !·: .f;;~ .. ·.::t~.~\;:-·;~;~;::~~&~;.1;f~ .. ~:>~{{~''..~· .. ·~~ .. · ~~'~ , 

.·:t L3·-~~~~dxd~dz•:·-:t· L3 

x~~5dxdydz. 
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Es decir, 

...... ,',· 

• , . ·::· - • :;'' ··.:,':'~'.·.:~;.-'.,.·::··~:.< .. · .. ·'.- ... -_-,--_-':..:-;;.;.;·J::::c~~.i?'\,~;:~~~>:,_~~:·~>::·~.-·;:,::::~.-->~.J:f;_~~ .... -:~.-~;-:.: .... :··-~l:_.«· .. , .':' -. . . 

fa iiitegral que contiene al factor X .:-:e:en:el ºfotegranclÓ 1es:;ce'ro debido' a la;im}:i°ai:idad del 
mismo, ya que la integral se lleva a.:C:abos~bl"~.un·iD'.fer.Y:alo:'siril.étri~C>'aJrede~or del· origen. 

La e~~resión resultan te tiene. por ;y~,t9r;F",.·,;i~{~:~1;1/~1~.:S,1fi;,;:;Jq~a~}1·;:;.~~; <,:\ ).·· ·-· .. ··••• . < < ·.·· , ·. 

~ ¡_: ¡_: ¡_: iit~d~·d1/d~· ~:-~'Arr·~71Yi~'.~,:~--~1<<f.\{)·1r·:z•.)d~dYd~ .. 
.. ~ª~·:: i:ll2T x;r3.é!:E~2 . •·.·. . . . 

2 23/2 f;,3/2 ~ 4v'2 )¿3/2 '. 

Evaluamos ahora 
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Sustituyendo el valor de las integrales· · 
. {~ ~ ', .. '; <'· . : ··7 

d'';1í'J(2 E,a2.·,; ;7r3/2:: a,3 ; 57r3/2 a2 

; dt 4V2 /'i,3/2. === 9./3 /'i,3/2 --:4\12 /'i,1/2 '' 

y tenemos y~ la . tercera écuación : ?~J,;slst~~fi;~ar~A(t) F~ ( t) 'Y. f.( t): 

. '' .... •.·.···;· .>!)d'~~~2"fü)J~;·~~2".~··5 :{~y:·'·•/:·'~.: 
o:·,,~dt"'3/2 ,, . 27;>"'3/2 .:· •. "'1¡2 • 
' ·;·. ··-~ • .~- -'' .,. J'.. . .· . • ·'' • • ·>> . ;, 

(3.12) 

Hemos obteniclo ya tres e¿uacion~s p~ra las tres fu~C,ionesdel tiempo a(t), /'i.(t) y E,(t), 
escribimos estas ecuaciones de nuevo ahora · · · ·. · 

\;,.~./2 :( .. 1· +. v'3) d .: a' 1 a
2 

.. '.·+•' :V~·.·.-+·\ ~0. '" . - --- -- --· ·U-.. 2 dt /'i.3/ 2 ,8 K · 2 fi,' ' •· ' 
(3.13a) 
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d a 2 

dt r;,3/2 =0, 

d ~a2 , ·. 4v'6 a 3 · a 2 . 
------+5-=0 dt r;,3/2 . 27 r;,3/2 .,.,,i12 . 

(3.13b) 

(3.13c) 

De (3.13) vemos que se obtiene un sistema de ecuaciones similar al obtenido para dos di-. 
mensiones pero que los factores numéricos y los exponentes cambian ún ppco. · · 

De la segunda ecuasió.g~.(3.13b), se obtiene de inmediato ' ... 

. . . . . ~·. 

~loucie a0 y "'º son el vafofá~ las funciones á(t) y ~(t) aUiempo. t =:=O. 
Si usamos (3.13b) y (3.13c) se obtiene . . . .. 

d~ .. ~. '.í= r;,3/. 2.·(4j¡3~ - 5 ª2·.·.·).·· . :::·_,iv'6_._6~,-.5r;,, 
dt · · . a 2 27. r;,3/2 . r;, 1/ 2 ,(.·27 •· 
• . . .¡ ~ .~-- '._' -~: . : . . ;. :-' . : - . 

·<isí, la velocidad 'de· 1a: 01~dÁ·:pri;;ci;a1 está clad~poi' ' . . . ' - : .. ,- >_;_~.:.:. ~· ,' J·.' : :~.; ... , __ ; '·'.··::/:''' 

• · : c•.i ~: ·:.:~·····" q· :• . .-::·:. · -· · . 4Ja ~ ·.:; <'.·_' 
· · "· v = --a ~ 5,,.,. ··t: ... ·:.. ,·;.;;27., .:• ·: 

Si utilizamós (3.15) ~1d3.13a) se obti~1i.'e.'. 
. . •' .. · . -· • .. _.1: 

(3.14) 

(3.15) 

.. - ,•. 



134 CAPÍTULO 3.- SOLUCIONES .MOJ2UDACIOJ'lj\LESENTRES'J?IMENSIONES 

si despejamos a .. 

a~,-'/' (1~~r~r:rn2~-C~) ·~'.' -~ª'''] ª'''· 
•.• • .. . t ; 

(3.17) 

Podemos escri bi/i:i e~ii~c.i_6~1 :~;i'.{?~fri~:,~~i~;~rir .: 

a ~ :¡;: '{~ ~ ; "~j, a,/,) a'''. (3.18) 

con las definiciones a = 7í- 112 ( 1 + 4)-l ( 3:¡fjI - ~) > O y f3 = ~7í- 1 /2 ( 1 + ~)-
1 

> O en 
las cuales, al igual que en dos dimensiones, no se incluyen las cantidades que dependen de las 
condiciones iniciales ya que dichas cantidades deben considerarse con cuidado al proceder en 
el análisis. Como se mencionó en el caso de dos dimensiones, el que las condiciones iniciaies 
ele las funciones a(t) y ¡.¡;(t) aparezcan en las ecuaciones diferenciales mismas produce que para 
cada pareja de condiciones inciales distintas, a0 y Ko, tendremos en realidad una ecuación 
diferencial diferente. La ecuación (3.18) tiene el par ele soluciones estacionarias a = O y 

3 4 4 
acq = %r~ ~ 0.00005328~. Cada curva solución con amplitud inicial no cero tenderá al 

tJ ~o Ko 

valor estacionario ítcq = ~~ ~; sin embargo, como éste depende ele las condiciones iniciales, 
,, "º 

este valor es distinto para cada curva y por lo. tanto cada curva tendrá su propio valor de 
equilibrio. Las ondas principales a tiempos graneles ac:Iquieren una amplitud aeq la cual crece 
a la cuarta potencia con a0 y es inversamente proporcional al cubo de Ka. De (3.18), se 

deduce que ocurre un cambio ele concavidad al llegar a op) 3 
~· per() a~ igual que en caso 

bidimensional, no todas las curvas solución efectúan dicho cambio. Escr.ibimos a la ecuación 
(3.18) como 

(3,19) 

En tres dimensiones tambié~ exlsteun~~1~to esp~ci~l que tiene el efecto de quela an{plitud 
permanece constante siempre; esto ocurre cuando el punto de equilibrio y la,coric:liéiqrÍ;inicial: 

coinciden, a éste lo llamamos a• y se determina cuando J~ - a¿13 =º·'o \)ie~ ~i·d~~·~~'~ 
~ K;o. . . . . : ; ~. ·.' '.-~; ~-_:._ <,~;·~:'.·~·:"·~.'\~? _:_~:~::-,¡ ~ ~-~~-· e 

Hay tres posibilidades para el comportamiento de las soluciones de (3.18): (a)''el 'primer· 
tipo consta de soluciones siempre crecientes y que tienden asintóticamente al puntó de equi-

librio acq = P~ ~'esto obviamente ocurre cuando a(O) >O, o bi~ll si~~.:.... a~/3 >O. El caso 
(b) se compone ele soluciones monótonas decrecientes y que asilltóticamente se aproximan a 



------------------

t: t: t: 
(a) (a') (b) \.(C) 

'·'·.\c. 1 
Fig. 3.2: Tipos de comportamiento posibles para las soludiones de (3:18). El.caso (a) se 
divide en dos: aquellas soluciones que tienen cambio de concavidad y aquéllas que no. 

'· ,,, ·., 

aeq· ',·.E~te caso ocurre si a(O) < O, o bien si ~~ .:_ aVª <:O. ~1:~!,~~~b:~éls~, (c), .es el caso 
.. '· . . .' ,., . , .•. .. ' . 4/3 . '. 

especial en que a(O) = O. De la ecuación diferencial (3.18) s~ lleg~~ ~ que r~~O- - a¿/a = O. 
Ahora la onda principal viaja de manera que preserva su forma: Ver Fig: 3.2. · ·· ' ' · 

Los tres tipos de soluciones antes expuestas abarcan corn¡:)letamente las posibilidades que 
(3.18).permite; sin embargo, cabe mencionar que en el ca.So (a) ténemos dos posibilidades; 
el de'liquellas soluciones que efectúen uncambio de concayidad y aquéllas que no. Para.ver 
esto, ~alculamos a a partir de (3.18) . ' ' ' > " . ' . -.. 

:,; i." 

, .. 

Com~ " ha vi,to, a ~ O y a "'· (~):~Ono)fÍ~\~~,;;aj, ~inbif' de eoneavidad ;~ que 
son ~mbos puntos de equilibrio. En ·cambio 'el punto a = (~P) ~ marca un _cambio de 
concl:!-vidad de las soluciones. Debido a que está por debajo del punto de equilibrio, para las 
solucio'nes que son monótonas crecientes, llamado caso (a) anteriormente, la condición inicial. 
o bien se encuentra por debajo del punto de cambio de concavidad o por arriba de él. De 

. ocurrir lo primero, tendremos un cambio de concavidad, mientras que si la condición inicial · 
está por arriba del punto de cambio de concavidad no habrá tal. . . ... '. 

Ltevamos ahora a cabo un análisis de las soluciones de (3.18) en el caso en que 11:0 'es.'fija, 
de igual manera en que se realizó anteriormente para el caso bidimensional. E,s n_ece~;},f¡~''. 
entender bajo qué condiciones a(t) es creciente o decrececiente. A partir de '(3.19);''\rémo's' 

. que e~:: factor ( ~ ~ - a 113
) evaluado en t = O, i.e. ( ~~ - a¿1ª), es ~ui~~·'.t~+~~~~~%ini(, 

Observando la Fig. 3.3 se deduce que este factor es negativo entre O <cio:<·É!.it~·;·pó'r·lo,'qué' 
: . -·-· ... a ·-·' -. ,·., .. ---, 

curvas con condiciones iniciales en ese intervalo serán soluciones decrec:ierites'.11P(>r'd.trci"lado; · 
para É!.11:0 < a0 , este factor es positivo y las soluciones son por lo tantorcr~'éieritéi:Ó~":'h. ;'"·· · 

a · ... ·' .. , .. , .- . -· 
Visualizando las soluciones en la Fig. 3.3(b), en el primero ca'.so~'la'aniplitüd>de·<¡a onda 
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;_t,:. "~,, L ::?-,:" :~);,_ :::~:-~--¡:; 

: \ ~ ~ ~"i.:~) ~~<~~_._:: <., \ "; ~';;~/:'. .. '• ; 

parte :de' l~ récta á'·= a0 y se mueve verticá!ihente hada.abajo'!1asta alcanza/ la curva 
. 3· . .' ·: .... ' .. ..... . . .·' .. , ·' :· 

a = (j) ~en un tiempo infinito. E.n el segundo ·cas~, par~ IKo < d0 , ia ~~pÜt~d se 
mueve verticalmente hacia arriba partiendo de la recta a:·=·ªº e igualmente se aproxima a 

la parábola cuarta a~ (~ )3 ~ de forma asintótica. Lar~ct;~f.v~rti~a
0

! d0 = ~"'º separa a las 
soluciones decrecientes de las crecientes. · · 

. Al igúal que en dos dimensiones, algunas de Is ~oh1cion~~ 'C:í:ci'~i~1ite; .. efocti'.i~ú ~n''cainbio 
de concavidad, mientras que otras crecen siempre con la misma· concavidád. Hemos visto 

3 4 .' .. ·: . . .. 

que el cambio de concavidad se da en a= ( ~P) ~' curva que se.muestra en la Fig. 3.3(b). 

De esa figura concluimos de inmediato que las curvas que inician entre o < ªº < ~Ko o 
entre ~Ko < a0 < ~!Ko no tienen un cambio de concavidad ya que al moverse el valor de la 
amplitud de forma vertical se llega antes al punto de equilibrio qtie al cambio de concavidad. 
En contraste, cuando la amplitud inicial satisface ~Ko < a0 , al moverse verticalemente la 
amplitud en la Fig. 3.3(b) pasará por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la 
curva que marca el punto de equilibrio y ocurrirá así un cambio de concavidad. 

Ahora es posible construir gráficas cualitativas de las soluciones. En la Fig. 3.4 se 
muestran las soluciones de manera esquemática, tomando a Ko como constante. Tenemos el 
punto especial a• = ~Ko y hemos visto que si la condición inicial tiene este valor, la amplitud 
se conserva constante. La recta horizontal ~Ko separa a las soluciones que efectúan un 
cambio de concavidad de aquéllas en las que no ocurre, tal como se mostrá anteriormente. 
Se observa también cómo cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por aeq = 
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9Jl1<¡,f8ak~~="""-=-=-=-'""=-='"'.":-=-=-=-=-=-=-:-c-::-:_::-:_::-:_='"'.":_:-::_::_='"'.":_='"'.":_:-::_ 

fl1<¡/a1--------------------

/: 

. Fig. ~A: Forma esquemática de las soluciones de (3.18). El punto ~11:0 es el punto especial 
a* y.el punto ~11:0 .es el punto que separa las curvas que tienen cambio de concavidad de 
aquéllas en la.5 que no ocurre,· todas las soluciones por arriba de dicho punto llevan a cabo 
1111 cambio ele concavidad. 

( )

3, •• 
f!. ~~. 
f3 '-'o 

Además de la figura antes explicada, usando Mathematica se realiza una gráfica donde 
se mu.estran soluciones mpnéricas para a(t) y diversas condiciones iniciales, ver Fig. 3.5. 

Se"decluce del análisis anterior, de igual manera que en dos dimensiones, que el sistema de 
ecuaciones que aproxima la evolución ele la onda principal u0 (x, y, z, t) predice que toda onda 
con la forma propuesta para u 0 adoptará una forma y velocidad permanentes al transcurrir 

el tie~1po. En particular, su amplitud se aproximará a aeq = (~) 
3 
~ :::::: 0.00005328~ y una 

razón .de decaimiento espacial que tienda a ll:eq = 11:0~ = (%) 4 
~ :::::: 0.000002004~, de . . ~ ~ ~ ~ 

mane~:ii que ll:cq = ~ac~· La velocidad tenderá al valor de equilibrio lí,,q = Waeq - 511:cq = 

(~) 
3 

( :J:f.l. - 5~) ~ = (~) 
3 (-& - ~) ~ :::::: 0.000009310~. Es interesante, notar que los 

tres valores de equilibrio, aeq, ll:eq y lí,,q, son todos proporciónales a la cantidad aU11:3. 
La ecuación (3.18) se puede resolver de manera exacta para a(t), si hacemos el cambio 

w = a 113 y separamos la integral resultante en fracciones parciales 
< ' ., • • "' • • ,.·!·· 



138 CAPÍTULO 3.: SOLUCIONES'MODULACIONALES'.1ENéTRES·Dit..1IENSIONES 

175 2Xl 
é 

Fig. 3.5: Soluciones de (3.18) para a = 0.01707, 13 = 0.45352 y "'º = 1 con condiciones ini­
ciales a 0 = 15, 20, 25; 28, 32 y 35, para dos escalas de tiempo distintas, lo que permite apreciar 
la razón de cambio de las diferentes soluciones. La línea punteada de abajo representa la 
solución estacionaria a0 = a* = ~"'º = ~' mientras que la segunda en ~"'º = ~~ representa el 
cambio de comportamiento entre soluciones que tienen un cambio de concavidad y aquéllas 
que no lo tienen. · 

i
a(t)l/3 [ a2/3 ,_,l/2l3 · ,_,3/2132 n,5/2133 K,7/2134 ,_,9/2135] + 3 o + o + o + o + o + _o__ dw 
1/3 . . _1/2 6 2/3 2 5 a2a3w4 10/3 4 3 14/3 5 2 a6a6w · ' 

a0 K-0 aw a 0 aw o a 0 aw a 0 aw o 

pór lo que se obtiene 

1/2 3/2 

t . K,9/2135 .. ~a - ~13a1/3 2/3 ( 1 1 )· . lio1/213· . (··. l . . 1 ) . 
- = - -º-- ln ª 0 ªo ª0 

3 agaº ~a_ l3~a~/3 - 5,_,~/2a 0;5/3 :- agl,3- , - 4a~1~ª~.' ·':1:4(3 --:-.a~I.~ . ·· 
ªo o ·. . . : , ·:. ;: .··· .. :-. ·. - ·. . ·-· -. . ,.:-.. ,.,_,-_ .- , -· 

_ ,_,~12132 (~ _ ..!._) _ ,_,g12133•. (: 1 _ i .. \.L··k¿1213·i.;( .'j ~ 'L 1\,~ r;,~/2135 ln al/3 

3aija3 a ªº 2a~ºl\i;4· 'ª~/3,:::·fo,~/31.'' '"ª~4~3a5.: al/3•, a~l~J ' agaº . a~/3. 
<.,.,-,', ,;,:-~'~'~}/.1.:: ~.'¡,'., •• ~;, L,:¡,\•.:· O ·.:·,,' ~;"'' ; ·,' ,·.. ' ' ' ,• ' \ 

La expresión anterior resulta rriufccimplic'~d~ p~r'á. ~xtraerinfoi:mación de manera rápida, 
por lo que para entender mejor el comporta.miento de a(t), analizaremos a la ecuación (3.18) 
desde otra perspectiva; calculando la razón de cambio de la función a(t): aquél que c'orres­
ponde al cambio cerca de t = O, cuando ',a :=::: a0· y por otro lado aquél que corresponde al 

caso en que a~ (~) 
3 
~' para tiempos lirgos. . .. . 

Cuando a esté cerca de (~)3 ~' larazón de cambio será pequeña, yaque de {3:\18) en 
este caso a es chica; por ello, el tiempo característico de este cambio es largo. Calculamos 
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este tiempoahora~'C~~n~o a:~·····(~) 3 ~·· podemoseseribir··· 

.... 1/2 .. < · .. · e· · ' · 
a.=¡.¡:~/. 3 aªq,.(.a. -. OrJ :~ .. 3 aL/3)· 

ªo . ·.· '.·· ·.ªo· 

. K:¿12 ( c.Ja~:Í¡a > 8 a5 a~0/3 ( ª3 aó ) 
.. :== a~/3 •. (3ª. K.g + 3 (35 ¡.¡:g a - (33 ¡.¡:~ 

. aºaº ( a3 ª4) 
~ - 3¡.¡:~/2 (35 a - (33 ¡.¡:g 

de esto 
.. -~º 

n.3 a4 ( n.3 a" ) - __::_a:::__ ( t-to) L~ Q / LL Q 3~0/2p5 ª - (33 3 ~ ªo - (33 3 e 0 
• 

K.o K.o · 

Denotamos con a~ al valor ele a al tiempo t 0 ; el cual es un tiempo positivo y grande, ele 

man~~:a que sin importar el valor de a(O) = a0 , la canticlacl a(t0) ~ a~ ~ste·é~rca d~ (~/~f. 
y el d~sarrollo en Taylor de la ecuaci6n diferencial sea válido. · · . i.; . · · 

·cómo en dos dimensiones, obtenemos el tiempo característico· de cambio: ci.iando 'a·~ · 
a 3 / f3} a partir de la solución aproximada, el cual es un tiempo lar~o:':;: . ' 

. 3 9/2 (35 3º(1 + ./3/2) /-(",9/2 K.9/2 < . . . 
7J,irgo = :gao 25 (2VG/27 _ l/

8
)6 ~g ~ 1, 314, 628, 251 :g .';" 1;314, 628, 251, 

·si_ a0 y K.o son 0(1). 

D¿1~J~:· se verifica lo prolongado de este periodo de tie~po, al me1~os en· el e.aso en que a0 y 
n,0 están cerca ele uno. . .· . . . .. . . .. 

El otro ti~mpo cara~terístico corresponde, como en dos dimensiones, a la razón ele cambio 
cerca ele t = O, por lo que a ~,ao.·. · · · ·. . 
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Al resolver la ecuación diforencial.~n~~ri()r~'; 

!. : 

- -. ·. ""'·· .:···-,::·:-·: .. :_·. ' :.'..- . : -,_ __ . 

la escala de tiempo co~;tb, éorrespoil.diente al cambio cerca de t = O es 
>::Y.; :-:·;;~ .. 

}:1<·.•,::•< : .... 7l"i12(1+4) 
Tcort~ = ~~/2~aJp:'~i/3~,,~,~~/~~B I(~ - k) - ~~1 rv 2.3, si ao y n:0 son 0(1) 

Vernos que paráflo.)' Ko,qtie sean 0(1), Tcorto « '.I1argo· 

Sistema de ecuaciones al tornar en cuenta a la radiación 

Deseamos ahora obtener un sistema de ecuaciones que describan la evolución de la onda 
principal tomando en cuenta el efecto que tiene la radiación sobre ella. Al igúal que en el 
desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, nos basamos nuevamente en las leyes de 
conservación, sin clesp1;eciar necesariamente a ·u1 con respecto a u0 en la región dentro ele la 
superficie cáustica. Luego se hará una suposición acerca de la forma de u 1 que nos permita 
incorporar a la radiación a través ele la presencia ele nuevos parámetros en el sistema de 
ecuaciones; de manera específica, así como en el caso ele dos dimensiones se supuso que u1 
er!l constante en una región por detrás de la onda principal ('flat shelf'), supondremos ahora 
que ·u 1 es constante en una región tridimensional por detrás ele la onda principal. 

• Ecuaciones correspondientes a la conservación de masa 
Una vez que se incorpora el efecto de la radiación sobre la evolución de la onda principal, 

la conservación de masa nos permite obtener dos ecuaciones que describen la evolución ele 
dicha onda. La primera ele ellas se obtuvo antes y se basa en que sabemos que la radiación 
está confinada dentro ele la superficie cáustica. Esta ecuación se obtuvo integrando la forma 
diferencial de la conservación ele masa fuera de las superficie cáustica, en la región que antes 
llamamos r(t), despreciando a U¡ con respecto a Uo. 

La segunda ecuación que se hallará, resulta de considerar la conservación ele la masa en 
todo JR3 • De la conservación ele masa sabemos que 

d roo ¡oo [''° 
dt } -oo Í-oo Í-oo udxdydz = O, 
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"º'; qu~'':;?t~~¡j$~\t~~\~~¡;~~t":~"'''.f'7•J ··~ 00 ·. ~ -'- 1. [ :'Í'':•.J.éixdi}di·~>:....::f!rª{,\r ~~?!fh_~;:{il,ijdxdydz+-i. ! f-. u1dxdydz 

dt . -~·1:~··::;~ ... f ~{~~:;t·.~.. ~i;w ,.,5 :;i.•'.'V ~~~t.,:~-.;·· .. · .. :.\ :s.<~:\~dt .-.~ .-:00. ~~, . . . .· 

·, .. . . >c;. ~1dt</k~ · · · · · ' 

donde M 1 .. es1.iL~ii~~·t'bt~Í Je ~~r;~aiacHm~-:.¡. a•cé?hseÍ·vaéióri de:masa nos permite entonces 

onoontcác 

01 

p.; do o~u~:1~(.~ .. :~~.f !t.11.~~3"i.'~c+·~~ ; •• ~o, (3.20a) 

,:, ::' ) 
d 7r312 a, dM1 
dt K,3/2 + dt =0. (3.20b) 

Considerando Ja forma que adopta Ja radiación, se hace ahora Ja suposición hecha antes 
para dos dimensiones:.· la' ~adiadón se acumula formando una región en el espacio donde u 
es coiistante, con un valor distinto de cero; que es la estructura análoga al 'fiq.t shelf' de dos 
dimensiones. Supondremos que esta estructura se forma justo detrás de Ja onda principal y 
dentro de la cáustica; se mueve de manera rígida con ella. Al igual que en dos dimensiones, 
la evo~ución de Ja onda principal tendrá el aspecto del avance de una estructura con un 
perfil· pe amplitud acampanado (en tres dimensiones esto corresponde a tener una región 
en ese número de dimensiones con una amplitud máxima al centro y que decae en todas 
direcGiones) y una estructura con amplitud constante adherida detrás de ella (es decir; una 
región tridimensional con amplitud constante). 

Ctinsidcramos entonces que Ja estructura de amplitud constante se forma en una región 
pentrÓ de la cáustica y que tiene por frontera a una superficie S(t); consideramos que esta 
estr"ué_tura ava~za a la misma velocidad que la onda principal, esto es, a la velocidad V(t). 
Ver ~ig. 3.6. A la región por delante de esta estructura plana la llamamos R(t) y calculamos 
ahora· el cambio de Ja masa en dicha región. Si escribimos a Ja superficie S(t) como x = 
x(y, z, t), tenemos . 

d 1. . . d 1"" 1"" 1· 00 : dt udxdydz = d · udxdydz 
. . R(t) t -oo -oo x(y,.:,t) . . : . 100 f- 00 1"" 1"° 1· 00 

. . . . . ~ · · , ·. . .. Utdxdydz.,... V · · •· .· ' · ul;=x(y}t)dydz 
-oo -oo x(y,z,t) · -oo -oo , , ;.. • ·. 

·.· 
1001"" 1"" [(1 ··) . . .. . . .. . . ] 

= - . · _ 2u2 +u;,, . +(uxy)y+(uxz)z dxdydz 
-oo -oo x(y,z,t) x · 

- v· r udydz 
ls(t) 
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R(é) 

Fig. 3.6: La región R(t). 

= -j' (-
2

1 
u2 + Uxx + Uyy, Uxy, Uxz) • ndS - .V { ud·j/dz,.·' . 

S(t) · .. ls(t) ··•· ' 

después de recordar que u satisface la ecuación ZK en t~es dimehsior~es. Us~ndoJ-anotaclón 
usual,neselvectornormalalasuperflcieS(t).· .,, .. · ~, · ... · ' ......... ··· " . 

Usando las ideas aplicadas antes en dos dimensiones,,torl1amos a u,= Uóo:=, cte. sobre.una 
porción de la superficie S(t) y detrás de ella. No es posible pedif q~e.'lÍ sea constafit'e en .toda 
la región atrás de la superficie S(t), ni tampoco sobrela,superficie· completa, es impérativo 
que tienda a cero en infinito. Además, .tomaremqs lu~L<< 1 y ta~biéu' l~xxl « Í, fuuul « 1 
y l'Uzzl « 1 sobre dicha curva. Si u= uoc. sobre una porción de $(t) que tiene una proyección 
sobre el plano x = O· (.o cualquiera paral~.lo, a,~l) .. 4~,área;A, tcmdremos que 

:.Jnc.,d0ii~~~1á~~~~f ;,~-VAu~ . . . . 
Entonces A es un parámetro;que:torna:en:'cÍúiÍit~"el tamañode·la región donde u es constallte 
y es el análogo del parámetro z; rritfodÜqid8;eri:~Ltrá:tahliento bidimensioriaL · · • · . 

Si hacemos algunas aproxim:aciorie8;'adi~i6hafos;ipodremos relacionar esto con. las ecua-
ciones obtenidas antes ·.. ·• ; ::~ '.~JS:H/'.~k;~l_;:;,:;; < ~ ' ' 

'··· . ' ,·, '~·; ·~ .. :; ;J': \. 
··•··· ;,,, :<>. ·:t ., ,"'< ,.. . 3/2 

f . udxdyéÜ ~·y .. :·~~0ci.xdydz ~ ' f . ~0dxdydz = 7r 
312

ª. 
j R(t) . ln(t) , . '·. . j'fR.3 . ¡.¡, 

De manera que 

(3.21) 
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... •·Ecuación ;c·orrespondiente a la conservación de momento 
,. .. Seguimos ~(mismo procedimiento que en el caso de la masa y obtenemos una segunda 

ecuación a partir de la conservación del momento. Calculando el c-ambio .de la cantidad de 
momento en 11;1. región R(t), tenemos 

.• . ' .. -¡~: .. • .... . ·: .. '\•' d' 7ra/2a2 : .. :1 . 
. - = -VA-u2 
· dt 4y'2°11:3/2 2 oo· 

(3.22) 

· Comoen dos.dimensiones, se conserva la expresión encontrada para la velocidad en el 
caso sin radiación, ecuación (3.15). 
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Reducimos esto a solamente dos;ecuaciénies , 

(3.24a) 

(3.24b) 

El sistema (3.24) se puede resolver numéricamente para a y "' pero la falta ele resultados 
numéricos directamente de ZK hace que dicha tarea tenga poco propósito. 

3.2 Evolución de una onda localizada gobernada por 
una generalización de la ecuación Zakharov-Kuznetsov 

3.2.1 Las leyes de conservación de la ecuación ZK generalizada 

Completando ahora el caso de tres dimensiones, consideramos primero las leyes de conser­
vación de la ecuación generalizada de Zakharov-Kuznetsov, gZK. La ecuación gZK en tres 
dimensiones para la función u = u(x, y, z, t) es 

Ut + uPu., + Uxxx + Uxyy + Uxzz = Ü, p >o. (3.25) 

Siguiendo el procedimiento varias veces usado, encontraremos ecuaciones diferenciales 
ordinarias a partir de las leyes de conservación, las cuales aproximan la evolución de una onda 
principal Gaussiana. Las ecuaciones que se hallen en esta sección serán una generalización 
a las obtenidas antes en. el caso de tres dimensiones y p = 1; de esto se podrá determinar el 
comportamiento de la onda principal para distintos valores de p. Dados los resultados que 
se hallaron en el caso de dos dimensiones y p =/= 1, esperamos que exista un intervalo para 
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]J en .91. que .sea.· posible un coÜipo!'tamiento. de •. tipo .solitón: ,.Tal. v~z.:ha~rá yaloresc·de. p para 
los c~ales la: ond~ éi:ezé{ifi.Íinitame~te {esperamos también' q~e :1:>'á~a, ~áiore~,grandes de ]J 

no ocurrirá un balancéent~ela dispersión y el efecto dela no linealidad;'por lo que la mida 

principal tendrá.un·~i~.~~.li,~:~cl~que-tienda a cero. . :::'.~·· ·:·> ~.·r . 
La conservaCiónde rnása · .>:••it •;;'·.· •:•> 

, -· .\ __ ,.. . . ,-, ·. . . .. . , . .,· J·· .... ~·-·~·:;:.::-:::.~Y"/:.:·:~\:'.>~-.-><-;: :<:~rt~:;:·,;·,-- ~·:\~_·.·.-J.'.::·\ . .:. : . < 

Al igual que en los casos anteriores, la masa dela onda éíí;J;'res 'diiriensfonEis' se define' como 

. . ·.··. . . .• ... ... • M ~f_SJ:,~~~~~~itt~~i'. ... :::· .. ····• .·. . 
y se exige que u decaiga lo suficientemente rápido cuando ·x,'y;:·z:~ ±o0 para obtener un .valor 
finit.o.: .. Escribimos la forma diferencial de .18:'coilser~a~ióri; deº m~a, a· partir' de lá ecuación 

ZI< (3 25) ··:-:Y.'·~· •. :.,-·:··:-,:-: / :·--. '· 

g · i?r;;,:;,'!:it{''i ,(,i'.·.~~l.)'.;'. 

'Ut + (~1uP+1 .+Üx~\•t+(Jxu)v·+:'(uxz)~;::: O. (3.26)' 
JJ+ .. ' • .. )X·,· ·, .. . ·· .. ' 

De lci anterior se sigue que ·.· 

y la}.~rsión integral ele la conservación de masa es 

dM d ¡00 100 100 

· . -d = -d udxdydz = O .. 
t t -oo -oo -oo 

(3.27) 
-,,--

,· 

La ~º-~;;~?t~?ióri. de momento 

El monii.mto de la onda es ·,. "i' 

de m~era que 

dP d 1· oo 1·. ooloo 1 _ = ·-.. · ·. . . : -u2dxdydz = O. 
dt. ' dt -oo . -oo -oo 2 

(3.30) 
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3.2.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con­
servación 

Ahora obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan la evolución 
de una onda principal gobernada por la ecuación gZK en tres dimesiones. 

Como antes, proponemos una solución a la ecuación gZK que se compone de dos partes: 
la primera es una estructura localizada la cual se representa por una función u0 (x, y, z, t), 
como se ha manejado ya, esta es la llamada onda principal; una segunda parte que es la 
radiación desprendida por la onda principal y que denotamos por u 1 (x, y, z, t). Nuevamente, 
la condición inicial para u(x, y, z, t) es justamente u0 (x, y, z, O), al inicio no hay radiación. 
Consideramos primero el caso en que se ignora a la radiación. 

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiación 

Solamente para recordar al lector la notación usada, proponemos como solución de la ecuación 
gZK en tres climesiones 

Ut + UPUx + Uxxx + Uxyy + Uxzz = Ü, 

a ·u(x, y, t) = u0 (x, y, z, t) + u1 (x, y, z, t), con uo dado por 

uo(x, y, z, t) = a(t)e-~CtJ(Cx-~(tll2 +Y2+:.n: . . 
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Fig. 3.7: La región r(t). 

-.¡_: ¡: u1~-v'3(v•+:•¡tt.• Vdydz. 
·- ,,,." 1 

Como en la región r(t) se cumple;,U¡;~ O.entonses.en r(t) :es cierto que-u~ Uo y nos queda 

:,·!,,,, udzdy~:, x,;::~~~~~~~9"i(R~~}~:i;_;,,,,L,,,,;dydz. 
'"-' {. ·[·( ub+1

1·-·+uo~x). + (Uoxy)~ '.f(u~x~);]·~xdyd;;; 
lr(t) p + X . •.·.· 

(3.32) 
,,;.: . 

Evaluando cada una de las integrales de arriba y tornando en cuenta.qúe ito y.su~ derivadas 
se anulan al infinito, encontraremos la primera ecuación diferenci~l btistada. · .. · 

La masa total en la región r(t) se encontró en la sección 3.1.2: - - ---

¡ 7í3/2 ( y'3) a · 
u 0 dxdydz = -- 1 + - -.-. 

r(t) 2 2 ,,,~12 

de igual forma, la integral 

La última integral r~querida'es -



. . 

14s cAPiTuLo 3. soLuc1oilEs,1vio$uiYAcioNALksiNTREs·DIMENs10NEs 

Usando 'Uoxx = (4aK2(x - ~)2 - 2d~)~-~~(<:~f>2,_i2 f~•),uoyy:= (4a~2y2 - 2aK) e-.. (<x-{)
2
+y•+••) 

Los valores.de las tr~s ijtegrales.•calculadas~.e '.sustitii'yenen'(3.32) •. delo.ques~ obtiene 

~do~.%"i~r.,.•00:~.!1i~lllif (jJf iÍ~"!}f E.;.· <{,;,y,(t),g•~~.:'. 
• Ecuación correspci~'éiiéHt1~~~;Í~~~g·~~~~i~~{i*~d~l;hlo~entó .. •. .• . . • .. ·· 
Ahora se corisidefa la'.:·s<liís{r~~aoii'(Ci~Fh'io'iii~iltO,' Asümiendo que iáari'iplitud'd~'u~ es 

pequeña, se asumirá que ·.¡¡nc)WyciÜ'lr~()ril~esp~~~iables comparados con u~' eii el espacio' IR.3 ' 

por lo que el momeritO se püedé tomar có'm6\-; :: . 

. . • :;t~,?i~f ~~~?Xjí'L·z.·~~dxdij 

La segunda ecuación del sistema deseado es: 

d a 2 · 

dt K3/2. = Ü (3.34) 

y es idéntica a la ecuación obtenida para p = l. 
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• Ecuación correspondiente a la consideración del moménto ~n x del IIlÓm~nto de la onda 
El momento en x del momento de la ,onda'eritodó'JR.3 · · ·· ·, . .\ 

.1..~~B~td~; 
y hemos visto' que podemos' utilizri~ esta'.crinfidrid',para"cérrár .el sisterh~ ,de ecuaciopes. 
Despreciando a u~ y UoU¡ co1Í respect8 ¡;¡,u~ eh)o'dÓ'el 'espacio, ei cambio de la cantidad de 
arriba es ' ~ · .~ '>··: . · .. ,,. '::··. 

' .. ' .. ' ; \t: . . ·.> .. ::~;·e; ¡- ::'· ,) ' ·-, • 

:· JCX>·•·/
00 /~·~~u2d'idiiz~.:·::~t/h'~I7 f~~~d~did;:· 

Con·:¡~ conserva:i;t:et:~~:nto e~f~~~~;ii;~,ri~~' :~~c~:°n~d~;'.Ys~ ~btie~e. 
·. ¡oo, ·. r"' ;· •oo ' dl '·• ' .. ··.· 
}_ }_ ' 'xd2u~dxdyd~ \ ·, 

~= ¡:. r -.: . {·. :. X.··.[\(t···1 :2.· ·~.g.;.t2+ UoUOxx ~~U~~~;_ ~U~y ·~ -
2

1 U~z). Loo Loo J_oo ... P+ · ,., . . x 

+cu, • ..,¡, t<~º~'.fr}~di~z 
... 

. . : 

0 

bi~n ~t~%~Y1~~~~~!i4;rf ~ , , , , , : . . :·" -:- /_;, l /fJ.~h; 0 · 2 ~o .T uouo~x.-,- 2,uo;, - 2,Uoy 7J21':oz) dxdydz, 

desPtié; de ,fü¿~;'~~~~~~~l~~V~~tf kif li~~l~'{~~";lo' ~',~; ?•1·~~·~¡ . .,¡~¡.,; hl ·~an• '° 
Eval tlamos ahora: las mtegrales :anteriores. :,Hemos :visto. ya la igualdad. : ) :· '' ·. · · 

_ . . Ati%SWA~q~~~~~~%~;4?€\~J5:l:}h¡~x~ydz .. 
, : ,' :. · · .. · ... <::!.'., · ,·~n< :':·:,_\·;_<\: · !:;yl-.:: ~-;.:~-:: :::~~J::i' ... i::\;:_: :J/::· ':.(_,-·,«f.(~:-:--~ . .-.: . ·. :_ -. ···:_·.; ~:·~ ... _:-;..-.-!': . ... ~'.· '":.: · r~· :. · .... 

al escribir el factor de x dentro. de la priffiera integral como x - ( + ( y notando que .el 
int~~~ndó es impar- con .respi:cto ~ X._(.·. La segunda integral se había calctÜIÍ.do 'antes y' 
tiene por valor · · · _ ~ 

!-. óo j"'° J-oo 1 2 7r3/2 (a2 . ·· 
( . . . . -2u0dxdydz = rn·. 3.12 . 

-oo. -oo -oo 4v2K 
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Encontramos: aho~éei:vaÍo~i~~{ • · · ·' -'· .-, .. 

j·.00 .¡.~·}1: ·~:(:f•.D···p:2f;,,. ::··· 1·· 2 •• i 2·· '1'k)·":, · .. ,.:,.,,. 
.

. · : _:, i ,••d' ;~2ua + Uo'Uoxx-:- -
2

uox - -
2

u0y -.-
2

uoz dxdydz, 
-oo .;.:;oo· c.:oo .. P.+., · ..... ·•, .. ' · > ·· · ·· . · 

sustituyendo .• u:2j;'.¡'~-2~t(;~~~~)ce:_~((x-e)•+y•+zi) tuo1 =· ~2áK~e'.-K((x-{)~+y•+z•), Uoz = 
_ 2 .,-K((x~eJ 2+ií2+•2.) :;., ·i·· :::_:,(4 ~t ::.:.. ~)2- 2 ·r·,,.i<((x.,.:e>~+ii~+z~) · < · · 

aKlZ:f-·.···.oo·•·i~i~~(-:ff u~.~:,s.,::X1:,~, ,~Ititer~t¡;;;:~~~~. . 
-oo -001-00 p+2 .. ·. •·••••·• ·••··.••····· 2 ' 2 ' : 2.'.4 • '• 

'f. 

+ 
4 

2K2 •.. · 'l t'. 2f(3/2)4r(l/2)2 .· 
2 

'2 \:.:,. l\j,J¿Sr(l/2)3 ;: ( 
a ' .(~~)5(~ : 2 ·, 4 -:-, a ~(2~),3/~;~~v¡;~~.iv;}-: .. 

_ 
2 

2 ; · '.l ': 2!.:'(3/2) 4r(1/2)2 _ 2 ;~ .~:1>·-?;•2r(3/2) 4r(1/2)2 

a /I; (2K)5/2 2 4 2ª K: (2K) 5e~iff2 ;e '\f 1 ·4 ' 
2 2 2 1 2r(3/2) 4r(l/2)2 •· . ' ' :, ·~ .·. •·., /. 

- a K (2K)5/2 2 4 : ·. . .. . 
7r3/2 aP+2 1 a2 . . ... , f'· .. a2:<.> : :.' 1 ... a2 .. 

( 2)5/2 ·-3/2 + rn---i-12 r(3/2)r(l/2. )·. 
2 

._' ¡;::; . .. ·. 1/.2. f.(1/2).3:f':-:.3 ·, ¡;::; .· .11.2 r(3. /2)f(l/2)
2 

p + K y 2 K · y 2 K " · .. ·. : • 2y 2 K · · · · 
7ra/2 aP+2 ·57ra/2 a2 ·· · ' · · .. · · · ·' 

(p + 2)5/2 K3/2 - 4y'2 Kl/2 ·,.' 

Usamos los valores de las integrales ariteri~res y ~.bte~emós así lajercera ecuación d~l sistema 
para a(t), K(t) Y ~(t): : , ,').2 ''.'.'f;:,/·.~[\;;({'.X.{}):',';;.;;<,,X:~;:;· ') .,, < '' ' · . · 

·... · _;,·~i!;;T~.\¿A~§~~i¡;,~t~~;~\. , .. ·. (3.
351 

Se tienen ahora tres ecua.ciones:p.ar~Jiu(;~res' ~únéion,es;del ~ienipÓ a(t), ~(t) y ~(t), estas 

ccuacion~. 'º" w.,: (1~~Y!;!1~!f :~:j]rf #f '~J~·i;~·.·:º· . , (3.36•) 

.' ;; .. · . ; ,,, " ' ' -:il, ;ª2 ·. 

dt K3/2 =Ü, (3.36b) 
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. d eé' .·• . A0 . aP+2 +5 a~ ... =O: (3.36c) 
dt ,..,3/? ---: (p + 2)5/2 ,..,3/2 '·· .,..,112 

De la ecuació~ (3,36b) se obtiene una reláciÓ~.:.C~'citre a(t) Y• ,..,(t) 
' ·--~::- '.:' . . 

(3.37) 

nuevamente usando a a0 y "'º como los valores.de l~s func;iones a(t) y ,..,(t) al tiempo t =O .. 
Con (3.36b) y (3:36c) se obtiene , . · ·>}~ .~.' ·· 

. ~.; - '. ";·-- - ·. 

dt;, V. ,..,3/2 ·(; 4v'2 }?a~:f2 ~1'.~·:.~2·\>>. 4VÍ2 . 
dt = . = -¡;,2 ·, ·. (p +: 2)%~·:."'.~(,2, \;• :~}/2}. ~ (p + 2)5/2 aP -

5
1),, 

' ' '. . ; . :_ •t -, - .' ' .:--:·.<·:· : ·::·_·::--~.--/i:i.~-~-/~~~~~~~:1:~~:~·~.i~~~ (:.'{;:.:-~f:.~·'i}~~---'"::¡:.,,>,:_, ~ 
Ja velocidad de Ja onda principal está dáda;po1; . . 

• • • -· .• " • ~-': ·j··~ •e- 'J " ' "' - : t~:··,· ' 

(3.38) . 

. (3.39) ¡ 

Ten~~~!11l~Jff~hft::~~~f~ej~~~¿%~W;rrJ~~1rfü~~fl~'~~g·r~~~~~i~~~~~t~. ··usando (3.37) y·· 
(3.39) · "'.,. ... ,:.:• .1 •. ~··i·•:\+··•;t·::~'/"t:'V:>.·,v•1.:;o1;,o;::·::.r~r.·~··:·~·..,¡:.~ ''• •\'::,'?'•<·::< ·:,: :•· i< ·;>.;..• •. ·." .... · ·. · ·· ·, · 

·~;;,li~'~)'.;1J~~'Í1~,'2·(~'!~,,~~. 2; ~:f ,J·!'.'.;_;);:; ~d. 
o despejando a 

a ~ ~-·1' (1+ ~)'' "ti' ff ¿, !~''' t- _2~;,~ l)'y~;:.;~,,~ .~v l · 
Poden:os.escfihfr'Ía·é~u~~iÓA1,e.n~~!jrii~'g,{ri~,~fl ;:;,'.~'~"'·'-. ::· · .:; ·' .· .. ,, 

(3.40) 

á = :~t:;'(J~ )·~p+5;~.~:·:·~··~~~a~)'', ··. 
...... "ªº '''. ··'·" , . .' .· ' ·: ªº ..... 

(3.41) 

·' 



' : - -

' .--- --- --- - -- .. ,- . . ' . . . :- -· .-

152 CAPÍTULO 3, •·•SOLUCIONES MODULACIONALESENTRESDIMENSIONES 

lD 15 

Fig. 3.8: La función g(p)'. Aunque no se aprecia bien a esta escala, g(p) se anula en p ~ 25.61 
y es negativa a partirde ese valor. 

·,_1 .. -1 

con g(p) = 7f- 1/ 2 (1 + v'3) ( 2v'2 - 1 ) y (3 = ª-7í-1/ 2 (1 + v'3) > O de la misma 2 r,;+2)572 2(p+l>2 . 2 2 , 

forma que en la sección 3.1.2. Como se requiere por consistencia con esa sección, tenemos 
que g(l) = a y corroboramos de esta manera lo correcto de estos nuevos cálculos: 

La función g(p) determina en gran medida el c'omportamiento de a y de a. Para entender 
el comportamiento de dicha función mostramos ~u gráfica en la Fig .. 3.8. la función g(p) tiene 
dos ceros: en p = O y en p ~ 25.61. Entre los dos ceros, O :5 p < 25.61, g(p) es positiva y se 
torna negativa para 25.61 <p. Para valores de p positivos y crecientes tenemos que g(p) ¿ O. 
De esta manera, el comportamiento de esta J.1.Ueva función es completamente análogo al de 
la función introducida en dos dimensiones, g(p). Esto nos brinda un comportamientó similar 
para el caso de tres dimensiones, con muy ligeras variantes. · · · 

Como en el caso de dos dimensiones, es conveniente escribir a la ecuación (3.41) .en las 
dos formas 
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------------------

t: t: t: 
(a) Ja') (b) 

Fig. 3.9: Tipos de curvas sólución paráO S. 7) < 4/3. Las curvas tipo (a) se dividen en dos 
depen·diendo de la ocurrencia de un cambio de concavidad. El pl.lntóde equilibriÜse muestra 
con una línea punteada. . . . ,._ .. , .:: 

··.·--.: .... 
diferencial, vemos que cualquier onda con una amplitud inicial distinta de cero adoptará la 
amplitud dada por este último punto de equilibrio de manera asintótica conforme crece el 
tiempo. Por la misma razón, la evolución: de la amplitud ocurre de forma monótona. Como 
en el'.caso p = 1, existe un punto especial a• que corresponde al caso en que la condición 
inicirtl y el puntb de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando g(p) - (3-.!fr'ha~/3-P = O, o de 

man.J~a explícita ~i a 0 = a• = (~) 111
'. Si esto ocurre, la amplitud dª; la onda principal 

pernüinecerá constante para todo tiempo. · 

EÍ .. cambio de concavida~ es. ahora a = ( ~ ~ 3P:5 ) d-P, el cual es menor que el punt~ 
de equilibrio y se reduce a la expresión adecuada si escogemos p = l. Según la condición 
iniciál y como el punto de cambio de concavidad es menor al de equilibrio, las solucioiies que 
son crecientes pueden efectuar un cambio de concavidad o no. Usamos la misma notación 
que en el caso de dos dimensio.nes y dividimos los diferentes tipos de soluciones. en tres: 
(a) s,:qluciones siempre crecientes, (b) soluciones siempre decrecientes o (c) soluciones que 
permanecen constantes. De todo esto se deduce que para O < p < 4/3, la onda principal 
siempre se aproxima a una onda con forma y velocidad permanente¡ es decir, tiene un caráCter 
de tipo solitón. Las curvas solución se muestran de forma esquemática en Fig. 3.9. 

Cuando p = 4/3 es posible que ocurran dos comportamientos distintos, dependiendo 
de si g(4/3) - (3-.!fr'h es positivo a negativo. El único púi1to de equilibrio es a = O y la 

~ . . 
única variación posible es si la solución es siempre creciente o siempre decreciente. No hay 
posibilidad de que exista un punto especial .a• ,¡: O,, ta.! que. a(t) ,;,,, a•, t'ampoco es posible 

,.. ten~i: cambios de concavidad .. Como en dos dimensiOnes, este valor umbral es de especial 
interés, ya que permite integrar la solución y el1'c6i:J.trar á(t) de forma explícita. En el caso 
g(4/3) - v~ > O es posible que la amp,litud sevaya 8: infinito en un tiempo finito, como 
veremos enseguida. Las curvas solución se muestran de manera esquemática en la Fig. 3.10, 
mostrando ambos casos. · 
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a a 

,e e· 
ÚI fb/ 

Fig. 3.10: Tipo de curvas solución para p = 4/3. Caso (a), g(4/3) '-- .B-:J!fa > O. Caso (b), 
. ªº' : 

g(4/3) - (3-:Jla <o. 
ªo ,. 

La ecuacicSn diferencial cu8:ndo p :::. 4/3 se integra ~e: manera se11cil!a. El resultado es 

a(t)r= .... , ~ :~¡a'':1¡2;•, :.ªº .......... •,. · ... 1¡2•'> 
.. (1 ;:-;,2a0 : ':"o;•. (g(4/3) - .B::Va-}t) 
·;y; 't.i:>:~·~:'/~r.;.::.f.:,:}\\c/'\~:· . ,._~-e', .. ···:.. ~ .':1'.o ' ... ,. .: •,. ·- ·; 

con g( 4/3)· .... ~ .. 7r~1,'2.(.~ ··ó .. ~.)~i~(~i1;~~;¿;,·2c~d+:1i~.x·~ ~··Pf ~~.5~~ ~r.~F·.~s.~;,1 ;~~ •. ·e~ el 
caso de amplitud crecien.te,.g(4/~)'7"'P'.;.m:''->.;0, t.~11dre1Ilos una s~nguland,ad en la.amplitud 
al tiempo· :/'~,<.•;71'<·\k', ~,·~: ,,;,:;.;•·;>.n.•·: ;.].· ~,. · ::1 \·: '~' 

· ·'·: f ·~~;I~~~(~\~~~);E~~~~)·sr.·:····· .... ··. 
Como la amplitud a(t) y la razón dé decaimiel"ltoespa'.ci~l, ~(t), están rel~ci6nadas ~de~,S~~·~~()· 
a a2"'-3/2 = a5"'oª12, una singularidad enuna de estas funciones i~plica'. un comport~mienfo. 
similar en la segunda. Si en el caso p = 4/3 la amp!itl1d se va a infinito para tiempo flni~;J, la'. 
función "'(t) efectuará el mismo tipo de comportamiento. Tendremos una onda cÜyá:)i.Ítura 
crece indefinidamente, a la vez que su ancho tiende a cero: · ,. · · .•• · · ' ;\\ "· . ·. 

Cuando se satisface 4/3 < p < 25.61, existe nuev~mente un punto 'éspeciafa*j"'.pe'fal' 
forma que si la amplitud tiene ese valor en t = O, éntonC:es permarlécérá constante para: té>"doi 

tiempo futuro. Dichó punto se calc:ula pidie~.do a(O) .~.§·re~.t~'.d.~db ~ór ·a'• \::; {~~~f'~.'1 '. 

Hay. dos puntos..d~ ~~~_il,~p~~~.[1 ~:~·~ .ll,~q ·,~,;(·ufu~)t~~l:-,;~;,;~~~p'.~~oc~rrid~ ante~i.o~~~~fr:' 
el valor a• divide los tipos de comportamiento, siªº >~·.entonces la solución crece deforma 
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... 
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t: 

. ' 'l i . 

t: 

a 

'---------·---
t: 

Fig. 3.11: Los tres tipos de curvas solución para .4/3 <p.< 25.61. El punto que separa el 
tipo de comportamiento, a*, se muestr.a con línea punteada .. 

. ... :· 
!· 

Fig. 3.12: Curva solución típica para 25.61 <p . 

.~. 

mo~ótona sin llegar nunca al equilibrio. Esto se debe a que ~i a* < cÍ0 entonces aeq < ao, 
de fo.rma que el punto de equilibrio está por debajo de. la condición inicial y no puede ser 
alc~i"rzado por una solución creciente. Las ondas que comiencen con condiciones iniciales por 
arri~h de a* crecen hasta tener una amplitud infinita;· mientras que ondrui .que comiencen 
con:·amplitudes iniciales menores tienden a cero, por un argumento análogo. La útlima 
posi.bilidad es que a0· = a• de lo que resulta una amplitud constante para cualquier tiempo. 
En este rango de valores de p no hay posibilidad de un comportamiento de tipo solitón, ya 
que fas ondas no adquieren una forma fija en el tiempo. Las curvas solución se muestran de ' 
maq~ra esquemática en la Fig. 3.11. . 

La úlitma posibilidad es que p se sitúe en el rango 25.61 < p, donde g(p) es negativa. De 
estoº,se sigue que á ~ambién es negativa y la amplitud de la solución siempre decae a cero, 
sin irj:).portar su condición inicial. Dado a que 119 hay más que el punto de equilibrio a = O, 
no e·~iste un punto especial a* para el cual corresponda una variación inicial nula, á(O) = O 
y que deje a la amplitud constante para todo tiempo. Esta misma condición de la ecuación 
diferencial impide la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 3.12 muestra este tipo 
de comportamiento. 
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Del presente anáÚsis se puede conlcuir que sólo es posible el comportamiento de tipo 
solitón cuando O <'p <:4/3; considerando, por supuesto, la aproximación que nos brindan 
las leyes de conservaéión. 

Sistema de ecuaciones 8.1 tomar en cuenta a la radiación 

Deseamos ahora tomar en cuenta el efecto de la radiación sobre la evolución de la onda prin­
cipal. Siguiendo el desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, usamos nuevamente las 
leyes de conservación sin despreciar necesariamente a u 1 con respecto a u 0 en la región dentro 
de la superficie cáustica. Adoptaremos la suposición de que u 1 es constante en una región 
en una región tridimensional por detrás de la onda principal ('ftat shelf' en dos dimesniones)., 

• Ecuaciones correspondientes a la conservación de masa 
Como se ha visto, una vez que se incorpora el efecto de la radiación, de la conservación de 

masa resultan dos ecuaciones diferenciales . La primera de ellas se obtuvo .antes y se basa en 
que sabemos que la radiación está confinada dentro de la superficie cáustica. Esta ecuación 
se obtuvo integrando la forma diferencial de la conservación de masa fuera de las superficie 
cáustica, en la región que antes llamamos r(t), despreciando a u 1 con respecto a u0 • 

La segunda resulta.de considerar la conservación de la masa en todo el espacio. De esta 
li:;y de conservación sabemos que 

(3.42a) 

(3.42b) 
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R(é) 

.~. 
··: 

Fig. 3.13: La región R(t). 

distinto de cero. Como antes, supondremos que esta estructura se forma justo detrás de la 
onda·principal, en la región dentro de la cáustica y que se mueve de manera rígida con ella, 
cm~o si estuviera adherida. 

Qonsideramos que la estructura de amplitud ·constante se forma en una región dentro ele 
la cM1stica que tiene por frontera a una superficie S(t), además esta estructura avanza a la 
mism·~ velocidad que la onda principal, V(t). Ver Fig. 3.13. La región por delante de esta 
estru~ttira la llamamos R(t), como en el caso p = 1 y calculamos ahora el cambio de la masa 
en pi.cha región. Si la superficie S(t) se puede escribir como la función x = x(y, z, t), tenemos . .. . . . 

d~.1 . d ;·= ;·= 1= d" udxdydz ~ d . ·.. .. udxdydz 
. t·. ll{t) · t -= -= x(y,z,t) · 

;~· r= .1= {~ . ~tdXdY,dZ "7.vr:. ro; ulx:ix(y;z,¡)dydz .. L= -= hcv,z.ii ..... · ·.. . L= L=. . .... · < . ·. ·. 

~ ·:-{= 1~1~,J [( .1 ¡~~*1'+u~.:)\t (~~~'),~f(~;c;)~]dxdydz~V i udydz 
·'. • -,CXl ,...~ x(y!z,t) .·· p +. ·. . ', •. . ; ~ t . ::r;~1Y ... '\:· /; { .·. . . S(t). ¡ : 

=:·. -1 [--úP+l + Uxx + Uyy + Uzz].dydz..::.v:•f),ud~d?; 
',' S(t) P + 1 . ' . • 1 ·~.• .. :'Js(th".):•;•f.".\'}. 

'., • ., ., .·O - ., ' ••.• ·,_,, -·. ··• 

usa11-ci.o que u satisface la ecuación gZK en tres ·di~eÜ~ioJ~~}; Usaitio~ la nC>tación' usual, con 
ñ como vector normal a la superficie S(t). · ·· .•' ;. ·. 1:~/,i.,f:ii;;Hinoi ·'rQ ,1 .. ~1 > •· ,;,'.'(' :. 1.c·.c 

. Tomamos a u = u= = cte. sobre una porción de la·superficie~S:(~) :y'de,trás'de ella.' Una 
vez más, no es posible pedir que u sea constante en tocia ll(r~gi<?r.ifatr~:de:la;superficie S(t), 
ni tampoco sobre la superficie completa, ya que se clebe pedir .. que)iien(la·a cero en infinito. 
Tomaremos lu=I « 1 y también luxxl « 1,. luv!Íi::<<;'i.r:y;IÜ,~';;L<<\1 sobre''ciichécurva. Si 
u= ·u~ sobre una porción de S(t) que tiene una proyecci?n 'sobre'el plano x =O de área A, 
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/' ··fé'ndremos que .. . 
( . .-::'.'. . \ d j' ¡· 1 ' . . 1 . 1 
\\;.:, :..::-..• ~ udxdydz ~ - --.-~P+ 1_d_ydz ....:y_ udydz ~ -A--uP+l - VAu . . , .. /, ' , dt . . ··1 . .·· . 1 00 00 

\ ''.; ·?, ·:,._. \ R(t) S(t) P + :._ ·; .·, ·· . •. ... . · S(t) P + \ ,:_,, \ - -·~···' :,;;·_. _;, ~--- --~"····~J.•--

' .. ~l.Jia~á¡I'netro A torna en cuenta: el t~maño del~ regióri' donde u es constante y es el análogo 
°'déÍ ¡)i:i.~iírnetro l, introducido en .el'trata'inieiito;bidimensional. Nótese que además hemos 
~óif~érvad~ !'JI término que llev~ úii faétor:de-~~-1 , ·debido a que no es despreciable en el caso .., ~ ... .,-. . .~ ·-- . ,-, ., .. '· _. 

en··q1!e•·JJ "'-O. 
·c;;or-r·-áígunas aproximacion~~ a~icion.aJes, 'p~dremos relacionar esto con las ecuaciones 

obtenidas antes 

/' l /' . . 3/2 
}, udxdydz ':::::!.},, u0 dxdydz ':::::!. Jlfl. uodxdydz = 7r 312ª. 

R(t) . R(t) . -; ··· •. ·: IR~ .· . K 

De mauera que 

(3.43)' 

• Ecuación corres~~ndiente a ;a.'conservabi~!S~¿~d~¡htci ¡. 

Con el mis~o procedimiento; obténe~B~ una ~'egtÍÍlda·ecua~ión a.· partir de .1a. co'ns.er~~ción · .. 
del momento. Calculando el cambio de ia'é:a'ntidad¡1dé]moment;oienil~- réigicSÚ R(tHheiiemos ' 

:, /n,,, ·~u'dxdydz ~·t;k~~~i·~f ~f~~l~í-~l~it~l~~~f~,t~dz' 
Usando la forma diferencial:dé_,1a:·.~9~§~t;Y!l,ci§I! d_e!,.li,i.~rpe_n~g;f~<Ií.fü'@~ri:::_(:H!)},Ii(ís'qúe_da 

. . . . •-•~- t oo-~~ od.~w;r~·;;¡_.·:.::f~1iü~'.!~f{"ii(~j'~/:.:~i,:(:~::}:~~%,:'(;\::'0'(~Y¿:_;i'.: .i-< ···.· . -
d i 1 2d d d '" I' '~•;'.f·--~"'"''"''t('hVLf,.;>,;+2q.::,~: ,,,:-t-:L 2' ::.'12 > L 2) . 

dt ~·> 
2

u ">" ~ ;,;~,if ~i!i~l!filli'ít~~~~~~~jf'J~t-,•f·f •u· . 
Recordando. que u ~ .. u00 .fü1it1?ª·r13gi_ón' pcfr detrás.de S(t). y también sobre una porción de 
dicha superficie,,don~~-'ZL& ~~¡pe'q4~.~~i\sí,sóhré C(t) las dCrivadas Uxx, Uxy, Ux,,, Ux, Uy y u,, 

tambi~n-lo~~()~··l'~i~~sf0l::~7,;~~~~5~:~N·.r ·~·; - , •• ··. . . . -

:t /' ~~2d±~yJ,z~,'~~'(,,>''. T ;~Pt2dydz -V: {. ~u2dydz ~ -A-1-u~2 - V A~u~. 
Íu(t) , , , ''i:c'- {;(t)Jl}: ,,._,¡-.,., Ís(t) 2 p+2 2 



Como _en el caso de la rria~~; haé:erno~ tk'~p;.~}cimacióri 

. }",i,~i'.~Íff l~r~;~¡[if~k~!Z~Jf:.f~~dxdydz ~ :;.~~, · 
! ·, .',,":; ~ , "''O'!..,' ·~, 

d 7í3/2a2 1 1 . • -~·--+ A--·-·uP+2 + VA-u2 
::: O. 

dt 4V'2K:3/2 . p + 2 00 
... < ·. 2 00 
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(3.44) 

Como en dos dimensiones, se conserva la expresión encontrada para la velocidad en el 
caso sin radiación, ecuación (3.15). ·. · i · 

De .esta forma, el sistema de ecuaciones resultante 'es 

d 3/2 c. ~ 
7í. a . . ·A:., .. p+t t/' - O 

dt ;¡¡2 + · - .. - 1.u00 + 1 .flU00 - , 

K: .• ·.• .. p + 
3/2 2 . ' .. 

el 1í. a . A-·· _1_·_ p+2 VA.!_ 2 -o 
dt4fiK:3/2·+< p.+ 2 Uoo + 2 Uoo - ' 

. 4V2 
V - (p + 2)5/ 2 a+ 5K: = O, 

el cual puede ser resuelto num_éricamente. 

(3.45a) 

(3.45b) 

(3.45c) 
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Conclusiones 

En la Sección 1.6 vimos que la evolución de estructuras coherentes gobernadas por la ecuación 
Z!< po está comprendida. Lo mismo ocurre para las generalizaciones de la ecuación ZK en que 
se' CClilsidera un término no lineal distinto o en que se introduce un término no homogéneo. 
A partir de las soluciones numéricas del doctor N. F. Smyth se observó· cómo ocurre la 
evolución de una estructura coherente en el caso de una condición inicial Gaussiana. El 
notai. .. el cambio de amplitud, ancho y el desplazamiento de la onda nos motivó a utilizar 
las !~)res de conservación de la ecuación Zakharov-Kuznetsov para entender dicha evolución 
a tr(\,;és de una solu'ción modulada a través de tres funciones del tiempo que representan 
justrii'nente la amplitud, el ancho y el desplzamiento antes mencionado. Se han encontrado 
sisten~as de ecuaciones ordinarias. aproximados para estas tres funciones del tiempo que 
indic.an la evolución de una onda inicialmente Gaussiana. Lo anterior se hizo en dos y tres 
dimensiones espaciales; además de considerar dos situaciones distintas: una ignorando la 
radi.a:éión cedida por la onda con forma de campana y otra en la que se toma en cuenta el 
efe¿ió· de la radiación. La aparición de una ecuación (mZK) con una no linealidad distinta a 
la dé'._ZK nos llevó a considerar la misma situación para una ecuación donde la no linealidad 
gen.éraliza tanto a la de ZK como a la de mZK. A esta ecuación la llamamos gZK. 

lib. el caso de dos dimensiones se compar~ron las soluciones obtenidas de los sistemas de 
cli1Ü.¿oiones diferenciales ordinarias con una solución numérica directa de h:t'ecuación ZK, en 
los casos sin radiación y en el que se le toma en cuenta. Para el caso sin radiación, el ajuste 
encontrado no es bueno y como se ha mencionado antes, esto no es sorpresa alguna ya que 
se tr:ata de un modelo simplificado en extremo. 

En el caso en que se incorpora la radiación, en principio no se obtiene un buen ajuste 
tam.p'oco; sin embargo, el considerar u.na expresión más general para la velocidad de la onda 
prindpal incorpora un nuevo parámetro libre que permite lograr un· muy btien ajuste entre 
la s~l·ución numérica directa y la solución que brinda el sistema de ecuaciones . 

. ,I?.osteriormente, .se considera una generalización a la ecuación Zakharov:-Kuznetsov, con 
un t)frmino no lineal modificado. Ignorando a la radiación y después incorporándola, se llega 
nuevamente a una pareja de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de hecho 
generalizan a los de ZK. Con lo anterior, se determinan las condiciones que debe cumplir el 
término no lineal para que se produzcan o no ondas de forma permanente. 
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Por ültimo se trata el caso de tres dimensiones. Se sigue el tratamiento de antes y se 
obtienen sistemas de ecuaciones que aproximan Ja evolución de una onda con condición inicial 
Gaussiana, primero sin radiación y Juego incorporándola. Para Ja ecuación gZK, obtenida al 
considerar una generalización del término no lineal de ZK, se hallan las condiciones requeridas 
para que ondas incialmente Gaussianas adquieran forma permantente, o bien evolucionen de 
manera distinta a ésta. 

Una futura extensión a este trabajo puede seguir varias líneas. Una de ellas está. rela­
cionada con la obtención de más resultados numéricos. Solamente se contó con este tipo de 
resultados para el caso de la ecuación ZK en dos dimensiones, mientras que en el presente 
trabajo se analizó también el caso correspondiente en tres dimensiones, así como la ecuación 
gZK en dos y tres dimensiones. La obtención de resultados numéricos para la ecuación 
ZK en tres dimensiones es algo extremadamente complicado y hasta el presente impráctico 
debido a la cantidad ele cálculos requeridos. Es por eso que la extensión inmediata debe 
ciarse en relación ele la ecuación gZK en dos dimensiones. Ya que se han obtenido soluciones 
modulacionales para este caso, es ele gran interés la obtención ele resultados numéricos en el 
caso sin radiación y con ella, con el propósito ele hacer las comparaciones con los sistemas 
de ecuaciones ordinarias obtenidos en cada situación. 

Otra extensión de gran interés sería el consiélerar la evolución de una estructura coherente 
de la ecuación ZK con un término n9 homogéneo. Vimos. en la Sección 1.6 que existen 
simulaciones numéricas de este tipo, cuya evolución es un total misterio. Obtener una 
aproximación a esta situación para una comparación con.la solución numérica es de gran 
interés. 

Un par de líneas de'investigación adicionales son: Ja ¿0;1sicleraeión de ondas localizad.as en 
dos dimensiones que no posean simetría circular y el considerar un sistema de dos ecuaciones 
del tipo ZK para dos· funciones u y v que se enc~ell'tran, acopladas. En el primer .. caso, 
bajo ciertas condiciones la onda coherente poÚía'.'parÚrse en dos o más ondas coherentes 
individuales o de manera inversa tender a algúna, configÚración de equilibrio estable. El 
segundo caso mencionado puede surgir en la rriodelación de ondas en las interfases .de un' 
fluido estratificado, donde una onda en uná cié lM interfases afecta. a otra om.la ·en una 
segunda intrefaz. 
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