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Prefacio

Al estudiar un plasma de iones frios y electrones calientes mediante el punto de vista de
fluidos, en 1964 Sagdeev muestra que es posible que un pulso de densidad iénica se propague
sin cambiar de forma. Esto no seria una sorpresa en el limite lineal de las ecuaciones,
sin embargo Sagdeev obtiene el resultado antes mencionado en el caso en que se incorpora
la contribucién de los términos no lineales. El argumento fundamental es que la forma
permancnte del pulso es el producto del balance entre términos no lineales, que tienden
a concentrar la onda, con los términos dispersivos, que tienden a esparcirla. Mads tarde,
en 1966, Washimi y Taniuti consideran ondas de densidad iénica en un plasma bajo las
mismas condiciones de antes pero utilizan un método distinto. Partiendo nuevamente de
las ecuaciones de dindmica de fluidos y utilizando un desarrollo perturbativo en el que se
exige el balance de la no linealidad con la dispersién, obtienen la ecuacién Korteweg-de Vries
(KdV), para el caso en que las ondas de densidad iénica dependen solamente de una variable
espacial. En el contexto de ondas en tres dimensiones, el tratamiento anterior consiste en
considerar ondas planas. El que se haya encontrado a la ecuacién KdV en este contexto
fue un gran adelanto, esta ecuacién se conocia desde setenta afios antes y posee el tipo de
solucién de forma permanente que se habia discutido en el caso de plasmas. Esta ecuacién es
una de las mds sencillas que posee términos no lineales y otros de caracter dispersivo, donde
el balance de ambos tipos produce ondas de forma permanente.

En 1974, con la pregunta abierta de ondas solitarias en mas dimensiones , Zakharov y
Kuznetsov estudian la propagaciéon de fluctuaciones de densidad de iones en un plasma, el
cual estd en presencia de un campo magnético uniforme e intenso. Se pide adicionalmente
que sea un plasma diluido y no isotérmico, de manera que los electrones tengan una tem-
peratura mucho mayor a la de los iones. Obtienen una ecuacién para las fluctuaciones de
densidad iénica con amplitud pequefia que es una generalizacién a dos o tres dimensiones de
la celebrada ecuacién de Korteweg-de Vries. A la ecuacién que ellos encontraron se le llama
hoy la Ecuacién Zakharov-Kuznetsov, o Ecuacién ZK por brevedad.

El trabajo que se ha realizado en relacion a esta ecuacién hasta la fecha ha sido extenso,
aunque atn permanecen muchas cosas por comprenderse. Entre lo que hoy en dia se sabe es
que las ondas con simertria esférica son estables y por lo tanto la ocurrencia de soliones con
esta simetria es posible. Una onda plana en dos dimensiones que presente una perturbacion
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periédica y perpendicular a su direccién de propagacién es estable para perturbaciones con
longitud de onda cortas e inestable para longitudes de onda largas,’ al analizar el caso en
que la perturbacién posee una direccién mads general, se encuentran resultados semejantes,
donde ahora la estabilidad de la onda depende del dngulo que formen-la. perturbacién y
la direccién de propagacién. Se ha encontrado a la ecuacién ZK o .una variante de ella en
varios contextos, lo que le otorga un caricter de alta importancia. Finalmente, los resultados
numéricos son de enorme importancia. Se sabe que una onda plana en dos dimensiones que
es perturbada perpendicularmente a la direccién de propagacién se parte en un sistema de
solitones cilindricos estables mds radiacién. Al considerar colisiones de ondas localizadas en
dos dimensiones se observa que las ondas retienen su identidad, pero después de la colisién
se desprende radiacién o las ondas generan inestabilidades. Estos resultados y otros mds son
mencionados brevemente en la seccién 1.6. :

El propésito del presente trabajo es utilizar las leyes de conservacxon de la ecuacién
Zakharov-Kuznetsov para encontrar un sistema de ecuaciones ordmanas que aproxime la
evolucién de una onda con perfil inicial Gaussiano, lo cual se hace en dos y tres dimensiones
espaciales. Se consideran dos situaciones distintas: la primera 1gnorando la radiacién cedida
por la onda con forma de campana y en el segundo caso, tomando en cuenta el efecto de
dicha radiacién. Trabajos anteriores han llevado a cabo el mismo procedimiento para el
caso de otras ecuaciones de onda, tanto en una dimensién como en dos, entre estos trabajos
mencionamos a [19], [20], [34] y [24].

En el primer capitulo se comienza con una 1ntroduccu5n al tema de las ecuaciones de
onda no lineales, donde se presentan conceptos como son la dispersién, disipacién, la no
linealidad, relaciones de dispersién de las ecuaciones, asi como ejemplos de los conceptos antes
mencionados. Se presenta la derivacién de la ecuacién de Zakharov-Kuznetsov a partir de
las ecuaciones de dindmica de fluidos aplicadas a plasmas, asi como la relacién de dispersién
que gobierna el fenédmeno. Se hace un breve tratamiento acerca del fenémeno de disipacion
de Landau (‘Landau Damping’) y se muestra el efecto que tiene sobre las ondas no lineales
bajo estudio. Posteriormente, se mencionan algunos resultados relacionados con la ecuacién
en estudio, que fueron encontrados posteriormente por diversas personas.

En el segundo capitulo comienza con una presentacién de los resultados numéricos obte-
nidos, con el propdsito de lograr una familiarizacién con el fenémeno. Esto ademds motiva
el tipo de aproximacién que se utilizard posteriormente. Inmediatamente sigue una secciéon
referente a la distribucién espacial de la radiacién cedida por la onda al avanzar; se mostrara
que la radiacién tiende a acumularse a una cierta regién espacial y esto serd ventajoso para
futuros propdsitos. Luego se procede a considerar la aproximacién de la evolucién de la
onda inicialmente Gaussiana mediante las leyes de conservacién inherentes a la ecuacién.
Comenzando con el caso de dos dimensiones; se encuentran dos leyes de conservacién de
la ecuacidn, una correspondiente a la conservacién de masa y otra correspondiente a la
conservacién del momento. Para aproximar la evolucién de la onda, se introducen tres
funciones desconocidas dependientes del tiempo: la amplitud de la onda, una relacionada
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con su ancho y la posicién del maximo de la onda, el cual avanza sobre una linea recta. Se dice
entonces que la evolucién de la solucién estd modulada por estas tres funciones del tiempo..De
manera mas especifica, se usan las leyes de conservacién de masa y momento de la ecuacién
tratada, asi como una expresion adicional que resulta de considerar el momento del momento
de la onda respecto de z para encontrar un total de tres ecuaciones diferenciales ordinarias,
lo que permite aproximar la evolucién de las tres funciones desconocidas. Lo anterior se hace
primeramente ignorando el efecto de la radiacién sobre la onda, de manera que se obtiene un
primer sistema de ecuaciones. A continuacién, se hacen consideraciones sobre la radiacién y
se incorpora ésta en el sistema de ecuaciones ordinarias, lo que nos proporciona un segundo
sistema que en principio representa una mejor aproximacién. -Se hace una comparacién

"de las soluciones obtenidas de los distintos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
obtenidos con una solucién numérica directa de la ecuacién ZK proporcionada por el doctor
N. F. Smyth. ‘

Después de esto, en el mismo capitulo, se considera una generalizacién a la ecuacién
Zakharov-Kuznetsov, en la cual el término no lineal se modifica. Esto es motivado por el
hecho de que se han encontrado situaciones en distintas dreas donde la aparicién de un
término no lineal distinto es posible, ver por ejemplo [33]. Se realiza el tratamiento hecho
antes para esta nueva ecuacion, ignorando a la radiacién y después incorpordndola, de modo
que se llega nuevamente a un par de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de "
hecho se reducen a los obtenidos primero bajo condiciones adecuadas. Esto permite encontrar
las condiciones que debe cumplir el término no lineal para tener como resultado ondas de
forma permanente y también las condiciones que son necesarias para que la onda decaiga
completamente a cero u ocurra una singularidad al diverger la amplitud de la onda, debido
a una concentracién de la masa.

El tercer capitulo consiste de la extensién del anterior al caso de tres dimensiones es-
paciales. El tratamiento seguido antes se realiza de nuevo para este nuevo nimero de di-
mensiones, siguiendo exactamente la misma metodologia y orden. Se obtienen sistemas de
ecuaciones que aproximan la evolucién de una onda con condicién inicial Gaussiana, en el
caso con radiacién y sin ella. Nuevamente al considerar una generalizacién del término no
lineal se obtienen las condiciones necesarias para que resulten ondas con forma permantente,
ondas que decaen y aquéllas cuya amplitud crece mds alld de cualquier cota.
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Capitulo 1

Origen y deduccién de la ecuacion
Zakharov-Kuznetsov

1.1 Introduccién

Actualmente es ampliamente reconocida la riqueza que los fenédmenos no lineales brindan a
todas las ramas de la fisica y las matemadticas aplicadas. Sin embargo, esto no siempre ha
sido asi; la falta de métodos generales para resolver este tipo de problemas asi como otras
complicaciones adicionales inhibian su estudio o al menos limitaban el avance obtenido. No
era poco comiin linealizar las ecuaciones mediante aproximaciones, como en el caso de la
ecuacién del péndulo, o el despreciar completamente a los términos incémodos, buscando
las condiciones para poder hacer cualquiera de ellas. A pesar de ello, poco a poco a los.
fenémenos no lineales se les fue considerando més a fondo y se descubrié que dan lugar a
comportamientos de gran interés y frecuentemente inesperados. Igualmente, se les encontré
involucrados en una creciente variedad de problemas, lo que suscité un estudio atiin mayor.
Fue asi como se acepté la riqueza que proporcionaban a las situaciones donde aparecian, asi
como su cardcter universal. En el presente, el estudio de los fenémenos no lineales se lleva a
cabo de manera vigorosa y extendida a lo largo muchas dreas.

En conexién al estudio de estos fenémenos, es también fundamental mencionar la gran
aportacion que las computadoras han brindado. Debido a la falta de técnicas de solucién
generales, la modelacién numérica de las ecuaciones no lineales ha permitido observar y
entender un poco los comportamientos resultantes, asi como sefialar nuevas vias de anélisis.
Muchas veces esto ocurre de manera anterior a un-estudio de otro tipo que no emplee la
herramienta numérica. s

Uno de los comportamientos no lineales mds interesantes ha sido sujeto a un amplio
estudio, esto es, la aparicién de un tipo espemal de solucién fundamental en algunas ecua-
ciones d1ferenc1ales parciales no lineales. Estas soluciones especiales adoptan la forma de
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una perturbacién, en ocasiones localizada, que retiene su forma e identidad incluso después
de interactuar con otras perturbaciones de su misma clase o no, por lo que tienen un com-
portamiento andlogo al de particulas. La caracteristica de retener su identidad a pesar de
interactuar es algo conocido de las soluciones de ecuaciones diferenciales parciales lineales; en
el caso de ecuaciones no lineales, las no linealidades podrian llevar a las soluciones a generar
discontinuidades o destruir la identidad de cada onda individual, algo que no siempre ocurre.
Estas estructuras coherentes con identidad duradera han sido llamados solitones. ‘

1.1.1 Dispersién, difusién y no linealidad

En el estudio de ecuaciones de onda no lineales es de fundamental importancia el entender el
efecto que tienen sobre la solucién tres tipos de términos: los no lineales, los dispersivos y los
difusivos. El primer tipo de término se reconoce de inmediato y la consecuencia mds obvia
de su presencia es el invalidar el principio de superposicién. El efecto de estos términos sobre
la solucién no es trivial y se verd mds adelante, mediante un ejemplo, uno de los posibles
comportamientos que producen.

El segundo tipo de término, el dispersivo, no se reconoce de manera 1nmed1ata y de hecho
el que un término sea dispersivo o no depende de la presencia o ausencia de otros términos.
El efecto de estos términos sobre la solucién es, como su nombre:lo mdlca, el de dlspersar o
esparcir a una onda localizada sobre una regién mayor del espacio. N

Los términos difusivos tienen una naturaleza similar a los dispersivos;'en el sentldo de que
esta condicién depende de la ocurrencia de otros términos. Tienén el efecto de esparcir a la
solucién sobre regiones mayores del espacio, de manera distinta que en el caso de dispersién:
mientras que los términos dispersivos tienden a separar a las componentes que conforman
una onda, los difusivos producen una caida en la amplitud. Este tipo de términos gobiernan
la conduccién del calor en un cuerpo, de manera que el esparcimiento mencionado es andlogo
al caso en que se tiene un cuerpo con una porcién a mayor temperatura que las circundantes
y ésta se enfria calentando sus alrededores.

Estos tres efectos pueden combinarse para producir comportamientos muy interesantes.
Pueden tenerse ecuaciones que presenten cualquier combinacién de los tres tipos de términos
y esto tiene gran influencia sobre el tipo de solucién que resulta.

Tratamos ahora cada uno de los términos antes mencionados por separado, comenzando
con los dispersivos.

Dispersion

Presentamos el concepto de dlspersmn en el caso de ecuaciones de onda lineales con coe-
ficientes constantes. Como se mencmno antes, estos términos producen un esparcimiento
de las soluciones de las’ ecuacnones que posean dichos términos, de manera que una onda




es pos1ble obtener una solucxon del tlpO

(IL‘ t) - Ae1(kz—wt+6)

donde A é y k son constantes reales Yy wen general depend
f’\mderaremos el caso en el que w es real, aunque en general es
La linealidad de la ecuacién nos permite tomar a Re<p 6 Im(p com
problema. :
Al proponer una solucién del tipo (1.1) en una ecuacién lmea.l,' sxempre serd p051ble dividir
entre A y ¥, por lo que en este tipo de problemas la amphtud A y'la fase § son arbitrarias.
La expresién resultante de proponer a (1.1) como solucién, una vez eliminadas la amplitud
v la fase, tendrd la forma G(w, k) = 0 y se llama relacidn de dispersion. Esta expresion es
quien nos indica cémo debe ser w(k) para que (1.1) sea efectivamente una solucién. De ella
se extrae una funcién w = w(k) por cada raiz de G(w,; k) = 0 y la solucién se compone de
una superposicién de términos del estilo (1.1) con las distintas posibilidades para w(k).
Como ejemplo, tenemos la ecuac1on de una barra v1brant;e

a soliiCiéh fisica del

(Ptt + '7 Qa:m:zz"— 0

Dn este caso la relamon de dlspersm es

(k¢+vk*¢+az)

y como lo anterlor serd soluc1on para cualq ‘1e ‘k, podnamos superponer sobre todas las k’s
integrando en esa ‘variable sobre. todo R, aunque en'ese caso se debe tener A; = A;(k).

Del ejemplo anterior vemos que cada operacmn gz en la ecuacién produce un factor
—iw Yy analogamente cada derivacion — produce un-factor ¢k, de manera que la reclacién
de. dispersién. més general en’ el caso de ecuacionges- lineales con coeficientes constantes es
un- polinomio de. potencias de-w y de k. Sl escrlblmos a la ecuacidn lineal de coeficientes
constantes como : At S :




‘que las hace equlvalentes

Como se mencioné antes, una Solucxon d u
lo serd para cualquier valor de %, por: lo que
tener una solucién més general :

al el tipo Ael(kz—w(k)t+6) :

yodemos superpone sobrev‘ todas las k’s para

o(z,t) _/ A(k)ez(kz—w(k)t)dk .- | (12)

donde la fase queda absorbida en A(k)y ésta debe deéaer a cero exi los extremos para que la
integral converja. Una solucién del tipo (1.2) se interpreta como una superposicién de ondas :
arménicas con todas las longiutudes de onda posibles (vxa)ando tanto a la derecha como a‘'la .
izquierda) y de frecuencias correspondientes w = w(k). De (1.1) vemos que una solucién de -
frecuencia pura e***=«(k)%) es una onda que avanza a una velocidad w(k)/k, la cual es llamada
la velocidad de fase. Se concluye entonces que a menos que w(k)/k sea constante, las ondas
de cada frecuencia pura avanzaran a una velocidad distinta, dependiendo de los valores de k y
w(k). Por ello, cuando w" # 0 se dice que la onda es dispersiva. El término se origina al notar
que si tenemos una onda localizada expresada como (1.2), sus componentes de frecuencias
puras avanzarin a distintas velocidades y la onda perderé, su cardcter localizado.

En el caso de la ecuacién de onda clésica, ¢y — c*wz; = 0, se obtiene la relacién de
dispersién w? — c2k? = 0; por lo que las ondas son no dispersivas (w” = 0). Las componentes
de frecuencia pura viajan con velocidades w/k = ¢, por lo que la solucidn se trasladard sin
deformarse. La situacién es distinta para la ecuacién de'la barra, donde habra dispersién y
la velocidad de fase es w/k = =k, por lo que las ondas con longitudes de onda cortas viajan
con mayor celeridad.

Desarrollamos ahora un eJemplo donde podamos aprec1ar la dxspersxon de manera grafica.
Considérese la ecuacwn . :

la cual tiene soluciones del:estilo e

7Superpomendo podemos escribir:la‘sol c1on general

- / uo(k)e’("“"a‘)dk

u(z, 1) =

donde pedimos @g(k) — 0 mk—) :tco para que la integral converja. Ademads el factor
constante se aiflade por conveniencia. Si escogemos una condicién inicial Gaussiana

w(z,0) = up(z) = e7F,




1. INTRODUCCGION:

usamos el Teorema de Inversién:de Fourier para obtener 4g(k) .. .«
Usando lo anterior, -

Usando Mathematica se muéstrahf graﬁcas
distintos tiempos (ver Fig. 1.1). En’ellas,

[+
~ 6 oooo B
OOMubO\CDI—IK\.

;t—O 1 24 8y15

leusmn R

Una vez entendlda la dlspersuSn es mas senc1llo entender la dlfusmn Los te:mmos dlfuswos
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y vemos que al igual que en el caso de una séla solucmn fundamental tendremos un de-
caimiento en amplitud conforme el tiempo transcurre. - io L N
Mientras que los términos dispersivos esparcen a la soluc1on medlante una separamon ’
de los modos fundamentales, los difusivos lo hacen con un decaumento de amphtud en el
tiempo, tal como se ve en la dltima expresion. ’ i S
Presentamos ahora un ejemplo de una ecuacién puramente dlfuswa dé manera que se'
aprecie el efecto de mejor manera. La ecuacién de dlfuswn o de calor, ‘es la. ecuamén mas
sencilla que presenta este efecto, ésta es : ,

U — um =
’ 2 Y I

Resolvemos ahora dlChd ecuacién con cond1c10n mlclal u(a, 0) e~*".. La relacién de

dispersién es ; L ‘

- de manera que la solucién fundamental oma la forma e’(’“‘“") = ¢ -, ‘La solucién
general ahora es - : ‘ Lo

de donde se verlﬁca que u(a, 0)
una Gaussxana que se esparce conforme pasa el tiempo.
) Nuevamente usando Mathematzca se presentan graficas de la solucién, tomando a = 1/4.
Ver Fxgs 1.2y 1.3. -
‘En términos de la mterpretacxon de transporte de calor mencionada antes, el problema
resuelto representa la conduccién de calor en una barra unidimensional e infinita en ambas di-
recciones, cuando el perfil inicial de temperaturas es Gaussiano. En las figuras antes citadas,
podemos ver el esparcimiento antes mencionado, que se interpreta como el enfriamiento de
la parte central de la barra y el consecuente calentamiento del resto de ella.
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Flg 12Soluc16nde Uy — Uz = 0 vista como superficie sobre el plano z y t. La condicién
inicial es (%, 0) = 7> con o = 1/4. EIREEES SR E I

- Solucio
1 1,2,3,5

No linealidad

Trataremos el dtlimo tipo de términos, los no lineales, de manera breve pero lo suficiente para
" apreciar su-contribucién a las ondas solitarias. Veremos que bajo ciertas condiciones estos
‘términos tienen un efecto contrario sobre las soluciones que los dispersivos: producen una
concentracién en la condicidn inicial que puede llevar a una discontinuidad, a la generacion
de ésta se le llama choque o rompimiento, mientras que a ondas de este tipo se les llama
ondas de choque.
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Considérese la eéuac16n no lmeal de’ pru‘n’ { - .0, con una’condicién A1mc1al"
u(z, 0) = uo(:z:) Usando el met;odo de-c: , Solumén'en forma"
1mphcxta : E ' o ’ S

por lo que ‘en general no serd posxble erier una expresion para u como funcién de z y de
t.-En [8], Dodd et al. consideran una: cond1c10n inicial formada de rectas por tramos, por
“lo que se tiene una funcién continua pero con derivadas discontinuas. En ese caso es posible

~ obtener una expresién para u(z,t). Afortunadamente, no es necesario obtener a u(z,t) de

forma explicita para entender el colapso o choque. Si estudiamos la ecuacién u, + cu, = 0,
con u(z,0) = ug(z); tendremos como solucién u(z,t) = up(z — ct). Esto no es mds que
. la.condicidn inicial trasladada rigidamente hacia la derecha (si ¢ > 0) a una velocidad c,
por lo que la forma de la onda es siempre la misma. En el caso de la ecuacién no lineal
que estamos considerando, podemos interpretar a la solucién u(z,t) = ue(z — u(z, t)t) como
una onda cuyas distintas porciones se desplazan con velocidades diferentes, de hecho la
- velocidad en cada punto y en cada momento es precisamente u(z, t). Por ello, tramos donde
u(z,t) > 0 se desplazardn a la derecha y aquéllos donde u(z,t) < 0 lo hardn en sentido
opuesto. Ademds, las porciones donde u(z,t) tenga una mayor amplitud y sea positiva
alcanzarin a las porciones de menor amplitud que estén a la derecha, lo cual puede llevar a -
una discontinuidad.

Mostramos graficas de la solucién de u; — uu, = 0 a distintos tiempos con una condicién
inicial Gaussiana u(z,0) = e~ con a = 4, obtenidas de la solucién numérica que propor-
ciona Mathematica, ver Figs. 1.4 y 1.5. Es posible apreciar cémo la onda se colapsa sobre
s{ misma en la parte frontal’de la campana hasta llegar a una pendiente vertical; al tiempo
en que esto ocurre se le llama el tiempo de choque. En la teoria de caracteristicas es posible

. ver que este tiempo es aquél en el que ocurre el primer cruce de las curvas caracteristicas y
en este caso es posible mostrar que corresponde a tchoque = V2€ = 2.3316. Por supuesto que
no es posible mostrar graficas de la solucién numérica después del tiempo de choque, debido
a'que el método falla; a pesar de ello puede apreciarse claramente que la deformacién de la
onda llevard a una discontinuidad en el momento en que se desarrolle una pendiente vertical
en tepoque = 2.3316.

1.1.2 La ecuaciéon KdV

La primera observacién de la existencia de solitones no es reciente, hoy se atribuye de manera
generalizada a John Scott Russell en 1834. Russell, ingeniero y hombre de ciencia de origen
escocés, observé por primera vez una onda solitaria en la superficie del canal de Edimburgo
a Glasgow, mientras realizaba estudios para el diseiio de barcas que serfan utilizadas en ese
canal. Sus palabras textuales y figuras pueden verse en muchos libros como son (8], (9] y [27],
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7 2 0

;'="0 con condicién-inicial u(z,0) = e™**" con o ='1/4.y para

Fig. 1.5 Soiﬁbién de u; — uu, = 0 con condicién inicial u(z,0) = e~ con a =:i/4, vista
como superficie en el plano (z,t). ‘ J R

ademds de sus trabajos originales. De manera breve, Russell observé cémo un abultamiento
con forma de campana se creaba por arriba de la superficie del agua al detenerse la barca
de manera repentina. Noté que el abultamiento tenia una fomra bien definida, que viajaba
sin deformarse y sin modificar su velocidad a lo largo de una gran distancia. Una vez que
.la’onda pasaba por cierta parte de la superficie del agua, ésta recuperaba el reposo sin que
se formaran oscilaciones duraderas. De ello es posible conlcuir que el abultamiento de la
superficie no transfiere momento al resto de ella, sino que lo conserva integro.

A lo largo de numerosos experimentos, aprendié que un perfil que fuera una depresién de
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la superficie se descomponia en un tren ondulatorlo sin forma permanente Y con decalmlento,
al que se llama radiacién, mientras que un perfil arbitrario por arnba de la superficie se
descomponia en una onda acampanada de forma permanente y otra ‘parte compuesta de
radiacién. De esta manera la onda con forma de campana, a la que llamé Gran Onda de
Traslacidn, representa un modo fundament;al de propagacidn. Experxmentalrnente encontré
que la velocidad de la onda era +/g(h + a), donde g es la aceleracién de la gravedad, h es la
profundidad del canal con la superficie en equlhbno y a es la altura de la cispide de la onda
acampanada a partir de la superficie en equilibrio; esto es, su amplitud.

En su época, la comunidad cientifica recibié los resultados de Russell con escepticismo.
Stokes y Airy dudaban de la existencia de una onda que viaje sin deformacién y que a la
vez tuviera un perfil completamente por arriba de la superficie. Fue hasta la década de 1870
en que el trabajo de Russell se tomé de manera mas seria y de hecho adquirié una base
mds firme. De manera independiente, Boussinesq en 1872 y Rayleigh en 1876 dedujeron que
el perfil de la onda solitaria de Russell era del estilo de sech? y que la velocidad obtenida
empiricamente por Russell era deducible tedricamente. Todo esto lo hicieron suponiendo
que la amplitud de la onda es pequeiia en comparacién con la profundiad del agua y que
su anchura cumple una relacién inversa a la anterior, tal como Russell habia notado en sus,
experimentos.

Fue hasta 1895 cuando un par de matemaéticos holandeses: trabajando en colabommon,
Korteweg y de Vries, dedujeron la ecuacxon gobernante del fenomeno Ellos obt;uv1eron la
ecuacién S :

e s

que es equivalente a la hoy conomda ecuacxon Korteweg—de Vrles (KdV) En dicha ecuacidn,
hesla profundidad del ﬁu1do, T es'la’tensién superficial, p es la densidad, 7 es la elevacién
de la superficie y 0 = '—‘3— Tk Para la deduccién se ‘hace la suposiciéon de que n < h. En
forma. adimensional y cambxando de sxstema de referenma, se: llega a la versién estidndar de

KdV:

v fu)’t + 6uu, + uzm= 0.

La ecuacién anterior. tiene:ls

por lo que tie e la: omiin entre ondas no lineales, de que la velocidad, la
'amplltud y el ancho est;an relacxonadas de cierta manera que a mayor velocidad se tiene una

De acuerdo a’ lexander, Pego Y “Sachs en [1] , Boussinesq fue el primero en obtener una ecuacién
) equxvalente a (1 3) en sus ‘trabajos'de 1871, 1872 y especialmente 1877.
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onda mds elevada y angosta. Esta es la onda»acampanada que observé Russell, la cual puede
verse que se desplaza sin deformacién y. velociad constante ¢ hacia la derecha. Usando
Mathcmatzca se. muestran graﬁcas de la’solucién de un sohton de KdV en la F1g 1. 6

Después de los trabajos de Kortweg y de Vries, la situacién de las nuevas ondas per-
manecié en relativa calma hasta 1955, fecha en que se descubrié un comportamiento ines-
perado que mds tarde serfa relacionado con la ecuacién KdV. Se trata de un estudio de la
conductividad térmica de los sélidos, llevado a cabo por Fermi, Pasta y Ulam en el laboratorio
de Los Alamos. El trabajo se realiz6 para el caso de un sélido unidimensional modelado como
un conjunto de masas unidas por resortes con una fuerza que se compone de dos términos:
uno de tipo arménico y uno de menor magnitud de tipo no lineal. En el caso de un sistema de
masas unidas con resortes puramente armoénicos, la energia proporcionada al inicio se reparte
entre los modos vibracionales excitados y la energia de cada modo permanece constante en
el tiempo. Debye habia propuesto en 1914 que una no linealidad en los resortes provocaria
un intercambio de energia entre modos hasta que se tuviera una reparticién equitativa. Tra-
bajando con la computadora Maniac I, los autores hicieron un experimento numérico con
64 masas y observaron algo inesperado: no ocurria la equiparticién de energia. Si se daba
energia sélo al primer modo de vibracién, la energia se transferia entre los modos mas bajos
y eventualmente regresaba casi totalmente al primer modo, a partir de donde el proceso se
repetia con ligeras diferencias, haciendo de éste un fenémeno cuasiperiédico.

Este comportamiento permanecié sin entenderse y fue ignorado por muchos, hasta que
diez afios después, en 1965 el problema fue abordado por Kruskal y Zabusky. Ellos con-
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sideraron el problema de Fermi, Pasta y Ulam aproximando las posiciones discretas de los
osciladores por una funcién contmua Haciendo después un desarrollo perturbativo de la
solucién, mostraron que a primer orden el desplazamiento de los osciladores a partir de los
puntos de equilibrio cumple la ecuacién KdV. El estudio de Kruskal y Zabusky marcé una
etapa, ya que combinaron un estudio analitico con uno numérico. En este iiltimo, usaron una
computadora para resolver numéricamente a la ecuacién KdV con condiciones de frontera
periédicas. Obtienen una onda que llega casi al rompimiento pero finalmente éste no ocurre
debido a la dispersién. Después de ello, la solucién desarrolla todo un sistema de ondas
individuales con la forma de sech?, con las mas altas moviéndose mas rdpido al igual que
en la solucién de onda solitaria de KdV. Al alcanzar una onda a otra mas lenta, Zabusky
y Kruskal observaron que ocurre una interaccién pero que después emergen las dos ondas
del inicio y se mueven a la misma velocidad que antes de la interaccién. Esta conducta
que preserva la identidad de cada onda llevé a los autores a acuilar el nombre solito’n, el
cual se origina del término onda solitaria usado por Russell pero que ademds 1ncorpora el
comportamiento de tipo particula al afiadir la terminacién -on.

El que las ondas interactien sin cambiar de forma es justo lo que se espera si la situacién
fuera lineal; sin embargo, este no es el caso y por ello fue totalmente inesperado, por lo que
lo convierte en un proceso no lineal muy particular e interesante. Existen dos evidencias de
que la interaccién es no lineal: () .al alcanzar la onda ripida a la otra, la amplitud de las
ondas superpuestas es distinta a la suma de las amplitudes individuales y (ii) después de la
interaccién ocurre un cambio de fase, por .lo que las ondas ocupan una posicién diferente de
la que tendrian en ausencia de interaccién.

La solucién de dos solitones de KdV es’

4 cosh (z — 8t) + cosh (dz — 64t) +3
(3 cosh (z — 28t) + cosh (3z — 36t))°

y la deduccién de la misma puede verse en [9] 6 [23]. Nuevamente usando Mathematica,
mostramos grificas de esta solucién mostrando el par de solitones y su interaccién, ver Figs.
1.7 y 1.8. En dichas figuras, se muestran también grificas de la superposicién lineal de dos
solitones con las mismas amplitudes que los de la solucién exacta de dos solitones. Mediante
‘una comparacién entre ellas, es posible observar el cambio de fase (la onda grande se adelanta
'y la pequeiia se atrasa).y también vemos que en ¢t = 0 la superposicién lineal es distinta a la
“de la solucién exacta.

De lo anterior se obtiene una condicién ncesaria para la ocurrencia de un solitén, la
cual se usa en ocasiones como definicién abreviada de los mismos. Un solitén debe ser
una solucién a una ecuacién no lineal que cumpla: (i) tenga forma permanente, ya sea
localizada (es decir que decaiga a cero en infinito) o que tienda a valores constantes en los
extremos y (i¢) interactde con otros solitones pero retenga su identidad?. Definiciones més

Ju(z,t) =12

o 2S¢ habla de onda solitaria cuando se tiene un solitén aislado, i.e. un solitén se convierte en onda solitaria
al alejarse infinitamente de. cualquier otra perturbacién.
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“mientrasique: as e’abaj muestran

202126 B
i

VFlg 1.8: Solucxon de dos solltones de de la interaccién, para t = 0,0.2 y 0.5.
Las graﬁcas de arriba presentan la’ solucmn utentlca mientras que las de abajo muestran
la interaccién suponiendo ‘que fuera lmea
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rigurosas de un solitén y una onda solitaria invlucran el problema de Dispersidn Inversa o
Inverse Scattering en inglés, y puede verse en [27], [9], [8] 6 [23]. Es importante notar que
1a definicién de los solitones es independiente de su perfil, por lo que el perfil de sech? de
KdV no es el dnico posible. Con el tiempo se han descubierto otras ecuaciones que poseen
soluciones soliténicas, las cuales poseen otros perfiles como son el de sech para la ecuacién
modificada de Korteweg y de Vries (mKdV) y arctan (¢°®) para la ecuacién de Sine-Gordon.
Existen ecuaciones que poseen soluciones de ondas solitarias, pero que no generan solitones:
al obligar a dos de ellos a interactuar, cada onda involucrada no necesariamente retiene
su identidad o se generan ondas adicionales. Como ejemplo de ello, en [8] se menciona el
caso de dos ecuaciones en donde ocurre justo lo anterior: presentan ondas solitarias pero
no solitones. Al colisionar numéricamente dos ondas solitarias de estas ecuaciones, emergen
dejando una estela de radiacién. En esa misma referencia se presentan grificas donde se
aprecia el comportamiento mencionado.

1.1.3 Plasmas y solitones

Al incrementar la temperatura de un gas de manera indefinida, se llega a un punto en
el que la energia térmica de las particulas que lo constituyen es comparable a la energia
electrostdtica de amarre entre ellas. En lugar de un gas caliente compuesto de moléculas
eléctricamente neutras, tendremos una mezcla formada de particulas con cargas opuestas:
electrones y nicleos ionizados. A esta mezcla se le conoce como plasma.

Debido a que pusee propiedades muy distintas a los exhibidos por otros estados de la
materia, se le considera un estado fundamentalmente nuevo. Una de estas propiedades es su
alta conductividad eléctrica, la cual provoca que los campo eléctricos aplicados externamente
sean cancelados en su interior por el desplazamiento de cargas generado. El desplazamiento
de cargas en un plasma puede resultar interesante en varios contextos; en particular en el
caso del estudio de ondas, es posible tener fluctuaciones en la densidad de los iones y de
los electrones del plasma y bajo ciertas condiciones estas variaciones tienen una propagacién
ondultaria.

En la tierra, los plasmas aparecen de manera natural s6lo en las descargas eléctricas
atmosféricas y en las auroras. Sin embargo, maés alld de la atmoésfera se encuentra la mag-
netdsfera; ésta es un plasma formado por la interaccién del campo magnético terrestre con
el viento solar. Para trabajar plasmas en el laboratorio, se toma una cantidad pequeia de
gas, se calienta e ioniza mediante una corriente eléctrica que lo atraviese o dirigiendo ondas
de radio hacia él. Por estos procedimientos se da energia a los electrones libres del gas, los
cuales a su vez liberan mds electrones mediante colisiones con dtomos. De esta manera se
llega hasta el grado de ionizacién deseado. En ocasiones, los electrones terminan teniendo
una mayor temperatura que los iones, debido a que ellos son los que transportan la corriente
eléctrica o por una mayor absorcién de ondas de radio.

En el estudio de plasmas se han desarrollado técnicas que se originaron de otras dreas
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de la fisica. En un primer punto de vista, cada particula se considera individualmente y su
movimiento estd determinado por la fuerza de Lorentz. De aqui se obtiene cierta intuicién
sobre el comportamiento del plasma y se encuentra que las particulas se mueven en com-
plicadas trayectorias dependiendo de los campos E y B, que en esta perspectiva se piensan
como dados. Por ello, este punto de vista no explica el origen de dichos campos y de hecho es
importante notar que éstos surgen de manera auto-consistente; i.e. los campos determinan
las trayectorias de las particulas, pero las posiciones y velocidades de ellas determinan a su
vez a los campos. Una segunda limitacién de este tipo de estudio se vuelve evidente al recor-
dar que las incégnitas de este estudio son las trayectorias de todas las particulas, cantidades
que no pueden determinarse en la practica para un plasma con una cantidad grande de ellas.

Si por otro lado se piensa en el plasma como un gas de particulas cargadas, se vuelve
natural el extender la teoria cinética de gases para describirlos y se modifica hasta obtenerse
una teoria cinética de. plasmas, aprovechando el tratamiento de la fisica estadistica para
sistemas de muchas particulas. Esta es distinta a la teoria andloga de los gases ya que
incorpora la interaccién electromagnética y frecuentemente las colisiones son relegadas a
un segundo plano. Este punto de vista es de gran valor y sirve de fundamento para otras
perspectivas de estudio. ,

Un tercer punto de partida se obtiene al analizar el plasma desde la dindmica de fluidos.
Este acercamiento es motivado por el hecho de que macroscépicamente el plasma simplemente
parece un fluido con alta conductividad eléctrica, similar a un metal fundido. Este fluido
tendrd una fuerte interaccién con campos electromagnéticos y se describe en términos de las
llamaglas ecuaciones de la magnetohidrodindmica, que son simplemente las ecuaciones de la
dindmica de fluidos® después de incorporar fuerzas electromagnéticas y las ecuaciones que
describen el comportamiento de los campos electromagnéticos mismos, i.e. las ecuaciones
de Maxwell de la electrodindmica. Desde esta perspectiva los plasmas heredan la riqueza
de los fenémenos no lineales, debido a que las ecuaciones de la dindmica de fluidos son
inherentemente no lineales.

Solitones en Plasmas

Como se ha mencionado antes, en el presente son muy diversos los contextos en los que
aparecen ondas solitarias, y el de los plasmas se ha convertido en uno mas. Desde cierta
perspectiva esto se debe a que los plasmas heredan la no linealidad caracteristica de la
dindmica de fluidos. Cabe aqui mencionar que Lamb en [23] expone varios ejemplos en
los cuales la no linealidad hidrodindmica, ug——;, conduce a varias ecuaciones que permiten
soluciones del tipo de ondas solitarias. En el caso de plasmas, los solitones representan
ondas de densidad de iones, de manera que se tiene una regién de diferente densidad iénica

3Es importante notar que las ecuaciones de la dindmica de fluidos aplicadas a plasmas pueden obtenerse
desde el punto de vista de la teoria cinética de plasmas, algo que demuestra la trascendencia de este iltimo
punto de vista, ver [7] 6 [6].
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que se propaga’ como onda sohtana . : : ,

‘La relacién entre plasmas Y solltones no es rec1ente En 1964 Sagdeev muestra (se
publica en inglés en 1966 ‘en [30]) que al aplicar las ecuaciones de la dindmica de fluidos a
un plasma de iones frios y electrones calientes es posible obtener un pulso que se propague
un poco mas rapido que la velocidad acistica de los iones (mds adelante se mostrard qué
velocidad es ésta) sin cambiar de forma. El autor considera el desarrollo de ondas de choque
en el plasma empleando la analogia con la dindmica de gases. Explica cémo los términos no
lineales producen un aumento en la pendiente de la condicién inicial (‘steepening’, en inglés)
hasta llegar a una discontinuidad o una funcién multivaluada. Sin embargo, se muestra
también que para cierta amplitud pequefia de la 6nda este rompimiento no se -alcanza ya
que los términos dispersivos se tornan importantes antes de llegar a una pendiente vertical.
El argumento principal utilizado en el trabajo es que el desarrollo de ondas no lineales que
se propaguen sin deformacxon s6lo es posible si ocurre un ba.lance entre no linealidad y
dispersién. S

Para amplitudes mayores, Sagdeev menciona que la dxspersxon podrxa no ser suﬁmente
para balancear la no linealidad’y esto resultaria en la formacién de una auténtica onda de
choque, de la cual resulte una discontinuidad o una funcién multivaluada. »

Poco después, Washimi y Taniuti en [36] consideran ondas 'de densidad iénica en un
plasma, bajo las mismas condiciones anteriores de iones frios y electrones calientes. Usando
nuevamente las ecuaciones de dinidmica de fluidos* y aplicando un proceso perturbativo
que considere el equilibrio entre no linealidad y dispersién, obtienen la ecuacién KdV. Este
resultado muestra entonces que la onda viajera sin deformacién que Sagdeev encontré es la
onda solitaria de esta célebre ecuacidn.

En 1967, Montgomery publica sus estudios de ondas de choque en un plasma del mismo
tipo que los consideradosantes ‘en [25]. Se parte del modelo de dindmica de fluidos para
plasmas y se comenta la similitud entre este caso y el de una onda de choque aciistica no
lineal en un gas. Se llega a la conlcusién de que la no linealidad tendra el efecto de que
las pendientes de la solucién se hagan mds bruscas y se llegue a una discontinuidad. No se
considera el caso en que la dispersion balancee a la no linealidad, impidiendo la ocurrencia
del fenémeno antes descrito.

1.2 Obtencién de las ecuaciones de movimiento

En la presente seccién se estudia el comportamiento de ondas de densidad iénica en un
plasma, esto es, variaciones ondulatorias en la densidad de los iones del plasmaZ.

4Se desprecia la disipacién de Landau o ‘Landau damping’, como se le llama en inglés. Hablaremos de
esto mds adelante.

5Por analogfa con el caso de variaciones de densidad en el aire, a estas fluctuaciones se les llama ‘ondas
acusticas en el plasma’. En inglés son las llamadas ‘ion acoustic waves’.
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} _';LAS.‘ECUACIONES DE MOVIMIENTO o

Consxderamos un plasma diluido de dos componentes,.i. e.. ones ‘con, carga ey electrones
con carga —e;. mme150 en un campo magnético uniforme B‘ B:g de gran 1nten51dad6 Se
‘trata el caso'en’ que los:iones realizan oscﬂa.cxones de baja frecuenc1a cerca : la llamada

 frecuencia iénica del plasma v
. _1'2’:&'.' RREREY
_ [4mnge2\ Y
w = —— y -
mi .

donde ng es la densidad numérica de iones en el estado no perturbado y m; su masa.

Debido al cardcter diluido y a las altas temperaturas a las que se encuentra el plasma, es
posible modelarlo como si se tratara de dos gases ideales mezclados: uno de ellos formado
de electrones y el segundo de iones. Utilizando a n como densidad numsérica de particulas,
a p como la presién y T como la temperatura, son véilidas el par de ecuaciones de estado

i = nykpTy, Pe = nek'BTcx

_donde los subindices hacen referencia a cada tipo de gas'y kp'esla constant;e de’ Boltzmann g
Por tratarse ademds de gases ideales se sabe que obedecen una. ‘distribucién ‘de’ veloc1dades .
“de Mamvell Boltzmann R

lo cual se garantiza introduciendo un campo magnetlco 1ntenso y suponxend que la-vtempe-
ratura de los iones no es demasido grande. i
Debido a la baja frecuencia de las oscilaciones de la densidad ‘iénica; no se generaran
corrientes significativas que alteren al campo magnético, de manera que 4> 8'3 ~ 0, por lo que
de las ecuaciones del electromagnetismo sabemos que E = -V ¢.
Modelando entonces al movimiento de los iones del plasma como a un ﬁuldo, la conser-
vacién de los mismos se expresa como :
?9_7; +V . .nv=0, (1.4)
donde se ha omitido el subindice i de la densidad de iones n, por simplicidad. La velocidad
de los iones se expresa por V. y recordamos que ésta y la den51dad de iones son funciones de
Z,Y,2y el tlempo t. :

8Utilizaremos a X, ¥ y 2 com
denota vector de posicién. e 3 T
7Recuérdese que un campo ma 4tico eje P €si6 ghitud B?/8r, en unidades CGS.

‘¥ z respectivamente. Ademds x
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'El efecto ‘de’las fuerzas Gue ‘actian sobre-lo

da‘ as'que dec1r sobre él. Sin
acién ‘de Poisson

la cual parece cornpllcar el problema ya qu ,olucra ala den51dad numerlca de electrones ,

'Se vera ahora que si se supone que T, 3> T} se llega a una forma. para Tle: que permlte
formular ‘el problema en términos de cantidades relacionadas con los-iones:-y. el potencial
eléctrico exclusivamente. » ‘ S

De la distribucién de velocidades de un gas ideal, sabemos que los electrones tendrin
velocidades del orden de (2kpT./m,.)? y los iones del orden de (2kpT;/m;)*?. Recordando
que la proporcién entre masas de iones y electrones es muy grande y suponiendo que T, > T;
entonces los electrones se moverdn mucho mds rdpido que los iones. Siendo esto asi, durante
- el transcurso de las oscilaciones (de baja frecuencia) de la densidad ‘idnica, los electrones
se limitardn a seguir a los iones y mantener una aproximada neutralidad de carga.  Esto
ademds garantiza que el tiempo que tardan los electrones en volver al equilibrio entre si
después de una ﬁuctuamon en la densidad local de iones es minimo y es posible modelar al
gas de electrones como si estuviera en equilibrio. El gas de electrones sigue entonces una
distribucién de Boltzmann

Ne - no‘e—(-e¢/kBTe) =ng ee¢/}"BT’

. por ‘lo.que los electrones. tlenden a; acumularse en los lugares donde la densidad i6nica es
-altay. segu1r de’ esta manera el mov:mlento ae 1os 1ones El que la densidad electrénica se

(1.6)
Por lo que el conjunto de ecuac1ones ‘de’ movument;o es
On. |
s +V.nv=0, (1.7a)
3 a"+v Vv = V¢+ x B 1.7b
i = cv , , . (1.7b)

V2 = —-47re(n — nge®?/kaTe), ; O (1.70)



1.3. -RELACION DE DISPERSION DE LAS ONDAS IONICAS ACUSTICAS 19

1.3 Relacién de dispersién de las ondas iénicas
acusticas en un campo magnético uniforme

Se obtiene ahora la relacién de-dispersién para las variaciones de densidad idnica dadas por

(1.7). Pensemos en un plasma que se encuentra en equilibrio, su densidad serd n = ng en

toda su extensién, su velocidad v = 0 y el potencial serd una constante que podemos escoger

como ¢ = 0%. Si pensamos en la introduccién de un campo magnético uniforme B = Bk y

en el desarrollo de una perturbacién de muy pequena amplitud, es vilido linealizar a (1.7)
conlos valores promedio, se obtiene de ello

(‘1.:83,)
(18b)

o '('i;éc)

_obtiene

‘j’(i;g)a) |
(1.9b)
C(19¢)
(1.10a)
(1.10b)

(1.10¢)

én-en reposo, muy por el contrario. Esto
net;o de ninguno de ellos. La situacién es
observe que el agua esta quieta no significa

andloga con el caso de un conte dor de’ 'agu
que cada molecula lo este
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longitud de Debye) '
Se elimina’ k

‘Eliminando a su .vez.

‘eliminar a Ty y 7, de (1 11
(1. 10b) que son

- para 'uJ y vz

“terior
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2(k2+k2)7.{
Qz

2k2

. De esta manera se obtlene la relacmn de dlspersmn para ondas iénicas acisticas en un plasma
““diluido, no isotérmico (Te > T en’ presencxa de un’ campo magnético umforme B Bx

A%k“”%‘i:-cgkg + 2(k2 &)
SR ‘ s w?s )

o SR (1.13)

El caso ch‘que w =~ Q; aparentéménte traeria dificultades, debido a la apari_éién_ d.éf,lya"

cantidad w? — Q? en un denominador. Sin embargo, debemos mencionar que en este caso el
efecto de la Disipacién de Landau hace que la anterior relacién de dispersiéon sea incompleta

ya que en realidad aparecen términos imaginarios adicionales. Esto tiene el efecto de 'que.

la frecuencia w sea compleja (lo cual involucra un amortiguamiento de las ondas) y. por,lo
tanto el tener a w? — 22 en un denominador no acarrea problemas, ya que §; es pmamente
real y no es posible entonces que el denominador se aproxime a cero. : '

Es sencillo obtener una versiéon adimensional de la relacién de dlspersmn que sela. de

utilidad mds adelante. Hacemos los cambios k — A5'k y w — wiw, donde w; = (4"—"9"—2)
es la frecuencia iénica del plasma y satisface que ¢; = Apw;. De est;os camblos se obtlene

K2 k2+lc2 -

K +1= St aTo 92’ ‘ (1.14)

llamando Q al cociente ;/w;. '

Notamos que la relacién de dispersién para ﬂuctuacwnes de denSIdad de los iones del
plasma en un campo magnético (1.13), y su correspondient rdimensional (1.14) son asimé-
“ tricas entre las direcciones de propagacién de’la ond: }'En partxcular, las direcciones y y 2z
son simétricas entre si, pero la  no lo es. Esto se debe a ‘que’el campo magnético uniforme
a lo largo de la coordenada = hace de ella: una. ‘direccién anisotrépica y rompe la simetria
del problema, algo que tendrd un efecto fu (';'Vuyacmn de onda no lineal que
se deriva del problema, ZK. : S

Consideramos ahora un par de casos llmlte a partlr e la relacién de dispersién encon-
trada, el de campo magnético nulo y uno de gran intensidad. Para eventualmente obtener
la ecuacién ZK estaremos trabajando en el segundo de estos regimenes.

1.3.1 Relacién de dispersiéon en ausencia de campo magnético

Es posible obtener una relacién de dispersién para el caso de ondas iénicas actsticas en
.ausencia de carnpo magnetlco seguimos un procedimiento anilogo al anterior partlendo desde
5 (1 7) con B :

= 0 Sm embargo, se llega a la misma expresién si tomamos §; ’cT =0 en
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(1. 13), obtemendose

ke '

m

W=

v ,que Ap= 2.7 %my ¢, = 1760m/5 Esto suglere que hagamos un
cuando /\Dk < 1 y entonces entenderemos el porqué del nombre d

w = \/~—72£cz—‘+—-|-—1 ~ sz (1—

D A , R
por lo que en el limite de longitudes de onda grandes con una longitud de Debye pequefia,
‘las ondas iénicas aciisticas en ausencia de campo magnético son no dispersivas y viajan con
- una velocidad de fase (que precisamente por ser no dispersivas es igual a la velocidad de
grupo) c,. Es posible llevar la analogia entre ondas actisticas en el aire y en un plasma un
poco 'mis lejos. ‘En el caso de ondas en el aire, se muestra que en el limite lineal las ondas
son no dlspersxvas y viajan con una velocidad (—E(po)) M2 , donde p es la densidad del aire
Y Poes: la presién en el estado no perturbado. Sx se asume que el alrf es un gas ideal y que
en: el proceso ocurre de manera isotérmica? se tiene que ( (po)) Y = "m , donde m es

‘la masa de las moléculas. Nétese que esta velocidad tiene la. misma forma que ¢, en el caso
de ondas iénicas aciisticas.

1.3.2 Relaciéon de dispersién en un campo magnético de gran in-
tensidad
Si ahora consideramos el limite en que el campo magnético es muy intenso y las oscilaciones

iénicas son de baja frecuencia, cumpliendo w = w;; podemos resumir todo esto en la forma
Q; > w >~ wj, 0 bien 2 > 1. La relacién de dispersién sera en este caso

k2 ci(k] + k2)
w2 Q2 ’

Ak +1 >

por lo que al despejar w? tend.@‘emqs :
S s : e
1+ ,\2 k2 + (AL + 207 (k2 + K2)

9En realxdad en el caso de ondas de somdo en el aire es mds apropiado asumir que la propagacién ocurre
adlabatncamente, por-lo que'la expresxén para la velocidad es distinta.
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2k2 el
1+,\2k2+,\ (1+Q 2)(k2+k2)

- (116)

n el que las perturbacxones

Al 1gua] que en el apartado anterlor conmderamos el c
onda ‘ nto; : ,y,z Se obtlene en ese

que serd aprovechada despues para determmar la forma de la e\panswn pelturbatlva medl-
ante.la cual se llegaré a la ecuacién ZK.

: 1 4 Dlslpacmn de Landau

i La d lpamon de Landau'® es un proceso extremadamente mteresante, medlante el cual una
. onda en un plasma (ya sea electrénica o iénica) puede ceder energia a las’ partxculas del
- medio que no forman parte de la onda y de esta manera amortiguarse. Se dice entonces
“.que la energfa de la onda se disipa, aunque debe enfatizarse que esto ocurre en ausencia de
. colisiones; es en realidad un proceso completamente electromagnético y por lo tanto no un
"proceso convencional de disipacién de energia. Por esta razén, la energia se dlSlpa de‘forma
distinta a la manera en que ocurre en otros medios absorbentes, como queda de mamﬁesto
al notar que este proceso no involucra un aumento de entropia y por ello es un ‘proceso
termodindmicamente reversible. Veremos que esta reversibilidad de hecho ocurre, ya que
bajo ciertas condiciones las particulas del plasma pueden ceder energia a la onda, de manera
que ésta resulte excitada.
Un aspecto importante de este fenémeno es.que fue descubierto de. manera teérica en
1946 por Lev D. Landau y verlﬁcado experlmentalmente en un plasma por.J. H. Malmberg
y C. B. Wharton!! en 1966. Adxc' te, este fenomeno no esta restringido a plasmas.

10En inglés se le conoce como ‘Landali’
"1 Phys. Rev. Lett., 17, p. 175 (1966) ;




24 CAPfTULO 1.

En el caso de una galaxia, que puede pensarse como’ un ‘gas donde:la: 1nterac010n electrlca se

sustituye por gravitacional, la disipacién de Landau pu
entendimiento de la estructura que se adopta.
Una manera de mostrar este efecto es partlend )¢

ugar un pap' 1 1mportante en’el

lumen del espacio de

- En COIldlClOIleS de equlllbrlo
d velomdades de Ma).well-

Boltzmann

de particulas cargadas tenemos F = ¢ (E+LivxB) y la

:ORIG'ENY DED UCCION.DE LA :ECUAfCIdiV'Zlf »
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,‘qu(, toma el—,nombre de ecuacxon de Vlasov, En esta ecuacién, los campos Ey ‘B dependen
“dela conﬁguracxon del plasma, dado por la func1on f. Deesta manera, la ecuacmn de Vlasov .
,"es en realidad de tipo no lineal.” R e o
..Veamos cémo se obtiene la disipacion de Landau a partlr de todo esto Supongase .
que tenemos un plasma de dos especies, iones con carga ey electrones con’ carga “e; que
inicialmente obedecen una distribucién de Maxwell. Dado que" nuestro’ interés radica en
ondas de densidad de iones nos fijamos en la variat:ic’m de la dlstnbucwn inicial de éstos:

2
= L 12‘7‘7
folv) = o (27rkBTi) S

y suponemos que los campos son nulos al inicio. Escribixhos Jo= fo(v), aunque en realidad

no depende de las componentes individuales sino solamente de su norma v = vv-v. La
densidad de particulas al inicio estd dado por:

/ fQ(V)dSV = ng.

Si se desarrolla. una perturbamén que’ produce una’ pequena ‘variacién en la densldad‘
de los iones, entonces f(x,v,t) = fo(v) + foe,v i) donde’ f es la perturbacién sobre la
configuracién incial y tiene una amphtud mucho 'menor. que’ fo: Esta perturbacidén produce
un pequeiio campo electrxco E E En ausenc:a de caxﬁp agnetlco la ecuacién de Vlasov
linealizada es o : ,

. es decir




la. notacidn

(1.22)

Requerlmos una segunda ecuacién’ que mvolucre al‘campo eléctrico. Esta es propor-
cionada por la teorxa electromagnetxca o A

AT : S et N < en

B - 47rp = 47fe(n - ne) = 4_7r‘e (n = noje,"BTe) ~ 4rme (n —ng — k;ﬂo’e (;b)
- 5 _ ETo_

— 47re (n Rl ¢) ,

donde ¢ es el _potencial eléctrico. Usando la forma del campo electnco dada en (1. 19)
tamblen (1 20) tenemos

- ooy ikzy _ _ETO )
tkEe 4me (n(t)e EaT. ¢) ;
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- si derivamos‘k{eﬁi;;z;l‘ y ecuaci

—"\"4 e [ ikn(t e‘“‘ 20 Fetkn )
= ame (a0 +

usando E = —V¢ De esta‘manera obtenemos el campo eléctrico

< 47re/\ ' 47re/\Dk

— b = e 3
'-': 1 + ’\2 kz (t) : 1 + /\2 k2 23 f'(v].., t)d ‘C

donde /\. 4—% es la. llamda longxtud de chye Apllcando la Transformada de La.place ;
ala expresxon de arnba tenemos’:f S ‘ , A I : :

)

Integrando en I

dondé “fo: :
part‘.lculas 1gual a uno ;

m; —_— 2 . =1 YN . . i
v ——= ). el = —eTu/vE 1.24
o= (%wﬂ) T T 0
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quedando a51 '

gL
1= 1+ ,\2 k2 / v —is/k Ov; B, 20

Recordamos ahora que Re(s) > O de manera que las integrales de la Transformada de
Laplace tengan una -convergencia garantizada. Hacemos el cambio de variable s = —iw,
con Re(s) = Im(w) > 0. Con este cambio, la dependencia temporal de fy de E queda
representada como e~*7 lo que es 1itil para el manejo de ondas. Notamos que la restriccion
sobre la parte imaginaria de w conduce a tener perturbaciones inestables que crecen en el
tiempo e~¥t = g—iRe(W)tglmW)t que es justamente el efecto contrario al que se obtiene de la
‘disipacién de Landau. Con el cambio de variable se obtiene

2 oo £
c; 1 ofo .
1 + A% k2 / v ~w/k. 31)1 4’01- ; _ (1.25)

La e\cpxesmn de arriba es de hecho la. rglaczon de: dzsperszénfpara ondas del tlpo f f (t)e”‘zl v

perturbaciones que crecen con el t mp
lo opuesto. a0 Sl Dt

Consideramos el caso de amortlg amient llgero, de manera que Imw.

. Adem3s, consideramos el caso de ondas largas con ‘velocidad de fase grande, p01 lo que
w = ¢,k como se ve de la relacién:de’ dlspersmn para ‘ondas de densidad i6nica en ausencia
de campo magnético'?. Tenemos entonces que ¢; = (kgT. /m;)'/? es una velocidad mucho
mayor que la velocidad térmica.de los iones:(2kgT;/m;)}/?. Lo anterior queda garantizado
si la temperatura de los electrones es mucho mayor que la de los iones: T; <« 7T.. En ese
caso, las transformadas de Laplace de f ('ul, t) y de E(t) pueden presentar problemas, pero la

123610 hace falta recordar que en el caso de ongltudes de onda grandes en asusencia de campo magnético,
las ondas son no dispersivas y poseen una velocxdad Cs-
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Fig. 1.9:, Contorno de’ 1ntegrac1on en e] plano complejo v1 El pun’bo enel plano‘ representa
el polow/lc ; e S

‘.relacxon de dispersién no; la expresién (1 25) esta perfectamente b1' deﬁxiidé. si Imw < 0,
por lo que se puede extender de forma anahtlca al; semlplano 1nfer1or N

.Resumiendo, consideramos el caso en que. w/k: tiene’ una’ pa.rte realvgrande ¥ posxtlva,
mientras que posee una pequeia parte imaginaria con 51gno negatlvo

entonces a. uno como en la Fig. 1.10.

qs.a‘ evaluar ahora.
2 N 0 .
!;;podemos escribir esta

“intervalo L centrado en
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of i
el orxgen donde For con

la integral alrededor de la smgulandad se’ cancela. deb1d0 a la 51met;r1a del mt;egrando Como
w/k tlene una parte 1eal grande y el 1ntervalo L no ‘se extlende muy le_)os del orlgen, dentro

donde- un pa d mt;egrales son cero debido a la imparidad del integrando. La integral de
arriba se cal 1 4cilmente recordando la expresién (1. 24) para fo y utilizando la funcién
Gamma por lo’ e;sg obtiene

co e 1 8fo k2 k“kBT
_VP/_OO v —w/k 5v_1dvl ) +3w4 m;

Con esto, la relacién dispersién (1.25) es aproximadamente

. Cg k_z' ZcikBT + i afo
T 14 A%k2 wt my;

B @M a2
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. Recorddmos que se. ha considerado el caso de iones frios en comparacmn de los electrones y
que ademas nos mteresa Apk < 1. Si despreciamos el termmo que contlene a la temperatura
.de los 1011es en la relamon de dispersién, tendremos ~ :
. ,

Cg k ) : ’
m{ +”—(w/’“>] B (127>

De lo anter:or aparentemente resultard una frecuencia que tenga tanto parte real como
imaginaria; esto modela el efecto de transmisién de ondas que a la vez son amortiguadas o
excitadas, dependiendo del signo de la parte imaginaria. Mds adelante veremos de forma
explicita que si los iones estdn a una temperatura mucho menor que los electrones, entonces
ocurrird un amortiguamiento pricticamente despreciable y el responsable de este efecto es el
término de arriba que es proporcional a gﬁ(w/k). Una manera rdpida de notar la magnitud

de este térmnino es ver que se trata de la pendiente de una funcién Gaussiana, fo(vl) dada
por (1.24) en un punto w/k que es del orden de ¢, y por lo tanto es mucho mayor que v;, la
velocidad términca de los iones. De ello se sigue que dicha pendiente es muy pequeiia’'y bajo
estas condiciones es razonable despreciar la contribucién de dicho término. Si se hace esto
se recupera la relacién de dispersién para el caso de ondas de densidad iénica en ausenma de
campo magnético, con iones frios y electrones calientes o s
c2k?
% UL Ll
14 A% k2

y que habiamos encontrado antes de forma directa a partir de las ecuac1ones de movmne 0_  '
en la Seccién 1.3. )
Hemos visto que el término imaginario ad1c1ona1 en (1. 27) es el causante de la dxslpam n.
de Landau. Deseamos encontrar una expresién que nos.cuantifique este efecto. . Como el
término responsable es de magnitud pequeiia, trataremos a (1.28) como una prlmera aproxi- -
macién a la frecuencia de las ondas (que hasta este orden de aproximacién no present;an :
amortiguamiento) y obtendremos una correccién sobre este primer término que mcorpore el
efecto deseado. Tomamos w = wp + dw en (1.27), donde wy es la pnmera aproxxmacion dada
por (1.28) y 6w es la correccién deseada, tenemos ’

2 .2 F : B 2.
L~ [(woi&d)z +i7rgfzf)‘?§"°/=k)]'z % |
+.1 w—(wo/k):l k

2 [ 1.2
W |k e dw :
f'v.. k2 [Wo (1 2,,,‘ )

dequando se tlene e
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.y entonces,

wzwo+ %—k—oa—f-(wo/k) S ‘(1.29)

Notamos que la parte imaginaria de w es negatlva. (ya. que —L(wo//c < 0) por lo que

efectlvamente representa un amortlguamlento de las ondas de den51dad iénica. Usando la
m i —T‘T-

expresmn fo (vl) (Wéﬁ) e y aprox1mando a wp como cgk excepto en el expo-

nente encontramos o .

&uz 0 (} - :) L "?kT,LT,T'k-g

by 2rksT; kaTic
__k ke ' T2 T 0
2ml ~T-3l2 T./Ti=v00

por lo que la disipacién es minima cuando T: < Te.

De las ecuaciones (1.21) y (1.24) es.claro que la disipacién de Landau estd relacionada
con las particulas (iones en este caso) de la distribucién que tienen una velocidad cercana
a la velocidad de fase de la onda, ya que aparece el factor —f—(wo/k) A estas particulas se
les llama resonantes y por moverse a una velocidad cercana a la onda pueden intercambiar
energia de manera muy efectiva con ella. Esto ocurre de la siguiente manera: las particulas
ligeramente mds riapidas que la onda pueden cederle energia, mientras que aquéllas que
se mueven un poco mds lento la extraen. Como en una distribucién Gaussiana hay mds
particulas lentas que veloces, mds iones serdn acelerados por la onda que aquellos que le
proporcionen energia y por ello la onda se amortigua.

w/k v; I w/k 14

Fig. 1.11: Modificacién de la condicién inicial fo(v1) en t = 0, mostrando la transferencm de
particulas de un lado al otro del punto v; = w/k. g

Como resultado de esto, al ver a la distribucién f(x, v, t) como funcién de v; evolucionar

en el tiempo, tendrd el valor fo(v1) en t =0 y después estard dada por f(x,v,t) = fo(v) +
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f(z1,v1,t). Si nos fijamos en la pendiente en el punto v, = w/k, inicialmente tendrd un
valor negativo, como se ve en la Fig. 1.11; sin embargo, poco a poco tenderd a aplanarse
e incluso posteriormente a cambiar de signo, ya que se transfieren particulas de la zona
inmediatamente antes de w/k a la regién inmediatamente mayor que la velocidad de fase,
todo ello a expensas de la onda. Una condicién inicial Gaussiana podria modificarse hasta
verse algo como en la Fig. 1.11.

De aqui se observa que la disipacién de Landau no constituye un proceso irreversible,
ya que en la funcién f(x,v,t) queda registrado el intercambio de energia entre la onda y el
resto de los iones; se obtendrd algo como en la Fig. 1.11. Esto queda mas claro al considerar
la generacién de una disipacién de Landau negativa; es decir, que la amplitud de la onda
crezca en lugar de amortiguarse. Para que esto ocurra, se requiere %l%(wo/k) > 0, por lo
que se tienc una distribucidn inicial fuera de equilibrio. Esto es posible de realizarse en el
laboratorio al inyectar particulas veloces en el plasma, se observard entonces que se generan
oscilaciones en la densidad que se propagan ondulatoriamente.

Escribimos ahora a la relacién de dispersién (1.25) en términos de la llamada Funcidn de
Dispersion del Plasma, como se acostumbra en trabajos de este tema. Usamos la velocidad
térmica de los iones del plasma, v; = /2kpT;/m; para adimensionalizar la veloc1dad en.
direccién z,, vy, por lo que en la relacién de dlspersmn (1 25) se hace el camblo 'u1 ; v,s,

quedando ‘ S
—‘{1 +/\%k2/ is —w/ .

N

c/vi 1

=—1+/\2Dk27r1/2‘/_~>°° ( L ——

-con la nueva varlable C =
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a la que se llama la Funcidn de Dzsperszon del:

asma::Con eStas:déﬁniciones,‘ la rélai;ié;i"de
dispersién (1. 25) toma la senc1lla. form i

que se’ enc ntra en cualqu1er hbro de Flsma_de Plasmas, por ejemplo [5]. De ello se obtlene
el mismo . resultado que antes, ecuacmn (1 26), por ‘un'.procedimiento. consxderablemente
’ ‘abrevmdo

' Se ha mencionado en repetudas ocasiones que la existencia de ondas de densidad iénica

v.solo es posible cuando la temperatura de los iones es mucho menor a la de los electrones.

La expresién encontrada antes para la Disipacién de Landau en ese caso muestra que existe
un amortiguamiento que se hace pequefio si T,/7; > 1. Sin embargo, con la introduccién
de la funcién Z(¢) se hace muy sencillo considerar el caso complementario: jqué ocurre si
las temperaturas de iones y electrones son comparables? Veremos que en ese caso no existen
* soluciones del tipo de ondas viajeras y cualquier perturbacién es atenuada rdipidamente y
por completo.

Supondremos que T, ~ T} y que ambas de ellas son altas, de manera que al igual que antes .
podamos suponer que los electrones obedecen una distribucién de Boltzmann y esto simplifica
el desarrollo. Una manera de cuantificar esto es tomar e¢/(kgT.) ~ e¢/(kpTi) < 1, como
se habia hecho antes para los electrones. Partimos de la- relacién de dlspersmn en la. forma.
(1.30) y usamos la exp' ’nsxon para Z(C) en el caso C << 1 Esta es

(1;51)
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‘recordando‘ que( w/ (kv De lo anterlor se obtlene una aprox1mac1én a la frecuencia w
(1.32)

e arrlba es puramente imaginaria,
1dau en ‘este limite es demasiado

y se corrobora lo antes mencxonado dado que la cant1da |
a primer orden no habréa ondas viajeras. La Dlslpamon de L
intensa y atenta la onda por completo.
Como en el primer caso calculado, el de’ jones. fnos y electrones callentes, encontramos
ahora una correccién a la primera aproximacién obtenida. A la aprox1ma01on de primer orden
(1.32) la llamamos w = iwp y ahora encontramos una correccién de la forma w = iwp + dw.
Para ello, consideramos ahora una aproximacién.a Z’ ((_,' ) hasta segundo orden. Esta es:

Z'(¢) =~ —2ixl/?¢ = 2 + 4(2

Usando el va101 (1 32) de Wo y la aproxxmacmn anterlor la relacmn de dlSpGlSlOn es ahora

a frecuencia w después de la correccién es

woti (14 )

W ZUJo-{- w kv, 7[.1:/‘2‘]6”1_;

La primera aproximaci

con wy = —",-7; (—5—(1 + A2 Ic2) + 2) ’

“Vemos que tanto la primera aproximacién como la correccidn a ésta son puramente imag-
inarias. Esto establece que no hay posibilidad de ondas viajeras, cualquier perturbacién es
atenuada hasta su aniquilacién total. La generacién de ondas de densidad iénica sdlo es
posible en el caso en que los iones tengan una baja temperatura y los electrones tengan una
alta; especificamente, se requiere e¢/(kpT:) < 1y T; < T,.

Mencionamos finalmente que el tratamiento de esta seccién constituye la llamada disi-
pacién de Landau lineal, ya que existe una contraparte no lineal cuando se tienen amplitudes
mayores en las perturbaciones. En este caso la amplitud de la onda no decae de manera
monétona sino que lo hace oscilatoriamente; un tratamiento mds extenso puede verse en [6],

(7 y (12].
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1.5 Deduccién de la Ecuacién Zakharov-Kuznetsov

En esta seccién veremos que las ondas de densidad que se producen en un plasma en la
presencia de un campo magnético uniforme e intenso obedencen a la ecuacién Zakharov-
Kuznetsov (ZK). Esto lo haremos siguiendo el procedimiento perturbativo dado por Infeld
en [15] y [17].

Si se desea obtener una ecuacién de ondas no lineales que posea solitones como soluciones,
es fundamental comprender que la comparacién de érdenes de magnitud entre las diversas
cantidades, como son la velocidad en cada direccién cartesiana, el campo magnético, la
amplitud (es decir la magnitud de la densidad) son desconocidas a priori. En pocas palabras,
las magnitudes que deben tener las cantidades antes mencionadas para obtener ondas de
forma permanente son desconocidas. Es por ello que en un método perturbativo como el que
se desarrollari, las potencias de la expansién no pueden escogerse arbitrariamente, sino que
deben dejarse libres para su futura determinacién. Esto se hace utilizando un sélo argumento
de no linealidad y dispersién, el cual es comin para este tipo de estudios: se ezige que los
términos no lineales sean del mismo orden que los términos dispersivos. Se tiene ademds una
guia proporcionada por trabajos anteriores: e¢s razonable buscar términos que reproduzcan
aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuacién tiene como soluciones el tipo de ondas
en las cuales estamos interesados. Es decir, se busca que aparezcan términos como Uzz; y
uty. El primero tendrd un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y tiende
a producir un colapso o rompimiento de la solucién. Nuestro interés radica en una ecuacién
que tenga soluciones con forma permanente por el balance entre no linealidad y dispersion,
por lo que es natural exigir que estos termmos se balanceen al tener el mismo orden

Las ecuaciones de movimiento son:

la luz;’ «/) es: el potenmal'felectnco IcB la constante de Boltzmann, T, la temperatura de los
electro: S, ‘valor en equilibrio de la densidad iénica y B = BX el campo magnético,
usamos:x: para el vector unitario en direccién z y B es constante. Como en la mayoria de
las de_ducmones,de, este estilo, pasaremos del conjunto de ecuaciones (1.33) a uno que sea
completamente adimensional, algo que facilitard mucho las manipulaciones. Siguiendo la
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cuencia de los iones,

_ /CBTE 1/2 . o ) el
./\D - (47rn062) T longltudde Debye

kT, V2
Cs = (—————5> ,
my

Apx,t = wlt, v = ¢V, ¢ — kBTqS/e yn =
adimensionales i

donde la constante adlmensw
iones del plasma, i.e. Q = /w;
constante. Hacemos ahora E
quedando asi

surgen en presen(na.

e manera que la relacién de dispersién se vuelve
2 2
Icy + k
Q2
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ks ( —k2+ = (1 + Q-z)(k2 'kf)) t,
‘ de manera que en un sistema de referencm que se mueve con ve10c1dad umtarla en la direccién
positiva del eje z, la frecuencia de oscilacidn‘es @ = —k, (3k2 + L(1 + Q~2) (k2 + k2)).

Se hace ahora un cambio de escala que deje de manifiesto que estamos interesados en
longitudes de onda largas, i.e. k < 1. Escalamos los ntimeros'de onda de acuerdo a kg
€'/2kl, ky = ekl y k, = ek, Donde'la potencia de'1/2 en el cambio de escala de k. se

 toma sélo por mmphmdad Determmaremos a Ay y As requmendo que la nueva frecuencia
w' sea un escalamiento de la original, de manera que esta nueva frecuenc1a sélo dependa de
k' y no de e. Hacxendo los escalamlentos se 7obt1ene R

y esto nos sugi
mueva. a veloc1

=




5. DEDUCCION DE LA ECUACION ZAKHAROV-KUZNETSOV. 39

(1.36a)

(1.36b)

(1.36¢)

- Donde el operador V denota deuvadas con rcspecto a las nuevas varlables espaciales (&,7, ¢).
Ademads, la direccién z y la £ son la misma,:la dlferencm radica en que un eje coordenado
se mueve con respecto al otra, ocurriendo’ los mismo para‘las parejas y y 7, asi como z y (.
De ello se sigue que x = .f y apuntan en la dueccwn positiva de z o de &, que es lo mismo.
Tendremos también por la antes mencxonado y # 2 = €. El conjunto de ecuaciones (1.36)
tiene la solucién trivial n = 1,v. = 0'y ¢ ="0. Perturbamos alrededor de la solucién de
equilibrio, de acuerdo a

: n=1+e‘f"n(l)+-~,
¢ =egM ...
v5=e”fv§1)+--' s
v,—eﬂi.v(l)+... ,

v = ePJ.,U(l)

RO T
que son los t;ermmos de orden menor. Ant1c1pamos que el desarrollo de las velocidades en 7

y ¢ tendran las mismas potencias de € ya que existe s1metr1a. con respecto a ese intercambio.
Es necesario determmar las potenmas de la expansxon a51 como las potencias de los términos’
sucesivos.

A partlr de (1 36¢) y usando e® ~1+ e”°‘¢(1) obtenemos al orden menor
eltre V2¢(1) + e”"n(l) ‘ epa ¢(1) +...=0

donde- los puntos suspensivos denotan termmos de orden mayor. Claramente el término
1+P¢V2¢(1) es también de orden mayor-que: los otros dos y entonces es necesario pedir que
Pn = Pg Para que no se obtenga una soluclon mv1al De este andlisis se sigue que

A = gV,




63/2% 1/2605 +€1/2 61} y
or ¢ ; 65 o -
Al introducir la expansiéon en potencias de € se obtlene que el prlmer,termmo de arnba
comienza en la potencia ¢3/2t7% el término entre paréntesis tendra termmos proporcmnales a
eH/2+20e y gl/2+petrs En camblo el segundo término comienza en la potencia ¢!/2*7¢, mientras
que el 1iltimo comienza siendo propormonal a €'/?tP¢ para no obtener una: soluclon trivial
pedimos que estos términos sean los de menor orden, entonces pg = py y también -

opV) v

o¢ - o€
Si mt;egramos lo anterior y notamos que en el 1nﬁmto las funciones poseen su valor de
equlhbrlo se’ obtlene ‘ : o .

=0.

El anallsls en dlreccxon C es completam nt 4lo
PLY tamblen ' "

Esto nos ha dado ya varias ecuaciones y relaciones entre las potencias de € de las distintas
funciones. Usando estas relacxones y. considerando los términos subsecuentes escribimos las
expansiones como -

n=1+enV +emn® ...,
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€ﬂ+u¢(¢(1) ¢<2> it 4,(1) ¢(2)) LA ¢(2)¢(2) + eann@) =0

olvidéandonos de.. tcrmlnos de orden mayor Notamos entonces que aparecen un par de
1
términos que son familiares, va que aparecen en la ecuacién KdV, estos son!® V2¢()

¢(1)¢21) . El primero tendrd un efecto dispersivo, mientras que el segundo es no lineal y
tiende a producir un colapso o rompimiento de la solucién. Dado que estamos buscando una
generalizacién de KdV a mds dimensiones y por ello estamos interesados en una ecuacién que
permita la ocurrencia de ondas con forma permanente debido al balance entre no linealidad
y dispersién, es natural exigir que estos términos se balanceen al igualar sus drdenes. Este es
el argumento no lineal fundamental en la deduccién de la ecuacién: los términos no lineales
deben ser del mismo orden que los términos dispersivos; en particular es razonable buscar
términos que reproduzcan aquéllos de KdV ya que es sabido que esa ecuacién tiene como
soluciones el tipo de ondas en las cuales estamos interesados. De esto resulta que 2p = p+1
y entonces p = 1. De hecho es de notar que de los términos rest:ant:es, los de menor orden
son

R Y L &

por lo que pgdimqs

femwm ’ad.q‘S(z) zp¢(1)¢(1)

vez) es

LT i

! V2¢(1) ¢,(2)

l:’Est.e termmo dnsperswo en realxdad generahza al de«KdV n tres dxmensnones






vy = 3/211(1) +e 'u(z) +
e = 32 (1)+62 (2)

3

en el caso de las funciones n, ¢ y v vemos que las potencias de € avanzan una unidad de un-

término al consecutivo; mientras que en el caso de v, y v¢ avanzan media unidad.
Falta inicamente considerar las ecuaciones resultantes de (1.36); usando las expansnones,
tenemos que : = :

%9, (1+ en(l) + € n(2)) - 61/265 (1 + en(l) +€ n(z))

+<~:1/2V (1 + m(x) + ¢ n(z)) [(evél,) + 52 (2)) €+ (63/21,(1) +€ 1,(2)) 77+( 3/2,, (1) + v (2)) C‘] =0

A mden 63/2 se ‘tiane que

esto, en'c’o‘njbunto con las cbr'ldicio.hé";de qué n(D) y 'vél) se anulan al infinito implican:

A orden €?

se obtiene una ecuacién que 1o es de utilidad y por ello no se muestra A
orden €52 '

tenemos

ant)
or o

Presentamos ahora el conJ

. aﬁ(?

(1.37a)

emos en lo-subsecuente -
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6257(’1) 41)’ "~"(1;3”7t§)
Qg%)i v, - (1370) :
aé’f(él) = ””éz-j’; EE A f’;‘““(i’.37'q“)f‘, o
| a;g =, ',(1.37?)
v2¢(1) ¢(2) _ _¢(1)2 n(g) o 0 _ , (1..37',f)i
200 20 0 0 B o g

" avél) :_}.vfavé?); . :

Sumando las d ;

gar de ¢(1) usando (1. 37a) El
la.v expresién-




quc es la ecuacién Zakharov~Kuznetsov en su forma estandar De la ultxma expresmn se
aprecia que ésta es una generalizacién de la ecuacién de Korteweg—de Vrles a dos y tres
dimensiones, segiin sea la dimensién del operador Laplaciano. -Vemos de lo anterior que
nuestra exigencia sobre el orden de magnitud de los términos dispersivos y los no lineales,
ademsds de la busqueda del tipo de términos que aparecen en KdV nos ha lievado de. forma
natural a una generalizacién de ésta, la ecuacién ZK. e o

Es de notarse que la ecuacién (1.41) es simétrica en las variables y y z, pero no en la:
variable z. Esto se debe a que el campo magnético uniforme en'la direccién z hace de ella
una direccién privilegiada; mientras que las otras dos son arbitrarias, siempre y cuando se

mantenga un sistema cartesiano.

En esta seccidn se ha obtenido la ecuacién ZIK para el caso de ondas de densidad de
iones con longitud de onda larga, en un plasma no isotérmico y con un campo magnético
uniforme e intenso. Anticipamos, sin embargo, que la ecuacién ZK aparecerd en cualquier-
contexto en donde se tenga una relacién de dispersién del tipo (1.17), en el limite en que la
no linealidad balancea a la dispersién. De esta manera, la ecuacién ZK toma un papel mucho
mads fundamental y eso hace de su estudio algo mucho mds interesante. Esto es similar a lo
ocurrido con la ecuacién KdV: al principio surgié en el estudio de ondas en la superficie del
agua, pero después surgié en muchos otros campos, la conexién entre ellos es la relacién de
dispersion.

1.6 Resultados conocidos sobre la ecuacién Zakharov-
Kuznetsov

En esta seccién presentamos algunos de los resultados mas sobresalientes relacionados con
la ecuacién Zakharov-Kuznetsov (ZK).

En 1974, Zakharov y Kuznetsov en [38] estudian la propagacién de fluctuaciones de den-
sidad en un plasma de dos componentes!?, el cual estd en presencia de un campo magnético
uniforme e intenso. Se supone adicionalmente que sea un plasma diluido y no isotérmico, de
manera que los electrones tengan una temperatura mucho mayor a la de los iones. Obtienen
una ecuacién para las fluctuaciones de densidad con amplitud pequefia que es una genera-
lizacién a dos o tres dimensiones de la celebrada ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV). La

14ge tiene en este caso iones de una sola especie y electrones.
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ecuacién en su: forma estandar-se escnbe

-"(1'.42) '

donde el campo magnetlco tlene dlreccmn paralela az, Tomando el operador lapla.c1ano en
el numero de dlmenslones deseado, se tendra una generahzacmn a KdV De llo se 51gue que.

(1.43)

co‘mo' una onda plana.
~La anterior es la tnica solucién del tipo de onda’ sohtarla que ‘se.conoce para dicha ecuacién,
" en particular, no se tienen soluciones que representen onda.s sohtarlas localizadas, ya sea en
dos o tres dimensiones. En ese mismo trabajo, utilizando el teorema de Liapunov los autores
prueban la estabilidad para ondas tipo solitén con simetria radlal que decaigan en las tres
direcciones espaciales.

Laedke y Spatschek en [21] realizan estudios de estabxhdad para ondas planas soliténicas
como (1.43). Se hace esto para el caso de perturbaciones con longitud de onda grande que
son transversas a la direccién de propagacién. Muestran que una onda plana tipo solitén
genera inestabilidades!® si el campo magnético se intensifica demasiado, o si la amplitud se
vuelve demasido pequefia. Adicionalmente, se encuentra numéricamente que el paso del caso
estable al inestable ocurre de manera continua.

En 1982, Laedke y Spatschek [22] muestran que una onda plana se torna inestable al
introducir una perturbacién periédica con niimero de onda.k <:1-y perpendicular ala
direccién de propagacién. Mediante un desarrollo en potencias de k se encuentra una apro-
ximacién para la razén de crecimiento exponencial de la perturbacién, v(k).. Usando métodos -
variacionales se encuentran cotas superiores e inferiores para y(k). La aprox1ma01on de dicha
cantidad para k& < 1 concuerda con las cotas encontradas. De la aproximacién'y de las cotas
se encuentra que las inestabilidades crecen con perturbaciones largas (k < 1), que (k) tiene
un méximo y que existe un valor de corte k., a partir de donde v < 0 por 16°que en este caso
la onda plana es estable. Se prueba la estabilidad en la regién & > lc medlante el teorema
de Liapunov.

Posteriormente, Infeld en [15] obtiene la ecuacién ZK utilizando un reescalamxento espa-
cial uniforme. Se analiza la estabilidad de ondas planas tipo solitén introduciendo perturba-
ciones periddicas de direccién arbitraria y mimero de onda pequefio. Se hace una expansién
en potencias del nimero de onda’ de la perturbacién, encontrando que para amplitudes
pequenas se genera un angulo alrededor de la perpendlcular a la direccién de propagacién

- 16Ge mtroduce un: factor de crecimiento de la perturbacién periédica del tipo e, Si v resulta positiva, la
perturbacién crece con el tlempo y se dice que la onda es inestable. De manera semejante, la onda resultard
estable siy <0.
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dentro del cual las perturbaciones generan: mestablhdades conﬁrmando el trabajo [22]. Con-
forme crece la amplitud, este dngulo de. 1nestab!hdad crece hasta que todas las direcciones
excepto § = 0,7 (con respecto a la direccién de propagacién) son inestables. :

Continuando con su anterior trabajo, en 1987 Infeld y Frycz en [16] presentan un estudio
numérico de la estabilidad de ondas planas soliténicas. A diferencia del trabajo [15}, ahora
lo hacen cuando la perturbacién posee un nimero de onda arbitrario perpendicular a la
direccién de propagacién. Se compara la razén de crecimiento del andlisis numérico con los
resultados analiticos de [15], asi como con las cotas obtenidas en [22] para esta cantidad.
Ademas, consideran de manera numérica el caso en que una onda plana soliténica con una
perturbacién perpendicular alcanza a una onda del mismo tipo pero que no presenta per-
turbaciones. Se encuentra que después de la colisién ambas presentan inestabilidades. Sin
emabrgo, el desarrollo de la inestabilidad de la onda originalmente perturbada es més lento
que en la ausencia de una colisién, aunque eventualmente recupera su razoén de crecimiento
original.

La tercera y dltima parte de la serie de trabajos anteriores, [15] y [16], es presentada en
1989 por Infeld y Frycz en [10]. Este es un segundo estudio numérico en el que consideran
perturbaciones a una onda soliténica plana con direccién y ntimero de onda arbitrarios.

En un segundo trabajo ese mismo afio, Infeld y Frycz muestran en [11] cémo una onda
plana soliténica que ha sido perturbada de forma periédica de manera perpendiular a la
direccién de propagacién decae en un conjunto de solitones cilindricos. Utilizando el teorema
de Liapunov se muestra que los solitones cilindricos que resultan de la perturbacién son
estables frente a dilataciones. Este trabajo es de una importancia fundamental para nuestros
propésitos, ya que en las simulaciones numéricas se obtienen ondas soliténicas cilindricas, es
decir, localizadas en las dos direcciones espaciales.

Esta es una evidencia fundamental de que la ecuacién ZK posee ondas de este tipo y no
solamente ondas planas. Con esta evidencia numérica, el presente trabajo se centrara en la
aproximacién de la evolucién de ondas localizadas en dos dimensiones.

En [18] Infeld y Frycz presentan una generalizacién a las ecuaciones de KP y ZK, las
cuales representan fluctuaciones de densidad iénica en un plasma con campo magnético nulo
y uno muy intenso, respectivamente.

Posteriormente, en [2] Allen y Rowlands muestran que un anilisis perturbativo ordinario
no permite encontrar més informacién que una forma asintética para y(k) cuando k& = 0. Ata-
cando el problema de manera distinta, utilizan un método perturbativo de escalas miltiples
para encontrar una aproximacién a la razén de crecimiento de una perturbacién periédica
a una onda plana soliténica. Conociendo dos ceros de v{k) (entre los cuales 0 < v(k)) se
encuentra el valor de v en esos puntos. Subsecuentemente se utiliza una aproximacién de
Padé en esa regién. La aproximacién obtenida para v%(k) presenta un error relativo a los
resultados numéricos menor al 0.9%.

En [39] Zhuk y Popov considran el movxmlento de un fluido viscoso junto a una placa
vertical caliente. Al tomar en cuenta la conveccién generada en el fluido, muestran que en
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el problema de hallar el campo de velomdades surge la ecuacmn ZK

‘Se muestra que para ondas viajeras en el sentido del: ‘campo’ mag etlco ‘qu
infinito, se espera un comportamiento a distancias grandes dada porla func1on modlﬁcada de
‘Bessel K!8, Por otro lado, para ondas que viajen en el sentido opuesto al campo magnético

-y-que decaen al infinito, el comportamiento lejos del orlgen esta. dado por las funcmnes de
Bessel'”. T o

En el mismo trabajo se analiza la ecuacién ZK en su forma estacionaria con dependencxa
exclusivamente radial!®, la cual tiene la solucién 87—2. Mediante un -cambio‘de variable, se
escribe a la ecuacién de segundo orden como un sistema no lineal de -primer orden. Anali-
zando el espacio fase correspondiente, se concluye que el comportarmento en cero swmpre es
divergente si se pide que ocurra decaimiento al infinito. :

Posteriormente, los autores muestran simulaciones numéricas de la. ecuacién ZK con
términos no homogéneos dependientes de la posicién. Tomando:uno de tipo Gaussiano,
se desarrolla una onda localizada espacialmente que al principio es parecida a la no ho-
mogeneidad. Subsecuentemente, se deforma y presenta: maxxmos -adicionales que posible-
mente adopten un comportamiento soliténico. Tomando una no homogeneldad que oscila
senoidalemte en ambas direcciones espaciales, se desarrolla’ un: conjunto de solitones de am-
plitudes aproximadamente iguales que eventualemente se’ separan-y-cesan de interactuar.

Finalmente se modela numéricamente la colisién frontal de dos ondas localizadas, encon-~
trando los cambios bruscos de amplitud y de fase caracterlst;lcos de colisiones de ondas no
lineales.

Hacemos notar que en este trabajo también se obtiene evidencia de la evolucién de ondas
localizadas en dos dimensiones, considerando numéricamente la colisién de ondas de este
tipo gobernadas por ZK. También se considera de forma numérica a una onda localizada que
se parte en varias mds, al ser gobernada por la ecuacién ZK no homogénea.

En [3] Bradley investiga la deriva de dtomos en la superficie de una delgadisima placa
metdlica al aplicar una fuerte corriente. El fenémeno se conoce como ‘Electromigracién
Superficial’!®. y se debe a que los electrones colisionan con los dtomos y los desplazan. Esto
provoca que la superficie de la placa metdlica se deforme y ocurra una propagacién de dicha
deformacién; de igual manera que la gravedad provoca que ondas viajen por la superficie
de los liquidos. En este trabajo, se considera él caso en que la deformacién de la superficie
depende solamente de la direccién paralela al ca 0. eléctrlco Por un anilisis perturbativo
en el limite de fuertes corrientes, amplitud de la’; p t;urbac1on y grosor de la placa pequeifios
(en comparacién con el ancho de la perturbacwn , iene. la ecuac1on KdV para la forma

18Esta tiene la forma asintética Ko ~ \/Zze~" para F oo
l"Esto significa que lejos del origen se txene un comportamiento dado por una combinacién- lmeal de

2 cos(r — w/4) y y/ Zsin(r — w/4).
l*’Result:a de aqui la Ilamada ecuacién de Emden-Fowler u" + Lu' = $ud - B
9En mgles ‘Surface Electromigration’ (SEM). k
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de la:superficie. 'Las soluciones son ondas que’viajan ?exclusiva’mehte en-la direccién del
campo eléctrico y cuya velocidad decrece con la’ amplitud.” Esto debe contrastarse: con ‘el
caso de ondas en liquidos poco profundos, donde la direccién’ de propagacién’ puede ser ‘hacia
+o00 y donde la dependencia entre velocidad y amplitud es inversa a la de [3]: : ik

En [33] Sipcic y Benney presentan un estudio de la ecuacmn modificada de Zakharov—v
Kuznetsov (mZK) Coe

ug + wlug + Vzu,_ﬁ= 0

en el caso bidimensional. Ha sido mostrado que esta ecuacién descrlbe la propagamon de
fluctuaciones de densidad en plasmas, cuando éstas viajan a un dngulo critico de la direccién
del campo magnético. En el presente trabajo se motiva a la ecuacién mediante una relacién
-de ‘dispersién a la que se le introduce una anisotropia. En el caso de ondas de densidad
en plasmas magnetizados, la anisotropia es proporcionada por el campo magnético. Se
muestra que en el caso de ondas con simetria angular y que decaigan a cero al infinito, el
comportamiento lejos del origen estd dado por la funcién modificada de Bessel Kj, la cual
decae exponencialmente. Por ello, el comportamiento en este caso es del mismo tipo que
para soluciones de ZK que cumplan los mismos requisitos.

Para las soluciones con simetria angular, se hace un andlisis utilizando la analogm
mecénica de una particula en un potencial conservativo y con un término disipativo?. Se
escribe la ecuacién como un sistema y se analiza el espacio fase correspondiente.:De la forma
del potencial se muestra que las soluciones necesariamente oscilan alrededor de 0 61 con
amplitud decreciente. En el caso de tender a cero, se muestra que existe una tinica solucién
que decae exponencialmente y que sea siempre positiva. En cOntiast;e,*existen un nimero
infinito de soluciones que decaen eventualmente a cero, pero que primero oscilan cambiando
de signo con un nimero finito de ceros (nodos). Estas solucnones son precisamente caracteri-
zadas por el nimero de nodos que presenten.

Para las soluciones con muchos nodos se mtroduce un analx51s por escalas miiltiples en la
variable temporal. Esto debido a que dichas soluciones poseen la escala de tiempo rapida de
las oscilaciones y una lenta que es la que marca el decaimiento de los maximos de amplitud.
De esto se encuentran cotas para los maximos de -amplitud de las oscilaciones, que son en
realidad envolventes superior e inferior.alas oscilaciones.

Subsecuentemente se analiza numériCamente la colisién de dos ondas soliténicas concen-
tradas?!. Se muestran gréficas de cortes’ verticales 'y curvas de nivel a distintos tiempos.
En ellas se aprecia cémo una onda alcanza a‘otra de menor amplitud. Después de la in-
teraccién, emergen dos ondas son comportamlentos contrastantes: una de ellas decae en el

20Para ello se interpreta a la dlstancm al origen r como si fuera el tiempo.

21Con esto se quiere demr .q aximo de amplitud y decaen al infinito en todas (en este caso
dos) direcciones, siempre con’ el mismo sxgno ' En mglés se les llama soluciones tipo ‘lump , que literalmente
significa ‘acumulacién’ o protuberanma
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en. tlempo finito. Se tiene también el cambio de fase tipico" de la. cohs'
después de la colisién, ambas ondas se encuentran en una posmxon dlstlnta a la que estarlan :
en ausencia de interaccion. . ; i

Este estudio numérico por lo tanto también muestra el comportamlento deondas ocall-;
zadas en dos dimensiones y motiva el estudio de las mismas. i G

En [26] Moussa utiliza métodos de dlgebra de Lie para encontrar solucxones exactas a
la versién bidimensional de ZK. La primera de ellas es una onda plana sohtonlca del tlpo
(1 43), pero generalizada a cualquler direccién

u(ﬂE Yy t) = 12(711 + 772) sech? (m(x - mo) + 772(1/ - yo) - 4m

hallar por inspeccién. : LR & g
~En [4], Bradley estudia el caso de electromlgracwn superﬁc1a.l en’ el que la forma de la

superﬁcxe depende tanto de la direccién’ paralela al‘campo- eléctrico como .de’la’ transversal,
generalizando su trabajo anterior [3]. Nuevamente aplica un anilisis perturbatlvo ba.Jo las

condiciones lfmite requeridas en [3], llegando a un par de ecuaciones diferenciales acopladas

para el potencial eléctrico y la forma de la superficie.- Una de las ecuaciones del sistema

tiene una fuerte semejanza con ZK, excepto que el acoplamiento con el potencial introduce

términos adicionales. Si en este sistema se supone independencia de la coordenada transver-

sal, se recupera el caso de su trabajo anterior y la superficie satisface entonces KdV.

Adicionalmente, en este trabajo Bradley analiza la estabilidad de una’onda plana soliténica
en este contexto. Para esto, se aplica una perturbacién periédica con longitud de onda
larga de manera perpendicular a la direccién de propagacién y se afiade un factor de cre-
cimiento e, al igual que en los trabajos anteriores de Laedke-Spatschek, Infeld-Frycz y
Allen-Rowlands. Mediante un andlisis de escalas miiltiples muy similar al de [2] se muestra
finalmente que la onda plana es inestable ante perturbaciones perpendiculares.

Resumimos ahora los resultados mds relevantes que conocemos que han sido encontrados
para la ecuacidn ZK. Se cuenta con lo siguiente:

(i) Gran parte de los trabajos se han concentrado en la estabilidad de la onda plana que
es solucién de ZK. Al introducir una perturbacién periédica perpendicular a la direccién
de propagacién se encuentran inestabilidades cuando la perturbacién posee una longitud de
onda larga y de manera inversa la onda es estable ante perturbaciones con longitud de onda
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dlr ccmnes y con longitud

corta, Se c0n51deran tamblen,perturbamo s -peri ' E (
. nestablhdad de la onda

de’ onda larga Para c1e1tos angulos estas pertuf ac
plana : '

(i), Se. ha v1sto que la ecuac16n ZK, o una modlﬁcacwnr de la misma, aparece en otros
contextos -Enfatizamos ademds la ocurrencia de:la’ecua ién’ ‘mZK, la cual posee una no
llneahdad distinta que ZK y motiva la consideracién de termlnos no lineales mas generales.

'(iii) La evidencia numérica muestra que la ecuacién: ZK posee estructuras coherentes
en dos dimensiones (ondas localizadas) pero enfatizamos que no se cuenta con soluciones

- explicitas para ondas de este tipo hasta este momento. Se tienen también soluciones numéricas
para las ecuaciones ZK no homogénea y mZK que consideran colisiones de ondas localizadas
en dos dimensiones. Por supuesto que una solucién exacta tampoco se ha encontrado en
estos casos.

De lo anterior se desprende que la dindmica de ondas localizadas o estructuras coherentes
es desconocida e interesante de estudiar. En particular, es importante conocer las situaciones
bajo las cuales una estructura coherente gobernada por ZK adquiere una forma permanente
(punto de equilibrio), decae a cero o bien crece indefinidamente en amplitud, obteniéndose
una singularidad en este ultimo caso.

En las soluciones numéricas hechas en el trabajo de la ecuacién mZK, donde el término
no lineal es del tipo u?u, en lugar del término wu; que posee ZK, se observé la evolucién
de dos estructuras coherentes al colisionar. Esto nos empuja a considerar en la Seccién 2.4
la evolucién de ondas localizadas para una ecuacién que posea un término. no. lineal ‘que
generalice a los de ZK y mZK, esto es, considerar un término no lmeal de la forma uPu, con
p >0 :
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Capitulo 2

Soluciones Modulacionales en dos
dimensiones

2.1 Evidencia numérica

En la presente seccién mostramos lo que resulta de resolver numerlcamente a la ecuac1on ZK ,
en la forma s S FETTNEE

lo cual fue hecho por el doctor N. F. Smy
fenémeno que resulta y posteriorméhte

En el primer caso, se resuelve (2:1) .
y se sigue su evolucién hasta llegar a’ t;—415 nEn la: Flg 21 se muestra la condlcxon 1nc1al
mientras que en la Fig. 2.2 se muestra’el resultado después-de quince umdades de tiempo.
Adicionalmente, en la Fig. 2.3 se muestra el corte en el plano y = 0 de la‘ olucwn numérica
en t = 15.

De las Figs. 2.2 y 2.3 vemos que después de transcurrir qumce umdades de tiempo se
tiene una estructura coherente que se lleva la mayor cantidad de la masa.incial y que ha
avanzado una distancia del orden de veinte unidades en direccién z. Notamos también que
su amplitud ha crecido a partir de 0.5 hasta alcanzar un valor cercano a 1.2 y que esta
estructura se ha vuelto mds angosta. Por otro lado, vemos que merta parte de la masa se
ha quedado atris formando una estructura mds compleja que en su mayor parte tiene baja
amplitud; a esta estructura que se forma de la masa cedida por la estructura coherente se
le llama radiacién. Una caracteristica fundamental de dicha radiacién; que es evidente de la
Fig. 2.2, es que solamente se forma en una cierta regién detris de la onda acampanada y
que fuera de esa regidén la solucién numérica tiene un valor muy cercano a cero.

En un segundo caso, se resuelve (2.1} con condicién incial up(z, y,0) = e~% 05((’““0)2"‘-‘/2)
igualmente se sigue su evolucién hasta llegar a t = 10. En la Fig. 2.4 se muestra la condicién -

53
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Fig. 2.1‘:"@Cbndiqién inicial de la simulacién numérica ug(z,y,0) = 0.5640'05‘(1_40)2+”2).
Cortesia del doctor N. F. Smyth.
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‘una estructura coherente que ha avanzado una distancia del orden de cuarenta unidades en
8 d1recc1on Tl ‘u amphtud mlcla esta vez en 1 y alcanza un valor cercano a 3.2 para ¢t = 10,
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el lesultado despues de 15 unidades de tiempo. ' Se: comlenza‘en t'= 0 con uo(:z: y,O)
0.5e~0-05((=—10)*+3")  Cortesia del doctor N. F. Smyth. "
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Fig. 2 4: Condicién inicial de la simulacién numérica uo(z, y, 0) = e~ 05((1'40)2”2) Corte51a
del doctor N. F. Smyth. : :

al igual que en el primer caso, esta estructura se ha vuelto mas angosta. Como antes, vemos
~que buena parte de la masa se ha quedado atris en forma de radiacién y que la forma de ésta
es mds compleja esta vez. Notamos que la radiacién se sitia otra vez en una regién detris
de la estructura coherente y que fuera de esa regién la solucidén numeérica tiene un valor muy
cercano a cero. Una diferencia notable con el primer caso es que esta vez la regién donde la
radiacién es notoria es ain mayor. '

Con la experiencia adquirida, habiendo observado la evolucién de condiciones iniciales
Gaussianas con dos: amplitudes diferentes, utilizaremos ahora las leyes de conservacién de la
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Fig. 2.5: Slmulamon numérica después de 15 unidades de tiempo, comenzando en £=0 con
uo(:z, Yy O) = e’° 05((=—10)*+3%)  Cortesia del doctor N. F. Smyth.

o5

Fig. 2.6: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién inicial y también
el resultado después de 15 unidades de tiempo. Se comienza en £ = 0 con uo(z,y,0) =
e~0-05((z—40)*+v") " Cortesfa del doctor N. F. Smyth. SN

ecuacién ZK para entender- la evolucién de dichas ondas Gaussianas.

Primero observamos que ‘s conveniente dividir la evolucién de la estructura coherente
u onda pr1nc1pal' ‘ la 4rad1ac10n Para ello, tomaremos como solucién aproximada de
la ecuac1on ZK’ CiO) 'u(z’ Y, t) = UO(I, Y, t) + ul(z yat) donde ’llo(.’l} Y, t) representa
-ala estructur coherente v;y ul(:z:, y,'t) a la radiacién. Tomando como punto de partida las
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Vsolii't:ibhés’nuﬁléiicéis antes expuestas, usaremos como aproximacién a la estructura coherente
a una funcién: Gaussxana en dos dimensiones espaciales. Ma&s ain, como hemos v1sto que
la amplltud ‘el ancho y-la posicién de dicha estructura cambian con el tiempo; tomaremos
_a g como up(z,y,t) = a(t)e~ W= +*) De manera que la evolucién-de esta onda
acampanada. estd dada por la evolucién de las tres funciones del tiempo a(t), n(t) y f(t), se
dice entonces que la estructura coherente estd modulada por las tres funmones del tlempo
anteriores, o que ella es una solucién modulada o modulacional. -
En las soluciones numéricas, también se observé que la radiacién no'se dlStl‘lbu A
todo el espacio bidimensional, por el contrario, la radiacién se esparce solamente sobre una
‘regién bastante definida. El propdsito de la siguiente seccién es comprender cémo ocurre
esto. Una vez que se logre ello, serd mds facil tomar en cuenta el efecto que tiene la radiacién
sobre la evolucién de la estructura coherente y por esto podremos hacer suposiciones utlles
sobre la forma de la funcién que representa a la radiacién, u,(z, y, t).

2.2 Confinamiento de la radiaciéon por la caustica

Hemos visto que las ecuaciones de onda que son a la vez no lineales y dispersivas, pueden
poseer soluciones de forma permanente. Sin embargo, no todas las soluciones son de este
tipo, como veremos ahora.

Por simplicidad pensemos en una dimensién, por ejemplo en la ecuacién KdV

(22)

(2.3)-

%E@‘fc.t’)*

Si en una simulacién numérica de dicha ecuacién se utiliza una condicién inicial que coincide
exactamente con la anterior onda viajera en ¢t = 0, entonces la solucién para todo tiempo
serd esa onda viajera con forma permanente. En la simulacién numérica, se observard cémo
la solucién consiste simplemente de una traslacion de la condicién inicial. Pero, ;qué ocurre
si proponemos una condicién incial arbitraria? Pueden ocurrir en realidad muchos compor-
tamientos distintos, pero se les puede resumir en dos: (a) la condicién inicial puede partirse
y formar varias ondas viajeras del tipo (2.3) de distintos tamafios y con la posible adicién
de un tren de ondas sin forma permanente; (b) se forma exclusivamente un tren de ondas
de forma no permanente del tipo mencionado. Al tren de ondas sin forma permanente, con
‘una amplitud que a menudo decae a cero, se le conoce como radiacién. El comportamiento
de tipo: (b) ocuire muchas veces cuando la condicién inicial no tiene suficiente masa para
formar una onda viajera y resulta solamente el otro tipo de comportamiento. En la simu-
lacién numérica se verd, a partir del tiempo cero, que se forman un cierto niimero de ondas

u(x, t) = —;—éc(:}i"’
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viajeras del tipo (2.3), o tal vez ninguna, mds una parte comphcada, a. menudo oscxlatorla,
que decae y que es la radiacién mencionada.

La radiacién de una ecuacién de onda no lineal es extremadamente dlfxcﬂ de estudlar Y
tomar en cuenta, pero para nuestras consideraciones futuras, serd necesario conocer.aquella
regién en el espacio, ya sea en dos o tres dimensiones, donde la radiacién cedida por la onda
principal se acumula. Veremos que es posible hacer esto mediante un andlisis de la versién
linealizada de la ecuacién ZK, suponiendo que la radiacién posee una amplitud pequena Y
consecuentemente la no linealidad contribuye poco a su evolucidn. R

La versidn linealizada de ZK en dos dimensiones es

Ut + Ugzz + Uzyy = 0.

para. t:xempos grandes.
c10nar1a, el cual se expllca ahora d

Percatamos‘tademﬁpys e :ue llas; onvasfdbhde, ocurren oscilaciones répidas en k contribuyen
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pocoala mtegral .Esto se debe a que en la. suma, de esas ‘dreas ocurre una, cancelacmn entre las
partes por arriba del" ‘ejey aquellas por ‘debajo deél. Concluxmos entonces que la mayor parte
de la contribucién a H(z, t) se sitia en la zona cercana a un cierto kg donde (pk(:z, t; ko) = 0.
Usando esto y desarrolla.ndo en Taylor alrededor de ko obtenemos la aprommamon

‘}I(z,t) g'-»_/'- h(ko) 1(‘P(ko)+‘PL(ko)(’¢ ko)+2¢kk(ko>(k ko)z)dk

), ademas, se usé splamente el prxmer termmo
a relacién (ko) =. ’(ko)t = O 108 da .

Se omitid escribir la dependenc1a de <p en :z: 'y,v
de la serie para h(k) y hasta el tercero para’ @
la expresién para H(:z t)

)dk = h(ko) "(: e 1(k01—w(ko)t—1r/4)

H(.’I:, t) ~ / h(ko)e;(koz—w(k

La ecuacmn T = w'(ko)t nos prop01c10na un numero de onda1 dependiente de la posicién
y del tiempo ko(z,t) = K(z/t). Parala frecuencxa. tendremos algo andlogo ya que w(kq)
depende a su vez de estas cantidades a través de ko(z,t) = K(z/t). De ello se desprende
que H(z,t) es un paquete de ondas con niimero de onda y frecuencia que varfan de punto a
punto y de un instante a otro. Para complicar atin mads las cosas, la amplitud del paquete,
la cantidad h(kg) w,,"(’lfo)tei(k°"”(k°)“"/“), es también funcién de la posicién y del tiempo.

Por otro lado, la relacién z/t = w'(kp) tiene una interpretacién mucho mas fundamental.
De la forma funcional de ko(z,t), que es ky = K(z/t), vemos que tiene un valor constante
sobre los rayos que pasan por el origen £ = ct, con ¢ constante. De esta manera, un observador
que se mueve sobre uno de estos rayos y que se fija solamente en los puntos z = ct verd una
onda con el nimero de onda ky = K(c) y la frecuencia fija w(X(¢)) pero con amplitud
variable. Para dicho observador, la onda avanza a velocidad ¢ (que es su misma velocidad)
con un numero de onda y frecuencia constantes. Para un segundo observador moviéndose a
velocidad ¢’ sobre un rayo x = ¢t, ocurrird algo similar pero él observard siempre el nimero
de onda ko = K(¢') y la frecuencia w(K(c')). Por otro lado, un observador que no se mueve
con algin rayo z = ct, serd testigo de una onda que avanza con niimero de onda, frecuencm .
y amplitud que varian en cada punto yen cada 1nstante

A la cantidad «'(ko) se le llama la vels d de grupo correspondiente al nimero de onda;
ko y por lo antes mencionado, es la velomdada lé. que avanzan las ondas con ese numero de:,
onda y frecuencia w(kq). ‘ o ‘ 2

Retomamos ahora el caso de. ZK extendxendo lo anterior a dos dimensiones. En ese ¢aso,
la fase es

&) + Iy — wik, Dt

!'Suponiendo que la solucién es dnica’y qi{ M(kd)’# 0 :




: De esto se obtlene un nnportante resultado la. velomdad de grupo en direccién z, wyg, es
siempre negativa sin’importar los valores de &k y [. "Esto nos indica que la radiacién cedida
por la onda principal al avanzar en d1recc1on z se queda atras, lo cual simplificara varias
consideraciones posteriores. :

Los: puntos de fase estacionaria estan dados por

(pk—x—f+(3k2+12)t -]:sot—y+2klt_0

Esto tiene una mterpretac:lon analoga a la de u d1mens10n Tenemos dos ecuaciones de
a;estas las llamamos kg y lp, de igual
se obtlenen dos familias de curvas con

uno se. mueve con estas parabolas observara
‘ sxempre el niimero de’onda. mbién una familia de pardbolas con pardmetro ! que
~ se encuentra de igual forma,'; : ;como lo y se mueve con ellas, se observara siempre
el'nimero de onda /y en d1recc10n y. De forma inversa, al obtener kg y lg como funciones de
(z,v, t), tendremos para cada P 1t del espacio y para cada tiempo un vector de nimero de
onda (ko, ). .

Ahora surge la pregunta Jen- verdad tenemos un vector de nimero de onda para cada
punto de R2? Esto es equlvalente a preguntarse si la familia uniparamétrica de pardbolas
cubre todo el espacio o no. Esto lo podemos resolver considerando la envolvente de dicha
familia de curvas. Del Cdlculo sabemos que si tenemos una familia de curvas con pardmetro
k dada por @i (z,y,t; k) = 0, entonces la envolvente se obtiene al resolver simultdneamente
las ecuaciones

“como el parametro Como

“ok(zy, k) =0, wre(z,y, 1 k) = 0.

De la segunda de ellas, se obtxene k4 IzLjf o bien k% = 2\“ Al usar esto en la primera,
tenemos v : ST -

o-gxVEy=0,
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Fig. 2. 7 Enyplventes y‘ algunos miembros de la famxha de parabolas con .f =t= L y’diye;jsbs :
' valoxes de koot : o Lo

empo sin

Las envolventes y algunos elemento de 1a mxlla de parabolas se; muest;ran en la- F1g :2.7..
Vemos entonces que las pardbolas’ est;an conﬁnadas ala regién entre las rectas —T(a: 6) <

y < 2 Z(z =€), con z < & de ello se- d duce- que las pardbolas no cubren todo R?® y.por
ello, los puntos por los cuales no'pasa nmguna parabola no poseen.nimeros: de ondaenzy
y dados por ko(z,y,t) ¥ lo(z,y,t) respectlvamente $Qué nos indica esto‘7 Nos dice que en
esa region no hay transporte de ondas; el ‘paquete -‘de ondas ‘de: la: radlacmn est:a conﬁnado ;
a la regién antes mencionada entre-las: envolventes, en el hmlte en’‘que: la’ a.mplltud de las§ .
soluciones de la ecuacién ZK tlenden a/cero. g SR S :
En tres dimensiones la 51tuac:1on es completamente analoga En ‘ese caso la ecuacxon ZK;
linealizada es RS G

Lo que nos porporciona la. relacwn
solucién del tipo e‘("(I 5)““3/"‘""
partu de , ; ,

P =T — { + (3Is:2 F'2kmt = 0. (2.6)
La velomdad de grupo iene componentes (wk , W' wm)t

3K2 42 +'m? | 2k, 2km),
nuevamente la componente en z es siempre negativa.” N
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como era de enerallzar las rectas E.:i: \/— 3y = O a tres dimensiones. Podemos
ahora pensar enla: F1 22,7 como el cort;e‘,(en el :plano z.= 0.de la superficie cénica envolvente
y la-familia de parabolmdes con paramet ok S "muestra también la Fig. 2.8 para una mejor
visualizacién. i+ 1 R

Flnalmente, como demostramén de esta.s 1deas, mostramos una simulacién numérica de
la ecuacién ZK en’'la forma : :

ut+6uu$ + ﬁ;m + Ugyy =0

y con condicién inicial u(:z:, v, ) = 0.5¢~005((z—40)"+") 3] tiempo ¢ = 10. La simulacién

numérica y la grafica fue realizada por el doctor N. F. Smyth y gentilmente proporcionada,
ver Fig. 2.9. En esa grafica puede verse el avance de una onda acampanada, la llamada onda
principal, y también la radiacién. cedida por ella. Es claro que la radiacién tiene amplitud
bastante menor que la onda prmmpal, puede verse también que se encuentra confinada en una
regién con forma de cufia detrds de ella. Esta regién es la que se ha calculado anteriormente,
en el limite en que la amplitud de la radiacién tiende a cero.
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*kp4afout. dag"

Fig. 2.9: Solucién numérica de la condicién inicial ug(z,y,0) = 0.5e0-05((z=40)*+v*) después
de 15 unidades de tiempo. Cortesia del doctor N.F Smyth.

2.3- Evolucién de una onda localizada gobernada por la
~ ecuacién Zakharov-Kuznetsov

2.3.1 Las leyes de conservacién de la ecuacidén
ZK

Las leyes de conservacién juegan un papel de extrema importancia en el estudio de ecua-
ciones que dan lugar a comportamiento del tipo de ondas solitarias. Para entender los
resultados numéricos vistos en la Seccién 2.1, usaremos estas leyes de conservacién en el
presente trabajo, lo que permitird encontrar una aproximacién a la evolucién de una onda
inicialmente localizada y con forma de campana, la llamada estructura coherente. De ma-
nera mas especifica, estas leyes de conservacién nos dardn una aproximacién a la evolucién
de las funciones del tnempo a(t), ;c,(t y &(t), las cuales modulan la evolucién de la estructra
coherente. ,

Para nuestros primeros propésitos,’ basta considerar el caso de dos dimensiones y pensar
que la funcién u que. satlsface la ecuacién ZK no depende de z, esto es u = u(z, y, t), donde
U satlsface :

Wiy + Ugzz + Uzyy = 0. (2.7)
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La conservacnon de masa

onda::De la Mecénica saberh‘osﬁue
omo’la masa del sistema multiplicada por °
podemos escribir al momento del sistema

udzdy, ’ (2.10)

donde X y Y son las coordenadas del centro demasay X = d"t' . Asuvez, X yY estidn
dadas por "y-’ ) , :

1 ff° [ zudzdy v — I2 T2, yudedy
oo [0 udzdy I 2 udady

*En el caso de ondas iénicas acisticas podria ser més adecuado decir la conservacién del nimero total de
iones.

3Siu no depende de z, no es posible integrar con respecto a ella en todo el intervalo ya que no se obtendria
algo finito. La extensién para M al caso de variaciones en tres dimensiones es inmediata, siempre y cuando
u decaiga también a lo largo de la tercera direccién.

X =
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; ff;f_oo zudrdy

I




por lo que la expresién integral para la conservacién de momento es

d 2
/ / u d.’LdJ 0. ( )

2.3.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Resolver un problema de condiciones iniciales para ecuaciones de onda no lineales que ad-
miten solitones es una tarca formidable. De la teorfa de ondas solitarias, es bien sabido que
si se tiene una condicién inicial que coincide exactamente con la onda solitaria de la ecuacién
en estudio, entonces la solucién para todo tiempo serd justamente una onda solitaria. Si se
tiene un perfil inicial que no coincide con la onda solitaria, entonces es posible que el perfil
inicial se divida en varios solitones, mds una componente radiativa; esto es, un tren de ondas
de menor amphtud sin forma permanente. Se pueden ver mds detalles de las 1deas anteriores
en (8], [9], [23] 6 [27].

En la presente seccién, motivados por los resultados numéricos, se construye una solucién
aproximada a la ecuacién ZK que se compone de dos partes: una parte con’ estructura
localizada la cual se representa por una funcién uo{z, ¥, t) y que llamaremos la onda principal;
mas una segunda parte que representa la radiacién desprendida por la onda princip’aly que
se representa por una funcién u,(z,y,t). Supondremos ademds que la condicién inicial: para
u(z,y, t) es justamente uo(z,y, 0), por lo que al inicio no hay radiacién. A la ondra prmcxpal :
le impondremos una forma Gaussiana, centrada en un punto £(t) sobre el eje z, con una
amplitud a(t) y con una razén de decaimiento espacial (t), ver ecuacién (2. 14) De esta
manera, la evolucién de la onda principal se determina por las tres funciones a(t); x(t)'y §(t)
es decir, estas tres funciones modulan la evolucién de uo(z,y,t), o bien sed dice que ug(z, y,t)
es una solucién modulada o modulacional. A partir de las leyes de conservacién estudiadas
en la seccién 2.3.1 se obtiene un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias para las
funciones a(t), x(t} y £(t) que por lo tanto describen de manera aproximada la evolucién de
la onda principal ug(z, y,t). Como un primer caso, encontraremos un sistema de ecuaciones
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que describen ld. evoluc1on de la onda prmmpal ignorando por completo la radlacmn, en este
caso se supone que la amplitud de la radiacién es lo suficientemente pequefia como para
despreciarla. Después de ello, estudiaremos el caso en que la radiacién no es completamente
despreciable y encontraremos asi un sistema de ecuaciones que describen a la onda prmcxpal
afadiendo una correccién debido al efecto de la radiacién.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién

Pxoponemos entonces como solucmn de la ecuacxon ZK

Do + uum + Uggy + Ugyy = 0,

u{)(.fzj,v,y,-t),+ ul(:l:,‘y, t), con ug dada por

a ly_zi."ﬁméivo'nk u(z,y;t)
',uoi(‘zA,"y',' t) = a(i)e—n(t)((z—e(t))%y’); ' o 1(2.~14)‘

es decir'la onda principal tiene un perfil Gaussiano y ademds se propaga en la direccién .

En el caso de una solucién de tipo solitén, hemos visto que la onda conserva su forma, por.
lo ‘que su amplitud, velocidad y ancho son constantes. En nuestro caso, no se tendrd una

onda solitaria por lo que las funciones del tiempo a(t), k(t) y £(¢) toman en cuenta que la

onda principal puede deformarse cambiando las cantidades mencionadas antes. Llamaremos

V(t) = € a la velocidad de la onda principal y por lo antes mencionado es también funcién

del tiempo. Por supuesto que serd indispensable restringirnos al caso x > 0, de manera.
que se tengan soluciones aceptables fisicamente. El sistema de ecuaciones que se obtendrd

a partir de las leyes de conservacién serd justamente un sistema para a(t), x(t) y £(%), la

solucidn. de dicho sistema nos dird entonces cémo evoluciona la onda coherente uo(z,y,t).

Encontramos ahora la primera de las ecuaciones ordinarias que modelan:la evolucidn de ug,

esto lo haremos utilizando la conservacién de la masa, ecuacién~(2.9)‘.’

. Ecuacxon correspondiente a la conservacién de la masa’
Hemos visto ya que la radiacién desprendida por la onda p11n01pal se. encuentra confinada
en la regidén entre las cdusticas -1 (1, 8 <y< —7=(:1: -&flyz< §, a la que llamamos
I"(t). Con esta nomenclatura, la reglon ['(t) es aquella regién mévil en. donde la radiacién
es completamente despreciable. Esta regién se muestra en la Fig 2.1 e
Para obtener la ecuacién deseada seguimos el desarrollo de [24]
la'masa de la onda en la regién I'(¢) y tomamos en cuenta qu

ZK
/ / ud:z:dy gt
\/_./ . )

i),
— udzdy
@t Jey " v

S el camblo de,_




68 CAPITULO 2. 'SOLUGIONES MODULACIONALES EN DOS DIMENSIONES

donde la parldad de up con respecto a ¥ nos ayuda a mmphﬁcar Ia expresuS que representa
el cambio de masa en la regién de integracién. El resultado de arriba nos propormonara la
ecuaci6n diferencial ordinaria deseada para los pardmetros a(t), k() 'y € (t) ‘una vez que se
evaliien las integrales de arriba. Hacemos eso en este momento; evaluando cada una de las
integrales de arriba y tomando en cuenta que ug y sus derivadas se: a.nulan ‘al‘infinito.
Comenzamos con la masa total en la regién I'(t), utxllzando coordenadas polares planas '

/ uoda:dy = 2/ / updzdy = 2/ / —'N((z-E)’ﬂ/*)dmdy
r(e) V3y \/_y L
51r/6
—2/ / ’ "‘(’ +”2)d:z:'dy-- 2a/ /
' \/-y o '

107raF(1) 57ra o

6 K 2 ) K, .
donde se usé la expresién pala la funcxon gamma iI'(s) = f°° zzs‘le"z dz, y F(l) = 1. El
resultado de arriba se hubiera I)OdldO obtener de manera m4s sencilla si notamos que la masa
total de la onda es T2 y por lo tanto la masa en la regién I'(¢) es Smelemente 10—"& % del
total. : '
La siguiente mtegral requerlda es mmedlata

b R e l"(1/2) Ca w2 71'1/2 a
dy= | .—~(3y gy = 2 : Te .
_/0‘ uolf—ﬁy‘:y,‘ /0‘ ae Y /'_4& 2 2,61/2 T T :4 Kl/2
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v d:z:dy .

Si usamos ahora uo,z (4(m2(:1, - 5)2 = 2an) e'”(("' 5) +” ) y uow (4cm y = 20.;{,) e~ ((==0%+u*)

se obt.lene BRI

o bien,

'6 dtn 4/2 k1/2 o eljz T AR e ' (2.16):‘

Esta es la primera ecuacién diferencial ordinaria que involucra a a(t), K,(t) y E(t) (f V(t))
Proseguimos ahora a considerar la conservacién del momento. Sl :
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e Ecuacidn correspondiente a la conservacién del momento S

Consideramos la conservacién del momento, ecuacién (2. 13) Como la’ amphtud de u, es
pequeiia, tomaremos a u? como despreciable con respecto a u? en todo el: plano R2. Adi-
cionalmente, up es de magnitud despreciable en aquella regién donde u; no lo es'y viceversa,
de esto resulta que wgu; pueda despreciarse en todo el plano. De esta manera, ¢l momento
se puede tomar como

P= —uzdmdy ~/ —uoda:dJ

Rﬂ

La ecuacién P =0 queda asi

Nuevamente despreciando a u}'y u
cambio de la cantidad de arriba

/“'/?‘“'ziz;;é‘;@;,’;_ ™ [ (B s = B 228+ o]
. '—09 —o0 dt2o - —o0 J —c0 3 0 0%0zz 2 0z 2 Oy . A\UoUozy )y Y.




2.3. EVOLUCION.DE UNA ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION ZK . 71

(0] blen

dx
-0

después de integrar por partes y tomar en cuenta, ‘que
Evaluando cada una de las integrales de arnba,
al momento en z del momento :

/ / xlugda;dy=/ /
o2 oo
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T2 T2

donde ag ; a(O) y analogamente para n(t) Hemos'llamado _a. x la razér 1:de decalmlento;
espacial, nombre que se “entiende al razona
torna més’ angosta entonces vemos que . K1

Escrlblendo a la ‘anterior ecuac1on como




2.3, L‘VOLUCION DD UNA ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION ZK .73

vernos que k! es mvelsamente ropmcmnal al cuadrado dela amplltud de la onda En otras

palablas si la amphtud de Ia

(2.21)

57r1/2 d a:
6 _.dt(_f.

es decir - e T

(2.22) ,

572 d a 57242 d 1 57r1/2 a2 @

6 dtx 6 fcodta 6 Koa?

o bien, sxmphﬁcando un poco

“ (2123)

| "<2-2,4>

—-—177 > 0. Notese que no es
adecuado mclulr a los factores de ag ¥ ko en las, cons t o ;y v, ya que las condiciones
1n1c1ales de a(t) ¥y h:(t) tienen gran influencia en ‘la 10n_dé la onda principal. Debido
a ello, para cada pareja de condiciones 1nc1ales dlstlntas, Go. y K,o, tendremos en realidad

1ntroduc1endo las constantes b= g37m (% - Fl/'i) , ,b
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a . B Ke

N CY - STV ;

Fig. 2.11: Dependencia del punto de equlllbrlo aeq con Qo y. I‘&g En (a) se muestra aeq ‘como
funcién de ag, para, Ko > 0. Igualmente, en. (b) se mu st;la aeq‘ como func10n de: no, para
ag > 0. :

P

una ecuacion dlferenc1al diferente, no en la estructura. qu posee’pero;si.en’ sus parametros
libres. La ecuacién (2.24) tiene las soluc1ones estacmnarla a’ : E—Q =~ 0. 04544-—0-
Tomando condiciones iniciales distintas para a(t) y (%), la soluc1on de equlhbno a= E—Q es
distinta para cada pareja de valores m1c1ales y por lo tanto no- tendremos curvas solumon que
converjan todas a un mismo valor E_g. Dicho de otra forma, cada curva tenders a un valor

-de equlhbrlo dlstmto ‘De (2:24), se deduce qué ocurre un cambio de concavidad al llegar a

T‘Eﬁ pe€ro no- toda.s las curvas solucién efectian dlcho camblo, como veremos mds adelante.

Hacemos un anallsls més detallado de las SOIucmnes que, resultan de (2.24). Escribimos
dicha ecuacién como

o872 2
a;; o (Eﬁg_a> @ e (2.28)

lo cual facilita el ana1151s _De la. expresxon de a.mba se observa d e la. solucidén
de equilibrio no t;nvxal (a F 0), Qo = ‘5;‘1, crece: cuadratlca ‘dlsmlnuye
inversamente con kg, tal como se muestra en Ta Fig. 2.11. Exxste un punto especml que tiene

el efecto de que la amphtud permanece constante siempre; es “decir, el punto de equilibrio y

la condicién 1n1c1al comc1den a éste lo llamamos a* y se determina cuando E—Q = ap, 0 bien

si ap = a* = Zko.
n

Una vez visto lo antenor, identificamos tres comportamxentos p051bles para las solucmnes

de (2.24): (a) el primer tipo de comportamiento consta de soluciones siempre crecientes y

que tienden asintc’)ticamente al punto de equilibrio @eq = No, ésto ocurre cuando a(0) > 0, o
bien si p—v%} a.(O) —vg2 > 0. El caso (b) sée compone de soluciones siempre decrecientes

¥ que asmtotlcamente se aproximan. a Geq == ‘5;0- Este caso ocurre si a(0) < 0, o bien si
H= u—g < 0. El tltimo caso, (c), es el caso especial en que @(0) = 0. De la ecuacién diferencial
(2.24) se llega a que @ = 0, lo cual ocurre si.ag = a* que es'equivalente a pu — vee =0. Ahora

la onda’ pnnc1pal viaja de manera que preserva su forma Ver F‘lg 2.12.
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fa) ‘ L (a ') (&) . L /c)‘

Fig. 2. 12 Tlpos de comportamlento p081bles para las soluciones de (2 24) El caso (a) se
(11v1de en dos aquellas soluciones que tlenen camblo de concav1dad ' aquellas que no. -

ades, el de aquellas

Es 1mportante mencionar que en el caso; (a) tene I
ara. ver. esto calculamos

» solucxones que efectien un cambio de concavxdad y:aquéllas que no.
i a partir de (2.24)

' Los puntos a=0ya= ‘——“— no representan camblos de concavidad ya que son ambos puntos

de equilibrio. En camblo como se mencioné antes, el punto a'= Z%EQ' sf marca un: cambloﬂ
de concavidad de las soluc1ones Debido a que estd por debajo del punto de: equlhbrxo, en’
el caso (a) la condicién inicial puede ser de dos tipos: o bien se encuentra por; debaJo del
punto de cambio de concavidad o por arriba de él. En el primer caso tendremos:un; amblo;
de concavidad, mientras que en el segundo no habra tal. :
Podria ahora preguntarse cémo son las soluciones de (2.24) si ﬁjamos a no
equivalente a preguntarse: si tenemos a ko fija y resolvemos a (2.24) numencamente para.v
varias condiciones iniciales distintas, graficindolas todas juntas, ¢,que clas de: curvas .se-,
obtienen? Podemos entender lo que ocurre en esta situacién con lo que] -
simplemente profundizando un poco en el anilisis. o a
.Lo primero es entender las condiciones bajo las cuales a(t) crece ) decrece Est;o se

, fhace mds - sencillamente a partir de (2.25), notando que el factor (E—‘l - a) ent =0, ie.,

VKO
negatlvo entre 0 < aqg < £ no, por 1o que tendremos soluciones decrecientes. En cambio para
* Yy < ay, dicho factor es p051t1v0 y las soluciones son por lo tanto crecientes. Visualizando
{as soluciones en la Fig. 2.13, en el primero caso, la amplitud de la onda parte de la recta
‘a'=_ag y se mueve verticilmente hacia abaJo hasta alcanzar la paridbola a = E—'l en un
v tlempo infinito. "En el segundo‘caso, para /s:o < ag, la amphtud se mueve vertlcalmente

L ao) es qmen determma esto Sl observamos la Fig. 2.13 vemos que este factor es

hacia arriba e igualmente se aproxima a la. pardbola a = ff;g asintdticamente. De esta
manera, la recta vertical ag = ﬁfﬁ‘,o separa a_ las soluciones decrecientes de las crecientes.
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ag
Ko

- Fig: 2.13: Grifica de las funciones’dg junto con £22 y g{f

Consxderamos ahora la: concav1dad de’ las solucmnes Sabemos ya que el ca.mblo de

concav1dad se- ‘da’ en-a  '= E’EE%’ funcmn' que’se’ muestra tamblen en la Fig. 2.13. De esa

ﬁgura conclmmos de’ inmediato que las curvas que inician entre 0 < ag < E"”O o-entre

ZKo < ag <8 #no no tienen un cambio de concavidad ya que en la evolucién vertical de-

a(t) se llega antes al punto de equilibrio que al cambio de concavidad. Por otro lado, si la
Av

amplitud inicia en 3.0 < ag, entonces al moverse verticalemente la amplitud en la Fig. 2.13
pasard por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la curva que marca el punto
de equilibrio: tendremos en este caso un cambio de concavidad.

Con el conocimiento recién adquirido, podemos construir graficas de las soluciones. En la
Fig. 2.14 se muestran las soluciones de manera esquemadtica, tomando a £9 como constante.
Tenemos el punto especial a* = ﬁ.‘co, si la condicién inicial es justo ésta, entonces la amplitud
permanece constante. La recta horizontal g—ﬁfco separa a las curvas que tienen cambio de
concavidad de aquéllas en las que no ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto
llevan a cabo un cambio de concavidad, como se dedujo en el anilisis previo. Se observa
también cémo cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por a.q = ’i—& Ademais
de la figura antes explicada, usando Mathematica se realiza una gréifica donde se muestran
soluciones numéricas para a(t) y diversas condiciones iniciales, ver Fig. 2.15.

También es pos1ble estudiar la ev luc1on de. a(t) desde otro punto de vista, varlando a

ko. Escogemos & L—‘l =1de manera que /co (—3- - v) a? y variamos ag. En la Flg 2.18 se

muestran solumones con distintas cond1c1ones iniciales escogiendo a kg de esta manera.
Nuestro sistema de ecuaciones que aproxima? la evolucién de la onda principal uo(z,y, t)
por lo tanto predice que toda onda con | la forma propuesta para 1o tendra una amplitud que

4Es importante recordar que esta es una. aproxxmacxén que ignora a la radiacién, la consideracién de ésta
llevard a resultados muy distintos.” -
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£

i

Fig. 2.14: Foxma, esquematlca de las soluciones de (2 24) El punto Kto es: ‘el punto de eqm- R o
librio: mlcntras que K)o es el punto que separa las curvas’ que tlenen cambio de concavidad'

de aquéllas en las que no ocurre, todas las solucmnes por arrlba de dlcho punto llevan a ca.bo,ﬁ'
un cambio’ de’ concav1dad : :

,'v10 15, 20 25, 35 y 40, para dos escalas de: tlempof‘dlstmtas, lo que permite
aprec1ar ‘la. razon de cambio de las dxferentes soluci . La’ lmea punteada de abajo repre-
senta la solucwn estacxonana #ICQ = Y o mlentra.s qlie la segunda exi —#no = 4—": representa el
camblo de comportamiento entre soluciones que tlenen un camblo de concavidad y aquéllas

que no lo tienen.
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Fig. 2.16: Usando las mismas condiciones iniciales que en la Fig. 2.15, mostramos la evolucién

_de las ondas Gaussianas que disminuyen su amplitud después de un tiempo infinito. La’
primera figura de cada pareja representa la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones
iniciales ap =10,15 y 20. La segunda figura de cada pareja representa la evolucién de cada
onda después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande.
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Fig. 2.17: Usando las mismas condiciones iniciales que en la Fig. 2.15, mostramos la evolucmnf.;
‘de las ondas Gaussianas que aumentan su amplitud después de un tiempo infinito. La primera
figura de cada pareja representa la onda solitaria al tiempo cero, con condiciones iniciales
ap =25,35 y 40. La segunda figura de cada pareja representa la evolucién de cada onda
después de llegar al equilibrio, cuando transcurre un tiempo infinitamente grande.

ESTA TESISNO SALE
DE LA BIBLIOTEC A
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Fig. 2.18: Soluciones de’ (2 24) para las cond1c1ones mxcxales ap = .0.3,0.5, 0 8, 1. 5 2y 2.5,

escogiendo ko = (2 - ﬁ) ‘ao en‘cada caso y en dos escalas de tiempo distintas, para apreciar

9
‘,El escoger a'Kg:de’ esta manera tiene el efecto de que el

la razén de cambio de! cada‘ Cury
punto de equ1hbr10 sea el mlsm para todas las curvas.’

se aprO\imara’L a Qeq = 5%% 0 04544—‘l y una razon de decalmlento espac1al que tienda a

Keq = Ef—o- = 0. 002065—a de manera que Keq = Eaeq As1 mismo, la veloc1dad tendera al valor

constante Veq = 4 (52 — Keq) = 44 (5 — &) 2 %y (-72: - é—) (g— 4\/-) ~ 0. 01193—9- la
‘onda ug adoptard por ello un comportamxento de tipo solitén® sin 1mp0rtar las cond1c1ones
iniciales. Es interesante notar que los tres valores de equilibrio, @eq, Keq ¥ Veq, SON todos
proporcionales a la cantidad a3/ro. '
Usando a (2.23), podemos escnblr tamblen la ecuac1én que obedece «(t). Est;a es - - :

sl

o 12" .
4v2)

(224 'p’ddemosescribiraf (226) como

5No se le puede llamar solitén proplamente, ya: que,falta adn-ver;qué pasa despues de la interacién con
otra onda similar, es necesario que cada onda conserve 'su identidad: durante un’ choque Solamente se hace
notar que la onda principal adqulere una forma y veloc1dad que no amblan, tal como ocurre con las ondas
solitarias. : Al




De lo antenor vemos quc si @ = ag'entonces necesariamente t = 0 mlentras que sia—
E—O- entonces ¢ —) oo; sin 1mportar 'las‘ condiciones: iniciales, la’ amphtud smmpre tiende

ka. la, cantidad £22 . De esto. podemos obtener también una soluc1on 1mp11c1ta pa.ra K(t).

Sustltuyendo a= ¢zofc1/2/'co/2 tenemos

: K x1/2 &
3/2 /2. 1/2 L - vt — i
.gco/ vk mo/ v fco/ 1 ag (no S | ) &31/2 Vg o i = Hoag
= —— ] —— e ——— —_— e — —_— i il Bt
3 oyl 2 : PR B . 3/2 1/2
2a3p® ko aou® \agr/2 - ap ). 2,.;1/2“ ajk i aj ao,u R n/ ag — p3 Q/

Notamos que no es facil obtener mformacmn a partu de dlchas soluc1ones Para. entender el’

aquél que corresponde al caso en que. o~ ‘5;%

Esperamos que cuando a esté cerca de

a = ’-‘--—‘1 podemos escribir

1/2
. 3"70/
a=a"——{pu-—
Qg R

y entonces’



en Taylor de la ecuacwn dlferenmal se Justlﬁda.
Sl la cantlda,d 3,2 es grande el decaxmlento' dadc

cambio, en el caso a = E—Q como:

V2R 5l o
’-Tlargo = ("'

piag .,6 -\

0, de’'manera

De esto.se's

1477
d'.ﬂl/2 |0045 ao - KJQI '

Se verxﬁca entonces que para ap.y fco que sean O(l), co
y Tiargo




2.3. EVOLUCT ON : DE%;_UNA‘& ONDA GOBERNADA POR LA ECUACION ZK 83
Resultados Numerlcos I

Si uno resuelve numéricamente la ecuacién ZK con una condicién inicial Gaussiana del tipo
ape e—ro((E—€0)*+§?) (siendo constantes las cantidades con subindice cero) para casi cualquiera de
éstas se verd que la onda cambia bruscamente de tamafio, ya sea creciendo en amplitud o bien
cl caso contrario. En el andlisis precedente hemos obtenido que esto es justamente lo esperado
excepto cuando la condicién inicial es cercana a la cantidad a*, en cuyo caso el valor de
equilibrio es cercano al inicial y entonces el cambio no es tan brusco. Tenemos que a¢* = —/co =
22.004 k0, de manera que si se desea que una onda con perfil inicial Gaussiano evoluc1one de
manera lenta al ser gobernada por ZK, debemos pedir ag = 22kp. Esto representa una onda
Gaussiana con proporciones muy dispares y dificulta la resolucién numérica de la ecuacién.
Es por ello que para estos propésitos conviene cambiar de escala en la ecuacién ZK y escr_ibirla
como ) o

’ ut+5uuz+u,“+uzw—0

Con’esta modlﬁcacmn la. ecuac1on paxa a(t) queda




lo cual provee (le una escala‘mas 51
de la ecuacién,. que ahora se discut
La. ecuamén ZK '_n la form

: + Uszo + Usyy =0

fuc resuelta numerlcamente por el doctor N. F. Smyth, quien proporcmno los dat;os numerlcos
para su estudio. Utlllzo una cond1c1on inical Gaussiana del tipo menmonado con ay =05y
ko = 0.05, siguié su evolucién en el intervalo de tiempo entre ¢ = 0y ¢ = 15. De hecho, los
puntos en el intervalo temporal entre 14 y 15 se deshechan, debido a que las condiciones de
frontera (a distancia finita) que se usan por simplicidad en la solucién numérica empiezan a
mostrar sus efectos y producen oscilaciones a partir de ese punto. El fenédmeno que se desea
entender no tiene fronteras finitas y por ello esos puntos son indeseables. Es posible hallar
la amplitud de la onda a partir de esta solucién y este serd nuestro principal indicador para
comparar con el sistema de ecuaciones obtenido. Igualmente, el doctor N. F. Smyth también
resolvié numéricamente con a¢p = 1 y K3 = 0.05 aunque en este caso la onda inicial tiene
demasiada masa y eso produce problemas que serdn evidentes en un momento mds.

Comparamos ahora el resultado arrojado por esta solucién numérica con la que se obtiene
de resolver (2.28) (con 6 = 6) mediante Mathematica tomando ag = 0.5y ko = 0.05 en ambos
casos. Se muestra una grafica de la solucién numérica de ZK sobrepuesta a una solucién
numeérica de nuestia ecuacién para la amplitud. Ver Fig. 2.19. La anterior comparacién es
suficiente para hacer notar que el ajuste no es bueno; en el segundo caso, ag = 1 y ko = 0.05
la compalacién no se muestra y de hecho la diferencia es mayor ain.

De dicha figura se observa que no hay una buena comparacién: la solucién para a(t)
brindada por el sistema de ecuaciones crece demasiado lenta comparada con la.solucién
numérica hallada directamente de la ecuacién ZK. Para notar esto se muestra la evolucién
de ambas soluciones en dos escalas de tiempo distintas. Debe recordarse que la solucién
numérica de ZK se hace en un intervalo de tiempo entre 0 y 14 por lo que en la grifica de la
derecha de la Fig. 2.19 no se continda esta solucién mas alld del intervalo de solucién. Sin
embargo, para un tiempo ¢ =~ 14 la solucién numeérica ha llegado esencialmente al equilibrio
y puede suponerse que permanezca ahi para tiempos mayores. La comparacién entre puntos
de equilibrio no es tan mala, para la solucién numérica estd en 1.28, mientras que el sistema
de ecuaciones ordinarias produce un punto de equilibrio aeq. = 1.36;. es decir, se tiene un
error de 0.08.

Mostramos ahora otro tipo de gréficas de la solucién numérica de ZK todas ellas pro-
porcionadas por el doctor N. F. Smyth. En la Fig. 2.20 se muestra la condicién inicial de
la simulacién numérica, i.e. ug(z,y,0) = 0.5e~095(==40’+v*) ‘mientras que en la Fig. 2.21 se
muestra el resultado de la simulacién numérica en t = 15. Nétese la radiacién cedida por
la onda principal, la cual se encuentra en: una reglon aparentemente triangular detrds de la
misma y tiene una amplitud bastante menor
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£

) con la solucién
de las’ leyes de conservacién,

a (;ac_ia curva.

Enla Flg 2 22 se muestran cortes en el plano Y = 0 de la soluc1on numérica a los tiempos
t=0Yyt="15 donde se aprecia claramente el avance de la onda p11n01pa1 después de ese
v perlodo de tiempo. En esta gréifica resulta mas sencillo notar la diferencia de amplitud entre
la radiacién y la onda principal, aunque la amplitud médxima de la radlamén no estd en el
plano y = 0, como se observa en la Fig. 2.21.

Mostramos ahora un conjunto de gréficas correspondientes a una condicién inicial Gau-
ssiana con amplitud distinta. Esta vez se simula numéricamente arrancando con uy(z,y,0) =
e~0-05((z-40)*+4") " o5 decir, una onda con el doble de amplitud y misma xo. En la Fig. 2.23
se muestra la condicién inicial, mientras que en la Fig. 2.24 se muestra la evolucién después
de 10 unidades de tiempo. En esta tiltima figura es posible observar que la amplitud de la
radiacién es mucho mayor esta vez y de hecho aparentemente se forman ondas principales
secundarias, las cuales podrian adquirir una forma permanente. Finalmente, en la Fig. 2.25
se muestra un corte en el plano y = 0 de este caso, mostrando tanto el corte en ¢ = 0 como
aquél en ¢t = 10; aqui nuevamente es mas sencillo apreciar el avance de la onda, asi como la
comparacién entre la amplitud (otra vez, la amplitud méxima de la radiacién no se sitiia en
el plano y = 0) de la radiacién y la onda principal, teniendo esta tiltima apenas unas tres
veces la altura de la radiacién que se observa en este corte.

Para concluir, debemos mencionar que el método de modulacién de soluciones en dos
dimensiones fue deficiente en el caso en -que se ignora la radiacién; la comparacién de la
amplitud de la solucién numérica de ZK 'y la amplitud obtenida del sistema de ecuaciones no
es favorable, aunque la diferencia en los puntos de equilibrio no es mala. La gran diferencia
hallada entre la solucién numérica y el sistema de ecuaciones ordinarias no es de sorprenderse,
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Fig. 2.20: Cdnﬂdicién'inicial de la simulacién numérica uo(z,y,0) = 0.5¢~0-05((z—40)2+y?)
Cortesia del doctor N. F. Smyth. ‘

"kp4fout.dat"

uo(z, y,0) = 0.5¢005U=-10*+*) _ Cortesfa del doctor N. F. Smyth.

Fig. 2.21: ‘Simulacién numérica después de:15 unidades de tiempo, comenzando.en . =
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ta1g =eoee -

ondlclon mlclal y también
omienza'en = O con uo(:z: y, 0) =

Fig. 2.22: Cm teeny = -0 de la sxmulacxon numeuca
el resultado” después de 15° umdades de tlempo
0. 56"0 05((“‘10)2'”/ ), Cortesm del doctor N F.Sm

000000000
CounwAIINDO~

Fig. 2.23: Condicién inicial de la simulacién numérica ug(z, y, 0) = e~ %= ‘0)2"'”2) Cortesia
del doctor N. F. Smyth.
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x 80 5y =5 40

Fig. 2.24: Simulacién numérica después de 10 unidades de tiempo, comenzando en¢ = 0 con
up(z,y,0) = e~005((==10)*+4*) " Cortesfa del doctor N. F. Smyth. ‘

as T T T T T
. =10
=0

Fig. 2.25: Corte en y = 0 de la simulacién numérica mostrando la condicién ihiciél y tféxribiqin"
el resultado después de 10 unidades de tiempo. Se comienza en ¢ = 0 con up(z,y,0) =
e~0-05((z=40)?+¥") " Cortesia del doctor N. F. Smyth. T
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ya que dicho sistema’se encontré mediante una simplificacién extrema del problema; en otras
palabras, la radiacién cedida por la onda principal es parte fundamental de su evolucién y no
es hcﬂ despreciarla. En la siguiente seccién se toma en cuenta la radiacién que se desprende
de la onda principal, lo cual nos proporcionard un nuevo sistema de ecuaciones que en
"7 principio modelard de forma mas realista la evolucién de la onda principal. ~

Sistema de ecuaciones al tomar en cuenta a la radiacién

Para obtener un sistema de ecuaciones que aproxime la evolucién de la onda coherente de
una mejor manera, es necesario tomar en cuenta a la radiacién. Nos basamos nuevamente en
las leyes de conservacidn, pero esta vez no despreciaremos a u; con respecto a up en la regién
entre.las ciusticas. Mds adelante serd necesario hacer una suposicién acerca de la forma de
u; que nos permita incorporar a la radiacién a través de la presencia de nuevos parametros
en el sistema de ecuaciones. Consideramos primero la conservacién de la masa; proseguimos

después con la conservacién del momento y finalmente con el momento en z del momento’

de la onda, siguiendo asf ¢l mismo orden que cuando se ignoré a la radiacién.

o Ecuaciones correspondientes a la conservacién de masa

Para el caso en que se incorpora el efecto de la radiacién sobre la: evolucmn de- la onda.-
principal; obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservacién de masa:: La primera”

ecuacién se obtuvo ya-antes y se basa en que sabemos que la radiacién estd conﬁnada. entre

las cdusticas. - Dicha ecuacién se obtuvo integrando‘la forma diferencial de la cdriSex"Vaé:ién o
de masa fuera:'de las caustlcas, en-la regién que antes llamamos I‘(t) desprecxando a; u1 con’

respecto a ug. - 2R .;

(2.29a)

(2.29b)

icha’ func10n en todo R2 De esta
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' aumcntq ‘ Cortgsxa e

Vemos entonces que el -incorporar:. a.lav radxacmn en la conservacmn de masa 1ntroduce un
nuevo pardmetro, la masa total de: la 1ad1a01on o :

- La radiacién cedida por la onda plmcxpal conﬁnada entre las caustlcas t;endra en geneml
una forma muy comphcada -Esto nos obhgaa aproumarla por una funcién que.pueda
manipulrse mds facilmente; en’ partlcular, ‘nos g» tarfa. poder. evaluar la masa total: M;.
Mostramos una ampliacién de la Fig.. 2. .25, donde se'observa mejor la radiacién cedlda por
la estructura coherente, ver Fig. 2.26. P : e

En esa figura se observa que hay zonas donde la radiacién forma una estructura casy

plana, lo que en este contexto se conoce como" ‘ﬂat ‘shelf’-en inglés y adoptaremos el término

de plataforma en espafiol. Por esta evidencia numerlca, se hace la suposicién de que la

radiacién se acumula formando una regién plana en su totahdad con un cierto valor distinto
de cero. Supondremos que esta estructura se forma’ Justo detris de la onda principal y

entre las cdusticas; ademds, se mueve de manera rigida:'con ella.. La evolucién de la onda,

principal tendrd el aspecto del avance de una estructura acampanada, con una estructura
plana adherida detras de ella.

Consideramos entonces que el flat shelf se forma. en una region entre las ciusticas y que
tiene por frontera a una curva C(t); consideramos que esta estructura avanza a la misma
velocidad que la onda principal, esto es, a la velocidad V'(¢). Ver Fig. 2.27. A la regién por
delante de esta estructura plana la llamamos R(t) y calculamos ahora el cambio de la masa
en dlcha region. Sl escribimos a la curva C (t) como z = Z(y,t), tenemos

y /
= udzdy = / / - ud:z:dy = / / w d:rdy vV / |
dt . R(t) z(y,t) (y,t) tﬂ} l:z: (v, t)
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\\ -~ _. 57:/6

’ F1g 2. 27 La regién R(t), cuya frontera es ]a curva contlnua C(t) Se muestran tamblen las
cdusticas-con lineas punteadas. v : e e

= Su* +um+uw
cu) 2 R Jini
después de utilizar que u satlsface la ecuacion ZK: : : !
Por tratarse de una estructura plana, t;omamos at= uoo = cte. sobre una porcién de la’
curva C(t) (sobre la porcién de C(t) que es paralela al eje y) y detrds de ella. No podemos
exigir que u sea constante en toda la regién atrds de la curva C(t) (ni tampoco sobre la curva -
completa) ya que debe decaer a cero en infinito. Ademds, tomaremos |ue| < 1 y- tamblen';
|uzz] € 1, |uyy| < 1 sobre dicha curva. Si. consideramos que u = Uy sobre la porcmn de -
C(t) que es paralela al eje y y que tlene longlt‘,ud I, tendremos que o ‘
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De manera que o
S d ma o
P — -+ Vluoo =0, . ‘ © (2.30)

‘Como se ha mencionado antes, [ y %o son desconocidos 'y deben determmarse

e Ecuacién correspondiente a la conservacién de momento

Para obtener una ccuacién que tome en cuenta la conservacién del momento Yy ademasz_
incorpore el efecto de la radiacién, seguimos el procedimiento utilizado en el caso ‘de’la’ masa =
Calculando el cambio de la cantidad de momento en la 1eg10n R(t), tenemo'

C(i)
usando el teorema de la dlvergencla en
sobre el flat shelf y también. sobre: una. p
sobre C(t) las derivadas Ugz, Ugy, uz y uy

‘ / —u2d.'z:d.j ~f
OES .

de manera que tenemos finalmente

= ———Vlu (2.31)

No se hacen nuevas consideraciones sobre:la velomdad de la onda principal y se conserva
la expresién encontrada en el caso sin radiacién, ecuacién (2.21).

El sistema de ecuaciones que modela la evolucién de la onda principal, incorporando a
la radiacién, queda mds sencillo si ehmmamos Ugo entre (2.30) y (2.31). Al hacer esto, el
sistema de ecuaciones es L

571/2 d.a rf.: 1o a2y V a:
6 dtK. 4\/—K,1/2 t3 1/2

+ ax*/? =0, ‘ (2.32a)
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da RELE “ >_‘_
:2Vi-\d

. (2.32b)

@in zin) =%

(2.32¢)

prnmeras Dc ello resulta

57r1/2 d a

dt, - (2.33a)

(2.33b)

',sv-)?d?a"’*ii'_”w,.f'd,a‘ 2_0
T/ dtdk. 20 \dtk) T
Que son dos ecuaciones dlferencxales no lineales, pam las funcxones del tlempo a(t) y &(t).
Nétese que ahora tenemos un pardmetro libre a. nuestra elecc1on l. La soluclon del par de
ccuaciones anterior no es tan facil como en el caso sin radiacién. De hecho, ni siquiera es

sencillo obtener ecuaciones aisladas para cada. funcién del tlempo y se traba_]ara con la pareja
como estd escrita en (2. 33) : R

Resultados Numerlcos II

A(laptamos al sistema de: ecuamones (2 33) parai un: trabaJo numemco “tal ‘como se habia
hecho antes para el 51stema sin I ir ala ‘cuac1on ZK como

(2:34)

(dm _o (@3

donde la velocndad ‘estd dad por'Vi= 8= g‘esolvemos
numéricamente (2 34) usando® Mathematzca, con el ‘propésito ‘de compara con“la’solucién
numérica de ZK Las soluciones se muestran en la Fig. 2.28, para la’ condlclon inicial de
="0.5y kg = 0.05. La otra ‘condicién inicial considerada, ag = 1'y no 0.05 no se
muestra y al igual que antes el ajuste es peor que en el caso anterior.
Notamos varias cosas de la solucién numérica de (2.34). La primera es que no se ha
logrado una buena concordancia entre estas soluciones y la solucién numérica de ZK. Si uno
solamente toma valores de ! positivos, entonces la curva resultante estd siempre por debajo
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Fig.-2.28: Puntos correspondlentes a. la soluc1on numerlca de ZK ( ) y soluc1ones de.
(2.34) para los valores de ! indicados (— — <==). La condicién incial es ao = 0.5. La curva
correspondiente a | = oo es en realidad tomada del caso sin 1ad1ac1on tratado en la seccién
anterior.

de aquélla marcada con [ = oo, que corresponde a la situacién sin radiacién. Mientras {
crece, las curvas obtenidas se acercan cada vez mads a la curva marcada | = oo; por otro lado,
una ! pequeiia corresponde al caso de intensa radiacién. En el caso de ! con valores de 0.5 °
y 1, la radiacién es tan intensa que la onda pricipal pierde demasiada masa incialmente y
su amplitud cae. Las soluciones de (2.34) son relativamente sensibles para cambios del valor
de I'si 0 < [ < 10, pero son poco sensibles para 10 < [. En este tutlimo caso, las curvas se
" aproximan cada vez mds al caso sin radiacién al crecer [, pero de forma muy lenta.

El considerar valores de ! negativos cambia radicalmente el comportamiento de las curvas,
- ya que permanecen por arriba de la curva de puntos de la Fig. 2.28, estabilizindose en valores
_mayores que ésta. Sin embargo, no tiene sentido tomar valores de ! negativos, como puede
notarse de la deduccién de las ecuaciones que incorporan a la radiacién, debido a que [ es una.
longitud, relacionada con el tamaiio del flat shelf considerado y es por ello que no mostramos’
figuras con este tipo de valores de [. :

En resumen, lo anterior representa una aparente dificultad: hemos incorporado la ra-
diacién de la onda principal y a pesar de ello, no hemos logrado que el sistema de ecuaciones
ordinarias modele de manera adecuada el fenémeno de interés.

Hemos dicho antes que de la Fig. 2.28 se observa que la amplitud dada por el sistema de
ecuaciones- crece demasiado lenta comparada con la solucién numérica de ZK. La expresién
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Fig. 2.29: Posicién de la estructura coherente como func1on del txempo La lmea contmua,
es la curva para la solucién numérica completa, mlentlas ‘que’la untéada es la posmlon
obtemda del sistema de ecuaciones (2.34). : ; o

usada para la velocidad de la onda, (2. 32c), es hneal en a(t):y k(). 8ila evolucxon de a(t) es
lenta, esto nos sugiere que la velocidad usada en el sistema de ecuaciones también tendra un
problema semejante, comparada con la velocidad autentlca de la onda. Comparamos ahora
grificas de la posicién de la estructura cohe1ente f(t) obtemda ‘de la solucién numérica
auténtica y del sistema de ecuaciones, la velocidad de la onda. es la pendlent;e de cada curva.
Ver Fig. 2.29.

Si comparamos grificas similares para la velomdad ‘se obtlene lo que se muestra en
Fig. 2.30. La velocidad de la solucién numenca,se_‘obt‘,l‘e‘ng,vtomando diferencias entre las
posiciones del miximo de amplitud de la onda y dividiendo entre el tiempo transcurrido. La
velocidad obtenida de esta forma efectiia oscilaciones densas'y por ello los puntos mostrados: -
aqui parecen proporcionar una curva discontinua. Estas oscilaciones densas son producto del -
proceso numérico empleado® y por lo tanto no reflejan el comportamiento real de una onda
gobernada por ZK. La curva punteada es la velocidad obtenida del sistema de ecuaciones.
Para tiempos mayores, la velocidad V' (t) crece hasta alcanzar un valor de equlllbno cercano
a 2.1 para tiempos del orden de ¢t = 50. ‘

De ello se infiere que es conveniente modificar la expresién para la ve10c1dad Se SIgue el
procedimiento de otros trabajos de este tipo, como se trata de [19] y [24] para el caso de otras
ecuaciones de onda no lineales, y tomaremos una expresiéon méas general para la velocidad V.
Esto permitird tener un segundo parametro libre, ademas de ! y se vera que esto permitird -

9En particular, el tomar diferencias entre las posiciones y luego dividir entre la pequeiia cantidad de 0.002,
que es el tiempo transcurrido entre cada medicién de la posicién introduce grandes errores y este proceso es
el responsable de las oscilaciones observadas.
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l"lg 2. 30: Veloc1dad de la estructura coherente como funcién del tlempo El conJunto de
puntos se obtiene de la solucién numérica completa, tomando solamente algunos cle los
puntos totales, La velocidad obtenida de esta forma efecttia’ oscilaciones densas y: por ello
los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una curva dlscontlnua La curva punteada

es la velo<:1dad obtemda del sistema de ecuaciones (2.34). ; B '

.que el 51stema de’ ecuac1ones arwJe resultados con una mayor comc1denc1a comparado con
de ZK. El procedimiento seguido se muestra en Ia seccc1én siguiente.

3

tlene la ecuacién

(2.35)

(2.36)
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,6 £u:+6£u,f :

De est;o resulta

6 uz+6 uy + gu,— cu'-
y es la. ecuamon que sat‘.lsface una onda. v1a._]era en dxreccmn T, a partu‘ de Ia ecuacmn ZK.

La interpretacién de (2.36) es que una auténtica onda viajera'de la ecuacién ZK nece-
sariamente extremiza a la cantidad A. Por otro lado, si evaluamos a A no con una auténtica
solucién de ZK, sino con una aprommada que tenga ciertos pardmetros aparentemente libres,
podremos encontrar de ello la mejor eleccmn de los pardmetros libres y de esta forma, la
mejor solucién aproximada.

Ejemplificamos esto con nuestra solucmn aproximada ug = ae~™(=-ct’+1*) " No existe
alguna. eleccién de a y k que permita hacer que 4y sea una solucién, pero supéngase que
se quiére tomar a dicha funcién como solucién aproximada. La pregunta entonces es ;cémo
debemos tomar a las constantes a y K para. obtener la mejor solucién aproximada posible?
Esto se logra pidiendo que A(u) se extremxce no al‘variar la funcxon u sino con respecto a a
y . Esto nos dard la mejor aproximacién’Gaussiana. del t;xpo uof— ae"‘((z‘c‘)z‘*‘”z)

Sl se evalida a A en-la funcwn Upse’ obt;lehe : T

n.+uw+ ~u? —cu-—O

f (2 38)

KR

En partlcular, notamos que la expresién para la veloc1dad c (con 6= 1) (2 37) es dlst;mta
que la expresién obtenida antes para V, ecuacién {2.32c).

Las relaciones anteriores entre los pardmetros a, ¥ y ¢ nos brindan la mejor solumon
aproximada, la cual tendrd solamente un pardmetro libre, ya sea a, k 6 ¢, al escribir los otros
dos en términos del que se escoja.
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Adoptamos ahora una expresién paramétrica de la velocxdad de la onda, de manera que
para ciertos valores de los pardmetros se reduzca a la V. encontrada antes, ecuacién: (2 320),
0 a la expresion para c recién hallada en (2 37).: P v

Notando que tanto la velocidad V como ¢ son hneales en a. y m tomamos la forma
funcional para la velocidad C, con los pardmetros. p, qy ,u ST HEE T

queda

lo cual 'se reduce a (2.38) si q — ‘ o amos zf’: 1 y. nAos"' q‘u'eda

entonces
(2.39)

Lo antenor tlene tamblen otra Justlﬁcacmn E la smmla.cxon numérica de ZK se utlhzo
una condicién incial Gau531ana y esto nos- llevo a-tomar una funcién de este estilo para la
onda uo(z, ¥, t); es decir, se ha supuesto que la estructura coherente conserva la dependencia
funcional inicial. Esto no tiene por qué ser asi, la onda principal puede iniciar con un perfil
Gaussiano y modificarlo después al transcurrir el tiempo, conservando una similitud en la
forma acampanada. Si la estructura coherente efectivamente se comporta asi, adoptando la
forma de una funcién distinta, pero conservando la dependencia en (z — £)% + %2, la tinica
variacidn en el sistema de ecuaciones obtenido, serd en los coeficientes, ya que éstos surgen
de las integrales en diversas regiones de una funcién Gaussiana. El considerar una nueva
velocidad dada por (2.39) con un pardmetro ¢ modificando a los coeficientes, de cierta forma
toma en cuenta que la onda adopta una forma distinta que la Gaussiana y por ello los
coeficientes pueden variar.

Comprobaremos ahora que la velocidad V encontrada considerando el momento en di-
reccion z del momento.de la onda, es un caso particular de C. Si se introduce el factor
constante § multiplicando el término no lineal de la ecuacién ZK, la velocidad V' ahora es

V=4(%—1——/~;)
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y parad =1es 1dentlca a la expresxon (2.32c), como debe ser_Sl se toma n= 1/3 C’ toma
el valm ' : ‘ : e o

por lo que efectivamente se 1ecobra. la expresién deseada . :
Adoptamos a C como la nueva velomdad de la onda prmc1pa1 y con ello tenemos el nuevo
sistema de ecuaciones ) R

sri/2.d a. LG

6 dim 4\/‘ fcl/?v (240a) -
B @ 40b)

(2.40¢) -

: (2.41a)

(é(1+#)a—'2(1,." k) Zo+ 21‘ (é&) =0. - (2;41b)

Este s1stema de ecuaciones se reduce al antenor si hacemos g = 1/3, como se menciond antes.
Sin embargo, 1o que deseamos es mds bien modificar a u para lograr.el ajuste numérico. De
esta manera, (2.41) es un sistema de ecuaciones con dos pardmetros libres, p y [, esperamos
que con esto se pueda lograr una mejor comparacién con la solucién numérica de ZK.

Resultados Numéricos II1

Retomamos la comparacién con la solucién numérica de ZK utilizando esta vez al sistema
de ecuaciones en la forma (2.41). Si se resuelve para diversas parejas de valores de p y ! se
obtiene algo como en la Fig. 2.31. Mientras que en el caso en que solamente se tenia a [
libre, con [ > 0, las curvas siempre pasaban por debajo de la solucién numérica de ZK; ahora
vemos que es posible variar [ y 1 lo suficiente para que las curvas del sistema de ecuaciones
pasen por un lado y por otro de los puntos de la solucién numérica de ZK.

El mejor ajuste hallado entre el sistema de ecuaciones se encuentra para los valores [ = 15
y 1 = 2.3, como puede verse en la Fig. 2.32.

De la Fig. 2.32 vemos que a esta escala el punto est;acmnano es practicamente el mismo
entre los puntos y la curva. Sin embargo, el comportamiento intermedio es algo distinto ya
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2. 1.4} :
1.2 | SR

o8/
0.6
oaf N

o2}

Fig. 2. 31: Comparacxon entre la solucxon numenca de ZK ( ------ ) y el sxstema de ecuacmnes '
(2.39) (— — ——) con dxversos valores de U y u . D ~

L5¢

i I=150n=2.3

e 0.2 B .»;f

o
Fig. 2.32: Comparacién entre la solucién numérica de ZK (- ----- ) y el sistema de ecuaciones
(2.39)( )con ap = 0.5, =15y p=2.3.




2.3 EVOLUCION DE UNA ONDA GOBERNADA.POR.LA ECUACION ZK - 101

A L e
) L
. P :
3 §’-C'/t/ ~
Ry . -~
5 R T -
- _-
;/ : /// §'=V/¢/
i
2 a T T T2 u
e ’ : &

Fig. 2.33: Posicion dela estl ii'('.tm'a“c'ohetente como funcién del tiempo. La linea continua es
la curva para la soluclon nurnerlca, ‘completa,; mientras que:las punteadas son las posiciones
obtenidas del sistema (le ‘ecuaciones;:en el caso en que'la veloc1dad no se ha corregido y en
el caso en que se lleva.do a cabo dlcha correccién.. R -

que la solucién a partir del sistema no recrea la curvatura exacta de la serie de puntos. En

particular, mientras que el punto de cambio de concavidad estd alrededor de t =1 para la-.
soluciéon numérica de ZK, para la. amphtud a paltlr del 51stema de ecuacmnes el cambio de .

concavidad estd ahededor de t =6.

Resulta interesante comparar la nueva poswlon y velocxdad obtemdas parala'onda partlr R
del sistema de ecuaciones con la velocidad y. posicién de la solucxon numeérica. completa .como, -
se hizo en las Figs. 2.29 y 2.30 para la forma anterior de la velomdad En «la ‘Fig:: 2 33.se =
muestra la posicién dada por la solucién numérica, comparada con la posicién. obtemda con

la velocidad V/ (¢), esto es, antes de corregir la velomdad y con la posicién que se obtlene con
la velocidad corregida C’(t)

De la Fig. 2.33 vemos que el valor y pendiente de la posicién de la onda proporcionada
por la velocidad C(t) es mucho mejor en la vecindad de t = 0 pero se aleja de la solucién
numérica para tiempos posteriores. De manera contraria, el ajuste que se obtiene al usar a
V(t) como la velocidad de la onda es peor cerca de t = 0, pero se aleja una cantidad menor
para tiempos mayores. De esto inferimos que el ajuste adecuado a la posicidon y velocidad
de la onda es crucial cerca de t = 0; el mejorar el ajuste de la posicidn en esta regidn es lo
que permite a su vez mejorar el ajuste de la amplitud de la onda como se observa en la Fig.
2.32, a diferencia del ajuste visto en la Fig. 2.28.

Podemos también comparar la velocidad de la onda obtenida de la solucién numérica con’

la velocidad que se obtiene del nuevo sistema de ecuaciones (2.40). Esto se muestra en la Fig.
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Fig. 2.34: Velocidad de la estructura coherente como funcién del ‘tiempo. El conjunto de
puntos se obtiene de la solucién numérica completa, tomando:solamente algunos de los
puntos totales. La velocidad obtenida de esta forma efectiia oscilaciones densasy por ello’
los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una curva dlscontmua Las curva punteada
v la continua son las velocidades obtenidas de los sistema de ecuaciones (2.34) y (2.40); es
decir antes y después de corregir la velocidad.

2.34, donde los puntos respresentan nuevamente la velocidad dada por la solucién numérica
y las curvas punteadas representan a las velocidades obtenidas de los sistemas de ecuaciones,
antes de la correccién en la velocidad y después de ella. La velocidad obtenida de esta forma
efectia oscilaciones densas y por ello los puntos mostrados aqui parecen proporcionar una
curva discontinua. Como se ha mencionado antes, estas oscilaciones son resultado de la
forma en que se calcula la wvelocidad y no respresentan algo real. Algo més realista serfa
utilizar un ajuste a los puntos de manera que se obtenga una curva lisa. Como se esperaba,
vemos que la aproximacién a la velocidad real de la onda dada por C(t) es mejor cerca de
t = 0, aunque posteriormente la diferencia crece. Para tiempos mayores, la velocidad C(t)
permanece en el valor de equilibrio que se ve en la figura, mientras que la velocidad V(t)

" crece hasta alcanzar un valor de equilibrio cercano a 2.1 para tiempos del orden de ¢ =~ 50.

“El'ajuste a la velocidad de la onda logrado por la funcién C(t) es mejor que el de la
funcién V() en varios sentidos y esto es lo que permite reproducir el comportamiento de
la amplitud de la onda de mejor manera. En particular, cerca de ¢ = 0 el valor que toma
es bastante mds cercano al valor real y ademds C(t) llega al equilibrioc mucho més rdpido
que V(t), aunque no tan ripido como la solucién numérica. Adicionalmente, C(t) alcanza
el equilibrio de la misma forma que la solucién numérica: de manera decreciente. Esto se
compara con la forma en que la funcién V (t) llega al equilibrio: de manera mucho m4ds lenta
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oy "cle forma creciente.
. Para el caso en que la amplitud inicial es uno, mostramos la figura andloga, en 2.35. El
" mejor ajuste se logra en este caso con [ = 8.8 y u = 3. Al igual que antes la mayor diferencia
estd relacionada con el cambio de concavidad ya que la solucién numérica directa efectiia
dicho cambio para tiempos cercanos a cero, mientras que la solucién a partir del sistema.de
ecuaciones tarda un poco mds en cambiar su concavidad. Sin embargo, fue posible escoger
los pardmetros libres para que el acuerdo entre puntos de equilibrio sea total. » ’
Resumimos lo encontrado hasta ahora. El mal ajuste entre el sistema de ecuaciones
ordinarias que incorpora a la radiacién tnicamente a través del pardmetro {, en particular
la lenta evolucién de la funcién a(t) dada por el sistema de ecuaciones comparada con la
solucién numérica completa, nos motiva a tomar una versién mas general de la velocidad de
la onda principal, la cual conserva la forma funcional de la expresién anterior y se obtiene a
partir de la integral variacional para la forma de ZK correspondiente a ondas viajeras. Esta
nueva forma de la velocidad de cierta manera toma en cuenta que la estructura coherente
después de t = 0 no tiene porqué ser Gaussiana y por lo tanto los coeficientes obtenidos
en las ecuaciones pueden ser distintos. Esto introduce el pardmetro adicional ;4 de manera
que resulta un sistema de dos ecuaciones ordinarias con dos pardmetros libres [ y la antes
mencionada p. En este caso se logra un ajuste bueno e incluso-se puede reproducir el
punto de equilibrio de la solucién numérica directa con una curva que se-sitiia muy cerca
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de la anterior. La mayor diferencia resulta de considerar el cambio de concavidad de las
soluciones. La solucién numérica directa presenta un cambio de concavidad casi inmediato,
mientras que la solucién del sistema de ecuaciones presenta un cambio andlogo para tiempos
posteriores. Podemos decir que un sistema de ecuaciones ordinarias con dos pardmetros
libres es suficiente para lograr un muy buen acuerdo con la solucién numérica de la ecuacién
‘parcial pero no para reproducir el grado de detalle que estd involucrado en el cambio de
concavidad de la solucidn.

Es un asunto de experiencia en este tipo de trabajos que en el cambio de concawdad
siempre existe gran discrepancia y esto estd relacionado con la complejidad de la radiacién
cedida por la onda principal, como se menciona en [24]. En el trabajo citado se menciona que
en la solucién numérica de la ecuacidén parcial la cdustica tarda cierto tiempo en formarse,
mientras que en el sistema de ecuaciones se asume que ésta se forma de inmediato, algo
. que necesariamente acarrea discrepancia entre las soluciones. Finalmente, si uno observa
- las Figs. 2.21, 2.24, 2.22 y 2.25, es evidente una tremenda complejidad en la forma de la
radiacién, por lo que el incorporarla en el sistema de ecuaciones de manera mas realista es
algo muy dificil. De ello, resalta la buena calidad de los resultados obtenidos a pesar de la
forma tan compleja de la radiacién.

2.4 Evolucion de una onda localizada gobernada por
una generalizacién de la ecuacion
Zakharov-Kuznetsov

2.4.1 Las leyes de conservacién de la ecuacién ZK generalizada

Hemos visto que en el articulo de Sipcic y Benney, [33], se considera a la ecuacién mZK, la
cual involucra una no linealidad del estilo u?u, en lugar de la que presenta ZK. Los autores
mencionan que esa ecuacién surge en el estudio de fluctuaciones de densidad de los iones de
un plasma cuando ésta se propaga con un cierto angulo con respecto al campo magnético.
Al igual que la ecuacién ZK, la ecuacién mZK no es exclusiva de esta situacién sino que por
el contrario puede surgir en muchos contextos. Incluso pueden surgir ecuaciones con una no-
linealidad mds general, del estilo uPu,. Por ello, consideramos ahora una generalizacién a la
ecuacién de Zakharov-Kuznetsov en dos dimensiones, que presentamos en la forma 3

us + y”uz + Uzgz + Ugyy = 0, p>0 (2.42)

con u = u(z,y,t) y la cual se reduce a ZK para p = 1. Por simplicidad, a esta generalizacién
de la ecuacién Zakharov—Kuznetsov la llamaremos gZK.

Encontraremos las: leyes de conservacién correspondientes a esta ecuacién y luego ob-
tendremos a partlr de ellas ecuac1ones ordinarias que aproximen la evolucién de una onda
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coherente Gaussiana, tal como lo thlmOS en el caso p 1. Obtendremos -asf una genera-
lizacién a los procedimientos seguidos antes'y se estudlara eI txpo de comportamlento de
la onda coherente al variar p. Por las ideas dlscutldas en’la seccién 1.1, esperamos que un
aumento en la no linelidad (para p > 1) puede llevar a que no ocurra un balance entre la dis-
persién y el efecto antes mencionado, de manera que la estructura coherente decaiga a cero
o se colapse sobre si misma. En el caso opuesto, para p < 1 puede ser que la no linealidad
no sea lo suficientemente intensa para evitar que la onda se disperse por completo.

La conservacién de masa '

p. —=1 Desﬁmmosilafmasa t 'tal'

por lo que debemos pedlr que U decalga
obtener un valor ﬁmto Podemos escrlb

ya que u(z,y,t) y-
la’conservacién de!

| (é.'44)

dM =~ d e
Vet = -ud:z:d
dt - dt / / id
que ‘Serd’ utllxzada mads adelante para obtener un sxstema de ecuacnones que aproxime la
evoluc1on de una onda con la misma forma que Uo, t;al como se hlZO en el caso de ZK.

La conservaci()n de momento

Consideramos ahora la conservacién del momento de la onda Este se define como

P=z // 2d:1;dy,} - (2.45)
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y serd igualmente utilizada para aproximar la evolucién de la onda coherente.

2.4.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Proponemos una solucién a la ecuacién gZI que se compone de dos partes: una parte con
estructura localizada la cual se representa por una funcién ug(z,y,t) y que llamaremos la
onda coherente o principal; mds una segunda parte que representa la radiacién desprendida
por la onda y que se representa por una funcién u,(z, y,t), de manera idéntica al caso con la
ecuacién ZK. Nuevamente supondremos que la condicién inicial para u(z, y, t) es justamente
ug(z,y,0), por lo que al inicio no hay radiacién. A partir de las leyes de conservacién en-
contradas en la seccién 2.4.1 se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que
describen de manera aproximada la evolucién de onda coherente ug(z,y.t). Al comienzo,
encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la evolucién de la onda coherente
ignorando por completo la radiacién. Después de ello, estudiaremos el caso en que la ra-
diacién no es completamente despreciable y encontraremos asi un sistema de ecuaciones que
describen la evolucién de la onda coherente afiadiendo una correccién debido al efecto de la
radiacidn.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién
Para la ecuacién gZK

uy + uPUy 4+ Upg + Ugyy = 0, p>0
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propenemos como soluc1on a la. funcnon‘u = uo('v y, t) + ul(:v Y ,t), con uo dado por

e y,t)—a(t)e—“”(‘x"‘“”*”z) i @49)

es decir la onda cohelente tiene un perfil Gaussiano y ademas se, propaga ext'd'rcccnon z.
Al igual que antes, las funciones del tiempo a(t), x(t) y £(¢) toman en cuenta:que ‘la.onda -
coherente puede deformarse, debido a que no es un solitén. La funcién V(t) = {-' es la ve-
locidad de la onda cohelente y por lo antes mencionado es también funcién del tiempo. Por
supuesto que nos limitamos al caso & > 0, de manera que se tengan soluciones con sentido
fisico. La primera de las ecuaciones ordina.rias que modelan la evolucién de 1y se obtendra
utilizando la conservacién de la masa, ecuacién (2.44).

e Fcuacién correspondiente a la conservacion de la masa

Aligual que en el caso p = 1, laradiacién desprendlda por la'onda coherente se encuentxa
confinada en la regién entre las cdusticas” \/-('1: & <y<-—Z@—§yz<§ alaque
llamamos I (), de lgua.l manera que ‘en el caso de la ecuacxon ZK. De esta manera, la regién
F(t) es aquella region mdvil en donde la radl' g y ctlcamente nula Esta. reglon se,
muestra en la Fig. 2.36. o = \

Seguimos el desarrollo usado en el cas
onda en la regién I‘(t), tomando en cuent

ulamos el camblo de la masa. de la
tisface la ecuacién’ gZK’ 7

) + (uzy)y] d?:dy

7El queé la regién’ donde queda confinada la radiacién no se modifique en el caso de gZK es de esperarse,
< pues esta reglén se dedu_]o tomando la parte lineal de la ecuacién ZK, parte que es idéntica en el caso de
gZK. -
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Como en la xre‘giéryx"f‘u(t)‘s)e cum

: ‘(2.49)

donde la paridad de ug con respecto ay nos a,yuda a s1mphﬁcar la expresmn que ‘representa
el cambio de masa en la regién de: integracion. ‘Evaluamos ahora cada una de las 1ntegrales
de arriba tomando en cuenta que ug y sus derivadas se anulan al infinito:"

En la seccién 2,3.2 se hallé la masa total en la‘reglo,n‘ INOR L

se obtxene :

' ) p+1
/l:(l.)" [ (p -+ 1
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'(2.5_0)' ,

Est;a es la ecuamon ”dlferencml ordmarxa que generahza a (2 16), a cual kpodemos obtene1 al
hacer p =1lenla e\presmn (2.50) y de-esta manera verlﬁcar los calculos :

" o Ecuacién correspondiente a la conservacién del momento G e
Al considerar la conservacién del momento en el caso_p 7é 1, se llega exactamente ala
misma expresién obtenida antes, cosa que se muestra’ ahora BaJo las ‘mismas cond1c1ones,‘ -
- esto es, tomando a u? y a uou; como desprecxables con’ respecto a’ uo en todo el plano Rz, el
momento se calcula como - s
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T2 T 2

por 1o que al simplificar

(2.52)

(2.53a)
(2.53b)

. L..&Z.l5v3c) .

(2.54)

donde ao v='a.(0)‘ y’VK,v('(‘)) = ‘ko. !
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-se obtiene :

Por otro lado ~iusando’(2:53b):y:(2.53¢c

--De. la ecua én (2 58), vemos que la func1on f (p) tiene gran influencia sobre el compor-
tamxento de a y de'a: Es por esto’ ‘que. debemos entender el comportamiento de dicha funcién
Ly para ello mostramos su graﬁca en'la F1g '2.37. Vemos que f(p) tiene dos ceros: el primero
ocurre en p = 0 vy el segundo en p'c, +10.44. Ademds f(p) es positiva entre las dos raices,
0<p<10. 44 y negativa para 10.44 < D. ‘Adicionalmente f(p) = 0 cuando p — oo.
* - Dependiendo’ d_ell valor de p, es ‘convemente escribir a la ecuacién (2.58) en las dos formas

Ly
L= e Fo_ (f( )—V@az"’> aPt? si 0<p<?,
: Y a3
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En el caso 0 <p<?2 tenemosbfdo p 1tos de. qullibrio, el primero dado pora = 0y el

seguﬁdo pora= —Q-—(—l Cualqule onda coherente con una amplitud inicial distinta de
cero adoptdra la ampht;ud dada por ‘el ultlmo punt;o de equilibrio, para tiempos infinitamente
grandes; ademds, la evolucién de-la amphtud ocurre de forma mondétona. Al igual que el

caso p = 1, tenemos un punto. especial a* que corresponde al caso en que la condlclon
inicial y el punto de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando f(p) — u"—g-a2_” =0, 0 bien 'si‘

J(»)
permanece constante para todo tiempo.

Un calculo sencillo demuestra que el camblo de conca.vxdad:;se sitt =

1/p
ap = a* = (m) . En este iltimo caso, tendlemos que la amplltud de la onda coherente

(Ko =L f (p)) , que es menor que el punto de equlhbno y ademas se educe a la expresxon
hallada antes si escogemos p = 1. Es por esto que. segin., Jdac ‘n ial, las soluciones
que son crecientes pueden efectuar un-cambio de concavndad -Los diferentes tipos de
soluciones se dividen entonces en tres: (a) soluciones: 51empre crementes, (b) soluciones siem-
pre decrecientes o (c) soluciones que permanecen constantes De este 'andlsis se deduce que
para 0 < p < 2, la onda coherente siempre se aproxlma .a una onda con forma y velocidad
permanente; es decir, tiene un cardcter de tipo solitén., Las’ curvas solucién se muestran de
forma esquemdtica en la Fig. 2.38. ‘

En el caso p = 2 podemos tener dos comportamlentos, dependlendo de si f(p) — u—&

es positivo a negativo. En ambos casos el inic "p o de'equlllbrlo es paraa = 0y las
iempre creciente o de manera inversa,

situaciones varian solamente en si la solucién es:
siempre decrec1ente, notando ademas que debxdo a'la ausenma de un punto de equilibrio no
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e : o m e

Fig. 2:38: Los diferentes tipos de curvas solucién.para 0 < p <:2 y sus cla51ﬁca010nes ‘Las
curvas tipo (a) se dividen en dos dependiendo-de la ocurrencia de un camblo de concav1dad v
El punto de equilibrio se muestra con una linea punteada :

4 C o

f,,‘/.a‘/ S e

Flg 2 39,_ T1p de curvas soluc10n para p 2. "'C}lisko: (a), f(p)—-u;gr>0 Caso(b),

cero, no hay p051b111dad de que exlsta un punto espec1al a“ tal que a(t) =q* para todo t;
ni tampoco es posible tener cambios de. concav1dad Esta situacion es de especnal interés,
ya que permite integrar la solucién de manera. sencxlla ‘De ello veremos que en el caso
f (p) — u—% > 0 de hecho es posible que:la’ amphtud se'vaya a infinito en:un tiempo finito,
como veremos enseguida. Las curvas solucién's muestran de manera esquematlca en la Fig.
2.39, mostrando ambos‘casos. - ;

En el caso p =2 tenemos la. ecua

con f(2) ;i 7r1/2 (8l _#)3001948 Esta ecuacién se integra de manera sencilla. De ello
resulta GOV e .

o o
: a(t) B (1 - 30.0151/2 (f(2) uf;ﬂ-) t) .

(]
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; _'s:ir‘ig;uylai‘_‘i‘clad

ada la lelacmn entre la amplltud )y -razén de - decs 1m1ento espac1al n(t) a2 1l .
a?ky!; una singularidad en a(t) 1mp11ca. también un comportamlento andlogo en la funcxon :
m(t) por lo que tendremos una onda cuya altura crece indefinidamente, hac1endose cada vez
mads angosta de forma simultanea.

Este resultado es.muy interresante ya que estd relacionado directamente con el trabajo
de Benney y Sipcic, [33]. Ahi, los autores estudian la ecuacién modificada de ZK, que resulta
de tomar p = 2. Si el lector recuerda, en la Seccién 1.6 se comentd que en dicho trabajo,
los autores analizan numéricamente la colisién de dos ondas solitarias que avanzan en el
mismo sentido. De ello, resulta que una de las dos adquiere una inestabilidad que la lleva
a crecer en amplitud hasta alcanzar una singularidad en tiempo finito. Nuestro sistema de
ecuaciones ordinarias nos dice que esto ¢s de esperarse, aunque en esto no se ha incluido
ninguna interaccién con otra onda solitaria. Del trabajo [33] no es claro si es posible obtener
. esta divergencia para ondas sin interaccién. .

En el caso 2 < p < 10.44, tenemos nuevamente un punto especxal a*; tal que si la -
amplitud comienza en ese punto en ¢ = 0, entonces tendrd el mlsmo valor para todo tlempo ;

futuro. Dicho punto se calcula pidiendo a{(0) =0y esta dado por a

también los dos. puntos de equilibrio a = 0" y aeq‘ (
cambio de comportamiento, si ag > a* entonces’ la solucxon crecé/ inc ‘ ‘
..monétona. . Esto se deduce al notar que, si-a* ‘< ag entonces G fao, de forma que el
punto de equilibrio estd por debajo de:la condlcxon inicial:- De- esta manera las ondas que
comiencen con condiciones iniciales por arrlba de a* crecen hasta tener una amplitud infinita,
mientras que aquellas ondas que partan con tamanos 1n1c1ales menores, tienden a cero. La
tercera posibilidad es que ay = a* de lo que resulta una amplitud constante para cualquier
tiempo. No hay comportamiento de tipo solitén. Las’ curvas solucién se muestran de manera
esquemadtica en la Fig. 2.40.

Finalmente, para el caso 10.44 < p, tenemos que f (p) es negamva, de donde a también lo
esyla solumon siempre tiende a cero, sin importar su condicién inicial. No existe un punto
especial a* para el cual corresponda una variacién inicial nula, @(0) = 0, ni tampoco es posible
la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 2.41 muestra este tipo de comportamiento.

Del andlisis precedente conlcuimos que el comportamiento de tipo solitén sélo es posible
en el caso en que 0 < p < 2, dentro de la aproximacién obtenida a partir de las leyes de
conservacién.
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I‘xg 2. 40 Los tres tlpos de curvas soluc1on para 2<p < 10.44. EI punto que separa el txpo
cle comportamlento, - se muestra con lmea punteada s .

-Fig. 2.41: Curvasolucxontlpxcapara 1044 <p.
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Slstema de ecuamones al tomar en cuenta a la radnacxén

Procedemos ahora a obtener un sistema de ecuac1ones que mcorporen ala rachacxon en la v
(lescupcmn de la evolucién de la onda coherente, para la ecuacién generalizada de ZK (gZK)
Seguiremos de cerca el desarrollo de la seccién 2.3.2 en ‘el caso anélogo. -

e Ecuaciones correspondientes a la conservacién de masa

Al igual que en el caso p = 1, obtendremos dos ecuaciones a partir de la conservamon de
masa_HLa primera ecuacion se obtuvo ya antes y se basa en que sabemos que la radiacién
estd confinada entre las cdusticas . Dicha ecuacidn se obtuvo integrando la forma diferencial
de la conservacién de masa fuera de las cdusticas, en la regién que antes llamamos ['(2),
despreciando a u; con respecto a ug.

La segunda ecuacién resulta de considerar la conservacién de la masa en todo R2, tal
como se muestra ahora. De la conservacién de masa sabemos que

a

'6 en todo IR2 De esta %
manera la conservacxon e‘ -

6 dth‘. 2(p+ 1)3/, nl/

dr @ o (2.59b).
Notamos que esto generaliza lo obtenido antes, reduciéndose la primera de ellas a la ecuacién’
previamente hallada en (2.29a) si hacemos p = 1.

Se hace ahora la suposicién de que la radiacién se acumula formando una regién plana con
un cierto valor distinto de cero; esta estructura es el ‘flat shelf’ discutido antes. Supondremos
que esta estructura se forma justo detrds de la onda coherente y entre las cdusticas; ademas,
se mueve de manera rigida con ella. La evolucién de la onda coherente tendra el aspecto del
avance de una estructura acampanada, con una estructura plana adherida detris de ella.

Conservando la notacién usada en el caso p = 1, consideramos que el flat shelf se forma
en una regién entre las cdusticas y que tiene por frontera a una curva C(t); recordamos que
esta estructura avanza a la misma velocidad que la onda coherente, esto es, a la velocidad
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) -

después de utilizar que*
Tomamos a u =

“V

nuestran también las

calculamos ahora el . -
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De_manérafqug} "
| ; b' d Ta '

—--—'—H

7 (2.60)

A (llterencm del caso p= 1 tener |u°o| << 1 no garantwa que el termmo con u”*1 sea pequcno
comparado ¢on e, COMO ocurre en el caso pr 0.

‘e Ecuacién correspondiente a la conservacién de momento
Para obtener una ecuacién que tome en cuenta la conservacién del- momento Y ademas
incorpore el efecto de la radiacién, seguimos el mismo procedimiento que.en-el. caso’ de la
masa. -Calculando el cambio de la cantidad de momento en la reglon ‘R(t);, tenemos

d / :_l.u dbd'y = / / —'u2d’L'd'l —/ / (“'u )
dt R(t) 1(y.t) (vt

(2 46) ftcnemos que -

d/_"lz / / [(
o d'EdJ = —
dt R(:)2 z(u,t)
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Al igual que en el caso de la masa, tenemos en este caso que el término u2+? no es
necesariamente despreciable con respecto a u2;, como ocurre para p ~ 0.

‘En un primer caso, no se hacen nuevas consideraciones sobre la velocidad de la onda
coherente y se conserva la expresién encontrada en el caso sin radiacién, ecuacién (2.55).

De esta forma, el sistema de ecuaciones que aproxima la evolucién de la onda coherente
en el caso con radiacién es

5712 d a 1 a’tt  V .a 172
6 dir 2(p+ 1372 (172 + 5 e Ak / =0,7 - (2.62a)
:%ﬂﬂuw' °°> =0, . . - (2.62b),
dwa? ‘)2 T N e
=V = =0,. 2.62
: &t dn. prit <2V+ p‘+g2):,_°'; o (26
i . o St BT S

Mientras que en el caso de p = 1 se reducia el sistema a dos ecuaciones eliminando V' y .,
en este caso se puede reducir de manera sencilla solamente a tres al eliminar V/, la cantidad
Us aparece de una forma més complicada que antes y no vale la pena simplificar més que eso.
Lo anterior se puede resolver numéricamente pensando en u., como una funcién adicional
del tiempo. .

Esta vez no se cuentan con xesultados numeéricos directamente de gZIK para algin valor
de p y por lo tanto no se tienen datos para comparar con (2 62) A pesar de ello, con el
propésito de un futuro trabajo numérico, anticipamos que serd necesarlo adoptar una forma
mas genera.l para la velomdad y hacemos eso ahora. :

MeJora en la'iaprox1mac1on de la velocidad

Al proponer una onda viajera como solucién para la ecuacién gZK y despues de mtegrar una"'
vez se llega a g ERr

Recordamo v .
ecuacmn gZK necesarlamente extremlza a la antida A

i ‘en camblo evaluamos a A'
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no en una auténtica soluciéon de gZK, sino en una que sea aproximada y que tenga cier-
tos pardmetros aparentemente libres, podremos encontrar- de ello la mejor eleccién de los
pardmetros libres y de esta forma, la mejor solucién aproximada; proponemos como solucién
aproximada a ug = ae™*(=- e +ih) L mejor eleccién de los pardmetros se logra pidiendo
que A(u) se extremice no al variar la funcién u sino con respecto a a y . Esto nos dard la
mejor aproximacién Gaussiana del tipo ug = ae~*((z= C‘)2+12)

Al evaluar a A en la funcién uy, se obtiene

i) aP*t? mca’

TGADE I R dw

A(’LL()) = Ea

las eetiaciones A, =0y AK = 0 son

‘ ::’ 26 f o

(2.65)

manecerd libre solamente uno de los tres-pardmetros
Como a.ntes, se adopta ahora una expleswn parametrlca de la V(.loc1

Slgmendo el procodlmlento hecho antes para ZK, la nueva veloc1d (

95 o iy
C=GInprnt u)‘ak »,2(1.+,_(P,+_2)#)!9
que se reduce al valor de ¢ de (2.65) si u = 0. _

" Sin embargo, a diferencia del caso p = 1-en que
como a-V, en este caso C puede coincidir con’ V dad
como.se comprueba facilmente.

Olvidando ese detalle, dado que C nos prop_
tamos a C' como una mejor expresion. para-]
(incorporando ademds la § que multiplica al
ciones se modifica a E

ol '}g'e(nyeraliz’a.ba tanto a ¢
.62d) solamente cuando p = 1,

aye'x‘mét';rd libre adicional, adop-
la onda. coherente y ‘por ello
al de gZK) el sistema de ecua-

sri2da
6 dtr !

- ak'/? =0, (2.68a)
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@osy)
oo B g (08

tanto tlene ma.yores‘

El sistema anterior posee’ ahora dos P
nut erxca de gZK pala el valm

posibilidades de log1a1 un buen aJustc con.un
de p deseado. : . e




Capitulo 3

Soluciones Modulacionales en tres
dimensiones

3.1 Evoluciéon de una onda localizada gobernada por la
ecuacion Zakharov-Kuznetsov

3.1.1’.‘ Las leyes de conservacién de la ecuacién ZK

Obtener soluciones moduladas como hasta ahora es posible en el caso de tres dimensiones, no
existe alguna dificultad inherente excepto el cdlculo de integrales triples en lugar de dobles.
El problema con tres dimensiones yace en la obtencién de resultados numéricos. En lugar

+ ..de tener una malla bidimensional para las variables espaciales, se tiene una malla ctibica y

. eso acarrea grandes dificultades. Sin embargo, motivados por los resultados obtenidos hasta

' ahora, notando que la modulacién de soluciones tiene gran éxito para dos dimensiones, se .

* continda con el caso de tres dimensiones de manera paralela a lo antes expuesto.
Obtendremos en primera instancia las leyes de conservacién de la ecuacién de ZK en ese

nimero de dimensiones. Denotamos, al igual que antes, por u a la funcién que satisface la

ecuacién ZK en tres dimensiones u = u(z,y, 2, t), esto es

Ut + ULz + Uszz + Usyy + Uzzz = 0. o : (31) .

La conservacmn de masa

A parmr de la ecuacxon ZK en tres dlmenslones es p051ble,<ver que la masa, t:ot:al de la' ondd .
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debemos pedir que u decaiga lo suﬁment mente.rapido cuand a:,y,z_;—),.:l:gofp a}obtel_le_r_' )

un valor finito. Escublmos a la ecuac

La conservacmn de momento '

Ahora consideramos la. conservacién del momento - de la onda. Al 1gual que en dos dlmen-- L
siones, podemos escribir al momento del sxstema como S

;E\/m/ /?/””

dadas por ‘ ;

Yo ffzoffzo 22, zudzdydz ‘Y' 1=, ff; ff:o yud:}}di)dz Y f°°° 52, zudzdydz

= o0 | 00 E3) H oo oo 3 oo :
S22 S 2, udzdydz el _oof uda:dydz 2 S [ udzdydz

Calculamos X, Y y Z

X = ooy ooy o lt Il!mdmdydzi’

e -

tenemos

/ / / zutd:vdydz




después (le 1ntegrar por pmtes y de recordcu que u y sus eri
Por otro hdo, tenemos para Vo ;

lf'_ Vf_ f_ yutdxdydz
’ f_ f_ f udxdydz

+fy('uf‘xy)y‘ y(uzz) dld:‘/dz h
y(uyy + uz.) dydz =
. iV 00 Wm0 e
El intercambiar z por y'en’ el ult;lmo calculo (debldo a que existe simetria con respecto a esas
dos coordenadas) revela que: Z £ 0."Por lo anterior, el centro de masa de la onda se desplaza
exclusivamente en dlrecc1on T Usando las e\presmnes para X Y y Z, podemos escribir el




obteniendo

3.1.2. -Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
. servacioén o

En esta SeCCién, obtendremos un sistemna de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan

la-evolucién de una onda principal gobernada por la ecuacién ZK en tres dimesiones. Sera

el andlogo a lo hecho ya en dos dimensiones, en la seccién 2.3.2.

- Al igual que antes, proponemos una solucién a la ecuacién ZK que se compone de dos
partes: una parte con estructura localizada la cual se representa por una funcién ue(z, v, 2, t)
y que llamaremos la onda principal; mas una segunda parte que representa la radiacién des-
prendida por la onda principal y que se representa por una funcién u, (z,y, 2,t). La condicién
inicial para u(z, , 2, t) es justamente ug(z, y, 0), por lo que al inicio no hay radiacién. Usando
las leyes de conservacién estudiadas en la seccién 3.1.1 llegaremos a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias que describan de manera aproximada la evolucién de la onda prin-
cipal ug(z, vy, z,t). Primeramente, encontraremos un sistema de ecuaciones que describen la
evolucidn de la onda principal ignorando por completo la radiacién; en este caso se supone
que la amplitud de la radiacion es lo suficientemente pequefia como para despreciarla. De-
spués de ello, estudiaremos el caso en que la radiacién no es completamente despreciable y
encontraremos asi un sistema de ecuaciones que describen a la onda principal que incorporan
una correccién debido al efecto de la-radiacién.

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién
Proponemos entonces como'solucién de la ecuacién ZK

Uy A+ Ul + Uger Ugyy + Ugzz = 0,
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o)
G 2z2El,

ke

Fig. 3.1: La regién I'(t).

ala .fux‘lt:ic'mﬂuy,(m,y,t);= wo(z,y, 2,t) + ui(z,y, 2, t), con ug dado por
SR up(, Y, 2, t) = a(t)e " O (=W r2e7), (3.8)

es decir. la_onda principal tiene un perfil Gaussiano y se propaga en direccién z. En el caso
de una solucién de tipo solitén, hemos visto que la onda conserva su forma, por lo que su am-
plitud, velocidad y ancho son constantes. Al igual que en dos dimensione, las funciones del
tiempo a(t), x(¢) y £(¢) toman en cuenta que la onda principal puede deformarse cambiando
las cantidades mencionadas antes (conservamos la manera de denotar a dichas funciones, de
manera de hacer el desarrollo lo més simple posible).. Nuevamente V'(t) = £ es la velocidad
de la onda principal y es también funcién del tiempo. Es indispensable considerar siempre el
caso.x > 0, de manera que se tengan soluciones aceptables fisicamente. A partir de las leyes
de conservacién se llegard a un sistema para a(t), <(t) y £(t), la solucién de dicho sistema
nos dird entonces cémo evoluciona la onda principal uo(z,y,t). Utilizando la conservacién
de la masa, ecuacién (3.3), encontramos ahora la primera de las ecuaciones ordinarias que
modelan la evolucién de u,. :

e Ecuacién correspondiente a la conservacién de la masa.
Se ha visto ya que la radiacién desprendida povr,l_a.’o_ndar principal se encuentra confinada =
en la regién dentro de la superficie cdustica z < &, (y>+2%) < 5\;—;—,,‘137 cual tiene forma cénicai
y la llamamos I"(t), igual que en el caso tratado ;'af;nteé'.‘-‘ll;affe’gién I'(t) es aquella regién mévil
en donde la radiacién es completamente despryec‘yia‘bl‘ ‘Esta region se muestra en la Fig. 3.1.
Calculamos el cambio de la masa de la onda en’ la regién:I'(t) y tomamos en cuenta que
u(z, y, t) satisface la ecuacién ZK e RN REE

d o gopee e e
—-—/ udzdydz =—/ / / el oy dedydz
- dt r'(t) g PR “dt, —00.J —c0 e_\/g(y2+z'2)1/g B 7;

= /r(t) wudndydz — -/—w//—m-ylgfﬁ(?;f+‘?)*(2ff dydz .
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Uole-vsyriamndvds

A [(% +u0m.> + (umy)y + (u%z) ] dz:dydz, o (3.9)
r() z , :

Esta relacién nos proporciona una ecuacién diferencial ordinaria para los pardmetros a(t),
K(t) y £(t) deseada, una vez que se evalien las integrales de arriba. Evaluando cada una de
las integrales de arriba y tomando en cuenta que up y sus derivadas se anulan al infinito,
encontraremos dicha ecuacién de forma excplicita.

Comenzamos con la masa total en la regién I'(t), utxhzando coordenadas esféricas con
origen en (£,0,0):

/ uodmdydz / / / ) uod:z:dydz L
re) VA2 i

| ~‘1;;.£),‘,__,F<g/-2>ti'

Py R

donde se usé la expresién para la funcién gamma 1I'(s) = f°° 2-le=2*dg, y I(3/2) = w'/?/2.
El resultado de arriba se hubiera podaldo obtener de manera més sencilla de la manera
siguiente: la masa total de la onda es 3/, , mientras que ‘el angulo sélido subtendido por ‘el

cono desde el orlgen del sistema de coordenadas esféricas es 27 (1 + %) Por lo tanto la -




Si usamOs ahma Ugza =
Y Ugez = (4cm2z2 = 2alc) e (=

/[;a;‘[(“




pequeila, tomaremos a u? y upu; como desprec:la.bl
de manera que el momento se puede tornar como

do ‘el espacio R?,

_/ / / —ZK((I—E)2+y2+zz)dmdydz :
' d,,ra/zz ST an

Tdt adlz T

La segunda eCua(;ién'delisi's"tema deseado es:

las tres incégnitas a(t),
en todo R3. Esta cantldad es

Despreciando a u1 y u0u1 con res‘
arriba es ‘

/ fv’%ygdzdydz. :

sood
. d:z:dydz d 7



Es decir, . ..

.

Evaluamos ahora

1, 1, 1
/ / / ( uO + u0u0zz - Eng—'éugy 2u02> dmdydzy
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2afcye n((:c-f)2+y +z"')

para lo cual sustltuxmos uo -
- 2 2
~( 5) B ), se obtiene

Ugy = —2ah:zc"‘(("_5)2+”

an((ze) 4+ +2?)

1,599 —2"-((1—5)24-‘/2-}-22‘) a? i3/2 2 ,2 1 2F(3/2) 4F(1/2)2
24a/~cze )dszdz— 3 (3’{‘ T Aes (25)5/22 4

8F(1/2) og2ut L 2I'(3/2) 41“(1/2)2

2R )3/2 8 (2r)s2 2 4 B
1 2r(3/2)41“(1/2)2 ;1 _21‘(3/2)41“(1/2)'2
_95,2,2 _0,2,2
20K oy 4 2a.% (2,e)€v/2 2 1

x3/2 o3 1 1 a2 g .
='g_\/_§ﬁ+7 1/QI‘(3/2)1‘(1/2)2 \/i l/2r‘(1/2) 2\/_ .1/2F(3/2)F(1/2)

w32 g3 1 3 2
SoABRE T 5 \/_;e1/2 r/2) - 2\/- I/ZF(3/2)F(1/2)
_71_3/2 a3 73/2 g2 71.3/2, az,_
_._"—9\/3-"13/2 \/§ ,{1/2_ 4\/551/2

73/2 g3 5m3/2 2 T

T3 T 42 I

Sustituyendo el va_lor_dé las '/f‘xtegr‘al_(};
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= )

o d £a?. 4\@‘ a®
' dt&32 727 K32

De (3 13) .vemos que se obtiene un sistema de ecuaciones 31m11ar al obtcmdo para dos cll--

mensiones pero que los factores numéricos y los exponentes cambian un poco
De la segunda ecuacmn (3 13b), se obtiene de inmediato »

a? a2
@ =
. E3/2 K‘O/ . N
donde ag y ko son él valol de las funcxones a(t) y n(t) al. tlempo t = 0
Si usamos (3.13b) y (3. 13c) se obtlene L

(4\/6 -

133

(3.13b) 2

. 13c) N PR

(3.14)



4/3
coinciden, a éste lo llamamos a* y se determma cuando " —°——
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si clesl):ejzm}nds a e
va”,k{ eI
Pocleruoqescrlbl
(3.18)

con las definiciones @ = 7~1/2 (1 + %‘;’:) ' (2# - %) >0y B =3r"1/2 (1 + 3@) ' > 0en
las cuales, al igual que en dos dimensiones, no se incluyen las cantidades que dependen de las
condiciones iniciales ya que dichas cantidades deben considerarse con cuidado al proceder en
el andlisis. Como se mencioné en el caso de dos dimensiones, el que las condiciones iniciales
de las funciones a(t) y x(t) aparezcan en las ecuaciones diferenciales mismas produce que para
cada pareja de condiciones inciales distintas, ag y &g, tendremos en realidad una ecuacién
diferencial diferente. La ecuacién (3.18) tiene el par de soluciones estacionarias a = 0y

Qoq = “35??; =~ 0. 000053985§ Cada curva solucién con amplitud inicial no cero tenderd al

valox estacionario teq = 53 —S}, sin embargo, como éste depende de las condiciones iniciales,
este valor es distinto para cada. curva y por lo: tanto cada curva tendrd su propio valor de
equilibrio. Las ondas principales a tiempos grandes adquieren una amplitud aeq la cual crece
a la cuarta potencia con ag y es inversamente proporcional al cubo de xg. De (3. 18), se

deduce que ocurre un cambio de concavidad al llegar a ( ) —&, pero al igual que en caso

bidimensional, no todas las curvas soluc10n efectuan dicho carnblo Escnbunos a la'ecuacién

(3.18) como

8

Lo
Hay tres posibilidades para el comportamiento de las soluc10nes de (3 18)::(a)’el

tipo consta de solucxones siempre crecientes y que tlenden asmtotlcamente al punto de equ1-

473
librio aeq = BJ —?}, esto obviamente ocurre cuando a(0) > O o blen si ;—9— a.ll3 > '0.-El caso

(b) se compone de soluciones mondtonas decrecientes y que asmtétlcamente se aprox1man a
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Ahoxa la onda p11nc1pal v1a_)a de manera que preserva su- fmma, : R

Los tres tipos de soluciones antes expuestas abarcan completamente las posibilidades que'
(3.18).permite; sin embargo, cabe mencionar que en el caso (a) tenemos dos posibilidades; -
el de’dquellas soluciones que efectiien un cambio de con :
esto, calculamos @ a partir de (3.18)

K3 aa"/a S
e ag .

Como 'se ha visto, a = 0 y a- = (

LS

son ambos puntos de equilibrio.’” En camblo ‘el punto a (57)3 %% marca un cambxo de
concav1dad de las soluciones. Debido a que estd por debajo del punto de equilibrio, para las
soluciones que son mondétonas crecientes, llamado caso (a) anteriormente, la condicién inicial.
o bien se encuentra por debajo del punto de cambio de concavidad o por arriba de él. De :
_ocurrir lo primero, tendremos un cambio de concavidad, mientras que si la condicién m1c1al i
estd por arriba del punto de camblo de concavxdad no habrj tal.

de igual manera en que se realizé anteriormente para el caso bidimensional.
entender bajo qué condiciones a(t) es creciente o decrececiente. A partlr de (3 19),»

/ 4/3
_que el:factor (g—"-o— - al/"’) evaluado en t = 0, i.e. (%%—- - aq
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a = (%) %?; en un tlernpo mﬁmto En el segundo caso, para. Eno < ao, la ampht;ud se
- 0 N
mueve vertlcalmente hacia mrlba partlendo de la recta‘a

8

la parabola cuarta a = (%) —-& de forma asintética. La"rec ‘

,solucwnes decrecxentes de las c1ec1entes

Al 1gual que en dos dimensiones, algunas de'ls solucxones crementes efectuan'un camblo‘
de’ concavidad, mientras que otras crecen swmpre con la mxsma. ncavxdad Hemos visto_

b .
. ’que el cambio de concavidad se daen a = (—) ;g, curva que se. muestra en la Fig. 3.3(b)..

98
De ‘esa figura concluimos de inmediato que las curvas que 1mclan entre 0 < ag < Eno o
entre éno <ag < -ﬁno no tienen un cambio de concavidad ya que al moverse el valor de la
amphtud de forma vertical se llega antes al punto de equilibrio que al cambio de concavidad.
En contraste, cuando la amplitud inicial satisface géno < ag, al moverse verticalemente la
amplitud en la Fig. 3.3(b) pasard por la curva del cambio de concavidad antes de llegar a la
curva que marca el punto de cquilibrio y ocurrird asi un cambio de concavidad.

Ahora es posible construir grificas cualitativas de las soluciones. En la Fig. 3.4 se
muestran las soluciones de manera esquematica, tomando a kg como constante. Tenemos el
punto especial a* = gfﬂg y hemos visto que si la condicién inicial tiene este valor, la amplitud
se conserva constante. La recta horizontal %’gfco separa a las soluciones que efectiian un
cambio de concavidad de aquéllas en las que no ocurre, tal como se mostrd anteriormente.
Se observa también cémo cada curva tiene un punto de equilibrio distinto, dado por a.q =

ao e 1gualmente se apxo\lma a

ertical ao -; —no separa a lasV
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‘)[3&,/8017—-—:—7—"_-7. ______________
Praler —

- Fig. 3.4:.Forma esquemdtica de las soluciones de (3.18). El punto Eno es el punto especxal
a*:y-el -punto- —éno ‘es el punto que:separa las curvas que tienen cambio de concavidad de.
vaquellas en‘las que no.ocurre, todas las soluciones por arriba de dicho punto llevan:a cabo
un: CclnlblO de concav1dacl : o

a 344
(3) % -
Ademads de la figura antes explicada, usando Mathematice se realiza una gréfica donde
se mu@stran soluciones numéricas para a(t) y diversas condiciones iniciales, ver Fig. 3.5.
Se'deduce del andlisis anterior, de igual manera que en dos dimensiones, que el sistema de
ecuaciones que aproxima la evolucién de la onda principal ug(z, ¥, 2, t) predice que toda onda
con la forma propuesta para ugp adoptard una forma y velocidad pelmanentes al transcurrir

3
el tlempo En particular, su amplitud se aproximard a aeq (2) —8— ~ 0. 00005328—2 y una

zuon (le decaimiento espacxal que tienda a Keq = Ko =24 4,3 = ( ) 0.000002004;%, de

manerd qUe Keq = % . La velocidad tenderd al valor de equilibrio ‘ = %@aeq — Bbeq =
3 3 :

(%) ’ (JC —-52 ) z% = (%) (15—2 —}8481@) E?f =~ 0. 000009310—& Es interesante notar que lgs

tres valores de equilibrio, @eq, Keq ¥ Veq, SON todos proporcnonales ala cantldad ad/kd.
La ecuacién (3.18) se puede resolver de manera exacta para a(t), si hacemos el camblo
¥y separamos la mtegral resultante en fraccxones par01ales ~

_ TR gt Catdw

(a L ,B—-Q—a,l/3> ds/g:‘ . an)‘ws‘ G
‘ N pe : . B .
= nOﬂ dw
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B 00 0 tso"’ T B B0 T A0 <15, 180 15 - 20

Fig. 3.5: Soluciones de (3.18) para a = 0.01707, 8 = 0.45352 y Ko = 1 con condiciones ini-
ciales ag = 15, 20, 25; 28, 32 y 35, para dos escalas de tiempo distintas, lo que permite apreciar
la'razén de cambio de las diferentes soluciones. La linea punteada de abajo representa la
solucién estacionaria ag = a* = gno = g, mientras que la segunda en g-gfco = gg representa el
cambio de comportamiento entre soluciones que tienen un cambio de concavidad y aquéllas
que no lo tienen. ’

}z(t)l/a é2/3 R1/2‘B : n3/2,62 Hs/zﬁg m7/2ﬂ4 m9/2ﬂ5
. 0 0 0 0 0 0
+3 / [h 7 + + + dw,

14/3 60w |
agPosw?  afalw

172 273 2 3wt 10/3
<o ew’ ao/ o?ws - aporw ao/ oAws

p’dr ld q'ue"is.é 6bt;i'ene

A 5 53/ 5 1/3 |
P 9/2ﬁ5 . ,,3a——°rﬂa ag/a
3= 6 1/3 372 IR
3,»__aoa , ”a ﬁﬁgg‘ alld Sn/a

. : 3/2ﬂ2 ( 1) 5/2ﬂ3
T 3203 \a. - an) T o5.10/3. 4. 23
3qoa a’ ap 2a} / : 4 a /

La expresién anterior resulta muy comphcada pa xtraer informacién de manera raplda,"
por lo que para entender mejor.el comportamlento de a(t), analizaremos a la ecuacién (3.18)
desde otra perspectiva; calculando la. razén’ de cambio de la funcién a(t): aquél que corres-
ponde al cambio cerca de t = 0, cuando a = agy por otro lado aquél que corresponde al

3
caso en que @ = (%) —&, para tlempos largos

Cuando a esté cerca de (ﬂ) —3-, la razon de cambio serd pequeia, ya. que de (3 18) en
este caso a es chica; por ello, el tlempo caracterlstlco de este cambio es’ largo Calculamos
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W ([38 & +3_ﬂ—5 5 <a ﬁ3ﬁg)+.f‘>( 3 4178 o B3 (‘1 & 3))
~' alal. (_‘gfa_é) :
9/2;@5 ] ﬂ"’/ig
" de esto

. 6,6
o’ ad o al\ - t-to)
0 . [ 0 3/ 85
- a— —3-—3 ~ ao - —3—3 (¢4 0 .
B8° K3 B3 x§ .
Denotamos con ag al valor de a al tiempo #g; el cual es un tlem o osmvo y 1ande, de
0 I 03 ‘

LI
maneia que sin importar el valor de a(0) = ap, la cantidad a(t)'= aj “esté cerca de (3) %%

yel desarrollo en Taylor de la ecuacién diferencial sea vélido.
Como en dos dimensiones, obtenemos el tiempo caracteristico’ de camb'
3/,6" a partir de la solucién aproximada, el cual es un tlempo largo

Tiirgo = 3rgB° __8%(1+ V/5/2) "_g/i ~ 1,314,628, 25175
argo a8ab Y (2\/_/27 _ 1/8)6 ! " ’ i ‘al

“si ao y o son O(1).

1,314,628,251,. ;

Donde se verifica lo plolongado de este perlodo de tlempo, al menos ‘en el caso en que ao y ‘
Ko estdn cerca de uno.

El otro tlempo caracterlstlco orresponde como en dos dlmensmnes, a la razén de camblo
cerca de t =0, por lo que a ~,
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Slstema de ecuacxones al tomar en cuenta a la radiacién

Deseamos ahora obtener un sistema de ecuaciones que describan la evolucién de la onda
principal tomando en cuenta el efecto que tiene la radiacién sobre ella. Al igual que en el
desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, nos basamos nuevamente en las leyes de
conservacién, sin despreciar necesariamente a u; con respecto a ug en la regién dentro de la
superficie cdustica. Luego se hard una suposicién acerca de la forma de u; que nos permita
incorporar a la radiacién a través de la presencia de nuevos parametros en el sistema de
ccuaciones; de manera especifica, asi como en el caso de dos dimensiones se supuso que u;
era constante en una regién por detras de la onda principal (‘flat shelf’), supondremos ahora
que u; es constante en una regién tridimensional por detrds de la onda principal.

e Ecuaciones correspondientes a la conservacién de masa

Una vez que se incorpora el efecto de la radiacién sobre la evolucién de la onda principal,
la conservacién de masa nos permite obtener dos ecuaciones que describen la evolucién de
dicha onda. La primera de ellas se obtuvo antes y se basa en que sabemos que la radiacién
estd confinada dentro de la superficie cdustica. Esta ecuacién se obtuvo integrando la forma
diferencial de la conservacién de masa fuera de las superficie cdustica, en la regién que antes
llamamos I'(¢), despreciando a u; con respecto a wup.

La segunda ecuacion que se hallard, resulta de considerar la conservamon de la. masa en’
todo R3. De la conservacién de masa sabemos que :

d o0 o0 (o]
—-— udzdydz = 0,
dt /_w /_oo ./_m Y |
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R (3.20a)

(3.20b)

Consldelando la iorma que adopta la radiacién, se hace ahora la suposicién hecha antes
para dos dlmenswnes ‘la‘radiacién se acumula formando una regién en el espacio donde u
es constante, con un valor distinto de cero; que es la estructura andloga al ‘Aat shelf’ de dos
dimensiones. Supondremos que esta estructura se forma justo detris de la onda principal y
dentro de la cdustica; se mueve de manera rigida con ella. Al igual que en dos dimensiones,
la evolucién de la onda principal tendrd el aspecto del avance de una estructura con un
perfil- de amplitud acampanado (en tres dimensiones esto corresponde a tener una regién
en ese nimero de dimensiones con una amplitud mixima al centro y que decae en todas
direcciones) y una estructura con amplitud constante adherida detrés de ella (es decu, una
region tridimensional con amplitud constante).
Consxdcxamos entonces que la estructura de amplitud constante se forma en una regién
dentlo de la cdustica y que tiene por frontera a una superficie S(t); consideramos que esta
" estructura avanza a la misma velocidad que la onda principal, esto es, a la velocidad V().

Ver Fig. 3.6. A la regién por delante de esta estructura plana la llamamos R(t) y calculamos

ahora: el cambio de la masa. en dicha regién. Si escribimos a la superficie, S(t) como _z =
Z(y, 2z, t), tenemos :

e udzrdydz = / / / udzdydz R
e T T dt ety Y ~ ,
B / / / o Udzdydz — V/ / | L dyds
(v,2,t) " SR
/ / /( [( u’ +um) + (u,y)y' (uzz) ] d:l:dydz
Z(y:2, t)

-V / udydz
S(8).
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Si hacemos algunas apromm
ciones obtenidas antes

De manera que. -

75 + VAue =0. o (321)
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. Ecuamon orrespondiente a la conservacién de momento
Seguunos el mismo procedimiento que en el caso de la masa y obtenemos una seg,unda ,
ecudmon a partir de la conservacién del momento. Calculando el camblo de la. cantldad de
momento en la regién R(t), tenemos S
‘ <1u2
2.

_d_ —u2dmdydz =— / / / —uzdzdydz = / / / ,),-‘d:vdydz
“dt Jr 2 wen) 2 Hwzt) SRR
. | _~A X o0 1 2 S vv: v (ae) I B

N —V/ / |:r=:z(y z t)dydz S .‘ -

i syo”bre:C;(t)‘ !

/R(z) 2.

i 730242 o ',‘1::'? Gl
“dt4\2k3/2 T 2

Como .en:dos gdlmensmnes, se conserva la expresmn encontrada para la velocidad en el
caso sm radxacxon, ecuac1on (3.15).

(3.22)

I
<
LN
S5

8
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onda pix"ixric’ipalr

AT (3.23b)

L de 322 |
S \*34\/2"',‘;3/2,”5‘ o) "(3.23;;)
(3.24a)
A (‘ﬂ_,cs/z)" =0.. : (3.24Db)

El sistema (3.24) se puede resolver numéricamente para a y « pero la falta de resultados
numéricos directamente de ZK hace que dicha tarea tenga poco propdsito.

3.2 Evoluciéon de una onda localizada gobernada por
una generalizacion de la ecuacién Zakharov-Kuznetsov

3.2.1 Las leyes de conservacion de la ecuacién ZK generalizada

Completando ahora el caso de tres dimensiones, consideramos primero las leyes de conser-
vacidén de la ecuacién generalizada de Zakharov-Kuznetsov, gZK. La ecuacién gZK en tres
dimensiones para la funcién u = u(z, y, 2,t) es

Uy + UPUg + Ugze + Uzyy + Ugzz = 0, p>0. (3.25)

Siguiendo el procedimiento varias veces usado, encontraremos ecuaciones diferenciales
ordinarias a partir de’las leyes de conservacién, las cuales aproximan la evolucién de una onda
pririciphl Gaussiana. Las ecuaciones que se hallen en esta seccién serdn una generalizacién
- a las obtenidas antes en. el caso de tres dimensiones y p = 1; de esto se podra determinar el

comportamiento de la onda principal para distintos valores de p. Dados los resultados que
- se hallaron en el caso de dos dimensiones y p # 1, esperamos que exista un intervalo para
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y se exige que u decaiga lo suﬁmenteméhté id
finito.~ Escribimos la forma dlfcrencml de laco
gZK (3 25)

= ;
Uy Pl 3.26)
ut+(p+1‘ ( )

De lo anterior se sigue que-

de:manera que - ..

dP d

a 1.2 — .
iprs dtj‘/ / / u da,dydz ' (3.30)
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3.2.2 Sistema de ecuaciones obtenido a partir de las leyes de con-
servacion

Ahora obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que describan la evolucién
de una onda principal gobernada por la ecuacién gZK en tres dimesiones.

Como antes, proponemos una solucién a la ecuacién gZK que se compone de dos partes:
la primera es una estructura localizada la cual se representa por una funcién ug(z,y, 2, t),
como se ha manejado ya, esta es la llamada onda principal; una segunda parte que es la
radiacién desprendida por la onda principal y que denotamos por u,(z, y, 2,t). Nuevamente,
la condicién inicial para u(z,y, 2z,t) es justamente ug(z,y, z,0), al inicio no hay radiacién.
Consideramos primero el caso en que se ignora a la radiacién. ,

Sistema de ecuaciones sin tomar en cuenta a la radiacién

Solamente para recordar al lector la notacién usada, proponemos como solucién de la ecuacién
gZK en tres dimesiones ~

Uy +uPug + Uggs + u::yy + Uz, = 0,

a u(:z, ¥, t) = uo(z, y,z t) +u1(a: Y2 t), con Uo dado por ..

uo(z, ¥, 2, t) = a(t)e—n(t)((z~e(:))2+y2+z=) :
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Fig. 3.7: La regidén I'(¢).

IR / / uls_\/g(y2+zz)l/2ded‘,z', ‘

Como en kla‘ 1eg10n F(t) :s_:eu‘

- ‘/r(t) [(p 1+t uo’ﬁ); + (tozy )y + (tozs)s |

Evaluando cada una de las integrales de arriba y tomando en cuenta,que ug y,sus derivadas

se anulan al infinito, encontraremos la primera ecuacién diferencial buscada:
La masa total en la regién I'(t) se encontré en la seccién 3.1.2:

732 V3 a S
/P(L)‘uo rdydz 3 (1,+ 3 ) W

de igual forma, la integral

también se calculd en la seccién 3.1.
La idltima integral requerida‘es

B R L £ 16 w0 WA
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Usando gz, = (4an2(z —£)2. —-2a/c) ( 2+2?) (,’:‘iczv?'/%_ ;.'2af€) e~ (w8 +y+2")

Y Ugss = (4a,~c - 2cm) e""((”'f)

o ug+1 L
o + U
/I‘(t) [(P + Lo Om

20./‘&) é—-n(i}y +322+1/ +z2)

Ahora se considera
pequefia, se asumird qu

(3.34)

y es idéntica a la ecuacién obtenida para p = 1.
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. Ecuacmn correspondlente a la con51dera010n del: momento en z. del momento de la onda
El momento en' & del momento de la onda‘ o

' despues de ;
Evaluamos ah” a

al GSCI‘lblr el factor de z dentro de.la primera integral como z
1nteg;rando es 1mpar con respecto'a T —

,txene por valor o e - .
' 3/2§a2 o
E/ / / d:z:dydz = 4\/5;3/—2

149

al infinito.

L HEy. notando'que el
f La segunda mtegral se: habla calculado antes y
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2y 2+z2 —
y )1 Upz =

PP Nttt
S oL R S
a1 2T(3/2)4T(1/2)2
02,2
2a '21(2 Y5727 2 4
7!'3/2 a}’+2 1
__(p+2)5/2 —~m + 75 Vor 1/2F(3/2)1"(1/2)2
7F3/2 ap+2 571'3/2 a2 s

e .=(p+2)5/2 P 4\/— hll/z:f :
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Q'Ctb/os
0l
004
om
- o.@

oal

Fig. 3.8: La funcién g(p) Aunque no se aprec1a blen a esta escala, g(p) se anula enp = 25.61
y es negativa a partlr cle ese valor '

con g(p) = w~1/2 (1 + —‘/—5) ' ((p—i%; - m) y B=3x"12 (1 + ﬁ) ' > 0, de la misma
forma que en la seccién 3.1.2. Como se requiere por consistencia con esa seccién, tenemos
que g(1) = « y corroboramos de esta manera lo correcto de estos nuevos célculos.

La funcién g(p) determina en gran medida el comportamiento de a y de 4. Para entender
el comportamiento de dicha funcién mostramos su gréfica en la Fig. 3.8. la funcién g(p) tiene
dos ceros: en p =0y en p ~ 25.61. Entre los dos ceros, 0 < p < 25.61, g(p) es positiva y se .
torna negativa para 25.61 < p. Para valores de p positivos y crecientes tenemos que g(p) = 0.
De esta manera, el comportamiento de esta nueva funcién es completamente analogo al de
la funcién introducida en dos dimensiones, g(p). Esto nos brinda un comportamlento 51m11ar¢
para el caso de tres dimensiones, con muy llgeras variantes. .

Como en el caso de dos dimensiones, es conveniente escribir a la ecuacmn (3 41) en las
dos formas -~ - ~

. 1/2 : i S N . V N
K’_ <g( )_ﬂ_a4/3—p) ap+5/8 si OIS;D.S 4/3, L T .
g\ a PR

6n de signos en la ecuacién
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m/a»} o ,a,, ,’,,’,

Fig. 3. 9 Tipos de curvas soluc1on para 0 < p < 4/3 Las curvas tlpo a) se. le» e en dos ;
dependiendo de’ la ocurrencia de un camblo dc concav1dad El punto de‘equlhbrlo se muest;ra
con una linea: puntea.da ' ’ i

diferencial, vemos que cualquier onda con una amplitud inicial distinta de cero adoptard la
amplitud dada por este dltimo punto de equilibrio de manera asintética conforme crece el
tiempo. Por la misma razén, la evolucién'de la amplitud ocurre de forma monétona. Como
en el.caso p = 1, existe un punto especial a* que corresponde al caso en que la condicién
1mcml y el punto de equilibrio coinciden. Esto ocurre cuando g(p) — f-5% 4,3 4/3_" =0, ode

, U
manera explicita siag = a* = (5&%) . 'Si esto ocurre, la amplitud de la onda principal

permanecera constante para todo tiempo.

. . X .‘ B ot 47 a73=p . ,‘ RS *
El cambio de concavidad es ahora a= E—M—&tﬁ) , el cual es menor que el punto

de eqmllbrlo y se reduce a la explesmn adecuadm si escogemos p = 1. Segun la condlclon ]
inicial y como el punto de cambio de concavidad es menor al de equilibrio, las soluc1ones que
son crecientes pueden efectuar un cambio de concavidad o no. Usamos la misma notacién
que én el caso de dos dimensiones y dividimos los diferentes tipos de soluciones en' tres:
(a) sgtuciones siempre crecientes, (b) soluciones siempre decrecientes o (c) soluciones que
permanecen constantes. De todo esto se deduce que para 0 < p < 4/3, la onda principal
siempte se aproxima a una onda con forma y velocidad permanente; es decir, tiene un cardcter
de tipo solitén. Las curvas solucién se muestran de forma esquemadtica en Fxg 3.9.

Cuando p = 4/3 es posible que ocurran dos comportamlentos dlstmtos, dependlendo
de si g(4/3) — B3 aifs oS positivo a negativo. El tnico punto de equ111br10 es a=0yla

tnica variacién p051ble es si la solucién es swmpre cremente o siempre decremente 'No hay
posibilidad de que exista un punto especml a* #.0, tal que.a(t) = a*, tampoco es posible
_ tener cambios de concavidad.. Como en dos dlmensmnes, este valor umbral es de especial
" interés, ya que permite integrar la solucién Yy encontrar a(t) de forma explicita. En el caso
g(4/3) — 1/—8- > 0 es posible que la amplltud se vaya a infinito en un tiempo finito, como
VErernos ensegulda Las curvas solucnon se muestran de manera esquematlca en la Flg 3. 10

mostrando ambos casos. Dot o
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» e A ] (a/ B - 8 ‘ T | ¥ ;: ’ ‘/b)v B : P
Flg 3.10: Txpo de curvas solumon para p= 4/3 Caso (a), (4/3) —473 > 0 Caso (b),
9(4/3) ,37?'3' < 0 ' :

al t;‘lemp‘o :

Como la ampht;ud a(t) y la razon de decalmlento espac1al K,(t),

— ~3/2
aan 3/2—a§n0/

crece indefinidamente, a la vez que su ancho tlende a cero :
Cuando se satlsface 4/3 <.p < 25.61, ex1ste nuevament;e un‘- punto espemal a ;
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Fxg 3 11 Los txes tlpos de curvas solucmn ;‘para 4/3 < p < 25 61 El punto que separa el
tlpo de comportamlento ‘a*, se muestra con. lmea punteada. - T .

LT

&

Fig. 3.12: Curva solucién tipica para 25.61 < p.

monétona sin llegar nunca al equilibrio. Esto se debe a que si a* < ag entonces aeq < ao,
de forma que el punto de equilibrio estd por debajo de la condicién inicial y no puede ser
alcanzado por una solucién creciente. Las ondas que comiencen con cond1c10nes iniciales por
arriba de a* crecen hasta tener una amplitud mﬁmt;a, mientras que ondas que comiencen
con. amplltudes 1n1c1ales menores tienden a cero, por un argumento andlogo. La itlima
posibilidad es que ag = a* de lo que resulta una amplitud constante para cualquier tiempo.
En este rango de valores de p no hay posibilidad de un comportamiento de .tipo solitén, ya
que. Jas ondas no adquieren una forma fija en el tiempo. Las curvas solucmn se muestran de:
manera esquemdtica en la Fig. 3.11.

La dlitma posibilidad es que p se sitie en el rango 25.61 < p, donde g(p) es negativa. De
ésto se sigue que a también es negativa y la amplitud de la solucién siempre decae a cero,
sin irfjportar su condicién inicial. Dado a que no hay mds que el punto de equilibrio @ = 0,
no existe un punto especial a* para el cual corresponda una variacién inicial nula, a(0) = 0
y que deje a la amplitud constante para todo tiempo. Esta misma condicién de la ecuacién
diferencial impide la ocurrencia de cambios de concavidad. La Fig. 3.12 muestra este tipo
de comportamiento.
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Del presente anahsls se puede conlcuir que sélo es posible el comportamlento de tipo
solitén cu(mdo 0 < p 4/3 conmderando, por supuesto, la aproximacién que nos brindan
las leyes de’ conselvamon '

Sistema de ecuacidnes al tomar en cuenta a la radiacién

Deseamos ahora tomar en cuenta el efecto de la radiacién sobre la evolucidn de la onda prin-
cipal. Siguiendo el desarrollo llevado a cabo para dos dimensiones, usamos nuevamente las
leyes de conservacién sin despreciar necesariamente a u; con respecto a ug en la regién dentro

de la superficie cdustica. Adoptaremos la suposicién de que u; es constante en una regién
en una regién tridimensional por detrds de la onda principal (‘flat shelf’ en dos dimesniones).

e Ecuaciones correspondientes a la conservacién de masa

Como se ha visto, una vez que se incorpora el efecto de la radiacién, de la conservacién de
masa resultan dos ecuaciones diferenciales . La primera de ellas se obtuvo antes y se basa en
que sabemos que la radiacién estd confinada dentro de la superficie cdustica. Esta ecuacién
se obtuvo integrando la forma diferencial de la conservacién de masa fuera de las superficie
cdustica, en la regién que antes llamamos I'(¢), despreciando a u; con respecto a ug.

La segunda resulta.de considerar la conservacién de la masa en todo el espacio. De esta

ley de conservacién sabemos que
OO
/ / / udzdydz =

Se hace ahora la: suposicién! acerca:d ; ‘la radlacnoxr suponemos que esta se
acumula formando una reglon en el espacxo donde U es ‘constante, con un valor pequeiio pero




Fig. 3.13: La regién R(t).

distinto de cero. Como antes, supondremos que esta estructura se forma justo detrds de la
onda-principal, en la regidn clent;lo de la cdustica y que se mueve de manera rigida con ella,
como si estuviera adherida.

Qonsulel amos que la estructura de amplitud constante se forma en una regién dentro de
la cétistica que tiene por frontera a una superficie S(t), ademds esta estructura avanza a la
mis.rr'i.a'velocidad que la onda principal, V(¢). Ver Fig. 3.13. La regién por delante de ésta
estructura la llamamos R(t), como en el caso p = 1 y calculamos ahora el cambio.de la masa
en _di'cha regién. Sila superficie S(t) se puede escribir como la funcién z = Z(y, z,1), tenemos

d :
—. udzdydz = — / / / ud:z:dydz o . .
dt-J ry z(y,~,t) ' PRI :

L

P+1

Tomaremos |u°°| < 1y también ‘|uz]| << 1y |uyy| #
U = Ug Sobre una porcién de S(t) que tlene una proyeccmn sobre el“plano = 0 de ‘drea A,
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’ ._,m"'t“'('a"tl‘drenlos que

‘dt /R(t) udzdydz ~ -‘-/s
~ El para‘metxo A toma en cuent;a el tam no de ar gxon donde ues constante y es el andlogo
'\del pammetro l, mtrodumdo I tratamlento bldlmensmnal Nétese que ademds hemos
consérvado el término que lleva un’factor de u.””"1 "'debldo a que no es despreciable en el caso
en’ qge P 0. i
Qon algunas aprox1macxoncs adx(nonales,
obtenidas antes : -

: udydz~ —A luv+1 - V Ao,

odremos relacionar esto con las ecuaciones

| 7 ‘ ‘ | w/2%q
uodzdydz ~ / uod'vdydz ==z
R( t) ey : | ‘

/ . udz:dydz o~
R@

De manera que -

r.detrds de: S(t) Y tamb1en sobre una porc10n de,
sobre: C(t) las derlvadas um, u:_.,, Ugz, Ug; Uy Y Uz

P+2 -V A
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Como én el caso d la:masa, hacemos la aproximacién
a32g2

% 4+/2K3/2’

u"+2 + VA —u2,

.*2
__ava
(v +2)%2

=0, ~ (3.45D)
a+5c=0, E (3:45¢)

el cual puede ser resuelto numéricamente.
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Conclusiones

En la Seccién 1.6 vimos que la evolucién de estructuras cohierentes gobernadas por la ecuacién
ZK no estd comprendida. Lo mismo ocurre para las generalizaciones de la ecuacion ZK en que
se considera un término no lineal distinto o en que se introduce un término no homogéneo.
A partir de las soluciones numéricas del doctor N. F. Smyth se observé cémo ocurre la
cvolucién de una estructura coherente en el caso de una condicién inicial Gaussiana. El
notatr el cambio de amplitud, ancho y el desplazamiento de la onda nos motivé a utilizar
las leves de conservacién de la ecuacién Zakharov-Kuznetsov para entender dicha evolucidén
a tmves de una solucién modulada a través de tres funciones del tiempo que representan
]ustamente la amplitud, el ancho y el desplzamiento antes mencionado. Sé han encontrado
sntemas de ecuaciones ordinarias aproximados para estas tres funciones del tiempo que
mdlcan la évolucién de una onda inicialmhente Gaussiana. Lo anterior se hizo en dos y tres
dimensiones espaciales; ademds de considerar dos situaciones distintas: una ignorando la
ladldClOH cedida por la onda con forma de campana y otra en la que se toma en cuenta el
cfectd de la radiacién. La aparicién de una ecuacién (mZXK) con una no linealidad distinta a
la deZK nos llevé a considerar la misma situacién para una ecuacién donde la no linealidad
genexalwa tanto a la de ZK como a la de mZK. A esta ecuacién la llamamos gZK.

En el caso de dos dimensiones se compararon las soluciones obtenidas de los sistemas de
céuiiciones diferenciales ordinarias con una solucién numérica directa de la ecuacién ZK, en
los casos sin radiacién y en el que se le toma en cuenta. Para el caso sin radiacidn, el ajuste
encontrado no es bueno y como se ha mencionado antes, esto no es sorpresa alguna ya que
se trata de un modelo simplificado en extremo.

En el caso en que se incorpora la radiacién, en principio no se obtlene un buen ajuste

tampoco; sin embargo, el considerar una expresién mds general para la velocidad de la onda
principal incorpora un nuevo parimetro libre que permite lograr un muy buen ajuste entre
la solucién numérica directa y la solucidn que brinda el sistema de ecuaciones.
. .Posterlormente se considera una generalizacién a la ecuacién Zakharov-Kuznetsov, con
un férmino no lineal modificado. Ignorando a la radiacién y después incorporindola, se llega
nuevamente a una pareja de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que de hecho
generalizan a los de ZK. Con lo anterior, se determinan las condiciones que debe cumplir el
término no lineal para que se produzcan o no ondas de forma permanente.

161
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Por 1ltimo se trata el caso de tres dimensiones. Se sigue el tratamiento de antes y se
obtienen sistemas de ecuaciones que aproximan la evolucién de una onda con condicién inicial
Gaussiana, primero sin radiacién y luego incorporindola. Para la ecuacién gZK, obtenida al
considerar una gencralizacién del término no lineal de ZK, se hallan las condiciones requeridas
para que ondas incialmente Gaussianas adquieran forma permantente, o bien evolucionen de
manera distinta a dsta.

Una futura extension a este trabajo puede seguir varias lineas. Una de ellas estd rela-
cionada con la obtencién de mas resultados numéricos. Solamente se contd con este tipo de
resultados para el caso de la ecuacién ZK en dos dimensiones, mientras que en el presente
trabajo sc analizé también el caso correspondiente en tres dimensiones, asi como la ecuacién
gZK en dos y tres dimensiones. La obtencién de resultados numéricos para la ecuacién
ZK en tres dimensiones es algo extremadamente complicado y hasta el presente impréctico
debido a la cantidad de cdlculos requeridos. Es por eso que la extensién inmediata debe
darse en relacion de la ecuacién gZI< en dos dimensiones. Ya que se han obtenido soluciones
modulacionales para este caso, es de gran interés la obtencién de resultados numéricos en el
caso sin radiacién y con ella, con el propdsito de hacer las comparaciones con los sistemas
de ecuaciones ordinarias obtenidos en cada situacién.

Otra extensién de gran interds serfa el considerar la evolucién de una estructura coherente
de la ecuacién ZK con un término no homogéneo. Vimos en la Seccién 1.6 que existen
simulaciones numéricas de este tipo, cuya evolucidén es un_total misterio. Obtener una
aproximacién a esta situacién para una comparacién con. la solucxon numérica es de gran
interés.

Un par de lineas de'investigacién adicionales son. la conslderacmn de ondas locahzadas en
dos dimensiones que no posean simetria circular.y:el cons1derar un sistema de dos ecuacxones
del tipo ZK para dos funciones u y v que se encuentranf acopladas. En el primer _caso,
bajo ciertas condiciones la onda coherente podrla artirse en dos o mds ondas coherentes
individuales o de manera inversa tender a alguna conﬁguracxon de equilibrio estable. El

segundo caso mencionado puede surgir en la modelacxon de ondas en las. mterfases de un’

fluido estratificado, donde una onda en una de las 1nterfases afecta a otra onda en una
segunda intrefaz. ’

e ek
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