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Introduccién

Leonhard Euler en su obra “Métodos de mdrimos y minimos” da a conocer
un método para hallar curvas que gocen de una propiedad de médximo o minimo.
El problema cldsico de este tipo es el de hallar una curva plana que encierre una
drea mdxima entre todas las curvas de la misma longitud, es decir entre curvas
isoperimétricas. El “Mélodos de mdzimos y minimos” es un método para resolver
estos problemas isoperimétricos y también otros mas generales.

Si bien cste tipo de problemas data desde la época de los griegos, es Euler
quien crea en su obra toda una nueva disciplina a la que ¢l mismo en 1756 en
una sesion de la Academia Real de Ciencias de Berlin da el nombre de Cdlculo de
Variaciones, tributando con ello un reconocimiento a J. L. Lagrange que acababa de
crear ¢l revolucionario concepto de variacion de una funcién. Este concepto condujo
a Lagrange a una notable simplificacion y ampliacién del método original de Euler.
Por otra parte no se concibe ficilmente la creacién del concepto lagrangiano de
variacién sin un trabajo clarificador previo como la obra de Euler.

El mérito de la obra consiste en que plantea bien toda una nueva clase de proble-
mas muy dificiles y que dd un método general y sistemaitico para resolverlos. Que
esos problemas eran dificiles lo muestra la historia, pues despuds de los primeros
ejemplos concretos por los hermanos Bernoulli a finales del siglo X'V 11, quienes al
mismo tiempo que Newton, Leibnitz y Huygens dan las primeras soluciones, los nue-
vos problemas permanecen mucho tiempo sin resolver; y atin mds, los matematicos
que dan las primeras soluciones algo mas generales: J. Hermann (1729), B. Taylor
(1685-1731) y el mismo Euler (1732), dan soluciones equivocadas.

Con la aportacién que después hace Lagrange, se percibe la evolucién y aplica-
¢ién del recien creado cidleulo infinitesimal, lo cual tiene un inmenso valor para la
fisica tedrica de los medios continuos. Principalmente porque muchas leyes fisicas
se enuncian en forma de principios variacionales. Por ejemplo, que la luz cuando se
transmite por un medio variable, sigue la trayectoria mas ripida (no necesariamente
las més corta), como enuncio y aplicé correctamente Fermat (1662), en un trabajo
que se integra en los origenes del cdlculo de variaciones.

Un paso hacia la formulaciéon de la mecdnica Lagrangiana se da en el primer
aditamento de la obra de Euler (ver [Eu]), pues constituye el primer tratado de
elasticidad y en él Euler descubre la carga critica que hace pandear una columna, lo
que constituye el primer caso de un autovalor de un operador diferencial de cuarto
orden no lineal. Este resultado, la naturaleza misma del cdlculo de variaciones, el
principio de minima accién y el concepto de variacidn introducido por Lagrange que
generaliza, aplicindolo a funciones, asi como el concepto de Leibnitz de diferencial
(ver [Ar]), son todos ellos los primeros antecedentes, anteriores incluso a la resolucién
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de las ecuaciones en derivadas parciales, del moderno anilisis funcional, aunque sin
el soporte de los espacios topolégicos de reciente creacién.

El desarrollo del cdlculo de variaciones, forma hoy parte de las técnicas ma-
temdticas que se emplean en la topologia diferencial, geometria diferencial y en la
resolucién de numerosos y variados problemas, por e¢jemplo de geometria diferen-
cial, los de optimizacién y control desistemas regidos por ecuaciones en derivadas
parciales, y sobre todo hasta desempeiiar un papel muy relevante en el tratamiento
de la mecinica analitica.

En la geometria, historicamente la nocién de curva geodésica sobre una superficie
se remonta a Johann Bernoulli, quien la definié como la que proporciona la longitud
minima de una curva sobre la superficie entre dos puntos cualesquiera. Su teoria local
fue entendida correctamente después del trabajo de los geémetras del siglo X 71X,
primero acerca de superficies como: K. F. Gauss, Jacobi, O. Bonnet, y mds tarde
acerca de variedades Riemannianas por geémetras como: B. Riemann, Christoffel,
Levi-Civita.

Pero dos problemas globales acerca de geodésicas sobre una variedad Rieman-
niana M de dimensién n fucron formulados de la siguiente manera

1

¢Tienc un arco geodésico con extremos p y q recalmente la longitud minima
entre todas las curvas rectificables que unen a p con g7 (es decir es una
geodésica minimal).

2. ;Cudntos arcos geoddésicos que unen cstos puntos existen?

Localmente estos problemas ticnen una respuesta completa, cada punto de M
tiene una vecindad abierta V, tal que para cualesquicra dos puntos distintos p, g en
V, hay exactamente un arco geoddsico contenido en V, el cual une a p con g, y es la
dnica geodésica minimal que une a estos dos puntos.

Hasta 1920 los dnicos resultados generales sobre el problema global provinieron
de la investigaciones de Jacobi acerca del primer problema. El habia mostrado que
sobre una curva geoddésica v con origen en zg, existe en general una sucesién de
puntos ;,xz2---, los cuales son conjugados a zp a lo largo de la curva v de tal
forma que cualquier arco de v que no contenga ninguno de estos puntos conjugados,
es una geodésica minimal; pero si contiene al menos uno de estos puntos conjugados,
entonces en toda vecindad de vy existen arcos geodésicos suaves por partes que unen
a los puntos p y ¢ de v, la longitud de los cuales es estrictamente menor que la
longitud del arco de yentre p y g.

En una serie de articulos y textos comenzados en 1928, Marston Morse atacé los
problemas anteriores usando una combinacién muy ingeniosa de geometria diferen-
cial y topologia algebrdica aplicada a espacios de funciones apropiados, lo que él
llamé: “Célculo variacional a lo extenso”. El considerd el conjunto Q(M;p,q) de
trayectorias suaves por tramos en M, que tienen sus extremos fijos p, ¢ definidos co-
mo funciones continuas (que no necesariamente son inyectivas); w : [0,7] = M tal
que w(0) = p,w(T) = ¢ y hay un nimero finito de puntos ¢o, 1, - £, del intervalo
[0, 1) tal que w|[ti, t;41] es una funcién C*°. Si l; denota la longitud del segmento
w|[ti, tirr], entonces L{w) = 3, /; es la longitud de w, y una funcional de w en
QM;p, q).

Un arco minimal de p a ¢ debe ser una trayectoria w para la cual L{w) es un
minimo en (AM; p, ¢) y un arco geodésico debe ser un punto critico para la funcional
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L. Esto en primer lugar no tenfa significado pues Q(M;p, ¢) no tiene una estructura
de variedad diferenciable.

La teoria de Morse consiste en mostrarnos que es posible sustituir Q(M;p, q)
por varicdades que sean diferenciables en donde los resultados sobre puntos criticos
pueden ser aplicados. Casi todas las ideas introducidas por Morse en este proceso
fueron nuevas, incluyendo su investigacién acerca de puntos criticos de una funcién
definida sobre una variedad. Aplicé su método no sélo a geodésicas sino también a
extremales de problemas mas generales que se presentan en el cilculo de variaciones
(en una variable).

Sus demostraciones con el paso del tiempo han sido gradualmente simplificadas;
como lo presenta John Milnor en su libro “Morse Theory”; y aplicadas en diversos
campos como los Sistemas Dindmicos. Para mds referencias se puede consultar [Di].

La curvatura Riemanniana de una variedad estd rclacionada con el comporta-
miento de sus geodésicas, en particular con las geodésicas que pasan por algin punto
en alguna direccion dada; es decir punto inicial y dirececién inicial. Al investigar la
divergencia de las geodésicas, se linealiza la ecuacién diferencial que las define. La
ccuacién diferencial lineal de segundo orden que se obtiene es llamada ecuacion de
Jacobi, la cual se escribe en términos de la derivada covariente y el tensor de cur-
vatura; cs decir, una primera relacién entre geoddésicas y curvatura K(p, v) es que
la curvatura indica qué tan ripido se alejan las geodésicas en p que son tangentes
a 7. Para la formalizacién de esta velocidad de alejamiento de las geodésicas, se
introducen los campos de Jacobi, los cuales son campos de vectores a lo largo de
geodésicas, definidos por medio de una ecuacién diferencial que aparece en ¢l estu-
dio de la aplicacién exponencial. Ademads los campos de Jacobi permiten obtener
una caracterizacion simple de las singularidades de la aplicacién exponencial, a tales
singularidades se les Hama puntos conjugados.

Las geodésicas se pueden caracterizar como soluciones de un problema variacio-
nal, para cllo se usan conceptos y técnicas del cilculo variacional, en donde se hace
el cdlculo de la férmula de la segunda variacion de la energia de una geodésica. Los
conceptos anteriores sirven para demostrar £l Teorema del indice de Morse, ¢l cual
relaciona el mimero de puntos conjugados en un segmento de geodésica contados con
su multiplicidad; al indice de cierta forma cuadritica definida a partir de la férmula
de la segunda variacion. El teorema del indice es una generalizaciéon de un resultado
cldsico de Jacobi, el cual afirma que un segmento geodésico minimiza la longitud de
arco relativainente a las curvas vecinas con las mismas extremidades si y solo si tal
segmento no tiene puntos conjugados.

La discusion de cste y otros temas relacionados se explica ampliamente en [Mi],
[dC] y [Ar).

Un hecho de suma importancia para la existencia de puntos conjugados sobre
una curva en una variedad, es que csta 1iltima sea de curvatura mayor o igual que
cero. Para una demostracién de este hecho se pucde ver en [dC].

Los argumentos anteriores tienen una generalizacién a Sistemas Lagrangianos.
Asi, a lo largo de esta tesis vamos a generalizar la nocién y los resultados que se
tienen en el caso de una métrica Riemanniana.

En los tltimos afios varios tecoremas que habian sido demostrados para flujos
geoddsicos se han estado probando para el caso miis general de flujos Lagrangianos.
Este es el resultado principal de esta tesis asi, el objetivo central de este trabajo es
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presentar una prueba del Teorema del indice de Morse para Lagrangianos Convexos,
siguiendo la prueba que para geodésicas presenta J.Milnor en su libro Morse Theory.

Las graficas se elaboraron con metagraf y la direccién electronica es:
http://w3.mecanica.upm.es/metapost/metagraf.php .
Miguel Angel Chivez Garcia.
Ciudad Universilaria.
Agosto de 2003.



CAPI{TULO 1
Los espacios de trayectorias

En este capftulo sc introducen los espacios de curvas que se utilizan en el Cadlculo de Variaciones.
Dado que la idea es presentar al Cdlculo de Variaciones como Cilculo Diferencial infinite dimensional,
los espacios de curvas serdn variedad

modeladas sobre de Hilbert y de Banach. Los espacios

apropiados son, ¢l espacio de Hilbert #,(J,R") de curvas absolutamente continuas, y el espacio de Banach

C"(1,R™) de curvas de clase C", en un intervalo cerrado 7.

1. Funciones absolutamente continuas

DEFINICION 1.1. Una funcién w : I - R*; donde I = [0,1} C R"; es llamada
absolutamente continua si cualquiera (y asi amba.s) de las siguientes dos condiciones
son satisfechas

e Dada € > 0 cxiste un § > 0 tal que si

0<ito<...<tpp41 <1 y th2t+l_t2l|<6
i=0

entonces

Z||“{(t21+1)—w(t2‘)|| <€.’  "1 S

- =0

e Existe una g € L‘(I ]R") es dccnr g cs una funclén medxble de Ien R" y

/ ng(t)ndt<oo'

tal que
Vtel.

OBSERVACIONES 1.1. 1. La eqﬁ.ivaléncia de estas dos condiciones es un teo-
rema cldsico de Lebesgue (ver [K-F}, pags. 387-391). De la segunda condicién -
sc sigue que w(t) existe para casi toda ¢t € I, que w(= g) es sumable y’ g

w(t) = w(0) + /0 *(s)ds.

2. De la primera condicidén se sigue facilmente de la definicién que ‘si. <p es’. una ;'
funcién C! de R* a R™, o mds en general si ¢ : R* — R satxsface la condlcnﬁnv,;
de Lipshitz en todo conjunto compacto, entonces <p o w s’ absolutnmente‘
continua, si w cs absolutamente continua. FRR :

1
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Sc dara por hecho, lo que es un espacio de Banach y un espacio de Hllbert “(ver’
[K-F], pigs.. 149 y 165). Por razones de consistencia que se hardn claras més tarde,
denotaremos al conjunto de las funciones medibles de w : 7 — R* tales que

/ lw(®li?dt < oo

por 110(1 R") en lugar de la forma habitual L2(Z, R*). Entonces Ha(/, ]R") es un’
espacio de Hxlbcrt bajo operaciones puntuales y el producto interior <, >o deﬁmdo ;
por, B :

<w,p >o—/ < w(t), p(t) > dt,

'donde < > es el producto interior en R". Denotaremos por Hl(I R") al conjunto :
de las funciones absolutamente continuas w : I — R”* tales que w' €: Ho(I,R").
Entonces H,(I,R") es un espacio de Hilbert bajo el producto mtenor <> deﬁmdo

por

: <w, p>1=<w(0),0(0) >+ <wp' >0.
De hecho la funcxon R" @ Ho(I,R*) = H (I,R") definida POI' (v,9) = w, donde -

w(l) =v +/ g(s)ds

¢s una isometria. .
DEFINICION 1.2. Sea L : H\(I,R*) — Hy(I, ]R") deﬁnidafp‘or.. w=wy sea »

H} (IR = {w € Hy(1,R")|w(0) = 0 = w(1)}. R A N
Entonces lo siguiente es inmediato.

TEOREMA 1.1. L es una transformacion lineal acotada y de norma uno. Hf (1 R"™)
es un subespacio lineal cerrado de codimensidn 2n en Hy(I,R*) y L manda tsomelrz—
camente Hi (I, R") en el conjunto de las g € Ho(I,R") tal que g -

/g(t)=0

es decir sobre el complemento ortogonal en Hy(7, IR") del con]unto
constantes de I en R".

TEOREMA 1.2. (De integracidn por partes.) Sip € Hl (1 R") J Aesuna funczon v
absolutamente continua de I en R* entonces 0

/ < N(t),p(t) > dt =< A\, —Lp >o
0

Demostracién. Es claro que la funcién ¢t =< A(t), p(t) > es-absolutamente,
- ‘continua con imagen en R y su derivada es < N(t),p > + < A;jp'(i) > Dado:
que una funcién absolutamente continua es la integral de su derivada ademas L
< A(t), p(t) > se anula en 0 y 1, entonces se sigue el teorema.

Denotaremos al conjunto de funciones continuas de I en R®’ por C°
siderado como un espacio de Banach con norma || ||« definida por.

[lwlleo = sup{|lw(®)]| : t € I}.

(I, JR"), con-
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Recordando el Teorema de Arzela-Ascoli (ver [K-F], pdgs. 115-119), un subcon-
junto Sg de C°(7, R") es relativamnente compacto si y sélo si es acotado y equicontinuo
(lo anterior significa que dada € > 0 existe una § > 0 tal que si |s — ¢| < ¢ entonces
lg(3) — g(t)| < € para toda g € S). Dado que la inclusién de C°(Z, R*) en Ho(I,R?)
es uniformemente continua se sigue que .S ¢s relativamente compacto en Ho(/, R?).
El siguiente resultado ¢s un caso especial de las desigualdades de Sobolev.

TEOREMA 1.3. Siw € H(I,R") entonces

1
llw(t) = w(s)| < |t — s[z]|Lw]]o.

Demostracién. Sea & la funcién caracteristica del intervalo [s, ], entonces

@ - woll = || [ e s [ iweid = /'h(zmw'(z)udr

y usando la desigualdad de Schwartz (ver [K-F], pig. 153) se completa la demos-

‘- tracién. (]
- Consccuencias del teorema anterior son las siguientes

COROLARIO 1.4, Siw € H\(I,R") entonces ||jw||e < 2|lw]]i-

Demostracién. Por definicién de || [|; tenemos |Jw(0)]| < [lwl]y y: ||Lw||o <
||wlli. Asi Hw(l)“ < [|w(0)]] + ||w(t) — w(0)|| y por cl teorema 1.3 obtenemos ”w(t) -
w(O})l] < (| Lw "o

COROLARIO 1.5. Las inclusiones iy : H,(I,R*) = C°(I, R"), 22 HI(I IR") -
Ho(I,R") son operadores compactos :

Demostracién. Sea S un conjunto acotado en Hy{(Z, IR") entonces por el coro- E
lario 1.4, S es acotado en C°(I,R") y por el teorema 1.3 S satxsface urn condxcnén’

uniforme de Hélder de orden 3 asf, es equicontinua,

TEOREMA 1.6. Si ¢ : R* — R” es una funcidn C""*'2 éntonces la funcuin 7288
H\(I,R*) = H\(I,RP) definida por w — @ ow es una funcidn C* 3" H1(1 R") -
H (I, R). Ademds si 1 < m < k entonces ) o

(1.1) d"g, (A1 ... Am) = d™ (pw(g)(/\l(l), cee s Am(t))
Para demostrar el teorema 1.6 utilizaremos el siguiente »
LEMA 1.1 1. Sea F una funcidn C! de R* en L*(R",R”), entonces la fun-
cion I de H (I, R*) en L*(H,(I,R"), H,(I,R?)) definida por
Fw)(My- .- A)(t) = Fw(®)) (M) - - - Ault))

es continua. _ o
2. Si F es C* entonces F es C' y dF.= dF.

: Demo;t_racidn. Notemos que
F@) -, M) (1) = R ;
dF,W' () (M(2), - »As (t)) + ZF(w(t))(’\l(t)»"' L), As(8))

cd=l
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Asi I : E .
HF@) A AN DI < ”de(l)“ Al @ AN - 1lAs (t)ll o+

lel‘(w(t))ll (Al -« II/\’-(t)H Il/\ (t)II

Asi por el corolario 1.4 del teorema 1.3 se tiene ||Mi]leo < 2)|M ||1, podcmos ver_‘

que [[(Fw)(A,. .., Aa)) o < 2°Lw)|[M]ls - - 1As]ly, donde L{w) = SUPHdFu(t)II

He'llo + s - sup [|F(w ().

También |[F(wh{A,. .- s AsHleo < 2°sup || F{w@)|[- || A1 - - ||A l|1 Rccordando que

lellF = 1) + 12113 e e

vemos que |[F(w)(Ar--- 5 Al < K(w)[|Ml1 .. - HAll1- Dado que F(w) es: multlll-

neal se sigue que F(w) E L’(Hl(l R*), Hh(I,RP)). Sip € H;(I R") entonces
(F@w) = Fe)(My-o i A)lleo S 2°sup |[Fw) — F(P),H Ill\xlll-

por lo tanto

() = F(e) M-+ 5 A0)) lloa < 2°M (w0, p) Ml

donde

M(w, p) = sup ||dFu]| - Ilw ~ 'l
+ sup ||dFugey — dFpgyl| - ||P||o+s S“PIIF(w(t))—F(P(t))II

Asi
IIF(w(®) = F(p)Ill < K (w, p)s

donde ||| ]| eslanormaen L*(Hy(I,R"), H (I, R?)) y K(w, p) — 0 sisup ||w'—p|]o,
sup ||dFyy — dFal| y sup || F(w(t)) — F(p(t))|] tienden a cero. Perosi p — w en
H,(I,R") entonces ||’ — p'|lo < |Jw — p}, tiende a cero y por el corolario 1.4 del
teorema 1.3 p — w uniformemente, asi dado que F' y dF son continuas, entonces
F(p(t)) = F(w(t)) uniformemente y dF,u — dF,) uniformemente, de modo que
K(w,p) = 0. Esto cs, |[|[F(w(t)) — F(p())||l = 0 y F cs continua. Esto prueba la

primera parte del lema.
Para la segunda parte del lema, supongamos que F € C3; asi dF € C2. Por el

teorema del valor medio existe una funcién C!', R : R* — L?(R*, L*(R",R")) tal
que si £ = p + v entonces
F(z) — F(p) - dFy(v) = R(z)(v,v).

Entonces la funcién

R: H(I,R*) = L*(H,(I,R"), H\ (I, L*(R",R"))),
es continua por la primera parte del teorema 1.3y si wy & = p+w estdn en H;(I,R"?)
entonces F(z) ~ F(w) — (ll“w(p) R(z)(p, p), s sigue que F es diferenciable en w
y d[‘w = dF,,. Dado que dF,, es una funcién continua de w por la pnmera parte del.
lema F es C!. Esto prucba la segunda parte del lema. i :

Ahora procedamos a probar ¢l teorema pendiente. :
Demostracién. Del teorema 1.6. Es una consecuencia del lema 1 1 tomando:-
F =d*p con 0 < 5 <k —1, se obtiene la afirmacién. O

[l
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v

FI1GURA 1. Atlas que es ck

OBSERVACION 1.2. Del lema 1.1, si s.= 0 entonces mterpretamos a L*(R*,RP)
como R”, donde L*(R™,R?) es el conjunto de las funcxones 5= hneales con valores en
H,. ChonE : .

El siguiente tcorema es mmedmto

TEOREMA 1.7. Considere R® y R™ como 3ubespaczos complemcntanas en R"*"' o
Entonces la funcidn (A,w) = A +w es una zsametna de Hi(I,R")'® Hl( R’") en.
Hl(] R® m) . . [N ER L

2. Variedades de Banach y de Hllbert

DEFINICION 1.3. Sea S un conjunto. Una carta en S ¢s una blyecmén <p de un
subconjunto U de S a un subconjunto abierto de un subespacio de un espacno de-
Banach y se denota a o por (U, ) donde U es el dominio de ¢.

Un atlas C* en S es una familia de cartas A = {(U;, ¢i)i € I} que satisfacc:

1. S=UJ{Uili € I}.

2. Cualesquiera dos cartas son compatibles en A en el siguiente sentido: cuando
dos funciones se enciman entre miembros de A, son difeomorfismos C¥; es
decir que para dos cartas (U.,(p,) y (Uj,p;) con U;NU; # O, se forma la
funcién que encima tp,, = p;op; |<p,(U NU;) donde ¢; 1|<,¢;,(U N Uj) significa
la restriccién de ;! al conjunto ; p;(U; N U;). Se requiere que tp,(U N Uj)
sca abierto y que gj; sea un difeomorfismo C".

De lo anterior decimos que dos atlas C*, A,,. 4, son equivalentes si y. sélo si
A; U A; es un atlas C*, Una estructura diferenciable D en S es una clase de
equivalencia de los atlas en S. La unién de los atlas en D, Ap = |J{A|A € D} escl
atlas maximal de D y una carta (U, ) € Ap es una carta local admisible. ‘Si A es
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un atlas C* en S entonces la unién de todos los atlas equivalentes a A es llamada
la estructura C* diferenciable generada por A.

DEFINICION 1.4. Una variedad diferenciable A/ cs una pareja (S, D), donde S
es un conjunto y D es una estructura C* diferenciable en S. :

OBSERVACION 1.3. Generalmente se denota a la pareja (S, D) como M. Si las
cartas tienen su imagen en un espacio de Banach £, entonces £ es llamado el espacio
modelo y se dice que M es una variedad Banach C* modelada en E. :

DEFINICION 1.5. Sea A una variedad diferenciable, A C M es llamado abierto
si y sélo si para cada a € A existe una carta local admisible (U, p) talquea € U y
UcA

De la definicién anterior se sigue que los conjuntos abiertos en A definen una
topologia, la prueba de esta afirmacién estd en [A-M-R], pag. 150.

DEFINICION 1.6. Una variedad diferenciable A es una n—variedad cuando toda
carta ticne como imagen un espacio vectorial de dimensién n. Esto ¢s que para
todo punto a € M existe una carta admisible (U, ) cona € U y ¢(U) C R*. Se
escribird n = dim M. Las n—variedades que usaremos tienen la propiedad de ser
HausdorfT.

OBSERVACION 1.4. Una variedad os llamada de dimensién finita si sus compo-
nentes son todas n—varicdades; la n puede variar con respecto a cada componente.
Una variedad es llamada variedad de Hilbert si el espacio modelo es un espacio de
Hilbert.

Dada una variedad M y A C M, entonces la estructura diferenciable de M induce
de manera natural una estructura sobre A4 asi, A es llamada subvariedad abierta de
M.

DEFINICION 1.7. Una subvariedad de una variedad M es una subconjunto B de
M con la propicdad que para cada ¢ € E existe una carta admisible (U, @) cn M
con ¢ € U la cual tiene la propiedad

p:U— Ex F, (p(UﬁB)_‘(p(U)n(EX{O})

De la definicién anterior se sigue que un subconjunto abxerto V dee M es una
subvariedad en este sentido, pues si se toma 7 = {0} y paraz € V se usa una carta’
(U, ) de M para cada x € U. P

PROPOSICION 1.1. Sea B una subvariedad de una variedad M. B es un variedad
con esta definicion generada por el atlas: {(U N B, p|U N B), (U, p) donde (U, ) es
una carta admisible en M que tiene la propicdad de la definicién anterior}.

La demostracién de la proposicién anterior se encuentra en [A-M-R], pag. 151.

Si (S1,D1) y (S2, D;) son dos variedades diferenciables, entonces el producto de
variedades (S; x Sz, D) x D3) consiste de los conjuntos Sy x Sz junto con la estructura
diferenciable Dy x D, generada por el altlas [(Uy x Ua, @) X @2)|(Us, ;) es una carta
de (S;,D;),i = 1,2},

DEFINICION 1.8. Sea f: M — N donde M y N son variedades C*. Se dice que
f es de clase C™ con 0 < r < &, si para cada £ € M y una carta admisible (V, )
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de N con f(z) € V, existe una carta (U, ) de M que satisface para cada z € U vy
f(U) €V, tal que la representacién local de f, fop = ¥ o fp~! es de clase C.

Si [a, ] es un intervalo, una funcién continua ¢ : [a,b] — M es llamada dlferen-'»
ciable en un punto a si existe una carta (U, ) en c(a) tal que : .
(pod(t) ~ (woc)(a)
Z—H’l t—a

existe y es finito, este limite se denota por (po¢)'(a). Si (V,¥) es otra carta. en c(a)
ysiv=(poc){t) — (poc)(a), entonces en UNV se tiene

(o™ )woc)(t)~ (Yo ' Nwoc)a) = Doy )((pec)(a)) + O(IIUH)
(ver [A-M R), pdg. 158) y asi ¢: [a,b] — M es diferenciable en a en la carta ( ,(p)
si y sélo si es diferenciable en a en la carta (V, 9), y la funcién c es dlferenclable en
(a,b) si y sélo si en cada uno de los puntos (a, b) lo es.

La funcién ¢ : [a,b] — M es llamada de clase C! si y sélo si es diferenciable y
(poc) :[a,b] = E cs continua para cada carta (U, @) que satisface U N¢([a, 8]) # 0,
donde E es el espacio modelo de Af.

DEFINICION 1.9. Sca M una variedad y m € M, una curva en m es una funcién
C',c:I—= M con I CRcon c(0)=r1m. Sean ¢; y ¢z dos curvas en m y (U, ¢) una
carta admisible con m € U, entonces se dice que ¢; y ¢, son tangentes en m con
respecto a ¢ si y sélo si (poe;) (0) = (o e2)'(0).

PROPOSICION 1.2. Sean ¢; y co dos curvas en m. Suponga que (Ug,pg) son
cartas admisibles con m € Ug, 8 = 1,2. Entonces ¢; y ca son tangentes en m con
respecto a @, st y sdlo si son tangentes en m con respecto a .

Para la demostracién ver [A-M-R}, pdgs. 158-159. La proposicién anterior
garantiza que la tangencia de curvas en m es una nocién independiente de la carta
usada. Se dice que ¢, ¢; son tangentes en mn con respecto a ¢ para cada carta local
@ en . Una clase de equivalencia de tales curvas es denotada por [c],, donde ¢ es
¢l representante de la clase.

DEFINICION 1.10. Para una variedad M y m € M, el espacio tangente a M en

m cs el conjunto de clases de equivalencias de curvas en m :
ToM = {[clmlc: I - M};

para un subconjunto A C M, sea TM|A = J,,c 4 T:n M; donde csta unidn s disjunta.
Llamamos TM = TM|M como el haz tangente de M y la funcién mpr: TM — M
estd definida por mar([c]m) = m que es la proyeccién del haz tangente de M. Con lo
anterior si M una variedad de Hilbert y si definimos una funcién || || en TM dada
por < v,v >3 para v € T,M que varia diferenciablemente entonces M se le Hama
variedad Riemanniana. .

3. Las variedades de curvas absolutamente continuas

DEFINICION 1.11. Si M es una variedad C?, se define Hy (I, M) como el conjunto
de funciones continuas w : I — M tal que pow es absolutamente contmuay ||(<pow) Il
es localmente cuadrado sumable para cada carta ¢ de M. : ’
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DEr‘INICION 1. 12 1 Si M. es una variedad C* y w € Hy(I, M) entonces
H( Mo = {A € Hy (I, TM)|AQ) € TugM, Ve € I},
2. Sipge M entqnces
Hi(M;p,q) = {w € Hi(I, M)|w(0) = p,w(1) = g}
3. si w € H,(M;p,q) entonces
Hi(M;p, @)w = {A € Hi({, M),|A(0) = 0p, A(1) = O }.

Sin pérdida de generalidad supondremos que M estd encajada en un espacio
cuclidiano R", esto es por el Teorema del encaje de Whitney (ver [Gui-P), pigs.
53-54). Sea TM = {(p,v);p € M,v € T,M} el haz tangente de M con la proyeccién
canénicar : TM — R.

OBSERVACION 1.5. Si M es una subvariedad cerrada C*** de RN con k£ > 1
entonces H,(I, M) consiste de todas las curvas w € H,(I,R") tal que w(l) C M.

Es claro que H,(/, M), tiene estructura de espacio vectorial bajo operaciones
puntuales y ademds #H,(A;p, )., es un subespacio de (I, M),,. El siguiente teo-
rema es de suma importancia pues establece el tipo de estructuras que tienen los
espacios de la definicién 1.12,

TEOREMA 1.8.

Sea M como en la observacidn 1.5, entonces

1. H{(I,M) es una subvariedad cerrada C* de Hilbert del espacio H (I, R").

2. S8ip,q € M entonces Hi(M;p,q) es una subvariedad C* de H\(I, M).

3. Siw € H,(I, M) entonces el espacio tangente a H\(I, M) en w es Hy(I, M)w
el cual es igual a {A € H\(I,R")|\(¢) € TyyM,t € I} _

4. Siw € Hi(M;p,q) entonces el espacio tangente a H,(M;p, q) enw es Hy(M;; p, q)w :
el cual es igual a {A € H (I, M),|A(0) = 0= A(1)}.

Demostracién. 1. Dado que M ¢s cerrada en RV se sigue que H;(/, M) es
cerrada en C%(7,R*) asi también lo es en H(J, R*) por ¢l corolario 1.5 del tcorema
1.3.

2. De la misma forma podemos ver que Hq(M;p, q) es cerrada en Hy(I, ]R") y
que Hy(I,M), y Hi1(M;p, q). son subespacios cerrados de H, (I, R*).

3. Como M cs una subvariedad C*+* de RY podemos encontrar una métrica
Riemanniana C*** para RV tal que M es una subvariedad totalmente geodésica;
entonces si exp : R* x R* — R" es la correspondiente funcién exponencial (es decir
t — exp(p,tv) es la geodésica que comicenza en p con vector tangente v) la cual es
una funcién C*+2, Sea w € H,({, M) y definamos ¢ : H,(I,R*) — H,(I,R") por

w(A)(t) = exp(w(t), A(E)),

entonces por los teoremas 1.6 y 1.7 se ticne que ¢ es C* y es claro que ¢(0) = w.
Ademas, por el teorema 1.6

dipo(A)(2) = dexpy ™ (A(t))
donde exp“)(v) = exp(w(¢),v). Ahora, por una propiedad bésica de la funcxén ex-
ponencial dexp"" es la transformacién identidad de ]R" por @S0 dcpo es, la funcxén -
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identidad de H;(7,R"). Por el teorema de la funcién inversa ¢ transforma una ve-
cindad del cero isomorfamente en una vecindad de w en H, (7, R*); cste isomorfismo
es C*. Dado que M cs totalmente geodésica se sigue que para A cercana a cero en
H\(I,R*), p(\) € H\(I, M) siysélo si A€ Hi(I, M)u.

4. Dec mancra similar, si w € H1{M;p,q) entonces @(\) € Hi(M;p,q) siy
sélo si A € H,(M;p,q).. En consccuencia p~! restringida a una vecindad de w en
Hy (1, M) (respectivamente H, (M ;p, q)) es una carta en Hy (I, M) (respectivamente
Hi(M;p,q)) la cual es la restriccién de una carta C* para H,(I,R") asi, por de-
finicién Hy (I, M) y H1(M;p,q) son subvariedades cerradas C* de H{(I,R") y sus
espacios tangentes en w son Hy (I, M), y H1(M;p, q)., respectivamente. Es claro el
hecho de que H(I, M), y Hi(M;p, q). son iguales. a

TEOREMA 1.9. Sean M y W subuvaricdades cerradas C*+4 de R* y R™ respec-
tivamente (k = 1) y sea p : M — W una funcién C*+, Entonces % : Hy(I, M) —
H\(1,W) definida por B(w) = pow es una funcion C* de H\(I,M) en H\(I,W).
Ademds dipg,, : Hi(I, M), = H\(I, W )g5w) estd dada por dp,,(A)(t) = dpuy(A()).

Demostracién. Dado que ¢ : M — W y W C R" entonces para cada punto
z € W existe un difeomorfismo £ : U — A de un abierto U de z en un abierto A
de R". Asi, podemos pensar a ¢ como una funcién de M en R". Entonces, por el
Teorema de extension de Tietze (ver [O-R], pig. 17), ¢ se puede extender a una
funcién C**+4 de una vecindad U de A/ a R™; asi, la afirmacién del teorema se sigue
de los teoremas 1.6y 1.8. [m]

DEFINICION 1.13. Sea M una variedad C**+4 de dimensién finita (k > 1) y sea
i: M — R® un encaje C**1 en un espacio euclideano (esto lo garantiza el teorema
de Whitney). Entonces por el teorema 1.9 las estructuras C* inducidas en Hy(I, M)
y M, (M;p,q) como subvariedades cerradas C* de H;(I, M) son independientes de
la eleccién de 4.

De aqui en adelante consideraremos a H, (I, M) y H,(M; p,q) como variedades
de Hilbert C* y M como una variedad C*. 8i ¢ : M — N es una funcién C¥+4, porel
teorema 1.9, % : H, (I, M) ~ Hy(I, W) definida por $(w) = @ ow es una funcién C*
y dp,(N)(t) = d(pu(,)(/\(t)), ademds ® transforma H,(M;p,q) en ’HI(W, (p(p),(p(q))
y esta transformacién es C*, o

4. Las variedades de curvas C?

Dado [a,b] C R denotaremos por C"([a,], R") al espucno de funcxones Cryx
[a,b] — R" dotado con la norma C* i
llz]lr = sup{|la?()I;0< 5 < 7yt € [a, b]}
donde z7 denota la j—ésima derivada de z. Entonces C'([a, b], ]R") es un espacio de
Banach. Si U C R"® es un abierto, definimos :

(e, b,U) = {z € C" (0,8}, K*); z(la, b)) € U}.

Se puede ver que C*([a, b], U) es un subconjunto abierto de C7([a, b], R™).
El siguiente teorema es ¢l andlogo del teorema 1.6 para los espacios de Banach

C%([a, 8], R*)




T 1. LOS ESPACIOS DE TRAYECTORIAS S ,
TDOREMA 1.10. S ¢ : R* — R” es una funcion C*+2 entonces la juncufn P
"C?([a,b),R") — C?([a, b] RP) definida por w — pow es C" 02([11 b] R* )
C?%([a,b),R”). Ademds si 1 < m < k enlonces .
(1.2) d"Bu(A1y . Am) = dpu (M (2), . A,,.(t)) {
La idea de la demostracién cs similar a la del teorema. 1 6
Consideremos el espacio y
C¥([0,T), M) = {w: [0,T] = Miwe C?} ‘
el cual resulta ser una variedad de Banach cuyo espacio tangente en w ¢s
C*([0,T], M), = {W € C¥[0,T],TM); W(t) € TcyM}.
También definimos el siguiente espacio

. QM;p,q) = {w € C*([0, T}, M); w(0) = pw(T) = q}.

Andlogamente, Q(M;p, q) cs una varicdad de Banach y el espacio tangente en w es
QM,p,q)w = {W € C([0,T], M)u; W(0) = 0,, W(T) = 0,}.

Las demostraciones de las afirmaciones anteriores son andlogas a la prueba del't(‘:o-
rema. 1.8. . O




CAP{TULO 2
Cdlculo de variaciones
En este capitulo, escencialmente se presenta el método cldsico de Lagrange para calcular los puntos
eriticos de la funcional de accién Ay : C"([a,d],U) - R dada por
]
Au(z) = / L{z(t), #(8), t)dt,
donde L es una funcién L : TM x R — M llamada Lagrangiano. Se calcula la derivada de Az en z, lo

que permite saber que x es un punto critico de la accién preci cuando satisface la idn de
Euler-Lagrange asociada a L .

——-(z:::t) (:ra:t))—O

dt au

Todo esto se traslada después al espacio 2(Af;p,q). El Lagrangiano L en T°Af se supone convexo y super- -
lineal; se dan cjemplos de este tipo como son g

e El Lagrangiane Riemanniano cn M esti dado por la energia cinética

L(z,0) = Zlll2.

Su ecuacién de Euler-Lagrange es la acién de las geodésicas de la métrica Ricmmmiann y su
flujo de Euler-Lagrange es el flujo geodésico.
e El Lagrangiano meednico estd dado por la energia cinética menos la energia potcncml U: MR,

L(z,v) = 3ol - U(z).

Su ecuacién de Euler-Lagrange es -"D—tz = ~VU(z), donde d% cs la derivada covariante y VU es el

gradiente de U con respecto a la métrica Riemanniana g.

Se introduce el concepto de curva minimizante w € Hi({to, 1], M) que une a dos puntos (to,z0) y
(t1,1) y se demuestra el teorema de Weierstrass, el cual garantiza la existencia de curvas minimizantes
estrictas w € Hj(to, t1). En el tra de la d acién se empl campos de Mayer. Este resultado
es de suma importancia pues hasta antes de Riemann, éste cra el principal teorema que no requerfa la

segunda variacién para la exi: ia de minimiza

1. Lagrangianos y la primera variacién

DEeFINICION 2.1. Dada un funcién continua L : U xR* x J — Rdonde J CR
es un intervalo abierto, la accién Ap(z) de L sobre una funcién C!, = : [a,b] = U,
[a, 8] € J estd dada por . L

Aﬁﬁ:/%@@jmﬁmﬁ

La funcién L se llama Lagrangmno.

PROPOSICION 2.1. Si L € C*, conk > 2 y [a, b] C J entonces la accidn AL :
C([a,b),U) = R es C* para 1 < r. Ademds, su derivada A (a:) enz € C”([a. b],U)

11
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estd dada por

( (t),m(t) t)]u(t)dt T

(z(t),z(t)’t 4oL

—;(z(a),Z(a),a)U(a) - —(Z(b),z‘(b) b)u(b)-

(21) A (:L')u—-’/[

Demostracién : t.ransformacnén lineal continua

T: " ((a b] U) = C""([a B, U x R® x J)

(:1:,::: 0) ¥:la transformacién afin

dada p;)i- T(z)

+(2:2) Vz(t) — T(z)(t) + (0,0,t)
“La funcmu -
- (2.3) s I C'([a 8, U x R* x J) = C°([a, 4], R)

dada por L(a) L ° a, es C* por el tcorema 1.10 y su derlvada ésta dada por
dLa(7) = dLagy (7(2)).

CAsi AL s C‘L y su derlvada enzes Aj(z)=f dL(T(,)',) o T osea

| ;7,(2'4) : (a:)u "‘/ (8 (z, &, t)u + —-(z , t)u)dt:‘
; Perosi L y u sou C"’ tenemos T
%(z(t),z(t),t)u(t) =2 (E@s, t))u(t) - EZ 5t (:z: & t) u(t)

entonces sustituyendo en (2 4) obtenemos,

(E)U— [ (:L‘, 1t) —iaL(zvxtt)]u(t) "'"_[l' i,
oz v v

y desarrollando obtenemos la ccuacién 2.1 )
Dado [a,0] C J ¥ po,mt € U, consideremos el conJunto Q’(U, pg,pl) de funcnones

z € C7([a,b],U) con z(a) = pg, z(b) = p;. Este conjunto es la mtcrsecmon del

abierto C"([a, b],U) con el subespacio afin . )

{z € C"(la, 8], R*)|z(a) = Po,z(b)
El espacio tangente a Q" (U; pg, p1) en la curva x es -
QU;po,m)s ={u e C'([a b, ]R"),u(a)

COROLARIO 2.1. z € Q"(U;po, ;1) es un punto c 1
s6lo si x satisface la ecuacidn . £

dﬂ ALIQ'(U,I’O.IM) siy

(25) (@)~ o a (z,z,t)).
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) Demostrac:én. Aplicando la proposicién 2.1 y la ecuacién 2.1 y observando.
que u(a) = Vu(b) obtenemos

Al (z)u =

/ [-—(:1: &, t) :t gL(:z: &, 8))u(t)dt + ——(z(a),z(a),a)u(a)

—~ 2L (o), 2(0), byu(t) = / (Z 28,6 = (e, 2, )t
por lo tanto

(’) (:L‘ &, t) ~ (9 (z &,t)) =0
]

Las ecuaciones 2.5 son llamadas ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas a L, las
cuales s¢ pucden escribir como

0 O%L .
(:L'z t)—a 2(1‘,:1: t)z— (:z:,:c t)i: — uat(x,z,t)—O.

. . . &L
Sus soluciones son llamadas también soluciones de L. Cuando el Hessiano W(z, v, 1)

es invertible para todo (z,v,t), entonces las ecuaciones 2.5 se pueden escribir en la
forma & = F(z,4,t) donde F : U x R* x J — R cs una funcién C¥~2,si L es C".

Podemos suponer que L es C®, pero para nuestros fines de ahora en adelante
supondremos que L es C.

DEFINICION 2.2. Sea L: U x R* x J — R donde J C R es un intervalo abicrto
y U C R" ¢s un conjunto abierto. Dado [a,b) € J y 20 € C%( [a. 8],U).decimos que
la funcién C%z : (—¢,€) x [a,b) — U, con € > 0 es una variacién de zg'si satlsface

1. z(0,t) = xo(t), pdm toda t € [a, b].
2. z(s,a) = z(a), (s, b) = z(b), para toda s € (—e,s),

y denotamos (s, t) = z,(t).

PROPOSICION 2.2, Si[a,b] C J ¥ 20 : [, ‘b]?
las siguientes propiedades son equivalentes: -

s ‘una’ funcidn C? entonces
R R R

(a) xo es solucidn de L.
(b) Para toda variacion x : (—e,€) X [a, b] =

(2.6) i

Demostracién. Si z : (g,£) % [
entonces

d / L(zy, Zs, t)dtl

variacién de zo : [a,b6] = U

vaL, e
‘[’a (zanza»t)a a (z.n-"-'u )a at]dt

s=0
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. mtegmndo por. partes obtenemos

d . B ) d oL aL Bzt
d_s/,, L“”"’"’"”“Lﬂ"/ﬂ' Ex'(””‘“t)as pritm (""”‘”t))a Fv Dsla

- Pero por la demostracién del corolario 2.1 tenemos

oz oz
S (wt) =0= 52 (b,1)

9 (s t) e {u € C([a, b],IR")|u(a) =0= u(b)} = Q(I\/I po,pl),,

cntonces la iltima integral es lgual a

/ [a (@ r8) = d,( 3v(x,,z,,t))1a—dt

Sea £(t) = —-(0 t); entonces p

& [ vtensnial = [1Z (o0, 0) dt(gﬁ(xo,za,t))lf(t)dti

Cualquner funcién C1,€ : [a,b] = R* con &(a) = 0 = E(b) se puede obtener como
E(t) = (0 t) para una variacién de zp; se sigue de la propledad (b) que

((it 0 (z0, %o, t) = 0,

¥ ¢ s una solucién de L. Asi hemos probado que (a) implica (b). Ahora probemos
que (b) implica (a). Sabemos que para toda variacién z : (—¢, €) X [a, b] de z, satisface
la ecuacién 2.6, entonces por el corolario 2.1 también cumple con las ecuaciones de
Euler-Lagrange, asi sus soluciones son soluciones de L, en particular de. zg. a

DEFINICION 2.3. Una funcién L : TM xJ — R lacual es C®, es un Lagrangiano
en M si satisface los signiente ’
1. Convezidad: L cs convexa si ¢l hessiano Ly, de la restriccién de L a cada fibra
T: M, es definido positivo. S
2. Superlinealidad: L es superlineal si

aL
_(mn,fl-‘o,t)

. L(z,v,t)
m —— = 4009,
lvl=4c0  |¥] : b .
uniformemente en {(z,t) € M x J, es decir, para toda Ae R exnste un B € ]R o
tal que : ; : ;
L(z,v,t) 2 AJv| —

para toda (z,v,t) € TM x J.
Dado [0,T) C J y una trayectoria w € H,([0, T}, IV[) ln accnon AL(w) del Lagra.n-
giano L en w se define como en el caso euclidiano =~ o Lo :

Auw) = /0 L(w, &, t)d;, B
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+FIGURA 1. Variacién sobre una variedad:

2 DEFINICK")N?.‘I:HDa(.Id ixr;a'tkdyéétorié. w eQ(M, p,_?]), una i)ariaéia’n de w es

“una funcién continua SR SR D L L

s Fi(-e,6) = QM;pa).
‘para-alguna € > 0, que satisface lo siguiente: :

1. F(0) = w. . SRR T o
2. La funcién f : (—€,€) x [0,T] — M, definida por:f(s,t) = F(s):t es C?,
asi f(0,2) = w(t) paratodat € [0, 7). -~ - it a0
3. Dado que F(s) pertenece a Q(M;p,q), se-tiene que-f(s,0) = w(0) = p;

f(s,T) =w(T) = q para toda s € (—¢,€), R

y denotamos f(s,t) como ws(t), asi we(t) = w(t). =~ ="

OBSERVACION 2.1, « SR ey
1. Al hacer referencia a una variacidn, se usard f 6 F indistintamente.” i :
2. Algunas veces en vez de tomar (—¢,€) se tomard una vecindad .V con centro

cn 0 de R* y en tal caso f serd llamada variacién a k pardmetros de w. :
3. Se usard la palabra curva o trayectoria al referirse a w.: R T
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Para ¢ ﬁJa, se considera la curva 02 wy: (~g,8) -+ M dada por f(s, ) = wiy(8).
El vector velacidad de esta curva “tmnsveraal” enu=0ecs T

W) = —(0 t).

16

El campo vectorial W € Q(M;p, q), se llama campo tangente a Ia vanacxén f

DEFINICION 2.5. Una trayectoria w € Q(M;p, q) se l]am "cntlcu sx y solo si
(AL o f)'(0) = 0 para toda variacién f de w. Sanend

PROPOSICION 2.3. Seanw € Q(M;p,q) ¥ W(t) = (0, t);
tes afirmaciones son equivalenies
(i) w es un punto critico de AL|Q(M;p,q). ‘
(it) Para toda variacidn f: (—e, e) x [0,T] = M- se satzsface _

@7) i/ 1 E e = (L (@, w,t)-;Lﬂ(w @, t))W(t_ A

o5 las siguien- .

dt g : .
Demostracién. La demostracwn es nnaloga a la que se lnzo en R" obscrva.ndo

que

ALo F = / L(f, t)dt
d(ALoF)(O) /55);
0

/ [Lo(ws i )W (2) + L, (w,w,‘t)” (t)]dt

L(f, z) dt

=0

-a
COROLARIO 2.2. w € Q(M;p,q) es un punto critico de A,,IQ(IV[ Dy q) si. y s&lo
si.w satisface la ecuacion de Euler—Lagmnge e

Integrando por partcs se obtienen las férmulas (2.7).

(2.8) :(wwt)— L(wwt)—O

Ahora se quiere definir un campo vcctonal sobre T'M x J cuyas 6rb1tas proyec- b
tadas en A coincidan con las soluciones de L.

PROPOSICION 2.4. Si L es convezo, existe un tinico campo vectorial 02 el cual
depende de t, X, (t),t € J sobre TM tal que sifa,b] CJ yu: [a,b] = TM es C,
entonces X(¢,u(t)) = (t), para todo t € [a,b] si y sdlo simou: [a,b] > M (donde
7w : TM — M es la proyeccion candnica) es solucidn de L.

Demostracién. Dada (zg,v9, %) € TA x J se tiene una solucién de la forma
w: (to —€,to+¢€) = M de L tal que w(tp) = xo; w(lo) = vo. Tales soluciones existen
por la no degeneracién de L; al tomar una vecindad V' de zp en M, una carta
coordenada ¢ : V — (V) y considerando el Lagrangiano definido anteriormente

2L,
L, : (V) x R* x J = R. Dado que (')au E);

Hoeh .
Lagrange de L, se pueden escribir en la forma & = F(w,,t) donde F es C™72,

es invertible, las ecuaciones de Euler-
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Entonces tomahdo la'solucién y : (tg — €,t0'+ €) - <p(V) de esta ecuac16n con-.
y(to) = o(z0); ¥(ta) = ¥'(zo)vo y definiendo w = <p‘1 o y Es c]aro que esta es la
so]ucxon deseada de L: Asf definimos ~ : i .

X (to, To, vo) = E(Q(i)»d’(i)) —o

, . TR S
‘- La ecuacién ‘de Euler-Lagrange es una ecuacién de segundo orden en M, y'la
hipétesis de convexidad permite escribir la ecuacién de Euler-Lagrdngé en la forma
) i = v, v , o

dv -

dat (Lw) l(Lz: — Lyzv). }
El campo vectorial X en TM asociado es el campo vectorial Lagrangiano y su
flujo p : TM x R — TM, denotado por ¢, es el flujo de Euler-Lagrange o flujo
Lagrangiano, el cual estd (leﬁmdo por

Pe(xo, vo) = (z(t), £(t)),

donde X : J € R — M con condiciones iniciales z(0) = zo y 2(0) = v. Si M
es compacta cntonces g es completo y = es solucién madximal de la ecuacién de .
Buler-Lagrange (ver [{CI-1], pig. 5).

[

2. Ejemplos

EJEMPLO 2.1. Sea M una variedad Riemanniana con una conexién afin V y se
denota su métrica Riemanniana por g =< -,+ >; en TM; se sabe que existe una_
tnica correspondencia que asocia un campo vectorial V' a lo largo de una curva

s
diferenciable w : J — M otro campo vectorial bv a lo largo de w, denominada -
derivada covariante de V a lo largo de w; si ademis V' es inducido por un campo
de vectores sobre la variedad M; es decir, V(t) = Y (w(t)) entonces —=— = V4o 2 Y,

(ver [dC], pdgs. 50-52) entonces por el Teorema de Levi-Civita (ver. [dC], pag 55) ]
sabemos que existe una inica conexién afin V que satisface:

1. V es simétrica.
2. V es compatible con la métrica Riemanniana.

Entonces el Lagrangiano Riemanniano en M estd dado por la energla cmétlca

(29) L(z,0,0) = Il = Fa(e)o's.

con v-€ T M y la accién es L Lo o
T Ay TP e
(2.10) o Au@ = [ Lz dt)de = / %g,.j(z)v'vuu;

%é%;g,-,- (z)i'i4, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

Cormio Lyv = gt y Lo =

d, 18 -
— YY) = —— pded .
(lt (gklz) 2azkgu(z)mm“)
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219 .. d -
-Q-a—zk(yk«)zsz,- = b?;(gk.-)zjz‘.- + grid;

1 7] . .
0 = g*™ (—_6 (gri) + oz, —{gki)) i + 95" gxils

: — 2 iej_ O
usando la identidad Eggik(z)x‘zi = 3.

1D a P
Tp=g* (§{a—z7yjk(z) + 57 9k(2) — ﬁgu‘(ﬂi)}),

'y los simbolos de‘:'c'liiristoffel

obtenemos cn coordenadas locales

(2.11) - S 0=z™+ gt

k‘Por lo tanto la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a 2. 10 es la ccuacién 2.11 de
/las gcodcsxcas de g, que también se escriben como

‘ : - D S
@12) SE=0

donde — c¢s la derivada covariante y su flujo de Euler-Lagrange es el flujo geodésico.

Desde un enfoque fisico este ejemplo representa el movimiento libre de un punto-
masa sobre una variedad; es decir, la ecuacién 2.11 describe la trayectoria que sigue
el punto-masa del punto a al punto b en A, sin la influencia exterior de una fuerza
¥ la ecuacién 2.9 es llamada la energia cinética (ver [Mo), pdgs. 9-11).

EJEMPLO 2.2. El Lagrangiano mecdnico estd dado por la energia cinética 7" =
1
”U”: = -g,,(:z:)u v/; con v € T, M; menos la energia potencial U : M — R

(2.13) L(z,v,t) = E||u||§ - U(x),
donde U es una funcién diferenciable. Asi la accién es
) = [ Lav,i= [ L - V).
L] b
Entonces para encontrar los puntos criticos de A (z) se calculan las ecuaciones
de Euler-Lagmngc. Asi, L,é = %aak (gij)vivd — —U(x) ¥y Ly = gi;v' usando el
ejemplo anterior se obtiene

CE™ A4 TR = —gk ——zU(z)

dtz = ~-VU(z).

donde VU cs cl gradxente de U con respecto a la métrica Riemanniana g, es dGClI‘
dU(w) =< VU(z),v >z, V(z,v) € TM.
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EJeMPLO 2.3. Un Lagrangiano se llama simélrico cuando
(2.14) L(z,v) = L(z, —v) V(z,v) € TM.
y en tal caso su flujo de Euler-Lagrange es llamado reversible en el siguiente sentido:
p_i(v) = —p(—v). La clase de Lagrangianos simétricos incluye los Lagrangianos
mecdnicos y Riemannianos.

Si uno afiade una 1-forma w al Lagrangiano se obtiene

L{z,v) = L(z,v) + w(v).

Si w es cerrada, las acciones de L y L de la variacién de una curva w difieren por
una constante y asi, los funcionales tienen las mismas curvas criticas.

EJEMPLO 2.4. Llamamos Lagrangiano electromagnético a un lagrangiano de la
forma

(2.15) L{z,v) = %Ilvlli +n:(v) — U(),

donde || - ||, es una métrica Riemanniana, n es una 1-formaen M con dn #0 y

U: M — R es una funcién suave. Sea Y : TM — TM la transformacién dada por
dn(u,v) =< Y(u),v >, ;

entonces usando los ejemplos anteriores, la ecuacién de Euler-Lagrange de 2 15 cs
D,

(2.16) El—tl =Y. (&) - VU(z).

Esta ecuacién modela el movimiento de una particula con_ carga y-masa umtarlas,

bajo el efecto de un campo electromagnético (-VU,Y). :

Una discusién méds amplia sobre los ejemplos, se encuentra e [CI

3. Minimizantes locales y el Teorema de Wele t 1SS |

DEFINICION 2.6. Una curva w en Hy([to, t1], M), donde [to, tl] C R es una mml-"
mizante de L cuando ; - .

AL(d) > AL(w) B ’
para toda curva & en H,([to, 4], M), con w(ty) = &(to), w(to) = J(tl) Se d1ce quc es: -
estrictamente minimizante cuando la desigualdad es estricta sicmpre que w # g -
Es claro que si existe una minimizante estricta que une a los puntos (Zo, pn) (tl,pl),
entonces cs linica. .

TEOREMA 2.3. Teorema de Welerstrass. Sea L : TM x J — R un Lagmn- V
giano como en la definicion 2.3. Entonces, para todo pg € M, 1y € J y K > 0 eziste.

>0 tal que sitg <ty < to+e ym € M satisfacen d(po,pl) < K(t, — to), enton- . "

ces existe un minimizante estricto w en H,([t, 4], M) que une (tu,wo) con (tl,wl), ’
donde w es solucidn de L.

La demostracién utiliza un método debido a Weierstrass, el cual ap]icm‘emos

para el caso de Lagrangiancs. Primero se probardi el Teorema.cuando M es un P
conjunto abierto U C R* considerando una clase especial de Lagrangiano, s

LEMA 2.1. Sea Uy C R",.Jy C R conjuntos abiertos y Y Lo : Up x R" - 2
una Sfuncién de clase C3 tal que B AR
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M

m

FIGURA 2. Grifica del Teorema de Weierstrass

a) Lo(z,v,t) > Lo(z,0,t) para todo z yv #0
b) Las funciones constantes x(t) = xo, para todo t € J son solucmnes de la
ecuacion de Euler-Lagrange para Lo para toda zo € Up.
Entonces, para todo o € QU;zo,Z1) ¥ [to,t1] C Jo la funcién constante z(t) EX
es un minimizante estricto que une a los puntos (to,:co) con (tl,:z:l)

Demostracién. Por la propiedad (b) se tienc

(2.17) 6'L"(z 0,t) =0,
para todo z, , en efecto, dada zo € Uy, la funcién constante z(t) = zo satlsface
4 (G (w0, 50, 0) = SR (ale), 5(2), ) = 0.
o sea que
2 (% (0,0, — P2(20,0,) = 0

" Por (a) se tiene que aa—vo(a:o,o,t) = 0. Asi %L;o-(zg,(), t)=0.
Ahora sea & : [tg, t1] = Up una funcién absolutamente continua con 8(tp) =
Tg = 6(t;). Si d no es constante, se sigue de la continuidad absoluta de § que-
6(t) # 0 para un conjunto T' C Jp de medida positiva de valores de ¢. Asi, por (a)
© Lg(d(¢t),6(t), t) > Lo(5(t),0,¢t) parat € T y Lo(8(t),0(t),t) = Lo(6(t),0,t) para toda
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t.€ Jy, cntonccs

/ Lo(é(t) J(t)‘, t)y > Lo(5(t) 0 t)k

pero por (2. 17), Lo(6(t) 0, t) = Lo(zo,O t) pnra. toda I3 Entonces

ALy (8) = _[ Lo(6(2), 8(2), £)dt > Ay (o)

[}
Ahora se mostrara que un Lagrangiano L : U xR"* x Jy — R se reduce localmente
a un Lagrangiano que satisface las hipétesis del lema anterior.

DEFINICION 2.7. Un campo de Mayer asociado a L, es una funcién £ : V — IR"
de clase C*%, donde V ¢ U x J es un conjunto abierto, que satisface:
1. La proyeccién de V en R es un intervalo Jy C R tal que todas las solucmnes
maximas de la ecuacién 1(t) = £(t, z(t)) estdn definidas en J,.
2. Todas las soluciones de & = £(¢, ) son soluciones de las ecuaciones de Duler—

Lagrange de L.
3. Existe un o € Jy y una funcién de clase C*, Wy : U — R tal que

o @, lta ), t0) = E2(a) Vo e U,

Otra deficién de campos de Mayer se encuentra en [Mo), pdg. 31..7 "7+
Sean V, = {z € U|(t,z) € V} y ¢ : V,,, — Vi, donde ¢y, = Id es la fa.mlha. de .
difeomorfismos generados por la ecuacién i = £(¢, ) es decir :

2 o) = £t oul@) V(6,2) € U.

OBSERVACION 2.2, Para hacer referencia al campo de Mayer, se usam El(z) en:
lugar de £(¢, z).

LEMA 2.2. FEzisle una funcia’n de clase C, W : V = R tal que -
e (.0 = 50 |

Demostracxon. Note quc )

2O (@), Lol ) = 2oL (svt(z) o)), () +
2 (outa), &(w:(a:))),t) 2 pulm) = Fe(pula), Elon(a), u(a) +
% (puta), fc(sot(z)) H@) = Z-Lpu(a), (@), ).
Asf al mtegrar
—(w(Z) &(tpt(z)) t))wz(z) = ——(ﬂc E:D(Z) ) + —(z t)

donde

Gz, 1) = / L(tp,(Z) e,«o.(z)) t))ds
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Se define W* =11, + G cntonces :

(w(r) Ez(wt(x)) t)tpz(fv) —A—-——-(ﬂc £)

2L (zula), 1) = 2”—(so:’(:r.),t)(«sl)-‘(z),

' por lo tanto, al deﬁmr W(:r t)y =W+ (zp;“(x), t), se obtiene lo que sc queria demostrar -
—(1‘ &), t) = —(J t). u

LEMA 23, Si€:V — R* es un campo de Mayer asociado a L y [a b] ‘e Jo"
(donde Jo es la proyeccion de V en R) entonces toda solucion zg : [a,b] — V. de’
& = £(t,z) es una minimizante estricla enire todas las funciones absolutamente
continuas 6 : [a,b] = R" que satisfacen 6(a) = zqo(a),8(b) = zo(b) ¥ (£,6(L)) eV
para toda t. e el

Demostracién. ) B
Se elije ¢y € (a,d) y se define Vi, : Vi = iy W : V = R” como en el lema
anterior y Lp: Vjy x R* x Jp =+ R

Lo(z,v,8) = L{u(), ¢u(a)o + (x) t) - ——(tpt(z, £))@u(z)v — "—(‘Pt(z) ).

A toda curva absolutamente contmua. z : [a,b] = Vi, se le asocia z* ¢ [a, 6] = U
definida por z*(t) = ¢,(z(t)). Toda curva absolutamente continua § : [a,b] — V;,
satisface (£,8(¢)) € V para toda t, y se puede escribir como § = z* para z(t) =
0 1(6(t)). Ademds

(2.18) Ay (z) = Awlz®) — [W(pa(z(b)), b) — W(pa(z(a)), a)]

pues
b
Are@ = [ Ll e @)e®) + @) 0a=
[ ((—((pl(Z(t)),<m(:C(t))w(t) + S (outal), 0t =

Apfz®) — aw(tpl(z'(t)),t)dt=

Arlz*) = W(ps(z(h)), 1)) — W(pa(z(a)), ).

Por lo tanto z es una minimizante estricta de A., que une los puntos (a, z(a))
con (b, z(b)) si y sélo si z* es una minimizante estricta de A, entre todas las curvas
absolutamente continuas ¢ : [a,b] = U que unen a (a, w.(z(a))) con (b, os(2(D))) y
que satisfacen (¢,8(t)) € V para toda ¢. Pero 2 = z* donde x es la funcién constante
z(t) = z(a). Asi, si se demuestra que la funcién constante z es una minimizante
estricta de Ay, entonces el lema queda demostrado. Para ello es suficiente mostrar
que Ly satisface las hipotesis del lema 2.1. Ahora se verificard que satisface la
hipétesis (b). Si z : [a,b] — Vj, es una constante, entonces z* tiene la forma t — ¢y(z)
para alguna z y entonces es solucion de & = &(z). Por otra parte dado que sobre
un espacio de funciones con valores en la frontera dados, Ay, y A, difieren por una
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constante (esto se sigue de 2,18), entonces se sigue que z es solucién de Ly si y sélo
si z* es solucién de L. Asi, las constantes son soluciones de Lqo. Ahora se verificard la
hipétesis (a); observe que Ly es convexa en las fibras, pues L lo es (por hipétesis) y
Ly se obtiene en las fibras componiendo L con una transformacién lineal y afadiendo
una transformacién afin. Una vez que se sabe que Lg es convexa en las fibras, la
hipétesis (a) es equivalente a

2Ly

5 (z,0,2) =0,
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: phra tOd;l zvy J, pero
200(5,0,0) = 2L (@), Eluta)), () — G (u(2), () =

(ZE oo louta, &) ~ D2 (ou(2),0) () =0,

) y esto demuestra ¢l lema. )
LEMA 2.4. Dado zo € U,ty € J y C > 0, existe un € > 0 y una vecindad W
de zq tal que para toda v € R con |v] £ C) existe un campo de Mayer E 14 —) ]R"
tal que [to — e, to + 1] X W C V y €(tn, x0) = v. :
Demostracién. Dado que vy € R", se toma una vecindad VV,,,J de zo y una
funcién & : W,, —» R® quc satisface

'a—;(zy o), to) = '07(1'0,'00110),
para toda x € W,,. Esta funcidn existe por el Teorema de la funcién implicita pues

oL . . .
5.5 (To, vo, tg) es invertible, entonces existe un §(vp) > 0 tal que para toda p € Wy,

la solucién xp de L con condicién inicial z,(to) = p, Zp(te) = &(p) estd definida
en [to — 8(va), to + 6(vg)]. Definimos ,(p) = x,(t). Al hacer 8(vo) lo suficientemente
pequeiio se puede suponer que g, es un difecomorfismo para |t — o] < 6(vo); pues
wo = Id. Entonces si

Vo= {(t, e(p))IIt — 2ol < 6(v0),p € Wi}
y el campo vectorial £(¢, o (p)) = %(p) = Z,(t). Regresando a los campos de

oL
Mayer, con Wy (z) = ——(zo, vo, {o)z. Finalmente se observa que dada C, > 0, existe

una vecindad W de 2o y £, > 0 tal quessi v} < C; entonces W C W, y 6(v) > £,. Esto
se sigue de la dependencia continua de las soluciones en las condiciones iniciales. O

LEMA 2.5. Dada una vecindad W de xp y X > 0, ezxiste e2(W, K) = g2 > 0 tal
que |v| £ K yx,(t) = o + (¢t — lo)v entonces
AL(zl/[tg, to + Ez]) < A[,($)
para toda curva absolutamente continua w : [to, to+e2) — U tal que w(ty) = wo, w(to+ -
£2) = wi(lo + €2) que viven en W.
Demostracién. Por la superlinealidad de L se sabe que existe B > O ta] que :
L(z,v,t) = |v| — B, para toda z,v entonces -

lot+ez to+ea
A(s) = / L(z 5, 8)dt /, |#ldt ~ Bea.
o 0

La propiedad z(t) ¢ W para alguna ¢ implica que |2(t) —zo| > ¢ donde c= mf{ly—i‘
wol; v € W}. Entonces ; :

Auz) 2 / |5]dt — Bez > |2(t) — z(to)| — Bez > ¢ — Bez

con lo cual existe D = D(K) tal que Ap(z1/[to, to +€2)) < Dea. Por lo tanto el lema
estd demostrado si €2 es mds pequeiio que (D + Bex < c. . a-



3. MINIMIZANTES LOCALES Y EL TEOREMA DE WEIERSTRASS 25

LEMA 2.6. Para todo C) > K > 0 existe una € > 0 arbitrariamente pequeria tal
que si |z, — o] < K& entonces existe una solucidn x : [to,to +€] = U de L tal que
z(to) = xo,z(te +€) =z, y |E(ta)] < Cy.

Demostraciéon. La ccuacién de Euler-Lagrange de L tiene la forma & =
F(z,,t). Dado que C; > 0, existe un & > 0 tal que para toda ¢ € R* con |v| < C,
la solucién =, de & = F(z,,t) con condiciones iniciales z,(tg) = xo,2u(te) = v
estd definida en [tg, Lo + 6], entonces al integrar dos veces &, = F(2y, &y, t) se tiene

L u
(L) = zp + (¢ — tu)'u+/ (/ F(zu,iu,S)dS)d"
o to

cntonces
z,(t) = zo + (t — to)v + (t — to):(v)
donde

dul(v) = L_—I_Z;/,l (/m"F(zv,iu,s)ds)du.

Entonces por la dependencia continua de las condiciones iniciales se sigue que ¢ — 0
en la topologia C' con |v| < C; cuando t = to. Entonces v — ¢,(v) + v es C! cerca
de la identidad en la topologia C! cuando t — tp, esto implica que si € es pequeiio y
lw| < K existe v con [v] < C; tal que w = v + ¢ (v). Asi, si |z, — zo| < K¢, existe
v con Jv] £ C, tal que
I — To
v de(v) = BT
entonces
zy(to + €) = o + £v + €@ (V) = T

y @y(ta) = v que satisface |v} < C. 0

Demostracién. (Del Teorema de Weierstrass en R".) Dado K > 0, sc puede
tomar C; > K, €, > 0y W dado cn el lema 2.4. Al tomar € > 0 dado por el lema
2.6; suponga que 0 < € < g; y 0 < £ < €(W,C,) dados por el lema 2.5, ademds se
supone |z, — zo| £ Ce. Se define

Ty — &
Ug = (——‘—;_——L); z(t) = zo + (t — to)vo,
entonces z(lp + €) = x; pues de otra manera por el lema 2.6 existe una solucién
z : [to,to + €] = U de L tal que
z(to) =z, z(to+&)=m1, |E(to)| < C
asi la 1ltima ecuacién implica que z(t) € W para toda t € [i, o + €], si € es lo
suficientemente pequeiio. Se mostrard que z ¢s un minimizante estricto y se supone
que existen & : [lg, %o + €] — U curvas absolutamente continuas con &(fp) = zo,
6(t1) = 1 y AL() < AL(z). Se puede suponer que § € W para toda ¢ € [to, to -+ €]
pues si estas propiedades fallan, se tiene por el lema 2.5 que
A[‘(Z/[Cu, to + E]) < AL(I),

y se puede sustituir § por z/[te, o + €] cn el argumento que sigue. Pero ahora
conociendo que 8(t) € W para toda t € [to, to + €] se obtiene por el lema 2.4 que
AL(8) > Au(x) pues el lema dice que existe un campo de Mayer £ : V' — R* cuyo
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dominio V cubre a W y satisface £(2g,z0) = (o) (pues |£(to)] < Cy) entonces
(,6()) € V para toda t € [to,tp + €] y dado que z es la solucién de & = £(¢,z) con
z(tp) = o se sigue del lema 2.4 que Ay (z) < AL(S).
(]
Demostracién. (Del Teorema de Weierstrass, cuando M es variedad.) El caso
general se sigue de esto tomando una vecindad abierta U del punto wy € M y
-observando el caso particular del teorema ya demostrado, muestra que sie > 0y
d(wy,ws) < Ke entonces existe una solucién de L que une a ({5, wp) con (Lo + €,w,)
que es un minimizante estricto sobre todas las curvas absolutamente continuas que
unen (fg,wp) con (lp + €,w;) con valores en U, pero w es un minimizante estricto
porque por ¢l lema 2.6 dada una curva absolutamente continua que une a (¢g,wg) con
(to +€,uw1) que no toma un valor ¢n U existe otra curva absolutamente continua que
une (to,wo) con (tp + &, w1) que toma valores en U y tiene una accidn estrictamente
pequeiia; repitiendo estos argumentos se tiene la demostracién del teorema. O
La generalizacion del Teorema de Weierstrass es el Teorema de Tonelli, el cual
pide como hipoétesis adicional que la variedad A sea completa para poder garantizar
la existencia de un minimizante absolutamente continuo en un abierto de A7, una
demostracién del teorema de Touelli se encuentra en [Ma], pigs. 37-45.



CAP{TULO 3

El indice de Morse

En este capitulo se obticne la segunda derivada o hessiano de la accién, la cual se denotard por
Hess A.; bajo la hipétesis que L es auténomo; se define funcional bilineal, se dice cuando es definida
positiva (negativa) y se define el fndice. El cdlculo de Hess Ag se hace en C"([a, 8], U) donde U C R™ es
abicrto; se prueba un resultado acerca de las minimizantes y se presenta una formulacién variacional de
Hess AL. Lo anterior se traslada a Q(M;p,q) y €,17 € (M, p,q). de donde obtencmos

1 . .
Hess AL(6,7) = /n [Luo(é, ) + Los(Eam) + Leu(€,17) + Lae(€, mldt

=/ NLew

Lailtima integral da la pauta para definir los campos de Jacobi, a saber, i es campo de Jacobi si y
sélo si satisface

m) - G Luwideldt.

Luz

L L) = (Lex = 2222y = 0.

Se prueba una caracterizacién de los campos de Jacobl. que vienc de la linalizacién de una ccuacién
diferencial no auténoma. Se define el concepto de puntos conjugados a lo largo de la trayectoria critica
w, asf como la multiplicidad de este tipo de puntos. Se define el espacio nulo de Hess AL (w) asf como su
nulidad. Para concluir este capitulo, se prueba el siguiente Teorema de invariancia;

El indice de Morse A es finito y no bia si es 1 plazado el espacio Q(M;p,q)w por cualquier
espacio E que satisface

QM;p,q)o € ECHA, M)u.

Este resultado es de mucha importancia pues el espacio que se usa en la demostracién del teorema del
fndice no es ¢l espacio tangente a una variedad de Banach o de Hllbcrt, pero a pesar de ello, satisface las
condlcmncs del teorema de invariancia.

1. La segunda variacién

DEFINICION 3.1. Sea E un espacio lineal normado y B : E x E — R un funcio-
nal. Decimos que B es bilineal, si para toda z,y,z € F y « € R se satisface

¢ B(az,y) = aB(z,y) = B(z, ay).

® B(z +y,2) = Bz, z) + B(y, 2); B(z,y + z) = B(z, y) + Bz, 2).
Si ademds B(z,y) = B(y, z) entonces decimos que B es simétrica.

Una funcional bilineal se llama definida positiva (negativa) si B(z,z) > 0(< kO):,

paratoda z # 0y z € E. El indice de B es la mixima dimensién de un subespacno s

en el cual es definido negativa.

DEFINICION 3.2. El Lagrangiano L(z,v,t) s autonomo si es mdepen
t; es decir Ly, = 0. ERR

A partir de cste capitulo en adclante, supondremos que el Lngranglano L es’
auténomo.
27
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TEOREMA 3.1, ‘La segunda derivada de la accion A : C'([a, b], ) —) R pam

r> 2 enz € C"([a b] U); donde = es un punto critico; estd dada por::
.(3.1) Hess A»,,(:z:)(h,g) = / [Lzz(z(t), (1)) (R, g) + Lzu($.(t),.'i?v(t))(ll}g) +
Lux(2(0), #(0)) (5, 9) + Lun((8), £(0)) (s ).
donde h, g € C"([a, b}, U). o i

Demostracién. Recordemos de la demostracién de la prop'osu':lon‘2'1 que Az es
la composicién de la transformacién afin continua dada en (2. 2) la transformacnon
L en (2.3) y la integracién. Por lo tanto

Hess AL(:L‘) = /dZZ(T(z)lt) [=] (T, T),
0 sca

Hess Ay (z)(h,g) = / bdzL(T(z(c),:)(fZ“(h)r(t),T(g)(t))dt

[ Eana0), 0 0) B, N0 )
e, )by )+ (o081, 500) o N},

+

o |
Del teorema anterior, es claro que el Hess Ay, es una funcién bilineal simétrica.

OBSERVACIONES 3.1.

1. Para referirse al hessiano se escribird Hess Ay, (h,9) o Hess A,,(z)(h,g) mdls-k'
tintamente.
2. De igual manera se escribird L.,,,(h, g)o L.,.,(z)(h,_q) mdlstmtamente, unalo—

gamente para L.,I(h )y Lzw(h, §) ¥y Lz (h, g).

COROLARIO 3.2. Sean z,h,g y L como en el teorema 3.1 entonces la sequnda .
variacion de Ay, es Sl S

Lv:

(32) Hoss Aulhg) = [ s (Luslig)) = 22 (I,g)+dt(Lw(h &

e [ratio-

a

dLuz

o) = =)+ L ,g)+Lu,th, dt)
T ) = Mj’; %) + jt( w<,dt))h

a] sustituir en 3.1 obtcnemos (3.2) T



LA SDGU DA VARIAGION

’ OBSERVACION 3.2. El calculo de la segunda denvada es cquxvalente al calculo .
de ]a segunda variacién, Lo : : .

/ [L,,(h, h) +'L;,,(h, i)+ Loa(io, h)+ L.,;,(h; h)]dt i

i
d_é‘zAL ('Yz) £=0

Hess Az (zq)(h)

/ [Lw(h /L) + 2Ln(h, h) + Lz (R, R))dt,
donde 7. = z°(t)+eh(t), z* € Q(U;pe, p1) es una trayectoria critica, b € Q(U po,pl)
y W' € Q(U; po, p1)z, donde 4. C U para valores pequefios de €.

TEOREMA 3.3. Sea z* € C"([a, )], U) una minimizante entonces’

Ly (2" (), 2°(1), 8)(¢,O) 2 0,

para toda t € [a,b] y toda ¢ € R".

Demostracién. Sea v, como en la observacién 3.2 entonces
(3.3) 0 %AL('YE
Sea ¢ € R* y 7 € (a,b) construiremos una funcién especial* h € Q(u;0,0), de la
siguiente manera

/ (Ll 1)+ 2Lau(l ) + L ).

Rt =¢ )
donde ¥ € C!(R)" la cual satlsface P(A) = 0 para I,\I >1y
 [airas=o

Como 1,b dependc de una nueva variable A, entonces ¢ = 7.+ €), as{ e ldt=dAy
h, ) = (,1/)5"1. :

Entonces al sustlt,mr en 3 3 obtenemos
0s / Lu(C BN~ + 0(e)

~ asf para e> 0 cuando € — Ose tlene

Lyy(x* (1), 2° (T)J)(C, C) = 0

El tcorcma 3. 1 ‘es véhdo para los espacios Q(U,po,pl) y Q(M P, q)
TEOREMA ‘3. 4 Sean we Q(AI, P, q) Vi f,n G Q(IVI,p, q)‘,, entances

| (3 4) HGSS AL(E) / [L"" (61 7]) + Luz(f) 7]) + sz(§1 7’) + Lzz(fx ﬂ)]dt

= / [(Lz;‘ dL"’)(s,n) (Lwn)sldt
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La segunda derivada se puede calcular utilizando variaciones en Q(M;p, g). de la’
siguiente manera. Sean w € Q(Af;p,q) una trayectoria critica 'y £,17 € QM ;p,q)u.
Elijamos una variacién a dos pardmetros f : V' x[0,T] — U, donde V es una vecindad
del 0 € R?, tales que . SN ‘

-(3.5) f(0,0,t) = w(t), B (0 0,1) —E(t), Os (0 0,t) = n(t),
entonces definimos Hess Ap(w) : QM;p,q)w X QUM;p,q)u o R
36 Hess AL ()(€,m) = Zeaeed) (o,0).

Asi el teorema 3.1 se reescribe como

TEOREMA 3.5. Sea f una variacion a dos pardmetros (le la trayectana cntzca‘
“w con campos tangentes €, 1 como en (3. 5). Entonces

7)]dt

'k (3 7) HCSSAL(£n ") —/ [Lw(fr )+Luz(£t )+Lzu(£: )+L¢I(£1

=/K%—Lﬂmm

2. Campos de Jacobi y puntos- conJugado

el

DEFINICION 3.3. Un campo vectorial diferenciable 77 a lo largo dc Ia trayectorxa
critica w € Q(M; p, g) es un campo de Jacobi si se tiene - C

(3.8) E(Lw(w, “")EE) — [Laalw, @) ~ %Lu,-(w,w)]n =0.

La ecuacién 3.8 se le llama ccuacién de Jacobi.

A continnacién se obtendrd la ecuacién de Jacobi como la linealizacién de la
ccuacién de Euler-Lagrange, y los campos de Jacobi quedardn caracterizados por
la ecuacién (3.9). La demostracién que el flujo ¢, es diferenciable se encuentra en
[H-8], capitulo 15.

PROPOSICION 3.1. Sea w € Q(M;p,q) una trayectoria critica, por lo que escri-
bimos e (w(0), w(0)) = (w(t),w(t)), donde @, es el flujo asociado a la ecuacion 3.8.
Entonces pare cualesquicra v,w € Ty o)M tenemos que
(3.9) 7(t) = D(mp)(w(0),&(0)) (v, w)
es un campo de Jacobi a lo largo de w. Reciprocamente cualquier campo de Jacobz
a lo largo de w es de la forma (3.9) :

Demostracién. Sea B(u) = (a(u),b(u)) € TM ta.l que
B(0) = (w(O) @(0)),a'(0) = v, (0) =w.
Entonces ¢, (8(u)) = (f(u, t), £ (u t)) donde f es una variacién a un pardmetro de

af
w tal que cada F(u) es una trayectorfa critica. Sea n(t) = —(0, t), entonces

Dipy(u(0), &(0)) v, w) = (n(0), 30,
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LI(f'I )— aLLU(fI )

Dcrlvando rcspecto awu y evaluando enu=0
Ln(w,w)n‘-f-jLzu(w,t{)) i (Lux(w w)n+ Lu.,(w w)
L ) . . dy
= E(Luz(w,w))m L_u(w,w) S Lunfer )31y,

de donde sé Obfiene e
) d .
(Lvu(w w) ) - (Lzz(w w) e —Lu:(wtw))n =0

Sen E un campo de Jacobi a lo largo de w y sean v = E(O),w = —(0) El campo

7 deﬁmdo por (3.9) es un campo de’Jacobi con 7(0) = v, (0) = w, asi por la
unicidad de las soluciones de la ecuacién (3.8), obtenemos f = 7] [m]

DEFINICION 3.4. El espacio vertical en 0 € TAM os V(0) = ker(D7r(0)).' Dos

puntos 0y, 0, = @r(0,), T # 0 se llaman conjugados si
Der(V(0:)) NV (02) # {0}.

Por la Proposicién 3.1 esto es equivalente a decir que existe un campo de Jacobi
7 # 0 a lo largo de w(t) = wy(0,), tal que n{0) = 0 = y(T"). Diremos también
que los puntos w(0) = p y w(7T") = ¢ son conjugados a lo largo de w. Observe que
cualquier campo de Jacobi 7 a lo largo de w tal que 7(0) = 0, se puede escribir como
n(t) = D(mp|TyM)o,w, con w € TpM.

La maudtiplicidad de p y q como puntos conjugados se define como

dim Dr(V(0,)) N V(02) = dimker D(mp|T,M)g,,

que es el nimero médximo de campos de Jacobi linealmente independientes que se
anulanen 0y 7

Geométricamente V' (0) es el espacio tangente a la fibra T,Af € TM en el punto
0, una formulacién de la ecuacién de Jacobi para geodésicas se en ecuentra en [Pat).

DEFINICION 3.5. Sca w € Q(M;p,q) una trayectoria critica, ¢l espacio nulo de
Hess A, (w) es cl espacio vectorial ker Hess AL que consiste de todos los campos -
vectoriales 7 € Q(AM;p, q)., tales que Hess AL (w)(€,17) = 0 para toda &. )

La nulidad de Hess Ay, es v = dimker Hess A;,. Si v > 0, decimos que Hess AL es
degenerado.

TEOREMA 3.6. Un campo vectorial 1 € Q(M;p, q). pertenece al espaczo nulo de o o

Hess A, st y sdlo si n es un campo de Jacobi que se anula en 0 y T

Demostracién. Sca 7 un campo de Jacobi tal que r](O) = O = n(T), asn 77 E
Q(M;p, 9)u, aplicando la ecuacién 3.7 obtenemos S

Hess A(&,m) = /0 (Laz — L"’)(f,n) dt(Lu'u_ﬁ);]gli“;
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TM Vi)

=0

Dn(0)

M \
i

T

FIGURA 1. Interpretacién geométrlca del espacno vertlcnl

Como 77 satisface 3. 8, Hess A&,n)=0y por lo tanto ne ker Hess AL
Ahora supéngase que Hess Ag(§,7) =0 para. t:odn f'Sea Zel campo vectorlal tal

que

d dy, .,
dt Illl(ldt)’\ (Lzz_

para toda X € T,y M, entonces

[Lzrf " "’Z(t)'n }
dt

/o 1z =0

de donde Z(t) =0 o [}

COROLARIO 3.7. Hess A;, es degenerado si y sdlo si los puntos finalesp y q son
conjugados a lo largo de w y la nulidad de Hess Ay, es igual a la multiplicidad de p
y q como puntos conjugaedos.

OBSERVACION 3.3. La ccuacién de Jacobi (3.8) es una ecuacién lineal de segundo
orden, por lo tanto, si un campo de Jacobi tiene una infinidad de ceros en ¢l intervalo
{0, @], entonces hay un punto de acumulacién de estos ceros y entonces la derivada
del campo en ese punto también se anula. Por la unicidad de soluciones de (3.8),
el campo se anula identicamente. Por lo tanto el nimero de ceros de un campo de
Jacobi en un intervalo [0, a] es finito.

dLuz)( ‘,,‘

Hess AL(Z, )

3. La invariancia del indice de Morse

En cl capitulo 2, el hessiano de A, (w) se calculs en los espacios Q(U; po, p1)w
4 Q(M;p,q),. Sin embargo Hess A (w) pucde extenderse al espacio H((/,R*) o
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. Hl(I IVI)W utilizando la misma férmula. Para demostrar el teorema de mvarlancm )
: necesntamos algunos resultados que se presentan a continuacidn.

PROPOSICION 3.2. Sea A un malriz en M(R, 2n x 2n) dada por
A B
+=(c )
donde las matrices A, B, C, D estan en 9(R, n x n) y cada a;;(t), bi;(t), ci;(t), di;(t)
son funciones continuas de t en [0,T] CR, conl <i<n,1<j < n. SeaD una

matriz definida positiva. Entonces existe q(t) una forma bilineal simétrica deﬁmda .
positiva en R* gue depende continuamente de t tal que la matriz

A= ((1+A B)

es definida positiva para toda t € [0,T}.
Demostracién. Sca ty € [0, 7] y escribase la matriz' A como

ay o G by e by

Qup bnyveo bpn
€y -+ C dyy v+ din
Cpy *** Cnn dnl ct dnn
donde ayj, b, cij, dij estan evaluadas en . Como D cs definida positiva, entonces
todos los menores angulares son positivos, es decir el menor de orden & se encuentra

en las primeras & filas y k columnas de su matriz, donde 1 < k& < n y sc denotara por
det(dyy) asi, det(dgx) > 0. Ahora formese la matriz dada por
A by oo+ bpn
e
Cin dui cc dan
Asi, si det(D;) > 0 se sigue que D es definida posntlva, en caso contrario, si
det(D;) < 0 entonces existe un £,(to) > 0 tal que s .

App +€n by ce- bm} R

o Cin - dyy o ceeodig| o
detDl = K . " S K- | 8
Can - lnyoeee ~
Formese la matriz o SEN
Qp—tn-1 av;—lrl bn—ll n-in\.
Gnn<t Qnn +En Dyt : '
Dy =| Cin= cp i di ,

- Cnn—1 Cnn dpy
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entonces si det Dy > 0 se obtiene que. D; es definido negatxvo, en caso de no ser asf,
existe £, (to) >0 tal que AR

an-ln—l +E&n1 Qn-1n TR br;;lvl ;

Gnn-1 Qun+En b o - »bvbm ; :
det Dy = Cin—t Cin di e dm >0
Cun-1 Can dnl e _' drm 1
Repitiendo los argumentos anteriores, se forman las matrices (a partlr de la dmgonal
de la matriz A) Dj, ..., D, y se obtienen los niimeros posntlvos 5,._.2(tu), ., €1(to).
De csta manera se contruye una matriz ‘
e, 0 --- 0
€2 ... 0
q(to) = : .
0 0 -+ €,

Dado que la construccién anterior no depende de la ¢y ’q‘ue'se elija entonces en una
vecindad de ¢ por continuidad de la funcién &i(t) sigue siendo positiva, esto se
puede hacer para cualquicr tg € [0, 7]. Asi se obtiene la funcién

e(t) 0 -+ 0
aw=| 2 =00
0 0 - en(d)
la cual es una forma bilineal simétrica definida positiva en [0 T] que hnce que ln.

matriz A = (q-EA g) sea definida positiva en [0, 7). - s e o

Denotemos por L(H) al conjunto de todas las transformacnones contmuas y,
lincales de un espacio de Hilbert H cn H. : R

PRroOPOSICION 3.3. (ver [Ta] Apéndice.) R

Si A € L(H) es un operador compacto y autoad]unta en H, entonces H tzene
una base ortonormal u; de eigenvectores de A Con Auy ='Aju;,’ J la sucesmn de
nimeros relaes {);} tiene al 0 como punto de acumulacion.

TEOREMA 3.8. El indice de Morse A es finito y no cambia sz‘ se. réemplaza el.
espacio (M ; p, q)., por cualquier espacio E tal que .

QM;p,q)u CECHi({l, M)

Demostracién. Sabemos que L es convexa , para nuestra convenencia haremos
la prueba en el caso que M es un subconjunto abierto de R™. Por la proposicién
3.2 existe g(t) una forma bilineal simétrica definida positiva en R® que depende
continuamente de ¢ en [0, T) tal que

q Lz, Ly
) = ('(t)fiu(w)(w) LEIZ%)



: : 3 LA INVARIANCIA DEL INDICE DE MORSE 35
-sea deﬁmda posmva para toda. te{0,T). Escmblendo

(m, y) = / < Q(t)z y > di,
e sigue que Q es un producto interior en Q()W P, q)w cntonces por e]

LEMA 3.1. Q induce la topologia L?.

© "Demostracién. Por la Proposicién 3.2 q(t) es cont.mua dcntro del compacto |
[0,T] y asi, existen m, M > 0 tal que ml:z:[’ << q(t):z: z, < 1\I|a:|2 para. todo~
t € [0,T},z € R*, Por lo tanto . : Lol

£(t)

oo
mliglla < lle@lle = ([ <'q(t)£(t)

LEMA 3.2. Q + Hess A, ‘es un producto zntcnar en Q(IW, p, q)“ c znduce la to-‘
pologia de H!. G

Demostracién. Por la Proposncxon 3. 2 Q(t) es contmua y. deﬁmda posmva'
dentro del compacto [0,T] y asi, existen m, NI >0 tales quc ; . i

m(|z*+]y|?) < Luu(J:J)+va(Jyz)+L:u(y: z)+(fl(i)+Ln)(z,~) < M(|Z|2+|1J|2)
para todo t € [0,T],y,z € R". Por lo tanto

m(EOIZ, + IEDIE) < N brtessany < M(IIE(t)Ili, + Ilf'(t)lli,')- :
-0
Sean H°q y Hl la completacién del espacio Q(M;p, q). con respecto aQ,y
respectivamente a Q + Hess Ay, (w). Definamos el operador lineal en: H1 q por
Hess Ar(w) = (@ + Hess AL(w)) o £ R
aqui la forma bilineal es considerada como una funcién entre el cspacxo vectorml y
su dual. Si &€ = Id — K entonces ;
Hess AL(w) = Qo& + HessAp(w)o €&
= Q—-Qo K +HessAL(w) — HessA,_(w) oK,
de donde @ = (Hess A,,(w) + Q) o K.
Asi K : H° — H 4 s continuo y por lo tanto compacto como un operador en
H o €n vista del teorema de Ascoli.

B0 3 1 -
HP. HP-’I’

HY —— H!
Se sigue que K es un operador positivo simétrico en H‘ »q Y POT la proposicion 3.3

tiene un espectro discreto que converge a 0, asf £ es un operador simétrico en Hl
con un espectro discreto Ay < Az < ... tal que A; 7 1 cuando j — oo. En partlculnr




RET TR 3. EL INDICE DE MORSE
la suma E'~ de los cigenespacios de & para los eigenvalores negativos es de dimensién
finita y £ > 0 en el complemento ortogonal E+ de E~ en H,}Iq. Concluimos que
‘ H, =E ®E%, HessAy|E~(w) <0, HessAL(w)E* >0
Si £ es otro subespacio lineal de H,}_q en el cual Hess Ap(w) < 0, entonces la
proyeccién de £ sobre £~ a lo largo de Et cs inycctiva y asi, dim £ < dim E~-."
Como (M ;p,q). es denso en H,},,, uno puede encontrar un subespacio lineal £ de -
Q(M;p, q)., tal que dimL = dim E~ y Hess Ay (w) < 0 en L. - ;0O



CAPITULO 4

El Teorema del indice de Morse

Los capitulos anteriores dan las herrami para d ar Bl Teorema del indice de Morse para
Lagrangianos Convezos:

El indice A de Hess Ay es igual al nimero de punlas w(t),0 <t < T, conjugados a w(O) alo lar_z]u de
ta trayectoria critica w([0,T)], donde cada punto conjug se in con su ttiplici

Se consideran los siguientes conjuntos

« El espacio Q(AM;p,q).
o El conjunto 2(M;p,q)° consiste de los campos W : [0,T] = TM con W(t) € T,)M, que son
continuos y C? por tramos y que satisfacen W (0) = 0,, W(T) = 0y,

Utilizando el conjunto E = Q(Af; p,q)"; se procede a demostrar ¢l Teorema central de esta tesis. Para
ello se obtiene la férinula de la segunda variacién paraw € SM;p,q) y £, € QM;p,q)°

- € ! dLys
Hoss Au(€n) = 3 Low(@ilis_, + [ (Lee = 2236 = 5 (Lonl )
=1

Se prueba que el espacio Q(AM; p, q)° se puede descomponer como T'@2(to, « - + ,2n)" donde Qto, -+ ,¢a)" C
Q(M;p, q)* es el conjunto de campos de Jacobi a lo largo de w que satisface . Gy

- n(0) =0y n(T)=0.
2 Si0=to <... €ti-1 €4 < ... £ T =ty cs una particién de [0,T] entonces 1)|[t{_|,t¢] w una

campo de Jacobi a lo largo de w|[ti-1, ],

yT' = {ne€M;p,q)";nlt,) =0 Vi=0,...,k}. Ademis se prucba que Hess AL|T es dcﬁmdo ‘positivo.
Después se considera la trayectoria w, = w|[0 7] ¥ se denotard A(r) al fndice del hessmno (HessA:.)n
asociado a la trayectoria. Finalmente se prueba:

{a)} La funcién A(7) cs creciente de 7.

(b} A(r) = 0 para valores suficientemente pequeiios.

{c) Para toda € > 0 suficientemente pequeiio, se satisface A(7 —¢) = 7.

(d) Si v es la nulidad del hessinno (Hess 4,)§, entonces para toda € > 0 suﬁcwn mcntc pcquc
tiene A7 +¢€) = A1) +v. i B ¢

Esto concluye la prueba del Teorema de indice de Morse y como aplicacién de este teorcma, se'dd un.
par de resultados de Jacobi que relaciona puntos conjugados y curvas minimizantes en una vancdad

1. Campos diferenciables por tramos . =
En la seccién 4 del capitulo 1 definimos los espacios Q(M;p, q) yQ(M,p,q),,,
Ahora introducimos el espacio Q(M;p,q)* de los campos W : [0,T] — TM con ~
W(t) € TuyM, que son continuos y C? por tramos y W(0) = 0,, W(T) = 0,, el
cual satisface que », :

QUM;p, 9)u C UM;p,q)* C Hi(I, M)w.

En virtud del teorema 3.8, el indice permanece invariante si camblamos al cspaclo
QM; p, ) por Q(M;p,q)*, el cual usaremos de aquf en adelante,

37
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TEOREMA 4.1, Férmula de la segunda variacién. Sea w € Q(]\[,p q) una

; tra_/cctorza critica y sean £,n € QM ; p,q)*. Entonces
@y HessAL(w) f,n) [ tm (E) + Lunllo) + Len(6s )+Ln(£,n))dt
-/ v[wi; ; )(E.n) (2 w(.dt))EIdHZLw(E(t.). m—, (,tﬁ.*».

Demostracnon Basta demostrar la segunda férmula, cntonces usamog part;e -
dc la demostracnon del Coro]arlo 3.2 asi : L o

(IL.,I

'd
Hessu(m) = f a(Lu(e,n» Loz (g, m) + dt(LW(e,n»

1
[ e - GEatide
—sz(e,n)l,,_,‘ + f (LH—%XM)-%(Lqu(wjz))e o

+

(]

OBSERVACION 4.1.° Sea w una trayectoria critica.  Sea {er,...,e,} una base
-‘ortonormal de Tp,yM. Sean hy,. .. , h, campos de Jacobi que satisfacen

h(0) =0, o

(0) = €

entonces hy(t),...,h,(t) es una base del espacio vectorial Ny de campos de Jacobi
7 tales que n(0) = 0. El conjunto de los puntos donde alguno de estos n campos
se anula es finito. Fuera de estos puntos, ningiin campo de Jacobi que se anula en
t = 0, se vuclve anular. Es decir, a lo largo de la trayectoria critica w : [0,T] = M
hay solamente un nimero finito de puntos conjugados a w(0).

Supongamos que w(b) no es conjugado a w(0). Entonces la transformacién lineal
TooyM — TomM, ZL, a;l;(0) — Zf=1 a;hi(b), es un isomorfismo. !

Elijamos una particién del [0,T],0 = tg < t; < ... < & = T, la cual es lo
suficientemnente fina para que cada w|[t;-1,¢;] sea diferenciable, que en el segmcnto
w([ti~1,1;]) no haya puntos conjugados, y que h;(t) # 0 para ¢ # t;.

Consideremos la transformacién de Legendre £ : TM — T*A dada por £(v)

L,(z,v), con v € T M, donde
T'M = {(p.q)ip€ M,q e T M}

es el haz cotangente de M. Dada v : I — M una curva dl(erencmble consxdereA )
(L o')(t) = L,(+(t)), entonces al derivar . K RN -v

T (0) = L/ ),7) + Lun((0) (‘j,—”;
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Definiendo w;(t) = Lyz(+, i) + L,,.,( s ), tencmos

) By )+ de(,‘”")

dhy

Luz) (s 1) + Luz (-, dz )+(L,,,. —L.,,)(~ h)
: ] dh;

= va( ] dt ) +L::x('yhl)-

= (dt

Definimos la transformacién H(t) lR" -) Tu(.})A/I mediante

y denotamos por H’

acién W(t) ]R" = T‘(,)A/I mediante

: Deﬁhiinés‘ ‘también-la’ transform
; W(t),\ L.,,( II(t)/\)+L,,.,( H'(t)A ZA,w,(t), o
y denotamos por W’ (t) R" — Th,(,)Al la transformacxon :

(/\1, ,\")Hzl\dw;(t)'b - ‘

_Se sngue de (4 2) que
W' (A = Lyg (-, H'()A) + Loz () H(t)A)

LEMA 4.1. ‘Sean H(t)*,W(t)* las adjuntas de H(t), W(t) respectwamentc En-"
tonces H(t)* IV(l) es simétrica, es decir i :

C4.3) o HQ)w(t) = W(t) H(t) .
’ Demostramén Note que )
[HE) W@ = H'@)W(t) + HE)y Wty = = :

L (H'(t), H(t)) + Lou(H'(t), H'(®)) + Loz (H(2), H'(t)) + Ln(H(t), (t))

es simétrica. Como H(0) = 0, por el Teorema Fundamental del Ca.lculo :
H{tyW(t) = / [H(s) W (s)]ds,

de donde, H(t)*W(t) es simétrica
Sean € Q(M;p,q)'. Parat # t;, H(t) nocs smgula '
por () = H(£)¢(t) = 3= Gi()hi(t)- '

Entonces el integrando de

dn d
Aueovm = [ S d;’)+Lu,( ,n)+L,

»..:a l"A. TESIE NG &84
DE LA BIBLIOGTE

o'd'er'xi:c}S‘v déﬁpirf (t) € RF,

u("]y {lt) + Lzz("l 7)
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puede cscribirs‘c-en lz{fofnv]a
Ly (H'CHHC!, H'CH-HC' 1+ Lyg (H'CHHC's HO)+ Lo (HC, H'CHHC )+ Lo (S, HC)
= L.,,,(H CHHC HE) + (WC, H'C + HC'Y + Loy (HE, HS') + (W', HC)
=Ly (HC', H¢) + (W', HE) + (W HIC+ HY + (W, HC)
Usando el Lema 4 1 tenemos
(”’C H¢ = (H*W() - -¢'= (W'HC) = (W', HE),
por lo que: e] mtegrando de Hess AL(n, 7;) es _
. Luu(HC' HC')+ <WCrHC)'

Obtenemos

(4.4) HessAL(n, 7,) / [L ’(Hc'

w(HC I >az'+:<W<;';;>no i(Wc,n)L-,

P :=l

donde 1 = H(. De manera anéloga Jelold
con &, 77 € 2(M;p, )" donde £ H(" 7

(4.5)  Hess A (€, 7) = f LW(H' Hp')+<WC Hp>-

/ Luu(Hc' Hp’)+ <WC-Hp> ‘ }: < W( H >

i=1

2. El Teorema del indice de Morse -

Sea Q(to,..., )" C Q(M;p,q)* el espacio vectorial que consxste de todos los ’
campos vectormles 7 a lo largo de w tales que : - 5
1.Si0 =t < .. < tisy £t <..<T =1, es una partlcxén-de [0 T]» :

entonces 7}[ti_1, .] es una campo de Jacobi a lo largo de wl[ti_l, ;),.para’ cada”
i=1,...,k :

2. i se anula en los puntos finales t = 0,t =T .

Asi Q(to,... )" C Q(M;p,q)* es un espacio vectorial de dlmenslon ﬁmta que

consiste de campos de Jacobi por tramos a lo largo de w.
Sea T' C Q(M;p,q)* el espacio vectorial de todos los campos vectonalcs 7 E,

Q(M;p,q)* para los cuales n(t;) = 0, para toda ¢ = 0,... , k.

LEMA 4.2. El espacio vectorial Q(M;p,q)* se descomponek, cpmb'
QUM;p ) =T ®toy... 1 te)'. .

Esta descomposicion es ortogonal con respecto al producta mterzor Hess AL Ademas
Hess AT es definido positivo. : R .




2. EL TEOREMA DEL INDICE DE MORSE ’ . 41

Demostracién. Sean € Q(M;p,q)* cualquier campo vectorial. Como w|{ti—1,%] -
no tiene puntos conjugados, entonces hay un finico campo vectorial £ € Q(to, ,tk)‘

tal que £(¢;) = n(t:), para toda i € {0, ...,k}.

SecaW=n—Ecntoncecs We Ty por lo tanto 7'+ Q(tg, ... ,tx)" = Q(]VI;p, q)*.
Por el pdrrafo anterior, el tinico campo € € T NQ(to, ... , )" es el campo vectorial
0, por loque T'"® ko, ... , L) = QM ;p,q)*.Si€ € Q(to,... ,k)* y 7 € T entonces
aplicando la férmula (4.1) . .

dLu:

.
Hess Ay ()€ = [ [(Ler = L) (Em) - (5 w(,dt)ﬂdw

ZLW @) —o+ZLw(5, @ |

Por consiguiente Q(to, ..., &)* L T’ con respecto a Hess Ay, : ‘ e
Demostremos que Hess AL(W, W) > 0 para W € T". Utlhzando Ia férmu]a (4 4)

Hess AL (W, W) = /o Lus(HC, H') + (We, W|T = S 4w, w>|,
: i=1

= / Lw(Hc HC)

donde W = H(¢.

Ahora demostraremos que Hess A, (W, W) > 0 para W € T =~ {O} Afirmamos
que si Hess AL (W, W) = 0, entonces W € ker Hess A.. En efecto, previamente se
ha visto que Hess A, (W, &) = 0 para cualquier £ € Q(2g,...,tx)*". También, para
cualquier 7 € 7' y toda c € R se tiene

Hess AL (W 4 e, W +e¢n) 20,
o sea

Hess A, (W, W) + 2 Hess AL(W, ¢i) + c? Hess AL(n,7)
= c®*Hess A, (7, 7) + 2c Hess A (W, n) >0

para toda ¢ € R, de donde Hess AL(W,7) =0,

Asi W esta en el espacio nulo; pero tal espacio Hess A;, consiste de todos los
campos de Jacobi. Dado que 7" no conticne otros campos de Jacobi que el cero, se
sigue que W = 0. Asi, la forma cuadritica Hess A;, es definida positiva en 77, a.

Se sigue del Lema 4.2 que el subespacio nulo de Hess 4, y el subespacio maximal .
donde Hess A, es negativa definida, son subespacios de Q(tp, ... ,£x)*. Por lo tanto .
se obtiene el siguiente resultado: o

COROLARIO 4.2. El indice (o la nulidad) de Hess Ay, es igual al indice (o la
nulidad} de Hess A, restringido al espacio Q(to, ... ,tk)* de campos de Jacobi por
tramos. En particular (dado que S2(ty,. .. ,)* es un espacio vectorial de dimensidn
finita) el indice A es siempre finito. ol

TEOREMA 4.3. Teorema del indice de Morse. Sea w|[0,T] una trayectoria
critice. El indice A de Hess Ay, es igual al miimero de puntos w(t), 0 <t <'T,
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'ca'njugados a w(0) a lo largo de w, donde cada punto conjugado se cuenta tantas
veces como su multiplicidad.

“.Demostracién. Consideremos w, = w|{0, 7] y denotemos por A(7) al indice
del hessiano (Hess A.)] asociado a esta trayectoria, de esta manera definimos una
fiuncién A : [0,7] — N cuyo comportamiento vamos a estudiar. La prueba del
Teorema del indice de Morse consiste de los siguientes pasos

1. A(7) es una funcién creciente de 7.

2. A(7) = 0 para valores pequeiios de 7.

3. Para todo £ > 0 suficientemente pequeiio, se tiene A(7 — €) = A(7)

4. Sea v la nulidad del hessiano (Hess A)] entonces para todo £ > 0 suficiente-
mente pequeiio, se tiene A(7 + &) = A(T) + v, es decir si 7 es conjugado de 0
con multiplicidad v entonces A(7 + €) = A(T) + v.

1. Si 7 < 7° entonces existe un subespacio Z;, de dimensién A(7), del espacio
1., €2, de los campos vectoriales a lo largo de w, que se anulan en w(0) y w(7), tal
que el hessiano (Hess A,)] es definido negativo en Z,. Cada campo vectorial V en
Z, se extiende a un campo vectorial V* a lo largo de w,- haciendo V*(t) = 0 para
t € [7,7*]. Asi obtenemos un subespacio Z,. C 1o, .S, de dimensién A(T) en el que

(Hess AL)§" es definido negativo. Por tanto 7+ A(T) es creciente. m]
2. Esta afirmacion es equivalente a que no haya puntos conjugados a lo largo de
we, € > 0 pequeilo, lo cual fue probado en la observacién 4.1 [m]

3. Del Corolario 4.2, A(T) sc puede interpretar como el indice de la forma
cuadritica sobre ¢l espacio vectorial Q(tp, . . . , t)*. Podemos suponer que la particién
es de la forma t; < 7 < t;4;. Entonces el indice A(7T) se puede interpretar como
el indice de la correspodiente forma cuadritica J, sobre un espacio vectorial de
campos, de Jacobi por tramos, a lo largo de w,. Este espacio vectorial se construye
usando las subdivisiones 0 < ¢, < ... < ¢; < 7 de [0, 7). Dado que un campo de
Jacobi estd determinado tinicamente por sus valores en los puntos w(t;), este espacio
vectorial es isomorfo a la suma dirccta

I'=TugM @ - Ty M.

Observe que este espacio vectorial I' es independiente de 7 en (¢;,%i41), pues la
funcién A(r) no depende de la particién que se escoja en [0,7]. Es claro que la
forma cuadrdtica J,, varia continuamente con respecto de 7. Ahora, J, es definida
negativa en un subespacio © de I' de dimensién A(7). Para toda 7* suficientemente
cercana a T se tiene que J,- es definida negativa sobre ©. Por lo tanto A(7*) = A(7).
Pero si 7* = 7 — e < 7 con € > 0 suficientemente pequeiia entonces, se tiene de la
primera parte de la demostracion M7 — €) < A(7). Asi, M7 —¢€) = A(T). i}
4. Demostraremos que A(T +¢) < A(T) + v, para € > 0 suficientemente pequefio.
Sean J, y [' como en la demostracién anterior. Dado que dimI" = nz se tiene que J,
es definido positivo en dlgun espacio © C I' de dimensién ni — A(7) — v. Para toda
7* lo suficientemente cercana a 7 se sigue que J;- es continua y definida positiva en
Q'. Asi obtenemos .

AMr*) <dimT —dim®@ =ni —ni+ A(T) + v = A(7) + 0.
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FIGurA 1. Comportamiento de la funcién A(7) : Esta funcién es cero
en una vecindad del origen y ticne dxscontmuldades de tlpo salto: en .
los puntos conjugados a w(0). BN

Ahora demostremos que A(T + &) = A(T) + v, con €.> 0 suﬁclentemente pequeno

Secan Wy,..., W) € 15,8, campos vectoriales tales que la matnz»
(Hess AL)g(Wy, Wy)
es definida negativa. Sean X,,...,X, € T,,.Q, campos de Jacobl a. lo largo de Wy

linealmente independientes los cuales se anulan cn los puntos evtremos Observese .

que los v vectores :
d -
(T) € LynM, a= 1

son lincalmente independlentes Asi, es posible elcglr v campos vectoriales Y000
a lo largo de w4, que se anulan en los puntos finales de 7 + € y tales que.

dX,
Luv 'd—tn(T)t},r(T)) ’ ‘
es igual a la matriz identidad I,4,. Extendamos los campos vectoriales W; y X, a
wrte, haciendolos cero para 7 < t < 7 + £. Usando la ecuacién (3.7) de la segunda
variacién obtenemos
(Hess AL)5+*(Xa, Wi)
(Hess AL)5* e (Xq, Yi) = Sak

donde &qx es la delta de Kronecker. Sea ¢ # 0 un mimero pequeno, y consndere los
A(7) + v campos vectoriales :

Wiyeoo s Wagy 7' Xy = Yy, .,c ~X ,-cY,,

alo largo de wr4e. Para csuficientemente pequeiia est;os campos vcctonnles generan .
un espacio vectorial de dimensién A(7)+v en el cual la kforma cuadritica (Hess AL )3%*
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es deﬁmda negatwn En efecto, la matriz (Hess AL )5t con rcspéctq a esta

((Hess A,,),,(w W;)) A\
. —-2I + cle
Donde A 'y B son matrices fijas. Si ¢ ¢s lo suﬁclcntemente pequeno,' esta matriz
compuesta ¢s negativa definida. : O
3. Aplicaciones del Teorema‘del indice
COROLARIO 4.4. Jacobi. '
§i0 € TM y el segmento {w(t)|t € [0, 5]} es minimizante, entonces el segmento
no tiene puntos conjugados.
Demostracién. Como el segmento {w(t)|t € {0, S|} es minimizante, sabemos
por el teorema 4.3
(Hess AL(€,€))] = 0.
Entonces A = 0, asf {w(t)|t € [0, S|} no tiene puntos conjugados. O
COROLARIO 4.5. Jacobi. Sea 8 € TM, si el segmento {w(t)[t € [0, S]} no tiene
puntos conjugados entonces para toda variacidn propia de w, existe § > 0 tal que
Ai(s) < AL(d) para 0 < |s| < 6.
Demostracién. Supongamos que w no tiene puntos conjugados en [0, S, enton-
ces por el corolario 3.7 sabemos que Hess Ay, es no degenerado; aplicando el teorema.

4.3 tenemos que A = 0, mds atin ((Hess A,)(&,£))5 > 0 es decir definida positiva y
esto sucede para toda variacién de w con respecto a s de ahi que exista un § > 0 tal

que Ay(s) < AL(6) para 0 < [s] < 4. m]
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