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Introducción 

Leonhard Euler en su obra "Métodos de máximos y mínimos" da a conocer 
un método para hallar curvas que gocen de una propiedad de má.'Cimo o mínimo. 
El problema clásico ele este tipo es el ele hallar una curva plana que encierre una 
área máxima entre tocias las curvas ele la misma longitud, es decir entre curvas 
isoperimétricas. El "Métodos ele mcíximo.• y mínimos" es un método para resolver 
estos problemas isoperimétricos y también otros mas generales. 

Si bien este tipo ele problemas elata desde la época ele los ~riegos, es Euler 
quien crea en su obra toda una nueva disciplina a la que él mismo en 1756 en 
una sesión de la Academia Real de Ciencias ele Berlín da el nombre ele Ccílculo ele 
Variacio11cs, tributando con ello un reconocimiento a J. L. Lagrange que acababa ele 
crear el revolucionario concepto de variación ele una f1mció11. Este concepto condujo 
a Lagrange a una notable simplificación y ampliación del método original de Euler. 
Por otra parte no se concibe fácilmente la creación del concepto lagrangiano ele 
variación sin un trabajo clarificador previo como la obra ele Euler. 

El mérito ele la obra consiste en que plantea bien tocia una nueva clase ele proble
mas muy difíciles y que dá un método general y sistemático para resolverlos. Que 
esos problemas eran dílicilcs lo muestra la historia, pues después ele los primeros 
ejemplos concretos por los hermanos Bernoulli a finales del siglo XV J !, quienes al 
mismo tiempo que Newton, Leibnitz y Huygens dan las primeras soluciones, los nue
vos problemas permanecen mucho tiempo sin resolver; y aiín más, los matemáticos 
que clan las primeras soluciones algo más generales: .J. J-Iermann (1729), B. Taylor 
(1G85-1731) y el mismo Euler (1732), clan soluciones equivocadas. 

Con la aportación que después hace Lagrange, se percibe la evolución y aplica
ción del recien creado cfüculo infinitesimal, lo cual tiene un inmenso valor para la 
física teórica de los medios continuos. Principalmente porque muchas leyes físicas 
se enuncian en forma de principios variacionales. Por ejemplo, que la luz cuando se 
transmite por un medio variable, sigue la trayectoria más nípicla (no necesariamente 
las nuís corta), como enuncio y aplicó correctamente Fermat (1662), en un trabajo 
que se integra en los orígenes del cálculo de variaciones. 

Un paso hacia la formulación ele la mecánica Lagrnngiana se da en el primer 
aditamento de la obra ele Eulcr (ver [En)), pues constituye el primer tratado de 
elasticidad y en él Euler descubre la carga crítica que hace pandear una columna, lo 
que constituye el primer caso ele un autovalor ele un operador diferencial ele cuarto 
orden no lineal. Este resultado, la naturaleza misma del cálculo ele variaciones, el 
principio de minima acción y el concepto ele variación introducido por Lagrange que 
generaliza, apliciíndolo a funciones, así como el concepto ele Leibnitz ele diferencial 
(ver [Ar)), son todos ellos los primeros antecedentes, anteriores incluso a la resolución 
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de las ecuaciones en derivadas parciales, del moderno análisis funcional, aunque sin 
el soporte de los espacios topológicos de reciente creación. 

El desarrollo del cálculo de variaciones, forma hoy parte de las técnicas ma
temáticas que se empican en la topología diferencial, geometría diferencial y en la 
resolución de numerosos y variados problemas, por ejemplo de geometría diferen
cial, los de optimización y control desistemas regidos por ecuaciones en derivadas 
parciales, y sobre todo hasta descmpeüar un papel muy relevante en el tratamiento 
de la mcccinica analítica. 

En la geometría, historicamcnte la noción de curva geodésica sobre una superficie 
se remonta a Johann Bernoulli, quien la definió como la que proporciona la longitud 
mínima de una curva sobre la superficie entre dos puntos cualesquiera. Su teoría local 
fue entendida correctamente después del trabajo de los geómetras del siglo XI X; 
primero acerca de superficies como: K. F. Gauss, Jacobi, O. Bonnet, y más tarde 
acerca de variedades Riemannianas por geómetras como: B. Riemann, Christoffcl, 
Levi-Civita. 

Pero dos problemas globales acerca de geodésicas sobre una variedad Rieman
niana Al de dimensión n fueron formulados de la siguiente manera 

l. ¿Tiene un arco geodésico con extremos p y q realmente la longitud mínima 
entre todas las curvas rectificables que unen a p con q'? (es decir es una 
geodésica mínima!). 

2. ¿Cuántos arcos geodésicos que unen estos puntos existen? 

Localmente estos problemas tienen una respuesta completa, cada punto de kl 
tiene una vecindad abierta V, tal que para cualesquiera dos puntos distintos p, q en 
V, hay exactamente un arco geodésico contenido en V, el cual une a p con q, y es la 
única geodésica mínima! que une a estos dos puntos. 

Hasta 1920 los únicos resultados generales sobre el problema global provinieron 
de la investigaciones de .Jacobi acerca del primer problema. Él había mostrado que 
sobre una curva geodésica 'Y con origen en x 0 , existe en general una sucesión de 
puntos x 1, :c2 • • • , los cuales son conjugados a x 0 a lo largo de la curva 'Y de tal 
forma que cualquier arco de 'Y que no contenga ninguno de estos puntos conjugados, 
es una geodésica mínima!; pero si contiene al menos uno de estos puntos conjugados, 
entonces en toda vecindad de 'Y existen arcos geodésicos suaves por partes que unen 
a los puntos p y q de -y, la longitud de los cuales es estrictamente menor que la 
longitud del arco de 'Y entre p y q. 

En una serie de artículos y textos comenzados en 1928, Marston Morse atacó los 
problemas anteriores usando una combinación muy ingeniosa de geometría diferen
cial y topología algebráica aplicada a espacios de funciones apropiados, lo que él 
llamó: "Cálculo variacional a lo extenso". Él consideró el conjunto n(kl;p,q) de 
trayectorias suaves por tramos en Al, que tienen sus extremos fijos p, q definidos co
mo funciones continuas (que no necesariamente son inyectivas); w: [O, T] ~ M tal 
que w(O) = p,w(T) = q y hay un número finito de puntos t0 , ti,··· tn del intervalo 
[O, l] tal que wl[t¡, ti+i] es una función C 00

• Si l¡ denota la longitud del segmento 
wl[t¡, t¡+i], entonces L(w) = L:; I¡; es la longitud de w, y una funcional de w en 
f2(M;p,q). 

Un arco minimal de p a q debe ser umi trayectoria w para la cual L(w) es un 
mínimo en n(M; p, q) y un arco geodésico debe ser un punto crítico para la funcional 
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L. Esto en primer lugar no tenía significado pues n(M; p, q) no tiene una estructura 
de variedad diferenciable. 

La teoría de Morse consiste en mostrarnos que es posible sustituir n(.M;p,q) 
por variedades que sean difcrenciables en donde los resultados sobre puntos críticos 
pueden ser aplicados. Casi todas las ideas introducidas por Morse en este proceso 
fueron nuevas, incluyendo su investigación acerca de puntos críticos de una función 
definida sobre una variedad. Aplicó sn método no sólo a geodésicas sino también a 
extremales de problemas m1ís generales que se presentan en el c1ílcnlo de variaciones 
(en una variable). 

Sus demostracioucs con el paso del tiempo han sido gradualmente simplificadas; 
como lo presenta John Milnor en su libro "Morse Theorv"; y aplicadas en diversos 
campos como los Sistemas Dimímicos. Para nuís referencias se puede consultar (Di]. 

La curvatura Rimnanniana de una variedad cstéÍ. relacionada con el comporta
miento de sus geodésicas, en particular con las geodésicas que pasan por algún punto 
en alguna dirección dada; es decir punto inicial y dirección inicial. Al investigar la 
divergencia de! las geodésicas, se lincaliza la ecuación clifcrcncial qnc las <lefinc. La 
ecuación diferencial lineal de segundo orden que se obtiene es llamada ecuación de 
.Jacobi, la cual se escribe en términos de la derivada covariente y el tensor de cur
vatura; es decir, una pritncra relación entre gcolh~sicas y curvatura. /((p, 7) es que 
la curvatura iudica qué tau rápido se alejan las geodésicas en ]J que son tangentes 
a -y. Para la formalización de esta velocidad de alejamiento de las geodésicas, se 
introducen los campo.< de .Jacobi, los cuales son campos de vectores a lo largo de 
geodésicas, definidos por medio de una ecuación diferencial que aparece en el estu
dio de la aplicación exponencial. Además los campos de .Jacobi permiten obtener 
una caracterización simple de las singularidades de la aplicación exponencial, a tales 
singularidades se les llama puntos conjugados. 

Las geodésicas se pueden caracterizar como soluciones de nn problema variacio
nal, para ello se usan conceptos y técnicas del c1ílculo variacional, en donde se hace 
el c1ílculo de la fórmula de la segunda variación de la energía de una geodésica. Los 
conceptos anteriores sirven para demostrar El Teorema del índice de Morse, el cual 
relaciona el número ele puntos conjugados en un segmento de geodésica contados con 
su multiplicidad; al índice de cierta forma cuadnítica definida a partir de la fórmula 
de la segunda variación. El teorema del índice es una generalización de un resultado 
cl;ísico de Jacobi, el cual afirma que un segmento geodésico minimiza la longitud de 
arco relativamente a las curvas vecinas con las mismas extremidades si y solo si tal 
segmento no tiene puntos conjugados. 

La disensión de este y otros temas relacionados se explica ampliamente en [Mi], 
(dCJ y (Ar]. 

Un hecho de suma importancia para la existencia de puntos conjugados sobre 
una curva en una variedad, es que esta última sea de curvatura mayor o igual que 
cero. Para una demostración de este hecho se puede ver en (dC]. 

Los argumentos anteriores tienen una generalización a Sistemas Lagrangianos. 
Así, a lo largo de esta tesis vamos a generalizar la noción y los resultados que se 
tienen en el caso de una métrica Riemanniana. 

En los tíltimos años varios teoremas que habian sido demostrados para flujos 
geodésicos se han estado probando para el caso m1ís general de flujos Lagrangianos. 
Este es el resultado principal de esta tesis así, el objetivo central de este trabajo es 
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presentar una prueba del Teorema del índice de Morse para Lagrangianos Convexos, 
siguiendo la prueba que para geodésicas presenta J .Milnor en su libro Morse Theor1J. 

Las graficas se elaboraron con metagraf y la dirección elcctronica es: 
http://w3.mecanica.upm.es/metapost/metagraf.php . 

Miguel Ángel Chávez García. 
Ciudad Universitaria. 

Agosto de 2003. 



CAPíTULO 1 

Los espacios de trayectorias 

En este capítulo se introducen los espacios de curvas que se utilizan en el Cálculo de Variaciones. 
Dado que In idea es presentar ni Cálculo de Variaciones como Cálculo Diferencial infinito dimensional, 
los espacios de curvas serán variedades modelaclns sobre espacios de Hilbcrt y de Banach. Los espacios 
apropiados son, el espacio <le Uilbcrt J/1(1,Rn) de curvas absolutamente continuas, y el espacio de Banach 

G"(l,R") de curvas de clase cr, en un intervalo cerrado/. 

l. Funciones absolutamente continuas 

DEFINICIÓN 1.1. Una función w : I -+ lR"; donde I = [O, 1] e IR"; es llamada 
absolutamente continua si cualquiera (y así ambas) de las siguientes dos condiciones 
son satisfechas 

• Dada e > O existe un ó > O tal que si 

k 

O ::;; to < ... < t2k+I ::; 1 y L ll2;+1 - t2d < ó 
i=O 

entonces 
k 

L llw(t2;+1) -w(t21 )ll <e. 
i=O 

• Existe una g E L 1 (/, IR"); es decir ges una función ~edible de I en IR" y 

[ llu(t)llcÍt ~ oo; . 

tal que 

w(t) = w(O) + lg(s)ds, Vt e /. 

OBSERVACIONES 1.1. l. La equivalencia de estas dos condiciones es un teo
rema clásico de Lebesgue (ver (K-F], págs. 387-391). De la segunda condición 
se sigue que w(t) existe para casi toda t E /, que w(= g) es sumable y 

w(t) = w(O) + ¡t w(s)ds. 

2. De la primera condición se sigue facilmente de la definición que si cp'es:.una 
función C 1 de IR" a IR"', o más en general si cp : IR" --+ IRm satisface}a condición . 
de Lipshitz en todo conjunto compacto, entonces cp o w es 'absolutamente. 
continua, si w es absolutamente continua. 
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Se dará por hecho, Jo que es un espacio de Banach y un espacio de Hilbert (ver 
[K-F], piígs. 149 y 165). Por razones de consistencia que se harán claras más tarde, 
denotaremos al conjunto de las funciones medibles de w : J ~ IR" tales que 

11 

1Jw(t)ll2dt < oo 

por JJ0 (!,R") en lugar de la forma habitual L 2 (l,IR."). Entonces H 0 (!,IR.") es un 
espacio de Hilbert bajo operaciones puntuales y el producto interior <, >o definido 
por 

< w, p >o= 11 

< w(t), p(t) > dt, 

donde<,> es el producto interior en IR.". Denotaremos por H 1(l,IR.") al conjunto 
ele las funciones absolutamente continuas w: I ~IR." tales que w' E H 0 (l,IR."). 
Entonces H 1 (J, IR") es un espacio ele Hilbert bajo el producto interior<, > 1 .definido 
por 

< w,p > 1=< w(O),p(O) > + < w',p' >o. . .•. . . 
De hecho la función IR." E9 II0 (l, IR") -+ H 1 (I, IR.") definida por (v,g)·;,~, d·~ndé 

w(t) = v + 11 

g(s)ds 

es una isometría. 

DEFINICIÓN 1.2. Sea L: H 1(l,IR") -~ H 0 (l,R") definida por. Lw = w' y sea 
Hj(l, lR") = {w E H 1(I, IR.")lw(O) =O= w(l)}. 

Entonces lo siguiente es inmediato. 

TEOREMA l. l. L es una transformación lineal acotada y de norma uno. Hj (J, IR.") 
es un subespacio lineal cerrado de codimensión 2n en H 1 (I, IR.") y L manda isométri
camente Hj(I, IR") en el conjunto de las g E H 0 (J, IR.") tal que 

11 g(t) =o, 

es decir sobre el complemento ortogonal en H 0 (J, lR") del conjunto de las. funciones 
constantes de I en IR.". ' ··' ··> · · '·" 

TEOREMA 1.2. (De integración por partes.) Si p E Hj(I, IR.") y,\ eá.una}unCión 
absolutamente continua de I en IR." entonces · ·. 

11 

< A'(t), p(t) > dt =< ,\, -Lp >o. 

Demostración. Es claro que la función t ~< ,\(t), p(t) > ~ -U:b~iíiut~mente 
continua con imagen en IR. y su derivada es < N(t),p > + < ,\,'p'(t)' > ., Dado 
que una función absolutamente continua es la integral de su derivada·.y .además 
< ,\(t), p(t) > se anula en O y 1, entonces se sigue el teorema. . .. >·· ·. ·. O 

Denotaremos al conjunto de funciones continuas de I en IR" .. po1"':.Cº(J;IR.n), con-
siderado como un espacio de Banach con norma 11 IJ00 definida por · · · 

llwlloo = sup{JJw(t)JJ: t E J}. . , , . 
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Recordando el Teorema de Arzela-Ascoli (ver (K-F], p1ígs. 115-119), un subcon
junto S0 de Cº(I, IRn) es relativamente compacto si y sólo si es acotado y equicontinuo 
{lo anterior significa que dada é > O existe una ó > O tal que si Js - ti < ó entonces 
Jg(s) - g(t)J <e para toda g ES). Dado que la inclusión de Cº(J, IRn) en H0 (I, IRn) 
es uniformemente continua se sigue que Ses relativamente compacto en H 0 (I,1Rn). 
El siguiente resultado es un caso especial de las desigualdades de Sobolev. 

TEOREMA 1.3. Si w E H1 (!,IR") entonces 

JJw(t) - w(s)JI :5 Jt - sl~llLwJJo. 
Demostración. Sea h la función característica del intervalo (s, t], entonces 

Jlw(t) - w(s)ll = 11 l w'(x)dxjj :5 [ llw'(x)JJdx = l h(x)JJw'(x)JJdx 

y usando la desigualdad de Schwartz (ver (K-F], pág. 153) se completa la demos
tración. " O 

Consecuencias del teorema anterior son las siguientes 

COROLARIO 1.4. Si w E H1(l,IR11
) entonces JJwJJoo ::5 2llwJJ¡. 

Demostración. Por definición de 11 lit tenernos llw(O)JI :5 llwJJ¡ y llLwllo :5 
l lwll1· Así IJw(t)JI :5 llw(O)ll + llw(t) -w(O)JI y por el teorema 1.3 obtenernos llw(t)
w(O)ll $ llLwllo· ·. ·O 

COROLARIO 1.5. Las inclusiones i 1 : Il1 (!,IR") ~ Cº(I, IRn ), i 2 : H1 (J, IRn) ~ 
H 0 (!, IR") son overadorns comvactos 

Demostración. Sea S un conjunto acotado en H 1 (I, IR") entonces por el coro~ 
lario 1.4, Ses acotado en Cº(J,IR") y por el teorema 1.3 Ssatisfoi::e uim condición' 

uniforme de Holder de orden ~ así, es equicontinua. . : O 
TEOREMA 1.6. Si cp : IRn ~ IR" es una función Ck+2 entonces la función íjJ : 

H 1(l,IR") ~ ll1(l,IR1') definida 71orw ~ cpow es una función Ck íji': H 1(J,1Rn.) ~· 
H 1 (!, IRI'). Además si 1 $ m :5 k entonces ' · 

{1.1) d'"íji..,(..\¡,, .. ..\,,.) = d"''Pw(t)(..\¡ (t), .. • , Am(t)). 

Para demostrar el teorema 1.6 utilizaremos el siguiente 

LEMA 1.1. l. Sea F una función C 1 de IR" en Lª(IR", JRI'), entonces la fun
ción F de H1 (I, IR") en L'(H1 (!,IR"), H 1(I, IR")) definida por 

F(w)(..\¡, ... ..\,)(t) = F(w(t))(..\ 1(t), .•. ..\,(t)) 

es continua. 
2. Si F es C3 entonces F es C 1 y dF.= dF. 

Demostración. Notemos que 

(F(w)(..\1o ... ,..\,))'(t) = . 
dF..,(w'(t))(..\1(t), ... , ..\,(t)) + L F(w(t))(..\ 1 (t), ... , ..\:(t), ... , ..\,(t)) 

i=:=t 
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ll(F(w)(,\1, · ·. ,A,))'(t)ll :S: lldFw(tJll · llw'(t)ll · ll,\1(t)ll ... ll,\.(t)ll + · 
s 

L llF(w(t))ll · ll,\1 (t)ll. · · 11,\:(t)ll ... 11,\,(t)ll. 
i=l 

Así por el corolario 1.4 del teorema 1.3 se tiene 11,\dloo :S: 211,\;llt, podemos ver 
que ll(F(w)(,\¡, ... , ,\,))'llo :S: 2' L(w)ll,\illi ... 11".lli, donde L(w) = sup lldFw(tJll • 
llw'llo + s · sup llF(w(t))ll. . · . 
También llF(w)(,\1, ... , ,\,)!loo ::;; 2' sup llF(w(t))ll · ll"dl1 .. · ll"•llt· Recordando que 

llPllI = i1p(O)i12 + llP'll~ 
vemos que llF(w)(,\¡, ... , ,\.)lit ::5 K(w)ll,\dlt .. · ll"•ilt· Dado que F(w) es multili
neal se sigue que F(w) E L'(Ht(l,IR"),H1(J,IRP)). Si p E Ht(l,IRn) entonces' 

ll(F(w) - F(p))(,\¡, · · · , ,\.)!loo ~ 2' sup llF(w) - F(p)ll · 11,\t!Íí •. ·11"·111, 
por lo tanto 

ll((F(w) - F(p))(,\t, · · · , ,\,))'!loo :S: 2'M(w,p)ll,\dli · ·· ll,\;lli; 
donde 

M(w, p) = sup lldFw(t) 11 · llw' - p'llo 

+ sup lldFw(t) - dFp(tJll · llP'llo + s · sup llF(w(t)) - F(p(t))ll. 
Así 

ll!F(w(t)) - F(p(t))lll :S: K(w, p), 
donde 111 111 es la norma en L'(Ht (!, IRn), Ht (!, JRP)) y I<(w, p) -+O si sup llw'-p'llo, 
sup lldFw(t) - dFp(tJll y sup llF(w(t)) - F(p(t))ll tienden a cero. Pero si p-+ w en 
Ht(J,IR") entonces llw' - p'llo :S: llw - Plli tiende a cero y por el corolario 1.4 del 
teorema 1.3 p -+ w uniformemente, así dacio que F y dF son continuas, entonces 
F(p(t)) -+ F(w(t)) uniformemente y dFp(t) -+ dFw(t) uniformemente, ele modo que 
K(w,p)-+ O. Esto es, lliF(w(t)) - F(p(t))lll-+ O y Fes continua. Esto prueba la 
primera parte del lema. 

Para la segunda parte del lema, supongamos que F E C 3 ; así dF E 0 2• Por el 
teorema del valor medio existe una función et, R : IR" -+ L2 (1Rn, L'(IRn, JRP)) tal 
que si x = p + v entonces 

F(x) - F(p) - dFp(v) = R(x)(v, v). 

Entonces la función 

R: H1(J,1Rn)-+ L 2 (Ht(l,IR"),Ht(J,L'(IR",IR"))), 

es continua por la primera parte del teorema 1.3 y si w y x = p+w están en Ht (I, IRn) 
entonces F(x) - F(w) - dFw(P) = R(x)(p, p), se sigue que Fes diferenciab.le en w 
y dFw = dFw. Dado que dFw es una función continua de w por la primera 'parte del. 
lema F es C 1 . Esto prueba la segunda parte del lema. ,··, D 

Ahora procedamos a probar el teorema pendiente. 
Demostración. Del teorema 1.6. Es una consecuencia del lema 1.1, tomando 

F = d'cp con O::;; s::;; k - 1, se obtiene la afirmación. · O 
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FIGURA l. Atlas que es Ck 

OBSERVACIÓN 1.2. Del lema 1.1, si s = O entonces interpretamos a L'{!Rn, JRP) 
como JRP, donde L'{!Rn, JRP) es el conjunto de las funciones s~ Iin.enles con valores en M. . . .... . 

El siguiente teorema es inmediato. 

TEOREMA l. 7. Considere JRR y IRm comO subespaciOs cÓ~plementarios en JR,;+m •· 
Entonces la función (A, w)--+ A+ w es una isometría de J/1(!, !Rn)e H1(I, IR'~) en 
J/¡(f,JRn+m). 

2. Variedades de Banach y de Hilbert 

DEFINICIÓN 1.3. Sea S un conjunto. Una carta en S es una biyección <p de un 
subconjunto U de S a un subconjunto abierto de un subespacio de un espacio de 
Banach y se denota a cp por (U, ip) donde U es el dominio de rp. 

Un atlas Ck en Ses una familia de cartas A= {(U;, <p;)li E J} que satisface: 

l. S = LJ{Udi E J}. 
2. Cualesquiera dos cartas son compatibles en A en el siguiente sentido: cuando 

dos funciones se enciman entre miembros de A, son difeomorfismos Ck; es 
decir que para dos cartas (U¡, <p¡) y (U;, cp;) con U¡ n U; f. 0, se forma la 
función que encima 'P;; = 'P; o ip¡- 1 lip;(U; n U;) donde ip¡1 lip;(U; n U;) significa 
la restricción de rp¡- 1 al conjunto <pj 1lip;(U; n U;). Se requiere que <p¡(U¡ n U;) 
sea abierto y que <p;¡ sea un difcomorfismo Ck. 

De lo anterior decimos que dos atlas Ck,A11 A 2 son equivalentes si y sólo si 
A 1 U A 2 es un atlas Ck. Una estructura difcrenciable 1J en S es una clase de 
equivalencia de los atlas en S. La unión de los atlas en V, Av= LJ{AIA E 1J} es el 
atlas maximal de V y una carta (U, ip) E Av es una carta local admisible. Si A es 
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un atlas Ck en S entonces la unión de todos los atlas equivalentes· a A es llamada 
la estructura Ck difcrcnciable generada por A. 

DEFINICIÓN 1.4. Una variedad difcrenciable A1 es una pareja (S, V), donde S 
es un conjunto y 7J es una estruct.ura Ck difcrcnciable en S. 

ÜDSERVACIÓN 1.3. Generalmente se denota a la pareja (S, 7J) corno M. Si las 
cartas tienen su imagen en un espacio de Banach E, entonces E es llamado el espacio 
modelo y se dice que AJ es una variedad Banach Ck modelada en E. 

DEFINICIÓN 1.5. Sea A1 una variedad diferenciable, A e M es llamado abierto 
si y sólo si para cada a E A existe una carta local admisible (U, cp) tal que a E U y 
U e A. 

De la definición anterior se sigue que los conjuntos abiertos en AJ definen una 
topología, la prueba de esta afirmación estlt en [A-M-Rj, pág. 150. 

DEFINICIÓN 1.6. Una variedad difereuciable 1\1 es unan-variedad cuando toda 
carta tiene como imagen un espacio vectorial de dimensión n. Esto es que para 
todo punto a E M existe una carta admisible (U, cp) con a E U y cp(U) C IR". Se 
escribirá n = dim A1. Las n-variedades que usaremos tienen la propiedad de ser 
Hausclorff. 

ÜDSERVACIÓN 1.4. Una variedad es llamada de dimensión finita si sus compo
nentes son todas n-variedades; la n puede variar con respecto a cada componente. 
Una variedad es llamada variedad de Hilbert si el espacio modelo es un espacio de 
Hilbert. 

Dada una variedad A1 y A C AJ, entonces la estructura diferenciable ele A1 induce 
de manera natural una estructura sobre A así, A es llamada subvariedacl abierta de 
M. 

DEFINICIÓN l. 7. Una subvariedad de una variedad NI es una subconjunto B de 
A1 con la propiedad que para cada c E E existe una carta admisible (U, cp) en .NI 
con e E U la cual tiene la propiedad 

cp: u--+ Ex F, cp(U n B) = cp(U) n (Ex {O}). 

De la definición anterior se sigue que un subconjunto abierto V de M es una 
subvariedad en este sentido, pues si se toma F = {O} y para X E V se risa una éa'rta 
(U, cp) de M para cada x E U. 

PROPOSICIÓN 1.1. Sea B una sllbvariedad de llna variedad M. B es lln variedad 
con esta definición generada por el atlas: {(Un B, cp¡u n B), (U, cp) donde (U, cp) es 
!lna carta admisible en M que tiene la propiedad de la definición anterior}. 

La demostración de la proposición anterior se encuentra en [A-M-RJ, pág. 151. 
Si (S1 , 7J¡) y (S2 , 7J2 ) son dos variedades diferenciables, entonces el producto de 

variedades (S1 x S2 , 7J1 x V2) consiste de los conjuntos S 1 x S2 junto con la estructura 
difereuciable 'D1 x7J2 generada por el altlas {(U1 x U2 , cp1 x cp2 )1(U;,<p;) es una carta 
de (S;, V;), i = 1, 2}. 

DEFINICIÓN 1.8. Sea f: NI -4 N donde M y N son variedades Ck. Se dice que 
f es de clase cr con O $ r 5; k, si para cada x E M y una carta admisible (V, ef;) 
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de N corí f(x) E V, existe una carta (U, ip) de AI que satisface para cada x E U y 
J(U) e V, tal que la representación local de /, /"',¡, = 'l/J o ¡ip- 1 es de clase cr. 

Si [a, b) es un intervalo, una función continua e : [a, b] -t M es llamada diferen
ciablc en un punto a si existe una carta (U, ip) en c(a) tal que 

!' (ip o c)(t) - (ip o c)(a) 
x1.!1! l - lL ' 

existe y es finito, este límite se denota por (ip o c)'(a). Si (V, .,P) es otra carta en c(a) 
y si v = (ip o c)(t) - (ip o c)(a), entonces en Un V se tiene 

(.,Poip- 1 )(ipoc)(t)- (¡/Jocp- 1)(cpoc)(a) = D(¡/Joip- 1)((ipoc)(a)) +o(ilvll). 
(ver [A-M-R], pág. 158) y así c: (a, b] -t Mes difcrenciable en a en la carta (U, cp) 
si y sólo si es difcrcnciable en a en la carta (V, 'l/J), y la función e es diferenciable en 
(a, b) si y sólo si en cada uno de los puntos (a, b) lo cs. 

La función c : [a, b) -t M es llamada de clase C 1 si y sólo si es difcrenciable y 
(ipoc)': [a, b] -t E es continua para cada carta (U, cp) que satisface Unc((a, b]) # 0, 
donde E es el espacio modelo de Al. 

DEFINICIÓN 1.9. Sea Al una variedad y m E AI, una curva en mes una función 
C 1, c : I -> Al con J e IR con c(O) = m. Sean c1 y c2 dos curvas en m y (U, cp) una 
carta admisible con m E U, entonces se dice que c 1 y c2 son tangentes en m con 
respecto a cp si y sólo si ('Po c1 )'(O) = (cp o c2 )'(0). 

PROPOSICIÓN 1.2. Sean c 1 y c2 dos curoas en m. Suponga que (UfJ, tpp) son 
car·tas admisibles con m E Up, f3 = 1, 2. Entonces c1 y c2 son tangentes en m con 
respecto a ip1 si ¡¡ sólo si son tangentes en m con respecto a ip2 • 

Para In demostración ver (A-M-R], págs. 158-159. La proposición anterior 
garantiza que la tangencia de curvas en m es una noción independiente de la carta 
usada. Se el ice que c1 , c2 son tangentes en m con respecto a <p para cada carta local 
<p en m. Una clase de equivalencia de tales curvas es denotada por [c]m, donde c es 
el representante de la clase. 

DEFINICIÓN 1.10. Para una variedad M y m E AI, el espacio tangente a M en 
m es el conjunto de clases de equivalencias de curvas en m : 

TmM = {(c],,.Jc: I -t M}; 

para un subconjunto A e M, sea TNIIA = UmeA T,,.M¡ donde esta unión es disjunta. 
Llamamos TM = TMIM como el haz tangente de M y la función 7rM: TM -t M 
está definida por 7rM((c],,.) = m que es la proyección del haz tangente de M. Con lo 
anterior si NI una variedad de Hilbert y si definimos una función 11 11 en TM dada 
por < v, v > 4 para v E TpM que varia diferenciablemente entonces M se le llama 
variedad Riemanniana. 

3. Las variedades de curvas absolutamente continuas 

DEFINICIÓN 1.11. Si Mes una variedad C 1, se define H 1 (!,NI) como el conjunto 
de funciones continuas w : I -t M tal que ipow es absolutamente continua y ll(ipow)'JI 
es localmente cuadrado sumable para cada carta <p de NI. 
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DEFINICIÓN 1.12. l. Si /vi es una variedad C 00 y w E H 1 (J, M) entonces 

H1(I,Ú);;, ,,,,{,Ú H1(/,TM)J,\(t) E Tw(1¡M,Vt E J}. 

2. Si p, q E /vi entonces 

1l1(M;p,q) = {w E H1(J,M)lw(O) = p,w(l) = q}. 

3. si w E 1i.1(M;p,q) entonces 

1l1(M;p,q)., ={,\E H1(/,M).,l,\(O) = Op,,\(1) = Oq}· 

Sin pérdida de generalidad supondremos que !vi está encajada en un espacio 
euclidiano IRN, esto es por el Teorema del encaje de Whitney (ver [Gui-P], págs. 
53-54). Sea T AJ = { (p, v); p E Al, v E Tplvf} el haz tangente de A1 con la proyección 
canónica 7r : T M --+ IR. 

ÜDSERVACIÓN 1.5. Si Al es una subvariedad cerrada Ck+4 de IRN con k > 1 
entonces H 1 (J, M) consiste de todas las curvas w E H 1 (/, IRN) tal que w(f) e Af. 

Es claro que H 1 (/, A1)., tiene estructura ele espacio vectorial bajo operaciones 
puntuales y además 1l1(A1;p, q)., es un subespacio de H 1(I, M)w· El siguiente teo
rema es de suma importancia pues establece el tipo de estructuras que tienen los 
espacios de la definición 1.12. 

TEOREMA 1.8. 
Sea AJ como en la obsen.iación 1.5, entonces 
l. H 1(!,Al) es una subvariedad cerrada Ck de Hilbert del espacio H 1(I,IR"). 
2. Si p, q E M entonces 1l1 (M; p, q) es una subvariedad Ck de H 1 (J, !vi). 
3. Si w E H 1 ( I, !vi) entonces el espacio tangente a H 1 ( I, M) en w es H 1 ( I, M)w 

el cual es igual a{,\ E H1(l,IR")l,\(t) E Tw(t)M,t E J}. 
4. Si w E 1i.1(M; p, q) entonces el espacio tangente a 1l1(/v/;p, q) en w es 1l1(M;p, q)w 

el cual es igual 11 {,\E H 1(I, M).,1,\(0) =O= ,\(1)}. 

Demostración. l. Dado que Al es cerrada en IRN se sigue que H 1 (!, M) es 
cerrada en Cº(J, IR") así también lo es en H 1 (!,IR") por el corolario 1.5 del teorema 
1.3. 

2. De la misma forma podemos ver que 11. 1 (Al;p,q) es cerrada en H 1(/,IR") y 
que H 1(J,M)w y 1l 1(M;p,q)., son subespacios cerrados de H1(/,IR"). 

3. Como Al es una subvariedad Ck+4 de IRN podemos encontrar una métrica 
Riemanniaua ck+J para IRN tal que Al es una subvariedad totalmente geodésica; 
entonces si exp : IR" x IR" --+ IR" es la correspondiente función exponencial (es decir 
t--+ exp(p, tv) es la geodésica que comienza en p con vector tangente v) la cual es 
una función Ck+2• Sea w E H 1(!, /vi) y definamos <p: H 1(I, IR")--¡. H 1(I, IR") por 

cp(,\)(t) = exp(w(t), ,\(t)), 

entonces por los teoremas 1.6 y l. 7 se tiene que <p es Ck y es claro que cp(O) = w. 
Además, por el teorema 1.6 

d<po(,\)(t) = dexp~«l(,\(t)) 

donde exp"'('l(v) = exp(w(t),v). Ahora, por una propiedad básica de la función ~x
ponencial d exp~(t) es la transformación identidad de IR", por' es~ dcp0 es I~ función _ 
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iclenticlacl ele H 1 (!, lR" ). Por el teorema de la función inversa \O transforma una ve
cindad del cero isomorfamente en una vecindad de w en H 1 (I, lR" ); este isomorfismo 
es Ck. Dado que 111 es totalmente geodésica se sigue que para >. cercana a cero en 
JJ1 (!, lR" ), ip(>.) E Il1 (I, M) si y sólo si ..\ E Hl (!, M)..,. 

4. De manera similar, si w E 1i 1(M;p,q) entonces ip(>.) E 11.1(1\J;p,q) si y 
sólo si >. E 11. 1 (Al; p, q)..,. En consecuencia ip- 1 restringida a una vecindad de w en 
JJ1 (!, M) {respectivamente 11. 1 (M; p, q)) es una carta en JJ1 (I,11-1) (respectivamente 
11. 1 (l\I; p, q)) la cual es la restricción de una carta Ck para H 1 (!, lR") así, por de
finición IJ1(J,l\I) y 11.1 (M;p,q) son subvarieclades cerradas Ck de JJ1(J,IR.'') y sus 
espacios tangentes en w son IJ1(I,AJ).., y 11. 1(1\J;p,q).., respectivamente. Es claro el 
hecho de que IJ1 (I, M).., y 11. 1 (M; p, q).., son iguales. O 

TEOREMA 1.9. Sean l\J y IV subvm'icdades cerradas Ck+4 de lR" y JR"' respec
tivamente (k ;::::: 1) y sea tp : 111-+ ¡,¡; una función Ck+I. Entonces ij5: H 1 (I, M) -+ 
H 1(1, IV) definida por rp(w) =\O o w es una función Ck de H 1(I,M) en Hi(I, W). 
Además c/:q5w : H, (I, M).., -> Il1 (I, W)¡¡¡(w) está dada por clq5..,(>.)(t) = dtpw(tJ(>.(t)). 

Demostración. Dacio que \O : 1\J -; H' y IV e lR" entonces para cada punto 
x E IV existe un difcomorfismo t; : U -; A de un abierto U ele x en un abierto A 
ele JR". Así, podemos pensar a tp como una función de AJ en lR". Entonces, por el 
Teorema ele extensión de Tietze (ver [0-R], pág. 17), \O se puede extender a una 
función Ck+4 de una vecindad U ele AJ a IR"'; así, la afirmación del teorema se sigue 
ele los teoremas l.G y 1.8. O 

DEFINICIÓN 1.13. Sea JI/ una variedad Ck+4 ele dimensión finita (k;::: 1) y sea 
i : 111 -+ lR" un encaje ck+t en un espacio euclideano (esto lo garantiza el teorema 
ele \Vhitney). Entonces por el teorema 1.9 las estructuras Ck inducidas en H 1(J,111) 
y 11. 1 (M; p, q) como subvariedades cerradas Ck de H 1 (!,111) son independientes de 
la elección de i. 

De aquí en adelante consideraremos a H1(!,11-l) y 11.1 (.tVI; p, q) como variedades 
de Hilbert Ck y 111 como una variedad C 00

• Si \O : 111 -+ N es una función Ck+\ por el 
teorema 1.9, rp: H 1(1, 111) -+ H 1 (!, H') definida por ip(w) = tpow es una función Ck 
y drpw(>.)(t) = d\Ow(tJ(>.(t)), además ip transforma 1i1(M;p,q) en 1l.1(W;ip(p),tp(q)) 
y esta transformación es Ck. 

4. Las variedades de curvas C2 

Dado [a, b] e lR denotaremos por C'([a, b], lR") al espacio de funciones e•' X : 

[a, b] ~ lR" dotado con la norma C' · 

Jlxllr = sup{JJXÍ(t)!l;O $ j $ r, t E [a,b]} 

donde xi denota la j-ésima derivada de x. Entonces C'([a, b], JR'') es un espacio de 
Banach. Si U e lR" es un abierto, definimos 

C'([a,b],U) = {x E C'([a,b],JR");x([a,b]) e U}. 

Se puede ver que C'{[a, b], U) es un subconjunto abierto de C'([a, b], lR" ). 
El siguiente teorema es el amílogo del teorema 1.6 para los espacios de Banach 

C 2 {[a, b], lR") 
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TEOREMA 1.10. Si cp : lR" ~ JRP es una función Ck+2 entonces la función 'fj5 : 
C 2((a,b],lR") -t C2((a,b],JRP) definida por w -t cp o w es Ck r¡;: C~((a,b),lR") -t 
C 2 ((a, bJ, JRP). Además si 1 :5 m :5 k entonces · · ·· · 

(1.2) d"'ipw(A¡,. .. ,\,.) = d"''Pw(t)(A1(t),. .. 1 Am(t))'., < 
La idea ele la elemostración es similar a la del teorema 1.6. 
Consieleremos el espacio 

0 2 ((0,T),M) = {w: (O,T)-t M¡w E 0 2} 

el cual resulta ser una varieelad ele Banach cuyo espacio tangente en w es 

C 2 ((0, T), Af)w = {W E C2 ((0, T), TM)¡ W(t) E Tw¡1¡M}. 

También definimos el siguiente espacio 

fi(M¡p,q) = {w E C 2 ((0,T), M)¡w(O) = p,w(T) = q}. 

Análogamente, fi(M¡p,q) es una varieelael ele Banach y el espacio tangente en w es 

n(M,p, CJ)w = {W E C2 ((0, T), M)wi W(O) = Op, W(T) = Oq}. 

Las elemostraciones ele las afirmaciones anteriores son análogas a la prueba del teo
rema 1.8. 



CAPíTULO 2 

Cálculo de variaciones 

En este capítulo, csccncialmcntc se presenta el método clásico de Lngrnngc para calcular los puntos 
críticos de la funcional de acción Ar..: cr([a, b], U)-> R dada por 

AL(x) =J.' L(x(t),:i:(t),t)dt, 

donde Les una función L : TAi x R-+ Al llamada Lagrnngiano. Se calcula In dcrivnda de Ar.. en x, lo 
que permite saber que x es un punto crítico de la acción precisamente cuando satisface In ecuación de 
Eulcr-Lngrangc asociada a L 

º''e · J c1 cºLc · JJ Ox X1X1t -di éJv x,x,t =O. 

Todo esto se traslada después ni espacio !l(J\f;p,q). El Lagrangiru10 Len TAi se supone convexo y supcr
lincal¡ se dan ejemplos de este tipo como son 

• El Lagmngiano Riemanniano en A/ t.>st¡Í dado por la energía cinética 

L(x, v) = ~JlvJI~. 
Su ccuaci6n de Euler-Lagrangc es la ecuación de lns geodésica.e¡ de la métrica Ricmanniana y su 
Dujo de Euler-Lagrange es el flujo geodésico. 

• El Lagmngiano mecánico está dado por la energía cinética menos la energía potencial U : M -t R, 

L(x, v) = ~JlvJI; - U(x). 

Su ecuación de Euler-Lagrangc es fj¡x = -V'U(x), donde !&- es la derivada covariantc y VU es el 
gradiente de U con respecto n la métrica Riemannlana g. 

Se introduce el concepto de curva minimiznnte w E 7l1 ([to, ti], Al) que une a dos puntos (to, xo) y 

(t1rx1) y se demuestra el teorema de \Veicrstras.'>, el cual garantiza la existencia de curvns minimizn.ntes 

estrictas w E 1l1 (to, t1 ). En el trrutscurso de la demostración se emplean campos de Maycr. Este resultado 

es de suma importa11cia pues hasta antes de Ricmnnn, éste era el principal teorema que no requería la 

segunda variación para la existencia de minimizantcs. 

l. Lagrangianos y la primera variación 

DEFINICIÓN 2.1. Dada un función continua L : U x IRn x J -t IR donde J e lR 
es un intervalo abierto, la acción AL(x) de L sobre una función 0 1, x : [a, b] -t U, 
[a, b] e J está dacia por 

A¿(x) = ¡b L(x(t),:i:(t)'. t)dt. 

La función L se llama Lagrangiano. 

PROPOSICIÓN 2.1. Si L E Ck, con k ;:::: 2 y [a,b] e J, ento.nces la acción A¿ : 
cr([a, b], U) -+ lR es Qk para 1 ::; r. Además, Sil derivada A'L(x) en X E or([a, b], U) 

11 
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está dacia por 

fb 8L .· •. . d 8L 
(2.1) AL(x)u =Ja [ax (x(t), :i:(t), t)--:. di av (x(t), :i:(t), t)]u(t)dt + 

' aL ' ,· · 8L 
.'. av (x(a), :i:(a), a)u(a) - av (x(b),:i:(b), b)u(b). 

Demostración:· Corisi'~e~6'hse•la transformación lineal continua 

T:Ór((~,b],U) ~ Cr-l((a,b],U x IRn x J) 

dada por T(x) = (x, :i:, O) y la transformación afín 

(2.2) x(t) 1-4 T(x)(t) + (O, O, t) 

La función 

(2.3) y,: cr([a, b], u X IR" X J) ~ Cº([a, b], IR) 

dada por L(a) = Lo a, es Ck por el teorema 1.10 y su derivada está dada por 

dL0 (-y) = dLa(t)('Y(t)). 

Así AL .es Ck y su derivada en x es AL(x) = f dL(T(:r:),t) o T, o sea 

(2.4) AL(x)u = l ( ~~ (x, :i:, t)u + :~ (x, :i:, t)ü)dt. 

Pero si L y u son C 2 tenemos 

:~ (x(t), :i:(t), t)ü(t) = ! (:~ (x, :i:, t) )u(t) - ! :~(~1 :i:, t) : u(t) 

'entonces sustituyendo en (2.4) obtenemos, 

fb 8L el 8L ·· 8L < ·. ·¡b 
AL(x)u = J. [ax (x, :i:, t) - Ji av (x, :i:, t)]u(t) - av (x, :i:,,t)u(t)~, ' 

y desarrollando obtenemos la ecuación 2.1 O. 
Dado (a,b] e J y p0 ,p1 E U, consideremos el conjunto nr(U;p0 ,p1 ) de funciones 

x E cr([a, b], U) con x(a) = p0 , x(b) = p1• Este conjunto,es .la' i~tersección del 
abierto C'([a, b], U) con el subespacio afín · · · 

{x E Cr([a, b], IR")lx(a) = Po,x(b) = P1}.: 
El espacio tangente a nr(U;p0 ,p1 ) en la curva x es 

fl(U; pa,JJ1)~ = {u E cr((a, b], IR")¡ u(a) '."':"O::: u(b)}. 

COROLARIO 2.1. x E nr(U¡p0,p1) es un pÜnto crlti~~ de A¿¡nr(U;p0 ,p1) si y 
sólo si x satisface la ecuación · · · · · · 

(2.5) 
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Demostración. Aplicando la proposición 2.1 y la ecuación 2.1 y observando 
que u(a) =O= u(b) obtenemos 

A~(x)u = 

lr~~ (x,:i:, t) - :t (~~ (x,:i:, t))]u(t)dt + ~~ (x(a),:i:(a), a)u(a) 

- ~~ (x(b), :i:(b), b)u(b) = [r~~ (x, :i:, t) - ~(~~ (x, :i:, t))]u(t)dt, 

por lo tanto 

{)L . d {)L . 
{)x (x, x, t) - dt( {)v (x, x, t)) =O 

o 
Las ecuaciones 2.5 son llamadas ecuaciones de Etiler-Lagrange asociadas a L, las 

cuales se pueden escribir como 

{)L ( . t) a2 L ( . ) .. a2 L ( . t) . a2 L ( . ) O 
{)x X, X, - {)u2 X, X, t X - {)v{)x x, X, X - {)vBt X, X, t = . 

Sus soluciones son llamadas también soluciones de L. Cuando el Hessiano ~:~ (x, v, t) 
es invertible para todo (x, v, t), entonces las ecuaciones 2.5 se pueden escribir en la 
forma x = F(x, :i:, t) donde F: U x lll!n x J--> lll!" es una función Ck-2 , si Les cr. 

Podemos suponer que L es C 3 , pero para nuestros fines de ahora en adelante 
supondremos que L es C 00

• 

DEFINICIÓN 2.2. Sea L: U x IR" x J--> IR donde Je Res un intervalo abierto 
y U e IR" es un conjunto abierto. Dado (a,b] e J y x 0 E C 2 ([a,b],U) decimos que 
la función C 2 ; x: (-e, e) x (a, b] -->U, con e> O es una variación de x 0 si satisface 

l. x(O, t) = :r.0 (t), para toda t E (a, b]. 
2. x(s,a) = :r.(a),:r.(s,b) = x(b), para todas E (-c,.s), 

y denotamos x(s, t) = x,(t). 

PROPOSICIÓN 2.2. Si (a, b] C J y Xo : (a, b]·::-:t.U e'.°1 ~na función C 2, entonces 
las siguientes propiedades son equivalentes: :'·'.: :· . •' 

(a) x 0 es solución de L. : '.· ,:.' .. 
{b) Para toda variación x: (-.s,.s) X [a,b]-> Cf d<tx0 

(2.6) dd ¡ 6 

L(x.,±.,t)dtl ·:,:O 
S a '.: .. :· ~ . .s=O : ' 

Demostración. Si x: (c,.s)x [a;Wo_{iJ cií'uri~ vafiación de x 0 : (a, b] -->U 
entonces 

: (

6 

L(x.,:i:.,t)dtl _ =·16

: ~(~~;l,,'t)'cltl ~··= 
S Ía a-O a -!J ·.- .. ·_ .,_~- :·.; s-0 

l b 8L ·. . ·.· . 8x {)L . 82x 1 
· ·. [-

8 
(x,,x.,t)-

8 
+ -

8 
(x.,x.,t)

8 
{) ]dt 

0 X· . ... S V st a=D 
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integrando por partes obtenemos 

d lb . 1 lb 8L . ax d aL . 8x 8L. 8x lb 
-d L(x.,x.,t)dt _ = -

8 
(x.,x.,t)-

8 
--d (-a (x.,x,,t))-8 +-a ·-a ·. 

S a .t-0 a X S t V S . V S a 

Pero por la demostración del corolario 2.1 tenemos 
8x ax 
8s (a, t) = o = as (b, t) 

y 
ax . 
as (s, t) E {u E C•([a, b], R") iu(a) = O = u(b)} = í2(M; p 0 , p1),, 

entonces la última integral es igual a .. 

l b aL . d 8L . ·'ax 
a [ax (x., x., t) -;¡¡:( 8v (x., x., t))] 8s ~t. 

aL . ": .. 
Sea {(t) = as (O, t); entonces 

d lb . lb aL . d 8L . . · '. :: 
dt a L(x.,x., t)dt't=O = a [ax (xo, Xo, t) - ;¡¡:( av (xo,Xo, t))]W)dt. 

Cualquier función 0 1 , { : (a, b] --> R" con {(a) = O = {(b) se puede obtener .como 

{(t) = ~~(O, t) para una variación de x 0 ¡ se sigue de la propiedad {b} que · 

aL ( . ) d aL ( . ) 
ax Xo,Xo,t - dt av Xo,Xo,t = Ü1 

y x 0 es una solución de L. Así hemos probado que (a) implica (b). Ahora probemos 
que (b) implica (a). Sabemos que para toda variación x : (-é, é) x [a, b] de x0 satisface 
la ecuación 2.6, entonces por el corolario 2.1 también cumple con las ecuaciones de 
Euler-Lagrange, así sus soluciones son soluciones de L, en particular de x 0 • O 

DEFINICIÓN 2.3. Una función L : T .M x J --> R la cual es 0 00
, es un Lagrangiano 

en Al si satisface los siguiente 
l. Convexidad: L es convexa si el hessiano L •• de la restricción de L a cada fibra 

T,,A1, es definido positivo. 
2. Superlincalidad: L es superlineal si 

l
. L(x, v, t) 
1m I = +oo, 

l•l->+oo lv 
uniformemente en (x, t) E Af x J, es decir, para toda A E R.existe un BE R 
tal que 

L(x, v, t) ;:::: Alvl - B 

para toda (x,v, t) E TM x J. 

Dado (O, T] e J y una trayectoria w E 1t'.1 ((O, T], M) la acciónAL(w) d.el Lagran-
giano L en w se define como en el caso euclidiano · · ' · · 

T 

A1,(w) = l L(w,w, t)dt, 
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~·11-----
f 

FIGURA l. Variación sobre una variedad 

DEFINICIÓN 2.4. Dada u~a trayectoria w·e !l(M¡p,q), una ~aria~ión de w es 
Üna función continua - · · · 

F: (-c,e)-+ !l(M¡p,q) 

para alguna e > O, que satisface lo siguiente 

l. F(O) = w. 
2. La función J: (-.;,.;) x (O,T] -t lvf, definida por J(s,t)= F(s) ·tes C 2 , 

así f(O, t) = w(t) para toda t E (O, T]. 
3. Dado que F(s) pertenece a n(M;p,q), se tiene que f(s,O) = w(O) = p¡ 

f(s, T) = w(T) = q para toda s E (-.;,e), · · 

y denotamos f(s, t) como w.(t), así w0 (t) = w(t). 

ÜBSERVACIÓN 2.1. 

l. Al hacer referencia a una variación, se usará f ó F indistintamente. 
2. Algunas veces en vez de tomar (-c,e) se tomará una vecindad V con centro 

en O de JRk y en tal caso f será llamada variación a k parámetros de w.' 
3. Se usará la palabra curva o trayectoria al referirse a w.- · 
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Para t fija, se consider~ la curva C 2 , w1 : (-e:, e:) -t Af dada por J(s, t) =. Wt(s). 
El vector velocidad de esta curva "transversal" en u = O es 

H'(t) = :~(O, t). 
El campo vectorial W E fl(M;p, q)w se llama campo tangente a la variación/. 

DEFINICIÓN 2.5. Una trayectoria w E fl(M;p,q) se llama críticá si Y.sólo si 
(AL o !)'(O) = O para toda variación f de w. 

PROPOSICIÓN 2.3. Sean w E fl(M;p, q) y W(t) = :~ (0,t); en¿nces las s,iguien-
tes afinriaciones son equivalentes · ' ' · 

(i} w es un punto crítico de A¿IO(M;p,q). 
(ii) Para toda variación f : (-e:, e:) x [O, T] -t M se satisf~ce 

d T {)j 1• • d .· .. ·· · ... ·.• 
(2.7) d- { L(J,-{) ,t)dt, _ = { (L.,(w,w,t)- -d Lv(w,w,t))W(t)dt=O. 

t } 0 t •-O lo .. · t · , . . 
Demostración. La demostración es análoga ª·la que se hizo eri lRn, observando 

que 

A¿oF 

d(A¿ o F) (O) 
ds 

¡r DJ 
lo L(J, et' t) dt. 

¡T {) {)j . 
-8 1 L(J, -Dt, t) dt 

O S .!=O 

{T . . . J·Í'(t) 
lo (L.,(w,w, t)W(t) + Lv(w,w, t) dt]dt. 

Integrando por partes se obtienen las fórmulas (2.7). , . O 

COROLARIO 2.2. w E fl(M; p, q) es un punto crítico de A¿lfl(M¡ p, q) si y s6lo 
si w satisface la ecuación de Euler-Lagrange · · ' · 

(2.8) L.,(w, w, t) - ftLv(w, w, t) =O. 

Ahora se quiere definir un campo vectorial sobre T.M x J cuyas órbitas proyec- . · 
tadas en Al coincidan con las soluciones ele L. 

PROPOSICIÓN 2.4. Si L es convexo, existe un único campo vectorial C 2 el cual 
depende de t,X¿(t),t E J sobre TM tal que si [a,b] C J y u: (a,b] -t TM es C 1 , 

entonces XL(t, u(t)) = ü(t), para todo t E [a, b] si y sólo si 7r o 1L: [a, b] -t M {donde 
7r : T l'vl -t Al es la proyección canónica} es solución de L. 

Demostración. Dacia (x0 , v0 , t0 ) E TM x J se tiene una solución de la forma 
w : (to - e:, t0 +e:) -t M de L tal que w(t0 ) = x 0 ; w(t0 ) = v0 • Tales soluciones existen 
por la no degeneración ele L; al tomar una vecinelacl V ele x 0 en Al, una carta 
coordenada cp : V -t cp(V) y considerando el Lagrangiano definido anteriormente 

L"' : cp(V) x lRn x J -t R Dacio que {){)
2 

L{)., es invertible, las ecuaciones ele Euler-
u; Vj 

Lagrange de L"' se pueden escribir en la forma w = F(w,w, t) donde Fes cr-2 • 
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Entonces tomando la solución y : (to - e, to +e) -t ip(V) de esta ecuación con 
y(to) = ip(xo)i ¡j(to) = ip'(x0 )v0 y definiendo w = ip-1 o y. Es claro que esta es la 
solución deseada de L. Así definimos 

XL(to,xo,vo) = dd (w(t),w(t))' . 
t t=O 

D 
La ecuación de Euler-Lagrange es una ecuación de segundo orden en M, y la 

hipótesis de convexidad permite escribir la ecuación de Euler-Lagrange en la forma 

:i: v, 
dv 
dt (Lvv)- 1(L,, - Lvxv). 

El campo vectorial X en T /vi asociado es el campo vectorial Lagrangiano y su 
flujo tp : TM x lR -t Tlvl, denotado por 'Pt es el flujo de Euler-Lagrange o flujo 
Lagrangiano, el cual está definido por 

ip,(xo, va)= (x(t), :i:(t)), 

donde X : J e lR -t /vi con condiciones iniciales x(O) = x0 y :i:(O) = v. Si M 
es compacta entonces tp es completo y x es solución máximnl de la ecuación de 
Euler-Lagrange (ver [CI-1], pág. 5). 

2. Ejemplos 

EJEMPLO 2.1. Sea !vi una variedad Riemanniana con una conexión afín \l y se 
denota su métrica Riemanniana por g =< ·, · >x en TM; se sabe que existe una 
única correspondencia que asocia un campo vectorial V a lo largo de una curva 

difcrenciable w : J -t lvl otro campo vectorial DlV a lo largo de w, denominada 
et 

derivada covariantc de V a lo largo de w¡ si además V es inducido por un campo 

de vectores sobre la variedad /vi¡ es decir, V(t) = Y(w(t)) entonces ~~ = \l ~Y, 
(ver [dCJ, págs. 50-52) entonces por el Teorema de Levi-Civita (ver (de], pág. 55) 
sabemos que existe una única conexión afín \l que satisface: 

l. \l es simétrica. 
2. V es compatible con In métrica Riemanniana. 

Entonces el Lagrangiano Riemanniano en lvl está dado por la energía cinética ; 

1 2 1 . : 
(2.9) L(x,v,t) = 2llvllx = 2g¡;(x)v'v'. 

con v E TxM y la acción es 

1~1. ¡·· 1 .. 
AL(x) = L(x; :i:, t)dt = '2g¡;(x)v'v1clt. 

to to 
(2.10) 

. i a . . 
Como Lv• = 9kiv' y L,,• = 2 Bxkg¡;(x):i:':i:', las ecuaciones de Euler-Lagrange son 

cL ( • ;) i a < ) . i • ,. dt 9kiX = 2 Bxk9ij X X 3:.i 
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1 {) ( )'. {) ( )' . .. -2 -{) 9ki X¡Xj = -0 9ki XjXi + 9kiXj 
Xk Xj 

O km ( 1 {) ( ) {) ( )) . . km ·· = g --2-{) 9ki + -
0 

9ki XjXi + 9 9kiXj 
Xk Xj 

usando la identidad {)~i9ik(x):i:i:i;i = a:;Yik(x):i:ixi y los símbolos de Christoffel 

fij = gkm(~{ 8~¡9ik(x) + {)~i9ik(x)- 8~k9ii(x)}) 
obtenemos en coordenadas locales 

(2.11). . O= xm + fij:i:i:i:i. 
Por lo taÍ1to la ecuación de Euler-Lagrange asociada a 2.10 es la ecuación 2.11 de 
las geodésicas de g, que también se escriben como 

(2.12) E..:i: = o 
dt 

donde ~ es la derivada covariante y su flujo de Euler-Lagrange es el flujo geodésico. 
Desde un enfoque físico este ejemplo representa el movimiento libre de un punto

masa sobre una variedad; es decir,. la ecuación 2.11 describe la trayectoria que sigue 
el punto-masa del punto a al punto b en Al, sin la influencia exterior de una fuerza 
y la ecuación 2.9 es llamada la energía cinética (ver [Mo], págs. 9-11). 

EJEMPLO 2.2. El Lagrangiano mecánico está dado por la energía cinética T = 

~llvll~ = ~g¡;(x)vivi; con v E TxM; menos la energía potencial U: Al~ lR 

(2.13) 
1 

L(x,v,t) = 2llvlJ;- U(x), 

donde U es una función difcrenciable. Así la acción es 

AL(x) = J.11 

L(x, v, t)dt = J.lt ~llvll; - U(x). 
to to 

Entonces para encontrar los puntos críticos de AL(x) se calculan las ecuaciones 
el • 18( )'' {) ) . e Euler-Lagrange. As1, Lx• = 2 {):i;k Yii v'v' - {)xk U(x y L.• = 9k;v' usando el 
ejemplo anterior se obtiene 

··m + rm · i:i;i _ km {) U( ) x iix - -g {)xk x . 

~:i:= -'VU(x). 

donde VU es el gradiente de U con respecto a la métrica Riemanniana g, es decir 

dxU(v) =< VU(x),v >x, \>'(x,v) E TM. 
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EJEMPLO 2.3. Un Lagrangiano se llama simétrico cuando 

(2.14) L(x, v) = L(x, -v) V(x, v) E TM. 

y en tal caso su flujo de Euler-Lagrange es llamado reversible en el siguiente sentido: 
'P-i(v) = -cp1(-v). La clase de Lagrangianos simétricos incluye los Lagranginnos 
mecánicos y Riemanninnos. 

Si uno añade una 1-formn w al Lagrangiano se obtiene 

IL(x, v) = L(x, v) + wx(v). 

Si w es cerrada, las acciones de lL y L de la variación de una curva w difieren por 
una constante y así, los funcionales tienen las mismas curvas críticas. 

EJEMPLO 2.4. Llamarnos Lagrangiano electromagnético a un lagrangiano de la 
forma 

(2.15) 
1 

L(x,v) = 2llvll; +11x(v)- U(x), 

donde 11 · llx es una métrica Rienmnniana, r¡ es una 1-forma en AI con dr¡ ¡6 O y 
U : 1\1 ~ lR es una función suave. Sea Y : T AI ~ T JV[ la transformación dada por 

d7¡(u, v) =< Y(u), v >, 

entonces usando los ejemplos anteriores, la ecuación de Euler-Lagrange de 2.15 es 

(2.16) ~ :i: = Y.,(:i:) - V'U(x). 

Esta ecuación modela el movimiento de una partícula con cargá y Ínasa- imitarias 
bajo el efecto de un campo electromagnético (-V'U, Y). '· 

Una discusión más amplia sobre los ejemplos, se encuentra.en:[Cl~2];~,, 

3. Minimizantes locales y el Teorema de W~ie~~im~~ _ 

DEFINICIÓN 2.6. Una curva w en 7i1([to, ti], M), donde (to,'ti]'t R,' es una mini" 
mizante de L cuando -

AL(ó) ;::: AL(w) 
para toda curva ó en 1l1((to,ti], M), con w(t0 ) = ó(t0 ),w(t0 ) = ó(t1 ). Se dice que es 
estrictamente minimizante cuando la desigualdad es estricta siempre que w -1' ó. 

Es claro que si existe una minimizan te estricta que une a los puntos (to, p0 ), (ti,p1), 
entonces es 1ínica. 

TEOREMA 2.3. Teorema de Weierstrass. Sea L: Tlvl x J ~IR un Lagran
giano como en la definición 2.3. Entonces, para todo p 0 E M, t0 E J y I< > O existe_ 
é >O tal que si to < t1 < to+ é y ]11 E M satisfacen d(¡¡o,P1) :'.5; I<(t1 - to), enton~ . 
ces existe un minimizcmte estrictow en 1l1 ([t0 ,ti],Nl) que une (to,wo) con (t1 1 w1); 
donde w es solución ele L. · · - - -

La demostración utiliza un método debido a Weierstrass, el cual aplicaremos 
para el caso de Lagrangianos. Primero se probará el Teorema cuando M .. es·un 
conjunto abierto U e IR" considerando una clase especial de Lagrangiano_s.'.> " 

LEMA 2.1. Sea U0 C IR",.Jo C IR conjuntos abiertos y Lo: Uo x IR" x'.Jro'~ IR. 
una función de cla.~e C 3 tal que · 
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FIGURA 2. Gráfica del Teorema de vVeierstrass 

n) L 0 (x, v, t) > L0 (x, O, t) para todo x y v #O 
b) Las funciones constantes x(t) = x 0 , para todo t E J son soluciones de la 

ecuación de Euler-Lagrange para Lo para toda x0 E Uo. 

Entonces, para todo Xo E n(U; Xo, x¡) y [to, ti] e Jo la función constante x(t) = Xo 
es un minimizante estricto que une a los puntos (t0 , x 0 ) con (ti, x 1). 

Demostración. Por In propiedad (b) se tiene 

(2.17) 
8Lo 
ax(x, o, t) = o, 

para todo x, t, en efecto, dada x 0 e U0 , la función constante x(t) = x 0 satisface 

_dd <ºaLº (x(t),:i:(t), t) -
8
8
L0 (x(t), :i:(t), t) =o.· 

t V X -

o sen que 

d DL0 DLo 
dt ( av(xo, O, t)) - a;;(xo, O, t) = O. 

Por (a) se tiene que º/J'vº (x0 , O, t) = O. Así ~~o (x0 , O, t) = O. 

Ahora sea ó : (t0 , ti] ~ U0 una función absolutamente continua con ó(t0 ) 

x 0 = ó(t1). Si ó no es constante, se sigue de la continuidad absoluta de ó que 
S(t) # O para un conjunto T e J 0 de medida positiva de valores de t. Así, por (a) 
L 0 (ó(t), S(t), t) > L0 (ó(t),O, t) para t ET y L0(ó(t),S(t), t) ~ L0 (ó(t), O, t) para toda 
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.".:" . . ·-, .. ·:'. · .. /' .: '.~ . ' ' ·. 

'.1. ti Lo(~(t), J(t),t) > r'.'Lo(ó(t),O, t) 
~ .- -h~ -

t.E J0 , entonces 

pero por (2.17), L 0 (ó(t), O, t) =; L 0 (x0 , O, t) para toda t. Entonces, 

A¿0 (ó) = ft' Lo(ó(t), J(t), t)dt > AL(xo) 
to 

o 
Ahora se mostrará que un Lagrangiano L : U x IR" x J0 -t IR se reduce localmente 

a un Lagrangiano que satisface las hipótesis del lema anterior. 

DEFINICIÓN 2. 7. Un campo de Mayer asociado a L, es una función t; : V -t lR" 
de clase C\ donde V e U x J es un conjunto abierto, que satisface: 

l. La proyección ele V en IR es un intervalo J0 e IR tal que todas las soluciones 
nuíximas de la ecuación x(t) = t;(t, x(t)) están definidas en J0 • 

2. Todas las soluciones ele ;i; = t;(l, x) sou soluciones ele las ecuaciones de Euler
Lagrange de L. 

3. Existe uu lo E J0 y una función de clase C·1, l1'o : U -t IR tal que 

DL dWo 
üv (x, t;(to, x), lo) = --;¡;-(x) Vx E U. 

Otra defición ele campos ele Mayer se encuentra en [Mo], pág. 31. 
Sean Vi = {x E Ul(t,x) E \/} y 'Pt : Vía -t Vi, donde 'Pto =Id es la familia de 

difcomorfismos generados por la ecuación :i: = {(t, x) es decir · 

a 
ot 'Pt(x) = E;(t, 'Pt(x)) V(t, x) E U. 

OBSERVACIÓN 2.2. Para hacer referencia al campo de Mayer, se usará f;t(x) en 
lugar ele {(t, x). 

LEMA 2.2. Existe una función de clase C4 , W : V~ IR tal que 
DL . aw 
av (x, {t(x), t) = ax-<x, t). 

Demostración. Note que 

~e:~ (cpt(x), t;t('Pt(x)), t)1Pt(x)) = ~(~~ (cpt(x), {t('Pt(x)), t)r,b,(x) + 

~~ ('Pt(x), {1('Pt(x))), t) :t \Ót(x) = :~ ('Pt(x), f;t('Pt(x)), t)\i>1(x) + 
8L · 8 
av (cpt(x), l;1('Pt(x)), t)Mx) = ax L(cpt(x), {t('Pt(x)), t). 

Así al integrar 
DL . DL · . ·· DG 
üv (cp,(x), t;t('Pt(x)), t))'Pt(x) = av (x, f;to(x), t)) + ax (x, t), 

donde 

G(x, t) =.f.'' L(cp,(x), t;,(cp,(x)), t))ds. 
to 



22 2. CÁLCULO DE VARIACIONES 

Se define w• = ¡.¡!0 + G, entonces 
DL aw· 
Dv ('Pi(x), ~t('P1 (x)), t)i,ói(x) = éJx (x, t) 

y 
DL Dl·V• 
a}x, (1(x), t) = éJx (ip¡- 1 (x), t)(\Ó1)- 1 (x), 

por lo tanto, al definir W(x, t) = l·V•(ip¡- 1(x), t), se obtiene Jo que se quería demostrar 
éJL DW 
éJv (x,~1(x),t) = D:c (x,t). O 

LEMA 2.3. Si ( : V --> IR" es un campo de Mayer asociado a L y [a, b] C J0 
(donde J0 es la proyección de V en IR} entonces toda solución x 0 : [a, b] ::-+ V de 
:i: = ((t, x) es una minimizante estricta entre todas las funciones absolutamente 
continuas ó : [a, b] --> IR" que satisfacen ó(a) = x 0 (a), ó(b) = x 0 (b) y (t, ó(t)) E V 
para toda t. 

Demostración. 
Se elije 10 E (a, b) y se define Vi, 'Pt : Vio --> Vi y IV : V --> lR" como en el lema 

anterior y L0 : \',0 x IR" x Jo --> IR 

L 0 (x, v, t) = L(<p1(x), \Ói(x)v + ºt/ (x), t) - ~i;: (ip1(x, t))rp1(x)v - D: ('Pi(x), t). 

A toda curva absolutamente continua x : [a, b] --> V, 0 , se le asocia x• : [a, b] -+ U 
definida por x'(t) = ip1(x(t)). Toda curva absolutamente continua ó : [a,b] --> V,0 
satisface (t, ó(t)) E V para toda t, y se puede escribir como ó = x• para x(t) = 
ip¡- 1(ó(t)). Adenu\s 

(2.18) AL0 (x) = AL(x') - [W(tpb(x(b)), b) - W(<,?a(x(a)), a)] 

pues 

AL0 (x) =lb L(tpi(x(t)), i,ó1(x(t)):i:(t) + º'ft1 (x(t)), t)dt-

16 aw aw 
0 

(( a;:('Pi(x(t)), \Ó1(x(t)):i:(t) + m('Pi(x(t)), t))dt = 

AL(x') - lb ftw(ip1(x•(t)), t)dt = 

AL(x•) - W(ipb(x(b)), t)) - W(ip0 (x(a)), a). 

Por lo tanto x es una minimizante estricta de ALo que une los puntos (a,z(a)) 
con (b, z(b)) si y sólo si x' es una minimizante estricta de AL entre todas las curvas 
absolutamente contin11as ó : [a, b] --> U que unen a (a, ip0 (z(a))) con (b, tpb(z(b))) y 
que satisfacen (t, ó(t)) E V para toda t. Pero z = x' donde x es Ja función constante 
x(t) = z(a). Así, si se de11111estra que la función constante x es 11na minimizante 
estricta de A 1, 0 entonces el lema queda demostrado. Para ello es suficiente mostrar 
que L 0 satisface las hipótesis del lema 2.1. Ahora se verificará que satisface la 
hipótesis (b). Si x: [a, b] --> Vi 0 es una constante, entonces x• tiene la forma t--> ip1(z) 
para alg1111a z y entonces es solución de :i: = ( 1(x). Por otra parte dado que sobre 
un espacio de funciones con valores en la frontera dados, A1, y ALo difieren por una 
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FIGURA 3. Gráfica del lema 2.3 

constante (esto se sigue de 2.18), entonces se sigue que x es solución de Lo si y sólo 
si x• es solución de L. Así, las constantes son soluciones de L 0 • Ahora se verificará la 
hipótesis (a); observe que L 0 es convexa en las fibras, pues L lo es (por hipótesis) y 
L 0 se obtiene en las fibras componiendo L con una transformación lineal y añadiendo 
una transformación afín. Una vez que se sabe que L 0 es convexa en las fibras, la 
hipótesis (a) es equivalente a 

8L0 a;¡(x, O, t) =O, 
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para toda x y y, pero 

8Lo - 8L . 8W . 
8v(x, O, t) = av (rp1(x),{(rp1(x)), t)rp,(3;) - o;;-(rp1(x), t)rp1(x) = 

(
DL DW ) . 
Dv (rpi{3:), ~(rp1(x)), t) - a:c (rp1(x), t) rp1(x) =O. 

y esto demuestra el lema. O 

LEMA 2.4. Dado x 0 E U, t0 E J y C 1 > O, existe un e 1 > O y una vecindad W 
de x 0 tal que ¡iara toda v E IR con lvl :S C1 existe un campo de Mayer {: V~ JRn 
tal que (to - e1, fo+ e.J X w e V y {(to, Xo) =v. 

Demostración. Dado que v0 E IR", se toma una vecindad 111.0 de x 0 y una 
función {0 : IV.0 --> IR" que satisface 

DL DL 
Dv (x, {o(x), to) = Dv (x0 , v0 , t0 ), 

para toda :1: E IV.0 • Esta función existe por el Teorema de la función implícita pues 

~:~ (x0 , v0 , t0 ) es invertible, entonces existe un ó(v0 ) >O tal que para toda p E vVv0 

la solución x 0 de L con condición inicial xp(t0 ) = p, :i:p(to) = {0 (p) está definida 
en (to - ó(v0 ), t0 + ó(v0 )]. Definimos rp1(p) = x1,(t). Al hacer ó(v0 ) lo suficientemente 
pequeño se puede suponer que rp1 es un difcomorfismo para lt - tal :S ó(vo); pues 
rp0 = Id. Entonces si 

V= {(t, rp¡(p))Jlt - tal< ó(vo),p E W.0 } 

y el campo vectorial {(t, rp1(p)) = ª;:/ (p) = :i:p(t). Regresando a los campos de 

Mayer, con W 0 (x) = ~~ (x0 , v0 , t0 )x. Finalmente se observa que dada C 1 >O, existe 

una vecindad 11' de x 0 y e 1 > O tal que si lvl < C 1 entonces vV e Wv y ó(v) >e¡. Esto 
se sigue de la dependencia continua de las soluciones en las condiciones iniciales. O 

LEMA 2.5. Dada una vecindad vV ele x 0 y [( > O, existe e2 (11'; K) = e2 > O tal 
que lvl :S [( y x 1 (t) = x 0 + (t - t0 )v entonces 

AL(x¡/(to, to+ e2]) < A¡,(x) 

para toda curna absolutamente continua w : (t0 , t 0 +e2 ] --> U tal que w(t0 ) = wo, w(to+ -
e2 ) = w1 (to+ e2 ) que viven en W. 

Demostración. Por la superlinealidad de L se sabe que existe B > O tal que 
L(x,v,t);::: lvl- B, para toda x,v entonces -

1to+t:2 ¡to+t:2 
AL(z) = L(z, i, t)dt;::: lildt - Be2 • 

to to 

La propiedad z(t) <t W para alguna t implica que lz(t) - xol ~ c donde c = inf{ly
w0I; y <t W}. Entonces 

A¡,(z) ~ ¡t lzldt - Be2 ~ lz(t) - x(to)I - Be2;::: c - Be2 11. 
con lo cual existe D = D([() tal que AL(x¡/(to, to+ e2]) :S De2. Por lo tanto el lema 
está demostrado si e2 es más pequeño que (D + B)e2 < c. O 
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LEMA 2.6. Para todo et > !( > O existe una e > O arbitrariamente pequeña tal 
que si lxt - x 0 1 < I<e entonces existe una solución x: [t0 , t0 +e] -t U ele L tal que 
x(to) = xo,x(to +e)= Xt Y l:i:(to)I < Ct. 

Demostración. La ecuación ele Enler-Lagrange ele L tiene la forma x = 
F(x, ±, t). Dacio que et >O, existe un ó >O tal que para tocia e E IR" con lvl < e1, 
la solución Xv de x = F(x, :i:, t) con condiciones iniciales xv(t0 ) = xo,:i:v(to) = v 
está definida en [t0 , t 0 + ó], entonces al integrar dos veces Xv = F(xv, :i:v, t) se tiene 

:rv(t) = x0 + (t - t0 )v + J. 1 

( 1.u F(x., :i:v, s)ds )du 
lo to 

entonces 

Xv(t) = Xo + (t - to)v + (t - to)r/>i(v) 

donde 

r/>1(v) = -
1-11 (Í.u F(xv,:i:v 1 s)ds)du. 

t - lo to to 

Entonces por la dependencia continua de las condiciones iniciales se sigue que r/>1 -t o' 
en la topología et con lvl $et cuando t -t t0 • Entonces v -t rj>1(v) +ves e 1 cerca 
de la identidad en la topología et cuando t -t t0 , esto implica que si e es pequeño y 
lwl $ K existe v con lvl $ et tal que w = v + r/>e(v). Así, si lxt - x0 1 $ Ke, existe 
v con lvl $ e 1 tal que 

entonces 

V+ rf>.(v) = Xt - Xo 
e 

x.,(t0 +e)= xo + ev + erj>.(v) = Xt 
y :i:v(to) = v que satisface lvl <et. O 

Demostración. {Del Teorema de Weierstrass en IR".) Dacio /( > O, se puede 
tomar Ct > J(, ét > O y IV dacio en el lema 2.4. Al tomar e> O ciado por el lema 
2.6; suponga que O < e < e 1 y O < e < e(W, et) dacios por el lema 2.5, además se 
supone lxt - xol $Ce. Se define 

(xt - xo) 
Vo = e ; z(t) = Xo + (t - to)v0 , 

entonces z(t0 +e) = Xt; pues de otra manera por el lema 2.6 existe una solución 
x: [t0 ,t0 +e] -t U ele L tal que 

x(to) = xo, x(to +e)= xi. l:i:(to)I $et 

así la última ecuación implica que x(t) E W para toda t E [t0 , t0 +e], si e es lo 
suficientemente pequeño. Se mostrará que x es un minimizante estricto y se supone 
que existen ó : [t0 , t0 + e] -t U curvas absolutamente continuas con ó(t0 ) = x0 , 

ó(t1) = Xt y A,,(ó) $ A1,(x). Se puede suponer que ó E W para toda t E [to, to+ e) 
pues si estas propiedades fallan, se tiene por el lema 2.5 que 

A,,(z/[t0 , t0 +e]) < A,,(x), 

y se puede sustituir ó por z/[t0 , lo + e] en el argumento que sigue. Pero ahora 
conociendo que ó(t) E W para toda t E [to, t0 + e] se obtiene por el lema 2.4 que 
AL(ó) > AL(:c) pues el lema dice que existe un campo de Mayer t;: V -t IR" cuyo 
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dominio V cubre a W y satisface l;(t0 ,x0 ) = :i;(t0 ) (pues lx(to)I < C 1 ) entonces 
(t, ó(t)) E V para toda t E (t0 , t0 +e] y dacio que x es la solución de :i; = l;(t, x) con 
x(t0 ) = x0 se sigue del lema 2.4 que AL(x) < A¡,(ó). 

o 
Demostración.(Dcl Teorema de ~Veierstms.•, cuando Mes variedad.) El caso 

general se sigue de esto tomando una vecindad abierta U del punto w0 E AJ y 
observando el caso particular del teorema ya demostrado, muestra que si e > O y 
d(w1 , w2) < Kc entonces existe una solución de L que une a (t0 ,w0 ) con (to+ c,w1) 

que es un minimizante estricto sobre todas las curvas absolutamente continuas que 
unen (t0 , w0 ) cou (/.0 + €, wi) con valores en U, pero w es un minimizantc estricto 
porque por el lema 2.G dacia una curva absolutamente continua c¡ue une a (t0 ,w0 ) con 
(to+ e, w1) que no toma un valor en U existe otra curva absolutamente continua que 
une (t0 ,w0 ) con (to+ t:,w¡) que toma valores en U y tiene una acción estrictamente 
pequefia; repitiendo estos argumentos se tiene la demostración del teorema. O 

La generalización del Teorema ele \.Veierstrass es el Teorema ele Tonelli, el cual 
pide como hipótesis adicional que la variedad AJ sea completa para poder garantizar 
la existencia de un miuimizante absolutamente continuo en un abierto ele i\1, una 
demostración del teorema de Tonelli se encuentra en (Ma], págs. 37-45. 



CAPíTULO 3 

El índice de Morse 

En este capítulo se obtiene la segunda derivada o hcssiano de la acción, la cual se denotará por 
Hcss Az..¡ bajo la hipótesis que L es autónomo¡ se define funcional bilincal, se dice cuando es definida 
positiva (negativa) y se define el índice. El cálculo de HcssAL se hncc en cr({a 1 b) 1 U) donde U e Rn es 
abierto¡ se prueba un resultado acerca de las miuimizantes y se presenta una formulación variacioual de 
HcssAL. Lo anterior se traslada a íl(J\f¡p,q) y e,11 E !l(J\l¡¡11 q).., de donde obtenemos 

HcssA¿({, 11) =J.' [L.,({,.¡)+ L •• ({, r¡) + L,.({, j¡) +L •• ({, r¡)]<lt 

= [ [(L,. - d~;· )({,r¡) - ;{¡CL.,j¡){]d!. 

La última integral da la pauta para definir los campos de Jacobi, a saber, 11 es campo de Jncobi si y 
sólo si satisface 

;{¡L.,(lj) - (L •• - d~t )r¡ =O. 

Se prueba una caracterización de los campos de Jacobi, que viene de la linalización de una ecuación 
diferencial no autónoma. Se define el concepto de puntos conjugados a lo largo de la trayectoria critica 
w, así como la multiplicidad de este tipo de puntos. Se define el espacio nulo de HcssAL(w) así como su 
nuJid.i.d. Para concluir este capítulo, se prueba el siguiente Teorema de invariancia: 

El indice de .Morse>. es finito y no cambia si es reemplazado el espacio O(Af;p,q)w por cualquier 
espacio E que satü/ace 

fl(M;p,q)w CE C 1l1(/,M)w. 

Este resultado es de mucha importancia pues el espacio que se usa en la demostración del teorema del 

índice no es el espacio tangente a una variedad de Dannch o de Hilbcrt, pero a pesar de ello, satisface las 

condiciones del teorema de invariancia. 

l. La segunda variación 

DEFINICIÓN 3.1. Sea E un espacio lineal normado y B: Ex E-+ IR un funcio
nal. Decimos que B es bilineal, si para toda x, y, z E E y a E IR se satisface 

• B(ax, y)= o:B(x, y) = B(x, ay). 
• B(x +y, z) = B(x, z) + B(y, z); B(x, y+ z) = B(x, y)+ B(x, z). 

Si además B(x, y) = B(y, x) entonces decimos que B es simétrica. 

Una funcional bilineal se llama definida positiva (negativa) si B(x, x) > O(< O) 
para tocia x ,¡, O y x E E. El índice de B es la máxima dimensión de un subespacio · 
en el cual es definido negativa. 

DEFINICIÓN 3.2. El Lagrangiano L(x, v, t) es autónomo si es independiente de . 
t; es decir L 1 = O. · 

A partir de este capítulo en adelante, supondremos que ·el· Lilgrangiano L es· 
autónomo. 

27 
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TEOREMA 3.i. La segunda derivada de la acción A¿ : cr([a, b], U) -:-+ lR para 
r ~ 2 en x E cr([a, b], U); donde x es un punto critico; está dada por· 

(3.1) Hess A1,(x)(h, g) = ¡b[L.,.,(x(t), x(t))(h, g) + Lxv(x(t), x(t))(h, j¡) + 

Lvx(x(t), x(t) )(Íi, g) + Lvv(x(t), x(t) )(Íi, j¡)]dt. 

donde h, g E Cr([a, bj, U). 

Demostración. Recordemos de la demostración de la proposición 2.1 que A¿ es 
la composición de la transformación afín continua dada en (2.2), la transformación 
L en (2.3) y la integración. Por lo tanto 

o sea 

Hess AL(x) = J d2L(r(;i:),tl o (T, T), 

Hess A¿(x)(h,g) ¡b d2 Lcr(x(t),t)(T(h)(t), T(g)(t))dt 

l[L.,,,(x(t), x(t)) (h, g)Lxv(x(t), x(t))(h, j¡) 

+ L,.,(x(t), x(t))(Íi, g) + L,,(x(t), :i:(t))(Íi, j¡)]dt. 

o 
Del teorema anterior, es claro que el Hcss AL es una función bilineal simétrica. 

ÜOSERVACIONES 3.1. 

l. Para referirse al hessiano se escribirá HessA¿(h,g) o 1-IessA¿(x)(h,g) indis
tintamente. 

2. De igual manera se escribirá L,,(Íi,j¡) o Lvv(x)(Íi;b) indistintamente;' análo-
gamente para Lvx(Íi, g), L.,,(h, j¡) y Lxx(h, g). . . 

COROLARIO 3.2. Sean x, h, g y L como en el teorema S.i entonces la segunda 
variación de A¿ es · · 

b . . ' . ; ::. 

1 d ) dLvx· . · d· •.· dg . ' 
(3.2) Hess A1,(h, g) = 

0 

dt (Lvx(h, g ) - -;¡¡:-(h, ~) + -;¡;,(Lvv(~i, dt )) · 

··.+¡bLxx(h;g)~ ;t(Lvv('>~~))h 

al sustituir en 3.1 obtenemos (3.2) o 
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ODSERVACIÓN 3.2. El ciílculo de la segunda derivada ¡;5 ccjll.ivalente al~álculo 
de Ja segunda variación. · . · · ·. · · · 

b ·'· ' '· .. •. . . 

J. [Lu(h, h) + L,,.(h, h) + L.,,(h, h)+ Lvv(k; k)]dt 
. b 

J. [Lvv(Íi, Íi) + 2L,,.(h, Ít) + L,,,,(h, h)]dt, Hess AL(x0 )(h) 

donde -y. = x•(t)+cli(t), x' E f2(U;p0 ,p1) es una trayectoria crítica, h E f2(U; p0,p1) 
y h' E f2(U;p0 ,p1),,, donde 'Y• e U para valores pequeños de e. 

TEOREMA 3.3. Sea x' E Cr((a, bj, U) una minimizante entonces 

Lvv(x'(t), :i:'(t), t)((, () ~ O, 

para toda t E [a, b] y toda ( E IR". 

Demostración. Sea 'Y• como en la observación 3.2 entonces 

(3.3) d2 1 J.b . . . O :5 _,_2 AL(1'.) _ = (L,,,,(h, h) + 2L,,.(h, h) + Lvv(h, h)]dt. 
u.e e-O a 

Sea ( E IR" y r E (a, b) construiremos una función especial h E n(u; O, O),, de la 
siguiente manera 

hj(t) =(jl/iC:r). 

donde 1/J E C 1 (IR) la cual satisface 1/i(>.) = O para i>.i ~ 1 y 

L (,j,)2d>. = º· 
Como 1/J depe~de. de .una, nueva variable >., entonces t = r +e>., así e-1dt = d). y 

Ít;(t) = (j~JC 1 • 

Entonces al sustituir en 3.3 obtenemos 

O :5 J.b Lvv((, (),¡,(>.)e-3 d>. + O(e). 

así para i::.> O,cuando e-+ O se tiene 

Lvv(x'(r), :i:'(r), r)((, () ~O 

El teorema 3.1.es válido para los espacios f2(U; po, P1) y f2(M; p, q). 
J· 

TEOREMA 3.4. Sean w E f2(M,p,q) y {,1/ É f2(M;p,q)w entonces 

(3.4) Hess AL(~"; r¡) = 1T[Lvv({, ~)+.f.,,({,~)+ L~v({, i¡) + L,,,,(t;, r¡)]dt 

= 1T[(L,,,, - d~t )(E;, 11) - ft(LvviJ)E;]dt. 

D 
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La segunda derivada se puede calcular utilizando variaciones en rl(lvl¡ p, q)., de la 
siguiente manera. Sean w E rl(l\l¡p,q) una trayectoria crítica y t;,,r¡ E rl(M;p,q).,. 
Elijamos una variación a dos parámetros f : V x (O, T] -+ U, donde V es una vecindad 
del O E lR2 , tales que 

a¡ a¡ 
(3.5) /(O, o, t) = w(t), au (O, o, t) = t;.(t), as (O, o, t) = r¡(t), 

entonces definimos HessAL(w): rl(l\l¡p,q)., x O.(M¡p,q).,-+ IR 

82 (A 1, o/) 
(3.6) HessAL(w)(l;.,r¡) = Duos (0,0). 

Así.el teorema 3.1 se reescribe como 

TEOREMA 3.5. Sea f una variación a dos parámetros de la. trayectorid crítica 
w con campos tangentes t;,, 17 como en (3.5). Entonces 

(3.7) HcssAL(l;., 17) = lT[Lvv(i,, i¡) + Lvz(i,, r¡) + L,,v(f., i¡) 4-.L~,,(f.,,1/)Wt , 

= lT[(L,,,, - d~;")(t;.,Í1)'.-icL~vi¡)t;,]dt. 
2. Campos de Jacobi y puntos conjugados 

DEFINICIÓN 3.3. Un campo vectorial difcrcnciable r¡ a lo largo' de.Ja 'trayectoria 
crítica w E rl(.!v/¡ p, q) es un campo de Jacobi si se tiene · 

(3.8) ~(Lvv(w, w)~i) - [L,,,,(w,w) - ~Lvz(w,w)]r¡ =O. 

La ecuación 3.8 se le llama ecuación de Jacobi. 

A continuación se obtendní. la ecuación de Jacobi como la linealización de la 
ecuación de Euler-Lagrange, y los campos de Jacobi quedarán caracterizados por 
la ecuación (3.9). La demostración que el flujo 'Pt es difcrenciablc se encuentra en 
(H-S], capítulo 15. 

PROPOSICIÓN 3.1. Sea w E O.(M¡ p, q) una trayectoria crítica, por lo que escri
bimos <p1(w(O),w(O)) = (w(t),w(t)), donde 'Pt es el flujo asociado a la ecuación 3.8. 
Entonces para cualesquiera v, w E Tw(o¡Al tenemos que 

(3.9) 11(t) = D(7r<p1)(w(O),w(O))(v, w) 
es un campo de Jacobi a lo largo de w. Recíprocamente cualquier campo de Jacobi 
a lo largo de w es de la forma (3.9) 

Demostración. Sea /3(u) = (a(u),b(u)) E TM tal que 

/3(0) = (w(O), w(O)), a'(O) = v, ~:(O) :,; w. 

Entonces cp1(/3(u)) =(!(u, t), ~{(u, t)) donde fes una variación a un parámetro de 

w tal que cada F(tt) es una trayectoria crítica. Sea r¡(t) = ~~(O, t), entonces 

D<p1(w(O), w(O))(v, w) = (11(t), ~i). 



Así 

2. CAMPOS DE JACOBl-Y PÚNTOS .CONJUGADOS 

. a¡ a · ar 
L.,(!, 8t) = fiiLv(J, at:>· 

Derivando respecto a u y evaluando en u= O 

Lxx(w,w)71 + Lxv(w,w) ~7 = ft(Lvx(w,w)71 + Lvv(w,w)~7 
= ft(Lvx(w,w))71+Lvx(w,w)~7 + ft(Lvv(w,w)~7), 

de donde se obtiene 

!!:_l (Lvv(w,w)dd71 )- (Lx.(w,w) - _dd Lvx(w,w))71 =O 
et t t 
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Sea t; un campo de Jacobi a lo largo de w y sean v = t;(O), w = ~~{O). El campo 

11 definido por (3.9) es un campo de· Jacobi con 11(0) = v, dl1] (O) = w, así por la 
et 

unicidad de las soluciones de la ecuación {3.8), obtenemos t; = 17. D 

DEFINICIÓN 3.4. El espacio vertical en O E T 111 es V(O) = ker(D7r{O)). Dos 
puntos O¡, 02 = cpr(01), T #O se llaman conjttgaclos si 

Dcpr(V(01)) n V{02) #{O}. 

Por la Proposición 3.1 esto es equivalente a decir que existe un campo de Jacobi 
11 # O a lo largo ele w(t) = ?r<p1(0¡), tal que r1{0) = O = 71(T). Diremos también 
que los puntos w(O) = p y w(T) = q son conjugados a lo largo de w. Observe que 
cualquier campo ele .Jacobi 77 a lo largo ele w tal que 7J{O) =O, se puede escribir como 
71(t) = D(rrcptlTvM)o,w, con w E TpM. 

La mttltiplicidad ele p y q como puntos conjugados se define como 

clim Dcpr(V(01)) n V(02) = dim ker D(?rcprlTpM)o,, 

que es el mímero máximo de campos ele .Jacobi linealmente independientes que se 
anulan en O y T. 

Geométricamente V(O) es el espacio tangente a la fibra TxA1 e Tlvf en el punto 
O, una formulación de la ecuación de Jacobi para geodésicas se en ecuentra en [Pat]. 

DEFINICIÓN 3.5. Sea w E O{lvf; p, q) una trayectoria crítica, el espacio nttlo de 
Hess AL(w) es el espacio vectorial ker Hess AL que consiste de todos los campos 
vectoriales 77 E fl(A1;p, q).., tales que Hess AL(w)(t;, 1J) =O para toda t;. 

La nttlidad de Hess AL es v = dim ker Hess AL. Si v > O, decimos que Hess AL es 
degenerado. 

TEOREMA 3.G. Un campo vectorial 77 E fl{ll1¡ p, q).., pertenece al espacid nulo de 
Hess AL si y sólo si r¡ es un campo de Jacobi que se anula en O y T. · · 

Demostración. Sea r¡ un campo de Jacobi tal que r¡(O) = O = r¡(T), así r¡ E 
O(M;p, q)..,, aplicando la ecuación 3.7 obtenemos 

Hess AL(!;, 17) = 1T[(L.,., - d~t)(t;, 1J) - ft(Lvvi/)l;]dt 
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TM V(O) 

,_.o 

j """ 
Al 

FIGURA l. Interpretación geométrica del e~pacio vertical. 

Como r¡ satisface 3.8, Hess A¿({, r¡) = O y por lo tanto r¡ E ker Hess A¿. 
Ahora supóngase que Hess AL({, r¡) = O para toda· { Sea Z el campo veetorial tal 

que 

_dd L •• (;dd1t')x - (Lu - dLd""')(X;17) =<'i,x > 
t t : > 

para toda X E T..,c1¡1Vl, entonces , , .. .· .. : , . 

HessA¿(Z,11) = 1T[L.,., - d~;·'z(i),,r¡)frftL .•• (., ~~j)dt 

1T IZ(t)l2 = ó > 

de donde Z(t) =O o 
COROLARIO 3. 7. Hess AL es degenerado si y s6lo si los puntos finales p ·y q son 

conjugados a lo largo de w y la nulidad de Hess A¿ es igual a la multiplicidad de p 
y q corno puntos conjugados. 

OBSERVACIÓN 3.3. La ecuación de Jacobi (3.8) es una ecuación lineal de segundo 
orden, por lo tanto, si un campo de Jacobi tiene una infinidad de ceros en el intervalo 
[O, a), entonces hay un punto de acumulación de estos ceros y entonces la derivada 
del campo en ese punto también se anula. Por la unicidad de soluciones de (3.8), 
el campo se anula identicamentc. Por lo tanto el número de ceros de un campo de 
Jacobi en un intervalo [O, a) es finito. 

3. La invariancia del índice de Morse 

En el capítulo 2, el hessiano de AL(w) se calculó en los espacios rl(U; p 0 ,p1)w 
ú n(M; p, q)..,. Sin embargo Hcss A¿(w) puede extenderse al espacio H 1(J, JRn) o 
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H 1 (I¡ M)w utilizando la misma fórmula. Para demostrar el teorema de invariancia 
necesitamos algunos resultados que se presentan a continuación. 

PROPOSICIÓN 3.2. Sea A un matriz en ID?(IR, 2n x 2n) dadci por 

A=(~ ~) 
donde las matrices A, B, C, D estan en !JJ!(IR, n x n) y cada a;i(t), b;j(t), c;i(t), d;j(t) 
son funciones continuas de t en [O, T] e IR, con 1 $ i $ n, 1 :::; j $ n. Sea D una 
matriz definida positiva. Entonces existe q(t) una fonna bilineal simétrica definida 
positiva en !Rn que depende continuamente de t tal que la matriz 

A=(q~A ~) 
es definida positiva para toda t E [O, T]. 

Demostración. Sea t0 E [O, T] y escríbase la matriz A corno 

("" 
a1n bu 

':"J A= a:1 ª"" bn1 bnn 
C11 C¡n d11 din ' 

c,.1 Cnn dnl dnn 

donde ª•i• b;i, c¡i, d;i estan evaluadas en t0 • Como D es definida positiva, entonces 
todos los menores angulares son positivos, es decir el menor de orden k se encuentra 
en las primeras k filas y k columnas de su matriz, donde 1 $ k $ n y se denotará por 
det(dkk) así, det(dkk) > O. Ahora formese la matriz dada por 

_ Ctn d11 din 

(

Unn b,.¡ bnn) 

D1-. : : . . . 
e,.,, d,,, dnn 

Así, si det(Di) > O se sigue que D 1 es definida positiva; en caso contrario, si 
det(D1) :::; O entonces existe un e,.(to) > O tal que 

detD1 = 

Formese la matriz 

(

ªn-ln-1 
llnn-1 

D2 = Ct~-1 

Crm-1 

ªn-ln 
,.a'nn·+.en 

Ctn 

Cnn d,,1 

b,.~ln) . bn;. 
din , 

dnn 
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entonces si det D 2 >,O se obtiene que D 2 es definido negativo, en caso de no ser así, 
existe é'n-t (to) >O tal que , .· 

ªn-ln-1 +cn-1 lln-1n bn-11 b~-Jn 
llnn-1 llnn + én bnl bnn 

detD2 = Ctn-1 Ctn d11 din >o. 

C,m-1 Cnn d,., dnn 

Repitiendo los argumentos anteriores, se forman las matrices (~partir de la diagonal 
de la matriz A) D 3 , ••• , Dn y se obtienen los números positivos én-2(t0), ... ,é¡(to). 
De esta manera se contruyc una matriz 

o é2 .. . 

(

ét o .. . 

q(to) = b b . 

Dado que la construcción anterior no depende de la t0 que se elija entonces en una 
vecindad de t0 por continuidad de la función ék(t) sigue siendo positiva, esto se 
puede hacer para cualquier to E (O, TJ. Así se obtiene la función 

q(t) = 
(

é1(t) o .. . 
o é2(t) .. . . . . . . . . . . 
o o JJ 

la cual es una forma bilineal simétrica definida positiva en (O,,T] que hace que la 

matriz A= ( q ~A ~) sea definida positiva en [O, TJ. O 

Denotemos por L.(JI) al conjunto de todas las transformaciones 
lineales de un espacio de Hilbert JI en JI. 

continuas y 

PROPOSICIÓN 3.3. (ver (Ta] Apéndice.) , . 
Si A E L.(JI) es u11 operador compacto y autoadjunto en H, entonces JI tiene 

una base ortonorrnal u; de eigenvectores de A Con Au1 = )1;u;, y' la'sucesión' de 
números re/aes {A;} tiene al O corno punto de acumulación. 

TEOREMA 3.8. El índice de Morse ,\ es finito y no cambia si se reemplaza el 
espacio O(Nl;p,q).., por cualquier espacio E tal que 

n(M;p, q).., e E e 1-l.1(!, M)..,. 

Demostración. Sabemos que L es convexa , para nuestra convenencia haremos 
la prueba en el caso que .M es un subconjunto abierto de lRn. Por la proposición 
3.2 existe q(t) una forma bilineal simétrica definida positiva en lR" que depende 
continuamente de t en (O, TJ tal que 

Q(t) = (q(t) + Lxx(w) 
L.,.(w) 

L.,,(w)) 
Luu(w) 
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sea defi~ida pOsitiva para toda t E [O, T]. Escribiendo 

Q(x, y) = 1T < q(t)x, y> dt, 

-se sigue que Q es un producto interior en O(AI;p,q)w entonces' por el 

LEMA 3.1. Q induce la topología L2 • 
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Demostración. Por la Proposición 3.2 q(t) es cOntinua dentro del compa~to 
[O, T] y así, existen m, M > O tal que mlxl2 :5< q(t)x, x>=:> Mlxl 2 para todo 
t E (O, T], x E lR". Por lo tanto - - -

mllW)llL' :5 llW)llq = ( 1T < q(t)~(t);~(t);; ~t)'t·::;~;Hl!~(t)llí.2. 
o 

LEMA 3.2. Q + HessAL es un produdo interior 1m íl(M;p,q)w ti indttce la.to-
pología de H 1• -- - - -

Demostración. Por la Proposición 3.2, Q(t) es continua y definida positiva 
dentro del compacto [O, T] y así, existen m, !vi > O tales que 

m(lzl2+IYl 2
) :5 Lvv(Y, y)+Lvz(Y, z)+Lzv(y, z)+(q(t)+Lu)(z, z) :5 M(lzl 2 +1Yl2

) 

para todo t E [O,T],y,z E JR". Por lo tanto 

m(ll~(t)lli2 + ll¿(t)lli,) :5 ll~(t)ll~+llcS!IAt(w) :5 M(i1W)lli2 + ll¿(t)lli;). 

o 
Sean H~,q y H~,q In completación del espacio O(JV/;p,q)w con respecto a Q, y 

respectivamente a Q + Hcss AL(w). Definamos el operador lineal en H~,q por 

HessAL(w) = (Q+HessAL(w))oe 

aquí la forma bilineal es considerada como una función entre el espacio vectorial y 
su dual. Si E =Id - J( entonces 

HessA1,(w) = Qoe+HessAL(w)oe 

= Q - Q o J( + HessAL(w) - HessAL(w) o J(, 

de donde Q = (HcssAL(w) + Q) o K. 
Así J( : H~,q -t fl~,q es continuo y por lo tanto compacto como un operador en 

ll~,q en vista del teorema de Ascoli. 

H~,q ~ H~,q-
1., l., 
JIº~ ffl 

Se sigue que I< es un operador positivo simétrico en H~,q y por la proposición 3.3 
tiene un espectro discreto que converge a O, así e es un operador simétrico en H~,q 
con un espectro discreto ,\ 1 :5 ,\2 :5 ... tal que Aj )" 1 cuando j -t oo. En particular 
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la suma E- de los eigenespacios de E: para los eigcnvalorcs negativos es de dimensión 
finita y E: ;::: O en el complemento ortogonal E+ de E- en H~,q· Concluimos que 

H~,q =E- EB E+, HessALIE-(w) <O, HessAr,(w)IE+ 2: O. 

Si .C es otro subespacio lineal de H~,q en el cual Hess AL(w) < O, entonces la. 
proyección de .C sobre E- a lo largo de E+ es inyectiva y así, dim .C ::;; dimE-. 
Como n(AI; p, q)w es denso en H~,q uno puede encontrar un subespacio lineal .C de 
n(AI; p, q )w tal que dim .C = dim E- y I·lcss AL(w) < O en .C. O 



CAPíTULO 4 

El Teorema del índice de Morse 

Los capítulos anteriores dan las herramientas para demostrar El Teorema del índice de Morse para 
Lagmngianos Convexos: 

El índice ..\ de Hcss .-h es igual al ndmcro de puntos w(t) 1 O < t < T, conjugados a w{O) a lo largo de 
la tmycctoria crítica wl[O, T], donde cada punto conjugado se cuenta con su multiplicidad. 

Se consideran los siguientes conjuntos 

• El espacio f!(Af;p,q). 
• El conjunto O(Af¡p1 qr consiste de los campos lV: {O,T]-+ TA! con lV(t) E Tw(t)Af, que son 

continuos y C 2 por tramos y c¡uc satisfacen lV{O) = Op, lV(T) = Oq, 

Utilizando el conjunto E= f!(Af; ¡1,q)'"¡ se proceden demostrar el Teorema central ele esta tesis. Para. 
ello se obtiene Ja fórmula de la segunda variación para w E n(l\!;11,q) y ~,r/ E fl(A/¡p,q)• 

Scprucbac¡uccl<'.spncinfl(.M¡p,qr scpuededcscomponcrcomoT'EBíl(to,· · · ,tnr doudcíl(to,··· ,tn)· e 
fl(Al¡p,q)9 es el conjunto de campos de Jncobi a lo largo de w que satisface 

l. r¡(O) = O y r¡(T) = O. , 
2. Si O= to S ... $ t1-1 :5 t1 :s; ... S T = t,. es una partición de [O,T) entonces 1¡1(ti-1 1ti] es una 

campo de Jncobi a lo largo de wl[tí-1,t¡J1 · 

y T' = {11 E f2(/\/¡J1,r¡}9¡ 'l(l1) =O Vi= O, ... ,k}. Adcmá..o;; se prueba que HcssALIT' es definido, Positivo. 
Después se considera la trayectoria Wr = wl[O, r] y 8e denotará A(r) al índice del hcssia~o (HessAL)~·.: 
asociado a la trayectoria. Finalmente se prueba: · 

(a) La función .\(r) es creciente der. 
(b) ..\(r) =O para valores suficientemente pequeños. . . 
(c) Para toda~> O suficientemente pequeño, se satisface A{r - t) =T. . - <. · «· ' 
(d) Si ves la nulidad del hcssiano (llcss .41.)ó, entonces para toda e> O suficicñ.tCinci1tc" ¡}cqucño, se 

ticnc.\(r+<) = ,\(r)+v. · · · · 

Esto concluye la prueba del Teorema de indice de Morse y como aplicación de este tcorcma,·se·d~ un 

par de resultados de Jacobi que relaciona puntos conjugados y curvas minimizantcs en _una variCdBd: 

l. Campos diferenciaqles por tramos 

En la sección 4 del capítulo l definimos los espacios fl(M;p,q) y fl(M;p,'q)..,. 
Ahora introducimos el espacio n(M;p, q)' de los campos W : [O, T]-t TM 'con 
H'(t) E Tw(t¡M, que son continuos y C2 por tramos y W(O) = Op, 1-V(T) "= O~, el 
cual satisface que 

fl(.M;p,q).., e n(M;p,q)' e Hi(I,M)..,. 

En virtud del teorema 3.8, el índice permanece invariante si cambiamos al espacio 
n(.M; p, q).., por fl(M; p, q)', el cual usaremos de aquí en adelante. 
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TEOREMA 4.1. Fórmula de Ja segunda variación. Sea w E í2(J\1;p, q) una 
trayectoria critica y sean{, T/ E O(J\f; p, q)•. Entonces · 

(4.1) Hess Al,(w)(.;~ TJ) = l (Lvv(~, i¡) + Lvx(~, TJ) + Lxv({, i¡) + Lx~(.;, TJ))dt 

f'¡ · dL.:, ( d dTJ ) ~ · ·. dTJ _ dTJ + =Jo (Lxx - dt )({, TJ) - dtL •• (-, dt) {)dt + Í;¡' Lvv({(t;), dt (t;) - dt (t; )): 

Demostradón. Basta demostrar la segunda fórmula, entonces .. usa;uos parte 
de la demostración del Corolario 3.2 así · ·· · · · 

k 

= L Lvu({, i¡) 1::_
1 

i=l 

l ft(L.,,({, TJ)) - d~;" (.;, TJ) + ft(Lvv({, i¡)) 

+ l L,,,,({,TJ) -ft(L •• (-,i¡),; 

+ ¡l (Lxx - d~;x )({, TJ) - ! (Lvvh i¡) ).; 

o 
Ül3SERVACIÓN 4.1. Sea w una trayectoría crítica. Sea {e1, •.• , en} una base 

ortonormal de Tw(o)i\f. Sean h1 , ••• , hn campos de Jacobi que satisfacen 

h;(O) =O, 
dh; 
dt(O) =e;, 

entonces h 1(t), . .. ,hn(t) es una base del espacio vectorial N 0 de campos de Jacobi 
TJ tales que 1¡(0) = O. El conjunto de los puntos donde alguno de estos n campos 
se anula es finito. Fuera de estos puntos, ningiín campo de Jacobi que se anula en 
t = O, se vuelve anular. Es decir, a lo largo de la trayectoria crítica w : [O, T) -t M 
hay solamente un mímero finito de puntos conjugados a w(O). 

Supongamos que w(b) no es conjugado a w(O). Entonces la transformación lineal 
Tw(o¡J\1 -t Tw(b¡l'vf, I:~=l a;h;(O) t--t I:~=l a;h;(b), es un isomorfismo. 

Elijamos una partición del [O, T], O = t0 < t 1 < ... < tk = T, la cual es lo 
suficientemente fina para que cada wl[t;-1i t;) sea difercnciable, que en el segmento 
w([t;_¡, t;)) no haya puntos conjugados, y que hj(t) ,¡,O para t ,¡, t;. 

Consideremos la transformación de Legendrc C: TJ'v/ -t T' A1 dada por .C(v) =' 
L.(x, v), con v E Txi\/, donde · 

':_,' .~ ' ~:\ 

T' M = {(p, q)¡p E M,q E T,;M} 
·.·.. ,," ... ' 

es el haz cotangente de Ji{. Dada / : / -t M una curva diferencinble considere 
(.C o 1')(t) = Lv("Y'(t)), entonces al derivar · 

ftL.("Y'(t)) = Lvx(l'(t))(-, 7 1)+Lvv('Y'(t))(-, ~~
1 

): 
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Definiendo W¡(t) = Lvx(·, h¡) + Lvvh <~¡),tenemos 

(4.2) 
dw¡ d d dh¡ 
dt = dtLvx(-,h¡) + dtLvv(•, -¡¡¡) 

d d~ d 
= (dtLvx}(·, h¡} + Lvxh dt) + (Lxx - dtLvz)(•, h;) 

dh; 
= Lvxh dt) + Lxx(·, h¡). 

Definimos la transformación H(t) :IRk. ~ Tw(t¡fl1 mediante 

(,\; ;· ... >'~~l~-E ,\¡/i¡(t), 
y denotamos por H'(t) : JRk¡~ Twc~¡M i~ trallsformación 

.. , -Z~i .. ;'.'._;t>L·i:,\¡d,~~t). 
Definimos ta~b,iéll ¡~ tran~fornl~ciÓrl W(t) : JR.k -> r;(t¡M mediante 

}1r{h,x;;; Lvx( ·, Il(t),\) + Lvvh JJ'(t),\) = L ,\¡w¡(t), 
. . 

y denotamós por W'(t) : JRk -> Tw(t)M la transformación 

. . '°' dw;(t) 
(,\¡, ••. ',\,,) o-> L.,,,\¡--;¡¡-· 

Se sigúe de (4.2) que . , 

W'(t),\ = Lvxh JJ'(t),\) +L.,.,(,, Jl(t),\). 
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LEMA 4.1. Sean JJ(t)*, W(t)' las adjuntas de JJ(t), W(t) respectivamente. En-· 
tonces Il(t)'W(t) es simétrica, es decir · · · 

(4.3) Jl(t)'W(t) = W(t)' Il(t) 

Demostración. Note que 

[H(t)ºW(t)J' = JJ'(t)'W(t) + Jl(t)ºW'(t) = 

Lvx(H'(t), JJ(t)) + L •• (H'(t), H'(t)) + L • .,(J[(t),JJ'(t)) +Lxx(ll(t), H(t)) 

es simétrica. Como H(O) = O, por el Teorema Fundammítaldel Cálc.ulo 

H(t)ºW(t) = l[H(s)',~~(s)J'.~f~-I~· .. 
"•'" ,---- --~ ---·,:t·'-~ir-=·C 

de donde, H(t)ºW'(t) es simétrica . . . . <• . ':· .: ' . : .. D 
Sea 1/ E n(M; p, q)'. Para t f:. t¡, Jl(t) no es singular Y'\lo<lemos definir ((t) E JRk 

por 1¡(t) = H(t)((t) = ¿ (¡(t)h¡(t). · .~· ·. · ., . r 
Entonces el integrando de 

AL •• (r¡, 1¡) = 1T L •• c~¡' ~¡)+L.,,(~~.~)+ L;..(r¡, ~¡) + Lxx(1¡, 71) 

.:::TA TESIS NO SAlJ!.: 
DE L..\. BIBLXOTF.C .. ¡ 

.~--
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puede escribirse en la forma 

Lvv(H'( +H(', H'( +H(')+Lvx(H'( +H(', H()+Lxv(H(, H'( +H(')+L,,,,(H(, H() 

= L~v(H'( + H(', H(') +(IV(, H'( + H(') + Lxv(H(, H(') + (W'(, H() 
= Lvv(H(', H(') + (W'(', H() + (W(, H'( + H(') + (W'(, H() 

Usando el Lema 4.1 tenemos 

(W(,H(') = (H*W() · (' = (W*H() · (' = (W(',H(), 

por lo que el integrando de Hess AL(17, 17) es 

Lv~(H(',H(') + (W(,H()'. 

Obtenemos 

(4.4) HessAL(17,17) =1T[Lvv(H('!;('.)-f(W(,17)'Jdt,. 
. . o .· .. _-· ·~·_< ~;_.>:·- '._~~-·-\_ .. :<'.:· -''~:_·:.· -:._ - ... · . m 

=.fo.;Lvv,<~(';·H(')dt+ (W(, 77)j~- 'ft<W(,77)1:t 

donde r¡ = H(. De manera análog~~cohtie~~'.~ll Ús~ltado similar para Hess.4¿({1 77) 
con {, 17 E 11(.M; p, q)• donde { c=H(y T¡ = '8 p · · 

(4.5) Hess AL({, 17) = lT Lvv(H((H/)+ < W( · Hp >'= 
(T T N ·-. t 

Ío Lvv(H(',Hp')+< W(·Hp> lo -t; < iV(·Hp> t::· 
2. El Teorema del índice de Morse 

Sea íl(to, ... , tk)' e íl(AI;p,q)* el espacio vectorial que consist~ de todos los 
campos vectoriales 1J a lo largo de w tales que -

l. Si O = t0 .::; ••• .::; t¡_ 1 .::; t; .$ ... .::; T = tn es una partición' de [o:T] -
~ntonces 7Jl[t;_ 1, t;] es una campo de Jacobi a lo largo de wl[t¡_ 11 t;],,paracada -
i = 1, ... ,k. 

2. 17 se anula en los puntos finales t = O, t =T. 

Así n(t0 , ••• , tk)' e íl(M; p, q)' es un espacio vectorial de dimensión finÍta· que 
consiste de campos de Jacobi por tramos a lo largo de w. · 

Sea T' e íl(AI;p,q)' el espacio vectorial de todos los campos vectoriales'77 E 
íl(J\I; p, q)' para los cuales 77(t;) = O, para toda i = O, .•. , k. -

LEMA 4.2. El espacio vectorial íl(AI;p,q)' se descompone co~o; 

íl(A/; p, q)* = T' e 11(t0 , ••• , tk)'. 

Esta descomposición es ortogonal con respecto al producto interior Hess AL. Además 
1-Iess A 1,/T' es definido positivo. 
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Demostración. Sea 11 E O(N/; p, q)* cualquier campo vectorial. Como wl[t;-i. t;] 
no tiene puntos conjugados, entonces hay un único campo vectorial.; E O(to, ... , tk)• 
tal que .;(t;) = 1¡(t;), para toda i E {O, ... , k}. 

Sea W = 71-.; entonces W ET' y por lo tanto T'+O(t0 ,. •• ,tk)' = O(Nl;p,q)'. 
Por el párrafo anterior, el tinico campo t; ET' n S1(t0 , ••• , tk)• es el campo vectorial 
O, por lo que T'EBfl(to, ... , tk)' = fl(NI; p, q)'. Si,; E S1(t0 ,. •• , k)' y 71 ET' entonces 
aplicando la fórmula (4.1} 

'/' 

Hess A¡,(w)(.;, 17) = 1 [(Lxx - d~;x )(.;, 17) - (~L •• (-, ~i)l;]dt + 

k dr¡ 1 t; k d71 1 ,, ·. tt L •• (.;, dt) ,,_, =O+ tt L •• (t;, dt) ''-:' =O. 

Por consiguiente S1{t0 , ••• , tk)' .L T' con respecto a Hess Ai. 
Demostremos que Hess AL(W, W) ;:::: O para W E T'. Utilizand,ola fórmula ( 4.4) 

1T T m , t+ 
HessAL(W,W) = 

0 
Lvv(H(,1,H(,1

) +(W(,W)l 0 - ¡::(W(,W)I,~ 
i=l ,· . 

= lT~v~(H(,1,H(,');:::: O 

donde W= H(,. 
Ahora demostraremos que Hess Ai(W, W) > O para W E T' - {O}. Afirmamos 

que si Hess Ai(W, W) = O, entonces W E ker Hess AL. En efecto, previamente se 
ha visto que Hess AL(W, _;) = O para cualquier,; E S1(t0 , ••• , tk)•. También, para 
cualquier 17 E T' y toda c E lR se tiene 

HessAi(W + C71, W + C7/);:: O, 

o sea 

Hess AL(W, W) + 2 1-Icss AL(W, C7/) + c2 Hess Ai(r¡, r¡) 

= c2 Hess Ai(111 r¡) + 2c Hess Ai(W, r¡) ;:::: O 

para toda c E JR, de donde Hess Ai(W, 71) = O, 
Así W esta en el espacio nulo; pero tal espacio Hess Ai consiste de todos los 

campos de Jacobi. Dado que T' no contiene otros campos de Jacobi que el cero, se 
sigue que W = O. Así, la forma cuadrática Hess Ai es definida positiva en T'. O 

Se sigue del Lema 4.2 que el subespacio nulo de Hess Ai y el subespacio maximal 
donde Hess Ai es negativa definida, son subespacios de O(t0 , ••• , tk)'. Por lo tanto 
se obtiene el siguiente resultado: 

COROLARIO 4.2. El í11dice (o la nulidad} de HessAi es igual al índice '(o la 
nulidad} de I-less A1, restringido al espacio S1(t0 , ••• , tk)• de campos de Jacobi por 
tmmos. E11 particula1· (dado que 0(10 , ••• , tk)• es u11 espacio vectorial de dimensió11 
fi11ita) el í11dice ,\ es siemvre fi11ito. 

TEOREMA 4.3. Teorema del índice de Morse. Sea wl[O, T] u11a trayectoria 
crítica. El índice ,\ de Hess Ai es igual al número de puntos w(t), O < t < T, 
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conjugados a w(O) a lo largo de w, donde cada punto conjugado se cuenta tantas 
veces como su multiplicidad. 

Demostración. Consideremos wT = wl(O, r] y denotemos por >.(r) al índice 
del hessiano (Hess A¡,)0 asociado a esta trayectoria, de esta manera definimos una 
función >. : (O, T] -t N cuyo comportamiento vamos a estudiar. La prueba del 
Teorema del índice de Morse consiste de los siguientes pasos 

l. .\(r) es una función creciente der. 
2. >.(r) =O para valores pequeiios de r. 
3. Para todo e> O suficientemente pequmio, se tiene >.(r - e) = >.(r) 
4. Sea 11 la nulidad del hessiano (Hess A¿)ó entonces para todo e > O suficiente

mente pequeiio, se tiene >.(r +e) = .\(r) + v, es decir si res conjugado de O 
con multiplicidad 11 entonces >.(r +e) = >.(r) +v. 

l. Si r < r' entonces existe un subespacio Zn de dimensión >.(r), del espacio 
Twrn.T de los campos vectoriales a lo largo de wT que se anulan en w{O) y w(r), tal 
que el hessiano (Hess A1,)ó es definido negativo en ZT. Cada campo vectorial V en 
ZT se extiende a un campo vectorial V' a lo largo de wT· haciendo V'(t) =O para 
t E (r,r']. Así obtenemos un subespacio zT. e Twr.nT. de dimensión >.(r) en el que 
(Hess AL)Q" es definido negativo. Por tanto r H >.(r) es creciente. O 

2. Esta afirmación es equivalente a que no haya puntos conjugados a lo largo de 
w,, e: >O pequeiio, lo cual fue probado en la observación 4.1 O 

3. Del Corolario 4.2, ,\(T) se puede interpretar como el índice de la forma 
cuadrática sobre el espacio vectorial fl(t0 , ••• , tk)'. Podemos suponer que la partición 
es de la forma t¡ < r < t;+i· Entonces el índice >.(r) se puede interpretar como 
el índice de la correspodiente forma cuadnítica JT sobre un espacio vectorial de 
campos, de Jacobi por tramos, a lo largo de wT. Este espacio vectorial se construye 
usando las subdivisiones O < t 1 < ... < t¡ < r de (O, r]. Dado que un campo de 
Jacobi está determinado únicamente por sus valores en los puntos w(t;), este espacio 
vectorial es isomorfo a la suma directa 

Observe que este espacio vectorial r es independiente de r en (t;, t;+¡), pues la 
función .\(r) no depende de la partición que se escoja en (O, r]. Es claro que la 
forma cuadrática Jn varía continuamente con respecto de r. Ahora, JT es definida 
negativa en un subespacio e de r de dimensión >.(r). Para toda r• suficientemente 
cercana ar se tiene que JT. es definida negativa sobre e. Por lo tanto >.(r') ~ >.(r). 
Pero si r' = r - e < r con e: > O suficientemente pequeña entonces, se tiene de la 
primera parte de la demostración >.(r - e:) :5 >.(r). Así, ,\(r - e) = >.(r). O 

4. Demostraremos que ,\(r +e:)$ .\(r) + v, para e:> O suficientemente pequeño. 
Sean JT y r como en la demostración anterior. Dado que dim r =ni se tiene que JT 
es definido positivo en álgun espacio 8' e r de dimensión ni - .\(r) - v. Para toda 
r' lo suficientemente cercana a r se sigue que ./T. es continua y definida positiva en 
8'. Así obtenernos 

,\(r') $ dilll r - dim 8' =ni - ni+ A(T) +V= ,\(r) +V. 



N 

2. EL TEOREMA DEL ÍNDICE DE MORSE 

' ' ' ' ' ,----o 
' .----o 

FIGURA l. Comportamiento de la función A(r) : Esta función es cero 
en una vecindad del origen y tiene discontinuidades de tipo salto en 
los puntos conjugados a w(O). · · 
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Ahora demostremos que A(r +e) ;:::: A(r) + v, con e.> O suficientemente pequeño. 
Sean W¡, ... , }V.\(T) E Tw,nT campos vectoriales tales que la mat.riz: . ·· · 

(Hess A¿}HW;, W1) 

es definida negativa. Sean X 1 , •.• , X., E Tw,nT campos de Jacobi a.lo largo de w,, 
linealmente independientes los cuales se anulan en los puntos extremos; Observesc 
que los v vectores · · · 

dX0 dt(r) E Tw(T)Af, a= 1, ... , v, 

son linealmente independientes Así, es posible elegir V campos vectoriales Y¡, .•. 1 }'., 

a lo largo de Wr+n que se anulan en los puntos finales de r +e y tales que. 

Luu (d~a (r), l-;.(r)) 
es igual a la matriz identidad lvxv· Extendamos los campos vectoriales }V¡ y X 0 a 
wT+c. haciendolos cero parar$ t $ r +e. Usando la ecuación (3.7) de la segunda 
variación obtenemos 

(HessAL)0+'(x0 , W;) O 

(Hess AL)0+'(x0 , Yk) Óak 

donde Ónk es la delta de Kronecker. Sea e# O un número pequeño, y considere los 
A(r) + v campos vectoriales 

l·V¡, •.. ,w.\(T¡,c- 1
X1 -cY¡, ...•. c-.1x., .. ~cY., 

a lo largo de w,+,. Para e suficientemente pequeña estos campos vec.toriales generan 
un espacio vectorial de dimensión A(r)+v en el cual la forma cuadrática (Hess AL)o+• 
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es definida,negativn. En efecto, la matriz (Hess Ac.n+• con respecto á est11s bases es 

(
((Hess A 1,)ó(W;, Wj)) cA ) . . . 

cA.T - 21 + c21E . 

Donde A y JE son matrices fijas. Si e es lo suficientemente· pequeño, esta matriz 
compuesta es negativa definida. · · O 

3. Aplicaciones del Teorema del índice 

COROLARIO 4.4. Jacobi. 
Si O E TAJ y el segmento {w(t)lt E (O, S]} es minimizante, entonces el segmento 

no tiene puntos conjugados. 

Demostración. Como el segmento {w(t)lt E (O,S]} es minimizante, sabemos 
por el teorema 4.3 

(Hess Ac.(.;, rng ;::: O. 

Entonces,\= O, así {w(t)lt E (O, S]} no tiene puntos conjugados. O 

COROLARIO 4.5. Jacobi. Sea O E TM, si el segmento {w(t)lt E (O, S]} no tiene 
puntos conjugados entonces para toda variación propia de w, existe ó > O tal que 
AL(s) < Ar,(ó) pam O < !si < ó. 

Demostración. Supongamos que w no tiene puntos conjugados en (O, SJ, enton
ces por el corolario 3. 7 sabemos que Hess AL es no degenerado; aplicando el teorema 
4.3 tenemos que>.= O, más aún ((HessAL)(.;,.;))g;::: O es decir definida positiva y 
esto sucede para toda variación de w con respecto a s de ahí que exista un ó > O tal 
que AL(s) < Ac.(ó) para O< lsl < ó. O 
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