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INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales en diversas areas de la actividad humana es
el conocimiento de un fenémeno para controlarlo y predecirlo. Esto es de suma
importancia debido a la fuerte implicacion moral o econémica que se deriva de una
mala decisién o de la tardia accién cuando alge no marcha bien, si por el contrario,
podemos pronosticar mediante informacién conocida y un correcto modelo
matematico las tendencias a futuro, y se puede actuar a tiempo cuando algo no
marcha correctamente, se pueden prevenir muchas situaciones desfavorables que
pudieran ocasionar cuantiosas pérdidas sobre todo economicas. Por ejemplo, el
-tener el conocimiento de la tendencia de las tasas de rendimiento en los préximos
afios, para asi poder tomar la mejor decision en el presente para actuar con
medidas oportunas ante beneficios y adversidades.

Las ventas de un cierto producto, la infiacion, asi como otros indicadores (no sélo
de caracter econdmico) son cantidades que se observan periddicamente, dando
origen a una serie temporal, de la cual se espera que, bajo ciertos supuestos, se
"~ pueda explicar una situacion futura a partir de la presente.

Para lograr esto, se han propuesto una diversidad de métodos que se basan en
intuicién y en aspectos matematicos formales, conocidos como series de tiempo.
Orientado a personas de nivel profesional el presente trabajo trata de explicar en 3
capitulos los conceptos basicos de series de tiempo al mismo tiempo que se
desarrollan algunos de los resultados que se utilizan de manera tradicional, asi
como algunos ejemplos para su mejor comprension.



CAPITULO 1
Introduccién a las series de tiempo

1.1 Descripcion general

Eil concepto de series de tiempo esta definido como “El registro metédico de la
medicion u observacién numérica, efectuada a intervalos de tiempo fijos, de tales
caracteristicas o variables."’

Existen dos aspectos en el estudio de las series de tiempo, el andlisis y el modelo
de la serie. E! andlisis de los datos consiste basicamente en resumir las
propiedades de una serie y caracterizarla por sus rasgos sobresalientes, para ello
en el presente trabajo se hara uso de la teoria matematica, utilizando los procesos
estocasticos y ciertas herramientas provenientes de la estadistica. La principal
razon de modelar una serie de tiempo es facilitar el prondstico de valores en un
futuro. La caracteristica que distingue a una serie de tiempo de un modelo
econométrico, por ejemplo, es que la primera no pretende explicar el
comportamiento de y, en términos de otras variables sino por el contrario lo

explica en funcion de sus propios valores, observados en periodos anteriores a t,
de manera ponderada.

Por esta razon, en este primer capitulo se presentaran los conceptos basicos para
entender la teoria de las series de tiempo. En estadistica se utilizan principalmente
dos tipos de analisis, estos son el descriptivo y el inferencial.

1) El,descriptivo. Consiste esencialmente en resumir y describir en forma
concisa,’ mediante graficas o a través de unas cuantas medidas
descriptivas, la informacién con la que se cuente.

2) El‘inferencial. Tiene por objeto utilizar muestras representativas para
realizar inferencias que sean validas para toda la poblacion de donde se
; obtuvo la muestra y dependen del tipo de analisis o modelo que se utilice.

Para llustrar el analisis descriptivo, en la grafica 1, se muestra el comportamiento
de los datos del costo de captacion mensual de los pasivos a plazo denominados
‘en .moneda nacional, (CCP). Se puede observar que los datos tienen una
tendencia decreciente desde su inicio hasta la actualidad, aunque hay periodos en
los ‘cuales se sale de ese patron, el mas significativo esta en el intervalo de
septiembre de 1998 a abril de 1999, dentro del cual se alcanza un maximo de
31.43% en el mes de octubre de 1998. Para el mes de mayo de 1999 nuevamente

! Victor M. Guerrero. Analisis Esladistico de Series de Tiempo Econémicas. UAM lztapalapa.1991.
Pag.1.



vuelve a su: tendenc:a natural Tamblén hay un:periodo en eI cual la media y la. -~

varianza’ podrlan ser suficientes para describir a la parte de la serie que cubre el .
periodo mayo de.1997 a julio de*1998; Faltaria considerarse la explicacién que dé
el céalculo de la’ media y la vananza asl como de maximos y minimos locales y
‘globales e

Cuadro 1.
Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en Moneda
Nacional (CCP)

{Tasas mensuales)

MES 1998 | 1999 | 2000 { 2001 | 2002 | 2003
Enero 17.91] 30.01} 16.28] 15.96] 6.19 6.42
Febrero 17.95] 28.64 16.07| 15.82] 6.76] 7.16
Marzo 18.36] 24.21 14.42] 15.12] 6.54
Abril 18.65 20.31] 13.12| 14.33] 5.46
Mayo 17.72] 18.95 13.29] 12.65 5.71
Junio -18.18) 19.75 14.42 10.15 6.15
Julio .18.86}. 13.84|-'8.97|  6.37|.
rgosto e RIS ERet Fat
Septiembre
Octubre
Noviembre
Diciembre

Cabe-mencionar que dada una serie de datos su analisis puede ser realizado de
maneras distintas, el método considerado como clasico, y con el cual se trabajara
aqui, es el de descomposicion de la serie?, el cual contempla los siguientes
- componentes:

:'a) Movimiento estacional; representa al efecto producido por algin fendémeno
observado con cierta constancia o en un determinado periodo.

? Tesis titulada “Analisis del comportamiento de los indices de precios considerados como series
cronoldgicas”™ de Rodriguez Araiza Albino.



b) Camblos Clchcos. pane del efecto estamonal algunas' series de tiempo
muestran variaciones en intervalos fijos de tiempo, debido a alguna otra causa
fisica o bien son predecibles en alguna extension.

) Cambios" Clclicoé: parte del efecto estacional, algunas series de tiempo

muestran variaciones en intervalos fijos de tiempo, debido a alguna otra causa
fisica 0 bien son predecibles en alguna extension.

GRAFICA 1
CCP Moneda Nacional.
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Tendencia; se refiere al crecimiento o decrecimiento de los valores de la serie
a través del tiempo.

d

~

e) Irregularidad; se refiere a los movimientos imprevisibles de la serie debido a
situaciones no controlables que afectan los valores que toma las serie y

considerados como aleatorios.

~

Es muy importante tener bien identificada a cada una de las componentes de la
serie, ademas se dice que los elementos de tendencia ciclo y estacionalidad,
constituyen la parte determinista o semideterminista de la serie, pues se pueden



determinar mediante el comportamiento de los datos de la serie, mientras que la
componente irregular viene a ser la parte no-determinista o estocastica, pues entra
aqui la probabilidad de ocurrencia o no, del evento imprevisible.

1.1.1 Utllldad de Ios procesos estocastlcos en el analisis de las series de
tlempo. .

-Una 'serie no delermlmsta se: puede considerar como una realizacion de un
proceso estocastico, el cual ‘se’define como una familia de variables aleatorias
asociadas a un: conjunlo dice “de nimeros reales, de forma tal que a cada
elemento del conjunto le‘c rresponde una 'y solo una variable aleatoria, es decir,
{Z(); v<T}, eén donde onjunto indice y Z(y) es la variable aleatoria
correspondlente al I (y eT Si T es un intervalo de nameros reales,
cerrado o ablerto se dice: uevel proceso estocastico es continto y si T es un
conjunto finito o'infinito pero numerable, el proceso estocastico es discreto, no
obstante este hecho no’dice nada acerca de las variables aleatorias involucradas,
pues éstas asu vez pueden ser continuas o discretas.

1‘.1.2 Series de tiempo discretas.

Una serie de tiempo es entonces una sucesidén de observaciones generadas por
un proceso estocastico cuyo conjunto indice se toma con relacion al tiempo, por lo
que la inferencia a realizar sera sobre las caracteristicas del proceso estocastico
generador de la serie observada. Por otro lado, asi como existen procesos
estocasticos continuos y discretos también existen series continuas y discretas. De
aqul en adelante se trabajard con la teoria para series de tiempo discretas cuyas
observaciones son hechas a intervalos equidistantes de tiempo es decir, si se
toman en los momentos vy, 7v.....r\. € proceso estocastico respectivo se

denotara por { Z(Y\)y ZYy)e v 2 YY) }, no se hara distincién entre una variable
aleatoria Z y su valor observado que se denotarad de manera semejante, una vez
establecido esto, cuando se tengan N valores sucesivos de una serie de tiempo
se indicaran como 2,,Z,,...Z,, ... .Z, a las observaciones hechas a intervalos

equidistantes yo+h.y,,+2h. Yot th, ... y,+Nh, donde y, es el punto de origeny h
es la longitud del intervalo que separa a dos observaciones inmediatas o seguidas.
Para fines, préctlcos la'serie de tiempo se podra denotar simplemente como {2, },
con el supuesto xr_npl!cuto de que t tomalos valores 1, 2, ... N.



- Con esta notacnén se facilita el manejo de las observacnones pues no sera
; 'necesarlo para cada una'de ellas, indicar la fecha en que fue observada, asi si se
“tiene“una’ serie de’ tiempo “diaria cuya primera observacion fue hecha el 1° de
enero’ de: 2001, bastaré con escribir Z,,, para referirse a la observacion del 1° de

ene o de 2002

Una serle de tlempo es una realizacion de un proceso estocastico, y una ejecucion
“del'mismo proceso puede tener un comportamiento distinto al que se observé en
*’la-realidad, debido al elemento probabilistico en la serie de tiempo; mismo que
conduce-a-tomar en cuenta a la funcion de densidad conjunta de todas las
vanables aleatorias que constituyen el proceso estocastico. En estadistica el
* comportamiento de una variable aleatoria Z esta definido por su funcion de
. densidad " f(2); del mismo modo dos variables aleatorias Z, y Z, quedaran

"jcompletamente definidas por su funcion de densidad conjunta £Z,,2,).

”'~Generahzando N variables aleatorias y con ello un proceso estocastico, podran

- deScribirse mediante la funcion de densidad conjunta (Z,.Z,, ..., Z, ).

Como es sabido, en casi todo analisis estadistico van implicitas las hipodtesis de

.7 'que las variables aleatorias son independientes de tal forma que con el sélo
~..> conocimiento de las funciones de densidad individuales es posible obtener la
./~ conjunta. En el andlisis de series de tiempo hay una excepcion, pues aqui se
“'supone que existe toda una estructura de correlacion entre las observaciones, por
;lo que no es tan directa la obtencion de la funcion de densidad conjunta y por lo
que deberd emplearse algun otro camino para caracterizar a las variables
aleatorias que intervienen en el analisis. En éste capitulo y el siguiente se
presentan y justifican la utilizacion de algunos operadores y polinomios de uso
frecuente en el analisis de series de tiempo.

1.1.3 Caracteristicas de los operadores y polinomios de retraso.

El operador llamado de retraso, denotado por la letra B (del Inglés Backward)
esta definido como:
BZ, =Z,_, Vi
y si se aplica sucesivamente el operador de retraso B se tiene que
Bz, =B(BZ,)=BZ,, =2,
B'Z, =B(B’Z,Y=BZ,,=Z,

B'Z, =B(B*'Z,)=BZ,,; = Z;,"

por lo que se obtiene la expresidn



B'Z, =2, ~ parak=0,1, 2, th

es decnr. al aplicar k-veces el operador B se obttene Ia vanable retrasada. k
periodos y ya que B =1 entonces B"Z Z Hay que tener en cuenta que el
s Zye 2 Zy } para
i }. Es decir, sila
, las

7, =2901  Z,,=2209 Z,=19.59
Z,=2819 Z,=2182
=2529' 1 Z,;=2191

si .se construyen tres nuevas s‘ es {P}: {at} vy (R} definidas como
P, =BZ,. Q,=B°Z, y R B"Z ,~'s”_E;_,' obtendnan los siguientes valores,
respectivamente... : T ed T



p= -
P, =3722 -
P, =4033

By=1959
Py=1960 -

P, =30.01
P,y =28647
P, =24210"

Py =8.04°
Py =8.16"
P =853

Q= -

Q==

Q= ~~

Q,=2007 © Q,=2945

Qu =2957 -~ Q,y=3047
Qu=3143 - Q,=3001.

Q. =15.12 Q,, =1015
Q. =1433 Q,, =897
Q,y =1265 Q,, =804

Ry= - R,/ = - R, = - Ro= - ' R,=3722 R,, =3054
R,= - Ry= ~ Ry= - R,='- '~ R, =4033 R,, =27.96
Ry= - Ry = - R,= - R,= - Ry =3661 R,, =3001

R,, =1795 R, =1772 R,, =2007 R,=2945 '~ R,=28G4 R, =1895
Ry =1836 R, =1818 R, =2957 R, =3047"" Ryy=2421 R, =1975

R,, =1865 R,, =1886 R,,=3143 R,=3001  R; =2031 R, =1909

R, =14.16 R,, =1555 R, =1512 R, =10G1S Ry, =8.16 Ry, =649
Ry =14.44 R,, =1596 R, =1433 R, =897~ "R, =853 R,, =6.19
R,y =1556 R,, =1582 R, =1265 R;, =804 R,y =722 R, =676

LR =2191%




De donde ke pued,e obse | o {p} {Q by {R } tlene ios’mismos datos
que la serle orlglnal {Z xcepto el ultlmo los seis tltimo y los doce titimo pero

retrasados por ‘u p sels y doce perlodos respectivamente, por otro lado, nétese
también < que < ino: hay ‘i valor: : definido para las' :observaciones

: PuQnQ' 1+ Qs Q Q R szR:l’RuRE’RB'RPRB’RB’RID’RH’

El’ &gunente operador de’ uso frecuente en el andlisis de series de tiempo y que
-~ esta hgado con el de retraso B es el de diferencia V. La caracteristica principal

.de”éste es'que- expresa las relaciones del tipo Y, =Z,-Z,,, es decir, el cambio
) 'cuantltauvo de Ia observacuén entre un periodo y otro. Si se consndera la expresion

para toda

Se puede observa 'que este nuevo operador st lig: el da fétraso B, visto

anterlormente

qperador diferencia v*
para.k=0,1, 2, ... y vt

as_aplicaciones para comprobar la
ar:el Teorema del Binomio® para
n binomio elevado a la k-ésima

J(l)"( é)‘

v i=o

S
= (1) B’

Zo Jtk=j)!
y al multiplicar ambos lados por Z,, se obtiene la generalizacion de la aplicacion
sucesiva del operador V.

Utilizando, nuevamente la serie del CCP para moneda nacional, para ejemplificar
la utilizacion del operador diferencia, se obtendria la variacidn mensual del CCP
S, = VZ,, mostrada en el cuadro 2.

* Este Teorema también se le conoce como el Teorma del Binomio de Newton.



Para fmes del anéhsus de’ series de tiempo los operadores de retraso se utlllzan en

donde los coeficientes g* tienen la finalidad 'de ponderar la importancia de los
" retrasos con los cuales estan asociados, de hecho para para k =1,2,3,...

Cuadro 2.
Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en Moneda
Nacional (CCP)
(Variacion Mensual en Puntos)

MES 1996 | 1997 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002
Enero 1 290 -096 -046 -0.08 0.41 -0.30
Febrero {1 -3.20 0.04 -1371 021 -0.14  0.57
Marzo 3.11 -0.27 0.41 -443 -1.68 -0.70 -0.22

__Abril : -3.72 0.09) 0.29 -390, -1.300 -0.79 -1.08

“IMayo -6.07 -2.320 -093 -1.36 0.17] -1.68  0.25
 Iunio -2.58 0.01 0.46 0.80 113  -2.500 0.44
ulio 2058  -0.63 0.68 ~ -0.66 ..-0.58 -1.18  0.22
lAgosto -1.43  -0.78 1.21] 770,09 -0.93 -0.56
Septiembre -2.74 -0.09 9.50" -=0.22 .40 0.12] 0.16]
Octubre -0.08  -0.76 1.86/-. ~.0.88 ...’ 0.37,  0.50
Noviembre 3.22 1.27]  -1.98 2101001120 .31 -0.09
Diciembre -0.82 0.24 1.02] “-0.76] *-0.01 -0.73

En la practica, es comun trabajar con polinomios de retraso racionales ya que se
expresan como el cociente de dos polinomios de retraso y esto permite restringir
los coeficientes de ponderacion g!. El hecho de restringir el valor de g se toma
del siguiente argumento, supdngase que se requiere de trabajar con el polinomioc
de retraso’ G(B)=1+gB+g’B* +g’B'+.. con {g|/<l sobre el proceso Z,,

- entonces



: = Zgj ZI ¥

j=0

G(B)Z Zgz z¥ g

j=o0 ji=o

: mios.de retraso utilizados para el analisis de series de tiempo, son una
: herramlenta que muestra de manera clara y concisa el comportamiento de ciertos

i .';’modelos que resultan ser de utilidad para representar fenémenos reales, dentro de
. ellos se encuentran los de promedios maéviles (MA), los autorregresivos (AR); asit

:. como las combinaciones de estos autorregresivos de promedios moviles (ARMA) y
¢ por ultimo junto con la aplicacién del operador diferencia se tiene a los modelos
-autorregresivos integrados y de promedios mdviles (ARIMA).

“11.1.4" Procesos estocasticos lineales.

-:En’el desarrollo de los modelos se parte de la idea de que una serie de tiempo,
cuyos. valores consecutivos pueden ser altamente dependientes unos con otros,
~'puede: considerarse como generada a parir de una sucesion de variables
-~ aleatorias independientes {a,} conocida como ruido blanco® que tiene la

f.',propledad de tener media y varianza constantes, generalmente, media igual a cero
“y.varianza o®. Yule (1927) expreso al proceso {Z,} en funcién de {a,} mediante

“.1a’relacion fineal
Zo= Bra - ouaa, s ol e (1.1)
=p+ y(B)a,

donde n es un parametro que determina el nivel (no necesariamente la media) del
proceso y w(B)=1- w,B~ y,B’ —--- es el polinomio de retraso que convierte al
proceso {a,} en‘el proceso {Z,}.

‘ Para mayores detalles Andrew C. Harvey. Time Series Models.Second Edition.The MIT
Press.1994. Pag.11.



7‘1 1. 5 "Estacionariedad.

Cuando una serie de tiempo alcanza un punto de equilibrio o mejor dicho se
- estabiliza a partir de un cierto momento alrededor de una constante, se dice que
““es:una serie estacionaria, ser4 estrictamente estacionaria si se cumple que la
'dlstnbuclén conjunta de Z,, Z,.2,. ,Z_ es la misma que

,’v‘z,u,.,‘z,',.,z,,,‘,...,z,_,L vt, i=012,.., Vkent y ¥n.

“"En’el anéhs;s de series de tiempo el concepto de estacionariedad de un proceso
es:de -gran importancia, pues como se mencioné anteriormente, para poder
carag:tenzar completamente a un proceso estocastico es necesario conocer la
funcion de densidad conjunta de todas las variables aleatorias involucradas, lo
:“cual‘no_siempre ocurre. Por otro lado, ya que los dos primeros momentos de las
‘. variables aleatorias resumen en buena medida a su distribucién, pues de ellos se
“derivan la media, la varianza y la covarianza de las variables involucradas en el
. proceso, seran entonces el objeto de estudio en lo que sigue a continuacian.

Para un caso general, supéngase que la media del proceso 2, es p,, utilizando la
ecuaCIon (1 1) se uene

Y qrsmoj ‘pof hfbéﬁesis E[a,]=0

Por lo tanto,’,- i P
E[Z])=p' o , (1.2)

- “Para el caso E[a,]# 0 es necesaria la condicion

i\y,B' < o (1.3)

1al
: Fués de lo contrario no tendria sentido alguno.

Del resultado anterior se desprende que E[ Z,]=u, lo cual significa que la media
del proceso no depende del tiempo, es decir, que aun cuando durante un cierto
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vperiodo el proceso se éleje de la media éste Sierﬁpre regresara a una vecindad de
la misma. S

Lo anterior se puede observar en la grafica 2, en donde se utilizan los datos del
CCP délares para el periodo abril de 1996 a diciembre de 1999. La mayoria de los
valores caen en una vecindad de :1 de la media de los datos que es de 6.6,
aunque al principio los valores se encuentren muy alejados de elia con el tiempo
se acercan bastante por un periodo de afio y medio, luego en el mes de agosto de
1998 se alejan por un afio pero la tendencia es regresar a la media para el mes de
septiembre de 1999.

Grafica 2.
Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en Délares de los
EE.UU.A. (CCP-ddlares) de Abril de 1998 a Diciembre de 1999

[ —— —————
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se '6bti‘éne por definicion como

= E[(a ‘—‘4’ a- l""l’z“- 2@ =R =W )]
e —E[-wka +\;l,ulh,a, LYY, LA, ]—E[Productos cruzados \ua - Y wa ]

“'Para simpliﬁcar esta expresion se utiliza el resuitado de (1.4), para el producto de
términos cruzados, el cual indica que este sera cero, por lo cual solo se trabajara

con la primera parte.



—-wnE[n ]+\v.w...E[a, .]+w %.;E[a -z]"’
=0 [—\|: -Hu,\y,“,+\uz\uh2 + ] o (1.6)

=G.[Z\v \v..} =

Un resultado qu
snguiente

‘Se puede concluir.q COV: i
mlsmo valor tanlo para valore posmvos como negativo

: :.Cabe senalar que en las expresiones (1 2) (1 5) y (1. 6) no aparece el factor t, lo
“reual significa que ni la medla de la serie, ni Ia varianza, ni la covarianza dependen
y ydel tiempo.

-También se puede concluir que dentro de Ia covarianza existe una dependencia
en la separacion (k) que hay entre las variables, lo cual implica una similitud en el
comportamiento en términos generales sin importar el momento en el que se
observe, es decir, si se graficara un cierto nimero de observaciones contiguas de
una serie, la grafica obtenida seria muy semejante al graficar el mismo namero de
observaciones contiguas, pero k periodos hacia delante o hacia atras de los
considerados inicialmente; en otros términos, el comportamiento de
(Ziyokr Zogrcre s Zyg ) ¥ (200 24 400 Z,,,, ) S€FA MUy parecido para cualquier

valor k que se considere, como puede observarse en la grafica 3.
A los procesos que tienen la caracteristica de que sus momentos de primero y

segundo orden no dependen del tiempo se les llama ESTACIONARIOS DE
SEGUNDO ORDEN. Por lo tanto, si (1.2), (1.5) y (1.6) se cumplen para una serie



de tlempo bajo Ia condlClén de que Z“I’ |- es convergente, se dice que la serie
120

{Z } es estacionaria do ‘segundo orden.

Grafica 3.
Ejemplo de una serie de tiempo estacionaria

Se dlce que un proceso estocéstlco es estrictamente estacionario si’ dada la:
funcion de densudad para un conjunto arbitrario de variables ( Z,, Z,.,. Z,,.. e L) s

ésta cumple con:.

vYimyk

: E[Z 1=E[Z,.,]=n
E[(Z “W'I=E((Z,., -1)]=7,
MYZ, =) 1= E[ (Z o = INZ,per

"ueéci :
’ -ml=y. Vtmyk

,ultimo resultado. y ya que en la practica es comuUn suponer que la
distribucion asociada con las series es la normal, basta entonces con conocer la



media y la funcién de autocovarlanza { } (que se definird como la covarianza

“entre las observaciones de la misma variable), para caracterizar completamente a
- una serie estacionaria. Para evitar problemas de dispersion se trabajara con datos
~estandarizados, es decir, con las autocorrelaciones p,,p, ,pP..... 1as cuales estan

‘dadas por

o = ELCZi =i Zi ] vy KO 41 £2
¢ E(Z, ~-p)’ Yo

y que dan origen a la funcion de autocorrelacion {p, }, la cual junto con p vy o*
sirven para denotar a un proceso estocastico estacionario. Para el caso de las
series de tiempo debe recordarse que se cuenta con una realizacion finita del
proceso, por lo cual es necesario obtener una estimacién para dichos estadisticos.
-En dicha estimacion se supone que el proceso posee ciertas propiedades
ergodicas® que permiten la equivalencia entre valores esperados y promedios
muestrales obtenidos de una realizacion suficientemente larga del proceso; asi la
media del proceso se obtiene a través de la media muestral de la serie observada,

"N

zl—

el estimador para Yk\- viene dado por

1=.-Z(2" 2)(2..k—2). k=0,1,2,3,..

y por altimo el estimédorparé\p‘k". es

Nog

32, -2)Z,, -2)

o, =E~=-L'~'~—;—~——~——, k =0,1,2,3,..
0 2z, -2)

Una caracteristica tipica de un proceso estacionario es que su funcién de
autocorrelacion decae rapidamente a cero, pues la dependencia de una
observacion con las subsecuentes tiende a desaparecer por las caracteristicas del
proceso y entre mas distantes se encuentren menos se relacionan.

Para ver una aplicacion de los conceptos anteriores se toman los 12 datos del
CCP en moneda nacional para el afio 2000 obteniéndose los siguientes resultados

* La ergodicidad no sera definida formalmente en este trabajo, pero lo que ésta basicamente
implica es que aun cuando las observaciones estén suficientemente separadas deben ser no
correlacionadas.



Media muestral -

con ella se obtlenen a su vez las autocovananzas C,,C,, que para este caso

(CCPMN CCPMN)(CCPMN,,,—CCPMN) 0.5283,

M- 1

(CCPMN CCPMN)(CCPMN,,, —CCPMN) 0.3424

N = G =0.5301 y 1= g—’ =0.3436
. i

Si ‘se consideran todos los elementos de la serie en cuestion la grafica de la
funcién de autocorrelacion muestral quedaria como sigue

Grafica 4.
Funcnon de autocorrelacion muestral para la serie del CCP moneda nacional
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donde. se’ pUédé observar que las autocorrelaciones . muestrales no consideran
valores’ negativos:de "k 'y-tienden hacia el valor cero de una manera lenta,
. caracterlstlca de Ias senes de tiempo no estacionarias.

‘ ..Es lmportante menc10nar que’en la practica lo mas frecuente es encontrarse con
L series deftlempo no estacionarias, pero existen formas para transformar a las
",bseries ue no Io son.

9’_ Se dice que la estacionariedad es homogénea cuando unicamente el nivel de la
‘serie'se ve: afectado por la no-estacionariedad debido a la existencia de alguna

hE: tendencial;pollnomlal la cual es posible eliminar y por lo tanto volver a la serie

‘estacionaria. mediante la aplicacién del operador V un numero apropiado de
veces. Retomando del resultado (A.1) del apéndice se tiene que

vz, = (d!%, +V'a,

‘iegprevs‘it_‘)nf:que define basicamente el comportamiento de vz, pues se puede
1_'~'obser\”/‘ér QUe la nueva serie {V"Z } tiene las mismas caracteristicas de {V" }
;excepto por el nivel de ellas que para la primera es (d' )8, ¥ para la segunda es

‘cero, pero en ambas el nivel no depende de_t. Asi la conclusién es que la nueva
serie obtenida es estacionaria en cuanto a su-nivel.

En la grafica 5 se pueden apreciar dos ejemplosv de tendencia polinomial adaptiva
de orden 1 y 2 respectivamente

Otro resultado que se observa de la demostracion del apéndice (A.1) es que al
aplicar el operador diferencia a una serie que ya es estacionaria se obtiene otra
serie estacionaria por lo que se puede caer en el error de cometer una
sobrediferenciacién a una serie y con ello acarrear con problemas de identificacion
de algiin modelo para representarla, incrementar la varianza de la serie y la
pérdida innecesaria de observaciones, pues como se vio al aplicar el operador
V d-veces, se pierden d observaciones, por lo que es de importancia tener
cuidado con este tipo de error.

La funcion de autocorrelacion asociada con procesos homogéneos
no-estacionarios no decae rapidamente a cero, esto es consecuencia de la
tendencia polinomial la cual produce que los nuevos elementos dependan de
observaciones distantes en el tiempo haciendo que las autocorrelaciones sean
altas aun para retrasos muy separados. Por esta razon se dice que la funcion de
autocorrelacion para procesos homogéneos no-estacionarios mide lo marcado de
la tendencia polinomial y la falta es eliminada mediante la aplicacién del operador
diferencia un numero apropiado de veces, las suficientes para hacer las
correlaciones muestrales practicamente cero después de un numero pequefo de
retrasos (generalmente tres o cuatro).



~Para ver-esto Ultimo de manera mas clara, de la grafica de CCP en moneda
... nacional -se puede apreciar una tendencia lineal, es decir, seglun la teoria esta
- tendencia puede ser eliminada con una sola aplicacién del operador V y entonces

Ha” nueva serie con la cual se debera trabajar es VCCPMN, y si se continua

Eaphcando el operador diferencia una o dos veces mas a parte de la primera se
gpuede caer en el error de perder informacién, pues al aplicar V¢ se pierden d
jobservacnones Entonces si la serie original CCPMN, cuenta con 85
»observacmnes. VCCPMN, , V’CCPMN y v? CCPMN, contaran con 84, 83 y 82
‘ "respecnvamente '

‘Las graficas de las series {VCCPMN,}, {VCCPMN,} y {V’CCPMN,}, asi como
sus correspondientes funciones de autocorrelacidn muestral, aparecen en las
graficas 8, 6 y 7, respectivamente. Se puede observar que en la serie {VCCPMN }
originada con una sola aplicacion del operador diferencia desaparece la tendencia
lineal que presenta la serie original y las autocorrelaciones decaen rapidamente a
cero, lo cual se considera como indicador de estacionariedad en la serie en cuanto
al nivel se refiere. Aunque también la serie {V'CCPMN,} elimina la tendencia
lineal, pero se puede observar que su varianza presenta un crecimiento y en
cuanto a las autocorrelaciones estas ya no se acercan a cero tan rapidamente,
pues empiezan a dar brincos en una vecindad de este.

Por ultimo, la serie. {V’CCPMN,} es un claro ejemplo de sobrediferenciar a una
serie, los valores empiezan a salirse de un intervalo acotado de su media, las
autocorrelaciones “no tnenden “acero tan lentamente como para el caso de
{VCCPMN } y la varianz cho mayor

Asi se ha presentad e manera breve los conceptos principales en el analisis de
series de tlempo Ahora se’pasaré a los detalles del analisis.
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Grafica 5.
Series de tiempo con tendencia polinomial adaptiva de (A) primer orden y
{B)segundo orden
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Grafica 6.
A) Grafica de la serie {VCCPMN }
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B) Funcidén de Autocorrelacion Muestral para {(VCCPMN |
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Grafica 7.
A) Grafica de la serie {V?CCPMN,}
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Grafica 8.
A) Grafica de la serie {V’CCPMN,},
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» /\ Var(V’CCPMN,) = 9.73
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B) Funcion de Autocorrelacion Muestral para {V’CCPMN, }
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1.2 Ecuaciones en diferencia como herramienta en el analisis de
series de tiempo.

En el apartado anterior se dio una introduccion a lo que es el area de las series de
tiempo y se explico estadisticamente como se pueden generar series de tiempo a
partir de procesos estocasticos muy generales. Ahora se vera que en ocasiones
también la teoria correspondiente al fendmeno en estudio puede indicar cual es el
proceso generador de la serie y para ello se presenta a las ecuaciones en
diferencia las cuales son de gran utilidad en el desarrolio de las ideas propuestas
por Box y Jenkins (1970) para construir modelos de series de tiempo.

Es importante mencionar que existe una relacién estrecha entre los procesos
deterministas (cuyo comportamiento esta determinado por ecuaciones en
diferencia) y las series de tiempo que admiten la representacion autorregresiva,
ademas el concepto de equilibrio eventual para los primeros esta relacionado con
el de estacionariedad para los segundos.

1.2.1 Relacion de procesos deterministas con ecuaciones en diferencia.

Las ecuaciones en diferencia son el equivalente discreto de las ecuaciones
diferenciales que involucran variables en funcion del tiempo. Es decir, dada una
variable Z(t) y considerando que el tiempo es continuo, entonces el
comportamiento de la variable queda determinado por sus derivadas

dz d'z d*z

dt " di? 77 dt

rRae

en.cambio si la misma variable es ahora observada en un tiempo discreto,
entonces el comportamiento de Z(t) esta dictado por sus diferencias

vZ,.VZ, ..V'Z, ..

la rﬁanera ‘cbrrecté de denotar este comportamiento discreto seria VZ,/Vt, sin
,empargo, ya que t solo toma valores enteros contiguos se sabe que Vt=1; porlo
tarito.i ‘VZ, es- el equivalente de dZ/dt cuando t toma los valores
) ., ;—2'. ~1,0,1,2,... La notacibn comun para ecuaciones en diferencia es
“mediante el operador incremento definido por AZ, =Z,, —Z , donde se puede
utilizar la relacion VZ, = A | que liga a los operadores incremento y diferencia,
para conservar el concepto de variable retrasada utilizando simplemente VZ, .




1.2.2 Ecuaciones en diferencia de primer orden,

La ecuacion en diferencia mas simple es la de orden uno, la cual se denota por
Z,= g+ 82, U=, =2, ~1,012u " (1.7)

donde a, y a, =0 son constantes. De manera simpliﬁcéda‘:.n_;

(1-a,B)Z,= a, t=., (1.8)

El método mas sencillo para resolver ecuaciones ‘en’diferencia es el llamado
- método iterativo, el cual parte de algun valor inicial Z, .y por aplicacién sucesiva
H(itéracio‘nes) encuentra los valores para Z,Z,, etc., dando por resultado la
‘posibilidad de inferir el comportamiento de Z, en general. El método iterativo se
‘emplea de la siguiente manera, considérese a'la ecuacién de primer orden (1.7) y
el valor inicial Z, entonces

Z, =a,+1,Z,
Z,=u,+0,Z, =0, +a(a,+a,Z, ) =a,(1+0, ) +a]Z,

Zy=a,+a,Z, =ag +aa,(1+a,)+a;Z; ) =a,(1+a, +a] Y+a}Z,

en general

Z, —aoZa +.1 Zo, p?t.‘a;lal

si a, = 1, se tiene

_con.a, #1, Z,=Condicion inicial (1.9)

_Se hara la hmltauon al caso [a| <1, debido a que se requieren procesos estables.
'Por otro lado si usamos la ecuacion (1.9) en su forma

® Para saber mas acerca de la solucién de las ecuaciones en diferencia ver “Takehito Takahashi,
Ecuaciones en Diferencia con Aplicaciones, Grupo Editorial Iberoamerica, México 1990"
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-[ “0']2;; para t=..,-2,-1,0,1,2,.. (1.10)

B “a
Z, =a|Z; +-—2
; l»f—ﬂl

k]"'iaf .

Ahora, nétése qu débid‘ov al su'bq'esio de quév| a,| <y : lim,; a}'=0'y por lo tanto
Sque T AT i T

lo que sngmﬁca que a serie tiende a estabilizarse en el punto 7 2 conforme el
: i - l-a,

Sl se deﬁne u“n' n

“yse redué_é la expresion (1.10) en términos de esta nueva

‘con a, %1

'rse obtlene una Iuclé 'general equwalente a (1.9) para las ecuaciones en

“ La’ecuacion en diferencia (1 7) se clasifica como lineal, ya que ningn término de
parece elevado a alguna potencia distinta de uno; de primer orden, porque
.mtervuene a Io més ‘una diferencia y por lo tanto a lo mas un sdlo retraso para Z,,

8 en comparacnén a una ecuacion en diferencia de orden p >1, en donde pueden
. intervenir hasta p retrasos, es decir, 2,,Z,_,, ..., Z,_,. Este Gitimo caso se estudiara
mas adelante.

1.2.3 Ecuaciones en diferencia de segundo orden.

Este tipo de ecuaciones en diferencia de segundo orden, tienen la forma
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f(1-23,B-3,B)Z, =a, t=..=2, —-L0,1,2 .. . -(1.11)

donde para ser de segundo orden necesariamente a, = 0,

Para la solucion, se necesitan de dos condiciones iniciales para poder obtener la

general, por.lo que bajo el mismo argumento que en el caso anterior, para la

ecuacion de. primer orden se introduciran dos nuevas variables, que las llevan
_implicitas y ‘cuyo desarrolio ya no se elaborara aqui, pues no es el proposito del

presente trabajo el encontrar las soluciones para cada caso, sino utilizar los

resultados. Por lo que dicha solucion tendra la forma

2z, =20 yrgltrg! a,#0 (1.12)
. 1-a,-a, = :

donde r, y r, son constantes que se pueden determinar mediante dos condiciones
" iniciales o colaterales.:Los valores de g, y g, se relacionan con los coeficientes
a, y'a, de (1.11) mediante las relaciones

a=g+g, ¥y a,=-g4¢, (1.13)

y que surgen de la siguiente factorizacion

(1-a,B-a,B%) =(1-g,B)(l -g,B)
=l-gB-g,B+g,g,B? (1.14)
=1-(g, +g:)B+g|ngz

igualando coeficientes, se ob(ienen las ecuacibnes de (1.13)

Ahora se verificara que (1. 12) es la solucnén de (1 11) mumplxcando ambos lados
de ella por la nueva factonzacuén de (l—a B—a,B’ ) entonces

neral para una ecuaciéon en diferencia de segundo

- En cuanto a: os,valores de g, y g.. éstos se calculan para valores dados de
a,-y .1, .de la s:guuente manera. Dada la ecuacion
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(xeg.x)v(l,—"é,'xﬁo i

que tiene como ralces a x; =gy xz 'g,;' y bof’la relacion que existe entre el
polinomic 1-a,B-a,B* y Ia factonzactén 1, 14),  las raices g'y g;' se
encuentran al resolver la ecuacién car‘acterlstlca_deyl proceso:

para dos valores de x. Asi, g, y g2 se obtienen como el reciproco de las raices

dadas por
—a',:tg[af+4a, (1.15)
) EER 2 B K *

la cual puede resolverse’ una vez que se conocen a, y a,. Existen tres casos en
cuanto al valor de las ralce éstos son :

Caso 1"S|' a; +°4a2‘>0 entonces' (1 15) proporcnona dos valores reales y
' diferentes, ‘x, =g;'-# X, =g;', con'la condncrén'[x,’,‘<l y | x3|<1. Si se calcula
el ||m|te cuando t tlende a infinito a la soluc16n gene

lim__ Z, =lim, ,{~—2——%T, 3, TPl Rl I
e L4y tes {l_—a,—a,,, tBl ‘ II;-. -2, —a,

Si por el contrario |g,(>1y]g,|>1, entdncés se tendra que el término rg; +r.g}
tenderad a crecer rapidamente y no existira convergencia, lo mismo pasa cuando
. se tiene el caso |g|>1 y Jg.l<!, pues rg; tendera a crecer mientras que r,g}

tendera a cero, con. lo cual Z no converge y lo mismo ocurre para el caso

"~ contrario.

) Cuando Ig,|‘=l [e} lg |=1 se estudlaré de manera general mas adelante.

:: Caso;2 Si ab +4a, <0, entonces las dos raices de (1.15) seran los complejos
omugados i
Gl g'=u+iv y gl=u-iv

- ésios”pued_en escribirse en coordenadas polares para ver si Z, converge o no, es
decir,
-1 {tl .
g, =se" = s[cos() + |scn0]

1.16
g3 =se™ =s[cos0 —iscn0) ¢ )
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en donde

-y 0 cumple con- que 'coso'=v-li y

w

Jla cual sngue un patron’ de fluctuaciones ciclicas al llevar las funciones de seno y
_coseno' que se;encuentran’ ‘acotadas; pero que tenderan a intensificarse o a

" disminuir dependlendo del factor r' _Para’r < 1. el patrén ciclico se vera obligado a
'desaparecer y habré convergencna sl r'> I se observaran oscilaciones explosivas
'y no habré convergencna para Z,;(sélo que se dieran las condiciones iniciales

",Z,, = ‘f"—a /[(l g,)(l g,)],.en cuyo caso se pueden determinar los valores de

‘ﬂ‘ I y r, Y el proceso ya estaria en equilibrio); por ultimo para el caso r=1 el patron
e osculatorlo no camblaré y el punto de equiilibrio es periddico.

=0, la ecuacnén caracteristica tiene dos raices iguales
n uyo caso si se con5|dera L=g =g la nueva ecuacion en

(1.17)

‘2B) a.‘,_a‘-r,kg;_'{r‘:tg'”
S L R 1.1
¢ +J)g_,a., Anglentg (1.18)

se puede observar que ésta és |a solucién general multiplicando ambos lados de
ella por (1- g,B) R con lo cual se obtiene (1.17). Para una solucién en particular se

establecen los valores para 1,y r,, mediante dos condiciones iniciales. Para que
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el término Z(l +j)g que aparece en (1 18) sea finito se requiere que g/ <1 ycon
jeu
ello el proceso Z convergeré al punto de equilibrio, para este caso, es
s : a,

(1-g)y’

En conclusion se ptjéde observar que la condicion para que exista la convergencia
en los tres casos anteriores es que los modulos de g, y g, sean menores que la
umdad YT y, r,se delermlnan mediante las condiciones iniciales Z, y Z,.

Entonces la, convergenma de un proceso estd en términos de las raices g, y g,,
pero: tamblé 'pueden estar expresadas en funcién de los parametros originales
ay Y. a, que ‘etermlnan a’la ecuacioén en diferencia. La manera es la siguiente,
r mones lg,|<1 y |g,|<| se puede considerar que lo anterior implica
los sngwente césos

1.19
v)igg.l<! ( )

que g,(I -g,) <(1-g,), de igual manera de ii)

‘g.g~<l, Yy lgeal<]

arametros: onglna es ‘y por la factorizacién (1.14) se

obtlehen las nuevas ndlcuones para la establlldad o convergencia del proceso:

"a|'+3z~<l oy lay<1 (1.20)

Estas ultlmas son mas faciles de verificar que las condiciones (1.19), si es que no
hay necesndad de calcular los valores g,y &,.lo cual ocurre en el caso de que no
se requiera ‘encontrar la solucién para la ecuacion en diferencia y simplemente se
desee indicar si el proceso alcanzara o no su equilibrio eventualmente.

1.2.4 Ecuaciones en diferencia de orden p.

Ahora se vera a grandes rasgos la metodologia para resolver ecuaciones en
diferencia de orden p = 2. Si se considera la ecuacion genera! de la forma
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(1-a,B-a,B’=i.-a,B"Z, =a, l=uy=2,~1012..

%0

’(1'.21 )

y utilizando . el Teorema Fundamental del’ Algebra, el polmomlo de retraso
involucrado queda como sngue o e

(l—gnB)(l-ng) (- g,,B) G(B)

en donde las ralces de la ecuamén caracteristica G(x) son x =g;'.g;.. ,gl, ; si se

supone que todas las raices ‘son 'distintas, entonces la solucion general de (1 21)
haclendo uso del pohnomlo G(B) es .
: : ag

T )+r,g; +hgh ta g, (1}.‘2’2)
p " e

)+r,g‘+rzlg' et it Bl + +fgL .
“(1.23)

y bajo el supuesto'de que Jg/ <1 y tomando a (1-g)™ como una funcién  con
argumento ‘8.se tiene el s:gu:ente procedimiento

r(g)——~—2g

j=0

cuya primera derivada de  con respegto'a ‘g, enb términos de sumas, esta dada
por )

f (g)— —ZJg"' i(lﬂ')g’

=0

tomando una segunda denvada_ de f. se tiene la expresion

? “sSean Qoo llyaennsld, numeros ‘complejos cualesquiera. Entonces existe un numero complejo Z
tal que Z" +a, ,Z"" +a,_,Z"} ++-++a, =0" Michael Spivak, “Calculo infinitesimal”, editorial
Reverté, México 1981,
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f"(g)-———-—- Z:.I(J—l)g"2 :

g

de donde se puede deducir que

e (2+J)(1+J)j
(l—g) ; SR2in

generahzando al considerar el cociente l/(l ) vpafa 6ualqi1ier p 22 se tiene que

la expresion quedaria como

Lol p-2+0)- @+
(-gr i L (P-l)' EN SR
- Por lo tanto, dada la condtclén |g|<l. la solucnén' general de (1.23) queda

expresada como Lol

R -1 ~2+ 24+ (1 +] . i
;_=“ ;(p. +J)(P (p_Jl))' (24X Dgisg ?:";ril '

~En el caso kde las ecuaciones en diferencia de primero y segundo orden se
: observara . que, el que un proceso (descrito por una ecuacion en diferencia)
alcance su punto de equilibrio, depende de que el reciproco del mddulo de cada
una de las raices de la ecuacién caracteristica, sea menor que la unidad. Asi pues
para el caso general (1.20), se tiene que para que dicha condicién se cumpla es
equivalente a que se verifique el siguiente resultado al cual se le conoce con el
nombre de Teorema de Schur’:

Los modulos de las raices de la ecuacion
gh —ap —a,p™i-.-a g-a, =0 (1.24)

seran todos menores que la unidad, si y sélo si los p determinantes que se
muestran a continuacion son positivos.

® Para mayor detalle del teorema revisar R. Barbolla, P. Sanz. Algebra lineal y teoria de matrices.
Prentice may. 1998.
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: | P pel
-1 ] a, 3y -1 | 0 a,
Dl =l ' QU g ) Dz = — I —— — Y
a, | =1 a, 0 [ | a,,
ag, . a, | 0. =1
) a, nw'," a’,
0 ’ja',,
0.0
=la;
0 -1
2.0 =000
é’,;:»' LR B
0 a, o,
K 0 0 : a,
D, = - "_ —_— e
=1 a, a,,
0 =1 a,,
0 0 -1

(1.25)

Utilizando este resultado para resolver la ecuacién caracteristica del proceso
representado por (1.20), la cual es

4 a.x? (-l =
I-a,x-a,x —ree=ag XM —g xP =0
y multiplicandola por x* para tener Ia forma de (1.24), con x' =g para que
exista relacion entre el Teorema de Schur y el criterio para determinar la
convergencia del proceso, entonces se tiene Ia expresion
G —a ()™ a7 —ma x T ma) =0

L
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_en donde lo Gnicoque falta para verificar si una cierta ecuacion en diferencia de
orden p-representa a un proceso convergente, es calcular los p determinantes
especificados en (1.25), y si todos son positivos podra concluirse que el proceso

"‘tendera a equilibrarse eventualmente; y con que uno solo de los determinantes no
sea positivo bastara para indicar que el proceso no se estabilizara jamas.

Aplicando el Teorema de Schur para el caso de una ecuacién en diferencia de
orden dos, es decir, para la ecuacién (1-a,B-a,B?)Z, =a,, se tiene que los
determinantes correspondientes son s6lo dos, a saber

-1 a
D, = 2l =1-a}
1l -1 az y
-1 0 a, a
D, = a, -1 0 a,
a, 0 -1 a
a a, 0- -1 =~

M - factorizando,

+a,
de la co'n_dic’ién D, >0 se puede ver que implica
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1-a}>0 luego entonces,

al<l sacando raiz cuadrada a ambos términos
JJal <1 donde el lado izquierdo corresponde al valor absoluto, entonces

lajl<1

Por ofro lado, la condicion D,>0 equivale a especificar que

T v (1+a2)’[(l- ;)}—a?]>0 o bien que (1+a,)’[(1—a,)>—al]<0. El primer caso implica

; .que (1+a,)2 >0 y que [(1-a,)*-aZ]>0. Considerando la primera desugualdad se
tiene que (I+3,)2>0 < O<(l+ay)<0 c> 1<a, <-1 o -1, pero
: ordque —l<a,<l y al

) fva que la condicidén que

prevalece o satisface a ambas es —-1< a <_

"¢ l-a,>a, 6 bien l-a,> —a,.; ericaso se t:ene ‘que dicha
condicion implica que 1> a, +a, y la con L lere que “1>a; ~a; o
alternativamente que a, -a, > -1. T

Para el segundo caso se‘tiene que (I +a,)’,'< 0y que [(I—h,)’ —al]<0, donde la

primera desigualdad - - ‘es el mismo caso ~ de arriba, pues
(1+2,)’ <0 < 0<(+a,)<0 & -—l<a,<-1 & a,=-1y porel mismo
argumento del caso anterior —1< a, <I.

El caso [(1 —zi,)’ -a?] <0 no se puede dar por ias propiedades del valor absoluto.

En. consecuencia se puede observar que pedir que D, >0 y D,>0, es
equivalente a considerar que [a,|<! y que a, +a, <1 y por dltimo que a, ~a, <I.

'- Condiciones todas estas estipuladas en (1.20).

1.2.5 Procesos divergentes.

Aqui se vera el caso especial de procesos divergentes en el que intervienen raices
unitarias de la ecuacion caracteristica, asunto que quedd pendiente para el casot
en que aj+4a,>0. Este tipo de procesos puede ser representado por una
ecuacion en diferencia de orden p+d dada por
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A(B)‘Zﬁ =a,, " con

A(B)-—G(B)(l B)":f"* ; donde,
CAB) = -a,B? —-.-a  B"Y) y
i )+ (1-g,B)

(1.26)

e.un proceso representado por una ecuacion
aices de su ecuacion caracteristica entonces

Lo g d

g X)(1-x)" =0

raices - unitarias, y p raices no unitarias
r-como’ solucién de dos ecuaciones

(1-x)*=0

' v‘z, =0

respectivamente. El' primero:de" ellos ya ha sido estudiado en cuanto a su
convergencia al punto de equvllbrlo y se vio que la estabilidad eventual del proceso
depende de la conducnén lgi|<l para i=l, 2,...,p. En cuanto al proceso V‘Z, =0
es divergente, ya que las raices de su ecuacion caracteristica son todas unitarias,
pero.es: lnteresante conocer el comportamiento que sigue dicho proceso. Se
tomarén los casos mas sencullos y de ahi al general. Considérese la ecuacion

VZ = 0 t=12,.. (1.27)

.de! I:-i cUéi se tiene que VZ =2,-2, = o Z,=2Z,

; Iuego observese lo sngunente

37



en general ’ RN T
AR : z, =2, para.i=1,2,.,t .
que.es lo mismo que S

o Z =2, t=12,..
Por lo tanto, el proceso queda completamente determlnado aI conocer Ia condncnénv
lnlmal Ahora considérese a la ecuacion : . ; :

Z, - 22,_,‘ +Z,,

_3(2‘2,; ';2‘_4, ‘
=6z, -3z, "-‘.z‘.‘,
=4z, ,-34
=42 z- -4 —Z, $)=3Z,:. "
,--82,4—42,5—32_4
—SZ' " 542l .

= nz t-tn-} =(n —i)z|." S nz2 ‘
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Ahora bien: t'—(n—l) '0 6’ t-n-O Io an nor mplica-i:hlc}‘) t=n'-1 y se elige
como méxnmo valor pos:ble denen consecuencia:: - :

(1.29)‘

At
=92, =92, +32,
=62, ~82,, +3Z,
—6(32,,-32 i
=18Z,_ ,'-lszr +6.
=10Z,,-15Z, +62,, e
7=10(32,., =32 _,+z_,,)‘ G H6Z,
=30Z,., 302 o +1oz,_ -152, ; +cz
= 152.. 24z s +10Z,, 5

’.+(n 2)(n—l) .
-ll Tten

Ti=(n

o 2>nz'-m .,+‘" 2)‘"'”2.-;

Ahora, RN
H=(n=2)=0 - t-(n-1)=0 t-n=0
t-n+2=0 t-n+1=0 n=t
n=t+2 n=t+1

Si n toma como valor mas grande a t entonces
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t-(n=2)=t—t+2=2; t—=t+1=1; t=t=0

- 1(1

. 'i__ 2_
e z,-(1’-21)2,+(-——-‘ ;‘*2)20

Dz, —(-2yz,+ =20 "2)2(‘ Dz

3t

,=12'—z '—iz -t‘z +2zz,+—z -32,+2;

7]+l[ Z 2Z 32 ]+Z
..2 2

+ [ Z +42 32 ]t+£°'

s Retomando estos tres casos_ e puede d que ‘para’la ecuactén en diferencia de

primer orden (1.27) se obtlene como solucuén general una constante, es decir, un
polinomio de grado cero; necesutando una condicion inicial para la solucién
particular, mlentras que para la’ ecuacion en diferencia de segundo orden (1.28), la
solucion general‘es un; . polinomio: de grado, uno y requiere de dos condiciones
iniciales ‘para la: soluicion partlcular. y.por: ultimo para el caso de la ecuacién en
diferencia de tercer orden (1.29); cuya solucidon general es un polinomio de grado
dos, se necesitan de trescondiciones iniciales para la solucion general. En
consecuencia para el caso general de la-ecuacion en diferencia de orden d se
tendra como solucion general, a un-polinomio de grado d-1 y requerira de d
condiciones micnales para la solucuon especifica.

Del resultado anterior, se puede aﬁrmar‘ que el proceso representado por (1.26),
con |g,| <1 para i=l, -....p.; es divergente debido a que existe una tendencia
polinomial, la cual al ser eliminada, el proceso que resulta es convergente. De
. manera que si se considera una nueva variable

_\V| = Vle
el proceso queda entonces definido por

G(B)w| =a,
el cual tendera a estabilizarse eventualmente.

- Cabe hacer notar que teniendo la expresion

A(B)Z, = G(B)V'Z,=G(B)W,=a,
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el proceso en términos de la variable Z es dive

rgente (por las d raices unitarias),”

pero en términos de la variable W si puede ser convergente, siempre y cuando se .

cumpla la condicién [g,| <1 para i=l, 2; ..., p.
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CAPITULO 2
Modelos para series de tiempo

En la practica los fenomenos reales son ciertamente mas complicados de
representar por medio de las ecuaciones en diferencia lineales mostradas en el
capitulo anterior, a pesar de que ellas son de gran utilidad en la practica, tienen la
desventaja de ser completamente deterministas, motivo por el cual se hace
necesario introducir un componente aleatorio a las ecuaciones en diferencia, que
permita mayor flexibilidad a la representacion del fenémeno. Este componente
aleatorio da origen a los modelos autorregresivos.

En el transcurso del capitulo aparecen otro tipo de necesidades que generan a los
modelos de promedios moviles y posteriormente, las combinaciones de los ya
mencionados, dan lugar a modelos mas generales conocidos como los modelos
ARMA y los modelos ARIMA.

2.1 Modelos autorregresivos (AR).
En el capitulo anterior se vieron las ecuaciones del tipo

A(B)Z, = constante

donde A(B) representa a un polinomio de retraso. Una generalizacion de este tipo
de ecuaciones tiene lugar al introducir una variable aleatoria al lado derecho de la
ecuacion, obteniendo asi la expresion

A(B)Z, =constante +a, (2.1)

aqui se supone que {a,} es un proceso referido como ruido blanco. Las

ecuaciones en diferencia del tipo (2.1) permiten representar a los procesos
autorregresivos, ya mencionados, para los cuales se tienen las siguientes
caracteristicas

(1-¢,B-¢,B* —---—¢ B")Z, =constante +a, (2.2)

donde la constante considerada que es del tipo (1-¢, ~¢, —---—¢,)u, para el caso

en que el proceso Z, tenga un nivel medio constante, dado por E[Z]=p Wi,
provocando que la ecuacion (2.2) se transforme en la expresion
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‘V(B)zx =4, con zl =Z, —“ S (2.3)

el término de autorregresivo (AR) que se le da al procéso representado por (2.3),
se refiere al hecho de que también puede expresarse como

CZo=(I=4) =8, m R A Z, 4 §,Z,, 0, (2.4)

S que como sé vpuede ver corresponde a una ecuacion de regresion lineal, pero con

“la dlferencna de que aqui el valor de la variable dependiente Z, no esta en funcién
ﬁde' los valores deun cierto conjunto de variables lndependlentes sino de sus
<proplos,valores observados en periodos anteriores a t y ponderados segln los
ntes autorregresnvos Sty b,

La idea de convergencia para una ecuacion en diferencia en donde interviene
algun elemento aleatorio no es aplicable debido a las fluctuaciones aleatorias que
siempre estaran presentes, aun alrededor del punto de equilibrio. Entonces para
‘denotar a la convergencia para este tipo de ecuaciones se utiliza el concepto de
equilibrio estocastico, mejor conocido como estacionariedad. Por lo tanto, mientras
que para un proceso determinista se habla de equilibrio, para uno estocastico se
hablard de estacionariedad. Asi, un proceso AR podra ser estacionario o no-
estacionario, dependiendo (como ya se vio anteriormente) de los valores que
tomen las raices de la ecuacidn caracteristica

$(x)=0 (2.5)

la cual establece el comportamiento del proceso autorregresivo. Las raices se
' obtienen escribiendo’a §(x) como el caso general de una ecuacion en diferencia

“4(B) =‘(| ~,B)(l-g,B)--(1-g,B)

- de donde se sabe ‘que el proceso AR definido por ¢(x) sera estacionario siempre y
; cuando se cumpla la condlcuon

lgil<1 para i=12,..p

-'0 bien si y sdlo si las raices de (2.5), que son g;', g3, ..., g;'. se encuentran fuera
. del circulo unitario, en el plano complejo.

2.1.1 Caso general de los modelos AR(1).

El modelo autorregresivo de orden uno AR(1), es el caso mas simple y esta
representado por
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S 2,=92,, =a, : (2.6)

expresion también conocida” como ‘serie de Markov®. Para que dicha serie sea
estamonarla se requiere que la ralz de la ecuacvén
S l=gx =

' se encuentre fuera elyclrculo umtano en el plano complejo; es decir, que se

g s:vo de orden uno también puede ser representado en
se ie de errores aleatorios, de la siguiente manera

siguientes resultados

14 67Efa, ]+ =

Yo = vur[Zl——f var (a,) ar(a,., )+ ¢ var(a,_,) +--
‘ esis :a, s -ruido blanco,

*P.S. Joel Hoel, S.C. F
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" _c:[i¢'¢f~' |
= u'jl:iq;"qf' +’¢‘,‘] :

1

awfge]

=1

@7

(2.8)

Expresnén que indica que conforme k > 0 crece, la funcién de autocorrelacion (que
se ‘abreviard con- las snglas FAC). tlende a cero con decaimiento del tipo
exponencial cuando 0< ¢ <1 Yy con signos alternados cuando -1<¢ <0.

Si se utiliza (2.8) con k=0 péka cambiar la condicion de estacionariedad del
proceso AR(1), |¢|<!, y dejarla en términos de las autocorrelaciones se obtiene

que
Ipl<t.

2.1.2 Caso para los modelos AR(2).
Ahora se trabajara con el modelo autorregresivo de segundo orden AR(2), el cual

esta definido por
~$,B-¢,B%)Z, =a, (2.9)
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expresuén mtroduclda por. Yule (1927) Para que (2. 9) sea estacionario se requiere
. que las ralces d (.

l—-¢,x—¢, = (2.10)

“se encuentren fuera del circulo unitario.

- Para encontrar las condiciones de estacionariedad se hace uso del Teorema de

. Schur mencionado en el capitulo 2, esto debido a la equivalencia entre equilibrio
de un proceso determinista y estacionariedad de uno estocastico. Asi, para que un

.. proceso AR(2) sea estacionario se requiere que

-1 0 ¢‘z ‘1’:

-t oéy 16 -1 0 ¢,
D,-% _|}>0 y D,~¢1 0 -1 ¢.>0

¢ ¢ 0 -}

y bor el resultado (1.25), las condiciones son equivalentes a requerir que
¢,+¢,<1 Ca=di <Ly [dyl<ld (211

" siel proceso cumple con estas cond:cnones es decir, si resulta ser estacionario, lo

- Unico que falta para que quede descrito completamente es obtener su funcién de

© . autocovarianza, la cual queda de la siguiente manera:

‘E[Z;l=p W, éhtont/:'é‘s "E[2,]=E[Z,-p]=0 y calculando la autocovarianza
entre Z, yZ,,l se. tlene lo SIgmente.

HDe (2. 9) se sabe que Z = ¢ Zl ,+¢,Z,., +a,, en consecuencia

: Elz 0.2, +9,2,0, +a,,0)]
E($,2,2,,., +$,2,2,,,., +z|a..u]
d) E[z zl A= l]+¢:E[Z|2ul-2]+ E[zlnl‘l]

Expres:én que se dwtde en los casos:

Parak Ov
E[ZZ]—¢E[22.,l+¢zE[22.,]+E[Z o

-'—¢.v.+¢ y,+E[2 g

donde Vi E[2a; ]_¢ [:[2I 43, ]+¢ E[Z,_.a ]+E[a ].y como Z,, depende de los
errores aleatorios hasta el tlempo l—l 'y no depende de a,; lo mismo que ocurre

. 46



. , guiente - resultado
vizl E[Z,, BE [a) sdandc 5. el término- E[a?]=c? y por lo

Para k>0

Juntando los:re
general, se tien

ity rol si k=0

SR (2.12)
"‘1’!7&-: +¢,7022 si k.>0

Para obtener los' las” autocorrelaciones P, Yp. se hard uso de las
ecuac:ones de’'Yu Ias‘fcua‘les se definen como sigue: si y, <= entonces
'se pueden dividir-a'las’ autocovananzas y, yv, . definidas como en (2.12), entre y,

(2.13)

L edana entonces como sigue:
=¢|Pn|+¢2px“ k23

Expreslén gue es de gran utllldad por su comportamiento autorregresnvo similar al
de (2.9), pero con la ventaja de que aqui no aparece ningin término aleatorio. Por
1o tanto, " 1as "raices de la ecuacidén caracteristica (2.10) sirven para indicar el
‘cvomportami,ento dinamico de la funcion de autocorrelacion; y utilizando los casos 1
y 3.de la expresion (1.15), se tiene que: si ¢; +4¢, =0, entonces las raices son
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pres_ar‘_' las condiciones de
as - autocorrelaciones como

2) b= <t R Y (E
desarrollando

despejando

esl<ts ey mpi i
o el
despejando " ¢

- 'a')_“,n; v—'pf ;<.|
Tipe <l
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b)  —p,+p} <l-p]

~p +2p] <1
2p| <|+PZ )
p, F(l+Pz)/2
De 1) ¢1+¢| <l L P2 =pi +p "P.P: <l-p{
redqcnendo s CpHR, ’p.p, <l
O p1+p|(l—p,)<l .
cepy (s Pg)<l“Pz
: P|<1“ »
:De 2)d, =4, <l - Pl p,+p.p,<l-p,f N
reduciendo S iy -p +p,p2 <I o

En resumen, .se obtlenen las A\condlcmnes ‘de estacionariedad del proceso
autorregresivo de segundo orden, en termlnos de sus autocorrelaciones

Pz<l
pl<(l+p,)/2 (2.15)
~l<p, <l

2,1.3 Caso general para los modelos AR(p).

Ahora se considerara el caso general de un proceso autorregresivo de orden p
AR(p). el cual se describe mediante la ecuacion (2.4) y en su forma equivalente

como
7‘: =¢lzl-l +¢:z|<.‘ +.”+¢|’|zl‘p +a, con 2: =Zu —H (2'16)
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'y como se ha visto, un proceso AR(p)'s estaciphario sl y sélo si las raices de la
ecuacion caracteristica correspondiente R
' 1—¢ X

se encuentran fuera del clrculo umt El Teorema de Schur puede ser utilizado
para encontrar las condiciones de estamonanedad en términos de los parametros
¢idyv-¢,, Siempre y cuando los p determmantes siguientes sean positivos

-1 0 ¢ b,
-1 4’,. s -1 0 ¢,
2 =le, - P2l 0 -1 e,
So Py 0 -1
=1 - 0‘ j ) ¢p-| ¢»-z
¢p-2 el ¢p ‘ ¢p-l
| R R 0: .0 4,
D, = Lot N p s
! ¢p . O JED. o ¢,--1 : ¢p-|
Tow by b,
‘b‘,‘»-z '¢pk-|“ “0 -1
::—I 0 0 ‘ ¢n ¢p ! ¢l
[ - o 0 9, ¢
D J"’n-- bpes -1 0 . 0 s,
° ;d’n 0 0 -1 ¢’| ¢n-l
%4’"-! ¢n 0 0 -1 ¢|‘|<2
B
(9 0 ¢, O 0 -1

Otra manera de verificar el supuesto de estacionariedad del proceso es utilizando
las ecuaciones de Yule-Walker correspondientes al proceso AR(p), es decir,
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=¢,+ ¢2P| fd’lywbn-l )
”‘""' bty 2.17)

Pp = ¢|pp-| + ¢2pp-1 5 +¢p
de las cuales se pueden obtener los valores de las prlmeras p autocorrelaciones

. en funcnén de los: . parametros autorregreswos ¢,.¢,. ~l,¢ 11y’ las posteriores se
obtlenen de la relamén . :

= ¢’|PL 1 +¢2pk-2 + (2.18)

Esta altima“ecuacion se puede expresar como una ecuacnén en diferencia de la

=9, ‘;—-..—'¢ B")b‘=0. ,~k‘=p'+1.‘pﬁ;2,...

L o=c,Z,+¢c, 2 ,+...+Ccy2, .,

‘se calcula de la siguiente manera

"Var(L,):E[(L,—E[L,])ZJ‘k A
=g[(L,)}]  pues E[L,]=0
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iicic E[Z =g-1y -(n-n]

N
ch €Y fe-(j-n-teti-n}

N
Zc CiY[-jotain1]

il
sz

[}
N2

1}
Mz
Mz

°| iYli-il

pero como i-j puede ser >0, <06 0 y como ademas y, =y_,, lo anterior
se snmpllflca con la expreslén

NN

& "'ZZC €iYi-x

Vs ¥x-2 Yy o0 Yo

la cual por "cor‘jsigu'ieme debe ser positiva definida'®. Por Io tanto, la matriz de
autocorrelaciones “A,;, que esta dada por

! 2N P, e Px-s

1
C=YiT, = ] Py PN-zk

Pxat Pxay Pnesy 1

*® “Sean 4 una matnz de “mxm 'y X un vector de mx! de modo que si

NAN >0 YN 20 cnmnccs Aes posmva defnmda
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debe ser tamblén posn / défnida y por consecuencia el determinante de A,, asi
como’ todos sus menores pnncnpales deben ser positivos (resultado de algebra
. lmeal) Es decir; para que el proceso AR(p) sea estacionario se debe cumplir que

:p, ! pl: P2
ik Py P>
P, P 1
L p, Py p L TR 3 Pa
P ll pz pJ N R 1o SR s P
' ' ? PR pz Py | IR Pp-2
P PPy R R
Py P, Py ! 3 1

sean todos positivos.

Entonces si el proceso AR(p) resulta ser estacionario, de acuerdo con lo visto en
las secciones 1.2 y 1.3, puede ser representado como una suma ponderada de
choques aleatorios, es decir, se puede expresar como sigue

oy, = (2.19)

se obtienen del hecho de

i=12..

eficientes. y,,

que un proceso AR(‘ '

y entonces
: S (2.20)
AhOfa. como 'se sabe ¢:(B) -(l—¢ B-¢, ,-¢n ,B" ! —¢ Bf), de manera que
las “w,'s se pueden determmar de manera autorregresuva en funcién de los
coeficientes ¢,,¢,.....¢,.;. 9, . €s decnr. B : .




le@- ¢B ¢,B’

—-e)

=~y +$,)B" -

‘aparecen’ multiplicando a B’
: ‘deben serc ro:v .

‘lv’p' =¢|Wp-l+¢z‘l’p-z *e +¢p-1‘l‘| -¢,
generalizah‘d‘o, i sl )
o D E by e e+ by —d, para 23
cong; =0 ‘para .i>p '

Como se puede observar el mismo proceso AR(p) se puede representar a través
de" p pardmetros- autorregresivos o bien por medio de un nimero infinito de

coeficientes y asociados ambos con el proceso -{a,}. Por lo que resulta preferible

desarrollar el primer caso por cuestiones de realizar siempre el minimo esfuerzo,
por supuesto si la explicacién que se obtiene del fenébmeno es la misma. Pero no
siempre es cierto esto, pues témese como ejemplo en que p fuese infinito y el
proceso estacionario estuviera dado por

(1-¢B—$*B*—.-)2Z, =a, . con |¢|<] 2.21)
que puede escribirse también como

2, =(l—d)B—¢’B‘:—---)’j'u, : co’n"|¢"|<1
=(1+¢B)™a, e N (- ) B
=(1-y,B-w}B’ -.)a, por (2,20) o : '
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por las siglas MA: 7

Por . tltimo, cabe mencionar que para los modelos autorregresivos existe
solamente una FAC asociada con el proceso AR en estudio, debido a que esta en
funcidn de los parametros y autocorrelaciones propias del proceso en estudio.

2.2 Modelos de promedios méviles (MA).

La idea basica de estos modelos'! consiste en representar a un proceso
estocastico {Z,}, cuyos valores pueden ser dependientes unos de otros, como una

suma finita ponderada de choques aleatorios independientes {a,}, es decir
2,=(1-0,B-0,B --..—0,B")a, = 0(B)a, (2.23)

donde {Z,} representa a las desviaciones del proceso {Z,} con respecto a su
nivel medio u y 0,,0,....6, son las ponderaciones (parametros de promedios
modviles) asociados con los choques aleatorios en los periodos t-1,t-2,..,1~q,
respectivamente.

‘Aunque el término de promedios moviles da la idea de que el modelo se obtiene
como un promedio de los choques aleatorios que intervienen, esto no es asi
puesto que los parametros no tienen que ser necesariamente positivos ni su suma
debe ser la unidad, como es caracteristica. Como se puede ver (2.23) tiene la

forma general de (1.1) y la suma Z:‘_,]Oi |, por ser sobre un nimero finito de

sumandos, debe tener un resultado finito (a menos que algun 0, fuese infinito,
pero eso implicaria que 2, es también infinito). Por lo tanto, todo MA™ e
estacionario. Entonces para los modelos MA: dado un proceso que se encuentre
en equilibrio, las fluctuaciones alrededor del punto de equilibrio, {2,}, son

causadas por choques asociados con eventos inesperados; los cuales no
necesariamente se asimilan de manera instantanea, sino que pueden seguir

! Estos modelos fueron introducidos por Yule (1926) y Slutzky (1927).
'2 E] término MA proviene de las siglas en Inglés Moving Average
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causando efectos aun después de transcurrir un cierto ntimero. de perlodos y
ademas la intensidad del chogue se refleja en el valor de su ponderacm’)n 0

2.21El modelo MA de orden uno MA(1).

El proceso .de promedlos moviles de orden uno, MA(1) es el més snmple y.se
expresa como sigue ) : : .

Z,=(1-0B)a, (2 24)
del cual se puede obtener de manera inmediata que” E
E[Z.];F[(é; :'—:(c)al,v_',»l y ' (2.25)
Yo = Va2 L=cl(1+0%) :
luego, las autocovananzas esté por l_aifﬁncién
= E[(zl'zl -k
- = E[(a, »—0“,|~
= ’ a2 Gil la l+0 al Idlll]
= i _—or[a,_,a,-lue E[a,,a,..] (2.26)
fe, sik =1
. : 1+06°
Py Y= (2.27)
0 sik22

:Se puede concluir, del hecho de que las autocorrelaciones para retrasos mayores
que un pericdo sean cero, que el proceso MA(1) no tiene memoria para mas alla
- de lo ocurrido en un periodo anterior. Pero, aunque la primera autocorrelacion es
distinta de cero, no puede ser muy grande, puesto que este hecho indicaria que
existiria una fuerte dependencia de la observacion actual con la anterior y asi
sucesivamente, y entonces seria mas adecuado pensar en un modelo
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autorregreslvo para esa snuaclon por:otro Iado. se puede demostrar que dada Ia

(2.28)

que al ‘multiplicar por:=
0” P
Tivoi <2 :
entonces  al unir ambos resultados. se ttene que
om0t ‘
271507 "2
por lo tanto,

" da

Resultado que satisface la conclusion. Asi, se puede afirmar que aun cuando una
cierta FAC muestre un sélo pico, correspondiente al retraso 1, ésta representara a
un proceso MA(1) sdlo si se satisface la restriccion (2.28).

Regresando al” final de la seccién 2.1.3, donde se vio que los procesos
autorregresivos eslacionarios también pueden ser representados por modelos de
promedios mdviles, como es el caso del proceso AR(« ) descrito por (2.21) y cuya
representacion equivalente es el proceso MA(1), siempre y cuando |¢|<]. Esto
implica entonces que el proceso descrito por (2.24) se puede escribir de manera
autorregresiva siempre y cuando [0j<1.
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ot

B neceslta que la suma

Genéralizando, cuando un proceso puede expresarse mediante un modelo AR, se
dice.-que - dIChO proceso es invertible, es decir que puede ser representado
medlante

n(B)Z, =a,,

donde
: nB)=1-nB~mn,B* -

esun polmomlo de retraso que tlene la caracterlsllca de que la suma
i n(x) = l— Zn x'

l-l

a'nera tal que mlenlras mayor sea el retraso de la variable,

O menor sera el valor dela n correspondiente, ‘es decir, que es menor la influencia
,,vde dlcha vanable retrasada sobre las mas recuentes

Puede observarse que en los parrafos antenores aparece la idea de DUALIDAD,
.. entre estacionariedad para un proceso AR e ‘invertibilidad para un proceso MA. En

adicidn, las condiciones para invertibilidad’ pueden ser obtenidas de manera similar
a las'de estacionariedad,’ como se’ puede \preciar: para el caso (2.24) donde se

converja dentro tarib lo cual ocurre siempre y cuando |0|<1.
Por lo tanto Ia condicion de’ invertibilidad para un proceso MA se puede expresar

. también ‘en’ térmmos del.polinomio 0(B) siempre y cuando las raices de la

ecuacion
0(x) =0

se encuentren fuera del circulo unitario. ElI concepto de invertible es de gran

importancia, pues todo proceso que o es, esta determinado de manera unica
por su FAC, lo cual no ocurre con procesos que no lo son.

2.2.2 Caso paralos modelos MA(2).
El proceso de promedios moviles de orden dos MA(2) se expresa como sigue
2, =(1-0,B-0,B ), (2.29)

cuya media y varianza son



uZ)—o y yo—u+0‘+0)cf ' (2.30)

y funcion de autocovananza dada por

—E[(a ‘Oau 1 0 2 z)(a e la, k< |.'>01 1=ks 1)]

(2.31)
entonces la correspondlente FAC esta dada por
R '0(' sik=1
. : 1+0 +0‘ SR
S Lo, Co o :
Cisik=2
P Y Eorver - (2.32)

0 " Lol ;sik23‘

Por lo antenor. se puede conclu:r que eI proceso es estacnonano y para que sea
también invertible se necesuta que las raices de la’ ecuac;én

' se encuentren fuera del‘c"ircml‘c‘) unitari ara Io cual se utlllza el Teorema de Schur
..y las_relaciones (2.10) y: (2 11) con'lo’ que se obnene que las condiciones de
invertibilidad son : :

"|o;:'|<‘i,»‘ b,+o,-<'i y 0,-0, <l (2.33)

Ahora, asi cémo se rest‘ringié éi'valor dye la primera autocorrelacion para el caso
MA(1), de igual manera se hara para las de un proceso MA(2); mediante
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pi<05 y |p,Is05 . (2.34)

2.2.3" Caso general para los modelos MA(q).

" La representacion general de un proceso de promedios mévnles de orden q 2 1 es

la siguiente

Z, =a, -0a,,-0,a,,— (2.35)

es ,MA es estacnonano y por
media, "ni la varianza, ni las

OL.I(au ST *"’: @) et

q lal k-q +0qa| RL hall B4 \-q-l)

= (2.36)
definiendoa 0, =0. Por o que la FAC esta d,eﬁhida’como
-0, +0,0, ., %--+0,_,0,
LAl A9 s k=g
1407 +0; +---+ 0] -
R ¢ (2.37)

0 . si k2q+l
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con lo cual se puede ver que el proceso MA(q) tiene una memoria limitada a q
periodos. Las expresiones de (2.36) permiten apreciar que no es posible obtener
un conjunto de ecuaciones, similares a las de Yule-Walker, que muestren a los
parametros de promedios moéviles en términos de las autocovarianzas, pues
dichas ecuaciones serian no-lineales y por lo tanto, no tendrian una solucion
tnica, a menos que se establecieran algunas restricciones sobre los valores de los
parametros; y precisamente estas Ultimas, son {as condiciones de invertibilidad,
las cuales van a permitir asociar un solo proceso MA a una FAC.

Para obtener las condiciones de invertibilidad del proceso (2.35) se utiliza la
dualidad con las restricciones de estacionariedad para un proceso AR(q),
entonces haciendo uso del Teorema de Schur, se tiene que para que un MA(q)
sea invertible, se necesita que los q determinantes

-1 o 0, 6,

-1 0 0 -1 0 ]
Dy=lp i Di=lo. o -1 o
q q q-!

0,, 0, 0 -1

a (2.38)

sean todos positivos, y bastard con que alguno no lo sea para concluir que el
proceso no es invertible. Luego, si resulta serlo entonces se podra expresar
también de la forma
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' n(B)‘Z.% =12, —m,Z, (2.39)

con 37 |n;[< e,y los coeficientes =, ,.... se pueden obtener de fa relacion

. n(BYO(B) =1
entonces se tendria qu‘e,;' o
“1=(-mB-n,B? —,B’ =m,B* —..)(1-0,B-0,B —0,B" —0,B" —-.=0,B%)
=(1-0,B-0,B’-0,B’ ~0,B*~...-0,B%) -
7(B-0,B7-0,B*—0,B* ~...—0,_B") -
=,(B*-0,B’ -0,B" - 0,B° == 0,B) -
n,(B* -0,B* —0,B* —0,B® = —0,BYY) =

nd(B‘-e,B’-QJB"-e,B’--~-—o‘qB‘!"")'
=1-(0,+7,)B= (0, - 7,0, +7,)B* = (0, = w,0, - 7,0, +7,)B? =
0, =m0, =7,0, = n,0, +n;)B* —... ‘; e

(2.40)

de marile,ra’quey :
e
my =m0, =0y
ny =70, +10,20, R
oo, =m0, + 7,0, +m,0,-0, - (2.41)

Ty=n0, #7100, + 40, -0,  j>q
y 0,=0 para j>q.

2.3 Los modelos ARMA.

La generalizacion de los modelos AR Y MA es la combinacion de estos y se les

conoce como modelos autorregresivos y de promedios mdéviles (ARMA). El
proceso ARMA(p.q) esta representado por

#(B)Z, = O(B)a, (2.42)
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en: donde ¢(B) yO(B) ‘sc s pollnomlos de retraSo de orden pygq
respectlvamente. {a)} es un proceso de ruldo blanco y por ultimo Z, es la serie de
_deswacuones dela variable Z, respecto a su nivel p.

.Esta ldea de juntar a los procesos surge por el hecho de que las series de tiempo
que se observan en la practica, muchas veces presentan caracteristicas tanto de
procesos AR como MA; por lo que es necesario una combinaciéon de elios para
obtener un modelo mas completo de representacion.

2.3.1 El modelo ARMA(1,1).

Aunque es el caso. mas sencillo de los procesos ARMA, proporciona
representaciones adecuadas para muchas series de fendmenos reales. El modelo
ARMA(1,1) esta definido por

(1-¢B)Z, =(1-0B)a, (2.43)

'y aunque posee caracterlstlcas tanto autorregresivas como de promedios moviles
.no tiene por qué ser. invertible ni estacionario, pero las condiciones para estos dos
- :aspectos ‘se “derivan precisamente de los procesos AR(1) y MA(1); en otras
- palabras, para que (2.43) sea invertible y estacionario se necesita que tanto la raiz
de'1-0x'=0-como de 1 - ¢x = 0 se encuentren fuera del circulo unitario.

Y si el proceso resulta ser estacionario e invertible, entonces las expresiones

'Z‘v—q/(B)a =a -whag -waa, . y

, (9B)” 4= ZOB(1'+ 9B + (6B)? + (¢B)’ +.. ) a,
—[1—(0 ‘¢)B ¢<e -4)B =47(0-9)B* ¢’ (0-9)B* —..] a,

lo cual tiene signiﬂcadé siempre y cuando se cumpla la condicion de
estacionariedad | ¢ |<! y entonces las ponderaciones y, estan dadas por



¢"' ©—9)  .i=12..
expresion de Ia cual se observa que, conforme el indlce i crece, la ponderacion

~y; tiende a cero y la suma infinita de ponderaciones Z wi seré convergente. Lo
m:smo ocurre' con la representacnén de (2. 43) en la forma

a = ["“’B]z
‘ 1-0B :
o=[a-= ¢B)(I+OB+(OB)’+(OB)’+ )]2

_[(1+oa+(oa)'+(oa) )= ¢B(l
=[1—(¢ 0)B -0(¢- 29)B =0

) +(eB)’ +, )] z,

su forma equnvalente
(2.44)

y ya que la media de 2 es cero. e pasa al célculo de la varianza haciendo uso

de (2.44)

“ye = Var(Z,)
=g[2,2]] e
=E[¢2,2,, + 2, —OZ,n._,]
=¢E(2,2,.)+E@,1a,)= oa(z,a,_,)

en donde



E(Z,2Z,. I‘)_y,' ;" es
E(Z a )- ¢

- en'donde se sabe que
v E(zu lz l)"' ar(z: 1) —'Yu'

E(.:,_, l_,) c,.:'b ° "vasl.iél sustituir valores
Yi =¢70;0°’- ‘

Cuando k22
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¢E(z| lzl k)+l:(a zu k) OE(H| |2| L)

aqul

‘E(Z _,Zl = Tae ,, resultado VIsto -anteriormente

E(a,2,.,)= E(a, Z,.1)=0 luego entonces,
¢Yk '

Uniendd ambos resultados,

¢y, —0a? si k=1
Y= SRR _ (2.46)
BYiny si k22 '

en donde se puede observar que para mas de un retraso las autocovarianzas
siguen la misma tendencia que un-proceso’ AR(1) ‘debido ‘a que la parte de
promedios méviles es de orden uno y por lo tanto 's6lo la primera autocovarianza
muestra a los parametros del tipo MA. Tamblén se. ‘deduce que al conocer v, Yv,.
las autocovarianzas restantes se obtienen de,fnanera inmediata. Y para obtener
Yo Y7, Se resuelve el siguiente sistema de ecuamones obtenido de la expresién

para la varianza y para el caso k =1 de (2 46) respectlvamente

Yo = 01, +(1=0(¢ = 0))c?

¥, = ¢v, — 00}
cuya solucion es
(1 ~240+0° )c
L e A
=4 (2.47)
(1 —¢0)(¢ - 0)0
1

l-—¢'

. Sise'unen.las expresnones (2 46) y (2 47), se obuene la funcién de autovarianzas
en general

= 1,2....

¢“<1 =40)(¢~0)o; }k

que da ongen a la FAC
S _eta- ¢0)(¢ ) K=
T S g0+ 07
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la cual debldo al factor ¢t y a Ia condlclén de esta 3|,¢ |< .‘se puede
afrmar que p, tiene un decaimiento exponencual a cero después de p, Por otra
parte, el parémetro ¢ determina si la convergencaa . sera’con o sin
cambios alternados de signo, mientras que eI parémetro - interviene solo para
fuar el valor de p,. . R Lo

2.3.2 El modelo ARMA(1,2).
Ahora se analizara el caso ARMA(1,2), elvctjavlkesta represe‘nytad'é'pdrlla"expresién .

(2.48)

2.=‘u)(B)a.¥ : y
n(B)=a,

las. cuales deben cumplir con que las sumas de Zhyi y Z-n} sean
B . - . ) I :

-convergentes.

- Para demostrar Io anterior, se despeja a Z, de (3.3.8) y se: trabaja con la'f‘
expresmn sngunente : :

—(1—¢B)"‘(1 OB 0 B)a,

v5(l+¢B+(¢B) +(¢B) +-)*(1-0,B- OB )a,

=[(1+ 0B+ (§B)’ +(9B) + 1)~ OB(|+¢B+(¢B>’+<¢B)’

0,B(1+ 0B + (9B)° + (¢BY +--)a,

=[1-(0, - $)B~(0, +¢0, —$)B = (0, '+¢e"
(0, + 40, -6 )B* - $*(0, + 40, =¢*)B'

=[1-(0, - $)B~(0, +¢(0, -$))B* = §(0,
$0, 4600, - 98" = 4°C, +400, )]

e



i =~(|+o B+0 B’+0’B +200 B’+0 B‘+o B’+30 o B‘+ .‘)(| ¢B)2

-eE22, .>+ c(Z.a.)"f 0EZ,a,.)

: Dohde'calcu’lando, por separado cada término, se tiene que

E(Z,Z,_,):?, es la autocovarianza entre 2, y 2,
" E(2a,)=0?
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E(Z,a,,)=E[¢Z a,_ +aa,, —Ola._‘,é,_,' éo;a"
=¢E(Z,,a,.,)+E(a,3,,,)=0,E(a}))-
E(Z,.,8,.) =°':- : 5

E(aa. )= E(al‘-lah!)
E(al,)=a?, por ser

=¢o? +0-0,*c2-0,*0"
=(¢=0)s?

:-z] -

z E(a,a,,), ahora

‘puesia;;,,a,, ¥ a, son independientes
ido blanco, entonces

E(Za,.,)=E[¢2, 8., +a,a,, =0,
=¢E(Z.j2,,) +E(aa,;)
E(Z,.a,.) = ($=0))5
E(aa;;)=E(a.a7;)
E(al;) =0}, porﬁfée\yr.“

¢ ;alf!\al—ll

i)~ 0,E(al,;), ahora

resultado anterior

) '*,',a .1 Y a, son independientes
o:blanco. entonces

(2.49)

(2.50)

Se puede concluir; que para:mas:de dos’ retrasos las autocovarianzas tienen la
“imisma; tendencna que:un proceso” AR(1) como consecuencia de que la parte de
promedios méviles . es de” orden’ dos, por-lo que Unicamente la primera y la
segunda autocovarianzas muestran los parémetros del tipo MA.
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Al conocer las expr lones para Yo yy, R Ias autocovarianzas restantes se obtlenen
,resolwendo las ecuac nes e T i

RN "'(2.51)
i ,,'(2) _', :

utocovarlanzas en térmlnos de los parametros conocudos del
el S|gu|ente sistema de ecuaciones %

mult pllcandoa (2) por —¢ yhacnendo Ia suma d ‘ (l') = ¢/*"(2"))' )

-¢ Yo+¢‘/. _-¢[0 0(0 ¢)]0 .
k (l—¢ )Yo"[1+01+0}+01¢(0 ¢) 0¢]° +¢[0 (0 ,—¢); 9.]0
=407 403 +0,4(0, - ¢) - 0¢+¢0 ©,=)=40, Joi
f*—[1+o +0% +20,9(0, ~¢) = 20,¢]c SR

Por lo tanto, o

[l +0’ +03+ "Gzcb(O ¢) 20 ¢]cr

e - (252),

Ahora sustituyendo el valor obtenido de y‘, en Ia ecuacnén (2) de (2 51) se obtlener ‘
el valor de y, en términos de parémetros conoctdos

4 ¢[“+0 +o +20, ¢(o ~§) - 20,¢]o? ]+[0:(0,'-¢)—O,]c5

1= .
¢[[1+0 +0% 420, ¢?0 - )—v?j;ic +(1-$7)[0,(0, -4)=0,]o} ] .
[ $[1+ 0% +03]+20,0°(8, —¢)—20,6* +0,(0, —$)=0, —0,4° (0, =4) +0,¢° ]
o

[¢[|+o +01]+0,0°(0, —¢)~0,4° +o¢(o -$) -0, ]U

e ;
[¢[1+0 +0? +0,4(0, ¢)¢o¢]+o 0,-¢)-0 JU

1-¢? ‘

(2.53)
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En general,

¢u-nc§l:¢[| ~2¢(0, +(¢-0,)8,) + 0} +0§]_0I —01(¢-0.)]

1-¢°
Yk = N 2 o S
oy o OO0 018 g o, +,9=<,¢—0.>]

2.3.3 Caso ARMA(p,q).

El caso general de un proceso ARMA(p.q) se representa como sigue

¢(B)z _oua)a,,’_,‘, .

en donde los pohnomlos ¢(B)y0(B) son de orden p.y q respectivamente, o sea
se tiene que :

o o pueden obtener ngualando los coeficientes de potenc;as del operador B.

_En cuanto a'la media, varianza y autocovarianzas del proceso se utiliza la
~ expresion (2.54) ‘para el célculo. Asi, si el proceso es estacionario, la media es
.cero;ypara k20, se tiene

7& = E(2I2|—l)
= ¢|E(Z| -|2|~L )+ ¢2 E(zl-zzh-\ Y+t ¢pE(z|-pzl-\ ) (255)
+E@2,.,) "OIE(a|-|z--k)'," -=0,E(a,.,Z,.\)
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. en donde, como Z,, esta afectada por los choques aleatorios . a,_,,a,.i_,..., PEFO
node a,,,,.8,..2., €S independiente de éstos ultimos, entonces

E(a,,2,,)=0_ - sik>i

Asi de la ecuacion (2.55) se desprendt_a’;el:s‘ig;;jiehvte ‘ré'sulta/do )

Ve =¥ 24V o parak>q (2.56)

y para el caso k < q, v, involucrara; ademas a los parametros 0,20, (1,04 .

-=¢,=0 sip<q.

<p VY' ¢p{\ = d_’piz =

. Para retrasos menores ‘a q. ‘la autocorrelacnén involucrard a los parametros
0,,0,.) .- .0,.Yla FAC estaré dada por la ecuacion en diferencia
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(= ¢,B ¢IB ¢,B"~-~-¢,,B"'-¢ Bl)p, =0, k>p  (2.57)

4su19ta a las p condlctone ,}lnlcnales dlctadas POr Py Py «P,s Sl p<q, habra q
: autocorrelaciones cuales p,.p,, ,p,,, que no. S|gan el comportamiento general de
la FAC pero las autocorrelaclones p“,,,pq,,,pq,, se comportaran de acuerdo con
la ecuaclén ‘en’ dlferencia (2 57) con-la conducuén 'k>q y las p condiciones
; mlctales pq ~,,,pq,',,,, Py :

o Hasta aqul se ha trabajado con modelos estacionarios, pero lo mas frecuente es
.encontrarse con series que no son estacionarias, ya sea porque se presenta algin
‘tipo “de tendencia o porque su varianza no es constante o porque estan
influenciadas por algtin factor de tipo determinista como lo es la estacionalidad. Si
el ' problema es una tendencia en el comportamiento de la serie y si dicha
tendencia es de caracter polinomial, entonces puede ser eliminada mediante la
aplicacion adecuada del operador diferencia, lo cual da origen a los modelos
ARIMA que se veran a continuacion. Si ademas la no-estacionariedad se debe
también a que la varianza no es constante, en este caso, un argumento derivado
del trabajo de Bartlett (1947), lleva a determinar una transformacion potencia del
tipo

z} siA=0
T(Z,) = (2.58)

log(Z,) sii=0

(Ver Apéndice (A.2)). Esta transformacion llega a ser util para estabilizar a la
varianza de la serie, antes de cancelar la posible tendencia polinomial adaptiva.

2.4k Generalizacion de los modelos ARMA, los modelos ARIMA.

Los modelos autorregresivos e integrados de promedios moviles (ARIMA) pueden
considerarse como una generalizacion de modelos ARMA, ya estudiados. Como
se vio al final de los capitulos ! y Il la aplicacion del operador diferencia V¢ para
eliminar la tendencia polinomial de orden d, presente en la serie que se analiza,
permite tener una gran flexibilidad a los modelos ARMA. Cuando una serie es no
estacionaria se puede deber a que la media es funcion de un polinomio de grado d
en t, entonces se pueden hacer d diferencias de la serie para convertirla en
estacionaria. Si se tiene al proceso original {2 }. con la caracteristica de no
estacionariedad causada por una tendencia polinomial, es posible construir un
proceso estacionario {W,} como sigue

=V?2, paratodat (2.59)
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- serie para la cual ya es posnble obtener.un modelo ARMA D(B)W, = O(B)a, que es
equivalente a considerar el modelo ‘ARIMA

(D(B)V"Z O, d=1 (2.60)

Donde ®(B) es un polmomlo de retraso de grado p, ©(B) es un polinomio de
promedios méviles de orden:q 'y a;:es un proceso de ruido blanco. A este modelo
se le conoce comovARlMA(';i.'d;q). Se puede observar que estos modelos son una
generalizacion de los3ARMA(‘p,q), por lo cual su funcién de autocorrelacion y
autocorrelacion parcial son las correspondientes a este Ultimo modelo.

En el cuadro siguiente se muestran cudles son las principales caracteristicas de
algunos procesos ARIMA mas comunes de encontrar { no se demostrara el
proceso para llegar a ellos ).

Cuadro 3.
Caracteristicas de algunos procesos ARIMA
MODELO FUNCION DE | FUNCION DE |
AUTOCORRELACION AUTOCORRELACION
PARCIAL

(1,d,0) Decaimiento exponencial ¢, =0 V k>t

(2,d,0) Decaimiento exponencial 0,=0 V k>2

(p.d,0) Decaimiento exponencial dy =0 V¥V k>p
(0.d,1) =0 V¥V k>I Decaimiento exponencial
(0,d.2) p=0 V k>2 Decaimiento exponencial
(0,d,p) p,=0 V¥V k>q Decaimiento exponencial
(i) Decaimiento exponencial | Decaimiento exponencial
p.¢.q después de q - p retrasos | después de q- p retrasos
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2.4.1 Extension de modelos ARIMA debido a una tendencia determinista.

Por ultimo, se vera el caso en el que la media del proceso estacionario {W,} es
distinta de cero (y no como hasta ahora que se ha considerado igual a cero), es
decir, una media constante ,, del proceso, caso con el cual los modelos ARIMA

adquneren una mayor generalidad. Si se considera a

¢<B)(w ~ly)=0(Ba,

entonces la expresué general de’un modelo ARIMA quedaria

v_e +0(B)a, (2.61)

Yila idea basica de introducir el parametro 0, es
o que repre enta para {2 }, na tehdencia polinomial determinista, que no depende
: de los choques aleatorios {a, ; y por lo tanto es predecible; motivo por el cual se
'conS|dera 0, =0, a menos que el comportamiento del fenémeno en estudio o los
mismos datos indiquen lo contrario. :

2.4.2 Pronosticos con modelos ARIMA

Sea Z, una serie estacionaria que admite una representacion del tipo ARMA(p,q),
es decir

#(B)Z, =0(B)a,
ya que por hipodtesis el modelo es estacionario, se puede representar como
Z, = wy(B)a,
donde

w(B) = oB)

4(B)

=Z\ujB con y, =1

=0

sustituyendo esta ultima expresion

e
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Z, = Z\u a,_,

=0

donde para t=n+f

ija"'fﬂ " : . B ) f (262)

: ,.o

supdéngase que en el tlempo l= n se tlenen ‘Ia observacnones Z,,,Z" 10 lgiyees ¥
se quiere saber el valor: de Z,,,r a: partlr e la combmacuén Ilneal de las
observaciones menmonadas Entonce: : o U

»cr-crmcrsz €
error cuadrético m

.-,]

el minimo de esta expr ‘Por 10 tanto, -
ya que las observa

"paré i>0
para j<0
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Por otro lédb;'ﬂil liénd‘ ekpieéiﬁﬁ'(2.62)

= [:(a,"r +\|/ a,,,r ) +\u,a“,, atolckyea, by aa +0)

= “'rau YA

E(Z...r/Z..'Z.. Z,..

- De’ aqul se c luye que eI pronésuco que proporciona eI minimo error cuadratico
o medlo para Z“,r’esta dado por la esperanza condicional.

El error del pronéstlco esta dado por
’ eu(N=Z,, ~2,(f)

= ijamrq Z‘l’,amr-

it
Wit
j=0 " :

Calculando el valor esperado se tiene "

e E[c“'(;r_')‘_j; E[Z' \u@,.&-,]

=0

.:_Zul‘ t(d“.r_, -
Nt

=0, f'7g‘* ‘ (2.64)

- Con este ultlmo resultado se puede aprecnar que los pronéstlcos son insesgados
dado que : .

»té(,z,.;f ezﬁ(f)) =0

)} adema’;é implica qvuje :

D E(Z,.0) = E2,()

La vériénza" ‘esit_a’ vd‘ada piql; S . -
Qa'r[c’v.. (D]=E [:7_(:, u',a..m,J

: B0 :

R £ B = )
=Z\u;E(a"‘;;i)' +_22w w,E(aa))
j=0

=0
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o ydadas la ec

"-G’Z\u‘ TR B Ve (2‘.65)
. - ,-o~ B ’ N - : k

Expresion de Ia cual se puede observar que la vananza del pronéshco va en
- aumento en la medlda que f crece [ i . : ;

" Para f =1

o) z ROR

.’_a

“lo cual muestra 'résdél' pronéstico un periodo hacia adelante no estan
correlacionados / : ’ o

os ‘es conveniente dar un mtervalo que represente la
o Para ello, bajo el supuesto de que a,~ N(0,62) Vn

4) y (2 65), se tiene

Una vez
71_'~cont”abll|dad e

‘(f)/{Z...z.. e ..-.}~N(0 Vare(f)])
ES(é altim: aleva escrlblr
; ..(nl/{z".‘z"‘.. s~ NCO, Varie(T )

i ‘,Por lo cual ‘confanza al lOO(I -a)% para Z,,,, condlcxonado por el
: conoc:mlento de las’ observaclones Z,‘,Z"_,,Z,,_,. es o

!
Z"(f)i-z"(iqlf)-

I\ =0

2.5 Modelos estacionales o temporales

Para poder manejar series que presenten temporalidad E (lo que significa que
existe un patrén en el comportamiento de la serie cada E observaciones) se
define el operador diferencia estacional como

v.2=(-B"%)2,
= zl _2:-12

78



: Asi se tiene que v
L VyZ, =(1-B%)Z,
. Tkt S
L =[.Z itk —j)!(fo)']25"'
También se define al po//nomlo de retraso estacmnal de orden- k con coeficientes
constantes como v ‘ :
' [Gdﬁ)=1—&3“-&8"&~~-&am =

—1-YgB"

s

Con V'g y G(B®)* se pretende quitar la estacionalidad de la serie; logrando esto,
se puede intentar ajustar un modelo ARIMA (P,D,Q), de la forma

DBEIVE(Z,) = OB )a,, -

" donde
"o - ®(B*) representa a un polinomi ' stacional de orden P.
o @(B“)”re’p‘res‘én‘ta a un pe !in viles estacional de orden

a- {a;} es un procesode ruido

La forma de Ia funcué d autocorrelactén del modelo ARIMA(P.D,Q), estad muy
relacionada con la forma del specuvo ‘modelo ARIMA (p.d.q).
Para tener mas clara” esta relacnén. considere los modelos ARIMA (0,0,1) y

ARIMA (0,0,1),., s decir-- =

Z, =a, -0,

W =a,-©a, (2.66)

Las esperanzas de estos modelos son

E(2,]=0
E[®,]=0
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al emplear la funcién de autocorrelacion de los modelos MA(q) y dado que q=1
se tlene que pk —0 para todo l\ >l y para k —l : . e

: Z,.n |9m
DI
g,

: 1+0,z

Si ahora se trabaja con (2 66)

Var(W)- (a ‘G 13 C)
. =E[a! -20 18,80 +@ (@)
-E(n ) —ZG) E(a a, L)+9 E(“

Cuando k = E,

Y}% ,_.OIE(aI-VE):
Clee
Si k =E, v, =0.De aqui que la funcion de aUtbcdrrelééién este definida como

cefre " sitk=0

o] ze, .
=420 si k=E
P 149}
0 si k=2E

-De este ejemplo se puede apreciar que las autocorrelaciones de los modelos
- estacionales son E- veces mas lentas en su decaimiento.
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2.5.1 Modelo multiplicativo

El Modelo Multiplicativo Estacional permite estudiar series que presentan un
comportamiento temporal y otro no temporal. Este modelo tiene la forma

D(BHVP(Z,) = O(BY)a,, (2.67)

donde {a,} yanose consideré un‘vr’uri'do blanco, sino un ARIMA(p,d,q), es decir

(B)V'«, = 0(B)a, (2.68)

con fa, ) ’E’v“ uido
#or"(é‘;’SZ‘ y ‘ )
s (Byn(B )Y€?2{2.>=0(B>®(Bﬂ)a. (2.69)
* Gonocido como ARIMA (p.d.a)x (P, D.Q) .

Debido a‘queftrétar de obtener las autocorrelaciones de este modelo a través de

las definiciones resulta muy laborioso, normalmente lo que se hace es emplear la
funcién generadora de autocovarianza 'y recordar que la funcién generadora de
autocovarianzas -para_un modelo del tipo (2.69) es el producto de las funciones
generadoras de autocovarianzas de sus respectivas componentes, Box y Jenkins
(1970). Es decir, si y(B) es la funcidn generadora de autocovarianza de (2.68) y
y(B¥) es la funcién generadora de autocovarianza de (2.67), la funcion
generadora de autocovarianza de (2.69) es

¥(B)y(B")

Guerrero (1991) desarrolla la forma de las autocorrelaciones para los procesos del
tipo multiplicativo mas usados en la practica.

La flexibilidad del modelo multiplicativo radica en que toma en cuenta las

relaciones entre observaciones consecutivas dentro del periodo estacional y las
relaciones de las observaciones Z, y Z ,, .
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CAPITULO 3
Ajuste de series de tiempo con modelos ARIMA

Teniendo en mente toda la base tedrica de series de tiempo es necesario indicar
cuales son los pasos a seguir para poder asignar a una serie de datos, el modeio
estocastico que mejor la represente.

Box y Jenkins han sugerido cuatro pasos:

1. Identificacion. Consiste en encontrar los valores p, d, g que especifican al
modelo ARIMA,

2, Estimacion, Se reﬁere a Ia estlmacu’)n de los coeficientes de los polinomios
autorregreswos y de promedlos méviles que ocupe el modelo.

3. Venfcacton Hay que revxsar que se cumplan los supuestos del modelo.

Antes de comenzar un analisis exhaustivo de las caracteristicas de una serie de
S t:empo .es convenlenle graficarla para tener una visibn general de su

ejempllfcando cada uno de los pasos de este procedimiento de ajuste se
"tomara'la‘serie del Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en
dolares de los EE.UU.A., de aqui en adelante CCP ddlares para trabajar con ella y
g asi mostrar el uso de esta herramienta para modelar series.

: Dxcha serie fue tomada de la Central de Informacién (CIF) del Banco de México.
Las observaciones van de abril de 1996 a febrero de 2003, los datos aparecen en
el cuadro 4 y son representados en la grafica 9.

E! Banco de México inicio el calculo mensual del costo de captacion por concepto
de tasa de interés de los pasivos a plazo en délares de los EE.UU.A., incluidos los
préstamos de bancos del extranjero, a cargo de instituciones de banca muitiple,
excepto aquéllos que se deriven de obligaciones subordinadas susceptibles de
convertirse en titulos representativos del capital social de instituciones de crédito,
del otorgamiento de avales, de la celebracién de operaciones entre instituciones
de crédito, asi como de los financiamientos recibidos de los Export-import Banks,
de la Commodity Credit Corporation y de otros organismos similares.
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Dicho costo de captacién a plazo de pasivos denominados en dolares de los
EE.UU.A. (CCP-Doélares), podra ser utilizado como referencia para determinar la
tasa de interés de créditos denominados en délares de los EE.UU.A."

3.1 ldentificacion

Uno de los de los supuestos de los modelos ARIMA es que las series que se
estudian son estacionarias. En la practica este supuesto no necesariamente se
cumple y por ello se hace necesario aplicar transformaciones a los datos que nos
permitan tener una serie estacionaria. Las transformaciones que aqui se sugieren
estan encaminadas a estabilizar la varianza y la media.

Cuadro 4.
Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en Délares de los
EE.UU.A (CCP Dolares)

{Tasas Mensuales)

MES 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
Enero - 6.77 | 6.51 | 6.28 | 6.60 | 6.61 | 3.66 | 3.17
Febrero - 6.75 | 6.47 | 6.26 | 6.68 | 6.49 | 3.58 | 3.21
Marzo - 6.72 | 6.48 | 6.30 | 6.71 | 6.34 | 3.37

Abril 759 | 6.63 | 6.43 | 6.28 | 6.75 | 6.17 | 3.34
Mayo 7.39 | 6.65 | 6.40 | 6.25 | 6.80 | 5.82 | 3.33
unio 7.32 | 662 | 6.41 | 6.23 | 6.88 | 5.50 | 3.32
Julio 7.36° | .6.59

6.42 | 6.24 | 6.86 | 5.16 | 3.26

IAgosto 6 +:4.761-3.21
Septiembre 76: 461 | 3.24
Octubre . |-4.48 | 3.12
Noviembre - 4.17 | 3.09

3.88 | 3.10

Diciembre -

b Publicado en el Diario Oficial de la Federacion ef dia 3 de mayo de 1996.
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Grafica 9.
Costo de Captacion de los Pasivos a Plazo denominados en Délares de los
EE.UU.A. (CCP-ddlares) de Abril de 1998 a Febrero de 2003.
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- En una primera inspeccion a la grafica, ésta presenta una tendencia decreciente a

- través del tiempo, aunque en los meses de noviembre de 1999 a enero de 2001 se
presenta. una- etapa creciente quizas originado por circunstancias externas,
posteriormente vuelve a su mismo comportamiento. Aunque en las dos ultimas
observaciones se puede observar una tendencia a crecer nuevamente.

: '3‘.1.1‘ Estabilizacion de la varianza

El elegir una transformacion que estabilice la varianza tiene su origen en la
hipdtesis, planteada por Bartlett (1974)".

Para encontrar la funcion T que transforme la escala de Ia serie se considerara la
transformacioén dada por

' ~_si la variacién tiende a cambiar con el nivel de las mediaciones, la varianza solamente sera
estabilizada con un cambio apropiado de escala”.

84



‘z} siA=0

LT(Z) =
: log(Z,) siA=0

el desarrollo de cdmo llegar a esta transformacion la puede consultar el lector en
el apéndice del presente trabajo.

Pero determinar cual es el valor de A adecuado resulta muy complicado, por lo
que se sugiere mejor utilizar una potencia de 4 que satisfaga la relacién

ol/u!™ = c para t=12,.,N, ¢ = constante (3.1)

donde o, yp, representan a la desviacién estandar y ala media de la variable
Z, ¥y N es el numero de observaciones que se tienen para la serle {Z,}.

»Ahora como para cada 't se tiene una observacién de Z no es posible obtener
,una ‘estimacién de o, para cada t, por lo que se utilizara el siguiente

ara estabilizar a la varianza: dividase a las N observaciones de la
‘grupos que contengan R =(N-n)/H observaciones contiguas cada

' ihduyendo a n observaciones (0sn<R) del principio o del final de la

gr y que todos ellos contengan el mismo numero de observaciones, para
calcular estimaciones de la media y de la desviacion estandar dentro de cada
grupo. de manera que se tendrdn H parejas de valores comparables
: {S,,,Z }, = l, . H, con los cuales se puede construir el cuadro siguiente:

En donde, :si Z,, esla r—-ésima observacion del grupo //, se tiene que

'z, =3z, /R, Sy = (Zy, 2,0 (R =1)

B L)

y el coefcuente de vanacnén se calcula como la desviacion estandar DE(A), entre
la medla M(A) es decnr

< CV(A) = DE(A)/ M(R), (3.2)
0o
ML) =D (S, /Z7*)/H y

hwet

DE(A) - \/Ii: [s. 124y - M)] (H-1)
N h=t
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ahora ya que se busca satisfacer la condicion (3.1) con los valores muestrales,
debera elegirse’la potencia que’ proporcione’ el minimo coeficiente de variacién,
pues ese mismo valor satisfard de manera aproximada la relacion

%{ =c, para h=1,.,H (3.3)
Zh

Cuadro 4.
Calculos para Seleccionar la Potencia A de la
Transformacion Estabilizadora de Varianza

: Potencia (&)
Grupo -1 -0.5 0 0.5 1
1 S,/2; 8,7z 5,72, S,/zy S,
2 S,77} A% S,/2, S,/Z% s,
h S, /2 S, /Z)} S, /2, S, /zy S,
H VA S, /2 SulZy  S,IZY S,
Coeficiente
de variacién CV(-1) CV(-0.5) CV(0) CV(0.5) ~ cv()

En el ejemplo de este trabajo, la varianza se aprecia constante, sin embargo, se
realizara el analisis de varianza aqui mencionado. Para ello se dividieron los datos
en cinco grupos con 16 observaciones cada uno de ellos, como se puede apreciar
en el cuadro 5, dejando fuera Unicamente a dos elementos del total de datos. La
media, varianza y desviacidn estandar sobre cada grupo aparecen en el cuadro 6,
los valores de 2 escogidos, asl como los resultados se presentan en el cuadro 7.
De éste (ltimo se concluye que no se requiere una funcion que transforme la
varianza, pues el coeficiente de variacion mas pequefo lo da el valorde A =1, lo
cual implica que la serie se queda igual.
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Cuadro 5.
Nueva agrupacion de la serie el CCP délares

MES Grupo 1 | Grupo 2 | Grupo 3 | Grupo 4 | Grupo 5
1 7.59 6.63 6.29 6.75 4.76
2 7.39 6.55 6.28 6.80 4.61
3 7.32 6.58 6.26 6.88 4.48
4 7.36 6.54 6.30 6.86 4.17
5 7.12 6.56 6.28 6.83 3.88
6 7.08 6.51 6.25 6.76 3.66 -
7 N el 62380 6.84 . 3.58
8 6.24 6.78 . 3.37. .
:10

11

1

) Cuadro 6.
Estadisticas principales de cada grupo

. Grupo1 Grupo2 Grupo3 Grupod4 Grupo5
Media . 6.97 6.47 6.38 6.46 3.65
Varianza 0.101 0.007 0.028 0.283 0.311
lo 0.32 0.09 0.17 0.63 0.56
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Cuadro 7.
Determinacion de A para la serie CCP délares

A
Grupos
-1 -0.5 0 0.5 1

1 0.0066 0.0173 0.0457 0.1207 0.3186]
2 0.0021 0.0053 0.0134 0.0340 0.0866
3 0.0041 0.0104 0.0263 0.0665 0.1681
4 0.0128 0.0324 0.0824 0.2094 0.5322
5 0.0418 0.0800 0.1528 0.2919 0.5577]
Media 0.013474 0.029079 0.064123 0.144513 0.332635
\Varianza 0.0003 0.0009 0.0031 0.0112 0.0446
o 0.0164 0.0302 0.0560 0.1058 0.2111

C.V. 1.214718 1.039505 0.873043 0.732206 0.63471

3.1.2 Estabilizacion del nivel

Una vez que se ha logrado conseguir una estabilizacioén en la varianza de la serie,
es necesario saber si ésta es estacionaria 0 no. Para ver si una serie es
estacionaria se usa el autocorrelograma y para transformar una serie no
estacionaria a estacionaria se emplea el operador diferencia. Se sugiere que el
grado de diferenciacidn se puede estimar calculando la desviacion estandar
muestral de las series diferenciadas y tomando como valor d de aquélla que
induzca el minimo de estas desviaciones. En la practica no se llevan a cabo mas

de 3 diferencias a una serie.

) Cuadro 8.
Principales medidas para las diferencias del CCP doélares
Serie Primera Segunda Tercera
Original __ Diferencia_ Diferencia_ Diferencia
Media 5.8834 -0.0534 0.0030 -0.0020]
Varianza 1.7861 0.0118 0.0079 0.0226
o 1.3365 0.1087 0.0887 0.1505
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. Para el caso de la serie del CCP dolares, para conocer el grado de diferenciacion,
i se’ocuparon las graficas de la primera, segunda y tercera diferencias no
" estacionales graficas 10, 11 y 12, respectivamente. Ademas, se calcularon las
“‘principales medidas sobre cada serie para identificar la diferencia adecuada
*(cuadro 8), seguin el método de Kendall y Stuart.
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Grafica 10.
Primera diferencia del CCP dodlares
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Segunda diferencia del CCP délares




Grafica 12
Tercera diferencia del CCP dolares
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Se puede apreciar fqué al ablic'ar una diferencia (grafica 10), persiste una ligera
~"tendencia en los' ultimos .términos, la cual es eliminada en la segunda y tercera
‘dlferenuas (gréfcas 11 y 12,’respectivamente).

J Deb|do a que se busca llevar la tendencia de la serie a una tendencia estacional y
‘no’es recomendable sobrediferenciar la serie, se tomara la segunda diferencia
omo Ia optlma segun el analisis visual.

: ,Esta opc10n se reaf'rma si se toma en consideracion el método de Kendall y Stuart
";',(1968) pues si se observa el cuadro 8, el aplicar una diferencia no estacional de
j_orden 2 nos da la minima varianza que una diferencia de orden 10 3.

‘- Una_'yez que se logrd volver estacionaria a la serie, el paso siguiente es encontrar
el modelo que mejor se le ajuste para ello se hara uso de la Funcién de
’Autocorrelacion y Funcion de Autocorrelacion Parcial.

3.1.3 Funcién de Autocorrelacion y Funciéon de Autocorrelacion Parcial

'Si se trabaja con W, como la serie original y que denota a V*T(Z,) y ademas tiene
media y varianza ya estabilizada, el siguiente paso seria
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1. Calcular las primeras k autocorrelaciones muestrales y autocorrelaciones
parciales muestrales de W,. Las primeras 24 autocorrelaciones explican en

buena medida el comportamiento de la funcién en general.
- 2. Graficar las autocorrelaciones y autocorrelaciones parciales

3. Asociar el comportamiento de los valores muestrales a las funciones de
autocorrelacidn tedrica y autocorrelacion parcial teérica de un proceso
ARMA(p,q)

Ahora, para continuar hay que establecer cuales autocorrelaciones son
significativamente diferentes de cero.

Anderson (1942) demostro que bajo la hipdtesis de que las autocorrelaciones
“tedricas de p, sean cero, las estimaciones r,, divididas entre su desviaciéon
" estdndar, se distribuyen aproximadamente una funcion Normal. Por tal motivo, los
" valores £1.96x (desviacién estandar) constituyen los limites del intervalo que con

un 95% de confianza, asegura que las autocorrelaciones son cero.

) " Barlett (1946) encontré que la varianza de las autocorrelaciones muestrales de un
. proceso generado por un ruido blanco con distribucion Normal esta dada por

Yur(r“ =N Z(p‘ PPk =4PiP.P.uy +2P0P]) (3.4)

Utilizando los resultados pu = 'l',y P =Py la férma final de la varianza es

S ovel

Var(rk)~——[l+22p] o kzq

En la practica se susmuyen las autocorrelactones tedricas por las muestrales, es
decir,
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,f'Ql:Jeho’Uille (1949) demostré que suponiendo que el proceso es

Por otro-lado,
asautocorrelaciones parciales estimadas de orden

. autorregresivo
..mayor o igual :

kzp+1
kzp
De lo anterior se desprende que
1. - Las autocorrelaciones seran significativamente diferentes de cero si
T
I > 1.96\11‘?:—(1 + Zi r\.']
vsl

2. Las autocorrelaciones - parciales seran significativamente diferentes de
. cero si

1§ 1> 1 96(%})'

Para el ejercicio de la serie del CCP ddlares, ya que se logro volver estacionaria a
la serie, lo siguiente es encontrar el modelo que mejor se le ajuste. Para ello, se
calcularon la funcién de autocorrelacion y la funcién de autocorrelacion parcial de
la serie dos veces diferenciada (Cuadros 9 y 10, respectivamente). Del cuadro 9
se puede ver que r, =0 para k >1 y puesto que ninguna autocorrelacion muestral
con retraso k22 es cero se propone un modelo IMA(2,1) e IMA(1,1). Por otro
lado, de las autocorrelaciones parciales se observa que ¢, =0 para i>2, esto ya
que aquellas cuyc valor absoluto sea menor 0.217777 son consideradas cero.

De las graficas 13 y 14 se puede observar que la funcion de autocorrelacion y la
funcién de autocorrelacion parcial de la serie presentan un tipo de estacionalidad
cada seis meses aproximadamente, por lo cual habra de considerarse un
parametro autorregresivo estacional Q con frecuencia de aparicion semestral. De
la grafica 13 sdlo la primera autocorrelacion es significativamente distinta de cero y
en la grafica 14 las dos primeras autocorrelaciones parciales cumplen lo mismo.
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-Una vez analizada la informacion relacionada con las funciones de autocorrelacion
y autocorrelacion parcial se proponen 3 modelos para representar a la serie del

CCP dolares:

Modelo 1. ARIMA(2,2,1)x(0,1,1)s.
Modelo 2. ARIMA(2,1,1)x(0,1,1)s ¥
Modelo 3. ARIMA(1,1,1)x(0,1,0)s

Cuadro 9.
Autocorrelaciones estimadas para la serie del CCP ddlares diferenciada
Retraso |Autocorr. o Retraso | Autocorr. o
1 -0.43499] 0.25569 13 -0.115689) 0.27547
2| -0.02117] 0.25577| 14  -0.01883( 0.27553
3 0.05949] 0.25642 15 0.03623] 0.27575
4/ 0.02050] 0.25650] 16| 0.04433] 0.27609|
5 0.03650( 0.25675 171 -0.01067] 0.27611
6 -0.11595 0.25922 18] -0.02969 0.27626
7/  0.13280] - 0.26243 19 -0.06831 0.27706
81 0.07503]- 0.26344 204 0.02069 0.27714
g9l- -0.20764| 0.27109 21| -0.02790{ 0.27727
10| © 0.10503] 0.27302 22| -0.04902| 0.27768]
11 0.02535 0.27313 23 0.13439] 0.28075!
12| - 0.00999] 0.27315 24] -0.10333] 0.28255
Cuadro 10.
Autocorrelaciones parciales para la serie del CCP délares diferenciada
Retraso | Autocorr.| Retraso |Autocorr.
1| -0.43499 13 -0.09327|
2] -0.25949 14] -0.15188
3{ -0.08594 15 -0.16041
4]  0.01405 16 0.02739
5 0.09409 171 0.11513
6/ -0.05887 18 0.01998
71 0.06975 19 -0.12832
8 0.19159 20{ -0.08701
9 -0.07420] 21| -0.04503
10| -0.02528 221 -0.12442
11  0.01556 231 0.04970]
121  0.04120Y 24| -0.02822]
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3.2 Estimacion

Una vez determinado el grado de p y.q se requiere conocer los valores de los
parametros de los polinomios autorregresuvo y de promedios moéviles para que el
modelo (3.5) quede completo.

BBIVT(Z,) = 4+ O(B)a, (3.5)

A continuacion se explicardn tres  maneras diferentes de estimar dichos
parametros, asi como sus ventajas y desventajas.

Para el andlisis de la serie del CCP dodlares, en las etapas de estimacion,
verificacion y pronostico de la serie se utilizara el paquete Statistica, esto debido a
la complejidad y cantidad de calculos que se tendrian que llevar a cabo para
analizar cada uno de los procesos propuestos para modelar a nuestra serie en
cuestién. Primero se presenta la teoria para mostrar un poco los fundamentos
sobre los cuales estan construidos los resultados obtenidos del paquete
estadistico, posteriormente se muestran dichos resultados.

3.2.1 Método de momentos

Consiste en sustituir los momentos muestrales (media, varianza y funcion de
autocorrelacion) por los tedricos.

Cuando el modelo es del tipo

Z2= ¢1z|-| +¢zz:-z +oe +¢’pz|-n +a

entonces, ia rhedia u E(Z,) puede ser estimada a través de 2, y al momento de

sustituir ‘las: autocorrelamones teéncas por las muestrales en las ecuaciones de
Yule Walker se obtiene . .

De este snstema se puede uespeja a ¢,,¢,, ..$, y conseguir los estimadores

O S
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Ahora, esto no’ reéﬁlta encillo de /aplica uandd' se tiene un proceso que
tiene la forma de un MA'o un’/ARMA: Considérese el proceso

Cuando se sustituye:p,. por p,;-resulta la ecuacion

: 'o»zy':—lki1/l—4p,’

2p,

Resolviendb para 0

Cuando- p, = £0.5, ia solucion es 8, =+1 la cual conduce a.un proceso no
‘invertible; si'|p, |> 0.5 la solucidn no es real por lo tanto |p, j< 0.5 da los valores
adecuados para pl.' solo falta analizar cual de las dos raices conlleva a un
- proceso invertible.

" Si‘para q=1 el andlisis resulté laborioso, para casos de q>1 el analisis se
complica demasiado y lo que cominmente se hace es recurrir al método de
Maxima Verosimilitud.
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Maxima Verosimilitud
Maxima verosimilitud condicional
Si se considera al proceso (3.5) en su forma
W =W, ++ bW, +p+a, —0a,_ = Oqz'lw
o lo que es equivalente ) -

a, =00, +00a

. Dado que $5(¢.;5!7_‘,¢,); ; My
" funcion de verosimilitud d

@

Paraelcaso t=1"

‘_a foly'f‘.o -.F;”V+eqal-q —u+W, ‘¢|wo _'..;¢pwl-p v
y se . nece§ilah dos  condiciones iniciales = W.'=(W,_,,..W_,,W,) vy
a, = (a,_q,‘..~;;§x;;,‘ho)‘ para poder evaluar a (3.7) para este caso.
“Si'se define’
N
S.(,1,8) =) ai (.1, 0/W.,a., W), (3.8)
t=t

y se obtiene el algoritmo de la verosimilitud, entonces

InL.($,p,G,cf)=—§ln2nUf—Eﬁ@i:@. (3.9)
2 20;

Se nota que S.($,u,0) es la suma de cuadrados condicionada a W.,a. y W, por

esto a los estimadores maximo verosimiles ¢é,0,0 se les conoce como los

estimadores de maxima verosimilitud condicionales. Debido a que L.($,u,8,0%/a)
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0),¢

A V.0 son los estimadores de

; mvolucra a’ di p,U sélo a través de’ S.(§;] p,
»mfnlmos cuadr ]

-’Para c el estlmador de méxnma verosnmlhtud esté dado por

Debido. a ‘queexisten pocas formas de determinar los valores de a, y Z,, para
120, normalmente se hace uso de los supuestos de estacionariedad de {Z,} y de
‘la distribucién como proceso de ruido blanco N(0,c}) de {a,} para sustituir por
‘cerosaa, ypor 2 a Z,.

Maxima verosimilitud incondicional

Box y Jenkins (1979) sugirieron la funcién de maxima verosimilitud incondicional
con el fin de obtener una mejor aproximacion en la estimacion, la cual aplicando
logaritmo tiene la forma

5@.1,9) (3.10)

InL($,p,0,02) = —,—I;annof -

donde,

S@.1,0) = D [EG@, | (B.1,0,W)P (3.11)

tm—a

Estas dos expresiones no estan condicionadas, es decir, dan por hecho que se
tiene conocimiento de los valores a,_,,...,a, ¥y W,_,,..., W,. Box y Jenkins parten del

hecho de que es posible pronosticar valores futuros del proceso y
consecuentemente también debe ser posible pronosticar valores anteriores del
mismo.
St en el modelo

(1-¢B---—$,B )W, =(1-0,B---. -0 B*) =2, (3.12)
se reemplaza el operador de retraso B por el adelanto F, donde F'w, = W
entonces W, puede escribirse como
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. - F )W =(1-0,F----0,F)=¢, (3.13)
; ‘donde €, es un proceso de rlido blanco

- Esta forma permlte encontrar los ‘valores Wi W, W, a través de las

) observacnones conocndas W WN

En la préctlca (3 11) se aproxlma a través de

@ u,6> - Z[E(a. [ o1t 0, W2 (3.14)

(=M
Donde el valor kdeM s entero y tal que
[ECW, 18.1,0, W) = E(W,_, | §.11,0,W) <& v ots—(M+1).

) es'decir; el nimero de prondsticos anteriores a considerar se detiene cuando
~ E(a, | ($.1,0,2) es “insignificante”.

Hasta ahora, ya se ha utilizado la verosimilitud condicional y la incondicional, se ha
superado el problema de los valores iniciales sin considerar la existencia de otro
inconveniente. Para obtener los estimadores maximo verosimiles se debe derivar
la funcidn de verosimilitud, encontrar los puntos criticos y evaluar la derivada en
estos puntos para demostrar que existe efectivamente un maximo. Para obtener el
maximo de (3.7) o de (3.10), se requiere minimizar ya sea (3.8) o (3.11); debido a
que las parciales de estas Ultimas con respecto a alguno de los parametros resulta
ser no lineal, sélo se puede encontrar aproximaciones de §,u,0, asignando
valores a estos y graficando la funcion para encontrar el maximo.

3.3 Verificacion

En esta etapa el objetivo principal es revisar que no existan violaciones a los
supuestos del modelo.

Para verificar los, supuestos se emplearan los residuos. Un residuo a,, se define
como la diferencia entre W, y el prondstico W,. Es decir, 4, =W, -W, es el

residuo al tiempo t. Cuando el tamafio de la muestra es grande, los errores
aleatorios {a,} y los residuos (4,), son casi iguales, es por ello que lo que se

verifica es que las caracteristicas de {a,} las cumpla a,
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Con base ala teoria expuesta en el capitulo anterior, los errores aleatorios {a,},

deberfan ser una realizacién de un proceso de ruido blanco. Por elio, la
- verificacion del modelo consistira principalmente en comprobar si esto se cumple.

-’Adiciorialmente, la teoria se series de tiempo para efectuar prondsticos supone

<. 'que’los errores {a,} tienen distribucion normal para toda t. Para verificar este

" “supuesto, a través de los residuos, existen tres caminos:

1. Graficar el Histograma de los residuos y por inspeccién revisar que
exista simetria en los mismos.

2. Graficar los residuos contra el tiempo y verificar que el 95% de las
observaciones se encuentran en el intervalo (-1.86¢6,,1.966, ).

3. Elaborar la grafica de papel normal, que tiene su origen al graficar los
cuantiles observados contra los cuantiles de la distribucion en
hipétesis. Si a,.4,,..4,, son los N residuos (ordenados por el

tiempo) y a,,.4.,,,...4;y, SoON los residuos ordenados de menor a

mayor, se dird que 2, es el l_r\?'s- cuantil observado. Por otro lado,

si F(i) es la distribucion acumulada “supuesta”, el quantil p de F(i)
es el valor a para el cual se ha acumulado p de probabilidad.

Si los residuos provienen de una distribucion normal, la grafica de

probabilidad normal en una escala adecuada, es una linea recta, y

que debido a fluctuaciones aleatorias puede tener observaciones que
_-se acumulen alrededor de la linea.

Ya que se puede dar por hecho gque la distribucion de los residuos es normal, es
conveniente revisar que cumpla con las caracteristicas de un ruido blanco, es
" decir, que su media sea cero y su varianza constante. Para probar la hipotesis
Hytinu=0: -v§ H,: p =0, se puede utilizar el hecho de que

2 .
(m(:!)—l.QtS\/—(:\lT m(a)+1 QGJN ]

donde N N -d—p, constituye un intervalo de confianza al 95% de la media de
una normal
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Se rechazaré Ia hlpéte5|s nula si el cero no esta dentro de este intervalo o bien,

\/~:—m(ﬂl >1.96, donde

rechaza Ia hlpéteSls nula si

m@= 3 2y
0_. = [a: —n'l.(d)])
tadrpsl N

\/—m(a)

Por eI contraruo si < 1.96 se dird que la media de los residuos es cero.

Si al concluir la prueba se obtiene que la media de los residuos no es cero, puede
"ser debido a dos causas:

“1.  Existe una parte semideterminista en la serie que podria corregirse con una
diferencia mas (o agregando un parametro autorregresivo)

2. El problema es determinista y se corrige afiadiendo una constante p al
modelo que se calcula conjuntamente con los otros parametros y cuyo valor
inicial es m(a)

Una forma de revisar que la varianza de los residuos es constante consiste en
“graficar los residuos contra el tiempo y observar si la varianza lleva un patrén
crecnente decreciente o totalmente aleatorio.

. ,;»Olro ‘camino, es utilizar la teoria desarrollada por Barlett (1946) de ia seccion

7 (3.1:1) de este capitulo para estabilizar la varianza. Si el resultado del analisis es

‘que los residuos no requieren transformacion, se podra decir que la varianza es
constante.

Cuando se describid el proceso de ruido blanco se di6 la forma que sigue su
funcion de autocorrelaciéon, es por ello que hay que verificar que las
autocorrelaciones de los residuos para k >1 sean cero. Para ello hay que
proceder como sigue:

Calcular la Funcién de Autocorrelacion de los residuos, que en caso de tener
media cero esta dada por
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Z.N.:a'ald
Zl-c ¢

i (a) =

donde c=d+p+1.

Anteriormente se habia obtenidb qué e

" : Q " .
Var(rk = i{l,uzzpz

T

.0 paré k > 1 las autocorrelaciones

7196

Dado que para un proceso de rundo blanco Pi T
serén significativamente dlferentes de cero 'si [rk(a)] > N ETETS
N-d-p

Box y Ljung (1978) encontraron qué‘\ prueba para verificar que los errores son
‘ruido blanco. puede hacerse a través del estadlsuco Q' dado por

Q=(N-a- —p)XN=d- "‘“”Z(—N’_%%T)
k=l -pP-

“Si K>20, Q~X2 Por lo tanto, se dird que el modelo es inadecuado si

K-p-q°
Q>X

K-p-q*

‘Cuahdo Ias» ‘autocorrelaciones no sean las de un ruido blanco, hay que revisar las
. ..FAC delos residuos para tratar de identificar algiin patron conocido e incorporar
- los parametros que el patron determine al modelo original.

“'Otra forma de tener mas elementos que faciliten la eleccion de un modelo, es
' ‘revisar que sus parametros no estén de mas, es decir, que todos sean necesarios
“'para explicarlo. Si 0 es el parametro a verificar, el intervalo de confianza es

lO-I.QGa/VAar(O)V , 0+|.96\/r\7“ar(0)J

Si el valor creo se encuentra dentro de este intervaio es posible que el parametro
respectivo sea redundante. Puede suceder, por conocimiento del fenomeno en
estudio, que aun cuando el valor de un parametro sea estadisticamente cero, no
se elimine por considerarse necesario.
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. Unavez _presentadas las bases sobre las cuales estan construidas las

" herramientas para llevar a cabo un andlisis rapido y confiable, se pasa a la etapa
de seleccion del proceso que represente mejor a la serie en cuestion. Se mostrara
‘la estimacion de los parametros de cada proceso las faltas que tenga cada uno de
ellos descartando a dos de ellos y dejar al que mejor represente a la serie del CCP

‘ddlares.
Cuadro 11.
Estimacion de los parametros del modelo 1.
Modelo 1 Intervaio de confianza al
95%
Parametros - Estimacién _ Desv. Est. p lzquierdo Derecho

p(1 ),  ' 57 -0.448699  0.262525  0.091859 -0.972059 0.074861
p(2): -0.264772  0.170941 0.125849 -0.605618 0.076074
;qu,g o 0.224558  0.265890 0.401199 -0.305612 0.754728
Q1) -0.048776 _ 0.166976 0.771051 -0.284164 0.381716

Cuadro 12.

. Estimacion de los parametros del modelo 2.

“'Modelo 2 Intervalo de confianza al
; : 95%
Parametros: - Estimacion Desv. Est. p 1zquierdo Derecho
P(1).-77. . 0.680759 0213482  0.002115|  0.255191 1.106327
n(2) +.0.140937 - 0.154084  0.363415| -0.166224 0.448098
;0,411_9‘?9:8 .0.190041  0.030358 0.040959 0.798637
0.057695 0.167482 0.731484 -0.276173 0.391564
Cuadro 13.
. Estimacion de los parametros del modelo 3.
Modelo 3 Intervalo de confianza al
95%
Parametros Estimacion  Desv. Est. p Izquierdo Derecho
p(1) 0.853394  0.086985  0.000000 0.680072 1.026716
q(1) 0.521459  0.122191 _ 0.000058 0.277987 0.764931
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En los cuadros 11 a 13 aparecen los parametros estimados para cada uno de los
" tres modelos propuestos, respectivamente, asi como los intervalos de confianza,
desviacion estandar y probabilidad de error de cada uno de ellos. Lo que se busca
“es’:un:modelo que tenga parametros altamente significativos con desviacion

¢ estandar y probabilidad minimos.

. Asf de los cuadros 11, 12 y 13 se puede observar lo siguiente. Para el modelo 1
-:“(cuadro 11), los cuatro parametros son muy pequefios y su intervalo de confianza

.‘contiene al cero, tienen desviacion estandar y probabilidad de error mayor que la
de los pardmetros de los modelos 2 y 3, por lo tanto, se descarta al modelo 1 y se
prefieren a los modelos 2 y 3. Para el modelo 2 (cuadro 12) los parametros para
p(2) y Q(1) siguen siendo muy pequefios y los Unicos que figuran dentro de!
modelo son p(1) y q(1). El modelo 3 (cuadro 13) que considera los parametros
significativos del modelo 2, uno autorregresivo y uno de promedios moviles,
respectivamente, son significativamente distintos de cero, tienen desviacién
mucho menor que los parametros de los dos modelos anteriores y la probabilidad
de error es casi cero. Por lo tanto, se considera al modelo 3 como el éptimo que
proporciona menores errores estadisticamente.

Lo anterior se refuerza con las pruebas de normalidad mostradas en las graficas
15 a 20, de las cuales se puede observar que la correspondiente al modelo 3 es la

. .que mejor normaliza los residuos, pues el histograma es el que mejor simetria

. tiene a pesar de que en ninguno de los tres casos existen observaciones fuera del
o mtervalo (~1.96a? ,1.960?). La gréafica de papel correspondiente al modelo 3 es
'tamblén la que mas se asemeja a una linea recta.

De. las funciones de autocorrelacion y autocorrelacion parcial de los residuos para
los tres modelos (graficas 21 a 26), se observa que los valores de ellas pueden

. considerarse estadisticamente cero, esto es, se pueden considerar los de un ruido

blanco. Asi que no existe algin inconveniente en seguir considerando al modelo 3
i -como el que mejor explique a la serie del CCP.

S Asi p'ara este ejemplo en particular se obtiene el modelo que mejor representa a ia
‘ serie del CCP dolares es

-Modelo 3. ARIMA(1,1,1)x(0,1,0)s , es decir,
W, =a,-0a,, +¢W,,

Con W, = V'VZ, y Z,= Serie original del CCP dolares.
Sustituyendo los valores de los parametros estimados,

W, =a, ~(0.52146)a,_, +(0.85339)W, ,
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Grafica 15.
Histograma de los residuos del modelo 1 del CCP ddlares
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Grafica 16.

Grafica de probabilidad normal de los residuos del modelo 1 del CCP délares
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Grafica 17.
Histograma de los residuos del modelo 2 del CCP ddlares
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Grafica 18.
Grafica de probabilidad normal de los residuos del modelo 2 del CCP doélares
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Grafica 19.
Histograma de los residuos del modelo 3 del CCP ddlares
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Grafica 20.
Grafica de probabilidad normal de los residuos del modelo 1 del CCP délares
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Grafica 21.
Autocorrelaciones muestrales de los residuos del modelo 1 del CCP délares

Grafica 22.
Autocorrelaciones parciales muestrales de los residuos del modelo 1 del
CCP délares
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Grafica 23.
Autocorrelaciones muestrales de los residuos del modelo 2 del CCP ddlares
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Grafica 24.
Autocorrelaciones parciales muestrales de los residuos del modelo 2 del
CCP dolares
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Grafica 25.
Autocorrelaciones muestrales de los residuos del modelo 3 del CCP dolares
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Grafica 26
Autocorrelaciones parciales muestrales de los residuos del modelo 3 del
CCP dolares
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En el cuadro 16 se pueden observar los valores pronosticados por el modelo
sugerido.

Cuadro 16.
Prondsticos del modelo 3

Observacion Valores Prondsticos Residuales
originales
80 3.09 3.14 -0.05
81 3.10 3.16 -0.06
82 3.17 3.13 0.04
83 3.21 3.10 0.11
84 3.12 3.15 -0.03
85 2.91 3.04 -0.13
86 3.08
87 3.11
88 3.08
89 3.06




Conclusiones

Los prondsticos obtenidos por medio de series de tiempo son instrumentos
fundamentales para la toma de decisiones, pero para llegar a ellos es
indispensable conocer la teoria de las series de tiempo, pues se puede caer en el
error de obtener modelos mal fundamentados que a la larga originan malas
decisiones. También se debe tener en mente que para modelar series de tiempo
se requiere de experiencia y conocimiento de lo que se esta modelando pues a
pesar de que la teoria parece abarcar lo suficiente, siempre existen pequefias
aberraciones como por ejemplo el que no se pueda estabilizar la varianza de los
datos, que los residuales no sean ruido blanco, por mencionar algunos problemas
y que si el lector se adentra en este trabajo de modelar series encontraré muchos
mas.

.La serie del ejemplo aqui planteado dice a grandes rasgos en que nivel se
- encuentra el fondeo en dolares de los bancos en el pais, es decir, cuanto le esta
costando al sistema de banca muitiple obtener sus recursos en dolares. Esto da
‘una idea para pronosticar en tiempos venideros el comportamiento de los recursos
- de los bancos en ddlares, pues si las tasas en dolares se mantienen bajas y como
son tasas referenciadas a las que se utilizan en paises hasta cierto punto con
estabilidad econdmica los bancos preferiran obtener sus recursos en délares en
= |ugar. de-pesos mexicanos si las tasas para moneda nacional tienden a subir o
viceversa.

‘Segfm‘ el andlisis realizado, un modelo adecuado para el CCP dolares es el
ARIMA(1,1,1)x(0,1,0)s. Las caracteristicas de este modelo son

= La periodicidad es semestral
e |atendencia es de orden 1
e Se ocupan un componente de promedios moviles y uno autorregresivo

e Los residuos son ruido blanco con distribucion normal.

Por ultimo, cabe mencionar que no en todos los casos se encuentra un modelo
ARIMA para modelar una serie, pues existe una gran variedad de alteraciones que
no permiten la completa representacion como lo puede ser el no poder estabilizar
la varianza o bien el que los residuos no sean una realizacion de ruido blanco.
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APENDICE

A.1. La d - ésima diferencia de una serie que sigue una tendencia polinomial
de orden d, es estacionaria.

lLa demostracion de este resultado consta de dos partes; en la primera se supone
que dado {a,} un proceso de ruido blanco entonces, la serie {V" } con d20 es
estacionaria; en la segunda se supone que la serie {Z } que sigue una tendencia
fpohnomlal de orden d 20 del tlpo .

Py '*'[3,1-4-[32

con

=0

. pues ﬁ:( ]( 1) ='_‘kl_1)u,' :

i=0

ctonafgon J5pm
o]

por otro lado,

."1

3




d

-

oo\

5 (’(?J(“j)i'(]—l)d =0
=8
Ly cuando j

"Por lo tanto, la c'ovariyanza esta dada por la expresion

| Tiﬁj[‘f}(?)(—n"‘ﬁ(a..,- Q)+

0 ia0)

1x -k .
' - V'I‘ ':dv,r d di-h gy, 2 N
CovY,. Y, ) = ?_{(i_’kJ(J(—l) E(aZ,_) si k<d

g rdyay .

Jtl-_‘k.'"

1i4



con k=0 " |o?:-asi; 'se puede
_apreciar que ni' la’

/, = V'a,. dependen
_del tiempo: SO

: P'atte"2'
i Prlmero se demostrara que redddé en un grado
~la tendencta polmomlal si se usarla expresnén y“".- Bi Ol d ‘en donde, el

B supralnd:ce sirve para denota 'de Ia dlferencxacuén del proceso. entonces
orngmalmente se tendria s

Iuego al aplicar una dlferencla se obuene :

vz, Zy‘"'l‘-t-d Zy‘"’(l l) ai—""

1.0 is0

it

ta0) =0

'Zv“"[ ZJ(J::)(—I)H

73] =l
haciendo el cambio de variable

B Z":W[Z i+ (i : lJ("” ;

1=l lat}

sustituyendo por r=i-l

D PR ”‘( ]( 1}' e

=0 Je)

= Zy“’l + Va

awi}

. expresiones se puede observar que
Y Y dependen de : .yf,"’, y’'que para obtener los nuevos coeficientes
se . igualan iuno no.’ con . las potencias de t, es decir,
y:," es ‘el ‘COe_t”Q|en't§"de ‘% 'y .se obtiene cuando l=r, o sea

De las . ultxmas

s



9 = Y(«n y(m Yoi_'“‘,*(_‘_")a-nvy(m

y asi suceslvamente para Ios demés coet"memes de y“’ " hasta llegar al uttimo
coefncnente y“’ que corresponde a t"' Ly cuando I— r d +1, es decir,

B I-O

Zy"’l +V’

= l-o B
y si se aplica d -1, veces
Vd |Z .y(tl Hl +V|l 1

por lo que al dif_erericiar uha vez rhés se tlene

B , vdz _Zy(u i +V.ll ZYN “(l V""u‘

120 5 1=

- y““ + V"

|y para obtener Ios valores de los nuevos coeficientes se igualan termino a termino
. las potencias de t, .y da por result‘ado B

(di W-

Y =Y
=27;,,.
N 3opin
(d—])y“'
_d!,'f,"', '

Por lo tanto, {V“Z,}" es estacionaria. :
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A.2 Desarrollo del procedimiento para elegir una transformacion potencia
que estabilice a la varianza de una serie de tiempo.

Si se partiendo de la idea planteada por Bartlett (1947) “... si la variacion tiende a
cambiar con el nivel medio de las mediciones, la varianza solamente sera
estabilizada con un cambio apropiado de escala”, se tiene el siguiente
procedimiento.

Suponiendo que la varianza o} de la variable aleatona Z, puede expresarse en
funcién de su media u,, es decir,

(dz Iyz;-nv-..J E[(Zy“—E(L")) ]

dT. B
dZ II.-n, g,
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y ya que se tlene eI objetlvo de quei T(Z ) tenga una varlanza constanle por decnr
a’, entonces se sngue que : : B P

a

Jrs)

E le,,
Luego, lnlegrando de ambos lados.

(A.2.1)

T(n,) = J‘\[f(—“"

Como se puede observar es necesario conocer la funcién  para poder utilizar
(A:2.1) y. asi determinar la transformacion T que estabilice la varianza. Si se
restringe ‘el tlpo de transformaciones a la familia de transformaciones potencia, la
_-cual es utlhzada debido a los buenos resultados que se observan en la practica, es

; factlble entonces apllcar esta restrlccuén a (A2 .1). ‘Ahora si la variable Z, es

o posut aysi es pos:ble suponer que c es} proporcional a u?'"* para alguna ;es

RAEY
-4

e'ntom':'es ée Vt‘v ndria

si7='0

. J-l— dpe=clinu,)
M,y . '

Por lo tanto,
‘ T SiA=0
T(n,) =
In(p,) siA=0

Resultado}due sugiere que la funcion T, que vuelve aproximadamente constante
'alavarianza de Z,, es la transformacién potencia definida por
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N Ay si A=0
T(Z)=q
i In(z,) siA=0

vélidasi Z, >0 paratodat.
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