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RESUMEN

Una pieza fundamental en todo sistema de comunicaciones es el canal de transmision.
Cuando las sefiales viajan a través de éste. se distorsionan debido a problenias de
ancho de banda limitado v propagacion por multitrayectorias en los canales méviles.
por esta razon al recibir las senales es importante compensar las distorsiones intro-
ducidas por el canal. Los filtros jgualadores son una herramienta que nos permiten
realizar dicha tarea. Dado que generalmente las caracteristicas de los canales son
ariantes con el tiempo. el filtro igualador debe ajustarse a las variaciones del canal
para compensar cn todo tiempo las distorsiones introducidas por éste. por esta razon
hablamos de un igualador adaptable.

El algoritmio de filtrado adaptable tiene la funcién de actualizar los coeficientes del
filtro de acuerdo con un criterio de optimizacion dado. En particular. en este trabajo
estudiamos dos de los eriterios de optimizacién mas utilizados. el del error cuadrédtico
promedio (MSE) » el de los minimos cuadrados (LS). resaltando las caracteristicas.
de cada uno de ellos.

Puesto que todo algoritino debera implantarse en un dispositivo de procesamiento
de senales. donde el munero de bits para representar las cantidades es limitado.
es importante garantizar gue los errores introducidos debido a problemas de repre-
sentacion. no se incrementen a lo largo del proceso de acrualizacion de los pardametros
del filtro: puesto gue si esto sucede el algoritimo puede diverger como se muestra en
este trabajo.

En la primmera parte de este documento. presentamos todas las herramientas nece-
sarias para el estudio de Jos algoritmos de filtrado adaptable v de la problemédtica
de la inmterferencia entre simbolos. en una segunda parte se estudian los problemas
numéricos que presentan los algoritmos. ademiis se muestra un método de anslisis
de errores por redondeo en algoritmos recursivos. Asf mismo. se realiza un estudio
de los errores de redondeo en los algoritmos clisicos RLS v FRLS presentando las
versiones estabilizadas que garantizan el buen desempeno de los algoritmos en ar-
itmética finita,

Fiualmente se presentan un gran nimero de simulaciones tanto en aritmética entera
como fiotante. que permiten entender las causas de los problemas numéricos en los
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algoritmos de filtrado adaptable.

Uno de los objetivos primordiales de este trabajo es demostrar que es importante
considerar los problemas numéricos que muchas veces hacen diverger los algoritinos
v que limitan por tanto la implementacidon de éstos en aplicaciones reales. Asi mismo
se desea presentar un material que permita a aqguellos interesados en el problema de
la igualacion de canal introducirse en el drea mediante una lectura accesible.
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INTRODUCCION

En todo sistema de comunicaciones. el ancho de banda de transmisién es limitado.
por esta razén las senales recibidas difieren de las sefiales transmitidas. en particular:
un pulso digital requiere de un ancho de banda infinito para ser transmitido sin ser
distorsionado. Dado que el ancho de banda es limitado este pulso se expande en el
tiempo. lo que ocasiona que se interfiera con otros simbolos enviados en subsecuentes
instantes de tiempo que a su vez también son distorsionados.

El problema entonces consiste en recuperar la sefal transmitida sin distorsion y
para tal efecto se utilizan igualadores de canal con una respuesta en frecuencia que
complemente la respuesta en frecuencia del canal. es decir: que amplifique frecuen-
cias donde el canal atemia la senal con el objetivo de simular un ancho de banda
suficiente para cvitar la interferencia entre simbolos. El canal de transmisiéon en
general no mantiene una respuesta en frecuencia fija durante toda la transmision
puesto que este se ve influenciado por efectos de clima y movimiento del receptor
principalmente (aunqgue no son las iinicas razones). por consecuencia el ignalador de
canal debe ajustarse para seguir compensando la respuesta del canal de transmision
v por tanto sc le conoce como igualador o filtro adaptable. La rapidez v exactitud
con que los parametros del filtro adaptable son calculados dependen tanto del crite-
rio de optimizacion que se utilice (mdaxima verosimilitud. minimos cuadrados. error
cuadratico promedio. ete) como de la estructura del filtro.

En esta tesis se estudian hicicamente das de los criterios mias atilizados (mini-
mos cuadrados v error cuadritico promedio) para la solucién de este problema.
presentdndose las ventajas de cada uno de ellos. En particular. se estudijan los fil-
tros de respuesta impulsional finita (FIR) con estructura transversal. El hecho de
utilizar los filtros FIR es debido a que estos son estables por definicion v de esta
manera solo nos enfocamos en estudiar la estabilidad del algoritmo. dado que éstos
presentan estructuras recursivas ¥ pueden presentar problemas de inestabilidad.

Comao se verid a lo largo del trabajo. los algoritmos basados en el criterio de los
minimos cuadrados presentan muy buenas propiedades en cuanto a versatilidad con
el tipo de senales que pueden trabajar v a la velocidad de convergencia. Sin embar-
go. presentan ciertos problemas numéricos cuando se trabaja con factores de olvido
(A < 1). sobre todo cuando se implementan en aritmética finita. 16. 32. 64 bits.
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Tales problemas numéricos pueden hacerlos diverger. Dada las buenas propiedades
de los algoritmos basados en los minimos cuadrados. a lo largo de este trabajo se
hace un estudio mis detallado de éstos.

Puesto que al implementar un dispositivo adaptable dentro de un sistema de comu-
nicaciones. el algoritmo adaptable deberd correr dentro de un dispositivo de proce-
samiento digital en tiempo real con una longitud de palabra de precision finita. es
de fundamental importancia analizar la robustez numérica de tales algoritinos. En
particular. por robustez munérica nos referimos al estudio de los problemas de diver-
gencia ocasionados por los errores numéricos que aparecen en las variables utilizadas
en los algoritmos que se presentan debido a errores de truncamiento v redondeo dada
la cantidad limitada de bits para representar tales variables.

La igualacion de canal no ¢s un problema nuevo ni exclusivo de las comunicaciones
digitales. Desde ¢l inicio de las transmisiones a distancia utilizando pares de cobre.
se vio la necesidad de utilizar téenicas gue permitieran compensar las distorsiones
de los canales de propagacion. Sin embargo. el problema es de actualidad dada la
necesidad de mejorar e implementar nuevos servicios de comunicaciones. i.e. tele-
fonia celular. redes de datos 3 servicios en tiempo real. La capacidad de realizar
estas tareas depende de que tanto podamos aprovechar el canal de comunicaciones
v por tanto de nuestra capacidad de compensar las deficiencias del canal mediante
la utilizacion de igualadores adaptables.

Por otra parte. el empleo de igualadores adaptables ex solo una parte del sistema
de comunicaciones que esta compuesto por codificadores fuente. que nos permiten
cnviar la méxima cantidad de informacion en el ancho de handa disponible. codifi-
cadores de canal. que permiten la mavor inmunidad posible a ruido e interferencia
v moduladores que adectian el tipo de sefial al canal de transmision. Por esta razon.
¢l problema de la igualacién de canal va de la mano con estos otros problemas men-
cionacdos y en conjunto se busca hacer mas eficiente la comunicacion.

En un mundo donde las comunicaciones digitales forman parte de la sociedad es
itportante conocer los problemas que se presentan v saber como solucionarlos. La
comprension del problema nos permitira el diseno de dispositivos v evitar ser tan
solo consumidores de productos disenados en otros paises.

Finalmente. este trabajo tiene como objetivo fundamental. comprender el problema
v estudiar los algoritmos de filtrado adaptable que lo solucionen. Asi mismo. co-
mo hemos mencionado. la idea ex que estos algoritmos sean implementados dentro
de un dispositive de procesamiento digital en ticmpo real donde la representacion
nuniérica v operaciones aritinéticas se realizan generalinente mediante una precision
finita. lo que ocasiona que los resultados obtenidos difieran de los tedricos y muchas
veces esto ocasione divergencia del algoritmo. Por esta razon. de manera simultanea

X




ala hisqueda de algoritinos de filtrado adaptable que solucionen el problema de
la igualacién de canal. se realizard un andlisis numérico de los errores ocasionados
debido a errores numiéricos dentro de los procesadores v se presentaran los algorit-
mos cstables bajo aritmética finita que aseguren un buen funcionamiento dentro del
dispositiva de procesamiento. c.g. DSP.

En este trabajo. ademis de plantear el problemsa de la igualacion de canal como
solucidn a la IS Se hace un estudio de la propagacion de los errores en algoritmos
recursivos del tipo LS basindonos en algunos documentos publicados. Asi mismo.
se realza la importancia de los errores numéricos en los algoritmos mediante la sim-
ulacion de éstos bajo aritmética de precision limitada.

ORGANIZACION DE LA TESIS

En el capitulo 1 se plantea el problema de la interferencia entre simbolos (1S1) en
las comunicaciones digitales. ocasionado por el anchio de banda finito de los canales
de comunicacion fijos » por la propagacion multitrayectoria en los canales inaldmbri-
cos. Por tanto. se resalta la necesidad de emplear téenicas que permitan eliminar la
1S1 & mejorar el desempeno de los sistemas de comunicacion.

Se presenta un estudio de las propiedades de los canales de propagacion méds usados
comoa lo es el par de cobre. el cable coaxial. la fibra éptica v el canal inaldmbrico
resaltando el modelado del canal inalambrico.

En la altima parte de este capitulo se presenta la igualacién de canal como solucién
al problema de 1S1 ¥ la necesidad de utilizar igualadores adaptables dadas las car-
acteristicas de variancia con el tiempo del canal de propagacion.

En el capitulo 2 s¢ presentan las herramientas bisicas para el estudio de Jos al-
goritmos adaptables. Presentamos ol modelado de pracesos estocasticos mediante
modelos ARMAL AR v MA dado que una gran cantidad de senales se pueden mode-
lar de esta manera. Asi mismo se presentan las diferentes tareas que pueden realizar
los filtros digitales como lo son: la prediccidn. ¢l suavizado v el filtrado.

Con el propdsito de comprender a detalle el problema del filtrado se presenta la
solucién de los filtros de Wiener » Kaliman lo que nos facilitard la comprension del
problema del filtrado adaptable.

En el capitulo 3 entramos al estudio de los algoritmos de filtrado adaptable basa-
dos en dos de los criterios de optimizacion mads utilizados. el del error cuadritico
promedio (MSE) v el de los minimos cuadrados (LS) resaltando las propiedades de
ada uno de ellos.
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Asi-mismo-se obtienen los algoritinos LS. RLS convencional y el -“Fast -Kalman”
presentdandose en la Gltima parte de este capitulo las simulaciones correspondientes
a estos algoritmos bajo precision infinita de cdleulo.

En el capitulo 4 nos enfocamos al estudio de la robustez numérica de los algorit-
mos basados en los minimos cuadrados. Se resalta la importancia del estudio del
.comportamiento numérico de los algoritmos dado que muchas veces pueden diverger
precisamente debido a problemas numéricos.

En una primera parte analizamos la robustez numérica de dos implememaciones
del algoritmo RLS cldsico obtenido en el capitulo 3. llegando a la conclusion que e}
comportamiento munérico de un mismo algoritmo depende de la manera en que este
se implemente.,

Asi mismo resaltamos los problemas numéricos de los algoritmos rapidos v la necesi-
dad de trabajar con algoritmos estabilizados para aprovechar las buenas propiedades
de los algoritinos FRLS. Dada la necesidad de trabajar con algoritmos estabilizados.
presentanios una estrategia de estabilizacion propuesta por [15].

En el capitulo 5 se presentan las simulaciones correspondientes a los algoritinos pre-
sentados en el capitulo 4 tanto en precision infinita de cdlculo como en aritmética
entera resaltando el aumento de inestabilidad en los algoritmos debido a errores
numéricos cuando se limita la precision de caleulo.

En un dltimo capitulo se presentan las conclusiones y para completar el trabajo

se presentan algunos apéndices que nos ayudan a comprender mejor las ideas pre-
sentadas a lo largo de la tesis.

he)



Capitulo 1

LOS CANALES DE
COMUNICACION Y LA
INTERFERENCIA ENTRE
SIMBOLOS (ISI).

1.1. Introduccién

El canal de propagacion es una parte fundamental del sistema de comunicacion y
determina en buena medida su eficiencia. Por esta razdn, en este capitulo nos en-
focaremos a la descripcion de las caracteristicas de los canales de propagacion més
significativos y presentaremos el modelado de los canales inaldimbricos.

El estudio de los diferentes tipos de canales nos permitird comprender los princi-
pales problemas que se presentan y que afectan el buen desempeiio de los sistemas
de comunicaciones. En particular, uno de dichos problemas es el de la interferencia
entre simbolos (ISI) causado por el ancho de banda limitado de los canales y la
propagacién multitrayectoria en los canales indlambricos.

En la seccién 1.5 se estudia el problema de la interferencia entre simbolos ¥ se presen-
tan algunas alternativas para disminuirla. Asi mismo, en la seccion 1.5.3 se presenta
la igualacién de canal como solucién al problema de la interferencia entre simbolos
presentdndose diferentes esquemas de igualacidn.

1.2. Tipos de canales de comunicacién

Podemos ver un canal de comunicacién como el enlace entre dos puntos a lo largo
de una trayectoria de comunicacion. Cuando definimos un canal especifico debemos
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indicar bajo que condiciones el canal presema la propiedad “de linealidad v /o re-
ciprocidad.

Frecuentemente un canal se comporta de forma lineal solo sobre ciertas regiones de
voltaje de entracda. temperatura. voltaje de alimentacion. ete, La linealidad del canal
es de gran importancia cuando se emplean esquemas de modulacidn sensitivos en
amplitud como la modulacién en cuadratura de amplitud QAN - S

Un canal se denomina reciproco si su comportamiento no cambia conforme cambia
la direccion en la que fluve la informacion.

Los canales utilizados en los sistemas de comunicacién se muestran en la fig. 1.1.[29].

RECEPTOR

¥

TRANSNISOR e
[ CANAL DE MODULACION |
CANAL DE I
PROPAGACION i
|
odific Etapa d Medio Etapa de 3 R sl Deco
Codificador—= Maodem ™ ncnp]; Fisico > acoplo Modetn dificador

CANAL DIGITAL

Figura 1.1: Clasificacién de los canales de comunicacion.

El canal de propagacién es el que transporta las senales desde el equipo de acoplo
en el transmisor hasta el equipo de acoplo en el receptor. Se asume que el canal de
propagacion es lineal v reciproco. sin ctibargo puede presentar la caracteristica de
variacion con el tiempo.

Para el caso de un canal inaldmbrico. el canal de propagacion es reciproco si las
antenas cempleadas presentan reciprocidad. Las antenas presentan los mismos pa-
trones de transmision v recepeidn en ol espacio libre si estas son bilaterales. lineales
v pasivas, [19].

El canal de modulacidén se extiende desde la salida del inodulador hasta la entrada
del demodulador. Este canal es de gran interés para discnadores de esquemas de
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modulacidn v sisteinas de codificacion en Trellis, [29]. Si asumimos el canal de radio
lineal. la linealidad del canal de modulacion se determina por las caracteristicas de
transmision de los equipos receptores v transmisores de acoplamiento. Los sistemas
de modulacion que emplean maodulacién multinivel de amplitud. requieren que cl
canal de modulacidn sea aproximadamente lineal.

El canal digital consiste de todos los componentes del sistema. (incluyendo el canal
de propagacion) enlazando la secuencia digital no modulada en el transmisor con la
secuencia regenerada en el receptor. El canal digital es de importancia para inge-
nicros en codificacidn fuente y codificacion de canal.

El hecho de definir estos tipos de canales tiene como objetivo mostrar como ca-
da parte de un sistema de comunicacion puede ser visto comao un canal. esto es.
para un ingeniero gue se dedica a trabajar en codificacion fuente. la parte de modu-
lacion. amplificacion y el propio canal fisico son para él. el canal de transmision. {14].

1.3. Descripciéon de los canales de propagacion

Existen diferentes medios o canales de propagacion a través de los cuales se trans-
mite la informacién en forma de seinales. El tipo de senales a utilizar depende del tipo
cde canal de propagacion: asi. mientras en un par de cobre hacenos uso de senales
eléctricas. en una fibra dptica utilizaunos senales épticas v en un canal inaldmbrico
usamos seiales clectromagnéticas.

Cada uno de los diferentes canales presentan caracteristicas que los hacen adecua-
dos para aplicaciones especificas. por esta razon es importante conocer los diferentes
medios de transmision.

1.3.1. Cables eléctricos

Para frecuencias inferiores a 300 MHz. se pueden utilizar cables eléctricos para trans-
portar informacién en forma de senales eléetricas.

El cable telefénico estd constituido por varios pares de hilos. cada uno de los cuales
posee dos conductores retorcidos de cobre 6 aluminio recubiertos de polietileno. En
el canal telefénico la atennacion de la senal eléetrica varia en funcién de la raiz
cuadrada de la frecuencia. esto significa que la atenuacion se multiplica por dos sj la
frecuencia se multiplica por cuatro. En el caso de un par telefénico esta atenuacion
es del orden de 3dB después de un K para una seiial de 100KHz. v ex 1a principal
limitacidn para ancho de banda. Ademds de este inconveniente, ¢l cable telefénico
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también presenta una notable sensibilidad alos cambios ‘de temperatura asi como
la presencia de diafonia®. {311

Un segundo tipo de cable es el cable coaxial. Esta constituido por dos conductores
concémtricos que se encuentran separados por un espacio lleno de un aislante eléctrico
(que puede ser aire). El conductor interno es un hilo metilico y el conductor externo
es un cilindro metilico. El cilindro externo limita la diafonia y las perturbaciones
electromagndticas externas.

Este cable presenta una atennacion méds baja que el par de audio. v ex del orden
de 1.3dB para un Kin de cable a 1N Hz, Los cables coaxiales se utilizan rara vez a
mas de 100N Hz. [31}. Dado que la atennacién varia en funcion de la raiz cuadrada
de la frecuencia, podemos decir. por tanto que. tanto para el cable telefdonico como
para el cable coaxial. una distancia larga implica una baja frecuencia. o que una alia
frecuencia corresponde a una corta distancia. Esto es un gran inconveniente cuando
se intenta abtener un sistema de telecomunicaciones de alta eficiencia.

1.3.2. Fibra 6ptica

Es una guia de onda dieléctrica que transporta senales de luz de un lugar a otro tal
como un par de cobre o un cable coaxial transporta senales eléetricas. Consiste de
un micleo central con indice de refraceidn ny dentro del cual es confinada la propa-
gacion del campo electromagnético. Este micleo es rodeado por un recubrimiento de
indice de refraccion na con na < ny. v finalmente el recubrimiento es cubierto por
un delgado plastico.

Las fibras Opticas tienen caracteristicas iinicas que las hacen atractivas como medios
de transmision. En particular ofrecen las siguientes ventajas.[14]:

e Enorme potencial de ancho de banda.?

e Pocus pérdidas 0.2dB/ N .

Inmunidad a la imerferencia electromagnética.

e Tamano v peso pequenos.

'Fendieno de interferencia entre pares telefénicos adyacentes.

e . L X

“Esto permite usar portadoras dpticas con frecuencias de alrededor de 200THz. con tan alta
frecuencia portadora v un ancho de banda nuis 6 menos igual al 10% de la frecuencia portadora.
tenemos como ancho de banda tedrico alrededor de 2 » 1019 Hz.
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e Resistencia y flexibilidad.

e Bajo costo.

1.3.3. Canal satelital

Un canal satelital adiciona otra invaluable dimensién a las redes piblicas de tele-
comunicaciones va que provee una cobertura de gran drea incluso intercontinental.
Ademads. el aceeso a dreas remotas cubiertas por cables convencionales o fibras dpti-
cas. os una caracteristica distintiva de los satélites.

En casi todos los sistemas de comunicacidn satelitales. los satélites son colocados en
Srbitas geoestacionarias. Visto desde la tierra. un satélite en érbita geoestacionaria
parcce estar estacionario en el cielo. Consecuentemente una estacion terrena no tiene
que rastrear el satdlite. por el contrario. solamente tiene que apuntar su antena en
una direccion fija hacia el satélite. Los sistemas de comunicacion en drbitas geoesta-
cionarias ofrecen las siguientes ventajas.[14):

e Cobertura global.

e Enlaces de transmisién confiables.

e Amplios anchos de banda.

En términos de servicios. los satdlites pueden proveer enlaces punto a punto fijos.
extendiéndose a lo largo de grandes distancias v dentro de dreas remotas. comu-
nicacion para plataformas moviles como buques o naves espaciales. asi mismo la
capacidad de radiodifusion.

La banda de frecuencias mas popular para comunicaciones satelitales es 6 GHz para
la subida v 4 GHz para el enlace de bajada. El uso de esta banda de frecuencias
oirece las siguicntes ventajas:

e Equipo de microondas relativamente barato.

e Baja atenuacién por Huvia.'

e Ruido celeste? insignificante.

!La atenuacién por lluvia es la principal causa atmosférica de pérdida de la sefial.

Py . R L . X PO

“Este ruido. debido a emisiones de ruido aleatorio de fuentes galidcticas. solares o terrestres
alcanza su menor nivel entre 1 » 10 GHz.
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“1.4.- Modelado de los canales mdviles:-de comuni-
cacion '

Los sistemas inaldmbricos presemtan caracteristicas muy importantes que permiten
dar servicios a grandes distancias sin embargo. el canal de propagacion es el causante
de muchos de los problemas v limitaciones que afectan los sistemas inalambricos. Por
ejemplo. la propagacién por multitrayectorias. la cual es una de las caracteristicas
principales de los canales méviles de radio. ocasionada por la difraccidn » dispersion
debido a las caracteristicas del terreno v edificios.[23].

La propagacién por multitrayectorias ocasiona distorsion en los sistemas analdgicos
v afecta severamente el desempeno de los sistemas digitales reduciendo las relaciones
senal a ruido v senal a interferencia.[23].

Una comprension del fendmenao y en consecuencia el modelado matemiitico del canal
es muy importante ya que facilita una prediceion mids precisa del rendimiento del
sistemna ¥ provee el mecanisimo para probar v evaluar métodos de eliminacién de los
efectos negativos introducidos por el canal.

Como hemos mencionado. el canal de propagacidn influye en el rendimiento del sis-
tema de radio comunicaciones. las sefiales Hegan al recepror mediante un mecanismo
de dispersidn y la existencia de multitrayvectorias con diferentes retardos. atenua-
ciones v fases. Esto da lugar a un canal complejo variante con el tiempo [23]. Un
estudio detallado de los canales inakimbricos se puede consultar en {3

1.4.1. El fendmeno de multitrayectorias

Los métodos para obtener prodicciones de la intensidad de 1a sefial en dreas urbanas
¢ dentro de edificios. son de gran importancia dado que la mayoria de los sistemas
de comunicacion eperan en ciudades & zonas muy pobladas. EV mayor problenia en
las dreas de edificios ex ocasionado debido a que la antena maévil se encuentra por
debajo de los edificios que la rodean. lo que ocasiona que no exista linea de vista con
ol transmisor. De esta forma. la propagacion se da a través de dispersion v difraceion
de la senal en los edificios. [23].

Eunla prictica. la energia llega al receptor por medio de diferentes caminos simultane-
anente. presentandose asi una situacion “multitrayectoria™. Las sefales recibidas se
combinan vectorialimente en la antena receprora dando lugar a una senal resultante,
la cual puede ser grande o pequena dependiendo de la distribucion de fases entre las
componentes recibidas. Es ovidente que un receptor en alguna posicion dada puede
recibir una sefal resultante con una potencia muy diferente a la recibida a tan solo
unos metros de ésta tltima. esto es debido a que la relacion de fases entre las difer-
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Figura 1.2: El fenomeno de multitrayectoria en una zona urbana.

entes componentes de la senal resultante (multitrayectorias) cambia de una posicion
a la otra. Por tanto. variaciones substanciales ocurren en la amplitud de la senal |
a lo largo del tiempo v del espacio. Estas fluctuaciones de la senal se conocen co-
mo desvanecimientos. si tales fluctuaciones ocurren en un corto tiempo el fenémeno
se denomina desvanccimiento rdapido para distinguirlo de aquel que presenta varia-
ciones mds lentas en el valor promedio de la senal a largo del tiempo. conocido como
desvancecimiento lento. Este iltimo es ocasionado por el movimiento sobre distan-
cias suficientemente largas para producir variaciones brutas en la travectoria global
entre ¢l transmisor y cl receptor. gencralmente estas variaciones son causadas por el
movimiento del receptor dentro de la sombra de montes & edificios conociéndosele
también como sombra. [23].

El desvanecimiento es basicamente un fendmeno espacial. pero las variaciones espa-
ciales se experintentan como variaciones temporales por un receptor moviéndose a
lo largo de un campo de multitrayectorias.

En geueral. la propagacion multitravectoria. ademas de ocasionar desvanecimientos
también ocasiona un ensanchamiento de los pulsos debido a que las diferentes com-
ponentes llegan al receptor con retardos. si estos retardos son mayores comparados
con la velocidad de transmision se produce interferencia entre simbolos y por tanto
distorsion de los pulsos.[29].




1.4.2. El canal Gaussiano

El canal mas simple es el canal gaussiano. a menudo Hamado canal con ruido aditiva
blanco gaussiano de sus siglas en inglés AWGN. Este canal se representa como un
canal ideal en donde no existe multitrayectorias v se le agrega una fuente de ruido
del tipo AWGN en el receptor tal como se muestra en la figura 1.3, Se asume gue cf
ruido tiene una densidad espectral de potencia constante sobre el ancho de banda
del canal v una funcidon de densidad de probabilidad (F DP) gaussiana. Este tipo de
anal prodria ser considerado como no realizable en comunicaciones inaldmbricas,
sin embargo no es asi. Cuando sc¢ tienen microcélulas es posible tener una linea de
vista. esencialmente sin multitrayectorias. dando un canal gaussiano. licluso. cuan-
do existe desvanccimiento por multitrayectorias. pero el movil esta estacionario v
no existen otros objetos movidndose. como vehiculos en su vecindad. el canal movil
puede pensarse comno un canal gaussiano. representando los efectos del desvanec-
imiento por una trayvectoria de perdidas local. [29].
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Figura 1.3: Canal gaussiano.
o~ o

El canal gaussiano es importante va que provee una idea de cual seria el mejor
rendimiento del sistema sin la presencia de multitrayectorias. asi. para un esquemsa
de modulacidn dado. podriamos calcular la tasa de bits en ertor (TBE') en presencia
de un canal gaussiano. Cuando los desvimecimientos por multitravectoria ocurren.
la TBE se incrementard para una relacion schal a ruido dada. Utilizando téeni-
as para disminuir el desvanceimiento por multitravectorias. tales cotno diversidad.
igualacion de canal. cadificacion de canal. alternacion de datos. podemos observar
como la TBE se aproxima a la que preseutaria un canal gaussiano [29].

De esta forma podriamos evaluar que tan eficientes son nuestras técnicas de ignalacion.
codificacién. diversificacidn. ete: comparando el rendimiento de nuestro sistema con
el que presentaria un sisteima con un canal gaussiano para una relacion senal a ruido
dada.
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1.4.3.  EIl canal Rayleigh con desvanecimientos

Cuando existen desvanecimientos durante la transmisién. el canal de Rayleigh es
una buena representacion del canal de propagacion. [29].

Si cada componente multitrayectoria en la sefial recibida es independiente. entonces
la FDP de su envolvente es del tipo Rayvleigh, La FDP de la envolvente tipica de
una seiial recibida con desvanecimientos se muestra en la figura 1.4.

Lexp(—1)

N

I\]ed’ia= ‘/ga

0 o 20

Figura 1.4: FDP Rayleigh .

La probabilidad de experimentar un profundo desvanecimiento por debajo. digamos
3c0. donde o es el valor rins de la envolvente r(f) recibida. es el drea hajo la curva
entre 3o y oc. Notemos que la FDP de Rayleigh aplica para valores positivos. es
decir. la magnitud de la envolvente recibida. v que a » la media de la distribucion
son similares.

La respuesta al impulso de este canal consiste de una simple funcion delia cuyo peso
tiene una FDP Rayleigh. Esto ocurre porague todas las componentes multitrayectoria
se manifiestan en grupo con dispersion temporal despreciable entre ellas. v cuando se
modelan como una simple funcién delta. se combinan para tener una FDP Rayleigh.
De esta forma. conforme la estacion movil se mueve la seial recibida se desvanece.
mientras el peso de la funcién delta también cammbia de acuerdo a la FDP Rayleigh.
Cuando la estacion mavil experimenta un desvanecimiento profundo. el peso de la
funcién delta es pequeno. y cuando la senal recibida se mejora el peso de la funcién
delta es grande.|[29].




Podemos notar que el”canal-“‘gaussiano puede ser representado como una-respuesta
al impulso que tiene una funcién delta de peso constante. un canal ideal. al cual se
le agrega una fuente de AWGN,

1.4.4. EIl canal Rician

En canales méviles con microcélulas una trayectoria dominante. la cual puede ser
una travectoria de linea de vista. frecuentemente aparece en el receptor. en adicion
con muchas otras travectorias dispersas. Esta trayectoria dominante puede decre-
memar significativamente. la profundidad del desvaneciemento. En este caso la FDP
de la envolvente recibida se denomina Rician. Para el modelado de este tipo de canal
es conveniente introducir un pardametro /v, conocido como pardmetro Rician. con el
propaésito de medir la relacion de potencia entre la senal dominante y el resto de las
sefales recibidas.[29].

IR Potencia en la trayectoria dominante
\

Potencia en las trayectorias dispersas

-10 -5 0 5 10

Nivel de la senial normalizado a la media

-15

Figura 1.5: FDP Rician normalizada a sus promedios locales.
Cuando A tiende a cero el canal es del tipo Rayleigh. mientras que si A tiende

infinito el canal es gaussiano. De esta manera. podemos considerar al canal Rician
como un canal mds general. Los desvanecimientos tienen una alta probabilidad de
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ser méds profundos cuando A = 0 (desvanecimeinto Rayleigh) a ser muy poco pro-
fundos cuando A’ = 32 (aproximadamente gaussiano). Cuanclo la sefial recibida esta
en un desvanecimiento profundo por debajo del nivel promedio del ruido del canal.
un error ocurre. Sin embargo. el mismo promedio de ruido no causara error cuando
I sea mas grande. [29].

Las FDP's Rician para diferentes A" normalizados con respecto a sus valores prome-
dio locales se muestran en la fig. 1.5. Es evidente que la FDP Rayleigh tiene la
mayor probabilidad de presentar un profundo desvanecimiento por debajo de la me-
dia. mientras que la FDP gaussiana tiene la menor.

1.5.  Eliminacion de la interferencia entre simbo-
los (ISI) en las comunicaciones digitales

En las comunicacidnes digitales. el ancho de banda es limitado. Dado que para
transmitir pulsos cuadrados se require de un ancho de banda infinito. es necesario
filtrarlos. si estos pulsos no se filtran adecuadamente cuando pasan a través de un
sistema de comunicaciones se dispersan en el tiempo v el pulso correspondiente a
ada simbolo se alarga hasta llegar a interferir con la ranura de tiempo adyacente
ocasionando lo que conocemos como interferencia entre simbolos (1S1)[5].

En canales de radio. la interferencia entre siinbolos es debida a la propagacidn por
multitrayectorias. la cual puede ser vista como una transmision a rravés de un grupo
de canales con diferentes retardos y amplitudes. Los igualadores adaptables son ca-
paces de corregir la 1SI debido a multitrayectorias de la misma forma que corrigen
la 1S por distorsion lineal en canales telefonicos, [24].

En las lineas telefonicas. la dispersion temporal resulta cuando la respuesta en fre-
cuencia del canal se desvia de la ideal que es anplitud constante v fase lineal (retardo
constante). La funcion del ecualizador es entonces compensar éstas caracteristicas
no ideales mediante el filtrado. [25].

En la figura 1.6 se muestra ol problema de la interferencia entre simbolos para
un sistema de comunicacion binario. podemos apreciar que cada pulso transmitido
os distorsionado por el canal y sufre una dipersion temporal lo gue ocasiona gue
los pulsos se “empalmen”™. Al hacer la superposicién de los pulsos en el receptor
podemos detectar niveles incorrectos de voltaje ademads de limitar la capacidad de
sincronizacion del sistema.

La ISI aparece en todos los sistemas de modulacién de pulso incluvendo FSK. PSK «

QANMIL Sus efectos pueden ser fiacilmente deseritos si tomamos en cuenta un sistema
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Forma de onda recibida

suma de los pulsos
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Figura 1.6: 1S en un sistema de comunicacién binario

de modulacién banda base en amplitud (PANI). |

El problema consiste en encontrar el ancho de banda necesario para que no exista
interferencia entre simbolos. Por suptesto que si limitamos ¢l ancho de banda para
la transmision de los pulsos. la forma de estos no seguird siendo cuadrada. En la
seccidn 1.5.2 presentamos el diseiio de sefiales de banda limitada para canales de
banda limitada como solucién al problema de la 1S1.

1.5.1. Disenio de senales para canales de banda limitada

En el esquema 1.7 se muestra un sistema de comunicaciones. donde ¢(f) es una sefial
pasc bejas con modulacion digital que se puede representar como:

B
v(t) =" I{n)g(t — nT) (1.1)
n=40
donde:
I(n). representa la informacién discreta de la secuencia de simbolos.

g(t). es un pulsa de banda limitada (G(f) = 0: V||f]| > W’).

©(1) se transmite por un canal que tiene una respucsta en frecuencia C(f) =
0: VILAH = 1



z{t)

vit) ) ; i i | : . ‘ y(1)
—"  Hy(l) —= N — Hp(l) —_—

Figura 1.7: Sistema de comunicacion basico
Entonces la seinal recibida puede ser representada como:

r(t) = i](n)lr(!—nT)-{-:(t) (1.2)

n=0
dondec:
o™~
ht) = / g{T)e(t — 7)dT
o=
¥ =(1) representa ruido aditivo blanco gaussiano (AWGN).

La sefial recibida se pasa por un filiro éptimo acoplado al pulso recibido con re-
spuesta en frecuencia H°(f).[24]. :

La salida de este filtro la representamos como:

y(t) = i Tt — nT) + (1)

n=u

donde:

(1), representa la respuesta-del filtro al pulso-hi(t).
1(t). representa la respuesta del filiro al ruido =(1).
Si ahora se muestrea a f = AT 4+ 1y

g T + 70) = y(k) = S 1(n)a (kT = nT + 70) + (kT + 7).

n=()

o bien:
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gy = 3" 1tk = n) + (k). Vh=0.1... (1.3)

n=u

Donde 1g. o= el retarda que iimroduce el canal.

[La ccuacidn 1.3 puede escribirse de la forma:

y(ky = () (F) + ﬁ Z (k=) +v(k): Yh=0.1...
“ n=ln=k

Considerando () como un factor de escala. e igualandolo a 1 por conveniencia.
obtenemos:

ylh)y = 1(k) = z Ia(k = ny+wv(k): Ve=0.1.... (1.4)

n=0.n=k

donde:

T(l). es la informacion deseada del simbolo al instante & de muestrea.
Cosomk () (b = n). representa la interferencia entre simbolos.
12(k). es el AWGN al instante & de muestreo.

Mediante un patron de ojo se pueden analizar los efectos de la IS1. Bisicamente
la IS1 aumenta la probabilidad de errores debido al AAWGN » distorsiona la posi-
cion de cruce por cero ocasionando que el sistema sca mids sensible a errores de
sinercnizacion.

Para el caso de modulacion en fase o QAN podemos apreciar los efectos de la inter-
fercucia entre simbolos en las siguientes constelaciones:

Del lado izguierdo de la figura 1.9 se muestra una constelacion de la senal transmiti-
da con modulacion SPSK. Del lado derecho se minestra la senal recibida v los efectos
de Ia IS1 v ol ruido. Comao podemos observar. si la IST es tnuy severa o trabajamaos
con mids simbolos (e.g 16PSK). 1a probabilidad de que se detecte un siimnbolo erréneo
X 1IDANor. por esta razon es importante el estudio de téenicas que permitan eliminar
la IST.

Ahora que hemos comprendido los efectox de la IS consideraremos el disenio de
sefiales bajo la condicion de cero ISI en los instantes de muestreo.
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1.5.2.7 "Disefio de senales de ‘banda limitada‘para-cero-ISI- -
Si el canal de banda limitada tiene tna repucsta ideal:
cN =1 Vi
Entonces x(7) tience una caracteristica espectral:
N = IGNIF

Doude:

ey = [ N(neap (1.5)

Nos interesan las propiedades espectrales del pulso x(f) v por tanto del pulso g(1)
que-nos permita cero 1S1

De la ecuacion 1.4 la condicion para cero 181 es:

w(t=rkN)=ak—-n)= { é 2 : :: ; 8 (1.6)

La condicidn necesaria v suficiente sobre X (f) para que #(f) cumpla con lo anterior
se conoce como el eriterio de la forma del pulso de Nyquist o “condicién de Nyquist
para cero 1817 .{2.]

Se puede demostrar que la condicidn necesaria v suficiente para que (1) satislaga
la ecuacién 1.6 es que su transformada de Fourier satisfaga. [2.]

% . m -
S NG+ =T (1.7)
M= -0

Si consideramos W coma el aucho de banda del canal C(f) = 0 V|| f|l > V. en

consecuencia N (f) = 0: V{|f|| > 11"
Podemaos apreciar tres casos:
1-Si 7T < T\lT entonces:

nt

BUh= 3 N+

m=—

Consiste de réplicas de X(f) gque no se empalman v que se encuentran scparadas %
por lo tanto no existe forma de eliminar la 181,
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2-8i T = T]F {Tasa de Nyquist). entonces las replicas de N (f) estdn continuas v
por-lo tanto existe una opcion para que -B(f) = T Esto es si:

.\'<.r)={ TSl <1

(X olro caso

De acuerdo a lo anterior pademos observar que el valor minimo de T para que sea
yosible una transmision con cero 1SI es T = = v para tal valor (1) debe de ser
1 an )

una funcion seno cardinal. En este caso r{t) es no causal v por tanto no realizable.

3-8 T > -,—"—r CHtONICES:

B([) cousiste de replicas cipahnadas de N ( f) separadas 1/T. La figura 1.10 mues-
ira o} espectro de B(f) en donde las véplica de N (f) se empalnan. Existen por lo
tanto nunerosas opciones para lograr B(f) =T.

Para este cazo el espectro del coseno elevado tiene propiedades espectrales deseables
v es usado ampliamente, [24].

B(f)
i

e

5 N\ >\

Iy 0 W ! £

Figura 1.16: Espectra de Bt

Otra opeion para la eliminacion de la 1S1 es el empleo de senales de banda limitada
con ISI controlada. esto es: de antemano se disena el pulso a transmnitir consideran-
do que se veri afectado por algunas componentes de 181, sin embargo. dado que a
priori sabemos gque componentes de 181 son las que no se quitaron. en el proceso
de recepeion estas son climinadas con la ayuda de filiros, Es decir. Ia IS1 que se
introduce deja de ser aleatoria pues se sabe gue componentes seran afectadas v por
lo tanto estamos hablando de una IST deterministica que puede ser eliminada en el
receptor.



1:5:3. "7 La igualacién de canal como solucién al -problema de-
ISI.

Las comunicaciones modernas, plantean un problema de gran iimportancia que con-
siste en disenar “filtros igualadores™ que compensen los efectos de la distorsion v
del ruido que son introducidos por el sistema de comunicaciones a la sefial que vi-
aja a.traves del canal. Una caracteristica de los canales {isicos ox que tienen un
ancho de banda finito. esto distorsiona a la senales en fase v en amplitud. ademas
el factor ruido gue producen los elementos fisicos provoca que la senal portadora
de informacion legue atenuada v con distorsidn. Los filtros en general sirven como
una ctapa de preprocesamioento para la cual la sehial portadora de inforiacion. o sus
pardmetros. pueden identificarse de una manera mas clara que a la entrada del filtra,

El método de diseno de filtros que es empleado en las comunicaciones modernas para
su diseno utiliza las caracteristicas estadisticas de Ia seial y del ruido. {141,

Es comin encontrarnos con canales cuya respuesta en frecuencia no es conocida o os
ariante con el tiempo. Por ejemplo. en telefonia el canal de comunicacion canbia
sus caracteristicas frecuenciales cada vez que marcanmos un nimero. esto e debe al
cambio de ruta de la senal. Una vez que la conexion se realiza. el canal serd invariante
con el tiempo salvo por peguenas variaciones debido principahmente a cambios de
temperatura. Por otra parte. los sistemas madviles son un ejemplao clisico de canales

variantes con el ticmpo. en dichos canales los filtros en el transmisor v receptor no.

pucden ser establecidos de antemano v es necesario utilizar igualadores adaptables.

Los filtros igualadores pueden ser clasificados de acuerdo al eriterio de opimizacion
conr el que se actualizan sus pardinetros v tamoién de acuerdo a su estructura. va
sea transversal o “lattice”.

IGUALADORES ADAPTABLES

Los sistemas de comunicaciones actuales utilizan los igualadores adaptables como
una pieza clave del receptor. El surgimiento de estos igualadores se dio rdapidamente
sobre todo en aplicaciones donde. debido a limitantes fisicas del canal de trans-
mision, ccondmicas o de regulacion., se limitaba el ancho de banda a utilizar para la
transmision.

Previo a la transmision es necesario calibrar el igualador de acuerdo a las carac-
teristicas del caual. esto se realiza durante un periodo llamada entrenamiento. En
algunas aplicaciones en tiempo real el periodo de entrenamiento es suprimido v la
alibracion del canal se hace con la propia senal transmitida. a este tipo de igual-
adores se les conoce como igualadores ciegos.
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Durante el periodo de entrenamienio. una sefial conocida o8 transmitida - una sefial
idéntica v sincronizada es generada en el receptor para que de esta forma se puedan
obtener las caracteristicas del canal. Esta sefial debe de ser por lo menos tan larga
como el igualador. para que se tenga la informacion suficiente para que ¢l igualador
pueda inicializarce correctamente.

Después del periodo de entrenamicnio. con el objetivo de seguir pequeiias variaciones
en-el canal. los coeficientes del igualador adaptable se deben de estar ajustando con-
tinuamente. Para esto. una vez que se ha terminado el periodo de entrenamiento.
el igualador adaptable cambia la retroalimentacion del dispositivo generador de la
secuencia aleatoria al dispositiva de decisidn._de esta forma la seial de crror es
derivada de 1a senal estimada por el receptor d(h). la cual no es necesarinmente cor-
recta, figura 1.11. Si el funcionamiento del igualador es bajo condiciones normales,
se tiene una alta probabilidad de que las decisiones tomadas por el igualador sean
correctas. Es importante sefialar que el igualador puede seguir variaciones lentas del
-anal. asi como inestabilidades de fase en el receptor.

u(k) ; P

= Ipualador o S

l Generador de i

i sccuencia aleatoria
—

Dispositive
de decision

Figura 1.11: Esquema de un igualador adaptable

Igualador de pasos descendentes

En las implementaciones practicas. la solucidn para los cocficientes éptinmos se ob-
ticne cmpleando un procedimiento recursivo que evita la inversion de la matriz de
covarianza R oen forma directa. El procedimiento mas simple es el método de pasos
descendentes basado en el eriterio del error cuadritico promedio. que consiste on
escoger un vecetor de pardmetros arbitrario 1. el cual corresponde a un pumo sobre
la curva de desempeno del error. El vector gradiente g(A) es entonces caleulado en
cste punto. pero como g(h) apunta en la direccion de mas rapido crecimiento v el
punto minimo buscado estd en la direccion opuesta a éste. es necesario cammbiar la
direccion del vector g(h) en cada iteracion. obteniendose asi : .

glk)=RW (k) —r. k=0.1.2.... (1.8)
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‘donde RV son respectivamente la midatriz Vvector de covarianza “del proceso. voel
vector 1 (A) que caontiene los pardmetros del filtro igualdor se actualiza mediante la
siguiente relacion:

Wik +1) = W(k) - ug(k) (1.9)

donde s es un parimetro de paso de convergencia o fuctor de¢ pondcracién para el
procedimiento iterativa. Para asegurar la convergecia del algoritmo. i debe de es-
cogerse pequeiio v positivo. de tal forma que g(&) tenga una convergencia hacia cero.
e.g. g(k) — 0 cuando A& — o<, v el vector de coeficientes W (k) — Wouime. Existe un
compromiso entre el tiempo de convergencia ¥ f. ya (ue entre mas pequeiio sea .
menor serid el MSE. sin embargo. el tiempo de convergencia sera mucho mavor.por
otro lado si g es mavor. el tiempo de convergencia es mucho menor pero el MSE
minimo ser:d mayor que en el printer caso mencionado. [14].

Este método presenta el inconveniente de no llegar a los 117, en un nidmero finito
de iteraciones. sin embargo se puede obtener una buena aproximacion con algunos
cientos de iteraciones.

lgualador de gradiente estocdstico
Con ¢l abjetivo de que el algoritino de pasos descendentes siga las variaciones del
canal se hace uso de un gradiente estocastico en lugar de un gradiente deterministi-
CO. . eS10 Os: :
WA +1) = W(A) — nug(k) (1.10)
donde g(&) es el estimado. del vector de gradiente g(&) que se caleula como:
(&) = —e(F)u(k) (1.11)

Sustirnyenda ta ecuacidn 1.11 en 1,10 tenemos:

W+ 1) = Wk + pe(k)u(k) (1.12)

Este algoritno es conocido como algoritimo LMS o algoritmo de gradiente es-
tocdstico. Al igual que el algoritmo de pasos descendentes. es necesario tener un
compromiso entre velocidad de convergencia y el valor minimo del MSE. (14}

Igualador zero-forcing ZF

En un canal las distorsiones introducidas pueden ser compensadas empleando un
filtro lineal gue posea pardmetros que puedan ser ajustados. Es decir. si se tiene
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un canal invariant2 con ol tiempo con respuesta en frecaencia desconocida, se mi-
den las caracteristicas del canal v se ajustan los parametros del ignalador. Una vez
hecho esto. los pardmetros se conservardn durante toda la transmision de datos. [24].

De acuerdo a su estructura estos filtros pueden ser transversales o “lattice™. La mids
simple es la estructura transversal. En la cual los valores presentes y pasados de
la sefial recibida son ponderados por los coeficientes del igualador v sumados para
obtener la salida. Los cocficientes del igualador deben de escogerse de 1al forma que
hagan que las muestras del canal v la respuesta al impulso del igunalador sean cero
para todos lox valores excepto en uno de los N jnstantes. Lucky en 1965 propuso
el algoritino “zero-forcing”™ para ajustar los coeficientes de un filtro transversal: se
cemplea el concepto de “distorsion pico™ el cual esta directamente relacionado con
el valor maximo de ISI que pueda ocurrir: los coeficientes del filiro se ajustan de
modo que se reduzea la distorsion pico. Entonces se presenta el efecto de “forzar”
la 1S] debida o los pulsos del filtro transversal hasta cero™: de alii el nombre del
algoritino. [14].

Si dejamos que el mimero de coeficientes del ignalador ZF crezea de manera ilim-
itada. se obtendrda un igualador de longitud infinita con cero 1S a su salida, La
respuesta de tal igualador serd periédica e igual a la tasa de simbolos. Es posible
demostrar que un igualador de longitud infinita con cero IS1 es simplemente un filtro
inverso de la respuesta en frecuencia del canal. Sin embargo. tal tipo de igualador
amplificard el ruido en las frecuencias para las cuales el espectro del canal tiene
grandes atenuaciones. {25].

Igualador fraccionalmente espaciado

El 18] en canales reales solo afecta un miniero finito de muestras. Esto trae como cou-
secuencia que se uiilice un filuro a respuesta iimpulsional finita (F1R) o filtro transver-
sal, con coeficientes variables. El tieinpo de retardo 7 se debe de escoger tan largo
como el intervalo entre simbolos T, S 7 se escoge de tal forma que 1/7 > 210 > 1/7T,
donde 1 es ol anddi de bannda del anad oo ocacee thaslape entre los siimbolos v por
lo tanto el ignalador inverso al canal compensa la distorsion del mismo. Como ¥ < T
ol canal es Hamado fraccionalimente cspuciado v de ahi su nombre de iqualador frac-
cionalmente espaciado (FSE). El valor que nieds se utiliza en la practica es 7 = T7/2,
Los igualador FSE. gracias a su frecuencia de muestreo. pueden obtener las mejores
caracteristicas de un filtro acoplado adaptable. dentro de las limitaciones de su peri-
odo. Un igualador con periodo 77 no puede ser acoplacdo. Un FSE puede compensar

distorsiones de retardo mids severas con menos amplificacion del ruido.

Es posible demostrar que con un diseiio adecuado de la caracteristica del filtro, la
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i
sin dejar de ser éptima. para cualguier receptor lineal o no lineal sin importar el
criterio de aptimizacién empleado. [14].

tasa de simbolos a lasalida™del igualador fraccionalimente espuciado. puedeutilizarse -



1.6.  Conclusiones

El canal de propagacion es la picza clave de la operacidn de un sistema de co-
municacion. Sus propicdades determinan tanto la capacidad del sistema de levar
informacion como la calidad del servicio ofrecido. Podemos clasificar los canales de
comunicacién de diferentes maneras, [141).

En cste capitulo hemos estudiada diversos tipos de canales enfatizando en el modela-
do de lox canales inaldmbricos puesto que en un canal de este tipo podemos observar
con mits claridad la caracteristica de variancia con el tiempo. Los canales fijos como
Iineas telefonicas por par de cobre. lineas de cable coaxial o fibra 6ptica también
presentan variacion con el tiempo. por esta razon la utilizacion de filtros adaptables
no es exclusiva de los canales inalambricos.

Finalimente, hemos discutido diferentes mancras de solucionar ¢l problema de la in-
terferencia entre simbolos dada por el ancho de banda limitado de los canales fijos
o la propagacion multitravectoria en canales inaldmbricos. terminando con la in-
troduccion de diferentes esquemas de igualacion de canal. La utilizacion de uno u
otro esquema dependeri de la aplicacion'. Dado que nuestro objetivo no es hacer
un andlisis exhaustivo de los diferentes esquemas de igualacion, nos enfocaremos en
estudiar las propicdades numéricas de Jos algoritmos. en los capitulos 3 v 5 utilizare-
mos un esquema de igualacion lineal para comparar los diferemes algoritmos.,

En el capitulo 2 se presentan las bases tedricas para el estudio de los algoritimos de.
filtrado adaptable basados en dos de los criterios de optimizacion més usados. el de
los minimos cuadrados (LS) v el del error cuadritico promedio (MSE).

'Si se desea un anilisis detallado de los diferentes esquemas de ignalacion se puede ver [22].
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Capitulo 2

TEORIA DE FILTROS
LINEALES OPTIMOS

2.1. Introduccién

En este capitulo presentamos las bases del filtrado. Comenzamos con el estudio de
los procesos estocdsticos modelados a través de modelos AR, MA o ARMA. esto os
de gran importancia pues una gran variedad de senales reales pueden ser modeladas
por modelos estocdsticos.

Se presentan ademads los tres problemas hisicos del filtrado. (filtrado, prediccién y-
suavizado). ¥ las principales caracteristicas de los algoritmos de filtrado adaptables.
En la seccion 2.4 se presemta el problema de filtrado planteado por Wiener 1medi-
ante la representacion de un modelo de ecunacidon en diferencias (filtro transversal)
v se resuelve aplicando el eriterio del error cuadrdatico promedio. Por ailtimo. en la
seceidn 2.5 se presenta el problema del filtrado de Kalman el cual utiliza un modelo
representado en variables de estado v se obtiene su solucion mediante un méodo
conacido como proceso de inovacion en donde se supone que la nueva informacion
referente al estado actual del filtro esta dada por el error de Hhirado sctual.

2.2. Modelado de procesos estocasticos

El término “modelo” se utiliza para cualqguier hipdtesis que puede ser aplicada con
el fin de explicar o describir las leves ocultas que se supone gobiernan o limitan la
generacion de los datos de interés. La representacion de procesos estocdsticos medi-
ante modelos data de una idea de Yule (1927). [13].

Una secuencia u(A) constituida por observaciones altamente correlacionadas. puede
ser generada a partir de un proceso aleatorio estadisticamente independiente apli-
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cado a la entrada de un filtro como se muestra en la figura 2.1

1(A) ul{h)

IFiltro lineal A

discreto

Figura 2.1: Modelo de un filtro generador de sefiales estocdsticas.

El proceso de entrada comninmente se supone gaussiano con media cero v varianza
constante, El término gaussiano se refiere a su funcion de densidad de probabilidad.
mientras que sus caracteristicas estadisticas se expresan como:
Elu(k)] =0: Vi
9 .
- . oo J=k
Elw(hyers = v
[ (k)™ ()] 0: olro caso
En general. la descripeién en el dominio del tiempo de la relacidn entrada-salida
para el modelo estocdstico de la figura 2.1 se puede escribir como se muestra en la
figura 2.2:

Vidor actual de la Combinagecion Lencal de

saluda del mode o

j Combinacion tineal de
tos valore s pasados de la i los ralores actuale s y pasados

salida

Lde la entrada
i

Figura 2.2: Descripeion del filtro generador de seiales estocdsticas.
Con base en la figura 2.2 podemos identificar tres tipos de modelos estocdsticos. [13):

1. Modelos autoregresivos (AR). En los que no se utilizan valores pasacdos de 1a en-
trada del modelo.

2. Modelos de promedio mdévil (MA). En los que no se utilizan valores pasados de la
salida del modelo. Lo

3. Modelos autoregresivos de promedio mévil (ARMAY. En los que la deseripeion de la
figura 2.2 aplica en su totalidad.
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MODELOS AUTOREGRESIVOS

Una secucencia by = uthyouth — 1oulh = M) que proviene de un modelo an-
toregresivo de orden M =atisface la ceuacion en diferencias:

ulhy = ajulh — 1) = o =ayalk = M) = (k) (2.1)

Donde ay.aa. .ayt son los pardmetros del modelo v p(0) ex un proceso de rmido
blanco. es decir. os Ta sceenencin de variables aleatorias independientes que se en-
cuentran a la entrada de la figura 2.1,

Si despejamos aldy de la cenacion 2.1 pademaos apreciar que el valor actual del pro-
coso U(A)Y es iguad a una combinacion lineal de los valores pasados nids uan término
de error pih. de aqui el nombre de modelo autoregresivo.

Pademaos eseribir en forma de sumatoria de convolueion iy ecuacidn 2.1 como:

Ay
S ajuth — )= () 2.2)
4=

Si consideramos a losx pardmetros como una senal de tamano /. donde M es ¢}
orden del filtro gencrador. Entonces podemos denotar a las transformadas Z de los
pardametros del filtro. la secuencia de salida v el ruido blanco como Ha(z).U(2) v
V(2) respectivamente, v podemaos escribir e} polinomio caracterfstico asociado o la
relacion de la cenacion 2,20 como:

HaatU(z)y = 1(2) (2.3)

Dada la ccuacion 2.3 podemos obtener la funcidn de transferencia para dos situa-
cioness uth) como entrada para obtener un ruido blanco o la salida v (k) como

entrida para obtener la secuencia w(hy o la salidao En particular nos interesa la
scgunda situacion dada por la funcion de transferencia:

[N ! 1
Helz) = — = = 9.
atat =y (2 Halz) S ganZ-t (2:4)

El generador por lo tanta, tiene una respuesta al impulso infinita v corresponde a
un filtro todo polo va gue s funcion de transferencia ~e define completamente es-
peciticando o ubicacion de los polos.

Un mode Jo mtoregresivo de este tipo tiene una estructura como la que se muestra
e la Houra 205

Para (e ol generador del procesa AR sea estable debemos asegurar que los polos se
cncuentren dentro del cirenlo unitario. lo cual es 4 su vez una condicion necesaria v

YED > denota compleio coningado en el caso general de sefdes compleias,
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il . uihy
1ty <«
Hnest i T T d Muestra del proceso
e paido —_— AR
blanco Z7}
ST Loay - oulk — 1)
~ —
‘
iz
' -
; |
T "f.'\l-llt . ufh — M +1)
= b v
fz-v
.‘/A‘\‘ !
. “..\/ wu(hk —\1)
R

Figura 2.3: Estructura generadora de un proceso AR u(k) .

suficiente para estacionariedad en sentido aniplio del proceso. (13].

MODELOS DE PROMEDIO MOVIL

En este caso. ol proceso resultante a la salida del filiro se describe por la ccuacion
en diferencias:

w(h) = (k) = bjo(h = 1) = .. = bk = N) (2.5)

Donde by byl b son los pardmetros del modelo v 12(d) es un proceso de ruide
blanco con las caracteristicas estadisticas v mencionadas, En este caso el orden del
proceso de promedio movil es ignal o N v ¢l Altro tiene una respuesta al impulso
finita puesto gue su funcion de transferencia esta dada pors
U2 = i Yy
WT—) = I'/“(L) = >_‘ IJAZ ) (20)
- h=u
La funcion de transforencia de la eenacion 2.6 corresponde a un modelo todo cora.
Entonces. podemos concluir gue dada una realizacion del proceso ¢(&d) podemos
chtener nuestra sccuencian w(d) wediante una combinacion lineal de las mestras
(kY. vth — D)t — N La estructura para un modelo de promedio ovil se
muestra en la ficura 2.4. '




ikt ———— k=1

z-! z-
Nuestra —_ _— '
de rido e T -
blanca ‘ 1'; ,_.I‘T_‘ - h'\-
— pa—— -
s b N
LS 2= N7 e— - —_— Z B —
. " ~—" Nluestra
del proceso
Y

Figura 2.4 Estructura generadora de un proceso NA u(k) .

MODELOS AUTOREGRESIVOS DE PROMEDIO MOVIL

En este caso la funcidn de transferencia incluve tanto polos comtmo ceros v st estriuce-
tura ex la union de una estructura AR, figura 2.3 » una estructura MAL Hgura 2.4,
Un proceso derivado de un modelo antoregresivo de promedio movil es descrito por
la siguiente ecuacion en diferencias:

ull)+ajulh — 1)~ ..+ ajulh — M) = (k) + vk — 1)+ .o+ bk — Ny (2.7}

Donde ay.an.cayy v Uioba by se denominan pardmetros ARMA v el orden del

proceso es ignal a (ML N).

Desde un punto de vista computacional el maodelo autoregresiva tiene una ventaja
sobre Jos modelos NMA v ARMA va gque le cileulo de los cocticienies en el modelo
AR involucera un sistema de ecunciones lincales eonocidas como cenaciones de Yule-
Wiker. ol cnal serd resuelio de una manera eficiente en una scecion mdas adelant
haciendo usa de las propiedades de faomnriz de correlacion del proceso Ul Por
otra parte. la obtencion de los cochcientes de los modelos involuera sistemas de
ecuaciones no lineales v por consecnomeia mas diffeiles de resolver, [277)

La importancia de representar procesos estocisticos o senales aleatorins mediante
modelos AR MA v ARMA ex importante dado gue un gran niamera de senales reales
=+ pueden modelar mediante extos maodelos (filtrado, prediccién y suavizado). |-

2.3. Aplicaciones de los filtros digitales.

En esta seccion se describirdn las tres. operaciones iisicas de un filtro, haciendo
mayor énfasis en el filtrado v la prediceion. Se discutira sobre el proceso de opti-
mizacion de un filtro a pardr de las suposiciones sobre las senales de enirada v dos

TESIS COF 7
L4 DE ORigay |




criterios de optimizacon empleados. A=l misimo. =e deseribira el funcionamiento v las
caracteristicas de un filtro adaprahle.

2.3.1. Funciones de los filtros.

Llamamaos filiro a todo dispositivo, va sea de software o hardware, gue es aplicado
a un grupo de datos ruidosos con el proposito de extraer informeacion acerea de una
cantidad de interés. En ceneral un filtro puede realizar tres aperaciones biisicas de
procesamicnto de informacion:

1. Filtrado. Consiste en extract la informacion alrededor de una cantidad de interdés
hasta el tiempo ¢ utilizando lox datos medidos hasta el tiempo 1.

2, Suavizado. La informacion alrededor de la cantidad de interés no necesita estar
disponible en el ticmpo t v los datos medidos despucés del tiempo ¢ pueden uti-
lizarse para obtener esta inforimacion. La idea del snavizado es obtener informacion
adicional entre las muestras (interpolacion) con el propasito de tener una mejor res-
olucidn (mayvor mimero de muestras). lo cual tendra el efecto de que la senal se vea
mas “suave’.

3. Prediccion. La idea ex obtener infonmacion acerca de la posible cantidad de interds
al tiempo 1~ 7 en el futuro. v+ > 0. utilizando los datos medidos hasta el instante
{.

En general podemos clasificar los filtvos en lineales v no lineales. se dice que un
filtro es lineal st ln cantidad filtrada. snavizada o estimada a la =alida del dispositiva
es vna funcion lineal de los datos o la entrada, en cnalquier otro caso el filtro se
considera no lineal.

Eu o solucidn del problema de filirade Hncad e anidize una aproximacion estadistica
de los datos v se asumne que se dispone de ciertos pardimeiros como media v funciones
de correlacion tanto de la =enal descada coma del rido aditiva, Tal salucion se hasa
cn o minimizacion de los efectos del ruido a o salida del filtro de acuerdo con aletin
criterio estadistico.

Ui nproximacion utilizada para la solncion del problema de iltrado es ninimizar
el vaser del error cuadratico promedio definido coma el valor esperado de la senial
de orror. frecuentemente definida como la diferencia entre la respuesta deseada v
Ly salida del filtro. con el fin de tener un filtro optima. Para entradas estacionarias
la solucion resultante se conoce como filtro Wicner. dptimo e ol sentido del error
cnadritico promedio. por el contrario. =i la =enal de entrada es no estacionaria el fil-
tro Optimo tiene gque asumir una forina variante con ol ticmpo, Una solncion exitosa
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para este problenia es el filtro de Kalman, [13].

2.3.2. Filtros adaptables

Un-filtro adaptable es un dispositivo autodiseniable que opera con un algoritino re-
cursivo. esto hace posible que el filtra se comporte satisfactoriamente en un ambiente
donde no se disponga completamente de las caracteristicas de la senal relevante, El
algoritimo debe iniciar con un grupo de condiciones iniciales con base en las carac-
teristicas del entorno conocido.

na gran variedad de algoritimos recursivos han si isenados para la operacidon de
L al edad de algori recu han sido disenados para la operacidén d
filtros lineales adaptables. la eleceion de uno u otro se puede determinar por uno o
mas de Jos signientes factores, [135:

Tasa de Convergencia. Se define como el nimero de iteraciones requeridas por cl
algoritimo para converger a la solucidn dptima en el sentido de algin criterio de
optimizacion. Una tasa rdapida de convergencia permite al algoritimo adaptarse rédpi-
damente a un ambiente de estadisticas desconocidas.

Desajuste. Este pardmetro provee unta median cuantitativa de la cantidad por la cual
el valor tinal del error s¢ desvia del error minimo producido por el filtro de Wiener.,

Seguimiento. Cuando un algoritino opera en un medio no estacionario. se requicre
que oste de seguimiento a las variaciones estadisticas en el medio. La capacidad de
seguimiento del algoritimo es influenciada por dos caracteristicas gque van de la mano:
Tasa de convergencia v fluctuaciones debido al raido del algoritimo,

Robustez. Para que un filtro sea robust o, pequenas alteraciones (alteraciones de puca
energia) solo deben ocasionar errores de estimacion pequenos. Tales alteraciones
pueden ser internas 6 externas al filtra,

Requerimientos de cémputo. Inclnyven mumero de operaciones requeridas para come-
pletar una iteracion. memoria requerida para ahmacenar los datos v la inversidon para
programar el algoritmo.

Estructura. El flujo de la inforinacion en el algoritimo determina la manera en la
que este es implementado en hardware. Un algoritino euya estructura exhibe alta
modularidad. paralelisimo 6 concurrencia es adecuado para implementaciones en i-
crouprocesacdores.

[ ——
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Propiedades numéricas. ‘Las imprecisiones son producidas debido a errores de cuanti-
Zacion, estas ocasionan basicamene dos problemas: éstabilidad v precision munérica:
La estabilidad es una caracteristica inherente del algoritino v la precision se deter-
mina por el miniero de bits utilizados para representar las muestras y los cocficientes
del filtro. )

2.3.3." La prediccion lineal

Como se menciond al inicio de esta seceidn. una de las operaciones de los filtros
puede ser la de prediccion. Cuando nos referimos a la prediceion esta puede ser
prediccion “forward” o hien prediccion “backward”. en el primer caso el problema
congiste en estimar la senal deseada al tiempo k cuando se conoce un conjuntao de
p muestras pasadas U(h — 1) = lu(h — 1) ulk — 2). ou(h — p)i. por el contrario: en
el caso de la prediceidn backward el problema es el de estimar ol valor de la senal
deseada al instante anterior p cuando se conocen p futuras muestras de la scnal
Uk —p)y = (a(k)oath — Dol — p— 1)1

Para el caso de la prediccion forward se tiene el sistema de la figura 2.5, En este
caso, la senal descada es una version adelanada de la senal de entrada al filiro. En
el momento que el filtro logre converger. este dltimo representa un modelo para la
senial de entrada v puede ser nsado como un modclo predictor de la senal de entrada,

[7].

W) Filtro £(k) A ek

Predictor

Figura 2.5: Sistema para la prediccion de senales.

Con base en la figura 2.5 podemos eseribir la siguiente ecuacién que representa cl
error de prediccién:

e(h) = u(k)— (k) (2.8)

Donde la salida del filtro predictor esta dada por una combinacidn lineal de la sefnal
de entrada ¥ los pardmetros del filiro. de 1a signuiente forma:
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»
slhYy = =3 ai(hyulh = j)

J=1

Por lo tanto queda definido ¢l error como!:

P
;‘,”1 = u(h) + Z uj (Ryu(h —_ j) o (2.9)
a=1
O en su forma vectorial:
I = u(k) + AT U, (K = 1) (2.10)

donde:

AT = [ay (B). az(k). ..o ap(K)]

L'ﬂl(l.' — 1) = {ulk = 1) ulk = 2). ... u(h — p)]

El prablema en la prediceion consiste en optimizar (minimizar) el error a la salida
del filtro predictor dado por la ccuacidn 2.8 de acuerdo con algiin criterio de opti-
mizacion. En el apéndice B se obtiene la solucion del filtro predictor utilizando dos
de los criterios mds usados. el del error cuadritico promedio v ol de los minimos
cuadrados.

2.3.4. El filtrado

El problema fundamental del filtrado se ilustra en la figura 2.6. Bdasicamente, este
problema consiste en obtener un buen estimador para una seial deseada d(k) a
la salida del filtro caracterizado por los pardametros o, &y <. Cuyva entrada es
la sehal w(h). Dado que o filiro proporciona una salida d(k) diferemte a la senal
descada. podemos cuantificar un error de estimacion o(d) dado por la ecuacidén 2.11.
L] propdsito de un filtro ex minimizar este error de estimacion al maximo en algin
sentido estadistico.

Uy = dikey — dikey (2.11)

La solucion para el filtrado se presenta en ol capitula 3 o partir del eriterio de los
minimos enadrados, mientras e en la seccidén 2.4 se presenta la solucidén bajo cl
criterio del crror cuadratico promedio. NISE.

Yol detine ol error de prediceion de ignal foria que ¢ (k). sin embargo en la deduceion de los
-1

7/ donde pindica el orden del predictor x [indiea que se trata de

algoritmos se utiliza la notacion
prediceion forward.




diky

uthy : Filtro lineal . Ak

o 1 1

Figura 2.6: Problema fundamental del filtrado.

2.4. El filtro de Wiener

El filtro de Wiener representa una solucidn para el problema de filtrado basada en
el criterio del error cuadrdtico promedio v es la base para el disefio de filtros adapt-
ables, pues anngue Wiener plantea el problema para un filtro fijo. considerando que
se dispone de las sefial de entrada para todo tempg. en el filro de Wiener tamo la
entrada al filtro como la respuesta deseada son estacionarias en sentido amplio con
medin cero. por lo que ol error tambicén es estacionario en sentido amplio v con ne-
dia coro. Para un filtro adaptable se desea Hegar a la solucion de Wiener de manera
recursiva conforme e obtienen los datos de la senial de entrada.

£l filiro puede ser a respuesta impulsional finita (FIR) & a respuesta impulsional in-
finita (11R) dependiendao de consideraciones practicas. sin embargo para aplicaciones
de filtrado adaptable s mds frecuente ol uso de filoros FIRD gue por definicidn son es-
tables. ex decir no presentan retroalitnentacion que los pueda Hevar @ alguna situacion
de inestabilidad. Por otra parte. en el problema de filtrado adaptable se presentan
por definicidn lazos de retroalimentacion para actualizar los pardametros. esto oca-
~iona que de manera inherente se presenten problemas de estabilidad y convergencia
en los a'goritmos. Por esta razdn. se utilizan niis freenentemente filtros FIR que ase-
curan la estabilidad del filtro. reducicéndose ol problema de estabilidad del algoritimao.,

El criterio de optitizacion Jdel error cunadridtico promedio como veremos mads ade-
lante. nos indica una refacidn de la funcidn o optimizar que a su vez involucra en
forma cuadratica a los pardmetros Optimos del filivo. Ademis =e puede demostrar
que la solucion Optima para el filtro de Wiener se presenta cuandao el error de esti-
miacion v la senal de salida del entrada son ortogonales {117,

Efuth — n)c Ei=0. vu=0.1.2... (2.12)

u;nt:uln(

ECUACION DE WIENER-HOPF

La salida del filtro la podemos expresar como la convohicidon de la senal de entrada
con los pardmetros del filtro. esto es:
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(7(1.') = N stk —u)., wh=0.1.2. ... (2.13)

[\

I

1
donde el asterisco denota complejo conjugado para ¢l casa de un filtro con coe-
ficientes complejos. Basados en el prindipio de ortogonalidad (ec. 2.12) podemos

oscribir:
= N
Elulh — m)td (k) — L.._',',l,,,,,,“(i)u(l.' —iN=0." ¥Vn=0.1.2... (2.14)

=40
Realizando lox productos o intercambiandao el operador esperanza v la sumatoria
(por ser operadores linealesy:

z..,',',,,,,,“,,(i‘)Eiu(l" —uth — iN = Elu(k — n)d (KY]. Vn=0.1.2.... (2.15)
==l
donde:

Eluth—mut(h =)} = R(i— ) es la antocorrelacidn de la sefital de entrada del filtro
valuada en i/ — n.

Efu(k — nyd (k)] = r(—n) es la correlacion cruzada entre la sefal deseada v la en-
trada del filtro valuada en —n.

Wonnme( 1) son los pardametros optimos del filro .en el semido del error cuadrdtico
promedio.

Podemaos reeseribir la ecuacion 2.15 en términos de las funciones de correlacion:

it

Coptimal VR = 0= p{=n) ¥n=0.1.2... (2.16)

O

Liv ecuacion 2,16 <o conoce come eoneitn de Wicner-3apf 1127 ropresenta nn sis-
tema de ectuaciones simultancas para obtener fos parametros Gptimos.

Como se menciond al principio de esta seccidn. es de especial interés obtener la soln-
cidn para un filtro transversal del tipo FIR. La estructura para un filtro transversal
FIR se¢ mnestra en la ficura 2.7,

En este caso la respuesta al itnpulso esta limitada a las etapas de ganancia del filtro
0 -1 POT 0 tanto la ecuacion de Wiener-Hopf se puede eseribir de la sigu-
iente manera:

M-

ST wRG =) = (=0} Tn=0.1.2..0 =1 (2.17)

=1
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Figura 2.7: Filtro FIR transversal.

Entonces la- matriz de correlacion de la senal de (‘lll]rl(lrl a las etapas del filtro debe
ser de dimensiéon Ma Ay esta dada por:

R = E[U(MU (k)]

Dounde U'(k) es el vector de entrada a Jas etapas del filtro y» es igual a: (k) =
fa (k) ulh—1) L u(h— M =1 )]’ . por o tanto la marriz de correlacion tiene la forma:

r(0) r{l) oo (M =1
- . . )
h= i (:1] I(.“) I(_\/‘ 2) (2.18)

N =1y (M =2y L (M)
Y ol veertor de correlacidn eruzada entre la seiial de entrada v ia senial deseada:
= [S{U(MY (B)]

ks decir

= [P0} r(=1) (1 = A (2.1
La cenacion de Wiener-Hopf para un filtro transversal se reduce la ecuacion matri-
cial:

R, =1r {2.20)

Por lo tanto para encontrar la solucidn de lox pardimetros Gptimos solo requerimos

invertir la matriz de autocorrelacion R.

W, =nR""'r 12.21)
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De la cenacion 2.21 podemo= observar que para obtener los pardmetros oprimos de
un filiro de Wiener solo reguerimos conocer Ia matriz de antocorrelacion de la senal
de entrada v ool vector de correlacion de Lo senal deseada con la <enal de entrada.
Hemos abtenide I eonacion de Winer-Hopf a partir del principio de ortoconalidacd.
existe otra maners de obtener esta ecnacion, esta es ahservando la dependencia
de T funcion costa con respectao a los pariinetros del filtro v haciendo uso de las
propicdades e correlacion para procesos estacionarios en sentido amplio. es decir
suponiendo que tanto Ly senial de entrada como la descada son estacionarias, adem;iis

s deben de considerar con media cero, {1250

ERROR OPTIMNO E INTERPRETACION GEONETRICA DEL ER-
ROR. }

Es de interés conocer of valor aptino del error. va gque de esta manera podemos com-
parar diferentes algoritimos v encontrar cual es el que presenta un ejor descinpeno
con respecto al error al gue converge v de esta forma evaluar nuestro filtro. Para
obtener el valor dptimo hacemos n=o de la definicién de la funcion costo! v de la
definicion del error obteniendor

Jy = E{d* (k) =23 L) Eldik)yulh — n);

=0
~ ~
S Z Z w el Elu(h — ok — n)i T(2.22)
n=0rm=t

Asumiendo gue la senal de entrada v a senal deseada son conjuntamente estacionar-
ins en sentido amplio. 1o cual significa gue sus funciones de correlacidn eruzada son
Jindependientes de s podemnos eseribir la ecnacion 2,22 en forima matricial de la

siguiente manera:

Jaery = o — W — et = TR (2.23)

El valor del error enadritico promedio aptimo es ol minimo posible pues este repre-
senta la energia de la senal de error. Para obtener el error optimo debemos sustituir
en la ccuacion 2.23 los parametros Sptimos dados por la ecuacidn de Wiener-Hopf.
dando como resulvadao:

Jiwip, =5 — "R (2.2

Por 1o tanto. para cuantificar el error necesitamos conocer:

o

DED valor cuadratico promedio o varianza de la respuesta descada . rg(0) = aj.

TLatnamos funcicn costo Jues = Eltcth ™ o la funeidn s optimizar en ol semtido ded ervor
cuadritico promaedico.
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2)La correlacion cruzada entre la senal deseada v la senal de entrada al filtro, r(—n).

)l inversa de la matriz de correlacion de los datos de emrada BT

Para obtener una interpretacion geométrica del error podeios eseribir la funeion
costo de la forma:

'/(H.) = Juuu - (” - ”‘(:[l'unu).n(li' - ”.uphmo,)

Estaitltima ecuacidn nos permite observar la dependencia en forma cnadratica de la
Mincion costo con respecto a los pardametros del filtro. La superficie gue se muestra
en o fignra 2.8 mestra la superficie del error para un filiro de orden 20 donde las
coordenadas en el plana (o y) corresponden a los pardametros del filtro, Cuando el
filtro converge al valor Gptimo de sus pardmetros. se obtience el miimo valor para
la funcion costo ol cual corresponde al punto minimo en la superficie de la figura 2.8,

Error

2.5. El filtro de Kalman

El filtro de Kalman ex un proceso de estimacion de estado dprimo aplicado a sistemas
dindmicos que involueran perturbaciones aleatorias. Este nos Heva a la obrencidn de
wnariimos recursivos lineales sin sesgo v varianza de error minima para estimav de
manera optima el estado desconocido de un sistema ditsinica a partiv de la inedi-
cion de datos ruidosos. Ha sido usado en muchas dreas de laindustria tales comoe
sistenmas de rastreo por video y laser. estimacion de trayvectorias de misites. radares,
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Como hemos dicha, el filtro de Kalman trabaja con sistemas representados mediame
variables de estado. es decir en lugar de que =u objetivo sea estimar los pardimetros
del filtro, este se ocupa de caleular e} estado actual del filiro. A continunacion se
realizara un anelisis del filtro de Kahman.

Vilk — . N (b P yik
——L— ~ — -1y ————.L_.L___ (k) —_——
-5 —_— : - =
1» : - Vaghy
— F(k—1.1 e

Figura 2.9: Problema fundamental de un filtro Kalhman,

Considerando o} sistema deserito por el diagrama en la figura 2.9, el vector de esta-
do denotado por N (&) se interpreta como un grapo de cantidades suficientes para
deseribir danicamente ¢l comportamiento dinamico no forzado del sistema. este se
asume de dimension M desconocido. Para estimar N (A) nos bhasamos en la obser-
acion de un grupo de muesiras contenidas en el veetor y(A) el cnal se asuine de
dimension N, Este sistema involuera basicianente dos pares de ecuaciones:

1. Una ecuacion del proceso dada por:
N(h+1)= F(h—-1.0NX) = V(4 (2.23)

donde:
Fih = 1.8) es una matriz conocida de transicion de estado de dimension WX 2,
relacionando el estado del sistema con jos teipos A 1 v A )

Vi(h) es un proceso de ruido blanco. modelado con media cero v matriz de cor-
relacion definida por:

EPV U () ={ Qb =

k= .
2. Una ecnacian de medicidn descrita por el vector de observaciones como:
kY = CAMN{R) = 10(M) (2.26)

donde:

C' (k) Es la matriz de medicién de NN\,
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Va(kh)., Vector de ruido de medicion de dimensidn VY1 o) cual es tomado come
ruido blanco con media cora vomatriz de correlacion:

Qa(k): k= n.
0 hZE .

ENkN g () = {

Astmninos que N (O el valor del extado inicial. ex descorrelacionado tanto con Vi (k)
como con Vit <A > 00 Tianbidn consideramos que los vectores de raido o es-
tadisticaonente independicntes, esto os:

ENVENS(mi=0 ¥ hkon.

El problema del Hltado de Kalman consiste en obtener el extimador de Jos mini-
mos cnadrados promedio de Xii) mediante el uso de los darox observados, vectrores
gt wi2) gtk para cada o = 1. Entonces. se pueden apreciar tres situaciones
=t ¢ = k ¢l problema se denomina filtrado, si 7 > & prediceion
< b, A wenudo se utiliza la aproximacion de inovaciones para

interesantes, esto e
vosnavizado i1
re=olver el problema. {13}

El proceso de inovacion.

En este mdtodo definimos el vector glhly.-1) gue denota ol estimmador de los mimimos
cuadrados promedio de la sefial y(A) en el tiempo k. dados los valores pasados de la
senal observacda a partir de A =1 v hasta & = b — 1. estos valores contenidos en los
vectores gl gt gtk — 1) se representan por el veetor gieop. Entonces podemaos
detinir ol proceso de inovacion asociado al vector de nmestras g(h) comao:

alk) = yth)y — glkiy—r): h=1.2... (2.27)
El vector a{h de MN1 representa la nueva informacion en los datos abservados

gAY v presenta las siguicntes propiedades, [13):

1. El proceso de inovacion ok, asociado a los datos observados al tiempo n. es
ortogubial a todas fas observaciones pasadas:

Ew(higiin)i=0: 1<n<h—1 (2.28)
2. El procesa de inovacion consiste en una secuencia de vectores de variables aleato-
rins que =on ortogonales entre si:

Einthw(ny, =t 1<n<k-1 (2.29)

3. Existc una correspondencia una a uno entre la seciiencia de variables aleatorias
gt yt2.,
variables aleatorins a1 a{2 1 .a (k) representando ol proceso de inovacion. Dada

wthi representando las nnmestras observadas de datos v la secuencia de

esta correspondencia. una de estas secuencias puede ser obtenida a partir de Ia otra
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por medio de oj)on'i(lt"n'(—*é lineales extables sin pérdida de informacion. Esto es
Yy (2 (k) == (1), a(2)....a(k)
La matriz de correlacion del proceso de inovacion se define como., {135:
R = CRN = D)C(R) = Qa(k) (2.30)
Donde:. .
Qa(k) es 1a matriz de correlacion qel vector de ruido Va(k)
N(k. k= 1)Es la matriz de correlacidn de estado del error de prediccidn.
Nk h=1)= Ele(h. b — D) (k. b = 1)]
(k. bk — 1) es el vecror del error de prediccidn de estado.
Estimacion del estado usando el proceso de inovacion

El problema consiste en obtener el estimador de los minimmos cuadrados promedio
del estado N (7). Este estimador lo detinimos como:

A
Filg) = ZB,(H)LI(H) : (2.31)
n=1 .
Donde. B;(n). b = 1....k es un grupo de matrices de M/ XN que se deben determinar.,
De acuerdo con el principio de ortosonalidad. el vector del evror predictor de estado
es ortogonal con el proceso de inovacion:

Eleti.bya (m)i = ELN Gy — Frilge o (m)y = 0. = 1.2, L.k (2.32)
Sustituyendo la cenacion 2.31 en la ecuacion 2.32 v ntilizando la ecuacion 2.29:
EWN(Oa ()l = BinO EjaCmya”(n)] = BimYR(imn) (2.33)
De la ecuacion 2.33:
7 By = Ela(nna” ()R () (2.34)
Finalmente sustitutendo la ecnacion 2,34 en la ecuacion 2,31 para i/ = = 1 v

definiendo G(k) = E{N(h+ Da* (MR ). podemos eseribir el estimador comao:

F(h 3 Hye) = F(h = 1 0y~ Gika (e (2.35)

La ecuacion 2.35 muestra que poderos caleular el estimador de los minimos cuadra-
dos promedio T(A + 1y del estado del sistema sumando al estimadonr previo pre-
multiplicado por la matriz de transicidon Fik—1.k) un iénnino de correceidn ignal o
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Glhyalk).

A G(AY se le denomina fa ganancia de INahnan v puede redefinirse de la siguiente
forma. [13%:

Gy = Fibe = 10K (e bk — DCT DR ()

En general. ¢l hecha de poder cadenlar of estimador de los mmimos cuadrados prome-
dio actual del sistema en funcidon del estitnador anterior y un factor de correceion, es
la caracteristica mas importante de la teorfa de Kalman, dando como consecuencia
que lox algoritmos hasados en exta teoria tengan convergencias mads ripidas que los
hasados en la teoria de Wiener en donde se requicere acumular las nestras pasadas
de la senal para obtener of estimado actual,
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2.6. Conclusiones

En este capitulo hemos introcducida una serie de elementos gque nos permitirdan obten-
er una mejor comprension del problema de filtrado adaptable para la igualacion de
canal. Conceptos como vl madelado de procesos estocdsticos v el de la prediccion
lincal son de gran importancia en el problema de filtrado adaptable. En particular.
la comprension del problema de la prediceion lineal es fundamental para ol filtrado,
va que cuando hablamos de filtrado. la Gnica diferencia es la senal de referencia que

S€ 11sa.

Por otra parte. hemos coinentado acerca de las caracteristicas de los algoritimos de
filtrado. las cuales no siempre s¢ pueden tener para un misme algoritino. sin e
bargo: dependiendo de la aplicacion, algunas caractreristicas seran mdas importantes
que otras. Asi misimo. hemos estudiado el filire de Wiener basado en el criterio del
crror cuadrdtico promedio. aunque este filtro no es adaptable: en el casao de los filtros
adaptables se busca llegar a la solucidn de Wiener de manera iterativa conforme se
recibe la informacidn.

Por tdltima. en la seecion 2.5 hemos incluido el problema del filiro de Kalman, un
estudio en variables de estado, v heinos obtenido su solucidn dptima por medio del
proceso de inovacion.




Capitulo 3

ALGORITMOS DE FILTRADO
ADAPTABLE PARA LA
IGUALACION DE CANAL

3.1. Introduccién

En este capitulo se estudiardn dos de los criterios de optimizacion maéas utilizados
para el desarrollo de algoritmos de filtrado adaptable. En primer lugar. el criterio
del error cuadratico promedio (MSE) utilizado en los algoritmos de paso descen-
dente ¥y LMS cldsico, este altimo como una aproximaciéon a una situacion real en
donde se desconocen tanto la matriz de correlacién del proceso como el vector de
correlacion cruzada. En segundo lugar, tenemos a los algoritmos basados en los
minimos cuadrados LS. Se presentara la deduceidn para el algoritmo clasico, CLS.
con estrnetura transversal, Ademas, como una alternativa para disminuir el tiem-
po de cdlculo de los parametros del filtro se obtendrd el algoritino rdpido de Kalman.

Finalinente. con el objetivo de observar las caracteristicas de cada uno de los algo-
ritmos. éstos se implementardan en un esquema de igualacion lineal en aritmeética de
punto flotante con precisién doble.[13].

3.2. Algoritmos basados en el error cuadratico
promedio '

3.2.1. El método de paso descendente

Para estudiar este método consideramos el filtro de la figura 3.1, con vector de en-
wrada U (k) representando a las muestras (k). u(k — 1),..u{k —p + 1)y vector de

A,
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ganancias 1 (&) representando los pardametros del filivo wo(k). e (k). ow - (K.

U (k) se compone de las muestra de un proceso estocistica WSS (que s extacionario
en sentido amplio). de media cero con su correspondiente matriz de correlacion R, El
filtro s provisto de una respuesta deseada d(Ad). tambidn conocida como secuencia
de entrenamienta. con caracteristicas estadisticas iguales a la senial de entrada.

uthy Ty wik=1) i, ulh = p+ 0t wik — po 3
t 'Z i ; 42 i 1 Z { F
i " i 1
LS
P P N T
it S {1 3 (e
oy H L ! . p-z RSS!
o e /"\-/ o \K/
I 1 H : ! '
I : H : i ] : - —
: i : A : = : P dikels s GRe_diks
. T T e =
N\ N . = ;
: :
: Lotk
i Alorstig.

| nelantatiis =

Figura 3.1: Filtro transversal adaptable.

El estimado de la respuesta deseada se denota por (T(A'lir’k). donde Uy = U(k).

. - +
Si comparamos ¢l estimado con Ja respuesta deseada d(&) podemnos obtener el error
de estimacion dado por:
c(k)y = d(k) — d(FIULY = d{h) — W (MU F) (3.1)

Como se demostrd en el capitulo 20 si U(K) ¥ 1a respuesta deseada d(k) son conjun-
tamentc estacionarios. eitonces la funcidn vosto (J(A)) al tiempo b es una funcidn
cuadritica del vector de ganancias v podemos escribir:

JRYy =07 =W ke — W) = W R (3.2)
Donde:
o3 es la variancia de la respuesta deseada d(k).
1 es el vector de correlacion cruzada entre U(A) » la respuesta deseada.
7 es la matriz de autocorrelacion de U (&)
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La ecuacion 3.2 define el error cuadiitico promedio gue resultaria si los parametros
del filtra WA fueran fijados. Dado gue WA varia con ol tiempao, ol orror medio
cuadritico lo hace de igual namera. La variacion del error caadritico promedio J(h)
com respecto al tiempo significa gue el error de estimacian (proceso (1) es no esta-

cionario.

Como se vio en el capitulo 2 la superficie gque representa J{A) ex en forma de un
tazon con un minimo slobal v se denomina para el caso de nn filtro adaptable su-
perticie de desempenio del ervor del filiro adaptable. (131 El proceso adaptable tiene
I tarea de buscar continnamente el punto minimo de esta superficie. en el cual el
vector de sanancias VW) toma su valor aptimo W, gue =e define por la ecuacién
de Wiener-Hopf (oenacion 2,200,

Sustituvendo la sohucidon de Wiener en s ecunacion 3.2 podemos obtener el ininimo
crror cuadratico promedio definido como:

T = g — 71, (3.3)
En la siguiente scceidn desarrollaremos las ecuaciones fundamentales para ¢l algo-
ritmo de paso descendente,

El algoritmo de paso descendente

El requisito que un filtro adaptable debe satisfacer ex el de encontrar nua solucidn
para s vector de ganancias ¢ vector de pardmetros que satisfaga la ecuacion de
Wicner-Hopf.

Una forma de encontrar esta solucidon es resolver el sistema de ecuaciones dado en
forma analitica por 2.20. En general. este método es sencillo. sin embargo presenta
serias dificultades de computo, expeciahinente cuando el filtro contiene muchas eta-

pas v la tasa de Hegada de los datos ex elevada.

Un procedimicnto alicrnativo ox utilizar ol método de paso descendente. uno de los
métados miis antiguos de optimizacion. El algoritino de paso descendente se puede
resumir en los siguicntes puntos:

1. Se iuicia con un valor inicial 101, el enal provee una suposicion inicial para
el punto minimo en la superficie del error. A menos que se disponga de algin
conocimiento previo, usuahinente es puesto a cero.

2. Usando la suposicidn inicial. =e caleula el vecror gradiente como la derivada del

crror cuadratico promedio J(&) evaluado con respecto a la parte real e iimaginaria
del vectror de pardmetros HW(A) al tiempo A (k-é6sima iteracion .
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3: Se caleula la siguiente suposicion para WA haciendo un cinbio en-el-valoractual
supuesto. en una direccion opuesta al vector gradiente,

4. Regresamos al paso-dos v repetitos el proceso,

Se puede intuir que las eorrecciones sucesivas a lox pardnetros en la dircecion nega-
tiva del vector gradiente debe eventualimente dirigirse al error cuadridtico promedia
mimimo J,,,,,, v en tal punto el vector de pardmetros asume su valor aptime 1.

Si YLK denota el valor del vector gradiente al tiempo A v W) denota ol valor
del vector de pardmetros al tiemmpo Ao De acuerdo al método de paso descendente el
valor actualizado del vector de pardimetros al tiempo & % 1 es calculado como:

. . 1 -

Wik = 1) = W (k)= p[=VJ (k)]

Diomde pres ol pardmetro de paso. constante real positiva., v el factor de § se utiliza

nnicamente para cancelar un factor de 2 gque aparece en el cdleulo del gradiente
N0 como se muestra a continuacion.

itk

otk

otk , . }

Jay b W Ok . ; - -
NIk = gathy bt = —2r + 2RI (k) (3.5)

XIS A

Hrery S Ty

RILH - L
eyt J it ks
funcidn costo J{k) con respecto a la parte veal a,, (k) v a la parte imaginaria b, (k)

de Ta m-ésima etapa de ganancia W0, (4). Yin=0.1.2...p - 1.

Donde el vecior coltmuna corresponde a las derivadas parciales de la

Para la aplicecion del algoritmo de paso descendente, astmimos que en la ecaacion
3.5 la matriz v ol vector de correlacion Ry roson conacidos de tal forma gue se
puede ealcular ol veeror gradiente X (A) para un valor dado del vector de pardamet-
ro< 17 (k). Sustituvendo Ia ccuacidn 3.5 en la ecnacion 3.4 cncontramos la actual-
izacion de los pardmetros en términos de la matriz R v ¢l vector r la cual deseribe
el algoritimo de paso descendente:

Wik +1)=Wky+pir— R k=0.1.2.. (3.61

En la ecuacion 3.6. ¢ controla el tamano de la correcion aplicado al vector de
pardimetros H(A) de una iteracion a otra. Por lo tanto. a4 menudo nos referimos
a it como el pardmetro del tamano del paso.

La correcion aplicada al vector de pardmetros al tiempo A=1 esigual a plr— W ()L
esta carrecion se pruede expresar como g veces el valor esperado del producto interno
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del vectoar de entrada U(A) vool error de estintacion (b)) {131 para hacerlo se puede
“atilizar el hanco decorreladores de ta figura 3.20 En la figura podemos observar
como en cada pasa =e realiza una correlacion y se estima el error de modo que es
posible estimar el vector de correceion a aplicar en el algoriting de paso descendente.

«i“‘(i(/\’)

ik
A
wih — ;T\:g_—
Sk

wih =2y

u(h —

ulh — M~ 1

Fignura 3.2: Banca de correladores para estimar la correceion en el algorinino de paso

descendente.

Dado que el algoritmo de paso descendente. como todos los algoritmos de filtrado
adaptable. involucra la presencia de retroalimentacion. éste esta sujeto a la posibil-

idad de volverse inestable.

La estabilidad de los algoritmos es determinada por dos factores:
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1. El pardmetro de paso. 1.
2. La matriz de correlacion R del vector de entrada en las etapas, U (k).

La condicidn para la estabilidad v convergencia del algoritinn esta dada por. {13].:
. [=a) f=] d

. 2 : .
0<p < ; (3.7)

Aiar

donde ‘A, 05 el mdximo valor caracteristico de la matriz de correlacién.

3.2.2. Algoritmo LMS transversal

Widrow v Hoff desarrollaron en 1960 este algoritino utilizado amplizuente en Ia
actualidad. cuyva diferencia basica con el algoritino de pasa descendente es que, oste
se basa en el cileulo de un gradiente estocdstico. mientras que el de paso descen-
dente, en el cialeulo de un gradiente deterministico para entradas estocisticas, Una
caracterfstica significativa del algoritimo LMS es su simplicidad al no requerir ningin
tipo de inversion de matrices.

GENERALIDADES DEL ALGORITMO LMS
Consiste en dos procesos bisicos:

1. Un proceso de filtrado en el enal se caleula la salida del filtro transversal que se
produce por un conjunto de mnestras en la entrada 3 se genera un error deesti-
macion comparando esta salida con una respuesta descada.

2. Un proceso adaptable en el cual =e involuera un ajuste automatico de las ganan-
cins del filtro de acuerdo al error de estimnacion.

121 valor calculado para las ganancins WA mtilizando el alzoritino LNIS representa
un extimado cuyo valor esperada se aproxima a la solucion de Wiener, . para un
proceso WSS, conforime el mimero de iteraciones se aproxima a infinito,

Durante ¢l proceso de filtrado, e suministra la respuesta deseada dik) para ser
procesada junto con el veetor de entrada w(hk). Dada esta emtrada. el filtro produce
una salida (A0 utilizada como un estimado de la senal descada v definiendo un
error de estimacion « (b como la diferencia entre Ia respriesta deseada v T salida
actual del filtro. ol error de estimacion « () y el vector de entrada ath) se aplican al
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mecanizmo de control peva realizar la retroalimentacion sobre las ganancias,

En la fignra 3.3, o] algoriting adaptable <e obtiene mediante el producto interno del
errar de estimacion v el vector de entrada a(h), obteniendo la correccion S (b))
para la ganancia @y th) en cada iteracion. La diferencia con el algoritimg de paso
descendente ex que o] algoritmo NS no obtiene el valor esperado del producto in-
terno. figura 3.2, En conscencncia, ol calenlo recursivo de cada etapa de ganancias
sufre.de un ruido de gradiente.

wihy Filtro fransee raal Tl

ik

Meocanisma de control )

adaaptabd —_— !

Figura 3.3: Esquemna de ignalacion del algoritinoe LNS.

Suponiendo que la sefial de entrada wi(h) v 1a respuesta deseada d(A)Y se derivan
de un proceso conjuntamente estacionario en sentido amplio. el algoritino de paso
descendente caleula la ganancia «r () que se mueve hacia el minimo de la superficie
del crror a lo largo de una travectoria deterministica. ternminando en la solucion
de Wiener W, Por su parte cnando hablamos del algoritio LS nos referimos al
caleulo de v gradiente estocastico, dado ol raida de gradiente involuerado. por esta
razon ol comportamiento no es del todo igual al del adgoritinoe de paso descendente.
COIO Se verd o continuacion.

En lugar de terminar en la solueion de Wiener, el veetor de ganancia W (A calenlado
por el adgoritmo LS readiza un movinento aleatorio abrededor del punto iminimoe
de la superficie del error. Al igual gue en ol algoritino de paso descendente, la pros-
encin de retroalimentacion involuera el riesgo de inestabilidad buscando siempre que
JUEY — Sy conforme B — .

Alignal que en ol algoritino de paso descendente ¢l error cuadritico promediao J(A)

debe tender a una constante, para lograrlo se debe escoger g de tal forma que se
satisfagan con ciertas condiciones relacionadas con la estructira de la matriz R, [13].
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OBTENCION DEL ALGORITNO LMNS

En la practica no ex posible realizor una medicion exacta del vector gradiente .7 00
en cada iteracion, por lo tanto: win utilizando el algoritino de paso descendente
no os posible converger a la solucion de Wiener. exto se debe o que se regueriria
de un conoeimientao proevio de la matriz de autocorrelacidn Ry del vector de cor-
relacion cruzada ro Por esta razon el vector gradiente debe ser estimado de los datos
disponibles v para hacerlo debemos estitnar Il matriz Ry el veetor r. Coma vimos
cn el algoritino de paso descendenie el gradiente esta dado por la ecuacion 3.5:

NJhy = =2, + 2RIU(K) (3.8)

Una eleceion simple para estimar R v res utilizar estimadores instantancos basados
en los valores actuales de vih) v de la senial deseada d(A) on cada iteracion. esto es:
Riley = U (kU (k) (3.9

F(h) = U (A)d (k) (3.10)

Sustituyendo las ecuaciones 3.9 v 3.10 en la ecuacidon 3.8 obtenemaos un estiniado
instantdneo del vector gradiente:

NIy = =20 (d (k) = 20000 (W)W () (3.11)
En general. este estimador es sesgado pues depende de los valores del vector de
cntrada U(A). Teniendo el estimado para el gradiente podemos obtener el vector
de pardametros estimado de forma recursiva sustituyendo la ecuacion 3.11 en 3.6.
obteniendo:

Wik =11 = TWith) = pU Ui Uy — CHUATT () (3.12)

El aleoritmo LAIS puede escribirse como se muestra en el cuacro, 3.1

El algoritmo LMS requicere de 2P+1 multiplicaciones v 2P sumas por iteracion.
donde P es ol orden del filtro. Los estimados instantaneos de Ry r tienen varianzas
relativaamnente grandes. por lo que podria pensarse que es incapaz de tener un buen
rendimiento. sin embargo: este alzoritmo es por naturaleza recursivo dando cotno
resultado gue ol algoritimo por =i solo promedia efectivinnente estos estimados a lo
largo del proceso de adaptacion.
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ALGORITNIO DE FILTRADO LNIS

Condiciones inicinles

IT'{I.'-— 1 =0

Filtrado
e U= WH L — 10 (b

U= dUhy — dikal

Wtk = Wi = 1=~ gt thy

Cuadro 3010 Algoritmo de Filtrado LMS

COMPARACION DEL ALGORITNO LMNS CON EL DE PASO
DESCENDENTE

Tanta ¢l algoritmo de paso descendente coma el algoritino LNIS son disefiados para
entradas estocasticas estacionarias en sentido amplio.

De manera ideal. ol minimo crror coadrdtico promedio J,,,,, se logra cnando el vee-
tor de cocticiontoes ﬁ'(/.‘) del filtro se aproxima o vador Optimo 1, detinida por Ja
cenacion de Wiener-Hopf. El aleoriting de paso descendente aleanza esta condicion
ideal conforme ol minero de iteraciones se aproxinag a infinito, este ltimo tiene la
capacidad de hacerlo porguie realiza una medicion exacta del vector gradiente en
cada jreracion, por otra parte. ol aleoritne LS depende de un estimado rnidoso
para el vecror gradiente v por tanto o] vector de o eatinicias estitedo Wk salo
e aproxima al vador Gptima. conio consceuencia. despucs Jde nn nimero arande de
iteraciones el error cuadridtico promedio abtenido Jixc) o~ mavor gue WJ,,., .

3.3. Algoritmos basados en los minimos cuadra-
dos

Los algoritimos gne se basan en ol eriterio del error cuadritico promedio restringen
las sefales de entrada a ser estacionarias en sentido amplio ademdas de gne converoen
a la solucion dpritna muy lentamente. por esta razon e~ de interés el estudio de Jos
algoritmos Tasados en los mimimos enadrados dado gue estos =e prreden utilizar para
todo tipo de senales ademiis de converger nnelio mds rapido o Lo solucion Optina.
En esta seccion s deduce el adeoritmo clisico RLS. conocido como CLS - hasadao on
ol eriterio de los minimos cuadrados =i como =i versidn ripida conocida comno o
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TRipidode Kahnan (Fasc Nahnan g

3.3.1. EIl algoritmo RLS transversal

So tiene la seial U gue en el caso ueis general os un veetor compleio de i
mensicn. NN L Esta senial es La salida del filiro gue se muestracen a tigura 2.6, cuyva
entrada e~ la scnal a(A) que tanhicn en el caso mids general o un vector complejo
de dimension A/.\N 1

Entonces:

i

- ! .
AU = = 3" W hdoulh — j — 1) 13.13)
g=1
Retomando la ecnacion 2,11 gue nos define el error de filtrado podemos eseribir de

manera vectorial:
sp(k) = d(k) =0T (RE(R) (3.14)
EL CRITERIO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

El ¢riterio de los minimos cuadrados consiste en minimizar la funcion costo detinida
comao:
N .
- . — - . _’I' . . -
E, (k)= 3" 500 U) (3.15)
a=N

Los limites de la ssunatoria nos definen una ventana de amdlisxis, En este caso con-
siderarvmos el caso prewindowed donde se consideran gue los datos de emtrada para
J < Noson cero. lo cual equivale o limitar la sumatoria en el intervalo de [1.47

Sustituvendo la ccuacion 3.14 en la ecuacion 3.15:
k. ; . ;
Ephey = Tr 3 N {d( = S0 U 0T Gy — U G (R)3)

i=1

IS
Ep(hy = Tr 3" Nofduiyd® G+ W Uud™ Gy + denU Gk -

)

d=1
Tt i T (I
LI G AT SR WAL IS
En estas vilthnas ccuaciones ¢ ha introducido el factor de olvido A el eual tiene la
finalidad de ponderar Jas muestras que salen del filtro, dandoles un mayor pesa a las
muestras mas actuales v unomenor peso a las muestras mas viejas, Por esta razon

se debe escogor A < 1.
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Definimos entonces:

M-

MNUNHUTGY = Rk

(3.16)
a=1
3 .
S MNTIULDAT Y = k) (3.1
=1
Z N=1d(yedT () = rpo(k) (3.18)
J=1

A la ecnacion 3.17 se le conoce como vector de covarianza mientras que a la ecuacidn
3.16 se le conoce como-matriz de covarianza.

Eu (k) = rpa(k) + W (k)ru(h) + I‘,T(A')H',,(k) + W TRy RL() W (k)

(3.19)
. e ; S < BEK

Para obtener los pardmetros éptimos. derivamos el criterio con respecto o 117, 2582 !,"f“ L
-

OE, (k) v . Ty
_5#(,_ = (k) + k) = [R(k) + /?7,,(1;)3}1 ()

Como R,(k) es simétrica:

Ru(k) = RJ (k).
¢ igualando a cero:
E (k)
oy, -

Obtenemos entouces la solucién optima:

Ry (K = —r,(k)

(3.20)
En esta ttitima expresion habrd one invertiv #,,(F), para obtener 117,

RECURSIVIDAD PARA R,(k) Y r,(k).

b
Ru(k) = Z (\I\'—JLfl'(j)l_"T
J=1
ket .
Rp(l‘. —-1)= Z r\A _Jl.',,(j)L",T -+ Lfl,(/‘v)L?’? (/‘)
=1
el . . . )
= A Z /\A._J"]L"l,(.j)l ',"l - L'I'(-}'.)l./? (h)

J=1
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SR = AR = 1) = U o (3.21)

Similar para r,(k):
I3
rph = 30 NI

=1

>

rplh = 1) = 3" NTIUL AT () + Up(hyd” (k)

[

4

k=1

= NS NN AT(G) 5 Up(R)dT (k)
g=1
ek = Ak = 1)+ Up(k)d 7 (k) - (3.22)

RECURSIVIDAD PARA (k).
Sustituyendo 3.22 en la ecuacion 3.20:

Ry W k) = = Aruhe = 1) = Uy, (B)dT (k)
= AR, (b= IV — 1) = Uplk)dT (k)
Si sumamos v restanios L',,(A‘)(','{‘(1.')11',,(1.' — 1)
= {AR (k= 1) + U0 U PV = 1) = U0 {d T (k) = UT (R Wk = 1)}
Si definimos el error a priori. utilizando los pardmetros al instante & —-1 como:
eplh) = dik) =W (k= DUk (3.23)
Entonces tenenos:
RV, () = R, (b — 1) = Up(hye (k)

Rp(RYWalhy = Ntk = D) = =L (ke (k)

Despejando 1,(A):

Wok) = Wtk = 1) = RINE(R)el (k) (3.2.4)

Donde. podemos definir a la relacion:

Kby = =RJVDU, (k) (3.25)

A la ecuacidn 3.25 se le conoce como ganancia de Kahman, Podemos entonces es-
cribir la ecuacion 3.24 en términos de la sanancia de Kalman como:




Wik = W td — 1+ Ntk Ltk (14,26
Como podemos abservar en la cenacidn anterior, para abtener los parvdmetros opti-
mos del filira se rogquicre evaduar B2 e cada iteracion o cual vepresenta un
aran minero de operaciones. Por esta razdn, o continuacion se presenta un métado
recursiva para evaling Iainversa de laomatriz de covarianza R

RECURSIVIDAD PARA Rk
Paru poder evabuar 8700 calenlaos Ta inversa de la ccuacion 3.21:
RV = INRL U = 1) = U (U T chey) ™!
Entonees aplicando el lema de inversion matricial®,
RNk = AR = 1+
ATTRIVCL U]+ L'/',"(l. .\“'I"‘l - NU,k ')“"L (INTPRIN R —
Por vltimo:

ATVRIV e — DU U (R RS = 1)
N = UT MR = UK

B = NTYRD - 1)

Con estailtiina expresion solo necositamos caleular lainversa de 2,00 una sola vez
Vo después valuar [0 en fora recursiva, El algoritme de filtrado RLS clidsico
~¢ da en el cuadro 3.2,

Existen otros tipos de estructuras de fltros gue presentan algunas ventajas cottio
dindimica imitinda v ommodalaridad. tales estructuras e denominan “lattice”. Los al-
coritimos ntilizados para o obtencion de los pardametros de los filtros “lattice” in-
volucran tanto recursiones en orden como en ticmpe, o gne los hace mas lentos,
~in ciecharea dehido a la dindimica limitada estos son mds estables que los adgorit-
mos RLS v la mtilizacion de uno v otro tipo de estrucetura dependera de Lo aplicacion.

3.3.2. EIl algoritmo FRLS “Fast Kahnan”

En aplicaciones en donde se requiere atilizar filtros de ordenes nmy grandoes, Jos algo-
rittnos RLS clasicos limitan la velocidad de transmi=ion dado que reguieren del orden
de pf operaciones aritmdticas por iteraciin v por tanto un eran ticmpo de proee-
~atiento para cada muestra recibidas Lacidea de dos aleoritmos ripidos (o Fast RLS.
FRLS: e~ obtener los pirametros del filivo de una manera mas eliciente, s decir:

er apcndive AL

ot
T




ALGORITNIO RLS 27 ]

( Condiciones iniciales f

! ;

(R -1 =1 ;
d=1rl0= k=1 =u
Uk —1i=0

r ECUACIONES TREF. |

| Cplhl = d{hl = Ve = U ' 3.25

R = A o RIS I ey o |

| KNuk)y = =R U (kY 325

| Woafki = Wb = 15+ K[kl L3206

I

Cuadro 3.20 Aleoritimo de filtrado RLS

con el mmmimeo de operaciones aritidticas pero conservando las buenas propiedades
de velocidad de convergencia de los aleoritinos RLS clidsicos. En particular. los al-
goritmos FRLS reducen ol mimero de aperaciones aritmdéticas al orden de po Comao
veremos o continnacion. estos aleoritinos wtilizan tanto pardametros de prediceion
como parametros de filtrado y se basan fondinnentalimente en ol hecho de gue pode-
mo= eseribir at vecetor de entrada como:

C U = Uk wlh o g
Upar [ = [ atie 2 J = [ Uk = 1 ] (3.28)

La ecuacion 3.28 nos permite eseribiv Ia matriz de covarianza (ecuacion 3.16) al or-
den p =1 como:

Rtk = B AN AL (3.29)

iM-

I
'/,

Doude si tomamos de la ecuacion 3.28:
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. SR
Y 1R S
Ui [l = [ ulb — :I

v la sustituimos en 3.29 obtencimos:
: e Rk k) . .
Ry (k)= Foosook (3.30)
1 ,;1‘7 ( A) ,‘I;(/‘)
Deigual forma si tomamos de la ecnacion 3.28:

] = [ Uk Z{;]] ]

Y Ja sustituimos en 3.29 obtenemos:
N BN .
M1 (k) = [ ) Rk = 1) (3.31)

Tomando la ganancia_ de Kalman (ecuacion 3.25) al orden p =+ 1:

Kot (B) = = R ) Uy (A ‘ (3.32)

En la ccuacidn 3.32 tenemos que evaluar de manera recursiva 175723 (k). para realizar
tal tarea liacemos uso del lema de inversion matricial para una matriz particionada !.

Si trabajamos con parametros forward (ecuacion 3.31) podemos obtener:
ST (I U . 1
T (0 = [ 0 RyYk—=1) | T =R k=1

- (3 33

[ 7o) = #fTUNRE (b = Dl 1 [ 1 =T =1 ]
Y s sustituimos la solucion dptima para la prediccion forward en el caso prewin-
dowed (R;f(l.') = I, (k—1)) ES

Apk)y = =Rk = Drf(h)

Ver apendice A.
Nor apendice B.
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. .o /]
Bypertley = [(1 Rl — 1 |7 Ak |

PtV e ST A ) }" { 1oAYy

/
C AL términe ro (WY = o700 AL en T iltiina ccuacion se e conoce como energia
residual v se representa con c

altky = o0 = rfT (k)AL 13.35)
Sustituyendo las ccuaciones en 32355, 3.34 v 3.28 en la ecuacion 3.32 tenemos:
0] 17 . .
- = _ BV AN Y RE RIS
Kot (K [ otk = 1) } { A ] KRGS (3,36

De igual forina si utilizamos los pardmetros backward. en la ecuacion 3.30 podemos
obtener:

]\-l.-,.l(}n') - [ /\,:(l.'()) ] _ [ B,-(I.']) ] { “P(]‘.‘)-b 3 IT_ :-::‘U“ -i (3.37)

Podemos esceribir la ecuacion 3.37 como:

. AL N
. Nyoyth) = [ f1() ] (3.38)
Donde:
p(ky = ap(ly™ )
Y resolviendo para A, (K). 1as ccuaciones 3.36. 3.37 v 3.38 ¢
KNothy = MLy — Buthypb) (3.39)

Al igual qué para los pardmetros de prediceion forward A,040" podemos escribir los
pardametros de prediceion backward 3,041 de manera recursiva:

Buk) = Bk~ 1) = KNk i (3.40)
Sustituyendo la ecuacion 3.0 en la ceuacion 3.30:

k) = Btk = Uyt
1 - r;‘," Phplhy

N,y =

"er apéndice B.

TESIS CON




Donde :;‘,(l.') s el orror de prediceion backward a priori v se define comao:

chiky = alh = py = Buth = DL (3.42)

Para que L ccuacidn 3.0 sein recursiva v completar la deduceidn del algoritimo nece-
Sitamos evaluar (\{,(/ﬁ).

T"RECURSIVIDAD PARA (k).
De Ja definicion:

althy = ruk)Y + rfT ) ALK

Utilizando la~ definiciones B.16. BT » B.22 1 se puede demostrar que:

al(ky = Mol (k= 1) = (W)l (k) (3.43)

El algoritino Fast Kalman™ se muesira en ¢l cuadro 3.3.

'Ver apendice B




ALGORITMO FAST KALNAN

Condiciones Iniciales

afth -1 =4 A
Ak =V =B =W k== K= =0k =1,=0

Actnalizacion de Ly ganancia de Kahnan

"(’”” =l by — .'\/,(/.' — ])[..,,(11' - )

!

Dotk = e = 0y = Wtk = D S0

()

Nythy =

sk = ulhy = AT Utk = 1)

af (k) = Aaf(h = 1) = stk o

0 7 _ NI
[ Rk = 1) ] - { Ap(h) ] [antir=? T efie ]

chlhy = ulh = p) + Bk — DUL0)

Myhv=d3 0k =) ik
1 Tokgek

-

PGy = Buw — 1y — Nk !

T

B.24

B.11

Actuadizacion para el Filirado

fepth = diky = H',',"l. — ik

R N LA L R

Cuadro 3.3 Aleoritimo FRLS <Fast Kahuan™.
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3.4. Evaluacion de algoritmos

Los resultados prosentados en esta seccion fueron evaluados Dhajo el esquema de un
igtualador lineal como ol gue se mmestra en la figura 3.0

I — e
"_‘—.—" (‘i”lil] -

ek

Figura 3.4 Exsquema de igualacion de canal.

Las senales utilizadas son generadas con la funcion randn de Natlab v laeao cuan-
tizadas. Los resultados se presentan en forma gritfica mediante la respuesta en fre-
cuencia del canal v de su respectivo filtro ignalador. asi tanbidn s¢ presenta una
arifica del error de filtrado contra ol mumero de iteraciones para evaluanr Ia veloci-
dad de converaencia de cada algoritmo asi como su desempenno con respecta al error
al que convergen. Calhie destacar gue para poder observar de manera nds ficil In
comvercencia de os alaoritmos se presentan las grificas del error correspondientes o
un promedio de 100 realizaciones para cada adgoritime.

Se presentarin los resultados de tres aleoritmos de filtrado. Salo se presenta una
grithica de respuesta en frecucencia puesto gque Jos tres algoritinos presentan las mis-
mas caracteristicas frecuenciales. Sin embiareo se presentan las arificas corresponcli-
enies al error en donde =e puede apreciar la velocidad de conrvergencia asi camno ol
crror al que converge cada algoriting

Con respecto o las caracteristicas del canal. exte tiene una funcion de transferencia
que corresponde a un canal de fise minima:

Hoaizyv=1=1.1314:" —0.6401:7¢

En Iy figura 3.5. e posible observas 1o respuesta en frecuencia de filtro LMS v 1a
respuesta on frecuencia del canal. podemos apreciar gue la respuesta del filtro cor-
responde precisaiente ala bversa de Lo repiesta del filira v por tanto compensa
lax distorsiones introducidas por le canal,

Gl
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Frocuencia en rad/see
Figura 3.5: Respuesta ex frecuencia del algoritme LNIS.

Con respecto sl comportamicenta del errar de filirado. en la figura 3.6 podemos apre-
ciar el comportamicnto del crror para el algorinno LNS, En este caso of error al que
converse ol algoritimo es menor gue para los algoritimos RLS (figuras 3.7 v 3.8). siu
cmbargo ol tiempo requerido para converger a tal valor ex mucho mayor que para
los algoritmos RLS, En ol caso de los alooritinos RLS v FRLS ¢l comportamionto
deaunbos o= idéntico pues Laniea diferencia o= ol muinero de iteraciones aritméticas
que requicren para calcular los pariiietros, sin embareo tanto el algoritino RLS co-
mo el FRLS convergen a un valor mavor del error de filtrado comparadao con el error
al que converge of LN,
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Figura 3.G:

Error en ¢} algoritimo de filtrado LMS.
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Figura 3.7: Error en ¢l algoritmo de filtrado RLS
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Figura 3.8: Error en ol algoritiso de filtrado rdpido RLS. Fast Kahnan

3.5. Conclusiones

A lo largo de exte capitulo hemos estudindo beisicamente dos familias de algoritnos,
los basados en ol error cuadridtico pronnedio v los hasados en los miniuos cuadrados,
En cuanto a los primeros, podemos decir gne son iy faciles de implementar con
el inconveniente de gnue las caractévisticas estadisticas de los procesos de entrada se
ven restringidas, es decir estos aleoritios s reducen o trabagar en ambientes esta-
clonarios. ~in cinbareo sus carncteristicias de convergencia pueden ser mejores gue

los o dos ddaoritnes LS 1 ~e wrilizan parianertras de poaso seficientemente peqguenos

aungue tmhicn presentan el inconveniente del ticmpo de conversencia o] cual es mu-
cho mavor gque en los aleoritmaos LS Por tanto, ol capleo de uno u otro aleoritmo
dependera de oo aplicacion deseada v de Tas caracterisiicas de as seDales ntilizadas,

Hemos camprendido Ta importancia de trabajor con matrices de correlaciaon bien
condicionadas, lo cual nos permitivd ascenrar L estabilidad de o algoritinos, por
otra parte: es necesario asegirar, scic cuad scoc el aleoritnme utilizado, gue este al-
soriting converja s rapido que las variaciones gue s presentan en el medio. por
esta razon =c han disenado algoritimos rapidos como el presentado en a parte final
de este capitnlo aungue este tipo de aleoritimos presentan problemas dedivereencia
dehido a errores de redondeo los cuales se analizaran on el sicuiente capitulo.
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Hasta este momento hengos presentado diferentes aleorittnos de filtvado v dos re-
sultados demuestran Ia efectividid de taless sin einbareo en sitnaciones reales estos
aleoritimos =e deben fmplementar en procesicddores gue disponen de anz precision
finita para alinacenar los datos v oresaltados de operaciones aritmdticas. tal lim-
itacion ocasionie erroves de ciantizacian ctruncamiento v o redaondeo s gue mnachias
veces hacen diverger al aleovitmo, Ademas, no solo o representacion en precision
fintita ocasioni que los errores de redonden e

zeats, tambidn o utilizacion de factores
de olvido N << 1 ocasionan divercencia en los aloorittnos. por estias razones on el

siguiente capitilo e presenta nn estudio de los errores de andricos.
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Capitulo 4

ANAL’ISIS DE ROBUSTEZ
NUMERICA EN ALGORITMOS
DE FILTRADO ADAPTABLE

4.1. Introduccion

La ventaja de los filtros digitales ex que estos pueden ser implementados en disposi-
tivos de procesamiento de senales digitales o DSP's. los cuales permiten realizar un
gran mitero de operaciones en muy poco tiempo v por esta razon podemos utilizar-
los en operaciones en tiempo real como telefonia o redes de datos.,

Sin embargo. la representacion de las cantidades utilizadas en dichos microproce-
sadores, tales como los datos de entrada. cocticientes del filtro v resultados de opera-
ciones aritméticas. esta limitada por un tamano de palabra finito lo cual ocasiona
que los resultados obtenidos difieran de Jos datos tedricos, Estos errores, definidos
cotno o diferencia entre la cantidad caleulada v In cantidad tedrica pueden ocasion-
ar que los algoritmos no Hegnuen o su solucidn optima v en mnchos casos presenten
divergencia.

Por estax razones. despues de hiaber estudiado los algoritios de filirado adaptable
bajo una precision infinita de ¢ileulo en ol capitulo anterior. ahora nos propenemos
desarrollar un anilisis de los errores munéricos. truncatura v/o redondeo. debido a
una longitud de palabra finita.

En este capitulo estudiaremos la propagacion de errores en los algoritmos RLS v
FRLS puesto que se ha demostrado gue os precisamente en estas implementaciones
donde se presentan un mayor mimera de problemas relacionados con los errores
munéricos. Asf mismo. en los andlisis réalizados se cousidera que no existen errores
de cuantizacion de la senal de entrada.

GG
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En Lailtima parte de este capitaio e estudiaiin dox aleoritinos m]n(ln\ estabiliza-
dos rabustoscow respectaie errores desredondeo:: - -

4.2, Errores Numeéricos

.4.2.1.  Tipos de errores

Es de gran importancia gque en aplicaciones mundéricas se analicen las fuentes v las
magnitudes de los diferentes tipos de errores. v a su vez emplear aleoritmos gue
minhimicen el error. La figura -1 1 muestra la propagacion del error en un algorito.
donde o} error de salida ex el resultado del error de entrada y del error inherente al
algoritmo.

Error de _Erroren U Error de

cntrada . ol alyoriting i Salida

Figura 4.1: Errores en los algoritinos
Los errores de entrada surgen por lo general de la imperfeccion en la medicion del
fendmeno. por diferentes tipos de aproximaciones v por errores aleatorios en un sen-
tido estadi=stico, asi misio por errores de cnantizacion de las senales
Los errores en lox alzoritmos son hiisicaanente de dos tipos: de truncamiento v de
redonden. Como objetivo. ex necosario encontrar algoritimos gque minimicen el crec-

imiento del error cuando aumenta ol miero de caleulos.

Para el caleulo de errores es necesario <istinguir entre ¢l error actual v el relativo:

Error actual = Salida rcal — Salida comnputacional

Sulida real — Salida compatacional
Salida real

Error rclative =

4.2.2.  Errores por redondeo
El ercor por redondeo es un problems que surge de aproxiuar cantidades debido a
que para representarlas. un mimero finito de decimales ex usado en vez de unmmimero
infinito. '
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Digitos significativos: Son aqudclos aue contienen la informacion real de la magnitad
del mimerao. Parva ser sieniticativo, eliltimo digito deberd ser jigual a la mitad de la
unidac en el ltimo Ingar decimal.

Es importante distinguiy cntre los ténminaos aritmetiea de punto tio. en ol caal s¢
mancia un mimero fijo de hneares decimades: s aritmdctiea de punto flotante el enal
~ccemplea en trabajo cientifico v endiversos lenguajes de progrinnacion. Los inimeros
en aritméticn de pinto Hotante <o expresados de L forma o 105 Si g s¢ enenentra
entre 0.1 < o < 1 entonees = dice gque el mimero esti nortadizodo 17

Una expresian inatenitica que proporeiona una mejor aproximacion del ervar por re-
dondeo ex la conacida conmnao nterealo aribmctico. Para esta aproximacion o ntimero
redondeada e recmplazara por los dos mimeros gue representan los posibles val-
ores nmaxitmo vomiimo. Los dos cilenlos son desarrollados. de maodo gue el valor
vordadero debhera estar dentro del intervado, Sinombramos al valor real como e, v
al valor aproximado (redondeado) como a) entonees el error actual £, v el errar
relativo £ son respectivamente:

E =0 —a (1.1)

Ef o

r, Ky

(-.2)

4.2.3. Errores en operaciones aritméticas

Si consideramos el proceso de adicion en donde es necesario encontrar S0, o, v dado
que solo conovemos los nimeros redondeados. calenlamos S0, 70 De la formula 4.1
podemos suponer un error por redondeo dadae por. {1

r
Error actual por redondeo = S
L

e

’

En el andlisis del error por redonden es necesario considerar los valores absolutos. Si
suponcmos que £, < E para i = 1.2,
puede ser obtenido mediante:

... i Entonees ol miximo error por redondea

N EN<STIE < aE (-1.3)
=1 =1

En la expresion anterior Ia respniesta es In que se prodnciria empleando el neixinme
(o minimo) valor de cada error. Esta fornmla taanbicn se aplica a sustracciones. va

[
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(e puede ser manejada come osiines de las cantidades negativas corraspondicntes,

Para ol caso de la maltiplicacion es un poco mas complejo. en esta caso ol uso del
error relativo 1.2 ex mids= il Sioconsideramos el error relativo del prodocto de dos
nitneros .y v s como R entonces tenemos (17

£l

FRT

It

P Ey =y By — BV E

Jpd

Si suponemos que Ey v 2 son pequenos comparados con oy x oo, tonenios g

LBE: = (1, por 1o tanto:

SR R o

i E o
£l = '—’ - —~ E¥ (-hh

De forma shmilar. para la divisin tenemaos:

17/1'

R

=

!
&
|
f1
&

4.2.4., Propagacion del Error

La resolucidn de un problema matemdtico por métodos mimericos da como solucidn
una aproximacion mnnérica del resultacdo exacto. Es hmportante. por tanio. tratar
de conocer el cfecto gue tiene sobre el resultado final cada una de las operaciones
realizadas con nimeros aproximados.

1 ofecto de los errores en el resultado tinad de operaciones bisicas aplicadas a dos
mimeros o3 v ora se obtuvo en las conaciones L3, .4 v LD,

Cuando el problema consiste en calenla ol resubtadao g = fr) tencmos la siguiente
formulia aproximada de propagacion del crror.]6;:

Fiyg)y = UV Ewr)
En el caso mads general. en gue una funcion depende de nets de una variable o=

Sy o) la formula aproximada de propagacion del error ex 6

GO

i~



XTI |——~/ ra o MEGe))
— (hr,

=1

4.3. Analisis general de la propagamon de errores
~ en algoritmos recursivos

Lo= algorities adaptables son recursivos por naturaleza v podemaos definir ¢l estada
actual del aleoritio, (kL en funeion de un estadoe anterior y de las secuencias de
entrada U 00 v dih. Esto es:

Oy = f(OU = D dib) Uh)) (SN
Cualaguicr implementacion nmmndcrica del adgoritino generard imprecisiones debidao a
orrores de redondea v de representacion en el microprocesador. por lo tanto ol algo-
rittno correri con cantidades perturbadas, @0k ). v puede deseribirse come:

OUN = FIOU = 1) dUk), Upth)) = V() (4.7)

Donde ViA) representa el ruido de redondeo.! Podemos entonces expresar a mag-

nitnd del error como MOk = G(k) — (k). la cual se pucde expresar como. 155
AGh) = A = 1YFk) = V(k) (L)
Donde F(h) os funcion de @k = 1), d{h)y v Uy(k) v depende de la implementacion

que se utilice. {15,

La ccuacon 4.8 nos permite readizar el ostudio de los errores de redondeo a traves
de lo= sig

JONTes Pasos:

Generacion del error: Describir a V(&) 1al como es generado al instante de
recursion A,

2. Propagacion del error: Camo los errores presentados al instante by se propagan
aswnicndo que on Jas subsecientes recursiolles oS¢ general Mevos errores,

3. Acumulacion de errores: Equivile a sumar los pasos 2 v 3.

1 peso 1 depende en gran manera de la haplementacion utilizada yva sea punto
flotante, punto fijo. normalizacion. formas de raiz cuadrada. ete. por esta razon no

lLl‘Illl«‘\)ll\b ruido de redonded o los errores cenerados al instante k debido o errores de redondea.

Y
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extudiarenios este pritmer paso que ha sido estudiado para diferentes implementa-

R

ciones on (X2

El comportamiento de Lo ecaaciaon L nos define L estabilidad del alaorinma con
respecto i Jos ertores de redondea Por tanto =i ésta o inestables es decir un error
generado aoun instante A = 1 erece de manerac infinita ol propacarse al instante A
enmonces tal implementacion es inestable v no se podrd aiilizare,

En particolar, =i ¢l pritner término de L sima en la ccnacion LS converae entonees
la convergencia de tal hmplementacion dependerd de que los errores gsenerados al
m=tante & no crezean de manera indefinida 1o cual se puede Jograr atilizande una
Tomgitnd de palabra adeciada,

El pa=o 2 del método de aidlisis e reduce al estudio de estabilidad de la ecuneion:

Ak = Ak — 1)F(L) 1.9

La cual puede eseribirse de manera general como.[15]:

AOK) = AO(hy)W (hy. &) : (.10}

donde:

Wihg by = Flho+ DYF U+ 2)00 80k .11

La ccuaeidn 110 nos mnestra conto se propaga un error generado al instante Ay < &
hiasta ol instante . Podemos observar como tal propagacion del ervor depende hisice-
mente de la matriz Wik A conacida coma matriz de transicion, la enal jueca un
rol muy importante en el anadlisis del error,

Lo marsiz de trans=icion. ccuacian - 1 es Ta que nos define o propagacion de los er-
rores desde el instante en que ocurren hasta ol instante de andlisis, Por esta razon. es
ilportante un estudio detallado de =u comportamiento cuanda se pretende analizar
el comportatniento numcrico de algina nuplementacion en particndar. En L siau-
iente seceion veremos comn s define estaomatriz asi cotno s comportamiento para

los aleorinimos RLS clisicos,
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~4.4, Andlisis de los errores de-redondeo-en los al-.
goritmos RLS

Aplicaciones de lo= filtro= RLS han demostrado que estos presentan problemas de
divergencia 2327 Ja cual principahnente e presenta por a pérdida de simenria de
la inversa de fa matriz de covivianza, A continiacidn s presentari un andlisis de
arrores de redondeo parac dos iimplementaciones de filtros RLS.

Didda I solucion para o] algoritia RLS convencional obtenida en el capitnlo O
Wik = Wtk — by — RV OUSU e Lok ©4.12y
Rty = ARtk — 1)+ U U 0k (1. 13
donde:

Cpth) = dlhy = WUt

El problema en la ecuacion 4,12 consiste en evaluar N (b= = IR7HMOLRL Ta cual
para el algoritino RLS a priori se puede esceribir comao {200, {32;:

oA = DLk

N, (k) = - - 4,14
R ey Yy e Ty R TR 1
Y de acnerdo al lema de inversion matricial b
1 RV — WU U ey Yhe — 1
Vel oy = = 31 I — _ i 4 I I ! A5
e (+) ,\U]" (‘ h A= U Rz = ik -15)
Para la sohucion del problema definimos Tas sicuientes variables:
ik :('I'(:I.»;I\'i"ii. — 1 (4.16)
plky = N = Uiy ke — 15U e (L17)
——— RVl — 0 U T ey R = 1)
RV — 10 = L . = L - (4189
T ! ,\*l'lftlrllx',j‘t/:—I;(',,llm IR

Dos implementaciones de este alzoritine conocido como aleoritmo convencional RLS
a menndo utilizado se nmestra en la tabla 01

En el algorito CLST chamente se explota o simetrfo de Lomatriz B0k = 1 paa
calcular ALik) La inica razon dde hacerlo o una ligera reducciaon en o compleji-
dad de cilenlos Ademias. L operacion para calenlar /7

:

o= T es taparenteiente”

"NVer apéndice AL

=1
[V
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ALGORITMNO RLS 32

L Nariable - CLST ’ __
{ ik U R e - Ul R e - 1
vk : A= otk N —ovhl Tk
] Wy ; _;‘—' i ’ef.l’—"l :l',, [
Fo =1 ’ Kpthiothk) KMok
1 Rt SR - oWk =1 | e = = T =TT
Cuadro 4.1 Aleoritios RIS
siimdtriea dejando gue Ii’;’(l.' — 1} pennanezea simétrica. Sin embargo, o aonili-

sis tedrico del error demuestra que precisamente ocurre lo contrario. presentaindose
asi problenas de divergencia,

Existe otra implomentacion para este algoritio la cual no considera siméria de
Ii',T‘(lv — 1)y o tanto o] aleoritino no depende de la simetria, o] anico caunbio con
respecto al adgoritmoe anterior es la forma de caleular la ganancia de Kahinan como
s ilustra en el cuadro 41

4.4.1. Analisis tedrico del error

PROPAGACION DE UN ERROR SIMPLE EN RECURSIONES
SUBSECUENTES. [32].

Covsiderarenmas Ia propagacion de un solo error al instanie b - 1 con subsectientes
recursiones.

Tecorema:

Definimos las cantidades errdncas al instante & — 1 denotadas por =~ 7 cotor

RitUe= 1) = RNk = 1) = 6R7 (= 1) (4.19)
Tk = 1o = 1k = 1) = W = 1) . {-1.20,
ol — 1Y =plh — 1y =opth — 1) (-1.21)

w3

TESIS Cow
FALLA Dr CRIGEN



Para obsorvar To manera enogque intervienen estas cantidades errdneas caleulasmos
S0y s indinencia en A0 G Considerando T cenacidn 121 podeios escribir:

”

Pl = A= Uy e = ey = SN U R o — e

IPHosto que A es e constate Do eXiste N error en esta =i suponeinos gue
aritimética utilizada pucde representar = valor sin error v por lo tanto no existe tua
propagacian del error sobre XD citonces el error spih) se reduce a:

Apths = UV Uad Ry = DU,

Y ]n»(l('lllu.\ escribir a //’](1-' coOlo;

-~ 1
Py = .22

A - l",',’(l.';lf.,‘, EAE DIANPARE S L'I,’ VSR = DU

v el error en /F‘ (A ) esta dadao por
Spr k) = /‘_r(/.') - /';—I(L‘) =

1
A= U R = DUy = U U0a RV — U k)

1
A—=177 a7 ke — Dok

(-1.23)
Finalmente podemaos eseribir:
/:“r( Ly=p Yy = édp ik =
i A LTSRN — DUk

s - I - " — (07 (4.2
N UT O = Ll N= Ui e =ik 00 '

Donde (A7) indica ol orden de Taomaenitned r5/1’,',‘(1-'—l )L seneralimente se atiliza
Lt rorma de Frobenius', v o

oy = ol = do(h)
donde:

Seh) = 1 .,I‘l. )(‘./i.; Y =1 }

Wer apédice I




Por 1o tanto Au(h) estd dada por:

N,y = otdyT o=ty
Entonces el error a8, (A estid dado por:

ST S0
. ol (k) dol (h) . -
AN,y = e — - O[67) (1.25)
Apth Pk
El pritner términe en la ccuacidn 125 corresponde al error sobre K, iA) debido a
PR mientras que el segundo términe corresponde al error debido a 15‘17‘(1.' — 1
Sustituvendao:

SRk = DOk BT Ue = DO USRI R — 1L 0

v — O
A plk) plh ()

(-1.26)

AN K) =
Y el error en laatriz de correlacidn esta dado por:
. 1., . g - - - ;
SRV K = Xio/f;*ﬂ.- — 1) = KU USRI b = 1) — SN, U U Ry e — 1]
(-4.27)
Los primseros dos términos en la ecuacion 21,27 correspenden al error sobre RN E) de-

hidao a [1]7‘(1»‘— 1) miientras gque ol tercer tériino corresponde al error debido a N, (0.

Y sustituyendo Ia ccuacion 4.26 en 4.27:

SRIVK) = —\wf;‘(l« == WU SR = D=

ORZT = DUty Ry ok — DGO Uy Und Bk — DU R
¢ PR ik, b))
R e = 1 — O (-1.28)

O bien:
" 1. . s
IRTHE) = X[oh’,‘,"(l.- = = WU (RSB (k= 1=
SRk = VUK by = Kt U USRIk = VUMK () = O 1:1.20)

Acomordando términos podemos eseribir (324
. 1 . e . :
SRk = U= Rkt TUNSRI = 1) — KU oo’ =

B
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| B e . . Gy
—\ml-.'l, Yk =1 — o/»’,,"«l.- — 1l ,,(l.')I\,’, (A — (7)) 11301
Haciendo un andlisis shinik podenos obener o error correspondiente al instante &
debido o errares al instante A = 1 para los pardmetrvos WA Este errar extd dado

L Tyt
por. 325

‘ SRSV~ D0
TN UTOARIV O =1l

SUWthy = o — Wtk ke ioW ok — 1

ke = U Wk — 1)) = 0187 s

En la cenacion 130 podamnos apreciar que el error en ity ey depende de Ta simetyia
de Ta miaariz de covarianza, Por lo tantos st 1o matriz e conserva siméirica durante
todo o] procesa. o] <egundo termino de la eenacidn .30 desaparece v oexiste menos
probabilidad de que los crrores crezean demasiado. Sin embargo. si lamatriz de co-
varialza no se conservie simdtrica el error puede crecer o cada instante v ocasionar
L diveraencia del algorion,

Ui andlisis similar para el algoritmo CLS2 nos lleva a los siguientes resultados para
el error en ]i'l‘,l(l.'). simplemente considerando gue para el cdleulo de la ganancia
Nouth) no se hace uso de ol Uy pues 1o se considera Ii’,', Y — 1) siméurica. Obten-

emos por lo tanto 32

SR = U = W SNSRI e = Dl = WU = 0t L .32y

Misntras que para el ervor en los pardimetros del filtro se ohtiene la misima expresion
que para el caso de la implementacion CLST. ecuacion 031,

En la ecnacion -L32, a diferencia de la conacion L300 se observa que Ia propagacion
ded error no depende de ke simetrfio Ge b snacriz de correlacion, por esta cazon. I
convergencia de o errores depende biasicamente de damatriz (0 = N0 U (B
conacida como matriz de transicion.

ANALISIS DE LA MATRIZ DE TRANSICION.

A continuacidn se presentari el ailisis de la propagacion de an error generado al in-
stante b, donde b, < A Para ello es necesario basarnos en las sivcuientes definiciones:

Definicion 1: El vector de regresion U701 ex persistentemente excitada sobre ol
intervalo de observacion A, <7 < L cuando e usa un factor de olvido exponencial
A < 1St a siguiente condicion se eumple, [32%

76
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af = NTNTCGE G R I ma A s Y

i
L condicion de exitacion persistente sc cumple coando Ta sefial recibida =e compone
de valores diferentes deccora diante e proceso de filtrado, Caando esta condicion no
~c cinmple los aleoritmos diversen debido o la geteracian de tnatrices de covarinnza
stngulares. L intlnencia de Totadia de excitacian persistente s puede observar on

3270 donde observinnes gies inehiso pinie noa implementacion robusta, Lo falta de

excitacian persistente ocasiona divereencin en el alzoritia,
Definicion 2: Uniomatriz Moes nua comtraceion =10 0o es estrictinnente menor a1,
Definicién 3: Para una terein de nunrices cuadradas ¢ MO N E) de laomismae di-

mension. I matviz M = N — 7 e~ una perturbacion agada de Lomatriz A cuanda
ALY | < L. o enal asesura gue Lomatriz £ no maoditica o] ranso de N30

Basados cu las definiciones anteriores podemaos eseribir el siguiente leina:

LENA: Cnando el vector de resresion U7, (h) es persistentemente excitado v /i’]‘,’ (thy =
I?,",l(l«‘) - dl?;’(l.*\ e= una perturbacion agnda de R;'(l.'). entonces R;‘(/.'Jril?,',’(l.'J
Os 1ha contraceion.

Siconsideramos el ofecto de un error inducido al instante de tiempo &, en tas canti-
claedes /i’,‘,‘(l.") » L0 Cuando 1700y permancee simétrica o en la implementacion
CLS2. podemos eseribir la eenncidn .32 comeo: '

. 1 . - -
SRENEY = o e kS BTN Ot k)T + O3F%) (-1.34)
Mientras quede acuerdo con ln ecnacion -131 el error sobre los pardmetros esta dado
por:
heh =1
SN = Ccltho k)W otk = ST bk = o1, = O(%) (-1.33)
el
donde:
SRV — 1 T
= s i)y = U (DW=
1", N L',{(i)ln’;;‘(i — l\l‘,,w('/“') { ALV B Y
R

Clhce, — v =Tl (0 = KUt




Y se puede demostrar que el beg b tatriz de transicidn: se puede expresarcomo. 207

. b ga—
Cihe by = AR R, YRR
Si suponemos que diiy — l'IA,IlI‘)”.,,(/ — 1) ex una variable aleatoria con media cero.
entoncees el segundo térming en la cenacion .35 desaparece cuando consideramos
solo ba media de a1V, (0. Bajo exta suposicion. en adelante. analizaimos solo L propa-
gacion de E[817, (4, : ' i o

Los errores 8E7V () v E6W 0007 son atenuados si la matriz de transicion o(h. k)
s una contraceion. Esto se puede verificar en el siguiente Lema.

LENA: Cuando el vector de regresion Up (&) es persistentemente excitado sobre ol
intervalo (A,. ). la mariz de transicion o (&, kL) es una contraccion.

Prueba: La matriz R, (k) definida como:

S
Ru(k)y = 3" A0 L,0Y ()
=1
Dado que &, < A. podemos eseribir:
k“ : - I‘ . g
Ry(l) = 3 N0 + 32 ML)
=1 i=kyy
‘..“ g A. e
= MR ST AR LY G = ST MY LY
1= 1=k,
Por 1o tamo:
“ e
Ru(k) = N8Ry = 32 N0
i=N,.

Cuansdo la ecnacion 4,33 se cumple. Ia matriz;

Ru(hy — N2 Rk,

se define positiva! v entonces:

NTRRL(R) < Bk

'Wer apéndice E.
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21 consecuencia:

CNTE RSV Ry e

Con lo gue se completa la proeha, Por lo tamao podemos decir que si ta matriz de
covarianza sc conserva simérrica o sc atiliza la implementacion CLS2 v ademiis =e
cumple la condicion de excitacidn persistente, entonees esta es una implemetacion

robusta con respecto a errores numericas.

ERRORES QUE SE GENERAN EN UNA RECURSION

2] siguiente teoremna especifica los Imites para el error en las cantidades actualizadas
on cada recursion tanto para e implementacion CLSI como para la CLS2.
a1

SiA v A denotan las normas de los errores absolutos al calenlar A7 v 11,

respectivamente. entonces las signicntes expresiones nos definen los linites para tales

Crrores on ("(l(lil I'(‘('l]l'ﬁil’!ll.{5::
-1 .
Nt Sl R )

Ay S el Hythy b= N I wtd) 1D

Donde ¢ v o son constantes gue dependen de la precision utilizada.

En general estos errores son limitados de Tamista manera para las implementaciones
del tipo Cholesky o rafz cuadrada de la covarianza, En ambos casos proporcionales

Al Ry Jf.]321

ACUNULACICN E INTERACCION DE LOS ERRORES DE REDONDEO
El errar toial se denota por el prefijo d,,, en lugar de § para ¢l ¢azo de la propagacion

de una recursion a otra.

Suposicidn: El crror total en ciertos instantes de recursion A es Laosuma de la propa-
acion del errar previo miis los errores locales en el tiempo de la recursion.
Teorema: Cuanda el vector de regresion {7,(A) e~ persistentemente excitada los

errores sobre RNk v ENU () son lhmitados de la misma forima tanto para la
implementacion CLS1 v CLS2.

E£STA TESIS NO SALE
~T A BIRLIOTES —_
DRIAB T O i
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'rucha: Relacionando T conacian =133 con las fronteras dadas en la subseceion 40T,
de acnerdo o la suposicion 1 se ohtiene el Hite superior para ol ervor total 1320

1

-

Boeth bV P G BT e 5 = X000 (.30

i: ir..t lljl_,‘(k) ,

A

En esta ecuacion by, es ol instante de tiempo mas corcano, menor que K para el cuad
.. —~n

el by, ) es una conmraceion v Ao es dada por:

©
Nici= S a ll R |
1=h,,

Esta tiltima expresion representa la acumnlacion de lox errores locales hechos en

cada recursion en el ealeulo de /i'lf'(i) cn el intervalo (A, R

Cuando RN permaneee limitada, asegurado por la condicion de excitacion per-
1

. ~ s . .
sistente. Ag-v tambidn permancee limitada,

De manera similar. la media del orror total en fos pardmetros esthimados.

FES V0o Bt elh b)) T E (S Woh 0 i =30, (-1.37)
Lax ecnaciones .36 v -L.37 representan los modelos de propagacidn del error total en
fa implerentacion CLS2 cuando L senal de entrada es limitada v persistentemenie
excitada. [32:. Podemos apreciar que ambos modelos dependen de la mariz de tran-
Sicion. por tanto es importante garantizar que ¢sta sca una contraceion durante el
proceso. lo cual =e puede ascgurar con la condicion de exitacidn persistente.

4.5. Generalidades de los algoritmos rapidos.

Todus los algoritimos rapidos actaalizan la ganancia de RKalman deomanera eficiene,
Las versiones mas ripidas lo hacen con 7p operaciones por iteracion y» utilizan la
ganancia de Kalman dual €, (00,0210,

Dadao que para abtener los algoritimos podemos utilizar tanto errores de prediceion
a priori como errores de prediceidon a posteriori. existen dos familias de aleoritmos:
Tos alzoritios a priori v los aleoritimos a posteriori.

El alporitine ripido de Kahnan dado cn ol capitulo 3 e~ an algoritmo del tipo a
priori v en consecuencia utiliza Ly sanancia de Kalban divecta Nk voerrares
priori para la obtencion de los parametros del filtro, Este adeoritmo presentva huenas
propiedades de estabilidad coma se mostrard en ol sicniente capiinlo. ~sin embargo:
~c ha demostrado que los alegoritinos s rapidos son los gue utilizan Lo gonancia de

S0
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KNalian dual Cuh). tales alesritimes = conceen como alaoritinoes a posteriori pues
ntilizan errares a pos=teriori para ol cilculo de lox pardmetros.del fhoo.

Las propiedades de estabilidad de o adeoritimos a posteriori no =on tan buenas co-
mao en el caso del o de Kahnan, por tal razdn es necesario obtener algoritimos
estabilizados de tales versiones,

En o seccidm 6.5 se presentardn dos versiones estabilizadas de algoritmos corre-
~pondientes a los algoritmos ripidos del apéudice Do En particular, la version e
Slock introduee la variable de verosimilitud =, (&) para relacionar de manera escalar
los errores de prediceion a priori » a posteriori 3 reducir de esta manera el tiempo de
calenlo, Ademis, la actualizacion de ~ (&) se realiza a través de suinversa mediante
la expresion:

sty = = T RS (R

?

Donde (A es el iiltimo elemento de la ganancia de Kaliman dual al orden p — 1 3

sy = e = 1) = O (R (k)

El cdleulo del error de prediceion backward a priori L,',(’.") se realiza mediante la
expresion:

chih) = —Aakhtk — 1)d(k)

tailtima expresion solo requicre de una multiplicacion entre escalares v utilizandao i
la variable ~, (&) podemos obtener "‘ll } mediante otra multipliacidn entre escalares
Camo:

"(I)——tl'(/)‘ AA) ;

El algoritmo rdpido de Slock requiere 7p operaciones aritinéticas por iteracion para
la actualizacion del filtro. La disminueion de las operaciones se hasa en el hecha de
aqne se pueden calenlar los ervares de prediceion o partir de multiplicaciones entre
oscalares mediante fa imroduccion de la variable =,(4) en lngar de abtener tales
erroves i partir de su definicion, lo cual implica un producto escalar eutre voctares,

En el caso de ta version Cioffi. o diferencia de la version de Slock se actualiza direc-
tamente =, (0) v no sninversa como:

k) = 11+ o (RO SR s ()

[#2]
—
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7 -
St Uhr = A=t = Dol ok = Dag T
El cilcula de los errores v la actualizacion del filtvro e realiza de L misma forma
que en la version Slock.

En particular el algoriting de Slock actualiza de manericseparada el altima elemenso
de la ganancia de Kahman duad al orden po— 1. C',’,':ll(/.'). voactualiza directamente Ja
inversa de la energin residual forward u;-’(/\'). evitando asi una division gue podria
introducir errores mnndricos. Como se vera en el siguiente capitulo ol algoritnmo de
Slock presenta wejores propicdades nundricas que el algoritino de Cioffi aun criiaudo
s trab ja con la version no estabilizada,

4.6. Errores de redondeo en algoritmos rapidos
(FRLS)

Los algoritinos RLS a pesar de presentar propiedades bastante huenas con respecto
a velocidad de convergencia. facilidad de implementacion ¥ no presentar lmitaciones
sabre el tipo de senales procesadas. presentan el inconveniente de gue necesitan del
orden de p? operaciones aritinéticas por iteracion paric obtener los pardmetros del
filtro. donude p es el orden del filtro, por esta razon para aplicaciones en tiempo real se
ve limitada la velocidad de transmision debido o el tempo gue le Hova al alaoritino
caleular los pardmetros. Sin cmbargo, = han desarrollada algoritimos denominados
como rapidos. los cuales presentan o mismas ventajos gue los RLS convencionales
pero eficientando ol cideulo de as aperaciones aritindticas por iteracion ol orden de

7 comao en el caso de los ateoritmos LIS,

El cmplea de dos aleoritinos ripidos e justifica, desafortunadiamente ~¢ sabe gue
todos lon aleoritiaos rapides ponderados exponeaciidneente (A << 1) exhiben un com-
purtamiento inestable v una divergencia repentina debido a errores de redondeo
cuando la precision de cilewo es Timitadas por tanto: val inestabilidad nmnérica os
Lo principal Thnitante de Ll atitizacion en problemas reales, (217,

Sechan propuesto diferentes esquennas para o atilizacion de estos algoritimos, Por
ciemplo en 7167 ol aleoriting se implementa en paralelo con un proceso de deteceion.
vl cnal al detectar inestabilidad del aleoritmo o reinicializa. aleunas otras toéeni-
cas consisten on téenicas de regnlarizacion que se usan para estabilizar o adporitino
en o sttunciones donde se prosentan naarices de covarianza inal condicionadas, sin
cinbargo estos aleoritmos tienen una limitada capacidad de rastreo, puesto que a
canancia caleulada difiere mucho de Ly Gptima'21°,

.
V]
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4.G6.1.  Algoritmos ripidos estabilizados

Con o] proposito de aprovechar las ventajas de los adgoritinos vipidos pero evitando
los problemas de diverconcia = presentan los algoritmos estahilizados. los cualos =
bisan en un eadeule rodoudante de cantidades dentro del alzoritino v nna retroali-
mentacion del orror cadenlade.

Los aloaritinos vipidos no estabilizados mas oficientes con respecto al mimera de
operaciones aritndéticas prosentan Do operaciones por iteracion para resolver o} prob-
lenta de filtrado (5 para prediceioni. en los algoritios de filtrado estabilizados es
posible obtener hasta Sy operaciones aritiméticas por iteracion. 157, Este aimento ex
debido a ko redundancia introducida, sin embargo este mimero sigue sieudo pegneno
con respecto o Jos alsaritimos RLS v por esa razon, e valida Lo utilizacion de Jos
aleoritmos estabilizados,

4.6.2. Redundancia y retroalimentacién del error

Por redundancia nos refoerimos al caleulo de una misma cantidad de dos maneras
diferentes. esto no= permite hacer mediciones de los errores gue se generan sinmple-
mente obteniendo la diferencia de la misma cantidad caleulada de manera diferente.

Las diferencias entre las mismas variables calculadas de maneras diferentes pueden
verse como sehales de la propagacion del error en el algoritino v podemos usirlas
et un mecanistmao de retroalimentacion con el objetivo de disminuir Tn propoagacion
del error. La estructura de retraalimentacion debe de retroalimentar las senales de
errar v usar tal retroalitmentacion para calenlar las variables corregidas asoctidas al
ervor correspondiente. es decirs tomar el valor final de tales cantidades comao nna
combitacion de las dos maneras de caleularlas, e.q:

ehiby = chathy — KNoehfohly —obaideyy (.38

Doude ebsihy v o bfoh veprosentan fas dos maneras difereutes de ealeular b errar de
prediceion hackward e bty v K ox una constante de retroalimentacion. 1.

De la ccnaeion 1.3 podemos decir que =i no existen errores de redondeo. entonees las
dos maneras de ealenlar of crror hackward arrojaran ol misimo resultado v por tanto
it el valor calenlado para el error backward, Ademsis,
A.oconstante de retroalimentacion, o= diferente para cada variable a retroalimentar

no habrid necesidad de corr

lo quie nos daomavor lihertad en atectar la propagacion del error v por otra parte, si
N = 0 entonces no existe retroaliientacion vono habra estabiliacion alauna,

Un esquetna general de I retroalimentacion atilizada para b estabilizacion de Tos
aleoritmos rapidos se mmestea en o higura 120150
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2 Retroadimentacian para los algoritimos SFRLS

Fieura -

En ol esquema de la figura 120 A e un vector gue contiene los pardametros de
estabilizacion ded algoritmo v cuva dimension depende del numero de senales o
retroalimentar. La senal o seniales de crror se retroalimentan ponderadas por A al
sisten representado por A al cual tonbidn se e agreaa el error generado en
L vecursion actual, asi es cadenlicdi nna mmeva sefial o senales de error. 1 producio
diee dicha senal o senades rettoalitneniadas por ol pardmetro de estabilizacion mas su
correspondionte varinbbe cidendada sirve junno con los datos de entrada para caleniar
e estimado del estado del sdeorinmo, ef cual o= vez proporciona un estimado del

crror vode los paaiimetros del filtro.

VARIABRBLES SENSIBLES A ERRORLES NUMERICOS

Las variables que han sido idemrificadas como las nuis sensibles con respecto o los
errores de redondeo v por tanto como las mas aitiles para medir los errores son {9
o L crrar de prediceion backward t;',(/.').

o La varinhile de verosimilitud =0k,

e E althmea clemento e Ia canancia de Kalman al orden p =+ 1. C',’,’:lx(/."y.

Tales variables v las diferentes maneras de caleularse en los algoritmos ridpidos se

muestran e¢n el cuadro 120
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i Variables sensibles a errores nuindéricos en algoritmos FRLS

Error de predicciéon backward :j‘,

t;‘{tf. = l/‘/"—/l)-*f)’,,U\‘— ])l.,.(l-'\ !

Chaihi= = Nagth = DCET R

—~1

Variable de verosimilitud -

g = . e
Stk == TNk = O

i S b= = Ol

!
; x
j Ultimo elemento del vector U7
4 }
f Crol k= Clthe — 1 = Ol G = 1)
CH k= = N"Var Nk = Dbk !

Cuadro 1.2: Variables sensibles a errores de redondeo v utilizadas para La estabi-
lizacidn de los alegoritimos FRLS,
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‘4.6.3. T Obtencién de algoritmos rapidos estabilizados
ALGORITNIO EST.»\B]L[Z.-'\DO VERSION CIOFF!

En el coadro o se presenta Tn version estabilizada del aleoritmo vapido de Cioth
dado en el apéndice DL La estabilizacion de este adgoritme atiliza =ola una retroad-
imentacion del crror de redondeo medido arilizando o caleulo redundante del ervor
de prediceion backward o priorvi. La primera forma de calealar el error :- Aves tal v
comao se hace en el algoritie de Cioffi v = reguicre de una sola wmultiplicacion para
hacerlo, la otra manera de caleularlo es a partr de su definicion. esto es:

Cpiky =ik — gy = Bk — D0

Se puede demostrar que Ta diferencia entre las dos manseras de calenlar ;" hvos 1ina
funcidn de lox pardimecetros de prediceion Aok — 1) v Bk — 1.0 {210,

Con la diferencia de estas dos cantidades podemos obtener una medida del error de
redondeo v retroalimentarfa de 1tal fornm que se minimice tal crror corrigiendo los
pardmetros de prediceion =in que =u valor cambie mucho con respecto a los valores
reales.

El algoritmo entonees obtiene una medician del error a partir de los paraetros de
prediceidn corregidos cotno:

Suthy = frA e — 1 Btk —1n

Donde == 7 denota cantidades corregidas. £u0h) se utiliza para caleular ik cor-
regido v posteriormente caleular con esta variable corregida tanto la ganancia de
Kalman Dual al orden p— I como los pardinetros de prediceion backward, pues se
hia ob=ervado gue para estabilizar ol &
de prediceion fe ll'\\';n'(i.i‘.)l:.

coriting no se requicre corregir los poridni troe

El aleoritino se divide hitsicinente on cuatro partes: Primero se caleula la variable

corrceida de medicion del erran :‘T Ai. despucs se caleulan Tans variables corregicies
ntilizando Lo nedicion del error tﬁ I La tercera parte consiste on caleular las vari-
ables que e ocupan en o alegoriting rapido de Ciofi pero ntilizando las varinbles
corregidas ‘v,,l/;I N (,",,{/.'I. Por altimo s obtienen los pavinnetros del filtro ntilizando
SR N CLth) correaidas.

El pardametro oo en el algoritino estabilizado. cuadros 4.3 v 44 se relaciona directa-
mente con la correceion hecha a los parincetros de prediceion backward v st vajor
dabe =er p 2> 1 dependiendo del orden del filtro.f2
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Condiciones injeiiles
(l,"ll-' — 1y =\ n;',‘/'- — 1= g

i = ly= 0 b=l =0akh - =W h=11=Cub === 1=

Cadenlo de Tas variables de corveceidn S 00 £ ki

cih = adkey — ALk — Dk = 1y
1;"11.‘1 = ulic— pYy — 1)’,{(/: — Ll k)

i Anj k=1

: Stk = . - VAR
; peat NS ke i el !
i

oo -tk
; "'(Il’_ T
3 l—',wxll.|v:":k')((',"()‘—ll-——‘x—rv1—\‘.

by lhe = 1) = A=l (k= 1)

b = i) — ALl = Db b = Dtk — Xalith = DO — 1)

! Spthy =11 — /"-‘,JT = 1) = prAfth — Dkuth — 1107 ‘-,1:—1,- - 1=
' 2p AL = Dt — DYCHe = 1)e [0y 7260k
o ~ Correcion del filtro b’,,(l-‘ -

A ey = (L= plepthe = DCEU = DETRT U = AP ARG = 1)1 = =tk = 1IN0k

—

o 1

. T
ok =y 7 Ak =

i . [ ]
f NV U= L = | Db
L L

pthy

[ B — .
- : [ Bk =0 ) e

[ B =1 {
{ - 1

i
]
1 i [ETITTRTETIN

Cuadra 1230 Algorinmeo SFRLS Version Ciofii

i
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TALGORITAIO SFRLS VERSION CIOFF1 (CONTINUACION)

[ [ i
1[_3/' —r;,‘/,r—/n_—?—“—'—]pflytl.)

Actualizacion de la canancio dual de Kalhian ol

:'[,\/}-'l = 4)’4/-"‘,.{1-' -

ol = Al = 1y = T |
, Apthr = Ak = 1y = Cuik = T[T ey
k) = R (ke
bk = Nalih — 1y = =0T |
‘ Culby = Dyky — Bk = byl |
' Butker = Bk =110 = Cokast the E
? SO valion o T —
R R s DT S D2 ,
Uk = e UL i
Wk = Wik — Lo Cuthys! th
i i

Cuadro L4 Continmacian aleoritmo SFRLS Version Ciotli
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ALGORITNO ESTABILIZADO VERESION SLOCK

o los cindvos 15 v LG se presenta L version estabilizada del aleoritimo vipida de
Slock dado en el apendiee Ty Fsve adeoritmo ntiliza diversas retroaliment aciones so-
bre adeunas de bs viriables s sensibles Lo primera retroalimentacion gue ntiliza
e~ ~ohre ehitlthne elementoode L gamancias de Kahmwan duad ad ordeny = 10 (';v'f{c,l.‘h
Otreade las variables gue <o urilizan parva b retroalicimntacion del error es o error de
prodiceiim backward o priovi o ohs sl como L inversa de i variable de verosimiliond

=g
. R

diddis =e obtienen ol resto de las viriahles ndilizadas para

Con estas variables corr
caleular la canancia de Kalman daal v os pardmetros del filtros tal v como = hace
e el aleoritmo de Slock no estabilizado.

Esta version extabilizada del alaoritimo de Slock ntiliza diferentes constantes A para
cida retroalimetacion lo gue nos permite tener mas grados de lbertad para estabi-

lizar el aleoritino en aplicaciones especificas.
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ALGORITAIO SFRLS VERSION SLOCK |1

5]

FCondiciones Iniciales

rn-,f‘(l.' — 1) =pN aith = 1i=p

kb= =1 Ak =T =Buh-1=Wih=-1=Ch -1 =Uk-11=0

Actualizacion en orden “Update”

r-f,(l.’) = nth; = _»\;’, (b= DUk =1

oty = =Nla e = Lo

o 0] _ 1 Ay = [ M ]
ol = [C',,(/.~— 1) } [ Apth =1 ] i) = [ puih)

sy =T = 1) = Ch (MO

4

Prediccion Forward

5,’,(1.”) = ¢ {(/.‘l‘,l,(lf — 1)
Atk = Atk = 1) = Cuthe = Dl ks

o= AV k= 1 = (O T UL

Actualizacion en orden “Downdate”

ey = =Aajik = DO
Ry = wih = pi— Btk = 1700k
(Ol 0 = = AT bk = Dl ik

b

(O = Clih — 1) = CL_ (AR = 1)

Cuadro 4.5: Algoritino SFRLS Version Slock.
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- ALGORITAMNIO SFRLS VERSION SLOCK (CONTINUACION)

CrTley = 1Ty NGO ey = 1T ey

, [ehuhtt = oo thy = Wity — ety = 1.2.5
Cptley = M (kY — CIINR) Btk = 1)
|
RUE R NUIE e I R AT
Aoy =1 = Cu U
Ry = TR — l-';;(',?-’(l.-y — =7k
|
‘ Prediccidn Backward
[ehih )™ = ey k) = 102

By = Bk— 1) = i=h (e ik
abthy = A abue = b= ehodeytelon (e

mplh) = “v,"‘(/-‘) - NoiNordon i tha (ke — Sty

Filtrado

Cpthor = iy - I\'If(;.— Ik
plhy = ik iy

Wtk = Wik — 1= Cyilz! (e

Cuadro 4.6: Cantinuacion alaoritmo SFRLS Version Slock
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4.7 Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado dos problemas fundamentales gque ocasionan di-
verecencin en los aleorittnos RESDEL primero de ellos ex Tn pérdida de siietrfac en
les tatriz de covirianza, por o gue s implementaciones que suponen simetila so-
bre la matriz de covariauza, min bnplementadas hajo an mimera grande de birs

de ])I'l'('i.\i('ﬂl, Dresentalial: }rld]'l!'llnw de divercencia como o~ el caso de Ja ilnpl\'-
mentacion CLST. Un aacilisis tedrieo de Jos orrores de redondeo nos permite Heear a
I conelnsion gue da implementacion CLS2 es suficientemente robusta con respecto
crvores de redondeo sin importar e shimetria de Taomatriz de covarianza, sicimpre gne
osta ~c mantenga bien condicionada's El otra problema son los errores de redondeo
los cuales pueden hacer opee un adeoritino diverja incluso =i la marriz de covarianza
esti bien condicionadi

El empleo de los aleoritmos FRLS para eficientar o] rendimiento del aleoritimo re-
duciendo ol munero de operaciones aritméticas para caleular los pardaimetros del filtro
s justitica dada T necesidad de ammentar Ta velocidad de transmisidn. Sin embane-
co, Jos aleoritmos FRLS ~on muy sensibles con respecto o los errores de redonden
v opresentan problemas de divergencia, por esti razon s necesario estahilizarios con
respecto a estos errores, Livestrategia de estabilizacion presentada aqgui v basada en
5 puede ~er aplicada o cualquier algoriting ripido nna vez gue e han identificado
las variables s sensibles en o plementacion en estudio,

Por otra parte. un aleoritio extabilizado <¢ podri utilizar solo =il introdnceeion de
redundancia no es tal que ol mimera de operaciones arinmdéticas annente tanto gue
e compare con las operaciones requeridas por los aleoritinos RLS clisicos. Ademiis,
dirdo gue en estos aleoritinos s corrieen los valores de las variables, ox importante
asconrar gue las varinbles corvecidas noodifieran mncho de sus valores tedricos pues
podria presentarse el caso de obtenar an adeorinmo estadiilizado que convergiera a
un valor mny diferente del tedrieo.

o este capitudo hetos presentado b versiones estabilizadas de los algoritinos FRLS
versiones de Cioffi. 27 v Slock. 15 . Ambias versiones estabilizadas preseman una
complejidad de programacion mavor a la de <us versiones no estahilizadas puesto que
e caleulan de manera redundante alginas variables, St embargo, anbas presentan
una complejidad de TOp operaciones por iteracion 2170050 aumentando solo en 3

operaciones sobire sus versiones no estabilizadas, E precio gue se paga para obtenes
las versiones estabilizadas realinente ex pegueno considerando que se obtienen ver-
siones mncho s estables decdos aloorinmos. Estas versiones nos permitivan incluso
mnplcmentar tales alecritimos en dispositivos de procesamicnto con loneitud de pal-
abric tinita.

"Ver apetuiice €
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La evaluacion de los algorithnos presentados en este capitalo se realizard en ol capita-
lo-Hconcol fin de comprobar 1o gue agqui =e ha mencionado;

~n
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Capitulo 5

EVALUACION Y
COMPARACION DE
ALGORITMOS ROBUSTOS DE
FILTRADO ADAPTABLE

En este capitulo se muestran las simulaciones que demuestran los problemas de di-
vergencia de los algoritmos basados en el criterio de los minimos cuadrados debido
a los errores de redondeo y a la utilizacion de factores de olvido A < 1, lo que puede
ocasionar problemas mds severos con respecto a errores numéricos y matrices de
covarianza mal condicionadas.

En una primera parte se muestran los problemas de divergencia de los algoritmos
RLS clédsicos mediante el estudio de dos implementaciones de este tipo de algorit-
mos y se observa como uno de los principales problemas con estos algoritmos es la
pérdida de simetria de la matriz de covarianza.

En la segunda parte de este capitulo se simularon tres versiones de algoritmos répi-
dos asi como versiones estabilizadas de aquellos que son mas sensibles a problemas
de inestabilidad. Estas simulaciones son hechas en aritmética de punto flotante con
precision sencilla y doble.

En una dltima parte se presentan las simulaciones correspondientes al algoritmo es-
tabilizado de Slock en aritidética de punto fijo pues fue precisamente este algoritmo
el que resulté ser mas robusto con base cn las simulaciones hechas. Asi mismo. se
simula el algoritmo Fast Kalman en aritmética de 16 y 32 bits para ciertos valores
del factor de olvido A.
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5.1. Algoritmos RLS clasicos

En esta seccién se'evahian los algoritmos que se dieron en el capitulo 4 en el cuadro
4.1 y se muestra como un mismo algoritmo puede tener propiedades numéricas muy
diferentes dependiendo de la forma en que se implementen las ecuaciones. Siendo
algunas implementaciones mas robustas que otras.

5.1.1. Implementacién CLS1

La implemetaciéon CLS1 corresponde al algoritmo cldsico recursivo RLS. De acuerdo
al andlisis de propagacion del error hecho en ¢l capitulo 4, para algoritmos cldsicos
recursivos llegamos a la conclusiéon que los errores en la implementacién CLS1 podian
crecer de manera infinita si la matriz de covarianza no se conserva simétrica durante
todo €l proceso.

H . A =7 ! — Rrvy’
) [ i=dss . — e e

'
13

'

'

'

s

’

'

'

1

3.___1_._1._ FRR JRY SOV T

T I
- o - - -
L] 200 00 13 1200 00 400 €00 200 1000 t;
Niimero de iteraciones Nimero de iteraciones
(a) (b)

Figura 5.1: Implementaciéon CLS1. (a) Comportamiento del error de filtrado, A =
1,0,96,0.93. (b) Comportamiento de la norma de la matriz de covarianza Rp’(k)
pura A = 1.

La figura 5.1(x) muestra el error de filtrado para distintos factores de olvido A. Con
base en esta figura podemos apreciar el comportamiento sumamente inestable de
esta implementacién cuando se utilizan factores de olvido A < 1. Podemos apreciar
que entre mas pequeilo sea el factor de olvido los problemas de divergencia son atin
mayores.
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(a) (b)

Figura 5.2: Comportamiento de la norma de la matriz de covarianza R,'(k) para la
implementacién CLS1. (a)x = 0,96. (b) A = 0,93.

Para comprender a detalle lo que sucede con esta implementacién en las figuras
5.1(b) y 5.2 se muestra el comportamiento de la norma de la matriz de covarianza
a lo largo del proceso asi como el error acumulado.

En la figura 5.1(b) podemos apreciar como para A = 1 el error de redondeo no
crece durante el proceso, csto es debido a que la matriz de covarianza se mantiene
casi simétrica, (R, (k) R,"(k) = 0). esto da como resultado que el algoritmo
converja a su valor éptimo. Para verificar que efectivamente el algoritmo converge
a su valor 6ptimo en la figura 5.3 (a) y (1) se muestra la respuesta en frecuencia y
la convolucién de la respuesta al impulso del canal con el filtro respectivamente del
algoritmo. En la figura 5.3 (a) podemos apreciar como la respuesta en frecuencia
de nuestro algoritmo cs exactamente igual a la respuesta en frecuencia del canal.
de manera equivalente en la figura 5.3 (b), observamos que la respuesta al impulso
es precisamente un impulso lo que nos mestra que se ha eliminado la interferencia
entre simbolos.

Para realizar la medicién del error de redondeo, ¢l algoritmo se corrid en arimética
flotante de precision sencilla y de precisién doble, considerando las variables calcu-
lacdlas con doble precisiéon como libres de errores y de esta mancra se calcula un error
de redondeo como la diferencia de las variables calculadas con doble precisién menos
las variables calculadas con precisién sencilla. En el caso especial de las figuras 5.1
(b) ¥ 5.2 se muestra el error con respecto a la matriz de covarianza.
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Figura 5.3: Implementacién CLS1. (a)

(X3

Frecuencia [rad/s)

(a)

s

ag

ac

E3

Tiempo |k

(b)

70

Respuesta en frecuencia. (b) Convolucién

he* hy para A = 1.

La figura 5.3 (a) muestra la respuesta en frecuencia de esta implementacién para los
diferentes A's, claramente se reafirma lo observado en la figura 5.1 (a) y podemos
decir que salvo para A = 1 csta implementacion es inestable con respecto a errores
de redondeo.

El hecho que ocasiona la divergencia es claramente la pérdida de simetria de la ma-
triz de covarianza (ver figuras 5.1 (a) y 5.2). Esto a su vez es ocasionado por un
gran aumento en la norma de la matriz de covarianza y en consecuencia una pérdida
debido a la representacion de su valor en la aritmética usada.

En conclusién podemos decir que los factores de olvido menores a la unidad ocasio-
nan por una parte un anmento desmedido de la norma de la matriz de covarianza
lo cual a su vez se ve representado en una pérdida de simetria de la matriz y en
consecuencia un aumento desmedido de los errores de redondeo los cuales hacen
diverger al algoritmo.

5.1.2.

Con base en el andlisis del capitulo 4, la implementaciéon CLS2 resulté ser més ro-
busta con respecto a errores nimericos de redondeo. En las siguientes simulaciones

Implementacién CLS2
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Figura 5.4: Implementacién CLS1, convolucién he = Iy (a) A = 0,93. (b) A = 0,96.

se muestra el comportamiento de tal implementacion.

La figura 5.5(a) muestra el comportamiento del error de filtrado para diferentes fac-
tores de olvido A. A dilerencia de la implementacién CLS1, esta implementacion
resulta ser mucho mads robusta como se muestra en dicha figura.

Para conocer las causas del buen comportamiento de esta algoritmo en las figuras
5.5 (b) ¥ 5.6 se muestra ¢l comportamiento de la norma de la matriz de covarianza
a lo largo del proceso. En estas figuras se aprecia claramente como la matriz de
covarianza se mantiene simétrica durante todo el proceso, (R, ' (k) R,,T(k) = 0),
para cualquier factor de olvido utilizado.

Asi mismo, la norma de la matriz se mantiene estable y pequeiia, por tal razén no
existe una propagacion de errores de redondeo y el algoritmo converge independien-
temente de la A utilizada.

En la figura 5.7 (a) se muestra la respuesta en frecuencia del algoritmo y observa-
mos claramente que ésta es invariante con respecto a el factor de olvido utilizado.
Asf mismo podemos apreciar que los pardmetros del filtro en esta implementacién
convergen al valor éptimo pues la respuesta en frecuencia del filtro corresponde pre-
cisnmente a la inversa. de la respuesta del canal.

Por iltimo, en las figuras 5.7 (b) y 5.8 se muestra la convolucién de la respuesta al
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impulso-del canal con la‘respuesta al-impulso:del filtro igualador constatando-que
se elimina completamente la interferencia entre sxmbolos en esta implementacidn sin
importar la A quc se utilize.

5.2. Algoritmos FRLS con precisiéon doble

Como dijimos en ¢l capitulo 4, los algoritmos FRLS presentan problemas de diver-
gencia debido a errores de redondeo sobre todo cuando se trabaja con factores de
olvido A < 1. En esta seccién mediante las simulaciones hechas se demuestra tal
afirmacion y podemos incluso destacar que a pesar de que la precisidn utilizada es
doble (64 bits) algunos de estos algoritmos divergen lo cual demuestra la necesidad
dec obtener algoritmos estahilizados que nos garanticen la estabilidad con respecto a

errores numéricos al utilizar aritmética finita.

5.2.1. Algoritmo Rdipido de Kalman

El algoritmo rdapido de Kalinan deducido en el capitulo 3 y dado en el cuadro 3.3 fue
el primer algoritmo rapido que se utilizé y de manera general podemos decir que sus
propiedades numéricas son mejores que las de los algoritnios subsecuentes como la
version de Cioffi o Slock estudiadas en el capitulo 4. En esta secciéon se implementa
este algoritmo en aritmdética flotante de precision doble y se compara con las ver-
siones de Cioffi y Slock.

La figura 5.9 (a) muestra el comportamiento del error de filtrada en el algoritmo
rapido de Kalman bajo diferentes factores de olvido. De acuerdo con la figura, esta
implementacion resulta ser estable en aritmética flotante de 64 bits pues sin impor-
tar el factor de olvido. el error de filtrado converge practicamente a cero.

Como mencionamos en el capitulo 4 la variable de verosimilitud juega un papel im-
portante en el comportamicnto de los algoritinos rapidos, por esta razén, a pesar de
que el algoritmo Fast Kalman no utiliza la variable de verosimilitud para obtener
los parametros. hemos graficado ¢l comportamiento de esta variable.

El comportamiento de v se muestra en la figura 5.9 (b), podemos observar que ésta
se estabiliza alrededor de la unidad y el algoritmo se mantiene estable.

5.2.2. Algoritmo Rapido Versién Cioffi

En esta seccién se muestran las simulaciones correspondientes al algoritmo rdpido
versién Ciofli dado en el apéndice D implementado bajo precisién doble en aritmética
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Figura. 5.9: Algoritmo Rédpido Fast Kalman en aritmética flotante con precisién
doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable
de verosimilitud ~.

flotante. Esta versién resulta ser aparentemente mas atractiva que la versién del al-
goritmo “Fast Kalman” pues requiere solo 7p operaciones aritméticas por iteracién
para calcular los coeficientes del filtro, contra 8p del algoritmo “Fast Kalman”, donde
p es el orden del filtro.

Como se verd cn las simulaciones, esta ganancia en tiempo de cdlculo termina por
hacer esta implementacién mucho mas sensible a errores numeéricos.

La figura 5.10 (a) muestra el comportamiento del error de filtrado en esta imple-
mentacién. En tal figura podemos apreciar lo incstable de esta implementacién pues
aun para factores de olvido iguales a la unidad. lo que asegura matrices de covari-
anza bien condicionadas, esta implementacién diverge.

Una de las causas de esta divergencia es, como se menciono en el capitulo 4 (Ver
cuadro 4.2), la gran sensibilidad a errores de redondco de la variable de verosimili-
tud 7. El comportamiento de -+ se muestra en la figura 5.10 (b) en donde podemos
observar que sin importar el valor de A esta variable converge a cero rdpidamente,
por lo que podemos pensar que la causa de la divergencia es precisamente el com-
portamiento numérico de .
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Figura 5.10: Algoritmo Rdpido versién Cioffi en aritmética flotante con  precisién
doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable
de verosimilitud .

5.2.3. Algoritimo Répido Versién Slock

En esta seccién se muestran las simulaciones correspondientes al algoritmo rapido
version Slock dado en el apéndice D implementado bajo precisién doble en aritmética
flotante. Al igual que en el caso de la versién de Cioffi. la aparicidén de esta nueva
implementacién tiene como objetlivo disminuir atin mas el tiempo de calculo para
los parametros del filtro. Esta imnplementacién al igual que la de Cioffi actualiza los
parametros utilizando 7p operaciones aritméticas por iteracion.

Es importante analizar el comportamiento numérico de tal implementacién y para
hacerlo se presentan la siguiente simulacién del algoritmo.

Comparando la figura 5.10 (a) con la figura 5.11 (a) podemos apreciar que la versién
rapida de Slock es mas robusta cuando menos para A = 1, sin embargo para A's # 1
este algoritmo diverge. Sin embargo, para A = 1, el algoritmo no es capaz de seguir
las varaiaciones del canal.

La causa de la divergencia es precisamente la misma. que en algoritmo versién Cioffi
v se muestra en la figura 5.11 (b) en donde apreciamos el comportamiento numéri-
co de . En esta dltima figura podemos apreciar que cuando el algoritmo converge
(A = 1). la variable de verosimilitud -~y se estabiliza en un valor cercano a la unidad.
Esto nos hace pensar que. dado que ~ relaciona los errores de prediccion a priori
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Figura 5.11: Algoritmo Raépido versién Slock en aritmética flotante con precision
doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable
de verosimilitud ~.

vy a posteriori, cuando el algoritmo converge, tales errores ademés de ser pequefos
son semejantes, pucs los pardmetros de un instante a otro no cambian cuando el
algoritmo a convergido a su valor éptimo.

Por otra parte, dado que para asegurar convergencia el valor de -« debe ser cercano
a la unidad, podemos pensar que en los algoritmos cstabilizados presentados en la
siguiente seccidn presenten un comportamiento de -y alrededor de la unidad.

5.3. Algoritmos SFRLS con precisién doble

En esta seccidén se presentan los algoritmos estabilizados de los algoritmos répidos
versiones Cioffi y Slock dados en el apéndice D. Las simulaciones se presentan en
punto flotante de presicién doble y se puede apreciar como efectivamente estos al-
goritmos son mas robustos que los simulados en la seccién 5.2. Al igual que en las
secciones anteriores, las simulaciones se realizan utilizando diferentes factores de
olvido para observar la dependencia de los algoritmos con respecto a A.
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Figura 5.12: Algoritmo Rédpido Estabilizado versién Cioffi (algoritmo de Botto.) en
aritmética flotante con precisiéon doble. (a) Comportamiento del error-de filtrado.
(b) Comportamiento de la variable de verosimilitud ~.

5.3.1. Algoritimo Estabilizado Rapido Versién Cioffi, SFRLSVC.

En las figuras 5.12 (a) y (b) se muestran respectivamente el comportamiento de la
energia del crror de filtrado y el comportamiento de 4 en el algoritmo estabilizado
propuesto en {21] para la versién del algoritino rdpido de Cioffi. Se puede apreciar
como este algoritmo estabiliza de manera cficiente el algoritino de Cioffi mantenien-
do el valor de la variable « dentro de un rango cercano a la unidad.

A pesar de que las graficas muestran un comportamiento bastante estable del al-
goritino propuesto por Botto, por medio de diferentes simulaciones se observé que
para valores de A < 0,96 el algoritmo presenta severos problemas de estabilidad, lo
cual reafirma lo asegurado en [15] con respecto al algoritmo de Botto en relacién a
problemas de inestabilidad.

Sin embarpgo, esta versién estabilizada puede utilizarse en aplicaciones donde las
variaciones del canal no sean muy severas y se puedan usar valores de A cercanos a
la unidad que permitan asegurar estabilidad.

El problema fundamental con ¢l algoritmo de Botto es una divergencia repentina
de la variable de verosimilitud a valores negativos y por tanto una divergencia in-
mediata del algoritmo. Cabe resaltar que para obtener las grificas de la figura 5.12
para valores de A < 0.96 sc¢ hizo una scleccion de seiales que permitieran hacer la
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Figura 5.13: Algoritmo Répido Estabilizado versiéon Slock en aritmética ﬂotante con

precisién doble. (a) Comportamicnto del error de filtrado. (b) Comportamxento de
la variable de verosimilitud -y.

simulacioén sin que estas divergieran con el objetivo de mostrar como se comporta. el
algoritmo cuando -~y se logra estabilizar para A < 0,96.

5.3.2. Algoritimo Estabilizado Rapido Versién Slock, SFRLSVS

El comportamiento del algoritmo estabilizado propuesto por Slock, [15] se muestra
en la figura 5.13. Claramente podemos apreciar el buen comportamiento de cste
algoritmo independientemente del factor de olvido utilizado.

Este algoritmo. a diferencia del presentado en la seccién 5.3.1 presenta un com-
portamiento bastante estable. Podemos decir que probablemente el buen compor-
tamiento de este algoritmo se debe a gue este utiliza. varias retroalimentaciénes de

los errores de redondeo utilizando tres de las variables mas sensibles con el propésito
de corregir dichos errores.

5.4. Algoritmos FRLS con precisién sencilla

Ahora, con el objetivo de observar mis claramente los problemas de divergencia
debido a errores numéricos, en esta seccién se presentan los algoritmos rdpidos no
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Figura 5.14: Algoritmo Rédpido IFast Kalman en aritmética flotante con precisién
sencilla. (&) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la. variable
de verosimilitud .

estabilizados, simuldndolos en aritmética flotante de precisidén sencilla (32bits). Los
resultados obtenidos demuestran los problemas de divergencia que se presentan cuan-
do se reduce a un mas la precisién utilizada.

5.4.1. Algoritimo Rapido de Kalman

El algoritmo “Fast Kalman” exhibié un comportamiento bastante estable en ar-
itmética de precisién doble, sin embargo; en la figura 5.14 (a) se muestra cémo este
mismo algoritmo presenta problemas de divergencia cuando se reduce el tamafio de
la palabra.

A pesar de la inestabilidad que presenta debido a errores de redonden, este algorit-
mo se comporta bastante bien para A’s cercanas a la unidad. Esta implementacién a
pesar de que requiere 8p multiplicaciones por iteracion presenta un comportamiento

mucho mas estable que la versién de Cioffi y que la presentada por Slock.

Sin embargo. como se observa en la figura 5.14 este algoritmo presenta problemas
de estabilidad para valores de A < 1 en aritmética flotante de precisién sencilla.

El comportamiento de -y se muestra en la figura 5.14 (b), podemos apreciar que jus-
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Figura 5.15: Algoritmo Réapido versién Cioffi en aritmética flotante con precisién
sencilla. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable
de verosimilitud 4.

tamente cuando cl algoritmo comienza a diverger, la. variable de verosimilitud toma
valores mayores a 1, es decir si la variable -y crece demasiado el algoritmo pierde
estabilidad. esto confirma lo afirmado en el capitulo 4 con respecto a la sensibilidad
de la variable de verosimilitud en los algoritmps répidos.

Una versién estabilizada de cste algoritmo mediante una correccidn de los errores de
prediccién backward se puede observar en [26], aqui, la correccién sobre el error de
prediccion backward se utiliza para calcular los pardmetros Backward. La estabili-
dad del algoritmo propuesto en [26] contimia dependiendo del factor de olvido, sin
embargo, presenta un comportamiento miis estable que la versién no estabilizada
del algoritmo Fast. Kalman y solo introduce dos multiplicaciones por iteracién.

5.4.2. Algoritimo Rapido Versién Cioffi

En la figura 5.15. el algoritmo de Cioffi, de por si inestable en aritmética de pre-
cisién doble, reafirma su gran inestabilidad al ser implementado en precisién sencilla
y por tanto la necesidad de obtener una versidn estable para que pueda ser utilizado.

La causa de la divergencia se aprecian claramente en la figura 5.15 (b) y es precisa-
mente que la variable de verosimilitud diverge a cero e incluso a valores negativos.
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Figura 5.16: Algoritmo Rédpido versidn Slock en aritmética flotante con precision
sencilla. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable
de verosimilitud .

5.4.3. Algoritimo Rapido Versién Slock

Como se puecde observar en la figura 5.16 (a), el algoritmo de Slock se comporta.
estable incluso en aritmética sencilla para valores de A = 1, sin embargo, si el factor
de olvido es menor a la unidad. los problemas de divergencia aparecen de inmediato
v la implementacién no se puede utilizar.

Comparando las figuras 5.11(a) y 5.16 (a) claramente podemos observar como los er-

rores de redondeo se presentan mas rapido cuando se utilizan menos bits de precisién
pues en la figura 5.11(a) se utilizé precision doble y la implementacion presentd prob-

lemas de divergencia después de las 400 muestras mientras que en la implementacion

con precisién sencilla (figura 5.16 (a)) la divergencia sc presenta casi de inmediato.

Ademsds, como podemos observar, los problemas numéricos que ocasionan divergen-
cia son mas severos conforme se utilizan factores de olvido méds pequeiios.

La causa de la divergencia, al igual que en la mayoria de algoritmos que involucran
la variable de verosimilitud, es que ésta diverge a cero y a valores negativos. Tal

comportamiento se observa en la figura 5.16 (b).

Con el propésito de poder utilizar estos algoritmos en ambientes donde las varia-
ciones del canal requieran la utilizacidn de A's < 1. en la siguiente seccién se evalian
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Figura 5.17: Algoritmo Rdpido Estabilizado versién Cioffi (algoritmo de Botto) en
aritmética flotante con precisién sencilla. (a) Comportamiento del error de filtrado.
(b) Comportamiento de la variable de verosimilitud ~.

los algoritmos estabilizados de estas versiones bajo precisidén sencilla en aritimética
flotante.

5.5. Algoritmos SFRLS con precisiéon sencilla

En esta seccidén se simulan los algoritmos estabilizados ahora bajo precisidn sencilla
v observamos su comportamiento con respecto a los algoritmos simulados en la sec-
cién 5.4. Con base en las simulaciones podemos confirmar el buen desempefio de los
algoritmos estabilizados utilizados.

5.5.1. Algoritimo Estabilizado Rapido Versién Cioffi, SFRLSVC

El comportamiento del algoritmo estabilizado de Cioffi en aritmética de precisién
sencilla se muestra en la figura 5.17. Tal iimplementacién estabiliza la variable de
verosimilitud a valores cercanos a la unidad, exhibiendo este algoritmo un compor-
tamiento estable.

Como se menciond en la seccién 5.3.1, este algoritmo puede presentar problemas
de inestabilidad incluso con precisién doble cuando se utilizan Ms < 0,96, por esta
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Figura 5.18: Algoritmo Rdpido Estabilizado versién Slock en aritmética flotante con
cewon senciiia, (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de
la variable de verosimilitud ~.

razon se recomienda usar este algoritmo para valores de A cercanos a la unidad.
En [21] este algoritmo se simulé para 100,000 muestras con A = 0,96 sin presentar
problemas de divergencia.

5.5.2. Algoritimo Estabilizado Rapido Versién Slock, SFRLSVS

El comportamiento del algoritmo estabilizado de Slock implementado en aritmética
flotante de precisién sencilla se muestra en la figura 5.18. Podemos apreciar que este
algoritmo es robusto para cualquier valor de A tanto en precisién doble como sencilla.

El algoritmo estabilizado de Slock resulta ser el mas robusto de los algoritmos es-
tudiados y por esta razén cn la seccidén 5.6 se cstudia el comportamiento de esta
algoritmo en aritmética entera.

La figura 5.19 muestra ¢l comportamiento frecuencial de los algoritmos estabiliza-
dos donde podemos apreciar que efectivamente la solucién a la que convergen es la ;
Sptima, pucs la respuesta del filtro es precisamente la inversa que la del canal. :
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Figura 5.19: Respuesta en frecuencia de los algoritmos riapidos estabilizados, Cioffi-
Botto ¥ Slock, en precisién sencilla. (a) A= 0.96. (b) A= 0.93.

5.6. Algoritmos FRLS en aritmética entera

Después de haber realizado distintas simulaciones de los algoritmos estabilizados
hemos observado que tanto el algoritmo estabilizado versién Cioffi como el algorit-
mo estabilizado versién Slock se comporta adecuadamente en aritmética flotante de
32 bits. sin embargo el algoritmo estabilizado version Slock puede incluso implemen-
tarse en aritmética entera exhibiendo un buen comportamiento. Por esta razén en
esta seccién presentamos el algoritmo estabilizado de Slock en aritmética entera de
32 y 16 bits.

El algoritmo “Fast Kalman” a pesar de no presentar estabilizacién alguna, pudimos
observar que este presenta bucnas propiedades numéricas cuando se utilizan factores
de olvido cercanos a la unidad. En esta seccién presentamos una simulacién del al-
goritmo “Fast Kalman” en aritinética entera de punto fijo en 16 y 32 bits.

5.6.1. Algoritmo SFRLSVS en aritmética entera

El algoritmo SFRLSVS puede ser implementado en aritmética de 16 bits, en donde,
uno de los principales problemas es la dindmica de algunas de las variables. Una
mancra de disminuir la dindmica de las variables es trabajar con factores de olvido
pequehos (Ns < 0,95), esta solucién cs poco efcctiva pues como hemos visto; para
factores de olvido pequefios los problemas de inestabilidad son mayores. Por esta
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Figura 5.20: Comportamiento del error de filtrado del algoritmo SFRLSVS en ar-
itmética entera.(a) A= 0.98. (b) A= 0.95.

razén es importante trabajar con As cercanas a la unidad. En particular, las vari-
ables que exhiben una dindmica mayor son tanto la energia residual backward a:’,
como la inversa de v por lo que nuestro criterio para ¢l mimero de bits utilizados
para parte entera se baso precisamente en los valores midximos de estas dos vari-
ables, esto con el propdsito de evitar la existencia de saturaciones, las cuales pueden
causar problemas numeéricos mas graves.

La figura 5.20 muestra ¢l comportamiento del error de filtrado para diferentes pre-
cisiones. Como era de esperarse el algoritmo implementado en 16 bits converge a
un valor mayor del error de filtrado dado que ¢l tamafio de la palabra no permite
que este llegue a valores menores. sin embargo el comportarniento que presenta es
estable. Podemos también observar que tanto para A = 0,98 como para A = 0,95 el
comportamiento del algoritino es estable.

En cuanto a los algoritmos en 32 bits y precision doble, pricticamente no existe
diferencia en el error al que convergen y podemos decir que los errores de redondeo
no afectan el comportamiento del error de filtrado.

Como hemos visto, el comportamiento de la variable de verosimilitud es de suma
importancia para la estabilidad del algoritmo, por esta razén en la figura 5.21 se
muestra tal comportamiento. Podemos observar que tanto para la implementacion
en 16 bits como para la de 32 bits el comportamiento de esta variable es estable, lo
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Figura. 5.21: Comportamiento de la variable de verosimilitud en el algoritmo
SFRLSVS en aritmética entera.(a) 32 bits. (b) 16 bits.

cual confirma la estabilidad del algoritmo.

En la figura 5.22 se muestra el error de redondeo sobre el error de filtrado. Para
obtener esta grafica se simuld el algoritmo en aritmética de precisién doble, con-
siderando que las variables calculadas con doble precision son libres de errores v
hiego se realiza la resta de las variables sin errores menos las variables calculadas
en aritmética entera. Podemos observar claramente como el error de redondeo es
mayor en la implementacion de 16 bits esto es debido a la menor precisién con la
que se trabaja. Sin embargo, el algoritmo estabilizado no permite que estos errores
crezcan y podemos observar como estos se mantienen constantes sin hacer diverger
el algoritmo. Asi mismo, en la figura 5.23 se muestran los errores de redondeo sobre
la ganancia de Kalman dual. en tal figura podemos reafirmar la estabilidad de los
errores de redondeo a lo largo de todo el proceso lo que permite tener un algoritmo
numéricamente cstable.

Por dltimo, para comprobar que tanto las implementaciones en 16 bits como en
32 bits convergen a los pardimetros optimos del filtro. en la figura 5.24 se muestra
el comportamiento frecuencial de la respuesta del filtro. En dicha figura podemos
observar como. en el caso de la implementaciéon en 32 bits. la respuesta del filtro
igualador corresponde exactamente a la inversa de la respuesta del canal tanto para
A = 0.98 como para A = 0,95. En lo que respecta a la implementacién en 16 bits,
podemos decir que los errores de redondco causan la diferencia entre los paramet.-
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Figura 5.22: Comportamiento de los errores de redondeo en el error de filtrado e(k).
(a) aritmética de 16 bits. (b) aritmética de 32 bits.
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Figura 5.23: Comportamiento de los errores de redondeo en la ganancia dual de
Kalman C,(k). (a) aritmética de 16 bits. (b) aritmética de 32 bits.
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Figura 5.24: Respucsta en {frecuencia de la implementacién SFRLSVS en aritmética
entera (a) A = 0.98. (b) A =0,95.

ros optimos y los estimacdos; sin embargo podemos decir que el desempefio de esta
implementaciéon es adecuado dado que las diferencias observadas en la respuesta en
frecuencia son minimas.

5.6.2. Algoritmo Fast Kalman en aritmética entera

Como hemos mencionado y demostrado a través de las simulaciones en este capitu-
lo, el algoritmo “Fast, Kalman” presenta buenas propiedades numéricas si se trabaja
con factores de olvido cercanos a la unidad. Dicho comportamiento numérico puede
conservarse incluso en aritmética de punto fijo bajo ciertas consideraciones sobre A.

El factor de olvido juega un papel muy importante en la implementacion de los
algoritinos RLS pucs, por un lado, si se trabaja con N's muy pequenas estos algorit-
mos presentan problemas de inestabilidad incluso en precision infinita. Sin embargo,
trabajar con A’s cercanas a la unidad ocasiona una dinimica numérica mayor en
las variables involucradas. sobre todo para las energias residuales o{ v a;’,. Por tal
razon es importante encontrar para que valores de factores de olvido los algoritmos
pueden implementarse en aritmdética entera sin presentar problemas de inestabilidad
debido a errores de redondeo, ver [27].

Otro factor que determina. ¢l comportamiento numérico de las variables son las condi-
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Figura 5.25: Comportamiento del error de filtrado en el algoritmo “Fast Kalman™.
(a) aritmética de 16 bits (A = 0.98). (b) aritmética de 32 bits

ciones iniciales, por esta razén siempre que se quiera implementar un algoritmo en
aritmética finita es importante considerar las condiciones iniciales, puesto que la
dinamica numérica de los datos nos determina el niimero maximo de bits a utilizar
para la parte entera y por tanto. nos limitan los bits para parte fraccionaria. Con-
forme menos bits se tengan para parte fraccionaria, los errores de redondeo pueden
crecer demasiado y ocasionar divergencia, sobre todo si se trabaja con algoritmos
no estabilizados.

En la siguiente simulacién se presenta el algoritmo “Fast Kalman” en aritmética
entera de 16 y 32 bits para A = 0.98.

En la figura 5.25 se muestra el comportamiento del error de filtrado del algoritmo
“Fast Kalman” tanto en aritmética de 16 bits como de 32. Como era de esperarse, el
algoritimo implementado en 16 bits converge a un error mayor que si se implementa
en 32 bits. Si se utilizan 32 bits de precision, es posible utilizar factores de olvido
iguales a la unidad pues aunque la dindmica numérica aumenta utilizando 32 bits
es posible mantencr estable el algoritmo con respecto a errores de redondeo. Por
otra parte podemos observar como para un factor de olvido menor a la unidad el
algoritmo converge mas rdpido, ver {27].

Para observar ¢l comportamiento de los errores de redondeo en la figura 5.26 se
presentan los errores de redondeo sobre el error de filtrado. Esta simulacién se real-
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Figura 5.26: Comportamiento de los errores de redondeo en el error de filtrado e(k)
algoritmo Fast. Kalman. (a) aritmética de 16 bits (A = 0,98). (b) aritmética de 32
bits.

iza mediante la resta del error de filtrado considerado libre de errores de redondeo
(double) menos tal variable en aritmética entera.

En la figura 5.26 (a) podemos observar como en la implementacién de 16 bits los
errores de redondeo aumentan dristicamente. sin embargo tienden a estabilizarse
aunque definitivamente a un valor mucho mayor que para la implementacién en 32
bits. Si comparamos las figuras 5.22 y 5.20 podemos observar que el comportamiento
de los errores de redondeo son similares. sin embargo el algoritmo “Fast Kalman™
solo presenta tales propiedades numéricas para ciertas condiciones sobre A, ademds
si se observa a detalle la fligura 5.26 (b) el error de redondeo no se estabiliza lo
que seguramente ocasionard divergencia para un nimero mayor de iteraciones. Sin
embargo, si durante el periodo de igualacion, el algoritimo es estable entonces se
podra utilizar tal implementacion.

Finalmente, para observar que al algoritmo converge a su solucién éptima en la
N

figura 5.27 presentamos la respuesta en frecuencia del algoritmo “Fast Kalman” en
aritmética entera de 16 v 32 bits.

En la figura 5.27 (a) podemos observar como la respuesta en frecuencia de la imple-
mentacién en 16 bits no es exactamente la inversa del canal, esto es debido a que
los errores de redondeo ocasionan que la respuesta del filtro se desvie de la éptima,
sin embargo los resultados observados son aceptables.
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5.7. "Conclusiones

En este capitalo hemos estudiado o comportamiento nmérico de diferentes algo-
ritinos de filtrado adaptable. tono en aritmétiea de punto flotante como de puntao
fijo. En relacion o los aleoritinos RLS pademos decir gue es importane Ia forma en
Lt que =e implementan las conaciones pues el comportamicnto muudrico de algunas
implementaciones puede ocasionar divergencia,

Silos aleoritines RLS ¢ implanentan de manera adecuada coma es o] caso de L dme-

plementacidn CLS2. estos pueden presentar comportamientos bastante bucnos cone-
~ervando las huenas propicdades de los aleoritmos basados en los iimimos cuadrados

sin necesidad de hacer uso de iimplementaciones del tipo raiz enadradae conn o pro-

poncn v s con ol proposite de cjorar ol comportamiento mnndcrico de los
algorimos RLS.

El uso de los algoritimos rapidos se jnstifica dada la necesidad de distinuir el tempo
de procesamiento v aumentar la velocidad de transmisidn, sin embargo: e impor-
tante asegurar un bucna comportamicento numdérico de los alporitmos rapidos,

Emplear algoritinos rapidos extabilizados no siempre garantiza que estos se pueden
impleentar en un dispositiva de processmiento con longitud de palabra finita. por
lo (e es necesario simular los algoritimos en aritmética finita previo a implemen-
tarlos en un DSPL con ol objetivo de evitar problemas de divergencia debido a la
propagacion de errores de redondea.

ED uso de factores de olvida menores o la unidad e~ indispensable en ambientes
donde el canal varia rapidinnente, <sin embareo. muchos de los algoritinos presentan
problemas nudricos ciando se usan Vs < 1. Por lo tanto. debemos considerar gue
Ajucga nu papel may importante onel comportamionto de Jos algoritinos v oqgue es
necesario utilizar el valor de N adecuado para cada aplicacion. ot coma asegurar ¢
el adeoritino utilizada ex estable para ol valor de A escogido.

Tanto el SFRLSVC como ol SFRLSV'S e comportan bien =i cumplimos con la condi-
cion de excitacidn persistente. sin cmbareo ol aleoritmo SFRLSVC presenta prob-
lemas de estabilidad =1 s¢ trabaja con factores de olvido menores o 0,96, E1 buen
descmpeno de ol algoritimo SFRLEVS inclhuso implementada en 16 bits, se debe sin
duda o laomultiple retroalimentacion sobre las variables sensibles, lo que permite
extabilizar al aleoritimo de una mejor manera,

Por ailtitmo. con base en L simmulacidn presentada en laoilthong parte, pademos decir
que ~iel alporitine “Fast Kalinan™ <o implementa de manera correctic este puedoe
conservar sus buenas propicdades mundricas :ain en aritindtica de 16 bits =in necesi-
dad de utilizar un aleorinmo estabilizado gue requiera det orden de 1op operaciones
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Capitulo 6
CONCLUSIONES

Entendemos por cficienciic en un sistema de comunicaciones a o capacidad deoen-
viar baonavor cantidad deinforiacion en el menor tiempo posible v con o njeno
probabilidad de crror, Tad chcicencia se enceanentra =icmpre lmitada por o cinal de
transmision envo ancho de handia es limitado, ocasionando gue las sofiades se distor-
sionen. Para lograr que un sistema sca lo nds eficiente posible es necesario ntilizar

dispositivos que compensen taies distorsiones del canal.

La distorsion introducida por ol canal ~¢ debe fundamentalmente o la interferencia
entre simbolos ST ocasionaeda por L dispersion de los pulsos o 1o largo del canal
de transmision. por esta razon en este trabago hemos cotnenzado cou el estudio de
los diferentes tipos de canales. partiendo del pag de colre terminando con el canal
inhailambrico. Con hase en oste estudio pademos decir que Taodistorsion se presenta
en todos Tos tipos de canades auangue s cansas o sicemipre =on las mismas, A= en
el casa del par de cobre L distorsion se debe ol ancho de handa insnficiente para
transmitir o= pulsos dicitades, nientras gue en el canal inhalambrico esta seo debe a
I propagacion por mmbritrayvectorise-.

Los dispositivos gue compensan tales distorsioties del canal s conocen cone jenal-
adores v dado que o menudo los canales presentan caracteristicas que varfan con ol
tiempao ex necesario ntilizar ienaladores adaptables.

Unigualador adaptable no o= nuis gue un filtro gue puede tener diferentes tipos
de estrncturas dependienda de la aplicacion en partiondar v enyvo desempeno de-
peudera del aleoritino gue se utilice para actualizar sus pariunetros, asi misio T
obtencion v caracteristicas de un alzoritine dependeri del eriterio de optimizacidn
utilizado,

Ao largo de este trabajo hemios aprendido gue Taeleceidn det eriterios deopi-

mizacion determina imnachas de las caracteri=ticas del aleoritiio tales conno estabili-
dad. velocidad de convergencia, ticinpo de procosarpionto v tipos de sefiades con las
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aue pueden trabajar. g estacionarin..

Dificihment e encontraretnos nncadearitino que cannpla con las mejores caracteristicas.
asismientras alevin aleoriting pnede ser iy estable, también puede verse Hmitadao
por L velacidad de convercencin v por o tipo de senales que puede trabagar te.al
aleoritmos basados e ol NMISE por atro lador otros algoritmos pueden converger
rapido pero prescntar probienne de estabilidad.

Por do anterion podemos decir gne el tipo de algoritmo nsado dependerd de Tas necesi-
dadles gque exiia fa aplicacion vode los recursos disponibles.

Uhia caracteristica no menos importante que las mencionadas anteriormente o la ro-
bustez munérica de los aleoritinos. Como estudiamos v comprobamos en los capitidos
4 v S respectivinnente. ol comportamiento nnérico de los algoritmos puede hacer
gue estos pre=cuten problemas de divergencia, Es iimportante senalar que los probe
lemas mundricos en los algoritmos RLS no solo se presentan cuando se trabaja con
aritinética lintada, aungue cuando ast sncede Tos problenias son s severos. Sin
cembargo. fos problemas numcricos se presentan ann cuando se trabaja con precision
infinita Jde cileulo, por esta razon es importante trabajar con aleoritmios estabiliza-
dos min cuando el aleoritino se implemente en una longitad de palabra grande,

En particular. en la literatura se menciona gue los algoritinos RLS presentan prob-
lems mnndéricos que los hacen divercer. sobre todo cuando se trabaja con factores
de alvido A < 10 Sin embareo. coma se mostrd en el capitulo 5 estos problemias
munéricos s¢ pucden resolver =i se ntiliza la implementacion adecuada para’lo caal
es necesario realizar un oilisis de L propagacion del error tal como se hizo en el
capitulo 4.

Con respecto a los aleoritinos FRLS podemos decir que éstos presentan problemas
~everos de diversencia debido o errores numdricos, pero sis caracteristicas 1 cual-
to o tiempo de procesamicento vovelocidad deoconvergeneia son descables. por tal
mativo, la nilizacidn de aleoritios estabilizados se justifics siempre v cuando el
aleoritimo extabilizado solucione lox problemas mundéricos sin afectar las buenas car-

actersticas e los alooritimos rapidaos.

Podennos decir que el problema de obtener algoritmos eficientes es similar al de
obtener un sisteta do commicaciones eficiente, Exto es. en an sistemea de commni-
caciones, dado que o capacidad del canal es Ihmitada, =0 emplea una codificacion
fuente para enviar la mavor cantidaed de informacién con el minimo mimero de hits,
s embargor para readizar T corrcccion de errores seintroducen bits de redundan-
cia. Enoel caso de Jos aleoritmos. daedo gue e capacidad de procesamiento de los
dispositivos doe procesamiemo, eoes DSP'0 e imitada, =c requicre de al2oritios gue
utilicen un menor munero de operaciones arinmeticas, tal ex of caso de los algoritmos
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FRLS. =in embarzo: dado que estos presentan problemas nmnéricos. e introduce re-
dundancia (alzoritines extahilizadosy v en con=ecuencia un pequeno anento en las
aperaciones aritmeticas,

Ademas, es importante considerar que ain las implementaciones mas robustas pueden
presentar problemas de ine=tabilidad i nmestra matriz de covarianza noose mantiene
bien condicionada a Jo Lkorgo de toda o] proceso v qgue la aparicion de las natrices
mal condicionadas puede deberse tanto a valores muy pequenos de N cote o talta
de exitacion del filtrod lo gue ocasiona matrices no sinaulares o no positivis,

Ut de Jos objotivos de esta tesis o sido mostrar que en privner Inear. e exi<ten
soluciones Unicas para cada problema piues siempre os importante hacer vy bolanee
de las caracteristicas que mas nos interesan que campla un aleoritme pava la apli-
cacion dada v segundaor e o] aleoritio de filivada es <6la una parte del sistem
de comunicaciones v por tanta un buen descempeno del sistema en conjunta depen-
derit del buen funcionamicnto del resto de los elementos del sistena

En 1o que respecta o la hmplantacion de algoritinos. ex importante considerar one
estos serdan implementados en dispositivos de procesamiento con un mimero finito de
bit= para representar las variables v gue ol costo de Tos dispositivos de procesaniien-
to ex proporcional a ln capacidad de procesiuniento del mismo. Por tal motivo, es
importante encontrar algoritinos que pnedan implementarse con un minimo minero
de bits de precision =in presentar problemas de divereencia debido o cerrores gue
provensan de la representacion de los valores de fas variabiles nsadas= en los aleorit-

nmos.
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Apéndice A

LEMA DE INVERSION
MATRICIAL

A continmacion s da un panorama general de una herramienta bisica para la inver-
sion de matrices. La atilidad primordial es reducir el mimero de operaciones para

lograr dicha inversidn,

Sea M una matriz particionada de la siguiente forma:

A B
M= [ c D} (A1)

Si gueremos encontrar la inversa de la matriz definica en la ecuacion A.1. podemos

A B a3 /0 , _
['DJ [ n‘}z[()l] (A.2)

o de manera equivalonte:

escribir:

LAl E s = 1a ] (o
De la ecunciéon A2 of posible obtener el sistema de ecnaciones siguiente:
Ao — B~ =/ (A
Ad=DBd=0 (A.D)
Ca—=—D- =0 (A.G)
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C3+ D=1 (A7)

De twanera equivalente. de la ecuacidn A3 podemos obtener el siguiente sistema:

ad+3C=1 (A.8)
aB+ 3D =0 : (A.9)
A +8C=0 (A.10)
“B+SD =1 (A.11)

A partir de las primeras cuatro ecuaciones. es posible obtener los elementos de la
matriz inversa particionada:

De la ecuacién A.G tenemos:

v = —D"'Can (A.12)

Sustituyendo la ecuacion A.12 en la ecuacion A4 renemos:

a=(4—-BD7'CY! (A.13)

De la ecuacion A.a: -

3=—A""Bs ' (AL

Sustituyendo la ecuacion A1 en la ecuacion A7 renemos:

d=(D-CA"'B)~! ‘ (A1)

Sustituyendo la ecuacion A.13 en la ccuacion AL12 tenemos:

v = =D 'C(A - BD7C)! (A.16)
Por ultimo. sustituvendo la ecuacidon AL1S en la ceuacion AUt tenemos:
3= —AT'BD - CAT' B! (A7)
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Y podemos escribir:

(A= DD —ATIB(D=CAT BT

-1 __
M7= peie(A = BDAICY Y (D~ CA-I B!

(A1S)

Utilizando el xegundo sistema de ecuaciones dado por las ecuaciones AL8-AL11 pode-

mos obtener otra forma para la inversa de la matriz:

De la ccuacion A8 tencinos:

a = (] - .JC‘)Aﬁ‘ {A10)
Sustituvendo la ecuacidn A.19 en la ecuacion A9 tenemos:
3=A"'BD~CcAT'B)! {A.20)
De la ecuacion A.11 tenemos:
§=(l-~B)D™! (A.21)
Sustituyvendo la ecuacién A.21 en la ecuacion A.10:
n=-D7'C{4-BD'CY! {A.22)
Sustituyendo la ecuacion A.20 en la ccuacidn A8 tenemos:
a=A""+ AT BD - CATIB)IcAT! (A.23)
Deigual forma. sustituyvendo la ccuacion A.22 en A.11. tenemos:
§=D"'=- D'C(A-BD'CyBD™! (A24)
Y finalmente podemos escribir:
V-l = ATV ATIB(D - CATIBTICATY AT'B(D - C AT B!
) T | -D7'C(A = BDICY! D' D'C(A—-BDIC)BD!
(A.25)

También se puede demostrar guc:
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AT - AT By = (A= BTy D! (A.26)

DICiA=-BDTCV = (D ~-CATYB)TICAT? (A.27)

Si snstituimos la ecuacidn A27 en o ecuacion AL25 podemos eseribir la ecuacidn
A2D comao:
[ 4-1 ('1'| ]'A“B rml i1t . y e
M= - (D —-CA"IB) " [-CA~Y = 1} (A28
U 0] ' i -
Si sustituimos la ecuacion A2G6 en la ccuacion A25 pademos excribir ln ecuacion
A25 comoe

0 p-! D¢
Las ecuaciones A28 ¥ A.29 se conocen como el lema de inversion para una matriz

particionada » frecuentemente son utilizadas para la deduceion de los algorininos

FRLS.

Mo = [ v } - [ ! ] (A - BD™'C)"YlI — BDY] (A.20)

OBTENCION DEL LEMA DE INVERSION MATRICIAL

Isualando la ecuacion AL18 con la ecuacidon A.25 podemos obiener las dos versiones
del lema de inversion matricial utilizado en la deduccion de los algoritimos RLS:

(A=—BD 'Yy T=A"1"- A7'BD-CA' B¢ (A.30)
(D=CA"'BYy'=p '~ D 'C(A - BD'CiBD™! (A.31)
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Apéndice B

SOLUCION’PARA LA
PREDICCION FORWARD

En este apéndice ¢ presentara bno sabncion para el filtro predicior de Ta fignra 20
Pritnero ¢ ntilizarad ol criterio del ervor cnacdeidtica promedio (NMSE? v ose Henari o
la =olucion a traveés del aleoritino de Levinson-Durbin como un mdtodo gne facilita
la inversion de la matriz de correlacion basado en sn caracteristica de matriz de
Toeplitz para ol caso de sefiales estacionarias. En segundo témmine se obrenddra la
~olucion empleando el eriterio de los minimos cuadrados (LS) para llegar o fa ob-
tencion del algoriting RLS (LS recursivos para la prediceidn,

Cabe senalar que ol empleo de unag nootro eriterio dependera de la aplicacidn pates
cada uno presenta sus ventajas, Por cjemplas el eriterio de los miimimos eunadrados
no restringe las caracteristicas de las senades o utilizar pero los algoritmos obtenidos
ol 1A complejos, por otra parte el eriterio del error cuadritico promedio restrinace
las senales empleadas a ser estaciotnarias en sentido amplio pera los algorivmos o los
que se llega =on mucho mis faciles de implementar,

s -

B.1. Minimizacién del error de predicciéon basado
en el error cuadratico promedio

En el capitulo 2 introducimos la idea de procesos antoresresivos para generanr senales
estacionarias en sentido amplio. Lac idea consiste en encontrar an madelo para la
generacion de una senal estacionaria en sentido amplio que crnnpla con la signjente
ecuacion en diferencias:

1
Zu]u(/.'—jl:l'(l.': . (B.1:
=

129

TESIS CON
FALLA DE UHIGEN




La cenacion B30 =¢ puede eseribir como:

»
ko= —-\{_'!l_:lllln‘—_[‘)—ll([.'} (3.2)
=1
La ceuacidn B.2 representa ol modelo aonerador de una senal WSS v corresponde
precisaanente al problema de o prediccion forward puesto que se desea obtener la
senal «{h) en término de sus vadores pasados. si definiimos un estimador de dichia
=ena} estacionaria. salida de nueatro filtro predictor. como:

b
uthy = —Tu.',u(l.'—.j) (13.3)
=1

podemos definir el error de prediceidn como la diferencia entre la sefal descada v la
senal estimacdic

g
Fi1y = o (e —
(,}‘(lu)——ll(l-)-r‘_‘(ljll(}n '—_/) ) (13.-1)
a=1
IZ} criterio del error cuadrdatico promedio consiste en minimizar la funcion costo
definida por:

Darsp(k) = E[te] ()% (B

Al minimizar la funcién costo con respecto a los pardimetros del filtro predictor.,
tu. iy, .., podemos obtener la solucidn para el filtro predictor en forma matricial
COmoe:

Pl = 1A,k = — [k (B.G)

donde:

= [y, aa..q,l ex ol vector de pardametros del filtro.

S.oes laomatriz de correlacidn de la senal de entrada. definida como: E[U, (0 —
c— 1),

rokes el vector de correlacion entre la senal de entrada v la de salida. definido
votne: EilpCh = Dk,
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LU= By representa s muestras pasadas de la sefial de entvada, es decir: Ujpth—=1) =
Lk = Ttk =20 ik — py. ’

Lit ccuacion 3.6 define un sistcina de ecuaciones conocidas como ccuaciones de Yule

Waker. f] 1

Para resolver las conacione= de Yule Wialker, es necesario invertir la matriz de ane-
tocorrelacion del proceso de entrada, Btk — 1 lo gque implica del orden de g
multiplicaciones, lo cnal cnaplicaciones reales hace poco eficiente Ta solncion por el
tiempo v o capacidad de cilenlo regneridos. Una manera mas eficiente deoresalver
las ecaacione s de Yoo Waber esnediante el alagoritino de Levinson-Durbin o1 enal <o
fundamenta en el hecha de g Toomatriz de aotocorrelacian 2 tiene nnee es1iteinra
de Taeplitz, To gie sienifica gue es simdétrica v =us elementos dineonales v sibudine-
otades son lo~ mistnos. Tomando e cnenta estas consideraciones. ol alaorinmo de
Levinson Durbin, toma L eccnacion de Yule Walker ol orden p— 10 esto es:

Iy ih— U = =i {137
Esto implica que si guneremos encontrar los parametros al orden p dehemos encontrar
los parametros al orden p— 1. Al igual que en un polinomio de grado oo donde sus
rafces =on diferentes a las de un polinomio de grado o — 1. en este caso el veetor
de pardametros sl orden potiene diferentes elementos que el veetor de pardmetros al
orden p = 1. Tomando en consideracion lo anterior =e tiene:

o - —1720 L
L | z_ u;:!'_l.'_ ] roip =1, ’
donde:
el = jr,dp. gl
AR = a.aq gl al orden pe-1,
u;:: = dp-y 2l arden p=1,

A partir de la eccuacion B.& se puede obtener una recursividad para los pardametros
del filtro de la siguiente forma, |

AR = A — kAT R (B.9)

La ecuacidon recursiva B9 nos dice que podemos obtener de mmanera recursiva los
pardametros de mestro filtro predictor al orden g~ 1 a partir de los parimetros al
orden p. El algoritmmo de Levinson-Durbin se resume en el cuadro B
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ALGORITMNO DE LEVINSOI

Condiciones iniciales

alt =1
Prediceion
! Tl = i k:u“u:
: - I -
i ano= S0 LNYEFRY L 1=,
! ] _— [k R T
,‘ Ya, T Oy, = OE
=1 e e
a) =u! heaan 1.,

Cuadro B.1: Aleoritmo de Levinson-Durbin

Una manera alterna para la ~olneion del filtro predictor es ol algoritime de Leroux. el
cual caleula lox parametros by conocidos como coeficientes de reflexion”™. del filtro
sin necesidad de pasar por los parimetros g, El algoritmo de Leronx proporciona
los pardmetros Ly, correspondientes o un filtro predictor con estructura lattice. ol
cual tiene mejores propicdades de estabilidad que un filtro transversalt,

B.2. Minimizacidén del error de prediccién basado
en el criterio de los minimos cuadrados
Otra =olucion para el filtro predictor s¢ puede obtener si consideramaos otro-eriterio

de optimizacion. Parn el caso doel eriterio de los minimos cuadeados In funeidn o
minimizar esta dada por la ecuacion B.10.

A continuacion se aplicard el eriterio de los minimos cuadrados para obtener la ma-
triz de pardmetros Aok del sistema FIR Optimeo.

Considerareinos sefiales reales monodimensionales v el factor de olvido A

RY; )
Euptky= 3" Nozloel o (B.10)

1=\

'Para nn estudio nsis cotpleto de Jos filtros predictores attiee veise (257 1110
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donde el error o posteriori se define:
: = i jy = AT =1 (B

:‘[l_/‘ =

sustituyendo para N=1 v supanicndo gnue o orden del filtvo o=

L - . - o .
Epider = ST sy — AL, G = D e Gy = Ol = 1ALk
Eihy = ?\__ N Gy — .-\,’, (MUt =1 vl i

=t U = Ak = ATOS UG = DU G = 100}

Deotininios entonees:

I . ,
Z.\"’-’(',,(.j— l)u’(j) = r;',(].‘! (Ban
=1
L .
N Nouhel Gy = I‘;{“U.') (B3
=1
r -
SN = DU G = 1y = R (B.14)
j=1

f iy o AT £ T
Epthy = rfothy = ALOne[iky — o7 () Ay — AL R0 AL 00
Para abtener los pardinetros optimos. derivamos con respecto al veetor de pardinet-
ros, .-l,,’:
AL

Ay A ZRTRS .
PEY = rlthy — rloky = (RLU — R ()AL

1
Comno I?-,',(If) o sihmétrica:

Bicky = Rk

e jguadando a cero.
DE (1)
A,

Obtenemos entonces fa solucion dptima para la obtencion de los parametros A (5

={)

Rk ok = —rlthy (B.15)

ISe sugicre ver apéndice de adeelra vectorial en (27
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Lo couancion Bo5 peacce no diferir con la cenacidn B.G obtenida eon el eriterio del
orror cuadrdatico promedios sin cmmbareo Lo diferencia vadica en la manera en gue
o definen o matriz v el veotor decorrelacion: adeniss ¢l problema de la inversion
de laomatriz de antocorrelacion taanhidnn e presenta, pero en este casa eracias i la
foria en opre esta definida <o pnaede obtener an cileualo recarsivo de Lo inversa de
esta matriz avicdancdonos del leana de inversion matricial 1,

Primeramnente, se puede obtener ana forma recursiva para evaluar I?{,(l." v :-}',(1:)3;
Rl = NIk = 1y = Uyt~ DU ik = 1) (316G

Similar para rf (k)
ritky = Arfh = 1) = Upth = 17 (k) (BB.17)

Ex importante valuar tambicn de manera recursiva A, (00 por lo gue s continnacian
e obtendrd a detalle esta recursividad, Sustituvendo i ecuacion Bo7 en la ecuacion
B.15:

RIGEY AL = = Atk = 1) = Uik — 1)a? (b) (B.13)

Y sustituyendo la ecuacion B.15 en la ecuacion Boles:

R G Aph) = AR U= 1AL = 1) = Utk = Tyu” (k) (B.19)
Sisunamos v restamos U (h — 1 )(.',‘,’ (b= 1Ak = 1) en la ecuacidn B.19:
RIS ALY = {AR) k= 1i=U = DU (=10} A b= 1= U= D a” U= U (k= 1) A (b= 1}
(13.20

Si definiinos el ervor o prioni como®:

efthy = wth) = Al = DU = 1) (B.21)

Zntonces tencinos gue:

RYU AL = REUS AL = 1) = Ul = 1 (k)

Rk e — Ak = 10 = = = el 0

Wea apondice AL
Sl o) capitulo 3 e omnestra ol praceso para obtener tales pecursiones.
FEste error sedeiime ensndo ntilizamos los pasitmetros al instante b - 1.
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v finahiente:

Apihr = Ak = 1= IR e = D e (B.22

Domnde:

. F . O T e
Noik = 1= = IREG 0k (13.23)
A laeenacion B.23 se de conoce como gananeia de Kalman, Podenmos cntonees es-
cribir la ccnacion Bo22 en ténmninos de la ganancia de Kahoan comoe:

Aty = At — 1y = KWk~ D7 (0 (3.2
Alora. ocupainos el Tena de inversion matricial para evaluar (7500771 De la ecuacion
13.1G podemos esceribir
IR T = AR - 1+ Utk = DU (= 10!

Aplicando ol lema de inversion matricial a la ccuacidon A.3U. ver apéndice A:
(R, = AR o= )= AT B ) 1= N R = DU 0 T U AT R =)
Por dltimao:
ARG — 1T = DU e = MR O — 1

AT BH AV R AP AE B

(13.25)

RNy = AN VR =1

Con estaibtima expresion solo necesitamos caleular L inversi de l?)',(l.') una ~ola vez
vodespuds valuar (8700771 en forn recursiva E aleoritmo para prediceion basada
on el eriterio de minimos cuadracdos <o muestra en el cuadro 13,2,
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ALGORITMO PARA PREDICCION

. Condiciones iniciales
a1 1

RO = 1
.-‘,‘{”E = ()

UL =0

Prediceion

Gk = i — Ak = k= 1

n

: 1 -1 - B R N B SR i TR LA
‘11’111"'.=—l\ﬁ']{L—I.——l(‘l' [ R I I i )‘.,

AU T =TT

A = A= 1 = BV e

Cuadro 13.2: Algoriting predictor RLS
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Apéndice C

ANALISIS DE VALORES Y
VECTORES
CARACTERISTICOS.

El comportamiento de las natrices de correlacion en los algoritmos de filtrado de-
terming en muchos casos ¢l buen comportamiento del algoritmo, Es posible analizar
el comportamicento de tal matriz por medio de una descomposicion en valores y vee-
tores caractersticos (ue conio vereinos nos proporeionan mucha informacion sobre
la matriz de carrelacion.

Las propiedades presentadas en este apéndice se basan en {13

Dejemos que la matriz hermitioana R odenate la matriz de correlacion de dinension
MN N de un proceso estociastica disereto estacionario en sentido amplio. Dichao
pProceso se representa por an vector de ohservaciones vy de dimension M N1 En
acneral esta matriz puede contencr valores complejos en sus elementos, El problenia
consiste en encomrar el vector g de dimens=ion M N1 gue satisfaga Lo condicion dada
por b eecion C 1 nara alaon vidor de d comstante.

Ry = \q (.1

sta condicion extablece gue ol vector g es transformadao lincalmente al vector \g
por la matriz hermitiana R Dado gque A e~ una constante. el vector ¢ por lo tanto
es invariante en direceion izquicrda ten el espacio M-dimensionaly por una transfor-
macion lineal.

Para una matriz tipica R de M N/ existiran A/ de tales vectores, Para mostrarlo.
reescribimos la ecuacion C.1:

(R=M\Njy=10
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donee 1 es una matriz identidad de AN v 0 es o veetor nulo de M/ N1 La ma-
triv. i 2 — Ay debe ser sineular?, o< Lodliima ccnacion tiene una solucién difereme
decoraen ol vector g =1 v =olo st ol determinante de da matriz (A=A exigual a coroe

dedft R — Niv= 1

Al realizar este deterininante = abtiene nn polinomio en A de grado N De esta
nuera. en general o altima conacion tiene A/ distintas rajces v de manera corve-
spondiente tiene M soluciones en el vector . Esta ecuacion es Hamada ecuacion
caracteristica de la matriz BN L Ao LAy denotan Tas M oralees de la ecnacidan v se
denominan valores caractersticos de la matriz R,

Anngue laonatriz B tiene Novalores caractersticos. no necesarizunente son diferentes.
caindo esto =ueede <o dice gue Tamatriz R tiene valores caracteristicos degenerados,

Si N, denota el i-ésitno valor caracterdtico de la matriz Ry ¢, ex un vector diferente
de coro tal gque:

Rq, = Ay,

Entonces, el vector g, s¢ denomina vector caractéristico asociado con A,: asi. un
vectar caracterstico corresponde solamente a un valor caracterfstico. Sin embargo.
nn valor caracteristico puede tener nuis de uan vector caracterstico, e.a. Siog, s un
voetor caracterstico asociado con un valor caracteristico A, entonces tamhbien lo es .

aqg; para cualquier a = 0.

C.0.1. Propiedades de los valores caracteristicos y vectores
caracteristicos

Exta propiedades se presentan considerando una matriz de correlacion para procesos
ostacionarios.

Propiedad 1. 81 AL AuL Ay denotan Jos valor caracteristicos de la matriz de cor-
relacion R, entonces los valor caracteristicos de bomatriz B son iguales a M AL LN,
para cualquier &> 0 ¢ Z,

li"‘q = /\‘r/ (C.2)

Entonces:

1Y Si A es un valor caracteristico de R entonees A s un valor caracteristico de R¥.
23 Cualguier vector caracterstico de R tammbicn es nn vector caracterético de RY,

TSus cenglanes son lincalnente dependientes v no tiene inverss.
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Propiedad 2. Si grga g som s vectores caractordticos correspondientes g Jos
valores caracterf=ticos Ao AL 0\ de Banarriz ROde MINML entonees o= viectares
~grs o ~on linealmente independientes,

caractersticos ;.

RY
Sy, =0 (O

Propiedad 3. Si A Ao LG ~on los valores caractorizticos de la marviz Jde con-
relacidn R ode MXNL entonces todos estos valores caracteristicos son reales v no
ll!‘:,‘illi\'lb.

Se puede expresar o un valor caractoristico determinado conio:

1/” Iy,

A= vi=1.2....\/ C

I
Dado que fa matriz de antocorrclacion Rosienipre es definida no negativa. b forma
hermitiana ¢/' Ry, ou o] numerador siciipre es real v no negativa, por lo tanto:
A= o (5
A la relacion dada en la ecnacidn Cod =e de conoce como cociente de Ravieialy del
vector g, Por tanto, podemaos decir que un valor caracteristico de la matriz de cor-
relacion es jgual al cociente de Rayleish de su correspondiente vector caracterstica.

Propicdad 4. Si gy, qo. ooy son los vectores caractersticaos correspondientes o fos
valores caracteristicos Ay, oL LN de Bomatriz de correlaeion R de NINXNL entonees
los vectores ¢y, go. gy son ortovonales entre si.

’/‘”(/ = {1 Te= 4 [N

Propiedad 5. Transforinacion de similiridad unitaria.
a7 SO Vectores caracterdticos correspondientes i los valores earacteristi-
Ay de daomatriz de correlacion R ode NINAL definida por:

Si ). s,
cos AL A

Q= gy tfae i

con gy qa gy ortonormales. Definimos omatriz diaconal de NINN
N = diagi Ny N LA g

Entonees la mariz R puede ser diagonalizada de o siguiente forma:

QURQY = A

Podemos eseribir la ccuacion C.1 en forma iatricial:
Q) = A\ Oy
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Y dada guie los Vectores Cavactersticos son Grranormales:

O =] = Q' ="

Una matriz con esta propiedad sc ama o matriz unitaria. Entonces de la cenaeion €7

oM R = A 1C s

A Jadhtima transiormacion sc e conoce como transformacion de stimilaridad uni-
taria v quiere decir que la matriz de antocorrelacion puede ser dingonalizada por
una transformacion de ~imilaridad anitaria. donde la marriz Q que se usa peavis dinge-
onalizar R tiene como colinmnas ot gripo ortonormal de vectores caractorsticos de
R v la matriz diagcnal resubtante A tiene como clementos en =u diagonal los vadores
caracteristicos de R,

Propiedad G. Si A, Ao\ sonJos valores caracteristicos de la matriz R de NMINN L
Enconces la siumna de estos valores caracteristicos es igual a la traza de la maariz

R.

AY]
iR =Y A, (Cuan
=1

Propiedad 7. La matriz de correlacion R o= mal condicionada =i 1a razdn del mavor
valor caracteristico de R con respecto al menor es grande.,

La importancia de esta propicdad se basa en ol hecho de que el desarrollo de nn
aleoritmo para la solucion ofectiva de algin problema de procesamicnto de algnna
=enal v la comprension de la teorfic de perturbacion asociada van de Ta manao.
Considerando o] siguiente sistema de ecuaciones. que puede representar o las cena-
ciones normales presentadas en fos aleoritimos:

Auo=d
donde.
A es la matriz de coclicientes,
w son las incognitas. v

« son los terminos independientes.

Lamatriz A v el vector d son cantidades que dependen de los datos de nuesira senal
v owoes nn vector de coclicientes caracterizando un filtro lineal de interés,

Una formulacion clemental de o teoria de perturbacion nos dice gue st la matriz A
voel veetor d son perturbados por peguenas cantidades d4 v Sdl respectivinnente v

Tha traza de nna matriz cuandrada se detine cotne fa st de fos eletnentos de b diagonal
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tided

v = sanadel orden de e con e << 1L tenemos:
H
- < eniAd
[y

Donde das es ol cambio producido en o v (1) ex el mimero condicion? de la matriz
A con respecto a la inversion. El mumera condicion es lamado asi porgue describie la
mala condicidn ¢ mal comportamiento de laipatriz A cuantitativamente v se define:

V) = AT

Donde 1L} simboliza una norma®. La normas satisfacen las signientes condiciones:
D A2 004 =0 st v solo sl A =0,

2) ACAHT = 1 AL donde C ex cualquier nimero real v [C] su magnitud.

3 A = B < A = 1B Desigualdad del triangulo.

J) AR < A BB Consistencia mutua. ’

Utilizando la definicion de norma expectral definida como la raiz cuadrada del mayor

ecigenvalor de la matriz producto A4 donde A es 1a hermitiana trauspuesta de A:

Bl = magor cigenvalor de AlA
Expresando el nniximo valor caracteristico como ¢l cociente de Rayleigh del corre-
spondiente vector caracterético v tomando eb cuadrado de Tadltinia expresion:
MRV .
A [Ar!

ne = .
HAN? = s = 1maa
’ .l'”.l'

Donde [J]12 v {1400 son productos internos del vecior o v de la matriz Aa respe-
tivamente. Por tanta (ol o~ la norma cuclidiana de o0 Y la norma espectral de A
esta dada por:

LAl = mar—

B
Entonces. utilizandao esta definicion de norma espectral para la norma de la matriz
R puesto que R es hermitiang se tiene:

R =
Utilizando la propicdad 1. el mdximo valor caracteristico de RY I es igual a A2

tenenios la norma espectral de R

KNI
Izhlu = /\nm.r

Wer apéndice E.
“Lla norma de una matriz es un mimero que se le asigna a ésta v que os en uvnu sentido una
medide de la magnitad de Lo matriz, Ver apéndice 1.
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Dé mianera sinilar S0 pncde domostrar gue L norma espectral do 277062135
1 i A3

,/'1.»-1:, _— !

Asivir.

Y el mimera condicidan de Ly anatriz de correlacion:

N -
Vil = —— (CL10

’\Illlh
Al ecuacion CO0 se le conoce como valor caracteristico disperso & razon de valor
caracteri=tico de L matriz de correlacion v siompre os > 1.

El efecto de una matriz de correlacion mal condicionada Jo podemos apreciar suponien-
do una matriz R normalizada. rioi = 1. Entonces. si su valor caracteri=tico di=perso
e~ nmy grande e tiene que 7270 tiene valores muy grandes v esto puede ocasionar
problemas al resolver un sistensa de ccuaciones involuerando /=

Propiedad 8. Los valores caracteristicos de la matriz de correlacion de un praocesos
estocistico o sefial aleatoria disereta estan limitados por el valor minimo v maximo
de a densidad expectral de porencia del proceso. Se puede demaostrar gue los valores

caracteristicos estan limitados por los valores mdximos v minimaos de =313
Sl SN, € Sy =14
En consecnencii:

N S

\llfz:—\———s’—,'f'—"—’ (C.11)

Ex interesante notin gque conforme L dimensian de la matriz de correlacion se aprox-
ima al infinito, Jos nuiximo N, v mimimo A, valores caracteristicos se aproxiian

S VS, Tespectivainente,

Propicdad 9. Toorema winhinaxs.

Sea Rola matriz de correlacion v N\ Ao LAy los correspondientes valores carac-
teristicos ordenados en forma decrecient e:

Este teorcina establece:

ho=1.20000] (C.12)

ALT= g = LY e =

Donde:
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Poes un =ubespacio del espacio de vectores compleyjos de NINTL
dindr s es L dimension ded subespacio b,
aelles el vector o= O gie varia sobre el espacio Ve

Siotencios 1 espacio vectorial e dimens=ion N ocon vectores base gsoga. gy v
definiios o= Y7 g g o unevector de dimensidn. N oen ol subespacio de dimension
k con vectores hitse gy gy, g Emtonces abviamnente < 0 pero ba dimension ol
voecotor Xoos .\]

Po~nmbtiplicande ambios Lados de i conacion C.7 par Q71 & sabiendo que Q e~ ana
atriz unitaric. podeinos expresar i matriz de correlacion como:

Ay
R=0QAQ" =3 NV 1C1
=1

La comacion Cl s conoee comno teorema espectral. Expresando el cociente de
Ravleigh del vector x:

Ry E oL aR,

(=17 .
= . ; (C.1
NS Sy

La ecuncion C.1d establece que ol cociente de Ravleigh de un vector x ubicado en
ol subespacio U de ditmension k representado por los vectores caractersticos base
G1.Goe s o= una media pesadias de los valores caracteristicaos Ao Aa, AL v puesto
que hemos asumido A < Ao < 0\ Para cualquier subespacio de dimension k:

Ho
R
< A\

ML e, e ——— <
T atr

N nor lo tanrer

oM R

Tl—l_ <M\ 1C.15)

2NN A TS DY IT R ey

Tambicn se puede demostrar gque paric cnalguier subespacio W de dimension k. rep-
vesentado por Jos vectores caractersticos gy donde Floe20 ke o nnosabi-
coriunto de L2004 lexiste al menios i vestor o= 0 comnin o Wy al snbespacio
P orepresentado por los vectores CcaraClersticos G ua 1. Qoo oe ey VOCHNG cociente
de Rivleteh =¢ puede expresar comeo Laonedia pesadia de los vadores carvactevisticos

R VI VR S Esto o

1Coln
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Puista gue hiemos asumida Ny 2N < A Para ecnalguier subespacio de dindeiizidn
I

2R

UL W g 2
.I'”.l‘

Y por lo tante:

aAMpe

> A CaT

HEETE G g UL 5 =00 7 =
£

Tomando las cenaciones C.14 v CUIT
sideranda gue:

=+ demmnestra el tearemna de minimax con-

17 No se reguicre algiin conocimiento especial de la eigenestructura de R gue sdlo
dehe ser adoptada para definir los valores caracteristicos,

2 Senala nna doble caractori=tica de la elgenestructura de Ro @) Los vectores carace-
tersticos representan la hase particnlar para un espacio NM-dimensional miis eficiente
en el sentida eneredtico. B Los valores caracteristicos son ciertas enerafas de un
veetor de entrada de NINTO Uted como veremos en la siguiente propicedad.

Propiedad 10. Expansidn de Narhunen-Loove.

Si ey de dimension MNT denotic una secuaneia de datos derivados de an proceso
WSS de media cero v matriz de correlacion Ry gy.qa. .
actersticos axoctados o lox N vidores caracteristicos de R, entonces el voctor U ()
puede =er expandido como una combinacion lineal de estos eigenvectores:

.y son- lus vectores oo

AY
Ui :Zr',(u)q, (C.1&)
=1

Donde los cacticientes ¢, () ~on variables aleatorias no correlacionadas do media cero
detinidos poi o prodacto inteono:

7

gl U () (C.19)

ey = )

[

it

Ademas:

Elemeiiny =

0:i=j

!
—

La ccuacion anterior confinna gue los conficientes saon no correlacionados v gue cada
o de ellos tiene un valor medio cuadritico jgual aosu respectivo valor caracteristi-
Co,
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Obienicondo Ta noria a! conadrado de Taconacon Cors:

Lo enal o= indica (e o coclictonte oo tiene s enereti igual o Lo de bic obserp-
|

vacion medida del vector gon a o Lareo de o -dsins coordenada, Narturahmente,
exta oneraia es uha varinble adearoria cavo vador medio es ignal al i-dstimo valor car-
acteristico, Ko tn™r= A7 = 1.2,/

fors
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Apéndice D

ALGORITMOS DE FILTRADO
FRLS

D.1. Algoritimo FRLS Version Cioffi




ALGORITMNO FRLS VERSION CIOFFI {21]

Condictones Tniciales
AT R AN ek |

== b Ak = B k= Vo= M= 1= Cuthe= 1v= U= 1= 0

Actnalizacion de b canancia duad de Kahman Crk

Y O R A ST A FIAN YA

b=kt =

",A,‘]'" = ,\n;‘!/.' - 1l :';I,(l-'i' -,’:7(/.‘1

perthr= Nk — 1 )u{,(i.' -1 )(n,‘,-’('l."‘

Cpar bl = { ik = ]‘: ; - !L -%Url— 1y AR e = el = [ [,)/(‘/]» E
Atk = Atk = 1y = Cuth = 1700
crihy = = Atk = Vit
b= [P |."J:;7'1‘.("“_':.£
srihes = ke
arthor = Aol — 1~ 2hthac ok
Cukr= Do — Bk — ypdde
Bk g = b= Cuddess)f ol
— - __"\"T'_'.m]i‘/;",'ij_?i]l,‘h'] filre ;_ B
b= el W =
R Y
Wods = Wtk = Lo Cotheyz? e

i

Cuadro DU Aleorinino FRLS Version Ciofh
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D20 i"A’lgorihﬁo-FRLS Version-Slock
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»\LC‘OR] l‘\l() FRL \ ERSION SLOCK {15}

Comdiciones Inicinles

R e R VA T A T
St — by =10 Atk = o= Dk~ o= Wik —1y= Cubh— 1 =000 = =
\< RRSH nh/ 1eion en orden “Update”

‘ ;",‘/:, = uthi — .—\;’,(1.' — ik — 1

1 r

X |

| =~ ol . = i
; s. Apth =1 }(l'~l(l') !

Stk = e = = O Lok

ERYAPZ
Lok

i
i

Prediceion Forward

k= ik e =
Aphr= Lk — 10— Ok — ])i"';‘ll/.'l

u"f = 4\“lll";‘l,-' - 1 — :('!5‘_,11-'Jj/’I,-ﬂ/"l('ll,,,x(}"‘

Actualizacion en orden “Downdare”

R AR \.|(.1—|)(

2 1—1”'

WCIT ey = Clthe — 1= Cl_ by At = 1

l-l
Coakvs Mk = CUTN 30 = 1
‘If'(/.w_ A — (’_‘ll.'lizr;{l.'l:

1~1

Cuadro 12,20 Aleoritino FRLS Version Slock
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ALGORITMO FRLS VERSION SLOCK (CONTINUACION)

Prediccion Backward

ep(k)= eh(k)7p(k)
By(k) = By(k = 1) + £ (k)Cy(k)

ap(k) = Wk = 1) + ep(k)egT (R)]

Filtrado

ep(h) = d(k) + H";,r(l\‘ — DUL(R)
51:(1") = C7-(1")"17»”")

Wou(k) = Wy (h— 1) + ()T (k)

Cuadro D.3: Continuacién algoritino FRLS Version Slock
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Apéndice E

ALGUNOS ASPECTOS DE
ALGEBRA VECTORIAL

E.1. Rango de una matriz

Dejemos que A sea una matriz de mXn. El tamano »(1 € » < min(in,n)) de la
marriz identidad en la forma reducida (candnica) de A se refiere al rango. escrito
como r = rango(A), [18].

Una submatriz de una matriz 4 dada. se define como .4 misma & cualquier arreglo
resultante después de que ciertas lineas se suprimen de A. Por ej. la matriz:

Ty Tz g

oy Tap Tag
Tiene como submatrices, primero a si misma y después a las matrices:
2 EUS DI B} Ty I3
22 r'zy Tag Ton Loy

[ I ] [ :’1'_) ] I— Iy ] [.’l',l Ty .’1'13] {.I'-_y] T .T;,;,}

[ was

v finalmente sus elementos individuales. Las subinatrices cuadradas de una matriz
dada son de utilidad particular. El determinante de una submatriz de orden r de
una matriz dada es a menudo llamado determinante de orden » de la matriz.

Se dice que una matriz es de rango r si » solo si tiene por lo menos una submatriz
no singular de orden r. pero no tiene subinatrices no singulares de orden mayor a r.
Se dice que una matriz es de rango cero si v solo si todos sus elementos son cero.
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E.2.  Normas de matrices y numeros condicién

La exactitud de lax soluciones calculadas en los sistemas lineales puede ser probada
v depende de que tan sensible sea la matriz de coeficientes del sistema a pequeiias
variaciones. La sensibilidad de una matriz puede ser medida en términos de su
nimero condicion. El mimero condicion de una matriz no singular se define en térmi-
nos de su norma v de la norma de su inversa. Antes de discutir sobre los nimeros
condicidn es necesario establecer algunos aspectos de las norinas estandares de ma-
trices.

E.2.1. Normas de matrices

Tal como las normas de vectores son usadas para medir el tamario de los vectores.
las normas de las matrices pueden ser usadas para medir el “tamano” de las matrices.

La norma de Frobenius sobre R se introduce por el producto interno sobkre R
v se denota || . ||F. Esta norma puede calcularse tomando la raiz cuadrada de la
suma del cuadrado de sus elementos:

" m

A fle= 303" af]®

JF=li=1
La ecuacién anterior define una familia de normas de matrices dado que define
una norma sobre R"Y" para cualesquiera m y n. Esta norma tiene iimportantes
propiedades listadas a continuacidn:

1. Si a; representa el vector columna j de 4. entonces:

iz "

A = (503002t = [3° Il ay 123
i=1

i=1 j=1

2. Si a(i.:) representa el vector renglén i de A, entonces:

MmN

4l (3 at)t = (5 a7 131

j=1i=1

donde:

@ flo= VaTr

3. Si xeR™. entonces:

TERTR MON |
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I fle= (523" ana)?1d = [So(a(i.)e)?)t
i=1

=1 y=1

m

< I3 I 13 a7 (13)%

i=1
: =l A llrltaliz-
4. Si B = (by. ba....b,) es una matriz de nN'r. de la propiedad 1 y 3:

| AB |lr=|l (Abi. Aba. Aby. .... Ab.) |IF

= [ I Av 1)t

=1
<A lF (3006 131
=1
—1l A el B I

Existen muchas otras normas que podenos usar para ™" ademds de la norma de
Frobenius: Cualquier norma usada debe satisfacer las siguiemes 3 condiciones que
definen las normas en general:

LlAfiZ0y |l All=0siysolosi A=0.
2. |lad (l=lalll 4]
3 lA+Blsl A+l BY

Las familias de normas mds uatilizadas ademss satisfacen la propiedad adicional:
A AB S A0 B

En consecuencia. solo consideraremos familias de normas que tienen esta propiedad
adicional. Una importante consecuencia de esta propiedad:

I L

En particular. si || 4 |< 1. entonces || 4" ||— 0 conforme n — =<.
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NORMAS COMPATIBLESY SUBORDINADAS®

En general, la norma de una matriz [{ . ||a; sobre ™" v la norma de un vector
Il : |- sobre R" se dice que son compatibles si:

Az I Al @ [lo. VaeR™

En particular. de la propiedad 3 podemos decir que || . || » la norma vector || . [|2
son compatibles. Para cada norma estandar de vector podemos definir una norma
de matriz compatible usando la norma vector para calcular un operador norma para
la matriz. Una norma de matriz definida de esta manera se dice que es subordinada
de la norma vector.

Si la familia de las normas de matrices || . ||a; es subordinada de la familia de normas
de vectores || . ||... entonces || . [las 3 || . ([ son compatibles v las normas de matrices

il . |las satisfacen la propiedad 4. ‘

Podemos definir 3 normas subordinadas de matrices como:

I Az |l

A = Mar, zqg———m—o—m
" “'2 Tr=0 “ P “2
I A Iy

| 4 ll1= mazreo—-—
= e

IF A fla

A o= Mmai peo————o
I8 llee= madese T

La primera de estas normas || 4 ||2 es dificil de calcular. sin embargo las otras dos
las podemos calcular como:

m

I A lh=maric;cn(S_ lai;])

i=1

n
” A ”c.\:= 777(1.'17151'5711(2 |(IUI)

i=1

E.2.2. Numeros condicién

Las normas de las matrices pueden usarse para estimar la sensibilidad de un sistema
lineal a pequefos cambios en los elementos de la matriz de coeficientes.
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Definiciéon: Se dice gque una matriz A es “mal condicionada™ si cambios retativa-
mente pequeiios en sus clementos pueden causar cambios relativamente grandes en
la solucidn a Ar = b. Sc dice que A es “bien condicionada”™ si pequenos cambios en
sus elementos resultan relativamente pequeiios cambios en la solucidn a Axr = b,

Si la matriz - es ~mal condicionada”. la solucién calculada para dr = b gen-
eralimente no sera muy exacta. Incluso si los elementos de A pueden representarse
exactanente como ndmeros de punto flotante. pequeios errores de redondeo gen-
erados en el proceso de reducceion pueden tener un efecto drdstico en la solucién
alculada. Por otro lado. si la matriz es “bien condicionada™ v se usa una técnica de
pivoteo apropiada se puede calcular la solucidn con mayor exactitud. En general. la
exactitud de la solucién depende del condicionamiento de la matriz. {18;.

Si pudiéramoas medir el condicionamiento de . esta medida podria ser usada para
determinar un Hinite para el error relativo de la solucién calculada.

Supongamos que A es una matriz no singular de 7 x n y considérese el sistema
Ar = b. Si a es la solucion exacta del sistema v ' es la solucidn caleulada. entonces
el error puede ser calculado por el vector ¢ = 2 — x'. Si || . || es una norma sobre
" entonces || ¢ || es una medida del error absoluto v 'f':"‘ es una medida del error
relativo. En general. no tenemos manera de determinar los valores exactos sobre

Il 1t

- . . . ’ .
helly e Un posible camino para probar la exactitud de .r es usarla en el sistenia
ir

original v ver que tan cerca es b = 4Ax de b. Al vector:

r=b-=b =b-— A2

se le denomiina vector residual v puede ser calculado ficilmente. a la cantidad:

b= Aa’ | _ el
ol o

se le conoce como residual relativo. El criterio para decerndinar si el residual rel-
ativo es un buen estimador del error. lo determina el condicionamiento de A.
En general. demostraremos que si A es mal condicionada. el residual relativo puede
ser mucho mas pequeno que ol error relativo. Por otro lado. para matrices bien
condicionadas. ¢l residual relativo v el ervor relativo son muy parecidos. Recordando
que 51|} .}l es una norma de matriz compatible sobre 77 entonces para cualqguier
matriz C' de u x n ¥ cualquier vector y ¢ R". tenemos. ver propiedad J4:

Ty i< C vl (E.1)

Resultando ahora:

re=b— Az = Ar - A2 = Ac.

—
ot
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donde:*

e=A4"1r

De la ecuacién E.1:

e lilia=t e

e fl=It Ae i<l A= Yl I

Por lo tanto:

[ Rl
A

Ahora a es la solucion exacta para Aa = b, v entonces 2 = 47 'b; De la misma forma
qgue se obtuvo la ecuacion anterior tenemos :

<lheli<h A= il (E.2)

T el AT o (E.3)
De E2 v E3:

B0 0l el g gy qor g Il
Tam A noy s g =hAuA" ey

El ndmero || A || || A~ |i se llama mimero condicidn de A y se denota cond(.A4) o
x(A4). De esta forma, [18}:

f1n i i e il [
< . 4)——L .
cond(A) i L HIH < cond. )|| G (E4)

La ecuacion E.J relaciona el tamano del error relativo |I‘_:r— con el residual relativo
i

- Si el munero condicion es cercano a 1. ¢l error relativo » el residual relativo
reiati\'o serdn similares. Si el mimero condicion es grande. el mimero relativo puede
ser mucho mids grande que el residual relativo.

el

E.2.3. Matrices positivas

Las matrices de covarianza no singulares son positivas. esta es la razon por la cual
las matrices positivas son importantes para el andlisis de estimacion .

150



Matrices definidas positivas:
P(n.n) simétrica. es positiva si 7 Pr> 0 ¥ n vectores r con ||« ||> 0.
La expresion a7 Pr es una forma cuadritica en la componentes de 7. E.g.:

.'1'TP:71'7 Z Pi jlar;

]—]l—l

Propiedades: Si P es siméwrica. P > 0 denota que P es positiva:

1. P > 0 si todos sus valores caracteristicos son positivos

10

. Si P > 0. los elementos de su diagonal son positivos
3. Si A/ es no singular v-P > 0. entonces A/TPAS también es positiva
4. 8i P >0, P! existe v es positiva

5. Si P > 0. la matriz obtenida al eliminar un renglén y la-correspondiente columna
de P también es positiva

2

6.Si P > 0. \p(7J)*[F(TTST>l“'

1 L . .
(“)].s, para i, j = .n, 1 # j.entonces:

plijy<ly

pli.j) se denomina coeficiente de correlacidn.

E.2.4. Valores singulares de una lnatl iz

Una matriz: H se define positiva o scmmontlva si'y solu si tiene una raiz cuadrada
])\)anll\a

Si H>00H > 0. entonces (Hr.2) 200 (H:z'.:i‘) >0V aeR".

. . 1 ; .
Los valores caracteristicos Ay, Aa....A\y de la matriz H = (A4 A)7! se denominan
valores singulares §,. Ss,....5, de la matriz A.

Asf. para i = 1....n

Si(A) = A, ([A"A]F)

'Esta es una forma de Cholesky de la matriz H. Ver [4].
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TObviamente!. los valores singulares de’la’inatriz son” 1o negativos pues hablainos de
(=] o
matrices definidas positivas o semipositivas, 7 Pr > 0 o 27 P> 0.

—
o
[74]
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