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RESUMEN 

U1rn pieza f11ndn111ental en todo sistPnHI ch• eomuniencionc>s es el c1111nl dc> transmisión. 
C11a11dn la:< sPíin]p,- Yin.in u a t rayé,- dc, ést<·. sP distorsionan dC>bido a problcnm,.; el<• 
nnd10 dC' banda li11litadn ~· prupagndón por multitra~·Pctorias 011 los cnnnlc>s móYilc>s. 
por t>Sln razón nl n•ciliir h1s S<'fl!ll<·>' es importnnt•· co111pC>nsnr ]ns distorsiones intro­
ducidas por p] ca11al. Lo" filtro" iguHlndorPs son unn hC'rrn1niC>nt11 que• 110>' ¡wn11ite11 
rPnlizcir dichn tnl'Pét. Dndu qut• gl~ueralnH'Jlte las carnctcrí:--;tien:-; d(~ lus canales son 
Ynrin11te>' con p] tiL'111pn. Pi filtro igualador dC'lil• njustar,;e n lns \·nriaciones dc>I canal 
pnra eom¡wnsnr t•11 todo ti!'lll]JO las distorsio1ws i11troducida,- por éste. por l'Sln razó11 
hahlHnws de un igualador adnptnlJk. 

El nlgorit nw d0 fil t nido adnpt n lile· t ie11P la función dt> nct 1111liznr los l'oeficient es d0l 
filtn·i dP acuerdo e011 un c-ri!l•riu d" optirnizndó11 dado. En partieulnr. c>n este trnbajo 
Pstuclinmos cln,; di' ]ns l'rit erios de opt imiznción mris ut iliznclo,.,. el del P!Tnr cundrri t ico 
pn;nwclio (:\!SE)~· .,¡ dP los mínimos c1rndrndos (LSJ. resaltando las c·aracterísticas 
dP cada u110 de• Pilos. 

P1!f'sto CJllP todo algoritmo deliPnÍ i111plantnrsC' en un dispositivo de procesamiento 
de• -''CÜa]l's. do1Hll' el 11ú111c>rn dP bits para n'prc•scnt nr las ('anticladPs es li1nitndo. 
Ps i1upnrtantc garnntiznr (jll<' lo>' C'rrorl's introducirlos dl'bido n prohlC>mn,.; ck• repre­
se11tnció11. no SI' i11lTC'IJH'lltP11 a lo largo dPI prncpso de al't11alizadó11 de• los paní111Nros 
dL>] filtro: pl!L'Stu <¡lll' ~¡ PSI o Sll("l'df.' p] algurit llllJ JlLH:dP diYcrgPr CUlllO SL' n1uestn1 en 
este t rabn,io. 

En ln primera parte dt· l'Slí' doC"UnH'llto. prc>:'Pntnmos tocias ]a,. !Jerrmnicntas ueeP­
snrin>' p:1rn P] PStudin dP los nlgnrit1110" d" filtrndn adnptnli]P v dP la prnhlemritiea 
di> la intC'rÍl'l"l'l1da eutr" sí111IJ1J]o>'. PJJ u11a >'l'g1111da part•· st· 1•,-tudim1 los proble111a!' 
1m1116rieos CJllP prL'>'<'llt rn1 lo~ alg.orit 111os. ndP111<Í.s ;;p 111ut•st n1 un lllPI ocio de> an~ílisi>' 
di• e1Ton•s por n•dowlt•11 e11 algoritmo>' n•c-11rsin1s. Así misllln. se rPaliza 11n estudio 
de ]ns f?JTorc.,, ck rl'donden en los nlgoritrno;; chísil'os RLS ~· FRLS presPnta11do l>l>' 
Ycrsi011c•" c•stabilizadas q1w gaP111tiza11 ..J litw11 dese1upeÜ<• el<' los algoritn1os en nr­
itJuétirn finita. 

Fh;nhncnt<• si' pri>se11tnn un gran 11i'11nPni de silllulaciones t1111to e11 arit111Ptka entera 
c-01110 fiotnnte. q11e permi!f~n entender las n1usas ck los prnblemns numc>rico" Pll lo>< 
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nlgorit mos de filt rndu ndnpt a hl<'. 

U110 ck los objetivo:- pri111onli11lc•s el<' l'SIP trabajo P!' clP111n;;trnr CJllf' e;; importnnt<· 
con>'icl0rar In>< probleun1;; 1mrnéric-u;; que 1nudrns \'<'t't'" lrncPll c]j\·1•rg0r In;; algnrit1no;; 
y que lilllitnll por tantu la i1npk•111C'11tació11 ele ,;,_to;; en aplit·ac·i<111e>f' n•11k•s. Así rnisrnn 
::<l' d1•,.;en pn•,.;1·11tar un 111nteri11I <Jll'-' pcnnitn a aquellos inten•!"adus en el prohl<'llHI rlr• 
In ignnlnl'i<ín dl' cnrnd int rorludrst• t'll el i1rc•n uwclinnte unn lt>cturn Hl'C'P,.;iblt'. 
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INTRODUCCIÓN 

En todo sist emn dr con11Jnieacimws. el ancho de banda de transmisión es limitado. 
por P>'t a raz6n ]ns seirnlf's rf.'cibidas difieren de las señales tramm1itidas. en particular: 
un pubo digital reqllierr> de> un ancho de banda infinito para ser transmitido sin :;cr 
clistorsio11mlo. Dado CJll<' el ancho de banda es limitado este pulso se expande en el 
tiempo. lo qm' ocasiona que se intPrfiern eon otros símbolos enviados en subsc>euentp;; 
instantes de t icmpo que> a su \'<'Z también son distorsionados. 

El problema entonees eonsiste en recuperar la seirnl transmitida sin distorsión ~· 

parn tal efeeto se utilizan igualadores dP canal eon una respuesta en freeuencia qm· 
complemC'nte la respuesta en frecucnein del canal. es decir: q1w amplifique frecuen­
cias donde el cmrnl atemía la señal eon el objetivo de simular un ancho de banda 
sufieient e para e\'it ar la int erferencin ent rf.' símbolos. El eanal de t rnnsmisión en 
genernl no nrnnt iene una H'SJ11ll'St n en frpcm•11eia fija d1Jrant<' toda la transmisión 
puesto que estP Sf' \'!' influetwiarlo por Pfectn;; de diuia ~· 1110\'imiPntn del l'<'C'Pptor 
prineipal111e11te (m111quro no son las Ü11icns rnzonros). por consecUL'neia el igualador dP 
cmml dC'bf' njust arse para segllir l'Ompensa11rlu la respuesta del ea11al dP transmisión 
~· por tanto se le eonoee C'OlllO igualador o filtro adaptable•. La rapidez ~· exaetit.ud 
eon que los panímPtros del filtro adaptnbl" son calculados dependen tanto del eritP­
rio dC' optimización quP sro utili<"P (miíxit11a \'('rosimilitud. mínimos cuadrados. error 
cuadrritit·o promrodio. rote) como dC' la Pstructura dd filtro. 

En r>st¡¡ tc>sis sP estudinn h»sicarn<'t•IP do..; df' ]ns criterios nJ>Ís •Jtilizado" (~níni­

mos cuadrados ~· error cuadri1tico promedio) parn la solución de estf> problema. 
prPse11tfi11dosp las v0nt aja;; dP cnda ltlJO d<' ellos. En particular. se estudian los fil­
tros dr res¡rnestn impttlsionnl finit n (FJR) con Pstnwturn transYrrsnl. El hrd10 dro 
utilizar los filtros FIR P>' dPbido ¡¡ q1Je Pstos son f'Stablt•s por definición ~· dP esta 
rnnnern solo 11us enfocmúos en Pstudiar la estnbilidnd del algoritmo. dado que éstos 
presentan estruet uras rPeursi\'a:< y ]lltc>den presPntar problemas de inrstabilidad. 

Como SC' \'ení a lo largo del trabajo. los algoritmos basarlos Pll el eriterio dP los 
mínimos cuadrados presPnt nn mu~· buenas propiedndc>s c·n cuanto a \'ersatilidad C'On 
el tipo de señalPs que pueden trabajar~· n la \'c>lociclacl de c01wergcncia. Sin embar­
go. presentan eic>rtos problc>mas numérieos euando se trabaja con factores de olvido 
(>. < 1). sobrP todo euando sP implementan en nritm?tica finita. lG. 32. G-1 bits. 
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TAie,- problenrn;o; mmiencos pueden hacerlos di\'erger. DAcla las buC'nfls propiecladC'>' 
de los rdgoritmos lmsHC]o;; en los mínimos cuaclrnclos. a lo largo dC' <"SIC' trabajo si• 
hm·" 1111 t'St udio m!Ís dl't alindo df' é•st os. 

PuC'sto que,,] i111ple1m•nt11r 1111 clispositi\'n adnptHble dentro clf' uu sistC'llHI de c·omu­
niL·ncioll<'S. f'] nlgoritllln nrlaptal,]0 clelJl'nÍ correr dentro ele• un dispositi\'n d0 prm·p­
snmi<•ntn cligitnl en tÍPlllJH• J'l'al 1·on uun longitud dt' pnlabrn de prel'isión fit1ita. C'>' 
df' funrla111c11tal importm1l'ia mrnlizar la robustl'Z nu111ériea clP tales algoritmo,.;. En 
pnrt icular. por robustez nun1r'·rica IH>ó' refr•rin1os al C'stuclin de los prob]Pnrn;; ch· cli\'f'r­
geucia ocasionados por los <'rron•s numéricos que aparecen en las \'ariablcs utilizadn;; 
en lo;; alg.ori t nms qll!.' se pn•sent an debido a errores ele truncamiento ~· rl'dondeo dacia 
la cnnticlacl lilllitada el<' l.1il>' para n.'pn•!'e11tnr ta]Ps \'aria];Jes. 

La igualación de c·mrnl 110 ,.,_ u11 proble11ia nUP\'O ni exdush·o ck, !ns co1111111il'aC'ionP,_; 
digita]í's. Dt>sd" l'l i11il'io el<' Ja,, transrnisio1ws a clistm1cia utiliza11clo part•s cl1• cobn•. 
s<> ,·io la JW<'f'sirlad d1• utiliza1· tr'•enicas qtH' pPn11itiera11 compensar la,.; cli,.;tnr!'io11t•,_; 
de lo,.; l'Hnah·,.; di· propagal'iciu. Siu <•111bargo. el probk•11rn e.- dP actualidad ciada la 
n<'l'<•sidad de llll'jorar f' i111ple111cntnr nue\'O>' sen·ic-ios ele l'un111nil'ncio111·s. i.P. tel0-
fo11ía c·c•lular. redPs el<· dato,.; ;.· scn·icios en tiempo real. La capacidad ele rcalizAr 
f'sl as t an•a,.; clc•p<'!Hlc ""que t antn poclan10,.; aprO\"L'diar el cmrnl de c·o111t1nicacio11cs 
~- por tn11tn ele• ntwstn1 capal'iclarl clt· co111¡)('11snr las defidPncias del canal n1Pdiantc 
la utilizaciú11 dL' ig11alaclon~s adaptablt>s. 

Por ot rn parte. el cmp]Po c!P igualadores adaptables es solo u11a parte'- del sistema 
de c·o1nunical'io11c>' que• Psta c·u1npm.•,.;tn por l'nclificadore,.; fuentP. qul' nos pcnniten 
cn\'inr la nuíxillla cantidad dP infonuadún <.'JJ <'l a11d10 el ... lrn11cla disponibl<'. coclifi­
cadorc,.; dl• caual. que penuit ell la 1w1~·ur inmunidad posiblt• a ruido e int erforcncia 
y modulaclorc:-; c¡UC' adccüa11 el t ipu d<· sefinl al cm1al de transmisión. Por c:<t a raz611. 
el prob!Pma de la igunlació11 ele- cana 1 n1 de• la IJJHllO l'Oll PSI us 01 ros problenias nwn­
cionndos .'· eu c~1njunto ~e bu~c·a ha<':~r t:Hl~ efit icut.·· la .:·011111uil aeit',11. 

Eu llll nnmdo doude las c·omm1icndone:-; cligitalc>' fon1rnn partP ele In ,.;ociedad e,.; 
illlportante eonol'cr los prolJ!enrns que• sp presenta11 y snbcr como solucionarlos. La 
t·omprPnsióu del problema nus permitiní PI disei1u dP disprn;iti\'os y evitar H'I' tan 
solo eo11su111idorcs de prodl!l't os diseü11dos t'll ot rof' pabe;;. 

Fiualml'nt l'. l'St e t rn bajo ticnl' c·o1nu objC't i\'o funclnrncnt al. l'Olllprc11dcr el µrolJk•ma 
~· estudiar Jo,,, 11lgorit mos dP filt rndo adapt 111.Jl<' qtw lo solnl'iourn. Así 111i,.;nw. l't>-
1no ht•111os mcncionaclu. la idl'H "" qll<' e;;t os algnrit n10!" sPa11 i111p]PJ1lC'lll a dos clent ro 
ele u11 dbpnsit i\'o dP procesm11ient o diµ;it al PJJ t il'n1po rl'nl clo11dl' la l'L')Jl'C>;l·nt aciú11 
lllll néricn ,\' operaciones ari t rné>t int!" :<<' r<'a !izan g<'nera l 11wnt l' nwdia nt P uua precisión 
fi11it11. lo qtH' ocasioua t¡lll' !u!' resultados obtl'nidos dificra11 dt• lo,.; teúri('o,.: ~· 1n11dms 
\'C'Ct'!' <'SI o u<'n!'iiow• di\'l'r):!.<'lll'ÍH dl'l algorit 1110. Por esta n1zó11. de mallC'nt sirnult aJJl'él 
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a la btisc¡uedn clt> algoritJnos de filtrnclo nclaptable que solucionen el problema ele• 
In igunlación de emrnl. S(' rC'nlizaní u11 nnfilisis mm1Prko dC' los errores oeasionados 
debido n 1~1TOl'í'S m1111{•ril'o=- rkntro de los procesndores :-· sf' presentnnín los nlgorit-
1110:" C'St n bles bajo nritlllf~t icu finita CJUP aseguren u11 bue11 fm1donn1niento dentro dC>l 
dispositivo dl' procesnlllie11t o. C'.g. DSP. 

E11 e>SIP trnbnjo. arle1wí,.; d<· pln11IC'ar el prolilenw de In igualación el<· canal l'OllHJ 

soludó11 11 la ISI. S1· IHH'f' u11 P>'t 11dio dC' In propagadó11 d<' los errores e11 algorit lllO!" 
recursivos riel tipo LS IJas;í11do11us t'll algu11os doeume11tos publieaclos. Así mismo. 
SC' realza 111 import n11cin rk los errc•n•;. 1111111<'.•ric-o>' C'll los algoritmos 1neclinnt e la sii11-
uladón de é>'tos bajo arit lll<;t in1 de prPdsión lirnit arla. 

ORGANIZACIÓN DE LA TESIS 

En l'l capít.ulo 1 se pla11tea el prnbl0ma d<> la interft•re11da entre símbolo;. (JSll Pll 

las eomuniem·iones digita)('s. oeasionnclo por C') 1111cho de ba11d11 finito de los canales 
de comm1icadón fijos:-- por In propng11dó11 nrnltitrn:-·eetorín en los cnnnles i11nhímhri­
cos. Por tauto. se rc•salta In JH'C'Psidml de <'lllplear técniens quC' pennitan elirni11nr h1 
ISI y JnL•jornr el rk•sL·n1¡u'Ün clr• In>' siste11w!' dc> comu11icació11. 

Se presenta un estudio ele las propic>cladPs de los canales dC' propagación más usndos 
como lo es el pnr dP C"obre. el cahlt· coaxinl. In libra óptica y el canal inahílllbrieo 
resalt nndo C'l 111odcladu clt•l ca11al i11ahi111brico. 

E11 In ülti111a part<' d<' e;;tp cnpítulo s1• presenta la igunlnció11 de canal como solución 
ni problema ~le ISJ y In nl't'esidacl de utilizar igualadorC's adaptables dadas las ear­
act eríst it·a>' d<> vnriancia C'Oll d t iempn ch•! canal de propagación. 

En d capítulo 2 se pn•sf'llt 1111 )a;; lwrramient ª" 1Jiísicas para el est.udio de )ns nl­
gorit111os adapt 11 blP>'. P:·ese11t a lllu . .; ,.1 modl'lado clt· pr<.1c·t·;;os f'St ocñst icos rnediant<• 
111odelos ATC\1.-\. AH:-· :\!A dadu qtH' una grnn eantidad d<' seüaJp,,; S<' pueden modc>­
lar de> c>st a 1lln11cra. Así 111isn10 se pn•;;pnt a11 las dift>n'llt e>- t nreas que pucclC>n realizar 
los lilt ro;; digital<>>' enlllo lo so11: la predicción. el suavizado :-- el filtrado. 

Con el propc.'>sit n dt' comprc·ncler 11 dPt ali<· el problema ele•! Jilt rado SE' prPscnta In 
solución dt> los filtrns d<> \\'i<•lH'r y 1-:alman lo c¡m• no!' fadlitaní la compre11sión del 
problema del filtrado ndapt ablt>. 

E11 el capít.ulo :3 entrn11H>" ni estudio de los algoritmos dC' filtrado adaptable bnsa­
dos e11 dos dP los eritt>rio,- de optimización nuís utilizados. el del error ctwdrñtico 
promedio (:\!SE) :-- el de los mínimos cuadrados ( LS) re:;alt ancln las propiedades de 
cada uno de ellos. 
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Así mis1110 se obtienP!l los nlgorit111ns L:\IS. HLS conY<?llcional ~· el "Fast Knl11rnn·· 
prese11t ~índose en ln últ irna pnrt e dt> Pst P cnpít ulo lns simulaciones correspo11die11t es 
a estos <ilgorit 111os IJajn prc•l"isión infinita ele eiileulo. 

En el capítulo 4 111>,.; c•nfnn1111u,.; ni <'Studio df' ln robustez 11mnenca de los nlgorit-
111os bn,;mln,; en lo;; 111í11i111n~ <"llllflrndn;;. 5,, n•salt 11 la import m1ein del est uclio del 

.co111port.11rniPJl1 o 1111111érku dt• los 11lgoritn1os dado c¡ue 11n1dms veces puedP!l diYergf'r 
preci:;n111eute debido n prolJlema>" numéricos. 

En mm primera parte nnalizmnos la robustez 1111111enca de dos implementaciones 
del nlgoritmo RLS l'l1ísir-o obt1~nido en el capítulo 3. llegando a la conclusión que el 
co111port m11ie11t o 1111111érico de 1111 mismo algoritmo depende dP la manera en que est , .. 
se implement '" 

Así mismo resnltnmos los probk•11rns numérico,; de los algoritmos nípidos ~·la 11ec·1'si­
dnd de trabajar con algoritmos est 11 bilizados para apro\'ediar las bueuas propiedaclt>~ 
de los algoritmo,; FRLS. Dada la u<.>cPsidad de trabajar cou algoritmos estabilizado;,. 
prese11ta1110s 1111a estrategia di.' t'stabiliznción propuPsta por 115;. 

En el capítulo 5 R' pre,_;ent a11 la,- sinnilncione,_; corrcspnndiPnl e>s a los algoritmos pre­
sentados en el eapítulo -1 tanto t>ll pn'l'i><ión infinita dP c1'tlc11lo como en aritmética 
e111 era rcsalt n11du l'l aumento de inesl abilidad en los algoritmos debido a errores 
111111lérit·o,.; crnmdo ,;e li111it a la prpcisión de cfilt-ulo. 

En 1111 último t·apít ulo se prPsent an las con el usiones ~· para completar el trabajo 
se presentan· nlg11111>s apéndices qt1<' uos a~·udan a comprender mejor las ideas pre­
SPnt ndns a lo largo de la 1 esis. 
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Capítulo 1 

LOS CANALES DE 
COMUNICACIÓN Y LA 
INTERFERENCIA ENTRE 
SIMBOLOS (ISI). 

1.1. Introducción 

El canal de propagación es una parte fundamental del sistema de comunicación y 
dC't.ermina en buena medida su eficiencia. Por esta razón, en este capítulo nos en­
focaremos a Ja descripció11 de Ja.~ características de los canales de propagación más 
significativos y presentaremos el modelado de los canales inalámbricos. 

El estudio de los diferentes tipos de cana.les nos permitirá comprender los princi­
pales problemas que se presentan y que afectan el buen desempeño de los sistemas 
de comunicaciones. En particular, uno de dichos problemas es el de Ja interferencia 
entre símbolos (lSI) causado por el ancho de banda limitado de los canales y la 
propagación multitrn.;.·ectoria en los ca:iale:; inálambricos. 

En la sección 1.5 se estudia el problema de la interferencia entre símbolos y se presen­
tan algunas alternativas para disminuirla. Así mismo, en la sección 1.5.3 se presenta 
Ja igualación de canal como solución al problema de Ja interferencia entre símbolos 
presentándose diferentes esquemas de igualación. 

1.2. Tipos de canales de comunicación 

Podemos ver un canal de comunicación como el enlace entre dos puntos a. lo largo 
de una trayectoria de comunicacion. Cuando definimos un canal específico debemos 
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incliear bajo que co11dicio!les el crnial presPnta la propiedúd ele linealidad ~·/o rc'­
ciprocidacl. 

Frc·c11Pntc111Pnte 11n rnnnl :-e l'Olnporta de forma lineal solo sobre ciertas regio1w:- clP 
YC>ltnje de entrada. tem¡wratltra. voltaje de alimentación. etc. La linealidad del cmml 
PS de gran importancia c11anclo se emplean e;;quPnu1s de modulación sensitivo:; en 
nmplitttd como la modulación en cuadratura de amplitud Q.•'1111. 

ün canal se denomina recíproco si su comportamiento no cambia conforme cambia 
la dirccció11 en la que flu.ve la información. 

Lo:; canales utilizados en los ;;istemas de comunicación se muestran en In fig. 1.1.[20]. 

TRANS'.\!ISOR 

?\lodem 

RECEPTOR 
CANAL DE l\JODULACION 

Etnpn d1 
ncnp)o 

CA!'\AL DE 
I PROPAGACIO:\' 

' • 1 

~kdiu 

Fish-(1 
1 Etapa clr~ l\lodl'tll 
! ncoplo J 

CANAL DIGITAL 

Dt•t'O 

difil'ador 

Figttrn 1.1: Clasificneión dP lo:- canak•s de· con11111icaciún. 

El canal el<' propagaeión es el que transporta las s0ünles desde el equipo de acoplo 
e11 el transmisor hasta el equipo de acoplo en el rl'cl'ptor. Se asume c¡ue el canal de 
propagación el:' linPal .'· rt•CÍJJJ'ocu. sin ('Jllbargu ptwcle pn•sent ar la caract erist ka dv 
vnrineion con 01 tiempo. 

Para el ca.~o ck· un canal inahlinbrieo. el canal dv propagac·1011 e" rPC'Íprnco si la>' 
antenas empleadas prPsenta11 rPdproddad. Las antenas presentn11 los mismos pa­
tr011(•s de tra11s111isión ~· n·C'epci611 cu el t•spm:io libre si estas son bilaterale:-. li11ealP>' 
y pasivas. [19]. 

El ca11al ck moduluciém SP extiende dPsde> la salida dPl modulador hasta In Plltrmla 
dPI demodulador. EstP canal PS de gran interés ¡mrn cJispf1adon•,.; rlP (•,.;qnPma>' dP 



moduladó11 ~· ,.;i,.;tC'llHt>' el<• c·odilical'i<'•n Pll Trcllb. [~!J]. Si ns11111i111os el C'a11al ele rnclio 
li11eal. la linenliclncl c!Pl ca11al el<• mocl11lal'ión S<' determi11n por las C'>Haeterí,.;tiC'as clP 
tra11smisión de los <'CJllip<i,.; n•c·<•ptul'l."' ~· trn11s111ison's clP aC'nplamiento. Los siste1nas 
de 111od11laC'ió11 qm· c·111ph•1111 n1ocl11lal'i6n 11llllt ini\'l•l ele amplitud. req11iPren c¡Ul' el 
eannl dP rnochtlacic111 SPH aprnxirnadarnC'llt e li1wal. 

El C'Hllal digital consiste• c]p tudos los eompoJJPlltes del sistema. (incluyendo PI eanal 
de pru¡rngneic'1n) enlazando la spc·11c11cia digital no moclulacla en el transmisor c·ou la 
sec·11c•11cia l'C'¡.\<'lll'J'llclH c•11 Pl reeeptor. El c·a11nl digital PS dC' importa11cia para i11ge-
11iC'ros e11 c·ocliticadún f11ente ~· C'OclifiC'aeión de eanal. 

El l]('dJO clr deti11ir Pstns tipos d<' r·11111tlc•s t i<'nC' c·o111n nbjC'l i\'O mostrnr cnmn C'a­
da parte cll' un sistema el<' c·nm1mic·ndó11 pucdl' ser \'isto c·un1n un canal. PSto es. 
parn un ingeniero qn<' sC' c!Pelkn a trabajar PJJ codificación fuente. la partP de 111ucln­
lación. a111pli!il'aeió11 ~· C'l propio ea11nl físico so11 pnrn él. el C'a11al ele t ransmisióu. [ J-1]. 

1.3. Descripción de los canales de propagación 

Exist cm difC'rc•11t es 111<'dios o c·a11ale.- c!P propaga(')on a tra\'é>s el<' los cnale.- S<' t rnns­
mit e la infornrneióu c•11 forma de :>e1iales. El tipo ele sclialcs a nt ilizar clepenc!P ck•I t ipn 
de canal ele prnpagadón: así. mientras Pll un par dt> cobre hncc1uos uso de sei1al"s 
eléet ricas. Pn una ti bra úpt ica lit iliznmos scíiales ópt ieas .'· en un c·mrnl i11al(111J1Jric·u 
usamo:-o :;eüales clcet ro111agnét ieas. 

Cada 11J10 dC' los difPrent p;; canalc•s pn.•sPnt an c·an1ct enstJeas qn<' los haeen adcc·na­
clrn; para aplieacione;; e;;peC'ífiea;;. por esta razón es importante c011ocer los clifcrp1Jtes 
111cclios de t rnus111isión. 

1.3.1. Cables eléctricos 

Para frecuencias inferiores a 300 :\!Hz. se pneclcn 11tilizar cables eléctricos para 1rm1s­
portar infor111acióu en forma ele seüales eléctricas. 

El r·nblc tcll'fóuieo esuí c011st it uido por \'arios pares de hilos. cada uno ele los t·11al<·s 
po:<ee do>< cnnd11C'tnr<',.; rctordclos ciP eoiJrp ó aluminio n'cubierto:-; ele polietile11u. En 
el c·a:rnl tPlrfónic·o la ate1macicíu el<' la seünl e]¿.ctrica ,·arín en función ck• la raíz 
cuadrada cJp la frt•c·nc•11da. esto signifiea q11P la atenuación Sl' multiplica por dos si la 
freeuencia se• 1111111 iplica por cuatro. En Pl ca:-;o c!P un par tPIPfónic·o c•sta ate111wción 
PS del orden clP 3cll3 de:-;p11é>>< ele 1111 lún para 1111a scüal de lüOKHz. ~·e•;; la principal 
limitadún para aJJC'hu rll' banda. Ade1wís dP este i11co1J\'t•1Jil'llt<'. c.•l cnbk• tp)pf(111ic·11 
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tamlJién prPsP11ta una ttntahh· settsihiliclncl n los eamhios de tett1peratura a;;í como 
In pn•sPtteia d<• diafnníi1 1. [31]. 

l7n ;;pg1111do tipo cll' !'ali!<'<'" PI cnble coaxial. Estrí constituido por dos eonch1ctores 
c·o11t·<;nt ricos q1w sP <•ttr·w•ttt ratt st•pan1dos por un espacio lleno de un aislante elét'trico 
(cpw JHlPd<• ;;!'rain•). El <·ottdttt'tnr it1tl'rtlO es un hilo met;ilico ~·el c·011ductor cxten10 
es un c-ilindr" uu·t iili""· El eilittclm externo limita la diafonía ~· las perturbaciones 
0}pct ro1nag11éit ica:-. t•xt Pn1as. 

Este c·nhlc- pr<'Sl'lltn 111111 at<•nuacicín nuis baja que el par de audio. ~· Ps del orden 
c!P l .:~dB parn 1111 J..;m de cahk a 12\!Hz. Los t'ables coaxinlPs se utilizan rara \'eZ a 
1mís dl' 1002\IHz. [:31]. Dacio qul' la atemrneión Ynrín t•n funch'm c!P In raíz c·uaclrncla 
el<' la frpeuc•ncia. podl'111os ch•cir. por tanto que'. tanto para el cable tell'fónico eomo 
para Pl enbll' coaxial. utta distnneia lnrgn implica una baja frecnl'ncia. o qtw 1111n alta 
frectlC'lll'ia COIT<'sputtdl' a una corta distancia. Esto l'S un gratt i11eo11\'l'Hie11tl' cuaudo 
SC' intt•nta obtl'll<'l' 1111 sistema de tl'ic>eo11n111icaciones de alta eficieueia. 

1.3.2. Fibra óptica 

Es una guía dP onda clieléet rica CJltE' transporta sei'iales ck• luz dC' un lugar a otro tal 
corno 1111 par dP cobre o un eahlP c·oaxinl trnusporta se1iales Plf.etrieas. Cousistf' de 
un 1ttidPo C'Pnt rnl c·ou í11dic-P dl' rPfrncdón 11 1 dentro del cual PS eonfinada la propa­
gació11 del c·irn1po c>kct romaguét ico. Est.C' nücleo es rodeado por un reeubrinüento dl' 
índicP de refrncdón 11'2 con 11'2 < 11 1 • ~· fiunl11w11te el recubrimic•nto es cubiPrto por 
1111 clclgaclo pliíst iC'u. 

La,. fibras cipt ic-as t il'lll'll c·arm·ll•rí:<t iC"as lÍnicas que las hacen atractiYas co1110 medio,; 
dP t rn11su1bili11. En part icnlar ofr<'C<'ll la,; siguientes \'entajns.[1-l]: 

• Enrin1u· pott•1wial ele• a11cl10 de bandn.'2 

• Pcwas pérdidas 0.2dB/ 1'°111. 

• l 11uHH1idad a la int Prfpn•11da elC'ct romagnét ica. 

• Ta1uaito .'' pe:-;o ¡wqucitos. 

1 FP116111p110 d(' i11tC'rfr·n·1wia eutrl' parp:-:. tclefónil'o~ ndyacPJltc>:-;. 
2 E:-;tu pPn11itP u:-;nr portadora~ úptiC"a:O: c·o11 fn.•cut•11cia:-; rle aln•dC'dor dL' 200THz. con tnu nhn 

frl'Ct1P11cin portndnn1 ~- uu a11d10 dP lm11da nuí~ t1 llH.'IHJ~ iµ,ual ni HJ 'if ele> In frecuehdn portndura. 
te11e1nc.:-; cou10 a11cho dt• lm11cla tt•lH"ico alreckdor dC' 2 x 10 1:-JHz. 
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• Re;;is.tencia ~· flexibilidad. 

• Bajo costo. 

1.3.3. Canal satelital 

Un canal satelital adiciona otra i1waluable dimensión a las redes püblica;; de tclc·­
comm1icaciones ya que proveP una cobertura de gran <Í.rea incluso interC"ontinPntnl. 
Ade111ás. el acce;;u a iírea;; remota;; c·ubiPrtas por cables convencionales o fibn1;; ópli­
cas. es una carnctcrístka distintin1 dP los satélites. 

En c-asi todos lus sistenias ele '·0111u11kación satPlitales. los satélite;; so11 colocados e11 
órbitas geoC'stacionarias. Visto dPsdc la tierra. un satélitc en órbita geoestacionaria 
pan•c-e (•st ar c•st acirn1ariu c•11 el cil'lu. Consccucnt ement e una estaeión t CJTPIHI no t ie1w 
qUL' rastrc•ar el satélit<'. por d contrario. solamentc tiene que apuntar su antC'IHl Pn 
una dirección fija hacia el sat61itc'. Los sistemas dc comm1icació11 en órbitas gPoPsta­
donarias ofrecPn la.~ siguientPs ventajas.[l ..J]: 

• Coherturn global. 

• Enlaces dP transmisión confiables. 

• Amplios a11cl1os de banda. 

En t c;rminos dP servicios. los sa t <'lit P:< pt1Pclen proveer enlaces ¡m111 o a punto fijo:<. 
PXI endiénclose a lo largo de> grandPs dist mida!:' ~· clent ro de> <ireas remo! as. C'Olllt1-
11icació11 para plataformas 111óvilPs como buques o nave;; espaciales. así 111isrno In 
eapaciclad de radiodifusión. 

La banda ele freet1Pncias n11ís popular para comunicadone;; satelitales e!:' 6 GHz para 
la subida y ..J GHz para el enlacp c!P bajada. El uso ele esta banda ele frel'UPneias 
(.1freec:- 1cl~ ~iguiL·ntel':' \'('lltajas: 

• Equipo dP 111kroo11das relat in111wnte barato. 

• Baja atPJJuadó11 por lluYi11. 1 

• R uiclo celest e2 insignificante. 

1 La ntcnunción por lltn·ia P~ In priucipnl causa attlll'sféricn de pérdicln de la ~efial. 
2 E~tc ruido. dPhidu a c111isio1ws de ruido all-"aturiu clC' fucntt..•:-: gahíctica~. solares o tcJTt!Strt.>:-­

nlcarnrn s11 lll<'t10r nh·el entre J ~· JO GHz. 



1.4. l\1odelado de los canales rnóviles de cornuni­
cación 

Los :;i::;t e mas inalán1bricos pr<.'Sl'llt an t·arnct Príst icas muy impon antes CJUl' ¡wnnit L'n 
dar servidos n gra11dC's distan<"ia,.; ,.;in e111hargo. p] ca11al c]p propngaeió11 es p] ea11sa111p 
de 111uchos de lo,.; probk•11rn,.; ~· li111it ;win11p,.; q11<' af<•eta11 lo,; si:;te111as i11ahímbriC"os. Por 
ejemplo. la propagadón por 11n1lt it rn~·,,ctorias. la cual es una de las earnC't erístkas 
pri11eipales de los eann!Ps 111c'iyi]p,.; de rndio. oc·asionacla por la clifrncdón ~· dbpersión 
debido a las earnC'tC'rÍst ic·ns dPI tl'1Tc110 :• cclilicios.[23]. 

La propagación por multitra~·pctnria,.; ocasiona distorsión c>n los sistemas analógicos 
~- afoct a :;everament e el dt•:;c•111 p<'i1u el<· lus :;ist c111as digitales reduciendo las n•lm·io11P" 
selinl a ruido.'° seital a i11tert't•rp1wia.[23]. 

Unn con1pre11sión del fencínH'n<> y c11 r·o11sec11c>11cia el rnodclado maternático del ca11al 
es mu~· importa11te .va qm· facilita u11a prl'clicci<~Jll 1rnís precba del rendimiento del 
sistP11ia y prm·c·c el 111pc·a11is1110 parn probar.'° eYaluar 111étoclos ele eli111inació11 de los 
efrr·to:-; 11egativrn; introclueido,., por PI ca11al. 

Co1110 hPmos 111encionacln. PI ca11al ele propagacit'n1 i11fh1yc Pll d rendi111ie111 o del sis­
! ema ck radio eomu11ic-ado11L'"· las scita]c,; llegan al rc•eeptor nlt'cliante un 111eeanisn10 
de cli::;persió11 ~- ]11 exist e11da dP 111ult it ra~·e('t orias C"•Jn difrre111 PS retardos. at cm1a­
ciUIH'" ~- fases. Esto da lugar a 1111 n1nal ('OJll¡>IPjo n1ria11IL' C'011 el tie111pu [23]. L"11 
estudio detallado ele los c·a11ale,; i11abí111bric-us Sl' puede consultar en [3]: 

1.4.1. El fenó111eno de n1ultitrayectorias 

Los 111Pt ocio" para oht Cll<'r pp_•di!'C·iotH'" d<• la i11t ensidad clt> la ,.;eirnl e11 1ÍrPas urbana;; 
ó de11tro clP Ptlifidos. son dr• gra11 inl]Hwt111wi11 ciado que la mnyoría de los sistP11111;; 
dP c·o111u11i1.:·ació11 cperHt! cu f'illdndt·:-: <) zn1!r!~ lllll,\' pobladas. E! 111a~·8r ¡:rabl~n:a PJI 

las üreas clP edificios e:-; rwasionmlo clPliido a que la ant Pllll 111ódl se enC"uent ra por 
debajo ck los edifií'Íu>' qm• la nidPan. lo que· ocasiotrn quP 110 exista lí11t•a d<' Yista C'OJI 
el tra11s111i:'ior. DP Psta f"n11n. In pro¡mgac-ir'i11 ""dan t rnn~s rl<' clis¡wrsi<'i11 .'° difnlf'('i(Jll 
ele la seital Ptl los Pdifií'Íos. [23j. 

En In pnÍC't iC'a. la l'llPrgía llega al rt•t'<'Jll or por 111Pdio clP cliferent es caminos ;;i11111lt atw­
n111e111 e. prPSPllt a u el ose así u 11a sil wwit'i11 .. 111ult it ra~·PC"t o ria ... Las >'PÜale>' n•dbidas "'' 
c0111bi11a11 n•('Joriah11Pnt<.• l'll la lllll<'JHI n·c·<'ptora da11clu lugar a u11n sPirnl resultan!<•. 
la nrnl puPclP ser gra11dP o ]JC'CJUPÜa c!P¡wncli<'llcl<J c!P la clistrilrnc-ió11 cll' fnst•s e11trc• la:; 
cu111p01ie11tP>' rPdliicla,.;. Es p\·idPl11<' q1ir· 1111 re<·Pptor Pll alg1111a posidú11 dacia pu<'<l<' 
recibir 11rn1 seüal resultan!<• c-011 una putc•11c·ia 111uy rlif<'J'('lll<' n la rc·cibida a tan so]11 
urni,.; lllPI ros el<' é>:;t a ült i111n. PSI o "" clt•bidC1 a qu<' la n•ladó11 dt• fnH'" 1~111 re las difer-
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Fig11ra 1.'2: El Íl'ur"n11P110 dP 11rnl1 it ray<!,.1oria <'11 1111a zona urbana. 

e111e:; C'OlllpOnl'tlll'S dt• lH SC'J1111 rt'snltantr• (rn11ltitra.\"l'l"torias) C'nlllbia dr• una JlOSIC'IOll 
a la otra. Por tanto. \"Hriaciu11Ps s11bsta11cial<'s oc111Ten t'll la amplitud dt• la spfial 
a lo largo dPl tiempo~· dl'l espado. Esta,; fluet11aeimws clt' la ,;eüal S<' conoeen t·o-
1110 c]p:,;va11ecirnil'ntos. si tales fl11ct11adu1u•s uc111TPn <'11 un corto tiC'111po t>l fe11ónw110 
»<'denomina ·ch•snweciwic.•1Jto ní¡Jidu para disti11g11irlo ck aqu<'l qtH· prPSl'llta \"aria­
ciones t11ás le11t ª"' en Pl valor prnnH•dio de la :;efod a largo d<•l t k•mpu. t·rn1ocielo t·o1110 
de,.;nwPcirni<'11to ]('uro. Este ültirno e•,.; ocasio11aclo por Pl 1110\"illlie1110 sobn· cli,.;tan­
cias s11fiei<'llt elllent e largas para prod 11dr variacioi1t'S br11t as Pll la t nt.Yl't't o ria glnlml 
eutrP el tra11s~nisor ~·el !'ciccptor. gt'11erah11c1~tP C"stn.~ Yc·t1·ictcio¡1ps :-;011 ccu1sada~ por Pl 

111m·imil't1to del n•ceptor dc111ru dt' la sumbra de• lllOllll'"' {, edificio,.; c·o11oeié11du:"l'l<' 
t alllhién comu sow/Jn1. [23]. 

El desvnnl'ciniiento C's b;ísiea111cnte u11 ÍP11ó111e110 espacial. pero las variacio1ws t>spa­
cialPs Sl' e:q1l'rin1t•11tan como variacionPs temporales por 11n receptor llloviéndo:;t' a 
lo largo dP un ca111pu c.k• 111ult it ra.\"Pt't orias. 

E11 ge11eral. la propagación 11111lt it ra.\"<'c't nria. nelPm<b ele oea:;ionar desvanecimientos 
1 a111bién oca,.;io11a 11n t'llsanchami<'t1t o ele.• los pulsos debido a qttP las diferentes eom­
po11e11t l'>' llq~au al rt•cPptor con rl't ardo::<. si estos retardos ,.;on ma~·orc·s eompnracJo,.. 
c:o11 la velocidad de• transmisit'111 Sl' prodt1c-l' i11terfcn·11da 1_•nt1T' símbolos~· por tanto 
distorsión dc los p11lsos.[2!Jj. 



1.4.2. El canal Gaussiano 

El canal más simple l'S el canal p;aus"ia11n. <1 llll'IJUdo l1111n11do c111111l con ruido 11ditiw1 
hlaneo gau"sim10 cll' sus sigla,.. en inglés A\\"G:\. Est<· eanal ;;e rcprc,;cnta corno un 
cmrnl idC'al en clundl' 110 l'xistl' 111ultitra.\·L'cturia,.. ~· Sl' l<' agn•ga una fuPntl' dt• ruiclu 
dC'l tipo A\\"G:\ l'll el n••·r.•ptor tal c·onw "" 111\lf'Stra c•11 la figura 1.3. S<> as1t111P que l'I 
ruido tiPnc u11a dt>11siclad es¡wctrnl dt• potc>1wia t·cn1sta11tl' sohn• PI anchn di> banda 
del ea11al ~· 111w fu11C'i<'111 d<• dcn,;idad dP prohahilidad (FDP) gaussiana. EstP tipo clc­
C"annl proclrí11 "''r considPrado <·0111u nu rPalizahlc• f'll l'Ollll!llical'ionP,; i11ahí1nbricas. 
,;in embargo 110 <'S así. Cuando "'' t ic11P11 microC"t•lulas e,.; posible tc>1wr unn línPa di> 
vista. PSf'll<'ialn1Pntc sin mult itnt.\"<•c·torias. cla11do un C"annl gaussiano. luduso. euan­
do exist t' dc•,;va11edmiPnt o pnr mult it ra~·,·ct orias. ¡wro PI móvil t•st H c•st al'ionario .'· 
110 l'Xi>'te11 ot rus ohjPtos 1110,·ié•ndosc•. eon1u \'l'hículos t•11 su \"l•eindad. l'I canal 111ó\"il 
JHH'<k pe11sarsc• como un n111al gaussiallCJ. n'pr<'s<•11t a11do los efpctos cid clesva11ec­
i111ic•1lt o por u11a traypctoria dC' ¡wrdida,.; local. [20]. 

'.41\"GS 

11(/) C111111/ iclc·11I 

dc ... 1•a11f'<'i 111i(·11to ... 

Figura 1.3: Ca11nl gaussiano. 

El canal gaussia110 es importa11te .'"ª <¡lll' pro\"PP 1111a idPa dP cual sería el rll<'.ior 
rendimiPnto del sistpmn si11 la presP11da dl' multitrn>·pctnria,.;. así. para 1111 c::;quenrn 
de 111od11lació11 darlo. podrímnos c·ak-ular la t.asa de bits l'lt l'l"llll" (TBEi en prc·,;pncin 
clP 1111 t'allal g1111:-;sia11n. C'um;do los dPs\·a1wc·ilni<'11t º"' por 111ul1 it rn>"<'Ct o ria oc·111-rc11. 
la TI3E se• i1HT<'llll'lltaní para una relm·i<Jn ;;!'1ial a ruido dacia. Litilizn11do té>cni­
cn:-; parn disminuir L'I d<',.;\·a11l't·i111i<'nto pur 111ult itrn,n•t·torias. talPs colllo rlin•rsidad. 
iµ;11al1wió11 dP ('anal. cndifieadó11 ck• canal. altPr11adc'111 dP datos. podemos observar 
l'OlllCJ la Tl3E se• aproxima a la qm• JH'PSPllt a ría llll ca11al gaussim10 [20]. 

De Psi a forma pndría1110s t'\'al11ar qlll' tan Plic-ic>lll es ,.;rn1 llll<'St rn:-; t ét'llit'a . ..; dl' igualaC"ión. 
codifieadón. diversificación. etc: co111parando PI rpndillliPnto dt> 11uestro sistPnrn con 
PI que prc,.;e11t a ría 11n sbt e11ia con u11 canal µ;a11ssia110 para una rPlació11 seirnl a ruido 
dada. 
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1.4.3. El canal Rayleigh con desvaneci1nientos 

Cuando existen deswrnedlllie11tos durante la transmisión. el canal ele Rayleigh -es 
una buena represe11tadó11 del canal de propagación. [29]. 

Si cada co111ponc11te 11111ltitrn;.·C'ctoría en la seiial recibida es inclepencliente. entonces 
la FDP dC' su envolvente es del tipo Ra»lcigh. La FDP de la cm·olventc típica de 
una scíial recibida con dcsva11cd111icntm; se rnucst.ra en la figura 1.4. 

~ exp(-~) 

J\Jeclia= /f[a 

o r 

Figura 1.4: FDP Rayleigh . 

La probabilidad de experimentar 1111 profundo clesva11ceimic11to por debajo. dip;amos 
3a. donde a es P.l valor rms ele la c11volve11te r(I) recibida. es el ürea bajo la cur'.'a 
cut.re 3a "' oc. Notc111os que~ la FDP ele R a.deigli aplica para valorPs posit i\'os. es 
clcdl'. la magnitud cll' la em·olvcntf' 1·ccibida. "' que rr ;.· In 111Pcli11 r!P la d1stribudó11 
son similares. 

La respuesta al impulso dP Pstc cm1al c·onsistc dP una silllple f1111dc'i11 dt>lta cu;.·n pPso 
ticnr una FDP Rn"·kigh. Esto oc·1nT<' porque• todm' !ns cornpotw11tf's rnultitrnypr·toria 
se manifiestan en grupo C'ot1 dis¡wrsi611 t t>lllporal r!Psj)J'Pciablc· entre ellas.;.· c11a11clo St' 

rnodelau cotno una sirnple fu11C'i(>11 ddta. 'l' <'<lllllii11a11 para te1wr 1111a FDP Ra;.·Ieigli. 
De esta forma. c·o11fon11t• la Pst ación llHÍ\·il SP 111\lf'\'<' la scíial rC'eiliida Sl' dPS\'HllPCl'. 
mientras el peso c!P la f1111cic'in c!Plt a t arnbic:'11 C"m11bin ele~ ar·ucrrlo a la FDP Ra.df'igh. 
Cuaudo la estación 111{>\'il ex¡wri111P11ta llll cles\'HJ!Pcitniento profundo. PI JWSll ele• la 
f1111ció11 delta PS ¡><•queüo. "' CllH!Hlo la sc>üal rPdbida se mP,ion1 el peso df' la fu11ció11 
dPlta es grande.[29]. 
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Poclc>rnos notar q11e el crina] gattsl'iano puede :;er rPprt>sent aclo como 1t11n respttest a 
al irnpttlso q1w tiene una función delta ck peso C'Onstante. 1t11 canal ideal. al cttal se• 
le agrl'ga ttna f11P11te ele A\\"G:\. 

1.4.4. El canal Rician 

En cnnalc>s lllóviles con 111ic·rocélula:; una tra~·ectoría dominante. la cual puede ser 
ttna t rn,vPctoria de· linea de vista. frecuc11te111cnte apareel' c·n el receptor. e11 adición 
con muchas otras t rn~·ect orins dispersas. Esta t ra~·c>ct o ria cl01ni11antc.• p1wclc clecrf!­
Jlle11t ar l'ip;n i fic·n t i va rne111 P. ln prof11 mliclncl del desva 11c•C'ie11wnt o. E 11 Pstt• caso la F D P 
dP la Pm·olve11tc> n•cihida "" dt•JHJ1ni11a Ricia u. Para el rnudc>lado dP este· t ipu c]p canal 
es convPniente i11trodudr un paní111l'tro ¡,·. conodclo como pad1rnc>tro Rieia11. con PI 
propósito dP 11wdir la rdaC'ÍÓll el<• pott•nda entre la sf!tial dorni11n11tc' ~-el rPl'tO clP la:; 
;;eiiales redbida;;.[2D). 

3.5 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

¡,· = Po/t ncio c11 la fro,11cctoria d0111i111111ft 

Potencia en las lraycctoria8 dis¡ic1·sr1.-

~:~~ 1'=~ 
/ rr \ \- --~ --__ . ,,K=O 

º·1 :/')j \ \ ~------------~~~+~~~__,--~~+¡~~--;¡~~~+¡~~--;-¡~~~r¡ __,-~ 
-30 -25 -20 -15 -10 -5 o 5 

:\ivel de la setinl normalizado n la nwdia 

Figura 1.5: FDP Ridn11 normalizada a su:- prorncxlios loc·ales. 

10 

Cuando /\. tk·ncll' a cero el ca11al t•s del tipo Ra:\'leigh. 111iPntrn:-; quC' si ¡,· til•ndP 
inli11ito el c·mial PS gn11:-;siauo. DP esta 11rnn<>ra. podt•1110;; «on;;iderar al canal Rida11 
eomo un canal 1111b g;Ptwral. Lo:- de;;vauc'cin1iento:-; tit•m·u una alta prolmbilidnd d<' 
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ser n111s profundos ClHlJJdO J\
0 

= 0 ( rJes\"aJI~·cimeint O J1 a_\•Jdgh) a ser Jll\l_\º poco pro­
fundos cuando l\0 = 32 (aproxi1nada111e11tl' gaussia110). Cuando Ja seiial recibida esta 
e11 un desvanecimiento profundo por dd.rnjo del nivel promedio del ruido cid canal. 
un error ocurre. Sin embargo. el llli:mw pro11wdio ele ruido no causará error c-uamlo 
l\. sen müs grandP. [2!J]. 

Las FDPºs 11ician pnra diferentes Aº 11orrnalizados con respecto a sus \'alorp,.; prollle­
dio locales se muestran en la fig. l.i:i. Es Pvidente que la FDP Ha_\·lcigl1 t ie1w la 
mayor probabilidad de prPsentar uu profu11clo dcs\'n11cci111ie11to por dt>ba.io de la mc·­
dia. mientras que la FDP gaussiana tiene la menor. 

1.5. Eli1ninación de la interferencia entre sínl.bo­
los (ISI) en las cornunicaciones digitales 

En Jru:; comunicació11es digitales. el ancho dP banda es lin1it ado. Dado que ¡rnrn 
transmitir pulsos cuadrados se require de un ancho de ba11dn infinito. es 11eces11rio 
filtrarlos. si estos pulsos uo ,.;e filtran adecuadamente t'UH11clo pasan a tra\'és c]p uu 
sh-aenrn de C'o111u11ieacionP:-; sP clispPrsan Pn PI tiempo .'º el pulso co1-rPspo11cliente a 
cada símbolo se alarga hasta lll'gar a int erfC'rir con la ranura cJp t iPmpo ad_\·ace11t l' 
oea:-;io11ando lo quP c-onoce111os colllo interferencia entre símbolos (ISI)[5]. 

En canales ele radio. la inH·rfc>rc•11cia t'lllr<' sí1nholo:-; c>s cklJid11 a la propagación por 
n1ultit.ra_\·ec-torias. la cual JHIPclP ser \"ist a como \lila trn11smisic'111 a tra\'és de un gr11pu 
de canalC':-i c-on difprc•1Jtps r<'tanlos y alllplit 11clPs. Los igualadorPs ttclnptalJll's so11 C'H­

pncl's dp c-orregir la IS! clPlJiclo a llllllt it rn_\·c·C"t orias de la 111is11rn forma q11P corrigen 
la IS! por clist orsic'in li1wal Pll C'a11ale.- t elPf<

0

i11icos. [2-1]. 

En las lí11eas telefcí11icas. la di:.;¡J(•rsir'.11 tc111poral resulta c11a11clo la rl'sp11Psta en frt•­
c11e11da ciel canal se desvía clP la idPal q1w es m11plit11cl eonsta11tP .\'fase lineal (retardo 
con~ta11tc1 ). La Ílllleic)n dP} P<·11n1ii'iHlor t>:--; ( 1 11tc.1?1(·es cot!lpP!l~<'.r (•stas caraetc:·ísth·n:·; 
no ideales n1c•eliant e f'l filtrado. [2i:i j. 

En ln figura l .G sr.• 1mu•st rn ,,¡ problP11rn cJp la i11tc•rferP11cia C'nt n• ,;ímbolos para 
1111 sistema ele <"on11111inl<'ic'JJ1 binario. poclP111os aprl'l'iar c¡llP <"acla pubo t rans111it ido 
c•s eli:-;t orsio11aclo por l'l c·a11al .\· sufn.• 11un clipPn;ic'in tc•n1poral lo q11e nC'asio11a quP 
los pulsos SP ··en1palnw11··. Al Iiacl'r la Sllpl'rposición clP los pulsos Pll el rec-c>ptur 
porlPmos ell'tPc-tar 11in•]ps im·orrPctu!' de voltaje ade1111ís ele• limitar 111 capacidad ele 
sinno11izació11 dd sist erna. 

La lSI apareeP en tocios los !'istc111a:-; dP mnclulació11 de> pul"º i11el11_\·e11do FSK. PSh: :• 
QA2\I. Sus efPctos pueden ser f¡ídlnwnte clP:;critos si tomamos en c11enta u11 sistema 
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Fnn11R ch· oudu rt-rihidn 

~\llllll dt> lo!<> JlU)!'-O!<> 

Formu dP n11cln el(' Plll r11d11 

1 o o o ' 
' ' ' 

0 ,' 
' ' ' 

~~: 1 1 

~: ' 1 1 
1 • 

' 1 ' 
n 

Ts \ : --: 
Jntt•1frrl~·nc1o1 

o 

r 1 1 1 1 

1 o 1 1 : : : fii111l1u)o~ : 

o 

. 
-~" / 1"" 

1 --. 
1 

nm 
1 ')r11trP 1 1 

~V~"'--: 
L~~"--

o -- o 1 o 

Figura 1 .G: IS! e11 u11 sistema de comunicación bi11ario 

de mocluladón ba11da bas0 Pll amplit 11d (PA!\1). [25]. 

El problC'ma consistP en 0m·ontrar el ancho de banda nPl'Psario pan1 que 110 exista 
imerfercncia entre símbolo,.;. Por ,.;11p11e,.;to quC' si li111ita111os C'l a11eho ele• banda ¡mrn 
la t nmsmisic'in de los pttbo,.,. la fon1111 ele C'stos no :;C'guini sic11do cuadrada. En la 
sección 1.5.2 prese11ta111os PI dbl'i10 dC' sPtialcs de ba11dn limitacln para cn11ales dP 
ba11da limitada como sol11ciá11 al problema de la ISI. 

1.5.1. Diseüo de seüales para canales de banda limitada 

En el esq11ema 1.7 se m11estra un sistC'nrn dc co1111miencion<'s. dondl' c(I) es una scfüil 
pa:;0 bf'.jas con modulaciúu digital qttl· sP puedl' represen\ a1 com0: 

"' :L l(n)g(t - nT) ( 1.1) 
u=O 

do11de: 

1 ( 11 ). representa la información discreta dC' la secuencia de• símbolo:;. 

g(t). es un p11lso dP banda limitada (G(f) =O: Vllfll > ff). 

1·(1) sP tnmsmite por 1111 canal que> tic>11e una respuesta en frpcue11C'if1 C'(.f) 
O: VII.fil 2': ll". 
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1·(/) 
fh(fl C(f) Hu(.f) 

y( 1) 

Figurn l ."i': Sistema ele comunicación b>isieo 

E11tonc·es la seünl rPcibida pnPd(' ser represen! ncla como: 

X 

r(I) = L l(n)h(t - 11T) + ::(1) ( l.2) 
11=0 

clonck·: 

h(I) = L: g(T)c(I - T)dT 

y ::(1) reprl'sPuta rnido nditi\'o blanco gaussinno (A\VG:'\). 

La sPfrnl J'Pcibida ,_;e pasa pm· 1Í11 filtro óptimo acoplmlo al pulso rPf'ibido c·on rP­
s¡rnc•st a en ÍJ'('Cll('!lcia H" (.f).[2-l]. 

Ln snlicln c!P Psi C' filtro la re>pres0J11 n11w:,; como: 

X 

y(/ J = L 1 ( /1 ):r( t - n T) + 1/(1) 
11=ll 

cln11dl': 

.1·(1). representa la rcspuc:,;ta dPI filtro al pubo h(t). 

11( 1 ). r0prc•sen1 a la re:-;puesrn del filtro al ruido :: (1). 

Si ahora sl' mucst rPa a t = kT + To 

:X 

y(kT +To)= y(k) =) l(n);r(/,-T- nT +To)+ //(kT + Tt1). 
n:=(J 

o bi011: 
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,l/(k) = ) /(11).r(/.• - 11) + IJ(/•): '<fk = íl. J. ... ( 1.3) 

Dundf' 1 0 • ""' d !'PI ardn qtt<' i111 rnduc·p t>I canal. 

La L'cttadéi11 l .3 ptl<'<IP p,.;crihirsP ele la forma: 

1 "' 1;(k) = .r(O)(l(k) + -- ,L 1(11).i·(k - 11)) + ,,(k): Vk =O. l. ... 
. . . .r(O) "=""'"'~· 

Conf<ic!Prn11do .1·( 11) c·0111n 1111 factor de· escala. e igualnnclolo 11 1 por conveniencia. 
obt e1w1110,.;: 

~ 

y(/.·)= l(k)-'- ) 1(11).r(k - n) + IJ(/•): 'f/• = Ü.1. .... ( l ...J) 
11=U.11:!:.J.o 

donde: 

/(/•). t':> la infon11m·i1'J11 de,.;Pada del :;ímbolo al instante k de nlllcstreo. 

L::;;'.,. 0,,,.,,., 1(11).1·(1; - 11). representa la i11terferc11cia entre' símbolos. 

IJ(k). e,.; el A\\.G:'\ al imHallll' k c)p 11111cstrc•c>. 

'.\IPclin111 P ttll pal r<Í11 clP ojo se pttc>cleú analizar los pfrcl os dt> la IS!. J3¡ísica111e111 <' 
la !SI attlllPlltll la pr,1l>ahilidrnl dP errores debido al •• \\YG:'\ ~·distorsiona la pusi­
dún de• c·n1c·t• por t·t>ru ocasio11a11clu que el sist e111a ,.;t•a nni>" >'ensil>k a C'JTort'S dt' 
;;i 11c·rc11izaC'i1j11, 

Para PI''ª"'" d1.• 111ncl11lal'ió11 c•n fa;;<' o Q.·\'.\I pnde1110,.; apn·dar ]o;; Pft•c·1os ele• la in1er­
fc.=-n•1H:h1 ('llt n• !"'Íll il >uln~ <?11 la~ siguit.•111 l'!"\ c·o11:-:t elacio1u·~: 

D<'I lacio izcpti<'nlo d1· la liµ;nra l .!J "'' 11111Pst ra una c·m1stt'ladó11 dl' la S<'lial t ransmit i­
da co11 111od11la«i1'111 ¡;;psJ..:. D1•] lacl<1 d<'n·d1u >'e' lll1l<'S1 ra la ;;pftal rPcihicla ~· Ju;; CÍL•c·tos 
ck la ISI .'· e·I l'ltidu. C'u11111 pudc•1111J:- lllJ:-t·n·ar. si la ISI e•:- 11111,\' se•\'l'l'H o tral>H,iHJJICJ>" 
e·u11 iwi;; síml111lo:- (<'.µ;. HiPSJ..: ). la prol>aliiliclad de• que•"" rl1·11•ctt> 1111 ,.;ímbolo f'lTÓlll'O 
l':-' nia.\·ur. )Hll' p:-;ta razt'•n t•:--. i111portnnt<· t•l t•!-\t11dio df' tl'1cnh·a:-- q11t• pr•nuita11 tlli1ui11ar 
In l~l . 

.-\hora qtte• ll<'lllC>" 1·1J111prc•11<liclu In,- pft•c·to,. ele• la !SI c·n11;;ickrnrL'lllOS PI clisl'ÜO clc> 
,.,Pfrnll':- lmjP In e·unclkilÍll ek• C"ero ISI c•11 los i11;;1 ant P;; dP 11111c•!"t n•u. 

f 
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TiP111po de 111111c.,,t n•o opt ilno 
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Dist rn·sion 
de pico 

1 

o 

o 

!\Iargf•1i 
dC' 
mielo-'--------'"---=--=--~'------~-~ 
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o 

o 

o 

Figura 1.8: Diagrama dC' ojo 

.__..._ 
Distorséin 
d0 Cl"\JC"(' 

por cero 

Figura l.D: Cu11steladó11 para una trans111isi611 QA::\I 
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1.5.2. ·Diseño de señales de banda limitada para cero ISI 

Si el canal ele banda limitada t ic>ne una rc>p11C':-<ta ideal: 

C(.f) = 1: VII.fil :::; 11· 

Entom·c·s :r(I) tiene una cnn1c·tcrístiC'a p,.;¡wctral: 

Do11de: 

X (.f) = llG(.f) 11
2 

11· 
:r(f) = r _\" (.f )eJ'2Ilft l~f 

.l-11· ( 1.5) 

:'\os interesan In;; propiedades es¡wctrale;; del pulso :r(t) ~· por tanto del pul,,.o g(I) 
qne nos pcrmit a cero !SI. 

De la ecunción 1.4 la condición para cero IS! ci;: 

.r(I = 1.:T) = ;i·(k - 11) = { l: O: 
l•-11=0 
h· - 11 -:¡, o (l.G) 

La eo11dieió11 nccesnrin .'· suficiC'lltc> sobre_\"(.{) para quC' :r(I) c·umpln c·on lo anterior 
SP c·onoc·e como el criterio dl• la forma del pulso de :'\~·quist o .. C'ondil'ión de :>:~·qnbt . 
para cero 1sr· .¡2.1] 

SP ptwd<• ck·i11ost rar q11<.' la c·o11clidóu llPt'esaria ~· suficil'llll' ¡mra que :r( t) satisfaga 
la c•euaciélll l .G C's qtlC' sn t rau;;fonnmla de Fouricr sat isf'aga. [2-1] 

'"=-~x 

xu+~~l=T 

Si c·011-;irlrramo,; \\" 1·un10 l'l »11chn r.lr> l.1a11da r!Pl l''lllHl C'(.f) 
consl"C'llPnl'ia X(f) = ll: Vllfll > 11". 

Podr>mos nprr>C'inr t rP:- r·11sos: 

1.- Si :r < 2i1 ·• C'lll 1 llll'PS: 

"' 
B(.f l = ,,,"!:__,,,_.Y (f + ; l 

(1.7) 

() \ili.f'll > \\". Cll 

Consistl' ele r!·plka:-; dC' X(fJ <¡111' 110 :-;e eu1pahna11 .'· c¡tll' :-;p t>nc11entra11 "''J>an1cla,; 1'· 
por lo tanto 1111 Pxi:-;11• fonua clt> Plimiuar la IS!. 
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'.2.- Si T = ~ii· (Tasn d<' :'\.'·c¡11is1 ). C'lllOil!'l'>' Ja,. rPp]i!'as d(' .\'(f) t•,.;ti't11 c·onti1111a,.; .'· 
pur ]u tauto Pxbte u1111 opdf}J1 parn lJU<' B(f) =T. Esto<'>' ,.;i: 

.\"({) = { T: 
. U: 

llfll < 11 · 
al ro ca.-o 

Dl' HC"lll'rdo a lo nlltPriur pll(lt>111u,.. obsC'rn1r q11C' l'l ndor mí11i1110 c!P T para CJllC' ,.;pa 

posibl<' uw1 trn11s1ubi1'111 <·011 ¡·('ro ISI ''" T = ~ii· .'· para tal nilor .r(t.l d1•b<' el<-' ""r 
uua fu11eió11 SC'll" !'ardi11al. E11 p,.;t1• c·asu .r(I) C',.; 110 cau,.;n] ~·por tn11to 110 rC'nlizablC'. 

3.- Si T > ~i1·. f'lllUll<'l'": 

B(.f) cr.rnsist<' dl' rPplin1,.; 1•111pali11ada,.; r.l<' .\"(f) ,.;c•parnda,.. 1/T. Ln figura l.lll 1111a•,.;­
trn f'l 0:-;¡wctrn d<' IJ(f) 1•11 du11dP las réplica c]p .\"(.() SP l'Ill]Jnlma11. Existe11 por lu 
tanto m1111ernsas opciu1ws para lograr B(f) =T. 

Para <'SIC' 1·aso p} <"']Wctru r)p] ensP110 f']Pn1do til'llC' propil'cladC's C'S]lC'Ctrales desl'abk»' 
;-· l'" 11sadu a1upliau1e1ltC'. [:2-lj. 

~/ 
1 

T 
- ,,. 

B(f) 

1 ' 

>~ 
() 

T 

1-i,µ,ura 1.lC: E~pc1. t1u d0 13\l J 

f 

Otrn u]wtoll parn la <'li111iwH"i1}11 dl' la !SI l'S el l'lltpli•o dC' sei1ales de bn11<la limitada 
co11 ISI 1·0111 rolada. p,.;t o p,.;; el" 11111 "lllHlH • "'' dis<'J-111 l'I puls11 a t ra11stnit ir 1·011siclPra11-
dn !JIH' "<' w•r;í af<'f'tarln p11r alg111rn" r·n111pn1J<•JltP:-: ele- ISI. si11 Plllllflrgn. dado cpw fl 

priori salH'lllO" !]ti<' 1·0111Jl"ll"llt<•s d<' ISI so11 ]a,.. <¡llC' 110 ,..,. quitaro11. Pll C'] proepso 
d!' r<'l'<']lci<Í11 1•stas :-011 t•lirni11acl11,.. <·011 )¡¡ •1.n1dH rlc• filtn1:-. Es dr•dr. In ISI <¡11<' SP 
iutrod11r·p dPjH dt• ~er al(•r11nria p11P~ ~<· ~nlH• qt1t• ('OlllJHllH'l1tP:-= !"'en-l11 nfPctacla!"' >.por 

ln tnnto esta1110,.. lialilanclo d<' 1111<1 ISI dt•t<•n11iuí:-ti<·a qui• prn•d" S<"r l'li111i11adn l'll p} 

l'P!'l'Jll or. 
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1.5.3. La igualación de canal con10 solución al probleina de 
ISI. 

La;; c·rn111tJ1icado1w,-; rnodPntas. plnnt <'flJI ttJI prub!Prna dL• µ;raJI i1J1port ancia <¡llP c·oJl­
sist l' PJI cli,.;c•itnr ··filtru,, ig11aladun>.~ .. <¡11í' l'UJ11]l<'J1>'C'J1 !ns C'fpctos dC> 111 distorsióJI ·'· 
del r11idu <¡11í' ,.;011 iJ1t rnd1tl'id"s por d sist l'l11n c!P c·u1111111icadot1l'!'i a la soirnl q11c• ,.¡. 
aja a tl'H\"<'•:-; del t'i:ltHtl. L"11u ('Hn-1c·t(_lrístic:él d(• lo:-. callak·~ físico!-' L'S Cf\ll' ti<•11c11 un 
aJ1clw ck lm11da fi11i1u. PSI<> distor,.;ioJ1a 11 la s<•i1alc•s Pll fnsC' ~· C'JI ampli111d. mlctrnís 
el factor r11idu q11e prud IH'< 'JI los l'!cJ11e11t os fí;;i!'CJS JH'O\'Uca q11c la scüal pon a dom 
dl• i11fnnJ1acic'.111 lkgw• at<'ll\Hllln ." c·on di;;tor><iéiJI. Los filtros c•n gl'nc•ral ><il'\'PJI (•01110 
una etapa de prcprtH'l'Silllli••nt" para la cual la :,;cfüil portadora clP i11fonrn1<·ir'i11. o ,.;us 
pnnínwtros. pll<'d<•Jl idL•nt ificarsC' dP una 11w11cra 11uís clara q11c a In C'Jltrada dPI !ilt r11. 

El 111étodo dt• disPi11i dP filtru,_; que"" cmpk•ado <'JI las co1111111icacio11es 111od1.•rJ1as pnrn 
:,;11 dbeiw 11tiliza las c·arnc·t<•rístka,.; estadísticas de la ,;eitnl ~·del ruido. [l-1]. 

Es l'OllllÍtl t•11c·u11tran1os con c·ruHtl<-•s cu~·n l"PSJHJC'Sta c•n frPl'lH'llC'ÍH 1H1 P!-- c·otH1cidn u 1•:-­

\'arianto c·o11 Pi tiPJ11po. Por PjPmplo. c11 t<'lcfonía el c·111111l dP c·n1111111in1ei<iJ1 c·mnliia 
sus c-araC'tc~rí:-;t ica~ fn·c·up11t·ialPs cada \"L'Z qllt' 111a1Tan10:--; 1111 11ü111(_-'J"o. P!"to ~(· clPht· a] 
c·a111bio dP rtlla ele• la spf1al. l_"11a vez qul• la c·o11exi<.>11 Sf' n·<1liz¡-1. PI t·a11cd sPní i11v;.iria11tt' 

con p] tietnpo sah·o por peq1tl'i1n,.; n1riacio11t•s d<'hido pri1wipalt11c•nt<• a c·a111liio,_; d1• 
t l'lll)JPl'élt ura. Pnr nt ra part P. lns si!"t t'lllH!" 111<'n·ilt•s so11 1111 ('.it·111plc 1 C'lt\ . ...;iC'o clt• r·a1H1lris 

\'ariantPs C'Oll t>l ti<'lllpn. ,,ll did1os c·rnrnl<'>' los tiltr"" t'll r•l tr11n,;n1i;;ur ~· n•t·t•ptor ll" 
pll"dPll SPI' p:--;tnhlPcidos dc• atttPllHlllCJ ~· L":--; llflc·c-:-;ariu utilizar igualadnre ..... acln¡?tahlP.""i. 

Los filtro,_; ig1rnladorp,.; puedl'll SPI' dasi!in1dos ck 1w11<•rd" 111 crit Prin dl' npirnizndcín 
cu11 C'l quP Sl' act ualiza11 !-illS panÍ111Ptrus ~· tHt11i1i611 el<' H<'l1L1rdo a su t•st ruct ura .. \"<l 
,;c»1 t ra11,.;,·cr,;al o ··Jat ti('(•". 

IGUALADORES ADAPTABLES 

Lo>' si,;tPlllH>' dP co11n111in1do11C':< act nah'>' 11t ilizaJI lo;; igualnclore::< adaptables c·o111n 
nna piC'za dm·p clC'I n•C'ept ol'. El snrgi1nit•nt o clt• e,.;to,.; ig11aladore:< se clió nípida111L'lltl' 
,.;nbn• todo t'll apli('¡wio11<',.. cl"nd<'. dl'l1ido a litnit.alltP:< físka:- cid C'Hllal dl' t l'Hll>'­
mi>'i<'ll.'. c•c·o11<'nnicn,.; o dL• n·guladóu. "'' limitaba PI ancho ele bm1cla a 111.ilizar para la 
l rm1"·mi,;iti11. 

Pn•\'in a la t rnJ1smisicín e,_; m·<·p,;ario C'a!i brar l'l igualadm· de ac·uC'rdo a las eanll'­
t l'l'Í"'1 ica,_; cito] n1ual. 1•,;tu >il' n•aliza durantr• un ]lPriodo llaurnd" e11lre1111111ir11to. EJ1 
alg1111a>- aplin1<'in111•,.. <'ll t ÍP111po rPal P] pl•riodo dl' Plltl'<'llatlliPIJto p:; suprillliclo ~· la 
C'alibradcín dl'! caJ1al st' lw<'•' •·on l<t propia "<>ita! t rn11smit ida. a l'St<' tipo dP igual­
adurp:-. :--;p ll'."" ('OtlOC'(• c·o1110 igualadore.s cÍ<"go:-.. 
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Durnnte l'l ¡1cl'iorlo 1h u1tn:11a111ir11to. unn ,;c1ial conocida e,- transmitida~- ll!Hl ,;c1ial 
idéntica~· sincronizada"" g<'llf'l'ada Pll d receptor para que dP esta fonun ,;e puPdau 
obtc11H:r ]ns carnc·terístil·a:-- clc 1l <'Hllal. Esta seüal clebL' clP SPl' por lo u1enos tn11 largct 
eomo p] igunlndor. pnrn <¡\11' "" t••nga In información sl!!ici<'lltl' para que l'! igualador 
ptwda inieinlizan·<' <'OITl'í't n111Pnt <'. 

Dt•spués ch•l ¡1eriurlo rh c11tn:1111111ienfo. l'Oll el objetivo de seguir pequeüas vnriadones 
C'll 01 canal. los copfki<'llt!'s r!Pl igualador adaptable >'P debl'll ele> p,;tar ajustn11du t'Oll­
ti111111111Plltl'. Parn Psto. 111111 Vl'Z q11P Sl' ha ter111i11ado PI ¡wriodo de c11/r1'11a111ín1/o. 
d ig1111lador mlnptahl<' ca111bia la retronli111e11tación dP! dbposi1iw1 ge1wrarlor dr· la 
sP<'ltr'IH'iH nlr•ntoria al dbpo,;it ivn ck• clc•cbión. dl' Psta forma la seiinl ck c•1Tor "" 
derivada dP In S<'Üal <'>'timada por C'l !'l'C't•ptor r/(k). In cual no Ps 11c•c·0sarianwnt<' l'Or­
n•et a. fig11rn 1.11. Si el f111wio1111111ic•nto dPI igualador es liajo c·o11didonP,_; 1Hin1rnlt•:-. 
set icn<' 1111<1 nltn prolmhiliclnd dr quP la,; d0ei,;io11<•s to111ndns por PI igualndnr sl'att 
C'OITC'C't ª"· Es i111p• irt mil e• st>iudar que PI igualador p11Pde >'Pgllir \'ari11l'io1ws ]Pnt as dP] 
cmrn l. así e·u1110 i1 w,;t a bi 1 icladl·s dP fas<' en PI rec-ept or. 

u(k) 

1 rl(I..) 
.1 

Di~pnsit ivo 
- i el•• ckdsitl11 

1 1 
r--\-7 

~------/-~~ -------------
( (k) -----· r/(k) 

G1>1u•n1dur d" 
:-.••<·11t•1wia nlt•utoria 

Figura 1.11: Esc¡11e111a de un igualnclor mlapt a ble 

Igualador ele pasos dcsccnclentcs 

En la,; i111plt'llll'llt adon<>,; pnÍl't iea,... la ;;0]11ció11 para los eoeficiP11te,; ópt irnos SC' ob­
t ielll' e1npk•n11d11 llll prol0 l'di1niP1llu t'l'C·ursivo que evita la i11versió11 ck• la matriz dt> 
c·m·11ria11za n l'll fol'lllil din•('[H. El prun•cli111il'lltO más simple "·"' d método de fil/·'º·' 
dno 111/r-11/r ·' lia,;;id11 e•11 <'l l'l'itc•rio dt'] PJTor cuadnítieo prun11•dio. c¡tH' C'Ollsi>'t<' Pll 
<'sr·ug1•r un \'1•1·tor el<- paní111C'tro,.; arbitrario ll "i,. el l'lla] l'OIT<'"'l"'llde a 1111 puutu sobre• 
la C'lllTH ch• d<'SC'lllJ><'l-111 11Pl <'ITor. El YPC'tor graclil'lllP !/(k) "" PlltOIW<'S r-akulado Pll 
l'."te• p1111tu. pt•n• e·o1110 .<1(k) ap11nt11 <'11 la dirPcdó11 dl' 11uí,; nípido c·rPcimi0nto :-·el 
puntu 111í11i1uo 1>11:-;C"arlr> p:-;f;Í en In dirPC'C'ión oplt{'StH a é:-;tt·. e~ llt'C'P~ario c-a1nbiar la 
dire .. ción dPl ,·,·e·tur .11(/•) l'll c·ada iteración. obtenie11duse a,;í: 

y(k) = Rll"(h·) - r. k =o. l. 2 .... (l.SJ 
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do11clC' R y ri-;011 r0;;¡wc·t in1111l'lllC' In· 11úHriz ~··v0ctbr clC' eovarinnza r!Pl púicl•so. y d 
\'l'ctor IF(k) qllC' co11tit•11p los paní11101ro;; cld filtro igunlclor >'l' aet11aliza nlC'clia11te la 
~iguient 0 reJneir)11: 

11 ·u,+ 1) = W(k) - ¡1g(/>) ( l.!J J 

clo11ck ¡1 "" 1111 par;ÍllH't ro dr• /)(/·'º de co11uc1:qc11cia o .factor de po11dr;ració11 para c•l 
prc•cc•cli111ientc1 itPrntin•. Para asegurar la convergecia del algorit1110. ¡1 cll•l1e de r·s­
eogersc• )ll'q111•l1u ,\·positivo. ck· tal fonua que g(k) te11g11 u11a eon\·ergc11cia hacin cero. 
e.g . . <JU•) - ll 1·11ai1do k - :x::. ~·el vPctor de codicientc>,.; 11'(/.-) - 11·º"'"""' Exi;;tl' 1111 
c<J1npro1nisu c•111 n· l'l t it•rnpo c)p í'Oll\T•rge11cia y ¡t. ya que e11t rP llH-Ís pequp1-1u Sl'a ¡1. 
n11•11or ;;ení PI l\·ISE. ,.,¡11 l'IJJbarg<>. l'l t jp111po de co11vergc•1wi11 sL•rá mucho 111a.\·ur.por 
otro ladu ,.;i ¡1 L'" n111~·ur. l'l tiC'111po ck c·onvergencia es mucho 111e11or pero d l\'lSE 
111í11i1110 sení 11rn~·or q11<• c•n t•l prilller caso 111encionaclo. [1..t]. 

Estl• 111!•toclo prp,.;p11ta PI i1a·on\'Pllie11tC' dt> 110 llegar a los 11 ·,.,,1 en llll nlinwro fi11ito 
dC' itPracionc•s. si11 P111bargo SC' plll'cle obte1wr una bue11a aproxi1nacióu co11 alg11110:-; 
cie11tu:-; de itP1·aciuuPs. 

Igualador de gradiente estocástico 

Con •.·l olij<'t ivo de qm• el algori.t 1110 r]p 1mso;; elescencl011tl's siga las n1riacio11es del 
C'a11al sP haC'e u;;u ele 1111 gradiente est ocüstico en lugar ele un graclient e det enni11ist i­
('O. e:o:;t O C'S: 

(1.10) 

do11dP g(k) e:; el estimado del vector de grnelicntc g(k) que ;;p calcula como: 

g(J;) = -e(k)u(k) (1.11) 

Sust i' 11 ~·P11.d0 In Pc11aci6u 1 . 11 en 1.1 O t e11el!los: 

11·u.:+ J) = w(k) + 11c(k)11(k) ( 1.12) 

E:;•. e nlgorit 1110 l'S eo11ocido co1110 algorit1110 LIVIS o algorit1110 de gradiente es­
tocástico. Al igual que el algurilmo de 7JC1sos desceudenl.es. es necesario tener 1111 
com¡:romiso entre velocidad ele co11vcrgc11cin ;-· Pl Yalor mínimo del l\1SE. [1-1]. 

Igualador zero-forcing ZF 

En tu, canal la;; clbtur:;i1111f':-; i11trnd11cida;; pueden ;;er eompensadas e111pll•m1do 1111 
filtro lineal quP Pº""ª pani111l't ro;; que p1wcln11 ,.;er ajust aclo;;. Es decir. si se tiene 

TESIS CO~T 
FALLA DE c::.:JEN 

20 



1t11 cnnal i11n1ri>111t :• c·o1J :·! 1 ic·111pu <"rn l'l'!'iJlll<'!'it" f'll fr<'<"ltP11c·in dcs('Cllloc ida. se• 111i­
cle11 la,.; carnet c•ríst Íf'a,; cid c·rn1al .'· se aj11st au lo,; pnri11nrtros c!P! igualador. lºna vez 
hPcho esto. lo,; paní111ctros sp co11sPn'1ll'1Íll clurantP toda IA trn11smisión dC' datos. [2-1]. 

DP HC't1C'rdo a ,;11p,.;tnwt11ra Psi"" filtros p11Pclr11 sPr t ran,;,·0rsalc,; o ··Jattic·p". La n¡¡í,.; 
silnpll' es In est ruct11n1 tra11,;\·c•rsal. Ell la cual los \"nlorc•,.; prc•s(•nt<'" ~- pasados de• 
In SC'Jial rC'cihida "º11 po11c!Pn1du" pnr Jo,.; codid<•Jlt 1•s del igualador ~- su111<1clus para 
obt C'llPr la salida. Los <'<ll'fif'Í<•nt l'S d<•I igualador delwll d<' <'SC'Og<'rsc• c!P tal fon11a qt1<' 
hagan c¡UP la,.; rnuest ra;; d<•I ('anal ~- la n·sp11t•st a al impulso dd igualmlor ,.;1•a11 c·pru 
pnrn todos lo,.; valorPs exc"'Plo <'11 11110 dP In,.; :'\ i11sta11tt>,.;. L11C'k~· Pll 1 !JG:j propu,;o 
PI algoritmo "::.C'ro-.for,.if1r¡"' para a.iustar lo,.; ('0C'fid0nt0,; dP 1111 filtro tra11s\·Prsal: sP 
crnplea el c·onC'Pptc1 de• "di,.:tur,.;ici11 piC'o" PI C'llal Psta clircc·tan1t•11te relacionado e·u11 
PI valor uuíximo de IS! que· pt1Pcla nf't11Tir: los c·opfiC'ie11tPs ck•I filtro ,.;p aju><t a11 ele• 
modo qt1P se' rPd11ze·a la elist nrsii'n1 pÍC'o. E11t011c·es sP prí'S<'lll a el efpct o dt· "forzar" 
la IS] dc•bida a !11s pulso,; dPI filtro t ra11sYcrsal hasta "('(•ro": el<' alii el nornl.)J'!' ele•! 
algorit1110. [1-1). 

Si clejnnws q110 <'I n1ínwrn ch• c·of'fidentc•>' cll'I igualador ZF C'J'P7.C'a ele 111m1<'rn ililll­
itada. Sí' ob1Pndr11 un igualador de !011git11d i11fi11ita c011 cero !Sl a s11 salida. Ln 
respm•st a de• tal ig11alaclur sení periódica l' igual a la tasa ele• sílllbulus. Es posibll' 
cle1110stn1r que• Ull igualador cl1.• lo11git11d i11fi11it11 c·ou cero !SI es ><it11plcmt>11tl' Ull filtro 
iuvc•rso dt> la rPs¡rnesta l'll frcC'ue11da ele! eaual. Sin embargo. tal tipo de igualador 
amplificará PI ruido C'll las frpcuendas para las c·1rnlí's el espectro dPI C'anal ticllf' 
granch•s at.c'Jlltac:ioucs. [25]. 

Jgualador fraccionalnicnt.c espaciado 

El !Sl Pll ca11a!Ps rl'all's s6l11 afc•C't a u11 nü111Pro fi11it o el<' u1uc•,.;t ras. Ésto t ntl' c·nt110 c·n11-
Sl'C'1IPl1C'ia c¡ul' >'<' llí ¡¡¡"'. 1111 filt ru a J'l'SJ>U•'>'t a i111pulsill11al fi11it a ( FJ H) o filt ru t r1111s\·c·r­
~aJ. c·u11 <'Ol'li('Í<'lll e·:-: \'aria ble•!". El t il'tnpo dí• J'Pt arde 1 1 Sl' df'bt• rhl ('S<"ugt•r tau largu 
'" Jll il' PI i111 l'l'\'alo <'111 l'l' ,.:írnholo,.: T. Si 7 ,.,,. <'>'!'O¡!,<' el!' tal fon1111 qw· 1/7 ;;:: '.?11 · > 1 /T. 
<k•;idc ~ \ · P~~ l'l .i~H ]i .. -, d•_- IJ1ti1,lr1 llf·] ,lJlf-1L 1h1 (ll't11 t"t· 11 ;1:-.Jcq,t• t'l1t n· l"·"' : ... í11il1o]u!-' y por 
In t a11tu <'I igualrnlor illY<'l'"" al l'allid l'OlllJH'llsa la dis1 nrsic'J11 c!PI 111is1110. Corno ;- < T 
el C'allal c•s llm11ad11 f1·11cc:io11ul111t 11/c '·'l'"''Í111/o ~· d1· alii ,.;11 110111\irc• dl' 1yufliflil1Jf' frflc­

ciu11fll1111:11/1 C8/J11C'111<lu (FSE). El '"d"r '111" 1111i" ,.,,. 11t iliz;o 1·11 la pnil't i('a ,.,, '= T/2. 

Lo,.: igualador FSE. gracia,.: a su fr<'l'll<'llda d" 11111c•st n·u. p111•d<'11 olit t'llt'r las 111ejon•,.; 
c·arac·tc•ríst kas d1· 1111 filt n • <ll'l1¡>laclo adapta 1 ,¡,., c!P11t ru ch• las li111it a!'io11c•,., d1• ,.;11 peri­
ocio. L:11 igualador c·uu perioclu T 110 ¡>111•d<· sC'r al'nplado. l."11 FSE p11<•clc• t'OlllJH.'llsar 
distorbio11Ps ck• rC'tarclo llliÍ,., S<'\'(•n1,; l'otl 111<•11os m11plifin1c·i<'i11 dl'I r11iclu. 

Es posihl<.• dc>mostrar quP c·on un clbc·Jio aclt•<'uad" el<' la c'l1rnc·tprí,.;tka cid filtro. la 
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tai<n ele símbolos a la salidadcl iy1úi/iidor.frac:cio11ii/111c11lc -c.-¡Hiciado. puede utilizarse 
sin dejar ele ser óptima. para cualquier receptor li11t>nl o 110 lineal sin importar el 
criterio de opt imizaeión empleado. [l·IJ. 
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1.6. Conclusiones 

El ea11ul el<' prop11g11d611 ''" la piL•za clave ele la opernc1on clP llll sistema clP co-
1111111iC"nl'icí11. Su,; propiPdad"" clPll'r111i11n11 tanto la eapaeidacl clC'l ,,;istC'ma clP llcvnr 
i11fon1111ció11 c·n11H1 In l'alidad dc>l :-;prvido ofrc•C'iclo. PoclP111of' elasifiear los ca11ales cll' 
C'Olllllllit·11dÓ11 d1• diJl•rc>11tc•:-; llHlllC'l'il"· [1-1]. 

En c;;t•• C'11pí111lu ltC'111n,; 0,;111cli11clu diversos tipos de canales e11fotiza11clo e11 el 1110dcla­
do de In,.; l'Hllale,; i11ahí111hric"'" p11P,.;to que 011 un ca11al c!P c•ste tipo podl'rno,.; nbsC'rvar 
co11 1111\;.; elariclml la <'>ll"HCI 0rí,.;t il'a dC' vnria11cia con el t ic>111po. Los l'H11al0s fijos como 
línl'as tc•IC'fónicas pur par el<• .. obre. lí1was ele cable coaxial o fibra ópticH tambif>n 
prese11tm1 \·ariHdc'111 c·o11 l'l tie111pu. por Psta razón la utilizad611 dC' filtro,.; adaptables 
110 C'f' exclusiva d<• los c·analcs i11nlrí111bricos. 

Fi11ah11<'11t r•. ln•111os cli,.,c·11t idu clifpn•11tes rnam•ras c!P sol11dowu· l'l prob!C'ma de• la i11-
tcrferP1H"ia l'lll n· sí111holu,.; clncla por PI ancho clP ba11d11 limit adu ele• lo,.; c·a11ah'" fijos 
o la propagació11 11n1lt it ra~·c·l't o ria Pll caualPs i11alámbricos. t en11i11a11clo con la i11-
t rod 1wciú11 clc> clif1•r011te,.; ""q1w111as clP ig11alachí11 c!C' canal. La 11tilizadc'm dP u110 u 
otro c-,.;cp1l'llla clP¡w11d<'nÍ dP In aplinH'icí11 1. Dado qm• 11w·s1 ro ohjPt ivn 110 "" hnc·C'r 
1111 análisis Pxl11n1sti\·n clP los difc•n•111Ps <:>,.;q11c11rns ele ig11alacic'111. 110,; l'nÍoC'Hl'C'I11os en 
cst ucliar las propi<'dadPs 1111111é•ricas de> los algorit 111os. C'll ¡, '" C'apít u los 3 ~· 5 utilizan•­
mos 1111 esq111•111a dl' ig11alació11 lilll'al para e0111parar los clifpn•11t l'S algorit nin,.,. 

En PI capít 11lu 2 S<' presPnt a11 las ba."ics tPcíriea:; para el PSI ndio dP los algorit 111os de·. 
filtrado adnptahk• lmsado,.; c•11 dos dP los criterios c!C' optimizació11 nHb usados. el di' 
los 111í11i111us cuadrnclos (LS) ~· l'i del <.'!TO!' c11adn1tico prn111<>dio (IVISE). 

1 Si :-.t• dL•:.;pn nu ;-uuíli:.;b (ktalludu dl' lu:-- difl'rt'lltt•:.; c:-;quc11rn!" clt• iµ,u;tlad611 :-;p pnedt• ver [2'..!j. 
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Capítulo 2 

TEORÍA DE FILTROS 
LINEALES ÓPTIMOS 

2.1. lntrod ucción 

En esl<' <'npítulo pn•st•n1an1c1s las l;asr•s dP] fihradn. C01nenzamos con el estudio clP 
]o,.; prncC'sos est nci\s1 icns rnnc!t-ladns n t rnn"" dP modC'los AR, MA o ARMA. P"I o C';; 
dl' gran import anda p11<•s u11n gran \·ariPdHCI dP sciinles rPales puedP11 ser rnor)p]adas 
poi· 111odelos est oníst icus. 

SC' presentan adl'llllÍ,_ )ns t l"<'S pro!i!Pmas !iiÍ,_ÍC"OS cJpj filtrado. (filtrado, predicción y· 
suavizado).~· Ja:; principnlPs caracl<'rÍslicas c!P los algoritmos dP filtrnclo ndaptahlPs. 
En In sec-cit"m 2.·I sl' prl';;P11t a PI prnlil<'llUl clP filt rndo pla11t Prnlo por Wiener 1nPdi­
an1 t• la n·pn•;;Pnl acit'111 ele> u11 mod<'lo <i<' pc11adr>n Pll difl'rP11cias (filtro t ra11:-;,·ersal) 
~· :-<<' n-;;11eh·p aplicnndn <'I <TÍ1Prin ele>! P!Tur c11adnítico pro111t•dio. Por ültit111J. C'll la 
s<'cció11 2.G se pr<',.;c•nta P! prnhl<'11111 cJ.,] filtrndn el<' Kalman el c11al ntiliza 1111 111udelo 
n·pn•:-;p1tt ado l'll ,·nriablt·s dt• l'!'t ndo ~· :-<<' nbt ÍPll<' ;;11 sol11d<Íll lltPdia11t <' 1111 111!'.·t udu 
eonneido conH> pnwPsn el<' i11onwi<i11 Pll dondP S<' s11pmw q11P la Jlllt'\"a i11fnrllladún 
rrof¡•rP•llP al PS\''do 1wt11al t!Pl !ilt:T• C'S~a dac!a pt)J" ,.¡ l':Tor dP !iltrndu ~:ctual. 

2.2. Modelado de procesos estocásticos 

El 1ér111i110 '·modelo·· se utiliza para e11alq11icr hipútesb q11e p11ede ser aplicada eon 
el fin de explicar u describir la,.; leyes oculta.-. que se su pum· gobier11a11 o limit au la 
gPnerncióu dP los clat os de int Pn~,;. La reprl'sent aciú11 dl· procesos est ocá:;t icos nwcli­
a11t P 111odelos data de uua idl'a de Yule (1921). [13]. 

L' na sec11enda 11 (k) cm1stit u ida por obsPrva<:io1ws alt amPnt e eorreladonndas. puedP 
ser generada a partir dP un ¡>ro<"eso aleatorio l'SI ;idíst iea111Plll l' imlepP11dit •ut e apli-
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eudo a In cut rada cll' 1111 filt ru c·u1110 :->L' lllllf'~t ra e11 la figura 2. 1 

11(k) Filtru lineal 
di:--cretu 

ll_(k) 

Figuru 2.1: .'.\loclt'lo dP 1111 filtro g<c•110rador ele f't:>iia]Ps Pstocibt il'n,.;. 

El proceso de e11t rada co111úm1w111 e se supone gaussiano con media cero .'· n1rianza 
constante. El término ga11ssi11110 ,;e refiere 11 su función ele clen,;iclacl ele prul1ahiliclad. 
rnir.•nt ra:> que sus earncteríst icas est aclíst ieas se expresan corno: 

r I l · · a;;; J = '' 
{ 

•• • 1 

~ [i.1( ' i.1 (.¡ )) = O: al ro ca8o 

En general. la clescripdón en el dominio del tiempo ele la relación c•ntnida-salicln 
para el 1nuclelu estuciíst ico de la figura 2. 1 se puede escribir como se JJIUPSt ra <'n la 
figura 2.2: 

1 

\'uhw u<'l11al dt 111 

-"'''"'" ,¡,.¡ "'º"''º 
1 

! ('oml11'1u1·1011 /no r1f d1 

¡lo!- 1·ul<w1 ... ¡1t1 ... 111/o ... rh ¡,, j 

• ... 11/Hffl 

j C'nH1lt11u11'1t111 fttuul dr 

i /o ... 1·1ilun ... ru·t u ah ... !I ¡1t1 ... a,Ju .. 

:"' /fl ,,,,,.,,,," 

Figura 2.2: DPsC"ripei,'111 dt>l filtro generador de sciinll•,.; <'St oeást i<·a>-. 

Con ba,;e en la figura 2.2 pod<•n1os iclelll ificar t r<'s t.ipo" clP 111otl<·lu,- t•stociíst icos.[13j: 

1. Modelos autoregresivos (AR). En lo,.; que no sl' utilizan ndorp,; pasados de In e11-
t.racln del modelo. 

2. Modelos de promedio móvil (MA). En los que no se utilizan ,·alore:-; pasados de la 
salida del 111oclelo. 

3. Modelos autoregresivos de promedio móvil (ARMA). E11 los q1w la deseripdén1 dP la 
figura 2.2 aplica en su t ot nlidad. 
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l\JODELOS AUTOREGRESIVOS 

L-1111 "('('\lC'Jll'ill l'(k1 11(kí.11lk- l) .... 11{/•- _\/) q11c• prll\·ielll' d1> 1111 JJJC>dl'l" a11-
torPµ,n•:..¡ivo dv ()rdt•11 ~J :-;n1i~fnce la (•c11nc-iúu f'll dif'Pn•ucia:--: 

11(kl - uj11(/• - l 1 - ... -(1:11 11U• - .\/) = 11(k\ (2.1) 

Dr11Hl1• "•·ª~· .. .ri.11
1 ""11 111,.. pnní111Ptro,.; del morklo ~- J1(k) e•,.; 11n prc"-p"e' de• r11ido 

blatll·u. l:':-- dPl·ir. t':o-- lrt :---t. 1cttt·1wh1 d<' \"nrialJh•s alPatoria:-; i11cleJ>í!t1rliPlltt-':-- qtJc• ~(' en­
c·uc•11tn1u n Jn P11trach1 clf' In figura ~.l. 

Si ele·,;pl'jHJllll~ 11( /.-1 cl1• la 1•e·11;wic'111 2.1 pndPJJln>' a]H<'l'iar q11e l'l \'idor Hl'I ttal dl'l prc1-
<"<':-·t 1 { "(/,·) t·~ igll:d n ttll.'.l c11111hi11al·ií\11 li11t.>al cll• lo~ valnn.•:-- JHl~Hdu:--: 11Hl:-' llll tc"n11i11u 

d1• c.'ITCJr ,,,¡,.,_ eli· aqt1I <'11111uil1re• ,1 .. 111C1deln autoregresivo. 

Pc1d1•111tt:-- 1•:--1-riliir l'll for11n1 df' :--llJllcttorict de• c·o11volt1"i<.J11 la t.•c·11acic'111 2.1 c·o11H1: 

.\} 

)0;111/.--j) = ¡1(/.-) \2.2¡ 
.1=fl 

Si "nn;.;id<•ra111CJ>' n 1, ,,.. paní111et rn,.; 1·orno una S'-'Jinl el<' t amnüo .\/. clu11clP .\/ p,.; PI 

"rd<·11 ele•! filt ru gc>ll<'r11dnr. E11t t>JH'l",.; pod<>1110,.: dc1101 ar a l;¡,.. t r11nsforrnacla,.; Z clC' lo,.: 
]H1ní111(•Jro,.. d1•l filtru. la ,.;1•cu1•1JC'ia c]p ~alicla ~· Pl ruido i>la11c-o con10 H_.i(::).l.(::) ~­

\.t::) l'l'>'J11•c-ti\·n1111•11te. ~- ]lC1elPn1n,.; p,.;C'ribir PI poli11nrnio c·anll'tl't'Ú<til'o a:-udaclu a la 
rf'lnl'i1'111 df• la t'<'UHr-i<~HI 2.2. <'OlllO: 

H.-1(::11'(::)= \'(::) (2.3) 

Dad;1 la e·1·1t;IC'ic'1n 2.~1 JH.1d<'u111,.. oht<>nPr la ftt1l<'i•'111 el!' J ran,..fprc•twia para do:- sit 11a­

"i1111<'s· 111h-1 1·C111111 l'lltrildn ]lill'a Pl1t<'ll!'r 1111 ruidu lila11C'C1 a la salida_,. 11(1.-¡ c-01110 

l.'lltrncl<1 ]litra <1l1J<•J11'r la :-t•r-1w1wia 11(/.'¡ 11 la ,.;alida. E11 ]lilrti<'ttlar llC•>' intC'rc>,.;a la 
:--t•g11nda ~it tlct<'it.111 dada por la fllII<'it.111 dt' t ra11::-\fPJ'C'll«in: 

l . : : 1 
¡¡(.¡-1 = --

. - 1'¡~1 11.,1::) 
(2.-1) 

El gc.·11vnHlur p11r 111 ta11t11. til'll<' tilla r1•,.;puP,.;ta al itllJll!bo i11fini1a ~- ('OJTPsponclL• a 
l111 filtn1 t(1d11 p1l}11 .\"i:l qut· :--;11 f1111('i1i11 ch· 1n111:--ferPllt'Íi:1 :--l' d1·fi11P ('Olltp]Ptt11lJt'1lll ... e:-.­
¡11·.-ific-:111d11 In 1i!1i1·;wic'111 d .. !11,.. pul11,. 

l·11 IJHHJ. }11 n11111rt·,!..!.rt•~iv" d,. 11:--tf• tip11 tit·JH' u11a P:-;.trll<"t\11'<1 <·nn10 ln qut"\ :-;ci n1uestra 

PJ. la hµ.11r<1 ::.i.:·L 

Pcin1 qllt.· <'1 µ1•11•·racl11r d1·l 1ir11('P:--ot1 .-\H ~t·c1 P:O:talJll' ch 1l>f'J11n:-- a~t·µ,urar qup lu:-< polu!' ~e· 
L'llC"tH•:11n .. •11 d1•111n1 dt•l cÍI"<'ll141 1111itnri11. lo c·ual P:-i H su \"l'Z 111¡;1 1·u11di("iln1 Ut•c_·p~aria ~· 

2ü 
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~-·1 __ ' 
11111.,~tn1 

d1· r11id11 
l1ln11n1 z-' 

11\kl 

).J1w:-;tn1 dt>I Jlr11c•(•:-0u 

AH 

"i -----; 11(/; - 11 

Z -l 
' t 

. ¿: ____ ,_,~/-1° -----' 
·--,--

11(k-J/+li 

lJ ~\J 
·.._,.-· 

11(k - JI) 

Figura 2.:3: Estrue111rn gcncradorn dP un ¡won•,;o AR u(k) 

,;11fidc11t P para Pf'I adouaricclad C'll sPntidu Hlllplio del proecsn. [13]. 

J\IODELOS DE PROMEDIO MÓVIL 

En p,;te easo. d pror·e>sn n•s11lta!lll' a la ,.:alida cid filtro ,_,. dt>serilJc por la L'l'IH1ci<
0

>ll 
en difcreucins: 

11(/;) = l'(k)...:... /Jj//(k - 1)...,.. ... ...:... /J":,y(k - .\") (2.G) 

Dumlr• [1 1 .11~ ... l•:: snn lo~ panÍlllPtro" clPl 11wddo ~· 11(/;) <'S un pro<"<'"n ck r11idc 
l>lHtlt't.} cn11 ln:-- l'Hl'nc·terí:-:;tica:-- f'~tadí~t i("a:--- ~·a 1uellci<1tHHln:-. Eu (•: .. itl' ca~<1 Pl nrde11 <lvl 
Jll"<H"<•,.;o <ll· prn111Pdio 111r"i\·iJ "~ ig11al ;i .\" ~· el filtro t i1•11<· 1nrn rc,.;pucsta ni i111pubu 
finita plll'stt1 <plP :-;11 ft1JH'Í(·111 t]1· tra11!'-'fP1'1'1H·ia f':-otH dada ¡u1r: 

r·1:1_ .. _..;;,.'· ___ , 

\
. -1/¡¡(_)-¿_.Ú¡.Z 
1.:1 !;lJ 

(2.G 1 

Ln f111wir'•11 ,¡,. ll"illt,.f<'l"l'll<"ia dr· la r•r·1111<"i•.•ll 2.li r·111Tp,.;p111Hl" a 1111 111odelo todn <"<'r<•. 
Entnlll'l':'. pnrlr'llll•~ c·o11dnir qw· rlndil lll1<1 n•aliz11l'i!111 rk·l )ll"IJCP,.,u ,,(J;¡ pud<.'lllll~ 

chtc•11r>r 111w.~tra "''"ll<'lll'ia u(/,·1 111Pdia111<· lllla c·r1ni11i1111C"itº111 li11Pal el" la~ 11111<',.;trm· 
11(/;'¡. /J( k - l ) ..... 11(/, - _\" 1. La ""t nw111ra para 1111 llJ1JdPl11 ,¡.. pr11111vdi11 111ú\·il :<r• 
inu0=--tra l'll la figurn :2.-l. 

...,-_,. 
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l'(l.-1 ,,u .. - 1 i --- ,,(/, - :.!) 

----· . z-1 ----- z-1 ____.,.. 
:--Jne~trn. 
d1· r11id11 -. ----
bla11c·u 

lij b1 
·~ 

--'· 

~ " -
"-.-· '..::::... .... 

,,¡¡ .. - .\" ·, 
--z-1 ---· 

---- I:: "º') 
:--111"''"" 
del prul'l':..u 
:--1.-\ 

Figura 2 .-1: Est nwt ura gt•JJt•radurn ele un proceso :\L-\ u (k) 

:MODELOS AüTOREGRESIVOS DE PROMEDIO l\IÓVIL 

En C'>'lC' ca>'o la fu11ció11 de trn11>'fr·n·11dn iudu~·e ta1110 poln,- co1110 cero;;~· ;;11 r•,,1r1t<"­
t11rn e;; In 1111ió11 dP u1111 e;;tn1ct11ra AH. figura 2.3 ~· 111111 e,;tructurn :\IA. tigurn 2.-1. 
l.'.11 proc·c•;;o derivado ele 1111 111odcln autoregresivo de promedio rnóvil PS d!.'!'('l'itn pllr 
la siguie11t e• ecual'ic'.m l'll diferl'ncias: 

u(/o) -i-aj u(k- 1)-'- ... -r- 11; 1 11(k- Ji)=!'(/•) -i- /Jj1,(/•- 11 + ... + h¡_.1,(k- _\") ('.?./) 

Dí!Jl(le n 1. 0:2 • ••• 11 .\/ ~· /1 1. /J2 .... li_,. :-<' clP111JJJti11an ¡mní11wt r""' .-\ H :\L-\ ,. f'] orden dl'I 
Jll'íi<·c•,.;11 p,.. iµ,ual a (JJ.,\'). 

D<'>'<k un p1111to cll' yj;;ta e·1J111p11t1wi1111;d 1•1 lllC1eklo a11tnn•gn•;;i\'f1 tif'll<' lllln \'c•ntnja 
:-ohrC' In:< 111odl'ln>' :\L-\ ~· . .\H:\L-\ ,.,. q111· 11· <"<Íktilu ele• !11,.. <"<>l'fide•t111•,.. t'll el 111udt•l11 
.-\H in\·olncTn 1111 sbt<'lltn dt• t'l'ltn<"io111•,.. litl<'•ile•:- e·nn1wid11,.; <'lllll<• t'L'llac·intll':- d1· Y11l1·­
\Yak':'r. <11 ('tléd Sl'l'ii n·:..;11Pltí• cl1• llllil lllfl)Jl'J';I (•fiC'i4'JJIP t'll llJICI :0--l'('f'if.l]J JIHÍ:-' <1dt•h1Jilt 

ltac·i<'11du u"" cl1• la:< prupit•d11dt•,.. d1· !;1 111;1triz di· 1·11rt't·hwi1'it1 clt·l pr""''"" ["(/.-1. Pur 
otra partt•. la nhtl'llC'it'111 d<· lo:-- c-c1Pht·H·11tt•:-- d<· In:-; 111ndf•ll):-- 111\·ohHTH :-;i:-'tt•111<1~ dt• 
PC'tHv:in111_--.:-: l1'' HPPi-dC':-- ~·por c·c1n:--t•1·1J"'1t·in !llH..., clifídlP!-- dl' J"('!""O!\·•.•:-. [2::-:. 

LH i1uporta11C"ia dP n•pn•:-;c•11tr1r pnH·t1~11:-- P:-'tfw;í:-;tic-c1~ n ;-o;Pf1alP:-- cdPatnrin~ 1110diatltl' 

JJJ11d<'lo,- .-\R.:\!.·\.\" .-\íl:\1.-\ ,.,.. i111purti111t1· tln1l1• q1t<• ttll g1·nn 11ú111t•rn clt· '"•irnl"" n•;i],.,.. 
,..,. p11ed<'11 111nd<'lar 11wdia11t<• c·;;tc1;; 11wdc•Io,.. (filtrado, predicción y suavizado). [21;. 

2.3. Aplicaciones de los filtros digitales. 

E11 esta :>C'CTió11 :<C' describirán 111:- t n•,... u¡wnu·iutH'!' l¡¡Í;;ica:- d1· 1111 filtro. l1rn·i1·11d1, 
11;¡¡~·or é11fa;;b c•11 ,.¡ filtrnclt1 ~· la prl'clic·f'ií111. S1· dbt·utiní "uhr<' p] pruc·L'"'' dt· t•pt i-
111izadó11 ck un filtrn a partir d1· la,.; ,;11p11;;il'i1111"" snlm· la,.. :-t•i1;-tl1·,.. ele· t•11tr11d" ,. ¡.,,.. 
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('J'it1•ricis rlt' nptit11iz;1<'<.lfl 1·111ph·;ul""· .-\:--í 111is1111J. "'' d1·:--<-rilúní r•l f111wim1at11i<'11tn .'·la" 
carac·t PJ'Íst iens el<' 1111 filt rn nclapt ;1 l ilr'. 

2.3.1. Funciones ele los filtros. 

Lb-1111a11H1:-: filtro .:1 t11d11 di:--p11:--it1y11 .. \ºH :-.t'H dt· :--;C1ft\\·an· o liHr<h\·cin·. ql1t· f':--- upli1·r1d,, 
''un µ;r11pu dt· dnt<•:-- n1idn .... 11:-- 1·1111 1•1 pr11p1·1~itu d1· l'Xln-H'l' i11f't1nnat·i1º111 <ll'l'J'('tt dt· tlllH 
<'Hlltidad dt• iut1·n":--. E11 _!.!l'lH'nd 1111 tiltn1 pt11•<1t· n•n]izar trP:-- 11pPrnci11tH':-- l1tl:--ica~ d1· 

pr<lct•:-<ntuic·111n ch~ i11f11n1i;1<·i1.111: 

J. Filtrado. Cu11si,.;t" • •11 • 'X1t';11 •r la i 11 f11rt111ll'ió11 ah·c·d1·rlur rl" 1111a "" 111 idilfl ,¡, • i11t <'f't:'" 

hnsta "' ti('lllJ"' 1 11tiliza11rl11 '"" d;1t1" t11Pdicl"s lta,.;ta el ti<•111po l. 

2. Suavizado. La inf« •rt11;il'i1'111 "In •e ¡...i, •r d<• la C'nnt idi1rl ck i11t pr(•:-- 11<1 tW!'•':--it" i.·st ar 
di;.;pu11ilih· l'll <'l t i<•lllJ 11 • t .'· '"" dn111:-- lll!'did11s dc·s¡i11(•,. rl1•l t i<'lll]H • 1 p11<·11"11 111 i­
Jizar:-.u pan1 ohtt'llC'r f':-:ta illf11t'11H1f'i1.111. Lii idt•n df•] :--:11nvizHd11 o:-: ohtC111Pl' infnn1H-1C'il'1JJ 

adicional Pt1trP Ja:--; tllllf•~tn-1:-- (it1tt•rp(lln<'if'>t1l t·11t1 p) pn1pc;,:--;itn d<• lí'Jll'I' lllli:t 111t',j11r n·:--­

oluC'ic'111 (11i;.1~·nr 11tí111Pro d" 1111u•:--tn1~J. ]11 C'tlHI t<•nrlní. P] Pfrcto de· quP lH ~<'i'1al :--e• Yl'rt 

JIHÍ.:O: '"!'llH\"l' ... 

3. Predicción. La idf'a PS ul1t1·11••r i11furt111wi<»t1 a<'PtTH d1• la p11;;il1le r·antidad rl" i111r·n"" 
al til'11tpo 1 - T f'll <'1 f11111n1. ·,, > ll. 111iliznt1do lu;; datos llt('rlido" ha . ..;t¡¡ <'l instHllt•· 
t. 

En ge11<•ral Jll•d<'t11u" da,-ificar Ju" filnos <'ll li1wa!P,- ~· 110 li11eall':-. "" di<-1· <¡11<' 1111 
lilt ro<'>' lilll'al ,..,¡ In 1·ant id"' l filt n1dit. :--lla\·izwla (1 f':-1 itnada a la salida dPl clisp11,-i1 iv•' 
P~ l'llH Íllll<'it'n1 li1u•cd cl1· lu:-- d11lt1:-- H lrt <'lltracla. 1·11 <:ttc-dquiPl' utro t·a:--11 c>} filtru :-:1· 

C'nnsidC'ra 11" lit11·al. 

E11 Lt :-- ... il:.1cil'H1 dí'} pn1Ll1·t11n dt· filtra;J,, li111 ¡,} ; .. (' u1:li~c1 u11c1 c1pn1;...:i111<1t·it'111 t':"lac~Í:--tic·e1 

clt· lt1:--datu:-- .'· :--<' H.'llJJlt' q11t• :--t• 1)i:-;¡H1t11· d1· C'i1•J'l41:-- p;1ni1111•:r41:-- c-1n11t1 Jllt.>diil ~· f1111ci1t11t.'!"­

dc· t·11)"1't 11fl<"it'>ll lillJto fip Jet !"-t'fli-d dt•:--t•cHifl ('Ollltl dt•] J'llid11 e1diti\"t1, 1~t¡] !"-(,)\1C'h'111 !"'-!' lJa~;¡ 

<'11 la 111i11i111izac·i1'111 d1· l"" <'f<•c·tn:-- dc•l rnid11" lil salida d1·l filtl'<• d<' rn·11c•nl11 <'<•11 algú11 
('J'it t.>riu t•st aclí~t il·u. 

l'11>1 >1¡lr11xillliH'ir'111 111ilizrnla para l;i "''liwi1111 d"l ¡m1l,J1·111a cl1· filtn1d<1 ''" 111i11i111izar 
l'} \"i:t~('J' cl(ll l'lTCll' l'tli:HlnltiC'11 J>l"tHIJt'di11 cl1·fi1iid11 ('(l}JH1 ··1 \"Hl4tl' t':-.JH'J'i:tclt• d1• la :--<'Úrtl 

dt' t 1lTtJI'. fl't·C'1H 1 lltt)1111•1111• dt·liuiclci c·111111• L1 1lift·n·1ic·it1 1•11tr•' In n•:-;p111•:--tn tlv:--<'rtcla _,. 

la ,.;aJicla rlr•l filtro. c·o11 (•1 fin <IP 11·1wr 1111 filtr11 úptit11". Para 1•11tracla:- <'Stad1111aria" 
In :-'lllttr·i<'111 n·:..;t1ltct11H· :--<-· t·1111111·1' c·o111t1 filtr11 \\'i('llt'L 11pti11111 t•11 ,,] :--•·11tid11 d•·I t'JT11r 

c·11adnít iC'o pro111<'dio. p11r t•I c·4111t r<1ri11. !"-i };1 :--t·1~1;tl dj' Ptlt rr1d;1 1•:-- 11u c·~t ;1C"io11<1riH P} fil­
tro 6pti111u tiPtH' qll<' a:--.u111ir lllld h1rtliit \';-1rin11tc• t·1111 c·I ti1·111JH1. lº1n1:--1i111ci1'1111•xitt1:--fl 
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parn este prol1lt>n1a C'" PI filtru d<' J'nl11rn11. [13]. 

2.3.2. Filtros adaptables 

l"11 filtro 11daptal1l<• 1•s 1111 disp11siti\'•• nutodisc1-wble qll<' c1pc•ra ('011 1111 algorit1110 rc­
t'lll'sÍ\·o. 1•sto l1af'1• p11sil1il' q111· Pl filtrt1 se <·0111pone sntisfar·turinm<'tlle en 1111 m11lJiPntc· 
clu11lk> 110 se di.~po11g11 ''"111pl<•t111nP11t1• d<• las caraetcrístiC'as c]p la seünl relcn111T<'. El 
nlgorit 11111 <h•lw iniciar ('Ull 1111 gn1¡io c]p conclicioncf' inidak>s co11 basf' en ]¡¡,- <'ilnt<·­
t eri~t i<'H!-> del Plll Urtlll ('CllHH'idn. 

l'11n gra11 \'arie>dad d<' algorit 111os rt·<·11rsi\·os han sido cliseümlos para la n1wral'ió11 dP 
filtros li11<»1h•s adaptahlPs. la 1•]pc<·ió11 ele- u110 11 otro ~e pueelP detc•n11i11ar por u110 o 
uu\:-; el<· lo!".' :--;i~11ieJJtt•:..: factol't•:-;. p:3j: 

Tasa de Convergencia. s,, d1•ti111• <00111" el 11 i't1111•ro de.• it erado11cs rc•qur>rida:- por d 
algorit 1110 para <ºOll\'<'rg<'r a In ,,ol11<·iñ11 óptima f'll PI sc11t ieln ele alg/111 crit<'rio ele 
opti111iz11dó11. C11a tas11 r<Ípidn d1· 1·1J11,·c·rgP11C'ia pern1it<' al alguritn10 ndaptarsl' nípi­
da1111•11t <' a 1111 a111lii1•11t ,. cl1• l'St ad íst Íl'as df',..l'0110ciela,..,. 

Desajuste. Est•' JH1ni1111•tn• prc1\'t'<' 1111a 11wdi11 ¡·uantitatÍ\'<1 dt• la <·antidnel por In <'llal 
1•1 \'alor final d<•l 1•tT11r s1· d1•s\'Ía dt>l l'ITllr 111í11i1110 producido por c•I filtru c]p \\'il'll!'t'. 

Seguimiento. c·uandn \111 alg11rit lllU UP<'J'H <'11 1111 lllPdiu 110 (_1~tnciu11nriu. ~(_l l"l-1qllifl1T' 

<JUP t•:..:tf' dt• :..:t•g11i111it•Jlt() H };1.-. Ya1·i:1l'Ío11t•,..; t'.'1H<lí:--tit·et:-- Pll t>] JJtt•diu. La c·a}Hll'idad dl• 
:--t>guit11i1 ·nt o dt>l algorit llH • "~ iufhH·J1C"iacln por dos t·anu·t Prí:-.-t ic·a:-. q\IP \"HIJ d1.• la JlléllJo: 

Ta~a d(• c·utl\'l.'1'1..?.l'llt'ia ~- fi11c111ru·io111•:-- 'lt•l 1ido al ruido dt·l algorit tl!fJ. 

Robustez. Para qtH· 1111 lih rt • :-.Pa n •l 111!~t 1 ,, JH'<tli(lf1a:-> alt t•n1c-innf'.""' (ah <•ral iollt-'!-' t le puc c1 

ellt'l"µ;Ía) !'"-l 1}1_1 dPl lL'll < H"il~ÍI lllflr f'ITUJ'l':-- dí' P:-ól Í1JHH:h'111 JH'q\lt')-Jt 1~. rrctk•:--; Hltl'l'HC'ÍOlll'~ 

]llll'clt'l1 S<'r illll'J'llaS (1 t'Xl!'l'IHI" al filt t'u. 

RP.querimientos de cómputo. hwlll\'<'11 111í111<>r" r]., opernc·io1ws req1wridas para com­
pletar una itl'racióu. 111e111uria rvquericla para ah1u1<·<'tH1r lu,; dato,;~· la i11,·er:;il'i11 para 
prCJgra1unr r?I algorit 111u. 

Estructura. El fhtjtJ ele• la iufun11H1·i1í11 <'ll d algorit 1110 rlPt r>nnina In 111a11<•ra l'll ln 
<Jlll' ''"t" ,.,. i111pl<.•1J1Plll ado <'ll hard\\'nrP. l·n algoritmo n1~·a est r11C't 11ra exhiliP alta 
111od11larielml. paralelismo ó c·o1H·11rrenda es adecuado para implt•111e11t al'ÍOIH'" t.'ll 111i­
t "J'U} ))'C l('('!"'!HdOJ'PS. 
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Propiedades numéricas. La,.; i111pn'c1:-;io11c•,.; ""11 prncl1wida,.; ch•liido a c•rrnrc,,.. d0 e11a111 i­
ZctC'i1'11i. p:-;t as oc·a::..in1u.-i1-bcisicnú1<>111 c• dos problC'lltrts: c•:-;t ~1bilidad ,\· pn·1cisió1l n11111clri("H. 
Lii (•st ni >iliclncl P;-; nun l'Ht'nr·t t"iríst ic·a i11h(•J'Pllt< 1 dt:'l algnrit u1u .'' la 11n•ei:-;iltJ1 ;-;p dc1 t t:'l'­

lllÍJH• por ,.¡ 11ü111t•n1 dP 11it,.; tlt ílizH<lu,.. para r<'pn•,.;c•11t ar Ja,.. 11111l'st ra,.; .'· lu,.; c·odieil'Jll <'" 

<i<•I filt rn. 

2.3.3. La predicción lineal 

Como se 111e11c-ío11(1 al inicio dP esta >'l"lTÍ<Jll. una de la,.; operadoue,.; dP le'" filtro" 
p110dl' ser la clP predicción. C'11a11do un,.; rl'fc•ri111n,.; a la pn•dkc-íó11 (•,.;ta p1H•d1• ,.;pr 
predicción "forward" u hi<'n predicción "backward". <'11 PI pri111<'r caso ,.¡ pruhJ .. 111a 
('OlJ:·dStP ('lJ1 f'Stilnar la Sf'J-1al 1)1•:--1•;Hln al tiPlllJHI k cun11do :-0.{' ('OIJU('l' tlll l'OJljllltf(I d<· 
p 11111Pstras pasadas ['(k - 1) = [11(/; - 1).11(/.- - 2) . ... 11(k - plj. por PI co111rnriu: <0 11 
el ca,.;n ck la pn•dicTÍ<~ll lmckward <'I prnblc•11m e•,.; el dl' l'Sl i111ar PI ndor el<' la ,.;pj¡¡d 
dt>:--Pacl<1 al ÍllStctlllt' a11tc•rior p C"\IHl\d(I !"-(' ('OIHHº(lll p Ílltlll'H:-' lllllP=-'fl'HS rl<\ }¡¡ :--0('1-Hd 

L'!k-¡1) = [11(1.-).11(k- l) .... 11\k-¡1-1¡:. 

Pan1 t 1! ea!-'u dP la predicción forward !-'P t ÍPllP t\l sistf'111a dP la figun-1 2.5. E11 l':o-.t" 

ca,.;o. la ,.;cüal dcsPad11 t•s 1111a ,·pr,.;i<"i11 atk•la111 ada dP la ,_;cüal dt• l'llt rada al tilt ro. E11 
<'l 1110111P1Jt<J cpw PI filtro logre t"OIJ\"L•rgeL p:,;¡p tilti1110 repre,_;e11ta 1111 modt>lo para la 
:>Pi1al d<' Plltrada ~· p11PdP S<'r 11,..adu C"ülllU 1111 111oclt•lo prPdiet<Jr dP la ,.;eirnl d<· Plll rada. 
[Tj. 

Filtro ,l d<J ,__ _____ ,_. ' ~ 

- \....-:___) -
.r(k) 11 '. k) ,-----,1 1 _ _.._.._,~¡ 

1 

Figura ~.5: Sbt<'11111 pan1 la pre>dkdú11 c]p ::;eimh•,.;. 

C'o11 hasp Pll la figura 2.5 pudP1110::; Psc-ribir la sig11i<.>11t0 enrnción q11P rcpn_':;ent n c·I 
l'ITOr ck• predic-dó11: 

e(/;)= 11(/.-) - .r(/;) (2.Sl 

Dn11dP In ,.;alida del filtro predictur e:;ta dada por 111rn combinaciérn Ji11eal ck• la st.>Üal 
de Pllt rada ~· lo,.; paní111Pt ros dt>l filt rn. dp 1>1 sig11ie11t P forma: 
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/' 

.r!k) = - ¿: a¡(J..111u.· - .il 
.i=l 

Pnr lu t aJllO q11l'dn ddíllido l'l <'IToJ' t·o111u 1: 

/' 

={.!V= u(ki + ¿:(/·;¡1.:iutk-.iJ 
.1=1 . 

(2.9) 

O <'11 ,;u fornrn ,·ectorial: 

={.[k! = 11(kl + Ai, U•)U,,(k - 1) (2. 10) 

el onde: 
.·li,(k) = [(/ 1 (/•).n~(/•) ..... n1,(k)] 

L·,; (k - 1) = [uCk - 1).11(/.- - 2) ..... u(k - p)] 

El prnblcrnn en la prediC'dóJI coJ1,.;i~tP C'JI opt irniznr (mini111i;rnr) PI c•nor a la salida 
dL·l filtro prPdict or dado por la 1•c·11al'it'm 2.S clP Hl'ltPrdo t·o11 algtín crit Prin el<- opt i-
1nizadó11. En el 11p611dil'P B "'' ulitieJ11• la ,.;oludóll clL'l filtru pn·clic:tor 11tilizn11<lo cln,., 
de lo:; criterios nnb usado:;. PI del l'rrnr c·uadnít iC"o pro1J1Pcliu .'· l'l dt> lu,.; ll1íniJ110:­
C't1Hclrndos. 

2.3.4. El filtrado 

El problema f11J1clnllH'ntal cll'l filtrado"'' iltt,.;tra l'll la figura 2.G. B<í:<icallll'lltf'. P:<tf' 
problf'llHI co11:<i:<ll' PI! nlitl'll<'r 1111 lnH'll ,.,.,, i111ndur para ttllll sPiml d<.',.,t'acla t/(k) a 
la :<nlicla cll'l filtr" caractt'rizaclo pur 1 .. ,.. paní111l'tJ'ns _.,,, .•. : 1 .~·~ ... c-11~·a <'J1tn1cla PS 
ht ,..Pita! utl•). Dacio qt"' <'1 filtr" ¡:ropt11Tio11a 1111a salida d:J•) difert•:11f• a l;1 sPÜnl 
d1•sc•ada. puclt•111<JS r·11HJ1t ificar 1111 <'!Tul' de l':<t i1wl<'ióu e (k) dndo por la PC't1aeió11 2.11. 
f:.l prop1»sit" d<' 1111 hit n 1 ,.,., 111iui1J1izar <'Sir' t'rrnr ck l'>'t.i1J1adó11 al lll<ÍXilllu c•11 nlgtí11 
:""1PJ1tido l':-'taclí:-;tir-o. 

< ( /.-1 = r/1k1 - e/(¡,) (:.!. J J ) 

Ln sc1liwi<'i11 parad filtrndn "'' pn•s<'llln <'11 <•l enpítnln :3 ¡¡ pnnir dd <'l'ÍtPrin dP lo:< 
n1Íni111ns <·11wlrndns. 111iP11trn" <¡tlP <'JI la sec'C'iÓJI 2.-t :'C prc•smlla ln :-;ol11ci611 lin.io C'l 
crit crio dt•l t'rror t'llilllnt t it-o pru1m•diu. J'vISE. 

1 ~{, dL'tillP t•I t'tT111 dt• prt>diedL,11 1lt· i_c1rnl fonrn1 q1w '(/,·).:-:in (•111hnrµ.u PH Ju d'-'ducd1:111 rlt· lu:-­
alµ.orit11111:--" :->1• 11tilií'n la 11utnl'Ít'i11 t/. tlt1111'4· p i11dil"a l'i ordl'll cll'I pn·dit-tur .\. f i11di<-;1 qllt' :-1• tnttn dt· 
pn·dieciü11 forward. 
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d¡k¡ 

J/fk) Filtro lirll'nl ,/¡¡,, ( ikl 

Fig11rn 2 .lj: Prnl,1l'11111 fm1dn11H'll1 al dc>l fi lt rndn. 

2.4. El filtro de "'iener 

El filtni de> \\.ie1wr n'pr<',.;<'11111 tllrn ,.;ol11ció11 para c>l prolilt>11w c!C' filtrado ba,.,adu c•11 
Pl critr•rio de•! e•1Tor ctt11dnít i<'f• pr<>tlt<'dio .\· r•,.. la lrn,.;c> parn PI dbef1u de filtro,.. adapt­
ahh·,.;. ptH'" ntt11qtti' \\.i<'tH'r plrn1t1.•a l'l pr<il,lt•111a para 1111 filtro fijc1. ci.111,.;id<•ratHl<> qtH' 

"" di"]WlH.' dv la,.. ,..<•ilal di• <'lltrarla para turl11 ti<'tllJHJ.'t•n C'l filt.ru d•• \\.i<'ll<'r ta1110 la 
<•11trnclr1 al filtrlJ t·u111<1 la n•:--.pt1t 1~tH dt•Sl'Hdn :-.1H1 <·~ti-lC'io11nrias <'ll ~P11tidc1 a111plit1 «un 
111Pdia c·pro. JH1J' lo q11t• t•I f'JTur ta111hi(

0

'll t•:--- P:-'taC'io11ariu eJJ !"'<'Jltidn ntnplio :". «n11 1111·­

diet <'!'r11. PHnt 1111 filtro atbtptuhh· Sf' dt•:-.t'il llt·gar a IH :-.nl11l'ic'in de• \\"it•Jlt•r dt• 111atH't'<t 

n·c·ursiva <·011fon11<· :-o:P ohti('Jlf'll ICJ!-' datn!-" d(' la S<'Üal clP Plltradu. 

El filtn1 lllH>cli• >'l'r a r<'>')Jll<',.;ta i111pttbi1n11tl fi11ita 1 FlH) i·, a n•,.;p11<·>'tH i111p11biowtl i11-
fi11it a ( 11 H) cli•pP1HliP11d" <k c"11"id<·n1cin1w" pníct i«;1,... ,.;ill <'t11liarg" para aplic11d0111•,.; 

d<· filtrado aclaptalih· <'" 1wb fn•C'll<'lllf' 1•l 11,.;n di· liltr"" FlH. f!ll" Jl"r rldi11ic·i<'i11 ""ll ''"­
t ahlP:--. t':--: dt>c-ir IHI }JJ'('SPllt Hll l'l't n 1;ili1111 'lll (1( ·ic'JJI CJlH. lo:-- pth·dn lh•\'Hr H alguna ;-;it 1Hlt'i(111 

dt• it11•>'taliiliclrnl. Por "tr" part<'. i·11 1·1 pr"lili·111a d1· filtrilll11 adaptahli· ,..,. pn•,.,1•11tm1 
ptlt' df'fiuit'i<'H1 ]az11:-. dt· n•tn1tdi111t'lltn<'h'n1 prtrn aC'tllaliznr ],,~ pnní11H•trns. P!"t11 oca­

:-.Í11Jic1 Cjll(' dt• IJIHIH'l"H i11]H'J'f'llft• :-O!' pn•:---t'lllf'Jl pr11l1l1·111a~ dt_• t•:..;tnhilidad ~- ('Oll\"(•rg('ll('iél 

PJJ In:-. n 1goritlll<1:-.. J>or t~sta razc'111. :-.t• 11tilizH11 11ul:--: fn·<·111•11tPJJl1'JltP filtro~ FIH quP nsc•­
g11nrn la c•,..tal1ilidad cl1•l filtn1. n·d1wi«·11rl""'' i'l pn1lil<'111a dr· P>'tilliilidad d('l alguri111111. 

El f'J'itt'riu d·· c1pti111i,'.i:1ci,-,J1 dt•l c•rrur t'IHtdtiÍticu pru111t•din C"Olllll \"C'l'Pino:-i llHÍ.!"' adP­

lautt'. JH1:-. i11dit·ri 1111a n·lHc-it'1¡1 dt• IH f1111C'ic"111 a optiuiizar qttí' a !-'11 \'('Z Íll\'olttcTa l'lJ 

f11n11r1 <0 11udn'at Íl'H a lu:-- J>rln'iJ11,•t n 1:--: t"•pt i1110:-- d<'I filtro .. ..\d0111Cl~ :-;v p11Pdl' clC'111nst rar 
<¡llP In >'nhtdii11 ,·,p1i111;i p<1rH <'l filtrn dl' \\.ii•11<·r >'(' pn•,.;p11tn c1rn1Hln p] PlTnr el<' 0,.;ti-
111r1l'i(,)J\ .\' la :-'Púa] d<· ~al ida lh•l ('1111·<1cla :-;011 urt t1g( 1JHdt•:-- [ 11 ~. 

IJ. ·-v /1 O. 1. 2 .... (2.12) 

ECUACIÓN DE \VIENER-HOPF 

LH ,.;nlida dt>l filtro la poclPt110,_; <'Xpr(',.;ar «01110 la c-011\·ol11eió11 de> la S('Üal de• e111 mela 
co11 lu,.; paní111Ptro,.; dPl filtro. p,.;to p,.;; 
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'-

,7, ") ~ •• :\11) 0 11(/o'- 11). 7¡,. = (),l. :2 .... (:2.1:3¡ 
n=ll 

dnndr· 01 a,.:1 l'I'¡,..,., • d<'110111 ,., >111pl<'.i" <·011j11µ>1do pan1 r·l !'a,.:n ck 1111 filtro co11 <'<H'­
ficiellt<'>' c·umpk'.i""· !311,..111lw· <'11 ,.¡ pri11cipiu d<' 11r1ug<>11alidnd (l.'l'. :2.1:2) poclr1110,.. 
!':"C'l'iliir: 

'-

E[ u(!.- - 11)íd"(I,-¡ - ) -·:.1•1,.,,.,(i)u(J.· - i))j =o. "111=O.l.2 .... (:2.1-1) 

Healizmulo Ic,,.. pr .. d1wt11,.. ,. i1111·n·a111liia11do 1'1 o¡wrndor Psperanza ~· la ,.;u111>1t01·in 
(pnr ,.:rr o¡wradnrp,.: li11C'11lP,.. I: 

"-

) -·;,
1
,1,,,,,,U)E[11(!.- - 11111(!.- - i¡j E[11(k - 11)d"(k)]. ":111=0.l.2 .... (:2.lé1) 

1=0 

E[u(I.- - /1 )11· ( k - il] 
ntl u a da l'll i - 11. 

/?( i - 11) l':' In n11toC'orrc•lació11 dP In seüal dP entrnda del filtro 

Eíu(I.- - 11)r/"(I.-)] = 1·(-11) "'"la eorrelació11 crnzndn entrP la ,_;e1inl deseacln ~-la eu-
1rada del filtro valundn 1•11 -11. 

11 ~.1 , 1 ,.,,.,(i) s011 los paní111pt1·us c)ptimos ele! filt1·0 en el Sl't1tido del error r·undníti<'o 
pn >llll'diu. 

P"clr•11111,.. n•c•,.;cribir la Pcum·ir)11 2.10 c•n tC:•n11i110:-' de ln;; fu111.·io11Ps de> c·urrc>lar·ir'i11: 

"' 
)' ~·,,1 , 1 ,,., 0 ( i) /?( i - /1 1 = 1·( -11) 'v'11 = O. 1. 2 .... ('.UG) 
l=l• 

J..;i 1_'("\liH'if.lll :?.]1_; 'í' (''Hl<Jf.'~' t•PJ!!C 1 ~>('1!;t'_0 i·'1~! d,_, \'.'it•t:r:·r··!-! 1p!' :12} :: r:·¡>!ºC•:..:0::tn llll : .. ¡~ ... 
t PlllH de <:•c11aciollL':-i ~itnult a11t•a:-; para < il>t L'll<.1r lu!-- par<l111Pt rc1:-. {1pt iu1u~. 

Corn<• "'' IJIPlldow'• al pritwipi" df' l'st" ,.:1•r·ci(111. ,.,.. ;],• 1'SJH•1·inl i11tc>r{•,.. oh1 PJ!í'I' la snl11-
1·i(i11 )'arn 1111 filtn• trm1,;,·r•r,;al .¡,.¡ tipu Fln. La P:-;tnH·t11rn para 1111 filtro trans\·Prsnl 
Fin,..,. 11111t·s1 rn <·11 la fi!.!11rn ~'.7. 

En c•stP c·a:-.c1 la rc•:..;p11t 1:--tH al i111p11l:-iu r:-;ta 1itnitadn a la:-- l'trl)H-lS dP ga11a11c·ia dt>l filt1·0 

-\1 . ..-.·¡ ..... :.11-I· por i11 ta111u la <·c11ac·i1'>t1 de· \\'i1•11Pr-1-lopf,..,. pucc!P PSC'l'ibir dl' la ,;jµ:11-
iP1lt0 JllfllJC'l'H: 

,\/-! 

L -· .. (i)R(i - /1 l 1·(-11) "Y
0

// o. 1. ::? • ... \1 - 1 (:2.17) 
r=ll 
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111}, ---- "''· - ¡,--
------- z- 1 ~---- z-- L ,_ __ _ 

11, 

'-----· 

11(/ - .\,' - :.!,_-- 11d. - .\/ - ¡, 
---- z- 1 ---

\\'.'.:-1 

/.L.. __ ,_,¡_.,_.-.;--

dii.' 

Figura 2.7: Filtro Fin trnns\'ersal. 

Entm1c1•,; la 111atriz d<• <'OJTelndón r!P la !'.'<:'lial rll' l'llt mela a las l't npa>' del filtro del 1(• 

!'.'<'!' de din1c>11sic\11 .'1 ;r.\1 .'· e,;t a dacia por: 

R = E[C(l.-)l .. (1.-Jj 

DonclP L • (J.-) e,; el \'PCt or de t•llt rada a )ns Pt npa,; d0l filtro :-· l'!' igual a: ( · (/;) = 
[ 11 (!.-). 11( h· - 1 ) ... . 11(1.- - .\/ - 1 i; T. ¡ >< •r In tanto In 11rn t riz de c·!JJTPlación t iPJJC' la fon11a: 

,-(()) r( 1) ,.¡.\/ - l J l 
R= 

, .. , 1) r(ll) /'(.\1-2¡ 
(2.18) 

,.. ( .\1 - 1 i r"(.\/-2) r( n l 
Y el n··c·tur dP c·1J1 rPlac·it"•11 tTH/.mla t•11tn• la >'<•iial rl<• <'111 rnda .'· in ;.;piJnl dt>,;<»11la: 

,. = E[L "(k)r/"(1.-)] 

,. = [r(U).r(-1) .... r(l - .\J(I (2.HJ) 

La t•t·111wi<">11 de \\"i<.,11Pr-Hopf para 1111 filtro tnrn;.;n•rsal ,_,. n•d11e0 In t•ernwiú11 mntri­
cial: 

11·11· .. =,. (2.201 

Pnr lo t Hllt o pnrn Pllc-Ont rar la ;.;nlt1c·i<'•11 dP lo>' pnnín1f't ro" r"1pt i1110" ;;ulo rt•q1wri1110!' 
Íll\'C'rtir In 11111triz dt• a11t11e111-reladtí11 H. 
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])P L1 1•c·11n<'11111 ~.~] p111l1•11111'."" 11l1:--f'rYi1r q111· pnrr1 ol1t<•111•r lu:-o pnnl111t•trt1;-; 1'1pti11111:-- d1· 
u11 filtru d1• \\"if'll''r :-01'111 n•c¡111·ri11H1:--- 1·111111c·p1- J.1 1natriz d1· n11t11í't•rn·ln<'i''111 dl' h1 :--:1•úal 
d" t•J1tn1cl11 ~· 1•1 \"1•1·t•1r d•· n•n1•Lwi1'111 d1• };1 :---t•fi;tl rl1•:--t•ndil t'flll L-1 ~1·futl d1· 1•11trrHln. 

l-11•11111~ 11lit<'lli<l•• J;¡ 1·1·1¡¡.,-j(.¡1 .¡,. \\.i11Pr-H11pf n p¡¡rt ir de·! pri1wipi11 d1• 11rt".t!1111itlirli1d. 
PXi:--=t1' 11tn1 lllfllll'J'il d1· 1d1!1·)1t 1 1' 1 1:--lil 1'{'11<1«i•'ll1. 1•:--111 ~·:-- c.l1:-.P1'\'<1lld•1 In c1PJH'lldt•J1<·ia 
d<' In f1111ci1'11! ce1~t11 n111 1"1'."'Jll'•·t11 n li1:-- pnr;\11ir·trn:-- d"I filtru .\- !inC"iP11d11 11:-.c1 cl1• la:--­
pH1pi<·dudf•:-- .]1· n1rn•ln1·i1.111 11;.1n1 pri11·1·:--11:--- t•:-'tH1·iu11nri11:-. t•t1 :-.1•11ticl11 <1111pli11. 1•:-- dec·ir 
:-;11p1111i1•11du qtH· tHJllc• ln :--t.:'1~1,iJ di· 1·11trr1clr1 <·0111u la d1•:--l'i:1<L-1:-.t.tll1•;..;tnc_·in11arirl:--. t1d1·11HÍ~ 

!'-!(' dl•l1PJl dl' 1111J:o--ilh 1 l'il1' {'Cl)l lllt'diH l'('J'(I. [1:.?~. 

ERHOH ÓPTl:\10 E INTEHPRETAClÓN GEOl\IÉTRICA DEL ER­
ROR. 

E:-- de• intt•n-.:--- c·1111twt•r 1·1 ,·1d11r ¡'1ptit11l11lr·l Pl'l'(Jl'. >·u cpic• cit., c:-;tci 111aJ1Pra p<1dP111u:-- c·o1n­

pnn1r dift·rellt":-- ril.t!.t1rit1JH1:-- >. 1•111·<Jlltl'Hl' c·unl P~ PI qttl' prP~PlltH 1111 111t>jur d1,~;-;c•111pt•út1 

C'Oll ft'!"JH'C"t11 .ti 1•1Tor ;iJ q111· c1111V<'l'gt• ~· ck• P!':'ita fu1·111a p\·nlunr lltlC':o;tro filtro. Para 
oht1•1wr e>! nd"r (1pt i111" li¡¡1·1•111"" 11:-11 ch• la cl0fi11id1'111 d1.' !11 f111wi1.1J1 1·u:-t"' .'· dt• !11 
cl<'li11i<'ic'111 de•! •'IT"r 1J!1t1•tii<'!ld11: 

'.'. 

./ ( //' 1 2 L .-.·(11)E[<i(k)11(/• - 11)] 
ri=O 

"-
~)) ll'(11)11'(111)E[11(k- 111)11(/• - 11)1 (2.221 

11=tl1n=ll 

.-\:,;11111i1'11du que• In :-<'ilnl d1· P11t rncl11 .'°la ~<'fin! dc•s!'ilda :-011 t•o11j11111n11w11tc• Pstado11ar­
i11" r•n ""111 ido ¡¡t11pli1 '· In c·unl ~ig11ihc-11 c¡111• sus f1111do11<'~ ck c-utT<'ladém c-r11zncln "º11 
i11dcp1•11rlil·11t1•:- dt• //. p11ekt1111,.. l':-f'l'iloi1· la 1'('IJHC'i(111 2.22 <·11 fur1J111 11111tridal dt• la 
~igui1~1lt l' Jlli:l)H'l'él'. 

./ ( /1' 1 = IT,i - 11 ··,. - ,.· 11 · ...,.. 11 .. /i'I ¡ · (2.23¡ 

El ,·11lor cl<'l <'ITlll' 1·11¡¡dr;ít il'<l pro111l'cli11 <'•pi i 1110 ,.,_ Pi 1ní11i1110 posibl0 pue:,; L'»t e> repn•­
:-'t'nt ;1 lc1 t'll'-'rgia d1' In :--1•1~1nl dc· l'tTur. Pana ubtenPr ('1 l~rrur l1ptiu10 dPbt'IllOS ~u~titttir 

<'11 !11 e•c-11¡¡d(111 :.!.:.!:) J.,~ ¡inr<i!IJl'I r11:- úpt illlu:-- cli1d11:- pur la L't'll<1chj11 de \\.ieJJl'r-Hupf. 
<lrllld<1 Ct llllt 1 l'l':--tiJt itd(1'. 

./¡ l/')1111/• =(TI~ - ,,• ¡7-1,. (2.2-11 

J 'ur l11 t <11tt(•. pan1 c·1Ht11t iti1·ar <'l PJTur tl('C'<':-"it a1110~ conoc·cr: 

!)El Yak1r 1·11adri1ti1·1.• JJr<lllll'clio 11 \·ari1111za d1• la l'f'"JHIC'Sta clP>'l'Hcia r,¡(O) ITJ. 

1 L.,a111a111u:-o f1111d1'111 c·11:--t1• ./ttt') 

ctmdnít ic·u pn111u·di1•. 
E[tt(/;)1:.!: a la f1111eh'111 n uptitnizar Pll p} :--Pt1tirl111l1·l l'tTu1 
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:.1)Ln i11\·pr,..n d<· la 111ntriz rl·· , . .,1Tl0 lnf'i<í11 d(' In" datu!' cll' P11tn1da n- 1. 

Para o lit p11c•r 111111 i 111 l'rpr<'I aC"ic•n gt•n111C;t rica dl'I PITor podc•rno,.; p,.:cTibir la f1111dú11 
cu:--;t o dL"l lc-1 fon11a: 

.f(ll·¡ = .J,,.,., - (11º - 11.,,
1
,,,,."')"fl(ll. - l\.01 ,,.,.,.,) 

Esta t'tlti111>1 <'<ºllll<"il111 110:- pen11it<• ol1:-Prn1r la dPpPnr!Pudn C'll forma fºlHHlnitic;i •l•· 111 
f11111·i,'111 C"t1:--:tl1 ('OIJ l't>:--JH'l'tc.1 a 111:-- pan-l111Ptro:-- dPl filtro. La :-;upPrficiP q1H· :--P 111uv:-:tra 

<'11 111 fig11r11 :2.::-- 11111<':'tn1 l;i ,.111><·rlid•• rld error pnrn 1111 filtro d<• "rd,·11 :2. d .. 11<1<- la:­
t·<11•nl1•1111rl11:- <'11 <'I plm1c1 (.r . .111 1·01rrp,;pn11dl'll n los 1n1ni111rtn>:' <kl fihr11. C'111111d" <•I 
filtro ('Ull\ºt'l'.!.!." al \"al11r l·1pt i11JC1 dt• ;--;11:-- pan-ÍlllPtro:-.;. !"l~ nhtil'11<' ('] 111i11i111t1 Yal111 parn 
la f1111l·Íl'111 co:-'tu t•l c·urd l'(JJ'J'f':--.}1111Jdt• al pttuto 111íni1110 c·u la :->llpPrficit• d•• lc1 figura '2.~. 

" 

., -

' hO h1 

Figura :2.-": S11¡><·rli<"i<· dt•I 1•1-rur 

2.5. El filtro de Kahnan 

El filtn• <I•· J-(1111111111""1111 pror·,.,;n d1• ""\ i11111c-il111 dP !'>'\ad<• óptirno aplicado n ;;i:-1<'11111,.; 
rli11:í111ic·11:- <Jllf' i1JYfllttrT1111 pc-•r111rl11win1H•:- 11lf'11\nri11:-. E;;1<· 11n:- lle-ni 11 la olite1wi•'111 d1· 
<1:g1>ri· 111• 1:-- rt·c·ur:.;j\·n:-- li1a)ah 1:-- :--iu :--<•:--gí1 .\· \·arh1llzn dP ('JTíff 111í11i1na ¡u1rn t>:-'t i111ar el" 
1111111<'r11 ,·,p1 illln ,,1 <'>'t arl" rl<'>'l"Oll<><"ido d1-• 1111 ,.;i,-tf'lllH diwí111i'"" n pnrt ir de· la 111<'di­
C'iú11 d<· clat(I:-- ntidlJ:-><1:--. Ha :--ido u:-..cultJ t'll 11111c-lu1:-. c-ln•ft:-- d1· b1 i11d11:--trii1 t;tlr·:- ('<IJ11t1 

:-:i:-'tP111a:-- d(• ra!-'tn•(1 por \"idt>o ~· ln:--1 1r. f•:-:t inH1cit'111 dt• trn_\·t·c·turia:--- d(· u1i:.;ilt·:--. rndan·:--. 
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Ple .. 110]. 

C1>1110 li<·11111,_; did1u. t•l filtn• rl<' J.;:tl1111111 trnlinjn <"••11 ,_¡,..1<'11111" l"C'j)l"l':-L'lltado,.; 111i•1linnt1.• 
\'Hriahlt•:-- clt> f_•:--:ti-ldtJ. (1~ dt>eir 4'1l h1g<ir cli· cptt• :-:.11 nt•j<'th·n :--;1•n p:-;ti111nr ]o:-:. J>iln'1111Ptro~ 
cid filtni. t•,.;t<• ,..,. ocup<1 d(' f"akul11r ,,] 1•,;tarlfl actual dl'l filtro . .-\ u•11ti11uadt'111 :-e 
n•aliznrn 1111 awí]i:-j,., ch•l filt r" dr• ].;11J11Jat1. 

1·11k1 .\"(/,•¡ 11il:1 

z-i I C'(I;) -----"\ 
·~·' 

\º'.!(/;) 
F(J;- !./;) 

Figura 2.9: Prnl1]1•11111 ftt11da111<•111al el<' u11 filtru 1.;a!111an. 

C'o11~ick·rnt1do P] !"i~tt·11u1 dP:-:.crito por ('1 diHµ:rn111<1 PIJ la figura 2.!l. Pl \"Pl'tor di.' c•stn­
elo dPnot 1Hln por .\" ( k) "'-' i111 r.•r¡ir¡•t a <"<Jllll> 1111 ¡?,ntpo ck c·n111 id ad<',; ,.;ulid<•111 ,.,.. pana 
dt-':-;cribir li11ica111l'lltf' l'I t·u111pnrta111i1•11t11 ditHÍlllÍ('<1 n11 forza<lc1 ck•l :-;i~tf'Jltil. f':-'tf' l'-itl 

ns111110 el<.• di111c11sió11 J/ dl'>'<"ttlllJdclo. Parn c·.•ti11iar .\"(/•) uo,. lin!"iallHJ~ l'll la nb,;pr­
n1ció11 de un gr11pu el<' 1111w~tr"'"' l"t1111<'11Ídn,.. 1'11 PI , ... ,·tor ,11(/.-) Pi c1wl '""' as11111r• el<' 
dilue11~iú11 .\'. E:--;tc• :-;istl•Jllft ÍJl\"uhll'J':I l>.ú:--icn111t•11tr• du:-; JHll'P:-; clt• c•C'llHc·io11l':-i: 

1. l" 1111 1•¡·t111<·ió11 cll'i proc·p,..o dndn p<1r: 

X(k + 1, = ru .. - i. 1.-).Y(I.-) + '·i(k1 (2.2.'j) 

d011d1.•: 
F(i•-'- 1.1.-) "'"' t111a 11111triz CºfJIHiddn de• trn11:-ic·it"n1 el<· Pst11do d0 dit11P11sió11 JI.\".\/. 
rL'lHl'iona11du el (::-;tadn dt:.~ ~i:-;tPJllH l'<111 ~o ... tit. 1 i&J]1U~ J. -r- l ·'" k. 

\ 

0

1 ( k) ,,.,.. 1111 proepso di' r11icl<1 lilmwn. 11111cl1,lnclo c:o11 111Pdia c·pru y matriz el" eor­
n•lac-ió11 clPfi11icla por: 

E[\ '1(1.-)I ··(11)] = { C)J(k): 1'. = 11
• 

1 • O: ¡,. ;= n. 

2. L'.11a <'< 0 1tac-ió11 dP 111Pdkió11 dc•;;¡·1·itn por,.¡ \"<'c.·tor ck• ol1sP1Tacio110!-' r-01110: 

¡¡(/•) = C(l.-1.Yll.-i + \ '..!(/.-) 
do11dc: 

C(k) Es la matriz de 111Pdició11 el<· .Y.Y .Y. 

(::?.2G) 
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\ ~(k). \-.•<·t111" d1· rniil<> .¡,. 1111•did«111 d1• di111P11sit"i11 .\".Y l. r•I 1·ual 1•:- to111ndu 1·0111" 
rnidt1 hh·111<·11 l·1111 1n1•din t't•rtt Y 111Htriz clv c·1HT<'}Ht'i1.'111: 

t:'¡· ¡. 1 .. 1. -{ Ch(i•l: k= 11. 
: ~ t , 1 ~ ( /1 . - O: k ;6 n . 

.. \,.;11111i11111,.. <(lt·· .\"(lll. 1·1 \"1tl•1r ,¡,.¡,.,_¡¡¡,J., i11ic-ial. "" dt>:-;«on·<•]¡¡l"i1111ncln tn111<1 <·<•ll 1 ·111.-1 
<·n11111 <"1111 1 :!¡ /;i 7/; ? 11. T11111l1i1"11 «"11,.;irlr•n11110:- <¡tlC' I"" n•C"tnr1'" dí' r11id11 :-"11 P:-­
tr111ístic<1JJH't1t1 i11dj•J11•11Cli1•Jl1C':--. P:-ltu e•:..;: 

El p1«il1!<•1w1 .J••I filtrnrl" d1· 1-:111J11H11 c-c111:-;i,.;1<· <'11 olit<'ll"r <'I ""ti111Hdor .J,. 1 .. ,. 111í11i-
1110;-; c·1H1dnul11 . ..: pn111u·di11 df• X(i). 1111·dia11tt• p} u:-<u dP lo:-- elato:-; ob:--('l"YHd•1~. \"pc·ton•:-­

.1/( 11 . .11i:21 .... y(/,"). p:1rn <"11cl:1 /1 2: l. E11to11cc•,;. se pué'cl1•11 apn•c-iar tn•,.; :-ittHwio11<':­
i11t<'r<',;a11t<':-. 1•,..111 "": ,.¡ i = ¡,. .. 1 pn1lill'llln ,.;p d<'IHJlllÍllH filtrml«. ,.;ji> k pn·dicci<"J11 
.'· !'"'llil\"ÍZHcl(I :--i 1 ~ i < k . .-\ llH'lllHlu :-;r• lHilizct la aproxi111aC'i<"111 ch· i11uve1ciu1tl':-- parn 

n·:-«ln·r .. 1 pr<1l11<'111a.[J:.~:. 

El proceso de inovación. 

E 11 p,.;t < · 111"•1' •el" c!Pfi 11i1110:- PI \'C'C"t or .iíl k l lh- 1 ) CJll<' dP1101 a e• 1 <'St i111arlor dP lo:- 111i11i11 JO:' 

<·11aclrad<>~ jll'1Jl1Jf'rliu el<• la ""1-ial y(/>) <'ll p] tiempo k. darlo:-; )n:-; \'alon•:-; pa>'ndo,.. de la 
:--c•üal c•li!--('J'\"adn a partir <k· /.- = J ~· hn!'"'tn J..;=/,· - 1. f":--01<1~ vn]nn•;-; c-011tP11ido:-- t111 ]11:-­

\'1•1·1nr":- ,11111. y!-:!.L ... y(/.- - l l "'" n·pn•,;P11ta11 pnr PI \'1•C'tnr .lh-I· E111 .. 11wr•:- P"'lr>111«:' 
C }c•fillÍl' t>} Jl1'1 IC'{'~O dt' iJ IU\"é1C'Ít,1J 1 H:O.flt'iHciO ¡i) \"t)«t 01" dP 1 Jl11P:o-;t l'H:-\ .t/( /,·) ('01 llCI: 

n(/>) =y¡/;¡ - .ÍJ(kill•-1 ): ¡,.=l. :2 .... ( :2. :21) 

El \'!'('l"r ,,(!;¡ d1• .\1.YI r<'J1r<':'<'lltH la 1111<'\'f"I i11f1Jl'lllfll'Í1.111 <•11 ]CJ:- dat«:- «11:-1•1"\"ad():­
!tikl :-· pr<'~<'llln la:- ,.;ig11iv11tr•:- propi<'d<1<I<',.;. [1:3j: 

1. El pt·'"'''=-'n d1• i11n\"Ht•h'111 nU.·i. n:--t1l'ÍHdu n In:-; dat11:-. ob:--.c•r\·ado:-- al ti1•tllJH.1 11. l':-' 

dl't1._).t?,ul1a! '' le Hin:-- la:--- ub:-.t'l'\¡-n·i1111c•:-- JHl:--nda!': 

1 :::: //:::: k - 1 ( 2.:26) 

:2. EJ p!·uc·1•:-.ll d(• i110\'r1«ió11«ut1!'->i;-.;tt·1·11 llll<1 !'-it·c·11c•1H·ia d1> \"pf·ton .. :--; c)p \'Hl"inl>lP:--; alPHtCJ­

ri;i:-- q111-• :-.on 11rtoµ.011all'!' c•ntn· :-.i: 

l :::: /1 :::: ,,. - l (2.:..?V l 

:.t Exi=--t1 lllln l'11JT1•:--;p1111df·ncir1 lllH• n \111(1 Plltn' h1 :--;p,·11Ptu·ir1 d(' \'arinhlP . ...; ale<1l<ffia:-­
,11111 . .1¡(:.!1 ... .,l/¡,Ji-1 n:·pn•:--P11ta11clt1 la:-- 111111_•;-;.tra:- tilJ:---<'l'\"cHlt-1:-- el<· dat11~ .'º l<1 ~pc·11P11<·in d(• 
V<tri<il1I<·:-- rd1'<1lt1rin:-- '11 l J.t1(:21 ... J1(/,·1 r<•11n·~1·11tn11clu <'I JJ1'1H't'~u dt> illtJ\'ncicº111. Daclr1 

1•:--t<1 t·<1tTt':'JH1J1d1•1H·in. 1111e1 d~· l':-.til~ :--('l'\H't1t·ia:-; }H1t'dl' :-.Pr ohtP11ida a J>c1rti1· d1• ln otnt 
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!/ ( 1 ) . !I ( '2 ) ... · ll (/,· 1 = " ( 1 ) . (1 ( 2) .... o ( /;) 

La ma 11·iz cll' co1Tcl11dón d<'l pn •<º<'"º de· ino\'nc·ión :<l' defi11l' curnu. íJ 3]: 

Donde•: 

f\"(I;. /, - l)E;; la mntriz dP c·orrl'ladcí11 r!P c»;taclo ele•! error de predicción. 

f\"(k. k - 1) = E[f(k. k - 1 VU•. k - 1 )) 

f (/•. k - 1 ) ('f; d \'('('\ 01' del CITO!' cll' pn·d Í!'CÍÓll ele C:<I aclo. 

Estimación del estado usando el proceso de inovació11 

(2.:30) 

El prulilcllla C'on,.;btl' l'n nbt c•11c•r C'! <',.! i1undor de Jo;; 111í11i1110;; cumlrndo:-; pruuwclio 
clt>l c>stndu .Y(i). E;;tc• e . .,tilnndor lo df'finillln;; c·on10: 

' .i·(i!.11;1 =) B,(11)c1t11) (2.31) 
11=1 

Donde. B; ( 11). k = l . .. . k P;; 1111 grn¡"' 1 !P 111<11 rice>;; dt• .\1 .Y.\' q1w !'if> dc>b<>11 clc•t enniuar. 
D .. ac·m•rcln c·o11 Pl priudpio "" 1Jrt<>L?.11111t!idnd. el \'!'c·tur ele>! <'lTc.n· pn•clietnr de> PStado 
t-•:-; ortogoual cn11 p) proc·t"""º d1· i1111\'a('i('111: 

E[di. h·)n"(111)i =E[.\'( i1 - .l·(i!!I• ¡:,,·(111) = 0.111=J.2 .... /•. (2.32) 

S11;;1it11~·c·11do In 1•c·unc·i•'111 2.:{l c·11 !11 c·c·1H1c·icj11 2.:32 ~- n1ilizn11<10 la pc·1111dó11 2.20: 

E[.Y(i}oº(111)] = !J,(111¡E[n(111)c1º(111)] = B;(111)R(111) 

De la C'C'llacicín 2.33: 

B,(111) = E:r1(111 )n. (111}]R- 1 (111) (2.3-1) 

Fimt!111P11tc' s11:<titute11cln In c•c·1rndc'lll '2.:{.J <'11 la !'C'lliH'Í<
0Hl 2.:31 pnrn i = ¡, ...... l ~­

dc>li11ic11du G( /o) = E[.Y ( k ~ 1 )n • ( k lJ?- 1 ( /; ). podc•111u,.. ,.,_niliir t>l e;;t iurndor c·n111u: 

.i·(k + l lyd = F( k - ). ¡,. ).Í'( ki.IJ•-1 1 - (;(!.- '" (/,¡ 

Lo1 pc·twciú11 2.3G lllt!P!"ln1 <¡IH' pndp11111,.. !'nlc-11lar t•! ,.,-¡ iI11ncl11r cl1· Ju,.. mí11i11111,.. l'IHHlrn­
c.lu;; pro111Pdio i·(k ~ lj,1¡;.) dc•I <':<tnclo ch•! ,-b1c·1w1 "11111a11cl11 ni c•,..1i111Hclt>J' pn•\'i11 Jffl'-
11111ltip!iC'ac.\o por la 111<l1riz d1• trn11;;il'i1'111 F1k-J.k1 1111 11··n11i11" d<· c·o1T<'t·c·iú11 iµ.nal a 

-lll 
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G(k¡o(k) . 

.-\ G'( /,,.) "'" 11• d1•11u111i1111 In g1111111win el" lo\11)1111111 .'· p11r>cl<• n•dl'fi11ir,.;p clP ¡,. ,.;ig11i1•11t 1• 
ftJl'JJJ;I. [l3j: 

E11 g1•1¡¡•ral. ,.¡ h<'d1<' d" J" •dl'r c·ali-11lar l'i 1•,.;t i11wd11r ele Jo,- 111í11i1110,.; 1·uadr11clu,.. pn>1111•­
din n<'tt1al cl<•l si!"tt'JIHt 1•JJ f1111l·it.JJ1 dt•I t•:-.ti111ador antcirinr y tlll faC"tor dP co1T1-·cTic~,11. t·•:-. 

lr1 c·nnH·t<•rist icn lllfÍ:-- ÍlllJHlJ'lnllt1· de In tPu1'Íil de h:;dn1n11. da11du cou10 <'011:--PC'tlt'llC"iH 

que• le 1;-; 1tlµ,orit t11c 1:-- l 1C1:--ttd(J:-- <'11 t':--:t H t ('1 J1'Íé1 t f'llgfltl ('011\'t'l'gtiJil'ia:-. uuls n'1pidn:-- <¡llP ln:-­
l H1snc ln!" c•11 In t1•<1ría de· \\'it•Jl(•r r•11 donclc• :--;c• rt•qttil•n"l H<'tllllltlar las 1111H·stra:-. Jlil:-'rHla:-­
d11 lc1 :-.t>C1;tl pan1 1il1tt•11t.·r 1•l PstiJ11nd11 nc·tual. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

-1 l 



2.6. Conclusiones 

E11 estC' C'apítnlü hemos i111rod11l'idc11111<1 s<:-riP dC' <'k•111C'1lto>' que nos pcnni1 ini11 r•li:c•11-
r>r una !llC'jor co111prm1si611 d<>I problenrn dP filtrado adaptablC' para la ig:11al<tci(m d•· 
cnnal. Concepto,.; corno ,.¡ 111ud»laclc. de· pn •<·es"-" !!Stucá.-;tico:- .\· PI dr· la lll'Pdicció1, 
li1wul so11 c!L- gran in1purt anda l'll ,.¡ prnl il<'llHI dC' filtradr. adaptnhl•·. E11 ¡rnrt indar. 
la co111prensión del prublen10 dv la predicc:iún liIH!al l'>' fundarnent<tl p11ra l'! filtrado. 
ya qllP C'Uando lml1l1m1us dc filtrad11. la Úllil'H difPrencia '~"la scflal dl' rPferc•11L·i>t qnt· 
St:i ll~a. 

Por otra parte. h(•rnus COJllC'11tado acerca de Ja.~ caraC'ti>ríst ic:as de los algorit llllJ:- de 
filtrado. las cuales no siemprr• ~e pueden tener para 1111 mismo algurit nH>. ,..¡11 t'111-
hargo: cic>pPnciir>ndo dP la aplir·ac·it:111. alguna;.; caraC'terístic<t.-, ~enin n1fi., illlpurt ant"' 
que otra.'>. Así mismo. hl'llln"' estudiado el filtrt• dc> \Vic11er ba."arln cu Pl c·ritL•riu clr·l 
error cuaclrátiC"o promccliu. auuque este filtro 110 e;; adaptable: c:'ll el ca..-o d1· Jo,. filtro:-; 
arlaptables i-e busca llegar a la :;olució11 di· \\'if,ner dt> ma1wra iterativa coufunnr· se 
rC'cilw la infurmadó11. 

Por i'ilt imo. C'll la l't'C'ció11 2.5 hl'rnns incluido c>I problema del filtro el<' l'\al111m1. 1111 

estudio en variable:; de estado. ~· he111os ohtenido s11 solucir'i11 óptima por mc>dio d1°l 
prol'cso de inovación. 
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Capítulo 3 

ALGORITMOS DE FILTRADO 
ADAPTABLE PARA LA 
IGUALACIÓN DE CANAL 

3.1. Introducción 

En e.ste capítulo se est.11diani11 drn• el<· los criterios de optimizac1011 má.5 utilizados 
para el desarrollo de algoritrnos de filtrado adaptable. En primer lugar. el criterio 
del error cuadrático promedio (l\-1SE) utilizado en Jos algoritmos de paso descen­
dente ~ .. LMS dá.sicu. Pste últi111u l'Olllo mia aproximació11 a unR situación real en 
donde se desconocen tanto Ja 1natriz de corrl'lación c;Pl proceso co1no el vector d<' 
correlación cruzada. En segumlu lugar. tenemos a lo:-. algorit.rnos basados eu los 
mínimoo; cuadrados LS. Se presentan) la <leducción para el algoritmo clfu;ico. CLS. 
<'(>11 1•st nwr.ura t n111sv1•rsal. Ad<·1 rni.-;. 1·01u<' 11rw altrrnativa para disminuir el tien1-
po de cálculo de los parámetros del filtro se uhtendrá el algoritmo nipido ele I-:alman. 

Fi11alrnente. con el objetivo d.-. observar las c·aracterístic<t.-; de cada uno ele los algo­
ritmos. éstos se implementanín Pll 1111 esquema de igualación lineal en aritmética de 
punto flotante co11 precisión doble.[13]. 

3.2. 

3.2.1. 

Algoritmos basados en el error cuadrático 
pro1nedio 

El método de paso descendente 

Para est.udiar est.e método considera111os el filt.ro de la figura 3.1, con vector de en­
trada U(k) representando a las muestras 11(k).11(k- 1), ... u.(J•-]J+ 1) y vector de 
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ga11anl'ias ll"(k) rc•pn~~P1J1<11Hlo lo" pnní111C'tros ckl filtn1 ll'11(k).11·1(h·) .... 11'1,-i(k). 

l "(k) ,.. ... C'lHnporn• clt• la:< 111111'"tn1 dl' 1111 prucf.':-a.1 L',.;tuc·1í:<tic11 \\"SS (qu" e·~ t>:-:tfH·io11arin 
<'ll ,.;cntido amplio}. clr• 1111•di11 "''ro "º11 "11 C'OIT<'spo1Hlit>11tt> lllntriz dP c-urrclncii'111 R. El 
filtro''" pro,·bto de• 111111 n•,.;pw•,.;ta desc<1rln <l(k). 1arnhi"·11 L'OllnC'idn f'olll<• scc1tt•11cin 
ch~ PJltl"L .. llHlliicuto. c·o11 caracterí:--;ticas estaclísticaz... ip;uales a }a st~futl clP P11trncla. 

_,,_,_, .. _, ___ ! z-1 1 ui l..· - 1) i z- 1 ,______ 

'--' ¡ -· __ i . ,.----.-._ .• 
! \\",; 

·..___ 

/,.-L~. ,,-
'u·· .. 

/..,,\ ..... ~ .. 

' _____ ,"':;;¿;:.'·, __ _ 
\~-

ufJ..·-1·4-~l z-1~-1·-l1 
1 ~ 
1 

,~/ 
( w,:_' \ 

,.A.___..., 

(/ i 
¡ -~~-. _____ /~'\ 1Í1k'l'.1' ~- tf1l,¡ 

1'"1 .. , .•.• 1.;.--

------------------------~ 

Figura :l. l: Filtro t rall,..\'l'r:<al adapt abk. 

Si co111pnrn111us t>l l'"t i111aclo con la n'"IHIP:-:1 a dt>,.;Parla d(k) pocll'tnos obte1wr <.'! c•tTnr 
de• e . .;t i111ació11 dado por: 

c(k} = d(k) - d(kll",.\ = d(k) - 11º"(k)U(k) (:3.1 ) 

Corno,..,. rll'tl1U,..tró C'll PI eapitulu ::!. si [ '(/•).'·la n•sp1wstn c!PsPacla d(/<') so11 eo11j1111-
ta111c11tc csu·.<'io11alios. <:iH0111...·.~:-. ld fu¡1c·iL.u \·o ... lo (){k)) ,,) tit!U1}>(1 /,~e~ Ullcl fur1tiú11 

cuadnít ÍC'a del \'L•ctor ele ga11a11eia~ .'· plld<'lllu" <'Scribir: 

.l(/•) =aj - 11 .. (/•)1' - r·11·(1.-) ..,-11 .. (/•)Rll"(/•) 

Dn11<k: 

a,1 l':-- la varia11C"Ía el... In l'l»:i]l11PSta dP,..eacla d(k). 

r "" el veet or ele eorrdaeión cruzadn r11t n' e· ( k) ~· la rl'sp11p,.;t a c!Psencla. 

R l'S la 111atriz ch· a111oc·orreladó11 c!P U(I>). 
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L.11 t•c·11nC'i1'1J1 :·{.~ clt•fi111• 1·! 1•JTll1' <·11ndn-it ic-<J pru11111diu c¡t1C' n•:--.t1ltnría ;--;i }CJ:-- pi!l'Hllll't 1'11:--. 

dr·l filtn1 ll"í/.-J f11<•rn11 fijilrl11:-. D"d" q1w ll"(k) n1rí11 e·u11 1•1 tir•rnp .. 1. ,.¡ 111Tf1r lll••di" 

t·rn11lr;iti<·" l" 11111·1· d1• ig1111! 111;i111•n1. L;i \'11ri11('i(1n dd <•1-r11r t·1111dnitir·" pn1111,.diu J(/;) 
('I •ll J'l'l"J ){•(·f t) rtl 1it 1 lllJ>l1 :--iµ.11ific·t-1 ( jllf' p] l'lTt >l' clP P~t ii11n('ic'111 ( Jll'l H'f':--0(' ( ( /,·)) P;-. JI( t l':-;t H­

f·in11arit J. 

C'ulllll ,..,. ,·j11 1•11 .. 1 e·;ipi111lt1 2 l;i ,..llp<'rfir·jp q1w n•pr<',..<'11111 .f(I;) ,.,.. e•11 f11n11;i d1• 1111 

tnz1'111 Cfl!J 1111 tni11i11H• gltili;d .'· ;-.4' dc·110111i11a para PI t'él:-'u dt• llll filtro ndaptr1Ld1_• su­
¡ierfid1· ,J,. d'""''lliJH'li" d..J <'ITur ,¡,.¡ filrn111rh1¡>t11!1l<'. [131. El pr"c""º 11d11ptahle ti1•1w 
1n 1;ir1·;i ,¡,. 1111:-e·;ir 1·"111i1111;i111<•1111· 1·1p1111tu111í11i1110 dr• ""tn "ll)lPr!iciC'. Pll PI c·unl e•l 
\'1•1·t"r dr· ,!!llllilll<"iil:- 11 ·u.-1 !(llllH ,..¡¡ \'11lor ópti111u 11 ·11 q11c· "" dcli11P por l;i t'<"llllf'ÍÓll 
¡}.> \\"jl'llPl'-J-lfl]'f (l'l'l!Hcir'JJI 2.211). 

S11"1i111.'·'·11d11 1,, ,.;ultwi1'111 dC' \\'i<'111•r l't1 1>1 <'l't111eiCn1 3.2 pod01110" ohtc11er el 111íni1110 

c•1Tor c11adni1 icu pro111<>di" ddi11id" t·o1110: 

./,,,,,, = CT~ - r• \\.o (:3.3) 

E11 111 ,;ig11iPnt 1• ,..,•t·t·ton dP:'arrollnre!ll"" )a,; ee1111donc•,; fu11da111c1ll 11le,; pnnt l'l ulgo­

ri t 111u dP pa,;o dl':'C'l'llcll'11t <'. 

El algoritmo de paso descendente 

El n•q11i:'ito qll<' 1111 filtro 11d11pta]¡Jt• d<'lH• ,.;ntisf'a<"Pr <.·~ f'l dl' l'lll"u11tr11r 111111 ,..ul11l'it'i11 
J>nrn s11 \'PC't 01· de• ga11HJ1('ÍH:-- l·, \"0l't ur c)p pnnín1t•t ros qtt<' l"IHI isfng.a la f'l'tlH('Íc)n dt> 
\ \"ic•11Pr-J-lnpf. 

L. l IH fonua dP ('Jl('Ollt J'i\I' PSI a :--0]11c-h'>11 l.'~ l"t'!°'oh·c·r ( 1 } sist PllHl clP (_1(_"\IHCÍOllP!"' dado en 
fc1n11n aunlític-a pC1r 2.20. Eu gPtH'rHJ. f':'l<' t11étocln t•:-: :--P11eillo. :-;in P111barµ;n prPsenta 

""ria,.; difi1·111t11rle•,.; de· r·l1111plltll. l'>'JH'r-i;il111t•111t• c·111111do d filtro cn11tic•11p 11111d111,; P!H­

pa:--- ~·lit tasa dP lh·gadn dc· lo:-- dHt11:-: e•:-- t•lPvadn. 

t::) JfflH't•Ji1nit'J)!11 ,iJt< l'lldtiVt1 t·;-. ttti!;;...,\l" f'} 1l1l·tu.Jo dt• pH~tJ dPSC't..!UdClll(•, llllU dl' )o;-. 

tllt;tocln:-- 111C'1:-- a11tiµ.ttc1:-: <h~ upti111iz11<'i1.lli. El algoritiuo de paso de:-;t•t)nclentP ~l' puede_. 
l'P:-'tl1ltir e11 }<J:-: sig11it•11t l':-- p1111t u:--;: 

1. S1• i11ie·i" <"Oll 1111 ,-al"r i11i1·ial 11 "1111. f'I r·1111l pron•<' 11w1 ,.;11po;<ic·ir'111 i11ic-inl para 

,.¡ ¡n111t11 111í11i1110 1•11 l;i :'llJl<'l'fi.-i<• d1•l <'ITeH". A 111c•11<1,.. <JtlP "" dispn11gn el<- algi't11 

<'UllUL'ÍlllÍPJJtlJ pr< 1Yic1. 11!-'UnlitlL'Jll(' t•:-- }ll1l'!->lo H ('Pl"ll. 

2. l'"1111dn la ;<11pn,.;ic·h'111 i11id111. ,_,. l"'1l«11ln d \"l'C-tur grndit>11tc• 1·n111n la dPrivncla del 

PtTor c:undnítiC'u pn1IJH•cli11 ./(kl t'Yahtndc• c·o11 rP~ppc·to a In part<' rf'al P iinnginnria 
d<'l \'C•c·t nr de• p;inÍ111<•t n 1;< 11 · (l.-) al t i<'111 JH> /,· (k-c"•,.;i111a it t•nwiei11 ¡. 
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3. SP cak11la ]11 ;;ig11i<'J1\1• :-11p11,..i<:it'111 para 11 '( k) l1adt•11du 1111 ea111bic1 t'll·C'I ndor >H'I 1111] 
::;ttptwsto. l'll 111111 din'<Tit'111 up11""111 111 Y1•r·tor gradit'lltP. 

Se• ¡nH•dci i11t 11ir qlll' b-1~ r·on'('tTÍt111P:-: :--;ltt"('!'-iiYa:--: H lu:--: panlnu•t rll:--; Pll h1 din·cci,;11 Jlf•g,a­
t int .¡,,1 \'t•ctnr gradie11t<' dl'lw 1•n•1111wh11l'J1\t• dirigir;;(' al 1•1Tur c·twdnit i<·" ¡n·t1111edi11 
u1íni111u .!.,,,., .'· Pll tal pttll\ll I'] \'<'<'\ur d1• panÍlllf'\l'<J:' a,.;1un1• ,.;11 \·alnr óp1iu111 l\'11 • 

Si'\./(/•) d1.•11ntn PI nd11r d1·I \·1·c·t.:ir gradiPnlr· al li<'mpo k ~· \\'(/•) rl<-w11a t•I \·alur 
ch•l \'1•1·1ur dt· paní1111•1r11" al tiP111p11 k. D1• ac·11C'rcln ni 11161odu dl' paso clP,.;<·euck111l· PI 
,·nlor act11alizad11 <k-1 Yt•t·tur d<· panín11•tros al ti<'n1po k -i- 1 t•s l'a]ntlaclu ni111u: 

(::1.-l) 

Doud1' ¡1 t>s 1•1 pnrántetn• d<' Jl''"º· r·nu,..1a11\t• real pusitiYa .. '·el f'al'IOr ele A st• tttiliza 
t'mir·auwtlll' para t·111w1•l11r 1111 fa!'tur clP ::! qttt• apan•l't' e11 el níkttlo c]pf grndiC'lllL' 
V./(/o) ('01110 Sl' llllH'Sll'll a C'OlttiJ1tlat•it'1tl. 

v.J(kl = 

iJJI;.,., iJ./(,:I 
ih1111J.1 -+-.1~ 
11./IJ; 1 , • d./U.-) 
~-:- .1 illi¡\.l>l 

il./d. 1 , • iJ.Jfl,.1 
ilu 1,_ 1 (J.·, -.Jr11,1.-11l.·1 

(3.0) 

Do11dP p] \'t•c·ior l'ult1m1111 ,;:;:.'.~,',-:- j ,;;;:,:,'i; ¡·on'!•,.;po11dP a la:- dC'rin1dn,.; pardales clP In 
fttnC'ión C'O::;\o ./(k) t'Oll rp,.;¡wt·t11 a la par!<' rl'a] fl,,,(k) ;.·a la pnrlP i111ag;inari11 /J,,,(k) 
de• In 111-(•,.;i11w Plnpa el<> gau1111d11 11 ',,. ( k). V111 = O. l. 2 .... /' - 1. 

Para la nplii:·Pció11 dr•! algor:~nic1 el" JH1~<1 d<'!--iC'f'!JdPJlt:-". ;t:-=.1:u1il110:--i qut• t~11 l<t PC".Jd('Jo11 

3.0 h1 1:1ntriz ~· el ,·,·c·tor cl1• t'llrn•l11l'i1'J11 R .'· r ,..ull l'llJ111('idos el<' tal f11n1111 q11P >'(' 

Jl11<.·d1• l'illl'ulnr l'l \'L•ctor µ.radit•11tr• '\./(k) pnra 1111 ntlor dad<i cid \'t•t·tur di' p11nÍ11ll·t­
ro,.; ll'(k). S11stit11~·1•1tdll la 1•1·1tad1'i11 :3,;-, <'11 In 1•c·11a!'ic'1u :3.-l t•11r·o11tra1110,_; ]11 !ll'ttrnl­
iz11ció11 d1• los p11ní1111•tru,.; <'11 t(•n11i11"" el<• ]11 lltatriz R ,. el n•C'\ur r. la 1'11111 rJ,.:-t'l'ilH· 
PI algnrit n1c > dí' pa~n dl'!"C'<'lldPnt t•: 

l\'(k..:.... 11 = ll'(k)..:.... ,,¡,. - Hll'(k)]: k =o. l. 2 ... (3.G) 

E11 la Pl'ttnno11 :.tG. ¡1 l'n11trula <'l ta111>11-10 d1• la •·utT<'r·i\111 aplil'aclo al n•C'tnr dt• 
p11ní11wtrns 11'(1•) d1• 111111 itt•rad1í11 a 11tra. Por In ta11t1J. a llt<'llltrln 110,.; rcl't>ri1110,.; 
n ¡1 1·01110 PI pnni111<>l ro d<'l t a111aüo ckl paso. 

La cu1Tt'l'i<jJ1 aplicada al n•C't or dl' paní1111 •1 ros al t il'lll]H' ¡,..:.... 1 < •s igual él ¡1 [r - RI 1 · ( k l]. 
PSI 11 ('(l)'J'('('iñ11 "" p11t•dt• ('XJll'í'!'HI' ("()IJlll ,, \"l'l'I':' P] ,·,tlor p,.;¡wnulu dc•I ]ll"Ui.ltt1·tii illll'l'llll 
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ele•] \"•'C'tor d<' PlllrndH l"(I•) :-· 1•] •'IT•JI" d1• <':-<tiu1ac-i<'•11 .-{/.-) [1:31. para luwer]o :-;1• plll'ck• 
utilizar C'] ]muen d1• t·111Tl'iad111·1·:- dl' la figurn ~l.2. Eu In figura poclc1110:,. oh:-<1,1-var 
('(}J)ln l'll cndH )H\:-;c1 :-.f' n·n1iza lllHl ('OJT<-:ahlC·i1_'))] .'" ~p p:-;tillHI l""I f'JTUt" rll' 111udo qllP p:--; 

pn;-;.ibl<• t•;-.;ti11uir f•l \"<'<·tor el<• "<llT<'<TÍ<,Jll n upJiC'nr PlJ t•l a]µ,urittun dP pa!°'O dP~<«.'11clc•11tc. 

r:¡.: 

--.-
,,_,_1.-_-_1_1 x ___ _ 

i E~¡.; 

;._ ____ ... -..,\ ____ ,_-· [k] 
\ /1 . ...__, 

,,¡1 .. - '2) . ~ ----

.r'" · .. \/- 1 ' ( ¡,.¡ 

Figura :3.2: Bm1c·n d~· c-01-relad1Jn•,. para c•:-<t i11iar la correc-dlin eu l'1 algoritJJIO ck pn:;u 
cJe>S('PJldl'JJt('. 

Dado quP PI algoritrnci clP ¡m;;o dP:-<n•udc•ntl". como tudu:-< Jo,.; algoritmos c]p filtrado 
adapta l ik. inYo] ucra la pn'>'Pllch1 dP rct ruali lllC'lll ac:ióu. t'.•::;t <> e:<t a :-<ujet o a la po,.;il 1il­

idad ele \·o]n•r:-.;, .. i1w:-<t ahl1 ·. 

Ln c•:;tabilidad d<" ]u,_; algoritrnu,. e•:-< dc•tenuinadn pnr do:-< facture·•:-<: 
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l. El pnnírnct ro elf.' Pª""· ¡1. 

2. La matriz ele e01Tdndr'111 FI el1•l ,·,·c·tor dv Pllt mela "'' ¡,.,_ d11pm;. L·(I, ¡. 

Ln ('(llldición para 111 ~·,_;1nliilidnd ~· C'<lll\'l'l'¡!;PllC'ia dPI algori11nn Pstn dacia pnr. IJ3].: 

o< /1 < 
2 

(3.1) --· 
,,\,,1<1.r • 

elrrndP >.""'·" p,_; el 11u1xi11w \'alor earactc•ríst ic-o ele la matriz ele eorreladó11. 

3.2.2. Algoritn10 LlVIS transversal 

\\.ielrCJ\\' ~· Hoff clc"SlllT<>llnro11 <'ll 1 !lCiíl C'>'ll' nlgori11110 111 ilizaclu 11111plia111<•1111· 1.•11 In 
net ualidad. c11yn difl'!"f'lll'ÍH lHl:-:h-H ('Oll f'l cd~orit i110 dt• J><l!-'( 1 dP:--t·e11<.lt>11t (' t•z-; q11<1. l':-'t t' 

:-;e• ba~a Pn PI <·;-)}cttln dP 1111 gradi<'ll1P c•:..;tneéistiC"n. 111ientra:-. q\lt' t•I dP pa:-10 dP:--c·t•11-

dl~ntt>. Pll p} c·cllculn dt' 1111 µ.rndieut f• dPtc•n11i11i:--1t if'o pnra Pllt J"i1da:--; e:-;t ocüst ic-a:-;. L-tHt 

c·nrm·t l'rí,.;1 ic·11 >'iµ:nifiC"at i\'n dPI nlµ.orit mu L'.\IS e,.; su ,_;illlplieiclac 1 ni 11u n•q11<•rir 11i11µ:ü11 
tipo dP i 11\·c·r,_;i«lll el<' 11111 t rin·,.,. 

GENERALIDADES DEL ALGORIT.MO LMS 

l. L'11 prí><'""º de• filt raclo <'11 P] «llal >'l' C"alcula la salida c!PI Hit ro t rHllS\'Prsal q1w ,.;p 

prlld\lc'l' por 1111 ''"11.Ílllllfl ele· 11111p,.;1 ra,.. <'11 In í'tltrada ~· "'' µ.<'lll'rn tlll error clt> ""ti-
111al'iú11 c·n111pnn111do p:-;t a ~alidn l'ul1 u11a n ... ==-p11c•:-;t n d«'sflnda. 

:.!. l·n ¡1n1r·p:-;f1 adnptahh· Pll t•l {"1Jal ='" i11volu<'ra u11 HjustP autotuéÍtÍt:o dP la~ ~auan­
l'ia,_; dd filtro el<· H<'ll<'nln ni PtTor <k 1•,_;ti111m·it.'i11. 

El \'alnr <"akulml" parn la;. gn11111wia,_; í\'(k\ 11tilizn11elo PI algnrit1110 L:\IS n·prp,_;pJJlfl 
1111 p,_;t i111acl" <·11~«> ndor '"'!><'rrnl" ,.,,. 11prnxi111a a In ;.ulud1'i11 dt· \\.ic11Pr. 11'.,. para 1111 
pr11<'''"" \\'SS. c·1111f"l'IJJP .. 1 11ú1111·r<> d1• it<'l'ill'io11<•,.. "" aproxillla a i11fi11itn. 

D11ra11t<· ,,¡ pr"'"'"'' cl1• filtrwlo. ,.,,. ,..11111i11btn1 In n•,.;p11<',_;ta dv,.,Pnrla di/•) para ,_;pr 
pr•H'""'"ln j1111tn c·o11 <'I \'l•1·1nr di' <·ntracla 11(/>). Dacia p;.;ta <'!lirada. PI filtro prncl1H'I" 
1111a ,_;a]icla cl(l.-IC;, 1 lit ilizada 1·1111111 1111 ,.,..t Í111adu el<' la ,_;pÜa] cl1•,..,•11cln y ddi11i<•1Jdu 1111 
t'tTur dt· r•:-.;ti111;1{'i1'>11, (/,·1 t·t111111 In dif1•rP11t·in (•ntn· la n•:-.p11t'!"'>ln dP:O.:f'<Hln .'' In ~nlidn 
aC"t ua] dPI filtro. <·l L"rrur cl1· <·,_;¡ i111<1C'i<'111 1 ( !.- J y d \'1•c-t ur d1• c·111 r11d11 11( lo 1 "'' n¡ ili1·i11J al 

TESIS r.nN 
FALLA DE l~.,u.GEN 

-1~ 



E11 ]11 figura :1.:J. ,.] 11l.l!"ri1111" 11dnpt11hl<• ,..,. C1htit•11p 1111°cli1111t<' PI procllJC'to illl<'l'll" cl<'l 
<'JT<•r dt• t•:-;tiuuwi(111 .'· r·I '"'"'"r dt• <'lltn1d11 11(/,·). nlitt·lli<'JHlu h1 !'orn•c'!'ic°111 1i1í·1,-(h·) 
parn la gH11Hllcia ti· 1,·i/.·j 4'11 l'ild<1 itt·ra<.·h'11i. L.n dift'l"f.'llt'i:t cn11 t>l alguritllllJ rlt' pa:-.u 
d'"''"'llclc>111<• ,.,.. q11<· <'I all!"rit 11111 L\IS 1111 11111 i<'JJI' t•I ndor ''"P'-'r11d" cll.'! prodtl<'t" iu-
1t•r110. figura J.:1. E11 t·1111:--1•1·11l'llt"ia. t>I c:tíl<'nlu n:clll'!"'i\"u dv cnda etapa dt• gatH\Jl{'iH~ 
>'ttfrl'.dt.· 1111 r11idu ,¡,. gr11di1·111". 

11(lc1 Filtrn ,'ra11 ... ,.,,. ... "! 

1/·11.·1 

.\ / , ~ · 11 11 1 .. ,, 111 ,¡, 
tllÍtJjJtflfif1 

f'(l/lft·nl ,(/;) .--.. 
----- ~ • + t!ikl 

Figurn :3.:3: E,..qll<'JJJil e],. ig11Hhwit'1u d<'l alµ;orit11111 L'.\JS. 

Stt¡H>J1Í0uclo q1H• !11 ,..,.,-1111 d•• <'lltrwla 11(/;1 \' L1 rp:-;¡nw:-;1., ch·:-;<'11da r/(/;l :-;(• clvri\'11J1 

dt• tlll prtH't•:-oo l'u11j1111tat11Plltt' t•:..;t;1l'iu11aricJ <'ll !"'< 1 lltid11 HlllJ•lit•. l'l alµ.ul"it11H• dt• pa:--u 

cll•:-;('L'IJCil'Jlll' !'Hkt1li1 111 ¡!.<lll111lC'i11 11·1/.-1 <Jllt' ,..,. llJtll'\'(• l11ll'iil t•I lllÍllill111 d·· ]11 :-;111H·rlil'it· 
dt>I errur a lt1 h1r,.!,t• dt• lllln tra.\"(•c·t<1ric1 dt>t1·n11iuí:--:tit'n. tc•n11iuand1• .-.11 la sld11<'ic'111 

el" \\'iPlll'I' 11-.,. 1't1r ,_;u p11nt· c-111111.J., linl1]H11111,- cl1•I 11lgnrit1J1u L'.\IS """ n•l"'ri111u,.. 111 
('é\IC'11lu ch· llll ~radit·11t 1• t·~t ol·rl:-;t ic ·e'· dw 111 t •l r11id· 1 dt · grndi1·11t 1• iuvo}Ul'raclu. por Pst u 

l'HZl.'11 t•l 1·n111purta111it'lilt1 110 t•:-- ch·l t11d11 ig11nl 1tl d1·l al~urit111u d<· pa:--u dt·~c·P1Hlt•11tt•. 

C11J)lt1 !'-t' \'(•J'fl il l't11ltÍ1111Ht'Ít'IJJ. 

Eu lugar d1• t••nni11ar <'ll 111 ,...,]111'i,·111 cJ,. \\'i1·111·r. •·I \'<'c-tor d" µ.11rn111d11 ¡\·(/,-¡ <·.,Ic-11lacl11 
¡u1r 1·] Higorit1111i L\l~ Jt•nltz;1 1111 111<1\111111·11t11 édt·Ht1•l'hJ aln·dPtl11r dt>J pu1ttt1 111í1iiu111 

d1• 111 '"'ll]>l'l'ficil' ch•I c•rrur. .-\] iµ.11111q111•1·11 1•1 i1lp.t1rit "'" ,¡.. Jl""" dP:-;C'P!lcl<'lll<'. la ¡>J·1•,..­
''1Jl'i11 dP n•trwdi1n1•11111cicíu i11\'<1liwr11 •·I riL'"g" rl1• iut>:-;tahiliclad b11>-t-;11JCl0 si<'1npn• qtl<' 
./(J;) - J,,,,,, ('OIJfOJ'lllt' /,- - 'X. . 

. -\] ig11a] <¡11<' 1·11 l'] 11lg"rit1J1•> .¡,. i>""''' .J,.,.., .. ·11tl1·1111• l'l 1•1Tnr l'llaclnítico pro1J1<'rlio ./(1.-l 
dt·lu.~ tci11dt•r a u1u1 c·u11stn11tt·. JH11·a lugr.irl() SP dPbP t.'~l'ugcr JI clP tal ful'lllil qut• ~1· 

:-;ntisfaga111·u11 C'ic•rta~ cu11dit·io11l':-- rt·lnchn1acla:-- t·u11 b1 l'St1·tu:tun1 di' la 111r11riz R. [1:3~. 

-l!l 



OBTENCIÓN DEL ALGORTTJ\10 Ll\IS 

E11 In pnkticn 11" "" JH•"il1l1· r1·nliz;1r 1111n 111t•di<-i1'1111·xnc·1;i d<'I \'c•c·t11r g;r11di1•11t<· \.!(/,¡ 
''ll <"HdH itPJ'HC'it'ni. JH11· ]11 tn11t11: a1ín ntiliza11do t•l cdµnl"itltHt d'-• JH1:-;11 dP:--ct•JldPutr· 

11n t·~ p11!'->ilJIP t'l•ll\"t•rgt•r n IH :-.ul11l'i1'>J1 dr· \\.iP1u•r. P;o:.tn :-<l' drhP 1-1 <JllP !""<' n•q11c•riría 

d<· 1111 C'lll1<>ci111iv111" pr•·\·j., d1· I" 111atriz ,¡.. 11111uc·urrP]11ci611 H .v dP] \'PC'l!ll' el" ""r­
rt•lnt'ic'n1 <Tl1Zétcla 1'. P11r 1•:-:t¡¡ n1z1'•11 t>l \"t•ctor gnuli('ntc• dr·bc• :-;p1· f':-:ti111ad(l el<' l1J:-- dat11:""1 

di,;ptJ11iliJ.•,.. .\· p11r11 lin<·<'rl" d1·l ><·11111,; ,.,., i111nr 111 111111 riz H ~· <'l \'Prtor r. ('"111<1 \'illlu,.. 

Pll 1·1 nlgurit111u dt.· p;i:--n d1•:--cf'JJdP11~" p} µ.racli1•ntP P!-'tH dndo por la c•cuncic'111 :1.l:1: 

\./(/,¡ = -2r + 2Rll"(/•) 

Lº11n t•lPtTit'J11 ~i111plt• pant t>:-'t i1nnr J? y r "~ tttiliznr P:--titnndnre:-< i11:-:ta11tci111•u:-- ha!-iadu~ 

<'11 lu,; \'a Ion·,.. ac·11wl"" d<· 111 k) ~· "" In ,..pf1;i] dl',;c•11d11 d( J.:) C'll cad11 it c•n1ci<'J11. p,.;1 n p,;: 

ÍlU•l = C(k)l"º(k) 

P(k) = l:(k)dº(k) 

( 3.U l 

(3.10) 

S11,;1i111~·eudo ln:- cc1wdoup,., 3.!) .\· :3.10 C'll ln pc·11ndó11 ~~.8 oh1<'11PlllO,; u11 c,.;ti111rnlo 
i11,;111111 ii11PCJ c!C'l \'C'Ct or gr11cli1,•11t P: 

f°.J(I•) = -2U(kldº(/•l + 2U(k)l'-(/•lff·(l,l l :3.1] ) 

Eu gc110rnl. p,;¡p p,;t i111adur "" """g11clr1 pttl'!" clept'lld<' ck lo,- Ynlurp,; cid \'<•etnr ck• 
c•11t rmla U ( k). Tc•11ic•11du •·l p,;t i 11rndo p11ra c•I grndi<'ll1 < · pocll'll1<1,; ulJt PllPI' c·l · w•et nr 

d<> panÍJ 11!'1 ros c>sl i u iaclo "" f"r111<1 n •c·nr=-i \'a ,;11;;1 i t u~·e11C lu 111 <'C'trnciüu ;3. 11 t.'11 3.G. 
u bt cu iP11do: 

(3.121 

El al!.turit1110 L.\IS JllJC•d" p,;C'ribi1·,;p c·nu111 ,.,,. 11111<',;11·11 1'11 d c·nar!rfJ. :3.1 

El 11lgorit 1110 L:\IS rPc¡ni~·rt> dP :2P+ 1 11111lt ipliC'11l'i"11v,; .\' 2P ,;11111a,, p"r it<'rnd1'i11. 

d"ud1· P p,; C'l 11rdP11 d<'l filtni. Lu,., '"'1iuwclo,.; iu=-1m11>1111'"" ck R ~· r ti<'ll<'ll \'11J'ia11za,; 
n•lnth·1111w111" gra11cl"'· pnr hi qttt• p11dri<1 p1•11,;nr,;1 <Jlll' ,.,., i1wapaz dt• 1r·11rr 1111 littPJI 

n·11di111iP11tn. si11 Pt11hargo: c•slt• alg11rit111t1 (':---por 11nt11n1l('Zél n·<·ur;-.;iv11 dr111d1• <·01110 

n•s11ltnd11 cp1t1 p) nlgnritiuo J>l'l' si :--1il11 ¡H·1,J111·di<1 t>fc•t·tivH1111•11tt• f':-;tus f'~ti111ndo:-: a lo 
l11rg< i dt>I prm·p,.;o ele• aclap111cicí11. 
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ALGOHTT:\10 DE FILTHADO L:\IS 

11·¡1.· - 1 = 11 

Filtn1<J,, 

, (/,: = r/ikl - 1f(kiC1.·' 

11. ( 1.- \ 11·,1 .. - l 1 - ¡1( ·¡¡,¡, ·11 .. 1 

C'ttilclr1, :1.1: .-\l¡.!.nrit llttJ clt· Filt rncl" L:\IS 

COl\lPARAClÓN DEL ALGORITl\10 L:\IS CON EL DE PASO 
DESCENDENTE 

T'a11t o t~l alg< 1rit JlHJ rJt• J><t:--<11 d1•!-'<'<'IHIC'llt (' C'tllllf 1 <'1 algorit 111<1 l..:\ IS !-'f111 dbc•Üri< lc1:-- J u1r.n 
l'JJt rnrla:-o l':-'1 nc·¡'1:--t i"a:-. f':-:.t H<'i< 1tli-ll'i<1:-. t•11 !"'Plll ido a1npliu. 

J)p IJIHIH'ra icl<•al. t~I 111í11i11u1 1·1T111' c·11¡icJníti1·<1 J)t'llJJl1•cli11 ./11 ,, 1 !"-•' !11_!.!,1'<1 1·11n111l11 1•1 \'1•c­

t11r d1• <'lil'fki1•11t•·~ íi·1.l•I ,¡,.¡ filtt'<• ~·· nprnxi111;1 ;,J ,.,¡J,.,. ,·,p1i11111 11·., cl<·fi1dd .. p11r J;1 
('('llfld<Íll el<· \\·¡,.11"1'-ll11pf. El ;d'"l!J'Íllll" d(' i'ó!=-'" cl··~ .. 1·11d1·1111· ilkilllZil ··~!;¡ l'lliidki1'111 
idPal ("llllffll'llH' {'I lllÍlllt'l'll d1 1 it<·rr11·i11111•:-- :--.•' ilJ>t'(IXi111;1 ;¡ i11f111itc1. t•:-;tf• últi111~ 1 ti1·111· l<1 
<'apac-idad d1· lta<·<•J'}ll pc1rcptc• n•;diz;1 1111t1 1111'<lil'i1'111 1·x;1<"tC1 .¡.,¡ ,.,.< lt1r µ.rHdil'lJt1· 11 11 

C'ndn iH•nu·it.1JJ. pnr ntra pnrt1 .. 1•! ;d~11ritt111• L~f:--; d1 1 p1•11d1· d1· 1111 1•:--ti11111d~1 ri1id11:--11 

parn ,.J \•¡•('fctr grndi<•)lfl' ·'' pur t11J1l11 ,.¡ ,.t'('ft11' d1· !.!illlitlll'iit:--- l':--ti1J1<1tl11 u·1/.'1 :--11!11 

!"-l' CIJ>l'<lXÍlllH a] \"tti()J' 1'1ptilllt1. l"tlllJt1 1·11J1:--1·1·t11•J1<·it1. d1·~pt11":-- d1· 1111 llÜIIH'J't1 ,!.!l'l·illdt• dt• 
iH'l"il<'iUlH':-0 (•I l'ITOI' {'ll<Hlniti{'fl pr1111wdi11 1d)f1•11id11 ./(:X.¡ p ... lllfl\"(1r <¡lit'.///,, 

3.3. Algoritn1os basados en los 111íni111os cuadra­
dos 

l....11~ nlg11rit1u11~ q1H' :--;<· l1asa11 1•11 1•l 1·ritPri11 cl1•l 1•rn1r <·11ndr;íti<'u prnn1t•di1• r1•:-:trilt,t!t'JI 

la:-: :--;pf1nl< 1
:--; dt• r•ntradn n ~<·r 1·:--.1nt·i11Jt;1ria:-- t'll :-.1•111 id11 a111pli11 c1d1·111;.Í:-- d1· c¡111·· c·c 1J1\·1·r!.!1·11 

e1 Ja su]111"i1)n {1pti111n 11111.\· l1·11t<11111·11t1·. fH'l' 1•:-.t.q n1zt111 t':" ,¡,. iu11·n··:-- t•l 1•...:11uli11 1l<' l11:­

alµnrit1110:-- l1;1.-..;1cl11!"-1'11 ]o ... t1JÍllit11n .... c1111dr<tcltt:-- clnd(1q11'·1• . ...:111 ... ;--.(' Jlllf'd1·11 111 iliz;1r p;1t'<t 

todo tipo d1• S(IJ1al1• ... ;idP111;'1 .... d<' n>11\·1·n . .!.1'r t1lltl'li•1 lllf.l'.'-- n'1pid1, n J;i .-..1il1wi,·'11 1·1pti111a. 

En 11!"lfl ~P<Tit111:-.t•1l1•1lt11·t' ,.J ;¡}!.,!11rit11111 <'hi:-'it·11 HL~. c·t1!Jtwi1]11 c·••llll' ("L'.'--. l1.1-;11l(1 •'11 

l') C'l'ilC'J"Ío clt• J11:-- lllÍliillltl;-. t'llfldl'iltil.1:-- ¡·j .... j 1·0Jl)11 .... 11 \ºIT:-'ic'•tl )';ipid;1 1·111lcwid;1 n1J1111 fiJtr11 

.j] 
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H1ipirlo clr· 1..:al1111111 ( Fn,.ot I-:n!t1111111. 

3.3.1. El algori t.rno RLS transversal 

S1' tif'IH' h1 :-->C'f1nl rÍtk:l ·;., 1 q111· 1•11 PI ,·n:--11 111eí;-; gf'll<'rnl t•s 1111 \·1·1·t11r 1·11111pl1',]11 dl· di­
llll'll:-<1011 .\°.\'J. E,_,t H :-<'Üal t•:- la ,_,¡¡fida <kl fift l'l 1 (jll<' :-;e• llllll':-1 rn l'll la !i:c.11rn 2 (i. «11.\'i.I 
t.111trnclé1 P:-- In ~l'ÚHl 11(kl <¡llt' tn111hi1'•11 Pll P} t·asu llli:Í~ g1•11t•ntl t·:-- \111\'f't't11r1·n111plc•j(1 

de di111P11,,;i.-111 .\/.\'l. 
En t unce:-<: 

I' 

rÍl),·¡l ·, 1 = - ) 11:;(!.-)11(/.· - j - 11 
.1=1 

Ht>to111nndn !11 P«llnd.-111 2. 11 qtt'' 11"" ddi1w l'l ('IT!ll" .¡,, filtr11d11 pnd<>111n>" <'>"«ril>ir .¡,. 
1na11era vectorial: 

~-1,(/•i = d(k) -'-11/(1.-)l-"1,(k) (:U-1¡ 

EL CRITERIO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS 

El criterio dP ]o,; 111i11i111n;; cuadrnclo:-; f'ull;;istl' l'll 111i11i111Íznr la furn·ión t·o;;to ddi11icl11 
co1110: 

I< 
EJ>U•l = ) =1.Ul=i,.Ul 

.1=.'-' 

Lo!"' li111itP!"' dP la su111atnria 110:-- dPfitH'll u11a YPIHHtlH df' HtHíli:-:i:-.. Eu P~tP c·n!-'u <º1'.lt1-

siclr•rart•11JC1;; c>] en;;c1 pn•wi11dll\n•d du11rl<' "'' «1111,;icl<'r1111 qttr• lu:- dato:- de c111rwla p11n1 
j < .\" :;011 ec•ro. lu t'llal 1•q11h·ah•" li111it11r In ,.1111111tori11 <'11 <'l i11tPn·11lo de [l. V· 

S11,;tit11~·p11du la t'l'll11l'Íc'm :3.1-l t'll 1111·«t111cii'n1 :3.J;'.'¡; 

lo 

E 1,(l.-1 = Tr ¿_ ,\'-.1 { [rlt.i 1 - 11 /(l. ll"1.Ul)[r(1 U l - e;: (j)ll ·1.(1.- i;} 
.1=1 

Á 

E 1,(k) Tr "> ,\'-.1{r/{j )<(!u 1.,. 11 ·;: (/.-)C,.()1r(1 u)-!- r/{j)C;~·ulll"1,(/•)-
.1=l 

11~; (J.-1r·1.Ull·/ui11·1.(kl} 

E11 p,;¡,.,, 1ílti11111>' •·,·111win11"" "'·' !111 i11tr<•d1wirl11 PI f•H'lur d<· nlvidn ,\ <'l r·1ml tic•11p la 
li11aliclml el<' jJtJ11d<'rar la:- 111110:-ira" q11t• :-al<'11 di'] lilt ro. chí11dult'.' 1111 11111_\'lll' P""º ª la:-; 
11111Pstras 111a:-- ;.ictua]P:-- .\· 1111 llH'IJ'ff }Jfl:--c1 a la!" IJJ\IP:--tra:-- 11ic1:-- ,.i<•ja:--. Pt1r t>:--lil ra%"n1 

~(' dPhl' f'!°'('U1-!.Pl' ,\ < 1. 
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DPfi11irno,; <'111 m1c·ps: 

k 

) ,\1.-JC,,(.i)C;~·(j) = R
1
,(I;) 

.1=1 

/; 

:L ,\1.-J l ·,.u )r11 (j) = r,.i k) 
j=I 

/; 

) ,\1'-Jd(j)r/7-(j) = r 1,o(k) 
.1=1 

(3.Hi) 

( :_{.18) 

..-\ la pc·11ac·ió11 3.17 S<' le co11uc·p co1110 \'C'Cl or dP con1ria11za rnicnt ras que a In Pcuaciú11 
3.lG sp le c·mwn• corno 111C11riz r!P covarianza. 

E,,(k) = r 1,0 (1>) + w,;·(k)r1,(k) + ri,(k)l\'1,(k) + 11~;(k)R1,(l;)\\~,(k) (~1.19) 

Parn obtc•npr los pani111PI ro,.. c)pt i111os. derivamos el cri1erio con l'<'S]J<'Cto 11 11 ·, .. '11~·1·;"': ' ,. 

DE,(k) . . . . 

8
{
1 

·,, = r,.(I>) + r1,(k) + [Rp(I.·) + RJ, (k))\ 11,(/;) 

Como R1,(k) es simétrica: 

e• igual1111do n cPro: 
DE1,(ki 
~=U ,. 

Obt <'11e111os en1 u11c·es In sol ució11 óptima: 

En cst 11 ült it11a expresión ha bní n11e i11\·,,r1 ir R;,( ~-) pnrn nl.i1 <'11<-'I' 11 ·, .. 

RECURSIVIDAD PARA R1,(I.·) ·y r1,(k). 

k 

R,,(k) = > ,,1.-;L·,.uw,: 
J=I 

l.·-1 

R,,(I; - 1) = 2::: ,\1.-; C,.U W,7: + L.-1,( k)L ',:'< k) 
1=1 

l.·-1 
= \ ')/-J-lc (1")l ·T +e (k)CT(kl 

~ L- ·¡;. /• /1. J• 1 

J=l 
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n,.11ol =,\Rl'(k-11+l·1,(k1L·;'.u .. 1 

Si1uilnr para r 1,(/>): 
¡, 

r,.!l•I = L ,\1
- 1 C 1.(j)d

7U l 
.1=1 

'-1 
r

1
,(/• - l) = ) .\1·-.1L·

1
,(j)c{T(j) + Lº

1
,(k)r(1(k) 

./=) 

,,_, 
= .\ °)" ,\l.·-1 - 1 C

1
,(j)r!1°(j) -i- L°

1
,(k)dT(I<) 

J=I 

RECURSIVIDAD PARA 11º1,(k). 
Su:<titu~·cnrlo 3.22 eu la r·c·1ulC'ió11 3.20: 

R,,(k)ll;,(k¡ = -,\,.,,¡¡ .. - 1) - ¡_;,,(/-•)dT(/•) 

= .\R1,(lo- 1 ¡11º,.(k-1)- U1,(k)dT(I>) 

Si :<11111111110::; .'· r<'st a111ns C 1,( k JL"/.(I< l 11 ·1,(/< - 1 l: 

. r:i.22, 

= pn,.u .. - 1) + c·,.u .. H ·,'. U•1}11 ·1.(1.- - 1 l - c,.U•){rlr< k) - u,'.ík)I 1 ·,,(k - i )} 

Si rll'fi11i111n;; el PITO!' a priori. utilizando los pnn\111l'tro:- HI in,.;tantl' k - ·1 enmo: 

DP:<J>c•jnmlu 11 ·,,(h"): 

,,,íkl = rl(k) - 11·/U• - 1 W,.(h·¡ 

R 1,(/<)1\º1,(I;) = R 1,(l.-)11º1,(/• - 1) - C1,(k)1 J,U>\ 

R,.(l;l[ll.:,tl•I- 11"1,ll• - 1 l] = -C1J~·k?,(k) 

11"1,(I.-¡ = 11·,.u .. - n - n;: 1u .. w1,(k)r¡:u .. 1 
Dn11clP. podemo,.; definir a ln relaeión: 

(3.2~1) 

(3.2-1) 

(3.2.'i) 

A la t.-"cuaeión 3.25 ~l' ]p c·ouoc·e c·o111u 'µa11n11ein dt:' l.\ah11a11. Pocll'tllO!' t•tlt otH·e~ <.•:-o­

crihir la PC'tH1dó11 :3.2-l l'll t t'.•r111inos rl1• In g1111auc·i11 de h'.al111a11 cot110: 

~ •. J 



1\"1.i/.-1 = \1"1,ik-] i ..,- f\"
1
,ik!t ;'.1/,'1 ¡:t::!fil 

('1111111 pl1d1•J1tt•:-- 11h:--1·r\·;1r 1•11 J;1 1•1·11;wi1'111 ;iJltPrior. J>i1rn (ll1tl'J11·r lo:-- p11ní111<'tro:-- ,·1pti­

IJl\1 .... d•'I tiltn• :--1· r1•tptit·n· t'\";d11nr /1l
1
-; 1 (/,·) 1·11 C"rtda i1t·nu·i1'111 111 «lltd n·p11•:--1•11til u11 

gn111 11ti1111•r11d1·11p1·rn1·i11JJ1' .... Pc.1 1•:--t;1 rnz1'111. n 1·011ti1111;wic.ll1 :--1· pn•:--t'llffl 1111 J11t··1ud11 

n·c·11r:--in1 Jlfil"fl t·\·;t111;11 In i11Y1·1:--;1 cl1· bt 111ntriz d" (·11\"Hl'in11za 1~ 1 .tl"!. 

HECUHSJ\'lDAD PARA /i'
1
-; 

1 (!,.¡. 

R,-; 1 (1,.1 = [.\R,.(I,. - 1) - l·1,(l,.)l"1
'.1k¡:- 1 

E1111111,·1.·~ n¡>lil'a11d11 .. J ]('lllil d1' i11\·c·r>'i<111 111atridal 1. 

,\- 1 R
1
-; 1lº1,(kJ[l 

Por ült i1110: 

R-¡: 11 kJ = ,\- 1 R-¡: 1 (1,. - 1 J-:-

l",°'.( ¡,.¡,\- 1u;: 1 U• - J 1c·,.u.-J:- 1 e;: u .. ¡,\- 1n,-: 111; - 1 1 

(3.~I) 

('011 P!-'tH 1'dtí111H PXpn·~i1í11 ,:-;o},, 111·1·1•:--itH111«1:-- 1·nlt·11lar }¡1 i11\·1•r:--<1 dt· R 1,(k) 1111n :-.11la \'t.•z 

y d< 0>'J>IH
0

•:- \·11I11ar [h'1.1k):- 1 <'11 r"n1111 rc•c11r:-in1. El a]¡:!llri111J1• de filtrml" HLS c·];i,.it·o 
!"-t' da Pll PI C't1adrc1 :J.:2. 

Exi~t1111 fltt'<1:-- tÍJH•:-o dl' t•:-otnt«tllril~ d(' tiltrc1~ q11(• pn•:--(•11ta11 ;tlgunn:-; \'(•tltnja~ t·u111u 

di11;i111in1 li11ii1;1.J11 .\· 111111]11lilri1l11d. 111]1·~ <'>'lnwturn:- ~·· d1•1iri11li11a11 "lattice··. Ln:- 11l­
g•1rit11111:-- 11tilií'ndt1:-- Jn1rc1 lt1 f1htt't1C·i1111 ,1,. lt1:-- J>Hnl11ic•tru:-- df• lt1:-- filtro:-- "l;1ttiC"f'

00 

i11-
\'fllt1C·1«1t1 t:\lJlll 1"t't"\Jl':--io}lt•;-- f'lt 11r•l 11 JJ Cll)Jltl ( 1!1 tit'J!ifl'I, lo (j1Jf' lo:-. liid't' }llfl:-. k•Jlto:-., 

:--i11 1·11:11n1~11 d<'l1id11 n h1 di11;Í111ico1 liu1itctd<-1 t•:--t<J:-- :--1111 uirl:-- ,~:-;t.al>l•·:-- qu,. lu:-; nlgorit-
11111.' H ¡_:-:; _,. 111 111 iliz1H·i1'111 d1· 11111•11111re•1i¡"1 "" <':-1nw111ra d1•p1•111h·ra dt• In 11plinll'i«i11. 

3.3.2. El algoritmo FR.LS "Fast Kalrnan"' 

E11;ip)it«11·i11llf':--1•11 d1111d'• :--t• n·qttit•f't' 11tilizar filtro:-- d1• urdc•tJf':-- 11111y grn11dt·~. 111:-- al.!!.o­

ri111111,.. F!L!::- 1·],¡~¡,..,~ li111i1;111 l;i \"<•l1wid;ul .i,. 1ra11:-111i:-iú11 d1"]" qui· 1t·q11i1·n·11 d1•! un]1·11 
dt' /':.!. 11pt·r;tt·i1111t·.- <trit111f·til'H:-- p11r i1i·rc1l·ic't11 .'· p11r IHt1t11 1111 !..!l'HII tic•111pu d•· }'l'CH'1'­

,..n11d1·111" l'"r" '"'"" 111111•,-1rn r•·«il>idil. l.n id••n d•· 1.,,.. >1l¡!"ri1111"' ni¡iid11.- 111 Fii>'l HLS. 
FHL.s~. e·:-- 1il111·111·r 111- Jliirn11H·tr11:-- d1·l fil1r11 cl1' 111u1 11u111t·r•1 111;1:-- 1·li1·i1·11t•· ....... dt•1·ir: 
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.-\LGOHITI\10 RLS ':.?-;-

ci = Lr10-~. 11 ·,,;¡, - 1 · u 

c,,¡1 .. - 1 ~ o 

ECT.-\C'IU:\'E~ HEF. 

3.2u 

C'11aclr11 :l.:.?: .·\lg11ri111111 d" !ilt rnd11 H LS 

ct11l ('I 11111l1111u dt• t•JH'l'at·i111H·:-- Hrit1111··ti1·H:--- Ju•rc1 t'1111:---1'1'\'Hlld11 IH:-- 1>t1P11n~ pn1pit.'chulP:-. 
dP v<'ludclad de C'Ull\'l'l';!l'I )( ·i11 "'. I· ·~ itl.l!.• 1rit 111• ·~ n l..~ l'l1'1,_ÍC't ·~· E11 pan i«11lar. !t.1~ al­
gnri 1111rn; FHLS n·rl11<'Pl1 ,.¡ 11ú1111•r11 d1· "JH'n11·i11111·~ 11ri1111···1in1" 11! onl<•11 cl1• ¡,, ('C111111 

\"('J'('lllu~ a t·u11ti1111nl'i<'111. p:--;t11:-- rdt:.11rit11111:--- 111iliz;.-111 ta11t11 ¡1nn'ii11t'1n.1:-- ch· J>l'P1licC'i1'•11 

cn11111 JHÍl'il!JJ<'lr11,_ rl<• filtr11d1J ~· ,_,. Jiil~illl J't111.!il1Jll'lll<1l1111•11t1• t'll PI 111'"1111 clt• q111• p11<l1·­

tt1u:-- P:o-;tTihir ni Y<•ctur el<• t•IJtnulr1 c-11l1H1: 

[ 
11:/o' l 

L' ,ik - I · I • .• 

(3.:28) 

La l"C'ltiH'IOll a.26 110;; 1wnnit« ""'Tiliir la 111atriz rl1• ('()\'arim1za (PC'lHH'iñ11 :~.lGJ al or­

d1'll fJ - ) l'lllllO: 

¡ 

R,.-1 (/• l = '5 .\'- j L ·,.-1(.j)L';'._1 (j \ 
.1=S 

Dollcl<' ,;j t 011w111n;; el<' la PCttar·ii'111 :3.28: 

'l'ESlS CílW 
FALLA DF.. :,_. !.•.; . .Ji1N 

GG 

(3.W) 



~· ]a ~u:-11 it ui1110:-\ Pll :.{.20 ul 1t l'JlPll1u;-;: 

L'1,[k) 
11J• - ¡ij 

[ 
R,,(k) 

r/JT( k.) ,, . 

r;;(k) 
r:;U•) 

])p igual forma si to1w1111ns dt• la C'l'tmeión 3.2$: 

L. [/·] _ [ u[k~ ] 
1·---

1 
• - c,,[k - 1) 

Y la s11st it ui111os Pll :3.2D o lit ('llt'lltns: 

[ 
rf. ( h·) 
r{. (k) 

r{.T(k) 
R 1,(k-1) 

Tolllando la gn11a11ci11 de ¡.;,timan ( c•C"uación 3.25) al orden /'-:- l: 

(3.31 j 

(3.:J:.!) 

En 111 ('('lladcín 3.32 {('lll'll!O!'.i l¡lll' f.'\'al11111' dL· lllallf.'l'a l'l'('\ll':'Í\"11 rr;:.21 ( ,, ). para n•alizar 
tal t an•a lrnc·e1110:,; u:;n dl'! lema di> ill\'l'l'>'i{1n mat riC'i>tl para 11na 111at riz pal'I icio11acla 1

• 

Si tralmjamos c·on parnmetros forward (Pl'lladón 3.31) poclPllJO>' ohtP11c>r: 

( :3 :.~:~ .\ 

[ 
-!,-1 [ 1 . r.,(k)f - r{.T(l•)R¡: 1(k - 1 lr{(I.-¡ . - r{7 (kJR¡: 1 (k - 1) j 

Y si !'ll!'I it uimns In sohtci611 ópt i111n pnrn In J)J'PdiC"ción fonn1rd <'11 PI r·nso pn'win­
dmw>d (R{.(1.-) = 1?1,(k - 1 )) ~. 

1 \"l·r u1u·udic.·l' A. 
~\"('J" upeudin· n. 
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n,.-11/.·1 = 
11 () 
11 1?,-: 1u .. - 11 ] - [ .·1,,1 /1 ] 

¡:.3.;3-ll 
f.. ., -] ., 

r,.1/,.\.' -r¡','l/.-J.·11,U,.1 J / .·1
1
,ikll 

.-\1 tt;n11i11<• r,,(/•\.f - 1/7'1/.-1.-11,1/>J <'11 In tilli11w '"'lllH'i1'i11 ,..,. '" 1·"111>e·<' t'fJlll" l'llPrgí" 
n·~id1uil ~· :-'P rPpn 1~011t a c·o1110: 

i :t:3.j 1 

S11st it 11.\·P1Hl1J las l'('lJa.-iu111•" l'll :i.:~;:,. :3.:3-1 .'· :3.:2.:' e11 la <'l'llil('it111 3.:3:2 t c11t•11111:': 

( :.J.:.l(i) 

ÜP igual fonua si 111 iliza1110:' los paní1111't J'<>" lrn('kward. l'll In C.'('\1'1cir"n1 3.:311 pud<•1110:­
obtc11er: 

1'-,,~dkJ = [ ¡,-,,(\\ ] - [ B,,(J•J ] [ n
1
,(k'¡- 1' r ~1, i'I·: 

- /!. 1 ~ (:3.:31) 

Pmle1110;; cseribir la ccHaciú11 3.:r¡- ('(11110: 

Donde: 

11U•l = 11 1,u .. i- 1·0;',U•l 

Y n•soh·ic11do parn ¡,·1,(k). In,_; 1•(·11ado1w" :3.:3G. :3.:31 ,. :3.3:': 

(3.3!)) 

Al igual que para los paní1110t ro;; (k pn•clil'dc."111 forwarcl .·11,( ¡,. 1
1 podP111u" P:-cril 1ir lo>' 

paní111Ptrus d1' predi('C'ió11 l.ia('kward /J1,(k1 d1• 111a111•r11 l'l'('lll'"in1: 

B,.u .. > = B,.u .. - 11 - 1,·,.u .. ;. ;·? u.-1 
S11st it 11.\'C'IHlt• la <'<'t1<1dú11 3.-111 l'll la 1·t·rn1l'it"n1 :l.:3!1: 

1
. .\/,,(/ .. ) - JJ,,11. - 1 i¡d /· 

,,,(k 1 = 
1 - ( :"1 u .. )¡¡( k) 

l :J.-lll) 

1 :t-11 ) 



Pnnt cp1t· la P<:11<1ci1!1J1 ;j,;{(j ~1·;1 r1·c-11r~i\';i .'· ,·u1np1Pt Hr ]a dt1clttt.'l'ir'111 dP1 algorit tnu ll('l'f'­

,.;i1a11111:- 1·\·;d11ar n/11.-1. 

RECURSJV!DAD PARA "¡'.ti.·¡. 

n{(I.·¡ = r .. (/•)f-;.. r{.,.U•).4 1,(k) 

l.'t ilizan• lo la:- < lcfiniciotw,_; B.1 li. 8.1 i' ~- 13.~2 1. ,.;e ¡nwcle dc1110;-;tra1· c¡ul': 

n {. (/•) = ,\o{(/• - 1) -'- ={. (k)c{,r (/.-) 

El algoritlllO "Fa>'t Kal11H111" ,.;p 111\ll'"tl'H l'll el cuadro :3.3. 



AL(;O-HlTl\10 FAST KALJ\IAN 

Cunclíl'i<•ll•·~ l11ic·iHh•>' 

o{.!/,. - 1: = ,;, ,¡ > 11 
.-1¡,k - 1: = JJ,.:1. - 1 = 11·,.¡1.- - l: = ¡\·,,¡1 .. - 1: = l ",.[1.- - 11 = (1 

1{.i/•/'" 111/ .. 1-.·l,'.11.-111·,.11.-- l) 13.:21 

.-1 1.11 .. 1 = .-1 1.11.- - 11 - 1\·,.u .. - 1 l• {.'/ 1,,.1 13.2-1 

={.(!.-¡ = 11(k1..,... .-1;,(!,.¡/·"11; - 11 13.11 

/\. ¡/·¡ - [ lJ] - [ 1 ] [ (/·¡-! l [ ~![/-' 1 ,.,_,'3G 
1•-I ' - H,,(1.- - l J .-1,,(1.-) "1· ' -,, '. j J 

( ; .. u .. 1 = 11U.- - 1•1-'- B,.u .. - 11L ·,.u .. 1 a .. 12 

! /" 
1
., .. 

1 
_ ,\J,.(k~-/;¡,lk·-J IJl•l, '.} ..Jl \,, . - l-•;1.k,,,., •J. 

E,.11.-1 = /J1.1h· - 11 - /\·1.1/.-11 :·? ;3_.111 

• ,.ti .. ,= <111.1- 11/ 11. - l :l·,.1/.-: 

11 1.rl.-1= 11·1.1l.--11-- /\·"1!.-1t/1!.-i 

TESIS CON 
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C'11adr" :;.:3: .-\lg"ri111111 FHLS ··Fa>'t J..:11Inu111 ... 

(j() 

., ·")•) .J __ ,, 

:).:,?(i 



3.4. Evaluación de algoritrnos 

Ln:-: l'P~t1hnd.:1:-- pr1 1;--.f•t1t<1t)l1:--; 1·11 1•!'"-tn H•1·1·i1'111 l'lll't"ll1l t•\·c-dund11:-- l>Hjl• r-1 e:--quc•111n (l<• 1111 

ig11nbulur li11t·rd 1·011111 1·l q111• :--P 111111•:--trn r•11 IH fig11n1 :"{ .. J. 

/. . 

11rl..1 

.!!0..:_._ Canal 
,¡¡ ¡, l 

,¡¡.. 

1·11.-1 

Fi.!.!111·r1 :.L-1: E.:---q111•t11a el(' iµ:ualac·if1u dP CHllrtl. 

Ln:..; =-'''l-1nl1•:-- 11tilizHcla:--- ~.-111 µ_,f 11111rndn:-- t'Oll In fu11cicín n111d11 clt· :\IHtlnh ·'" lt1Pµ1-, «\1;111-
tizacla:--. L,1:-- n•:..;11lt1-1dll:..; =""'' prt-:---Pt1ta11 f'll f<1n11e1 µ,nÍtil·n t11<'din11t1· la rt':--JHlt•:-:tn 1•11 fr1·­
<'llfltll·iu cl1·l 1·a11nl _,. d1· :--11 rt•:--pt>c·ti\"11 tiltn1 i!.!_11alndc1r. n:--Í li-111i1Ji1"11 :--c• prt>:--1•11tc1 1111;1 

µ.nifica d1·l 1·1Tu1 ,¡,. fillrnd" 1·111111«1 t•I 111i111l'ru dt· itr•nwio111•,. J>itl"il <'\·alw1r l;1 , . ..J.,«i­
clacl d1· (°()JJ\'f'n.!t'llC'iil dt• l'fHla al.!.!.11ritJllll H~Í ('CllllO ~ll dt• .... ('1IIJH'l~J(I ('1111 n·~JH't'ftl ;tl í'l')'lil' 

al <¡lit' c·c1IJ\'t•rgc·11. ('nl11• d1•:-..trH·e1r <¡11• JHII'il poclc•r <1l1:--1'1'\':tl" clt• lllHllt'l'it 111/1:-- Líc·il L1 

«<•11\·1·1"!..!..l'llC'Íi1 de• lc1:-- ;¡}_t.!,11rit11111:-- ~1· JHc·:--1•11tn11 la=-- µ.nífit·H:-. d1·l t'lTc1r c·c1JTt'~}H'lldi1•11tt.•:-- <t 

\111 pro111í'di11 clt• ItHl n•aliz,wic111c•:-- ¡1nr<i c;1d;1 nlgc1rit1111•. 

Sc· prP:..:t.•t1t<1nÍ11 }11:-- n•:--;ttltildu:-- 1lt· tn•:- ;1l!.!.l1l'it:1111:-- dr· filtracllJ. S1'd<1 !"'f' pn•:-;t•Jtl<t 1111:1 

grilti<·H d1· n•:-;p111•:..:tr1 t'll fn•<·t1t·11c·i;1 ptií• .... t11 q11t· Jo~ tn·:-' alµ.c1rit111u:-- pn•:--1•11tHll la~ 111i:---

111n~ <·anH·tt•rí~tit·H:-- fn•t'lH'll<'inl<·~. Si11 1·1ni1;1J"!...!.11 :-.(' pn·:--1·11tH11 h1:-- gr¡'ifi«ci:-- t·111TP:..:JH•I1cli­

e1lil':-> Hl t'l'l'Cll' <'11 clt111clt• ... ,. J>llf'd1· ;1p"c"·i·1r J;1 \'f'}11«idad dt• co:1·.·l'rt!.<'l1C'ir1 ¡.¡:.;í .:·~::1;11 e·) 

t'JTOI' al <Jllt' ('llJl\'l'J'gt• ('fida ;¡}g( 1J'it 1111 ¡ 

('011 l't':-<pt·c·tc1 ¡.¡la:-. c·ara<'tt•t"Í:-<tif'<1:-- d1·l c·<111al. t 1:-:t<• ti<'11t• 1111a fu11t·ic'J11 dP tra11~f,•n•11cia 

qll<' {ºOITl':-']>Olldt• a 11Jl l'Hllal dt• fa:--t• lllÍJ1i111a: 

E11 In fiµ.11rn :t: .. ,.,., po,_;il>l1· 111>,.,1·n·n,. In n·,.p11t•,.;tn <'JI fn'l"ll<'Ill"i;1 dt· filtr<• L'.\IS ~· }¡, 

l'<':'J>ll<'>'lil <'11 frr·<"ll<'IWia rlt·I r·H11al. p11dr·11111,. H]ll'l't"i11r q111• li1 r<'"J>ll""ta d..J fihr11 «C1r­
n•:-.¡u11ult• JH't•f'i:-.r11111·11tt• <t In i11\'Pl':--;1 dt• l;1 n•p1H·:-<ta dt·I filtn1 .'· pnr tn11tt• f"(JlllJH'JJ:-.<1 

1,.,- di,-1ur,_;i11w•,.; i111r11duc·id11" pur Ir· <"1111al. 

li 1 
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Fig11r11 :tG: lit>,.;p11<',.;t11 "" fr<•cu<:>11da c!C'l nlgoritmn L:\IS. 
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Co11 n•:-p1•ct1111] c11t11purt11111i1•11t11 d1·] 1·rr111· d1• filtr11d11. l'll la fip.11ru :3.li pc•rlt•111u,.; HJ•r•·­
l'Íar t>I c·otllJH1rtat11ii·n10 dc·I t'ITíll' pnn1 ,.¡ alguritllllt L~IS. E.11 t':--tt• c·a:--u t>l t"'rror ;d q11t· 

c·o11vt·1·.!.!.t' c•l nlµ11rit11u1 1•:--- 11u•11"r q11•· p;ir;1 }11:-- ¡\lµ.11ritt110;-: HLS {fignn·t!-' :1.7 >. :3.8). Z'i11 

t'JlllHtq.!<1 <'l tit'lllJH• rt·qtH·ricl<• JH1rr1 t·11t1\"<'1")..!.t'l' a tal val1)J" e•:-- 11111c·hu 1uu~·or quc· para 

111:- nlg11rit11111" Hl.S. !·:11 1·! 1·"~" .¡,. '"" "l!!1ffit111"" HLS ·'· FHLS !'! 1·11t11Jll•rt11111i1•11t11 
el<• a.ul1u:-- t':--- iclt'•11tic11 ptt<·:-- la úni1·;-1 clif1·n·111·ic1 <':-- P111ú11u•n1 ch• itt•rr1ci<J1tt.·:-- nrit11u'•ti<«1:-­

qt1" J't•qui1•n·11 pttrct C";tl('11lilr J11_.... }Ji11"(11tlf'll'{I:--. :--.i11 P111hnrg(I tn11tc1 1•1nlgorit111<11\1...S c·11-

11111 t•l FHL!-' "'•11v1·rgt•IJ" Hll \·1il11r 111a\·,,r cl1·l l'l'1"11r d(• filtrad" c·1•111parad11 c·(,111·11•1T11r 

.ti q111· ('IJJl\"\'I).;•' ,., L\l~·~. 
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Fignrn :3.G: Enor Pll (•! algurit 111u dl· filt rndo L'.\IS. 
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Figura :3.1: Errnr t•11 ,.¡ 11lµ.11ri1111" di.' filtrndu BLS. 
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Fig11ni :LS: Error l'll <'I algori11110 c!P liltnid11 nípiclu HLS. Fasl l..:al111a11 

3.5 . Conclusiones 

. ~\ 1«1 larµ.«1df'1•:-:t1• C'npit11l11Ji,•111t1;-.1·~t111ILicI11 l1;Í:·dl'a1llf'l1t1• clo~ f;i111ilin!' ch• nl~<11·itJJH1:--. 
lo~ hcs~Hdo:-- t'll t·I PlTor t·11;1dnític·11 pr11111t·diC1 ·" 1(1:-- IH-1:--ncl11:"" <'ll 111:-- 111í11ilnl•:-- 1·11adn1d11~. 
En c11a1t111 n J,,:-: pri1111•rtt:--. p1ult·11111 .... d1·c·ir rp1t· ~1111 11111.\' fúl'il1•:-- d<· i111plt•J11f'11tar c·o11 

t•l i11C·t11J\'t•t1i1'lll1• ,¡,. 1¡111· 101:-- 1·ar;11·11"ri ... 1i1·"~ •':--l;11lí:--til'ct:-o: tl•· h1;-. 1>ntt·1•:--11;-. 1!1· 1•11tr;u}¡.¡ :--:<· 

\"t'IJ n·:--1ri11,!..!.i1l;1:--. t·~ cl1•1·ir 1• .... 111:-- ;il'...!11rit11111~ :--1· n·11t1c-1•11 t1 tn1l1;1.inr 1•11n11tl>it·11t1•:--1•:--te1-

t'll1J1Hrit1 .... :--i11 1·111l1ar~11 ~11~ c;-11·;wt1·ri~ti1·;1~ 111· 1·1111\'•'1"!..!.1·11cio-1 Jllt1·<1t•11 ;i-.1·r llH'.Í'•r1°!' q111· 

I"~ d · 11, .... ~l.~11rittt!""' l.~ !"'i ~t· 111!!i:--;:1! !'tt!:í1111·!:·11:- di· ¡.•1::--11 :--1:fi1·i1·1:t1·1111•::t1· J>t'<¡tlt'Ú11 ... 

au11q11t• tn111l1it'•n pr1•:--1·11t;.i111•! itw11t1\·1·11i1·1111· d1·l 1 i1•JJ1JH1 cl1· n111\·1·r!.!,<'l1cL-1 1·l cual f':o- 11111-

c·li11 lJIH~·or q111· 1•11 111!"' •ilg,11rit11111:-- L~. 1'11r t;111t1•. 1•l t·111plt••• de· 111H1 11 Pll't> nlµ.()ri111111 

1l1·¡~t>J11l1·ni ,¡,. };i ;1plir·;1t·i1'111 d1•,1·;11ln .\' ,¡,. J;1:-- •·11L1<·T•TÍ:--ti1·;1"" 1l1· lit."' ~1'Ú;d1•:- 11tilizt11L1:-.. 

J-)1·11111!' 1·1•ll1Jll't'Jldi1l11 J;1 i11q,11rt;1111·i;i 1!1· tn1~1;1,i;1r c1111 11¡¡1tri1·1·~ 1!1· 1·11JT1•l;wi1.111 l1i1·11 

c·o1Hlicio11,uL1!--. !11 1·11:il t1t1:-- JH'rtllitir<Í ;1:--t'_!..!.lll';1r 111 1·:--:tnl1ilicl11d d1· lo:-- ;dg11rit11111:--. JH1r 

ttlJ'H p;.art1•: f'!'- 111•c·1•:--.r1ri" rt:--1·.!.!lll'ill. :--1·;1 t'llHI ~t'il t•I nl.!..!.c1rit111c• 11tiliz;1d11. q111· 1·:-'t1· Hl­
µ.1JritIJ111 c·1111\'1•tj•1 t1JCÍ!' nípid11 q111· J;1- ,·c1ri;11·i11111·!' lJIJ1· ~,. ¡1r1•:--1•11t¡¡JJ 1•11 1·! 1111·di11. p11r 

t':-'ltt rnzc'q1 :--1· }¡;111 di:--1•úncl11 nlµ.11rit11111 .... l'<Ípid11~ 1·1111111 ''! pn• ... 1•1Jl;1d11 1·11 L1 pi!rt1· final 
<lt• t•:--t t' 1·a1>Ít11J, 1 ¡¡ tllltjllt · 1 • .... 11 · ti¡ ll 1 111 · al!.!t n·i111111 .... JH·1 • .... .- ·111 ;111 ) 1)'1 il il• •111;1!"' 1 J1 1 li\·1 ·J'!..!f'IJl·in 

cl< 1hid11 ¡.¡ f'ITCJJ'f':-' dt· J't 1d(l11d1•11 111!' C'lt;dt•:-- !'-1' illlftlize1r;111 ('11 t•I :--i!.!.llit•lJTt· t«tpl111l11. 

~~~~~~--:-~-::::~__.,. 
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lln:-'tit 1•:.;.tt• 111111111·11111 111•11111 ... pn•:--1•t1li1cl11 clift·11•11tt·:-- ;il.!.!11J'it11H1:-- dt· lil11;id11 \'}e, ... n•-
:-:111ttHl11:-.; dt'lJJllt':--tr;tJl L1 1·f1•1·ti\·id;ul cl1· t;iJc ..... :--i111·11d1nr!.!.111•11 :--it11111·i1,111·:-- !'t«il1·:-- 1• .... 111 ... 

i-d.!...!.nrit11111:-- :--,f' d1•l11•11 i111pl1'!Jlt'Jlli11" f'll }'l"tH'l':-O.iHlt1J't•:-- IJ111 di-..JHllH'll cl1· tllii-1 J>lt'('j .... j1ú1 

fi11it<1 JHtl'il nil11i11·1•11;1r !11:-- d.111 ..... _,. n·.-11}t;1d11 .... d1· 1q1t·nwi11111· ... Ht·it111t··1i,·.1:--. t;tl li111-

it<11·it111 1H'tt:--i1111;1 1•JT11n•:-- d1 1·11.111tizrwi1'111 ttn1111·r1111i•·11t11 ·'· 11 r1·d1111.l1·11 q111 11111d¡;.1:-­

\"f'l'('. ... }¡;w1•11 di\'t'l).!t't· ;t/ ;1h . .!11lit11111 .. ·\d1·111;Í.-. 1111 ..... 11}11 !;1 r• 1 pl"•'. ... •'l1t;11·i1'1H 1·11 pr1·1·j ..... j11t1 

fi11it il 1H·et:--ic1J1;1 q111 • ], 1:-- t'l'I'• 1}"1 " ... il• · 11 ·d1111d1 •1 1 1·r1 •;;1 ·;111. tc1ttd li1"11 L1 111 ilil'.;i1 .¡, •li d1 L-tc ·t 11n • .... 

d1· 11lvid11 ,\ <.< IH'il ..... itl!lflll d1Y1 11",t.!1'llf'i;1 l'li 1~1.- id,!.!_111"itt11t1 ...... }lClr 1·:··-lil .... l'C\/.ll}jl' ... l')I ,.¡ 
:-.Í.t!."lti1·111 ,, c·;i¡>Ít 11111 :--1· ¡ 1r••:-.1 ·11t ;1 1111 t•:--t 111]¡,1 <11• I• 1:-- t'ITt in•:-- cl1· 111111ir"ri1·11:--. 
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Capítulo 4 

ANÁLISIS DE ROBUSTEZ 
NUl\!fÉRICA EN ALGORITMOS 
DE FILTRADO ADAPTABLE 

4.1. Introducción 

La \"<-'111 aja de• lu;; filt r""' digital<';; 0;; <¡11<' c•,.;t o;; p11PdP11 ,.;c•r i111pl<'lll<'lll >Hlo,.; Pll di;;po;;i-
1 in1,.; dP proc·p,.;amil'lll<• ele ,..l'frnJ..,.. cligit ale•,.. u DSP"s. lu;; c·ualc·:' JH'l"lllÍt t'll realizar 1111 
gran nü111('rn de• opt-1l'i:H:in11P:-; c·1111111y1u.u·n tÍt'JJlJH' ~· ¡1ur f'Sta n1z1'1i1 podP111os ntHizar­
lu~ ('11 npPt'CtC'iCJJH':-- <'IJ tit1111pn J"Pnl c·1,¡no tPl<'fo11ía u rc•dt>~ dt• clatus. 

Sin <'111liargn. In n•prC';;C'lll al'ic"111 d•• i,,,.. !">llll idadc·:- 111 iliznclw' 1•11 dic:hn,.; 111ic-rupnw<·­
""clon•s. tal(';; <-.>111" lo;; clnt"s el<' <'lltrada. 1·111•fil'Í<'lll<•,.. d<'l filtn• ~· l'<':'\lltadu,.; dl' <>JH'l'a­
r:in111·!" arit111é-tiC'a~. t•stH lindt,1da pt•l' 1u1 tnlltilfi" d1· palnlJJ·a fi11itu lo C"ual ot·asio1H1 

qw• 111:- n·;;11ltado;; ul1tf'llido,.. difi1·rn11 d1· l .. ,.. dat"" 11•c"1ri"""· J::,..1 .. ,- <'IT•ff<'"· ddi11icl11:­
<'•>llJ<1 In difen•1wi11<'lltn•111 '"111tida1l 1·a1"11lillla _,.la c-;llrtidad tc•i°iril'n p11Pcl<•11 ••l'a:-illll· 
ar qllf' lns algorJ11110~ tlu llt·µ.1tt·11 n :--11 :--41ltl('i1'111 c"1pti111;.i .'· PJI u111cho:-; ca:-.u:-' ¡1n• .... f'llf<•11 

< }iVtJq.!f'IH'iH. 

Por <'SI a;; razu1w:-. dt•;;p11t"•,.. d1' 11a li<'r ""t udiadn J¡,,.. nlgorit llH>>' dP filt raclu adapt nblc• 
liaj" llllfl pr0d,-irí11 i11fi11it11 df' t';Íl<-ul" <'ll <'l 1·11pítuln nnt<'rior. 11lt11r11 1111,.. prnpnll<'lll"" 
dr•;;arrullar 1111 arnílisi,- rl<' lo,.. l'ITun•,- rn1111<·ri<·u,-. tn111t·at11rn .'·/n rPdo11d<•u. clc•biclu 11 
u11n lo11gitud cll' palalirn fi11ita. 

E11 est '-' cnpít 1110 ""' 11dinn•1111 '" la pn 1pag11C·1u11 dP PITOn'" Pll los algorit 1110,- H LS .'· 
FHLS Jllll':;tu qrn· "'~' lw dl'111u,.;t n1du <Jll<' ,.,.. Jffl'l'Ísn111l'lllt' e11 P:-ta,.; i111pk•1n<'1lta<'io110,.; 
d011dl" :-l' pn'"L'llt 1111 1111 lll<t»nr 111i111L'l'l • dt• prulik·nw:; relacio11arlo>' eon lo,- t:'JTort•,.; 
1111Jll6ri('O!--. ~~\:-;i lllÍSJllU. ('Jl lo:-- <llHíli!"ii!"> }'(;alizudu:-- :-it.' ('Ull:..;idPl'H (j11P JIU PXÍ~lf.'11 PITUl"t'!-o 

dt• c·uantizadú11 clP la :;pf111l dP Plllrnda. 

GG 
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E11 In 1íl1i111a pnrt1• d1• t-':---tl' «;1pít11i11 :---t> l' . ..;t11cl1r11<ÍJ1 du:-- ¡¡}µ.t1rit111n:--- 1¿'1pido:-- 1•:--tiilJiliz<1-

11t1:-- 1'11h11~f(J:'"o ('IJJI n·:--pt'l'\(l'ff P1Ttl1'1':-0 de• l'Pd1111<1<•(1. 

4.2. Errores Nu111éricos 

4.2.1. Tipos de errores 

E!" dt• gran i1tl)H1rta111·in cp11· 1•11 t1plif'Ht·io11c-:-: 1111111Pl'H'H:-- :-ov a11r-dicP11 In:-- f111·11t1•-.. _,. lr-1:--
111nµ:11it11d<1~ dl• lo:-: dif<'l'Pllft•:-- t ipll:-- d1• r>rrnre:-;. ~- i-l ~ll \"t"Z r>111plt-ar Hlgorit 11111:-- cpH· 

1ui11i1J1Í('Pll rl <'JTnr. L.rt tig11rn .J. 1 1111tP~t rn ln prnpngnf'ión dPl PtTnr Pll 1111 td.!.!11rit 111c 1. 

dondu 01 l'ITOI' el(' ,..aJicln .. ,. ,.¡ ]'1',.llltacl .. dPI ('JTOI' dC' <'lltl'nda ~· clt>] PITO!' i1Illf'l"l'lll•· al 

algc1rit111u. 

Err<•rdf 
t 11tnula 

l-::rnw t 11 

f I u/yfn·it ltlfJ 

Figun1 -1.1: ErnffPS 011 lu~ alg<>rit111u:--

Er,.ur ,¡, 
S11/i.J11 

Lu!-- f'JTon•:-- clt• <'lit rnda :-'llrgt>Jl J H1r lo gPJlt•ntl dt• la ii11pt>l'ft:'(Ti1i11 <'ti la 111Pcli<'i1'111 dt 1l 
fPtll.HtH'lH•. 1111r dif,·n·11tt·~ tipo:-: dl' apn1xi1ual·iu1H•:-- ~· 1u1r t•rr()).f':-' ah•atoriu;-; t•111111 st·u­

t idn t.1:-'tadí;-;t i('c 1. a~í tlli=-'IJ1• 1 111 'r ('tTon•:-- d(• c·tlftllt izaC"i<'n1 d1• las !--l'f1nh•:--

L<1!"' errorl'l-' <'11 lo:-- algoritu111:-- ~un lní:--icru1ir•11tl' d4' do~ tipo:-;: clt• tn1nc-an1ie11tu ~- dt• 
rc•cl1J11d1•0. ("01110 ohj<'l i\'11. t•;-; tH'C•· .... ari() t•t:coutrar algorit 1110:-- qttt• 111i11i111icPn PI c't'P('­

i111ic•1110 dl'l <'!Tcir 1·11a11du nt1J11c·11ta 1•! 11ú1111·ru "" c<Ílculu:-. 

Errur ad 11al Salit!u n 11/ - Salidr1 r·o111¡111/nciu11(1/ 

_ S11/it/11 n-11/ - S'r1/id11 1·0111¡Jttlrwio11r1/ 
l::.rror rcluli1·u = 

.')11/id11 rt 11/ 

4.2.2. Errores por redondeo 

El Pr•or por J'r'dond•'o P!' llll pr"hlr>JJIH qtt" "ttrg<' r.11• 11prox11u11r r·a11t idadp,.; dt.•hidu a 
q11P para rPprP:<Pntnrla,-. 1111 nü111Prn finito dP cll'd1JJal1•:-1•,- 11,.;;ulu Pll n-•z dl' 1JII IllÍJJWl't1 
i JI fi 11 i tu. 
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Dígitos significativos: Su11 ;iq11<·JJ .. - 11111· ,·11111iP111•11 !" infnn1li1l'i1)JJ JTnl di· J;i 111;iµ11it1Jcl 
dP] 111i111t•ro. Pnn1 :-.1•r :-oignitic<1ti\'"· 1•} 1'Ilti111t1 dígitu d1•lH~ní ~1·r iµ11nl n In 11iit<1d <11• In 
llllirlnd .-.11 ..J ült il1111 lnµnr d1•1·i11111l. 

E:--. i111p1•1"lilllt•' di:-ti11g11i1 4'1lll"t' 111:-- t1'•n1ii1111~ 11rif11u'l1rn rf, ¡u1nfo .f1:1t1. 1•11 1·} t'llitl :o-í' 

lllillll'.iH ltll t1ú1111•n1 fi.i11 tJ,. !11.!..!ilrl':-- d1·<'it11•t1<•:--: ,. f1J"lfll1t'.f1t'U d1 ¡1111//n fluln11/1 . <'l c11nl 
:--• • t ·1npl1 •¡1 1 'll t ra l 1<1.i1 1 ci1 ·111 íti1 ·1 1 .\· 1 '11 1 li n ·1·:--u:-- lt ·11µ.11<1,il':-- cl1 • pn 1µ.l'nlllcll·i1 ·11i. L1 1:-: 111i1Hl'l'(1!" 

1•11 Hrit1111'•ti<"il d1· ¡11111111 fl11t<1111 1 • ... 1'11 1•xpn·:--culc1.~ dl' In h1rt1u1 u 1111·. Sin :--t· "lll'll1'J1tn1 

<·11tn· 0.1 <u :S l. 1·11t111w1·:-- :--.+· di1·1· q111· t>l nÜJJH'J°l1 l'~t•Í 11on11•iliz;¡d11.[l7. 

l~Jlil f•Xpn·:--ic.111 111;1t~·11¡;'1tit·;1 q111· pr11porc·i(11lH 1111¡.¡ llttj11r rqn11xi111<1t·i1'n1dí·}1·1T111 pc1r n·­

cl<1ud1•u 1•:-- L-1 1·11Jt<ll'id;1 1·1n1111 111!1 l"l'ulu ar1llfu'fifu. Par;i 1':-'lil 1:1prt1XÍllln('i1'111 1·1 t1ú111t•ru 

n.·du11d1•11dc1 :--1· rt.'<'1tlplazar;'1 p11r 1(1:-- do;-; nú111Pn1:-; qllt' rt.•pn•:--1•11ta11 }u:-- po:--ililt•:-- \"id­

nn•:-- llHÍXÍlll11 _,. 111í11i11111. l.1 I:""' d11~ t·¿'tJcu)u:"> :-'Ull dt•:--arrt".J}¿u}u:--. dt· 111ud11 q111 · el \';.dur 

\"P1'll<1df•r11 ilPltt·ní 1•:---tnr 1l1•11l1'11 1}1·l i11tt•r\·alc1. Si 110111bra1J111:--- al valor n·al (·11111<1 .r, ~­

al \·alor <1pruxi111ach1 ¡n•d1111dc•itcl1il t'Olll<> .r;: t'lltoIH'l'=-' t.-•l ('lTul' nc:tual l.: . .", y <·1 <'IT11r 

r<"le1th·11 1::/1
' :">t111 n·~1u·«tÍ\'i11111·1111•: 

E, ( -1. JJ 

¡.·/,' -, 
E, 
.r, 

( -1.:2) 

4.2.3. Errores en operaciones arit111éticas 

Si cr.11!".'i1lc~ra1110:-; el prc_1<'P!-ln ch• Hdi{'ic'n1 t'll do11dP t'!'-; llf'('t-.~aric• c•tH·ontrar ~~1= 1 .r 1 ~- dnd1·t 

epa• ><olu t·onrn·t•111os I"" 11ú111<'r11s n•dunrkrnlo,-. C'n!C'11lau10,.; ~;·=! .r;. ])p la fonnu];i ..J.] 
purlP11 w,_; sil JlíJllPr 11 JI <•rror l '"r l'l '< hnclt •o clndn poL [ 11~: 

E f"f"{I/" "f'f 11nl !""" rr rlu11rlu1 = ) E, 
1=..l 

E11 ('¡ an<ílj,-¡,.. df•I •'ITor por n·do11rl<•11 "" Jl('l"f':-'ario C"oJl,_;id<•rar los ,·nlorl's al1,_;oln1u,... Si 
>'ll)JOJ1C'l11ns qlll' E, ::S: J:: ¡1r1 '"" i = 1. ::! . ...• 11. En1 "JI'"''" l'I J111íxiJJ1u <'JT"r Jl"r n•dn11dl'n 
¡11wd<' ,;pr nl>ll'lliclo JJ1Pcliau1<·: 

" ! ) E, i ::S: ) ¡E,' < 11 E 
1=1 1=1 

EJ1 la C'xpn•,;ión aut l,1·inr la rP='Jllll'>'I a ,.,.. I" rp1" ,..,. pn u liwirí11 <'lJ1pli·rn11 ¡, • • ·I 1111íxiJ110 
(o mínimo) valor dl' C"nda C'rror. E,-1 a fonnnla tm11hi(·u "" >1pli<"11 a ,.;nst nw1·i<11H'"· .'"<1 
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Pnn-1 l'l ('a:-;11 df• In llJltltipli1·11ci1'111 t•:-. ltll pc1C·11 llliÍ:' «11111pl1•j11. 1•11 P~tn t'U:o--11 l'l 11:--n d1•l 
Pl'J't)J' n•lrtti\"11 -1.:2 f':---. 111<-Í~ 1ltil. ~i 1'1i11:-.id1•r;1111tt:- 1•l 1'JT11r n·J¡.11h·11 d(•l prodtll'l11 d<· do:-. 
lJÜlllt'J'U:-. .l"J ~· ,/'-¿ c·11JUt1 f;_-.:i;. 1 _. t'llltllH't':--- 1t'llt'Jllt1 ..... :]7:: 

¡· r 1 r .. - .r¡.r~ 
l:'J\,,~ = .. ~r1.r-¿ 

.l'j .l'~ 

.l'J.I''.! 

.rjE2 - .r~E1 - El L2 
.l'¡.l'-¿ 

Si :.;11po1H ... J1H•:' <Jllfl E 1 y ]:..~'.! :'(111 JH'<¡llf'f1n:-. 1·0111pnnuln:-; ('Oll .l'J ~· .r:.!. lPHt'lll<t:-- qt11· 

.l"¡ ;::::- .l'¡ . . l'2 :::::: .r~ ~- ~::.~.:.~, ~ (), 'p1 )1' )11 t Hlll 11: 

1-1.-11 

ÜL' fnn11a si111ilar. para la di\'i,..i11 t1•1u•11J< •:': 

E,,. ( -1.5) 

4.2.4. Propagación del Error 

La rc•séil11l'i<l11rl<'1111 prolik111a 111nt<'1111ítk1> pur llH;tudn,.; 11t't111<'rico,.; dn l'Olll<> ;,;ulucit'.111 

111rn aproxi11111C'ió11 1111111(•rin1 d1•l n·=-11ltad<1 <'X>H'tu. E=- i111portn11t<•. pur ta11tu. trat11r 

dP l'Ollul'<'r <'I l'f<>cto <¡ti<' t i1•111• ,...,)>1·1• ,.¡ n•s11ltad11 fit111l l'Hcln 111111 c!P )11,- !J)H'nwi<>lll'" 

l'l'Hlizuda!"' cuu 11ü11u•rn:-. i:IJ>rt1xi11tc1d11:-.. 

i::i t·Ít>t't(1 dP lo:-- l'ITun·~ t'll t'] n·:--1iltad(I fil lid df• up1)1 c1t·i111Jt·:-- IJiÍ~il·a:--- np1it·adtl!-' H do~ 

111i111<'ro;.. .r 1 ~· .r2 :<<' nhtuvu <'11 111~ 1·<·1111cill11<'" -1.:3. -l.-1 ~· -!..'.>. 

C'1:a11cl" ,.) pr..,!.11•11111 cu11,..j,.;11• 0•11 1·;d .. 11l11r ,.) n·,..11lt11du y= f\.r) 11'11<'111<>,.. h1 ,..jgllil'lll<' 

f1'ir11111l11 aprnxi111ada d1· prop11g11ci<.>11 cl1•l •·nur.[li:: 

E111' = /'(.r)l/~·(.rl 

En PI (•a:<o llHÍ:' g<'ll<'ral. 1.•11 q1w 111111 f111wic'111 dt')>l'IHI<· d1• 1wí,.; ,¡,. 111111 n1riahlt· .11 

f(.r 1 •• r2 • ••••• r,.) 111 ¡.,-,n1111la apr"xi111ad11 rl1· prc1¡i;1g1wi1.111 d1•l 1•rr"r r•,...[ti:: 

~, 
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4.3. 

,,- iJ . . 
1-.

1
-.ft.r 1 •• r~ ...... r,,.l!El.r,,1 

I::.'.:: 1 ( ./', 

Análisis general ele la propagación de errores 
en algoritn1os recursivos 

L11:-- algorit111<• ... nclapt,1l>h·:-- ..;1111 l'f'l·11r:-oiYo~ pur lHl.tlln-dPzn ~- pndP1nns d('finir t•l r-~tnd11 
n<t11>1I d<'I nlµ.r1ri1111<•. ¡(-)(/;11. 1·11f'u1wi<'1111l<•1111 <':-'tildu illlt<•ri<>r _,.el<- la:- ,..,.,·111•11<·ia:- d1· 
1•11trnda ("1,(/;) ~· r/(/;1. ¡;:,..¡,, 1•:-: 

(-),/,·¡ = f(0-J(/,· - ll.r/(/;l.l",.(/;)J 1-1.ti1 

C'nnl<nti<·r i1111 dt•11a·11t Ht·i1'111 1111111t'·ril'n cl1·I nl.!.!11rit 1nu g<•tu•rnnl i111pn•('i:--iu11<·:--- d1•l 1i< 11 ¡ r1 

<'IT<•l't':-- dt> n·d~111dt•11 .'· rh• rt•pn·:--1•111a1·i1'111 Pll l'] 111ic·rupr<H"<'sad11r. por lu ta11t<• 1·1 ;.d,!.!11-

ril 111" C't>ITC'l'iÍ •·1111 <·11111 id;11l1·:- JH'J'l l1rl111d11:-. (:..)¡/;J.~· pw·d<• dc•,;f'rihir:-<· •·"1110: 

i;.) ( /,·) (-l.¡- 1 

D1>11d<' 1 "(/;) n•pr••:-'<'11111 <'I r11id11 .¡,. n·d1111<l<•u. 1 PodPIJJU,.. 1•111111wr·=- l'XJll't':-'ar 111 111ag-

11i111d df·I Prrur c·u111u ~(-:)(/;)=c.,.)¡¡,¡ - (-J( /;¡.la l"IJHl "'' Jlll<'dt• expre,;ar t·o111u.;10]: 

~(-:>(!:¡ = ~(-)¡/; - 1)Ftl:J-""1 "(/;¡ (-1.i:<) 

Du11dv F(k) <'." f1111cic)11 d<' (-J(/,· - l ). ¡/(/;) _,. Cl'(k) _,. dqwwlt• de• la implC'111<'lltnci1"111 
<Jllf• ::'(' 11tili<"<'.[J;~1:. 

La c•c·rn1<·c"111 -l.~ 110;; l'!'l"lllÍt" n•alizar P] ,.,_111di1.1 ck• ].,,- errun•,.. ch• n•clo11dco n t l'H\"l':-' 

dP }t 1:-- !"'i!!tlil.'111 ('~ pctSl 1~: 

l. Ge11cracici11 del error: DP:-;<"rihir a \ "(/;) tHI cu1110 "" g.e11<•1·ado al i11stmll<' el<· 
l'<'l"lll":·dc"111 J.:. 

:2. Propngflción del error: c·l,tnn ln:-o f'1TCJJ'P!' Jll"P!-'f'tJtn<lc1~ al i11stn111P /,·n :--;p propaµ:atl 

HSllllii~·1JC)u que t'Jl la:--: ~uh:-:1:•t'llt'll1t•:-- n•t·ur~iu111•:-: IJu :-:t· gt•11t•rau llllf•\·o~ Pl'l'Ol'f'!'.-1. 

:3. Ac1111111lació11 de c1To1·cs: Equinil•· a ;.11111ar lrn- "ª""" :2 >. :3. 

El P'"'" 1 d<'JH'lldt' <'11 ;!J'all 111;11wr;i d1· la i111pll'111<•111nc·ir)11 111ilizrnh1 ~"<t ""ª ¡n111t•.1 
fiutnlltl'. punt11 fi,iu. Jl(lrJJ1aliz•u·ic'11i. furtltfl:-- d" raíz l'llt1dn1rl¿1. Ple .. por 1_}:-->tH razó11 11" 
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t>~t11dir1n·11111 .... 1·~t1· pri1111·1 11.1:--11 <¡111· J1¡1 :--i1l11 1·~t11dindu pitl'it dift•n•t11t·~ iuq1l1·1111·11t;1-

l'Í()J )( •:-- l'J 1 ¡ ...... . '.:t:? -. 'o) . J .. 

El c11111p11r1<1111i1•11t11 cl1· Lt 1·1·¡¡;H·i1.lJJ l..'- 11u:-- cl1·li111• la t•:--tnl1ilidHd d1•l nl!..!11rit11111 1·1111 

l"t':o-JH·1·t11 ;1 lu:-- 1·n1111· .... d1· 11·d1•11d•·•1. ] 111r L111111 :--i 1··:--lil , .... i111•:-:tnh]1._ 1•:-. d1·1·ir llll t'JT11r 

.t!t'lll'rnd11 ;¡ 11n i11 .... t.111I•' /,· - l c-r1·1·1· d1· 111n111•n1 i11fi11it;1 rtl pn 1pit!.!ill° ... I' ,¡J i11:--tn1111· /,·. 

Pllt1111cP:-- tnl Í111plPJJ11•11tr11·ií.1J1 1·:-- i111·:--tnl'1t· .\' 110 :--•• J>tidn\ 11tilizHr. 

E11 JH1r1i('1il;1r. :--i 1·l ¡ni1111·r ¡,··r11ii1111 1h• In :-:11111<1 1·11 J¡.¡ 1•<'llrtC'i•'111 ·-l.:' <·11t1\"•'l"' .. !J' 11 11t11J11·t•:-­

la <·t1ll\'t'l'gt•J11·in d1· tri! i111ph·1111·11Lu·i1'111 d1•p1--11<li.•n'1 dr• q111• )11:-- t•1'JTll'l':-- µ.1'llt'J'r1d11:-- al 
i11:-:tr111t1• /,· 11t1 1-r1•z1·;111 d1· 111i1J1t•r;i i11d1·fi11ida In cual :--.P pt1vcl1• 11)µ,:rnr tttilizn11d1i tttJn 

l11rn:it11d ti•· ¡1<dnl•rn 11<l1•c11nd;i . 

...'.l.(-)(/,')= ...'.l.(-:J¡J,- - l)F(/.'J 1 1.!l í 

...'.l.EH /.') ( -1.l ()) 

do11cll': 

1J•U•11· 1.-, = ru .... -'- 11r11.-., + '2) ... Ft 1.- 1 ( .1. 1 ] 1 

Ln t'CllHl"'l<lll -l.lll 1111:-- 1n11<•:-.1n11·c1111u :--t> pr•1paga llll PIT<•I' gr~11"n1dc1 al i11:--;ta11t<· k1 1 < /,· 
lia:-'tH t•I ill:-'1HIJl1' /.·. Jlt1d<·11111:-- 1.l1:--i•J'\'(I)' ('(1)1)11 tal }11'llJJi-t;..!.H<'ÍC.JJ) 11<~1 f'JTor dt'JH'l1th\ lní:-.ic11-

)lll'Jllt' d1• In 11u1triz '1 1(/,·11. /,·1 nl11t1c·idfl c1111111 111r1triz d1· tn111~i«i1"111. In l'11Hl ,1111•_!.!,il 1111 

l'I .J 1111!.\' illlj>C>rt illlt •' t'll l'J illliÍJi,_j,.. dt•J t'IT<11'. 

L.1 n1.11:·iz ;:J .. trr11¡. ... j¡·j,·,1i. t(ltf11·i1.11J .;.) i. t·:-- h1 q111· J1c1:-- <!Pfi11t· ¡,, pn1png.Hc·h'111 cl1 1 lc1:-. ('J"­

r11n•:-. 1lt·~1l1· ~·I it1:--t;i1111· 1•11q111•1H·ttlT•'ll lin~t;1 c•I in:-;t;11Jt1• 1l1· 1t1li\li:-;i:--. Por P:--ta l'i1zc'nt. t':-­

i1up11J'tdllt1· tlll 1·~tt1dic1 d1•tnllncl11 tlt> :--ti ¡·1111qu1rtill11i1•11t11 c·t1n11<lc, :--1• pn•tt•t1d1• ;i11alizctl' 

,.¡ t't>lt!JH•rta111i•·111 .. 1111111«·ri"" d1· alµ.1111.1 i11t¡>l•·1111·11l11"i"•l1 •·11 pani<-11Lir. E11 };i ,..i.~11-
i1·11t1· :--1•1Ti1'111 \·1·n·11111:-- c·1111111 :--1• d1·fi1Jl' 1•:--t¡¡ 111r1triz a~í 1·c1111u :-:11 <"flltl}1Cll'tn1J1i1·t1t11 pnn1 

111:-- 1tlµ.c1!·it11111 .... HLS l'lt'i:-:i('c1:---. 

¡-¡ 
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4.4. Análisis de los errores de redondeo en los al­
goritn1os RLS 

:\plil"1wit1111··,. <k 1.,,. liJt1.,,. HL:-; 111111 d1·111 .. ,.1n1rl" 1111•· ""111,. pr•·,.•·111 .. 11 pr .. 1·1•·111",. d1· 
dh·t·rgt·tu·i" '.:t2:. }<1 ,·u;il pri1wip11lt11••1111• ~,, pn•:--1·11ta JHlr }H ¡u"rdida df· :---illH··1rú1 d1· 

In il1\·1·r;o-;n clt· la 111<11 riz d1· •·11\·.1rL111zn . .-\ c·c 1111 i1111;1<"it111 :--t• pn· .... 1•11t .ill ;'¡ 1111 ci11idi:--i:-- cl1· 

t.')Ttll't':"' ,¡,. n•dntlllf•c1 JHII'it d11 ..... i111pl1 1 1111•11tnc·i~1111•;-- d1· filtre);'-\ HL~. 

clo11dC': 

11'1,I/,·¡ = l\"1.1/, - ] I - R;: 1 (/;)("1,i/oi> /,i/ol 

H,.1 ¡,. J = ,\R1,í/; - l 1 - L ·,.(k)l '/ 1 J..1 

,,,(k) = d1/;_1- ll'/1k)l',,1/;1 

' -1. 1 2 1 

t-1. J:l 1 

El pro\Jlc11m en la c•r·1111c1011 -1.12 c·n11,.:istC' c·11 p\·nlunr ¡,·1.(/.·1 = -/i';: 11kH ·1.1 /;\. lil c-trnl 
parn f'l algorit111<J HLS a priori"" put>dl' ,.,.«Til1ir c·n11w [20;. [:3:2!: 

R;, 1¡k - l 1C1,¡/;1 
¡,·,.(/•) = 

,\-'-- l '/ ( ki/>'
1
-; 1 (/c - l il ·1.1/, 1 

Y dP ac1tPrdo al lf'llH\ ck i11\'l•r:-i1111 111ntric-inl " 

n;i(kl = ~,tn;:-1 11, _ 
11 

_ n,·-:11 .. - 111·, .• ,,,1·/ .1 .. 1u;: 111.- - 11. 
. , ,\-· 1/ ¡/,·;/,' 1~ 11/c -- 111.1.1/c! 

Para la .~ol11d<'>11 del prolJl1·111a ddí11i111••,. ¡,.,. "i.~11i•·1111•,- Y11rial1]1•,..: 

,_.,¡ 1 .. , = 1·/'1.-; u;- 1 ; 1. - 1 , 
p(/•1 = ,\ - /."/ 1/,-1/i',~ 1 1/,· - 1 ¡[ '/,11 .. , 

11·; 11/,- 111·, .•. / .. 1l/1i•11i',~ 1 1I•- ]) R,-:1u,· - l • = 
,\-1'/1/•1h';:'1/ .. - 111·,,,h-1 

l-l.l-1) 

1 -1. l c.) 

( -1. l (i) 

(-1.171 

í-l.l:'i 

J)u!' i111plPllH.'llt Hcic't111 •:-- dl · 1 •:--t t • <d.!.!.t 1ri t 1111' et 111c •<·i' 111 1·1111 H ' et l.!.!1tritll111 c·c lll\'PJJc·in11n 1 B LS 
11 111<.•111tdn ut iliznd<> ,_,. 11111<':-t r" • ·11 la 1 nl ,¡,, -l. l. 

E11 d al!.!..,rit11111 C'LSl dHr11111•·111" "'' ''X}>l<>lil L1 ,.i111f'lrÍ11 d1· l;i lll<ltriz R;, 11/•- l 1 Jli>IH 
l'ak1tl11r ¡,·,,1 kl. L11 ii11i1·11 l'il/'•"11 .¡,. l1;w1·rl" ,.,. 111111 li.!!•'1'11 r"d11cvi1',11 1•11 l;i r·u111pl1:ii· 
dad df· l"iÍlcul11. :\d1•11¡¡Í:--. L1 1qH'l"<1ci1'111 p11rn t·;t}1·11l;1r h';~: 1/: - 1 ~ 1·:-- "nJJr1n··11t1·1J11•1111."' 
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..\LGOHJT::\10 RLS :L! 

01/.·1 r·,: 1/,·h', 11/.· - 1 1}1/.-1/,' 1~ 1 1/. - 1 · 

1 fJ{ k 1 

,. i 'l., Í{ 11í. - l 1l /• ¡, 
-,-.-,- ,, l.' 

h',-; 11 /; - ) I 

; n;-.111 .. 1 

C11ndr11 -1. l: .-\l.u,<1rit 111n,; H LS 

,.;i111r"tricn d•',iH11d" <¡JI•· R;~ 1 1/: - 11 l"'l"lllHIH'Zf'a ,.;i1116trii-11. Sii1 <'111hargu. ,.¡ 11111íli­

~i:-; t(•c'.riC"n dt•I <'1Tur dt•11111<':-;trn c¡11<• pr< 1(·isHt11PlltP u<·tlJTf' 1(1 c·11t1trario. pl"P:--1•111ú11tl11:-0P 

n:--i pr11hh•u1i1!'- d1· diY1'n..!.<'1tt'in. 

Exi:-.tt• utn1 i111¡Jh•111t•11t:t("i1'111 p;irc1 t':--;t1• a}gurit1JH1 la <·unl nu l'<111~id('rn :--i1111'•tria dt> 
fl';-: 1{/.;-]} .\· p11)° 1Hlilt1 t•) c-d.t!t11'itl1Hl 110 dPpPJHlP d<1 }il ~illlPll'Íit. P) ÚJlÍ('O l"iltllhi11 l"Oll 

n·:-;p1·c·t() ¡-¡} al,1.!c1ritlllt1 t11ltt·ri11r t•:- In fol'lllH dt> L'ctlc·ulnr lit µ.allilllf'in ch• l\al11u1n <"etJ11r1 

,._,. ilu,.;trH •·11 ,.¡ 1·t1Hdr11 -l.l. 

4.4.1. Anéllisis teórico del error 

PROPAGACIÓN DE L'N EHROJl SJl\JPLE EN RECURSlONES 
SliBSECUENTES. [32]. 

('11p~~dt•r:-tn•111·-!:-- la prt1pagat·:,'n1 !!t· 1111 ::nL1 Pl'!':Jr HI il1!-:t.-ill~t' /, -- 1 c·.::n1 :-;11l::r:--1'l'liPllt1•:-­

n •cu rsin1 H':---. 

Tcorc1na: 

ÜP[i11i1111J>' ¡,.,.. <·a11tidnd1•,.; <'IT•'11u·a" ni i11,.;t1111t<' J.- - l d<'1111tnd11,.; por 

TESIS CON 1 

FALLA DE ORrGEN 

[i-;;, 1 (J.- - 1 1 = J?;. 1 (l.- - 1) - áR
1
-; 

1 (/; - 1 l 

i\'1,(1. - l 1 = \\)/,. - l 1 - .111·1.tk- l 1 

/•I /; - 1 1 = ¡1( k - l 1 - <Íf'I k - l 1 

.. - .. 

(-1.1 !J) 

(-l. :1() 1 

1 -1. :21 ) 



Para (111:--t•r\·nr L1 111;1111'1'•1 1·11 q1t<· illlf'l'\"il'll('ll 1•:--1<1 . .._, t·r1111idHdi·:-- f'JT1°11t1•a:-- c;ilc11b111H1:--­

,i/,·,,¡J.-~ .\º :--tl i1ill111·111·i;i t'Jl ,\/1',- !1/.· 1 • ('11)1:-,j,]pr¡1Jtd11 };1 (•l"llHC'i1'111 -J.:21 )>tHlt'IJ)tl ... (':O-{Til1ir: 

,11,,.1 = ,\ - 1 ".1: ,,. 1 "'" 
1

' /, 

P1Jf':O:ln q11e· . .\ , .... 1111<1 1·1111 ... 1;11111 1111 1•xi .... ft• 1111 1•JT11r t'll t•:--1;1 ... i .-1lj1•1t11·11111 ... q111• L1 
;1rit1111'.tic·n 11tiliz;i1J;.¡ Jlll1·1!1· r1•¡1r1•:--t'lJt;11 :--11 Yrdc1r ~ill t'lTt11' _\· J1tll' h1 t;111t11lit~1'Xi:--tt' lll1t1 

pn1pct.~il('i('111 d~·I t'IT11t" :--1d1r1· . .\. 1·11t11J1t'I·':""' 1•! (')Ttll' ''fJ{/1') !'">I' n·cl11t·t• a: 

,\,.i/:· = l/i1:1á!í'l-; 1 <1 .. - l)l"¡,(/:1 

,-:::1(/.'i 
,\ - l}, 1 .. ,u,~ 1 1 /. - 111·/'u.-1 - L"/ 1 k1riR1~ 1 (l.- - 111 ·1.11.-· 

,\ - 1 "/ ' /, 1 /¡' ;; l ,, .. - l 1 l ·1 ·' /,- ) 

Fillnh11f'11t ,. pudt•IJI( '" (';-.1-ril 1ir: 

,,-1 ¡_ /: 1 

~~~~~~~~~~~~~--, -
,\ -- t.·,~· ("'") l}~ 1 , '" 1 ;l ·,.l ,... .\ -- l ·;r \ 1.·, 1?,: 1 , 1.· - 1 )~ -,.( 1. 

- ( )¡,i2) 

1-1.:?2; 

( .]. :?:{ 1 

1-l.:.!-I, 

Dom!" (J( ,¡~ 1 i11di.-11 ,.] < •rd,.11 de In 11111µ.11i11111 !! 1i h';: 1 ( /:- l 1 :' ~. )!.<'ll<'l'id111<'1ll <' ~" 111 iliz11 

J;o l!or111a d1.• Fnil11•11i11,, 1. _,. <~:/::: 

(•(/.-1 01 !.- ¡ - rio(/• 1 

dulllil': 

7-1 



- - 7 -. ¡,·,.(/;\ = ,-.¡ /;) ,,-1 ( /.-) 

. . cJ(/,-¡ 1io.,.1/;1 ..• 
¡1/\ 11.-• = --- - --- - (}¡,1·) 

,. • á¡ 11/;1 f J{ J.-) 

El pri11ll'r tl;nnill<• C'll la ''"llaci1º111 -1.2:-, 1·111T<'"J1111Hl<- 11] <'ITor ,.;obn• ¡,·1.1/,1 dc·hid<> a 

¡1(/•) 111i1•11tra,.; qu¡• ,.¡ ;.pg1111<]11 tcº•n11i11" l'llJT<'>'J11111d1• ni <'IT!lr ckl1ido a R,--, 11/.- - ] l. 

áR
1
-;T(k- l)l°1,(k) 

11(!.-i 

R,-: I (!.- - l ll ·,.( /,·) L'/U•láR,-: 1 (/,- - 1 !L ·,.11.- l 
~'------~- -''-----"------'--.:......- - (){ ,¡:! 1 

fl{ J.-) f'( k 1 
(-l. '.?(i 1 

Y <'I <>JT!lr l'll In 111atriz d1· currL•ladt'111 r,.;ta dado pur: 

Ln" pri11 H.'rn,.; do,.; t 6r111i1111;; t.'11 la <·c-um·i1·ll1 -1. '.?7 ('flrr< •;;1 w11rl1 •11 ¡,¡ <'ITllr ,.., 1l 1r<' R
1
-; 1 ¡ k) 1 lt ·­

l 1irlo H Ji'-¡: 1(/,-- 1) lllil'llll'H;; <Jll!' 1•] lt•rc·¡•¡- tt'.•n11i11<1 ('(IJTt',.;puJld<' a] t'ITlll° lit-•l1it]C111 ¡,·,,(/;). 

Y ,.;u;;t it u.'·'•11rl11 la 1•c11acic'H1 -1.'.?ü c·11 -1.'.?7: 

áR,--; 1 (k) = *¡,¡¡;•
1
-;

1 (1.- - 11 - ¡,·1,{/;JC,'.ikiáR,--, 1 í1. - l l­

rr5R¡;T11.- - 1 )C1,( i.-1 _ R,-; 7 ¡1.- - 111 ·,.r l.-11·,:1 l;lriR,-; 1 (J.- - 111 ·,.1!.-l. 

l p( k) 1" ¡,.' ,,¡l.) 

[lº/U•1R;; 1(1.- - J 1" - U(P¡ 

.rn;: 1 11.-¡ = ±:.w;; 1 u.- - 11 - 1,·,.11.-ic,'. u.-).rn;: 1(1.- - i l-

,rn;: 1 u.- - 1 w,.u .. 11<'. 11.- 1 -"- 1,·,.u .. 11 ·/ u .. 1M1,--. 1 u.- - 1 w,.1J.·i1<'.. u.- 1 -"- 01 ,¡" i 

.-\1·111111.u la11do t 1;n11i1111,.. p111 ]f'lll< ,,.. P>'tTihir. [:l'.?~: 

c.J 

(-1.'.?S l 

1-1. '.?! 1) 



1 . , •. ¡ 1 >: 1 ,, "' 1· i ' - - ,i/>';~/ 11> - l 11["
1
,(l;)/\'/ 11>1 - (JIÓ~I 1.1.:3ll1 

llt-u:iP1Hl<1 1111 .1111iili:--i'.'- ~i111iL1r ¡1111l1•11111:-- 11lll1•1u•r t•l t•JT111' 1·\1JTt·:--¡,u11di<-11tt• al i11:-:.ta1Jtt• /,· 
dP1Jido H f'ITC•t'f':-- td i11:--L111t•· /. - l Jlill"il }11:-- )Hlr¡i111t•lr11:-: n·,,¡J,·;. E:-.tt• ('J'l'l•l' f):-'.l<Í dnd11 

por. ¡a:.?;: 

till',,(1.-J 
<IR,--; 1 ( k - 1ll·,,U.-1 

11 - ¡,·,,11.- 1/ ·,t 1J.-1¡¡,q1 ·,.11.- - 1 1 "'"- ----e-'---------­
,\ - 1 •

1
;(1• IR,-: 111, - 1 ,1 ·,.: I, 

1.1.:;1 í 

E11 '" l'C'lliWÍ•'•ll .1.:111 p11d1·11111,.. H¡>l'l'l'Ílll' <¡ll<' ,.¡ f'!Tfll' <'11H,--; 1 íJ; ¡ cl1•)lf'J1cl1• "'' lil :-Íllll'tl'Íll 

d1· In 111fltriz clt· l'11\'c1ri11t1z;1. l'•1r ¡,, lnt1t11 .. ...:i la l1H1triz :--t• t'í_1n:--t'r\·u :->Í11H"trit·r1 d11n111t1· 
t11d11 t>l pn1«P:--u. t>l :--t•µ.1111d11 Tt•n11i1111 d(' In t•<-·1u11·i1'111 -l.:3tl dl' .... apan•1·,• y 1.•xi:-'11· 1Jl('Jt11 ... 

prc1hnl>ilidnd di· q111· 111:-- 1·1T• 1r1•:-- 1-r1·Z<'at1 dt•111n:--.iacl11. Si11 t'111har!.!.11. !->i In Uir-ttriz d1• n1-

vnrinuzr1 110 :--;t• lºC1tl:-ot'l'\·;1 :--i1111-.tricrt ,.¡ 1•1Tur p111•dt• ITl'C'l'I" u c:udc1 i11~ta11t1· _,. u1·;1:--i,111HI' 

]¡¡ di\"t'l'gt'll("ict d1•i ;a},!.!..Ctl'Ít 1111 '· 

l"11 atní}i:--i:-- ~i111ililr pnn1 ,.J cd.!.!11rit 111u C'LS2 110!-' ll(•\"H a lo:-- ;-;iguiPtltP:--; n•:-.;ultildo:-- pan1 

t•I <'IT<•r <'11 /1'1-;
111•1. :-i111pl•·11w11t•· ('1111,-id1·ra11d11 <¡lll' para c·l f'1ík11lu cil' la ga11a11L·ia 

¡,·,.1/;1 11<1 ,..,, ]¡¡!('(• \1:-to ,¡,. ,_-,'1 (1.-l ]>\11'"' 111• ,..,, ('flJl,..idC'ra n,~ 1¡1.- - 1) :'Ílll"'lrÍ<'H. Olitt'll­

(·'lllll!"- JHI)' )11 l<11lltJ.¡;.t2:.: 

.rn;. 111.-1 = *11 - 1,·,.u .. 11-¡i 11 .. 11.i1r; 1u.- - 11u - 1,·,.11.-11/tk117 -'-C)(.i~1 . (-1.:J:21 

.:\li··nt n1~ q11<· pan1 1 •I 1•tT1 •r 1 ·11 }1 •:-- J •<1l'iÍ1I1t ·t 1"11:-- 1 h·I filt ri • "'{ · 1 d •tic ·ttt• In 1ui.··"1lla l'XJ >t·,~ .... iúu 
<¡ll<' para 1•1 ""·'" d<' la i111pl1•111<·111 a1·i"•11 C'L~ l. •'<'ll>ll'i"111 .1.:11. 

En b1 1•r·11n<'i,·111 -1.:~2. a dif1•r.,111·in dt• In 1·1·11:·1ci1"111 -l.:~11. :--1• c1h:-;PJ'\"fl <111" hi prnpi1,!.!<1<'ic'i11 

dt J PrlOl" Jltl dt•¡1t 11d1 .._¡,, }:t :---Ílllt'tl'ifl l;l' ir1 d1n1li:í. d1• f111T1•)1Hif)1J. J>Cll' l·:--t<I J'(l/;C)Jl. ]e, 

1·111J\'l'l'l.!.<'lWÍ11 de· 111~ •'IT••rt·~ d1T11'11d1· IHi,..ii·111111·111" d·· 111 11111triz ¡/ - ¡,·.,11.-11·;; (lo1! 

t ·utu 1c-idi:1 «ollH 1 tila t riz el•· t n111:-;icic"J11. 

AN.i\.LJSJS DE LA MATRIZ DE TRANSICIÓN . 

• ~\ "' 111 i11\lnC"it'111 !'-'<' pr1·:--t>11t nní 1·1 atuili~i:-o dP In prupuµi1C'i<.lll clt> 1111 PJT11r gl'JIPnHlo al i11-

~tatlt'' /,·., d(1tHh• k,, < J,·. PitrH Pll11 t•:-- ll<'l'P!"'ari1• ba:-;aruu:-- t'll la:-. ~iµ,11iP11tt•:-- rlPfitlil'io11l':-i: 

Dcfi11ic·ió11 1: El \'f'l'llll' .¡,, n·gn·,..i"•ll c,.ti¡ ··~ p<•l',..bt<'IJl<'llll'Jlft' <'Xl'ÍJ;lll•· >'11l1n· .. 1 

Ílll ('l"\"Hlet dt' OlJ:--f'J"\"(l("j(.l}J """ :::;: i ::; /,· ('llHIJclt 1 :0-t' 11!->Cl \111 f"r.H·t 1 11' dl' ul\·jd\ 1 f''.\:] H 1Jl('1J('jflJ 

.. \ < 1. :--i la :-.iguit'lllt' cu11dil·i1'>1t :--1 1 ,·11111pl<'. [:12~: 

j'(j 
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' 11/ < ,- \' ··1·,.1í1t•/1í1 ~ i/. ! .1.:.t1; 
. ~- ¡, 

Lil c·c111di1·i1'111d1·1·:-.:itnci('111 p1·r:--i ... t1·11t1' :--1 1·11111pl1· 111;111du l;i :--1·ú;tl 1·1·1·il•irli1 :--t' n1l1Jp11111· 

d1· ,-,i]1 in•:--- dif1·n ·t1t, ·:-- d1 · 1·1·re1 d11ri11111 • 1 ·l pr1 11 1 •:--11 d1 · filt r:1d1 1. ( '11n11d1 1 1·:--.t11 1 ·011iJi,·i1'1t1 111, 
:--1 c1111qil1· 111:-- .i1~11rit111•, .. di,·1·1~··11 d1·l1id1, ;1 l<-1 .!.!t>t11·rc11·i«111 d1· t11;1tri1·+•'." d1· , .• ,,·¡¡rÍ:111z;1 
:--i11.!.!11L1r1·:--. J..;1 i11liu1 111·i<1 d·· L1 Ld1i1 d1· 1•x1·itc1t·k111 p1·r:--:b11•11ti· :--1• p111·d1· 1dl:--•·r\·;1r 1•11 

::t2:. dt1t1d1· 1d1:--1·rvc11w•:-- qlJ• i111 111-..11 p;1r;i 1111H i111pl1•1111•11tcwi1'111 nilnt~lit. L1 fnl111 d1· 
1•xcit<11·ic'111¡u•r:--i:--tt·t1t1'11c·H .... i~1:111 1lin·n.!1•11ci¡¡ 1•11 1•l nlµ.orit11111. 

Defi11ici611 2: l-lld 111;1tri/ \l 1· ... 1111;1 t1111trnc·t·i1.111 :--i .\/ 2 1·:--1•:-..trÍl·t;11111·ut1• 111t'l1'1r it 1. 

Dcfi11i'ció11 :.l: !'ar" 1111;i l<'l'•·i., .¡,. ttlill!'Í<·•·:-- •·t1ildrildil:-- r .\/ •• Y. El <J,. la 11ii:-111;·1 di-

111c11:--i611. In llHltl'iz .\/ = _\" -~ r: t• .... 111li1 JH'l'fllrllfH'it.Jll c-tg11dn dt• In lllntriz .\/ l'\l<tlld11 

i1_\"- 1 ::'2 1![:."¡;:! < l. }11 t'llnl fl~,·~11rt1 q111· l<1 11H1triz E 110 111udili<'H P} ra11µP d(' ~.'.:111:. 

LE!\IA: C11a11<l•• t·I ,.,.,.¡.,r ,¡,. 1t·~r,.,_jl,11 l ·,.1 /;¡ ''" l"'n-.i,.tt•11tr·1111·1tt<• 1•xcitad<1 ,. 11-;¡; 1 ¡ /.-¡ = 
R;: 1 (kl - t1n;, 1(1 .. 1 ,.,. 1rna JH'rt11rliar·it'111 aguda rl0 R¡; 1 tl.-). r•111<mc-1•,.; R;: 1 U.-¡tiR,-: 1U.-i 
t_',:-, 1111{1 ('lllll )"¡.\('('it'11i. 

~¡ 1·ot1=-'id1•ra111t1:-- PI t'ft•f"tn d1• ttt1 1•rr"r i11d11C"id11 i.d i11;-;tcd1tP d<' th,JJ1pn k,, Pll ht:-- «n1lli-

1li1d"" fi',-: 1 ( /, ¡ ·'· \ 1 ·,.1/,-1. Cttn 11< I• • ú"-¡. 1 ( /; J ¡ H'rt1ia11<•1·1• si11H.-.t ril'n o t'll la i ll1JJl<•1111 •11t rn .¡,·,11 

C'LS:2. p ... 1<·11111:- 1·,-c-ri\Jir la 1•1·11;wi1-,11 .J.:~:2 1·ut110: 

( -1.=~-1 1 

~ 1 it>lll ra:-- < f 1lt' dt.· ;u·111 ·rd1 • c·1111 ln Pc:11<11 .¡, "111 -1.:~ 1 1 •] PITur :--• 11 >t"f' ]o~ pani111Pt ros P!'t ¡\ (lc1dt' 
¡a1r: 

, _,, -1 

.51 \ ·,, ( ,, ) v(/.-.k.,)ri\l·,,1/o,.\ - '5 1·11•.k., ...,-j)¡1,.,,-1.,.J - 0(,\~) 
,/ ~·- t 1 

JI 
riR1-,

1 tí - l ll°1,(iJ . . --r . . 
\ [·¡ . /'-1 . l. 1r/111-[ ,. (,\ll,,!í-1¡¡ 
, - ,,(!\ 1,, (/ - 11 ,.111 

l ·11.-. lo .. - .i 1 rI'.="· -.1( 1 - ¡\·,.( i )l-,1.-i i) l 



Y ,.;1.• pttl'd< • d1 •1110,.1 n1r e pl<' t ·1 /,., k,. i. 111<1t riz ,¡., t rn nsir·i<in. "'-' ¡n1< •dP <'X]Jn·•,.;ar c·o111u. [:211:0 

cik.k.,1 = ,\.-- 1···n;, 1U.-¡Rl'U•ul 

Si ,.,1t)H1llt'lll11,; qtt<' d(i) - 1"/1iil\'1,!i - lle•,; n1111 \'Hl'ial1lt• a!Paturia c·o11 nwdia <'l'r11. 
PlllíJUCt-':-- t.•1 !"'t 1gu11du ttln11i1111 1·11 ];1 1·<·11n«il

0

•ll .1.:3¿-, dt::-.HJJi.ll'('Cf' c11a11do c·o11.,idf'ran1u:' 

snlu la llll'llia d1• ril \ '1,( k). Baj•.> <':'ta ~upusich'111. 1•11 adt'lant e. 1111ali;u1n1u,- ,.nlu 111 prupa­
g11ció11 dr· E[ri11·,.1kf. 

Lo,; <'1T11rc·~ riR,-; 1(1;.,J .'· E>i\1"1,(l•J' ,_;1111 11t<'lltH1do,; "i 111 111111riz clf' tra11sidc'in l'(/,., k,,-1 
11;-; llJl<i <"1111tn1<:ei1'JJ1. [:-;tt1 !-tí.' p1tt·d1i \"c~rifiC'HJ' Pll el siguic:11tt· Lf'111a. 

LEl\·IA: C'11nndu el \"('Ctur d1• rl'grr•,..ió11 e,. (l.- J es persbt eut c111cnt e exd t ndu sul.>1·p 1.·I 
int0n·alu (lo,,.1.-J. In 111atriz rk tra11,;ici1'in 1.·(/;.lo.,) e" una co111n1C'ció11. 

Prueba: La matriz /?1,(/;) d0H11icl11 <·111110: 

/,· 

R,,(k) = L ,\''-i} ;,(i)} ;:'"Cil 
1=] 

Dado q111.• lo,. < k. podc111o:i e,;cribir: 

~' k 

R1,(k) > ,\'·-i};,up;?·ul + ¿ ,,•-i};,(iJ}/Ul 
1=1 p::;J.:11 

.... l· 

= "'-1. .. > ,,, .. -·);.<;)};;'(;) _._ ¿ ,,,_,};.un/lil 
i=l 1=l.:11 

Por lo tanto: 

I· 

R
1
,(k) = ,\•·-i ... R,,\I".,)-'- ) ,\'- 1 };,(i)};:'°(i) 

1=/\·,. 

C'•rnn~ln In 0ct111dó11 ·1.33 ;;0 nrmpl('. In mnt 1·iz; 

R
1
,(J,.) - ,\1.·-1.-.. R,,(k.,) 

,\'°-'" R
1
,(k.,1 < R

1
,(k) 
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E11 c_·c•ll:--PC"11('11<'ia: 

(".111 lo q1w "" t"<>lllpl1•111 111 pr111•l1;1. 1'11r ],, ta111" JH1tlc•11111,..; d<'<'ir q11P ,.;i la IJlatriz c],. 

c·n\·ariHJIZH :--t' t'Ull:--<'1'\"it ~i1111~1 ri<'H 11 ~1· lit i1izn la i111ph•111c.•111 uC'i611 C'LS:2 ~· nrlP111;l:--; :--1• 

C'tllll]>I(' ht ('tlllrli<'klll ,¡,. t•x1·i1c1t·i1'1t1 ¡u•r:--istt"llll'. PlllUlJ('('!"' l'~ta PS_l_lllél i1n¡1)PJIJ('lH1'il"JJ1 

n1l111:--t(I (°(IJl r1·:-1¡11•t'll1 i:I l'ITtll'I':""' llllllJl
11

l"Íl'(I:"-. 

EH.RORES Ql_TE SE GENEHAN EN UNA RECURSIÓN 

El :-1iµ,11ie11t(· t•·orPt1H1 {':o-.JH'<'ifi1·c1 l<•:-- líntit<•!-i para(') PtTor c11 la!"\ c-anticlctdt>;o; ac·tttalizad<1:-: 
('11 cada n•t·11r,.;i(111 tnllt" pnrn l;i i111pl<•111L'lltndtí11 C'LSl c-01110 parn In CLS:2. 

Si~"',-'~· ~ 11 . d1·11lltilll In:- ll••ri11a:- de• lu:- <•rror<:>,.; ab,.;ol11to,; al ealc-11lar R;: 1 
.'· 11·,. 

n·:..;¡)('('IÍ\'HlllPlllt•. 1•11t11})('( 1 :0- h1:-- :--;i,!.!.11Í\'l11t•:-- t'XPJ'f'SÍC11lt_'":..; 110~ dc->fi11P11 lc>~ li111itt•!"' pnn1 talr•:-­
t'J"l'Ol't'.:-. l'JI l'Hda l°('('lll'SÍl,IJl.~~: 

D1111cl<· 1 1 .'· '" ""11 '""11,.;1n111l•:- <¡11<' d<'JH·11d<·11 rlc• la pn•c·i,.;i1)11 utiJiz,,da. 

E11 µ.PH(•ntl e;-;t u:-; PtTorr•z-.; ~on li11dt ad11:-- dt• la lllÍ!"'llHI 111n11Prfl para Ja:-: i111plPllH'llt Hl'iotu•:-­

dt·I tipn Cl1"l<•;.k.'·" raíz c11adradn d<· la C"ll\'ill'im1zn. En 11111L1u:- "ª"''" prupordu11a]1•,.; 

H 11 R,.{kJ l!-[32]. 

ACUJ\IL'L.~.C]ÓN E INTERACC]ÓN DE LOS ERRORES DE REDONDEO 

El t'rlf11" lui11l :--t· t:P11ot¿1 ¡_hlr t·l Jll"Pfijl1 ,¡'"' l'll lugar dP á pnra l 1l c·a . ..;o el<:• la propagac·ic1

1IJ 

d1 • llllél rc.1c-t1r:--iü11 u nt n-1. 

Suposicióu: El «IT11r !lita! <·11 ci<·rt<>:- il1,.;tflll1'·.~ <I<· n·n1rsií111 h· ''" 111 ,.:11111a d<· lcc prupa­
g;11·ic1111 d1•l PtTnr JHl'\"io llHÍ:-' le 1:-: PJTtll"l'S )IJ('fllP:--; Pll p) t Í(lJllJ>O dP la l"C'("llr;-;ióu. 

Tcorc111a: C11a1ll l•' 1•! n·c·1 or 1 ¡,, n·µr<',.:i,"111 ( ·,.1 I;) p,. pt>r,.;i,.:t r111 PllH'llt <' PX«it ad" Ju,.: 

•'ITon•:- ><nlin· I'i;; 1il•J ~· Ef\\·1,(lc1: :-<>11 limitado:- d<· la 111i:-.11111 fun1rn 1ai11<1 par" ¡,, 
i1np] .. 1rn•111al"it"n1. CLSJ ·'· CLS:2. 

7!1 

ESTA TESIS NO SALE 

º
_. . .., .. ~,-~ 

p~ 1í :\ BIP·LI l'l 1'-' 
_+_.' --·' ---~~ ••. TESIS COtJ 

F1 /\LLA' ·t-· (' n "1 - "'.~EN t1 . ) '·' ., .i:11li 



rJritc+)a: H<'luch11u1111lo la t·1·11ncic'111 .1.:~:~ 1·1111 ln:- frc1111('r:1:- ,Jr-1dn:- l't1 h1 !"nl1~('<·1·i«111 -1.-1.1. 
di· ricltt'nlu n lct :-11p11:-i<'it.JJ1 1 :--'' cil11i1•tH' P} línd1r !'-'llJH'ri<•r pan1 I'} <'lTf11' tutnl.~:):2~: 

t' - "l-1 .. l 
I· <l 1.,,h 1. t/ol, ~ ~ ( -1. ;l(j 1 

E11 <':--'t r1 1 1c11nt·h~111 /,·,,, (':- 1 ·l i11:-1 ;1111, · e¡,. t iPIUJH 1 u1a:- l'Prcn1u 1. lJJPJtc 1r CJlll' k. J>rtrH í'} c·1Ht1 

t•{k. k,,,) r·~ llllH C'OtltJ"rtC'l'i1")}¡ ,\' -:S/.:;-1 l'!'-' dndn JJCll": 

k 

~ r1 !! n;: 1 u1 I! 
1=l.,,, 

E~ta ülti11H1 t'XJff1•:..:.1u11 n·pr1•!"•'111H J¡¡ ac-111111tlaC'it'>11 dP lo!" t•rrun•:-- luc:ci11·:-- }¡(lclt11:-- 1•11 

cndn r<'l'lll':"'ió111•11 "1 C'1Íi<-11l<>dt• lí';-: 1(il l'll r•I i11t<•1T11lo (/•,,../,·1. 

C11a11du R;, 1 ( i) JH'l'lllHIJt 'l't · li111i1 ada. 11""µ:11r11th1 por 111 cu11clic·i<'111 dt> <'Xcit ill'i«111 p1·r­

~i:-;1<•111 <.'. ~ ~~,-: 1 t a111bit;ll J H•n11a11t•c·r• litnit ado. 

ji E(1i1.,1 11 '1,( /.') 1 ¡;:::; L d k. k,., l ¡;¡¡ E(á101 ll '1,(I,,., 11 ji -:s;·;., 1.1.:i¡-1 

L11'"' 1•r·1111l'ioll<':- -1.:líi .'· -1.3";" n·¡11·<''"'''ll1 illl I":- 111<.Hl1•lo,- d•• prr1p11g1ll·i<»11 di'! <'l'r"r t nt al l'll 

la i111pl1·1111•11111d1'>11 C'LS2 <·11a111l" 111 :-<·1-11d rlt' Plltr111!11 <'~ li111itlt(l11 ·'· ]l<'l''"'Í'"'t''ll1''111t'lll1' 

PXdlad;i.[:32~. Puclc•11H>:--' apn•1·iHr qui• aiuho:-: n1odPlo~ clPp1•11dt•J1 d1· la J11nt-riz dP tn1t1-

~J('lllt1. ptll' litJltu 1•:- ÍlllJ>ur1H11t1· µr1ra11tizar qtH' 1··~tH ~1·<1 111u1 c·11n1ra('C'i<'H11lllrHtltP1.•l 

})l'l ll'l':"'O. lo <.'llal :-:1• p1Jt•clP n:-;1·.t!_ttrnr C'11t1 la C'Ot1cliC"i<"111 dP c•xit tu ·ift11 per:--i;-;tt·1111 ·. 

4.5. Generalidades de Jos algoritn.1os rápidos. 

-rodu~~ 111 .... a!µ,l )J"it IJH 1!" rc.1¡ 1id11:-- ;.,e·: dnl;i.ctd li:i .l..?,i:talilllc;tt d1• l-\cil1ua11 dt· lllHllt~rH t·íieiL'lll t'. 

La:-: \"Pr:-;icJJJP~ llHÍ!" nípidn!-- 11' ] Hu ·1 ·11 t ·1 111 7 ¡1 opPrac·iotH •:- por it Pl'n<'i611 .'· ut ilizau la 
galllllidH rlP (>\a(lllnll dual ('1,(/ol.'.21:. 

Dnrl11 qtll' parr-1 nl1t1•11t•1 J,,..., alµ1•rit11111:-- ¡u11]1•111<1:-- 11tiliZH1' tnntc1 PITOl'P:-- clr· prPdil'c·ic'1u 

n prh1ri t·n111n t'JTorP:- d1• ¡11·1•ditTit'111 tt po:-:tPriori. t•Xi!"tf!ll dn:--; fa11iilit1:-. dt• alu11ri11110!": 

111:-: td.!.!1Jrit111<J!" a priori_,. 1.1:-- cdµ.~1ri111111:-. a posteriori. 

El a(g.,ri1111" nipid" d1• l-\;tl1111111 d11d" <'11 •·I c11pi111l11 :1 '"- 1111 nl!!"l'itlll<• dPI ti]"' a 

priori ·'· l'll c·cJll!"t't·111'll<'ia lit iliz" L. !..!Hl1<~1wir1 d1· I'ali11H11 din·1·L:1 1'"1,! l.· 1 _,. PJTnr1•:-- a 
priori para 111 11l1tP1wi1'111 di· Jo,.. p¡¡r;í111<'tl'11,.. d1•l filtr<1. E'"'t" ;tl!!11ri1111<1 pr .. ~•·11111 l1ttr·1111:­

p1·1"ipi1•dnd1·:-- d1• 1•:--t;d1ilid<1d n111111 :--1· 11111:--traní t'IJ ,.¡ :--i!..!1ti1•111f· cnpít11lt1. :--i11 1't1ill:trµ_c1: 

:--<' ln1 cl1•111u!"tradn qH1· l11:-- cdg11rit11111:- l!Hi:- nipid11:- :--1111 }11:-- q111· 11tilizt111 l11 .~1111ettll·Í¡1 d1• 
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f'nlitHlll du;i} ('1,1/.-). 1¡-iJ1•;-- ctl!..!'•l'i1J:ll·:-- : .. 1• l'llllt1:·1•J1 f'Ulllll n}g11:·ittllO:-- a ~OSteriori Jllll"':--

111 iliz:111 1•1-run•,.. 11 Jl""11•ri11ri p:or" 1·11·;;kttlu d1· lu:- panítt11•1 rtJ:- dd liltr(>. 

J.¡.,.. pr .. pit·d11d1•,.. d1· 1•,..1¡¡J,ilidnd ""la- ;ilg.,ri11t111:- a posteriori 11u ""11 11111 ln1P1i;1;.; 1'<1-
111<1 1•11 t•I l'i1:---11 cl1·l lil1r11 d1· l'•ill11<111. 1u1r tnl razt'•n P:- tJt•t·t>:"'Ht'ic, uhtr>tit•r ;d.~c1ritu111:-­

'""'li1liilizHdn ... d1· tnl1· .... \'1•r:-.i11J1f• ..... 

E11 }n ... 1'lTi1'111 .J.(i.:1 :---1• ¡1n•:-.1·111t1rl1t1 d11:--. \"<'l'!'-io11L':--- l'~tHhilizctdn:-o. de <-tlg(1rit1n11 ..... 1·11JTt'­

:---p1n1diP111t·:-- fl Ju. ... nlµc 1rit u111:-- nlpid11:".- df'l ap1-,11di('e D. E11 part ic-ular. IH \"t'l':--i1'111 d1• 
~l1lf'k i11tr11d111·1' la \·arial1l1· rlt• \'1•r11,.;illlili1 ttcl -. 1,(/•) para n•lal'io11ar dl' 111aw•r¡¡ t':-l'n!ar 
lci:--- f'rt't1n•:-- d1· prt>dic<'i1'tt1 n prinri .\· H p11:--.t(ll'i11ri ~- rl•ducir dP P~ta JIHtt1cra p} tiPlllJH• el<· 
1·,tlc·11lu .. -\dt.•111tb. la n«t ttnlizn«i<'111 dt· ..... ,.( /,·) ~t· n)nlizct a tl'H\"l•:-. dt· :-0.11 i11Yt.•r:-.n 11J1·din11tl' 
111 ('XJll'P;.;it'lJ1: 

Du11cl" 1i(/.-) (•,.; t•l 1ílti11111 <'11'1111•111" el!' la µ;n11m1c-in d(' lútl11w11 d1111l al 111·cll'11 /' - 1 ,\·: 

-,,~.:.1(/.-i = -:¡~.:.11!.- - l) - c¡~+1ik)c{.(I•) 

El nílc11lu dc>I c•1-ror de 1n·c·dif'l'i1"11 lnu ·k\\'arcl a priori t ;'.( !.-) ,..e· l'<"aliza 11ll'di11111 <' la 
t•xpresió11: 

E;;1n ülti111a l'XJln'sió11 sol(I rc•q1tit'r" dt• n11a 11111'1 ipli<-a<'i.:í11 f'lll n• ''"c·ahu·c•;; _,. 111 iliza11d11 
la \'ariahll' -,,.(/.-) pod<'1110>' ol1l<'ll1•r ~:'.1/.-1 11wdia11l<' nlrn 11111ltiplindó11 l'11ll'l' c·,..calan•:-­
c·nn10: 

<:u .. ,= 1 ;:u.-1- 1.(k1 

El alg.nrit 1110 nípiclo ele• Slock rc•q11i<·n· , ¡• opc•racio11c•s nril 111C"l i<'as por ill'rac1"11 pan1 
la ""I nnliz11«ién1 d<•l filtro. La di:-111i111wi1'111 d1· ]a,_ op<•rac·io11L'" "" 1.i""ª <'11 1·1 llf'd1" d1· 
rp1·' "'" p1wdr11 C';1lr·11lar 111" 1•rrnr1•,.. d1· pr1·di1·l'i1'lJ1 "pnrtir ,¡.. 11111ltiplir·nr-iu111•:- 1·11111· 
,.,.,.,dan•:- 111r•diant<' la i111r(lfl11n·i•'111 d1· la \'arial1h• -:l'lkJ l'll 111µ;ar d1· nli1c•11•·r t<dP,. 
l'lTun•:-: a partir ck· :-;u clt>fi11il·it'111. lo cual i111pli<"n 1111 pn1d11ctt1 t'!"'lct-d<tr t.•11tn• \ºP<:t11n•:--. 

E11 1•1 "ª"'" dP In \'<'r,.;i<'n1 Cioffi. a dif,·n·1wi>t dr· la \'<•r,.,i1'>11 d1· Slock :--1• m·t1wliza rli1n·­
ta111<'lltl' '""; 1,{k) y 11u !".-11 i11vl·r~a cc1111t1: 
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-¡.- :tk1 = ,\-¡,(/,. - 1 lri{11.- - 1111;:'(/,.1 

El ,.,¡J<-11111 cl1· 1 .. ,. 1•1T11n•,. ,. ]¡, ;wl11itliz;wi1",11 d<'I filtr11 ,..,. n·aliz;i .¡,. I" 11Ji,.11¡¡1 f11n11;i 
q111• 1·11 111 n•r,..i<i11 Slock. 

Ell JHtrtict1h1r Pl alg,,rit11H1 ,¡,. Slock act11cdizc1,]f'111attt•rn :--t•pc1n1dn <"'I ülti1n11 t•l1·t11Ptlt11 

.¡,.la gHllHlll'iH dt· lútl111a11 d11itl HI 11r1ll'll /' - J. c:::i1k1. ~- ¡11·111aliza dirt·1·111111 .. 11t1• la 
Íll\'Pr:--a dt• In ('J1t 1 q.!·ír1 rL·:--icl11;il fnr,,·,1rd <1-¡-:f(J\.). t•Yite1llcln a~í llJHt di\·i:-.. i1'n1 <Jlli' p11dríc1 

iu1r111l11cir 1•1-rc1n•:-- 11111111··ri(·{1:--. ('t111tc• :--P ,-,·n-·1 l'll PI :-;ig11i1•tHP ('HJ>Ítllln el alg11rit1111• d1· 

Slock pn•,.1·11111 1111'.i"r''" pn•pivdadt•,.. 11111111··rica,. <j\lt' r•I al¡;11rit11111 d1· Cioffi :i1111111<1111111 
:'-t' 1niJ1,¡1j<1 t'1111 1<1 ,·,·r:-.:i<.111 u11 <·:--tr1hilizndr1. 

4.6. Errores de redondeo en algoritinos rápidos 
(FRLS) 

Lu:-; algCJrit tlll•!':' I1LS a ppsar d1· pn•:-.P11t ar prupit·claclt1~ ba:-;t a11t (' buc•11a~ f'Oll t'l'.""PL'1·t 11 

" \'<'l"l'ic.lad dl' CtJll\'<'l'!!<'ll<"ia. fm·ilidad d1• i111plt•11w11111c-i1'111 !' 11" pn•:-;r•111 ar li111it ,l('itJIJ<'" 
:-;nbn• el tipo dP :-PJ~Hdt•:-o prnc·Psnda:-. pn.>:-.t•111a11 p} i1u·o11Ye1ii1•11t•· dt· t¡lH' llPt'P:-.:itctll «lt·l 
urden dt· ¡1'2 UJH•ruc-icntt·:-- arit111t''li<'n:-- JH•r itt•rn<'it'111 pnr;1 11l)lt'J1t•r lt1:-- pan'11111·tr11:-- clvl 
filt J'tJ. d1111dv ¡i ,.,.. 1·1 11rdt·IJ d1 ·l fi!t n 1. ¡" •!',.,..¡a raz1'111 ¡ 111n1 aplit ·;wi1111•·~ 1 ·11 1 i1•11q» • l'<'ill ,..,, 
,.,, li11ii1rnla lil n•lrn·idad ele· tr;i11,.;111i~i1-,11 d1·l.id11 il 1·1 tit·11q111 q111· 11• 111·\·;1 al al).!11ri1111" 
r-alc·ular lu:-- JHll"iÍlllPll"lJ:--. Sin (•1Jil1ar.~11. :--1 lia11 cl1·:--arnillad11 ;tl,!.!11rit11111:-- clt·J111111i11rul11 ... 

t·u11111 rápidos. }11:-- t·ual<.':-. J>r«':-t•nta11 L1 111i:--11u1:-- \"('Jttt1.J¡1:-- q111· !11:-- HL:---; c1t11\·•·1H·itiJ1cdc•:­

IH'l'c1 "Ílt·it•11ta11d111•} c-1ílcnlu d1· In:-- 11p1•r¡¡t·i11111•:-- ;1rit1111"tic·n:-- p111 it1:1·•1ci1'111 cd 11rd1•11 cl1· 

/' (·11111<1 Pll t'l l'H:o-.t1 ele· !11:- .tl.~·1rit1110:-- L\l'.'--

El i•111plt•u dt· }l1:-- <il.!.!11rit11111_.... r;ipid1 .... -..1· ,i11:-..tific<l. cl1·:-..¡lf11rttt11<1da1111•11tt' :--•' :--;dH· qllt' 

t11dt1~- Jt, ... :d.!.!lll"it;,111:-- r.í¡1id ...... p .. ¡,c\,·r.i.:,, ..... 1'XJ>1lll•'il<"i11:1111•11tt 1 
( .. \ < 1) t•xliii1c·11 1111 t't1111-

JHll't<1u1h·11t11 i111•:-:tnl,J1• ·'" llllit 1lh·prµ1·11c·i;-1 1't'J>''llti11r1 c)1·ldd(• t1 t'lTnrP:-: d(• n•d1111dc•11 

c·tt;¡11dr1 f¡¡ pl't·ci:--i1.111 d1· 1·¡\J1·1ll11 1·:-- lit11i1<1d;1. por 1i1J1t11: t;d it1t>:--t;.d1ilidiHI 11111111'·ri1·<1 ,._..... 

!" ¡l'·i1wip;tl lilllilHlll• .],. lii 111iliz;wi .. 11 1·1: pr"l1lc11111~ J"('al1•,.. )(. 

~,.hall pr11p111·:-..t11 dift'l't'llt1·:-- 1·:--q111·111tt:-- p;11"ct lit 11tiliz<1ti1'111 di· t·:--tu:--. alµ11ri11111•:--. P11r 
1•jt·111pl11 t'll ~l(;' 1·l <d.!.!11rit11111 :--1 i11i¡i11·1111·11L1 1•11 pnrnlP}11 1·1111 1111 pn11·1•:--(1 di' df'H'4Tit'111. 

1·] t·11nl <al d1•tp1·t;1r it1l':-..tnJ,ilidad d1·l nh~.11rit11J11 h1 n•i11ir·i11lizn. al.!.!1111;-1:-- (ltn1 ..... tr'•cui­

c·n:-: r·1•ll:-'i:-..1(•JI ('11 f(-'Cl!Í''":-- 11'· r1·.!.!1darizc11·i1'111 1¡t11· :--1· 11~<111 ¡>;ll'it "~t;ilii}iz;1r ,.¡ .d.~11rit11111 

1•11 :--;itll¡.c·i<J111·:-- d11ud1· :--1• pn· ..... t'lltrtll 111;1t1i(·1·:-- d1· c·i•\"ttl'L-111;1;.1 11Htl 1·1111dici1111<1d;1:--. :--ill 

t•111hHrg11 1•:-:t<1_.... cd.!..!r1rittt1C1:-- ti<·111·11 1111a }in1it;id.1 t·npcll"i(lctd 1l1· rn:--tl"1·\J. pu1•:-..1,, q11<· lu 
,!.!<tllélllcid t·¡¡]r·u]¡.11!;1 difi1·n· u1t1c-h1 • dt• In ,-.pt i111;1.'.:.!l .. 

---------- .. ----~-~-----
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4.G.1. Algorit n1os r:ípidos estabilizados 

('n11 l'l pr11p1'1:--it11 d1· H}•r11n·d1;11 L1- \'l'I1tt1.in:-- dt' lu:-- ;dt.!.11ritl11t•:-- rrlpidí1:"' }H'J'll 1•\·i1Httd11 

111:-- pr11l>l~·111;1. .. d1· din·r!.!.1·111 Í<~ :--1 pr1·:--1·11tc111 ln· .. •il.!..!11rit11111:-- t•:--t;ddliznd11:--. }i1:-- 1·11;il1•:-- :--< 

l1n ... Hll 1·11 t111 1·;iJ1·11l11 r1•d1111d;i11t•· d1· 1·r111tidadt·'."'- d1·11tr11 d1·l nl;.,!11rit1111• ~- 11tlil r1·tr11flli­

nu·t!1Hl'Í10111 d,,¡ 1'JT11r 1 ;1k11J.1cJ, .. 

L11:-- ;d!..!11rit11111- r(1pid11 ... 1111 , .... t;tl1ilizr1dt1:-- l!Ht:-- t•ti1·i1•11tt•:- 1·t1ll n·;--;¡H·ct11 ;d 111il111·r11 d1' 
11J lf 'l'flC ·j1 I] Jf •:-- ill'it 11 ]1°11 it'il:-- } JJ't':--í'lll il l l ";'" ¡1f1) H 'l'ill'jc 1}1(':-- }>t 11' it l 1 1'fll'i1'1t1 } IHl'<l l'<':--011}\·1 'l" 1 ·} J 11e¡]1-

}t•JJiii d4' filtr¡ul1• ('!'1¡1 pcir;1 pr1·dhTi1'1t1i. -·11 ]n:-o: nlµorit1110:...: d1· filtn1d11 l'~trd1iliz;1d11 ... 1':"" 

po:--if.J,. 1'111f•111·r }1¡1....:tn '/' 11¡11·r;wi11111· ..... nrit1111'tici:l:"' p1)J· itfll"i-lt:il'•ll.~10:. E:--t1' t1111111'llll1 t·:­

clr•l,jt}11 c1 !tt r1·1i11111l;1111·i;1 i11tn1<l111·i<l11. :-.i11Pt11har,!.!,u1•St(• 11ú1111•rc1 :-:ig11t• :-'it>11d<1 p1·q111·1J11 

c-011 n·:-p1·r·t<1 ;1 J11 ... cd!.!11rit111c1:-- HL~ ·'· J111r ('Sct t«li'<.HL P:-- \';did<t lrt utilizrwi1.111 d1· l11:­

;¡}µ_c1rit11H•:--- l':-:tr1l,i1iz;1tl11:--. 

4.G.2. Redundancia y retroaliinentación del error 

Pn1· rPd11udn11cin 1111:...: l'Pf1•ri11111:- il1 ccl.I('tt]11 de• llllH 11ii:--;111rt c·n11tidad dP dn . ...; lllHlH'l'H:-­

dirt>r<'111«':0-:. t-·~t1) 1u1:-- JH·n1iit•· liru·p1· JJH•dici{)ttt•:-- cl1-• lu~ t>tTol'l':-- qup :--.<' µ,P11Pn111 =--i111plt~-

1111'11t<' ol1t<'lli<•11clo la dif1•n•11l'ia el<• la 111b111a l'Hlltidrnl cali-nlada d1• 111at1Pra dif,•r1·11t<•. 

La.-. clifl'l't'll('ia,.. Plltn• la,- 111is11111!-' Ynrinhli•,; c·nlC"t1lada,; d1• 111n11Pra,; difl'rt'J1t1•,; p111•d1•11 
\"l'l'i'{' ('(JlJH• :-'t'Üi:1l1•:-- d(' J¡-¡ J>l't1JIH.~fl(°i«1n dt·I l'lT<Jf' t'll ('I ¡¡}gnrit 11111 ~· )HtdPJl)(J:-- ll~itl'IH:-­

('JI 1111lllPC'i:llli!">tllll111· }'(l{J"t1<1}i111t•llt<1C"i1.1l1 nt)I 1•J 1il1jt>li\'t1 tlt· 1}i:--111i11llil )il pr1i¡>t1!..!.;1t·i1.1)¡ 

dt•l <'ITnr. l...n t•:..:tnJC·t11rn 111· 1"1'11'11;1Ji1111·111;1t·i«111 dc·lu· clt· l'l'll"tlftli111t•11tar lil:-- ..,..1•ú;il1· ..... 1!1· 

PJTc1r .\" u:..:ar tril n·trc1ali1111•111n1·it'111 ¡1;1r;1 <"a11·11lnr li!!"- \'i\ri;il1lr•!"- 1·c1n·1·gicln ..... a:-.tl{'ifl1!a:-- ;i} 

f'JT11r t·<1JTt':-'Ju11uli1·111l'. , ...... d1·1·ir: t11111nr 1•l \·nl11r fi11nl d1· 1td1•:-- 1·1111tid;11l1•:-. c·o11111 111u1 

c·11111l1it.n('if'111 clí• L-1:-- d11 ..... 111a111·rn:-- dt' 1·nl1·11h1rla:-.. 1•.g: 

• 1,¡", = • 1,_,, ,,. , - 1,·,, 1.,r 1 1.· 1 - • '", 1,. , , 1-1.:J:--) 

Du11rl1· r 11.-1/;¡ ,. , /,f1/;1 n•pr1•-.·11t 'lit l"' ,¡," 111;1twr"" dit."·1·11\•·-. dt• c·ak11litr ,.t t'JT11r d1· 

pr .. dil'l'it'1J1 l1;wkwnrd • /,¡/;¡ .'· l~ ,.,.. 1111n 1·"11~111111•· d1• n·tn1ali1111·11tal'iú11.;1.:;:. 

f)P In c•c·11n('i1'111 .I,:)' pc11}1•11111:- d1•1·i1· <JllP :--i 11111•xi:-'t<·11 PJT11n•:-. clt> n·dnndc·o. P11tu11t·t-:-. lH:-­

cl11:-. 1111u11·r;1_..., dt· «;il<"ulrir 1·} 1·tT1•r l1;1d-\\\·nrcl i1JT1•.lar;i11 t•l 11ii:--11111 n·:-ult;1du _,. p11r 1a11to 

1111 J¡¡tl1r;·1 l1tT1·:--i1la1I 1l1· 1·11JT1·,~i1 1·1 y¡iJ11r f';il1·11J;.11l11 JHll'n 1·11·1T11r1.,11·k\\"Hnl. A1l1·111(1:--. 

¡,·. 1·1111:--tilllt<· 111· n·tri1;di1111•11tr1C'i1'111. 1•:-- 1lil1·n·1111• ¡><1n1 cncla YnrialJlt• n n•truali11H•t1t;.1r 

In qtit' lle':-- dn 111;1_\"l•l' lilH 1 rti1d t'lJ ;d1•ct;1r In pr11pa~cu·i1'111 <h·l t•JTor .'· p"r utn1 part1·. :--.i 
¡,· = ll 1•11tu111·1·:-- tll' t·xi:-=tc· n·tr•1<di1111·11t;11·i1'111 ,. 1111 l1i1hni 1•:--tal1iliHl'i1.111 al!..!.llllfl. 

L·11 1•:--qt11•111n .t!.1'111•nd d1· la n·tn•dli11p·11t;11·i1.111 n1ilízH1b1 par;1 L1 \ 1 
..... 11i11iliz11t·i1';11 d1· }11:-­

;dµ1JritI1111:-- nipidc1 ... :-1• 111111':---lrn t'll };1 tlg11r¡1 .l,:.!.~17"1> 
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1' 1,1;, 

11¡/: 

S1/:1 -
--;;a.-1 -- . 

1'1 /: ! 

11';7h·1 
l-J¡ J.. 1 ----

, 1/:1 

-'l.l-l(/;i 
_- l 

¡o..· tlf h·) 

Figura -1.:2: H1'tl'11;diJ11t'lltill'i<'111 para lo:-. alg11rit11111:-- SFBLS 

Eu \•I í'~lJllPllHI d1· In fiµ..11rr1 -1.:2. ¡,· 1 1
'.'- 1111 \"< 1c·t11r q1H• 1·011ti<·tir• lo~ pnnlt1u'lru:"' dt_• 

1•:·.tal,ilizaci1'111 1l1·J Hlguri111111 _,. <·tJ.\'ri cli111f•Jl:-.i1111 dPJH'll<l1• dP} llllllH't'lJ d<.• :--PfH11'·~ ;1 

n·tr()nli1111·111:1r. Ln ~+·1-1nl 11 :--1•únl":--- d1· •'tTnr :--1> rPtt't1i1li1111•11tHll lH111d1·rnda:--; p11r ¡,· nl 
:--:i:--t1·111¡1 n·pn•:--(•ttt.id11 l"'r ~<->1/,·; :d 1·111d t.iltlll1i1··11 :---1' 11· ;1gn'!.!.<l 1•l 1·1Tur .!.!.<'lll't'Hth1 1·11 

In n·c11r:-.;i1.1J1 111·t11;t!. n~í 1·:--. 1·;d1·11l;u);1 111i;1 1111t·\·;1 :--f'fi;tl ,. :--1·f1;d1·:-- ch· PJTt•J'. El pn1dtH't11 

ch· dit·lH1 :--t'J~tid 41 .-..1·f1all':-- n·t111;-tl11111·111i1da:-- JH•l" 1•l par;Ít111·tn• dt• 11:--taliilizr1<"i1'111 111a:-- :---\1 

c·11JT1':--)1t•lldi1•11t1 \"ari;tld1• 1·;iJ1·1iJ;1d<1 :--ir\·1· _111111111·1q1 }11:-- dHft1!' dt· t•J1trndo1 para 1·nh·uinr 
11111· . ...;1i11n1d1• d1·l 1·:--L1d.1 d1·l :1h.:.11ri11111•. 1·l 1·11;-tl" :---11 \'1•z 1n·11p11n·i11n¡1 t111 t•:--ti11111d11 d<·l 
1·1T11r _,. d1· 111:-- p.ir;\1111·tr11 .... di·l filtr11 

\"AH L\BLES SEi\:SIBLES A EHJ10H.ES NUl\lÉRJCOS 

l.n:--- \-;u·i;tl)ll':-- q111· lin11 :--id11 id1·1itihf'Hd:1!"- 1·01110 In:-- 111;Í:-- ~c·11:-;il1l(•:-- c·o11 l'P:-:'J>P«tu n lo~ 

t'JT11)"1•:-- 1}1• )'1•1)11111!1•11 \' )~111' t;1J1l11 c·11)tll• };.¡:-; JJHÍ~ tÍtiJ1'~ )'IHI'H llH~dir }o!" <'lTCll"('!-- !-\())1.[U;: 

• L11 \'arial ,],. ,¡,. \'••rco~irnilit 11d - 1,1 /,-1. 

Tnlt•:-- '·ari;1hl1·:-- _,-In .... dJf,•r1·1111·:-- llJilllt'l'a:--- dP c·al('11lar:-;P 1•11 lo:-- n]p.1ffitJt1t1:--. nípid11:-- :--t> 

tlllll'>'I l'illl \'ti 1•] \'t1;1dr1 • -1.:?. 

1'-1 
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\'nria!Jles sc•11silil1•,.. n P1To1·es 111111H51'icos e11 algorit111os FJlLS 

E1Tnl' de prc•direió11 bnckwnrd ':·. 

t ;.¡!l. 

f ~-,. __ , 1 / •• -.\n,,11, - l ic;::.1ll•1 

\'nrinb!L• de vcrosilnilit.ud - - J ,, 

- 1 ~. 1 ; /. : =e - ,--:.1 
¡ i /•) - e::: 1

1 
i /• i< ;',1 J,. ¡ 

,._. 

Clt i1110 elt'IJJ(_'IJt.O del vector c:::11 

e::=:. 11. 1 

C'uadr11 -1.2: \'arialilt•,.. ,..,.11,-il,j,.,.. <1 "IT"l'''" el•· r<'dt>11d<•o ·'·utilizada:" para la 1•,..1al1i­

liz;ll'i"1.1 d1· '"" alg1•rit1111" FH L<.;. 

TESIS CO~T 
FALLA DE umGEN 

SG 



4.6:3~ Obtención de algoritmos rápidos estabilizados 

ALGOHJT:\10 ESTA 131LIZA DO VERSlON ClOFFl 

E11 ,..¡ .. 1111clr" -1.-1 ,..,. pn·-1·111.1 In '"'l'>'i(>11 1•,..t¡¡J1iliz;1<J¡¡ d··I ¡¡J.~"ritlli" nipj,J,, ,¡,. Ci .. t!i 
dndo 1•11 t•l npt"11dict' I"l. Ln 1·:--1;iJ,jJiz;11·i1.iJ1 d1· t>:-t1• 1dgt1rit11111 11tili1.<-1 :--1ilc1 1111<1 rt'lrt1;tl­

i111t·11t;.ich·111 dPI 1•1Tor d1• r1•do11d1•11 1111·did11 111iliz;11Hl111·! t·nl1·11ln r1:dt111dc1tll1' d1'} 1·JT11J' 

d·· pn·di .. ciú11 !m!'kw11rd ¡¡ ¡1ri••ri. L11 pri111••r;i Í••l'lllil .¡,, l'11lc-11lnr I'] t'JT"r, ;-_,1.·1 ,., t¡¡J ,. 
nn11<1 :-;t• llft('t• l'IJ t•l cd~orit1111• ,¡,, Cioffi .\· :--1• r1·q11i1T1· ,¡,, ltlli1 ~,,J;-1 111u1ti¡)li1·(11·i(.1Ji JHtl"d 

linc1'rlu. la utn1 IJHtt11'rH dP c·;tlc11b1rl11 ('_ ... n pnrtir dt• :--:11 d1·fit1iC'i1'11i. p;-;t<1 t':< 

, ;-.. 1.-1 = 1111.- - ,,1 - n,'., 1.- - 11L ·1.11.-, 

S{· J>llPd(• dPtnu:-trar cp11· }¡, <lif1•n•111·ir1 ~ 1 11tl'1' lit:-- tlu:-- 111atH•rn:- dt· <'<ilculnr, ;·1/,· 1 t':-- 1111<1 

f111wir'i11 d<' le,,., paní111l•tn1,.. d<.' pre1li1·l'i1'111 .-11.1 l.- - 1) _,. !J
1
.il.- - 1 J. [21:. 

c·u11 Ja diff'l'l'llC'ia dt 1 1':-'lil:-- du:-- <'illlt idadt•:-- p11d1•1J1tJ!"- tJIJU'1H'1' 1111<1 llH'didn dc·I PJTur cl1· 
n•d!Jlld(•" .'· rc•1rw1li11w11t11r!11 d1• tnl f.,n11n q111· "''' 1ni11i111ic<· tal <•rrrir 1·01Tigiv11do 111:-­
panÍIHPtro::- de• pn:dic·ciúu :--i11 qtit• :--11 \"t1h1r ('i\l1Jl1iP 11111<"IH1 c,111 n•:..;JH'('tu n lu~ Ynlc1r1•:-­

l'PHlc•:-.. 

El alg.nri1111n ('llt<111c·Ps obtiPtH• 111111 111<'•lid1-•11 fi,.¡ <'1'1'<11' a pnrtir d•.' lu,.. p11rH111<'t1'0:-- dv 
prt•1fi<"C'ii:'lll C"tllTPgidf1:-'- ('tHJH1: 

E.¡.( l.-)= fl ,-\/.1 /.- - 1).13¡.(1.- - 1) 1 

l1nndP ··-:; ·· dt•11ntr1 c·a11ti<lnclt•:-- 1·1•tT1•µ.i1l;~:--. ~ 1 ,{/;) !'--(' 11tiliz;1 pan1 l"Hlc11lar ( ~'1 (/,·1 n1r­

l'l'µ,idu .'· po:-;t1·rion11t•JJ1<' cnlC'1llar 1·1111 1•:-:tct \·nrinhl1· «<JITt'.!.!Ídn t11ut11 L1 ga11a11t·in d1• 

J-:ahna11 Dual al urd<·11 /' -- ! ,-,1111" I"' p¡¡r;i111<·11'"" d1· pn·di1·1·i1-111 llil<'k\\'ard. p111•:-- ,.,. 
Ji,1 1il1:--< 'l"\'it< l11 (jll" para '':·:ta hi lizn r 1 •I al.~~1 ·:·i t 1: 1u 1111 :--t · rcqllÍt 'l't · te ;tTPµ.i r 1():-. 1>.1r;·;1: .. : 1·11.·· 

d1• pr•·dil'1·ir'111 f11r\\·11rd.'.:2l_. 

EJ nl.!.!111'it111•1 :--•· dh·idt· }1;i~ic;1JJJf'lll" .-11 t'llc1lt'11 p:1rt1·~: Pri1111•r11 :--1' t·nl<'11ln ln \·arinhlt' 
l'lJITt',!.!.idn d1· 11Jt•di('i1'111 dl·l l'l'l'll) ~~Tl. dt•:--p11t'•:-- :--0(' ('Hh·t11c111 };1:-- \"Hl'irtlil1•:-- 1·11)")'('!.!.Íd;1:--

111ili1.11111lt1 L:1 111t"dit·i1'1t1 d(•l <'tTi1r ~ 1~/ • .-1. Ln t1•1·c·1:n1 ¡ntrt1· c·1111~i~t1· 1•11 <'Hlf'ulnr IH:-. \"ftri· 
ald1·:-- q11t· :--1· 1w11pa11 1•11 ('I nlg11rit111t1 r;'1picl11 ,¡,. c·¡,iffi p•·r11 11tiliz;111d11 t.1:-- Y<1ri;ilil":-­

, . .,1T•·gid11:-- -1.1/.-1 _,. c·¡.!l.-1. P .. r ú!ti11111~··11l•ti1·1w11 lu:-- p11r;i1111•11't1,.. .¡,.¡ !iltr .. 111iliz111Hh• 
- 1.11.-1 _,. C 1.11.-1 , ... rr<·!.!.idn~. 

El pnn-l1111•tr11 ¡J. 1•11 t>l Hlgc1ritJ11t1 P:-:f;¡},jJiz;¡d11. c·11ndr11:-- -~.:1 >. -l.kL :--t' n·lH('it1tH1 dirt"c-tn­
Jlll'llft' (·c111 L1 currt.'lTil

0

1ll h1·c:ha a h1:-. pani111t•t1'11:-- <h· J>l'l 1dicTic'111 J1¡.¡1·k\\-Hrd >- :--11 Ycdnr 

d.'IH· :--t•r I' 2: 1 d1•¡H·11diP11d" d<'l 11rd<'ll dvl lil11'11.[:.?l '. 

1 
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A LGOH IT\10 SFHLS VERSJON CJOFFl [2lj 

fl/11: - l 1 = 11.\': 

-,1!: - 1 ! =- 1: .·1,.rl. - l 1 = n,,11: - 11 = 11·,.11 .. - ) I = c,.11 .. - 11 = ¡·1,1/; - l 1 11 

' ¡' 1 /. 1 = 11' /. 1 - .· 1;, 1 " - l ) l ·,.1 ,,. - 1 ) 

1;·.1/;I= 111/;-¡¡)-Ji/(/;-11{"1,l/:I 

- ¡•- l 1I:1 

-.,.11 .. 1 
-. ·-11/...·1 

1:,.( ,,. - 11 = ,\-/•-.,.( k - 11 

t.,.u .. 1 = r:.,, ,,. 1 - .-1::11. - 111o,.1" - 1 ¡,{.u .. J - ''":"11 .. - 11c::u• - 1) 

t.,.11o 1 = :1 - r'1 -_ -1-. - 11 - ,,1.-i;:t1• - 111 .. ,.u .. - 111"1 -. -,1- 1 - 11-
::!,,.-1;:1í:-":_111.,.U.·- llC'f,'1l.-- l)1{.(ln:-1t.,1'/ 1-' 

·--------··---
1¡',(/•; = 11 1'1:,,1 /. 

c,.-1·1:· 
(1 

( ·,.11 .. - 1 ! 

/J,.I 1, 
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1 

.-1,.11. 

l-1•11•1/. '!:: .¡, 

11 

i n,.11 .. -
l 

D,.1.1/:1 
/I¡,( /, I 

- ¡1E,1.1l:¡C1,_ 1 1l•11 



ALGORIT:\10 SFHLS \.ERSI00: CIOFFI (CONTINCACJó:':) 

-.-.. -,,-. J 1~,.1 l. 1 

_-r¡ /. 1 = ;--,J1/c 1·
1
,1/• - 1 i - /• 

n·' 1 ¡., = '" 1 (/· - 11 - ~.1 1k1-:-n-11·1 ¡· ' " J• ' - l' /' ' 

n,.,.11 .. , - n,.11 .. - 1 ,1 1,,.1 '·, 

.-\f't t~:iliz,wi">11 ,¡,.¡ tilt t • • 

!t/¡/,· -- ! :1·,,1.'.·. 

0-,.1 ,, , t ,. 1 /; ,-. ,.( ¡, 1 

C11acln• -1.-1: Contil11111"i"'11 1.J.t!,,rit111" SFHL~ \·,·r:-il1t1 ('j,,fJi 
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ALCOR!Tl\10 ESTABILIZADO \'EHSJON SLOCE 

En 111:-- c11;11li•1:-- .1,.-. ·'· -1.fi :--~· ]'1"1·-1·11L1 };1 ,·,·r:--i1'111 1•....:tHhili/r11L1 d1·I <i!L?.c1rit111•1 n~11id11 dt· 
~l1 wk dHd1 1 •'11 1 ·l ;q ,,··11di1 ·1 · 1 >. l·:-11 ;¡J~, •rit 11111 111 i liz<1 dh·1 ·1 :--<1:-- n ·t J'( 1;tli111('Jll rtl ·i11111 •:-- :--11-

l 1r1 · ;i}~1111it .... d1 J;1 .... \';1ri;ild1·.- 111.i- ... 1·11 ... il1it·-. L;1 pri11H'r;1 rt'11'11;din11·1it.i1·it.•t1 1¡i11· 1niliz¡1 

t·- .... •d1r1· ,,J 1'il1i11111 ··l1·11w1Jt11 .J1 !.1 .!..!.;11:<1111·i;1 dt· l\"Hl111;11i dn;tl ;d 11rd1·11 /' - J. ( ·;:: 1
1
\/:). 

l)trrt d1· J;i:-- \";il'i<ild1·.- q111· ... , 111i!1/.it1 Jlill'il lr1 11•1111rdi1·11111t.:ll·i1'1t1d1·l1Tr11r t':-- PI ('JT11r d1' 

pr1·dil',.¡.·,11 }1;1('k\\·11rd .i pri11ri,; i /,· ;1.-í (·111111 • J;1 Íll\"t•r:--;1 d<· In \'t1rirtlil1· d1· ,.,T41-i111ilit11d 
- ,--: 1 1 ,,. i. 

('c111 1•:-1<1:" \·nri<tld1•:" 1·111-r1·~idil"" :--1· 1il1ti1·1lt"ll 1•! l'P:-.tc• d1_· lH:" \·nrictld1•:-- 11tili/t11L1- )'Hl'<t 

c-ctlc·11!;1r In gHJJrtll«ic1 ch• l'1dtI1Htl d11ct! .\· lt1 .... pnr;Ílltf'tl'11:" d(•l f-iltn1. t;d _,. c·1111111 :-1· lJiWt' 

t.'11 (•l t-d,!.!11rit11111 d1• ~lcwk 1111 c•:-taliili1.rHh1. 

E:-tn , ... i-, .. ¡,-,11 <':-tnl1iliznd:i clc•I nl.!.!••rit 111•• d1• Sl<wk 111 iJiz¡¡ dikrc•11t1•,- 1·1>11,-1a11t1•:- ¡,· pnr;1 
c·;.idn n·t rc1ali11n•t1H·i1'n1 ),, q111· t1t1:-- p1·n11itP t1•JH'1' 111cí~ gradu:-- d,• 1i1H•rtnd pttn1 1•:--t;dJi­

liznr t>l Hl~11rit11111 ('JI apliecu·i1•JI(':-- 4':--JH•t·ifica:-. 
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ALGOHJT:\10 SFRLS VERSióN SLOCK [1G] 

C'owlil'Íc '"''" 111i<-i.tlc .,., 

n{.I /.- - 11 = ¡1V: 11;:1/: - l 1 =- ¡1 

-.
1
.lk - J 1 = 1: A 1.1k - 11 = IJ1.1/.- - 1 ¡ = 11-1.1/.- - 11 = C 1.lk - J 1 = ¿·1.11.- - l 1 = r1 

1{.11.-1 = 111 /;; - .-1/, (/.- - 1 ll',.(I .. - 1 i 

(' '/·- - [ () ] [ J ] ('I ( /· _ ,.-i1 .. - c,.(1.--11 .-1,.rk-1¡ ,.- 1 ·l-

.-1,.11.-1 = .-1 1.11 .. - 11 - c,.11 .. - 11::{ 1 11 .. , 

( :·:11 .. 1 -,\,,;:11 .. - 11c:::i1J.-1 

•:',"(k) = 111/. _ ,,, _ {](/; - 11 1 1·,.11.-1 

Cuadro -l.G: .-\lgoritlll<> SFHLS \',,¡-,.,¡,·JJ, Sl""k. 
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ALGORlTi\10 SFRLS \'EHS100 SLOC'K (CONTINCAC1Ó1') 

c::::,1 11. 1 = :c·::.:i'11.' · -- 1,·_,1icJ::: 1'11.-i:- - rc::::,
1

11 .. 1:·, 
[ 1 ;', 1 Id' ' = 1 ;'.' 1 k 1 - ¡,-, 1 ' ;': 1 I,. 1 - ' :',' (/• I 1: 1 = l. ::! . ;:-i 

c,.1k1 = JI,,(kl - c:::: 1

1 (klB,,U• - 1) 

-, ,-: -un = - ,-:.: 1 u.- 1 - i e:::: i ( k J j ' • 11 :: u.-i:' -

-
1
-;f(I,¡ =] - C

1
.1./."1 7 ["

1
,(/,-) 

-. ;: '1 k 1 = -. ;·:' 11. 1 - l.-:1 I - ,-: .1 11 .. ) - - ,-: '(/.-) ! 

1 =:·. í ¡,.): '' = ; 1 :·. (/,.¡" ,, - /~ 1 /, ) : 1 = l. :2 

B,.11 .. 1 = n.1 .. - 11 - !=;-.ud' 1 c,.u.-1 

n :', (/.- J = ,\ - 1 11;-.1 /, - 1 ' - : =;-. 1 /,- 1 '~ ;. ;·1 
( k l ' ' 

-. 1,(k) = -;,(/o'I - /\
0

,_l.\'01·1/1lllfl¡,IÁ'i11 1~ 1 (1.-1 - -;,11.-11 

Fil1 n1d•• ·-----··----

' ,.1 /, ; ~ 1.'1 ;.-1 -· 11 º/ ( ;. - 1 11 ·, .. ¡,. i 

::,.( 1.-1 = 1,.11.-1-.,.11 .. 1 

11·,.11.-1 = 11·,.11 .. - 11- c,.11.-1={11.-, 
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Capítulo 5 

EVALUACIÓN Y 
COMPARACIÓN DE 
ALGORITMOS ROBUSTOS DE 
FILTRADO ADAPTABLE 

E11 cst.e capítulo se muestran In.« simulaciones que demuestran los problemas de di­
vergencia de los algoritmos ba~ados en el criterio de los mínimos cuadrados debido 
a lus crrurcs <le redondeo y a la 11!.ilización de factores de olvido .>. < 1, lo que puede 
ocasionar problemas nuís severos con respecto a errores numéricos y matrices ele 
covarianza mal condicionadas. 

En una primera parte se muestran los problemas de divergencia de los algorit.mos 
RLS clásicos mediante el estudio de dos implementaciones de este tipo de algorit­
mos y se observa como uno de los principales problema5 con estos algoritmos es la 
pérdida de simetría ele la matriz de covarianza. 

En la segunda parte de este capítulo se simularon tres versiones de algoritmos rápi­
dos así como versiones estabilizadas de aquellos que son nlas sensibles a problemas 
de inestabilidad. Estas simulaciones son hecha.« en aritmética de punto flotante con 
precisión sencilla y doble. 

En una última parte se presentan las simulaciones correspondientes al algoritmo es­
tabilizado de Sloek cu aritw{,t.ica <le ¡mnt.o fijo pues fue precisamente este algoritmo 
el que resultó ser más robusto con base en las simulaciones hechas. Así mismo, se 
simula el algoritmo Fast Kalman en aritmética de 16 y 32 bits para ciertos valores 
del factor de olvido .>.. 
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5.1. Algoritmos RLS clásicos 

En r.st.n secc:i611 se-cvnhínn los algoritmos que se dieron en el capítulo 4 en el cuadro 
4.1 y se muest.ra como un mismo algoritmo puede tener propiedades numé1·icas muy 
difenmt.cs dependiendo de la forma en que se implementen las ecuaciones. Siendo 
algunas implementaciones más robustas que otras. 

5.1.1. Implementación CLSl 

La irnplemetación CLSl corresponde al algoritmo cllísico recursivo RLS. De acuerdo 
al aná.lisis de propagación del error hecho en el capitulo 4, para algoritmos clásicos 
recursivos liegamos a In conclusión que los errores en la implementación CLSl podían 
crecer de manera infinita si la matriz de covarianza no se conserva simétrica durante 
todo el proceso. 

~ f= J.ur.H 
L.:.),= 0.93] -in:;::. R.~ 

1 

:~~~j~~f .'t;t 
J~' ¡¡-· 
11-:. 
l ::lr-t -_-_· -_-_--_-_· -_-_· -_-_·-_-_--_-_-- _--_-_--_--_-

J 
1 
1 

; 

.t(··· 

~ -6L~~----,:=:--~--;!;:-~--,:-~--;!;:-~-,:;;;;--~-;;; 
Nüuwro de it.1H"acimies 

(a) {b) 

Figura .5.1: lmplmnrnt.ac:ión CLSI. (a) Comport.ami•mto del error de filtrado, ).. = 
1, 0,96, 0.93. (b) Comportamiento de la norma de la matriz de covarianza RP 1 (k) 
pura)..= l. 

La figura 5.l(a) umest.rn el error de filtrado para distintos factores de olvido>.. Con 
base en esta figurn podemos apreciar el comportamiento sumamente inestable de 
esta implementación cuando se utilizan factores de olvido ,\ < l. Podemos apreciar 
que entre mas pequeño sea el factor de olvido los problemas de divergencia son aún 
mayores. 
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N'1111<!ro ele~ it.<!nu:ionr.s 

(a) (b) 

Figura 5.2: Comportamiento de la nornrn de la. matriz de covarianza RP 1 (k) para la 
implement.ación CLSl. (a)A = 0,96. (b) A = 0,93. 

Para comprender a detalle lo que s11cecle con esta implementación en las figuras 
5.l(b) y 5.2 se muestra el comportamiento de la norma. de la matriz de covarianza 
u. lo largo del proceso así como el error 1tcu1nulado. 

En la figura 5.1 (b) podemos apreciiu como para ,\ = 1 el error de redondeo no 
crece durante el proceso, esto es debido a que In matriz de covarianza se mantiene 
casi i;imétrica, (R,. 1 (k) R,. 'I'(k) "'" O). esto da como resultado que el algoritmo 
converja a su valor óptimo. Para verificar que efectivamente el algoritmo converge 
a su valor óptimo en la figura 5.3 (a) y (b) se muestra la resp11esta en frecuencia y 
la convolución de la respuesta al impulso del canal con el filtro respectivamente del 
algoritmo. En la figura 5.3 (a) podemos a.preciar como la. respuesta en frecuencia 
de nuestro algoritmo es exactamente iguuJ a la respuesta en frecuencia del canal. 
de manera equivalente en la figura 5.3 (b), observa.mm; qne la respuesta al impulso 
es predsament.e llll il11pubo k, que fl<JS w11est.ra que se hu eliwinado la int.erfcrcncia 
entre símbolos. 

Para realizar la. medición del error de redondeo, el algoritmo se corrió en arimética 
f!ot.ant.e de precisión sencilla y de precisión doble, considerando las variables calcu­
ladas con doble precisión como libres ele errores y de esta manera se calcula un error 
de redondeo como la diferencia de las varia.bles calculadas con doble precisión menos 
las variables calculadas con precisión sencilla. En el caso especial de las figuras 5. l 
(b) y 5.2 se muestra el error con respecto a la matriz de covarianza. 
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Timnpu lki 

(b) 

Figura 5.3: lmplementación CLSl. (a) Respuesta en frecuencia. (b) Convolución 
he * h ¡ para .>.. = l. 

La figura 5.3 (a) muestra la respuesta en frecuencia de est.a implementación para los 
diferentes .>..' s, claramente se reafirma lo observado en la figura 5.1 (a) y podemos 
decir que salvo para .>. = 1 esta implcme11t.ación es inestable con respecto a errores 
de redondeo. 

El h<!cho que ocnsiona In divergencia es claramente la pérdida de simet.ría de la ma­
triz de covarianza (ver figuras 5.1 (a) y 5.2). Est.o a su vez es ocasionado por un 
gran aumento en la norma de la matriz de covarianza y en consecuencia una pérdida 
debido a la representación de su valor en la aritmética usada. 

En conclusión podemos decir que los fact.ores de olvido menores a la unidad ocasio­
nan por unn parte un aument.o desmedido de la. norma de la matriz de covarianza 
lo cual a su vez se ve representado en u11a pérdida de simetría de la matriz y en 
cons<>c11cncia 11n num1•nt.o desmedido de Jos errores de redondeo los cuales 11ac:en 
diverger al algoritmo. 

5.1.2. Implementación CLS2 

Con base en el análisis del capítulo 4, la implementación CLS2 resultó ser más ro­
busta con respecto a errores númericos de redondeo. En las siguientes simulaciones 
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:! lJ j tf 11r--====~J1 ··! 1 

::¡!,~ 1 ·:~_________J 
Tiempo ikj Tim11po lk] 

(a) (b) 

Figura 5.4: Implementación CLSl, convolución he* h¡ (a) ,\ = 0,93. (b) ,\ = 0,96. 

se muest.ra el comportamiento de tal implementació11. 

La figura 5.5(a) muestra el comportamiento del error ele filtrado para diferentes faC'­
tores ele olvido ,\. A diferencia de la implement.ación CLSl, esta implementación 
resulta ser mucho míis robust.a como se n1uestra en dicha fib'l.lra. 

Para conocer las causas del buen cornportarnicnto de esta algoritmo en las figuras 
5.5 (b) y 5.6 se muest.ra el comporturniento de la norma de la matriz de covarianza 
a lo largo del proceso. En est.a,; figuras se aprecia clanimente como Ja 1natriz de 
covarianza se mantieue simétrica durante todo el proceso, (RP 1 (k) R

1
, T(k) =O), 

parn cualquier factor de olvido utilizado. 

Así rnismo, In norma de la matriz se mantiene estable y pequeña, por tal razón no 
existe una propagación de errores de redondeo y el algoritmo converge independien­
temente de la ,\ utilizada. 

En la figura 5. 7 (a) se muestra la respuesta en frecuencia del algoritmo y observa­
mos claramente que ést11 es invariante con respecto a el factor de olvido utilizado. 
Así mismo podemos apreciar que los parámetros del filtro en esta implementación 
convergen al valor óptimo JlllP-S la respuesta en frecuencia riel filtro corresponde pre­
cismnente a la inversa de la respuesta del canal. 

Por último. en las figuras 5.7 (b) y 5.8 se muest.ra la convolución de la respuesta al 
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• .>.=o 03 

Nüuwro d1~ itcrrn:iouc·~ 

(a) 

-R., ... fWn.' 
-·EllDfH••-

~ ... -- . -- - -- - -- - -- - .. - .. --- - .. - . 
-·¡ .. ------------

Ntittlfffo de itnn1ci111J(?S 

(b) 

Figura. 5.5: lmplcment.ación CLS2. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) 
Comportamiento de la norma de matriz de covarianza R

1
, 1 (k) para>.= l. 

4 ·• •• ··.···-·.··· • ....................... --....... -·...... l 
... : ~~~~~~~L--,J_ ·",'---~-_..,.... __ ..,.... __ ..,.... __ ..,.... __ .,., 

N1í11iero <)(? itm·n..dcmr~ Ntínmrn <le itcnu:ionc~ 

(a) (b) 

Figura 5.6: Comportamiento de la norma. de la matriz de covarianza RP 1 (k) para. la 
implementación CLS2. (a) >. = 0.96. (b) >. = 0,93. 
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Figura 5.7: Implementación CLS2. (a) Respuesta. en frecuencia. {b) Convolución 
he * h¡ para>.. = l. 

Tiempo fk] Tiempo fk] 

(a) (b) 

Figura 5.8: Implementación CLS2, convolución he* h¡ (a) >.. = 0,96. (b) ).. = 0,93. 
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impulso del canal con la respuesta. aJ impulso del filtro igualador constatando que 
se elimina complet.~mente la. interferencia entre símbolos en esta implementación sin 
importar la .>.. que se utilize. 

5.2. Algoritmos FRLS con precisión doble 

Como dijimos en el capítulo 4, los algoritmos FRLS presentru1 problemas de diver­
gencia debido a errores de redondeo sohre todo cuando se t.rabaja con foct.ores de 
olvido ,\ < l. En esta sección mediante las simulaciones hechas se demuestra tal 
afinnacióu y podernos i11c:Juso dest.acar que a pesar d!! que la precisión utilizada es 
doble (64 bits) alg;unos de estos algoritmos divergen lo cual demuestra la necesidad 
de obtener algoritmos estnbifümdos que nos garanticen la estabilidad con respecto El 

errores numéricos al utilümr arit.rnP.t.ica finita. 

5.2.1. Algoritmo Rápido de Kalman 

El algoritmo rápido de Eahuan deducido en el capítulo 3 y dndo en el cuadro 3.3 fue 
el primer algoritmo rápido que se utilizó y de manera general podemos decir que sus 
propiedades 1111méricns son mejores que las de los algoritmos subsecuentes como la 
versión de Cioffi o Slock est.udiadas en el capitulo 4. En esta. sección se implement.a 
este algoritmo en aritmética flotante de precisi6n doble y se compara con las ver­
siones de Cioffi y Slock. 

La figura 5.9 (a) muestra el comportamiento del error de filtrada. en el algoritmo 
nípidu de 1.-ulnmu baju difcrnutes factures de olvido. De acuerdo con In figura, esta 
implementación resulta ser estable en itritrnética flotante de 64 bits pues sin impor­
tar el factor de olvido. el error de filtrado converge prácticamente a cero. 

Como mencionamos en el capítulo 4 la variable de vcrosimilit.ud juega un papel im­
portnnte en el comportamiento de lrn; algorit1nos rápidos, por esta razón, a pesar de 
que el algoritmo Fast. Kalrnan no utiliza la variable de verosimilitud para obtener 
los panímct.ros. hemos grafica.do el comport.n.miento de cstn variable. 

El comportamiento de-¡ se muestra en la. figura 5.9 (b), podemos observar que ésta 
se estabiliza alrededor de In unidad y el algoritmo se mantiene estable. 

5.2.2. Algoritn10 Rápido Versión Cioffi 

En esta sección se muestran las simulaciones correspondientes al algoritmo rápido 
versión Cioffi dado en el apéndice D implementado bajo precisión doble en aritmética 
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(a) (b) 

Figura 5.9: Algoritmo Riipido Fast Kalman en aritmética flotante con prec1s1on 
doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable 
de verosimilitud ')'. 

fiot.ante. Esta versión resulta ser aparentemente mas atractiva que la versión del al­
goritmo "Fnst Kalman" pues requiere solo 7p operaciones aritméticas por iteración 
para calcular los coeficientes del filtro, contra Bp del algoritmo "Fast Kalman", donde 
p es el orden del filtro. 

Como se verá en las simulaciones, esta ganancia. en tiempo de cálculo termina por 
hacer esta implementación mucho más sensible a errores numéricos. 

La figuni 5.10 (a) muestni el cornportmniento del error de filtrado en esta imple­
mentación. En tal figura podemos apreciar lo inestable de esta implementación pues 
aún para factores de olvido iguales a la unidad. lo que asegura matrices de covari­
anza bien condicionadas, esta implement.ación diverge. 

Uua de las causas de esta divergencia es, como se menciono en el capítulo 4 (Ver 
cuadro 4.2), la gran sensibilidad a errores de redondeo de la variable de verosimili­
tud ¡·. El comportamiento de ¡·se muestra eu la figura 5.10 (b) en donde podemos 
observar que sin importar el valor de A esta variable converge a cero rápidamente, 
por lo que podemos pensar que la causa de la divergencia es precisamente el com­
portan1iento numérico de -1 • 
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Figura 5.10: Algoritmo REipido versmn Cioffi en aritmética flotante con prec1s1on 
doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comporta.miento de la variable 
de verosimilit.ud ¡. 

5.2.3. Algoritirno Rápido Versión Slock 

En est.a sección se muestran las simulaciones correspondient.es al algorit.mo rápido 
versión Slock dado en el apéndice D implementado bajo precisión doble en aritmét.icn 
flot.ante. Al igual que en el caso de la versión de Cioffi. la aparición de esta nueva 
implementación tiene como objet.ivo disminuir aún más el tiempo de calculo para 
los parámetros del filt.ro. Esta implementación al igual que la de Cioffi actualiza los 
parámetros utilizando 7p operaciones aritméticas por iteración. 

Es importante analizar el comport.amiento numérico de t.al implementación y para. 
hacerlo se presentan la siguiente simulación del algoritmo. 

Comparando la figura 5.10 (a) con Ja figura 5.11 (a) podemos apreciar que la versión 
rápida <le Slock e8 más robusta cuando menos para >. = 1, sin ernbargo para >.' s ~ 1 
este algoritmo diverge. Sin embargo, para >. = 1, el algoritmo no es capaz ele seguir 
las varaiaciones del canal. 

La crtusa de la divergencia es precisamente la mii;ma que en algoritmo versión Cioffi 
~·se nrnest.ra en la figura 5.11 (b) en donde apreciamos el comportamiento numéri­
co de -y. En esta {1Jt.irna figura podemos apreciar que cuando el algoritmo converge 
(,\ = 1). la variable de verosimilitud -y se estabiliza en un valor cercano a la unidad. 
Esto nos hace pensar que. dado que ¡ relaciona los errores de predicción a priori 
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(a) (b) 

Figura 5.11: Algoritmo Rápido versión Slock en aritmética flotante con prec1s1011 
doble. (a) Comport.mniento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable 
de verosimilitud r,.. 

y a nost.eriori, cuando el algoritmo converge, tales errores además de ser pequeños 
son semejantes, pues los parámetros de un instante a otro no cambian cuando el 
algoritmo a convergido a su valor óptimo. 

Por otra parte, dado que para asegurar convergencia el valor de -y debe ser cercano 
a la unidad, podemos pensar que en los algoritmos estabilizados presentados en la 
siguiente sección presenten un comportamiento de 'Y alrededor de la unidad. . 

5.3. Algoritmos SFRLS con precisión doble 

En est.a sección se presentan los algoritmos estabilizados de los algoritmos rápidos 
versiones Cioffi y Slock dados en el apéndice D. Las simulaciones se presentan en 
punto flotante de presición doble y se puede apreciar como efectivamente estos al­
goritmos son más robustos que los simulados en la sección 5.2. Al igual que en las 
:;ecci01ie::; anteriores, las simulaciones se realizan utilizando diferentes factores de 
olvido para observar la dependencia de los algoritn1os con respecto a ..\. 
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(a) (b) 

Figura 5.12: Algoritmo Hiípido Estabilizado versión Cioffi (algoritmo de Botto.) en 
aritmética flot.ant.e co11 precisión doble. (a) Com.portamiento del error de filtrado. 
(b) Comportamiento de Ja variable de verosimilitud ¡·. 

5.3.1. Algoritirno Estabilizado Rápido Versión Cio:ffi, SFRLSVC. 

En )ns figuras 5.12 (a) y (b) se muestran respectivamente el comportamiento de la 
energía del error de filtrado y el comportamiento de ¡ en el algoritmo estabilizado 
propuesto en [21] para la versión del algoritmo rápido de Cioffi. Se puede apreciar 
como este algoritmo estabiliza de manera eficiente el algoritmo de Cioffi mantenien­
do el valor de la variable ¡ dentro de un rango cercano a la unidad. 

A pesar <le que las gráficas 111ucst.ran 1111 comportamiento bastante esta.ble del al­
goritmo propuesto por Bott.o, por medio de diferentes simulaciones se observó que 
para valores de .>. < 0,96 el algoritmo presenta severos problcma.s de estabilidad, lo 
cual reafirma lo asegura.do en [15] con respecto al algoritmo de Botto en relación a 
problemas de inest.abilida.d. 

Sin embargo, esta versión estabilizada. puede utilizarse e11 aplicaciones donde las 
variocioncs del cannl no sean mu~' severas y se puedan usar valores de >. cercanos a 
la unidad que permitrn1 asegurar estabilidad. 

El problema fundamenta.) con el algoritmo de Botto es una divergencia repentina 
de la varia.ble de verosimilitud a valores negativos y por t.ant.o una divergencia in­
lllP.rliata r!P.I nlgorit.mo. Cabe n~solt.ar que para obtener lns gráficas de la figura 5.12 
para valores de >. < 0.96 se hizo una selección de señales que permitieran hacer la 
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Figura 5.13: Algoritmo Rápido Estabilizado versión Slock en aritmética flotante con 
precisión doble. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b} Comportamiento de 
Ja variable de verosimilitud /. 

simulación sin que estas divergieran con el objetivo de mostrar como se comporta el 
algoritmo cuando ¡ se logra estabilizar para ..\ < 0,96. 

5.3.2. Algoritirno Estabilizado Rápido Versión Slock, SFRLSVS 

El comportamiento del algoritmo estabilizado propuesto por Slock, [15] se muestra 
en la figura 5.13. Claramente podemos aprecia.r el buen comportamiento de este 
algoritmo independientemente del factor de olvido utilizado. 

Est.e algoritmo. n diferencia del presentado en Ja sección 5.3.1 presenta un com­
portmniento bastante estable. Podemos decir que probablemente el buen compor­
tamiento de este algoritmo :>e debe a que este utiliza vnria.<; retroalimentaciónes de 
los errores de redondeo utilizando tres de las variables más sensibles con el propósito 
de corregir dichos errores. 

5.4. Algoritmos FRLS con precisión sencilla 

Ahora, con el objetivo de observar miís claramente los problemas de divergencifl. 
debido a errores numéricos, en esta sección se presentan los algoritmos rápidos no 
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Figura 5.14: Algoritmo Rápido Fast Kalman en aritmética flotante con prec1s10n 
sencilla. (a.) Comport.amient.o del error de filtrado. (b) Comportamiento de la. variable 
de verosimilitud 1·. 

estabilizados, simulándolos en aritmética flotante de precisión sencilla (32bits). Los 
resultados obtenidos demuestran los problemas de divergencia que se presentan cuan­
do se reduce a un más la precisión utilizada. 

5.4.1. Algoritimo Rápido de Kalman 

El algoritmo "Fast Kalman'· exhibió un comportamiento bastante estable en ar­
itmética de precisión doble, sin embargo; en la figura 5.14 (a) se muestra cómo este 
mismo algoritmo presenta problemas ele divergencia cuando se reduce el tamaño de 
la palabra. 

A pesar de la inestabilidad que presenta debido a errores de redondeo, est.e algorit.­
mo se cornport.a bastante bien para >.' s cercanas a la unida.el. Esta in1plcment.ación a 
pesar de que requiere 8¡; multiplicaciones por iteración presenta un comportamient.o 
mucho más est.able que la versión de Cioffi y que la presentada por Slock. 

Sin embargo. como se observa en la figura 5.14 este algoritmo presenta problemas 
de estabilidad para valores de >. < 1 en aritmética flotante de precisión sencilla. 

El comportamiento de -y se muestra en la figura 5.14 (b), podemos apreciar que jus-
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Figura 5.15: Algoritmo Rápido vers10n Cioffi en aritmética flotante con prec1smn 
sencilla. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable 
de verosimilitud -, . 

tamcnt.e cuando el algoritmo comienza a diverger, la variable de verosimilitud toma 
valores ma:vores a 1, es decir si la variable ¡ crece demasiado el algoritmo pierde 
estabilidad. esto confirnrn lo afirmado en el capítulo 4 con respecto a la sensibilidad 
de la variable ele verosimilitud en los a.lgoritmps rápidos. 

Una versión estabilizada de este algoritmo mediante una corrección de los errores de 
predicción lmckward se puede observar en [2G], aquí, la corrección sobre el error de 
predicción backward se utiliza para calcular los parámet.ros Backward. La estabili­
dad del algoritmo propuest.o en [26] contimía dependiendo del factor de olvido, sin 
embargo, presenta un con1portamicnto nuís estable que la versión no estabilizada 
del algoritmo Fast. J{nlman y solo introduce dos multiplicaciones por iteración. 

5.4.2. AJgoritimo Rápido Versión Cioffi 

En In figura 5.15, el algoritmo de Cioffi, de por si inesl.nble en aritmética de pre­
cisión doble. reafirma su gran inestabilidad al ser implementado en precisión sencilln 
y por tnnt.o la necesidad de obtener una versión esta.ble para que pueda ser utilizado. 

La causa de la divergencia se aprecian claramente en la figura 5.15 (b) y es precisn­
ment.e que la variable de verosimilitud diverge a cero e incluso a valores negativos. 
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Figura 5.16: Algoritmo Rápido vers1011 Slock en aritmética flotante con prec1s1on 
sencilla. (a) Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de la variable 
de verosimilitud -i·. · 

5.4.3. Algoritimo Rápido Versión Slock 

Como se puede observar en la figura 5.16 (a), el algoritmo de Slock se comporta 
estable incluso en aritmética sencilla para valores de ,\ = L sin embargo, si el factor 
de olvido es menor a la unidad. los problemas de divergencia aparecen de inmediato 
y In implementación uo se puede utilizar. 

Comparando las figuras 5. l 1 (a) y 5.16 (a) claramente podemos observar como los er­
rores de redondeo se preHentun m{L5 rápido cuando se utilizan menos bits de precisión 
pues en In figura 5.1 l(a) se utilizó precisión doble y la implementación presentó prob­
lemas de divergenda después de las 400 muestras mientras que en la implementación 
con prccisió11 sencilla (figura 5.16 (a)) la divergencia se presenta casi de inmediato. 

Además. como podemos observar, los problemas numéricos que ocasionan divergen­
cia son ma .. « severos conforme se 111.ilizan factores de olvido més pequeños. 

La causa de la divergencia, al igual que en la mayoría de algoritmos que involucran 
la variable de verosimilitud, es que ésta. diverge a cero y a valores negativos. Tal 
comportamiento se observa. en la figura 5.16 (b). 

Con el propósito de poder utilizar estos algoritmos en ambientes donde las varia­
ciones del canal requieran la utilización de >..'s < l. en la siguiente sección se evalúan 
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Figura 5.17: Algorit.rno Rápido Estabilizado versión Cioffi (algorit.mo de Botto) en 
arit.mét.ica flot.a.nt.e con precisión sencilla.. (a) Comportamiento del error de filtrado. 
(b) Cornport.amient.o de la variable de verosimilitud -y. 

los algoritmos estabilizados de estas versiones bajo precisión sencilla en aritmética 
flotant.e. 

5.5. Algoritmos SFRLS con precisión sencilla 

En esta sección se simulan los algoritmos estabilizados ahora bajo precisión sencillo 
y observamos su comportamiento con respecto a los algoritmos simulados en Ja sec­
ción 5.4. Con base en las simulaciones podemos confirmar el buen desempeño de los 
algoritmos estabilizados utilizados. 

5.5.1. Algoritirno Estabilizado Rápido Versión Cioffi, SFRLSVC 

El comportamiento del algoritmo estabilizado de Cioffi en aritmética de precisión 
sencilla se muestra en la figura 5.17. Tal implementación estabiliza Ja variable de 
verosimilitud a valores cercanos a la unidad, exhibiendo este algoritmo un compor­
tamiento estable. 

Como se mencionó en Ja secc10n 5.3.1, este algoritmo puede presentar problemas 
<le inestabilidad incluso con precisión doble cuando se utilizan Ns < 0,96, por esta 
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Figura 5.18: Algoritmo Rltpido Estabilizado versión Slock en aritmética flotante con 
:·· .,.:~'JOJJ :;eneiiia. (a·l Comportamiento del error de filtrado. (b) Comportamiento de 
In wirinblc de verosimilit,11d ')'. 

rnzúu se recomienda usar este algorit1110 para valores de ,\ cercanos a Ja unidad. 
En [21] este algoritmo se simuló para 100,000 muestras con ,\ = 0,96 sin presentar 
problemas ele divergencia. 

5.5.2. Algoritimo Estabilizado Rápido Versión Slock, SFRLSVS 

El comportamiento del algoritmo est.abilizado de Slock implementado en aritmética 
flotante de precisión sencilla se muestra en la figura 5.18. Podemos apreciar que este 
algoritmo es robusto para cualquier valor ele ,\ tanto en precisión doble como sencilla. 

El algoritmo cstnbilizHclo de Slock resulta ser el más robusto de los algoritmos es­
tudiados y pm· esta razó11 en Ja secció11 5.G se estudia el comportamiento de esta 
algoritmo en aritmética e11tera. 

La figura 5.19 muestra el comportamiento frecuencial de Jos algoritmos estabiliza­
dos donde podr.mos apreciar que efectivamente Ja solución a Ja que convergen es la 
óptima, pues Ja respuesta del filtro es precisamente la inversa que la del canal. 
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(a) {b) 

Figura 5.19: Respuesta en frecuencia. de los algoritmos rápidos estabilizados, Cioffi­
BoUo y Slock, en precisión sencilln. (a) ,\= 0.96. (b) A= 0.93. 

5.6. Algoritn1os FRLS en aritmética entera 

Después de haber realizado distintas simulaciones de los algoritmos estabilizados 
hemos observado que t.ant.o el algoritmo estabilizado versión Cioffi como el algorit.-
1110 est.nbilizado versión Slock se comporta adecuadament.c en aritmética flotante de 
32 bits. sin embargo el algoritmo estabilizado versión Slock puede incluso implemen­
tarse en aritmética entera exhibiendo un buen comportamiento. Por esta razón en 
esta sección presentamos el algoritmo estabilizado de Slock en aritmética entera de 
32 y 1G bits. 

El algoritmo "Fast Kalman" a pesar de no presentar estabilización alguna, pudimos 
observar que este presenta buenas propiedades numéricas cuando se utilizan factores 
de olvido cercanos a la unidad. En est.a sección presentamos una simulación del al­
goritmo ''Fast Kalumn" en aritmética entera de punto fijo en 16 y 32 bits. 

5.6.1. Algorit1uo SFRLSVS en aritmética entera 

El algoritmo SFRLSVS puede ser implementado en aritmética de 16 bits, en donde, 
uno <le los principales problemas es la dinámica de algunas de las variables. Una 
manera de disminuir la dinámica de las variables es trabajar con factores de olvido 
pequeños (,\'t1 < 0,95), esta solución es poco efectiva pues como hemos visto; para 
factores de olvido pequeños los problemas de inestabilidad son mayores. Por esta 
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Figurn 5.20: Cornport,amiento del error de filtrado del algoritmo SFRLSVS en ar­
itmética ent.ern.(a) ,\= 0.98. (b) ,\= 0.95. 

razón es importante trabajar con ,\'s cercanas a la unidttd. En particular. las vru·i­
ableR qur exhiben una ciiuámica mayor son t.ant.o la energía residual backward a·t 
corno la inversa de 'Y por lo que nuestro criterio para el nümcro de bits utilizados 
para part.e entera se bn.o.;o precisamente en los valores m1iximos de estas dos vari­
ables, esto con el propósito de evitar la existencia de saturaciones, las cuales pueden 
causar problemas nun1éricos müs graves. 

La figura 5.20 muestra el co111porta111ient.o del error de filtrado para diferentes pre­
cisioucs. Co1110 era ele esperarse el algoritmo implementado en 16 bits converge a 
un valor ma~·or del error de filtrado dado que el tamaño de la palabra no permite 
que este llegue a valores menores. sin ernbargo el comportamiento que presenta es 
estable. Podemos también observar que t.ant.o para ,\ = 0,98 como para ,\ = 0,95 el 
cornportruniento del algoritmo es estable. 

En cuanto a los a.lgoritmo,; en 32 bits y prec1s1on doble, pnicticarnente no existe 
diferencia en el error al que co11vcrge11 y podemos decir que los errores de redondeo 
no afectan el comportamiento del error de filtrado. 

Como hemos visto, el comportamiento de la. variable de verosimilitud es de sumH 
importancia para la e:o;tabilidad del algoritmo, por esta razón en la figura 5.21 se 
muestra tal comportamiento. Podemos observar que tanto para la implementación 
en 16 bits como pam la de 32 bits el cmnportamiento de esta variable es estable, lo 
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Figura. 5.21: Comportamiento de la variable de verosimilitud en el algoritmo 
SFRLSVS en aritmética ent.era.(a) 32 bits. (b) 16 bits. 

cual confirma. la est.11bilidad del algoritmo. 

En la figura 5.22 se mucst.rn el error de redondeo sobre el error de filtrado. Para 
obtener esta gráfica se simuló el algoritmo en aritmética de precisión doble, con­
sidcnu1c.lo que la:; variables cakuladas con doble precisión son libre:; de errores y 
luego se realiza la resta de las variables sin errare:; menos las wi.riables calculadas 
en arit.métiea e11t era. Pode111os observar claramente co1110 el error de redondeo es 
mayor en la i111pleme11tación de 16 bits est.o es debido a la menor precisión con la 
que :;e trabaja. Sin embm·go. el algoritmo estabilizado no permite que estos errores 
crezcan y podemos observar corno estos se 1nant.ienen const.aut.cs sin hacer diverger 
el algorit1110. Así mismo, en la figura 5.23 se muestran lo:; errores de redondeo sobre 
la ganancia ele Kalrnan dual. en tal figura podemos reafirmar la estabilidad de los 
errores de redondeo a lo largo de todo el proce_c;o lo que pennit.e tener un algoritmo 
1J1.1111érica1nc11 te csl a l1le. 

Por último, para comprobar que tanto las implementaciones en lG bits como e11 
32 bits convergen a los panímetros ópt.imos del filtro. en la figura 5.24 se muestra 
el comportamiento frecuencial de la respuest.n. del filtro. En dicha figura podemos 
observar como. en el caso de la implementación en 32 bits. la respuesta del filtro 
igualador corresponde exactamente a la inversa de la respuesta del canal tanto para 
,\ = 0.98 como para ,\ = 0,95. En lo que respecta a la implementación en 16 bits, 
podemos decir que los en-ores de redondeo causan la diferencia entre los parámct.-
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Figura 5.22: Comportamiento de los errores de redondeo en el error de filtrado e(k). 
(a) arit.mética de 16 bits. (b) aritmética de 32 bits. 

Nü11wro <le iteraciones 

{a) 

%-n 
~-f 
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N 1'u1wro dn itcrncione .... 

(b) 

Figuro 5.23: Comportamiento de los errores de redondeo en la ganancia dual ele 
KalnHUl e,,(/;;). {a) aritmética de 16 bits_ (b) aritmética de 32 bits. 
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Figura 5.24: Respuesta en frecuencia de la implernent.ación SFRLSVS en aritmética 
ent.era (a) ,\ = 0.98. {b) .>. = 0,95. 

ros óptimos y los estimados; sin embargo podemos decir que el desempeño de esta 
implementación es adecuado dado que las diferencias observadas en la respuesta. en 
frecuencia son 111ínimas. 

5.6.2. Algoritmo Fast Kahnan en aritmética entera 

Como hmnos me11cio11ac.lo y demostrado a través de las simulaciones en este capítu­
lo, el algoritmo "Fast. Kalman" presenta buenas propiedades numéricas si se trabaja 
con factores de olvido cerca11os a la unidad. Dicho comportamiento numérico puede 
conservarse incluso en aritmM.ica de punt.o fijo bajo ciertns consideraciones sobre .>.. 

El factor de olvido juega un papel muy importante en la implementación ele los 
algoril.111os RLS pues, por un lado, si ."C' trabaja con ,\'8 muy peq11P.1ins estos nlgorit.­
mos presentan problemas ele inestabilidad incluso e11 precisión infinita. Sin embargo, 
trn.bajar con ,\.'s cercana.-< a la unidad ocasiona una dinámica numérica mayor en 
las variables involucrada.<;. sobre todo para !ns encrgíru; residuales o:~ y o~. Por t,al 
rm~óu es importante L'ncontrn.r para que valor<..-:; de factores de olvido los algoritmos 
pueden implementarse en aritmética entera sin prcscnt.ar problemas de inestabilidad 
debido a errores de redondeo, ver [27]. 

Otro factor que determina. el comportamiento numérico de las variables son las condi-
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(b) 

Figura .5.25: Comportamiento del error de filtrado en el algoritmo "Fast Kalman". 
(a) arit.mética de 16 bits (>- = 0.98). (b) aritmética de 32 bits 

ciones iniciales, por esta razón sie1npre que se quiera implementar un algoritmo en 
aritmética finita es importante considerar las condiciones iniciales, puesto que la 
dimhnica numérica de lof< datos nos determina el número máximo de bits n utilizar 
para la parte entera y por t.anto. nos limitan los bits para parte fraccionaria. Con­
forme menos bits se te11gan parn parte fraccionaria, Jos errores de redondeo pueden 
crecer demasiado y ocasionar divergencia, sobre todo si se trabaja con algoritmos 
no estabilizados. 

En Ja siguiente sin111Iación se presenta el algoritmo "Fast Kalmnn" en aritmética 
entera de lo y 32 bits para >- = 0.98. 

En la figura 5.25 se muestra el comport.mnient.o del error de filtrado del algoritmo 
"Fast. Kalman" tanto en aritmética de 16 bits como ele 32. Como era de esperarse, el 
algoritmo implementado en lG bits converge a un error mayor que si se implementn 
en 32 bits. Si se utilizan 32 bits de precisión, es posible utilizar factores de olvido 
iguales a la tmidad pues aunque la dinámica numérica aument,a utilizando 32 bits 
es posible mantener estable el algoritmo con respecto a errores de redondeo. Por 
otra parte podemos observar como para un factor de olvido menor a la unidad el 
algoritmo converge más nípido, ver (27]. 

Para observar el comportamient.o de los errores de redondeo en la figura 5.26 se 
prm;ent.an los errores de redondeo sobre el error de filtrado. Esta simulación se real-
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(a) (b) 

Figura 5.26: Comportamiento de los errores de redondeo en el error de filtrado e(/;;) 
algoritmo Fnst. J.:::nlman. (a) aritmética de 16 bits (>• = 0,98). (b) aritmética de 32 
bits. 

iza mediante la resta del error de filtrado considerado libre de errores de redondeo 
(double) menos tal variable en aritmética entera. 

En la figura 5.26 (a) podemos observar como en la implementación de 16 bits los 
errores de redondeo n111ncnt.an <iní.«ticamentc. sin embargo tienden a estabilizarse 
aunque definit.ivarncnt.e a un valor muclm mnyo1· que para la in1plemcntación en 32 
bits. Si comparamos las figuras 5.22 y 5.2G podernos observar que el comport.amient.o 
<le los errores de n~donch~o son similares. sin embargo el algoritmo "Fast Kalman'' 
solo p1·esenta tales propiedades numérica.<; para ciertas condiciones sobre ,\, adermí.-; 
si se observa fl detalle la ligura 5. 26 (b) el error de redondeo no se estabiliza lo 
que :;cgurnmentc oc~L-;ionani divergencia para un número mayor de iteraciones. Sin 
embargo, si ch1rant.c el periodo dt> igualación, el algoritmo es estable entonces se 
podrá utilizar t.al impl<'nwnt.ndr'in. 

Fi11alment.e, para observar que al algoritmo converge a su solución óptima en la 
figura 5.27 presentarno~ la res¡mc:;ta en frecuencia del algoritmo "Fast Kalman" en 
aritmética ent.era de lG y 32 bit:;. 

En la figura 5.27 (a) podemos observar como la respuesta en frecuencia de la imple­
mentación en 1 G bits no es exactamente la inversa del canal, esto es debido a que> 
los errores de redondeo ocasionan que la respuesta del filtro se desvíe de la óptima, 
sin embargo los resultados observados son aceptables. 
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F'l'm:nc~11cia m1 lrml/s· .. 
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Figura 5.27: Respuesta en frecuencia de la implementación "Fast Kalman" en ar­
itmética entera (a) >. = 0.98 (b) >. = 1 
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5.7. Conclusiones 

E.u 1':--l'' c·Hpít11lc1 111·11111 ..... 1•:--1111li;1rl11 1•1 t'•1ll1JH1rt<111Jií'11tu JllllJlflr1<·11 di' clifPn•t1tc•:-: nlg<1-

ri1111"" clt• tiltrncl11 11d<1pt:1l.J1·. 1;1111 .. 1·11 <1rit1n•"1kn rlt• p1111tn f!llt>111t1· ¡·u111" rli· ¡11111111 
fijc1. E11 rP}nC'i('111 ;¡ 111 .... nh!11rit1Jltl"' nL.~ pod1•tJJ<t:-- dt·cir q111· ('!"- ill1J>t11'1Hlllt' h1 fonnn l')l 

In ql1<-' :-:1• i111pl1·1111·11tn11 };1, ... 1•1·1¡;-wi11t11•:-- ¡1111•:-- r'l c·1111q1nrta111il'lllt1 111111H··ric-11 d1· c-d~.!.llllrt:-­

iu1piPJJH'lltttci1111<·:-- JH11•(h· 1u·u:-.:i11t1ar <li\·1·rµ.t>11ci;1. 

Si lu:-- nl.t!.11ritlllCI:-- HL~ :--(· i11qd1•tJll'J1tn11 (lt• JIHtll<'l'a Hdt·t·unclH co111111..•:-- f•} <"a:--11 dt' L1 iu1-

¡,h•1111•11tn<"i1'111 C'LS::!. <•:--tí1:-- ¡1u,·1!1•1¡ :1n•:--1•11tttr c·(1111porta11liP1tt11:-- 1H1:-:ta11t1' l111i·1H•:-- 1·1111-

:--111'\'atul11 In!'- l1\ll'l1c1:-- pn11)i1•fL11l1·"' 1}1· }11 ... ;du11rit Jt111!'-- IHl:-.cHlt •:-- ('Jl l<1:-. 111í11ÍJJH1:-- c·11ndr;1d(l:-­

~i11 IH'C-<•:--idnd d1· hr1c-Pr \1:--(1 dt• i111pl1·111t•11trwie1111•:-- dc•l tip11 r<iÍZ <'lH1<lrndtt. c111J111 },, i11·11-

po11(•t1 [-1: ~· ¡~·. ("<•ll vl pr11JH1:""-it11 d(' tnc•jtlrnr 1•} c11111p11rtHt11i••11tc1 11111111··ricc1 d1· lu:-­
alµcori111t1~ HLS. 

El ll:""-11 dc• ]11:-- alg11rit11111:-- nipidt1:-- !'--t' j11:-'tifi<·n 1l<11ln ln 11t•1·1•:--idad d1• db11Jitnlir 1•l tieUlJH' 

clf' pnwc•:-;utJIÍPlltu ,\· ntllllt'llt;1r In \"t•lt1C"idad dt• 1rn11:--111Í~i<'1t1. ~ill t•111IH\rg1i: e·:-- i11qu1r­

tHlllt~ a:-;t•gurar 1111 l111Plt<·1 c·u111p(lrtH111i•·11111 1111t111'•ri1·c1 ch· }<1:--- al.t!.1•rit11111:--- ní.piclu:--. 

E111ph•<tr algorit11u1:--. n'1pid11:-- t•:--tHliilizfld11:-- 1111 :---ic•111¡J1"c• !.!.ar;111tiz¡1 q11P t>:O-:lu:-- ~e p1u•clc•11 
i111¡ilt•111c•11tar t'll 1111 di~JH•:-it¡,.,, ,¡,. ¡ino1·1•:-11111i1·11111 ,.,,11 i<•lll!.it11d 111• palal>ra finita. por 

lu qlll' <·:-; 11c•t'f-'SHJ'Í11 :--ÍJ11lllnr 111:-- nlgl1rit11111:-- Pll nrit111t',ti«<1 fi11i1c1 pn·Yit• et it11p}P11t<'ll­

tarlo:-; t'll 1111 l)SP. c·o11 c·l 1il1jeti\'11 d1· 1•\·itHl" prulil1·11u1:-- dt• diYt·rgt>ll<"id cl1•l•idt1 a ht 
pn1pagrH'i(·,11 1l1· <'ITun·:-- d" rc·d1111d,•11. 

El 11:->11 dt' fnct11ri·:--- d1• oh·idc 1 1111•1111r1• .... H lt1 111iidnd 1•:-- i11di~!H'IJ:--ahl1• t'll illl1l1i1•t1tl':-­

d1111d1• t•l 1·;ltJnl \";.iría r;ipi1ln1111·1111'. :--ill 1•111lHll',!.!.t1. 1111tC'l111:-- dt• lo:-- alg11rit11u1~ )JJ"l':-ot•11ta11 

pr11h]1·111a:-- 11tt1111'·ri«1•:-- 1·11t1111l11 :---1' 11:--;111 .\' .... < 1. J>nr IC1tantu.1h•l11·11111-.: 1·011:-.idPrar qt11· 

.\ jtu·µ.n 1111 Jl<tJ11·l 11111.\· it11p1•rtilllt1· t'll P} n1111¡>11rtrtJ1lÍPIJh• d1· }11:--- a}µ.orit111u:-o _,.qui• t 1:-­

IH't"<':---.:1rit1!ttilizar1·l \·;1h1r d1' .\ ;1cl1•1·u;..c)1; ]·otn. '- nda n¡1li1·n1·i1..'111. ;,:---í cc11JH1 d:-.1 ... µ.tlrrh ql1t 

el al.!.!1.1rit 1111, 111 ilir11dt1 1•:-- t•;...t ;al il1 pilt"f1 t·l \'al11r dl' .\ <-:--1·pgid11. 

Tn111 .. 1•I SFHLS\'(' 1·11111" 1·1 SFHLS\'S :-1· 1·<1111p11rtm1 hi1•11,..¡1·11111pli111ti~ '""11 In r·11mli­

"i1'111 d1· t'Xl'itc1t·il.•ll p1·r:--.i:--tt•1111·. :--.itJ •·11il1r1r!.!11 1•l n1.~1·ritt11c1 SFHLS\'(_' pn•:"'('JJtn proh· 
!<·11111:- di· '"'tal>ilid11d ,..¡ ,..,. 1ral1<1.Íii 1·"11 f;wJ111·1·:- d1· .,]\·ji]., 1111·11"1"•':-" O.!lli. El li111•11 

d1•:--t'llljH')-)11 d1• 1·l ;dµ11rit11111 ~FHLS\'~. i1wl11:--11 i111plPtll4'lJl(td11 ('JI l(j hit:--. :-'I' dt•lH· !"Íll 

d11d¡¡ 11 };¡ 11111!tipl1· l'•'ll'"iili1111·11t;wi1",11 :-1il1r1· la~ \·11ri11l1I•·:- :-•·11:-il.J1•:-. 111 c¡tH' p1•r111it1· 

1·:--ttd1ilizt1r al alµttrit11111 d1• llllH llH'.iut 111all•'l"i1. 

IJur últi11111. <·1•11 ¡,,.,..,. <'11 In ,..j:111iln1·j,'111pn·:-1·111;111¡¡1·11 In 1'ilti111il pnrt•'. JH1d1•JJJ<1:-. dt•l'ir 

q111· :--i ,.¡ alµl1ritJ11t1 ··Fd:---T l<\nl111e111·· ... ,. i1np],·111t•11tt1 ch· 111;1111·1-.1 1"fl!TP1·t;1 t•:--tt· pttPdt· 

c-uJJ:--t't'\"Hl' :-;n:-- lnH'Jlt\:-- prupit·d;ult· . ...:. n111111··ric-<1. ... ;,1·111 t'll arit IJ11'·ti1·;1 ch· I<i J,it:-- :--ill 111•c-c 1:---i­
<h1cl d1· utilizrtr tlll ct1µ11rit11H1 P:--tnl1iliz<1d(I cpt•' n·q11i1•r;1 de·! c1rd1>11 dc· ltl¡i 11¡u·n1C·i11Ju•:--
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Capít·ulo 6 

CONCLUSIONES 

E11tt·nrlP11h1:--- pc1r t•li1·i1·1J<"it1 1·11 1111 :--i:--lt>lllil dP <·01111111icnC'io11t•.:-- ¿¡ lr1 <·n¡i¡¡1·id.1<i d1 1•11-

Yiar lct 111<t.Vt•J' l'<ll1ti1_L1d d1• i11l11J'ltli'll'i1'1n t'll <'1 111r~11ur tit•111pu JHt:--ililt· y c1111 lr1 IIJPIJ1>J 

prulmhilic!Hcl d1· <·1Tco1. Titl d11·i1·1wiil ~·· •'l!t'lll'lltr11 ,.;j1·t1i¡>t·1· lit1ii1;Hlit !"'' ,.¡ 1·;,¡¡;,j .¡,. 
ll"Hl1~1Jli~it'111 t'll~'tl illJdlt• d1· li;11Jclil t':-- li111itrHl11. (l{'H:-'ÍUllalld11 (jllt' la:-- :--1 1 f11tlt·:-- :->t' di:--lCJl"­

:-;inllPll. Parn h1gnir q111· 1111 '."i'."t1·111il :--1•a }11 llHÍ:-- Ptit·it:lltí' 1111~ild1• t':-- t11·1·1•:--Hri1 1 111iliz"r 
di~po!"ith·11:-- qt11· l'O)IJ)'l'll:--•'ll t;d1• .... di:--lu1':--i1J!Jt'."" dP} l'flllill. 

La di~tt1r;-;k1t1 i11t rud111·id;1 JH •r 1·! c;111;d :--t· d1·lJ1' f1111dn111i 1 J1t.tl1111•11t1• it lc-1 iitt!'rf.,n·11t·ii:1 

<'1111'<· :--i11d1u}c1 ... 1 J~J, 1w¡t. ... i1111;1d11 p11r L1 di:--}H'l·!"-i1'111 d1· !11:-- ¡i11l:--11:-- tt l11 lnr,L!.t1 cl(·l c·;111:d 

dl· lnt1J:-;111i:-.il'111. J111r 1•:--tc1 !"<t/1111 1·111•: ... t1·1rnl1Hj11 li1·11111:-- n1IJ11·11z¡¡d11 C"11t1 c•l 1·:--t11dio d.· 
}11~ dif.·n·11tP:-- tip11:-- d1· l"itl1i1l1·:--. pr1l"li1·11d•1 d1·l p;11 d1· 1·11li1'1· t•-rlliilln11du l'ull !'I ('HtHd 

i1d1(1h111il1ril·, •. ('011!1;1:--1·1·11 1·:--11· l':--t11d111 ¡11.d1•11111 ... d1·1·ir q111· J;1 di:-.t11r:--k111 :--1: Jll'f':--''ltlil 

t'll todt1,... 111 ... t ip11,... d1· 1 ;i11;t!1., .. o1lll1<jll• l,1. ... • ;ilJ .... il .... 1111 .... i1·111¡ir1· :--1111 h1:-- 11tÍ:"-lll<t:"', .-\:--í. 1·11 

t•l 1·a~11°clt·l Jinr d1· 1-1.l1n· L1 di:--t11r:--i1.1l1 :--1· d1·l11• ;i} ;t11cl11• d• l1nt1dtt i11:--;11fici1·11t1• pan1 

tra11:--111itir lu:" p11l:"t•:-- di!.!.it.d1·:--. 11ii1·11t1c1:-- q11•· 1•11 t'I 1·t111;d i11li;ilrtt11l1ri1·111·:--t;1 :--1• d1•l11• il 

Lt prc1pi1µ.;u·i1'111)>111'1111d1ittil.\·1·1·t11ri.1 ...... 

Lo!"- di~pu:-:itiY11:-- q111 1·uJJl}ll'l1:--t1lJ t.d1·- di ... t11r .... i11Ja·:-- d1·l (·¡.1J1<d :--1· 1·c1JJ•1n'l1 1·1111111 it.:.1Hil­

i1dun·~ ~· llc1d11 <¡llt· a 11u·t1tHi1~ ll1:-- 1·a11;d1·:-- J>r1•:--1•11ta11 Cdl'i"H.'lt·l'Í!"-ti('a:-- <ptv \'ariall l·c•li 1.•I 
tit'lllJH1 ,.~ ll<'«f'~nri11 11tilii';1r i.t.:.11:tl;1d11n•:-- ;uln]lli11il<•:--. 

l"11 i¡:,11;tlwlor 111!11p1i1lol1· u .. •·~ lll1i, <¡ll" llll !iltn• <¡lll' J>ll<'<Í•· 1<'1l<'l' dikn·ut1•, 1ipu~ 
dt• 1•:-.tnu·t11rH:-- d1·p1·11dit>I1d11 dt· Li ;tpli(·;1<"i1.,11 ''JI pnni1·11lHr .'· ('1!.\'º clc•..;1·111pt'f1r1 d1·­

JH .. llclP1«i dPI td.~urit11111 <.¡lll' :--t· 11tiliv1· ¡1;1rci <11·tt1.dizar :--11:-- par¡.ÍI1H·tr1J!"-. t1:--i iui:--11111 In 
obtt•1H·i1'n1 .'· t·ctra"t1·ri:--tica:-- 1l1· 1111 alµ111"itu11~ d1·¡>1•111lt•1;l d1·l lTit1·ri11 ,¡,, 1q>ti111iz11c-i1'111 

u t ilizrnl1" 

.~ 1u larµ.u d1· t':-'l<· 1roi11a.lo h<'llJu:-- itpn·11didu 'Jllf' };i 1•}j•1·1·i1•I! d1·l 1·rit1·ri'.' d1· 11pti· 

111iza('ic't11 ck•t<'l'lllÍlla u111cl1a!"- clv la:-- t·nrn1·tf'l'i:--ti1·;1:-- cl1·l ;i},t.:.í1rit11:11 tal1•:-- 1·11JJil' v:--i;dJili­
drtd. \"1•ltH'i1hul dt· ('011\"Pl'gf'IH'iH. 1Íf'Jll}HI d1· ]'l'f1C·1• ... n111i··11t11 .\· lip11- d1· ... 1·1-1;tl1•;-- 1·1111 1;1;--
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f)i f ídl 11 Jt '1lt1 • f •J 11 ·1 •111 J';i l't ·1111 , ... 1111 ;, l.t.!' 11'i 111JI1 t p 11' t 'll l l l} il;1 e ·11) l L-1:-- 11111.i' 1rP:-- l 'éll"i-H'f f'l'Í:--t ic·H:--. 

n:--.Í: 11ii1•11tra:- nl.~ú11 .i]~11rit111,, p111·d1· :---1·r 11111y 1•:--.t;thl<'. t;111il1i1'•11 1n11•d(• \"t')':-01' li111i1ud11 

JH1r !.1 y¡·}11('id;1d d1· c··•t1\·1·r~1,111 i;1 ·'" p111' ,,¡ tip<1 cl1· .... ,.1-1;df·:-- c¡111· p111·d1· trnh:1_i11r lí'.µ.. 

nlt!.t•l'it11111 ... l1;-1 ..... ;1d11~ 1·11 ,.¡ \l~L .. J111r 11tn1 lrulc1. c1tr11:--- ;d,t.!11ri111111:-- }l\lf'd1·11 1·1111\·1·rµ.1)r 

ni¡1id1, 111'1'11 1 ·~·1·:--t'Jl? ;11 ¡ir1 .J d1·1:1;1 .... , ¡,. f':--tr1l 1ili1lt1d. 

P111 l•, r111t 1•ri1 11 111 u lc1111 1 ..... 1 l1·cir 1 ¡111 • P} ti¡ H 1 d1·nl.!.!11rit 1111) tl:"-HI 11' d1•p(•J11 b•r,\ d1 · lrt:-- 1u·v1•:.;i­

dndP~ qlH' l'Xi.H1 J;1nplic;11·i1111 ,. d" 111:-- rt'l'Tlr:--u~ di:-.pouihk•:--.. 

t·1H11·nr;i1·tf·rí~tic;1 1111 t111•11c1- i111p11rtfl11t1· q111· la~ lllf'lll'iunnda~ n11tPrion11,•11t<' 1·:-- ln p1-

} 111:--t t•z 11111111··ri1 ·;1 1 ¡,. ]1 1:-- <ll_!.!, •rit t1111:---. ( ·, 11111' 1•:--t ttdia111Cl:-- ~· l'<JlllJ >t« tl H111111:-- • ·11 l1 '="" '·;1pít 1tl11:-­

-I _,. ;-, n•:--JH•1·ti\'¡1111t·11t1" ,.¡ 1·11111¡H1l't;.1111i1•t1t11 1111111,"ri('11 dP ]11:-- a]gurit1111•~ ¡1111•1l1· l1<1('Pr 

q11t· 1>:--.to:-- pn·:--1·11l•'IJ pr1.Jd1•ni;1:-- d•· div1•J'.!..!.f'IH'ÍH. E:--. i111porta11t<· ~t·únlilr c¡llC' }, ..... J>r•il1-

Je1n;1~ 11111111'·rin1:-- 1·11 111 .... rtl.t!11l'it11111:--. HLS 110 :--oh• :-:e pn•:-;c•ntrtll C'llfltHl11 :--1' tral1t1jf1 c<1t1 

nrit1J11'•ti1·c1 li1111tt1d;1. iilllH¡llt' c·11uud11 a:-;i :--1111·1·dt• }11:-- pn1hh'llli·t~ :--011 11ui~ :--1•\·1·n1="'. ~i11 

t'lllllitl',t!I•. ]11:-- ¡1r11l.Ji·111¡1:-- 11111111'Tir·11:-- '.'--t' pn•:-..1•t1fHll HÚll f"llHJldCJ ~(' ll'nl>11j;1 ('{)ll ]ll'l'f'J:--i1)11 

inh11itC1 1l1• c·;ílc1tl(1. ¡111r f•:--tn rn/1'1111•:-- i111JH1rtnllTP tralmjar c·1111nh.?,nrit11111:--1·~t;il1i}izH­
dn:--. ;1Ü11 1·11<111d11 ,.¡ ;tl!..!,11rit111u :--.<' i111p}i•111P11tc• PJ1 tlllil l1111git11d dt• p<dcd1r;1 .!.!.l'fltlll4'. 

En pnrtic11lar. ••11 In lit1·rn111ra ,..,. 1111•1wi"11" <¡ll•' ¡.,,.. al~11rit111<>~ HLS ¡>rt>~1·111;111 pr11l>­

lt·11iri:-- t111111t'·ri('11:-- q111• lo:-- l1;-H·1111 dh·1·r.!..!.1'r. ~11lirP tc>1lu 1·11n11<l11 :--1• trnli<1.i<1 c·1111 L1"111r1•:-­

dP 11h·id11 ,.\ < 1. Si11 t•11il1nrµ., •. c·c111H1 :--P 111<>;...tn'1 1•11 1·1 1·npit 11111 .~, <'~lc1:-: prciJil,·11¡;.1:--

1111111f·rif'n:--: :--1• p1u·dPt1 n•:--11h·1·r ~¡ :--•· ntiliza lr1 i111p)<'JJH'lltn<'i<·111 n1l1•<"\Htcla pnr;1 }11 cual 
P:-- 111•1·1•:--nrin n•nlizar \111 a11;íli .... i:-- d1• lr1 prupH.t!fH'Íf.111 dc·I í'ITlll' tal c-c1Jllu ~1· lliz11 1•11 1•] 

t·apít nl11 .J. 

(\lJI rc•:--p1·1·t11 a !11:-- ill.!.!11rit111t1:-- FHL~ pr11l1·11111~ d1·c·ir qt!t' 1'·~tc1:-- pn•:-.t>llta11 pn.J1}t•111a:-­

~1·\·,.r11:-- d1• di\·1·rt!e1win d1·l1id11 •• 1·n111"1':-- ll!ll•1t'>ric·11:--. JH'I'o :---11:-.. r·an1c·tl1 rÍ:-;tice1~ <'11 <'lli:tll­

tn ;1 ti1•11q1t1 cl1' ¡11111·1., ... ;1t11i1'JJt11 ,. \'1•!11c·idi1d dt' 1·11Jl\"t'1'.!.!t'll<'Ífl ..... 011 dc• ..... l';tl1]1'.-. por tnl 

11111tin1 1;1 11tilifftl"i1'•11 d1· ;1h~11rit1111, .... 1•:--t;tl1ili/;tcl(I:-- :--1• j11:--1ih1·¿• :""itlJnpr" ~- 1·11c-t11•.l11 PI 

;ilgc1rit111c1 f':---tnl1iliza1!11 ~1d1H·i11111· 1'1:-.. pr1ildi•111a:-- 11t11111'·riC'o~ :-:i11 af<•C'tar la:-: h11Plla!-- car­
¡1ct1•r:0:1 il·il:-- di· !11:--- ill!..!11ri111111:-- r.l¡1id11:--. 

r\11ll'Jt.11:-- dPc-ir Cftlt' t'J pn.Jd1 1 lllil d1· 1dllt'lli'l" n}µ,oritJJJ(I"- C'fi<"if.'Jlf('!" f'!'- :--illiilnl' n} d1• 
11ht1')1f')" 1111 .... i:--lt'lllil d1 { t•llllllii1·;H·i11)11':-- t•fil'it•Jllf'. E:--t11 (':"'. 1'11 1111 :--i~t1•111<1 cl1· ("IJ)ll11Jli­

(';t('ic1111•:--. dHch1 q111· lri 1·..ipn1·id11d d1•l 1·:111<11 t•:-- lintit;tcht. :-:1• 1•111pl1•c-t 1111n t'ndifiC'aci1'111 
!11r·111t> pnrn .-11,·iar J., 111;1.\·<>r c-a11t id;1d .¡,. i11!<>rt11;ll'i1'll1 1· .. 11 ,,¡ 111ini11111 111i1111•r11 d1· l>il:-. 

:--:11 t>J.il111rg••: p;i1·;1 r1·;tliz;1r L1 1·111T1, l·i1.111 dt' 1·1T11n·:-- :--1• i11tn1d111·t·t1 l1it~ dt• n·d1111dH11-

cii1. E11 1·] 1·¡.¡~11 d1· 111:-- ;dt!••rit11H• ..... dHil11 q111· lt1 1·;.1pctl'idHcl cl1· p1·11f'P:--n111i1·nt11 d1· }tJ:-­

cli~JH1~iti\·11~ dt' pnw1•:--;1111i1·11111. '".!..!.. IJ~]l':-... 1·:-- li111Ít;uL1. ~1' r1 11¡t1it·n· 1l1' ;¡}~11rit11111:-- q111• 

1Jtiliccu 1111111PJJ11r 11t't1111'l't• ci1• opt'l'<1<"i11111•:-- aritn11'·tica:--. t;d .-~ P} c·¡1~11 di· In:-- nl.!.!.,1rit11111:--

! .. ,., -·· 

FALL ... 



FHLS. :-:in ('ttJLiar!.!.o: cli1ch1 epi•· 1•:--111:-- JH'l':--PlllHll pnddt•111<1:-- n11111t··ric11:--. :--t.' i11t11Hlt1ct· n·~ 

d1111<bll1C'iH {aiµ.<1rit11111:-- •·:--1;dii\i:;.id11:--\ .'" t'll ('()Jl:--f'l'llt'JtCiil \111 )H'<¡llPfJt) <tllllll'l11tl Pll ];-t:-­

r1p<'l"it('i<1J1t•:-- arit111f··1i('H:-- . 

• -\clt'ttli.1:--. f':-- i111p11rtn1111·1·i•J1-i1!•·1011 1p11· n1í11 J¡1 ... i111¡il1·t1H'tlt;11·it1111·:-- 111;-1:-- r11lJ11:-:t;1:'"' p111·1le11 

prl':--f'lltHr pr1.Jil1·111H:'"' ck itJ1·-Lil1ilid;1rJ .... ¡ 111t1• ... 1r;1 111;itriz d1· ('11\·c1ria11z;1 1111 ...... t11;i11tit•111· 

l1it•J1 l'nt1dif'io11t11ln u lt• lctl).!•• d1· tud11 1·l prtwt•:--1• ,\· qtH· L1 apo1rici1'111 d1 IH ... tJ1<1Trin•:--

llH-tl V<lllllil·iullitdH:-- 1n11•d1· d1·l11·1:--~ lt1llff1 ;¡ Vili()J't':-- 111\l,\' J1t•q111•f¡11:-- <lc> .\ C'llI!JJ¡ ;¡ ic1 t;tlt11 

d1• 1•xitfl('i(j}¡ dPI filtr11. !11 q111· tll'íl:--itilltl lllilll'i('t•:-- lhl :--ill!.!.lll<trt•:-: ())}ti JH•:--iti\·;1:--. 

l"u11 d1· Ji,_ ... 11l1j1'li\·11 .... d·· 1• .... t;1 t, .... j ... li.i :--id11 11111:-:trnr q111· t'll 11ri1111·r l11~;i1. 111 ··~·:! ... t1·11 

~t1ltll'i<1llt':-' lÍllit·il:-- par;1 1·¡¡t};1 pr1ildt·111.1 p111':-- ~i1·111pn· <':--. i11q)11rt<111tt· li<1«1'1 1111 i1;1l.111p· 

d1• }a. ... 1·r1r11ct1•rí .... tic11. ... q111· lllil ..... 1111.- i11tPr1•:--n11cp11·1·11111¡>L1 u11 ;tl1..!,11rit111c• ¡111r.1 l.1 <qili­

l'iH·i1.1J1 dad;1 :-.· :--l'.!.!.lllJclu: <¡111 1•! cd.!.!.11rit111c1 dt· hltradc1 <':-- :--1.dc1 llllit p;1rt1 d1·l :--:i:--t1•111;1 

dt· c·o111u11ic·;.ic-i1111t·:-- :-.· pur ta11t11 1111 hut•11 d1·!'">1'JllJH'l-tc1 dt•J :--i:--t1·11H1 1·11 c·(l11.i1u1t11 d1•¡1t.'ll­

d1•ní d(•l l1ut•11 f1111c·it1J1<1111i1·I1t11 d1·l r1·:--t11 d1· 111:-- t'll'lllf'lll11:-- d1·l :--i:--t1·11u1 

En ¡,, quP I'l'!"'p1•c·tc1 n In it11pln11t¡1c-i1'111 cl1• rt1.!.!11rit11111:--. e•:-- i111JH1rta11t1' «1111:--id1·n1r q1H· 

t•:--111,:... !-'<'l'illl it11plc·111c•11tndc1~ t•JJ di:--1111:--:iti\"11:-- cb· ¡1rcwt•:--Htllit•11t11 c·1111 1111 111i11wr11 fi1iit11 d1· 

hit:-: parn n·pn•:-.t·11tar la .... v¡.¡rinldt•:-- .'' <111'' 1·1 <"1•:--tu d1• }et:-- di:--p11 .... iti\·11:-- dt• J>l'tH·t.•:--n111i1·11-

tu 1•:-- prop<1rc·i1•11Hl a In l'it]li1CÍ1L-1d d" J>rtH't'!'">iltlli<·J1t11 dt•} t11i:--111t•. P11r t;tl 111titiY11. 1•:-­

iu1p1•rtr-illtf' Pl1<'•111tn-1r nlµ11rit1111l:-- 1111•· 1n1•·1lc11i i111pl1·1111·111;lr:--1' c·t111 t111 111í11i11111 111i1111•n1 

ch• hit;... d1· pn•1·i:--.ic'111 :--i11 pn•:--f'tltar pr•ildf'tllfl:-- ¡),, di,·1·n!1·11c·i;1 d1·lqd1, 11 t•JTfll't':-- q111· 

prc1\·<'11µ,a11 clt> la n·pn•:-.1·11t¿.1ci1'111 d1, ]<,;-; \"cdt1n•:-- dt· lrt:-. \·;11i;tld1•:-- ll:--itd;1:-- Pll }11:-- :d!.!.t•ri1-

111u:-:. 

1 ~-1 
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Apéndice A 

LEMA DE INVERSIÓN 
l\1:ATRI CIAL 

:\ f'Ollt iJllJal'it ·,J J :--1 · cL-1 llll p;1J lt 1rHlll<I grJJ<.'l'H} rfp llJHt JieJTHIJJi('Jlt n bilsieH pal'fl }él ill\'flJ'­

:.ic111 el•· 111at rin·"· L• 111 ¡¡¡.¡,..¡ pritunrdial ,,,.. rPdtwir el nthm.•ru dP opc>n1du1Jl'" para 
luµ,n1r dicliH iJ1\"<•r;-.;i1:111. 

Sea .:\l 111rn 111111 riz part icio1wda de la siguiente forma: 

[ 
.-1 

.11 = e ( .-\.]) 

Si q1J<.>l'L'JJH•" PJJcrnJt rar la i11n•r,-;n r!P In 111nt riz dcli11icl11 L'll la P<'llllC'iÚJJ .-\ .1. pndr•111n>' 
""'·ribir: 

.-1 }] 

] [ (1 d ] [ 
J () ] e JJ . ,\ () I 

( .-\ .2) 

(J de· llH1llC'J'i-l \.•qt¡j\·aiC1lJIP: 

J 1 

[ .-1 í3 
, 

[ () u 

J 
.-:1 

;¡ J J . 
: e D J 

(.-\.3) 

De.· Ja <'<'t1>1eió11 .-\.2 '"" pn,.;ibh· olit1•w•r d ,_¡,..1< .. 1u11 "" <·ct1n<:io1w,.; ,;igt1ie11tf': 

.·ln - B·. = J 

.-! 'i - Bri = O 

Cu - D· .. = n 

l "" -·-· 

( .-\ .-l) 

(.-\.::.1 

(.·\.G) 
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C'J+ Dr5 = l (.-\,'j) 

01• 111a1wra 1•q11indPntc. de ¡,, ec11adó11 .-\.:3 podemos obtener el ::;iguiente sistc>111a: 

o.-1 + .3C = l (.-\.S) 

oB+3D=0 (..\.9) 

~ .. -! + ilC =o (.-\. lll) 

-,B+t5D=I ( .-\.11) 

.-\ partir de las pri111eras euatro ec:unr-iones. es posible ol>tPill'r lo:; cle1m.•11tos de In 
111111 riz i11\·ersa particionnda: 

Dl' la ec11nció11 .-\.G tenemos: 

(.-\.12) 

S11stitu.w.•ndo la eeuación A.12 e11 In <'l·uadó11 .-\.-1 tenemo,;: 

(.-\.1:3) 

De la cc:11ndó11 .-\.5: 

(.-\.1-1) 

S11stit11yendu la cc11ació11 .-\.1-1 en la ecuación .-\.í tl'lll'llH>s: 

"=ID - c.r 1 m- 1 ( .-\. J .'j) 

S11,-1it11~·endu la cc11aci1.'111 .·\ .1:3 en la 1•euad«i11 .-\ .12 t <'lll'tno,;: 

(.-\.lG) 

Por ültitno. s11stit1t.\·cndo la t•1·1uH·i611.-\.1.J1·11 111 1•1·11aeici11 .-\.1-l lPlll"llln,.;: 

( .-\.1 'j) 

TE~1~ r"fl!\T ' 

FALI..,. ¡) 
·~· 

. .. ,....N 
.. d~ 

·-· 



Y pudt•1110;; P>'<'rihir: 

-.-1- 1/3(D- C.-1- 1n-1- 1 ] 
tD - c.-i- 1ni- 1 (.-\.18 1 

l "1 ilizn udu PI ;;r.µ:11udn ,.;bt c•u 1a c) .. c•«11adn111•s dndo por Ja,., f'('tlll«i0111·~ A.~-.-\. 11 pod1•­
Ulo:-" obtetiPr ntra foniut pant In i11vt.·r~a de In inntriz: 

Dc• la c•c-1wció11 .-\ .8 te1H•111os: 

n = (1 - .3C).-1- 1 (..\.lDJ 

Su;;t i1 u:n'uclo la Pcuacióu .·\.19 1_•11 la ecuación ..\.9 tenemos: 

3 = .-i- 1 B¡D - c.-1- 1 m- 1 ( ..\ .2(1) 

De· la Pc·uadón A .11 t e11Pmu:,;: 

6 = (1 - -,B)D- 1 (A.21) 

Sust it u~·eudo la ecuación A.21 en la ecuación ..\.10: 

(.-\.2::?) 

S11;;1 i111~·endo la ecuación A .20 Pll la C'<'Ual'ióu A .8 t PJJen1os: 

(.-\.23) 

Dc• igual forma. >'tlSt i t 11~·pucJo 111 ('f'\IHdtJIJ A. 2:! C'll ..\ .1 l. t f'IJPI no . ..:: 

Y !ii;alme11te pode1110,.; escribir: 

1...,-_, 

(A.2..J) 

.-1- 1 B(D - C'.-1- 1 B l- 1 
] 

D- 1 ..,.. D- 1C(.-\ - BD- 1C¡Bo- 1 

(..\.2ij) 
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(.-\. 2li) 

{ .-\.2';" ¡ 

Si ,.:11,.;tit ttiillu>' la P1·1tn<'ir'111 _.\.2';" •'JI 111 t'l'\t<1d1'111 .-\.2G pudc•1110,.: p,.:c'l'iliir la Pc·1111C'ir'.111 
.-\.2ii ('011111: 

.u-1 n 1- í _.J,-l!J] ¡'(D - ('_-\-IB)-lií-C'_-\-1 - r 
t1 j L I .. . 

(.-\.2S) 

Si s11,.;1i111i1n11s In l'C"llilC'iri11 .·\ .2(i •'11 h1 f'<'tt<wit.'lll A.2G pr1clf'll10,.: p,.;crihir In <'<·11adr111 
.-\.2[, ('Utllll: 

1_ 1 _ [ 11 n J . [ / J [ B -1c -1·r -1~ .\ - o D-1 ...,.. D-ic (.-\ - D ) JJ - BD 1 (.-\.2D l 

Las r•.-11aeic>11f'.~ A.21' ." A.20 ,,_,. L'UlluC"ell co1110 el lc•1na ele ill\'l'rsión para u11n lllHtriz 
¡rnn idu11ad11 ~· fn·r·1H'lll PJJIPtlt L' :-;u11 111 ilizadas para la dc•cl 1wc·i1»11 de• ¡.,,, alguri 1 lllf.>,.: 

FRLS. 

OBTENCIÓN DEL LEMA DE JNVERSION MATRICIAL 

lg11ala11r1(1 In t 1c·1Ht<:i{1n • ..\.}$ C"ull la P«UaC'icjn .-.-\.2ü pnd("tno:-. nh101J(•r la:-: do:-; ,·cr:-:in11(•;-; 
clt•I ll'llla d1• i11\·1·r,.,ió11 llla! ricial 111 iliz11du c·11 la df'cl11•·c·ió11 dl' lt.1,.: algori1 n;o,_ 11 LS: 

(.-1 - BD- 1C)- 1 = .. 1- 1 ...,.. .-1- 1 B(D - C.-1- 1 ni- 1c.-1- 1 

(]] - C'.-1- 1 B)- 1 = n-1 - n- 1c(.-\ - BD- 1C1BD- 1 

TESIS CON 1 
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(.-\.:30) 

(.-\.31) 



Apén.dice B 

SOLUCIÓN PARA LA 
PREDICCIÓN FORWARD 

E11 <'!""ll' npt··11di<T :--t· prt·:--1·11t.11.1 L1 :--1d111·j,·111 ¡1¡¡)';1 ,.¡ liltr11 pr1·dic111r d·· lc1 fiµ1nu '2 .. -1. 

Pri1111·n• :--t· 11tilizrtrti 1·l 1·ri11•ri11 d1 1 l 1•n11r 1·11c11lr1íti('11 pr11111l'cli11 í~l~E~ .\· :--1· llt•µ.<tnÍ <I 

In :--1d11C'i1'111 fl t1¡1\·1··:-- 1lt·l nl1..!11rit11J(11!1· L1•\·i11:--('11-l)11rl1i11 t·1111111 1111 1111"•t11dt1 q111· f:u·ilit:1 

In ill\"1•r:--it'111 d" };1 111at riz cl1, c·11tT1•};11·j,'111 11<1:--c1dc • 1 •11 :--11 «Hl'H<'l f'l'Í:O.:t iC'rt dt• 11¡¡.11 riz d1 · 

·rtu·plitz J>e1n1 t>l f"fl:-.o d1· :--1•f1ctl1• .... t•:-:t;1ci<•llH?"ii1:"". E11 :--P,!.!.lllld11 11'•n11i11<1 :--<' 1_1ht1·t11.lni L-1 
:-.olt1c-i<'111 PJ11p}1•and11 1•] c-rit1•rit1 d1• 111:-- 111í11i11111~ 1·tH1drc1d11:-- (LS1 J><trn 11P.!.!Hl' ;1 J;i ,,¡,_ 
l<'tll'i<.>11 cl•·I alg11rit111" HLS 1 L:-i n·c·11r~i,·111 Jl""'' In p11·dicTi•"•11. 

(•aJ1t• :--PiHtlar <¡11<' f') <'lllpic•11 clt 1 1111<1 11 t1t]'t1 lTitt•rit1 dí')'PIHlt•l'tÍ dt· J;1 uplicrn·i,·111 Jtllt•:-­

C.'Udrt uuo pn•:-.t>llt it :-;u:--; \"c•11t 01jH:--. P1 ir 1•j1•111pl• '· c·l ('riH·ri11 d" 1t 1:-. 111í11in111:-- t·u.;ulrHdo:-­
JHl 1'P:--tring1• la:-. '-'HJ"<t('tt·rí:--ti<"<t~ dt• In:-- :--1•úril1•:-- n 11tiliznr ¡u·n1 h):-- alµt1rit11111:-- 1il1t1·1iicl11:-­

:--u11111i-Í:-. t·n111plt~jt1:--.. }Hn· 11tn1JH1r11·1·l cri11•ri~1 1)f'i t'lT<1r c·ttndn'itit·~1 ¡1n111H·dic1 r•·:--trin!.!.<' 
la:-. !"'Pl-lcflt.->:-- PlllplPadH~ él:-;(•)' l':--lH<"i11lHtrirt:-- f'll :--c•11ticlc..1 Hlllpli,, JH'rt• 111:- a]µ.11rit111<1:-- il }¡1:-­

qlll' !-'P llt•ga :--011 llJ\l('lt() JIHÍ:-- flícih·:-- dt• iinplt•Jll('JllHL 

B.l. 1\1inin1izadén del erro!· de pr2dkción basado 
en el error cuadrático pro111edio 

E11 \-·J C"apítulo 2 iutt'lJd11ci11tt1:-- lit idt•¡1 tl1· prju·t·:--u:-- a1ttl1n·grc>:--i\·t1:-- parn gP11t·rnr :--t•t~Hth.>:-­

<':->taeionaria:-; Pll !-'t'lltidu a111pliu. La icl<·n t't1J1:·\Í:--l<' <'11 c•11t·o11trnr 1111 Jt111dl'lt1 para h1 

¡.?,('tlf.'J"Hc·ir-111 ele• 1ttlit :-.f'fia) t':-'t nci1111aria f'll :-:1•111 ido a111plit 1 q11t· «11111pla «t 1)1 la si~llit•tlt(' 
fl('ltación Pn difere1H·ia;-;.: 

/' 

2....a:111/;- ji 
j=ll 

l~D 

1'(/:: ( 13. 1 
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,. 
111/:· = - ~ u;111k- j) - //(I•) m.~1 

.1;1 

La t•c·lJrH·tf1Jl B.2 1't'J>r1•:-1•11t;1 el l1H1di•l(I g1·1H·r11dor d(_• 1111n ~,·fin1 \\"SS.'· t·un-r·~11r1tH11· 
¡11·et:i,.HillL'Jlt( al pruhli•11111 el<· In pn•di<-l'i<111 for\\'arrl pllP:-tu CJlll' "" dt•!"t•a 11l1t<'IJ<'r 111 
:-t.'f1nl 11(/;) l'IJ tt•n1li1111 .¡,, :-11:- \'id()n':- pasadth. ,.¡ df'fi11iiuu!" uu e,.;ti111ndor d1· diclia 
:-:Pt-Htl c•:--;t Hf'Ío11nria. :--tnlidH de· 11t1' •:-.t ru fi 1 t l'f1 prPdict or. c·otno: 

,. 
111/.-1 = - ) 11;11(1; - j) (13.:31 

.1=1 

p()(lf'1110:- df'fiuir t•l t•J'J'ur d" pr•·dil'dc'111 t·ornu la rlifcre1J('i11 c11trP la scilal d<>SL»tda ~·la 
:-;p1-1a] P:-itÍ11H1dr1: 

/• 

1 /, (/; ! 11(/;) + L aju(/; -j) (13.-l) 
.1=1 

El eritl'rio dPI PJTor c·undrút iC'o pr011H·clio co11,.istc l'll 111i11i111iznr l<i fuudc'.n t'Ostu 
ddiuida pnr: 

( 13.~.) 

.·\I 1111111miznr In f1t11d611 '"'"tr• !'OJJ rc•><pPcto a lo,: panírnrtro:' dPI filtro pn•dictnr. 
""· 11 1 ... ,,1,. por!P11H~,,. obt enPr la :-1Jl11l'i<'111 para PI filtro prPdict or c11 fon na 111at rkinl 
l'fllJlll'. 

P 1,ll.- - l]A,,[J.-; -r1,[k) (!3.G) 

..!/fl< =¡o¡."~· ... 11 1.:. "·"' d \'t·c·tl•r cll' pnni111Ptl'u:' del liltro. 

R.,i/,:. "" la 11m1 riz rk r·ont·lal'i<111 cJ,. In sPilal de c111 mela. ddinida como: E!L'1,( /; -

1 JL",;'¡¡,. - 1 ): . 

1·.,!/.-. p;.; ,.1 ,.,,r·tor d<> <'l•l'l'l'!acili11 Plltl'<' la ~Pirnl dl' Plll rada » la de ,.;alida. dc•íinidn 
.-0;11·,.: /:'!L'p(k- 1111(/.'Jj. 

TEsrn r.rm 
FALLA DE: OWGEN 

l 
¿ 

1 
1 



·,.rl.--11r•·pr1•:-1•11tn111, 1111w:-1n1' l'"""d"' di.• la :-(·1-1<1ld•·"11trrnln. t·,_;dc•dr: ["1,:/,.-1) 
11i/.- - ] !. 11r/, - :.!1 .... 11i/.- - ¡•I:. 

Lit t'lºllitf'i1'111 13.fi d1•fi11•· 1111 !-i:-t1•111n dt• 1·c·11r1t'ÍlllH':-- c·o1111l·idn:-- 1·1111111 1•c11c1l'iu111•:-- cli· )ºuh· 
\ \i1k('r. :11-. 

]1;in1 r1·-.nh·•·1· lil:-- 1·c11;1t"h1111·-. dt· ·Y11l1· \\.;ilkt•r. P:- 1lPl't•:-nJ"Í11 ill\'t•rtir 111 111<1triz d1· a11-

t1H·orr1·J¡¡1·i1'111 d•·l pr1H·t·:--11 d1' 1•111rcul.1. h'1,tf.- - l l. }11 cptt' i111pli1·;1 d1•l 11rd1•u dL· p:: 

11111ltiplit·;ici11Jtt•:--. h1 1·1trtl t'll <1pJit-;1t·i11}Jt':'"' n•;dc•:- IHll't' }Hll'(I 1·lit·i1·ttt1· Lt ~f)l111·i1'111 J111J" t•l 
t i1•11qH1 \' L1 ci1p;1cidild tl•· 1·;íl1·1tl• 1 1·1·q111·rid11:--. l º1111 111a11t•ra lllfÍ:-- (•fic·i1·11t1• d1 1 t':--11h·p¡­

la ..... , r·u11«u;11, ... d1 ) '11/1 11 'o/., 1 '·:-- 1111 ·1 liHill t' 1 •I tdµ.11rit1111 1, J,. L'·\·i11:--1 J11-l)111 I )i11 1 ·l t·11.d :--1, 

f1111dittlJt'lltC1 1·111•! }11·1·}111 di· qll• 1.1 111;1tl'i/ d1' <ll1l•H·11tTPb1c·il•ll /(. tii'll!' 1111" "-11111·111r;i 

d1· ·r111·plitz. J,, c¡n1· :--it!11it11 ;1 q111· i'- :--i1111.>tric"1 ·'":-:u:-- <'h•11H·11111:--- dint.!_(111;d1·- '-" .... 1d11litt.~-

111ud .. :-- !'-llll ]11:-- llJÍ:--IJJ(I:--. ·r11J11;111d11 f'll <"lll'JlfH t':O-:li-1:-- ('(J)l:--id1•r;11 i1)J¡1•:--. t•I itl!..!•1l"iTllJ11 d1• 

L•·,·i11~1111 D11!"11i11. t••11111 L1 1·1·11,..-i,-,1, d" Y111'- \\.nlk1•r 1d 11rrl1·11 ¡•- 1. ,.,.1,, ,.,, 

E:--:t11 itl1Jllh·;1 q111• ..... j <¡tlt'l'Pllll• .... t')ll'tllltrnr 111 .... ¡>r-trr·ÍllH'tl'tJ.' ;¡} c1nl1•11 ¡J ci1•lu·11H1:-- l'IH"Ullll°C·tr 

]1,:- para111Pt1"t1:-.. al "l"<lt•11 fJ - 1. Al iµ.11ill qllt' 1•11 1111 pulii1t1t11i11 d1· µ.nulu 11. d1JJtdf· :->U:­

raÍ('P:-.. :--ull dift·n•ntf'~ <1 la:-- cl1• 1111 pcdi1101tiiu dt· grudu 11 - J. t'll 1•:-:tt· <·a:-..u P} \'t•("tl•r 

1lf' J>nnÍl111.•tn1:- cd orcl1•t1 ¡1 ti1·111· dif1•rl't1t1•:-.. 1•]1•1JH'llt11:-- q11t· t•I \"t•t·tur dt• ¡1ani111t\tr11:-.. al 
ord<'ll /J ~l. -rn111andu <'ti t'<111~idt•r¡H·i<'111 lo antt•riur :--1• tit·tI<': 

n,.¡1.--1: 
?Ti:" , ... 

-.-.,. l r 1,.-1·¡· 1 r , · r,., .-_ ¡ •• 1, 1 •: _ , r1.J.-. 
1 /•-1 ., . - l . . 

r,.lli· J L 11,.-1. .-. J r.,¡¡1- 1_ 

• -\~;- 1 ¡1.-: = ¡11,,. 11¡ .... 11 1.: al ordP11 p-'-1 . 

. .\ partir ck In pc·11at'it.111 Ll.::< "" p11<>d1· 11l1tP11Pr 1111a n•t·11r,;i\·id11d para lo,- pan-'t11H•tr11>' 
ckl filt r11 dt• In ,.;igt1it•111t• fun11n. ~:.!7j: 

( l3.D l 

La ,,, lHH"Ít.111 n·c·ur:-.i\"H B.~J 1111:-. dic-1· q111· ¡n11l{'t110:-- t1htP111•r dt· 111at1Prn t"t'«ttr:--h·r1 lo!"' 

p11nÍl!H'tr"' c1, .. lltlf':'tr11 liltr" pn·diC't!ll" 11111rd,.11 ¡1 - l a p11rtir d1• Ir" p11ní111<'tro~ ni 
urcl1·11 p. El algurit 111" d" Lt·\·i11,;u11-Dur!"Ji11 ,.,. J"P:'t!lllt' <'11 1•l 1·uadr11 B. l. 

l'.H 



ALGORIT.\10 DE LEVI'°"SON 

.i,,1 _ 1 = .1,,, - k 11 ,c1,,, 

1 .. , .. 
.1 ... 

J,·,,,u~;:-1-n 

C'11ndru 13.I: .·\lgorit111•• d1· L,,,·in:-.11n-D11rbil1 

L"11n 111>111<'n1 nlt1•r1111 parn la ,.. .. 1tlC'i1"1n d..J tiltr11 Jll"Pdict"r P:- <•I al¡!"rit1110 ,¡.. L1•rc1ux. C'l 
r·unl l'Hlc11la lo:-. panÍJlll'll'lt:- /o1 .. 1't•J1<ll'id11,.. '"'11"' ··l'udici1•11t<·,.. .¡,. rdl1•xi<."111··. <!('] tiltr11 

~in lll'l'<'!-iidad dl' pa~ar JH•r h1:-- pHnit11Ptn1:-- u 1,. El al.!..!..urit11u1 dt• LenHtX prop11n:i1111a 

Ju,; panÍllH'trn,.; 1.-1• 1·11n'<'"l"'111li1•11t1•:-" 1111 filtru pr<'• 1.i1·t11r <'<111 <•,.;tnw111n1 latti('('. ,.¡ 
C'llal t iPJll' llH'.i"n'"' pr11pi1·d1"h•:- .¡,. ""t aliilidad c¡ll<' un tilt ru t ra11,.:ypr,.:11] 1. 

B.2. lVIinÍI11ización del error de predicción basado 
en el criterio de los n1ínirn.os cuadrados 

Otrn ."ohwi1"111 11arn ,.¡ fihr11 pr<'di1·111r .~ .. p1wd1· nlit1'11Pr ,.;i 1·u11,.:idPrn111<1." utrll <T1te1·1u 
<h· upti111iZaC'Í<.)lJ. Paril i::•l crt .... 1.1 rl1•l 'Tit•0•rin clP 1'1 ... 111í11i111n...: c·ttrulr:-1d11::-- la ft!11'·~·:111 :l 

n1i11i111iz11r 1•,.:t a drnl11 por la <'!'1111ci«n1 B. J lJ. 

.-\ f'OJH it1llflí'ic'1n !"'' nplií'nní P} f'l'itPrin df• lo~ 1111111n1n:--; "llndrado~ pnra nht Pt1Pl' la 111a-

1 ri1 ,¡.. paní111t•tro,.. ..1 1 ,1~·1 d1•l ,.:bt<'Jllil FIH 1'ipti111u . 

. \/ 
E,.1k1 ~ \' -.•-.1( ·¡-.1¡ . 

L- , = , • . ) = /• u ) 
1=.\" 

1Parn 1111t·~tt11li11111;i:-- n1111pl1·I•• d1· )11:-- fi}tp_ .... pn·dictún·~ 1attit·t• \'t•;\:--t· j:!~~. ~11~. 

TESIS cor.r 
FALLA DE ORIGEN 

1 •}•) ,_,_ 

( 8. Hll 



18.IJ ! 

/' 

E1.;/,·, ..,_---- . \' -: { (/ . ./ -· .-1: 1 ¡, i l."¡, ( .i - 1 1": // ·¡ u í - l ';'. 1 .1 - 1 '.·l 1. i /.· 1:} 

,. 
~ .\1 

- '{ 111,i lii"I (.i i - .-1;.·(k¡L·1.{j - 111/ (jJ 
.1=-I 

-111)\l-;'1.i 

l)l~tini111u:-- Pllt1111t·P:·< 
/• 

'\ .\; - -' {"
1
, 1) - ] ) // T (j ) = r{ (/,· 1 113.12: 

.1~- ¡ 

,. 
'5 .\l. - .1 // (j ) 11., (.i 1 ( 13. 1~~1 
.1=! 

/' 

~ ,\ 1 -_,1·1.1j- lil-,'.l.i- l) = R¡'.U.-1 ( 13.1-11 
.1:1 

r . .,. r r·1 T r El'(I.-) = r¡,11 1/.-1- .-11,(/.-)r1,1/•1- r¡, (/.-).-11,(k)- .-\1,(1.-)R¡,(l.·).41,(/;I 

Pnra ohtt1JH'I" Ju:--. pnrríu1et ro:-- c_'1ptirnu:--. dPrh·n1110~ cn11 rP~J.H•c·to al \"(•c·tur cli> panÍlll<'t­

ro,; .. -1 1, 1 : 

f.' iguah1ndn a c·pru. 

R{.11.-¡ 

ilE,,11. í = 
11 

il.-1¡. 

()lit •.'lll'll H 1:- l'l!l ull<'<'~ la ,...,l 11r ·i.-111 e }pi i111a pn ra la CJl.11 • 'll<'it'111 dv lu" panirnell"o:- .-\ 1,(/,- ): 

!i'/ • ¡, i.-1 1,I /,·: = - rf, ( k 1 !B.J.::,¡ 

1:-1:; 

f TESIS CON r 
FALLA DE U.tUGEN 



Ln t'<"llnc1•1ll B.l:j p111t•n· 1111 dih·rir cn11 lt-1 t·c-11;.1ci1'11i B.(i 1tl1tt•11idn t·1111 f'} 1·rit1•rio d,,¡ 
1'JTt1r <'IH1drr'itir·11 1n·111111·<li1., .... i11 1·11il1ctn.!•• L1 clif1·r1'1Jci;-1 1'111li1·;1 ''ll lil 1111t1i1•n1 f'll qtlt' 

;-.t• 1h•fit11·11 }¡¡ lllrltl'i:Z \" ¡•J \'1 t !111- d 1 • ("1))TPLH·i1-1]1: Hd1·111i1 ...... 1·l pr11l)}t'Jllil d1· J¡.¡ ÍJl\"t•r:--it.l]J 

dt• J;i 111Htriz d1· ;111T11t,•lTi'J;ic ¡,·111 L1111lii···J1 .... ,, pn•:--í'lll<i. p1·111 ''ti 1•:--11· 1·11 .... 11 µn1t·in:-- ;1 lc1 
ÍOl'JJ};I t'J} q111· (';-of¡¡ d1·h11id<i ...... p111·d1· 11l11•'ll•·r lllJ f";ÍJ1·iilt1 l"•'<"lll':--i\'11 d1• J;¡ ill\'(•r:--H dl' 
t':-'tH 1nntriz 11.v11d;i11il1+11.i .... d1·l !1·11111 d1· i11\·••r:--i1'111 111ntri<'irtl 1 . 

. \ H,'.1 I• - l 1 ~ l ·,,(/• - 1 )l ",'. (/; - 1 1 1 B.Hii 

Si111ilar para r/ ( /; ): 

r¡'.1/;1 = ,\r/,rk - ] ) -"- c,.(k- 1 )11"/(/;) ( 13.1-:-1 

E,_; iu1porta11tt· ntl11ar 1a111lii1"11 ,¡,, 111n1H·r11 l'l't"lll',..h·n .-1 1,(/;¡ pur !u qtll.' a t"llllti11trnd!111 

,_;r•c1l1tc•11dní 11 clt•tnllc•(':'t11 l"\'l"tlr,.;i\·id11d. S11,;tit11~·c·11du In <'<"ll<l<'ic"11113.11 e11 la t>c·11ar·icj11 

13.10: 

R{.(k).-\ 1,(/;) = -V/,U• - 11 - l ·1,(/; - 1 ¡11 7 (/;) (B.ISJ 

Y >'11>'1 it ll~"t'llclu 111 LTtHtcit",11 13. 10 t'll In 1.•c·1111dt"111 13.1 ~: 

R{. l k i.-11.u .. J = ,\R{ t,,. - 11 .-1,.u .. - 1 J - c,.r 1.- - 1 1"1 l" i . ( 13. 1 !) ) 

Si ,.t1111aiw1,- .v l'P>'t a11H1>' l "I'¡ k - I JI·;: ( /; - l J.-1 1,( k - l) P11 la ,.nrncir"lll 13.1 D: 

R{.U• ).·l¡.( ¡,.) = PR{. (k-1 .•-l "!,(l. -1 il-;'. ( k-1J}.-1,.(k-l1-l ",,(/;-] l{ 11"/(/;)-'-l"/! 1.--1 ).-1,.( /;-] 1} 
( !3.~C!¡ 

11 <I• l - .-\ ¡, U• - 1 l L ·,. < k - 1 l 

E11tt1llt'l'" ll'IH'lllU,.. qtJt•: 

n;. "' ).-1,,( /;I = R¡',U• \.-1,.( ¡, - l \ - ¿·,.u .. - 111 ¡' .. , ( /;) 

11·1',rk,:.-1 1.1/.-. - .-1 1 1/, - 11: = -l·,.1k- l ir( r/;1 

1 \"t·a ;qH··11dic• .-\. 
:..!Eu 1•] n1pit11l1• :~ ""'l 111111•:--lrn 1·! p11wt•:-11 pi!r;1 11l1tt•111•r t;tl1•:-- n·1·11r:--i111w:-. 
:iE!--t•· t'IT11r =--1· 1)dn11 1·11¡¡JifJ¡, 111iliz;111111 ... 111 ... panilrn'tru:-- al i11:-t;111t1· /; - l. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

1 :.1.1 

(13.21) 



~· fi11nl1111.·1111·: 

tD.:22• 

:\ l<t t•c·na<'J(_IJl 13.:.:!:1 :--1· k· ('<IJJtH.T t·u111t1 µn111111ciH dt: J'nlt11n1t. Pc1dt~Jl1(l~ l'llltJJlc·t•:-- t 1:--­

t.Ti1,ir In ricn:u·i•'111 B.:.!:.! t'll tt'•n11i1111 ... dt• la ga11anf'iu dt· l'alt11n11 cu111u: 

(D.2-ll 

.~\l1nl'é1. c1<·11pa11111~ f•l l1·1u;1 d1· ill\'••r:--k111111ntriC"ial pan-1 p\·alllar [!l•¡'.(11·)~- 1 • J)p lH t-'('\1Ht'i{'>Jl 

13.11.i P"dt•11111~ •·~criliir: 

;n¡'.U.- ::- 1 = [AR¡'.( 1.- - l l -'- l "1,(1.- - 1 ll",~·(1.- - 11:- 1 

.-\pli"a11d11 ,.¡ !1•111a dl' i11Yt'l'"Íl.111 lllalJ'il"ial a la 1•<·wwi•'>11 .-\.~IJ. \'•.'!' ap(·11di<-1· .-\: 

[R¡',11.-):- 1 = .\- 1 ¡;·
1
-,

1u.--1 J...,..,\- 1 n,-, 1c,.1kJ[1-c;: (kl,\- 11r;: 1u.--11L·1,1k1:- 1c;: 1k1,\- 1n;: 111.--11 

Pur 1íl1 i111ll: 

.\- 1 'R¡'.tl: - 11:- 11 ·1.1 /, - 1 ll"/ U: - J i'R{.U• - 11:- 1 

,\ - 1 : !?{ ( /; - l ) :- 1 ..,.. -- --------------·- ·----- -~.__ ____ _ 
·.\ -- l / ( ¡,. - 1 '. !?{. 1 ¡,. - l 1. - 1 l ·,.1 /,· - l j 

( IJ.:2:1) 
("1))1 P!°"'lCI tílti111r1 f'X)ll't•:--.ic')JJ ~tilc1 IJt'Ct :--itfllll•J!"- cn}C'11l;ir lt1 ill\'f'l':-..il df• l?{.(/.-.1 llJHt ;-.11la \"('Z 

,. cl"~]Hl1°·!"' \·nl11t1r [h•f.í/.·):- 1 ('JI f4,rt11;1 l't't'llf!"i\·;t. El nh.!.11rit11111 ¡Jn1';1 JJ1't•1lit·t·1uu IHl:--.flclt• 

~·11 t·l crit1·ri11 d1· 1ni11i111c1!"' t·1¡;.1dn1d11 ...... :-." 11n1t•:--tra í'll 1•} f'l1C11ln1 13.:2. 

TESIS r.nN 
FALLA DE vi:uGEN 



ALGOHIT.\10 PARA PREDICCION 

C<>11di"i"111·~ i11il'ialt·~ 

u- 1 ro·=i1 . ' •' /· 

.-l,.'.<f = (1 

11)-1:.1 .. ·.· = 111·-1;¡, - l' - l'li'- i·,_¡ .(. ,.-; ...•. 1, •. ,.·1.¡~·. ;,-J 
,\. · . .\. ,\-1 1 ,,.. • •lt - ~ ·1-- - 1 I , 'I, 

.·H· =XI. - l - n- 1!k c,.:1.-i, 1/c1 

TESiS COJ\T 
FALLA DE OlüGEN 

1:.lG 



Apéndice C 

ANÁLISIS DE VALORES Y 
VECTORES 
CARACTERÍSTICOS. 

El <"tllt1p11rt;1111it•11t11 d1· In .... 111<11ri1···=-- d1· 1·11rn·L1ci1'>11 <'IJ ln:-- alµurit111n:-o: dt> filtntcln dP­

t1·n11Ít1il ''11 1u1h·IJt1:-- c·ct:--11:-- 1·l !1111'11 1·11JllJl1•rt<1111i1·11t(1 dPI algurittll•J. E!-- po~ihlr• a11nlizar 
"I 1·lJJJ1purti-11IliP11t11 d1• tal 11u11riz p11r 111Pdi11 dl' 1111H d1•:--<·0111¡><1:-.;ic·it1u c•u Yalun·:-- ,\· Vt•t·­

t urt• . ..- l"ill"it<'l er~t ¡,., 1:-- qtH' 1·1111111 \"t'l't •JJJlJ:-- 110:-- prupur('icJ11nll 111uc·hu i11furtlH:t«ic ·111 :->ul in• 

la 111at riz d1· t'íll'l'l'laci«111. 

l)t•j<'lllll:O- CJllt' la lllrttriz llf 1 1'l1titir111t1 H dt•J111lt• }¡.¡ 111atriz d1• c·utTt•b1C'if1t1 clc· ditl
0

!Pll:--i1'n1 

.\/.Y.\/ dc• 1111 ]>rt1('P:-"11 1•:--t11<·1i:--tin1 cli:--<Tt'fl1 t•:..:ta«Ít11l<ll'Í<1 Pll :-it'llfÍtltJ a111pli11. l)ic-lll1 
pr"'·''"º "" r<>pn•,.;••11ta p11r 1111 ,.,.,·111r rl1· 1.1,,.,.l"\"itt'iota·,. 111kl d .. di11ll'11,..i<'ll1 .\/_\"]. E11 

,!.!.('l!Prnl t•:-;tn 11H1triz p11,•d1· t·P11tt·111·r \'filt111·:-- 1·11111pl1•j(1:-- 1•11 :--ll:-- 1•h·111P11t11:--. El pr1ild1•111n 

cun~i:->t t• t'll 1•1a·11111 rnr 1•} \"• •1·t 111' q dt· di11H'll:--i1 ·111 .\/.Y J q1Jf • :--at i:->faga la n 111di<"i1 '111 dHdn 
¡un· IH 1•(·11nC'i1'n1 (.l. !l: 1 ra ;-tl'!.1111 v·d1•?' di',\ "••·1~tH'!t••. 

li'r¡ = ,\r¡ ¡C.J 1 

E,.;1;i t·o11<li<"Í<.i11 ,.,.ti1l1l1·1·1· q111· 1·l \·1·1·111r q ,., tn111:-'f11n1H11]CJ li1walt1t<'lll<• al n•t·t11r ,\r¡ 
por la 111ntriz llt'rlllitia11i1 íl. D ... 1 .. qt11· ,\ I'.• llltil ¡·1111.•titlll<» 1•1 \"1•1·111r q p11r 111 tallto 

... ,. i11n1ria111" Pll din•1Ti1111 izq11i1·rd;i 11·11 1•l ''"l"l<"ÍCJ '.\l-di111<•11,.i1111id 1 l"'r 111111 tra11:-'f11r-

11H1ci1"111 li111.•al. 

PHra \1111\ lllntriz tipÍ<"il n "" .\/.\".\/. t'XÍ:-'tÍr;ÍJI .\/ dt• titlt•,. ,-,·r·t11\"I'"· I'itnt lltO:-'trarlo. 
l't.'l'!"'-C'l"Í])illHb }a l 1l'lldl'Ít,Hl (_'.}: 

( lí' - ,\/ )1/ = fi 

1:r;· 

TESIS C()N 1 
FALLAD~ ORlGEN¡ 



cl1111d" J ,.,., 111111 1n;1triz id1·11tid;id d1· .\/.\'.\/ ,. ii 1•:- 1•] ,·1·1·t11r 1111111 cl1· .\/.\"!. L11 11111-

triz in - ,\/ 1 d1•lll' :-1•r -i1n21il;i1 '. ;i-Í J;¡ 1"1lti111il 1•1·1till"i1'oJJ ti1·111' llllil ,.,n]11d(111 clif1•n•1111· 

1 lt ·e·• ·n l 1 •11 l'I \ºt·c·t 1 •r </ :"'" i y :--t il1' ..... ¡ t ·l 1 l1•11 1n11i11;11111 · ( lc, L-1 t11nt riz ( /l' - ~\/) 1•:-- Í.!.!llHl a l«'r11: 

'¡, 11 /i' - ,\ 1 1 = 11 

.~\1 n·nlizr1r P:--.t1· d1•t1·r111i11c11111 1.J1ti1•11t' 1111 JHdi1101ui<1 1·11 .. \de· µ.rudfl :d. D1• 1•:--.tfl 

111auer.a. 1•11 gt•111•r,tl L1 1ilti111;1 1·1·11;u·i1'111 ti1·111· .\/ dh .. 1il1ta:-- rafr·p;-. ~· dP 111a11t:rr1 <'c1JT1"l­

:-.p1Jtlcli1·ntt' ti1•11t' J/ :-.1d11t·i•1Jll':-- 1·11 t•I \"t•ct11r q. Esta <·c·11ar·it"1u es llatnadt-1 u1·uucic...'1n 

1·anll't<·rí~1it-;i di•]., 111¡¡1ri/ J·: .. \ 1 .• \~ ....• \_-., cl1•1111t11ll la:-.\/ n1íc·,.,., el<• la 1•c11;wi(o11 _,. :-1· 

d1 1 IJ11lllÍll;II1 \ 0ftl1JJ"t•:- 1·;1l'fwt1T;fjt·11:--. dt• }a lllHlJ'ÍZ J1 . 

• ·\ 111up lt · la 111;1 t riz H t it ·11t · ~ 1 ,.rl 11 in•:--- C'Hl"n('t er~t icrJ:--. uu 11c.•c<.)saria11 H'llt e ::-uu dif1 •n 'lit l':-. 

t•\tillltlt t P:-'tf• :--11t·1•rJ1• :--t• din• 1)111' J;.¡ 111'11 riz H l it.•Jlf' \"a]Ol"l'Z" Cé1t'<,C'lPl'Í~t it·<1:-. d1•µ_1•111•n11k1:--. 

Si~\, dP1lt"1lr1 t•I i-t·~il1H1 \'Hlor cr1rnc·t1.•r;ti<·11 ck• la nullriz H ~·</¡e!"' 1111 \"~ctur dif11n·11tP 

clt• c1 1rn tal <pH·: 

Rq, = >..,1¡, 

E11to111..·c•:-;, el \"<.•etor <¡, :--t• dt•1H1t11i11il \"PC'IC11' c·arac·t<~ristil·o a!"\ociadn c·o11 ,,.\,: a!"\Í. 1111 

\'l•r·t ( 1r cé\l'Ht't PrSt ic-(J c·(1rt'l'~JH>t1dt• :-;ulnllH'lll <" H llll \"alor 1..·ara<"terí:-:;t ÍC'U. Siu c•tuharµ,u. 
1111 \"alur ('nrnctC'l"Í="'lÍC'o pttt•df' tflllPl" tJl¡Í:-- ch• llll \ºPC'tor c·arac·tl'r~tic·o. r•.g. Si'/, e•:-- 1111 

\"t.•c·~nr <'Hl'HC'tPr~tif'11 H!"'odad11 c-1111 un \"¡-dor <'Hl't1C't<•rí:-;ti<·1..• ... \. Pt1tn11r·t·:-- ta111hi1;1J )11 P:--

111¡, para c-11alq11i<•r <1 ~ ll. 

C.0.1. Propiedades de los valores característicos y vectores 
característicos 

E.:-:tn prc1pic•clr1dt>:-- ~(' )>l"l':--l'lllHll c:111lZ"Ít)t 1 l'CllHl(• lllHt lliHtriz dt• {'lllTP}aC'i<">11 ]lHl'H }ll"IH'P:-;oz-; 

t.·~t rtt:io11ario:-:. 

Propiedad 1. Si ,\ 1. ,\~ .... ,\11 cl1•n11t 1111 11 '~ \·alor carac·t c•ri,.;t iL"O>' d(• la nrnt riz ele• cor­

r<'lac·i1'111 R. 111lt utH't':-- h 1:-- \"Hl1 >r c;1rt1c·t Pl"Í!->t ic-11:-- dt· la 111nt riz ll''· !"'Oll iµ,ua)t•:-. a,,.\'¡ .... \~ ...... \~\/ 
pan1 c-11nlq11i<'r /,- > (1 ,- Z. 

,\' ,, (C'.:2) 

1) Sí..-\ t':-- 1111 \"rtl\11" ("araC'tt•rÍ:--1 in..1 df· R t•11tutH'P:-- ..-\" <•:-- 1111 Ya)ur cant<'tPl"Í~tic·(1 d11 R' ... 
'.] i ('u<t:cptil'r \"P«t nr <·nrHc·t c-r;t ic·c1 d(• ]={ t Ht11hit'•11 <'*:-: uu \'Pctor c·nntct Pr:::t Í<"u df' /?''. 

TESIS CO}J 
FALLA DE ORiGEN 

1 :~.:-. 



J:lropiedad ::!. ~i 1¡;.1/.:.· ... 1¡·,, -.1111 111:-- ,·v1·11Jrv:-- t·nr¡tc·t1·r:-:1i1·11 ... i·1JJTt>:-p1111ili1·11t1·:-- ;1 J11 ... 

\·n!t!lt':' «nr;w11·ri,1i1· .. , ,\¡.\c ... \\ 1 ,¡,. };i 111<11riz H. d1· :\l:'\:\I. r·11l<11W•'" l1o- , ..... 1 .. r1·, 

c·r1r;1c·t(•r;1ic·c1.- 'fi·'f." ... f¡·1 : .... lll! \i111·;d1w·11t•• i1Hlt 1 JH'lhlit·1tt(•:--. 

11 ! l ·.:: 

Propiedad ~. ~i ,.\ 1 .. \_: .... .-\.,,. -1111 111:-- \"fdt11't':-- t·nn1r·t1 1ri:--:tif'n:-' ck1 In 111r1rri1 d1· 1·11r­

n•lr1ci1'111 R dt• >.IX>.I. P1111111C·, ..... t11clC1:-- 1•:--=ttt:-- vnlon';-;. can1c·tt•ri~tico:-- :--011 r1•;ilj· ..... ;.· 1111 

llt'gctT h·1,:--. 

St• ¡111í•1k· 1·x¡,n•:--.1tr H 1111 ,·,tl11r 1·;1ntc·t1•rí:--ti('fl dt·tPn1ii1HHl11 cnn1u: 

1/1 /i'1¡. 
,\=~ 7Í = 1. :2 .... .\1 

DHdt, qtt<· In 111a1 riz 1 h· n11t 1H'(1rn·lt1<. i1'111 R :-..i1•t11JH'P P:--. df'fi11idn 1111 lll'.~,at ¡,·11. J,1 h i1·11ir1 

1H•r1nitia11n qf1 Il'r¡, 1•11 t•I u111111•rn~l11r .... it·11q>J"() <':- l'Pnl .\· IH1 llPgntivn. JH1r 111 t;111tt1: 

,\ 2: (1: 1c .. -., 
.-\ In n•lnd1·111 dada <'JI In •'«llil«i•"ll C.-1 "'' ¡,. <"llllU<'<' Clllllll l"<WiPJJ11· .¡,. j{,.,·Jt·i'-'.11 ,¡,.¡ 
vpc·tnr t¡ .. Píll" tn111u. pod1•111u:--: d1·('ir <Jllf' 1111 \'alur t·arnct<•rí:-.ti1·11 d1· In 11u1triz d1· c"1r­
rt.'laci()11 P:O: ig1utl 1tl cuC'i1·1111 • d1· H11,\·lc·i!.!.11 d(• ;-;11 cn1Tt·spo11di1.•111 (' Yt'l't or l'al'il<'t 1·r~t i('11. 

Propiedad .:1. Si tJ¡.<¡::, .... '('..J :--1111 111 .... ,.,.,·t11n•:-- c·11rH("t1•r;1ic·c1 .... 1·111T1•:--p1111di1·11t•·:-- ;1 1~1:-­

Ynlt•n·,.; c-arn«lt'l"Í,1 ic11, ,\, .• \, ... .,\ \1 c},. L1 111;11 riz ,¡,. «11rr1·la1·ií>11 n ,¡._. :\L'\:\I. 1•111 .. 1 .... , 

lo~ \'Pc·tol't .. :-. r¡ 1 .c/.!.· ... c].\J ~1·11 t1rt•1!.!.11J1HJ,•:-- t'lltn· :-'i. 

71 = .1 

Propiedad [1. Trn11,_f.,n11<wi1«11 d•· ,j111il.1rid;uJ 1111i1nrin. 
Si tj¡.r¡2 •... t/.'1 :--t1ll \'1•<·t1JJ'P:-- 1·;.1nH·t1·1~ti1·j1:"' 1·1•tT1·-.¡111111ii1•11t1•:-- ;1 lc1:- Yal<1n• ... (''ll'il\·t1•ri:--ti­

'""" ,\1. ,\~ . ... ,\:,¡ .¡,. };i 111n11·iz ,¡,. < 11no·Lwi•.>11 H ,¡,. :\}:'\\}. ddi11idn }'"r: 

t! = ·,, 1 • '/..!,· ... r¡'·' 

1·1111 r¡ 1. '/;!····'J.\/ 11r10111>r111al1•,.. D•·li11i111• ·- };1 111n1riz din,..1111>il ,¡,. :\!:'\:\}: 

.\ = d1<lf/i .\,.,\o ... .-\.11 

(¿il {¡'(.) ~ .\ 

P1.id<'llH>>' p,..cribir la •Tl1<wir°J11 C.! 1·11 f.,n11<1 11H11ri1·i•il: 

H(! =(l.\ 

1 :J!I 

t (. 71 
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(} 11 ne: = .\ 1 (' ..... , 

_.\ lri 1'1iti111H tr;111:--.fur111;1c·k111 :'"-1 I•· t·1111~1c'<' c·c11111• tra11~fc•nJ1n('ic'111 d(• :--i11iil.1rid<1d u11i­

tn1·i;i :'' q11ic·n· tlt·t·ir qtt1· J;i 111;1triz clf· ;11lltH"<•lTt'h1c-i<'111 pt11•d1• sPJ' clinp.c1t1C11iz¡Hln p11r 

1111n trn11:..;fc1rt11aci1'111 d1· :--it11iL1rid;id :111itaria. dundP 1<1 111atriz (~ qllf' :--l' ll:--H )'i11"il di11g­
c>ttcdiz;1r R tieJJt' c·11J1111 n1h111111<1:--" 1111 !.!.1"11JH11">rtu11nn11nl dt· \"t'ctt•l'l·:-- c-arnct•ir..'..1i1·., ... ,¡,. 
R ~·In 111atriz dit1.!..!<it1al r1·-..11lt<111t1· .\ ti1•11c• l"Ollll1 t•lPllll'llt11:-. t'll :--11 dia.~1111ctl 111 .... \.1l11rt'!­

t'Hl'Hf'lt•rÍ:-'t it·11 .... dt· H. 

Propiedad G. Si ,\ 1 . • \c ... .,\.•,¡ :-••11 lu:- \·.,]11n•:- c11rnC't<•rí,.1ico" clt· 111 11111triz R ,¡..:\IX:\!. 
E11cu11ct•:-- la :-:1u11u d1• t•:-=t11~ \'ctl11n•:-- c-an1ct{1l"Í!"'tit·o:-; <.•:--.igual n };¡ tn1Zi:l di· la 111;-itriz i 

R. 
.\/ 

lrJ( =) .\, l('.!I í 
r=I 

Propiedad í. Ln matriz d" <"•llT1•la .. i1'111 R ,.,. 111al c·umlidn11ad<1 "i la raz611 c!Pl 111n~·"r 
valor caraC'terí:--tiC'n dl' R c1•11 n:~J><·c·to al JIH'llor PS gra11dt'. 

La i111porta11c·ia rl<• <'>'ta pr11pit•d<1cl "" 1111:-a 1'11 <'l lll'd111 d1• <Jlll' <'l dr•,.arro]]., e],. lltl 
alµ,urit1111J para la :-;ul11<'i1'J11 1•ft•cth·;1 dt• nlµú11 prt1ldt·111n rlc· ¡>r1H'P:-.Hlliit•11t11 d., ah.!.1111<1 

:'l1 f1al ~· ht c·o111pn·11~iü11 dt· h1 tt•urí11 cl1· p1·rt 11rl1aC'iÓll a:...ot·i,lllH va11 dt· IH JlHt1111. 

('cJll~ÍdPn·lllcl11 t•] :-;ÍgllÍPJllt• :"Í:--lt'lllfl d1· 1•1·\J.flC'ÍOl!<':--. qll€' }J\lt'<lt· l"t'Jll't'!--f'lll<ll' il lH:-- l'C-\lct-

1·iu11t·~ Jll>l"tnal<J:-- pn•:--l1 lltndr1:-: í'll 111:- nl~orit11u1:-: 

.-\11· =ti 

rl1111dc· . 
.-1 "" la 1uatriz ck C'u<'lic-il'nt<•:-. 

11· :-;011 In:--: ineog:uit a:--. _\' 

¡/ "Clll k1,_ l l~rJ1lit10:- it1cll'JH'!ldi<'llll':-. 

Lu tllatriz .-\ ,\' ('] \'1't'lttr d :--un 1·n11tidr1d1·:-- q111• d1•¡u•ud<·t1 di' }11:-- dttt11:-- di' ll\lf•:-.:tn1 :--('J~1nl 

.\' \\' 1•:-- 1111 \"l'l'l<1J" dr• r·111•fir·i1•11t1•:--- <";.tJ";11·tr'l'iZ<1t1d11 1111 filtl"o li111•¡d d1• intf•J"t~:--. 

l-1111 f"n1111!11ci1.111 t•lf'lll!'Illnl rl" l:i t•·11rÍ<1 e],. i"'rt11rli;wi1'111 1111:- e]¡, ... q11< ,..j h1 111atriz .-\ 
.\· C:'l \"P<'l or d :--u11 J u•rt 11rhad1 1:- por pi ·q111 ·1-1n- ( ·;1 lit idiidP:- ,, .-\ ~· ,\,/. n ':--) 11~("t h·r1 ti JPllff • \" 

l..Jli 



:-.i ,;\\,'• ~· ·:,:~! z-;Oll dr•} l)rtJt•Jl dt• r C'(lll f· << 1. lfl1lPlJJO:·..: 

Dnudt' .\11· ,.,.. 1·1 «a111hi11 pr(l(lilt'id" •'ll 11· ~· \ ( .·1 J r•,.; I'] lll'nll!'l'O <·01nlició11 1 di' la 111at riz 
.·\ !'í.lll n•,.;p1•c-1<1" la i11v1•r:'i1.'n1. El 111í111Pr11 t'1J!lrli«i•Í11 ,.,., lln111adn así pn1·c¡11i> cl<',.;cril1C' la 
lJIHla {'UIHli('i1)11 c'1 lila] {'UltlJH•rlHllli~·11tu dt• la 111atriz .~\ ('ltHlltitnti\'HlJl(llltP ~· :-;fJ dt'fillP: 

\ ( --1 l = i ! .-1:: ¡ ¡ .4 - 1 1 ! 
Dn11<IP !!.!l :-;i1nlH.-ilizn nnn 11t1n1u1'2. La t1t.1n11a:--: ~Hti~fc1C'P1l las ~iguiPnte~ co11dil'in11P:->: 

1) ,:.-111 ?:': CJ. ¡;.-111 =O :'i .'· ""I" :--i .-1 = 11. 
~I :!C.-11! = ¡c;¡,.-1,i. du11d1• C ''·' «tlHlc¡uicr 11ú11Jt'ro real~- ICI su 111ng:11itud. 
:3) ¡¡.-1...;.. n:1 :5 !l.-1¡' - iilJ:' D1•,..i.!.!.1!Hldad dPI tría11g11lo. 
-1) ::AB!: :5 ¡,.-1 !i!B¡1 C'u11,.;j,.11•nc-ia llllll!la. 

l"tilizm1dn l11 ddi11iei1'lll di· 1111n1111 ""l"'«lral ddinida como la miz c1111dn1da dl'l 111n~·ur 
PigPll\'alor el<' la 111111riz pr1Jd1w10 .-1 11 ..-1. dunrh• .-1 11 <'.~la hennithum tra11sp11¡•::;1a dt• A.: 

llA!i.- = \, 11H1yor l'Í.tJf 111·11/or di .-1 11 .-1 

Exprl':'ando PI 1111íxi111n \'alur «aral'tPrÍ:'t iC'll 1«1111n c-1 c·11cit•!lll' dP Ra.\·lcigh del c·o1Tl'­
"Jlºlldil'11t P \'t'C't or •·aract Pr:<t ico ~· t 0111<11Jtlo ,.] «tlllclnuln <h' la 1'1lt i111a expresión: 

"~- .. r 11 .-1 11 .·l.r_ .11.-1.r!!~ 11.-1,,,. - /1/(/,/ JI - 11111.1 _1_1 _1_1·-· 
.l' .r .r 1-

Donc!P ll.rlJ 2 ~- ¡:.-Lrll 2 ,;u11 pn•dnctu,.. i111Pn111,.. d1•I \'t•c·111r .I' y d<' la matriz .·l.r rc>spC'­
tiva1111'11tL'. Por 1a11t" ll:rll e•,.. la 111H'll1H 1•11didia11a tk .r. Y la 11on11a l'"pc>etral de A 
¡•,.;t n ciada por: 

...\.r 
!;.-11;. = 111<1.1'-­

,/' 

I::11t Ol!C't':'. 111 ihza11dr1 p;.;\ a d<•fi11ic·i«>11 di' 11nn11n ""P"C't ral para la 11ornrn de la matriz 
R. p11Pst u C]lll" Re'" IH'nnit ia1111 ,.;p 1 iPlll': 

n11 = h' 

t:11iiza11clo la propiedad l. el 111ax111111 \'alur t'aractC'rístico clP Rfl !? ""igual a ,\2 y 
t l'llPll Jt1>' 111 111 n·111 n 1 '"! H'C't ntl d" H: 

;:r?:: .. 
1 \"(•r ap<·11di('t> E. 
~Lfl 11nrr1rn cl1· 111111 r11ntrir •·:-- u11 11ti111,·n1 q111· ~t· lt· w·dµ.11a a (•!"ta:--· que l':-- {'11 t'iPrtu :--t'lltido 1111<1 

Jll<'didr dl' la 11w~11it11d dt· lil 111atriz. \"1•1 iipt'·wlic'• E. 
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1 ·--1 
: 1 

,\,,,,,, 

¡('.](¡¡ 

.·\ 1n l'('IH1t·11111 ('.11.l ~1' lt· c11111w1• <"(111111 \'ctlor l'Hl'act<•rí:-:tit'll cli;-;ppr:-;11 <• ntzt.111 dt' ,·,dur 
c¡ffn1·tt·rl~t ic11 d1· !11 JJIC-tt riz 1l1· 1·11JT\•l;i<'i1'111 y sit•1npn· P:--. ~ 1. 

E1Pft·c·t11 d1• l!Jlfl 111;1t riz 111· t'( 1rt 1 ·lé1<"i1'111 tual c·nurliC"iotHHht }u p11d1'llH1:-- upn•c·i11r :--tt¡ 111tiif•t1-

d111111;i 111rllriz 111111rt11nliznda. rlu"i = 1. E11t1111ct•:-. .. ..;i :-.u \ 0 <1lt1r C'Hl'C1í"tPrÍ:-1ti1·111li:--¡H•r:--•1 

t.>:-- 11111.Y µ.ra11d1• :--1' ti•·t11· q111· 11- 1 tit·11t· \'ah•n·:-- un1~· grand<':--_,. t•:--111 pu1•d1• 1wét:--:i1111nr 

prtil1}t'Jllil:"- ¡iJ l"t';--11}\'t'I" 1111 :--i:--ft'lllit 1!1• l'C'1li-tl'i1JJI(':-; iJl\"fdlt('}"Hl1C}11 11i--I. 

P1·opicclnd 8. L11:-- Ynl11rt•:-- cr11;1t·t1•rí:--tiC'1~:-- d1• la 111atriz d(' t·o1T1·lrt('i1.Jl1dt•1111 pr11<.·t•:--11~ 

l'~t•w;i:-:ti1·11 ,, :--1•f1;d ;di'<ttc•rin di:--.«rt'fil 1·~tan li1uitc1<lfl:--:. p(IJ' ,.¡ \·;d<1r n1ini111n .\' 111;ixi111u 

e],.¡,, d1·11~idnd "~JH·1·trnl d1• J!<>1<'lll"in d<'l pr<><"t'"''- S1· Jlll!'dt· d<·111""trar c¡u•• !11,.. \"¡¡]un•,.. 
('(lJ'HC'1PJ'Í:-:ti<·11:- (•:-t;l)l li111itn1lt1:'"' p111· h1:-- \"cilun•:-- llli:ÍXilJHI;-. ~- lllillilJH•:-0 di> -~·1_·¡:1:_{~: 

.5',,.,.,l_'i :s .\, :s ,.:;·,,,,,_,.(_·) ·,•¡ = ] . ···-" 

E11 l'llll!"t'Clll'llt'L1: 

1 ''""' /' -~;11111. \ 1 ¡'¡ = ---· < ---· 
'"'"''· - s·,,¡,,, 

( C.11 i 

1:::-- int<·n·:--ant1· 1111t:1r <¡t11· c1111l11n111· L1 di11t1·11:-;h'111 d<· lit 111ntriz dt• ('tllTPlar·it'111 :-'t' aprux­
i111n al i11fi11it11. 111:-- 1l1ii:d11111 .\,,,, 11 ~- 11ií11i11111 .\,1111 , \·cd"n•:-- "nnu·t<·rú.;tit·u=-- :-o:P ;q.>rnxi111H11 
il .~·,,,.1.1 ~· !-J', 1111 , l't'.""'}ll'C'fj\·¿1IJll'lllt· 

St•a R la 111atri/ 1l1' l'11tTt•lr1ci1'111 _, .... \ 1 .• \.!. ,..,,\_" lu:-- ('1HTt'.""J>Ulldit)lllt~=-- valonl;.; l"Hl'H<'­

t ,.l"I·,..¡ ¡,.",.. 11rd1·11;1ti11,.. 1'11 ful"lllil d<'<"l'<'d<:t11<·: 

,\¡ 

Donde: 

,\ 1 :s ''" ... :s "·" 

.r 11 R.r 
11111.r.,,i.J• .. •·=11 ~: 
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~i 11·111·11111 .... 11·1 , .... p.11 111 \.,.(·11fJ i;i] 1l1· di1111•11:--i1',11 ~I ""11 \"1•1·tnn·:- 1111:--.1· r¡¡. 'l.:· ... 1/.H .\· 

cl1•ti1JilJJll'."- .r =::- ~:-_.¡ 11,tj, il 1111 Y1·1·t1•1' cl1' di1u1·11:--i1.'111 :\1{'lJ1•1 ~111H':0-:JHlCÍ11 d1 di11tt·11~i·n1 

k c1111 \'1•1·111r1·~ 11:, .... ,. 1¡ 1 • '1-·· ···'/¡. E11111111·1•:- 11l1\·L-1111t·t11t· /,· :S J/ pt>ru lt1 di111t·11.-.i1111 d1-•l 

\'t•c·t 1 ir x 1·:- ~I. 

P11-.n11tltipli(';111cl 11 ;111il1••:- L11!11- d1· la 1·t·11.;11·i1'n1 C'./ por c¿- 1 ·'" ...... ctliit:'11du q1tt.· C! t':-- 1111¡1 

JI1Htriz ttnitnri:1. p11cl1·11111:-- 1'XJ1l1':--Hr 111 llli:ttriz dt> corrc•lacic'1u vu11111: 

.\/ 

n = C}.\(} 11 = ~ ,\,¡¡,r/1 

i=I 

Ln t•c11aci1:n1 c·.1-1 :--1• ("(J})llf'I' l'llllJt• t1•11r<·1n11 f'~JH.'<'tnd. Expn•:--n11d11 t•} ('(t('Íl'lllt• 1l1• 

H11yl<•igl1 cl1•l n•ctnr x: 

.r 11 ll.r 
-,;-:¡¡-;:- (C.l-11 

].;i 1•<·11a<'i.->11 C.J.J <·~tnlilt·1·<' qw· ,.¡ , . .,,.¡,.111<• di· íl;i\·l1•it.d1 .¡,. 1111 \'t•<·t••r x uliit·ncl" Ptl 

PI :--11l1t•:--pu"iu '11 d1· clittt1·11:-i1.1J1 k l't'}>J'••:--t'll1Hcl" ¡u1r h1:'°' \"t•cton•:-- C'i.lrt1c·t<•r:.:t Í<'u:-- hil:--t' 
<¡ 1 .<f:..!····t/1. 1•:-- tlJH1 lllf'dict ¡u•:--;tl}¡1 (lt· 111:-- \"itl11r1.•:-- <'etrn1·tt>rÍ:--ti"1•:-- .. \ 1 .... \ 2 • ..... \i, . . \'. pt1<•:-itu 

cpH· l1t•11111:-- H:-'ttl11id11 ..-\ 1 S .. \:.; :S .... .\~ .. Pa1t1 t·t1•il<¡t1it•r :--ttl1l'~pnci<1 ele• ditiI<'ll:--i1'111 k: 

.1'11n, 
lll(l.l',,, •• ,_1;:11~::S • .\¡, 

TH1lllii<·11 "" ptt<•d» cl1·11111~1 rnr <¡ti<' p11r .. 1·11¡¡Jq11i•·r ,.;111><·~1'""¡" 1J1 .¡,. dit11<•11..;i1)t1 k. n·p­
r1•:--1·11t111l11 1u1r 111:-- \·1·t·t11r1•:-- 1·nrr11·t1·r..:.1i1·11:-- 1¡1¡.'fi.!.····'/,• <l1111cl<· il.1~ .... 11: <':-- 1111 :--11l1-

t·111..:11111u dt· l. :2 .... \/.•·xi:--t1· al 1111·11(1 ... 1111 \'1•1·1111" ./' = 11 1·11111ú11 <t \J1 .\·al ~itlu·~p:1<'ic1 

'1 1' r1•¡,n·~1·nt;lfl11 JH•l' !11:-- \·1·C't11J'1•:-- 1-;tr;H·l1·r;tit·11:-- 1¡;,.1¡1.._ 1 .fJ..,-.!.····f/.".i _\" c·11_\·11 1·111·i1·11t1· 

de H•.,Yl1·igl1 :--1· ¡111t·d1· 1·xpr1':--dl' l1Jll111 l.1 1111·did p1·:-i<ldf1 dt· 111:-- \'¡.i1111'1•:-- c·c1nt<·t1•rt:--tiv11:-­

,\,. ,\, 'l . ... \ ... ¡. 1::. ~,..1.' ··~: 

.l'Ji f{r 

~ 
'"' ¡,~,\, 
-~.-~¡ I>~ 

1C.lli1 
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Apéndice D 

ALGORIT1\10S DE FILTRADO 
FRLS 

D.1. Algoritmo FRLS Versión Cioffi 

1-lli 



11/,1 /.- - 1' 

- 11 '" - 1' 

c,.-1!V 

.-\LCOHIT:\IU FJ1LS \"EHSJÓ!' CJOFFJ [21) 

¡1.\' ' " . /1 

I· "\ 1 • /, - 1 fi, /, - 1 = j !,.' /, - 1 1 = c,.r I: - 1 1 = 1 ·,.1 I,· - 1 ' 

/, 11'/:r-·.-\/,il"- I¡/"1,(/,-1: 

. , /. ¡ = (: 1 l.-¡· ,.1/,' - J 1 

,\, 1 ,'. ! /,· - 1 1 -- =/.1 /,· ,, {. 1 ( /; 1 

• ¡•- 1 1 /; 1 .\- '" /,· J In{(/,· - ] )n;:.I I/,·\ 

11 

1 ! 
í 1 ] , .. 1 - f ( / · 1 1 ' '/ · . -\ /· - ] , ''1· ' - •¡.I '1 L _ ,,1 , 1 

.-11.11 .. 1 = .-1 1.11,· - 11 - c1.11,· - 11={.r11,·: 

, ;-.1/;1 = __ ,,. ;"1 /,· - 1 l//( /,· ! 

• 1.1 /,·' = ~ 1 ( ' 

: - - 1 • l • '; ~ ,( ·:·:: •• 

~;',( /,·: =- 1 ~',I /,· )- 1,( J,· 1 

c 1 .• 1 .. • = n,.11 .. , - n,.11: - 111111 .. • 

1 ,¡·,.11: 

,J,· '/· 

¡ ¡ ·,.1 /. 1 11-,,11.- - 1. -- c·,.11,·,,-¡,;. 

D 1.1k1 

¡1 ( /,· ! 

==============================rt~ 

C1111dr .. !J. 1: _-\}l!, 1ri1 '"" Fl{L:-; \'1•r-i<1t1 ('¡, dh 
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D.2. Algorit1no FRLS ·versión Slock 
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- ,.1 ¡, - 1' 

ALGOHJT:\10 FHLS "\'EHSJ02': SLOCh: [lf1] 

''"e/ /1 

l: .-\,.(/, - ~' ¡;,,,l.· - 1 ' 11 ·,.1 l. - ] 1 = (',,I /, - ] 1 1 ·¡: ¡, - 1 

e,,_ ,J .. 

1¡'.1/;1~ 111lc1-.-l/11c- lil"1,1k- !1 

( 

0

1
1,. 1 1 ¡, ' = - .\ - I e 1 I~ ·

1 
1, /,' - ) I e /, 1 /,· 1 

11 

c,.11. - 1 .. 1,.11.- - 1 1 
('/__¡(/,·¡ = 

• 1:_
1

1 1 1. 1 = · ,~ 1 1 i.. - 1 1 - c,i,_ 1 1 1.· 1. {.1 1.· 1 

: /. ! 1.- 1 = ' :. 1 /; 1- /' 11 .. - 1 1 

.-l,.• /, 1 = .. 11·' '' - 1 1 - ( ·,,11 .. - 11,-¡', 1 , ¡, 1 

.\ 1,,1 ¡, 
/IÍ 1 .. 1 

11,-: 1 = .\·· 1 ,.1~::¡,. - l \ . C/ _ 1 ¡ /, · 1: 1 - i ·- 1 1 le 1 C/_ 1 1 /.- • 

' ; 1 /,' - ·'" ;. 1 l. - 1 1 (';::.:; 1 /, ! 
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1 ALGORITMO FRLS VERSION BLOCK (CONTINUACION) 1 

1 Predicción Back\\'ard 1 

º~.(k)-= c:;(l.-)rp(k) 

B 1,(k) = B 1,(k - 1) + o~,(k)C1,(k) 

at(I•) = >.- 1 0~(/• - 1) + E~(k)1::',T(k)J 

Filtrado 

c1,(h·) = d(k) + w;f"U• - 1)U1,(k) 

€ 1,(k) = c1,(J;)-1,.(k) 

w,,(k) = w,,(k- 1 l + c,,(kki,(kl 

Cuadro D.~: C'ontimrnción ·algoritmo FRLS Versión Slock 
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Apéndice E 

ALGUNOS ASPECTOS DE 
ALGEBRA VECTORIAL 

E.1. Rango de una ni.atriz 

Dejemos quc• A sea una matriz de mXn. El tammio r(l ~ ,. ~ 111i11(111, n)) de la 
nrnrriz identidad en la forma reducida (canónica) de A se refiere al rango. escrito 
como 1· = rango(A). [18]. 

Una submatriz ele una matriz A dada. se define como .4 misma ó cualquier arreglo 
resultante después de que ciertas línea~ se suprimen de A. Por ej. la mat.riz: 

[

X¡¡ 

:1'21 

Tiene como submatrices, primero a si misma y después a las matrices: 

[ 

:t'¡ ¡ 

:r:.n 

[ ~:~: ;::~~ ] [ ~~: ~~~ ] [ ::~~ ;;:~~ ] 
] [ 

.T 12 ] r ;r 1 a l [ ,1• ¡· ~· 1 r 7. 7. 7• 1 . l ,. J . d . l:.! .... 13j l' 21 . '2'2 • ~:'\j .... 
:Z·:.?2 .L2;1 

~· finalmente sus elementos indiYidualcs. Las su bmat rices cuadradas de una matriz 
dada son de utilidad particular. El detPrminante de una submatriz ele orden r de 
una matriz dada es a menudo llamado det ermiuautP de ordcu r de la matriz. 

Se dice que una matriz es ele rango r si ~· solo ,,;i til'm' por lo rnenos una submatriz 
no singular dt• orden r. pero no tiene su b111at rices 110 ,,;iugulares dl' orclcu ma~·or a r. 
Se dice qut' una matriz es dP rango C"ero sí y ~mio sí todos su:- elemeutos son cero. 
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E.2. Norrnas de 111atrices y nún1eros condición 

La exaetitud de la,.; sohwio11es ealculaclas cu los sistPllH\S liní'ales pue>de ser probada 
.\' depenc!P dt• que t n11 sen si hlP SPa la matriz ele cocficiPnt Ps dC'l sist enrn a lJPquefrns 
variaciones. La .'-'C'nsibilidad elf' una matriz puPelC' sPr meeliela c11 términos de su 
número condición. El lllÍllH'ro l'Onelición dP una matriz no si11gular SP elcfüw en térmi-
11os ck su nonua :-· dP la normn de su inversa . ..\JJtps dl' disC'Ut ir sobre• los 1nímero,.; 
t·ondición ('S m•cp,.;;ll"in cst a blet·Pr alp;unos aspcct os ele las non u as est ánelare,.; de ma­
t rice,.;. 

E.2.1. N orrnas de rnatrices 

Tal c·o11JO las nornrns de vectores son usadas para medir el t.amaiio de los vcct ores. 
las nor11rns de las nrnt rices puedPn ser usadas para medir el ··t amaf1o'" de las matrices. 

La norma dC' Frobenius sobre ffi'"'·"' se introduce por el producto interno sol:.re ffi'"'.ru 
~·se denota 11 . llr· Esta norma puede calcularse tomando la raíz cuadrada de la 
suma del cuadrado de sus elc111ent os: 

n rn 

11 .4 llr= 12: L a7i]1 12 

j=l 1=1 

La ec·uae1on anterior define· u11a familia de normas ele matrices dado que define 
u11a norma sobre V? ... -'"" para euale,;quiera m y n. Esta norma tiene iinpo:·tantes 
propiedades listadas a eontinuaeión: 

l. Si ªJ repre;;enta el vector columna j de A. entonces: 

11 A llr= d' f a?i)~ ¡f 11<lj11~]~ 
1=l J=l j=I 

2. Si a(i. :) representa el vector renglón i de .4. entonces: 

donde: 

3. Si :u~". entonces: 

11 ..\ llF= ¡f f:aii¿ = ¡f 11 a(i, :)T 11~]~ 
j=l i=J i=I 

JI .T Jb= \/ XT ;r 

TESTi:; r:nN 
FALLA 1Jt; ,,~11i_.EN 



11 A:r lh= ¡fcf a,;,,.Jf]b = [f(a(i. :):r)2]~ 
1=1 J=l i=1 

::Ó rf 11.7"11~11 a(i. :)T ll~Jb 
i=l 

-l. Si B = (b 1. b2 .... br) es una matriz de nXr. de la propiedad 1 y 3: 

11 AB llF=ll (Ab1.Ab2.Ab;¡ ..... Abr) l!F 

= [t 11 Ab; @~ 
t=l 

:Sii A llF [t 11 b; ll~Jb 
r=l 

Existen muchas otras normas que podemos usar para ~,,,x,. mlenléÍs de la norma de 
Frobenius. Cualquier norma usada delw :;atisfacer las siguientes 3 condiciones que 
definen las normas en general: 

l. 11 A 11 ~ O .v 11 .4 11 = O si ~· solo si A = O. 

2.11 o.411= lnl 11A11 

3. 11 A + B 11:S11 A 11 + 11 B 11 

Las familia'< de 11or11111~ más 1.1t ilizndas acieme~-~; :;f!t:sfaccn 1n propiedad ad!cional: 

-l. 11 AB ll:Sll A 1111H11 

E11 con::;ecuencin. solo consideraremos familias ele normas que tienen esta propiedad 
aclieional. Una importante co11secuencia ele esta propiedad: 

11 .4" ll:Sll .4 11" 

En particular. si 11 .4 11 :S l. entonces 11 A" 11- O conforme 11 - =. 
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NORMAS COMPATIBLES Y SUBORDINADAS 

En general, In norma de una matriz 11 • 11.\J sobre ~"'.\'" y la norma ele un \'ector 
11 . 11.- sobre ~" se dice que :;on compatibles si: 

11 .4.1' 11:::; 11 A 11 M ll .1' 11 , .. \l;rdR" 

En particular. ele la propiedad 3 podemos decir que 11 . llF y Ja norma \'ector 11 . 112 
son compatibles. Para cada norma estándar de vector podemos definir una norma 
ele matriz compatible usando la norma \'CCtor para calcular un operador uonw-1 para 
la matriz. Una norma ele nrntriz definida ele esta manera Re clic-e que es Rllborclinada 
ele la norma \'ector. 

Si lfl familia de las normas dt• nrntrices 11 . 11.H es suborcli1rndfl de la familia de norma:; 
de \'ectores 11 . 11, .. entoncei; 11 . ll.11 ~· 11 . llr· son compatibles y las normas ele nrntrices 
11 . llM satisfacen Ja propiedad -1. 

Podemos definir 3 normas subordinadas ele nrntrices como: 

11Ax112 
11 A 112= ma:i'r"l"O ll x lb 

11 11 
11-·Lr 111 

A 1 = ma:i.'r,,;o 11 :r ll 1 

11 11 
11 .4.r llx 

A x= ma;r.r..c• 11 X 11°" 

La primern de esta8 normas 11 A 11 2 es difícil elle calcular. i;in embai·go lfls otras clo:s 
las podemos calcular como: 

1tt 

11A111= ma:i·1:si:s11(L lauD 
i=l 

ti 

11 A lloc= míl.7'¡::;;::;m(L lfl;Ji) 
j=I 

E.2.2. Nú1neros condición 

Lm; nornrns de las matrices pueden usarse para estimar Ja sensibiliclml ele un sistema 
lineal a peque1ios cambios en los elementos de la matriz de eoeficiente:;. 
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Definición: SP diel' q11P 1111a rnat riz A PS "111ul condií'ionodu ·· si cm11hio,; rPint in1-
lllE'Ill !.' pequcf10>' en su,; l'lenw111 os pu0de11 c·a u,;ar cambio>" re la t i\'amentP graneles en 
la solución a A:r = /J. Se clic·p r¡11P .-\ es "/iin1 í'o11dicio1rnrlu .. ,;i ¡wquPfio,.. cai11hios en 
su" ell'lllento,; n•sulta11 rPlati\'a111l'lllC' ¡wquP1io,.. C'aI11bio,.. cu la "oluci<111 a .-1.r = /1. 

Si la 111at riz .·\ e;; "mal "011diC'ionada ... la ,.;ol11dó11 l'alc11lada p11rn .4.r = b ge11-
C'ral111Pnl C' no Sl'l'fÍ lllll.'' cxact a. 1 nd11so si los ek111C'11t o,; ele .-\ p11edP11 r0pn'sc•111 arsP 
pxactallK'llll' C'OillO 1ní1m'rns dl' punto flota11tc•. pc>c¡U<'Üos c•rrores cll' reclo11deo ge11-
craclu,; e11 el pn•('l'SO clP n•cluceió11 pueclC'11 1e1wr u11 efpcto clnístico en la snludó11 
cah-uladn. Por otro lacio. si la matriz es "bien C"ondicio11ada" .'' sc> usa una trc11iC'a dP 
piw1tl'O apropiada se ¡mc·cle calcular la soludém c·o11 llla.''Ol' exactit 11cl. En gC'llt'ral. la 
exact i 111d de In solución clc•pe11ciP dC'l C'Ollclicionamicnl o ele la lllal riz. [l s;. 

Si pudiéra1110~ lllC'dir p) co11diciona111i('nto ele.-\. esta 111eclicla podría ser 11,.;ada parn 
de1cr111i11nr 1111 límit(' para el e1Tor relati\'o de la solución calculacla. 

Supougmno,; que .4 es una matriz uo singular ele 11 x 11 .'' co11sicléresl' el sbt(•ma 
.-Ll' =u. Si.re:; la solucióu exactfl del sistema,. :l'' ('S la solucióu cf!lculacla. eutonces 
el e1Tor ¡n1ede ser calculado por el \'l'ctor e ,,,; :l' - :l''. Si JI . 11 es una norn111 ,;obre 
ITT" e1ito11c·Ps 11 e 11 e>s uun lll('clicla del PITO!' absoluto .'' :::, :,: p,; uua 111cclicla del error 
rt'lnti\'o. Eu gc1wral. un tene1nos mauera d(' dc>tenninar In,; \'alorPs exactos sobre 
11e11 y -

1

1
''.:'.. Cu posibk• camino para probar la exactitncl c!P .r' C"s usarla en el sistema 
1.l¡, 

origiual .'· ,·cr que t a11 l'<'l'C'a es // = A.r' de u. Al \'t'C'tor: 

r=/;-l/=u-.-1.r' 

"" )p denomina vect.or residual.'' puede ser calculado f>\cihuente. a la c·anticlacl: 

11 b - .4.r' 11 
111· 11 

11 1' 11 
lfbTI 

~;(' le· couoce C'nlllo residual re la ti vo. El crit Pri" par<1 el Pi <'rnii11ar si ei residual rel­
at i\'o e" 1n1 buen estimador del <'ITor. lo dC'll'l'lllilla Pl <"rnclidouamiento dP .4. 
En gPnera l. demost rarelllos que• si .4 e•,; mal c·o11didouarla. PI n•,;icl ual rclat h·o ptlC'clP 

,.;('!' 111ucho 1111\,.; pcqueüo C]UP p) error relat i\'u. Por otro lacio. para mal ri('(•s bien 
cnncliciouadas. PI resicl11al rPlat i"" ~· p) PITnr rPlat Í\'<1 sou 111u~· paredclos. Rc•C"orclauclo 
c¡u(' ,.;i 11 . 11 e" una nonua ck mnt riz t'ulllpat ilil<' sobn· '.Ji'"'" l'llt m1cPs para cualquiC'r 
lllal riz C ele // X 11 ,\' c·ualqlliC'I' \'C'C'IOJ' .1/ < \}~". I PllC'lllO~. \'C'r prupieclacl ..J: 

HPsult ando ahora: 

11 Cy ll:Sll C 1111Y11 (E.l) 

r = b- A:r' A:l' - .4.r' = Ac. 
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donde: 

e= ...i.-1,. 

De la ecuación E.1: 

11 e ll:s;ll A- 1 1111r11 

~· 

11r11=11Ae11:=:;11 .4- 1 1111r11 

Poi· lo t.nnto: 

1
1i' .~ 1/1 :=:;11E11:::;11.4-l1111r11 (E.2) 

Ahora.Tes la solución exaC"ta para .-Lr = b. y cntonC"es :r = A- 1&. De la misma forma 
que se obt.uvo la ecuación anterior tenemos : 

(E.3) 

De E.2 ~· E.3 : 

11 1 11 11 ,. 11 < 11 ( 11 < . -1 11 1' 11 
11A1111 .-\- 1 1111b11 - W -ll A 1111 .4 111fb\f 

El mímero 11 .-\ 11 11 .-1- 1 11 sc> llama nún1en' c011dil'ió11 dl' .4 .'·se cle11ota corul(A) o 
x(.4). De e;;ta fon11a. [18]: 

111 11 11 ,. 1; < ~ < . 1( 4)EJ1 
co;;i/(.t) li /, il - :t .r 1: - rnru · 11/;11 (EA) 

La Pctrnció11 E . .J rPlado11a l'l t a11rni1n cJpJ error rclnt i\'o .!'!:.C. t·o11 el residual relat i\'o 
l¡.r¡; 

::~:;. Si el 11ü111eru cu11dició11 ,.,., t't'JTallu H 1. t•I t•nur rclati\'o y el rcsidunl rclath·o 
relat i\'o scní11 similarc,;. Si PI 11i'1111Pro cn11dil'icí11 0,.; grande. 01 nün1ero relflti\'o puede 
SL'r 11mcho 1111í,.; granclP qu0 el rP:-;idual relat i\'o. 

E.2.3. l\tlatrices positivas 

La:- mat rict•,; de c·m·arianza no singulares son pnsit i\'a>:'. cst 11 P>:' J¡¡ razón por In cunl 
la,.; llJatriC'c,; positi\'as son importantes parn 01 awílisis d0 cstimndó11 . 
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l\'1atriccs definidas positivas: 

P( 11. 11) simétrica. e;; positiva si .rr P.r > O \;/ n vectores .r con 11 .T 11 > O. 

La expresión :rTP.r e; uua formn cuaclrát iea en la componentes de :i·. E.g.: 

11 

.rr P:r = L P(i.j).T¡.rJ 
j=l.i=l 

Propiedades: Si Pes simétrica. P > O denota que P es positivn: 

l. P >O si tocios sus n1lores característico:-; son positivo:-; 

2. Si P > O. los elementos de su diagonal son positivos 

3. Si .\! es no singular ~· P > O. entonces JJTp i\J también es positiva 

.J. Si P > O, p-l existe~· es positiva 

5. Si P > O. la matriz obtenida al eliminar ll!l renglón ~· la correspondiente colt1m11a 
de P t arnbié11 es positiva 

G S. p Q (. ') [ Pli.jl jl . . 1 'J . , . t . 1 > . y p LJ = f'(l.r)P\J.Jl 2 , pnra LJ = .-..... n, 1 r J. en onces: 

p(i.j) < 1 y 

p(i. j) se denomina coeficiente de correlación. 

E.2.4. Valores singulares de una 111atriz 

Una 1:rntriz H se define posit h·a o :-;e11iipo:-;it iva sí y solo sí t ient> una raíz cuaclrnda 
p0,;ith·it. 

Si H 2:: O o H >O. entonces (H.r. :r) 2:: O o (H:r. :r) >O\;/ ;r l'lJ~". 

Los val<Jres característicos >. 1. >.2 .... >..\/ de la matriz H = (A• .4)~ 1 sr> denominan 
valores singulares S 1. S2 • ••• S,. de la mmriz .4. 

Así. para i = l. ... 11 

S¡(A) = >.,([.4.A]t) 

1 E,;1>1 e~ una fonnn de Chole~ky de la 111mriz 1-1. Vrr [.Jj. 
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OhYiamente: )¿,;.; nilorcs ;.;i11g1tlnre,.; de la matriz ;;on 110 negath·os pues hablmnos de 
11iatricc.- clt>fi11idas positiva;.; o ,.;emipositiwts. :1·TP.r >O o ;rT P.r?. O. 
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