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Capítulo 1 

Introducción. 

El estudio y la modelación de sistemas compuestos por un gran número de 
elementos que interaccionan se ha beneficiado con el incremento en el poder de 
cálculo desde la última mitad del siglo XX hasta nuestros días. La capacidad 
de recrear por medio de extensas simulaciones numéricas, procesos físicos cu­
yos resultados ajustan bien con los datos observados, ha alimentado el interés 
por encontrar modelos de sistemas que típicamente perterrncfm1 a otras rrunas 
del conocimiento, adoptando paradigmas de física estadística. Así la atención 
de muchos físicos se ha centrado en la posible aplicación de métodos, modelos 
y en general ideas propias de su campo a otros aparentemente ajenos. De tal 
suerte que actualmente es muy común encontrar aplicaciones de did10s puntos 
de vista en áreas como ecología, biología, economía, o bien, como en este caso, 
en lo que puede llrunarse teoría urbana. De dicha teoría se extrae el proble­
ma que motiva esta tesis, el cual consiste en dar cuenta, por medio de algún 
modelo, de la distribución de los tamaños de las poblaciones en un sistema de 
ciudades, que empíricamente sigue una ley de potencia universal. Regularidades 
universales tipo ley de potencia ocurren en diversos sistemas físicos, y para los 
cuales existen diversos enfoques que busc<m su explicación. Es de este tipo de 
sistemas parecidos al sistema de ciudades de donde se extraen las bases para la 
formulación de modelos de este sistema. 

Ese es el espíritu de esta tesis y debe quedar claro que al ser una tesis de 
física, el modelo y el tratamiento que se presentan es apegado a la manera en 
la que en física se atacan los problemas, dejando como tarea a los expertos 
de las áreas correspondientes (sociólogos, antropólogos, etc) una adecuada con­
textualización de los parámetros del mismo. Se presenta pues una alternativa 
matemática simple y sensata que busca describir el fenómeno observado. 

La organización de la tesis es como sigue: el primer capítulo es esta intro­
ducción, el segundo está dedicado a la presentación de la fenomenología. Para 
el sistema demográfico se discute la distribución de las ciudades de acuerdo al 
valor de su población conocida como ley de Zipf, que como se mencionó sigue 
una ley de potencia, cuyo exponente es universal pues no depende de situacio­
nes geográficas, económicas, etcétera, específicas. Después, se presentan algunos 
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CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN. 4 

ejemplos de sistemas típicos de física estadística donde las leyes de potencia son 
adecuadas para la descripción de alguna cantidad relevante, conjuntamente con 
lo que esto implica. 

En el capítulo tres se presentan los modelos comunes sobre la evolución 
de las ciudades. Estos modelos están constituidos principalmente por procesos 
aleatorios multiplicativos con condiciones subsidiarias; se pone especial atención 
a un modelo propuesto por Manrubia-Zanette (M-Z), que es el que se estudia 
numéricamente en la tesis. 

El capítulo cuatro está compuesto por los resultados de las simulaciones del 
modelo M-Z. 

El capítulo cinco y último esta dedicado al análisis de los resultados, co­
mentarios finales y conclusiones. El trabajo concluye con dos apéndices, uno 
dedicado a la simulación estocástica y otro a los códigos de los programas. 

La figura (1.1) es una reproducción de una caricatura que ilustra el libro 
Scale invariance and Beyond (2) en donde se discuten tópicos sobre la simetría 
llamada invarianza ante cambio de escala, que es la principal característica de 
las leyes de potencia. Aquí se reproduce con el fin de advertir lo complejo que 
puede resultar situar un sistema social en el contexto de la física, pues una simple 
sambullida al universo de las leyes de potencia puede conducir por caminos tan 
variados como los de la caricatura, donde es muy fácil perderse. 
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Figura 1.1: Todos los tamaños, ninguna escala, Turbulencia, Fractales, Terremotos, Avalan· 
c/1as, ¿Ciudades?. 
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Capítulo 2 

Estadística de ciudades y 
sistemas físicos. 

En éste capítulo se presenta la fenomenología de la distribución de ciudades 
de acuerdo a su población; también se presentan algunos de los sistemas físicos 
en donde surgen leyes de potencia para describir el comportamiento de variables 
importantes. 

Primero debe precisarse qué es una ley de potencia. Una función real f(x) 
sigue una ley de potencia si es de la forma 

f(x) = axb (2.1) 

En la mayoría de los casos que se tratarán aquí a y b E IR. Muchas veces la 
descripción es de carácter asintótico, en ese caso se escribe f(x) ~ xb. 

La propiedad que distingue a la ecuación (2.1) es que es libre de escalas, esto 
quiere decir que si se efectúa la transformación x' = Ax, entonces f(x') = Ab f(x), 
de modo que la función se reproduce a sí misma salvo por un factor. Esta 
simetria se conoce usualmente como invarianza ante cambios de e.scala y tiene 
implicaciones diversas, dependiendo del contexto es la que se sitúe, por ejemplo: 
supóngase que una variable aleatoria x tiene una distribución de probabilidad 
f(x) dada por (2.1), ¿Qué se puede decir de este tipo de estadística?, en principio 
que no todas las leyes de potencia f(x) = axb sirven como distribuciones de 
probabilidad, pues deben satisfacer 

i) f(x) 2:: O V x E l 

ii) J1 f(x)dx = 1, 

(2.2) 

(2.3) 

para el caso continuo (para variables discretas se normaliza la suma sobre 
todos los valores f(x;)), I es el intervalo donde la variable x toma valores. La 
positividad (2.2) implica que las funciones con exponente impar no pueden em­
plearse, a menos de que se restrinja el intervalo a un subconjunto de los reales 
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:'positivos, mientras que por la condición de normalización se requiere de restrin­
·giI''.e!'intervalo dependiendo del valor del exponente, para evitar divergencias. 
··E1·valor del exponente condiciona también la existencia de cantidades como los 

momentos. Por lo demás, una distribución de este tipo implica que no existen 
escalas particulares para los eventos que pueden presentarse. ¿Qué ocurre con 

· el sistema de ciudades?. Para responder la pregunta considere la sugerencia de 
Gell-Man en [1] de que durante un domingo de ocio se revise un libro de hechos 
estadísticos, por ejemplo un almanaque mundial o un Atlas, suponga, además, 
que al estar explorando los datos ahí presentados, aparece entre mapas y tablas, 
una lista de las algomeraciones de población en el mundo ordenadas de manera 
decreciente. ¡No sólo eso!, también se tienen listas similares para diversos países, 
entonces, carcomidos por la curiosidad, se etiqueta en cada una de las listas a las 
poblaciones asignandoles un índice o rango de acuerdo al lugar que ocupan. Así, 
la ciudad con mayor población que ocupa el 'primer lugar en la lista tiene rango 
uno, la segunda mayor población tiene rango dos y así sucesivmnente. Finalmen­
te se tabulan los datos de población como función del rango. Este ejercicio que 
parece sacado de la manga lo realizó George Kingsley Zipf, un lingüista de Har­
vard, hoy célebre por sus descubrimientos, fruto de la busca de regularidades y 
principios análogos a los de la física en las ciencias sociales en la primera mitad 
del siglo XX. Lo que Zipf encontró es precisamente una distribuci6n universal 
del tipo ley de potencia, como se detalla en la siguiente sección. 

2.1. La distribución de los tamaños de ciudades: 
la ley de Zipf. 

La mejor manera de presentar los descubrimientos de Zipf es graficando los 
datos. Considere la figura (2.1), en donde se presentan dos gráficas en escala 
logarítmica. La superior corresponde a histogramas de la población (frecuencia 
o número de ciudades con cierta población como función de la población), la 
inferior corresponde a poblaciones como función del rango. En ambos c:asos, los 
datos son de regiones geográficas con historias, economías y sociedades diversas. 
Lo que se observa es que ambas siguen leyes de potencia con exponentes iguales 
a las pendiente ele las rectas, en el caso de la frecuencia m¡rec ~ -2. En el caso 
de los rangos nlrango ~ -1, estos valores son independientes de las diferencias 
entre las regiones antes mencionadas. Este hecho permite reconcer ele manera 
inmediata un problema con todo el perfil de los que se tienen en fisica estadística, 
pues se busca explicar una regularidad que no depende ele manera directa de las 
diferencias en los parámetros internos que diferencian cada conjunto de ciudades, 
conjuntos que además están compuestos por un número grande de elementos. 

Antes de intentar siquiera ciar un balbuceo sobre la génesis ele la ley de Zipf 
deben aclararse muy bien algunas situaciones finas que se han omitido hasta el 
momento. 

En el caso de los histogramas en escala logarítmica (figura (2.1) superior), 
la situación no corresponde directamente a lo que se mencionó anteriormente 
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sobre ·¡~ l~y de Zipf, pues originalmente se buscó Ja relación entre Ja r-ésima 
ciudá<fde'una lista con su población, es decir la relación de población n como 
función dél .rango r. Dicha relación empírica es la original ley de Zipf, y como 

.. se dijo, sigue una ley de potencia 

(2.4) 

donde el valor observado del exponente es v ~ l. Debe probarse entonces 
que hay alguna equivalencia entre (2.4) y la representación en términos de fre­
cuencias. Es más, debe probarse que ambas son leyes de potencia, así como 
determinar la relación que hay entre Jos exponentes y discutir cual de las des­
cripciones es más útil y porqué. Antes de probar la equivalencia, considere el 
ejemplo de las poblaciones de las ciudades de Monterrey y Juárez. Según el XII 
censo de población y vivienda [3] tienen poblaciones de 1 110 909 y 1 187 275 
habitantes respectivamente. ¿tienen estas ciudades rangos diferentes?. Formal­
mente sí, en Ja práctica no necesariamente, pues bajo un cambio de resolución 
en Ja medida de las poblaciones bien podríamos decir que ambas tienen 1.1 mil­
lones de habitantes. El punto es que en la práctica, Ja asignación de los rangos 
debe hacerse de manera juiciosa, y dependiendo del intervalo de poblaciones que 
se considere, Ja asignación se hace con mayor o menor precisión. Retomando 
el ca.so de México por ejemplo el intervalo de poblaciones bien puede tomarse 
como I = [l, 2 x 107), de modo que podemos particionar I en subintervalos de 
longitud 104 y efectuar así la asignación de los rangos. La arbitrariedad en la 
elección de las particiones para elegir los rangos hace que la. descripción pierda 
en algún sentido claridad, además de que en términos prácticos no resulta có­
moda para calcular cantidades estadísticas útiles, como momentos etc. De modo 
que considero más conveniente una descripción de la ley de Zipf en términos de 
la frecuencia de ocurrencia de las poblaciones y no de los rangos. La equivalen­
cia se obtiene interpretando Ja. ley de Zipf de manera adecua.da. Si una cierta 
población es de rango r,, entonces existen r,, poblaciones mayores o iguales que 
n,,, Así, si P(X 2:: nz). es el número de ciudades con población mayor o igual 
que cierta n,, entonces 

P(X ;:: n,,) ex r,, 

como n,, ex.r;", entonces r,, ex n;~ y por lo tanto 

_l. 
P(X ;:: n,,) ex nz • 

(2.5) 

(2.6) 

Esta última relación a veces se Je llama distribución de Pareto, que no es 
más que una distribución acumulativa para X. Finalmente se hace notar que 
para obtener la frecuencia relativa de las poblaciones basta con derivar (2.5), y 
ver que 

-(1+l.) /3 P(X = n,,) ex n,, • = n; (2.7) 

Las relaciones anteriores muestran que: sea cual sea la estádistica empleada 
(rangos o frecuencias) los datos obedecen una ley de potencia. con los exponentes 
dados por v en (2.4), t en (2.6) y 1 + t en (2. 7). Los datos presentados en 
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Figura 2.1: Reproducción de Jos datos graficados en {5} correpo11dientes a /a frecuencia 
de ocurrencia de ciudades de tamaño n para las 1300 municipalidades más grandes en Suiza, 
Europa, Mundo y Estados Unidos de América, las lfneas sólidas auxHiares tienen una pendiente 
de -2. Los datos se encuentran desplazados verticalmente. En la gráfica de abajo se muestran 
datos que recolecté de diversas fuentes. {16, 17, 18, 19/ 
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las gráficas de la figura (2.1) corroboran que para la frecuencia el exponente 
observado es f3 ~ 2, mientras que para el rango los exponentes son 11 ~ 1, que 
efectivamente satisfacen la relación f3 = 1 + ~· 

2.1.1. La definición de ciudad, robustez y significado de la 
ley de Zipf. 

La fenomenologfa presentada depende por supuesto de definir con toda pre­
cisión conceptos como el de ciudad o bien su población asociada, pues la ley 
de Zipf en cualquiera de sus formas cuenta poblaciones de ciudades, o mejor. 
dicho de aglómeraciones urbanas, y debe investigarse si Ja estadfstica depende 
de variaciones en esa definición. En general cuando se habla de la población de 
una ciudad se piensa en la población de una área central principal y localidades 
vecinas conectadas con ella mediante sectores construidos (habitados) y conti­
nuos. También pueden considerarse localidades más distantes, si el grueso de la 
población lo constituye un núcleo que viaja diariamente a la ciudad central. Esta 
definición no depende pues del grado de urbanización y puede contener áreas ru­
rales. Variantes de ésta definición también se aplican, sobre todo en casos en Jos 
que se tiene un conglomerado en el que existen varias áreas urbanas principales. 
Existen casos en los que pese al deseo expreso de Ja autoridades de delimitar 
por medio de fronteras un territorio se fracasa en el objetivo de diferenciar una 
población de otra, un ejemplo muy a la mano lo tenemos en del Distrito Federal 
y entidades como Ecatepec, Ciudad Nezahualcóyotl, Naucalpan y Tlanepantla, 
etc, aquf la población que debe tomarse en cuenta es la de la suma de sus po­
blaciones que es de aproximadamente 20 millones de habitantes, cifra que no se 
compara con la de cada demarcación por separado 8 millones, l. 7 millones, 1.2 
millones, 0.8 millones, 0.7 millones, respectivamnte. A esas poblaciones deben 
sumarse las de Cuatitlán, Cuatitlán lzcalli, Coyotepec, Zinacantepec, etc. Otros 
casos de interés pueden ser los de las zonas fronterizas, por ejemplo de el caso 
Tijuana-San Diego o bien El Paso-Ciudad .Juárez. Aunque forman conglomera­
dos, al hacer Ja estadfstica no sería muy conveniente considerarlos como una sóla 
entidad, pues a diferencia del caso del D.F. y alrededores, existe una frontera 
bien definida. Al consultar cualquier libro de estadísticas, o bien, las fuentes ofi­
ciales siempre se hace referencia a demarcaciones definidas de manera artificial, 
sin embargo es común que en cada caso se indique si esas entidades coexisten 
en un mismo agregado con otras, es en este último caso en donde se efectúa la 
estadística de Zipf. Por lo tanto, Ja ley de Zipf es una regularidad independiente 
de divisiones políticas, al menos dentro de cada país, representa Ja estadística 
de cómo está distribuida la población en un espacio bidimensional (Ja superficie 
de la tierra o alguna fracción de ella). Es de algún modo una manifiestación de 
Ja tendencia de los seres humanos a agruparse de una manera no tan arbitraria 
como podría en principio suponerse y que además, debido a su independencia 
de escalas naturales, implica que pueden presentarse eventos de prácticamente 
todos los tamaños. Finalmente debe mencionarse que todo ésto es válido para 
situaciones que a lo largo de la historia no han tenido algún tipo de forzamiento 
expreso, pues existe evidencia [12, 18, 16] de que en países con situaciones po-
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líticas peculiares como en China o en su momento la Unión Sovietica la ley de 
Zipf no se satisface. 

2.1.2. Otras Regularidades: Distribuciones dobles de Pa­
reto. 

Como se mencionó, la ley de Zipf esta bien documentada y es aceptada como 
válida asintótii:amente para la cola de la distribución de los rangos y tamaños 
de la ciudades, sin embargo existen algunos aspectos sobre la distribución en 
el régimen de sitios pequeños, que se han reportado en (36] que son de interés, 
pues se tiene que la distribución acumulativa satsiface que si x > l para cierto 
l entonces la densidad es proporcional a x-0

-
1 , mientras que si x < l entonces 

la densidad tiene un exponente diferente, es decir, es proporcional a x'3-t, En 
la figura (2.2) se reproducen algunas de la observaciones de (36]. La parte de la 
distribución correspondiente a los valores pequeños, parece no ser muy universal 
y no se ataca en la tesis, sin embargo resulta interesante mencionarlo, pues 
fenomenología parecida se encuentra bajo investigación en dinámicas simbólicas 
gobernadas por procesos de reacción-difusión (38]. 

Eso es todo con respecto a la fenomenología del sistema de ciudades, en lo 
que queda del capítulo se presentan algunos de los sistemas físicos en donde 
surgen leyes de potencia así como algunos de los enfoques sobre modelación que 
se adoptan para su recreación. 

2.2. Física Estadística y Geometría, fuentes de 
leyes de potencia. 

La ley de Zipf es lo que en física se conoce como una ley universal. Ésto 
significa que es independiente de los detalles finos de cada sistema, de modo 
que la tarea de entender la génesis de la ley de Zipf puede realizarse buscando 
el enfoque adecuado para estudiar el sistema de ciudades en el baúl de la física 
estadística, en los sistemas donde se presentan este tipo de regularidades. En lo 
que queda del capítulo se tratan ejemplos de tales sistemas. 

En primer lugar, vale la pena decir que los sistemas físicos más populares y tal 
vez mejor entendidos [4, 15] en donde se encuentran leyes de potencia universales 
son sistemas termodinámicos en equilibrio, que presentan fenómenos críticos. En 
esos sistemas los llamados parámetros de orden, así como diversas cantidades 
termodinámicas en la vecindad del punto crítico obedecen leyes de potencia con 
exponentes que también son cantidades comunes a muchas sustancias. Otros 
procesos con comportamientos análogos a los de sistemas termodinámicos en 
equilibrio se encuentran por ejemplo en percolación. En el caso de procesos 
fuera de equilibrio ejemplos populares ((4, 15, 29, 24]) .donde aparecen leyes de 
potencia son: el movimiento de partículas brownianas, procesos de agregación, 
sistemas críticamente auto-organizados, por citar algunos. En lo que sigue se 
revisan aspectos asociados a algunos de los procesos anteriores, en patricular 
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a.t}uP.111)8 <¡UP. P.8tán r:lP. cierto morfo rP.!acionario.'! a. la. fenomenología del sist:ema 
de clnrl;v!P.s. P'1.ra. P.St.o ea nP.r:eaa.rio presentar algunos elemem:os, matemáticos y 
físicos de reapk.ldo útiles P'"'-r<l. l,.,_ discusión posterior. 

2.2.L Funciones Homogéneas e invariancia de escala. 

En ffsíca, r.1mndo 8P. ha.hla. rle r¡ue rúqo e,<¡ inva.ria.nr.e anr.e r.ambios de escala, 
HP. r!P.bP. pensff.r en f'.il.nt.irla.rlP.S r!P.Sr.rit.M por funciones ma.temár.icas o ecuaciones 
(P.nergfa.s libre". rli8t.rib11donP.S rle prnha.lilirla.rl, etc.). De lo anterior 9e desprende 
r¡uP. el lP.n9;11ajP. ma.tP.máticr, para. rlP.Sr.rihir i>.sta. 9Ímetrfa es el de las funciones 
homogl'me11R. 

r; na fnnr.it,n ri~al P.S hr:.mogP.nea rle grado k sí sa.i:isface que para todo ,\ E JR+ 1 : 

/(..\a:) = ,\k f(:;:) (2.8) 

F:stfl. prnpierlwl es obvíamentP. satisfecha por (2.1). En el caso de funciones de 
m/is de una •1ariable P.S posible e-.rt.ender la idea de homogeneidad: por ejemplo 
en el 01.'!I'> r!P. do!! variab!AA se piensa en !a..'! funciones que pueden escribirse como 

F(x, y) = x" f c:.3) (2.9) 

Esta íiltirna !le conoc'" corno repre.9entaci6n de e.9caJamiento y es la forma que 
resulta Íltil para df!Rcríbír la.'! varía.bles en sistemas que tienen comportamientos 
r:rít.ir:r1s. r;n;1. t.P.orfa de esc;,lamíento para algun sistema en particular se basa en 
s11poTTf!T tpw alguna de las cant.idatJP.8 relevantes obedece (2.9) en algún límite, 
"" 111. siv,11in1t.f• s•.,:ci6n se trat.a ést.o con m/is de detalle. De manera general y 
"rnpl<,;Lndo f!l li:nguaje cfo ecuat:ione!! funcionale!! se puede decir que un cierto 
<>bs<.rvabl" 0 1, ddinido en una escala l, f!S invariante ante cambios de escala si 
f"S t.al tpH• 11.l f•S<:alar el rmrfLrnetro un factor..\, satisface 

(2.10) 

l.11 ec:111u:i6n (2.1 O) tí1me corno una solución obvia a O = Clº con a = - 1~J~l . 
1~11 al¡~un1111 ocasiones la homogeneidad se satisface solamente para factores 

car1u:t.ed11tico11: f!n tal c11110 se habla de invariancia ante cambio de escala discreta. 
f·~11 ot.r1111 c1tS1>H <mta HÍrnl!trra se satisface sólo de manera estadística. También 
p1wd1• 1wr Hat.i11fl!d11t di? rrmncra aproximada. En lo que sigue se tratarán algunos 
dn cmt.o!I <:1111011, al rr11mos inclirnctarnentu. En primer lugar se discute la geométria 
1wor:iml1t lt mita 11lrn1•t.rfa, la ele lrni conjuntos autosemejantes, cuyos miembros 
111(111 lnt.nrnmtr1L!'H por mucho son los conjunt.os fractales . 

.... 
2.2.·1.-J. l~rucf.11lm1. 

Ct110H.lu fil! buaca camc:Lerhmr los objetos naturales, es un hecho que las figu­
rtw eu1111111es du la geurnnt,rfa cltuiica o euclidiana no son las más adecuadas. Una 

1 1~11 gm1l!rol .. \ E t.:1 nquf 110Pl n•strlugircmoe nl cnso mal. 
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Figura 2.3: Celosfa de Sierpisnki 

de sus principlales limitaciones es consecuencia de que en general pierden su 
estructura al amplificarse: un arco de circulo eventualmente adquiere carácter 
rectilineo, las superficies suaves se asemejan a planos, etc. De este modo se debe 
renunciar a esos conjuntos como modelos de estructuras que al ser amplificadas 
ganan complejidad o al menos no la pierden, y deben adoptarse como modelos 
más realistas a conjuntos fractales. Ejemplos de esto son: las lineas costeras, 
perfiles de: bosques, nubes, hojas de algunas plantas y cadenas montañosas 
(24, 25, 26, 27]. El tema de los fractales, as{ como la literatura especializada 
en ellos, son amplfsimos y un tratamiento extenso va ma allá del alcance de 
este trabajo, sin embargo se discutirán algunas de las propiedades comunes y 
las situaciones en las que la ecuación (2.1) resulta importante. Consideremos la 
figura (2.3): ahí se muestra la representación del conjunto conocido como celosía 
de Sierpinski, en realidad se muestra uno de los conjuntos Sn que se obtienen de 
aplicar un algoritmo geométrico n = 6 veces, a partir de un conjunto inicial 50 • 

El conjunto fractal es aquél que se obtiene en el limite n -t oo. Este conjunto 
es solamente uno de los ejemplos entre muchos fractales que se construyen a 
partir de algoritmos geométricos de aplicación iterada, de ahí precisamente la 
autosemej<u1za. Cualitativmnente se tiene claro que si se amplifica de manera 
adecuada el conjunto de Sierpinski, la amplificación será una imagen exacta­
mente igual al conjunto completo. Lo que se busca es caracterizar de manera 
curu1titativa esta autosemejanza. .., 

una de las formas de caracterizar los fractales como la malla de Sierpinski 
es comparándolos con figuras clásicas, por ejemplo un triángulo sólido (comple­
tamente relleno) o bien con uno con un número finito de agujeros. Una forma 
de hacer este tipo de comparación es a través de la densidad, que es el número 
de puntos por unidad de de linea, área, volumen, etc. Intuitivamente sabemos 
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que. una cierta área acotada· conexa, esté agujeradada o no, tiene una densidad 
constante, pues su ·masa M .. ; (insistiendo: el número de puntos) está uniforme­
mente distribuida, Por lo tanto' si se amplifican un cierto factor >. las escalas 
.lineales se cumple· ' '. · 

,¡: M(>.L)= >.d M(L) (2.11) 

C~n fllles. de.claridad pien~e en un ~ubo.relleno de cari.icas que tienen masa 
M ,·.si·· aumentamos el: volumen al' duplicar la· longitud. de los· lacios del cubo 
entonces, la. m,a8a M' de las canicas que p~de.Itios Irieter ~s tal que ~ = (2"!,;a 
o bien ' • ·.·.·· .. · · · ·· 

M' = M(2L) ~· 2dM(L) 
., ' 

Nótese además que típicamente se debe identificar la d con la dimensión 
euclideana del espacio en el cual se tiene al volumen. La ecuación anterior se 
resuelve fácilmente si >. = t de modo .que M O<. LrJ, así la densidad p = ~ es 
tal que p ex Lº, que es lo que ya se sabía, no varía con L. Para los fractales como 
la celosía, a mayor amplificación la densidad decrece de manera indefinida, si 
bien, la ecuación funcional para la masa es nuevamente del tipo 

M(>.L) = >,d1 M(L) (2.12) 

La solución Nl(L) = LdJ tiene un d¡ tal que d¡ < d, el exponente d¡ es una 
de las llamadas dimensiones fractales. Para aterrizar y contrastar las diferencias 
con los objetos no fractales, considérese el ejemplo de la malla de Sierpinski, ahí 
se tiene que 

·· M(2L) = 3M(L) = 2d1 M(L), 

con d¡ = :~ ~ = log2 3 ~ 1.5850 < 2, mientras que la densidad satisface 

p(2L) (¡) p(L) 

2d1-dp(L). 

Los fractales que satisfacen ecuaciones exactas como (2.12) (autosemejanza 
discreta) se llaman fractales exactos, pues (2.12) se satisface como igualdad para 
todos los vctlores de L. 

Los fractales regulares como la malla de Sierpinski, no son necesariamente 
el tipo de fractales que encontramos en la naturaleza. En el caso de las for­
mas naturales, la autosemejanza es una propiedad que se satisface de manera 
estadística. 

El ejemplo más ''trivial" de fractal estadístico que se puede producir, es 
la trayectoria de una caminata aleatoria en una-red bidimensional cuadrada. 
Suponga que una partícula se mueve en pasos discretos de tiempo y que puede 
a cada paso ocupar solamente uno de los sitios más cercanos a su posición actual, 
es decir, solamente puede dar pasos de tamaño uno. Cada vez que la partícula se 
mueve tiene cuatro posibles lugares para ocupar, de modo que como el número 
de pasos es igual al tiempo, entonces después de un tiempo t, se tienen 4t 
posibles trayectorias o configuraciones. Si se elige como parámetro de longitud 
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Figura 2.4: Comportamiento tfpico de los fractales regulares tipo la celosfa de Sierpinski, a 
cada iteración la densidad decrece como ley de potencia, la pendiente es m = d - d¡. 

a la distancia desde el origen hasta la posición después de dar t pasos, y se 
promedia sobre todas las configuraciones, se obtiene que, en general 

(2.13) 

Este tipo de modelo se puede tratar de manera genérica en redes de d di­
mensiones, además para tiempos largos y distancias muy grandes con respecto 
a la distancia intersitios puede describirse por medio de la ecuación de difusión 

(2.14) 

en donde P(x, t) es la función de distribución de probabildidad de encontrar 
la partícula en el sitio. x al tiempo t. Este tipo de límite continuo es el mo­
delo canónico de procesos de transpoi:te difusivo normal, cuya solución es una 
Gaussiana, si la condición inicial es una delta de Dirac 

P(x, t) (47rDt)-~e(-~) (2.15) 

oc tº F (~) (2.16) 

La ecuación (2.16) es un ejemplo de escalamiento, que se mencionó en la 
sección anterior. Para poder tener una idea geometrica de la trayectoria, es 
conveniente hacer dos observaciones: la primera es que la relación entre los des­
plazamientos promedio y el tiempo (ec. (2.13)), es válida no solamente entre 
el origen y el final del camino al azar (el punto en donde nos encontramos al 
tiempo t), en general se satisface entre dos puntos cualesquiera, siempre y cuan­
do la escala de observación sea mucho mayor que el límite inferior de corte (la 
distancia intersitios). La segunda observación es que, si pensamos en términos 
de la escala inferior de corte 1, la longitud del camino será del orden ni, con n 
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Figura 2.5: Fractal Aleatorio, generado por una caminata aleatoria. 

el número de pasos, que como se dijo arriba es proporcional al tiempo, de modo 
que n oc .ó.t, y si se supone que .ó.t = t - ta y ta = O, entonces, la longitud 
de la trayectoria que es proporcional a t debe acomodarse en una longitud pro­
porcional a t!, por lo que debe estar terriblemente enredada. Además, debido 
a la primera observación, ésta situación se se reproduce en cada escala mucho 
mayor a l. Éste comportamiento es la generalización del concepto de autose­
mejanza, pero la figura que se obtiene no tiene la regularidad de los fractales 
normales tipo celosía de Sierpinski. En general tanto para los fractales regulares 
como los de tipo estádistico sus caracterizaciones se efectúan por medio de un 
conjunto de números que miden propiedades con interpretaciones geométricas 
que típicamente se identifican con la dimensión del fractal. En algunos casos, lo 
que se mide es el número M de puntos consecutivos distintos de la trayectoria, 
contenidos en una esfera de radio R, centrada en uno de los puntos del conjunto. 
En el caso de la caminata esta definición conduce a relaciones diferentes en los 
casos de una dos y tres dimensiones, para dimensiones mayores o iguales que 
tres se tiene que 

M(R) ~Rº 

Con exponente de escalamiento D = 2. Una trayectoria típica para el caso 
del plano, a tiempo finito, se muestra en la figura (2.5). 

Independientemente de la importancia que en sí mismos tienen los conjuntos 
fractales, hay más razones por las cuales han sido ampliamente estudiados: se 
han constituido como herramientas útiles en el desarrollo de formalismos, que 
buscan describir fenómenos complicados en términos de modelos simples, han 
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s;do re~onocidos como la columna vertebral de la geometría asociada a la diná­
mica no lineal, la turbulencia, fenómenos críticos tanto en equilibrio como fuera 
de él. Con esto se concluye lo asociado a la geometría de fractales y la simetría 
de autosemejanza contenida en las leyes de potencia, de donde además se pue­
de rescatar un posible abordaje para el problema de la ley de Zipf: encontrar 
una ecuación diferencial y/o una teoría de escalamiento para la distribución del 
sistema de ciudades, cuya solución sea la ley de Zipf, al menos en algún lrmite. 
Sin embargo, como se discute en la siguiente sección, fundamentar una teoría de 
escalamiento puede resultar complicado, aunque en caso de lograrse suele traer 
consigo la existencia de leyes universales, que es justo lo que se desea. 

2.2.2. Escalamiento y universalidad. 

Postular una teoría de escalamiento para cierto sistema se puede hacer en 
base a suposiciones físicas, geométricas, o bien simplemente postulando pro­
piedades matemáticas. Ésto último consiste en postular que una variable del 
sistema está descrita por una función F(x,y) que satisface (2.9), es decir 

(2.17) 

La ecuación (2.17) puede aplicarse a una gran cantidad de funciones sim­
ples, sin embargo, es muy fácil construir contraejemplos, uno muy sencillo es 
por ejemplo la suma de dos funciones homogéneas tipo (2.17) con distintos ex­
ponentes. En el caso de un conjunto de datos experimentales, la forma más fácil 
de saber si los datos están bien descritos por la ecuación (2.17) consiste en gra­
ficar la cantidad G = :;. con respecto a z = ~' de modo que si la ecuación de 
escalamiento vale, entonces todas la curvas experimentales para diversos casos 
caerán en una misma curva experimental, la cual corresponderá a la forma de 
la función universal f(z). Esto quiere decir que el término escalamiento debe 
entenderse como la semejanza que existe entre todas las funciones F(x, y), para 
distintas x, pues si Fes escalado por alguna potencia de x, y por alguna otra 
potencia también de x, entonces G = :;. es solamente función de una variable 
~' en lugar de ser una función de dos variables independientes x y y; En la 
figura (2.6) se muestra esta técnica aplicada a datos experimentales de la curva 
de coexistencia de diversos flufdos simples. Esta gráfica es una de las eviden­
cias clásicas de sistemas en donde se corrobora la validez de una hipótesis de 
escalamiento en un sistema real. 

La teorías de escalamiento se aplican en situaciones que pueden ser estáticas 
o dinámicas y que tienen en general un carácter fenomenológico. La curva ex­
perimental de coexistencia de la figura (2.6) carece de datos en la región donde 
alcanza su máximo, es decir en la vecindad centrada en el punto crítico. Es ah! 
en donde se presentan leyes de potencia, aunque en general la curva completa 
es evidencia de un comportamiento universal, además de curva de coexistencia, 
en las transiciones de fase en equilibrio, existen muchas otras cantidades cuyos 
comportamientos en el punto crítico obedecen leyes de potencia universales. A 
continuación, sin entrar a discutir profundamente sobre teorías de fenoménos 
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Figura 2.6: Cun'a de Coexistencia para diversas sustancias, las variables escaladas caen en 
la rnisma curva experimental universal. 

críticos se presenta de manera breve un recuento de la fenomenología en donde 
la fisica encontró el reto de predecir tanto los comportamientos tipo ley de po­
tencia universales para diversas variables, así como el valor númerico observado 
de los exponentes. Un recuento de estos temas se encuentra en [14]. 

2.2.2.L Retos impuestos por los fenómenos críticos. 

Considere el experimento de colocar un ffuído en un tubo sellado de un deter­
minado volumen (con cierta densidad media p). El fluído a cierta temperatura 
T se rompe en dos fases: una gaseosa y una líquida con densidades p9 aa(T) y 
Pliq(T) respectivamente, que están separadas por una interface o menisco vi­
sible. Al elevarse la temperatura se observa que existe un determinado valor 
crítico Te, en el que las densidades del líquido y vapor toman un valor común 
Pe = Pliq = p9 a• y la interface desaparece en una especie de niebla que óptica­
mente se conoce como estado de opalescencia crítica. Es a partir de este punto 
crítico que se observa una continuidad de estado, es decir; no se observa más 
la interface y no existe una distinción entre líquido y vapor para valores de la 
temperatura más allá de la temperatura crítica. 

En el caso de fluidos, se puede caracterizar la transición, si se estudia la 
variación del parámetro de orden, que en este caso se define como tlp = Pliq -
p9 a., conforme se alcanza el punto crítico, es decir, como función de la variable 
reducida E: = '1'-:¡t·. Experimentalmente se encuentra que la forma funcional del 



La relación (2.18) resulta independiente de los detalles que caracterizan cada 
sustancia, y por Jo tanto el exponente /3 es el mismo para una gran cantidad de 
sustancias ((31, 14, 4]. Fenomenología completamente análoga se observa en el 
caso de los sistemas magnéticos, ahí se tiene que el parámetro de orden lo juega 
la magnetización M(c) ~lcl.B conforme e se anula. De hecho, tanto en sistemas 
magnéticos como en fluidos, esencialmente cada una de las propiedades medibles 
presenta algún tipo de singularidad universal en la región crítica. Algunas de 
las cantidades importantes que se encuentran con este tipo de comportamiento 
son: el calor específico C(T) ~ A'!: lcl-" (el símbolo ± en la relación anterior 
significa que las amplitudes tienen un valor distinto dependiendo del qué lado nos 
acercamos a Te, no son parámetros universales, en adelante se omite cualquier 
referencia a las amplitudes) a volumen constante para fluídos o en campo cero 
para sistemas ferromagnéticos (por cierto, la singularidad puede ser del tipo 
log lcl, en lugar de una ley de potencia), las longitudes de correlación, las cuales 
presentan una divergencia del tipo€~ €0 lcl-", así como las x(T) ~ jE:¡-.,., que 
representan a la suceptibilidad isotérmica para ferromagnetos o compresibilidad 
isotérmica en fluidos. 

Queda claro el reto que imponen Jos fenómenos críticos tradicionales (las 
llamadas transiciones de fase de segundo orden): dar cuenta de los comporta­
mientos descritos en arriba a partir de las leyes de la mecánica estadística. Esto 
se encuentra en la teoría de renormalización ele Wilson [31], sin embargo previo 
a la construcción de la teoría de grupo de renormalización, los cimientos feno­
menológicos que dan una descripción completa de las transiciones de fase fueron 
postulados en una teoría de escalamiento. 

La hipótesis de escalamiento se postula directamente sobre algún potencial 
termodínamico (lo que inmediatamente se extiende a los otros) y la función de 
correlación, Ja que se emplea para obtener información sobre la organización 
estructural del sistema y que usualmente se mide en experimentos y resulta ser 
libre de escala. 

En el caso del potencial termodínrunico se toma la parte singular2 g., escrita 
en términos de variables reducidas (por simplicidad se tiene con notación de 
sistema magnético) 

g,(c,h) = ll.G(T,H) 
VkT 

(2.19) 

donde e = T-;¡~r, y h = f!, .. 
Esta función debe reproducir de manera correcta todas y cada una de las 

singularidades críticas conforme e -t O y demás límites, por ejemplo en el caso 
2 La ~G significa la diferencia entre G y los términos no singulares. 
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magnético el asociado a h -+ O, etc. Con ese fin, se postula que 

2-a ( hl+t ) 
g. ~ JeJ Y• JeJ2-a (2.20} 

la forma tan exótica de los exponentes se debe a que están escritos de manera 
explícita como soluciones de ecuaciones entre los exponentes asociados a las 
relaciones empíricas de otras cantidades, por ejemplo en el parámetro de orden 
su exponente f3 satisface que f3 = ~:¡:~. 

A partir de la ecuación (2.20) es posible derivar todas las relaciones entre 
los exponentes, las famosas relaciones de escalamiento, aunque para obtener 
los valores númericos debe aplicarse el escalamiento a un modelo concreto. Los 
exponentes son cantidades que no dependen de los detalles de los sistemas: en 
el caso de las transiciones de fase esos detalles se referen por ejempo al tipo 
de sustancia; además es posible probar que para estos sistemas existe sólo un 
número limitado ele exponentes independientes, lo que implica la existencia de 
un número finito de relaciones que se deben satisfacer. La unicidad ele los valores 
así como su independencia de la estructura del sistema dota a los exponentes del 
carácter universal. La existencia de este tipo de cantidades y comportamientos 
comunes a muchos sistemas han derivado en un paradigma de universalidad, 
que consiste en creer en la posibilidad de entender todos los comportamientos 
críticos a partir de un enfoque común. 

2.2.2.2. Universalidad. 

La idea de que las transiciones ele fase son fenómenos que pueden ser enten­
didos por medio ele un mecanismo general se remontan a la teoría clásica de Van 
der Waals, donde la ley de estados correspondientes establece que para una re­
presentación en variables reducidas (una forma de escalamiento) las propiedades 
dependientes del material desparecen de la termodínamica del gas. Sin embargo, 
la teoría moderna ele escalamiento dice que la teoría de Van der Waals para los 
gases no es adecuada para describir los fenómenos críticos, pues en general para 
sistemas con interacciones de corto alcance no predice correctamente los valores 
observados. La teoría de escalamiento implica que existe una función univer­
sal, común a todos los sistemas, la /(x) ele (2.17), lo que se puede intepretar 
como una simetría de los sistemas naturales, una simetría muy íntima, a nivel 
fundamental en donde las reglas del juego son genéricas y ele carácter colectivo. 

De ser así, entonces cualquier material (que sea elemento de alguna clase de 
universalidad}, conforme se va alcammnclo el punto critico, se organiza de un 
modo tal, que las correlaciones entre sus elementos son de gran alcance, haciendo 
posible que la descripción sea independiente de la escala de observación. La idea 
de universalidad es importante, en pocas palabras, porque permite albergar la 
esperanza de que resolver un problema muy simple baste para describir sistemas 
muy complicados, pues sus soluciones se comportan de la misma forma. Esa 
manera de pensar aplica a una gran cantidad de situaciones, los casos tal vez más 
espectaculares se encuentran en la formulación de modelos tipo Ising para fluidos 
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por un· lado, por otro, la aplicación de resultados de mapeos deterministas no 
lineales al estudio del problemas tipo Rayleigh-Bénard, o turbulencia ((4, 15)). 
Después de revisar Jo que se observa en los fenómenos cr!ticos en equilibrio, 
queda abierta la pregunta, ¿De ah! se puede explicar la ley de Zipf?, la cual es 
drficil de contestar, pues no se ha dicho nada sobre cómo modelar las transiciones 
de fase, con tal fin, en la siguiente sección se discuten algunos de los modelos 
más simples para éstos y algunos fenómenos. 

2.3. Modelos típicos de sistemas extensos en físi­
ca. 

En las secciones anteriores se presentó la fenomenología del sistema de ciu­
dades, se discutió un poco sobre la geometría de fractales y se hizo un repaso 
sobre lo que se observa en las transiciones de fase en equilibrio. Ambos son ejem­
plos de sistemas en donde las leyes de potencia tienen un papel fundamental en 
su caracterización, en lo que queda de éste capítulo se habla un poco sobre los 
modelos propuestos que las generan. 

2.3.1. Sistemas en equilibrio: Percolación. 

Después de presentar los retos impuestos por los fenómenos críticos se de­
bería presentar el tipo de modelo que dio origen a la solución del problema, el 
modelo de Ising y la teor!a de grupo de renormalización, esto no se hará, pues 
el tema es amplio, complejo, y fuera de contexto. Sin embargo, es posible pre­
sentar un modelo de fenómeno crítico más sencillo, el cual presenta mucha de 
la fenomenología expuesta en la sección anterior, el modelo de percolación. 

Considere la secuencia de la figura (2. 7), ahí se muestra el comportamiento 
de un modelo de uniones de percolación. En términos simples: el modelo depende 
de un parámetro p asociado a Ja probabildad de tener dos puntos unidos, La 
secuencia se obtiene de V"ariar el parámetro, y permite conjeturar la existencia 
de un valor crítico del parámetro, a partir del cual se forma una estructura 
conectada, que permite atravesar de un lado a otro la malla, es decir, se efectúa 
una transición de fase, pues se tienen dos regímenes bien definidos, uno en 
donde la posibildad de percolar por la estrudura es nula y otro en donde dicha 
probabilidad es uno. 

De la secuencia se puede intuir que la parte fundamental del estudio de este 
proceso son las propiedades del conjunto de estructuras conectadas o racimos 
y la aparición de un camino de pasajes abiertos unidos, aunque antes de seguir 
adelante, debe dejarse en claro que el modelo de percolación formal, trata con 
sistemas infinitamente extensos. En las figuras se tiene solamente una repre­
sentación finita. Así pues los objetos de estudio del proceso son las estructuras 
conectadas por aristas de la red o racimos, los cuales son describibles por medio 
de ideas de tipo fractal, aunque obviamente lo deben ser en el mismo sentido que 
Ja trayectoria browniana, estadísticamente. Las mallas para estudiar percolación 
pued~n elegirse con geometrías diversas, las cuales están determinadas por Ja 
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B)p = 0.3 
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D)p = 0.9 

Figura 2.7: Realizaciones numéricas de un proceso pcrcolativo en una malla de 100 X 100, 
la secuencia se efectúa para \.'alares crecientes de p, de manera cualitati\.'a se puede obser\'ar 
la formación de un racimo que contiene un camino por el que posible ir ele Ja parte superior 

: a ·la. base. Para y.ilor suficientemente grande del parámetro p se forma un racimo terminal. 
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manera en que se define la distancia entre dos vértices x y y. Las cantidades 
que se estudian están encaminadas a responder la pregunta sobre la existencia 
del camino abierto infinito en la malla. Con ese fin es común definir la variable 
p - Pe y ver la dependencia de algunas cantidades conforme IP - Pel -1> O. Es 
posible probar (30] que, justo cuando p =Pe aparece por primera vez el camino 
abierto infinito contenido dentro de un racimo. Por medio de estudios numéricos 
se ha descubierto que cantidades como la probabilidad de percolación O{p), que 
es la probabilidad de que una unión o arista pertenezca al racimo mayor, o el ta­
maño medio x(p) de un racimo (es una cantidad análoga a las suceptibilidad en 
termodfnamica), se comportan, cerca del punto crítico como leyes de potencia 

O(p) ~ (p- Pe)~ (2.21) 

(2.22) 

Otra de las cantidades que sigue asintóticamente una ley de potencia confor­
me p-¡. Pe es la escala de longitud natural o longitud de correlación {{p) entre 
dos uniones que pertenecen al mismo racimo 

(2.23) 

Las leyes de potencia (2.21)-(2.23) describen la invarian~a de escala del con­
glomerado de uniones en la región crítica y los exponentes son cantidades uni­
versales que solamente dependen de la dimensión del espacio que contiene a la 
red y no de la geometría de la misma u otros detalles distintivos. 

Los modelos de percolación son geométricos, implican conceptos de probabi­
lidad y como se dijo, son una buena preparación para estudiar las transiciones 
de fase en fluidos, sistemas magnéticos, etc. Lo relevante del modelo es que por 
medio de simulaciones numéricas es posible obtener las relaciones (2.21)-(2.23) 
conjuntamente con un valor del exponente, si conjuntamente con eso se cons­
truye una teoría de escalamiento, que prediga resultados para valores de los 
exponentes, éstos se pueden comparar y en caso de ser coincidentes se tiene ya 
una teoría fenomenológica completa. Al igual que en la fenomenología de tran­
siciones de fase en equilibrio se ha probado que existen diversas cantidades y 
comportamientos de tipo universal, que no dependen de detalles como lo podría 
ser la geometría de la red, con la buena noticia de que todo es en general tra­
bajo teórico y computacional. Por lo tanto ¿Es posible estudiar el sistema de 
ciudades como un fenómeno crítico?, la respuesta es que no es lo ideal, pues si 
bien en estos sistemas se presentan leyes de potencia universales, se tienen dos 
limtaciones fuertes. La primera es que el sistema de ciudades es, aunque estacio­
nario, un sistema fuera del equilibrio; la segunda es que los fenómenos críticos 
no son robustos, esto quiere decir, que las leyes universales que se presentan, 
sólo ocurren en el punto critco, variaciones en la temperatura o en el parámetro 
p de percolación, que alejen al sistema del punto crítico desvanecen todas las 
regularidades observadas, lo que no ocurre con la ley de Zipf, que es robusta en 
este sentido. Debido a esto se presentan ahora una clase de sistemas en los que 

,• ·~ 
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la física también encuentra leyes de potencia en estadísticas, pero en este caso 
los sistemas están fuera de equilibrio, los modelos de procesos de agregación y 
el paradigma de sistemas autoorganizados3 • 

2.3.2. Sistemas fuera de equilibrio. 

El universo de la física de sistemas extensos fuera de equilibrio es vasto, aún 
restringiéndose a sistemas en donde lo relevante es el estudio de la formación 
y organización de estructuras espaciales resulta fácil salirse del contexto de la 
tesis. 

No obstante, existe una clase de modelos que resulta afín al sistema de 
ciudades, los modelos que estudian fenómemos de agregación. La afinidad radica 
en que las leyes de potencia pueden ser adecuadas para describir las estadísticas, 
además de que se trata de sistemas en donde la materia se agrupa en cúmulos 
distribuidos en el espacio, que evolucionan en el tiempo. 

El término agregación se refiere precisamente a la formación de estructuras 
por medio de la agrupación de partículas. Ejemplos comunes de agregados se 
producen experimentalmente por medio de electrodeposición, floculación, sedi­
menatción, por citar algunos ([24, 25, 26]). Además, se han propuesto el modelos 
de agregación ((15, 26, 27, 24, 32]) como paradigmas de la formación de mon­
tañas, estructuras orgánicas, ciudades, entre muchos otros sistemas fuera de 
equilibrio y típicamente irreversibles. En algunos casos, los procesos diseñados 
para recrear elfenómeno de agregación presentan dinámicas de carácter esta­
cionario. Además, al igual que en los procesos en equilibrio, los modelos son 
típicamente fenomenológicos y buscan la recreación, ya sea de las estructuras ó 
las estadísticas. El resultado de implementar uno de los procesos de agregación 
más simples, el conocido como agregación limitada por difusión, se presenta en 
la figura (2.8). El proceso, en términos generales, consiste en fijar una partícula 
en algún punto del espacio, mientras que desde alguna otra ubicación, se suel­
tan particulas, la cuales difunden hasta que se encuentran en una vecindad de la 
partícula fija quedando adheridas. En el caso de la figura, se fijó una particula 
en el centro de un cuadrado, las partículas vagabundas, se lanzaron desde posi­
ciones iniciales distribuidas al azar en las aristas. La imagen delata la naturaleza 
fractal del agregado, situación que es común en los modelos de los procesos de 
agregación y que los relaciona con las funciones homogéneas. En lo que sigue 
ésto se discute más ampliamente. 

2.3.2.1. Dinámica de los procesos de agregación. 

Los modelos de los procesos de agregación son estocásticos, por lo que una 
parte importante para su descripción se hace con distribuciones de probabilidad. 
Las variables aleatorias están asociadas con conceptos que describen cantidades 
que tienen interpretaciones geométricas simples, por ejemplo: los tamaños de 

3 Un tradsucción mfls apegada al nombre original Selforganized criticality serla criticalidad 
autoorgnnizada. 

1 
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Figura 2.8: Agregado fractal generado por agregación limitada por difusión, la estruc­
tura resultante evoca algunas formas que se obtienen en diversos procesos experimen­
tales, as{ como algunas formas orgdnicas. 

los racimos, que se definen como el número de elementos (o la masa) presentes 
en _una_ estructura conexa. 

2;a;2;2; Procesos de agregación irreversibles. 

" Supóngase que se tienen N 0 partículas distribuidas de manera aleatoria en 
- lilired,)as cuales obedecen las siguientes reglas para formar agregados: (i) las 

partículas se difunden por la red hasta encontrarse con otra en uno de los sitios 
vecinos, en cuyo caso quedarán unidas formando un racimo de dos partículas. 
(ii) Elproceso anterior continua, ahora empleando tanto racimos como partí­
culas en la difusión y coagulación, formando racimos mas grándes hasta que 
eventualmente se forma un racimo terminal en un sistema finito. La caracteri­
zación del anterior proceso de agregación debe tomar en cuenta varios factores 
de tipo físico. El primero que debe tomarse en cuenta en cualquier proceso di­
fusivo es la capacidad de moverse, descrita por medio del valor del coeficiente 
de difusión. Es natural suponer que esta cantidad es una función del tamaño 
s del agregado que difunde, en general se supone que el coeficiente D(s) sigue 
una ley de potencia, cuyo exponente es uno de los parámetros moduladores del 
sistema, así D-y(s) = D 0 s-Y. Un proceso de agregación más realista también toma 
en cuenta la posibilidad de que durante una colisión no se efectúe siempre la 
coagulación, esta suposición tiene sus fundamentos obviamente en argumentos 
de tipo mecánico y químico, en términos operativos estos factores se engloban 
en una probabildad P;j de pegado entre dos racimos de tamaños i y j. 

Los aspectos dinámicos quedarán descritos por la distribución de los ta­
maños de los racimos n,(t), que es el número total de racimos de tamaño s, 
normali~ados al volumen total de la red Ld. El enfoque matemático para proce­
sos estocásticos donde los tiempos ele ocurrencia entre eventos son ele carácter 
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,co~Ú~uo corresponde a una ecuación diferencial para la distribución, llamada 
ecuación maestra, que en el caso particular de los procesos de agregación des­
cribe la evolución de n,(t). La solución de la ecuación para n.(t) depende del 
tip'o de proceso que se está considerando, sin embargo para sistemas en los 
que la masa se conserva se ha reconocido (34] que la solución de escalamiento 
n.(t) ~ s-2 f (fa) es adecuada para tiempos largos. Esta suposición introduce 
una escala típica de tamaño de agregado en el sistema, además la forma explíci­
ta de la función <le escalamiento es modelo dependiente y por lo general puede 
presentar varios regímenes, con diversos típos de decaimientos. 

La hipótesis de escalamiento tiene consecuencias en cantidades como los 
momentos, por ejemplo, el segundo momento, asociado al tamaño medio del 
racimo y definido como :L. s 2 n 8 (t}, resulta una cantidad divergente conforme 
t crece :L. s2 n.(t) ~ t•, etc. El análisis de escalamiento es siempre puesto a 
prueba por medio de simulaciones númericas, y aunque se ha hecho mucho 
trabajo sobre modelos de agregación, el tema está lejos de ser agotado. 

Sin ser propiamente un proceso de agregación, puede pensarse en que, en 
una malla bidimensional se siembran inicialmente N partículas de tamaño ini­
cial n(x, y, t = O} = n 0 • Al transcurrir el tiempo los tamaños de las partículas 
pueden modificarse debido a la interacción con otros elementos del sistema o 
bien por medio de una reacción, la cual debe ser de naturaleza autocatalftica, 
es decir n(x,y,t + 1) = f(n(x,y,t)), esto debido a la restricción de que las 
partículas se mantienen en la misma posición siempre. Si se identifican las par­
tículas con ciudades, entonces cada sitio será una especie de agregado puntual, 
¿es posible que este tipo de modelo produzca una distribución de tamaños que 
asintóticamente sea la ley de Zipf?. Como se verá en el próximo capítulo, una 
clase particular del modelo autocatalítico, discutido brevemente en el último 
párrafo es el que se propone para el sistemas de ciudades, por lo tanto la res­
puesta a la pregunta recién planteada es, por el momento un ¿por que no?. A 
final de cuentas, ese es el objetivo de la tesis, responder, al menos parcialmente 
esa pregunta. 

Existe un paradigma de organización para sistemas extensos fuera de equi­
librio que está íntimamente ligado a la ocurrencia de leyes de potencia como 
distribuciones de eventos, es el llamado paradigma de la autoorganbmción. En 
lo que queda del capitulo se discute brevemente. 

2.3.2.3. Sistemas Autoorganizados. 

Hasta el momento solamente se han presentado a vuelo de pájaro algunos 
de los sistemas más sencillos, estudiados por los físicos, tanto analíticamente 
como numéricamente, en donde las leyes de potencia son el lenguaje común pa­
ra su descripción. Sin embargo existe una muy extensa variedad de fenómenos 
((15, 28, 29]} de tipo físico, económico, biológico, etcétera, donde surgen leyes 
de potencia, muchos de ellos en busca de una teoría. Si recordamos, al presen­
tar los procesos de agregación cinética, se mencionó que en muchos casos los 
modelos tienen como motivación principal la imitación de la naturaleza; no son 
modelos derivados de primeros principios y típicamente suponen un mínimo de 
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Figura 2.9: Modelo de avalanchas. 

mecanismos como los agentes que producen las dinámicas. De modo que ca­
ben las preguntas: ¿porqué son estudiados esos modelos tan simplistas?, ¿Son 
adecuados para describir sistemas reales?. La respuesta es que muchos de esos 
modelos no constituyen meras aplicaciones a una teoría específica, en realidad, 
son modelos representativos de paradigmas sobre la manera en que se efectúan 
las cosas en el mundo real, pues a pesar de que se han construido descripciones 
de la física en escalas espaciales y temporales cada vez más finas, no existen 
las extrapolaciones de las leyes a ese nivel del mundo a escalas mayores, en el 
sentido siguiente: A partir de la teoría fundamental del universo microscópico, 
no ha sido posible derivar de ella una teoría que dé cuenta de los pormenores 
de las hélices de ADN, de la formación y funcionamiento de las células y de los 
organismos que éstas conforman. Uno de los paradigmas que se ha propuesto 
como respuesta a esta carencia de extrapolaciones directas, es lo que se llama 
autoorganización, teoría que propone que los sistema dinámicos con muchos gra­
dos de libertad tienden a estar en estados con correlaciones de todos los órdenes 
(por medio de leyes de potencia) entre sus componentes, teniendo como resulta­
do que el sistema presente regularidades debidas a comportamientos colectivos, 
no individuales. Con fines de claridad se describe·con cierto detalle el modelo 
representativo de sistema auto-organizado: el modelo de avalanchas en redes de 
d dimensiones, que en su versión más simple, se muestra en la figura (2.9). 

La dinámica comienza al añadir una partícula a una de la columnas elegida 
al azar, si la pendiente local del perfil de la columna excede un cierto valor m, 
entonces debe ser actualizado, repartiendo el granito con los sitios vecinos. Ésto 
se hace hasta que todos los sitios se encuentren en regiones con m menores que 
m,. Si esto ocurre, entonces el sistema ha alcanzado un estado mínimamen­
te estable, mínimamente, porque la adición de un sólo grano de arena ¡puede 
desencadenar una avalancha !. De hecho una implementación numérica de este 
proceso permite corroborar que efectivamente es posible desencadenar avalan­
chas en todas las escalas de longitud con la adición de uno sólo de los granos en 
alguna de las columnas. Los grupos de sitios que pueden ser alcanzados por este 
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·.• 
proceso físico de tipo efecto dominó tienen distribuciones D para los tamaños 
s, que sigilen leyes de potencia 

con exponentes que usualmente dependen sólo de la dimensión de la red. Ade­
más de las distribuciones de Jos tamaños de los grupos de partículas que son 
alcanzados por la avalancha, se ha encontrado que: los tiempos de vida de las 
avalanchas, las longitudes de correlación y algunos otros parámetros, también 
siguen leyes de potencia. Este tipo de modelo se ha aplicado (29) a situaciones 
diversas, por ejemplo en el estudio de Ja turbulencia, procesos de agregación, 
redes de ríos, superconductores, embotellamientos, entre muchos otros más o 
menos exóticos. En el caso de Ja tesis, no se tomará como modelo del sistema 
de ciudades, pues si bien, los estados autorganizados críticos obedecen leyes de 
potencia, son robustos (en el sentido de que el efecto de una perturbación es una 
avalancha que lleva al sistema a un estado similar al anterior), la fenomenología 
de ciudades no parece ser fácilmente enmarcable en este contexto de efectos tipo 
avalancha, es decir, no ocurre que al nacer o morir alguien, en algún Jugar, se 
tengan fluctuaciones de población en todos los elementos del sistema hasta de 
nuevo alcanzar el estado crítico. 

Con esto se concluye el capítulo, en el que se presentó la fenomenología del 
sistemas de ciudades. Se presentaron también algunos modelos de sistemas en 
donde se presentan leyes de potencia para las estadísticas, se mencionó breve­
mente que el tipo de modelo elegido bien podría pertenecer al de los procesos 
de agregación, en donde cada ciudad se correspondería con un conglomerado 
puntual, que, por un lado, evoluciona autocatalíticamente y que complemen­
tariamente experimenta una contribución debida interacciones con los demás 
elementos del sistema. En el próximo capítulo se tratan con detalle estos mode­
los. 



Capítulo 3 

Modelos que generan la ley de 
Zipf. 

¿Como se modela un sistema de ciudades?, muy fácil, con miles de ecuaciones 
que describen las dinámicas internas de cada ciudad, otro tanto las interacciones 
e>.."ternas, todas acopladas y con otros cuantos miles de parámetros de modula­
ción y condiciones iniciales. Una vez establecido el sistema, se resuelve, se hace 
estadística sobre las poblaciones y eso nos debe dar la ley de Zipf, la que por 
cierto no depende de todo eso. Como eso es imposible de hacer, pues ni siquiera 
se tienen las ecuaciones que hay que integrar, los modelos que se han propuesto 
descansan fundamentalmente en dos tipos. (i) modelos de imitación de la natu­
raleza, es decir un conjunto de reglas locales sensatas, que al evolucionar pueden 
hacer que el sistema reproduzca las observaciones. En estos modelos el sistema 
es discreto en espacio y tiempo. (ii) Procesos basados en ecuaciones diferenciales 
para la distribución de probabilidad, como en el caso de la ecuación de difusión, 
empleando suposiciones de dinámica de poblaciones y algunas otras condicio­
nes como la estacionariedad de la ley de Zipf. En ambos casos los modelos son 
muy simples y con un número muy reducido de variables relevantes. En la tesis 
se estudia fundamentalmente un modelo de la clase (i), por tanto es de estos 
modelos de los trata este capítulo. 

3.1. Modelos de sistemas de Ciudades. 

3.1.1. Modelando la estructura del sistema en el espacio. 

La hipótesis de que la formación de una ley universal depende de identificar 
un mínimo de elementos esenciales quiere decir que no se tomarán en cuenta 
(al menos explícitamente) factores asociados a políticas expansionistas, factores 
económicos, sociológicos, el establecimiento de fronteras no naturales y en ge­
neral todas aquellas situaciones provocadas por el hombre o asociadas al medio. 
En primer lugar porque son situaciones que difícilmente se tienen cuantificadas 
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Figura 3.1: Ilustración sobre las idealizaciones hechas por los modelos de tipo 
multiplicativo e donde las ciudades son de tipo puntual y el sistema de ciudades 
es una red cuadrada con un número N fijo de elementos, que no excluyen la 
posibilidad N ~ oo. La ciudad es una ilustración original de "Pope" Solei. 

a Jo largo del tiempo. En cualquier refinamiento podría ser posible añadir alguno 
de esos elementos. Para modelar el conjunto se ciudades se suponen válidas las 
constricciones del sistema real a un espacio bidimensional, con las ciudades per­
fectamente localizadas en los vértices de una red discreta, en la que cada punto 
i de la misma representa una ciudad, que está caracterizada por su población 
n;(t), en la figura 3.1 se presenta una alegoría a éstas idealizaciones. 

3.1.2. Evoluciones de la población. 

Una vez asentada la estructura espacial del sistema debe establecerse el 
criterio de evolución de la población en cada sitio. Una manera sencilla de hacerlo 
es suponer que n¡(t) tiene dos contribuciones, una g;;(t) para i # i debida a las 
interacciones con los demás componentes del sistema, la otra f;(t) asociada al 
cambio debido a factores internos, como lo pueden ser nacimientos y muertes, 
etc. Por lo que, de manera general, se tiene que 

n;(t + 1) = u(f¡(t), Yii (t)) (3.1) 
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3.1.3. La forma más simple de crecer: n 1+1 = Atnt 

Operativamente Ja división en dos contribuciones para Ja transición de Ja 
población n; de un sitio i del tiempo t al tiempo t + 1 se puede efectuar en 
dos subpasos, cada uno asociado a cada término del lado derecho.de (3.1). En 
el caso de Ja contribución por cambios internos, la dinámica de poblaciones 
tiene como modelo más simple de crecimiento la ecuación maltusiana. Es decir: 
si x(t) es la población al tiempo t, la ecuación que describe el crecimiento es 
x(t + 1) = >.x(t), donde la >. es el parámetro o tasa de crecimiento. En general 
esta dinámica está sujeta a la condición inicial x(O) = x 0 • Si por simplicidad 
se pide que x 0 = 1, entonces Ja solución al tiempo res x(r) = xr. El modelo 
puede refinarse integrando Ja posibilidad de que los factores de proporcionalidad 
sean de un carácter más general, permitiendo tener eventos de crecimiento o 
disminución de Ja población a cada tiempo. Esto se consigue fácilmente haciendo 
que a cada tiempo se tenga un >.(t) que pueda ser mayor o menor que uno. Así, 
generalizando a todas las ciudades se obtienen las N ecuaciones de evolución 

n;(t + 1/2) = >.;(t)n¡(t) (3.2) 

Debe quedar claro que a cada sitio le corresponde un >.;(t) a cada tiempo. 
El. t + 1/2 en el argumento simboliza que no se ha completado la evolución 
pues hace falta sumar el término asociado a la contribución externa. ¿De donde 
se sacan ahora los >.¡?. Es más o menos sencillo darse cuenta que un sistema 

. tan complicado puede tener incrementos o disminuciones tan variados como se 
quiera, Jo que sugiere que el control sobre los factores sea solamente de tipo 
estadístico, por lo que la naturaleza de Jos factores puede tomarse como aleato­
ria suponiendo solamente que siguen alguna distribución P(>.) preestablecida. 
El mecanismo multiplicativo es la reacción de tipo autocatalítica, que se ha re­
conocido [9, 5, 11] entre un sinúmero de funciones n;(t + 1) = f(n¡(t)) como 
el mecanismo más simple, para producir estad!sticas parecidas a la ley de Zipf 
suponiendo una configuración inicial n;(O) = n;0 , conjuntamente con ciertas 
condiciones subsidiarias. Las condiciones subsidiarias son precisamente el ele­
mento de modelación sutil como veremos más abajo. Primero, debe hacerse ver 
que los procesos multiplicativos sólol:l no predicen la ley de Zipf. 

3.1.4. Procesos Multiplicativos y la distribución lag-normal. 

De manera general un proceso multiplicativo está descrito por 

n(t + 1) = >.(t)n(t) (3.3) 

y una distribución P(>.) para los factores. 
Supóngase la condición inicial n(O) = n 0 , deseamos conocer la probabilidad 

de que n tome un cierto valor conforme t --+ oo. 
Una manera de resolver este proceso es cambiando de variable por y(t) = 

ln(n(t)), de donde se obtiene que 

y(t + 1) = y(t) + µ(t), (3.4) 
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donde ~(tf~'I~(A.(t)). El proceso (3.4) es una caminata aleatoria, cuya solución 
se.obtiéne inmediatamente 

t-1 

y(t) =Yo+ L µ(k). (3.5) 
k=l 

La distribución del proceso (3.4) se obtiene aplicando el teorema de límite 
central, aclarando antes algunos puntos finos. 

3.1.4.1. Eventos raros y el teorema de límite central. 

Cuando se discutió la idea de universalidad en el capítulo anterior se dijo 
que existen propiedades, que pueden ser números o bien algún tipo de función 
como la ecuación de estado de Van der Waals en variables reducidas, que re­
sultan generales, pues no dependen de alguna particularidad del sistema. En 
este contexto podemos establecer que el llamado teorema del límite central es 
un principio de universalidad para procesos estocásticos aditivos. El teorema 
establece que bajo condiciones muy generales (6, 7], la distribución de la suma 
nonnalizada de un grán número de variables aleatorias independientes, idénti­
camente distribuidas, con media m y varianza ü 2 es asintóticamente normal. 
Esto es, si y es igual a 

y= 
X¡ +x2 + ... +xn 

n 
(3.6) 

la probabilidad p11 asociada a y que es tal que 

1 ~ lím p 11 -+ == e- 2 • 
n-+oo v2rru 

(3.7) 

1con y= E; X"¡ = nm y u 2 = E 1 u[ = nü2 • ¿Es posible aplicar el teorema del 
límite central a (3.5)?, La respuesta a esta pregunta se encuentra contenida en 
la respuesta a la pregunta más general, ¿Hay un teorema de límite central para 
procesos como (3.3)?. Para responder ésto debemos medir los efectos que tienen 
en la estadística la ocurrencia de lo que en la jerga se conoce los eventos raros. 

Consideremos un proceso binario, es decir uno en donde solamente se tienen 
dos factores A.1 y A.2 que ocurren con probabilidades p y q. En este caso es muy 
fácil ver que si se tienen N elementos en una cadena con z factores A.1 y N - z 
A.2, entonces el producto se escribe como 

(3.8) 

para algún O ~ z ~ N. La probabilidad de que ocurra cada n, es una probabi­
lidad binomial pues hay que acomodar dos valores en N sitios, o bien de tener 
z éxitos en N ensayos, dejando los demás a los N - z fracasos, ésto es 

(3.9) 

1 l,as condiciones necesarias y suficientes para una forma más sólida del teorema del límite 
. central para variables aleatorias independientes, las llamadas condiciones de l.indeberg se 
exponen en [GJ volumen ll. O en cualquier texto avan•.ado de teoría de probabilidad. 
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con ( ~ ) = ,1cf/!...¡t· De modo que el valor.esperado (n,) de·n. es 

N 

.(n,) ¿p,n .. 
•=O. 

f, ( N ·)P'qN-• ,\{,\f-• 
.t=O Z . . . 

35 

p~:: ::·~mcl~~~iiI;lf ilíil:~~:o~lll~ ( ~ .. ) ~,N-•' 
Podo tanto el valor proniedfo yetval.or mA,s probable no coinciden. No sólo 

eso, en· general no tienen ni siquierá..éfimismo·orden de magnitud. Tan es así 
que límN-+oo n .. m •• I (n .. ) tiené'una divergencia exponencial. El origen de esta 
diferencia es esencialmente debido· a' los eventos raros. Estos eventos ocurren 
con probabilidades exponencialmente bajas, pero contribuyen de manera signi­
ficativa al momento de promediar. El caso más simple de visualizar, en el caso 
binomial es por ejemplo para ,\1 = 2 y ,\2 = ~: en el conjunto de los posibles re­
sultados del proceso un evento extremo ocurre cuando se presenta una sucesión 
de productos de ,\1 , sin embargo, ésta cadena ocurre con una probabilidad de 
presentarse exponecialmente baja, aún as!, al momento de promediar, el valor 
del producto es 2N con N » 1, el cual es exponencialmente mayor que un valor 
típico. El ejemplo anterior ilustra lo que se anticipó, eventos de esta clase contri­
buyen de forma más importante al valor de (n,) que todas la demás ocurrencias, 
las típicas, que lo hacen de forma poco significativa. ¿Qt1e hay con el teorema 
del límite central?. El teorema establece que un cálculo de las fluctuaciones de 
y alrededor del valor medio son del orden es O ( *), mientras qt1e el compor­
tamiento para los eventos raros, pertenece a la cola de la distribución, pero con 
eventos de orden 0(1), de modo que la aproximación gaussiana no da cuenta 
de ellos. Es decir, no da cuenta de los eventos en las colas de las distribuciones, 
que como se dijo arriba son exponencialmente mayores que el valor típico n,m••. 
La estadística provista entonces por el teorema del limite central es válida sola­
mente para tiempos largos y eventos de tamaños de pequeños hasta moderados 
y presenta graves dificultades al calcular momentos de orden mayor para n,. 
Un cálculo detallado permite mostrar que es posible ajustar gaussianas en las 
colas, pero dependen del orden del momento que desee considerar. De este modo 
se pierde por completo la posibilidad de una versión del general del teorema. 
Si consideramos el limite de valide-.t del teorema entonces podemos aplicarlo al 
proceso aditivo de los logaritmos, es decir, a la variable y definida en (3.5). As!, 
definiendo Ue como: 

Ue = ./C(y - D), 



,,..-,,· . 

. ÓAPÍTfl.gK3: MODELOS QUE GENERAN LA LEY DE ZIPF. 36 

dond1t1cís'parámetros C y D están relacionados con el promedio y Ja varianza 
de las j¿(k)de la forma 

C(t) 

D(t) 

1 

( 2t ( (µ2(k)) - (µ(k)) 2)) 

t (µ(k)) 

(3.10) 

(3.11) 

y donde se ha sustituido de manera mañosa el número de pasos de la caminata 
aleatoria por el ''tiempo" t debido a que en el caso discreto son iguales. La distri­
bución 'de'~t.i:onverg·e·a .-c~D)• dy, implicando que Ja función den converge 
a 

e-O(ln(n(t))-D)° 1dy1 e-O(ln(n(t))-D)2 
nr -d dn = . nr dn, 

v lJ n nv lJ 
(3.12) 

pues y = ln(n). Esta es la famosa distribución log-normal, que en este caso 
depende paramétricamente del tiempo 

. .

e.-O(ln(n(t))-D)° 
f(n)dn ~ . · dn 

.·•;···· n 
(3.13) 

Que puede escribirse como 

.· < f(n)dk= n-1g(n, t)dn (3.14) 

La e~uaciones (3.12)'y'. c:lfarsoA interesantes pues debe notarse que es posi­
ble tener leyes 4é potencia debido a la conservación de probabilidad y un cambio 
de var.iablé'.como¡Í'Éi";;~;''coii o:> 1 o y= ln(x). Pues por conservación de la 

probabÜid,~~~'[x)g~.·~~P(i)dy y como dy = 1~1 dx, entonces 

~ .. 'i'.::'.r:/~:~: ·::') · P(x)dx = o:P(y(x)) cix 
;¡;(D+l) 

(3.15) 

O bien 'P(x)dx = P< 11j"'lldx para logaritmos. 
El 'resultado (3.15) , muy común en teoría elemental de probabilidad de 

pronto se convierte en una posible fuente de leyes de potencia debida únicamente 
a un simple cambio de variable adecuado. Sólo basta que la P(u) sea tal que 
se comporte como constante para algún límte apropiado de u. En el caso que 
nos interesa, además de las consideraciones asociadas a los eventos extremos 
,que retomaremos en breve, se necesita que e-O(ln(n(t)J-DJ 2 se haga constante 
en algún límite. Sustituyendo (3.10) y (3.11) en C(ln(n(t)) - D)2 , este queda 
como 

2t ( (µ2(k)) - (µ(k)) 2
) 

(In n - t (µ(k)) )2 

(3.16) 

Vemos que conforme el tiempo se incrementa el término cuadrático del nu­
merador asociado al máximo de la campana se desplaza con velocidad constante, 
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mientras que el denominador asociado a la anchura también se incrementa ha­
ciendo a la curva más gorda. Así, la campana se hace prácticamente constante, 
con la condición In n - t (µ(k)) « 1, o bien n « et(µ). Y la f como función de 
nes 

1 
f(n) ~ ñ (3.17) 

Que es una ley de potencia que se cumple mejor conforme transcurre el tiem­
po y cuyo exponente es -1, que difiere del -2 de la ley de Zipf. Se concluye 
entonces que los procesos puramente multiplicativos pueden dar leyes de poten­
cia pero en todo caso no con el exponente observado y en general tampoco de 
manera estacionaria. Debe entonces complementarse el modelo con algún otro 
mecanismo que forme la estadística deseada. 

Como ya se discutió, la distribución log-normal no da cuenta de los eventos 
en la cola de la distribución, pero es ampliamente aceptada como una fuente 
de leyes de potencia asintótica. Esto se debe a que en una simulación numérica 
típica, los eventos raros ocurren con probabilidad exponencialmente baja, en 
general solamente se detectan eventos con contribuciones típicas al promedio 
compatibles con el orden de las fluctuaciones de la distribución lag-normal. 

Con ésto se concluye lo que respecta a los procesos multiplicativos, los cuales 
se postularon como el mecanismo asociado a la contribución autocatalítica para 
la evolución de las poblaciones, que por si sólos no dan la ley de Zipf, Por tanto, 
la evolución del sistema debe tener ingrediente adicional, que puede representar 
por ejemplo: interacciones entre los sitios del sistema. En la siguiente sección se 
exponen algunos de los modelos propuestos para estas condiciones adicionales. 

3.2. Modelos. 

Un modelo realista puede incorporar una gran cantidad de elementos, por 
ejemplo eventos de crecimiento global de la población por medio de fuentes, 
¿porque no? aniquiliación estocástica por epidemias o guerras, transporte de 
población típicamente por difusión, etc. El reto es identificar cuáles, así como 
el porqué funcionan unos u otros, a continuación, se presentan algunas de las 
ideas que se han propuesto para los posibles mecanismos subyacentes que dan 
origen a la ley de Zipf. 

3.2.1. Modelo tipo Levy-Solomon. 

Este modelo supone además de la ecuación (3.2) con una distirbución Il(,\) 
para las ,\, que el número de elementos presentes en el sistema, durante la 
evolución, sea fijo e igual a N. El acoplamiento entre los elemento es de tipo 
global a través de una restricción sobre el mínimo tamaño que le es posible tener 
a cada sitio. La cota mínima esta determinada por una fracción e del tamaño 
promedio de la población a cada tiem~o, es decir: nmin = e · n, donde n es 
el promedio en cada tiempo n = # L:;=t n;(t) y O ::; e < l. Cada ve-1. que el 
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resultado de una de las multiplicaciones sea menor que la cota inferior, el valor 
del sitio se actualiza por el de la cota. Asf que la evolución queda corno 

n;(t + 1) = max {..\(t)n¡(t), c · ñ} (3.18) 

Este modelo es asintóticamente soluble, y predice leyes de potencia f(n) ~ 
n-(i+a) con el parámetro del exponente a = a(c, N), dado Implícitamente por 
Ja ecuación 

a - 1 [ (N-)" -.. 1.J. · N---
- a (Ñ)":...j¡ 

,_'J 

. " ':(3.19) 

Cualitativamente se tiene si N es finitoy c = O entonces a -+o; sin embargo 
en límite termodinámico N -+ oo el exponente acumula en a -:+ C 

De manera más precisa, es posible reconoce~·en (3.19) dos régfrnenes que 
Ja simplifican y permiten obtener a explícitamente: para N y c en el límite 
~ « c < 1 se obtiene que a> 1 aaf como (.;&-)" » N » 1, de modo que 
(3.19) se aproxima a 

=> 

Por lo tanto: 

(3.20) 

Este resultado es la joya del modelo, es universal pues no depende del tamaño 
del sistema ni de la distribución II(,\), además de que en lfmte N -+ oo es 
exacta. Nótese que uno de los parámetros modulables es precisamente nmini 

determinado por c, de modo que sin perder de vista ~ « c podemos hacer 
que c = "¿:;r « 1, de donde finalmente se obtiene a ~ 1, resultado que al 
sustituirlo en f(n) ~ n-Ct+o) da Ja ley Zipf. 

La V'dlidez de la ecuación (3.20) así como los resultados de este modelo se 
han verificado por medio de simulaciones numéricas en [10]. La V'dlidez de la 
ecuación (3.20) se rompe en caso de que N sea finito y los valores de c sean 
menores que ~ pudiéndose tener exponentes a < l. Dentro de este último 
caso, existe otro lfmite que permite conocer a: si la comparación de c con -}.¡, 
satisface c « -# < 1, entonces N « ( N) 0 « 1, de modo que la ecuación (3.19) 

se aproxima a N ~ 0
;

1 
[ (¡)º],que al aplicar logaritmos y permitir solamente 

términos de orden cero se tiene que In N ~ a In( 1r-) o bien 

lnN 
ª~In ( ~)' 
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de modo que en general se pierde la ley de Zipf, pues ya no se sigue la 
unicidad del exponente, y el valor puede diferir significativamente de cero y 
uno, que son las aproximaciones lag-normal y Zipf. 

Una modificación de éste modelo, propuesta por Solomon y Blank [11), con­
siste en hacer más robusto el lfmite de validez la ecuación o= 1:c. Para lograr 
eso se proponen tres condiciones que deben satisfacerse de manera simultánea. 

i) La existencia durante toda la evolución, y de manera independiente de los 
valores de la población total, de pequeñas villas con poblaciones del orden de 
pocos habitantes. Se relaja pues la constricción de nmin crezca conforme crece 
la población promedio. 

ii)En el caso de que una ciudad tenga valor menor que nmin el sitio desapa­
rece en lugar de ser subsidiado a mano al valor nmin· 

iii) La posible formación de nuevas ciudades: al crecer la población global es 
razonable suponer que algunos nuevos pobladores funden nuevas ciudades, as!, 
se puede exigir que una fracción del excedente de población entre dos unidades 
de tiempo forme ciudades con tamaño igual a los nmin· 

Vale la pena un comentario sobre lo anterior, las reglas i) y ii) pueden sonar 
contradictorias en un primera lectura, por tanto se aclara lo que quieren decir 
exactamente. La condición i) quiere decir que se desea que a cualquier tiempo, 
se tengan presentes en el sistema elementos de tamaño nmin fijo. En contraste ii) 
quiere. decir que si al evolucionar un sitio tuviera como resultado una población 
con tamaño menor que el mínimo, entonces desaparece. La condición iii) asegura 
que el sistema no se vaciará, pues el número de elementos se incrementa al 
formarse nuevas ciudad es. 

El número t::.N de ciudades que aparece en cada paso de tiempo con pobla­
ción n 111;,. depende de un parámetro K, como f!.N = K (ntot(t + 1) - ntot(t)). 

De la definición se sigue que Ja velocidad con la que varia el promedio es 
constante ñ = t~ = "Í<• al igual que e= nmin/n, as! se garantiza que a~ I~c es 
válido. El modelo puede tener como condición inicial un sistema de poblaciones 
pequeñas y estar muy diluido, esa situación es realista, pues al principio de 
la historia, las incipientes concentraciones humanas estaban esparcidas por la 
superficie de la tierra. 

Finalmente es posible obtener valores para los parámetros del sistema y 
ver que el modelo implica leyes de Zipf, debido a que la validez de la regla 

10
1
N « c << 1 nos da de nuevo un o ~ l. Si se asume que las poblaciones 

mayores en el mundo son del orden 107 , que la población total es del orden 
1010 y que las poblaciones más pequeñas son del orden de la unidad entonces 
n = ntot/N ~ nt0 tnm1n/nmaz ~ 1010 /107 ~ 103 => K ~ 0.001. 

La ley de Zipf de este modelo se corrobora con simulaciones numéricas en 
[11). . 

Una alternativa (no excluyente) a los modelos de Levy-Solomon para el aco­
plamiento entre los elementos del sistema puede ser por medio de difusión, la 
difusión tiene una interpretación sencilla, la redistribución de población por 
migración. Este es el modelo propuesto por Manrubia y Zanette [5]. 
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3.2.2. Modelo de Manrubia-Zanette. 
Dentro de los eventos complementarios al crecimiento multiplicativo, la redis­

tribución por medio difusión se presenta como uno de los mecanismos realistas 
más sencillos de establecer, pues se asocia con eventos de migración de población 
de unos sitios a otros. El problema consiste en establecer de manera adecuada 
el modo en que se efectúa este transporte de población, pues difícilmente se 
tienen datos disponibles. Lo que se propone en el modelo M-Z es que el flujo de 
población se describe por medio de la ecuación de difusión discreta en el espacio 
y en el tiempo para un medio homogéneo y isotrópico, el alcance de la difusión 
que que se propone es de corto alcance: la población se distribuye solo entre 
los vecinos más próximos a un determinado sitio. Por tanto, la ecuación puede 
escribirse como 

n(t + 1) = (1 - a)n(t) + ¡ E nx(t), 
xe{x} 

(3.21) 

donde {x} es el conjunto de los elementos vecinos al sitio n, k es el número de 
elementos definidos como vecinos más próximos, y O < a < 1 el pará.metro de 
difusión, que determina la fracción de población que será distribuida homogé­
neamente entre los vecinos. 

El modelo M-Z propone un proceso multiplicativo de tipo binario, en donde 
sólo es posible multiplicar por dos factores ,\¡ y A2 con probabilidades de ocurrir 
p y 1 - p respectivamente, que además satisface que X = 1, por lo que debe 
satisfacerse que p,\1 + (1 - p),\2 = l. Con estas restricciones los factores que se 

propones son iguales a ,\1 = ( !.:¡¡9-) y ,\2 = ( ~), para un parámetro O ::; q ::; 1, 
naturalmente p E (O, 1). Por lo tanto el proceso multiplicativo para el sitio i, en 
el tiempo escrito simbólicamente como t + 1/2, para indicar solamente media 
evolución es: 

{ 
.(T) n;(t) 

n;(t + 1/2) = · 

- • ( ¿.¡;) ~¡(t) 

con probabilidad p 

(3.22) 
con probabilidad 1-p 

esl anterior proceso multiplicativo tiene la propiedad de conservar la población 
promedio pues el promedio de los factores es igual uno, para ver esto supónga 
que la condición inicial es: n¡(O) = n;0 , entonces 

(n;(t + 1)) =p. (1; q) (n;(t)) + (1 - p) ( 
1 
~ p) (n;(t)) = (n;(t)) = (n;0 ). 

aplicando el paso complementario, el proceso a investigar es 

n;(t + 1) = (1 - a)nHt) + ¡ E nx(t), 
xe{x} 

(3.23) 

con n1(t) dado por (3.22). Las reglas de evolución (3.22) y (3.23) asumen un 
sistema de extensión infinita, este es el modelo que se investiga numéricamente 
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en esta tesis, cuyos resultados de simulaciones numéricas se presentan en el 
próximo capítulo. Antes de continuar es conveniente hacer algunas precisiones 
sobre las ecuaciones (3.23) y (3.22). 

3.2.2.1. Mapeos acoplados y el proceso estocástico M-Z. 

Dentro del estudio de los sistemas complejos existe un paradigma de evolu­
ción llamado mapeos acoplados o por sus siglás en inglés CLM. Este enfoque 
busca convertirse en una alternatiV'c\ de modelo genérico para sistemas que ex­
hiben caos tanto en el espacio como en el tiempo, y que se presentan en áreas 
tan diversas como el estudio de reacciones químicas tipo B-Z y convección de 
Rayleigh-Bénard, hasta el estdio de ecosistemas, o economía, un tratamiento de 
nivel intermedio de esto se presenta en (37]. El modelo consiste en considerar el 
sistema como una red discreta cuyos sitios corresponden a una variable x;(t). El 
sistema evoluciona localmente por medio de alguna regla x¡(t + ~) = f(x;(t)) 
completamentándose con interacciones de acoplamiento con los demás elemen­
tos del sistema. La manera más sencilla de acoplar las evoluciones locales es 
precisamente por medio de la ecuación de difusión discreta en espacio y tiempo, 
o sea, la ecuación (3.21), esto debe hacerse de manera paralela, esto es, todos 
los componentes interactúan a la vez, a diferencia de la simulación estocástica 
descrita en la sección anterior. Esto puede entenderse como un mapeo de toda 
la malla al tiempo t en otra malla a un tiempo subsecuente, por medio de la 
regla: 

" x;(t + 1) = (1 - ct)/(x;(t)) + ¡ ¿: f(x;(t)) 
j=l 

(3.24) 

para todos los i desde 1 hasta N, la /(x) elegida es una función determinista 
para modelar una reacción local. A diferencia del modelo M-Z, la evolución es 
no es estocástica, no se hace un muestreo del proceso. El paradigma de univer­
salidad es una de las justificacioes más importantes para aceptar la adopción 
de este modelo, pues se basa en la existencia de comportamientos genéricos in­
dependientes del proceso que se emplea para su recreación. Debe quedar bien 
claro que la diferencia entre el empleo de mapeos de redes y de una implemen­
tación Monte Cario del modelo Z-M es que en el primer caso la dinámica es de 
tipo paralela y determinista, en el segundo caso se generan muestras de estados 
del sistema empleando números aleatorios, el tipo de resultados que se espera 
obtener de este último es de tipo estadístico. El enfoque de mapeos acopla­
dos también puede implementarse como alternativa a la simulación montecarlo 
sustituyendo la f de la ecuación (3.24) por el proceso multiplicativo. 

3.2.2.2. Alcances y limitaciones del modelo M-Z. 

El modelo M-Z es un proceso estocástico con un número arbitrariamente 
grande de componentes acoplados y es, al menos a primera vista intratable 
analíticamente: esto deriva en que sea la simulación estocástica la herramien­
ta elegida para su estudio. Sin embargo, antes de entrar en detalles sobre esto 
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último, vale la pena detenerse para discutir un poco sobre los alcances y limi­
taciones del modelo, aún antes de saber si es o no exitoso en la reproducción de 
las observaciones. 

El primer punto a resaltar es que el modelo incorpora la difusión como me­
canismo complementario a la reacci6n multiplicativa, con un argumento simple, 
que describe una situación que sí se presenta en el sistema real, la migración, sin 
embargo propone una difusión a primeros vecinos que difícilmente resulta realis­
ta, pues por ejemplo en el caso de México se sabe que los flujos migratorios más 
importantes se efectúan de lugares con poblaciones moderadas hacia las ciuda­
des principales de los estados o bien Estados Unidos, fuertemente motivada por 
la búsqueda de empleo, escuela, entre otras cosas. 

En lo que corresponde al proceso multiplicativo, el minimalismo es un pun­
to débil: se asume que el promedio de la población total es constante. Ésta 
suposición no es realista, es conocido ((3, 17, 18]} que las poblaciones crecen 
exponencialmente, tanto local como globalmente, por lo tanto la conserv-ación 
promedio, así como un proceso de crecimiento binario, son poco realistas. És­
ta dificultad no es insalvable, pues basta relajar esa constricción y emplear un 
proceso con crecimiento exponencial. 

El modelo busca exclusivamente recrear la estadística de los tamaños de las 
ciudades: no tiene restricciones asociadas a la distribución espacial de las mis­
mas, situación que en algunos casos puede no ser despreciable. Por ejemplo, 
en el caso de centros urbanos importantes, se observa que por lo general están 
separadas por sitios con poblaciones moderadas: difícilmente se tienen dos me­
trópolis vecinas, al menos dentro de un mismo país. Ésta forma de distribuirse 
no es fortuita, y no es tomada en cuenta por el modelo, pues por hipótesis la red 
es un medio isotrópico y homogéneo, lo cual por supuesto est¡\ lejos de ocurrir en 
la realidad, los factores geográficos siempre son tomados en cuenta al momento 
de elegir una ubicación para un asentamiento humano. Esto podría ser tomado 
en cuenta por un refinamiento del modelo. 

Finalmente, al igual que en los de tipo Solomon las reglas evolución constitu­
yen una alternativa más, junto con otros abordajes al problema, como cinéticas 
de agregación (13), ecuaciones diferenciales estocátsicas (12), que participan en 
la carrera para determinar cuales son los mecanismos que originan la ley Zipf. 
¿Cual de todos es el correcto?, probablemente todos tienen la respuesta en par­
te, así que el modelo M-Z es tan solo un grano de arena más en la búsqueda 
de una teoría sólida sobre los procesos de formación y evolución de sistemas 
compuestos por ciudades. 



Capítulo 4 

Simulaciones Numéricas del 
modelo M-Z. 

En este capítulo se presentan aspectos de la implementación asf como los 
resultados de simulaciones numéricas del modelo M-Z. En primer lugar se deta­
llan las condiciones que se asumieron con respecto a la definición de próximos 
vecinos y las condiciones de frontera que se suponen para el sistema, así como 
las cantidades que se miden. Después se presentan los resultados de las simula­
ciones. 

4.1. Definición de Próximos Vecinos y Condicio­
nes de Frontera. 

El sistema de ciudades se representó por puntos en una red cuadrada finita, 
para atenuar los efectos debidos a la finitud se emplearon condiciones de frontera 
periódicas, que vuelven el cuadrado finito un toro (figura (4.1)). Como definición 
de los vecinos más cercanos a un sitio se emplearon los puntos colindantes en 
las direcciones cardinales ( fig ( 4.1)). 

Las simulaciones numéricas de las reglas (3.22) y (3.23), se efectuaron para 
diversos conjuntos de parámetros. En todas las simulaciones se midieron y pro­
mediaron, sobre diversas realizaciones: distribuciones acumulativas y momentos 
de varios órdenes para diversos tiempos. 

Las distribuciones acumulativas se calculan contando el número m(j) de 
sitios con población mayor a un valor j. Para los momentos se calculan de manera 
directa las sumas µk(t) = j;¡ ¿~ nf(t), donde n¡(t) representa la población en el 
sitio i al tiempo t y N el número total de sitios. El tiempo en cada simulación es 
del tipo Monte Cario, donde una unidad de tiempo corresponde al tiempo en que 
que típicamente todos los sitios reaccionan y difunden, en total 2N operaciones. 

43 
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Figura 4.1: Condiciones periódicas de frontera para una red cuadrada y defini­
ción de Jos cuatro próximos vecinos para un sitio en la red .. 

~t) 

.& t 

Figura 4.2: Esquema del comportamiento esperado de la pobación debido al tamario finito 
del sistema. El intervalo At es en donde deben tomarse las medidas cstad(sticas. 

4.1.1. Promedios. 

Las condiciones periódicas resuelven el problema de próximos vecinos en los 
bordes y atenúan los efectos por finitud de la red, pues se emula un sistema 
infinito. Sin embargo, se observó que, en general la condición de promedio cons­
tante se pierde: conforme t.ranscurre el tiempo se presentan decaimientos de la 
población que llevan al sistema a la extinción de la población. Se encontró que 
los decaimientos son de diversos tipos, con tiempos de decaimiento dependientes 
de Jos parámetros (p, q, a). Por esto, las mediciones, tanto de las distribuciones 
como de los momentos se tomaron a tiempos relativamente cortos para evitar la 
extinción pero. lo suficientemente largos para tener una estadística estacionaria 
bien formada (Figura (4.2)). 

En la figura ( 4.3) se presenta la variación de la población como función del 
tiempo para el proceso Z-M en una red de 5 x 5, en los casos donde el número 
de realizaciones es igual a 10, 100, 10000, 1000000. Esto se muestra con el fin de 
medir el efecto que tiene sobre Ja medición el número de veces que se promedia 
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Efecto de promediar. 
Población vs Tiempo Cp,q,o)c(0.75,0.0,0.2~). 
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Figura 4.3: Efecto de tomar promedios en la población como función del tiempo paro una 
malla de 5 X 51 en cada caso el número de realizaciones promedio es diferente, en orden 
asce.:.dente son 10, 100, 1 x 104 , 1 x 106 re.•pectiuamente 

el proceso. El· resultado es claro: a mayor número de elementos a promediar, 
el. resultado se limpia de ruido. Esto es debido a que se accede a un número 
mayor de estados del conjunto representativo, aunque en cada realización típica 
se tengan configuraciones diferentes, al promediar un número muy grande, el 
resultado pierde su carác.'ter estocástico. Este resultado es la ley de los grandes 
números y es esencial para la validez de la simulación estocástica. 

4.1.2. Resultados. 

Se efectuaron dos tipos de simulaciones: procesos multiplicativos con pro­
medio constante y con crecimiento exponencial, en primer lugar se presentan 
los resultados que corresponden al proceso multiplicativo con promedio cons­
tante. En los dos casos las redes empleadas fueron de tamaño 100 x 100, con 
condiciones iniciales n¡(O) = 1, para todo i. En las figuras corresponidentes a 
las distribuciones acumulativas los tamaños se rotulan con la letra x, la pobla­
ción total como N y el tamaño del sistema (número de elementos en la red) es 
SxS=S2

• 

4.1.2.1. Promedio Constante. 

Los resultados para este caso se muestran en las figuras (4.4)-(4.13) y repre­
sentan los comportamientos t!picos observados para un gran número de vect~res 
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(p,·q, a). Las simulaciones del proceso con distintos valores para p, q y a se hi­
cieriOn con los objetivos: 

. l. Determinar si el modelo recrea leyes de Zipf, o bien que otro tipo de 
distribución predice. · 

2. Investigar la robustez del resultado obtenido en 1: sea cual sea el tipo de 
distribución que se obtenga ¿Que tan sensible es al cambio de valores eri 
los parámetros?. · 

La investigación sobre las distribuciones acumulativas arrojó como principal· 
resultado que el modelo predice estadísticas tipo P(X ~ x) ex x-ª, con a~ 1 
para diversos valores de los parámetros (figuras (4.7)-(4.13)). La ocurrencia de 
las leyes de potencia se presenta siempre y cuando la hipótesis de conservación 
de población total promedio se mantenga (figura (4.4)), la cual si depende de 
la relación que guardan p, q y a: las ventanas de tiempos en donde eso ocurre 
se amplían conforme los factores del proceso multiplicativo se encuentren más 
próximos al límite >.¡ ~ 1, i = 1, 2, que implica que p + q-+ 1 (figura (4.5)). 
Algo parecido se presenta si se fijan p y q y se incrementa el valor de a (figura 
(4.6)). 

Debe notarse que en las gráficas, las leyes de potencia se ajustan en interva­
los, no en todo el dominio, éstos intervalos tienen cotas inferiores que de órdenes 
de magnitud pequeños 0(1), la cota superior en donde se tomaron las distri­
buciones es el tamaño del sistema S x S, como se puede ver en las figuras, en 
general el modelo tiene problemas para reproducir la ley de Zipf en los extremos, 
las rectas se ajustaron típicamente descartando puntos en los extremos. 
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Figura 4.4: Formación de eatado.s eatacionarioa mientnia ae conaerva la población, ae mueatran 

do1 ca.aoa contn1stantea paro di.th'ibuciones en coordenada.s (ln(P(X ~ z)), ln(z), t), en cada caao 

la ventana de tiempoa ea diatinta JI loa pardmeh'o.t también, en la pnmero 5000 < t < 1000 JI 

(p,q,n) = (0.35,0.15,0.25) on la ••gunda O< t < 200 u (p,q,n) = (0.35,0.35,0.1). Mionlraa 

ae mantenga la poblacídn md.t o meno• constante SI de11puétr de tnm1iente• de /onnocidn de lo 

inhomogeneidadea en el 1iatema, ae forman, en general le11e• de Zip/. 
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Efecto de vnrinr p en ln evolución de ln población. 
a-O.t, q-0,35, NCoC"r-100, -•"·· 20000.,--~-----~......,.--~~~---~~.---------~.....,.--~--......,, 
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Figura 4.5: Evolución temporal de la población total para q y a fijos y varios 
valores de p. Conforme p + q se acerca al valor 1 la población se mantiene 
constante por más tiempo. 

En la figura (4.5) se presentan los resultados del comportamiento típico de la 
población con respecto del tiempo al variar los parámetros p dejando fijos q y 
el valor del parámetro de difusión. Como se anticipó el decaimiento depende de 
la relación p + q, que entre más cercana se encuentre a 1, hace que la ventana 
de tiempo en donde se mantiene constantre la población total se amplíe, lo que 
puede entenderse como consecuencia de que conforme se alcanza este régimen, 
los factores del proceso multiplicativo están más equilibrados, haciendo que las 
fluctuaciones por multiplicaciones sean menos importantes que con factores más 
desbalanceados. 
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Figura 4.6: Efecto de variar el pan!melro ·de di/u•idn, loa parámetro• aon (p, q, a) = 
(0.3, 0.2, a). El decaimiento de la población •e atenúa con/oNne ae incrementa el valor de a 

(en l~ figura ea a) . Ea útil comparar éata •ituacidn con la que 1e presenta en la. figura (4.JW). 

En Ja figura (4.6) se muestra el efecto de variar el parámetro de difusión a 
para p y q fijos, iguales a 0.32 y 0.2 respectivamente. Se observa que Ja disipa­
ción de población se atenúa conforme se incrementa a, esto es sensato, pues Ja 
difusión homogeneiza el sistema de los desequilibrios en las poblaciones debidos 
a las flutuaciones provocadas por el proceso multiplicativo. El mismo efecto se 
observó en crecimientos exponenciales (figura (4.20)). De Ja figura (4.6), así co­
modela figura (4.5) vemos que los decaimientos de Ja población pueden ser de 
formas diferentes, en Jo que queda (figuras (4.7)-(4.13)) se muestran los tipos 
de decaimientos típicos que se encontraron, también se muestra que mientras el 
sistema esté en el régimen de poblacion constante la distribución acumulativa 
es la deseada ley de Zipf. 
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Distribución Acumulativa en In-In 
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p-0.15, q-0.25, a•0.2.5, Nc-5000, SxS•IOOxlOO. 
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Figura 4. 7: Superior: diatribucidn acumulativa en eacala logaritmica paro (p, q, a) = 
(O. 15 1 O. 25, O. 25) tomada al tiempo t = 20 aobre 100 r-ealizacionea, pendiente de la recta 

m = -t.05. Inferior: evolución de la población paro 5000 r·eali.zacione•, paro loa miamo• pa .. 

nlmet.-oa (p, q, a) = (O. 15, o. 25, O. 25), 

En la figura (4.7} se presentan los resultados del emplear parámetros (p, q, a) = 
(O. 15, O. 25, O. 25}. La gráfica en escala logarítmica de la distribución acumula­
tiva se muestra junto con una ley de potencia de exponente igual a m = -1.05, 
el ajuste se hizo descartando los puntos de orden más bajo. 
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Figura 4.8: Superior: di•tribución acumulatit1a en eacala logaritmica pan1 (p 1 q, Q) 

(O. 35 1 o. '15 1 o. 25) tomada al tiempo t = 5000 aob1·e 100 1-eali.zacionea, pendiente de la recta 

-t. 1. ln/e1ior: evolución de la población pan1 500 r-ealtzacione.t, pa1'Q lo• miamos panimetro.t 

(p, q, a)= (0.35, O. 45, O. 25). 

En la figura (4.8) se presentan valores de los parámetros para los cuales el tiem­
po donde la población es constante es mucho más largo que en los caso anterior 
(figura (4.7)). En la gráfica de la distribución, ésta se muestra empalmada con 
una ley de potencia con exponente igual a la pendiente de la recta m = -1.1, 
los parámetros para este caso son (p, q, a) = (0.35, 0.45, 0.25). 
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Figura 4.9: Supe1ior: ·. diat1"ibución acumulativa en eacala logarítmica para (p 1 q, a) = 
(0.35,0.35 10.1) to_r¡¡~da ·al tiempo t = 150 t1obre 100 1-eali.z:acionea, pendiente de la recta 
rn = -1. ln/e1ior: e.~olUcidn de la población paru 1000 n:alizacionea, para lo.s miarnoa pardrnetr'Oa 

(p, q, o) = (o. 35; o. ·35," o~ 1). 
, ,::,:.-:·"· ~:,~.::·.:~· 

En Ja figura ( 4;9) se presentan resultados para parámetros intermedios a los dos 
casos anteriores, Ja población constante se mantiene en tiempos del orden 102 , 

más allá el tipo de decaimiento es similar al que se tiene en Ja figura (4.7). La 
distribución acumulativa está empalmada con una ley de potencia con exponente 
igual a m = -1, los parámetros para este caso son (p, q, o) = (O. 35, O. 35, O. 1). 
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Figura 4.10: Superior: diatribucidn acumulativa en ucala logar{tm&ca paro (p, q, o) = 
(O. 55, o. 35 1 o. 01) tomada al tiempo t = 850 aobre 100 reall.zocionea, pendiente de la recta 

m = -1. Inferior: evolución de la poblacidn paro 100 reaJi.zacionea, para 1011 mi.tmoa pardme· 

tro• (p,q,a) = (0.55,0.35,0.01). 

En la figura (4.10) se tiene una situación particular, que se obtiene de incre­
mentar p con respecto al caso anterior, esto es, (p, q, o) = (O. 55, O. 35, O. 01): la 
población decae de manera menos dramática que en los casos anteriores, aunque 
de forma sostenida, prácticamente nunca se mantiene constante. La distribu­
ción acumulativa se muestra junto con una ley de potencia de exponente igual 
a m = -1.1, los parámetros para este caso son (p,q, o) = (O. 55, O. 35, O. 01). 
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Población vs Tiempo. 
p;-0.35, q-o.35, n-o.s, SxS•JOOx.JOO, Nc-100 

15000 

5000 

Figura 4.11: Superior: diatribucidn acumulativa en eacala logaritmica para (p1 q, a) = 
(0.3ó,0.3ó,0.5) toma.da al tiempo t = lO'lO aobre 500 reaUzadonea, pendiente de la recta 

m = -1. t. Inferior; evolución de la población paro 100 realizacionea, paro 101 miamoa pard· 

metroa (p, q, a) = (O. 35, o. 35 1 O. 5). 

En la figura (4.11) se muestra el caso para (p,q,a) = (0.35,0.35,0.5).Se 
observa que el tiempo de decaimiento es más largo que en los casos anteriores 
salvo el de la figura (4.8), este caso tiene los mismos parámetros multiplicativos 
que los de las figuras (4.9) y (??). La distribución esta empalmada con una ley 
de potencia con exponente igual a m = -1. l. 
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--
Distribución Acumulativa en ln-ln 

1>-0.35. q-0.35,a-0.9, sxs-1oox100. Nc-500, t•3047, 1n-· 1. l 

-- ... .... .... __ 
.... ~ 

10 

--~---­-.. 

'100 
-=- lu(x.) 

.....__ --.... _ ----~~--

Promedio de la población con t·cspecto del t.icmpo. 
p-0.3S, q-0.350 n-0.9, SxS-JOOx.100, Nc-SOO 

1000 2000 
Tlem¡>at. 

Figura 4.12: SupeJior: diatribucidn acumulativa en eacala logar·ftmica pa1-a (p, q, O") = 
(O. 35, O. 35 1 O. 9) tomada al tiempo t = 30'17 aobn= 500 realizacionea, pendiente de la recta 

m = -l. t. Inferior: evolucidn de la población para 500 realizacionea, pani loa mismo.r pard· 

metro• (p, q, a) = (O. 351 O.35, O. 9). 

En la figura (4.12) se observa lo que hubiera sido el caso ideal, que el tiempo de 
decaimiento es largo y la distribución sigue una ley de potencia con exponente 
igual a m = -1. 1, este comportamiento se obtiene de tener el caso anterior 
pero con difusión del 90%, pues los parámetros para este caso son (p,q,a) 
(O. 35, O. 35, O. 9). 



CAPÍTULO 4. SIMULACIONES NUMÉRICAS DEL MODELO M-Z. 56 

"" ,);\ 
~ 

10000 

1000 ---- ... 
100 

10 

0.1 
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Distribución Acumulativa en In-In 
J>-0.75, q-O.OO,a.-0.25, SJLS-tOOxlOO, Nc•SOO, t-300, 1n-·l.t 
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""- ... "-... -4. ---- ..... -.._ 
..... --...... 

o.oo 1 ~1 ~--'~~~ ......... 41~0~--'~~~ ......... ~10~0,...---'~~~ ........... 1~0~00..,....~~~~~~1~0000 
ln(x) 

Promedio de la población con respecto del tietnpo. 
JJ-0.75, c¡-0.00, a•0.25, SxS• I OOx 100, Nc•500 

100 200 
Timnpot. 

Figura 4.13: Superior: diltribuddn acumulativa en eacala logarítmica para (p,q,a) = 
(O. 75, O. 00, O. 25) tomada aJ tiempo t = 300 .sobre 500 reali.iacione.r, pendiente de la recta 

m = -1. l. Inferior: evolucidn de la población para 500 reali.:acionea, para loa mi.Jmoa pará· 

metro• (p, q, a) = (O. 7ó, O. 00, o. 25). 

En la.figura (4.8} se observa que el tiempo de decaimiento nuevamente rela­
tivamente corto. En la gráfica inferior se muestran en escala logarítmica una 
distribución,:con exponente m = -1.1, los parámetros para este caso son 
(p,q;a) '."' (O. 75, O. 00,0. 25). 
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Población. vs Tiempo. 
p-O.lS, q-0.45, u-0.25, c.c.-l.S9L, SxS-JOOxlOO, Nc-10000. 

25000 

20000 

J 15000 

~ 

5000 
IOOO(J .015)"t I 

00~~_,_~--.,~o,...-~-'-~-2~0=-~ ..... ~--,,3~0--.~~~-4~0,..-~ ..... ~-s~o=-~_,_~--:60~ 
Ticnnpa. 

Distribucion Acumulativa en ln-ln 
r-O. t S,q-0.45,n-0.25,c.c- t .5%, 

6.25n._06 

l.2Sn+05 

2500 

so 

o.02._~ ..... _,__,_ ............ ~,Lo~~~~~ ..... ~,oLo~-'"~~~ ..... ~,~oLo-o~-'-_,__,_ .......... ,oo....._o_o~~ 
ln(x) 

Figura 4.14: ReauJtadoa de aimular el proceao M-Z con crecimiento exponencial de t.5 %, con 

pardmetroa (p, q, a) = (0.16 1 O. 45, o. 25). Superior: evolución de la población moatrondo que efec­

tivamente ae ligue ede crecimiento al menoa ante• de que la dindmica aea gobernada por ftuc­

tuacionea. Inferior: te mueatran ditb"ibucione• acumulativaa paro divenoa tiempo.t, de.tplc:uadaa 

verticalmente. 

4.1.2.2. Crecimientos Exponenciales. 

En los sistemas de ciudades reales, las poblaciones crecen exponencialmente 
del orden entre 1 % y 2 % anual. Por eso, después de estudiar numéricamente el 
modelo M-Z, se investigó si era capaz de producir leyes de Zipf implementando 
crecimientos exponenciales. Los resultados típicos se muestran en esta sección 
para redes de tamaño 100 x 100 y condiciones iniciales n;(O) = 1 Vi. 
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100 ········· 

Distribución Acumulativa en In-In 
p-o. ts. q-0.45, n-0.25, ce• l .5% t ... 48, Ncor1·-100, 111-· l 

ln(x) 

Figura 4.15: Distribución correapondiente a 1 tiempo t = 48 para. loa pardmetros (p, q, a:) = 
(O. 15,0. 45, O. 25) con un crecimiento e:z:ponencial de 1.5 %, la pendiente ea m = l. 

A diferencia del caso de promedio constante, el resulta.do principal es que en general 
el modelo no repoduce leyes de potencia, de nueva cuanta conforme transcurre el 
tiempo la población total, que en este casi crece siente los efectos de la dispación por 
el tamaño finiuto del sistema, afectando severamente la dinámica: no se alca.n:r.a nunca 
el estado estacionario deseado y las distribuciones se hacen cada vez más anchas. Para 
tiempos cortos si se tiene un régimen donde ocurren leyes de potencia, aunque en 
general con exponentes distintos para ca.da conjunto de parámetros. Los resulta.dos 
tlpicos se presentan en las figuras (4.14)-(4.20). 

En la figura ( 4.14) se muestra la evolución de la población y distribuciones acumulati­
vas para varios tiempos, que se obtuvieron de simulaciones con crecimiento exponencial 
de 1.5 %, parámetros (p, q, o) = (O. 15, O. 45, O. 25) y antes de que la dinámica sea afec­
tada por efectos de finitud. Las distribuciones están desplazadas verticalmente con 
fines de claridad. 

De la figura ( 4.14}se puede intuir que las distribuciones acumulativas en el intervalo 
de tiempo mostrado en la evolución temporal son leyes de potencia. Par1i obtener el 
exponente de las distribuciones en este rango, se tomó una distribución ¡i un tiempo 
dentre de dicho intervalo. esto se muestra en la figura (4.15). La distribución que se 
muestra corresponde a un tiempo t = 48 y está acompañada de una ley de potencia 
de exponente igual a m = l. 
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Distribución Acumulativa en ln-ln 
p.-0.30. q-0.2, a-0.2. Nc-100, sxs-100x.100. c.c-J.S9L, t-ss, 1n--o.ss. 

IO 100 
lu(x) 

1000 

Distribución Acumulativa en ln-ln 
p-0.30, q-0.2, n•D.2, Nc-100, SxS-IOOxlOO, c.c-l.5%, t-63, 111••0.S. 

o.iL1 ~--''--..._..._._. ..... ~1Lo~--'~.._.._....._~1uoo'--~.._~~...._~~10~00~~.._~~..._ ..... 1~0000 
lu(x) 

Figura 4.16: Distribucfone• acumulativa• en escala logarítmica pare (p 1 q, o) = (0.3, 0.2, 0.2) 

con crecimiento e:z:ponenciol de 1.5 % paro tiempo• 58 1163, la pendiente de eataa leue• de potencia. 

ea m ~ o.an. 

En las figura (4.16), se muestran distribuciones del proceso para parámetros 
(p, q, a) = (O. 3, O. 2, O. 2) de dos tiempos, con crecimiento exponencial de 1.5 3, 
el exponente de las leyes de potencia que acompañan a las distribuciones es 
igual a m = -0.85, se perdió la unicidad del exponente, aunque el e.xponente 
puede ajustarse a las distribuciones de algunos países, no está claro que es lo 
que determina la variación del exponente. 
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Distribución Acumulativa en log-log · 
p•D.30,q-0.2,a-0.85,c.a-2%,Ncorr• l 00, SxS-100, l•SO 

Distl"ibució11 Acumulativa en log-l<>g 
p-0.30,q-0.2,a.-o.es,c.a-2%,Ncorr-100, sxs-1 oo, t-43,in-.. t .os 

Figura 4.17: l.e11e1 de Zipfpara (p,q,a) = (0.3,0.2,0.85) 11 crecimiento• e:i:ponenciale• de 2% 

en la auperior la pendiente de la r-ecta e• -1 al tiempo ea t = 50 en la in/edor el tiempo ea t = 46 

can pendiente -1.05. 

En la figura ( 4.17) se muestran dos distribuciones del proceso con parámetros 
(p, q, a) = (O. 3, O. 2, O. 85), crecimiento exponencial de 2 % junto con leyes de 
potencia con exponente m = -1. 
Además de este caso, los dos anteriores (figuras (4.15) y(4.16)) tienen en común 
que el decaimiento de la población es muy rápido, del orden de t = 100, y se 
tienen leyes de potencia, aunque con exponentes en general dependientes del 
los parámetros. El comportamiento típico que se encontró con parámetros que 
mantienen válido el crecimiento exponencial por más tiempo se muestra en las 
figuras (4.18) y (4.19). 
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Figura 4.18: Di11tribucione11 Acumulativaa al transcurrir el tiempo. Superior: Para loa 

(p, q, o) = (O. 30, O. 20, O. 85) 11 crecimiento exponencial del 2 3 . Aparentemente paro tiempos 

cortos si l1a11 un régimen en donde ae /orTnan le11es de potencia, ain embargo no se alcania 

a formar un eatado eatacionario JJ a par-tir de cie1·to inatonte la11 diatdbucionea se en.tanchan 

continuamente con el transcurrir el tiempo. 

En la figura (4.18) se muestran en escala logarítmica, distribuciones acumu­
lativas al transcurrir el tiempo para el conjunto de parámetros (p, q, a) = 
(O. 35, O. 20, O. 85). Lo que se obtuvo fue que al transcurrir el tiempo, las distri­
buciones se hacen cada vez más anchas, aunque al principio, para varios tiempos 
parece que hay leyes de potencia, las distribuciones nunca alcanzan un estado es­
tacionario (figura (4.19)). El modelo en general no es robusto para crecimientos 
exponenciales. 
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Figura 4.19: Efecto del c1·ecimiento e%ponencial en laa di.stdbucione.s, en la aecuencia 1e tienen 

diatribucione.1 en coonlenadaa (ln(P(X ~ :z:)), ln(:i::), t), en cada caao la ventana de tiempo• ea 

di.ttinta, en la p1;mero '10 < t < 60, en la 1egunda O < t < 100 JI en la terceni O < t < 2000. 

aolamente a tiempoa cortoa .te /orrnan le11ea de :~ip/. 

En la figura ( 4.19) se muestran las distribuciones acumulati V"dS en coordenadas 
logar!tmicas y en un tercer eje el tiempo, en cada caso el intervalo de tiem­
po se va ampliando, dando una idea clara de lo que ocurre, cuando el proceso 
tiene crecimiento exponencial, sin pérdida de población importante por tiem­
pos largos: la estad!stica evoluciona conforme transcurre el tiempo, reflejando 
que la población se incrementa en el sistema a cada tiempo, de modo que las 
distribuciones se ensanchan más y más. 
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Población vs Tie1npo. 
p.0.30,q•0.20. sxs .. 1oox100. Nc-1000, c.c•l.5'1b 

Tiempo. 

Figura 4.20: Efecto de variar el pardmetro de di/uaidn, para crecimiento exponencial de 1.5 %, 

lo.J pardmetroa .ton (p, q, c:r) = (O. 3 1 o. 2, o). _Se atenda el decaimiento e:r.poncncial debido al ta· 

maño finito 11 "~ tiene· un ~ompo".'tami_en~o andlogo al caao de promedio conatante, e.11 decir. 101 

pard111etroa. en dund,,, el d.ecaimiento e" r'dpido en el caao de promedio con.stonte, tambit'n ea 

rdpido para el crecimiento e:q>onencial. 

Finalmente, en la figura (4.20} se presenta la gráfica análoga a la de la figura (4.6} 
del caso de promedio constante. Nótese que el variar el parámetro de difusión 
tiene en ambos casos el mismo efecto, homogenei?.a el sistema, que tiene como 
consecuencia una atenuación de los efectos por finitud de la red. 



Capítulo 5 

Discusión y Conclusiones. 

Ahora se discuten los resultados presentados en el capítulo anterior. 
En el caso de proceso multiplicativo con promedio constante se tiene que: 

• El modelo reproduce estadísticas del tipo p(X ~ x)dx = Ax-bdx con 
exponente independiente de los parámetros moduladores y que toma el 
valor b ~ l. Esto ocurre después de un cierto transitorio de formación de 
las inhomogeneidades del sistema y antes del decaimiento de la población. 
Los tiempos para decaimiento de la población dependen fuertemente de los 
parámetros, los casos más cerca del ideal se obtienen para 0.5 < p + q < 1 
y 0.5 < cr <l. 

Con el fin de tratar de entender las causas de esta dependencia de los parámetros 
multiplicativos considérese la situación que se muestra en la figura (5.1), ahí se 
hace notar que es simple tomar la población total al tiempo t y ver qué octirre si 
dejamos que uno de los sitios reaccione. Sea pues N(t) = EI:t n1(t) la población 
a cierto tiempo t > O (N(O) = S x S). Si el sitio que evoluciona es nk, se tiene 
que: la redistribución por difusión no afecta en nada a N(t), pues se toma un 
tanto de nk que se reparte equitativamente entre sus vecinos. Entonces, si se 
sustituye nk(t) por nk(t') = Atnk(t) se obtiene N(t') = N(t) - nk + nk(t'), que 
es igual a 

N(t') = N(t) + (..\t - l)nk(t) 

Esta ecuación es una caminata aleatoria, la cual puede dar pasos que de­
penden linealmente de los nk, por Jo tanto, no es posible decir mucho más, sin 
conocer la distribución de las nk. Dentro de lo que si se puede decir, está el he­
cho de que los pasos (..\1,2 - 1) nk satisfacen que (A-1 - 1) nk < O < (A-2 - 1) nk, 
por lo que se puede siempre avanzar o retroceder, de hecho es fácil ver que los 
pasos de la caminata tienen promedio nulo, pues el sumando (A.t - l)nk(t) tiene 
promedio igual al producto de los promedios (A.t - 1) y (nk(t)), el primero es 
simplemente (A.t - 1) = (A.t) - 1 = O, lo que prueba la nulidad del promedio. 
De cualquier modo, la dinámica está gobernada por las fluctuaciones debidas 
al proceso multiplicativo y debido a éstas, es posible tener picos y eventos de 
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Figura 5.1: Sig~i~~'do •;'uni~~l;;.ente -~' proceso en una ,..,,¡ es posible entender de manera 
mds o menos ·clara 'el 'decaimiento en la población, aqu( se toman los pardmetros (p, q, a) = 
(0.55,Ó.35,0.0l). - ' 

aniquiliación en la evolución de la población, éstaB últimas con la peculiaridad 
de que, como se mencionó antes, son eventos parecidos a los procesos de ruina, 
donrle una vez agotado el capital es muy difícil la recuperación haBta el e8tado 
inicial. 

En lo que respecta al proceso con crecimiento exponencial se tiene que: 

• El modelo no es general adecuado para producir leyes de Zipf. Ésto sola­
mente para los parámetros que extinguen la población a tiempos cortos, 
aunque se pierde la unicidad del exponente (figura •1.16). En los casos 
en los que la población decae más lentamente, no se presentan estados 
estacionarios y por lo tanto, tampoco leyes de Zipf, en estos casos se pre­
sentan evoluciones de la distribución, que consisten en ensanchamientos 
indefinidos con el transcurrir del tiempo. 

5.1. Conclusión y Comentarios Finales. 

¿Qué es posible decir de este modelo?, lo primero es que, efectivamente es 
adecuarlo para producir leyes de potencia en el caso X = 1 adcm;\.., de que es 
robusto ante cmnbio de parámetros. Sin embargo prr;>senta serias dificultades si 
se permiten crecimientos exponenciales, que tristeme:mte es una suposición más 
realista del sistema de ciudades. 

En ambos casos, la pérdida de población se constituye como uno de los más 
severos problemas a resolver pues apegíindose a lo observddo el modelo predice 
cataclismos que no se han presenr.ado en el sistema nml, los tiempos en lo que se 
vacía el sistema eventos dependen de los valores de los parámetros. Una soluci6n 
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artlficios¿\'~¡a:'pérdida de población es la adición artificial de masa (12, 35]: en 
caso de haber perdido población en cada paso de tiempo, se añade el faltante y 
se reparte en el sistema. Esto no se hizo en Ja tesis, pues es un poco de.shonesto y 
no tiene una justificación apropiada, además de que no es posible distinguir si se 
trata de pérdida efectiva o solamente de fluctuaciones alrededor del promedio, en 
tal ,caso ¿Porque si se compensa cuando es menor que cierta cota mínima, no se 
le quita cuando se excede alguna cota superior?, este tipo de subsidio es común 
en modelos de distribuciones de capital, pero no parece tener una justificación 
adecuada para el sistema de ciudades. Una sugerencia es que consideraciones de 
esta clase podrían resultar más naturales si se relajan las constricciones para el 
número total de elementos de Ja red permitiéndose la formación de nuevos sitios 
conjuntamente con la posible desaparición de sitios con poblaciones menores 
que alguna cota, es decir condiciones tipo Solomon-Blank, aunque téunbién es 
poco realista, pues en la historia, al menos a partir de cierto momento, es difícil 
que las ciudades desparezcan y se formen nuevas, ejemplos a la mano son pocos. 
En cuanto al proceso difusivo, tal vez valdría Ja pena relajar Ja condición a 
primeros vecinos por una de más largo alcance, pues en general las migración 
de indivuduos de una ciudad a otra es de este tipo (México y Centro América 
hacia E.U.A. por ejemplo). 

Como conclusión principal se tiene: postular el mecanismo de difusión como 
proceso complementario a la ley de Malthus estocástica, puede resultar adecuado 
para la construcción de un eventual marco teórico sólido, sobre el origen de leyes 
de potencia universales, funciona bien en el caso de promedio constémte y proceso 
multiplicativo binara, en el caso general depende de las propiedades estadísticas 
del proceso multiplicativo, esta dependencia no está bien entendida y es posible 
objeto de investigación. 



Apéndice A 

Simulación Estocástica. 

Tratar en un apéndice temas relacionados al método Monte Cario es una 
apuesta arriesgada, pues el tema es extenso, por eso sólo se cubren temas re­
lacionados a Jo que se hizo en la tesis, En todo caso, siempre es posible citar 
fuentes actuales que hagan una cobertura más completa. Vale la pena distinguir 
que Ja materia puede partirse en cuestiones relacionadas a Jos fundmnentos del 
método, en donde las referencias que recomiendo son (20, 21), mientras que un 
abordaje moderno y sencillo para las aplicaciones se puede encontrar en (22). 

Primero, ¿Qué es el método Monte Cario?, la respuesta más concreta es que 
el método Monte Cario es el empleo de procesos estocásticos para resolver un 
problema. En Ja práctica la aplicación del método involucra Jos siguientes pasos: 

• Formulación analftica del problema. 

• Diseño del proceso aleatorio adecuado. 

• Simulación del proceso para generar una muestra de la cual se obtendrá 
una estimación. 

El ejemplo más sencillo consiste en la evaluación de integrales tipo I = J: f(x)p(x)dx 

donde p(x) > O y J: p(x)dx = l. Es inmediato notar que esta situación corres­
ponde a la evaluación de valores esperados de variables aleatorias con cierta 
probabilidad. Efectivamente, si X es una variable aleatoria definida en un es­
pacio (de probabilidad), entonces P(a ~ X ~ b) = 1 y P(x :5 X ~ x + h) = 
¡;+'• p(u)du, por tanto, si Y es otra variable en el mismo espacio, dada por 
f(X(w)) con f bien comportada. Entonces 

E(Y) = I 

asf pues, basta muestrear Y, en una forma {Yi}?=1consistente en variables alea­
torias independientes, cada una con la misma distribución de Y, para luego 
formar la estadística Y n = ~ I:?=t Y; y apelar a la ley de los grandes números 
para afirmar que 

P ( lím Y n = I) = 1 
n->oo 
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De modo que, de las muestras de la variable Y:: se'estima 1:·l,c6mo generar 
esa muestra?. Una manera podría ser muestrear:X"pará-obténer x1 ,.· .. • Xn 
independientes con densidad p de donde resulta que-Yj'~/(X;); i = 1, ... , N. 
Por ejemplo puede ser que -· · --

1 .. 
p(x) = b- a'· 

caso en que X está uniformemente distribuida en [a, b] yp'(:z: <: X < x + h) = h, 
es más o menos claro que si X está uniformemente distribuida en [a, b] entonces 
U= ~.=-: es uniforme en [O, l]. Así pues X= a+ (b - a)U y basta aprender a 
generar U para tener X. Surge la idea de elegir una transformación adecuada 
Q para lograr que Q(U) tenga la distribución p(:z:). Esto es posible aunque no 
es necesariamente lo más eficiente. Problemas análogos al cálculo de integrales 
lo representan cálculos tipo 

7r oo (-l)n 
¡= L2n+1· 

i=O 

que en principio puede usarse para calcular 'Ir. Esta serie es desafortunadamente 
lenta en converger. Alternativamente se puede emplear el hecho de que 2 = 
¿~=º 21.. , que con algo de manipulación ayuda a expresar 7r como 

7r = 48 

con S = L: anPn• an = <;!f y Pn = ~. n =O, 1, 2, ... y entonces S = E(Y). 
Igual que en el caso anterior basta muestrear Y para obtener {Yn}~=l y luego 
formar el promedio Yn, que de acuerdo a la ley de lo grandes números paran 
grande, es una buena estimación de S. Todo el problema es pues generar las 
muestras de las Y. Es posible generar estas muestras a partir de distribuciones 
uniformes en [O, 1] , la dificultad para hacer eso puede variar. Por ejemplo si 

1 
a¡= i, p¡ = ñ' i = 1, ... ,n. 

basta tomar 
Y =[nU]+l 

donde .[Z] representa la parte entera de Z. As! si U est<\ distribuida uniforme­
mente en [O, 1) 

P(Y = i) = P([nU] = i - 1) = P( i: 
1 

::; U ~ ~) = ~ 
Este ejemplo es interesante pues para n = 2 es una moneda honesta, n = 6 

es un dado honesto además el caso n = 4 es útil en modelar las interacciones a 
primeros vecinos como en los modelos Z-!vl y caminatas aleatorias en el plano. 

De manera inmediata se reconoce que una de las partes fundamentales del 
método es Ja obtención de números aleatorios por medio de algún dispositivo, 
en este caso por medio de una implementación en algún programa, la referencia 
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por excelencia para este de este tipo de problemas la encontramos en [23j. La 
mejor manera de verificar si una muestra de números sigue la estadística que se 
presupone es haciendo un histograma de la salida, en cada caso. En el caso de 
la tesis, el programa supone una salida binaria para los factores multiplicativos 
cada uno con probabilidades p y 1 - p, además de que a cada 5 2 operaciones 
se debe haber seleccionado, en promedio, cada uno de los sitios de la malla. 
En el primer caso el algoritmo que se emplea para tener esas distribuciones es 
generar una muestra uniforme en el intervalo unitario y en caso de que la salida 
sea menor que p multiplica por .>.1 o bien por .>.2 en el caso complementario, 
debido a ésto, resulta indispensable tener una muestra que cubra el intervalo 
unitario, en el segundo caso se requiere una muestra que a cada paso cubra las 
coordenadas enteras de la malla 5 x 5. En las figuras se muestra un histogrmna 
para los factores reales entre cero y uno, así como las coordenadas seleccionadas 
en la malla para una ejecución típica, tomada de un tiempo típico 5 2 • 

~- ..._: . 
..... J 
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~(XJ 

Hislogmma para números alealorios reales 
S=IOOOO 

"1'"1 .... ..._.0"'1 ... ..._.o"', .... ....,.n..,.1 ... ..._.u"'~ ... ..._.u.'"'s ... ..._.o"'c. ... ..._.u."'1 ... ....,..11"'x ... ....,..o."'• .......... 
X 

Pun10-. ..clcccionadoi en un 1iempo Monlc Cnrln 
1=1000, l!Jccución ='o= 1000 
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Figura A.l: Superior: /,iitogrorna de la distribución de números reales en el intervalo uni­
tario 9e11crados en la computadora, están aproximadamente uni/onncmcnte distribuido.J, flfl 

inferior corrcspmade al e;r:¡1crimento de lan:ar 10000 tlisparos en un tapiz de l 0000 sitias, con 
el /in de vcn"ficar que tapicarmmtc se cubre la región por los puntos en los que se haa!. blanco 
SI verificar que las coordenadas están distrbuidus uniforme.mente. 



Apéndice B 

Códigos Fuente. 

En este apéndice se presentan los códigos fuente empleados para simular el 
modelo, los códigos corresponden a uno dedicado a calcular momentos y algunas 
otras cantidades estadísticas, el segundo contiene las rutinas del primero pero 
además calcula distribuciones. 

Codigo rnom.c 
#include <atdio.ll> 
#include <stdlib.ll> 
#include <math.h> 
#define S 100 
#define Pr 0.5 
#define p 0.35 
#define q 0.35 
#define a 0.1 
#define '/'e 200 
#define Nco1·1· 10000 
#define OM 1 

double M/Sl/S/,l'momf'I'cJ/OM fl/, TP1/Tcj; 
int N/1/4/; 
int t,k,y; 
PI/¡/~ •¡out1 1 •jouUl¡ 

void uecinoa (int nhl,int nliB); 
int ranint (vuid)¡ 
void proce110 (void); 
double prob (void); 
void reaccion (void); 
void di/uaion (void); 
void inicio (void); 
double mornentu11 (int mka); 
void pmomentua (int pmoma); 
void listas (void)¡ 
void imprirne (int ik); 

;····················¡ 
void imprime (int ik) 
{ 
int imp1,imp8; 
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. ,- .. :·<:>, ,· 
·/or (imp1;;;0;imp1<Tc;imp1++) 

{ ' 'C• 
··,·y'·.'<-~·:::: 

/pri;;Í¡(ÍdÜu; ·~ ,%1/\ l",Pmomfimpl}{O}); 
/or(impB,,;l;impB<OM+l;impB++) 

{ :• ',,,~,,, ·"·" ' "•' ' 

/print/(/~utl," %1/\t",((PmomfimplJ/impB})/(double)(t+ik))); 
} "' .,,,,¡;.:,•. : •. 

'/print/(/outJ • .. \ n "); 
} ' ... ··. ,,,. 

/clo•e(/o;,tl); · 
f i .··, (/.:· .... ··, 

1····~-·~;···~·······1 
uoid /iata•. (uoid) 
{ . •· .. ·. '.; 
irit lstl ,lstB;, 

/or(l.t 1 =O;latt,<:Tc;l.tl ++) 
{ ' ,.,.., 
Pmomfl•t1J/O}=l•t1+1; 
} : •··· . ·... ' ' ',· 

/o~{l.tli=O;l.tB<Tc;latB++) 
{ ' 

•rp 1 {1.tB}=latB; 
}. 

'~-~····:~.~'~:~:~};~·.:~-~-~-~-;-;. 
void pmomento.-1' (i~t· pmoms) 

{,-~--/~·~;,_, (~~:;;-; ~·(<·~). ·,· ~, , 
/or(pmSÍ;,;o;íimal<oM;pms1++) 

{ '· ; '·;.·•' \'::,;:.•: ';;'7:; ...... ' . : '. : 
,Pmomfpmom•Jfpma 1 +t }=PmomfpmomaJfpmal +1J+momentoa(pma1+1); 

; }· .. '\ ·:A> :,> 
1-:.·•·,~-.:.~·._!.~~·;,~·····1 
double momento• (int mk•) 
{''· ' .·'·': ,: 
double, aum{ , 
in_t moml,'!1om2; 

auffl=o:o; 

/01·(moml=O;moml<S;mom1++) 
{ .. 

/or(momB=O;momB<S;momB++) 
{ 

/ 
aum = aum · + pow(MfmomtJ!momB},mka); 

r_etuni-sum; 

} 
1······--·~!· ... ··.~~~·1. 
void inicio (voi.d) 
{ '' ' ''. " .: ' 

int inil,iniS; ··,~ 

/or{Ínil_;,J;;niÍ<S;inil++) 
{' . ' ·, '. ' 

/or(iniB=O;iniB<S;iniB++) 
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{ 

/ 
M/inilJ/inil!/=l.O; 

} 1··················1 void vecino a (int nl,1, int nhB) 
{ 

Nll{Of=(n"1+1) %5; 

i/(nl•l==O) 

Nll{l}=S·Ii 

elae 

Nll{l}=nl•l·I; 

Nll{ll}=(nl•l!+1J %S; 

if(nhl!==O) 

Nf/{3}=S·l; 

eltte 

N/1{3}=nl•l!·I; 

~-·····--············¡ in! ranin! (void) 
{ 
int i; 

i=nuid() %S; 

retum i; 
} 1······-.,.,. ••...•••• 1 
double prob (void) 
{ . 
double prb: 

prb = rand()/((double)RAND_MAX)i 

retum prb; 

} 

1···~·.,··········-··1 void proceio (void) 
{ .·. ' . . 
double v'r1; 

pr·I=prob(); 

i/(pr 1 < = l'r) 
{ . 
reaccion{); 
} 

elae 
{ 
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difu•ion(); } .. 

}. 

/.•····················/ void reaccion (void) 
{ 
double 1·cc1; 
int rcc4,rcc5; 

rcc4=ránint(); 
rcc5=ranint(); 

rccl =prob(}; 

if(rccl<=p) 
{ 
M /rcc4}/rcc5J=((l·q)/p) •M[rcc4//rcc5j; 
} . ; ; . . 
1·· - : .>.::: i·-. . -
M{rcc4J/rccli/=(q/(1 ·p)) • M/rcc4//rcc5/; 
}~- -

} . .. ··.:;.::-_;;,:·.·. ·. . 
·1········•.•,!•••.-'!.•···1 
void difusion· (void) t · -. 
int dffl ,dffl!,dffauz; 

} 

dffl=ranint(); 
dffl!=r·anint(); 

vecino1(d[fl ,d.ffl!}; 

M{ N ll{Oj/{dffl!f=M{NH{O/J/dffl!f+(a/ 4) • M{dffl/fdjJB/; 
M{ N 11{1 JJ/dfJB/= M {N 11{1/j[d[fe/+{a/4). M{dif I /[d/fl!J; 
M{dfft /{ N 11{1!/}=M{dift /[N JlfeJJ+( a/ 4). M{d.fft/{d/Jl!J; 
M{dif l/{N ll{:J}}=M{difl /{ N ll{:JJ/-1-(a/ 4) • M{diftf {d/JI!}; 
Mfdiftffdifl!f=(l·a) •M(dlfl}fdifl!f; 

1·········,,··-········1 int rnain (vuid) 
{ 

lilta1(); 

for(k=O;k<Ncorr;k-1·+) 

{ 
inicio(); 
pmomonto1(0); 

for(t=t;t<'l'c;t++) 
{ 

u=O; . 
wl1ile(11<J!•S•S) 

L 
proce10(); 
11=11+1; 
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} 

} 
pmomentos(t)¡ 

} 
/out2-=Jopen("Cr.dat"J "a"); 
Jprint/(JoutR," %d\n",k}; 
/close(loutB); 
imprime{k); 
} 

Codigo dst.c 
#include <atdio.I¡> 
#include <stdlib.11> 
#include <mat/,./,> 
#include <sfrin.q.J¡> 
#define S 500 
#define Pr 0.5 
#define p 0.35 
#define q 0.35 
#define o 0.9 
#define 7'c 881?0 /•Recordar que SIEMPRE Tc>=Tp•/ 
#define Ncorr 100 
#define OM 4 
#define ve 70 
#define Tp e4 

double pdiste{7'pj/VC}, 
pdsttemp{ VC}, f, VC{VC/, 
'l'pl?{Tpj,pdiat{Tpj/VCJ, 
D{VCJ,M/Sj/Sj, 
'l'P l{Tcj,lte,.p/Tp}; 

int Nl/{4/; 
int t,k,y,u; 
cllar file{}; 
cha1· fnom/5/=".dat"; 

F'IT~B •Joutl, •¡out8, "'/out3, "'/ou4, "'/out5¡ 

void vecinoa (int nh1 1 int n/¡B): 
int ranint (void); 
void proceso (void); 
double prob (void); 
void reaccion (void); 
void di/usion (void}; 
void inicio (void); 
double momentos (int mka}; 
void lidas (void)¡ 
void imprime (void); 
void distribucion (void)¡ 
void pr"Orndiat (int pd.t); 

/••················-·¡ void diatribucian (void) 
{ 
int d11 l ,ds!,d113,ds4,dat5¡ 

for(dal=O;dal<VC;dal++) { . . 
DjdaI/=O.O; 

} . 
. . . ... : -:. ~ .,., ,·, ' . 

for(d•l?70;dal?<V(;';dae++) 
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, ~ .. ~· •" ,,/ . . ' 

} 

{ ,,,' ,'' '' ,,· ' 

/•printf(" %d\n",dd!); 
getchar();•/ 
for(da3=0;da3<S;da3++) 

} 

{ 
for(d•4=0;d•4<S;d•4++) 
{ 

i/(LVO{daH)<M{d.a3}{d.a4)) 
{ 

/ 

D{dsH)=D{d•H)+J.O¡ · 
printf(" %d\t %d\t %1/\ra'',da3,d•4,D/daH));•/ 

} 

1············--········1 
void promdist (int pdat) · 
{ ,'' ,' ' ', ' 

int pdaU!,pdat3,pdat4,pdlt5; 
double Z; 

distribui:ion(); ·:· 
' . ~-. 
·.,,·:. 

for(pdsÍll=O;pdatH<VO;pd•tH++) {.· :< .'•.,'./,•<, ''.· ', 
pdist/pd•t)/pdstH)=pdiat/pdst){pdstH)+D{pd•tH); 
J. ' ' ., :, ,' ' 

/,=mome~Í~.{i;; 
.for(~dst3;,0;~ki3<,VO;pdat3++) 

{ ·,. .: ', ' ' 

pdist2/pdst)/pdst3)=pdistH{pdat)/pdat3)+(pdiatfpdst)/pdst3)/sqr·t(Z)); 
} '.· ' ' . 

} 

¡~··!'_~··········~····¡ 
V<?i_~_ i_mp~~me (vo~~) _ 
{ ,' ', ' '.'· ,.·.> 
int ir!1P~i!f!1P2•.~-~l. 

Joúti.~~'!p~~.f '·'~-t~~~.t ~· ,_ "~_"); 
for (i.,,.pdo/¡.;{/,l<T~;iii.p'á+) 
,. < ' ·.··: '.' ''\:, :•:: •' ·:,' 
· for(impH=O;impH<VO;impH++) 

' { ...... ;.•.: .. ···~·: '.'·'''. " 
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fprintf(fout 1 ;.•r %/\ t %/\ t %/\ n "• J +lte:r:pfimp J ), J +LVO/impll), (pdial/imp J )/impH)/(double) Ncorr )); / .. ~;·r· ··· .. · · .. 
fclose(foút1¿;·\c-

f~ut~~jo_~'e~i'~~-t~o~~d~t~', "w")¡ 

far (i;:;;p¡i;;c};ir~1'1<Tp;imv1++) 
' { ,' . ' ' ' ·;; , 

· /or(impH=O;impll<VO;impH+ +) 
{: " ' .·- < 

fprintf(foutl, '0 %/\t %/\t %/\ ra ", I +lte:r:p/imp 1), 1 +LVC{impll),(pdi•tH/imp l)/implJ)/(double)Ncorr)); 
) , ' ' 
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} 
fclose(fout3); 

for(imp1=0;imp1 <Tp;imp1++) 
{ 

z1 =(int}lte""J1/imp1}; 

11p1intf(file," %d",zl}; 

fou~5;,fop~-;.(~t;:,,_a,t(/Úé;fn°.';')• "w"); 

/or (impJl;,;o~iJ;~sác;iri.pB·H:) 
' { ' .... ' :",_,,, ', -"'·"·: ,;·: ''': ., ;· 

fprint/(Jout5, ''. %/\t %!\ n ",LVC/impJ!},(pdiot/imp1J/impB}/(double}Ncorr)); 
JcloiÍe(fo~tfi)/ /; , . .. . , 

) - '' •,.- ·;·~,:~._/>--;-' 

} .:~.-~.. ' 

/'!~····,-··---~·-••,••••••¡ 
{º'ª li1ta,•J~oid) , · · 

int lstJ ,lat.S,lat3,lat4,lat5; 

for(latJ!',;,O;latJ!<'l'c;l1tJl·I-+) 
{ ' .· ' ' 

TP1 flatJ!}=lstJl; 
} 

LVC/D}=D.O; 
l,VC/1}=1.0; 

for (l•t4=6;1•t4 < vc+6;1at4 ++) 
{ ,' ·',· ' ' ' ' 

LVC/lat4-4}=floor(pow(1;.é,1st4)); 

} 

¡• for(l•t4=0;1~t4<V,Cil~t4++) 
{ ' ' ' ,. . ' '' 

printf(" %1/\n'.',LVC/bt4Jh 
} ' • ·, •, ,< ,· 

getcliar(); 
•¡. 

for(t.t5=0;1;~5~·¡;p;;al5-i-+J 
{ : ,: ' ', 

·rp2¡1aisJ=táis; 
} '. ' ' 

lte,;p/O}=O.O; 
lte,;pf I}= 1.0; 

/or(btt =6;t.tt <'I'p+6;1at/ ++) 
{ J ' ' 

lte""J1/lat1-4}=floor(pow(l .4 ,latl}}; 
} 

¡•tte,;p/0}=0.00; 

for(latt = 1 ;btt <Tp;latt ++) 
{ ' ' 

lte""P/lat / J =lte,;p/lat 1-1J.+1000; 
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)'/ <' 
¡•Jor(l~t1"=011su <Tp;l•tl ++ J . { ·. ; . . :.:·:>. 
print/{" %1/\n",lte:r:p/IBtlj}; 
} . - ·- :·~-'-_.,-. 

rtcl•o.r(h 
/ . .,,,e''\;, . -1~--·~·· ... ~~~-:~···· .. .-•.•• 1 . 

. clo~~'~-e ~-~~~~to~ _ (int mica) 

. {d~¿bl~ ·;~~;".-.·:·· :::_· . 
int m~ml,~OmS;·-· 

/or(moml ;,O;;,.~ml <si,;.oml ++) 
{' ·. . . . ....... : ... "": . . . : . 
/or(;.o,.;.I!;_d;m,;.¡;.I!<:S;m~ml!++J 
{ .. . : .:-'.,":':> ·::: .... ·'··' 

•um =;aum .+. pow(M/momlJ/momllj,mks); / ,·' .. ·/;',\(.;_ . 

reiurn (sum/(d¡,uble)(S•S)Ji 

~-~-~·-~,;~-·~-:_~-~~,:;·· 1'. 
void ~nicio,. (vt?id) _ -- ' 
{ "'.' '·' _.... ., 
int inil,inU?:·: 

-,._ .. :-': · .. " _; _~.-. 

/oi·(iriiJ;;,o;ini1<s1ini1+.+J 
{ ' . ' . :· .' ·. 
/or(inil!=O;inil!<S;inill1·+) 

{ : .. ' .. 
Mf•n•11/•n•BJ= 1.01 } . . 

~: ................. / 
void vecinoa (int nl11,int nlia) 
{ 

N11/0J~fiih1+1J %S1 

il(nl•l==O} 

Nll/t/=S·I; 

el.te 

N/1/1/=nl•l·l; 
. . 

.~fl/11/=(n/\1!-1-1) ~S¡ .. · . 

l/(nl•l!=;;,O) 

Nll(:J/=S·l; 

el.se 

Nll(:Jj=nl•Il:l; 

~--- .. ····~-············¡ in_t J'Dnirat (void) 
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{ 
int i; 

i=rand() %5; 

return i; 
} 

1····~~~·.-.··~-.······1 double prob (void) 
{ . . .·. . 

do~ble · P,!'b; .. 

prb.=.:andf)f((double)RAND_ MAX); 

1·e;~~~··:·~rb;. 

} 

1·~·~·.-··············1 void pr:oceao (void) 
{ 
d~uble prl; 

prt':'prob(); 

ifrpr 1 < =Pr) 

~eáccion(); 
} 

ebe 
{ 
diftuion(); 
} . 

} 

1·· .. ···~·····-·········1 . void re~ccion: (vo~d} 
{ . 
double rccl; . 
int rcc4,rcC:5; · 

rcc4=ra,¡Ínt{;/ 
1·cc5-=1~nint(); 

rcct.::prob(); :· 

if(rccl <::p) : 
{. : ' ·: .·. . 
M{~c4Jfrcc5J=((l·q)/p) "M{rcc4Jlrcc5J; 
l . .. , . ' ·,c . 

ebe 
{ 
M {rcc4Jlrcc5J=(q/(t-p)) "Mfrcc4Jlrcc5j; 
} . 

} 
1····················1 
void di/ulion (void) 
{ 
int dfft ,df!B,dffau>:; 

1 F~· lS COB 
FALLA LE ORIGEN 
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dff1=ronint(); 
dffl!=ronint(); 

vecino•(dffl ,djfl!}; 

for(difaux=O;difaux<4;djfauz++) 
{ 
} 

Mf Nll/O}J/dffl!}=M/N Hf Oj}f difS!}+(a/ 4) • Mf difl}/difll}; 
Mf Nllf l}}[djJS!}=Mf N Jif l}J/djfl!}+ (a/ 4) • Mf dif l}fdjJS!}; 
Mf diflJ/N 11/S!}}=Mfd[flj/N 11/S!f}+ (a/ 4) • Mfdif l}fdifl!}; 
M{dffll/N flf 3Jl=M{dffl J/Nll{3}}+(a/ 4) • M{dfflJ/difS!J; 
M{diflJ/dffS!}=(l ·a)• M/dfflJ/dffS!}; 

~ ........................ / 
int rnain (void) 
{ 

listas(); 

for(k=O;k<Nco1·r;k++) 

{ 
inicio(); 
promdi•t(O}; 
u=l¡ 

foi·(t=I ;t<Tc;t++) 
{ ., . 

11=0; 
wl1ile(11<1!•s•s; 

,· { 
proceao(); 
11=11+1; 

} 

} 

if((double)t==lti:zp/uj} 
{ 
promdiat(u); 
u=u-1-1; 
} 

foutJ!-=fopen("OSrr.dat", "a"); 
fprintf(foutl!," %d\ n ",k); 
fclose(loutl!}; 
} 

imprime(); 
} 

' _,. 

80 



Bibliografía 

[1] Murray Gell-Mann, The Quark and the Jaguar, Freeman & Co, 1994. 

[2] Dubrulle, B., Graner, F., Sornette, D., editores, CNRS, Nice, France 
(Eds.), Scale invariance and Beyond, Les Houches Workshop, March 10-
14, 1997,Series: Les Houc,hes; EDP Sciences and Springer, Berlin, 1997. 

[3] Fue1ite www.inegLgób:mX 
_· .. .; ,,· ~., . ,, . • • f 

[4] L; P~ K~diinC>ff, Frórr{'.order tó cliaos, Essays: Critica!, Chaotic and Other­
wise, World Scientifii:.'Series on Nonlinear Science, Series A Vol. 1 

[5] S.C. Manrubia y D~H/Zhnette, Phys. Rev. Lett. 79, 523 (1997). 

[6] Feller, Introd~bciÓ~¡la teoría de probabilidades y sus aplicaciones, Limusa 
1997 Vol I y Vol H. 

[7] Maisel L, Probabilidad y Estadistica, Fondo Educativo Interamericano, Co­
lección Fondo 1971. 

[8] Redner S, Random multiplicative processes: an elementary tutorial, Am .l. 
Phys. 58 267-273,1990. 

[91 M. Levy y S. Solomon, Int .J. Mod. Phys. C 7, 745 (1996). 

[10] O. Malacai, O.Biham, S.Solomon, Phys Rev E, 60, 1299, (1999). 

[111 Blank A., Solomon S., Power-laws in cities population, financia! markets 
and internet sites (scaling in systerns with variable number of components), 
Physica A, 287 (1-2), (2000), p. 279-288. 

[121 M. Marsili, Y.C. Zhang, Phys. Rev. Lett. 80, 2741 (1998). 

[131 F. Leyvrai: and S. Redner, Scaling Theory far Migration-Driven Aggregate 
Growth, Phys. Rev. Lett. 88, 068301 (2002). 

[14] H. Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critica! Phenomena, 
Oxford l:niversity Press, 1972. 

[15] Schroeder, Fractals, Chaos and power laws, minutes of an infinite paradise 
Freeman & Ca 1991. 



82 

[16] www.cl~~~,op~{a.tio~;de 
U;S c~risí:'i~'B;Ü~eau (www.census.gov). [17] 

[18] Brita:il~iJ~·Atlaa; Encyclopaedia Britmmica inc,1991. 
·. ·, ·::,,.·,";/\',).~~·.·%·,~:,::::. ;.;.~'~. 

[1~) PopulatiÓn Reference Bureau (www.prb.org) . 

. [20] 'H~~·;~~~s;:Y y Handscomb, Monte Cario methods; Meuthen¡_London 1984~ 
'' .. ': ~··/,.,.,~· .. :,:::·.:- ,,.. . . . -· _, ' ... : ... '···· .. '•".'' ,. : .... , · ... ,, " . . . . . 

[21] 'Alvare'z Y. Hernández Castaños, Método Monte Carlo;.Obrail:Completali 
· VoL 11, SMM, México1995. .. é .. ; ::(:<;~ . , , ·· ·. ··. · · 

. [22] .tv!acK~bv_;n P, Stochastic Simulation in St~ti~~i6~ :f;íi:Y~i@/sp~i~~~r,;1997, 
,.-: ;.·. ' .... :,; __ : :'._':!!,(/l;<~::~·;:·,:;.;::/~i:_','.:j"·<----~-:-.:---- ¡·~:) ;' <·· ... 

[23] William H. Press, Brian P. Flannery, Saul A.: Tél1kolsky, \Villiam T. Vetter­
ling, Numerical Recipes in C: .the á.rt of Ili.lm.éricaJ recipes iri e; Cáinbridge 
l]riiversity Presa, segunda edición,:1992::· :: re\'.'\' . .. . . 

[24] H.E. Stanley, Nicole Ostrowsky, editores, On Growth and Form Fractal 
m1d Non-Fractal Patterns in Physics, NATO SCIENCE SERIES E, Ap­
plied Sciences Volume 100, Martinus Nijhoff Publishers, Dordrecht Hard­
bound, 1985. 

[25] V. Talanaquer, Fractus, Fracta, Fractal, Fractales de laberintos y espejos, 
Colección la ciencia desde México número 147, Fondo de cultura económica, 
S.E.P, Conacyt,1996; 

[26] Peitgen, H; O.,H.'Jürgens y D. Saupe, Fractals for the Classroom. Parte 
1 Springer~Vérlag; EUA, 1992. 

. ,. . 

[27] B.B. Mandelbrot, '.The fractal geometry of Nature (W.H. Freeman, New 
York): ''.' :o· .. 

[28] P.G. de ci~dri~ 1 ,S~ll.1irig _Concepts in Polymer Physics, Cornell University 
Press>. •;: . ~>F. ''< .\:· 

(20] P. B¡lk,·;~oi·'~~tui~>Works: The Science of Self-Organi?.ed Critical­
. ~ity;Co¡)ernicus,Bóoks;:19~6. 

[30] Grir~;~e·~·t Ge~fr~eY/Per~oiation, Second Edition, Springer; 1999. 

[31J Michael E. Fisher, Renormalization group theory: Its basis and formulation 
in statistical physics, Rev. Mod. Phys. 70, 653-681 (1998). 

, .. 
[32] Michael Batty, Paul Longley, Fractal Cities, Academic Presa, 1996. 

[33) M.V. Smoluchowski, Z. Phys. Chem. 92 215 (1917). 

[34] M. Ernst, en Fundamental problems in statistical physics VI,ed. E.G.D. 
Cohen, Elsevier, New York. 



. J31~iroaIÍA~tA 83 
- ~ .-· . ~' . : -: ' ,- .. 

(35) M.Ma.:i:sni,s MasÚ)vand Y~c Zhang, comentario y replica, Physical Review 
· · Letters, 80:4831(1998}. · 

[36J Reed, W .. J. Onthe rank-size distribution for human settlements .. J. Regio-
nal Sciencé (2002} 41:1-17 . - · 

[37) K. Kaneko, l. Tsuda, Complex Systems: Chaos and Beyond, A constructive 
Approach with Applications in Life Sciences, Springer-Verlag, 2001. 

(38] Germinal Cocho, por publicar. 


	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capitulo 2. Estadística de Ciudades y Sistemas Físicos
	Capítulo 3. Modelos que Generan la Ley de Zipf
	Capítulo 4. Simulaciones Numéricas del Modelo M-Z
	Capítulo 5. Discusión y Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía



