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Capitulo 1

Introduccion.

El estudio y la modelacion de sistemas compuestos por un gran nimero de
elementos que interaccionan se ha beneficiado con el incremento en el poder de
célculo desde la ultima mitad del siglo XX hasta nuestros dfas. La capacidad
de recrear por medio de extensas simulaciones numeéricas, procesos fisicos cu-
yos resultados ajustan bien con los datos observados, ha alimentado el interés
por encontrar modelos de sistemas que tipicamente pertenecfan a otras ramas
del conocimiento, adoptando paradigmas de ffsica estadfstica. Asf la atencién
de muchos fisicos se ha centrado en la posible aplicacién de métodos, modelos
y en general ideas propias de su campo a otros aparentemente ajenos. De tal
suerte que actualmente es muy coman encontrar aplicaciones de dichos puntos
de vista en areas como ecologfa, biologfa, economfa, o bien, como en este caso,
en lo que puede llamarse teoria urbana. De dicha teoria se extrae el proble-
ma que motiva esta tesis, el cual consiste en dar cuenta, por medio de algin
modelo, de la distribucion de los tamafios de las poblaciones en un sistema de
ciudades, que empfricamente sigue una ley de potencia universal. Regularidades
universales tipo ley de potencia ocurren en diversos sistemas fisicos, y para los
cuales existen diversos enfoques que buscan su explicacion. Es de este tipo de
sistemas parecidos al sistema de ciudades de donde se extraen las bases para la
formulacién de modelos de este sistema.

Ese es el espfritu de esta tesis y debe quedar claro que al ser una tesis de
fisica, el modelo y el tratamiento que se presentan es apegado a la manera en
la que en fisica se atacan los problemas, dejando como tarea a los expertos
de las 4reas correspondientes (socidlogos, antrop6logos, etc) una adecuada con-
textualizacién de los parametros del mismo. Se presenta pues una alternativa
matemética simple y sensata que busca describir el fen6meno observado.

La organizacién de la tesis es como sigue: el primer capftulo es esta intro-
duccién, el segundo estd dedicado a la presentacion de la fenomenologfa. Para
el sistema demografico se discute la distribucién de las ciudades de acuerdo al
valor de su poblacién conocida como ley de Zipf, que como se mencioné sigue
una ley de potencia, cuyo exponente es universal pues no depende de situacio-
nes geograficas, econémicas, etcétera, especfficas. Después, se presentan algunos
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-CAPITULO 1. INTRODUCCION. 4

ejemplos de sistemas tfpicos de ffsica estadfstica donde las leyes de potencia son
adecuadas para la descripcién de alguna cantidad relevante, conjuntamente con
‘lo que esto implica.

En el capftulo tres se presentan los modelos comunes sobre la evolucién
de las ciudades. Estos modelos estdn constituidos principalmente por procesos
aleatorios multiplicativos con condiciones subsidiarias; se pone especial atencién
a un modelo propuesto por Manrubia-Zanette (M-Z), que es el que se estudia
numeéricamente en la tesis.

El capitulo cuatro est4 compuesto por los resultados de las simulaciones del
modelo M-Z.

El capitulo cinco y ultimo esta dedicado al analisis de los resultados, co-
mentarios finales y conclusiones. El trabajo concluye con dos apéndices, uno
dedicado a la simulacién estocéstica y otro a los c6digos de los programas.

La figura (1.1) es una reproduccién de una caricatura que ilustra el libro
Scale invariance and Beyond [2] en donde se discuten t6picos sobre la simetrfa
llamada snvarianza ante cambio de escala, que es la principal caracterfstica de
las leyes de potencia. Aquf se reproduce con el fin de advertir lo complejo que
puede resultar situar un gistema social en el contexto de la fisica, pues una simple
sambullida al universo de las leyes de potencia puede conducir por caminos tan
variados como los de la caricatura, donde es muy facil perderse.
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chas, ;Ciudades?.




Capitulo 2

Estadistica de ciudades y
sistemas fisicos.

En éste capftulo se presenta la fenomenologfa de la distribuci6on de ciudades
de acuerdo a su poblacién; también se presentan algunos de los sistemas fisicos
en donde surgen leyes de potencia para describir el comportamiento de variables
importantes.

Primero debe precisarse qué es una ley de potencia. Una funcién real f(z)
sigue una ley de potencia si es de la forma

(@) = az® 1)

En la mayorfa de los casos que se trataran aquf a y b € R. Muchas veces la
descripcion es de caracter asintético, en ese caso se escribe f(z) ~ z°.

La propiedad que distingue a la ecuacién (2.1) es que es libre de escalas, esto
quiere decir que si se efecttia la transformacion 2’ = Az, entonces f(z') = Ab f(z),
de modo que la funci6n se reproduce a sf misma salvo por un factor. Esta
simetria se conoce usualmente como invarianza ante cambios de escala y tiene
implicaciones diversas, dependiendo del contexto es la que se sittie, por ejemplo:
sup6éngase que una variable aleatoria z tiene una distribucién de probabilidad
f(z) dada por (2.1), ;Qué se puede decir de este tipo de estadistica?, en principio
que no todas las leyes de potencia f(z) = az® sirven como distribuciones de
probabilidad, pues deben satisfacer

i) f(z)=>20 Vzel (2.2)

i) [, flz)dz =1, (2.3)

para el caso continuo (para variables discretas se normaliza la suma sobre
todos los valores f(z;)), I es el intervalo donde la variable z toma valores. La

positividad (2.2) implica que las funciones con exponente impar no pueden em-
‘plearse, a menos de que se restrinja el intervalo a un subconjunto de los reales
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'CAPITULO 2. ESTADISTICA DE CIUDADES Y SISTEMAS FISICOS. 7

‘positivos, mientras'que por la condicién de normalizaci6n se requiere de restrin-
- gir el"intervalo dependiendo del valor del exponente, para evitar divergencias.

~“El-valor del exponente condiciona también la existencia de cantidades como los

momentos. Por lo demas, una distribuci6on de este tipo implica que no existen

- escalas particulares para los eventos que pueden presentarse. ;Qué ocurre con

- ‘el sistema de ciudades?. Para responder la pregunta considere la sugerencia de
Gell-Man en [1] de que durante un domingo de ocio se revise un libro de hechos
estadfsticos, por ejemplo un almanaque mundial o un Atlas, suponga, ademais,
que al estar explorando los datos ahf presentados, aparece entre mapas y tablas,
una lista de las algomeraciones de poblacién en el mundo ordenadas de manera
decreciente. {No s6lo eso!l, también se tienen listas similares para diversos pafses,
entonces, carcomidos por la curiosidad, se etiqueta en cada una de las listas a las
poblaciones asignandoles un fndice o rango de acuerdo al lugar que ocupan. Asf,
la ciudad con mayor poblacién que ocupa el primer lugar en la lista tiene rango
uno, la segunda mayor poblacion tiene rango dos y asf sucesivamente. Finalmen-
te se tabulan los datos de poblaciéon como funcién del rango. Este ejercicio que
parece sacado de la manga lo realizé George Kingsley Zipf, un lingiiista de Har-
vard, hoy célebre por sus descubrimientos, fruto de la busca de regularidades y
principios analogos a los de la fisica en las ciencias sociales en la primera mitad
del siglo XX. Lo que Zipf encontré es precisamente una distribucidn universal
del tipo ley de potencia, como se detalla en la siguiente secci6n.

2.1. La distribucién de los tamanos de ciundades:
la ley de Zipf.

La mejor manera de presentar los descubrimientos de Zipf es graficando los
datos. Considere la figura (2.1), en donde se presentan dos gréficas en escala
logaritmica. La superior corresponde a histogramas de la poblacion (frecuencia
o numero de ciudades con cierta poblacion como funcién de la poblacion), la
inferior corresponde a poblaciones como funcién del rango. En ambos casos, los
datos son de regiones geograficas con historias, economias y sociedades diversas.
Lo que se observa es que ambas siguen leyes de potencia con exponentes iguales
a las pendiente de las rectas, en el caso de la frecuencia mgr.c = —2. En el caso
de los rangos Mrango ™ —1, estos valores son independientes de las diferencias
entre las regiones antes mencionadas. Este hecho permite reconcer de manera
inmediata un problema con todo el perfil de los que se tienen en fisica estadistica,
pues se busca ezplicar una regularidad que no depende de manera directa de las
diferencias en los pardmetros internos que diferencian cada conjunto de ciudades,
conjuntos que ademds estdn compuestos por un nimero grande de elementos.

Antes de intentar siquiera dar un balbuceo sobre la génesis de la ley de Zipf
deben aclararse muy bien algunas situaciones finas que se han omitido hasta el
momento.

En el caso de los histogramas en escala logarftmica (figura (2.1) superior),
la situacion no corresponde directamente a lo que se mencioné anteriormente
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ley, de Zipf, pues originalmente se busc6 la relacién entre la r-ésima
i,cnudad de una lista con su poblacién, es decir la relacién de poblacién n como
func16n del rango r. Dicha relacién empirica es la original ley de Zipf, y como
" ge duo, sigue una ley de potencia

n(r) <r=v, | (2.4)

donde el valor observado del exponente es v ~ 1. Debe probarse entonces
que hay alguna equivalencia entre (2.4) y la representacién en términos de fre-
cuencias. Es mas, debe probarse que ambas son leyes de potencia, asf como
determinar la relacién que hay entre los exponentes y discutir cual de las des-
cripciones es méas Gtil y porqué. Antes de probar la equivalencia, considere el
ejemplo de las poblaciones de las ciudades de Monterrey y Juarez. Segtn el XII
censo de poblacién y vivienda [3] tienen poblaciones de 1 110 909 y 1 187 275
habitantes respectivamente. jtienen estas ciudades rangos diferentes?. Formal-
mente sf, en la prictica no necesariamente, pues bajo un cambio de resolucién
en la medida de las poblaciones bien podrfamos decir que ambas tienen 1.1 mil-
lones de habitantes. El punto es que en la practica, la asignacién de los rangos
debe hacerse de manera juiciosa, y dependiendo del intervalo de poblaciones que
se considere, la asignacién se hace con mayor o menor precisién. Retomando
el caso de México por ejemplo el intervalo de poblaciones bien puede tomarse
como I = [1,2 x 107}, de modo que podemos particionar J en subintervalos de
longitud 104 y efectuar asf la asignacion de los rangos. La arbitrariedad en la
eleccion de las particiones para elegir los rangos hace que la descripcion pierda
en algun sentido claridad, ademas de que en términos pricticos no resulta c6-
moda para calcular cantidades estadisticas utiles, como momentos etc. De modo
que considero mas conveniente una descripcién de la ley de Zipf en términos de
la frecuencia de ocurrencia de las poblaciones y no de los rangos. La equivalen-
cia se obtiene interpretando la ley de Zipf de manera adecuada. Si una cierta
poblacién es de rango r; entonces existen r; poblaciones mayores o iguales que
nz, Asf, si P(X > nz) es el nimero de ciudades con poblacién mayor o igual
que cierta n; entonces
o PX 2n:)xr: (2.5)

o . . .
como N x.r; ", entonces r; < nz * y por lo tanto

P(X >n;)cns® (2.6)

Esta ﬁli;‘imai relacién a veces se le llama distribucién de Pareto, que no es

més que una distribucién acumulativa para X. Finalmente se hace notar que

< para obtener la frecuencia relativa de las poblaciones basta con derivar (2.5), y
ver que

P(X = n,) o< ns () = o8 2.7)

Las relaciones anteriores muestran que: sea cual sea la estadistica empleada
(rangos o frecuencias) los datos obedecen una ley de potencia con los exponentes
dados por v en (2.4), i en (2.6) y 1+ L en (2.7). Los datos presentados en

v
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Figura 2.1: Reproduccién de los datos graficados en [5] correpondientes a la frecuencia
de ocurrencia de ciudades de tamaiio n para las 1300 municipalidades mas grandes en Suiza,
Europa, Mundo y Estados Unidos de América, las lfneas s6lidas auxiliares tienen una pendiente
de —2. Los datos se encuentran desplazados verticalmente. En la grafica de abajo se muestran
datos que recolecté de diversas fuentes. [16, 17, 18, 19/
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__CAPITULO 2. ESTADISTICA DE CIUDADES Y SISTEMAS FISICOS. 10

las graficas de la figura (2.1) corroboran que para la frecuencia el exponente
observado es 8 =~ 2, mientras que para el rango los exponentes son v ~ 1, que
efectivamente satisfacen la relacién 8 =1 + .17

2.1.1. La definici6on de ciudad, robustez y significado de la
ley de Zipf.

La fenomenologfa presentada depende por supuesto de definir con toda pre-
cisién conceptos como el de ciudad o bien su poblacién asociada, pues la ley
de Zipf en cualquiera de sus formas cuenta poblaciones de ciudades, o mejor
dicho de aglomeraciones urbanas, y debe investigarse si la estadfstica depende
de variaciones en esa definicién. En general cuando se habla de la poblacién de
una ciudad se piensa en la poblacién de una area central principal y localidades
vecinas conectadas con ella mediante sectores construfdos (habitados) y contf-
nuos. También pueden considerarse localidades mas distantes, si el grueso de la
poblacién lo constituye un niicleo que viaja diariamente a la ciudad central. Esta,
definicién no depende pues del grado de urbanizacién y puede contener areas ru-
rales. Variantes de ésta definicion también se aplican, sobre todo en casos en los
que se tiene un conglomerado en el que existen varias Areas urbanas principales.
Existen casos en los que pese al deseo expreso de la autoridades de delimitar
por medio de fronteras un territorio se fracasa en el objetivo de diferenciar una
poblacioén de otra, un ejemplo muy a la mano lo tenemos en del Distrito Federal
y entidades como Ecatepec, Ciudad Nezahualcéyotl, Naucalpan y Tlanepantla,
etc, aquf la poblacién que debe tomarse en cuenta es la de la suma de sus po-
blaciones que es de aproximadamente 20 millones de habitantes, cifra que no se
compara con la de cada demarcacién por separado 8 millones, 1.7 millones, 1.2
millones, 0.8 millones, 0.7 millones, respectivamnte. A esas poblaciones deben
sumarse las de Cuatitlan, Cuatitlan Izcalli, Coyotepec, Zinacantepec, etc. Otros
casos de interés pueden ser los de las zonas fronterizas, por ejemplo de el caso
Tijuana-San Diego o bien El Paso-Ciudad Juarez. Aunque forman conglomera-
dos, al hacer la estadfstica no serfa muy conveniente considerarlos como una s6la
entidad, pues a diferencia del caso del D.F. y alrededores, existe una frontera
bien definida. Al consultar cualquier libro de estadisticas, o bien, las fuentes ofi-
ciales siempre se hace referencia a demarcaciones definidas de manera artificial,
sin embargo es comiin que en cada caso se indique si esas entidades coexisten
en un mismo agregado con otras, es en este ultimo caso en donde se efectia la
estadistica de Zipf. Por lo tanto, la ley de Zipf es una regularidad independiente
de divisiones politicas, al menos dentro de cada pafs, representa la estadfstica
de como esta distribuida la poblacién en un espacio bidimensional (la superficie
de la tierra o alguna fraccion de ella). Es de algtin modo una manifiestacién de
la tendencia de los seres humanos a agruparse de una manera no tan arbitraria
como podria en principio suponerse y que ademas, debido a su independencia
de escalas naturales, implica que pueden presentarse eventos de pricticamente
todos los tamainos. Finalmente debe mencionarse que todo ésto es vilido para
situaciones que a lo largo de la historia no han tenido algiin tipo de forzamiento
expreso, pues existe evidencia [12, 18, 16] de que en pafses con situaciones po-
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lfticas peculiares como en China o en su momento la Uni6n Sovietica la ley de
Zipf no se satisface.

2.1.2. Otras Regularidades: Distribuciones dobles de Pa-
: reto.

Como se menciond, la ley de Zipf esta bien documentada y es aceptada como
véalida asint6ticamente para la cola de la distribucién de los rangos y tamafios
de la ciudades, sin embargo existen algunos aspectos sobre la distribucién en
el régimen de sitios pequefios, que se han reportado en [36] que son de interés,
pues se tiene que la distribucion acumulativa satsiface que si z > ! para cierto
! entonces la densidad es proporcional a z—=~!, mientras que si 2z < ! entonces
la densidad tiene un exponente diferente, es decir, es proporcional a -1, En
la figura (2.2) se reproducen algunas de la observaciones de [36]. La parte de la
distribucién correspondiente a los valores pequerios, parece no ser muy universal
y no se ataca en la tesis, sin embargo resulta interesante mencionarlo, pues
fenomenologfa parecida se encuentra bajo investigacion en dinAmicas simbélicas
gobernadas por procesos de reaccién-difusion [38).

Eso es todo con respecto a la fenomenologfa del sistema de ciudades, en lo
que queda del capitulo se presentan algunos de los sistemas fisicos en donde
surgen leyes de potencia asf como algunos de los enfoques sobre modelacion que

.se adoptan para su recreacion.

2.2, Fisica Estadistica y Geometria, fuentes de

leyes de potencia.

La ley de Zipf es lo que en fisica se conoce como una ley universal. Esto
significa que es independiente de los detalles finos de cada sistema, de modo
que la tarea de entender la génesis de la ley de Zipf puede realizarse buscando
el enfoque adecuado para estudiar el sistema de ciudades en el bail de la fisica
estadfstica, en los sistemas donde se presentan este tipo de regularidades. En lo
que queda del capftulo se tratan ejemplos de tales sistemas.

En primer lugar, vale la pena decir que los sistemas fisicos mas populares y tal
vez mejor entendidos |4, 15] en donde se encuentran leyes de potencia universales
son sistemas termodindmicos en equilibrio, que presentan fen6menos criticos. En
esos sistemas los llamnados parametros de orden, asi como diversas cantidades
termodin&amicas en la vecindad del punto critico obedecen leyes de potencia con
exponentes que también son cantidades comunes a muchas sustancias. Otros
procesos con comportamientos analogos a los de sistemas termodindmicos en
equilibrio se encuentran por ejemplo en percolacion. En el caso de procesos
fuera de equilibrio ejemplos populares ([4, 15, 29, 24]) donde aparecen leyes de
potencia son: el movimiento de particulas brownianas, procesos de agregacion,
sisternas criticamente auto-organizados, por citar algunos. En lo que sigue se
revisan aspectos asociados a algunos de los procesos anteriores, en patricular
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anuellns que estan de cierto modn relacionadcs a la fenomenoclogia del sistema
de ciudades. Para esto es neresario presentar alguncs elementos, matematicos y
flsicns de respaldn atiles para la discusién posterior.

2.2.1. Funciones Homogéneas e invariancia de escala.

En fisica, enando se habla de que algo es invariante ante cambios de escala,
g8 debe pensar en cantidades deseritas por funciones matemaricas o ecuaciones
{energfas librea. distribuciones de probalilidad, etc.). De lo anterior se desprende
que el lengiiaje matematics para describir esta simetria es el de lag funciones
homogéneas.

Una funcidn real es homogénea de grado k si sazisface que para todo A € R¥1:

fOz)y = X (=) (2.8)

Esta propiedarl es ocbviamente satisfecha por (2.1). En el caso de funciones de
més de una variable es posible extender la idea de homogeneidad: por ejemplo
en el casan de dos variables se piensa en las fiunciones que pueden escribirse como

Fiz,y) = 2 (5) 2.9

Esta tltima, 3¢ conoce como representacion de escalamiento y es la forma que
resulta 0til para describir las variables en sistemnas que tienen comportamientos
criticos. Una teorfa de eacalamiento para algun sistemna en particular se basa en
suponer que alguna de las cantidades relevantes obedece (2.9) en algin limite,
en la sigiiente seccibn se trata ésto con mas de detalle. De manera general y
erapleando el lenguaje de ecuaciones funcionales se puede decir que un cierto
observable Oy, definido en una escala [, es invariante ante cambios de escala si
es tal aque al escalar el parametro un factor A, satisface

O1 = p(A)On (2.10)
f.a ecuacion (2.10) tiene como una solucién obvia a O = Cl® con a = —!:‘—n(%l.

fin algunas ocasiones la homogeneidad se satisface solamente para factores
caracterislicos: en tal caso se habla de invariancia ante cambio de escala discreta.
f5n olros casos ésta simetrfa se satisface s6lo de manera estadfstica. También
puede ser satisfecha de manera aproximada. En lo que sigue se trataran algunos
de estos casos, al menos indirectarmente. En primer lugar se discute la geométria
agocinda o esta simetrin, la de los conjuntos autosemejantes, cuyos miembros
s interesantes por mucho son loy conjuntos fractales.

<

2.2.1.0. Fractales,

Cuando se busca caracterizar los objetos naturales, es un hecho que las figu-
raw connnes de la geometrfa clagica o euclidiana no son las mas adecuadas. Una

Han geners! A € €, nquf nos restringiremos al caso real.
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Figura 2.3: Celosfa de Sierpisnki

de sus principlales limitaciones es consecuencia de que en general pierden su
estructura al amplificarse: un arco de circulo eventualmente adquiere caracter
rectilineo, las superficies suaves se asemejan a planos, etc. De este modo se debe
renunciar a esos conjuntos como modelos de estructuras que al ser amplificadas
ganan complejidad o al menos no la pierden, y deben adoptarse como modelos
mas realistas a conjuntos fractales. Ejemplos de esto son: las lineas costeras,
perfiles de: bosques, nubes, hojas de algunas plantas y cadenas montafiosas
[24, 25, 26, 27]. El tema de los fractales, asf como la literatura especializada
en ellos, son amplfsimos y un tratamiento extenso va ma alla del alcance de
este trabajo, sin embargo se discutiran algunas de las propiedades comunes y
las situaciones en las que la ecuacion (2.1) resulta importante. Consideremos la
figura (2.3): ahf se muestra la representacion del conjunto conocido como celosfa
de Sierpinski, en realidad se muestra uno de los conjuntos S, que se obtienen de
aplicar un algoritmo geométrico n = 6 veces, a partir de un conjunto inicial Sp.
El conjunto fractal es aquél que se obtiene en el limite n — oco. Este conjunto
es solamente uno de los ejemplos entre muchos fractales que se construyen a
partir de algoritmos geométricos de aplicacion iterada, de ahf precisamente la
autosemejanza. Cualitativamente se tiene claro que si se amplifica de manera
adecuada el conjunto de Sierpinski, la amplificacién serda una imagen exacta-
mente igual al conjunto completo. Lo que se busca es caracterizar de manera
cuantitativa esta autosemejanza.

Una de las formas de caracterizar los fractaleb como la malla de Sierpinski
es comparandolos con figuras cldsicas, por ejemplo un tridngulo s6lido (comple-
tamente relleno) o bien con uno con un nimero finito de agujeros. Una forma
de hacer este tipo de comparacion es a través de la densidad, que es el niimero
de puntos por unidad de de linea, area, volumen, etc. Intuitivamente sabemos
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'que ur_1a c1erta é.rea. acotada co exa, esté agujeradada o no, tiene una denmdad
8i‘se amphﬁcan un cierto factor A las escalas
M (AL)

A“M(L) (2.11)

,aumentamos ‘el volumen al duplncar la longntud de 108" 1ados del cubo
‘tal que M = W

. I\étese ademas que tfpicamente se debe ldentxﬁcar Ia. d con la dimensién
euclideana del espacio en el cual ‘se txene al:volumen. La ecuacién anterior se
resuelve facilmente si A = ‘ de modo que M L4, asf la densidad p = M es

" tal que p o< L%, que es lo que ya se sabfa, no varfa con L. Para los fractales como

la celosia, a mayor amplificacion.la"densidad decrece de manera indefinida, si
bien, la ecuaci6n funcional para la masa es nuevamente del tipo

M(AL) = X% M (L) (2.12)

La solucion M (L) = LY. tlene un d ¢ tal que dy < d, el exponente d ¢ s una
de las llamadas dimensiones fractales. Para aterrizar y contrastar las diferencias
con los objetos no fractales, consxdérese el ejemplo de la malla de Sierpinski, ahf
se tiene que

M(2L) =3M(L) = 2% M(L),

con dy '——g = log, 3~ 1.5850 < 2, mientras que la densidad satisface
3
oer) = (3) e
24r—dp(L).

Los fractales que satisfacen ecuaciones exactas como (2.12) (autosemejanza
discreta) se llaman fractales ezactos, pues (2.12) se satisface como igualdad para
todos los valores de L.

Los fractales regulares como la malla de Sierpinski, no son necesariamente
el tipo de fractales que encontramos en la naturaleza. En el caso de las for-
mas naturales, la autosemejanza es una propiedad que se satisface de manera
estadfstica.

El ejemplo mas “Urivial” de fractal estadistico que se puede producir, es
la trayectoria de una caminata aleatoria en una-red bidimensional cuadrada.
Suponga que una partfcula se mueve en pasos discretos de tiempo y que puede
a cada paso ocupar solamente uno de los sitios mas cercanos a su posicion actual,
es decir, solamente puede dar pasos de tamafio uno. Cada vez que la particula se
mueve tiene cuatro posibles lugares para ocupar, de modo que como el niimero
de pasos es igual al tiempo, entonces después de un tiempo ¢, se tienen 4¢
posibles trayectorias o configuraciones. Si se elige como parametro de longitud
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Figura 2.4: Comportamiento tfpico de los fractales regulares tipo la celosfa de Sierpinski, a
cada iteracion la densidad decrece como ley de potencia, la pendiente esm = d - dy.

a la distancia desde el origen hasta la posicion después de dar t pasos, y se
promedia sobre todas las configuraciones, se obtiene que, en general

((Az)?)? o (AL)} (2.13)

Este tipo de modelo se puede tratar de manera genérica en redes de d di-
mensiones, ademas para tiempos largos y distancias muy grandes con respecto
a la distancia intersitios puede describirse por medio de la ecuacion de difusion

&P =DV?P, (2.14)

en donde P(&, t) es la funcién de distribucion de probabildidad de encontrar
la particula en el sitio & al tiempo ¢. Este tipo de lfmite continuo es el mo-
delo canénico de procesos de transporte difusivo normal, cuya solucién es una
Gaussiana, si la condicién inicial es una delta de Dirac

P(z,t) = (471'Dt)"§e(—"’3_‘) (2.15)
> t"F(t%) (2.16)

La ecuacion (2.16) es un ejemplo de escalamiento, que se mencion6 en la
seccion anterior. Para poder tener una idea geometrica de la trayectoria, es
conveniente hacer dos observaciones: la primera es que la relacién entre los des-
plazamientos promedio y el tiempo (ec. (2.13)), es valida no solamente entre
el origen y el final del camino al azar (el punto en donde nos encontramos al
tiempo £), en general se satisface entre dos puntos cualesquiera, siempre y cuan-
do la escala de observacién sea mucho mayor que el lfmite inferior de corte (la
distancia intersitios). La segunda observacion es que, si pensamos en términos
de la escala inferior de corte [, la longitud del camino sera del orden nl, con n
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Figura 2.5: Fractal Aleatorio, generado por una caminata aleatoria.

el nimero de pasos, que como se dijo arriba es proporcional al tiempo, de modo
que n < At, y si se supone que At =t — ¢, y ¢, = 0, entonces, la longitud
de la trayectoria que es proporcional a t debe acomodarse en una longitud pro-
porcional a t#, por lo que debe estar terriblemente enredada. Ademas, debido
a la primera observacion, ésta situacion se se reproduce en cada escala mucho
mayor a [. Este comportamiento es la generalizacién del concepto de autose-
mejanza, pero la figura que se obtiene no tiene la regularidad de los fractales
normales tipo celosfa de Sierpinski. En general tanto para los fractales regulares
como los de tipo estadistico sus caracterizaciones se efectian por medio de un
conjunto de nimeros que miden propiedades con interpretaciones geométricas
que tfpicamente se identifican con la dimension del fractal. En algunos casos, lo
que se mide es el nimero M de puntos consecutivos distintos de la trayectoria,
contenidos en una esfera de radio R, centrada en uno de los puntos del conjunto.
En el caso de la caminata esta definicion conduce a relaciones diferentes en los
casos de una dos y tres dimensiones, para dimensiones mayores o iguales que
tres se tiene que
M(R) ~ RP

Con exponente de escalamiento D = 2. Una trayectoria tipica para el caso
del plano, a tiempo finito, se muestra en la figura (2.5).

Independientemente de la importancia que en sf mismos tienen los conjuntos
fractales, hay mé&s razones por las cuales han sido ampliamente estudiados: se
han constituido como herramientas utiles en el desarrollo de formalismos, que
‘buscan describir fen6menos complicados en términos de modelos simples, han
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sido reconocidos como la columna, vertebral de la geometrfa asociada a la din&-
“‘mica no lineal, la turbulencia, fen6menos criticos tanto en equilibrio como fuera
de él. Con esto se concluye lo asociado a la geometrfa de fractales y la simetrfa
de autosemejanza contenida en las leyes de potencia, de donde ademas se pue-
de rescatar un posible abordaje para el problema de la ley de Zipf: encontrar
una, ecuacion diferencial y/o una teorfa de escalamiento para la distribucién del
sistema de ciudades, cuya soluci6n sea la ley de Zipf, al menos en algin limite.
Sin embargo, como se discute en la siguiente seccién, fundamentar una teorfa de
escalamiento puede resultar complicado, aunque en caso de lograrse suele traer
consigo la existencia de leyes universales, que es justo lo que se desea.

2.2.2. Escalamiento y universalidad.

Postular una teorfa de escalamiento para cierto sistema se puede hacer en
base a suposiciones fisicas, geométricas, o bien simplemente postulando pro-
piedades matemaéticas. Esto ultimo consiste en postular que una variable del
sistema est& descrita por una funcion F(z,y) que satisface (2.9), es decir

F(z,y) =z°f (z%) (2.17)

La ecuacién (2.17) puede aplicarse a una gran cantidad de funciones sim-
ples, sin embargo, es muy facil construir contraejemplos, uno muy sencillo es
por ejemplo la suma de dos funciones homogéneas tipo (2.17) con distintos ex-
ponentes. En el caso de un conjunto de datos experimentales, la forma mas facil
de saber si los datos estan bien descritos por la ecuacién (2.17) consiste en gra-
ficar la cantidad G = ;’é con respecto a z = %, de modo que si la ecuaci6n de
escalamiento vale, entonces todas la curvas experimentales para diversos casos
caerdn en una misma curva experimental, la cual correspondera a la forma de
la funcion universal f(z). Esto quiere decir que el término escalamiento debe
entenderse como la semejanza que existe entre todas las funciones F(z,y), para
distintas z, pues si F' es escalado por alguna potencia de z, y por alguna otra
potencia también de z, entonces G = z% es solamente funcién de una variable
o, en lugar de ser una funcién de dos variables independientes z y y. En la
figura (2.6) se muestra esta técnica aplicada a datos experimentales de la curva
de coexistencia de diversos flufdos simples. Esta grafica es una de las eviden-
cias clasicas de sistemas en donde se corrobora la validez de una hipétesis de
escalamiento en un sistema real.

La teorfas de escalamiento se aplican en situaciones que pueden ser estaticas
o dindmicas y que tienen en general un caricter fenomenolégico. La curva ex-
perimental de coexistencia de la figura (2.6) carece de datos en la region donde
alcanza su maximo, es decir en la vecindad centrada en el punto critico. Es ahf
en donde se presentan leyes de potencia, aunque en general la curva completa
es evidencia de un comportamiento universal, ademas de curva de coexistencia,
en las transiciones de fase en equilibrio, existen muchas otras cantidades cuyos
comportamientos en el punto critico obedecen leyes de potencia universales. A
continuacion, sin entrar a discutir profundamente sobre teorfas de fenoménos
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Figura 2.6: Curva de Coexistencia para diversas sustancias, las variables escaladas caen en
la misma curva experimental universal.

criticos se presenta de manera breve un recuento de la fenomenologfa en donde
la fisica encontr6 el reto de predecir tanto los comportamientos tipo ley de po-
tencia universales para diversas variables, asf como el valor nimerico observado
de los exponentes. Un recuento de estos temas se encuentra en [14].

2.2.2,1. Retos impuestos por los fenédmenos criticos.

Considere el experimento de colocar un fluido en un tubo sellado de un deter-
minado volumen (con cierta densidad media p). El fluido a cierta temperatura
T se rompe en dos fases: una gaseosa y una liquida con densidades pgq,(T) y
piq(T) respectivamente, que estin separadas por una interface o menisco vi-
gible. Al elevarse la temperatura se observa que existe un determinado valor
critico Ty, en el que las densidades del liquido y vapor toman un valor comuan
Pe = Pig = Pgas ¥ la interface desaparece en una especie de niebla que 6ptica-
mente se conoce como estado de opalescencia critica. Es a partir de este punto
eritico que se observa una continuidad de estado, es decir; no se observa mas
la interface y no existe una distincién entre liquido y vapor para valores de la
temperatura més alla de la temperatura critica.

En el caso de fluidos, se puede caracterizar la transicion, si se estudia la
variacion del pardmetro de orden, que en este caso se define como Ap = prig —
Pgas, conforme se alcanza el punto critico, es decir, como funcion de la variable
reducida € = ’T"‘_rl Experimentalmente se encuentra que la forma funcional del




g es una ley de potencia

Ap~lelP siT—T. -0 (2.18)

La relacion (2.18) resulta independiente de los detalles que caracterizan cada
sustancia, y por lo tanto el exponente 8 es el mismo para una gran cantidad de
sustancias ([31, 14, 4]. Fenomenologia completamente aniloga se observa en el
caso de los sistemas magnéticos, ahf se tiene que el pardmetro de orden lo juega
la magnetizacion M (e) ~|e|” conforme € se anula. De hecho, tanto en sistemas
magnéticos como en fluidos, esencialmente cada una de las propiedades medibles
presenta algin tipo de singularidad universal en la regi6n critica. Algunas de
las cantidades importantes que se encuentran con este tipo de comportamiento
son: el calor espectfico C(T") ~ A% |e|™® (el sfmbolo % en la relaci6n anterior
significa que las amplitudes tienen un valor distinto dependiendo del qué lado nos
acercamos a T, no son pardmetros universales, en adelante se omite cualquier
referencia a las amplitudes) a volumen constante para fluidos o en campo cero
para sistemas ferromagnéticos (por cierto, la singularidad puede ser del tipo
log |}, en lugar de una ley de potencia), las longitudes de correlacién, las cuales
presentan una divergencia del tipo € ~ £ |e|™", asf como las x(T') ~ |e|”7, que
representan a la suceptibilidad isotérmica para ferromagnetos o compresibilidad
isotérmica en fluidos.

Queda claro el reto que imponen los fen6menos criticos tradicionales (las
llamacdas transiciones de fase de segundo orden): dar cuenta de los comporta-
mientos descritos en arriba a partir de las leyes de la mecanica estadistica. Esto
se encuentra en la teorfa de renormalizacion de Wilson [31], sin embargo previo
a la construccion de la teorfa de grupo de renormalizacién, los cimientos feno-
menolégicos que dan una descripcion completa de las transiciones de fase fueron
postulados en una teorfa de escalamiento.

La hip6tesis de escalamiento se postula directamente sobre algin potencial
termodinamico (lo que inmediatamente se extiende a los otros) y la funcién de
correlacién, la que se emplea para obtener informacién sobre la organizacién
estructural del sistema y que usualmente se mide en experimentos y resulta ser
libre de escala.

En el caso del potencial termodinamico se toma la parte singular? g,, escrita
en términos de variables reducidas (por simplicidad se tiene con notacién de
sistema magnético)

aute ) = ~2GEH) (2.19)

donde ¢ = "'—,,“.;1’lyh= i
Esta funcién debe reproducir de manera correcta todas y cada una de las
singularidades criticas conforme € — 0 y demas limites, por ejemplo en el caso

2La AG significa la diferencia entre G y los términos no singulares.
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-magnético el asociado a h — 0, etc. Con ese fin, se postula que

_ h‘l+}
9o ~ €[>~ g, (—H,  (2.20)

le]

- la forma tan exética de los exponentes se debe a que est4n escritos de manera
explicita como soluciones de ecuaciones entre los exponentes asociados a las
relaciones empiricas de otras cantidades, por ejemplo en el parametro de orden
su exponente 8 satisface que 8 = —;—‘6’

A partir de la ecuaci6n (2.20) es posible derivar todas las relaciones entre
los exponentes, las famosas relaciones de escalamiento, aunque para obtener
los valores niimericos debe aplicarse el escalamiento a un modelo concreto. Los
exponentes son cantidades que no dependen de los detalles de los sistemas: en
el caso de las transiciones de fase esos detalles se referen por ejempo al tipo
de sustancia; ademas es posible probar que para estos sistemas existe s6élo un
numero limitado de exponentes independientes, lo que implica la existencia de
un nimero finito de relaciones que se deben satisfacer. La unicidad de los valores
asf como su independencia de la estructura del sistema dota a los exponentes del
cardcter universal. La existencia de este tipo de cantidades y comportamientos
comunes a muchos sistemas han derivado en un paradigma de universalidad,
que consiste en creer en la posibilidad de entender todos los comportamientos
criticos a partir de un enfoque comun.

2.2.2.2. Universalidad.

La idea de que las transiciones de fase son fenémenos que pueden ser enten-
didos por medio de un mecanismo general se remontan a la teorfa clasica de Van
der Waals, donde la ley de estados correspondientes establece que para una re-
presentacion en variables reducidas (una forma de escalamiento) las propiedades
dependientes del material desparecen de la termodinamica del gas. Sin embargo,
la teorfa moderna de escalamiento dice que la teorfa de Van der Waals para los
gases no es adecuada para describir los fenémenos criticos, pues en general para
sistemas con interacciones de corto alcance no predice correctamente los valores
observados. La teorfa de escalamiento implica que existe una funcién univer-
sal, comin a todos los sistemas, la f(z) de (2.17), lo que se puede intepretar
como una simetria de los sistemas naturales, una simetrfa muy fntima, a nivel
fundamental en donde las reglas del juego son genéricas y de caracter colectivo.

De ser asf, entonces cualquier material (que sea elemento de alguna clase de
universalidad), conforme se va alcanzando el punto crftico, se organiza de un
modo tal, que las correlaciones entre sus elementos son de gran alcance, haciendo
posible que la descripcién sea independiente de la escala de observacion. La idea
de universalidad es importante, en pocas palabras, porque permite albergar la
esperanza de que resolver un problema muy simple baste para describir sistemas
muy complicados, pues sus soluciones se comportan de la misma forma. Esa
manera de pensar aplica a una gran cantidad de situaciones, los casos tal vez mas
espectaculares se encuentran en la formulacién de modelos tipo Ising para fluidos
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por un-lado, por otro, la aplicacién de resultados de mapeos deterministas no
lineales al estudio del problemas tipo Rayleigh-Bénard, o turbulencia ([4, 15]).
Después de revisar lo que se observa en los fenémenos criticos en equilibrio,
queda abierta la pregunta, ;De ahf se puede explicar la ley de Zipf?, la cual es
dificil de contestar, pues no se ha dicho nada sobre c6mo modelar las transiciones
de fase, con tal fin, en la siguiente seccién se discuten algunos de los modelos
mas simples para éstos y algunos fen6menos.

2.3. Modelos tipicos de sistemas extensos en fisi-
ca.

En las secciones anteriores se present6 la fenomenologfa del sistema de ciu-
dades, se discutié un poco sobre la geometrfa de fractales y se hizo un repaso
sobre lo que se observa en las transiciones de fase en equilibrio. Ambos son ejem-
plos de sistemas en donde las leyes de potencia tienen un papel fundamental en
su caracterizacién, en lo que queda de éste capftulo se habla un poco sobre los
modelos propuestos que las generan.

2.3.1. Sistemas en equilibrio: Percolacion.

Después de presentar los retos impuestos por los fen6menos criticos se de-
berfa presentar el tipo de modelo que dio origen a la solucion del problema, el
modelo de Ising y la teorfa de grupo de renormalizacién, esto no se hara, pues
el tema es amplio, complejo, y fuera de contexto. Sin embargo, es posible pre-
sentar un modelo de fen6meno critico méas sencillo, el cual presenta mucha de
la fenomenologfa expuesta en la seccion anterior, el modelo de percolacién.

Considere la secuencia de la figura (2.7), ahf se muestra el comportamiento
de un modelo de uniones de percolacién. En términos simples: el modelo depende
de un parametro p asociado a la probabildad de tener dos puntos unidos, La
secuencia se obtiene de variar el parametro, y permite conjeturar la existencia
de un valor critico del parametro, a partir del cual se forma una estructura
conectada, que permite atravesar de un lado a otro la malla, es decir, se efectaa
una transicion de fase, pues se tienen dos regimenes bien definidos, uno en
donde la posibildad de percolar por la estructura es nula y otro en donde dicha
probabilidad es uno.

De la secuencia se puede intuir que la parte fundamental del estudio de este
proceso son las propiedades del conjunto de estructuras conectadas o racimos
y la aparicion de un camino de pasajes abiertos unidos, aunque antes de seguir
adelante, debe dejarse en claro que el modelo de percolaciéon formal, trata con
gistemas infinitamente extensos. En las figuras se tiene solamente una repre-
sentacién finita. Asf pues los objetos de estudio del proceso son las estructuras
conectadas por aristas de la red o racimos, los cuales son describibles por medio
de ideas de tipo fractal, aunque obviamente lo deben ser en el mismo sentido que
la trayectoria browniana, estadisticamente. Las mallas para estudiar percolacién
pueden elegirse con geometrias diversas, las cuales estadn determinadas por la

e -
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Figura 2.7: Realizaciones nurnéricas de un proceso percolativo en una malla de 100 x 100,
la secuencia se efecta para valores crecientes de p, de manera cualitativa se puede observar
Ia formacién de un racimo que contiene un camino por el que posible ir de la parte superior

ia ‘1a-base. Para valor suficientemente grande del pardmetro p se forma un racirno terminal.
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manera en que se define la distancia entre dos vértices z y y. Las cantidades
que se estudian estAn encaminadas a responder la pregunta sobre la existencia
del camino abierto infinito en la malla. Con ese fin es coman definir la variable
P — pc y ver la dependencia de algunas cantidades conforme |p —p.| — 0. Es
posible probar [30] que, justo cuando p = p. aparece por primera vez el camino
abierto infinito contenido dentro de un racimo. Por medio de estudios numeéricos
se ha descubierto que cantidades como la probabilidad de percolacion 8(p), que
es la probabilidad de que una unién o arista pertenezca al racimo mayor, o el ta-
maifio medio x(p) de un racimo (es una cantidad andloga a las suceptibilidad en
termodinamica), se comportan, cerca del punto critico como leyes de potencia

8(p) ~ (p—pc)® (2.21)

x@®) ~ (p—p)7" (2.22)

Otra de las cantidades que sigue asint6ticamente una ley de potencia confor-
me p = p. es la escala de longitud natural o longitud de correlacion £(p) entre
dos uniones que pertenecen al mismo racimo

&p)~@—p)" (2.23)

" Las leyes de potencia (2.21)-(2.23) describen la invarianza de escala del con-

... glomerado de uniones en la regi6n critica y los exponentes son cantidades uni-

versales que solamente dependen de la dimensi6on del espacio que contiene a la
red y no de la geometria de la misma u otros detalles distintivos.

Los modelos de percolaci6n son geométricos, implican conceptos de probabi-
lidad y como se dijo, son una buena preparaciéon para estudiar las transiciones
de fase en flufdos, sistemas magnéticos, etc. Lo relevante del modelo es que por
medio de simulaciones numéricas es posible obtener las relaciones (2.21)-(2.23)
conjuntamente con un valor del exponente, si conjuntamente con eso se cons-
truye una teorfa de escalamiento, que prediga resultados para valores de los
exponentes, éstos se pueden comparar y en caso de ser coincidentes se tiene ya
una teoria fenomenolégica completa. Al igual que en la fenomenologia de tran-
siciones de fase en equilibrio gse ha probado que existen diversas cantidades y
comportamientos de tipo universal, que no dependen de detalles como lo podria
ser la geometria de la red, con la buena noticia de que todo es en general tra-
bajo tedrico y computacional. Por lo tanto ;Es posible estudiar el sistema de
ciudades como un fendémeno critico?, la respuesta es que no es lo ideal, pues si
bien en estos sistemas se presentan leyes de potencia universales, se tienen dos
limtaciones fuertes. La primera es que el sistema de ciudades es, aunque estacio-
nario, un sistema fuera del equilibrio; la segunda es que los fenémenos criticos
no son robustos, esto quiere decir, que lag leyes universales que se presentan,
s6lo ocurren en el punto critco, variaciones en la temperatura o en el pariAmetro
p de percolacion, que alejen al sistema del punto crftico desvanecen todas las
regularidades observadas, lo que no ocurre con la ley de Zipf, que es robusta en
este sentido. Debido a esto se presentan ahora una clase de sistemas en los que
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" la fisica también encuentra leyes de potencia en estadfsticas, pero en este caso
los sistemas estdn fuera de equilibrio, los modelos de procesos de agregaci6én y
el paradigma de sistemas autoorganizados®.

2.3.2. Sistemas fuera de equilibrio.

El universo de la fisica de sistemas extensos fuera de equilibrio es vasto, ain
restringiéndose a sistemas en donde lo relevante es el estudio de la formacién
y organizaci6n de estructuras espaciales resulta facil salirse del contexto de la
tesis.

No obstante, existe una clase de modelos que resulta affin al sistema de
ciudades, los modelos que estudian fen6memos de agregacion. La afinidad radica
en que las leyes de potencia pueden ser adecuadas para describir las estadisticas,
ademas de que se trata de sistemas en donde la materia se agrupa en ctimulos
distribuidos en el espacio, que evolucionan en el tiempo.

El término agregacién se refiere precisamente a la formacién de estructuras
por medio de la agrupacién de partfculas. Ejemplos comunes de agregados se
producen experimentalmente por medio de electrodeposicién, floculacion, sedi-
menatcion, por citar algunos ({24, 25, 26]). Ademas, se han propuesto el modelos
de agregacion ([15, 26, 27, 24, 32]) como paradigmas de la formacion de mon-
tafias, estructuras orgdnicas, ciudades, entre muchos otros sistemas fuera de
equilibrio y tfpicamente irreversibles. En algunos casos, los procesos disefiados
para recrear elfen6meno de agregacién presentan dinimicas de caracter esta-
cionario. Ademas, al igual que en los procesos en equilibrio, los modelos son
tipicamente fenomenol6gicos y buscan la recreacién, ya sea de las estructuras 6
las estadfsticas. El resultado de implementar uno de los procesos de agregaciéon
maés simples, el conocido como agregacién limitada por difusion, se presenta en
la figura (2.8). El proceso, en términos generales, consiste en fijar una particula
en algin punto del espacio, mientras que desde alguna otra ubicacion, se suel-
tan particulas, la cuales difunden hasta que se encuentran en una vecindad de la
particula fija quedando adheridas. En el caso de la figura, se fij6 una particula
en el centro de un cuadrado, las particulas vagabundas, se lanzaron desde posi-
ciones iniciales distribuidas al azar en las aristas. La imagen delata la naturaleza
fractal del agregado, situacién que es comin en los modelos de los procesos de
agregacién y que los relaciona con las funciones homogéneas. En lo que sigue
ésto se discute mas ampliamente.

2.3.2.1. Dinamica de los procesos de agregacion.

Los modelos de los procesos de agregacion son estocasticos, por lo que una
parte importante para su descripcién se hace con distribuciones de probabilidad.
Las variables aleatorias estan asociadas con conceptos que describen cantidades
que tienen interpretaciones geomeétricas simples, por ejemplo: los tamafios de

3Un tradsuccién mas apegada al nombre original Selforganized criticality serfa criticalidad
autoorganizada.
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Figura 2.8: Agreyado fractal generado por agregacidn limitada por difusidn, la estruc-
ture resultante evoca algunas formas que se obtienen en diversos procesos erperimen-
tales, asf como algunas formas orgdnicas.

los racimos, que se definen como el niumero de elementos (o la masa) presentes
en una estructura conexa.

*Procesos de agregacién irreversibles.

: upéngase que se tienen N, particulas distribuidas de manera aleatoria en
-~ la.red; las cuales obedecen las siguientes reglas para formar agregados: (i) las

L partfculas se difunden por la red hasta encontrarse con otra en uno de los sitios

* vecinos, en cuyo caso quedarin unidas formando un racimo de dos particulas.
- (ii)-El .proceso anterior continua, ahora empleando tanto racimos como parti-
culas en la difusién y coagulacion, formando racimos mas grandes hasta que
eventualmente se forma un racimo terminal en un sistema finito. La caracteri-
zaci6én del anterior proceso de agregacion debe tomar en cuenta varios factores
de tipo fisico. El primero que debe tomarse en cuenta en cualquier proceso di-
fusivo es la capacidad de moverse, descrita por medio del valor del coeficiente
de difusion. Es natural suponer que esta cantidad es una funcién del tamaro
. s del agregado que difunde, en general se supone que el coeficiente D(s) sigue
una ley de potencia, cuyo exponente es uno de los parametros moduladores del
sistema, asf D(s) = D,s". Un proceso de agregacién mas realista también toma
en cuenta la posibilidad de que durante una colisién no se efectiie siempre la
coagulacién, esta suposicion tiene sus fundamentos obviamente en argumentos
de tipo mecéanico y quimico, en términos operativos estos factores se engloban
en una probabildad F;; de pegado entre dos racimos de tamaifos i y j.

Los aspectos dinAmicos quedaran descritos por la distribucion de los ta-
mafos de los racimos n,(¢), que es el numero total de racimos de tamafio s,
normalizados al volumen total de la red L3. El enfoque matemaético para proce-
sos estocasticos donde los tiempos de ocurrencia entre eventos son de caracter
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~.continuo corresponde a una ecuacién diferencial para la distribuci6n, llamada
ecuaciébn maestra, que en el caso particular de los procesos de agregacién des-

-~ cribe la’evolucién de n,(t). La solucién de la ecuacién para n,(t) depende del

- tipo de proceso que se estA considerando, sin embargo para sistemas en los
que la masa se conserva se ha reconocido [34] que la solucién de escalamiento
ng(t) ~ s~2f (zL') es adecuada para tiempos largos. Esta suposicién introduce
una escala tipica de tamaifio de agregado en el sistema, ademas la forma explfci-
ta de la funcién de escalamiento es modelo dependiente y por lo general puede
presentar varios regimenes, con diversos tfpos de decaimientos.

La hipotesis de escalamiento tiene consecuencias en cantidades como los
momentos, por ejemplo, el segundo momento, asociado al tamafio medio del
racimo y definido como ¥, s2n,(t), resulta una cantidad divergente conforme
t crece Y., 8%n,(t) ~ t*, etc. El analisis de escalamiento es siempre puesto a
prueba por medio de simulaciones namericas, y aunque se ha hecho mucho
trabajo sobre modelos de agregacion, el tema estd lejos de ser agotado.

Sin ser propiamente un proceso de agregacién, puede pensarse en que, en
una malla bidimensional se siembran inicialmente N partfculas de tamaifio ini-
cial n(z,y,t = 0) = n,. Al transcurrir el tiempo los tamafios de las partfculas
pueden modificarse debido a la interaccidén con otros elementos del sistema o
bien por medio de una reaccidn, la cual debe ser de naturaleza autocatalitica,
es decir n(z,y,t + 1) = f(n(z,v,t)), esto debido a la restriccion de que las
partfculas se mantienen en la misma posicién siempre. Si se identifican las par-
ticulas con ciudades, entonces cada sitio serd una especie de agregado puntual,
jes posible que este tipo de modelo produzca una distribucion de tamainos que
asint6ticamente sea la ley de Zipf?. Como se ver& en el proximo capftulo, una
clase particular del modelo autocatalftico, discutido brevemente en el ultimo
parrafo es el que se propone para el sistemas de ciudades, por lo tanto la res-
puesta a la pregunta recién planteada es, por el momento un jpor que no?. A
final de cuentas, ese es el objetivo de la tesis, responder, al menos parcialmente
esa pregunta.

Existe un paradigma de organizacién para sistemas extensos fuera de equi-
librio que est4 intimamente ligado a la ocurrencia de leyes de potencia como
distribuciones de eventos, es el llamado paradigma de la autoorganizacion. En
lo que queda del capftulo se discute brevemente.

2.3.2.3. Sistemas Autoorganizados.

Hasta el momento solamente se han presentado a vuelo de pajaro algunos
de los sistemas mas sencillos, estudiados por los fisicos, tanto analiticamente
como numéricamente, en donde las leyes de potencia son el lenguaje coman pa-
ra su descripcién. Sin embargo existe una muy extensa variedad de fenémenos
([15, 28, 29]) de tipo fisico, econémico, bioldgico, etcétera, donde surgen leyes
de potencia, muchos de ellos en busca de una teorfa. Si recordamos, al presen-
tar los procesos de agregacion cinética, se mencion6é que en muchos casos los
modelos tienen como motivacion principal la imitacién de la naturaleza; no son
modelos derivados de primeros principios y tipicamente suponen un minimo de
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Figura 2.9: Modelo de avalanchas.

mecanismos como los agentes que producen las dinamicas. De modo que ca-
ben las preguntas: ;porqué son estudiados esos modelos tan simplistas?, ;Son
adecuados para describir sistemas reales?. La respuesta es que muchos de esos
modelos no constituyen meras aplicaciones a una teorfa especffica, en realidad,
son modelos representativos de paradigmas sobre la manera en que se efectiian
las cosas en el mundo real, pues a pesar de que se han construido descripciones
de la ffsica en escalas espaciales y temporales cada vez mas finas, no existen
las extrapolaciones de las leyes a ese nivel del mundo a escalas mayores, en el
sentido siguiente: A partir de la teorfa fundamental del universo microscépico,
no ha sido posible derivar de ella una teorfa que dé cuenta de los pormenores
de las hélices de ADN, de la formaci6n y funcionamiento de las células y de los
organismos que éstas conforman. Uno de los paradigmas que se ha propuesto
como respuesta a esta carencia de extrapolaciones directas, es lo que se llama
autoorganizacién, teorfa que propone que los sistema dindmicos con muchos gra-
dos de libertad tienden a estar en estados con correlaciones de todos los 6rdenes
(por medio de leyes de potencia) entre sus componentes, teniendo como resulta-
do que el sistema presente regularidades debidas a comportamientos colectivos,
no individuales. Con fines de claridad se describe-con cierto detalle el modelo
representativo de sistema auto-organizado: el modelo de avalanchas en redes de
d dimensiones, que en su versién mas sitnple, se muestra en la figura (2.9).

La din&mica comienza al afadir una partfcula a una de la columnas elegida
al azar, si la pendiente local del perfil de la columna excede un cierto valor m,
entonces debe ser actualizado, repartiendo el granito con los sitios vecinos. Esto
se hace hasta que todos los sitios se encuentren en regiones con m menores que
m.. Si esto ocurre, entonces el sistema ha alcanzado un estado minimamen-
te estable, minimamente, porque la adicién de un s6lo grano de arena jpuede
desencadenar una avalancha !. De hecho una implementacién numérica de este
proceso permite corroborar que efectivamente es posible desencadenar avalan-
chas en todas las escalas de longitud con la adicion de uno s6lo de los granos en
alguna de las columnas. Los grupos de sitios que pueden ser alcanzados por este
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proceso ffmco de tipo efecto domind tienen distribuciones D para los tamaifos
8, que slguen leyes de potencia

D(s) ~s™"

con exponentes que usualmente dependen sélo de la dimension de la red. Ade-
m4s de las distribuciones de los tamaifios de los grupos de particulas que son
alcanzados por la avalancha, se ha encontrado que: los tiempos de vida de las
avalanchas, las longitudes de correlacién y algunos otros parametros, también
siguen leyes de potencia. Este tipo de modelo se ha aplicado [29] a situaciones
diversas, por ejemplo en el estudio de la turbulencia, procesos de agregacion,
redes de rios, superconductores, embotellamientos, entre muchos otros mas o
menos ex6ticos. En el caso de la tesis, no se tomard como modelo del sistema
de ciudades, pues si bien, los estados autorganizados criticos obedecen leyes de
potencia, son robustos (en el sentido de que el efecto de una perturbacién es una
avalancha que lleva al sistema a un estado similar al anterior), la fenomenologfa
de ciudades no parece ser ficilmente enmarcable en este contexto de efectos tipo
avalancha, es decir, no ocurre que al nacer o morir alguien, en algun lugar, se
tengan fluctuaciones de poblacién en todos los elementos del sistema hasta de
nuevo alcanzar el estado critico.

Con esto se concluye el capftulo, en el que se presem;b la fenomenologfa del
sistemas de ciudades. Se presentaron también algunos modelos de sistemas en
donde se presentan leyes de potencia para las estadfsticas, se mencioné breve-
mente que el tipo de modelo elegido bien podria pertenecer al de los procesos
de agregacion, en donde cada ciudad se corresponderia con un conglomerado
puntual, que, por un lado, evoluciona autocataliticamente y que complemen-
tariamente experimenta una contribucién debida interacciones con los demés
elementos del sistema. En el proximo capftulo se tratan con detalle estos mode-
los.




Capitulo 3

Modelos que generan la ley de
Zipf.

;Como se modela un sistema de ciudades?, muy facil, con miles de ecuaciones "
que describen las dindmicas internas de cada ciudad, otro tanto las interacciones
externas, todas acopladas y con otros cuantos miles de pardmetros de modula-~
cion y condiciones iniciales. Una vez establecido el sistema, se resuelve, se hace
estadfstica sobre las poblaciones y eso nos debe dar la ley de Zipf, la que por
cierto no depende de todo eso. Como eso es imposible de hacer, pues ni siquiera
se tienen las ecuaciones que hay que integrar, los modelos que se han propuesto
descansan fundamentalmente en dos tipos. (i) modelos de imitacién de la natu-
raleza, es decir un conjunto de reglas locales sensatas, que al evolucionar pueden
hacer que el sistema reproduzca las observaciones. En estos modelos el sistema
es discreto en espacio y tiempo. (ii) Procesos basados en ecuaciones diferenciales
para la distribucién de probabilidad, como en el caso de la ecuaci6n de difusion,
empleando suposiciones de dinamica de poblaciones y algunas otras condicio-
nes como la estacionariedad de la ley de Zipf. En ambos casos los modelos son
muy simples y con un nimero muy reducido de variables relevantes. En la tesis
se estudia fundamentalmente un modelo de la clase (i), por tanto es de estos
modelos de los trata este capftulo.

3.1. Modelos de sistemas de Ciudades.

3.1.1. Modelando la estructura del sistema en el espacio.

La hipotesis de que la formacién de una ley universal depende de identificar
un minimo de elementos esenciales quiere decir que no se tomaran en cuenta
(al menos explicitamente) factores asociados a polfticas expansionistas, factores
econdmicos, sociolégicos, el establecimiento de fronteras no naturales y en ge-
neral todas aquellas situaciones provocadas por el hombre o asociadas al medio.
En primer lugar porque son situaciones que dificilmente se tienen cuantificadas

31




CAPITULO 3. MODELOS QUE GENERAN LA LEY DE ZIPF. 32

[ [ ]
dhbabbbd b -
nEBTEE S
aElEEESeND -~
aES RS-
EoEBBEENS-~
L N N NN N N
aEEPEeEEESEE -~
SeaEERsED-
A RERRE S
]

Figura 3.1: Ilustraci6n sobre las idealizaciones hechas por los modelos de tipo
multiplicativo e donde las ciudades son de tipo puntual y el sistema de ciudades
es una red cuadrada con un ntimero N fijo de elementos, que no excluyen la
posibilidad N — o0o. La ciudad es una ilustracion original de “Pope” Solei.

a lo largo del tiempo. En cualquier refinamiento podrfa ser posible afiadir alguno
de esos elementos. Para modelar el conjunto se ciudades se suponen vilidas las
constricciones del sistema real a un espacio bidimensional, con las ciudades per-
fectamente localizadas en los vértices de una red discreta, en la que cada punto
i de'la misma representa una ciudad, que esta caracterizada por su poblacién
ni(t), en la figura 3.1 se presenta una alegorfa a éstas idealizaciones.

3.1.2. Evoluciones de la poblacién.

Una vez asentada la estructura espacial del sistema debe establecerse el
criterio de evolucion de la poblacién en cada sitio. Una manera sencilla de hacerlo
es suponer que n;{t) tiene dos contribuciones, una g;;(t) para j # i debida a las
interacciones con los demas componentes del sistema, la otra f;(¢) asociada al
cambio debido a factores internos, como lo pueden ser nacimientos y muertes,
ete. Por lo que, de manera general, se tiene que

ni(t + 1) = u(fi(2), 9i; (¢)) 3.1)
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o 3‘.;1".3. La forma méas simple de crecer: n,, = Ain,

""" Operativamente la division en dos contribuciones para la transicién de la
‘poblacién n; de un sitio ¢ del tiempo t al tiempo ¢ + 1 se puede efectuar en
dos subpasos, cada uno asociado a cada término del lado derecho de (3.1). En
el caso de la contribucién por cambios internos, la din&mica de poblaciones
tiene como modelo mas simple de crecimiento la ecuacién maltusiana. Es decir:
si z(t) es la poblacién al tiempo ¢, la ecuacién que describe el crecimiento es
z(t + 1) = Az(t), donde la X es el parametro o tasa de crecimiento. En general
esta dindmica esta sujeta a la condicion inicial 2(0) = 2,. Si por simplicidad
se pide que z, = 1, entonces la solucién al tiempo 7 es z(r) = A". El modelo
puede refinarse integrando la posibilidad de que los factores de proporcionalidad
sean de un caricter més general, permitiendo tener eventos de crecimiento o
disminucién de la poblacion a cada tiempo. Esto se consigue facilmente haciendo
que a cada tiempo se tenga un A(t) que pueda ser mayor o menor que uno. Asf,
generalizando a todas las ciudades se obtienen las N ecuaciones de evolucion

ni(t+1/2) = Ai(t)ni(t) (3.2)

.‘Debe quedar claro que a cada sitio le corresponde un A;(t) a cada tiempo.
El. t+-1/2 en el argumento simboliza que no se ha completado la evolucién
pues hace falta sumar el término asociado a la contribucion externa. ;De donde
.se sacan ahora los A;?. Es mas o menos sencillo darse cuenta que un sistema

“tan complicado puede tener incrementos o disminuciones tan variados como se
quiera, lo que sugiere que el control sobre los factores sea solamente de tipo
estadfstico, por lo que la naturaleza de los factores puede tomarse como aleato-
ria suponiendo solamente que siguen alguna distribucion P(A) preestablecida.
El mecanismo multiplicativo es la reaccion de tipo autocatalitica, que se ha re-
conocido [9, 5, 11] entre un sinimero de funciones n;(t + 1) = f(ni(t)) como
el mecanismo mas simple, para producir estadfsticas parecidas a la ley de Zipf
suponiendo una configuracién inicial n;(0) = ni,, conjuntamente con ciertas
condiciones subsidiarias. Las condiciones subsidiarias son precisamente el ele-
mento de modelacién sutil como veremos mas abajo. Primero, debe hacerse ver
que los procesos multiplicativos s6los no predicen la ley de Zipf.

3.1.4. Procesos Multiplicativos y la distribucién log-normal.
De manera general un proceso multiplicativo esta descrito por
n(t+ 1) = A(t)n(t) (3.3)

y una distribucién P()) para los factores. .
Supoéngase la condici6n inicial n(0) = n,, deseamos conocer la probabilidad

de que n tome un cierto valor conforme ¢t — oo.

" Una manera de resolver este proceso es cambiando de variable por y(t) =

In(n(t)), de donde se obtiene que

y(t +1) =y(t) + p(t), (3.9)
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. e U In(A(2)). El proceso (3.4) es una caminata aleatoria, cuya solucién
“se obtiene inmediatamente

t—1
y(t) =yo+ > pulk). : (3.5)
k=1

' La. disﬁfibﬁcién del proceso (3.4) se obtiene aplicando el teorema de lfmite
_central, aclarando antes algunos puntos finos.

v 3141 Eventos raros y el teorema de limite central.

' "Cuando se discuti6 la idea de universalidad en el capttulo anterior se dijo
que existen propiedades, que pueden ser nameros o bien algfin tipo de funcién
como la ecuacién de estado de Van der Waals en variables reducidas, que re-
sultan generales, pues no dependen de alguna particularidad del sistema. En
este contexto podemos establecer que el llamado teorema del limite central es
un principio de universalidad para procesos estocésticos aditivos. El teorema
establece que bajo condiciones muy generales [6, 7], la distribucién de la suma
normalizada de un gran nimero de variables aleatorias independientes, idénti-
camente distribuidas, con media m y varianza &* es asint6ticamente normal.
Esto es, si y es igual a
_ i +zp+... + Ty

V= (3.6)
la probabilidad p, asociada a y que es tal que
. 1 _e-p?
'}Lr(.xopy - \/2_7r.ae E (3.7)

lcon g =3 ;% =nmyo? =30 =ns% ,Es posible aplicar el teorema del

- lmite central a (3.5)7, La respuesta a esta pregunta se encuentra contenida en

la respuesta a la pregunta mas general, ;Hay un teorema de lfmite central para

procesos como (3.3)7. Para responder ¢ésto debemos medir los efectos que tienen

en la estadfstica la ocurrencia de lo que en la jerga se conoce los eventos raros.

Consideremos un proceso binario, es decir uno en donde solamente se tienen

dos factores A; y A2 que ocurren con probabilidades p y ¢. En este caso es muy

facil ver que si se tienen N elementos en una cadena con z factores A\ y NV — =z
A2, entonces el producto se escribe como

ne = AIAY -3 (3.8)

parh algin 0 € z < N. La probabilidad de que ocurra cada n,; es una probabi-
lidad binomial pues hay que acomodar dos valores en IV sitios, o bien de tener
# éxitos en N ensayos, dejando los demas a los N — z fracasos, ésto es

p: = ( 1: )p‘qN“‘, (3.9)

_' Las condiciones necesarias y suficientes para una forma mas sélida del teorema del limite
‘central para variables aleatorias independientes, las llamadas condiciones de Lindeberg se
exponen en [6] volumen 1. O en cualquier texto avanzado de teorfa de probabilidad.
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N ) =mﬁ’—'_—m De modo que el ,vé,lig‘nti.rgyspe;ado : (@,) de'n; es

Epznz

2=00%

(ns)

probable no coinciden. No sélo
1smo “orden de ma.gmtud Tan es asf
1vergenc1a exponencial. El origen de esta
" diferencia es esencialmente debido’a’los eventos raros. Estos eventos ocurren
“'con probabilidades exponencialmente baJas, pero contribuyen de manera signi-
ficativa al momento de promediar. El caso mas simple de visualizar, en el caso
binomial es por ejemplo para Ay =2y A2 = %: en el conjunto de los posibles re-
sultados del proceso un evento extremo ocurre cuando se presenta una sucesién
de productos de A, sin embargo, ésta cadena ocurre con una probabilidad de
presentarse exponecialmente baja, atn asf, al momento de promediar, el valor
del producto es 2&¥ con N 3> 1, el cual es exponencialmente mayor que un valor
tipico. El ejemplo anterior ilustra lo que se anticip6, eventos de esta clase contri-
buyen de forma m4s importante al valor de (n.) que todas la demas ocurrencias,
las tipicas, que lo hacen de forma poco significativa. {Que hay con el teorema
del limite central?. El teorema establece que un célculo de las fluctuaciones de
y alrededor del valor medio son del orden es O (-\}: , mientras que el compor-
tamiento para los eventos raros, pertenece a la cola de la distribucién, pero con
eventos de orden O(1), de modo que la aproximacion gaussiana no da cuenta
de ellos. Es decir, no da cuenta de los eventos en las colas de las distribuciones,
que como se dijo arriba son exponencialmente mayores que el valor tfpicon,,, .
La estadfstica provista entonces por el teorema del limite central es valida sola-
mente para tiempos largos y eventos de tamaifios de pequeiios hasta moderados
y presenta graves dificultades al calcular momentos de orden mayor para n..
"Un célculo detallado permite mostrar que es posible ajustar gaussianas en las
colas, pero dependen del orden del momento que desee considerar. De este modo
se pierde por completo la posibilidad de una version del general del teorema.
Si consideramos el limite de validez del teorema entonces podemos aplicarlo al
proceso aditivo de los logaritmos, es decir, a la variable y definida en (3.5). Asi,
definiendo U, como:
=VC(y - D),

eso, en general no tieren’ ni ‘'siquie
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: rametros C' y D estan relacionados con el promedio y la varianza,
‘:‘ de las u(k) de la forma

1
(2t (w2 &) — (u(k))?) )
t(u(k) (3.11)

Y donde se ha sustltuldo de manera maiiosa el niimero de pasos de la caminata
aleatona. por ‘el “t;lempo" t debndo a que en el caso discreto son iguales. La distri-

kel dy, implicando que la funcién de n converge

c(t) (3.10)

D(2)

: buc16n de Ug converge a

,—C(In(n(t))-D)? —C(In(n(t))-D)?
e CImEIT T (dy | gy, - e

v S o e

pues y = In(n). Esta es la famosa dlstrxbumbn log-norma.l que en este caso
depende paramétricamente del tlempo

dn, (3.12)

dn (3.13)

(3.14)

: P(x)da: = o 2(=) ((zﬁjz)dx (3.15)

O bien P(:z:)dz = de para logaritmos.

El ‘resultado (3.15) , muy comun en teorfa elemental de probabilidad de
pronto se convierte en una posible fuente de leyes de potencia debida tinicamente
a un simple cambio de variable adecuado. Sé6lo basta que la P(u) sea tal que
se comporte como constante para algan limte apropiado de u. En el caso que
nos interesa, ademas de las consideraciones asociadas a los eventos extremos
,que retomaremos en breve, se necesita que e~CUn(n(t)-D2)? g¢ haga constante
en algan Ifmite. Sustituyendo (3.10) y (3.11) en C(In(n(t)) — D)?, este queda
como

(inn — ¢ (u(k)))?
(3.16)
2t (W2 (k)Y — (u(k))?)

Vemos que conforme el tiempo se incrementa el término cuadratico del nu-
merador asociado al maximo de la campana se desplaza con velocidad constante,
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mfléntfés que el denominador asociado a la anchura también se incrementa ha-
-ciei;do a la curva mas gorda. Asf, la campana se hace praActicamente constante,
con la condicién Inn — ¢ (u(k)) < 1, o bien n <« e, Y la f como funcién de
nes

1)~ ' (3.17)

Que es una ley de potencia que se cumple mejor conforme transcurre el tiem-
po y cuyo exponente es —1, que difiere del —2 de la ley de Zipf. Se concluye
entonces que los procesos puramente multiplicativos pueden dar leyes de poten-
cia pero en todo caso no con el exponente observado y en general tampoco de
manera estacionaria. Debe entonces complementarse el modelo con algin otro
mecanismo que forme la estadfstica deseada.

Como ya se discutié, la distribucién log-normal no da cuenta de los eventos
en la cola de la distribuci6n, pero es ampliamente aceptada como una fuente
de leyes de potencia asintética. Esto se debe a que en una simulacién numérica
tipica, los eventos raros ocurren con probabilidad exponencialmente baja, en
general solamente se detectan eventos con contribuciones tfpicas al! promedio
compatibles con e] orden de las fluctuaciones de la distribucion log-normal.

Con ésto se concluye lo que respecta a los procesos multiplicativos, los cuales
se postularon como el mecanismo asociado a la contribucion autocatalitica para
la evoluci6n de las poblaciones, que por si s6los no dan la ley de Zipf, Por tanto,
la evoluci6n del sistema debe tener ingrediente adicional, que puede representar
por ejemplo: interacciones entre los sitios del sistema. En la siguiente seccién se
exponen algunos de los modelos propuestos para estas condiciones adicionales.

3.2. Modelos.

Un modelo realista puede incorporar una gran cantidad de elementos, por
ejemplo eventos de crecimiento global de la poblacién por medio de fuentes,
iporque no? aniquiliacién estocastica por epidemias o guerras, transporte de
poblacion tipicamente por difusion, etc. El reto es identificar cudles, asi como
el porqué funcionan unos u otros, a continuacion, se presentan algunas de las
ideas que se han propuesto para los posibles mecanismos subyacentes que dan
origen a la ley de Zipf.

3.2.1. Modelo tipo Levy-Solomon.

Este modelo supone ademds de la ecuacion (3.2) con una distirbucion II(A)
para las A, que el nimero de elementos presentes en el sistema, durante la
evolucion, sea fijo e igual a N. El acoplamiento entre los elemento es de tipo
global a través de una restriccion sobre el minimo tamario que le es posible tener
a cada sitio. La cota minima esta determinada por una fraccién ¢ del tamafo
promedio de la poblacién a cada tiempo, es decir: n,i;n = ¢+ 7, donde 7 es
el promedio en cada tiempo B = & 3_iL, ni(t) ¥ 0 € ¢ < 1. Cada vez que el
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: :ésultédo de una de las multiplicaciones sea menor que la cota inferior, el valor
- del sitio se actualiza por el de la cota. Asf que la evolucién queda como

ni(t + 1) = maz {A(t)ni(t),c- 7} . (3.18)

" Este 'modelo es asintéticamente soluble, y predice leyes de potencia f(n) ~
_n~(1+2) con el parametro del exponente o =ale, N ), dado implicxtamente por
» la ecuaclén :

Cualitativamente se tiene si V' es finito y c= 0 entonces o: ~+ 0, sin embargo
en limite termodindmico N — oo el exponente acumula ena—1."

- De manera mas precisa, es posible reconocer’ en (3. 19) ‘dos tegfmenes que
la. simplifican y permiten obtener a explfcltamente para Ny c en el lfmite
iy < ¢ < 1 se obtiene que a > 1 asf como (£)* > & > 1, de modo que
(3.19) se aproxima a

.O‘ N
=
N ~ 1_—1—1! = o 1
a ¢ l-c¢
Por lo tanto:
ax L ! (3.20)

Pl Y

n

Este resultado es la joya del modelo, es universal pues no depende del tamaiio
del sistema ni de la distribucién II(A), ademdis de que en lfmte N — oo es
exacta. N6tese que uno de los pardmetros modulables es precisamente 7n,,in,
determinado por ¢, de modo que sin perder de vista r"LN— <& ¢ podemos hacer
que ¢ = "—-(‘;gyk & 1, de donde finalmente se obtiene a = 1, resultado que al
sustituirlo en f(n) ~ n~(1+®) da la ley Zipf.

La validez de la ecuacién (3.20) asf como los resultados de este modelo se
han verificado por medio de simulaciones numéricas en [10]|. La validez de la
ecuacién (3. 20) se rompe en caso de que /N sea finito y los valores de ¢ sean
menores que _N pudiéndose tener exponentes o < 1. Dentro de este ultimo

-¢aso, existe otro Ifmite que permxte conocer a: si la comparacién de ¢ con 4,

satisface ¢ < & < 1, entonces § < (§) <« 1, de modo que la ecuacion (3.19)

se aproxima a N o 9"—' 3 L: 1, que al aplicar logaritmos y permitir solamente

términos de orden cero se tiene que In N =~ aIn(£) o bien

InN

o{'zln(

6|2

3’
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+.~'de modo que en general se pierde la ley de Zipf, pues ya no se sigue la
" unicidad del exponente, y el valor puede diferir significativamente de cero y
uno, que son las aproximaciones log-normal y Zipf.
~ Una modificacién de éste modelo, propuesta por Solomon y Blank {11], con-
siste en hacer mas robusto el limite de validez la ecuacién a = 1—1'_,- Para lograr
eso se proponen tres condiciones que deben satisfacerse de manera simultanea.

i) La existencia durante toda la evolucién, y de manera independiente de los
valores de la poblacion total, de pequeiias villas con poblaciones del orden de
pocos habitantes. Se relaja pues la constriccién de npmin crezca conforme crece
la poblacion promedio.

ii)En el caso de que una ciudad tenga valor menor que 7y, €l sitio desapa-
rece en lugar de ser subsidiado a mano al valor npin.

iii) La posible formacién de nuevas ciudades: al crecer la poblacién global es
razonable suponer que algunos nuevos pobladores funden nuevas ciudades, asf,
se puede exigir que una fraccién del excedente de poblacién entre dos unidades
de tiempo forme ciudades con tamafio igual a 108 ny,in.

Vale la pena un comentario sobre lo anterior, las reglas i) y ii) pueden sonar
contradictorias en un primera lectura, por tanto se aclara lo que quieren decir
exactamente. La condicién {) quiere decir que se desea que a cualquier tiempo,
se tengan presentes en el sistema elementos de tamafio n,;, fijo. En contraste i)
quiere decir que si al evolucionar un sitio tuviera como resultado una poblacién
con tamafio menor que el mfnimo, entonces desaparece. La condicién fii) asegura
que el sistema no se vaciara, pues el namero de elementos se incrementa al
formarse nuevas ciudades.

El ntimero AN de ciudades que aparece en cada paso de tiempo con pobla-
cién Nypin depende de un parametro K, como AN = K (neot(t + 1) — neoe(2)).

De la definici6n se sigue que la velocidad con la que varfa el promedio es
constante T = ﬁ—N = -,‘7, al igual que ¢ = numin /T, asf se garantizaque o =~ t1-es
valido. El modelo puede tener como condici6n inicial un sistema de poblaciones
pequeiias y estar muy diluido, esa situacion es realista, pues al principio de
la historia, las incipientes concentraciones humanas estaban esparcidas por la
superficie de la tierra.

Finalmente es posible obtener valores para los parametros del sistema y
ver que el modelo implica leyes de Zipf, debido a que la validez de la regla
iy € ¢ < 1nos da de nuevo un a =~ 1. Si se asume que las poblaciones

mayores en el mundo son del orden 107, que la poblacién total es del orden
10'° y que las poblaciones més pequefias son del orden de la unidad entonces
7 = Ngor/N = NptNimin/Mmaz = 1019/107 ~ 103 = K ~ 0.001.

La ley de Zipf de este modelo se corrobora con simulaciones numéricas en
[11]. '

Una alternativa (no excluyente) a los modelos de Levy-Solomon para el aco-
plamiento entre los elementos del sistema puede ser por medio de difusion, la
difusion tiene una interpretacion sencilla, la redistribucion de poblacién por
migracién. Este es el modelo propuesto por Manrubia y Zanette [5].
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3.2.2. Modelo de Manrubia-Zanette.

Dentro de los eventos complementarios al crecimiento multiplicativo, la redis-
tribucién por medio difusién se presenta como uno de los mecanismos realistas
maés sencillos de establecer, pues se asocia con eventos de migracion de poblacién
de unos sitios a otros. El problema consiste en establecer de manera adecuada
el modo en que se efectia este transporte de poblacién, pues dificilmente se
tienen datos disponibles. Lo que se propone en el modelo M-Z es que el flujo de
poblacion se describe por medio de la ecuacién de difusién discreta en el espacio
y en el tiempo para un medio homogéneo y isotrépico, el alcance de la difusién
que que se propone es de corto alcance: la poblacién se distribuye solo entre
los vecinos mas préximos a un determinado sitio. Por tanto, la ecuacién puede
escribirse como

a
at+1) = (1 - a)n(t) + ¢ 3o nx(e), (3.21)
: xe{x}
donde {x} es el conjunto de los elementos vecinos al sitio n, k es el nimero de
elementos definidos como vecinos més préximos, y 0 < a < 1 el parametro de
difusi6n, que determina la fracci6on de poblacién que sera distribuida homoge-
neamente entre los vecinos.

El modelo M-Z propone un proceso multiplicativo de tipo binario, en donde
sélo es posible multiplicar por dos factores A1 y Az con probabilidades de ocurrir
p y 1 — p respectivamente, que ademaés satisface que A = 1, por lo que debe
satisfacerse que pA, + (1 — p)A2 = 1. Con estas restricciones los factores que se
propones son iguales a A\; = (‘—;—1 ¥ 2= (1—_!;), paraun pardmetro0 < ¢ < 1,
naturalmente p € (0, 1). Por lo tanto el proceso multiplicativo para el sitio i, en
el tiempo escrito sxmbbhca.ment:e como t + 1/2, para indicar solamente media
evoluci6n es:

(5%) ni(t)  con probatitided  p
ni(t +1/2) =" SO (3.22)
: ('{5;) ni(t) con probabilidad 1-—p
esl anterior proceso multiplicativo tiene la propiedad de conservar la poblacién

promedio pues el promedio de los factores es igual uno, para ver esto sup6nga
que la condicién inicial es: n¢(0) = njo, entonces

(male+ 1) = p‘(‘_ = ) e + (1= 2) (1) (e = (ma(8)) = (i
aplicando el paso complementario, el proceso a investigar es

ni(t+1) = (1 — a)nl(t) + % S nxl®), (3.23)

xe{x}

con n'(t) dado por (3.22). Las reglas de evolucion (3.22) y (3.23) asumen un
sistema de extensién infinita, este es el modelo que se investiga numéricamente
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en esta tesis, cuyos resultados de simulaciones numeéricas se presentan en el
préximo capftulo. Antes de continuar es conveniente hacer algunas precisiones
sobre las ecuaciones (3.23) y (3.22).

3.2.2,1. Mapeos acoplados y el proceso estocastico M-Z.

Dentro del estudio de los sistemas complejos existe un paradigma de evolu-
cién llamado mapeos acoplados o por sus siglis en inglés CLM. Este enfoque
busca convertirse en una alternativa de modelo genérico para sistemas que ex-
hiben caos tanto en el espacio como en el tiempo, y que se presentan en areas
tan diversas como el estudio de reacciones quimicas tipo B-Z y conveccién de
Rayleigh-Bénard, hasta el estdio de ecosistemas, o economfa, un tratamiento de
nivel intermedio de esto se presenta en [37]. El modelo consiste en considerar el
sistema como una red discreta cuyos sitios corresponden a una variable z;(t). El
sistema evoluciona localmente por medio de alguna regla z;(t + §) = f(zi(t))
completamentindose con interacciones de acoplamiento con los demas elemen-
tos del sistema. La manera mas sencilla de acoplar las evoluciones locales es
precisamente por medio de la ecuaci6n de difusién discreta en espacio y tiempo,
o sea, la ecuacién (3.21), esto debe hacerse de manera paralela, esto es, todos
los componentes interactian a la vez, a diferencia de la simulacién estocéastica
descrita en la seccién anterior. Esto puede entenderse como un mapeo de toda
la malla al tiempo ¢ en otra malla a un tiempo subsecuente, por medio de la
regla:

k
it +1) = (1 - a)f(zult) + T D fl@s(e) (3.24)
J=1

para todos los © desde 1 hasta N, la f(z) elegida es una funcién determinista
para modelar una reaccién local. A diferencia del modelo M-Z, la evolucién es
no es estocastica, no se hace un muestreo del proceso. El paradigma de univer-
salidad es una de las justificacioes mas importantes para aceptar la adopcion
de este modelo, pues se basa en la existencia de comportamientos genéricos in-
dependientes del proceso que se emplea para su recreacion. Debe quedar bien
claro que la diferencia entre el empleo de mapeos de redes y de una implemen-
tacion Monte Carlo del modelo Z-M es que en el primer caso la dinamica es de
tipo paralela y determinista, en el segundo caso se generan muestras de estados
del sistema empleando nimeros aleatorios, el tipo de resultados que se espera
obtener de este Gltimo es de tipo estadistico. El enfoque de mapeos acopla-
dos también puede implementarse como alternativa a la simulacion montecarlo
sustituyendo la f de la ecuacion (3.24) por el proceso multiplicativo.

3.2.2.2. Alcances y limitaciones del modelo M-Z.

El modelo M-Z es un proceso estocastico con un naimero arbitrariamente
grande de componentes acoplados y es, al menos a primera vista intratable
analfticamente: esto deriva en que sea la simulacién estocastica la herramien-
ta elegida para su estudio. Sin embargo, antes de entrar en detalles sobre esto
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(altimo, vale la pena detenerse para discutir un poco sobre los alcances y limi-
°_taciones del modelo, aiin antes de saber si es 0 no exitoso en la reproduccién de
las observaciones.

"~ " El'primer punto a resaltar es que el modelo incorpora la difusién como me-
. canismo complementario a la reaccién multiplicativa, con un argumento simple,

. que describe una situacién que sf se presenta en el sistema, real, la migracion, sin
embargo propone una difusién a primeros vecinos que dificilmente resulta realis-
ta, pues por ejemplo en el caso de México se sabe que los flujos migratorios méas
importantes se efecttian de lugares con poblaciones moderadas hacia las ciuda-
des principales de los estados o bien Estados Unidos, fuertemente motivada por
la. basqueda de empleo, escuela, entre otras cosas,

En lo que corresponde al proceso multiplicativo, el minimalismo es un pun-
to débil: se asume que el promedio de la poblacién total es constante. Esta
suposicién no es realista, es conocido (I3, 17, 18]) que las poblaciones crecen
exponencialmente, tanto local como globalmente, por lo tanto la conservacién
promedio, asf como un proceso de crecimiento binario, son poco realistas. Es-
ta dificultad no es insalvable, pues basta relajar esa constriccién y emplear un
proceso con crecimiento exponencial.

El modelo busca exclusivamente recrear la estadfstica de los tamarios de las
ciudades: no tiene restricciones asociadas a la distribucién espacial de las mis-
mas, situacién que en algunos casos puede no ser despreciable. Por ejemplo,
en el caso de centros urbanos importantes, se observa que por lo general estén
separadas por sitios con poblaciones moderadas: dificilmente se tienen dos me-
trépolis vecinas, al menos dentro de un mismo pais. Esta forma de distribuirse
no es fortuita, y no es tomada en cuenta por el modelo, pues por hip6tesis la red
es un medio isotrépico y homogéneo, lo cual por supuesto estd lejos de ocurrir en
la realidad, los factores geograficos siempre son tomados en cuenta al momento
de elegir una ubicacién para un asentamiento humano. Esto podrfa ser tomado
en cuenta por un refinamiento del modelo.

Finalmente, al igual que en los de tipo Solomon las reglas evolucién constitu-
yen una alternativa mas, junto con otros abordajes al problema, como cinéticas
de agregacion |13}, ecuaciones diferenciales estocétsicas [12], que participan en
la carrera para determinar cuales son los mecanismos que originan la ley Zipf.
¢ Cual de todos es el correcto?, probablemente todos tienen la respuesta en par-
te, asf que el modelo M-Z es tan solo un grano de arena mas en la biisqueda
de una teorfa s6lida sobre los procesos de formacién y evolucién de sistemas
compuestos por ciudades.



Capitulo 4

Simulaciones Numeéricas del
modelo M-Z.

En este capitulo se presentan aspectos de la implementacién asf como los
resultados de simulaciones numéricas del modelo M-Z. En primer lugar se deta-
llan las condiciones que se asumieron con respecto a la definicién de préximos
vecinos y las condiciones de frontera que se suponen para el sistema, asi como
las cantidades que se miden. Después se presentan los resultados de las simula-
ciones.

4.1. Definicion de Préximos Vecinos y Condicio-
nes de Frontera.

El sistema de ciudades se representé por puntos en una red cuadrada finita,
para atenuar los efectos debidos a la finitud se emplearon condiciones de frontera
peri6dicas, que vuelven el cuadrado finito un toro (figura (4.1)). Como definicién
de los vecinos méas cercanos a un sitio se emplearon log puntos colindantes en
las direcciones cardinales (fig (4.1)).

Las simulaciones numéricas de las reglas (3.22) y (3.23), se efectuaron para
diversos conjuntos de pardmetros. En todas las simulaciones se midieron y pro-
mediaron, sobre diversas realizaciones: distribuciones acumulativas y momentos
de varios érdenes para diversos tiempos.

Las distribuciones acumulativas se calculan contando el nttmero m(j) de
gitios con poblacién mayor a un valor 7. Para los momentos se calculan de manera
directa las sumas 1 (£) = & Zfl nk(t), donde n;(t) representa la poblacion en el
sitio 7 al tiempo ¢ y IV el namero total de sitios. El tiempo en cada simulacién es
del tipo Monte Carlo, donde una unidad de tiempo corresponde al tiempo en que
que tipicamente todos los sitios reaccionan y difunden, en total 2N operaciones.

43
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Figura 4.1: Condiciones periédicas de frontera para una red cuadrada y defini-
cién de los cuatro préximos vecinos para un sitio en la red..

o
N~
§ fransiente
===
At

Figura 4.2: Esquema del comportamiento esperado de la pobacion debido al tamario finito
del sistema. El intervalo At es en donde deben tomarse las medidas estadisticas.

4.1.1. Promedios.

Las condiciones peri6dicas resuelven el problema de préximos vecinos en los
bordes y atentian los efectos por finitud de la red, pues se emula un gistema
infinito. Sin embargo, se observo que, en general la condicién de promedio cons-
tante ge pierde: conforme transcurre el tiempo se presentan decaimientos de la
poblacién que llevan al sistema a la extincién de la poblacion. Se encontré que
los decaimientos son de diversos tipos, con tiempos de decaimiento dependientes
de los parametros (p, g, a). Por esto, las mediciones, tanto de las distribuciones
como de los momentos se tomaron a tiempos relativamente cortos para evitar la
extincion pero, lo suficientemente largos para tener una estadistica estacionaria
bien formada (Figura (4.2)).

En la figura (4.3) se presenta la variacién de la poblacién como funcién del
tiempo para el proceso Z-M en una red de 5 x 5, en los casos donde el nimero
de realizaciones es igual a 10, 100, 10000, 1000000. Esto se muestra con el fin de
medir el efecto que tiene sobre la medicion el nimero de veces que se promedia
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Efecto de promediar.
Poblacién vs Tiempo (p.q,a)=(0.75,0.0,0.25).
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Figura 4.3: Efecto de tomar pr dios en la poblacidn como funcidn del tiempo para una

mullq de 5 x b, en cada caso el nimero de realizaciones promedio es diferente, en orden
- ascendente son 10,100,1 x 10%, 1 x 10% respectivamente

‘el proceso. El resultado es claro: a mayor nimero de elementos a promediar,
el resultado se limpia de ruido. Esto es debido a que se accede a un nimero
mayor de estados del conjunto representativo, aunque en cada realizacion tipica
se tengan configuraciones diferentes, al promediar un nimero muy grande, el
resultado pierde su caracter estocdstico. Este resultado es la ley de los grandes
niimeros y es esencial para la validez de la simulacién estocastica.

4.1.2.

Se efectuaron dos tipos de simulaciones: procesos multiplicativos con pro-
medio constante y con crecimiento exponencial, en primer lugar se presentan
los resultados que corresponden al proceso multiplicativo con promedio cons-
tante. En los dos casos las redes empleadas fueron de tamaifio 100 x 100, con
condiciones iniciales n;(0) = 1, para todo i. En lag figuras corresponidentes a
las distribuciones acumulativas los tamafios se rotulan con la letra z, la pobla-
ci6én total Somo N y el tamaiio del sistema (nimero de elementos en la red) es
Sx 8 =52%

Resultados.

4.1.2.1. Promedio Constante.

Los resultados para este caso se muestran en las figuras (4.4)-(4.13) y repre-
sentan los comportamientos t{picos observados para un gran nimero de vectores
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yf (», q, ). Las simulaciones del proceso con distintos valores para p, ¢ y a se hi-
o »cieribn' con los objetivos:
1 * Determinar si el modelo recrea leyes de Zipf, o bien que otro tlpo de
distnbuc&én predice. -

2. Investlgar la robustez del resultado obtenido en 1: sea cual sea el tipo de ,
. distribucién que se obtenga }Que tan sensible es al cambio de valores en‘
los parametros?. L

La investigacién sobre las distribuciones acumulativas arrojé como principal:
resultado que el modelo predice estadfsticas tipo P(X > z) «cz ™%, cona ~'1
para diversos valores de los parametros (figuras (4.7)-(4.13)). La ocurrencia de :
las leyes de potencia se presenta siempre y cuando la hip6tesis de conservacién
de poblacién total promedio se mantenga (figura (4.4)), la cual si depende de
la relaciébn que guardan p, q y a: las ventanas de tiempos en donde eso ocurre
se amplfan conforme los factores del proceso multiplicativo se encuentren mas
préximos al lfmite A\; ~ 1, § = 1,2, que implica que p + g — 1 (figura (4.5)).
Algo parecido se presenta si se fijan p y ¢ y se incrementa el valor de a (figura
(4.6)).

Debe notarse que en las gréaficas, las leyes de potencia se ajustan en interva-
los, no en todo el dominio, éstos intervalos tienen cotas inferiores que de 6rdenes
de magnitud pequeiios O(1), la cota superior en donde se tomaron las distri-
buciones es el tamario del sistema S x S, como se puede ver en las figuras, en
general el modelo tiene problemas para reproducir la ley de Zipf en los extremos,
las rectas se ajustaron tfpicamente descartando puntos en los extremos.
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Figura 4.4: Formacidn de estados estacionarios mientras se conserva la poblacidn, se muestran
dos casas contrastantes para distribuciones en coordenadas (In{P{X > z)),In(z), t}, en cada caso
la ventana de tiemnpos es distinta y los pardmelros también, en lo primera 5000 < ¢t < 1000 y
(pyq,@) = (0.35,0.45,0.25) en la segunda O < ¢t < 200 y (p,q,a) = (0.35,0.35,0.1). Mientras
se mantenge lo poblacién mds o menos constante y después de transientes de formacidn de lo

inhomogeneidades en el sistemna, se forman, en generol leyes de Zipf.
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Efecto de variar p en la evolucién de 1a poblacién.
a=0.1, q=0.35, NCorrm=100.
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Figura 4.5: Evolucion temporal de la poblacion total para g y o fijos y varios
valores de p. Conforme p + g se acerca al valor 1 la poblacién se mantiene
constante por mas tiempo.

En la figura (4.5) se presentan los resultados del comportamiento tipico de la
poblacién con respecto del tiempo al variar los paraAmetros p dejando fijos q y
el valor del parametro de difusién. Como se anticip6 el decaimiento depende de
la relacion p + ¢, que entre mas cercana se encuentre a 1, hace que la ventana
de tiempo en donde se mantiene constantre la poblacién total se amplie, lo que
puede entenderse como consecuencia de que conforme se alcanza este régimen,
los factores del proceso multiplicativo estin mas equilibrados, haciendo que las
fluctuaciones por multiplicaciones sean menos importantes que con factores méas
desbalanceados.
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Poblacién vs Tiempo.
p=0.3, qu0.2, SxS=100x100, Now 1000,
20000 ¥ — Y T - T

15000 -

m— 0.

10000 == e~

Poblacitn N{t)

sovo |-

Figura 4.6: Efecto de variar el pardme'tr"o ‘de 'difusién, los pardmetros son (ppa) =
(0.3,0.2, ). £l decaimiento de la poblacidn se atenda conforme se incrementa el wvalor de o

(en la figura es o) . Es dtil comparar ésta situacidn con la que se presenta en lo figura (4.20).

En la figura (4.6) se muestra el efecto de variar el parametro de difusién o
para p y q fijos, iguales a 0.32 y 0.2 respectivamente. Se observa que la disipa-
cién de poblacion se ateniia conforme se incrementa a, esto es sensato, pues la
difusi6n homogeneiza el sistema de log desequilibrios en las poblaciones debidos
a las flutuaciones provocadas por el proceso multiplicativo. El mismo efecto se
observo6 en crecimientos exponenciales (figura (4.20)). De la figura (4.6), asf co-
mo de la figura (4.5) vemos que los decaimientos de la poblacién pueden ser de
formas diferentes, en lo que queda (figuras (4.7)-(4.13)) se muestran los tipos
de decaimientos t{picos que se encontraron, también se muestra que mientras el
sistema esté en el régimen de poblacion constante la distribucién acumulativa
es la deseada ley de Zipf.
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Distribucién Acumulativa en In-ln
Pm0.15,qw0.25,0m0.25,5~100x100, Ne=100,tmt5,in=-1.05
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Poblacién vs Tiempo
p=0.15, q=0.25, a=0.25, Ncm5000, SxS=100x100.
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Figura 4.7: Superior: distribucion acumulativa en escala logaritmica para (p,q,a) =
(0.15,0.25,0.25) tomada al tiempo ¢ = 20 sobre 100 reali i pendiente de la recta

m = —1.05. /nferior: evolucién de la poblacién para 5000 realizaciones, para los mismos pa-
rémetros (p, q, @) = (0.15,0.25,0.25),

En lafigura (4.7) se presentan los resultados del emplear parametros (p, g, a) =
(0.15,0.25,0. 25). La grafica en escala logarftmica de la distribucién acumula-
tiva se muestra junto con una ley de potencia de exponente igual a m = —1.05,
el ajuste se hizo descartando los puntos de orden mas bajo.
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Diswribucién Acumulativa en In-In
P=0.33.q=0.45,am0,25,S % S= 1 00% 1 00,N = 100, (=S 600, mm- 1.1
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Figuta 4.8: Superior: distribucidn acumulativa en escala logarftmica para (p,q,a) =
(0.35,0.45,0.25) tomada al tiempo ¢t = 5000 sobre 100 realizaciones, pendiente de la recta
—1.1, Inferior: evolucién de la poblacidon para 500 realizaciones, para los mismos pardmetros
(p, 9, @) = (0.35,0.45,0.25).

En la figura (4.8) se presentan valores de los parametros para los cuales el tiem-
po donde la poblacién es constante es mucho méas largo que en los caso anterior
(figura (4.7)). En la grafica de la distribuci6n, ésta se muestra empalmada con
una ley de potencia con exponente igual a la pendiente de la recta m = —1.1,
los parametros para este caso son (p, q, o) = (0.35,0.45,0.25).
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Distribucién Acumulativa en In-In
P=0.35,qm0.35,a=0.1,SxS=100x100,Ncw100,tm=150,mm-1
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Figura 4.9: ' Superior: " distribucidn acumulativa en escala logaritmica para (p,q.a) =
(0.35,0.35,0.1) " tom '
m= -1, Ipfeviér: volucidn de la poblacidn para 1000 realizaciones, para los mismos pardmeltros
(P9, @) = (0.36,0.35,0.1); -

a-al tiempo t = 150 sobre 100 realizaciones, pendiente de la recta

En'la figura (4.9) se presentan resultados para parAmetros intermedios a los dos
casos anteriores, la poblacién constante se mantiene en tiempos del orden 102,
mas alld el tipo de decaimiento es similar al que se tiene en la figura (4.7). La
distribucién acumulativa est4 empalmada con una ley de potencia con exponente
igual a m = —1, los pardmetros para este caso son (p,q,a) = (0.35,0.35,0.1).



2~ CAPITULO 4. SIMULACIONES NUMERICAS DEL MODELO M-Z. 53

Distribucién Acumulativa en coordenadas ln-In
p=0.55, qm0.35, A=0.01, SxS=100x100, t=850, tn=-1.1

10000 T T T T
E 3
1000 r.\ 1
-~
E T T .
100 he TN
E " 1
- ~~~ e
= 10 -
3 3 I L
% - ‘\‘ e
1 r ~ -!
i v ]
ol Sewpl
0.01 i =
oF . 1
3 . 3
1 aasl 1 1
0.001 10 2] 1000 10000
n(x). .

Promedio de la poblacién con respecto del tiempo.
p=0.55, qm=0.35, n=0.01, SxS=100x100.
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Figura 4.10: Superior: distribucién aecumulativa en escala logarftmica para (p,q,a) =
(0.55,0.35,0.01) tomade al tiempo t = B50 sobre 100 realizaciones, pendiente de la recta
m = —1. Inferior: evolucidn de la poblacidn para 100 realizaciones, para los mismos pardme-
tros (p,q,a) = (0. 55,0.35,0.01).

“En la figura (4.10) se tiene una situacién particular, que se obtiene de incre-
mentar p con respecto al caso anterior, esto es, (p,q,a) = (0.55,0.35,0.01): la
poblacién decae de manera menos dramatica que en los casos anteriores, aunque
de forma sostenida, practicamente nunca se mantiene constante. La distribu-
cién acumulativa se muestra junto con una ley de potencia de exponente igual
am = —1.1, los parAmetros para este caso son (p,q, a) = (0. 55,0.35,0.01).




-~ CAPITULO 4. SIMULACIONES NUMERICAS DEL MODELO M-Z. 54

Distribucién Acumulativa en In-1n
p=0.35, q=0.35,a=0.5, SxS=100x100, Nc=S00, t=1020, m=-1.1
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Poblacién vs Tiempo.
pP=0.35, qm0.35, nm0.5, SxSw100x100, Nc=100
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Figura 4.11: Superior: distribucién acumulativa en escala logarftmica para (p,q,a) =
(0.35,0.35,0.5) tomada al ltiempo t = 1020 sobre 500 realizaciones, pendiente de la recta
m = —1.1. Inferior; lucién de la poblocidn paro 100 realizaciones, para los mismos pard-
metros (p, q, a) = (0. 35,0.35,0.5).

En la figura (4.11) se muestra el caso para (p,q,a) = (0.35,0.35,0.5).Se
observa que el tiempo de decaimiento es mas largo que en los casos anteriores
salvo el de la figura (4.8), este caso tiene los mismos parametros multiplicativos
que los de las figuras (4.9) y (?7?). La distribucion esta empalmada con una ley
de potencia con exponente igual a m = —1.1.



CAPITULO 4. SIMULACIONES NUMERICAS DEL MODELO M-Z. 55

Distribucién Acumulativa en In-In
p=0.35, qQ=0.35,am0.9, SxS= 100x100, Nc=m500, t=3047, tn=-1.1
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Figura 4.12: Superior: distribucidn acumulativa en escala logaritmica pare (p,q,a) =
(0.35,0.35,0.9) tomada al tiempo t = 3047 sobre 500 realizaciones, pendiente de la recta

m = -=1.1., Inferior: lucidn de la poblacidn para 500 realizaciones, para los mismos pard-
metros (p, q, a) = (0.35,0.35,0. 9).

En la figura (4.12) se observa lo que hubiera sido el caso ideal, que el tiempo de
decaimiento es largo y la distribucién sigue una ley de potencia con exponente
igual a m = —1.1, este comportamiento se obtiene de tener el caso anterior
pero con difusién del 90 %, pues los paraAmetros para este caso son (p,q,a) =
(0. 35,0. 35,0. 9).
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Distribucién Acumulativa en ln-1n
p=0.75, Qu0.00,a=0,25, SxS=100x100, Nc=500, t=300, in=-1.1
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Figura 4.13: Superior: distribucidon acumulativa en escala logarftmica para (p,q,a) =
(0.75,0.00,0.28) tomada ol tiempo t = 300 sobre 500 realizaciones, pendiente de la recta
m = —1,1. Inferior: evolucidn de lo poblacidn para 500 realizaciones, para los mismos pard-
metnba (p, q, a) = (0.75,0.00, 0. 25).

En la. ﬁgura. (4.8) se observa que el tiempo de decaimiento nuevamente rela-
tivamente corto.. En la grafica inferior se muestran en escala logaritmica una
;dlstrxbucxén con: exponente m = -—1.1, los parametros para este caso son
“ (p,q,a) - (0.75,0.00,0. 25).
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Poblacién vs Tiempo.
p=0.15, q=0.45, 8m0.25, c.6.=1.5%, SxS=100x100, Nc=10000.
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Distribucion Acumulativa en In-In
p=0.15,q=0.45,0=0.25,c.0m1.5%,
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Figura. 4.14: Resultados de simular el proceso M-Z con crecimiento ezp ial de 1.5%, con

pardmetros (p, q, a) = (0.15,0.45,0.25). Superior: evolucidn de la poblacién mostrando que efec-
tivamentie se sigue este crecimiento al menos antes de gque lo dindmico sea gobernada por fluc-
tuaciones, Inferior: se muestran distribuciones acumulativas para diversos tiempos, desplazadas
u_erﬁcalmenlc.

4.1.2.2. Crecimientos Exponenciales.

En los sistemas de ciudades reales, las poblaciones crecen exponencialmente
del orden entre 1% y 2 % anual. Por eso, después de estudiar numéricamente el
modelo M-Z, se investig6 si era capaz de producir leyes de Zipf implementando
crecimientos exponenciales. Los resultados tipicos se muestran en esta seccién
para redes de tamafio 100 x 100 y condiciones iniciales n;(0) = 1 V1.
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Distribucién Acumulativa en In-In
p=m0.15, qm0.45, n=0.25, ce=1.5% t=a8, Neorre { 00, m=- 1
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Figura. 4.15: Distribucidn correspondiente a 1 ti

(0.15,0.45,0. 25) con un crecimiento exponencial de 1.5 %, la pendiente es m = 1.

po t = 48 para los pardmetros (p,q,a) =

A diferencia del caso de promedio constante, el resultado principal es que en general
el modelo no repoduce leyes de potencia, de nueva cuanta conforme transcurre el
tiempo la poblacién total, que en este casi crece siente los efectos de la dispacién por
el tamafio finiuto del sistema, afectando severamente la dindmica: no se alcanza nunca
el estado estacionario deseado y las distribuciones se hacen cada vez méas anchas. Para
tiempos cortos si se tiene un régimen donde ocurren leyes de potencia, aunque en
general con exponentes distintos para cada conjunto de pardmetros. Los resultados
tipicos se presentan en las figuras (4.14)-(4.20).

En la figura (4.14) se muestra la evolucién de la poblacién y distribuciones acumulati-
vas para varios tiempos, que se obtuvieron de simulaciones con crecimiento exponencial
de 1.5 %, parametros (p, q, o) = (0. 15, 0. 45,0. 25) y antes de que la dindmica sea afec-
tada por efectos de finitud. Las distribuciones estan desplazadas verticalmente con
fines de claridad.

De la figura (4.14)se puede intuir que las distribuciones acumulativas en el intervalo
de tiempo mostrado en la evolucién temporal son leyes de potencia. Para obtener el
exponente de las distribuciones en este rango, se tomé6 una distribucién a un tiempo
dentre de dicho intervalo. esto se muestra en la figura (4.15). La distribuci6n que se
muestra corresponde a un tiempo ¢ = 48 y estd acompafiada de una ley de potencia
de exponente igual a m = 1.
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Distribucién Acumulativa en Iln-1n
P=0.30, q=0.2 , a=0.2, Ncw=100, SxS=]100x100, c.e=1.5%, t=58, in=-0.85,
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Distribucién Acumulativa en In-In
p=0.30, q=0.2 , n=0.2, Nc=100, SxS=100x100, c.c=1.5%, t=63, tn=-0.8.
10000 v v —vroy — vy - ~r
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Figura. 4.16; Distribuciones acumulativas en escala logaritmica para (p, g, a) = {0.3,0.2,0.2)

con creci T iento exp ncial de 1.5 % para tiempos 58 y 63, la pendiente de estas leyes de potencia
es m =2 0.85.

En las figura (4.16), se muestran distribuciones del proceso para parametros
(p,q,) = (0.3,0.2,0.2) de dos tiempos, con crecimiento exponencial de 1.5 %,
el exponente de las leyes de potencia que acompafan a las distribuciones es
igual a m = —0.85, se perdi6 la unicidad del exponente, aunque el exponente
puede ajustarse a las distribuciones de algunos paises, no esta claro que es lo
que determina la variacién del exponente.
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Distribucién Acumulativa en log-log-
p=D.30,=0.2,8=0.85,c.0=2% ,Ncorr=100, SxS=100, t«50

10000 —— —reT—— —rvreyp v vy - ~

a 1 saal s I a
o.o1 10 100 1000 10000
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Distribucién Acumulativa en log-log
P=0.30,q=0.2,a=0.85,c.0m2%,Ncorre 100, S§x5=100, t=43in=1.05

10000 Y~t——rrrry — e —rrrvey v —rvrr
2
=3
s al a assed s s al a2 sas
10 100 1000 10000
In(x)
Figura 4.17: Leyes de Zipf para (p, q,a) = (0.3,0.2,0.85) y crecimientos exp iales de 2%

en la superior la pendiente de la recta es —1 al tiempo es ¢ = GO en la inferior el tiempo es ¢ = 16
con pendiente —1.05, ’

En la figura (4.17) se muestran dos distribuciones del proceso con parametros
(p,q,a) = (0.3,0.2,0.85), crecimiento exponencial de 2% junto con leyes de
potencia con exponente m = —1.

Ademas de este caso, los dos anteriores (figuras (4.15) y(4.16)) tienen en comin
que el decaimiento de la poblacién es muy rapido, del orden de t = 100, y se
tienen leyes de potencia, aunque con exponentes en general dependientes del
los parametros. El comportamiento tipico que se encontré con parimetros que
mantienen vilido el crecimiento exponencial por méas tiempo se muestra en las
figuras (4.18) y (4.19).
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Distribuciones Acumulativas
p=0.30, q=0.20, a=0.85, c.e.=2%, $x8=100x100, Ncorr=100
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Figura 4.18: Distribuciones Acumulatives al transcurrir el tiempo. Superior: Para los
(pyq, ) = (0.30,0.20,0.88) y crecimiento ezponencial del 2% . Aparentemente paro tiempos
cortos si hay un régimen en donde se forman leyes de potencia, sin embargo no se alcanza
a formar un estado estacionario y a partir de cierto instante las distribuciones se ensanchan
continuamente con el transcurrir el tiempo.

En la figura (4.18) se muestran en escala logarftmica, distribuciones acumu-
lativas al transcurrir el tiempo para el conjunto de parametros (p,q,a) =
(0.35,0. 20, 0. 85). Lo que se obtuvo fue que al transcurrir el tiempo, las distri-
buciones se hacen cada vez mas anchas, aunque al principio, para varios tiempos
parece que hay leyes de potencia, las distribuciones nunca alcanzan un estado es-
tacionario (figura (4.19)). El modelo en general no es robusto para crecimientos
exponenciales.
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InPOO=0]]
-10000 7,

Figura 4.19: Efecto del crecimiento ezp ial en las distribuciones, en la secuencia se tienen
distribuciones en coordenadas (In(P(X 2 z)),In(z),t), en cada caso la ventana de tiempos es
distinta, en la primera 40 < ¢t < 50, en {a segunda 0 < ¢t < 100 y en la tercera 0 < ¢t < 2000,
solamente a tiempos cortos se forman leyes de Zipf.

En la figura (4.19) se muestran las distribuciones acumulativas en coordenadas
logarftmicas y en un tercer eje el tiempo, en cada caso el intervalo de tiem-
po se va ampliando, dando una idea clara de lo que ocurre, cuando el proceso
tiene crecimiento exponencial, sin pérdida de poblacién importante por tiem-
pos largos: la estadfstica evoluciona conforme transcurre el tiempo, reflejando
que la poblacion se incrementa en el sistema a cada tiempo, de modo que las
distribuciones se ensanchan més y mas.
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Poblacién vs Tiempo.
P=0.30,q=0.20, SxS=100x100, Nc=1000, c.om1.5%
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Figuta 4.20: EBfecto de variar el pardmetro de difusién, para crecimiento exponencial de 1.5 %,
loz pardmetros son (p,q,a) = (0.3,0.2,a). Se atenda el decaimiento exponencial debido al ta-

mafio finito y se tiene un c port iento dl al coso de promedio constante, es decir, los
pardmetros en donde el decaimiento es rdpido en el caso de promedio constante, también es
rdpido para el crecimiento ezponencial.’

‘Finalmente, en la figura (4.20) se presenta la grafica andloga a la de la figura (4.6)
del caso de promedio constante. Nétese que el variar el parimetro de difusién
tiene en ambos casos el mismo efecto, homogeneiza el sistema, que tiene como
consecuencia una atenuaciéon de los efectos por finitud de la red.



Capitulo 5

Discusion y Conclusiones.

Ahora se discuten los resultados presentados en el capftulo anterior.
En el caso de proceso multiplicativo con promedio constante se tiene que:

= El modelo reproduce estadfsticas de! tipo p(X > z)dz = Az~'dz con
exponente independiente de los parametros moduladores y que toma el
valor b =~ 1, Esto ocurre después de un cierto transitorio de formaci6én de
las inhomogeneidades del sistema y antes del decaimiento de la poblaci6n.
Los tiempos para decaimiento de la poblacién dependen fuertemente de los
parametros, los casos mas cerca del ideal se obtienen para 0.5 < p+g <1
y05<a<l.

Con el fin de tratar de entender las causas de esta dependencia de los pardmetros
multiplicativos considérese la situacion que se muestra en la figura (5.1), ahf se
hace notar que es simple tomar la poblacién total al tiempo 2t y ver qué ocurre si
dejamos que uno de los sitios reaccione. Sea pues N(t) = Zf___l n;(¢) la poblacién
a cierto tiempo ¢t > 0 (N(0) = S x S). Si el sitio que evoluciona es ng, se tiene
que: la redistribucion por difusién no afecta en nada a N (t), pues se toma un
tanto de ng que se reparte equitativamente entre sus vecinos. Entonces, si se
sustituye ng(t) por ng(t') = Aini(t) se obtiene N(t') = N(t) — ng + ng(t'), que
es igual a
N(#) = N(£) + (A ~ g (8)

Esta ecuacién es una caminata aleatoria, la cual puede dar pasos que de-
penden linealmente de los ng, por lo tanto, no es posible decir mucho maés, sin
conocer la distribucién de las nx. Dentro de lo que si se puede decir, ests el he-
cho de que los pasos (A1,2 — 1) ny satisfacen que (A — 1) np < 0 < (A2 — 1) 7y,
por lo que se puede siempre avanzar o retroceder, de hecho es facil ver que los
pasos de la caminata tienen promedio nulo, pues el sumando (A — 1)n.(2) tiene
promedio igual al producto de los promedios (A — 1} y (nx(t)), el primero es
simplemente (A¢ — 1) = (A;) — 1 = 0, lo que prueba la nulidad del promedio.
De cualquier modo, la dindmica est& gobernada por las fluctuaciones debidas
al proceso multiplicativo y debido a éstas, es posible tener picos y eventos de

64
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= anfquiliaéién en la evolucién de la poblacion, éstas altimas con la peculiaridad
de que, como se mencion6 antes, son eventos parecidos a los procesos de ruina,
donde una vez agotado el capital es muy dificil la recuperacion hasta el estado
inicial.

En lo que respecta al proceso con crecimiento exponencial se tiene que:

« El modelo no es general adecuado para producir leyes de Zipf. Esto sola-
mente para los parimetros que extinguen la poblacién a tiempos cortos,
aunque se pierde la unicidad del exponente (figura 4.16). En los casos
en los que la poblacién decae mas lentamente, no se presentan estados

' estacionarios y por lo tanto, tampoco leyes de Zipf, en estos casos se pre-
sentan evoluciones de la distribucién, que consisten en ensanchamientos
indefinidos con el transcurrir del tiempo.

5.1. Conclusiéon y Comentarios Finales.

L Qué es posible decir de este modelo?, lo primero es que, efectivamente es
adecuado para producir leyes de potencia en el caso X = 1 ademas de que es
robusto ante cambio de parametros. Sin embargo presenta serias dificultades si
se permiten crecimientos exponenciales, que tristemente es una suposicion mas
realista del gistema de ciudades.

BEn ambos casos, la pérdida de poblacién se constituye como uno de los mas
geveros problemas a resolver pues apegandose a lo observado el modelo predice
cataclismos que no se han presentado en el sistema real, los tiempos en lo que se
vacfa el sistema eventos dependen de los valores de los parametros. Una solucion
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artxﬁc sa ala pérdxda de poblacién es la adicion artificial de masa [12, 35]: en
‘'caso’de haber perdido poblacién en cada paso de tiempo, se aiiade el faltante y
'ge reparte en el sistema. Esto no se hizo en la tesis, pues es un poco deshonesto y
“'no tiene una justificacién apropiada, ademas de que no es posible distinguir si se
/trata’de pérdida efectiva o solamente de uctuaciones alrededor del promedio, en
.. tal caso {Porque si se compensa cuando es menor que cierta cota mfnima, no se
~ le'quita cuando se excede alguna cota superior?, este tipo de subsidio es comun
en modelos de distribuciones de capital, pero no parece tener una justificacion
. adecuada, para el sistema de ciudades. Una sugerencia es que consideraciones de
esta clase podrfan resultar mas naturales si se relajan las constricciones para el
ntmero total de elementos de la red permitiéndose la formacion de nuevos sitios
conjuntamente con la posible desaparicién de sitios con poblaciones menores
que alguna cota, es decir condiciones tipo Solomon-Blank, aunque también es
poco realista, pues en la historia, al menos a partir de cierto momento, es diffcil
que las ciudades desparezcan y se formen nuevas, ejemplos a la mano son pocos.
En cuanto al proceso difusivo, tal vez valdria la pena relajar la condicién a
primeros vecinos por una de mds largo alcance, pues en general las migracion
de indivuduos de una ciudad a otra es de este tipo (México y Centro América
hacia E.U.A. por ejemplo).

Como conclusién principal se tiene: postular el mecanismo de difusiéon como
proceso complementario a la ley de Malthus estocastica, puede resultar adecuado
para la construccién de un eventual marco teérico sélido, sobre el origen de leyes

* de potencia universales, funciona bien en el caso de promedio constante y proceso
“multiplicativo binaro, en el caso general depende de las propiedades estadisticas
del proceso multiplicativo, esta dependencia no esta bien entendida y es posible
objeto de investigacion.



Apéndice A
Simulacion Estocastica.

Tratar en un apéndice temas relacionados al método Monte Carlo es una
apuesta arriesgada, pues el tema es extenso, por eso s6lo se cubren temas re-
lacionados a lo que se hizo en la tesis, En todo caso, siempre es posible citar
fuentes actuales que hagan una cobertura mas completa. Vale la pena distinguir
que la materia puede partirse en cuestiones relacionadas a los fundamentos del
método, en donde las referencias que recomiendo son [20, 21}, mientras que un
abordaje moderno y sencillo para las aplicaciones se puede encontrar en [22].

Primero, ;Qué es el método Monte Carlo?, la respuesta mads concreta es que
el método Monte Carlo es el empleo de procesos estocasticos para resolver un
problema. En la practica la aplicacion del método involucra los siguientes pasos:

= Formulaci6én analftica del problema.
= Disefio del proceso aleatorio adecuado.

= Simulacién del proceso para generar una muestra de la cual se obtendra
una estimacién.

El ejemplo mas sencillo consiste en la evaluacion de integrales tipo I = f: f(z)p(z)dx
donde p(z) >0y j: p(z)dz = 1. Es inmediato notar que esta situacién corres-
ponde a la evaluacion de valores esperados de variables aleatorias con cierta
probabilidad. Efectivamente, si X es una variable aleatoria definida en un es-
pacio (de probabilidad), entonces Pa < X < b)) =1y Pz < X <z +h) =
f;“‘ p(u)du, por tanto, si Y es otra variable en el mismo espacio, dada por
f(X(w)) con f bien comportada. Entonces

EY)=1I

asf pues, basta muestrear Y, en una forma {Y; }:'___1consistente en variables alea-
torias independientes, cada una con la misma distribucién de Y, para luego
formar la estadfstica Y, = £ "1, ¥; y apelar a la ley de los grandes nGimeros
para afirmar que

P(inTami) =1
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De modo que, de las muestras de la vzmable Y. se'estimaI. LCémo generar
esa muestra?. Una manera podria ser muestrear X:p btener Xl, . Xn
independientes con densidad p de donde resulta = f (X ),1 =1,...,N.
Por ejemplo puede ser que

p(z) =

caso en que X esta uniformemente distribuidaen [a,b] yp(z <X <z +h) =

es mﬁs © menos claro que si X est4 uniformemente distribuida en [a, b] entonces
U= % [0,1]. Asf pues X =a+ (b — a)U y basta aprender a
generar v para tener X. Surge la idea de e]eglr una transformaci6n adecuada
Q para lograr que Q(U) tenga la distribucién p(z). Esto es posible aunque no
es necesariamente lo m4s eficiente. Problemas analogos al calculo de integrales
lo representan célculos tipo

que en principio puede usarse para calcular 7. Esta serie es desafortunadamente
lenta en converger. Alternativamente se puede emplear el hecho de que 2 =
iy 2%, que con algo de manipulacién ayuda a expresar 7 como

=4S

con S =3 anpn, an = "2 ~ ¥ P = 547, n=0,1,2,...y entonces S = E(Y).
Igual que en el caso anterlor basta muestrear Y para obtener {Yn}im1 ¥ luego
- formar el promedio Y., que de acuerdo a la ley de lo grandes niimeros para n
grande, es una buena estimacién de S. Todo el problema es pues generar las
muestras de las Y. Es posible generar estas muestras a partir de distribuciones
uniformes en [0, 1] , la dificultad para hacer eso puede variar. Por ejemplo si

., 1 X
ai=1i, pi=-, i=1,...,n.
basta tomar
=[nU]+1

donde [Z] representa la parte entera de Z. Asf si U esta distribuida uniforme-
mente en [0, 1]

P(v=i)=P(U]=i-)=P( 2 suci=1

Este ejemplo es interesante pues para n = 2 es una moneda honesta, n = 6
es un dado honesto ademas el caso n = 4 es Gtil en modelar las interacciones a
primeros vecinos como en los modelos Z-M y caminatas aleatorias en el plano.
De manera inmediata se reconoce que una de las partes fundamentales del
método es la obtenci6n de nimeros aleatorios por medio de algan dispositivo,
en este caso por medio de una implementacion en algan programa, la referencia
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- por excelencia para este de este tipo de problemas la encontramos en [23}. La

mejor manera de verificar si una muestra de nimeros sigue la estadistica que se
presupone es haciendo un histograma de la salida, en cada caso. En el caso de
la tesis, el programa supone una salida binaria para los factores multiplicativos
cada uno con probabilidades p y 1 — p, ademas de que a cada S? operaciones
se debe haber seleccionado, en promedio, cada uno de los sitios de la malla.
En el primer caso el algoritmo que se emplea para tener esas distribuciones es
generar una muestra uniforme en el intervalo unitario y en caso de que la salida
sea menor que p multiplica por A; o bien por Az en el caso complementario,
debido a ésto, resulta indispensable tener una muestra que cubra el intervalo
unitario, en el segundo caso se requiere una muestra que a cada paso cubra lag
coordenadas enteras de la malla S x S. En las figuras se muestra un histograma
para los factores reales entre cero y uno, asf como las coordenadas seleccionadas
en la malla para una ejecucién tfpica, tomada de un tiempo tipico 5°.
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Histograma para nimeros aleatorios reales
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Figura A.1: Superior: histograma de la distribucidn de mimeros reales en el intervalo uni-
tario generados en la putadora, estin aprozimad te unifor te distribuidos. la
inferior corresponde al egperimento de lanzar 10000 disparos en un tapiz de 10000 sitios, con
el fin de verificar que tipicamente se cubre la regidn por los puntos en los que se hace blanco
y verificar que las coordenadas estdn distrbuidus uniformemente.




Apéndice B

Cdédigos Fuente.

En este apéndice se presentan los cédigos fuente empleados para sxmula.t el
modelo, los c6digos corresponden a uno dedicado a calcular momentos y algunas
otras cantidades estadisticas, el segundo contiene las rutinas del primero pero
ademas calcula distribuciones.

Codigo mom.c

#include <stdioh>
#Hinclude <stdlib.h>
#include <math.h>
#define S 100
“define Pr 0.5
#define p 0.35
#define q 0.95
Zdefine a 0.1
#define Te 200
#define Ncorr 10000
Adefine OM 1

double MIS//S/, Pmom|[Tc][OM+1], 7‘l’1[7‘cj,
int NI,

int I3 k,

FILE ’fouu, *fout2;

void vecinos (int nhi,int nhe);

int ranint (void);

void proceso (void);

double prob (void);

void reaccion (void);

void difusion (void);

void inicio (void);

double momentos (int mks);
oid p tos (int p s);

vmd lulaa (void);

void imprime (int ik);

Vidd spasspnusnanrnsenn

void imprime (int ik)

int impl,imp2;
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- ]augl=fop=n(’fmeko.dat", fyh),

. far '(impl 0;1 rripl<'l'c;|‘mpl++)
{: -

fprl tf(/o t1

%l/\l" Pmomfimp1/{0]);
\f?r(:mpe 1;

2<OM+1 Wmp2++)

-.aoto-oo/

and)
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{ Mfinit/finig|=1.0;
}
eresssessnsasennie
void vecinos (int nhi,int nhe)
NH[0)=(nh1+1) %S;
i[(nhl,==0) o
‘ Nll[l/—s-l, o
elu 2 "
_Nu[zj::-ht-i,- ’
Nu[.é/:(nhzsu) %5;
-,‘;'f(nhB =0) ‘
~u1s/=s-:,, i
else N

NH{[3]=nhg-1;

“'.."‘..“""’..'/
int ramnt (void)

int o
: t-mnd() %S, ’

retum l,

--caol-ca-acaonuoi.

duublc pmb (voui)
doutle prb ‘; L .
prb mnd()/((double)RAND MAX),

Vaddddddddddds

uosd procuo (voul)

. ‘pr;léprbb‘()’;. i

flori<=rr) ~

reaccion(); .

else

73



. APENDICE B.,CODIGOS FUENTE.

.‘.’.““."..."0’../
. void reaccion (void)

‘double reel;
- int recd,rees;

rcc4=rdnint(/;

reccS=ranint();

recl=prob();

i](rccl<=b) ’ . - :
5\4/(:::{/[1‘0::_3/: ((1-9)/p) ’M[rcc‘[/rcch,' :
else ; ‘

'M [rj”c'c{]vlbrcés],' :

- -void difuaiar ‘(llé_l"d)‘»‘ i
int dff1,dff2,dffaus;
dﬁ'i:mniné(}: :
dffe=ranint();

vecinos(dff!,dffe);

MINH[OJI[df72]=M[NH[O][[dfF2]+(o/ 4} * MIdfF1][dgre];
MINU[1]j[dfe] = MINU[T]|[aff 2]+ (o7 4) *M]afF 1][dfTe]:
MIdET1)N11[2]]=MIaF1)[NH[2]]+ (o) “M[dfF1][dfTe];
M{AF1][NI[]]=M{dF 1IN E[3][+(a/4) *MIdF1]{dDre):
M{dfF1]{df2]=(1-0) "MIdfF1{dfre];

“‘..'..l’ll'-l.‘l.../
int main (void)
listas(});
for(k=0;k<Ncorr;k-t--+)
Cinicio();
pmomentos(0);
Jor(t=1;t< Te;t++)
y=0;
while(y<2°S*S) '
: '>'pfbcg'ub():f'
S ySyl;




APENDICE B. CODIGOS FUENTE. - A 75

pmomentos(t);

foute=fopen("Cr.dat","a");
Sprintf(fout®,” %d\n"k);
felose(fout®);

imprime(k);

Codigo dst.c

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <string.h>
#define S 500
#define Pr 0.5
#tdefine p 0.35
#define q 0.35
#define o 0.9
#define Tc 8820 /*Recordar que SIEMPRE Tec>=Tp*%/
#define Ncorr 100
#define OM 4§
#define VC 70
#tdefine Tp 24

double pdist2{Tp]{VC],
pdsttemp| VC],LVC[VC],
o[ Tol,pdin Tol[ VO],
D{vC, Sl
'I‘I’l['l‘c/,ltezp["l‘pj,

int  NH[4[;

int tk,y,u;

char ﬁlcl/:

char funomf[S|=".dat";

FILE *foutl,*fout, "fout3, *foutd, *fouls;

void vecinos (int nhi,int nh2);
int ranint (void);

void proceso (void);

double probd (void);

void reaccion (void);

void difusion (void);

void inicio (void);

double momentos (int mks};
void listas (void);

void imprime (void);

void distribucion (void);
void promdist (int pdst);

/.."“......“““.‘/ N
void distribucion (uaid)

int ds?, dse dsd ds[,daw,
for(dsl:ﬂ d.!l<VC dll++)
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B /”pnntf{" Vd\n" d,.e).
- getchar();*,
j‘ar(daJ 0,du.7<S daS++)
for(du =0;d84{<S; du++)
.f{(z.vclduzkwa.s//au )

Dfdsg|=D[ds8]+1.0;
Vad }prmtf(” %d\t %d\t 7![\ n",ds3 da‘ D[daBj), ’/

vessnnnnesensansnvsnny

void promdist (int pdst)”

.".."..'...O/
rime (umd) :

v\kt_‘%/\'n " 1+itezpfimp1],1-+LVClimpg/,(pdistfimp1][imp2[/(doudle)Ncorr));

é‘ I;' llw ")'.
p1<Tpiimp1++)
pECVC impe-t+)

: jjl;ff;;‘/(f‘f.'!‘ "SI\ %f\E FBf\n"1 +itezplimp 1,1+ LV Climpg),(pdiste[imp t]fimpg]/(double)Ncorr));
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}
fclose(fout3);
fc{r(impl:O;impl <Tpiimpl+-+)

z1=(int)itezpfimpl});
aprmtl(ﬁla, " %d*, z1

’ 'I‘m/me/_ Iat2,
A

ch:/a/ 0.0; . "
'llvc[t/ 1.0;

for. (llf-‘ 6',13!4 <VC+6,lat4++)

" Itezpf
ttezpft /-

o jov(lsll Glatl<'l'p+6,latl+~l)
- Ite:p[la“-(j-ﬂaor(pow(l 4 ist1));

Uy
05

/*ltezp[0]=0.00;
Jor(ist1=11st1< Tpilat1 4+)
" ltesplists|=ltezp[ist1-1]+1000; -




.-da'd‘!’:_l‘c momentos (p’ﬁe mks)

“if(nhe=50)
NI[3)=8-1;

- APENDICE B.- CODIGOS FUENTE.

<Tpilst1-++)
" tezpflat1]);

reene sessvrveee

int inil,ini

Sor(ini1=0;ini 1< Ssini14+4) = "

."".“"""‘.."“
void vecinos (int nhi,int nh2)

NU[Oj=(nh1F1) %S;
if(nh1 =.—;0)
NH[1]=S-1;

else

Nfift]=nh1-15

NH[2)=(nhet1) %S;

‘else

" NHja)=nhe-1;

crsrsasrnese sonesy

‘int ranint (void)
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coc!ntocot..oot.oto/

double Vprob (uoul)

»/"‘.“....‘.'.C'-.’/
»vmd pvvcua (void)

g ‘dquble‘ prl
' pi*'l,:pr?o,b();u
if(prl{%f’r)

L r:iwcibﬁ();

clu S

gnfuawn(),
} E

‘/.’...‘..l.‘.."..’..'/
. vuod raaccwn (vosd)

double rccl,
- int recd,rees;

- §f1+€;4/1récsl;%(q/?x-p))'M/rccu/rc‘cs/.-

i ddddddddid LIl Ll

void difusion (void)
int df1,dF2,dffauz;

L3TATE
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":d:ﬂj"la-r;sn‘l'nt()-'
dff2=runint();
. ué;:i’no'a(vdﬁ'l,dﬁ-e):

. f{,,‘,.(dgauz=o;dﬂauz<4:dﬂauz++)
M[N1i[0]][dfFe]=M[NH[0/|[dfFe) +(a/4) * M[dfF1][dfTe);
MINI[T]|fdffe)=M[NH[1][{dff2]+(c/4) *MIdF 1][dfF2];
M{AfF1][NH[2])=M[afF1][NH[2]]+(a/4) *MIdEF 1]ldFr2];

 MAFINH]S[]=M[dF1]INH[3]]-+(a/5) *MdfF I} [dfFe];
MdfF1j[dfye]=(1-a) * MdfF1 | dfFe];

.‘..”‘..l.“‘..'..-‘/
int rnain (void)
listas();
Sor(k=0;k<Ncorrik--+)
im'cia(),-‘ :
promdist(0);
u=i; el
o fc;(t:l;t<Tc:t++)
s leu'_le(v<’2‘S'S) :
: 'Aprbbeau();
e A
-} ’
Cif((double)t==ltezpful)
: promdiut(u};'

u=us-1;

foutE=fopen("CST.dat", "a"); .
Iprintf(fout?,” %d\n"k);
Sclose(fout2);

impn’me();
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