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Prefacio 

La graduación y sobre-estimación de tasas de mortalidad juegan un papel 
importante en la actuaría. Los métodos actuariales tradicionales tratan cada 
11110 de "~tos aspectos separadamente y por lo general ignoran su naturaleza 
estadística. 

l~n este trabajo se propone un método estadístico Bayesiano que toma en 
c:ue11ta, de manera simullfí11ea, los dos aspectos autes mencionados. El enfo­
que emplearlo permite además seleccio11ur una tabla de mortalidad modifica­
da con hase en criterios 11aturnles y bien definidos. Concretamente, se ilustra 
el uso de lh:nicas estadísticas en la construcción de tablas de mortalidad para 
seguros de vida. Con este fin, en el Capítulo 2 discutimos primero la esti-
111ació11 ele las tasas de 1nortalidnrl i11clividuales, que son la materia prima de 
cualquier 111étoclo ele graduación. También se hace referencia a la Estadística 
Bayesiana y a algunos 111<;todos c01np11tacio11alcs como el muestreo de Gibbs, 
los cuales se basan en simulaciones y nos permiten hacer inferencias de una 
nranera relativamente sencilla. Por otra parte. se da una breve descripción 
del análisis ele regresicín lineal y ele los modelos lineales generalizados, con 
énfiL~is en el modelo logístico. 

Eu el Capítulo a ciamos unu descripción de los datos de mortalidad co­
rrespondientes a la Experiencia l'vlexicana de l!J82 a 198!J y describimos con 
detalle la 1netodología propuesta. La idea fundamental es que tanto la gra­
duación de tablas de n1ortalidacl como la co11strucció11 de las correspondientes 
tablas modificadas son problemas de predicción. Por lo tanto, el primer obje­
tivo ele! a111ílisis debe ser la obte11ci611 de la distribució11 predictiva de la tasa 
de 111ortalidacl futura para cada edad. 

Para efectos de este trabajo, suponemos que el interés principal radica en 
una adecuada prcdiccicí11 del mímero agregado de reclamaciones (muertes) 
con el fi11 de garantizar que la probabilidad de que dicho número exceda un 
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lí1nite cletl!n11inaclo 1 en el futuro sen pequciia. Una vez establecido un valor 
cm riesgo adecuado, el método aquí propuesto permite determinar una tabla 
111odificada eligiendo, para cada edad, el cunntil ele la distribución predictiva 
dn las tasas de mortalidad que, en conjunto con la estructura de los expuestos, 
produce el valor en riesgo elegido para el n1ímero agregado de reclamaciones. 
Por otro lado, es posible construir una tabla graduada con base en la mediana 
de la distribución predictiva de la tosa de mortalidad futuras para cada edad. 

El objetivo principal ele este trabajo es ilustrar el uso de esta metodo­
logía predictiva para rP.,olver los problemas de graduacióu y de construcción 
ele tublw; 111oclificaclas. Por simplicidad, utilizamos dos clases ele modelos sen­
cillos, a pesar de que no se satisfacen necesariamente tocios sus supuestos. 
Específica111cntc, usamos 111odclos de regresión lineal y modelos logísticos. 
Cabe seiialar que nuestro fin no es explicar la relación entre la variables, sino 
predecir el co111porta111icnto de la mortalidad, de manera que sólo requerimos 
de 1111 111ec:anis1no de predicción razonable. 

En el Capítulo 4 se presenta uu análisis basado en un modelo de regre­
sión con datos transformados y otro análisis basado en un modelo logístico. 
Asimismo, se hace mm comparación entre los distintos modelos propuestos 
con el propósito de determinar el 111ás adecuado. 

Finalmente, en el Capítulo 5 damos a conocer los resultados y conclusiones 
de este trabajo. 

1 Que en la literatura financiera es conocí-do como el "valor en riesgo"¡ véase, por ejem· 
plo, Grayling (1997). 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1. La Estadística y la Actuaría 

Históricamente, la teorla ele la probabilidad y los métodos estadísticos 
han jugado un papel central en la ciencia actuaria!, tanto en la tcorla como 
en la pníctica. El temprano desarrollo ele estos temas está ligado con mu­
chos ele los pioneros de la leerla actuaria!, tales como Abraham ele Moivre, 
Thomas Simpson, Daniel y Nicolas Bernoulli. En realiclacl, algunos modelos 
estacllsticos modernos tienen antecedentes actuariales poco conocidos. 

Comenzaremos esta revisión con una breve consideración ele la naturaleza 
actuaria!. La ciencia actuaria! está relacionada con la administración finan­
ciera ele sistemas de seguridad, los cuales pueden ser descritos como "meca­
nismos para reducir el impacto financiero desfavorable de eventos aleatorios 
que previenen el cumplimiento de expectativas razonables''. 

Tales sistemas tienen ciertas limitaciones fundamentales. Por ejemplo, 
están restringidos a reducir las consecuencias de eventos aleatorios que crean 
pérdidas que pueden ser medidas en términos monetarios. Segundo, tales 
sistemas no reducen directamente la probabilidad de que una pérdida ocurra. 

Entre los ejemplos más comunes de situaciones donde ciertos eventos alea­
torios pueden causar pérdidas financieras pueden incluirse los siguientes: 

1. La destrucción de propiedad por fuego o catástrofe natural (tormen­
ta, granizo, inundación, derrumbe, terremoto o erupción volcánica) es 
usualmente considerada un evento aleatorio en el cual las pérdidas pue­
den ser medidas en términos monetarios. 
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2. U 11n scmtencia impuesta por daiio por u11 juzgado como resultado de un 
cve11t.o 11cglige11te es muchas veces considerado como un evento aleatorio 
con resultados eu pérdidas monetaria~. 

:.l. Unn c11fermedad prolongada puede ocurrir de improviso y resultár en 
pérdidas fina11cicras en términos de reducción de ingresos y un.gasto·. 
extra e11 salud. ' · 

4. La supervivencia a mm edad avanzada puede agotar un·recurso indi­
vidual para mantcmer el costo de manutención, incluyendo cuidados a 
largo plazo. · 

Una de las tareas claves para un trabajo actuarial en sistemas de seguridad 
financiera es la administración de la incertidumbre. Este proceso puede ser 
separado c11 distintas etapas; por ejemplo, una clasificación serla: la identifi­
cación de fuentes de información, recolección de datos, análisis, construcción 
clel modelo, pruebas de sensitividad, predicción, etc. 

Los modelos empicados por los actuarios como parte de este proceso tie­
nen ciertas características importantes, comunes a través de muchas ramas 
ele sistemas de seguridad financiera (por ejemplo, seguros de vida y pensio­
nes). Notamos que hay un consenso en la literatura relativo a los siguientes 
elementos: 

l. Una o mús variables aleatoria~, las cuales cuantifican las principales 
características del riesgo, tales como duración, tamaño, mímero o de­
mora. 

2. Un conjunto bien definido de estados de la naturaleza, separados por 
un evento o épocas de transición observables, junto con una ley deter­
minística o estocástica de movimiento entre los estados. 

a. Una función económica asociada con las variables fundamentales y/o 
los estados y eventos <le transición, los cuales pueden ser también deter­
minísticos o aleatorios, pero la mayoría de las veces ligados a factores 
ccó1101nicos externos no controlables, tales como el crecimiento del mer­
cado o la inflacióu, pero también el funcionamiento económico bajo el 
control de la compaf1ía tal como el margen de ganancias de la inversión 
o ejecución del portafolio. 
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Es clara la importa11cia de la probabilidad y la estadística en las etapas 
descritas. En particular, los modelos lineales han sido utilizados con éxito 
para resolver diversos problemas actuariales. 

1.1.1. El papel de los modelos lineales 

Los modelos lineales generalizados (MLG) son una extensión natural de 
los muy conocidos modelos lineales clásicos. La clase de MLG incluye, como 
caso especial, el modelo de regresión lineal, modelos de análisis de varian­
za, modelos log-linealcs para el análisis de labias de contingencia, modelos 
logísticos para datos binarios y muchos otros. 

El uso de modelos lineales cl•Ísicos en el trabajo actuaria! no es nuevo. 
Tales modelos se han establecido como herramienta.• básicas para la descrip­
ción de la tasa ele reclamaciones y del costo promedio por reclamación en 
el seguro ele autos, por ejemplo, como es evidente dacio el gran número de 
nrlículos sobre el lema, incluyendo Johnson y Hey (1971), Grimes (1971), 
Bennctt (1978), Baxtcr el al. (1980) y Coutts (1984). Por otra parte, el uso 
ele los MLG en actuaría se inició durante los 80 's. Los MLG tienen una gran 
aplicabilidad dentro de las ciencias actuarialcs, específicamente en situaciones 
con10 ln..s siguientes. 

a). Modelos de supervivencia. Por ejemplo: graduación con respecto a la 
edad; con respecto a la edad y al tiempo; con respecto a la edad y 
duración de la póliza. 

b). Modelos de estados múltiples en seguros de salud. 

c). Ajuste de ciertas distribuciones de pérdidas para la severidad de,las 
reclamaciones en seguros de no-vida. 

el). Clasificación de riesgo. Por ejemplo, modelando el exceso de mortalidad 
entre fumaclorc.•. 

e). Clasificación ele primas en seguros ele no-vida. Frecuencia de las recla­
maciones, severidad de las reclamacionc.•. 

Cada una de estas aplicaciones involucran diferentes tipos de datos y 
diferentes tipos de modelos. 

Uno de los propósitos de este trabajo es ilustrar el uso de los modelos 
lineales en la construcción de tablas de mortalidad para seguros de vicia. 
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Una descripción más completa del uso de modelos lineales generalizados en 
este contexto puede encontrarse en Haberman y Renshaw (1996). 

1.1.2. ¿Qué es la graduación? 

La graduación puede ser vista como una colección de principios y métodos 
por los cuales un conjunto de observaciones (o probabilidades) es ajustado 
para proveer una base apropiada para hacer inferencias y además para hacer 
c•ílculos pnícticos. Una de las principales aplicaciones de la graduación es la 
construcción de un modelo de supervivencia, usualmente presentado en la 
forma de 1rna tabla de mortalidad. 

Se considerará por el momento un conjunto de tasas de mortalidad, i¡, 
(¡mra distintas edades de x) las cuales han sido calculadas a partir de un 
conjunto de observaciones. Estos valores pueden verse como una muestra de 
una población mayor, conteniendo así algunas fluctuaciones aleatorias. Un 
supuesto con11'in acerca de las tasas "verdaderas" es que cada una está fuer­
temente relacionada con sus vecinos. Esta relación es expresada por la creen­
cia de que las tasas venladerns avanzan con suavidad de una edad a otra. 
Los métodos de graduación sugeridos en la literatura y usados en la prácti­
ca tienden a caer en una de dos categorías: paramétrica o no paramétrica. 
En este trabajo nos concentraremos en un método particular de graduación 
parnmétrica. 

El proceso de graduación es un paso esencial en la construcción de un 
modelo de supervivencia, asegurando que el modelo despliegue el grado re­
querido de suavidad. De esta manera, los cálculos prácticos basados en el 
rnodclo comparten esta i 111portante prnpiedad de suavidad. 

1.2. Experiencia Mexicana 82-89 

1.2.1. Antecedentes 

La tabla de mortalidad es la base para el cálculo de primas y reservas 
e11 el seguro de vida, y representa un registro de la mortalidad observada, 
durante un periodo de tiempo, de una población en particular. 

Las diferentes condiciones de vida y su influencia en la mortalidad hu­
mana hace necesario que periódicamente se realicen estudios que permitan 
validar Ja mortalidad ele los asegurados mexicanos. Para tal efecto, Ja Co-
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misión Nacional de Seguros y f'ianzas a través de su Dirección General de 
Desarrollo e Investigación, realizó un estudio con base a la experiencia de las 
<·0111paliías aseguradoras mexicanas durante el periodo de 1982 a 1989, cuyos 
resullndos se presentan a continuación (ver Alatorre 1991). 

Se consideró un conjunto de datos razonablemente representativos de la 
sit.uacicín del sector asegurador. Los datos se refieren al seguro de vida in­
dividual y combinan la información de hombres y mujeres ya que no fue 
posible ohtener resultados representativos por sexo. Por sus características, 
la infon11ación no rlisti11g11c entre seguros con o sin cxatnen tnédico. 

La tahla de mortalidad que se utiliza se denomina "T'abla de mortalidad 
tíltimn" " incluye la n1ort.nlidad ocurrida los ti'<.'-' primeros afias de vigencia 
del seguro. 

La infor111ació11 que las instituciones de seguros proporcionaron se refiere 
a lo;; siguientes conceptos: 

l. f'ólizns de edad alcanzada en vigor al al ele diciembre de cada afio. 

2. .Mtmrtes ocurridas a celad alcanzada, durante el periodo de observación. 

El 111í111ero de expuestos se calcula con base en la siguiente expresión 

donde 

1.2.2. 

E,. 
f'x+I 

l':xpuestos de edad x al principio del año. 
P61izas en vigor de edad x + J reportadas ni 
;¡¡ de diciembre de cada año. 
Ntímcl'O de asegurados ele edad x que mueren 
l'IJ el transcurso del año. 

Resultados 

Se ohtuvieron los expuestos por edad y compafüa, reuniendo así la expe­
riencia ele todas las instituciones para cada año del periodo objeto ele análisis. 

Para el periodo de l 982 a 198!J, se obtuvo como resultado para el sector 
de vida individual 1111 total de G'GBB,OOG expuestos y 23,918 siniestros. Los 
datos pnr edad y el a111ílisis descriptivo correspondiente, se presentan en la 
Sección :l. l. 
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Las t11s1L~ brutas obtenidas a partir ele estos datos (Tabla 1.1) fueron 
graduadas utilizando la fórmula de Makeham, obteniéndose la tabla básica 
y In tabla 1110clificadu presentadas en la Tabla 1.2. La Figura 1.1 muestra las 
l.11s1L~ brutos así como las tablas mencionadas. 

A 11m11cra de referencia, cabe mencionar que para la tabla de mortalidad 
"l~xperic11cia Mexicana 1 !J62 - 1967" se tomaron como base 649,463 expuestos 
y Ci,:120 siniestros. 
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Figura 1.1: Tasas bntlas(o), Tabla básica (-·-),_Tabla modificada(-). 
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Tabla 1.1: Tnsus Brutas de l\fortalidad 

l11dice Edad 'füsu Bruta indice Edad Tusa Bruta 
= 

1 12 0.0017:!8564 31 42 0.002407667 

2 13 0.000285673 :J2 43 0.002843794 
;¡ 14 0.000178912 33 44 0.003345494 ,, 15 0.000382958 :M 45 0.0033922°'1 

r. w o a:> ,16 0.00:1800501 

Ci 17 0.000434729 3(i 47 0.00,111 :l324 

7 18 0.0004880lG 37 48 0.0044383!M 

8 l9 0.000735006 38 49 O .OO,l 518061 

9 20 0.000556151 39 50 0.004782775 

to 21 0.000689469 40 51 0.005892548 

11 22 0.000535991 41 52 0.005450618 

12 23 0.000,1962:!8 42 5a 0.00736751 

1:1 2,1 0.000804182 ,13 54 0.007758566 
1,1 25 0.000866<124 44 55 0.007774458 

15 2Ci Cl.000729957 45 56 0.007863997 

ICi 27 0.001104732 46 57 0.0091 73536 

17 28 CJ.000986851 47 58 0.010105825 

18 2!J 0.001156557 48 59 o.o 11132184 

l!J :JO 0.00121512:J 4!J 60 0.012562197 

20 :u 0.001193049 50 61 0.011702996 

21 ;J2 0.001143825 51 62 0.011695421 

22 33 0.0012503ll 52 63 0.015313745 

23 34 0.001251584 53 64 0.013471356 

24 :15 0.001328397 54 65 0.015569797 

25 36 0.001397968 55 66 0.0l 792838:J 
2() 37 0.001503212 56 67 0.016536861 

27 :J8 0.00176965 57 68 0.018177621 

28 :rn 0.00184099 58 69 0.021535642 

2!J 40 0.002229207 59 70 0.020044866 

:m 41 0.002032384 60 71 0.021586768 



8 CAPÍTULO J. INTRODUCCIÓN 

11 Indice 11 Edad 11 Tasa Bruta 11 

61 72 0.064872895 
62 73 0.0238795 
63 74 0.028201996 
(i4 75 0.025936929 
65 76 0.024220562 
Ci5 77 0.02452:ll61 
Ci6 78 0.030350438 
67 7!) 0.032536765 
68 80 0.026691887 
69 81 0.038730751 
70 82 0.02974467 
71 83 0.0335l!J553 
72 84 0.042117465 
73 85 0.015065913 
74 86 0.123907863 
75 87 0.056955093 
76 88 0.047741935 
78 89 0.066141732 
79 90 0.051779935 
80 91 0.037946429 
81 92 0.044510386 
82 93 0.072164948 
83 94 0.080645161 
84 95 0.0625 
85 96 0.04950495 
86 97 0.15 
87 98 0.046875 
88 99 0.142857143 
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Tabla 1.2: Tabla de Mortalidad, Seguro Individual 

Edad Básica Modificada Básica Modificada 

12 0.00060000 0.00112000 0.00265000 0.00384000 

ia O.OOO!i!OOO 0.00114000 43 0.00287000 0.00411000 

14 O.OOOGlOOO 0.00116000 44 0.00311000 0.00440000 

15 0.00002000 0.00119000 45 0.00338000 0.00472000 

J(j O.OOOG3000 0.0012!000 46 0.00367000 0.00507000 

17 0.00064000 0.00124000 47 0.00:199000 0.00545000 

18 O.OOOGfiOOO 0.00127000 48 0.00435000 0.00586000 

19 0.00067000 0.00130000 49 0.00473000 0.00631000' 

20 0.00068000 O.OOl:MOOO 50 0.00550000 0.00680000 

21 0.00070000 0.00138000 51 0.00562000 o.0073aooo 

22 0.00072000 0.00142000 52 0.00612000 0.00791000 

23 0.0007•1000 0.00147000 53 0.00668000 0.00855000 

24 0.00077000 0.00152000 54 0.00729000 0.00924000 

25 0.0007UOOO 0.00157000 55 0.00796000 0.01000000 

26 0.00086000 0.00164000 56 0.00869000 0.01082000 

27 0.00086000 0.00170000 57 0.00949000 0.01172000 

28 0.00090000 0.00177000 58 0.0!036000 0.01269000 

29 0.00094000 (J.00185000 59 0.01132000 0.01:176000 

ªº O.OOO!J9000 0.00194000 60 0.01237000 0.01492000 

a1 0.00104000 0.00203000 61 o.01:is1000 0.01619000 

32 0.00110000 0.00214000 62 0.01476000 0.01757000 

3:l 0.001:18000 0.00225000 6:! 0.01613000 0.01907000 

34 0.00147000 0.00237000 64 0.01762000 0.02070000 

as 0.00158000 0.00250000 G5 0.01924000 0.02249000 

ªª 0.00169000 0.00265000 GG 0.02102000 0.02443000 

;¡7 0.00181000 0.00281000 67 0.02296000 0.02654000 

as (J.001fJ5000 0.00298000 68 0.02507000 0.02884000 

a!J 0.002!0000 0.00317000 69 0.02739000 0.03134000 

40 0.00227000 0.00338000 70 0.02992000 o.oa4o6ooo 

41 0.002,15000 0.00360000 71 0.03270000 0.03702000 
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Edad Básica Modificada 

72 0.03433000 0.04024000 
7a 0.03768000 0.04375000 
74 0.04129000 0.04755000 
75 0.0,1520000 0.05 JG9000 
76 0.04943000 0.05GI8000 
77 0.05402000 0.00105000 
78 0.05899000 0.06634000 

79 0.06439000 0.07208000 
80 0.07022000 0.07829000 
81 0.07654000 0.08503000 
82 0.08337000 0.09232000 
83 0.0907GOOO 0.10021000 
84 0.09877000 0.10874000 

85 0.10750000 o. 11796000 
86 0.11701000 0.12790000 
87 0.12725000 o. 13862000 
88 0.13817000 o. 15017000 
89 0.14981000 0.16259000 

!JO O.Hi213000 0.17593000 
91 O.l 75IOOOO 0.19025000 
!J2 0.188GGOOO 0.20558000 
9:l 0.20259000 0.22198000 
94 0.23948000 0.23948000 
95 0.25813000 0.25813000 
!)(i 0.277!)5000 0.27795000 
97 0.29898000 0.29898000 
!)8 0.32121000 0.32121000 
99 1.00000000 1.00000000 
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1.3. El enfoque Bayesiano 

Ln Estadística Bayesiana hn tenido un desarrollo importante en los 1ílti­
mos aiios y un gran impacto en las más diversas áreas de aplicación de la 
estadística. La Estadística Buyesiana es una herramienta poderosa ya que nos 
permite cuantificar la información que un sujeto posee sobre un determinado 
suc."Cso, basándose en la interpretación subjetiva de la probabilidad. 

El Teorema de Bayes provee de un procedimiento inferencia) mediante el 
cual, a partir de una distribución de probabilidad "inicial", se obtiene In dis­
tribució11 "final" que describe nuestro estado de conocimiento a In luz de toda 
la información disponible. El Teore1na de Bayos 11os permite incorporar In in­
for111ació11 contenida cu un conjunto de datos, produciendo una descripción 
conjunta de la incertidumbre sobre los valores de los parámetros del modelo 
n través de la distribución final. La implementación de técnicas Bayesianas 
mquiere de un esfuerzo computacional muy alto. En el siguiente capítulo se 
dará una breve descripción de algunos métodos computacionales. 
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Capítulo 2 

Preliminares Técnicos 

2.1. Estimación de las tasas de mortalidad 
individuales 

En esta sección consideraremos el problema de esLimar la tasa de morta­
lidad qr, individualmente para cada edad x. Puesto que 'fx es un parámetro 
de la poulación, su verdadero valor nunca podni ser conocido con exacLitud, 
pero puede ser estimado a partir de una muestra. La aproximación más sim­
ple es considerar un experimento binomial, en el que se comienza con una 
muestra aleatoria de 11 individuos (todos de edad x, seleccionndos de la po­
blación ele interés) y se observan por un periodo de un aiio. Si d denota el 
mímero (aleatorio) de lllllcrtes ouservadas entre estos n individuos, entonces 
d/n proporciona un esLirnador apropiado para 'Ir· 

En c.~tudios basados en vidas aseguradas, esta solución ideal no es aplica­
ble. Los datos usados para estimar la mortalidad son tomados de los registros 
que las compañías aseguradoras mantienen de sus asegurados. Algunos de los 
asegurados que esti\n bajo observación a la edad x pueden dejar sus pólizas 
antes de cumplir la celad x + 1, y consecuentemente no se tiene un segui­
miento de lo que pasa con ellos. Estos asegurados salen prematuramente de 
observación y cualquier muerte entre ellos que ocurra después de su salida 
pero antes de la edad :r.+ 1 no es observable y por lo tanto no puede contribuir 
ni c•ílculo de d. En este caso, d scrií menor que el número real de muertes 
que resultan de los n individuos originalmente considerados y por tanto d/n 
subestiman\ a q,.. Este problema surge porque existen dos formas de deere-
111e11to ele la población de interés (muertes y retiros). [,a observación de un 

13 
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individuo puede terminar sólo por mia de estas dos causas, las cuales están 
operando simultáneamente. La proporción d/n estit estimando la probabili­
dad de una muerte obscnmda, pero q,., es la probabilidad de una muerte real, 
hnyn siclo observada o no. Una posible solución es usar el llamado estimador 
actuaria! 

• d 
qx = (11 - ~·w) (2.1) 

donde w es el número (aleatorio) de individuos que se retiran. 
Notemos que, en la proporción d/n, cada individuo contribuye con una 

unidad en el denominador (mímcro de expuestos). Cuando un individuo se 
retira, pierde el potencial para contribuir a d y, consecuentemente, no debería 
eontribuir con una unidad completa al ntímero de expuestos. Suponiendo que, 
"n promedio, los retiros ocurren en la edad x + ~ entonces podemos sustraer 
111edili unidad al número expuestos por cada retiro. Esta es justamente la 
idea detn\s del estimador (2.1 ). Una explicación alternativa se obtiene al 
suponer que la mitad de los retiros ocurre en la edad x y la otra mitad en la 
edad x + 1. Lo anterior es cqui valen te a considerar un experimento binomial 
con una muestra de tu111afio n - ~w. Dado que se observan d siniestros, el 
estilnadm· de 'Ir es {2. 1). 

La razón principal para considerar estimadores mitximo verosímil son sus 
hicm conocidas propiedades asintóticas. A continuación consideraremos la 
cstinmción de </x bitjos distintos supuestos. 

M odclo b1ísico de retiros 11/wtorios . .· .. ,. . .· 
Dado un intervalo de edad (x,x + l], cada individuo en la muestra es 

observado desde la edad :e, hasta que ocurre una de las siguientes sitúaciones 
(a) el individuo mucre, . · · · 
(h) el individuo se retira, 
(e) el individuo alcanza la edad x + l. 

Para cada individuo, se conoce la forma en la que su observación termina, 
así como el tiempo T, 111cdido desde la edad x, en el que el individuo d~ja de 
observarse. Para modelar u T, asociamos a cada individuo un par de variables 
aleatorias continuas e independientes, Y y Z, que representan al tiempo de 
muerte y retiro, respectivamente. Entonces T = mín(Y, Z, 1). Por ejemplo, si 
Z < Y y Z < 11 entonces T = Z y el retiro será observado en la edad x + Z. 

El parámetro de interés es q,, = Pr(Y $ l). Sea Q,, = Pr(Y $ Z, l' $ 1), 
i.c. la probabilidad de una muerte observada. Claramente q,, ;::: Q,,. 



2.1. ESTIMACIÓN DE J,AS TASAS INDIVIDUALES 15 

Lla11111remos a q,, la tasa de mortalidad y a Q,, la probabilidad de muerte. 
De manera análoga r,. = Pr(Z :5 l) y R,, = Pr(Z $ Y, Z :5 l) serán la tasa 
y la probabilidad de retiro, respectivamente. Las funciones de distribución 
para V y Z son denotadas como P(-) y H(·), respectivamente. Por ejemplo 
1.q, = Pr(}' :5 t) = F(I.) y 1r,. = Pr(Z :5 /.) = fl(t). Las funciones de 
densidad, cuando exista11, será11 denotadas de 11m11era respectiva como J(-) 
y h(·). 

Sea l.J; una variable i11dicadora (aleatoria) que toma el valor l si el i-ésimo 
i11dividuo 11111erc y el valor O en caso contrario, de manera que D = L:; D; 
es el 111í111cro total de muertes observadas. De forma similar, M'1 denotará la 
variable indicadorn de los retiros y W = L:; W; será el mímcro total de 
retiros. 

Supongamos por el momento que cada individuo es observado desde la 
celad x hasta que mucre o hasta que alcanza la edad x+l, lo que ocurra prime­
ro, de manera que es imposible que se retire y por lo tanto T = rnín(Y, l). Este 
es un ca.'o particular del modelo básico de retiros aleatorios con Z = oo. Bajo 
estas co11diciones, los datos consisten de las variables D1, T; (i = l, ... , n), 
cuyos valores observados serán denotados por d; y l;, respectivamente. La 
contribución del i-ési1110 individuo a la verosimilitud es entonces 

'[ T. d D d] { (l-qx) sid;=O,l.;=0 
1 r l; < ; ::5 l; + l;, ; = ; "" (l _ ) lt· .· d· - l t· < 1 t.¡</x /lr+tJ· t. SI ·t. - 1 •t. , 

donde ¡t,.+11 denota la fuerza de mortalidad para la edad x (Broffitt, 1984). 
J,a función de verosimilitud para q,. está dada entonces por 

L(q,.) = (1-q,.)n-dfI{(l - t/Jx)µx-t¡}, 
iEV 

(2.2) 

donde V es el subconjunto de índices correspondiente a las muertes observa­
das. 

Para encontrar el valor de q,, que maximiza (2.2), primero debemos ex­
prr.sar 1q,, en términos de q,,. Con este fin, es necesario imponer algunas res­
tricciones adicionales en el modelo. '.fres supuesios comunes en la literatura 
uctuurial son: 

(A) distribución uniforme de la muertes 

(t - a)qx 
t-a</x+a = ¡ .. ; 

-.llfJx .· 
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(B) la hipótesis de Balducci 

(t - a)qx 
t-oQr+a = l _ (l _ t)q.,; 

(C) fue~za de mortalidad constante 

t-al/x+a = l - exp{ -µ(t - a)}¡ 

con O$ a$ 1, O$ t $ 1 y O$ t +a$ l. 
Los supuestos (A) y (C) son generalmente considerados como razonables. 

Sin embargo, el supuesto (B) puede producir resultados poco razonables, 
aunque bajo ciertas condiciones da lugar a estimaciones relativamente simples 
(Bntten, 1fJ78). En este trabajo haremos uso del supuesto (A), bajo el cual 
la verosimilitud (2.2) toma la forma 

y, por lo tanto, el estimador de máxima verosimilitnd en este caso es rj., = d/n. 

2.2. Inferencia Bayesiana 

2.2.1. Fundamentos 

La metodología Bayesiana se deriva de la teoría de decisiones. Al describir 
un problema de decisión en ambiente de incertidumbre es necesario: 

i. Especificar el conjunto D de posibles alternativas do espacio de decisión. 

ii. Especificar el conjunto de sucesos inciertos O, de los cuales pueden de­
pender !ns consecuencias de las decisiones. En problemas de decisión 
estadísticos, este conjunto corresponde generalmente ni espacio pa­
ramétrico y se denota por e. 

iii. Asignar una distribución de probabilidad, p(O), que describa la informa­
ción del interesado sobre los sucesos inciertos en el momento de tomar 
la decisión. En un problema de decisión estadístico, la variable O fre­
cuentemente se identifica con el parámetro del modelo. 
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iv. Constrúir una funcion. u : e X D --+ !R, llamada función de utilidad, que 
describa las preferencias del interesado entre las posibles consecuencias. 

Una vez que el decisor ha contemplado los puntos i a iv, el paso final es 
seleccionar aquella decisión d• que maximiza la utilidad esperada, es decir 

1 U(O,d)p(O)dO. 

La teoría Bayesiana de la decisión está fundamentada en una serie de 
postulados conocidos como "axiomas de coherencia". Estos postulados se 
refieren 11) comportamiento racional que debe observar un tomador de deci­
siones cuando se encuentra frente a un problema de decisión. Si el tomador de 
decisiones (al cual l111111aremos "interesado") aceptara todos los postulados de 
coherencia, entonces debe seguir una metodología bien definida para tomar 
la decisión. Específicamente, debe de construir una distribución de probabi­
lidad para los sucesos inciertos que reflejen su conocimiento acerca <le dichos 
sucesos, debe construir una función de utilidad que describa sus preferencias 
entre las posibles consecuencias y debe utilizar el criterio de maximizar la 
utilidad esperada para lomar la decisión. 

Dado que el concepto rle probabilidad es fundamental para el desarrollo 
de los rm!lodos estadísticos, se discutirán algunas de las ideas básicas sobre 
este concepto. 

La teoría de probabilidad se ha venido desarrollando desde el siglo XVII 
y es ampliamente aplicada en diversos campos de la ciencia. Además de 
muchas aplicaciones fonnalcs, el concepto de probabilidad aparece en nuestra 
vida cotidiana. A menudo oímos y decimos expresiones semejantes a: "es 
probable que llueva e11 In tarde", "probablemente llegará por la noche", o 
"tiene posibilidades de pasar el examen". Cada una de estas expresiones 
refleja la noción ele la verosimilitud de la ocurrencia de algún suceso específico. 

Existe11 diversas i11terpretaciones del concepto de probabilidad, pero las 
más importantes son tres: la clásica, la frecuentista y la subjetiva. 

L1t i11terpretación cl!Ísica está basada en el concepto de resultados igual­
mente v<!rosímilcs. Por ejemplo cuando se lanza una moneda existen dos 
resultados posibles: cara o cruz. Si se puede suponer que la ocurrencia de 
estos resultados es igualmente verosímil, entonces deben tener la misma pro­
babilidad. 

Dos dificultades b!Ísicas aparecen cuando se intenta desarrollar una de­
finición formal de probabilidad desde el punto de vista clásico. En primer 
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lugar, el cn11siderar resultados igualme11te verosímiles es lo mismo que afir­
mar que los resultados tie11en la misma probabilidad, lo que da lugar a una 
<lefinició11 circular. En segundo lugar, no proporciona un método sistemático 
para asignar probabilidades a resultados que no sean igualmente verosímiles. 
Cuaudo se lanza una moneda o se arroja un dado equilibrado o se escoge un 
curta de u11a baraja bie11 mezclada, los difcrentes resultados posibles pueden 
en general considerarse igualmente verosímiles debido a la naturaleza del pro­
ceso. Sin embargo, cuando el problema es predecir si una persona se casará o 
si un proyecto de investigación tendni éxito, los resultados posibles no suelen 
considerarse igualmente verosímiles, y es 11ccesario un método diferente para 
asignar probabilidades a estos resultados. 

Por otrn parte, ln probabilidad frecue11tista puede interpretarse en el sen­
tido de la frecuencia relativa con la que se obtendría un resultado si el proceso 
se repitiera un 11íunero grande <le veces en condiciones similares. La interpre­
tació11 frecuentista de la probabilidad no puede aplicarse, por ejemplo, a la 
probabilidad de que una persona determinada contraiga matrimonio en los 
próximos dos afias. El concepto de frecuencia relativa de la probabilidad tie-
11e sentido intuitiva111e11tc, pero no proporciona una definición general de la 
probabilidad. 

Final11w11te, la interpretación subjetiva considera a la probabilidad como 
el grado de creencia que u11 sujeto tiene acerca de la ocurrencia de algún suce­
so, de acuerdo al conocimiento que dicho sujeto tiene del suceso en cuestión. 
Otra persona, que puede tc11er diferentes opiniones o información distinta, 
puede tener un gra<lo ele creencia mayor o menor acerca del mismo suce­
so. l'or esta razón conviene hablar de probabilidad subjetiva en lugar de la 
Uf!rdadcm ¡irobabilidad de ese suceso. 

La interpretación subjetiva de la probabilidad puede formalizarse. En ge­
neral, si los juicios ele una persona acerca de las verosimilitudes relativas a 
diversas combinaciones de resultados satisfacen ciertas condiciones de con­
sistencia, entonces puede dcrnostrarsc que sus probabilidades subjetivas para 
los diferentes sucesos posibles pueden ser determinadas de forma única. Esta 
interpretación sin embargo, tiene dos dificultades. En primer lugar, el requi­
sito de que los juicios de una persona sobre las verosimilitudes relativas a 
un número infinito de sucesos sean completamente consistentes y libres de 
contradicciones no parece humanamente posible. En segundo lugar, la in­
terpretación subjetiva no proporciona bases "objetivas" para que dos o más · 
científicos obtengan mm evaluación conjunta de su estado de conocimientos 
en una área científica de interés con11ín. Por otro lado, aceptar la interpreta-
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ció11 subjetiva tiene el efecto positivo de subrayar algu11os aspectos subjetivos 
ele lu ciencia. La evaluación de un determinado científico acerca de la proba­
bilidad de 11lg1ín resultado incierto debe ser, c11 última instancia, su propia 
evaluación, basada en todas las evidencias de que dispone. Esta evaluación 
puede estar parcialme11tc basada en la interpretación frecuentista de la pro­
babilidad, ya que el cic11tífico puede tener en cuenta la frecuencia relativa de 
la ocurrencia de este resultado o de resultados similares en el pasado¡ inclu­
so puede basarse en la interpretación clásica de probabilidad, puesto que el 
científico puede tener c11 cuenta el mímero total de resultados posibles que 
co11sidera igualmente verosímiles. Sii1 embargo, 111 asignación final de proba­
biliduclcs numéricas es responsabilidad del propio científico y refleja su estado 
de eo11oci111ie11to. 

La metodología Bayesiana se basa e11 la interpretación subjetiva de la 
probabilidad. Es decir, mediante el concepto de probabilidad se pretende 
cuantificar la información que el st~jeto posee sobre un determinado suceso. 

2.2.2. Inferencia 

El problema fundamental alrededor del cual el estudio de la estadística 
estií dirigido, es la inferencia. La inferencia estadística estudia los métodos 
mediante Jos cuales se aprovecha la información disponible para m{\jorar nues­
tro conocimiento del mundo real. Con base en una serie de datos observados, 
se quiere información acerca de una o m1ís características desconocidas del 
sistema físico que produjo dichas observaciones. 

El problema de inferencia ha sido un tema ele interés considerable desde 
que comenzó el estudio sistemático de la teoría de la probabilidad en el siglo 
XVIII. 

En la estadística Baycsiana, la aplicación del Teorema de Bayes provee 
de un procedimiento inferencia! mediante el cual, a partir de una distribu­
ció11 de probabilidad '"inicial" se obtiene la distribución "final" que describe 
nuestro estado de conocimiento a la luz de toda !ti información disponible. A 
continuación se describe dicho procedimiento. 

Supóngase que se tic11c un problema de decisión y que O es la cantidad 
aleatoria relevante. La i11forrnación disponible sobre O se expresa a través 
de una distribución ele probabilidad descrita en términos de su función de 
densidad p (O), llamada distribución inicial. 

En el caso de que la información sobre O contenida en p (O) no sea su­
ficiente para los propósitos del interesado {es decir, cuando el interesado 
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juzga que no tiene la información suficiente para decidir adecuadamente), 
éste generalmente obtiene información adicional mediante la realización de 
un experimento. 

Sea x el resnltado del experimento. Si x proporciona información sobre O 
"s debido a que la función de densidad de x depende del valor de O. En la 
situación general, la distribución de In variable x depende tanto de O como 
de otrns cantidades. De acuerdo con esto, In distribución de los datos puede 
denotarse corno p(x 1 O) donde O= (O,w) lo cual significa que la variable x 
no sólo depende rlel valor de O sino también del parámetro de ruido w. 

De acuerdo con el Teorema de Bayes se tiene que 

(O i·)- p(xlO,w)p(O,w) 
p ,w .r. - f

9
p(x 1 O,w)p(O,w)dOdw 

donde 8 es el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria O. 
La función p (O, w 1 :r.) es llamada la distribución final de O= (O, w). 
Desde el punto de vista Bayesiano un problema <le inferencia queda re­

suello cuando se obtiene la distribución final de la cantidad de interés O, 
dada por p (O 1 x) = J ¡i (O, w 1 x) dw. Cabe mencionar que los términos dis­
tribución inicial y distribución final son relativos a la información adquirida 
a tmvés de la realización del experimento dado. 

Existen ocasiones en las que el propósito <le un análisis estadístico es 
predecir el valor de una observación fntura Y', basándose en la información 
de que se dispone. De esta manera, el problema que se venía desarrollando 
acerca de la inferencia sobre O puede considerarse como un paso previo para 
la solución del problema de predicción, que en este trabajo es de principal 
interés. Además, debido a resultados de consistencia, un parámetro puede 
verse corno el límite de una sucesión de estadísticas {funciones de las obser­
vaciones), cuando el tarnai10 de la muestra tiende a infinito. De modo que, 
al hacer inferencias sobre el parámetro O, de alguna manera puede conside­
rarse como una forma límite ele hacer inferencias predictivas acerca ele las 
c1bscrvacio11cs. 

Dacio el valor de O, la distribución que describe el comportamiento de 
la observación futura l" e.~ta dada por p (y' 1 O); pero no hay que olvidar 
que el valor de O es desconocido. En los métodos estadístico tradicionales, 
este problema se ataca generalmente estimando a O con base en la muestra 
observada, y si mpleme11te sustituyendo el valor de O por su valor estimado, no 
tomando en cuenta Ja incertidumbre sobre el valor de O. Desde la perspectiva 
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13ayesiann, el modelo p (y' 1 O), junto con la distribución inicial p (O), inducen 
una distribución conjunta para (l", O), dada por, 

p(y', O)= p(y' 1 O) p(O). 

La distribución nmrginnl 

71 (y') = J p (y' 1 O) p (O) dO 

descrilie nuestro conocimiento acerca del valor de l" dada la información 
inicial disponible. Esta distribución es conocida comúnmente como la distri­
lmción predictiva inicial. 

A111ílog;amente, una vez obtenida una muestra Y= (Yi, ... , Y,,), el modelo 
¡¡(y• 1 O) y la distribución final inducen una distribución conjunta para (Y•, O) 
r:ondicionnl en los valores observados y= (y1, ... , Yn), ciada por 

p(y', o l 11) p(y'jO,y)p(Oly) 

p (y' 1 O) p (O 1 y) 

donde In 1íltima igualdad se debe a la independencia condicional de l" y Y 
dado O. De manera que, la distribución 

p(y• ¡y)= jp(y'IO)p(Oly)dO 

describe el comportamiento de y• dada la información disponible y se conoce 
como la distribución prr'Áicliva final. 

2.2.3. Métodos computacionales 

En el enfoque Bnycsiano ele la estadística, la incertidumbre presente en 
un modelo dado, p (x 1 O), es representada a través de una distribución de 
probabilidad p (O) sobrn los posibles valores ele parámetro desconocido O 
(g;e11eral111cntc multidhncnsional) que define ni modelo. El Teorema de Ba­
yes permite entonces incorporar la información contenida en un conjunto de 
datos x = (x 1,x2 , ... ,:r.k), produciendo una descripción conjunta de la in­
certidumbre sobre los valores de los pnr1i111etros del modelo a través de la 
distribuciélll final p (O 1 x). Desgrnc:indarnente, la implementación de técni­
cas Baycsianas 11s11ah11c11te requiere de un esfuerzo computacional muy alto. 



22 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES TÉCNICOS 

La mayor parle de este esfuerzo se concentra en el cálculo de ciertas carac­
terísticas de la dislrilmcióu final del parámetro de .interés (que llamaremos 
n:súmcncs infcr·encialcs). Así, por qjemplo, para pasar de una distribución 
conjunta a una colecció11 de dislrilmciones y momentos marginales que sean 
1ílilcs para hacer i11fere11cins sobre subconjuntos de parámetros, se requiere 
integrar. En la rnayoría ele los casos los rcs1íme11es inferenciales básicos se 
reducen a integrales de la forma 

S1 {g (O)} = j g (O) p (O) p (x I O) d8,., (2.3) 

do11cle g: 1Rd--> 1R, O= (0 1, ••• ,0d), l ~ {l, ... ,d}, ¡e~ {l, ... ,d}\I y 
O¡r. = {0;: i E /e}. 

Bajo ciertas condiciones de regularidad, conforme el tamaño de la mues­
t.ra tiende a infinito la distribución final de O converge en probabilidad a una 
distribución normal cuya media es el estimador de máxima verosimilitud, iJ, 
y cuya matriz de varianzas-covarianzas es la inversa de la matriz de informa­
dó11 de Fisher evaluada e11 iJ. Resultados asintóticos similares dan lugar a la 
aproximación de Laplace, la cual permite aproximar integrales de la forma 
(2.a); ver, por ejemplo, Bernardo y Smith (l 994, Cap. 5). 

En la práctica, sin embargo, es connín que la dimensión de O sea muy gran­
de. Por otro lado, excepto eu 11plicacio11es muy sencillas, tanto p (x 1 8) como 
7' (O) pueden llegar a tener formas muy complicadas. En la gran mayoría de 
los problema., las integrales requeridas no pueden resolverse analíticamente, 
por lo que es necesario conlur con métodos numéricos eficientes que perm.itan 
«alcular o aproximar integrales en varias dimensiones. 

Algunos de los métodos computacionales de más rápido desarrollo en 
los 1íltimos aiios se basan en técnicas de simulación. A partir de muestras 
simuladas de la distribución final es posible, en principio, aproximar cualquier 
característica de dicha distribución. A continuación revisaremos brevemente 
algunos de los métodos más importantes. El lector interesado puede consultar 
Crunerman ( 1997) y Gutiérrez-Peiia (1997) . 

.l'vlonte Cario: muestreo-remuestreo 

~upongamos que se Lienc una densidad s (8) de la cual es posible simular . 
observaciones fácilmente, pero que se requiere wia muestra de. la densidad 

fo (8) 
/(O)= J /o ((J)dU 
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do11de Hólo In íorrna í1111cionnl ele fu (O)· está es1>ecificacla. El problema es 
m1t.oncc.« nhtenc1· 1!1111 muestra _ele f (O) a partir ele fu (O) y ele una niuestra 
des (O). 

Caso l. S_i existe 111111 c01istante M > O tal qne fu (O) /s (O) :5 M para 
todo O, entonces es posible utilizar· el método de. aceptación y rechazo 
para generar variables aleatorias (ver Ripley 1987). El algoritmo es el 
siguiente: · · · 

J. genernr mm observación O ele s (O)¡ 

2. generar una variable u ~ U (O, l) ¡ 

a. si u :5 fo (o)/ { Ms (o)}. aceptar O como una observación de f (9), 
en cnso contrario, repetir los pasos l a 3. 

Caso 2. Si no existe la constante /I,/, o no puede encontrarse frícilmenlc, en­
tonces podemos obtener muestras nproximndas de f (O) de la siguiente 
11uutc:ra. S11po11µ;11mos que Oi, ... , O,, es una muestra des (9). Sea 

V; 
1Vi=~ 

L..j= 1 Vj 

donde V;= fu (O;)¡,, (O;), i = 1, ... , n. 

Lo anterior induce una distribución discreta sobre { 9 1 , 02 , ••• , 9n} tnl que 
Pr (O = 9;) = 111,. Si ahora generamos una observación O de dicha distribución 
entonces O se distribuye aproximadamente como f (O). La aproximación es 
mejor n medida que n --+ oo. 

A cliforencin del caso anterior, aquí es posible muestrear con reemplazo, 
por lo que la muestra generada puede ser tan gra11de como se quiera. Es 
claro si11 embargo, que la aproximación será más adecuada a medida que 
s (O) se parezca a f (O). El lector que se interese en el tema puede consultar 
d artículo de S111ith y C:elín11d (l!J!J2). 

Los 111c!todos descritos anteriormente permiten simular distribuciones de 
1na11crn directa. Sin c111hargo, en dimensione.<; grnndcs estos métodos no son 
muy cficicutcs. 
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Monte Cario vía cadenas de Markov 

En términos simples, una cadena de Markov .es un pro~~s'Ó esto~~tico 
{O' : t ET} tal que, dado el estado presente, el pasado y el futuro del r1roceso 
son independientes. En otras palabras, 

Pr ( o<n+I) E il 1 o<nl = z, o<n-I) E ;\,,_., ... ,o<º>' e Ao) 

= Pr ( o<n+ 1 > E A 1 o<n> = z) 

para todos los conjuntos 11 0 , ••• , A,._ 1 e S, donde S denota el espacio de 
estados de la cadena. 

l,as técnicas de Monte Cario vía cadenas de Markov permiten generar, de 
manera iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que diftcil­
mente podrían simularse utilizando métodos directos. La idea básica es muy 
simple: construir una cadena de Markov que sea fácil de simular y cuya dis­
tribución de equilibrio corresponda a la distribución final que nos interesa. 

Proposición 2.1 Sea 0< 1>' 0<2>' ... una cadena de Aiarkov homogénea, irre­
ducible y aperiódica, con 1:.<pacio de estados e y distribución de equilibrio 
p (O 1 x). Entonces, conforme t -+ oo, 

i) 0<1> !!. O, donde O~ 1' (O 1 :e); 

ii) t ¿:::;~= 1 g (o<;>)_, E(g (O) 1 x). 

Muestreo de Gibbs 

El algoritmo de Gibbs permite simular una cadena de Markov 0< 1>, 0<2>, •.. 
con distribución de equilibrio p (O 1 x). En este caso, sin embargo, cada valor 
nuevo de In cadena se obtiene a través de un proceso iterativo que sólo requie­
re generar muestras de distribuciones cuya dimensión es menor que d y que 
"n la mayoría ele los casos tiene una forma más sencilla que la de p (O 1 x). 

Sea O = (01, ... , O,.) una partición del vector O, donde 01 E )Rdi y 

f: d; = d. Las densidades 
i=I 
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i = 2, ... '11 - l 

p(o .. 101, ••• ,0,._1,:i:) 

se conocen como densidades condicionales completas y en general pueden 
identificarse fácilmente al inspeccionar la forma de la distribución final p (O 1 :i:). 
De hecho para cada i = 1, 2, ... , n, 

p(O; 1 o,, ... , o,_,, ... ' º•+i. ... ,O,.,::c) ex p(O 1 :i:)' 

donde p (O 1 :i:) es vista sólo como función de 01• 

Darlo un valor inieinl 0(0) = (O\">, ... , O~ºl), el algoritmo de Gibbs simula 
una cadena de Markov en la que 9(t+IJ se obtiene a partir de oC•l de la 
siguie11te 111ancra: 

generar tma obsevación 0\'+IJ de p(01 j O~t), ... , 0~), :i:)¡ 
generar Una obsevación O~+I) de p(02 j 0\t+I) 1 0~), .. , 1 0~) 1 :i:)¡ 

generar una obsevación o~•+•J de p(03 I o\•+•l,o~'+IJ,o~'>, ... ,o!:l,:i:)¡ 

generar una obsevació11 O~+I) de p(O,. j 0\t+I), O~t+I), Of.'+IJ, •.. , O~~ll), :i:). 
La sucesión obtenida oCll, 9C2), ... , es una realización de una cadena de 

Markov c:uyn distribución ele transición está dada por 

P (o(t+I) j oC•l) _ rr" p (o(t+I) j 9C<+I) oCt+I) 9(t). 9(t) -) 
- i J 1 • • ·' í-1 1 • • • 1 i+J 1 • • • 1 n 1 ~ • 

i=I 
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Convergencia 

Supongamos que se desea generar una muestra de tamaiio n de la dis­
tribución 71 (O J :z:) . Si para cada uno de 11 valores iniciales o\ºl, 0~0>, . .. , O!~> 
<'orrcmos el algoritmo de Gibbs, entonces, de acuerdo con la Proposición 2.1, 
cles¡més de cierto mímero de iteraciones suficientemente grande los valores 
O\T • (}~r¡, ... , o!?'> pueden !'Onsiderarse como una muestra de tamaño n de 
In distribución final de O. ~l~~rnat.j.V~}}1ente podemos generar una sola ca­
dena y tomar los valores o\ ) '(}~ + ) ' ... ' o!;+n/() como una muestra de 
l' (O 1 :z:), donde]( se elige ele manera que la correlación entre lns observacio­
nes sea pequeña. 

l~n general no es fácil determinar en qué momento la(s) cadcna(s) ha(n) 
<'onvcrgido. Un método empírico comtínmente utilizado, basado en la Pro­
posición 2.1 (ii), consiste en graficar Jos promedios ergódicos de algunas fun­
ciones de O contra el número de iteraciones y elegir el valor T a partir del 
cual las gnílicas se estabilizan. En este caso es frecuente omitir los primeros 
valores de la(s) cadena(s) al calcular los promedios ergódicos. La idea ele es­
te periodo de calentamiento es permitir que la(s) cadena(s) salga(n) de una 
primera fnse de inestabilidad. En este caso en particular la velocidad de con­
vergencia depende fuertemente de In correlación entre los componentes del 
vector O bajo la distribución final p (O 1 :z:): entre más alta sea la correlación 
más lenta sení In convergencia. 

¿Cómo se utilizan las muestras para hacer inferencias? 

Como se mencionó anteriormente, una vez que se tiene una muestra de 
la distribución final de O es posible aproximar esencialmente cualquier ca­
racterlstica de dicha distribución. Por ejemplo, cierLas medidas de tendencia 
central (generalmente utilizadas como estimadores puntuales de O) pueden 
aproximarse utilizando las cantidades muestrales correspondientes. De ma­
nera similar los cuantiles de la distribución final de O pueden utilizarse para 
construir intervalos de credibilidad pitra O. 

WinBUGS 

Win/JUG'S es un programa que realiza inferencias Bayesianas de mode­
los estadísticos utilizando el algoritmo conocido como muestreo de Gibbs, 
descriLo en la sección anterior. El programa requiere de la especificación de 
un modelo de probabilidad, en el que tocias las cantidades desconocidas son 
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t.mtadas como variables nlenlorias. El modelo consiste de una distribución 
conjuntn sohre todns las cnnticlades relevantes 110 observadas {tanlo panimL~ 
tros como obscrv11cio11cs falt1mtes). El proceso de 11111rginalización de esta 
distribución, con el objeto de hacer inferencias sobre panírnctros específicos 
11 observaciones fnltuntes, se lleva a cabo u través de técnic1L' ele J'vlonte Cario. 

La base del progrn111a es el le11g11aje /JUC:S, disefmdo con el propósito de 
facilitar In especificacicí11 del modelo. Existe un pequelio conjunto de instruc­
ciones quci co11trolnn la srnión, en Ju que se analiza 1111 modelo estadístico 
expresado mediante el lc11g11aje BUG'S. Posteriormente, 1111 c:ompilaclor pro­
cesa el modelo y los elatos clispo11iblcs para trn11sfonnarlos en 1111 cstrucLura 
ele datos interna, upropiacln pura rcntlizar los c1ílc11los de manera eficiente. 
Final111e11lc, el progn1111a opera sobre esta estructura para generar valores 
ele hL' cantidades clcsm11odch' de interés. Pani 111111 clescripcicín dctallada de 
este le11g11uje ver, por ejemplo, Spicgclhalter el al. (l!J9G). 

Las primcnL' vcrsio11cs ele BUGS fueron irnplcmeutadus en diversos sis­
t.e111as, i11cl11ye11do DOS y lns variantes más importantes de UNIX. Sin em­
bargo, desde hace ulgunos nf10s la 1ínica versión desarrollada con regularidad 
est1í disponible sólo para el sistema \Vindows y es conocida como WinBUGS. 

2.3. Regresión 

2.3.1. Análisis de regresión lineal 

El propósito de esta sección es dar una breve introducción al análisis de 
regresión lineal. El lector interesado en el terna puede consultar Mendenhall 
el al (l!JSG) y DeGroot (l!JSS). 

El análisis de regresión puede definirse ampliamente como el análisis de la 
relación entre variables. Esta es una de las herramientas estadísticas más usa­
das porque provee uno ele los métodos nuís simplr.~ para establecer una posible 
relación funcional entre variables. La relación sn expresR en la forma de una 
ecuación conectando el valor esperado de la variable ele respuesta o depen­
diente Y, y una o rnús variables explicntivas o independientes x 1 , x 2 , ••• , xk. 

Dicha ecuación generahnente torna la forma 

clo11de (Jo, (11, ••• {3~. son llamados los coeficientes de regresión. 
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Una ecuación de regresión que contiene sólo una variable independiente 
<~~ llamada una ecuación de regresión simple, mientras que una ecuación de 
regresión que contiene 111t\s de una variable independiente es llamada una 
ecuación de regresión mi'tltiplc. 

Un ejemplo de rcgrcsió11 simple puede ser un análisis en el cual el tiempo 
de reparnción de uua 111áq11ina es estudiado con relación al níunero de com­
ponentes a ser reparadas. Aquí nosotros tenemos una variable dependiente 
(tiempo de reparnción de la máquina) y una variable independiente (número 
de compouentes 1t ser reparados). Por otra parte, un ejemplo de una situa­
ción de regresión múltiple puede ser una prueba para explicar el porcentaje 
de mortalidad en diferentes regiones geográficas (variable dependiente) por 
un gran número de factores sociocconómicos y ambientales (variables inde­
pendientes). 

La detcnninación explícita de una ecuación de regresión es, en un sentido, 
el producto final del a111\lisis. Esto es un resumen de la relación entre Y 
(\•ariable dependiente) y el conjunto de variables independientes (las xs). La 
ecuación puede usarse con varios propósitos. Por ejemplo, para evaluar la 
i111portanci11 ele las x's individuales, para analizar los efectos en la respuesta 
al realizar ciertos cambios en los valores de las x'.•, o para pronosticar valores 
de V para un conjunto dado de x's. 

Nosotros veremos el análisis de regresión como un conjunto de técnicas 
para analizar datos con el propósito de entender la relación entre variables de 
c:ierto ambiente. Esto es, suponemos que los datos del ambiente están dispo­
nibles. Algunas veces los datos podnín ser reunidos en un escenario contro­
lado, así que los factores que no son de interés primario pueden mantenerse 
constantes. En otras ocasiones los datos son recolectados bajo condiciones no 
experimcutalcs, donde 111uy pocos pueden ser controlados por el investigador. 

La tarcit del análisis ele regresión es aprender tanto como sea posible 
acerca del proceso que generó los datos, así como predecir observaciones 
ruturas de dicho procc.,o. 

El método de mínimos cuadrados 

Un procedimiento para estimar los parámetros de cualquier modelo lineal 
e~~ el método de mínimos cuadrados, que se puede ilustrar de manera sencilla 
aplicándolo para ajustar una línea recta a través de un conjunto de puntos 
que reprc.~entan los datos. Supóngase que se desea ajustar el modelo 
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E (l') = flu + flix. 

Se postula que l' = flu + (J1x +E, donde E es un error aleatorio con una 
distrilmcicíu ele probabilidncl tal que E (E) = O. !"i /10 y /J1 son los estimadores 
de los pariímetros /30 y .fl1 respectivamente, flo + {J1;r, es un estimador de 
E(Y). 

El procedimiento de mínimos cuadrados para ajustar una línea reda a 
través de un conjunto de n puntos es similar al rnétodo que podríamos utilizar 
para ajustar una recta a simple vista, es decir. se pretende que las desvia­
ciones sean "pequeiins" en cierto sentido. Una manera conveniente de lograr 
císto, y que proporciona propiedades adecuadas. es minimizar la suma de los 
cuadrados de las desviaciones verticales de la recta ajustada. Por lo tanto; si 

es el valor que se predice del i-ésimo valor de y (cuando x = x;), entonces la 
desviación del valor observado de y a partir de la recta y (llanmda a veces el 
error) es 

e=y-y 

y la suma de cuadrados de las desviaciones que debe minimizarse es 

,,_ - n 2 

SCE = L (y¡ - 'Í/;)
2 

= L [11; - (iJo + /lix;)] . 
i=I i=I 

Es decir, debe resolverse el siguiente sistema de ecuaciones: 

=O 

con respecto a /Jo y /11. 
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Bquivalentemente, 

(2.4) 

Estas ecuaciones son llamados las ecuaciones normales. Nótese que las 
"cuaciones son lineales en f3o y /11 y por tanto se pueden resolver simultánea­
mente de manera sencilla. Después de realizar un poco de álgebra se obtienen 
las siguientes soluciones para /Jo y /11, 

f: (x; - x) (y; - ii) n f: x;y; - f: x; f: y; 

/11 = """i=-'1-¿:_"_(x_; ___ x_)2-- ~ i:=t xl - (i=t x:=)\ , 
i=I i=I 1=1 

f3o = ii - fl1x. 

El método de máxima verosimilitud 

La función de verosimilitud den varibles aleatorias Vi, Y2 , ••• , Yn se define 
a partir de su densidad conjunta, es decir, 

Ji·,,v,, ... ,Y. (vi, v2, ... ,y .. ; O), 

ni considerar ésta como una función de O. En particular, si Yt, Y2 , ••• , Yn es una 
muestra aleatoria con densidad J(y; O), entonces la función de verosimilitud 
es proporcional a J (y1; O) f (y2 ; O)··· J (y .. ; O). La función de verosimilitud es 
una función de O, y la denotaremos como L (O; Y1, Y2, ... , Yn)· 

Estiniación Puntual Sean Yi. }'2 , ••• , Yn variables aleatorias normales e in­
dependientes, con media {J0 + (J1x;, para cada y;, y varianza u2 • 

La función de verosimilitud es entonces 
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/,(!Ju, /31, u 2) l,(f3u, /31, u 2; Yi. y,, ... , y,.) 

11,. {(-1 .) 1;2 [-._!(y¡_ f3u- :r,¡)2]} 
2 2 exp 2 2 

i=I 1íU a 
y 

1 ( . 2)) . n 1·· n 2 l .;¿¡:... ( )2 
11 l.-({J0,{3¡,u =-2 n27r-2lnu - 9u2 ~ y;-/Jo-X¡ . 

- i=l 

Obtm1iendo las derivadas parciales de In (L(/30 , /Ji. u 2 )) con respedo a 
/J0 ,{31 y rr2 e igualándolas a O se tiene las siguientes ecuaciones 

t (v1 -flo -Í31x1) 
i=I 

t (v• -flu -Í31x1) x, 
i=I 

" ( )2 L 1/i - flo - f31x; 
i=I 

= o 

o 

., 
= 11U. 

Notc111os que, en este caso, las dos primcms ecuaciones son las mismas 
que las ccuacio11es 11on1111lcs (2.4) cuyu solución produce los estimadores de 
mínimos cuadrados para /Ju y {31. 

Denotaremos por /Í11 , ¡j1 y 0-2 u los estimadores de los parámetros {30 , /31 
y u 2 respectivamente. Después de un poco de 1ílgebra se llega a la siguiente 
solución 

" ¿; (x; - x) (y; - jj) 
i=I 

f: (x; -x)2 
l=I 

fiu v-f31x, 
l 11 2 - L (111 -/Jo -f31x1) . 
n i=t 

l!:stos son los estimadores máximo verosímiles de {30 , /31 y u 2 respectiva­
mente. 
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Supuestos básicos del modelo de regresión lineal · Los supuestos bajo 
los cuales trabaja el modelo de regresión lineal son los siguientes: 

l. E (e;)= O \;/ i. 

2. Co11 (e;,e;) =O \;/ i # j. 

a. Var (e;)= u 2 • 

11. Las X; son Jijas. 

En muchas situaciones se hace el siguiente supuesto adicional 

5. Los E; tienen una distribución normal. Este supuesto permite hacer 
infcreucias estadísticas sobre los parámetros del modelo. Por ejemplo, 
es posible estimar /Jo,/31 y u 2 a través del método de máxima verosimi­
litud, o construir intervalos de confianza para estos parámetros. 

Notación matricial para el modelo de regresión lineal En el caso de 
regresión múltiple, es conveniente introducir la notación matricial. Supóngase 
que se tiene el modelo lineal 

}' = /Jo + /J1 X¡ + · · · + /JkXk +E 

y hacemos n observaciones independientes y1 , y2 , ••• , y,. de Y. Podemos· es­
cribir y; como: 

Y;= /Jo+ f31X;1 + ... + fJkXik +E; 

donde x;; es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésima 
observación, i = 1, ... , n. Si se definen abara las siguientes matrices 

( 

YI ) ( 1 X11 X12 
y = Y2 = l X21 X22 

. X ... . . . . . . . . 
Yu 1 Xnt Xn2 

donde /3 es un vector de parámetros a ser estimado, las n ecuaciones se 
pueden escribir de la siguiente manera: 

Y= X/3 +e. (2.5) 
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Si e~ N,.(O, a 2 I,.), donde 1,. denota a la matriz identidad de orden ri. La 
f1111ció11 de verosimilitud pura el modelo (2.5) es de la forma 

Los estimadores de máxima verosimilitud para /3. y a 2 están dados por 

/:J (x'x)- 1 X'Y · 

ü.
2 * (v - x/:J)'(u~ xf3y:· 

Así, Ju función de verosimÍlit~d pu~de escribirse como 

L (f3, a2; y) o: {'72)-n/2 eiép {--2~2 [<!3 '.... /:J)'X:i~(.6-,8} + riü2]}. 

Para facilitar la notación y el desarrollo subsecuente; es conveniente tra­
bajar en· términos de la precisión r = ;fr en lugar dé la varianza u 2 • La 
verosimilitud toma entonces la forma 

/, ({3, r; y) o: r"'2 exp { -~ [ (/3 - /:J)'X'X({3 - /:J) + nü2
]}. (2.G) 

Cabe señalar que el estimador máximo-verosímil de /3 coincide con el esti­
mador obtenido por el método de mínimos cuadrados. En este caso, además, 

E(Í3) = {3 

de tal modo que /:J resulta ser un estimador insesgado para {3. Por otro lado, 
la varianza de /:J queda expresada por 

Cov(/:J) = a 2 (X'X)- 1
• 



;14 CAPÍTULO 2. PRELIJHINARES TÉCNICOS 

2.3.2. Análisis Bayesiano del modelo de regresión 

Como se ha venido mencionando, en la estadística Bayesiaua la aplica­
ción del 'f<->orema de Bnyes provee de un procedimiento inícrencial mediante 
el cual, a partir de una distribución de probabilidad "inicial" se obtiene la 
distribución "final" que describe nuestro estado de conocimiento 11 la luz de 
toda 111 información disponible. El Teorema de Bayes nos permite incorporar 
la información contenida en un conjunto de datos, produciendo una descrip­
ción conjunta de la ineertidumbre sobre los valores de los parámetros del 
111odelo a través de la clist.ribnción final. En esta sección damos una breve 
descripción del uwílisis Baycsiano del modelo de regresión. El lector intere­
sado puede consultar, por ejemplo, Gutiérrez-Peila (J!l98) y las referencias 
que ahí se e11c11cnt.mn. 

Distribución inicial conjugada 

Al trabajar con el Teorema de Bayes, las dificultades computacionales 
surgen desde el momento en que es necesario calcular la constante de pro­
porcionalidad que aparece en el denominador de la expresión para el cálculo 
de la distribución final (darla una distribución inicial determinada). Por for­
tuna, existen casos en los que una selección cuidadosa de la distribución 
inicial simplifica el cálculo de la distribución final. En cada uno de estos ca­
sos es posible identificar una familia conjugada, C, de distribuciones iniciales 
tales que las correspondientes distribuciones finales también pertenezcan a 
C. Dich•L~ familias de clistribucioncs deben verse siempre como lo que son: 
un artificio matemático que resulta conveniente en ciertas situaciones. En 
d apéndice A.2.2 se describe con más detalle c1íal es la motivación para el 
1L~o de las familias conjugadas y se describe de manera general cómo pueden 
construirse. 

Dada la forma de la verosimilitud (2.6), la familia conjugada tiene densi­
dades de la forma 

p (/3, r) o: rT exp {-~ [(.B - bo)'Bo(/3 - bo) +so]}, 

clonde ri0 , s0 E iR, bu E iRP y Bo es una matriz de p x p simétrica y definida 
semi-positiva. 

Notemos que, dado el valor de r, el kernel de la densidad condicional 
p (/3 1 r) es proporcional al de la densidad N (/3 1 b0 , r- 1B 01

) , i. c. 

p (/3 1 r) o: rli exp {-~(/3 - bo)'Bo(/3 - bo)}, 
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ele 1111111!!ra que los Í11<:lon!s rcstn11tes corresponden a la dc11sid11d 11mrginal 
1' (r) i.1:. 

!!Jl=l! -sur 
p(r) = T ' cxp{-

2
-}. 

lfocie11clo a = 110 - p + 2 y d = so se tiene entonces que 

p({3,r) = ¡i(f3 I r)p(r) 

= N,, (/31 bu,r- 1B 01
) Ga(r 1 a/2,cl/2). 

Esta distribución <!s co11ocida como normal-gamma y es propia si a > O, 
el >O y Bu es defi11icla positiva. 

Distribución inicial no informativa 

En situaciones en las que se desea representar un estado de información 
inicial vaga aceren de ({3, r), es connín utilizar algún tipo de distribución ini­
cial "110 informativa". Uno ele los métodos más populares para obtener dichas 
distrib11cio11es es la Hcr¡l<t ele Jcffrcys. Puede demostrarse fácilmente que en 
el caso ele! 111oclelo de regresión normal la distribución inicial de Jeffmys es 

71' ({3, r) ex r~. 

Esta clistrihucicín !!S i111propia y puede obtenerse a partir de la familia 
co11jugacln haciendo n = O, d = O y Bo = O. 

Otra clistrilmción inicial no informativa comúnmente usada en modelos 
de localización y escala es 

71' ({3, r) ex r- 1, 

la cual corresponde a la clistribución inicial de referencia obtenida a partir 
del método de Berrmrclo (l!J79). Al igual que la distribución de Jcjfreys, esta 
rlist.ribudón es impropia y es un caso límite de la familia conjugada cuando 
a = -7¡, d = O y Bu = O. 

A lo largo de e.•tc t.rahajo de11otnrmnos por 7r(·) tanto a las distribuciones 
iniciales 110 inforrnativas (cm particular a la distribución de referencia), como 
a las correspondientes clistribucionc" finales. 

Nolll: En ambos c:iL~os Bo = O implica que la varianza de la distribución 
inicial ele {3 es infinita, lo que generalmente se interpreta como una forma de 
representar un estado de informacicín inicial vaga acerca del valor de /3. 
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Distribución final conjugada 

Proposición 2.2 La distribuci6n final de ({3,'r) para el modelo nonnal si se 
utiliza una distribuci6n inicial, conjugada es ' 

donde 

b1 (X'X + B 0)-
1 (Xy + B 0 b0 ), 

B1 X'X+Bo, 
a1 n+a., 
el1 (y - Xb1)'(y - Xb1) + (b1 - b0 )'B0 (b1 - bo) +d. 

De esta manera, si se desea hacer inferencias sobre {3 entonces es necesario 
calcular su distribución marginal final, dada por 

p(f31y) 

donde T 1 = ( ;¡;-) B 1 , de esta forma la distribución final de {3 es una 't de 
Studcnt con a 1 grados de libertad, parámetro de localización b 1 y parámetro 
de escala T¡- 1 • 

Distribución final de referencia 

Recordemos que la distribución inicial de referencia 1T ({3, r) ex r- 1, co­
rresponde a un caso límite de la familia conjugada descrita anteriormente, 
con a. = -p, el = O y Bu = O. Aunque es impropia, da lugar a una distribución 
final propia siempre y cuando n > p. De hecho en este caso se tiene 
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b1 (3, 
B1 x 1·x, 

ª• u - p, 

d, (n- p) 0-2, 

donde 0-2 es el estimador insesgado usual para u2. Por lo tanto, 

7r ({3, T 1 y)= N(f3 rf3, ~-·cx'x)- 1 )Ga(T 1 n; P, (n -:) ª\ 
donde 

Inferencia y predicción. 

por 

111 cual cnmplc con 

E(f31y) b, si a 1 > l. 

Var ({31 y)·· - ~T¡- 1 
ª• -·2 

el,. ·B-1 
--- 1 ª• -2 

si a 1 > 2. 

En particular, si se utiliza la distribución de referencia se tiene 

E(f3 I y) 

Var ({3 1 y) 

f3 
(n - p)0-2 (X'x)-1 

(n- p- 2) 

sin>p+I. 

sin> p+2. 

37 

Estas cantidadr~~ pueden servir como base para hac~r inferencias sobre {3. 
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Predicción 

Supongamos que se deseapredcci~ Y', unnu~vo valo~:d~ la variable de 
respuesta, dado el vector de covariables x'1 = (1, xj¡ .. :. ,·x,t);· De acuerdo con 
el modelo · · , 

Y' f3o + /31:r.i + ... + /Jkxj, +e:' 
x'tf3+e:', 

donde e:' ~ N(O, u2) es independiente de e:_. Entonces 

¡1.' = E(}" 1 /3, ,,.2) = x"/3 

Al querer hacer inferencias sobre Y', se necesita calcular su distribución 
final, i.c · .:~ ·:. , . ,.· · · 

p(y' 1 y) == Lfl<~¿ (3, (r2) p (/3, u; 1 y) d/3~u2. 
Recordemos que y•-• 1(~~~~)~ .. :,'J'r~baja~do. condicionalmente en ~2 , 

tenemos c¡ne (3 y E' son,in:de~elldi_erteá:~ ' : . .. 

v(~}~~.vf ~. J\T'.;(/3~:(b1,u2B¡ 1 ). 
·. P (é' ¡'i.12, y). JV (<I o,u2). 

.. ·;· ' . ~f.-~ ·: ··." 
' ~·. :,:'./~,. Esto implica que 

. .. . . . - . 

. ·. ~)-· 

¡i(y' I u 2,y).; N (v'l·x;'Íi1,í:T2 {1 +x"B¡1x'} ,n-p). 

Finahnent~, integrii:nd~: con ;espccto a la distribución finalde u 2 , se tiene 
que 

p(y' 1 y)= SI. (11• 1 x'.1611 ~ { 1 + x'1B(1x'}, a1). 
. a1 
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Si se utiliza la clistrihucióu de referencia entonces la distribucióu predic­
tiva final torna la íor111a 

p(y' 1 y)= SI. (1/ 1 x"/3,a2 {l + :c'1(X1X}- 1:v'} ,n-p) .. 
En este c•L~o, el intervalo de máxima densidad del (l-a} x 100 % cst1í dado 

por 

2.4. Modelos lineales generalizados 

En esta Sección se da una breve introducción a los modelos lineales ge­
neralizados (MLG). Un tratado completo de la teoría y aplicaciones puede 
encontrarse, por eje111plo, en McCullagh y Nelder (1989). 

2.4.1. Los componentes de un modelo lineal 
generalizado 

La clase de los l'l'I LG extiende el 111odelo usual de regresión en tres as­
pectos. Sea y un vector de observaciones de dimensión n que consiste en la 
realizadcín de un vector ele variables aleatorias Y independientemente distri­
buidas mn media ¡1. El vector de medias ¡1 constituye la parte sistemática del 
nrodelo y suponemos la existencia ele variables independientes xi. x 2, ... ,xk co­
n ro variables conociclns tales que Jt = ¿:;=, /J;x; donde las f3; son parámetros 
usualmente desconocidos y tienen que ser estimados de los datos. Si fijamos el 
índice i de las observaciones entonces la ¡mrte sistemática del modelo puede 
escribirne como 

A· 

E (Vi) = Jt¡ = L /3;x;; i = 11 ••• ,n 
i=I 

donde xu es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésirna 
observación. En notación matricial lo anterior puede escribirse como 

µ=X{:J 

dondeµ es un vector de 11 x 1, X es una matriz den x /.:y {:J es un vector de 
/.: x 1. Dr. modo que X es la matriz del modelo y f3 es el vector de parámetros. 
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Un modelo lineal generalizado tiene los siguientes corilponentes: 
o-· ";"•': . o.·• O-•· 

l. El componente aleatorio: Y¡ tiene una distribución en. una familia ex-
ponencial, y E (Vi) = ¡t;. (Ver Sección 2.4.2) · · 

2. El componente sistcmritico: covariables x 1, x 2 ••• i,Xk pr~ducen Ún predic­
tor lineal dado por 

k 

1/i = L,/JjXij 
í=l 

i = i, . .. ,n. 

a. La li_qa entre el componente aleatorio y el componente sistemático: 

9 (¡i;) = T/i· 

Esta forma produce un nuevo símbolo T/ para el predictor lineal. 
Los modelos lineales clásicos tienen una distribución normal en el primer 

punto y la función identidad en el tercero. 
La determinación de una esenia de medición apropiada es un aspecto im­

portante en In selección clel moclelo y está directamente relacionada con la 
elección de una fnnción liga ¡,deberíamos, por ejemplo, analizar y o In y? La 
cuestión es qué caracteriza a una "buena" esenia. En el análisis ele regresión 
cl1ísico, una buena escala produce errores que tienen una varianza relativa­
mente coustante y cuya distribución es aproximadamente normal. 

Si y tiene una distrihudón Poisson entonces la escala de raíz cuadrada 
nos da aproximadamente una varianza constante, mientras que W es mejor 
para aproximar normaliclacl, finalmente In y puede ser mejor para aditividnd 
en efectos sistenuíticos. 

La extensión ele modelos de regresión clásicos a MLG remueve en muchos 
casos el problema de escala; 11ormalidad y varianza constante no son un reque­
rimiento para el eomponentc del error; mientras que la aditividad de efectos 
sistemáticos puede ser especificada para tener una escala transformada si se 
c·o11sidcra 11ecesario. 

Estimación y bondad de ajuste 

Dado u11 modelo particular, tenemos que estimar los.parámetros descono­
cidos y obtener alguna medida de la preé:isión con la qué los hemos· estimado. 
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Es co111ú11 definir 1111a medida de bondad de ajuste eutre los datos y un co11-
j1111to corTc.~pondiente de \'!llores ajnstados generados por el modelo, y escoger 
eutoncc.~ los valores de los esLima<lores como aquellos que minimizau el crite­
rio ele lmndad de ajuste seleccionndo. Nosotros considerare111os estimadores 
obtenidos por el 111étoclo ele máxima verosimilitud. 

Si f (¡¡;O) es la f11nció11 ele densidnd bujo un modelo dado, para la obser­
vacióu ¡¡ cou panímetro O, entonces la log-verosimilitud expresada como una 
función de la rne<li11 ¡1 = E (y) est1í ciada por l (¡L; y) =In(! (y; O)). 

l~xisten ventajas ni usnr, como criterio de bondnd de ajuste, una función 
lineal del logaritmo de la verosimilitud tal como 

D(y; ¡1) = -2 [1 (¡i.; y) - l (y; y)]. 

donde l (11; y) c.~ el n11íxi111n de la verosimilitud del modelo saturado, en el 
cual los valores ajustados son iguales a los datos. Esta 1'.iltima expresión se 
conoce como la dcvitmza del modelo. Dado que l (¡¡;y) no depende de los 
parámetros, maximizar l (¡t; y) o minimizar D(y; ¡i) es equivalente. Así, para 
regresióu cl1ísica cou varianza conocida o.2, tenemos para una observación y 
cou media ¡1. 

aHÍ que 

de modo que 

l { (¡¡ - ¡i)
2

} f (y; ¡1.) = ,¡ . exp --
2
- 2 - • 

2mr2 a 

l (1/ - /L)
2 

1 (¡1.; y)= -2 ln {27ru2
) - ~· 

Si µ=y 
l ' 

entonces l (y;¡¡) = ~2 In (27ru2
) , 

(¡¡ - µ)2 
D(¡¡; ¡1.) = -2 [l (¡i; ¡¡) - l (¡¡; ¡¡)] = --2-a 

(ver Sección 2.4.7). 
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2.4.2. Funciones de verosimilitud.para los MLG 

Primero describiremos algunas de las propiedades en términos de una sola 
observación y. 

La variable aleatoria ¡¡ tiene una función de densidad de probabilidad de 
~~M . 

J¡-(y;O,</J)=exp{yO-rPb(O) +c(y,rfi)} (2.7) 

para algunas funciones b(-) y e(-). Si rjJ es conocido, esta es una familia expo­
nencial con parámetro canónico O. Puede o no ser una familia exponencial si 
r/> es desconocido. 

Una familia exponeuciul tiene una log-verosimilitud de Ja forma 

l = ( {[y O - b (O) J /rP} + e (y, rP)) , 

donde O es el parámetro canónico y rjJ es el parámetro de dispersión, el cual 
se asume conocido. 

l (O, rfi¡ y) = In f (¡¡¡O, </J) es la función de lag-verosimilitud, considerada 
como una función de O, para y y rjJ dadas. Entonces la media y la varianza 
de 1J pueden derivarse fácilmente de las siguientes relaciones 

y 

Ahora, 

ele donde 

y 

Así, 

E(;~)= O 

(
82l) (81) 2 

E 802 + E 80 = O. 

l= yO-b(O) +c(y,</J), 
rP 

éJl y-11(0) 
80 = rP 

821 b" (O) 
802 =-T. 

(8l) ··. µ ;_ b' (O) 
O=E8o= ,¡, • 
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Ahora, dndo que </> i' O, resulta que/' - b' (O) = O, de donde 

¡Í. = E (y) = b' (O). 

A11iilogarne11t.c, 

=E(IJ2l) E(8l) 2 
=-b"(O) var(y) o 'no2+ ao ,¡,+,p, 

nsí que 
var (y)= 1>b11 (O), 

donde las primas dc11otun diferenciación respecto a O. Así, la varianza de y 
"~ el producto d" dos funciones: ll' (O) que depende solamente del parámetro 
r.n11ónico y serii llamncla función de varianza, \l(¡t) cuando se escriba en 
términos rl!! ¡t; mil!ntrns que la otra es independiente de() y depende sólo del 
parámetro de dispersión </>, el cual es com1ínmente de Ju forma</>= u 2 /w, 
donde w es un peso co11ocido. 

La log-vl!rosirnilitud de algunas de las distribuciones más comunes, y sus 
propiedades, se dan a continuación. 

Nonnal 

l= 

Poisson 

1 2 2 l 
/l.!J - 21' - L - - In (21íu2 ) 

u2 2u2 2 ' 
O=¡t, 

V (¡1.)= l, 

</> = u2. 

1 = y In ¡1 . . - ¡1. - In y!, 

0= ln¡1., 

\1 (¡t) = ,,, 

1> = l. 
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lJinomial 
Si suponemos que el~ Binumial(n,µ), y definimos Y = cl/n, tenemos 

entonces 

G'amma 

l = nyln {¡t/(I - ¡t)} + nln(l - ¡t) +In ( 
11

), 
ny 

O= In {µ/(1 - ¡t)}, 

V(µ)= ¡t(l - ¡t), 

<P = 1/n. 

l = -y/¡t+ ln(l/µ) +vlny+vlnv-Inr(v) 
I/v ' 

o= -1/¡t, 

V (¡t) = µ 2 , 

<P = v-1. 

Como se mencionó anteriormente, un MLG considera variables de res­
puesta independientes {Vi : i = l; 2, ... , n}, con distribución en una familia 
exponencial, para las cuales 

E(Yi) = /L¡ 

var(Y;) = u 2 (µ;) /w;, 
con una función de varianza V (- ), un parámetro de escala a 2 > O y pesos W¡. 

Las covariables entran vfa un predictor lineal, 

k 

17; = 'Lx;;/3¡ = zl/3 
J=I ... 

donde f3 es un vector de parámetros desconocidos. 

La respuesta media y el predictor lineal se relacionan. a través de una 
función liga denotada por g y tal que 

g (µ¡) = 7/i• 

La función liga canónica es aquella donde g(µ) = o,·de manera que O(µ)= 
1¡. Ejemplos de esta función son: la identidad, el logaritmo, el logit y la función 



2.4. Iv!ODBLOS L!NEAJ,BS GENBRALIZADOS 45 

liga recíproca para las disLribucioncs. nornial, Poisson, binomial y gamma, 
respectivamente. ~.:· ... ••· .. ·.·:·.'-e ·· •.. · ; , :•·• 

Si se utiliza la liga cm{ónica, e'1~tol1~~s la:' ftii1'~i·Ó~ de verosimilitud para /3 
est1t dada por · . : · . · · · 

l(/31 y)= exp{t.:;~ [~; i:J::;) ~ b(:cl/3)]}· (2.8) 

2.4.3. Cuasi-verosimilitud 

La moLivnción principal detrás de la idea de cuasi-verosimilitud consiste 
en relajar el supuesto de que la forma de la distribución del componente 
aleatorio se couoce con exuclitud. 811 lugar de eso, se supoue que sól'o se 
conoce la forma en que la vurianza de la respuestu cambia cuando cambia la 
ntedia. 

Supóngase que el vector de respuestas Y, de dimensión n tiene media 
JL y matriz de covarinnza a 2V(µ) donde V{µ) es una matriz definida semi­
positiva cuyos elemenlos son funciones conocidas de µ. Es necesario asumir 
que la parle sistemática del modelo está especificada en términos del paráme-
1.ro del valor medio. Us11ahne11le la parle sistemática involucra una matriz X, 
de orde11 11 x p la cual puede ser incluida dentro del modelo general 

µ = µ({3), 

donde {3 es el vector de panimetros desconocidos que se desea estimar. Pa­
ra asegurar la identificahilidad de los estimadores, se asume que la matriz 
O = {)µ/{)/3 tiene rango TJ para toda /3. En el caso de los modelos lineales ge­
neralizados es eq11ivalc11te a suponer que X tiene rango completo. La función 
de c:uasi-verosimilitud l(·; y) es cousiderada inicialmente como una función 
de µ y es definida a través del sistema de ecuaciones diferenciales parciales 

()f(¡i,; y) v- ( ) ( ) ---¡¡¡;---= µ y-µ 1 

donde v- deuota una iuversa geueralizada de la matriz V. Usualmente 
no se requiere resolver este sistema de ecuaciones, pero cuando la solución 
es requerida es suficieute encontrar funciones O(µ) y b (O) que satisfagan 
µ = b'(O) y 
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l(µ¡ 11) = y'O - b (O)+ fo(y), 

con foO una función que no depende de µ,. Cuando no existe ambigüedad, 
es comtín escribir l(/3; y) en lugar de l(µ (/3); Y): Las ecuaciones de cuasi­
verosimilitud usadas para determina1· el Valor de f3 son 

y pueden escribirse como 

{)l (/3¡ y) 
lii3 ""'º 

n•v-[y - µ(/3l] ==o. 
Los estimadores de los coeficientes de regresión se obtienen resolviendo 

este sistema de ecuaciones. 

2.4.4. Sobre-dispersión 

El problema de sobre-dispersión surge cuando la varianza estimada de las 
respuestas es más grande de lo que se e5Peraría bajo el modelo. Con el fin 
de ilustrar con más detalle este problema, en el resto de esta subsección nos 
concentraremos en el modelo binomial. 

Si, para cada i = I, ... , n, las observaciones sobre 111 individuos son in­
dependientes y si la probabilidad /l¡ de una respuesta positiva es constante 
para tocios los incli vicluos, entonces la distribución de 11; Y¡ es binomial con 
parámetros 11; y /l¡. La contribución de la i-ésima observación en la función 
de log-vernsimilitud bajo estas condiciones es 

l(¡t;i y;)= n;y; In {¡t;/(l - µ¡)} + n; ln{l - µ;). 

Sin embargo, en muchas aplicaciones las observaciones pueden estar agru­
¡iaclas de alguna manera. En casos cmrio éste lns observaciones en grupos 
distintos pueden ser independientes o por lo menos no correlacionadas pero 
pueden existir razones para esperar una correlación positiva dentro de cada 
uno de los grupos. Bajo estas circnnstancias la varianza de y; será más grande 
que bajo el supuesto de independencia, a saber n;¡i;(l - ¡t;). Este fenómeno 
se conoce como sobre-dispersión. Es conveniente entonces suponer que 

var(Vi) = a 2n;¡11( 1 - µ;) i=l 1 ••• ,n 1 

----------··--- ·-----
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con a 2 > J, donde a 2 sení estimado u ¡mrlir de Jos datos. 
La cxprnsión anterior, junto con 

E(y,) = 11;¡1; i = 1, ... , 11., 

rletermina Jos dos prii11eros momentos de \";. 
Bajo estos supuestos, la cuasi-verosimilitud de /l¡ es igual u la log-verosi­

militud del modelo bi110111inl, de manera que se obtienen los mismos estima­
dores para f3 independientemente del valor de a 2 • Esta es una propiedad del 
111élodo de estimación rlc míuimos cuadrados. Así, la matriz de covarianzu 
nsinlót.icn de /3 sení 111ultiplicada ahora por un factor igual a a2 • 

2.4.5. Función liga 

La función liga se refiere al predictor lineal 1¡ para el valor esperado /t de 
un dalo y. En el modelo lineal cliísico r¡ y ¡1. son idénticos, y la liga identidad 
es razonable en el sentido que ambos r¡ y ¡t toman cualquier valor en la recta 
real. Sin e111lmrgo, cunndo se esltí tratando con conteos y la distribución 
Poisson, debemos lcuer ¡1 > O, así que In liga identidad es poco atractiva en 
parle porque 7/ puede sm· negativa. 

Los modelos basados en la i ndcpcudcncin de las probabilidades asocia­
das cou c!ifereutcs dasificacioues ele elatos categóricos llevan naluralmenle 
11 considerar efectos 11111ltiplicativos, y esto es expresado a través de la li­
ga logarít111ir:a, 1¡ = hr ¡1., <'<lll iuversa /l = e''· Así, los efectos aditivos que 
l'Olttribuyrm a 1¡ se convicrt.c11 en efectos multiplicativos que contribuyen a ¡1 .. 

Pam la distribución hinornial tenemos O < 11. < l y la liga debería satis­
facer la condición que 111apee el intervalo (O, 1) en toda Ju recta real. 

Consiclernremos a funciones: 

l. Logit 

2. Probit 

1¡=1n-
1
'­

¡ -11. 

T/ = <J>-I (Jl) 

donde •I• es Ja función de distribución normal. 

a. Lo,r¡-lo,r¡ complementaria 

r¡=' ln[-:-ln(l -µ)J. 
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2.4.6. Estadísticas suficientes y ligas canónicas 

Cada una de las distribuciones normal, Poisson, binomial y ganuna tiene 
una función liga especial para la cual existen estadísticas suficientes para los 
parámetros en el predictor lineal r¡; = ¿;=1 /J;x;;. Estas li_qas canónicas ocu­
rren cuando O= T/, donde O es el parámetro canónico. La Tabla 2.1 muestra 
algunas de las principales distribuciones y su respectiva liga canónica. 

Tabla 2.1: Ligas Canónicas 

Distribución : Lhrn Canónica 
Normal 1/ = JL 
Poisson 11 = lnp; 
Binomial 11 =In(µ/ {l - ¡t)] 
Gamma 1/= -µ.-1 

2.4.7. Medida de bondad de ajuste 

La discrepancia de un modelo 

El ajuste de un modelo a un conjunto de datos puede ser visto como una 
forma de reemplazar el conjunto de valores de los datos y por un conjunto 
de valores ajustados ¡i. derivado del modelo, involucrando (usualmente) un 
mímero relativamente pequeño de pariímetros. En general los µ's no igua­
larán a las 1ís exactamente y la pregunta entonces surge de cómo discrepan 
enl.re ellos, porque mientras una pequeña discrepancia puede ser tolerable una 
gran discrepancia no. Las medidas de discrepancia o bondad de ajuste puede 
ser construidas de varias maneras, pero en este trabajo sólo se discutirá la 
1fovianza. 

Dacias 11 observacionr.~ podemos ajustar modelos que contienen más de 
u parámetros. El modelo rnÍL~ simple el modelo nulo, tiene un parámetro re­
presentado comúnmente por ¡t para todas las y's; el modelo nulo lleva tocia 
la variación entre las ys al componente aleatorio. El otro extremo, el mode­
lo completo o salumdo, tiene n parámetros (uno por observación) y los µ's 
derivados de esto igualan los datos exactamente; el modelo completo lleva 
tocia la variación en las 1ís al componente sistemático dejando nada al eom­
ponente aleatorio. En la priíctica, el modelo nulo es demtL~iaclo simple y el 
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111oclelo c·mnplcto no es informativo porque no resume los datos sino que los 
reproduce por completo. Sin embargo, el modelo completo nos da bases para 
111edir la discrepancia para un modelo intermedio con 71 parámetros. 

Es conveniente expresar Ja log-verosimili tud en términos del parámetro /' 
(que es el valor medio) en vez del panímetro canónico O. 

Sea l (¡i., </>;y) la log-vcrosimilitud maximizada sobre las /]'s y no sobre el 
panírnetro </>. La vcrnsi111ilitud máxima nlcanzahle en un modelo completo 
con n p1mi111etros es I (y, rp; y) In cual es generalmente finita. La discrepancia 
de 1111 ajuste es proporeional a 2 veces la clifercucia entre el nuíximo de la log­
vcrosimilit.ud alcanznhlc y el alcanzado por el 111odelo ha jo investigación. Si 
rlenota111os O =O (¡i) y jj =O (y) a los estimadores de los pn~ámetros canónicos 
bajo los dos modelos, la discrepancia puede ser escrita como D(y; ji.)/</J, donde 

es conocida corno la dcuianza para el modelo común y es una función de los 
datos solamente. Las dcvianzus para las principales distribuciones se presen­
tan en la Tabla 2.2. 

Tabla 2.2: Devianzas de las principales distribuciones, 

. 11 Distribución 

Normal 
Pc>isson 
Binomial 
Ga111111a 

11 Dcvinnza 

L: (y - 11)· 
2 CL: [yin (11/M - (11 - µ))} . 
2 2: {[y In (y/¡i)] + (n - y) In [(n - y) /(ri ~ ¡i)]} 
2 2::; [-In (y/¡i) +(y - ¡i) /¡i] ·· ··.· 

Para la distribución normal la clevianza resulta ser justo la suma ele los 
c:uaclraclos ele los residuos, mientras que para la Poisson esto es el estadístico 
llarnnclo G 2 por Bishop et al. (1975) y otros. Se puede notar que los segundos 
términos en las expresiones de las clevianzas para las distribuciones Pois­
son y gamma son por lo comím idénticamente cero. (Para una revisión más 
detallada ver Nelcler y Wcdclerburn, HJ72). 



fiO CAPÍTULO 2. PRELIMINARES TÉCNICOS 

2.4.8. Análisis Bayesiano de los modelos lineales 
generalizados 

Recordemos que el 'Iixircma de Bayes provee un procedimiento inferencia! 
mediante el cual se obtimm una distribución final con la que podemos incor­
porar la información c:onlcnida en un conjunto de datos, produciendo una 
descripción conjunta de la incerlidumbre sobre los valores de los parámetros 
dnl modelo. 

Verosimilitud 

De acuerdo con {2. 7) la densidad para cada variable de respuesta Y; es de 
la íorma 

{
yO·-b(O·) } 11-, (¡¡;¡O;, <P1) = exp ' ' tPi ' +e (y;, t/J;) i = l, ... ,n 

c:on t/J; = u 2 /w; donde w1 es un peso previo supuestamente conocido. 
Por otra parte, el predictor lineal se supone de la forma 

i=l,, . ._.,11 .. 

Es importante notar que la lag-verosimilitud (2.8) es siempre unimodal y 
log-cóncnva, lo que generalmente facilita su análisis, mientras que el modelo 
general no necesariamenle produce verosimilitudes lag-cóncavas si se utiliza 
una liga distinta a In canónica. 

Si p ({3) es una distribución inicial arbitraria para .8, entonces la distri-
bución final puede escribirse como · 

p(.8 1 y) ex exp {t.~~ [y; (xta) - b (xlf3)] + lnp({3) Y 
Distribución inicial y distribución final 

/Jistribución inicial 110 infonnativa. 
Una distribución inicial no informativa comúnmente utilizada es 

7r (.8) ex l. 

En este caso la distribución final toma· la siguiente forma 

p ({3 1 ~)ex h (~;O,~~)', . 
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domle .. 
fr (y¡ O, u 2

) = 11 fr. (y;¡ O,, ,P;). 
i=I 

Distrilmci<fo inicial (no conjugada). 
Con frecuencia es 11uís natural y sencillo expresar la información inicial di­

rectamente en términos de (3. En este caso es común usar un modelo normal, 
ele manera que 

p(/3) = N (f3 I bo, B01
) 

do11de b0 es un vector dn p x 1 y Bu es una matriz de 11 x p simétrica y 
dnfinid11 positiva, 1u11lios c:onslnnles. 

Este 111odclo puede wnsiderarse como una aproximnción a la distribución 
inicinl que verdadern111nntc describe nuestro estado de co11ocirniento acerca 
ele f3. l~n os le caso 

p ((3 1 y) ex exp { ~ ~~ [11• (xl.B) - b (xl.B)] - 4ca -bo)'Bu(.B - bu)}. 

Es claro de las expresiones para lns distribuciones finales de {3, que en este 
easo no es posible analizar estos modelos de manera analítica. Una posibilidad 
es trntar de obtener u11a solución aproximada utilizando la aproximación 
asintótica 11or111nl descrita brevemente en la Sección 2.2.a. Por otra parle, es 
rclat.im111enlc sencillo oht.<mer un amílisis esencialmente exaclo utilizando las 
técnicas de simulación discutidas en esa misma sección. 

En el caso particular del modelo logístico, que será utilizado en este tra­
bajo, resulta co11vcnie11te describir el modelo de In siguiente forma: 

D¡/n;, con D, ~ Bin(¡t;, n;) 

,,, In (-1!:.!_) = xlf3 
l-¡1.¡ 

(2.9) 

.B N (bu,Bi1 1) . 

'fratamiento Bayesiano de la sobre-dispersión 

En los casos en los que los datos presentan sobre-dispersión, es pósible 
extender el modelo a11lerior para modelarla de manera explícita~ Específica­
mente, el modelo toma la siguiente forma: 

Vi = D¡/n;, con D; ~ Bin(O;, n;) 
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O; Beta(> .. ¡;;, A{l - /t¡)) 

!/¡ In(~) =:i:l/3 
- /li 

(2.10) 

/3 N (bo,B01). 

Como en el caso anterior, bajo este modelo se tiene que E(Y;) = Jt¡. Sin 
nmbargo, la varianza es ahora de la forma var(Y;) = t/J¡Jt;(l - µ;), donde 
t/J; = (A+ u;)/(n;A +u;), 11 diferencia del modelo (2.9), para el cual se tiene 
va.r(Y;) = Jl.;(1 - ¡1,). Nótese que, conforme A tiende a infinito, el modelo 
(2.10) corresponde al modelo (2.9). 

Este modelo representa una contraparte Bayesiana del análisis clásico, vía 
cuasi-verosimilitud, discutido en la Sección 2.4.3. 



Capítulo 3 

Modelos Estadísticos de 
Mortalidad 

3.1. Introducción 

Eu esta sección se discutirá el ajuste ele modelos estadísticos a los datos 
de mortalidad corresponelientes a In operación del Seguro de Vida del Sector 
Asegurador en .México para el periodo de 1982 a 1989. 

3.1.1. Descripción del problema 

Corno ya se mencionó, el propósito del presente trabajo es In constmcción 
de tablas de mortalidad. La determinación tanto de las primas netas ele riesgo 
como de las reservas matemáticas se produce a partir de estas tablas, de 
manera que la solvencia y In estabilidad financiera de las empresas que operan 
el ramo ele vicia depcndeu, entre otros factores, de In adecuada medición de 
la mortalidad. 

L1L~ revisiones nuís rndcntes de lilli tablas de mortalidad en México ha11 
ocurrido con intervalos ele por lo menos diez afios. En el caso ele vida indivi­
clual, In tabla vigente rn1 1\-léxico lmsta el ;¡¡ de marzo de 2000 utilizcí datos 
clel periodo l!J82-l 98!J, los cuales analizaremos en el presente trabajo. 

La información utilizndn en este tralmjo para el. ajuste ele modelos de 
tnortalida<l corresponde a los datos que las compañías de seguros reportaron 
11 la Comisión Nacionnl de Seguros y Fianzas para el periodo de 1982-1989. 
Esta iuformación se muestra en In Tabla 3.1 

53 
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Tnhla a. 1: Expuestos y muertos por edad 

~!;dncl l~xpucstos l'ducrtos Indice J:;dad Expuestos Muertos 

1 12 9203.0 IG 31 42 211408.5 509 

2 1:1 7001.0 2 :12 43 20184:1.0 574 
;¡ l·I W768.0 a 33 44 188:ll :1.r, 6:10 

•I ][i ICM45.0 ,1 34 45 17422:1.0 591 

f1 J(j !J(i5•1.0 o ar> 46 162:147.fi !il7 

(i 17 Hil02.5 7 :16 47 151•15!J.5 Ci2:J 

7 18 18442.0 9 37 48 141042.f> 626 

8 19 20408.0 15 38 49 1285!)5.f> 581 

!J 20 2517:1.0 14 39 50 l 17f105.5 562 

10 21 :1aa5!l.5 23 40 51 1067'15.5 629 

11 22 f10:174.5 27 41 52 98lf14.0 5:15 

12 23 74561.0 :17 42 sa 87818.0 ¡¡47 

1 :1 24 9!J·180.5 80 43 54 79525.0 (jJ 7 

1•1 25 122:M2.5 106 44 55 72288.0 562 

lfl 26 14795•1.5 108 45 56 652:14.f> 513 

l!i 27 165íi51.0 183 46 57 5908:1.5 542 

17 28 18•M25.5 182 47 ú8 524•1ú.O ú30 

18 29 201'1Ci0.0 233 '18 ú9 ·18508.0 ú40 

J!J 30 218085.ú 265 49 60 44817.5 563 

'.!O 31 231340.5 276 50 61 40417.0 473 

21 32 242170.0 277 51 62 36168.0 423 

22 3:J 249538.5 :112 52 63 32128.5 492 

2:1 34 254078.5 318 53 64 28208.5 :180 

2•1 35 261217.0 ;147 54 65 24:142.0 :179 

2r, 36 260378.0 :164 5¡, 6fi 2080[1.0 :J7a 

2fi :n 25811,1.5 :188 56 67 18746.5 :JIO 

2i 38 250332.5 44:¡ 57 (i8 17a29.0 :115 

28 39 242261.5 446 5.8 69 15277.5 329 

29 40 231!)21.0 Gl7 59 70 13819.0 277 

:m 41 22'1:167.0 456 60 71 14268.G 308 

-------------------- ----- ----·--· 
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Indice Edad Expuestos Muertos 

Cll 72 1211Ci.5 78(i 
Cl2 73 10888.0 2GO 
(la 74 9822.5 277 
<i4 75 8752.5 227 
(i[j 7Cl 77G2.5 188 
(i(j 77 6973.5 171 
(i7 78 G392.0 194 
(i8 79 54•1D.O 177 
(i!J 80 4758.5 127 
70 81 428G.5 !GCl 
71 82 3799.0 ll3 

72 83 3222.0 108 
7a 84 2588.0 109 
74 85 5841.5 88 
75 8G 1259.5 15G 
7Cl 87 913.5 52 
77 88 775.0 37 
78 89 G35.5 42 
79 90 618.0 32 
80 91 448.0 17 
81 92 337.5 15 
82 93 291.0 21 
8a 94 18G.5 15 
84 95 IG0.0 10 
85 9G 101.0 5 
8G 97 G0.5 9 
87 98 G4.5 3 
88 99 a5.5 5 

-------- -----~·---·----
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Con ayuda ele In experiencia ac111nulada se puede esti11111r la probabilidad 
ele muerte de cada persona que co111pra una póliza de seguro de vida. Exis­
l.m1 rliversos factores que afectan esta probabilidad, siendo la edad el nuís 
<·11nnínmente utilizado m1 In coustrucdón de las tablas. Otrns características 
que también iufluyen sou el sexo, registros clíniros, ocupación y h1íbitos de 
vida tales como fumar y la pl'líctica de actividades deportivas, entre otras. 

Hevisaremos distintos 111oclelos y herramientas estadísticas para trntar In 
informacirí11 ele 111ortalidacl disponiblc. 

I,as variables relevantes incluyen d 111í1nero de Pólizas en Vigor (Expues­
los) y el 111í111ero de Siuiestros por celad (i\focrtos). 

De aquí en adelante utilizaremos la siguiente notación: 

:i: Edad, 

E, Expuestos o Pólizas, 
d,, Muertos o Siniestros . 

Las tmms brutas de mortalidad (qr) parn las edades de 12 a 99 afias se 
obtienen, a partir de la relación: 

d.T. 
q,.= E,,,· 

Uua tabla de Mortalidad típica es un arreglo de probabilidades r¡,. con­
forme a la edud x del individuo. Esta tabla muestra diferentes patrones de­
pendiendo ele lu uaturalezn de la población bajo estudio. En realidad, las 
prolmbilidadcs "verdaderns" siguen. en principio, una leudencia mo11óto11a 
positiva (personas de edud avanzada tienen mayor prolmbiliclnd de morir que 
personas jóvenes). En la tabla, las probabilidades estimadns muestran los 
patrones reales afectados por errores mucstrales. Así, unn técnica de "sua­
vizmniento" es muchas veces usada para producir uua tabla grad1111da la 
cual clirnina esas variaciones aleatorias. En la práctica, como una estrate­
gia conservadora, estas prolmbilidades de muerte graduadas son modificadas 
(sohrc-estinmd1L~) para 111inirnizar el riesgo de tener uua reserva insuficiente. 

lloy "n día, la graduación y In sohre-estimación sou muchas veces implc-
111rn1tadas ignorumlo la 1111luralez11 estadística del problema. 



8.2. SU/'UBSTOS /'1\HA BL ANÁ/,/SJS BA YBSIANO 

~ 

J ~ 
8 
~ 

<bq,¡#' 

20 

/\. 
D .. 
o o 

D 
D 
D 
D 

40 

º• 
D 
D 

''---
60 80 100 

Edad 

Figura :l. J: Disld/nu:ián de frecuencias por edad de los expuestos 

3.1.2. Análisis descriptivo de los datos: 1982-1989 

57 

Nuestro conjunto "" datos incluye un rango de edad que va desde los 12 
hasta los 99 alios, como s" puede apreciar en la 'fabla a.J. 

La Figura a. 1 lllll<!SI 1'11 la distribución de frecuencias por edad ele los 
fi, 688, OOfi expuestos. Cn1110 es usual en este tipo de datos, la 111nyoría de 
los C"asos yacen "ntrc :w y lifi arios. l'.:n resumen, la distribución es claramente 
nsimétrim. h1ciclcntalr11"111", 1111 lllodclo gamma provee un ajuste ndceuaelo. 

Respecto a lns 2:3, !l J l'i 11111crtcs registradas, la Figura :l.2 presenta In eo­
rrespoudiente distrilmdó11 de frecuencias por celad. El patrón asimétrico es 
rneuos obvio aquí, sugiriendo que la probabilielad ele muerte no es constante 
a través de la celad. 

Final111e11te en la Figura a.3 es claro que las tasas brutas de mortalidad 
observudas se comportan de una forma ascendente, tienen una tendencia no 
lineal y desviaciones ir11porta11tes aparecen al final de la tabla. Los datos se 
pueden apreciar eu la 'fobia 1 .1. 

3.2. Supuestos para el análisis Bayesiano 
Aquí se prcsentanin los supuestos básicos para el análisis Bay"~iano ele 

los 111odelos de regresión logística, asf como el procedimiento para obtener 
pronósticos para la si11iestrnlielad agregada con hase en dichos datos. 
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3.2.1. Supuestos básicos 

Para rnrla celad :r. .Y dado un m'unern E,. ele asegurados expuestos al prin­
cipio del afio, se tiene que, bajo los supuestos de indepenclenciEL y homogc­
neichul, el 111ímcro de nnterlos eorrespondientes d,., puede ser modelado con 
una distrihució11 de probabilidad hinominl con probabilidad q,., es decir 

1' (d_,JEr, 'Ir)"" Bfoomial (E,., q,,). 

Nos interesa descrihir la mortalidad que se puede observar para cada edad, 
en determinado periodo. Es decir. dado 1111 patró11 de exposición, descrito por 
E.., nos interesa prnnosl,ic:ar la cant.idad futura <1; (i.c. el 11tÍlllcro de muertos 
en el siguiente periodo) lo que equi\'ale a pronosticar q_; = d;/ E,. (tasn de 
mortalid11d obsc111adn fu.lurn), siendo irnportanlc su c>ílculo para efectos de 
protccciéin frente a desviaciones cxt1·emas en la siniestralidad. 

Ahora hien, desde la perspectiva Baycsia11a, se debe asignar una distribu­
ción i11icial al panímet.ro desconocido </r eo11 el fin de obtener Ja distribución 
predictiva !i11al del nú111ero futuro de muertos. Debido a que la lasa de mor­
t.nlidad observada futura c:s proporcional ad:,., la distribución predictiva para 
r¡; se puede obtener cli1·eeta1nente a partir de la de d;. En cuanto n la distribu­
dón i11icial y ya que S<? pretende producir inferencias basadas cse11cialmente 
"" los elatos, se opt<Í por utilizar u11a distribución inicial de referencia para 
q, (Bcmardo y Smilh, l!lfM; Sección 5.·I). Resumiendo los resultados i111por­
t.1111tes ell la Tabla ;1.2. 

Tahln :l.2: Análisis del modelo binomial 

Función Expresión Modelo 
Verosimilitud p(d,.JE,..qr) tiinomial (E.,, q,,) 
Inicial para q,, p{q,,) Bcta(0.5,0.5) 
Fi nnl para 'Ir p(qrJd,., E.r) Beta (d,, + 0.5, E,, - d,. + 0.5) 
Predictiva final para <1; p(d;ld,.. Er) Beta-Binomial (d,, + 0.5, E,, - d,. + 0.5) 
Predictiva final parn ,¡,; ~oblicue r.llrrctmnento de IR rclRC16n t1;=d~/E.:r 

Los intervalos predictivos {de probabilidad 95 %) de las tasas de mor­
talidad observadas futuras para cada ed11d se muestran en la Figura 3.4. 
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l'ucde observarse mayor i11C'crlid11111bre en la estilnación de las lasas para las 
<?dnclcs más 11m11zadas. La figura muestra c:lariunente el rango de posibles 
rnodclos que podrían considerarse para ajustar estos datos. l\'lás nr\11, hay 
unas cuantas observaciones extremas que no pueden describirse a través de 
un modelo monótono simple. Tales observaciones pueden considerarse "abe­
rrnnles" ( mtllir.rs). Estas observaciones sólo incrementan la variabilidad pero 
no parecen tener un efecto significativo en la tendencia. 

3.2.2. 

·------·---

1 

,,.',,.,,¡i¡¡f 111111 
_............ f 

Figura 3"1: Intervalos predictivos pam cada edad 

Análisis Bayesiano de modelos de regresión 
logística 

Parn este análisis es de interés determinar una curva suave que dcscri­
hn la tendencia creciente de lns tasas conforme la edad aumenta. De este 
rnoclo, el objetivo final <?S obtener una distribución predictiva final pura ¡¡; 
(:r. = 12, ...• !J!J) que considere la propiedad básica de mortalidad: 11 mayor 
1:ilad, mnyor 71rob11bilidtUL de muerte. 

!-lasta la focha, en el 1ín1bito actuaria), este problema se ha resuello utili­
¡-.ando téenicas ele suaviznmienlo y graduación determinísticas para obtener 
l>L• tablas de rnortnlidud. Sin embargo estas técnicas, en general, no permiten 
In 111edición de la incertidumbre en las estimaciones tanto n lo largo de las 
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"darles co1110 a trnv<ls de los aiios. Los modelos de regresión constituyen una 
hcrrurnico11t11 estadística de uso frecuente para Ju producción de pronósticos. 

Co1110 se discutió en la Sección 2.:J, un modelo de regresión describe Ju 
relación !!litre la vnriahl<J aleatoria de respuesta Y y una o más variables 
cxplicati\•as X;; .i = I, ... , k. Así un modelo de regresión 11ormal queda 
definido C"n1110: 

Vi ~ Normal (L /3;X;;,u 2
) independientes para i = 1,.,., n 

o bien, en notación matricial 

Y~ Normal(X/3, r- 11), 

domle X representa a la matriz de dimensión n x k de variables explicativas, 
f3 es el vector de coeficientes de dimensión k x 1 y r = 1/u2 es la precisión 
co1ntín. 

Observemos que aunque las tasas de mortalidad tienen una relación cre­
ciente respecto a la edad, no exhiben una tendencia lineal y se encuentran 
situadas en el intervalo (0,1). Por otra parte, la distribución normal tiene 
c·o1110 soporte toda In recta real; así que será necesario aplicar una transfor-
111ación a lus tasas para obtener un ajuste razonable. 

La transformación logística resuelve la falta de linealidad y mapea el 
intervalo (O, 1) en tocia la recta real, por ello Ja utilizaremos en lo que resta 
del presente trabajo. Aplicando esta transformación u las tasas observadas 
se ticn" la siguiente variable de respuesta 

}'=In(~). 1 -q 

Con "~tos nuevos elatos (elatos transformados) ajustamos un modelo de 
regresión lineal Bayesia110 Jo que significa que se determina la distribución 
predictiva para el vector Y dada una edad x. A partir de esta distribución 
podemos determinar la distribución predictiva para las tasas de mortalidad 
rcgrc~~a11do así a Ja esc:ala original, mediante Ja trnnsformación inversa 

. exp (Y) 
q = J + exp (Y)· 

El auúlisis Baycsi11110 requiere de Ja asignación de distribuciones iniciales 
para los parámetros clcsco11ocidos. Con la intención de fundamentar las infe­
rencias en la información provista por los datos exclusivamente, se utilizan 
distribuciones de refercmcia. 
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Como SI! discu~i<í en Ja Secció11 2.:1.2, si =representa 111 información aporta­
da por los claf os, /3 y f rnprnsentan los estimadores de nuíxima verosimilitud 
de• {3 y T n•spcct.ivamente, y Y' el vector asociaclo a la matriz X' sobre la 
c·ual se desea realizar promísticos, se obtienen las clistribuciones siguientes: 

l11TO.<i1nililt1d 

fnid11/ 7J11fll. ((3, T) 
p(f3 I T) O: T-l, 

Vi1111.l ¡mm (/3. r) 

p(f3, T.I z) = N (~ 1,.a.r-"(X'.,)c)¡')óa (a,bf-'). 

l'l'cdictiva ji1111l paTa Y' 

p(y'IX',z) =SI. (v' I x·f3.r-'(X' (X'X)- 1 X''+I),n-p). 

clo11de SI.(· l 11, I:;, k) es mm distribución t de Studcnl multivariada con 
pnnímetro d" localización ¡1., matriz de escala E y /,; grados de libertad (e.g. 
Jforn11rclo y Smith, l!J94). Además, f3 y f son los estimadores de máxima 
'"'rnsi111ilit.ud de {3 y T respectivamente, mientras que a= (n-2)/2, b = n/2 
~· f = l/ñ'~. donde a2 es el estilnador insesgado usual de u2 • 

lJn n'sultndo hien co11ocido establece que una variable aleatoria l ele 
.'>'l 111/f!u/. <·nn\•erge, en distribución, a una normal si el mímero de grados 
d" lihert.nd l.iPmlc a infinito. Gn c~~te caso 88 grados de libertad de la distri­
J.ucicín Sl.11drm/. puede eonsiderarsc suficientemente grande para aproximarla 
ndec·undan1cnle con 11n>1 normal. 

De c.~t" modo, el resultado del ajuste Bayesiano puede resumirse con la 
distrihuei<ín predictiva aproximada 

p(y'IX', =) = N(X'f3, +- 1{X' (X'xr' X''+ I}). 

J\1111q1w el valor c.~p.,raclo 110 es invariante ante transformaciones no linea­
l"~' sí lo l!S 111 mediana y "" general cualquier cuantil. Esto es, el cuantil de 
nivd n d" In clistrilmcicí11 prndictivn para las ta.~as observadas se obtiene de 
111H11<!rn clirnc:ta 111 transformar el correspondiente cuantil de la distribución 
prrnlic:tiva. 
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3.2.3. Pronósticos para la siniestralidad agregada 

En aplicacio11es de In vida real, al usar proporciones de mortalidad parn 
los c1ílculos finanderos, liay dos componentes que deben tomarse en cuenta: 
la tasa de mortalidad y d perfil demográfico de In población específica. 

Las tablas de 1norlalidad const.ituyen la base tfr11ica para el c•ílculo de 
primas y reservas. Sus aplicaciones en térmi11os de si11iestralidad esperada 
proporcionan una herramienta 1ítil para la determinación de las reservas que 
se debe11 nHrntener para afrontar las obligacio11es. 

El pronóstico del n1íuwro agregado de muertes o suma de siniestros corres­
]>01Jde a la previsión d!!I n1í111ero de reclamaciones que deberían ser pagadas 
durante 1111 afio bajo 1111 esquema de un seguro temporal a u11 afio para cierto 
patrón de asegurados expuestos. 

Para un patrón de lasas de mortalidad { q,, : x = 12, ... , 99} y un patrón 
ele expuestos {E.r : ;1; = 12, ... , 99}, el mímero esperado de la suma de sinies­
tros {SS) que se observa durante un afio se puede obtener a partir de la 
siguiente relación 

SS=L.,E:rl/:r· 

La distribución prc:dictiV!l del mímero agregado de muertes, suponiendo 
que se observa el 111is1110 patrón de exposición E,,, se puede obtener a partir 
de la correspondiente distribución predictiva de <ix usando la relación 

SS' = ........- Ex<j;. L_;:r 

Si el patrón de asegurados expuestos está fijo, la variabilidad asociada 
al pronóstico de la su111a de siniestros proviene de la incertidumbre que se 
tiene sobre las tasas de mortalidad. Así, la distribución predictiva final para la 
suma de siniestros observados depende y puede ser derivada de la distribución 
predictiva final conjunta de <i' que, a pesar de no contar con una forma 
analítica cerrada, puede analizarse ftícilmcnte vía simulación. 

Como ya se 111encionó anteriormente, la distribución predictiva conjunta 
de Y' s" puede aproximar satisfactoriamente con una normal multivariada 
tal que 

E(Y" 1 X') 

Var(Y' 1 X') 

x•f3. 
;.- 1 {X' (X'X)- 1 X''+ I}. 
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Con el fi11 de co11tnr con ti11a muestra de la distribución predict.iva· de 
lns tusus observudas de muerte rj', se simulan observaciones del vector y• a 
partir del modelo njustmlo y se utiliza la transformación inversa 

., exp{y;} 
q,, = l + cxp{y;} 

aplicada 11 cada c11trada del vector. De esta ma11era, cada simulación repre­
snuta un posible patrón ele tasa de mortalidad a observarse en el periodo de 
!!studio. 

Finalmente, se multiplica cada una de las simulaciones de ij' por el patrón 
rln expuestos por celad, para obtener una muestra ele la distribución predictiva 
cid m'u11cro agregado dn si11iestros, ss·. 

El procedimiento descrito sugiere inmediatamente una primera forma de 
e.~tablcl'er u11 grado rnzn11ahle de sobre estimación, con el propósito ele ob­
lm1er una tabla grnduucla que proporcione un nivel adecuado ele protección 
ante el rie.~go ele que la reserva sea ins11ficie11te. Específicamente, la tabla 
n10dificacla basada e11 d cuanlil ele orden p de la distribución predictiva final 
dn ri.; garn11Liza que las t.asus de 1J10rtaliclad que pudieran observarse en el 
futuro solo exceeleníu ese valor, parn cada edad x, con prohahilidad 1 - p. 

Sin embargo, debe recordarse que la cantidad de interés es el número 
11g;rcgado de siniestros, pues éste tiene un impacto directo sobre el monto 
d" las reC"lamaciones. l'or lo tanto, para determinar un nivel de protección 
11<lccuado ante el 1fosgo de una reserva insuficiente, es necesario examinar la 
distribucicí11 predictiva final del número agregado ele siniestros ss·. 

Específicamente, dicha distribución puede usarse para determinar el nivel 
de protección global proporcionado por una tabla de mortalidad específica al 
aplicarse a una población asegurada en particular. 

La iclea es seleccimrnr un modelo modificado en términos ele una medida 
global ele riesgo. La medida propuesta es análoga a lo que en la literatura 
financiera se cm1oce como "valor en riesgo" (ver, por ejemplo, Grayling, 1997). 

Sean {q;!"} las tasas de 111ortaliclacl concspondientes al modelo modificado 
que se desea evaluar y sea ss+ = I;,. qf E,.. Entonces 

n = Pr (SS'> ss+ I Datos] 

es una medida global de riesgo eu el que incurre la compañía al utilizar la 
tabla modificada {q;!"} en una población de asegurados con un patrón de 
expuestos ciado por {E.,}. 
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Not.emos que ss+ puede ·h;tei'Jlretii.rse como el valor en riesgo al nivel °' 
para este problema. 

3.3. Pronósticos basados en modelos lineales 
generalizados 

Dada la naturaleza binomial de los datos presentados en la Tabla 3.1, 
es posible considerar un análisis alternativo basado en un modelo logístico. 
Una vez ajustado dicho modelo de acuerdo al procedimiento descrito en la 
Sección 2.4.8, los pro11óstirns para el mhnero agregado de siniestros se puede 
realizar ele una manera totalmente análoga a la descrita en la Sección 3.2.3. 
Est.11 idea se ilustra e11 la Sección 4.2. 
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Capítulo 4 

Análisis Bayesiano de 
Mortalidad 

4.1. Regresión lineal normal 

Con la finalidad de seleccionar un modelo que describa adecuadamente 
los datos y que permita predecir el comportamiento del número agregado de 
111uertos, se ajustaron en principio dos modelos de regresión: uno lineal y otro 
cuadrático (en la edad). 

4.1.1. Análisis preliminar del modelo lineal 

Considerando el conjunto de datos de la Tabla :1.1 y omitiendo el dato 
correspondiente a la edad IG, dado que no se reportaron muertes y la trans­
formación que se usaní no esta definida para este caso, se ajustó un primer 
modelo de regresión logística dado por 

Yr =In(~) = f3o + /31X +e 
1- </r 

donde x representa a la edad y es la 1ínica variable independiente en el modelo, 
y e es un error aleatorio. 

Para cualquier edad x y ciado un patrón de expuestos Ex, se supone que 
el mímero ele muertos d.,. sigue una distribución binomial con probabilidad 
</x• 

67 
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Aplicau<lo la transformación logística a las tasas de mortalidad y ajus­
t1111do el ruo<lclo lineal con la ayuda del paquete estadístico S-Plus, se obtuvo 
el aruílisis preliminar que se presenta a continuación . 

., 

20 40 60 60 100 

X 

Figura 4.1: Tasas tmnsformadas 

Se observa una mayor dispersión en las tasas que corresponden a las eda­
des extrctnas, tanto pcquciias como graneles, debido n que en estas edades es 
menor el ntímero de expuestos. La gráfica muestra una tendencia lineal, como 
se muestra eu la Figura 4.1, así que aJ1ora podremos utilizar una regresión 
clásica pltr11 ajustar los datos, el programa con el que fueron obtenidos los 
resultados se rnuestrn en el Apéndice B. 

l~l modelo ajustado co11 los datos transformados es 

E(Y,,) = /Jo+ /31x 
y se 11111cstr11 en la Figura 4.2. Aquí, 

/Jo -8.716076 
f31 0.066913 
a-2 0.137619 

y 
- - [ 0.0093868334 -0.0001394896 ] 
var(.B) = -0.0001394896 0.0000024929 · 
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Utilizando la aprnxi111ución descrita al final de la Sección 3.2.2, se si­
muló una muestra de Lamaflo 5000 de la distribución predictiva de Y me­
diante el paquete esladfstko S-Plus. Se construyó una banda predictiva para 
las tasas transformadas (}") mediante los cuantiles de 0.025 y 0.975 como se 
puede apreciar en la Figurn 4.3. 

Aplicando la tranformación inversa para regresar a la escala original ob­
tenemos el siguiente ajusle a través de la mediana de q;, como se aprecia en 
la Figura 4.4. Así como In banda predictiva en la escala original mostrada en 
la Figura 4.5. 

Se realizó también una comparación entre la tabla actual {Tabla J .2), 
utilizada por el scclor asegurador para el cálculo de las primas y las reservas, 
y la Labia producida por el ajuste Bayesiano con base en el cuantil de orden 
0.70 de la distribución predictiva de ti; para cada x, como se muestra en la 
Figura 4.U. Dicho cuanlil se calculó de manera que el "valor en riesgo" de 
la suma de siniestros {SS} fuera aproximadamente del 2.5 %, tal como se 
describe al final de la Sección 3.2.3. Puede observarse en la Figura 4.7 que 
dicho valor es de 27HM muertos o siniestros al final del periodo. 

20 40 60 80 100 

Figura 4.2: Ajuste lineal sobre las tasas transfonnadas 
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20 40 60 80 100 

Figura 4.3: Banda predictiva paro las tasas tmnsformadas 
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Figura 4.4: Ajuste en la iseala original 
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20 40 60 80 100 

Figura •1.5: Banda predictiva en la escala original 
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Figurri 4.6: Ajuste lineal(-) y tabla actual (- - -) 
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18000 20000 22000 24000 26000 28000 :10000 

Muertos 

Figura 4. 7: Número <L.<Jl'C!Jado de siniestros al final del periodo 

4.1.2. Análisis del modelo lineal: WinBUGS 

Por otm parte, y con propósitos comparativos, se realizó un segundo análi­
sis del 111is1no modelo pero en esta ocasión utilizando el programa WinBUGS. 
E.~te progmma utiliza la técnica de simulación discutida en la Sección 2.2.3 
conocida como muestreo de Gibbs. 

Pura el análisis del modelo 

p(Yl/3, T) = N (y 1 x,13, T- 11) 

se consideraron las siguientes distribuciones iniciales "no informativas" 

{Ju N (O, l.Oe - 3) 

{J, N (O, l.Oc - 3) 

T ~ Ga(l.Oe-3, l.Oe -3). 

Para esto caso se simularon muestras de tamaño 10000 mediante el pro­
grama WirlBUGS para los parámetros /lo, /31 y a 2 • 

Los resultados obtenidos con este nuevo análisis fueron muy similares a 
los obtenidos con la aproximación descrita al principio de esta sección. Los 
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estimadores para {30, {31 y a 2 fueron 

/Jo -8.717 
/J, 0.066 
0-2 0.141. 

A partir de observaciones simuladas de Y', se utilizó la transformación 
logística inversa para obtener una muestra de la distribución predictiva de las 
tusas de muerte por observar, {¡'. Posteriormente, esta muestra fue utilizada, 
junto con los valores de los expuestos para cada celad, para obtener la muestra 
correspondiente de In distribución final del número agregado de muertos. 

Se construyeron bandas prcdicti vas para¡¡;, mediante los cuantilcs de 0.025 
y 0.975 ele la corrcsponclicntc distribución predictiva final. La Figura 4.8 
muestra un ajuste basado en la mediana, y la Figura 4.9 basado en la media. 

También se realizó la comparación entre la tabla actual (ver Tabla 1.2) 
y In tabla producida por el análisis Bayesiano reproducido en esta sección 
con base en el cuantil ele orden 0.70. como se muestra en la Figura 4.10. Este 
cuantil corresponde 11 un "valor en riesgo" para la suma de siniestros {SS) del 
2.5 % y resultó ser de 27419 muertos o siniestros al final del periodo, como 
se aprecia en In Figura 4.11. 
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Figura 4.8: Ajuste {mediana} y banda predicÚva.para q 
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Figura 4.9: Ajuste {media) y banda predictiva paro q 
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Figura 4.IO:Ajuste lineal(-:-} V tabla,.aciual {~ - -) 
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18000 20000 22000 24000 26000 28000 30000 

Muor1os 

Figura 4.11: N1ímcro agregado de siniestros al final del periodo 

4.1.3. Análisis preliminar del modelo cuadrático 

Con los mismos supuestos que se hacen en el modelo lineal, se ajustó un 
modelo cuadrático, el cual incluye un término constante, un componente 
lineal y otro cuadrático en la edad, de la siguiente manera: 

(4.1) 

Con la ayuda del paquete estadístico S-Plus se realizó el ajuste cuadrático. 
En este caso los parámetros ajustados fueron 

Po -9.120 
fl1 0.085 
fl2 -0.0001 
u2 0.1302 

[ 

0:03712991999 
var(/3) = -0.00140241113 

0.00001137683 

-0.00140241113 
0.00005949887 

-0.00000051171 

0.00001137683 ] 
-0.00000051171 . 

0.00000000458 
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El ajuste de este modelo se muestra en la Figura 4.12. Mediante la trans­
formación logística inversa se obtiene el ajuste en la escala original, mostrado 
n11 la Figura 4.13. 

Al igual que en el ciL~o anterior, se simuló una muestra de tamaiio 5000 
ele la distribución predictiva de Y mediante el paquete estadístico S-Plus. Se 
constmyeron bandas preclictivus tanto en la escala original como en la escala 
logit mediante los cuantiles de 0.025 y O.!J75 como se puede apreciar en las 
Figuras 4.14 y 4.15. Asimismo, se realizó la comparación entre la tabla actual 
y un ajuste Baycsiano basado en el cuantil de orden O. 70 de la distribución 
predictiva de rj; para cada x (ver Figura 4.16). Finalmente, se construyó el 
histograma de la suma de siniestros, el cual se muestra en la Figura 4.17. 
El "valor en riesgo" en este caso fue de 29132 y corresponde a un nivel del 
2.5%. 

Figura 4.12: Ajuste cuadrático sobre las tasas transformadas 
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Figura 4.13: Ajuste cuadrático en la escala original 
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X. 

Figura 4.14: Banda predictiva en la escala original 
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Fib'lira 4.15: Banda predictiva en la escala transformada 
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Figura 4.16: Ajuste cuadrátic¿ (-)y tabla ~~tual (- - -) 

------------------ --------------
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20000 25000 30000 35000 

Muor1os 

Figura 4 .17: llistogmma de la su7r111 de siniestros para el ajuste cuadrático 

4.1.4. Análisis del modelo cuadrático: WinBUGS 

Al igual que para el modelo lineal, para el caso cuadrático también se 
realizó un 11uevo análisis utilizando el paquete estadístico WinBUGS, consi­
guiendo los siguientes resultados. 

Parn el análisis del modelo 

p(YJ¡3, r) = N (y J :z:/3, r- 1 I) 

se consideraron las siguientes distribuciones iniciales "no informativas" 

fJu N (O, l.Oe - 3) 

f31 N (O, l.Oc - 3) 
fJ, N (O, !.Oc - 3) 

T - Ga(l.Oc-3,l.Oc- 3). 

Se simuló una muestra de tamaño 10000, con la que se obtuvieron los 
siguientes estimadores para los parámetros /Jo, (31 , (32 y u 2 respectivamente 

flu -9.090 

/31 0.083 

/h. -0.00014 
172 0.1332. 
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Se co11truyó una ba11cla predictiva mediante los cuantiles de orde11 0.025 
y 0.975 de la correspondiente distribución predictiva final y se incluyero11 los 
ajustes bn.~ados en la media y la media11a como se aprecia en las Figuras 4.18 
y 4. 19 respectivamente. 

También se realizó h1 comparación entre la tabla actual utilizada por el 
sector asegurador para el ciílculo de his primas y lns reservas (ver Tabla 1.2) 
y In tabla producida por el análisis Bayesiano reproducido en esta sección 
cm1 base en el cua11til de orden O. 70, como se muestra en la Figura 4.20. 

Atín para las edades de 12 a 65 alias la tabla producida por este análisis 
está por debajo de la tabla actual, como se puede apreciar en la Figura 4.21. 

E11 este caso el "valor en riesgo" de la suma de siniestros (SS) resultó ser 
de 29100 muertos o siniestros al fi11nl del periodo y corresponde a un nivel 
del 2.5 %, como se muestra en la Figura 4.22. 
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Figura 4.18: Ajuste {media) y banda predictiva 
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Figura 4. HJ: Ajuste (mediana) y banda predictiva 
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Figura 4.20: Ajuste cuadráti~o (_;_:_)y t~bla.-actual (- - -) 
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10 20 30 40 50 60 

Figura 4.21: Detalle del análisis, paro las edades entre 12 y 05 arios 

20000 25000 30000 35000 

Muer1os 

Figura 4.22: Número agregado de siniestros al final del periodo 
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4.2. Modelos lineales generalizados 

En esta sección aual izaremos los datos de la Tabla 3.1 utilizando 1111 mo­
delo lineal generalizarlo. Específicamente, ajustaremos un modelo logístico 
dada la naturaleza bino111ial <le los datos. De manera similar al análisis de la 
Sección '1.1, con el fin ele predecir el comportamiento del nt'nnero agregado 
de siniestros se ajnstariin dos modelos: uno lineal y otro cuadrático (en la 
edad). Primero discutirc111os un amilisis preliminar basado e11 una aproxima­
ción norn111l (asintótica) a la distribución final de los parámetros involucrados. 
Posteriormente, se presentará el amilisis Baycsiano discutido brevemente en 
la Sección 2.4.8, haciendo uso de lus técnicas descritas en la Sccció11 2.2.3. 

En las Secciones •1.2.1 y 4.2.3 se presentarán análisis preliminares de 
los modelos lineal y cuadráticos, respectivamente, utilizando el paquete es­
tadístico S-Plus. Estos análisis utilizan la noción de cuasi-verosimilitud para 
abordar el problema de sobre-dispersión tal como se describió en las Seccio­
nes 2.4.a y 2.4.'I. 

Por otra parte, e11 las Seccioues 4.2.2 y 4.2.4 se presentarán los análisis 
Buyesianos correspondientes, utilizando el paquete WinBUGS pura ajustar 
cada uno de los modelos de la manera discutida en la Sección 2.4.8. Cabe 
mencionar que estos 111o<lelos parecen ser bastante sensitivos a la presencia 
de "outliers" y por lo tanto presentaron dificultades para su análisis. Con­
creta111ente, la correlación entre los parámetros bajo la distribución final es 
relativn111ente alta, lo que ocasiona que la convergencia del algoritmo sea len­
ta. Con el fin <le mitigar r.ste problema, se ajustaron de 1111evo estos modelos 
omitiendo las observaciones correspondientes a las edades 12, 72, 85 y 86, 
las cuales fueron deteetad11s como "ontlicrs" cu un nnálsis exploratorio pre­
vio (ver Figura 3.4). Es i11tercsante observar que estos "outliers" coinciden 
con los detectados a través de un análisis de residuos del modelo normal 
cuadrático (ver Seccic'iu 4.4). 

A pesar ele lo a11terior, la correlación entre los parámetros del modelo 
siguió sic11do alta y, e11 consccue11cia, los ajustes (que se basan en aproxima­
ciones ele Mo11tc Cario) no resultaron suficientemente suaves. Con el propósito 
de compamr estos re.,ul tados con los de los otros modelos considerados en 
esta sección, fue 11cccsario suavizar las curvas correspondientes. Esto se hizo 
utilizando las f11ncio11es "smooth" y "lowess" de S-Plus. 
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4.2.1. Análisis preliminar del modelo lineal 

Para cualquier edad x y dado un patrón de expuestos E.,, se supone que 
d 111ímero de muertos dr sigue una distribución binomial con probabilidad 
'Ir• 

El modelo que se ajusta es de la forma: 

In e r:: 'IJ = /3u + /31x 

donde la función liga que utiliza es la denominada lo_qit (i.e. la liga canónica 
para este caso). 

Con la ayuda del paquete estadístico S-Plus, se ajustó este modelo, abe 
teniendo los siguientes estimadores para los parámetros fJo, /31 y u2 respecti-
vamente · 

/Jo -8.972 
/31 0.073 
ü 2 17.932 

- ' [ 0.0094837281 -0.0001640408 ] 
var(/3) = -0.0001640408 0.000003083!J · 

Los valores de estos estimadores fueron utilizados como base para cons­
truir una aproximación normal (asintótica) a la distribución final de f3o y /31, 
a partir de la cual se simuló, para cada edad x, una muestra de tamaño 5000 
ele la distribución predictiva de t];, así como de la media, la mediana y de los 
cuantiles de orden 0.025 y 0.975. 

Con base en estos cuuntiles se construyó una banda predictiva y se realiza­
ron ajustes basados en la mediana y en la media, para las tasas de mortalidad 
presentadas en las Figuras 4.23 y 4.24 respectivamente. Nótese que el modelo 
trata. ele capturar la sobre-dispersión produciendo un valor grande para el es­
timador de u 2 ; sin embargo, la banda de predicción no cubre adecuadamente 
u los datos observados. 

También se realizó 1111a comparación entre la tabla actual utilizada por 
d sector asegurador y la t.abla producida por este análisis con base en el 
cuantil de orden 0.80. La Figura 4.25 muestra este análisis. Dicho cuantil 
se calculó ele manera que el "valor en riesgo" de la suma ele siniestros fuera 
aproximadamente del 2.5 %, tal como se describe al final de la Sección 3.2.3. 
Se puede observar en la Figura 4.26 que este valor es de 25301 siniestros al 
final del periodo. 
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Figura 4.2:!: Ajuste (mediana) y banda predictiva 

Figura 4.24: Ajuste (media) y banda predictiva 
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Figura 4.25: Ajuste lineal (-) y tabla actual (- - -) 
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Figura 4.26: ffistogroma del número de siniestros al final del periodo 
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4.2.2. Análisis del modelo lineal: WinBUGS 

En esta sección se presenta el análisis del mismo modelo pero ahora uti­
lizando la técnica de IVluestreo de Gibbs descrita en la Sección 2.2.3. 

Con el fin de reducir la correlación entre los parámetros del modelo bajo 
la distribución final, se utilizó una formulación equivalente dada por 

In e ~X qJ = C< + .B1 (x - x) 

donde a =.Bu + ,B1x, y se consideraron las siguientes distribuciones iniciales 
"no informativas" para a y .B1 

a N(0, 1.0E - 3) 
.81 N(0, 1.0E- 3), 

se realizó entonces el siguiente análisis. 
Mediante el programa WinBUGS se simuló una muestra de tamaño 100000 

de la distribución final de .Bu y .B1, obteniendo como resultado los siguientes 
estimadores para los parámetros .Bu y ,B1 

/Ju -4.463 
/31 0.0239. 

Asimismo, se construyó la banda predictiva para q; mediante los cuanti­
les de 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribución predictiva final (ver 
Figura 4.27). Nótese que, a diferencia del análisis preliminar, en este caso la 
banda de predicción cubre a la mayoría de las observaciones. 

Se realizó una comparación entre la tabla actual y la tabla producida por 
el análisis Bayesiano de este modelo con base en el cuantil de orden 0.80. Se 
puede apreciar en la Figura 4.28 que esta última tabla está por debajo de la 
utilizada por el sector asegurador. 

El "valor en riesgo" en este caso fue de 23310 y corresponde a un nivel 
del 2.5 %, como se presenta en la Figura 4.29. 



88 

!i 

;; 

o:r ~ 

:¡ 

CAPÍTUI,O '1. ANÁUSIS BA YESIANO DE MORTALIDAD 

20 .. 

o 
o 

Figura 4.27: Ajuste (media} y banda predictiva 
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Figura 4.28: Ajuste lineal (-) y tabla actual (- - -) 
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Figura 4.29: Hislogrnma del número de siniestros al final del periodo 

4.2.3. Análisis preliminar del modelo cuadrático 

Con los mismos supuestos que se hacen para el modelo lineal, se ajus-
tan[ ahora un modelo cuadrático de la formn: · 

Con la ayuda del paquete estadístico S-Plus se obtienen los siguientes 
resul Lados. 

Al ajustar el modelo cuadrático obtenemos los estimadores para Íos paráme­
tros f3o, /J1, {32 y a 2 que se muestran a continuación 

/Ju -10.047 
/31 0.114 
/32 -0.0003 
á2 15.370 

[ 

0.0888534415 -0.0032416998 0.0000276244 ] 
var(/3) = -0.0032416998 0.0001221229 -0.0000010612 . 

0.0000276244 -0.0000010672 0.0000000095 

-------- --------'---------- ------· 
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J,os valores <le r.~tos estimadores fueron utilizados como base para cons­
truir una aproximación normal (asintótica) a la distribución final de /Jo, {31 

y /32 , u partir de la cual se simuló, pura cada edad x, una muestra de ta­
maiio 5000 para la distribución predictiva ele (¡_;, así como para la media, 
mediana y para los cuuntilcs de orden 0.025 y 0.975. De esta manera se cons­
truyó la ba11da predictiva hasándose en la mediana, mostrada en la Figura 
4.:lO. Análogamente se construyó Ja banda predictiva basándose en la media, 
la cual se muestra en la Figura 4.31. 

También sn realizó u11a comparación entre la tabla actual utilizada por 
"I sector asegurador y la tahla producida por el análisis con modelos lineales 
ge11eralizados para el cuso del modelo cuadrático, con base en el cuantil de 
orden 0.80. (Ver Figum 4.a2). Podemos ver que aún para las edades de 12 
a G5 aiios la tabla actual está por arriba de la tabla producida por nuestro 
a11álisis, corno se puede apreciar en la Figura 4.33. 

Por tíltirno, se calculó el "valor en riesgo" de la suma de siniestros. Este 
valor resultó ser de 25301 al final del periodo y corresponde a un nivel de 
2.5 %, como se observa e11 la Figura 4.34. 

20 .. 60 80 100 

• 
Figura 4.:10: Ajuste (mediana) y banda predictiva 
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Figura 4 .. 31: Ajuste (media) y banda predictiva 
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Figura 4.32: Ajuste cuadrático (-) y tabla actudt (- - -) 
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rigura 4.33: Detalle de la figura anterior para las edades entre 12 y 65 años 
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Figura 4.34: llistogramn del número de siniestros al final del periodo 
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4.2.4. Análisis del modelo cuadrático: WinBUGS 

En esta sección se presenta el análisis Bayesiano del modelo cuadrático, 
utilizando la técnica de muestreo de Gibbs descrita en la Sección 2.2.3. 

Se utilizaron las siguientes distribuciones iniciales "no informativas" para 
/Ju, /31 y /32 respectivamente 

/Ju N(O, l.Oe - 3) 
/31 N(O, l.Oe - 3) 

/32 N(O, l.Oe - 3) 

y se consiguió el análisis que se presenta a continuación. 
Mediante el programa WinBUGS se simuló una muestra de tamaño 100000, 

para los parámetros del modelo, obteniendo como resultado los siguientes es­
timadores para los parámetros flo, /31 y /32 

/Jo -4.336 
/31 0.0178 
/32 5.512e - 5. 

Para este caso también, se construyó la banda predictiva para ¡¡; me­
diante los cuantilcs de orden 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribución 
predictiva final (ver Figura 4.35). 

De igual forma, se comparó la tabla actual utilizada·por el sector asegu­
rador contra la tabla producida por este análisis Bayesiano con base en el 
cuantil de orden 0.80. En la Figura 4.36 se puede ver que también en este 
caso la tabla actual está por arriba de la producida por este análisis. 

El "valor en riesgo" en este caso fue de 23310 y corresponde a un nivel 
del 2.5 %, como se presenta en la Figura 4.37. 
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Figura 4.35: Ajuste (media) y banda predictiva 
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Figura 4.36: A.iuste lineal(-) y tabla actual (- - -) 
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Figura 4.37: lfistogmrna del número de siniestros al final del periodo 

4.3. ·Comparación de modelos 

4.3.1. Introducción 

El desarrollo de los métodos de Monte Cario vía cade11as de Markov ha 
hecho posible ajustar modelos cada vez más generales con el objeto de explo­
rar la complejidad de los datos (Gilks et al., l!J96). La posibilidad de ajustar 
tales modelos nos lleva a la necesidad de comparar formulaciones alternativas 
con el objetivo de identificar una clase de modelos que sean verosímiles como 
una descripción adecuada de los datos. 

Dentro de la estructura de modelos clásicos, en la comparación de modelos 
se tiende a definir medidas de ajuste, como son la devianza y la compleji­
dad en términos del número de parámetros libres en el modelo. Una mayor 
complejidad se ve reflejada en un mejor ajuste, pero modelos demasiado com­
plejos pueden dar lugar a predicciones muy pobres. 

Los modelos son comparados combinando estas dos cantidades. 

4.3.2. Medidas de Ajuste y Complejidad 

Discutiremos la comparación de modelos Bayesianos, basándonos en la 
comparación de la distribución final de la devianza bajo cada modelo. 



fJG CAPÍTULO 4. ANÁLISIS BA YES/ANO DE .MORTALIDAD 

Identificaremos el "njuste" como la media posterior de la devianza y la 
"comple,iidnd" (i.c. el mímero efectivo de parámetros, p0 ) como la diferencia 
entre la media posterior de la devia11za y la clcvianza basada en la media 
posterior de los parámetros. Estas cantidades pueden ser fácilmente obtenidas 
a través <le nn análisis basado en las técnicas ele Monte Cario vía cadenas ele 
J'vlarkov. 

El ajuste y la complejidad forman parte del Criterio ele Información de 
Devianza (DIC) el cual se describe a continuación. El lector interesado puede 
consultar el trabajo de Spiegelhalter et aL (2002). 

Análisis 

Supongamos que estamos ajustando un modelo con datos observadQs y 
y cantidades desconocidas O, que pueden incluir parámetros en diferentes 
11i veles del modelo, variables latentes, datos perdidos, etc. 

El enfoque Bayesiano requiere de la especificación de una distribución 
coujunta p(y, ,P) que generalmente consiste de un producto ele muchos térmi-
11os a causa ele suposiciones de independencia condicional. 

Esta distribución condicional puede ser escrita como: 

p(11, r/J) = p(11 I O)p(O 1 ¡/J)p(¡/J) 

cloude rp = (O, 'ljJ) y 11 es condicionalmente independiente de 'ljJ dado O. Así O 
es el parámetro que influye directamente en 11 (i.e. la verdadera media) aun 
cuando 1/1 es el hiper-parámetro que gobierna la forma de la distribución 
previa de O. 

Nuestro interés se enfocará en el parámetro O ya que éste influye directll~ 
meute en el ajuste y la habilidad predictiva del modelo. 

Dempster (1974) sugirió considerar la distribución final de la log-verosi­
militud de los datos, lo cual equivale a examinar la distribución posterior 
~ ,, 

D(O) = -2lnp(y,O) + 2ln/(y) 

donde /(y) es algún término de estandarización especificado completamente 
y es una fuución que depende sólo de los datos, no afectando la comparación 
de los modelos. · 

Resumiremos el "a,iustc" de un modelo a través de la esperanza de .la 
devianza 
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y la 111cdida de "com,,tcjidad" de 1111 modelo como el número efectivo de 
panímet.ros po, definida como la esperanza de la dcvianza menos Ja dcvianza 
evaluada eu In esperanza de los parámetros 

Jln Eo1,,[DJ - D(Eo1~1[0]) 
[J - D(O). 

Fi1111hnente, Jos rnodelos pueden ser comparados usando un Criterio de 
/11formcu:irír1 de Devicww, definido como 

DIC IJ+po 
D(O) + 2Po· 

El DIG puede calcularse durante una corrida de MGAfC monitoreando O 
y D(O), y ni fiualizar la corrida simplemente se toma la media muestra! de los 
valores sirnulados de /J menos el estimado de la devianza usando las medias 
de los valores simulados de O. Los valores más pequefios del DIC indican 
1111 mejor ajuste. Corno en muchas otrns herramientas de comparación de 
111oclelos, d DJC cousistc de dos términos, uno representando la bondad de 
ajuste y el otro pe11alizn11do el increnrento e11 la cornpl(ljidad del modelo. 

Resultados 

Se realizó una co111paración entre Jos modelos generados para el análisis 
Uayesiano y otra para los urodelos del an1ílisis con .Modelos Lineales Genera­
lizados, liasAndose en ambos casos en un Criterio de Información de Devianza 
(DJC) con In ayuda del paquete estadístico WinBUGS. 

Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 4.1, los programas y las 
corridas de (,stos pueden consultarse en el Apéndice B. 

Se puede observar q1w, tauto parn el modelo de regresión como para el 
modelo logístico, la difcre11cia entre el c•L~O lineal y el cuadrático (por lo que 
respecta al mlor del DIC) en muy pequeira. Cabe sefialar que el DIC no 
es un c:ritcl'io apropiado para discriminar cutre modelos de distintas clases, 
por lo que la co111parad1ín cutre el modelo de regresión y el logístico debe 
l111cersc con hase cu ni.ro cl'itcrio. En nuestro caso, debido a las dificultades 
mmputadounles pnra a1111li~ar el 111odelo logístico y a la mayor flexibilidad 
del modelo de regresión, decidirnos utilizar el modelo de regresión cuadrático, 
el cual se n11alizani eJJ la siguiente sección. 
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Tabla 4.1: Comparación de modelos 

Regresión normal 
Modelo 
ore 

[ Modelo logístico 

11 Moelelo 
DIC 

1i l,it1eal 
Sección 4.1.2 
78.35 

Lineal 
Sección 4.2.2 
724.53 

Análisis de residuos 

11 Cuadrático 
Sección 4.1.4 
74.60 

Cuadrático 
Seccion 4.2.4 
724.65 

El análisis ele residuos es un método simple y efectivo para detectar po­
sibles deficiencias de un moelelo de regresión (ver Apéndice A.3). Nosotros 
rnalizamos este análisis para el modelo cuadrático 

>'r = f3o + /31:r, + f32x2 + € 

el cual co11sidera111os es el que mejor describe a los elatos, ya que bajo la co111-
1mración que se llevó a cabo con el Criterio de Información de la Devianza, 
el DIC resultó ser de 7,1.6, el cual es menor que el resultante para modelo 
lineal que fue ele 78.35. 

Al hacer el análisis del modelo a través del examen de los resieluos se 
obtienen los resultados mostrnelos en la Tabla 4.2, la cual muestra los residuos 
e, para cada celad i. Se pucele observar la presencia de "outliers" para las 
eelades 12, 72, 85 y 86, tal como se muestra en la Figura 4.38. Al examinar 
la gráfica de los residuos e;, contra los valores ajustados se llega a resultados 
análogos, como se muestra en la Figura 4 .39. 

Finalmente, al analizar este mismo modelo bajo el e11foque Bayesiano y 
utilizando el métoelo descrito en el Apéndice A.3.2, se obtiene la Figura 4.40, 
"11 la que se puede apreciar la presencia de "oulliers", como en el análisis 
anterior, en las edades 12, 72, 85 y 86. 

Se volvió a realizar el amllisis de este moelelo, pero en esta ocasión omi­
tiendo las observaciones que se detectaron como "outliers". 

El modelo analizado es 
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Tabla 4.2: Hcsidnos por edad 

11 lnrlic:e 11 Edad 11 Hcsiduo 11 11 J11dicc 11 Edad 11 Residuo 

J 12 4.97820887Gl :i 1 43 -O. 27590554 7 4 

2 Ja -0.:lGO!J!J 16584 :i2 44 -0.01352:12324 
;¡ 1'I -1.89764:l6:l24 33 45 -O.l 746l!J5847 
,1 15 o .024 8311600 34 46 -0.05028:11708 
fj 17 -0.(Jn88155304 35 47 -0.0237 l!J2755 
(j 18 O.O:l47873:l 36 48 -0.0028728403 

7 l!l O.D082fil585G 37 49 -0.1499859671 

8 20 -O.O:l!J2659 l 3 38 50 -0.183274 792 
f) 21 o.a47a54044a 3!J 51 0.2JG8401772 

10 22 -0.5837876695 40 52 0.2JG8401772 

11 2:l -1.0214640375 41 53 0.4676662242 

12 2,1 0.124491626:1 42 54 0.422829597:! 

1:1 25 o .11 77525864 43 55 0.2:l95717a75 

14 2G -0.58:l5957705 44 56 0.08:104427:l6 

15 27 0.:1723771039 45 57 o.a:12a6GJ 7!4 

IG 28 -0.1608762:!29 46 58 0.4219:l50095 

17 29 0.0729498241 47 59 0.5115800428 

18 ªº 0.0008550792 48 GO O.G70424404 

lfJ :u -0.2025939683 4!) 61 0.2846369499 

20 :12 -0.5904646243 50 G2 0.0993556849 

21 ªª -0.5506201924 51 63 0.6869l!J2486 

22 ª'I -0.7565757479 52 64 0.139281!)562 

2:1 as -0. 7970946482 53 65 0.3732716917 

24 :16 -0.85885224 79 54 66 0.5974858685 

25 ;¡7 -0.8597:l27254 55 67 0.18762356! 
2(i as -O.G044930025 56 68 o .2815863209 

27 :l!J -0.G95946!J657 57 69 o ,[i!J l 75!)9423 

28 40 -0.:15805523:12 58 70 0.207:l2424!i!i 

29 41 -0.8226567181 5!J 71 0.245836674 

ªº 42 -O.ii•l:l7767:169 60 72 :J.3037747731 
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Indice Edad Residuo 
61 73 0.1903016803 
62 74 0.5000435291 
G:l 75 0.0850:!66:!63 
64 76 -0.2853114183 
65 77 -0.4187404563 
66 78 0.0306925449 
67 79 0.0668626763 
68 80 -0.6757354903 
69 81 0.2434238269 
70 82 -0.6939658912 
71 83 -0.5094691543 
72 84 -0.0035642409 
73 85 -3.1472190888 
74 8G 2. 9677004 :J(j(j 

75 87 0.405157961 
76 88 -0.2794556781 
77 89 0.53514975 
78 90 -0.35440:!5089 
79 91 -l.'1304797319 
80 92 -1.1205008315 
81 93 0.1752489004 
82 94 0.3512512864 
83 95 -0.5673718425 
84 96 -1.4164118452 
85 97 1.8474310126 
86 98 -1.9060787203 
87 99 1.3650534 758 
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20 40 60 80 100 

Edad . .. 

Figura 4.38: Residuos estandárizados vs variable independiente 

1 

.. . . va'10reS A~sCados _ . 

Figura 4.39: Residuos. estandarizados vs valores ajustados 
• <'><' • < 
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o 20 40 80 60 100 

Figura 4.40: Análisis de residuos Bayesiano 

y se consideraron las siguientes distribuci~n'es foiciales/'nÓ informativas" 

/Jú ;N(O, 1.0e.:.:; 3) 

lh - , N(O, l.Oe.- 3) 
/J2 ' N(O, LO~ - 3)i 

T - ; Ga (1.0e - 3; l.Oe - 3). 

En esta ocasión los estimadores para los parámetros /30 , /311 /h y u 2 fueron 

f3o -9.439 
fl. 0.09598 
ih -0.0002 
0-2 0.04804. 

Se hizo un ajuste basado en la media, y se contruyó una banda predictiva 
mediante los cuantiles de orden 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribu­
ción predictiva final los cuales se muestran en la Figura 4.41. 

En esta ocasión, también se realizó la comparación entre la tabla actual 
utilizada por el sector asegurador para el cálculo de las primas y las reservas 
(ver Tabla 1.2) y la tabla producida por el análisis Bayesiano sin outliers con 
base en el cuanti 1 de orden O. 70, como se muestra en la Figura 4.42. 
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Como se puede apreciar en la Figura 4.43 aún para liis edades de 13 a 65 
ailos, rlonde esta el mayor mímero de la población, la tabla producida por 
este nuevo análisis se encuentra por debajo de la tabla actual. Al calcular 
el "valor en riesgo" de la suma de siniestros {SS) a un nivel del 97.5 % éste 
resultó ser de 25710 muertos o siniestros al final del periodo, como se muestra 
en el histograma de la Figura 4.44. 

20 40 60 80 100 

Figura 4.41: Ajuste {media) y banda predictiva 

"' ,/ 
o ¿ o 

1 
o ,,/ ¿ 

, .. / 

~ 
/,/ .· 

,_.-""' .. 

~ 
20 40 80 80 100 

Figura 4.42: Ajuste cuadrático (-) y tabla actual (- - -) 
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10 20 30 40 so 60 

X 

Figura 4.43: Detalle del análisis, para las edades entre 13 y 65 años 

20000 22000 24000 26000 28000 

Muertos 

Figura 4.44: Número ngrcgado de siniestros al final del periodo 



Capítulo 5 

Con el usiones 

La grnduación y sobre-estimación de las tasas de mortalidad son dos 
de los problema.• lll!Ís importantes en la actuaría. Los métodos actuariale.~ 
tradicionales han tratado cuela uno de estos aspectos separadamente y por lo 
general han ignorado su naturaleza estadística. 

81 1rn!todo propuesto en este trabajo permite la construcción de tablas de 
mortalidad por medio de 1111 algoritmo que aborda los temas de graduación y 
de sobre-estimación de numera integrul, reconociendo la naturaleza estadísti­
ca del problema y haciendo uso de un enfoque predictivo, siempre desde un 
punto de vista Bayesiano. Los pasos básicos son: 

l. El ajuste de un modelo de regresión para las tasas de mortalidad ob­
servadas transformarlas. 

2. El ciílculo de In distribución predictiva final conjunta para las tasas de 
mm-t.alidad por observarse en el siguiente periodo. 

:l. La selección de un modelo modificado con base en un "valor en ries­
go" determinado, calculado respecto a la distribución predictiva final 
del número agregado de reclamaciones por observarse en el siguiente 
periodo, dado un patrón especHico de expuestos. 

La consecuencia 1111ís importante de este resultado es que no es necesa­
rio utilizar un método extremadamente conservador para obtener un nivel 
razonable de protección global. 

Por simplicidad, en este trabajo se utilizaron dos clases de modelos sen­
cillos a pesar de que, para el conjunto de datos analizado, algunos de los 
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supuestos eran claramente violados. Cabe señalar, sin embargo, que nuestro 
fin 110 es explicar la relación entre las variables, sino predecir el cornporta-
111ie11to de la mortalidad, de manera que sólo requerimos de un mecanismo 
ele predicción razonable. De los cuatro modelos considerados, el modelo de 
regresión normal con un término cuadrático es el que describe mejor los datos 
observados. 

Se debe hacer hincapié en que el método es muy general en el sentido 
que, primero, podría utilizarse otra transformación en lugar de la logística; 
segundo, es posible utilizar otra estructura monótona para describir la re­
lación entre la edad y las probabilidades de muerte desconocidas. 1bdos los 
<'Ollceptos estadísticos involucrados han sido discutidos ampliamente y están 
bien establecidos en la literatura. 

La distribución predictiva final del mímero agregado de reclamaciones fue 
producida con base en el ni'unero observado de expuestos (el mismo que fue 
nsado para ajustar el modelo). Sin embargo, un modelo más realista debería 
reconocer la naturaleza incierta de la estructura de los expuestos a través de 
una distrilmción de probabilidad. 

Nuestra propuesta es usar el número agregado de reclamaciones como una 
cantidad cla,·e a fin de calcular un nivel apropiado de protección provisto por 
una tabla de 111ortalidad. Sin embargo, las pérdidas sufridas por un sistema 
de seguridad 110 se miden a través del número de reclamaciones sino a través 
clcl monto total de éstas. El procedimiento aquí propuesto es equivalente 
a considerar el monto de las reclamaciones sólo si se supone que la suma 
asegurada es la misma para todos los individuos sin importar su edad. Este 
problema puede ser abordado de una manera similar, aunque se requeriría 
de mayor información que la disponible para el presente análisis. 



Apéndice A 

Resultados Preliminares 

El objetivo de este apéndice es hacer una recopilación de algunos de los 
resultados básicos que pueden ser importantes para la comprensión de la 
teoría matemática que utilizan los modelos lineales generalizados. 

A.1. Distribuciones más comunes 
- - . -

A continuación se listan las familias paramétricas de las densidades dis­
cretas y continuas que fueron utilizadas a Jo largo del presente trabajo. 

; . . ' . . 

/Jistribución binomial ·•. : ·. •, 

Definición A.1 Una variable aleatoria discreta X tiene und'dilitf.ibución 
binomial con parámetros n y p, si su función de probabiliddd Bi(:clp,n) es: 

. - : ~- , : ~' ~"; . - . 

Bi(xlp, n) = (:)v(l -vr-:r, X= Ó,l~ ... ,n 

donde los parámetros n y p satisfacen O,¡;; p ,¡;; 1, n'E N.• 
La media y la varianza de X están dadas por 

E(x) = np, . 
Var(x) = np(l-p): 

(A.l) 

Si n= l, X tiene una distribución Bernoulli, con función de probabilidad 
denotada por Br(xlO). La suma de k variables aleatorias independientes bi­
nomial con parámetros (p, n;), i = 1, ... k, es una cantidad aleatoria binomial 
con parámetro p y n¡ + 112 + ... + 11k· · 
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/Jistribucicirl de Poisson 

Definición A.2 Una 11ariab/e aleatoria discreta X tiene una distribución 
f'oisson con parámetro.\, (>,>O) si su función de.probabilidad es: 

e-"Á" Pn(xJ.\)=x¡-• x=0,1;2 1::: •• · 

La media y la varianza de X están dadas por 

E(x) = ,\, 
Var(x) = ,\. 

(A.2) 

La suma de k variables aleatorias independientes Poisson con parámet'ros 
.\;, i = 1, ... , k, es una variable aleatoria Poissoncon párametro .\1 + .. . +-'k· 

Di.•tribución beta 

Definición A.3 Una 11ariable aleatoria continua X tiene una distribución 
beta, con ¡iarámetros a¡¡ fJ (a> O,{J >O), si su/unción de densidad es: 

<lo11de 

Be(xJa,fJ) = cx0
-

1 (l -x)tt-1
, 

r(a+.6) 
c= r(a)r(,B)' 

O<x<l (A.3) 

La cantidad r (a) se conoce como la función gamma y se define como: 

r (a)= ¡ 00 

x0
-

1e-"dx. 

Además, para cualquier entero nse tiene 

r (n) = nr (n - 1) = (n - 1)1. 

La media y la varianza de X están ciadas por: 

E(x) 

Var(x) 
a{J 

(a+{J)2 (a+fJ+ l)' 
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Distribución normal 

Definición A.4 Una variable aleatoria continua X tiene una diStribució11 
normal con parámetms µ y a 2 , si su densidad ~(xlj.i~ a 2 ).es:' 

N(xj¡t, a 2
) = --,- exp -- --J [ J (X-Jl)

2
] 

(2rr}>l7 2 a 
para -:- oo < x < oo, 

donde los parámetros ¡1. y 17 satisfacen -oo < Jl < oo, d >' O. 
La media y la varinuza de X están dadas por 

E(x) = Jt, 

Var(x) = a 2
• 

(A.4) 

Si ,,, = O y 172 = 1, X tiene una función de distribución normal estihidar 
<T> dada por: llx {l}-<l•(x) = ./2ií -oo exp -2t2 

dt. 

Distribución gamma 

Definición A.5 Una variable aleatoria continuacX-_ tiene-una.distribución 
gamma con parámetros°' y /J, si su función de densida_:d Ga(xla,/3) es: 

Ga(xlo:,/3) = cxn:-:•c-:-Pr, - x >O 

donde /3" -
e= r(a:)" 

La media y la varianza de X están dadas por 

E(x) 

Var(x) 

°' 73' 
°' fJ2. 

_ (A.5) 

Si a = 1, X tiene-una distribución exponencial Ex(xl/3) con parámetro 
/3 y densidad 

Ex(xl/3) = /Je-Pr, X;:::: 0. 

Tudas las distribuciones descritas hasta este punto son familias exponen­
ciales (ver la sección siguiente). 



110 APÉNDICE A. HESULTADOS P,RELI,MINARES 

/Ji.~tribución beta-binomial 

Definición A.6 Una 11ariable aleatoria discreta· X tien'e una· distribución 
beta - bi1101nial con parámetros a, f3 y ri (cr > O, f3 > O, r; = l; 2, •• • ) si su 
función de probabilidad Bb(xla, {3, n) es 

Bb(xla,{3,n) = cG) r(a + x) P(/3 + n - x)' 

donde 

r(a +x) 
e= r (a) r ({3) r (/3 + n + x). 

La distribución es generada de la siguiente relación 

x= o, ... ,n 

Bb(xlcr, {3, 11) = 1• Bi(xla, {3, n)Be(Ola, f3)d0. 

J,a media y Ja varianza ele X están dadas por 

E(x) =n-°'­
a +/3' 

/Jistribuci<ín normal-gamma 

naf3 (a+ f3 + n) 
Var(x) = (a+ /3)2 (a+ f3 + l). 

(A.6) 

Definición A. 7 Un vector aleatorio continuo (X, Y) tiene una distribución 
normal-gamma con parámetros /L, >., cr y {3, (¡L E IR,>. > O, a > O, f3 > O} si 
su densidad N g(x, yj¡L, >., cr, {3) es 

N g(x, 111/L, >.,a, /3) = N(xj¡L, >.y)Ga(yjcr, {3), X E JR,y > 0 (A.7) 
donde las distribuciones normal y gamma fueron definidas anteriormente. 

Es claro de la definición que, la densidad condicional de x dado y es 
N(xj¡J., >.y) y la densidad marginal de y es Ga(yla,{3). Sin embargo la densi­
dad marginal de x es St(xj¡1., >.a/ {3, 2a). 

La media y la varianza de X y }' están dudas por 

E(x) =¡1, 
f3 

Var(x) =>.(a_ l), 
a 

E(y) = P' º' Var(y) = /32 • 

----------- --- _________ ___: ______ _ 
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Distribución t de Studcnt 

Definición A.8 Unn -1mrlábÍc ~lCCLtorfo continua X tiene unn distribución 
l - Sl.udent con parámetros ¡1, >. y a {¡t E !R, A > o; ai > O} si su densidad 
St(xlµ., ..\,a) es 

donde 

. ·.· .. -[·. >. -·. ]-"tL 
St(xl¡i, ..\,a) = e 1 +; (x - µ) 2 

r(a + 4J (>.).t 
e= r(.g:)r(!) ;; . 

f,a media y I~ varianza de x están dadas por 

E(x) 

\la.r(x) 

si a> 1 

si a> 2. 

Donde asan los grados de libertad de la distribución. 
La distribución es generada de la siguiente relación 

x·e !R, 

St(xl¡1., ..\,a)= fo00 

N(xlµ, ..\y)G11(vl%, %)dy 

e incluye a la distribución normal como un caso límite, ya que 

N(xlµ, ..\) = lím St(xlµ, A, a). 
o-oo 

(A.8) 

Si y= >. 112 (x - ¡i), donde x Llenen una distribución St(xl¡i, ..\,a), enton­
ces y tiene una distribución Student estándar St(xlO, 1,a). Si a= 1, se dice 
que x tiene una distribución Cauchy con densidad Ca(xjµ, ..\). 

·Si x tiene una distribución normal estándar , 11 Llene una distribución x~. 
y x y y son mutuamente independientes entonces 

X 

z = (y/v)1¡2 

tiene una distribución estándar Student St(xlO, 1, v). 
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A.2. Especificación de la distribución inicial 

En este apéndice se discutirán diferentes formas de especificar una distri­
lmción inicial, partiendo de la interpretación subjetiva de la probabilidad. La 
·~~pccificación de la distribución inicial tiene el propósito de describir la in­
formación acerca de un parámetro dc.sconocido O antes de observar los datos; 
por ejemplo, los resultados de un nuevo experimento. 

A.2.1. Especificación subjetiva 

Cuando el espacio parametral e es finito {i.e. si O es una variable alea­
toria discreta) en principio la probabilidad inicial para cada posible valor 
de O puede evaluarse directamente. En el caso continuo es ligeramente más 
complicado. Algunas sugerencias pam este caso son: 

Aproximnción por medio de un histo11rama 

Un primer paso consiste en construir una partición del espacio parame­
trnl e en regiones {c.g. intervalos) y asignar probabilidad iniciales a cada 
1mo de ellos como en el caso discreto. La finalidad de un histograma para O 
l'S const.rnir una curva parnlllétrica suave que pueda ser utilizada como apro­
ximación a la distribución inicial. El número de intervalos es seleccionado 
arbitrariamente. Este método presenta problemas cuando e no está acotado, 
pues asignar probabilidades a las colas de la distribución no es una tarea 
sencilla en este caso. Aunque la probabilidad en las colas de la distribución 
inicial es a lllenudo muy pequeftn, el comportamiento en las colas puede llegar 
a influir en las inferencias subsecuentes. 

Apmximación ele la función ele elistrilmción 

Se define 00 como el percentil de orden IOOa % (cuantil de orden a) 
de lit distribució.n de O si Pr (O::; O,.) = n, a E (O, !J. La mediana de O, 
denotada por m, es el percentil 50 %, tal que Pr (O ::; m) = 0.5. La colección 
de todos los percentiles de O describe la función de distribución de O. En este 
procedimiento, se asignan subjetivamente algunos de los percentiles, como en 
el caso discreto, y posteriormente se ajusta una curva suavizada para obtener 
una aproximación de la función de distribución de O. 
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A.2.2. Especificación a través de formas funcionales 

Una alternativa usa<la frecuentemente en la práctica para construir dis­
tribuciones iniciales consiste en restringir la selección de la densidad inicial 
fl una familia paramétrica y posteriormente determinar los valores de los 
parámetros a través de la especificación de ciertas características de la dis­
tribución tales como 1110111e11tos y /o cuantiles. 

Aunque muchas veces esta familia se construye de manera que sea fácil 
de analizar, se debe tener cuidado y estar seguros que la densidad selecciona­
da realmente representa la información disponible. Por ejemplo, podríamos 
hacer las siguientes suposiciones acerca de O: 

• O está simétricamente distribuida con respecto a la moda. 

• Su densidad decae nípido (e.g. exponencialmente) cuando se encuentra 
lejos de la moda. 

• Intervalos lejos <le la moda tienen probabilidades despreciables. 

Estas consideraciones caracterizan aproximadamente a una distribución nor­
mal. 

Estas ideas pueden llevarse a una estructura más general, la cual pro­
porciona una forma sistemática de determinar distribuciones iniciales. El 
caso más relevante corresponde a las llamadas familias conjugadas de distri­
Luciones. Por ejemplo, se sabe que si la distribución muestra! es p (x J O) = 
N (x J O, a 2 ) (a2 conocida) y la distribución inicial de O es p(O) = N (O J ¡L, r 2 ) 

entonces la distribución fi11al ta111Lién es normal, y está dada por p (O J x) = 
N(O J ¡1. 1,ri'); ver Ejemplo A.2. 

En otras palabras, si se inicia co11 una distribución normal se finalizaní con 
una normal <lon<le sólo los valores <le los hiperparámetros cambiarán: no re­
quiere de nuevos ciílculos a11alíticos. La ventaja principal de este enfoque es 
la simplicidad en el análisis. 

Definición A.O Sea :F = {p (x J O), O E 6} una familia de distribucio­
nes muestra/es. Se dice que una clase P de distribuciones es conjugada con 
respecto a. :F .<i paro toda p(x JO) E :F y p (O) E P entonces p (O J x) E P. 

Así, se puede decir que la clase de distribuciones normal es conjugada con 
respecto a la clase de distribuciones (muestrales) normales. 
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l!ljemplo A.1 Bernoulli 

Sea ex; 1 O) ~ Berna11lli eo), para i = 1, ... , n. La densidad conjunta es 
pex 1 O) = 01

· e1- o)"-', donde t = L:::.1 x;¡ X;= o, 1, definiendo una clru;e 
rle distribuciones parametrizadas por O E eo, 1), por el teorema de Bayes, se 
1·011oce que la distribució11 final de O dada x esta dada por 

p(Olx) ex vexlO)peO) 
ex O' (1 - o)"-' peo). 

La co11jugada i11icial puede ser obtenida del kernel de la función de vero­
similitud. En este ejemplo el kernel de la verosimilitud es de la forma 

que es también el kernel de la familia de distribuciones beta. Tomando la 
distribución inicial como una Betaea, /3) y combinándola con la verosimilitud, 
In distribución final es 

peo 1 x) o: O' e1 - O)"-' 0°- 1 (1 - 0) 11- 1 

ex on+t-1 el - o/+n-t-1. 

Por lo t.anto ea 1 x) ~ Beta ea+ t, f3 + n - t) la cual cae dentro de la 
familia de distribuciones de la distribución inicial. Así la familia beta es 
conjugada con respecto al modelo muestra( Bernoulli. No es difícil mostrar 
que lo mismo sucede con las distribuciones binomial, geométrica y binomial 
Negativa. La constante de proporcionalidad de la distribución final es 

____ 1 ___ - rea+ /3 + n) 
B (a+ l., /3 + n - t) - rea+ t)re/3 + n - t)' 

En la siguiente sección se describe la forma general de la familia conjugada 
para u11a clase importante de distribuciones muestrales. 

A.2.3. Familia exponencial 

La familia exponencial incluye las principales distribuciones de probabi­
lidad utilizadas en Estadística. Una característica esencial de esta familia es 
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que posee estadísticas suficientes de dimensión fija. La clase conjugada P 
para la familia exponencial con un parámetro es f1ícil de caracterizar. Los 
miembros de esta familia tienen densidades de la forma 

p(:v 1 O)= h(x) exp {u(x)a(O) - b (O)}. 

Si consideramos densidades iniciales de la forma 

p(O) ex exp {aa (O) - {lb (O)} 

entonces 

p(O 1 x) ex exp {[a+ u (x)] a (O)+ (fJ + !] b (O)}. 

Denotando a la constante involucrada en p(O) por k(a, {J) la constante 
IL~ociada para p(O 1 x) es k(a +u (x), fJ + 1). 

Entonces de acuerdo con el teorema de Bayes se tiene 

(x) = p(x 1 O)p(O) 
P p(O I x) 

usí, sustituyendo se llega a 

(x) = h (x) exp {u (x) a (O) - b (O)} k(a, fJ) exp {aa (O) - {lb (O)} 
p k(a+ u(x) ,{J+ l)exp{(a+u.(x)]a(O) - [fJ+ J]b(O)} 

después de un poco de algebra se obtiene 

h (x) k(a, {J) 
p(x) = k(a+u(x) ,{J+ 1)' 

Para el modelo binomial en este caso se tiene 

p(x) = 
(:)o" (l - o¡n-" B-1 (a, fJ) o<>-1 (l - o)fJ- 1 

B-I (a+ x,{J + n - x) O<>+r-I (l - O)fJ+n-,,-I 

(rt) B(a + x,{J + n- x) 
x B(a,{J) 

la cual es una distribución beta-binomial para x =O, l, ... , n, n ~ l. 
En general, para una muestra de tamaño n de la familia exponencial se 

obtiene la densidad conjunta 
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p(x 1 O)= [ú h (x;)] exp {[t.u(x;)] a(O) +nb(O)}. 

El uso de una distribución inicial conjugadap (O)= k (a,/J) exp {cia (B) + {Jb (O)} 
ria como resultado una distribución final de la forma · · · · 

p (O 1 x) = k (a+ t. v (x;) , {3 + n) x~p { [a+ t. u (x1)] a (O) + [{3 + n] b (O)} 
y la distribución marginal o predi~tiva es 

, (x) = [Tih(x1)]k(a,{J) . 
P k(a+L:v(x;),{J+n) 

Ejemplo A.2 Nonnal {media desconocida y varianza conocida} 

La familia de distribución normal es conjugada para el modelo normal. 
Para el caso de una muestra de tamafio n se tiene que 

L (O; x) ex exp { -
2
: 2 (x - 0)2

} 

donde los términos que involucran a rr2 fueron incorporados en la constante 
de proporcionalidad. De este modo la verosimilitud tiene la misma forma 
que la que se basa en una sola observación x, sustituyendo x por x y rr2 por 
¿ . Otra forma de ver esto es notando que X es una estadística suficiente 
¡;~ra O y así la verosimilitud basada en el valor observado de X, la cual se 
distribuye como una N (O, ~), es proporcional a la verosimilitud obtenida 
con las observaciones individuales X. Por tanto, si la distribución inicial de 
O es N(¡t, r 2 ), entonces la distribución finnl de O, dada x es N (Jt1, rf}, donde 

nu-2:r + r- 2,, 

JL1 = nu-2 + r-2 y 
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Ejemplo A.3 Poisson 

Supóngase que X = (X 11 ••• , X,.) es una muestra aleatoria de una distri­
bución Poisson con parámetro O. Su función de probabilidad conjunta es 

n " -oor, 
p(x 1 O)= ITp(x; 1 O)= II-e -1-

1'.=I i=I X. 

así que la función de verosimilitud tiene Ja forma 

L (O; x) oc e-"00E"• 

Su kernel tiene la forma Oªe-w el cual caracteriza a la familia de dis­
tribuciones gamma. La distribución inicial conjugada de O es gamma con 
parámetros a y /3, G (a, /J) y la densidad final es 

p (O 1 :e) ex 0°+Er•- 1 exp {- (,8 + n) O} 

la cual corresponde a una distribución ganuna G (a+ Ex;, /3 + n). 

Ejemplo A.4 Exponencial 

Supóngase que X = (X 1 , ••• , X,.) es una muestra aleatoria de una dis­
tribución exponencial con parámetro O. Su función de probabilidad conjunta 
es 

La forma de la verosimilitud permite reconocer del kernel de Ja familia 
gamma como la distribución conjugada para O. Asumiendo a G(a, /3) como 
la distribución inicial, la distribución final tiene la forma 

p (O 1 x) ex O" exp {-o t X¡} 0°- 1 exp { -,80} 

ex on+a- I exp { - (.B + :~::>•) O} 
la cual es la densidad de la distribución G (n + cr, ,8 +Ex;). 
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Ejemplo A.5 Nonn11I (nuxliii y v111ianzii des:_onocidcis) 

Sea X = (X 1 , ••• , X.,) una muestra aleatoria de tamafio n de mm dis­
tribución normal N (O, u 2

), con O conocida, y <P = ;fr. La distribución inicial 
conjugada para (O, <P) se presentará en dos etapas. Primero, considercse la 
distribución condicional de O como 

y la inicial marginal para <P está dada por 

,,, ~ G (!!:!!. .nou.i) .. 
'I' 2 1 2 ·. .. 

Esta distribución es usualmente llama~a normal-gamma y su densidad 
conjunta esta dada por · 

p(O,</J) p(O 1 </l)p(O)'. · . .. .· . 

o: o! exp { -c;<P (O - ¡io)2 q,i!f~i }~xp t- n~;~,<P} 

o'"q,+o_, exp {-~ [nou5 + C'-0. (8-µ0)~]y 

La distribución inicial marginal ·de 8 se pued~·ob,tcner por integración, 
usando el siguiente resultado 

(°" ~a-le.;.""'d<P = r (a. l. . 
Ío · · /1' 

Aplicando los resul.tados obtenidos, se tiene que 

p(O) o: 

ex 

i"°'U<·ci/•>-i exp { ~~ [11ou5 + C-0 (O- µo) 2
)} clefJ 

r (<"ºin) 
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. '. «- " ". < . 

ya que r 0 no dc1mnde d~ O .. Re~grnj>ando términos se tiene 

P (O) ex ·rl + (O - ~,0)2] 
tzo (~) 

el cual es el kernel de una distribución t-Student con n 0 ~ra~os de liber­
tad, parámetro de localización µ 0 y parámetro de escala ~. denotada por 

l.uo (110, ~) • 
La distribución condieional de </> J O puede obtenerse de la distribución 

conjunta p (O, rp) y es 111111 gamma con parámetros ~y nou~+c~C0 - 1•0 >'. 
La distribución conjunta de una muestra aleatoria X = (Xi. ... , Xn), es 

" { <P } p (x JO, <P) g q,t exp - 2 (x; - 0)2 

ex: q,'f exp { -~ [ns2 + n (x - 0) 2
]} 

donde s2 
= t E (x1 - x)2

• Esta expresión tiene el mismo kernel que el de una 
den si dad normal-gamma para (O, <P). El siguiente paso es verificar que ,la fami­
lia normal-gamma es cerrada bajo muestreo. La distribución final está ciada 
por 

p(O,</>Jx) ex p(xJO,tjJ)p(O,tjJ) 
ex q,(•+·~r· )-t 

{ <P [ 2 2 (O · ·)2 · . · x exp -2. noa0 + ns + Cu - µo >,:'" 
No es difícil mostrar que 

e.a (O -110) 2 + n (x - 0) 2 =(ea+ n) (0:_·µ 1) 2 +. c<in' (µ 0 - x)2 

, , , '; .,;,~+J?· .,/ ' ' 
donde µ 1 = c~-O!;..z. De esto se sigue que la dist~ibuci~n:finaLpara (O,tjJ) es 
proporcional a :·;, . 

c·+~•+l)-1 . 
</> . •,,' , . 

x cxp {-~ [11oa~ +ns2 +(ea+ n) (O ~µ1)2+~c.a;~ (µ0 ~~)2]}. 
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Por lo tanto la distribución final 'conjunta es normnl~gainma con paráme­
tros {¡1,1 1 C¡,11-¡, un dados por 

ILJ 

e, 
n1 

u~ 

c-0/io + nx 
Co + n 

ea+ n 
110 + n 
nou5 + ns2 + ~ (¡i0 - x) 2

• 
eo+n 

Tauto la distribución inicial como la final son miembros de la misma 
familia. De esta forma, la familia normal-gamma es conjugada con respecto 
ni modelo muestral normal cuando O y u 2 son desconocidas. · 

A.2.4. Distribución inicial no informativa 

Las distribuciones iniciales conjugadas son de gran utilidad como des­
cripciones (aproximadas) a la verdadera información inicial. Sin embargo, 
c:uando no hay información inicial disponible, o cuando por alguna razón no 
se desea incorporar dicha información en el arnilisis, su justificación es sólo 
analítica, pues generalmente producen expresiones cerradas para algunas ca­
racterísticas de la distribución final tales como momentos. En este caso no 
''s posible justificar la selección de la distribución inicial con bases subjetivas 
y por lo tanto los parámetros de la distribución inicial conjugada no pueden 
clcterminarsc. 

En este contexto, la idea de una distribución inicial no infonnativa, que 
represente un estado de ignorancia y que permita que los datos "hablen por, 
sí mismos", es muy atractiva. A menudo las inferencias basadas en este tipo 
ele distribuciones iniciales son consideradas"objetivas". 

Describiremos a continuación algunas de las técnicas más importantes 
en la derivació11 de distribuciones iniciales no informativas; el lector inte­
resado puede consultar 1'ass y \Vasserman {1996). No se debe esperar que 
lus distribuciones iniciales no informativas representen siempre un estado de 
ignorancia total acerca del problema en cuestión, pero en la práctica, e11 
tfüninos generales, basta considerar las llamadas distribuciones iniciales de 
referencia (en particular, la distribución de Jeffreys), las cuales se describen 
a continuación. 
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Distribución de Jeffreys 

.Jcffreys (1946, 1061) propone una di~tribii.cióli fríi
0

cial no ihfonnati~a que 
es invariante ante reparnmetrizaciones del m'odelo·. .· :.: ' · ·, ~· · · .:·~ · 

La distribución inicial no informativa de Jeffreys se bíisá'en' Ía ilÍformación 
de Fishcr, dada por · · 

1 (O) = E~ [(ªIn ~t'º)Yl·· 
Bajo ciertas condiciones de reguláridad, esta cantidad también puede es-

cribirse como · · 
1 (O)= -Eo ( a21n to(xlO)) 

dando lugar a la distribución inicial no informativa de Jeffrcys 

11'• (O) ex I (O)t 

definida módulo un coeficiente de nonnaliznción cuando 7r• es propia., Esta 
distribución es típicamente impropia y es invariante en el sentido· de.que, 
dada una transformación h, uno a uno, se tiene que · · 

1(O)=1 (h (O)) (h'(0)) 2
• 

Cuando O es un parámetro multidimensional, la matriz de información de 
Fishcr cst1í definida por . 

I·· (O) =-E (82 Jn f (xlO)) 2 
'' Jº ao,ao; i,j=l, ... ,k 

y In distribución inicial no informativa de Jcffreys se define como 

71'• (O) ex det{I (O)}! . 

Distribución de Referencia 

Bernardo (1979) propone una extensión al método de Jeffreys, llamado 
cm1ílisis de referencia. La principal diferencia. es que este método distingue 
entre parámetros de interés y parámetros de ruido. Por lo tanto, la distri­
bución inicial resultante depende no sólo de la distribución muestra! sino 
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ta111bié11 del problcrna i11forcncial e11 cuestión. A continuación se describirá la 
t·o11strucción de lu distribución inicial de referencia. 

Co11sidere111os el modelo f (xlO) y supongamos que la matriz de informa­
ció11 de Fishcr, I (0)- 1

, existn. Sea S = 1 (0)- 1 y sean 

0(1) = (01, ... , O,.,), ... , O¡m) = (ON..,_,+1,. .. , Ok) 

m grupos separados seg1ín su nivel de importancia inferencia), donde N; = 
í::::~=i n1. El método produce una distribución inicial sobre (0( 1¡, ... , O(m)), 
que distingue entre parámetros de ruido y parámetros de interés. Sea 

0111 = (0<1» ... , Ow) 1J º1-11 = (Ou+1)> · · ·, O(ml) · 

La matriz S se descompone de acuerdo a los m grupos y tiene la siguiente 
forma 

8= 

donde S; es la matriz de orden N; x N; en la esquina superior izquierda de 
S, de manera que S 1 = A 11 • Sea H; = Sj 1 y denotemos por h; a la matriz 
de orde11 111 x n1 e11 la esquina inferior derecha de H;, de manera que, en 
particular h 1 = A ir E11tonces la construcción de la distribución inicial de 
referencia es la siguiente: 

foir.ialización: 

Iteración: Para j = 1n - 1, ... , l 

7r (O . 
1 

IO. 
1 

) = 7r;+1 (01-1110¡;¡) exp { ~E1 [In (lh1 (0)1)101,1]} 
J l-3

- 1 13 - 1 J exp { ~IE; [In (lh; (0)1) O¡;J]} dOu> 

donde IE; [g (O) IOIJJ] = J g (O) 7r;+1 (01-;¡IO¡,¡) d01-11· 

Conclusión: La distribución inicial de referencia es 

1r (O)= 7r1 (O¡-o¡IO¡o¡). 
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A.3. Análisis de residuos 

A.3.1. Métodos tradicionales 

Un 1uétodo simple y efectivo para detectar posibles deficiencias de un 
modelo de regresión r-~ por medio ele un examen ele los residuos¡ ver, por 
qjcmplo, Chatterjee y Price (1977). El i-ésimo residuo se define como 

i=l 1 2 1 ••• 1 u 

donde 11• es una observación y f¡; es el correspo11diente valor ajustado. Dado 
que un residuo puede verse como la desviación entre el dato y su valor ajus­
tado, es una medida de variabilidad no explicada por el modelo de regresión. 
Tambié11 se define el i-ésimo residuo estandarizado e;., de la siguiente manera 

C¡,y = C¡/S 

" rlon<le s 2 = .. :v E cr 
i=I 

Los residuos estandarizados tienen media cero y desviación estándar uno. 
Con una muestra moderadamente grande los residuos deberían estar aproxi­
madamente distribuidos independientemente corno una normal. Los residuos 
110 está11 estrictamente distribuidos independientemente, pero con un gran 
m'unero de observaciones, la falta de independencia puede ser ignorada. 

El estudio de gráficas de residuos es una de las muchas herramie11tas en 
nuestro análisis. Podemos considerar el uso de estas gráficas para examinar 
diversas situaciones para el modelo de regresión simple con errores normales. 
Al¡,'lmas ele ellas son lns siguientes: 

l. La función de regresión no es lineal. 

2. El término de error 110 tiene varianza constante. 

3. Los errores no son independientes. 

4. l:':I modelo ajusta a la gran mayoría de las observaciones, sin embargo 
u11a o pocas observaciones "se disparan". 

5. El término de error no está distribuido normalmente. 

G. Una o varias variables independientes importantes han sido omitidas 
en el modelo. 



124 APÉNDICE A .. RESUDTADOS PREDIMINARES 

Algunas de las gráficas usadas comúnmente para proveer información de 
los casos anteriores son aquellas en las cuales los residuos estandarizados son 
grnficados contra: 

1. El valor ajustado fj. 

2. La variable independiente x. 

a. El orden de tiempo en el cual las observaciones ocurren. 

4. Variables independientes omitidas. 

En general, cuando el modelo es correcto, los residuos, tienden a caer 
nntrc -2 y 2, estando distribuidos aleatoriamente alrededor de cero. 

Cuando el modelo 110 es válido, las b'Táficas de residuos tienen característi­
cas que son diferentes a las descritas. Se hace énfasis de que una parte esencial 
de cualquier análisis de regresión incluye un cuidadoso examen de residuos 
para asegurar que las suposiciones de la teoría se satisfacen. 

Como una regla general, las gráficas de residuos brindan más información 
acerca de las deficiencias del modelo que las gráficas de los datos. Las gráficas 
ele los residuos son herramientas titiles para detectar posibles violaciones a los 
supuestos del modelo, tales como falta de linealidad, varianza no constante 
(heteroscedasticidad), presencia de "outliers", y errores correlacionados. 

Cuando se analiza un conjunto de datos es necesario estar seguros que las 
C'onclusiones no dependen solamente de uno o dos observaciones extremas. 
Los "outliers" pueden aparecer en el momento de recolectar o capturar los 
datos. Por otra parte, también pueden ser observaciones genuinas, altamente 
significativas y sugestivas para las cuales se deberá hacer un examen más 
detallado. 

Transformación de variables 

La ncccsida<l de tra11sformar los datos surge en situaciones donde la va-
1foble original, o el modelo en términos de la variable original, viola una o 
11uís de las suposiciones esL•índar. 

Para satisfacer los supuestos usuales del modelo de regresión, algunas 
veces se trabaja con variables transformadas. Las transformaciones pueden 
ser necesarias por varias razones; incluyendo: 
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l. Consideraciones teóricas pueden especificar que la relación entre dos 
variables no es lineal. Una transformación apropiada de las variables 
puede hacer que la relación entre las variables transformadas sea lineal. 
Consideremos por ejemplo el modelo T; = af3i, a > O, O< f3 < 1, In 
relación entre T; e i no es lineal, así que no podemos usar directamente 
lns técnicas ele regresió11 lineal; por otra parte, si nosotros lomamos lo­
garitmos ele ambos lados obtenernos: In T; = l na+ i In f3 mostrando que 
In T; e i están relacionados li11calmente. La transformación nos capaci­
tn para usar métodos de regresión lineal estándar. Aunque la relación 
entre las variables originales 110 es lineal, la relación entre las variables 
transformadas sí lo es. 

2. La variable dependiente y, puede tener una distribución de probabilidad 
cnya varianza est.é relacionada con su media. Si la media está relacio­
nada con el valor de la variable independiente x, entonces la varianza 
de y cambianí con :r. y la varianza no será constante. La distribución de 
1J puede no ser normal bajo estns condiciones. La falta de normalidad 
invalida las pruebas estándar ele significancia, ya que están basadas en 
el supuesto de normal id ad. La varianza desigual de los errores produce 
estimadores inscsgndos pero no son adecuados en el sentido de preci­
sión. En estas situaciones, es frecuente que se transformen los datos con 
el fin de lograr tanto la normalidad corno la homoscedasticidad que el 
ajuste requiere. 

3. Existen razones no probabilísticas para suponer que las transforma­
ciones son requeridas. La evidencia llega al examinar los residuos del 
ajuste de un modelo lineal. 

Transfom1acioncs paru alcanzar linealidad 
Uno de los supuestos más comunes en el análisis de regresión es que el 

modelo que describe los datos es lineal. Por consideraciones teóricas o para 
un examen de gráficas de dispersión de y contra x, la relación entre x y y 
puetle no ser lineal. llay, sin embargo, muchos modelos no lineales que bajo 
trnnsfonnaciones apropiadas pueden ser lineales. 

Trnnsfonruicioncs pam estabilizar la. varianza 
Algunas transformaciones son también usaclas para estabilizar la varian­

za del error, esto es, para hacer la varianza del error constante para. todas 
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lns obsermcioncs. Que In varianza del error sea constante es uno de los su­
puestos cstándnr de la teoría de mínimos cuadrados (comt'mmente llamado 
homoscednsticidad). Cuando la varianza del error no es constante sobre to­
das hL~ observaciones, el mTor mencionado es hetcroscedástico. La heterosce­
dasticidad puede en ocasiones removerse por medio de una transformación 
adecuada. La variable dependiente y, en un problema de regresión, puede 
seguir una distribución de probabilidad cuya varianza es una función de la 
media de tal distribución. La binomial y la Poisson son dos distribuciones de 
probabilirlad comunes que tienen est11 característica. Sabernos, por ejemplo, 
que una variable que estlÍ clistribuidn binomialmenle con parámetros n y p, 
tiene merlia np y varianza 11p ( 1 - p). Es también conocido que la media y la 
varianza de la distribuc:ión l'oisson son iguales. Cuando la relación entre la 
media y la varinnza de una variable aleatoria es cm1ocida, es posible encon­
trar una transformación simple de la variable, la cual tendrá una varianza 
aproximadamente constante (estabiliza la varianz11). 

Por otro lado, en 111uc:has aplicaciones de la industria, la economía y la 
biología, cuando se encuentra que la varianza del error no es constante, se 
sabe que la desviación est1índar de los residuos se incrementa a medida que 
la variable exploratoria crece. Basados en su observación empírica, se tiene 
In hipótesis en este ejemplo de que la desviación estándar de los residuos es 
proporcional a X. 

Var (t:;) = k 2xi, 

Consideremos el modelo 

k >o. 

el cual se obtiene al multiplicar ambos lados del modelo original por 1/ x;. 
Definiendo un nuevo conjunto de variables y coeficientes 

,7¡,l~ /3~ /Jo'é Y=-, X=-, /JO= 11 1-'l = j é = -. 
X X X 

En términos de las nuevas variables, el modelo se reduce a 

Nótese que para el modelo transformado, la varianza de éÍ es constante e 
igual a k2 • 
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Si el supuesto acerca del término del error estli dado por Var (E:;) = k2x'f, 
entonces para ajustar el modelo propinmente se debe trnbiijar con las varia­
bles trausformn<las: y/x, l/x como variables dependientes e independientes 
respectivamente. Si el modelo ajustado para los datos transformados es 

!!..=et'+!!. 
X X 

entonces el modelo ajustado en términos de las variables originales es 

y= ü+ax. 

A.3.2. Un método Bayesiano 

Ch11lo11er y Brnnt (1988) proponen una definició11 precisa de un outlier 
en un modelo lineal, la cual proporciona una forma simple de exploración 
de los <latos para determinar existencia de un posible outlier. Su definición 
es tal que, si los parámetros del modelo fueran conocidos, entonces se sabría 
cuales observaciones son outliers. Alternativmnente, si los parámetros son 
desconocidos la distribución final puede usarse ¡mm calcular la probabilidad 
final de que cualquier observación sea u11 oullicr. 

En un modelo lineal con errores aleatorios normalmente distribuidos, con 
media O y varianza a 2 , la i-ésima observación r.~ un autlicr si 1 E:; I> ka, para 
alguna A:. El valor de k pucrle ser seleccionado de manera tal que la probabi­
lidad inicial de un oullir.r sea pequelia; así, estos outliers senín observaciones 
rml~ extremas de que lo usualmente se espera. Recordemos que una de las 
definiciones más comunes de un autlicr es "una observación que no ha sido 
generndu por el mecanismo que generó a la mayoría de las observaciones en 
el conjunto de datos". 

Un método de detección de outliers 

Supongamos que el modelo bajo consideración es un· modelo lineal, con 
parámetros O' = (01, ••• , Op) normalmente distribuidos N(O, u2), errores alea­
torios independientes E:'= (E1, ••• ,E:,.), X una matriz de.n.x p con observa-
ciones Xt 1 ••• , Xru y tal que · 

y=XO+e. · 

Para calcular la probabilidad final de que 1 E¡ 1 sea mayor que ka, nece­
sitarnos la distribución final de E:, p(e 1 y). Esta distribución final se deriva 
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suponiendo una distribución inicial no-informativa, y puede derivarse de for-
11m similar asumiendo una distribución inicial normal-gamma. 

Sea T = cr-2 y sea R mm matriz definida positiva. La distribución inicial 
r:onjugnda normal-gamma lleva a que O tenga tma distribución normal con­
dicional de T con media m 0 y varianza r- 1R- 1• La distribución inicial de T 

"s una distribución gamma con parámetros a y /1, de la siguiente forma 

p(r) = rª- 1c-ln' 

mn media inicial ab- 1• La distribución final de O, condicional en T es una 
distribución normal con media m 1 = (R+ X'X)- 1{Rm0 + X'y) y matriz de 
cuvarin11za V= r- 1(R + X'X)- 1). La distribución final de res una gamma 
con parámetros a 1 y a 2, donde a 1 = a+ ~n y b1 = b + ~{(y - xm1)

1y 
+ (mo - m1)'Rmo}. · 

La distribución final de e se deriva fácilmente de la relación 

e=y-XO 

y notando que e es una función lineal de O. 
Sea H = X(R+X'X)- 1X. Entonces la distribución final de e condicional 

de r, es una normal multivi1riada singular con media t =y - Xm1 y matriz 
rle covnrianza r- 1 H. · 

p(e 1 r) ~ N(e, V). 

Sean h;; los elementos de H. Cada e¡ ~ St(i;, (b~!r¡J, 2a1). La matriz de 
covarianza de e es proporcional a H. 

Para calcular la distribución final correspondiente a la distribución inicial 
no-informativa p(O, r) = r- 1, sea R-+ O, a= ~p y b-+ O. Si denotamos 

2 (y - XO)'(y - XO) 
s = 

n-p 
y 

rmtonces la distribución final de e es otra vez una distribución t multivariada 
p-dimensional con 

e= y-XO 
. 1 ·.· : 1 

a 1 == '2 (n - p) ·. · b1 "." '2 (n - p) s2
• 

Para determinar cuáles observaciones son outliers, :e cle~~e.l~.pr6babili­
dad p; de la siguiente forma 
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Pr(I e; 1> ku 1 y) 

como la prnbabilidad final de que la i-ésima observación sea un outlier. 
Sea <J•(z) la función de distribución normal estándar y 

de donde 

(k - i;,¡T} 
Z¡ = ./hü 

(-k-i;./T) 
,¡¡¡;¡ 

¡i; = Pr (1 e; I> ku 1 y)= j {l - <I>(z1) + •I•(z2)} p (T 1 y) dT. 

(A.9) 

Se pueden comparar estas p; con la probabilidad inicial 2<1•(-k). Los pun­
tos con probabilidad final p; alta, serán tales que 1 i; 1, h;;, o ambos tendrán 
valores grandes. Si 1 i; 1 es grande, se induce que 1 e; 1 también lo es. Por 
otra parle, si /t¡¡ es grande, existe incertidumbre acerca de é;. A menudo, se 
hace referencia a la magnitud de /t¡¡ como una medida de la influencia de la 
i-é.';iJna observación. 

Los residuos usuales i; son la media final de los E; y pueden pensarse 
como una estimación punlllal de e;. Los intervalos de estimación de e; son 
f1ícilcs de construir. Sea t(~o, 11 - p) el cuantil superior de orden ~o de una 
distribución l. con 11 - p grados de libertad. Entonces el intervalo (1 - o) para 
€¡es 

i; ± t(4a, n - p}s..¡;¡:;;. 

Estos intervalos pueden añadirse a la gráfica de los residuos i;. Este tipo 
de gntficas pueden interpretarse como descripción de la distribución final 
marginal de e;, los "errores reales". Esta es una interpretación diferente a la 
del enfoque usual que ve a las ¡,rráficas de residuos como una representación 
de la distribución muestra! de i;. 

La distribución final de los E; es baslanle diferente a la distribución mues­
tra! de los i;. Notemos que la distribución final de E; es p-dimensional, mien­
tras que la distribución muestra] de los i; es (n - p)-dimensional. La distri­
bución final de los E; considera a i; y O como fijos y la incertidumbre recae 
en O. En cambio, la distribución mueslral de i; tiene media O y matriz de 
covarianza proporcional a (1 - H). 
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Selección de k 

El valor de k puede seleccionarse de mancru tal que la probabilidad 
ele que un punto no sea 1111 outlicr sea gra11clc, dig11111os 0.95. Así, k = 

•J>- 1 {o.5 + ~ (0.95p!: }. <loude paran = 20, k = 3, para n = 50, k = 3.:l, 
para n = IDO, k = 3.5 y para n = IODO, k = 4. Cualquier observació11 con 
probabilidad final mayor que la probabilidad inicial 2•1> (-k) es candidata a 
ser un outlicr. 

Alternativa111e11te, si el 111odelo bajo consideración es requerido para des­
cribir los elatos, en vez de ser considerado como un modelo estocástico, en­
tonces puede utilizarse el valor k = 2 para determinar cuáles observaciones 
110 so11 bien descritas, 110 i111porta11do el tamaño de la 111uestra. Si más del 
5 % tiene probabilidad alta de ser más grandes que 2 desviaci011es estándar, 
entouces esta es u11a causa para pensar que el modelo no describe adecuada­
mente el conjunto completo de datos. 

A.4. Componentes 
verosimilitud 

de las funciones 
para los MLG 

de 

En la Sección 2.4.2 se describió brevemente la forma de la función de ve­
rosimilitud para las principales familias exponenciales utilizadas en la cons­
trucción de los MLG. Aqul se presenta una descripción más detallada. 

Recordemos que un cle111ento de la familia exponencial tiene una log­
verosimilitud de la forma 

l = {yO-</>b(O) +c(y,rp)}. (A.10) 

donde O es el parámetro canónico y <P es el parámetro de dispersión, el cual 
se asume conocido. 

1 (O,</>; y) = In f (y; O,</>) es la función de lag-verosimilitud considerada 
como una función de O, para y y <P dadas. 

Bi11mnial 
Sea D ~ Binomial(n; ¡t), y definimos Y = ~. tenemos entonces d = ny 

de tul modo que 
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'' <'\ j "· 

" 

l = nyln(•
1
·. i, .. ·.)+:nin (1Új¡)'+1n··(·. ;i ) ; 
-1l .'.·'. : . ·. ' ··:: '', 11,, 

ya que l(tl)=(d}µd(I-;µ)"-d, 

la log-verosimilitud de J(<l) es' 

l =In( :i}+ h~µd + (n- tl)l11 (! -11) 

en términos de ny 

ele modo que 

In(·.· n ). + ln11n" + (n - ny) In (1 - µ) ny 

nylnµ + n(l -y) In (1- µ)+In·(· n ) 
. ny 

yln 1, + (1-y)ln(l -µ)+In .(··n ·) · 
n-1 · ny·· 

y 1111, +In (1 ~~~ - yin {l-11) +In. (:y) 
y (111 1, - In (1 -1,)) +In (i "-. µ)·'.f_·ln.·(·· n ·) 

11-1 : •. : ; ny 

yln(i:¡;)+ln{I-µ) ( n )···.·.; --'"--'-'---:---- + In · · . 
72-I .· . ":Y,. . 

o 
b(O) 

;¡, 
c(y,r/J) 

In c~I,) t' 
In(! +expO), 
n-1, 

111(~~0. 
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Por tanto la distribución binomial pertenece ª·la familia exponencial. 
Para ver a la distribución binomial como un elemento de la familia expo-

11encial, la vemos en términos de Ja tasa. · 

}' !!. = tasa de mortalidad. 
n 

d Siniestros. 
n Expuestos. 
¡1. Probabilidad del Siniestro. 

Normal 
Sabemos que, para una v.a. que se distribuye normal f(y 1 ¡t, u 2 ) = 

-l,-exp {-~ (!l:.!!.) 2
} 1 donde/Les el parámetro de interés y u 2 es visto 

(2rr)7o " 
como un parámetro de ruido. Esto puede escribirse de la siguiente forma 

{
Y/L-Ji!. 1[ 2 

]} f(y 1 µ,u 2
) = exp ~ - '2 !2 +In (27ru2

) , 

ya que, de la ecuación (A.4), 

f(y µ,u
2

) = cxp {in C
2

7r:
2
)!)}exp {-(y ;,.~t)

2

} 
exp {In ( (27ru2)-t) }~P,{-2~2 (y2 ~.2¡ty + ¡t2 )} 

exp·{.- y. 
2 +yµ~'µ.· 2 

.. ·;·~.·i·l··~.:·;('·c·.·.2.·~--~~)-.·.t···").·.} 
2u2 ·· .u2 ... 2.u2 :·.: ........ .,··. ,: .. 

Agrupando y porpropiedadesde logaritmos'. tenemos:· 

J(y J ¡t,u2
) = exp{ yµ~f-t[!: +In (27ru2

)] }• 

por tanto la lag-verosimilitud d~ la distrib;;~iónnormal, dada en la forma de 
la ecuació11 (A.10) es ·· · · 

2 . ' . . 
Y/L ,-- I!:. . 1 [y2 :_ . ] 

l = ---2 
. -'- - - + In (27ru2

) 
u 2 2 u 2 
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así 

o 
b (O) 

q, 

c(y,rp) 

µ 
µ2 

2 
0"2 

-~ [~:+In (2iru
2
)]. 

De La! forma que la distribución normal, es un elemento de la familia 
exponencial. 

Poisson .· 
La función de probabilidad, d~ una variable aleatoria Poisson es 

'.{(y 1 ,\) = ,\Y exp (-,\) 
' y! 

lo anterior puede ser .escr,ito de.la siguiente manera 

/(y I ..\) = exp{yln,\-,\- lny!} 

de tal forma que .Pertenece a la familia exponencial, dado que 

/(y 

Así, la lag-verosimilitud es 

,\) = exp {In (,\Y)} exp { -,\} 
cxp {In (y!)} 

exp {In (,\11 ) - ,\} 

exp {In (y!)} 
cxp {In (..\11 ) - ,\ - In (y!)} 
exp {yin(,\) - ,\-In (y!)}. 

l = y In (..\) - ,\ - In (y!) 

{A.11) 
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o 
b (O) 

"' c(y,</J) 

In{..\) 
exp (O) 
l 

-ln(y!). 

(,
1a.1n1na :· , . 

Ln función de prohabiiidád de una variable aleatoria Y con distribución 
gamma Ga.(rx, /3) es, , ,',, , ,' , , , , , 

f(y 1 A)<= 1c:)~n-(~xp{-1Jy}; , y, a,{3 E ~+ 
donde lo anterior,puede se~,cikcritCi'.deia siguiente manera: 

' . ' - . . _, .. ,,--: ·,. ·· .. -

J(y ¡ ,x}'= :c:) exi) {(~ ::_ 1) In y - /)y} 

ni<Í, la log~vcrosimilitud 

l = ;_y/J + aln/J +(a- l)lny- Inr(a) 

l =: ({[yO ""- b (O)]/</>} +e (y, </J)) 

o 
b(O) -

q, 
c(y,rp) 

-/J 
-cdn/3 
l 

(a - !) In y - In r (a). 



Apéndice B 

Programas 

B. l. Regresión lineal normal 

B.1.1. Análisis preliminar del modelo lineal 

Este programa fue realizado con el paquete estadístico S-Plus. 

Datos 
Lee los cintos de mortalidad correspondientes a la operación del Seg~ro .d~ Vida·. 

del Sector Asegurador en México para el periodo de 1982 a 1989, desde el.archivo 
":'.forl.828!J.txt'', y se asignan a la variable "Datos". 

Datos_matrix(scan(''c:\\Mort8289.txt''),byrow•T,ncol=3) 

Se asigna a las variables "edad", "expuestos" y "muertos" sus córréspondlentes 
valores, obtenidos anteriormente. . · 

edad_Datos [, 1] 

expuestos_Datos[,2] 

muertos_Datos [, 3] 

Debido 11 que en la edad 16 no se presentan siniestros, para este análisis se 
omite ese valor. 

edad. ok_edad [-5] 

expuestos.ok_expuestos[~5] 

muertos •. ok_muertos [~5] 

135 
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Se obtienen las tasas brutas l.e. Muertos / Expuestos. 

q.x_muertos.ok/expuestos.ok 

Posteriormente, mediante la transformación logística. (y = log~) se obtiene 
una nueva variable de respuesta. 

y.m_log(q.x)-log(l-q.x) 

Ajuste 
Con la ayuda de la función glim, se ajusta un modelo lineal generalizado vía 

1míxlm11 verosimilitud. En este caso se hace una regresión normal, pues se Llene una 
distribución Gaussiana y como función liga, la función Identidad (que por defecto 
toma la función gllm). 

De esta manera se realiza el ajuste para los nuevos elatos transformados (y.m). 

Lin.norm.l_glim(edad.ok,y.m) 

Se obtienen los valores ajustados mcdl~ntc la matriz X /3, donde X es la ma­
t.rlz ele variables Independientes (edad) y f3 es el vector ele parámetros estimados 
1111terlormcnte. 

y.fit.1_cbind(1,edad.ok))(•)(Lin.norm.1$coef 

Gráficas 
Se gralican las proporciones transformadas 

'1in.graph0 

plot (edad. ok;y ~ni)· 
. ", •, 

Posteriormente los. valores' ajustados 

lines (edad .ok,"y. fi t .1) 

Se grafica las tasas en su escala original 

'1in.graph0 

plot (edad. ok,q.x) 
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Y su ajuste, aplicando In transformación Inversa a Jos v11Jo1·es ajustados 

lines(edad.ok,exp(y.fit.1)/(l+exp(y.fit.1))) 

Simula una muestra de la distribución predictiva de Y 
Para mallzar esta simulación es necesario una media y una varianza, para Ja 

rllslrlhuclón predicLlvn ele Y', la cual es una t-Stuclent. 
Se propone una media, ntlliznndo Jos estimadores ele Po y /J1• 

Media.pred.1_cbind(1,edad.ok)7.•7.Lin.norm.1$coef 

Se propone una matriz ele varianza. 

Var.pred.1_Lin.norm.1$scale•diag(87) + 

cbind(1,edad.ok)Y.•7.Lin.norm.1$var7.•Y.t(cbind(1,edad.ok)) 

Se simula una muestra ele tamaño 5000 de una distribución Gauslana para las 
tasas transformadas (Y's) mediante la función rmultnorm, con media .Medla.pred.1, 
y vnrhmza Vnr.pred.l. 

N_5000 

Lin.norm.pred.1_rmultnorm(N,Media.pred.1,Var.pred.1) 

Gráficas en la escala transformada 
Se construye una matriz de 87 x 3 

y.pred.quan.1_matrix(0,87,3) 

la cual será llenada ele Ja siguiente manera: para cada uno de los .87 renglones 

• la primera columna será llenada con los cuantlles de 0.025_ 

• la segunda columna será llenada con los cuantlles de. 0.5· 

la tercer columna será llenada con los cuantlles de 0.975 

for(i in 1:87) 

{y.pred.quan.1[1,]_c(quantile(Lin.norm.pred.1[,i],0.025), 

mean (Lin. norm. pred. H, i] ) .• 

quantile(Lin.n'orri;.pi;;~d..Ú,1];0.975))} 
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Sn grnficnn lns tasas trnnsformadas (Y's);_ llm_lt1indo el ·e.ie y> 

win. graph O. 

plot (edad. ok,y ,m,ylim=6(min(y, precl. qua'n;1L1)), 

~á.icy.;pr~d-;qiíali/Ú ,3)))) 
; ... ~~ ' '.' '~" ' i ', ,.,. . \. -". -

Se grallcnel a.JÚste con bllSe éri la lll.;,¡Ja~i ' 

lines (edad. ok,y .pred.quan.1 [;2], lt.y=l) 

Poslm'lormenlc se gmfica una banda con los cuáÍ1lllcs ele 0.975 y 0.025 

lines(edad.ok,y.pred.quan.1[,3],lty=2) 

lines(edad.ok,y.pred.quan.1[,1],l~y=2) 

Gráficas en la escala original , .. 
Mccllnntc la transformación inversa, se obllene los cÚantlles. 0.025, 0.5 y 0.975 

para hL~ LIL"as en su escala original " · · · 

q.1-exp(y .pred .quan .1[,1) )/ (l+exp(;::i::t:~d;~llan, 1 [;1]); 

q. 2_exp(y .pred .quan.1 [,2] )/ (Úexp(y.pr~d:q\lii.n, 1 [,2])) 

q.3_exp(y.pred.quan.1 [,3] >JÜ~~x¡,:(y~-p~ed%1.táh, 1L3J) > 
• _ \•,::J:'.-~:.)~:: ;';i.,';'' •:•,:,':- .~'r;' ,,: '• 

q. pred. quan .1_cbin~c\1''.'l¡j;7~~{ :.;~~~w~. : . _. _ 
Se construye la banda con_ basé en la mccllária; pero en esta ·oca81ón en la escala 

origina! ''i;'i ; ),i ?'E· ,;i;;¡,:,~.:_,';_,,··· . 

:::::;::~::: :;:f ::t:[~S{f.;~:{rgf L,:,:,i ''' 
lines (edad. ok;q;pr~d .qu.an .1 [,3] ,lty~2) 

lines (edad. ok,q<'pr~d:qu;¡,,·.'i[', ~j~~~y=2') 
-·- - ~ .,-- '-.- .- --- --; ,~ • o - ' -~ ·-·" - - -. • - ~ _-
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G1·áficas en la escala original 
Mediante la transformación inversa se obtiene una muestra ele tamáño 5000 

predictiva para las t.asn.~ (q's) 

q. norm.pred .1_exp(Lin. norm. pred .1)/Ú+exp.(Lin. no~m.pred .1)) 

Se construye una matriz ele 87 x 3 

q.quan.l_matrix(0,87,3) 

111 cu11l será llenada ele la siguiente manera: para cada uno dc·lo.~ 87 renglones 

• la primera columna será llenada con los cuantlles ele 0.025 

• la segunda columna será llenada con la media 

• la tercer columna será llenada con los cuantiles ele 0.975 

for(i in 1:87) 

{q. quan .1 [i,] _c(quantile(q.norm:pred.1 [;Ü'.0;02s), 

mean(q.norm;pi:ed; 1[,ÍJ):; -.-­

quantile (q. norm; pr~d h [, i] •.o·. 975))} 
' . ' ' . ·'.~ ;, . ,. ' 

Se construye una barida con los c~~ntlÍes 0.075 i 0:025 c'~n báso en la media 
'·t "!:·"! ,, .. ,~·~:\:><~~ ~ ;. -··--· '::•,-.;, 

win~graph() .\'y' - }~/. ¡._ 

plot (edad.ok,q .x;yÚm=c(O ;Diax(q;qii~·;·1 [,3]))) · 
" ·--:; ~- . ··.·;,,, ""·· :: ... ,,_:··--:..,' 

lines(edad.ok,q.quán; 1 [;3Lit·y~2); .:· 

lines(edad.ok;q.quan.1r:2] ;1t;y;;'l) \; _; 
lines (edad. ok,q~quan.1 [; 1];;tyL2); 

Calcula la curva de mortdúd~c:l ~~rrespondiente al cuantil p 
.Se propone el cuantil ele orden Ó.70. pa·ra hacer una comparación con la tabla 

actual 

p_0.70 
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tablas_functión(p) 

{ 

q.quan_rep(-99,87) 

APÉNDJCE B. PR.OGRAMAS 

for(i_in 1:87){q.quan[i]_quantile(q.norm.pred.1[,i],p)} 

Se realiza una comparación con la tabla actual 
Lec Jos datos de la Experiencia Mexicana 

exmex~read.table(''c:\\DatExMex.txt'',header=T). 

Asigna a la vmiable "estimaclon", Jos valores estimados utilizados por el sector 
1~•egurador 

estimacion_exmex[,3] 

Se omite la observación de edad Hl, pues no se presentaron siniestros 

estimacion ._ok\_estimaci.on [-5] ._. 

So graflca la compamclón 'entre Ja tabla actual y lli. tabla producida por este 
nnállsls . . .. · 

11in.graphO 

plot (edad; ok, q. x, ylim~c (O ,max (q. c¡uan))) 

lines(edad.ok,q.qu_~;lty~'1) 
lines(edad;ok,esti~aci~~.ok,l.ty=2) 

Se calcula el mlmero de muertos qu!l_ ~e esperaría con ~lcllantll de 0.70 

muertos.p_sum(q.quan•expuestos:ok) 

drop(muerto~.p) 

} 

tablas (p) 
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Se calcula el número agregado de muertos al final del periodo 
Se calcula una muestrn de' la dl~trlbuclón predictiva del mlmero agregado de 

siniestros. 

muertos.sam.1_q.norm.pred.1X•r.expuestos.ok 
. . . 

Realiza el histograma del número agregado de siniestros. 

win.graph() 

hist(muértos.:sarn.; 1,probability=T,xlab=' 'Muertos'') 
. . . 

Dibuja l_a densidad del mímero' agregado de siniestros. 

linea (densi ty(muertos. sam.1, from=19500, to=28500, wid_th=3000)) 

Se c~lcula el "valor en riesgo" correspondiente al cuanUI alfa = 0.975 

alfa = 0.975 

v ."r. l_quantile (muertos, sam.1 ·,alfa) 

ablin_e(v=v.r.1). 

Devuelve el valor del mlmero de muertos 

v:r.1 
. . : .. · ' . -.. 

Se compára e.1 valor an.tcrlor con el producido mediante el cuantll de 0.975 

tablas(0.70) 
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B.1.2. Análisis del modelo lineal: WinBUGS 

Análisis realizado con el programa WinBUGS 
Se deflne el modelo lineal desde el enfoque Bayesiano. 
Se delhw cada una ele las N observaciones, con distribución normal. 
Se propone el modelo /t; - a + {Jx; para ajustar los datos 
Asignamos cllstribuclmw.s Iniciales a los parámetros alpha, beta, y tau. 

Ajuste 

modal 

{ 

for (i in 1: N){ 

} 

yp [i] - dnorm (mu [i] , tau) ; 

mu [i] <- alpha + betao<x [i] ; 

expu[i] ~- ~x~~e~tos [i] : 
':.< :~:~:¡ 

alpha .- dnorm(0, 1.0E.;.3): 

beta - d~orm(0,1.0E-3)¡ 

tau -dgamma(l.OE-3,1.0E-3)¡ 

sigma2 <- 1/tau; 

l\lccllante observaciones simuladas de Y* a partir del modelo ajustado, se uti­
liza la función inversa para contar con una muestra de la distribución predictiva 
de las lf1sas observadas ele muerte q*. De esta manera, se calcula la dlstrlbucl6n 
del mlmero agregado de muertos 

} 

for (i in l:N){ 

} 

yp[i] - dnorm(mu[i] ,tau).: 

logit(qp[i]) <- yp[i)¡ 

muertos[i] <- qp[i]•expuestos[i]¡ 

mag <- sum(muertos[])¡ 
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Datos 
Se declara el n t'lmcro de dalos 

list (N=87) 

Su Inicializan los valore5 de los parámetros 

list(alpha=-B.717,beta=0.06692, tau=7.259) 

DIC 
Con el fin de comparar los modelos se calculó DIC (Criterio de infor­

rnnción de la Deviauza). El cual se define como 2 veces la esperanza de la 
clevianza menos la clevinnza evaluada en la esperanza de los parámetros. Para 
el cálculo ele la Dcvianza se realizo el siguiente procedimiento. 

Ajuste 

modal 

{ 

fer (i in 1:N){ 

} 

y[i] ~ dnorm(mu[i],tau); 

mu [i] .. <- alpha + beta•x [i]; 

basura [iJ. «e· expuestos [i] ; 

alpha ~ dnorm (-eª. 717·, 10000) ; 

beta~ dnorm(0.06692,10000); 

alf <- (7.259•.7.259)/1.0E-10; 

bet <- 7.259/1.0E-10; 

tau ~ dgamma(.alf, bet): 



[114 APÉNDICE B. PRDGR.AMAS 

C1ílculo de la dcvlanza evnluada en la mc(Ua de los parámetros . 

for (i in l:N){ 

} 

res[i] <- y[i] - m~;gorro[i]; 

sres [i] <'- res Ú] *sqrt (
0

t~U. go;ro) ; 

lik[i]' <- sqrt(tau::~orro J (2•3. l4159)) * 
exp(:..o ;5•pow(sr~s [i] ,2)); 

log.lik[i]; _<- · 1~g(lik[i]); 

deviánz~.e <- -2.0•sum(log;lik[]); 

C1\lculo directo de la dcvianza 13aycsiana . · 

} 

Datos 

for (i in l :N){ 

} 

res id [i] <- y [i] - mu [i] ; 

sresid [i] ·<'-.res id [Ú ~sqrÍi(tau): 
like[i] <- sqrtCtau)C2•3.1416g)) * · 

, exp(-0. 5•pow (sresid [i] , 2)) ; 

log. like [i] <- l~g'cii¡¡~ ÚJ> : 

devianze <- -2. o'•';.Úni(log.'Üke []); 

dico <- 2•de1danze .:;de~ianz~;é 

Se declara el número de datos, así corno lcis va!Orcs Iniciales para /1, y f 
list(N=B7, mu.gorro=c(:..7.9Í4, -7,;847, -:7 .. 7s; -7 .. 713; ..:.7.58, -7.513, 

-7 .446, -7 .379, -7 .312, -7 .245, -7 .178, -7; 111, -7 .044 •.. -6',977. -6.911, 
-6.844, -6. 777. -6.71, -6.643, -6.576, -6.509, -6,442, '.'6 .. 376, -6,308, 
-6 .241, -6.175. -6.108, -6.041, -5 .• 974; -6.907, -5;84, ·..,5,773·, -:6.'706, 
-5 .639. -5.572, -5.505, -5.439, -5.372, -6.305, -5.238,' .:..6.171, -5.104, 
-5 .037. -4.97, -4.903, -4.836, -4. 769; -4.703, -4.636, -4;569, :-4.502, 
-4.435, -4.368, -4.301, -4.234, -4.167. . ..:.4.1, ,· -4.034, -3.967. -3.9, 
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-3.833, -3.766, -3.699, "'.3.632, -:-3.565, .-;-3.498, -3.431, -3.364, -3.298, 
-3.231, -3.164, -3;097; -3:03, ~2.963, -2;896, -2 :829, :..2.762, -2.695, 
-2.628, -2.562, "'2.495, -2:428, .-2.361, -2.294, -2:221. -2.16, -2.093), 
tau.gorro=7.259) 

Se lnlcla.llzan los valores de los parámetros·, : 

list (alpha=-8. 717 ,beta=0.06692, tau=7. 259) 
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B.1.3. Análisis preliminar del modelo cuadrático 

Este progra1na fue realizado con el paquete estadístico S-Plus. 

Datos 
Lec los dalos de morl11lidad correspondlenles a la operación del Seguro de Vida 

dPI Scclor Asegurador en México para el periodo de 1982 a 1989, desde el archivo 
"Morl828!J.t.xl", y se asignan a la variable "Datos". 

Datos_matrix (sean ("e:\ \Mort8289. txt"), byrow=T ,ncol=3) 

Se ns1gnn a las variablP.s "edad" 1 '
1cxpuestos" y "n1ucrtos" sus correspondientes 

valores, obt.enldos anteriormente. 

edad_ Datos [, 1] 

expuestos_Datos[,2] 

muertos_Datos[,3] 

Debido 11 que en la celad IG no se presentan siniestros, para este análisis se 
omite ese valor. 

edad.ok_edad[-5] 

expuestos.ok_expuestos[-5] 

muertos.ok_muertos[-5] 

Se obtienen las tasas brutus l.e. Muertos/ Expuestos. 

q.x_muertos.ok/expuestos,ok 

Posteriormente, mediante la transformación logística (y = log~) se obtiene 
11n11 nueva Vlll'lable ele respuesta. 

y.m_log(q.x)-log(l-q.x) 
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Ajuste 
Con Ja ayuda ele la función glim, se a.fusta un modelo cuadrático generalizado 

vía rmíxima veroslmllitud. En este CllSO se hace una regresión normal, pues se 
tiene una distribución Gausslana y como función liga, Ja función Identidad (que 
por clefect.o toma Ju función gllm). 

De esl.n manera se nmliza el ajuste para los nuevos datos transformados (y.m). 

Lin.norm.2_glim(cbind(edad.ok, edad.ok-2),y.m) 

Se obtienen Jos valores ajustados mediante Ja matriz X/3, donde X es lama­
triz de variables independienlcs (edad) y f3 es el vector de parámetros estimados 
nntcriorn1cntc. 

y.fit.2_cbind(l,edad.ok,edad.ok-2)'l.•'l.Lin.norm.2$coef 

Gráficas 
Se graílcun las proporciones transformad!IS 

win.graph() plot(edad.ok,y.m) 

Posteriormente Jos valorns ajustados 

lines(edad.ok,y.fit.2) 

Se graílcu ]115 tasas en su escala original 

win.graph() 

plot(edad.ok,q.x) 

Y su ajuste, aplicando Ja transformación Inversa a los valores ajustados 

lines(edad.ok,exp(y.fit.2)/(l+exp(y.fit.2))) 

Simula una muestra de la distribución predictiva de Y 
Para realizar esta simulación es necesario una media y una varianza, para la 

distribución predictiva de Y', Ju cual es una t-Student. 
Se propone una media, utilizando los estimadores de /Jo y /31. 

Media.pred.2_cbind(l,edad.ok,edad.ok-2) 'l.•'l. Lin.norm.2$coef 
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Se propone una matriz de varianza. 

Var.pred.2_Lin.norm.2$scale•diag(87),+ 

cbind(l,edad.ok,edad.ok-2) %•% 
Lin.norm.2$var X•Y. 
t (cbind (1,edad.ok, edad·:·ok"2)) 

Se simula una muestra de tamaño 5000 de una dist~ibúclón Gau~Íana para los 
t.nsas transformadas (Y's) mediante la función rmultnorm, con média Media.precl.2, 
y varianza Var.precl.2. · 

N_5000 

Lin.norm.pred.2_rmultnorm(N,Media.pred.2,Var.pred.2) 

Gráficas en la escala transformada 
Se construye una matriz de 87 x 3 

y.pred.quant.2_matrix(0,87,3) 

la cual será llenada de la siguiente manera: para cada uno de los 87 renglones 

• la primera columna será llenada con los cuantiles de 0.025 

• In segunda columna será llenada con los cuantiles de 0.5 

• la tercer columna será llenada con los cuantiles de 0.975 · 

11in.graph() 

plot (edad. ok,y .m,ylim•c(mi~(y :¡,r~d~'qúant ;2[,1]), 

· ,;,ai(y'~j,~ed'.~u~~ .2 [,3J >> > 
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Se gmfica el ajuste con base en la mediana 

linea (edad. ok,y .pred .quant. 2 [,2] ,lty=l) 

Posteriormente se grafica una banda con los cuantlles de 0.975 y 0.025 

lines(edad.ok,y.pred.quant.2[,1],lty=2) 

lines(edad.ok,y.pred.quant.2[,3],lty=2) 
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Gráficas en la escala original . ·,, . , .; ' :. : 
Mediante la transformación Inversa, se obtiene Jos ctiantlles 0.025, 0.5 'y 0.975 

para las tusas en su esenia original , , ' , 

q. Lexp(y .pred.quant. 2 [, 1]) / (l+exp(y .pred~qúarit.2 [,1])) 

q. 2_exp(y .pred.quant. 2 [ ,2] )/ o+exp(y .~;'.;:a:;~ii~~;2 (;2J)) 
q. 3_exp (y. pred .quant. 2 [ ,3]) / (l+exp(y';pr~d·:~~;,n:¿: 2 [:3])) 

:-:'-" '",¿ . .. ~·.:~:> ',;:\.' 

Pnm comodidad se construye una matriz' con estoo cuanÚlcs. :'.· · 
,; / .. <· - ., -:>~ .' .. ·· ·.,"·. 

q. pred.quant .2_cbind(q. l¡q;2 .é~~\r'~O:ib· .;y;, \;;, ;, · 
orig~:i1~onsLruye la bl\n,chi ccm b,115i{e.·n ~~,Ír~}~~~-•.·.:~;J,~'~~~~~~·~~aslÓn~?'I~ ·escala 

;-!--,.., .. '·. •,;.-: 

vin.graphO ' c>.,_,'._>,l);>• ¡. -~-:. :<t~'-:.:;<~~:-.:·_ 

plot(edad. ok;q.x ,yÜm=c(~,m;Jc(q:pre<i.qii;.ü~::!c,sJ))). 

lines(edad.ok,q.pred:qu~t.2[.,2] ;1ti~1) . 

lines (edad. ok,q.pred.quant. 2[,1] ,lty=2) 

lines (edad. ok,q.pred.quant. 2 [ ,3] ,lty=2) 

Gráficas en .la escala original · : .. · , . . . >:, . 
Mediante la transformación Inversa se obtiene una muestra cié tamaño 5000 

predictiva para las tasas (q's) 

q. norm. pred. 2_exp (Lin. norm, pred. 2) / (l+~xp (Lin.norm.pred. 2)) 

Se construye una matriz de 87 x 3 

q.quant.2_matrix(0,87,3) 
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111 cual senl llenada de la siguiente manera: para cada uno do los 87. renglones 

• la primera columna será llenada con los cuantlles ele 0.025. 

• la segunda columna será llenada con la media 

• la tercer columna será llenada con los cuanUles de 0.975. 

for(i in 1:87) 

{q.quant.2 [i ,)_c(quantile(q.norm.pred.2Li] ,0.025);., 

mean (q.norm.pred .2 [, i]), . 

quantile(q.norm.pred.2[; i] ;0.975))} 

Se construye una banda cori los cuan¡IÍes
0

(J:g;5·;0.025 con bas~ en Ja 
media . ' - · .. · ; /,<;·:r"'' ':·· '.· .... · 
win.graph() <: :· · 

•:; 

plot (edad. ok,q.~'.yii;;;":"~éo .~~(q.:qu~t .2[~a]))) 
;· e :"'..;\ ···"· 

lines(edad.ok;q'.q~aÜt..2Cl2J)ity'~1) ' · 

lines (edad; ok;q; quant:2c;ú ;ity;;.2> 

lines (edad~ ok~q.qu~n~: 2 cj~j ~l~y=2)' 
Calcula la cur~a d~·~~rt~lidad corresp~ndiente al cuantil p 
Se propone el cuanLIJ ele.Orden O. 70 para hacer una comparación con Ja tabla 

11ctu11l ·' · · · · · · · 

p_0.70 

tablas_functi~n(p) 

{ 

q.quan2_rep(~99,87) 

·for(i in 1:87){q.quan2[i]_quantile(q.norm.pred.2[,i],p)} 
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Se i·ealiza una comparación con la tabla actual 
Lec los datos de la Experiencia Mexicana 

exmex_read.table("c:\\DatExMex.txt",header=T) 

Asigna a la variable "cstimacion", los valores estimados utilizados por el sector 
asegurador 

estimacion_exmex[,3] 

Se> omite la observación de edad 16, pues no se presentaron siniestros 

estimacion.ok_estimacion[-5] 

Se grnfica la comparnción entre In tabla actual y la tabla producida por este 
atullisis 

win.graphO 

plot(edad.ok,q.x,ylim=c(O,max(q.quan2))) 

lines(edad.ok,q.quan2,lty=1) 

lines(edad.ok,estimacion.ok,lty=3) 

muertos2.p_sum(q.quan2•expuestos.ok) 

drop(muertos2.p) 
} 

tablas(p) 

Se calcula el número agregado de muertos al final del periodo 
Se calcula una muestra de la distribución predictiva del mlmero agregado de 

siniestros. 

muertos.sample.2_q.norm.pred.2%•Y.expuestos.ok 

Realiza el histograma del número agregado de siniestros. 

win.graph() 

hist (muertos. sample. 2 ,probabili ty=T, xlab=".Muertos") 

Dibuja la densidad del número agregado de siniestros. 

lines(density(muertos.sample.2,from=i95~0;to=~2000,width=3000)) 
Se calcula el "valor en riesgo" correspondiente ni. ~uanÚI ~lf~ = 0.975. 

alfa_0.975 

v .r. l_quantile (muertos. sample. 2 ,'alfa) 

ali ne (v=v. r .1) 

v.r.1 
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B.1.4. Análisis del modelo cuadrático: WinBUGS 

Análisis realizado con el programa WinBUGS 
Se define el modelo cuaclr1ítlco desde el enfoque Bayeslano. 
Se define cada una ele las N observaciones, con distribución normal. 
So propone el modelo ¡1; ~a+ {3x; + W3!~ para ajustar los elatos 
Asignamos dlst1·ibuclones Iniciales a los panlrnetros alpha, beLti, y tau. 

Ajuste 

modal 

{ 

for(i in 1: N){ 

y[i]-dnorm(mu[i],tau); 

} 

mu[i]<-alpha + betá•x[i] + omega•x[i]•x[i] 

basura[i] <- expuestos[i] 

alpha-dnorm(0,1.0E-3); 

beta-dnorm(0,1.0E-3); 

omega-dnorm(0,1.0E-3); 

tau-dgamma(l.OE-3,1.0E-3); 

sigma2<-1/tau; 

lVlediante observaciones simuladas de Y* a parLlr del modelo ajustado, se utiliza 
la función inversa para contar con una muestra de Ja distribución predictiva de las 
tasas observadas de muerte q*. Y con ello se calcula la distribución del n(1mero 
agregado ele muerLos 

} 

for (i in l:N) { 

yp2[i]-dnorm(mu[i] ,tau); 

logit(qp2[i])<~yp2[i]; 

muertos2 [i] <-qp2 [i] •expuestos [i] 

} 

mag2<-sum(muertos2[]) 
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Datos 
Se declara el número de datos 

li~t(N=87) 

Se Inicializan los valores de los parámetros 

list (alpha=-9.120451,beta= O .08510127, omega=-0 .0001628853, 

tau= 7.675863630607, yp2=c(-8.122691, -8.041662, -7.960958, 

-7.880581, -7.720803, -7.641403, -7.562328, -7.483579, 

-7.405156, -7.327059, -7.249288, -7.171842, -7.094722, 

-7.017928, -6.941460, -6.865317, -6.789500, -6.714009, 

-6.638844, -6.564004, -6.489491, -6.415303, -6.341441, 

-6.267904, -6.194694, -6.121809, -6.049250, -5.977016, 

-5.905109, -5.833527, -5.762271, -5.691341, -5.620736; 

-5.550457. -5.480505, -5.410877, -5.341576·, -5.272600, 

-5.203950, -5.135626, -5.06762s", -4.99.9956·, -4.932609, 

-4. 865588. -4. 798893. -4. 732523. -4. 6664 79 ;· -4. 600761 • 

-4.535369, -4.470303, -4Ao5562:· -'4.34Í147·,- -4:211060, 

-4.213295, -4.149858, .,4 .086746, '-<Lo2396o~ -'-S.961500; 

-3.899365, -3.837557, -3.776074, -3•714916; -3.654085, 

-3. 593580, -3. 533400, ~3.473546, -3:414017 i:..3;354Bl5, 

-3.295938, -3.237387. -3.17~162, .:3.121263';' .:.3·:063689, 

-3.006441, -2.949519, :-2;092923, -2·:03°6652,· .:2. 700101, 

-2. 725088, -2. 669795, -2 .614827, ·.:.2;650106, -2.505870, 

-2.451880, -2.398215, -'2.344877, -2::291864)) 
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DIC 
Con d fin de compnl'llr los modelos se calculó DJC (Criterio de .Información de 

In Dcvlanzn). El cual se define como 2 veces la espel'llnza de la devlanza menos In 
dnvianza evaluada en la esperanza de los parámetros. Pal'll l!I cáli:uki de la Devlanza 
se realizo d siguiente procedimiento. 

Ajuste 

model 

{ 

for (i in l:N){ 

} 

y[i) - dnorm(mu[i] ,tau); 

mu [i] <-alpha +. betMx.[~] + · omega•x [i] *X [i] 

basura [i] <- expu_e,st_os [i] ; 

alpha ~ dnorm(-:8. 717 ;10000); 

beta~ dnorm(0.0669'2, 1000¿);. 

alf <- Ó.2S9~~:259)t1~0E ... lO; 
·,, - - -_. ;_:. ·:·;-

bet <- 7 .259/1 ;OE~lO;_\ :.· 

tau - dgamma(alf, bet)_; · ... ;.,· .• "'" 

Cálculo de la clevlanza cvalunda;·cn .. I~ !Í1&!1a·de los parámetros 
-... 

for (i in UN){ ; ,· I<<).;· ··. 
res [i] <- ~[i].,- .~':1·g<>,J:r~ [i]; 

} 

sres [i] :.:::.' ¡;e~ [Ú *'áq~~ (tati :go~ro) ; 
likÜJ. <~:~qi~<~~J;:g¿~:r~/ é:ú3.l4159» * 

-~~p(-o.s::p~~(sr~s,[i] ,2)); 

log.lik[i] <- log(lik[i]); 

devianze.e <- -2.0•sum(log.lik[]); 
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Cillculo cllrecto,.cle lu clovhmzu B11yesl11na 

J 

for (i in l:N) { 

} 

resid(i] <- y[i] - mu[i]; 

sresid(i] <- resid(i]•sqrt(tau); 

like[i] <- sqrt(tau / (2•3.14159)) * 
exp(-:o'.5•poY(~re~id[i] ,2)); 

log. like [i] <:- log(like [i]); 

devianze <- -2. O•sum (log. like []) ; 

dico<- 2•devianze - devianze. 

~~. . ' . 
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Se declara el número de datos, así como Jos valores Iniciales para µ,;y f 

list (N=87;mu.gorro=c (-8 .117, -8.037, -7. 956,-7 .876 ,-7~ 7i7 ,-7 .638, 
-7.559, -7 .481, -7.402, -7.325, -7.247,· -7.17, -7.093; -7.016, 
.:.6.94, -6.864. -6.789, -6.713, -6.638, -6.564¡ -6.489, -6.415, 
-6.342, -6.268, -6.195, -6.123, -6.05, ..:5.978, :...5;905, -5.835, 
-5.764, -5.693, -5.622, -5.552, -5.482, -5.413, -5.344, -5.275, 
-5.206, -5.138, -5.07, -5.002, -4.935, -4.868, -4.802, -4.735, 
-4.669, -4.604. -4.538, -4.473, -4.408, -4;344, -4.28, -4.216. 
-4.153, -4.09, -4.027, -3.964, -3.902, -3.84, -3.779, -3. 718, 
-3.657, -3.596. -3.536, -3.476, -3.416, -3.357, -3.298, -3.239. 
-3.181, -3.123, -3.065, -3.008, -2.951, -2.894, -2.838, -2. 782, 
-2.726, -2.67, -2.615' -2.561, -2.506, -2.452, -2.398, -2.344, 
-2.291),tau.gorro=7.668) 

--~------------
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B.2. Modelos lineales generalizados 

B.2.1. Análisis preliminar del modelo lineal 

Realizado con el paquete estadístico S-Plus. 
Análisis preliminar basado en una aproximación normal asintótica a In distri-

bución final de los parámetros. 
Suponernos que para cada celad X¡, /l; ~Binomial(q, n). 
Datos 
Lec los elatos desde el archivo "Mort8289.txt" 1 y los asigna a Ja variable "Da­

tosº. 

datos_matrix(scan(''c:\\Mort8289.txt••),byrow=T,ncol=3) 

Se asigna 11 las variables "edad", "expuestos" y "muertos" sus correspondientes 
valores, leídos anteriormente. · 

edad_ datos [, l] 

expuestos_datos [, 2) 

muertos_datos [ ,3) 

Ajuste 
La función glim, ajusta un modelo lineal generalizado vía máxima .verosimi­

litud. En este caso con un modelo binomial dada la naturaleza· de los datos, la 
correspondiente liga loglt y como escala se utiliza la devlanza. 

Ajustel_glim(edad ,muertos, expuestos ,error='' binomial·'' .i 
.. -,.-

1 ink=' 'logi t • 1 , scale=' 'deviancé' ') 

Se asigna a las variables "Coef.ajust", "Varianza", los cóeflclen.tcs ajustados y 
la matriz de covnrianza rcspcctlvamenlc. 

Coef.ajust_Ajustel$coef 

Varianza_Ajustel$var 

Se simula una muestra de tamaño 5000 de una distribución Gauslana mediante -
la función rmulnorm, con media Coef.ajust Y. varianza Varianza . 
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N_sooo. 

muestr·~·. coer~:i:'mu1 tnárm (N ,Coef. ajust, Varianza) 

Se obtiene una muestra de las tasas transformadas Y's 

muestra. l~git; q_muestra. coef%•%t (cbind(l ,edad)) 

Mediante la función Inversa se obtiene una muestra ele las tasas de mortalidad 

muestra. q_exp.Cmuestra.logit. q)/ (l+exp(muestra. logit. q)) 

Se construyen dos matrices de 5000 x 88 y otra de 88 x 4. 

q.pred:.matri.x (O ,N ,SS) 

m.pred\_matrix(O,N,SS) .. 
q.quantil_matrix(o·,ss,4) ·. 

Se obtiene una muestra predlcti\'.a d~ los n1uerlos y ele las .lasas 

for(i in 1 :88) 

{m. pred [, i] ~rbinom (r~~Cl;~; ~ r'~p(expuesto~[i] , N) ,muestra. q [, i]) 
.• ·q;p~ed [; i].;.m.preél [;!]/expuestos [i]} 

for(i in 1 :88) 
,. .. ·._~;L:,-'-;::·;·:,:·_'.''.~;~~:,···,.~ .... -~--~ .. . :,.·.. ,. 

{q. quantn Ci .Úcc<}G.;.,;~'~1~;c'q .f;r~C![~ÍJ ~º. 025) ;•• 

: ;;;edi.a.ll cq'; p~ed e. ú > ; 
qi.taiítile(q.pred[,iJ ,o .975). 

mean(q.precl[,i]))} . 
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Gráficas 
Se construye una banda predictiva del 95% de confianza, basándose en la 

lll<'<llana 

win.grapb() _ 

q. x_ (muertos/ex~ues~os)-
plot (edad ,c(x-;yÚID;;;~(O, O .2)) 

linesCedlld,q'.q~a.Jlt4[,2] ,Úy=1) 

lines (ed~á';<I~quantiÚ, 1J , 1 ty=2) 

iin¿s(ed~d ;~, q¿.:.Utn [ ,S];l ty,;.2) 

Se conLrnyé una banda predictiva del 95 % de confianza, basándose en la media 

win.grapb() 

q.x_(muertos/expuestos) 

plot(edad,q.x,ylim=é(o;o.2)) 

lines(edad,q.quantil[,4],lty=1) 

lines (edad,q .quantil [, 1] ,l ty=2) 

lines(edad ,q.quantil [ ;3] ;1 ty=2) 

Calcula la curva.de mort~lidad:correspondiente _al cuantil p 

p_0.80 

tablas1-functioi. Cp)' 

{ 

q.quant_rep(~99,88) 

for(i in 1:88){q.quant[i]_quantile(q.pred[,i],p)} 

Se realiza una comparación de la tabla actual 
Lee los datos de la Experiencia Mexicana 

exmex_read.table(''c:\\DatExMex.txt'',header=T) 
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Asigna a la variable cstlmacion¡ lo~. valores estimados .utilizados por el sector 
>L•egurador · . ' · · ·:'·<. :;'). :· /; .. · , '· · 0:: • 

estimacion~e~mex (,7J. 

Se graflca la comparación entfé l~ tabla a~tual'y la tabla producida por este 
1111álisls :; ~· : <i:> "· i··· :'''" ·• : ·:.··' .'· · · 

:., .. ;·, ·~ ; !. :,··· ·, . ' 

} 

win. graph () ;:;1'.•:·. 
plot(edad;q;x,yulD=c(O,max(q:quant))) 

linea( edad iq. quant'/1 t/=1) · 

1 in es ( ed"'.d• ~stima~~,;n;~~Y,=3) 
muertos.p_sum(q.quant*~xpuestos) 

drop (muertos·. p) 

tablas! (p) 

Número agregado de muertos al final del periodo 
Se calcula una muestra de ia distribución predictiva del ntlmero agregado de 

siniestros. 

muertos. agre .1_sumc(t(m.pred)) 

Renllw el hlstogranm deinúmero a~regado de siniestros : 

win.graph() 

hist(muertos '. agre: 1',probability~T ,x.1.ab=' ~Muertos••) 

Dibuja la dénsldacÍ_délntÍmero ~grégaclo dé:s1íi1e8tros·.·.· 

lines (densi ty (mu'~rtos ;.;.gre .1, from.;22000, to=2sooo, ~idth=1000)) 
... :..~.; 

Calcula el "Valor ?n. riesgo" correspondiente al cmmtU alfa = 0.975 

alfa_0.975 

v. r. 1_~u~tÜ~ (mu~rtos. agre. 1, alfa) 

abline (v=;,. r·.· 1) 

v.r.1 

----------



HiO APÉNDICE B. PROGRAMAS 

B.2.2. Análisis del modelo lineal: WinBUGS 

Análisis realizado con el programa WinBUGS 
Modelo logfstico lineal con errores beta-binomiales, con parámetro de disper­

sión común. 
Pam !!si.e 111uílisls se omiten las observaciones que parecen ser ontliers 
Se define el modelo lineal desde el enfoque Bayeslano. Con el fin de reducir Ja 

mrrelaclón entre los panímetros del modelo bajo la distribución final se utilizó un 
modelo equivalente 

Se propone el modelo In ( ~) =o+ ¡11 (x - x) para ajustar Jos datos, donde 
n = /10 +fJ,x. 

Asignarnos distribuciones iniciales a los parámetros alpha, beta, y tau. 

Ajuste 

model 

{ 

} 

for (i in 1 :N){ 

} 

r[i] ·~ dbin(theta[i] ,n[i]); 

theta[i] ....; dbe~llca[iJ ib[i]); 

a [i] <- lam•p [i] ; · 
. ' . ' -,-., 

b[i] <- lam•(LO-p[i]); 

logit(p[iJ)'<-'aiplici :+:'beta• (x[i] - xbar); 

alpha <-· alphO. + • beta•xbar; 

alphO. ~ cinormS9. ;¡:pE~3); < 
beta ~clnórm(o,i~OE:,.iÍ); 

iam ~ d~~úco·:1 ;10, :· 
for (k.fo l:N) '{ :. 

} 

ee[k] ··~.···. dtóin(theta[k] ,n[k]) 

rp[k]. <- ee[k]/n[k] 

magre<-swit(ee[ ]); 
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Datos. 

Se declara el n'llmero de datos, as( como x 

list(N = 84,xbar=55,5) 

Se Inicializan los valores de los parámetros 

list(alphO= -4.92, beta=0.073, lam=5.0, theta= c(0.0002856735, 
0.0001789122, 0.0003829584, 0.00040295, 0.0004347286, o. 0004880165. 
0.0007350059, 0.0005561514, o. 0006894691 • 0.0005359908, 0.0004962380, 
0.0008041817, o. 0008664236 • o. 0007299566 • 0.0011047322, o. 0009868510. 
o. 0011565571, 0,0012151225, o. 0011930492. 0.0011438246, 0.0012503106, 
0.0012515842, o .0013283975. o .0013979676. o .0015032118. o. o'o 17696499, 
0.0018409897, o. 002229207 4. 0.0020323844, 0.0024076667, o. 0028437944. 
0.0033454939, 0.0033922042, o .0038005014. o. 0041133244. 0.0044383942, 
0.0045180606, 0.0047827752, 0.0058925477, 0.0054506184, 0.0073675101, 
0.0077585665, o. 0077744577. 0.0078639973, o. 0091735355. o. 0101058252. 
0.0111321844, 0.0125621974, o . o 117029963. o. 0116954214. 0.0153137450, 
0.0134713556, o. 0155697971 • 0.0179283826, o. 0165368612. 0.0181776213, 
0.0215356418, 0.0200448658, o. 0215867676. o. 0238795004. o . 0282019955. 
0.0259369287, 0.0242205617, o. 0245231608. 0.0303504380, 0.0325367647, 
o. 0266918873 • 0.0387307513, 0.0297446696, 0.0335195531, 0,0421174652, 
o. 0569550931 • 0.0477419355, 0.0661417323, 0.0517799353, 0.0379464286, 
o. 0445103858. o. 0721649485 • 0.0806451613, 0.0625000000, o. 0495049505. 
o. 1500000000. 0.0468750000, o. 1428571429)) 
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Análisis preliminar del modelo_ cl.laclráúdo • -

Realizado con el paquete estadístico S-Plus.: •,_,; __ •• _, ._ 
Análisis preliminar basado en una aproximación norinal a8intóÚca a la distri-

bución final de los parámetros. _ _ _. _ ., 
Suponemos que para cada edad x 1, µ 1 ~Binomial(q,n).- _-_·_·• 
Datos ·,,-, 
LL>c los datos desde el archivo "Mort8289.txt"; y los 1í~ig~a ~ ii vadable "Da-

los". ,;'·"·"': •, 
,::.· ... , .. i'-'· .. '':'·'' .. 

datos_matrix (scan("c: \ \Mort8289. txt"); l:>yr~~=T ;~~oi,,.í!)' 

Se asigna a las variables "edad", "expuest~s''. y. "muerto~'; s11~corr~spondientes 
valores, leídos anteriormente. · · 

edad_ datos[, 1] 

expuestos_datos[,2] 

muertos_datos[,3] 

Ajuste 
La función glim, ajusta un modelo lineal generalizado vía máxima verosimi­

litud. En este caso con un modelo binomial dada la naturaleza de los datos, la 
corrnsponcliente liga logit y como escala se utiliza la devianza. 

Ajuste2_glim(cbind(edad,edad"2),muertos,expuestos, 

error="binomial",link="logit",scale="deviance") 

Se asigna a las variables "Coef.ajust2", "Varianza2", los coeficientes a.Justados 
y la matriz de covarlanza respectivamente. 

Coef. ajust2_Ajuste2$coef 

Varianza2_Ajuste2$var 

Se simula una muestra de tamaño 5000 de una distribución Gauslana mediante 
la función rmulnorm, con media Cocf.ajust2 y varianza Varianza2 . 

N_SOOO 

muestra.coef2_rmultnorm(N,Coef.ajust2,Varianza2) 
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Se ohl.lene una· muestra de las tasas transformadns Y's 

muestra.logit.q2.:muestra.coef27.•7.t(cbind(l,edad,edad"2)) 

Mediante la función inversa se obtiene unn mtiestr!':.de .las tasns de mortalidad 

muestr~. q2_exp (muestra. logi t. q2)/ ( 1+·exp(muestra. logi t ~ q2)) 

Se construyen dos inatrlces de 5000 x' 88 y otra de B8 X 4. 

q. pr.ed2_matrix(O, N ,88) 

m.pred2.matrix(O,N,88) 

q.quantil2_matrix(0,88,4) 

Se obtiene una muestra predictiva de .los muertos y de las tasas 

for(i in 1:88){ 

m .pred2 [, iLrbi;,om(rep(1,N) ,rep(~xpuestos [i) ,N) ,muestra. q2 [,1]) 
q.pred2[,i]_m.pred2[,i]/expuéstos[i]} 

for(i in 1:88) 

{q.quantil2[i,]_c(quantile(q.pred2[,i],0.025), 

median (q. pred2 [, i]) , 

quantile(q.pred2[,i],0.975), 

mean(q.pred2[,i)))} 

q.x_(muertos/expuestos) 

Gráficas 

Se construye una banda predictiva del 95 % de confianza, basándose en In 
mediana 

win.graph() 

plot(edad,q.x,ylim=c(0,0.2)) 

lines(edad,q.quantil2[,2],lty=1) 

lines(edad,q.quantil2[,1),lty=2) 

lines(edad,q.quantil2[,3),lty=2) 
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win.graph() 

plot (edad,q; x ,ylim=ci(o ,'o. 2)) · 

lines(edad,q;quanti12L4] ,lty=l)° 

lines (ecÍ~d ,q. qu;.nctú2[, lj. lty=~) 
lines (edad, q ;qu.U.ti12[,3] ; lty=2) 

.. - : ',.,. . .--_,:, '·¡--·:-~; .~:-.· '-.. ,. . . . '· : , 
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Calcula laé:~r~ de .Il1ortalidad correspondiente al cuantil p 

p_o;so· 

tablas2_function(p) 

{ 

q.quant_rep(-99,88) 

for(i in 1:88){q.quant[i]_quantile(q.pr~d2[,i],p)} 

Se realiza una compnrnci6n de In tabla actual 

Lt>e los datos de la Experiencia Mexicana 

exmex_read. table ("e:\ \DatExMex. txt" ,headersT) 

Asl¡>;na a la variable "estlmacion", los valores estlmáclos utlllzados por 
el s1!Clor asegurador 

estimacion_exmex[,3] 

Se graflca la comparación entre In labia actual y la labia producida 
por este análisis 

win. graph () 

plot (edad, q. x, ylimmc (O ,max.Cq .quant))) 

lines (edad ,q.quant, ltY".1) 

lines(edad,estimacion,lty~3) 

Detalle para las edades de 10 a 60 años 
,. '·' .. ,. 

exmex_read; t·able (';e:.\ \DatExM~x; txt" ,header=T) 

estimacion_~xmex [·, 3]. 

win.graph() 

plot(edad ,q.x ,xlim=C: (5 ,65) ,ylim=c(O ,o. 05)) 
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linea (edad; q. qú.,;,t, 1 ty•Í> 

· un~s (edad, estimac~on ,~ty;-3) 
muertos.p_sum(q.qúant•expuesto~) 

drop(muertos.p) 

} 

tab1as2(p) 

Número ngregndo de muertos ni finnl del periodo 

Hl5 

Se calcula una muestra de la dlstrib.uclón predictiva del mlmero agregado de 
siniestros. 

muertos.agre.2_sumc(t(m.pred)) 

Realiza el histograma del número agregado de siniestros 
win.graph() 

hist (muertos. agre. 2, probabili ty=T, xlab="Muertos") 

Dibuja In densidad del número 11gregado de siniestros 

lines(density(muertos.agre.2,from=23500,to=24500,width=300)) 

Calcula el "valor en riesgo" correspondiente al cunntll alfa = 0.975 
alfa_0.975 

v.r.2_quantile(muertos.agre.2,a1fa) 

abline (v=v. r. 2) 

v.r.2 
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B.2.4. Análisis del modelo cuadrático: WiriBUGS 

Análisis realizado con el programa WinBUGS 
Modelo log(stlco cuadnítlco con errores betn-binomlales, con parámetro ele dis-

persión cotntín. 
Para este análisis también se omiten las observaciones que parecen ser outliers 
Se define el modelo cuadrático desde el enfoque Bayeslano. 
Asignamos distribuciones Iniciales 11 los parámetros alpha, beta, omega y tau. 

Ajuste 

model 

{ 

} 

for (i in l:N){ 

} 

r[i] ,.., dbin(theta[i] ,n[i]); 

theta[i] ,.., dbeta(a[i] ,b[i]); 

a [i] <- lam•p [i] ; 

b[i] <- lam•(l.O-p[i]); . . 
logi t (p[i]): <..; · alpha + beta * x [i] * x [i] ; 

alpha,.., d~orm(O, i .OE-;3) i 
beta,.., dnorm(ií, i :oE:::.3); 

omega;.., dno;m(O: ~.oE..:3); . 
' . ·: . 

lam,.., dunifco;1 •. 10); 

for (k in l:N) { ,· 

} 

~e[k] ,.., dbln(theta[k] ,n[k]) 

rp[k] <;: ee[k]/n[k] 

magre<-suin (ee [ ] ) ; 
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Datos· · 
. : ':J . . . '.· ~ . , 

Se declara el• m1mcro dé datos 

list(N ='. 84) 

Se i ~l~lalizan l'os valores de los parámetros 

list (alpha~-lÓ. 05, beta=O .114 7, omega=-3. 727E-4, lam=5.0, 

theta=c(0.0002856735, 0.0001789122, 0.0003829584, 0.00040295, 0.0004347286, 

0.0004880165, 0.0007350059, 0.0005561514, o. 0006894691 • 0.0005359908, 

o. 0004962380. o. 0008041817. 0.0008664236, 0.0007299566, o. 0011047322. 

o. 0009868510. o. 0011565571. 0.0012151225, 0.0011930492, 0.0011438246, 

0.0012503106, 0.0012515842, 0.0013283975, 0.0013979676, 0.0015032118, 

o. 0017696499. o. 0018409897. 0.0022292074, 0.0020323844, 0.0024076667, 

o .0028437944. 0.0033454939, 0.0033922042, 0.0038005014, 0.0041133244, 

o. 0044383942. o. 0045180606. 0.0047827752, 0.0058925477, o .0054506184. 

o. 0073675101, o. 0077585665. 0.0077744577, 0.0078639973, 0.0091735355, 

o. 0101058252, 0.0111321844, 0.0125621974, o. 0117029963. 0.0116954214, 

o. 0153137450. 0.0134713556, 0.0155697971, o. 0179283826. 0.0165368612, 

0.0181776213, 0.0215356418, 0.0200448658, o. 0215867676. 0.0238795004, 

o . 0282019955. o. 0259369287. 0.0242205617, o. 0245231608. 0.0303504380, 

o. 0325367647. 0.0266918873, 0.0387307513, 0.0297446696, 0.0335195531, 

0.0421174652, o. 0569550931. 0.0477419355, o .0661417323. 0.0517799353, 

o. 0379464286. 0.0445103858, 0.0721649485, 0.0806451613, 0.0625000000, 

o. 0495049505. o. 1500000000. 0.0468750000, 0.1428571429)) 
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Software 

• BUGS (Bayesian lnfcrence Using Gibbs Sampling) 

Disponible en 
http://www.1nrc-bsu.cam.ac.uk/bugs/ 

• S-PLUS 

Disponible en 
http://insightful.com/ 
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