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Prefacio

La graduacién y sobre-estimacion de tasas de mortalidad juegan un papel
importante en la actuarfa. Los métodos actuariales tradicionales tratan cada
uno de estos aspectos separadamente y por lo general ignoran su naturaleza
estadistica.

lEn este trabajo se propone un método estadistico Bayesiano que toma en
cuenta, de manera simultdnea, los dos aspectos antes mencionados. El enfo-
que empleado permite ademds seleccionar una tabla de mortalidad modifica-
da con base en criterios naturales y bien definidos. Concretamente, se ilustra
cl uso de téenicas estadisticas en la construccién de tablas de mortalidad para
seguros e vida. Con este fin, en el Capitulo 2 discutimos primero la esti-
macién de las tasas de mortalidad individuales, que son la materia prima de
cnalquier método de graduacién. También se hace referencia a la Estadfstica
Bayesiana y a algunos métodos computacionales como el muestreo de Gibbs,
los cuales s¢ basan en sinmlaciones y nos permiten hacer inferencias de una
manera relativamente sencilla, Por otra parte, se da una breve descripcién
del andlisis de regresion lineal y de los modelos lineales generalizados, con
énfasis en el modelo logistico.

En el Capitulo 3 damos una descripcién de los datos de mortalidad co-
rrespondientes a la Experiencia Mexicana de 1982 a 1989 y describimos con
detalle la metodologin propuesta. La idea fundamental es que tanto la gra-
duacién de tablas de mortalidad como la construccién de las correspondientes
tablas maodificadas son problemas de prediccién. Por lo tanto, el primer obje-
tivo del andlisis debe ser la obtencion de la distribucion predictiva de la tasa
de mortalidad futura para cada edad.

Para cfectos de este trabajo, suponemos que el interés principal radica en
una adecuada prediccién del mimero agregado de reclamaciones (muertes)
con el fin de garantizar que la probabilidad de que dicho nimero exceda un




Ifinite determinado! en el futuro sea pequeiia. Una vez establecido un valor
en riesgo adecuado, ¢l método aquf propuesto permite determinar una tabla
modificada cligiendo, para cada edad, el cuantil de la distribucién predictiva
e las tasas de mortalidad que, en conjunto con la estructura de los expucstos,
produce €} valor en riesgo elegido para el mimero agregado de reclamaciones.
Por otro lado, es posible construir una tabla graduada con base en la mediana
de la distribucién predictiva de la tasa de mortalidad futuras para cada edad.

El objetivo principal de este trabajo es ilustrar el uso de esta metodo-
logia predictiva para resolver los problemas de graduacién y de construccién
de tablas modificadas. Por simplicidad, utilizamos dos clases de modelos sen-
cillos, a pesar de gue no se satisfacen nceesarininente todos sus supuestos.
Especificamente, usamos modelos de regresiéon lineal y modelos logisticos.
Cabe sefialar que nuestro fin no cs explicar la relacién entre la variables, sino
predecir el comportamiento de la mortalidad, de manera que sélo requerimos
de un mecanismo de prediccidon razonable.

En el Capititlo 4 se presenta un andlisis basado en un modelo de regre-
sién con dates transformados y otro andlisis basado en un modelo logistico.
Asimismo, sc¢ hace una comparacién entre los distintos modelos propuestos
con ¢l propésito de determinar el mds adecuado.

Finalimente, en el Capftulo 5 damos a conocer los resultados y conclusiones

de este trabajo,

'Que en la literatura financiera es conocldo como el “vnlor en nmgo"' véase, por ejem-
plo, Gruylmg (1997) -
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La Estadistica y la Actuaria

Histéricamente, la teorfa de la probabilidad y los métodos estadisticos
han jugado un papel central en la ciencia actuarial, tanto en la teorfa como
en la pridctica. El temprano desarrollo de estos temas estd ligado con mu-
chos de los pioneros de la teorfa actuarial, tales como Abraham de Moivre,
Thomas Simpson, Danicl y Nicolas Bernoulli. En realidad, algunos modelos
estadfsticos modernos tienen antecedentes actuariales poco conocidos.

Comenzarcmos esta revisién con una breve consideracién de la naturaleza
actuarial. La ciencia actuarial estd relacionada con la administracién finan-
ciera de sistemas de seguridad, los cuales pueden ser descritos como “meca-
nismos para reducir el impacto financiero desfavorable de eventos aleatorios
que previcnen el cumplimiento de expectativas razonables”.

Tales sistemas tienen ciertas limitaciones fundamentales. Por ejemplo,
estdn restringidos a reducir las consecuencias de eventos aleatorios que crean
pérdidas que pueden ser medidas en términos monetarios. Segundo, tales
sistemas no reducen directamente la probabilidad de que una pérdida ocurra.

Entre los ejemplos mds comunes de situaciones donde ciertos eventos alea-
torios pueden causar pérdidas financieras pueden incluirse los siguientes:

1. La destruccién de propiedad por fuego o catdstrofe natural (tormen-
ta, granizo, inundacién, derrumbe, terremoto o erupcién volcdnica) cs
usualmente considerada un evento aleatorio en el cual las pérdidas pue-
den ser medidas en términos monetarios.
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Una sentencia impuesta por daiio por un juzgado como resultado de un.
evento negligente es inuchas veces considerado como un evento aleatono. g
con resultados en pérdidas monetarias. o

Una enfermedad prolongada puede ocurrir de improviso y resultar en

pérdidas financieras en términos de reduccién de mgreaos y: unt, gastof L

extra en salud.

La supervivencia a una edad avanzada puede agotar un recurso indi-, .
vidual para mantener el costo de manutencidn, incluyendo cuidados a
largo plazo.

Una de las tareas claves para un trabajo actuarial en sistemas de seguridad

financiera cs la administracién de la incertidumbre. Este proceso puede ser
separado en distintas etapas; por ejemplo, una clasificacién serfa: la identifi-
-acién de fuentes de inforinacién, recoleccién de datos, andlisis, construccién
del modelo, pruebas de sensitividad, prediccién, ete.

Los modelos empleados por los actuarios como parte de este proceso tie-

nen ciertas caracteristicas importantes, comunes a través de muchas ramas
de sistemas de seguridad financiera (por ¢jemplo, seguros de vida y pensio-
nes). Notamos que hay un consenso en la literatura relativo a los siguientes

clementos:

L.

Una o inds variables aleatorias, las cuales cuantifican las principales
caracteristicas del riesgo, tales como duracién, tamaifio, niimero o de-
mora.

Un conjunto bien definido de estados de la naturaleza, separados por
un evento o épocas de transicién observables, junto con una ley deter-
minfstica o estocdstica de movimiento entre los estados.

Una [luncién cconémica asociada con las variables fundamentales y/o
los estados y evenlos de transicion, los cuales pueden ser también deter-
ministicos o alealorios, pero la mayorfa de las veces ligados a factores
ecénornicos externos no controlables, tales como el crecimiento del mer-
cado o la inflacién, pero también el funcionamiento econémico bajo el
control de la compaiifa tal como el margen de ganancias de la inversién
o ejecucion del portafolio.
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Es clara la importancia de la probabilidad y la estadistica en las etapas
descritas. En particular, los modelos lineales han sido utilizados con éxito
para resolver diversos problemas actuariales.

1.1.1. El papel de los modelos lineales

Los modelos lineales generalizados (MLG) son una extensién natural de
los muy conocidos modelos lineales cldsicos. La clase de MLG incluye, como
caso especial, el modelo de regresién lineal, modelos de andlisis de varian-
za, modelos log-lincales para el andlisis de tablas de contingencia, modelos
logisticos para datos binarios y muchos otros.

El uso de modelos lincales cldsicos en el trabajo actuarial no es nuevo.
Tales modelos se han establecido como herramientas bdsicas para la descrip-
cién de la tasa de reclamaciones y del costo promedio por reclamacién en
el seguro de autos, por ejemplo, como es evidente dado el gran nidmero de
articulos sobre el tema, incluyendo Johnson y Hey (1971), Grimes (1971),
Bennett (1978), Baxter et al. (1980) y Coutts (1984). Por otra parte, el uso
de los MLG en actuaria sc inicié durante los 80 “s. Los MLG tienen una gran
aplicabilidad dentro de las ciencias nctunnalea especificamente ecn situaciones
como las siguientes.

a). Modelos de supervivencia. Por ejemplo: graduacién con respecto a la -
edad; con respecto a la edad y al tiempo; con respecto a la edad y :
duracién de la péliza. s

b). Modelos de estados miiltiples en seguros de salud.

c). Ajuste de ciertas distribuciones de pérdidas para la severldad de las
reclamaciones en seguros de no-vida. :

d). Clasificacién de riesgo. Por ejemplo, modelando el exceso de mortalidad
entre fumadores. L .

e). Clasificacién de pritnas en seguros de no-vida. Frecuencia de las recla-
maciones, severidad de las reclamaciones.

Cada una de cstas aplicaciones involucran diferentes tipos de datos y
diferentes tipos de modelos.

Uno de los propésilos de este trabajo es ilustrar el uso de los modelos
lineales en la construccién de tablas de mortalidad para seguros de vida.
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Una descripcién mds comnpleta del uso de modelos lineales generalizados en
este contexto puede encontrarse en Haberman y Renshaw (1996).

1.1.2. ;Qué es la graduacién?

La graduacién puede ser vista como una coleccién de principios y métodos
por los cuales un conjunto de observaciones (o probabilidades) es ajustado
para proveer una base apropiada para hacer inferencias y ademds para hacer
cdleulos précticos. Una de las principales aplicaciones de la graduacidn es la
construccién de un modelo de supervivencia, usualmente presentado en la
forma de una tabla de mortalidad.

Se considerard por el momento un conjunto de tasas de mortalidad, §,
(para distintas edades de ) las cuales han sido calculadas a partir de un
conjunto de observaciones. IZstos valores pueden verse como una muestra de
una poblacién mayor, conteniendo asi algunas fluctuaciones aleatorias. Un
supuesto connin acerca de las tasas “verdaderas” es que cada una estd fuer-
temente relacionada con sus vecinos. Esta relacién es expresada por la creen-
cia de que las tasas verdaderas avanzan con suavidad de una edad a otra.
Los métodos de graduacién sugeridos en la literatura y usados en la précti-
ca tienden a cacr en una de dos categorias: paramétrica o no paramétrica.
Zn este trabajo nos concentraremos en un método particular de graduacién
paramétrica.

El proceso de graduacién es un paso esencial en la construecién de un
modelo de supervivencia, asegurando que el modelo despliegue el grado re-
querido de suavidad. De esta manera, los cdleulos pricticos basados en el
modelo comparten csta importante propiedad de suavidad.

1.2. Experiencia Mexicana 82-89

1.2.1. Antecedentes

La tabla de mortalidad cs la base para el cileulo de primas y reservas
en el seguro de vida, y representa un registro de la mortalidad observada,
durante un periodo de ticmpo, de una poblacién en particular.

Las diferentes condiciones de vida y su influencia en la mortalidad hu-
mana hace necesario que periédicamente se realicen estudios que permitan
validar la mortalidad de los asegurados mexicanos. Para tal efecto, la Co-
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misién Nacional de Seguros y Fianzas a través de su Direccién General de
Desarrollo ¢ Investigacion, realizé un estudio con base a la experiencia de las
compaiifas nseguradoras mexicanas durante el periodo de 1982 a 1989, cuyos
resultados se presentan a continuacién (ver Alatorre 1991).

Se considerd un conjunto de datos razonablemente representativos de la
situacion del scctor asegurador. Los datos se refieren al seguro de vida in-
dividual y combinan la informacién de hombres y mujeres ya que no fue
posible obtener resultados representativos por sexo. Por sus caracterfsticas,
la inforinacién no distinguie entre seguros con o sin examen médico.

La tabla de mortalidad que se utiliza se denomina “Tabla de mortalidad
iltima” ¢ incluye la mortalidad oeurrida los tres primeros aiios de vigencia
del seguro.

La informacién que las instituciones de seguros proporcionaron se refiere
a los sigitientes conceptos:

1. Pélizas de edad alcanzada en vigor al 31 de diciembre de cada aiio.

2. Muertes ocurridas a edad alcanzada, durante el periodo de observacién.

Bl miinero de expuestos se calcula con base en la siguiente expresion

Er= =+t + dz
donde
Ly = [xpuestos de edad x al principio del afio.
Pry1 = Polizas en vigor de edad z + | reportadas al
31 de diciembre de cada afio.
d, = Niimero de asegurados de edad x que mueren

en el transcurso del afio.

1.2.2. Resultados

Se obtuvieron los expuestos por edad y compaiifa, renniendo asf la expe-
riencia de todas las instituciones para cada afio del periodo objeto de andlisis.

Para ¢l periodo de 1982 a 1989, se obtuvo como resultado para el sector
de vida individual un total de 6°688,006 expuestos y 25,918 siniestros. Los
datos por edad y el andlisis descriptivo correspondiente, se presentan en la
Seecidn 3.1,
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Las lusas brutas obtenidas a partir de estos datos (Tabla 1.1} fueron
graduadas utilizando la férmula de Makeham, obteniéndose la tabla bésica
y la tabla modificada presentadas en la Tabla 1.2. La Figura 1.1 muestra las
Lasas brutas asi como las tablas mencionadas.

A manera de referencia, cabe mencionar que para la tabla de mortalidad
“Ixperiencia Mexicana 1962 - 1967” se tomaron como base 649,463 expuestos
y 6,320 siniestros.
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Figura I.1: Tasas brutas :‘V(VD)VV,:'Tqbla bdsica (- ), Tabla modificada (‘-— )
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Tabla 1.1: Tasns Brutas de Mortalidad

Indice | Edad || Tnsa Bruta Indice || Edad || Tasa Bruta
| 12 0.001738564 31 42 0.002407667
2 13 0.000285673 32 43 0.002843791
3 14 0.000178912 33 44 0.003345494
4 15 0.000382958 34 45 0.003392201
H 16 0 35 46 0.003800501
[§ 17 0.000434729 36 47 0.004113324
7 18 0.000488016 37 418 0.004438394
8 19 0.000735006 38 49 0.004518061
9 20 0.0005566151 39 50 0.004782775
10 21 0.000689469 40 51 0.005892548
L1 22 0.000535991 41 52 0.005450618
12 23 0.000496238 42 53 0.00736751
13 24 0.000804182 43 54 0.007758566
I 25 0.000866424 44 55 0.007774458
15 26 0.000729957 45 56 0.007863997
16 27 0.001104732 46 57 0.009173536
17 28 0.00098685! 47 58 0.010105825
18 29 0.0011565567 48 59 0.011132184
19 30 0.001215123 49 60 0.012562197

20 31 .001193049 50 61 0.011702996
21 32 0.001143825 51 62 0.011695421
22 33 0.0012503!1 52 63 0.015313745
23 34 0.001251584 53 64 0.013471356
24 35 0.001328397 54 65 0.015569797
25 36 0.001397968 55 66 0.017928383
206 37 0.001503212 56 67 0.01653686!
27 38 0.00176965 57 68 0.018177621
28 49 0.00184099 58 G9 0.021535642
29 40 0.002229207 59 70 0.020044866
30 41 0.002032384 60 71 0.021586768
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Indice || Edad || Tasa Bruta
61 72 0.064872895
62 73 0.0238795
63 74 0.028201996
G4 75 0.025936929
65 76 0.024220562
65 77 0.024523161
66 78 0.030350438
67 79 0.032536765
68 80 0.026691887
69 81 0.038730751
70 82 0.029744G7
71 83 0.033519553
72 84 0.042117465
73 85 0.015065913
74 86 0.123907863
75 87 0.056955093
76 88 0.047741935
78 89 0.066141732
79 90 0.051779935
80 91 0.037946429
81 92 0.044510386
82 93 0.072164948
83 94 0.080645161
84 95 0.0625
85 96 0.04950495
86 97 0.15
87 98 0.046875
88 99 0.142857143
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Tabla 1.2: Tabla de Mortalidad, Seguro Individual

Edad Basica Modificada Edad Bisica Modificada
12 0.00060000 {| 0.00112000 42 0.00265000 {l 0.00384000
13 0.00061000 || 0.00114000 43 0.00287000 }| 0.00411000
14 0.00061000 || 0.00116000 44 0.00311000 || 0.00440000
15 0.00062000 | 0.00119000 45 0.00338000 || 0.00472000
16 0.00063000 )i 0.00121000 416 0.00367000 )| 0.00507000
17 0.00064000 Ji 0.00124000 47 0.00399000 || 0.00545000
18 0.00065000 | 0.00127000 48 0.00435000 || 0.00586000
19 0.00067000 || 0.00130000 419 0.00473000 || 0.00631000
20 0.00068000 (| 0.00134000 50 0.00550000 || 0.00680000
21 0.00070000 {| 0.00138000 51 0.00562000 || 0.00733000
22 0.00072000 || 0.00142000 52 0.00612000 {{ 0.00791000
23 0.00074000 |{ 0.00147000 53 0.00668000 || 0.00855000
24 0.00077000 || 0.00152000 54 0.00729000 (| 0.00924000
25 0.00079000 )i 0.00157000 55 0.00796000 }| 0.01000000
26 (.00086000 [ 0.00164000 506 0.00869000 |[ 0.01082000
27 0.00086000 || 0.00170000 57 0.00949000 || 0.01172000
28 0.00090000 || 0.00177000 58 0.01036000 || 0.01269000
29 0.00094000 ]| 0.00185000 59 0.01132000 || 0.01376000
30 0.00099000 || 0.00194000 GO 0.01237000 {| 0.01492000
31 0.00104000 | 0.00203000 6l 0.01351000 || 0.01619000
32 0.00110000 {} 0.00214000 62 0.01476000 || 0.01757000
33 0.00138000 || 0.00225000 63 0.01613000 || 0.01907000
34 0.00147000 || 0.00237000 64 0.01762000 || 0.02070000
35 0.00158000 {| 0.00250000 65 0.01924000 || 0.02249000
36 0.00169000 [} 0.00265000 GG 0.02102000 [{ 0.02443000
37 0.00181000 || 0.00281000 67 0.02296000 [f 0.02654000
38 0.00195000 {| 0.00298000 68 0.02507000 || 0.02884000
39 0.00210000 §i 0.00317000 G9 0.02739000 || 0.03134000
40 0.00227000 || 0.00338000 70 0.02992000 || 0.03406000
41 0.00245000 || 0.00360000 71 0.03270000 || 0.03702000
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Edad Bésica Modificada
72 0.03433000 || 0.04024000
73 0.03768000 || 0.04375000
74 0.04129000 || 0.04755000
75 0.04520000 j 0.05169000
76 0.04943000 {i 0.05618000
77 0.05102000 || 0.06105000
78 0.05899000 {| 0.06634000
79 0.06439000 {| 0.07208000
80 0.07022000 || 0.07829000
81 0.07654000 || 0.08503000
82 0.08337000 || 0.09232000
83 0.09076000 || 0.10021000
84 0.09877000 || 0.10874000
85 0.10750000 || 0.1179G000
86 0.11701000 || 0.12790000
87 0.12725000 | 0.138G2000
88 0.13817000 || 0.15017000
89 0.14981000 |i 0.16259000
90 0.16213000 | 0.17593000
9] 0.17510000 lf 0.19025000
92 0.1886G000 [{ 0.20558000
93 0.20259000 (| 0.22198000
94 0.23948000 || 0.23948000
95 0.25813000 || 0.25813000
96 0.27795000 || 0.27795000
97 0.29898000 || 0.29898000
98 0.32121000 || 0.32121000
929 1.00000000 | 1.00000000




1.3, EL ENFOQUE BAYESIANO ‘ 11

1.3. - El enfoque Bayesiano

La Estadistica Bayesiana ha tenido un desarrollo importante en los tlti-
mos afios y un gran impacto en las mdés diversas dreas de aplicacion de la
estadfstica. La Estadfstica Bayesiana es una herramienta poderosa ya que nos
permite cuantificar la inforiacidn que un sujeto posee sobre un determinado
suceso, basdndose en la interpretacién subjetiva de la probabilidad.

El Teorema de Bayes provee de un procedimiento inferencial mediante el
cual, a partir de una distribucién de probabilidad “inicial”, se obtiene la dis-
tribucién “final” que describe nuestro estado de conocimiento a la luz de toda
la informacién disponible. El Teorema de Bayes nos permite incorporar la in-
formacién contenida en un conjunto de datos, produciendo una descripcién
conjunta de la incertidumbre sobre los valores de los pardmetros del modelo
a través de la distribucion final. La immplementacién de técnicas Bayesianas
requiere de un esfuerzo computacional muy alto. En el siguiente capftulo se
dard una breve descripcidn de algunos métodos computacionales.
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Capitulo 2

Preliminares Técnicos

2.1. Estimacién de las tasas de mortalidad
individuales

En esta seccién consideraremos el problema de estimar la tasa de morta-
lidad g,, individualmente para cada edad z. Puesto que ¢; es un pardmetro
de la poblacién, su verdadero valor nunea podrai ser conocido con exactitud,
pero puede ser estimado a partir de una muestra. La aproximacién mds sim-
ple es considerar un experimento binomial, en el que se comienza con una
muestra aleatoria de » individuos (todos de edad z, seleccionados de la po-
blacidn de interés) y se observan por un periodo de un afio. Si d denota el
niimero (aleatorio) de muertes observadas entre estos n individuos, entonces
d/n proporciona un estimador apropiado para ¢,.

En estudios basados en vidas ascguradas, esta solucién ideal no es aplica-
ble. Los datos usados para estimar la mortalidad son tomados de los registros
que las compaiifas aseguradoras mantienen de sus asegurados. Algunos de los
asegurados que estdan bajo observacién a la edad z pueden dejar sus pélizas
antes de cumplir la edad = + 1, y consecuentemente no se tiene un segui-
miento de lo que pasa con cllos. Estos asegurados salen prematuramente de
observacion y cualquier muerte entre ellos que ocurra después de su salida
pero antes de la edad x4 | no es observable y por lo tanto no puede contribuir
al cdleulo de d. En este caso, d serit menor que el niimero real de muertes
que resultan de los n individuos originalmente considerados y por tanto d/n
subestimard a ¢,. Este problema surge porque cxisten dos formas de decre-
mento de la poblacién de interés (mmuertes y retiros). La observacién de un

13




11 CAPITULO 2. PRELIMINARES TECNICOS

individuo puede terminar sélo por una de estas dos causas, las cuales estdn
operando simultdneamente. La proporcién d/n cstd estimando la probabili-
dad de una muerte obscruada, pero ¢x, es la probabilidad de una muerte real,
haya sido observada o no. Una posible solucién es usar ¢l llamado estimador
nctuarial

(iz = ___d__ (2.1)

(n - Fw)

donde w es el mimero (aleatorio) de individuos que se retiran.

Notemnos que, en la proporcién d/n, cada individuo contribuye con una
unidad en el denominador (ntimero de expuestos). Cuando un individuo se
retira, pierde el potencial para contribuir a d y, consecuentemente, no deberfa
contribuir con una unidad completa al mimero de expuestos. Suponiendo que,
en promedio, los retiros ocurren en la edad z + 4 entonces podemos sustraer
medin unidad al mimero expuestos por cada retiro. Esta es justamente la
idea detrds del estimador {2.1). Una explicacién alternativa se obticne al
suponer que la mitad de los retiros ocurre en la edad z y la otra mitad en la
edad x + 1. Lo anterior es equivalente a considerar un experimento binomial
con una muestra de tamaio 2 — Jw. Dado que se observan d siniestros, el
estimador de ¢, ¢s (2.1).

La razén principal para considerar estitnadores maximo verosimil son sus
hien conocidas propiedades asintéticas. A continuacién consideraremos la
estimmacion de ¢, bajos distintos supuestos.

Madelo bdsico de retiros aleatorios
Dado un intervalo de edad [z, + 1], cada individuo ¢ en la muestra es
observado desde la edad «, hasta que ocurre una de las algulentes sxtuaclones
(a) el individuo muere, SLLE e
(b) el individuo se retira,
{c) el individuo alcanza la edad = + 1.
Para cada individuo, se conoce la forma en la que su observacién termina,
asf como el tiempo T, medido desde la edad z, en el que ¢l individuo deja de
observarse. Para inodelar a T, asociamos a cada individuo un par de variables
aleatorias continuas e independientes, Y y Z, que representan al tiempo de
ruerle y reliro, respectivamente. Entonces T' = min(Y, Z, 1). Por ejemplo, si
Z <Yy Z<l,entonces T= Z y cl retiro serd observado en la edad = + Z.
[l pardmetro de interés es g = Pr(Y € 1). Sea Q. = Pr(Y £ Z,Y < 1),
i.e. la probabilidad de una muerte observada. Claramente ¢z > Qx.
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Llamaremos a g, la tasa de mortalidad y a @, la probabilidad de muerte.
De manera andloga v, = Pr(Z < 1) y Be = Pr(Z € V,Z £ 1) serdn la tasa
y la probabilidad de retiro, respectivamente. Las funciones de distribucién
para ¥ y Z son denotadas como F(-) y H(-), respectivamente. Por ejemplo
e = Pr(Y € t) = F(t) y ore = Pr(Z < 1) = H(l). Las funciones de
densidad, cuando existan, serdn denotadas de manera respectiva como f(-)
y i)

Sea D; una variable indicadora (aleatoria) que toma el valor 1 si el ¢-ésimo
individuo muere y el valor 0 en caso contrario, de manera que D = >, D;
es el niimero total de muertes obscrvadas. De forma similar, Wy denotard la
variable indicadora de los retiros y W = 3, W; serd el mimero total de
retiros.

Supongamos por ¢l momento que cada individuo es observado desde la
edad x hasta que muere o hasta que alcanza la edad z+1, lo que ocurra prime-
ro, de manera que es imposible que se retire y por lo tanto T' = min(Y, 1). Este
es un caso particular del modelo béasico de retiros aleatorios con Z = oo. Bajo
estas condiciones, los datos consisten de las variables D;, T; (i = 1,...,n),
ciyos valores observados serdn denotados por d; y ¢, respectivamente. La
contribucién del i-ésimo individuo a la verosimilitud es entonces

S ) 1 e (1—g¢.) sidi=0,t;=0
Prits < Ty < ti+dtyy Dy = dy] = { (1= o) fleanydts sidi=1,; <1,

donde jz,4¢, denota la fuerza de mortalidad para la edad z (Broffitt, 1984).
La funcién de verosimilitud para q, estd dada entonces por

Ligs) = (1~ (/r)"-d H{(l — 04} fz—ti} (2.2)
€D
donde D cs el subconjunto de fndices correspondiente a las muertes observa-
das.
Para encontrar el valor de ¢; que maximiza (2.2), primero debemos ex-
presar (g en términos de ¢,. Con este fin, es necesario imponer algunas res-
tricciones adicionales en el modelo. Tres supuesios comunes en la literatura

actuarial son:
(A) distribucién uniforme de la muertes

(t - a)(/:’,‘

. t-afr+a = T— a(lz”’ o
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(B)- la hipétesis (}léVVBal‘dl‘IC(.:"l'

U q o (t—a)g.
N t-alfrta’; ‘—‘_—_1 — (1 — t)qz'

(C) fuerza de mortalidad-constante

t-allzta = 1- exp{_l‘(t - a')};

conl<e<,0£i<1y0<t+as<l.

Los supuestos (A) y (C) son generalmente considerados como razonables.
Sin embargo, el supuesto (B) puede producir resultados poco razonables,
aunque bajo ciertas condiciones da lugar a estimaciones relativamente simples
(Batten, 1978). En esic trabajo haremos uso del supuesto (A}, bajo el cual
la verosimilitud (2.2) toma la forma

L{g:) = q2(1 — go)**

y, por lo tanto, el estimador de maxima verosimilitud en este caso es §, = d/n.

2.2. Inferencia Bayesiana

2.2.1. Fundamentos

La metodologfa Bayesiana se deriva de la teorfa de decisiones. Al describir
un problemna de decisién en ambiente de incertidumbre es necesario:

i. Especificar el conjunto D de posibles alternativas d o espacio de decisién.

ii. Especificar el conjunto de sucesos inciertos 0, de los cuales pueden de-
pender las consecuencias de las decisiones. En problemas de decisién
estadisticos, este conjunto corresponde generalmente al espacio pa-
ramétrico y se denota por .

iii. Asignar una distribucién de probabilidad, p(0), que describa la informa-
cién del interesado sobre los sucesos inciertos en el momento de tomar
la decisién. En un problema de decisién estadfstico, la variable 0 fre-
cuentemente se identifica con el pardmetro del modelo.
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iv. Constriir una’ fancién U : © x D — R, llamada funcién de utilidad, que
describa las preferencias del interesado entre las posibles consecuencias.

- Una vez que ¢l decisor ha contemplado los puntos i a iv, el paso final es
seleccionar aquella decisién d* que maximiza la utilidad esperada, es decir

/ U (0,d) p (0) do.
a

" La -teorfa Bayesiana de la decisién estd fundamentada en una seric de
postulados conocidos como “axiomas de coherencia”. Estos postulados se
refieren al comnportamiento racional que debe observar un tomador de deci-
siones cuando se encuentra frente a un problema de decision. Si el tomador de
decisiones (al cual llamaremos “interesado”) aceptara todos los postulados de
coherencia, entonces debe seguir una metodologia bien definida para tomar
la decisién. Especfficamente, debe de construir una distribucién de probabi-
lidad para los sucesos inciertos que reflejen su conocimiento acerca de dichos
sucesos, debe construir una funcién de utilidad que describa sus preferencias
entre las posibles consecuencias y debe utilizar el criterio de maximizar la
utilidad esperada para tomar la decisién.

Dade que ¢l concepto de probabilidad es lundamental para el desarrollo
de los métodos estadisticos, se discutirdn algunas de las ideas bdsicas sobre
este coneepto.

La teoria de probabilidad se ha venido desarrollando desde el siglo XVII
y es ampliamente aplicada en diversos campos de la ciencia. Ademds de
muchas aplicaciones formales, el concepto de probabilidad aparece en nuestra
vida cotidiana. A menudo oimos y decimos expresiones semejantes a: ‘“es
probable que llueva en la tarde”, “probablemente llegard por la noche”, o
“tiene posibilidades de pasar el examen”. Cada una de estas expresiones
refleja la nocién de la verosimilitud de la ocurrencia de algiin suceso especffico.

Existen diversas interpretaciones del concepto de probabilidad, pero las
mds importantes son tres: la cldsica, la frecuentista y la subjetiva.

La interpretacién clisica estd basada en el concepto de resullados igual-
mente verostmiles. Por cjemplo cuando se lanza una moneda existen dos
resullados posibles: cara o cruz. Si se puede suponer que la ocurrencia de
estos resultados es igualmente verosimil, entonces deben tener la misma pro-
babilidad.

Dos dificultades bidsicas aparecen cuando se intenta desarrollar una de-
finicién formal de probabilidad desde el punto de vista cldsico. En primer
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lugar, el considerar resullados igualmente verosimiles es lo mismo que afir-
mar que los resultados tienen la misma probabilidad, lo que da lugar a una
definicién circular. En segundo lugar, no proporciona un método sistematico
para asignar probabilidades a resultados que no sean igualinente verosimiles.
Cuando se lanza una moneda o se arroja un dado equilibrado o se escoge un
carta de una baraja bien mezclada, los diferentes resultados posibles pueden
en general considerarse igualmente verosimiles debido a la naturaleza del pro-
ceso. Sin embargo, cuando el problema es predecir si una persona se casard o
si un proyecto de investigacién tendra éxito, los resultados posibles no suelen
considerarse igualmente verosfiniles, y cs necesario un método diferente para
asignar probabilidades a estos resultados.

Por otra parte, la probabilidad frecuentista puede interpretarse en el sen-
tido de la frecuencia relativa con la que se obtendria un resultado si el proceso
se repiticra un mimero grande de veces en condiciones similares. La interpre-
tacién frecuentista de la probabilidad no puede aplicarse, por ¢jemplo, a la
probabilidad de que una persona determinada contraiga matrimonio en los
préximos dos afnios. El concepto de frecuencia relativa de la probabilidad tie-
ne sentido intuitivamente, pero no proporciona una definicién general de la
probabilidad.

Finalmente, la interpretacion subjetiva considera a la probabilidad como
¢l grado de creencia que un sujeto tiene acerca de la ocurrencia de algiin suce-
s0, de acuerdo al conocimiento que dicho sujeto tiene del suceso en cuestién.
Otra persona, que puede tener diferentes opiniones o informacion distinta,
puede tener un grado de ereencia mayor o menor acerca del mismo suce-
so. PPor esta razén conviene hablar de probabilidad subjetiva en lugar de la
verdadera probabilidad de ese suceso.

La interpretacién subjetiva de la probabilidad puede formalizarse. En ge-
neral, si los juicios de una persona acerca de las verosimilitudes relativas a
diversas combinaciones de resultados satisfacen ciertas condiciones de con-
sistencia, entonces puede demostrarse que sus probabilidades subjetivas para
los diferentes sucesos posibles pueden ser determinadas de forma tinica. Esta
interpretacién sin embargo, tiene dos dificultades. En primer lugar, el requi-
sito de que los juicios de una persona sobre las verosimilitudes relativas a
un nimero infinito de sucesos secan completamente consistentes y libres de
contradicciones no parece humanamente posible. En segundo lugar, la in-
terpretacion subjetiva no proporciona bases “objetivas” para que dos o més -
cientfficos obtengan una evaluacién conjunta de su estado de conocimientos
en una drea cientifica de interés comiin, Por otro lado, aceptar la interpreta-
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cién subjetiva tiene el efecto positivo de subrayar algunos aspectos subjetivos
de la ciencia. La evaluacién de un deteriminado cientifico acerca de la proba-
bilidad de nlgiin resultado incierto debe ser, en iltima instancia, su propia
evaluacién, basada en lodas las evidencias de que dispone. Esta evaluacidn
puede estar parcialmente basada en la interpretacion frecuentista de la pro-
babilidad, ya que el cientifico puede tener en cuenta la frecuencia relativa de
la ocurrencia de este resultado o de resultados similares en el pasado; inclu-
so puede basarse en la interpretacién cldsica de probabilidad, puesto que el
cientffico puede tener en cuenta el mimero total de resultados posibles que
considera ignalmente verosimiles. Sin embargo, Ia asignacién final de proba-
bilidades munéricas es responsabilidad del propio cientifico y refleja su estado
de conocimicnto.

La metodologia Bayesiana se basa en la interpretacién subjetiva de la
probabilidad. Es decir, mediante el concepto de probabilidad se pretende
cuantificar la informacién que el sujeto posee sobre un determinado suceso.

2.2.2. Inferencia

El problema fundamental alrededor del cual el estudio de la estadistica
estd dirigido, es la inferencia. La inferencia estadistica estudia los métodos
mediante los cuales se aprovecha la informacién disponible para mejorar nues-
tro conocimiento del mundo real. Con base en una serie de datos observados,
se quicre informacién acerca de una o mds caracteristicas desconocidas del
sistema fisico que produjo dichas observaciones.

El problema de inferencia ha sido un tema de interés considerable desde
que comenz6 el estudio sistematico de la teoria de la probabilidad en el siglo
X VI

En la estadistica Baycsiana, la aplicacién del Teorema de Bayes provee
de un procedimiento inferencial mediantc el cual, a partir de una distribu-
cién de probabilidad “inicial” se obtiene la distribucién “final” que describe
nuestro estado de conocimiento a la luz de toda la informacién disponible. A
continuacién se describe dicho procedimiento.

Supdngase que se tiene un problemna de decisién y que 0 es la cantidad
aleatoria relevante. La informacién disponible sobre ¢ se expresa a través
de una distribucién de probabilidad descrita en términos de su funcxén de
densidad p (0), llamada distribucién inicial.

En el caso de que la informacién sobre ¢ contenida en p(0) no sea su-
ficienle para los propdsitos del interesado (es decir, cuando el interesado
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Juzga que no ticne la informacién suficiente para decidir adecuadamente),
éste generalmente obtiene informacién adicional mediante la realizacién de
1n experimento.

Sea ¢l resultado del experimento. Si z proporciona informacién sobre 0
es debido a que la funcién de densidad de x depende del valor de 6. En la
situacion general, la distribucién de la variable = depende tanto de 0 como
de otras cantidades. De acuerdo con esto, la distribucién de los datos puede
denotarse como p(z | 0) donde 0 = (0,w) lo cual significa que la variable =
no sélo depende del valor de 0 sino también del perdmetro de ruido w.

De acuerdo con ¢l Teorema de Bayes se tiene que

) . plz]0,w)p(0,w)
PO ) = T T 6 w) p (0,0) did ,

donde © es el conjunto de valores que puede tomar la variable aleatoria 0.
La funcién p(0,w | ) es llamada la distribucién final de ¢ = (0, w).
Desde ¢l punto de vista Bayesiano un problema de inferencia queda re-

suello cuando se obtiene la distribucién final de la cantidad de interés 0,

dada por p(0 | z) = [p(0,w|x)dw. Cabe mencionar que los términos dis-

tribucién inicial y distribucion final son relativos a la informacién adquirida

n través de la realizacion del experimento dado.

Existen ocasiones ¢n las que el propdsito de un andlisis estadistico es
predecir el valor de una observacién futura Y'*, basdndose en la inforinacién
de que se dispone. De esta manera, ¢l problema que se venfa desarrollando
acerca de la inferencia sobre 0 puede considerarse como un paso previo para
la solucién del problema de prediccidn, que en este trabajo es de principal
interés. Adernds, debido a resultados de consistencia, un pardmetro puede
verse como el lfmite de una sucesién de estadisticas (funciones de las obser-
vaciones), cuando el tamaio de la muestra tiende a infinite. De modo que,
al hacer inferencias sobre ¢l pardmetro 0, de alguna manera puede conside-
-arse comno una forma limite de hacer inferencias predictivas acerca de las
observaciones.

Dado ¢l valor de 0, la distribucién que describe el comportamiento de
la observacién futura Y* esta dada por p(y* | 0); pero no hay que olvidar
que el valor de 0 es desconocido. En los métodos estadistico tradicionales,
cste problemna se ataca generalmente estimando a # con base en la muestra
observada, y simplemente sustituyendo el valor de # por su valor estimado, no
tomando en cuenta la incertidumbre sobre el valor de 0. Desde la perspectiva
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Bayesiana, ‘¢l modelo 7) (J | ()), ]nnto con la dlstnbucnén lmcml p (0), mducen
nna distribucién comunta para (¥, 0), dada por,

py",0)=pW' | 0)p(0).

La distribucién marginal
@)= [pa 1000 d0

describe nuestro conocimiento acerca del valor de Y* dada la informacién
inicial disponible. Esta distribucién es conocida comiinmente como la distri-
bucién predictiva inicial.

Andlogamente, una vez obtenida una muestra Y = (¥,...,Y.), el modelo
p(y* | 0) y ladistribucién final inducen una distribucién conjunta para (Y*, 8)
condicional cn los valores observados y = (y1,...,yn), dada por

p@,0ly) r@ 1 0,v)p@|y)
| 0)p@|y)

donde la iiltima igualdad se debe a la independencia condicional de ¥ y Y -

dado 0. De manera que, la distribucién
2w li=[ra19p019w

describe el comportamiento de Y* dada la mformaclon dlspomble y se conoce
como la distribucién predictiva final. . .

2.2.3. Meétodos computacionales

En ¢l enfoque Bayesiano de la cstadfstica, la incertidumbre presente en
un modelo dado, p (x| 8), es representada a través de una distribucién de
probabilidad p (@) sobre los posibles valores de pardmetro desconocido 8
(generalmente multidimensional) que define al modelo. El Teorema de Ba-
yes permite entonees incorporar la informacion contenida en un conjunto de
datos & = (@, 39, ...,:x), produciendo una descripcién conjunta de la in-
certidumbre sobre los valores de los pardmetros del nodelo a través de la
distribucién final p (0 | ). Desgraciadamente, la implementacién de técni-
cas Bayesianas usttalinente requiere de un esfuerzo computacional muy alto.
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Lia mayor parte de este esfuerzo se concenitra en el cdlculo de ciertas carac-
teristicas de la distribucién final del pardmetro de interés (que llamaremnos
1esiimenes inferenciales). Asi, por ¢jemplo, para pasar de una distribucién
conjunta a una coleccién de distribuciones y momentos marginales que sean
ntiles para hacer inferencias sobre subconjuntos de pardmetros, se requiere
integrar. En la mayoria de los casos los resimenes inferenciales bédsicos se
reducen a integrales de la forma

Si{g @)= 9@ p©@p(10)dor, (2.3)

donde g : R¢ = R, 0 = (0y,...,04), T € {1,...,d}, I°C {1,...,d}\] y
0= {0;: 7€ I} .

Bajo ciertas condiciones de regularidad, conforme el tamafio de la mues-
tra tiende a infinito la distribucién final de @ converge en probabilidad a una
distribucién normal cuya media es el estimador de méxima verosimilitud, 6,
y cuya matriz de varianzas-covarianzas es la inversa de la matriz de informa-
cion de Fisher evaluada en 0. Resultados asintdticos similares dan lugar a la
aproximacion de Laplace, la cual perimite aproximar integrales de la forma
(2.8); ver, por gjemplo, Bernardo y Smith (1994, Cap. 5).

I2n la practica, sin embargo, es comin que la dimensién de 0 sea muy gran-
de. Por otro lado, excepto cn aplicaciones muy sencillas, tanto p (x | 8) como
p{0) pueden llegar a tener lormas muy complicadas. n la gran mayorfa de
los problemas las integrales requeridas no pueden resolverse analiticamente,
por lo que es necesario contar con métodos munéricos eficientes que permitan
caleular o aproximar integrales en varias dimensiones.

Algunos de los métodos computacionales de nds rdapido desarrollo en
los 1iltimos afios se basan cn técnicas de simulacién. A partir de muestras
siimuladas de la distribucién final es posible, en principio, aproximar cualquier
caracteristica de dicha distribucién. A continuacién revisaremos brevemente
algunos de los métodos inds importantes. El lector interesado puede consultar ’
Gamerman (1997) y Gutiérrez-Peia (1997).

Monte Carlo: muestreo-remuestreo L
Supongamos que se tienc una densidad s () de la cual es posible simular ;
observaciones facilmente, pero que se requiere una muestra de la densidad -

_ h®
10 =1 e as
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donde solo ln forma ﬁunuonul ‘de’ fu (0) estd especificada, El problemn es
entonees nhLonu una nmestra de J (0) a pdrtlr de fy(0) y de una muestra
de 5(0). . :

Caso 1. §i existe unn constantc Al > O Lal quc “fo (0) /s (0) M pax A

todo 0, entonces es posnble utilizar el método de aceplacidn y rechazo
para generar vmmbles aleatorms (vcr Rlpley 1987) El alg,orltmo es el
siguiente: ’ % ; (O .

1. generar una ol)sm vacién 0 de s (0)
2. generar una variable u ~ U (0 1);

4 siw < fo ((-9) / {Ms ((-9) }, aceptar & como una observacién de f (6),
en caso contrario, repetir los pasos 1 a 3.

Caso 2. Si no existe la constante A, o no puede encontrarse fdcilmente, en-
tonces podemos obtener muestras aproximadas de f (0) de la siguiente
manera. Supongamos que 0y, ...,0, es una muestra de s (0). Sca

vi
w; = =
EJ=I 1]

donde v; = fu (0:) /s (0:), i=1,...,n.

Lo anterior induce una distribucién discreta sobre {64, 03,...,60x} tal que
Pr(@ = 8;) = w;. Si ahora generamos una observacién 6 de dicha distribucién
entonces @ se distribuye aproximadamente como f (6). La aproximacién es
mejor a medida que n — co.

A dilerencia del caso anterior, aqui es posible muestrear con reemplazo,
por lo que la muestra generada puede ser tan grande como se quiera. [3s
claro sin embargo, que la aproximacion serd mds adecuada a medida que
5 (0) se parezca a [ (0). El lector que se interese en el tema puede consultar
¢l artfenlo de Smith y Gelfand (1992).

Los métodos descritos anteriormente permiten simular distribuciones de
manera directa. Sin embargo, en dimensiones grandes estos métodos no son
muy eficientes.
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Monte Carlo via cadenas de Markov

En términos simples, una cadena de Markov es un proce
{6' 't € T} tal que, dado el estado presente, el pasado yel futuro del proceso
son independientes. En otras palabras, i

Pr 0wtV e 410 = 2,0V € A,_y,...,00 € ‘Ao) -

=Pr (6" e A]0" = z)

para todos los conjuntos Ag,..., A,_; C S, donde S denota el espacio de
estados de la cadena.

Las téenicas de Monte Carlo via cadenas de Markov permiten generar, de
manera iterativa, observaciones de distribuciones multivarindas que diffcil-
mente podrian simularse utilizando métodos directos. La idea bésica es muy
simple: construir una cadena de Markov que sea [dcil de sinular y cuya dis-
tribucién de cquilibrio corresponda a la distribucién final que nos interesa.

Proposicién 2.1 Seca 0V,69,... una cadena de Markov homogénea, irre-
ducible y aperiddica, con cspacio de estados © y distribucidon de equilibrio
(0 | x). Entonces, conforme t — oo,

i) 09 2 9, donde 0 ~p (0| z);
i) 156, 9 (09) = E(@(0) | 2).

Muestreo de Gibbs

El algoritmo de Gibbs permite simular una cadena de Markov 8V, 0 ...
con distribucién de equilibrio p (@ | ). En este caso, sin embargo, cada valor
nuevo de la cadena se obtiene a través de un proceso iterativo que sélo requie-
re gencrar muestras de distribuciones cuya dimensién es menor que d y que
en la mayoria de los casos tiene una forma méds sencilla que la de p(6 | ) .

Sea 0 = (0),...,0,) una particién del vector 6, donde 6; € R¥ y

’Zl d; = d. Las densidades

i=1
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I)(GI |02) n;m)
p(0:|01,...,0i1;...,001,...,0n,T) i=2...,n-1

p(on,ol!'-'van—hm)

se conocen como densidades condicionales completas y en general pueden
identificarse facilmente al inspeccionar la forma de la distribucién final p (0 | :c)

De hecho paracadai=1,2,...,n,
p0:ilO1,...,0ic1,...,0041,...,0n,x)xp(0]|x),

donde p (0 | ) cs vista sdélo como funcién de 6.
Dado un valor inicial 0 = (81?,...,09), el algoritmo de Gibbs simula
una cadena de Markov en la que 9(‘“) se obtiene a partir de 0(‘) de la.
1
siguiente manera;:
generar una obsevacién 0(,”') de p(0y | Og), v, 889 ),
generar una obsevacién 05}'“) de p(6; | 0(,"“),0;(,”, ., 09 z);

generar una obsevacién 0;(,‘“) de p(0s | 6(,‘“),0?"'”, 05”,. ., 09, xz);

generar una obsevacién 08" de p(0, | 0(”” 0(“") 9(”") 0(‘“) a:)

La sucesién obtenida 0,0, ... | es una realizacién de una cadena de :

Markov cuya distribucién de transicién estd dada por

" : . .
p (641 09) = [Tp (6" 1609, 0850, 68, 00,=):
i=1 KA
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Convergencia

Supongamos que se desea generar una muestra de tamaiio n de la dis-
tribucién p(0 | ). Si para cada uno de n valores iniciales 0(0 0(0), e, 89
('m‘r(*mos el algoritmo de Gibbs, entonces, de acuerdo con la Propo.sxcnon 2.1,

s;)uu) de cierto niimero de iteraciones suficientemente grande los valores

), . ,0(” pueden considerarse como una muestra de tamaiio n de

ln dlstnbuuon final de 0. Alternutwamente podemos generar una sola ca-

dena y tomar los valores 87+, T+ g{T+K) ¢omo una muestra de

p(0 | x), donde K se elige (l(: manera que la corr elacnon entre las observacio-
nes sea pequeiia.

I2n general no es ficil determinar en qué momento la(s) cadena(s) ha(n)
convergido. Un método empirico comiinmente utilizado, basado en la Pro-
posicién 2.1 (ii), consiste en graficar los promedios ergddicos de algunas fun-
ciones de @ contra el mimero de iteraciones y elegir el valor 7' a partir del
cual las grdficas se estabilizan. En este caso es frecuente omitir los primeros
valores de la(s) cadena(s) al calcular los promedios ergédicos. La idea de es-
te periodo de calentamicnto cs permitir que la(s) cadena(s) salga(n) de una
pritera fase de inestabilidad. En este caso en particular la velocidad de con-
vergencia depende fuertemente de la correlacién entre los componentes del
vector @ bajo la distribucién final p(@ | x): entre mas alta sea la correlacién
mds lenta serd la convergencia.

{C6mo se utilizan las muestras para hacer inferencias?

Como s¢ menciond anteriormente, una vez que se tiene una muestra de
la distribucién final de @ es posible aproximar esencialmente cualquier ca-
racterfstica de dicha distribucién. Por ejemplo, ciertas medidas de tendencia
central (generalmente utilizadas como estimadores puntuales de 8) pueden
aproximarse utilizando las cantidades muecstrales correspondientes. De ma-
nera similar los cuantiles de la distribucién final de 8 pueden utilizarse para
construir intervalos de credibilidad para 6.

WinBUGS

WinBUGS es un prograina que realiza inferencias Bayesianas de mode-
los estadfsticos utilizando el algoritimo conocido como muestreo de Gibbs,
descrito en la seccién anterior. El programa requiere de la especificacién de
un modelo de probabilidad, en el que todas las cantidades desconocidas son
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tratadas como variables aleatorias. El modelo consiste de una distribicién
conjunta sobre todas las cantidades relevantes no observadas (tanto pardme-
tros como observaciones faltantes). El proceso de marginalizacién de esta
distribucién, con ¢l objeto de hacer inferencias sobre pardmetros especificos
1 observaciones fallantes, se lleva a cabo a través de téenicas de Monte Carlo.

La base del programa cs el lenguaje BUGS, disenado con ¢l propdsito de
facilitar la especificacion del modelo. Existe un pequeiio conjunto de instrue-
ciones que controlan la sesidn, en la que se analiza un modelo estadistico
expresado mediante el lenguaje BUGS. Posteriormente, un compilador pro-
cesn ¢l modelo y los datos disponibles para transformarlos en un estructura
de datos interna, apropiada para realizar los cdileulos de manera eficiente.
FFinalmente, el progratna opera sobre esta estructura para generar valores
de las cantidades desconocidas de interés. Para una deseripcion detallada de
este lenguaje ver, por cjemplo, Spicgelhalter et al. (1996).

Las primeras versiones de BUGS fueron implementadas en diversos sis-
temas, incluyendo DOS y las variantes mds importantes de UNIX. Sin em-
bargo, desde hace algunos aiios la 1inica versién desarrollada con regularidad
estd disponible sélo para ¢l sisteina Windows y es conocida como WinBUGS.

2.3. Regresion

2.3.1. Analisis de regresién lineal

El propdsito de esta seccién es dar una breve introduccién al anélisis de
regresion lineal. El lector interesado en el tema puede consultar Mendenhall
el al (198G) y DeGroot (1988).

5] andlisis de regresién puede definirse ampliamente como ¢l andlisis de la
relacién entre variables. Esta es una de las herramientas estadfsticas mds usa-
das porque provee uno de los métodos mds simples para cstablecer una posible
relacién finicional entre variables. La relacion se expresa en la forma de una
cctiacién coneetando ¢l valor esperado de la variable de respuesta o depen-
diente ¥, y una o mds variables explicativas o independientes xy, o, .. . , Tx.

Dicha ecuacién generalinente toma la forma

EWY)=p0+ 0z +...+ Brzr

donde Sy, ;.. . B son llamados los coeficientes de regresién.
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Una ecuacidn de regresién que contiene sélo una variable independiente
es llamada una ecuacién de regresién simple, mientras que una ecuacién de
regresién que contiene inds de una variable independiente es llamada una
ecuacion de regresion miiltiple.

Un gjemplo de regresion simple puede ser un andlisis en el cual el tiempo
de reparacion de una mdquina es estudiado con relacién al niimero de com-
ponentes u ser reparadas. Aqui nosotros tenemos una variable dependiente
(tiempo de reparacién de la mdquina) y una variable independiente (mimero
de componentes a ser reparados). Por otra parte, un ejemplo de una situa-
¢ién de regresién mmiltiple puede ser una prueba para explicar el porcentaje
de mortalidad en diferentes regiones geogréficas (variable dependiente) por
un gran niimero de factores sociocconémicos y ambientales (variables inde-
pendientes). :

La determinacién explicita de una ecuacién de regresién es, en un sentido,
el producto final del anilisis. Esto es un resumen de la relacién entre ¥
(variable dependiente) y el conjunto de variables independientes (las xs). La
ecuacién puede usarse con varios propdsitos. Por ejemplo, para evaluar la
importancia de las s individuales, para analizar los efectos en la respuesta
al realizar ciertos cambios en los valores de las x's, o para pronosticar valores
de ¥ para un conjunto dado de z’s.

Nosotros veremos ¢l andlisis de regresién como un conjunto de técnicas
para analizar datos con el propésito de entender la relacién entre variables de
cierto ambiente. Esto es, suponemos que los datos del ambiente estdn dispo-
nibles. Algunas veces los datos podran ser reunidos en un escenario contro-
lado, asi que los factores quie no son de interés primario pueden mantenerse
constantes. I5n otras ocasiones los datos son recolectados bajo condiciones no
experimentales, donde muy pocos pueden ser controlados por el investigador.

La tarca del andlisis de regresién es aprender tanto como sea posible
acerca del proceso que generd los datos, asi como predecir observaciones
futuras de dicho proceso.

El método de minimos cuadrados

Un procedimiento para estimar los pardmetros de cualquier modelo lineal
es el método de mfnimos cuadrados, que se puede ilustrar de manera sencilla
aplicdndolo para ajustar una lfnea recta a través de un conjunto de puntos
que representan los datos. Supéngase que se desea ajustar el modelo
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E(Y) = fo+ Pr.

Se postula que ¥ = fGo + Bz + €, donde € ¢s un error aleatorio con una
distribucién de probabilidad tal que £ (€) = 0. Si §, y £ son los estiinadores
de los pardametros Sy y 3 respectivamente, Gy + Gur es un estimador de
).

El procedimiento de mfnimos cuadrados para ajustar una linea recta a
través de un conjunto de n puntos es similar al método que podriamos utilizar
para ajustar una recta a simple vista, es decir. se pretende que las desvia-
ciones sean “pequeiias” en cierto sentido. Una manera conveniente de lograr
dsto, y que proporciona propiedades adecuadas. es minimizar la suma de los
cuadrados de las desviaciones verticales de la recta ajustada. Por lo tanto, si

%= o + bz

es el valor que se predice del i-ésimo valor de y (cuando = = x;), entonces la
desviacién del valor observado de y a partir de la recta ¢ (llamada a veces el

error) es
e=y—7

y la suma de cuadrados de las desviaciones que debe minimizarse es

SCE = gl: (o — i’?i)é = g [7/“— (ﬁ" + f"’”‘)r

I2s decir, debe resolverse el siguiente sistema de ecuaciones:

9SCE _ a{f; [ - (’?”*B'I‘)]z}

i=1 =0
A 9f3
9SCE _ {5 - (o +he)]'} =0

)] . b

con respecto a Go y B
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Equivalentemente,

I
=3

.2 <lei = n,éo "ﬁlz i‘i)
i=1 < . i=1

(2.4)

I
e

2 <Zm.~y.- —ﬁozz.--ﬁ.zzs)
i=1 i=1 i=1

Estas ccuaciones son llamadas las ecuaciones normales. Nétese que las
ecuaciones son lineales en o y 0 y por tanto se pueden resolver simultdnea-
mente de manera sencilla. Después de realizar un poco de dlgebra se obtienen
las siguientes soluciones para fp y B,

A i(”’i—-’i)(m-ﬂ) "i:%m—i%ﬁ:m
ﬁl = =1 — = i=] i=1 l=|2 ,
z;(zi“iy CoonY at - (Zn)
= i=1 =1

bo=17— Biz.

El método de maxima verosimilitud

La funcidn de verosimilitud de n varibles aleatorias i, ¥s,..., Y, sé define
a partir de su densidad conjunta, es decir,

S Yoo (U1 Y24 00 Ui 0)

al considerar ésta como una funcién de 8. En particular, si Y;,Ys, ..., ¥, ¢s una
muestra aleatoria con densidad f(y; 0), entonces la funcién de verosimilitud
es proporcional a f (11;0) [ (y2;0) -+ - f (¥a;0). La funcién de verosimilitud es
una funcién de 0, y la denotaremos como L (0; y1,y2, .o, Un)-

Estimacién Puntual Secan Y), Y%, ..., Y, variables aleatorias norma.les ein-
dependientes, con media 3y + By, para cada y;, y varianza o?
La funcién de verosimilitud es entonces
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L(Bo, £1,6%) = LB, Bry 0% 11, U2, e )

()[4}

i=1

In (I)(ﬁu,bl,d'z)) = ——ln 27r - —lna - —-—Z (v — Bo — z)?.

()bL('mcndo las clcnvadds parciales- de In (L(ﬁu,ﬂ., o2)) con respecto a
Do, B yale u,uuldndolas a 0 se tiene las siguientes ecuaciones

"

Z(?/i—,éu—[ilmi) =0

i=1
i:(yi—ﬁu—ﬁlmi)zi =0
i=1

I

i (?/-‘ —fo ~ ﬁlzi)z né?.
=1

Notemos que, en este caso, las dos primeras ecuaciones son las mismas
que las ccuaciones nornmales (2.4) cuya solucién produce los estimadores de

minimos cuadrados para Moy ﬁ,
Denotaremoa por i, 5 ¥ 62 a los estimadores de los pardmetros Gy, 5y

¥ @? respectivamente. Después de un poco de dlgebra se llega a la siguiente
solucién

T TR
po= Bl
> (o —2)?

i=1

= 17—"[?.5.
i = lZ(?i—ﬂ‘u—ﬁ‘ll‘i)z}-‘

Istos son los estimadores mdzitno verostmiles de Bo, By y.c? rcspecuva-, -
mente. : '
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Supuestos béasicos del modelo de regresién lmeal Los supuestos bajo
los cuales trabaja cl modelo de regresién lineal son Ios sngulentes

l. E(g)=0 Vi : )

2. Cov(enes) =0 Vi#j.

3. Vaf (&) = o2,

4. Lu$ X; son fijas.

En muchas situaciones se hace el siguiente supuesto adicional

5. Los g; tienen una distribucién normal. Este supuesto permite hacer
inferencias estadisticas sobre los pardmetros del modelo. Por ejemplo,
es posible estimar fo, 6) y 02 a través del método de méxima verosimi-
litud, o construir intervalos de confianza para estos pardmetros.

Notacién matricial para el modelo de regresidén lineal En el caso de
regresién miiltiple, es conveniente introducir la notacién matricial. Supéngase
que se tienc el modelo lineal

=B+ LTy + ...+ Lxs + €

y hacemos n observaciones mdependlentes Y, ¥2,- -+, Un de Y. Podemos es-
cribir y; como: )

¥i = Po + By + . .. + Gz, + &

donde z;; es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésima

observacién, i = 1,...,n. Si se definen ahora las siguientes matrices
" 1L xy zi2 v+ zp Bo

y=| B x=| ;e 2] e
Un I Tpy Tpz coc Tu R

donde @ es un vector de pardmetros a ser estlmado, ]as n ecuacnones se
pueden escribir de la siguiente manera: FRN R e :

Y=XB+e :" @28
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Si e ~ N, (0, ¢72I,1) dotide I, denota a la matriz identidad de orden n. La
funcién de verosimilitud para el modelo (2. 5) es de ln. formn s .

L(ﬁ,qz;i/)°<(27r«72)'"/2_exp{——(J - xp) G Xﬂ)}

Los eﬁtlmadotes de maxmm verosnmhtud pma ,B y o2 estan dados por

’ (x‘x)‘l Xty
= (y xB) (v-x8)

'Q{
1l

DR
Y
I

¥y nolemos que

; 2
L(ﬁ, y) o (U’) "’_ exp{

Para ﬁ\cllltal la notacién y el desarrollo subsecuente, es conveniente tra-
bajar en- términos de la precisién 7 = ﬂ' en lugar de la \'arlanzu o2 La
verosimilitud toma entonces la forma

L(B.7iy) o T2 exp { -7 [(8 - BYXX(B - B) + na2] } Q (29)

Cabe seialar que el estimador mdximo-verosimil de 8 coincide con el esti-
inador obtenido por el inétodo de minimos cuadrados. En este caso, ademds,

EB) =

de tal modo que B resulta ser un estimador insesgado para 8. Por olro lado,
la varianza de 8 queda expresada por :

Couv(B) = o (X‘X)-' .
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2.3.2. Anidlisis Bayesiano del modelo de regresion

Como se ha venido mencionando, en la estadfstica Bayesiana la aplica-
cién del Teorema de Bayes provee de un procedimiento inferencial mediante
el cual, a partir de una distribucién de probabilidad “inicial” se obtiene la
distribucion “final” que describe nuestro estado de conocimiento a la luz de
toda la informacién disponible. El Teorema de Bayes nos permite incorporar
la informacién contenida en un conjunto de datos, produciendo una descrip-
cién conjunta de la incertidumbre sobre los valores de los pardmetros del
modelo a través de la distribucién final. En esta seccion damos una breve
descripcién del andlisis Bayesiano del modelo de regresién. El lector intere-
sado puede consultar, por ejemplo, Guliérrez-Pena (1998) y las referencias
que ahf se encuentran.

Distribucién inicial conjugada

Al trabajar con ¢l Teorema de Bayes, las dificultades computacionales
surgen desde el momento en que es necesario calcular la constante de pro-
porcionalidad que aparece en el denominador de la expresién para el cdlculo
de la distribucién final (dada una distribucién inicial determinada). Por for-
tuna, existen casos en los que una scleccién cuidadosa de la distribucién
inicial simplifica el cdlculo de la distribucién final. En cada uno de estos ca-
sos es posible identificar una familia conjugada, C, de distribuciones iniciales
tales que las correspondientes distribuciones finales también pertenezcan a
C. Dichas familias de distribuciones deben verse siempre como lo que son:
un artificio matemadtico que resulta conveniente en ciertas situaciones. En
el apéndice A.2.2 se describe con mas detalle cilal es la motivacién para el
uso de las familias conjugadas y se describe de manera general cémo pueden
construirse.

Dada la forma de la verosimilitud (2.6}, la familia conjugada tiene densi-
dades de la forma

p(B,7) o< 7 exp {~Z [(B - b0)'Bo(B — bo) + s0] },
donde ny, sp € R, by € R” y Bg cs una matriz de p x p simétrica y definida
semi-positiva.

Notemos que, dado el valor de 7, ¢l kernel de la densidad condicional
p(B | 7)es proporcional al de la densidad N (8 | bo, 7 'Bg') , i.c.

p(B17) o< 7 exp {~2(8 — bo)Bo(8 - bo) }
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de manera que los fnctores restantes corresponden -a la densidad marginal

p(r)ie:
| p(r) = v exp{ =T},

Haciendo e = ny — p+ 2 y d = so se tiene entonces que

]

pBIi7)p(r)
N, (ﬁ ] b(,,T—'BE') Ga(r|a/2,d/2).

Esta distribucién ¢s conocida como normal-gamma y es propia.si a > 0,
d > 0y By es definida positiva.

p(B.7)

Distribucién inicial no informativa

IEn situaciones en las que se desea representar un estado de informacion
inicial vaga acerca de (8, 7), es comin utilizar algiin tipo de distribucién ini-
cial “no informativa”. Uno de los métodos mds populares para obtener dichas
distribuciones es la Regle de Jeffreys. Puede demostrarse fdcilmente que en
¢l caso del mmodelo de regresién normal la distribucién inicial de Jeffreys es

7 (8,7) o« 7.

Esta distribucion es impropia y puede obtenerse a partir de la familia
conjugada haciendo e =0, d =0y By = 0.

Otra distribucién inicial no informativa comiinmente usada en modelos
de localizacién y escala es

7 (B,7) x 77!,

la cual corresponde o la distribucién inicial de referencia obtenida a partir
del método de Bernardo (1979). Al igual que la distribucién de Jeffreys, esta
distribucién es impropia y es un caso limite de la familia conjugada cuando
a=—pd=0y By=0.

A lo largo de este trabajo denotaremos por 7(+) tanto a las distribuciones
iniciales no inforiativas (en particular a la distribucién de referencia), como
a las correspondientes clistribuciones finales.

Nota: En ambos casos Bg = 0 implica que la varianza de la distribucién
inicial de 8 es infinita, lo qite generalmente se interpreta como una forma de
representar un estado de informacion inicial vaga acerca del valor de 8.
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Distribucién final CO“JUgada S

Proposncnén 2.2 “La distribucidn /‘nal de (ﬁ, 7-) pam el modelo narmal si se
~1Ltzlzza una dzstnbucwn mzczal con]ugada es i :

PO ) = N by, (B Galr | /2,6/2)

donde ‘

by = (th + Bo) (Xy + Bobo),

B, = X'X+By, -

ay = n+4 a,

dy = (y—Xb)(y-— Xbl) + (b, - bo)tBu(bn = bo) + d.

De esta manera, si se desea hacer inferencias sobre ,B entonces es necesario .
calcular su distribucién narginal final, dada por it s :

r(Bly)

[r@.rivrar SR T
_ (2 1 1/2 L e ¢ Loy e
= —I‘ (_L) det {IB]} {l + ‘J;‘(ﬁ - bl)Bl(ﬁ - b])} .
St(B| by, T ay) - .

donde T = "l B,, de esta forma la distribucién\ﬁnal de ﬁk"es‘ una ¢ de )
Student con u, grados de libertad, pardmetro de localizacién b, y pardmetro
de escala T7'.

Distribucién final de referencia

Recordemos que la distribucién inicial de referencia = (8, 7) o 7=!, co-

rresponde a un caso limite de la familia conjugada descrita anteriormente,
cona = —p, d =0y By = 0. Aunque es impropia, da lugar a una distribucién
final propia siempre y cuando n > p. De hecho en este caso se tiene
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bi = B,
B, = X'X,
ay = n,—]),‘

Ldy = "(1:.”‘—‘ p)(&zv,

donde 6* es el estimador insesgado ustial para a2..Por lo tanto, -

-.)G(T,u ("_"2”212), :

7 (8,71 9) = V(B | B (XX

donde ; )
m(Bly)=

Inferencia y prediccién

De ncuerdo;con'la seccién anter
por St

LSBT )

< la enal cumple con

R s a| > 1.

B@ly) =

si ay-> 2,
I3n particular, si se utiliza la distribucién de referencia se tiene

E@Bly). = B : sin>p41.0 0
! ya2 :
Var (Bly) = ((nnTple)(X"X)“' sin>p+2

IZstas cantidades pueden servir como base para hacer inferencias sobre 8.
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Predlccxén '

Supongnmos qu(. se (lesca predectr Y‘,' un nuevo valor.de la varlable de
respuesta, dado cl vector de covarlablea :z:“ = (1 J:,, ,a:L) De acuerdo con
¢l modelo "

. Y = ,Gu+,6m +: -F’,:Bsz.‘-i-é“
, = z'G+e, Trel
donde * ~ N(0,0%) es i;ldependiente de e. Entonces
‘ § = B | 8,0%) = =B
v
; Var(Y' | ﬁ, »— o,

Al querer hacer ml'erenuas soblye Y. ’, se nece.slta caleular.su dlsmbumén :
final, i.e. : . . i

'},ﬁ-—p).

Finalménfé‘,‘ integrando _c‘ori re ‘ecto’ ala dlstrlbuclén final de 0%, se tiene
que . IERRITEN B o R S

ol |y> st (J |m°‘b. 4 {14z Bra), a.)
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Si se utiliza la distribucién de referencia entonces la distribucién predic-
tiva final toma la forma .

p(y | y) =St (_1/‘ IQ"ﬁ,&z {l+=z*(XX)'z*}in = p) Vo

En este caso, el intervalo de méxima densidad del (1 — a)k 100 % QSpti dado

xB £ - o/ T+ (XX) 1z

por

2.4. Modelos lineales generalizados

En csta Seccidn se da una breve introduccién a los modelos lincales ge-
neralizados (MLG). Un tratado completo de la teoria y aplicaciones puede
encontrarse, por ejemplo, en McCullagh y Nelder (1989).

2.4.1. Los componentes de un modelo lineal
generalizado

La clase de los MLG extiende el modelo usual de regresién en tres as-
pectos. Sea y un vector de observaciones de dimension n que consiste en la
realizacion de un vector de variables aleatorias Y independientemente distri-
huidas con media p. El vector de medias 1 constituye la parte sistemadtica del
modelo y suponemos la existencia de variables independientes xy, xa, &y co-
o variables conocidas tales que gz = E_?:, B;x; donde las fB; son pardmetros
usualmente desconocidos y Lienen que ser estimados de los datos. Si fijamos el
indice i de las observaciones entonces la parte sistemdtica del modelo puede
eseribirse como

v
EW) =pm=) By i=1l...,n
i=1

donde x;; es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésima’
observacién. En notacién matricial lo anterior puede escribirse como o

n=Xg

donde 2 es un vector de 7 x 1, X es una matriz de nx A& y 8 es un vector-de’
kx 1. Demodo que X es la matriz del modelo y 3 es ¢l vector de pardmetros. - .




Ll componcntc alcatorio: Y; tiene una dlstrlbucnon en.una. ['am ia ex-
ponencial, y IZ (¥;) = ;. (Ver Seccién 2.4.2) [ :

2. Bl commponente sistemndtico: covariables m.,a‘z‘_.,,a:k producen un predlc-
tor lineal dado por ST AL

3. La liga entre el componente aleatorio y el componente sisterﬁético:

9 (1) = .

Esta formna produce un nuevo sfmbolo 7 para el predictor lineal.

Los modelos lineales cldsicos tienen una distribucién normal en el primer
punto y la funcién identidad en el tercero.

La determinacién de una escala de medicién apropiada es un aspecto im-
portante en la seleccién del modelo y estd directamente relacionada con la
cleccién de una funcién liga jdeberiamos, por ejemplo, analizar 7 o Iny? La
cuestion es qué caracteriza a una “buena” escala. En el andlisis de regresién
cliisico, una buena escala produce errores que tienen una varianza relativa-
mente constante y cuya distribucién es aproximadamente normal.

Si y tiene una distribucién Poisson entonces la escala de rafz cuadrada
nos da aproximadamente una varianza constante, mientras que ¢/%® es mejor
para aproximar normalidad, finalinente Iny puede ser mejor para aditividad
en efectos sistemadticos.

La extensién de modelos de regresién cldsicos a MLG remueve en muchos
casos el problema de escala; normalidad y varianza constante no son un reque-
rimiento para el componente del error; mientras que la aditividad de efectos
sisterméticos puede ser especificada para tener una escala transformada si se
considera necesario. .

Estimaciéon y bondad de ajuste

Dado un modelo particular, tenemos que estlma.r los pardmetros descono-
cidos y obtener alguna medida de la precnsxén con la que los hemos’ estlmado.
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s connin definir una medida de bondad de ajuste entre los datos y un con-

Junto correspondiente de valores ajustados generados por el modelo, y escoger
entonces los valores de los estimadores como aquellos que minimizan el crite-
rio de bondad de ajuste seleccionado. Nosotros consideraremos estimadores
abtenidos por el mélodo de mdxima verosimilitud.

Si [ (y;0) es la huncién de densidad bajo un modelo dado, para la obser-
vacién ¢ con pardmetro ¢, entonces la log-verosimilitud expresada como una
funcién de la media p = E (y) estd dada por ! (y11;9) = In (f (1; 0)).

xisten ventajas al usar, como criterio de bondad de ajuste, una funcién
lineal del logaritmo de la verosimilitud tal como

Dy = =2[L(ps9) = L ()] .

donde I (y;y) es ¢l miximo de la verosimilitud del modelo saturado, en el
cual los valores ajustados son iguales a los datos. Esta iltima expresién se
conoce como la devianza del modelo. Dado que [ (y; 7) no depende de los
pardmetros, maximizar / (y1;y) o minimizar D(y; i) es equivalente. Asi, para
regresién cldsica con varianza conocida o2, tenemos para una observacién y

_y-m?

1
S (s ") = \/271’7exp { 202

con media ju
} )

asf que 5
! (v —n)
L y) = -3 In (2rc?) - 57
. | : -1 ' 2
Si p=1y entonces I (y;y)= -3 In (2wa?),

de modo que

D) = 21t (uin) ~ L i) = LS

(ver Seccion 2.4.7).
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2.4.2. Funciones de ver051m111tud para los MLG

Primero descrlblremos nlgunas de ltlb propxedades en términos de una sola :

observacién .
La variable aleatoria y Liene una funcxén de densxdad de probabilidad de

la forma 0— b0
fr (3 0,¢) = exp {y_%() +c (¥ ¢)} (2-7)

para algunas funciones b(-) y ¢(-). Si ¢ es conocido, esta es una familia expo-
nencial con pardmetro canénico 0. Puede o no ser una familia exponencial si

@ cs desconocido.
Una familia exponencial tiene una log-verosimilitud de la forma

L={ly0-6(®]/¢} +cw.4)),

donde 0 es el pardmetro canénico y ¢ es el pardmetro de dispersién, el cual .
se asume conocido.

1(0,¢;7) = Inf (y;0,¢) es la funcién de log-verosimilitud, cons1derada .
como una funcién de 0, para i y ¢ dadas. Entonces la media y la varianza
de y pueden derivarse fdcilimente de las siguientes relaciones

al
E(% =0

a1 al
B (290_2) +E 00)

y0 —b(0)
¢

53

Alora,

1= el ),

de donde i
a_y-v@)

6_21_ j.,'b"(O)" =
80> T

Asi,

0[
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Ahory, dado quie ¢ 75 0, rc,%nlta qné =0 (0) =0, de donde
\ 1= ()= (0).

Andloganente,

92 al\? b (0) var (y)
o_u(m) ;ﬁ) =),

asi que
var (y) = ¢ (0),

donde las primas denotan diferenciacién respecto a 0. Asi, la varianza de y
es el producto de dos Munciones: ¥ (8) que depende solamente del pardmncetro
candnico y serd llamada funcidn de varianza, V(1) cuando se eseriba en
términos de ji; mientras que la otra es independiente de ¢/ y depende sélo del
pardmetro de dispersién ¢, el cual es comiinmente de la forma ¢ = o%jw,
donde w es un peso conocido.

La log-verosimilitud de algunas de las distribuciones mds comunes, y sus
propiedades, se dan a continuacién.

Normal L2 2
= m;—f” - # - %In‘(27r¢72) '
Poisson i Gl
I=ylny = p=Inyl,
>='ln/1.,
V() =gy

=1
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Binomial S R L N
Si suponemos que (l Binomial(n,p),"y definimos 'Y’ = d/n, tenemos
cntonces : =

1= nyln {u/(l - )} +n|n(1 — )+ ln (ny) ,

Co=n{u/(1-p)},
VW) =p(l—p),

¢=1/n.
Gamma : / In(1 )
I=M’Q+ulny+v]nv—ln[‘(v),
] /v . :
0=—-1/p,
Vu) =1,
p=v"l

Como se mencioné anteriormente, un' MLG' considera variables de res-
puesta independientes {Y; :i=.1;2,. ,n}, con dxstr:bucxén en una familia

cxponencial, para las cuales
By =i

var(¥y) = o° (l‘-) /"-’n
con una funclon de varianza V (-), un parémetro de escala 02 > 0 Y pesos w;.

Las covariables entran via un predxctor lmeal

donde  es un vector de pardmetros déscdndcxdos '. o
La respuesta media y ol predictor lineal se relacnona.n a traves de una
funcién liga denotada por g y tal que : : :
9(u) = m.

La funcién liga canénica es aquella. donde g() = 0, de manera que 0 (n)=
7. Ejemplos de esta funcién son: la identidad, el logaritmo, el logit y la funcién
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I (-specm\mnente .
Si se utiliza la llgu caném
estd dada por o

(2.8)
i=

1B 1 v) —exp{ijz

2.4.3. Cuasi-verosimilitud

La motivacién principal detrads de la idea de cuasi-verosimilitud consiste
en relajar el supuesto de que la forma de la distribucién del componente
aleatorio se conoce con exactitud. En lugar de eso, se supone que sélo se
conoce la forma en que la varianza de la respucsta cambia cuando cambia la
media.

Supdngase que cl vector de respucstas Y, de dimensién n tiene media
1 y matriz de covarianza o®V () donde V(u) es una matriz definida semi-
positiva cuyos elementos son funciones conocidas de g Es necesario asumir
que la parte sistemadtica del modelo estd especificada en términos del pardme-
tro del valor medio. Usualinente la parte sistemdtica involucra una matriz X,
de orden 1 x pla cual puede ser incluida dentro del modelo general

o= pu(B),

donde B es el vector de pardmetros desconocidos que se desea estimar. Pa-
ra asegurar la identificabilidad de los estimadores, se asume que la matriz
D = dp1/8p3 tiene rango p para toda B. En el caso de los modelos lincales ge-
neralizados cs equivalente a suponer que X tiene rango completo. La funcién
de cuasi-verosimilitud 1(-; y) es considerada inicialmente como una funcién
de ¢ y es definida a través del sistema de ccuaciones diferenciales parciales

AM(p;y) -
o =V (1) (y — 1},
donde V=~ denota una inversa generalizada de la matriz V. Usualmente
no se requicre resolver este sistema de ecuaciones, pero cuando la solucién
es requeridn cs suficiente encontrar funciones @ (1) y b(8) que satisfagan
n=>v(0)y
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i) = 0 — b (6) + folw),

con fo(-) una funcién que no depende de u. Cuando no existe ambigiiedad,
es comiin escribir 1(G;y) en lugar de {(n (8); ¥). Las ecuaciones de cuasi-
verosimilitud usadas para determinay el valor de 3 son

ABiy) _
aB

¥y pueden escribirse como
DV-[y - #B)] =o.

Los estimadores de los coeficientes de regreSlén se obtlenen resolvxendo
este sistema de ecuaciones.

2.4.4. Sobre-dispersién

El problema de sobre-dispersién surge cuando la varianza estimada de las
respuestas es més grande de lo que se esperarfa bajo el inodelo. Con el fin

de ilustrar con mds detalle este problema, en el resto de esta subseccién nos

concentraremos en el modelo binomial,

Si, para cada i = 1,...,n, las observaciones sobre n; individuos son in-
dependientes y si la probabilidad s¢; de Una respuesta positiva es constante
para todos los individuos, entonces la distribucion de n; Y; es binomial con
pardmetros n; y . La contribucién de 18 i-¢sima observacion en la funcién
de log-verosimilitud bajo estas condiciones es

Wi o) = mayaIn {pes/ (1 = 143)} + naIn(l — pg).

Sin embargo, en muchas aplicaciones !as observaciones pueden estar agru-
padas de alguna mancra. En casos comoO éste las observaciones en grupos
distintos pueden ser independientes o por lo menos no correlacionadas pero
pieden existir razones para esperar una correlacién positiva dentro de cada
uno de los grupos. Bajo estas circunstancias lp varianza de y; serd4 mds grande
que bajo ¢l supuesto de independencia, a saber 72ip(1 — p;). Este lenémeno
se conoce como sobre-dispersién. Es convehiente entonces suponer que

var(Yi) = o2l = i) i=1,..,m,




2.4, M()DIDL‘O.IS' LINFALES GENERALIZADOS . a7

con g? >'1, donde g2 serit estimado a partir de los datos.
La expresion anterior, junto con
E(y) = nypes i=1,..,n,

determina los dos primeros momentos de ¥;.

Bajo estos supuestos, la cuasi-verosimilitud de y; es igual a la log-verosi-
ilitud del modelo binomial, de manera que se obtienen los mismos estimma-
dores para 8 independientemente del valor de o2. Esta es una propiedad del
método de estimacién de minimos cuadrados. Asf, la matriz de covarianza
asintética de B serd multiplicada ahora por un factor igual a o2

2.4.5. Funcién liga

La Muncién liga se refiere al predictor lineal 1 para el valor esperado . de
un dato y. En el modeclo lineal cldsico 7 y 2 son idénticos, y la liga identidad
es razonable en el sentido que ambos 77 y 1« toman cualquier valor en la recta
real. Sin aubargo, cunndo se estd tratando con conteos y la distribucién
Poisson, debetmos tener 2 > 0, asi que la liga identidad es poco atractiva en
parte porque 1 puede ser negativa.

Los modelos basados en la independencia de las probabilidades asocia-
das con diferentes clasificaciones de datos categéricos llevan naturalmente
a considerar cefectos multiplicativos, y esto es expresado a través de la li-
e logaritmica, 1 = I, con inversa g = e’ Asi, los efectos aditivos que
contribuyen a 7 se convierten en efectos multiplicativos que contribuyen & .

Para la distribucién binomial tenemos 0 < g < 1 y la liga deberfa satis-
facer la condicién que mapee el intervalo (0, 1) en toda la recta real.

Consideraremos 3 funciones:

1.  Logit
It

n=In—
2. Probit

=07t

donde & es la funcién de dlatnbucmn norinal.:”

3. Log-log complmnrntana

ln [— In (l - /l.)]
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2.4.6. Estadisticas suficientes y ligas canénicas

Cada una de las distribuciones normal, Poisson, binomial y gamma tiene
una funcién liga especial para la cual existen estadfsticas suficientes para los
pardmetros cn el predictor lineal 1 = 3°7_, fjzi;. Estas ligas candnicas ocu-

ren cuando 6 = 7, donde 0 es el pardmelro canénico. La Tabla 2.1 muestra
algunas de las principales distribuciones y su respectiva liga candnica.

Tabla 2.1: Ligas Canénicas

Distribucién || Liga Canédnica

Normal N=1p

Poisson y=lnp .
Binomial n=In[u/(1-pn)]

Gamma n=—p!

2.4.7. Medida de bondad de ajuste
La discrepancia de un modelo

El ajuste de un modelo a un conjunto de datos puede ser visto como una
forma de rcemplazar el conjunto de valores de los datos y por un conjunto
de valores ajustados ji derivado del modelo, involucrando (usualmente) un
mimero relativamente pequeiio de pardmetros. En general los u's no igua-
lardn a las 3/s exactamente y la pregunta entonces surge de cémo discrepan
entre ellos, porque mientras una pequefia discrepancia puede ser tolerable una
gran discrepancia no. Las medidas de discrepancia o bondad de ajuste puede
ser construidas de varias maneras, pero en este trabajo sélo se discutird la
devianza. .

Dadas n observaciones podemos ajustar modelos que contienen mds de
n pardmetros. El modelo nds simple el modelo nulo, tiene un pardmeltro re-
presentado cominmente por p para todas las /s; el modelo nulo lleva toda
la variacién entre las s al componente aleatorio. El otro extremo, el mode-
lo complelo o salurado, tiene n pardmetros (uno por observacién) y los s
derivados de esto igualan los datos exactamente; ¢l modelo completo lleva
toda la variacién en las ¥s al componente sistemético dejando nada al com-
ponente aleatorio. En la préctica, ¢l modelo nulo es demasiado simple y el
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modelo completo no es informativo porque no resume los datos sino que los
reproduce por completo. Sin embargo, el modelo completo nos da bases para
medir la discrepancia para un modelo intermedio con p pardmetros.

Es conveniente expresar la log-verosimilitud en términos del pardmetro gz
(que es ¢l valor medio) en vez del pardmetro canénico 0.

Sea I (ji, ¢y ) la log-verosimilitud maximizada sobre las §s y no sobre el
pardmetro ¢. La verosimilitud maxima alcanzable en un modelo completo
con n pardmetros es ! (i, ¢ y) la cual es generalinente finita. La discrepancia
de un ajuste es proporcional a 2 veces la diferencia entre el mdaximo de la log-
verosimilitud aleanzable y ¢l aleanzado por el modelo bajo investigacidn. Si
denotamos ¢ = 0(j2) y U = 0 (y) alos estimadores de los pardmetros candnicos
bajo los dos modelos, la discrepancia puede ser escrita como D(y; f2)/¢, donde

D@y i) = Z2wi [1/:' (0-‘ - éi) - (0-:') +b (0:)]

es conocida como la devianza para el modelo comiin y es una funcién de los
datos solamente. Las devianzas para las principales distribuciones se prcaen-

tan en la Tabla 2.2,

Tabla 2.2: Devianzas de las principales dis(,‘ribucion‘e_s:

Distribucién || Devianza

Normal Sw-n)°

Paisson 2{2 " [yIn(y/a) - (y — D]}

Binomial || 25%{[yln (u/j0)] + (n — y) In(n — 1) / &
Gamma 23 [=In(y/i) + (v — /1) /i) : X

Para la distribucidn normal la devianza resulta ser justo la suma de los
cuadrados de los residuos, mientras que para la Poisson esto es el estadistico
Hamado G? por Bishop et al. (1975) y otros. Se puede notar que los segundos
términos en las expresiones de las devianzas para las distribuciones Pois-
son y gamma son por lo comiin idénticamente cero. (Para una revisién mds
detallada ver Nelder y Wedderburn, 1972).




50 ‘ CAPITULO 2. PRELIMINARES TECNICOS

2.4.8. Anadlisis Bayesiano de los modelos lineales
generalizados
Recordemos que ¢l Teorema de Bayes provee un procedimiento inferencial
mediante el cual se obticne una distribucién final con la que podemos incor-
porar la informacién conlenida en un conjunto de datos, produciendo una
descripeion conjunta de la incertidumbre sobre los valores de los pardmetros
el modelo.

Verosimilitud

De acuerdo con (2.7) la densidad para cada variable de respuesta Y; es de
la forma .
b(0; . L .
Jyvi (i3 03, 1) = exp {T(—) +C(1/c.¢s)} A= Liign
con ¢; = 02 /w; donde w; es un peso previo supuestamente conoc1do
Por otra parte, el predictor lineal se supone de la forma

1= Go+ Prrat, ... BTk i= 1,_..‘.,n... i
%s importante notar que la log-verosimilitud (2.8) es sicmpre unimodal y
log-céncava, lo que generalmente facilita su andlisis, mientras que el modelo
general no necesariamente produce verosimilitudes log concavaa si se utiliza

una liga distinta a la canénica. .
Si p(B) es una distribucién inicial arbitraria para. ﬂ, entonces la dlstn-

Intcién final puede cacnl)ns(, como

P(B | y) xexp { > % [v: (=i8) - b (=iB)] +Inp (ﬁ)}

i=1

Distribucién inicial y distribucién ﬁnal

Distribucidn iniciel no inforinativa. L o :
Una distribucién inicial no m(’ormatlva comunmente utlllzada es

En este caso Ia dlerlbuuon ﬁnﬂl toma- la slguxente forma

T’(ﬁ|J)°<fY (y,0 d )y
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donde AR
Iy (Jvo a ) = Hf)’ (1/!:0::4’:
i=| .
Distribucion inicial (no conjugada). :
Con frecuencia es mnds natural y sencillo expresar la mfornmuon inicial di-
rectamente en términos de 8. En este easo es comin usar un mod(.lo normal, .

de manera que -
p(B) =N (B bo,By )

donde by es un vector de p x 1 y By es una matriz de n x P simétrica y
definida positiva, nmbos constantes.

Este inodelo puede considerarse como una aproximacion a la distribucién
inicial que verdaderamente describe nuestro estado de conocimiento acerca
de 8. En este caso

2w 1
N, Wi ¢ t t
P(B|y) xexp 2 p [ (=iB) — b (=iB)] - 5(,3 = bo)'Bo(B ~ bo) ¢ -

i=|

Es claro de las expresiones para las distribuciones finales de 8, que en este
caso no es posible analizar estos modelos de manera analftica. Una posibilidad
es tratar de obtener una solucidn aproximada utilizando la aproximacién
asintética normal descrita brevemente en la Seccién 2.2.3. Por otra parte, es
relativaiente sencillo obtener un andlisis esencialmente exacto utilizando las
téenicas de simulacion discutidas en esa misma seccién.

En ¢l caso particular del inodelo logfstico, que sera ulilizado en este tra-
bajo, resulta conveniente deseribir ¢l modelo de la siguiente forma:

¥: = Di/ng, con Dy ~ Bin{u;, n;)
L= L S R 2.9) .
N In (1 — ”i) z{0 (2.9) »

B ~ N (by,Bj').

Tratamiento Bayesiano de la sobre-dispersién

En los casos en los que los datos presentan sobre-dispersién,-es-posible
extender el modelo anterior para modelarla de manera explicita. Especifica-
mente, el modelo toma la siguiente forma:

¥: = D;/ni, con D ~ Bin(0;,1;)
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O ~ Belau,M1=m)) -

c o= () =28

i ln(l_/“) 0 (2.10)
B ~ N (ba,Bg').

Como en el caso anterior, bajo este modelo se tiene que B(Y;) = y. Sin
cmbargo, la varianza es aliora de la forma var(¥;) = ¢iei(l — w:), donde
¢i = (A4 11:)/(ni)d + 1), a diferencia del modelo (2.9), para el cual se tiene
var(Y:) = pi(! — ). Nétese que, conforme A tiende a infinito, el modelo
(2.10) corresponde al modelo (2.9).

Este modelo representa una contraparte Baycesiana del andlisis clésico, via
cuasi-verosimilitud, discutido en la Seccién 2.4.3.

PRELIMINARES TECNICOS




Capitulo 3

Modelos Estadisticos de
Mortalidad

3.1. Introduccién

n esta seccidn se discutird el ajuste de modeclos estadisticos a los datos
de mortalidad correspondientes a la operacién del Seguro de Vida del Sector
Ascgurador en México para el periodo de 1982 a 1989.

3.1.1. Descripcién del problema

Comno ya se menciond, el propésito del presente trabajo es la construccion
de tablas de mortalidad. La determinacién tanto de las primas netas de riesgo
como de las reservas inatemédticas se produce a partir de estas tablas, de
manera que la solvencia y la estabilidad financiera de las empresas que operan
¢l ramo de vida dependen, entre otros factores, de la adecuada medicién de
la mortalidad. ]

Las revisiones mads recientes de las tablas de mortalidad en México han
ocurrido con intervalos de por lo menos diez afios. En el caso de vida indivi-
dual, la tabla vigente en México hasta cl 31 de marzo de 2000 utilizé datos
del periodo 1982-198Y, los cuales analizaremos en el presente trabajo.

La informacién utilizada cen este trabajo para cl. ajuste de modelos de
mortalidad corresponde a los datos que las compaiifas de seguros reportaron
u la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas para cl periodo de 1982-1989.
Esta informacion se muestra en la Tabla 3.1
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Tabla 3.1: Expuestos y muertos por edad

Indice || Edad || Expuestos || Muertos Indice || Edad ]| Expuestos || Muertos
| 12 9203.0 16 31 42 211408.5 509
2 13 7001.0 2 32 43 201843.0 574
3 14 16768.0 R 33 44 188313.5 630
4 15 10445.0 4 34 15 174224.0 591
O 16 0654.0 0 35 16 162347.5 6L7
G 17 16102.5 7 36 17 151459.5 623
7 18 18442.0 9 37 48 141042.5 626
8 19 20408.0 15 a8 19 128595.5 581
9 20 25173.0 14 39 50 117505.5 562
10 21 33359.5 23 40 51 106745.5 629
1! 22 H0374.5 27 41 52 981564.0 535
12 23 74561.0 37 42 83 87818.0 647
13 24 99480.5 80 43 54 79525.0 G617
14 25 122342.5 L0G 44 55 72288.0 562
15 206 147954.5 108 45 56 (5234.5 513
16 27 165651.0 183 46 57 59083.5 542
17 28 184425.5 182 47 68 52445.0 5630
18 29 201460.0 233 48 59 18508.0 540
19 30 218085.5 265 49 60 44817.5 563

20) 31 231340.5 276 50 61 40417.0 473
21 32 242170.0 277 51 62 36168.0 423
22 33 249538.5 312 52 G3 32128.5 492
23 34 254078.5 318 53 64 28208.5 380
24 35 261217.0 347 54 65 24342.0 379
20 306 260378.0 364 55 G6 20805.0 73
26 37 258114.5 388 56 67 18746.5 310
27 38 250332.5 443 57 68 17429.0 3156
28 39 242261.5 446 58 69 15277.5 329
29 40 231921.0 517 59 70 13819.0 277
J0 41 224367.0 456 G0 71 14268.5 308
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Indice || Edad || IExpuestos || Mucrlos
Gl 72 12116.5 786
62 73 10888.0 260
63 74 0822.5 277
64 70 8752.5 227
G5 76 7762.5 188
GG 7 6973.5 171
G7 78 6392.0 194
68 79 5440.0 177
69 80 4758.5 127
70 81 4286.5 166
71 82 3799.0 113
72 83 3222.0 108
73 84 2588.0 109
74 85 5841.5 88
75 86 1259.5 156
76 87 913.5 52
77 88 775.0 37
78 89 635.5 42
79 90 618.0 32
80 91 448.0 17
81 92 337.5 15
82 93 291.0 21
83 94 186.5 15
84 95 160.0 10
85 96 101.0 5
86 97 60.5 9
87 98 64.5 3
88 99 35.5 5

<
&



Con ayuda de la experiencia acumulada se puede estimar la probabilidac
de muerte de cada persona que compra una péliza de seguro de vida. [Exis-
ten diversos factores que afectan esta probabilidad, siendo la edad el muis
coimtinmente utilizado en ln construccidn de las tablas. Otras caracterfsticas
que también influyen son el sexo, registros clinicos, ocupacién y hdbitos de
vida tales como fumar y In prictica de actividades deportivas, entre otras.

Revisaremos distintos modelos y herramientas estadisticas para tratar la
itformacion de mortalidad disponible.

Las variables relevantes incluyen el niimero de Pélizas en Vigor (Expucs-
tos) y el mimero de Siniestros por edad (Muertos).

De aqui en adelante utilizaremnos la siguiente notacién:

r = Edad,
I, = Expuestos o Pdlizas,
d, = Muertos o Siniestros .

Las tasas brutas de mortalidad (¢.) para las edades de 12 a 99 afios se
obtienen, a partir de la relacién:

_de
4r = Fo

“Una tabla de Mortalidad tipica es un arreglo de probabilidades ¢- con-
forme a la edad = del individuo. Esta tabla muestra diferentes patrones de-
pendiendo de la naturaleza de la poblacién bajo estudio. En realidad, las
probabilidades “verdaderas” siguen. en principio, una tendencia mondtona
positiva (personas de edad avanzada tienen mayor probabilidad de morir que
personas jovenes). En la tabla, las probabilidades estimadas muestran los
patrones reales afectados por errores mucstrales. Asf, una técnica de “sua-
vizamiento” es muchas veces usada para producir una tabla graduada la
cnal elimina esas variaciones aleatorias. En la préctica, como una cstrate-
gin conservadora, cstas probabilidades de muerte graduadas son modificadas
(sobre-estimadas) para miniinizar el riesgo de tener una reserva insuficiente.

Hoy en dia, la graduacién y la sobre-estimacién son muchas veces imple-
mentadas ignorando la naturaleza estadistica del problema.
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- Expuestos

50000
2

v
20 40 60 80 100
Edad
Figura 3.1: Distribucidn de frecuencias por edad de los expucstos

3.1.2. Andlisis descriptivo de los datos: 1982-1989

Nuestro conjunto de datos incluye un rango de edad que va desde los 12
hasta los 99 aiios, como se puede apreciar en la Tabla 3.1.

La Figura 3.1 nmestra la distribucién de frecuencias por edad de los
6, 688, 006 expucstos. Como es usual en este tipo de datos, la mayoria de
los casos yacen entre 20 ¥ 65 afios. En resumen, la distribucién es claramente
asimétrica, Incidentalimente, un modelo gamma provee un ajuste adecuado.

Respecto a las 23,918 muertes registradas, la Figura 3.2 presenta la co-
rrespondiente distribucion de frecuencias por edad. El patrén asimétrico es
menos obvio aqui, sugiriendo que la probabilidad de muert.e no es constante
a través de la edad.

Finalmente en la Figura 3.3 es claro que las tasas brutas de mortalidad
observadas se comportan de una forma ascendente, ticnen una tendencia no
lineal y desviaciones importantes aparccen al final de la tabla. Los datos se
pueden apreciar en la Tabla 1.1.

3.2. Supuestos para el andlisis Bayesiano

Aqui se presentardn los supuestos bdsicos para el andlisis Bayesiano de
los modelos de regresion logistica, asf como el procedimiento para obtener
prondsticos para la siniestralidad agregada con base en dichos datos.
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Figura 3.2: Distribucidn de [recuencias por edad de los iuertos
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Figura 3.3: Tasas brutas de muertc. "~ .
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3.2.1. Supuestos baisicos

Para enda edad = y dado un niimero £, de asegurados expuestos al prin-
cipio del aiio, se tiene que, bajo los supuestos de independencia y homoge-
neidad, el mimero de nmuertos correspondientes d,, puede ser modelado con
una distribucién de probabilidad binomial con probabilidad ¢, es decir

P (de| Bryqz) = Binomnial (Ey,q,) .

Nos interesa deseribiv la mortalidad que se puede observar para cada edad,
en determinado periodo. I2s decir, dado un patrén de exposicién, descrito por
Ee, nos interesa pronosticar la cantidad futura d2 (i.c. el mimero de muertos
en el siguiente periodo) lo que equivale a pronosticar §; = di/E, (lase de
mortalidad observada fulura), siendo importante su cdlculo para cfectos de
proteccion frente a desviaciones extremas en la siniestralidad.

Ahora bien, desde ln perspectiva Bayesiana, se debe asignar una distribu-
cién inicial al pardmetro desconocido ¢r con el fin de obtener la distribucién
predictiva final del niinero futuro de muertos. Debido a que la tasa de mor-
talidad observada futttra es proporcional a d?, la distribucién predictiva para
qr se puede obtener directamente a partir de la de d. En cuanto a la distribu-
cion inicial y ya que se pretende producir inferencias basadas esencialinente
en los datos, se opté por utilizar una distribucién inicial de referencia para
¢. (Bernardo y Smith, 1994; Seccién 5.4). Resumiendo los resultados impor-
tantes en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Anélisis del modelo binomial

Funcién Expresién Modeclo

Verosimilitud pld-E;. q;) || Binomial (Ex, ¢z)

Inicial para g, P(q=) Beta(0.5,0.5)

Final para ¢, plqeldr, E.) || Beta (de + 0.5, Bz — dr + 0.5)
Predictiva final para o || p(di|de. E,) || Beta-Binomial (d, + 0.5, B — dx + 0.5)
Predictliva final para (i,'. Se obtlene directamente de In relacién t‘;;.=d;/E;r ‘

Los intervalos predictivos (de probabilidad 95 %) de las tasas de mor=
talidad observadas futuras para cada edad se muestran en la Figura 3.4.
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Puede observarse mayor incertidumbre en la estimacion de las tasas para las
edades mds avanzadas. La figura muestra claramente el rango de posibles
modelos que podrfan considerarse para ajustar cstos datos. Mds afin, hay
unas cuantas observaciones extremas que no pueden describirse a través de
un modelo monétono simple. Tales observaciones pueden considerarse “abe-
rrantes” (ontliers). Estas observaciones sélo incrementan la variabilidad pero
no parecen tener un cfecto significativo en la tendencia.

[F)
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Figura 3.4: Intervalos prediclivos para cada cdad

3.2.2. Anadlisis Bayesiano de modelos de regresion
logistica

Para este andlisis es de interés determinar una curva suave que descri-
ba la tendencia creciente de las tasas conforme la edad aumenta. De este
modo, el objetivo final es obtener una distribucién predictiva final para ¢}
(r = 12,....99) que considere la propiedad bédsica de mortalidad: « mayor
cdad, mayor probabilidad de mnuerte.

asta la fecha, en ¢l dimbito actuarial, este problemna se ha resuelto utili-
zando téenicas de suavizamiento y graduacién deterministicas para obtener
las tablas de mortalidad. Sin embargo estas técnicas, en general, no permiten
la medicion de la incertidumbre en las estimaciones tanto a lo largo de las
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wdndes como a través de los aios. Los modelos de regresion constituyen una
herramienta estadistica de uso frecuente para la prodiuccion de prondsticos.

Como se diseutié en la Seccidn 2.3, un modelo de regresién describe la
relacion entre la variable aleatoria de respuesta ¥ y una o méds variables
explicativas X3 j = 1,...,k Asi un modelo de regresion normal queda
definido como:

¥; ~ Normal (Z /3,~,\’,»j‘a") independientes para i=1,...,n

o bien, en notacién matricial
Y ~ Normal(X3,7-'D),

donde X representa a la matriz de dimensién n x & de variables explicativas,
B es el vector de cocficientes de dimensién & x 1 y 7 = 1/0? es la precisién
connin.

Observemos que aungue las tasas de mortalidad ticnen una relacion cre-
ciente respecto a la edad, no exhiben una tendencia lineal y se cncuentran
situadas en ¢l intervalo (0,1). Por otra parte, la distribucién normal tiene
como soporte toda la recta real; asi que serd necesario aplicar una transfor-
macion a las tasas para obiener un ajuste razonable.

La transformacién logistica resuelve la falla de linealidad y mapea el
intervalo (0,1) en toda la recta real, por ello la utilizaremos en lo que resta
del presente trabajo. Aplicando esta transformacién a las tasas observadas
se tiene la signiente variable de respuesta

(i
] ln(l—(i>'

Con estos nuevos datos (datos transformados) ajustamos un modelo de
regresion lineal Bayesiano lo que significa que se determina la distribucién
predictiva para el vector Y dada una edad z. A partir de esta distribucién
podemos determinar la distribucién predictiva para las tasas de mortalidad
regresando asi a la escala original, mediante la transformacién inversa

. exp(Y)
7=7 +exp(Y)’

El andlisis Bayesiano requiere de la asignacién de distribuciones iniciales
para los pardmetros desconocidos. Con la intencién de fundamentar las infe-
rencias en la informacién provista por los datos exclusivamente, se utilizan
distribuciones de referencia.
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Coma se discutio en ln Sceeidn 2.8.2, si = representa lninformacion aporta-
da por losdatos, 8 y 7 representan los estiimadores de mixima verosimilitud
de 8 y 7 orespectivamente, y Y el vector asociado a la matriz X* sobre la
cual se desea realizar prondsticos, se obtienen las distribuciones siguientes:

Verasiinilitud
r(ylB,7) = N (y| XB,77'),

tnicial pare (8, 1)

pBIT e,

Final pure (Bi71)

PBiT2) N (g

1) Gaapr),
Predictiva final pa.v:a Y . . o e
P X2 = St (v | XX (X'X) 7 X+ 1) - p)

donde St(| g, 3, k) es una distribucién ¢ de Student mullivariada con
parimetro de localizacién sz, matriz de escala £ y & grados de libertad (e.g.
Bernardo y Smith, 1994). Ademds, B y 7 son los estimadores de mdxima
verosimilitud de 8 y 7 respectivamente, mientras que a = (n—2)/2, b =n/2
y 7 = 1/ donde 62 es ¢l estimador insesgado usual de o2.

Un resultado bien conocido establece que una variable aleatoria ¢ de
Student. converge, en distribucién, a una normal si el mimero de grados
de libertad tiende a infinito. En este caso 88 grados de libertad de la distri-
Inicion Student puede considerarse suficientemente grande para aproximarla
adecuadamente con una normal.

De este modo, el resultado del ajuste Bayesiano puede resumirse con la
distribucion predictiva aproximada

p1X02) = N(X'8, 771X (X*X) ™' X" + 1)).

Aungue el valor esperado no es invariante ante transformaciones no linea-
les, silo es la mediana y en general cualquier cuantil. Esto es, el cuantil de -
nivel v de la distribucion predictiva para las tasas observadas se obtiene de
manera directa al transforinar el correspondiente cuantil de la distribucién
predictiva. . .
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3.2.3. Pronésticos para la siniestralidad agregada

En aplicaciones de la vida real, al usar proporciones de mortalidad para
los cdleulos financieros, hay dos comnponentes que deben tomarse en cuenta:
ln tasa de mortalidad y ol perfil demogréfico de la poblacién especifica.

Las tablas de mortalidad constituyen la base técnica para el cdleulo de
primas y reservas. Sus aplicaciones en términos de siniestralidad esperada
proporcionan una herramienta 1itil para la determinacién de las reservas que
sc deben mantener para afrontar las obligaciones.

El prondstico del mnero agregado de muertes o suma de siniestros corres-
ponde a la previsién del ntimero de reclamaciones que deberfan ser pagadas
durante un aio bajo un csquema de un seguro temporal a un afio para cierto
patrén de asegurados expuestos.

Para un patrén de tasas de mortalidad {¢, : & = 12,...,99} y un patrén
de expuestos {E, @ = 12,...,99}, el niimero esperado de la suma de sinies-
tros (SS) que se observa durante un afio se puede obtener a partir de la
siguiente relacién

SS = Z, Erte.

La distribucién predictiva del mimero agregado de muertes, suponiendo
que se observa el mismo patrén de exposicién E;, se puede obtener a partir
de la correspondiente distribucién predictiva de ¢, usando la relacién

S8 =3 E.q.

Si el patrén de asegurados expuestos estd fijo, ln variabilidad asociada
al prondstico de la sia de siniestros proviene de la incertidumbre que se
tiene sobre las tasas de inortalidad. Asi, la distribucién predictiva final para la
suma de siniestros observados depende y puede ser derivada de la distribucién
predictiva final conjunta de §* que, a pesar de no contar con una forma
analitica cerrada, puede analizarse {iicilmente via simulacién.

Coino ya se tnencioné anteriormente, la distribucién predictiva conjunta
de Y* se puede aproximar satisfactoriamente con una normal multivariada

tal que

E(Y*|X") X'3.
Var (Yo ' x.) = 7-_—I {X' (xl.x)—l Xot +I}-
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Con ¢l fin de contar con una 'muestra’ de la distribucién predictiva” de
lns Lasas observadas de mnuerte §*, se simulan observaciones del vector Y * a
partir del modelo ajustado y se utiliza la transformacién inversa-

go = —oxpluz}
L exp{ys}

aplicada a cada entrada del vector. De esta manera, cada simulacién repre-
senta in posible patrén de tasa de inortalidad a observarse en el periodo de
estudio.

Finaliente, se multiplica cada una de las simulaciones de §* por el patrén
de expuestos por edad, para obtener una muestra de la distribucion predictiva
del minero agregado de siniestros, §S°.

Bl procedimiento descrito sugiere inmediatamente una primera forma’ de
establecer un grado razonable de sobre estimacidn, con ¢l propésito de ob-
tener una tabla graduada que proporcione un nivel adecuado de proteccién
ante el riesgo de que ln reserva sea insuficienie. Especificamente, la tabla
modificada basada en ¢l cnantil de orden p de la distribucién predictiva final
de g garantiza gue las tasas de mortalidad que pudieran observarse en el
futuro solo excederin ese valor, para cada edad x, con probabilidad 1 - p.

Sin embargo, debe recordarse que la cantidad de interés es el ntitero
agregado de siniestros, pues éste tiene un impacto directo sobre el inonto
de Tas reclamaciones. Por lo tanto, para determinar un nivel de proteccion
adecnado ante el riesgo de una reserva insuficiente, es necesario examinar la
distribucién predictiva final del mimero agregado de siniestros SS*.

Especificamente, dicha distribucién puede usarse para determinar el nivel
de: proteccion global proporcionado por una tabla de mortalidad especifica al
aplicarse a una poblacidn asegurada en particular.

La idea es seleccionar un modelo modificado en términos de una medida
global de riesgo. La medida propuesta es andloga a lo que en la literatura
financiera se conoce como “valor en riesgo” (ver, por ciemplo, Grayling, 1997).

Sean {47} las tasas de mortalidad correspondientes al modelo modificado
que se desea evaluar y sea SS* = 3 ¢} E.. Entonces

a = Pr[SS* > §S* | Datos]

es mna medida global de riesgo en el que incurre la compaiifa al utilizar la

tabla modificada {¢}} en una poblacién de asegurados con un patrén de -

expuestos dado por {Z;}.
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Nolcmos que S5+ puule mtu prctarse como el valor en rlesgo al nivel «
para cste prob]ema . :

3.3. Pronostlcos basados en modelos lineales
generalizados

Dada la naturaleza binomial de los datos presentados en la Tabla 3.1,
es posible considerar un andlisis alternativo basado en un modelo logfstico.
Una vez ajustado dicho modelo de acuerdo al procedimiento descrito en la
Seccién 2.4.8, los prondsticos para cl niimero agregado de siniestros se puede
realizar de una inanera totalmente andloga a la descrita en la Seccién 3.2.3.
Esta idea se ilustra cn la Seccidn 4.2, :
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Capitulo 4

Analisis Bayesiano de
Mortalidad

4.1. Regresion lineal normal

Con la finalidad de seleccionar un modelo que describa adecuadainente
los datos y que permita predecir el comportamiento del niimero agregado de
mitertos, se ajustaron en principio dos modelos de regresién: uno lineal y otro
cuadratico (en la edad).

4.1.1. Anadlisis preliminar del modelo lineal

Considerando el conjunto de datos de la Tabla 3.1 y omitiendo el dato
correspondiente a la edad 16, dado que no se reportaron muertes y la trans-
formacién que se usard no esta definida para este caso, se ajusté un primer
modelo de regresién logistica dado por

s =) =
)’_I"(l—qz) Bo+Brx+e

donde x representa a la edad y cs la tinica variable independiente en el modelo,

y € es un error aleatorio.
Para cualquier edad z y dado un patrén de expuestos B, se supone que
el mimero de muertos d, sigue una distribucién binomial con probabilidad

Ge-
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Aplicando la transformacion logistica a las tasas de mortalidad y ajus-
tando el modelo lineal con la ayuda del paquete estadfstico S-Plus, se obtuvo
ol andlisis preliminar que se presenta a continuacién.

o o o oo
[
o 0 0
%o, 0o
q»d," Cd
" P
> o
" M
-]
;'Jo‘hdb
? 4 o°
Q
T T v T T
20 40 60 80 100

Figura 4.1: Tasas transformadas

Se observa una mayor dispersién en las tasas que corresponden a las eda-
des extreinas, lanto pequeiias como grandes, debido a que en estas edades es
menor el niimero de expuestos. La griafica muestra una tendencia lineal, como
se muestra en la Figura 4.1, asi que ahora podremos utilizar una regresién
cldsica para ajustar los datos, el programa con el que fueron obtenidos los
resultados se muestra en el Apéndice B.

2l modelo ajustado con los datos transformados es

E(yz) = ﬂAO + le

y se muestra en la Figura 4.2. Aquf,

Bo = —8.716076
G = 0.066913
6% = 0.137619

dar(B) = | 0-0093808334 —0.0001394896 ) -
~ | —0.0001394896  0.0000024929 | *
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Utilizando la aproximacién descrita al final de la Scccién 3.2.2, se si-
mulé una muestra de tamaio 5000 de la distribucién predictiva de ¥ me-
diante el paquete estadfstico S-Plus. Se construyé una banda predictiva para
lus tasas transformadas (Y*) mediante los cuantiles de 0.025 y 0.975 como se
puede apreciar en la Figura 4.3.

Aplicando la tranformacién inversa para regresar a la escala original ob-
tenemos ¢l siguiente ajuste a través de la mediana de G2, como se aprecia en
la Figura 4.4. Asi como la banda predictiva en la escala original mostrada en
la Figura 4.5,

Se realizd también una comparacién entre la tabla actual (Tabla 1.2),
utilizada por ¢l sector asegurador para el cilculo de las primas y las reservas,
¥ la tabla producida por el ajuste Bayesiano con base en el cuantil de orden
0.70 de la distribucién predictiva de ¢ para cada z, como se muestra en la
Figura 4.6. Dicho cuantil se calculé de manera que el “valor en riesgo” de
la suma de siniestros (95) fuera aproximadamente del 2.5%, tal como sc
describe al final de la Seccién 3.2.3. Puede observarse en la Figura 4.7 que
dicho valor es de 27164 muertos o siniestros al final del periodo.

_zlo “ o 'slu_ 0 - 7100
Figura 4.2: Ajuste lineal sobre las tasas transformadas
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Figura 4.5: Banda predictiva en la escala original
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Figura 4.7: Nimero agregado de siniesiros al final del periodo

4.1,2. Analisis del modelo lineal: WinBUGS

Por olra parte, y con propdsitos comparativos, se realizé un segundo andli-
sis del mismo modelo pero en esta ocasién utilizando el programa WinBUGS.
2ste programa utiliza la técnica de simulacién discutida en la Seccxén 2.2 3
conocida como muestreo de Gibbs.

Para el andlisis del modelo

p(Y1B,7)= N (y | =B, "I)
se consideraron las siguientes d)stnbucwnes mlcxales ‘no informativas”

fo ~ N(0,10e—3)
f; ~ N(0,10c~3)
T ~ Ga(l.0e—3,1.0e—3).

Para este caso se simularon muestras de tamafio 10000 mediante el pro-
grama WinBUGS para los pardmetros By, 58, y o2 :
Los resultados obtenidos con este nuevo andlisis fueron muy similares a

los obtenidos con la aproxinacién descrita al principio de esta seccién. Los
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estimadores para 6, 8, y o? fueron

By = -8717
6 = 0.066
62 = 0.141.

A partir de observaciones simuladas de Y, se utilizé la transformacién
logfstica inversa para obtener una muestra de la distribucién predictiva de las
tasas de muerte por observar, §*. Posteriormente, esta muestra fue utilizada,
Junto con los valores de los expuestos para cada cdad, para obtener la muestra
correspondiente de la distribucién final del ntimero agregado de muecrtos.

Se construyeron bandas predictivas para ¢ mediante los cuantiles de 0.025
y 0975 de la correspondiente distribucién predictiva final. La Figura 4.8
muestra un ajuste basado cn la mediana, y la Figura 4.9 basado en la media.

También sc realizé la comparacién entre la tabla actual (ver Tabla 1.2)
y la tabla producida por el andlisis Baycsiano reproducido en esta seccién
con base en el cuantil de orden 0.70. como se muestra en la Figura 4.10. Este
cuantil corresponde a un “valor en riesgo” para la sumna de siniestros (SS) del
2.5% y resulté ser de 27419 muertos o siniestros al final del periodo, como
s aprecia en la Figura 4.11.

0.15
L

20 40 &0 80 0 100

Figura 4.8: Ajuste (mediana) y banda predictiva para g
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Figura 4.10: Ajuste lineal (—)
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Figura 4.11: Nimero agregado de siniestros al final del periodo

4.1.3. - Analisis preliminar del modelo cuadra’tico;' :

Con los mismos supuestos que se hacen en el modelo lineal; se ajustd un
modelo cuadratico, el cual incluye un término constante, -un componente
lineal y otro cuadrditico en la edad, de la siguiente manera: Sl R

Ye=1In (%) = Go + iz + ,32532 +€ . (4.1)

Con la ayuda del paquete estadistico S-Plus se realizé el ajuste 'cuadrético.
En este caso los pardmetros ajustados fueron o

G = -9.120
B = 0.085
B = —0.0001
6% = 0.1302

K 0.03712991999 —0.00140241113  0.00001 137683
var(B) = | —0.00140241113  0.00005949887 —~0.00000051171 | .
0.00001137683 -0.00000051171  0.00000000458
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El ajuste de este modelo se muestra en la Figura 4.12. Mediante la trans-
formacién logfstica inversa sec obtienc el ajuste en la escala original, mostrado
en la Figura 4.13.

Al igual que en el caso anterior, se simulé una muestra de tamaiic 5000
de la distribucién predicliva de ¥ mediante el paquete estadistico S-Plus. Se
construyeron bandas predictivas tanto en la escala original como en la escala
logit mediante los cuantiles de 0.025 y 0.975 como se puede apreciar en las
Figuras 4.14 y 4.15. Asimisimo, se realizé la comparacién entre la tabla actual
y un ajuste Bayesiano basado en el cuantil de orden 0.70 de la distribucién
predictiva de §; para cada z (ver Figura 4.16). Finalmente, se construyé el
histograma de la suma de siniestros, el cual sc muestra en la Figura 4.17.
El “valor en riesgo” en cste caso fue de 29132 y corresponde a un nivel del

2.5%.

B . = x . : :
Figura 4.12: Ajuste cuadrdtico sobre las tasas transformadas
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Figura 4.16: Ajusle cuadrdtico (—) y tabla actual (- -:-)
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Figura 4.17: Histograma de la suma de siniestros para el ajuste cuadrdtico

4.1.4. Analisis del modelo cuadratico: WinBUGS
Al igual que para el modclo lineal, para el caso cuadrdtico también. se
realizé un nuevo andlisis utilizando el paquete estadfsuco WinBUGS, consi-
guiendo los siguientes resultados.
Para el analisis del modelo
nY|B,7) =N (y |zB,7'1) ‘
se consideraron las siguientes distribuciones iniciales “no informativas”
Bs ~ N (0,1.0e—~3) o
B ~ N(0,1.0e—3)
Bz ~ N(0,1.0e—3)
T ~ Ga(lle-3,1.0c— 3).
Se_simulé una muestra de tamaiio 10000, con la que se obtuvieron los
siguientes estimadores para los pardmetros Gy, £y, B2 y 02 respectiv&mente

By = -9.09
;_?. = 0.083
B = -0.00014
2 = 0.1332.
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Se contruyé una banda predictiva mediante los cnantiles de orden 0.025
¥ 0.975 de la correspondiente distribucién predictiva final y se incluyeron los
ajustes basados en la media y la mediana como se aprecia en las Figuras 4.18
y 4.19 respectivamente.

También se realizé la comparacién entre la tabla actual utilizada por el
sector asegurador para el cdleulo de las primas y las reservas (ver Tabla 1.2)
y la tabla producida por ¢l andlisis Bayesiano reproducido en esta seccién
con base en el cuantil de orden 0.70, como se muestra en la Figura 4.20.

Atin para las edades de 12 a G5 aios la tabla producida por este anélisis
estd por debajo de la tabla actual, como se puede apreciar en la Figura 4.21.

En este caso el “valor en riesgo” de la suma de siniestros (SS) resulté ser
de 29100 muertos o siniestros al final del periodo y corresponde a un nivel
del 2.5%, como se muestra en la Figura 4.22, .

0.05
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x
Figura 4.18: Ajuste (media) y banda predictiva



4.1. REGRESION LINEAL NORMAL

00

20 40 60 80 - 100

X
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Figura 4.22: Nimero agregado de siniestros al final del periodo
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4.2, Modelos liheéles generalizados

En esta seccién analizaremos los datos de la Tabla 3.1 utilizando un mo-
delo lineal generalizado. Especificamente, ajustaremos un modelo logistico
dada la naturaleza binomial de los datos. De manera similar al andlisis de la
Seccidn 4.1, con el fin de predecir el comportamiento del mimero agregado
de siniestros se ajustardn dos modelos: uno lincal y otro cuadritico (en la
edad). Primero discutiremos un andlisis preliminar basado en una aproxima-
sién norial (asintética) a la distribucién final de los pardmetros involucrados.
Posteriormente, se presentard ¢l andlisis Bayesiano discutido brevemente en
la Seccién 2.4.8, haciendo uso de las técnicas descritas en la Seccién 2.2.3.

En las Secciones 4.2.1 y 4.2.3 se presentardan andlisis prcliminares de
los rnodelos lineal y cuadréticos, respectivamente, utilizando ¢l paquete es-
tadistico S-Plus. Estos anidlisis utilizan la nocién de cuasi-verosimilitud para
ubordar ¢l problema de sobre-dispersion tal como se describié en las Seccio-
nes 2.4.3 y 2.4.4.

Por otra parte, en las Secciones 4.2.2 y 4.2.4 se presentardn los andlisis
Bayesianos correspondientes, utilizando el paquete WinBUGS para ajustar
cada uno de los modelos de la manera discutida en la Seccién 2.4.8. Cabe
mencionar que estos modelos parecen ser bastante sensitivos a la presencia
de “outliers” y por lo tanto presentaron dificultades para su andlisis. Con-
cretamente, la correlacion entre los parametros bajo la distribucién final es
relativamente alta, lo que ocasiona que la convergencia del algoritmo sea len-
ta. Con el fin de mitigar este problema, se ajustaron de nuevo estos modelos
omitiendo las observaciones correspondientes a las edades 12, 72, 85 y 86,
las cuales fueron detectadas como “outliers” en un andlsis exploratorio pre-
vio (ver Figura 3.4). Es interesante observar que estos “outliers” coinciden
con los detectados a través de un andlisis de residuos del modelo normal
cuadritico (ver Seccion 4.4).

A pesar de lo anterior, la correlacién entre los pardmetros del modelo
signié siendo alta y, en consecuencia, los ajustes (que se basan en aproxima-
ciones de Monte Carlo) no resultaron suficientemente suaves. Con el propésito
de comparar estos resitltados con los de los otros modelos considerados en
esta seccidn, fue necesario suavizar las curvas correspondientes. Esto se hizo
utilizando las funciones “smooth” y “lowess” de S-Plus.
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4.2.1. Anadlisis prehmmar del modelo lineal

Para cualquier edad ry dado un paitrén de expuestos E., se supone que
¢l nimero de muertos d: sigue una distribucién binomial con probabilidad
Ur. o .

El modelo que se ajusta es de la forma:

ln(lzzq ) = o + Pz

donde la funcidn liga que uliliza es la denominada lagzt (i.e. la hga canomca
para este caso).

Con la ayuda del paquete estadistico S-Plus, se ajusté este mode]o, ob- :
teniendo los siguicntes estimadores para los parémetros Bo, Bi y o respectl-
vamente

fo = -8972
B = 0073
62 = 17.932

m(ﬁ)-— 0.0094837281 -—0.0001640408
~ | —0.0001640408  0.0000030839

Los valores de estos estimadores fueron utilizados como base para cons-
truir una aproximacién normal (asintética) a la distribucién final de G y 6,
a partir de la cual se sitnulé, para cada edad z, una muestra de tamaiio 5000
de la distribucién predictiva de §}, asi como de la media, la mediana y de los
cuantiles de orden 0.025 y 0.975.

Con base en estos cuantiles se construyd una banda predictiva y se realiza-
ron ajustes basados en la mediana y en la media, para las tasas de mortalidad
presentadas en las Figuras 4.23 y 4.24 respectivamente. Nétese que el modelo
trata de capturar la sobre-dispersién produciendo un valor grande para el es-
timador de o?; sin embargo, la banda de prediccién no cubre adecuadamente
a los datos observados.

Cambién se realizé una comparacién entre la tabla actual utilizada por
ol sector asegurador y la tabla producida por este andlisis con base en el
cnantil de orden 0.80. La Figura 4.25 muestra este andlisis. Dicho cuantil
se calculé de manera que el “valor en riesgo” de la suma de siniestros fuera
aproximadamente del 2.5 %, tal como sec describe al final de la Seccién 3.2.3.
Se puede observar en la Figura 4.26 que este valor es de 25301 siniestros al
final del periodo.
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Figura 4.23: Ajuste (mediana) y banda predictiva
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Figura 4.26: Histograma del nimero de siniestros al final del periodo
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4.2.2.  Anadlisis del modelo lineal: WinBUGS

EEn esta seccidn sc presenta el anédlisis del misino modelo pero ahora uti-
lizando la técnica de Muestreo de Gibbs descrita en la Seccién 2.2.3.

Con el fin de reducir la correlacién entre los pardmetros del modelo bajo
la distribucién final, se utilizé una formulacién equivalente dada por

h 3= = ;— &
’(l—qz a+ G (x—3)
donde o = o + (1 E, y se consideraron las siguientes distribuciones iniciales
“no informativas” para e y 6y

@ ~ N(0,1.0E-3)
B ~ N(0,10E-3),

se realizé entonces el siguiente andlisis.

Mediante el programa WinBUGS se simulé una muestra de tamaiio 100000
de la distribucién final de £y y 8, obteniendo como resultado los siguientes
estimadores para los pardinetros Gy y 51

Bo = —4.463
B = 0.0239.

Asimismo, sc construyé la banda predictiva para §; mediante los cuanti-
les de 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribucién predictiva final (ver
Figura 4.27). Nétese que, a diferencia del anélisis preliminar, en este caso la
banda de prediccién cubre a la mayorfa de las observaciones.

Se realizé una comparacion entre la tabla actual y la tabla producida por
el andlisis Bayesiano de este modelo con base en el cuantil de orden 0.80. Se
puede apreciar en la Figura 4.28 que esta 1iltima tabla estd por debajo de la
utilizada por ¢l sector asegurador.

El “valor en riesgo” en este caso fue de 23310 y corresponde a un nivel
del 2.5%, como se presenta en la Figura 4.29.
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Figura 4.29: Histograna del nidrnero de siniestros al final del periodo .

4.2.3. Anadlisis preliminar del modelo cuadrético‘

Con los mismos supuestos que se hacen para el modelo Imeal se ajus--
tard aliora un modelo cuadritico de la forma:

In (T%‘—-> = fp + Bz + oz

Con la ayuda del paquete estadistico S-Plus se obtienen los sngulentes

resultados.
Al ajustar el modclo cuadrdtico obtenemos los estimadores para los pardme-

tros Bo, 1, B2 y 02 que se muestran a continuacién

By = —10.047
6 = 0.114
B, = —0.0003
é* = 15.370

N 0.0888534415 —0.0032416998  0.0000276244
gor(B) = | —0.0032416998  0.0001221229 —0.0000010672
0.0000276244 —0.0000010672  0.0000000095
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los valores de estos estimadores fueron utilizados como base para cons-
truir una aproximaciéon normal (asintética) a la distribucién final de B, 8
¥y 2, a partir de la cual se simuld, para cada edad x, una muestra de ta-
maiio 5000 para la distribucién predictiva de §:, asi como para la media,
mediana y para los cuantiles de orden 0.025 y 0.975. De esta manera se cons-
truyd la banda predictiva basandose en la mediana, mostrada en la Figura
4.30. Andlogamente se construyo la banda predictiva basindose en la media,
Iz cual se muestra en la Figura 4.31.

También se realizé una comparacién entre la tabla actual utilizada por
ol sector asegurador y la tabla producida por el andlisis con modelos lineales
generalizados para el caso del modelo cuadritico, con base en el cuantil de
orden 0.80. (Ver Figura 4.32). Podemos ver que afin para las cdades de 12
i G5 anos la tabla actual estd por arriba de la tabla producida por nucstro
andlisis, como se puede apreciar en la Figura 4.33.

Por iltimo, se caleuld el “valor en riesgo” de la suma de siniestros, Este
valor resulté ser de 25301 al final del periodo y corresponde a un nivel de
2.5 %, como se observa en la Figura 4.34.
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Figura 4.30: Ajuste (mediana) y banda predictiva
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Figura 4.33: Detalle de la figura anterior para las edades entre 12 y 65 afios
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Figura 4.34: Histograma del niimero de siniestros al final del periodo
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4.2.4. Anélisis del modelo cuadrético: WinBUGS

En esta seccién se presenta el andlisis Bayesiano del modelo cuadritico,
utilizando la técnica de muestreo de Gibbs descrita en la Seccidn 2.2.3.
Se utilizaron las siguientes distribuciones iniciales “no informativas” para

Lo, B1 y P2 respectivamente

Bo ~ N(0,1.0e - 3)
B ~ N(0,1.0e—3)
P ~ N(0,1.0e —3)

y se consiguié el andlisis que se presenta a continuacién. L
Mediante el programa WinBUGS se simulé una muestra de tamafio 100000,

para los pardmetros del modelo, obteniendo como resultado los siguientes es-

timadores para los pardmetros o, 51 y B2 ;

@0 = —4.336
B = 0.0178
By = 5512e—5.

Para este caso lambién, se construyé la banda predictiva para ¢ me-
diante los cuantiles de orden 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribucion
predictiva final (ver Figura 4.35).

De igual forma, se comparé la tabla actual utilizada por el sector asegu-
rador contra la tabla producida por este andlisis Bayesiano con base en cl
cuantil de orden 0.80. En la Figura 4.36 se puede ver que también en este
caso la tabla actual estd por arriba de la producida por este andlisis.

El “valor en riesgo” en este caso fue de 23310 y corresponde a un nivel
del 2.5 %, como se presenta en la Figura 4.37.
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Figura 4.37: Histogramna del nimecro de siniestros al final del periodo
4.3, ' Comparacién de modelos

4.3.1. Introduccion

E! desarrollo de los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov ha
hecho posible ajustar modelos cada vez mnds generales con el objeto de explo-
rar la complejidad de los datos (Gilks et al., 1996). La posibilidad de ajustar
tales modelos nos lleva a la necesidad de comparar formulaciones alternativas
con el objetivo de identificar una clase de modelos que sean verosfmiles como
una descripcién adecuada de los datos.

Dentro de la estructura de modelos cldsicos, en la comparacién de modelos
se tiende a definir medidas de ajuste, como son la devianza y la compleji-
dad en términos del niimero de parametros libres en ¢l modelo. Una mayor
complejidad se ve reflejada en un mejor ajuste, pero modelos demasiado com-
plejos pueden dar lugar a predicciones muy pobres.

Los modelos son comnparados coinbinando estas dos cantidades.

4.3.2. Medidas de Ajuste y Complejidad

Discutiremos la comparacién de modelos Bayesianos, basdndonos en la
comparacién de la distribucién final de la devianza bajo cada modelo.




96 CAPITULO 4. ANALISIS BAYESIANO DE MORTALIDAD

Identificaremos el “ajuste” como la media posterior de la devianza y la
“complejidad™ (i.c. el mimero efectivo de pardinetros, pp) como la diferencia
entre la media posterior de la devianza y la devianza basada en la media
posterior de los pardmetros. Estas cantidades pueden ser ficilmente obtenidas
a través de un andlisis basado en las técnicas de Monte Carlo via cadenas de .
Markov.

El ajuste y la complejidad forman parte del Criterio de Informacién de
Devianza (DIC) el cual se describe a continuacién. El lector interesado puede
consultar el trabajo de Spiegelhalter et al (2002).

Andélisis

Supongamos que estamos ajustando un modelo con datos observadas y
y cantidades desconocidas @, que pueden incluir pardmetros en diferentes
niveles del modelo, variables latentes, datos perdidos, etc.

El enfoque Bayesiano requiere de la especificacién de una distribucién
conjunta p(y, ¢) que generalmente consiste de un producto de muchos térmi-
nos a causa de suposiciones de independencia condicional.

Esta distribucién condicional puede ser escrita como:

Py, ) = ply | O)p(0 | ¥)p(¥)

donde ¢ = (0,%) y y es condicionalmente independiente de % dado 8. Asf 0
¢s el pardmetro que infiuye directamente en y (i.e. la verdadera media) aun
cuando 7 es el hiper-pardmetro que gobicrna la forma de la distribucién
previa de 0.

Nuestro interés se enfocard en el pardmetro 0 ya que éste influye dlrecta-
mente en el ajuste y la habilidad predictiva del modelo. )

Dempster (1974) sugirié considerar la distribucién final de la log-verosi-
militud de los datos, lo cual equivale a examinar la distribucién postenor
de S

D) = —2Inp(y,0) +2lnf(1/) ;
donde f(y) es algiin término de estandarizacién especificado completamente
y es una funcién que depende sélo de los datos, no afectando la comparaclén .

de los modelos. i
Resumiremos el “ajuste” de un modelo a través de la esperanzaydg,la ’

devianza

D= Eﬂly[D]
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y la medida de “complejidad” de un modelo como el ntimero efectivo de
pardametros pp, definida como la esperanza de la devmnza menos la devianza
evaluada en la esperanza de los pardametros

E_"alu(D] - D(Ey,[01)
=~ D-D(@)

I

ro

Finalmente, los modelos pueden ser comparados usando un”Critlerio de
Informacion de Devianza, definido como

DIC = D+pp
D(U_) + 2]71).

El £IC puede calcularse durante una corrida de MCMC monitoreando 0
¥y D(0), y al finalizar la corrida simplemente se toma la media muestral de los
valores sintlados de 22 menos ¢l estimado de la devianza usando las medias
de los valores simulados de 6. Los valores mds pequeiios del DIC indican
un mejor ajuste. Cotmo en muchas otras herramientas de comparacién de
madelos, ¢l DIC consiste de dos términos, uno representando la bondad de
ajuste y ¢l otro penalizando el incremento en la complejidad del modelo.

Resultados

Se realizé una comparacién entre los modelos generados para el andlisis
Bayesiano y otra para los modelos del andlisis con Modelos Lineales Genera-
lizados, basindose en ambos casos en un Criterio de Informacion de Devianza
(DIC) con la ayuda del paquete estadistico WinBUGS.

Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 4.1, los programas y las
corridas de éstos pueden consultarse en el Apéndice B.

Se priede observar que, tanto para ¢l modelo de regresién como para cl
modelo logfstico, la diferencia entre el caso lineal y ¢l cuadratico (por lo que
respecta al valor del DIC) en muy pequenia. Cabe sefialar que el DIC no
es un criterio apropiado para discriminar entre modelos de distintas elases,
por lo que la comparacion entre ol modelo de regresién y el logfstico debe
hincerse con base en otro criterio. En nuestro caso, debido a las dificultades
computacionales para analizar el modelo logistico y a la mayor flexibilidad
del modelo de regresion, decidimos utilizar el modelo de regresién cuadrético,
el cual se analizard en la siguiente seccidn.
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Tabla 4.1: Comparacién de modelos

Regresién normal || Lineal Cuadratico
Modelo Seccién 4.1.2 [f Seccién 4.1.4
DIC 78.35 74.G0
Modelo logfstico Lineal Cuadridtico
Modelo . || Seccién 4.2.2 || Seccién 4.2.4
DIC 724.53 724.65

4.4. Analisis de residuos

El andlisis de residuos es un método simple y efectivo para detectar po-
sibles deficiencias de un modelo de regresién (ver Apéndice A.3). Nosotros
realizamos este andlisis para el modelo cuadrdtico

e = fo + Brr+ Bax® + €

¢l cual consideramos es el que mejor describe a los datos, ya que bajo la com-
paracién que se llevé a cabo con el Criterio de Informacién de la Devianza,
¢l DIC resultd ser de 74.6, ¢l cual es menor que el resultante para modelo
lineal que fue de 78.35.

Al hacer cl andlisis del modelo a través del examen de los residuos se
obtienen los resultados mostrados en la Tabla 4.2, la cual muestra los residuos
¢, para cada edad 7. Se pucde observar la presencia de “outliers” para las
cdades 12, 72, 85 y 86, tal como se muestra en la Figura 4.38. Al examinar
la grédfica de los residuos ¢;, contra los valores ajustados se llega a resultados
andlogos, como se muestra en la Figura 4.39.

Finalmente, al analizar cste mismo modelo bajo el enfoque Bayesiano y
utilizando el método descrito en ¢l Apéndice A.3.2, se obtiene la Figura 4.40,
en la que se puede apreciar la presencia de “outliers”, como en el andlisis
anterior, en las edades 12, 72, 85 y 8G.

Se volvid a realizar el anidlisis de este modelo, pero en esta ocasién omi-
ticndo las observaciones que se detectaron como “outliers”.

El modelo analizado cs

pY18,7) = N (y | =8, 7'1)
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nbla 4.2: Residuos por edad

Tndice || Edad Residuo Indice || Edad Residuo
1 12 4.9782088761 31 43 -0.2759055474
2 13 -0.3509916584 32 44 -0.0135232324
3 14 -1.8976436324 33 45 -0.174G195847
4q 15 0.0248311606 34 46 -0.0502831708
5 17 -0.0688155304 35 47 -0.0237192755
6 18 0.03478733 36 48 -0.0028728403
7 19 0.0682515856 37 49 -0.1499859671
8 20 -0.039265913 38 50 -0.183274792
9 21 0.3473540443 39 51 0.2168401772
10 22 -0.5837876695 40 52 0.2168401772
i1 23 -1.0214640375 41 53 0.4676662242
12 2 0.1244916263 42 54 0.4228295973
13 25 0.1177525864 43 55 0.2395717375
14 20 -().5835957705 44 56 0.0830442736
15 27 0.4723771039 45 57 0.3323661714
16 28 -0.1608762329 46 58 0.4219350095
17 29 0.0729498241 47 59 0.5115800428
I8 30 0.0008550792 48 60 0.670424404
19 31 -0.2625939683 49 Gl 0.2846369499
20 32 -0.5904646243 50 62 0.0993556849
21 33 -0.5506201924 51 G3 0.6869192486
22 34 -0.7565757479 52 G4 0.1392819562
23 35 -0.7970946482 53 65 0.3732716917
24 30 -0.8588522479 54 (4] 0.5974858685
25 37 -0.8597327254 55 G7 0.187623561
26 38 -0.6044930025 56 68 0.28158G3209
27 49 -().6959469G57 57 69 0.5917599423
28 40 -0.3580552332 58 70 0.2073242466
29 41 -0).8226567181 59 71 0.245836674
30 42 -(.56437767369 60 72 2.8037747731

99
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Indice || Edad Residuo

61 73 0.1903016803
62 74 0.5000435291
63 75 0.0850366363
64 76 -0.2853114183
G5 77 -0.4187404563
G6 78 0.0306925449
67 79 0.0668626763
68 80 -0.6757354903
69 81 0.2434238269
70 82 -0.6939658912

71 83 -0.5094691543
72 84 -0.0035642409
73 85 -3.1472190888

74 86 2.9677004 366
75 87 0.405157961

76 88 -0.2794556781
7 89 0.53514975

78 90 -0.3544035089
79 91 -1.4304797319
80 92 -1.1205008315
81 93 0.1752489004
82 94 0.3512512864
83 95 -0.5673718425
84 96 -1.4164118452
85 97 1.8474310126

86 98 -1.9060787203
87 99 1.3650534758
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Ln esta ocasnén los estlmndores para Ios parametros Lo, B, ,Bz y o2 fueron

B = -9.439
B = 0.09598
B = —0.0002
&% = 0.04804.

Se hizo un ajuste basado cn la media, y se contruyé una banda predictiva
mediante los cuantiles de orden 0.025 y 0.975 de la correspondiente distribu-
cién predictiva final los cuales se muestran en la Figura 4.41.

I2n esta ocasién, tainbién se realizé la comparacién entre la tabla actual
utilizada por el seclor asegurador para ¢l cilculo de las primas y las reservas
(ver Tabla 1.2) y la tabla producida por el andlisis Bayesiano sin outliers con
base en ¢l cuantil de orden 0.70, como se muestra en la Figura 4.42.
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Comio se puede apreciar en la Figura 4.43 atn para las edades de 13 a 65
anos, donde esta el mayor nimero de la poblacién, la tabla producida por
este nuevo andlisis se encuentra por debajo de la tabla actual. Al calcular
el “valor en riesgo” de la sumna de siniestros (§S) a un nivel del 97.5% éste
resulté ser de 25710 muertos o siniestros al final del periodo, como se muestra
en el histograma de la Figura 4.44.
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Conclusiones

La graduacién y sobre-estimacién de las tasas de mortalidad son dos
de los problemas mds importantes en la actuarfa. Los métodos actuariales
tradicionales han tratado cada uno de estos aspectos separadamente y por lo
general han ignorado su naturaleza estadfstica.

Bl método propuesto en este trabajo permite la construccién de tablas de
mortalidad por medio de un algoritmo que aborda los temas de graduacién y
de sobre-estimacién de manera integral, reconociendo la naturaleza estadfsti-
ca del problema y haciendo uso de un enfoque predictivo, siempre desde un
punto de vista Bayesiano. Los pasos bdsicos son:

1. El ajuste de un modelo de regresion para las tasas de mortalidad ob-
servadas transformadas.

2. El cileulo de la distribucién predictiva final conjunta para las tasas de
mortalidad por observarse en el siguiente periodo.

3. La seleccién de un modelo modificado con base en un “valor en ries-
go” determinado, calculado respecto a la distribucidn predictiva final
del mimero agregado de reclamaciones por observarse en el siguiente
periodo, dado un patrén especifico de expuestos.

La consecuencia mis importante de este resultado es que no es necesa-
rio utilizar un método extremadamente conservador para obtener un nivel
razonable de proteccién global.

Por simplicidad, en este trabajo se utilizaron dos clases de modclos sen-
cillos a pesar de que, para el conjunto de datos analizado, algunos de los

106




106 CAPITULO 5. CONCLUSIONES

supuestos eran claramente violados. Cabe seiialar, sin embargo, que nuestro
{in no es explicar la relacion entre las variables, sino predecir el comnporta-
miento de la mortalidad, de manera que sélo requerimos de un mecanismo
de prediceion razonable. De los cuatro modelos considerados, el modelo de
regresién normal con un término cuadrético es el que describe mejor los datos
observados.

Se debe hacer hincapié en que el método es muy general en el sentido
qite, primero, podria utilizarse otra transformacién cn lugar de la logfstica,;
segundo, es posible utilizar otra estructura monétona para describir la re-
lacion entre la edad y las probabilidades de muerte desconocidas. Todos los
conceptos estadisticos involucrados han sido discutidos ampliamente y estdn
bien establecidos en la literatura.

La distribucién predictiva final del mimero agregado de reclamaciones fue
producida con base en el niimero observado de expuestos (el mismo que fue
usado para ajustar el iodelo). Sin cmbargo, un modelo mas realista deberia
reconocer la naturaleza incierta de la estructura de los expuestos a través de
una distribucién de probabilidad.

Nuestra propuesta es usar el niimero agregado de reclamaciones como una
cantidad clave a fin de calcular un nivel apropiado de proteccién provisto por
una tabla de mortalidad. Sin cinbargo, las pérdidas sufridas por un sistema
de seguridad no se miden a través del ndimero de reclamaciones sino a través
del monto total de éstas. Bl procedimiento aquf propuesto es equivalente
a considerar el monto de las reclamaciones sélo si se supone que la suma
asegurada es la misma para todos los individuos sin importar su edad. Este
problema puede ser abordado de una manera similar, aunque se requeriria
de mayor informacién que la disponible para el presente andlisis.




Apéndice A
Resultados Preliminares

El objetivo de este apéndice es hacer una recopilacién de algunos de los
resultados bdsicos que pueden ser importantes para la comprensién de la
teoria matemadtica que utilizan los modelos lineales generalizados. .

A.1l. Distribuciones mas comunes

A continuacién se listan las familias paramétricas de las densidades. dis-
cretas y continuas que fueron utilizadas & lo largo del presente trabajo. -

Distribucién binomial

Definicién A.1 Una variable aleatoria d‘is’crcta:iX"‘tzene‘ , siribucion
binomial con pardmetros n y p, si su funcidn de probabilidad Bi(zlp,n) es:

Bi(z|p,n) = (Z)p’(l ~p)y*=, z =0,l
donde los pardmetros n y p satisfacen 0 < p<'1, n'e N :
La media y la varianza de X estdn dadas por- . :

E(x) = np, . . ‘
] Var(z) = np(l-p).
Si n=1, X tiene una distribucién Bernoulli, con funcién de probabilidad

denotada por Br(z|0). La suma de k variables aleatorias independientes bi-
nomial con pardmetros (p,n;), i = 1,..k, es una cantidad aleatoria binomial

con pardmetropy 7y + 1 + ...+ 1.

107




108 APENDICE A;° RESULTADOS PRELIMINARES -

Distribucion de Poisson

Definicién A.2 Una varzublc alcatana dzscrcta ‘X tzcnc una dzstrzbucwn
Poisson con parametro Ay (A > 0) sz su funczdu de probabzlzdad cs

P1;v(a:|_/\)=em!,\ ."-‘:z:'=0,'l',2,’...iv‘ ‘(A.2)
La media y la varianza de X estén dadas por EAR

‘ Et:r)

= A’
Var(z) = A
. La suma de k variables aleatorias mdependlentes Ponsson con parametroa
A., i=1,...,k, es una variable aleatoria Poisson con péramet_:ro Al A

Distribucidn beta

Definicién A.3 Una variable aleatoria conlznua X tiene una dzstnbuctdn
beta, con pardmetros a y B (a > 0, ﬁ >0), sisu’ funczdn de denszdad es: -

Be(zla, ﬁ) °-'(1 DF1,  o<m<l - (A.3)
donde . .
_ e+ B)
T (T (B)

La cantidad I’ (a) se conoce como la funcién gamma y se define como:
-]
I'(a) = / " le~*dx.
o
Ademds, para cualquier entero nse tiene
P)=nl(n—1)= m=1)

La media y la varianza de X estdn dadas por:

E‘(-’L‘)= Q_C:_ﬁl
, Va.f(a:) b

(a+ﬁ)2 (a+ﬂ+1)
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Distribucién normial

Definicién A.4 Una variable: aleatarza contznua X tiene una dzsmbuczdn
normal con pardmetros p' y 02, si su densidad N(zlu, 2) es:

N(zlp,0%) =

1 /2—p\? )
P [—5 (-—;—) ] 'paptyz.r-_—’voos<‘z"< oo, (A4)

1
ex
(2m)io
donde los pardmetros /1 y o satisfacen —oo < /£ < 00, o >0.
La media y la varianza de X estdn dadas por
E(@) = p,
Var(z) = o2

Si =0y o? =1, X tiene una funcién de dlstrlbucxon normal esténdar

¢ dada por:
(I'(:z:) =E/ exp{ 3 e

Distribucién gamina

a-» I —B.t

Ga(zla, B) =
donde

'C'

ks
T(a) (a)

La media y la varianza de X. ésfan dadas por
E‘ ) = =,
: ( ) B
: . .
Var(z) = 7

Si « = 1, X tiene-una distribucién exponencnal E‘z(zlﬁ) con parametrok

B y densidad
Ex(z|f) = Be "=, z2>0..

Todas las distribuciones descritas hasta. este punto son fa.mnhas exponen- :
ciales (ver la seccién siguiente). . .
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Disiribucion beta-binomial » ‘7 : 7 : o
Definicién A.6 Una wvariable alcatoriiiz dis’cré'ta"fX:twnc,v’una'kdisir'ibucio’n
beta — binomial con pardmetros o, 8 'y nile>0,8 >0,n=1,2,..) si su
Juncién de probabilidad Bb(z|c, f,n) es : SR :

Bb(zla,ﬂ,kn) = c(;f)h(aglz) T(@+n _ :1:)‘, z=0,...,n (A6)

donde
c= I'cx + z)
C F(@TBTB+n+a)

La distribucién es generada de la siguiente relacién

Bb(z|cx, B,n) = /l Bi(z|a, B,n) Be(0]a, B)d0.
o

La media y la varianza de X estén dadas por

i _ o _ . naf (a+p+n) .
E@ =np V@) = Gl

Distribucidn normal-gamna
Definicién A.7 Un vcctor alealorio continuo (X,Y) ticne una distribucidn
normal-gainma con pardmeiros p, Mo y B, (1t € B A > 0, > 0,8>0) st
su densidad Ng(z, ylu, A, o, B) es
Ng(:):‘ :’/'/‘, A, @, ﬂ) = N(Il/t, ’\y)Ga’(ylalﬂ)r T e %)y >0

donde las distribuciones normal y gamma fueron definidas anteriormente.

Es claro de la definicién que, la densidad condicional de z dado yes
N(z|p, Ay) y la densidad marginal de y es Ga(yla, 8). Sin embargo la densi-

dad arginal de = es St(x|i, Aa/B, 2a).
La media y la varianza de X y ¥ estdn dadas por

(A7)

E@) =p,  Var(s) =Wf_—l), E(y) =%, Varly) = %
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I)zalnbuczon 2 dc Slud('nt

Definicién A.8 Unu variable alentoria continua X lienc una dzsmbuczon
L — Student con paramctras AT K o (/z e RN > 0, > O) sz su densidad
Si(z|p, Ay @) es : i i

_-m h
K

S‘,(zl/?,r\.a)v,=r‘é[r}%f@*—fﬂ)z] O sew, (A.8)

ﬁff)ﬁ(zi ( )

La media y la vaﬁmiz_a dc z estdn dadas por

donde

E(x) ='/¢‘,5" o Tsia>1

Var(z) = %:\%—2-’ si e > 2.

Donde ason los grados de libertad de la distribucién.
La distribucién es generada de la siguiente relacién

[ o a
Stz A o) = - N(=z|p, ’\'.'/)G“(ylar E)d?/
d Jo
e incluye a la distribucién normal como un caso limite, ya que
N(zlp, A) = Um St(z]p, A a).

Si y = AY2(.c — ), donde z tienen una distribucién St(z|u, A, o), enton-
ces y tiene una distribucién Student estdndar St(z|0, 1,«). Si a = 1, se dice
que x tiene una distribucién Cauchy con densidad Ca(z|u, A).

'Si  tiene una distribucién normal estdndar , y Liene una distribucién x2,
y 2y y son mutuamente independientes entonces

x
(w/v)'?

tiene una distribucién estandar Student Si(z|0, 1, v).

»
Z
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A.2. Especificacién de la distribucién inicial

En este apéndice se discutirdn diferentes formas de especificar una distri-
bucién inicial, partiendo de la interpretacién subjetiva de la probabilidad. La
especificacién de la distribucién inicial tiene el propésito de describir la in-
formacién acerca de un pardmetro desconocido 0 antes de observar los datos;
por ejemplo, los resultados de un nuevo experimento.

A.2.1. Especificacién subjetiva

Cuando el espacio parametral © es finito (i.c. si 0 es una variable alea~
toria discreta) en principio la probabilidad inicial para cada posible valor
de 0 puede evaluarse directamente. En el caso continuo es ligeramente mds
complicado. Algunas sugerencias para este caso son:

Aprozimacidn por medio dc un histograma

Un primer paso consiste en construir una particién del espacio parame-
tral © en regiones (c.g. intervalos) y asignar probabilidad iniciales a cada
uno de ellos como en el caso discreto. La finalidad de un histograma. para 8
es construir una curva paramétrica suave que pueda ser utilizada como apro-
xitacién a la distribucién inicial. El nimero de intervalos es seleccionado
arbitrariamente. Este método presenta problemas cuando © no estd acotado,
pues asignar probabilidades a las colas de la distribucién no es una tarea
sencilla en este caso. Aunque la probabilidad en las colas de la distribucién
inicial es a menudo muy pequeiia, el comportamiento en las colas puede llegar
a influir en las inferencias subsecuentes.

Aprozimacion de la funcién de distribucidn

Se define 0, como el percentil de orden 100 % (cuantil de orden o)
de la distribucién de 0 si Pr(0 < 0,) = a, @ € [0,1]. La mediana de 0,
denotada por 1, es el percentil 50 %, tal que Pr (0 < m) = 0.5. La coleccién
e todos los percentiles de ¢ describe la funcién de distribucién de 0. En este
procedimicento, se asignan subjetivamente algunos de los percentiles, como en
¢l caso discreto, y posteriorinente se ajusta una curva suavizada para obtener
una aproximaciéon de la funcién de distribucién de 0.
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A.2.2, Especificacién a través de formas funcionales

Una alternativa usada frecuentemente en la prdctica para construir dis-
tribuciones iniciales consiste en restringir la seleccién de la densidad inicial
a una familia paramétrica y posteriormente determinar los valores de los
pardimetros a {ravés de la especificacién de ciertas caracterfsticas de la dis-
tribucién tales como momentos y/o cuantiles.

Aunque muchas veces esta familia se construye de manera que sea fdcil
de analizar, se debe tener cuidado y estar seguros que la densidad selecciona-
da realmente representa la informacién disponible. Por ejemplo, podrfamos
hacer las siguientes suposiciones acerca de 0:

= ¢ estd simétricamente distribuida con respecto a la moda.

= Su densidad decae rdpido (e.g. exponencialmente) cuando se encuentra
lejos de la moda.

= Intervalos lejos de la moda tienen probabilidades despreciables.

Lstas consideraciones caracterizan aproximadamente a una distribucién nor-
mal.

Estas ideas pueden llevarse a una estructura mas general, la cual pro-
porciona una forma sistemndtica de determinar distribuciones iniciales. El
caso mds relevante corresponde a las llamadas familias conjugadas de distri-
buciones. Por ejemplo, se sabe que si la distribucién muestral es p(z | §) =
N (x| 0,0%) (c? conocida) y la distribucién inicial de 0 es p(0) = N (6 | jz,72)
entonces la distribucién final también es normal, y estd dada por p(0 | z) =
N (0] p1y,73); ver Ejemplo A.2.

En otras palabras, si se inicia con una distribucién normal se finalizard con
una normal donde sdlo los valores de los hiperpardmetros cambiardn: no re-
quiere de nuevos cdlculos analfticos. La ventaja principal de este enfoque es
la simplicidad en el andlisis.

Definicién A.9 Sea F = {p(z]|0), 0 e O} una familia de distribucio-
nes muesirales. Se dice que una clase P de distribuciones es conjugada con
respecto a F si para toda p(z | 0) € F y p(0) € P entonces p(0 | ) € P.

Asf, se puede decir que la clase de distribuciones normal es conjugada con.
respecto a la clase de distribuciones (muestrales) normales.
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Ejemplo A.1 Bernoulli

Sea (x; | 0) ~ Bernoulli(0), para i = 1,...,n. La densidad conjunta es
plx|0) = 0 (1-0)"", donde ¢t = 3%, i; 2 = 0, 1, definiendo una clase
de distribuciones parametrizadas por ¢ € (0, 1), por cl teorema de Bayea, se
conoce que la distribucién final de # dada x esta dada por

p@lz) o p(=z]0)p(6)
o 0"(1=0)""p(0).

La conjugada inicial puede ser obtenida del kernel de la funcién de vero-
similitud. En este ejemplo el kernel de la verosimilitud es de la forma

_ 0*(1-0)°,
que es también cl kernel de la familia de distribuciones beta. Tomando la

distribucién inicial como una Beta(a, 8) y combindndola con la verosimilitud,
la distribucién “final es

p@l=) o 04(1—-0)""tge " (1 - g)!
© 0a+t-l (1 - 0)B+n—t—l .

Por lo tanto (0 |x) ~ Beta(a+¢t,06+n—t) la cual cae dentro de la
familia de distribuciones de la distribucién inicial. Asf{ la familia beta es
conjugada con respecto al modelo muestral Bernoulli. No es dificil mostrar
que lo mismo sucede con las distribuciones binomial, geométrica y binomial
Negativa. La constante de proporcionalidad de la distribucién final es

1 T(a+ B +n)
Bla+t,8+n—-1) I‘(a+I)I‘(ﬁ+n—t)

En la siguiente seccién se deseribe la forma general de la familia conjugada
para una clase importante de distribuciones muestrales.

A.2.3. Familia exponencial

La familia exponencial incluye las principales distribuciones de probabi-
lidad utilizadas en Estadistica. Una caracterfstica esencial de esta familia es



A.2. ESPECIFICACION DE LA DISTRIBUCION INICIAL 115

que posce estadfsticas suficientes de dimensién fija. La clase conjugada P
para la familia exponencial con un pardmetro es ficil de caracterizar. Los
miembros de esta familia tienen densidades de la forma

px | 0) = h(z) exp {u(x)a(0) — b(0)} .
Si consideramos densidades iniciales de la forma
p(0) o exp {aa (0) - Bb(0)}
entonces
PO 12) o exp (o +u @)]a @) + 6+ 116 (@)}

Denotando a la constante inyolucmda en p(0) por k(cx,B8) la constante
nsociada para p(0 | z) es k(e +u(z),0+ 1).
Entonces de acuerdo con el teorema de Bayes se tiene
pz | 9)p(o)
T) = ——0—F—
)=o)

asf, sustituyendo se llega a

() = 1) exD {u ()2 (0) ~ b (0)) k(a,B) exp (aa (0) = b (0))
PE= Tela+u@), A+ Dexpllat u@]a®) - B+ 10 0)]

después de un poco de algebra se obtiene

_ h@kxB)
PE) =t u®@, A D)

Para ¢l modelo binomial en este caso se tiene

(0% (1 = )= B~ (2, 8) 01 (1 = )" .
B~V (a4 z,0+n—x)gate=1 (] = g)Ftn-=-1"
(7L)B(a+m,ﬁ+n—z)

x B(a,B)

la cual es una distribucién beta-binomial para z =0,1,...,n,n 2 L.
En general, para una muestra de tamafio n de la famllla. exponencnal se
obticne la densidad conjunta

n(z)
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plz| 0)= [ﬁ h (x;)} exp { l:iu (x,-)] a(0) +nb (0)‘}.
i=1 . i=1 .
El uso de una distribucién inicial conjugada p (0) = k («, 8) exp {aa (6‘) + ﬁb 0)}

la como resultado una dlstrlbuclén final de la forma

- n

p@|xz)y=k (a+Zu(x,) ﬁ+n> xexp{[a-!-z:u(x;)] a(0)+[ﬁ+n]b(0)}

i=1
y la distribucién margmal o pred)ctlva. ey 1

(T A (z)] & (e, /3)
p(:r) I\.(a+21‘4(z;) ,B+n)

Ejempld A.2 Normal (media desconocida y varianza cbnacz’da)

La familia de distribucién normal es conjugada para el modelo normal.
Para el caso de una muestra de tamaiio n se tiene que

L (0; z) o exp {-—5% (% - 0)2}

donde los términos que involucran a o2 fueron incorporados en la constante
de proporcionalidad. De este modo la verosimilitud tiene la misma formn
que la que se basa en una sola observacién x, sustituyendo z por Z y a2 por

. Otra forma de ver esto es notando que X es una ecstadfstica suficiente
para 0y asfla verosnmlhtud basada en ¢l valor observado de X, la cual se
distribuye como una N (0, %), es proporcional a la verosimilitud obtenida
con las observaciones individuales X . Por tanto, si la distribucién inicial de
0 es N(i, 72), entonces la distribucién final de 0, dada x es N (1, 78), donde

no~%F 4+ 7%

-2 ] -2
y Ty C=noe”+717°
noe-? 4 772 !

m =
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L‘Jemplo A.3 Poisson

Supéngase que X = (X1,...,X,) es una muestra aleatoria de una distri-
bucién Poisson con parametro 4. Su funcién de probabilidad conjunta es

005

p(x|0)= Hﬁ(x‘l0)

asf que la funcién de verosimilitud tiene la forma
L(0;x) x e™"0%

Su kernel tiene la forma 8%~ ¢l cual caracteriza a la familia de dis-
- tribuciones gamma. La distribucién inicial conjugada de & es gamma con
paramel.ros ay B, G(x,B) y la densidad final es

‘ p(0 | x) o 04+ 7=V exp {~ (0 + n) 0}
la cual corresponde a una distribucién gamma G (o + > 2y, 8 + n).

Ejemplo A.4 Ezponencial

Supéngase que X = (Xy,...,Xa) es una muestra aleatoria de una dis-
tribucién exponencial con pardmetro 0. Su funcién de probabilidad conjunta

es
n
p(x| 8)=0"cxp {—021‘;} .
i=1
La forma de la verosimilitud permite reconocer del kernel de la familia

gamma como la distribucién conjugada para 0. Asumiendo a G(e, ) como
la distribucidn inicial, la distribucién final tiene la forma

p@|z) < 0™exp {—Oim;} 0°~' exp {—00}
i=1
o g7 lexp {— (ﬁ + Zz;) 0}

la cual es la densidad de la distribucién G (n + o, 8 + > x4).
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Ejemplo A.5 Narnal (mnedia y varianza desconaculas)

Sea X = (X,,...,X,) una muestra alecatoria de tamaiio n de una dis-:
tribucién normal N (0 o?), con 0 conocida, y ¢ = . La distribucién inicial
conjugada para (0,¢) se presentard en dos etapaa Prlmero, considerese la
distribucién condicional de @ como

PO19)=N (noled] ™)

y la inicial marginal para ¢ estd dada por

Esta distribucién es usualmente I]a.mada. normal- ramma y su densldad
conjunta esta dada por S .

p(0, ) P I ¢)p(0)
' o:’ 0’2’ exp {

La d|sLnbﬂbi6n mlcnal marguml ‘de 0 se puede obtcner por mtegracnon,
usando el slgmente rcsultado :

/ ¢a-l -Md¢ F (a)
Aplicando lo's’rers’ql‘tyacylos :obtenidos, sevtiene que :

[ St v

‘p(0) o
(e
B {[vloﬂg-&cq;(ﬂ—llo)’] }.("@q_lﬂ).
o [noof + o (0~ po)’] - e
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eé{;rupandé términos se tiene
Caro 0 — )2

p(©) o |14 Lopio)

: ) (;g-
el cual es o kernel de una distribucién t-Student con 7o grados de liber-
tad, pardmetro de localizacién po y pardmetro de escala %“}, denotada por
2
l'no (IIO) %g') .
La distribucién condicional de ¢ | 6 puede obtenerse de la distribucién

i . 2 0 —110)?
conjunta p(0,$) y es una gamma con pardmetros fodl  nocgtenlf-se) *‘;‘ so)
La distribucién conjunta de una muestra aleatoria X = (Xi... 1 Xn) es

ya que I v(-)‘nb de]gén;ie d ) ]

p@l0.8) = T[otow{-£ @ - o)
i=1
o ¢ exp{—% [nsz+n(i—0)2]}

donde s? = 1 3~ (2 — )°. Esta expresién tiene el mismo kernel que el de i{ha ' :
densidad normal-gamma para (6, ¢). El siguiente paso es verificar que la fami-
lia normal-gamma es cerrada bajo muestreo. La distribucién final estd dada -

por

pO¢iz) o« plz|0;8)p(9,¢
e R

X exp {——g [noag +n8? + ¢ (9_”0)2 »

No es diffeil mostrar que g

donde p) = SEIEE e esto se bsiguej ck;ue'.lak listr
proporcional a _ . R

¢("+';"+')—I

X exp {—g [noa&+'nsz+(c{,i-‘!-'r‘z)k(0 i) G
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PPor lo tanto la distribucién final” comunta es. normn

mma con’ parame-’
wros (i, c1, 1, o3) dados por g

Colta + NE

m =
c+n
¢ = c+n
n = nug-+n
2 2 2 Comt 2
= ns -F
o? nyog + -+ P (10 - E)°.

Tanto la distribucién inicial como la final son miembros de la misma
familia. De esta forma, la familia normal-gamma es conjugada con respecl.o
al modelo muestral normal cuando 8 y o2 son desconocidas.

A.2.4. Distribucién inicial no informativa

Las distribuciones iniciales conjugadas son de gran utilidad como des-
cripciones (aproximadas) a la verdadera informacién inicial. Sin embargo,
cuando no hay informacién inicial disponible, o cuando por alguna razén no
se desea incorporar dicha informacién en el anilisis, su justificacién es sélo
analitica, pues generalmente producen expresiones cerradas para algunas ca-
racterfsticas de la distribucién final tales como momentos. En este caso no
es posible justificar la seleccidn de la distribucidn inicial con bases subjetivas
y por lo tanto los pardmetros de la distribucién inicial conjugada no pueden
ceterminarse.

En este contexto, la idea de una distribucién inicial no informativa, que
represente un estado de ignorancia y que permita que los datos “hablen por’
si mismos”, es muy atractiva. A menudo las inferencias basadas en este tipo
de distribuciones iniciales son consideradas“objetivas”

Describiremos a continuacién algunas de las téenicas mds importantes
e¢n la derivacion de distribuciones iniciales no informativas; el lector inte-
resado puede consultar Kass y Wasserman (199G). No se debe esperar que
lus distribuciones iniciales no informativas representen siempre un estado de
ignorancin total acerca del problema en cuestién, pero en la prictica, en
téminos generales, basta considerar las llamadas disiribuciones iniciales de
referencie (en particular, la distribucién de Jefireys), las cuales se describen
a continuacion.
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Distribucién de Jeﬂ'reys

Bajo ciertas condlcnones de 1egular1dad ebta cnntldad tamblén puede es-

cribirse como

I 0) = 50

dando lugar a la distribucién inicial no informativa de JefTreys

((72 Inf (wlﬂ))

7 (0) o 1(0)}

definida médulo un coeficiente de normalizacién cuando 7* es propia. Esta
distribucién es tipicamente impropia y es invariante en el sentldo de que,
dada una transformacién h, uno a uno, se tiene que S

1(0) = 1(h(0)) ((0))*.

Cuando 0 ¢s un pardmetro multidimensional, la matrlz de mformac:én de
Fisher estd definida por - : :

&Ins (=N .,

I.-,~(0)=—E'o —a'a—ia—(oll—- l,j?l,..?,k‘

y la distribucién inicial no informativa de Jeffreys se deﬁné como
o (0) e det {I (0)}*

Dlstnbucxén de Referencxa V

Bernardo (1979) propone una extensién al método de Jefireys, llamado
"“andlisis de referencia. La principal diferencia es que este método distingue
entre pardmetros de interés y pardmeiros de ruido. Por lo tanto, la distri-
bucién inicial resultante depende no sélo de la distribucién muestral sino
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tiunbién del probleina inferencial en cuestién. A continuacién se describird la
constriceién de la distribucidn inicial de referencia.

Consideremos el modelo f (x|0) y supongamos que la matriz de informa-
cidn de Fisher, I (0)", existe. Sea S = I1(0)~! y scan

0(1) = (0[, ,0,.,),.. . ,0(",) = (0N1v1—1+|""’0k)

mn grupos separados segiin su nivel de importancia inferencial, donde N; =

3 i—ins. Bl método produce una distribucién inicial sobre (Oq1y, ..., 0m),
que distingue entre pardmetros de ruido y pardmetros de interés. Sea

0[_,-, = (0(1),...,0(]-)) Y 0[,,.” = (0(_,-+,),...,0(,,.)) .

La matriz S sc descomnpone de acuerdo a los m grupos y tiene la siguiente

forma . .
Ay AL ... A!’"

A2l A22 Am2
Aml Am2 Amm

donde S; cs la matriz de orden N; x N; en la esquina superior izquierda de
S, de mancra que Sy = Ay;. Sea H; = S5 y denotemos por h; a la matriz
de orden 7; x n; en la esquina inferior derecha de Hj, de manera que, en
particular hy = A7,'. Entonces la construccién de la distribucién inicial de
referencia es la siguiente:

Inicializacion:

[he (D)1}

T (On: lom— =—_—
Clrlln-1) = i O 0

lteracidn: Paraj=m—1,...,1

i (O~0p51) exp {3E; [In (|hy (0)1) 16p1] }
3 (Ops-l0-1)) = Jexp {1E; [In (ﬁ),. 0)) 0111} dbgsy

donde E; [g(0) 104)] = [ 9(0) 7j41 (O1ii|0ps7) dOpmsy)-
Conclusidn: La distribucion inicial de referencia es

7 (0) = m1 (Op)|0y) -
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A.3.: “Analisis de residuos
A.3.1.  Métodos tradicionales

Un nétodo simple y efectivo para detectar posibles deficiencias de un

modelo de regresién es por medio de un examen de los residuos; ver, por
aiemplo, Chatterjee y Price (1977). Il i-ésimo residuo se define como

':l'=:'/l'_’.’7i1 i=ls2y~~~a"

donde y; es una observacion y #; es el correspondiente valor ajustado. Dado
que un residuo puede verse como la desviacién entre el dato y su valor ajus-
Ltado, es una medida de variabilidad no explicada por el modelo de regresién.
También se define el i-ésimo residuo estandarizado e, de la siguiente manera

cis = €i/S i=1,2,...,n

donde s? = Z c?

n—p

Los residuos estandarizados tienen media cero y desviacion estdndar uno.
Con una muestra moderadamente grande los residuos deberfan estar aproxi-
madamente distribuidos independientemente como una normal. Los residuos
no estdn estrictamente distribuidos independientemente, pero con un gran
mimero e observaciones, la falta de independencia puede ser ignorada.

El estudio de gréficas de residuos es una de las inuchas herramientas en
miestro analisis. Podemos considerar ¢l uso de estas grificas para examinar
diversas situaciones para ¢l modelo de regresién simple con errores normales.
Algunas de ellas son las siguientes:

1. La funcidén de regresién no es lineal.
2. El término de error no tiene varianza constante.
3. Los errores no son independientes.

4. El modelo ajusta a la l,ran mayorfa de las observaciones, sin embargo
una o pocas observaciones “se disparan”.

5. El término de error no estd distribufdo normalmente.

G. Una o varias variables independientes importantes han sndo omltldas
en el modelo. . : e
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Algunas de las gréficas usadas cominmente para proveer informacién de
los casos anteriores son aquellas en las cnnles los resnduos estandarizados son
graficados contra:

1. -El valor ajustado g.

2. La variable independiente =.

3. - El orden de tiempo en el cual las observaciones ocurren.

1. Variables independientes omitidas.

En general, cuando el modelo es correcto, los residuos, tienden a caer
entre -2 y 2, estando distribuidos aleatoriamente alrededor de cero.

Cuando el modelo no es vdlido, las grificas de residuos tienen caracterfsti-
cas que son diferentes a las descritas. Se hace énfasis de que una parte esencial
de cualquier andlisis de regresién incluye un cuidadoso examen de residuos
para asegurar que las suposiciones de la teoria se satisfacen.

Como una regla general, las grificas de residuos brindan més informacion
acerca de las deficiencias del modeclo que las gréficas de los datos. Las grdficas
cle los residuos son herramientas ttiles para detectar posibles violaciones a los
supuestos del modelo, tales como falta de linealidad, varianza no constante
(heteroscedasticidad), presencia de “outliers”, y errores correlacionados.

Cuando se analiza un conjunto de datos es necesario estar seguros que las
conclusiones no dependen solamente de uno o dos observaciones extremas.
Los “outliers” pueden aparecer en el inomento de recolectar o capturar los
datos. Por otra parte, también pueden ser observaciones genuinas, altamente
significativas y sugestivas para las cuales se deberd hacer un examen més
detallado.

Transformacién de variables

La necesidad de transformar los datos surge cn situaciones donde la va-
riable original, o ¢l modelo en términos de la variable original, viola una o
s de las suposiciones estdindar.

Para satisfacer los supuestos usuales del modelo de regresién, algunas
veces se trabaja con variables transformadas. Las tramformacnones pueden
ser necesarias por varias razones; incluyendo:
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1.

Consideraciones tedricas pueden especificar que la relacién entre dos
variables no es lineal. Una transformacién apropiada de las variables
puede hacer que la relacién entre las variables transformadas sea lineal.
Consideremos por cjemplo el modelo T = aff, « >0, 0< B < 1, la
relacién entre T; ¢ i no cs lineal, asf que no podemos usar directamente
lus Lécnicas de regresién lineal; por otra parte, si nosotros tomamos lo-
garitimos de ambos lados obtenermnos: In7; = Ina+iln B mostrando que
InT; e 7 estdn relacionados linealmente. La transformacién nos capaci-
ta para usar métodos de regresién lineal estdndar. Aunque la relacién
entre las variables originales no es lineal, la relacién entre las variables
transformadas sf lo es.

La variable dependiente y, puede tener una distribucién de probabilidad
cuya varianza esté relacionada con su media. Si la media estd relacio-
nada con el valor de la variable independiente z, entonces la varianza
de y cambiard con x y la varianza no serd constante. La distribucién de
7 puede no ser norinal bajo estas condiciones. La [alta de normalidad
invalida las prucbas estdndar de significancia, ya que estdn basadas en
el supuesto de norinalidad. La varianza desigual de los errores produce
estimadores insesgados pero no son adecuados en el sentide de preci-
sién. En estas situaciones, es frecuente que se transformen los datos con
cl fin de lograr tanto la normalidad como la homoscedasticidad que el

ajuste requiere.

Existen razones no probabilisticas para suponer que las transforma-
ciones son requeridas. La evidencia llega al examinar los residuos del

ajuste de un modelo lineal.

Transforinaciones para aleanzar linealidad

Uno de los supuestos mds comunes en el andlisis de regresién es que ¢l

modelo que describe los datos es lineal. Por consideraciones tedricas o para
un examen de grdficas de dispersién de y contra =, la relacién entre = y y
puede no ser lineal. Hay, sin emnbargo, muchos modelos no lineales que bajo
transformaciones apropiadas pueden ser lineales.

Transformaciones para cstabilizar la varianza

Algunas transformaciones son también usadas para estabilizar la varian- "

za del error, esto es, para hacer la varianza del error constante para todas
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las observaciones. Que la varianza del error sea constante es uno de los su-
puestos estandar de la teoria de minimos cuadrados (conminmente llamado
homoscedasticidad). Cuando la varianza del error no es constante sobre to-
das las observaciones, ¢l error mencionado es heterosceddstico. La heterosce-
dasticidad puede en ocasiones removerse por medio de una transformacién
adecuada. La variable dependiente y, en un problema de regresion, puede
seguir una distribucién de probabilidad cuya varianza es una funcién de la
media de tal distribucién. La binornial y la Poisson son dos distribuciones de
probabilidad comunes que tienen esta caracteristica. Sabemos, por ejemplo,
que una variable que estd distribuida binomialmente con pardmetros n y p,
tiene media np y varianza up (1 — p). Es también conocido que la media y la
varianza de la distribucién Poisson son iguales. Cuando la relacién entre la
media y la varianza de una variable aleatoria es conocida, es posible encon-
trar una transformacion sitmple de la variable, la cual tendrd una varianza
aproximadamente constante (estabiliza la varianza).

Por otro lado, en muchas aplicaciones de la industria, la economia y la
biologfa, cuando se encuentra que la varianza del error no es constante, se
sabe que la desviacién estdndar de los residuos se incrementa a medida que
la variable exploratoria crece. Basados en su observacién empfrica, se tiene
la hipétesis en este ¢jemplo de que la desviacién estdndar de los residuos es
proporcional a X.

Var (&;) = k%2, k>0.
Consideremos ¢l modelo
Yi ,30
- + By +

¢l cual se obtiene al multiplicar ambos lados del modelo original por 1/ z;.
Definiendo un nuevo conjunto de variables y coeficientes

v p ._E
y’=—1 T = 1ﬁ’0"ﬁls ﬂ’l ﬂ0;5=;'
En términos de las nuevas variables, el modelo se reduce a

Vi = Bo+ 7'+

-~ Nétese que para el modelo transformado, la varianza de &;"es conatante e
igual a k2. -
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Si el supuesto acerca del término del error estd dado por Var (g;) = k*x?,
entonces para ajustar el modelo propiamente se debe trabajar con las varia-
bles transformadas: y/x, |/ como variables dependientes e independientes
respectivamente. Si el modelo ajustado para los datos transformados es

Yoo + =
z
entonces ¢l modelo ajustado en términos de las variables originales es

y = U+ a’.

A.3.2. Un método Bayesiano

Chaloner y Brant (1988) proponen una definicién precisa de un outlier
cn un modelo lineal, la cual proporciona una forma simple de exploracién
de los datos para determinar existencia de un posible outlier. Su definicién
es tal que, si los pardmetros del modelo fueran conocidos, entonces se sabria
cuales observaciones son outliers. Alternativamente, si los pardmetros son
desconocidos la distribucién final puede usarse para calcular la probabilidad
final de que cualquier observacién sea un oultlicr.

IEn un modelo lineal con errores aleatorios normalmente distribuidos, con
media 0 y varianza o2, la i-6sima observacién es un outlicr si | €; |> ko, para
alguna k. El valor de & puede ser seleccionado de manera tal que la probabi-
lidad inicial de un eutlier sea pequeiia; asi, estos outliers serdn obscrvaciones
mads extremas de que lo usualmente se espera. Recordemos que una de las
definiciones mds comunes de un outlier es “una observacién que no ha sido
generada por el mecanisino que generd a la mayoria de las observaciones en
el conjunto de datos”.

Un método de deteccién de outliers

Supougamos que el modelo bajo consideracién es un modelo lincal, con
pardmetros 8* = (0,,. .. ,0,) normalmente distribuidos N(0, a?), errores alea-
torios independientes g° = (g;,...,&,), X una mamz cIc n.x p con observa-
ciones xy,..., Ty, ¥y tal que : ; : S

y= X0+s.

Para calcular la probabilidad final de que | e‘ | sea mayor que Lcr, nece-
sitamos la distribucién final de ;' p(e |.y)."Esta distribucién’ final se:deriva
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suponiendo una distribucion inicial no-informativa, y puede derivarse de for-
ma similar asumiendo una distribucién inicial normal-gamma.

Sean 7 = ¢~2 y sea R una matriz definida positiva. La distribucién inicial
conjngada normal-gamma lleva a que 0 tenga una distribucién normal con-
dicional de 7 con media my y varianza 7='R~!. La distribucién inicial de 7
es una distribucién gamma con pardametros a y b, de la siguiente forma

p(r) = 7"lev
con media inicial ab~'. La distribucién final de 0, condicional en T es una
distribucién normal con media m; = (R + X*X)~!(Rmo + X*y) y matriz de
covarianza V = 771 (R + X'X)~!). La distribucién final de 7 es una gamma
con pardnietros ay y ag, donde a) = a+ gny b = b+ 5 {(y —2zmi)y
-+ (mu - 1'n.|)lR.’"lo}‘
La distribucién final de € se deriva fécilmente de la relacién

e=y— X0

y notando que £ es una funcién lineal de 6.

Sea H = X(R+X*X)~'X. Entonces la distribucién final de & condicional
de 7, es una normal multivariada singular con media é = y — Xm, y matriz
de covarianza 7' H.

ple | 7) ~ N(E,V).

Sean hy; los elementos de H. Cada g; ~ St(é;, (61,“"),211.) La matrlz de
covarianza de € es proporcional a H.

Para calcular la distribucién final correspondlente ala dlstnbumén mlclal
no-informativa p(6,7) = 7-',sea R — 0, a = {p y b— 0 Si denotamos

(y = X0y = xo)
m=p

entonces la distribucién final de £ es otra vez una dlstrlbuclén 2 multwa.rladak
p-dimensional con o :

=(X'X)"'X'y y &=

E=y—X0 H=X(X‘X)"‘X mip ‘(n p)s

Para determinar cudles observacnones son outlzers,

se deﬁne a. probablh-
dad p; de la siguiente forina k ‘
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Pr(l & > ko |y)

como la |)robabilidad'ﬁnal de que la i-ésima observacién sea un outlier.
Sea 4:(z) la funcién de distribucién normal est4ndar y

aolad L _ChE

de donde
p=Prlleil> ko |9) = [{1=0(@) +eE)}p (1) dr

Se pueden comparar estas p; con la probabilidad inicial 24(—£). Los pun-
tos con probabilidad final p; alta, serdn tales que | €; |, /i1, 0 ambos tendrdn
valores grandes. Si | &; | es grande, se induce que | g; | también lo es. Por
otra parte, si 2i; es grande, existe incertidumbre acerca de ¢;. A menudo, se
hace referencia a la magnitud de hi; como una medida de la influencia de la
i-ésima observacién.

Los residuos usuales £; son la media final de los €; y pueden pensarse
coino una estimacion puntual de g;. Los intervalos de estimacién de g; son
ficiles de construir. Sea {(3a,n — p) el cuantil superior de orden 1o de una
distribucién ¢ con n —p grados de libertad. Entonces el intervalo (1 —a) para
E; CS

. 1
S t(—2-a, n — p)sv/ .

Estos intervalos pueden afiadirse a la gréfica de los residuos &;. Este tipo
de grificas pueden interpretarse como descripcién de la distribucién final
marginal de &;, los “errores reales”. Esta es una interpretacion diferente a la
del enfoqgue usual que ve a las graficas de residuos como una representacion
de la distribucién muestral de ;.

La distribucién final de los €; es bastante diferente a la distribucién mues-
tral de los ;. Notemos que la distribucién final de g; es p-dimensional, mien-
tras que la distribucién nmestral de los é; es (n — p)-dimensional. La distri-
bucién final de los £; considera a €; y 0 como fijos y la incertidumbre recae
en 0. En cambio, la distribucién muestral de &; tiene media 0 y matriz de
covarianza proporcional a (I — H).
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Seleccién de &

Sl valor de & puede seleccionarse de manera tal que la probabilidad
de que un punto no sea un oullicr sea grande, digamos 0.95. Asf, Lk =
P! {() 5 + (0. 90)"}, donde para n = 20, k = 3, para n = 50, k =
para n = l()(), k= 3.5 y para n = 1000, & = 4. Cualquier observacién con
probabilidad final mayor que la probabilidad inicial 2¢ (—k) es candidata a
ser un oullier.

Alternativamente, si el modelo bajo consideracién es requerido para des-
cribir los datos, en vez de ser considerado como un modelo estocdstico, en-
tonces puede utilizarse el valor & = 2 para determinar cudles observaciones
1o son bien descritas, no importando el tamaiio de la muestra. Si mads del
5% tienc probabilidad alta de ser mas grandes que 2 desviaciones estdndar,
entonces esta es una causa para pensar que el modelo no describe adecuada-
mente el conjunto completo de datos.

A.4. Componentes de las funciones de
verosimilitud para los MLG

En la Seccién 2.4.2 se describié brevernente la forma de la funcién de ve-
rosimilitud para las principales familias exponenciales utilizadas en la cons-
truccion de los MLG. Aquf se presenta una descripcién mds detallada.

Recordemos que un elemento de la familia exponencial tienc una log-
verosimilitud de la forma

1= {220 0}, (A.10)

donde 0 cs ¢l pardmetro candnico y ¢ es el pardmetro de dispersién, el cual

se asume conocido.
LO,:9) = Inf(y0,¢) es la funclén de lol,-veroslmnhtud conmderada

como una funcién de 0, para y y ¢ dndas

Binomial ERrIS : . .
Sea D ~ anamzal(n, ;z), y deﬁmmos Y, =4 Lenemos entonces d = ny

n?
de tal modo que



A

ya que

la log- verosumhl:ud de’ f ((l) es, .
l-- ln ( ) +lnu +(n—- dyln (1 — p)

en términos de ny"

L= _In ( iy ) + ln/z’” + (11 - ny)ln (1 - /4)

= nylnu+n(l—J)ln(l—u)+ln(m/)

_ylnp+(1 -—-111)111(1 — 1) +]1( 1:

ylnp+n(l —p) —yn (1 —/z)

n—l
_ y(lnu—ln(l—u))+ln(l——u)
h n! - + ;
oy -4_7)+1n(1—u) 1(
= o~ n

de modo que

B In (l—u)

by = ln(l +exp0), o
¢. = n-.l, e :
cd) = flpf(,;; ) 2
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Por tanto la distribucién binomial- pertenece a ]a famlha exponencml
Para ver a la distribucién binomial comoun elemenLo de la famllla expo-
uencial, la vemos en términos de la tasa.

. .
Y = ;(;= tasa de mortalidad.
d = Siniestros.
n = Expuestos.

4 = Probabilidad del Siniestro.

Normal
Sabemos quc, para una v.a. que se distribuye normal f(y | n, cr2)

ﬁ;—cxp{ 3 (J—af-) }. donde x es el pardmetro de interés y o2 es visto
T (-4
como un pardmetro de ruido. Esto puede escribirse de la siguiente forma

Jwlpo®) =exp {y—“;—— - % [Z—z-f-ln (27ra"’)] },

ya que, de la ccuacién (A.4),

. 3 2

ol (@jw >}ex“{

por tanto la log-verosmnhtud de la dlatnb
la ecuacién (A.10) es - : .

A= J‘Lﬂz 2 % [-g;+]n (2#02)]
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asi

i 0 =/L
¥ ;_”—2
b0y = &
b = o

ch(y:?ﬁ)‘ —-  —; [ +1n (27r¢72)]

De tal formn que la dlstrlbuc'on normnl “és un e]emento de la famlha
U{ponencml :

Pazsson :

La ﬁmmén de prol b' d una. vanable aleatona Poxsson es

/\ exp( A) )
!

(A1)

lo nntcnor puede ser cnto‘ de la algulente manera

f(!/ I ,\) =exp{yInA - A~ Iy}
de tal forma que perlenece a'la familia exponencial, dado que

) = &P {In (A)} exp {~A}
- exp {In (y1)}}
exp {In (W) — A}
exp {In (1)}
= exp{In(\)—A-In(yh}
= exp{yin(A) = A-—In@@)}.

‘,,f(y;|;

Asi, la log-verosimilitud es

Il=yln(A)—X-In@)
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donde
0. = In())
b(0) = exp(0)
< ey, 9) :_
Gammna

La funcién de probabllldad de u ’V&!;‘l;éblg"‘ll](i;@f;ofiu Y. cbn distribucién

gamma Ga(w, ) ¢ eb, :

: yﬁ+alnﬁ+ (a—i)lny InT (o)

({[yo b(”)] /¢} + C(y, #)

[~
~~
"&SQ
-

’(cji‘— 151@- Inl(a).

cky, )



Apéndice B

Programas

B.1. Regresion lineal normal

B.1.1. Anaélisis preliminar del modelo lineal :

Este programa fue realizado con el paquete eétadfétido S-Plus,

Datos
Lee los datos de mortalidad correspondientes a la operacldn del Seg

del Sector Ascgurador en México para el periodo de 1982 a 1989, desde e
“Mort8289.txt", y se asignan a la variable “Datos”. ; F

Datos_matrix(scan(‘‘c:\\Mort8289.txt"’?) ,byrow-T,x:xycfo]sS)
Sc asigna a las variables “edad”, “expuestos” y “muertos” ,sus'c'bdr.r_é'spohdie'r'ii.es
valores, obtenidos anteriormente. R T
edad_Datos([,1]
expuestos_Datos[,2]
muertos_Datos[,3]
Debido a que en la edad 16 no se presentan siniestros, para este andlisis se
omite ese valor, .
edad.ok edad[-S]
expuestos. ok expuestos [-5]

muertos.ok_ muetpos [-5] =

135
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Se obticnen las tasas brutas i.e. Muertos / Ex'pilés.tés. e

q.x_muertos.ok/expuestos.ok

Posteriormente, mediante la transformacién lo&,fsl.icn (y = Iogl_q) se abtiene
una nueva variable de respuesta.

y.m_log(q.x)-log(1-q.x)

Ajuste

Con la ayuda de la Muncién glim, se ajusta un modelo lineal generalizado via
méxima verosimilitud. En este caso se hace una regresién normal, pues se tiene una
distribucién Gaussiana y como funcién liga, la funcién identidad (que por defecto

toma la funcién glim).
De esta manera se realiza el ajuste para los nuevos datos transformados (y.m).

Lin.norm.1_glim(edad.ok,y.m)

Se obtienen los valores ajustados mediante la matriz X ,B, donde X' es la ma-
triz de variables independientes (edad) y ﬁ es el vector de parfmetros estimados
anteriormente. . . K

'/.Lih'.‘norx‘n'.‘iﬁcoef

y.fit.1_cbind(1,edad.ok)¥

Grificas ;
Se grafican las proporciones transformadas “*i

win: gfaph() ,

ploc(edad ok y m) .

»l’oalcriormente ]os valorcs ajustados .

lines(edad ok Y. £it. 1)
Se Blahca Ias t.asas en su escala original

win.graph()
plot(edad;ok,q.x)" -
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Y su'ujuste, aplicando la transformacién inversa a los valores ajustados
lines(edad.ok,exp(y.fit.1)/(1+exp(y.£it.1)))

Simula una muestra de la distribucién predictiva de Y

Para realizar esta simulacién es necesario una media y una varianza, para la
distribucién predictiva de Y*, la cual cs una t-Student. . .

Se propone una media, utilizando los estimadores de Gy y 0.

Media.pred.1_cbind(1,edad.ok)¥*%Lin.norm.1$coef
Se propone una matriz de varianza.

Var.pred.1_Lin.norm.1$scalexdiag(87) +
cbind(1,edad.ok)%*%Lin.norm. 1$vary*%t (cbind (1, edad.ok))

Se simula una muestra de tamafio 5000 de una distribucién Gausiana para las
tasas transformadas (Y's) mediante la funcién rmultnorm, con media Media.pred.1,
y varianza Var.pred.1.

N.5000
Lin.norm.pred.i_rmultnorm(N,Media.pred.1,Var.pred.1)

Gréficas en la escala transformada
Se construye una matriz de 87 x 3 -

y.pred.quan.1_matrix(0,87, 3)
Ia cual serd llenada de la slguiente manera: para cada uno de los 87 rengloncs

= la primera columna serd llenada con los cuant.lles de 0 025 o

= la segunda columna sers llenada con los cuantlles de 0 5
» la torcer columna serd llenada con ]os cuantiles de 0. 975

for(i in 1:87)

{y.pred.quan.1[i,] c(quantile(!..in norm, pred 1L, i] 0. 025),
mean(Lin norm. pred 1l i1y, G
quantile(Lin norm. pred. 1t iJ70. 975))}
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Se g,mfu an las Lasas Llansformada.s (Y'. B

win, graph()

plot(edad k,y‘m yl m (min(y pred.quan’ AL, 1]),

Se graﬁ_cn el ujﬁété

; lin‘eé’(édad.’ok,

: Postelim mente se gr nhcu una ban(la con’ ]os cuantlles de 0.975 y 0.025

lines(edad ok,y.pred.quan.1(, 3] 1ty=2)

lines(edad ok,y.pred.quan.1f, 1] 1ty-2)

Griéficas en la escala original . : s
Mediante la transformacidn inversa, se obt.lene qu cuantiles 0. 025 0.5y 0.975
para las tasas en su escala original : :

q.1_exp(y.pred.quan. 1[ 1])/(1+exp(y prediquan’,1f ’f])).‘

original

win.graph()
plot(edgd' ok
lines(edad o
lines (edad
linqs(gcj}d °
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Gréficas en la escala original
Mediante la transformacién inversa se obtiene una muestra’ de tamtmo 5000
predictiva para las tasas (¢'s) :

q.norm.pred.1_exp(Lin.norm. pr‘ed . 1)/(‘14¢xp'tL§h‘. n;;xiin.Vi:red 1))

Se construye una matriz de‘ 87 x ,3
q.quan. 1_matrix(0,87.é)

la cual serd llenada de la siguiente manera: para cada uno de los 87 renglones

s la primera columnu seré llenada con los cuantiles de 0.025°

= la sebunda columnu serd llenada con la media

=.la tcrcer columna sers llenada con los cunntiles de 0. 975

for(i in 1:87)

{q.quan.1[i,]_ c(quanr.ile(q norm pr d 1[, :,0‘50257) .

lines(edad.ok;q.quap.l
lines(edad. ok,qiquéh. 1

Calcula la curva de mortahdad correspondlente al cuantxl P
.Se propone el cuantll de orden 0 70 pam hacer una compnraclén con la tabln
actual - e ;

p-0.70
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tablas_func;ién(p) '
A ‘

Q. quan_. rep( 99 87)
for(i “in: 1 87){q qua.n[i]__quantile(q norm, pred 1[ i],p)}

Se reahza una comparacxén con la tabla actual
Lee los datpb de la Experiencia Mexicana .

- exmex _read.table(‘‘c:\\DatExMex.txt'’, heade = ) ' :

Aslgna ala Vt\nable ‘estimacion”, los valores esumados umizados por el sec(.or
nsegurador .

‘estimacion_exmex[,3]

Se omite la obaervaclén de edad 16, pues no ‘se. resentaron slniestros

estimacion ok\ estimacion [-5]

Se ;,mﬁm la compalucldn cntre In Lublu actunl y la’ tabla producida por este
andlisls : A

win. graph() . CoE
plot(edad ok q x y11m=c(0 max(q quan)))
: '1)

lines(edad.ok,q quan lt \
1ines(sdad ok estimacion ok 1ty=2)

e espemrfa con eI cuantll de 0.70

Se calcula el mimero de muertos qic

muertos p_sum(q quan*expuest.os ok)

.p)

drop (muertos
tablas(p)
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Se calcula el nimero. agregado de muertos al final del periodo
Se calcula una muest.m do la distllbucién pred]ctiva del nimero agregado de

siniestros.

muertos. sam. 1 q norm pred 1 expuestos ok

Realiza el histogruma del numero agre;,ado de siniestros.

win, graph()
hist(muertos.sam 1,probability-T xlab-“Muertos")

‘leum la densidnd del niimiero agrcgado de siniestroq
lines(density(muettos sam.1,from=19500,t0=28500 vidth=3000))
Se (.alculn el “valm en llchO" correspondiente al cuantil alfa = 0975

alfa = 0.975" .
v.r. l_quantila(muerr.os sam.1; alfa)

ab]r.ip‘er(v:v .z 1») -

Devuelve el valor del mimero de muertos

S(, compara cl valor anterlor con el producldo medlante el cuantil de 0 975

f.ablas (0 70)
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B.1.2.. . Andlisis del modelo lineal: WinBUGS

“Anélisis realizado con el programa WinBUGS
Se define el modelo lineal desde el enfoque Bayesiano.
Se define cada una de las N observaciones, con distribucién normal.
Se propone el modclo 12; ~ & + Bx; para ajustar los datos
Asignamos distribuciones iniciales a los pardmetros alpha, beta, y tau.
Ajuste
model
{
for (i inm 1:N){
ypli] ~ dnorm(mu[i],tau);
mu[i] <-‘alpha + betaxx[i];

:exp'l’l tij'ik ‘eJJ‘:pu.ést:oNs [i;l i . )

* alpha ~. dnorm(0,1:0E<3) ;"
- beta ~ dnorn(0,1.0E-3);

tau ~ dgamma(1.0E-3,1,0E-3);

sigma2 <- 1/tau;

Mediante observaciones simuladas de ¥* a partir del modelo ajustado, se uti-
liza la funcién inversa para contar con una muestra de la distribucién predictiva
de las tasas observadas de muerte q*. De esta manera, se calcula la distribucién
del mimero agregado de muertos

for (i in 1:N){
yplil ~ dnorm(mu[i],tau);
logit(qp[il) <- yp[il; -
muertos[i] <-. gp[i)+*expuestos[i];
N } CE

mag <- sum(muertos(1);’
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Datos B} s ; :
Se declara el niimero de datos - -
1ist(N=87)

Se ini(:iulizim‘ los valores de'los 'r')arz{metros

list(alpha=-8.717,beta=0.06682, tau=7.259)

DIC
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Con el fin de comparar los modelos se calculé DIC (Criterio de infor-
macién de la Devianza). El cual se define como 2 veces la esperanza de la
devianza menos la devianza evaluada en la. esperanza de los pardmetros. Para
el cileulo de la Devianza se realizo cl siguiente procedimiento.

Ajuste
model
{
for (i in 1:N){
ylil ~ dnorm(mulil,tau);.
mufi).<- alpha + betaxx[i];

basui;a [i]

alpha ~ dnorm(-8.717,10000) ;

"beta ~ dnorm(0.06692,10000) ;
alf <= (7.259+7.259)/1.0E-10;
bet <- 7.256/1.0E-10;

tau ~ dgamma (alf,bet) ;

"expﬁgsiqs [13;
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Cdlculo de ln devlanm evuluadn en la media de los pnrémetws

for (i in 1: N){

0. v*pow(rsrers[i] 20;
'16?5(11k[1]), L ‘

1’og‘.biil:{ [i] :

2. Otsum(log lik[]). .

Céleulo dhecto de la dcvmnza Buycmana A

for (:I. in'1: N){
‘resid[i] <- y[i] - mu[i] H )
sresid [i] <= resid[i] *sqrt(tau).

devianze <= -2 0 um(log like[]),

devianze e

dico <— 2*devianze‘
}
Datos

Se declara’el nimero (le dutos, mf como Ios valorcs 1niciales para i, y ¥
1ist (N=87, mu. gorro=c(-7 914 -7.847, =7.78, s ~7.58,:-7.513,

-7.446, -7.379, -7.312, -7.245, -7.178,°-7:111, .7 -6.911,
-6.844, -6.777, -6.71, 56.643; -6.576; -6.509, - ,5-6,308, "
-6.241, -6.175, -6.108, -6.041, ~5.974,-5.907, - +=5.706,
-5.639, -5.572, -5.505, -5.439,.-5.372, -56.305, - -5.104,

-5.037, -4.97, -4.803, -4.836, -4.769, -4.703, -4.636, -4.569,-°4.502,
-4.435, -4.368, -4.301, -4.234, -4.167, -4.1, - -4.034, -3.967, -3.9,
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-3.833, -3.766, -3.699; -3.632, -3.565, -3.498, -3.431, -3.364, -3.298,;
-3.231, -3.164, -3,097, -3.03, -2.963, -2.896, -2.829, 2.762, -2.695,
-2.628, -2.562, <2495, -2.428,.-2.361, -2.294, -2.227, -2.16, -2.093),
tau.gorro=7.269) . D L

Se inicializan los valores de los pardmetros’

list(alpha=-8.717,beta=0,06692, tau=7.259)
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B.1.3. " Anadlisis preliminar del modelo cuadratlco

Este programa fue realizado con el paquete estadlstxco S-Plus;

Datos

Lee los datos de mortalidad correspondientes a la operacién del Seguro de Vida
del Sector Asegurador en México para el periodo de 1982 a 1989, desde el archivo
“Mort8289.txt”, y se asignan a la variable “Datos”.

Datos_matrix(scan("c:\\Mort8289.txt") ,byrow=T,ncol=3)

Se asigna a las variables “edad”, “expuestos” y “mucrtos” sus correspondientes
valores, obtenidos anteriormente.

edad_Datos[,1]
expuestos_Datos[,2]

muertos_Datos[,3]

Debido a que en la edad 16 no se presentan sinicstros, para este andlisis se
omite ese valor,

edad.ok_edad[-5]
expuestos.ok_expuestos [-5]

muertos.ok_muertos[-5]
Se obtienen las tasas brutas i.e. Muertos / Expuestos.
q.x_muertos.ok/expuestos.ok

Posteriormente, mediante la transformacldn logfstlcn (y = logt%- 4-) se obtiene
una nueva variable de respuesta

y.m_log(q.x) -log(1-q.x)
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Ajuste

. Con la ayuda de la funcién glim, se ajusta un modelo cuadrético generalizado
via méxima verosimilitud. En este caso se hace una regresién normal, pues se

tiene una distribucién Gaussiana y como funcién liga, la funcién identidad (que

por defecto toma la funcién glimy),
De esta manera se realiza el ajuste para los nuevos datos transformados (y. m) '
Lin.norm.2_glim(cbind(edad.ok, edad.ok"2),y.m)

Se obtienen los valores ajustados mediante la matriz X5, donde X es la ma-
triz de variables independientes (edad) y 8 es el vector de pardmetros estimados

anteriormente.

y.fit.2_cbind(1,edad.ok,edad.ok"2)%*%Lin.norm.2$coef

Graficas
Se grafican las proporciones transformadas

win.graph() plot(edad.ok,y.m) .
Posteriormente los valores ajustados
115;s(é&ad;qg,y.f§t.§) '
Sé grafica las; taaa.s en su ‘Vescal;i original
win. graph() ‘ ‘
plot(edad ok.q x)
Y su a,luste, aplicando Ia Lransformaclén inversa a los valores ajustacdos

1ines(edad.ok.exp(y.fit.2)/(1+exp(y.fit.2)))

Simula una muestra de la distribucién predictiva de Y

Para realizar esta simulacién es necesario una media y una varianza, para la
distribucidn predictiva de Y*, la cual es una t-Student.

Se propone una media, utillzando los estimadores de fy y ﬁ.

Media.pred.2_cbind(1,edad.ok,edad.ok~2) %*% Lin.norm.2$coef
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Se propone una matriz de varianza.
Vaf.pred.2_Lin.norm.éSsckalefdiVag(rab) + .
cbind(1,edad.ok,edad: ok"2) %*% = "

Lin.norm.2$var /*¥%
t(cbind(1,edad.ok, edad ok“2))

Se simula una muestra de tamafio 5000 de una distrlbucldn Gauslana para las
tasas transformadas (Y's) mediante la l'uncién rmu]l.norm. con media Media pred.2,
y varianza Var.pred.2. ; . .

N_5000
Lin.norm.pred.2_rmultnorm(N .Medi;.‘jﬁréd .2 ,'Var .pred. 2)

Graficas en la escala transformada
Se construye una m'\trlz de 87.x 3

y.pred.quant.2_matrix(0,87,3)
la cualr serd llenada dé la siguiente manera: pafa cada uno Qe_ios 87'renglones
« la primera columna serd llenada con los cuar;ti]es de 0.025 S ‘
» la segunda columna serd llenada con los cuaritiles de 0.5 A

u la tercer columna serd llenada con los cuantiles de 0.975 .

{y.pred.quant. 2[1 1. c(quancile(l.i‘

for(i in 1:87) ; : TN
snorm. pred 2[ :I.] 0. 0’25).
mean(Lin norm pred 20,11, -
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Se grafica el ajuste con base en la mediana

lines(edad.ok,y.pred.quant.2{,2],1ty=1)
Posteriormente se grafica una banda con los cuantiles de 0 975 y 0 025 )
lines(edad.ok,y.pred.quant.2(,1], 1t;y-2) ;
lines(edad.ok,y.pred.quant.2[,3],1ty=2)

Griéficas en la escala original ;
Mediante la transformacién inversa, se obtlene los cuantll
para las tasas en su escala original

025, 0.5y 0.975

q.1_exp(y.pred.quant.2[, 1])/(1+exp(y
q.2_exp(y.pred.quant.2[, 2])/(1+exp(y

ocasién en la escala

1ines(edad ok,q pred quant 2[ 2] lty=1)
lines(edad ok,q pred. quanc 2[, 1] lty=2
lines(edad ok,q.pred.quant.2[, 3] 1ty-2)'

Graficas en la escala ongmal
Mediante la transformacién inversa se obtlene una muestra de tamano 5000

predlctlva para las tasas (a’s)"

q.norm; pred 2_exp(Lin.norm. pred 2)/(1*exp(Lin norm. pred 2))
Se construye una matriz de 87 x3 - » B

q.quant.2_matrix(0,87,3).
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la uml serd Nlenada de la siguiente manera: para cada uno (le los 87 renglones
« la pnmcm columna serd Henada con los cuantiles de 0. 025
» la'segunda columna seré llenada con la media
* la tercer columna sers llenada con los cuantiles de 0.975,

for(i in 1:87)

: {q quant 2[i,1_c(quantile(q.norm. pred.2[, i] g 025),

mean (q.norm.pred. 20, i]). : Ex
quantile(q. norm. pred 2r; i] ;0. 975))}

Se conqtruye una banda con los c' nt. es.

25, con bgse en la
medin G
win. graph()

ploc(edad 'ok.

1ines(edad ok,q quant 2[42]
lines(edad ok,qiquant;2[,1];1t )
- lines(edad ok,q quant.2[;3], 1ty=2)

Calcula la curva'de mortahdad correspondlente al cuantil p
Se proporie. el ‘cuantil de orden 0. 70 para hacer una comparaclén con la tabla
uu.lml ’ :

p_O 70

tablas function(p)
{
q. quan2 rep( 99 87)
‘for(i in 1: 87){q quan2[1] quantile(q norm. pred 2[ i] p))-
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Se realiza una comparacién con la tabla actual
Lec los datos de la Experiencia Mexicana

exmex_read.table("c:\\DatExMex.txt",header=T)
Asigna a la variable “estimacion”, los valores estimados utilizados por el sector
asegurador :
estimacion_exmex[,3]
Se omile la observacién de edad 16, pues no se presentaron siniestros
estimacion.ok_estimacion[-5] L
Se grafica la compatacién entre Ia tabla actual y la tabla producida por este
andlisis
win.graph()
plot(edad.ok,q.x,ylim=c(0,max(q. quan2)))
lines(edad.ok,q.quan2,1ty=1)
lines(edad.ok,estimacion.ok,1ty=3)
muertos2.p_sum(q.quan2*expuestos.ok)
drop(muertos2.p) -
}
tablas(p)

Se calcula el niimero agregado de muertos al ﬁnal del periodo
Se calcula una muestra de la distribucién predictlva del mimero agregudo de

siniestros.
muertos.sample.2_q.norm.pred.2%* '/.expuescos ok
Realiza el histograma del nimero agregado de’ sinlestros. -
win.graph() S
hist(muertos.sample.2,probability=T, xlab="Muertos")
Dibuja la densidad del niimero agregado de siniestros L
lines(density(muertos.sample.2, from-19500 to 32000 width=3000))

Se calcula el “valor en riesgo” correspondiente al cuantil alfa = 0 975. .

alfa_0.975 :
v.r.1 qua.ntile(muertos sample 2, alfa

aline(v=v.r.1)

v.r.1
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B.1.4. Anidlisis del modelo cuadratico: WinBUGS'

Andélisis realizado con el programa WinBUGS

Se define el modelo cuadritico desde el enfoque Bayesiano.

Se define cada una de las N observaciones, con distribucién normal.
Se propone el modelo ji; ~ a + fz; +wa? para ajustar los datos
Asignamos distribuciones iniciales a los pardmetros alpha, bela, y tau.

Ajuste

model

{

for(i in 1:N){
y[i]-dnorm(muli], tau);
nuli] <-alpha + beta*x[i] + omega*x[i]*x[i]
basurali) <- expuestos[i] o
3 . .
alpha“dnorm(0,1.0E-3);
beta“dnorm{(0,1.0E-3);
omega~dnorm(0,1.0E-3);
tau~dgamma(l.0E-3,1.0E-3);
sigma2<-1/tau;

Mediante observaciones simuladas de Y'* a partir del modelo ajustado, se utiliza
la funcién inversa para contar con una muestra de la distribucién predictiva de las
tasas observadas de muerte q*. Y con ello se calcula la distribucién del niimero
agregado de muertos

for (4 in 1:N) { B

yp2[i] “dnorm(mul[i],tau);
logit(qp2[il)<-yp2[il;
muertos2[i] <-qp2 {i] ie*puestos [il
3 o .

mag2<-sum(mhgrt§52 [y oo




Datos 7

B.l. REGRESION LINEAL NORMAL

Se declara el ntimero de datos

T 1yst(Ne8T)

Se inicializan los valores de los pardmetros

153

1ist(alpha=-9.120451,beta= 0.08510127,omega=-0.0001628853,
tau= 7,675863630607, yp2=c(-8.122691,

-7.880581,
-7.405156,
-7.017928,
-6.638844,
-6.267904,
-5.905109,
-5.550457,
-5.203950,
-4.865588,
-4.535369,
-4.213295,
-3.899365,
-3.593580,
-3,205938,
~3.006441,
-2.725088,
-2.451880,

-7.720803,
~7.327059,
-6.941460,
-6.564004,
-6.194694,
~5.833527,
-5.480505,
-5.135626,
-4,798893,
-4.470303,
-4.149858,
-3.837557,

-3.533400,
-3,237387,.
-2.949519,

-2.669795,
-2,398215

3

-7.641403,
~7.249288,
-6.865317,
-6.489491,
-6.121809,
-5.762271,
-5.410877,

-5.067628,.
-4.732523;
<4.405562,
-4.086746,

-3.179162
-2.892923

-2.344877,

-2.560186,

-8.041662,
-7.562328,
-7.171842,
-6.789500,
-6.415303,
-6.049250,
-5.691341,
-5.341576,
-4.999956,

-7.960958,
-7.483579,
-7.094722,
-6.714009,
-6.341441,
-5.977016,
-5.620736,
~5.272600,
-4.932608,

.~4.600761,

-4:277058, "

2, =2.,780707,

~2.505870, "

-2.291864))
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DIC 3 g

Con ¢l fin de comparar los modelos se calculé DIC (Criterlo de informncidn de; )
In Devianza). El cual se define como 2 veces la esperanza de la (levlanza menos la
devianza evaluada cn la esperanza de los pardmetros. Para el uilculo de la Devlanza
se realizo ¢l siguiente procedimiento. . i ;

Ajuste - s s
model W

{

for (i in 1:N){ SRR
Cylil ~ dnorm(mu[i] tau) B S
+: omegaf; [il*x[1]

mu[i] <-alpha * beca*x [

alpha ~ dnotm( 8. 717 10000)
beca~ dnorm(o 06692 10000),
alf <- (7 259*7 259)
bet <- 7. 259/1Ao
tau ~ dgamma(alf bet:)

Cidleulo de la devlanm evalunda n'la media’de los parémetros
for (4 in 1 y ). :
: 5 »res [i] <-
" ares[i] : :
lik[i] <= sqrt:(tau gorro (2*3 14159)) *
exp( 0. s;pt:;u(sres [1] 2)) H
log. lik[i] <- 1og(1ik[il).

} Ay
devianze.e <- -2.0*sum(log.lik[]);
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Cileulo directo de la devianza Bayesiana

for (i in 1:N) {
resid[i] <~ y[i] - mu(41];
sresid[i] <- resid[i]tsql‘t(cau)

like[i] <~ sqrt(tau /: (2*3 14159)) *

exp(-0: Stpow(sresid[i] 2))
log.like[4] <- 1og(1ike[i]).n‘ '

devianze <- -2. O*sum(log like[]).

Datos

Sc declaia el numero de datos, usf como los valores lniciales para p,, y 7

list(N 87,mu gorro—c( 8.117,-8.037,-7. 956 ~7. 875 -7 717 -7. 638,

©-7.559, -7.481, -7.402, -7.325, -7.247,"-7.17,"

. -6.94,..-6.864, -6.789, -6.713, -6.638, -6 564;

-6.342, -6.268, -6.195, -6.123, -6.05, . .-5,978,
-5.764, -5,693, -5.622, -5.552, -5.482, -5,413,
-5.206, -5.138, -5.07, -5.002, -4.935, -4.868,
-4.669, -4.604, -4.538, -4.473, -4.408, -4.344,
-4.153, -4.09, -4.027, -3.964, ~3.902, -3.84,

-3.657, -3.596, -3.536, -3.476, -3.416, -3.357,

-3.181, -3.123, -3.065, -3.008, -2.951, ~2.894,
-2.726, -2.67, -2.615, -2.561, -2.506, -2.452,
~-2.291) ,tau.gorro=7.668)

.-7.093; -7.016,

-6.489, -6.415,
~5.906, -5.835,
-5.344, -5.275,
-4.802, -4.735,
-4.28, -4.216,
-3.779, -3.718,
~3.208, -3.239,
-2.838, -2.782,
-2.398, -2.344,




156 S S APDNDICDB PROGRAMAS

B.2. Modelos lineales generallzados

B.2.1. Anadlisis preliminar del modelo lineal

Realizado con el paquete estadistico S-Plus.

Andlisis preliminar basado en una aproximacién normal asintética a ln distri-
bucién final de los pardmetros. )

Suponemos que para cada edad T, 1 ~B|nomm.l(q, n).

Datos
Lee los datos desde el archivo “Mort8289.txt", y los asigna a'la variable “Dt\-

tos"
datos_matrix(scan(*‘c:\\Mort8289, txt ! ")V ,Byi6ﬁ=T;ncol=3)

Se asigna a las variables “edad”, “expuesws" y “muertos" sus correspondientes
valores, lefdos anteriormente. : ; .

edad_datos[,1]
expuestos_datos[,2]
muertos_datos[ ,3]

Ajuste

La funcién glim, ajusta un modelo lineal gencralizado vfa méxima veroslmi-v

litud. En_este caso con un modelo binomial dada la naturaleza:de’los datos, la '(
correspondiente liga logit y como escala se utiliza la devianza. = :

Ajustel_glim(edad,muertos,expuestos,error="' ‘binomiaﬂ LS

link=‘‘logit’’,scale=*"‘deviance’’

Se asigna 1 las variables “Coel.ajust”, “Varianza®, los coeficlentes ajustados y
la matriz de covarianza respectivamente. GRS .

Coef.ajust_Ajustel$coef

Varianza_Ajustel$var

Se simula una muestra de tamadio 5000 de una dlstrlbucién Gausiana mcdiame )
la funci6én rmulnorm, con media Coef.ajust y variunza Varmnza A )
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N 5000

: muestta coef rmultnorm(N Coef.ajust, Varianza)

Se obuene una muestra de Ius tasas transformadas Y’

N muestra 1 gic q_muescra coafy*)t(cbind(1, edad))

Medlant.e la funclén invelaa se obtiene una muestra de las tasas de mortalidad
muestra q_axp (muestra. lcgit q)/(1+exp(muescra logit q))
Se construyen dos maulces de 5000 x 88 y otra de 88 x 4.

9 pred matrix(O N 88) .7
m. pred\_matrix(o N, 88)
q quantil matrix(o 88 4)

quam:il q. “red[ 1] 0:975),
mean(q pred[ i]))}
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Gréﬁcas :
Se construye una bnnda predict.lvn del 95% de conf‘anza, baséndose en la

m('diana

win graph() o

q X (muercos/expuestos)

linéﬁ y(eAduamd quancil[ 3] 11:y=2)"' '

Se connuyc \ina banda pre(llctlva del 95 % de con!‘ anza, baséndose cn la media
win. graph()
q.X_ (muertos/expuestos)

plot(edad,q. x,ylim=c(0 O 2))
lines(edad,q.quantil[, 4] lty-l)

lines(edad,q. quantil[ 1] 1ty=2)

lines(edad,q. quantil[ 3] 1 :y=2) v

Calcula la curva: de mor hdad correspondlente al cuantil p

p-0.80
tablasi_funct
'q;Quahﬁ_iépclés.as)

for(i in 1:885{q.quant[i]-quaﬂcile(q.predt,il.P)}7

Se realiza una comparacién de la tabla actual
Lee los datos de la Experiencia Mexicana

exmex_read.table(‘‘c:\\DatExMex.txt’? ,headeréT)
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Se grafica la compnracr(’m e

andlisis
lines(edad,estimacion lty=3) -
"muertos p_sum(q quam:*expﬁestos)
drop(mu_ertqs P :
} R
tablasl(p) - '

Niimero agregado de: fnuertds al final del periodo
Se calcula una muestla de la dlstribucidn predictiva del nlimero agregado de
siniestros.

muertos. agre 1 sumc(t(m pred))

Realiza el hist.ogmma de] hero agregado ‘de sinlestros

- win. graph(

,ui'{nh-woo)) '

lines(den it agte 1 from=22000 \:o=2600

Calcula el “valor en: liesgo correqpondiente al cuant.i] alfa = 0 975 :

' alfa o 975 ,
v. r l_quantile(muertos agre.l alfa)y .
abline(v—v r.l)

vxji,
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B.2.2. Anilisis del modelo lineal: WinBUGS

Andlisis realizado con el programa WinBUGS

Modelo logfstico lineal con errores beta-binomiales, con pardmetro de disper-
stén comiin,

Para este andlisis se omiten las observaclones que parecen ser outliers

Se define el modelo lineal desde el enfoque Bayesiano. Con el fin de reducir la
correlacién entre los pardmetros del modelo bajo la distribucién final se utilizé un
modelo cquivalente

Se propone ¢l modelo In (

o= fo+ M.
Asignamos distribuciones iniciales a los pardmetros alpha, beta, y tau.

= a+ () (¢ — Z) para ajustar los datos, donde

l—x

Ajuste

model

{ .

for (i in 1:M){ .

r[i] ~ dbiu(theta[i] n[i]).
: theta[i] ~ dbeta(a[i] b[i]), :
. a[i] <=t 1am-p[1] : !

blilr< 1am‘ (120-

0 ¥ beta * (x[i] ~ xbar);

‘ magre;Qsl_ihi(ee [—;] ) ;
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Datos

Se declara el ntimera de datos, asf como

list(N = 84,xbar=55,5)

Se inicializan los valores de los pardmetros

161

list (alphO= -4.92, beta=0.073, lam=5.0, theta= c(0.0002856735,
0.0001789122, 0.0003829584, 0.00040295,

0.0007350059,
0.0008041817,
0.0011565571,
0.0012515842,
0.0018409897,
0.0033454939,
0.0045180606,
0.0077585665,
0.0111321844,
0.0134713556,
0.0215356418,
0.0259369287,
0.0266918873,
0.0569550931,
0.0445103858,
0.1500000000,

0.0005561514,
0.0008664236,
0.0012151225,
0.0013283975,
0.0022292074,
0.0033922042,
0.0047827752,
0.0077744577,
0.0125621974,
0.0155697971,
0.0200448658,
0.0242205617,
0.0387307513,
0.0477419355,
0.0721649485,

0.0468750000, 0.1428571429))

0.0006894691,
0.0007299566,
0.0011930492,
0.0013979676,
0.0020323844,
0.0038005014,
0.0058925477,
0.0078639973,
0.0117029963,
0.0179283826,
0.0216867676,
0.0245231608,
0.0297446696,
0.0661417323,
0.0806451613,

0.0004347286,
0.0005359908,
0.0011047322,
0.0011438246,
0.0015032118,
0.0024076667,
0.0041133244,
0.0054506184,
0.0091735355,
0.0116954214,
0.0165368612,
0.0238795004,
0.0303504380,
0.0335195531,
0.0517799353,
0.0625000000,

0.0004880165,
0.0004962380,
0.0009868510,
0.0012503106,
0.0017696499,
0.0028437944,
0.0044383942,
0.0073675101,
0.0101058252,
0.0153137450,
0.0181776213,
0.0282019955,
0.0325367647,
0.0421174652,
0.0379464286,
0.0495049505,




162 APENDICD B, —PROC‘RA!WAS

B.2.3. Anahsls preliminar del modelo :cuadratlco

Realizado con el paquete estadistico S-Plus.,_
Anilisis preliminar basado en una nproximacién normal uslntét.lcn L ]a dlstrl-
bucidn final de los pardmetros. :
Suponemos que para cada edad x;, ~B|nomm|(q, n).
Datos -
Lee los datos desde el archivo “Mort8289 txt” o

tos”.

datos_matrix(scan("c: \\Mort8289 txt

Se asigna a las variables “edad”, "expuestos y: “muertos" sus cotrespondlentes

wvalores, lefdos anteriormente.

edad_datos[,1]
expuestos_datos[,2] |

muertos_datos[,3]

Ajuste : :

La funcién glim, ajusta un modelo lineal generalizado via méxima verosiml-
litud. ‘En este caso con un modelo binomial dada la naturaleza de los- datos, la
correspondiente liga logit y como escala se utiliza la devianza.

Ajuste2_glim(cbind(edad,edad"2),muertos, expuestos,
error="binomial",link="logit",scale="deviance")

Se asigna a las variables “Coef.ajust2”, “Varianza2”, los coeficientes ajustadbs
y la matriz de covarianza respectivamente.

Coef.ajust2_Ajuste2$coef
Varianza2_Ajuste2$var

Se simula una muestra de tamaiio 5000 de una distribucién Gausiana medianto'

la funcién rmulnorm, con media Coef. ﬂjust2 y varianza Varlﬂnza2 .
N_5000 ’

: muest:ra.coef2_rmu1ytnorm(N,Coéfl.Sjﬁxstz,VAriahiaZ)
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Se ul)(lene una mueqtm de las Lasas transl’ormadns Y’
: muest:r logit q2 muestra coefz/. ‘/.t (cbind(i edad edad 2))
Medlunte la funcldn inversa se obtiene una mucstra de Ins t.ast\s de mortalidad
muest;ra q2 exp(muestra 1ogit q2)/(1+exp(muestra logit q2))
Se construyen dos matrices de 5000 X 88 y otra de 88 x4,
9.predz. matrix(o N,88) Coomtbne i
S m. pred2 matrix(O,N,88) i
q.quam:ilz_matriif (0,88,4)

Se obtiene una muestra prealctIVa',de‘los muertos y de las tasas

for(i in'1: 88){ B )
m.pred2[, i] rbinom(rep(i N) rep(expuestos [i] N).muestra. q2[,41)
q. pred2[ 1] m, predz[ i]/expuestos[i]} ’

for(i in 1 88)

{q quannilz [i ] c(quantile(q pred2[ i],0.025),
median(q.pred2[,i]), :
quantile(q.pred2[,i],0.975),
mean(q.pred2(,1]))}

q.x.(muertos/expuestos)

Gréficas ; :
Se construye una banda predictiva del 95% de conﬁanza, baszindose en'la
mediana

win.graph()
plot(edad,q.x,ylim=c(0,0.2))

lines(edad,q.quantil2(,2] Jlty=1)
lines(edad,q.quant112[,1] ,1ty=2)
lines(edad,q.quantil2[,3],1ty=2)
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uin.graphi()'(" -
plot:'(e‘dad 4

tablasZ function(p)

{.
q.quant_fap (-99,88)

for(i in 1:88){q.quant[i]_quantila(q.prédé[,ij,}5)} '

Se realiza una comparacién de la tabla actual
Lee los datos de la Experiencia Mexicana N
exmex_read.table("c:\\DatExMex. txt“,headers'l‘)

Asigna a la variable “estimacion”, los valores cstlmados utlllzados por
¢l sector asegurador . :

estimacion_exmex(,3] R IR

Se grafica la comparacién entre la tabla actunl y Ia tabla producida
por este andlisis

win.graph()

plot(edad,q.x,ylim=c (0, max(q quam:)))
lines(edad,q.quant, 1t;y=1)

lines(edad, estimacion 1ty=3)

Detalle para las edades de 10 a 60 ﬂnos "

exmex_read. table(“c \\DatExMex txt“,header=‘[‘)
estimacion exmax[ 3]
win: graph() ’
ploc(edad q.x xlim-c(s 65) ylim=c(0 0.05))
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,_muertos p_sum(q quant*expuescos)
’drop(muertos p) : Lo
¥ .
cabiasz(p)

Ntiimero agregado de muertos nl final del pcnodo
Se calcula una muestra de'la distrlbucién predictlva del numero agregado de

siniestros.

muertos.agre.2_sumc(t(m.pred))

Realiza el histograma del ntimero agregado de siniestros
win.graph()

hist (muertos.agre.2,probability=T,x1lab="Muertos")

Dibuja Ia densidad del mimero agregado de sinfestros
lines(density (muertos.agre.2,from=23500,t0=24500,width=300))
Calecula el “valor en riesgo” correspondiente al cuantil alfa = 0.975
alfa_0.975

v.r.2_quantile(muertos.agre.2,alfa)

abline(v=v.r.2)

v.r.2
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B.2.4. Anadlisis del modelo cuadratlco. WlnBUGS

Andlisis reahzado con el programa WinBUGS
Modelo logfstico cuadrsitico con errores bets-binomiales; con parémetro de dls-

persién commin,
Para este andlisis también se omiten las observaciones que parecen ber out.hers

Se define el modelo cuadrético desde el enfoque Bayestano,
Asignamos distribuciones iniciales a los pardmetros alpha, beta, omega y tan.

Ajuste

model

{

for (i in 1:N){ . = .

rfi] ~ dbin(theta[i] n[i]).
thetali] ~ dbeta(a[i] sblil);
ali] <- lamep[i] ;. SR e
b[i] <= lam*(l o-p[ﬂ) b 7"7

. 'logit(p[i] - alpha + bet:a * x[i]* x[i] H

alpha ~ dnorm(o 1 OE~ )', :
beta ~ dnorm(o 1 os—a), 4

omega ~ dnorm(o 1. OE-S) H
lam ~ dunif (0 1 10) 3

n(theca[k] n[k])
ee[k]/n[k] :

magre<-5@(;9[']):‘ 'b K
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U list(N =
B Se iniclalizan los valores de los pardmetros
list(alpha=-10.08, beta=0.1147 ,omega=-3.727E-4, lam=5.0,

thetéﬁc(0L000é856735. 0.0001789122, 0.0003829584, 0.00040295, 0.0004347286,

0.0005359908,

0.0004880165,
0.0004962380,
0.0009868510,
0.0012503106,
0.0017696499,
0.0028437944,
0.0044383942,
0.0073675101,
0.0101058252,
0.0153137450,
0.0181776213,
0.0282019955,
0.0325367647,
0.0421174652,
0.0379464286,
0.04950495086,

0.0007350059,
0.0008041817,
0.00115655871,
0.0012515842,
0.0018409897,
0.0033454939,
0.0045180606,
0.0077585665,
0.0111321844,
0.01347138556,
0.0215356418,
0.0259369287,
0.0266918873,
0.0569550931,
0.0445103858,
0.1500000000,

0.0005561514,
0.0008664236,
0.0012151225,
0.001328397S,
0.0022292074,
0.0033922042,
0.0047827752,
0.0077744577,
0.0125621974,
0.0155697971,
0.0200448658{7
0.0242205617,
0.0387307513,

0.0006894691,
0.0007299566,
0.0011930492,
0.0013979676,
0.0020323844,
0.0038005014,
0.0058925477,
0.0078639973,
0.0117020963,
0.0179283826,
0.0215867676,
0.0245231608,
0.029794sé96.

0.0477419355, 0.0661417323,

0.0721649485,
0.0468750000,

0.0806451613,
0.1428571429))

0.0011047322,
0.0011438246,
0.0015032118,
0.0024076667,
0.0041133244,
0.0054506184
0.0091735355,
0.0116954214,
0.0165368612,
0.0238795004,
0.0303504380,
0.0335195531,
0.0517799353,
0.0625000000,
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Software

= BUGS (Bayesian Inference Using Gibbs Sampling)

Disponible en
http://www.anre-bsu.cam.ac.uk/bugs/

« S-PLUS

Disponible en
http://insightful.com/
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