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El aprendizaje implicito del
concepto de grupo.

'En cierto modo la ciencia puede ser definida como el pensamiento
paranoide aplicado a la naturaleza. En efecto, andamos a la bisqueda de
conspiraciones naturales, de nexos entre hechos aparentemente dispares.’

Carl Sagan 'Los Dragones del Edén’

1 Introducciéon

La lectura de ensayos y artfculos sobre el aprendizaje imp]icivto, .al igual que

la oportunidad de participar con un grupo de investigacién en rié\irbpsicologfa,"
motivaron el interés por el presente experimento, cuyo objetivo es ayériguar‘
la posibilidad de un aprendizaje de este tipo en lo que respecta’al concepto .

algebraico de grupo. En particular, la lectura del libro 'I'mplicit Leamingft and - h

Tacit Knowledge. An Essay on the Cognitive Unconéciqus‘ de Arthur S. Reb'er';" i
en el cual se muestra la forma de estudio de este aprendizaje, sucité la c'urioéidad
por disefiar y realizar este experimento. . L

En el presente texto se definirdn los conceptos neuropswolég:cos y matemétl-
cos necesarios para entender la motivacién y desarrollo_del experimento.

Se comenzard presentando un marco tedrico sobre el llamado éprendizaje
implfcito; posteriormente, se explicardn los conceptos matem4ticos sobre los que
se estudié la posible existencia de dicho aprendizaje; y, finalmente, se describirdn
los experimentos realizados, el disefio experimental, el andlisis y discusién de los
resultados obtenidos.

1.1 Aprendizaje Implicito.

Sin duda, la manera en la que el ser humano obtlene conocxmlemo sobre el
medio en el que se encuentra es un tema que captura la atencxén En cuanto a
aprendizaje se refiere, se tiene la nocién de que éste onsta de un de ubnmlento o
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a cuestiones de aprendizaje, éste no es iinicamente un acto de descubrlmlento,
sino que también se ha vuelto un acto de creacioén,

Por lo general se tiene la idea de que el aprendlzaje se: eal a de una sola s
dlfundn' el
conocimiento, siguiendo unas reglas de ensenanza. Pero, en rea.hdad no exlste i

manera. Inclusive, se cuenta con instituciones que se. dedlc

una forma 1inica en la que aprendemos. i -
A partir de la curiosidad innata de la hurnamdad desde hace mucho tlempo'
se empezaron a estudiar los procesos cogmtwos. Hay qmen "los estudia’ desde L
puntos de vista meramente evolutivos; otros, pedagbgicos, etcétera. o
Se han descubierto algunos fenémenos mteresantes sobre cuestxones de proce— o
s0s cognoscitivos a través de experimentos dlsenados y realizados por cientfficos
del 4rea de la neuropsicologfa (Schacter, 1987, ”Imphcxt Memory: History and
Current Status”). A partir de dichos descubnmlentos, se ha discutido sobre el
vpapel que juega la memoria en el aprendlza,le. De acuerdo con dichos estudios Yy
descubrimientos se puede clasificar a la memoria en al menos dos tipos —expl(cxta
e implicita (de donde se desprende el concepto de aprendizaje 1mplfcn:o) para k
explicar cuestiones del aprendiza je. ) : ]
Como menciona Schacter, el primer tlpo se caracteriza como la memorla a
la que se tiene acceso conscientemente; y, el segundo, como el tipo ‘de memoria.
que nos facilita resolver tareas tras la exposxcxén a algunos conceptos de forma
no-explicita, es decir, que son presentados sin la mtencxén de que se encuentre o

una regla que ayude a resolver la tarea. Algunos ejemplos que se exluben de.

dicho tipo de aprendizaje son el aprendizaje probabxlfstlco Yy el que se obtlene'i g
a partir de la exposicién de graméticas artificiales (que seré dxscut:do des ués
més ampliamente).

Una manera en la que el concepto de aprendlzaje 1mplfc1to se’ puede definir,
es como el aprendizaje que se lleva a cabo de. formaV
aquel aprendizaje que no se puede declarar verbalmente.'

ria y similar a pacientes no amnésicos, pruebas que mvolucran a la'
para ser resueltos.




El caso especifico de H.M. es una muestra clara de la existencia de esta memo-
ria implicita. H.M. mostré habilidades casi normales en pruebas de dibujo en
espejo, de resolucién de laberintos tédctiles, pruebas que, para mejorar su ejecu-
cién, requieren un residuo de memoria de experiencias previas. En contraste, en
‘la ejecucién de pruebas.como la de la torre de Hanoi, H.M. no mostré mejoras
tras varios intentos de resolucién.

H.M. es un e_]emplo més que suficiente para sustentar la clasificacién sobre la
memoria mencionada previamente; en la actualidad se discute sobre la memoria
explicita y la memoria implfcita a partir de la terminologfa aceptada (Reber,
Arthur S:, 1993, Implicit Learning and Tacit Knowledge). En cuanto al apren-
dizaje implicito, éste se refiere al aprendizaje llevado a cabo de forma ansloga
a la.manera en la que se describe la memoria implfcita. Es decir, es un apren-
djzajbz_a que no es declarable verbalmente; los sujetos son capaces de resolver las :
pruebas de manera satisfactoria y sin embargo no pueden enunciar las reglas que
‘rigen la correcta resolucién de las pruebas; esto ultimo es algo que caractefﬁia'a )
la ‘memoria y el aprendizaje de tipo explicito; ya que en tales casos los sujetos
son capaces de exponer explicitamente los sucesos recordados, al 1gual que el
conocimiento obtenido.

Se han hecho algunas suposiciones generales al reSpecto de la‘ memona y

" aprendizaje implicitos; se mencionard un par de las que se encuen \

libro Implicit Learning and Tacit Knowledge de Reber, éstas (y otras no me ‘
cionadas) permiten discutir sobre el disefic de las pruebas con las que se estudian .

la memorfa y aprendizaje implicitos:

- Los procesos de induccién implicita son generales y v

- La adquisicién implicita es el modo default de la’ adqu

normalmente es adoptado. i
En cuanto a las caracterfsticas de ese conocumento 1mplfc1to : decir'aquél

obtenido tras un proceso de aprendizaje implfcito— se mencxona que tlende a ser -
relativamente inflexible e inaccesible, ligado al matena] con el que se adqumé
En otros términos, se tiene que este conocimiento no es fécxlmente verbahzable
(de aquf que sea inflexible e inaccesible) y se encuentra en funcxén del estfmulo

que fue vehfculo de su adquisicién. § e

Igualmente, a partir de las suposiciones ex1stentes, Reber.mencxona varias

caracterfsticas de las pruebas a utlhzar en los expenmentos referentes a este o

tipo de memoria'y a.prenchza_le Algunas de ella.s son las sngulentesz
« Los estfmuloswdeben ser'novedosos,

Las reglas qu 'ngen a los estfmulos deben ser comple_)as




- Los estfmulos deben carecer de algun sentido emocwnal o conceptual para
el sujeto.
- Los estfmulos deben ser arbxtranos

Una de las pruebas que se han utxhzado para hacer evndente este tipo de
aprendizaje -y que motiva el presente exper:mento— es la del aprendlzaje im-
plicito de gramadticas artificiales. . -

Las gramaéticas artificiales son creadas a partir de unas reglas de construccién
de palabras, con un cierto conjunto cuyos elementos forman un abecedario. Los
sujetos que resuelven la prueba son expuestos por un tiempo determinado a una
lista de pralabras formadas a partir de reglas impuestas en dicha gramética —esto
se puede ver a partir de una grafica cuyos vértices son letras; y cuyas aristas
definen las reglas de construccién de palabras. En dichas pruebas, las reglas de
construccién no son expuestas de manera explicita.’

Posteriormente, los sujetos son expuestos a una lista de palabras que contiene
algunas construfdas a partir de la reglas gramaticales, y otras que las rompen.
Se les pide entonces que sefialen cudles son las que creen que estén bien escritas,
es decir, las que estdn escritas de acuerdo a las reglas de la gramdtica artificial.

Los sujetos, amnésicos y no amnésicos, tienden a resolver esta prueba de
manera satisfactoria y similar, es decir, tienden a escoger correctamente y en
aproximadamente la misma cantidad, las palabras bien escritas. Posteriormente
se les pregunta las razones por las que escogieron dichas palabras, a lo cual con-
testan de manera tal que demuestran su imposibilidad. para explicar conscien-
temente su eleccion.

El concepto de gramdtica artificial recuerda al concepfo algebraico de gfupou
libre, pues en ambos se trabaja con palabras; esto incentivé trasladar la éstvr'uc-’

tura de las pruebas de aprendizaje implicito de graméticas artificiales a.pruebas”=

de aprendizaje implicito del concepto de grupo. Es decir, motivé el di'séﬁc':'de"
un experimento que exhibiera la existencia o no existencia de un aprendxza_le al
sobre cuestiones algebraicas.

La exhibicién de un aprendizaje tal podria ayudar a mejorar la ensenanza de” K

algunos conceptos matemdticos inmersos dentro del concepto de grupo, ‘como;

es el caso de la nocién de neutro e inverso. Esto, en respuesta alas dlﬁcultades-'f )

que presenta la ensefianza de la teorfa de grupos o, mcluswe, la percepcnénf
de cuestiones algebraicas elementales [Dubinsky, et al.,” 1994 , ”On learn1ng'7
fundamental concepts of group theory”). ' : :

Es importante mencionar que el experimento fue dlsenado en colaborac:én
con el Laboratorio de Neuropsxcologfa del Departamento de F:swlogfa de la
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Facultad de Medicina, de la UNAM; como parte de los proyectos sobre memoria
y aprendizaje que ahf se llevan a cabo :

1.2 Concepto de Grupo.

Debido a que el interés del eﬁépefim nto Ti € : szaJede la’ teorfa de
grupos es necesario definir lo que éste e It ‘ :

Definicién. Un grupo G esu
* que a cada pareja de ele'mentas a
los siguicntes tres a.zwmas

d]ce que b es un zn'uerso'de‘a

nes: para todos los grupos son la umcxdad del
elemento neutro, e 1gualmente ! ﬁmcxdad del i inverso’ para cada elemento de G.
Suponganos que los elementos 'e y e de G tienen las propiedades enunciadas en
A2 entonces, e=exe’ =¢';porlo tanto'e = ¢,

Un par de propleda les. co

Para observa:r la: umcldad de los elementos i inversos, supongamos que w Yy z
son ambos elementos inversos de . Entonces,
w=esw=(2rr)rw=zx(Trw)=2%e=z.
Por lo tanto w = z, y se obtiene que el elemento inverso es tnico. S
Entonces, dentro de un grupo existen cancelaciones bajo la operacién de

los elementos del grupo. Por la manera en que estd definidos el neutro ylos..

elementos inversos, estas cancelaciones estdn permitidas por ambos lados.
A continuacién se mencionan algunos ejemplos de grupos:

1. Los e_]emplos mds conocidos de grupos son los. conjuntos de" numeros .
enteros (denotados por Z), los nimeros racionales (Q) y los mimeros reales (IR)
con la suma usual como operacion (ya que la suma es asociativa,- el O'es el
neutro y eli mveljso de un numero 7 es —r). En Z, Q y R también estd definida
la mul@_iplicévc‘ién‘,”p’ero con esta operacién los conjuntos no son grupos (aunque
ld mu]tip‘licai:iiéh‘ es una operacién asociativa y el 1 es un neutro, en Z no hay



inversos, yen Qy Rel 0 no tiene inverso). Sin embargo, los racionales pos:tnvos
y los reales positivos con la multiplicacién usual si son grupos

2 Los enteros médulo n. El conjunto Zn = {1 2, 3,. ,n} con la operaclén
+n(suma mod n) definida como: - 2 '
z+ng =i+ sit+j<n y1+n.7

R" = {(Z1,Z2y 001 Tn) I:I:t € R} también es un grupo cdn
a coordenada. (z1, 22, . ‘:ru) + (¥1,92,yn) = (21 + yx,xz + yz

.74.Un eJemplo més es el grupo de permutaczones (SA) de elementos de un- ‘
conJunto A Estas son las biyecciones de A en sf mismo —con la composxclén )
,-como. operacnén binaria (la composicién de funclones es asocnatwa, 1a funcién k
Identzdad pertenece ‘al conjunto y es el neutro del grupo; 'y cada funcxén bxyectwa
f tiene una funclc‘m inversa f~! que deshace lo que f hizo). El nombre viene: de
que cada funcién b:yectlva puede verse como un reordenamxent o permutamén
de los e]ementos del conjunto. :

5. Grupos de palabras. A .
Tomemos un conjunto de sfmbolos o letras, por

Ex

labrap =af} a ..... af* es la palabra p~! =aj*a; "’

ik
le conoce como el grupo libre con n generadores 81,82,

También podemos pensar que ademds de las sflabas a;a;” :
sflabas que no cuentan, éstas sflabas las podemos elegir a:bltranamente sxempre o
y cuando pensemos que sus inversos tampoco cuentan.




Estas sflabas que no cuentan, llamadas relaciones, dan las reglas de contrac-

cién de las palabras generadas por las letras y que tienen el mismo significado.

Ahora podembs pensar que dos palabras p; y p2 son equivalentes con respecto

a las relaciones r; si p; se puede convertir en p2 tras una sucesién finita de
operaciones del siguiente tipo:

1‘ o a—l

(i) mbercuﬁn o substraccién de una subpalabra de la forma a,
(n) insercién o substraccién de una subpala.bra r,

No es dxffcxl mostrar que el con_]unto (al,az

_simetrfa también lo es

Como ejemplo de grupo de sxmetrfas podemos. hacer mencién del grupo de -
simetrfas del cuadrado (D4) con la’ composwxén como operacnéh bmarla. Las’,
simetrfasdel cuadrado son: la Identzdad (po), la rotac:én de ‘~'(P1) la rotacldn (R
de 7 -(p,), la rotacion de 32 -(p3), la reﬂexlén vemcal »(pl), la reﬁexxén horl- .

zontal -(p,), y las reﬂe.\xones diagonales™

A continuacién se muestra la tabla d

o P P2
Eal oo p1 P2
P1 P2 P3
P2 P3 Po -
B p3. po Py
g 1 21 Ha .,
By 020 pye 010
B 61wy b2 i
B2 -85 py 1 by py

A partlr‘ de esta tabla se observa
sxmetrfas_del cuadrado no es una ope cidr

1c1<5n dentro del grupo de
conmutatwa, esto se puede ver
A traves del sxguxente eJemplo ,ul ) g7 =p v 62 o u; = ps. Por lo tanto, la ‘
) asocxathdad de la operacién dentro de u.n grupo no garantlza la conmutatividad
dentro de éste. ‘




Subgrupos.

Ahora, es de observarse que dent ohde un con_]unto con estructura de grupo

Ejemplos: :
1. Con la opera
subgrupc de R.

y a un elemento de éste, las potencms de a son los elementos de G que se
obtienen de multiplicar a 0 a™ por ‘81 mxsmo n veces a” ‘=%qa

.k a,

a?=a"lxa lx..xa"1,al = e) Es facil observar que ]:con_]unto de todas
las potencias de a, denotado por {(a), es un subgrupo de” G ya que el producto
de potencias es una potencxa., el neutro es al’ y el mverso de a' es a~" pues
a"a"=a%=e. : > ; s .
Como todo subgrupo de G que contenga aa tlene que contener a sus po-
tencms, (a) eé el menor subgrupo de G.que contlene a a y se le conoce como el
grupo cfchco generado por a. Sila cantldad de elementos de G es ﬁmta entonces~

reflexiones.
5 R" tién’e'ur’x C ,

R™ con coordenad eras) y Q" (los puntos con coordenadas racxonales),, S

,tambxén los hlp planos por el origen (un hiperplano est4 formado por los puntos

(z:l,xg, ,:z:,,) que son soluciones de un sistema de ecuaciones de 1a forma :




-a1T1 + a2T2 + .. + Anp = 0

Es claro que el (0 0 ..... 0) es, una solucxén, que la suma de dos solucnones
es una solucxén y que el i inverso de una solucxén tamblén lo es : ;

-6, Dentro-de los grupos de. palabras, si ‘se renombra.n algunas sflab '
nuevas letras, y sus inversas como las respectxvas mversas se; ‘observa que’este
nuevo conjunto de letras hereda la estructura del’ grupo ongmal
sflabas un subconjunto del con_]unto de palabras ongmal g
. Ademé.s éste. subgrupo es'a‘su

subgrupo del grupo de palabras.
de palabras. L T e

Se define el‘orde’ﬁ; de un grupo omd el~m1mero'dé,"7el‘ r
es infinito, el orden es- iﬁﬁn ‘El: sxgulente teorema da

orden de un grupo y el orden ‘de’sus’ subgrupos. _

Teorema. (Lagrang Elord

de un subgrupo de un gr'u 0
del orden del grupa S

Sea z € a.H ﬂa’H entonces x =ahy = J:
hi,he € H; de aquf se sigue que a = a'hahTl, y a' = ‘
Ahora,’ sea y ‘ ;’ah3 €aH , entonces se tiene que y
_—ﬁ»yEa’HyporlotantoaHCaH -
De manera ané,loga siw=a h4 €a'H, entonces w
‘—_—> W= a’h4 €aHy por lo tanto a'H C aH."
Entonces, aH=dH.. S
‘También se observa que todas las: clases laterale
de elementos que H; (H = eH) Considérese la transform c:év - :
dada por Fq(h) = ah. F, es una transformacién’ suprayectlva sobre aH Hay "

que demostrar que también es inyectiva. Si hy'y ho estdn en H y ah; = ahg,’
entonces hy = ho debido a las leyes de cancelacién existentes por ser G grupo

De aquf se sigue la biyeccién entre H y aH. Como esto es para cualquier clase
lateral, todas las clases laterales tienen el mismo nimero de elementos.



Todo elemento de G estd en alguna clase lateral de H ya que g = ge' €
gH. Ahora, si: G tiene | n elementos Y H tiene ' m elementos, entonces por lo

menc:onado arnba H d1v1de a G en clases laterales a_]enas cada una con m »
elementos por o‘que n debe ser multxplo de mi De aqui se. sxgue el Tesult do A

Definicién. Dos grupos G Yy G’ son’ zso :
de G en G’ tal que satisface que <,a(:c y) ="ip(x)- <p(y)fpa'ra. todo :z: y GG La
funcidn v descrita se define como un zsomarﬁsmo entre. G y Cv" : ) :

Esta nocién de isomorfismo es la que nos permltlr& pensar en la 'igualdad’ de
los grupos aparentemente distintos. Si existe un isomorfismo entre dos grupos, -
entonces sus tablas de operacién son idénticas;’ sélo basta con renombrar los
elementos de un grupo con los nombres de los elementos del otro para observar :
la igualdad. : : : : '_

Hay que observar que un 1somorﬁsmo envfa a.l elemento neutro de un’ grupo

en el neutro del otro; i gualmente envfa elementos mversos de-un Tgx'upo en ele- .-

mentos inversos del otro:

 p(@) = ez er) = p(x) o tﬁ(el)
tanto p(e1) es el neutro. ©~ -

Con esto, ver que envia invers
pler) = p(z - 277) = p(z) o p(z
anslogamente (e;) = <p( -
requerido demostrar.’

: entorices existen T,y E H tales que (,a(:z:)
Triyle H, por ser H subgrupo de G ento‘

pla y™!) = p(z) o p(y!) = p(z) © p(y) ! =
. Por lo tanto (H) es también un subgrupo.
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Consideremos ahora el caso de que H fuese un grupo cfclico, h = {g), g€G. Si
z' € p(H), entonces =’ = ¢(g™) = ¢(g)™ para algin entero m. Entonces, p(H)
es generado por ga(g), y como H y @(H) tienen la misma cantidad de elementos,
el orden de ¢(g) es el mismo de g. Por lo tanto el orden de los elementos del
grupo ‘se preserva bajo isomorfismos.

Se mencwnaré.n algunos e_)emplos de 1somorﬁsmo entre grupos

1 Los grupos Z y nZ son isomorfos, el isomorfismo est4’ dado por la funcién
(:c) = nz. Claramente esta funcién es una blyeccnfm entre Z y nZ —entre los-,
enteros y los.pares se observa que o(z + ) = o(z) + ‘P(y) S
Cp(r+y) =n(z+y) =nz+ny = @(z) + p(y). :
Este ejemplo muestra que se pueden dar 1somorﬁsmos entre un grupo y algun'_
“subgrupo pl‘OplO del 1msmo ‘ T :

2. (IR,+) es 1somorfo a (R, x): el isomorfismo esté Vdeﬁmdo po
L El 1somorﬁsmo se.ve claramente de las propxedades de los exponente
' = +y) = etV = e* x e = p(z) X p(y)-

Ahora, se demostraré. que (Q, +) no es 1somorfo a (Q, x) Supongamos

P que hay un xsomorﬁsmo T entre ellos. Por propxedades de Q, se. tlene ‘que para
todo, z '€ Q existe y € Q tal que x = 2y. Ahora, como 7 es un 1som iﬁsmo,‘ ST

: e}dste una z € Q tal que: 2= 7(z) = 7(2y) = T(¥ + y) = 'r(y) X! 'r(y) 8P

2 #.T(y)' z.€ Q. ‘Entonces, se tiene que z? =2, Esto 1mp11ca que z
cual’ ‘contradice que z € @, pues es sabido que V2 2'¢ Q. Por lo tant

..un 1somorﬁsmo entre (Q,+) y (Q, x).

4 En general cualquler grupo puede ser descn 8

: de que dos grupos tengan el mlsm' ord
sean rsomorfos : g : :
. Tal es el caso de los’ grupos de orden:4; uno de ellos Z4, y el otro Zz % Zz,
que es el grupo formado por e—(O 0), a—(O 1), b=(1, 0) ye=(1, )y la suma en
cada coordenada esté dada.por la:suma en Z».

Se muestran a contmuacxén sus tablas de operacién:
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@
10

i
27

3

lo siguiente: _
En Zy: . G

(0 = {0}, (1) = {1 2,3,0) =

En Zo % Zg: 7w

(e) = {e}, (a) ,

metrfas isomorfos;

g Ph bu iy
Esta tabla es 1gual a'la tabla de multiplicacién del grupo Zz x Z,, por.lo’
tanto los grupos de sxmetn'as del recténgulo y el rombo son isomorfos a Zg x Zz
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Ahora, si a un cuadrado se le hacen ciertas modificaciones de modo que las
rotaciones sigan siendo simetrfas pero que no permitan que las reflexiones lo -
sean se puede restringir el grupo de simetrfas a Zj.

Por lo tanto, para grupos de orden 4 exxsten ﬁguras dlstmtas que tienen”
grupos de simetrfas 1somorfos, y tambxén ﬁguras que t1en
no 1somorfos. ) "‘ :

grupos de sxmetrfas

Lema Sz un gmpo G tien,
igomorfo al grupo cfclzco Z

B=(b); y sean 1 ayly los neutros de cada grupo Deﬁmmos 1/) A - B’ de la’
‘siguiente manera: P(a™) = b" para cada 1 < n<k. Es necesarlo demostrar que:
‘tal ¢ es un isomorfismo: . k

Sean:cyEA :c—a'",y—-a, S B
w(m y) —_ w(am an) — ¢,(am+n) — bm+n = ™M x bn )
= ¥la™) x p(a") = ¢(x) x Y(y). '

tanto b*~™
de k y entonces como el orden de a-es k
a™ =a™; P es una funcxén myectlva kS

‘el Teorema de Lagrange el orden de (a) dwﬂe al orden de G, pero como ‘el orden
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de G es un n\imero pr1mo, entonces el orden de (a) esp para toda a EG a ;é e
“Esto da- la umcxdad del’ grupo de orden p. B )
Una vez expuesto lo que es un 1somorﬁsmo seré de gra.n

't‘lidi;d hacerf

es (gi°gi giogz .
observar que Lg, (z) es unav biyeccigén; e
' Lg, (x) es inyectiva: : St
Ly, (z) =Ly, (y) = glom =g oy, como gl EG, y éste es u grup
existe gt TleG,y por lo tanto ' ’
g; °gi°$ '_—91 ‘og,oy :
- Lg, (a:) es'm ectwa
) Lg, (:c) es sup yect{\va. =

.entonces ¢’

Sea'z G, ntonces. Lg‘ (91 ° z) =giogiloz=2z.
: :c) °S_SUp: ayectxva :
‘es ina permutacxén




Por lo tanto hay un isomorfismo entre G y LG que es un subgrupo de Sg.
También es facil observar a partir.de lo ahterior'que st el gfupo es de orden |
finito e isomorfo a un subgrupo de S)g;. Para hacer esto basta con enumerar los’_‘ i

elementos dé G para obtener un 1somorﬁsmo entre Sg ¥ Sn del que se desprende
uno entre LG y H; donde éste wltimo es un subgrupo de S,. i

Se puede notar, igualmente, que debxdo ala forma en que se,
permutaciones, este resultado se puede extender de manera natural a rupo de
orden infinito. @ :

Acciones de grupos

Defincién. Sea X un’ con]unto
una forma de asociar a cad ‘
1.- fe(a:)-a:,Va:e
2.-fg0 fh(:z)

equlvalente a aphcar la composicién de tales elementos.
"’ La accién de-un grupo de permutaciones sobre algun con_]un se como 5
el reordenamiento de sus elementos. La permutam(m Identzdad de_]a todos 1os i
elementos fijos; y, al aplicarles dos permutaciones una tras otra se esté aphcando s
la permutacién equivalente a la composicién de dlchas permutacnones :

Definicién.. Una accidn es libre si el unzco elemento que deJa ﬁ]o a: a.lgliﬁ
punto del conjunto. es la Identidad. La accidn’ de un. grupo es fiel si todos los
elementos del grupo actiian de manera dzstznta

En el ejemplo anterxor de las simetrias del cuadrado, si se restringe éste al
" subgrupo de D4 de simetrfas que preservan la orientacién se obtiene una accién
que es fiel. ‘Ahora, si se observa la accién de D4 no se obtiene una accién libre,
pues las reﬂexic_me's' sobre las diagonales del cuadrado dejan fijos a los vértices
que deﬁnéin' ala diagc)nal ¥y éstas reflexiones son distintas a la Identidad.
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.~ Dos ejemplos muy 1mportantes son la accmnes de cada grupo G sobre sf.
g x h Y por la‘;

mismo dadas; ‘porla multxplncacxén por la xzqule : Lg(h)
derecha D (h) =h=* g. :

que preserva la suma: fpiq(z) = +p+
dicha accién es libre y fiel.

Simetr{as. Sl
A partir de las propiedades:de los iso ﬁsmos Y- vanos de los grupos ex-
puestos, resulta natural :la cuestlén al respecto “de la posibilidad de construir
una figura en algin espacio R™ que tenga como grupo de simetrfas a un grupo
dado. El Teorema de Cayley sugiere la existencia de tal figura ya que cualquier
grupo es isomorfo a algun subgrupo de permutaciones; entonces, basta con en-

contrar una figura cuyo grupo de simetrfas es isomorfo al mismo subgrupo-de

pérmutaciones al que el grupo dado es isomorfo. Para obtenerla explicitamente, -

serd necesarlo hacer uso de algunas nociones que nos permitan construirla y

verificar que en efecto tiene el grupo dado como grupo de simetrfas. R
Una transformacién rigida de un conjunto en R™ es una transformacxén que' :

no altera les distancias entre los distintos puntos del conjunto, y que por lo’

tanto no cambia su forma ni tamaio. Es decir, es'una funcmn cp tal que S
llz =9l = | le(z) = &)l |,

para todos los puntos z y y del conjunto. o :

Por ejemplo, las traslaciones, las rotaciones y las reﬁexlones, al lgual que las
composiciones de cualesquiera de éstas son transformaciones rfgxdas de R,

Las transformaciones rigidas envfan rectas en rectas, esto es debldo a que‘
las rectas son las trayectorias mas cortas entre cada par de puntos, y como las
transformaciones rfgidas no alteran distancias, la imagen de un segmento de
recta bajo una transformacién rigida debe de ser otro segmento de recta.

Recordemos que el segmento de recta que une a dos puntos -z y z2 estd
formado por los puntos de R™ que son combmacnones lmeales de la forma :

y=(1-t)r; +txe, con0<t <1, .

donde t depende de las dlstancms relatwas de Yy ‘a los extremos Por lo
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tanto, una transformacxon rfgxda o debe enviar a cada punto (1 - t)m1 + txa
del segmento al. punto (1 - t)(,a(:t]) 4+ t(,a(:tz) del segmento que une a ga(:z:l) con

1‘{ sd .uﬁ'“conjunto dé punto ‘Sen lR" so 'v

dad es el neutro del grupo al ser ella mlsma una 51metrfa

_mentos dxstmtos en'S a,b tales que p(a) =
que |ja= bll = ||go(a) “p(b)|| = 0. Esto contrachce qu
"Por lo tanto  es inyectiva.
Al ser @ una transformacxén b]yECthB., ¢ i
‘Es necesario demostrar que ¢~ ime
1 ¢7H(S) = o ((9)) = e(5>
“de § en sf mismo. :

peraclén bmana

Hay ﬁguras que txenen una cant:dad finita de sxmetrfa.s, por eJemplo los

: polfgonos regulares y tambxen ﬁguras' asxmétncas cuyo grupo de simetrias es
-el‘grupo trivial. También ex1sten ﬁguras cuyo grup de’ sxmetrfas es de orden’
infinto. El cfrculo unitario por ejexnplo, txene una mﬁmdad de slmetr(as, basta. -

mmetrfas son func:ones suprayectwas Sx LP es una sxmetr(a o

con observar que todas las rotaciones alrededor del ongen‘son sxmetrfas, al 1gual S

que las reﬂcxlones sobre sus didmetros.. Por lo ant
un grupo de orden infinito. =

St grupo de smletrfas es

El grupo de simetrfas de un segmento de ‘R:s6lo. tlene corno elementos a
la simetrfa trivial y la reflexién sobre el centro del mtervalo Claramente este -
grupo de simetrfas es isomorfo a Z,. T :

Para discutir sobre las simetrias de ﬁguras en R" , sera necesario definir antes'
a.]gunos conceptos.:
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Un poliedro convezo es un subconjunto acotado de R™ que es la interseccién
de una coleccion finita de semiespacios. :
Por ejemplo, los poliedros convexos en R son mtervalos y en lR2 son polfgonos

convexos. ; ‘
Los vértices v; de un poliedro convexo P son los puntos del poliedro qu no’

estén en el interior de ningun segmento de recta cuyos extremos estdn en«P

Demostracién. Los vértlces de P son 1os puntos de P que no esté,n en:
el interior de ningun segmento de recta cuyos extremos estan en P Com' las .
simetrfas de P deben enviar a cada segmento de recta con extremos en P a'ﬁn'
segmento de recta con extremos en P, un punto que no sea un vértice de P no'
puede ir a dar a un vértice. Como la inversa de una simetrfa también es una~

simetrfa, puntos de P que no son vértices tampoco pueden vemr de‘vértxces
Asf que como las simetrfas son biyecciones, los vértices tienen que 1r y venir: d
vértices.B
Como la pos:clén de cada punto de un poliedro convexo estd determma

sus dlstancxas a los vértxces, lo que le haga una simetrfa a los vértxces d te

. lo que le hace a los .demds puntos del poliedro: ¢(p) es el (umco) pu vt
dlstancxa a cada (p('u,), es igual a la distancia de p a cada v;. B

Corolano. El grupo de stmetrfas de un poliedro convezo es zsomorfo aun
subgrupo del gr-upo de permutaciones de sus vértices.

Para ver que cada simetrfa de un poliedro convexo genera una permutacién
de sus vértices basta ver que una simetrfa da una biyeccién del conjunto de
sus vértices en sf mismo. Por el lema antcrior la simetrfa manda vértices en
vértices, y como la inversa de una simetrfa también es una simetria, todos los
“vértices vienen de vértices. La inyectividad se obtiene a partir del hecho de que
una simetria preserva distancias, y por lo tanto puntos distintos deben de ir a
puntos distintos bajo una simetrfa.

Y como las imédgenes de los vértices bajo la simetrfa determinan las im4-
genes de todos los demds puntos del poliedro, a permutaciones distintas de los
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vértices le corresponden simetrfas distintas, y como cada simetria mduce una

permutacnén se obtiene la biyeccién.l : [ '_
A partir del Teorema de Cayley, y lo expuesto sobre s;metrfas y pohedros'

convexos, es natural pensar si se cumple la snguxente con_]etura

Cometura. Todo grupo de orden ,fim.ta,es__ womorfo
. de un poliedro convero en algun R",

p = x1e; + Toe2 4 ...
Sea ¢ una permutamé

utaciones de los vértices o y o’



= (o'(oi(z1)) o’ (a2(x2))se....r0' (O ()

= (0! » g1(z1),0' * 01(z1),....,0" * o1(1))
= Tg'eo (P) ) ) ) _
“Por lo tanto el grupo de simetrfas de un n-simplejo regular es isomorfo al "
grupo de permutaciones de sus {n+1) .vértices.l ’
: En general, del lema anter:or se obtiene que, para un simplejo regular basta :
con observar la forma de acomodar los vértices en el espacio para obtener todas :
sus simetrfas. Ahora, si nos fijamos en los grupos de simetr{as de los n—sxmplejos .

regulares nos podemos dar cuenta de que el orden de tales grupos aumenta e

més répido que la simple enumeracién de ]os numeros naturales.- El orden va
creciendo en el siguiente orden: 1, 2, 6, 24,0 1 e. la‘'sucesién {n!}, de modo que :
hay muchos grupos que no son xsomorfos a grupos de simetrias de un sxmple_)o :

por e_]emplo, un'grupo de orden’3.

Teorema. Todo grupo de arden n es 1somorfo al grupo de szmetr{ de :
una ﬁgura conveza en : :

Los grupos ’de sxmetrfas del O-simplejo y del l-sxmple_]o son

Demostracnén.
ng, que son los umcos grupos de orden 1y 2. Para n> 3 la 1de a es
n un sxmple_]o estandar y modificarlo, cortdndole las esquinas de modoﬁ

que séld algunas de las simetrfas del simplejo original sigan siendo sxmetrfas de i

ila hgura resultante Sin embargo, es necesario hacer los cortes alrededor :de K A

> los vértices con sumo cuidado, para evitar que al hacer las modnﬁcacxéne se.

‘generen simetrfas no contempladas dentro del grupo. Para ev1tar esta sxtuacxén,iﬂ'
los puntos que determinen los cortes se escogen a distancias . pequena.s de los
vértices y distintas entre sf. ‘ i

Sean G un grupo dado de orden n con la operacuﬁn




Ahora queremos quitarle a A"~ las ’esquinas’, cortdndole alrededor de cada
vértice eg, un (n-1) simplejo irregular C,,. Para definir Cy, (donde g1 =€ la. .
1dentxdad del grupo) observemos que para cada g; # e, el punto: S

Vgi,05 = 1- 2—J)eg, -.Eeg, se encuentra en el segmento de recta que.va de
€y, Y &g;» ¥ esta mucho mds cerca de e;, que de eg;.

Sea Cgl el (n-1) simplejo cuyos vértices son eg, y los puntos 'vgl o) con g

Por definicion gk(eg,) —eg,.g, y :

gk(vgnyj)‘ = gk((l —27 37 )eq, + b1 eg:) = (1 = T)g

(1 - L)egktﬁx + 7 37%9x%9; = Vorrgi,gxrgy ¥

por lo tanto gk(Cg‘) =Cyg,»g; Para cada z:y’
cada gj.

Ademss; por lo anternor, i

9k * 91(Vg,,g5) = Vguagi)ngi, (gr=g1)%g5
= gk("-g:*yu 9:*9_1) = gk(gl((vgn 91)

la estructura de grupo. ; )
Por construccién la accién de G sobre A es llbre y ﬁel Por lo tanto a’ cada
elemento de G le corresponde una simetrfa de A; ahora es necesario demostrar
que A no tiene otras simetrfas mas que los elementos de G. i
Para ver esto serd necesario recordar que las simetrfas de A envfan vértlces
en vértices. Los vértices de A son los v, 4,; como las simetrfas conservan las
"distancias entre los vértices, entonces deben enviar vértices cercanos en vértices
cercanos. Como las distancias entre los vértices de cada Cg, son todas menores
a las distancias entre vértices e_h distintos Cg,, entonces, bajo una simetrfa, dos
vértices de A en el mismo C,, no pueden ir a dar a dos C,, distintos: todos los
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vértices en un C,, tienen que ir a dar a un mismo C,;,.

Adem4s por construccién, las distancias entre los vértices de A en cada Cg,
son todos distintas, por lo tanto hay una iinica manera de enviarlos preservando
distancias a los vértices de otro C,, .

Ahora afirmamos que al saber a que Cy, van a dar los vértices de C,, la
simetrfa queda determinada. Esto es porque para cada i, las distancias a los
vértices vy, o; determinan la posicién de los puntos del poliedro (hay 2 puntos
en R™ a las mismas distancias de los vértices, uno a cada lado del hiperplano
que contiene a los vértices, el hecho de que el poliedro esta en un lado determina
cual de los dos puntos es), y por lo tanto las distancias a las imdgenes de los
vértices determinan la imagen del punto.

Y para ver que esta simetrfa es precisamente una de las gx €G, basta ver
que hay una gx que hace lo mismo en los vértices. Como g; * g;"(C,,) =Cy,, la
g% que lleva a los vertices de Cy, a C,, es g; *g;* .0

Enseguida se mencionan algunos ejemplos sobre las figuras resultantes de
acuerdo con grupos de distintos 6rdenes.

El 0-simplejo cumple con tener al grupo trivial como grupo de simetrfas. Si
el grupo tiene orden 2, entonces el grupo es Z; que es el grupo de simetrfas
de un intervalo, de un 1-simplejo. Al sustraerle intervalos que contienen a los
vértices se sigue teniendo un intervalo cuyo grupo de simetrfas es el dado.

Si el grupo tiene orden 3, entonces el grupo es Z3. En este caso ya no basta
con tomar al 2-simplejo como figura, pues al ser un 2-simplejo un tridngulo,
éste tiene seis simetrfas y no tres. Sin embargo, las modificaciones mencionadas
en la demostracién del teorema llevan del tirdngulo a la siguiente figura que si
tiene a Z3 como grupo de simetrias, pues Z3 es equivalente a observar tan sélo
las rotaciones.

—

Se cumple asf que la figura tiene a Z3 como grupo de simetrfas, como era
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qguerido,

Los ejemplos interesantes son para grupos de orden 4, que como hemos visto
no hay uno unico. Es necesario checar entonces que las figuras son distintas,
es decir, que en verdad representan a las figuras que tienen a los grupos dados
como grupos de simetria.

Observamos de nueva cuenta a Zy y a Zg X Zg; se construirdn las figuras
derivadas de un 3-simplejo tales que tengan a dichos grupos como grupos de

simetrias. Recordamos sus tablas:

+ [0] [1] [2] [3]
lo]l o 1 2 3

[a]
/3
e
c
b

nmneEI
o8 Q-GEI

(e]
e
a
b
c

y la figura correspondiente a Z3 x Z; es:
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De la misma manera en que se obtuvieron este par de figuras se obtienen
las respectivas para grupos de érdenes mayores, haciendo uso de los n-simplejos

respectivos.



2 Diseno del Experimento.

Como se mencioné en la introduccién, la motivacién del presénte ‘e'Scperiniénto
fue estudiar la posibilidad de un aprendizaje de tipo implicito sobre ellc'oncépto
de grupo. El incentivo original fue, esencialmente, la similitﬁa’:ehtfe‘uxl grupo
de palabras y una gramadtica artificial; ya que ambos se basan en la posxbnhdad
de construccion de palabras. Sin embargo, més alld de €so,.en ‘realidad no hay
una verdadera identificacién entre sf; pues, de lo expuesto en la- seccxén anterior
es claro que la estructura de grupo es bastante més compleJa que la de una
gramética artificial.
Una diferencia esencial entre ambos radxca en la posxbxhdad de contraccnén
- de palabras en un grupo de palabras, mientras que en una gramdtica artificial
sélamente existen reglas de pegado entre las letras . ‘Se debe recordar, que una
gramdtica artificial puede ser observada a partir de una grafica cuyos vértices son
letras, y las aristas representan las reglas de pegado entre las letras posibles. En
un grupo, la estructura es mas dindmica, pues en &l siempre hay elementos que
se cancelan entre sf; esta cancelacién dentro de las palabras se observa a través

de la contraccién tal y como fue descrito en la seccién en la que se mencxoné' R

la propiedad de observar a los grupos como un conjunto de generadores y sus .
relaciones. ’ i

El disefio de una prueba que permitiera detectar la existencia de un
dizaje implicito de lo que es un grupo, no se puede restrmg:r umcamente al

aprendizaje de lo que es un grupo libre, pues como se menciond, exxsten una

mﬁmdad de grupos; lo 1mportante al respecto, entonces es, aver:guar sie

ble un aprendizaje 1mplfc1to de la estructura de grupo; es decir, la comprens:én

‘de la operacxén entre los elementos, y la existencia de neutros e inve sos Una o

- manera simple de exhibir tales elementos es por medio de la accién de un grupo, i
sobre algﬁn conjunto.

Para hacer esto, hubo que escoger un grupo que facilitara la comprensxén de"
estos elementos, y la manera de presentar la accién del grupo sobre un conjunto; -
de tal forma que no fueran tan evidente las propiedades de dichos elementos.
Entonces se podrfa diécutir sobre el aprendizaje implicito del concepto de grupo.

Se disefiaron vana.s pruebas con el proposito de detectar la existencia de
tal aprendizaje. : A contmuacufm se presentan las caracteristicas generales que
tuvieron cada na de ]as pruebas disefiadas; también se describird la manera en
que los resultado de cada prueba fueron medidos y, finalmente, se mostrardn

25



los reéultados de las pruebas, con sus anilisis respectivos.
2.1 '»Céiaéterfsticas Generales y Ensayos Preliminares.

; Debldo a que el punto esencial de la exhibicién de un grupo es la operacién entre
sus elementos’ —de esta manera se puede mostrar las propiedades del elemento
“neutro y de los elementos inversos—, se eligié un grupo relativamente simple
pﬁia ser expuesto en los reactivos. El pardmetro de simpleza utilizado para la .
eleccién del grupo fue la cantidad de elementos que éste tuviera, Se escogio eéte,
pardmetro pues, si se expusiera un grupo con 7 elementos se tendrfa que habrfa
" n? combinaciones posibles para mostrar la operacién entre sus elementos. ‘

También fue necesario-hacer la exhibicién a través de grupos que fueran re-
lativamente cotidianos —no serfa facil exhibir grupos de matrices por ejemplo.
Se escogié el grupo de sirﬁetrfas del ‘cuadrado Dy y el subgrupo de permuta- ‘
ciones de cuatro elementos al qﬁe es isomorfo. Este grupo tiene ocho elementos;
sin embargo, para examinar la comprensién de la estructura de grupo, no es
necesario exhibir a todos_sus elementos; las nociones fundamentales, en cuanto
a elementos del grupé,' son la existencia del neutro y de elementos inversos.

Otra razén para reducir la cantidad de elementos a exhibir es la posibilidad
de que la exhibicién de todos ellos cause agotamiento durante la resolucién de
los reactivos de la prueba, Por lo tanto, se decidié que s6lamente se exhibirfan
cuatro elementos{ uno de tales, el elemento neutro; los restantes se escogieron en

" funcién de la cbnﬁeniencia de la exhibicién del grupo. Como uno de los grupos -
elegldos fue D4 -grupo de simetrfas del cuadrado- se eligié un elemento de &l
que preservara la orientacién y otro que la invirtiera. :

Las snmetrfas —elegidas aleatoriamente— fueron la rotacién de 90° como la
que preserva la orientacién, y la reflexién vertical, la que invierte la orlentauér}. ‘
Se escogi6 a la reflexién sobre la diagonal '/’ como la cuarta simetrfa a exaininva’i,‘f

_pues ésta es la simetrfa resultante al componer la rotacién de 90° con la reﬂex16n
vertical —en ese orden, y se trata de estudiar si la exhibicién prevm de dos
elementos de un grupo incentiva el aprendizaje de un elemento equwalente a la
composicién de ellos. Un resultado positivo al respecto serfa de gran- mterés‘ 2s
cuanto al tipo de aprendizaje, pues se obtendrfa una comprenslén uﬁ \ci
la operacién entre los elementos.

Para el subgrupo de permutaciones se eligieron las equivalentes a las s1metrfas
escogidas bajo el isomorfismo entre los grupos. Es decir, la identidad e; la que
recorre a los elementos un lugar (2 3 4 1) —equivalente a la rotamén—, una que
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intercambia elementos ‘contiguos’ por pares: (2 1 4 3) -la reﬂexién:verfical; A
la que intercambia dos elementos no contiguos: (3 2 1 4) —reﬁe.kidn diagonal. . =
Este isomorfismo se puede observar a través del cuadradobdés.cr'ito hnteé
riormente —es decir, un cuadrado cuyo vértices estén enmnerados en sentido
.. contrario a las manecillas del reloj, comenzando en el vértxce 1nfer10r lzqulerdo
" Existen varias maneras de mostrar la accxén de un grupo d&permutacxones,
por el interés del tipo de prueba, se buscs la forma que fuera lo més mdepen—
dxente posible de la manera de exhibir las simetrfas, Para esto, se colocarfan
los cuatro elernentos a permutar alineados honzontalmente, 51 se exhlblera un "
grupo seguldo del'otro, y los elementos a permutar apa.recneran colocados en
los lugares correspondxentes a los vértices de un cuadrado, no se podrfa dlscutxr. )

respecto ala comprens:én del isomorfismo entre los grupos, pu s4 los su_]etos po— S

opciones de respuesta.

Todas las opciones de respuesta eran la imagen de la ﬁgura nicial ba_]o,_ .

un elemento del grupo —en el caso del grupo de permutacxones, eran 'cuatro'; R

figuras las que descendfan hacia el mtenor dela caja— ‘donde una de ellas erala
respuesta correcta. Una vez presentadas las opcxones de respuesta se les pedfa :
alos sujetos que indicaran cusl de las tres opcxones —hacxendo clxck’ en el botén -
izquierdo del 'mouse’- era’la forma enla’ que cre(an que la ﬁgura debfa salxr
después de atravesar la caja.- :

Ahora, las figuras sobre las que, se 'mostrarfa:la accién de: los e]ementos del‘
grupo se disefiaron de tal maner : '
el caso de Dy, las ﬁgu;gs

de los estimulos y la.s'reglas‘de los objetos a exammar, fue dar intervalos cortos
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de tlempo para responder los reactivos. Limitando la cantidad de txempo para i
contestar se dificulta el aprendizaje 'consciente’ de los conceptos que se exanu—«
nan. Se decidié que el intervalo de tiempo para responder cada reactwo fuera
de cuatro segundos. :

En cuanto a la aplicacién de la prueba a los sujetos. Antes de comenzar los C
reactivos, el programa tomaba los datos del su_]eto —nombre, edad lateralxdad B
escolaridad, tipo de prueba. Después aparecfa una pantalla con fondo gris y
un botén en el centro de la pantalla donde se lefa: lest@'P los reactivos de la
prueba comenzarfan después de hacer 'click’ sobre dxcho botén.” En tanto el
botén estuviera en la pantalla se le explicaba al sujeto la dihémica de la prueba .
También se le decfa que la computadora le indicarfa si su respuesta fue correcta :
o incorrecta mostrando una paloma oun tache en ]a pantalla después de cada k
reactivo. Si alsujetonole daba’ tnempo de contestar, el programa contmuaba con

el siguiente reactivo. Para ev:tar que muchos reac quedaran sm respuesta se'v i

les pedia a los sujetos que trataran de ontestar la mdybr cantldad de reactwosi» k

posible. Si no contestaban una cuarta parte de’ los reactwos, la prueba no se'
tomaba en cuenta, Rt e ' '

La asxgnacnén del color de caja en funcxén del elemento del grup fue la‘ .
siguiente: ’ : S
Blanco - Identzdad —denotada por e;
Azul - reflexién vertical —denotada POr py;
Naranja - rotacién de 90° —denotada por ¢; -
Verde - reflexién sobre la diagonal //' —denotada por p4.-
"En todas, la perr_nutacién equivalente bajo el isomorfismo utilizaba el mismo
color.
k La prueba estaba dividida en dos partes; la primera parte exarmnaba. sola-

mente la comprensién de los elementos del grupo; en la segunda se exammaba

la comprensién de la operamén entre ellos. La segunda: parte es la parte nodal‘ '
de la prueba, pues es donde se. examma 1a comprensxén de la operacxén de’ los




no podrfan ver éémo era dich_a forma, pues el par de cajas se encontr’aban muy
cerca. L = : s L
De los cuatro elementos del ‘grupo eleg:dos se obtnenen dwcxsexs posﬂ)les‘
combmacmnes por pares. Estos son demasiados reactivos para examinar;: 10
.~cual podrfa interferir en la comprensién de los mismos. Otro factor que pudiera
“ causar problemas en la comprensxén es la no conmutatividad del grupo elegido; B
_exammar boa'y luego a ob podria causar confusién pues los resultados no

son necesariamente los mismos. Por lo tanto, para disminuir los efectos que la . -

cantidad y la no-conmutatividad pudieran tener sobre la resolucién de la prueba,y
las posibles combinaciones se clasificaron de la siguiente manera:
(i) las que mostraran la interaccién de los elementos con el elemento neutro;
(ii) las que mostrardn la interaccién de los elementos consigo mismos —es
decir las potencxas de los elementos; .
(iii) las que mostraran la 1nteracc16n de pare% de elementos dxstmtos ninguno
de ellos el neutro.
En cada una de éstas clasificaciones se escogxeron cuatro combinaciones.
En la; primera clase se escogxeron combmacxones tales que se mostrara la
“cualidad del elemento neutro, po ‘ambos lados. Tales combinaciones fueron:
’eOpmeOPa,pdoeytboe- ‘
-‘Estas combinaciones se ‘esc

e manera semialeatoria ~se examinarfa
la conmutatxmdad del neutro exa.m

ndo la operacién de éste con otro elemento
por ambos ladOS' dos’ por el lado 1zqu1erdo y dos por ek derecho, S

En la segunda clase se. tomar n ]as potencxas de- todos 1os elementos ex-
puestos; es decir, e o ey qS ° q‘), 3y 0Py y por ultlmo Pa © pd ‘fEn éstos casos el
resultado de tales comp051c1ones son'la Identzdad para todos excepto la potencia
de ¢. : ; .
En la tercera clase se escogxeron de manera aleatona la,s sxguxentes cuatro
combinaciones: pgo @, p, o'¢, pg© p, y pPor ultimo p,,'o pa L

También se disefié una prueba que examinara todas las clases antenores, de o
manera aleatoria; los elementos se escogleron de manera semxaleat ria; L

prueba, al sujeto se le examinaba de forma explfcxta a: través de u prueba
simple. 'Se dibujaba en una hOJa de papel una ﬁgura (cuatro, si se exammaba
permutacmnes) y. una caja de alguno de los cuatro colores; posterxormente se
le pedfa que dxbu_]ara deba_]o de dicha caJa la forma en la que debfa de salir 1a
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figura tras atravesar la caja. Se hizo lo andlogo para examinar con respecto a
la composicién de elementos del grupo —se dibuja»an dos cajas. Esta prueba
permite sustentar si el aprendizaje dado en las pruebas es implicito o no,'pﬁes'
se observaba si el sujeto podfa contestar de manera satisfactoria la prueba por K
computadora, y sin embargo no poder hacerlo de manera explicita.

Los resultados de las pruebas se analizaron utilizando la pruebéx estadfs-':f
tica Kolmogorov-Smirnov que determina si dos dlstrlbucxones son d_\stmtas. Se :
anallzé si.la distribucién empfirica de las respuestas correctas de cada prueba",
es distinta a la distribucién aleatoria respectiva -la dlstnbumén bmomxal de”
probablhdad con respecto a la cantidad ‘de reactivos de la prueba—, si las dis-

. tnbumones fueran distintas de manera significativa, y la dxstnbucxén empfncal "

~superara ‘a la distribucién binomial, entonces esto querrfa decxr que 1a manera
en la que los sujetos resuelven la prueba no es aleatona, v por end d i
haber un. aprendizaje de los conceptos que causara la d1ferenc1

no fueran capaces entonces, de Justxﬁcar la razones por las que co est
manera satisfactoria la prueba, darfa pie a una-discusién sobre uxi p ndlza_]ef
de tipo implfcito. : :

A continuacién se expone la justificacién tedrica de la prueba estad(st:xca
Kolmogorov-Smirnov.

2.2 Prueba Estadistica Kolmogorov-Smirnov.

Se darén primero unas nociones simples de estadfstica —que ayudardn a entender -
la eleccién del estadfstico, al igual que las bases tedricas que le dan pie: '
Un espacio muestra se define como el conjunto de todos los posnbles resulta-
dos de un experimento o suceso. o l
Una variable aleatoria es una funcién que le asigna valores reales a los puntos, :
dentro un espacio muestra. Con respecto a una variable aleatona, una. funcxén 3
probabilidad f(x) es la que da la probabilidad de que en el espacio muestra X

ocurra el valor.dado x. Es decir, la probabilidad P(X) de que ocurra cada uno T

de los resultados 0 sucesos posibles del espacio muestra X. f(z) = P(X ey
La. funcxén probablhdad de la variable aleatoria siempre vale 0 en X, 51 x no

suceso no ‘ontemplado como posible es nula.
Una funcnén dlstnbucxén de una variable aleatoria es la funcién que da’ 1a
probablhdad en'’X de ser menor o igual a un valor real dado x. Es decir,

F(x) = P(X Sw) = sz(t)
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Esto es, ir sumando los valores de las probabilidades de eventos en un espacio
muestra, Y precisamente, como lo dize su nombre, indica en qué proporcién y
de qué forma estdn distribuidos los puntos dentro del espacio muestra X.

Con esta terminologfa se pueden comenzar a ex;ﬁoner las bases tedricas de
la prueba estadfstica utilizado en la evaluacién de IQS' resultados arrojados por
el experimento. s

La prueba estadfstica elegida para hacer el an4lisis fue el Kolmogorov-Smirnov.
Se utilizé éste, porque permite hacer la comparacién entre una distribucién em-
pfrica (es decir la de los resultados obtenidos) y una distribucién hipotética.
Esto quiere decir que compara que tan alejada se encuentra la distribucién de k
los eventos en un espacio muestra de la distribucién que se cree éstos deban
tener. Entonces, se enuncia una hipétesis al principio (usualmente lamada
hip6tesis nula) respecto a la forma en la que se cree deba ser la comparacién
entre las distribuciones. ‘ .

La razén de enunciar una hipétesis nula inicialmente es la de demostrar con
base en los valores del estadistico si los resultados arrojados por las pruebas
se distribuyen de una manera. A partir de los valores del estadfstico se acepta
o rechaza una hipétesis; esto es asf pues el ~valor ‘del estadistico indica si el
valor obtenido se encuentra en un drea de aceptacién o rechazo de la hipétesis
—usualmente llamada regién critica. ‘Si el valor obtenido supera al del estadfstico -
se rechaza la hipétesis, pues 51gn1ﬁca que el suceso estudmdo se comporta de
tal manera que la probabilidad de que sucedlese es mfmma —esto depende de la
probabilidad con la que se tome el valor del estadfst:co. : .

Sila hlpétesm nula fuese rechazada, entonces se debe de aceptar una h' e

pruebas es debxda ala comprensnﬁn de lo'que las pruebas
sxmplemente estan tratando de adivinar la respuestas co
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Las bases teéncas de la prueba estadistica Kolmogorov—Sxmrnov son la.s si-
guientes: . .. . S

Supénga.se que hay dos \'arlables aleatorias de dlstmtos t.amanos m y 7 sobre
‘dos poblacxones Fx'y Fy ; donde los estadfsticos del orden de; cada vanable X '
Y. i, e.: el orden en el que acontecieron los sucesos de la'

3 nable aleatorxa— .

siz <X o
- Sl X(k) <z< X(k+l) para k Ev {1,
LA sn x> X(m)

siz < Y(l) ,
si Y(k) <z < Y(k+1) pa.ra
‘s 2 Yimy

crecxente que
descnbe el orden de aparicién de -y la proporcxén e 1 en— los sucesos

que forman parte de la variable aleatoria.

Esto es —dentro de una combinacién del orden de los:m + n valores delas” :
variables aleatorias Sp, () y Sn(zx)~ la proporcxén de X y Y ta.l que no exceden al. ™

mimero z. Es una manera de medir que tanto ocurre un evento de una vanable o
aleatoria con respecto a los de la otra para saber si la.s d:stnbucxones de ambas‘
variables son iguales es cierta, es decir: :
Hp : Fy(z) = Fx(z) para toda z. . :
Debido a esta nocién de diferencia entre d15tr1buc1ones que la prueba estadfs-- -
tica Kolmogorov-Smirnov es una prueba de dos colas —las curvas de dlst,ubucnén
determinan dos regiones crfticas—, pues sélamenté hace observar si son dxstlntas

sin hacer diferencia sobre cuél de ellas supera a: la otra Si se supone desde un.

prmcxpxo que la distribucién de una vanable supera ‘a'la otra,’ se
como una prueba de una séla cola en’ cuyo caso sélo se- obse
regiones crfticas, o colas de la curva. = - :
Para explicar esto iltimo serd necesario exponer el cntero con el ‘que se’ob-
tienen los valores de la tabla del estadistico Kolmogorov-Smxrnox :
denotado por Dy, » es el maximo de los valores absolutos de las dlferencms entre"‘ -
las dos distribuciones a comparar: S o
Dpn = mgm]Sm(:c) — Sn(x)}



Si se supusiera que hubiera una diferencia a favor de una distribuéién, en-
tonces se tomarfa la diferencia con un sentido; si por e_)emplo se supusxera que

Sm(z) domina a Sy (z) el estadfstico se tomarfa como: . -

Dmpn = ma.a:(Sm(:z:) - S,,(a:)), en cuyo. caso serfa una’ prueba de una séla
" cola.

De la manera en que fue enuncmda la thétesw nula, se observa que la
hipé6tesis alternativa es: e :

‘Hp Fy(z) # Fx(:v) para alguna z. :

El significado de los valores btem os en las tablas indican entonces si la
lnpétesxs respectxva al: fenémeno se uede sostener, o si debe de ser rechazada
—los valores se toman con respecto a ‘una cxerta probabilidad, entre mds alta sea
ésta, el valor del estadfstlco seré ‘mayor, y por lo tanto se reduce la regién de
rechazo. Es decir, se determma qué tan alta es la probabilidad de que ocurra
un evento, y a partir de ¢ésta discutir la naturaleza del suceso en cuanto a la -
posibilidad de ocurrencia de éste, bajo las hipétesis de los sucesos. Tie

A continuacién se expondrd la manera en que se calcula la probablhdad de
que el valor Dy, » sea mayor o igual a un valor observado empfrxcamente : :

P(Dmn 2 d) donde d = M| () = Sn(@)l. o

Primero se colocan los elementos de la muestra observada de manera cre-
ciente en magnitud. Esto se puede observar como una trayectorla en IR2 que‘

comienza en el origen y termina en el punto (m,n). Esta es tambxén una manera "

de exhibir las distribuciones de las variables aleatorias; los tramos honzontales'
de la trayectoria representan la distribucién de una va,nable aleatorla, y-los.
tramos verticales de la trayectoria a la distribucién déﬂla otra variable. Por
ejemplo, si los valores de las variables aleatorias estén ordenados con la secuen-
ciazyyzy z T TYyY entonces; esto se puede observar de la s:gunente manera
con la gréﬁca que se presenta a contmuacxén i 3

Los valores de mSm(:p) y nSn(:c) sc}ﬁ_vla‘s'coordenadas de los puntos (u,v)




en la trayectoria con u,v € Z: Entonces des el méxxmo de las diferencias
1% = 2 = jnu = mo|/mn. L R R

Si se observa ahora la recta que une al punto (0 O) con (m, n) (que en este
caso es (5, 5)) cuya ecuacién es nx - my = 0 se puede observar que la distancia
vertical entre (u, v), que se encuentra sobre ]a trayectorxa descr:ta, a la recta es:
v - 52| | |

_ Por lo tanto, nd es la di




Es decir, Ay, es la suma de los valores en las intersecciones donde el punto
anterior de la trayectoria pudo haber estado antes de llegar al punto (u,v) sin
salir del 4rea delimitada. : : ’

> /2 81 1ee
2 %] @] = w
3 3 8 1§ ‘27 /z
‘/ 3 8 [ i

1 2 3

En el caso del eJemplo, hay dos trayectonas dlstmtas para llegar al’ punto
Q, 1), por lo tanto.Al =2 Para observar cémo funcxona, la férmula recurrente

, Como se mencxoné en este caso nd = 10 (d = 2 n= 5) y A5'
Entonces, P(D4 52 2)=1- (’.‘L’) =32 = 64286

Lo antenormente expuesto €s una manera muy sxmple de mostrar el razon— :

amiento de la’ prueba estadfstica. Sin embargo, si el nimero de eventos es mu
grande resulta muy complicado calcular la probabilidad de que las trayectonas
-que representan a las distribuciones— se encuentren relativamente cerca. ‘Al
respecto Smirnov demostré que L
lim = P(,/8% D, » < d) =L(d) =1~ 23“( 1)i-1g=2i%d?

Tl'l N—00 -
con la restriccién de que Z se mantuvxera con un valor constante alv
el lfmite."El lfmite permite hacer los cdlculos para mimeros de eventos grancles.
La restriccién sobre la proporcién entre los eventos es debido a una < o
bilidad inicial sobre ellos. Por ejemplo, al tirar monedas al aire la probabxhdad L

de que esta caiga con una cara o la otra hacia arriba es 2, si no se mantuvlera

35



tal probabilidad o la proporcién en la que resulta cada cara se pbdrfé pensar

que dicha moneda estd cargada hacia una cara. Lo mismo sucede con; 1os dadosl o
como un segundo ejemplo; en este caso la probabxhdad por cada valor es de'lin_ A
1 si el dado es de seis caras (1 si tiene n caras). :
A partir de éstas probabilidades de que ocurra un fené

igual que en la prueba ﬁnal
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3 Resultados

3.1 Experimento Inicial

El interés en este primer experimento giré alrededor de-la comprensién de un'-

grupo; para esto se hizo uso del concepto de isomorfismo de grupos.’ Se aph— i

caron dos pruebas equivalentes bajo isomorfismo. Las pruebas constaban de dos o

partes, una sobre el grupo de simetrfas y otra sobre el grupo de permutacmnes, L

las preguntas en cada prueba eran equivalentes bajo el isomorfismo. entre estosli_r, -

dos grupos. La diferencia entre las pruebas fue el orden en el ‘que se’ presen-:";

taron los grupos. Entonces, para analizar la comprensién del grupo se comparé

la manera de resolver la prueba respecto a cada grupo, en funcién de si fue'el
primer o segundo grupo expuesto. También se analizé si el orden en el que ‘se

presentaban los estfmulos influfa en la manera de resolver la prueba en general -

—es decir, independientemente del grupo del que se tratara. Se disefiaron cuatro’
pruebas distintas; las caracterfsticas de éstas se describen a continuacién:

(i) Exhibicion de los elementos del grupo en orden semi-aleatorio (todos se |
examinaban la misma cantidad de veces) durante toda la prueba; o k

(ii) Durante la primera mitad se exhibfan por bloques cada una de las trans--
formaciones, y durante la segunda mitad se examinan todas en orden aleatorio;

(iii) Durante las primeras tres cuartas partes se exhibfan por bloques cada "
una de las transformaciones, y durante la iltima parte se examinan todas en
orden aleatorio;

(iv) Durante toda la prueba se exhibfan por bloques cada una de las transfor- g
maciones; ya no habfa un bloque en el que se examinaran de manera aleatoria.’ -

Aunque la manera de exhibir los elementos del grupo en las cuatro pruebas .
fueron esencialmente distintas en cuanto al orden. Las preguntas eran i&éhticas
en todos los.casos —es decir, tenfan los mismos estfmulos y las mxsmas opcxo y s

de respuesta—; la tinica dlferencxa radicé entonces en el orden en: ‘el que eranf_

examinadas. De esta manera se traté de hacer todas las pruebas equwﬁlénte

Para evxtar que los sujetos pensaran que las respuestas correctas corres' '

pondfan a las ﬁguras en funcxén de la posxcnén en la que aparecfa se ewté ue la‘.‘;

c10nes e]eglda.s



En cuanto a la composicién de transformaciones; se diseﬁo una prueba unica
de 32 pregmnias Entonces, la unica diferencia que  habrfa entre las pruebas
de composicién serfa la prueba con la que aprenden lo que cada’una de- las‘
transformaciones por sf misma hace. . . o

En todas las pruebas —la.s de una séla transformacxén y la.s de <ol posxcxon—‘ '

un aprendizaje después de haber recibido todos los est‘fmulos espondlentes'
(o equivalentes) a las primeras terceras cuartas. partesv ara las pruebas sobre :
la composicién se analizé la segunda parte, donde ta.mpoco se les mdlcaba sx
habfan respondido de manera correcta o no. ‘. -

La hipétesis nula respectiva al experimento es que las dlstrxbucmnes empfn-
cas de todas las pruebas son iguales a la distribucién binomial p=

Todas las pruebas se aplicaron’en el Taller de Matemdticas de la Facultad
de Ciencias de la UNAM a SUJEtOS de ambos sexos entre 18 y 24 afios de edad
no zurdos.

En las gréficas 1 - 8 se muestran los resultados obtenidos:

‘ fl)jyéﬁjbﬁmcamatias&ﬁn’ampéte

- [S=s1A="— 18—~ binomial =113 - $1C - 50| | ¢

S Am— PO S S S Wt

5080 /
2 7L
,EOQ =2

a

/4

Om-r-if-nr'—-r—'..r.,....,
0123465667889 1011213141516
Pregurtas bien contestadas

Griéfica 1: Una séla simetrfa, primer grupo
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Distribu ares comparadas ttirre cuartaparte
[—stat - 518" -4 Birorid p=18 - S1C* —— S1D'
10 N e 2]
0
5090
g
-
F0@
[
0D
000 ; —r 1
01234567 886 10 1112 131415618
Pregurtas bien contestadas .-

Gréfica 2: Una s6la simetrfa, segundo grupb -

Dighrius ores comparadasitinra cuata parte

{—— 24—~ 0B —4 Kingmiel p13 ——S2C —+— 20|

000 +—4& N N FRN
o 1 2 3 4 5 6 7.8 |°"
Preg.rtashien ortesachs

Grafica 3: Composicién de simetrias, primer grupo
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Digtvibud ares conparadias Uirva cuatapate
[~~s28 ~— B' —&-binamiel p1 8~ C' D' |

000+

Pregurtaskien aortegach

.Gréfica 4: Composicién de simetrfas, segundo grupo

T T T T

01234567 89810111213141516
Pregrtashien cartedadas

- Gréfica 5: Una séla permutacién, primer grupo
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Digtritwri ores conparadas Utinacuatapate

[~ P14 - P1B" —4~ kinomia p4.8 —+—PIC' ——PID'|

100
080

.;gusu i —

§ a0 .; /J G
020 b —
uuo-i\-rﬂ. N

12345678 9101112131415%6“ ‘
Pregurtashiencortedadas )

Gréfica 6: Una s6la permtuacién, segundo grupo

: . ; Dstrib.ﬁa’escumaradasﬂﬁnﬁaatapaﬁe

+1.00"

080

080

g 040

020

000 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Pregurtas biencortetadas

Gréfica 7: Composicién de permutaciones, primer grupo
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Digrituci ores comparadas tinacuata pate
|4 P2A —~ P2 =4 binamiel p=1.8 —-P2C" ——-PD'|

100

080

5 060

040
a

020

2 3 4 5° 8 T
Pregurtasiencortedartas -

Griéfica 8: Composicién de permutaciones éegu'hdo‘grupAo

Las distintas pruebas fueron denotadas de la sxguxente manera:
S1A - exhibicién de manera aleatoria. (S- simetrfas del cuadrado)
SlB exhlblcnén durante la primera mitad de bloques xterados de la misma

o transformamGn y.la segunda mitad de manera aleatoria.

"81C -exhibicién’ durante 1as _primeras tres cuartas partes en bloques 1temdos .
y la ditima’ cuarta pa.rte de manera-aleatoria. . o

SiD -exhxblcxén de las transformacxones durante toda la prueba de manera
iterada. : ' -

Lo equwalente par
P1C y P1D. "
La comilla’ aparec

imh‘téciones son las pruebas PlA; ‘Pl_B,”V'

grupo.examinado fue el segundo gr{xﬁo ex-
puesto. Las pruebas d v de transformaciones fueron idénticas; para ;
diferenciar el txpo de’ prueba que le antecedfa —para estudiar si la forma de ex- -
- hibir a los elementos del grupo mﬂufa onoenla percepcién~ el nico camblo en:
el nombre de la prueba. esel dfglto Es decir, si el sujeto habfa resulto la prueba.=
S1A, entonces ala prueba sobre composicién de simetrfas se le llamaba S2A. .
Los resu,ltados de la segunda mitad de cada prueba se compararon con una. e
distribucién binomial con probabilidad un tercio para analizar al igual queen la -
primera si la:man‘era de resolver los sujetos las pruebas era distinta a la aleato-

ria. Se decidié hacer sélamente el andlisis en la segunda mitad para analizar ’. .
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el aprendizaje y no permitir que la casualidad de respuestas correctas al prin- -
cipio de la prueba pudiera afectar los resultados que :respaldaran un posxble
aprendizaje cuando no lo hubiera. . 7 .

Para tomar el valor respectivo del estadfstico a la prueba se tomé el mimero
de eventos posibles —17, pues también se toma en cuenta que no conteste nmguna
correcta-, y el valor correspondiente al 0.95 cuantil —i.e. se buscé una conﬁanza,
del 95%— para una prueba de dos colas, debido a que sdlo se busca a.nahzar si
las distribuciones son distintas.

El valor del estadistico Kolmogorov-Smirnov correspondxente a una prueba
con 17 posibles eventos, y con una probabilidad del 95% de confianza —tomado
de la tabla del estadistico del libro Practical Nonparametric Statistics; Conover,

W.J, 1993- es de {5 = 0,41176. Este es un valor —de las diferencias entre las .

distribuciones empiricas y la aleatoria— que no rebasa ninguno de las pruebas de
"una sola éaja. El valor correspondiente a las pruebas de dos cajas -9 posibles‘
: evemos, probabilidad 95%~ es de § = .55556. Este también es un valor que .
mnguna prueba rebasa en cuanto a la dxferenma entre su dxstnbucmn empfnca ‘

y la dlstnbucnén binomial p——
S1A:0.117"P1A’ . 0.10
S1B:- 0.
S1C: ;

81D
L P1A 0.
. P1B-0.
PlC,‘,.
“PlD (

Ts2A
$2C

- - : 0.16
P2D s2D* 0.19
Vale la pena, observar que nadie fue capaz de declarar verbalmente lo que
hacfan las cajas. Con base a los resultados obtenidos se acepta la hipétesis nula, "
es decir que no hubo aprendizaje alguno, en ninguna de las pruebas. :
Estos resultados demuestran lo complicado que es €] concepto; y en general :
también demuestran que si import‘av la forma en que es examinado, ésto és en
cuanto & si se muestran por bloques ¢ de manera aleatoria. Hay algunos dé_—1

43



talles a observar al respecto de éstos resultados, pues son varios los factores qué
pudieron haber intervenido sobre ellos, A contmuacxdn se mencmnan algunos'
que se consideran fundamentales: . .

-La poca agilidad de mover el ’mouse’ debldo al programa en el que se .
compilaron las pruebas, : .

. -La cantidad de reactivos y de ostfmulos —habfa una. ﬁgura chstmta por cada

reactl\o, : R

-La duracién de la prueba —duraba 20 mmutos .

Se pensé entonces que se debfan ' de hacer cambxos pam mmgar la influencia
de tales factores. ‘ ‘

El primer cambio que se hizo a este pnmer experlment.o fue cambiar la
manera de constetar los reactivos. Se realizé-una prueba en la que los sujetos
fueron capaces de resolver los reactivos con el teclado ‘En vez de elegir haciendo
‘click’, los sujetos podfan escoger con las teclas ’1_’,1 2"y '3’ si la respuesta que
se escogfa era la 'izquierda’, ’centro’ 6 'derecha’. Al igual que con el mouse, si al
sujeto le daba tiempo podia cambiar la respuesta apretando la tecla equivalente
a su nueva eleccién. Esto agilizé la eleccién de las respuestas, sin embargo no
fue suficiente, las respuestas se distribuyeron de manera similar a las del primer
experimento. Esta manera de resolver la prueba indicé que gran parte de la
dificultad de la prueba radicé en la cantidad de estfmulos. Fue necesario reducir
el mimero de estfmulos para que el sujeto no distrajera su atencién de la accién
de las cajas sobre los estfmulos. -

3.2 Experimento Final

Se decidi6 restringir la prueba a sélo un grupo para evitar confusiones, se eligi6
a D4 como grupo a exhibir pensando en la sutlhdad que éste puede tener para
ser expuesto escogiendo bien las figuras con las, que se exhibfa la accién. Se
redujo el nimero de reactivos por elemento del grupo a exhibir al igual que el
orden. Ahora habria pruebas exclusivas para cada elemento del grupo. Es decir,
habrfa partes de la prueba que exammaran, por un tramo sélamente, la accién
de un elemento del grupo. . :

Se consider6 solamente a una ﬁgura con la cual mostrar la accién de los ele- .
mentos de Dy escogidos, la ﬁgura eleglda fue la letra F. Sin embargo, para evitar
que los sujetos pensardn que la respuesta es siempre la misma y no t:omaran en’
cuenta la dependencia de la respuesta..en funcién del color de la caja, se con-
sideraron como estfmulos también a las imdgenes de la figura F bajo todas las”
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simetrfas en D4. También, en los primeros 12 reactivos de cada prueba la figura
era siempre la F -sin ninguna alteracién— para propiciar la comprensnén de.la
simetria respectiva. En los reactivos siguientes la F no 51empre entraba tal cual

a veces entraba girada o reflejada.

El hacer la prueba por bloques de elementos hizo necesarlo a 'ngua si el
* orden de presentar a dichos elementos influye en la manera de
Pa.ra anahzar esto se realiz6 una prueba -de 40 reactlvos—

analizarfa la diferencia entre la distribucién empmca de cada. una de as p ebas{ RERERY

en ‘funcién de la simetrfa y la d:strxbuuén bmomxal snno que tamblén se. larfaf_ 8
un anéhms entre pruebas de la misma simetra para aver:guar si el orden en el
‘que se exhiben influye en la manera en la que se résponden las pruebas :
- Las simetrias elegidas fueron la rotacién de 90° (¢) y. la reﬂexlén dxagonal i
'/' (pa); se escogieron éstas por el interés de examinar si la rotacién mﬂufa de '
" manera positiva en la manera de resolver los reactivos respectwos a la’ reﬁexxén :
mencionada, que es una simetrfa poco usual. : B

La hipétesis nula al respecto de este segundo expenmento es la mxsma que
en la anterior: las distribuciones empiricas de ambas partes de. las: pruebas

respectivas son iguales a la distribucién aleatoria; y aclemés las stnbucxones
emp{ricas respectivas a 1as prueba.s sobre 'la misma sxmetrfa. tomadas por pares
. son también iguales. - f SRR - i

La prueba se aphcé en el Taller de Matemdticas de la Facu]tad de Ciencias
de” la UNAM. a 14 alumnos, de. ambos sexos entre 18 y 24 afios de edad, no
zurdos. ‘La dec1516n sobre cual era la primer sxmetrfa exammada fue aleatoria;
“este orden fue decidido antes de aphcar todas las. pruebas a los su_]etos En la

ﬁgura 9 se presentan las gréﬁcas de los resultados de la pnmera prueba piloto:
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diferencia de sus respectivas distribuciones empiricas con respecto a la distribu-
cién binomial no rebasan el valor del estadistico; sin embargo, en las pruebes
respectivas a cuando son expuestas como segunda simetrfa exhibida, los val-
ores arrojados por la prueba, claramente, rebasan el valor del estadfstnco por
lo que se rechaza la hipétesis nula y se acepta la hipétesis altemetwa de que
las distribuciones son distintas. Lo cual significa que hubo un aprendrzaje que )
incentivé un mejor desenvolvimento en la resolucién de la segunda parte de la
prueba. : '

Ahora, las diferencias entre las pruebas de la mlsma mmetr(a con respecto' )

al orden en el que fue expuesta fueron las sxgurentes'
rot90° vs. rot90° * 0.571
ref./ vs. ref /°® 0.286 A
Con el mismo valor para el estadfstico; se obtne e claramente que para ¢

-rotacién de 90°— influy6 el orden en el que’ las

1metrfas fueron expuestas )
“Para p; -la reﬂexlon diagonal- la diferencia no resulté ser srgmﬁcatwa, pero si
hubo un me_]or desenvolvimiento en la resoluc:én ‘de los reactwos al haber srdo
expuesta prxmero la rotacién. = Coe . )
Por lo’ tanto se puede afirmar que el orden en el que se presentan las sxmetrfas

"mﬂuye en el desempeno de los sujetos al resolver las pruebas

- En cuanto a la declaracién verbal de lo comprendxdo, mngun sujeto foe capaz;

- ude resolver las preguntas de forma correcta, Un par de su_)et

ser expuesta.s ‘en ese orden ayudarfa a resolver de manera sansfactorm la prueba .
relatwa a la reﬁexron dragonal, que es la srmetrfa ‘que es composmén —en ese




y composiciones distintas a las otras dos categorfas anteriores. Estas pruebas
de composicién constaron de 20 reactivo$icada una; para el andlsis s6lo se con-
taron los 1ltimos 16 para evitar que el descontrol de observar por primera vez
una composicién tuviera algun efecto sobre los resultados. También se disefiaron .
unas pruebas cortas que hicieran la funcién de recordatorios sobre la accién.de -
cada elemento del grupo. Estas constaban de 8 reactivos, donde aparecfa cada.
una de las simetrfas escogidas orginalmente, dos veces. '

Este tultimo tipo de pruebas se aplicarfan al finalizar la parte de la prueba
respectiva a la accién de un sélo elemento, y entre cada una de las pruebas sobre
composicién de elementos, con la intencion de que sirvan a mejorar la resolucién

_de las preguntas respectivas a las compoéii:ic'mes ‘de elementos del grupo.
El orden en que se mostraron las dJstmtas categorfas hechas sobre composi-

cién de elementos fue el siguiente:
(i) Composicién con el neutro;
(il) Potencias de los elementos del grup .

(iii) Composicién de elementos que 10, cﬁmplen con las caracteristicas de las - .

anteriores; y por ultimo

(iv) Elementos de las categorfas antenores en la misma proporcnén —es de 1r,=’: :
dos de cada una.
La eleccxén del orden fue hecha asf, para emular el orden escogido y dlscutxdo

sujetos experimentales fueron personas de ambos sexos, entre. 18 y 24 afl
edad, no zurdos. ) RN .

Los andlisis fueron entonces, los respectivos a cada prueba dependlendo de -
la simetrfa, Tamb:én mteresé discutir al respecto de la locacién donde se reallzé .
cada prueba, por lo tanto, se realiz6 también el anslisis estadfstico respecto a
las mismas, pruebas en locaciones distintas. En todos los casos; la lupétesxs nula
es que las dlstrlbucxén empfrlcas de las pruebas yla dxstnbucxén bmomlal son !
lguales i
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Gréfica 12: Pruebas intermedias, F. Ciencias : e

La terminologfa en las géficas 10 - 12 es la siguienté: ;

Para las pruebas de una séla transformacién la leyenda es evidente, de éstas
pruebas la ultima es INT1 que consiste de 8 reactivos combinados de las cuatro
simetrfas, distribuidas de manera aleatoria y equitativa —2 veces cada una.

INT2 INT3 INT4 bloques intermedios con todas las simetrfas. ;

Para. las pruebas de composxcnén de transformaciones la leyeda es tamblén
" evidente. :

-El anélxsxs sobre el aprendlza_le en las pruebas aplicadas en el Taller de

—Matemétlcas de la Facultad de Cxemcas arrOJaron los siguientes resultados, en -

‘cuanto a la diferencia entre las dxstnbucxones empfncas y la binomial:"

Identidad . . 10.978'

Rotacién 90° : 0.650-

Reflexién vertical L0978 T
Reflexién diagonal 0,378 ’ -
Composicién con neutro 0.147 :
Potencias 0.484 . "
Composiciones restantes  * 0.239

Composiciones combinadas . 0.273

Intermedio 1 0.312

Intermedio 2 0.341

Intermedio 3 0.441

Intermedio 4 0.341
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El valor del estadistico respectivo para una prueba de dos colas con 29 even-
tos, al 95%, es 2 = . 344 83; por lo que para todas las pruebas de una caja la
hipé6tesis nula debe ser rechazada y se obtiene que las distrib\icio'nes sbh distin-
tas a la distribucién binomial; y por lo tanto se aﬁrma que en tales pruebas se ~
da un aprendizaje. .

El valor del estadistico reﬁpoctwo para una prueba de dos colas con 17 evcn- :
tos, al 95%, es 77.7 = .411 76; en este caso la unica prueba que arroja un valor
que rebasa al estadfstico es la prueba de composxclén de potencias. Entonces,
sélo se puede afirmar que hay un aprendizaje en'la percepcién de la potencia de -
las simetrfas escogidas. Para las restantes no hay aprendizaje. .

El valor del estadfstico respectivo para una prueba de dos colas con 9 eventos,
al 95%, es 9 = . 555 56; en ninguna de las pruebas intermedia se puede afirmary:
que haya un aprendizaje pues los valores arrojados por la prueba no sup ra.n al_,/
estadfstico, 5

El andlisis respectivo a la prueba aphcada en el Centro de Ensenanza de:,'-. S

Lenguas Extranjeras de la UNAM es el siguiente:

Tochlapnebapor snetfasenELE

[—e—dt.Bironia =16 —— braidad —a—rt 0" —e—ref 1" 7 |

10 A S0 5-0-0-B-i 5514
OB 4./-4:.'- ¥
B o a7 7
ig 02 ‘*/’{fi===%¢:¥t*(
gm - """'l"Il‘llITIllllll
0246810124 1BBDRANDB
Regutsbiencontestadas

Gréfica 13: Una séla simetria, CELE.’ E
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Identidad

Rotacién 90°

Reflexién vertical
Reflexién diagonal
Composicién con neutro
Potencias o
Composiciones restantes :
Composiciones combmadas
Intermedio 1
Intermedio 2
Intermedio 3 E .
Intermedio 4 S o 0 068

El valor del estadfqtlco respectwo pam una prueba de dos colas con 29 even-
tos, al 95%, es 2—3 . 344 83 entonces se obtiene: que para las pruebas de la

Identidad y p, la hxpétesxs nula debe ser rechazada ‘Por lo tanto, en éstas dos
pruebas se puede sostenar que si hay un aprendlza_] 5

) correctamente més alls de la probablhd‘ad : A
El valor del estadfstico respectivo para una prueba cle dos colas con 17 even-
_tos, al 95%, es F{ = .41176; en este’ ca.so, ‘al 1gual que en la Facultad de
Ciencias, la tinica prueba que arroja un valor que rebasa al valor del estadfstico

, pues-1os sujetos contestan

es la prueba de composicién de potenc:as Entonces sélo se puede afirmar que
‘ hay un aprendizaje en la percepmdn de la potencnas de las simetrfas escogidas.
El valor del estadfstico respectivo para una prueba de dos colas con 9 eventos, .

al 95%, es 2 5 = . 555 56; entonces en mnguna de las pruebas intermedias se puede_ BT

afirmar que haya un aprendlzaje‘ L ; .
Ahora, en las gréficas, restantes, se muestra la comparacién de las dlstnbu— : :

ciones empiricas en funcxén de las locacmnes tamblén se muestran las dlstnbu-
ciones binomiales respectx\as como referenma :
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Grdéfica 19: Ref '/’, CELE vs. F. Ciencias

Los resultados arrojados por las pruebas de una sola snnetrfa son los si-

. guxentes [
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Identidad
Rotacién 90°

Reflexién vertical
Reflexién diagonal ‘
El valor respectivo del estadfstico (29 eventos al 95%) es 35 = . 344 83, que

es un valor que todas las pruebas, claramente,k rebasan. Por lo tanto se afirma
que existe una diferencia entre las distribuciones en funcién de la locacién, todas

a favor de la Facultad de Ciencias.
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Gréfica 20: Composicién con neutro, CELE vsF Clencms
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Grafica 21: Potencias, CELE vs. F. Ciencias :
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Gréfica 23: Composiciones varias', CE E

Los resultados arroj ados por las pruebas sobre C om' ciéﬁ\ e simetrfas son

los siguientes:

Composicién con neutro {0.300  5
Potencias . 4 0070.200
Composncxones restantes - 0,300

Composiciones combinadas - 0.200 R - S .

El valor respectivo del estadfstlco (17 eventos al 95%) es de 3.—, .41‘1 76, -

que es un valor que ninguna de las' pruebas rebasa. Por lo tanto no existe una
diferencia entre las dxstnbucxones en funcién de la locacién.
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El valor respectivo del estadfstico (9 eventos al 95%) es de $ =-.555 56‘, v
que es un valor que ninguna de lasorucbas rebasa, Por lo tanto no existe una
diferencia entre las distribuciones en funcién de la locacién. L

En cuanto a la posibilidad de declarar verbalmente sobre los conceptos que ..
-fueron_examinados en el Centro de Ensefianza de Lenguas Extranjeras nadie
fue capaz de declarar de mancra correcta lo que las cajas, distintas a la dé'la
Identidad, hacfan. Los resultados dan la impresién de que los sujetos son capaces:.
de comprender a la Identidad por sf misma, pero no son capaces de llevar esta’
comprensién a la interaccion de ésta con las demds simetrfas. :

En la Facultad de Ciencias, los sujetos pudieron, todos, declarar lo que hacfa':
la Identidad; algunos pudieron declarar otras; pero nadie fue capaz de expl:car, :
lo que ]a caja relacionada con py hacfa. ’

En ninguna de las dos locaciones, las respuestas a las preguntas respecto av
la composicién fueron satisfactorias. :
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4 Conclusiones

Como fue mencionado anteriormente, el interés’del éxperi}hehtd fue analizar la
existencia de un aprendizaje del tipo imblfciﬁd del cdﬁCepto de grupo. . Para
el diseiio de las pruebas se utilizaron ulgunas de sus propiedades algebraicas,
como el isomorfismo. Sin embargo, no basté con este concepto para exhibir un
grupo de manera satisfactoria; una razén por la que se cree que la exhibicién
fue infructuosa es el hecho de no haber tenido un orden explicito dentro de los
reactivos. De la misma manera se puede concluir que la cantidad de reactivos
dentro de la prueba es un factor de fatiga que influye en la resolucién de la '
prueba por parte de los sujetos. Otro factor influyente en la percepcién de Dy
—el grupo de simetrias del cuadrado- fue, sin duda, el hecho de que en cada ‘
reactivo aparecfa un estfmulo distinto con el que se mostraban las simetrfas.

Se realizaron entonces tres cambios en el disefio. - Primero, respecto al grupo
a exhibir, ya no se exhibieron un par de grupos isomorfos, sino que se estudié
solamente la comprensién de Dy. Segundo, se disminuyeron los estimulos en
cada reactivo, presentdndose sélamente ocho estimulos distintos para todas las
simetrfas—, y tercero, el orden de exhibicién de los elementos del grupo.

En cuanto a esto ultimo, al hacer los cambios en el orden pertinente; se
estudid si la exposicién de otras propiedades de los grupos —como la cerradura—
ayuda a la comprensién de los elementos. Es decir, los cambios en el orden
permitieron analizar si la exhibicién de dos elementos cuya composicién es un
tercero es tal que incentiva la manera de resolver el reactivo correspondlente al
resultado de la composmxén.

Para estudlar la posibilidad de un aprendizaje al respecto, se exhibieron a -

Vlos elementos én distinto orden en un par de pruebas; en dicho experimento’
se’ e).ammd a la sxmetrfa a y luego a la simetrfa b, y en la otra en el sentido

mverso. Se obtuvo que el orden en el que se presentan los reactivos muestra una
respuesta significativamente diferente.

“Es decir, los resultados con respecto a cada simetrfa son mejores cuando ésta

Cesla segunda que es expuesta; para ambas simetrfas elegidas, la diferencia con
respecto a la binomial es significativa. Sin embargo, una de ellas no mostré una

mcjo;fa significativa al hacer la comparacién deella contra sf{ misma en funcién -

del orden en el que se exhibié. Pero esto pudo haber sido debido también a que
se traté de una simetrfa que no es tan habitual -la reflexién sobre ’/'. En la-

otra simetrfa sf hubo una mejora significativa en la manera de resolver la prueba
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correspondiente.

Este resultado es notable, pues se entiende entonces que los sujetos son
capaces de ir construyendo una estructura algebraica que les permite resolver con
rﬁayor facilidad la prueba conforme ésta va avanzando. A partir de éste hecho se

“restructurd el orden de presentacfon de las simetrfas elegidas. Se comenzé ahora
“con la- simetifa més simple para que los sujetos comprendieran la dindmica de
la prueba; luego, las restantes fueron mostradas en el orden més pertinente,
en cuanto a aprendizaje y a la manera en que se incentiva la comprensién por
medio de la exhibicién previa de otros elementos.

Se eligié el orden siguiente: Identidad, Rotacién de 90°, Reflexién vertical y
Reflexion sobre la diagonal '/’. La reflexién sobre la diagonal ’/* se colocé como
ultimo elemento por ser la simetrfa resultante de componer la segunda y tercera;
ademds de ser considerada como la simetrfa menos usual de las elegidas. ‘

Tomando en cuenta la importancia del orden en la exhibicién de los reagtiv@s,
se consideré lo equivalente en reactivos que examinaran la composicién de las
simetrfas. Para hacer esto, se clasificaron los distintos tipos de composicién de la’
siguiente manera: los que mostraran la composicién con el elemento neutro; los
que mostraran la potencia de cada elemento; y las que mostraran la composicién
de un par de elementos distintos, ninguno de ellos el neutro. De esta manera,
se emulaé el orden de exhibicién utilizado para mostrar s6lamente un elemento.
Se comenz6 con pruebas que exhibieron las propiedades del neutro, se continué
entonces con las que examinan las potencias de los elemmentos y, por ltimo, se
examinaron las combinaciones de la iiltima clase.

Las pruebas sobre composicién fueron més cortas que las respectivas a cada
elemento, pues no se quizo fatigar a los sujetos. Entre cada una de las partes que
conformaron la prueba respectiva a la composicién se colocaron pequefios blo-
ques de reactivos de una séla simetr{a en los que se exhibfan todas las simetrfas
elegidas de manera aleatoria. Esto se hizo con el interés de que el sujeto no
olvidara lo que habfa aprendido en la prueba respectiva a una sola simetrfa.
Sin embargo, se corrié el riesgo de que en éstas pruebas los sujetos perdieraﬁ la -
nocién de lo que hacfa cada simetrfa por separado debido a que se cxhxbxeron’
aleatoriamente. g

Las pruebas respectivas a estas tltimas modificaciones se llevaron a cabo en,
la Facultad de Ciencias de la UNAM, y en el Centro de Ensenanza de Lenguas
Extranjeras de la UNAM, para comparar los resultados en; C
tintas. Los resultados respecto a la pruebas de una sola metifaen la'l Facultad :

de Ciencias mostraron una dlferenma sxgmﬁcatl Y con respecto a'la dxstrlbucxén b :




binomial. En el Centro de Ensenanza de Lenguas Extranjeras, todas, excepto
la rotamén, y la reflexién sobre ’/’, exhibieron una diferencia significativa. Res- . .
pecto a la diferencia de las distribuciones empiricas entre ambas locaciones, en
todas las pruebas hubo una diferencia significativa a favor de la Facultad de -
- Ciencias. '

En las pruebas sobre composicién en ambas locaciones, la nica en la que se
‘exhibi6 una diferencia significativa entre la distribucién empfrica y la distribu-

~ ¢ién binomial, fue la prueba referida a potencias de los elementos del grupo. En
las restantes, no hubo diferencias significativas en ninguna de las dos locaciones.

El anélisis hecho en funcién de las locaciones no mostré diferencias significati-
vas; por lo tanto las pruebas sobre composicién de elementos fueron respondidas
de manera similar en ambas locaciones. .

Estos resultados son interesantes, pues no demuestran que un aprendizaje
sobre las simetrfas se haya consolidado. Si las pruebas respectlvas a una unica
simetrfa exhiben un aprendizaje —sin importar de" que tipo-, la manera de re-
solver las pruebas sobre composicién no debieran a,frdjar resultados que no se
separan de manera significativa del azar. También resulta interesante que los
sujetos no sean capaces de responder de manera satisfactoria reactivos que in-
volucran al neutro de manera directa; y sin embargo, sean capaces de resolver
de manera satisfactoria reactivos que involucran la composicién de elementos
inversos y por lo tanto del neutro.

En cuanto a los tramos restantes entre cada prueba de compostcxén de ele-
mentos ~las respectivas a todas las simetrfas en orden aleatorio-, no demuestran
ninguna diferencia significativa con la distribucién binomial respec_twa, ni tam-
poco entre si con respecto a la locacién donde se realizaron las pruebas.

Los resultados de las pruebas demuestran una comprensién, y aprendizaje
de algunas simetrfas del cuadrado; en una locacién es més claro que en la otra.
Sin embargo, éste aprendizaje no significa necesariamente que haya habido uno
del concepto de grupo, que era lo buscado. A partir de las modificaciones hechas
.al disefio original del experimento se tiene que la complejidad de la estructura
glgebrpica de grupo es en gran parte lo que dificulta este aprendizaje.

Los conceptos que si aprendieron imp]fcitamenfe los sujetos fueron las simetri-
as; excepto quizd el concepto de neutro, que lo aprendieron casi todos los sujetos

- explicitamente. Esto se ve a través de la forma en la que los sujetos contestaron
algunas preguntas similares a las de la prueba por computadora de forma ex-
plicita. En el Centro de Ensefianza de Lenguas Extranjeras, nadie fue capaz
de resolver de manera satisfactoria las preguntas hechas de forma explicita, ex-
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cepto las respectivhs al elemento neutro. En la Facultad de Ciencias, todos los
sujetos fueron capaces de responder las preguntas respectivas al neutro; algunos
respondieron otras, pero nadie fue capaz de resolver las preguntas respectivas a
la reflexién sobre '/’ —varios sujetos dijeron que se trataba de dos transforma-
ciones a la vez. En ninguna de las dos locaciones fueron capaces de resolver al
respecto de composicién de simetrfas de manera satisfactoria.

Por lo pronto, los resultados del actual experimento no demuestran un apren-
dizaje satisfactorio del concepto de grupo, aun cuando el conjunto que lo forma
es claramente comprendido. Sin embargo, para posteriores disefios de pruebas
serd importante observar los resultados obtenidos respecto a la forma de exhibir
a los elementos del grupo. En primer lugar, la manera de exhibir al grupo es
importante en el sentido de que hay maneras de reducir las dificultades que
brinda la complejidad del concepto a la comprensién del mismo. Segundo -y
quizd el més interesante-, el orden en el que se exhiben los elementos del grupo
muestra diferencias significativas ~positivas- en cuanto al aprendizaje del con-
cepto. Es decir, hay una manera de ir facilitando la comprensién de la estructura
algebraica de un grupo aprovechando la propiedad de cerradura del grupo.

Otro factor que se considera importante en cuanto a la dificultad del apren-
dizaje del concepto de grupo, es la fatiga que puede causar la prueba. Para
mitigar este factor, se propone la aplicacién de una prueba similar en una dis-
tribucién de tiempo distinta. Quizé a lo largo de varios dias, y si hay tiempo

-suficiente, aplicar también una prueba equivalente a la del primer experimento;
es decir, una prueba seguida de otra donde se exhiba en ambos un par de grupos '
isomorfos. .

Al respecto de pruebas posteriores, también se podrfa disefiar una prueba
que permita hacer un andlisis mas puntual respecto a las poblacxones de los . .
sujetos que- resuelven las pruebaS‘ entonges se discutirfa la 1mportanc1a de las
caracterfstlcas de dlchas poblamones. ’
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