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El aprendizaje implícito del 
concepto de grupo. 

'En cierto modo la ciencia puede ser definida como el pensamiento 

paranoide aplicado a la naturaleza. En efecto, andamos a la búsqueda de 

conspiraciones naturales, de nexos entre hechos aparentemente dispares.' 

Car! Sagan 'Los Dragones del Edén' 

1 Introducción 

La lectura de ensayos y artículos sobre el aprendizaje implícito, .al igual que 
la oportunidad de participar con un grupo de investigación en neuropsicología, 

motivaron el interés por el presente experimento, cuyo objetivo es averiguar 
la posibilidad de un aprendizaje de este tipo en lo que r'especta ·al concepto 

algebraico de grupo. En particular, la lectura del libro 'Jmplicit Learning and 
Tacit Kriowledge. An Essay on the Cognitive Unconscious' de Arthur S. Reber, 

en el cual se muestra la forma de estudio de este aprendizaje, sucitó la curiosidad 
por diseñar y realizar este experimento. 

En el presente texto se definirán los conceptos neuropsicológicos y matemáti

cos necesarios para entender la motivación y desarrollo.del experimento. 
Se comenzará presentando un marco teórico sobre el llamado aprendizaje 

implícito; posteriormente, se explicarán los conceptos matemáticos sobre los que 

se est.udió la posible existencia de dicho aprendizaje; y, finalmente, se describirán 
los e.xperimentos realizados, el diseño experimental, el análisis y discusión de los 
resultados obtenidos. 

1.1 Aprendizaje Implícito. 

Sin duda, la manera en la que el ser humano obtiene conocimiento sobre el 

medio en el que se encuentra es un tema que captur1da aténción. En cuanto a 
aprendizaje se refiere, se tiene la noción de que éste C:~nsta de tlndescubrimien:to 

y control de las reglas que rigen a los objetos ~Íle :~é ~n:c~~~t~~n :~ n~~trb 
alrededor. Inclusive hay ocasiones en las que rici~ofrÓs -~~rrid'séf~s hu11l~no~, 
desarrollamos a partir de lo que conocemos nilevos 6b'j~tos;'ya s~ai't fí~lco¿ o llo, 

que nos facilitan la concepción de ~uestra identid~d. Es deC:Ít que,· en ~uruito 

1 ... /)... 



a cuestiones de aprendizaje, éste no es únicamente un acto de descubrimiento, 
sino que también se ha \'uelto un acto de creación. 

Por lo general se tiene la idea de que el aprendizaje ~e ;eallza de una ~ola. 
manera. Inclusive, se cuenta con instituciones que se .cl.edicáii'.a· difundir el 
conocimiento, siguiendo unas reglas de ensefianza. Pero, en r~llli<i_ad, no existe 

una forma única en la que aprendemos. . .. · .-:·:. . :-' : :. .. · 
A partir de la curiosidad innata de la humanidad, desde hace muchó tiempo 

se empezaron a estudiar los procesos cognitivos. Hay quien '!os estudia desde 
puntos de vista meramente evolutivos; otros, pedagógicos, etcétera. 

Se han descubierto algunos fenómenos interesantes sobre cuestiones de proce
sos cognoscitivos a través de experimentos disefiados y realizados por científicos 

del área de Ja neuropsicología (Schacter, 1987, ".~mplicit Memory: History and 
Current Status"). A partir de dichos descubrimientos, se ha discutido sobre el 

papel que juega la memoria en el aprenqizaje. De acuerdo con dichos estudios y 
descubrimientos se puede clasificar a la memoria en al menos dos tipos -explícita 

e implícita (de donde se desprende el concepto de aprendizaje implícito)- para 
explicar cuestiones del aprendizaje. 

Como menciona Schacter, el primer tipo se caracteriza como la memoria a 

la que se tiene acceso conscientemente; y, el segundo, como el tipo de memoria 
que nos facilita resolver tareas tras Ja exposición a algunos conceptos de forma 

no-explícita, es decir, que son presentados sin la intención de que se ~ncuentre 
una regla que ayude a resolver la tarea. Algunos ejemplos que· se exhiben de 

dicho tipo de aprendizaje son el aprendizaje probabilístico y el ql1e se obtiene 
a partir de la exposición de gramáticas artificiales (que.será. dis~utido, d~spués, 
más ampliamente). 

Una manera en la que el concepto de aprendiz~je impÍícito se' puecle 'definir'. . 
es como el aprendizaje que se lleva a cabo de forma 

0

iric~Ílsciente, 'es decir; 

aquel aprendizaje que no se puede declarar verbalinente:. Est~a:¡:l~~ndiz~je és, 
actualmente un tema de amplia discusión en cuaI1to a la.in'~6i1s6iei{¿¡i¡ de·la' 
adquisición del conocimiento, lo cual ha impedido t.ener de él t1híi::<l~firii¿ión 
formal. ·;; .. ··'.;· •. ·/ 

Uno de los principales incentivos para la creación. del tér'll1i;6,h~'.siéio ~!~ 
gunos casos clínicos en los. cuales pacientes amnésicos (como el' caso:·'d~\'.H.:tvI. 
a quien se le extrajeron el gyrus hipocampal, la amígdala y· dos t~ici~s del 

hipocampo provacándole una severa amnesia) resuelv"u, de manera s~tÍsf~cto
ria y similar a pacientes no amnésicos, pruebas que involucran a la: memoria. 
para ser resueltos. 
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El caso específico de H. l\'I. es una muestra clara de la existencia de esta memo
ria implícita. H.M. mostró habilidades casi normales en pruebas de dibujo en 
espejo, de resolución de laberintos táctiles, pruebas que, para mejorar su ejecu
ción, requieren un residuo de memoria de experiencias previas. En contraste, en 
la ejecución de pruebas como la de la torre de Hanoi, H.M. no mostró mejoras 
tras varios intentos de resolueión. 

H.M. es un ejemplo más que suficiente para sustentar la clasificación sobre la 

memoria mencionada previamente; en la actualidad se discute sobre la memoria 
explícita y la memoria implícita a partir de la terminología aceptada (Reber, 
Arthur S., 1993, Implicit Learning and Tacit Knowledge). En cuanto al apren
dizaje implícito, éste se refiere al aprendizaje llevado a cabo de forma análoga 
a la manera en la que se describe la memoria implícita. Es decir, es un apren
dizaje que no es declarable verbalmente; los sujetos son capaces de resolver las 

pruebas de manera satisfactoria y sin embargo no pueden enunciar.las reglas que 

rigen la correcta resolución de las pruebas; esto último es algo que caracteriza a 
la 'memoria y el aprendizaje de tipo explícito; ya que en tales casos los sujetos 

son capaces de exponer explícitamente los sucesos recordados, al igual que el 
conocimiento obtenido. 

Se han hecho algunas suposiciones generales al respecto· de. lá. memoria y 

aprendizaje implícitos; se mencionará un par de las que se .encti~ntfan. en. él 

libro Implicit Learning and Tacit Knowledge de Reber, éstas (y otr~~'no ~e11-
cionadas) permiten discutir sobre el diseño de las pruebas con las que se estudian 
la memoría y aprendizaje implícitos: 

· Los procesos de inducción implícita son generales y uni\•ersaÍes:;c <' 
· La adquisición implícita es el modo default de la atl~~li~i~iÓh ye$ el que 

normalmente es adoptado. 

En cuanto a las características de ese conocimiento implÍcÍt:o:~sdeclraquel 
obtenido tras un proceso de aprendizaje implícito- se meri~iona que tiende a ser. 

relativamente inflexible e inaccesible, ligado al material co~ el qu.e ~e adq~irió. 
En otros términos, se tiene que este conocimiento no es fác:ilmente verbalizable 

(de aquí que sea inflexible e inaccesible) y se encuentra en función del e5tfmulo 
que fue vehículo de su adquisición. . ' 

Igualmente, a partir de las suposiciones existentes, Reber .• menciona' ·varias 

características de las pruebas a utilizar en los experimentos referentes a este 
tipo de memoria y aprendizaje. AlgU:nas de ellas ~onlas ~iguientes: 

. '. - '•' 

· Los estímulos· deben ser· novedosos. 

; Las reglasqu~ rigen a los estímulos deben ser complejas. 
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· Los estímulos deben carecer de algún sentido emocional o conceptual para 

el sujeto. 
· Los estímulos deben ser arbitrarios. 
Una de las pruebas que se han utiliz.ado para hacer evidente este tipo de 

aprendizaje -y que motiva el presente experimento- es la del aprendizaje im

plícito de gramáticas artificiales. 
Las gramáticas artificiales son Creadas a partir de unas reglas de construcción 

de palabras, con un cierto conjunto cuyos elementos forman un abecedario. Los 
sujetos que resuelven la prueba son expuestos por un tiempo determinado a una 

lista de palabras formadas a partir de reglas impuestas en dicha gramática -esto 
se puede ver a partir de una gráfica cuyos vértices son letras; y cuyas aristas 
definen las reglas de construcción de palabras. En dichas pruebas, las reglas de 

construcción no son expuestas de manera explícita. 
Posteriormente, los sujetos son expuestos a una lista de palabras que contiene 

algunas construidas a partir de la reglas gramaticales, y otras que las rompen. 
Se les pide entonces que señalen cuáles son las que creen que están bien escritas, 

es decir, las que están escritas de acuerdo a las reglas de la gramática artificial. 
Los sujetos, amnésicos y no amnésicos, tienden a resolver esta prueba de 

manera satisfactoria y similar, es decir, tienden a escoger correctamente y en 
aproximadamente la misma cantidad, las palabras bien escritas. Posteriormente 

se les pregunta las razones por las que escogieron dichas palabras, a lo cual con
testan de manera tal que demuestran su imposibilidad .. para explicar conscien

temente su elección. 

El concepto de gramática artificial recuerda al concepto algebraico de grupo .. 

libre, pues en ambos se trabaja con palabras; esto incentivó trasladar la estruc

tura de las pruebas de aprendizaje implícito de gramáticas artificiales a pruebas 
de aprendizaje implícito del concepto de grupo. Es decir, motivó el diseño.de 
w1 experimento que exhibiera la existencia o no existencia de un aprendizaje tal~. 
sobre cuestiones algebraicas. 

La exhibición de un aprendizaje tal podría ayudar a mejorar Ja enseñanza de 

algunos conceptos matemáticos inmersos dentro del concepto de grupo, como 
es el caso de la noción de neutro e inverso. Esto, en respuesta a las difiéuÍtade~- · 

que presenta la enseñanza de la teoria de grupos o, inclusive, la percepción . 
de cuestiones algebraicas elementales [Dubinsky, et al., 1994 , ,;On le~r~ing 
fundamental concepts of group theory"]. . 

Es importante mencionar que el experimento fue diseñado en colaboración 

con el Laboratorio de Neuropsicolog!a del Departamento de Fisiología de la 
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Facultad de Medicina, de la UNAM; como parte de los proyectos sobre memoria 

y aprendizaje que ahí se llevan a cabo. 

1.2 Concepto de Grupo. 

Debido a que el interés del expeiim~iito''i~~ica"eJ'e1 apr~rii:il~aje de Ja teoría de 
grupos es necesario definir Jo que' éste es;•/<;''( ·:·:.: ' · 

Definición. Un grupo G es un. con5J~t~:,,ju~to b~n una operación binaria 

* que a cada pareja de elementos a y b l~'·cis'oci~' ~tro el~mento a *b, y satisface 

los siguientes tres axiomas: 
" ,'::.··.'.:: ' '·: ·.'.' : "' 

Al.- La operación * es asociativa, es decir (d * b). * c ·= a * (b * c). . ,.··:··.·.', ' .. · ,- ' 

A2.- Existe un elemento e en G tal que e,.; ~ = x ;, x * é para todo ele~ento x 
en G. (Se dice que e es un élemento ideii.tidÍ:td. o. ~eutro en G) 

A3.- Para cada a en G existe un e1kriiento b ~n G tal q~e a* b = e;= b * a. (Se 
dice que bes un inversÓ.de Í:t) 

," . >' 

Un par de propiedacl~s comunes para todos Jos grup~s .son la unicidad del 
elemento neutro, 'e.iguál~enté: la wtl~idad del i~v~rso· para cada elemento de G. 

Súponganos que los ~lem~~t'ose y e¡ de G tienen las propiedades enunciadas en 

A2; entonces, e= e,.; e'= e'; por Jo tanto e= e'. 
Para ·observar Ja unicidad _de Jos elementos inversos,- supongamos que w y z 

son ambos elementos inversos de x. Entonces, 

· w =e* w = (z * x) * w = z * (x * w) = z *e= z. 
Por lo tanto w = z, y se obtiene que el elemento inverso es único. 
Entonces, dentro de un grupo existen cancelaciones bajo la operación de 

Jos elementos del grupo. Por la manera en que está. definidos el neutro y los 

elementos inversos, estas cancelaciones están permitidas por ambos lados. 

A continuación se mencionan algunos ejemplos de grupos: 

l. Los ejemplos más conocidos de grupos son Jos conjuntos de números 

enteros (denotados por Z), Jos números racionales (Q) y' Jos números reales (IR) 

con Ja suma: usual como operacion (ya que Ja suma es asociativa, el O es el 

neutro y el inverso de un número res -r). En Z, Q y lR también está definida 
Ja multi¡:ilicación;·pero con esta operación los conjuntos no son grupos (aunque 

la multiplicadón es una operación asociativa y el 1 es un neutro, en Z no hay 
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inversos, y en IQ> y IR el O no tiene inverso). Sin embargo, los racionales positivos 
y los reales positivos con la multiplicación usual si son grupos. 

2. Los enteros módulo n. El conjunto z,:. = { 1, 2, 3, ... , n} con la operación 

+n(suma mod n) definida como: 
i +n j ;,,, i + j si i + j ~ n y i +n j '== i + j __: nsi i +'j > n forma un grupo 

en el que n es el neutro y el inverso del número i es el nilmero' ñ'"-' Ú• ' ' ' ' 

3. El espacio euclidiano de n dimensiones identificado' con ~{:conjunto 
IR"= {(x1,x2 1 ... ,xn) lx; E IR} también es un grupo con:ia su~it'coorde~.ada 
a coordenada: (x1, x2, ... x,.) +(y¡, Y2, : .. yn) = (x1 + YÍ, x{ty2·, .;.,xi,' -{y,.) 

4 .. Un ejemplo más es el grupo de permutaciones (SA) de ~lemeritos,de un 

conjunto A. Éstas son las biyecciones de A en sí mismo -con ia: c~mposición 
como operación binaria (la composición de funciones es asodativa; la función 

Identidad pertenece al conjunto y es el neutro del grupo; y cada función biyectiva 
f tiene una función inversa ¡- 1 que deshace lo que f hizo). El nombre.viene.de 
que cada función biyectiva puede verse como un reordenamiento. O. permutación 
de los elementos del conjunto. 

5. Grupos de palabras. 
" Tomemos un conjunto de símbolos oJetras, por,ej~mpló,,A:=:{a¡',a2; .... ,an}, 

y formemos con éstos todas las palabras posi\:¡les, donde;,~n¡ paldbmes una 

sucesión finita a¡,• af; ..... at: de letr~, tales que e; '=<:1:_1;: L,a.palab~.ª a;~;.;. a; 

de n factores se abrevia corno ar, y la palabra \•ada se 'den6ta por L i • 
Podemos definir el proc:Íiicto de dÓs'.palabras ponie~d6 una después de 1a: 

otra. · . " . . . 
Este producto es claramente asociativo ; el neutro es la palabra vacía, pero 

no hay inversos porque al multiplicar palabras se hacen más largas; P~a que 

haya inversos h¡y qu~ pensar qtie las sílabas de la forma a;a¡-1 o a¡- 1 a; no'cuentan 

{es decir; que pueden borrarse o añadirse en cualquier parte de la pala:brá'sin 
cambiar su; sigrtlfic¡do). Si pensamos que las palabras que' tienen ~Í ·cii~mo · 
significado, son equivalentes, obtenemos un grupo do~de el inver~b de'.~n'ii.·-~a:~ 
1 b e1 e~ e,. 1 1 b -1 -e• -e,._, -e,· ·A· ''.;<.::.:»" .. ·, · a ra p =a;, a;2 ..... a;., es a pa a ra p =a;,. a;._, ..... a;, . . ~est~:gr)!-Pº se. 
le conoce como el grupo libre con n generadores a1 ,a2, .... ,an; .. -.... "·_: ·>< .. · · 

También podemos pensar que además de las sílabas a;a¡-1 o ~f~áiha)·'citras 
sílabas que no cuentan, éstas sílabas las podemos elegir arbitraria:m·~~t~-siemprl? 
y cuando pensemos que sus inversos tampoco cuentan. 
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Estas sílabas que no cuentan, llamadas relaciones, dan las reglas de contrac
ción de las palabras generadas por las letras y que tienen el mismo significado .. 

Ahora podemos pensar que dos palabras p1 y P2 son equivalentes con respecto 
a las relaciones r; si p 1 se puede convertir en p2 tras una sucesión finita de 

operaciones del siguiente tipo: 
(i) inserción o substracción de una subpalabra de la forma l'l.;a¡- 1 o a¡- 1a;. 
(ii) inserción o substracción de una subpalabra r;. . . · , . , 
No es difícil mostrar que el conjunto (al; a2 1• ........ ; ri. r2i '''.;~).¡ CÍci clas"es de 

. equivalencia de palabras escritas con la.s letras .• aI·(gene~l'l.dores)fociri'i:~specto· 
a las relaciones r;, bajo la extensión de Íá Ópe~ii'Cióii dé',p~odíl~toi~'rci~~an' un 

grupo. · . . . • ~ YúÜ'.Ú:•: __ ~\~~:~i?~i.(·:f ti i~\~':;·;¡~:;•/,3)·{ k. ~>-
. 6. El conjunto de todas las simetríás de. é§álC'¡üie(figur,~:~n !R';\(qúé éomose 

verá más adelante son las funciones d~1'd~ÜjÜ~~b'·s~br~'~l'íñi~f:i~:·~u~ 1pr~s~rv~n 

::::::r~:~~:.:::;:::~i~n~::it&í~;t~~::~~rt;e:~~~~~z1~:t~:~::· 
simetría también lo es. 

Como ejemplo de grupo de simetrías podemos· hacer mención del grupo de 

simetrías del cuadrado (D4) con lacomp6siéión como operación bi~aria. Las 

simetrías del cuadrado son: la Identidad -(p0 ), la.rotación de~ -(Pi), lá. rotación 

de 7r -(p2 ), la rotación de 3
2" -(p3 ), la reflexiónyertical -(ii1 ), fa reflexión hori-

zontal -(µ 2), y las refle.xiones diagonales 6~ y 62. · · 
A continuación se muestra la tabla de .. op~rnción respe.ctiva a D 4 : · 

~ lt!ll 
p3 µ¡ ra Po P1 P2 . µ2· lii'. 
Po 62 ll5l P1 P2 P3 ; 61 .~; µ{'.,;Ji~'. 
P1 µ2 
P2 61 
62 

~ ~~ ~~ ~~ i~~;i~~~i·A~F 
lt!ll µ¡ 61 µ2 .· P2· .. P1 c. P3 Po 

61 P2 ll!2I µ2 62 µ¡ : Po > Pa ' P ' 
IQil 61 . µ2 62 'P! :_ .. ·Po ;PP2

0

1 
:, µ¡ p3 

IQ2I 62 µ¡ 61 µ; · P1 P3 •P2 .. 

A partir de esta tabla se observá q1.ie' il'l. co:iriposición dentro del grupo de 

simetrías.del cuadrado no es una operació1i conmutativa¡ esto se puede ver 

a tra\iésdel siguiente ejemplo: µ 1 o 62 =. p1 y 6~ o µ 1 = p3. Por lo tanto, la 

as~cfati~idad d~ la operación dentro dé~ grupo no garantiza la conmutatividad 
dentro de éste. 
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Subgrupos. 
Ahora, es de observarse que dentrp de un conjunto con estructura de grupo 

a veces se puede encontrar un subconjunto con est:ructura de grupo: 

Definición. Un subg~po de ~n grupo G es im s~bcci~Ímito d.eÓ·t~l que p~r 
si mismo es un grupo baj~Z~;·.,;~~ra:~f,?i~~n··¡f.qu~;<J~~~;tpf;·:c~·~·;·~,·'·. 

Ejemplos:. . .... · . ·,;: ..... ~°'· '.' .. ,;·: :/:·~;{~.' .: .· ;'; ):~·.\ · '.:.• 
l. Con la o¡:ieracióii':de.:suma, Z es. un <subgrupo 'de" <Ql que .a su vez 

subgrupo de. R .. n:••.•:'.·f\.•:;·r(t~:· •;f .· ... ):,~"~wttt;·1.~¡¿·;;t&i{':i~~f'~}:~-~(~iili'];?:>. ·::.·. ·.· 
2. Los subgrupos de Z soi:Í·{O} ylÓs conjuntos' nZ.(lós mi1ltiplosdel número 

-. , ··: ... -":- -.. :: ·.· . ...... :.:·:·-·.· ... _; -'·->·~-:.,'._;,~'': .. o:t'..'_'·,~--~·,t,t··_\"-':~ f;,:,,.~1.-fi ;·:,~i\i,i-1.·~:.,;..-::,;F;~~-'.','. 

n). La asociatividad,~e lá suma.eii 71Z ~.e her!'!d~.~~Ei'Z;'.Ell~elEl111711to n.eutro es el 
· ."~,, ·; · · . ~ · _ · -·.,.e::._ ·-·,:;-' ·.~!;·.f.· ·~,:· ~·rJ<í.r'.- '~-~,'· ;-·:-¡~)~:'.! l't1·~·'.-;-~_"': · :·'·: o= n. O; y el elemento.inverso de. n; k E nZ "es:i{:'C;:M;<piie.~ .. < ' . · .. 

(n·k)+(n·(.:::k)):;:n·(k-.'_k);;n::o~).~;X::+,~:·,- :', ... 
-· . " :-·~ 

3. Otro ejemplo sencillo de s\lbgrtlpo és .el siguiente;¡ sea,G un: grupo dado 

y a un elemento de éste, la:s potencias de a son los ei~;:;;:~ntos .de G que se 

obtienen de multiplicar a o a- 1 por si mi~~o n v~ces'· (an = ª· * a * ... * a, 
a-n = a- 1 * a- 1 * ... * a-1, aº =e). Es fácÚ obserVa.r qlJ.e ~l conjunto de todas 
las potencias de a, denotado por (a), es un stibgrupo de G'ya que el producto 
de potencias es una potencia, el neutro es a 0 Y. el inverso. de ar es a-r pues 
ara-r =a.O= e. 

Como todo subgrupo de G que contenga a a tiene que ·contener a sus po

tencias, (a) ~s el.mer;_or. subgrupo de G que contiene a Ci.y se le conoce como el 

grupo c!clicÓ g~n~~ado por a. Si la cantidad de elemen:tos de G es finita entonces 

existe m:¡ol: Ótálqu~~m =e (ya que las poten:cias'Se tienen que repetir, es decir, 
si ami. =am~ p~~a algunos m 1 # m.2 • entcmce~ aT1l; .:::m; "==e) y el mínimo 'ITlc con 
esa propi~d~~. se' le .iíáma el orden de ª: ' ; . . : .. . . 

4 . . Como ejemplos de-subgr~pó~ de o~· s~·rnencionan los siguientes: (p1); éste\ 
es el subgru°po de sii:n:etrías del C:u~di!a<ld"~riepres~rvan·la ~rientación:,·.E'ls d.~eii, 
las rotacione~. (µ1) . es el subgiupo-·<le 04, ci~e c:onsta de. µ 1. y .e .. si. nos ··fijit~os ·.··•· · 
en el subgrupo generado po; p¡y·µ~1':o"bt~íiemo~ ~ todo D~; e~to ~ ~dr~{I~ cbrL 
p1 se generan todas l~ ~~tii:d?ñe~, /~lcompc;n:er con µ 1 se obÚeri~ri't'~d,~~ ¡~• 
reflexiones. - .. __ :: .. "~~~>_ .. ·_·-:,.:,~tt!'..¡:;~·: .:·. . - . · :,-·>;:<:·>/~'·:r-:<>-,:":~·~:., '" 

5. Rn tiene· uria i~~~;~a~'~e- subgrupos, por ejemplo ~~''(1~f ~~fabs eri 

l!l!" con coordenad~ e'~teras) y <Ql" (los puntos con coordenada:; raci~nale~); ·. 

también los !ÍiperpÍ~~os·por el origen (un hiperplano está formado por Jos puntos 

(x1, x2, ... , Xn) qÚe son soluciones de un sistema de ecuaciones de la forma 
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.• · a¡x¡ + a2x2 + ... + anXn =O. 

Es claro que el (O, a:·· .... ., O) es. una soluclón¡ que Ja suma de .dos so!Í.!ciones 
es una solución y que el inverso. de una solución' también lo e~., , 

6. Dentro de los grupos de palabras; si se renombran algunas sílab~ co~o < 
nuevas letr~, y sus inversa5 con10 las respectivas inversas, se obse~ya ~ie. e';;t~ ·· .. ·. · 
nuevo conjunto de letras hereda la estructura: del giupo o~igii\~.l. ;.A.l;~e;J~ 
silabas un subconjunto del conjunto de palabras original, se tiene queéste es"un · 
subgrupo del grupo de palabras~ Además, ~te subgrupo ~~.··a ~~.:vez 'ii'ri;gt.u.;¿ 
de Palabras. 

'' ' ' ' :'. · .. 1 · ::'.::. '}:· 
.~-. '·;"";'< ' 

Se define el ordend~ un grupo'como el número de el~Il1~nt~~'4uE!':tierie (si 
es infinito, el orden. es infinlto):\É} siguiente teorema da ~a·r';¡a'.~i~~ e!liré ~¡···.· 
orden de un grupo y el ~;de~ d~:·süs subgrupos. .. · . i'. ,J(': : ::,: 

Teorema. (Lagrang~/Ez -o;d~n'de un subgrupo de un q;:upo~~Gb "e~ divisor . 
del orden del grupO. . )' ,"' J: · ·.·· · \ /,[ ~~; L;:;.y·· .:. 

Demostración. Sea Httn subgrupo de un grupo ñriitC>' o.·· o6i~~;emós Íos 

subconjuntos de G de lafo~ma ~H = {ahlh EH}. Este úB6).~:·~übC:c:>11j\i.ntos. 
se llama11 clases lateraie~ .del subgrupo H. El único c~o ~ri:~i:~U'~ ~·}¡.es ~· 
subgrupo es cuando a EHpues en este caso aH =H. " ;' ;,:~'''.¡)f : . 

Dos clases lateraies.de H son aje11as o son la mismai 'seaÍl~·¡zjj;y ~'Hdos 
clases laterales deH .distintas y supo11gamos que aHÍl-a' H;·.,¡, 0! !'.."' '.~ .. 

Sea X E aH na' H; ent~nces X = ah 1 = a' h2 para algtlit "p~r' d~ ele~entos 
h1,h2 EH; de ~quí se sigue que a= a'h2h} 1 , y a'~ ahih2i;. ' .. '',, 

Ahora, sea y'=·ah3 E aH, entonces se tiene'que y= a1h;h)'1 h;; 

==>y E a¡H y por lo tanto aH ~a' H. . .: .····.·· .· .,. 
De man~ra análoga si w = a1h4 E a' H, ento11ces w ~·ah~h;(1 h4;.: 
==;:,w=a'h4EaHyporlotantoa'H~aH. ..· .. · ' ... 

i· ,:,. 
Ento11ces, aH =a' H. 

También se observa que todas las clases lateral~s ti~n~ri ~1\nii~Ü16 n~~ero 
de elementos que H. (H = eH) Co11sidérese la tra11sfor~icióñ"F:;: H\---4 aH 
dada por Fa (h) = ah. Fa es una transformación' suprayectiva sobre aH. Hay 

que demostrar que también es inyectiva. Si h1 y h2 están en H y ah1 = ah2, 
entonces h1 = h2 debido a las leyes de cancelación existentes por ser G grupo: 
De aquí se sigue la biyección entre H y aH. Como esto es para cualquier clase 
lateral, todas las clases laterales tienen el mismo número de elementos. 
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Todo elemento de G está en alguna clase lateral de H ya que g = ge E 

gH. Ahore., si G tiene .n elementos y H tiene m elenient6s, entonces por lo 
mencionado arriba H divide a G en clases laterales 'ajenas cada una con m 
elementos,: p~~ lo que n debe ser múltiplo de m: DeaqUí se sigue el resultado 

:~~~.fü:.:~:.~.~~ :::~:-:::.~~~&;~~~~~~JiJ!~í~;t'.···· 
entonces G no puede tener ningún su1~_grúp?·P.~ofeio:';. i ·._ ':,:. '? ·; :: ¡' 

Isomorfismo. .·_,, '(· ··e < ':''};~" ,, ,, ?T :}.' 
Hay grupos en apariencia muy distintos que e~ en;~~d6 só~ :rt;üVP,a_i:~i:idos: 

Definición. Dos grÚpos G y G' son isÓ~o~fos ~i '~Xiste u'nci '/,iyección <p 

de Gen G' tal que satisface que r.p(x ·y)= v'Cx}'o·c¡)(y):pa~a·i;do xiy EG. La 

función <p descrita se define como un isomorfismo entre G y G'. 

Esta noción de isomorfismo es la que nos permitirá pensar en Ja 'igualdad' de 
los grupos aparentemente distintos. Si existe un isomorfismo entre dos grupos, 
entonces sus tablas de operación son idénticas; sólo basta con renombrar los 
elementos de un grupo con Jos nombres de los elementos del otro para observár 
Ja igualdad. 

Hay que observar que un isomorfismo envía al.elemento neutro de un·grupo 
en el neutro del otro; igualmente e1Ívía elementos inver~ós de un grupo ~n ele- ' 
mentas inversos del otro: ·;'.'.·.:.' .,,._. .. ... : ··· ".~--' 

r.p(x) = r.p(x · e1) = r.p(x) o r.p(e1) y';p(;i;);';: ~C~1 ;·;;),;,; ikCe1)dcf,(x)/por lo 
tanto r.p(e¡) es el neutro. . .. · ; , '·.:: Y · ':Í( , ::ZÍ, ·;,,,,'. ;; 

reqª~:ii~~;;;?~~f 11ii~~;Ú1~1~ii!t¡ 10 
.. 

Como los isomorfismos so_n biyeceiones/es ClarO'Cjúe'.2.'grÚpos _isori!órfos deben · ·. 
• : ·:·,'., :·· -:.;': :_ .:;;:-:t''·(!:~·1.:-·1: .::_¡:-:,:~~, .-::~r-- '· \::i·;_:·i.-;.i ,:.y·., .. ~.,:~·-t~~-~-_., .,. ,;..:- ,~,_:;(· .-? :· · .. : .... · , ·. 

tener el mismo orden. También se pue~e Opsér:Var'.que Jos;isómorfismos _inandá.n 

=~;.~~~If rr !~~~~~!f ~~~~~~l~ít'~ ~(µ); 
r.p(x. y- 1 ) = r.p(x) or.p(y-1).;; r.p(x) º r.p(y)- 1 .;;x;~y1 :-, 1 e'~CH) 
Por lo tanto r.p(H) es también un subgrupo. 
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Consideremos ahora el caso de que H fuese un grupo cíclico, h = (g), gEG. Si 
x' E ip(H), entonces x' = <p(gm) = ip(g)m para algún entero m. Entonces, cp(H). 

es generado por cp(g), y como H y ip(H) tienen la misma cantidad de elementos, 
el orden de cp(g) es· el mismo de g. Por lo tanto el orden de los elementos del 
grupo se preserva bajo isomorfismos. 

Se mencionarán algunos ejemplos de isomorfismo entre grupos. 

l. Los grupos Z y nZ son isomorfos, el isomorfismo está dado por la función 
cp(x) = nx. Claramente esta función es una biyección ·entre Z y nZ -entre los 
enteros y los pares se observa que ip(x +y) = ip(x) + cp(y): 

ip(.-r +y) = n(x +y) = nx + ny = cp(x) + ip(y). 
Este ejemplo muestra que se pueden dar isomorfismos entie ;:.m. grupo'"y

0

Éilgún 
subgrúpo p.ropio del mismo. . · · ·i•.· ·'". ·./' · .. 

2. (IR,+) es isomorfo a (IR+, X): el isomorfismo está deflnidb por\o(:Z:) '= e"'. 
El isomorfismo se ve claramente de las propiedades de lo~ eiponentes!\ 

'f(X :-\:'YY,:= e"'+Y =e"' x eY = ip(x) x ip(y). 

3. Ahor~, se demostrará que (Q, +) no es isomorfo a (Q, x). Supongamos 
'que lü1.y. Ún i~omorfis~o T entre ellos. Por propiedades de IQ, se tiene q~e para 
tcido.x E Q:existe y E Q tal que X= 2y. Ahora, como "Tes un Íso~orfismo, 
eid~te una x E 1Q tal que: 2= r(x) = -r(2y) = r(y +y) = -r(y) x i(y), 'Si 
z = .-r(y), z. E Q. Entonces, se tiene que z2 =2. Esto implica qu~ z ;., -\12, lo 
cual contradice que z E Q, pues es sabido que v'2 ~ Q. Por lo tanto 'rio -~iste 
un isomorfismo entre (IQ,+) y (Q, x). , 

4. En general, cualquier grupo puede ser descrit:6 a prutircÍe ~~n~~~dores y 

relaciones, .por lo que es isomorfo a un grupo de p~abrS:S<col1. rfilaciones. Las 

letras son·todbs los elementos del grupo, y 1iisr~i~~i~hes·sciil la;¡ dadas por la 
tabla de operacÍón del grupo, que dicen qt~.}1.;·~ÍJ~b~ fo~madá por dos letras 

. ·:<- ·.: ·. . . .· ··. ;··-, :.:,_',~,;~ t·;;::\'.::¡_.\";r:;<~·~·--·.'i;•. 

significa lo mismo que la letra que representa,siipr6duct6: 
.,.. - ·~ " '·).,,. !,.! ::·· . 

. • 5~ Aunque dos grupos isomorfos ti~nei~'qi'íe;terieT:elmismo.orden, el hecho 
: .. '· .i '. - · • • . . •. ·,_;.·.:~ f,·c· : :•-,-:• · .'"'.~-~. '··"·º · -- :· ·.· -:· ·: ' . :. • ·. : · · 

de que dos grupos tengan el mismo ordéri rici és liria cualidad suficiente para: que 
, . . - ·~. :.:·:::~·· ;: :, '. . . . 

sean isomorfos. ., >· i. 
Tal es el caso de los grupo~ d~ orderi/Í;; ~~o de ~llos Z 4 , y el otro Z:i x Z2, ' 

que es el grupo formado por e.;(o, O),a=(O, 1); b:(1, O) y c=(l, 1) y l'li ~urna ~n 
cada coordenada está dada por la.suma en Z2. 

Se muestran a continuación sus tablas de operación: 
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+4 @] IIl @] [[] * 0 @] [f] 0 ; o 1 2 3 .· .. 0 e a b' e 
1 2 ·3 o 

~ 
a e ··e· b 

2 3 o b e e a 
3. o .,:·1 . C· b ,.ª e 

Tomando los subgrupos que generan los elementos de c.ada grupo se obtiene 
lo siguiente: 

En Z4: 
(O)= {O}, (1) =' {1,2,3,0}:: (3) y (2) ~ {2,0}. 

En Z2 x Z2: . .. 
(e) = {e}, (a) = {aie}/(b) ;o= {b, e}y.(c) =::'{e,~} , .· 
Como el prim~r gr.upo ·~ien_e elemlintos' ele. orden 4 y el segundo no los tiene, 

:Fs,::ri¡~~~~~!Íi~1~i~~¡i~~~~Zºº~=: P~· •"· 
6. Ex1sten.figuras:d1stmtas tales:que tienen· grupos de. simetrías .isomorfos; 

por ejemplo ~ii·· re'étárig~¡~y:µ~.~~f ~.~W:;~:t~f¡_'..i~;:~LJ;;r1::} · · \ .· · . 

<1mmr· 
·~-~ 

Esto es fácil de obserJ~r~~.~ ~~~:~t;~~:~'.~~ posible inscribir uno en otro y 

viceversa trazando las-~eft~'entre
0

' l¿s:ce'rítr~~. de lados contiguos, de modo que 
las sinietríás de u'Iio d_án,'~im'e~r!Íls d~l 'otro y viceversa. Estas simetrías.sonJa 

idenÚdad -e, la ~efl~xión ~erti~ai :_fJvi la reflexión horizontal -ph- y la rotación 
de 180° ....:</J: L~ tabla de c~niposiciones de las simetrías es: .. .. . ·".. . 

0 0 ~ [E] [±] 
0 e. Pv· Pi. </> 

·~· p~ e </> Pi. 
Pi. <P e Pv 

<P . ·.· q, Ph· Pv e 

Esta .tabla es igual a la. tabla de multiplicación del grupo Z2 x ~.por lo 
tanto los grupos de simetrías del rectángulo y el rombo son isomorfos a Z2 x Z2. 
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Ahora, si a un cuadrado se le hacen ciertas modificaciones de modo que las 
rotaciones sigan siendo simetrías pero que no permitan que las reflexiones lo 
sean se puede restringir el grupo de simetrías a 2°:4. 

: ¡, 
. : r ·----=::::::...-:: 

Por lo tanto, para grupos de orden 4 existen figuras distintas que tienen , 
grupos de simetrías isomorfos¡ y también figuras. que tienell; grupos de shnetrírui 
no isomorfos. 

Sin embargo, si hay casos en el ~~é t~d~s los·grup~sde'un ord_~# dado son 
isomorfos,'. Ese casoes cúándcí el.orden.' es unriúmerojírimo . . ·? < , --

. . ., ... _ ··_ .- ,;,: ·:·, .. :;--:::~--'_- ... ":.)·<.:· .-):r-·_ ,.:~·-:;··-~·-.·:·:,::,,:·~. ~(:. ''·:··,. 

Lema. Si un grupo, G t~ene or~en p, P. un nilmero primo, e71.tonces Ó es 

isomorfo al grupo c<clico Zp. . . 

Demostración. Sean Ay B dos gr~pos cíclicos del mismo ordell k; A=(a)' 
B=(b); y sean lA y lB los neutros d~ ~ada grupo. Definimos 1/J : Á _, B de la 
siguiente manera: 1/i(an) =-b'; para cada 1 :5 n :5 k. Es necesario demostrar que. 
tal 1/J es un isomorfismo: 

Sean x, y E A, X= am, y = an; 

1/J(x 'y) = 1/J(am, an) = 1/•(am+n) = bm+n = bm X bñ 

= ,P(am) X 1/J(an) = 1/J(x) X 1/J(y). 
Supongamos que 1/J(an) = 1/J(am) para n,m :5 k; entOrices !Jn ~ b'~-·:f:_por lo 

tanto bn-m = ls, como el orden debes k se tiene qti~ r{:'...:·7TI,~s:u~:mi.iltlpk> 
de k y entonces como el orden de a es k resuh~ ql1e,'an-70·:;\,¡;::p~~;lo~t~Íit~ -·-

an = am¡ ,µes una función inyectiw. , _, .--···-· :.i\'.;_;~"'¡"';-;'.:;\Qi·frf-~\;,,:ilW'k':;>,' · 
Sea x E B, por ser B un grupa' cíclico de'o~deh'~k-il!'xi~ie tfo.;ü';2;~:f~k}:t~l --· 

,. . . . .' :·. "·"'·¿_ > ;·,~·.'.:·; .. :'.;:._;.,:_;·.,·,:~·(J:</~--:~:;_· .-:·:'i-t,._¡:.,'.~,, !;::d<.:."~:í¡~···',.'i.;~-" <,' 
que X= b1 = 7f1(á 1). a1 E A, por lo tanto 1/J:es:sobreyectiw:;,Entoñ,ces)P.:es. uná, 

J~~~~Í~:&~~llffl'~lf&~f~[t:d:··· 
Sea (a) ={ánin E Z}, dondE! a es cúalqtiiérele~ento de G distinto de e. Por .. : 

-el Teorema de Lagrange el o~d~¡; el~ (d~ cllvlde:~lorden de G, pero como el orden __ , 

13 



de G es un número primo, entonces el orden de (a) es p para toda a EG, a =? e. 

Esto da la unicidad.del grupo de orden p. • 

Una vez expuesto lÓ que es un isomorfismo será de gran utilidad hacer 
mención del Téorem~ de Ca:i;ley. 

T~o~~~i. ' )Cayl~y) Todo grupo finito es iSomorjo·, a un subgrupo de un . 

grupo de 'P~fm,utc,iciones: '/ '' '· ·¿:, <;·~ 

Demostración. Cadaeleníento Yi de G generá.uri~~~;il;.hfi~i~iií..~;:c.::__.G 
defiruda por L~, (~) == ui 0 x. · · · .· . ·. . • ·? ·.• \''i\}tV,.:?·'.rf.jY1t~:¡ ·~}~j·,;tii,'t:~i~ 

Si {gí ,g2 ,. .... .,g.,;} son los elementos de G; la pe,rmutacióngenerada•por g; 
es (g;og1 g;og2 ....... g;ogn)· Para ver q~e e~ mi~''p~°f'riiÜt~6'i6n \¡~tá ·con 
obServar que L

9
, ~x). es una biyecci~n; -.- -_, ,,·-:: ·- .. /,·, <:;;{~? ,,./(~ ""--', 

L 9 , (x) es inyectiva: 
L 9 , (x) =L9 , (y) ==> g; o x = g; o y, como g; ÉG, y é¿te 'és u!l gnipoi entonc~s 

existe g¡ 1 EG, y por lo tanto · . . .. . . 

g¡ 1 o g; o X= g¡1 
O g; O Y 

=>x=y. 
:. L 9,(x) es inyectiva . 

. · L 9 , (x) es supráye~tiva: . 
Sea z ·eG, ~nt~{Íces L~1 (g¡- 1 o z) = g; o 9¡ 1 o z = z . 

. ·. L9,(x) e~'.s~pra:Yectiva . 
. Pói: l¿,,'ú.;ntc(L~,'(x) es.una permutación. 
Sea'LG::~{i,~~g EG}; LG es un subconjunto de Sa, el conjunto depermuta

cionés de':Í()~ ~i~rilentos de G; L~ operación .en Sa que le' da la estructura de 

grupo eslacC>IÍlpÓsiciÓn de las permutaciones: < .··. ·. .. . . . .·. • .• 

L9¡.(L~~}Z:)):=L9, (gk o x) = g; o (gk o x) = (~;,o!Jk)·~.x ;Li.o9i(~):~ara toda 

x e~;···:i:~~~~;~~~~:i;r;r~d:nsi,;~¡i~;;~?f 4~~~?~{,!';c,~i·.~~{,i'F'.>f ~~,.;j'.¡:' .. , .. 
Y de igua~ ma~~ra: se observa que ~l iliv~rso.~ecL!i;Jx) e,B.i;,~::.t(:¡;){tj~e .. ta,frlbién 

se· en~uent~~0eú. L,9·.'•···.•. '\,.' ;·t;::~';(:i%~S(¡ff T~j":ij~;p~~~~)f'.~;;~'9.:;{~~~~~Ii~¡~;¡~;{:j~¡;l:?;/ ..... . 
Por lo ..• tanto LG .. es.un'subgrupo•,de.Sa;\entonces;··basta·.con:demostrar. que· 

G. ~ is~ni~~f~~ ~-9 ·~~~i.~,~~~i'.·.~t\í~~gtt~~?.é'.,~~~'~1~~~'.~fr;~~~.·/::~~f!tf:J;~:~.%;1t,:;:?~f./;, . . • . • 
Se define una coiréspondéricia··entre'.G y~LG de la'siguiénte mánera:·•g¡/~L .. , ' 
. '. · ·. · ~ ... ·' .. : . ··:";.\ '.·:' ;:{,;; ~- ~~;._~ ~. ·;n·.:;·.;:~·'.:-~:··,. ... ~'.r/·!.: ·'~·'.'!~'; '.-\ .• '¡\·.';_., · :·~·~>-/,:• :~'.',~). -~~-:'·-~-- -: ~f.'.::...t.c~< >;.:· ":1 :.\.·~.--·.·~- '. '':°; ~i 0 ··!"' '._: · ·"- ., _ g, ,f 

. Cláramente esta éorrespóndenéia7es sÜprayectiva;' biiSta con obsei.;'ar el indice; 

,..~~i~T~i~l.~f~:~Z~i~:~~~f;:¡~¡'2" ' . . 
, -.-
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Por lo tanto hay un isomorfismo entre G y LG que es un subgrupo de So. 
También es fácil observar a partir de lo anterior que si el grupo es de orden . 

finito e isomorfo a un subgrupo de S1a1· Para hacer esto basta con enumerar los 
elementos de G para obtener un isomorfismo entre So y Sn del que se desprende 
uno entre LG y H¡ donde éste último es un_subgrupo de Sn. 

Se puede notar, igualmente, que debido a la forma en que se definen)as · 
permutaciones, este resultado se puede eXtencie: de manera natural.a gr~p~.sde -
orden infinito. • 

Acciones de grupos. 
Ahora, ampliando la discusión sobre l~s: grúpos, se ptlede,me~ci6Í1a;la f~;mii 

~.:··::'·',·.'"· ," .. '.•:,: ':.···:.·_::;,;:'.·:;.·;,".~.:-..\-:')ic;"S,;·1"'¡.;.,;· '.•''··.·. _<-

en la que éstos operan o actúan sobre conjimtos.;'·Es decir; una'rriariera en que la-_ 
· . ' _ ;. '::_:'· -- JF·_: .. ': ·. ,··: '.· '',.J'>: _;:_:::t-~ ·. 11,:': .. -· -:<;:_;\~'.~·?.,.'':·"· ~.: '.,.:. .< 

estructura algebraica de un grupo p~edeser expues~a a'. través de.un ~onjunto. 

···t~fü0i?f :E;:i:i~~;t:~~~~iiv:i:~Íbt± · 
Como para cada g si:ti~l1e'/0 of~~i~(!x)'~¡~;~-1 (x) = J.(x) = x, résulta que 

las funciones f 9 tiéile~ que ser lnvertil:>Íés (j9 '-1 es la hiversa de fa), · ' > '.·_ .. 
. Un ej~fuplo':s~ÜciÜo ·dé la a'cclón. de ull ·grupo· sobre un conji:into' es)~ de. 

el grupo de sim~trÍ~ del cu~drádo sobre el conjunto de vértices dé é~tei ~ada. 
simet.ría-m~d~ véttices en vértices, intercambiándolos .. El elemento ne,~tio 
del grupo deja a cada uno de los vértices fijos, cumpliendo el primer\,~n'.t6' d~ 
la· defüiicióri¡ y,. el aplicar dos elementos del grupo, uno seguido d~l_otro, es 
equivalente a aplicar la composición de tales elementos. 

La acción de un grupo de permutaciones sobre algún ccmjúntCí' s~-ve·conio 
el reordenamiento de sus elementos. La permutación Identidad deja todos los 
elementos fijos¡ y, al aplicarles dos permutaciones u~a tras otra se está aplicando 
la permutación equivalente a la composición de dicha8,permutaéiones. 

Definición. Una acción es libre si el único elemento que deja fijo a algún 

punto del conjunto es la Identidad. La acción de un !!TUPO es fiel si todos los 

elementos del grupo actúan de manera distinta. 

En el ejemplo anterior de las simetrías del cuadrado, si se restringe éste al 
subgrupo de D4 ·de simetrías que preservan la orientación se obtiene una acción 

que es fiel. Ahora, .si se observa la acción de D4 no se obtiene una acción libre, 

pues las reflexiones sobre las diagonales del cuadrado dejan fijos n los vértices 
que defineri a· la diagonal y éstas reflexiones son distintas a la Identidad. 

:· 
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Dos ejemplos muy importantes son la acciones de cada· grupo· G sobre sí 

mismo dadas.por la multiplicación por la izquierda; L 9 (h) = g * h y por la. 

derecha D9 (h) = h * g. 

En la demostración del teorema de Cayley dadll. arriba·se'probÓ que la acción 
de multiplicación por la izquierda es libre~. fiel éciu~.e~'iguilrii~lite':~ierto para . 

la multiplicación por la derecha). . . • .•. '.E'{;;::;·:~\{::'.ik•:t('.;¿;·(;;;.+> :· .. 
Otro ejemplo· de acción es la manera en: l~ ~uéR~.:,'~ct~0: sÓbr~ sí mismo: 

Esta acción se puede observar a través de la:~~cióli·d~i:~u~ci~a~'G~1~cioi1es ~n 
ntn, ya que /p(x) =X+ p, da una biyección elit;~·~1if'iií{~'d~S!t'i~i~~iJn~~ y JRri 
que preserva la suma: fp+ 9 (x) = x+p+q ;¡p(ij·'.~)),;;;::¡;~·¡q(~)· .. ·c1ara~ente 
dicha acción es libre y fiel. .. · .'' .<:; ;;;:·~'·· ;" . . . 

Simetrías. 
·.»>_ :>_;/· .·_.,<~·. 

A partir de las propiedades de los isimio~fismos ~ ~~rios de los grupos ex-
.,, .. -,._.. -

puestos, resulta natural la cuestión .al réspecto de la posibilidad de construir 
una figura en algún espacio ntn que tenga como grupo de simetrías a un grupo 

dado. El Teorema de Cayley sugiere la existencia de tal figura ya que cualquier 
grupo es isomorfo a algún subgrupo de permutaciones; entonces, basta con en

contrar una figura cuyo grupo de simetrías es isomorfo al mismo subgrupo de 
permutaciones al que el grupo dado es isomorfo. Para obtenerla explícitamente, 

será necesario hacer uso de algunas nociones que nos permitan construirla y 

verificar que en efecto tiene el grupo dado como grupo _de simetrías. 
Una transformación rígida de un conjunto en nt» es una transformación que. 

no altera las distancias entre los distintos puntos del conjunto, y que por lo 

tanto no cambia su forma ni tamaño. Es decir,. es una fúncion <p tal que 

llx - Yll = l lcp(x) - ip(y)l I, 
para todos los puntos x y y del conjunto. 

Por ejemplo, las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones, al igual que las 
composiciones de cualesquiera de éstas son transformaciones rígidas .de IRn. 

Las transformaciones rígidas envían rectas en rectas, esto es debido a que· 

las rectas son las trayectorias más cortas entre cada par de pu~tos; y como las 

transformaciones rígidas no alteran distancias, la imagen de un segmento de 

recta bajo una transformación rígida debe de ser otro segmento de recta. 

Recordemos que el segmento de recta que une a dos puntos· x 1 y x2 . está 
formado por los puntos de R_» que son combinaciones lineales de la forma 

y= (1 - t)x¡ + tx2, con O$ t $ 1 , 

donde t depende de las distancias relativas de y a los extremos. Por lo 
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tanto, una' transformacion rígida <p debe enviar a cada punto, (1 - t):r:1 + t:r:2 
del segmento al punto (1 - t)<p(x1) + t<p(x2) del segmento que une.a <p(:r:1) con 
ip(:r:2). ·' ' ' . . ' ··,. ' ', ·. 

Definición. tas simetrtasde un ~onjunto de puntos~ en !Rn son las trons

'¡ orm~cionés.· rlgid~; ~~~ llelJ~n dz conjunto so bri/ s( ~is11to< ·. ·•· . . ···· · . · 
, , El corljuüto ~~ sirn~trí~ de un ~~njurito de puntos S forma un grupo con la 
co~p~siclól1'~~ID:<'.> ~pk~iidón: sÚpóngase que o:,(3 sori'do's ~im,etrías de S entonces, 

(o: b f3)(S) ,;;; (:t(~(S))~;d-:o:(S) = S, por lo ta~t<'.> el ccmjúhto de simetrías es 
cerrado bajo'co~p('.)~i~ió~. • · · · 

La función Jd~ntidad es. el· neutro del grupo al ser. ella misma una simetría. 
Por defiiii6iÓri lEiS' simetrías son funciones suprayectivas. Si 'c,o es una simetría 

de S; enton~es <p ~s una transformación inyectiva: ,supóngal>e que hay dos el~· 
mentas distintos en S a,b tales que <p( a) = cp(b); al ser 'ip :uíui Ísoin~trí~ se tendríá 

que 11~ - bll = llcp(a) - cp(b)ll =O. Esto contraclic~ q\lea~ b fü¿ra~füstintos. 
Por lo tanto cp es inyectiva. . .. •.·• : .. //i .~- ,'.f /': : ; · ·• \ , 

Al ser cp una transformación biyectiva; lp. tiene' ihver~~;\kea'.·;..,.;rs'~•Ínver~a. 
Es necesario demostrar que ..,-1 es una sim.etrí~:L;'. :~>-,;;,\'.•?::. -:.::'· )\~ ·.· ... 

1. ..,-1 (S) = cp- 1 (cp(S)) = e(S) = § Porl6 t~iitdiP'~i'~~ íihá' tr'arisf'ofm;J,~ión 
de S en sí mismo. , ' )'{:.,i~~~fÉi~.~;:M%~;!~;~~.~1ffCütf:t"~t~' .· 

2. Sean x, y dos puntos cualesquierá de S:·EntOiices; ,;,·~');:;e .· · 
ll'P-1 (:r:) -.'P-1 (Y)ll.== ll'P(<f'::. 1 (a;));~1~(~':°~tt))ff'~"¡'¡;;~·yq'., 

;: . ra-:::t:n1:tr~:!r;:f c::r dt~it~':~~~i~'.{~;1"í~}fciU;ºsi6iÓn ·como o-

peración biriaria; 

.. Hay figuras que tienen una cantidad finúa 'de simetrías, por ejemplo los 

poÍígonos .regulares y tambien figur~ a.Simétrica5 ~uy~ ~up8 de simetrías es 
el grupo trivial. También existen· figkas. cuyo 'g~upÓ de simetrías es de orden 

infinto. ·El círculo unitario por ejemplo, tiene ima _Ínfi~id~d de simetrías¡ basta 

con observar que todas las rotaciones alrededord7l ()rigeri'sc;m simetrías, al igual 

que las reflexiones sobre sus diámetros. Por 'io't~ht6 sd gr~p~ de simetrías es . 
un grupo de orden infinito. ·,,_:,. 

El grupo de simetrías de un segmento ele !R'sól~ tlelle c:omo elementos a 

la simetría trivial y la reflexión sobre el centro d~ÍinterWIÓ. Claramente este 

grupo de simetrías es isomorfo a Z2. 
Para discutir sobre las simetrías de figuras en R", será necesario definir antes· 

algunos conceptos .. 
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Un poliedro convexo es un subconjunto acotado de IRn que es la intersección 

de una coleccion finita de semiespacios. 
Por ejemplo, los poliedros convexos en IR son intervalos y en JR2 son polígonos 

convexos. . _ _ -, _ 
Los vértices v; de un poliedro convexo P son los puntos:d~l poliedrÓ qu'éno 

están en el interior de ningun segmento de recta_cuyos eXt~~~6~';stá;.'l.eh ~:- • 
Se puede mostrar que el poliedro P ésta. form'ad~ '~Ó;.J¿i: ~Ú~t'éi~ ·:¡Rn, qu~ 

· .. ·., .. : ·.·' . .": ~-:··; ,,:--:~:(·· ·\~._-1,'.·::'}:(.: :~f,/ ·n·::q~. <·;:·,..:· :-:\ .-" -· 
son combinaciones lineales de los_ vértices ·de ·,P;de _la:forma•_·y .=:'E a;v';; donde 

n ·.:-- · . .':,·, \. · .. :<:-::} :·<-~~:~~; ~~:~~:~f -~~~~~\:i-it:.::~;}'.~·~:'.,~/f :t~-~}~f~-~:.~-.::~.'.~; .. ~·:.: ::~'.~--.i: :; 
L: a; = 1, a; ;::: O, aunque en generalla 1:ombmf:1c1ón hneal ,q\le, prod\lce y nc;i es 
i=l ,., 
única. ,,:, ·-- ,· ;::. 

Lema. Las simetrías de un poÚedro convexo P enidan iíérlice~ en vérti~es: 
•• . . " ., ! 

Demostración. Los vértices de p son los puntC:ís de p q~e no están en 

el interior de ningún segmento de recta cuyos extremos están en P. CÓmo las 
simetrías de P deben enviar a cada segmento de recta con extremos en -P a un 

segmento de recta con extremos en P, un punto que no sea un vértice de P nó 
puede ir a dar a un vértice. Como la inversa de una simetría también -es, una 

simetría, puntos de P que no son vértices tampoco pueden venir de véiÚces. 

Así que como las simetrías son biyecciones, los vértices tienen que ir y ve;;ir d~· 
vértices.• 

Como la posición de cada punto de un poliedro conve.xo está determhiidapbr 

sus distanc_ias a los vértices, lo que le haga una simet~ía a los vértices ci~terriiihi -

lo que le hace a _los demás puntos del poliedro: cp(p) es el (único). pühtó' cuya 

distaricia a cad~'cp(v;), es igual a la distancia de p a cada v;. 

Corolario, El grupo de simetrlas de u~ poliedro convexo es isomorfo a un 

subgrupo del grupo de permutaciones de sus vértices. 

Para ver que cada simetría de un poliedro convexo genera una permutación 

de sus vértices basta ver que una simetría da una biyección del conjunto de 

sus vértices en sí mismo. Por el lema anterior la simetría manda vértices en 
vértices, y como la inversa de una simetría también es una simetría, todos los 

vértices vienen de vértices. La inyectividad se obtiene a partir del hecho de que 
una simetría preserva distaricias, y por lo tanto puntos distintos deben de ir a 

puntos distintos bajo una simetría. 

Y como las imágenes de los vértices bajo la simetría determinan las imá

genes de todos los demás puntos del poliedro, a permutaciones distintas de los 
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vértices le corresponden simetrías distintas, y como cada simetría induce una 

permutación se obtiene la biyección.• . . . , . 
A partir del Teorema de Cayley, y lo expuesto sobre simetÍ:ía.S_ y poliedros 

convexos,· es natural pensar si se cumple la siguiente conjetura: 

Conjetura. Todo grupo de orden .finito es isomo~Jo al grupo' de sirrietrl~ . 
de un poliedro convexo en algún !Rn. . . . ..... • ... ' .. 

Para demostrar la conjetura vamos a parÜr de las fiiti.r~ nia~ simples en JR1'i, 
llamadas simplejos que modificaremos para obt~nerl~s pÓli~dl-6~ que bus~ariios. 

Un n-simplejo es un poliedro convexo cuyos vérÍicés ~()n (n+l)punto~·p1, 
p2, ... 1Pn+l en posicion general en algun JRk ;· k>n, y.esfa fo~madó ~or Íos p~t.os · 
de JRk que pueden escribirse como combinaciones lineale~ .·. · .. · . • •...• · · · 

p = a¡p¡ +a2P2 + ... +an+IPn+i cono::;; Pi :=:;ly a1+a2+ .. ;-!-12~+1 "';l..· 
Un n-simplejo regular es uno cuy~~ vértices se

0

ei1c~enfren:e.1¡.·rni~IDª',dis
tancia por pares, por ejemplo el ·'n-simplejo ~~tári.dar 't:i. 'n ~s ~l slmpl~Jo:en i~tí. 

. '. . . . . , . . : . . . . " •. _,._, ~ '~. . ·' i. ~ ;,, ... , . " , 

cuyos vértices son e1 = (1, O, o; 0,. ..... , O) , e2 = (O, 1,.0, o;'.; .... , O),•:~ .• ;;.;;: y 
en+l = (O, O, O, ... , O, 1). _ ' \ :- ; ::~' ' " .,.. ';•. ' '· 

La primera observación es el sigÜiente leina:,; ;, '::.>ir:!. '",: · •• 
.. -,·_, .... ·- ... ~ \-:,A-:,·<~.:·-'.,~ -:,:·:<.>:;~~~t;~·~:r\\~~;r.'i~tD~i.;j·~f;/:_:{-:.) ·-·.·.,:_;·..:~. 

Lema. El grupo de simetríás de un n-simplejo;regu,lar:es 'isomorfo ~I grupo 

de permutacion~s de su; (n+1~·vérÚc:8:.· '.-:é~:._:i?:,'í,t1:~!f·.éJI~¡~¡w$3~¡?f[fr' .'~ -. , . 
Demostración. Sm pérdida deg~n~ralidad,sepued~·.demostrar el lema·. 

para D.n. Claramente, D."' esu~ poliedro ·:c¿n~~~o'Sy}p6r fo vistoant~riórmente 
cada simetría de D.n ind~cé una pe~mutá~ió~ d~'s~s y~¡tf~~s. · .. ·. . . 

Ahora es necesario dem~strar -~~~';t:~ci~ip~~m~t~~¡ó~ de los vértices i~duce 
una simetría. Como todos. 101{p:u~t~s ''d~¿tió :d~)fin son combinaciones lineales 
de lo& e;, podemos verl~s de l~'siguierite.~~nera:• ' ·. 

P = X1e1 + x2e2 + •noo + x~e~ ~ (x'i~{:C;/:.'.:, Xn). 
Sea a una perrnutación''delos;.~iff~#.=:'(<Ú a2 ..... an), donde ai indica la 

imagen de e; bajoa-. Ést~'ash:V~i}la'.\~na per~utación de los x;. . : 
La simetría de t.": indÜcld¿·,~6~: ~/e~:i}~(p). = (u1 (x1),u2(x2),.'. ... ,un(~n)) .... 

Claramente l IP .• ~. qfl',,:; ¡¡;;;' (p) g;; (~)Y¡ n;~~ l~, tarito' Ta es una t~ansfonri~ción 

.:s~;1~1l:liif ~1ri~r~~1:::.::::: 
Ta tambiélÍcuriJple'que·dadas''.dos permutaciones de los vértices u y a': 
Ta'~· Ta (p) ~:'.¡.~~(dÚ:i);JJ(i;)';;):,6-~"(xn)) 
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= (a' (ai (xi) ),a' (a2(x2)) , ... .. ,a'(u n (xn))) 
= (a' * ui (xi ),a' * a¡ (xi ), .... ,a' * ai (x¡)) 

= Ta••a(P) 
Por lo tanto el grupo de simetrfas de un n-simplejo regular es isomorfo al 

grupo de permutaciones de sus (n+l) vértices.• 
En general, del lema anterior se obtiene que, para un simplejo regular basta 

con observar la forma de acomodar los vértices en el espacio para obtener todas 
sus simetrías. Ahora, si nos fijamos en los grupos de simetrías _de los n-simplejos _ 
regulares nos podemos dar cuenta de que ·el orden de tales grupos. aumenta 
más rápido que la simple enumeración de los números naturales.-- EÍ orderi va 
creciendo en el siguiente orden: l, 2, 6, 24, .... ; Í.e. la sucesión {n!}, de modo_'que 
hay muchos grupos que no son isomorfos a grupC?_s de simetrías de un simplejo, · 
por ejemplo, un·grupo de orden'3, · · :: -~:·_ ·. 

Teoréma; Todo grapo de oi-den 'n' es ·isomorfo al grapo de simetrí<i1:·de.
una figuraconvexa:en JRrÍ-1. 

Demostr"adón. 'Los grupos de simetrfas del 0-simplejo y del 1-simplejo ~on< 
el trivialy. Z~; que son los únicos grupos de orden 1 y 2. Paran ~ 3, la ldea es 
empezar~~~ un simplejo estándar y modificarlo, cortándole las esquinas de m~do 
que sólo aÍgunás de las simetrías del simplejo original sigan siendo simetrías de 

la figura r.esultante. Sin embargo, es necesario hacer los cortes alred~cl~r. de 
los vértices con sumo cuidado, para evitar que al hacer las modificaciónes se 
generen simetrías no contempladas dentro del grupo. Para evitar esta situación, 
los puntos que determinen los cortes se escogen a distancias -pequeñas de los 
vértices y distintas entre sí. · ._: ·_ · · 

Sean G un grupo dado de orden 'n' cori la operación*, y A"- 1 -el (n .:..:·1)

simplejo estandar en lR"; SiG={g1 , g2, ;.;., 9n}, donde g¡ es e}elementoneutro 
del grupo, es convenient~ reno.Il1brar a l~s ~értié_es ~e· ~n:i · cóil1o_ e91 ;. e;;,:.,. ·· · 

r;~~- 0:-•• • ' < .i·:·' ¡()<e';,_::'.~ ;-,~: ~.. ; .': 

eg,.· ·.···· ... , < _ _., ::.·~~,.-·/;:-~-,,.i.·--~:·~/i:·~.-:r:.:1·>·.;-,(:;.,.-.:·:'.,":_t_'..:~.1y;:~.",...:~F-:·.'.> ::,·· ':·\ ..... -. : .. . -. --,«:: ... ;? .... 
De. manera similar, a ,cómó_se:_hizo' ciiJá 'demostración· del •Teorema de Cay ley, 

- ',· '. ,:>~.,.,~· '¡'·" < <' <--..··~ .. í;'~: j5.~:.:J .. ':·) '.7.:i~'..';'··;~-:--~~~)i!<· ~{·;.,~?;?'~'',;i7:Yt>'.:~· .. · .:-.:;·: <,.,;._-¡"· i. · <·-·: ' ': · ,._. ·. '--.' -." . ;'- : '! ;,. ·; ,:-· ~. , ' 

se observa que:;G .-actúa'. sób~c:: el '.corijimto?'de .:Vértices·_-de.Ja· siguiente ·forma: 
1 • _- :,: '"'. :.," :.- ~-·,.27-'·' ·.-~:~:~~.-,:,.o.¡:,~:~->; .. ::::_;;;:¡,,., ,_;;~,~~ ... '\;.;,~~:i:~~.,,::_;1;·7.-1.:-,;~t:\·~,:.:,:>:' <·.:_, >:· ;:·. ·: ·, · ·. -'-.<~ . · ·: :, ,·_ · ·~ ·' -·;~,~·.:>· 'r.- • .,._,.. · 

g;(e91) •7egj~·-g¡.'·.2;Por,~m:edio'.:de¿;ésta·:;acdóri;:cada. gj 'induce _úna' permutaCióri 

de los t,é~tfüi~,f~;~;f;~:Q,~fil~~}e~f(~~;;;;?rYi~~tic~~- J.e . A"-
1

,-._ cacli, uii~:'?ci ~~st~ ·. 
permutaciones 1nduc~ .~111~·sm1etría de·A", . > -·• __ •. -· > . / . _ ~· . -· 
sigu~:1::~ióJ·d~-~~.·~~wr~§~~~~,~~i~Ünt~ ·~~ .• ~"-~---está detcrmin~da 4e li.mal1er~----

!i; ( x¡ég¡ • + x~~g•+· .. :::: ~~~e9ü-= xleg¡~g, + x2eg,~g2 + ;~.:::·+.~~eg,•g~ 
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Ahora queremos quitarle a A"- 1 las 'esquinas', cortándole alrededor de cada 
vértice e9 , un (n-1) simplejo irregular C9 ,. Para definir C9 , (donde 91_ = e, la_ 
identidad del grupo) observemos que para cada Bi =Pe, el punto: 

v9 ,,9 ; = (1- iJ )e9 , + f;e9 ; se encuentra en el segmento de recta que· va _de 

e9 , y .eg;, y esta mucho más cerca de e9 , que de e9;. _. __ . ::.. , . __ 

Sea C 91 el (n-1) simplejo cuyos vértices son e9 , y los puntos t•9 ,·,9 ; ·con g/"'f-:. 
";~ ... _. 

e. ·.·. :·· 

En general, sea v9,,9 , = (1 - -1J )e9 , + f¡e 9 J y sea C91 el (n-l)'si~~l~j~ ~~~º8. . 
vértices son e9 , y lo: puntos Vg 1g; con 9i #e. . ·. i • :~:r-~~y<;·::;.,;r .. •.· 

Sea A=A"-1 \.U C9 ,. A es el poliedro convexo cuyos vértices_ s_óri los.puntos. 
i=l . .·· ·.- .-:,_.~ .-:·~·<',,,' <';.,,~:_·:;··~--,..-·:,··. ~ ... 

t•g,,g; para g;, Bi E G, UJ #- e. Ahora es necesario obse_ryai: q~Fl~~.,~.!.e/:11entos 
de G inducen simetrías de A, en particular que g;(A) =k.'.Para}:ver'esto, se 
demostrará que cada g; envía los cortes a An-l ~enerád6s t6?-~h~it~~;'!ó;'c91 
en ~:~s<l:;~;:~:s::~~~~)ª:::.t~9~~e Yi(Cg,) =Cg;•g··· \~~L'i.::._JJin:~~{p~~~Y>. · 

9k(v9 ,,9;) = 9k.((1- i;)e9 , + f¡e9;) = (1-f¡)g~_(e;})~fj,W9t(~~j)',;;; 
(1 - -h )egk•9i. + iJeg,..•gj = vg1r•g,,g1r•oj : .. :· ::·:~.:~.- :---;~:-·::;::.\~~~~~;:, ,ü~;~._~,'.:-t~~:~/· , .-:·:, 
por lo tanto 9k(C9 ,) =C9 •• 9 , para cada i y k;•d_e i:ñod_o[qué Yk(A)';7A para 

oM;~,~E.::~.:,~;·~:~;,,,(~:.:•;]ii'~~r~~t:~iJ¡{~l~j;:···i········ ... • •··. 
y como la imagen de los vértices' bti'.jo' Ü¡;íi/sin1elríi7delpblieclro d~termina 

la imagen de todos los puntos del polied~~fs~;~Íe~~q;l~'g~'',¡;g1~bJog1 d~nde 
* es la operación con la que. G es gri:ipo, y ~ es la cbll1posició;i'd~: ~iine"tríS:S. 
Entonces, al asociarle a cada g¡ EG _la sirrietría cor~~spa"iidiente de; A ~e pr<:serv°a 

la estructura de grupo. 

Por construcción la acción de G sobre A es libre y fiel. Por lo tanto a cada 

elemento de G le corresponde una simetría de A; ahora- es neces~io demostrar 

que A no tiene otras simetrías mas que los elementos, de G. 

Para ver esto será necesario recordar que las simeti:ías de A e_nvían vértices 

en vértices. Los vértices de A son los v9 ,,9;; como las simetrías conservan las 

distancias entre los vértices, entonces deben enviar vértices cercanos en vértices 

cercanos. Como las distancias entre los vértices de cada C9 , son todas menores 

a las distancias entre vértices en distintos C9,, entonces, bajo una simetría, dos 

vértices de A en el mismo C9, no pueden ir a dar a dos C9J distintos: todos los 
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vértices en un C9 , tienen que ir a dar a un mismo C91 • 

Además por construcción, las distancias entre los vértices de A en cada C9 , 

son todos distintas, por lo tanto hay una única manera de enviarlos preservando 

distancias a los vértices de otro C91 • 

Ahora afirmamos que al saber a que c 11• van a dar los vértices de C 11, la 
simetría queda determinada. Esto es porque para cada i, las distancias a los 
vértices v9 , ,91 determinan la posición de los puntos del poliedro {hay 2 puntos 
en R" a las mismas distancias de los vértices, uno a cada lado del hiperplano 

que contiene a los vértices, el hecho de que el poliedro esta en un lado determina 
cual de los d08 puntos es), y por lo tanto las distancias a las imágenes de los 
vértices determinan la imagen del punto. 

Y para ver que esta simetría es precisamente una de las 91c EG, basta ver 

que hay una 91c que hace lo mismo en los vértices. Como g; •g¡1 (C9 .) =C91 , la 

9k que lleva a los vertices de C9 , a C91 es g; * g¡1 
•• 

Enseguida se mencionan algwlos ejemplos sobre las figuras resultantes de 

acuerdo con grupos de distintos órdenes. 
El (}.simplejo cumple con tener al grupo trivial como grupo de simetrías. Si 

el grupo tiene orden 2, entonces el grupo es Z2 que es el grupo de simetrías 

de un intervalo, de un 1-simplejo. Al sustraerle intervalos que contienen a los 

vértices se sigue teniendo un intervalo cuyo grupo de simetrías es el dado. 
Si el grupo tiene orden 3, entonces el grupo es Z3. En este caso ya no basta 

con tomar al 2-simplejo como figura, pues al ser un 2-simplejo un triángulo, 
éste tiene seis simetrías y no tres. Sin embargo, las modificaciones mencionadas 

en la demostración del teorema llevan del tirángulo a la siguiente figura que si 

tiené a Z3 como grupo de simetrías, pues Z3 es equivalente a observar tan sólo 
las rotaciones. 

~\ 
í _____ _,! 

Se cumple así que la figura tiene a ZJ como grupo de simetrías, como era 
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querido. 

Los ejemplos interesantes son para grupos de orden 4, que como hemos visto 

no hay uno único. Es necesario checar entonces que las figuras son distintas, 

es decir, que en verdad representan a las figuras que tienen a los grupos dados 

como grupos de simetría. 

Observamos de nueva cuenta a Z4 y a Z2 x ~; se construirán las figuras 

derivadas de un 3-simplejo tales que tengan a dichos grupos como grupos de 

simetrías. Recordamos sus tablas: 

+4 @] !II m [fil ; o 1 2 3 
1 2 3 o 
2 3 o 1 

.3 o··, .1 · 2;~> 

y 

* 0 @] [!] 0 

-W 
e a b e 
a e e b 

b e e a 
,·: e " c. b a e 

La figura para Zi es la s1gu1ente: , , 

e.. 

y la figura correspondiente a ~ x ~ es: 
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ez 

De la misma manera en que se obtuvieron este par de figuras se obtienen 

las respectivas para grupos de órdenes mayores, haciendo uso de los n-simplejos 

respectivos. 



2 Diseño del Experimento. 

Como se mencionó en la introducción, la motivación del presente experimento 
fue estudiar la posibilidad de un aprendizaje de tipo implícito sóbre el concepto 
de grupo. El incentivo original fue, esencialmente, la similitui:rentre un grupo 

de palabras y una gramática artificial; ya que ambos se basan en la posibilidad 
de construcción de palabras. Sin embargo, más allá de eso, en realidád no hay 
una verdadera identificación entre sí; pues, de lo expuesto en la sección anterior 
es claro que la estructura de grupo es bastante más compleja que la de una 

gramática artificial. 
Una diferencia esencial entre ambos radica en la posibllidad de contracción 

de palabras en un grupo de palabras, mientras que en una gramática artificial 

sólamente existen reglas de pegado entre las letras . ·se debe recordar, que una 
gramática artificial puede ser observada a partir de una gráfica cuyos vértices son 

letras, y las aristas representan las reglas de pegado entre las letras posibles. En 
un grupo, la estructura es más dinámica, pues en él siempre hay elementos que 
se cancelan entre sí; esta cancelación dentro de las palabras se observa a través 

de la contracción tal y como fue descrito en la sección en la que se mencionó 

la propiedad de observar a los grupos como un conjunto de generadores y sus 
relaciones. 

El diséño de una prueba que permitiera detectar lB;_ existencia de .un.·apren~ 
dizaje implícito de lo que es un grupo, no se puede restringir únicamente al 

aprendizaje de lo que es un grupo libre, pues como se mencionó, exist~n u~á 
infinidad _de grupos; lo importante al respecto, entonces es, averiguar. sies\:>o~i·
ble un aprendizaje implícito de la estructura de grupo; es decir, la c¿~pren~ión 
de la operación entre. los elementos, y la existencia de neutros e inversos ... u;J.a 

manera simple de exhibir tales elementos es por medio de la acción de ungr:i;.po 

sobre algún conjunto. 

Para hacer esto, hubo que escoger un grupo que facilitara la comprensión de · 

estos elementos, y la manera de presentar la acción del grupo sobre un conjunto; 
de tal forma que no fueran tan evidente las propiedades de dichos elementos. 

Entonces se podría discutir sobre el aprendizaje implícito del concepto de grupo. 

Se diseñaron varias pruebas con el proposito de detectar la existencia de 

tal aprendizaje. A. continuación se presentan las características generales que 

tuvieron cada Úmt _de las pruebas diseñadas; también se describirá la manera en 

que los resultados de.cada prueba fueron medidos y, finalmente, se mostrarán 
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los resultados de las pruebas, con sus análisis respectivos. 

2.1 Características Generales y Ensayos Preliminares. 

D~bido a qlle ei punto esen~ial de la exhibición de un grupo es la operación entre 
sus elementos --de esta manera se puede mostrar las propiedades del elemento 
neutro y de los elementos inversos-, se eligió un grupo relativamente simple 

para ser expuesto en los reactivos. El parámetro de simpleza utilizado para la 
elección del grupo fue la cantidad de elementos que éste tuviera. Se escogió este 
parámetro pues, si se expusiera un grupo con n elementos se tendría que habría 
n2 combinaciones posibles para mostrar la operación entre sus elementos. 

También fue necesario hacer la exhibición a través de grupos que fueran re

lativamente cotidianos -no sería fácil exhibir grupos de matrices por ejemplo. 
Se escogió el grupo de sii;netrías del cuadrado D4 y. el subgrupo de permuta

ciones de cuatro elementos al que es isomorfo. Este grupo tiene ocho elementos; 
sin embargo, para examinar la comprensión de la estructura de grupo, no es 

necesario exhibir a todos sus elementos; las nociones fundamentales, en cuanto 
a elementos del grupo, son la e..'Cistencia del neutro y de elementos inversos. 

Otra razón para ·reducir la cantidad de elementos a exhibir es la posibilidad 

de que la exhibición· de todos ellos cause agotamiento durante la resolución de 

los reactivos de la prueba. Por lo tanto, se decidió que sólamente se exhibirían 

cuatro elementos; uno de tales, el elemento neutro; los !'estantes se escogieron en 

función de la conveniencia de la exhibición del grupo. Como uno de los grupos 
elegidos fue D4 -grupo de simetrías del cuadrado- se eligió un elemento de él 

que preservara la orientación y otro que la invirtiera. 
Las simetrías -elegidas aleatoriamente- fueron la rotación de 90º como la 

que preserva la orientación, y la reflexión vertical, la que invierte la orientaéión. 

Se escogió a la reflexión sobre la diagonal '/' como. la cuarta simetría a examinar, 

pues ésta es la simetría resultante al componer la rotación_ de 90° con la reflexión ' 

vertical -en ese orden, y se trata de estudiar si la exhibición previa de. dos .. 
elementos de un grupo incentiva el aprendizaje de un elemento equivalente a· la 

composición de ellos. Un resultado positivo al respecto sería de gran interé~ ~n 
cuanto al tipo de aprendizaje, pues se obtendría una comprensión irilpÜéiti'cie 

la operación entre los elementos. 
;; ;·(t1·~ 

Para el subgrupo de permutaciones se eligieron las equivalentes a las simetrías 

escogidas bajo el isomorfismo entre los grupos. Es decir, la identidad e; la que 

recorre a los elementos un lugar (2 3 4 1) -€Cluivalente.a la rotación-; una que 
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intercambia elementos 'contiguos' por 'pares: (2 1 4 3) -la reflexión vertical¡ y, 
la que intercambia dos elementos no contiguos: (3 2 1 4) -reflexión diagonal. 

Este isomorfismo se puede observar a través del .cuadrado descrito ante
riormente -es decir, un cuadrado cuyo vértices estén enwnerados ·en sentido 
contrario a las manecillas del reloj, comenzando en el vértice foferior izquierdo. 

Existen varias maneras de mostrar la acción de un grupo 
0

de,pérmutR.ciones¡ 
por el interés. del tipo de prueba, se bus~ó la forma que fuera)o más indepen

diente posible de la manera ·de exhibir las simetrías. Para esto, se colocarían 
los cuatro elementos a permutar alineados horizontalmente; si se exhibiera un 
grupo seguido del· otro, y los ele'mentos a permutar aparecieran colocados en 
los lugares correspondientes a los vértices de un cuadrado, 11.o se podría discutir 

respecto a la comprensión del isomorfismo entre los· grupos, pues los sujetos po
drían .pensar que en ambos casos se trató del XU:ismo:grtipo; .Y no que era~:dos 
grupos distintos cuyas tablas coinciden con exactitud.'' . ·· ' 

La acción de los elementos escogidos del grupo se exhibiÓ '-por',medid de 
un programa de computadora compilado en e++_ en lá siguiente.f~r~a:: E!n 

el centro de la pantalla de la computadora aparecía una ~aja, de in ;~~l~;;~ª : 
cada elemento del grupo le correspondía un color diferente- luego, aparecía: una>,. 

figura arriba de la caja que comenzaba a descender hacia el interior'. de'l~ ~iJa(
cuando la figura se llegaba en el interior, aparecían más abajo tres figu~~,:~omO 
opciones de respuesta. . .. '; . :;: \:. _'. 

Todas las opciones de respuesta eran la imagen de la figura inicial bajo 

un elemento del grupo -en el caso del grupo de permutaciones; eran--ctÍatro 

figuras las que descendían hacia el interior de.la caja-, ·donde una de ellas era lá 

respuesta correcta. Una vez presentadas las opciones de respuesta, se les pedía 
a los sujetos que indicaran cuál del~ tres opciones -'-haciendo 'click' en el botón 

izquierdo del 'mouse'- era la forma en l~ que creían que ia figura debí'a salir 
después de atravesar la caja .. 

. - "" . , .. , : .· - ' 

Ahora, las figuras sobre las que:~~ most~~ría/!a.a~ción d~ lo.s eíeine.ntos del 
grupo se diseñaron de tal mane~aq~~riC:/~ií.'iis'iu'.¡nco~~~i¿Í1:'en los sújetos. En 

~?1:s~~~~~-1~1~~~~~s1:g~~~ 
Otra manera.'·<l~ Ínce~ti'.J~r-~{ áp~en~iz~J~ implf~ito, distinta a la regulación 

de los estrinulo~ ~ laii r~gl~ de 16~ obje~~s a examinar, fue dar. intervalos cortos 
- ·-·· ·. ,·: . . . 
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de tiempo para responder Jos reactivos. Limitando Ja cantidad de tiempo para 
contestar se dificulta el aprendizaje 'consciente' de Jos conceptos que se exan¡i- , 
nan. Se decidió que el intervalo de tiempo para responder cada reacti.vo fuera 
de cuatro segundos. 

En cuanto a Ja aplicación de Ja prueba a Jos sujetos, Antes de comenzar Jos 
reactivos, el programa tomaba Jos datos del sujeto -nombre, IJdad, JaterlÍ!idad, 
escolaridad, tipo de prueba. Después aparecía una pantalla con fondo gris y 

un botón en el centro de Ja pantalla donde se leía: ¿list@?;. Jos reactivos de Ja 
prueba comenzarían después de hacer 'click' sobre dicho botón. En tanto el 
botón estuviera en la pantalla se Je explicaba al sujeto la dinámica de la prueba. 
También se Je decía que lá computadora le indicaría si su respuesta fue corre.eta 
o incorrecta mostrando una paloma o un tache en la pantalla después de cada · 
reactivo. Si al sujeto no Je daba tiempo de coritest~r; el programa continuaba con 
el siguiente reactivo. Para evitar que muchos rea9tivos quédaran sin respuesta se 
les pedía a los sujetos que tratll.ran de conte~ta:r' Ja mayor cantidad d~ reactivÓs 

posible. Si no contestaban una cua~ta parte de los reactivos, la.p;ueba IIº se 
tomaba en cuenta, . · · · · 

La asignación del color de caja en función del elemento• del grtÍ~o fue la 

siguiente: 
Blanco - Identidad -denotada por e; 

Azul - reflexión vertical -denotada por Pui 

Naranja - rotación de 90° -denotada por</>; 
Verde - reflexión sobre la diagonal / /'-denotada por Pd· 

En todas, Ja permutación equivalente bajo el isomorfismo utilizaba el mismo 
color. 

La prueba estaba dividida en dos partes¡ la primera parte examinaba sóla
mente Ja comprensión de los elementos del grupo; en la segunda se examinaba 
la comprensión de la operación. entre ellos. La. segunda parte es Ja parte iiodál .. 
de Ja prueba, pues es doil.de se.examina la comprensión de Ja opera~ión ·ae:los · 
elementos, al igual que '¡a.S propiedades del elemento ne~tro y '.los elementos 
inversos. 

·:;:;:-
"' ·",,. 

La dinámica de esta ~egunda parte fue similar á •la pdlilel'a; la \Ínica, :dife
rencia entre ambas fo~· que én Ja segunda parte las flgurfi.S ~i~avesabii'ii<d~s ~ll.j~ 
en vez de•una:séhacíahincll.pié al sujeto que la el~~~i~h'd~·í¡·'~~~puesta, én 

este caso, :tend~ía~u~:ser .la forma en la que· creía qui!'debia.Il\iali~ !~ figuras 
al atravesar lJ.rri¡;~ caJa5. ·Debía quedar claro que la' fó~rri~' ~ri !~ q'Úe. entraba la 

figura e11·1~ ~é~~ri<l~ caja era tal y como había salido de ia primefa; Los sujetos 
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no podrían ver éómo era dich¡i forma, pues el par de cajas se encontraban muy, 
cerca. "._,. 

De los cuatro elementos del grupo elegidos se obtienen dieciseis posibles. 

combinaciones por pares. Éstos son demasiados reaétivos' para examinar' lo 
cual podría interferir en la comprensión de los mismos. Otro factor que ·pudiera 

• ~ausar problemas en la comprensión es la no conmutatividad del grupo elegido¡ 
éxaminar b o a y luego a o b podría causar confusión pues los resultados no 
son necesariamente los mismos. Por lo tanto, para disminuir los efectos que la , 
cantidad y la no-conmutatividad pudieran tener sobre la resolución de la prueba, 

las posibles combinaciones se clasificaron de la siguiente manera: 
(i) las que mostraran la interacción de los elementos con el elemento neutro¡ 

(ii) las que mostrarán la interacción de los elementos consigo mismos -es 
decir las potencias de l~s elementos¡ 

(iii) las que mostraran la interacción.de pares de elementos distintos, ninguno 

de ellos el neutro. 
En cada una de éstas clasificaciones se escogieron cuatro combinaciones. 

En la primera clase se escogieron, combinaciones tales que se mostrara la 
. cualidad del elemento neutro, po~ afiibos lados. Tales combinaciones fueron: 

eopv, eopd; pdoe y <f>oe, ·:, ,,·': 
Éstas combinaciones se escogie~¡;n ele manera semialeatoria -se examinaría 

la conmutatividad del neutro e~~iriiiri:do la operación de éste con otro elemento 
por ambos lados¡ dos por ~liado i~~ui~rdo y dos por el- derecho. 

En la segunda clase se fom~rc:ln las ,potencias de todc:ls los elementos ex-. . . ' . \ . . ' . . 
puestos¡ es decir, e o e, </>o </J,f>v op,; y por tlltimo Pd o Pd· 'En éStos casos el 
resultado de tales composiciones son la Identidad pa~a todos excepto la potencia 

de cf.>. 

En la tercera clase se escogieron de m~nera aleatoria· las siguientes cuatro 

combinaciones: Pd o</>, Pv o cf.>, Pd o Pv y por último, Pv o Pd· 
También se diseñó una prueba que examinara todas las clases anteriores, de 

manera aleatoria¡ los elementos se escogieron de manera se!'nialéatoria, dos"com

binaciones de cada una de las clases anteriores. Para la prueba5 co~·;~pondientes 
a permutaciones se tomaron los reactivos respectivos bajo el i~o~orfi~mb. ·., , , 

Para poder discutir la cualidad implícita del aprendi~aje;~alté~minar éada 

prueba, al sujeto se le examinaba de forma, explícita a, t~avé~ de uII.~ p;~eb~ 
simple. Se dibujaba en una hoja de papel una figUra (cuatro, si se exairiin~ba 
permutaciones) Y, una caja de alguno de los cuatro colores¡ posteriormente se 

le pedía que dibujara debajo de dicha caja la forma en la que debía de salir la 
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figura tras atravesar la caja. Se hizo lo análogo para examinar con respecto a 
la composición de elementos del grupo -se dibujah-.m dos cajas. Ésta prueba 
permite sustentar si el aprendizaje dado en las pruebas es implícito o no, pues 
se observaba si el sujeto podía contestar de manera satisfactoria la prueba por 
computadora, y sin embargo no poder hacerlo de manera explícita. 

Los resultados de las pruebas se analizaron utilizando la prueb~ estadís

tica Kolmogorov-Smimov que determina si dos distribuciones son distinta.S;. Se 
analizó si la distribución empírica de las respuestas correctas de "cada prueba 
es distinta a la distribución aleatoria respectiva -la distribución binomial .de· 

probabilidad i con respecto a la cantidad de reactivos de Ja prueba-;-; si las dis
tribuciones· fueran distintas de manera significativa, y la distribución. empírica 

supeiara a la distribución binomial, entonces es_to querría dec.ir. que la Ínariera 
en la que los sujetos resuelven la prueba no es aleatoria, y por ende:debiera de 

haber un aprendizaje de los conceptos que causara la "dÍferenciá: Si los "süjeto~ 
no fueran capaces entonces, dejustific~r la razones por l~ qÚ·e· cbrÍte~t8.r'6~ de 
manera satisfactoria la prueba, daría pie a una discusión sobr~.uii api'endiz_aje · 

dé tipo implícito. 
A continuación se expone la justificación teórica de la prueba estadística 

Kolmogorov-Smirnov. 

2.2 Prueba Estadística Kolmogorov-Smirnov. 

Se darán primero unas nociones simples de estadística que ayudarán a entender 
Ja elección del estadístico, al igual que las bases teóricas que Je dan pie: 

Un espacio muestra se define como el conjunto de todos los posibles resulta~ 
dos de un experimento o· suceso. 

Una variable aleatoria es una función que le asigna valores reales a los puntos 

dentro un espacio muestra. Con respecto a una variable aleatoria, una función· 

probabilidad /(x) es la que da la probabilidad de que en el espacio muestia X 
ocurra el valor.dado x. Es decir, la probabilidad P(X) de que ocurra cada uno 

de los resultados o sucesos posibles del espacio muestra X. f(x) = P(X .= x) 
L~ función probabilidad de la variable aleatoria siempre vale O en x, :si x no 

es ~n :valor.derÍtro·d~l 'espacio muestra, pues la probabilidad de que ocurra ti~ 
suceso no cont~rll"pl~do como posible es nula. 

Uria:funciÓri dlstribución de una variable aleatoria es la función que da la 

probabilidad en X de ser menor o igual a un valor real dado x. Es decir, 

F(x)=P(X5x)= °Lf(t) 
t;S:r 
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Esto es, ir sumando los valores de las probabilidades de eventos en un espacio 
muestra. Y precisamente, como lo dk!3 su nombre, indica en qué proporción y 

de qué forma están distribuidos los puntos dentro del espacio muestra X. 
Con esta terminología se pueden comenzar a exponer las bases teóricas de 

la prueba estadística utilizado en la evaluación de los resultados arrojados por 

el experimento. 
La prueba estadística elegida para hacer el análisis fue el Kólmogorov-Smirnov. 

Se utilizó éste, porque permite hacer la comparación entre una distribución em
pírica (es decir la de los resultados obtenidos) y una distribución hipotética. 
Esto quiere decir que compara que tan alejada se encuentra la distribución de 
los eventos en un espacio muestra de la distribución que se cree éstos deban 

tener. Entonces, se enuncia una hipótesis al principio (usualmente llamada 

hipótesis nula) respecto a la forma en la que sé .cree deba ser la comparación 

entre las distribuciones. 
La razón de enunciar una hipótesis nula inicialmente es la de demostrar con 

base en los valores del estadístico si los resultados arrojados por las pruebas 
se distribuyen de una manera. A partir de los valores del estadístico se acepta 

o rechaza una hipótesis¡ esto es así pues el valor ·del estadístico indica si el 

valor obtenido se encuentra en un área de aceptación o rechazo de la hipótesis 

-usualmente llamada región crítica. Si el valor obtenido supera al del estadístico 

se rechaza la hipótesis, pues significa que el sucés.o·estudiado se comporta de 
tal manera que la probabilidad de que sucediese es mínima -esto depende.de la 
probabilidad con la que se tome el valor· del estadístico: 

Si la hipótesis nula fuese rechazada, entonces s~ debe de aceptar uria. hipót~sis 
alternativa; la negación de la nula. La hipótesis 'n'ula cl~be set;foririu11lc11l ~c:n.;. 
sumo cuidado para evitar ambigüedad, ~n el em.mciamiel1t6 de uriS: hipÓtesis · 
alternativa. . .. ·. . ·.. . . · ·, ·::::·· .. •· .. ·. :."· 

En el caso relativo a varias prU:eba.S se ·~l~ntea·com~ hipÓt~~is;h~í~c~J~: l~' ' 
. .. ;.,: ,· ··."··-,.·,,:~·.-::r-:_;·r.:~>.,.-:~_,_~.-.;·,•,">. 

forma de resolverlas empíricamente es. igual. a la manera de resolverla.S .. de'1i:ii1nera' 
aleatoria. El uso del estadístico Kolmogorov:Smimov. permite decir sila)óin1a 

en la que se resuelven los reactivos. de ~lgun~ prueb!l. por sujetos fi'.~P~~iaj'~~~áles · .. • 
es meramente aleatoria o nÓ; comparando la distribución empíricacc:íil:Jll dis'.. 
tribución aleatoria respectiva a lllspr;,babilidades de respoñder c~~r.ect¡;lriéhté" .. 
cada reactivo. Entonces, la;aplic!l.ciÓ~ de maiiern adecuada clé.~st~'eiticií5Ú6o 
permite decir si la máner13. en q~~ los sujetos respol1den lo~·re13.étlv~~ d.é''aig~na5 
pruebas es debida a la comprensión de lo que laS prueba.S é~arrtlll'a.Íl; osi es qué 

simplemente 'están tratando de adivinar la respuesta.$ c;,r;éÚas~ 
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Las bases teóricas de Ja prueba estadística Kolmogorov-Smirnov son las si-

guientes: ·.· . 
Supóngase .que hay dos \'ariables aleatorias de distintos .. tam~os m y n sobre 

dos poblacion~s Fx y F}·; donde los estadísticos del orden de.cada variable X, 
Y -i.e .• eJorden en el que acontecieron Jos sucesos de Ja variable aleatoria

son Xc1J.Xc2i;;:;:Xc;,,J y Y(1i,"Yc2» ······YcnJ· Con cllchas ~ri~bles al~atorias ~e 
obtienen s\ls respectivas distribuciones empíricas. · 

Éstas dist~ibuciones se definen de Ja siguiente manera: · 
.. ·. :> {·' Q . .si X < X(l) . > :. . · .· . · } 

Sm(x).=. ·. ;.!;;_·.si X(k) ~>x; X(k+l). para k E{);> 2)·. ~; .... ~,m - 1} 
: .: . ,. 1 SI X _ (m) ·· . · : » . 

Sn.· (X.·) .... =.······{:• f LSi Yc:: X~~ ~i(k+l) para. k .. • {{· 1·,:·!····~···.::.·.'.··.·••;~n .. ~l.}} 
. · · · ·1 . SI X~ Y(m) · · ·:-..•·· "·"·.: .... 

Se trata entonces, de observar Ja proporción ·en:l~q\ie.;ocurren los sucesos 

de cada v'ariable aleatoria con respecto a la otra ::-i~p~rti.tainbién el orden en 
el que ocurren. La curva de distribución es una 6urva':rii'.c:l~ótoria cr~ciente que 
describe el orden de aparición de -y Ja proporción ~n Ja q{ié· 1~· h·acen~ Jos sucesos 

que forman parte de Ja variable aleatoria. 

Esto es -dentro de una combinación del orden de Jos:m+ n valores de las 

variables aleatorias Sm(x) y Sn(x)- Ja proporción de X y Y tal que no exceden al 
número x. Es una manera de medir que tanto oétirre Ún ~vento de una .variable 

aleatoria con respecto a los de la otra para saber si l~- distribuciones de ambas 

variables son iguales es cierta, es decir: 

Iio: Fy(x) = P.x(x) para toda x. 
Debido a esta noción de diferencia entre distribuciones que la prueba estadís

tica Kolmogorov-Smirno" es una prueba de dos cola5 -las curvas de distribución 

determinan dos regiones críticas-, pues sólarnen~e hace observar si son distintas 
sin hacer diferencia sobre cuál de ellas s.úpera ·a íá. otra. Si se supone des.d.e un 

principio que la distribución de una variable superá a la otra, se puede t~lriar 
como una prueba de una sóla cola en cuyo caso sólo se obsen>i{:u~á:d~·las·. 
regiones críticas, o colas de la curva. . . ' . . • ,. . ·.· . 

Para explicar esto ültimo será necesario exponer el critero ¿on e~ que s~'(;b-: . 
tienen los valores de la tabla del estadistico Kolmogorov-Smirnov'.·Este.é:riÍ:.erfo' 

denotado por Dm,n es el máximo de los valores absolutos de las diferencia.S erit~e 
las dos distribuciones a comparar: · 

Dm,n = m1xJSm(x) - Sn(x)J 
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Si se supusiera que hubiera una diferencia a favor de una distribución, en
tonces _se tomaría la diferencia con un sentido¡ si por ejemplo se supusiera que 
Sm(x) domina a Sn(x) el estadístico se tomaría como: 

Dm,n = m1x(Sm(x) - Sn(x)), en cuyo caso sería una prueba de una sóla 
cola. 

De la manera en que fue enunciada la hipótesis nula, se observa que la 

hipótesis alternativa es: 
HA : Fy(x) .,P Fx(x) para alguna x. 
El significado. de· los .valorés obtenidos . en . las. tablas indican entonces si la 

hipótesis respectiva al fenó~enose puede sostener, .o si debe de ser rechazada 
-los valores se toman con respecto. a u~a cierta probabilidad, entre más alta sea 

ésta, el valor del estadístiCo'será ·mayor, y por lo tanto se reduce la región de 
rechazo. Es decir, se determina qué tan alta es ·1a probabilidad de que ocurra 

un evento, y a partir de ésta discutir la naturaleza del suceso en cuanto a la 

posibilidad de ocurrencia de éste, bajo las hipótesis de los sucesos. 
A continuación se expondrá la manera en que se calcula la probabilidad de, 

que el valor Dm,n sea mayor o igual a un valor observado empíricamente: 

P(Dm,n ;::::: d) donde d = máxJSm(x) - Sn(x)J. 
X 

Primero se colocan los elementos de la muestra observada de manera cre-
ciente en magnitud. Esto se puede observar como una trayectoria ·en JR2 que 

comienza en el origen y termina en el punto (m,n). Esta es también una manera 
de exhibir las distribuciones de las variables li.leatorias¡ los tramos licirizontales 

de la trayectoria representan la distribución de una variable áieatoria, y los 

tramos verticales de la trayectoria a la distribución de la otra variable. Por 

ejemplo, si los valores de las variables aleatorias están ordenados con la secuen

cia x y y x y x x x y y entonces, esto se puede _observar de la siguiente manera 
con la gráfica que se presenta a continuación: 

.. 
Los valores de mSm(x) y nS,:.(x) son las coordenadas de los puntos (u, v) 
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en la trayectoria con u, v E Z; Entonces d es el máximo de las diferencias 

\;1;¡ - ;il = \nu - mv\/mn. . 
Si se observa ahora la recta que une al punto (O,O)}on (m,n) (que en este 

caso es (5, 5)) cuya ecuación es nx - my =.0. se puede observar que la distancia 
vertical entre (u, v), que se encuentra sobrela tray~ctoria descrita, a la recta es: 
\v- ~I .. . . . .. . .... 

Por lo ·tanto, nd es la distancia mayor de.la diagónal a la trayectoria. Esto 
es puesto q~e: · ·. · .;< .C '.' · · ' •\ 

~; j ~1:~~l0.:ufn;¿~v1 ~ 1 ;_; ___ ~1 ~~l~i'.~'¡..[.;¡ z.;>'''<v ·.'. .·;X·····. · .. 
En este caso el punto sobre la trayectOriá.má.s~.ah:ijado, de)a diagonal es el 

punto._ es. 3) ;_· d~d~nd.~ res~1 ta q~~/í ~ ~·}~([ii(0~t~,;5¡;¡·::~~~~;;,x:J¡•::;m:'.ff>F >;·¿ e• i •·· : 
-Lo•importante_de observar aqúí, y:1ó·que~le'da•laJrazónaLestádístico/es lo. 

siguiente .. El nú~er~ totru de:c~mbiíiaciÓrle~?4k~~i~t~?aú;;ci~~_i·~ri l~ q'ue' 

~i*~;~~~~~~lfl0~~:111~~~ 
trayectorias ~ales. que. tienen:·:puntós''a'une>i:listan~ia,de!Ja'.diágónal ,méiiéir 8.:d .. 

dividido eritre el ri~m~r() t,~t~,'~~j~ra,Y,~c'.~?,ri~.:É_~:d;·~,if2(t;;)'.~if¡;(;t!'.;'._;E:\<;' ., · 
· Ahora, se construye unayécfridad ahededor•.de_la diag0nal'c()Í.1'l°:s plintos 

:~:i~~::a~~::n(~~-6~~J~i~:f 1f 6tfi'tiit~J!á~ea·A~A-~::ll~~~~i'~?j~~f Jct~~i~ 
Entonces la p~obabil(dad .que se b~séae~;. . ... .. , .. , .·. . .. . .... · .. 
P(Dm,n <::d) ,;;.{ .... ?cv';;.,n•<:.<A"=1~ .. t.:-:.·:.·)··•<J ,:/;: •. ,.:: >··· 
Am,n se puede calcular ~Ón una: fórmula rec~~siva ..::sobre los 'pu~tos ~~nc~or" ' 

denadas enteras (u, v) ui~ E.~ de la sÍg~iente m~erá: Au,v ::Au~í.,,,+Ati,'v,-1 
. con las condicion~s par~ los J>li:ntosen la-fro~te~a de que Ao,v =Áu:,o ::01 ... · 
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Es decir, Au,v es Ja suma de Jos valores en las intersecciones donde el punto 
anterior de Ja trayectoria pudo haber estado antes de llegar al punto (u, v) sin 
salir del área delimitada. 

s /27 11:1 11111 

4 ,9' 27 54 11:1 

3 3 
I/ 

9 18' 27 /1 2/' 
3 e 91/ 

1 2 l/ 
o 2 X J 4 s 

En el caso del ejemplo; hay dos trayectoriasdistintas para llegar al punto 
(1, 1), por Jo tanto A~,1 = 2. Para obs~niar có~~funciona la fórmula rec~rrente, 
mencionada~e eXpondrá por qué Á} 1 = 2(105 vértices con entradas enteras 
anteriores>~! (1,1) soIÍ (l,O) y:(o,1} -:-:~ori k1s únicos en el área deliníitada
donde en cada uno'de elios Ai;';,n váie1 p~e~ son elementos de la frontera donde 
se cumple !Él condició~: En,tcihces, es fácil observar que A2,2 = 6, y por últiino; 
haciendo las cueU:tas a p~~tfr de los vértices en el área q~e le preceden;, : 

.. -:1. 
'A5,5 =,162. , : ,,, ,, . ·.·.. .. . : :::':~':,:>.:::.;:\·.c.: 
Por lo, tanto Au V. es la suma de los valores en los puntos con en~~adE!Sentéras '•, 

sobre los que pasó '1a tra~ectoriá'manteÍiiéndose en la ve~h~d~d'd';;'í~:d.f~go,nal:, 
Como se mencionó, en este caso ri-d = 10 (d = 2, n = 5) y A5,5 ,;;; ia2: .· .. 

Entonces'. P(D4,6·2: 2)= 1- (~~) = ~ = .64286 · · · ., 

Lo anteriormente expúesto es una manera muy simple de mostrar el. razon
amiento de Ja prueba estadística. Sin embargo, si el número de eventos es:múy 
grande resulta muy complicado calcular la probabilidad de que las trayecto~ias 
-que represeU:tan a las distrinuciones- se encuentren relativamente cerca .. Al 
respecto Smirnov demostró que 

lim P( ~Dmn$d)=L(d)=l-2~(-l)i-le-2i2 d2 
m,n-oo V m+n ' i~ 
con la restricción de que ~ se mantuviera con un valor constante al tomar.' 

el límite. El límite permite hacer los cálculos para números de eventos grandes. , 

La restricción sobre la proporción entre los eventos es debido a una proba
bilidad inicial sobre ellos. Por ejemplo, al tirar monedas al aire la probabilidad ' 

de que esta caiga con una cara o la otra hacia arriba es~; si no se,mantu,;iera 
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tal probabilidad o la proporción en la que resulta cada cara se podría pensar 
que dicha moneda está cargada hacia una cara. Lo ·mismo sucede c_onJos dados_ 
como un segundo ejemplo; en este caso la probabilidad por cada_ valor es de

0

UÍI.. 

~si el dado es de seis caras(~ si tienen caras). . . d·O .( : 
A partir de éstas probabilidades de que ocurra un fenÓme~o, se' obtienen l~s ... 

valores del estadístico (tablas) con los que se comparan í~~ result~d~i;<l~'~iín;,;. 
-;, .:·--:':, .. í. 

muestra. . . . .o:". -~ , . : ·.:·.',: ,_::\····.:,'.,-·;>;·:(¡ ><··: 
Para analizar e interpretar los resultados de los experimentos se utü1zó ésta 

prueba estadística. Esto se realizó en todas las fa.5esºcÍel exp~rim~~ito;:'és 'd~cir; 
en cada una de las pruebas piloto que ayudaron ~l cll~efio>final de ia ~~úeb~ ·~¡ 
igual que en la prueba final: 
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3 Resultados 

3.1 Experimento Inicial 

El interés en este primer experimento giró alrededor de la comprensión de_ un 

grupo; para esto se hizo uso del concepto de isomorfismo de grupos. Se apli~ 
caron dos pruebas equivalentes bajo isomorfismo. Las pruebas constaban de dos 
partes, una sobre el grupo de simetrías y otra sobre el grupo de permiit'aciones; 
las preguntas en cada prueba eran equivalentes bajo el isomorfismo entre.· estos 

dos grupos. La diferencia entre las pruebas fue el orden en el que se presen~ 
taren los grupos. Entonces; para analizar la comprensión del grupo se comparó 

la manera de resolver la prueba respecto a cada_ grupo, en función de si fue el 

primer o segundo grupo expuesto. También se analizó si el orden en el que se 
presentaban los estímulos influía en la manera de resolver la prueb.a en general 
-es decir, independientemente del grupo del que se tr'atara. Se diseñaron cuatro 

pruebas distintas; las características de éstas se describen a continuación: 
(i) Exhibición de los elementos del grupo en orden semi-aleatorio (todos se 

examinaban la misma cantidad de veces) durante toda la prueba; 

(ii) Durante la primera mitad se exhibían por bloques cada una de las trans

formaciones, y durante la segunda mitad se examinan todas en orden aleatorio; 

(iii) Durante las primeras tres cuartas partes se exhibían por bioques cada 

una de las transformaciones, y durante la última parte se examinan todas _en 
orden aleatorio; 

(iv) Durante toda la prueba se exhibían por bloques cada una de las transfor

maciones; ya no había un bloque en el que se examinaran de manem aleatoria. 

Aunque la manera de exhibir los elementos del grupo en las cuatro pruebas. 
fueron esencialmente distintas en cuanto al orden. Las preguntas eran idénticas 

en todos los casos -es decir, tenían los mismos estímulos y las ~ismas op~iofies 
de respuesta-; la única diferencia radicó entonces en el orden. en _el·_ q~e eran 

examinadas. De esta manera se trató de hacer todas las pruebas eq~l~·iil~ntes. . 

Para evitar que los sujetos pensaran que las respuestas cC>rre~fas;~o;~es-' 
pendían a las figuras en función de la posición en la que.a.p~recfa se e~·i'tó que' la . 

respuesta correcta estuYiera en la misma posición máS de dos ve~~s conseéuti~. 
La prueb~ respectiva a la exarninación de.reactivos de una sóla tiali.sr6~ma

ción estaba coi1stituída por 64 preguntiis, 16 por cada una de las, transfo~m~~ 
ciones elegidas. · 
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En cuanto a la composición de transformaciones; se diseño una prueba única 
de 32 preguntas. Entonces, Ja única diferencia que habría entre las pruebas 
de composición sería la prueba con Ja que aprenden. Jo que cada una de las 

transformaciones por sí misma hace. 
En todas las pruebas -las de una sóla transformación y las de composición:.,. 

se analizó sólamente la última cuarta parte de la prueba ~n.la cual ya n:osé 
Je indicaba al sujeto si había contestado de manera correct~ o iriéo~reéta. Pá.ra 

todas, excepto para la de la forma (iv), la última cuartap~~t~ ~ra'idéntié~. En 
las pruebas de Ja forma (iv) se tomaba el conjunto equivrueÍite"a és.ta, .La ·r~óri 
para analizar sólamente esta parte es que en ésta ya debieiii est'a~fuiid~~erit'ado 

' ', . '. . '. ' ~ . , 

un aprendizaje después de haber recibido todos los estímulos correspondientes 

(o equivalentes) a las primeras terceras cuartas partes::f>ru:li l~s pru~ba.5 sobre 
Ja composición se analizó Ja segunda parte, donde tamp~co se les indicaba si 

habían respondido de manera correcta o no. 

La hipótesis nula respectiva al experimento es que las distribuciones empíri

cas de todas las pruebas son iguales a la distribución binomial p=!· 
Todas las pruebas se aplicaron en el Taller de Matemáticas de la Facultad 

de Ciencias de la UNAM a sujetos de ambos sexos entre 18 y 24 años de edad 

no zurdos. 

En las gráficas 1 - 8 se muestran los resultados obtenidos: 

o.co 

'l-+-S1A-"-S1B-+- bhonial p='\13-+<-S1C -o- sc1ol :. 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Ple9JrUs bien oartes'lada> 

Gráfica 1: Una sóla simetría, primer grupo 
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0123456789 

Preg.Jrbs bien oontesl.ada> 

Gráfica 2: Una sóla simetría, segundo grupo 

1ID 

OBJ 

,Ej OBJ 

~04J 
~-

O.:D 

OID 
o 2 3 4 5 6 

R'eg.rtasl:ien 00 teSad:ls 

7 8 

Gráfica 3: Composición de simetrías, primer grupo 
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l-+-52.A,' -~-S113' ...... l:il:rrap=1f3-t1-~· -+-S20'1 

jºSJ 
~ 0.4J-t----r-J'-r--· 

02)+--,,_-4'---·------------1 
.~A .. 

o.ro--~~~~-~-~---~~-~-..... 
o 23 4 56 78 

R'eg.rlasl:iEfl o:rteSa::a 

Gráfica 4: Composición de simetrías, segundo grupo 

J-~ PlA ..+- P18 _... l:in:rria p=l/3 -+- P1C ~~ P1D 1 

1:oo..-· ,_, --------,.:-=lb-a· 

080-+------+-~~~1--------~ 

·Ei 060-+-----lh

i 040--~~--~-~~~~~~-
¡:¡ 
020-+---~<--,··------------1 

000 
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 1314 15 16 

~asl:ienca1eaa:las 

Gráfica 5: Una sóla permutación, primer grupo 
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DSrlll.J::i eres ccrrpaa:Bs úll mi cl.S1a palte 

1-+- P1A' -•- P1B' _._ l:tmiel P"!.G->t-P1C' -+-P1D' 1 
1.00 ..----------r.-c:>.!:=;li 

080+------~~ 

·Ei 060 +------;.-o...,;-----------l 

~ 040-t----+
i::i 

020+---'.117'J o,.<-------------l 

000 .._,~~-,:e-'"". 
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112 1314 1516. 

Fng.Jiast:ien ca181ÍCIB3 

Gráfica 6: Una sóla permtuación, segundo grupo 

DSrlll.J::i eres Ccnpiira:las Utirra cl.Elta pcrte 

1.001--------:7.l=~r--a---¡:¡-, 

OB0+--------,..;=--,.,--,,_ ____ --1 

·6 060 +-------..;¡i¡=· 

~040-+----...-.'+->~---------1 i!!l 
020+--?"":,.;..:;-,.'------------l 

OOO+-'t"-._.,<:..,...--.---.----..---.--.,.-:~---1 

o 2 3 4 5 6 7 8 
Aaptast:iencaie!am 

Gráfica 7: Composición de permutaciones, primer grupo 
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Cl3ril:u:i eres CCl'l'Jlcra::las úti rm cta1a p:¡rte 

1--P2!1.' _,,_ ?:S' ...... l:t"orial P"1 f3 ---P2C' _,._ P:D' 1 
1.00 

080 

·6 060 

i 040 
¡:¡ 

020 

000 
o 2 3 4 5 . -6 7. 8. 

Gráfica 8: Composición de permutaciones, segundo grupo 

Las distintas pruebas fueron denotadas de_la siguiente manera: 
SlA - exhibición de manera aleatoria. (S-simetrías del cuadrado) 
SlB - e;,.:;hibición durante la primera mitad de bloques iterados de la misma 

transformación y la segunda mitad de manera aleatoria. 
SIC -exhibición durante lii.s primeras tres cuartas pªrtes en bloques iterados 

y la última cuarta parte de manera aleatoria. 

SlD -exhibición de_ las. transformacionesdurante toda la prueba de manera 
iterada~ 

Lo equivaleU:te para~l~ubgrupdd~permutaciones son las pruebas PlA; PlB, 
PlC y PlD .. ··· . . ~-:.};·,,?. :;, 

La comillá apare~e; C:ti:ii.u<lÓ.~i)gr\lPº examinado fue el segundo grupo ei'
puesto. Las prueb~· de ~b¡y;pÓsÍ~iÓn de transformaciones fueron idénticas; para 
diferenciar el tipo de ;ru~b~ é!Ü.k·'~e ántecedía -para estudiar si la forma de ex
hibir a los elementos del grupo influía o no en la percepción- el único cambio en 
el nombre de la pruebaes.el dígito. Es decir, si el sujeto había resulto la prueba 
SlA, entonces a la prueba .. sobre composición de simetrías se le llamaba S2A. 

Los resultados de la segunda mitad de cada prueba se compararon con una. 
distribución binomial con probabilidad un tercio para analizar al igual que en la 

primera si la manera de resolver los sujetos las pruebas era distinta a la aleato

ria. Se decidió hacer sólamente el análisis en la segunda mitad para analizar . 
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el aprendizaje y no permitir que la casualidad de respuestas correctas al prin
cipio de la prueba pudiera afectar Jos resultados que respaldaran un posible 
aprendizaje cuando no lo hubiera. 

Para tomar el valor respectivo del estadístico a la prueba se fomó el número 
de eventos posibles -17, pues también se toma en cuenta que nci conteste ninguna 
correcta-, y el valor correspondiente al 0.95 cuantil -i.e. se b{.¡~có un.a confianza 
del 95%- para una prueba de dos colas, debido a que sólo se busca analizar si 
las distribuciones son distintas. 

El valor del estadístico Kolmogorov-Smirnov correspondiente a una prueba 
con 17 posibles eventos, y con una probabilidad del 95% de confianza -tomado 
de la tabla del estadístico del libro Practica/ Nonparametric Statistics; Conover, 

W.J., 1993- es de {:¡ = O. 411 76. Éste es un valor -de las diferencias entre las 
distribuciones empíricas y la aleatoria- que no r~basa.ninguno de las pruebas de 
una sola caja. El valor correspondiente a las pruebas de dos cajas -9 posibles 

eventos, probabilidad 953- es de ~ = . 555 56. tste también es un valor que 
ninguna prueba rebasa en cuanto a la diferencia entre su distribución empírica 
y la distribución binomial p=!: 

SlA 0.11 PlA ' 0.10 
SlB 0.08 PlB ' 0;19. 
SIC 0.25 PlC' . 0.26 
SlD 0.24 . PlD '. 0.25 
PlA . 0.25: .. SlA '/ .. 0.06 
PlB . 0.21: ·- SlB ·'· ;(J:Io 
Pie .... o,1r,,;s1c '.'·0.15• 
PlD 0.28> SlD ~ ) 0.29 

para la composición: . 
S2A 0.14 :o: P2A •.': · 0.36 -·. 
S2B 0.21;';'Y2B ·~-· ·.·: 0.15 
S2C 0.36 c. P2C' 0.25 
S2D . 0.23; : P2D ' .• 0.14 
P2A 0.27 S2A' 0.16 
P2B 0.27 S2B ' 0.27 
P2C 0.12 S2C' 0.16 
P2D 0.23 S2D ' 0.19 

Vale la pena, observar que nadie fue capaz de declarar verbalmente lo -que 

hacían las cajas. Con base a los resultados obtenidos se acepta la hipótesis nula, 
es decir que no hubo aprendizaje alguno, en ninguna de las pruebas. 

Éstos resultados demuestran lo complicado que es el concepto; y en general 
también demuestran que si importa la forma en que es examinado, ésto es en 

cuanto a si se muestran por bloques o de manera aleatoria. Hay algunos de~ 
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talles a observar al respecto de éstos resultados, pues son varios los factores que 
pudieron haber intervenido sobre ellos. A continuación se mencionan algunos 
que se consideran fundamentales: 

-La poca agilidad de mover el 'mouse' debido al programa ·en el que se 

compilaron las pruebas, . . . · , . ·. . 
-La cantidad de reactivos y de estímulos -había una: figura distinta por cada 

reactivo, . 
-La duración de la prueba -duraba 20 minutos. 
Se pensó entonces que se debían de hacer cambios par~ miÜgar la influencia 

de tales factores. 
El primer cambio que se hizo a este primer experimentó fue cambiar Ja 

manera de constetar los reactivos. Se realizó uná'pr'ueba en la que Jos sujetos 

fueron capaces de resolver los reactivos con el teclado. En vez de elegir haciendo 

'click', los sujetos podían escoger con las teclas '1'_, '2' y '3' si la respuesta que 

se escogía era la 'izquierda', 'centro' ó 'derecha'. Al igual que con el mouse, si al 
sujeto le daba tiempo podía cambiar la respuesta apretando la tecla equivalente 

a su nueva .elección. Esto agilizó la elección de las respuestas, sin embargo no 

fue suficiente, las respuestas se distribuyeron de manera similar a las del primer 

experimento. Esta manera de resolver Ja prueba indicó que gran parte de la 
dificultad de la prueba radicó en la cantidad de estímulos. Fue necesario reducir 

el número de estímulos para que el sujeto no distrajera su atención de la acción 
de las cajas sobre los estímulos. 

3.2 Experimento Final 

Se decidió restringir la prueba a sólo un grupo para evitar confusiones, se eligió 

a D4 como grupo a exhibir pensando en la sutilidad que éste puede tener para 

ser expuesto escogiendo bien las figuras .con las. que se exhibía la acción. Se 

redujo el número de reactivos por elemento del g'rupo a exhibir al igual que el 

orden. Ahora habría pruebas exclusivas para c_ada elemento del grupo. Es decir, 

habría partes de la prueba que examinaran; por un tramo sólamente, la acción 
de un elemento del grupo. 

Se consideró solamente a una figur~ co~ la cual mostrar la acción de los ele

mentos de D4 escogidos, la figura elegida fue la letra F. Sin embargo, para evitar 

que los sujetos pensarán que la respuesta es siempre la misma y no tomaran en · 

cuenta Ja dependencia de la respuesta en función del color de Ja caja, se con

sideraron como estímulos también a las imágenes de la figura F bajo todas las 
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simetrías en D4. También, en Jos primeros 12 reactivos de cada prueba Ja figura 
era siempre Ja F -sin ninguna alteración- para propiciar Ja comprensión de la 
simetría respectiva. En los reactiYos siguientes la F no siempre entraba tal cual, 

a veces entraba girada o reflejada. , :. , 
El hacer Ja prueba por bloques de elementos hizo necesario averiguar si el 

orden de presentar a dichos elementos influye en la mane~a d~ ~·esoiv;;rfaprl.ieb'8:;'. · · 
Para analizar esto se realizó una prueba -de 40 reáctiv~~.:-' en Íf'qU°e ~~IÓ ~~: 
examinaran dos simetrías, Ja mitad de la población resol'veria e~·u.~.O,~<l~D''daéic:i. 
la prueba, y Ja otra mitad Ja resolvería en el orden inverso .. Entonces;''ii!'> sólo se 

analizaría la diferencia entre la distribución empírica: de cada 'una d~ l~i>~~ébas 
en función de la simetría y Ja distribución binomial, sino que también se· haría 

un aná,lisis entre pruebas de la misma simetría ~ara averiguar si el. ordenen el 
que se exhiben influye en Ja manera en la que se responden las pruebas. 

Las simetrías elegidas fueron la rotación de 90º ( <P) y la reflexión diagonal 
1 
/' (pd); se escogieron éstas por el interés de examinar si la rotación influía dé 

manera positiva en Ja manera de resolver los reactivos respectivos ~ la ;efl~ón 
mencionada, que es una simetría poco usual. .: 

La hipótesis nula al respecto de este segundo experimento es la misma que 

en la anterior: las distribuciones· empíricas de ambas partes de las pruebas 

respectivas son iguales a ladistribución aleatoria¡ ·y además, las 'distribuciones 

empíricas respectivas a las. pruebas sobre la misma simetría tomadas por pares 

son también iguales. . 
La prueba se aplicó e1i el Táller de Matemáticas de la Facultad de Ciencias 

de la UNA:tvI a 14 alumnos. de a~bos sexos entre 18 y 24 años de edad, no 

zurdos. La decisión sobre cual era la primer simetría examinada fue aleatoria; 
este orden fue decidido antes de aplicar todas las pruebas a los sujetos. En la 

figura 9 se presentan las gráficas de los resultados de la primera prueba piloto: 
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Gráfica 9: Distribución ref '/' vs. 

En e5te caso la leyenda de la gráfica es la siguiente:<;:~}· 
ref / - la prueba de Pd• siendo la primer simet~ía' ~p~est!Í.~; . 
reí/ ' - la prueba de Pd• siendo la segunda slmédí~~~pue~ta/ · . . - ' . . . ;.-:·. 1:·. , .. ·: ··f- _,: ~ .,_._ '·. :_ .. J ;J 

rot90º - la prueba de <P, siendo la primer simetría' ex¡:iue5ta; : · -
rot 90° ' .:... la prueba de t/J, siendo la segunda sim~tfia''~Jipúest~. . 

Binomial p=~ - la distribución binomial c,cm ·~ro~~liW~~d.'un· tercio. 
· De la gráfica anterior son claras dos éosas; la primera· e'S. qhe l~í'sinípiifü::ación 

de la prueba al exhibir sólo 8 figuras, se refl~jó e~ ,q~e lo~ s~j~tc:ls tuviernn 
más respuestas correctas que en el expérimento ~teri~r;, la segmida ~s que sé 
demuestra que· el orden en el que se. presentan'. l~ simet;iiiii' e5 :~Íl.',fa~tiJJ:·de .. · 

importancia significativa. Aho~;~~ analiza tcida•l!Í. p;~eba,y~ Ii-;~Ó~cÚe'.\liÚ~aL 
cuarta· parte. En este caso. el valor· del est~dísÜco .KoÍinog~r~~,S~l~~~ p~~~ .·· 
una p~ueba de 4l. p~si?le8: event~~ a:!·, 95')1a d~ probabi,lida~ e~'.~~{~;~~::¡~~ef ~~'.·• .. 
Las diferencias entre las distribuciones .,;..éon respecto a la: distribuéión'íi.Jeateria:..:· 
arrojadas'po~:1a:.prÚeb~00 SOn las sig~Íentes: ·.. ' ~ ,_ :,, ':<-" '. ; ' ... 

~~~lº~.rn:~~l'Sl,·t~iiiRº;·;F·;g:~~~ < .. ·· · .. · ····· ···- :· -.. ·. ·. · 
Los re~~Ü.~dos'''sbn.~asf~t~·,intere~antes pues muestran que el orden en el 

que se .eXhib~n'Í~·:~iin~ÚÍ~infl~y~ en la percepción de las mismas. Esto se 
observa a· ·~~rti; d~l }{~~i1Ó:de qu~:la'~ri~era vez que se exhibe cada simetría, la 
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diferencia de sus respectivas distribuciones empíricas con respecto a la distribu
ción binomial no rebasan el valor del estadístico; sin embargo, en las pruebas 
respectivas a cuando son expuestas como segunda simetría exhibida; los val-· 
ores arrojados por la prueba, claramente, rebasan el valor del estadístico por 
Jo que se rechaza Ja hipótesis nula y se acepta Ja hipótesis alternativa de que 
las distribuciones son distintas. Lo cual significa que hubo un aprendizaje que -
incentivó un mejor desenvolvimento en la resolución de la segutida parte de la 

prueba. . . . 
Ahora, las diferencias entre las pruebas de la misma simetría con respecto· 

al orden en el que fue expuesta fueron las siguientes: 
rotDOº vs. rotDOº ' 0.571 
ref / vs. ref / ' 0.286 

Con el mismo valor para el estadístico, se obtiene claramente que para </> 

-rotación de 90°- influyó el orden en el que l~' si~etrías fueron expuestas. 

Para Pd -Ja reflexión diagonal- Ja diferencia noresult6ser significa,tiva, pero si 
hubo un mejor desenvolvimiento en la resolución de Jos reactivos al haber sido 
expuesta primero la rotación. . _ .. 

Por 1() tru;to se puede afirmar que el orden en el que se presentan las simetrías 
influye en el desempeño de Jos sujetos al resolver las prueba.S. ; 

En cuanto a !!l. declaración verbal de lo comprendido, ~irig\.iri ~\ljet() f\le ~a paz 
.de resolver laspreguntas de forma correcta. Un par d¿ sujetos córitesti;ori que 
dentro de la caja respectiva a la reflexión sucedían dos transf()~ffi~~ioii~s,. pero· 

' . - ··,,. , ... 

no sabían deci~ cuáles precisamente: .. , ;: 

A. partir de' 1os resu1tadosde éste experimento pilota r~sp'eét()"~1 ord~n. se 

hicié~on losúlthnos cambios. ,•:En e~tei experimento se CClnsicleró el siguiente 
orden para prese~tii~ la.S cúatr() simetrías ~n pr\léb~ de 2s reactivo~ cada una
: primero.· la Identidad-~>-~; luegÓ,la rot~ción d~-· 90° · - </J; ··posteriormente la 

reflexión ~~rtih"al .5Pvi ;). p°ór ~lti~ó·J~ r~flexión diagonal - Pd· Se escogió la 
Identidad ~ prin~lpio pará'.~~e-~i ~hjetofuera capaz de comprender la dinámica 
de la pruel)~ prC>ntC> -e5 cÍecir, que entienda cómo debe realizar la elección-; el 
orden clelaro,tación y la ~eflexiónvertic~l se determinó así, pensando que el 
ser expuestas en ese orden ayudaría a resolver de manera satisfactoria la prueba 
relativa a la reflexión diagonal, qúe es la simetría que es composición ~n ése 
orden- de la rotación y reflexión vertical. 

Se retomó el interés por e~ti:;dia~la_ c~mprensión de la ~omposicicSI1 dé, ele

mentos del grupo; para esto ~e aplicó l~ categorización hech~ e~ ele~pe~imentC> 1 
. . . . ~ . . ' . . . . ' ' .,, .. ' - . ,. ' ' '. 

respecto al tipo de_ componentes .::Cs decir/composición conel'rieútro;'p'otencias· 
. .. . .·.: . . . . . . -- , :~,;;. -· .. . " 
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y composiciones distintas a las otras dos categorías anteriores. Éstas pruebas 
de composición constaron de 20 reactivos·rcada una; para el análsis sólo se con-. 
taron los últimos 16 para evitar que el descontrol de observar por primera vez 
una composición tuviera algún efecto sobre los resultados. También se diseñaron 
unas pruebas cortas que hicieran la función de recordatorios sobre la acción de 
cada elemento del grupo. Éstas constaban de 8 reactivos, donde aparecía cada 

una de las simetrías escogidas orginalmente, dos veces. 
Este último tipo de pruebas se aplicarían al finalizar la parte de la prueba 

respectiva a la acción de un sólo elemento, y entre cada una de las pruebas sobre 

composición de elementos, con la intención de que sirvan a mejorar la resolución 
. de las preguntas respectivas a las composiciones de elementos del grupo. 

El orden en que se mostraron las distintas categorías hechas sobre composi-
.. . . ~. 

ción de elementos fue el siguiente: 

(i) Composición con el neutro; .. 
(ii) Potencias de los elementos del grupo; 
(iii) Composición de elementos que no cu'mplén con las características de las· 

anteriores; y por último : ·· · ·, . -< ' .·: . . 
(iv) Elementos de las categorías anteriores en la misma proporción -es decir, 

dos de cada una. 

La elección del orden fue hecha así, para emular el orden escogido y disc):ltido 

sobre la acción de un sólo elemento. Por eso se comienza con los que .tienen 
que ver con el neutro (Identidad) y se termina con los· elementos que.rio·:~~tÍl.n'. 
relacionados entre sí -en cuanto a que sean ellos mismos, ni que tengan'aigo qh~ .. · 

ver con el neutro; que debieran ser las composiciones más complicadas'p6rjí~ 
. ·,~'l.', 

poder hacer una relación entre los componentes fácilmente. ···Y,·::''}: · ·· 

También se amplió la población experimental aplicando la prueba:·hc{~óJ() 
en el Taller de Matemáticas de la Facultad de Ciencias de la UNAÚ, :siri~"qué 
también en el Centro de Enseñanza de Lenguas Extranjeras de la UNA!IÍ.' Los 

sujetos experimentales fueron personas de ambos sexos, entre .18 y 24 años· de 

edad, no zurdos. 

Los análisis fueron ento~ces, los respectivos a cada prueba dependiendo de 
la simetría. También interesó discutir al respecto de la locación. donde se realizó· 

cada prueba; por h:i t~nto, se realizó también el análisis estadístico respecto a 

las mismas.pruebas en locaciones distintas. En_ todos los casos, la hipótesis nula 

es que las distribución empíricas de las pruebas y la distribución binomial son 

iguales. 
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Gráfica 10: Una sóla simetría, F. Ciencias 
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Gráfica 11: Composición simetrías, F. Ciencias 
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Gráfica 12: Pruebas int.ermedias, F. Cienci!IS 

La terminología en las gáficas 10 - 12 es la siguiente: 
Para las pruebas de una sóla transformación la leyenda es evidente, de éstas 

pruebas la última es INTl que consiste de 8 reactivos combinados de las cuatro 

simetrías, distribuidas de manera aleatoria y equitativa -2 veces cada una. 

INT2, INT3, INT4 - bloques intermedios con todas. las simetrías. 

·Para lás pruebas de composición de transformaciones la leyeda es también 

evidente. 

El análisis sobre el aprendizaje en las pruebas aplicadas en el Taller de 
Mate1náticas ·de la Facultad de Cienicas arrojaron los siguientes resultados, en 

cuanto a la diferencia entre las distribucio~es empíricas y la binomial: 
Identidad 0.978' . 
Rotación 90° 0.650 : 
Reflexión vertical 0.978 
Reflexión diagonal 0.378 
Composición con neutro 0:147 
Potencias 0.484 
Composiciones restantes 0.239 
Composiciones combinadas 0.273 
Intermedio 1 0.312 
Intermedio 2 0.341 
Intermedio 3 0.441 
Intermedio 4 0.341 

50 



El valor del estadístico respectivo para una prueba de dos colas con 29 even

tos, al 953, es ~ = . 344 83; por lo que para· todas las pruebas de una. caja la. 

hipótesis nula debe ser rechazada y se obtiene que las distribuciones son distin

tas a la distribución binomial; y por lo tanto se afirma que en tales pruebas se 

da un aprendizaje. 

El valor del estadístico respectivo para una prueba de deis colas con 17 even

tos, al 953,. es f.t = . 411 76; en este caso Ja única prueba que arroja un valor 

que rebasa al estadístico es la prueba de composición de potencias. Entonces, 

sólo se puede afirmar que hay un aprendizaje en la percepción de la potencia de 

las simetrías escogidas. Para las restantes no hay aprendizaje. 

El valor del estadístico respectivo para una prueba de dos colas con 9 eventos, 

al 95%, es ~ = . 555 56; en ninguna de las pruebas intermedia se puede :afir~ar .· 
que haya un aprendizaje pues los valores arrojados por Ja prueba no superan al 

estadístico. 

El análisis respectivo a la prueba aplicada en el Centro de E~señánza' de 

Lenguas Extranjeras de la UNAM es el siguiente: 

To::B la ¡:rubap::rsrmnasenCEE 

1--~. Bralial p=1tl -t- Hnm:l --rtt g(l' _,._ "11 1' -;- "11'1 I 

o 2 4 6 81012141618'.JJ2224:<EJ3 

Gráfica 13: Una sóla simetría, CELE 
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Gráfica 14: Composición simetrías, CELE 
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Gráfica 15: Pruebas intermedias, CELE 
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Identidad 0.800 
Rotación 90° 0.336 
Reflexión vertical 0.509 
Reflexión diagonal 0.143 
Composición con neutro 0.163 
Potencias _·,o.537 
Composiciones restantes · ·-o.166 
Composiciones combinadas · 0;237 
Intermedio 1 · · . 0.131 
Intermedio 2 · ·0.158 
Intermedio 3 0.268 
Intermedio 4 0.068 

El valor del estadístico respectivo para una prueba de dos colas con 29 even-

tos, al 95%, es ~ ,,,; . 344 83; entonces se obtiene que 'para' las pruebas de la 

Identidad y Pv Ja· Í1ipótesis nula debe ser rechazada: Por Jotanto, en éstas dos 
pruebas se puede sosterier que si hay un ~prendÍzaJe; pues Jos sujetos contestan 

correctamente más allá de la probabilidad. 
El valor del estadístico respectivo para una prueba de dos colas con 17 even

tos, al 95%, es f.¡ = . 411 76; en este caso, al igual que en la Facultad de 

Ciencias, la única prueba que arroja un valor que rebasa al valor del estadístico 
es· la prueba de composición de potencia5. Entonces sólo se puede afirmar que 

hay un aprendizaje en la percepción de la potencias de las simetrías escogidas. 

El valor del estadístico respectivo para una prueba de dos colas con 9 eventos, 

al 95%, es ~ = . 555 56; entonces en ninguna de las pruel?as intermedias se puede 

afirmar que haya un aprendizaje .. 

Ahora, en las gráficas restantes/se muestra la comparación de las distribu
ciones empíricas en función de las focaciones-, t~bién se muestran las dist~ibu
ciones binomiales respecth·as corno referencia. 
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Gráfica 16: Identidad, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 17: Rot 90°, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 18: Ref 'I', CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 19: Ref '/', CELE vs. F. Ciencias 
.. 

Los resultados arrojados por las pruebas de una sola simetría son los si-
guientes: 
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Identidad 0.400 
Rotación 90º 0.500 
Reflexión vertical 0.800 
Reflexión diagonal 0.400 

El valor respectivo del estadístico (29 eventos al 95%) es ~ = . 344 83, que 
es un valor que todas las pruebas, claramente, rebasan. Por lo tanto se afirma 
que existe una diferencia entre las distribuciones en función de la locación, todas 

a favor de la Facultad de Ciencias. 
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·q 
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o 1 2 3 

Gráfica 20: Composición con neutro, CELE vs. F .. Ciencias 
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Gráfica 21: Potencias, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 22: Composiciones restantes, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 23: Composiciones varias; CELE vs. F.,'Cie,~ci~ 
- - ;-e~ :~.'. ~:··-_::::~l.<.-,:/:: . . . ."; . 

Los resultados arrojados por las prueb~ sobre comp~sic:iÓ~:de simetrías son 
los siguientes: 

Composición con neutro 0.300 
Potencias 0.200 
Composiciones restantes 0.300 
Composiciones combinadas 0.200 

El valor respectivo del estadístico (17 eventos al 95%) es de {:¡ = . 41176, 
que es un valor que ninguna de las pruebas rebasa. Por lo tanto no existe una 
diferencia entre las distribuciones en función de la locación. 
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Gráfica 25: Intermedio 2, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 26: Intermedio 3, CELE vs. F. Ciencias 
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Gráfica 27: ·Intermedio 4, CELE ,;s, F~ di~n~i:is:;·, 
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Los resultados arrojad()S por las pruebas intermedias son': los siguientes: 

~~i:~::~:~; ;g:~gg¡~ >: .. ·. . ' . '.: . ;, ' '' .•, 
Intermedio 3 0:500/ 
Intermedi.o 4 ' 0.400 
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El valor respectivo del estadístico (9 eventos al 95%) es de ~ = . 555 56, 

qu.e es un valor que ninguna de l~s •,Jruebas rebasa. Por lo tanto no existe una 

diferencia entre las distribuciones en función de la locación. 

En cuanto a la posibilidad de declarar· verbalmente sobre los conceptos que 

fueron examinados en el Cent.ro de Enseñanza de Lenguas Extranjeras nadie 

fue capaz de declarar de manera correcta lo que las cajas, distintas a la de la 

Identidad, hacían. Los resultado.s dan la impresión de que los sujetos son capaces 

de comprender a la Identidad por sí misma, pero no son capaces de llevar esta 

comprensión a la interacción de ésta con las demás simetrías. 

En la Facultad de Ciencias, los sujetos pudieron, todos, declarar lo que hacía 

la Identidad; algunos pudieron declarar otras; pero nadie fue capaz de .explicar 

lo que 1!1 caja relacionada con Pd hacía. 

En ninguna de las dos locaciones, las respuestas a las preguntas respecto á 
la composición fueron satisfactorias. 
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4 Conclusiones 

Como fue mencionado anteriormente, el interés del experimento fue analizar la 
existencia de un aprendizaje del tipo implícito del concepto de grupo. Para 
el diseño de las pruebas se utilizaron algunas de sus propiedades algebraicas, 

como el isomorfismo. Sin embargo, no bastó con este concepto para exhibir un 
grupo de manera satisfactoria; una razón por la que se cree que la exhibición 
fue infructuosa es el hecho de no haber tenido un orden explícito dentro de los 

reactivos. De la misma manera se puede concluir que la cantidad de reactivos 
dentro de Ja prueba es un factor de fatiga que influye en la resolución de Ja 
prueba por parte de los sujetos. Otro factor influyente en la percepción de D4 

-el grupo de simetrías del cuadrado- fue, sin duda, el hecho de que e11 cada 
reactivo aparecía un estímulo distinto con el que se mostraban las simetrías. 

Se realizaron entonces tres cambios en el diseño. Primero, respecto al grupo 

a exhibir, ya no se exhibieron un par de grupos isomorfos, sino que se estudió 
solamente Ja comprensión de D4. Segundo, se disminuyeron los estímulos en 

cada reactivo, presentándose sólamente ocho estímulos distintos para todas las 

simetrías-, y tercero, el orden de exhibición de Jos elementos del grupo. 

En cuanto a esto último, al hacer Jos cambios en el orden pertinente; se 
estudió si la exposición de otras propiedades de los grupos -como la cerradura

ayuda a la comprensión de los elementos. Es decir, los cambios en el orden 

permitieron analizar si la e.xhibición de dos elementos cuya composición es un 

tercero es tal que incenth·a la manera de resolver el reactivo correspondiente al 

resultado de la _composición. 

Para estudiar la posibilidad de un aprendizaje al respecto, s_e exhibieron a 

los elementos_ én distinto orden en un par de pruebas; en dicho experimento 

se. examinó a la simetría a y luego a la simetría b, y en la otra en el sentido 

inverso. Se obtuvo que el orden en el que se presentan los reactivos muestra una 
respuesta significativamente diferente. 

Es decir, los resultados con respecto a cada simetría son mejores cuando ésta 

es la segunda que es expuesta; para ambas simetrías elegidas, la _diferencia con 

respecto a la binomial es significativa. Sin embargo, una de ellas no mostró una 
mejoría significath-a al hacer la comparación de ella contra sí misma en función 

del orden en el que se exhibió. Pero esto pudo haber sido debido también a que 

se trató de una simetría que no es tan habitual -la reflexión sobre '/'. En la 

otra simetría sí hubo una mejora significativa en la manera de resolver la prueba 
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correspondiente. 
Este resultado es notable, pues se entie~:de entonces que los sujetos son 

capaces de ir construyendo una estructura algebraica que les permite resolver con 
mayor facilidad la prueba conforme ésta va avanzando. A partir de éste hecho se 
restructuró el orden de presentacíon de las simetrías elegidas. Se comenzó ahora 
con la simetría más simple para que los sujetos comprendieran la dinámica de 
la prueba; luego, las restantes fueron mostradas en el orden más pertinente, 
en cuanto a aprendizaje y a la manera en que se incentiva la comprensión por 
medio de la exhibición previa de otros elementos. 

Se eligió el orden siguiente: Ident.idad, Rotación de 90°, Reflexión vertical y 

Refiexión sobre la diagonal'/'. La reflexión sobre la diagonal'/' se colocó como 

último elemento por ser la simetría resultante de componer la segunda y tercera; 
además de ser considerada como la simetría menos usual de las elegidas. 

Tomando en cuenta la importancia d¡:l orden en la exhibición de l<;>s reactivos, 

se consideró lo equivalente en reactivos que examinaran la composición de las 
simetrías. Para hacer esto, se clasificaron los distintos tipos de composición de la 

siguiente manera: los que mostraran la composición con el elemento neutro; los 

que mostraran la potencia de cada elemento; y las que mostraran la composición 
de un par de elementos distintos, ninguno de ellos el neutro. De esta manera, 

se emulaó el orden de exhibición utilizado para mostrar sólamente un elemento. 

Se comenzó con pruebas que exhibieron las propiedades del neutro, se continuó 

entonces con las que examinan las potencias de los elefr1entos y, por último, se 

examinaron las combinaciones de la última clase. 

Las pruebas sobre composición fueron más cortas que las respectivas a cada 

elemento, pues no se quizo fatigar a los sujetos. Entre cada una de las partes que 

conformaron la prueba respectiva a la comp,osición se colocaron pequeños blo
ques de reactivos de una sóla simetría en los que se exhibían todas las simetrías 

elegidas de manera aleatoria. Esto se hizo con el interés de que el sujeto no 

olvidara lo que había aprendido en la prueba respectiva a una sola simetría. 

Sin embargo, se corrió el riesgo de que en éstas pruebas los sujetos perdieran la 

noción de. lo que hacía cada simetría por separado debido a que se exhibieron 
aleatoriamente. 

Las pruebas respectivas a estas últimas modificaciones se llevaron a c~bc:l'~n 
la Facultad de Ciencias de la UNAM, y en el Centro de Enseñanza d~ L~ng~~ . 
Extranjeras de la UNAM, para comparar los resultados end~s poblaciones <lis-· 

' . . . . .· ,~. .. . ~. - ,-. -'" . '. 

tintas. Los resultados respecto a la pruebas de una sola sirrieti:ía<en'l0. Facultad 

de Ciencias mostraron una diferencia significati"'.a con ~es~e~toaja.distribución: 

63 



binomial. En el Centro de Enseñanza de Lenguas Extranjeras, todas, excepto 
la rotación, y la reflexión sobre .. '/', exhibieron una diferencia significativa. Res
pecto a la diferencia de las distribuciones empíricas entre ambas locaciones, en 
todas las pruebas hubo una diferencia significativa a favor de la Facultad de 

Ciencias. 
En las pruebas sobre composición en ambas locaciones, la única en la que se 

exhibió una diferencia significativa entre la distribución empírica y la distribu

ción binomial, fue la prueba referida a potencias de los elementos del grupo. En 
las restantes, no hubo diferencias significativas en ninguna de las dos locaciones. 

El análisis hecho en función de las locaciones no mostró diferencias significati
vas; por lo tanto las pruebas sobre composición de elementos fueron respondidas 

de manera similar en ambas locaciones. 
Estos resultados son interesantes, pues no demuestran que un aprendizaje 

sobre las simetrías se haya consolidado. Si las pruehas respectivas a una única 

simetría exhiben un aprendizaje -sin importar de. que. tipo-, la manera de re
solver las pruebas sobre composición no debieran arrojar resultados que no se 

separan de manera significativa del azar. También resulta interesante. que los 

sujetos no sean capaces de responder de manera satisfactoria reactivos que in
volucran al neutro de manera directa; y sin embargo, sean capaces de· resolver 

de manera satisfactoria reactivos que involucran la .composición de elementos 

inversos y por lo tanto del neutro. 

En cuanto a los tramos restantes entre cada prueba de composición de ele

mentos -las respectivas a toda.S las simetrías en orden aleatorio-, no demuestran 
ninguna diferencia significativa con la distribución binomial respectiva; ni tam

poco entre sí con respecto a la locación donde se realizaron las pruebas. 

Los resultados de las pruebas demuestran una comprensión, y aprendizaje 

de algunas simetrías del cuadrado; en una locación es más claro. que en la otra. 
Sin embargo, éste aprendizaje no significa necesariamente que haya habido uno 

del concepto de grupo, que era lo buscado. A partir de las modificaciones hechas 

al diseño original del experimento se tiene que la complejidad de la estructura 

algebraica de grupo es en gran parte lo que dificulta este aprendizaje. 

Los conceptos que si aprendieron implícitamente los sujetos fueron las simetrí

as; excepto quizá el concepto de neutro, que lo aprendieron casi todos los sujetos 

explícitamente. Esto se ve a tra\·és de la forma en la que los sujetos contestaron 

algunas preguntas similares a las de la prueba por computadora de forma ex

plícita. En el Centro de Enseñanza de Lenguas Extranjeras, nadie fue capaz 

de resolver de manera satisfactoria las preguntas hechas de forma explícita, ex-
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cepto las respectivas al elemento neutro. En la Facultad de Ciencias, todos los 

sujetos fueron capaces de responder las preguntas respectivas al neutro; algunos 
respondieron otras, pero nadie fue capaz de resolver las preguntas respectivas a 

la reflexión sobre '/' -varios sujetos dijeron que se trataba de dos transforma
ciones a la vez. En ninguna de lflS dos locaciones fueron capaces de resolver al 

respecto de composición de simetrías de manera satisfactoria . 

. Por lo pronto, los resultados del actual experimento no demuestran un apren

dizaje satisfactorio del concepto de grupo, aún cuando el conjunto que lo forma 

es claramente comprendido. Sin embargo, para posteriores diseños de pruebas 

será importante observar los resultados obtenidos respecto a la forma de exhibir 

a los elementos del grupo. En primer lugar, Ja manera de exhibir al grupo es 

importante en el sentido de que hay maneras de reducir las dificultades que 

brinda la complejidad del concepto a la comprensión del mismo. Segundo -y 

quizá el más interesante-, el orden en el que se exhiben los elementos del grupo 

muestra diferencias significativas -positivas- en cuanto al aprendizaje del con

cepto. Es decir, hay una manera de ir facilitando la comprensión de la estructura 

algebraica de un grupo aprovechando la propiedad de cerradura del grupo. 

Otro factor que se considera importante en cuanto a la dificultad del apren

dizaje del concepto de grupo, es la fatiga que puede causar la prueba. Para 

mitigar este factor, se propone la aplicación de una prueba similar en una dis

tribución de tiempo distinta. Quizá a lo largo de varios días, y si hay tiempo 

· suficiente, aplicar también una prueba equivalente a la del primer experimento, 

es decir, una prueba seguida de otra donde se exhiba en ambos un par de grupos 
isomorfos. 

Al respecto de pruebas posteriores, también se podría diseñar una prueba 

que permita hacer un. análisis más puntual respecto a las poblaciones de los 

sujetos que resuelven las. pruebas; entonces se discutiría la importancia de las 

caracterí.sticas de· dichas ~oblaciones. 
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