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INTRODUCCION '

Esta seccion tiene In finalidad ‘de introducir sobre unn base informal uno de los’




nplicitamea

cide’ conini piite o con |

- - El que una funcion esté definida de unainancra explfcita o inplicita no caracteriza

la naturaleza de Lo (g

K
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Peray gedal da-las dos nciones diferencdish les

cinndo?. - Bsto se resuclve toniacd
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CAPITULO 1

En este capftulo se (lunostx urtl cl pmner caso dcl teorema de la fuucxén mlplfcxta el




Un problema que surge inmediatamente es cuando la ecuacién F (z,7) =0 noes

la representacion impig’éit{ 'kde“u’n'ak funcién y (:u)"'o z =g (). Esto ocurre cuando

la grafica de F uo intercepta al pl no 2y/°0 i 10 intercepta, 10"‘lmcév én»lin‘cbnjunf.q_

de puntoé ‘cuyﬁ. rifl

al debe scier" l'kc'a.rdcte"r ‘d(‘s'llt}’ksohil‘(_:iép’ iniqial qli¢ per-

mita estudiar 14" grafica localmente, es decir, en unavecindad de.la solucién’ inicial, .

para’ pode: 1

‘ tamicnto local 'dew la gr&tﬁ_cgl. céljch'(;le;v(‘est_a solucién in




3 .

La pnopxcda(l que se esta descr] lbnendo se conserva sin nnpmtar que tau pequena sea

la vecm(lad (le esta solucndn uncnl Sm embargo, la plopledad ya. no’ es vahda 51

se cscog,c una vecm(lad suﬁcmutemcute gumde o, sx se escox,e un p nto dlferente sm‘

mlpmtm' quc t.fm celczmo mté

OlmérVeSc ,lbu iéiéujérﬁté grtiﬁcn, o

Yo

v

La recta tangentc ala grziﬁcgi en el punto A es vertical por 10 que en’ una vecindad




c las condiciones réqkl'leridaskco‘nvlo hipétesis - del
acxdn _dé] blano tangenté a

' la: fulicién F es suave







puede l‘eprcscnt,ar como ﬁm(:ién deyen una L’micn forma.

Ol)vmmente, si. ambas donv'ulas pmcmles no se “anulan entonces la extenslén b(,k'

pucdc lmcex m(llstmtmnente. Como casi sncmpre se usa y para cleuotar ala valmbl(.

esto es, si el vcctox vI" (:ro, yo) es pamlelo al e_]e‘ Uy enton s vF‘ (:L‘o, yo) 05 ortogoual :

ala rectn. tung,ente a ld. gmﬁca de Ia ecuac16n F(z J) 0 en el punto (a:o.yg) Ds

decir, tal rcctn tuugcnte s paralela al eJe z. Asf localmentc, y se puede representm‘ :

como funcxdn de z cerca de (.Bg,Jo) » bero T no se pucde-xepx&se tﬂr como funcnén

de y Obvmmcnte, si — (10, yo) #£0 y o (:z:o, Jo) O' cnt;onces, describieu o cl e

compolt:muento loca] de la grifica cerea de (:z:o yo) ’:z: os relnesentnble como funcn'm

“dey U pero no a ln inversa.

an el caso en que ambas deuv'tdns pmcnales sean dxfexentes de cero, vF (1‘0 ya)

no es pam]clo a nmguno de los c|es (_oordenados Y sngue quc cualquxer vanable se ;

puccle represcntar en funclén de ]t\ otm




para la diferenciacién de esta clase de funciones.

Teoxcmu Sea F una func16u con dominio algin -subconjunt.o nblexto de R"’ y.con

V'1101es cn cl comlmto R de los reales.

r
(1) Supéngase que F tleuc dexlmdas pnrcmles contmuas 2— Y5 en una vccmdad

dy

" deun punto (:Lo yg) donde

F(mo.yo)—O o

(-"30 %0) 95 0.

(2) Entonces existe una unica funclén 1mplfc1ta. y f (z) cou dommlo un mterva.lo
= (zo—h, o + h) ¥y con rango contemdo en: un mtervalo J = (yo - k VYo + A.) tal’

que

[ (20) = 3o
y, para toda , enel iﬁtervalo I’
L FefE=0
o  _-($ [@) A0

(3) Ademds, la funcién f determinada en (2) y su derivada f’ son continuas en 1,

y




-8
En (1) no'se, lu/o meucwu e‘(plfclta (le que 1" sen coutmlm. ya quc cato se slgue

de la contnumlacl (le us dcrlvadus pzu-cmlcs

S o
ahclad a.sumtunos que B (:rg yo) > 0 De otro modo,’ :

a

i L

! i Y F(X,¥)=0
Yook ] s ) F(x,y)
Yol P

i N}

1

Yk

[
Xok KXo Xook

Dn todo punto (z,y) que pcrteuece as, — F (z y) > 0. g

Nétese que para (,a.da T en.el mtcrvalo (10 =k zo + Ic) la funcxdn F (zy) consxdera.da




(sélo de lu varmble y) al apllclirscle (,l teoxcma dcl vnlor mtermedxo Dste ﬁmco y es

el inico coro de la funcxén cmclente P (.’L‘ y) en el mtervalo [Jo -

Imcxemos con zo Tencmos que 1'1 funcnén F (1:0, y) es um. fum:lén crccxente en

[0 —k 1/n+k]yseanulncn 1/0, por lo que F (zq,y0 — k) <0 y F(zo,yo+k) >0 -

i Flxy)=o0
veok | [TETTT L
Yo "-\.
o
Yok |
] Xoh  Xosh R
T L4
Xok  Xoo Xk .

Consideremos ahora el par de funciones F (z,y0 — k) y. F (x, yo + k) definidas en el
intervalork [zo — &,z + K] . Nétese que ambas son funciones tinicamente de la variable
. »

< La- pmnera func:dn cumple que F(zu, Jo - k) <0 y por. ser. continua en a:o, es

llcgﬂ.tlv‘t en: toda una vecmdad (zo.— hl, g + Izl) de :co Analogamente, la segunda. :

fuucnén cumple: que F (:z:o;yo_ 0.y es 1cpnt1nug en;zo.'por lo qi es, positiva en’f .
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 F@yo—k) <0y F(z,y0+k) >0.

hy ly- yq[':<,"/*?‘}

la'grdfica de la funcién implfcita

‘pard toda z en 7,

dominio restringido a un intervalo/

) kte.nickl'q enel itl'it‘e_r\'}féld Tl (y(b,;




BT

mum(l«l In fuuudn F tcuemos qnc para cualqmer 0 < € <k, exlste §>0 ta.l quc pmu

todo =, si |& — 'Lul <46 entouces |f (:c) - f (:l:o)l <e. Por tanto, f es contmua en zo

F(x,y)=0 o

-~
N ‘.
§ ‘\\ .
Yook \". F(X,y)=0
Yue g :
Yo +
Y
Yee
Yok 7

Xre Xo Xte

v

Xo-k Xo  Xusk
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- aF
Ryl €35 )

Eixlk\llxlex;té' lil;ol)annyos que f cs continua en J con derivada f’ (:b)'.= — gF
e e -—(:LJ)

Probarenios esta afirmacién primero para .i‘q (lespuc.s CSCOglC]l(lO (.\mlqmel T en

I = {:cd}

'nemos “un resultado, couocxdo (.omo lema. fun-

Antos do.

@+ Cs (Az, Ay) Ay qgnag

11;"(41,4,,);(0,0) Gi(Az, By) = 0y lim(az,ay)—(00) Ga (VA”-'{‘AZ/)‘%O S

Inicicnios otrti: vez con co Sen :Lo + Aa: €: 1 y sea ’_Ijg + Ay = f (a:o + Az) .

Ol)sél'vostg qué s

F('x,o+A:v,yo+Ay) F(zo+A f(zo+ADx)

"fuhdzi_mentai L




L‘u oqtu ultmm cxp1 esndn mnl)os denommudoxcs son (foexentes de cexo., a cmltldad o

| A r[ se umm lo :,uﬁcxcnt ncnto pequenn pam que se cumpla .’Lo 4+ A:z: E I

Puo si A es pcqucno , tambicn la cmmdad Ay = ('zu + A.'L) f (a.u) es pequem\,

por lo qu(, Gy (A'L Ay) se puede lmcel tnu pcquena como se. desce. Asf si- A:L' — 0

tmnbxén se tiene que'Ay = 0, pués ya se pxol)é quo f cs contmut\ en 10

Pb;{io tanto, de ln ultuna 15ualtlnd se mene que al tomar el lfmlt.c cumxdo Aa, - 0

obtencuios

.OF
, ;'(.);(z‘o.Jo)
f (10)— _aF

— (20, Y0)
dy

"La misum fornula es vilida si_se escoge cualquier z € I — {xo} y se aplica el

1

argﬁnieﬁ{o t}hterio ,‘ol‘)téniér;;losc que
OF . OF
£ dz
== para todaz € I
en LaiE
oy @Y 7 (@1 (

Finalmente, se tiene que el cociente del lado derecho’es vn:cociente de funciones

Asf, se tiene -
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Supdngase que F es una funcicn cuyns derivadas parciales Dz y_—a— son continuas
. R e S dx Ny

en una vecindad de (2o, yo) donde

'1'3-(.1:0.7/0)#0

Eutonccs emstc una umca fuumén unplfcltn y = (:1:) cou dommxo un mtelvalo
(1.0 —h, = + h) y con mng,o contemdo en un mtervalo J (yo - I;, Yo + Ic) tal: -

que’
f (o) = o
¥ p&u"n toda z en'el intervalo 1

P f@) = F @)
BF . .
e #o

‘Ademis f y su derivada f' son continuas enf,y -




la gréﬁca cle la ecuacnén F (z, ) = 0 en V'mos puntos pgrg sélo kiutexjcept';:a: una vez a

la parte de la gr{tﬁca que cst'i dentro del rectzingulo

Yo

UL SR e __.__‘.':'
*®
5
v

Asf la parte de la gr&iﬁca de lu ecunmén F (:c, J) =0 que estti dcntro del rectﬂngulo

se cxtlend(, alo Idrl,o dc un arco de la form'l y : f (a:) con J = f’ (z) contmua.




- Veunos mediante algunc

formacion sobre la grafica’d

cterminada por-la ccuacidn

difed cuciable sobre toda la recta

podeios  dar una descripcion’ bastante
1i°(0,0) 5n°de’ la ceuacion,

no se.pucde, obtener
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: couchwidn alglma Obs(.rvcsc qnc en todo'; los” puntos de la curva donde y # 0 se

pucdc obteucl In (leuvnda do _j = _/‘ (,L) dada pox

oeR
v e e (@t 4 yR) = ddie
Y= e e ———
R Tar y (22 +y?) 4 da?y
i ~:0y.

Investlgucmos ahom las) mtexsecuoues con los e;cs.

Sl = 0 ln ‘ecuacion’se reduce a .L" - 2a 2 =0 cuyas solucxones son z = 0 =

\/_a yx —'—-\/"-v De'lo ual sc‘obhcuc que vF (\/§a 0) (4\/_{13 0) as(. sia > 0

el ga(llentc de F (\/_ a, 0) estu aoblc el eje'x apunta hacm la delechn‘y es ortovonal_{ -

Dctex mman(lo las solucwnes qmmltn.ncns del pm‘ de ecuamones,

(& #1702 =) =0
Caldyt = a?

o 42 2“ » s N «

0 y —4u x? +3a = O cu_yas solucxones sou y=5Yy=-3

A

se ol)tlcuc 4(1 y -

: m
para Ia pumem ccuacxén y T = Ta y a; =

oxdumda.s pohuus lcsult;audo la ccnacwn f

? = 2a® cos 20,







© se puede. tam

En efé_(';‘

dex:

mostré f :

tlene pnmer derivada continua ntonces -f!:tiene derivada’continua f ¢ la. cua.l puede

\calculmse por m la ¢ dena al aplicarla al, nter;o_r cociente. En

cfccto, ‘




RFIN OF (OF 9F .\
+ t‘)y(?:cf)—?)? Ox8y + ay? f )

¢ oror °F | (or\'or
2002 .0x Oy Oxdy or ) . Oy?

: dy ).
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CAPITULO 2

Contiltiemos con nuestro-estudi

a funcién z =

-La ckjnesxdxj %ie]
el que ésta ex'j)pﬁldxl_se,xgualc
en cl espacio tii‘dfimmvlclibn'

£ Si denotamos bbr Sptal superficie

&s el conjunto: vacfo.: Si:nhora FV'JSe,déﬁ;xé cqrﬁo ‘

u Gsta superficic de nive

tro aso del teorema de Ia funcféh i_rijblfgita,‘

‘ f (z, Y) détehﬁinzﬂa por -

smo ‘tmnbiéil establece como l_1a.ll£ir_ .



22
Fxyy,2) =2 + 3%+ 22, tenemos que a ln ecuacion 22 + 32 + 2° =0 s6lo la satisface -

al punto (0 0 ,0) .

Recox demos que una de las condlcxones requerldns en el caso ya vxsto l'ue que se,

tuvnebe una solucién inicial de la ccuamdn F (z 1/) =0. Hnremos este

muento paran el caso quc nos ocupn,

uacic: F(z.y,z) =

Asf, 1equex unos que el punto (@0, _jo, zo) sea unu solucnéu de 1




(v —'c)2 .La super-

a'al plano zy e 1d,recti?'z =yy a(ieinds'

n éste piinto las tres defiyé.di\:s;p‘ziyi'éia]es' de
icial a tédo'él planoc z = 1'/ (superficie’

.de las: dos’siguientes formas:*

.en términos de las otras dos.

inuidad mencionadas,

AR
Asf, st —
gf”;’Slf D2

entorices nuestro &




en las ploxumdades dcl punto (a:o, Jo, zo) ) no sxendo aquel pdmlelo al eje z, se ve ﬁge, -

en efecto,'es 1ble presentar az como funmén de z y J dentr de.una’vecindad:.

de ‘(-’L;d{ yd i 20)

Eu el ‘cago on quc dos denvadas parcmles 0 las tres derxwdas pnrcna]es de F no se' S

minio en-f2.

s¢ cons




0F' BF
e denvadas pnrcmles contmuas —_—
0 By

3 g-‘en una
Bzl v

[ (z,y) con dommxo un rec-

yo - k yo+ k:) y con rango

Y pa\ra todo (:1., _/) en el xectangulo R

ﬁF(x,;,fcz W) =
—(".z"zJ’ (.'E, )) 7& 0

f af
6 yBJ

(3) Ademlis la funcxén f- ketetmnmda" n (2) ¥ sus denvadas parcxal&s

son cont,nmas en R, y i




- oore)




Hallgmo ‘: pri

kdébﬁnido' como

< l}, céx_itrado en (To, Yo, Zo) .

y contenido en

0 para t’di(lo:p'uil

0 para todo putit
Fijeilms‘ f

mos a [‘(:r,

L F (x, y, 29 — l) <0 y‘F (z J 0+ 1) > 0 pm lo que se le puede apllcm' cl teorema del




ademds, f (xo, o) =Zo y pém ,t0dl°'(1‘, y) [S '.R

F(z, v, (z y))‘— 0

(z,y,f(z y)) #0

.-

Contumemos con lns prucbns de lo que se aﬁtmu en el bloque trcs

Pam probur quc f es COntmua en el rcct;ingulo R= (:z:o — h zo + h)X(JO -k yo + k)

" primerolo hme’ 0;; ara lp nto (Io,Jo) y despues pnrn. c pu to‘ z,,y,)_

én‘ el éi;bo_ P, » .




n

s < I. y cou mu&o coutemdo en cl mt.(,rvulo (zo — &, zo +5) Sea 6 = m» »{61,62}

Enlonces‘ se. cm pl ra 0 < e < l exnst(. 6 > 0 tnl que pa.m todo (a: 1/),' ‘

si ]I(x J) 0 yo)l- < 6 eutonces |f('r y) f(:z:u,Jo)| < -lfqy,rconsxgmcnte,uf cs

contunm en (.’to Jo)

(zLy1,21)

FRCH’ J)

contmua en: R

Por u]txmo,‘prolinnibs que f s de cias‘e'kC'. en R y que sus derivadas parciales estdn

dadas por las expresiones én 3).




;30

Antes de-iniciar la’demostracién. mencionemos el teorema del .valor: medio para

varias variabl

Prol)mcmos umcmnente la pnmem férmuln de (3),

' a NI e S fAFY
—-9vr - o
(1 J) aF VY tnmblén‘ la f:gxltlfluxdad ‘de lé #1xsma ( 3-"?) en

3-(1 o, f (z,9))

R, pucsto que el otro caso es completamente smular l S
Sea (z,y) en Ry sea z = f(z,y). Consu]eremos a ]a varmble A:c : an’ pequenn. )
para que el punto (z + Az, y) también esté en R.-

Definamos ahora la cantidad Az como

- Az= f(l‘-*-Am,y) f(ﬁ:y)

Considerando a F' como funcién inicamente dé T y z, tepémbs que por el teorema

del valor ine(lio,'




PmoF(x+A'r: 1,z+Az) F(z: _/,z) F[a+Aa. y,f('L+A7. J)] F[z,y,f(u y)]=.

0 puesto que (a. y) y {

J) esttin en el dommxo de f

De esta forma, :

:?E (z 3 ()A'E y, z + 0Az)

y, z + BAz)

a’con nuxdad de f

oF o
——’son contmuas
‘az e

3 _az (?',:'/, Z) o

oF o
wE O

Veamos unos ejemp oS¢




i 32'}

E_]uuplo 1 Ln 1,r¢£ﬁca. d(. la (.cuacuﬁn F(:L U, z) 23 + (.’L + y2) z + 1 = 0 es la-

f (.1:7‘1) deﬁmd pam todo ('1:, J) en R2

L,r(\hca de mm f nuén z

- dondé Ve o men; 7" Ia - beratu ] es_i_o"n‘y a, b‘:y",R son
co'nstautés e
Si se consxdem V como un-m flmcubn de T y P, podemos reprcsentm‘ a la. férmuh,;

anterior como




FEPVE P))

estamos lntexesudo en

OV
Asf m,mmendo ue podemos cnlcular = tcnemos,

» T
. s a
- ,RTV L
'.‘K: P(V b) (RVT’«')"
aT.
i P(V—b)eRTV( T )+P=RTV




0 s :
Abf (10,J0,Zu) # 0 p01 lo que ex te llll

se puede extender a todo el dlSCO de mdlo a centmdo en (0 0)
De mauem mmlogu, sx zo < 0 entonces la: grdﬁca de la flm(:lén 2 f (x y) se
pue(le extender de mancm que comcxdu completamente con el hcmlsferlo mferlor, en

cste caso, ln grziﬁca do lu funcxon h S : ' S

dos veces, tenem

] =z az Oy,
Q_G_ BF 6.1' OF 01/ iy
S8y Oz OJ é)y BJ’;




(]envadns pmcmles de 1" lo  Son.

Calculemos ahom una derxwdn parcml de segundo or den dela funcién z = f (z,),

i ara lo 1al supongamos qu BF oF
6_/6’1)‘ cual supongg qea Dy az

tleneu derlvudas parcmles continuas
‘ $T 8*F . O*F 82 OF\ [ &*F 32F95_
Ast. . 32z 62 D40z D20z Oy oz )\ 0yoz" %2 Iy
sf. = N 2

7"8y3a:5—7‘_A o 7 QF_)

(llgﬂmos la. (lenvacla. parcml mxxtu

Al smtxtmr -8—-
9%

por

OF\* 0°F _6°F 9F OF O°F OF OF 0'F OF OF

Byaa: 8z0z By 9z O _/az Oz Oz 6"z Jdz By
: oF\®
( dz

apftliio, por referencia estableceremos el caso genera] délb'teo'-

8%z’
dydzx-

Para termin

rema de la fune lfcxtu pero omitiremos su prueb‘t Esta estti basada en las,

mismas 1deas y procedxmleut:os que se usaron en. la prueba que se mcluyé en este

apﬂ‘.ulo
Teorema. Scd 1" mm funclén con dommlo alguu suhconjlmto al)xerto en el espa.cxo

Rty con vnlolcs en el con;unto de los realcs
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1) Sli]iéligasc‘(il F tlene de1 lVll(lﬂS palcn]es coutmuas en urm vecmda.d deun

punto (ai1,az, ..\, a,.,b) donde

F (a1, az,...,a0,0) =0

aF k p
T (al, (Lg,-....(l,.‘l}) #* 0, k

(2) L‘ntonces ex:st(, una umcu funcnén lmplfcxta z = f (.1:1, 7,2, ,:z:,,) con dominio

una ana ccntm(LL en (ul, agy - a,.) ,

I= {(;m.mz, ) Fa:

F (j"hz:'b yzrnf(zhz21 |In)) =0

f:éz (331,1'2, ’ﬂmf(zl,lz.
n+

tinuas en I,y pam todo i =1,2,.

af ST
5;(2:1..12,»‘....1,.) )
: —:__1“‘(17‘1,‘232,'...,:1:",2)

donde z = f (z,,zg,...,:i") B




"CAPITULO = 3

En esté c;iprtuld' nbondarzi el tconuna de; la fuucxén mvexbn pmn fu11c1011es (le;

valores um.l(m (l(. una sola variable real Se prer.ende cou él quc su'vzm como motwacu‘)n
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abiertoJ.‘cju(‘z’»cbryi:tiérrle:s‘uimdgeh ! (Azo)"; tal que la »fun'cribn_ fil— J esuno a kﬁnro"y

sobre:

(3) Ademtis ln funcnén mversw. f‘l : J — I tamblén tlene deuvada continua, y

para un punto y e J 51 z-en I es ta.l que f (a:) 2 Qntoxlces

Ty (y) 7 (z)

Prueba - Sin pérdlda ‘de generahdad supéngase que f’ (:z:o) > 0. Se tlene, por
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-~
i L =)
Vol / .
J )[ f (Xo) S 5
N )
»
. Xo
X
1

Hemos obtenido de’ esta forma que-localmente:la’ funcién - f tiene una inversa’

Proba.mos ahorn que f -1 cs dnferencmble en. todo punto ’de/J Prxmeto lo haremos,

f (J) (yu)= T y—1
J Yo . f'l(y)“

» s (;;,;,» .
L) =7 (o)

81 haccmos que y txenda a yo ta.mblén s txe equ (y) tlende n f -1 (yu) dado

: que f -t es contxnuu en yo, hecho que 'se s1gue de la contu 1dad de f en :ro Asf el k

denormnador del ultlmo cocxente tiene como lfmlte a.l numero f ! (:Lo) cuzmdo y tlende,

a o, est’ es,;'»

.f(f l(J))—f(f (yo))
,_{-f"(y) £ (wo) -

por deﬁmcxén de derlva.da. de fen zo = 1 (yo)

f’ (- (yo)) = f’ (zo)

! Por consxgulente, j

O e eI
(f= 1) (:l/o) llm,, vo_. y—w f’(zo) f’(f‘1 (Jo))

Asf f y es dxfcrencmble en Yo ¥ ademds ( f") es contmu'm en yo puwto que en
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: c] (lonomumdor (lel "ltnno cocnentc apmece lu composnciéu f’ f que 1esultn sex o

coutnmm en .

Pmn vex ahom qr f - es dlfcren_ able en cualquler otro punto de J dlferente de

Jo, tomc _/ eJ yo y seu T en I tal que f (a.) =q. Obs(nvese que f' (z)>o0.

Tencmos pués que se cumplen ]as lnpétesm de nuestro teorcma. con refelencm al z

ml_ter r. Asf apllca.ndo el nrgumento antcx ior que se efectud con yo, se puede obtener =

1fcrenc1ablc en 7, que su derivada es contmua. en el mlsmo punto y que’

se cumple la na regla pam su derivada.

‘pt'lr‘ci.z{les.: ‘Asf -

- Nétese qixe _‘(:q,v'y'/):e R |z e A}.
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Considere aliora como solucién inicial el punto (zo, o) donde yo = f (o) . Tenemos

que

F (o, ya)j =0y 2 ';ja;;,>;=: ,—“f' (’;-a# 0 8

De mancx a que se cump 1 las lu 6tesxs del Tem cma de ln flm(:lén 1mplfcxtn Lue&,o :

) Yo)-la vmmble

entouce.s ccr rca clel punto pue(le representa.rse en témunos de lu

. eqo expresado formalmente nos dlCG que existe una umca funclén 1mpltcxta i

variable
) y. con rzmgo contemdo en un

¥, para toda y; en el intérx}ﬁl‘p .I Ll

F(Q(J) Do

es otra'que la inversa de -

para 't(')vda‘




vez es uno a uno. ‘También es immcdiato que; f es supraycctiva en’el contradominio

Conclufmos asf quc la lllVCl‘b!\. “de f estti dcﬁmdu sobrc toda ln recta real y que su
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CAPITULO a

Este capftulo estd dedigado a demostrar el teorema de la funcién inversa para el

“caso de una funcién con dominio algiin subconjunto de B2 y con imagen en R®.

‘La demostracxén qne dnmos aquf lmrti uso, de una manera fuudamentz\l del teo— e )

rema (le la funcnén unplfcxtn expuesto enel capftulo 2 El otro concepto clave del cual

se lmm mo tambxén es el deel determmante Jacobmno de una tmnsformamén de R2

en R2, Deapuéa de una breve d:scusxén sobre el coucepto dc transformncxén mversa

.

deﬁniremos el J acobiand. =

Considere el par de funciones

f(z';é),; Cu=ew). (é?)i




expresables en t!én’rv;i‘hoslde as

Considere el Sig\ii@llt ¢

queag

ndriamos que 1 transformacion




Y tmnblén'scrzt de exnst;cncm.; Dsto es, aduk e co'cluye el
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compouentes, esto es, T (=, y)=
: a(f, a)
a(x ( »Y )

El determinante Jacobiano se denotu o tam-

d(n,v)
9(x,v)

bién ———=, se define como’

T(wyy)«=, (w v) con |z

Si deniotamos ¢

Prucba, La "prucb e 61 (z"j/)fparaf‘la’ variable "

i6n  resultant la’ecuacion v

gz, y) ‘para obt;ener

z y luego sustituir la’expr




Ademds,

i 577‘ o ifia—i;'(l('(it, 2 .2)
K B (il, K ("‘,?/) 8 ’U) e '—,—'-fv‘(‘l( (), v).
5wy =— O
By 01\ =
R SRy v (u K (u y) J) i

TOF -
gﬁ(-’f (zﬁ, v
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Escribiendo en forma conveniente las anteriores expresiones, obtenemos,

l&:"cl rectdn-
gulo Ra'= 12} esté contenido en el 'domiﬁib de las -

fu_uvcionos fvag

saber, el rcct;iingulq R
Los Sigilienﬁé‘svdq's_ vlllé‘cl}‘b $
ala ecu_nciéVn:N‘.(‘iL;v_v y)

H (u0,%0)
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N (u. , G(u u)) H'(u G(u v))r— 0,

—(u v G(u v))

. Asf, se tiene

la vlmickidudf(lxc‘a G.'P

Por lo tanto,’ las fur e} SOIfl‘lhiCi\S :

IS5TA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECS




De la misma apli
G son de clase C*:
compues

‘Encontrar

‘v Asl’ al aph ar- ln regla ‘de la cadena, obtenemos

-':afaF afaG -1 8f0F+8f8G
Oz du aJ Du ’ Oz 8v -~ 9y dv
090F 249G 0y0F 940G _
Bz du OJ Pu " Oz dv ' dyov

F o
En el prnner sistema las mcégmtas son 8_ y. —G— Resolvnendo cl sxstema. obten— .

. Ou

du




- Qucdn;nsf prol

* Para hallar vel‘k('lgv)yx i

lo que el rango de la

se deduce que sobre los.ejes/nio se, puede definir Jocalinente la inve




: Siu embm"go, 1

tcucmob que p

cutcmmeute en el pnmer cuadrmlte

Veamos como deben acogerse Ios cuadrados centrados en puntos especfﬁcos donde

se cumpln lo que se afirma en el teorema. -

Sea zg = 1, yo = 3 entonces up = 5, vo = —4 '

:En el plmw :z:y 10 &

plano uv no

" recta u.

Estos requemmentos s:gmﬁczm que en este caso, las const:antes posxtxvas hyk

debcn satlsfacer las desngun]d'lda h<lyk< %

el deR; si' R se escoge con
er: lo 'éuﬁcientemente pe-
formacién inversa mantendré (z, y) en R cuando (u,v)

: quenas dc manera’ q e la tr

: est;i cn S




situacione

Sen la transformacié:

la cunl es uno At uno. en todo el pl'mo zy. Por consngmente, la trausformacxén

mversn, deﬁmda en todo el pla.no uv, esm da(la. por :
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Sin embargo, ¢l Jacobiano ests dado por aéu :v) = 3:. el cua.l se anula en todo
: . Oz, y
punto del eje y N
D(. modo que en cualquler punto de este aje, se puede est‘.ablecer la mvertlbxlldacl

. de la t.mnsfotmacldu dnda sobre cunlquxer vecmdad sin cumpln"ac la lupotesxs de que

" en tales puntos el Jacobxano no se zmulc

Para ]a otm sxtuncxén cousidere la tmnsformacnén

2

iU = z°, v=y

la. cual cvxdentemente T0'cs uno a,uno en todo el plzmo :zy De forma semejante

9(u,v)

ala smuacufm anterlor, el Jacobm.no de éstn tmnsformacxdn, el cua.l es —— 7(z.9) =2z,
7

se’ anula en todo pnnto del e_]e y Sm embatgo, en wte caso, no se puede obtener la

. mvert\bxllclad de ln tr&msform:\.cnén sobre mngmm vecmdnd de un punto de la forma.

Dcnotemgs, or




Si escribimos a la transformacién- inversa como

a. g '1 o

f~;(uo,vo) D 6 (.7»‘0..1/0) @+
- Yo
= (uo, vo) = (-TO' ¥o) = 3 (xg T _1/3)

a . _ i Vo *
S (uo, v0) = D 32 (-To,yo) 2@+ .

_‘?E(u v)_l_a_l_‘.(z o) = —To_
oy ‘U0 = Doy o) = 2(:L'2+J2)
I‘malmente, en el origen, donde el J acobxano se anula, nuestro teorema, falla, como

puede verse si observmnos que en cua]qmex vecmclad del ongen hay puntos z,y) y

(~=z, -y) donde la tumsformacxdn les asxgna el mxsmo punto (u, v.). De modo que no

es UllO a uno.

Ejemplo 4. Aixdlicémqs'd_eéde']ai perspectiva de i:estro»t’cbrgr‘na‘ln transformacién

de coordenadas polares a r_eél:drigulélr y su transformacién ihvfzréa, deiféctvan'guila:es"

a polares.




dé]’phntq ‘P estdn dadas en :téh

T cosf, y = rsend

De modo que si’consideramos en el plano 70. el conjunto de'todos los puntos (7‘; 8 =

C.8(r0).
Por consiguiente, én ‘cus

‘ ‘SQ priede establecer la reg 1 d

‘es, se pucde expresar a 7.y 0 en términos de

ay>0y6=""

g par ;

rigen del plano 76, o




1) (E =1,2,.,m)

f @y, 22,0

1 1 p: a [
"IS C y (]lle l J'lcobxano D = '—_-'-—'a( Ty ) 0

‘de’las funciones z- =

| =tor@r







Tianhicn es do destacs

de los teorcmas aquf expliestos, que

exposicion y por tanto ¢l glc'loﬁr'u‘ A" 1IG]Or Comprension.




- Conranl, Richard

“ume lI.k_'Spymg v
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