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l. Introducción 

Los poliedros han estado con nosotros desde tiempos inmemoriales. La 
gran belleza de los poliedros regulares como el cubo y el tetraedro, predecía 
a las investigaciones matemáticas sobre ellos. Se tiene conocimiento que 
desde el año 500 a.c. los Etruscos realizaban apuestas, utilizando un cubo 
como dado, etiquetando cada uno de sus lados con un número del 1 al 6. 

Más tarde se puede apreciar como los Egipcios utilizaron polígonos regu­
lares para construir sus pirámides (cuadrados para la base y triángulos 
para los lados). Luego Platón asocia a los 5 poliedros regulares ( tetrae­
dro, octaedro, cubo, icosaedro y dodecaedro) con los elementos básicos : 
fuego, aire, tierra, agua y el universo, respectivamente. Es por ello que en 
su men'loria los poliedros regulares se han denominado Sólidos Platónicos. 
Pero no fué sino hasta que Euclides, en Los Elementos, demuestra formal­
mente que en el espacio (euclidiano) de dimensión 3, solamente existen 5 
poliedros regulares. 

A mediados del siglo XX, el estudio de los poliedros <lió un gran giro. 
Coxeter los comienza a estudiar, no como cascos convexos de un núme­
ro finito de puntos, sino como objetos combinatorios. Coxeter, con esta 
nueva visión, facilita. el estudio de los poliedros y sus generalizaciones en 
dimensiones mayores. 

En la actualidad, con una nueva definición de politopo, no sólo se incluye 
a los cascos convexos de un número finito de puntos. El nuevo concepto de 
poli topo también abarca objetos como teselaciones del plano y del espacio, 
inclusive de otras superficies, con otro tipo de geometrías como la elíptica 
ele la esfera y la hiperbólica. 
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Teselación del plano euclidiano con hexágonos. 

Hasta los tiempos de Coxeter, el concepto de regularidad dependía direc­
tamente de que tuviera caras iguales y el mismo número de ellas en cada 
vértice. En la actualidad este concepto fue ampliado un poco, y ahora de­
pende del grupo de automorfismos del politopo, para aumentar el número 
de objetos que abarque la definición. 

Esta tesis pretende demostrar la relación uno a uno, que existe entre los 
politopos regulares y los C-grupos. Este resultado es muy importante para 
el estudio de los poli topos, ya que los podemos estudiar a través del álgebra 
como grupos que cumplen ciertas propiedades. 

En el capítulo 2, se encuentran las principales definiciones y todos los 
conceptos básicos acerca de los politopos y del grupo de automorfismos. 
En el capítulo 3, se contruyen los C-grupos a partir de los grupos de 
automorfismos de los politopos regulares. Y en el capítulo 4, se hace el 
paso de regreso, o sea, a partir de los C-grupos se contruyen politopos 
regulares. 
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2. No dones ~á.~icas 
2.l.. 

. :·; . r~~:~, . f~.:: . .: 
¿ Qiié .·e~tH:~ Politop º? 

En este capítúlo nos ocuparemos de dar las nociones básicas.acerca de los 
polit~pos e isomorfismos, y sus correspondientes defini¿iones necesarias 
para llevar a cabo las demostraciones de los capítulos 3 y 4 .. 

Definición 2.1 Un orden parcial en un conjunto P está dado por una 
relación :5, definida para cierlos pares ordenados de elementos de P, que 
se satisface las siguientes condiciones: 

l. a :5 a para lodo los a E P (reflexividad). 

2. Si a :5 by b :5 a, entonces a = b (antisimetría). 

3. Si a :5 by b :5 c, entonces a :5 c (transitividad). 

Se dice que Pes un conjunto parcialmente ordenado (por:::;). Es importan­
te observar que en un conjunto parcialmente ordenado no necesariamente 
son comparables cada par de elementos. Nosotros estudiaremos a los poli­
topos como un conjunto, en el que estan contenidos vértices, aristas, caras 
y demás generalizaciones; y a cada elemento del conjunto, a través de una 
función, denominada rango, se les asignará un valor para distinguirlos que 
corresponde a la dimensión. A los vértices se les asignará el valor de O, a 
las aristas 1, a las caras 2 y así sucesivamente. En este sentido las propie­
dades de los conjuntos parcialmente ordenados, nos ayudarán a que por 
ejemplo un vértice y una cara sólamente se comparen en caso de que el 
vértice pertenezca a esa cara, es decir, que sean incidentes. 

Definición 2.2 Un Politopo P de rango n, es un conjunto parcialmente 
ordenado, con una función de rango estrictamente monótona. 

rp: P--t {-1,0,1, ... ,n} 

que satisface las siguientes cuatro propiedades : 
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l. Sí P; = {F E P 1 rp(F) = i}, entonces I P-1 l=I Pn I= l. Es decir, 
P tiene un elemento máximo y uno mínimo que, además, son únicos. 

2. Los subconjuntos máximos totalmente ordenados, llamados cadenas 
maximales o banderas, tienen exactamente n + 2 elementos, o sea, 
tienen un elemento para cada P;. 

3. P es fuertemente conexo en banderas, es decir, para cualquier par 
de banderas \fJ y <f> en P, existe una sucesión de banderas : 

<I> = <I>o, <l>¡, <l>2, • • • , <f>m = \fJ 

tal que para toda k E {O, 1, 2, ... ,m}, <f>k y <l>k+I difieren por exac­
tamente un elemento y, <I> n IJi e <I>k. 

1J, Para F y G en P, con F::; G,.si 

r~(F) + 1 =' i = r;(G) -:i 
entonces existen exactamente d~s elem~ntos H en P;, que satisfacen 

P$1l::; G. 

Consideremos, de ra11go 3,'la siguiente teselación del toro 

Figura 2 
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Con respecto a la definición anterior puede verse como en el conjunto de 12 
vértices, 24 aristas y 12 caras de la teselación del toro; en él, dos elementos 
del conjunto son comparables si son incidentes. El elemento mínimo es el 
conjunto vacío, y el nuiximo es el politopo en sí (ya que es el elemento de 
rango 3). El rango de F E P nos representa la dimensión de la cara F; a 
los elementos de rango O, los llamaremos vértices, a los de rango 1, aristas 
y a los de rango i, i-caras. En este caso una bandera consta de 5 elementos: 
el conjunto vacío, un vértice, una arista, una 2-cara y el politopo en sí. En 
demostraciones subsecuentes frecuentemente omitiremos a los elementos 
mínimo y máximo por comodidad. 

En el caso de los politopos de rango 3, las banderas se pueden representar 
como triangulitos : tomando como los vértices del triangulito un vértice del 
poli topo, el punto medio de una arista incidente al vértice y el baricentro 
de una 2-cara incidente al vértice y arista. Como lo podemos observar en 
la figura 2. 

Al conjunto de todas las banderas de P lo denotaremos como F(P). Dadas 
dos banderas <JI y 1¡¡ en F( P) podemos encontrar una sucesión de banderas 
tales que: 

Al toro también lo podemos representar como un cuadrado ·identificando 
sus lados opuestos. Un ejemplo de una sucesión de banderas se puede ver 
en la figura 3. 
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Figura 3 

Los órdenes parciales se pueden representar a través de un Diagrama de 
Hasse, el cual consiste en hacer una gráfica tomando a los elementos del 
conjunto como vértices, poniendo una arista entre ellos si son incidentes. 
El acomodo de los vértices se hará en niveles dependiendo de su rango, por 
lo tanto todos los vértices que representen caras del mismo rango estarán 
en un 1nismo nivel. Los niveles se acomodarán en orden por su rango, de 
tal manera que el de mayor rango quede hasta arriba y el de menor hasta 
abajo. 

Por ejemplo el Diagrama de Hasse del orden parcial de subconjuntos del 
conjunto {O, 1, 2} quedará como a continuación. 
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01 

o 

F, 

F., 

Figura 4 

El Diagraman de Hasse de la figura 4 corresponde a un triángulo 

2 

o 01 

Figura S 
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Los ciclos, o polígonos, son los politopos de rango 2 como lo podemos ver 
en el Diagrama de Hasse de la figura 6. 

2 

·.·:2J o 

.) 

Figura 6 
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. Para F y Gen P, con F $ G, llamaremos al conjunto 

5' = G\F = {JJ E P 1 F $ JJ ::; G} 

una sección, o intervalo, de P. Si nos fijamos en una sección donde F sea 
un vértice y G una 2-cara, podemos observar que entre una 2-cara y un 
vértice de la 2-cara hay exactamente dos aristas incidentes. 

Se puede observar que toda sección de un poli topo es también un poli topo 
: dada una sección G\F' cumple claramente con las propiedades 1, 2 y 4 
de la definición 2.2; la propiedad 3 se cumple a partir de la implicación 
de que <l> n \Jt C <l>k de la propiedad 3, porque podemos tomar a <l> y W de 
tal manera que<!> n 1¡i = {F_ 1 , ••• ,F',G, ... ,Fn} (como lo podemos ver 
en la figura 7) y esto establece que la sección G\F es fuertemente conexa 
en banderas y por lo tanto toda sección de un politopo es politopo. 

G 

F 

Figura 7 

La definición de politopo excluye objetos como los siguientes : 
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La figura 8 no cumple con la propiedad 2 de la definición porque la cadena 
{a,b} no es maximal, ya que.no es incidente a la cara C. 

Ficura9 

La figura 9 no cumple con la propiedad 3 de la definición porque en el 
vértice a no es fuertemente conexo en banderas, ya las banderas difieren 
en dos elementos. 

Figura to 

La figura 10 no cumple con la propiedad 4 de la definición porque entre el 
vacío y la arista b existe un único vértice a, en vez de dos. 

2.2. Grupos 

Sea G un grupo, al subgrupo generado por g 1 ,g2 , ••• ,gk E G lo denotamos 
por: 
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Si (gi, g2, ... , 9k) = G, ento11ces decimos que gi, g2, ... , 9k E G son gene­
radores de G. Por convención Ja multiplicación de funciones será por la 
derecha. 

Definición 2.3 Un automorfismo de un politopoP, es'una biyección del 
conjunto de caras en sí mismo, que preserva el prden. 

Por ejemplo, el triángulo tiene 6 automcirfisrhos, t/és reflexiones y tres 
roLaciones. 

Figura 11 

sus automorfismos son: 1, (A,B), (A,C), (B,C), (A,B,C) y (A,C,B). 

El conjunto de todos los automorfismos de un Politopo P, forman un 
grupo. A este grupo lo llamaremos el grupo de automorfismos de P y lo 
denotaremos r(P). 
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3. Del grupo de automorfismos a C-grupos 

En este capítulo veremos cómo se construyen los C-grupos a partir de los 
grupos de automorfismos de los politopos regulares. De aquí en adelante, 
cuando nos refiramos a un grupo de automorfismos será, por lo general, 
referente al de un politopo regular. 

Lema 3.1 Sea P un politopo, r(P) actúa libremente en F(P), es decir, 
si a· E r(P) es tal que Wa = IJi para alguna bandera IJi E F(P), entonces 
a= l. 

Demostración. Si l]i es una bandera que difiere de <I> en un sólo elemento, 
digamos de rango i, entonces : 

<1> ={Fo, Fi, ... , F;_i,Ff,Ji'_;¡i, ... ,Fn-;:1} 

Por el inciso 4 de los politopos, únicamen~e:F;;,;Ff sominciderites aP;_ 1 

y F;+i, entonces si F;a = F;, F¡_ 1a = P;';;.¡ y'F;;-1a·':if;4:t;se debe tener 
que Ff a= Ff. Por lo tanto <I>a = <I>. . · · · · · 

Por ser fuertemente conexo implica que fij~ a todas las banderél!3,y por lo 
tanto a= l. • ·· .. 

:: ···, . 

Definición 3.1 Un polítopo Pes regular, si para cad~ par deb~nd~ras 
<I>, l]i E F(P), existe a E r(P) , tal que <lla = l]i, donde <I>a;~ {Fá}F E 
<I> }. (Obsén'ese que, como l1abíamos dicho, la multiplicación y a-Ccióri' de 
las funciones es, por convención por la derecha.) •·· ,' .;~· 

Esto significa que r(P) es transitivo en todas las banderas. Un -~jemplo 
de esta definición es el octaedro: para cualquier par de banderas'exiSteun ·.· 
elemento dentro del grupo de automorfismos, que manda una en Ja otra. 
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Figura 12: 

Un ejemplo de un politopo .no regular es el prisma que combina caras 
triangulares y rectangulares. En el prisma n<'> exite ninglín automorfismo 
que mande la bandera <l> = {0, A, B, C,P} de la figura 13a, e~ la b;i.ndera 
1IJ = {0, a, b, c, P} de la figura 13b. · · . 

b 
n 

Figura 13 

Definición 3.2 Dado un grupo con generadores distinguidos 

Hf =(so, ... ,sn-1) 

n 

sea W1 = (s; 1 i E/) donde I C S ={O, ... ,n -1}. La Propiedad de la 
Intersección establece que para todo !, Je S se. tiene: 

W1nJ = W1 n W;. 
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Podemos observarque sie!llpr~-~e cumple la contención 

. . 
Pues si tenemem~s 6- E 1¡(71nJ, entonces a es una palabra de la forma : 

con Íj El n J 

y por lo tanto 

a E W1 n WJ 

Definición 3.3 Un C-grupo, es un grupo con generadores distinguidos 
W",;::: (so, ... , sn...:;) cjue cumple con las iguientes relacion~si 

s~ = (sisj) 2 = (si-isi)R' = 1 

donde j # i, i + 1, i-1, Ri E z+uoo y Ri > 2. Y q~;~clemiís cumple 
con la pmpiedad de Ja intersección. ·.- ·;:·' 

Teorema 3.1 Dado un poli topo regular P, elgiJ}Ji~~·~~i~"rnorfismos de 
P, r(P), esta generado por (p0 ,. .. , Pn-t) qu"e cú~plá"ton)a~ siguientes 
relaciones: · · ·,: .;;,,;: .:· .· · 

2 ... 2··.'· .... ·""·'"ñ''· ;."<:; ... · .. 
Pi = (PiPi) '== (pi:..1pi) '::'=,:1 ·- -

' • ',-. ''' ,, e 

dondej#i,i+l,i-'l, R;EZ+uoo ·'ÍJ Ri.;.i.· 

Demostración. Fijemos a l]i como una bandera base o determinada en 
F(P) 

'1i ={Fo, F1, ... , Fi-i. Fi, F;+1, ... , Fn-d 

sea l]Ji la única bandera \{ii E F(P) que difiere de IJ! por exactamente 
un elemento de rango i, cuya existencia y unicidad es el incis64 de los_ 
politopos. Y para cada i, sea Pi E r(P) el automorfismo tal que,IJ!pi = IJ!i, 
cuya existencia está garantizada por ser regular. . ' :.< · 
Con base en, 1]1 vamos a verificar que las Pi generan el grupo d~:iut6mor­
fismos r(P) y cumplen con las relaciones. Por como fueron tomadas las Pi 
podemos observar que: · · 

(1) 



POLITOl'OS llEGULAltES Y. C-GltUl'OS 14 

l. Veamos primero qué le pasa a la bandera \]!. cuando le aplicamos Pi 

Wp¡ = {Fop;, Fip¡, ... , F;-1p;, F;p;, F;+1Pi, ... , Fn-1Pd 

por (1) : 

tenemos que F;_ 1 < F;p; < F;+1. por el inciso 4 de los politopos, 
sabemos que entre F¡_1 y F;+1 .existen exactamente dos elementos 
de rango i, F; y F/. Por lo queP;p; = F/ entonces F;_ 1 < F/ < Fi+I• 

Fº 

f. 
i 

E, 

Si multiplicamos nuevamente por p;, obtenemos : F;_ 1p¡ < F/p¡ < 
F;+iPi entonces por (1) F;_ 1 < F/p; < F;+ 1 • Por el inciso 4. de la 
defnición de politopo, sabemos que F/p; = F/ ó F; pero no puede 
ser F/ por como fué escogido p¡, ya que este es el automorfismo que 
manda iJI en iJli. Sólamente nos queda que F/p¡ = F;, y esto implica 
que Wp;p; = w. De aqui se sigue illpr = iJI y finalmente obtenemos 
p¡ = 1 por el lema anterior. 

2. Para demostrar la segunda relación (Pi Pi )2 = 1 cuando j i= i, i + 
1, i - 1; sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j < i. 
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como j i= i - 1 y j < i, entonces F;+1 = F;_ 1 solamente si j = i - 2, 
pero esto no afectará la demostración ya que por ( 1) la: cara F;+1 = 
F¡_1 no sería afectada por Pi ni p;. 

nuevamente por ( 1) 
. . 

F;-1 < F;p; < F;+1,..; , Fi-1 < ft';p¡ < F¡+i 

por como fueron escogidas Pi y pj. 

F;-1 < FJ < F;+i, .•. 'F¡_¡ < F/ < F;+1 

~· 

f · j 

multipliquemos nuevarrient~ p9r PiPi · 

F;-1PiPi < Fjp;p¡ <. F;+1~;~;, .'. '. , Fi-tPiPi < Ff p;p¡ < Fi+tPiPi 

'..-:·: :::: ' '., ¡ .· . ' ' -~-.- .. 

F;-1 ·< F;Pi < F;+i. .'. .. , F;-1 < F¡p¡ < F;+i 

al igual que en el inciso l. de esta derrwstración: 

FJp; = F; y Ffp¡ = F¡ 
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F;-1 < F; < Fi+i. ... , F;_, < F; < F;+ 1 

Finalmente podemos concluir que : IT!(pjp;)2 = l)i y por el lemma 
anterior, 

para todo j f:. i, i + 1, i - l. Una forma alterna de ver esta relación, 
sería al demostrar que 

PiPi = PiPi 

3. En este caso observ¿iremos que se necesita un R; > 2 con R; en 
z+ U 00 para obtener:ITf(p¡_¡p¡)R; = \I! 

IJip;-ip; = {F0Pi-1p¡,F1Pi-1Pi, ... ,F;..:.2p;7 1p;, 

F;-1p;-1p;; F;p¡_¡p;, F;+1P;-1p;,; .. , Fn-tPi-1Pi} 

Nos fijamos en cómo afectará Pi-lPi la sección P;+i\F¡_2 , ya que 
sabemos por (1) que el resto de la bandera no será modificada. 

F;-2p;-1p; < F;-1Pi-1Pi < F;Pi-1Pi < F;+tPi-tPi 

F;_2 < F/_ 1p; < F;p¡ < F;+i 

F;-2 < F/_1 

F· L 
F..' c. 
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a.l multipli~ar nuevamente por Pi-tPi 

K-2Pi-1Pi< Ff;_.pi~1P~ <:_ F/p;~1Pi < F;+1Pi-1Pi 

F:2 < F!':p·:.,<· .P!p· < F.-+1 •-:: . . ~-1 •.··. .. .• • ' • 

\=~\ 
. L-1 

17 

En este último paso F[_ 1p¡_ 1 i' Fi-1 ya que por la propiedad 4. de 
la definición de poli topo sabemos que entre dos caras de rango i - 2 
y rango i, existen exactamente dos caras de rango i. Pero en este 
caso estamos tomando diferentes caras de rango i, o sea, primero 
multiplicamos por p¡_ 1 y la única cara que cambia es Fi-1 en F/_ 1 

entre las caras F¡_2 y F¡, pero al multiplicar nuevamente por Pi-1 no 
obtenemos F¡_ 1 sino Ff!._ 1 , ya que esta nueva cara, está entre F;-2 y 
F/ . Análogamente pasa lo mismo con p¡, y las caras de rango i. Esto 
demuestra que R; < 2, donde si seguimos multiplicando por p¡_¡p¡, 
R; es la primera vez que regresemos a la bandera base o oo si nunca 
lo hacemos. 
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Esta sección nos representa un q-ágono, y lo que estamos haciendo 
al multiplicar por Pi-IPi es cambiar primero un vértice y luego una 
arista, y así sucesivamente hasta darle la vuelta y regresar al vértice 
y arista originales, donde en este caso R; es mayor que 2 y representa 
el número de lados del q-ágono. 
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4. Nos falta únicamente ver que las p¡ generan a r(P). Para esto, sea 
a E r(P). Por el lema anterior sabemos que a está determinada por 
lo que le hace a la bandera base, es decir, por \Jla. Por la conexidad 
fuerte tenemos una suceción : 

\II = \Jlo\Jl1 ..• , Wk = Wa 

donde \]i i-I y\)/ i difieren únicamente por el elemento de rango Íj. Por 
inducción sobre k y con argumentos similares a los puntos anteriores, 
es fácil verificar que : 

a = PikPik-• · • ·Pi, 

Por lo tanto r(P) = (p0 •• ·Pn-i}; y queda demostrado el Teorema . 

• 
Estos son algunos ejemplos de grupos de automorfismos. 

a 

---- --- ------·--
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l'(T1'iangulo) = (po,P1 1 p~ =Pi= (pop1)3 = 1) 

r(Icosaed1'ó)::::; (po,p¡,p:i i p~ =Pi= p~ = 

,.·.; 

r(Hipe1'cubo) d:~/{poc¡ p¡;p2, p3 fp~ =Pi = P~ =p~ = 
, ~/. :: . ,' ~~~·,. ; <.-·\:. -'..;' ·~_",. 

(pop2)
2 = (pop3)2 ~(q1P;,),2 ~(~gq1h~i(~f~2t==(p2p3)3 = 1) 

-·-"~H;-·:\?',º .\_, . .': .. :·"~~::.~~-- . .,, .<·-.·)_::· :: ___ '..:.·~·,· 

Para ver que r(P) cuztip,l~.éoi}Ja'P1:bpi~~~c:1Ld~)~'Iritefsecci6n, necesita-

;::~~;.;::~:; ;;;~~f t!~~~'~i~l~!~.!ui~'~ff ,'I•r•un ·,ub-
··<, - ~--- • ;--:-,_- _ _., _·':,):?--_ ·· .. '>• - ,·,-·-e.e:·-.-

~(=;= {F; É <r> 1 ;;;;cF;) = i e~n 

entonces el grupo r(P,<I>1) =={o .E r(P) i ÍI>1a = <l>¡}•esjgual al grupo 
r(P)1 = (Pi 1 j (j:. !) 
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Demostración. Sea <I>i E P como en el teorema anterior, de tal manera 
que p.¡ es el único automorfismo tal que éf>p¡ = <I>i. También sabernos por 
el teorema anterior que r(P) es un grupo W generado por (po, ... , Pn-l} 
que cumple con las siguientes relaciones: 

Pr = (Pi Pi )2 = (Pi-1Pi )R' = 1 

donde j #- i, i + 1, i - 1, R; E z+ U oo y R; > 2. 

Como para j </:. l, Pi deja fija a todas las caras de la bandera <I> que son de 
rango i E I entonces Pi E r(P, <I> / ). Por lo tanto, tenemos la contención 

r(P)1 =(Pi li </:. I) e r(P,<I>1) 

La demostración de la otra contención se sigue de la prueba del punto 4 
de Teorema anterior. Observando que si a E r(P, éf> ¡),la conexidad fuerte 
nos permite suponer que la sucesión de banderas de éf> a <I>a tiene fija a 
<l>¡, y por lo tanto los índices ii rj:. l. Ento.nces · 

a = p¡k ... p¡, E (Pi 1 j </:. l) . 

• 
Para demostrar que este grupo W es un C-grupo nos falta probar que 
tarnbien cumple con la Propiedad de la Intersección.:.; . 

Teore1na 3.2 Sea P un poli topo regular, enton¿es'.el grupo de automor-
fismos de P, r(P), es un C-grupo. · ·· . · . . 

Demostración. Sea N = {O, 1, ... , n - 1}, ¡ f ya dos st.i.bconjuntos de 
N y sea <I> la bandera base de P, por e1Te6rema. 3.1 sabemos que r(P) 
es un grupo W generado por (p0 ,. , ¡J;.j{) ql.ie cumple con las siguientes 
relaciones: ·. · 

P~ = (f>;Pi)\::tkili{J;)n' = 1 

donde j I= i,i + 1,i "'-1, R; EZ+ Uoe y R; > 2. Faltaría demostrar 
que también cumple con la propiedad de la intersección : 

(p¡ 1 i E I) n (Pi u E J} = (Pk 1 k E I n J) 
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P1-1.ra esto tomemos a E (p¡ 1 i E /) n (p; 1 j E J) se sigue que : 

a E (p¡ 1 ir/:. N\f) y a E (p; 1 j <t. N\J) 

por el teorema anterior podemos concluir.: 

<f1N\/fr = <flN\[ :y 

'<]> (N\f)u(N\J)°' =:= <PcN\/)u(N\J) 

nuevamente por el teorema. antcbriC>rS ·.. · 
·';;, 

por propiedades <le conjunto¿ civ\i)ÜCN\J) =N\(I n J) 

a E (Pk I k ~N\(fh J)) 

a E (Pk 1 k E I n J) 

22 

Ya habíamos observado que siempre se cumple la otra contención. Por lo 
tanto el grupo de automorfismos de un politopo P, l'(P), cumple con la 
propiedad de la intersección. Entoces podemos concluir que todo grupo de 
automorfismos r(P), de un politopo regular P, es un C-grupo. • 

Para ilustrar este último teorema, tomemos al tetraedro y a una bandera 
de él, 111 = {0, A, B, C, P} y a su grupo de automorfismos r{P) de la 
siguiente forma: 

r(Tetraedro) = (po,p1,p2 1 p~ =Pi= P~ = 

(PoP2)2 = (pop.) 3 = (p1p2)3 = 1) 

Sea W{o,1} = (po,p1), W{1,2} = (pi,p2) y W{1} = (p1). Por lo que WW{o,1} 
son las banderas que están generadas por el vértice A, y la arista B, sobre 
la cara C, dejando fija esta última. \lfW{l,2} son las banderas que estan 
generadas por la arista B, y la cara C, alrededor del vértice A, dejándolo 
a éste fijo. \f!IV{i} son las dos banderas que están generadas por la arista 
13, dejando fija la cara C y el vértice A. 
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yw'º·'l 

:(w11.21 

Aquí podemos observar cómo r(Tetraedro) cumple con la propiedad de 
la intersección: 

------------------------·-·----·----- ·-·-·--
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4. De C-grupos al grupo de automorfismos 

En este capítulo, primero vamos a construir poli topos a partir de C-grupos, 
luego veremos que estos politopos son regulares y que el grupo de auto­
morfismos es isomorfo al C-grupo a partir del cual fué construido, con 
este resultado y con los resultados del capítulo anterior, terminaremos por 
establecer una correspondencia uno a uno entre los politopos regulares y 
los C-grupos. 

Definición 4.1 Sea H un subgmpo de un grupo G y sea a E G. La clase 
lateral derecha Ha es el conjunto: 

Ha = {ha 1 h E lf} 

De la definición de clase lateral se obtienen fácilmentci"laii siguientes equi-
valencias : · 

Ha= Hb con a,b E G ~ b E Ha ~. a- 1b EH 

Algunas de las primeras observaciones que podemos hacer con esta defi­
nición alterna de clase lateral, es que dos clases laterales son la misma, o 
no tienen ningún elemento en común. Otra, es el método para encontrar 
todas las clases laterales diferentes : primero escojo el subgrupo y éste por 
sí mismo es una clase lateral tomando a la identidad como el elemento 
del grupo que multiplica¡ luego tomo un elemento del grupo que no sea 
elemento del subgrupo y esto me dará una nueva clase lateral, nuevamen­
te vuelvo a tomar un elemento del grupo que no esté en ninguna de las 
otras clases laterales, y así sucesivamente hasta que obtenga todas (por 
supuesto, estamos suponiendo que es finito). 

Para llevar a cabo lo que acabamos de decir, de ahora en adelante sea W 
un C-grupo CO!l generadores 11' = (po, p¡, ... , Pn-1 ),y sean M1;, w<i y. w>i 
subgrupos de 11', determinados de la siguiente forma: 

W¡ = (po, · · · ,p;-i.Pi+I• · · · ,pn-1) = (p; 1 j-:/= i) 

w<i = (po, ... ,p;-1) = (p; 1 j < i) 
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W>i = (Pi+1, · · · •Pn-1) =(Pi i j > i) 

La importancia de estos subgrnpos de W se sigue de, los siguieiltes"dos 
lemas, que nos dicen que las caras de dimensión i de un p~litriporegular 
corresponden con las clases laterales del respectivo IV;;, , ,, , 

Lema 4.1 Sea P un politopo regular, sea IJ! = F_í ~;,#{~·,'.) < F,¡, 
una bandera básica y W = (p0 , ••• , Pn-i) su C-grÚpo dé automc;rflsmos, 
entonces : 

_: ,,· ·, ··,· 

Demostración. Sabemos que corno u, E W;, por la: definición de W; se tiene 

u = Pii Pi2 · · ·Pi• 

Como F;pi = F; si i '/= j se tiene que F;u = F;. Supongamos que u E W 
es tal que F¡u = F¡, sea <P = IJ!u y tenemos que { F;} e <P n IJ!, por la 
conexidad fuerte y el inciso 4 del teorema 3.1 entonces tL se escribe como:, 

u= PiiPh ···Pi• u E W;. 

• 
Lema 4.2 Sea P un poli topo regular, sea IJ! = F-1 < Fo < ... < Fn una 
bandera básica y l•V = (p0 , ••• ,pn-i) su C-grupo de automorfismos. Si 
u E IV es tal que F¡u = G¡, entonces: 

{v E W 1 F;v = G;} = W;u 

Demostración. 

v E W;u 

Por el lema anterior esto sucede sí y sólo si : 

F;v = F¡u = G; 

• 
Regresemos ahora a estudiar los C-grupos en abstracto. 
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Len-ia 4.3 Si w E l'V;, existen u E Hí<i y v. E W>i tales que 

W = 1lV::: VU, 

Demostración. Por las propiedades de C-grupos se tiene que si j < y 
k > i entonces Pi y Pk conmutan 

PkPi = PiPk (2) 

Si w E IV; entonces existen j 1 , ••• ,jk, todas distintas de i, tales que 

w = PiiPh ···Pi• 

Por (2) las im tales que im < i se pueden aglomerar a la izquierda de la 
expresión anterior. De tal manera que podemos suponer que existe k 1 y 
O~ k, ~ I~ tal que j,,. < i para m ~ k1 y im > i para m > k1. Si definimos 

claramente w = uv. Pero de nuevo por (2) se tiene que w = vu. • 

Por el lema anterior podemos observar.que: 

Por ejemplo ahora tomemos a un C~grtipo'en.específico para construirle 
sus clases laterales: 

W = (po, Pi 1 P~ ~Pi= (popi) 3 :;:= 1) 
' .. ·.' .. -,· ,._ 

. que es el grupo de autorriorfismos del triáng~lo, ~e)~() ya habíamos visto 
en el capítulo anterior y tiene los siguientes elementos. 
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Po 

lV = {1, Po,p¡,pop11p1po,pop1po = p¡popi} 

y sus clases laterales son las siguientes: 

Para construir el politopo a partir del C-grupo; las diferentes clases la­
terales de IV¡ van a representar las caras de rango i y para las de F_1 y 
Fn tomamos dos copias de IV y las denotamos cómo H 1_ 1 = W = Wn, 
podemos observar que son únicas ya que: 

V u E W 

Sea P(W) el conjunto de las clases laterales: 

P(W) = {IV;u 1 u E W, i = -1,0, ... ,n -1,n}, 
- . - . -

' . . . 

con la relación (que veremos que es un orden parcial) definida por: 

---------------~------'-----'-~---· ·'--·-'-'--~ 
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Si nos fijamos es el ejemplo anterior, ele las clases laterales nos ciamos 
cuenta que como 1 E IVo y 1 E Wi. IVo :S W¡. Pero Wo y W1P1Po no se 
pueden comparar ya que IVo n IV1p1po = 0. 

El siguiente lema nos permitirá demostrar que la relación en P(lV) es un 
orden parcial y, a la vez, controlar sus cadenas. 

Lema 4.4 Sea O :5 i 1 < i2 < ... < im :5 n - 1 y sean u;,;• .. ,u;m E W 
tales que para cualquier j i= m 

Entonces existe una w E IV tal que W¡,u¡i == W;,w para todo j = 
1, ... ,m. 

Demostración. Por inducción sobre m, si m = 1 no hay nada que probar, 
si m = 2 tomamos a w E W¡1 u¡, n IV¡2 tt;2 y listo. Ahora sea k ~ 3 y 
asumimos que el teorema es cierto si 1n < k. Tomemos a m = k y como 
la sucesión 

contiene menos de k elementos, entonces satisface las condiciones del teo­
rema y por lo tanto existe w' E ¡,¡1 que para todo j ~ 2 , W¡,u¡i = W;¡ul. 
Igualmente, existe v E IV tal que W;, u;, = lV;,v, para todo j "'.' 1, 2.: · 

Podemos observar que IV;2 v = l'\1;2 w' por lo que v es un el~rnento. de 
IV;2 w'. Entonces existe una h' E IV;2 con la que podemos definir a v de la 
siguiente manera: 

V== h1
W

1 

Recordemos que el subgrupo IV;2 == M'>;2 W<¡2 = W<¡~ W>;2 (conmuta), 
entonces podemos reescribir a h' como .h' = hg "". gh donde g E lit'>•• y 
h E H1<;2 • Observemos que: 
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V j?: 2 
. . . 

Podemos concluir que g E W;, si j :5 2 y: que h E W;, si j ?: 2; Finalmente 
tomemos a w = g- 1v · ·. 

W;,w = W;,g- 1v = W;,g'- 1/i'tÚ'= W;;~- 1 ghiú' = 

V j ?: 2 

V j = 1,2 

Entonces encontramos un elemento w. E Mí . que satisface la propiedad 
requerida.• 

> : .·~' • '. 

Teorema 4.1 El cojunto P(W) es un conjuntoparcial~ente ordenado, . 
con la relación (3). 

Demostración. Tenemos que de~ostrar que p~ra Ids ~~r~s or~enados con 
la relación (3), cumple las leyes reflexiva, antisimétricá y tránsitiva. 

. ' ' ' ' 

l. Ley reílexi va. Sea W;u E P( W), como W;un W;u =/: 0 e i 5 i entonces 
W¡u :5 W;u. 

2. Ley antisimétrica. Sean W;u, W;v E P(W) con l·V¡u n W;v #- 0 
tales que W;u 5 W;v y W;u ?: W;v,por (3) i :5 j e i ?: j, y por 
propiedades de los enteros i = j, entonces como la intersección de 
las clases lateral~s M';u y W;v es no vacía, podemos concluir que 
IV;= W;v. 

3. Ley transitiva. Para demostrar esta ley, usemos el lemma anterior 
con m = 3. Demostrar la transitividad en los casos que vincula a 
IV_¡ o Wn es trivial.• 

ESTA TESIS NO SALE 
~E J__A. BIBI.1~~J··'r;-f.C~/~'. 
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De ahora en adelante, cuando nos refiramos a P(W) como un orden parcial 
siempre est.ará implícito que es con la relación (3). 

Como corolario del Lema 4.4, tenemos que \'Vi, u 1 , IV;2 u 2 , ••• , W;;,; Um en 
P(Hf) con i1 < i2 < ... < Ím forman una cadena si y sólo si : 

m n W;,u¡ # 0 
j=l 

Pues hemos demostrado que existe w E W;,uj para -todo j. Además las 
posibles w son una clase lateral del grupo : 

m 

nwi;• 
j,;,;l, 

Es decir, tiene que W;,tt¡, W;2ú2, .. ; , W;"'u"' en P(W) con i1 < i 2 < ... < 
i,,. forman una cadena si y sólo si existe w E W tal que : 

(4) 
i=l i=l 

Teorema 4.2 Sean ;:::: 1, sea W = (p0 ,pi, ... , Pn-1) un P-grupo y P(W) 
el orden parcial clases laterales de W, entonces P(W) es un Polítopo. 

Demostración. Para demostrar que P(W) es un politopo, necesitamos ve­
rificar las cuatro propiedades de la definición de politopo del ~apítulo 2 .. 
Sabemos que es un conjunto parcialmente ordenado por el teorema.ante­
rior. La función de rango la definimos de la siguiente manera: 

rp(W): P(W) => { .:..,:1,0, 1, •. , n} 

1:/ ttEW y V iE{-l;O;l,. .. ,n} 

l. Al elemento mínimo lo definimos como \V_ 1 y al máximo como Wn, 
son únicos ya que W_ 1 = vV = W,. y W_ 1u :::: W.,..1 y Wnu = Wn 
para toda u en W. Además también podemos observar que W_ 1 :5 
l'Vitt :5 ¡,v,. para toda u en vV y todo i en {-1, O, 1, ... , n}. 
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2. Como IV;u n IV;v =/= 0 si y sólo si IV;u = W;v, no puede haber 
relacionadas dos clases laterales distintas del mismo rango, por lo 
que todas las banderas o cadenas maximales tienen a lo más n + 2 
elementos. Por el lema 4.4, si IV;u < l•Vjv con j - i > 2, entonces 
para todo k, i < k < j existe w tal que 

Entonces las cadenas maximales son de exáctamente n+2 elementos. 

3. Sean W;_ 1u y W;+ 1v en P(W) tales que W;_1unw;+it1=/=0, por el 
Lema 4.4 existe w E IV tal que W;-1u = W;+ 1W y W¡+iV ·,; W¡+iW· 

Tomemos la cadena 

H'-1w < IV0 w < Wiw < ... < IV¡_¡W < W;+1W < ... < Wnw 

Esta es una cadena de n + 1 elementos, que le hace falta una cla­
se lateral de l•V; para convertirse en bandera. Ahora veremos que 
tínicamcnte existen dos clases laterales de H'; con las que se pue­
de relacionar. Nos fijamos en la intersección de los elementos de la 
cadena y por ( 4) 

n+l n+l 

íl<W;,w) = (íl w;,)w 
j=l 

y por la Propiedad de la· Intersección 

n+l . ' ( n ·W;1)w == (lif;ini2 1"l ... nin+i )w = (p¡1 1 j =/= i)w = 
j=l . 

(p¡)w = {l,p;}w = {w,p¡w} 

como { 1} E IV¡ las únicas dos clases laterales con las que esta ban­
dera se puede relacionar son IV;w y W;p¡w, por lo que podemos 
concluir que entre una clase lateral de rango Ík - 1 y una. de rango 
ik + 1, existen únicamente dos clases laterales de rango Ík con las 
que se pueden relacionar. 
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4. Sean <I> y '11 dos banderas, y por el inciso anterior sea Pk en MI el 
elmento del grupo tal que Pk genera la única bandera adyacente a <I> 
que difiere de <f> por un elemento de rango k, <I>pk = <J>k. Entonces 
podemos escribir una sucesión de banderas adyacentes que me lleven 
de <I> a llJ de la siguiente manera: 

llJ = <J>pk, •.. Pk; = <J>kt ... k; 

y por lo tanto es fuertemente conexo. • 

Para ilustrar todo lo que hemos enunciado hasta ahora construyamos un 
poli topo a partir de un C-grupo IV. Tomaremos el C-grupo que obtenemos 
del grupo de automorfismos del cuadrado. 

W = (po,p¡ J P~ = p¡ = (PoP1) 4 = 1) 

(-\~¡~p, e! 
P1Pop1Po 

Pop¡ 
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IVopo(J1po = {po(J1(Jo,p¡pop¡po}, · W1P1 = {p1,pop1}, 

Diagrama de Hasse: 

En este ejemplo pudimos observar que el politopo que construimos es un 
cuadrado, por lo que es regular. Ahora quisiéramos probar que todos los 
politopos que construyamos a partir de un C-grupo fueran regulares, para 
esto tendremos que definir el grupo ele automorfismos r(P(H')), y con 
ello a los automorfismos. Como vimos en el capítulo 2, un automorfismo 
es una biyección del conjunto de caras en sí mismo, que preserva el orden. 



~ , ·- '· -. '.· - -:~' ··- : 

. .~·: . '-· . '• 

Tomemos una función /ex ¡>ara a' E' W:Y W;Ú E P(W), y definase de la 
siguiente manera : 

(W;u)'Yex = W;ua- 1 

Está bien definida ya que W;ua- 1 E P(W). 

Si (W¡u)¡0 = (vV;v)'Yex entonces IV;ua- 1 = IV¡va- 1, por la definición de 
clase lateral podemos concluir que l'Viu = l'V;v. Por lo tanto la función es 
uno a uno, y si vV;ua E P(W) y vV;u E P(IV), entonces lo es sobre ya 
que: 

Por lo que '"Yo es una biyección. 

La función '"Yo preserva el orden, ya que para a E W y W¡u, W;v E P(W) 
tenemos: 

W;u n W;v -:/= 0 ~ W;ua- 1 n W;va- 1 # 0 

Lema 4.5 Sea vV un C-grupoy P(W) el.politopo construido a partir de 
l'V. Para toda bandera <I> enF(P(W)) i;;xiste una única a E Wtal que: 

Demostración. Sea <I> una bari'dera, por el lema 4.4 existe a E W tal que 

<I> =~ex.:"= {Wo~~ W1a, ... , Wn-10'}. 

Nos fijamos en la i~ter:~C:cl~~J:I~ l~dases laterales y por ( 4) 

; @·(~;q) = ( n W;)a 
'n=::.r n=-1 

y por la Propiedad de iél I~te~;"~~~~i6n 
n ( n W;)a.= (W-1non ... nn)n = {l}a ={a} 

n=-1 
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Podemos observar que las clases laterales se intersectan en a, por. lo que 
es única, ya que si existiera una a' E MI que cumpliera con las hipótesis 
tendríamos que al = a'l y por lo tando a= a'. • 

Como corolario del lema anterior, podemos observar que hay una corres­
pondencia entre las banderas del politopo y los elementos delgrupo. 

Teorema 4.3 Sea W un O-grupo y P(IV) el politopo construido a partir 
de W, entonces P(IV) es regular. 

Demostración. Lo que queremos demostrar es que dada una bandera base, 
existe un automorfismo que la manda en cualquier otra. Sean ~"' la ban­
dera base y ~º'en F(P(M!)) definidas como en el lema anterior, y ¡ 001-1 

un automorfismo. Entonces tenemos: 

= {W;aa- 1a 1 1 iE {-1,0,1; ... ,n} = 

' ' ' 

{l'Vi~'I iE{-"1,0,1, .. ; ,7i} = ~º' 
por lo que podemos d~ci;que.el conjunto de los aut'omorfismos es transitivo 
en las banderas dé P(W) y por lo tanto P(W) es regular. • 

4.1. Conclusiones 

En el capítulo 3 a patir de los grupos de automorfismos (Def. 2.3) de 
los pilotopos regulares (Def. 3.1) se construyen los C-grupos (Def. 3.3). 
Primero se demuestra que el grupo de automorfismos de los politopos 
regulares cumplen con las relaciones de los C-grupos (Teo. 3.1), y luego 
verificamos que también cumplan con la Propiedad de la Intersección (Teo. 
3.2). Con esto concluimos que todo grupo de automorfismos de un poli topo 
regular es un C-grupo. 
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En el capítulo 4 se construyeron politopos regulares a partir de C-grupos. 
Para esto primero se estableció quienes serian las caras del poli topo (Def. 
4.1) y a que rango corrcsponderian (Lema 4.2). Luego se estableció la una 
relación de orden (3) y cómo se pueden controlar y unificar las caras rela­
cionadas (Lema 4.4). Posteriormente se verificó que formaran un conjunto 
parcialmente ordenado (Teo 4.1) y cumplieran con las cuatro propiedades 
de los politopos (Teo. 4.2). 

Ya teniendo politopos hubo que verificar que estos fueran regulares, para 
eso primero definimos a los automorfismos mediante una biyección que 
preserve el orden y, también vimos que las banderas se pueden definir 
con un elemento del grupo (Lema 4.5). Finalmente se demostró que el 
grupo de automorfismos del politopo construido a partir de un C-grupo es 
transitivo en las banderas y, por consecuencia, el politopo es regular. Por 
todo lo expuesto concluyo mi tesis con el siguiente teorema. 

Teorerna 4.4 Existe una correspondencia uno a uno entre los politopos 
regulares y los C-grupos. · 

Demostración. En el capítulo anterior vimos que podíamos asignarle a cada 
politopo regular un C-grupo, en este capítulo vimos que a partir de cada 
C-grupo construimos su poli topo regular. Por lo que podemos _concluir 
que hay una correspondencia uno a uno entre los politopos regularesy los 
C-grupos. • 
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