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1. Imntroduccién

lios poliedros han estado con nosotros desde tiempos inmemoriales. La
gran belleza de los poliedros regulares como el cubo y el tetraedro, predecia
a las investigaciones matematicas sobre ellos. Se tiene conocimiento que
desde el afio 500 a.c. los Etruscos realizaban apuestas, utilizando un cubo
como dado, etiquetando cada uno de sus lados con un niimero del 1 al 6.

Mids tarde se puede apreciar como los Egipcios utilizaron poligonos regu-
lares para construir sus piramides (cuadrados para la base y tridngulos
para los lados). Luego Platén asocia a los 5 poliedros regulares (tetrae-
dro, octaedro, cubo, icosaedro y dodecaedro) con los elementos basicos :
fuego, aire, tierra, agua y el universo, respectivamente. Es por ello que en
su memoria los poliedros regulares se han denominado Sélidos Platdnicos.
Pero no fué sino hasta que Euclides, en Los Elementos, demuestra formal-
mente que en cl espacio (euclidiano) de dimensidén 3, solamente existen §
policdros regulares.

A mediados dcl siglo XX, el estudio de los poliedros dié un gran giro.
Coxeter los comienza a estudiar, no como cascos convexos de un mime-
ro finito de puntos, sino como objetos combinatorios. Coxeter, con esta
nueva visién, facilita el estudio de los poliedros y sus generalizaciones en
dimensiones mayores.

En la actualidad, con una nueva definicién de politopo, no sélo se incluye
a los cascos convexos de un ndmero finito de puntos. El nuevo concepto de
politopo también abarca objetos como teselaciones del plano y del espacio,
inclusive de otras superficies, con otro tipo de geometrias como la eliptica
de la esfera y la hiperbdlica.
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Teselacién del plano euclidiano con hexdgonos.

Hasta los tiempos de Coxeter, el concepto de regularidad dependia direc-
tamente de que tuviera caras iguales y el mismo nimero de ellas en cada
vértice. En la actualidad este concepto fue ampliado un poco, y ahora de-
pende del grupo de automorfismos del politopo, para aumentar el niimero
de objetos que abarque la definicién.

Ista tesis pretende demostrar la relacion uno a uno, que existe entre los
politopos regulares y los C-grupos. Este resultado es muy importante para
el estudio de los politopos, ya que los podemos estudiar a través del dlgebra
como grupos que cumplen ciertas propiedades.

En el capitulo 2, se encuentran las principales definiciones y todos los
conceptos bdsicos acerca de los politopos y del grupo de automorfismos.
En el capitulo 3, se contruyen los C-grupos a partir de los grupos de
automorfismos de los politopos regulares. Y en el capitulo 4, se hace el
paso de regreso, o sea, a partir de los C-grupos se contruyen politopos
regulares.



- 'Dn este ca.pltulo nos ocupaxemos de dar las nociones basnca.s acerca. de los
i pohtopos e isomorfismos, y sus correspondientes deﬁmmones necesauas
para llevar a cabo las demostraciones de los capftulos 3y 4.

Definicién 2.1 Un orden parcial en un conjunto P. estd dado por una
relacién <, definida para ciertos pares ordenados de elementos de P, que
se satlsface las siguientes condiciones:

1. a < a para todo los a € P (reflexividad).
2. Sia<byb<a, entonces ¢« = b (antisimetria).

3. Sia<byb<ec, entonces a < ¢ (transitividad).

Se dice que P es un conjunto parcialmente ordenado (por <). Es importan-
te observar que en un conjunto parcialmente ordenado no necesariamente
son comparables cada par de elementos. Nosotros estudiaremos a los poli-
topos como un conjunto, en el que estan contenidos vértices, aristas, caras
y demads generalizaciones; y a cada elemento del conjunto, a través de una
funcién, denominada rango, se les asignard un valor para distinguirlos que
corresponde a la dimensidn. A los vértices se les asignara el valor de 0, a
las aristas 1, a las caras 2 y asi sucesivamente. En este sentido las propie-
dades de los conjuntos parcialmente ordenados, nos ayudardn a que por
cjemplo un vértice y una cara sélamente se comparen en caso de que el
vértice pertenezca a esa cara, es decir, que sean incidentes.

Definicién 2.2 Un Politopo P de rango n, es un conjunto- parc:a]mente
ordenado, con una funcién de rango esl;nctamente monotona :

’I'p:P——){—l 0 1 .;.,n}

que satisface las s:gu;entes cuatro propjedades :
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1. Si Pi={F € P | rp(F)=1}, entonces | P-; |=| P, |= 1. Es decir,
P tiene un elemento mdximo y uno minimo que, ademds, son dnicos.

2. Los subconjuntos méximos totalmente ordenados, llamados cadenas
maximales o banderas, tienen exactamente n + 2 elementos, o sea,
tienen un elemento para cada P;.

3. P es luertemente conexo en banderas, es decir, para cualquier par
de banderas ¥ y ® en P, existe una sucesién de banderas :

O = @, ¥, Qe , O =0

tal que para toda k € {0,1,2,...,m}, <I>L y <I>k+1 dlﬁeren por exac-
tamente un elemento y, ® N ¥ C &. R

4. Para FyG enP con F< G,. si’
‘?'3 TP(P) + 1= ' :
nte dos e]ementos H en P,, que satisfacen

enLonces emsten eAa a.

F<H<G

Consxdelemos, de rango 3 la sngulente teselacion del toro

Figura 2
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Con respecto a la definicién anterior puede verse como en el conjunto de 12
vértices, 24 aristas y 12 caras de la teselacidn del toro; en él, dos clementos
del conjunto son comparables si son incidentes. El elemento minimo es el
conjunto vacio, y el médximo es el politopo en si (ya que es el elemento de
rango 3). El rango de [ € P nos representa la dimensién de la cara [7; a
los elementos de rango 0, los llamaremos vértices, a los de rango 1, aristas
y a los de rango 1, i-caras. En este caso una bandera consta de 5 elementos:
el conjunto vacio, un vértice, una arista, una 2-cara y el politopo en si. En
demostraciones subsecuentes frecuentemente omitiremos a los elementos
minimo y maximo por comodidad.

En el caso de los politopos de rango 3, las banderas se pueden representar
como triangulitos : tomando como los vértices del triangulito un vértice del
politopo, el punto medio de una arista incidente al vértice y el baricentro
de una 2-cara incidente al vértice y arista. Como lo podemos observar en
la figura 2.

Al conjunto de todas las banderas de P lo denotaremos como F(P). Dadas
dos banderas ¢ y ¥ en F(P) podemos encontrar una sucesion de banderas
tales que :

= (I)Oa q’l, q’2,. .o ,<I>m =Y

Al toro también lo podernos representar como un cuadrado 1dent1ﬁcando
sus lados opuestos. Un ejemplo de una sucesién de banderas se:puede ver
en la ﬁgura 3. ,
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Figura 3

Los érdencs parciales se pueden representar a través de un Diagrama de
Hasse, el cual consiste en hacer una grafica tomando a los elementos del
conjunto como vértices, poniendo una arista entre ellos si son incidentes.
El acomodo de los vértices se hard en niveles dependiendo de su rango, por
lo tanto todos los vértices que representen caras del mismo rango estarin
en un mismo nivel. Los niveles se acomodaran en orden por su rango, de
tal manera que el de mayor rango quede hasta arriba y el de menor hasta
abajo.

Por ejemplo el Diagrama de Hasse del orden parcial de subcon_]untos del )
conjunto {0,1,2} quedard como a continuacién. '
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Figura 4

El Diagraman de Hasse de la figura 4 corresponde a un tridngulo :

Figura §

Los ciclos, o poligonos, son los politopos de rango 2 como lo podemos ver
en el Diagrama de Hasse de la figura 6.

Figura 6
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"Para Iy G en P, con F < G, llamaremos al conjunto
S=G\F={HeP|F<H<LG}
una seccién, o intervalo, de P. Si nos fijamos en una seccién donde [ sea

un vértice y ¢ una 2-cara, podemos observar que entre una 2-cara y un
vértice de la 2-cara hay exactamente dos aristas incidentes.

Se puede observar que toda seccién de un politopo es también un politopo
: dada una seccién G\F cumple claramente con las propiedades 1, 2 y 4
de la definicion 2.2; la propiedad 3 se cumple a partir de la implicacién
de que PN Y C ¢, de la propiedad 3, porque podemos tomar a & y ¥ de
tal mancra que ¥ N W = {F_4,... ,FG,...,F,} (como lo podemos ver
en la figura 7) y esto establece que la seccién G\ F' es [uertemente conexa
en banderas y por lo tanto toda seccién de un politopo es politopo.

R

F,

Figura 7

La definicién de politopo excluye objetos como los siguientes :

u

Figura 8
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La figura 8 no cumple con la propledad 2 de la definicién poxque la cadena
{a,b} no es maximal, ya que.no cs incidente a la cara C. :

Figura 9

“La figura 9 no' cumple con la propiedad 3 de la definicién porque en el
vértice a no es fuertemente conexo en banderas, ya las banderas difieren
7;cn dos elemcntos

Figura 10}

La figura 10 no cumple con la propiedad 4 de la definicién porque entre el
vacio y la arista b existe un dnico vértice a, en vez.de dos.
2.2. Grupos

Sea G un grupo, al subgrupo generado:po'x‘ g,,gz, ..V, gk € G lo.denotamos
por: , G , '

(glig21 . ~‘,"1gk)‘
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Si (g1, 92y, Gk) = G cnt,onces decnnos que gl,gg, . ,gl, € G son gene-
radores de G. Por convencmn ]a multlpllcacxon de funcnones sela por la
derecha. S S :

Definicién 2.3 Un a.utomorﬁsmo de un po]:topo P ‘es una beecczon de]
conjunto de caras en sf mlsmo, que preserva el ol de :

Por ejemplo, el trlangulo tlene 6 automorﬁsmos, t s 1eﬁemones y txes
rotaciones. . A .

Figzlirn,l’l-

sus automorfismos son : 1, (A,B),’(A’,C), (B,C), (A,B,C) y (A,C,B).

El conjunto de todos los automorfismos de un Politopo P, forman un
grupo. A este grupo lo llamaremos el grupo de automorfismos de P y lo
denotaremos ['(P).
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3. Del grupo de automorfismos a C-grupos

En este capitulo veremos cémo se construyen los C-grupos a partir de los
grupos de automorfismos de los politopos regulares. De aqui en adelante,
cuando nos refiramos a un grupo de automorfismos sera, por lo general,
rcferente al de un politopo regular.

Lema 3.1 Sea P un politopo, I'(P) actia libremente en F(P), es decir,
si o € I'(P) es tal que Wa = ¥ para alguna bandera ¥ € F(P), entonces

a=1.

Demostracién. Si ¥ es una bandera que difiere de ® -en un solo element.o,
digamos de rango 7, entonces : :

W= {Fo, i, ..., Fioiy Py Fegrs o ‘;'F,.‘_f,.} G

.+Por el inciso 4 de los pohtopos umcamente ‘T, idéxite‘s:égiﬂ_l .

y Fip1, entonces si Fia = F}, Fi_ja = Fi;
queP’a—pl Por lo tanto ®a = @, .

DU e P(P) emste a € F(P) tal que da = U, donde ®a
(I)} (Obsérvese que, como habfamos dicho, la mult:phcac:on
las funciones es, por convencién por la derecha.) o

se-debe tener:
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Fxgum 12j T

Un ejemplo de un polltopo no reguleu es el prlsma que combxna. caras
triangulares y rectangulares. En el prisma no exite ningln: automorﬁsmo
que mande la bandera ¢ = {@, A, B,C, P} de la ﬁgura 13a,en la. ba.ndera.

U = {0,a,b,c, P} de la figura 13b

Figura 13

Definicién 3.2 Dado un grupo con generadores distinguidos
W = (so,. ; . ,S,...l)

sea W; = (s; |i € I) donde I ¢ § = {0,:.. ,n—1}. La Propledad de la
Interseccién establece que para todo [ J C S se Lzene L ,

Winy = Wi N W,
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pre se cumple la contencién

Podérﬁ@s ébst‘:‘:ly'ya.nf‘q‘wa ‘ i
R ;WInJC"VInI’VJ

Pues si. tenemémos " e W, J, entonces & es una palabra de la forma

' ‘eon ;€ Iﬁ J-
Yy por lc_) tzinto;':' : »
‘ aeWinw,

Deﬁmcnon 3 3 Un C grupo, es un grupo con- generadores d:stmgmdos
W' = (so, B sn_l) que cumple con las 1gu1entes re]ac:ones :

= (si85)° = (sims)™ =1

donde 7 # i,z‘+1,‘z‘—1,
con la propiedad de la interseccién.

P, l(P), esta generado por (po, . ,~p,;;'1~) qt

relaciones:

(p.pg)
donde 7 # 1, z+lz—1 ReZ*‘Uoo'

Dcmostmczon Fuemos a ¥ como una bandexa base o determmada en'
r (1’) : o
—{P01P11 . P l)[‘un-i-ly n—l}

sea Uf la tinica bandera W' € F(P) que difiere de ¥ por e\acta,rnentev
un elemento de rango i, cuya existencia y unicidad es el inciso':
politopos. Y para cada i, sea p; € ['(P) el automorfismo tal que
cuya existencia estd garantizada por ser regular. : :

Con base en, ¥ vamos a verificar que las p; generan el grupo de automor- -
fismos ['(P) y cumplen con las relaciones. Por como fueron tomadas las pi
podemos observar que: A ETl

Fipi=F; si j#i . (1)

de_lo'sv"k, '
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- 1.

por (1) =

Veamos prlmexo quc le pasa a la. bandela W, cuando le apllcamos pi

= {P()Pn Plpn -- n lpn P/)u[‘x+lpn ,['n—lpi}

'—{Fﬂvr‘l’ F lszP:7n+vi‘,--- Fn-—l}

tenemos que Fi_; < Fp. < F..H por el inciso 4 de los politopos,
sabemos que entre F;_; y Fiyi existén exactamente dos elementos
de rango i, F; y F{. Por lo que Fip; = F{ entonces Fi_y < F{ < Fiy.1.

Si multiplicamos nuevamente por p;, obtenemos : Fi_1p; < Fip:i <
Fip1p;i entonces por (1) Fi_y < F{p; < Fiyy . Por el inciso 4. de la
defnicién de politopo, sabemos que Flp; = F! 6 F; pero no puede
ser F! por como fué escogido p;, ya que este es el automorfismo que
manda ¥ en ¥'. Sélamente nos queda que F!p; = F;, y esto implica
que Wp;p; = U. De aqui se sigue ¥p? = ¥ y finalmente obtenemos

p? =1 por el lema anterior.

Para demostrar la segunda relacién (pjpi)? = 1 cuando j # i,i+

‘1,i — 1; sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j < 1.

pjpi = {Fopipis - - ,'l'ﬂj;;ﬂjké" Fj/')}k;‘, Fi41p5pis
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s Fivpipis Fipipis Figrpipis - - - Fn-xpgp-},,

comoj#i—1yj<i,ecntonces Fjy, = i, solamente si ] =1 —'2
pero esto no afectara la demostracién ya que por (1) la’ cara 1"“.1 =
Fi_y no seria afectada por p; ni p;.

Fimpspi < Fipspi < Fiaapipis- . » T + < Finpipi
nuevamente por (1) . : i

F}—] < [‘JPJ < FJ.H, S

por como fueron escogxdas pJ y

Fi1 < F! < 1",+1, Py < F! < Fiyy

al igual que en el mcnso 1 de esta demoshacnon

r/)j—[‘ y FP:—-ﬁ
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Fyo < T < F;+u--? s i < Fy < Py
Finalmente podemos concluu que : ¥(p;p;)? = ¥ y por el lemma

anterior,

(/’JP!) =1

para todo J#E LI+ 1 i 1 Una I‘orma altema. de ver esta relacnon, '
seria al demostral que

/’th = Pn/’J

En este caso observalemos que se: necesnta un R > 2 con R en
Z*Uoo  para. obtener \Il(p,_lp,)R' =0 s :

q’f)z-—lpz = {POP:—an PIP:—-IPH y Fi-—vlérpi;-lpi,r ‘

1—' 1/7: 1P., PP:—IP:,E+1/’;—1/’-, Fn—lpx-lp:}

Nos fijamos en-cémo afectard Pi-1pi la seccién P,+1\[‘_2, ya que
sabemos por (1) que el resto de la bandera no serd modlﬁca,da

'1—'1—2/’: 1pi < Fi 1Pi-1Pi < FP!-—]P« < E+IP:—1P1 i
Fip < FL |Pn<FPx<[':+1 ‘

P_2<F1<P<n+l
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al multiplicar nuevamente por p;jzip; . .

Frapizipi < Fioipicipi < Fipizipi < Fipapicipi

o

En este dltimo paso F/_,p;—1 # F;-1 ya que por la propiedad 4. de
la definicién de politopo sabemos que entre dos caras de rango 7 — 2
y rango i, existen exactamente dos caras de rango i. Pero en este
caso estamos tomando diferentes caras de rango i, o sea, primero
multiplicamos por p;-; y la dnica cara que cambia es F;_, en F}_,
entre las caras F;_, y F}, pero al multiplicar nuevamente por p;—; no
obtenemos [f;_; sino F{ |, ya que esta nueva cara, estd entre Fi_s y
F! . Andlogamente pasa lo mismo con p;, y las caras de rango i. Esto
demuestra que R; < 2, donde si seguimos multiplicando por p;-p;,
R; es la primera vez que regresemos a la bandera base o oo si nunca
lo hacemos.
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Esta seccién nos representa un ¢-agono, y lo que estamos haciendo
al multiplicar por p;_1p; es cambiar primero un vértice y luego una
arista, y asi sucesivamente hasta darle la vuelta y regresar al vértice
y arista originales, donde en este caso R; es mayor que 2 y representa
el niimero de lados del g-dgono.
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4. Nos falta tinicamente ver que las p; generan a ['(P). Para esto, sea
a € I'(P). Por el lema anterior sabemos que o estd determinada por
lo que le hace a la bandera base, es decir, por Wa. Por la conexidad
fuerte tenemos una sucecion :

U =Pe¥,..., 0 =T
donde ¥;_, y ¥; difieren inicamente por.el elemento de rango 7;. Por
induccién sobre k y con argumentos s:mllares a los puntos anteriores,
s fdcil verificar que ’ :
= p'kp'k 1 Py
Por lo tanto I'(P) = (po /),._1), y queda demostrado el Teorerna. :
| : oo

Estos son algunos ejemplos de grupos de automorfismos.
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P(Triangulo) = (po, p1 | p = pi = (pop1)® = 1)

entonces el grupo F(P ‘I’l) :
L(P)r={p;|Jj ¢ 1y
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- Demostracion. Sea - ®' € P como en el teorema .a.nterior, de tal manera
que p; es el inico automorfismo tal que ®p; = &', También sabemos por
cl teorema anterior que ['(P) es un grupo W generado por {po,... ,pn—1)
que cumple con las siguientes relaciones:

pi = (pip;)® = (pim1p)™ =1
donde j#i,i+1,i—1, R,€ZtUoo y R;>2
Como para j ¢ I, p; deja fija a todas las caras de la bandera ¢ que son‘de
rango i € [ entonces p; € (P, ®;). Por lo tanto, tenemos la contencién

D(P)r =(ps |3 ¢ I) CT(P.1)

La demostracién de la otra contencidn se sigue de la prueba. del punto 4
de Teorema anterior. Observando que si a € T'(P, @), la conexxdad fuerte ,
nos permite suponer que la sucesién de banderas de <I> a <I>a txene ﬁ_]a. a
&, y por lo tanto los indices i; ¢ /. Entonces ’

a=pi...py €{pj 7¢I
[ |

Para demostrar que este grupo W .es un’C-grupo. nos fa.lta probar que
tambien cumple con la Propiedad de la Interseccmn

Teorema 3.2 Sea P un politopo regular, enton upo de’ai:tomor—
fismos de P, I'{ P), es un C-grupo. 4l '
A dos subcon;untos de

es un grupo W genelado por (pg,' P ) que cumple con las siguientes
relaciones: : :

ydonde j#Fii+ 1, i~ 1 ..R €:Z% Uico’ yby R; > 2. Faltaria demostrar
que t;amblen cumple con la plopledad de- la mterseccmn

(p-llel)rwf]IJ€J>—(PAII~€10J)
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Para esto tomemos a € (p; | i € /) n'(p,-' | ]E J) se sigue que:
ag(p:|ig N\I) y ae(/’: |J¢N\J>

por el teorema anterior podcmos conclulr -

a€{pr|kelInJ)

’a habiamos observado que siempre se cumple la otra contencién. Por lo
tanto el grupo de automorfismos de un politopo P, I'(2), cumple con la
propiedad de la interseccién. Entoces podemos concluir que todo grupo de
automorfismos ['( P), de un politopo regular P, es un C-grupo. @

Para ilustrar este ltimo teorema, tomemos al tetraedro y a una bandera
de él, v = {0,A, B,C,P} y a su grupo de automnorfismos I'(P) de la
siguiente forma:

I(Tetraedro) = (po, p1,p2 | Py = pi = p; =

(Pop2)? = (pop1)® = (p1p2)® =1)

Sea Wio1}) = (po,p1), Wiy = (p1,p2) y Wy = (p1)- Por lo que ¥ Wi 1y
son las banderas que estian generadas por el vértice A,y la arista B, sobre
la cara C, dejando fija esta iltima. WW{, 2 son las banderas que estan
generadas por la arista B, y la cara C, alrededor del vértice A, dejandolo
a éste fijo. Wy son las dos banderas que estdn generadas por la arista
B, dejando fija la cara C y el vértice A.
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'l}/_wu.zp Yw“’

Aqui podemos observar cémo ['(Tetraedro) cumple con la propiedad de’
la interseccion: :

UWio,1) n UWyi 2y = U Wioa3np,2) = YWy
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4. De C-grupos al grupo de automorfismos

En este capitulo, primero vamos a construir politopos a partir de C-grupos,
luego veremos que estos politopos son regulares y que el grupo de auto-
morfismos es isomorfo al C-grupo a partir del cual fué construido, con
este resultado y con los resultados del capitulo anterior, terminaremos por
establecer una correspondencia uno a uno entre los politopos regulares y
los C-grupos.

Definicién 4.1 Sea H un subgrupo de un grupo G y sea a € G. La clase
lateral derecha Ha es el conjunto:

Ha ="{ha | h e H}

De la definicién de clase lateral se obtlenen facnlmente la.s s1gu1entes equl-
valencias : - s S

Ha=Hb con abelG <+« be Ha‘ = albeH

Algunas de las primeras observaciones que podemos hacer con esta defi-
nicién alterna de clase lateral, es que dos clases laterales son la misma, o
no tienen ningin elemento en comiin. Otra, es el método para encontrar
todas las clases laterales diferentes : primero escojo el subgrupo y éste por
si mismo es una clase lateral tomando a la identidad como el elemento
del grupo que multiplica; luego tomo un elemento del grupo que no sea
elemento del subgrupo y esto me dara una nueva clase lateral, nuevamen-
te vuelvo a tomar un elemento del grupo que no esté en ninguna de las
otras clases laterales, y asi sucesivamente hasta que obtenga todas (por
supuesto, estamos suponiendo que es finito).

Para llevar a cabo lo que acabamos de decir, de ahora en adelante sea W
un C-grupo con generadores W = {pg, p1,.-. , Pn-1),y sean I’i W<, y W>‘
subgrupos de W, determinados de la siguiente forma: : :

"l/i = </)0')' ey Pi=1y Pi1y - 1pn—l) = (pJ Ij 74‘ i)

Sei = {por. e spict) = (ps |5 <i)
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Wsi = (pists - - ,p,._l) = <,,, 5> z)

La importancia de estos subgrupos de W se S|guc de los sxgunentes dos :

Lema 4.1 Sea P un politopo regular, sea \Il ,
una bandera bdsica y W = {poy... ; pn-1) SU_ Cgrupo e.au mor{'smos,‘; :
entonces : : S

u € W; —

Demostracién. Sabemos que como uE: VK, p01 la’ deﬁmcxon de W se tiene

U = PjiPiz -+ P Jr '76 i

Como Fip; = F; sii # j se tiene que Fyu = F;. Supongamos que u € W
es tal que Fiu = [}, sca ® = Wu y tenemos que {F;} C ® N ¥, por la
conexidad fuerte y ¢l inciso 4 del teorema 3.1 entonces u se escribe como :.

U= PPy P IrF = u € Wi
]

Lema 4.2 Sea P un politopo regular, sea W = F_) < Fy < ... < [}, una
bandera bdsica y W = {pg,... ,pn-1) su C—grupo de automorﬁsmos Si
u € W es tal que Fju = G, entonces :

(weW | Fo=G}=Wu
Demostracion. ’ B
veWu = ~vuf1‘é W;
Por el lema anterior esto sucede si y sélo si it
Fi(ou=1) < R ; ‘=* 'F,-u'= F,u L
= : |

Regresemos ahora a estudiar los C-grupos en abstracto.
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Lellia 4.3 Siw e W, existenu E‘I'V‘<,- y uf'e ’W>.' tales que
uf# m) "=Zim,-,
Demostracién. Por las propiedades de C—grupos se tiene que si j < iy
k > 7 entonces p;j y px conmutzm . :
PkPJ"=,‘/’jP‘-T - (@)
Si w € W} entonces existe;l TV toda; distintas de i, tales que
W= p;iPiz e Pi

Por (2) las jm tales que j,» < i se pueden aglomerar a la izquierda de la
expresién anterior. De tal manera que podemos suponer que existe &k, y
0< &k < ktal quej, <iparam <k, y jm >t param > k. Si definimos

U = Pj1Psa - - Pk, €  We

V= Pigggr- o Pin € W,
claramente w = uv. Pero de nuevo por (2) se tiene que w = vu. W
Por el lema anterior podemos obselva.r que
W; =M <,-M = W>.I/i

Por ejemplo ahora tomemos a un C-grupo en espec1ﬁco para construirle
sus clases laterales: . I S

W= (_Po, Pl | /’g = Pf.

» que es el grupo de automorﬁsmos del tuangulo, ‘como ya’ hablamos visto
en el capitulo anterior y tiene los sngulentes elementos S
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2\

W = {1, po, p1,Pop1, P1P0s Popipo = pipop1}

y sus clases laterales son las siguientes:

Wo={l,m} Waopo = {po;pipo} " Wpl/?cipi',: {Popl,Pxpd[)x,}'

Wy = {1,p0} Wips = {p1,p0p1} Wle'i/),b =,{P'1)?o,'Pomp'o}'

Para construir el politopo a partir del C- grupo, la.s dlferentes clases la-
terales de W; van a representar las caras de rango ) y para.lasde F_; y
F,, tomamos dos copias de W y las denotamos como W, =W =W,
podemos observar que son dnicas ya que:

W_ju=Wu=W,u -V u:e W
Sea P(W) el conjunto de las clases laterales :

P(W) = {W| ueNW,.;»i‘= —1,0,...,n = L,n},

con la 1elac1on (que veremos que es un orden parc1a.l) definida por :

WJu_<_ ka <=:> —1 <_7</..<n J WuﬂW;.v#(D 3)
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Si nos fijamos es el cjemplo anterior, de las clases laterales nos damos
cuenta que como 1 € Wp y 1 € W, Wp < W,. Pero Wo y Wlplpo no se
pucden comparar ya que Wy N Wyp1po = 0.

El siguiente lema nos permitira demostrar que la relac1on en P(VV) es un
orden parcial y, a la vez, controlar sus cadenas. .

Lema4.4 Sea0<ij<iz<...<im<n—1y srea,n:u.i;,i».‘.:.f,u.-m" eW
tales que para cualquier j # m RS ’

Wi ui, O Wiy iy, # 0

" Entonces existe una w € W tal que W 5 k='I/V,~jw para todo j =
1,...5m.

Demostracion. Por induccién sobre m, si m = 1 no hay nada que probar,
sim = 2 tomamos a w € Wy u;, N Wyu,, y listo. Ahorasea bk > 3 y
asumimos que el teorema es cierto si m < k. Tomemos a m = k£ y como
la sucesién

l’V,’.‘,u,'z, "V.’au"a, . W m Wi

contiene menos de k elementos, entonces satisface las condiciones del teo-
rema y por lo tanto existe w’ € W que para todo j =2, VV,,u,Jf-— I/V,-,.u)'.‘_
[gualmente, existe v € W tal que W u;; = Wj,v; para todo js Ve

Podemos observar que W;,v = W,w' por lo que v es un: elemento de
W, w’. Entonces existe una h’ € W, con la que podemos deﬁmr avde la.
siguiente manera: . S ‘

v=h'uw

Recordemos que el subgrupo W;, = W>.,W<,2 = W<,,W>.2 (conmuta.), '
entonces podemos reescribir a &' como A = hg = gh donde g€ Weiuy
h € W,,. Observemos que: :
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 Wsiy © Wi © Wi,

W.-~w=W.,g ‘v_W V= w u,’ Y

Entonces encontramos un e]emcnto w, € VV que sat;xsface la. propledad
1equer1da n SR ; : :
 Teorema 4.1 El co;unto P(VV) es un: comunt( Imente 6rdeﬁé;dd,«
con la relacién (3). e : el

ordenados con
ransxtlva. ;

Demoslraczon Tenemos que demostrar que pa.ra los: pa
la relacién (3), cumple las leyes 1eﬂex1va, antlsxmetrnca

1. Ley reflexiva. Sea W;u € P(W), como K/V;uh W;u ';éJOVe i S_z entonces
Wiu < Wiu. L

2. Ley antisimétrica. Sean Wiu,W;v € P(W) con Wiun Wv # 0
tales que Wiu < Wiv y Wiu > Wju,por (3).i < jei > j, y por
propiedades de los enteros { = j, entonces como la interseccién de
las clases laterales Wiu y Wjv es no vacia, podemos concluir que
W; = Wv.

3. Ley transitiva. Para demostrar esta ley, usemos el lemma anterior
con m = 3. Demostrar la transitividad en los casos que vincula a
W_, o W, es trivial.ll

ESTA TESIS NO SALE
“{‘ng"} ,1‘3':.-,: A
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De ahora en adelante, cuando nos reliramos a P(W) como un orden parcxal
siempre estard implicito que es con la relacién (3). s

Como corolario del Lema 4.4, tenemos que Wi uy, Wi ua, .. W.mum en
P(W) con i) < iy < ... <1, forman una cadena si y sélo s1 '

ﬂl su; 70

Pues hemos demost;rado que existe w € Wiju; para; todo ] Ademas las
posibles w son una cla.se lat.eral del grupo :

(s

Es decir, tiene qué: I/V,,u : ’V,:’ltz, ‘..‘7,' I/V,,,,um en P(IV) con iy iz < ... <
Tm forman una cadena 51 y solo s1 exnste wE i’V tal que :

nm s = va)wf* @

~ Teorema 4.2 S'ea n>1,sea W = {po,p1,. - ",p;;_,)'h&n. Cgrupb y P(W)
el orden parcial clases laterales de W, entonces P(W) es un Pohtopo '

Demostuwwn Para demostrar que P(W) es un pohtopo, necesxtamos ve-
rificar las cuatro propiedades de la definicién de: polltopo del capltulo 2.
. Sabemos que es un conjunto parcialmente ordenado: por. el teorema. ante- .
~rior. La funcién de rango la definimos de la. sxguxente ma.ner HR

rpaw) ¢t P(VV) : { 1 0 1 .

reon(Wiw) =i ¥V ueW gy ,v ze{ 10'1~. _;;”n}‘

1. Al elemento minimo lo deﬁmmos corno VV_ y a.l maximo comoé W,,,,
son unicos ya que W_;, = W =W, y Woju = W..l y Wou =W,
para toda u en W. Aclemas también podemos observar que W_; £
Wiu < W, para toda u en Wy todo ¢ en {=1,0,1,...,n}. -
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[N

Como Wiu N Wiv # 0 si y sélo si Wiu = W;vu, no puede haber
relacionadas dos clases laterales distintas del mismo rango, por lo
que todas las banderas o cadenas maximales tienen a lo més n + 2
elementos. Por el lema 4.4, si Wiu < Wjv con j —¢ > 2, entonces
para todo k, i < k < j existe w tal que

Wiu < Wiw < Wjv,
Entonces las cadenas maximales son de exacta.mente n+2 elementos

Sean Wi_ju y Wi v en P(W) tales que VV_luﬂ VV,+1'0 # (Z) p01 el
Lema 4.4 existe w € W tal que Wi u -—:VV..Hw y: I/V,.Hv = I/V,_Hw
"Tomemos la cadena R C

I'V_lw < l’Vg‘LU < Wl‘LU <. L0 < I’V.-..lw < W;.Hw <. < an

Esta es una cadena de n + 1 elementos, que le hace falta una cla-
se lateral de W; para convertirse en bandera. Ahora veremos que
Unicamente existen dos clases laterales de W; con las que se pue-
de relacionar. Nos fijamos en la interseccion de los elementos de la
cadena y por (4)

n+-1 n+1

ﬂ w)_(ﬂt

J—

y por la Plopledad de la; Interseccnon

n+1

(ﬂ

= Wiinarin Y0 = (03, 15 # 0 =

(pi)w = {1, pi}w = {w, p;w}

como {1} € W; las tnicas dos clases laterales con las que esta ban—- v
dera se puede relacionar son Wyw y W;p;w, por lo que podemos B
concluir que entre una clase lateral de rango {; — 1 y una-de rango
ir + 1, existen dnicamente dos clases laterales de rango. z;, con‘las
que se pueden relacionar.
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4. Sean ® y ¥ dos banderas, y por el inciso anterior sea p en W el
elmento del grupo tal que pg genera la tinica bandera adyacente a ®
que difiere de ¢ por un elemento de rango k, ®p, = ®*. Entonces
podemos escribir una sucesién de banderas adyacentes que me lleven
de ® a ¥ de la siguiente manera:

Kok
U =dpy, ...pp, = PV
y por lo tanto es fuertemente conexo. W
Para ilustrar todo lo que hemos enunciado hasta ahora construyamos un

politopo a partir de un C-grupo W. Tomaremos el C-grupo que obtenemos
del grupo de automorfismos del cuadrado. ,

W = (po,p1 | p§ = p} = (popr)* = 1)

i o

(309‘@0@‘ c & o=t
O Poips iR

(PoPi

S

o

W = {1, po, p1, PoP1, P1P0, PoP1 PO P1POPL, POP1POPI = P1POP1PO}
P(W) = {‘/V—la Wa, Wo= {11 Pl}, Wl =‘{1a/;0’}‘ ’

Wapo = {po; p1po}y Wopop: = {Pﬂopl_a,'m/)‘opl}{
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- Wopopipo = {popipo, pipopipo}s * Wipt = {p1:pom}s
,WlPiPo' = f{m/fo‘; ?éhlﬁb}}’"‘:,.,"‘Vlﬂi;/)o‘ﬂ';x‘ = {p1pop1, pop1pop1}}

k W\P\ WIP\QOP\

Wepp, <

Wopopi W, We

En este ejemplo pudimos observar que el politopo que construimos es un
cuadrado, por lo que es regular. Ahora quisiéramos probar que todos los
politopos que construyamos a partir de un C-grupo fueran regulares, para
csto tendremos que definir el grupo de automorfismos '{ P(W)), y con
ello a los automorfismos. Como vimos en el capitulo 2, un automorfismo
cs una biyeccién del conjunto de caras en si mismo, que preserva el orden.
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lomemos una funcnon 70, para @ e M/ meE P(W), y definase de la-
siguiente mancra S 5 B '

| (W.iu)'vg; Wiua™
Estd bien definida ya que Wiua~! € P(W).

Si (Wiu)ve = (Wiv)va entonces Wiua™! = Wwa™!, por la definicién de
clase lateral podemos concluir que W;u = W;v. Por lo tanto la funcién es
uno a uno, y si Wiua € P(W) y Wiju € P(W), entonces 4, es sobre ya
que:

(Wiva)ve = Winca™ = Wiu
Por lo que <, es una biyeccién.

La funcién «, preserva el orden, ya que paraa € Wy Wi, Wiw € P(W) ’
tenemos:

Weun W #0 7<=> "Wua ana-‘;ém

Lema 4.5 Sea W un C—grupo Y P(W) e1 poIJtopo construido a partir de
W. Para toda bandera ¢ en: P(P(W)) emste una dnica a € Wtal que

Wn_la}

n_-l

( ﬂ W)a = (w 1non. n,,)a = {l}a = {a}
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Podemos observar que las clases laterales se intersectan en «, por lo que
es Unica, ya que si existiera una o € W que cumphera con las hlpoteSJS; :
tendrfamos que @l = &'l y por lo tando @ = o&'. B :

Como corolario del lema anterior, podemos observar que hay unakcorrr'es—
pondencia entre las banderas del politopo y los elementos del grupo

Teorema 4.3 Sea W un C-grupo y P(W) el politopo construldo a partzrr "
de W, entonces P(W) es regular.

Demostracion. Lo que queremos demostrar es que dada una bandera base,
existe un automorfismo que la manda en cualquier otra. Sean ®, la ban-

dera base y ®o en F(P(W)) definidas como en el lema anterior, ¥ Yaqr~t
un automorfismo. Entonces tenemos:

(@a)Vaa-t = {(Wie) Yoo |5 € {=1,0,1,... ,n}

= {l%aafld' lie {~1,0,1,. .v.‘,n} =

,-‘n}:' Do
por lo'que. podemos ’ e 1 con_] into de los a.utornorﬁsmos es transitivo
en ]a.s ba.ndera.s de P(W),:‘y por lo Lanto P(VV) es regular. B

41 ’lCo'Ii'clusJiones

En el capitulo 3 a patir de los grupos de automorfismos (Def. 2.3) de
los pilotopos regulares (Def. 3.1) se construyen los C-grupos (Def. 3.3).
Primero se demuestra que el grupo de automorfismos de los politopos
regulares cumplen con las relaciones de los C-grupos (Teo. 3.1), y luego
verificamos que también cumplan con la Propiedad de la Interseccion (Teo.
3.2). Con esto concluimos que todo grupo de automorfismos de un politopo

regular es un C-grupo.
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En el capitulo 4 se construyeron politopos regulares a partir de C-grupos.
Para esto primero se establecié quienes serian las caras del politopo (Def.
4.1) y a que rango corresponderian (Lema 4.2). Luego se establecié la una
relacién de orden (3) y cémo se pueden controlar y unificar las caras rela-
cionadas (Lema 4.4). Posteriormente se verificd que formaran un conjunto
parcialmente ordenado (Teo 4.1) y cumplieran con las cuatro propiedades
de los politopos (Teo. 4.2).

Ya teniendo politopos hubo que verificar que estos [ueran regulares, para
eso primero definimos a los automorfismos mediante una biyeccién que
preserve el orden y, también vimos que las banderas se pueden definir
con un elemento del grupo (Lema 4.5). Finalmente se demostré que el
grupo de automorfismos del politopo construido a partir de un C-grupo es
transitivo en las banderas y, por consecuencia, el politopo es regular. Por
todo lo expuesto concluyo mi tesis con el siguiente teorema.

Teorema 4.4 Existe una correspondencia uno a uno entre los politopos
regulares y los C-grupos.

Demostracién. En el capitulo anterior vimos que podiamos asignarle a cada
politopo regular un C-grupo, en este capitulo vimos que a partir de cada "
C-grupo construimos su politopo regular. Por lo 'que ‘podemos’ concluxr_’
que hay una correspondencia uno a uno ent.re los polltopos regulares y los
C-grupos. B : :
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