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....... A todos aquellos que en su ingenuidad
infinita creen en la continuidad de la recta, porque
de ellos serd el reino de los espacios vacios.
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Introduccion

La ubicacién de los problemas que se discuten en este trabajo, se halla en la
interseccion de varias ramas de la matematica, entre las que se cuentan la
Légica Matematica, la Teoria de Conjuntos, Analisis Matematico estandar y
no estandar y Fundamentos de la Geometria. La pregunta mas importante que
se plantea, es sobre continuidad y puede formularse en términos geométricos o
aritméticos.

Antes de la construccion del conjunto *R de los nimeros hiperreales se
pensaba casi unanimemente que la completacion del conjunto Q de los
numeros racionales, realizada por Dedekind para obtener el conjunto R de los
nimeros reales, era absoluta, es decir después de efectuado este proceso y
obtenido el isomorfismo entre R y la recta geométrica — o lo que se creia que
era ésta-,no habia mas puntos ni niimeros que agregar, y los ya existentes
formaban un conjunto linealmente ordenado, denso y sin agujeros (es decir,
continuo), entre cuyos elementos no podrian insertarse otros puntos, pues a
cada posicién corresponde un punto y a cada punto corresponde una
posicion.Esta afirmacion es equivalente a la creencia, actualmente obsoleta, de
que los niimeros reales son suficientes para medir cualquier segmento, cuya
version técnica es la exigencia de que el rango de toda métrica sea un
subconjunto de los nitmeros reales no negativos.

El advenimiento de los numeros hiperreales y con ellos del Andlisis no
estandar, puso en claro que la recta geométrica con la que se trabaja en
geometria euclidiana, es en realidad /a recta real R, ésta es un subconjunto
propio de la recta hiperreal *R y cada punto de R es un punto aislado en *R.
De modo que los puntos de R estan separados unos de otros por distancias
menores que cualquier real positivo, pero mayores que cero. Esta separacion
no es detectable si se insiste en considerar sélo distancias reales, como huelga
decir.

La manera como A. Robinson fundamenté e! Analisis no estandar es por
demas tortuosa; usé la mas sofisticada herramienta de la teoria de modelos,
entre cuyas proposiciones infortunadamente tomoé el Principio de transferencia
como método de demostracién que simplifica tanto las pruebas de muchas
proposiciones de Analisis real, a grado tal que hizo prevalecer el punto de
vista superficial de que la importancia principal del Analisis no estandar, es la
aportacion de métodos para pruebas alternas mas sencillas de proposiciones
conocidas. La realidad es que esta aplicacion de la nueva rama, es soélo
incidental y totalmente secundaria, de la cual puede prescindirse tranquila y
totalmente, sin ningun problema. La importancia real de este sistema formal,
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radica en las consecuencias que se derivan de sus proposiciones y que afectan
practicamente a toda la matematica. Como siempre ha sucedido, existe una
tremenda resistencia a la adopcion de estas ideas, incluso sus propios artifices
se curan en salud, como antes lo hizo Cantor con la Teoria de Conjuntos, con
opiniones que suavizan el impacto que pudiera ser generado.Una postura clara
y radical en este sentido es la manifestada por K. Godel al final de [20].

Una gran particularidad del conjunto R de los niimeros reales, es que su
cardinal y el del conjunto de sus enteros, son diferentes.De hecho, ésta es la
base de la completez (relativa) de R, y la carencia de esta propiedad es causa
de la incompletez de las extensiones *R, **R, ***R, ..etc., de los numeros
reales R, como puede verse al analizar de cerca sus respectivas
construcciones.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar que cualquier conjunto Q
que contenga al conjunto —indefinido en geometria- conocido como recta
geométrica, es intrinsecamente incompleto. Es decir, entre dos puntos
diferentes cualesquiera A, B de este conjunto, existe un punto C, colineal con
los anteriores y que no se encuentra en £).Obviamente, la afirmacion
precedente se refiere, entre otros conjuntos, a R, *R y todas sus extensiones.

Se inicia el escrito con la presentaciéon de algunos conceptos y propiedades
necesarios para abordar los trabajos de Dedekind y Hilbert que aqui se
discuten, enfatizando la analogia entre la construccién axiomatica de los
numeros reales y la de la recta geométrica resultante de los axiomas de
Hilbert. A continuacién se hace una discusion cuya conclusion es que el
teorema que afirma que en un encaje de intervalos como el usado en el
axioma de Cantor, hay sé/o un elemento, es un sofisma. Colateralmente —de
manera deliberada-, se dan elementos suficientes para realizar la construccion
de *R, a partir de los axiomas de Hilbert, con la variante de sustituir el axioma
de Cantor por una de sus negaciones.

Finalmente, en el capitulo dos se aborda la discusion principal del trabajo,
la construccion de extensiones propias de los nimeros hiperreales *R, y las
consecuencias inmediatas que ésta conlleva. Para esto, se da una introducion
en la que se ilustran algunas formas de abordar estos temas usadas
actualmente, al final de la cual se presenta un resultado propio al que se
denomina paradoja del ultrafiltro vacio. Enseguida se discuten algunos
resultados preliminares en apoyo a la mejor comprension de la parte medular
del escrito, que es desarrollada a partir de este punto. Se concluye con la
presentacion de un conjunto de apéndices de complementacién y la
bibliografia basica utilizada.

Para terminar, hay que advertir que la inclusion o exclusion de la hipétesis
generalizada del continuo (HGC), es irrelevante para los fines del trabajo, ya
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car los cardinales de ciertos conjuntos que

icién, con los correspondientes N, .Y en
de esta hipétesis para obtener o demostrar

que su uso se restringe a identifi
aparecen a lo largo de la €xpos
ninguna circunstancia se requiere
Proposiciones del mismo.




CAPITULO 1
Continuidad relativa y axiomatizacién de
la primera completacién de la recta.

1.0. Introduccién. Lo dltimo que debe de haber pasado por las mentes
de Dedekind y Hilbert cuando el primero Hamé completacion, y el segundo az-
ioma de completilud, a sus trabajos tendientes a la formalizacién del concepto
de continuidad, es que lecjos de completar, en ¢l sentido cotidiano, a la recta
geomeétrica, lo que estaban haciendo era dar un paso en firme en la direccién
contraria, es decir, en mostrar que la recta geométrica es un objeto matemaético,
tal que mientras mds se le completa -en el sentido matemdtico-,infinitamente mds
agujeros va mostrando. Detrds de esta aparente antinomia podria estar escon-
dido el autocontradictorio concepto de universo absoluto en una de sus formas,
como limite de la familia de espacios n- hiperreales. En este capftulo se hace
un breve recorrido por las rutas segnidas por Dedekind y Hilbert, sobre todo -
en lo concerniente al concepto de continuidad. De ahf que se inicie con la pre-
sentacién de una serie de conceptos como infinito, orden, orden parcial, orden
total, buen orden, tipos y nimeros ordinales, etc.; indispensables para establecer
los resultados principales acerca de la continuidad, abordados en este capitulo, en
cuya parte final se incluye una discusién sobre distintas posibles fundamentaciones
para la geometria y los conjuntos resultantes de ellas, sobre los que se desarrollaria
el An4lisis Matemdtico, estdndar, o no estdndar, correspondiente.Un importante
resultado en este capftulo es la descripcién explicita de la construccién de los
hiperreales *R a partir de los axiomas de Hilbert para la geometrfa euclidiana,
con la variante de sustituir el axioma de Cantor por una de sus negaciones (ticne
dos).

1.1 Antecedentes.El método de exhaucién atribuido & Eudoxio y ampliamente
utilizado en los trabajos de Arqufmedes contiene la idea, y la usa, de diferencias
que se hacen menores que cualquier valor real positivo fijado de antemano, misma
que germiné en los trabajos de Newton y Leibniz en la construccién del Célculo
diferencial e integral, cuando manejaron los incrementos de funciones atribuyén-
doles esta propiedad bajo ciertas condiciones adecuadas; lo que les posibilité la
creacién de métodos y algoritmos para la obtencién de lo que hoy conocemos como
derivada e integral.La fundamentacién axiomdtica de estos conceptos, junto con
el de continuidad, no podfa darse sin hacer lo propio previamente con el concepto
de infinito,cosa que se comenzé a lograr en firme hasta fines del siglo XIX, con



" los trabajos de George Cantor. s hasta ese momento, ya con nimeros ordinales
y cardinales infinitos - aunque sin inversos aditivo ni multiplicativo, de éstos-,
en que empieza & tener sentido plantearse la posibilidad de construir axiomética-
mente sisternas algebraicos con infinitésimos ¢ infinitos que obedezcan las mismas
reglas operacionales que los mimeros reales.

A continuacién se inicia la presentacién sucinta de la serie de herramientas y
conceptos bésicos para la discusidn de los trabajos de Dedekind y Hilbert que se
sefialan en la introduccién de cste capitulo.

1.2. Cantor.Teoremas sobre tipos ordinales.

1.2.1. Sistematizacién del concepto de infinito.Después de muchas vicisitudes,
como ha sucedido con toda gran innovacién, fueron adoptados por la comunidad
matemdtica los resultados de Cantor y sus seguidores.Destacan entre éstos, la
diferenciacién entre cardinales de conjuntos infinitos (v.g. los mimeros reales y
los nmimeros enteros), ¢l Teorema de Cantor, que permite construir un conjunto
con cardinal estrictamente mayor que el cardinal de cualquier conjunto dado, las
demostraciones de que existen mds mimeros irracionales que racionales y més
nimeros trascendentes que algebraicos, asf como igual cantidad de algebraicos,
racionales, enteros,naturales, primos, miltiplos de 5, biprimos, triprimos, etc.por
mencionar algunas proposiciones sobre cardinalidad sobre los conjuntos infinitos
mdés pequeios.En este trabajo se asumen todas las proposiciones sobre cardinales
necesarias para su desarrollo, que no constituyan resultados a demostrar propios
del mismo documento.En cuanto a tipos y nimeros ordinales, se hace la siguiente
presentacién sintetizada, en funcién de los requerimientos de la discusién.

1.2.2. Orden parcial.Una relacién R ordena parcialmente un conjunto A, si se
cumplen las condiciones siguientes :

(i) Reflexividad : Va € A,aRa.

(ii) Antisimetrfa : Va € A,Vb € A,aRbAbRa => a=0b.

(iii) Transitividad :Va € A,Vb € A,Vec € A,aRb AbRc = aRec.

Si ademds se cumple la condicién siguiente, entonces el conjunto A es

totalmente ordenado por la relacién R.

(iv) Va€ AVbe A, aRbV bRa.

1.2.3.Buen orden.Se dice que un conjunto A, totalmente ordenado estd bien
ordenado si cada uno de sus subconjuntos no vacios tiene primer elemento. A con-
tinuacién se enuncia la més célebre proposicién respecto a buen orden.

Teorema del Buen Orden (Zermelo) Todo conjunto puede ser
bien ordenado (para una demostracién ver [11, pp. 65-68]).

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Se asumen explicitamente, el Axioma de cleccién (AE) y la Hipétesis
generalizada del continuo (HGC), asentados en la pédgina 16.

Duos conjuntos A y 13, son similares (isomorfos respecto al orden ) y se denota
AS B, si existe una funcién biyectiva f : A — B, que preserva el orden, es decir,
si @ < ben A, entonces f(a) < f(b), en B. Como la similaridad es una relacién
de equivalencia, a la clase de los conjuntos similares a un conjunto dado A, se le
asigna un tipo ordinal .Si ademés el conjunto A, es bien ordenado, entonces su
tipo ordinal se denomina nimero ordinal. Por cjemplo los conjuntos N, @, R de
los ntimeros naturales, racionales y recales, respectivamente, son todos totalmente
ordenados por la relacién <, (en su orden normal) y sus tipos ordinales se denotan
w,n y A, respectivamente, dc los cuales sélo w es un nimero ordinal, pues s6lo N
es bien ordenado.

Observacidn.Considérense los conjuntos *N (ver capftulo 2) de los hiper-
enteros, y N, = { 2,3,4,5,6,...... . } de los n-primos, es decir, primos, biprimos,
triprimos, . etc donde un nimero es n-primo si consta, de exactamente n factores
prlmos

= {2,3,5,7, .(;primos)....4,6, 10,...(biprimos)...8,12, 18, ...(triprimos)..,..}.

*N—{123456 ....... oo meeree ,a—l,e,a+1,...,..,...}, para cada a,
hipernatural infinito.

(i) Los elementos de N, y *N estdn divididos en clases de equivalencia de
cardinalidad R¢ cada una, las clases de N, son de tipo ordinal w, y las de *N, son
de tipo ordinal *w + w (tipo de los enteros Z ).

(ii) Pueden reordenarse las clases de los hiperenteros *N de modo que cada
clase sea de tipo w.Sin embargo atin después de este reordenamiento, se tendrd que
N, es bien ordenado y *N no lo es. La diferencia radica en que todo subconjunto
no vacfo de Ny, tiene primer elemento, mientras que en *N (reordenado), no se
cumple este requerimiento, pues por ejemplo, A = {a@ €*N | a es infinito }, no
tiene primer elemento. La razén de esta diferencia es que las clases de Ny, forman
una familia bien ordenada , mientras que las clases de *N (reordenadas, o no ), no
forman una familia bien ordenada.Otra diferencia més profunda es que la primera
familia es numerable -los conjuntos numerables pueden reordenarse fAcilmente,
por lo general- y la segunda, es no numerable, y atin cuando por el teorema del
buen orden, es sabido que puede bien ordenarse, es un famoso problema abierto
de la matemdtica bien ordenar un conjunto no numerable.

1.2.4. Teoremas sobre lipos ordinales.Un conjunto finito de n elementos, puede
ordenarse de n! formas y cada uno de los reordenamientos tiene a 7 corno su tipo
ordinal, su mimero cardinal y su niimero ordinal. La situacién cambia si se tiene un
conjunto infinito. La siguiente proposicién aborda €l caso para cualquier conjunto
infinito numerable.
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Teorema 1..El conjunto de tipos numerables tiene la cardinalidad del continuo
(111], p. 88).

Otra prueba, distinta a la citada, se basa en el hecho de que un conjunto A
= { aj,a2,0s,...} infinito numerable, puede descomponerse en una particién de a
lo més Np, clases de cquivalencia, cada una de las cuales puede reordenarse de
a lo més N formas distintas ( en caso de ser infinita ) , de donde el total de
reordenarnicentos es :

x (RYe) = Np x 2% = Ny x R, = R; (HC).

Siguiendo a Dedekind, a un conjunto ordenado sin extremos, se le llama no
acotado ; a un conjunto ordenado no vacfo, cuyos elementos no tienen elementos
vecinos (sucesor ni antecesor), sc le llama denso; Las dos proposiciones siguientes
llevan a la importante conclusién de que todos los conjuntos densos numerables
sin extremos, son isomorfos entre sf, en particular esto significa que todos los
modelos del conjunto de los nimeros racionales Q, son isomorfos.En el teorema
VI, se muestra lo propio para el conjunto de los nimeros reales R.Después, el
teorema. de Haussdorfl, prueba lo correspondiente para los mimeros hiperreales.Se
conjetura la existencia de un teorema general que predica la validez de la propiedad
para cada cardinal.

Teorema II. Si A es un conjunto (ordenado) numerable y B es un conjunto
denso no acotado, entonices A es similar a un subconjunto de B.

DEMOSTRACION.Sea A, = {ay,a2,as,....}, un buen orden de A.Definase la
funcién f: A— B, tal que f(a;) = by, donde b, es cualquier elemento de B. f(a3)
= by, con by < by, si a3 < a,, o viceversa ( en el orden original).

6rdenes
) originales

Asf se contimia con f(a;,) = by, con b;, en la misma posicién respecto a by y by,
que la de a3, respecto a; y a;. Una sencﬂla. aplicacién de la induccién matemética
lleva al resultado deseado.

Teorema III. Todos los conjuntos (i onienados) numerables, densos y no aco-
tados, son similares (isomorfos).

DEMOSTRACION.Sean A y B dos conjuntos numerables, densos y no acota-
dos, y Ao ={ a1,a5,a3,....} y Bo= {b1,b3b3,.....}, buenos ordenamientos de A y B,
respectivamente.,

4
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Se define la funcién f: A— I3 de la forma siguiente

() f(a1) = by =By R

(ii) f(az) = by, donde by, es el elemento de menor ndice que estd respecto de
by, igual que a; respecto de aj,en los érdenes originales (en el ejemplo, f(az) = bs

1 f(aa) = ba, f(a4) = bs)..

v ‘ag [ TRRTT ag ... az .o-.s
o i s 1 ]
dérdenes
originales
(' — 4 [
by by eeee b3 ...... b2eeeens

De nueva cuenta, la aplicacién de la induccién matemédtica a este proceso,
permite concluir que A y B son isomorfos.

Se cierra este apartado con el enunciado de un teorema sobre algunas carac-
terfsticas de los conjuntos de tipo 7 {(como Q), ya que contrariamente a lo que
podrfa esperarse, la similaridad de un conjunto A, con un subconjunto de B, junto
con la de B con un subconjunto de A, no implican la similaridad de A y B; un
ejemplo inmediato lo proporcionan, los intervalos de reales (3,5) y [2,8].

Teorema IV (de Cantor). Todo conjunto denso no acotado, contiene un
subconjunto tipo 1. Un conjunto tipo n contiene subconjuntos de cada tipo nu-
merable. Todo conjunto numerable denso y no acotado es de tipo 7.

DEMOSTRACION.Como el conjunto Q de los racionales es tipo 7 y nume-
rable, el teorema II implica que todo conjunto B denso y no acotado contiene un
subconjunto tipo 7.

Cualquier conjunto B tipo 7, es isomorfo a Q; por lo tanto es denso y no aco-
tado. Entonces por el teorema 11, si A es cualquier conjunto ordenado numerable,
serd A = B, C B, lo que prueba la segunda afirmacién,

El teorema III, junto con el hecho que el conjunto Q de los racionales, es tipo
1, prueban la parte final del teorema.

1.3. Dedekind. Completacién de cualquier conjunto denso nu-
merable no acotado.Las ideas bésicas del trabajo de Dedekind no pueden ser
més simples, lo que hizo fue detectar los agujeros en un conjunto denso nume-
rable no acotado, y colocar niimeros o puntos, segiin el caso, para cubrirlos, la
presentacién siguiente de estos resultados sigue las lineas generales de Essays on
the theory of numbers by Richard Dedekind, publicado originalmente en aleman
en 1901.
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1.3.1. Definiciones preliminares. Se inicia definiendo los conceptos de salto
(jump), cortadura (cut) y agujero (gap), que son utilizados para caracterizar o
dar definiciones alternas de los conceptos de densidad y conlinuidad.

Sea A un conjunto {ordenado) y PUQ = A, con PNQ = @ y P<Q (todo
elemento de P, anterior a todo elemento de Q), es decir se trata de una particién

ordenada de A. En estas condiciones se dice que la particién (P, Q) genera. cada 0

uno de los conceptos siguientes en el conjunto A ¢

(i) Salto : si P ticne tdltimo clemento y Q tiene primer elemento.

(ii) Cortadura : Si P ticne iltimo elemento y Q no tiene primer elemento,
si P no tiene iiltimo elemento y QQ tiene primer elemento.

(iii) Agujero : Si P no tiene itltimo elemento y Q no tiene primer elemento.

Definicién. Un conjunto sin saltos es denso, un conjunto sin saltos ni agu-
jeros es continuo.

1.3.2. Un conjunito intrinsecamente continuo. A partir de la definicién de
conjunto continuo, se tiene quc la densidad es una condicién necesaria para la
continuidad. El teorema siguiente de hecho constituye une formulacién técnica de
la idea vaga de llenar todos los agujeros de un conjunto denso, es decir, construir
un conjunto continuo. Por la relevancia de este resultado se incluye su prueba que
se dice en el medio matemdtico, encierra la esencia de la continuidad.

Teorema V (Dedekind).Para todo conjunto denso no acotado A, el con-
junto II de segmentos iniciales sin iltimo elemento, de todas las particiones or-
denadas (P, Q) es continuo.

Demostracién. Considérense todas las particiones ordenadas de A, y
sea II el conjunto de segmentos iniciales P, sin iltimo elemento.Esta familia es
ordenada por la contencién, es decir Pl < P, siy sélo si Py C P,. En estas
condiciones se tiene :

(i) I es denso. Para probarlo sean P; C P, dos elementos distintos de
IL.LEntonces Py < P, y Py — P, es un conjunto infinito sin iltimo elemento ;
en caso contrario, el 1ltimo elemento de Py — P, serfa 1ltimo elemento de P,,
contradiciendo la hxpétesxs inicial. - Témese a € P, — P, distinto del primer
elemento, para forma.r

={zxz€A:x<a},

como A es denso, entonces P no tiene iiltimo elemento.Luego P € II, y ademds
" Py <« P < P,. Por lo tanto Il es denso.

-(ii). Toda particién (IT II,) ordenada de I1, es una cortadura.Sea {II; II;) una

: . particién ordenada de II, entonces II; es segmento inicial de II, y I, segmento

- final de II, y ambos contienen sélo segmentos iniciales de A sin ltimo elemento.



Ademsas IT, <11, .

Férmense ; P=usp, P;ell;

Q=r‘l([’.)", P,-EH, = (UP,-)C,P.-EHl.

Fntonces para toda z € A, se tiene quex € P V z € @, cumpliéndose
exactamente una de las dos alternativas, es decir PUQ es una particién de A,
con segmento inicial I sin 1iltimo elemento, pues en caso contrario éste también
serfa ltimo elemento de alguno de los clementos de IT;, cuya unién es P ( y los
elementos de I no tienen 1iltimo elemento). Entonces P € IT; UTl,. Ahora bien,
por una parte se tiene que P; C P, para todo P;. Por otro lado, si z € P, entonces
x € P, , para algin P; € TI;, como P; < F; , para todo P; € I1; y todo P; € Iy,
sc licne que z € P; , para todo P; € Il .Se sigue que P C P}, para todo P; € Iy,
y de ahf que P; € P C P;, para todo P; € Il; y para todo P; € Il,.

Por lo tanto P es el iltimo elemento de I, o bien, P es ¢l primer elemento
de I, lo que lleva a la conclusién que (I, IT) es una cortadura y de (i) y (ii) se
sigue que IT es continuo.l

El teorema V tiene una serie de importantes consecuencias, por ¢jernplo mues-
tra que si se axiomatiza para que cada segmento inicial de un conjunto ordenado,
denso y no acotado, tenga supremo en el mismo conjunto, entonces se generard un
conjunto continuo; otra importante consecuencia de este teorema es que permite
entrever la posibilidad de cubrir los agujeros de un conjunto de una forma distinta
a la ortodoxa (un punto por cada agujero), lo que como se verd en breve, conduce
a campos y geometrias no cantorianos. Desde luego todo este trabajo de Dedekind
estaba enfocado a axiomatizar la construccién del campo de los mimeros reales,
asf que cs completamente natural que la completacién hecha en ese momento sea
la que genera dicho conjunto. Otro asunto que se discutird enseguida es el de la
identificacién del conjunto R de los niimeros reales con un conjunto de puntos que
se conoce como la recta geométrica.Se concluye este pardgrafo con una proposicién
que caracteriza a los conjuntos continuos.

Teorema VI.Todo conjunto continuo tiene un subconjunto de tipo \ (tipo
de los reales). Todo conjunto continuo para el cual existe un conjunto numerable
denso en el primero, es de tipo A.([11) pp.63) .

DEMOSTRACION. Sea A un conjunto continuo sin extremos.Entonces existe
BCA, con B de tipo 1 (teorema IV). Si B no tiene agujeros, entonces es de tipo
A, en caso contrario sea B = PUQ, con P<Q y (P,Q) un agujero de B.Entonces
existe un elemento x del conjunto A, que estd entre P y Q; de otra forma, el
conjunto A tendrfa un agujero, contradiciendo la hip&tesis.



Ast, A tiene un subconjunto C de tipo A, que se obtiene agregando al conjunto
B, un elemento de A, en cada agujero de B.

Por otra pa.rte, si B es denso en A, entonces sélo un elemento de A puede estar
entre P y Q ( si hubiera dos elementos de A, entre P y Q, entre ellos no habrfa
algiin elemento de B, contradiciendo la presupu&sta densidad de B en A), asf que

A = C. Lo que prueba el teorema.
" 1.4. Geometrfas cantoriana y no cantoriana.

14.1. PFundamentacién de la geometrfa.En la célebre fundamentacién de la
geometrfa presentada por Hilbert en 1899 (ver (8], cap.Il, o [12],pp. 17-22) se
toman como componentes indefinidos del sistema un conjunto de puntos, un con-
junto de rectas y un conjunto de planos; al conjunto de todos estos objetos in-

. definidos se le llama espacio. Las relaciones entre estos objetos son : pertenece
a, enire y congruente, que no se definen, sino se caracterizan por los siguientes
grupos de axiomas (apéndice A ):

(1) Ocho axiomas de incidencia.

(II) Cuatro axiomas de orden.

(I1I) Cinco axiomas de congruencia.

(IV) Dos axiomas de continuidad.

(V) Un axioma de paralelismo.

En la construccién de la geometrfa por esta via, después de aplicar los grupos
de axiomas I, II y III, se genera un conjunto de puntos linealmente ordenado,
denso, numerable y aplicando el primer axioma de continuidad (axioma de Ar-
quimedes), se le dota de la propiedad de ser no acotado.Es notorio el hecho de que
en la construccién axiomsgtica de ( R, +, -, <), el campo ordenado completo de
los niimeros reales, también se genera un conjunto totalmente ordenado, denso,
numcrable, no acotado; con todos los axiomas excepto el de completez , o axioma
equivalente, que se use.Es claro que se trata del conjunto de los mimeros racionales
Q. El teorema IV de este capftulo permite la identificacién de estos dos conjuntos,
en base a la isometrfa resultante.

Enseguida se dan las versiones geométricas de los axiomas de continuidad.

Axioma de Arquimedes (IV-1). Sean AB y CD segmentos arbitrarios.

Entonces sobre la recta AB existe un nimero finito de puntos Ay, A,,....... yAn,
situados de tal manera que A, estd entre A y As; Ay estd entre Ay y A;, ele.,
tales que los segmentos AA,, AjA,,........ , An—14, son congruentes al segmento
CD y B estd entre A y A,,.

A A A An1 B An

| A 2 - — 4 Levenns

—_



‘Axioma de completitud (IV-2). Los elementos (puntos, rectas, planos)

de la geomelrfa forman un sislema de objetos que, con la condicién de que se
cumplan todos los ariomas adoptados antes, no admilc extension alguna, es decir,
el sistema de punios, reclas y planos es tal que no se le puede agregar nuevos
puntos, rectas y planos de forma de que en el nuevo sistema extendido se sigan
satisfaciendo todos los axiomas I-III, IV-1 y V.

Axioma de Cantor (IV-2a). Supongamos que en una recta arbitraria a,
se da una sucesidn infinila de segmentos A1 B,, ABa,..... , de los cuales cada
uno estd en el interior del precedente; supongamos ademds, cualquiera que sea
un segmento prefijudo, existe un indice n para el cual A,B, es menor que este
segmento. Pntonces existe sobre la recta a, un punto X, que estd en el interior de
lodos los segmentos A, B1, A2 Ba, elc.

Los axiomas IV-2 y IV-2a son equivalentes ([8], pp. 199-201), ain cuando
cronolégicamente IV-2a es anterior a IV-2. Entonces jpor qué introducir otro
axioma, que ademds parece mucho menos intuitivo ?.Para comenzar a dar una
respuesta, hay que decir que la recta (y el plano y el espacio) que se obtiene
después de aplicar los grupos de axiomas I,II y IIl , es un conjunto ordenado,
denso, infinito numerable, isomorfo al conjunto Q de los nimeros racionales; en
estas circunstancias se elige una unidad lineal arbitraria y con la introduccién del
axioma de Arquimedes, ya se pucde asignar de manera 1inica, un nimero positivo
(su longitud, o medida) a cada segmento, aunque hasta este punto, todos los seg-
mentos tienen extremos, y por lo tanto,longitudes racionales (bajo el isomorfismo
adecuado).Para poder establecer la propiedad recfproca, es decir, la existencia
de un segmento cuya longitud sea igual a un nimero positivo prefijado, se re-
quiere la introduccién del axioma de Cantor -o cualquiera de las proposiciones
equivalentes-.Entonces ya se puede probar que la recta asf obtenida es isomorfa al
conjunto R de los mimeros reales (ver [8], pp. 177-187), como parte del resultado
més general que muestra la consistencia relativa de la geometria respecto a la
aritmética.As{ que la adopcién del axioma de completitud se justifica observando
que el conjunto generado por los axiomas I-IIT, IV-1 es un conjunto denso nu-
merable con agujeros, que al ser completado por cualquier método se transforma
en un conjunto de tipo ordinal A. En sintesis, Dedekind completa la recta racional
de forma que resulte isomorfa al conjunto R. de los mimeros reales (que es lo que
deseaba hacer).La principal consecuencia de los axiomas de continuidad, es que
el sistema de axiomas de la geometr{a es completo, es decir, sus modelos son iso-
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morlos([8], pp. 199-204), esto se signe del hecho que el dnico de sus modelos que
satisface el axioma de Cantor cs cl cartesiano, luego R cs categérico, i.e. todos sus
modelos son iguales salvo isomorfismo. Este 1tltimo resultado se obtiene de forma
més directa, mostrando que todo modelo de R es un conjunto continuo en el
sentido de Dedekind, que ademds tiene un subconjunto numerable denso en el
modclo.Después aplicando el tecorema VI, se llega a la misma conclusién.

1.4.2. Una falacia cenlenaria. Para simplificar la notacién, de aquf en adelante
se hacen las denominaciones siguientes ¢

C : Axioma de Cantor, con la estructura ( Hy A Hy) — Cq, donde :

H;: “En una recta cualquiera a, se toma una sucesién infinita de segmentos
An By, cada uno de los cuales cstd en el interior del precedente.” .

IIy: “Cualquiera que sea un seg'memo prefijado, existe un fndlce n para el cuu.l .
A, B,, es menor que este segmento.”

Co:* Existe sobre la recta a, un punto X, que estd en el interior de todos los
scgmentos.”

Ademds, sc llamard Q, al conjunto de puntos generado antes de aplicar C; se’
llamard R, al conjunto generado después de aplicar C. Obsérvese que el primero
es un conjunto totalmente ordenado, denso, numerable, no acotado, es decir,-es
de tipo 71,{ como el conjunto de los mimeros racionales).En cambio Ry, puede ser
tipo A 0 A*; como se verd enseguida. ;

También se hard uso de las proposiciones siguientes :

E : “Existe en R;, un segmento no nulo, menor que cualquier segmento no
nulo de Q" T

O bien de su versién aritmética : :

E’ : “Existe en Ry un mimero a, tal que 0 < o <'r, para’ t;oda r €Q+ »

C;: “En las condiciones de C, se tiene que NI, consta de ’ex tamente un
punto” o : )

Ca: “En las condiciones de C, #nI, > 1",

Enseguida se da una definicién que extiende a la de densidad.

Conjunto superdenso. Un conjunto totalmente ordenado es superdenso, si
para cualquier par de subconjuntos numerables A < B, de X, existe p €X, tal .
que A < {p}<B.

El més conocido de los conjuntos superdensos (ver cap. 2) es*R , el conjunto de
los nimeros hiperreales; los conjuntos R, Q y Q¢,de los mimeros rea.les, racionales
e irracionales, respectivamente, no son superdensos, pues por ejemplo, entre A =
[02l N Qy B=(23) N Q, no hay elementos de R ni de Q.

Dos importantes propiedades de los conjuntos superdensos, son :
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8; (Teorema de Hausdorfl) : “Todos los conjuntos superdensos de cardmal Nl
son isomorfos” ([22] pp.92,93).

Sa ¢ “Los subconjuntos numerables de un con]unto superdenso, son acotados
(/22),p.90). Cuya prueba es obvia.

Es una costumbre en los cursos de Andlisis Matemétxco y/o Fundamentos de
Geometria, dar una prucba de C,, como la siguiente ( [8], p. 62) : .

“De las condiciones del axioma de Cantor se sigue de inmediato que existe
sSlo un punto que estd dentro de todos los segmentos A; By, A2B;, .....etc. En
efecto, si sobre la recta a, existe otro punto Y interior a todos los segmentos
A,By,A2B,,..... etc., entonces para todo n, el segmento A, B, serd mayor que el
XY, cosa excluida por la condicién”

Ap X Y B,.

Ahora bien, esta prueba es vdlida siempre que no exista en el conjunto generado
R,;, un segmento no nulo menor que cualquier segmento no nulo de Q ( al cual se le
llamar4 segmento infinitesimal), pues en tal caso la contradiccién desaparece, pues
pueden cumplirse H; y H, , sin que I, = [A,,, B,] = A, B,,, se haga menor que XY,
ni haya alguna contradiccién. Nada en los axiomas o teoremas anteriores permite
afirmar o negar, la existencia de un segmento tal, ni conocer anticipadamente las
propiedades del conjunto R, que se generar4 al aplicar C. El enunciado siguiente,
es un primer paso en esa direccién :

Teorema S, : “ Bajo las condiciones de C, eTiste un segmento infinitesimal,
si y solo si, Ry es superdenso” En stmbolos, C= (E < R; es superdenso).

DEMOSTRACION : Supénganse C y E. Se probaré que R, es superdenso.

Sea I, = [0, 1]; entonces 0 € NJ,, ademds por E, existe a € Ry, tal que :

O<a<p, pa.ratoda.péQ*.

Entonces: a€nl,, con O<a < p< 1, paratodape Q*.

Es decir, R; es un conjunto con infinitésimos e infinitos con un conjunto de
infinitesimales isomorfo a m(0)= {x€*R: x~ 0}, la ménada de cero en *R; lo
que se prueba usando la idea de una construccién de *R de asociar el elemento
generado o con {}‘},.G ~ , la sucesién formada con los valores del extremo derecho
de In.De aquf, se sigue que R, es isomorfo a *R, y como este ltimo es superdenso,
se concluye que R, es superdenso.

Para la propiedad reciproca, supénganse C y R;superdenso, entonces para I,, =
[0, bs] cantoriano, se tiene que I, se hace menor que cualquier segmento racional
prefijado, ademés, {0} < {bn}nen , donde ambos son subconjuntos numerables
de R, superdenso, luego existe @ € Ry, con { 0} < {a} < {bn}nen .este clemento
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a de R,, genera un segmento mayor ue cero y menor que cualquxer segmento
racional positivo, lo que prueba k.

Teorema S, : “Fn las condiciones de C, NI, = {.'z:} para al_qun T E Rl, sty
s6lo si, no existe en Ry un segmento no nulo menor que cualquzer segmento no
nulo de Q”. En stmbolos , C=> (C «= —E). : S

Supénganse Cy —E. Sea I,= [A,,B,] un enca_]e cantorlano Por C extste X’ o
€ Ry, tal que X € NJ,,. . R . LERE

—o o
A, X Y S B,. i -
Por ser I, cantoriano, se hace menor que cualquier segmento racxonal preﬁ]a.do,~ S
de modo que de haber algiin Y# X en NI, el segmento XY serfa menor, que o
cualquier segmento racional no nulo, contradiciendo - FE. Luego ﬂI = :
X € Ry, : .
Suponiendo ahora C y Cy, sea XY un segmento cua.lqmera de Ry, con X<Y R

Otra forma de a
iente : ST e ‘
Teorema, 53 “Enlas condzczones de C R1 €s superdenao, si y sdlo sty —-Cl”
DEMOSTRACION Supénganse ‘C y R, superdenso. Sea I;= [A.,, B
encaje cantoriano no degenera.do Entonces existe X € NI, por C ‘tal qu
(Ai<X)V(X<B,), paratodan." -
Entonces : ( {A,.} <{X}) Vv ({X}<{Bn} ), con todos estos conJuntos, :
subconjuntos numerables de R; superdenso. . :
S}e)sxgue que: Existe Y € R, tal que ({A,} < {Y} < {X})V ({X} < {Y} <
{Bn . o
Por'lo tanto : #NI,>1.
Para la propiedad recfproca, supénganse C y -|C'1, y sean @ # A< B#90,
subconjuntos numerables de R;.
Considérense las proposiciones :
U : “El conjunto A tiene 1iltimo elemento ”
P : “El conjunto B tiene primer elemento ”
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Entonces se tienen los 4 casos mg‘mentes

(1 UA P

(2) U A P

3) U A P

(4) -U A -P. :

En el caso (1), existen a, el tltimo elemento de A; y b, el primer elemento de
B, tales que a < b, por ser A<B. :Entonces por ser Rl dcnbo, existe un elemcnto
cdeRl.talquea<c<b Se sigue que A < {¢} < B. o )

Para €] caso (2), sea “a el 1iltimo elemento de A. Entonces a < b; pam todo
b; € B, pues de lo contrario, a serfa primer elemento de B. : ‘

n N + +
t + +

a X bz bl

Para cualquier conjunto B’ = { ......... , ba, b, b1} C B, tal que ... <by< by <
by; haciendo I, = [a, b,], se cumple que I,.+1 C I, para toda n.Ahora bien, si I,
no se hace menor. que cualquier segmento prefijado, existe x € R;, tal que a <
x < b, para toda n. Si por el contrario I, se hace menor que cualquier segmento
prefijado, entonces el encaje {I,}nen es cantoriano, con a € N I, y entonces por
~C) existe x € Ry, talque x#a yxe€nNl,. Asf que a < x < b, para toda n.

. Luego A< {%*}< B, con &*eR,.

El caso (3) es similar al (2)

Para el caso (4), sean :

A’ ={a;,m,a;,....} T A

B ={... b3, b2,b:} € B, totalmente ordenados por “< ”, es decir, a; <
2 <3< eenene < evrriene < b3 <by<b.

——— e Pp——— O e @
ay az a3 I—";l b3 by by

Deffnase I, = [ ap,b,) . Entonces I, 4y € I, para toda n.

Si I, se hace menor que cualquier segmento prefijado, entonces # NI, > 1,
por (), y entonces existen z # y elementos de Ry, en NI,,. SiI, no se hace menor
que cualquier segmento prefijado, existen £ # yen Ry, talesque a, <z <y < b,
para toda n.

Luego : A< {¥¥}<B, con X eR,.

Se concluye que R, es superdenso.
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A partir de la discusién presentada hasta este momento, se concluye que Cy,
no es demostrable a partir de los axiomas de incidencia, orden, congruencia, de
Arquimedes y de Cantor.

1.4.3. ;Por qué no se genera una inconsistencia en cl Anidlisis Matemsdtico?

Un anélisis comparativo de los conjuntos R y *R, de los nimeros reales e
hiperreales, respectivamente, muestra que tanto ( R, +, + ), como ( *R, +, - ),
son campos totalmente ordenados por la relacién “<” usual, y que ademds, las
operaciones son compatibles con la relacién de orden en ambos casos.

Por otra parte, ambos conjuntos satisfacen la propiedead arquimediana : “ Si
0 <a < f, en A, existe un entero T de A, tal que a < 78 ”. Lo que hace forzoso
que la diferencia radique en el axioma de Cantor C. Para ver esto, lldmese axioma
de Cantor modificado y denétese C,, , a C + C; , entonces serd : Cp, = C+Cy
. Es decir C,, resulta de agregar a C la proposicién que declara la unicidad de
NI, , y entonces su negacién resulta de agregar a C, la proposicién que declara
que # NI, > 1. Sc da por asentado que cn 1.4.2 se ofrecen argumentos suficientes
para concluir que R satisface C,, y *R satisface ~Cin.

) Llamando Y a cualquiera de los conjuntos de axiomas ( de campo, de orden,
de Arqufmedes); o bien (de incidencia, de orden, de congruencia y de Arqufmedes),
se tiene que :

‘ R es un modelo para 3.+ Cp, .

*R es un modelo para 3 + =Cp, ;

Como es inmediato de verificar, por las vias usuales.

Luego ambos sistemnas axiométicos son consistentes ( lo que ya se sabe por
otros medios), y entonces atin cuando Y.+ C ¥ C; ( C; no es demostrable
a partir de Y +C ), la falacia de su prueba tiene el efecto neto de agregar C;
a Y +C, transforméndolo en }_ +C,, ,ambos conjuntos consistentes de axiomas
para el Andlisis Matemético Real . No es por demés comentar que 3 + —C), es
un conjunto de axiomas consistente que genera el Anélisis no Esténdar (Andlisis
Matemaético Hiperreal).
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CAPITULO 2

n—-Extensiones propias de *R de cardinales R,.

2.1. Introduccién. En la mayoria de los trabajos sobre andlisis no
estdndar (ANE) se tiene la limitante de usar métodos que funcionan so-
bre entidades internas del sistema (obtenibles por transferencia a partir de
otras existentes antes de construir extensiones), lo que no permite una dis-
cusién sobre una parte igualmente extensa que la mencionada. Uno de los
objetivos de este trabajo es mostrar cdmo se pueden aplicar los métodos
usuales de la matemdtica para abordar problemas de las extensiones en gen-
eral, tales como determinacién de cardinalidad, densidad, superdensidad,
propiedades topoldgicas, etc. Para ubicar la discusién se inicia con una
descripcién sucinta de una de las formas mds aceptadas de construir * R,
la que se conoce como “construccién por ultraproductos”, (ver [13]), que
tiene la gran ventaja de permitir en las demostraciones tanto los métodos
tradicionales, como los que usan el principio de transferencia ([13], p. 21)
~fortisima herramienta del ANE- en este apartado se incluye una digresién
que muestra que hay un filtro vacio, pero no un ultrafiltro vacio, sobre
cualquier conjunto.

A continuacién se dan algunos resultados preliminares cuyas demostra-
ciones se obtienen por métodos tradicionales. Entonces ya se puede abordar
el tema prinéipal del capitulo, las extensiones de * R.

Un punto importante en el trabajo, es probar que para cada extensién
que se tenga de *R, puede construirse otra con un conjunto de infinitésimos
mds cercanos al cero y de mayor cardinalidad que el correspondiente con-
junto anterior, y las consecuencias obvias en cuanto a los nuevos elementos
infinitos. El autor desconoce si este material ya ha sido trabajado ante-
riormente, presentando como resultados originales la construccién y uso del
ultrafiltro coacotado sobre ***N, que permite la construccién de la ex-
tensién siguiente, asi como la demostracién -también resultado original— de
que su cardinal es mayor que el de su predecesor. Es claro que esta situacién
admite induccién matemdtica y probablemente induccién transfinita.

Las partes del trabajo sefialadas con A, constituyen aportaciones del
autor ya sea como demostraciones alternas o nuevas proposiciones.

En esta discusién se asumen las proposiciones siguientes:
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 w-EXTENSIONES PROPIAS DE *R DE CARDINALES Nn. 77

(AE) Axioma de eleccién: El producto cartesiano de una famllla.
no vacin de conjuntos no vacios, es no vacio.

(TU): (!) Teorema del ultrafiltro: Si F es ﬁltro ent entonces ha.y
un ultrafiltro U en I conteniendo F.

(HGC): Hipétesis generalizada del continuo: Para cualqmer car-
dinal transfinito o, 2@ es el siguiente cardinal.

2.2. Breve descripcién de la construccxén de‘ *R por medxo de
ultraproductos. . ) .

(i) Considérese RY = { f:N— R|fes funcmn}, es declr el conjunto de ,
las sucesiones de niimeros reales.
El cardinal de este con_yunto es

#RY = N‘f"

2N0)No = 2“0

(ii) Pa.rn 8§ = (sl,_ag‘ 53,4
finen:

(i) 2

' »rvBaJo estas condlcnones el a.néhsls de la estructura (RN +5
: conclusxén de que se ‘trata de un anillo, pero no de un ca.mpo, pues

(0101 ..)-(@,0,1,0,...) = (0,0,0,0,...).

Es dec1r, en esta estructura hay elementos distintos de cero cuyo pro--
ducto es cero (con las identificaciones correspondientes).” Todas las
demds propiedades como asociatividad, cerradura, elemento.neutro,
etc. las tiene la estructura como es fdcil de checar, asf como el hecho
de “estar bien definidas” las operaciones.

(iv) Para eliminar el problema de los divisores de cero, se divide el con-
junto RY en clases de equivalencia por medio de un ultrafiltro libre
(no generado o no principal}), para lo cual se recuerda que: F C P(I)
es filtro en I, si:

(1) ¢¢F
(2) ABeF=>ANBEF

'A veces se toma como axioma, para una prueba ver ([3],{13]).
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B AeFyACBCI=BeF
Si ademads:

(4) Para todo A c I: A€ FV AC € F, entonces F es ultrafiltro
(equivalentemente un filtro F' en I, es ultrafiltro en I, si es
maximal, i.e. para todo filtro Gen I, FC G = F = G).

En este trabajo se tomardn filtros sobre N, "N, ..., etc., solamente, pero [
es arbitrario.

Ejemplos:

LR ={McN:1€M}
es filtro en N,
es ultrafiltro en N.
2. Fa={MCN:AcC M} donde A es'un subcon_)unto no va.cio de N
es filtroen N.
NO cs ultrafiltro en N (vg pma A {1 2, 3 4}, ni.
{1,3,5,7,,... }, ni X = {2,4, 6,.. }esténen Fa)s i
3. F = {A C N : A€ es ﬁmto}, es n. ﬁltro en N llamado el ﬁltro de N
Fréchet. :
NO es ultrafiltroen N (pues por ejemplo, ni A {5 10 15 Sy 5n, -
},mAC—{1234678911 m#Sn, }esténenF)

A Digresién (Paradoja del ultraﬁltro vacio)
Sca I = ¢, entonces P(I) = {¢} L ;
Los posibles filtros en I, son F1 ={¢} y F2 ¢ o

1. F1 NO es filtro pues [ X=PIW
2. Para F» = ¢ se tiene:
(i) ¢ & F. S
(i) SiA,Be Fi,=¢ entonces AnB € Fz, se cumple por vacmdad ’
(no existen elementos de’ F2 .que no: ‘lo” cumplan, ie. todos lo
cumplen). ; s
(ili) SiAe FRyAcCcBCI, entonces B F2,
por vacuidad. ’ - e
Luego F> = ¢ es filtro con I ¢>— de hecho ¢ es ﬁltro en I sea I : qb,'
o I # ¢—; ahora bien: G
3. Paratoda A C I = ¢, forzosamente A = ¢ AC, como F2 = ¢, L
entonces Ag Fob y AC ¢ Fy. ; ; o
Luego F, no es ultrafiltro. :
(3-a) Por otra parte, para cualquier filtro G-en I tal que F2 C G
se tendrd:

BR=Gg
ya que Fy es el tinico filtro en I.
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Entonces F; es filtro maximal en I es
contradiccién con (3)). : o
Para evitar esta complicacién se toma I 96 ¢, 10 que lleva. a. que se tendra
el filtro vacio, pero no el ultrafiltro vacio. Lo que proporcxona un punto de
partida sdlido, claro y distinto en el intelecto (Desca.rtes) R
Una propiedad muy importante de los ultra.ﬁltros es que:

22.1. Proposicidn. Si Ay, Aa,... A, es una particién del conjunto base,
entonces, una y sélo una, de estas clases de equivalencia estd en el ultrafiltro.

Demostracién Sean {4, A2, . A,,} una particién de I y Y un ultrafiltro
en I. ) .
(i): Sidos distintas clases de equivalencia A;, A; de esta particién estdn

en U, entonces A; N A, =¢elU (contradlcclén)
(ii): Si A; € U, pa.ra. i= 1 2,3...,n, entonces (4;)¢ € U, para i =

1,2,3,... ",n., : n .
e N (Ag)‘ =3 u equxva.lentemente (.U.A,') =10 = deu
(contradu:(:xon) : : . = cE
Por lo tanto: S
Exactamente una clase de equlvalencxa. A;, pa.ra. a.lgunt € {1 2, ,3 Sonk
estd en Y. :

Tomando *R = R¥ /U con L{ ultra.ﬁltro lxbre, es decxr conteniendo al ﬁltro
de Fréchet (la existencia de U estd garantizada por el teorema del ultrafiltro),
y dando las definiciones para las operaciones, relaciones, funciones, etc. en
base a U, se tiene que (*R, -, -) constituye un campo no arquimediano (2),
extensién propia de (R, +,-), asi

a=(a)8=(b), a=pf sii{n€N:an=0b}el

a#pB sii{n€ N:an#by} el
a€ N sii{neN:a, e N} el
a>*r=(rnr,..)si{neN:a,>r} €U

v.g
a=(0,1,0,1,...) implica «a=(0,0,0,...)Va=(1,1,1,...)
pues {n€ N:a,=0}={1,3,5,...}eld V{neEN:a, =1} €U, y hay
ultrafiltros que contienen a cada uno (en este punto hay que aclarar que no
importa qué ultrafiltro libre se tome sobre N, los *R resultantes son isomorfos
entre si, de hecho sélo cambian los representantes de los componentes del

sistemna). ([22], pags. 92, 93).

2No arquimediano, aunque si *-arquimediano, es decir para todo @ € "R+ existe
m € °N tal que am > §, para cualquier 8 € “R dado.
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Seme_)a.ntemente, sia= (a,.) con a,, 5 {ml,mz,...mk}, ‘entonces o= o
*miVa =*maV. - -Va = *my, pues es ficil probar que exactamente uno de log' '
conjuntos: {n € N:an, =m1}, {n € N =a, =mp},.. {n €N, _mk}s S
‘estd en'U. ; :

Thmbxen se ktirene‘ que: : ‘
ca=1(1,2,3,.. )= (@n)nen >*r =(r7,1,...) para toda. re R
Q'- =(1xé1é1 )=(a;1)nGN <.3_(‘9 838y, )para' tOdaaeR+a
son elementos infinito e infinitesimal de * R, que se denominan no esténda.r, .
al conjunto, m(0) = {a € R:lal <rVr € Ry} selellama la ménada de’ -
cero o conjunto de nmimeros infinitesimales. .

-2.3. " Algunos resultados preliminares. E! conjunto G(8) = {a €
*R : f— « finito} se denomina la galaxia de 8 y estd constituido por aquellos
elementos de *R que se encuentran a una distancia finita de .

Esclaro que § = {G(a): a € ‘R} es una particién de *R inducida por. -
la relacién de equivalencia o ~ g si y sélo si a — 3 es finito.

CG(—a) 0 G(0) G(a) G(2a) G(a?):

: “ee " ves : e 1’ cen jL -

-a m(0) a 2a o a’_'
FIGURA 1. o .

A Teorema: El conjunto G es de cardinal Ry.

21;d1 N1), entonces #G < N;.
= G(az).

< G(aa), £6) = Gleg)
(z y)a con (z — y)a infinito (si (z — y)a =
3 fimto, entances a= —-— 2 finito (contradiccidn)).

Es decir G(aa:) ;é G(ay)

De aqui que f es myectxvay #G > Ny,

Por el teorema de Schroeder~Berstein (tricotomia generalizada a cardi-
nales transfinitos) y (HGC):

#G=N;.
A Observacién: La restriccién f : [0,1] = G de la funcién anterior, que

obviamente es inyectiva, muestra que entre G(0) y G(a) hay N; distintas
galaxias (semejantemente a lo que sucede entre mimeros reales).

19 TESIS Cow
FALLA DE ORIGEN




DE. 'R DE CARDINALES Na.

n—EXTENSION ES PROPI A

A Teorema: Para cualqu:er entero > ﬁmta o, #{1 2,3,... ,d} = Ni. -
Ademds #*N = R;. , '

Demostraciéon: Basta observar que para'a = (a,.),.eN, [a] = ([a,.]) (fun-
cién “mayor entero”) y a — [a]-—.(a,,, [a.,,]) es, ﬁmta “Es deczr, en cada
galazia hay enteros. :

{112131' LR :a} = &]u

Por o que #*N < #NN N“o = Rl ‘
Se concluye que:
#°N = #{1,2,3,... d} =N;, para & € *Reo,
A ademds que entre dos galaxias diferentes hay ®; distintas galaxias.

Es importante notar que *N = {1,2,,3,...a,a +1,...} es un conjunto
totalmente ordenado por la relacién <, equivalente (equipotente) a R, pero
DISCRETO, no es bien ordenado pues para cualquier a € *Ng, G(a) no
tiene primer elemento, sin embargo cada galaxia se puede dotar de un buen
orden facilmente (como se hace con Z), pero esto no es suficiente para dar un
buen orden para *N, ya que el conjunto G = {G(ca) : @ € *R} es totalmente
ordenado, pero no bien ordenado. Este es sin embargo, un buen avance en
el camino a la obtencién de un buen ordenamiento para R, que de lograrse
llevaria a no pocos cambios conceptuales en la matemdtica.

2.4. Ultrafiltros sobre *N. La forma “natural” de tratar de extender
*R por medio de un ultrafiltro basado en
F={AC*N: A° es finito }
que es el filtro de Fréchet en *N, lleva a lo siguiente:

1 Seana e m(0) y A = ( Yne N (es decir A es una funcién de *N en *R
que toma los valores h:petreales, 1,1/2,...,1/n,...1/k,...k € °N).

Entonces a~! € *Ro, pero por ser ‘N no acotado en ‘R existe

Ny € *Ny, con a~! < Ng. Puede tomarse, sin perder generalidad Np

como el primer entero mayor que a~t.
E%I CON
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. }-—{ne‘N —<a}

1
,enseguxda., es ﬁltro, result.a um pm‘a. extender "R a “R

(i) ¢ & %, pucs ¢ = °N L
(ii) Si A, B € 2F, entonces A€, B¢ acotados en ‘R entonces A‘ U B‘ =
(AN B) acotado en *R, y (ANB)e ?F. = ; :
(m) SiA€e?Fy AcC B C*N, entonces B¢ C A° acotado en 'R y B € ?r.
-Por lo tanto 2F es filtro en *N (ademés contxene al ﬁltro de Frechet

en °N). R

Por el teorema del ultrafiltro, existe un ultrafiltro "Zl D 2F (2}' no es ultra-
filtro, como es ficil ver), al que se denomma ultraﬁltro coacotado

A Observacién: Acotado en *R equivale a “*—ﬁmto” que es la transferencia
en el lenguaje de *R de la propiedad “ﬁmto” en R, ie.- *R es *-arquimediano.

Regresando a la sntuacmn antenor para cualqul r'a € m(0)+. existe
Ny € *Ngo tal que:

/a se tiene que: *R™Y /U =

De a}li qt'xé:‘ A"":‘.‘_‘>fB para todo 3
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n-EXTENSIONES PROPIAS DE "8 DE m\nDl\ \LEs t\,.
es extension propia de *R, con *~infinitesimales y *—mﬁmtos, y en la que

cualquier elemento de *R es »~finito (i.e. existe A E **N tal quo A > ﬂ para
todo 8 € *R). e

. En **R =22 se tienen:
() = {A€ “R:A<|Bl,V6 € "R} v
PN = W= {(ag)ne *N:{ne N an € ‘N} € ”u} =* N""/%/
,....,etc.'f' "
"Para fela,cion_es, -
k =(an)ne-n=B= (ﬁn)new _:'ﬁ

{ne"N: a,._ﬂ,.}e%{
. y eeme,yantemente para las otras relaciones ‘de rutma
_Las operaciones suma y producto se definén como en *R, es decir por
componentes iguales, asi A+B = (an +6p)n €N, AB-= (an-fr)n € *N,
. de esta forma es inmediato que ("R +, ) es campo totalmente ordenado,
extensién propia de *R, v.g. - ; )
(A+B)+TI = A+(B+I‘) VA B r en "R =,
Pues (A+B)+T ((an +ﬁn) +’Yn)ne ,
= (an + (Bn +’Yn))ne 1:
= T+(B + r‘) o

ol

'aso'é. en (*R,+)

semejantemente pat_;a (A- B) I‘ A (B
0
“1

(an)ne-v con - a
‘ (@n)ue-n  con o
son representantes de la.s {inicas clases de eqm valencia elementos neutros de
+ y - respectivamente. '

Para A € %R existen (—A) y (l/A) —siA 9& 0- inversos ano cada opera-
cién, con —A = (—ap)ne-n y /A = (1/ay, si ap # 0, 0 si o, = 0), haciendo
A= {n€ *N:an # 0} es claro que A € %-pues A # 0-, entonces:

A={ne*N:a, - (1/an) =1} €U
esto es: A-1/A =""1.
Luego (2R,‘+, -) es campo.

“Por otra. parte-todas estas proposiciones, y mis generalmente todas las
propos:clones en la extensién obtenidas por transferencia a partir de proposi-
ciones vélidas acerca de los hiperreales son vélidas en (**R, +, ), ya que **R
“-es *— extensién de *R (teorema de transferencia).
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2.5. Algunas propiedades de **R. A partir de:
""Roo {Ae€ *"R:A > BVYB € "R} (infinitos de *"R)
“Ry ("R ) ={A € “R:|A| £ B paraalgin B¢ 'R}
2n(0) = {A€ “R:|Al < B VB € "R,} (infinitesimales de "*R)
**R; es el conjunto de nimeros finitos de **R. Se tiene:

il

(i) m(0) N Zn(0) = {0} (0 es el Gnico hiperreal *—infinitesimal).

(ii) Para B finito, no infinitcsimal en "Ry A € "“Reo, BA € *"Ry.
Pues si BA ¢ **R, seria B"!BA = A finito (elemento de **Ry),
contradiciendo la hipétesis. )

(iii) %72(0) cs ideal en **Ry.

Sean I' € m(0), B € ""Ry(B,' > 0)si I'B &. 2m(O) (no es-
infinitesimal en **R) entonces: I'B € **Ry y por (u) I"l(l"B) = B €
“*Ro (contradiciendo la hipétesis). IR

(iv) Para todo A € 'R, Zm(A) es una traslacién de 2(m)(O)

, 0 mO . A m(A)
Tt ’m(O) Tt A)
FIGURA 4.

(v) Una sucesién (An),.e - de elementos de **R, converge en el sentido
de “R, si y s6lo si, es constante. Esto debido a que si [Ap — Kp| <
para toda @ € *R., cualquier elemento de 2n(Kj) también cumple ]a. )
condicién, en ambos casos a partir de una misma mgp € °N. ) .

(vi) Un elemento A = (ap)ne+y representa una clase de equivalencia de '
*R°N /AU, es decir una familia de sucesiones de *N en *R, que constan 5
de R, entradas, ejemplo: !

((1,2,3,...),(1,2,3,...)(1,2,3,... )s... ) = (@n)ne-n

con ap=(1,2,3,...)=(N)Vne ‘N

B = ((3,3,3,...),(3,3,3,...),...),"8 = am,Vne N ey

((1,1,1,...),(2,2,2,...,(3,3,3,... )y. . . {ny 1y, )y IR €N
("1,*273,... 'n,...) = (WmIn € "Ny7n=nVne*N. S
Claramente A y B son finitos (elementos de **Ry) y T infinito

(elemento de **Ry), pues para m € *No, N = {1,2,3,...} C
{1,2.3,... ,m} como es bien sabido, asi que: {n € *N : v, > an} €
2u, lo que lleva a la conclusién que ' > A, y mayor que cualquier
elemento de *N =** N —~** N, (naturales ﬁmtos en **R)="* Ny,

(vii) Toda sucesién creciente (decreciente) {an)n € N de elementos de 'R
esti acotada superiormente (inferiormente) en *R (ver 9). De aqui
que conforme a la definicién: “Un conjunto X es superdenso. si para
cualquier par de subconjuntos A < B (.i.e. a < b, paratodo a € A

>
[l

]
[
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y todo b € B), numerables, no simultdneamente vacios de X, existe
c€ X tal que: A < {c} < B”, se llega a que *Ry *"R son superdensos.
(viii) Definiendo *-superdenso con la variante *—-numerable (equipotente
a un subconjunto de *N) se tiene que **R es *—superdenso (o bien
2-superdenso).
(ix) G(A) = {b € **R: |A — B} < v para algiin r € "R}, la 2-galaxia de
A, es isomorfo a {@ + %m(0) : @ € *R}.

2.6. A Cardinalidad de **N y **R.

1. Se tiene que: #*'N = #*R =R,
2. “R=A={f:* N —*R}/U (ultrafiltro coacotado en *N).
De ahi que: By S #"R < #'RVN =R,
Por otra parte: **R D" N = {f :* N =*N}/U =* NN Ju
Asi, para cada A € *'N, A = (f(1), f(2),...) = (f(n))ne -~ para
alguna f € *N°V (f es representante de una clase de equivalencia de
elementos de "NV, iguales médulo ¥, de cardinal Rp) (3).
3. Supdngase *N ~** N entonces existe una funcién biyectiva entre *N
¥ N
NN
con F(m) = (fm(l)yfm(2)a = (fm(n)ne-w para toda me ‘N

1 & (fl(]-)v fl(z)) f1(3)1 fl(w)s
2 o (fa1)y- - f2(2), - f2(8)y s 2(w), ,-;)

';‘(fs("))ne -

: (fw(n))ne N

e e)V‘N .
' {fl(w)’.h(w):

Entonces, pa.ra cua.lquxet w e ‘N
{w,w+1lw+2,...}S{ne N g(n);éf,,, _
A®={n¢c *N:g(n) = fu(n)} € {1,2,3..% ,w}, es acotado en N
Por lo tanto: .A € U, lo que sxgmﬁca. que* I‘ = (g(n))ne “N, MO es
imagen de ninguna w € *N, bajo F. Y dado que I’ claramente estd
en **N se tiene una contradiccién.

Entonces *N #** N S
De (1), (2) ¥ (HGC): #H#N=Ro=#"R ‘B

3Por cada A € U/ hay un elemento de "N~ igual a A € **R, esto es A € *°R tiene Ra
representantes.
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A Nota: Una prueba alternativa puede darse construyendo I' =
(g(n))ne-~, a partir de la aplicacién del axioma de eleccién a la familia
{A°n}n € *N de los complementos de los conjuntos

A = {fl(l)}|A2 = {fl(2)af2(2)}e-" s Aw = {fl(w)1f2(w)sfu.(w)}'

etc. para todo w € *N. De esa forma I' # (fm(n))ne -y, Ym € "N,
i.e. I’ no aparece en la correspondencia supuesta biunivoca.

2.7. A Conclusiones. En virtud de la naturaleza de la con-
struccién de **R, el proceso es iterable, ahora se puede tomar

3 = {AC*"N:A° acotadoen *N}.

Que es un filtro en **N, por lo que existe U 2 3F, ultmﬁltro 1o .

principal tal que:

nR")\ /31/1 o . P ‘
extensién propia de **R, de cardinal Rz (bajo HGC), con: mﬁmtem? .
males E < |A|, VA € **R, e infinitos mayores que cualqiier elemento
de **R.

En general ("*!1)*R es extensién propia de ™R, de cardmal N(,,.;. 1)
(bajo HGC).

Lo anterior lleva a que en cualquier ™R (desde 0‘R ="R), o
plano ("*R)?, o espacio (**R)*, hay més puntos sin ocupar, que los
pertenccientes al (“*R)*, n=0,1,2,..., k=1,2,.

En particular, dados a,b en ("‘R)'c NO ES POSIBLE llenar (en el
sentido de no poder agregar elementos entre a y b) el segmento que
los une'a partir de extensiones de R como las que se han construido:

-]
o

.................. PO

FI1GURA 5.

A Observacién: Nétese que en N, *N, **N,...™N,... hay car-
dinales para conjuntos finitos, o bien de ¥y,N2,... ,Rn,... elemen-
tos: (v.g. w € *Noo = #{1,2,3,... ,w} = ¥; (HGC), asi cualquier
hipernatural infinito es cardinal (representante de R, *N, °*R, etc),
sin embargo no hay hiperenteros que sirvan como cardinales de N,
es decir no existe a € *N tal que {1,2,3,... ,a} ~ N. Esto parece
ser consecuencia de que el paso de "R a ("*1) *R implica cambio
de cardinalidad, excepto de R a *R (ambos de cardinales ¥,), donde
#N = Ng < Ry = #R, y para los demds casos #"'N = #™R.

Comentario final. Ntimeros « infinitesimal en ™R, y £ infinito en
"*R (respecto a), pasan a ser finitos en ("*1)*R, De donde se sigue que
estos conceptos son RELATIVOS, aunque claro estd, son absolutos
respecto a **R, para k < n, en particular para ™R = R. Una pregunta
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interesante es: jexisten "*RR con m < 07 se conjetura que la respuesta
es afirmativa.
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APENDICE A .
Axiomas de la geometria elemental (Hilbert).

En adelante consideraremos tres conjuntos diferentes de objetos; los ob-
jetos del PRIMER conjunto se denominan puntos, los del SEGUNDO, rectas
y los del TERCERO. planos. El conjunto de todos los puntos, rectas y planos
se denomina espacio.

Los puntos, rectas y los planos pueden estar relacionados unos con otros
de una manera determinada, que se indica por las palabras pertenece «, entre,
congruentes. Estas relaciones deben satisfacer las condiciones contenidas en
los aziomas que se enumeran a continuacidn; por lo demds, la naturaleza de
los objetos y de las relaciones entre ellos puede ser arbitraria.

Grupo 1. Axiomas de incidencia.

1. Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta ¢ que pasa
por cada uno de los puntos A, B. '

2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a lo sumo
una recta que pasa por cada uno de los puntos A, B.

Estos axiomas pueden resumirse como sigue: dos puntos dlferentes
determinan una y sélo una recta que pasa por ellos.

3. En cada recta hay al menos dos puntos. Existen al menos tres puntos“
que no pertenecen a una misma recta.

Con respecto al punto A y al plano a que se hallen en correspon-
dencia. utilizaremos también las expresiones: A pertenece a ¢; A es
un punto del plano a; o pasa por A, etc.

4. Cualesquiera que sean tres puntos 4, B, C que no pertenecen a una
misma recta, existe un plano « que pasa por cada uno de los tres

- puntos A4, B,C. En cada plano hay al menos un punto.

5. Sean cuales fueren tres puntos A, B, C que no pertenecen a una misma
recta, existe a lo sumo un pla.no que pasa por cada uno de los tres
puntos A, B,C.

6. Si dos puntos diferentes A.B de la recta a pertenecen al plano a,
cada punto de la recta a pertenece al plano a.

En este caso decimos que la recta a pertenece al plano «; el plano
o pasa por la recta a, etc.

7. Si dos planos a, 8 tienen un punto comun A, tienen al menos otro
punto comun B.

8. Existen al menos cuatro puntos que no pertenecen a un mismo plano.

Grupo I1I. Axiomas de orden.

Suponemos que un punto sobre una recta puede encontrarse en deter-
minada relacién con otros dos puntos de la misma recta; esta relacién se
denotard por el término se encuentra entre.
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A. APENDICE A

. Si el punto B se encuentra entre el punto A y el C, entonces A, B

y C son puntos diferentes de una misma recta, y B se encuentra,
asimismo, entre C y A.

. Cualesquiera que sean los puntos A y C, existe al menos un punto B

sobre la recta AC tal que C estd entre A y B.

. Entre tres puntos cualesquiera de una recta, a lo sumo uno de ellos

puede encontrarse entre los otros dos.

Los axiomas 11.1-I1.3 se denominan axiomas de orden lineal.

Definicién. Un par no ordenado de puntos A y B se llamari segmento
y se denotard AB. o bien BA. Los puntos que se encuentran entre Ay B
se llamardn puntos interiores. o simplemente puntos del segmento AB; los
puntos A y B, extremos del segmento. Los demds puntos de la recta AB se
denominardn puntos exteriores del segmento AB.

1. (Axioma de Pasch). Sean A, B, C tres puntos que no pertenccen

a una misma recta, y a, una recta en el plano ABC, que no contiene
ninguno de los puntos A, B,C. Entonces, si la recta a pasa por algin
punto del segmento AB, también pasard o bien por algin punto del
segmento AC, o bien por alguno del segmento BC.

Grupo III. Axiomas de congruencia.

Suponemos que un segmento se puede encontrar en una relacién de-
terminada con otro (o consigo mismo), que denotaremos con el término
congruente, o bien igual. La relacién de congruencia debe de satisfacer los
siguientes axiomas.

1.

Si A, B son dos puntos sobre la recta a, y A’ es un punto de la misma
recta, o bien de otra recta o/, siempre se puede encontrar, a un lado

prefijado de A’ sobre la recta a', un punto B’, y sélo uno, tal que el

segmento AB es congruente al 4A'B’.
Tal relacién entre los segmentos AB y A’'B’ se denota asi:

AB=A'B'.
Para cada segmento AB se exige la congruencia
AB=BA.

La primera parte de este axioma se expresa mds concisamente asf:
cada segmento puede ser aplicado de manera univoca sobre cada recta
a un lado prefijado cualquiera de cualquier punto dado de ésta.

Si los segmentos A'B’ y A"B" san congruentes al mismo segmento
AB, entonces A'B’ es congruente al segmento A”B"'; es decir, si

A'B'= AB y A"B" = AB,

entonces también
A'B'=A"B"
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3. Sean AB y BC dos segmentos sobre la recta a, sin puntos interiores
comunes y sean, ademés, A'B’ y B'C’ dos segmentos sobre la misma -
recta. o bien sobre otra o, que‘tar'npoco poseen . puntos ‘interiores -
comunes. Si ' . s :

AB=A'B y BC = B'C',
entonces
AC = A'C'

4. Sean dados Z(h, k) en el plano «, una recta a’ en este mismo plano, o
bien en otro, ¢/, y supongamos fijado un lado determinado del plano
o’ con respecto a la recta a'.

Sea A’ una semirrecta de la recta o', con origen en el punto O'.
Entonces en el plano o existe una semirrecta &', y sélo una, tal que
Z(h,k) es congruente con Z(k', k') y, ademds, todos los puntos inte-
riores de Z(h', k') se encuentran en el lado prefijado con respecto a
a’. Para denotar la congruencia de dngulos se utiliza la notacién

Z{h k) = Z(R', K').

Si £Z(h,k) = £(K', k'), entonces ZL(k,h) = Z(K',h'). Cada é.ngtilo es
congruente consigo mismo, es decir,

L(hk) = Z(h,k) y Z(h,k) = Z(k,h).

5. Sean A, B,C tres puntos no pertenecientes a una misma recta’y A’,
B’, C' otros tres, tampoco pertenecientes a una misma recta. Si

AB=A'B, AC = A'C! y LABC = £/B'A'C’,
entonces
ZLABC =LA'B'C' y LACB=(/A'C'B'
Grupo IV. Axiomas de continuidad

1. (Axioma de Arquimedes). Sean AB y CD segmentos arbitra-
rios. Entonces sobre la recta AB exziste un niumero finito de puntos
Ay, Az, ..., Ay, situados de manera que A, estd entre A y Aa, Ay estd
entre Ay y Aa, elc., tales que los segmentos AA;, Ay Ao,...,Ap—14n
son congruentes al segmento CD y B estd entre A y An,.

2. (Axioma de Cantor). Supongamos que en una recta arbitraria a se
da una sucesidn infinita de segmentos A1 By, A2Bs,..., de los cuales
cada uno estd en el interior del precedente; supongamos, ademds,
cualquiera que sea un segmento prefijado, existe un indice n para el
cual A,Bp es menor que este segmento. Entonces eziste sobre la
recta a un punto X, que estd en el interior de todos los segmentos
A1 By, A2 By, ete.

De las condiciones del axioma se sigue de inmediato que existe
solo un punto X que estd dentro de todos los segmentos A; B, A2 By,
etc.

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTEGA



A. APENDICE A

En efecto, si sobre la recta a existe otro punto Y interior a todos
los segmentos A; By, A2B,, ..., para todo n el segmento A, B, serd
mayor que el XY, cosa excluida por la condicién.

Grupo V. Axioma de paralelismo.

Deﬁmcxén. ‘Dos rectas que se encuentren en un mismo plzmo y no ten- .
gan puntos comunes se llaman paralelas.
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APENDICE B.

B. Axibmas de Campo (F,+,)

Aj: Clausura: a,b€ F==a+ b€ F. .

Ag: Ley asociativa: a,b.c€ F =>a+ (b+¢) =(a+b) +ec.

Az: Identidad: 30 € FtalqueO+a=a+0=a Va€F.’

A4t Inverso: a € F == 3 —a € F tal que a+(—a)-(—a)+a—0
As: Ley conmutativa: ¢,b€ F=a+b=0+a.

Mj: Clausura: a,b€ F = a-begF.

-Mpy: Ley asociativa: a,b,c€ F =>a-(b-c) = (a'b)"- e :

Maj: Identidad: 31 € F,1#0, talquel-a=a-1l=4a: Va.EF
My: Inverso.aEFa#O:E!a‘leFtalqueaa1 -L a—l.
Mpg: Ley conmutativa: a,b€ F=>a-b=b-a. :
a-(b+c)=a- ‘b+a- c

Dy: Ley distributiva: a.b,¢c € F =— (b+c)- a—b a+c s

Propiedades importantes de todo campo

1. Los elementos identidad 0 y 1 son tinicos,

2. Leyes de cancelacién:
(i))at+tb=a+c==b=c
(ii): arb=a-ca#0=>b=c. .

3. Los elementos inversos —a y a~! son umcos :

4. Para todo a,b€ F,
(i): a-0=0,
(i: - ()= (<) -b= —(a ),
(iii): (—a) - (=b)=a-b, '
(iv)tb—a=b+(—a), "

W: 2=b.at a0l
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c. APENDICE C
C. El Teorema del Ultraﬁltro.

Sea Funfiltroenl y F = {F,CP(I) F'CF,/\F. es filtro en I}, En-
tonces F es parcialmente ordenado por la relacién de inclusién C, como
cualquier otra familia.

Una cadena C es una familia tal que X,Y € C implicaque X C YVY C
X. Se probara que toda cadena en F tiene cota superior.

Sea C = {Cr: k€ K} unacadenaen Fy C = kUK Cy, la unién de Ios

elementos (filtros que contienen a F) de C.

(i): Como @ & Cy para toda k € K, entonces 0 ¢ C. .

(ii): Sean X,Y € C, entonces existen 7,5 € K, tales que X € Cj,
Y € Cj y ademds C; € C; vV C; C C;. Supbngase que C; C Cj, -
entonces X,Y € Cj y como Cj es filtro, también X NY € Cj y
XNnYecC.

(iii): Sea ZC I y X C Z, para algin X € Cj. Entonces Z € C; y de
ahi Z € C.

De (i), (ii) y (iii) se sigue que C es filtro en I.

Por otro lado como F C Cy, para toda k € K, entonces F C C y de ahi
que C € F. Asf que C es cota superior para C en F, es decir, toda cadena
en F tiene cota superior en F. De ahi que la aplicacién del Lema de Zorn4
lleva a que F tiene elemento maximal G, que es el ultrafiltro requerido.

‘Lema de.Zorn. Ses (X,R) un orden parcial, si cada cadena en X tiene cola
superior, entqncea‘x tiene elemento marimal.
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APENDICE D.

D. Algunas propiedades importantes de *R.

1. Todas las galaxias son isomorfas al conjunto *Ry de los hiperreales
finitos, que a su vez forman G(0), la galaxia de cero.

Esto puede verse a partir de una traslacion de G(0) a G(a), para
cualquier @« € "R.

2. Dado un ultrafiltro libre U. no existe M € U tal que M C A, para
todo A € U. En particular NU = 0.

Tomando A € U tal que A C B para toda Be U ya € A, como
{a} € U, entonces {a}° € U. De ahi que A C {a}® (contradiccidn).
Por lo tanto no existe tal conjunto A y NU = Q.

3. Un ultrafiltro U en N (o en cualquier conjunto) se Hama fijo si algiin
n € N pertenece a todos los elementos del ultrafiltro. Si se toma un
ultrafiltro fijo U en N, para construir los hiperreales *R, entonces *R
resulta isomorfo a R.

(Este es un ejercicio rutinario en construcciones que usan ultra-
filtros).

4. Dado un natural infinito n € *Ng,, existe un conjunto infinito no
numerable de naturales menores que n (N, bajo la hipStesis del con-
tinuo). Semejantemente, existe un conjunto no numerable de natu-
rales mayores que n. (Ver capitulo 3).

5. Cada o = [(an)] € *R, puede representarse de R; formas distintas,
pero equivalentes bajo U.

Dado a = (an)nen, cada elemento del ultrafiltro U con el cual
fue construido * R induce infinitas sucesiones iguales mddulo U, a'la
sucesion dada, y ademds #RN = R¥° = Nj.

6. Sie > 0ye=0, entonces & = 1,

7. Sia,BE*R, B> 0,siT € *R, tal que 7% = 3.

8. Para « € *R; (finito) con & > 0, si 7 = p, no se cumple siempre que *:
a” = a” (para exponentes finitos si vale la propiedad).

9. (1+1)° =~ e, para todo « infinito positivo. )

10. Una sucesién de nimeros hiperreales, y mds generalmente, todo con-
junto numerable de hiperreales, siempre es acotado. ]

11. Toda sucesién creciente de infinitesimales tiene cota superior infini-
tesimal y reciprocamente, toda sucesién decreciente de hiperreales
infinitos positivos tiene cota infinita positiva.

12. Una sucesién (numerable) en *R converge, si y sélo si, es constante.

Las propiedades 6,7,8 y 9 se obtienen directamente a partir de las defini-
ciones de las operaciones involucradas; las tltimas tres son consecuencia de
la superdensidad de *R (ver capitulo 2 .
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