
/ 

FACULTAD Dé CIENCIAS 
VNAM 

()()32-<-/ 

35 
UNIVERSIDAD NACIONAL 
AUTONOMA DE MEXICO 

FACULTAD DE CIENCIAS 

T E S I S 

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE 

MATEMATICO 

PRESENTA 

ELlAS~ILA 
\'.~ \\ ll I os l',p,,., 

~- V'-'l; 
Dlf!~TO!t;~~~: ~~ 

DR. c~~Losf1M~~·KE ~ 
<.. :_~,~~~i:f;J¿ j 

J 
l'AC~Tr.'.D Di'. CIENCIAS 

SEC~l.ON ESCOLAl\ .T' 

2crn-

TESIS CON 
FALLA DE O'RiGEN 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



.' .. ' 

DR.\.. l\L.\IÚA DE LOURDES ESTEVA PERALTA 
Jefa cte la División de Estudios Profesionales de la 
Fnwltad de Ciencias 
Presente 

Comunicamos a usted que hemos revisado el trabajo escrito: 

.~ONJUNTOS 'GENERADOS POR EL AXIOMA DE CANTOR Y SU NEGACION 
;"·' 

rcall~ad~ ~o} '· _:'. •. •E Jr as Sé 1 em Av 1 1 a 

~on ;,_wncro i:le ·e:ú~~;~ ; 49L6o1 - 5 , quién cubrió los créditos de la carrera de MATEMAT 1 ca. .. ., ·.· . 

. Dicho trabajo _cuent~ con nu~tro voto aprobatorio. 

Atentamente 

Director de Tesis 

Propietario DR. CARLOS IMAZ JANHKE 

Propietario DR. ANGEL TAMARIZ HASCARUA 

Propietario DR. JOSE ALFREDO AMOR MONTAllO 

Suplente M. en c. RAFAEL ROJAS B ARBACHANO. 

Suplente H. en C. ALEJANDRO BRAVO HOJ 1 CA. 

Consejo Depa T:i:.;.:ATICAS 

GOHEZ ORTEGA. 

--------------------------~----------~.-·····-·-



....... A todos aquellos que en su ingenuidad 
infinita creen en la continuidad de la recta, porque 
de ellos será el reino de los espacios vacíos. 
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Introducción 

La ubicación de los problemas que se discuten en este trabajo, se halla en la 
intersección de varias ramas de la matemática, entre las que se cuentan la 
Lógica Matemática, la Teoría de Conjuntos, Análisis Matemático estándar y 
no estándar y Fundamentos de la Geometría. La pre&,'llnta más importante que 
se plantea, es sobre continuidad y puede formularse en términos geométricos o 
aritméticos. 

Antes de la construcción del conjunto *R de los números hiperreales se 
pensaba casi unánimemente que la completación del conjunto Q de los 
números racionales, realizada por Dedekind para obtener el conjunto R de los 
números reales, era absoluta, es decir después de efectuado este proceso y 
obtenido el isomorfismo entre R y la recta geométrica - o lo que se creía que 
era ésta-,no había más puntos ni números que agregar, y los ya existentes 
formaban un conjunto linealmente ordenado, denso y sin agujeros (es decir, 
continuo), entre cuyos elementos no podrían insertarse otros puntos, pues a 
cada posición corresponde un punto y a cada punto corre.!.ponde una 
posición.Esta afirmación es equivalente a la creencia, actualmente obsoleta, de 
que los números reales son suficientes para medir cualquier segmento, cuya 
versión técnica es la exigencia de que el rango de toda métrica sea un 
subconjunto de los números reales no negativos. 

El advenimiento de los números hiperreales y con ellos del Análisis no 
estándar, puso en claro que la recta geométrica con la que se trabaja en 
geometría euclidiana, es en realidad la recta real R, ésta es un subconjunto 
propio de la recta hiperreal *R y cada punto de R es un punto aislado en *R. 
De modo que los puntos de R están separados unos de otros por distancias 
menores que cualquier real positivo, pero mayores que cero. Esta separación 
no es detectable si se insiste en considerar sólo distancias reales, como huelga 
decir. 

La manera como A. Robinson fundamentó el Análisis no estándar es por 
demás tortuosa; usó la más sofisticada herramienta de la teoría de modelos, 
entre cuyas proposiciones infortunadamente tomó el Principio de transferencia 
como método de demostración que simplifica tanto las pruebas de muchas 
proposiciones de Análisis real, a grado tal que hizo prevalecer el punto de 
vista superficial de que la importancia principal del Análisis no estándar, es la 
aportación de métodos para pruebas alternas más sencillas de proposiciones 
conocidas. La realidad es que esta aplicación de la nueva rama, es sólo 
incidental y totalmente secundaria, de la cual puede prescindirse tranquila y 
totalmente, sin ningun problema. La importancia real de este sistema formal, 



radica en las consecuencias que se derivan de sus proposiciones y que afectan 
prácticamente a toda la matemática. Como siempre ha sucedido, existe una 
tremenda resistencia a la adopción de estas ideas, incluso sus propios artífices 
se curan en salud, como antes lo hizo Cantor con la Teoría de Conjuntos, con 
opiniones que suavizan el impacto que pudiera ser generado.Una postura clara 
y radical en este sentido es la manifestada por K. Godel al final de [20]. 

Una gran particularidad del conjunto R de los números reales, es que su 
cardinal y el del conjunto de sus enteros, son diferentes.De hecho, ésta es la 
base de la completez (relativa) de R, y la carencia de esta propiedad es causa 
de la incompletez de las extensiones "'R, "'"'R, """"'R, .. etc., de los números 
reales R, como puede verse al analizar de cerca sus respectivas 
construcciones. 

El objetivo principal de este trabajo es mostrar que cualquier conjunto n 
que contenga al conjunto -indefinido en geometría- conocido como recta 
geométrica, es intrínsecamente incompleto. Es decir, entre dos puntos 
diferentes cualesquiera A, B de este conjunto, existe un punto C, colineal con 
los anteriores y que no se encuentra en n.Obviamente, la afirmación 
precedente se refiere, entre otros conjuntos, a R, *R y todas sus extensiones. 

Se inicia el escrito con la presentación de algunos conceptos y propiedades 
necesarios para abordar los trabajos de Dedekind y Hilbert que aquí se 
discuten, enfatizando la analogía entre la construcción axiomática de los 
números reales y la de la recta geométrica resultante de los axiomas de 
Hilbert. A continuación se hace una discusión cuya conclusión es que el 
teorema que afirma que en un encaje de intervalos como el usado en el 
axioma de Cantor, hay sólo un elemento, es un sofisma. Colateralmente --de 
manera deliberada-, se dan elementos suficientes para realizar la construcción 
de *R, a partir de los axiomas de Hilbert, con la variante de sustituir el axioma 
de Cantor por una de sus negaciones. 

Finalmente, en el capítulo dos se aborda la discusión principal del trabajo, 
la construcción de extensiones propias de los números hiperreales *R, y las 
consecuencias inmediatas que ésta conlleva. Para esto, se da una introdución 
en la que se ilustran algunas formas de abordar estos temas usadas 
actualmente, al final de la cual se presenta un resultado propio al que se 
denomina paradoja del ultrajiltro vacío. Enseguida se discuten algunos 
resultados preliminares en apoyo a la mejor comprensión de la parte medular 
del escrito, que es desarrollada a partir de este punto. Se concluye con la 
presentación de un conjunto de apéndices de complementación y la 
bibliografia básica utilizada. 

Para terminar, hay que advertir que la inclusión o exclusión de la hipótesis 
generalizada del continuo (HGC), es irrelevante para los fines del trabajo, ya 



que su uso se restringe a identificar los cardinales de ciertos conjuntos que 
aparecen a lo largo de la exposición, con los correspondientes t-:

0 

• y en 
ninguna circunstancia se requiere de esta hipótesis para obtener o demostrar 
proposiciones del mismo. 

1-\ 
... , -·-····.--~ --·---.,-. ,..... _____ -



CAPÍTCLO 1 

Continuidad relativa y axiomatización de 
la primera completación de la recta. 

1.0. Introducción. Lo último que debe de haber pasado por las mentes 
de Dedekind y Hilbert cuando el primero llamó completación, y el segundo ax
ioma de completitud, 11. sus tmbajos tendientes a la formalización del concepto 
de continuidad, es que lejos de completar, en el sentido cotidiano, a Ja recta 
geométrica, lo que estaban haciendo era dar un paso en firme en la dirección 
contraria, es decir, en mostrar que la recta geométrica es un objeto matemático, 
tal que mientras más se le completa -en el sentido matemático-, infinitamente más 
agujeros va mostrando. Detrás de esta aparente antinomia podría estar escon
dido el autocontradictorio concepto de universo absoluto en una de sus formas, 
como límite de la familia de espacios n- hiperreales. En este capítulo se hace 
un breve recorrido por las rutas seguidas por Dedekind y Hilbert, sobre todo · 
en lo concerniente al concepto de continuidad. Oc ahí que se inicie con la pre
sentación de una serie de conceptos como infinito, orden, orden parcial, orden 
total, buen orden, tipos y números ordinales, etc.; indispensables para establecer 
los resultados principales acerca de la continuidad, abordados en este capítulo, en 
cuya parte final se incluye una discusión sobre distintas posibles fundamentaciones 
para la geometría y los conjuntos resultantes de ellas, sobre los que se desarrollaría 
el Análisis Matemático, estándar, o no estándar, correspondiente.Un importante 
resultado en este capítulo es la descripción explícita de la construcción de los 
hiperreales *R a partir de los axiomas de Hilbert para la geometría euclidiana, 
con la variante de sustituir el axioma de Cantor por una de sus negaciones (tiene 
dos). 

1.1 Antecedentes.El método de exhaución atribuido a Eudoxio y ampliamente 
utilizado en los trabajos de Arquímedes contiene la idea, y la usa, de diferencias 
que se hacen menores que cualquier valor rc11.l positivo fijado de antemano, misma 
que germinó en los trabajos de Newton y Leibniz en la construcción del Cálculo 
diferencial e integral, cuando manejaron los incrementos ele funciones atribuyén
doles esta propiedad bajo ciertas condiciones adecuadas; lo que les posibilitó la 
creación de métodos y algoritmos para la obtención de lo que hoy conocemos como 
derivada e integral.La fundamentación axiomática de estos conceptos, junto con 
el de continuidad, no podía darse sin hacer lo propio previamente con el concepto 
de infinito,cosa que se comenzó a lograr en firme hasta fines del siglo XIX, con 



loo trabajos de George Cantor. Es hasta ese momento, ya con números ordinales 
y cardinales infinitos - .aunque sin inversos aditivo ni multiplicativo, de éstos-, 
en que empieza a tener sentido plantearse la posibilidad de construir a.xiomática
mente sistemas algebraicos con infinitésimos e infinitos que obedezcan las mismas 
reglas operacionales que los números reales. 

A continuación se inicia la presentación sucinta de la serie de herramientas y 
conceptos básicos para la discusión de los trabajos de Dcdekind y Hilbert que se 
señalan en la introducción de este capítulo. 

1.2. Cantor. Teoremas sobre tipos ordinales. 
1.2.1. Sistematización del concepto de infinito.Después de muchas vicisitudes, 

como ha sucedido con toda gran innovación, fueron adoptados por la comunidad 
matemática los resultados de Cantor y sus seguidores.Destacan entre éstos, la 
diferenciación entre cardinales de conjuntos infinitos (v.g. los números reales y 
los números enteros), el Teorema de Cantor, que permite construir un conjunto 
con cardinal estrictamente mayor que el cardinal de cualquier conjunto dado, las 
demostraciones de que existen más números irracionales que racionales y más 
números trascendentes que algebraicos, así como igual cantidad de algebraicos, 
racionales, enteros,naturales, primos, múltiplos de 5, biprimos, triprimos, etc.por 
mencionar algunas proposiciones sobre cardinalidad sobre los conjuntos infinitos 
más pequeños.En este trabajo se asumen todas las proposiciones sobre cardinales 
necesarias para su desarrollo, que no constituyan resultados a demostrar propios 
del mismo documento.En cuanto a tipos y números ordinales, se hace la siguiente 
presentación sintetizada, en función de los requerimientos de la discusión. 

1.2.2. Orden parcial.Una relación R ordena parcialmente un conjunto A, si se 
cumplen las condiciones siguientes : 

(i) Reflexividad : Va E A, aR.a. 
(ii)Antisimetría : Va E A, '<lb E A, aRb /\ bRa => a = b. 
(iü) Transitividad :Va E A, '<lb E A, Ve E A, aRb A bRc => aRc. 

Si además se cumple la condición siguiente, entonces el conjunto A es 
totalmente ordenado por la relación R. 

(iv) Va E A, '<lb E A, aRb V bRa. 
1.2.3.Buen orden.Se dice que un conjunto A, totalmente ordenado está bien 

ordenado si cada uno de sus subconjuntos no vacíos tiene primer elemento. A con
tinuación se enuncia la más célebre proposición respecto a buen orden. 

Teorema del Buen Orden (Zermelo). Todo conjunto puede ser 
bien ordenado {para una demostración ver (11, pp. 65-68]). 
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Se asumen explícita.mente, el Axioma de elección (AE) y la Hipótesis 
generalizada del continuo (HGC), asentados en Ja página 16. 

Du:> conjunto.; A y B, son similares (isomorfos resp<.'CLO al orden) y se denota 
A~ B, si existe una función biyectiva f : A--+ 13, que preserva el orden, es decir, 
si a < b en A, entonces f(a) < f(b), en B. Como la similaridad es una relación 
de equivalencia, a Ja clase ele los conjuntos similares a un conjunto dado A, se le 
asigna un tipo ordinal o.Si además el conjunto A, es bien ordenado, entonces su 
tipo ordinal se denomina número ordinaL Por ejemplo los conjuntos N, Q, R de 
los números naturales, racionales y reales, respectivamente, son todos totalmente 
ordenados por la relación ::::; , (en su orden normal) y sus tipos ordinales se denotan 
w, 11 y A, respectivamente, de los cuales sólo w es un número ordinal, pues sólo N 
es bien ordenado. 

Observación.Considérense los conjuntos *N (ver capítulo 2) de los hipcr-
enteros, y Np = { 2,3,4,5,6, ....... } de los n-primos, es decir, primos, biprimos, 
triprimos, .. etc., donde un número es n-primo si consta de exactamente n factores 
primos. 

Np = {2,3, 5, 7, .(.primos) .... 4, 6, 10, ... (bíprimos) ... 8, 12, 18, ... (triprimos) .. , .. }. 
*N = { 1,2,3,4,5,6,..... . .......... ,a-1,a,a + 1, .... , .. , .... }, para cada a, 

hipernatural infinito. 
(i) Los elementos de Np y *N, están divididos en clases de equivalencia de 

cardinalidad No cada una, las clases de Np son de tipo ordinal w, y las de *N, son 
de tipo ordinal *w +w (tipo de los enteros Z ). 

(ii) Pueden reordenarse las clases de los hiperenteros *N de modo que cada 
clase sea de tipow.Sin embargo aún después de este roordenamiento, se tendrá que 
Np es bien ordenado y *N no lo cs. La diferencia radica en que todo subconjunto 
no vacío de Np tiene primer elemento, mientras que en *N (reordenado), no se 
cumple este requerimiento, pues por ejemplo, A = {a E*N 1 a es infinito}, no 
tiene primer elemento. La razón de esta diferencia es que las clases de Np forman 
una familia bien ordenada, mientras que las clases de *N (reordenadas, o no), no 
forman una familia bien ordenada.Otra diferencia más profunda es que la primera 
familia es numerable -los conjuntos numerables pueden roordenarse fácilmente, 
por lo general- y Ja segunda, es no numerable, y aún cuando por el teorema del 
buen orden, es sabido que puede bien ordenarse, es un famoso problema abierto 
de la matemática bien ordenar un conjunto no numerable. 

1.2.4. Teoremas sobre tipos ordinale.9.Un conjunto finito den elementos, puede 
ordenarse de n! formas y cada uno de los reordenamientos tiene a n como su tipo 
ordinal, su número cardinal y su número ordinal. La situación cambia si se tiene un 
conjunto infinito. La siguiente proposición aborda el caso para cualquier conjunto 
infinito numerable. 
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Teorema I..El conjunto de Upo8 1111mf;rablc.~ tiene la cardinalidad del continuo 
([11], p. 58). 

Otra prueba, clist.inta a la citada, se basa en el hecho de que un conjunto A 
= { a 1,a2 , a3, ••• } infinito numerable, puede descomponerse en una partición de a 
lo más N0 , clases <le equivalencia, cada una <le las cuales puede reordenarse de 
a lo más N~º formas distintas ( en caso de ser infinita ) , ele donde el total de 
reordenamientos es : 

N0 x (N~º) = No x 2No = No x N1 = Ni (HC). 

Siguiendo a Declckind, a un conjunto ordenado sin extremos, se le llama no 
acotado ; a un conjunto ordenado no vacío, cuyos elementos no tienen elementos 
vecinos (sucesor ni antecesor), se Je llama denso; Las dos proposiciones siguientes 
llevan a la importante conclusión de que todos los conjuntos densos numerables 
sin extremos, son isomorfos entre sí, en particular esto significa que todos los 
modelos del conjunto de los números racionales Q, son isomorfos.En el teorema 
VI, se muestra lo propio para el conjunto de los mímeros reales R.Después, el 
teorema de Haussdorff, prueba lo correspondiente para los números hiperreales.Se 
conjetura la existencia de un teorema general que predica Ja validez de la propiedad 
para cada cardinal. 

Teorema II. Si A es un conjunto (ordenado) numerable y Bes un conjunto 
denso no acotado, entonces A es similar a un subconjunto de B. 

DEMOSTRACIÓN.Sea Ai = {a1,a2,aa,. ...... }1 un buen orden de A.Definase la 
función f: A-+ B, tal que f(a1¡ = b1 , donde b1 , es cualquier elemento de B. f(a2 ) 

= b2 , con b2 < b1i si a 2 < a¡, o viceversa ( en el orden original). 

a2 a¡ 

/ \ 
b2 b¡ 

órdenes 
originales 

Así se continúa con f(aa) ,,;, b3, con b3 en la misma posición respecto a b1 y~. 
que la de aa, respecto a1 y a2. Una sencilla aplicación de Ja inducción matemática 
lleva al resultado deseado. 

Teorema III. Todos los conjuntos {ordenados) numerables, densos y no aco
tados, son similares (isomorfos). 

DEMOSTRACIÓN.Sean A y B dos conjuntos numerables, densos y no acota
dos, y Ao ={ a1,a2,a3, .... } y Bo= {b1,b2,b3, ..... } 1 buenos ordenamientos de A y B, 
respectivamente. 
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Se define la función f: A-> /J ele la forma siguiente : 

(i) f(a1 ) = b1 = {31 • 

(ii) f(a:i) = bn2 donde bm es el elemento de menor índice que está respecto de 
b1, igual que a 2 respecto de a 1,en los órdenes originales (en el ejemplo, f(a2) = b4 
, /(aa) = b2, /(a4) = /Ja). 

ª2 ª• .... a4 ... ªª ..... 

_--.:/ __ L__1.____1rigin~:enes 
b¡ ..... b2 ...... 

De nueva cuenta, la aplicación de la inducción matemática a este proceso, 
permite concluir que A y B son isomorfos. 

Se cierra este apartado con el enunciado de un teorema sobre algunas carac
terísticas ele los conjuntos de tipo r¡ {como Q), ya que contrariamente a. lo que 
podría esperarse, la similaridad de un conjunto A, con un subconjunto de B, junto 
con la de B con un subconjunto de A, no implican la similaridad de A y B; un 
ejemplo inmediato lo proporcionan, los intervalos de reales {3,5) y [2,8]. 

Teorema IV (de Cantor). Todo conjunto denso no acotado, contiene un 
subconjunto tipo 1J. Un conjunto tipo 1J contiene subconjuntos de cada tipo nu
merable. Todo conjunto numerable denso y no acotado es de tipo 71. 

DEMOSTRACIÓN.Como el conjunto Q de los raciona.les es tipo r¡ y nume
rable, el teorema. Il implica que todo conjunto B denso y no acotado contiene un 
subconjunto tipo 71. 

Cualquier conjunto B tipo r¡, es isomorfo a Q; por lo tanto es denso y no aco
tado. Entonces por el t.eorema II, si A es cualquier conjunto ordenado numerable, 
será A g:,:' B1 ~ B, lo que prueba la segunda afirmación. 

El teorema. 111, junto con el hecho que el conjunto Q de los racionales, es tipo 
r¡ , prueban la parte final del teorema. 

1.3. Dedekind. Completación de cualquier conjunto denso nu
merable no acotado.Las ideas básicas del traba.jo de Dedekind no pueden ser 
más simples, lo que hizo fue detectar los agujeros en un conjunto denso nume
rable no acotado, y colocar mímeros o puntos, según el caso, para cubrirloe, la. 
presentación siguiente de estoe resultados sigue las líneas generales de Essays on 
the theory o/ numbers by Richard Dedekind, publicado originalmente en alemán 
en 1901. 
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1.3.1./Jcfinicim1< s ¡m;/iminrir·u•. Se inicia definiendo los conceptos de salto 
(jump), cortadura (c:nt) y agujero (gap), que son utilizados para caracterizar o 
dar definiciones alternas de los conceptos de rfonsidnd y continuidad. 

Sea A un conjunto (ordenado) y PUQ = A, con PnQ = 0 y P<Q (todo 
elemento de P, anterior a todo elemento de Q), es decir se trata de una partición 
ordenada de A. En estas condiciones se dice que la partición (P, Q) genera cada 
uno de los conceptos siguientes en ni conjunto A: 

(i) Salto : si P tiene último elemento y Q tiene primer elemento. 
(ii) Cortadum : Si P tiene tílt.imo elemento y Q no tiene primer elemento,· o 

si P no tiene último elemento y Q tiene primer elemento. 
(iii) Agujero : Si P no tiene tíltimo elemento y Q no tiene primer elemento. 
Definición. Un conjunto sin saltos es denso, un conjunto sin saltos ni agu

jeros es continuo. 
1.3.2. Un conjunto intrinsecamente continuo. A partir de la definición de 

conjunto continuo, se tiene que In densidad es una condición necesaria para la 
continuidad. El teorema siguiente de hecho constituye une formulación técnica de 
la idea vaga de llenar todos los agujeros de un conjunto denso, es decir, construir 
un conjunto continuo. Por la relevancia de este resultado se incluye su prueba que 
se dice en el medio matemático, encierra la esencia de la continuidad. 

Teorema V (Dedekind).Para todo conjunto denso no acotado A, el con
junto rr de segmentos iniciales sin último elemento, de todas las particiones or
denadas (P, Q) es continuo. 

Demostración. Considérense todas las particiones ordenadas de A, y 
sea II el conjunto de segmentos iniciales P, sin último elemento.Esta familia es 
ordenada por la contención, es decir P1 :5 P2, si y sólo si P 1 ~ P2. En estas 
condiciones se tiene : 

(i) II es denso. Para probarlo sean P1 e P2 dos elementos distintos de 
TI.Entonces P1 < P2 y P2 - P1 , es un conjunto infinito sin último elemento ; 
en caso contrario, el último elemento de P 2 - P¡, sería último elemento de P2 , 

contradiciendo la hipótesis iniéial. Tómese a E P2 - Pi. distinto del primer 
elemento, para formar : 

P = { x E A: x <a}, 
como A es denso, entonces P no tiene último elemento.Luego P E II, y además 

P1 < P < P2 • Por lo tanto TI es denso. 
(ii). Toda partición (II1,II2) ordenada de II, es una cortadura.Sea (II1,II2 } una 

partición ordenada de II, entonces II1 es segmento inicial de II, y II2 segmento 
final de II, y ambos contienen sólo segmentos iniciales de A sin último elemento. 
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Ademtts II1 < II2 . 
Fórmense: P = UP¡ , P; E II1 

Q = n (l{)", P; E II1 = (UP;)c, P; E II1. 
P,nt.onc.es pnrn toda x E A, se tiene c¡ue x E P V x E Q, cumpliéndose 

e.xactnmente una de las dos alternativas, es decir PUQ es una partición de A, 
con segmento inicial P sin lÍltimo elemento, pues en caso contrario éste también 
sería lÍltimo elemento de alg1mo de los elementos de IIi. cuya unión es P ( y los 
elementos de II1 no tienen tíltimo elemento). Entonces P E II1 U II2 • Ahora bien, 
por una parte se tiene que P; C P, para todo P;. Por otro lado, si x E P, entonces 
x E P; , para algún l'; E II1, como P; < P; , para todo P; E II1 y todo P¡ E II2 , 
se tiene que x E P;, para todo Pi E II2 .Se sigue que P ~ P;, para todo P; E II2, 
y de ahí que P; !:; P !:; P; , para todo P; E II1 y para todo P; E II2. 

Por lo tanto P es el último elemento de IIi. o bien, P es el primer elemento 
ele II2, lo que lleva a la conclusión que (II1, II2) es una cortadura y de (i) y (ii) se 
sigue que II es continuo.• 

El teorema V tiene una serie de importantes consecuencias, por ejemplo mues
tra que si se axiomatiza para que cada segmento inicial de un conjunto ordenado, 
denso y no acotado, tenga supremo en el mismo conjunto, entonces se generará un 
conjunto continuo; otra importante consecuencia de este teorema es que permite 
entrever la posibilidad de cubrir los agujeros de un conjunto de una forma distinta 
a la ortodoxa (un punto por cada agujero), lo que como se verá en breve, conduce 
a campos y geometrías no cantorianos.Desde luego todo este trabajo de Dedekind 
estaba enfocado a axiomatizar la construcción del campo de los números reales, 
así que es completamente natural que la completación hecha en ese momento sea 
la que genera dicho conjunto. Otro asunto que se discutirá enseguida es el de la 
identificación del conjunto R de los números reales con un conjunto de puntos que 
se conoce como la recta geométrica.Se concluye este parágrafo con una proposición 
que caracteriza a los conjuntos continuos. 

Teorema VI. Todo conjunto continuo tiene un subconjunto de tipo A (tipo 
de los reales). Todo conjunto continuo para el cual existe un conjunto numerable 
den.~o en el primero, es de tipo A.([11] pp.63). 

DEMOSTRACIÓN. Sea A un conjunto continuo sin extremos.Entonces existe 
BcA, con B de tipo r¡ (teorema IV). Si B no tiene agujeros, entonces es de tipo 
A, en caso contrario sea B = PUQ, con P<Q y (P, Q) un agujero de B. Entonces 
existe un elemento x del conjunto A, que está entre P y Q; de otra forma, el 
conjunto A tendría un agujero, contradiciendo la hipótesis. 
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A~í, A tiene un subconjunto C de tipo >., que se obtiene agregando al conjunto 
B, un elemento de A, en c.acla agujero ele B. 

Por otra parle, si B CH denso en A, entonces sólo un elemento de A puede estar 
entre P y Q ( si hubiera dos elementos de A, entre P y Q, entre ellos no habría 
algún elemento de B, contrrulicienclo la presupuesta densidad de Ben A), así que 
A = C. Lo que prueba el teorema. 

1.4. Geometrías cantoriana y no cantoriana. 
1.4.1. f<'undamentación ele la geometría.En la célebre fundamentación de la 

geometría presentada por Hilbert en 1899 (ver [8], cap.U, o [12],pp. 17-22) se 
toman corno componentes indefinidos del sistema un conjunto de puntos, un con
junto de rectas y un conjunto de planos; al conjunto de todos estos objetos in
definidos se le llama espacio. Las relaciones entre estos objetos son : pertenece 
a, entre y congruente, que no se definen, sino se caracterizan por los siguientes 
grupos de axiomas (apéndice A) : 

(I) Ocho axiomas de incidencia. 
(II) Cuatro axiomas de orden. 
(IIl) Cinco axiomas de congn1encia. 
(IV) Dos axiomas de continuidad. 
(V) Un axioma de parolelisrno. 

En la construcción de la geometría por esta vía, después de aplicar los gn¡pos 
de axiomas 1, 11 y 111, se genera un c-.onjunto de puntos linealmente ordenado, 
denso, numerable y aplicando el primer axioma de continuidad (axioma de Ar
químedes), se le dota de la propiedad de ser no acotado.Es notorio el hecho de que 
en la construcción axiomática de ( R, +, ·, <), el campo ordenado completo de 
los números reales, también se genera un conjunto totalmente ordenado, denso, 
numerable, no acotado; con todos los axiomas excepto el de completez , o axioma 
equivalente, que se use.Es claro que se trata del conjunto de los números racionales 
Q. El teorema IV de este capítulo permite la identifimción de estos dos conjuntos, 
en base a la isomelría resultante. 

Enseguida se dan las versiones geométricas de los axiomas de continuidad. 
Axioma de Arquímedes (IV-1). Sean AB y CD segmentos arbitrarios. 

Entonces sobre la recta AB existe un ntlmero finito de puntos A 1 ,A2 , ....... ,An, 
situados de tal manera que A 1 , está entre A y A2 ; A2 está entre A 1 y A3 , etc., 
tales que los segmentos AAi. A1A2 , ........ , An-tAn son congruentes al segmento 
CD y B está entre A y An. 

A A1 A2 An-1 B An 
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Axioma de completitud (IV-2). Los elementos (p·untos, rectas, planos) 
de la gcomctrfa fonnan un sislf.ma de objetos que, con la condici6n de que se 

cumplan todos los axiomas adoptados antes, no admite extensi6n alguna, es deci1·, 
el sistema de p·untos, rr.r.tas y planos es tal que no se le ¡wetlr. agregar nuevos 
puntos, rectas y planos de; forma tle que en el m1n10 .'listema extendido se sigan 
satisfaciendo todos los axiomas 1-JII, IV-1 11 V. 

Axioma de Cantor (IV-2a). Supongamos que en una recta arbitraria a, 
se tia una sucesión infinita. de segmentos A 1B1, A2 82,. .... , de los cuales cada 
uno está en el i11tF.rior del pncedF.nfo; supongamos además, cualquiera que sea 
un segmento prefijado, existe un índice n para el cual AnBn es menor que este 
segmento.Entonces c.r.iste .~obre la neta a, un punto X, que está en el interior de 
todos los segmentos A 1 8 1 , A2 B2, etc. 

Los axiomas IV-2 y IV-2a son equivalentes ((8], pp. 199-201), aún cuando 
~ronológicamente IV-2a es anterior a IV-2. Entonces ¿por qué introducir otro 
axioma, que además parece mucho menos intuitivo ?.Para comenzar a dar una 
respuesta, hay que decir que la recta (y el plano y el espacio) que se obtiene 
después de aplicar los grupos de axiomas I,II y III , es un conjunto ordenado, 
denso, infinito numerable, isomorfo al conjunto Q de los números racionales; en 
estas circunstancias se elige una unidad lineal arbitraria y con la introducción del 
axioma de Arquímedes, ya se puede asignar de manera única, un número positivo 
(su longitud, o medida) a cada segmento, aunque hasta este punto, todos los seg
mentos tienen extremos, y por lo tanto,longitudes racionales (bajo el isomorfismo 
adecuado).Para poder establecer la propiedad recíproca, es decir, la existencia 
de un segmento cuya longitud sea igual a un número positivo prefijado, se re
quiere la introducción del a..xioma de Cantor -o cualquiera de las proposiciones 
equivalentes-.Entonces ya se puede probar que la recta así obtenida es isomorfa al 
conjunto R de los mímeros reales (ver (8], pp. 177-187), como parte del resultado 
más general que muestra la consistencia relativa de la geometría respecto a la 
aritmética.Así que la adopción del axioma de completitud se justifica observando 
que el conjunto generado por los a.xiomns I-III, IV-1 es un conjunto denso nu
merable con agujeros, que ni ser completado por cualquier método se transforma 
en un conjunto de tipo ordinal ,\, En síntesis, Dedekind completa la recta racional 
de forma que resulte isomorfa al conjunto R de los números reales (que es lo que 
deseaba hacer).La principal consecuencia de los axiomas de continuidad, es que 
el sistema de axiomas de la geometría es completo, es decir, sus modelos son iso-
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morfos([8], pp. 190-201), esto se sigue del hecho que el único de sus modelos que 
sat.isfocc el axioma de Cantor es el cartesiano, luego Res categórico, i.e. tocios sus 
moclclOH son igimlcs snlvo isomorfismo.Este 1ílt.imo resultado se obtiene ele forma 
mns directa, mostrando que todo modelo de R es un conjunto continuo en el 
sentido de IJedckind, c¡ue adcm~ís tiene un subconjunto numerable denso en el 
moclelo.Des¡més aplicando el teorema VI, se llega a la mismn conclusión. 

1.1.2. Una falacin ccntcnariri. Para simplificar la notación, ele aquí en adelante 
se hac.cn las denominaciones siguientes : 

C : A.'Cioma de Cantor, con la estructura ( H 1 /\ H2) _, Co, donde : 
H 1 : "En una recta cualquiera a, se toma una sucesión infinita de segmentos 

Anlln,cacla uno ele los cuales está en el interior del precedente." 
II2: "Cualquiera que sea un segmento prefijado, existe un índice n para el cual 

AnBn es menor que cst.c segmento." 
C0 :" 1':.'Ciste sobre la recta a, un punto X, que está en el interior de todos los 

segmentos." 
Además, se llamará Q, al conjunto de puntos generado antes de aplicar C; se 

llamnrá ll¡, al conjunto generado después de aplicar C. Obsérvese que el primero 
es un conjunto totnlmente ordenado, denso, numerable, no acotado, es decir, es 
de tipo r¡,( como el conjunto de los números racionnles).En cambio Ri, puede ser 
tipo,\ o,\.\; como se verá enseguida. 

También se hará uso de las proposiciones siguientes : 
E : "Existe en R 1 , un segmento no nulo, menor que cualquier segmento no 

nulo de Q" 
O bien de su versión aritmética : 
E': "Existe en R1 un número a, tal que O< a< r, para todar.eQ(••. 
C 1: "En las condiciones ele C, se tiene que nin consta'de 'tiXactamente un 

punto" 
C2 : "En las condiciones de C, #nin > 1 ". 
Enseguida se da una definición que extiende a la de densidad. 
Conjunto superdenso. Un conjunto totalmente ordenado es superdenso, si 

para cualquier par de subconjuntos numerables A < B, de X, existe p eX, tal 
que A< {p}<B. 

El más conocido de los conjuntos superdensos (ver cap. 2) es *R, el conjunto de 
los números hipcrrcalcs; los conjuntos R, Q y qc ,de los números reales, racionales 
e irracionales, respectivamente, no son superdensos, pues por ejemplo, entre A = 
(0,2] n Q y B = (2,3) n Q, no hay elementos de R ni de Q. 

Dos importantes propiedades de los conjuntos super~ensos, son : 
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S; (Te.orema de /fawulorff) : ''Todos los conjuntos superdensos de cardinal ~l 
son isomorfos" ({22},p¡i.92,93). 

Sa : "Los subconfuntos numerable.9 de un conjunto superdenso,' son acotados'' 
({22},p.90). Cuya prueba es obvia. · 

Es una costumbre en Jos cursos de Análisis Matemático y/o Fundamentos de 
Geometría, dar una prueba de C¡, como la siguiente ( [8), p. 62) : 

"De las condiciones del axioma de Cantor se sigue de inmediato que existe 
sólo un punto que está dentro de todos los segmentos At B¡, A2B2 , ...... etc. En 
efecto, si sobre la recta a, existe otro punto Y interior a todos Jos segmentos 
A 1B1,A2 B2 ,. .... etc., entonces para todo n, el segmento A,..Bn será mayor que el 
XY, cosa excluida por la condición" 

An X y Bn. 
Ahora bien, esta prueba es válida siempre que no exista en el conjunto generado 

R 1 , un scgrµento no nulo menor que cualquier segmento no nulo de IQ ( al cual se Je 
llamará segmento infinitesimal), pues en tal caso la contradicción desaparece, pues 
pueden cumplirse H 1 y H2 , sin que I,. = [An, Bn) = AnBn, se haga menor que XY, 
ni haya alguna contradicción. Nada en los axiomas o teoremas anteriores permite 
afirmar o negar, la existencia de un segmento tal, ni conocer anticipadamente las 
propiedades del conjunto Ri. que se generará al aplicar C. El enunciado siguiente, 
es un primer paso en esa dirección : 

Teorema 8 1 : " Bajo las condiciones de C, existe un segmento infinitesimal, 
si y sólo si, R 1 es superdenso".En s(mbolos, C'* (E{=} R 1 es superdenso). 

DEMOSTRACIÓN : Supónganse C y E. Se probará que R1 es superdenso. 
Sea I,. =[O,~); entonces O E nin, además por E, existe a E R 1 , tal que: 

O < a < p, para toda p E Q+. 
Entonces : a E nin , con O<a < p < ~ , para toda pE q+. 
Es decir, R1 es un conjunto con infinitésimos e infinitos con un conjunto de 

infinitesimales isomorfo a m(O)= {xE*R: x- O}, la mónada de cero en *R; lo 
que se prueba usando la idea de una construcción de *R de asociar el elemento 
generado a con{~ }nEN , la sucesión formada con los valores del extremo derecho 
de In.De aquí, se sigue que R1 es isomorfo a *R, y como este último es superdenso, 
se concluye que R 1 es superdenso. 

Para la propiedad recíproca, supóngansc C y R 1superdenso, entonces para In = 
[O, bn) cantoriano, se tiene que In se hace menor que cualquier segmento racional 
prefijado, además, {O} < {bn}nEN , donde ambos son subconjuntos numerables 
de R1 superdenso, luego existe a E R 1 , con {O} < {a} < {bn}neN ,este elemento 
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a de Hi. genera un ¡.;egmento mayor que cero y menor que cualquier segmento 
racional positivo, lo quo prueba E. . · · · 

Teorema S2 : .. Bn lrw condiciones de C, nin= {x} p(lra algún x E R1; si y 
sólo si, no exist.e rm R 1 mi scgment.o no mtlo menor que cúalquier· segmento no 
nulo de Q". En stmbolos , C==;. (C1 <==>-.E). · · · . · 

Supónganse C y -.E. Sea In= [An,Bn) un encaje cantoriano. Por e,· existe X 
E R11 tal que X E ni,.. . . . .. 

·--·----o---·----o·----·-··-0-------0·-----
An X y Bn.· 

Por ser In cantoriano, se hace menor que cualquier o;egmento racional préfijado, 
ele modo que de haber algún Y# X en nin el segmento XY.sería rrienor que 
cualquier segmento racional no nulo, contradiciendo -.E. Luego nI,. =.{X}; con 
Xe R1. .... · .. ·>,: 

Suponiendo ahora C y 0 1, sea XY un segmento cualquiera de R1 ,.con ·~<Y. 

X Y.. ..· x+~· ..... . 
Definiendo In= [X¡X +.!],resulta un encaje,cantC>ri,.;:no n? ciegenerad~.' ·• .· ·.· 
Entonces, X E nI .. , y porC1 '5erá nM= {X}: luegó.:Y~QJ~: DÉ) aquí se sigue 

que hay segmentos racioiiales no nulos menores qu~ XY{ lc)°qué permite ce;ricluir. -.E. . ... ,.. ... . . .. . . ... · ... · .. . .. . 

Otra forma de aborda/elprobleina és p~oporcionacl.a por la p~oposlción sigu-
iente: · ' · · · · · •'.;. 

Teorema Sa : " En las ~~ndiciones de C, R1 es superdenso, si y sólo si; -'ic~ 'J. 
DEMOSTRACIÓN : Sui>ónganse C y R1 superdenso; Sea~= [A,:.,B .. ) un 

encaje cantoriano no dégenerado. Entonces existe X E nI.., por C,• tal qu6. ·:. ,. , .. 
( An < X ) V ( X < B,. ), para todá n . ···.·. · .. :·< · . 

Entonces: ( {An} < {X} ) V ( {X} < {Bn} ), . con todéís estos oonjuntas, 
subconjuntos numerables de R 1 superdenso. . . · .· ··.·• · · 

Se sigue que: Existe Y E R 1 tal que ( {An} < {Y} < {X} )V ({X} <{Y} < 
{Bn}). . .. 

Por lo tanto : # n In > l. 
Para la propiedad recíproca, supónganse C y -.Ci. y sean 0 # A < B f 0 , 

subconjuntos numerables de R 1• 

Considérense las proposiciones : 
·U : "El conjunto A tiene último elemento ". 
P : "El conjunto B tiene primer elemento ". 
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Entonces se t.iencn los '1 cnsos sig11ientes : 
(1) U A P. 
(2) u /\ --,p, 
(3) --iU A P. 
( '1) --,lJ A ..,p, 
En el caso (1), existen a, el último elemento de A; y b, el primer elemento de 

B, tales que a < b, por ser A<B. Entonces por ser R 1 denso, existe un elemento 
e de Ri. tal que a< e< b. Se sigue que A< {e}< B. 

Para el caso (2), sea a el 1íltimoelemento de A. Entonces a < b; para todo 
b; E B, pues de Jo contrario, a sería primer elemento de B. 

a X h2 h¡ 

Para cualquier conjunto B' = { ........ ., b3, b2, b1} e B, tal que ..... $ b3 $ bi $ 
b1; haciendo I,. = [a,bnJ. se cumple que I,.+1 ~ I,. para toda n.Ahora bien, si I.. 
no se hace mencir que cualquier segmento prefijado, existe x E R1, tal que a < 
x $ bn para toda n. Si por el contrario I,. se hace menor que cualquier segmento 
prefijado, entonces el encaje {ln}neN es cantoriano, con a E n I,., y entonces por 
--iC¡ existe X E R1, tal que X fa y X En I.. . Así que a< X$ bn para toda n. 

. . Luego A<{~}< B, con ~E R 1• 

El caso (3) es similar al (2). 
Para el caso (4), sean : 
A'= { a1,a2,a3, ...... } ~A. 
B' = { ..... b3,b2,b1} ~ B, totalmente ordenados por "$",es decir, a¡$ 

a2 $ a3 $ •••.••. < ........ $ b3 $ ~ $ b¡. 

~~•>--~~•---~•~~~o~~~~~~•>--~••>--~•• 

a¡ ~ 
2 

Definase In = ( an, bn] . Entonces In+! ~ In para toda n. 

bi 

Si I,, se hace menor que cualquier segmento prefijado, entonces # n I,. > 1, 
por --iC¡, y entonces existen x f y elementos de Ri, en n:r,.. Si I,, no se hace menor 
que cualquier segmento prefijado, existen x =F y en R 1, tales que Un $ x < y :$ bn 
para toda n. 

Luego: A < {~} < B, con ~ E R 1 • 

Se concluye que R 1 es superdenso. 
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A partir de la discusión presentada hasta este momento, se concluye que C 1 , 

no es demostrable a partir de los axiomas de incidencia, orden, congruencia, de 
Arquímedes y de Cantor. 

1.4.3. ¿Por qué no se genera una inconsistencia en el Análisis Matemático? 
Un análisis comparativo de los conjuntos R y *R, de los números reales e 

hiperreales, respectivamente, muestra que tanto ( R, +, · ), como ( *R, +, · ), 
son campos totalmente ordenados por la relación "~" usual, y que además, las 
operaciones son compatibles con la relación de orden en ambos casos. 

Por otra parte, ambos conjuntos satisfacen la propiedead arquimediana: "Si 
O < a < (3, en A, existe un entero T de A, tal que a < T/3 ". Lo que hace forzoso 
que la diferencia radique en el axioma de Cantor C. Para ver esto, llámese axioma 
de Cantor modificado y denót.ese Cm , a C + C1 , entonces será : •Cm = C + C2 
. Es decir Cm resulta de agregar a C la proposición que declara la unicidad de 
nln ' y entonces su negación resulta de agregar a c, la proposición que declara 
que# n In > l. Se da por asentado que en 1.4.2 se ofrecen argumentos suficientes 
para concluir que R satisface Cm y *R satisface •Cm. 

Llamando E a cualquiera de los conjuntos de axiomas ( de campo, de orden, 
de Arquímedes); o bien (de incidencia, de orden, de congruencia y de Arquímedes), 
se tiene que : 

R es un modelo para E+ Cm . 
*R es un modelo para E+ •Cm ; 

Como es inmediato de verificar, por las vías usuales. 
Luego ambos sistemas axiomáticos son consistentes ( lo que ya se sabe por 

otros medios), y entonces aún cuando E+ C J." C 1 ( C1 no es demostrable 
a partir de E +C ), la falacia de su prueba tiene el efecto neto de agregar C 1 

a E +C, transformándolo en E +Cm ,ambos conjuntos consistentes de axiomas 
para el Análisis Matemático Real . No es por demás comentar que E + •Cm es 
un conjunto de axiomas consistente que genera el Análisis no Estándar (Análisis 
Matemático Hiperreal). 
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CAPITULO 2 

n-Extensiones propias de *R de cardinales Nn. 

2.1. Introducción. En la mayoría de los trabajos sobre análisis no 
estándar (ANE) se tiene la limitante de usar métodos que fuucionan so
bre entidades internas del sistema (obtenibles por transferencia a partir de 
otras existentes antes de construir extensiones), lo que no permite uua dis
cusión sobre una parte igualmente extensa que la mencionada. Uno de los 
objetivos de este trabajo es mostrar cómo se pueden aplicar los métodos 
usuales de la matemática para abordar problemas de las extensiones en gen
eral, tales como determinación de cardinalidad, densidad, superdensidad, 
propiedades topológicas, etc. Para ubicar la discusión se inicia con una 
descripción sucinta de una de las formas más aceptadas de construir • R, 
la que se conoce como "construcción por ultraproductos", (ver (13]), que 
tiene la gran ventaja de permitir en las demostraciones t.anto los métodos 
tradicionales, como los que usan el principio de transferencia ([13), p. 21) 
-fortísima herramienta del ANE- en este apartado se incluye una digresión 
que muestra que hay un filtro vacío, pero no un ultrafiltro vacío, sobre 
cualquier conjunto. 

A continuación se dan algunos resultados preliminares cuyas demostra· 
ciones se obtienen por métodos tradicionales. Entonces ya se puede abordar 
el tema prinéipal del capítulo, las extensiones de •R. 

Un punto importante en el trabajo, es probar que para cada extensión 
que se tenga de • R, puede construirse otra con un conjunto de infinitésimos 
más cercanos al cero y de mayor cardinalidad que el correspondiente con· 
junto anterior, y las consecuencias obvias en cuanto a los nuevos elementos 
infinitos. El autor desconoce si este material ya ha sido trabajado ante· 
riormente, presentando como resultados originales la construcción y uso del 
ultrafiltro coacotado sobre •• ... • N, que permite la construcción de la ex
tensión siguiente, así como la demostración -también resultado original- de 
que su cardinal es mayor que el de su predecesor. Es claro que esta situación 
admite inducción matemática y probablemente inducción transfinita. 

Las partes del trabajo señaladas con ti., constituyen aportaciones del 
autor ya sea como demostraciones alternas o nuevas proposiciones. 

En esta discusión se asumen las proposiciones siguientes: 

15 



11-EXTE:-:s10;<.;F.S PROPIAS DE ·n DE CARDl:-IALES Nn. 

(AE}: Axioma de elección: El producto cartesiano de una familia 
no vacía de coujuutos no vacíos, es no vacío. 

(TU}: (1) Teorema del ultrafiltro: Si :F es filtro en I entonces hay 
un ultrafiltro U en I conteniendo :F. 

(HGC}: Hipótesis generalizada del continuo: Para cualquier car
dinal transfinito a, 2° es el siguiente cardinal. 

2.2. Breve descripción de la construcción de *R por medio de 
ultraproductos. 

(i) Considérese RN = {! : N ~ R 1 f es función}, es decir el conjunto de 

(ii) 

(iii) 

las sucesiones de números reales. , , , , 
El cardinal de este conjunto es , , , 

#R.v = Nrº = (2No)Nº = 2N~ ~ 2No ;,, ~¿ 
i.e. hay tantas sucesionesder~ales,'c~~o.~úiriér~s'rd~les;e: ',, 
Para s = (si, s2, sj; :. '. );'t ;; (t¡; t2ita,; :; ) elementos ºde RN se de-
finen: ";" " ' , ·''"' ·"'.',;,;, ,, .. ' •;".é', ' . '., ~r ~,_¡;f~f füi;~:·c·:ll t~;~11~1~:~ 
~~:º t!~¡;~fi~~i:;~~~c,i;~~~@:YtJ;·~-·,~;!f ~füsff ,~¡t D. :t.si y •• ,.sólo' si 

Asoi:iándo·a í; e Rlásuí:iísión:(r,,i, r;'::; ),'se:tierie por.ejemplo: 

, · ,,;~ /;\,:' 1;(D:<(
0
,i''.;

0
1,.>

0
1,,'••

0
i'.;:.·.:.·•>r·;:, -~.,,', ·:;. ,.,,. '..C ,· 

,.,.·;J'<.o,'H •;,·, .. 
Bajo estas' ~ondicio~es el análisis de la estructÚra (RN, +;:pieva a''1a 
conclusión' de qlte se trata de un anillo, pero no de un campo; pues: 

'co, 1;0, 1, .•. ) · {1, O, 1, O, .•• ) = (O, O, O, O, ••. ). 

Es decir, en esta estructura hay elementos distintos de cero cuyo pro
ducto es cero (con las identificaciones correspondientes)., Todas las 
demás propiedades como asociatividad, cerradura, elemento neutro, 
etc. las tiene la estructura como es fácil de checar, as! como el hecho 
de "estar bien definidas" las operaciones. 

(iv) Para eliminar el problema de los divisores de cero, se divide el con
junto RN en clases de equivalencia por medio de un ultrafiltro libre 
(no generado o no principal), para lo cual se recuerda que: F e P(I) 
es filtro en I, si: 

{1} </J ~ F 
(2) A, B E F =? A n B E F 

1 
.-\ ,·ecos se toma como axioma, para una prueba ver ((3],(13]). 
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(3) A E F y A e B e I =? B E F 
Si además: 

(4) Para todo A e I : A E F V Aª E F, entonces Fes ultrafiltro 
(equivalentemente un filtro F en l, es ultrafiltro en I, si es 
maximal, i.e. para todo filtro Gen l, F ~ G =? F = G). 

En este trabajo sn tomarán filtros sobre N, •N, ... , etc., solamente, pero I 
es arbitrario. 

Ejemplos: 

l. F1 = { M e N : 1 E M} 
es filtro en N, 
es ultrafiltro en N. 

2. FA= {M C N: A e M} donde A es un subconjunto no vacío de N, 
es filtro en N. .. . . . . . 

NO es ultrafiltro en N (v.g. para A "=' {1,2,3,4}; ni X = 
{1, 3, 5, 7,, ... }, ni Xª = {2, 4, 6,, .. } están en F,¡). . . . . . 

3. F ={A e N : Aª es finito}, es·un filtro.én.N, llamado el filtro de 
Fréchet. · · · · 

NO es ultrafiltro en N (pues por ejemplo, ni A = {5, 10, 15, .. ; , 5n, · 
... }, ni Aª= {1,2,3;4,6; 7,8,9, 11, ... m ;é 5n,.:.} están.en F). 

/::,. Digresión (Paradoja del ultrafiltro vacío). 

Sea I = </>, entonces P(I) ::O {<f>}; 

Los posibles filtros en J, son F1 = {4'} y F2 = <f>. 

l. F 1 NO es filtro pues </>E F¡. 
2. Para F2 = </> se tiene: 

(i) </> rt F2. 
(ii) Si A, BE F2 = <P entonces AnB E F2,se cumple por vacuidad 

(no existen elementos de F:i que no lo cumplan¡ i.e. todos lo 
cumplen). · ' •-. · .. ·. · · ,., . ,. .. ·. .' · 

(iii) Si A E F2 y A e B e I, entonces B É F2, es ci~rto n:u'ev~ente 
por vacuidad. ·" · · · :. '< > -.: · · - : · · 

Luego F2 = <Pes filtro con I = <P- de hecho <Pes filtro en l; seál ':"'. <P 
o I ,¡, <P-; ahora bien: · · .. · . . . 

3. Para toda A e I = </>, forzosamente A = </> = Aª, como F2 = </>, 
entonces A rt F2 y Aª rt F2. · . . · 

Luego F2 no es ultrafiltro. . 
(3-a) Por otra parte, para cualquier filtro G en I tal que .F2· ~ G, 

se tendrá: 
F2=G 

ya que F2 es el único filtro en J. 
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Entonces F2 es filtro maximal en I, es d~~i~, é~ ult~afi;~roenl(en 
contradicción con (3)). · - · -- ··· - · : •., -- · -

-·-
Para evitar esta complicación se toma I ;¡, cp; lo que Heva a que se tendrá 
el filtro vacío, pero no el ultrafiltro vacío. Lo que proporciona un puntó de 
partida sólido, claro y distinto en el intelecto (Descartes). 

Una propiedad muy importante de los ultrafiltros es que: 

2.'2.1. Proposición. Si Ai, A2, ... An es una partición del conjunto base, 
entonces, una y sólo una, de estas clases de equivalencia está en el ultrafiltro. 

Demostración Sean {A¡, A2, •.. An} una partición de I y U un ultrafiltro 
en l. 

(i): Si dos distintas clases de equivalencia A;, A; de esta partición están 
en U, entonces A; n A;= e/> E U (contradicción). 

(ii): Si A; !i! U, para i = 1,2,3 ... ,n, entonces (A¡)c E U, para i = 
1,2,3, ... ,n; · 

i.e. /J
1 
(A;)º. E U, equivalentemente: CQ

1 
A¡) e = ¡e = cp E U 

(contradicción). 

Por lo tanto: 

Exactamente una clase de equivaICnciaÁ¡, para algún i E {l, 2,, 3, ... ·,n}, 
está en U. · 

Tomando *R = RN /U con U ultrafiltro libre, es d~cir conteniendo al filtro 
de Fréchet (la existencia de U está garantizada por el teorema del ultrafiltro), 
y dando las definiciones para las operaciones, relaciones, funciones, etc. en 
base a U, se tiene que (*R, +,-) constituye un campo no arquimediano (2), 
extensión propia de (R, +, ·), así 

a= (an+a = (bn), Q = /3 sii {n EN: an = bn} E U 
Q ,.¡. /3 sii {n EN: an ,.¡. bn} E U 
a E *N sii {n E N: an EN} E U 
a > • r = (r, r, r,, ... ) sii { n E N : an > r} E U 

v.g. 

a= (0,1,0,1, ... ) implica a= (0,0,0, ... )Va= (1,1,1, ... ) 

pues {n EN: an =O}= {1,3,5, ... } E U V {n EN: an = 1} E U, y hay 
ultrafiltros que contienen a cada uno (en este punto hay que aclarar que no 
importa qué ultrafiltro libre se tome sobre N, los *R resultantes son isomorfos 
entre sí, de hecho sólo cambian los representantes de los componentes del 
sistema). ([22], págs. 92, 93). 

2 No arquimediano1 aunque sí •-arquimediano, es det:ir para todo o E ·n+ existe 
m E ºN tal que am > /3, para cualquier /3 e ºR dado. 
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Semejantemente, si a= (an) con a;. E {m1,m2, ... mk}, _entonces a ,;;; 
'm¡Va ::•m2V· ··Va= *rnk, pues es fácil probar que exactamente uno de los 
conjuntos: {n EN: an = m1}, {n EN= an = m2}, ... {n E_ N-: a~ = mkf 
está en U. 

·También se tiene que: 

a= (1, 2, 3, ... ) = (an)neN >• r = (r, r, r, ... } para toda r E R. 

a-1 = (1, ~. !, ... ) = (a;:;1 )nEN <• s = (s, s, s,, ... ) para toda s··e Ji+, 
son elementos infinito e infinitesimal de • R, que se denominan no estándar; 
al conjunto, m(O) = {a E 'R : !al < r 'Vr E R+} se le llama Ja mónada de 
cero o conjunto de números infinitesimales. 

2.3. Algunos resultados preliminares. El conjunto G(/3) = {a E 
*R : /3- a finito} se denomina la galaxia de f3 y está constituido por aquellos 
elementos de *R que se encuentran a una distancia finita de {3. 

Es claro que g = {G(a) : a E *R} es una partición de *R inducida por 
Ja relación de equivalencia a~ f3 si y sólo si a - f3 es finito. 

G(-<>) O G(O) G(a) G(2<>) G(a2 ) 

-Q m(O) "' 2a 

FIGURA l. 

~ Teorema: El conjunto (} es._de cardinal N¡. 

l. Como g .es una partición'.ae.*R:(de-eardinal N1), entonces #9 :$ N1• 

2. Sean a e *Roo;Ii R ~ g,':'cón-f(x) = G(ax). 
Entonces, ·si x_#, ii son'reales: 

·'¡_-' ·"··. ,: .... . _,· ' . ' . ~ 

· J(x) = G(ax), f(y) = G(ay) 

Pero: ax -ay ='. (x _: y)a con (x - y)a infinito {si (x - y)a = k 
finito,' entoncés a = ,,~11 finito (contradicción)). 

';·. -, -.·· 

Es decir G(ax) -# G(ay). 

De aquí que f es inyectiva y #g ;::: N1 • 

Por el teorema de Schroeder-Berstein (tricotomía generalizada a cardi
nales transfinitos) y (HGC): 

#9 = N¡. 

A Observación: La restricción f : [O, l] ~ g de la función anterior, que 
obviamente es inyectiva, muestra que entre G(O) y G(a) hay N1 distintas 
galaxias (semejantemente a lo que sucede entre números reales). 
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t::.. Teorema: Paro cualquier entero infinito a,. #{1, 2, 3, ... , a} N1. 
Además #*N = N1 • 

Demostración: Basta observar qu~ ;d~ ·~ = (an)neN, (a]= ([an]) (fun
ci6n "mayor entero") y a ;_Ja] ;,,,. (an ._;;_ [an]) es finito. ··Es decir, en cada 
galaxia hay enteros. 

~-··----''·-·-···-··-. -···~···---···-. G(<>) 

. ~-:·::··. :;' , ·' .. ~··/"_"·' 

Sea Q(a) ='{G(~): OS .B S a}, ent¿¡rices: . . . 

I: [o; 1] A g(;;,);; co~ /(~) ~ G(a~) 
es inyectiwL . • '<, , ;·; ·.'.~ .. ,-/ ; ·., ..... · ... · .. · .. . 

De ahí qÚe #Q(a) ;;!: Ni; A~! que támbién #{1, 2, 3, ... , a} 2:: N1. 

PÓr otriÍ. p~rte, 
.. . . .. . .w = N1r)U, , 

Por lo que éN S #NN '= N~º ;,.. N( . . . 

Se concluye que: 

#*N = #{1, 2, 3, ... a}= N1, para a E *Roo, 
t::.. además que entre dos galaxias diferentes hay N1 distintas galaxias. 

Es importante notar que *N = {1, 2,, 3, ... a, a+ 1, ... } es un conjunto 
totalmente ordenado por la relación S, equivalente (equipotente) a R, pero 
DISCRETO, no es bien ordenado pues para cualquier a E *N00 , G(a) no 
tiene primer elemento, sin embargo cada galaxia se puede dotar de un buen 
orden fácilmente (como se hace con Z), pero esto no es suficiente para dar un 
buen orden para *N, ya que el conjunto g = {G(a): a E *R} es totalmente 
ordenado, pero no bien ordenado. Este es sin embargo, un buen avance en 
el camino a la obtención de un buen ordenamiento para R, que de lograrse 
lleV'.i.ría a no pocos cambios conceptuales en la matemática. 

2.4. Ultrafiltros sobre *N. La forma "natural" de tratar de extender 
*R por medio de un ultrafiltro basado en 

:F = {A e• N: Ac es finito } 

que es el filtro de Fréchet en *N, lleva a lo siguiente: 

l. Sean a E m(O) y A= (~)ne•N (es decir A es una función de *Nen *R 
que toma los valores hiperreales, 1, 1/2, ... , 1/n, ... 1/k, ... k E *N). 

Entonces a-1 E *Roo, pero por ser *N no acotado en *R, existe 
No E *N00 con a-1 < No. Puede tomarse, sin perder generalidad No 
como el primer entero mayor que a- 1• 
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O cr · · · · · · - · · •. - · 1 a-t 
1 1 11111) 1 1111 'j .. 1

2 

. 1 

FIGURA 3. 

2. Se tendrá que: N0.1 < O:• y entonces 
··:·.. . .. ·1.' . ·:·:: .. , ' .. .' . 

A {n E "N, ": -.?:. a}=; {1; 2, 3, ... , (No - l)} 
: .::/ \:•_n .. ·.. . 1 

Aº : {No,Nó+ 1;.: .... } = {n E •N: - <a}. 

Co;116 ~Yo.E .~iV~?~a:~i¡, A como Aº son de ca;dinal N1, por Jo que 
ning1i;io es ccifiÍÍito,'.yc1ifonces según se tome A o Aº en el ultrafiltro 
U 2 .:!". sér1L : · · · · 

A> a ó A<a. 
D~ ~~uí c¡lie :F res~1Jta inadecuado para extender R•. 

A Sin embargo,' 2 :F ,;;,· {A .e w : Aº es acotado en ·n} que como se muestra 
enseguida, es filtro, resulta útil para extender *R a ••n. 

(i) q, !/. 2.:F, pues </>º = *N. . . . . .• .. 
(ii) Si A, B E 2:F, entonces Aº, Bº acotados en •R, entonces Aº U Bº = 

(A n B)º acotado en •n, y (A n B) E 2:F. . · · ·. . • · 
(iii) Si A E 2.:F y A e Be• N, entonces Bº e Aº acotado en •R y BE 2.:F. 

·Por Jo tanto 2.:F es filtro en *N (además contiene al filtro de Fréchet 
en *N). · 

Por el teorema del ultrafiltro, existe un ultrafiltro 7tf ¿ 2j: (2.:F no es ultra
filtro, como es fácil ver), al que se denomina ultrafiltro coacotado. 

Á Observación: Acotado en *R equivale a ;,*-:-finit~" ·que .es Ja transferencia 
en el lenguaje de *R de la propiedád "finito" en R, Le;· *Res +-arquimediano. 

Regresando a la situación anterior para.cualquier a E m(O)+, existe 
No E *N00 tal que: 

Así: 

X 
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es extensión propia de 'R, con *-infinitesimales y *-infinitos, y en la· que 
cualquier elemento de 'Res •-finito (i.e. existe A E .. N tal que A > fJ para. 
todo fJ .E 'R). · 

En .. R = 2R se tienen: 

~m(O) {A E .. R: A< l/31, 'v'{J E 'R} . 

"N = 2N={(an)nE 'N:{nE 'N:a,.E 'N}E:U}='N"N/1¿¡ 

etc. 

Para relaciones, 

A= (an)ne·N = B = (/3,.)ne·N si 

{n E 'N: a,.= /3n} E.'t/ 

y semejantemente para las otras relaciones 'de rutina. 

Las operaciones suma y producto se definen como en 'R, es decir por 
componentes iguales, así A+B =(a,. +fJ,.)n E 'N; .A·B =(a,. ·fJ,.)n E 'N, 
de esta forma es inmediato que ("R, +, ·) es campo totalmente ordenado, 
extensión propia de 'R, v.g. 

(A +B)+r 
Pues (A + B) + r 

A+ (B +r) 'v'A;B, r en "R = 2R. 

((a,. + /3n) + 'Ynlne "N 

(a,.+(fJn+i'n))nÉ•N asoc. en ('R,+) 
r+(B+r) · · 

semejantemente para (A · B) · r = A · (B '. l). 

"O = (an)ne ·N con a,,: =O Vn E *N 

.. 1 = (a,.) 11e·N con a~== 1 Vn.: E 'N 

son representantes de l~s únicas clases de equl~~lencla elementos neutros de 
+ y • respectivamente. 

Para A E 2R existen (-A) y (I/A) -si A# O- inversos bajo cada opera
ción, con -e-A= (-a,.)ne•N y 1/A = (1/a,. si °'n 'I O, O si °'n =O), haciendo 
A= {n E 'N: a,. ;6 O} es claro que A E :U-pues A 'I O-, entonces: 

A= {n E *N: a,.· (l/a,.) = 1} E U 

esto es: A· 1/A ="l. 

Luego (2R,+, ·)es campo. 

· Por ot~a parte todas estas proposiciones, y más generalmente todas las 
proposiciones en la extensión obtenidas por transferencia a partir de proposi
ciones .válidas acerca de los hiperreales son válidas en ("R, +,·),ya que .. R 
es •-extensión de 'R (teorema de transferencia). 
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2.5. Algunas propiedades de .. R. A partir de: 

.. Roo {A E .. R: A> B VB E 'R} (infinitos de .. R) 

"R¡ = ("R.,.,)c ={.\E .. R: IAI $ B para algún BE 'R} 

2in(O) {A E "R: IAI < B VB E 'R+} (infinitesimales de .. R) 

''R¡ es el conjunto de números finitos de .. R. Se tiene: 

(i) m(O) n 2n1(0) ={O} (O es el único hiperreal *-infinitesimal). 
(ii) Para B finito, no infinitesimal en ''R y A E "Roo, BA E ''Roo. 

Pues si BA r/: "R00 , sería a- 1 BA = A finito (elemento de .. R¡), 
contradiciendo la hipótesis. 

(iii) 2m(O) es ideal en .. R¡. .· 
Sean r E 2m(O), B E "R¡(B, r > O) si I'B ¡t 2m(O). (no es 

infinitesimal en "R) entonces: I'B E "R¡ y por (ii): I'1(fB).= BE 
"Roe (contradiciendo la hipótesis). . · · 

(iv) Para todo A E "R, 2m(A) es una traslación de 2(m)(O):. 

O m(O) 
1 'mloi ) 

FIGURA 4. 

(v) Una sucesión (Anlne w de elementos de .. R, converge en el sentido 
de 'R, si y sólo si, es constante. Esto debido a que si IAn - Kol <a 
para toda a E 'R+, cualquier elemento de 2m(Ko) también cuniple la 
condición, en ambos casos a partir de una misma mo E 'N. 

(vi) Un elemento A = (an)ne 'N representa nna clase de equivalencia de 
'R"N /'ti, es decir una familia de sucesiones de *N en 'R, que constan 
de N1 entradas, ejemplo: 

A ((1, 2, 3, ... ), (1, 2, 3, ... ), (1, 2, 3, ... ), ... ) = (an)ne-N 

con °'n = (1, 2, 3, ... ) = (N)Vn E 'N 
B ((3, 3, 3, ... ), (3, 3, 3, •.• ),. .. ),'3 = an, '<In E 'N 
r ((1, 1, 1, ... ), (2,2,2, ... ), (3, 3,3, ... ), ... (n,n,n, ... ), ... )n E 'N 

('1, '2. '3, ... ,•n, ... ) = bn)n E 'N, 'Yn = n '<In E' N. 

Claramente A y B son finitos (elementos de "R¡) y r infinito 
(element.o de "R00 ), pues para m E *N00 , N = {1, 2, 3, ... } C 
{1, 2, 3, ... , m} como es bien sabido, así que: { n E *N : 'Yn > an} E 
2 U, lo que lleva a la conclusión que r > A, y mayor que cualquier 
elemento de *N =" N -•• N00 (naturales finitos en .. R)=" N¡. 

(vii) Toda sucesión creciente (decreciente) (an)n EN de elementos de 'R 
está acotada superiormente (inferiormente) en 'R (ver 9). De aquí 
qne conforme a la definición: "Un conjunto X es superdenso. si para 
cualquier par de subconjuntos A < B (.i.e. a < b, para todo a E A 
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y todo b E B), numerables, no simnltáueamente vacíos de X, existe 
e E X tal que: A < {e} < B'', se llega a que *R y .. R son superdensos. 

(viii) Definiendo *-superdenso con la variante *-numerable (equipolente 
a un subconjunto de • N) se tiene que •• R es *-superdenso {o bien 
2-superdenso). 

(ix) :V(A) = {b E **R: IA - DI $-y para algún r E "R}, la 2-galaxia de 
A, es isomorfo a {a+ 2rn(O) : a E 'R}. 

2.6. D. Cardinalidad de *'N y *'R. 

l. Se tiene que: #*N = #' R = N¡ 
2 . .. R =A= {f :' N 4• R}/U (ultrafiltro coacotado en 'N). 

De ahí que: N1 $ #**R $ #'R'N = N2 
Por otra parte: **R :::> .. N = {! :• N 4• N}/U =* N'N /U 
Así, para cada J\ E **N, A= (f(l), f{2), ... ) = (f{n))ne •N para 

alguna f E *N'N (f es representante de una clase de equivalencia de 
elementos de *N'N, iguales módulo U, de cardinal N2) (3). 

3. Supóngase *N ~·· N, entonces existe una función hiyectiva entre 'N 
y **N 

F :'N4'* N 
con F{m) = Um{l), fm(2), ... ) = Um(n))ne•N para toda ni E 'N. 

1 tt {f¡(l), f¡(2), f¡{3), ... f¡(w), ... ), (J¡(n))~e~N 
2 tt (h{l), h{2), f2(3), .. · h(w),. ·, ), · . (h(nllne ·N 
3 tt {f3(l), fa{2), . fa(3), . '. fa(11)),: '.-:) (fa{n))ne ·N 

: . 
·' '-. . ~:: . ' .. : :'. ·. 

w tt. (fi,,{í)i 'Jw(2); j,,;~3) 1 •• <• .. f1IJ\U:~· ·'. Uw(n))ne ·N 

4. Seag:~~~·k:t~i~u~-j " .. ':;\' ., · · 

g(a) ~ ü1{<-i),h<a);·; .. <,:j~(~J}.?'par~ tdcl9 · .•. a e 'N 

A~í, g(l) ~· {!1(1)}, g{2)¿Ü1{2),f~{2)},< .. :',';(w)··~ U1(w),h(w), ... , 
fw(w)}. . . · . . . . . . . •· · . · · ' 

Éntonces, para cualq~ier ~ E *N: . 

{w,w + 1,w+ 2, ... } s;; {n E *N: g(n) ~ fw
0

(n)} :=A 
Ac = {n E *N: g(n) = fw(n)} s;; {1, 2,3 ... ,w}, · es á'cotado en *N. 

Por lo tanto: .A E U, lo que significa que r =·(g(n)>ne•N, no es 
imagen de ninguna w E 'N, bajo F. Y dado que r claramente está 
en *'N se tiene una contradicción. 

Entonces *N .¡,•• N. 
De (1), (2) y {HGC): #**N = N2 = #''R .• 

3 Por cada A E U hay un elemento de *N"N igual n A E .. R, esto es A E .. R tiene N2 
representantes. 
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6. Nota: Umi prueba alternativa puede darse construyendo r = 
(g(n)lne•N, a partir de la aplicación del axioma de elección a la familia 
{Aºn}n E 'N de los complementos de los conjuntos 

A1 = {f1(l)},A2 = {J¡(2),f2(2)}, ... ,Aw = {f¡(w),h(~), ... f,c(w)} •.. 

cte. para todo w E 'N. De esa formar.,¡ Um(n))ne ·.V· 'Vm E 'N, 
i.e. r no aparece en la correspondencia supuesta biunívoca. 

2.7. 6. Conclusiones. En virtud de la naturaleza de la con
str11cción ele "R. el proceso es iterable, ahora se puede tomar 

3F = {A e" N : Ac acotado en "N}. 

Que es un filtro en "N, por lo que existe 3U 2 3:F, ultrafiltro no 
principal tal que: 

"R""fl'/tl ="' R 
extensión propia de ''R, de cardinal Na (bajo HGC), c011.infinitesi~ 
males E< IAI, 'VA E "R, e infinitos mayores que cualqúier elemento 
~-~ . 

En general (n+I)•R es extensión propia de "'R, de cardinal Nen+!) 

(bajo HGC). 
Lo anterior lleva a que en cualquier "'R (desde 0•n = R), o 

plano ("'R)2 , o espacio ("*R)k, hay más puntos sin ocupar, que los 
pertenecientes al ("*R)k, n =O, 1, 2, ... , k = 1, 2, ...• 

En particular, dados a, ben ("'R)k NO ES POSIBLE llenar (en el 
sentido de no poder agregar elementos entre a y b) el segmento que 
los une a partir de extensiones de R como las que se han.construido: 

a 

FIGURA 5. 

Á Observación: Nótese que en N, *N, ••N, .. . n• N, ... hay car-
dinales para conjuntos finitos, o bien de N1, N2, ... , N.,, ... elemen-
tos: (v.g. w E 'N00 => #{1, 2, 3,. .. , w} = N1 (HGC), así cualquier 
hipernatural infinito es cardinal (representante de R, *N, *R, etc), 
sin embargo no hay hiperenteros que sirvan como cardinales de N, 
es decir no existe a E *N tal que { 1, 2, 3,. .. , o} ~ N. Esto parece 
ser consecuencia de que el paso de "*R a (n+l) 'R implica cambio 
de cardinalidad, excepto de R a 'R (ambos de cardinales N1), donde 
#N = No < N1 = #R, y para los demás casos #"'N = #"'R. 

Comentario final. Números o infinitesimal en "'R, y fJ infinito en 
"'R (respecto a), pasan a ser finitos en (n+l)•R. De donde se sigue que 
estos conceptos son RELATIVOS, aunque claro está, son absolutos 
respecto a k•R, para k:::; n, en particular para º'R = R. Una pregunta 
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interesante es: ¿existen "''R con m < O'? se conjetura que la respuest.a 
cR afirmativa. 
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APÉNDICE A. 

Axiomas de la geometría elemental (Hilbert). 

En adelante consideraremos tres conjuntos diferentes do objetos; los ob
jetos del PRIAIER conjunto se denominan puntos, los del SEGUNDO, rectas 
y Jos del TERCERO. planos. El conjunto de todos los puntos, rectas y planos 
se denomina espacio. 

Los puntoH, rectas y los planos pueden estar relacionados unos con otros 
ele una manera cleterminacla, que se indica por las palabras pertenece a, entre, 
congruentes. Esta.' mlacioncs deben satisfacer la'l condiciones contenidas en 
los axiomas que se enumeran a continuación; por lo demás, la naturaleza de 
los objetos y d<! las rdadones entre ellos puede ser arbit.raria. 

Grupo l. Axiomas de incidencia. 

l. Cualesquiera que sean los puntos A, B, existe una recta a que pasa 
por cada uno de los puntos A, B. 

2. Cualesquiera que sean dos puntos diferentes A, B, existe a Jo sumo 
una recta que pasa por cada uno de los puntos A, B. 

Estos axioma" pueden resumirse como sigue: dos puntos diferentes 
determinan una y sólo una recta que pasa por ellos. 

3. En cada recta hay al menos dos puntos. Existen al menos tres puntos· 
que no pertenecen a una misma recta. 

Con respecto al punto A y al plano a que se hallen en correspon
dencia, utilizaremos también las expresiones: A pertenece a a; A es 
un punto del plano a; a pasa por A, etc. 

4. Cualesquiera que sean tres puntos A, B, C que no pertenecen a una 
misma rcct.a, existe un plano a que pasa por cada uno de los tres 
puntos .4,B,C. En cada plano hay al menos un punto. 

5. Sean cuales fueren tres puntos A, B, G que no pertenecen a una misma 
recta, exist.e a lo sumo un plano que pasa por cada uno de Jos tres 
puntos A,B,C. 

6. Si dos puntos diferentes A, B de la recta a pertenecen al plano a, 
cada punto de la recta a pertenece al plano a. 

En este caso decimos que la recta a pertenece al plano a; el plano 
a pasa por la recta a, etc. 

7. Si dos planos a, /3 tienen un punto común A, tienen al menos otro 
punto común B. 

8. Existen al menos cuatro puntos que no pertenecen a un mismo plano. 

Grupo 11. Axiomas de orden. 

Suponemos que un punto sobre una recta puede encontrarse en deter
minada relación con otros dos puntos de la misma recta¡ esta relación se 
denotará por el término se encuentra entre. 
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A. APÉNDICE A 

l. Si el punto B se eneuentra entre el punto A y el C, entonces A, B 
y C son puntos diferentes ele urn1 misma recta, y B se encuentra, 
asimismo, entre C y A. 

2. Cualesquiera que sean los puntos A y C, existe al menos un punto B 
sobre la rceta AC tal que C está entre A y B. 

3. Entre tres puntos cualesquiera de una recta, a Jo sumo uno de ellos 
puede enc011trarse entre los otros dos. 

Los axiomas II.1-II.3 se denominan axiomas de ordP.n lineal. 

Definición. Un par no ordenado de puntos A y B se llamará .. egmento 
y se denotará AB. o bien BA. Los puntos que se encuentran entre A y B 
se llamarán puntos illteriores. o simplemente puntos del segmento AB; los 
puntos A y B, extremos del segmento. Los demás puntos de Ja recta AB se 
denominarán puntos exteriores del segmento AB. 

l. (Axioma de Pasch). Sean A, B, C tres puntos que no pertenecen 
a una misma recta, y a, una recta en el plano ABC, que no contiene 
ninguno de Jos puntos A, B, C. Entonces, si la recta a pasa por algún 
punto del segmento AB, también pasará o bien por algún punto del 
segmento AC, o bien por alguno del segmento BC. 

Grupo 111. Axiomas de congruencia. 

Suponemos que un segmento se puede encontrar en una relación de
terminada con otro (o consigo mismo), que denotaremos con el término 
congruente, o bien igual. La relación de congruencia debe de satisfacer los 
siguientes axiomas. 

l. Si A, B son dos puntos sobre la recta a, y A' es un punto de la misma 
recta, o bien de otra recta a', siempre se puede encontrar, a un lado 
prefijado de A' sobre Ja recta a', un punto B', y sólo uno, tal que el 
segmento AB es congruente al A'B'. 

Tal relación entre Jos segmentos AB y A' B' se denota así: 

AB=:A'B'. 

Para cada segmento AB se exige la congruencia 

AB=:BA. 

La primera parte de este axioma se expresa más concisamente así: 
cada segmento puede ser aplicado de manera unívoca sobre cada recta 
a un lado prefijado cualquiera de cualquier punto dado de ésta. 

2. Si los segmentos A' B' y A" B" son congruentes al mismo segmento 
AB, entonces A'B' es congruente al segmento A"B"; es decir, si 

A'B' = AB y A"B" = AB, 

entonces también 
A.'B' = A"B". 
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3. Sean AB y BC dos segmentos sobre la recta a, sin puntos interiores 
comunes y sean, además, A' B' y B'C' dos segmentos sobre la misma 
recta, o bien sobre otra a', que tampoco poseen. puntos interiores 
comunes. Si 

AB::A'B' y BCsB1C 1
, 

entonces 
ACsA'C' 

4. Sean dados L(h, k) en el plano a, una recta a1 en este mismo plano, o 
bien en otro, a', y supongamos fijado un lado determinado del plano 
o/ cou respecto a la recta a'. 

Sea h' una semirrecta de la recta a', con origen en el punto O'. 
Entonces en el plano a' existe una semirrecta k', y sólo una, tal que 
L(h, k) es congruente con L(h1

, k') y, además, todos los puntos inte
riores de L(h', k') se encuentran en el lado prefijado con respecto a 
a'. Para denotar la congruencia de ángulos se utiliza la notación 

L(h,k) s L(h',k'). 

Si L(h,k) = L(h',k'), entonces L(k,h) = L(k',h'). Cada ángulo es 
congruente consigo mismo, es decir, 

L(h, k) :: L(h, k) y L(h, k) :: L(k, h). 

5. Sean A, B, G tres pnntos no pertenecientes a una misma recta y A', 
B', C' otros tres, tampoco pertenecientes a una misma recta. Si 

AB:: A'B', AC s A'C' y LABC s LB'A'C', 

entonces 

LABC:: LA1B 1C 1 y LACE s LA'G'B' 

Grupo IV. Axiomas de continuidad 

l. (Axioma de Arquímedes). Sean AB y CD segmentos arbitra
rios. Entonces sobre la recta AB existe un número finito de puntos 
A1, A2, ... , An, situados de manera que A 1 está entre A y A2, A2 está 
entre A1 y A3, etc., tales que los segmentos AA¡, A1A2, ... , An-1An 
son congruentes al segmento CD y B está entre A y An. 

2. (Axioma de Cantor). Supongamos que en una recta arbitraria a se 
da una sucesión infinita de segmentos A1B1, A2B2, ... , de los cuales 
cada uno está en el interior del precedente; supongamos, además, 
cualquiera que sea un segmento prefijado, existe un índice n para el 
cual AnBn es menor que este segmento. Entonces existe sobre la 
recta a un punto X, que está en el interior de todos los segmentos 
A1B1, A2B2 1 etc. 

De las condiciones del axioma se sigue de inmediato que existe 
sólo un punto X que está dentro de todos los segmentos A 1B 1, A2 B 2 , 

etc. 
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En efecto, si sobre la recta a existe otro punto Y interior a todos 
los segmentos A1 Bi, A2B2, ... , para todo n el segmento AnBn será 
mayor que el XY, cosa excluida por la condición. 

Grupo V. Axioma de paralelismo. 

Definición. Dos rectas que se encuentren en un mismo plano y no ten
gan puntos comunes se llaman paralelas. 

(Axioma d~ pa~alelismo) •. Sea á una rf!Cta arbitraria, ~·A; un punto 
exterior.a ella; entonces én ei p/ano'deterininado pór·A y Ja' recta a, se 
puede traZ(lr ci lo sumo una recta que pasa por 'A. y no :inforseca a: 
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APÉNDICE B. 

B. Axiomas de Campo (F,+,·) 

.4¡: Clausura: a, b E F ==> a+ b E F . 

.42: Ley asociativa: a, b, e E F =>a+ (b +e) = (a+ b) +c. 
A 3 : Identidad: 3 O E F tal que O+ a = a+ O = a Va E F. 
A 4 : Inverso: aEF=>3-aEFtalquea+(-a)=(-a)+a=O. 
A 5 : Ley conmutativa: a, b E F => a+ b = b +a. 
llf¡: Clausura: a, b E F ==>a· b E F. 
l'Yh: Ley asociativa: a, b, e E F => a· (b ·e) = (a• b) ·.c. 
1113 : Identidad: 31 E F, 1 ,¡, O, tal que 1 ·a= a· 1 = a Va E F. . 
M 4 : Inverso: a E F, a ,¡, O ==> 3 a- 1 E F tal que a· a-1 = a-1,'. a= l. 
M 5 : Ley conmutativa: a, b E F => a · b = b · a. . . . {ª · (b + e) = a · b +a · e 
D 1 : Ley d1str1butiva: a, b, e E F ==> (b ) b 

+e ·a= ·a+c·a 

Propiedades importantes de todo campo 

l. Los elementos identidad O y 1 son únicos. 
2. Leyes de cancelación: 

(1): a+ b = a+ e==> b = c. 
(ii): a ·b= a· c,a ,¡,O==> b= c. 

3. Los elementos inversos -a y a-1 son únicos. 
4. Para todo a,b E F, 

(i): a· O= O, 
(ii): a· (-b) =(-a)· b =-(a· b), 
(iii): (-a)· (-b) =a· b, 
(iv): b-a=b+(-a), 

(v): !!. = b · a-1, a# O. 
a 
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C. Al'É:'<D!CE C 

C. El Teorema del Ultrafiltro. 

Sea F un filtro en l y :F = {F; e P(I): Fe F; /\ F; es filtro en!}. En
tonces :F es parcialmente ordenado por la relación de inclusión ~. como 
cualquier otra familia. 

Una cadenn C P.S una familia tal que X, Y E C implicaquP. XC YVY e 
X. Se probará que toda cadena en :F tiene cota superior. 

Sea C = {Ck: k E K} una cadena en :F y C = k~KCk, Ja unión de los 

elementos (filtros que contienen a F) de C. 

(i): Como 0 r/. Ck para toda k E K, entonces 0 r/. C. 
(ii): Sean X, Y E C, entonces existen i,j E K, tales que X E C;, 

Y E C; y además C; e Ci V Ci e C;. Supóngase que G; e Cj, 
entonces X, Y E C; y como C; es filtro, también X n Y E G; y 
XnYe c. 

(iii): Sea Z e I y X e Z, para algún X E G;. Entonces Z E C; y de 
ahí Z E C. 

De (i), (ii) y (iii) se sigue que Ces filtro en J. 

Por otro lado como Fe Ck para toda k E K, entonces Fe C y de ahí 
que C E :F. Así que Ces cota superior para C en :F, es decir, toda cadena 
en :F tiene cota superior en :F. De ahí que Ja aplicación del Lema de Zorn4 

lleva a que :F tiene elemento ma.ximal G, que es el ultrafiltro requerido. 

4Lema de Zorn. Sea (X,R) un .orden parcial, ai cada cadena en X tiene cota 
superior, entonces X tiene elemento ma.timal. 
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APÉNDICE D. 

D. Algunas propiedades importantes de •R. 

l. Todas las galaxias son isomorfas al conjunto *R¡ de los hiperreales 
finitos, que a su vez forman G(O}, la galaxia de cero. 

Esto puede verse a partir de una trasla.ción de G(O) a G(a), para 
cualquier a E •R. 

2. Dado un ultrafiltro libre U. no existe M E U tal que Me A, para 
todo A E U. En particular nU = li'l. 

Tomando A E U tal que A e B para toda B E U y a E A, como 
{a} ft U, entonces {a}< E U. De ahí que A e {a}º (contradicción). 
Por lo tanto no existe tal conjunto A y nu = li'l. 

3. Un ultrafiltro U en N (o en cualquier conjunto) se llama fijo si algún 
n E N pertenece a todos los elementos del ultrafiltro. Si se toma un 
ultrafiltro fijo U en N, para construir los hiperreales • R, entonces • R 
resulta isomorfo a R. 

(Éste es un ejercicio rutinal'io en construcciones que usan ultra
filtros). 

4. Dado un natural infinito n E 'N00 , existe un conjunto infinito no 
numerable de naturales menores que n (N1, bajo la hipótesis del con
tinuo). Semejantemente, existe un conjunto no numerable de natu
rales mayores que n. (Ver capítulo 3). 

5. Cada a = [(an)] E • R, puede representarse de N1 formas distintas, 
pero equivalentes bajo U. 

Dado a = (an)neN, cada elemento del ultrafiltro U con el cual 
fue con.•trnido • R induce infinitas sucesiones iguales módulo U, a la 
sucesión dada, y además #RN = Nrº = N1 • 

6. Si E: > O y E: :::::: O, entonces e:• :::::: l. 
7. Si a, /3 E • R, /3 > O, si r E • R, tal que rª = {3. 
8. Para a E • R¡ (finito) con a > O, si r :::::: p, no se cumple siempre que 

ar :::::: aP (para exponentes finitos sí vale la propiedad). 
9. (1 + !; )° :::::: e, para todo a infinito positivo. 

10. Una sucesión de números hiperrea!es, y más generalmente, todo con
junto numerable de hiperreales, siempre es acotado. 

11. Toda sucesión creciente de infinitesimales tiene cota superior infini
tesimal y recíprocamente, toda sucesión decreciente de hiperreales 
infinitos positivos tiene cota infinita positiva. 

12. Una sucesión (numerable) en • R converge, si y sólo si, es constante. 

Las propiedades 6,7,8 y 9 se obtienen directamente a partir de las defini
ciones de las operaciones involucradas; las últimas tres son consecuencia de 
la superdensidad de • R (ver capítulo 2 . 
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