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RESUMEN 

Se presenta un modelo reológico simple, el cual resulta de acoplar una ecuación cinética que 
describe la evolución de la estructura a la ecuación constitutiva convectiva superior de Maxwell. 
Este método, se utiliza para reproducir el complejo comportamiento reológico de soluciones de 
surfactantes y micelas. El sistema requiere de cuatro constantes, las cuales poseen significado 
fisico, tambien se analiza un líquido viscoelástico en dos situaciones de flujo que ocurren en el 
espacio, formado por dos discos paralelos con diferente cinemática. La ecuación reológica y 
cinética se resuelven junto con la ecuación de movimiento por perturbaciones regulares. El primero 
de estos sistemas, es el flujo continuo por compresión, el cual, consiste en inyectar el líquido a 
flujo constante, por una serie de perforaciones alineadas en el plato inferior. A orden cero, la 
dependencia del esfuerzo con el escalar rapidez de deformación es cuadrática y a rapidez de 
deformación baja y alta el esfuerzo tiene dos zonas constantes. Para la primera diferencia de 
esfuerzos normales a rapidez de deformación baja es cuadranca y a rapidez de deformación alta la 
dependencia es la misma multiplicada por un pequeño factor numérico menor que uno. Además, 
se deducen expresiones para la fuerza a rapidez de deformación alta y baJa. Estas expresiones son 
equivalentes a Jo deducido por Stefan ( 1902) para un fluido newtoniano. Finalmente, se presenta 
una serie de gráficas que muestran el comportamiento del esfuerzo, la pnmera diferencia de 
esfuerzos normales y la fuerza adimensional como función del escalar rapidez de deformación y la 
no homogeneidad del fluido para diferentes valores en el número de Weissenberg. Para el segundo 
flujo (flujo transitorio por compresión) se obtienen las ecuaciones de Stefan a rapidez de 
deformación baja, alta y además, la expresión integral de la fuerza como función de Jos tiempos 
de relajación De las misma manera, se presentan una serie de gráficas que permiten analizar el 
comportamiento de la variación de Ja altura del plato como función del tiempo, de la fuerza y el 

; esfuerzo adimensional como función del número de We1ssenberg, asímismo, las ecuaciones 
obtenidas en el flujo transitorio por compresión, se usan para correlacionar algunos datos 
experimentales provenientes de la literatura. 

'lmt'lf(I r;¡¡~-1 
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l. INTRODUCCIÓN 

1. 1 Antecedentes. 

El flujo continuo por eompresmn (Ver fig. l) fue propuesto por Oliver [3-6] En este 
sistema el fluido es inyectado a flujo constante entre dos discos paralelos de radio, los cuales estan 
separados por wia distancia axial h, es decir el líquido entra por una serie de perforaciones en el 
plato inferior. El sistema tiene las ventajas de que no hay partes mó\1les, por lo que no se toma en 
cuenta la inercia de Jos platos. Waters y Gooden [l] han analizado este sistema para un fluido tipo 
ley de potencia, usando un método perturbativo para resolverlo. A órden cero demostraron que la 
fuerza depende de las propiedades geométricas y de flujo como son: el radio del plato, la 
separación de los platos, la viscosidad cortante a rapidez de deformación baja y la no 
homogeneidad del flujo, debido a la entrada del líquido por el plato inferior. Para flujo homogéneo 
la relación que obtuvieron es equivalente a la que alcanzó Stefan (1902) para el flujo transitorio 
por compresión (Ver fig. 2) tomando en cuenta la inercia de los platos. Para flujo no homógeneo se 
encontró una expresión equi,'alente a la que adquirió Scott (1932) para un fluido que sigue el 
modelo de ley de potencia. A primer orden deducen una expresión, la cual,es una primera 
contnbución por mecanismos merc1ales. En este contexto, se demuestra cómo los efectos 
inerciales contribuyen al fenómeno de lubncac1ón,de Ja misma manera, Waters y Gooden [2] 
analizaron un líquido VJscoelásuco caractenzado por una ecuación constitutiva tipo Oldroy-B, la 
que contiene ocho parámetros ajustables, por lo que, en este modelo se predicen efectos no lineales 
asociados matemáttcamente con los operadores convectivos de los tensores de esfuerzo y rap1déz 
de deformación. Estos efectos fisicamente están relacionados con propiedades elásticas del medio. 
Bas1camente se procede como en [IJ, a orden cero, se demuestra que la fuerza depende de las 
propiedades del medio y del flujo, tiempos de relajación, viscosidad cortante a rapidéz de 
deformación baja y la no homogeneidad del fluido. Sin embargo, éste resultado es numénco, 
puesto que la no linealidad de la ecuación reológica complica una solución en término de funciones 
elementales para la fuerza. A órden cero la pnmera diferencia de esfuerzos normales es distinto de 
cero. lo que implica efectos de segundo órden (elásticos). A primer orden, la fuerza se dl\1de en 
dos contnbuc1ones: inerciales y elásticas, concluyendo que a orden cero. los efectos elásticos y 
viscosos no se separan, lo que no sucede con el primer órden. donde se tiene una integral por 
efectos elásticos y otra por efectos inerciales, además, los resultados experimentales, concluyen 
que los efectos elásticos permiten mejorar la capacidad mecánica del sistema del flujo por 
compresión contmuo. En Ja parte c;.¡perimental de este sistema Ohver y R.C Ashton [6] probaron 
practicamente este métdo para una solución de poliacrilamida concentrada a una temperatura de 
l 6ºC.. encontrando que la fuerza tiene una vanac1ón de tipo lineal con el flujo y aumenta conforme 
disminuye el diámetro de las perforaciones en el plato inferior. Con estos resultados, concluyen que 
un Jiqwdo VJscoelásttco mejora la capacidad mecánica del aparato debido a los efectos elásticos y 
al diámetro de las perforaciones en el plato inferior. Estos sistemas se pueden aplicar a fenómenos 
de lubncación en maqumana que entra en contacto con aceites y líquidos VJscoelásncos. 

Flujo transitorio por compresión (Ver F1g. 2) fue estudiado por G.Brindley, J.M Da\1es y 
K. Walters [7]. En este sistema, el fluido es colocado entre dos platos concéntricos de radio, los 
cuales, están separados por una distancia axial h. Aquí el fluido es colocado en los platos y 
comprimido por el plato superior, el cual, se aproxima al medio con una velocidad que se modifica 
punto a punto. Sobre este sistema, se tiene mucho trabajo reportado en la literatura [ 1-17] üno de 
los pnmeros que utthzó este tipo de sistema para un tlu1do newtomano, fue Stefan ( 1902) quien 
demostró que la fuerza para mantener el movimiento del líquido fluyendo por el espacio 



comprendido entre los platos, es proporcional a la Viscosidad cortante y propiedades geométricas 
del sistema. Después de esta investigación Scott (1930) aplicó el mismo problema pero para un 
fluido de ley de potencia. En este trabajo se deduce una expresión analítica para la fuerza en 
función de las propiedades de modelo de ley de potencia. Este resultado se aplica a fluidos 
pseudoplásticos o dilatantes. Esta expresión, se reduce a lo encontrado por Stefan en ( 1902), para 
un fluido newtoniano.G.Brindley, J.M Davies y K. Walters [7] analizó un líquido viscoelástico, 
con una ecuación constitutiva de segundo orden. En esta investigación, se deduce una expresión 
analítica para la fuerza en función de los tiempos de relajación, la viscosidad cortante y la 
velocidad con la que desciende al plato. También se presentan variaciones del esfuerzo como 
función de la rapidez de deformación a partir de la expresión de la fuerza. Además, se presenta 
muestra esquematicamente la variación de la altura de los platos como función del uempo. Otro de 
los proyectos interesantes acerca de fluidos viscosos pero con esfuerzo de cedencia, es el que 
exhiben G.H.C'ovey y B.R Stanmore. [9J. En esta investigación, utilizan dos tipos de ecuaciones 
constitutivas: la primera de ellas es un ecuación que describe un fluido de Bingham, el cual posee 
dos constantes materiales y la segunda ecuación, es un fluido de Herschcl-Bulkley el quel, contiene 
parámetros del modelo de ley de potencia y un esfuerzo de cedencia. En este trabajo se reportan 
dos soluciones analíticas, en función de los parámetros del medio para valores asmtóttcos en el 
número de plasticidad, el cual, relaciona el esfuerzo cortante con el esfuerzo de cedencia. Los 
datos experimentales que reportan para pastas, concuerdan con el modelo teónco deducido y a 
partir de esto, se puede predecir los parámetros materiales. 

Uno de los recientes articulos que hablan acerca de los efectos de la temperatura en un fluido 
viscoelástico para una geométria de platos paralelos es el de Benolt Debbaut [ 11 J. En esta 
investigación, se acopla la ecuación convectiva superior de Maxwell con la ecuación de energía y 
se propone que la Viscosidad tenga una dependencia tipo Arrhenius. En este escrito, no se deduce 
una expresión analítica por la complejidad de las ecuaciones, smo por que se utilizó un elemento 
finito para el calculo de la fuerza. También se demostró que la temperatura se ve afectada por los 
tiempos de relajación y propiedades del medio.Además, el calor decrece monotonamente conforme 
va menguando la altura en el flujo transitorio por compresión. Este trabajo en particular, tiene 
aplicaciones en la mdustria, existen muchos procesos donde son no isotérmicos. JD.Sherwood 
[ 13] estudia el flujo por compresión transitorio para pastas, en el movimiento relativo entre un 
sólido y un líquido.En este trabajo, la fuerza se aplica a un sistema de placas paralelas, las cuales, 
se aproximan con una velocidad V En esta mvest1gac1ón, se modifican la ecuación de movimiento 
y las condiciones de contorno, para introducir los efectos de porosidad en el medio, por lo que la 
solución es númerica, además, se define la fracción volumen, para tomar en cuenta la filtración. 
Además J.D.Sherwood demostró que la fuerza crece conforme la separación de la placa aumenta y 
el número de Peclet d1smmuye. Por otro lado Cohn Servrus, André Luc1ani, Jan-Anders y E 
Manson [14] trabajaron el flujo por compresión, pero aplicado a supensiones de fibras 
concentradas, ellos propusieron un modelo tipo Herschel-Bulkley el cual, contiene tres parámetros 
ajustables. La aportación de este trabajo, es que se toma en cuenta los efectos, debido a las fuerzas 
de fricción e h1drodmámicas. De las comparaciones que hacen experimentalemente, encuentran 
que la relación entre la presión y la rapidez de deformación es lineal con el modelo teórico, 
mientras que en las fibras el comportamiento no es iineal para diferentes longitudes de fibras. 
M.A.McClellandn y B.A. Finlayson [12). Estudian el flujo por compresión transitorio en geomtría 
de platos concentncos, utilizando una técnica basada en perturbaciones corno en [ 1 J. En este 
trabajo, para su solución se asume estado cuasi-estacionario. La eruación reológica que utilizan es 
un modelo corrotac1onal de Maxwell. Para la velocidad a orden cero ohtienen un perfil parábolico, 
el cual se ve afectado por los parámetros del med10. De la misma manera, se obtiene la 
componente en z de la velocidad y el gradiente de presión. La expresión para la fuerza depende de 
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variables geométricas y de la velocidad con la que el sistema compnme al líquido. Las curvas 
experimentales demuestran que la variación de la altura es monótona decreciente como función del 
tiempo. Recientemente se ha tratado de modificar la geometría para las aplicaciones del flujo 
transitorio por compresión. Uno de estos trabajos es el que presentan Guopin Lian, Yong Xu, 
Webin Huang, Michael J Adams [ 15]. En esta investigación, se demuestra que el gradiente de 
presión tiende a cero conforme la separación es pequeña. Además, demostraron que la presión 
disminuye cuando el radio del plato disminuye. En este trabajo, se demuestra que la fuerza 
decrece, conforme el índice del modelo de ley de potencia aumenta. Otra de las investigaciones en 
fluidos de Bingham, es la hecha por D.N.Smymaios, JA Tsamopoulos [ 16]. En esta investlgación 
se trabaja con la aproximación de lubricación, la cual consiste en despreciar los efectos inerciales 
de laecuación de movimiento tomando en cuenta órdenes de magmtud en las ecuaciones 
constitutivas. El cálculo de la fuerza es hecho mediante elemento finito. Ellos deducen que la 
velocidad radial es parabólica para n=O y se modifica debido a las propiedades del medio. Además, 
presentan las curvas de nivel de la velocidad, donde se observa las regiones en la que se pierde la 
simetria. Otra de las aportaciones del trabajo. es la de presentar la variación del esfuerzo total 
como función del radio para diferentes valores en los parámetros reológicos. Ellos concluyen que 
el tensor de esfuerzos es constante en ciertas regiones del espacio y que decrece monótonamente 
conforme aumenta el radio. El esfuerzo cortante para este sistema presenta una vanac1ón lineal a 
\·alares pequeños en el radio. En valores intermedios el esfuerzo es monótono creciente y 
finalmente tiene una pendiente pronunciada. Otro de los trabajos acerca de líquidos elásticos 
ideales es el que presenta N. Phan-Thien, J Dudek, D.V. Boger y VT1rtaatmadja [8 J . Aquí se 
presenta una solución exacta para un líquido viscoelástico, caractenzado por una ecuación 
constitutJva tipo Oldroyd-B. Este sistema se resuelve por tecnicas de s1m1htud y por elemento 
finito. También se muestran datos experimentales y comparaciones asintóticas elásticas ideales 
jwlto con los programas de simulación. 

1.2 Objetivos de la investigación. 
El objetlvo pnncipal del presente trabajo es contnbu1r al entend1m1ento del comportamiento 

reológ1co de soluciones de surfactantes y micelas en dos distintos tipos de flujos. El flujo de estos 
sistemas es complejo, puesto que tienen elementos cortantes y elementos extensionales. Existen 
otros tres objetivos: El primero de ellos, es desarrollar un modelo fenomenológico que descnba y 
pronostique el comportamiento reológico de surfactantes, basado en la cinétJca de 
ruptura-reformación de la m1croestructura. Aquí se propone un modelo que acopla la ecuación 
convectJva supenor de Maxwell, con una ecuación emética para descnb1r la evolución del 
parámetro estructural (Fredickson 1970). El segundo objetivo es deducir expresiones de la fuerza 
que expenmenta el sistema a orden cero, como función de los parametros del medJO y de flujo para 
los sistemas de flujo continuo por compresión y transitorio por compresión El último objetivo es 
utilizar las ecuacmnes obtenidas para correlacionar algunos datos expenmentales provenientes de 
la literatura. Una de las mayores ventajas de este modelo, es que todas las constantes tienen 
significado fis1co. 

Por otro lado y debido a las aplicaciones cient1ficas y tecnológicas actuales y potenciales de los 
cnstales líquidos y de las soluciones de m1scelas elongadas, asi como a la ausencia de un modelo 
que describa el flujo por compresión transitono y continuo en forma satJsfactoria para estos 
sistemas, se justJfica plenamente la onginal1dad de la investJgac1ón. contenida en el presente 
proyecto de maestría. 

1.3 Descripción del contenido de la tesis 
Este trabajo se divide en cinco capítulos, cuyo contenido es el siguiente En el primero, se 

descnben brevemente los sistemas estudiados, se Justifica la real1zac1ón de la presente 



investigación y se exponen los objetivos del proyecto realizado. En el segundo, se revtsan los 
aspectos teóricos relacionados con las soluciones de surfactantes, la formación de estructuras y los 
fundamentos de la mecánica del medio continuo. En el tercero, se describe el modelo reológico 
utilizado en la presente tesis. En el cuarto capítulo se presenta el marco teórico con las 
deducciónes de las ecuaciones y resultados más importantes para los modelos presentados. En el 
quinto, se hace el análisis de resultados, las conclusiones y el trabajo a futuro. Para concluir, se 
presenta la btbltografia y los apéndices, en estos últimos, se muestra detalladamente las 
deducciones de algunas ecuaciones generadas por el marco del modelo. 
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Figura l. Flujo continuo por compresión 
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Figura 2. Flujo transitorio por compresión. 
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2. ESTKUCl'URAS •'LUIDAS MICROESTRUCTlJRADAS 

2.1 Concepto de suñactante. 

Un anfifilico, es una sustancia que posee un grupo polar unido a uno o varios grupos no 
polares mediante enlaces covalentes. Un surfactante o agente de actividad superficial, es una 
sustancia anfifilica, que reduce la tensión superficial o interfacial de las fases en que está disuelta y 
que tiene la capacidad de formar micelas en agua y/o disolventes orgánicos. Esta definición, 
permite distinguir a los surfactantes de las sustancias anfifilicas simples como alcoholes y aminas. 
las cuales pueden reducir la tensión superficial de las fases en las que se encuentran disueltas, pero 
que son incapaces de formar micelas u otro tipo de agregados en solución. Según la naturaleza del 
grupo polar, los surfactantes se dividen en iómcos y no iórucos, dentro de los dos primeros se 
encuentran los surfactantes aniónicos (jabones, ésteres de ácido sulfúrico, ácidos sulfónicos, de 
ácido fosfórico, etc.), los cahónicos (sales cuaternarias de amonio), los anfóteros (betainas, 
alquilimidazolinas, aminoácidos, proteínas, etc) y los zwitteriónicos (glicéridos, fosfolipidos,etc. ). 
Un ejemplo de surfuctantes no iónrcos son los óxidos de polrehleno. También existe otra 
clasificación basada en el número de "colas" (grupos no polares) de la molécula de surfactantes de 
cola sencilla y de cola doble. 

2.2 Estructuras formadas con surfactantes. 

M1celas y vesículas. 
Debido a su naturaleza anfifilrca, los surfactantes tienen la tendencia a absorberse en interfaces 

agua-aire o aceite-agua, de tal forma que las colas hidrocarbonadas se orientan hacia la fase aire o 
hacia la fase oleica y los grupos hidrofilicos hacia la fase acuosa. El estado final de una interfase 
representa un equilibno entre la tendencia a la adsorción en la interfase y la tendencia hacia la 
disolución completa, debido a la ag1tac1ón térmica de las moléculas. Por ello, la parte 
hidrocarbonada del surfactante tiende a ser "margmada" y expulsada del agua (parte h1drofóbica) 
En contraste, la parte polar o 1ónrca interactua fuertemente con las moléculas de agua, en 
consecuencia, tiende a quedar retenida dentro del medio acuoso (parte hidrofilica). De esta 
manera la mayor parte del surfactante añadido, en bajas concentr~ciones por debajo de la c.m.c , 
se concentra en la interfase con la parte h1drofilrca orientada hacia la fase acuosa y la parte 
hidrofób1ca orientada hacia la otra fase, disminuyendo notablemente la tensión interfac1al. 

La concentración del surfactante en la interfase aumenta con el incremento de la concentración 
en la fase acuosa, sin embargo, para concentraciones mayores que una concentración denominada 
concentración micelar crítica (c.m.c), las moléculas de anfifilo se empiezan a asociar entre sí 
dentro de la fase acuosa formando estructuras denominadas m1celas, algunos surfactantes con 
doble cola y con un gran volumen en la cabeza forman vesículas, en este caso, la concentración 
crítica es llamada concentración vesicular crítica. 

Para el caso de micelas, los grupos polares del surfactante estan en contacto con la fase acuosa, 
mientras que el inter:ior de las miscelas esta constituido por las cadenas hidrocarbonadas. En 
consecuencia, la parte interna de la n11cela tiene prop1edade!> -parecidas a las de un hidrocarburo. 
Entonces, cuando en una fase acuosa se encuentran dispersas un gran número de micelas, es 
posible solub1hzar moléculas orgánicas normalmente insolubles en una fase acuosa 

Algunas de las propiedades físicas de las soluciones de smfactantes, (tales como detergenc1a, 
conductividad eléctrica, tensión superficial e mterfacial, presión osmótica conductividad 



equivalente, etc.) cambian en forma brusca cerca de la concentración miscelar crítica, lo que 
permite determinar la c.m.c., esta última, se define como la concentración a la cual ocurre el 
máximo cambio en la pendiente de la curva, en que se representa una propiedad coaligativa ideal 
111. en función de la concentración total del surfactante, cr. 

Las micelas, son estructuras dinámicas formadas por una agrupación de decenas o centenas de 
moléculas de surfactante, usualmente con una masa micelar molar entre 3,000 y 100,000, mientras 
que sus dimensiones son entre 5 y 1 O mm, frecuentemente. La estructura micelar crítica, es 
influida por la atracción de las cadenas hidrocarbonadas y la repulsión iómca de las cabeza 
hidrofilicas, por tanto, la estructura química del surfactante determina el tamaño y la forma de las 
mí celas. 

La forma de los agregados, ha sido dilucidada gracias a los recientes progresos de las técnicas 
de investigación que usan espectroscopia de resonacia magnética nuclear (R.M.N), dispersión de 
neutrones y dispersión cuasiestánca de luz. Los expenmentos de dispersión de neutrones a bajo 
ángulo con micelas de dudodecilsulfonato de sodio y otras micelas 1ómcas sugieren que cerca del 
c.m.c son esféricas, sin embargo, conforme aumenta Ja concentración de surfactante la forma de 
los agregados cambia de esferas a cilindro. 
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3.1. l Modelos reológicos cinéticos 

En estos modelos se supone que el material posee estructura y que ésta cambia con el flujo. El 
comportamiento reológico no lineal de estos materiales puede ser descrito por un conjunto de dos 
ecuaciones (Mewis [23]), tales como: 

g(I) = í (Q(t),X(I)] 
- -1 -

(1) 

d
d X(t) = i [!2(1),X(t)] t -2 -

(2) 

En estas ecuaciones, Q es el tensor de esfuerzos, X es un parámetro estructural y [)_ es el tensor 
de velocidad de deforma-;;ión. La ecuación (1) expresa el esfuerzo instantáneo en función de la 
cinemática instantánea y del parámetro estructural. La ecuación (2) describe la evolución temporal 
del parámetro estructural como función de la cinemática instantánea y del grado de estructura 
presente al tiempo t. Er. muchos estudios, el grado de estructura ha sido caracterizado por el 
número de enlaces transitorios, los cuales contribuyen al comportam1ento reológico dependiente 
del tiempo. Esto detennma la forma de la ecuación ( 1 ). Para la ecuación (2) vanos autores han 
utilizado una cinética de rompimiento-deformación de primer orden ([22],[23],[24]). Un gran 
número de autores han usado la Viscosidad aparente como una medida de la estructura 
([22],[23],[24] ). Esto equivale a suponer que la viscosidad es proporcional al número de ·puntos 
estructurales, el número de enlaces fis1cos o enredam1entos) existentes al !lempo t. Además, cuanto 
más complicado es el modelo, es menor el número de soluciones análittcas que se pueden obtener 
y es mayor el número de constantes, por lo que se obscurece la mterpretac1ón fisica. Lo anterior no 
quiere decir que los modelos cinéticos son innecesarios, por el contrano, al desarrollar prototipos 
microscópicos más ngurosos se pueden hacer mejores predicciones del comportamiento reológtco. 
En la literatura se encuentran varios modelos reológ1cos propuestos para liqu1dos poliméricos y 
suspensiones, los cuales, consideran que el flujo provoca camb10s en la microestructura del 
material. La mayoría de los modelos cinético-estructurales reportados en la literatura, poseen la 
misma e:>tructura matemática. En general la ecuación consntutiva de estos patrones se pueden 
escribir como: 

\ 

*+A.*"-' Cf>ª (3) 

Aquí Cf>, es una función de la estructura y/o del tiempo, * es un tensor de esfuerzos ,-
generalizado y *,es un operador convectivo no lineal del tensor de esfuerzos generalizado y A. ,es 
un tiempo de relajación de esfuerzos generalizado., así mismo, la ecuac1on de evolución de la 
estructura se puede generalizar como: 

';% = F(I -X)+HX+L (4) 

Donde F, es la función de construcción (que esta relacionada con el tiempo de relajación de la 
estructura), H, es la función de destrucción (que puede depender de la velocidad de corte, el 
esfuerzo aplicado. la historia de deformación, etc.) y L, está relacionada con la reformación de 
estructura debida al tluJO. En Ja tabla 1 se presentan las expres10nes exphcttas de '!l:_. A., r: H y l 
para alguno de los modelos cinéticos estructurales, reportados en la literatura (ver simbología}., a 
continuación , se describen los alcances y limitaciones de algunos de los modelos reológicos 



estructurales reportados en la literatura. 

Tabla l 

F H L A. <l> observaciones 

Fredickson .L -kg: ª Kg~o o _1_ 
X = <p/q>o A -q;o- <¡1(1) 

Marrucci 1 _J:. J ''11 o A_xl.4 2A. <l> = _L T A 20 = ax'-' 
Williarns 1 by"' o Ax GA.x T 
DeKee kc g1 -g2 o A.(g,ª) rJ{I) X = fJ/t")o 

Modelo de Fredickson 

Este modelo (Fredickson 1970), utiliza como parámetro estructural , la fluidez {<p) (inverso de 
la viscosidad)., la razón, para usar la fluidez como parámetro estructural, es que la ecuación que se 
obtiene es de un orden menor al de la ecuación de la viscosidad. La ecuación de evolución de la 
estructura está dada por: 

d<p = (<po-<p) +k(cn -cn)cr: /) 
dt ).._ ..,., 't' = = (5) 

Donde A., es el tiempo de reconstrucción de la estructura, <po es la fluidez a rapidez de 
deformación baja, <p., es la fluidez a rapidez de deformación alta y k, es una constante de 
nonnalización para el esfuerzo. En este caso, la función de destrucción de la estructura , depende 
de la energía disipada g : Q , esto es, reconoce el trabajo utilizado en destruir la nucroestructura. 
La ecuación de la estructura esta acoplada a una ecuación constitutiva newtoniana generalizada , es 
decir, en estado ~tacionario el modelo de Fred1ckson predice adelgazamiento al corte con una 
pendiente muy próxima a la unidad: 

Modelo de Marrucci 

Para este modelo ( Marrucci 1976), se propone una ecuación semejante a la del modelo de 
Maxwell convectivo superior, dada por: 

\ 
a a a· + ).._ ¡;. = 2>..lJ (6) 

Acoplada a una función de evolución de la estructura, donde la velocidad de cambio de la 
estructura con el transcurso del tiempo, depende de funciones relacionadas con la destrucción y 
refonnación de la estructura: 

(7) 

Donde trg. es la traza del tensor de esfuerzos, k. es la constante de destrucción de estructura y >.., 
es el tiempo de relajación del parámetro estructural , además, G' y >.. • dependen de la cantidad de 
estructura al tiempo t, que están definidos como a· = Go..rT4 y A. = >.0..\1.4 . 

rrms rnM 
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Modelo de Williams. 

Para este modelo (Williams.1981) , se propone la siguiente función de estructura: 

(8) 

Donde m , es el exponente del modelo de ley de potencia y b, es una constante de ajuste., el 
cociente bit.., puede ser una función de la rapidez de deformación para materiales complejos., la 
función de destrucción, depende de la velocidad de corte elevada al exponente de la ley de 
potencia.y laeeuación del parámetro estructural está acoplada a una ecuación constitutiva 
mazwelliana, pero incluye la derivada convectiva superior e inferior de Oldroyd [34]. La expresión 
de la ecuación constitutiva empleada en este modelo es la siguiente: 

\ 
g +t.. g = 2110Q = 2f...GoQ (9) 

Donde el nempo de relajación y la viscosidad ne\'.10niana dependen del parámetro estructural, 
de tal manera que t.. = f...oXy t]o = Gof...nX 

En regimen permanente de (7) y (8) se obtiene: 

(JO) 

Esto es, el sistema presenta una región ne\i,1oniana y una región, en la cual el material sufre 
adelgazamiento al corte, dependiendo del valor del exponente., además, el modelo de Williams 
predice un máximo en el esfuerzo , como función del tiempo para el inicio del flujo.y un 
relajamiento de esfuerzos no lineal y ciclos de histéresis. Este modelo usa cuatro constantes y una 
función de aJUSte 

Modelo de De Kee. 
Para este modelo (De Kee.1994), la ecuación de evolución del parámetro estructural está 

dada por: 

~ . . -¡¡¡ = k(no - n) - (gi ('A. y) - g~(A. y))n (11) 

Donde no y n, son el número de puntos estructurales a tiempo O y t, respectivamente, k, es una 
constante de construcción, mientras g 1 y g2, son funciones de aJuste que dependen del tiempo de 
relajación y de la velocidad de corte para cada material en particular. La función de construcción , 
tiene dos contnbuc10nes: formación de estructura causada por el movimiento Browruano y por el 
flujo cortante, mientras que la destrucción sólo depende del flujo cortante. Al incorporar la 
solución de la ecuación ( 1 O) , en la ecuación constitutiva de Maxwell generalizada se obtiene que 

= tlo [i + 1-(li -f: )e-i1i+(f1-f:lklr]n 
(1 +(f, -f2)ik) k 1 

• 
2 = ( 12) 

Donde g. es la derivada de Gordon-Schowalter, que incluye la'> derivadas convectiva superior 
y convectiva infonof de Oldroyd [34].. este , es un modelo de tres constantes y dos funciones de 
ajuste. Para el movimiento oscilatorio de pequelia amplitud . el sistema de De Kee . ,predice un 
decaimiento en la \1scos1dad con el aumento en la frecuencia, parecido al del modelo de Maxwell., 
en estado estacionano, el modelo predice diferentes comportamientos no newtonianos dependiendo 
de la diferencia g: - ,g 1 : (i) cuando gi - gi > O. el prototipo predice adelgazamiento al corte (ii) 
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cuando g 2 - g1 = O, el modelo pronostica tluido newtoniano y (iii) cuando gi - g 1 < O, el modelo 
anuncia espesamiento al corte., también , este modelo predice espesamiento en flujo uniaxial 
elongacional en estado estacionario., en otro contexto, para el inicio del flujo causado por un 
escalón de velocidad de c-0rte, el modelo De Kee presenta dos casos: (i) para velocidades de oortes 
bajas la respuesta es Maxwelliana; (ii) para velocidades altas, el esfuerzo crece desde cero hasta 
un máximo, para luego decaer hasta su valor en estado estacionario.; también , se predice una 
relajación de esfuerzos no lineal. Por último, para una velocidad de oorte constante, este modelo 
predice tixopotropía cuando g2 - g1 > O y reopexia g2 - g1 < O. 

Modelo Giesekus 
G1esekus (1966; 1982; 1984; 1985) propuso un modelo, que considera que el arrastre que 

sulTen las moléculas pohméncas durante un tlujo, depende de la dirección en la que se mueven, lo 
cual, implica que el arrastre es anisotrópico, en este caso, el autor derivó una teoría cuyo objetivo 
es la descnpción del comportamiento reológ1co de soluciones concentradas o de polímeros 
fundidos en flujo cortante Al efecto, Giesekus[24-25] supuso que las moléculas durante el flujo, se 
onentan respecto a las lineas de oorriente, por lo que, cada molécula siente una fricción visoosa 
dependiente de la dirección . Para representar este caso el autor, reemplazó el inverso del tiempo 
de relajación en la ecuación convectiva superior de Maxwell, por un tensor de moVJlidad 
anisotrópica. La ecuación propuesta por Giesekus es: 

(13) 

Donde el tensor f!:, es igual a A(g/ü' - g) + g y A, es una oonstante de proporcionalidad empírica, 
en este caso, la oonstante A puede tomar valores entre O y 1, los cuales corresponden al estado 
isotrópico y el máximo en anisotropia., asimismo, cuando el material esta en reposo, el esfuerzo es 
isotrópico, esto es,{!, = g .. La ecuación oonstitutiva del modelo de Giesckus es: 

(14) 

Al respecto, es importante destacar que la ecuación constitutwa del modelo de Giesekus difiere en 
el término cudrátioo respecto al esfuerw de la ecuación convectiva superior de Maxwell 
{[28],[34]} .. En este orden de ideas el modelo de Giesekus predice una zona newtoniana a baja 
rapidez de deformación y adelgazamiento al corte a altas velocidades de corte con pendiente 
constantes. En el flujo trans1tono, este sistema predice un máximo en el esfuerzo para inicio de 
flujo, el cual se mcrementa oon el aumento en la velocidad de corte y no predice oscilaciones. En 
experimentos de relajación de esfuerzos, indica un decaimiento no lineal. 

3.2. EL MODELO 
En este trabajo se acopla una ecuación cinética, que cuantifica la evolución de la fluidez 

(inverso de la \Íscosidad) al modelo c-0deformacional de Maxwell generalizado,.el objetivo, es 
generar un prototipo capaz de describir el comportamiento de sistemas viscoelásticos, que exhiben 
fenómenos dependientes del tiempo (tixotropía y reopexia). El modelo para materiales 
viscoelástico más sencillo que predice relajación de esfuerzos y efectos no lineales, es el modelo 
oonvectivo supenor de Maxwell, el cual ha sido deducido usando un método molecular (Larson 
1987)., por ello , se dec1cho emplear esta ecuación constitutiva para desarrollar este modelo. La 
ecuación cinética que descnbe la evolución del parámetro estructural, es siiñilar a la empleada por 
Fred1ckson ( 1970). Para desarrollar el sistema empleado en este trabajo, se hicieron las sigwentes 
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suposiciones: 

I) El material obedece a una ecuación maxwelliana codeformacional generalizada, con una 
fluencia q>, la cual, en general depende de Ja posición y del tiempo. 

a+ _1_ ~= 2ln 
= q>Go = <¡> = 

Donde G 0 , es el módulo de digidez yª, es el tensor rapidez de deformación. 

(15) 

2) La ecuación cinética que se propone, es la de Fredickson ( 1970), la cual, considera que la 
microestructura de la macromolécula cambia (un ejemplo, seria que la macromolécula se 
encuentra en forma esférica , y que debido a los esfuerzos internos ,se empieza a desenrollar 
cambiando su configuración espacial) debido a los esfuerzos internos y se genera y orienta debido 
al flujo, misma, que a continuación se enuncia:. 

d<p = (q>o - q>) + K(<p - m\- · D 
dt ')... "' -rr::f . = (16) 

3) En estado estacionario, la función de estructura queda acoplada con la ecuación reologica 
( 15} de la siguiente manera: 

1 + (A/Go)('A.o/'A.oo)(Q : /J.) ' 
1 + (AIGo)(g : Q> - ~+'A.o g= 2t]o{J (17) 

Esta expresión contiene cuatro parámetros a3ustables:, tres tiempos de relajación (/... 0 , /....,,) .. ).y 
el' módulo elástico G0 .La ecuación (17), es una ecuación diferencial parcial no lineal y describe el 
estado reológico del fluido con Ja cinética de destrucción., además, es cuadrática en el esfuerzo y 
en la rapidez de deforn1ación 

4) El sistema se encuentra en estado estacionario, es decir .. los atributos o variables del 
sistema no dependen del tiempo. 

S) AJ considerar regimen permanete, se supone que la misma cantidad de m1croestrustura que 
se rompe es la que se forma, por lo tanto no existe fuentes ni sumideros en referencia con la 
ecuación de contmuidad de la mecánica del medio ccntmuo. 

6) La constante K por lo regular, es una función que puede depender de los mvanantes del 
sistema [ 18) es decir, de las propiedades del flujo. Para este modelo, se considera constante y con 
valor igual al inverso del módulo de rigidez G0

1
. 

7) El proceso es isotérmico, ninguno de Jos atributos o variables del sistema son función de la 
temperatura. 

8) Las funciones matemáticas son C 2(n). 

9) Suponemos que el sistema tiene simétria c11íncdnca F(8 + 27t) = F(8). 

rrESI8 r.rir·1T 
FALU·~ U~: UrtlUEN 
---~·----•-r _ _.._ • 
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4.1 FLUJO CONTrNUO POR COMPRESIÓN. 

4.1.1 Ecuaciones teóricas. 
Físicamente el problema es el mismo que en [l-2].. es decir, el líquido fluye entre dos discos 

estacionarios de radio a , y distancia axial h (h<<a). El sistema de coordenadas es cilíndrico 
(R, e, Z) , definido en el centro de los platos., por hipótesis, el movimento es causado por el flujo 
continuo del líquido, a traves de una serie de perforac10nes a lo largo del plato inferior. 
Basicamente las ecuaciones utilizadas , son: la ecuación reológica (Cap. 3-17), la ecuación de 
movimiento, continuidad y tensor de esfuerzo total. El vector velocidad para este sistema es: 

K = ( Vcm. O, Vczi) (1) 

Ecuación de balance de cantidad de movimiento 

(2) 

Ecuación de continuidad 

1/ft + p('V • L') = o (3) 

Ecuación general de esfuerzos 

'[,= -Pg+g (4) 

donde p, es la presión rsotrópica Q, es el tensor de unidad y g es el tensor de esfuerzos., de 
esta expresón se identifica p como la d;nsidad del fluido, y 8 es la aceleración de la gravedad. 

4. 1.2 Tensores cinématicos. 
Tensor gradie111e de wlocidad 

( 
el'R o eVR 

J 
eR 7fZ 

'VV= o Vñ o -- T 
CVz O· eVz 
eR 7fZ 

(5) 

Tensor de esfuerzo. 

( C1RR o C1RZ 

J g= o crea o 
C1lR o C'zz 

(6) 

Tensor rapidez de defom1ació11 

2 éJVR -o ~ -,,., J éJr el cR D=l( o 2..!L o = 2 R 
eVz + el'1< o 2.E!:L 
eR el el 

(7) 
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Tensor de mrticidad. 

o o i'l'R - er·z 

J 
7Z-7R w~l( o o o = 2 

fWz i!l'R o o 7R-7Z 

(8) 

4. 1.3 Condiciones de contorno. 

( V(R) =0 f~ 2nRVcz¡dR = Q en Z=O (Flujo a.i:ial) 

J v<R> = Vez¡ = o en Z=O (Condición de adherencia) (9) 

v<R> = Vez¡ = o en z = /¡ (Condición de adherencia) 

4.1.4 Va1iables adimensionales. 
Se propone, el siguiente conjunto de variables, para adimensionalizar las ecuaciones de 

movimiento, continuidad y reológica. 

( 

l' = V¡Ri'I' w = hVez¡laV p = h2P!arioV ) 

r = Ria = = Z!h cr' eik> = hcr · <1ki!TJ0 V ex = h!a 
(10) 

En (10) TJo , es la viscosidad a rapidez de deformación baja.V. es la velocidad promedio del 
sistema, h, es la longitud axial en z. a , es la longitud radial en r y ex, es la relación geométrica 
adimensional. En este caso, V= Qi2;r;ah donde Q es el tluJO volumétnco. 

4.1. 5 Resumen de ecuaciones. 
Después de sustttuir las variables adimens1onales definidas en ( 1 O), en 

((2),(4) y Cap.3 - [17]) y realizar el álgebra correspondiente obtenemos: 
Componente de la ecuación de balance de cantidad de mo\imiento en r 

R O [ 1 a ( . ) cr· ¡¡:; ] oo",... dp 
ex e 1 i· = a r or ro rr - -r- - oz . - dr (11) 

Componente de la ecuación de balance de cantidad de movimiento en z 

(12) 

Ecuación de continuidad. 

...LíL(n') + ow = o 
r ar éJz 

(13) 

Componente del tensor de esfuerzos en zr 

4 • ru [ (0cr· aw · 8v · ) 2 é:-w • 011· • ] [ 0v 2 Dw] • cr :r + ,, e 1 ex :r - &O' :• - oz O' :r - a cr O' n· + o: O' :: = 8:: + ex 7ii 
(14) 

Componente del tensor de esfuerzos en 00 



Aa'oo + We 1cx[0-2f]cr'oo = 2cxf 

Componente del tensor de esfuerzos en zz. 

A ,· .u ·cri-· 2 { °''' . aiv . }J = 2ªaw .ª==+rre1aLJCJ==- ªarªr::+azª==. 0z 

Componente del teni.or de esfuerzos en rr 

Component~d~l:tensor de esfuerzos en rz 

IS 

(15) 

(16) 

. (17) 

Aa'r:: +Jfre'l[a{Óa' n - ( g;'. a' n + ~;a·~ +~'a'r::)} + ~·a'::}] = % + cx 2 ~; 
( 18) 

Ecuación cinética. 

1 + (/JA..,)W;1 [á(a',C,. ~ + cr'o~f+a':: :;· +aa':r Z» + a':r Z] 
A = ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

1 (')J~ ) '111'1 [ ( ' éJ.• ' V ' CK' ' CK' ) ' éJ.• ] + "'º ";1 Cl a rr-¡¡;: +a 007 +a ==ar+ªª :re, +a :r¡¡; 
(19) 

donde: 

Wei =A.o r; ex = hla << 1; Re1 = p ~; 0 = (v t + w g) (20) 

donde: We1 es el número de Weissenberg, ex es la relación de distancias axial y radial, Re1 es 
el número de Reynolds y O es el operador convectivo no lineal de la ecuación de movimiento 

4.1.6 Condiciones de frontera adímensionales. 

Se sustituye ( 1 O) en (9) y después de simplicar obtenemos: 

( 

l' =o 
v=w=O 
v=w=O 

u· = u(r) en :: =O ) 
en z = 1 

en r =O 

La función u(r) debe satisfacer la condición de normalización para el flujo: 

f ~ n1(r)dr = 1. 

Casos 
Flujo :m~forme : u(r) = 2 

(21) 

(22) 

Este es un caso particular de una expresión más general para el flujo no uniforme , en su 
trabajo experimental, Oliver encontró que el flujo a lo largo del plato infenor, podria tener una 
d1stnbuc1ón no uniforme,.para mayor referencia acerca del trabajo experimental, en este ttpo de 
equipo ver (Ohver DR.Ashtoñ RC and Wadelin GD (1978) Appl Sci Res 34:25) 
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Fhyo no unifonne : u(r) = (k + 2)rk(k ~ 1) 

La función u(r) debe satisfacer la condición de normalización (21 ). 

4.1. 7 Perturbaciones regulares. 
Como las ecuaciones [ 11-19] dependen del parámetro a, se postula que para un cierto 

intervalo de a Re las velocidades, la presión y los esfuerzos se pueden expresar en términos de una 
serie infinita { (1 ],[2], 29JJ. 

i• = ¿;oa'v1 
w = ¿;ia/w, 
P = ¿;oa1p, 

cr' (ik)1 = ¿_;:0 a!c:1 (iJ:J1 

(23) 

Después de sustituir [23) en (11-19) y despreciar términos superiores a orden cero en el 
parámetro· a, obtenemos las siguientes expresiones para las componentes de la ecuación de 
movimiento esfuerzo cortante, primera y segunda diferencia de esfuerzos normales: 

· '4.1.8 Teoaía a orden cero O(a 0 ): 

cr' (r.)o = 

E!..2... - o Oz -

awo . 1 f) ( ) o --+--n'o = az .. r fJr 

-[1 - (/JA.o)We?q2
] + J(I - (/JA.o)W;1q 2

) 2 + 4(A.ii..ai)w;1q 2 

2(1JA..,)Werq 

1 + (/JA.o)Wef [cr'¡,,,.] 

1 + (/JA..,)Wei[cr'c:rJ0 ] 

q = avo 
Oz 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

Las ecuaciones (24-26) son las mismas que se obtienen por medio de la aproximación de 
lubricación ([7]. [8], e 12] ). la cual, considera que los términos inerciales son despreciables a orden 
cero., en este punto, se hace la observación de que la presión (.25) no es función de la coordenada 
axial z ((l],[2].[7).[8],[12)). De la expresión (27). se observa que el esfuerzo tiene una 

TE('l'l'(I l"l()Ílf 
¡_i Ji.1 f . • •. 

F·1\J 1 :· 1 ·," . · •. ni1T 
.J.i.J!1c1 .'. ·.•'• Ul\1.U.!!il~ --··-... -~ .... -..... -- ._ .. -~·-·--.. ~..__-
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dependencia cuadrática con q y que la primera diferencia de esfuerzos normales, es función del 
esfuerzo cortante a'¡,..¡

0
., lo que concuerda con lo encontrado en [J 9], para un fluido cortante 

simple. Las condiciones de frontera, definidas en (21) en función del parámetro q (30) toman la 
siguiente forma: 

('=O w = u(r) en •= q, ) 
V= W = 0 en q = q, (31) 

V= W = 0 en r=O 

4.1.9 Límites asintóticos. 
A rapidez de deformación baja y alta las expresiones (27) y (28) ~ornan la siguiente forma: 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Consideramos el siguiente caso asintótico de la expresión (27). Si 1 » (AJA. 0 )Werq 2 ., la 
expresión (27) toma la siguiente forma (esto es muy común en sistemas micelares): 

a'(r::)o = 
-1 + J1 + 4(AJA...,)~,q 2 

2(/JA..,)Wefq 
(36) 

La ecuación (36), a rapidez de deformación baja, tiene los mismos resultados que en (32-33)., 
por lo que , a rapidez de deformación alta, el esfuerzo y la primera diforencia de esfuerzos 
normales tienen la siguiente forma: 

L . . _ 1 (A..,)' 2 
1111'!-'aca (r::lo - We1 T (37) 

l . N' ? ( >.."' ) , . ~ 
,1/1/ ~"' 1 = JVe 1 --:¡::- ~ (38) 

4.1. l O Obtención de las componentes de la velocidad y el gradiente de presión 
81 se mtegra la ecuación de balance mecánico (24) con respecto a z y se usa la condición (25), 

se tiene la siguiente expresión para la presión a orden cero. 

_ cr'cr::io(q) - cr'¡r::io(qo) 
Po :o.. (z-zo) (39) 

Donde cr'¡r.:i0(q) y cr'¡r.¡0(qo) son los esfuerzos cortantes evaluados en q y q 11 . La expr"'51ón 
(27) para el esfuerzo cortante es muy compleJa de tratar analíticamente, por lo que. para hacer 
progresos en esta dirección, consideramos un modelo más sencillo, el de dos constantes matenales 
(A.o.Go) .. este modelo , se obtiene cuando se hace >.. - A."' - O en (27). A partir de este 
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resultado, se calculan los perfiles de velocidades, gradiente de presión y la fuerza que experimenta 
el sistema debido al medio. 

· 4.1. 11 Modelo de dos constantes. 
A partir de la ecuación (30) y el gradiente de presión definido en (39) y con la condición de 

frontera v0 (q = q0 ) = O, obtenemos la componente radial de la velocidad a orden cero, para el 
modelo de dos constantes. 

1 [ 0 2 (Ji+ 4W;q2 + l) (Ji+ 4w;qff - 1) J 
v0( q, r) = 2 In ~ -;--;==::::¿:::;¡::::::;;:---;\7-;===:;=;;:--, 

4PaWe qo ( Jl + 4~q2 - 1) ( J1+41~qij + l) 
(40) 

De la ecuación de continuidad ( 13) y utilizando (39-40) e integrando con la condición de 
frontera wo(q = qo, r) = u(r}, definida en (31) obtenemos la componente axial a orden cero en ex : 

{-1nr.. ~ 3(~ - ~) q¿ q + qo 

+4Weln( 2''.'•'f+~) 
2u ,qo-+.J1+4R rqo 

+.l..Jn~ + 2(1.. - ...L) 
q qC, q qc 

+Jn[~+I). ~-1)1~ 
Jl+411""jq2-t J1...twM+1 q 

+.!..Jn[~-1. ~+l]} 
'I Ji+411°1q 2 +I Jl+411"1q"f,-I 

Si se sustituye (31) en la expresión (40) obtenemos la siguiente relación para q 1 

(q¡ )2 _ JI + 4W~qf - l 

(qo)
2 

- J1 + 4W;qf + l 

(41) 

(42) 

La ecuación (42) tiene solución para q 1 = =q.;. S1 q1 = q0 de la expresión (39), obtenemos: 

Po= O (43) 

La expresión (43) implica que no existe fluJo en la dirección radial r, i.e., (v =O)!., esto 
fisicamente es imposible, por lo tanto, la única solución aceptable es 

(44) 

La expresión (44), indica que q 1 se puede expresar en término de q0, pero no sabemos su 
valor, para esto, utthzamos la ecuación (41) con la condición de frontera w0 (qo = -q 1,r) =O, por 
lo qu.; finalmente: 

----------·--------

!P:8J8 r.o~r 
FALLA .U11

; UfüGEN 
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r(q1, r) = u(r) + 

-_1_--- ( - - ·· q1 · -- - ) ( .!.. + 6 o ( _J_ r y' ll(r' )di" - ll(r)> X (
45

) 
4We2 1-/1+4Wlqj r we2q 1 /1+4Wjq~ ,.: 0 

{2Weln( ~+iw,qi) + 2-3~} 
. . /1+4R'jqj-2Jr,q1 qi 

La ecuación (45) es no lineal, por lo que se procede a utilizar un método numérico para su 
solución., paráºllita i1(r) que satisface (22), la ecuación (45) se resuelve fácilmente por un 
procedimiento iterativo como un Newton Raphson para un valor inicial de q1 (con r fija). 

( ) - ( ) r((q1 )n) 
q1 n+I - q¡ n - r'((qi),,) 

El valor inicial del Newton Raphson está basado en la solución newtoniana ([I ], (2]) 

6 Jr ' ')d' q 1 = - 7 0 
r u(r r 

(46) 

(47) 

La deducción de (47), se presenta en el apéndice B., la expresión para el gradiente de presión, 
despues de sustituir la ecuación (44) y recordando que el esfuerzo es una función impar, i.e 
cr'cr.:i0(-q1) = -a'cr:io(qi) toma la forma: 

(48) 

4.1. 12 Fuerza en el disco superior. 
Para encontrar la expresión para Ja fuerza que experimenta el sistema debido al medio se 

plantea un balance de esfuerzos, asimismo,. la fuerza aplicada en una área, se balancea debido al 
tensor de esfuerzos: 

'/}; = -T<==> 1 z-h (49) 

En la ecuación (49), se utiliza la aproximac1on de lubricación -T<==> 1 Z•h = -P 1 Z•h e 
integrando por panes la ecuación diferencial obtenemos: 

Fo= 7taJl')o V JI 2 dpo d 
h 2 o r dr r (50) 

Donde se ha unhzado la cond1c1ón de que Po = O en R = a ó r = 1 (1 - 2], .si se sustituye el 
valor del gradiente de presión a orden cero (48) en (50) se obtiene: 

Fo,,, = -l..J1 r2[ 1- JI +4W~qr ]dr 
Fos 3 o_ We2c¡ 1 

(51) 

Donde: 

(52) 

La expresión (51 ), es la fuerza que experimenta el sistema para un líquido newtoniano (esta 
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expresión fue deducida por (1],[2]).) La ecuación (51), es una de las mas importantes del presente 
trabajo., esta relación, da información, acerca de Ja variación de la fuerza adimensional como 
función de los parámetros del medio (tiempos de relajación, módulo de rigidez, etc.) y la no 
homogeneidad del flujo. La ecuación (51) , se resuleve junto con (45), con r fija para obtener la 
fuerza en el sistema. El algoritmo se presenta a continuación: 

4.1. 13 Algoritmo de cálculo para la fuerza a orden cero. 
J. -Dado una función 11(r) que satisface Ja condición de normalización. 

J~ ru(r)dr = 1 

2. -Se procede a resolver la ecuación no lineal, por el método de Newton Rhapson. 

[ 

J_ + 6 
• (..!...f' r'u(r')dr' - u(r) J 

( ) 

r 11' 2 ~I '11'' 1 ,2 O _ ) q, e q1.¡1hn,q¡ 

r(q 1,r) - u(r) + --, ( ~ . ) r.:-:;-;;;r:r 4We· 1 -Jl + 4JV;qf {2 W.ln ;1+411;q¡+211,q1 + 2-J.¡1+41,,q1 } 

J1+4111ql-211',q1 q¡ 

El valor inicial para la iteración , esta basado en la solución newtoniana.(para una r fija). 

q 1 = - ~ J: r'u(r')dr' 

3. -La qj que satisface la ecuación no lineal se sustituye en la expresión para la fuerza. 

Fom - 1 J' 2 [ 1 - J1 + 4W~(qj)2 J e- - --3 r W , • dr ro.V o e·q 1 

Esto se hace para cada valor de r y se obtiene la solución numérica a la integral. 

4.1.14 Fuerza a rapidez de deformación baja. 
En esta sección ,consideramos casos asintóticos de la expresión para el esfuerzo cortante (27)., 

en particular, se analiza el sistema a rapidez de deformación baja i.e, q -. O., si se integra Ja 
ecuación de balance mecánico (24) con respecto a z y se utiliza (24) Junto con (30) con la 
condición de frontera vo(q = qo) =O (31) por lo que obtenemos: 

Vo = ) (q2 -q5) 
2po 

(53) 

Esta es la expresión , para la velocidad radial a orden cero en a, .se observa que es cuadrática, Jo 
que concuerda con el perfil parabólico encontrado en la literatura ( [ 1 ], [2] ). A partir de la ecuación 
de continuidad a orden cero (14) y (53) junto con la condición de frontera w0 (q = q 0,r) =O 
obtenemos la componente axial de la velocidad. 

1 ( 1 dñO 1 ) (a-' ' . ' 1) wu = 11(r)-~ -~ + - ..:i.- -qq5..,. -=qo 
. 1p0 ·r Po dr r " 3 

(54) 

Donde u(r) satisface (22 )., después de sustutuir las (31) en la velocidad radial (53) y por ( 42 - 44) 
obtenemos lo siguiente: 

q, = -qo 

TESiS COW 
FALLA D~ üHlGEN 

(55) 



S1 se sustituye (55) en (39) y se utiliza el resultado expuesto en el apéndice B, obtenemos la 
ecuación pára el gradiente de presión en el caso newtoniano ([l-2)). 

12 f r . ( • ..,¡ . Po = ---¡:-
0 

r 11 r ,...r (56) 

De manera análoga, se calcula la fuerza sustituyendo la expresión del gradiente de presión (56) 
en Ja ecuación (50) junto con u(r) = (m + 2)rm. 

a3 V 
Fom = 12m10 h2(m + 4), m ~ l (57) 

Esta es la expresión de la fuerza a rapidez de deformación baja para una distribución no 
uniforme del flujo. En particular, si m = O se tiene Ja expresión eqwvalente a la ecuación de Stefan 
(1902 fluido newtoniano) la cual, depende de variables geométricas y propiedades del medio. 

(58) 

4.1.15 Fuerza a rapidez de deformación alta. 

En esta sección se trabaja el caso, donde la rapidez de deformación es alta, los resultados son 
muy parecidos a lo expuesto a rapidez de deformación baja, por lo que no se hacen todas las 
deducciones como en el caso anterior. 

La velocidad radial a orden cero para este caso es: 

Vo = _1 (h)lq~ -qaJ 
2150 A.o 

(59) 

La velocidad axial a orden cero es: 

w0 = 11(r)- - 1-(h) (-1-dpo + .L) (!L.- qqij + iqfi) (60) 
2FQ2 r A.o Po dr r 3 3 

La presión a orden cero es: 

Po = - 1? ( ~; ) J> u(r')dr' (61) 

La expresión para la fuerza es: 

Fom = 12m10( ~;) (:,;~)' m ~ 1 (62) 

Esta es la expresión de la fuerza a rapidez de deformación alta , para una distribución no 
uruforme del fluJO. En particular, s1 m = O se tiene Ja expresión equivalente a la ecuación de Stefan 
para el caso a rapidez de deformación alta. 

p,2i _ J7tr¡ ( /..,) a 3 V _ ( > . .., )F" -·'· - º ¡:;;- h2 - ro ·'· (63) 

Combmando las ecuaciones (58) y (63) tenemos lo s1gwente mecuac1ón: 

r-------.. 
'r17r:rr .,·"'.r1r,,,T 
'/'\} 'l 



(h) <_E_< 1 
A.o - ~~> - (64) 

Esta expresión muestra, que la fuerza adimensional ~;, esta acotada superiormente por 1 e 

inferiormente por( ~~ ) << l., gráficamente, se obsevan dos regiones constantes a rapidez de 
deformación baja y a rapidez de deformación alta. 

4.2 MODELO DE REDES. 
En esta sección, se muestra que el modelo de redes, puede ser generado con una ecuación 

constitutiva consistente con los modelos aquí tratados., donde la derivación de un método 
particular de redes ha sido tratada en diferentes publicaciones y libros{[27-28],[34]}. En especial, 
se escoge la siguiente ecuación reológica: 

\7 
f3(trg)g +g= 2GoQ (65) 

Donde p, es una función de la traza del tensor de esfuerzo,. la anterior ecuación, abarca muchos 
casos particulares, dependiendo de la funcionalidad de p .. Acrualmente, si f3(trg) = 1, la ecuación 
(65) se reduce al caso convectivo superior de MaxwelLSobre el particular, en este trabajo, se 
propone la siguiente función de estructura: · 

(66) 

Donde (r1 ), es el promedio cuadrático de la distancia extrema de un segmento,. basados en la 
proporcionalidad entre (r2 )y tr(g), se tiene lo siguiente (Apendice A): 

f3(r2) oc Po 
1 - f3ntr(g) 

(67) 

Por lo tanto, si se sustituye (67) en (65) se obtiene: 

Po cr +6= 2G0D 
1 - f3ntr(g) = = = (68) 

4.2.1 Esfuerzo cortante, primera y segunda diferencia de esfuerzos normales a orden 
cero. 

Después de sustituir ( 10) y (21 ), y despreciar términos de orden superior, obtenemos el 
esfuerzo cortante, la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales a orden cero. 

0
• = _l_ • -1 + ./1 + (8Gof3nlf35)(Vi'h) 2q 2 

(r:lo G 0 Wc 4(f3n/f3o)(l'/h)q 

./1 + (8Gof3n( V/h) 2q 2 )/j3ij - 1 

Jl + (8Gof3n( Vlh) 2q2 )/j3ij + 1 

(69) 

(70) 

(71) 

Comparando las ecuaciones para el esfuerzo y la primera diferencia de esfuerzos normales 

T~Rff: t:nr·J 
FAU,1: n.::; uJ.üGEN __________ ..=::::::::::::::::.:..=:: 



(69} y (70) con el modelo de dos constantes (27} y (28} tratado en ( 4.1 }, se tiene Jo siguiente: 

Po = -1 Pn = - 1- (72) A.o 2Go 

Si (72), se sustituye en la ecuación reológica (68) y se simplifica, obtenemos: 

1 cr +A.o 6= 2rioD 
1 - (tr(g)12Go) - = = 

(73) 

La ecuación derivada en esta sección a orden cero, es la misma que para· el modelo de dos 
constantes tratado en ( 4. 1 )., una diferencia notable es que, el modelo de redes no predice una 
segunda zona newtoniana a rapidez de deformación alta, i.e (-!:- )We2q2 >> 1, Jo que, en el 

'·U 
modelo de dos constantes ( 4.1.12) si lo hace. 

4.3 FLUJO TRANSITORIO POR COMPRESIÓN 

4.3.1 Introducción. 
En esta sección, se hace una análisis del flujo por compresión transitorio para un líquido 

viscoelástico caracterizado con las mismas ecuaciones que en (41 ) .• el fluido ,es contenido en dos 
platos concéntricos de radio, los cuales estan separados a una distanica axial h. El fluido se 
encuentra en reposo para t<O., en el instante, en el que t=O, el plato superior se baja y compnme al 
fluido, produciéndose un laminado radial. Las condiciones de fr~ntera y variables adimens1onales 

cambian, puesto que la velocidad promedio V se sustituye por h(t)., en la siguiente discusión ,se 
presentan las ecuaciones más importantes. 

4.3.2 Variables adimensionales. 
Basicamente las variables adimensi~males son las que se definieron en (4.1}, lo único diferente 

es la velocidad V que se sustituye por h(t), por lo que tenemos lo siguiente: 

( 

V = v(Ri/ hCt) w = hV¡z¡/a h(t) p = h 2Pl~TJo hCt) ) 
(74) 

r = Ria z = Zlh a«.•~-> = hcr<i.1-ilTJo h(t) a = hla 

Las variables para normalizar la velocidad, presiones y esfuerzos son las mismas que se definieron 
en (10). 

4.3.3 Condiciones de frontera. 
Las ecuaciones de movimiento y reológica, deben sansfacer las siguientes condiciones de 

frontera: 

en Z =O J 
en Z = h(t) 

en Z = h(I) 

(75) 

4.3 .4 Ecuaciones adimensionales. 
Las ecuaciones ad1mensionales practicamente son las nusmas reportadas en (4. 1 ), la única 

diferencia conceptual, es en la definición del número de Re}11olds, el cual se define a continuación: 



Re = L.sL(.l1i(1)2) 2 TJo di 2 
(76) 

La ecuación (76), nos dice que a diferencia del flujo continuo por compresión en el transitorio, 
se tiene un Reynolds local, es decir, varía punto a punto y cambia con la cinemática del sistema., 
de la misma manera, para el número de Weissenberg, se genera algo análogo para el caso continuo, 
asimismo, se obtiene un Weissenberg local y para el el transitorio se define como: 

(77) 

La expresión (77), muestra que el Weissenberg es una función de punto y que se modifica de 
acuerdo con la cinemática del problema. 

4.3.5 Condiciones de frontera adimensionales. 
A partir de las definiciones anteriores, las ecuaciones de continuidad y movimiento 

deben satisfacer las' siguientes condiciones de frontera ad1mensionales. 

( 

w=v=O ::=0 J 
v=O ::= 1 

ll'=Cl ::=) 

(78) 

En las expresión (78) se observa que las condiciones son similares, excepto, para la 
componente axial de la velocidad, donde en z=I que es igual al cociente, entre la distancia axial y 
radial. 

4.3.6 Cálculo del gradiente de presión. 
Después de sustituir las series infinitas , definidas en ( 4 1) y despreciar térnunos superiores a 

orden cero,, tenemos la aprox1mac1ón de lubricación., al mtegrar esta expresión con respecto a z y 
utilizar la condición de frontera q = O en z = 1/2, obtenemos: 

(79) 

La relación (75) da la dependencia ,entre el esfuerzo cortante v el gradiente de presión .• 
integrando la ecuación de continuidad ( 14) y utilizando las condiciones de frontera (78 ), 
obtenemos: 

r = 2- f i -q(~ op )d-a o... .., Or .. (80) 

Donde q(z, {1; ), es una función que depende de la coordenada espacial z y el gradiente de 
presión. Esta expresión ,se cálcula sustituyendo el esfuerzo cortante (29) en (79) y despejando el 
escalar rapidez de deformación e¡ como fw1ción de z y 7. . Uno de los principales problemas de 
este algoritmo, es que las ecuaciones que se utilizan, pueden ser demasiado complejas para 
resolver para-q, por lo que esto, es una lim1tante. 

4. 3. 7 Fuerza expe1imental 
De la misma manera que en ( 4.1 ). la fuerza que expenmenta el medio debido al movimiento 

del plato es: -



Fo = na3110-ª-(-l-)-J1_,.2 dpo dr 
dt h(t) - o --_ dr 

4.3.8 Rapidez de deformación baja. ._ . 

(81) 

A rapidez de deformación baja, el esfuerzo cortante (32) se sustituye en la expresión (92) para 
obtener: · · · 

. é)n 
q = (z - 1/2)-a¡ (82) 

La expr~sión (82) , se sustituye en (80)para obtener el gradiente de presión., este término.se 
sustituye en la expresión (81 ), para calcular la fuerza arapidez de deformación baJa. 

.. ~. - ''' (83) 
,, -::··: 

Si Fes c~~~tei;te~;(1~:~cu~·éión (83) se integra con la condición inicial de h(t = O) = ho y 
se obtiene una fuÍÍCión 'e'ntre la rutura de los platos y el tiempo, tambien. se observa, que la 
expresión (83) · proporciona información de la \~scosidad a rapidez de deformación baja. 

h(t) = ho exp(-tl-ri) (84) 

Donde: 

(85) 

4.3.9 Rapidez de deformación alta. 
De la misma manera como en (82), se sustituye el esfuerzo a rapidez de deformación alta en 

(80), para obtener la relación entre el gradiente de presión y la rapidez de deformación alta 

q = (h)c= - 112) ºP 
A.o: éJr 

(86) 

(86) Se sustituye en (80) y se obtiene el gradiente de presión., a partir de este resultado, y la 
ecuación (81) obtenemos la ~iguiente expresión, para la füerza a rapidez de deformación alta 

F = - 3~
2 

'la. :Í,(lnh(t)) (87) 

De la misma manera, como en (83), se integra (87) con las condiciones de frontera 
h(t=O)=ho. 

h(t) = ho exp(-t/-r2) (88) 

Donde: 

•2 = ( ~: )•1 - (89) 

la ex-presión (89) ,es un tiempo de relajación de orden menor, igual al que se definió en (85). 

4.3.10 Fuerza a orden cero.(Caso micelar) 
En esta sección , consideramos el modelo de cuatro constantes, definido <!n (3 7)., este 

resultado se aplica como se dijo anteriom1ente, a sistemas micelares, por lo que. combinado las 



expresiones (37) y (79), obtenemos: 

-1 + J1 + 4(~i..,.,)~2q m, ------..,,.---- = (z - 1/2)~ 
2(~/....,)We~q or 

La ecuación (90), se resuelve para el escalar rapidez de deformación q y se obtiene: 

(z - l/2)!'l'.. 

q = 1 - 4(L)W'2: (!'l'..)c;(z - 1/2)2 
A.e e2 l'r . 

4.3.11 CálcuJo de las componentes de la velocidad y gradiente de presión. 
A partir de (91 ), se calcula la velocidad radial a orden cero en a: 

vo = ic • (-
1-)Ln 1 

P
2 JI -( /~ )Weio2(z - +> 2 

(90) 

(91) 

(92) 

Si se combina la ecuación de continuidad (14) y la expresión (92) , obtenemos Ja veiocidad 
axial. 

.((2-L1L - -L)Jn(Jl -(~t....,)WeilJ2 )- .L(-:L)We~ • 1 )z 
¡;' dr p2 . /l l.r • J¡-{i./l..~)WeÜJ2 

+t ¡x¡: • ~·~ 2¡; { ªfcsen(2 {F.; (z - 112)) + arcsen( {E)} 
ll'o = -+-}H~""11~J'Jt-(t..lt....,)We~(z- iY + tJl -(~t....,)We~} 

·++ -2 ~·t){z,ln(Jl - 4(A.n....,)WeUJ2(z- 1/2)2 + Jl - (~A;..,)We~p2 
p p. ' .. '·. •· 

-JI -(~A.,.,)WeilJ2(z- +> 2
} 

(93) 

Donde: ic = <_b_>. _1_~ ¡; = ap1rr 
f...., 4We· 

La ecuación (91) se sustituye en Ja integral definida en (80), la cual se integra con el siguiente 
cambio de variable z = 1/2 + l/We2~( L )sen6 para obtener una ecuación no lineal para el 
gradiente de presión. 

La ecuación (94) se resuelve con el mismo método iterativo que en (4.1 ). 

4.3 .12 CálcuJo de la fuerza a orden cero. 
1) Se procede a resolver la ecuación no lineal para el gradiente de presión por 

Newton-Rhapson 



a (· [2+·J<E>We221!... J Ff) Ff) ) r( Ej!..,r, We2) = L. n ¡/¡;:¡ º' - 2We2 (,A. )(I - ra. c,A. ) We2)!t . 
vr ... e e ..• ·.· . 2 _ (-)Werre. "'"' "'"' ur 

'-~ Or 

(a) 

en este caso, elvalor inicial se basa en la solución newtoniana para la presión, el cual es: 

(oplar)o = 6ro!We2 J'>JA..,, Vro e [O, l] e R. (b) 

2) Se procede a iterar la ecuación no lineal, mediante la siguiente ecuación recursiva dado el 
valor inicial .(op/Or)o 

_ r(ep/or)n 
(oplor)n+i - (op/Or)n - r'(()p/Or)n (c) 

3) Con este valor de la presión , se evalua la integral y se obtiene el comportan1iento de la 
fuerza a orden cero en a. 

Fo = -7tt13rto-ª-(-I-) ¡• r2 dpo dr 
dt h(t) o dr (d) 



CAPÍTULO 5 



ANÁLISIS 

5.1 Flujo continuo por compresión. 
De los resultados obtenidos se puede inferir lo siguiente: en (4.1) se investigó el 

comportamiento de un líquido viscoelástico por medio del flujo continuo por compresión. El 
fluido fue caracterizado por una ecuación constitutiva codeformacional de Maxwell y una 
cinética que describe la destrucción y formación de la microestructura debido al flujo. 

a+ - 1- J= .l.12 
= cpGo = cp - ( 1) 

1i = l (<po - <p) + K(<poc - cp)g : Q (2) 

En ( 1) y (2) g es el tensor de esfuerzos, Q es el tensor rapidez de defonnación, cp es la 
fluidez. <po es la fluidez a rapidez de deformación baja, <pr es la fluidez a rapidez de 
defonnación alta. íl es un tiempo de relajación de la estructura K es una constante de 
normalización para el esfuerw y g : Q es un término de disipación de energía. Este sistema 
de ecuaciones están acopladas en el tensor de esfuerzos y rapidez de deformación. Al 
considerar regimen permanente (2) toma la forma: 

cp r¡ 0 1 + Kíl(A.ol A.,. )Q.: : f;J, 
A = To = Tf = 1 + Ki..g : f;J, 

la expresión (3) es la función de estructura A y mide los cambios de la viscosidad con el 
término disipativo y depende de los tiempos de relajación ílo = r¡0/Go. A.e,, = 1/-r:IG0 • 

Finalmente, si se multiplica (3) en (1) obtenemos [19]: 

1 + Kíl(ílolk,,)g : fJ íl v _ 
2 

D 
1 + KA.Q.: : /2 g + o g- 110= (4) 

la ecuación (4) es no lineal en el tensor de esfuerzos y rapidez de deformación. Esta ecuación 
acoplada no lineal describe como cambia la microestructura debido a los esfuerzos internos y 
parámetros materiales del medio. Al susituir las variables adimensionales definidas en el 
Cap. (4-10) se obtienen las componentes del tensor de esfuerzos y de movimiento 
adimensionales. A orden cero en a. se obtiene la aproximaciór:t clásica de lubricación (la 
cual. consiste en despreciar los ténninos inerciales de la ecuación de movimiento. es decir se 
lineal iza) expuesta ampliamente en [ 1-1 O]. A partir de la componente r de la ecuación de 
movimiento obtenemos un balance mecánico entre la divergencia del tensor de esfuerzos y el 
gradiente de presión radial. La componente en z indica que la presión es independiente de z y 
que es una función exclusiva de la variable radial r. La ecuación de continuidad pennanece 
invariante a orden cero en a. La ecuación para el tensor de esfuerzos a orden cero. resulta 
cuadrática como lo propuesto para un fluido cortante simple [ 19] . Por cuestiones fisicas solo 
la solución positiva es tomada en cuenta. La primera diferencia de esfuerzos nonnales a 
orden cero en a queda expresada en función del esfuerzo cortante zr. Esta expresión depende 
del número de Weissenberg y de los tiempos de relajación. A orden cero las componentes 
extensionales son cero, no importando la función de estructura que se use. 

TESrn enM 
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[I - (AJ).0 )We2q 2] + j(I - (AIA. 0 )We2q 2) 2 + 4(AIA. .. ,)We2q 2 

acr.Jo = - 2(A/A..,.)JVe2q (5) 

(6) 

Las ecuaciones (5) y (6) tienen los siguientes límites asintóticos a rapidez de 
deformación baja: 

(7) 

(8) 

lo que concuerda con lo encontrado para un fluido cortante simple [ 19]. La ecuación (7) 
implica que el esfuerzo cortante a rapidez de deformación baja tiene un comportamiento 
newtoniano. Para la primera diferencia de esfuerzos normales observamos, que a rapidez de 
defonnación baja depende del cuadrado del escalar rapidez de deformación y del número de 
Weissenberg. A rapidez de defonnación alta se tiene lo siguiente: 

l . ( ,\.,., ) 
lmq-xG(r:)o = To q (9) 

limq-.,,N1 = 2We( t rq2 ( 10) 

las expresiones (9) y ( 1 O) son las mismas reportadas en [ 19] para un flujo cortante simple.La 
expresión (9) índica que el esfuerzo cortante tiene una segunda zona newtoniana a rapidez de 
deformación baja. por lo que. el esfuerzo cortante pasa de una primera zona constante a una 
segunda zona constante. De la misma manera, la primera diferencia de esfuerzos normales 
presenta un límite asintótico a rapidez de deformación alta y depende del cuadrádo del 
cociente de tiempos de relajación y del número de Weissenberg. La ecuación (5) tiene el 
siguiente caso para sistemas micclares: 1 >> (.AIA. 0 )We 2q 2 

-1 +JI + 4(A./A..,,)We2q2 
Gcr.lo = 2(A/,l.,,)We2q ( 1 1) 

A rapidez de deformación baja, .el esfuerzo cortante presenta los mismos límites que en (7) y 
(8). A rapidez de deformaciór¡ alta se tiene lo sigiente: 

(12) 

( 13) 

las expresiones ( 12-13) presentan tres límites asintóticos: el primero de ellos. es cuando 
A. __,. A.,,,. En este caso las expresiones se reducen a valores constantes. Para el esfuerzo 
cortante se tiene un valor del inverso del número de Weissenoctg. Para la primera diferencia 
de esfuerzos normales se obtiene el doble del valor del esfuerzo cortante. Cuando A. .... A.o se 
tiene el mismo resultado del primer caso, pero multiplicado por un factor JA..,./ A.o << 1. Para 
la primera diferencia de esfuerzos normales. se tiene-el mi5mo resultado que el primero pera 
multiplicado por JA.,,IA.o << 1. De la misma manera. si A. E (A. ,.A.o) tenemos un caso 



intermedio para el esfuerzo cortante y la primera diferencia de esfuerzos nonnales. 

5.1.1 Modelo de dos constantes. . , 
El modelo de dos constantes (..lo,Go) se'obtiene-cte·1a-expresióilgeneral J5) cuando se 

toma el caso asintótico A _. Aoo _. O, resultando: · ·. ··· · ·· · · · · , 

-1 +JI +4We2q~ 
O(r:)o = 2We2q (14) 

La expresión (14) tiene los mismos límites asintóticos a rapidez de defonnación baja y alta (5 
-6). A rapidez de deformación baja el comportamiento es newtoniano. Cuando la rapidez de 
deformación aumenta el esfuerzo se comporta asintoticamente con valor constante igual al 
inverso del numero de Weissenberg. A partir de la definición de función viscosidad. 
'1 = <I(r:J/q, se observa que a rapidez de deformación baja la viscosidad tiene una zona 
constante y al incrementar q la viscosidad decrece monotonamente. Físicamente siginifica 
que el fluido en esta región es pseudoplastico y analíticamente se puede representar con la 
siguiente función viscosidad. 

5.1.2 Velocidad radial y axial. 

r¡(q) = -'-q-1 
Wc 

(15) 

A orden cero se encontró que la velocidad radial es una función que depende de q,q0• y 
el gradiente de presión po. 

vo(q,r) = 1 
4po2JVc2 

(16) 

Donde: 

Wc = A.o_[ v qo = .2. Jr r'u(r')dr' 
h · r o (17) 

la expresión ( 16) depende del número de Weissenberg, el cual proporciona información de 
los mecánismos viscosos y elásticos. El escalar qo ( 17) se expresa en función del flujo 
volumetrico, cuando entra el líquido al rlato inferior en z =0. Además (17) proporciona 
información acerca de la no homogeneidad del fluido. Para flujo uniformé 11(r) = 2 el perfil 
de velocidades es parabólico. pero para flujo no uniforme u(r) * 2 los perfiles de velocidad 
pierden esa simetría. A partir de la ecuación de continuidad (Cap. 4-13). se cálcula la 
componente axial de la velocidad a orden cero en a es: 

,,--·----------------------------------



1 1 dlnpo) 
Wo = u(r) + 8fVe4po ( r - dr X 

- (18) 

_ (.!L)2 • JI +4We2q2 
[ qJI +4We2q~ -qoJI +4We2q2 

In qo . q + 3 qqo J 
+4Weln[ 2Weq+ JI +4We2q2 J + ..L1n( .!L )2 +2( !JJJ.::!L) 
.- 2Weqo +JI + 4We2q 2 q qo qqo 

JI + 4We2q2 (JI+ 4We 2q2 
- 1) (J1 + 4We 2qij - 1) 

+ •ln-7""-;::::====::::;:::::::;:--~,-;.======;;::::;;:--~ 
q ( Jl + 4We2q2 + 1) (Ji +4We2qij + 1) 

I (JI +4We2q2 
- 1) ( J1 +4We2qij + 1) 

-ln-7""-;:=====::;:::::;:--~--;:::=====:;::::;;:--~ 
q (JI + 4We2q 2 + 1) (JI + 4We2qij - 1) 

La ecuación (18) es antisimétrica y depende de los parámetros q.qo y r. Además, contiene la 
no homogeneidad del tluido en u(r) y el dominio de los mecánismos viscosos y elásticos en 
el número de Weissenberg. 

5.1.3 Gradiente de presión a orden cero. 
El gradiente de presión no tiene una representación analítica, por lo que, para calcularlo 

se necesita resolver dos ecuaciones acopladas que dependen del escalar rapidez de 
deformación en q 1 · 

dfio = ( 1 -JI +4We
2
qr ) 

dr. Weqi 
( 19) 

Donde q 1esta dado por las siguiente ecuación no lineal. 

_ .. 1 (· 1 ) .2-3j1+4!Jle2qf 
r(q 1,r) = u(r)+,M.v .. 2 _ . J , x + . qi 

. . . e 1 - 1 + 4Weq¡ .·--
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..L + 12 ( 1 f' . ( ')d; ( )) I [ 2Weq +JI + 4We2q2 J r . 2 rur r -ur n 
Weq 1 Jr+4Weqy r o 2Weqo + Jl + 4We2q2 

2-3j1+4We2q1 
+ q¡ 

Por la complejidad de las ecuaciones. no se deduce una forma analítica para la presión. 
Las ecuaciones (19-20) se resuelven para encontrar el valor de q 1 y de.spués, se sustituye en 
la expresión (21) para obtener la fuer.la en función de las propiedades del medio y del flujo. 
Para resolverlas se propone el siguiente esquema númerico. Dado un valor de r E (O, 1) y un 
valor de m se obtiene el valor de qo. A partir de esto, la ecuación (20) se resuleve con un 
método iterativo como Newton-Rhapson. El valor inicial esta basado_en la solución 
nev .. 1oniana ( 17) (Ver [ 1-2]). Físicamente. el gradiente de presión radial es una función de las , 
propiedades del medio (viscosidad a rapidez de deformación, tiempos de relajación, módulo 
de rigidez) y de ílujo ( la no homogeneidad del fluido). ri~-----:-:--

- 7'1i'(J(.j (1.'·,·.r 
' " ' . ~ : ' ' 

f 1~ ¡ i ' . • '· ' •T~J 
"--::..·~~~:.:...'.~.-.:':' !.J. 1.t.'.~JtÜl' 

·~ ...... _ .. ~~·---....... 
. .-- ---------------------------------------

(20) 



5.1.4 Fuerza a orden cero. 
A partir del balance mecánico y la aproximación de lubricación se obtiene la siguiente 

expresión para la fuerza a orden cero en a. . - - · .. ~.. ~ -~-- - . . .. . . . .· 

Fom = _J_ f 1 ri·V···· 1,~ ji ;- ~weiqT. )dr 
FoN 3 o e\. -, Weq1 

(21) 

La expresión integral (20) como se mencionó, depende de la propiedades del medio y del. 
flujo. En esta expresión Fos obtenida·por [1-2), representa la fuerza newtoniana, We es el 
número de Weissenberg, q1 es la rapidez de deformación en z =I y el índice m representa la 
no homogeneidad del flujo. Físicamente, a orden la expresión (21) representa una medida de 
los efectos viscosos. 

5.1.5 Fuerza a rapidez ·de deformación baja. 
En esta pane, consideramos el caso asintótico a rapidez de deformación baja, es decir. 

cuando el escalar rapidez de deformación tiende a cero, la velocidad radial tiene la siguiente 
forma paramétrica: 

Vo = -b-(q 2 - qij) 
2Po 

(22) 

la expresión (22) es cuadrática lo que concuerda~on lo obtenido por Gooden y Waters [1-2). 
Para el caso newtoniano (perfil parabólico). De la ecuación de continuidad a orden cero se 
encuentra la componente axial del vector velocidad, i.e., 

· ., · ·, dlnp J 3 2 
ll'o ;= u(r)..:. ----="(--º + - )(!L. - qqo + -q~) 

2p0r dr r 3 3 
(23) 

la espresión (23) es cúbica en q y además, depende del gradiente del logaritmo de la presión 
radial. En particular si q = qo se satisface que wo = u(r). La expresión para el gradiente de 
presión viene dada por: ' 

- 12 f r • ( ')d • Po= -- r u r r r o 

la expresión para la fuerza no homógenea es la siguiente: 

a 3 V 
Fom = 121r'7o h2 (m + 4), (m 2:: 1) 

(24) 

(25) 

esta es la expresión para la rapidez de defonnación baja para una distribución no uniforme 
del flujo. En particular si m = O se tiene la expresión equivalente a la ecuación de Stefan 
(1902, liquido newtoninano, flujo transitorio por compresión) la cual. depende de las 
variables geométricas y propiedades del medio. 

1 a 3 V Fs = 3rr'7o-,-. (m = 0) 
- Ir 

(26) 

La expresión (26) fue deducida por [ 1] para un liquido viscoso. que satisface el modelo 
de Jer. de potencia. 
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5.1.6 Fuerza a rapide:.i.: de deformación alla. 
En esta sección discutimos los resultados a rapidez de deformación alta. las ecuaciones 

para las velocidades, presión y la fuerza son muy parecidas a lo expuesto a rapidez de 
defonnación baja, por lo que nos ocuparemos en la parte física. · 

(27) 

wo = [u(r)- (A..,,)-+-< c/lnPo + j_)(~ -qqo+.l.qg)] A.o 2pfir dr r 3 . .. 3 
(28) 

- ( A."' ) 12 f r , ( ')d. , Po = - -,--- :-;-;- , rJf. r. . r 
11.Q . ··º ·;:•: , ... (29) 

(30) 

(31) 

Practicamente las ecuaciones (27-31) son las mismas que se obtuvieron en el análisis que 
se hizo a rapidez de defonnación baja. La única diferencia es el factor (.J.xlA.o) << l. Este 
factor lo que hace es contraer el perfil parabólico de velocidades, esto sucede para la 
componente axial y la presión. Para la expresión de la fuerza (30-31) observamos que 
proporciona información acerca de la velocidad a rapidez de deformación alta '1"-·La 
expresión (31) es la segunda ecuación equivalente de Stefan ( 1902 Flujo transitorio por 
compresión), por lo tanto, de las expresiones (26) y (31) se tiene la siguiente inecuación para 
la fuerza: 

F~.:::; F:::; F_l. 

, fonna adimcnsional se tiene lo siguiente:. 

( ~~) ~ F':::; 1 

(32) 

(33) 

La inecuación (33) muestra que la fuerza adimcnsional F• esta acotada superionnente por 1 e 
inferionnente por el cociente de los tiempos de relajación. Esto explica que en la gráfica de 
fuerzas adimensionales existan dos zonas constantes y un región donde la fuerza decrece 
monotonamentc con una pendiente cercana a la unidad. En las figuras ( 1-13) se presentan 
algunos de lo resultados teóricos de las ecuaciones expuestas cambiando los parámetros del 
medio y del flujo. 
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En la Fig. (1) se ilustran las predicciones del modelo de dos constantes materiales (5). En 
el eje de las ordenadas se representa el esfuerzo cortante acr.Jo y en de las abcisas se tiene el 
escalar rapidez de deformación q. De la Fig. ( 1) se observa que a rapidez de deformación 
baja, el esfuerzo es lineal, lo que concuerda con lo encontrado en (7). Conforme la rapidez de 
deformación aumenta, el esfuerzo cortante es asintótico con valor igual al inverso en el 
número de Weissenberg. También se observa una familia de curvas que estan desfasadas, 
dependiendo del valor en el número de Weissenberg. Para We = 0.005, es decir. cuando los 
efectos elásticos dominan a los viscosos, la vecindad donde el esfuerzo es lineal. es mucho 
mayor que en el caso We= 0.05, We=0.5 y por último el caso viscoelástico We = 1. 
Físicamente significa que el esfuerzo cortante se ve afectado por la naturaleza de los 
mecánismos elásticos y viscosos y que en la zona lineal es donde se lleva a cabo el mayor 
rompimiento en la microestructura del material porque el esfuerzo es creciente y para un 
cierto intervalo se comporta asintóticame11te. 
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0.001 
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Flg. 2 Primera diferencia de esfuerzos normales vs rapidez de 
deformación. 
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En la Fig.(2) se presentan predicciones de la ecuación (6) para un valor de We = 0.5. Se 
observa que la dependencia de la primera diferencia de esfuerzos normales con la rapidez de 
deformación es lineal con pendiente de 2. En la Fig. (2) analizamos el caso donde el 
mecánismo que domina es el elástico. Si se modifica el número de Weissenberg se tendría un 
haz de rectas desfasadas en la ordenada al origen y este valor tiene que ver con la 
competencia de mecánismos. Si el We < 1 los efectos que dominan son los elásticos, 
mientras que para We > 1 son los viscosos. 

Flg.3 Fuerza adlmenslonal como función del número de Welssenberg 
para el flujo homogéneo continuo por compresión. 
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En la Fig. (3) se presentan las predicciones de (20) com m = O (flujo homogéneo) para el 
modelo de dos constantes ( 13) . En el eje de las ordenadas se representa la fuerza 
adimensional Foo!Fo.v y en las abcisas se tiene el número de Weissenberg We = A.o(Vlh). En 
esta representación Fo.v es la fuerza newtoniana deducida por [ I ]. Se aprecia que a 
We pequeños, i,e We E (0.001,0.1) el cociente de fuer.las es constante y a medida de que el 
We > 0.1 la fuerza adimensional decrece monotonamente con una pendiente cercana a la 
unidad. Físicainente. esto significa que a pequeños valores de Weissenberg. el mecánismo 
que domina es el elástico y para valores de We > 0.1 es el viscoso. Es de notarse que esta 
curva reproduce lo encantado para un flujo cortante simple a orden cero a partir de un flujo 
por compresion [ 19]. 
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Flg.4 Fuerza adlmenslonal como función de la no homogeneidad del 
fluido, para diferentes valores en el número de Welssenberg 
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En la Fig. (4) se presentan predicciones de (20) con m '* O (flujo homogeneo) modelo de 
dos constantes. En el eje de las ordenadas se representa la fuerza adimensional Foml Fox 
como función de la no homogeneidad del fluido m, para distintos valores en el Weissenberg. 

·Para el caso m =O (homógeneo) se tiene un fluido que no depende de la posición (figura 3). 
Pero en el caso donde m '* O la fuerza decrece monotonamente en el intervalo 1 ~ m ~ 60. 
Además, se observa que al aumentar el número de Weissenberg, existe un desfasamiento en 
las curvas. Esto físicamente, representa que al disminuir los efectos elásticos y aumentar los 
mecánismos viscosos, la fuerza adimensional crece. De las Fig. (3-4) se concluye que la 
fuerza se modifica, debido a las propiedades del medio y del flujo. 
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Flg. 5 Esfuerzo adlmenslonal como función del número de 
Welssenberg para el flujo homogéneo por compresión. 
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En la Fig. (5) se presenta predicciones de (20) con m = O (modelo de dos constantes). Se 
observa como varia el esfuerzo adimensional conforme aumenta el número de Weissenberg. 
\;/ We e (0.001) el esfuerzo es monotono creciente con una pendiente aproximada de 2. A 
partir We > 0.001 el esfuerzo es asintótico, es decir, al disminuir los efectos elásticos, el 
mecánismo que domina es el viscoso, por lo que el esfuerzo aumenta linealmente. A partir de 
este resultado, se inferiere que el esfuerzo a orden cero se ve afectado por los mecánismos 
viscosos y elásticos. Tambien se concluye, que existen dos zonas de predominio. La primera 
de ellas, donde los efectos dominantes son los elásticos, es donde se lleva el mayor cambio 
de configuración en la microestructura. En la segunda zona, donde los efectos dominantes 
son los viscosos, el esfuerzo se comporta asintoticamente, por lo que en esta parte, no hay un 
cambio tan notable en la microestrustura. 

5.2 Modelo de redes. 
Este tipo de modelos se utiliza para macromoléculas como polímeros y micelas [19]. 

Para estudiar estos sistemas fisicos, utilizamos la ecuación reológica (1) pero con una 
función de estructura diferente. Esta función depende·de la traza del tensor de esfuerzos y 
además, tiene Jus constantes reológicas a deterininar /Jo y fln· 

Po . . ··· v 
1 - /3nlr(g.) g +g= 2Go!J, (34) .· 

La forma analítica de la función de estructura esta deducida con detalle en el apéndice A. 
Despues de sustituir las variables adiinensionales (10) y utilizar la misma técnica por 
perturbaciones (4.1.7-(23-24)), obtenemos el esfuerzo y la primera diferencia de esfuerzos 
normales a orden cero: 

-1+JI+8Gof3nV2q2/h2fij 
O'(r.Jo = 4f3n Vqlh{Jo (35) 

(36) 

(37) 

Comparando las ecuaciones (35) y (36) con (3) se obtienen las siguientes relaciones: 

{J - 1 p-1 
n - 2Go ' 0 - "J:O (38) 

Finalmente, las expresiones para el esfuerzo cortante y la primera diferencia de esfuerzos 
normales son las misma que para el modelo de dos constantes (A. -+ Ar -+ O). Esto quiere 
decir, que el modelo de redes es un caso particular del de dos constantes materiales. Las 
predicciones de este sistema son reportadas en las Fig.(3-5). 
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5.3 Flujo transitorio por compresión. 
Este sistema como se explico en el capítulo (3) difiere del fllujo continuo por compresión 

en que el íluído es colocado ~ntre los platos y comprimido por el plato superior, el cual se 

aproxima con una velocidad h (t) en z. La compontes de la ecuacion de movimiento y del 
tensor de esfuer.ws son las mismas que se calculan para el flujo continuo por compresión. La 
única diferencia es en las condiciones de frontera, las cuales, se ven afectada por condiciones 
cinemáticas distintas. Al utilizar la técnica por perturbaciones expuesta por Gooden y Waters 
[2-3] obtenemos la aproximación clásica de lubricación [7 - 15]. Para este sistema, 
utilizamos el modelo discutido en (11 ). Experimentalmente, se ha comprobado que los 
sistemas micelares obedecen este tipo de ecuaciones. 

-1 + J 1 + 4(,V ..loo) We~q2 

O'(r.)o = 2(A.l..loo)We~q (39). 

La expresión (39) es la misma que en el Cap. 4-37. Esta expresión consta de cuatro 
parámetros ajustables ..l, A.0 , k,.,. Go y además, tiene dos límites asintóticos a rapidez de 
deformación baja y alta (5-6). 

5.3.1 Velocidad radial y axial. 
A partir de la aproximación de lubricación ( 4.1.8) y la ecuación (5-39) se integra con las 

condiciones de frontera definidas en (4-3-5) y se obtiene: 

(40) 

la expresión (40) es la velocidad radial a orden cero en a para el ílujo transitorio por 
compresión. Se observa que depende de los tiempos de relajación. numero de Weissenberg y 
de la coordenadada espacial z. Esta ecuación tiene tres resultados distintos, dependiendo del 
valor que torne el tiempo de relajación ..l. Si ,l -+ A..,, se obtiene un modelo equivalente al de 
dos constantes (A.o. Go). Si A. -+ A.o se obtiene un modelo que contiene dos tiempos de 
relajación y el módulo de rigidez (A.o,..loo.Go). Si A. €(Á:r.A.o) se obtiene un modelo de cuatro 
parámetros. Tres de ellos son: tiempos de relajación y módulo de rigidez (.l • .lo • .l.,,. G0 ). 

Estos parámetros modifican el perfil de velocidades radial a orden cero en a. De la misma 
manera que en (4.1.12), se utiliza la ecuacion de continuidad para obtener la componente 
axial de la velocidad: 

w, • \2(P:' 7J: - P:') 10J1 - (l.)w,¡p,' - ;, (fJ ji_ ( ;•;Wojpo' )= 
(-ti) 

+ !}).;."'• • We12p~{arcsen( ~w- (z - y))+ arcsen( pj)} 
- 2~o{Cz - ~ ) J 1 - ( /00 ) We~ ( z - + r + t J 1 - ( -t-) We~ }-

+ 2(p:J ~: - 2; 0
2 )(z1nJ1 -41-t )wewa2 (z- ~y+~ J1 -( L )1fr~) 

_ 2 ( " dfio _ K )J1 -(_L)wewoi(z- l.)~ poJ dr 2po2 A.e.e 2 

-¡;'Ai J' " , ., :p··~ ~ .. J Ji'! J.ii:; ;, .,¡i¡ .. ,;_, 
---------------------------------=:::::--··--.. ·---.. :~_·:.._:::-i.;. 



La expresión (41) depende de parámetros del medio como son: (A., A.o. A..r, Go). de parámetros 
cspaCiales (r,z) y del gradiente de presión~. A velocidad axial (17), la ecuación (40) 
depende explícitamente de la coordenada espacial z. La expresión (40) tiene tres límites 
diferentes, dependiendo de los valores que tome el tiempo de relajación A.. Además la 
componente axial, depende de la relación geometrica a lo que no sucede en el flujo continuo 
por compresión . 

5.3.2 Gradiente de presión a orden cero. 
Como en el flujo continuo por compresión, la presión, es unafunción no)ineal que 

depende de los tiempos de relajación, del número de Wcisscnbcrg y del cociente entre' la 
distancia radial y axial. · 

A ( ddpro ,r, We2, a) = In 
2 

+ .fE Wei ~ - 2We2J .. A. . ( 1 ...., ar··.J. A.. Uje2 .• )· dpo. 
2 - fI' Wei .!!e2.. Aoo . ·. · .. · Aoo. · ·.. dr v .1..~ dr 

(42) 

5.3.3 Fuel7..a a orden cero. . . , . ··. . . . .· · / .>· .. ··.·• ... •.. . • . ..••. ..·. . .· 
La expresión para la fuerza es equivalente al modelo del flujo continúo po(ccimpresión. 

La única diferencia conceptual es qÜe la velocidad promedió V s.~ modÍfica por la vclbcidad 
puntual tl~(t)(cjt .. · · ':"'-' 

Fo= 1ra3r¡o-ª-(-1-) J1 
r2 dpo dr 

dt h(t) o dr 
(43) 

En esta expresión, el gradiente de presión se cálcula a partir de la ecuación (42) por un 
método iterativo. 

5.3.4 Fuerza a rapidez de deformación baja. 
A partir del esfuerzo a rapidez de deformación baja (7) se sustituye en la ecuación 

(..J.3.6-79) y se resuelve para q obteniendo la rapidez de deformación como función de z y del 
gradiente de presión. Esta ecuación se sustituye en (43) y se deduce la fuerza a rapidez de 
deformación baja. 

Fq-o = - 3tr_,a2 TJo cli (In h(t)] 
- el 

(44) 

La ecuación (44) es la expresión analítica para la fuerza a rapidez de deformación baja. Se 
observa. que depende de variables geométricas y del medio como son: la viscosidad a rapidez 
de deformación baja, la altura y el radio del plato. Si Fes constante la expresión (44) se 
puede integrar con la condición inicial h(t = O) = hopara obtener: 

h(t) = ho exp(--f¡) . (45) 

Donde: 

(46) 

ILa expresión (45) da la dependencia de la altura como función del tiempo. Esta expresión 
contiene un tiempo de relajación característico r 1. Este tiempo depende de las propiedades 
del medio. de la geometría y la fuerza normal que se aplica al plato. Por lo regular, esta 
fuer1.a normal es el peso. i.c .. E= mg. 
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5.3.5 Fuerza a rapidez de deformación alta. 
De la misma manera, como en el caso a rapidez de defonnación baja, se obtiene la 

expresión para la fuerza a rapidez de deformación alta. 
- - - =--'=---'---~.:;-ó_,~-

Fq-. = -( t )Fq-.o (47) 

La ecuación (46) se i~tegra como en (43) y se obtiene la relación de la alturacomo función 
del tiempo: · 

h(t) = ho exp{.;... /
2 

) (48). 

Donde: 

(49) 

la expresión (.t8) es identica a la expresión (45) pero multiplicada por el cociente de tiempos 
de relajación. La ecuación (49) expresa que el segundo tiempo de relajación r2 es menor que 
el tiempo r 1 porque (,1 .. ,)A.o) << l. La ecuación (47) proporciona información acerca de la 
viscosidad a rapidez de deformación alta '7"'· Además. a rapidez de deformación alta, la 
fue17..a es proporcional a la fuerza que experimenta el sistema a rapidez de deformación baja. 
pero multiplicada por un pequeño factor númerico menor que la unidad. Finalmente de (44) y 
(47) tenemos lo siguiente: 

(h) < F* < 1 A.o - - (50) 

Donde: 

F' = F!Fq...¡i (51) 

La expresión ( .i9) muestra que la fuerza F' esta acotada superiormente por 1 e inferiormente 
por el cociente de tiempos. En las figura (6-10) se presentan algunos resultados de estas 
ecuaciones. 

o 1 ' 

Fig 8. Attuni adlmenslonal como función del tiempo para ef nujo 
lrllnsilotio pot' compresión. 
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En la Fig. (6) se hacen predicciones de (44) para tres tiempos de relajación 
(T 1 < r: < r.~). En el eje de las ordenadas tenemos la altura normalizada con la altura inicial 
'10 • En las abdsas se tiene el tiempo tlr. Se aprt!cia que todas las curvas parten de uno. 
debido a la condición de normalización con la altura inicial. Para valorl!s pequeños en el 
tiempo adimensional. el comportamiento es constante y para un cierto valor mayor tlr > 0.2 



la curva decrece monotonamente. Cuando r = 
3"i;.ª' aumenta, fisicamente significa que la 

fuerza nonnal con la que se comprime el plato va decreciendo y esto produce un aumento en 
los mecánismos viscosos . Por otro lado, si la fuerza normal es muy grande el tiempo de 
relajación T tiende a cero, implica que la altura adimensional h(l)lho -+ O. 

Flg. 7 Fuerza adlmenslonal como función del número de Welssenberg 
para el el flujo transitorio por compresión. 

10 r·---- -- .. 

0.1 l 
z 0.01 _1 
~ ~ 

0.001 i 
' : 

0.0001 ~ 

0.00001 l 
0.000001 ·----··--·····-·····---·····-·-·· ..... _ ................... . 

0.00001 0.001 0.1 10 1000 
We=A..id[lnh(t)J 

100000 

En la Fig. (7) se presentan predicciones de la integral ( 43) como función del número de 
Weissenberg para el flujo transitorio por compresión. En el eje de las ordenadas tenemos la 
fuerza Fo normalizada con la fuerza newtoniana Fo, deducida en (7-15]. En el eje de las 
abscisas se tiene el Weisscnberg ll't! 2 = A.11d(ln h(t)). Este Weissenberg es una función que 
cambia punto a punto. En la Fig. (7) se representa dos curvas con un comportamiento similar. 
La primera de ellas se cálculo a partir de la expresión (43) con A. .... A.u Como en el flujo 
continuo por compresión (Fig.4) observamos que la fuerza es constante para valores de 
We2 E (0.0000l.0.001 ). Pero para un valor de We2 ~ 0.001 hay un punto de inílección 
donde la función decrece monotonamente. La región donde la fuer.1..a decrece, fisicamente 
representa la pseudoplasticidad del fluido. La segunda gráfica. presenta una zona donde el 
cociente de fuerzas es menor. este caso es cuando A. .... ,l, (modelo de dos constantes). De 
manera analoga. se observa un comportamiento similar al modelo de dos constantes. para 
valores de H'e2 > 0.0001 la función decrece monotonamente. Esta región 11sicamente, 
representa los efectos pseudoplasticos del líquido. Uno de los aspectos int~resantcs de estos 
resultados es que a We2 < 1 los efectos importantes son los elásticos y a medida de que el 
We2 > I, los mecánismos importantes son los viscosos. Por otro lado. en el flujo transitorio 
por compresión. no se toma en cuenta la no homogeneidad del fluido lo que no sucede con el 
flujo continuo por compresión. De estos resultados, se puede inferir que la fuerza se puede 

_ mantener constante en un cierto intervalo modificando los parámetros del medio (tiempos de 
relajación, modulo de rigidez. etc). Estos resultados concuerdan con lo reportado para un 
flujo cortante simple ( 19). 
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Flg. 8 Esfuerzo adlmenslonal v.11 número de Welssenberg. 
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En la Fig (8) se presentan resultados de la expresión ( 43 ). En el eje de las ordenadas se 
gráfica el esfuerzo adimensional [hFohra 3 ]1Go y en las abscisas se tiene el número de 
Weissenberg We 2 = A.od( In h(t) ). De la Fig. (8) se analizan tres casos: (i); El primero de 
ellos es cuando A. -+ A. 0 • En este se aprecia. el comportamiento del esfuerzo es lineal para 
valores de Wei < 0.01 y se observa a partir de un We~ > 0.01 el comportamiento es 
monótono creciente. Físicamente representa que los efectos donminantes para We 2 < 0.01 
son los elásticos y que para We~ > O.O 1 son los viscosos. (ii) Por otro lado cuando 
A. E (A..,,. A.o) el comportamiento es similar que (i), pero la curva se encuentra desfasada. y la 
vecindad donde el esfuerzo es monótono creciente es mayor que en el caso (i). Tambien 
notamos, que a partir de un valor de Wei > 1 la curva se comporta de manera asintotica. En 
el caso A. -+ A.'°, se observa el mismo comportamiento que en (i) y (ii). pero la vecidad en la 
cual el esfuerzo permanece lineal es superior al caso (i) y (ii). Para We2 < 1 O el esfuerzo es 
lineal pero para We2 > 1 O el esfuerzo se comporta de manera asintótica. Es evidente que hay 
dos zonas de predominio de mecánismos tanto para la fuerza y esfuerzo adimensional. Para 
el esfuerzo adimensional se infiere que se desfasan las curvas debido a los tiempos de 
relajación. El supremo de los esfuerzos se tiene cuando A. - A. 0 mientras el ínfimo se tiene 
cuando A. -+ A..,,. Es interesante notar. que la microestructura principalmente se rompe debido 
a los csfucr.los internos y se genera debido al flujo. Por este hecho la zona donde se rompe la 
mayor microestructura es la zona lineal donde existe una función inyectiva entre el esfuerzo 
y el Weissenberg local We2. 
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5.4 Parte Experimental. 
Los datos obtenidos fuerón tornados de Cambridge, del departamento de matemáticas. La 

solución de surfactante fue hecha de un surfactante viscoelástico concentrado de una mezcla 
de un surfactante catiónico, erucylbis (hydroxyyethyl) methhyl amonio clorhidro (EHAC), 75 
Wt % y un aditivo líquido, isopropanol (25%). La solución de surfactante es formulada por 
una mezcla de 4Wt % de una solución acuosa con 3 % de cloruro de potasio. El flujo por 
compresión incluye cinco experimentos para varias fuerzas y radios del plato. 

Tabla 2 

Serie Fuerza(N) 

3.11 

11 2.66 

111 1.42 

IV 0.60 

V 0.45 

Radio(m) 

O.O! 

0.015 

0.02 

0.015 

0.02 

El resultado del primer experimento se presenta en al figura (9). la cual se interpreta a 
continuación: En el eje de las ordenadas se tiene una altura adimensional la cual es 
normalizada con la separación inicial ho de los platos. En el eje de las abscisas se tiene un 
tiempo adimensional tlr donde T = 3rrqoa212F el cual. es uno de los tiempos de relajación 
del flujo transitorio por compresión. Este tiempo involucra propiedades geórnetricas. del 
medio y la fuerza con la que se comprime el líquido. Los puntos experimentales para cada 
serie son sobrepuestos con la curva teórica. En la fig. (9) se comparan las predicciones de la 
ecuación (44) con los datos experimentales. Para la serie (1) el tiempo de relajación r se 
utilizan los siguientes parámetros reológicos: Go = 100 Pa. A. 0 = 1 s. F = 3.11 S y 
a = O.O 1 m. De la gráfica se observa que existe una vecidad del tiempo donde no hay puntos 
experimentales (t" e (0.00001. 0.00015) ). Esto se debe a cuestiones del aparato. puesto que 
al momento de conprimir el fluido es tan rapido que no alcanza a detectar estas lecturas. Los 
puntos csperimentales concuerdan con lo esperado teoricamente. se aprecia que hay puntos 
que se alejan de la curva y que se pueden inferir a errores de tipo experimental. (errores de 
paralaje. mediciones en la altura. etc). En las serie (11) se utilizan los mismos parámetros 
reológicos pero cambiando la fue17..a y el radio. En este caso se tiene que la fuerm 
F = 2.66 N y a = O.O 15 m. De la gráfica se aprecia un desplazamiento hacia la derecha. 
consecuencia de la disminución en la fuerza y aumento en el radio del plato. Esto quiere 
decir que entre más disminuya la fuerza normal aplicada al plato el mecánismo viscoso es el 
que permite que se desfase la curva hacia la derecha y por lo tanto el tiempo adimensional 
/"aumente. De la misma manera se gralican los datos experimentales de la serie 111. Para 
estos datos la fuerza F = 0.60 N y a = O.O 15 m. De la gráfica se observa que la mayoria de 
los puntos siguen la tendecia de la curva teórica. Los puntos que no caen en la curva teórica 
se aeben princjpalmente a que las primeras mediciones presentan incertidunbres asociadas 
con el aparato ya que al prinicpio hay una región en b que no se puede hacer la medición sin 
cometer errores experimentales. Basicamente el análisis es el mismo que en los otros punto 
si disminuye la füerza. la curva se desfasa hacia la derecha lo que implica que el tiempo 
adimensional aumen!_a. Para la serie <IV). se tiene una fuerza F = 1.42 N y a = 0.02 m. De 
la misma manera. la gráfica se ve desplazada hacia la derecha debido a la disminución en la 
f'uert:a y el plato. Para la serie (V) se tiene una fuerza de F = 0.45 N y a = 0.02 m. 
Practicamente el comportamniento es similar y representa la última de las gráficas. En esta. 
se aprecia-que d tiempo adimensional de compresión es ma)or que en los casos anteriores. 
Esto 11sicamente implica que se puede modificar el tiempo de relajación del sistema 
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mediante la fuerza normal aplicada al plato y por condiciones geómetricas. Si la fuerza es 
grande el tiempo adimensional es pequei'lo. Si la fuerza es pequei'la, pero el radio es grande se 
obtienen efectos equivalentes. 

Flg. 9 Predicciones teóricas vs resultados experimentales. 
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La figura ( 10) predice resultados de la ecuación (43). Para esta gr.ítica los valores que se 
utilizaron son: G11 = 100 Pa. A.o = 1 s y los valores deradios y fuerzas reportados en las 
series (1-V). En el eje de las ordenadas se tiene el esfuerw adimensional (hF01Cla·1 ).el cual es 
normalizado con el módulo de elástico Go. En el numerador se tiene el esfuerzo debido a los 
procesos viscosos y en el denominador se tiene el esfuerzo debido a los mecánismos 
elásticos. En la abscisa se tiene el número de Weissenberg. el cual es un cociente entre 
tien1pos. Se presenta el mismo tratamiento que en la Fig. (9) los puntos para cada serie son 
superpuestos con la curva teórica. Para la serie (1). se aplica una fuaza Je 3.11 N) un radio 
de plato de O.O 1 m. Se observa que los datos presentan un comportamiento parecido al de la 
curva teórica no obstante hay un intervalo de incertidumbre que puede ser inferido a 



cuestiones de error experimental (errores de paralaje, fenómenos de deslizamiento en las 
paredes, etc). Analizando el caso en el cual se aplica una fuerza de 2.66 N con un radio de 
0.015 m, el comportamiento fue similar al anterior, pero se observa que a números de 
We < 0.1, el modelo se ajusta a los datos experimentales, mientras que para We > 0.1 el 
modelo no predice tales puntos. De la misma manera para la serie (3-5) el comportamiento es 
muy similar a bajos números de We, los efectos que dominan, son los elásticos y a medida 
que se incrementa el We, los efectos importantes son los viscosos. De los resultados que se 
obtuvieron en las gráficas (9) y ( 1 O) se infiere que la altura con la que desciende el plato y 
esfuerzo adimensional se modifican, debido principalmente a dos razones: la primera de ellas 
es la fuerza normal con la que se comprime y la segunda las propiedades del medio y 
geométricas. 
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Figuras. 
En la figura ( 1) se ilustran predicciones del esfuerzo adimensional (Cap5-13) como 

función de la rapidez de deformación q para el modelo de dos constantes materiales {A.0 , Go). 
En esta simulación se toman los siguientes valores para el número de Weissenberg 
(We = 0.005,0.05,0.5, I ). 

En la figura (2) se ilustran predicciones de la primera diferencia de esfuerzos nonnales 
(Cap5-6) como función del escalar rapidez de defonnación q para el modelo de dos 
constantes materiales(A.0 , G0 ). Para esta simulación el We = 0.5. 

En la figura (3) se ilustran predicciones de la fuerza adimensional. (Cap.5- 20) como 
función del número de Weissenberg, para el modelo de dos constantes materiales(A.oiGa) 
con m = O (flujo homógeneo). ', ;<;i\':C ;S ·• ' • 

:1- -.·~,> · .. :: 

En la figura (4) se ilustran predicciones de la fuerza ~di~~n~¡d11~l;(~~p;~~2oj ~orrio 
función de la no homogeneidad del fluido(m * O). Para distintos valotes d~hWeissenberg 
(We = 0.2,0.4,0.6). ,,, •1~" :,/~: ~-:· 

En la figura (5) se ilustran variaciones de l_a esfuerzo ~diM~n.~l~~Ú,[:~~~1~~'~]/Go (Cap. 
5-20) como": función del número de Weissenberg'para elflujo)h\infa'geK&'oipo'r'.compresión 
(m =.0).· >·· .-,,,, '".:'·.:·;c,;,c. :;-> -·~::·:~·-.: ":\·'_, "·1:0· 

Erí. lá figura J6). se ilustran variaciones de la. altÜr~ ~diffi'~;~·si~'i{~r>(cap.5 -42) como 
función del tiempo, para el flujo transitorio por. compresión, .En ~sta · simulacion 
r1 = l,r2 "'2;r3 = 3. 

En la figura (7) se' ilustran variaciolles de la fuerza adimensional (Cap5-42) como 
función del número de Weissenberg para el flujo transitorio por compresión .. En esta 
simulaciónsetorriarón los siguientes ~·alares: A."' = 0.00 Is y l..o = 1 s. . . . . 

En la figura (8) se presenta el esfuerzo adimensional (Cap5-42) como· función del 
número de Weissenberg. En esta simulación fuerón tomados los siguientes 
valores: A.,,, =0,00ls,A.o =Is.A.= 0.01. 

En la figura (9) se presentan las predicciones teóricas (Cap5-20) contra lo~ resultados 
experimentales. Para las fuerzas y radios del plato se tomarón los siguientes datos: 

Serie Fuerza(N) Radio(m) 

3.11 0.01 

11 2.66 0.015 

111 1.42 0.02 

IV 0.60 0.015 

V 0.45 0.02 

constantes reólogicas: Go = 1 OOPa.A.o = Is. 
En la figura ( 1 O) se presentan predicciones teóricas del esfuerzo adimensional (Cap. 

5-42) como función del número de Weissenberg. Para las fuerzas y radios del plato se 
tomarón los siguientes datos: 



Serie Fuerza(N) Radio(m) 

3.11 0.01 

11 2.66 0.015 

Ill 1.42 0.02 

IV 0.60 0.015 

V 0.45 0.02 

constantes reológicas: Go = IOOPa, ílo = ls,.íl.., = O.OOls y íl =O.O Is 
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APÉNDICE A 

Consideremos una macromolecula inmersa en un fluido newtoniano incompresible.Se supone 
que en estado de equilibrio forma una cadena la cual se deforma y eventualmente se rompe bajo 
flujo.En estas cadenas hay N número de segmentos de longitud I las cuales pueden rotar 
libremente.La dinámica de esta red bajo flujo puede ser descrita en térnúno de una ecuación de 
balance para su configuración espacial, la cual refleja los procesos de formación y destrucción de 
estructura. Sea 'l'(c,t')d3c el número de segmentos en el elemento de volumen d3c en la 
configuración espacial, entonces: 

N = f '1'(c,t')d3c (A-1) 

Como es usual en la formulación en los modelos de redes, la dependencia temporal es 
gobernada por una ecuación de evolución de la fonna: 

O'I' + _g_ • 'f'r = k - 13'1' ª' ac -
(A-2) 

En este modelo el vector e representa la distancia extremo extremo de una macromoleculaSi 
se define e en término del tensor gradiente de velocidad obtenemos: 

(A-3) 

k y 13 en la ecuación (A-2) los terminas de creación y destrucción de estructuraLa teoría de 
Lodge [I 3] esencialmente corresponde a la suposición de que 

(A-4) 

donde g es una contante. 
La ecuación (A-4) asume que los segmentos son constantes y que son creados a una razon 

constante y que siguen una distribución gaussiana. además se asume que la creación y destrucción 
de estructura ro depende explicitamente dec solamente de las propiedades promedio del estado del 
fluido, como la raíz cuadrada del promedio del cuadrado de la distancia extremo extremo de la 
cadena (c2

) 1 : Siguiendo estas hipótesis, se multiplica la ecuación (A-2) por la diada rr. e 
integrando sobre toda la configuración espacial, se obtiene: 

' 13[ (r2) ](et::) + (t::t::! = g(t::t::)o (A-5) 

donde 

<lr> = ~ (t::t::) - ~ • ~rr) - (t::t::) • ~ r (A-6) 

Para escribir una ecuación de evolución para el segundo momento de la función de 
distribución, definamos el tensor de esfuerzos en la forma tradicional: 

g· = N([t::) (A-7) 

fes la fuerza entropica relacionada con la distribución en el equilibrio (A-4) y tiene la siguiente 
forma 

.f = 2keTht:: (A-8) 
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k8 es la constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta. El esfuerzo total es 
detenninado por la siguiente expresión: 

g = g' -p~ 

donde p se escoge de manera que g = 2 en el equilibrio. 
De (A-8) y (A-9) se tiene lo siguiente: 

g = 2NkaTb[(a:)- j <d>[J 
y de (A-4) 

j (c~>l = (cc)o = 2~ l 
Si se calcula la traza de la ecuación (A-1 O) se obtiene: 

trg = 2bNk8 1l(r2 )- (rij)] 

(A-9) 

(A-10) 

(A-11) 

(A-12) 

Y si se combinan las ecuaciones (A-5), (A-10). (A-11) con el hecho de que la traza del tensor 
de esfuerzo es proporcional a (r2 ) por la ecuación (A-12) se tiene: 

V 
P(trg)g +g= 2Goª (A-13) 

Donde el modulo elástico es 

Go = N/c9T (A-14) 

La ecuación (A-13) y (A-14) son las que se ocupan en (4.2) 
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APÉNDICE B. 

Deducción de la expresión integral para la rapidez de deformación q 1 = -f J~ r'u(r"Jdr' 
Demostración: 

Para calcular el término q 1 , se utiliza el teorema del valor medio de la integral de Riemann. A 
partir de la expresión general para el flujo volumétrico se tiene 

Q(R, Z) = f f K • dS = Q(R, Z) = J;'' f: V:(R, Z)RdRde (B-1) 

pero, primeramente.se tiene que adimensionar esta expresión: Considerando como variable 
adimensional para el radio r' 

r' = .B.. si R = O = r' = O a 

y de la expresión R = ar se despeja la variable radial R por lo que, se tiene lo siguiente: 

R =ar= r' = r = r' E (O,r) 

y la componente de la velocidad axial se puede escribir como: 

Vz(R, Z) = hJ,' w(R, Z) 

en la expresión general para el flujo volúmetrico (B-1) se sustituye (B-3) y (B-4) 

Q(r) = Q(R, Z = O) = J:"<f: l:f H{R, Z = O)a2r'dr'')d8 

Simplficando (B-5) 

(B-2) 

(B-3) 

(B-4) 

(B-5) 

(B-6) 

Por otra parte, se supone que el flujo en dirección radial, 
se comporta localmente como el de una rendija (i.e, se desprecián los efectos de curvatura) por lo 
que la expresión para una rendija se escribe como: 

O = 2(w)B
2 

( (Po - PL}B ) 
- 3 riol 

(B-7) 

Identificando variables geométricas de la ecuación (B-7) con nuestro problema se tiene lo 
siguiente: W es igual al perímetro del plato por lo que w = 2nr donde r es el radio del plato 
circular, la Longitud axial en una rendija es igual a 2B para nuestro 
sistema 2B = h = R = f donde hes la separación de los platos.Si se sustituyen estos resultados 
en (B-7) obtenemos. 

0 = 4nr(/J/2) 2 (Po - PL)h) = O = (7tr)(h) 2 ((Po - PL)h) 
- 3 ( 2110L - 3 2110L 

(8-8} 

Pero la rapidez de deformación en una rendija esta definida como: 

i'h.·, I = ((Po -PL)h) 
é1z ~h2 2110L (B-9) 
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Si se adimensiona (B-9) se obtiene la siguiente ecuación: 

av, 
1 

v av 
1 & :-h/2 = 11 az z-h/2 

Si sustituimos (B-1 O) en (B-8) obtenemos: 

y luego (B-11) se simplifica 

Q(r) = (7tr)(h)2 V éJv 
3 h az 

SI 

(B-10) 

(B-11) 

(B-12) 

Por el teorema del valor medio para integrales, 3 e <0(0, r] e R tal que si e = a :::) Q(r = a) 
por lo que: 

Q(r =a)= 7tahV ov 
3 Oz 

Si se igualan (B-12) y (B-13) obtenemos: 

1UlhV 0' = 27thVa f' r'u(r')dr' 
3 e;: r o 

simplificando (B-14) se tiene: 

0' = 61- f' r'u(r')dr' e:: r o 

A orden cero la expresión (B-15) toma la forma: 

Se combinan (B-15) y (B-16) 

P (vo + O(cx)) = a.!'0 + O(cx) 
OZ liT 

t":i•o 6 f' . ( '\" . a: = r o r " r J«r 

y recordando que qo = ~ la expresión (B-17) se simplifica a 

qo = ~ f: r'u(r')dr' 

(B-13) 

(B-14) 

(B-15) 

(B-16) 

(B-17) 

(B-18) 

y recordando los valores de q para las cuales, se cumple que v = O son : q1 = ±q0 y como se 
demostro en (44) que q1 = -qo. por lo que finalmente: 

6 f' . ( '\,/ . qi = -- r 11 r J«r r o (B-19) 

• 
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Conclusiones 

En el presente trabajo, se estudió el flujo continuo y transitorio por compresión. El primero de 
ellos fue analizado por Gooden y Waters [1-2], el segundo ha sido ampliamente estudiado por 
diferentes autores [3-15]. De los resultados obtenidos se infiere lo siguiente: 

1.- A orden cero para el flujo transitorio y continuo los resultados del esfuerzo y primera 
diferencia de esfuerzos normales son los mismos que para un flujo cortante simple estudiado por 
[18-19]. 

2.-La ecuación intregral [21] es una medida de los efectos viscosos. 

FoolFoN = -t f~ r2¡i0 dr 

3.-A partir de la curva de la fuerza adimensional, como función del número de Weissenberg 
para el flujo transitorio por compresión (Figura 7), se obtiene, la curva de viscosidad para un 
líquido complejo que se estructura. Este comportamiento, es el mismo que se obtiene para un flujo 
cortante simple [19]. 

4.- La fuerza para el flujo continuo por compresión y transitorio, se modifica principalmente 
por: 

a) Propiedades del medio: 110. 11"'· Go, A.o, A.,,,, A. 
b) Propiedades de flujo: m no homogeneidad. 
c) Propiedades geométricas: h,a 

5.- Existe una diferencia fundamental entre el número de Weissenberg continuo y transitorio, 
es decir, en el continuo la velocidad característica, es un promedio 1 • = Ql27tah, mientras que en el 
transitorio, la velocidad es una función de punto dh(l)dt. 

6. Finalmente, estos sistemas, presentan comportamientos equivalentes (ecuaciones para las 
componentes de la velocidad, presiones, etc) a pesar de que las condiciones cinemáticas sean 
distintas. Por último, una de las ventajas de estos equipos, es la aplicación en la industria de 
lubricantes en maquinaria y equipo pesado. 
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Trabajo a futuro. 

Como una sugerencia para trabajos futuros, se proponen dos lineas de investigación: 

1) La primera de ellas es referente a la parte matemática. Como se vio a lo largo del trabajo, 
deducir wta expresión analítica para la fuerza es complicado, ya que en escencia los problemas se 
ven reducidos a rnetodos númericos, que permiten obtener soluciones aproximadas. En esta 
aportación se abordo el modelo de dos constantes, ya que el de cuatro no permite muchos 
progresos, en busca de wta solución analítica. Uno de los problemas que queda abierto es buscar la 
solución numérica para el modelo general, puesto que, se tendria wta expresión para la fuerza a 
orden cero, pero con todos los parámetros del medio y por lo tanto, tener wta representación 
matemática de la fuerza. 

2) La segunda línea de investigación es la parte física, en esta, se puede probar una función de 
estructura, que permita considerar otro tipo de efectos (flujo bandeado, etc). En el presente 
proyecto de maestria, la función de estructura se supone que es constante e igual al inverso en el 
módulo elástico, si se considera. que puede depender de los invariantes del tensor rapidez de 
deformación, en donde, la estructura se modifica no solo por los esfuerzos internos, si no, por las 
propiedades del flujo. 

Por último, otro de los aspectos importantes de este proyecto, es considerar que el proceso no 
es isotermico, es decir, las propiedades o atributos del sistema son funciones de Ja temperatura, de 
esta manera, se podria cuantificar corno se modifica la estructura, debido a los esfuerzos internos, 
propiedades del flujo y efectos ténnicos. 
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