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Introducción 

Este trabajo es la materialización del seminario de tesis dirigido por Luis 
Colavita Fcrreyrn en el cual part.icipamos Óscar Ponce Bañuelos y yo. 

El objeti\•o del trabajo de tesis ern demostrar que se tenía la madurez y 
capacidad necesaria para estudiar un tema por 11uestra cuenta, en este caso 
una introducción a la teoría de los números algebrfüca. Para ello comenzarnos 
estudiando taoría de n(111ieros eliiska, es decir, los en/.eros algelirtíicos en 
e;rtensiones n1t·méric11s finitas de los números rncimrnles, después estudiamos 
en característica cero rwillos de Dcdckind en c~:lcnsioncs finitns de campos de 
cocientes de a11illos de Dedekiud y por último estudiamos la generalización de 
todo esto, es decir, anillos de Dedekind en abstmcto, extensiones, separables, 
totalmente inseparables 11 lei•a.nfatnicnfos de -ideales primos. 

Este trabajo est1i orga11izado de la siguiente manera: el el capítulo 1 se 
presentan las hasi•s algebníicas ncecsarias para una buena compresión del 
material, no se incluyen demostrncio11es de todos los resultados pero tuve 
especial cuidado en incluir u11a demostración de los resultados que iban a 
ser utilizados e11 pruebas <le la parte principal de la lesis. En el capítulo 2 
se presentan los anillos de Dedcki11d en abstracto, sus propiedades y una 
descripción general. Por ültimo, pn PI capítulo a, revisamos algunos aspectos 
de las extensiones de los anillos de Dedekincl. 

Quiero agradecer a mis padres Salamina y Darby por todo su apoyo, pues 
sin él no habria logrado lo que tengo. También quiero agradecer y reconocer 
a Luis Colm·it.a el ser un gnrn 111<1estro, no sólo acndémic:amente. Por í1ltimo 
quiero agradecer también a Luis Colnvila, Cnnnen Gómez, Clotikle García 
y nuevamente a mis padres por sn paciencia, que parn todo fin pníctico fue 
infinita. A Lodos ellos mi gratitud y reconocimiento. 
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Capítulo 1 

Preliminares algebráicos 

1.1. Anillos 

En este trabajo supondremos que el lector está fomiliarizudo con lu teoría 
de anillos elemental, los anillos que manejaremos en todos los casos senín 
conmutat.ivos con l. Adcnuís los morfisrnos de anillos debcdn siemprn asig111u· 
el 1 en el l. A continuación presentaremos los conceptos y resultados que 
usaremos en estos notas y en la mayoría de los cosos no daremos demostración 
de éstos. Sin embargo pueden ser consultados en la bibliogTaífa recomendada. 

Definición 1.1.1 Sea A un anillo y sean a, b E A diremos que a divide a b 
(alb) si c:1:iste e E A tal que b = ac. 

Definición 1.1.2 Sea A ·un an-illo y sea u E A diremos que u. es una unidad 
de A si 11.l L 

Denotaremos por U(A) al conjunto de las unidades del anillo A. 

Proposició~ 1.Í.3 Sea A un anillo, el conjunto de las v.nÚ.aéles d~ }\forma 
, un ·grupo abelinno respecto a fo multiplicación en A. - · ·· 

Definición 1.1.4 Sea A anillo y a, b E A diremos que a es~~ociado de b S'i 
.e3:iste u E U(A) tal que b = ua. 

Proposición 1.1.5 Ln relricicín ser asociado es de equivalencia. 

---------------------- -------- ----------- -
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Definición 1.1.6 Sea A un anillo, diremos que u.n elemento no nulo 
111 E A - U(A) es irreducible si parn todos a,b E A tales que m = ab e:J;iste 
11 E U(..!) tal que a= 11111 cí b = um. 

Definición 1.1. 7 Sen A un anillo, sea p E A - U(A) elemento no nulo, 
diremos que p es p1i1r10 si para todos a, b E A tales que plab se tiene que pla 
rJ p/b. 

Definición 1.1.8 Sea A anillo y sea <:¡J s;; A ideal;. direnio; ~'lle <:¡J es p1imo 
si parn toda pareja a, b E A cada vez que a· b E '.:¡J .se.cmnple que.a. E <:¡J o 
b E '.:¡J. \; ,Y• 

< J . . :: .. ,::,~:-:· { 
Definición 1.1.9 Sea A anillo y J e A ideal, diremos qi/e J es pincipa.l si 
e.ri6fe o E A tal que para todo b E J ca:isfe ;i.: E A tal que b =ax, e1i. tal caso 
de11ofare111os n J por Aa o por (a). 

Proposición 1.1.10 En todo dominio entero los eleme11tos primos son tam
biér1 il'retlucib/cs. 

Demostración. Sea p E D primo y p = ob factorización de p, como p 
es primo entonces plu V p/b supongamos sin pérdida de generalidad que pla 
entonces a = p.1:, sustituyendo en la foC'torizadón ele p tenemos p = p;rb de 
donde .rb = 1 y por lo tanto b E U(/J) lo cual prueba que pes i1Teducible . 

• 
Observación 1.1.11 Notemos 1¡11e el rccíprnco de In ¡nvposicicín anterior no 
es siempre C'ierto, es decir, en un domi11io entero los element.os irreducibles 
110 11ccc,<mi11111c11tc son ¡nimos. Bsla si/.uacirín se vcní 111ejo1· en el siguicutc 
ejemplo. 

Ejemplo 1.1.12 Consideremos el anillo D = {a+ bV51a, b E .Z} con las 
operocio11es u.s-usa/es heredadas de IR. Obser1•emos ahora que •l = 2 · 2 = 
-(1 -,- V5)(1 - V5) son dos fact01·izaciones distfatas ele 4 en breducibles y 
que 2 110 divide a 1 + V5 11i a 1 - v'5 e inversamente 11in911.110 de estos dos 
clcrnc11tos divide a 2. Es decir niug111w es primo. 

Definición 1.1.13 Sea..! anillo .11 a E ..! e/emeut.o 110 nulo, dirnmos que a 
se factoriza en irreducibles si e:J;isten m 1 •••• , 111,, E A elt!m.entos irreducibles 
tales que a= 111 1 • • ·m,,. 
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El siguiente teorema es una generalización del teorema chil10 del residuo 
visto en álgebra superior. -

Teorema 1.1.14 (Teorenm chino del residuo) Sea A anillo y.Q,, ... , .Q,, 
ideales de A tales que paro ·i ¡l j A = .O; + .O;. Sea '.J = n .01; entonces 

A/'J = EBA/.Q¡. 
Demostración. Sea cp: A->$ A/D; dada por cp(a) = (a+D1 , ••• ,a+D,.), 
clarnment.e es un morfismo de anillos en el que '.J e Nuc cp veremos que la 
igualdad se da. Sea cz E Nuc cp entonces a E D; para tocia i entre 1 y n por lo 
tanto a E J. Veremos ahora que cp es un epimorfismo, para probar eso basta 
probar que (O+ D 1 , .•• ,O+ Ú;_ 1 , 1 + D;,O + Di+i. ... , O+ D,,) está en la 
imagen de <p, es decir, que para tocia i entre 1 y 11 existe a; E A tal que: 

• a 1 E D; para toda j ~ i. 

• CI¡ -1 E Ú¡. 

sabemos que para una.¡ fija 1 = b;; + C;; con b;i E Ú¡ y C.¡j E Di entonces 
C¡j = 1 - b;i de donde 

con a; E D; además 

n 

e~= n C;j = 1 +a; 
j=I 

e; E ílD1 
j-Fi 

de donde se sigue el resultado deseado. 

1.2. Dominios de ideales principales 

• 

Ahora revisaremos brevemente un tipo de anillos que extienden las propiedades 
de Z respecto a la formación de ideales. 

Definición 1.2.1 Un dominio entero D es dominio de ideales principales 
(abreviada DIP) si toda ideal en Des de lafomia (n) can a E D. 

Ejemplo 1.2.2 Los ejemplos clásicos rle DIP son Z y H[:?.:]. 
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Lema 1.2.3 Sea D un D!P, entonces ¡iam f.odo p E D : p es ·irreducible si 
y .-sólo si (p) es ma:rimal. 

Demostración.=>) Sea p E D irreducible y sea q E D\{O} tal que (p) e (q) 
esto quiere decir que p = q:i: como p es irreducible se tiene necesariamente 
que :1· E U(D) por lo tanto (p) = (q) lo cual quiere decir que (p) es mil.ximal. 

<=) Como (11) es maximal se tiene que es también ideal primo y por lo 
tanto p es primo. 

• 
Proposición 1.2.4 En un D!P torio elemento irrcduéible es también primo. 

Demostración. Es consecuencia directa de (1.2.3). 

• 
Le1:na 1.2.5 Sea D D!P y sean a, b E D e11to11ces las siguientes propiedades 
valen en D: 

1. alb si y sólo si (b) ~(a). 

2. (a)= (b) si y sólo si a y b son asociados. 

3. E:risle el mcfaimu comlÍn divisor de ay b denotado por (a¡ b), un elemen
to m. E D tal q·ue la.S relaciones . ":i.:la y :i:lb" y ':1:lm" son equivalenf.es. 

4. En D vale la identidad de Bezout, es decir, ea.-isten :e,¡¡ E D tales que 
(a; b) = a:1: + b¡¡. 

Dominios de valuación. discreta 

Definición 1.2.6 Un anillo local es un u11illo con sólo un ideal ma.ximal. 

Definición 1.2. 7 Un dominio de valuación discreta (a./irei•iado.DVD} es un 
D!P local. 

---_:...:; : - ~ ~ 

Propicclaclcs de los DVD. . ·• ·;. · · _ 
Sea D u11 DVD y ;r E D tal que Drr es el ideal maxiníal_en b. 

l. V:1: E D\{0}31> E N311 E U(D) x = ;.ku 
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2. Todo ideal 110 nulo en D es do la forma Drrk. 

3. D solo tiene un ideal primo no nulo, a saber Drr. 

Ejemplo 1.2.8 Sea D = {~ E Qlb es ·impar} entonces, con las operaciones 
US'Uales de Q, D es un dominio. de valuación discreta y su ideal primo es 
q3 = H E Dla es par}, su. elemento primo es f. Obser11emos que Z ~ D ~ Q. 

El procedimiento del ejemplo anterior es en realidad localizar los enteros 
en el complemento ele 2Z, lo mismo podría hacerse para cualquier ideal primo 
y el hecho de que Z sea DIP garnnt.iza que el anillo rcsulto.nte será un DVD. 
Veremos más sobre esta$ tt\cnicas en la sección 1.G. 

1.3. Dominios euclideanos 

Una hcramim1ta importante con la que se pn1eba el Teorema fundamental 
de fo aritm.étiw para los enteros e.5 el algoritmo de la división, lo mismo 
sucede con el allillO do polinomios K[x], la unicidad de la factorización en 
i1Teducibles hace uso de esta misma propiedad. Esta puede sor generalizada 
en un tipo de dominios enteros a los que llamaremos dominios euclideanos. 

Definición 1.3.1 Sea D ·un dominfo entero, una función euclideana pam D 
es ttnfl función <P: D\{O}--> N tal qu.e: 

(!) Pam toda pareja a,b E D\{O} si alb entonces <fl(a)::; <P(b). 

(11) Pam todaparcjaa,b E D\{O} existenq,r E D tales que a= bq+r con 
r =O o c¡,(r) ::; <fl(b). 

Definición 1.3.2 Un dominio euclideano es mza pareja (D, <P) donde D es 
domüzfo entero 11 <P es una f11nción euclideana. 

El hecho de que el codominio de toda /1mci6n euclülcm111 sean los n tnneros 
naturales scní de gnm utilidnd, como veremos a continunción, pues podremos 
hact~r uso de la estructura algebráicn de éstos últimos para obtener resultados 
acerca de los dominios euclideanos. 

Proposición 1.3.3 Todo dominio euclideano es ·un dom·inio de ·ideales prin
cipales. 
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Demostración. Sea D dominio euclideano y 2t e D ideal no nulo. Sea a E 21 
tal que ,P(a) es mínimo en la imagen de !21 bajo </J. Afirmamos que 21 = (a) 
para probar esto tomemos un elemento b E 2t arbitrario y no nulo entonces 
b = aq + r con r = O o ,P(r) < </J(a) pero como by a.q son elemetos de 2t se 
tine necesariamente que r también lo es, y por la forma en que elegimos a a 
se tiene que r = O lo cual prueba que 21 = (a). 

• 
Proposición 1.3.4 Sea D un dominio euclideano y </J su función euclideana, 
entonces lo siguiente se cumple: 

a) Para. todo a E D se tiene que </J(l) ~ <f>(a) 

b} Pam todo a E D se cumple que a E U(J))}i y sólo si </J(a) = c;i>(l) 

Demostración. 

a) Esto es consecuencia. irimediatáde que para. toda a E D 1 divide a a. 

b) =>) Sea. tt E U(D) como ttll ·se sigue la igualdad. 

<=) Sea a E D tal que </J(a.) = efi(l) entonces 1 = aq + r con r = O o 
</J(r) < </J(a) nuevamente r debe ser cero porque </J(a) es mínima y por lo 
tanto a E U(D). 

• 
Enteros gaussianos 

Veremos ahora un ejemplo de Dominio euclideano diferente de Z y I<[:1:]. 

Definición 1.3.5 Un entero gaussiano es un mímero complejo de fo fomui 
a.+bi con a, b E Z. Paro un entero gaussiano a= a.+bi definiremos la norma 
de a denotada por N(a) = a.2 + b2 • 

Denotaremos por Z(i] al conjunto de todos los enteros gaussianos. 

Observación 1.3.6 El conjunto de los enteros gaussianos forma un dominio 
entero con las opemciones heredadas de C. 
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Observación 1.3 .. 7. Sean a, /3 E Z[i] entonces: 

• N(a)?; O. 

• N(a) =O si y s6lo si a = O. 

• N(a/3) = N(a)N(/3). 

Proposición 1.3.8 La norma ele los enteros gaussianos es una función eu
clideana. Es decir, (Z, N) es un dominio eucliclecmo. 

Demostración. Observemos que para todo entero gaussiano no nulo se 
cumple que su norma es mayor o igual que 1 por lo tanto para toda pareja 
de elementos no nulos a, t~ E Z['i] el hecho de que la norma sea multiplica
tiva garantiza que N(a) :5 N(a/3), Jo cual prueba que se satisface el primer 
axioma ele funciones euclideanas. 

Falta ver que vale el algoritmo de Ja división. Sea a = a1 + a2i y /3 = 
b1 + b2i ol O. Debemos encontrar r¡,8 E Z[i] tales que a = /3¡ + ó con 
N(ó) < N((-J) o ó = O. Ex1>resemos a 1' = q1 + q2 y trateremos de detenninar 
que condiciones deben de cumplir Q1 y q2 , entonces. tendríamos que: 

ó = (01 + a2i) - (b¡ + b2i)(q1 + Q2i) 

= (a.1 - b1Q1 + b2q2) + (a2 - b1Q2 - b2q1)'i. 

Entonces Ja prueba se reduce a encontrar valores enteros para q1 y q2 tales 
que: 

es decir, 
. (ci1 ....:. b1rit+b2<J2)2 + (a.:i - b1Q2 - b2q1)2 < l. 

. /b'f +: b~ \ ., . < . b'f + b~ 
Observemos.ahorn~1ue·( 

d·i~ (a1 - b¡q1 + ~q2)2 

.•···.· b'f+b~ 

el cuadrado de la_distanciaeuclideana de un punto de coordenadas (q1, q.2 ) a 
una rectal cuya.•ecu-aciÓn es a1 - b1x + b2y =O. Análogamente 

d/2 = (a.2 - b1Q2 - b2Q1)
2 

b'f + b~ 
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es el cuadrado de Ja distancia euclideana del punto con coordenadas ( q1 , q2 ) 

a Ja recta l' de ecuación a2 - b2:c - by = O. Nótese además que l y l' son 
perpendiculares. Sea P el punto de intersección de l y l', por el teorema 
de Pitágorns sabemos que cP + d'1 es el cuadrado de la distancia entre P y 
el punto ele coordenadas ( r¡1 , r¡2 ), entonces nustro problema nuevamente se 
reduce, ahora debemos encontrar q1 , q2 E Z tal que su distancia euclideana a 
P sea menor que 1, pero esto siempre es posible,por lo tanto la norma de los 
enteros gaussianos es una función euclideana. 

• 
1.4. Anillos noetherianos. 

El estudio de los anillos noehterianos es importante para nosotros pues 
los anillos que más nos interesan, que son los anillos de Dedekind son noe

. therianos. 

Definición 1.4.1 (Anillo noetheriano) Un anillo A ~s noetheriano si para 
toda cade11a ascendente. de ideales 2!1 e; · ; · 'e; !2ln e;···· existe N E N tal que 
!21N =QlN+l = ···. 

Teorema 1.4.2 Sea A anillo, son equivalentes para A:·. 

1) A es noetheriano. 

11) Todo ideal de A es finitamcnte geriérado. 

m) Todo subconjunto no vnc{o ·c1iiíÍeáÍifS'dd A tiene elementos maximales. 
. ~ .. ::;'_ . 

Demostración. .· .·.·,·. ",'.} ' i· \ << 
I)=>II) Probaremos estO por.cóiú.rádicCÍón.'Supongamos.que existe un ideal 
3 e A que no es finitam~nt.e gerier!ido;:entoi1ces exite un conjunto 

-.; .- >r::·' __ ., . '·' 
.... ,;{a;/·.~;"a~;:::.} e J 

. - ·:. . 

(/,. ~< a1, ... , a,,_1 > 
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entonces la siguiente cadena de ideales 

< a1 >C< a1,a2 >C ··· C< a1, ••• ,a,, >e··· 

no se estaciona. De donde podemos concluir que en un anillo noetheriano los 
ideales son finitamente generados. · 
II)=>III) Sea 0 # .9' conjunto ele ideales de A y sea 'lf cadena no vacía en 
.9', sea · 

l':=LJ'.J 
:ie'i!" 

entonces existen a1 , ••• , ª" E <!: tales que <!: =< a 1 , ••• , a,, > pero por cons
trucción existe '.J E 'éf' tal que a.1 , ••• , a,, E '.J por lo tanto 'if se estaciona en '.J 
y es por lo tanto elemcto maximal ele .9'. 
III)=>I) Dado que tocia cadena ele ideales en A tiene al menos un elemento 
maximal y que el hecho de ser cadena la restringe a tener no más de un 
maidmal, se tiene necesariamente que se estaciona y el anillo es por lo tanto 
noetheriano. 

• 
Corolario 1.4.3 Todo DIP es noetheriano. 

Demostración.Esto es porque tocio ideal es finitamente generado. 

• 
Corolario 1.4.4 Todo dominio euclideano es noetheriano. 

• 
Proposición 1.4.5 En un dominio noetheriano D la factorización en irre
ducibles es ¡1osible, aunque no necesariamente es 1ínica. 

Demostración. Sea (a) e D maximal con la propiedad ele ser ideal principal 
propio y que el generador no puede ser factorizado en irreducibles, veremos 
que tal ideal no existe. Claramente a no puede ser irreducible pues en tal 
caso el mismo sería una fac:torización en irreducibles, por lo tanto, sea a= be 
factorización de a donde ni b ni e son unidades, clanunente tampoco pueden 
ser irreducibles pues serían una fact.orización de 11. en irreducibles, por lo tanto 
(a) !;:; (b) y (a) ~ (e) por la ma.ximalidad de (a) se tiene que 
b = U¡p¡ • • • Pn y e = !l2í/1 • • • Qm son factorizaciones en irreducibles y por lo 
tanto a= (111t12)P1 • • • Pní/1 • • • Qrn es una factorización en irreducibles de a por 
lo tanto dicho a no puede existir y por lo tanto el resultado es válido. 
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• 
Ejemplo 1.4.6 Consideremos el anillo D = {a+ b./5Ja, b E Z} con las 
opera.dones ususales heredadas de IR. Obse1·ue11ws ahora que 4 = 2 • 2 = 
-(1 + ,/5)(1 - ,/5) son dos factorizaciones distintas de 4 en irreducibles y 
que 2 no divide a 1 + v'5 ni a 1 - v'5 e inversamente ninguno de estos dos 
element.os divide a 2. Es decir ninguno es primo. 

Corolario 1.4. 7 La factorización en irreducibles es posible en todo DIP. 

De1nostración. Esto es por que todo DIP es noetheriano. 

• 
Definición 1.4.8 Sea A anillo y sea 31, ... , :r,. ~A familia de ideales de A 
definiremos el produc/.o de ideales 31···3,. = U::::a.11 · · · an;Ja¡; E :J,}. 

Lema 1.4.9 Sea A anillo y sean :J, J, !,p ~ A ideales, entonces !,p es ideal 
p1'imo si y sólo si cculn vez que J · J ~ !,p se debe tener que :J ~ !,p o J ~ !,p. 

Lema 1.4.10 Sea A anillo noetl1eriano, todo ideal en A contiene un producto 
de ideales primos. 

Demostt·ación. Probaremos esto por reducción al absurdo, sea J ideal ele A 
maximal respecto de la propiedad de que es ideal propio ele A y no contiene 
un producto ele idcnles primos claramente :J no puede ser un ideal primo, 
entonces existen a. b E A tales que ninguna está en J y ab E J entonces 
si hacemos J = J-;. < a > y Jt = :J+ < b > tenemos que J está contenido 
propiamente en ambos y además, por la maximalidad de J, cada uno contiene 
un producto de ideales primos, pero J.R e J y por lo tanto también J contiene 
un producto de ide¡¡]es primos, lo ctml contradice la maximalidad de J, de 
donde se sigue el resultado. 

• 
Corolario 1.4.11 Sea A anillo noetheria.no, entonces existen ideales primos 
distintos -:¡3 1 , <:JJz, .... \)30 y enteros no negativos a 1, a2, ... , a,, tales que 
(O) = !,p'j'<:JJ'.2' ... !,p~" 

• 
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Observaci6n 1'4.12 En el caso de que D sea un dominio entero rioetheria
no entonces el ·ideal (O) es primo y el mismo és su f actorización en ideales 
primos. 

·Lema 1.4.13 Séa. A cinill~n~etherla~C> que n'cí ~s'~on1lnio ent~ro en el que 
cada ideal primo es maximal. Bean l+J,, t . . ·; !Jln • ideáles primós distintos de A 
tales que~; / }: ... ·.•. ·.•. .•:,{ · 

: (Q)do; l+li'~·.; :!Jl~~ 
entonces: 

Demostración. Esto se sigue inmediatamente de Teorema Chino del Resid
uo. 

• 
Corolario 1.4.14 Sea A anillo noetheriano que no es dominio entero en el 
que todos los ideales ¡nimos .son ma;iimciles. Los ideales al los que se mfiere 
el lema anterior: <;¡3., ..• , <;¡:!,. son todos los ·ideales p1·imos de A. 

Demostración. Esto se debe a que los ideales en la imagen son de la forma 
E9 'J¡/r;¡Jj'• con 'J; e l+J; ideales de A pero los únicos ideales primos son aquellos 
en los que todos los sumandos son cero excepto uno que debe de ser <;¡:!; 
precisamente. Estos ideales son la imagen de los ideales primos de A y por 
lo tanto son todos. 

• 
1.5. Donlinios de factorización única 

En esta sección estudiaremos un tipo muy importante de anillos llamados 
de fru;torizar:ión únicrL que son anillos en los que pueden tratarse conceptos 
como mcfa:imo com1tn divisor, mínimo carmín m1íltiplo y un poco más de la 
teoría de divisibilidad desarrollada en Z y K(:i:]. El n .. -sultado princip1il de 
esta sección (1.5.6) nos permitirá construir una infinidad de dominios de 
f actorización única a partir de uno dado. 
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Definición 1.5.1 Un dominio entero D es un dominio de factorización única 
(abreviado DFU) si se cumplen las siguientes dos condiciones: 

1) Tocio elemento no nulo en D que 110 sea una unidad se puede expresar 
como un producto finito de elementos irreducibles. 

11) Si Pi • • • Pr y q¡ · · · q, son dos factorizaciones del mismo elem.entO co1i 
p¡, qi irreducibles , entonces r = s y e.1:iste una renumeraci6n. de lo.~ qi 
tal que p; y q; son asociados para toda i. · 

Ejemplo 1.5.2 Es por todos conocido que tanto Z como I<[xJ so~i ejémplos 
de DFU, con [{ un campo arbitrario. · ' 

Veremos ahora un criterio parn determinar cuando ltí factorización ei1 
irreducibles es única, si es que esta es posible. 

Teorema 1.5.3 Sea D un dominio en el que la factorización en irreducibles 
es posible. Entonces tu fncto1iza.ción es 1ínica si y solo si todo elemento irre
ducible en D es también primo. 

Demostración. 
=>) Supongamos que la factorización en ÍITeducibles es· única y sea p E D 
irreducible, mostraremos que p es primo, supongamos que p¡ab con a., b E 
D\{O} entonces pe= ab factorizamos a a., b, e en irreducibles: 

. a.= P1 • • ·Pn 

b = q¡ • "Qm 

C = 7"¡ • • •Tt 

donde p;, q;, r 1 son irreducobles entonces 

p(r1 .. ·r1) =(Pi "'Pn)(q¡ ... q,,.) 

la factorización única implica que p es asociado de algún irreducible de Jos 
p¡ o q¡, es decir, p divide a a o a by por lo tanto p es primo. 

<=) Lo probaremos por inducción sobre la cantidad de factore.s en una 
factorización en irreducibles, supongamos que 

P1 • • • Pn = Q1 • • • q,,. 

Ja inducción la haremos sobre n. 
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• n = O) Esto es evidente. 

• n = 1) Pi = Qi • • ·CJm, supongamos sin pérdida de generalidad que q1 
es irreducible, entonces m = 1 pues en caso contrario se tendría que 
CJ2 • • • q,,. E U(A) lo cual es una contradicción. 

• Paso inductivo. Supongamos que el resultado es válido para n,.es decir, 
si Pi • • • p,. = CJ1 • • • q,,, entonces n = m y hay una renumeraci6n de los 
q; tal que Jl¡ es asociado de 1)1. 

Sea p¡ · • · Jl11 +1 = q1 • • • q,,, donde los p¡ y los q; son irreducibles entonces 
Pu+1 es asociado de algún IJ; por ser primo, supongamos sin pérdida de 
generalidad que Putl es asociado de Qm entonces p¡ · · · Pn = 1)1 • • • Qm-1 1 

por hipótesis de inducción tenemos que n = m - 1 y que hay una 
renumcraci6n de los r¡; tal que p; es asociado de q;, lo cual prueba la 
unicidad de la factorización. · 

• 
Corolario 1.5.4 Todo DIP es DFU. 

Demostración. Es consecuencia directa ele (1.2.4) y (1.5.3). 

• 
Corolario 1.5.5 Todo dominio euclideano es dominio de factorización única . 

• 
A continuación el resultado más importante concerniente a los dominios 

de f actoriwci6n única. No ciaremos la prueba de este resultado porque nos 
desviaría de nuestro obJetivo. Sin embargo su importancia y utilidad son 
evidentes. 

Teorema 1.5.6 Sea D DFU, entonces D[x) es DFU. 

Corolario 1.5. 7 Si]( es un campo, entonces J([x1, x2, ... , Xn] es DFU . 

• 

. ~--------------·--
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1.6. Anillo de fracciones 

En esta sección estudiaremos una generalización de la construcción de los 
racionales a partir do los enteros pero aplicada en anillos en general. 

Definición 1.6.1 Sea A anillo y Se A un conjunto no vacío, diremos que 
S es multiplicativo si para toda pareja s, t E S se tiene que st E S. 

Definición 1.6.2 Sea A anillo y Se A con,funto multiplicativo, definiremos 
fo siguiente relación en Ax S. (a, s)"' (a.',s') si y s6lo si e:i:iste t ES tal que 
/.(as' - ci's) =O. 

P1·oposición 1.6.3 La relación definida en (1.6,2) es de eq1livalericia. 

Demostración. 

• Reflexividad. Claramente (a., s) "' (a., s) p~es. pa~á cualquier t. E S 
t(as - as) =O. 

• Simetría. Sean (a., s), (a', s') E Ax S tales q~e (~., ~) "'(a',s') entonces 
existe t ES tal que t(as' - a's) =O pero t(as' '- a.'s) = -t(a's - as') 
por lo tanto (a', s')"' (a., s). · 

• '!Tansitividad. Sean (o, s) "'(n',s') y (il.',s')."' (b, t) en Ax S entonces 
existen r, r' E S tales que: 

r(as' - a's) =O 

r'(a.11. - bs') =O 

(1.1) 

(1.2) 

quisiéramos probar que existe u E S tal que u(at - bs) =O. Multipli-
cando (1.1) por t y (1.2) por s y restándolas tenemos: · 

rs'(at - bs) =O 

Jo cual prueba lo que deseábamos pues S es multiplicativo y por esa 
razón rs' E S. ·. · · 

De donde podemos concluir que la relación es de equivalencia. 

• 
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Definición 1.6.4 {Anillo de fracciones) Sea S-1A = Ax S/ ~. Deno
taremos a la clase de (a,s) por.!!, Daremos además cstruct·ura de anillos a 
s-1 A de la siguiente manera: .• 

Proposición 1.6.5 La estructuro definida en 1.6.4 está bien definida, es 
decir, no depende de los representantes. Y s- 1 A con estas operaciones es un 
anillo. 

Demostración. Corno Ja suma y producto definidos en {1.6.4) son comnu
tativos, basta probar el resultado para un operando. 

Sean.!! = ~. !!1 E s-1 A sabemos que existe r E S tal que r(as' - a' s) =O. 
~ s . . . 

• Suma. De Jo anterior se sigue que 

t 2r(as' - a's) =O 

rt(t(a.s' - a' s) + b(ss' - ss)) =O 

·rt(ats' + bss' - a'ts - bs' s) =O 

rt((at + bs)s' - (a't + bs')s) =O 

r((at + bs)s't - (a't + bs')st) =O 

que por definición indica que ª't."-• = ª'%"-'' que es lo que queríamos 
probar. 

• Producto. Sabemos que btr(as' -a's) =O de donde 1·(abs't-a'bst) =O 
que por definición indica que ~ = ~;~. 

El resto de la demostración snle con cálculos directos. 

• 
Observación 1.6.6 Notemos el hecho de que si el O de un anillo es parte 
de un conjunto multiplicatitto, al construir el anillo de f rocciones el reS7Jltado 
será el anillo O. Por esta raz6n convendremos, 11 menos que se indique, que 
ningún conjunto multiplicativo tendrá al O como elemento. 
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Observación 1.6.7 Si Ses un conjunto multiplicativo en A y s• = SU{l} 
entonces s-1 A ~ s•-1 A. Supondremos a partir de este punto, sin pérdida de 
generalidad, que todo coujunto mull.i¡1lica/.ivo tend7'1Í al l como elemento. 

Observación 1.6.8 Si D es un dominio entero el conjunto S = D - {O} es 
mu.Uiplicativo y en este caso s- 1 D es el campo de cocientes de D. 

Obset·vación 1.6.9 Cuando construimos un anillo de fracciones teniendo 
como base un dominio entero, el resultado ser<Í también un dominio entero, 
que es a.demás suba.nillo del campo de cocientes del anillo original. 

Sen A anillo y S e A multiplicntivo, sen <p : A -> s-1 A dada por r,o(a) = 
T· Llnmnremos n \O la vinculnción natural entre A y s-1 A y se puede probar 
que: 

• Para todo s ES el elmento cp(s) E U(S- 1 A). 

• Para todo a. E A. rp(a) = O si y sólo si existe s E S tal que as = O. 

• Para todo;¡: E s- 1 A existen a E A y s ES tales que x = ;. 
Veremos ahora una propiedad muy importante que tiene el morfismo tp. 

En cierto sent.ido esta propiedad indica que el anillo de fracciones es mínimo 
anillo, salvo inyectividad, con la propiedad de que todos los elementos de un 
conjunto multiplicativo se vuelven invertibles. 

Teorema 1.6.10 (Propiedad universal del anillo de fracciones) Sea A 
anillo y S e A multiplicativo y sea <p Lri vinculación naturnl entre A y s-1 A. 
Entonces <p es un morfismo de anillos con las siguientes propiedades: 

l. Parn todos ES se tiene que cp(s) E U(S- 1A). 

2. Para todo anillo B y para todo rnorjismo f : A -> B con la propiedad 
de q·ue f(S) e U(s- 1 A) existe un único morfismo f: s-1 A-> B con 
la propiedad de que J · <p =f. 

A "' s-1 A 

>\,,,/ 
B 
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Den1ostración. La primera parte es muy sencilla pues solo es necesario 
hacer la observación de que paras ES se tiene que rp(s) · ~ = f · ~ =; = f· 
Por Jo tantos E U(S-1A). 

Para la segunda parte tendremos que trabajar un poco nuís, sea f : A -+ 

B tal que parn todos ES f(s) E U(B) entonces definiremos J: s-1A-+ B 

como sigue: J(; l = f(a)f(s)- 1 , primero mostraremos que esta función 

está bien definida, supongamos que :; = ;; entonces exite t E S tal que 
t(as'-a's) =O como f(t) E U(B) se tiene necesariamente que f(as'-a's) =O 
es decir f(a)f(s') = f(a')f(s) de donde f(a)f(s)- 1 = f(a')J(s')-1 por lo tan
to J está bien definida. Ahora bien parn ver Ja unicidad de la función sea 
g : s-1 A -+ B con la propiedad de que g · rp = f entonces para s E S se 
cumple j(s) = g·:p(s) = g( f l de donde podemos deducir que g ( ~ l = J(s)- 1 

entonces para '.; arbitraria en s-1 A se tiene que: 

lo cual prueba Ja unicidad de J. 

Proposición 1.6.11 Sea A mi anillo, S un conjunto multiplicativo y 
tp : A -+ s-1 A el morfismo natural, entonces: 

a) Cada ideal de s-1 A es de la forma s-121. 

b) Para todo 2l e A s-121 = (1) <=> 2l n S ~ 0 

• 

c) Los ideales primos de s-1 A están en correspondencia biyectiva con los 
ideales primos de A que no cortan a S. 

d) Si A es noteheriano, entonces s-1 A es noetheriano. 

Demostración. 

a) Sea 21 e s-1 A ideal y sea ¡ E 21 entonces T 
¡ E s-1rp- 1(21). 

¡ · f E 21 por lo que 
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b) =>) Sea s-12L ideal de s- 1 A y supongamos que s-1m = (1) eso quiere 
decir que existen a E 2l s E S tales que ; = f pero ; = f si y solo si 
existe/. E S tal que /.(a. - s) =O pero /.a. E 2l por lo tanto ts E 2l, como S 
es multiplicativo también se tiene que f.s ES por lo tanto 2l n S ?6 0. 
<=) Sea s- 121 ideal de s- 1 A tal que 2l n Si' 0 y seas E 2l n S entonces 
f = '.; E s- 12L por lo tanto s-1m = (1). 

e) Sea Q e s-1 A ideal primo por a) sabemos que Q es de la forma s-1!µ y 
sabemos que la imagen inversa de un ideal primo es también ideal primo, 
por lo tanto !pes ideal primo en A y por b) sabemos que <;pnS = 0. Ahora 
si comenzamos con un ideal primo <;¡J e A y consideramos s-1!µ veremos 
que es un ideal primo en s- 1 A pues si !! · ~ E s-1 !p se tiene que a ·a.' E q3 
por lo tanto a E <:p o a' E qJ. es decir, ·:S'-="1 <:p es ideal primo. Hemos visto 
dos aplicaciones de ideales primos de A que no cortan a S en ideales de 
s-1 A y viee\'ersa, ahora Yercmos que son inversas una de la otra, sea 
Q e s-1 A idl'al primo y :; E .Q tenernos que:; = T . ~y que a E :p-1(Q) 
por lo tanto :¡ E s-1 cp- 1 (Q) entonces Q = s- 1 cp- 1 (Q). Inversamente sea 
a E c,;(S- 1 <:¡3) con <:p ideal primo en A ajeno con S entonces existen a' E q3 
y s E S tales que T = !f por lo tanto cxstc t E S tal que t(as - a') = O 
pero como u' E <:¡.! entonces as E <;JJ y por lo tanto o. E \13 pues q3 y S 
son ajenos. Lo cual prueba que ambas aplicaciones son inversas una de la. 
otra. 

el) Para probnr esto basta notar que para un ideal s-1'J e S- 1A con 'J ideal 
de .A, el conjunto ele generadores de 'J es también conjunto de generadores 
para. s-1 'J. 

• 
Ejemplo 1.6.12 Sea A anillo conmutativo y \l3 ideal primo de A, sea 
S = A\<;¡3 entonces s-1 A es un anillo local que tiene como único ideal primo 
a q3 y todos lo elementos que no están en !p son invertibles. Este ejemplo se 
presentará tan frecuentemente que a s-1 A lo denotaremos por A!Jl y no puede 
z¡restarse a co11fusioncs ¡mes mi ideal no z¡uede ser un conjunto multiplicati'Uo 
según habíamos couvc11ido. A ule pmceso le llmnarcmos localización. 

Ejemplo 1.6.13 Sea S = {2"jn E N} este conjunto es multiz¡licativo, en
tonces s- 1z = {~ E Qlj(a.; 2) = 1, b = 2"z¡ara alguna n EN}. 
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El siguiente par de resultados muestran Jo útil que es el proceso de local
ización, es decir, como puede probarse que un anillo tiene una propiedad a 
partir de que todas las localizaciones la tienen. 

Lema 1.6.14 Sea D cualquier dominio entero, entonces: 

D= íl Drm= íl Dqi 
!Vlmax ~P''imo 

c~n la primera íntersecci6n tomadn sobre los ideales ma:i:ímales y la· segunda 
sobre los ideales primos. 

Demostración. Por comodidad denotaremos por E al conjunto ílrmma.rDrm, 
la contención de D en E claramente se da pues D está contenido en cada 
intcrsccando. Parn probar la otra contención consideraremos x = ¡; E E y el 
siguiente ideal: 

21 ={y E Djya. E Ds}. 

Para cada ideal ma.xirnal !JJt existen p, q E D con q </; !JJt tales que x = ~, 
entonces qa. = ¡is por lo tanto 21 <j;, 9Jt de donde 2l = A lo cual nos permite 
concluir que a = rs para alguna r E A, es decir, :r. E D lo cual prueba el 
resultado. Para ver qua al resultado también vale parn ideales primos basta 
observar que entre los ideales primos se encuentran los ma.ximalcs y que el 
resultado es consecuencia del hecho de que el complemento de cada ideal 
primo es multiplicativo. 

• 
Lema 1.6.15 Sea D dominio entero 11 21 e !B ideales de D tales que para 
cada ideal ma:i:imal !JJt e D se cumple que 2lDrm = !BDrot entonces 21 = !B. 
Análogamente sí vara todo ideal vrimo <;p e D se cumple que 21Dq¡ = !BD,µ 
entonces 2l = Q3. 

Demostración. Sea b E Q3 y el ideal: 

l!'. = {x E Djxb E 21} 

ahora sea 9Jt cualquier ideal maximal de D, por hipótesis b E 2lD!l1l entonces 
b = :; con a E 21, s </; !JJl de donde a = sb y por lo trullo s E <!: y por lo tanto 
I! = D lo cual conluye la prueba del resultado. Para ver que el resultado 
también vale para ideales primos basta observar que entre los ideales primos 
se encuentran los ma..'\.;males y que el resultado es consecuencia del hecho de 
que el complemento de cada ideal primo es multiplicativo. 

• 
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1.7. Dependencia entera 

En esta sección estudiaremos el concepto de dependencia entera, y nos 
interl~sará particularmente el caso de los dominios enteros. 

En esta sección A y A' denotarán anillos y supondremos que A es subanillo 
do A'. 

Definición l. 7.1 Un elemento a E A' es entero sobre A si existe f(:v) E A[:i:) 
mónico tal que f(a) = O Diremos que f(a:) es la ecuación de dependencia 
entera. 

Proposición l. 7.2 Las siguientes nfirma.ciones son equivnlentes: 

(1) a E A' es entero sobre A. 

(2) A[a] es un A-módulo finitamente generado. 

(3) A[a.] está contenido en un suba.ni/lo B de A' que es un A~módulo finita-
mente generado. " · · · · · · 

(4) Existe en A' un A-módulo M tal que.Al es fihitamente gener:ulo y el 
único elemento y E A[a) paro el quq)M, = O es y :== O. 

Demostración. 

(1) => (2) Si el polinomio mónico que se anula en a. tiene grado n entonces 
A[a) está generado por 1, a, ... , a". · 

(2) => (3) Tómese B = A[a]. 

(3) => (4) Tómese M =B. Dado que 1 E B se tendrá sieti1pre que y E yB y 
por lo tanto se sigue el resultado deseado. · 

(4) => (1) Sean M 1 , ••• ,m,. generadores de Al dobrnA: Sean r 1; elementos 
de A tales que: 

j 

Esto puede reescribirse de la siguiente manera 
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donde Óij os la delta ele Kronccker. Si N es Ja matriz do coelicienlc>s 
de estas ecm1cioncs entonces si d = det(N) se cwuple necc;;arim11entc 
que d1\J = O. Por est.a razón se tiene que c1. = O. Considérnsc ahora el 
polinomio /(:1:) = det(:1:· 1 - [r;i]). Por la forma en que fue construido el 
polinomio se tiene que a es raíz de f(:r), por lo tanto u es entero sobre 
a. 

• 
Proposición l. 7 .3 8uponga que o 1 , ••• , a,. son elementos de A' enteros so
bre A, entonces A[r11 , ••• , a,.] es mz A-módulo fin'itmn.enlc gencmdo. 

Corolario l. 7.4 El conju.nto de todos los elementos de A' que son c11tems 
sobre A forman 1tn .mbanillo de 1\1 que contiene et A. 

Definición l. 7.5 Diremos que A' es entero sobre A si todos los ele·mentos 
de A' son enteros sobe A. 

Definición l. 7.6 Sea D dominio entero, la cerradura entera de D es el 
conjunto de todos los elementos en Q(D) que son enteros sobre D. Diremos 
que D es cntemme11tc cernido si la cerradura entera de D es D 1nismo. 

Una forma do coustruir dominios euteramente cerrados es tomar un do
minio arbitrario y luego su cerradura entera en el campo cociente, la siguiente 
proposición garantiza que el dominio resultante es enteramente cerrado. 

P1·oposición l. 7. 7 Si A e A' e A" son anillos con A' entem sobre A 11 A" 
eritero sobre A' crdcmccs A" es cntcm sobre A. 

Hay una clase particular de dominios enteramente cerrados y esta es Ja 
de los dominios de factorización (mica. 

Teorema 1.7.8 Todo DFU es enteramente cenndo. 

A continuación un resultado que nos facilitaní. determinar cuando un 
elemento es entero sobre un anillo. 

Proposición 1.7.9 Sea D dominio entero y J{ su campo de cocientes. Sea 
a un elemento alycbrcíico sobre K. Sea f(:i:) E K[x] ¡¡olinomio mónir;o que 
se anula en a, s·i a es entero sobre D entonces los coeficientes de f(:1:) son 
enteros sobre D. Si D es enteramente cerrado entonces a es entero sobre D 
si y solo si f(x) E D[~:J. 

Proposición 1.7.10 Sea K campo y {D;} una familia de dominios entera
mente cerrados contenidos en f{, entonces n D; es enteramente cerrado. 
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1.8. Extensiones algebráicas 

En este punto desviaremos nuestra atención de los anillos a los campos y 
extensiones finitas de éstos, es decir dado un campo consideraremos otro que 
lo contenga y que como espacio vectorial tenga dimensión finita. Los casos 
de 111;1yor interés sen1n las extensiones (L) del campo de cocientes (Q(D)) de 
un domi11io entero D, donde ade1mí.s no fijaremos en los elementos enteros 
sobre D. 

L 

/ 
Q(D) 

~ 
D 

Definición 1.8.1 Un campo E es una extensión de campo del campó F si 
F es subcampo de E. 

Ejemplo I.8.2 Tanto lR como C son ext.esiones de Q. 

Ejemplo 1.8.3 Una extensi6n de lR es IC. 

Ejemplo I.8.4 Sea [(un campo arbitrnrio, entonces I<(x), el cam:podefun
ciones racionales, es una extensión de J(, 

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de un campo !? donde 
podemos encontrar raices para cualquier polinomio no constante con coefi
cientes en cualquier campo, lo cual es muy útil. No daremos la demostración 
de este teorema en este trabajo pero puede ser consultado en cualquier texto 
de álgebra moderna. 

Teorema 1.8.5 Sea [( un campo arbitrario, entonces e.1:iste una. e:i:tensión 
de !<.." :::; !? tal que todo ]IOlinomio no const.ant.e con coeficientes en !? tiene 
todas sus mices en I?. A F: lo llamaremos la cerrndurn algebníica de I<. 

Definición 1.8.6 Sea [( un campo, d·iremos que [( es algebráicamente cer
rado si la cerrndura algebráica de [( coincide con I<. 
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El siguiente resultado nos serviní corno un criterio para determinar cuándo 
un campo es algebráicamente cerrado, pero más aun, cuando un campo sea 
algebráicamente cetTado tendremos una mejor descripción del anillo de poli
nomios con coeficiente.s en el campo. 

Teorema 1.8. 7 Sea K ttn mrnpo, entonces ]( es algebrcíicamcntc cermdo 
si y solo si todo polinomfo 110 constante en K[x] paede descomponerse en 
factores lineales. 

Demostración. =?) Procederemos por inducción sobre el grado del poli
nomio, lo que queremos probar es que todo polinomio de b'Taclo ·n > O se 
puede descomponer en factores lineales. 

• n = l. En este caso para f(:r) de grado 1 él mismo es una descmnposi
ción en factores lineales. 

• Paso inductivo. Supongamos que el resultado es válido para todo poli
nomio de grado n. Sea f(a:) E K[i:J de grado n + l, dado que /( es 
algebníinunente cerrado J(:1:) tiene ni menos una raíz a E !(. Sabemos 
que a es miz de j'(:r) si y solo si el polinomio :1.:- a divide a f(:i.:) por lo 
tanto f(:i:) = (x - o)g(:i;) con (:i.") E K[x] de 6'Tado 11, por hipótesis de 
inducción se tiene que [J(:i:) se descompone en factores lineales en K[:i:J 
por lo tanto [J(x) = (:i; - a 1 ) ···(:e - a,.) si hacemos a,.+1 =a tenemos 
que 

n+l 

J(:1:) = rr (:1: - a;) 
i=O 

que es lo que queríamos probar. 

<=) Esta parte es inmediata pues el término constante de cada factor lineal 
es rafz del polinomio y está en K. Así qlm todas las raíces de un polinomio 
estan en](. 

• 
A continuación revisaremos brevemente algunos conceptos importnntes 

en las extensiones algebráicas. 

Definición 1.8.8 Sea ]( < L una extensión de camvos y a E L, diremos 
que o: es algebráico sobrn K si e:i:iste O:¡., f(x) E K[x] tal que f(a) = O. Si 
o: no es algebráico diremos que es trascendente. 
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Ejemplo 1.8.9 El número v'2 E lR es algebráico sobre Q po7YJue es miz 
del poliomio x2 - 2. De la misma manera el número i E C es algebráico 
sobre Q porque es raiz del polinomio :i:2 + l. Por 1íltimo el mímcro 7r E IR es 
trascendental sobre Q. ·· 

Definición 1.8.10 Sea!(::::; L una extensi6n de campos, diremos que L es 
extensión algebráica de J< si todo elemento de L es a.lgebráico sobre I<. 

Corolario 1.8.11 Un campo algebrcíicmnente cen-ado I< no tiene exten
siones algebráicas propias, es decir, la única extensión algcbrcíica de I< es 
/(mismo. 

• 
Teorema 1.8.12 Sea J{ ~ L una. e:1.·tensi6n de campos y a EL a/gebráico 
sobre[(, entonces e:i:iste un 1ínico f(x) E I<(x] tal que f(x) es irreducible, 
m6nico y f(a) = O, además para todo ·polinomio g(x) E K(x] si g(a) = O 
entonces f(x) divide a g(x). 

Demostración. Sabemos que existe al menos un polinomio q(x) E K(:i:] que 
se anula en a entonces el siguiente conjunto 21 = {p(:c) E K(.-z;]Jp(a) = O} 
es un ideal maximal de K(x] que como sabemos es un dominio euclideano y 
por lo tanto podemos ex!Jresar 21 = (p(:1:)) con p(:1;) irreducible y mónico. Lit 
segunda parte es inmediata de esto. 

• 
Definición 1.8.13 Sea !( ::::; L una e:1:tensi6n de campos y sea a E L al
gebrcíico sobre K, al poli11omio mónico detern1inado de manem 1L7!ica por 
a mostrado en el teorema anterior lo llamaremos el polinomio irreducible 
asociado a a sobre K y lo de11otaremos por irrK(o:). Definimos el grado de 
K(o:) sobre f{ como el grado de irrl\(a'). 

El siguiente resultado será de utilidad en secciones posteriores cuando 
estudiemos los grados e índices de las extensiones algebráicas. No daremos la 
prueba de l~Ste resultado pero la prueba puede hacerse fácilmente usando el 
lema de Zorn. 

Teorema 1.8.14 Sea/{ ~ L exlensicín algebráicci y R la cerradura alge
bnlica de I<, entonces existe al menos un monomorj'ismo de L en!? que deja 
fijo a/(. 
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J\ partir de este pnnto hablaremos de elementos algebniicos sobre campos 
sin mencionar específicamente en que lugar se encuentra dicho elemento pues 
podemos suponer que se encuentra en la cermdur11 11lgebníic11. Esto se debe 
como ya vimos, a que toda extensión algebníica la podemos ver como un 
subcampo de la ce1Tarinrn algebráica. 

Definición 1.8.15 Sea/{ $; L una extensión de campos y o EL, definimos 
K(o.) como el mínimo subcmnpo de L que contenga a K 11 o. 

Definición 1.8.16 Un11 e:rtcnsión de campo L de f{ es una extensión simple 
si exi.<le a EL tal que L = I<(a). 

Observación 1.8.17 Sea ]( un campo y o· algebrcíico sobre K, sea n = 
o('irl'g(a)) que es el grado del polinomio in·educible asociado a a sobre!(, 
entonces {l,o, ... ,011

-
1} es una base para K(a) como K espacio vectorial. 

Si [{ ~ L y o· E L os trascendente sobre [{ podernos considerar el anillo 
K[n] que consiste de las series finitas de potencias de a con coeficientes en 
K, es decir un anillo isomorfo a K[:r]. En este caso, I<(o) es (J(K[u]) y es 
un campo isomorfo a K(:r). · 

Corolario 1.8.18 Sea K un campo 11 K(a) 11na exte11si6n simple, con a 
algcbl'líico sobre K, entonces todo elemento de [((a) es 11lgebr1Hco sobre Ií. 

Daremos ahora a estos conceptos un nombre pues aparecerán muy fre
cuentemente en el estudio de nuestra teoría. 

Definición 1.8.19 Si Les ·una e:rlensión de K ele dimensión finita., diremos 
que L es una extensión finita de grndo n sobre [( y denotaremos el grado de 
L sobre [{ por [ L : K] q¡¡e como y11 mencionamos es la dimensión de L sobre 
[{. 

Veremos ahora un par de propieclndes de las e;1:te11siones finitas. No ver
emos las demostraciones de éstos resultados pero pueden ser consultndos en 
textos de iílgebrn moderna. 

Teorema 1.8.20 Sea K un campo arbitrario, entonces toda exte11sión finita 
de [{ es algebníica. 

Teorema 1.8.21 Sean ]( $; L y L $; E extensiones finitas, entonces E es 
una extensión finit<L ele [( y [E: I<] =[E: L][L: K]. 
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Corolario 1.8.22 Si I<1, I<2 , ••• , J<1 son campos y K1+1 es extensión finita 
de ](1 paro toda i E {1, ... , t - l} entonces [(1 es extensión finita de I<1 y 
[K, : K1] = [I<1 : I<1-1][K1-1 : K1-2] · · · [I<2 : ki]. 

Corolario 1.8.23 Sean [( ::::; L y L::::; E extensiones finitas, entonces E es 
unn c:rtc11sión algcbrcíica de f{. 

Corolario 1.8.24 Si /3 E K(a) con a algebrcíico sobre [(, entonces 
[K(/3) : J(j divide a [F(a) : I<j, es decir, fJirrK(/3) divide a oirrg(a). 

Como podemos ver este par de teoremas tienen consecuecias inmediatas 
que nos ayudan a entender un poco más la naturaleza de las extensiones 
finitas, veremos ahora la relación que existe entre dos elementos algebráicos 
de un campo con el mismo polinomio irreducible asociado y sus extensiones 
simples. 

Definición 1.8.25 Sea L extensión algebráica de[(, a,/] EL son conjuga
dos bajo [( si i1T1<(a) = 'irrK(f3). 

Teorema 1.8.26 Sea I< campo ya,{3 algebráicos sobre[(, con [I<(O'): I<] = 
n, entonces o· y ,13 son conjugados respecto a [( si y solo si el mo1fismo 
1/J!J: Ji.°(O')-+ K(/3) dado por 

41g (ao + a.1 a + · · · + a,,_¡ a"-1
) = 11.¡¡ + n1/3 + · · · + CLn-1.B"-1 

es 1m. isomorfismo. 

No veremos la prueba de este resultado pero es consecuencia de 1.8.17. 

Corolario 1.8.27 Sea f{ campo y a algebrcíico sobre I<, entonces· t.odo mo
nomorfzsmo 1/1: K(o) _..., !? con la propiedad de que ·~'IK = lg asocia a a un 
conjugado de o· respecto n f{. 

Dado un campo K y a un elemento algebráico sobre I<, nos gustaría saber 
entre otras cosas cuántos conjugados tiene o: respecto a I<, cuántos monomor
fismos hay de K(a) en R que dejan fijo a K, más aún, dado L extensión 
algebráica finita de /{. nos gustaría saber rnándo [, = K(a') para alg1í11 ll' 

algebráico oobre /{. Los siguientes resultados est<Íll enfocados a determinar 
este tipo ele cosas. El primero es una herramienta auxiliar para demostrar Jo 
que nos interesa. 
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Teorema 1.8.28 Sea ]( ~ L e:rtensión finita y r; : K ----> .K' un isomárfismo; 
Entonces el número de extensiones de a a monomorfismos dé L ·en 1?.1 solo 
depende de [( y L. 

Ahora estnmos en condiciones ele introducir In definición ligada a este 
teorema. 

Definición 1.8.29 Sea [( ~ L ei:ten,qión finita, el ínclkc ele L sobre]( es el 
mímero de 111onomorfis111os de L en [( que dejan fijo ci [(. Lo denotaremos 
por { L : K}. A pesar de que el indice de umi e:rf.ensión puede definirse ¡1am 
e:rteusiones algclmíieas arbitmrias, nos restringiremos a e:rten.sio11es finitas 
pues es donde nos interesa tm.bajar. 

Corolario 1.8.30 Si L es c:rtensión finita ele [( 11 E de L entonces: 

{E: J\} ={E: L}{JJ: K} 

Corolario 1.8.31 Sea [( campo y a algcbrcíico sobre f(, entonces: 

{K(o:),: K} ... 

es el número de cerosdistintos cle.irrK(a). 

Veremos ahora un resultado que relaciona el índice y el grado de una 
extensión. 

Teorema 1.8.32 Sea L extensión finita de ]( entonces {L : K} clitride a 
(L:K). 

Ahora que conocemos esta relación estudiaremos un poco el caso en que 
el índice y el grado coinciden. 

Definición 1.8.33 Una extensión finita L de ]( se llama separable si 
{L: J\} = [L: I\"]. Un elemento algebráico r.r es separable sobre K si K(a) 
es separable sobre [(. Un polinomio f(x) E J'\"(:c] es separable sobre K s·i 
todas Las raices de J(:i:) son separables sobre [(. 
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A continuación veremos que la propiedad de ser separable es cerrada ba.io 
extensiones finitas. · 

Teorema 1.8.34 Si J( :5 L y L :5 E son extensiones finitas entonces E es 
separable sobre J< si y solo si E es separable sobre L y L es separable 'sobre 
[(. 

También es de nuestro interés saber para qué campos sus extensiones 
finitas son siempre separables. 

Lema 1.8.35 Sea !? la cermdum algebráica, de I< y 

f(x) = x" + a,._1x"-1 + · · · + ao 

cualquier polinomio m6nico en R[x], si (J(x))"' E K(:z:] y m · 1 ~.O en J( 

entonces /(x) E K(:c]. 

Definición 1.8.36 Un campo es perfecto si cada e:rtensi6n finita es separa
ble. 

Teorema 1.8.37 Todo campo de carn.cteristica ce1v es ¡1e1fccto. 

Teorema 1.8.38 Todo campo finito es perfecto. 

Estos resultndos nos dicen que si queremos encontrar extensiones que no 
sean separables, debemos buscarlas en campos infinitos de característica p 
con p un número primo. 

Ahora uno de los teoremas nuís import.antes para nuestro estudio, su 
importancia reside principalmente en que será muy útil en las secciones si
guientes. 

Teorema 1.8.39 (Teorema del elemento pl"imitivo) Sea L una exten
sión finita separable de K campo infinito. Entonces e:l'iste cr E L tal que 
L = I<(a) (a es un eleme'flto primitivo). Es decir, toda e.1·tensi6n finita sev
arable es simple. 

Una vez que hemos carncterizado las extensiones separables, vamos a 
tratar de describir todas lns extensiones finitas en general, pero para ello 
introdudremos un nue\'O tipo de extensiones finitas llnmndns totalmente in
separables y las \'amos a estudiar un poco antes de continuar pues una vez 
que tengamos descritos estos dos tipos de extensiones finitas, todas las demás 
las podremos estudiar descomponiéndolas en dos extensiones, una separable 
y otra totalmente inseparable. 
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Definición 1.8.40 Sea J( campo y L una e:rtcnsi6n finita de J(, diremos 
q·uc L es uua extensión totalmente inseparable de ]( si {L : K} = l. Un 
elemento a algclmíico sobre J( es totalmente inseparable sobre [(si K(a) es 
totalmente inseparable sobre K. Un polinomio f(1') E K[:v) es totalmente 
inseparable sobre !( si todas las mices de J(:1') son totalmente inseparables 
sobre K. 

Así como ser separable es una propiedad cerrada bajo extensiones, el ser 
totalmente inseparable también lo es. 

Teorema 1.8.41 Sean [( s; L y L s; E e:densiones finitas de campos, en
tonces E es totalmente inseparable sobre [{ si y solo si E es totalmente 
inseparable sobre L ¡¡ L es totalmente inseparable sobre/(, 

Corolario 1.8.42 Sea J( campo 11 L extesi6n finita de I<, entonces L es to
talmente i11sepamble sobre/{ si y s6lo si para toda a E L\K a es totalmente 
inseparable sobre J(. 

Veremos a continuación como descomponer una extensión finita en· dos 
extensiones que facilitarán su estudio y comprensión. · 

Lema 1.8.43 Sea J( campo de caractc1'Ístic11 p =/= O y a E R\f<, entonces 
a es totalmente inseparable sobro [( si y solo si exite un natural n tal que 
a"" E J(. 

Teorema 1.8.44 Sea K campo de c11mcterística p f. O 11 L e:1:te11sión finita 
de /( entonces el siguiente conjunto E = {a E Lla es separable sobre I<} 
forma un campo que es una extensión sepamble sobre J( y aclcm.cís L es 
totalmente üiseparable sobre E. 

Definición 1.8.45 El campo construido en el teorema anterior se llama la 
cerradura separable de L sobre[(. 

Con esto concluimos el estudio de extensiones algebráicas de campos. 
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1.9. Teoría de Galois 

En esta sección revisaremos muy brevente algunos resultados de la teoría 
de Galois que nos serán de utilidad en seciones posteriores, sin embargo, cabe 
mencionar que la teoría do Galois por si sola es muy interesante y elegante, 
además su aplicación ha ayudado a resolver problemas clásicos de la teoría 
de ecuaciones como In irresolubilidad de un polinomio de grado cinco por 
medio de radicales, entre otras cosas. 

La teoría de Calois lo que hace principalmente es relacionar la teoría de 
grupos con la de campos. llevisaremos algunos resultados que nos serán de 
utilidad en estil sección, algunos de ellos ya los estudiamos previamente. 

1) Sean Í\. campo. o,/3 E g con a y /3 conjugados respecto a K, entonces 
existe un isomorfismo ~J~: K(a) ___, K(/3) que asigna a en (3. 

2) Sea f{ :::; L extensión finita, entonces cada monomorfismo de L en R que 
deje fijo a f{ debe asignar cada elemento de L un conjugado respecto a 
J(. 

3) Si J( :::; Les extensión, entonces el conjunto de todos los automorfismos de 
L que dejan fijo a [( forman un grupo respecto a la composición, denotado 
por G(L/ K). Dado S e G(L/ I<) el conjunto de los elementos de L que 
quedan fijos bajos S es un campo denotado por Ls. además !( :::; Ls. 

4) Un campo L, es de dcscomposicióu de J< si Í'( ::; L y todo monomorfismo 
de Len R' que deja lijo a K es un automorfismo de L. Si Les una extensión 
finita y campo rle descomposición, entonces 
IG(L/K)I = {L: K}. 

5) Si K ::; Les extensión finita, entonces {L: K}l[L: K]. Si además Les 
separable sobre K entonces {L : K} = [L : K], además Les separable 
sobre K si para toda a E L irrl<(a) tiene todos sus ceros de multiplicidad 
l. 

Definición 1.9.1 U11a e;1:ten.sicín finita L de J( se llama extensión finita 
1•ormal si es un campo de dcscomposici6n y c:rte11si6n se¡111rn/1lc de K. 

El resultado siguiente es muy fuerte pues nos dice que una extensión finita 
normal se mantiene siendo normal para todos los campos intermedios. 
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Teorema 1.9.2 Sea E extensión finita 11011nal de I< y L extensión finita de 
J( tal que ]{ ::;; L ~ E. Entonces E es una e:rtensión finita normal de L y 
G(E/L) es un subgrupo de G(E/K) que consiste de todos los automorfismos 
que dejan fijo a L . .Mrís aun, dos 1iutomo1fismos u, r E G(E / J<) inducen el 
mismo automorjismo en G(E/L) si y solo si su clase derecha es la misma en 

· G(E/L). 

El teorema anterior nos muestra que hay una biyección entre los isomor
fismos de E que dejan fijo a L y las clases derechas de G'(E / I<) en G(E / L). 
Nótese que no es posible decir que l'?Sas clases correspondan a automorfismos 
de L sobre f(, dado que no necesariamente L es campo de descomposición 
de K. El resultado es que L es de descomposición si y solo si G(E/ L) es 
normal en G(E/ 1\), es decir, la extensión es normal si y solo si el subgrupo 
es normal. Admmís veremos que ~l~)1/ ~ G(L/K). 

Definición 1.9.3 Sea [( ~ L eJ:tensión finita, entonces G'(L/ I<) es el grupo 
de Galois de L sobre K. 

Teorema 1.9.4 (Teorema principal de la teoría de Galois) Sea IJ un 
extensión nonnal finita de J( con grupo de Galois G(L/I<). Para mi campo 
E entre K y L, sea E>. el subgrupo de G(L/ K) que deja fijo a E. Entonces 
,\ es una corrnspondencfo una a uno entre los campos intermedios de I< 11 L 
y los subgrupos de G(L/ K) con las siguientes propiedades: 

1} E>. = G(L/ E) 

2} E= I<a(L/K) = l<s, 

9) Para H ~ G(L/I<), !{11>. =H. 

4) (L: E]= IE>.I," (E: I<] = {G(L/I<): E>.}· 

5) E es una extensión normal rle J( si y solo si E>. es un subgrupo nor
mal de G(L/K). Cuando E>. es un subgl"Upo nonnalde G(L/K) entonces 
G(L/K) ~ .• . . . . . 
G(L/E) = G(E/ /\ ). 

6} El reticulado de subgrupos de G(L/ K) es isomorfo al reticúlado inv,értirlo 
de campos entre ]( y L. · 
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1.10. Módulos 

En esta sección, que será muy corta, presentaremos algunos resultados 
que utilizaremos más adelante cuando estudiemos extensiones de anillos de 
Dedeki11d. 

La siguiente proposición y su corolario son para módulos sobre anillos 
locales. 

Proposición 1.10.1 Sea A anillo local y !JJ1 su ideal maximal, sea AJ A-m6du.lo 
finitamente genera.do ta./ r¡ue !JJ1A1 = Jvf entonces M = O. 

Den1ostración. Sea 
" 

M=2:Am; (1.3) 
i=l 

con m 1 , ••• , m,, E Af. Como 9J?.M = Af existen elementos aii E 9Jl tales que: 
.. 

1n.1 = L a;;rn; 
j=l 

Sea. T = (a;;) - !, con f la matriz identidad. Entonces T · (m1 • • • m~)' 
es un replanteamiento de (1.3). Sea S la matriz adjunta de T entonces ST · 
(m1 ... m,.)' = (dm1, ... , dm,,)' con D = det(T) además d es congruente 
con (-ir módulo 9J? por lo tanto d E U(A) pero como dAI =O se tiene 
necesariamente que A1 = O. 

• 
Corolario 1.10.2 (Lema de Nakayruna) Sea A anWo local y !JJ1 su ideal 
ma:1:imal, sea ,U A- m.6clulo finitmncnl:e ge11emdo y D un submódulo ele ,\1 
tal que L + 9JlM =Al, ento11ces L = Al. 

Demostración. Consideremos M / L = L/ L + !JJtM / L, es decir, para todas 
las clases generadas por L hay un representante en !1Jl.M, es decir, 
9Jl(M/L) = M/L por (1.10.1) M/L = O y por lo tanto L = M lo cual 
concluye nuestra demostración. 

• 
Teorema 1.10.3 (Teo1·ema chino del rnsiduo para módulos) Sea A a.ni
llo y .Q,, ... , .Q,. ideales de A tales que pam i i' j A ·= .Q¡ + .O;. Sea 
:J = n .Q¡ y M un A m6dulo entonces: 



1.10 Módulos 33 

M /'JM et E9 M /D.;M 

Aun podemos decir un poco más de lo que pasa en una situación como 
Ja del Teorema Chüw del Residuo. 

Proposición 1.10.4 Sea A anillo y D. 1 , ••• , .Q
11 

ideales de A. tales c¡ue paro 
·i f .i A= D.;+ Qi· Sea 'J = n D.;, entonces: 

'J = D.i ... .Q,. 

Demostración. Demostraremos el resultado por inducción sobre 11. 

•n=2 
k 

D1D2 = {¿a;b;jn¡ E D1 1 b; E D2} 
i=l 

claramente D 1D 2 e D 1 n D 2 probaremos ahora la ot.ra contención, sea 
a. E D1nD2 como 1 = n'+b' con u.' E D1,b' E D2entonces11 = cw.'+ub' 
y mnbos sumandos son elementos de D 1 n D 2 por lo tanto a. E D 1D 2 • 

• Paso inductivo. J/ip6tes·is de indueei6n. Supungmn.os que el re.rnltndo 
es válido para n. 
N ucvamentc 

si probamos que 

u+l 

D1 · · ·D,.D,.+t e íl D; 
i=t 

" 
ílD.;+D,.+1 =A 
i=l.' 

habremos terminado pues. se· reduce al caso n = 2. Sabemos que 
1 = b; +e; con b; E D~+I y ci .E D; entonces e; = 1 - b; de donde ... 

e =JJc; = 1 +<i 
i=l 

con a E D 11+1 además · 
n 

cEílD1 
i=l 

ele donde se sigue el resultado deseado. 

• 
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1.11. Resultados adicionales 

La razón por la cual esta sección existe es que los resultados aquí men
cionados serán usados en demostraciones posteriores, razón por la cual no es 
necesario revisarlos sino ha5ta que se utilicen, pues es entonces que se enten
dent su utilidad, aím cuando varios de ellos valen para anillos arbij¡rarios. 

El siguiente resultado es v>ilido para cualquier tipo de anillos conmuta
tivos. 

Lema 1.11.1 Sea A anillo ¡¡<:¡3 1 lo '+li ideales ma:iimales de A, entonces paro 
toda pareja a,b EN se tiene que '.µ 1 " +'+lib =A 

Demostración. Observemos que '.µ'j no puede estar contenido en <.µ2 a menos 
quo '+!1 = <:¡3 2 por Jo tanto '+!'! + '+!2 = A. Supongamos ahora que para cierto 
natural n se cumple quo <.µ¡ + '+!2' = A entonces 

Por lo tanto 

A = '+'! + '+!2 ~ '+'~ + ('.PI + '+!2+1
) = '+lí' + '+!2+1 · 

El resultado es válido por inducción. 

• 
Veamos ahora un resultado que nos iiidica condiciones suficientes para 

que un anillo sea DVD. 

Proposición 1.11.2 Sea D un dominio enteramente cerrado, noetlieriano 
y local. Entonces D es un DVD. 

Demostración. Sea O lo a E <.µ donde <.µ es el único ideal maximal de D, 
sea D' = D /Da. para cada x E D' sea 

ann(:v) = {el E Dld:z; =O}. 

Por ser D noetheriano existe un elemeuto mmdmal en el conjunto 
{am1(:c)l:i: f O,x E D'}. Seab E D tal que.Q = am1(b+Da) es m!Lximal. .Q es 
no nulo pues a lo O y por lo tanto a E .Q. Veremos que .Q es primo para probar 
esto supongamos que es falso y que existen x, y E D tales que xy E .Q y que 
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ninguno de los dos es elemento de .Q entonces ¡¡(b+ Da) :f O y ann(11b+ Da) 
coutiene a :r y a Q lo cual PS una contradicción a In elecr:ión de Q. Por lo 
tauto Q es primo y por lo t.iutto es el únko ideal primo uo nulo de JJ, es decir, 
el ideal ma.ximal de D son todos los elementos de D c¡ue nmltiplieados por b 
van a dar a Da. Probaremos ahora c¡uc Q es principal, primero observemos 
que * </:. D pues si así fuera tendríamos que b + Da =O+ Da y por elección 
esto no es posible. Afirmamos admn,\s que Q = D~. Para rnr c¡ue esto se 
cumple veamos que como consecuencia de que Qb ~ Da tenemos que Q* es 
uu ideal de JJ, el caso en que Q~ ~ Q no es posible pues en caso ele que 
se diera tendríamos por la parte 4 de l. 7.2 que ~ es entero sobre D y por 
lo tanto estaría en D lo cual sería una contrnclicción, por lo tant.o Q~ = D 
y Q = D~. Denotemos por comocliclad a Q por Dr.. Consideremos ahora 21 
ideal propio de D y consideremos la cadena 

21 ~ 2lr.-l ~ 2lr.-2 ~ • • •. 

Si 'Jl1T-k = 2171'-k-J entonces tendríamos que 71'- 1 es algebníico sobrn D lo cual 
es falso. Como D es noet.heriauo la parte de la cadena que está contenida en 
D se estaeioua. Supongamos que 21-k ~ D y 21-k-l % D, observemos que si 
'Jl7rk ~ D7r tendríamos que 'JL7r-k-l ~ D lo cual no es posible por lo tanto se 
debe tener que 2171'-k = D y por lo tanto 2l = JJr.k lo cual concluye la prneba 
del resultado. 

• 
Len1a 1.11.3 Sean A e B dominios enteros con B entero sobre A y A 
enteramente ce,-rado. Si i:p e B es ideal primo no nulo entonces i:p n A es 
·ideal pr-imo no nulo de A. 

Demostración. Sea O :f cL E i:p y sea f(a:) = L; a;:1:i el polinomio mínimo 
de a. sobre el campo de cocientes de A. Por 1.7.9 sabemos que los a.1 E A y 
arlenuís a0 :f O pues f(x) es i1Teducible y 

" 
a0 = L::-a1a1 E \}) n A, 

i=1 

lo cual prueba el lema. 

• 
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Corolario 1.11.4 Si A e B son campo y dominio ·entero respectivamente 
con B entero sobre A entonces B es un campo. 

Demostración. Si B no fuera campo entonces existiría un ideal primo l¡J 
propio que cortado con A daría un ideal primo, pero como A es campo se 
tendría necesariamente que l¡J n A = A, es decir 1 E l¡J lo cual es imposible . 

• 
Lema 1.11.5 Sea D un DVD, /( su camvo de cocientes, L extensi6n finita 
totalmente inseparable de [( y D' la cerradura entera de D en L. Entonces 
D' es DVD. 

Demostración. Sabemos que existe q = p" E N tal que para todo :v E L se 
tiene que xq E /{. Si D = [( entonces D' = L y no hay nada que probar, 
supongamos por lo tanto que D no es un campo y sea p = D7r el ideal 
ma.ximal de D. La aplicación de ideales ele primos D' en ideales primos de D 
dada por l¡J --+ l¡J n D es inyecti\'a por lo tanto D' solo tiene un ideal primo 
no nulo, llamémosle l¡J a este ideal. Para todo y E l¡J tenernos que y9 = 11.'lrn 

con 11. E U(D) y n EN. Sea y E l¡J tal que la n es mínima. Sea x E D'\{O} 
y sea xq = u 17r" con 1.t1 E V(D) y tl EN. Sea el= 11t + r con O~ r < n. 
Entonces: 

donde u.2 E V(D). Por lo tanto (;1:y-1)q E D lo cual quiere decir que :vy-1 es 
elemento de D'. Por la elección mininrn de n se tiene que .'l:y-1 </:. q3 y por 
lo tanto es una unidad, es decir x = vy1 donde v E U(D'). Lo que hemos 
probado es que todo elemento no nulo de D' es una unidad de D' por una 
potencia de y. Como consecuencia inmediata se sigue que los únicos ideales 
no nulos de D' son los ideales principales generados por potencias de y, lo 
cual prueba que D' es un DVD. 

• 



Capítulo 2 

Anillos de Dedekind 

Ya en esta parte de nuestro estudio 11os adentraremos a la parte que más 
nos interesa que son los anillos de Dedekind. Primero estudiaremos algunas 
propiedades elementales y algunos ejemplos. 

Se cree que cuando Fermat demostró su último teorema trabajó sobre 
anillos de Dedckind y que además pensaba que éstos eran dominios de fac
torización única, que es en realidad una idea bastante brillante para su época, 
pues los anillos de Dedckind todavía no se estudiaban. 11ás adelante veremos 
que hay ejemplos de anillos de Dedekind que no son de factorización ímica, 
pero In unicidad de foctorización, en los anillos de Dedekind, se pasó de los 
elementos a los ideales y se pueden obtener resultados bastante interesantes. 

2.1. Propiedades elementales 

Primero que nada debemos conocer a estos anillos que tanto nos interesan. 

Definición 2.1.1 (Anillo de Dedekind) Un anillo D se llama de Dedekind 
si cumple lo siguinte: 

a} Es dominio entero. 

b} Es noetl1eriano. 
_. < ; ' 

e) Pam todo ideal primo no .1iulo-ql c.D ·::n'.Jl és DVD.· 

Ejemplo 2.1.2 Todo DIP es de Dedekind. En particular Z. Veremos más 
adelante que los DIP no son lós únicos anillos de Dedekind. 
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Lema 2.1.3 Sea D anillo de Dedekind entonces D tiene las siguientes propiedades: 

1) Todo ·ideal p1imo 110 nulo es ma:1:i111al. 

2) Si S e D es multiplicativo, entonces s- 1 D es de Dedekind. 

Demostración. 

1) Sean <:¡3 e .Q ideales primos de D entonces \l3 es ideal primo en Da lo cual 
es una contradicción a que Da sea DVD, por tanto una situación como 
esta no puede presentarse en un anillo de Dedekind. 

2) Los ideales primos de s-1 D son de la forma s-1i.p con \l3 ideal primo en 
D ajeno a S, afirmamos que D'J,3 st (S-1 D)s-1'J,3 y el primero es un DVD, 
para verificar esto tomemos J : D'J,J --> (S-1 D)s-•'J,J definida de Ja siguiente 
manera/(!!.) = +. En primer lugar veremos que J está bien definida y 

•• 1 

dcspué's Yercmos que es isomorfismo. Supongamos que ; = ;; entonces 

as' - a's = O que es por definición que t = * por lo tanto f está bien 
1 T 

definida. Que f es un monomorfismo se sigue de que D'J,J sea un dominio 
entero y de las propiedades del anillo de fracciones, para probar que es 
epimorfismo tomemos ¿. en el dominio de f entonces ss' </:: <;J3 dado que 

T ª º 
\l3 es ajeno con S y que s' </:: \P. entonces /(,~.) = ~ = '!!: por lo tanto f 
es también cpimorfismo y por lo tanto isomorfismo'. 

1 

• 
Lenm 2.1.4 Sea \l3 ideal primo de D anillo de Dedekind, entonces: 

D/<:¡3ª ~ D'J,J/<:¡JªD'J,J. 

Demostración. Sea f : D -+ D'J,J/\Pª D'J,J dada por J(d) = 1 + \P" D'J,J, 
claramente 11 ucf = \Pª ahora para ver que· J es epimorfismo sea; +\Pª D<J,J en 
el dominio de/, dado que \l3 es ma.'\.;mal se tiene que Ds+\P = D supongamos 
ahora que _tenemos que Ds + qJk = D para alguna k E N entonces: 

i:pk = <:¡JkD = <:¡Jk(Ds + <:¡3) ~ Ds + <:¡Jk+t 

por lo tanto 
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por lo. tanto D = Ds + qJª. Por lo tanto existe e· E D y q E . qJª tales que 
es+ q = l. Entonces !(re) = T + qJª D\ll = r(~ - ;) + !µ" D\ll = :; + qJª D\'ll. 
Por Jo tanto f es epimorfismo y también isomorfismo · 

• 
La utilidad de este resultado se verá en el siguie1ite corolario. 

Corolario 2.1.5 Todo ideal de D/qJª es ·una potencia dé q:!/!Pª má.s a1Ln 
!P /!µª es ideal p1·i11cipal. 

Demostración. Aplicando el lema 2.1.4 a D..p se sigue el resultado, recor
dando además que D\'ll es DVD y por la propiedad 3) de los dominios de 
valuación discreta se sigue el resultado. 

• 
2.2. Factorización de ideales en anillos de De

dekind 

Observemos la siguiente situación, dado un ideal no primo 2l e D con 
D de Dedel.:ind, D /<.Jl sigue siendo noetheriano pero no es dominio entero, 
entonces por 1.4.14 D/21. tiene un número finito de ideales primos, pero los 
ideales primos de D/21 están en correspondencia biyectiva con los ideales 
primos de D que contienen a 21. Esto quiere decir que solo una cantidad 
finita de ideales primos de D contienen a <.Jl. Esto nos permitiní demostmr el 
siguiente resultado. 

Teorema 2.2.1 Sea D anillo de Dedekind y 2l ideal no nulo de D, sean 
!P,, ... , q:ln los ideales primos que contienen a 2l entonces existen mímeros 
natumles <L¡, • •• , an tales que: 

2l = q:lj' • .. !p~n 

todos determinados de manera única por <.Jl. 

Demostración. Todo excepto Ja unicidad ha sido probado, la unicidad de 
!µ 1 , ••• , !Pn queda determinada al ser Jos ideales primos de D que corítie.nen 
a 2l los a; están determinados por que cada uno es la rn!nima·potencia eri la 
que el ideal ma:<lmal de D\ll./2lD\'IJ, es cero, es decir, 2l/ D<;¡J, = lJJí'' D<;¡J, • . 

• 
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2.3. Equivalencias de la definición 

En esta parte veremos que los anillos de Dedekind pueden describirse 
de varias maneras equivalentes, esto ademó.s de interesante resulta muy títil 
pues si por alguna razón no podemos demostrar directamente que un anillo 
cumple con los a..xiomas de la definición, podemos probar que cumple con 
propiedades equivalentes. 

Teorema 2.3.1 Sea D dominio enf.ero que no es campo, entonces son equi
ttalentes para D: 

(J) D es anillo de Dedekind. 

(2) Para cada ideal m.a:iimal <;¡3, D<:µ es DVD y para cada elemento O~ a. E D 
solo una cantidad finita de ideales primos de D contienen a a. 

(3) D es noether-iano, enteramente cerrado y cada ideal primo no nulo de D 
es ma:z:imal. 

Demostración. (1)=>(2) Esta parte ya ha sido prácticamente demostrada 
solo falta probar que dacio ci E D solo hay una cantidad finita de ideales 
primos que contienen a a pero esto es consecuencia inmediata ele que el ideal 
(a) solo está contenido en una cantidad finita de ideales primos. 

(2)=>(3) Sea <;¡3 ideal primo no nulo de D si <;¡3 no fuera maximal entonces 
se tendría que existe <;¡3 e Q con .Q ideal primo maximal de D entonces <;J3Di::i 
es ideal primo no maxirnal en Di::i lo cual contradice que Di::i sea DVD, por lo 
tanto cada ideal primo e11 D es maximal. Ahora bien cada D'IJ es enteramente 
cerrado por lo tanto Des enteramente cen-aclo como consecuencia ele 1.7.10 y 
de 1.6.14. El hecho de que D es noetheriano se sigue del siguiente resultado. 

Proposición 2.3.2 Sea D dominio entero que satisface ln co11dici6n 2 de 
2.3.J y sea 2l e A ideal no nulo. Pam toda a E 2!\ {O} existe b E 2l tal que 
Da + Db = 2l. Es decir, cada ·ideal esta genemdo por dos elementos o es 
principal. 

Demostración. Sean <;J31, ... , <.:µ,. los ideales primos de D que contienen a a .. 
Cada localización D~, es DIP por lo tanto existe e; E D tal que 
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Podemos escribir e; = e: con :z: E 2! y s E D\<;¡3;, olJsen·emos que c;D;;p. = 
a: D;;p,, así que sin pórcilcla de generalidad podernos suponer que e; E' 21, 
podemos en este rnomeuto probar que 2l es finit.ament.e generado, sea I!: = 
Da+ Dc1 + · · · + De,, claramente I!: e 21, si <;¡3 es ideal primo tal que a. ~ <;¡3 
entonces* E D-:¡i y por lo tanto l.!:D-:¡i = 2lD;;p. Por 1.G.15 se tiene que I!: = 21. 
Para encontrar b lo haremos escogiónclolo de tal forma que bajo el isomorfis-
1110 de 1.10.3 que garantiza que: 

.. 
<it;<;p 1 ••• <;p,.21 Gt EB 21/<;p¡21 

i=J 

la imagen ele b sea (c1 + <;¡3 12!, ... , c,1 + <;¡3,,21). Entonces b - e; E <;¡3;21 y 
adenuís Da+ Db ~ 2!. Probaremos la igualdad usando la misma técnica. Sea 
:D = Da+ /Jb para <;¡3 ideal primo de D se tiene que :DD;;p = 2tD;;p = D;;p, 
si <;¡3 = <;JJ; entonces e; = b + (e; - b) E '.DD-:¡i + <;¡32tJJ-:¡i. Por lo tanto esta 
suma contiene a c,D;;p = 21D-:¡i. Por otra parte '.D ~ 2t por Jo tanto la suma 
está contenida en 2!D-:¡i. de aquí se sigue que: 

Las hipótesis de 1.10.2 se cumplen y por lo tanto '.DD-:¡i = 21D-:¡i y por 1.6.15 
se tiene que 21 = :D = Da + Db. 

• 
(3):;.(l) Sea <;¡3 ideal maximal de D, entonces D-:¡i es un anillo noetherin-
110 local con <;¡:JD-:¡i su único ideal primo no nulo por 1.11.2 se sigue lo que 
deseamos. 

• 
2.4. Ideales fraccionarios y el grupo de clases 

En esta sección D denotará un anillo de Dedekind y K su campo de 
cocientes. 

. . ' ·. -
Definición 2.4.1 LLamaremos ideal fraccionario de D ci todo D-subm.ódulo 
no nulo de K finilamente generado. 
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Definición 2.4.2 Si !JJl es ideal fracci.onario de D. definiremos 

Ejemplo 2.4:3 Soo O i= y E I< entonces D1/ es'idealfra~Cion~rio de D y 
(Dy)-1 = Dy-.1. ·· · · .-·- --f· · · · 

Ejemplo 2.4.4 Todo ideal no nulo de D es idealfraccionario. 

Observación 2.4.5 Si !JJt es ideal fmcciona'Tio e'flto~t:'~s<!JJt-: 1 también lo es. 

D~finición 2.4.6 Sean !JJt, 1)1 ideales fraccionario~ d~ D. defl~¡r~os 
VJ?<Jl = {a: E Kjx = E m;n¡, m¡ E !JJ?, n; E m} 

obseruemos que el producto de ideales fraccionarios es nuevamente ideal frac
cionario. 

Lema 2.4. 7 Si <;¡J e D es ideal primo 110 nulo entonces <:p<;¡J-1 = D. 

Demostración. Sea q3 ideal primo de D, entonces 21 = qJ<;¡J-1 es ideal en D, 
para cualquier ideal maximal O en D sabemos que Da es DIP así que \l)Da 
es principal y por Jo tanto 2!Da = ('PDa)(<;JJDa)-1 = Da, dado que esto es 
v1ílido para todo O maximal entonces por 1.6.15 se tiene que 21 = D 

• 
Teorema 2.4.8 Cualquier ideal fraccionario !JJt de D puede ser expresado 
de forma 1í11ica., salvo orden, como /11'od1tcto de ¡JOtencias enteras de ideales 
p1"imos. 

Demostración. Sea VJl ideal raccional con generadores m 1 , ••• , mn para tocia 
.. i se tiene que m.1 E J< por lo tanto existe s E D tal que m 1s. E D para tocia i 
por lo tanto !JJls !;; D y para cada ideal hay una factorización de la siguiente 
.forma: 

!JJls = rr 'i:l?' 
donde tanto lo.s 'i}; y Jos O; son ideales primos en D por Jo tanto 

V.JlO~' . o~·= '+l~' .. ·'+l~· 
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y por 2.4. 7 se sigue que: 

VJt = fI !P;' . I1 Djb1 

con esto probamos que cada ideal fraccionario se p~ede expresar como pro
ducto de potencias de ideales primos con exponentes enteros,' falta probar la 
unicidad, para ello consideremos . · 

9Jt = I1 lP;' · I1 Djb1 = I1 Xf' · rt.'~7ilj 
dos foctorizaciónes en potencias ele ideales piimos cit1 b/~ntórices .nuevamente 
por 2.4.7 so tiene que ·· ; .. ,;, '> '·.·< 

I1 lP~' · I1 !V11 =e I1 xt:'Il .Q7•: ·. 
que es una factorización ele ideales primos en D qÜe por ser única implica 
que la factorización de 9Jt también es única: 

• 
Lo que este resultado nos dice es que el conjunto de icleale.s fraccionarios 

de D forma un grupo libre abeliano respecto de la multiplicación con base 
los ideales primos de D. 

/\hora que tenemos este resultado sería internsante poder dar una descrip
ción nuís precisa de como es este grupo, 1mís aun, saber que tan lejos estií un 
anillo de dedekind ele ser ele ideales principales. 

Definición 2.4.9 Denotaremos por por I(D) al grupo de ideales fmccionar
ios de D. 

Definición 2.4.10 Denotaremos por P(D) al subgropo de I(D) .consistente 
de los ideales fraccionarios p1·incipales. Es decir los ·ideales jracciona1·ios. de 
la forma D:i: con x E ]{. · · 

Por í1ltimo consideraremos un grupo más que nos S<~rvirá para determinar 
que tan lejos estaba nuestro anillo de Dedekind de ser ele ideales prfucipales. 

Definición 2.•1.11 (Grupo ele clases de ideales) Denotaremos por C(D) 
a I(D)/P(D) y lo llamaremos el grupo de clases de ·ideales de D. 
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Este grupo es un invariante de los anillos de Dedekind. En ocasiones D 
se escoge de su campo de cocientes f{ de una manera especial, de esta forma 
C(D) es un invariante de K. Por ejemplo si tomamos K una extensión finita 
de Q y D la cerradura entera de Z en f{ entonces C(D) es invariante de 
K, es un resultado muy importante de la teoría algebráica de los números 
que en este caso C(D) es llnito. Un resultado muy importante, aunque no lo 
probaremos, es que si tomamos tJ el anillo de los eleme11tos enteros sobre Z de 
un campo númerico /{,es decir, una extensión finita de ma/./1bbQ, entonces 
C(D) es finito. 

2.5. N orm.a y traza. 

En esta sección consideraremos la siguiente situación, dada L extensión 
finita de]( y dado y E L definiremos m 11 : L--+ L dada por my(:i:) =ya.:. Esta 
es claramente una función K-lineal que es además biyectiva cuando y ¡!; O. 
Toda matriz asociada a la transformación m 11 tendrá como invariante la traza 
y el determinante. Por está razón podemos definir sin problemas lo siguiente. 

Definición 2.5.1 Sea ]( e L extensión finita de campos y sen y E L 
definiremos la traza de L/ K de y de la siguiente manero.: TL¡K(?J) = tr(m11 ). 

Tnmbién definiremos la norma de T., sobre f( de y como sigue: NL¡K(?J) = 
det.(my) 

Proposición 2.5.2 Sean f( e L extensión finita de campos, x, ¡¡ E L y 
a. E K e11tonces la norma y la traza tienen las siguientes propiedades: 

1) TL¡[((X + 11) = nw(:i;) + TL/I<(Y) 

II} TL/1<(a:1:) = a.TL¡1<(~:) 

111) NL¡1<(:i;y) = NL/I<(:i:)NL¡g(y) 

IV) NL/1<(a:i:) =a." N1,¡1<(:i:) donde n es la dim.ensi6n de L/ K. 

v) Si f( e E C L entonces parax EL n1I<(x) "= TL¡s(Ts¡I<(x)). 

Demostración. 

1) Solo hay que observar que mx+u = mx +mu. 
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ll) Esto so:· debe.ª que m .. x = amr· 

m) Esto es inmediato del hecho que mx¡¡ = ·m., ··mu. 

1v) Para esta propiednd necesitaremos un poco más' de trabnjo. Sean 

a¡, .•• ,ak e E 

base sobro J( y b1,. • .,bm e L base;sobre E, para x,11 e L sea :i:b; = 
E ,6;¡(:z:)b¡, ya; =E aii(Y)ªi· Entonces 

Ts¡g(y) = ¿ a¡¡(y), TL¡E(3;) = Lf3ii(:i:). 

De donde se sig;ue que 

Por otro lado sabemos que los productos a;b¡ forman una base de L 
sobro ]( y que 

:i:a.b, = ¿a.f31J(x)bi = LLª••(f31J(x))a;b¡ 
i i ¡ 

de donde podemos concluir que T¿¡g(x) = EE(au(.Bii(:c)) que ent Jo 
que se deseaba probar. 

• 
Veremos ahora un resultado que relaciona la norma y traza de un elemcmto 

con sus conjugados, que además nos facilitará su cálculo. 

Teorema 2.5.3 Sea ]{ e L extensión finita separable, enlonr:es po.m cada 
O e L: 

• TL¡K(O) = O'¡(O) + • .. +t7n(O) 

• Nr,¡g(O) = a1(0)t72(0) .. ·17,.(0). 

Donde los a¡ son los monomorf1.Smos de L en k que dejan fijo a JC 
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Demostración. El resultado es inmediato para elemntos primitivos pues ni 
la norma ni Ja traza dependen de la elección de la base de Ja extensión. Ahora 
bien si O no es un elemento primitivo l~ntonces el polinomio característico ele 
m 0 es una potencia ele irrg(O) y se tiene que 

TL¡1.;(0) = d(01 ... O,,.) 

NL¡g(O) = (O¡ ... O,,.)d. 

Donde [L : K(O)] = d y [K(O) : K] = m. Sea F extensión normal ele [( 
tal que L e F, sea G el grupo de Galois de G / [( y H e G el sub&rrupo 
ele G que deja fijo a L. Sea H 1 el subgrupo ele G que deja fijo a O entonces 
lJ e H 1, d = [H1 : Ji] y m = [G: Hi]. Sean r 1 ,. • .,Tm representantes de 
G / 111 y / 1 ••••• ·rd represententes de H¡/ 11, entonces Jos productos ro; son 
re¡1resentantes de G / H y por lo tanto 

TI d Ul 

L;a;(O) = L: L: r;-,3 ·= d¿ r;(O) = d(01 + · · · + Om), 
i=l i=1 j=l i=l 

n m. d 

I1 u;(O) = I1 Il Tlfj(O) = (01 • • ·Om)d. 
i=l i=l j=I 

Lo cual prueba el resultado. 

• 
Ahora veremos un resultado que nos será de mucha utilidad en las sigu

ientes secciónes, no incluimos Ja prueba pero es un resultado que puede ser 
revisado en un texto de álgebra lineal. 

Teorema 2.5.4 Sea J( e L e;rtc11.~ión finita sepamble y sean u.1, ... , U.n 

base de L sobre!{. Entonces existen v 1, ••• , Vn E L base sobre K tales que 
TL¡g(u;vi) = Ó;i donde Ó;; es la de Kroneeker. 



Capítulo 3 

Extensiones de anillos de 
Dedekind 

En esta última sección estudiaremos la siguente situación: 

L 

/~ 
Q(D) D' 

~/ 
D 

donde D es anillo de Dcdekind, Q(D) es campo de cocientes ele D, L es 
extensión finita de grado n y D' es la cerradura entera de D en L. Veremos 
que D' siempre será anillo de Dedekind y trataremos de ver como es Ja 
factorización de ideales primos en D' en función de cómo es en D. Pero antes 
de poder describir a D' deberemos estudiar L pues no necesariamente es una 
extensión separable y mucho menos simple, así que deberemos descomponerla 
como vimos en la sección 1.8 parn poder dar nuís detalles de hi situación. 

3.1. Extensiones separables y totalmente in
separables. 

Sin más preámbulo revisaremos los teoremas que describen esta situación. 

Teorema 3.1.1 Sea D anmo de Dede/.:ind, Q(D) su campo de cocientes, 
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L extensi6n finita .separa.ble de Q(D) y D' la cerradura entero de D en L. 
Entonces D' es anillo de Dedekind. 

Demostración. Probaremos que D' satisface la condición 3 de 2.3.1. Primero 
que nada observemos que D' es enteramente cerrado por cómo fue elegido y 
por la transitividad de la dependencia entera. Sea <:¡3 ideal primo no nulo en 
D' probaremos que es maximal, sabemos por 1.11.3 que <;¡3 n D = p es ideal 
primo no nulo de D, de donde D' /<:µ es un dominio entero que contiene a 
D /f),3 que es un campo. Sea t = t + r;µ E D' /<:¡3, entonces existe un polinomio 
mónico 

/(:e) =:e"+ a,,_ 1:c"-1 + · · · + a-0 E D[:c] 

tal que /(l.) = O, sea /(:f:) E D' /p[I:] el polinomio resultante de reducir Jos 
coeficientes de f(:c), entonces f C[) =O por lo tanto D' /<:¡3 es entero sobre /J/p 
y por 1. ll.4 D' /<:µ es un campo y por lo tanto <:µ es ma..-..¡:imal. Probaremos 
ahora que IJ' es noethcriano, para hacer eso elijamos a 1 , ..• , a.,, base de E 
sobre Q(D), sin pérdida de generalidad podemos suponer que para toda i 
se tiene que a.¡ E Q(/J)'. Por 2.5.4 podemos tomar b1 , .•• b,. E E base sobre 
Q(D) tal que 

Ts¡Q(D)(a¡bi) = Oij· 

Sea ahora y E D' arbitrario. Existen elementos Cj E Q(/J) tales que y 
¿: cibi. Podemos calcular los Cj de la siguiente manera 

1s¡Q(D)(Yai) = ¿ CkTE/Q(D)(bkaj) = Cj· 

k 

Es decir Cj E D y por lo tanto 

D'c LDbi. 
j 

Esto quiere decir que D' está contenido en un D-módulo finitamente genera
do. Cualquier ideal de D' está también contenido en un D-módulo finitamente 
generado y es por lo tanto finitamente generado como D-módulo. Esto prueba 
que D' e5 noetheriano. 

• 
Teorema 3.1.2 Sea D anillo de Dedekind, Q(D) su campo de cocientes, L 
exlensi6n finita totalmente inseparable de Q(D) y D' la ce1·radura entero de 
D en L. Entonces D' es anillo de Dedekind. 
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De1nostración. Probaremos que D' cumple la propiedad 2 de 2.3.1. Dado 
que la extensión es totalmente inseparable se debe tener que CJ(D) es de 
caract.erística JI i- O, ade1mís existe q = pr para alguna r E N tal que para 
tocio :r E L so cumple que :rq E CJ(D). Si :r es elemento ele D' entonces 
:rq E CJ(D) n D' = D e inversamente si ~; es elemento de L y :rq E D 
entonces a: E D'. l\'Iostrarcmos que hay una correspondeucia uno a uno entre 
los ideales primos ele D y D'. Sea <;¡J ideal primo no nulo de D' e11to11ces 
p = <;¡J n D es ideal primo no nulo de D y por lo tanto ma.ximal. Para cada 
:Z' E <;¡J se tiene que :r" E D n <:l} e inversamente si :z· E D' es tal que :r" E p 
entonces :r E <;¡J por ser algcbníico sobre D y <:l} ideal primo, entonces la 
corrL>spondencia <;¡J---> p = <;¡J n Des uno a uno. Tomemos ahora a E D'\{O}, 
dacio que D es auillo de Derlekind solo hay una cantidad finita de ideales 
primo;; de D que contienen a a'I y por lo tanto solo hay una eantidad finita 
de ideales primos de IJ' que eontienen a a. Esto completa la mitad de la 
prueba, nos falta probar que para todo <;¡J ideal miLximal do D' el anillo 
o;; es DVD. Primero estudiaremos o! problema en el caso en que D es un 
DVD. Sea <:l3 ideal maximal de D' y p = i:¡J n D. Entonces 8 = D\p es 
multiplicativo. Observemos que s-1 D' = D;;, la inclusión de izquierda a 
derecha es inmediata para probar la otra tomemos ~ E n;; con :r, y E D' y 

¡¡ rt <;p, cut.onces ¡¡'I E D\p = S por lo tanto ~ = "''~·-' E s-1 D'. Así que si 
observamos que s- 1 D' es la cerradura entera ele s-1 D en L el resto de la 
prueba es consecuencia ele 1.11.5. 

• 
Corolario 3.1.3 Sea D. an-illo de DedeJ..·ind, Q(D) su campo de cocientes, L 
extensi6n de grado finitÓ·sobre Q(D) y D' la cerradura entera de D en L. 
Entonces D' es anillo de Dedekind. 

• 
Ahora si tenernos todo el derecho de decir que dada una extensión ]( de 

grado finito sobre Q el conjunto de enteros algebráicos de /( sobre Z forma 
un anillo de Dedekind. Vale la pena mencionar que en este caso el anillo es 
un :?::-módulo libre con la suma y su rango es la dimensión de I< sobre Q. 
Hecho que en el caso general no es cierto. 

-------- --------------------- ·------·---- -
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Ejemplo 3.1.4 Consideremos el an'illo de enteros de Q( ,/5) sobre Z llamem
os .O a este anillo. Sabemos que p + q,/5 es entero algebrcíico si y solo si 
2p,p2 - 5q2 E Z. Por lo tanto p = ~p con P E Z. si P es par entonces 
p2 E Z y 110 hay restricciones sobre 5q2 • Si P es ·impar entonces q es nece
sariamente de lafonna ~Q con Q E Z, es decir, D = Z[~+~,/5]. Observemos 
alwra que 4 = 2 · 2 = -(1 ...!... ,/5)(1 - ,/5) son dos factorizacfones d·ist'intas 
de .J y por lo tanf.o .O no es DFU y mucho menos DIP. 

Ahora regTcsaremos al caso general con D C D' anillos de Dedckind con 
campos de cocientes J( y L rcspect.ivnment.e. Veremos que relación hay entre 
los ideales primos de D y su factoriznción en D'. 

Sea p ideal primo no nulo de D. Entonces el ideal extendido que no 
necesariamente es primo D'p de D' se factoriza de la siguiente forma: 

D'p = '+!~' ... <;p~• (3.1) 

con '+! 1, ••• , <;p9 ideales primos distintos de D' y e1, ••• , e9 E N. Todos deter- · 
minados de forma ímica por p. Y los factores primos de D'p son aquellos i;¡3 
tales que D n '+!; = p. 

Definición 3.1.5 El mímero e; ,!;C denomina como el índice de ramific.ación 
de s:¡J¡ en D. Algunas veces denotaremos por e(<;p/D) o e(i;¡J/p) al índice de 
ramificación de <;p sobre D cuando D n i;¡3 = p. 

En ocasiones es útil comparar cocientes de D y D', obsérvese que D'/i.:¡3; 
es una extensión de campo de D /p el siguiente resultado nos da una cota 
para la dimensión del primero sobre el segundo como espacio vectorial. 

Lema 3.1.6 Supóngase que [L : K] es finito. Sea Ql ideal de D' tal que 
Ql n D = p donde p es ideal primo no nulo. Entonces: 

(D'/Ql: D/p] ~ [L: K] 
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donde (D'/Ql: /J/p] es la rlimcnsirfo de D'/Qlromo D/p espado vectorial. 

Demostración. La prueba se puede hacer más füC'ilmente si suponemos que 
p es principal, si hacemos S = D\p entonces s- 1 Des DVD además 
QtS-1 D'ns- 1 D = pS-1 D y s-1 D' /215'- 1 D' ~ D' /Ql, así que podemos probar 
el lema COJI s-1

]) y s-1 D' en lugar de D y D'. Es decir, podemos suponer 
que p es principal generado por r.. 

Sea :e; e /)' <:onjunto finito tal que las clases X; +Ql sean linealmente inde
pendientes sobre D /p. Supongamos que hay una combinación lineal I: a;:1:; = 
O con a; E K, podemos suponer sin pérdida de generalidad que los a; están 
en D. Supongamos que no tocios los a.; son cero entonces sea 11 E N tal que 
rr"la; para tocia i y r."·1-1 ya no, entonces después de cancelar esta potencia 
de rr en los a; tenemos que 

Lü;~C¡ =o 
y alguno de los coeficientes es no nulo lo cual contradice la elección de a:; 
por lo tanto los a_:¡ son linealmente independientes sobre ]{ y se sigue la 
desigualdad deseada. 

• 
Definición 3.1. 7 La dimensión f; = (D' /\'.Jl¡ : D/p) es llamada el grado 
relativo de i;JJ¡ sobre p. Alg'Unas veces denotaremos ¡io1· J(\'.13¡/ D) o f(\'.13/P) al 
grado relativo. 

Ahora podemos ver que relación existe entre los fndice.s de ramificación, 
los grados relativos y la dimensión del anillo cociente. 

Teorema 3.1.8 [D'/pD': D/p) = I;e;f;. Si [L: K) es finito, S = D\p 11 
s-1 D' es finit11mente genemdo como s-1 D-módulo entonces L e;f¡ = [L : 
K]. 

Demostración. Por la ecuación 3.1 y 1.1.14 sabemos que: 

D'/pD' ~ffiD'/\'.PT'· 

Veremos que D' /i+!~' tiene dimensión e¡f; sobre D /p y de esta forma obten
emos la igualdad deseada. Los cocientes \'.Jlr /<;p¡+1 son espacios vectoriales 
de dimensión l sobre D' /qJ¡ pues por 2.3.1 sabemos que podemos generar a 
qJf con dos elementos y uno de ellos lo podemos elegir en \'.Pi'+!\ {O} y por 
lo tanto el espacio Licne dimensión 1, de donde podemos concluir que tiene 
dimensión f; sobre D/p. 
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• 
Corolario 3.1.9 Sea L extensi6n finita separable de I< entonces: 

"L,e;f; = [L: I<J. 

3.2. Extensiones normales. 

Veremos ahora que si L es extensión normal de [( se puede dar más 
información sobre la fnctorización de primos de D al levantarlos a D'. 

Proposición 3.2.1 Sea L extensión normal de [(. Entonces la f actorización 
en 3.1 de p es de la s·igwiente fonna: 

(3.2) 

mcís mm todos los gmdos relativos son iguales, llamemos f a estos grados, 
entonces cfg = [L: K], adem.cís el 9111po de Gcilois permuta n los \P1 transi
tivamente. 

Demostración. Sea a el automorfismo de L que manda a \l3'1 en\µ;, entonces 
el hecho de que a(pD') = pD' y la faclorización en ideales primos sea única 
tiene como consecuencia que a(\P~') = i.p¡• y por lo tanto e1 = e1. También 
sucede que a induce un isomorfismo de D' /\µ 1 en D' /\}31 por lo tanto / 1 = f¡. 
Todo esto junto con 3.1.9 garantizan que efg = [L: K]. 

• 
Definición 3.2.2 El ideal primo\µ de JJ' se ramifica respecto a D si tiene 
índice ele rmnificacirJn mayor a. 1 o si el campo JJ' /\ll no es separable sobre 
D / D n <;p. Diremos que el ideal p primo en D se ramifica en JJ' si es dividido 
por algún ideal primo que se ramifica en D'. 

Ejemplo 3.2.3 En este ejemplo tomaremos la cerradura entera de Zen Q('i), 
donde i 2 = -1, sabemos que irrQ(iJ(i) = x 2 + 1 y también que cualquier 
elemento z E Q(i) puede expresarse como z = J.: + 11i de forma única con 
:i:, y E Q. Para que z sea entero sobre Z es necesario y suficiente que T(z) = 
2x E Z y N(z) = ~2 + 7¡2 E Z, de donde podemos concluir que x es de la 
forma~ y y2 = 4b:¡ª con T(z) =a, N(z) = b E Z por lo que y es de la forma 
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~ con e E Z, es decir, '1b = a2 + r?, esto es posible si y sólo si o y e son pares. 
es decir, :i:, 1J E Z. Por Jo tnnto la cerradura entera de Z en Q(i) es Z(i] el 
anillo de los enteros gaussianos. 

Dado un númcrn primo, p la relación L c;/1 = 2 muestra que Ja factoriza
ción de (p) en Z(i] es ele alguna de las siguentcs tres formas: pZ[i] = <:¡3 1 • llJ, 
(con Z[i)/<:¡3 1 ~ Z[i]/<:¡3. ~ Z/pZ st Zp) o pZ[i]<:¡J {con Z[i)/<;p : Zp) = 2) o 
pZ[i] = <:¡32 {con Z[i]/!P st Zp). 

Del hecho de que Z(i) = Z + iZ y de que <:¡3 1 n Z = pZ (o <:lJ~ n Z = pZ, o 
<;p nz = ¡1Z) se sig1ie que Z[i]/<:¡3 1 es gcncnldo sobre z,, por el <:¡3 1 residuo de ·i, 
es decir, por u11a raíz de ;r2 + l en alguna extensión de z,,. Debemos entonces 
determinar en qnó <~xi cnsioncs a·2 + .1 tiene raíces sobre z,, o, ec¡uinilentementc 
cuándo -J es un c·uadrado módulo p. En el caso 71 = 2 se cmnple. ;\hora bien 
si p es un primo impar entonces el grupo multiplicnt.h·o de z,, e;; cítlko de 
orden p - l, si dcnotiuuos por k a un generador de este gTupo tenemos que 
-1 = x'71, es decir, -1 es un cuadrado en z,, si y sólo si ~ es par, y esto 
sólo sucede si pes de la forma '111+1. Hemos probado entonces que los primos 
ele la forma 411 + 3 tienen la propiedad ele que el ideal generado por ellos es 
un ideal primo en .Z:fi], tales primos son iITeduciblcs eu Z[i]. 

Usaremos nhora el hecho de que Z[i] es euclideauo con la norma. De 
la multiplicatividad de la norma poclen10s ver que las uuidades de Z(i] son 
precisamente aquellos elementos de norma l a su her l, -1, i. -i. Dado un 
número primo p de la forma 411 + 1 considere~mos Ja descomposición pZ[i] = 
<:¡3 1 • llJ, y denotemos por o+ bi a un ge11erndor de jp1 • Obscl'\"emos que dacio 
que f: Q(i) --> Q('i) dado por /(;r + yi) =:e - ¡¡i es un automorlismo del 
campo, se debe tener que (u-bi)Z[i] es un ideal primo distinto de <;p, pues en 
caso contrario se tendría que ;;~t; es una unidad de Z[i), lo cual no es posible, 
es decir, todos los primos de la forma ,¡11 + 1 tienen la propiedad de que 
el ideal generado por ellos se descompone como un producto de dos ideales 
primos distintos en Z[i). Más aún pZ[i) = (a 2 + b2)Z[i] de donde podernos 
coneluir además que pes la suma de dos cuadrados. 

Hemos probado entonces que 2Z[i) = <:¡3 2 con ~ = (1 + i)Z(i] es el único 
ideal primo de Z que se ramifica en Z(i). 

Aquí detendremos el estudio de los anillos de Dedekind, pero podemos 
mencionar que en todo anillo de Dcdekincl la cantidad ele ideales primos que 
se ramifican en una extensión sení siempre una cantidad finita. 
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