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Introducción 

Durante más de cincuenta años se han realizado inurnerables esfuerzos para entender Y resolver 
el problema que plantea la cuantización de la teoría general de la relatividad. Diversas fonnula­
ciones han acompaftado a dichos esfuerzos y, sin embargo, ningllna de ellas a conseguido la tan 

ansiada teorfa cudntica de la gravedad. Aunque históricamente la relatividad general fu6 desa­
rrollada antes que la mecánica cuántica, esta llltima esta cimentada en un contexto estrictamente 
Newtoniano. Con la intención de extender a la teoría cWintica primigenea a un marco menos es­
trecho que el Newtoniano, a mediados del siglo pasado surge, resulrado de la fusión entre la teoría 
especial de la relatividad y la mecánica cuántica ordinaria, la teorl'a clldntica de campos. El paso 
lógico siguiente era entonces modificar (y quizá refinar) la herramienta matemlltica para incorporar 
ahora a la relatividad general, pero el carácter mismo de esta teol'{a pronto desvaneció la posibi­
lidad de tocar sólo la tecnología y usar esencialmente las mismas ideas empleadas para unificar 
relatividad especial y teoría cuántica, un cambio profundo y radical en las ideas aparece corno el 
principal reto pues los campos y ei espacio tiempo son ahora una misma entidad, ya no hay ac­
tores y escenario como en la teoría cuántica de campos en un fondo de Minkowski; la tecnología, 
ante semejante salto conceptual, parece quedar corta. Este elemento clave separa a la relatividad 
general del resto de las teorías y es uno de los principales motivos por los cuales cuantizor a la 
gravedad es materia no resuelta y sujeta a intenso estudio. 

A lo largo de setenta anos, tres grandes lineas de investigación se han desarrollado para atacar 
el problema de la gravedad cuántica, a saber la "perturbativa .. , la "canónica .. y la "suma sobre his­
torias" [1]. La primera de ellas asume un espacio tiempode fondo y consiste en construir a la teoría 
como una teoría cuántica de campos de las ftuctuaciones de la métrica sobre dicho fondo, é!sta es la 
linea de investigación más próxima a sólo modificar la tecnología. El programa fue comenzado en 
los treintas por Rosenfeld, Fierz y Pauli. Las reglas de Feynman para la relatividad general fueron 
halladas y presentadas a la comunidad en los sesentas por DeWitt y el mismo Feynman. Una d6ca­
da despué!s, ya en los setenta, nace la supergravedad, consecuencia de la firme evidencia de la no 
renormalizabilidad de la teoría hallada por t'Hooft y Veltman, Deser y Van Nieuwenhuizen, entre 
los más destacados. El intenso trabajo en la btisqueda de una extensión a la relatividad general 
que resultase renormalizable o con expansiones perturbativas finitas desemboca en los ochenta en 
la teoría de cuerdas. La segunda linea de investigación, la canónica, fiel al carllcter peculiar de la 
teoría, prescinde de una métrica de fondo fija y consiste en construir una teoría cWintica en cuyo 
espacio de Hilben los operadores correspondientes a toda la lllétrica, o funciones de ésta, sean .te­
cuadarnente representados. El programa comenzó en los cincuenta y corrió a cargo de Bergmann 
y Dirac. Era necesario exhibír la estructura canónica de la relatividad general; Bergmann, Dirac, 
Peres, Arnowit, Deser y Misner lo logran entre finales de los cincuenta y principios de los sesenta. 
Surge entonces la ecuación de Wheeler-DeWitt, la primera ecuación fonnal de la teoría cullntica. 
Sin embargo, esta ecuación estrictamente hablando no está bien definida, y fue sólo hasta medi­
ados de los noventa en que se logró una versión adecuada [2]. La suma sobre historias, tercera 
gran linea de investigación en el n=cuento, se basa en la cuantización integral funcional de 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



2 
Feynman para definir la teoría, los modelos de •espuma de espines' (spin foams), recientemente 
introducidos, pertenecen a esta linea, al igual que la mayor parte de las formulaciones discretas 
(como por ejemplo los posets y las triangulaciones dinámicas) y Ja gravedad cuántica Euclídea de 
Hawking. 

Gran parte de Jos problemas que en gravedad cuántica deben enfrentarse son debidos a Ja 
ausencia de una m~trica de espacio tiempo de fondo y a Ja presencia de un m1mero infinito de 
grados de libertad. La invariancia de Ja teoría ante difeomorfismos es consecuencia de Ja ausen­
cia de una geometría de fondo y dificulta Ja formulación precisa de preguntas de inte~s físico 
debido a las complicaciones en Ja construcción de observables. Mientras que un espacio tiempo 
con hipersuperficies de Cauchy tipo espacio no compactas cuenta con un generador (infinitesimal) 
de dinámica "genuino". uno cuyas hipersuperficies de Cauchy sean compactas no: el generador 
es pura norma y, en consecuencia, del conjunto infinito de campos vectoriales Hamiltonianos hay 
que seleccionar a uno que represente a Ja din6mica. 

En el marco de Ja formulación canónica, históricamente ha resultado de utilidad considerar 
modelos de simetría reducida como modelos de juguete que permiten probar estrategias y progra­
mas en casos muy específicos para afrontar estos problemas. Los ejemplos más estudiados son 
modelos homog~neos. donde el sistema de dimensionalidad infinita es reducido a un modelo con 
un nl1mero finito de grados de libertad. ~stos son conocidos como modelos de rninisuperespacios 
[3]. A nivel cuántico, el problema del tiempo es tratado a trav~s de una "depararnetrización" y, gra­
cias al teorema de Stone-von Neumann. el resto de la cuantización es libre de ambigüedades pues 
la segunda gran dificultad (nl1mero infinito de arados de libertad) esta excluida en estos modelos. 
Para afrontar a ~sta. necesitamos considerar teorías de campo genuinas que no.requieran de una 
geometría de fondo. Una estrategia obvia es considerar a Jos llamados superespacios con simetría 
intermedia (midisuperspaces) que son otra clase de modelos de simetría reducida, caracterizados 
por el hecho de que el sistema resultante mantiene un m1mero infinito de grados de libertad y, 
por Jo tanto, continl1a como una teoña de campo [4). DenbO de esta clase, los modelos que re­
cientemente han recibido especial atención son las ondas gravitacionales de Einstein-Rosen y Jos 
modelos cosmológicos de Gowdy T 3 [!§, 6, 7, 8. 9, to. l l, 12), ambos casos particulares del mo­
delo sigma no lineal S l.(2, R.)/ S 0(2) que abarca. además, al campo axisim~trico estacionario y al 
modelo de Gowdy S 1 x S 2 [ 13). La cuantización realizada entre finales de Jos noventa y principios 
de este siglo de las ondas gravitacionales con simetría cilíndrica (6) y de Jos modelos de Gowdy T3 
sin polarización (8) y polarizados [9, 1 O], son ejemplos prototípicos de la cuantización de modelos 
con simetría intermedia que implementan el programa de cuantización canónica no perturbativa 
para la gravedad, desarrollado por A. Ashtekar a principios de la cMcada pasada [14). El hecho de 
que estos modelos retengan un cank:ter de teoría de campo implica que en el proceso de cuanti­
zación necesariamente debe llevarse a cabo una elección "adecuada" que codifique la ambigüedad 
inherente en teoría cu4ntica de campos y particularice a la representacidn en un espacio de Hilben 
de las relaciones canónicas de conmutación; este es un ingrediente esencial que debe ser incor­
porado de manera consistente en Ja cuantización de este tipo de modelos. Adicionalmente, vale 
la pena mencionar que un problema interesante es la bdsqueda de criterios de ''plausibilidad" que 
permitan elegir una representación por encima de las ottu; la ambigüedad puece ser, má que una 
propiedad de la naturaleza, un fiel reftejo de nuestra limitacidn para decidir cual es la teoría que 
debemos elegir para describirla adecuada.Dente. 

En este trabajo nos concentraremos en analizar Jos dos ntodos 11¡>1icados para cuantizar a 
Jos modelos cosmológicos de Gowdy T 3 (8, 9, 10), poniendo especial atención en la ambi&üedad 
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inherente al sistema y en investigar la dinámica del modelo con objeto de extraer alglin crilerio que, 
desde la perspectiva de teoría cuántica de campos sobre superficies curvas, sea .. pl-.áble" para 
reducir la infinita libertad que en elecciones tenemos. En el primer capítulo se presenta ~anente 
el programa de cuantización canónica no perturbativa y la fonnulac:ión algebl'lllica de la temfa 
c&Rntica, ahí se especificará qué habremos de entender por .. cuantizar'' a un sistema c!Mico e 
introduciremos algunos de los conceptos e ideas que a lo largo de este trabajo iremos emplemldo. 
En el segundo capítulo veremos que los modelos de Gowdy con topología toroidal, introducidoll 
por R. H. Gowdy a principios de los setentas [ 1 SJ, son un caso particular del modelo sigma no line­
al S L(2, R)/ S 0(2) y motivaremos el estudio comparativo entre las cuantizaciones para el modelo 
de Gowdy desde el contexto de los modelos sigma. En este mismo capítulo se expondtiin, tanto a 
nivel clásico como a nivel cuántico, los principales componentes de las formulaciones desanolla­
das de manera independiente para este modelo en [8) y [9, 10). Será claro que en ambos casos los 
grados de libertad locales del modelo residen en un campo escalar real y libre propagándose en un 
f"ondo ficticio, pero en representaciones diferentes, a saber a la Schrtxlinger y a la Fock. La inquie­
tud natural de comparar estas dos cuantizaciones se traduce entonces al problema de investigar la 
relación entre estas dos representaciones, lo cual implica, en particular, construir la representación 
de SchrOdinger para un campo escalar en un fondo globalmente hiperbólico. El capítulo tres esta 
dedicado ésto, bajo la suposición de contar con una representación a la Fock cualquiera, se constru­
irá una representación a la SchrOdinger unitariamente equivalente. Se analizarán ciertas sutilezas 
en la construcción, daremos la conexión entre las representaciones y, finalmente, estaremos en 
posición de comparar las cuantizaciones llevadas a cabo por Mena [8] y Pierri [9, 10) para Gowdy 
T 3 • Cabe seftalar aquí que la representación de SchrOdinger es, en cieno sentido, la representación 
más natural desde el punto de vista de gravedad cuántica canónica y, por consiguiente, es muy 
imponante tener un entendimiento apropiado de la construcción y su relación con la representación 
de Fock. Aunque existen en la literatura diversos trabajos que tratan con la representación de 
SchrOdinger [16, 17), es hasta este trabajo de tesis que se considera una construcción sistem6tica 
para espacios tiempos globalmente hiperbólicos y se nota la presencia de un término altamente no 
trivial en el operador de momento (resultados que dieron lugar a las publicaciones [18, 19)). En 
el cuano y último capítulo se estudia la evolución dinámica del modelo de Gowdy T 3 ; es decir, la 
dinámica en la cual un estado cuántico evoluciona de una hipersuperficie de Cauchy inicial a una 
final [20, 21 ]. Puesto que en relatividad general no hay foliaciones predilectas del espacio tiempo, 
la evolución dinámica debe considerar entonces todas las posibles foliaciones tipo espacio para 
respetar el requerimiento de covariancia general. Adicionalmente, debe notarse que para el caso 
en que las superficies de Cauchy son compactas, la evolución dinámica es lloica y exclusivamente 
norma, de tal manera que cualquier interpretación de evolución temporal es vía la introducción 
de un tiempo interno a través de un procedimiento de deparatnetrización. Dado que en nuestto 
caso particular la dinámica del modelo es la de un campo escalar no masivo, real, libre y axi­
simétrico, propagándose en un fondo (ficticio) con topología T 2 x R., la dinúnica conesponde 
a la evolución de estados cuánticos entre superficies toroidales y es la definida por la elección 
de norma particular. A nivel clásico, la evolución dinámica del campo puede representarse corno 
una transf"ormación simpléctica que actúa sobre puntos del espacio fase. La pregunta es si a ni­
vel cuántico esta transformación es implementable sobre el espacio de estados cúnticos corno un 
operador unitario. Este es un problema delicado que a sido analizado con anterioridad para ottos 
casos [20, 21, 22, 23) y. recientemente, para el modelo de Gowdy T 3 en el trablajo de esta tesis 
(cuyos principales resultados son los de este cuarto capítulo y que dieron lugar a (11]) y en [12). 
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En este cuarto capítulo veremos que para las elecciones realizadas en la cuantización desarrollada 
por Pierri (9. 10) (y que aquí exponemos en las secciones f2.2.2 y f2.3.2) la evolución temporal 
no es unitariamente implementable en el espacio de estados cuúticos del sistema. Discutiremos 
las implicaciones de este result.so tanto desde el punto de vista de gravedad cldntica canónica. 
como el de teoría cldntica de c1111tpos en superficies curvas. 

Por dltimo agradezco profundamente a los Doctores Alejandro Corichi y Hemando Quevedo 
por el llnimo. inte~s y entusiasmo con que dirigieron este trabajo de tesis. Al Instituto de Ciencias 
Nucleares, deparatamento de Gravitación y Teoría de C1111tpos por las facilidades brind.sas. Al 
CONACYT por la beca y a la DGEP. UNAM por el complemento de la misma. 
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1 
Cuantización 

En este capítulo revisaremos brevemente que entenderemos a Jo largo de este ll'abajo por 
"cuantizar" a un sistema físico. En particular, en Ja sección f 1.1 expondremos el ¡xognuna de 
cuantización canónica desarrollado por A. Ashtekar a inicios de Jos noventa y que pomueve Ja 
cuantización en un espacio de Hilbert, elevando primero a detenninado conjunto de obeel'vmles 
clásicas al nivel de elementaks. En Ja sección f 1.2 veremos Jos principales elementos que cOIDpo­
nen a Ja formulación algebnüca, basada esencialmente en el conjunto de observables elementales. 
Es importante mencionar que aquí abordaremos sin mayor delalle Jos temas mencionados, enfati­
zando unicamente aquellos puntos que senin de utilidad mú adelante en este trabajo; sin emblll'go. 
en ambos terrenos hay una extensa literatura, por ejemplo en [14, 24, 2S, 26) puede seguirse a el 
programa desde Jo básico hasta algunos de los detalles y sutilezas, mientras que [27. 28, 29) son 
excelentes introducciones a Ja formulación algebráica. 

§1.1.. El programa de cuantización canónica 

Un sistema físico usualmente es representado, a nivel clásico, en el espacio fase. Es decir, 
los estados del sistema son puntos en una variedad simpl6ctica (I", 0) de dimensión par, donde r 
denota a Ja variedad y n a Ja estructura simpl6ctica definida sobre 6sta. El conjunto de observables 
clásicas O, constituido por funciones reales y suaves sobre r. tiene una estl'UctUl'a de espacio 
vectorial de dimensión infinita sobre el cual esta definido el piu'6ntesis de Poisson 

(f,g} = C1f"'VafV1>B (1.1) 

que dota al espacio de observables con un "producto" antisim~co que satisface Ja identidad de 
Jacobi. 

Es importante hacer notar que si el sistema din"1lico est.6 constreftido, Ja restricción de Ja 
dos f'orma simpl6ctica O.W a Ja subvariedad de constricción re. digamos fi..b. es una estructura 
simpl6ctica degenerada (todos Jos campos vectoriales de constricción son direcciones degenera­
das para fi,w). De manera tal que fi.w no tiene una única inversa y, por consiguiente, si nuestra 
elección fuese trabajar en re tendríamos que afl'Olltar el problema de que el par6ntesis de Poisson 
( 1.1) no estará bien definido si utilizamos la restricción de la forma simplktica. Sin embargo, 
existen dos alternativas para recuperar una descripción adecuada. La primera es eliminar en re 
a las variables que representan grados de libertad de norma, e introducir el llamado espacio Case 
reducido r, := re/9 (donde g denota al conjunto de transfonnaciones de norma) que no es m6s 
que el espacio de órbitas de Jos dif'eomorfismos de norma. Con ello obtenemos una proyección 
p : re --.. r,. y la f'orma simpl6ctica no degenerada n~ en r, esta definida de manera natural 
según n~ Uª V" := ñ.,,,u°v". donde u° y v° son cualesquiera dos vectores proyectados por P a Uº 
y Vª. respectivamente. La segunda alternativa para obtener una estructura simp16ctica no degene­
rada consiste en fijar la norma. Es decir, considerar una sección transversal global (si es que existe) 
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de re para la cual cada punto de 6sta intersecte a la variedad integral de los campos vectoriales de 
constricción una y sólo una vez. y restringimos entonces a los estados que estan sobre esta sección 
transversal. El pull-back de ii..b a la superncie que fija la nonna es no degenerado. 

En t&!nninos generales. por .. cuantizar" a un sistema habremos de entender el proceso que debe­
mos llevar a cabo para. a partir de un sistema clúico (i.e .• un espacio fue <r.n) y CJIMervables O 
definidas sobre 6ste). obtener la respectiva versión cumtica. Especificar un progruna que describa 
el proceso de cuantización es. sin duda. materia no trivial; entre las diversas líneas que existen (1 ]. 
y que son desarrolladas e implementadas hoy en dla. se encuentra el programa de cuantización 
canónica no penurbativa que fu6 ree.aaminado y sujeto a intenso estudio durante la puada d6cada. 
concretamente en la primera mitad de 6sta ((14. 24. 25)). Aquí expo1ldlemoa. de manera genenal 
y siguiendo (14). el programa de cuantizaci6n candnica elabondo por Ashtekar. haciendo a UD 

lado detalles y sutilezas produc10 de las esuucturas ~ aullili- que se inlroducen en el 
camino y que habremos de abmdar 111'5 adelante para el caso pmticular del modelo coamolósico 
de Gowdy T 3 • El proanma. basado en la fonnulaci6n alselldica para la leoña cumuca. especifica 
que ''cuantizar .. un sistema clúico. cuyo espacio fase asumiremos corno un haz cOlangellle sobre 
algún espacio de configuración. es la implemenlación de los siguientes puntos: 

1. Hallar un subespacio O' del espacio de funciones sobre el espacio fase r con las siguientes 
dos propiedades: 

• O' debe ser un espacio veclorial lo suficientemente vaslo como para que cada función (regu­
lar) sobre r pueda obtenerse como (quizá el limite de) la suma de producloS de elemenlos en 
O'. La idea de este requerimienlo es que deseamos que suficientes observables sean cuanti­
zadas sin ambigüedad. 

• O' debe ser lo suficientemente pequello como para ser cerrado bajo el .,.n!ntesis de Poisson. 

El conjunto O', al cual nos referiremos como el conjunlo de variables elernnstale.s c/4.sica.s del 
sistema. se elige entonces de tal manera que bajo el proceso de cuantizaci6n cada elemento F e O' 
tendrá un único an.iogo cumtico /!" sin ambigüedad. 

2. Asociar a cada elemenlo F en O' UD operador abstraclo /!", (a) consbUyendo el 61gebra aso­
ciativa y libre generada por O' y (b) imponiendo en 6sta las relaciones de conmutación canónicas 
(y. en caso de ser necesario, amnbi6n de anticomnulación). ne- el Maebra resullante por ,91. 

(a) Consuucci6n del 61gebna asocialiva y lib.-e. 
Comencemos por definir a un 61gebna asocialiva y lib.-e: 

Definición l.J. (Álgebra asociativa (30/) Un dlgebl'G a.socioliva compleja <-al) emula de (i) un es­
pacio vectorial complejo (real) U y. (ii) Mna regla que a.signa, dado.s u, u' e U. un ten:er elemento 
uu' E U (llamado el pllOducto de u con u') .s'4jeto a la.s .siguientes condiciones: 

l. El pl'OtiMcto e.s linlal en cada factor. Pal'G u, u'. u" "ecton.s, y A un nllnwro. tenemos que 

(u+ Au')u" = w' + Au'u" 

y 

u(u' + Au") = -· + Auu" 

11. El producto e.s a.sociativo. PaTU u, u', u" vecton.s. tenemos 
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Deftnlclón J.2 (Homomofjismo entre dlgebras asociativas {30/) Un mapeo tp : A -+ B, dCllldl A Y B 
son dlgebras asociativas (ambas complejas o reales), es un luNnomorjismo d4! dlgebnu 080Ciativas 
si "preserva estruclllra ''. i.e., si <p es un mapeo lineal de espacios vectoriales y ademds ip(aa') = 
ip(a)<p(a'), V a, a' e A. 

Deftnldón J.3 (Álgebra libtt y asociativa {30/) Un dlgebra Ubn y asociativa sobre un espoeio vec­
torial V consta MI par (A, a), con A un dlgebra asociativa y a : V -+ A lineal, y es tal q- la •i­
gMiente propiedad se .satisface: dado el par (B,/I). con B cualqMier dlgebra asociativa y /1 : V -+ B 
lineal, hay un único homomorfismo y : A .... B entre dlgebnu 080Ciativas tal que y o a = P. 

El primer paso consiste entonces en consUUir, a partir del conjunto de variables eleanentalcs 
O'. un 61gebra asociativa. Empecemos complexificando1 a O'. O' e := O' 49 iO'. y considcntndo al 
siguiente espacio vectorial complejo 

B := O'c 61 (O'c &O'c)Gl(O'c ®O'c 80'c)49 ... 

Un elemento en Ses, en consecuencia. de la forma b = (v1 •... , v,., ... ) con v,,. e .-a e (un tensor 
contravariante de rango m sobre O' e). 

Para b = co •...• o.s 1 e ... 0 s.,.o •... ) y b' = co •...• o.s¡ e ... es~. o •... ) en s (donde cs., e 
O' e 1 k = 1 ... ni y (S j e O' e 1 j = 1 ... mi) el producto bb' es definido como 

bb' = co •..• o.s, e ... es., es¡ e ... es~.o •... ) es 
Extendiendo este producto a todo B por linealidad es fkil ver que B es un 61gebra asociativa 
(sobre O' e). 

Sea a : O'c -+ B. a(S) := es.o.o, ... ). Hemos visto que Bes un 61gebra asociativa. ahora 
queremos mostrar que (B. a) es libre: 

Sea e. cualquier 4lgebra asociativa y /1 : O' e .... e. un mapeo lineal cnll'C espacios vectoriales. 
Debemos hallar y mostrar la unicidad de un homomorfismo y : B -+ e. enll'C 4Jgebnul asociativms 
tal que y o a= p. Para cualquier elemento de B de la fonna (S.O.O •... ) (i.e .• de la fonna a(S)) 
pedimos que y((S. O, O, ... )) = /l(S ); con ello sarantizamos que efectiVllJllellte y o a = fl. Como y 
debe ser un homomorfismo entonces debe ocurrir que 

y((O, ...• o.s, e ... es.,.o, ... )J = y((S1.o •... xs2.o •... ) ... cs,,,o, ... >J = 

y((S 1. O, ... ))y((S 2. O, ... )) ... y((S ,,. O, .•• )) = /l(S 1'}/l(..S 2) .. /1(.S ,,) 

Todo elemento en B puede escribirse como la combinación lineal de productos de elementos de 
la forma (S, O, O, ... ). Por lo tanto. y esta completa y dnicamcntc detenninada por su acx:i6n sobre 
estos elementos. Entonces, (B,a) es efectivamente un 4Jgebna libre y asociativa. 

(b) Imposición de las relaciones de conmutación canónicas2. 
Sea a : O'c .... B como antes. En particular a(i(s,s'J) = (i(s,s'J,0,0, ... ) y a(s)a(s') -

a(s')a(s) =(O, s&s'-s'es,0, ... ). NótesequeS es en genend un elemento de laforma(a,b) e O'c 
y que por s nos referimos a elementos en O'; es decir, a las ''enu.da" de O'c. 

Definimos al ideal de un '1gebra como sigue: 
1 En este caso estamos asumiendo que O' ea un espacio vectorial real. cuando ~ ea complejo no a necesario 

complcxific:ar. Exncialmente oe imroduce la compleJ<ificaci6n para tener -- la mullipticaci6n por t. 
2 Como .e mencionó en el enunciado del -.mwJo punlO del propama,. en ocui.onea es necesario imponer &alnbK!n 

n:IK:iones de anticonmuración; sin embargo. omitiremos este caso pues a lo lars,o de eace trabajo no caa.a incluido ninpln 
campo de naturaleza fenniónica. 
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Deftalc:lóa 1.A (Ideal {30/) Sea .91 un dlgebra asocia,;va. Un ideal I 91 de .91 es un subconjunto de 
.91 tal que {a) para cualesquiera l, I' E I 91 y A un nlimero. I + Al' E I 91. y (b) para cUalqÚier 
I E I 91 y a E "'" la y al estan tDnbos en I 91. 

Sea Is el ideal de !B generado por los eiernentos de la forma a(i(s. s'J)- a(s)a(s') + a(s')a(s). -
i.e .• por los elementos (i(s. s'J. ses' - s' e .s. o •... ). Sea 31 el Mgebra cociente • .91 = B/ I •· y- sea 'Y 

el homomorfismo B ..!. .91 de Mgebras uociativu que m.nda b E B al cociente b + r • de I • en 
S [ y(b + Ah') = b +Ah' + I B es justamente el cociente b + I 9 mú A veces el cociente b' + I •· 
lo cual es pecisarnente y(b) + Ay(b'). Por otra pute. y(b)y(b') = (b + I 9Xb' + I 9) es igual a 
bb' + bI B + I 9 b' + I sI •· pero por definición de ideal bI 9. I eb'. I 9I e E I e y en consecuencia 
y(b)y(b') = bb' + I 9 = y(bb'). Por lo tanto y es un homomorfismo; i.e .• es lineal y peserva 
estructura]. 

Sea p = y o a. entonces p : O' e --. .91 es lineal. Puesto que 

/l[i(s. s'I] -/J(.s)/J(s') + /J(s')/J(.s) = y[a(it.s. s'J) - a(s)a(.s') + a(s')a(s)) 

i.e .• y((i(s. s'I. ses' - s' e .s. o •... )). pero (i{.s. s'}, ses' - .s' 8 .s. O •.•. ) E I B y y de tal cantidad es 
cero dado que y(/) = I + I • = [I] = [O] = O. Por lo tanto, 

i,ll[{s, .s'IJ = JJ(_.s)/J(s') - fl(s')/J(s) 

Seas := p(.s) E .91 el operador elemental (abstracto) asociado as e O'. Entonces la última 
ecuación es simplemente 

;f.S • .s' 1 = c.s. i•J 

Por consiguiente. asociado a cada F E O' hay un operador absttacto P E .91~ El operiid0r· > 
asociado a s 1 + s2 es igual a la suina de los operadores asociados a .s1 y .s2 por separado: JJ(_.s1 + .s2) = 
/J(s1 ) + /J(.s2), i.e., .s1+s2 = §'1 + .f'2. Finalmente, nótese que el llnico elemento de B del tipo­
(v. O, O, ••• ) que tambi~n esta en I •es el elemento cero. por lo que despu& de efectuar la operación 
del cociente dos elementos del tipo (.s, O, o .... ) pertenecen a clases de equivalencia diferentes. i.e .• 
si [s1) = [.sz) entonces (s1•0, O •••• ) = (.s2, 0, 0, ... ) + l. es decir (s1 - .s2, 0, 0, ... ) = I E I B y por lo 
tanto si = .sz. 

3. Sobre .91 se introduce una operación • : .91 -o .91 involutiva, requiriendo que • sea la conju­
gación compleja en O'c (i.e., s• := S). Extendemos su acción a .91 imponiendo (i) antilinealidad. 
(Aa +µa')• =la•+ pa••, y (Ü) la ley del producto, (aa')º = a'ºaº. para toda a.a' E .91 y A.µ E C; 
de lo cual se sigue que (a0

)• = a (i.e .• •es en efecto una involución). Denoramos por .91º al 41gebra 
resultante 

4. Introducir una representación lineal de .91 sobR un espacio vectorial V (i.e •• los difeomor­
fismos Ra : V --. V, con a E .91. son lineales.) 

S. Obtener explicitamente operadores sobre V que representen a las constricciones cumticas. 
En general. es necesario acudir a regularizaciones para conseguir que las constricciones cumticas 
esten bien definidas. 

Hallar el nllcleo (kernel) Vf de estos operadores. Este es el espacio de estados fisicos. 
6. Extraer el '1gebra • fisica; es decir, operadores en .91• que dejen invariante a V f. 
Introducir en V.r un producto interno (Hennítico) pidiendo que las relaciones abstractas• en 

.91º queden representadas como relaciones Henníticas-adjuntas. 
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i.e .• si F = G. entonces la relación abstracta P• = Ó en ~f se refteja en Vf como {R(/l') -
'l'.4>) = ('l'.R(G) - 4>), donde 'l',4> e Vf y Res una repRSentación lineal del 41gebl'a ffaica. En 
otras palabras, para especificar el producto intemo requerimos que lu condiciones clMicas de 
realidad se realicen como relaciones autoadjuntas. 

Nótese que en el programa es necesario llevar a cabo una serie de elecciones. Por ejemplo. de-
· terminar a las variables clásicas elementales (con las propiedades mencionadas) o elegir el esi-=io 
de representación para el 41gebra abstracta. En principio, no hay ninguna regla para realizar tales 
elecciones y, en consecuencia, éstas quedan en general a nuestta discreciaa.lidad y buen criterio. 
Sin embargo, vale la pena hacer nocar que cuando el espacio fase res un esi-=io vectorial, hay una 
elección particularmente simple para el conjunto O'. Por tratarse de un est-=áo vectorial podemos 
tomar una carta global sobre r y elegir que O' sea el espacio vectorial genenido por las funciones 
lineales sobre r [31). En cierto sentido ésta es la m4s pequefta de las elecciones que uno podña 
hacer para especificar a O'. Como caso concreto, consideremos el ejemplo mú sencillo e ilustrati­
vo. a saber cuando el espacio de configuración Ces R 3 • Ahí tornamos la carta global <t/. p 1) sobre 
r y considerarnos a O' como el espacio vectorial de siete dimensiones Gen( 1, q 1 • q2. q3, p 1 • pz, P3l­
Nótese que se han incluido a las funciones constantes sobre r. generad.u por la función constante 
uno pues sabemos que (t/. p j 1 = 6~. y deseamos que el subconjunto O' sea cerrado bajo el parénte­
sis de Poisson. 

En general, cuando el espacio fase es lineal, la elección del espacio O' es ''canónica" y 
está basada en que contamos con una estructura simpléctica no degenerada y una sola carta sobre 
el espacio fase, exactamente como en el ejemplo. Denotemos por Yo a un elemento der. puesto 
que éste es un espacio lineal, Yª también representa un vector en Tr. Dada una uno fonna A.,. 
podemos definir una función lineal sobre r como F,i(Y) := -A..Yª. Nótese que A es una etiqueta 
de la función F con argumento Yª. De manera natural. gracias a que la esttuctura simpléctica es 
no degenerada., podemos asociar a la uno forma Aa el vector Aª := cr ..¡,,, y escribir entonces 

F,i(Y) = 0.WAªY" = OCA. Y) (1.2) 

Si ahora considerarnos una nueva función lineal con etiqueta v. G,.(Y) 
Poisson entre F,¡ y G., es 

Va>'°. el paréntesis de 

(1.3) 

Dado que la dos fonna simpléctica es no degenerada. podemos reescribir al paréntesis como 
{F,¡,G,,} = -0..,,Aªv". Así. 

(il(A. Y). O(v. Y)} = -O(A. v) (1.4) 

El conjunto O' es, por lo tanto, el espacio generado por la función constante uno y las observables 
básicas O(A, · ); i,e., O' = Gen( I, O(A. · )}. 

§1.2. Formulación algebráica 

Como mencionamos al inicio de este capítulo, el programa de cuantización canónica está basa­
do en la formulación algebráica de la teoría cuántica. Esta formulación esencialmente invierte los 
papeles que, denuo del marco tradicional de la teoría cWintica en un espacio de Hilbert. juegan 
observables y estados. Es decir. mientras que en la formulación que usualmente se considera para 
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una teoría cuántica se comienza por construir estados como vectores en un espacio de Hilbert '11 
y se definen entonces a las observables como operadores en '1-f (i.e .• actúan sobre estados) en la 
formulación algebrmca el punto de partida es la construcción de observables como elementos de 
un álgebra abstracta y. entonces. ae definen a los estados como aquellos objetos que al actuar sobre 
las observables producen un número. El punto central en la fonnulación algebrmca consiste en­
tonces en situar a las observables como los objetos relevantes de la teoría cuAntica. dejando un rol 
"secundario .. para los estados. El tipo de 61gebna abstracta que consideraremos a lo largo de este 
uabajo es el lilgebna ce. concretamente el 61gebna de Weyl, que es el lilgebra absuacta asociada de 
manera natural a teorías lineales. 

Deftnlci6n 1.5 (Álgebra C" [30]) Un dlgebra ce consta de (i) un dlgebra asociativa compleja C, 
(ii) una n!!gla que asigna, a cada elelflento A de C. un número n!!al IAL y (iii) una n!!gla que asigna, 
a cada elemento A de C, 1111 elemento A• de C sujeto a las siguientes condiciones: 

J. Para cualquier A difen!!n6e de cero en C, IAI es positivo. 
2. Para cualquier A y B en C. y cualquier número complejo A. IA + BI :S IAI + IBL l..IAI = IAI IAL 

and IABI s IAI IBl-
3. Para cualquier A y Ben C, y cualquier número complejo A. (A + B)º = A• +Bº. (..IA)º = AA•, 

y (AB)" = BºAº. 
4. Para cualquier A en C, IAºI = IAI y A .. =A. 
5. El espacio vectorial topológico C (i.e., el espacio vectorial C. con la topo/ogra que proviene 

de l IJ es completo. 

Los ingredientes principales en la formulación algebráica son dos. a saber (28): (1) un lilgebra 
Cº, d, de observables y (2) estados w : .d -o C, que son funcionales lineales positivas (tu(A •A) ~ 
O VA e .d) tales que tu( 1) = 1. El valor de la operación del estado w sobre la observable A e .d 
puede interpretarse como el valor de expectación del operador A en el estado w, i.e. (A) = w(A). 

Ahora bien, la formulación de una teoría culintica en un espacio de Hilbert corresponde a una 
representación del lilgebra abstracta en un determinado espacio de Hilbert (§1.l). Es decir. a la 
especificación de un mapeo R que va del lilgebra ce • .d, al conjunto L:.('1-f) de operadores lineales 
acotados sobre el espacio de Hilbert fl. con la propiedad de que. para toda A.µ e C y A,B e .d, 
R(AA + µB) = AR(A) + µR(B), R(AB) = R(A)R(B) y R(A•) = R(A)t. La representación mú impor­
tante. que relaciona la fonnulación en un espacio de Hilbert con la algebrmca. es la repraentación 
de Gelfand, Naimarlt y Segal, conocida como la consuucción GNS y que usualmente se presenta 
como teorema [28). 

'leorema 1.1 (Constnu:ci6n GNS ) Sea si un dlgebra e• con identidad y sea w : d -o C un 
estado. Entonces existe un espacio de Hilbert '>{, una n!!pn!!sentación R : d -o .C.('H), y 1111 vector 
crclico l'I') e '1-f (i.e., el conjunto de vecton!!s (R(A)l'l')}Aouof es un subespacio denso de '1-f) tales 
que 

w(A) = ('l'l.R(A)l'f'). (l.S) 

Además, la tripleta ('1-f. R. l'I')) queda determinada de manera única (hasta equivalencia llllitaria) 
por estas propiedades. 

La construcción GNS consiste. esquemlitic:arnente. en lo sigÚiente. Puesto que contarnos con un 
lilgebra e•. d. con elemento identidad. y con un estado algebñico. podemos entonces definir de 
manera natural el ~ bilineal ( ·, ·) : .J x i -o e como sigue: 
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Si w(AºA) =O si y sólo si A =o. nótese que entonces (·.·)define un producto interno sobre d 
dado que w(AºA) ~ O para todo A e d. Si existiese un subconjunto d' tal que IA =o.et ~ -· 
y w(A'ºA') = O para todo A' e d'. entonces habremos de ''f"actorizar" i.e .• tomamos el espacio 
.df = d' - d. La fonna bilineal sobre df es. en efecto. un pnxluc:to interno. 

El siguiente paso en la constnacción consiste en completar d (o el espacio factorizado) en 
la norma definida por (1.6) (i.e .• 11 · 11 = ( ·• · ) 112 ) para oblener un espacio de Hilbert. al cual 
denotaremos por '1<. (Nólese que mientras que d es un espacio de Banach, .Afii 11 es un espacio de 
Hilbert). Representantas d (o el espacio factorizado) sobre si mismo actwmdo por multiplicación 
y extendemos por continuidad esta acción al espacio de Hilbert '11. Es decir. la representación de 
A e .d sobre d simplemente es R(A) · B = AB para todo Be .á. El mapeo lineal acocado R(A) 
puede extenderse por continuidad a '1<. obteniendose así un elemento de .C.('1<). 

Finalmente, el vector cíclico deseado l'I') e '1< corresponde al elemento identidad de-· En 
efecto, dado que 1 e á e '1-f. entonces 1 e '1-f. Puesto que R(A) · 1 = Al = A. entonces fR(A) · 
llAE• = d, dado quedes denso en '1< entonces fR(A) • IJAe.W es un subespacio denso de fl (i.e .• 
1 es cíclico). 

La representacón GNS detenninada por el estado w es Ureducible. es decir que los llnicos 
subespacios cerrados de '11 que son invariantes bajo R(á) son fOJ y el propio '1-(, solamente cuando 
el estado es puro (29). i.e., cuando el estado w no puede ser escrito como una combinación no 
trivial convexa de otros estados3 • En general. uno busca contar con representaciones fieles (donde· 
R(A) = O implica A = O) e irreducibles. La fidelidad e irreducibilidad son afortunados apellidos 
para una representación, el primero asegura que el álgebra abstracta no es "demasiado grande" 
para el espacio de representación. mientras que el segundo hace lo propio para garantizar que el 
espacio de estados de representación no "le quede grande" al 41gebra. 

Al final de la sección anterior obtuvimos que para el caso de teorías lineales el conjunto O' es 
aquel generado por la función constante uno y las observables fundamentales 0(.1, · ). A pm1ir de 
los pasos uno a tres del programa. y de (1.4). tenemos que los opeaadores fundamentales 0(.1 •. ) 
en el álgebra • asociativa y libre. correspondientes a estas observables clásicas. satisfacen las 
siguientes relaciones de conmutación canónicas (RCC). 

[ñ(A. · ). ñ(v. · )] = -in(.l. v) 1 (1.7) 

para cualesquiera .lª y Y' en el espacio de etiquetas. 
No obstante que la construcción de estos operadores fundamentales es matenUiticamente co­

rrecta, éstos no son acotados (exactamente como ocurre con¡¡, y f>1 en anec*üca cujntica ordinaria) 
y. por lo tanto. sólo pueden estar densamente definidos (íj; y p, no estan definidos en L2~3. d3 x). 
pero si lo estan en el subespacio denso de las funciones de Schwartz .9"~3)). Para evitar problemas 
con los dominios de definición. es entonces conveniente trabajar con la versión exponenciada de 
los operadores fundamentales, 

1'r(..l) = exp(iÍ2(..l. • )) (1.8) 

Dado que bajo • los operadores fundamentales satisfacen que O•c.1. · ) = (i(,¡_ · ). entonces 1\r(.l) 
en ( 1.8) es unitario. Las RCC son entonces sustituidas por las relaciones de Weyl 

(1.9) 

3 En conuapane. un estado es mezclado si puede representarse en la fonna"' = 'f'IW• + ( 1 - q)lui. donde O < 'I < 1 y 
w1. W2 son estados distintos. i.e .• si puede ser escrito como una combinación no trivial convexa de ottos estados. 
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donde 1'\'(A) varia continuamente respecto a A en la topología fuene de operadores4
• 

Ahora sabemos. dado un sistema clúico descrito por un espacio vectorial simpléctico (r. 0). 
como especificar el subespacio O' de observables fundamentales clllsicas. el álgebra abstracta 
asociada a é!stas y el illlgebra de Weyl, generada por la versión exponencial de los operadores 
fundamentales. Desde la perspectiva de la f"ormulación algebñica el hecho de que el illlgebra de 
Weyl capture la esttuchll'll algebmca de las RCC la coloca como la depositaria del contenido 
físico de la teoría c:dntica; nada de significado fundamental es agregado a la teorfa cuando é!sta 
es representada de manera particular. El illlsebra de Weyl, vista como un illlgebra C" abstracta, es 
independiente de la representación en un espacio de Hilbert y. en consecuencia. cualquier posible 
ambigüedad proveniente de la elección de representación es. en el conte:xto alge~co, irrelevante. 
Sin embargo. exitosas teoñas como la mecúica cwlntica onlinaria. o la teoría de campos en un 
fondo de Minkowski. son teorías basadas en la formulación en un espacio de Hilbert. En principio. 
no parece haber todavía una razón de peso que incline la balanza por una u otra formulación; en 
la bllsqueda de un argumento definitivo para poner a una de é!stas por encima de la otra. una de · 
las alternativas es el estudio de la ambigüedad inherente (no unitariedad entre teorías) que existe 
en teoría cwlntica de campos (en el muco de la formulación sobre un espacio de Hilbert): Es 
importante seftalar que dicha ambigüedad surge en teorfas cuyo espacio fase es de· dimensión 
infinita, pues para sistemas físicos con un nllmero finito de grados de libertad el teorema de Stone­
von Neumann [28) garantiza la unitariedad entre representaciones. 

~rema 1.2 [Stone-von Neumann] Sea (r, 0) un espacio vectorial simpUctico de dimensión.fini­
ta. Sean ('lt. l\l(A)) y (?{', l\11 (A)) representaciones faertemente continuas, irreducibles y unitarias 
de las relaciones de Weyl (l.9). Entonces, ('1-1, JY(-1)) y (fl'. 1'\''(-1)) .son unitariamente equiva­
lentes. 

En mecánica cuántica ordinaria la representación m4s popular es la de Schrüdinger. En é!sta. el 
espacio de Hilbert que se elige para representar a los operadores fundamentales es ?{ = L 2 (R.3 • d3 x). 
donde el operador identidad y el de posición actllan multiplicativamente, en tanto que el operador. 
de momento lo ha.:e derivando. En concreto. 

el · 'l'Xq) = 'l'(q) (q' . 'l')(q) = t/'l'(q) e¡;, . 'l')(q) = -ili ~ 'P(q). (1.10) 

La exponenciación de estos operadores da como resultado una representación irreducible de las 
relaciones de Weyl. asf que cualquier otra elección que produzca una representación irreducible de 
dichas relaciones sera una teoña físicamente equivalente a la representación de Schrüdinger seglln 
el teorema de Stone-von Neumann. 

Para el caso del oscilador armónico unidimensional. por ejemplo. contamos con las repre­
sentaciones de Schrüdinger y de Fock que. por tratarse de representaciones irreducibles de las 
relaciones de Weyl. son unitariamente equivalentes. Si el conjunto fle1)1 de.-a la base de estados 
en un Hilbert abstracto. (mle,.) = (0 •...• o.6_.o •... ) la representación a la Fock y (qle,.) = H,.(q) 
(donde H,.(q) son los polinomios de Hennite) a la Scluüdinger de le,.). entonces el estado abstrac­
to kfi') = l:,. a,.le,.) en la repesentación .. funcional"" es tf#(q) = 1;,. a,.H,.(q). mientras que en la de 

4 1.a topología fuerte cle <JiWWWadtwa - un apKio 11D111Wk>es -11•-pnwiene de la norma [32, 33). Dado que 
el conjunto de opera&Jres l ¡¡,(A)J aamn el .. pbra ele Weyl, - es un Alpbnl C" y, por conaipiente, con topoloafa 
ruene, podemos dec:ir entonces que "' es un mapeo - varia continuamente neapec:to a las etiquetas en la topolopa 
natural del Algebra que aenen. 
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Fock es l:n(n(l/I'} = l;;,n a;(n(e;}. Es decir. dado el eslado l;,. a,.H,.(q) en la representación a la 
SchrOdinger. el estado correspondiente en la representación de Fock es el arreglo de coeficientes 
(ao.a1 ••••• a,. •... ) en la expansión de Hennite. 

En el teorema de Stone-von Neumann la hipdteais de que el espacio r sea de dimensión finita 
·es esencial. Para teorías cuya descripción sea a través de un espacio fase de dimensión infini­
ta existe una infinidad de representaciones irreducibles de las relaciones de Weyl unitariamente 
inequivalentes. Sin embargo. cabe sei'lalar que la teoría de campos en un fondo plano es una ex­
epción y también esta exenta de ambigüedad alguna. pues ahí el requerimiento de invariancia bajo 
el grupo de Poincaré fija una representación predilecta. En espacios tiempos curvos. en general. 
no contamos con criterios que seleccionen alguna representación en particular. aunque debemos 
enfatizar que en "general" no significa "siempre··. Por ejemplo. en el caso de un campo escalar 
propag6ndose en un fondo estacionario (y arbitrario) el requerir que el valor de expectación so­
bre estados coherentes del Hamiltoniano cuántico sea igual a la energía del campo clásico. en la 
solución asociada al estado, selecciona una estructura compleja llnica (34. 35). 
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Modelos de simetría reducida y modelos sigma 
no lineales 

El programa de cuantización canónica.. expuesto de manera general en el capítulo anterior, 
representa uno de los caminos alternativos con miras a obtener una teoría cúntica de la gravi­
tación. Para probar sus alcances y limitaciones, buscar mejons y detectar esuucturas comunes, 
usualmente se acude a modelos con simetría .educida. en particular a los llamados supcrespacios 
con simetría intennedia. Estos últimos, son teorías de campo que se obtienen al llevar a cabo 
una reducción de simetría en el campo gravitacional. Ejemplos de esta clase de modelos, que 
recientemente han recibido panicular atención en el contexto de la cuantización, son las ondas 
gravitacionales de Einstein-Rosen (6, 7) y los modelos cosmológicos de Gowdy con topología de 
un tres toro, no polarizado (8) y polarizado (9. 10). Todos estos superespacios con simetría inter­
media son casos particulares del modelo sigma no lineal S 1.(2, R)/ S 0(2) [ 13], módulo un campo 
cíclico, y uno podría especular entonces que la cuantización de cada caso particular corresponde 
a realizar diferentes identificaciones en la cuantización del modelo sigma. Sin embargo, y aunque 
~sta es una tarea que en un futuro deberá abordarse, la cuantización en general de ~ste modelo 
sigma no lineal, y el investigar si las identificaciones clúicas se ''trasladan" a nivel cuántico (y, de 
ser así, como son realizadas ~tas) va mú allá del alcance de este trabajo. Aquí nos limitaremos al 
estudio de la cuantización de uno de estos modelos, a saber el modelo cosmológico de Gowdy T 3 , 

basados en las cuantizaciones que en (8) y (9. 10) se exhiben. La idea central. en el contexto del 
modelo sigma no lineal, es que sabemos que las identificaciones (si es que existen) no pueden ser 
ánicas. puesto que estamos trabajando con teorías de campo. y que para resolver si &tas son o no 
razonables. es necesario comparar el hi~tico resultado con las cuantizaciones ya existentes. En 
particular, determinadas elecciones dcberiin reproducir (al menos parcialmente) las cuantizaciones 
expuestas en (8) y (9, 10). bajo el supuesto de que estas cuantizaciones sean consistentes. Así, lo 
primero que debemos reconocer es con cúl de las cuantizaciones cOlllparañamos y por q~. O 
bien, si debemos comparar con ambaS. El analizar las cuantizaciones del modelo cosmológico de 
Gowdy T 3 en este contexto, nos permitinl precisar que queremos decir por comparar teorías. que 
en principio pueden no ser unitariamente equivalentes, y qu~ significa que cada una de c!stas sea 
consistente. 

En este capítulo presentaremos los elementos clúicos de la teoría y las cuantizaciones del 
modelo cosmológico de Gowdy T 3 basados en (8. 9. 10). En la primera sección daremos una 
breve descripción de lo que un modelo sigma no lineal es y el caso particular del modelo cos­
mológico de Gowdy T 3 como parte del modelo sigma no lineal SL(2.R)/S0(2). La segunda 
sección está dedicada a presentar la ICOria clúica del modelo cosmológico de Gowdy T 3 • (1) a 
partir de las variables de Ashtekar y (2) como un modelo equivalente a gravedad 2 + 1 acoplada 
a un campo escalar real no masivo. Estas dos formulaciones clúicas del modelo son enteramente 
equivalentes (teniendo en cuenta. evidentemente. que el caso no polarizado contiene al polarizado) 
y constituyen la "preparación del terreno" antes de cuantizar. En la tercera sección presentaremos 
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un breve resumen de las cuantizaciones del modelo de Gowdy T 3 basadas justamente en cllda una 
de las preparaciones de teneno, a saber la que se lleva a cabo a partir de la fonnulación clúica 
en variables de Ashtekar (8) y la que se realiza a partir de la equivalencia entre la teoría clúica y 
gravedad 2 + 1 acoplada a un campo escalar (9, 10). 

§2.1.. Modelos sigma no lineales 

En relatividad general todo espacio tiempo con dos campos vectoriales de Killing, tales que 
conmuten entre si, puede ser interpretado como un modelo sigma no lineal (MSNL) bidimensional 
(36); la similitud entre campos gravitacionales y sigma ha dado lugar a que, sobre todo como 
modelos de juguete para gravedad cu6ntica, los MSNL hayan sido sujeto de amplio estudio (13, 
37). Un modelo sigma no lineal, en lenguaje llano, es una teoría de mapeos entre variedades. 
con las siguientes propiedades: (a) los campos estan sujetos a constricciones no lineales y (b) la 
densidad Lagrangiana y las constricciones son invariantes bajo la acción de un grupo de Lie, G. 
de simetría global. De manera más precisa (38), las configuraciones de campo clúic- en uno 
de estos modelos son mapeos tfJ : B -+ M, donde B es un espacio base y M es un espacio de 
llegada dados. La descripción ••no lineal" se reserva para aquellos modelos donde los campos 
físicos, para todos los puntos p e B, toman valores en una variedad Riemanniana M que no es 
un espacio lineal. Dado que cualquier variedad Riemanniana M puede encajarse iso~tricamente 
en un espacio vectorial Euclídeo v. la densidad Lagrangiana del modelo (reescrita en tl!rminos de 
campos V-valuados) deberá complementarse con las constricciones que expresan el hecho de que 
los campos V-valuados deben estar restringidos a la subvariedad encajada M. 

En la mayoría de los modelos el grupo de invariancia global G actúa transitivamente sobre M. 
de tal manera que esta variedad es un espacio Riemanniano homogéneo para G. Si E es el grupo de 
estabilidad de un punto me M, entonces M puede identificarse con el espacio cociente izquierdo 
G/E (i.e., M = (gEJ). 

Existen métodos generales para construir Lagrangianos a partir de estas teorias, la idea consiste 
en representar a las configuraciones de campo del modelo como mapeos g de B en G en lugar de 
mapeos ti> de B en M, con t/J(x) = g(x)E. La densidad Lagrangiana .!i!!' en cualquier MSNL es una 
función de g y a,,g, .!i!' = .!i!'(g, a,,g), que ser• invariante bajo la transfonnación de norma 

g(x) ...... g(x)h(x) • h(x) e E (2.1) 

Así que los campos invariantes de norma ser6n G/E-valuados y la densidad Lagrangiana puede 
ser vista como una función de los campos con valores en G/E. 

La construcción de .st' es, a grandes rasgos, la siguiente. Sea G una representación fiel del 
grupo global de simetría G y sea (L(p)) una base para el álgebra de Líe g de G con la propiedad 
(Tr(L(p)L(cr))I = Óp,cro donde p, cr = ( 1, ...• (G] := Dim G). Para a S (E] := Dim E, los generadores 
L(a) generan el álgebra de Líe e de E y los denotaremos por l(a). Los restantes generadores los 
llamaremos s(í), donde [E) + 1 s i s [G]. Entonces. las relaciones de conmutación quedan como 
sigue: 

[t(a),t(p)] = ifapyt(-y) • [t(a), s(i)] = i Ía1¡s(J) • [s(i), s(J)] = i<fo1¡t(a) + flú¡s(lc)) (2.2) 

Sea w la uno fonna definida sobre G con componentes w,,(g) = g-1a,,g. bajo la transformación de 
norma (2.1) esta uno fonna se transforma corno 
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No es difícil convencerse de que w,. puede escribirse como la suma de la proyección de ésta en el 
61gebra de Lie ~ mú el complemento ortogonal; i.e., 

w,. =Aµ +B,. (2.4) 

donde A,.(g) = l(a)Tl(t(a)w,.(g)) y B,.(g) = s(l)Tr(s(i)w,.(g)). De (2.3) y (2.4), se sigue que bajo 
una transfonnación de nonna estas componentes transfonnan como 

(2.5) 

Nótese que contamos con la estructura de un haz fibrado principal (E, B. F. G. D) con espacio 
total E = G, espacio base B = G/E. fibra F "" E. grupo de estructura G = E y proyector 
O : G --. G/E. g ..... (g). Por construcción. todos los campos estan en G y Jos campos físicos 
estan en el espacio base G/E. Debido a esta estructura. tenemos entonces que la uno forma A con 
componentes A,. transforma como un potencial de norma (para el grupo de norma E) y por lo 
tanto actúa como una uno forma de conexión. Asf. a partir de A podemos construir la dos forma 
de curvatura F que bajo (2.1) transforma como F' = h-1 Fh. 

La estructura de la uno forma w permite construir cantidades que satisfacen Jos requerimientos 
estipulados para ser densidades Lagrangianas de un MSNL. En particular 

(2.6) 

y 
(2.7) 

donde g"v son las componentes de un tensor métrico dado sobre B (el espacio tiempo, por ejemplo). 
respecto a coordenadas (locales) .11!', y g es su detenninante. 

Si 4' es un campo invariante de nonna, entonces podemos expresarlo como 

4' = g(l;0 t(a)}g-I 

Puesto que el lado derecho de (2.8) penenece a e. entonces 

g(l: .. l(a)}g-1 = 'E,p"pL(p) 

(2.8). 

(2.9) 

donde los campos "P son también campos físicos. De (2.9) y la propiedad de normalización para 
los generadores de g, uno puede mostrar que 

l: .. Tr(l(a)l(a)) = 'T,ptl>~Tr(L(p)L(p)) (2.10) 

De (2.10) se sigue que los campos 4Jp estan sujetos a una constricción no lineal y que hay [G] - J 
campos físicos independientes. La variedad M queda entonces definida por la ecuación (2.10) y, 
dado el carácter no lineal de esta constricción, no es un espacio vectorial. 

Las ecuaciones de Einstein para los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios, de 
ondas gravitacionales cilíndricas, y modelos cosmológicos de Gowdy T 3 y S 1 x 52. est4n rela­
cionadas con aquellas del MSNL S L(2, R)/ S 0(2), pues la densidad Lagrangiana para este modelo 
sigma no lineal es equivalente a la acción reducida de cada uno de los campos gravitacionales [ 13]. 
Para construir este modelo sigma específico, consideremos la representación matricial de S L(.2. R) 
en si mismo. Los generadores de sl(2, R) estan dados por 

L1 = ~ ( ~I ~ ) • L2 = ~ { ~ _ ~ ) • L3 = ~ { ~ ! ) (2.11) 

r--T;:;;-;E::;-;;s=rs:--:c::-::o:--N--
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donde L1 es el generador de so(2) y. en efecto. satisfacen que ITr(Lp.l.vll = Ópcr con p, cr = ( I, 2, 3 = 
[S L<.2, R)]J. Observemos que en este caso solamente hay dos campos invariantes de nonna inde­
pendientes. En efecto. de (2. 10) y (2.1 1) tenemos que 

(2.12) 

Consecuentemente, es natural fijar la norma en G en té!!nninos de dos campos independientes 
'1 = q(x1 , r) y€ = ((x 1 • r). La elección para fijar la nonna es [39] 

g(x1
• r) = ( o e" (2.13) 

Por construcción g(x1• x2) es una sección en S L<.2, R) a través de la cual podemos especificar a la 
densidad lagrangiana de este modelo sigma no lineal. De (2.13) tenemos que las componentes de 
la uno forma w estan dadas por 

(2.14) 

donde .,,. := ih¡/ar• y€,. := é}€/ax". Puesto que B,.(g) = S 1Tr(S 1w,.(g)), después de algunas 
manipulaciones algebráicas simples se encuentra que 

(2.15) 

Entonces 

(2.16) 

y 

. (2.17) 

La ecuación (2. 17) representa a la densidad Lagrangiana para el modelo sigma no lineal con G = 
S L(2, R) y E = S 0(2). Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de Euler-Lagrange que de 
(2.17) se derivan. 

(2.18) 

1 1 
gª"'laµ + 11,.g':,f + 2sª"11,.(lnlgl>.a + 2e-4"gª"€a(,. =O (2.19) 

donde,,,.,, := a211/ax"ax" y€,,,,:= a2€/ax"ax". 
Para el caso particular del modelo cosmológico de Gowdy con topología de un tres toro. el 

punto de partida es el elemento de linea 

ds2 = -e-<-t+Jr>f2d-r2 + e-<-t-r)f2de2 + h1(T)h2(8)[ep(dcr + Qdó)2 + e-Pdó2 ] (2.20) 
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donde h 1(r) = e-T. h 2 (9) = l. A, P y Q dependen de las coordenadas T y 8. y OS u. t5.fJ S 2'r. Este 
elemento de linea incluye el caso S 1 x S 2 • donde h 1(r) =sene-.. y h2(8) = sen9. La densidad 
Lagrangiana reducida de Einstein-Hilbert es 

.2'aow 4e .. h1h2[(~ - e-2T~> + e2P(Q; - e-2T~)] 

+ 4eT(h2h1 .. AT - e- 2Th1huA11) + V(T.9) (2.21) 

donde V(r,9) = e-Th1h:z- 11z1, - eTh2h1T(htThl1 + 1). Puesto que A es una .. coordenada .. cíclica de 
la densidad Lagrangiana (2.21) y el término V(r,9) no interviene en las ecuaciones de campo. 
podemos entonces llevar a cabo una transformación de Legendre tal que (2.21) queda como 

.2'aow = 4e .. h1h2C<~ - e-2 .. ~) + e2P<crr - e-2T~)] (2.22) 

De (2.22). se obtiene que las ecuaciones de campo son 

(2.23) 

(2.24) 

Para el caso del modelo T 3 (h1 =e-... hz = 1) requerimos la nonna (2.13) y que los campos r¡ 
y € dependan solamente de T y 9. Entonces. la ecuación (2.6) da la densidad Lagrangiana 

.2'.,. = 4c<4ifr - 4e-2Trle> +e_."<€; - e-2 .. €~)) (2.25) 

que. después de la identificación q = -P/2 y€ = Q. es identica a la densidad Lagrangiana de 
Einstein-Hilbert (2.22) para el modelo de Gowdy T 3 no polarizado. 

§2.2. El modelo cosmológico de Gowdy T 3 polarizado 

El modelo cosmológico de Gowdy T 3 polarizado consiste en un espacio tiempo cuadridi­
mensional vacío. globalmente hiperbólico y cuyas hipenuperficies compactas tipo espacio son 
homeomoñas a un tres toro. cuenta con dos campos vectoriales de Killing tipo espacio que conmu­
tan entre si y son hipersuperficie onogon.Jes (15). Estos modelos fueron extensamente estudiados 
principalmente en la década de los setenta (40. 41] y reexaminados a finales de los ochenta (42) 
y en el último tramo del siglo XX (8] e inicios del XXI (9, 10]. En la reciente cuantización del 
modelo llevada a cabo en (9) se IDCnciona que la .. creación de partículas .. enfatizada en la cuanti­
zación canónica realizada en [41] no tiene un sentido fisico natural pues (se argumenta) el sistema 
es cerrado y uno esperaría entonces que el vacío físico fuese estable; no hay campos flsicos exter­
nos que bombeen energía al sistema y creen cuanlOll/part{culas flsicas. Adicionalmente. en (9] se 
asegura no tener creación de partículas. en contraste con (41). dado que la elección de estructura 
compleja es independiente del tiempo1 y. por consiguiente. no hay mezcla en los operadores de 

1 Sin embargo. es interesante hacer notar que aquí se pre.enta una •itueci6n con&raaeanlC: con la eloo:cidn de estnactura 
compleja que se lleva a cabo en (9) Ja ttansfonnación de evolución &empmal es no implementable a nivel cuútic:o 
(Capítulo 4) y, en cienos textos, ello es inlelpl'l!lado como una .,_¡(In infinira de pmUculas (43, 44). 
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creación y aniquilación. Admitiendo esta argumentación para privilegiar la cuantización de M. 
Pierri [9] sobre la de B. K. Berger [41], nos concentraremos en este trabajo de tesis a considerar 
las cuantizaciones completas del modelo que llevan a cabo M. Pierri (9. 10] por una parte y. por la 
otra. G. Mena [8]. 

En esta sección revisaremos (siguiendo [8. 9)) brevemente los principales aspectos de la 
dinátnica clásica de este modelo a través de las dos distintas (pero equivalentes) fonnulaciones. 
que .. preparan de manera óptima el terreno·· para cada una de las cuantizaciónes que hemos dicho 
que consideraremos y que serán expuestas más adelante en este mismo capítulo. 

12.2.1. Variables de Ashtekar 

En el formalismo de Ashtelcar para relatividad general Lorentziana. las variables fundamen­
tales son una triada densitizada E¡ y una conexión S0(3). A~. ambas definidas sobre una va­
riedad tres dimensional :E [14], donde las letras latinas del inicio del alfabeto denota índices 
espaciales, mientras que las letras intermedias del alfabeto denotan índices S 0(3). La variable 
de configuración es la uno forma de conexión S 0(3), A~. y su momento canónico conjugado 
es la triada E¡ con peso de densidad uno. La estructura de part!ntesis de Poisson esta dada por 
(A~(.x). E~(y)) = i6~6~.6(.x, y). Las constricciones de primera clase de la relatividad general en 

vacío son [14]: 9, = D0 Ej = éJaE'j + E;/A~/!';. Ca = F1abE: y "H = E1i"F'abE'jE:. donde 

F 1ab = éJ,.A~ - éJbA~ +E' ¡1cA~A~ es la curvatura de la conexión S0(3). 
Para los universos de Gowdy con topología T 3 • es posible elegir siempre coonlenadas espa­

ciales periodicas 6. u y 8 tales que (éJ6 )'" y (éJu>'" son campos vectoriales de Killing que conmutan 
entre si. Así, todas las variables del modelo dependeñn de 8 y de la coonlenada de tiempo 1. y 
además éstas serán periodicas en 8 e S 1 • Esta reducción de simetría permite hacer cero a las 
componentes E:'f. ~. ~ y l!:'f de Ja triada. Por lo tanto. A~ = A~ = A~ = A~ = O resuelven 
las constricciones 0 1 , (i2 • C 6 y Cu. En consecuencia. el modelo de Gowdy con topología de un 
tres toro queda descrito por los diez campos periodicos en B. A := A:. E := E;. A:;. y E:<¡_. donde 
a = 6. u y L = 1. 2. sujetos a las siguientes constricciones Gaussiana. de difeomorfismos y escalar: 

G = éJ11E + J =O, 

e= E't_a,,A:; +AJ= o. 

H = 2Ei!:'f.rMéJ9"l':f + 2AEK - K,.llK11ª + K 2 =O 

donde K,.P := A:,E!J, K := K,.ª, J,.11 := ELMA:;~. y J := J,.ª. 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

Restringiendonos al sector de mi!tricas no degeneradas. llevamos a cabo el cambio de variables 
de espacio fase X= q66¡qrv." = r /q"". 'Y= lnqrv y"'= arctan(E'[ //!:<;).con q"ll := E';_EflL_ 
Puesto que E¡ = ejh(e) y las componentes E'f, ~. ~ y E'{ son cero. entonces q"ll = lt"l'h2. 
de tal manera que para tres métricas positivas definidas. q'"l1 también senl positiva definida. Las 
variables elementales para el modelo, que en efecto forman un álgebra de Poisson cerrada. son 
A. E. K66• K 6v. K. J. x. v. y, y <f>. Para eliminar a Jos grados de libertad no flsicos. se imponen 
condiciones que fijen la norma: XH = E - e'. XG = <f> y xc = K - *Ko. donde Ko = * ~ K 
es tal que su paréntesis de Poisson con todas las constricciones de primera clase (2.26)-1'2.28) 
es cero y. por lo tanto, no puede removerse bajo el proceso de fijar la nonna2. Para Ko * o. 

2 El símbolo ~denota integración sobre 8 e S 1 • 
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d> = (Kn.xa.xc. j ñH. j AG. j nC) es un conjunto de segunda clase si ñ. A.º"" * O (si uno adopta 
la elección de tiempo de Gowdy. E = T. las soluciones clásicas con Ko = O no estan incluidas en 
las familias de cosmologías con topología de un tres toro [8]). A partir de las condiciones para fijar 
la norma resolvemos las constricciones de Gauss (2.26) y escalar (2.28), obteniendo expresiones 
para J y A como funciones de las variables K 6

6 • K 6"'. x. v y K 0 • Ésto y las condiciones XH = O y 
XG = O. nos permite remover a los pares canónicamente conjugados (A. E) y (J.</>) del conjunto de 
grados de libertad dinámicos. 

La constricción de difeomorfismos (2.27) puede reescribirse como 

1 . 2V2iif n - _ =K0 y' = O , o bien como y(B) = --- d81 n + ')'(O) 
2-v21r Ko o 

(2.29) 

donde n = (2(x - v2>r' [K6"'(vx' - 2xv') - K 6
6 (x' - 2vv')]. con las letras primadas representando 

derivada respecto a la coordenada 8. La ecuación (2.29) fija todos los coeficientes de Fourier Yn· 
paran * O (i.e .• el coeficiente y 0 queda indeterminado), en términos de Ko y de los coeficientes de 
Fourier de O. La periodicidad de y implica que 

1 p Ko l1o = -- Il = -(y(21r) - y(O)) = O .J'2ii 411' 
(2.30) 

Dado que IK.,. Yml = 2;.s_,.,,,., y Kn y Yn conmutan bajo el paréntesis de Poisson con el resto de· 
las variables de espacio fase. entonces la constricción de difeomorfismos. junto con la condición 
xc = o. permite eliminar como grados físicos de libertad a los pares canónicamente conjugados 
(K., Y-n> .... o. en tanto que Ko y Yo permanecen como variables dinámicas. El espacio fase del 
modelo reducido es descrito por los cuatro campos periodicos K6"'• K66• x y v. y por las variables 
homogi!neas Ko y Yo-

La compatibilidad entre las condiciones que fijan la norma y la evolución dinámica generada 
por el Hamiltoniano de constricción 

H= j>(-~H-iN"(C-AG)-iAG) 
implica que la función densitizada de lapso, lil. esta dada por lil = -i -./2ii/ Ko y que la única com­
ponente no nula del corrimiento. N". puede ser una función cualquiera der. N6 = N"(r). Nótese que 
hay una constricción remanente. no = O, y por consiguiente la libertad de norma en difeomorfis­
mos no ha sido completamente removida. La función de corrimiento puede ser reabsorbida a travi!s 
de la transformación de coordenadas 8 = 6 + J;, dt1N"(r1). donde to es cualquier tiempo dado. Los 
campos vectoriales (éJiY" y (éJ,')" son ortogonales. Por lo tanto, la evolución dinúnica (manteniendo 
8 constante) es generada por la densidad Hamiltoniana reducida Jf!k = -iA(K66 • K.scr. x, v, Ko~, la 
cual es el negativo del momento canónicamente conjugado a la variable que se elige como tiempo. 

Llevando a cabo el cambio de variables ,¡, = ln(x - v2) - 2t, P.; = ReC!<K.s6 - K.s"'v)). Pv = 
Re(iK6"') y ir-O = iKo, obtenemos el conjunto canónico (1/1, p.¡,; v, Pv; y 0 , ko) de variables elementales 
reales para nuestro modelo reducido. La constricción (2.30) puede expresarse como 

-il1o = ~ J>(p.¡,rp' + PvV') (2.31) 

y la nueva densidad Hamiltoniana es 

TESIS CON --­
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JI!;= --- 4p! +e21e.;p2 + -(r¡,')2 + --(v')2 V2ii[ e21 e-• ] 
ko ~ V 16 4 (2.32) 
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No es difícil convencerse de que las únicas componentes no nulas de la 3-mc!trica "- llOll 

hss = e7'e"''2• hap = e-.¡,/2gap. con gcrcr = e2'e"' + v2, gcr6 = -v, g66 = l. La función de lllpu>. 
N = Ñ(dethab)112 , esta dada en este caso por N = 4!f!e'eYl2e"'l4• 

Fijando v = O, condición que nos da el modelo polarizado y que es compatible con p., E O, 
introduciendo el cambio de coordenada temporal T = -4!fie', rescalando ,,¡, por 2 V2"' y recont.n­
do que la f'unción de corrimiento N 8 puede absorberse en la coordenada angular 8, llegarnos al 
siguiente elemento de linea 

ds2 = ev'2"'[e..,,(-dT2 + dB2) + (Tp)2 du2) + e-v'Z.¡,d62 (2.33) 

donde p = ~-Entonces, el conjunto de variables elementales reales consta de los grados locales 
de libenad (lf' = r/1(6),tr = p.¡,(6)) y de los globales (c0 ,bo), donde bo := lco1'o/2 y co := ln/co (es 
posible fijar a leo e R+ sin pérdida de generalidad). El modelo esta sujeto a la constricción global 

Ps := 1> P.¡,r/I' = O . (2.34) 

Soluciones exactas de la forma (2.33) corresponden a modelos cosmológicos con hipersuper­
ficies compaclas homeomorfas a un tres toro. Un análisis de los invariantes de curvatura muestra 
que las singularidades aparecen especialmente cuando el campo 1/1 diverge, un composiarniento 
que es de esperarse ocurra a T -+ O. 

12.2.2. La descomposición 2+1 

Una manera alternativa de describir a los modelos de Gowdy T 3 polarizados es utilizando 
su analogía con la dinámica de un campo escalar no masivo propagándose en un espacio tiempo 
ficticio de dimensión 2 + 1. Explícitamente, para ver esto consideremos primero las ecuaciones de 
Einstein en vacío, Rµv = O, para la métrica de Gowdy (2.33) 

1/1" - ¡¡, - .!.~ = o 
T 

y= 2T~r/I' 
y = T((t/1)2 + (r/1')2) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

donde las letras primadas representan derivadas respecto a 8, mientras que los puntos denotml 
derivada respecto a T. Las ecuaciones (2.35)-(2.37) pueden ser obtenidas variando la acción de 
gravedad 2 + 1 mínimamente acoplada a un canipo escalar axisimétrico no masivo 

(2.38) 

donde mR es el escalar de Ricci del espacio tiempo ("'M,m gab) tres dimensional, fllM es -
variedad 3-dimensional topológicamente equivalente a T 2 x R y con métrica de espacio tiempo 
mgab = hab + rVacrVbu. El campo de Killing c;rO es un campo de hipersuperficie onogonal y el 
campo hab es una métrica de signatura (-, +) sobre la 2-variedad ortogonal a c;rO; T es la nonna de 
c;rO y u es una coordenada angular con rango O S cr < 211' y tal que c;rGV 0 cr = 1. 

Introduciendo una foliación con hipersuperficies compactas etiquetadas con t = con.st, la dos 
métrica puede expresarse corno 
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donde el lapso. N, el corrimiento. N", y y son funciones de t y (periodicas en) 6. La coordenada 
angular 8 e [O. 2'r) es tal que iJaV 0 8 = 1, donde iJa es el campo vectorial unitario en cada hoja 
ortogonal a cr'. En consecuencia, el sistema consta de cinco funciones (N. N". y, T, "')de t y 8. 
La función 1/1 representa al campo escal11r no masivo. 

Para obtener la fonnulación Hamiltoniana, basta con sustituir la ellpresión (2 + 1) para °'gab 
en la acción (2.38), 

S = J c!l{j)(p.,,y + PTT + P#.j,)) - H[N, N"J (2.39) 

donde el Hamiltoniano H esta dado por H[N, N"J = ICNC + N"Ce) y las constricciones de primera 
clase C y e" son 

e= e-712[2r' -y'T' - PyPT + ~.:! + .,,·2)] 

e" = e-Y(y Py - 2p;. + T' PT + p.¡,"'') 

(2.40) 

(2.41) 

El lapso y el corrimiento no son variables diruimicas. de tal manera que el espacio fase r esta co­
ordenado por los siguientes tres pares canónicamente conjugados (y. p 7 ; T, pT; 1/1. p.¡,) de funciones 
periodicas en 8, definidas sobre una 2-varicdad I: con topología T 2 • 

Puesto que el Hamiltoniano se anula sobre la superficie de constricción. no hay distinción 
entre norma y dinámica y. por consiguiente, es necesario introducir una "deparametrización" para 
discutir la dinámica. La idea es entonces seleccionar. del conjunto infinito de campos vectoriales 
generados por la constricción Hamiltoniana. uno que represente la evolución fijando la nonna de 
los otros. Para fijar la nonna pedimos que 

p.,,+p=O y T((J)' = º· (2.42) 

donde p es una constante espacial cuyo pan!ntesis de Poisson con todas las constricciones es cero 
y. por lo tanto. no puede ser removida por fijar la norma. La segunda condición. que más bien es 
una elección de la din4rnica. permite ver a T((J) como el pañmetro de tiempo. 

La consistencia del formalismo requiere que los pan!ntesis de Poisson (T(B)'. H[N. N")I y (py + 
p. H[N. N 9 JI sean cero. Esto se logra si las funciones libres de especificarse. N y N". se eligen 
como 

e7/2 
N=- y N"=O. 

p 
(2.43) 

de tal manera que la condición (2.42) es, en efecto. aceptable. Para el caso particular (2.43), te­
nemos que T(8) = l y P,, = -p = O, así que p es una constante que puede asociarse con un 
parámetro de rescalamiento del tiempo en el espacio tiempo original 3 + 1. Ade..W de un grado 
global de libertad, los grados flsicos de libertad residen en el campo t/r. Resolviendo el sistema de 
constricciones de segunda clase (C, c6, p.,,+ p. T'). se obliene que 
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'(~ •2) PT = --p 412 + ,,,, • 

y(B) = .!_ (4 d61p•t/I' +')'(O). 
pJo 

(2.44) 

(2.4S) 
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Como y es una función suave de 8, ésta admite una descotnposición en series de Fourier 

e'"" 
'Y= q + L -~y,,. 

'"ºº -v21r 

entonces 

L(e'~~ 1 )>-,, = .! r" d81p"'"''. "'"° -v21r P Jo 
y podemos resolvc:LJ>ara todos los modos excepto para el modo cero. i.e., podernos resolver (2.45) 
para -y := ~"'"º ~y,, y quedarnos con el grado de libertad global. q = /;¡ ~y. sin resolver. 
Esto es consistente con el hecho de que un vector de corrimiento constante, N" = const. tambii!n 
sería aceptable pues preserva las condiciones (2.42). Sustituyendo (2.45) en (2.43) se obtiene que 
N = N[q. p."'· P•l· La métrica del espacio tiempo3 esta cotnpletamentc detennillllda por q, p."' y 

"'gab = _,9+t(-~2 V 0 1Vbt + Va8'7b8) + rV0 uVbCT (2.46) 

Las variables de espacio fase son funciones periodicas de 9, por lo que ')'(21r) -1'(0) = O define vía 
(2.45) la constricción global (2.34). i.e., 

Ps := f p.¡,f/I' =0 (2.47) 

La estructura simpléctica no degenerada en el espacio fase reducido r, = r. 49 f". donde r. es 
coordenado por el par (q,p) y r por (.,,.p.). es el pull-back de la estructura simplktica natural 
definida sobre r. Entonces, (q. p) = 1 y (t/1(81 ). PP"(Bz)) = li(.81. Bz) en r ,. 

Sustituyendo (2.42) y (2.44) en (2.39) se obtiene la acción reducida 

(2.48) 

y el Hamiltoniano reducido 

(2.49) 

Variando (2.48) respecto a,¡, y P•• las ecuaciones de campo son Sf. = /lo y~ = 2Tpf/#", que 
es equivalente a la ecuación de Klein-Gordon para el campo escalar ,¡, ProPagándose en un fondo 
ficticio plano 

'°gab = -VaTVbT + Va9Vb9+ T 2 V 0 crVbcr 

con la restricción adicional de que el campo .; no depende de cr. Aquí se ha considerado el re­
escalamiento constante T := 1/p. para simplificar las ecuaciones dimmicas resultantes para "'· 
El espacio fase f", coordenado por 'I' := f/1(9) y 1r := PP"(9). corresponde al espacio vectorial 
simpléctico (S.il.s) de soluciones suaves y reales a la ecuación de Klein-Gordon •0 g®V0 Vbf/I =o. 

1/1(8. T) = L f,,.(9, T) A,,. + f,,,(8. T) A,,. 
.....z: 

3 Notarque la m<!Uica (2.33) esjuscamenu: ev"'"l"'B•I + e·,,,,,.v.f;V.6. 

(2.SO) 

TESIS CON ... ··. 
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donde la barra denota conjugación compleja. las A,,. 's son constanles arbitrarias y 

fo(fJ, T) = 4<•n T - i) 

f.,.(8, T) = 4"°º<1m(T)e1
- form 'I' O 

(2.51) 

(2.52) 

con "°º = Jo + iNo la función de Hankel de primera especie y orden O; y donde la estructura 
simpléctica ns esta dada por 

(2.53) 

Nótese que la elección del tiempo interno T : r -. R depende de los puntos del espacio fase. 
en particular del grado global de libenad p. dando corno consecuencia que éste tiempo sea un q­
número. Recuérdese que en este caso se ha deparametrizado el sistema, es decir. hemos definido 
una evolución temporal ficticia con respecto al número T. Estrictamente hablando, desde el punto 
de vista canónico uno debería elegir un valor particular r0 del parámetro de tiempo para fijar de 
una vez y para siempre a una sola superficie de ·cauchy :Eo. Esta es la descripción "congelada del 
formalismo". donde sólo los verdaderos grados de libertad son tornados en cuenta y la noción de 
dinámica se pierde. 

§2.3. Cuantlzaclón 

f2.3.1. Cuantizaclón canónica basada en las variables de Ashtekar 

En el apartado §2.2.1 vimos al modelo cosmológico de Gowdy en la formulación de variables 
de Ashtekar. Ahí se obtuvo que el conjunto de variables elementales del modelo consite eri ·dos 
grados locales de libenad (<p = ,¡,(ti), tr = p.,,(ll)) y dos grados homogéneos de libertad (bo. c0 ). Por 
otra parte. 'I' y tr pueden ser expandidas en series de Fourier, y los coeficientes de éstas ('l'n· ~) .. a. 
junto con (bo. co). definen un nuevo conjunto infinito de variables elementales homogéneas con 
los siguientes paréntesis de Poisson 

f'l'n.tr"'I = ~ .. , lbo,col = 1 . 

Las condiciones de realidad sobre el conjunto de variables elementales implica que 

bo = bo • Cg = Co , i,P;; = 'l'-n Y zr" = tr-n 

(2.54)" 

(2.55) 

Los siguientes pasos en el programa de cuantización (§ 1.1 ), una vez que el conjunto O' = 
Gen( 1, bo. co, 'l'n• tr,.J ha sido especificado, consisten en asociar un operador abstracto a cada vari- · 
able elemental (i.e .• (<p.,,~, bo. co) ..... <.Pn. Ji",~. co)). imponer las relaciones de conmutación 
canónicas e introducir una representación lineal del állgebra resultante. Eligiendo como espacio 
de representación auxiliar al espacio vectorial de funcionales anaUticas 'I' de O = (co.11>,.)..a. 
Mena representa en [8] a los operadol'es fundamentales como 
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co · '1' = co'I' • ~ · '1' = iél'P (2.56) 
iJco 

.Pn • 'I' = 1Pn 'I' • lt-" · 'I' = -i iJ'I' 
ékpn 

(2.57) 



un conjunto cuyos conmutadores, por construcción, reproduce el álgebra clásica de Poisson (2.S4). 
En el espacio auxiliar n el producto interno es 

<<1>. 'I') = J <1n" dñp(n.ñ)<l><n>'l'<n> 

con dn /'\ dñ = (i/2)dco /\ dCO n,.(i/2)d1¡p,. /\dij);. y con medida 

p = ó(co - CO> n Ó('iP-n - ~ • 

(2.58) 

(2.59) 

determinada (hasta una constante positiva) al imponer las condiciones de realidad (2.55) corno 
relaciones autoadjuntas. 

El espacio de Hilbert auxiliar, 'H,.,._., es determinado por el producto interno (2.58)-(2.59). Para 
imponer la constricción (2.34) a nivel cuántico. representemos Pe corno el operador" 

Pe = i L s¡¡,,¡¡.-• 
.sEZ 

(2.60) 

Los estados físicos son aquellos que son aniquilados por el operador de constricción Pe. Las 
funcionales analíticas que cumplen con esta condición forman un espacio vectorial complejo, que 
al completarse respecto a (2.58)-(2.59) finalmente da el espacio de Hilbert de estados físicos. 'Hf. 
cuyos elementos son de la forma 

• (n • ) ( l { ~ ~ 'iP.s'iP-.. }) 'I' = P<«.cr>- --- exp -- 2 + ¿_,. --2-C oss V2ifA, 4 C s=O A, 
(2.61) 

donde C y A, (s e N u (0)) son constantes reales, y P(lc.cr) es cualquier polinomio de la forma 
P(lc.u) = ~ n .. fil?!:. que son eigenfunciones de />9 (i.e .• PBP(lc,<T) = N(CT)P(lc.u)o donde N(CT) = 
l::.,, s(i, - L,), con u = (i,.),.ez:, k e;,. enteros no negativos) donde u' contiene un número finito 
de elementos no nulos y N(u') =O. 

El Hamiltoniano cuántico, considerado como la observable autoadjunta que representa a la 
integral de la densidad Hamiltoniana clásica reducida del modelo (H°{ = f JI!;. donde JI!; esta 
dada por la ecuación (2.32) con v = Pv = O para el caso polarizado), es 

¡¡; = -{ e-co L 4 .,/2if¡¡.n¡¡.-n + e21 e-co L ~ n2¡p,.¡p_,.) 
nEZ neZ 

(2.62) 

Las observables cuánticas pueden especificarse como la suma de productos de operadores 
elementales. 

§2.3.2. Cuantización covariante basada en la f'ormulaclón 2 + 1 

Como vimos en la sección (§2.2.2), el espacio fase que resulta de la descomposición 2 + 
es el determinado por el conjunto de soluciones (2.50). Así, el problema de la cuantización de 
los grados locales de libertad se reduce entonces al de la teoría cuántica de un campo escalar no 
masivo ,¡, propagándose en un fondo ficticio. 

•con e• ordenamiento dado en c2.60) .. />" es. a1 menos de manera ronna1. autoadjuº'º en uatl/U. r---:T:::E:":S:-::I::S=-c=. O~N=----

F ALt~A DE_ORIGEN 
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Para la cuantización de este sistema uno puede usar el procedimiento de Fock (el cual será de­
tallado en el próximo capítulo), comenzando por el espacio de Hilben de una panícula Ho deter­
minado por una estructura compleja J compatible con la estructura simpléctica ns. En este caso 
en particular, la estructura compleja .. natural" eslll definida por 

Jv(a In T) := -a y Jv(a) := a In T, (2.63) 

para m = O, y corno 

Jv(Jo(lmlT)) := No(lmlT) y Jv(No(lmlT)) := -Jo(lmlT), (2.64) 

para m '* O, donde a es una constante. El espacio de Hilben cinemático es $ = '1-(11 ® :; • donde 
'}-(6 es el espacio de Hilben en el cual los operadores ¡¡ y ¡; estan bien definidos. y :; es el espacio 
de Fock simétrico (asociado al espacio de Hilben de "una panícula" Ho) en el cual el operador de 
campo ,¡, es simplemente 

,;¡,(9, T> = ¿ f,,.(9, T> A,,. + f,,.(9, T> .A!. • 
lftEZ 

en términos de operadores de creación y aniquilación. 
El espacio de estados físicos5 , ~fo es el subespacio de $ definido por 

: Pe: l'P>f = 2 ¿: mA!,ti..,l'l')f =o. 
,...;Z 

(2.6S) 

(2.66) 

Por lo tanto, .fFf contiene al vacío, Án ® 41<> >= O, V n, así como Jos estados con paniculas en el 
modo cero (i.e. m = 0). Un estado físico con N ''partículas" esta dado por 

IN'l')f = ~) ® [ñ lm1:>] tal que }:m., =O 
k=l k=l 

donde 14>) es un estado en Ha y lmk) representa el estado de una panícula con momento angular 
m.,. 

El operador Harniltoniano en términos de los operadores An y .A! es 

(2.67) 

donde 

y 
PnCT) = (T /4)n2[~1) H?> + '4,1) '4,2)] 

para n '* O. Aunque este Harniltoniano deja al espacio lf invariante, tiene la desventaja de que 
el estado de vacío no es un eigenvector de <!ste con eigenvalor cero. Para evitar esta dificultad, 
definimos nuevos operadores de creación y aniquilación6 (11) 

(2.68) 

'Es importante seftalar que no siempre~ que las soluciones a las conatricciones eali!n contenidas en el especia 
de Hilbert cinaútico (25, 26) 

6 La nueva elección de operadores difiere de la - en [10) se presenta. donde las relaciones ra...a.:.1 =.s..,.. no.., 
satisfacen 
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FALLA DE ORIGEN 

-------------- ----~-- --- -~ 



27 

y 

éin = ~(anAn + PnA!n>, (2.69) 

donde an = an/(lnliJn> Y Pn = 
queda escrito corno sigue, 

.Jep,. - lnl/.11')/lnl. En este nuevo conjunto, el operador Hanúltoniano 

: Ji : = -T
1 ¡; ¡.¡, + '!:. L lnl ¡; a!a ... 

.11' "EZ 

(2.70) 

con J>o = i v;i/(l + V3><al, -<lo). Para este Harniltoniano, el vacío es de ~ho un cigenvec:tor con 
eigenvalor cero. _ 

El conjunto de operadores IAn,A!lnEZ y el definido por (2.68)-(2.69) da teorías unitariamente 
equivalentes. De la relación entre estos dos conjuntos de operadores, se sigue que sus coeficientes 
estan relacionados según [ 11] 

y 

¿c.:z..,.a...., - [:JJ....,> = ó,,.,,. • 
k 

¿).:z..,.P...., - [:J..,.a""> = o. 
k 

(2.71) 

(2.72) 

donde a..,. = iit,,.ó,,..k y p..,. = /J,,.ó_,,._.,. Más aún, los coeficientes p..,. son de cuadrado sumable. 
Para ver esto, sea C(lmlT) igual a <Pm - lml/11')/lml y sea N un entero positivo tal que NT >> 1, 
entonces 

N-1 oo 

L lilnml2 = L 111,,,12 = 2 L C(mT) + 2 L C(mT) 
"'"" "' "'=I lft=N 

Por lo que la condición de cuadrado sumable es equivalente a 

f C(mT) < oo 
•=N 

A partir de las expansiones para J .. (x) y Nn(x); i.e., 

donde 

J,.(.x) = ~[Pn(x)cos(x - (n +
2 
!>")- Qn(.x)sin(.x- (n +

2 
!>:w)], 

Nn(.x) = ~[P .. (x)sin(x- (n +
2 

!).11') + Qn(x)cos(x - (n +
2 
!).11')], 

1 
_ (4n2 - 1)(4n2 - 9) + (4n2 - 1)(4n2 - 9)(4n2 - 2S)(4n2 - 49) _ 

2!(8.x)2 4!(8.x)4 

(4n2 - 1) (4n2 - 1)(4n2 - 9)(4n2 - 25) 
1 !(8x) 3!(8x)3 + ··· • 

es fácil ver que 

C(kT) = 4 ll'Tk (r¡(kT) + ro<kT) + Qf(kT) + cfo<kT)) - ;r 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

(2.77) ~[2 - J 1 
.-=-~~~~~~~~~~~~ 

TESIS CON 
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Es decir. para kT >> 1 obtenemos que 

C(kT) = - -- (2 + O(l/(kT)2 )) - -Tk[ 2 ] 1 
4 trTk tr 

(2.78) 

donde 0(1 /(kT)2 ) contiene a todos Jos términos de Ja forma m· con C¡ constantes reales y N 3 
n <! 2. Como kk (lfiy; converge (la función zeta de Riemann definida por ~(p) = ,I:~ 1 k-P es 
divergente si p S 1 y convergente para p > 1) entonces (2.78) implica (2.74) y. por Jo tanto. 
Jos coeficientes /J""' son de cuadrado sumable. Así. la transformación entre los dos diferentes 
conjuntos de operadores de creación y aniquilación es una transformación unitaria de Bogoliubov 
(43. 45]. 
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Comparación entre cuantizaciones. 

En el capítulo anterior se presentaron brevemente los principales puntos en la cuantización 
del modelo cosmológico de Gowdy T 3 , ahí puede notarse que en un caso la representación que se 
utiliza para las observables básicas es la representación de Schnidinger (§2.3.1) mientras que en 
el ouo se representan a éstas a la Fock (§2.3.2). Para comparar estas dos cuantizaciones del mis­
mo modelo gravitacional es necesario exponer con cierto detalle las citadas representaciones, y 
posteriormente revisar cómo es que estas se relacionan en general. Este capítulo esta enteramente 
dedicado a presentar la cuantización, para un campo escalar en un fondo globalmente hiperbólico, 
a la Fock (siguiendo (28]), a construir la representación a la SchrOdinger para dicho campo (resul­
tados que dieron lugar a (18, 19]), a exhibír la relación que hay enue estas dos representaciones 
((46]) y, finalmente, al examen concreto del modelo cosmológico de Gowdy T 3 • 

§3.1. Representación de Fock 

La idea intuitiva en esta representación es que el espacio de Hilbert de la teoría es construido a 
partir de "estados de n partículas". La cuantización a la Fock se construye de manera natural par­
tiendo de las soluciones clásicas y descansa fuertemente en la estructura lineal de este espacio, de 
tal suerte que ésta sólo puede ser implementada para cuantizar teorías de campo lineales (libres). 
Los pasos principales en la cuantización del campo de Klein-Gordon son los s.iguientes: Dado un 
espacio tiempo 4 dimensional globalmente hiperbólico (M, g), el primer paso es considerar al es­
pacio vectorial de soluciones S de la ecuación de movimiento. Des~ se construye el álgebra O' 
de observables fundamentales que serán cuantizadas, y que en este caso consiste de funcionales 
lineales sobre S. El siguiente paso es construir el llamado espacio de Hilberl de una partfcula 1 

'1-lo a partir del espacio de soluciones S, la única estructura matemática extra que se requiere para 
tal fin es la inuoducción de una estructura cotnpleja compatible con la estructura simpléctica que 
de manera natural está definida sobre S. A partir de '1-lo se construye el espacio de Fock simétrico 
.fFs(<J--{o), que es el espacio de Hilbert de la teoría. El paso final es representar a la versión cuánti­
ca del álgebra O' de observables en el espacio de Fock, como combinaciones adecuadas de los 
operadores de creación y aniquilación. 

Las observables clásicas elementales son funcionales lineales, que provee la esuuctura sim­
pléctica, sobre el espacio de soluciones a la ecuación de Klein-Gordon (ver a~ndice A); i.e .• 
O(A. · ) : S -.... ll, con A en el espacio de funciones de prueba. El siguiente paso en el programa de 
cuantización es especificar el espacio de Hilbert de una partícula <J--(0 • La estrategia es la siguiente: 
partir del espacio vectorial simpléctico (S. ll) y definir un operador lineal J : S -.... S. tal que 
J 2 = -1. La estructura compleja J deberá ser compatible con la estructura simpléctica. Es decir, 
el mapeo bilineal µ( ·, ·) := ll(J·, ·) debe ser una métrica positiva definida sobre S. El producto 

1 El espacio de Hilbert de una panícula '110 rccivc este nombre pues ~sle puede ser interprelado como el espacio de 
Hilben para el sis1cma de una panícula relativista (por ejemplo el fotón. en el caso el~-·-... ¡:~=:a:.:ª'M::::;h::"c:;o::,)¡;,·_~~-----q; 
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interno Hennflico estará dado entonces por 

(·.·) = ~µ(·.·> -i~ll(·. ·). (3.1) 

La estructura compleja J define una separación natural de Se. la cornplexificación de S. como 
sigue: Dado cualquier 4> en Se. la componente de frecuencia positiva de este vector esta dada por 
la combinación cz,+ := !<<1> - iJ'I>) y la de frecuencia negativa por el>- := !<<1> + iJ'I>). Nótese 
que cz,- = ~ y el> = 11>+ + «1>-. Dado que J 2 = -1. los eigenvalores de J son ±i, así que estamos 
descomponiendo el espacio vectorial Se en eigensubcspacios de J: J(CI>±) = ±i'f>±. El calificati­
vo de 'frecuencia positiva-negativa' permanece corno una reminisencia del caso Minkowskiano. 
donde la estructura compleja esUlndar en efecto separa a una solución ge~ca corno la suma de 
soluciones con frecuencia positiva y soluciones con frecuencia negativa. 

En cuanto al espacio de Hilbcrt de una partícula. cabe seftalar que hay dos descripciones alter­
nativas y completamente equivalentes. a saber: 

• 'Ho consiste de funciones reales (soluciones a la ecuación de Klein-Gordon). y de una es­
tructura compleja J. El producto interior esta dado por (3.1). 

• 'Ho se construye complexificando el espacio vectorial S y decomponiéndolo usando J como 
fué descrito arriba. En esta construcción el producto interno es 

Nótese que en este caso, el espacio de Hilbcrt de una panícula consiste de soluciones con 
'frecuencia positiva•. 

El espacio de Fock simétrico asociado a 'Ho es definido corno el siguiente espacio de Hilbcrt 

9Ta('Ho) := 4&:°=0(8".'Ho) • 

donde ®º'H := C y CID"0 'Ho denota el producto tensorial simetrizodo de 'H0 , ~es definido corno 
el subespacio de tBl''Ho compuesto por los mapcos tolalmente sinM!bicos a : 'H 1 x · . · x 'H,. --. C 
(con 'H1 = ... = 'Hn = 'Ho =: 'H) que satisfacen 

¿ la<iiu, •••.• ii111,,>l2 < - . 

El espacio de Hilbert 'Hes el complejo conjugado del espacio 'H. con (ii1• • • • , ii¡. · · · I una base 
ortononnal. 

Puesto que es la manera más conveniente de describir al espacio de Foclt., es útil introducir la 
notación de índices abstractos para espacios de Hilbcrt. Dado un espacio 'H. podemos construir 
los espacios 'H, el espacio cornplejo conjugado; 'Hº, el espacio dual; y fl. el espacio dual del 
complejo conjugado. En anal~a con la notación empicada en espinores. denotemos a Jos ele­
mentos de 'H por <1>11., a Jos de 'H por ,,,,.. •• Similannente. elementoli de 'Hº son de--..los por "A y 
elementos de W por tf>11.•. Sin embargo, usando el lema de Riesz: podemos identificar ']-{ con 'Hº y 
'H con fl. Por lo tanto podemos eliminar el uso de índices primados. eolOnCeS ~A SCÁ usado para 
un elemento en W correspondiente al elemento,,,,.. e 'H. Un eletnento lf> e tBl'a'H consistirá de 
elementos tales que 
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Un elemento,¡, e ®"'H será denotado como rPAi···A.· En particular. el producto interno de vectores 
.¡,, tf> e 'H es denotado en esta notación de índices abstractos por 

(.p,<f>) =: ~""" 
Un vector 'I' e $.('H) puede representarse, en la notación de índices abstractos como 

'I' = (.p, .¡,"•, .¡,"•'°'2, ••••.¡,"•··A•,.•.)• 

donde, para toda n, tenemos que .¡,"•··A• = .,,C"•··A•>. La norma esta dada por 

1'1'1
2 

:= ~"' + ~"""' + ~"·"·""''"2 
+ ... < 00. 

(3.3) 

Sea ~A e 'H y¡" el correspondiente elemento en 'H. El operador de aniquilaci6n .:11(l) : 
$.('H) -o $.('H) asociado a la etiqueta ¡A es definido como 

(3.4) 

Análogamente, el operador de creación C(~) : S.('H) -o s.('11) asociado a la etiqueta ~" 
est.i definido como 

(3.!5) 

Si los domonios de los operadores son subespacios de S.('H) tales que las normas de los vectores 
(3.4) y (3.5) son finitas, entonces puede probarse que C(~ = (..?l(l))t. Tambié!n puede verificarse 
que éstos satisfacen las RCC, 

(3.6) 

En el apartado § 1.1 vimos que para el caso de teoñas lineales existe una mmnera natural de 
consuuir observables lineales en (r, n). a las cuales denotamos por F .1(Y). Para el caso del campo 
escalar estas observables est.in dadas por 

(3.7) 

Éstas no son rnás que la combinación de. en el esquema .. pununente canónico". las observables 
elementales de configuración y de monwnto, 

cp(f] := .( d3xfcp 

11"[g] := .( d3x g ""· 

(3.8) 

(3.9) 

donde fes una densidad escalar y g un escalar (ver ecuaciones (A.17). (A.18) y (A.19) en el 
apéndice A). Estas observables, junto con la función identidad, generan al conjunto O' de ob­
servables elementales del sistema. Cada una de ellas corresponde a tomar en n(A, . ) la etiqueta 
adecuada (para la de configuración Aª = (0,f)°, mientras que para la de momento A'" = (-g.O)" 
-ver apéndice A). Para simplificar notación denotemos por oC'71 a n<'7. · ). Dado que estas son 
observables elementales, entonces para cada 0['71 e O' hay un operador ÓC'71· Adicionalmente, 
desearnos que las RCC se cumplan, 

(óc11J.ÓC~J) = ihloC'7J.OC~JJI = -ihn(,,.~I. (3.10) 
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Debemos verificar entonces que la construcción a la Fock sea una rept"Csentac:ión de las RCC en un 
espacio de Hilbert de nuesuos operadores básicos. Tomemos como espacio de Hilben al espacio 
de Fock simétrico $.('H) y representemos sobre &te a los operadores cotno sigue 

Ó[17] · 'I' := ilt (.?l(ii) - C(17)) · 'I' - (3.11) 

Sea.,¡"' e ff la representación en índices abstractos del par (-g.f). Es decir, el vector '1 que 
aparece en las expresiones pn!Vias debe pensarse como una etiqueta para los estados creados (o 
aniquilados) por C(17) (.?l(ij)) sobre el esp1teio de Hilbert. 

Enfoquémonos ahora en las propiedades de los operadores dados por (3.11). Primero. nótese 
que por construcción el operador es autoadjunto. Un cálculo directo nos permite verificar que las 
RCC en efecto se satisfacen. 

[óc111. ócfl] lt2 [.?t(ii).C(~)] + lt2[C(17),.?I(()] 

1t2(ijA~A -(A.,¡"')i 

lt2 ((17.~) - (~. 11» 1 
u1t2 11n«11. ~» 1 = -ilt ne,,,~> 1. (3.12) 

donde hemos usado (3.6) en el segundo rengón y (3.1) en la última linea. Nótese.que en este 
cálculo solamente usarnos propiedades generales del producto interno Hernútico y, por lo tanto, 
la representación de las RCC es, en principio, para cualquier producto interno (·,·).·Dado que el 
producto intemo esta, a su vez, dado por una estructura compleja J, vemos entonces que hay una 
correspondencia uno a uno entre representaciones de las RCC y estructuras complejas y que, por 
ende, J representa la libertad (infinita) en la elección de la representación cuántica. 

§3.2. Representación de Schriidinger 

En contraste con la representación de Foc:k, que de manera natural se presenta y construye en 
un marco covariante (28), la c:onsttuc:ción de Ja rept"Csentac:ión de Schnidinger descansa sobre una 
hipersuperficie de Cauchy l:, pues la interpretación más ''ligera .. es en tl!nninos de funcionales al 
tiempo t. 

Comencemos por ver cuales son las observables clásicas que en este caso serán cuantizadas, 
y en términos de las cuales se expresan las RCC. Puesto que el espacio vectorial de variables 
elementales clásicas es O' = Gen(I. fPln, 11'[g]J y hay, asociado con cada elemento F en O', un 
operador abstracto P en el álgebra asociativa y libre generada por O', entonces tenemos que los 
operadores básicos de la teoría son ~[f] y .lt[g]. Las relaciones de conmutación c:anónic:as surgen 
al imponer la condición de cuantización de Dirac: sobre los operadores cWinticos fundamentales, 
de (1.4), (3.8) y (3.9), las RCC dan [~[f] • .lt[g]] = 1"1tf d 3x fgl. 

Al menos de manena intuitiva. la representación de Schnidinger consiste en considerar 'fun­
ciones de onda· como funcion(al)es de <p. De manera más pt"CCisa. esta representación consiste en 
representar a los operadores ablltrac:tos ~ y .lt[g] como opel".tores en 'Ha := L 2 (C,dµ), donde 
un estado es representado por una func:ión(al) 'l'[tp) : e -+ c. c:on las "condiciones de realid8d" 
apropiadas, que en nuestro c:aso significa que estos operadores deben ser Hennfticos. 
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Como primer intento. inspirados y seducidos por los nombres .. configuración .. y º"momento''. 
uno podría tratar de representar a los correspondientes operadores calcando la representación usu­
al de éstos en mecánica cuántica ordinaria. a saber. actuando por multiplicación y por derivación. 
respectivamente. Sin embargo. uno debe ser cuidadoso pues, a dif"erencia de la mecánica c:uMtica 
ordinaria, el espacio de configuración de la teoría es ahora de dimensión infinita y las medidas 
del tipo Lebesgue ya no son en este caso medidas accesibles (La teoría de la medida sobre es­
pacios vectoriales de dimensión infinita cuenta con algunas sutilezas. entre ellas esta el hecho de 
que medidas bien definidas deben ser medidas de probabilidad [47, 48). Una medida uniforme no 
podría tener tal propiedad). Como consecuencia de la íntima relación entre la representación de 
operadores y la medida, y para reflejar de manera consistente la no existencia de una medida ho­
mogénea, debemos modificar un poco la más sencilla de las extensiones (sugerida por la mecánica 
cuántica ordinaria) y representar a los operadores básicos, cuando actúan sobre f"uncionales 'l'[cp], 
como sigue 

<IPCfJ . 'l'>CipJ := ip[f] 'l'[ipJ. (3.13) 

y 

(A'[g] • 'l')[<p] := -i1i L d 3x g(x) o~) + término multiplicativo . (3.14) 

donde el segundo término en (3.14), dependiente sólo de la variable de configuración, esta pre­
cisamente ahf para dar carácter autoadjunto al operador cuando la medida es diferente a la .. ho­
mogéna .. , y depende de los detalles de la medida. Lo primero que debe notarse es que la repre­
sentación no es fijada canónicamente. Es decir, necesitamos conocer la medida para representar a 
la observable de momento. Esto contrasta con la estrategia que se sigue en el método algebr6ico 
[24). donde uno primero representa a los operadores y después encuentra una medida que haga a 
éstos Hermf'ticos. Pareciera que, incluso para los sistemas más sencillos en teoría de campos. uno 
necesita modificar ligeramente esta estrategia. 

Observese que ahora hay dos nuevos actores en el juego. El primero es el espacio de confi­
guración cuántico C, y el segundo es la medidaµ sobre éste. En la construcción de la teoría es 
necesario entonces especificar estas objetos. Para ello llevaremos a cabo un proceso en dos pasos. 
Primero necesitamos hallar a la medida dµ sobre el espacio de configuración cu6ntico para obtener 
el espacio de Hilbert ']-(5 y. segundo, necesitamos hallar el término multiplicativo del operador 
elemental (3.14). 

La estrategia natural para determinar a la medida y al operador multiplicativo es suponer 
que contamos con una representación a la Fock (no importa cual en particular. pues los resulta­
dos serán suficientemente generales). Esta representación debe tener su contraparte unitariamente 
equivalente en la representación de SchrOdinger, y por lo tanto fija la medida y al operador mul­
tiplicativo en el marco funcional. Es decir. dada una representación de Fock, queremos hallar la 
representación de SchrOdinger que es unitariamente equivalente a ésta. 

§3.2.t. Álgebra cuántica y estados 

Asumiremos la existencia de una representación consistente a la Fock de las RCC. El prooble­
ma que queremos resolver aquí es el de formular la equivalencia entre las dos diferentes repre­
sentaciones para la teoría. Con tal finalidad. el camino más natural es a través de la f"onnulación 
algebráica de la teoría cuántica de campos expuesta brevemente en § 1.2, concretamente a través del 
teorema GNS (Teorema 1.1). Un aspecto clave de este teorema es que uno puede tener diferentes 
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(pero unitariamente equivalentes) representaciones del álgebra de Weyl que den teorías cuánticas 
equivalentes. Este es el sentido preciso en el cual las representaciones de Fock y SchrOdinger están 
relacionadas. 

Seamos más especificos. Sabemos exactamente como consbUir una repn::sentación de Fock a 
partir del espacio vectorial simple!ctico (S, Os) dotado con una estructura compleja J (§3.1 ). La 
libertad infinita en la elección de la representación de las RCC recae en la elección de estructuras 
complejas admisibles, que dan lugar a diferentes espacios de Hilben de una panícula2 ffo. Una 
vez que realizamos la elección de una estructura compleja, y especificamos por lo tanto un espa­
cio de Hilben ?10 , la consbUcción es completamente natural y no hay mú elecciones que hacer. 
Tomamos el espacio de Hilben de la teoña cu4ntica de campos como el espacio de Fock simc!tri­
co $ 1 (ffo) definido en §3.1. Las observables fundamentales ñ(<f>, ·) sobre "'·<'Ho> son definidas 
por ñ(<f>,-) = iA(K<f>) - iC(Kt/'). donde C y A son los operadores de creación y aniquilación, y K 
es la restricción a S del mapero de proyección ortogonal k : s:i -. ffo en el producto interno 
µ(t/>¡,t/>2 ) := -i'2(t/>1 ,t/'z) [28). Por consiguiente, si suponemos que tenemos una estructura com­
pleja en S (i.e., una representación de Fock) podemos ahora calcular el valor de expectación de los 
operadores de Weyl sobre el vacío de Fock y entonces obtener una funcional lineal positiva wt'oclt 
sobre el álgebra ...r (ver ecuación (l.S) en el teorema GNS). La repre5entación de SchrOdinger 
equivalente a la de Fock será aquella que la consbUcción GNS provea vfa el mismo estado alge­
bráico wroclt· El trabajo ahora consiste en completar la consbUcción de Schrüdinger tal que el valor 
de expectación de los operadores de Weyl coincida con el valor de c!stos en la representación de 
Fock. 

El primer paso en esta construcción consiste en escribir, en tc!rminos de la esbUctura compleja 
J, el valor de expectación de los operadores de Weyl en la representación de Fock. Por hipóeesis, 
contamos con la tripleta <-'•<'Jlo), Rr-. n_, ), donde (i) 1 1 ('Jlo) es el espacio de Fock simc!trico 
especificado por alguna estructura compleja, (ii) Rfoclt es un mapeo del .iaet>ra de Weyl algebra 
a la colección de todos los mapeos lineale." y acotados sobre el espacio de Fock si~co (Rroc1t 
.. envía" a los generadores de Weyl W(I/'), etiquetados por I/', a los opendores exp[iñ<I/'. · )] e 
.C.(§('Ho)), y se extiende a toda el 61gebnl por linealw.d y continuidad), y (üi) n_, es el vacío de la 
teoría. De la construcción GNS (ver ecuación ( 1.5)) se sigue que el valor del estado .._ M:tuando 
sobre los generadores de Weyl 1'r(I/') es el valor de expectación de los operadonos coaespondientes 
Rroc1t(W(<f>)) en el vacío n_, (en lo que sigue, reemplazaremos -'•<'llo> por 1): 

(3.15) 

Dado que Rroc1t(W('1>)) = exp(iñ(.,,, · )] = exp(C(KI/') - A(KI/')), podemos escribir. usando la 
relación de Baker-Campbell-Hausdorff, el generador de Weyl representado a la Fock como 

Rroc1t(.V('1>)) = exp(C(K<f>)) exp(-A(K")) ex~ -4[A(K,,,), C(KI/'))). (3.16) 

Pero el conmutador [A(Ktf>), C(K<f>)) es igual a (K<f>).t(K.,,)'41. Dado que 

-- A 1 i (K4>1).t(Kt/'2) = (K<f>¡,Kt/'znto = 2µ(,,,1,tl'z)- 20( ... 1.4t2), (3.17) 

2 Hacemos no<ar aquC que la posibilidad de elqir emre .._ infinidad de -.as complejas ~- y no 
equivalentes. para obtener una &eoria consistente. es un claro indicativo de que el leOl'Clna de S1one-von Neurnann (en 
general) no se generaliza a tcoñas de campo. como se mencionó ca 11.2. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



3S 

entonces (K</>)"(K<f>)" = !µ(</>. <f>). Por lo ranto. el valor de expectación en vacío del operador 
Rrcx:1t(W(<f>)) esta dado por 

- 1 
(Rrcx:1<(W(<f>)))..., = (Os.exp(C(K<f>))exp(-A(K<f>))O,-)s exp(-¡µ(<f>.<f>)). (3.18) 

Como (O.,.'I')., =O para todo 'I' e~ tal que 'I' = (O.</>"•.<f>"1A 2 ••••• <f>"•··A• •... ). entonces 
(O.,.exp(C(K<f>))exp(-A(K<f>))Os)s = (Os.Os).--. Por lo 1anto. si el vmcío esta nonmilizado. 
sustituyendo (Rrcx:1c(W(<f>)))..., en (3.IS) obtenemos que el valOI" del estado Wfcx:I< llCt1Ullldo sobre 
los genendores del '1gebra de '1\r'eyl W(A) esta dado por la siguiente expresión 

wroc1t(W(A)) = e-ll'<·U>. (3.19) 

donde. gracias al isomorfismo simplktico I entre el espacio de datos de Cauchy r y el espacio de 
soluciones S (ver apéndice A). A denota una etiqueta en (3.19) ya sea en la fOl"mulacidn covariutte 
o la canónica. Nótese que la construcción GNS es la herramienta que .- pcnnite invertir el pn>­
ceso. Es decir. desde el punto de vista de la formulacidn algc~ca. la elección de una eauuctura 
compleja J define la representación de Fock via la construcción GNS basada en un estado """'"· 
que es definido sobre los generadores básicos del álgebra de Weyl por (3.19). 

§3.2.2. Estructura compleja en el espacio de datos de Caucby 

Antes de proseguir con la construcción de la representación a la Schriklinger. hagmno11 una 
breve pausa para revisar como proveer a la formulación cutónica con una esttuctura C0111pleja. 
dado que contamos con una en la formulación covariante. Este punto es central. pues cxactanaente 
como J covariante codifica la infinidad de representaciones a la Fock. su contraparte candnica 
habnl de hacer lo propio con la infinidad de representaciones a la SchnXlinger. 

Recordemos que en la reperscntación de Fock. que de manera natural es construida a partir 
del espacio de fase covariante (S. Os>. la esuuctura compleja es compatible con la estructura 
simplktica definida sobre S. Ahora bien. para el espacio fase canónico. dado un encaje T.., : 
I: ...... 4M y una estructura compleja sobre S. hay una estructura compleja sobre r inducida gracias 
al isomorfísmo simplktico I '° entre los espacios r y S. Sobre el espacio vectorial simplktico 
(r, O) con coordenadas (cp. 11'), la fonna mú general de la estructura compleja J esta dada por 

-Jr(cp. 11') = (A.cp + Bzr, Ctr + D<p). (3.20) 

donde A, B, C y D son operadores lineales que satisfacen las siguientes relaciones (34): 

A 2 +BD=-1. C 2 +DB=-1, AB+BC=O. DA+CD=O. (3.21) 

El producto interno µr( · • ·) = 0( ·, -Jr ·)en ti!nninos de estos operadores está explícitamente 
dado por 

(3.22) 

para todos los pares (.p1.zr1) y (lf'2,11'2). Como µres s~co y positivo definido, entonces los 
operadores lineales deben satisfacer adicionalmente que [34) 

LfBf' = Lf'Bf. LaDg' = La'Dg • LfAg = - LgCf. (3.23) 
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_ífBf>O. LgDg<O (3.24) 

donde g.g' e C 0 (:E) son escalares. y f.f' e C0 (:E) son densidades escalares de peso uno. 
Dado un encaje T 1o de J: en el espacio tiempo. hay una relación uno a uno entre eslnlcturas 

complejas sobre S y r. Esto es, si tenemos un isomorfismo particular I 1o (dado un encaje. en 
efecto tenemos un isomorfismo). Ja eslnlctura compleja inducida sobre r por Js (una estructura 
compleja particular sobre el espacio fase covariante) esta dada por Jr = r-;,'JvI to· Esta relación y 
Ja forma general (3.20) implica que 

(3.2S) 

donde <fJ = r,0 (<p. 11') (i.e., <fJ es Ja solución a Ja ecuación de Klein-Gordon cuyos datos de Cauchy 
es el par (1P. 11')). Así, Ja realización particular de Jos operadores A. B, C y D será diferente para 
distintos encajes T, de :E. 

Una vez expuesta Ja forma general de Ja estructura compleja en el marco canónico, volvamos 
a la construcción de Ja representación de Schriidinger. 

§3.2.3. Repraentacl6n funcional 

El siguiente paso es completar la representación de SchriXJinger. Es decir, hallar la medida dµ 
y el término multiplicativo en (3. 14). que corresponden a una representación de Foclt dada. · 

Para especificar a Ja medida dµ, que define al espacio de Hilbert, es suficiente considerar ob­
servables de configuración. Sabemos como n:pesentar estas observables independientemente de Ja 
medida pues estan representadas por operadores de multiplicación como en (3.13). La observable 
de Weyl W(A), con Aª = (0, fY'. en Ja representación de Schrüdinger tiene la forma 

(3.26) 

La ecuación (3.19) nos dice que el estado Wach debe ser tal que, 

w..,h(W(.l)) = exp[-iµ(A.A)] = exp[-i L d 3xf Bf], (3.27) 

donde hemos usado (3.22) en el último paso. Por otra parte. el lado izquierdo de (3.19) es el valor 
de expectación del operador W(.l). Esto es, 

Woch(W(.l)) = k dµ'l'o(R.,,h(W(.l)) ·'Po) =-' dµe 1Á:d'.rf<p. (3.28) 

Comparemos ahora (3.27) y (3.28). 

J;dµe 1
Á:d'.rf.,. = exp[-i L d 3xf Bf]. (3.29) 

En este punto es necesario realizar un breve paréntesis para precisar el significado de (3.29). 
Puesto que en el caso de es.,.:ios vectoriales 'V de dimensión infinita la transformada de Fourier 
de la medida µ esta definida por 
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donde f<v» es una función(al) continua arl>itraria sobre 'V. La transfonnada de Fourier x. bajo 
ciertas condiciones técnicas. caracteriza completamente a la medida ¡:;. Este hecho es particular­
mente útil para nosotros pues nos pennite dar una definición precisa de la medida Gaussiana. 
Asumamos que 'V es un espacio de Hilbert y O un operador positivo definido y autoadjunto sobre 
'V. Entonces. se dice que una medida una medida ¡:; es Gaussiana si su transformada de Fourier 
tiene la fonna, 

Xp(f) = exp{-4<f. Of>-v}. (3.30) 

donde (·.·)-ves el producto interno Hennítico sobre 'V. Podemos ahora preguntarnos. dada la 
fonna de la transfonnada de Fourier, cómo es la fonna de la medida ¡:;. La respuesta es que. 
esquemáticamente. ésta tiene la fonna 

ººd¡l = exp (-4(1P. 0- 11P)-v) fii'IP", (3.31) 

donde !il1P representa a la medida .. tipo Lebesgue .. ficticia sobre el espacio 'V. La expresión (3.31) 
(que no es una expresión completamente bien definida como (3.30)) es de mucha ayuda para 
entender de donde proviene el apelativo de Gaussiana. El ténnino -!<IP• o- 11P)-v finito y negativo 
definido. da el carácter Gaussiano a ¡:;. 

Volviendo a nuestro caso particular. notemos que de las ecuaciones (3.30) y (3.31) se sigue 
que (3.29) nos dice que la medida ciµ es Gaussiana y que ésta correspone a una medida heurística 
de la fonna 

(3.32) 

Esta es la medida deseada. Queda por detenninar todavía al .. ténnino multiplicativo .. en la repre­
sentación del operador de momento (3.14). Para ello. necesitaremos recurrir a todos los generado­
res de Weyl y a la ecuación (3.19). Sea K el espacio de Hilbert que se obtiene al completar C res­
pecto al producto interno auxiliar (g. f) := J;; gf [34). Tenemos que calcular (Rach('1r(g. f))).,.,, = 
('l'o. exp(i\P[fJ - ift[g])'l'o). por lo que usaremos la relación de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) 
para separar a los operadores; i.e., 

exp(ilP[f] - iñ[g]) = exp(ílP[f]) exp( -iJt[g]) exp( -4 [ i17>[f]. -iñ[g])) . (3.33) 

Dado que [IP[f].Jr[g]) = i Íi;fgi (1i = 1). entonces sustituyendo (3.33) en (1.5) y usando (3.19) 
llegamos a que 

e-lµr((g,f).(g.f)) = exi{-41 f g )<'l'o. exp(í17'[f]) exp(-üt[g])'l'o) • (3.34) 

donde hemos usado que exp(-í/2fi:fgi)'l'o = exp(-í/2.J;;fg)'l'o y exp(-i/2.J;;fg) no depende 
de IP· 

con 

Escribimos al operador de momento como sigue, 

exp(-íit[g])'l'o = exp(-iM + d)'l'0 • (3.35) 

-iM · 'I' = ( l i,pmg )'I' = -iM'I' and éi • 'I' = - l g ó'I'~...-· ---:=:-:-:-:--"(3_._36......:.> __ _, 
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Dado que [ -iM. d] · 't' = -i[k g~ ]'I' (pues M es lineal ~n <p. y por lo tanto ~ no depende de <p). 

entonces usando BCH podemos escribir el lado derecho de (3.3S) como3 

_/ i r 6M) . .2.. 
ex"\ 2 Jr. g 6 '1' exp(-iM) exp(a.1'1'0 . 

Por otro lado, exp(d)'f'0 = 'f'o y exp(-iÑl)'l'o = exp(-iM)'f'o. Entonces. (3.3S) es 

exp(-ilt[g])'l'o = ext{4 Lg6;)exp(-iM)'l'o. (3.37) 

Sustituyendo esta última expresión en (3.34) obtenemos que 

e-lµr((Jl,fJ.(Jl.f)) =e-! J;;fce! kc'J! L dµ e•kf,,,e-iM. (3.38) 

Usando (3.22) y (3.36) tenemos que (3.38) es 

e-1 J;;<fBf+fAc-cDc-cCfl =e-! kfce-! kc•c L dµ e•k<f-lilllf>Y>. (3.39) 

De la última relación en (3.23). y usando el hecho de que la integral sobre Ces la transfonnada de 
Fourier con f ,_. (f - img) de la medida (3.32), llegamos a que 

e-1 J;;<fBf-cDc+2fAcJ =e-! J;;fce-i J;;c•ce-1 k<f-hllB)ll{f-lilllf). (3.40) 

Es decir, 

(3.41) 

donde hemos utilizado la primera de las relaciones en (3.23) para obtener el último ténnino. Puesto 
que (3.41) tiene que ser v6lida para toda g y f en K. entonces deben cumplirse 

.- LfAg=iL<ms><Bf>-iLfg. (3.42) 

y k gDg = k (mg)(Bmg) - 2 k gmg. (3.43) 

Usando la primera relación en (3.23). la ecuación (3.42) puede ser reescrita como 

-'f(A + iBñt-il)g =O. (3.44) 

Para hallar m asumiremos que iBíñ - il es un operador lineal. Dado que A es lineal. entonces 
L := A+ iBm - il es tambim lineal. La ecuacidn (3.44) debe ser v61ida para toda f y gen K. 
entonces Lg = O para toda g en K (i.e .• el kemel o núcleo del operador L es todo K). por lo tanto 
L=O.y 

m =a-•+ ;s-•A. (3.45) 
3 Pucs nuestta elección de "l"o ea una.,...,._-· de hecho.~ fijarse como la fiancional 1. Dapu& del proceso 

uno puede verificar que. en efecto. áte es un vector cíclico y que corresponde. por la construcción GNS. a la funcional 
de vacío en la repcsentación de Sch:rüdi.nger. 
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Nótese que,;, es (i) un operador lineal de Ka KfDiK y (ii) es sim6trico respecto al producto interior 
en K. (f.g) = J;;fg.en el sentido de que (g.B-1g') = (B- 1g.g') y(g.B-1A.g') = (S-1Ag.8')para 
toda g y g' en K. 

La ecuación (3.43) es simplemente una ecuación de compatibilidad. Si sustituimos (3.45) en 
el lado derecho de (3.43). obtenemos (usando el hecho de que mes sim6trico). 

_lscs-• + ;s- 1A.)(t + iA.)g - 2 _lg(a-• + ;s-'A.>g = - _ls<s-• + s- 1A 2 >s = _lgog. (3.46) 

donde la última ecuación se sigue de la primera relación en (3.21 ). lo cual implica que D+ Ir 1 A 2 = 
-s-• y por lo tantos-• + s- 1A 2 =-D. 

Sustituyendo (3.45) en (3.36) obtenemos JÍI. Entonces, la represenlación del opemdor ~(g). 
para el caso general de un estructura compleja arbitraria (3.20). esta dado por 

.it(gJ. 'l'CcpJ = -; _l(• ~ - cp<s-• +;a-• A>s)'PlcpJ. (3.47) 

que puede ser reescrito en t6rminos del operador C: de la tercera relación en (3.21) se sigue que 
s-•A. =-es-• y en consecuencia 

(3.48) 

Nótese que los operadores de momento Jt(g) y .it(h) conmutan para cualqui6r elección de g y h 
dado que s-1A (eB-1 ) es aulolldjunto. 

Antes de concluir esta sección sobre la representación de Schrtidinger. vale la pena discu­
tir un poco en tomo al operador de momento que hemos obtenido (ecuaciones (3.47)-(3.48)) y, 
por otra parte. exhibfr un vacío Gaussiano que. por estar asoci.to a una medida hornog6nea. no 
est4 adecuadamente definido (aunque aparece con frecuencia en la literatura [16)). 

f3.2.4. Equlvalenda unitaria en teoria de campos 

Al comenzo de la discusión respecto a la representación de Schrildinger, mencionamos que el 
segundo t6rmino en (3.14), dependiente únicamente de la variable de configur.:ión, tiene como 
tarea hacer que el operador sea autoadjunto cuando la medida es difeiente a la homog6nea. y de­
pende de los detalles de la medida. Esto es. dada la medida cuútica Gaussi-. uno debe ajustar 
la acción del operador de momento para satisfacer las condiciones de realidad. Sabemos que si la 
observable de momento puede ser asociada a un campo vectorial V" sobre el espm:io de configu­
ración. entonces la forma general del operador de momento esta dada por />(.v) = -iJl(E,. + ! Div ,.v). 
donde Div,.v es la divergencia del campo vectorial v con respecto a la medida (cuútica) µ. Por lo 
tanto. dada la medida cuútica en el caso de teotfas de campo. uno podria en principio determinar 
el t6rmino multiplicativo en la represenlación del opeaador cu4ntico de momento. 

En §3.2.3 vimos que dado un opendor Hermftico positivo definido G, por ejemplo en el es­
pacio de Hilben L 2 de funciones escalares cp, la forma gene~ de la medida Gaussiana heurística-
mentees 

(3.49) 

Los campos vectoriales sobre el espacio de configuración C, asociados con las variables de mo­
mento n(g) son campos vectoriales constantes (en la cana definida por (cp. JI')). Hay una fórmula 
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general para la divergencia de un campo vectorial "constante" v" dada por Divµv = v"Va(lnµ). 
En el caso de dimensión infinita, l!sta es esencialmente la misma, con el cuidado que debe tenerse 
de reinterpretarla apropiadamente en tl!rminos de "derivadas functionales". En nuestro caso, la 
derivada logarítmica de la medida a lo largo del campo vectorial constante definido por g da un 
operador cuántico de momento de la forma 

(3.SO) 

Ahora bien, por otra parte hemos obtenido en §3.2.3 que el operador de momento esta dado 
por la expresión (3.47), donde s-1 y s-1A son operadores Hermíticos, y s- 1 es el operador co­
rrespondiente a G en (3.SO). El hecho más notorio y destacable es que el operador (3.47) tiene un 
tl!rmino vctra, comparado con (3.SO). 

Una sospecha inicial podría ser que el operador (3.47) no cumpliese con las condiciones de 
realidad requeridas. Sin embargo, el tl!rmino extra, [./;;IPCB- 1A)g) 'l'[tp], corresponde a un opera­
dor de configuración "suavizado" con la función real de prueba s- 1 A g y, por consiguiente, es un 
operador Hermltico. Así que las condiciones de realidad se satisfacen en ambas representaciones 
(3.47) y (3.SO). Adicionalmente, nótese que desde el punto de vista gcomj!trico la representación' 
(3.SO) es la más natural cuando se cuenta con una estructura de haz cotangente para el espacio 
fase y se trabaja en la representación de configuración. En principio, parece intrigante el haber 
obtenido una representación alternativa y no tan intuitiva. Así, tenemos entonces que decidimos 
por alguna de las siguiente opciones: ( 1) las repesentaciones (3.47) y (3.SO) son equivalentes, (ii) 
el tl!rmino extra en (3.47) es irrelevante, y (iii) no es, en definitiva, irrelevante. 

Consideremos los valores de expectación de las teorías cuánticas que resultan con cada una de 
las representaciones. Por la construcción GNS, la fórmula (3.19) da, para la representación (3.47), 
que 

0V(A))11ns = exp [-i .L d 3x(fBf + fAg - gDg - gCf)] (3.SI) 

para el ''vector etiqueta" Aª = (g. f)°. Por otra parte, la representación (3.SO) tendrá como valÓres 
de expectación los siguientes 

(3.S2) 

De las expresiones anteriores es claro que la ausencia del tl!rmino extra en la representación ·(3.SO) 
implica que, en general. las expectaéiones en el vacío (3.S 1) y (3.S2) diferirán. Así, las teorías son 
(en general) unitariamente incquivalentes. De tal suerte que la opción (i) deberá ser descartada. · · 

El tl!rmino extra. [./;; IP(B- 1 A)g) 'l'[IP] o equivalentemente [./;; IP(CB-1)g) 'l'[tp], no parece ser 
irrelevante, pues en general una estructura compleja esta codificada por el par (B, C) (o, equiva­
lentemente (B,A)), pues de acuerdo a (3.21) si conocemos By C podemos determinar al resto 
de los operadores. Adicionalmente, la representación (3.SO) corresponde a tomar C = O y. como 
hemos visto, en general es una representación no equivalente a (3.47), así que si ignoramos el. 
tl!rmino extra en la representación (3.47) del momento, estariamos dcshechando una infinidad de 
representaciones correspondientes a estructuras complejas que, en principio, pueden ser perfecta­
mente válidas. La pregunta entonces es la siguiente, sabemos que existen teorías codificadas por 
(B, C * 0) no equivalentes a aquella codificada por (B, 0) (con los mismos B's); sin embargo, 
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debemos verificar que. en efecto, dichas teorías son consistentes con el requerimiento de com­
patibilidad entre la estructura compleja y la estructura simpléctica (i.e .• que existen estructuras 
complejas con e "" O que dan teorías no unitariamente equivalentes a aquella con C = O y que son 
compatibles con la estrnctura simpléctica). 

La idea consiste en mostrar que la siguiente conjetura es f"alsa: Si uno prescribe By la medida. 
no existe una representación de Fock parametriz:.ada con la misma B y un C no trivial que sea 
consistente. 

Para mostrar que esta conjetura es falsa, basta con reescribir las condiciones (3.23) y (3.24) 
en términos de By c. usando (3.21) para ello. y suponer que la teoría resultante es unitmiamente 
equivalente a la parametrizada por (B. O). i.e .• en particular, que se debe cumplir la siguiente condi­
ción necesaria para la unitariedad entre teorías: existen b,b' >O tales que, para todo (.p,:ir) E r. 

(3 . .53) 

donde µo(·.·) = O(Jcs.o¡-. ·)Y µe(·.·) = O(Jcs.c¡·. ·). 
De escribir las condiciones (3.23) y (3.24) en términos de By c. se sigue que cualquier o­

perador e que sea (a) L.i-simétrico y (b) tal que [C. B] = o. arroja como resultado una estrnctura 
compleja Jc8 .c¡ compatible con n. Por otro lado, (3.53) implica, en particular. que 

µ 0 ((C.p. O). (C<p, 0)) S Aµo((.p, 0). (<p, 0)) (3 . .54) 

debe cumplirse para alguna A > O. Por lo tanto, la conjetura puede no ser falsa si lo siguiente es 
verdadero 

Dado cualquier operador C que conmute con B y que sea L2-sim~trico, entonces 3 A > O tal 
que (3.54) se satisface. 

Sin embargo, esta última afirmación es f"alsa. Para mostrar esto. consideremos. por ejemplo. 
el campo escalar masivo sobre el espacio de Minkowski (i.e .• M tiene la topología R x R 3) donde 
la estructura compleja se elige como aquella que da la descomposición estándar en frecuencias 
positivas y negativas. Esta elección esta asociada al campo vectorial constante tipo tiempo t" que 
define la coordenada de tiempo t para un observador inercial. La estructura compleja Jea.o¡ esta 
entonces dada por 

(3 . .55) 

lo cual significa que e= O y B = (-ll.+m2)-112 . Ahora bien. si tomamos e:= a-• = (-ll.+m2)112. 
es claro que 

Jcs.c¡(<p. n) = ((-6 + m2)112.,, _ (-6 + m2)-112,,., ((-ll. + m2)112 + (-ll. + m2)3/2)<p- (-ll. + m2)112,,.) 
(3 . .56) 

es una estructura compleja compatible con n. Si las teorías que corresponden a estas estrncturas 
complejas son unitariamente equivalentes, entonces (3.54) debe cumplirse; i.e .• 

L d3 x.p(-6 + m2)3/2'1' S Al d3 x<p(-ll. + m2)1/2'1' 

lo cual implica que 

L d 3x<p(-ll. +m2)<p s AL d 3x<P<P (3 . .57) 

para toda .p. i.e., (-6 + m 2 ) es un operador acotado con respecto a la norma L 2 . Sin embargo. no 
es verdad que (-6 + m 2 ) este acotado respecto a la norma L2. de tal manera que la afirmación es 
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falsa y. en consecuencia. las normas µo((tp. n-). (tp. n-)) y µc((tp. n-). (¡p. ir)) no son equivalentes y las 
teorías. por consiguiente, son unitariamente inequivalentes. Así que es posible tener una teoría 
consistente codificada por la misma B y una C no trivial que es unitariamente inequivalente a la 
teoría codificada por el par (B. 0). 

Nótese que para el caso de un campo de Klein-Gonlon no masivo, si elegimos C = B = 
(-A)-112, la estructura compleja esta dada por 

(3.58) 

y las teorías que corresponden a (3.SS) y (3.58) podrían ser unitarimnente equivalentes si (entre 
otras condiciones) la desigualdad 

J;. d 3 xtp(-A)- 1ip 5 AJ;. d 3 X'N (3.59) 

se satisface para toda 'i'· Dado que no es el caso, las teol'fas son inequivalentes. 
Por lo tanto, queda claro que habremos de desclll1ar (i) y (ii). y quedamos con (iii). De hecho. 

después de esta discusión podemos afirmar que el u!nnino e1ttra es un tánüno altamente no trivial. 

§3.2.S. V•cío G•_..no 

A lo largo de esta sección hemos enfatizado que el operador de m<HDento debe contar con un 
término multiplicativo para ser Hennftico respecto a una medida distinta a la homog~. Hemos 
dicho también que es indispensable tal u!rmino, pues para el caso de teorías de campo no eJtisten las 
medidas homogéneas. Sin embargo, uno podría ignorar esto y pretender que la representación sin 
término multiplicativo en el momento esta bien definida. En analogía con el oscilador armónico, es 
de esperar que en tal caso el vacfo tenga una forma Gaussiana. Supongamos pues que el operador 
de momento esta representado como sigue 

.lt[g] = -i J d 3x g(x)-
6
-

ócp(x) 
(3.60) 

El vacío, por definición. es la funcional 'Po tal que .91({) · 'Po = O para toda ~ E r. Considerando 
la representación dada en §3.3 para el operador de aniquilación, la condición para el v-fo q~ 
como 

:71(-g,f) · 'l'o = ~-' (<p[Dg- Cf- if] + [iAg - g - iBf]~)'l'o =O 

Sea A tal que 6'1'o[tp)/Ó<p = A'l'o('/']. Entonces, 

_l('i'CDg - Cf- if] + A[iAg -g - iBfJ}'l'o =O 

(3.61) 

(3.62) 

para todo (-g. f) e r. Dado que g y f son independientes, la tlltima ecum:ión debe ser v61ida para 
todos los vectores del tipo (0, f) e r. Así, usando la primera y la óltima de las relaciones en (3.23) 
tenemos que 

-' (f(iBA + [i - AJtp>}'l'o = O; V f (3.63) 

lo que implica que (I + iA)tp + BA = O entonces A = -S-1'1' - ;s- 1Atp. Podemos ahora verificar 
que, para toda g, 
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se anula una vez que A es sustituída en la expresión y usando las condiciones que satismcen los 
operadores A, B. c. D. Entonces, podemos concluir que la condición sobR la .. funcional de vacío" 
es 

ó'l'o[cp] = -[(B-1 + ;s-• A)cp)'l'o[<PJ =: -(Q · <P)'l'o[<PJ. 
iXp 

(3.65) 

donde hemos definido al operador Q := (B- 1 + ;s-1A). Proponemos como solución a 

'l'o[<P] = eª .h .,a-.,, (3.66) 

Mostremos ahora que. en efecto, este estado satisface (3.65). Sea (<PAi una familia uni~ca 
de configuraciones de campo y sea 6'p := dcp,¡/dAIA=CJ. entonces 

d~o = al [~A (Q · <PA) + <PA (a· '!r: }] 'l'o =a l[rp,¡Q · <PA + <PAQ • i/1,¡]'l'o (3.67) 

donde fPA = d<PA/cU. Consideremos el r.!rmino generico de la fonna f gQg'. para todo g Y g' 
en C 0 (l:). Puesto que Bes sim6trico, a-• lo será tambi6n, y entonces f gQg' = f g'B-•g + 
if gB-1(Ag'),perocomo f gB- 1(Ag') = f Ag'(S-1g) = - f g'ca-•g,usandolaidentidad-CB-1 = 
s-1A obtenemos que f gB- 1Ag' = f g'B- 1Ag. Por lo tanto, f gQg' = f g'B-1g+if g'B-1Ag. Es 
decir, Q es sim6trico. Así que podemos concluir que 

d:o l .. =0 = l. {/>.1(2aa • <P.1)'l'ol.1=0 = J iXp [ 6'1':.!<Pl] (3.68) 

lo cual implica que ó'l'o[y:>]/.Scp = 2a(Q • y:>)'l'o[cp]. Por lo tanto. a= -1/2 y el vm:ío, en la repre­
sentación de Schriidinger "homog6nea". esta dado por la funcional 

'l'o[y:>] = e-l .h~r1+1r1A:¡,. = e-4 í~r1-1er1w 

donde la última igualdad se sigue de utilizar la tercera relación en (3.21). 
Entonces, si "absorbie!scmos al vacío en la medida". tendrfunos que 

"""-' = 'l'o'l'o !#lip =e- _h.,,.-•.,, !il1p" 

que es precisamente la medida Gaussian dada por (3.32). 

13.2.6. Alau- comentarios 

(3.69) 

En esta sección hemos utilizado la condición en el valor de exi-:tación en el vacío (3.19) 
para construir la representación de SchriXlinger. Hemos dmlo lu expresiones mú generales para 
la teoría cuántica a la Schrüdinger, con encajes arbitrarios de J: en 4 M. Vimos que la única posi­
bilidad de representar consistentemente a la teoría es en tálninos de una medida probabilística. 
eliminando así a la inocente e inccxrecta rePRSCntación homoai!nea. Ello implicó modificar al op­
erador de momento agregando un ténnino multiplicativo que contiene toda la información nece­
saria proveniente de la estructura compleja. Notamos que en dicho operador multiplicativo hay un 
término altamente no trivial y que 6ste no puede ser derivado a partir de la medida. Debe notarse 
que la construcción esta sustentada en la idea central y no trivial de imponer la condición (3.19) 
sobre la expectación en el vacío de los operadores elementales. 

Antes de concluir con esta sección, es necesario hacer algunos cOlllentari.'-f'---:'.:===-------
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1. Espacio de configuración cuántico. Al principio de esta sección hicimos notar la presencia 
del espacio de configuración cwintico C. Sin embargo, no lo especificamos y en todo mo­
mento se supuso que ~ste estaba dado, y era tal que los objetos que ahí definimos tenían un 
coportamiento adecuado. En el caso del espacio tiempo de Minkowslci y de encajes planos, 
donde l:: es un espacio Euclideano, el espacio de configuración cuiintico es el espacio dual 
topológico al espacio de Schwartz .Y (i.e., .7'º). El punto crucial en este caso es que es 
posible tomar al espacio de etiquetas como el espacio de Schwanz .Y y aplicar entonces el 
teorema generalizado de Bochner [47, 48). Es decir, como .Y es un espacio nuclear metri­
zable, y la transfonnada de Fourier es continua en .7, entonces la medida t.:n la ecuación 
(3.29) esta soportada en .7'º. Sin embargo, para variedades l:: menos restrictivas, ya no es 
posible definir a el espacio de Schwanz y usualmente se considera al espacio de funciones 
suaves con soporte compacto C 0 (l::), como el espacio de etiquetas (ver a~ndice A). Para 
indagar si es posible o no aplicar el teorema de Bochner extendido, es necesario ptObar que 
este espacio es nuclear y afrontar el problema en la completez del álgebra de Weyl. Esta es 
una posible ruta para tratar de detenninar al espacio de configuración cuántico C de manera 
general. 

2. Naturaleza Gaussiana de la medida. Nótese que la fonna de la medida dada por (3.29) 
es siempre Gaussiana. Esto es garantizado por el hecho de que· el operador B es positivo·. 
definido en la norma L 2 sobre l:: [34). Sin embargo, la realización particular del operador 
B será diferente para distintos encajes T, de l:: (ver (3.2S)). Por consiguiente, dada J, la 
fonna explícita de la representación de Schrüdinger depende, por supuesto, de la elección 
de encaje. 

3. Hermiticidad. Para tener una cuantización consistente, es necesario asegurar que los opera­
dores asociados a las observables fundamentales satisfacen las .. condiciones de realidad", 
que en este caso significa que &tos deben ser operadores Hermíticos. Es directo mostrar que 
el operador dado en (3.47) o bien en (3.48) es. en efecto, Hermítico. 

4. Encaje plano en el espacio de Minkowslci. Consideremos el caso más simple y común, 
donde la estructura compleja es aquella tal que se obtiene la descomposición esWldar en 
frecuencias positivas y negativas. Esta elección esta asociada a un campo vectorial cons­
tante tipo tiempo t". Además, l:: se elige como la hipersuperficie normal a t". a saber el 
marco inercial en el cual el campo vectorial t" esta en .. reposo". La estructura comple­
ja J es en este caso J(<p,zr) = (-(-A+ m 2)-112zr,(-A + m 2 ) 112 <p). lo cual significa que 
A = e = o. B = (-A+ m 2r''2 y D = -<-A+ m 2>''2 • La medida cumtica es entonces 
''dµ = e- f 'l'(.-A+-2>'

12
" !il<p''. Entonces, recuperarnos inmediatamente la medida Gaussiana 

existente en la literatura [27. 49).y que conesponde a la representación usual de Fock. Como 
debe ser claro, &ta representa un caso muy particular (espacio tiempo de Minkowslci y en­
cajes planos) de la formula general que hemos presentado (vQida para todo espacio tiempo 
globalmente hiperbólico y encajes arbitrarios). 

En la siguiente sección compararemos la representación resultante de Schrüdinger con su con-
tra de Fock. 
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§3.3. La conexión entre las representaciones 

En esta sección veremos brevemente como estan relacionadas las representaciones, y corno 
podemos pasar de una a la otra. Consideremos el estado más sencillo, el vacío IO). De.-emos con 
'Kets' a los elementos del espacio de Hilbert absuacto, y utilicemos los 'Brakets' para es..._ 
en alguna representación. Entonces, (<PIO) representa al vacío en la representación de Schriklinger 
mientras que (ni<» lo hace en la de Fock. donde usamos la notación en analogía con los estados de 
n partículas de, por ejemplo, un oscilador. 

Supongamos que contamos con los estados en la representación de Fock, y con amhllll repl'C­

sentaciones. Entonces, nuestro propósito es representar a los operadores de creación y aniquilación 
actuando sobre funcionales, para así convertir un estado de Fock en uno de Schrüdinger. Puesto 
que actuando iterativamente con el operador de creación sobre el vacío se obtiene un subconjunto 
denso en el espacio de estados de Fock, lo mismo habrá de ocurrir en la representación funcional 
cuando el operador de creación actúe iterativamente sobre la funcional de vacío que, hasla una 
fase cuántica, esla dada por la función(al) constante 

'l'o(<P) := (<PIO) = L (3.70) 

El siguiente paso es representar a los operadores de creación y aniquilación sobre 'H.. Si 
(;" = (-g, f) e r, podemos definir a la correspondiente observable como o, = <,P(f] + n(g) y, por 
lo tanto, a la observable cuántica Ó({). Los operadores de creación y aniquilación en términos de 
la observable Ó({) estan dados por 

C(() := ;li (Ó(J{) + íÓ({)) (3.71) 

y 

.:71({) := ;,, (Ó(J<:) - íÓ({)) (3.72) 

Recuérdese que la estructura compleja J actúa sobre datos iniciales como -J(tp, n) = (Atp + 
Btr, Ctr + D<p). Entonces, 

C(-g,f) = 
2
1
1i (.p[Dg - Cf + if] + Jt[Bf-Ag + ig]) 

El operador de aniquilación puede escribirse de manera similar, 

:71(-g,f) :=;,, (.p[Dg -Cf- if] + lt[Bf-Ag-ig]) 

(3.73) 

(3.74) 

Las expresiones (3.73) y (3.74) son completamente generales, para cualquier J y cualquier repre­
sentación. En el caso particular en el cual estamos interesados, a saber cuando la representación es 
equivalente a la de Fock y esta dada por (3.13) y (3.48), contamos por hipótesis con los operadores 
deseados. Nótese que para tener una formulación consistente debemos tener que 

.:71(-g,f) · 'l'o[<p) =O, (3.75) 

para toda f y g. Es directo verificar que este es en efecto el caso. 
Para hallar el "estado de una partícula" en la representación de Schriklinger, a la cwil deno­

taremos por <l>J := C[(] · 'l'o, utilizamos el operador de creación (3. 73) para actuar con él sobn: el 
vacío y obtener 

(3.76) 
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el .. estado de una partícula .. dado por el vector(; = (-g.f). Adicionalmente. cualquier estado 
en Ja repesentación de Sclutidinger puede obtenerse mediante Ja acción sucesiva del operador de 
creación (3.73). 

§3.4. Comparación entre las cuantlzaclones para Gowdy T 3 

En §2.3.1 y §2.3.2 se expusieron brevemente dos de las cuantizaciones que existen para el 
modelo cosmológico de Gowdy con topología de un ues toro. siguiendo (8) y (9. 10. 11) respec­
tivamente. La idea aquí es comparar estas dos cuantizaciones. sustenr.dos por la tecnología que 
hemos desarrollado en las primeras ues secciónes de este caipítulo. Cmnencemos notando que en 
§2.3. J los grados locales de libertad. en particular. son represena.los a la Schriidinger según (2.S7). 
y que estos grados locales de libertad corresponden justamente a un campo escalar propagúxlose 
en un fondo ficticio como el que se especifica en f2.3.2. Por consiguiente. para companr estas dos 
cuantizaciones es suficiente con recurrir al material expuesto en las secciones anteriores. Es decir. 
puesto que para los grados locales de libertad tenemos. por una parte. una cuantización a la Fock 
(§2.3.2) y. por la otra. una cuantización a la Scluüdinger (§2.3.1). ambas para un campo escalar 
propagándose en un fondo ficticio plano cnBab• dado en §2.2.2, lo Wüco que debemos hacer aquí es 
identificar a que repesentación de Fock corresponde la representación (2.S7) y si esta represen­
tación equivalente de Fock es o no unitariamente equivalente a la representación de Fock que en 
§2.3.2 se presenta. Nótese que todo este an4Jisis es modulo las constricciones. 

Empecemos notando que en la cuantización llevada a cabo en (8) (presentada y ada¡Mada al 
caso polarizado en §2.3.1) la representación de los operadOl'CS elementales es tlnica. Sin embargo, 
sabemos que por tratarse de una teoría de campo esto DO es posible y es preciso seftalar entonces 
que en la cuantización realizada en (8) DO se considera apropiadamente Ja introducción de una 
esuuctura compleja (particular, como en (9)) que codifique a la teoría y exprese la ambigUedad 
inherente en teoría cuántica de campos. En este sentido. Ja cuantización de Mena es incompleta, 
pues no obstante que se sigue al pie de Ja letra el programa expuesto en f 1.1, en el pnx:eso de 
elecciones que uno debe hacer se ignora por completo la introducción de una estnictura compleja. 
Como resultado de Ja inadecuada elección puede observarse que cuando se requiere que las condi­
ciones de realidad (2.SS) sean realizadas como relaciones de Henniticidad, se obliene un producto 
interno (2.S8)-(2.S9) cuya medida no es probabiUstica (2.S9). Adicionalmente, ndcese que en esta 
cuantización Jos estados, dados por (2.61), son Gaussianos. 'lbdo ello esta en perfecta armonía 
con el an4Jisis llevado a cabo en §3.2.S, donde se muestra explícitamente que para medidas ho­
mog~neas, con el operador de momento sin ~no multiplicativo, el vacío es una Gaussiana (y 
es de suponer que el resto de los estados. bajo la aiplicación sucesiva del opemdor de creación. 
como en §3.3. tambi~n Jo sean). Debido a Ja ausencia de una estructura compleja. DO es posible en 
este caso constnlir la versión a Ja Fock y compararla con Ja teOl'fa cllbtica desarrollada por Pierri 
en [9. 10). Este hecho enfatiza que debemos entonces proveer a Ja teoña cumJlica con una esuuc­
rura compleja. de lo contrario ~sta será incompleta y las companiciones simplemente carecenin de 
sentido. 

Entonces. para evadir medidas no probabilísticas y reflejar la ambigüedad inherente en teOl'fa 
de campos, tenemos que introducir a la estruclUl'a compleja a travá de una representación no trivi­
al de los operadores cu6nticos elementales. Para ello basta con -· como lo hemos mencionado 
ya. que el espacio de los grados locales de libertad {(<,P. w)} corresponde al espacio fase para un cam­
po escalar. Es decir. la ecuación (2.3S) implica que el par (ip,w) corresponde a datos de Cauchy 
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para un Catnpo escalar libl'e, no masivo, propagándose es un fondo ficticio (M ""T2 x R."' llob = 
-V0 TVbT + Val1Vb6 + T 2 V.,uVbcr) e independiente de u. Esto significa que a nivel clúico el 
espacio de grados locales de libenad. ((cp • .w)J. puede verse como la versión canónica de espm:io 
fase de la presentación covariante empleada por Pierri. En este contexto. podemos decir que (a) 
a nivel cWlntico la representación desarrollada por Mena es una ve1111ión a la Schrtidinger illCOID­

. pleta de la cuantización usual a la Fock para un campo esc.a11r. y (b) esta deficienc::ia se debe a 
la ausencia de una estructura ccompleja sobre r. El problema consiste entonces en dar una repre­
sentación a la Sctuüdinger. completa y consistente. para el campo escal11r anterionnente descrito. Y 
subsanar así la omisión de [8). Gracias .a aparato desarrollado en las anteriores secciones. concn:­
tamente en §3.2. lo único que debemos hacer aquí para cumplir nuestro propósito es pllrticullllizar 
el tratamiento general: los operadores elementales. siguiendo (3.13). (3.48) y desarrollando en 
series de Fourier, son 

.¡,,. . 'I' = <p,. 'I' • 

donde 

~-" · 'I' = -iTo 6'P + iR(n) 'I' 
IJ<p,.. 

(3.77) 

(3.78) 

Por consiguiente. el ~rmino que deberá agreg11r&e a la n:presentación de Mena (2.S7) para n:ftej11r 
correctamente la ambigüedad inherente que existe en teoría de campos es iR(n) 'I', con R(n) dada 
por (3.78). Sea a := (<p,.),,eZ. entonces por (3.32), la medida (heurísticamente hablando) es 

.. d,p = da exp[-l:A:'PA:R(k))" 

donde R<k> = ~<tlk8a-1 ,I:,,,e'm8ip,,.). 
Vale la pena enfatizar que, clásicamente, la formulación canónica sobre el espacio fase co­

ordenado por ((cp, .ir)J no es más que la contraparte de la formulación covariante sobre el espacio 
vectorial simpl6ctico (S, ns). usada por Pierri. Así que a nivel cWlntico, la n:presentación mo­
dificada que surge de la formulación canónica es, con una elección apn>piada de los operadores 
By C, la versión a la Schrüdinger de la cuantización a la Fock llevada a cabo por Pierri (salvo 
constricciones). Es decir, aquí se introdujo a la esttuctura compleja sin particularizar a los ope­
radores que la constituyen, por lo que (3.77)) cubre todas las representaciones de Sclu&linger 
para el campo escalar en cuestión. Mú atln, debido a la n:lación entn: las representaciones de 
Fock y Schrüdinger (secciones §3.1-§3.3) sabemos que este hecho implica que tmnbit!n cubrimos 
a todas las representaciones a la Fock, incluyendo, por supuesto, a la de Pierri especificada por 
(2.63)-(2.64). 

Si deseamos entonces llevar hasta el final la cuantización presentada en f2.3. I bastaria con 
reemplazar (2.S7) por (3.77) y generalizar los calculos en f2.3.I, ello arrojaría como n:sultado 
una cuantización que podríamos llamar llt!Mrica para el modelo de Gowdy T3. Una segunda 
opción, menos ambiciosa pero bastante dtil, seña aprovechlll" la esuuc:tura compleja definida por 
las ecuaciones (2.63)-(2.64), hall11r su contraparte canónica usando (3.25), y edüblr, en el lenguaje 
de [8] la cuantización presentada en (9, 10). Una tercera alternativa es la bdsqueda de una nueva 
y .. razonable" estructura simpl&:tica (i.e., operadon:s B y C) con la cual implementar de numera 
concreta (3. 77) y dar una nueva cuantización en el esquema de Schrildinger para el modelo de 
Gowdy. Las tres lineas tienen valor pn>pio, y con seguridad en el canüno planleal'fan nuevas e 
interesantes interrogantes. 
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Evolución funcional 

Con la finalidad de redondear la discusión en tomo a la cuantización del modelo cosmológico 
de Gowdy T 3 • es dtil analizar la dináJnica a nivel cWlntico. Para ello, aprovecharemos que este 
modelo es equivalente a gravedad 2 + 1 acoplada (mínimamente) a un campo escalar axisiml!trico· 
propagándose en un fondo ficticio con topología T 2 x R (sección §2.2.2). y analizaremos entonces 
la evolución de este campo entre dos superficies de Cauchy. 

El estudio de la evolución temporal entre dos superficies de Cauchy en la teoría cuántica data 
desde el trabajo de Dirac [.50). Sin embargo. es sólo hasta epocas recientes que la implementabi­
lidad unitaria de la evolución temporal a sido de nueva cuenta abordada. Es conocido que para un 
campo escalar no masivo. libre, y real, propagándose en un espacio tiempo estático de dimensión 
(n + 1) con topología T" x R. la evolución dináJnica respecto a foliaciones arbitrarias tipo espacio 
es unitariamente implementada sobre el mismo espacio de Fock que la asociada con foliaciones 
inerciales si n = 1 [20) y no será, en general, unitariamente implementada si n > 1 [21). No 
obstante esto, para el caso (especial) en el que se considera la evolución temporal del campo 
de Klein-Gordon entre cualesquiera dos superficies de Cauchy planas, la evolución dináJnica es 
unitariamente implementable para todos los enteros positivos n. En este capítulo (basados en [ 11]) 
veremos que este resultado no se extiende al caso del modelo cosmológico de Gowdy T 3 • donde 
el campo escalar axisiml!trico se propaga en un fondo cuyos cortes espaciales tienen· la misma.­
topología, toros, pero que ahora l!stos se expanden. 

§4.1. La transformación slmpléctica de la dinámica clásica 

Sean E 1(F.) y EF(l:.) cualesquiera hipersuperficies de Cauchy inicial y finaJ, representadas por 
los encajes E1 y EF. La evoluci6n temporal de E1(l:.) a EF(I:) puede verse como la biyección 
l(E1,EF) : r -+ r sobre el espacio de datos de Cauchy (21): l(Et.EF) := I:E! o r E,. La .. receta'.' 
es: (a) tomar un dato inical sobre E1(l:.), (b) hallar la correspondiente solución de la ecuación de 
Klein-Gordon, y (c) hallar el correspondiente par inducido sobre EF(l:.) por esta solución. Nótese 
que este mapeo tambil!n define evoluci6n temporal sobre el espacio de soluciones. S, a travc!s de 
la biyección naturalmente inducida por l(Et.EF)o T(E1.EF) := r Et o '<E1.EF) o r-;:. Los tres pasos de 
la receta son ahora los siguientes: (a) tomar una solución de la ecuación de campo. (b) hallar el 
dato inducido sobre la superficie de Cauchy EF(l:.), y (c) considerar a este dato como el dato inicial 
sobre E 1(l:) y hallar la solución resultante. De la independencia respecto al encaje de las estructuras 
simpll!cticas ((A.l.5) y (A.16)) sobre r y S se sigue que cada una de estas transf"onnaciones de 
evolución temporal es un isomorfismo simpll!ctico. i.e., t(E,.E,>ilr = ilr y T(E,.Er>ils =Os. 

Para nuestro caso particular, construiremos la evolución diúmica entre cualesquiera dos su­
perficies de Cauchy planas E1(T2 ) := (T1 , JI) y EF(T2) := (TF, JI), donde xi = (8, u) e (0, 21r) 
son coordenadas sobre T 2 y T es la coordenada (suave) de .. tiempo" sobre (M = T 2 x R,'º g.,,), 
y que es tal que cada superficie a T constante es una superficie de Cauchy. Denotemos por ¡, a la 
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solución que resulta de la acción de la transfonnación T(Ei.EF> sobre .¡,. Siguiendo la prescripción, 
lo primero que debemos hallar es el dato inducido sobre EF(T2 ): 

En general 'PF = Ej,.P y trF = Ej,( .,p;;;.~F.p), dado que en nuestn> caso EF(T2 ) = (TF, .x') 
y.¡, depende solamente de las coordenadas T y 9, tenemos entonces que 'PF = .P(9, TF) y #rF = 
[Té}r.p(B, T)]IT=TF· Entonces, de la fonna explícita para las soluciones de la ecuación de Klein­
Gordon (2.SO), tenemos que 

'PF = lm(Ao) + Re(Ao) In TF + L P-.e[B,.,fiÓ1>clmlTF)] (4.1) 

"'"'º 
trF = Re(Ao) - TF L lmlRe[B..,"'ºClmlTF)] (4.2) 

"'"'° 
donde B..,= A..,e'-. 

El siguiente paso en la presecripción es tomar a este par (<pF,trF) de datos iniciales pua"' 
respecto a EF(T2 ), como datos iniciales sobre E 1(T2 ) y hallar la solución resultante;¡,. Es decir, 
debemos resolver para (A.1;, A.tJ.teZ el siguiente sistema 

IP(9, TF) = Ífl(8, T1) 

[Té}r.p(B, T)]IT=TF = [Té}rif,(9, T)]IT=Ti 

(4.3) 

(4.4) 

donde if,(9, T1) = Ejl¡, y [Té}rif,(9, T)Jlr=Ti = Ej( VliiE.,.,if,) estan dadas de manera explícita por 

if,(B. T1) = lrn(Ao) + Re(Ao) In T1 + L Re[b..,H~1>ClmlT1)] (4.S) 

"'"'° 
[Té}rif,(6, T)]IT=Ti = Re(Ao) - T1 L lmlRe[lí..,~º<lmlT1)] (4.6) 

"'"'° con b.., = .A..,e'..,,,. 
Usando la propiedad de ortogonalidad f e 1<n-m)8 = 21r6,..,.., la conocida relación [SI] 

/iÓ1>cx>~ 1 >(x)- ~l)<x>Hó'><x> = 4
i (donde x >O) 

trX 

y las expresiones explícitas para los campos, dadas por las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.S) y (4.6), no 
es difícil mostrar que el sistema (4.3)-(4.4) es resuelto por 

Re(Ao) = Re(Ao) 

lm(Ao) = lm(Ao) + Re(Ao)ln(TF/T1) 

para k =O, y 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

para toda k "* O, donde x.1; := lklT1. Y.t := lklTF• F(r, s) := r~1>(r)fiÓ1 >(s) y G(r, s) := r"'º<r>dg1>(s). 
Por ~tanto, la transformación simpléctica T<Ei.EF) define, y es definida por, una transfonna­

ción deAm: 
(4.10) 
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so 
donde 

; itr ---- ----
xw = -2 ln(TF/T1>ó1<.o. Xkl = 4[G(x¡.y¡)- G(yi.x1)Jó1.-1< (VI* O) 

i i7r ----
€w = [I - 2 ln(TF/T1>Jó1<.o. €1<1 = -;¡-[F(x¡.y¡) - F(yi.x1)]ó1.1c (VI* 0) 

(4.11) 

(4.12) 

Evidentemente cuando T¡ = TF ocurre que A" =A" para toda k e Z (i.e .• cuando T(E,.E,) es el 
mapeo identidad). 

§4.2. Implementabllidad cuántica 

Queremos indagar si la evolución clásica definida sobre el fondo ficticio es o no implementable 
a nivel cuántico. Para ello es útil recurrir a la formulación algebrüca de la teoría cualntica de cam­
pos, pues ahí las transformaciones simpl&:ticas (en particular la de evolución) son isomoriismos 
del álgebra de Weyl [21] y, desde el punto de vista de esta formulación, son entonces de manera 
natural implementables. La pregunta es si tal isomorfismo, representado en un espacio de Hilbert 
a través de la construcción GNS, se traduce o no en una transformación unitaria sobre el espacio 
de Fock correspondiente al estado algebráico Wfoc1t(W(l/f)) = exp(-l/40(Jl/f,l/f)), con J dada por 
(2.63)-(2.64). 

Asociado a una transformación simpl&:tica f sobre Y (donde Y representa ya sea a r o bien 
a S), hay un automorfismo-• del 41gebra de Weyl d, ªf : d -+ d. definido por ªf · 1'-'(y) := 
W(f[y]). En panicular, la transformación simpl&:tica T(E,.E,> que representa la evolución temporal 
de E 1 = (T1,x') a EF = (TF.x') define el automorfismo-• ª<E,,E,>- Así, desde el punto de vista 
algebráico, si le asignamos el estado w al tiempo inicial representado por el encaje E 1 , el valor de 
expectación de la observable W e .d en E 1 esta dado por 

(4.13) 

Consideremos el generador de Weyl 1'-'(.p) etiquetado por.¡,. Bajo la transfonnación simplktica 
T(E,,E,i. la etiqueta es mapeada a;¡, y la relación entre 1'-'(.p) y 1'-'(;¡,) esta dada por ª<Ei.E•-> • W(l/J') = 
1'-'(~). Puesto que a nivel clásico T(E,.E,> dicta la evolución temporal, podemos interpretar entonces 
al cambio 1'-'(.p) -+ ª<Ei.EF> · 1'-'(.p) como la contraparte en el 41gebra abstracta de observables. Es 
decir, W(l/f) -o ª<E,,E,> • 1'-'(\lt) es la representación matemática de la evolución temponal de las 
observables en el esquema de Heisenberg. Mientras que en este esquema el valor de exs-:tación 
de la observable 1'-'(.p) al tiempo final esta dada por (W(l/J')}E, = w{at(E,.E,) • W(l/J')}, en la repre­
sentación de Schrt>dinger esta expectación es ("'(l/J')}E, = WE,("'(l/J')). Por lo tanto el estado final 
WE,. obtenido al evolucionar el estado inicial w, esta dado por w o Ot(E,.E,>-

Ahora bien, para saber si la evolución temporal entre cualesquiera dos superficies de Cauchy 
planas esta bien definida en el marco de la formulación sobre un espacio de Hilbert. es preciso 
invocar a la construcción GNS (Teorema 1.1) que nos permite ''bajar" a las transformaciones sobre 
el álgebra e• a una representación en un determinado espacio de Hilbert. Una transformación 
simplktica f : Y -o Y, cuyo automorfismo correspondiente es ªf : d --+ d, es unitariamente 
implementable [21) si hay una transformación U: '11--+ '11 sobre el espacio de Hilbert '11 tal que. 
para cualquier 1'r e .d, u-•R(d)U = R(af · 1'-'). 

Dado que w y su transformación inducida por f, w o ªf• no siempre definen represent.aciones 
en el espacio de Hilben unitariamente equivalentes, no todas las transformaciones simpl&:ticas f 
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serán implementables en teoría de campos (desde el punto de vista de la formulación en un espacio 
de Hilben, por supuesto). Aquí estamos interesados en la implementabilidad de la lnll1Sformacidn 
simpléctica f = T(Ei.EF> sobre el espacio de Fock simé!trico ~ especificado en 12.3.2, conatnúdo 
a panir del espacio de Hilben de "una panícula" '1{0 , determinado por la esuuctura compleja 
(2.63)-(2.64), y cuyos elementos pueden ser identificados con las funciones complejas 

'I' = L f,..(8, T) A,... (4.14) 
MEZ 

La transformación continua (4.10) define un par de mapeos lineales~ : 'Ho ..... 'Ho y X : 'Ha _. 
'H0 , donde 'Ho es el espacio complejo conjugado de '110 • Con 'I' dada por (4.14), tenemos que 

y 

€ . 'I' = L f,..(8, T")!;..,¡ A, 
....,EZ 

x · 'I' = 1: f,,.(8, T>x'"' A1 
,.,JEZ 

(4.15) 

(4.16) 

El automorfismo ª<Ei.EFl asociado a T(Ei.EF) es unitariamente implementable con respecto a la 
repesentación de Foc:k ($ = .:F,('H0 ), R) si y sólo si el operador X es Hilbert-Schmidt [45). i.e., sii 

(4.17) 

Dado que .I:m.leZ i.t'1ml2 = I! ln(TF/T1)12 + .I:.1.m..o i.t'1ml2 , entonces de acuerdo con (4.11), la condi­
ción (4.17) es equivalente a 

L(Re[g,,.(x,.,y,,.)])2 < oo y 
..... o 

¿c1m[g,,,(x,,,.y,,,>n2 < oo 

"'"° 
(4.18) 

donde g,,.(r, s) := G(r, s) - G(s, r). Usando la definición de las funciones de Hanltel en láminas 
de las funciones de Bessel y Neumann (paran =O o 1), la primera de las condiciones en (4.18) 
puede reescribirse como sigue 

.i:(A,,.[a,y,,.])2 < oo (4.19) 
•=I 

donde A,,,[a,y,,,] := m[a(Jo(y,,.)J1(ay,,.) - No(y,,.)N1(ay,,.)) + N1(y,,.)No(ay,,.) - J1(y,,.)Jo(ay,,.)] y 
a:= T1/TF. En la región asintótica x ::a- 1 (paran= O o 1) el comportamiento de las funciones de 
Bessel y Neumann esta dado por 

J.,(x)..: ~cos(x-(n + 4Ji) 
y 

N.,(x)-= ~sen(x-(n+~)i) 
respectivamente, entonces el comportamiento asintótico de A,,.[a,y,..] es 

2m 
A,,,[a,y,,.] =-;¡¡¡--<a - l)cos(y,.,(1 +a)- 11') para m :> r---::::~~~-~----

~ rn~roN 
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y (4.19) es simplemente 
4(1 -a)2 ~ 

2 2 ~ cos2(TF(I +a)m) < oo 
°" TF M=N 

(4.20) 

donde N ::. 1. Nótese que para el caso a = 1 se satisface trivialmente. como es de esperarse. 
La implementabilidad unitaria implica que (4.20) debe satisfacerse para toda a e (0. 1) y por lo 

tanto. si hay valores particulares de TF (ro > 0) y a (ao e (O. 1)) tales que l;:;:'=N cos2(ro(I + ao)m) 
diverga. entonces a,E,,E,> no ser4 implementada unitariamente. En panicular, si tomamos TF = 
~resulta que cada entero m <!:: N corresponde a un múimo de cos2(TF(I + a)x) y por lo tanto 
la suma en (4.20) diverge. Por consiguiente. la transformación asociada con T,E,.E,> no es uni­
tariamente implementable con respecto a la representación de Fock <~.('1-to).1r) y por lo tanto la 
evolución temporal cl4sica. dictada por T(E,.E,)o no tiene an41ogo cu4ntico vía un operador uni­
tario en la formulación sobre un espacio de Hilbert. En este caso el esquema de SchrtXlinger para 
describir evolución funcional. usando la representación en el espacio de Fock de la teoría cllMti­
ca, no es alternativa; consecuentemente. la "ecuación de Schr<ldinger .. asociada con el operador 
Hamiltoniano h(T) no puede ser interpretada corno una ecuación de evolución (sobre el fondo 
ficticio) para los estados cu4nticos. Este an41isis muestra la no implementabilidad en el espacio de 
Hilbert cinem4tico. para el Hilbert físico (i.e .• el definido por la constricción cu4ntica) es posible 
probar que la no implementabilidad prevalece (12). 

§4.3. Estructura compleja e lmplementabilidad 

En este capítulo hemos encontrado explícitamente la transformación simpll!ctica T,E,,E,> que 
determina la evolución temporal cl4sica y visto que é!sta no tiene an41ogo cu4ntico a trav& de un 
operador unitario en la formulación sobre un espacio de Hilbert. Esto significa que la din4mica 
cl4sica de los modelos cosmológicos de Gowdy T 3 • incluso para las superficies de Cauchy m4s 
simples (planas y paralelas en la carta dada) que uno podría imaginar. no puede ser implementada 
bajo la deparametrización y la elección de estructura compleja que se ha realizado (ver sección 
(§2.2.2) y (§2.3.2). respectivamente). Sin embargo. no es completamente claro hasta donde este 
resultado prevalece para cualquier elección de operadores de aniquilación y creación (o. de manera 
equivalente. cualquier elección de estructura compleja J). La elección en (9) parece ser la mú na­
tural desde el punto de vista de la forma explícita de las soluciones a la ecuación de Klein-Gordon. 
pero no desde la penpectiva de la implementabilidad unitaria que. en el contexto de la teoría 
cu4ntica de campos sobre superficies curvas. quiz4 sea un requerimiento de selección de estructura 
compleja relevante para la adecuada representación de las RCC. La idea entonces es imponer 
a la implementabilidad unitaria como un requerimiento de la teoría. dada la deparametrización 
expuesta en (§2.2.2). y buscar a la familia de estructuras complejas (si es que existe) tal que 
la transformación simpll!ctica TcEi.EF> tenga una contraparte como operador unitario en la teoría 
cu4ntica. Como ejemplo para fijar una estructura compleja a partir de un requerimiento específico. 
consideremos el caso m4s sencillo. a saber el de fijar a la estructura compleja vía el requerimiento 
de invariancia de Poinc:aré! sobre el espacio de Minkowski. 

Consideremos una estructura compleja compatible con n sobre el espacio vectorial simplkti­
co (S. il). entonces podemos dar a S una estructura de espacio pre-Hilbert complejo seapln 
(x.y) = !il(Jx,y)- fn(x,y). Diremos que la estructura compleja es invariante relativa a un grupo 
simplé!ctico dado si conmuta con todos los elementos del grupo (27). Si la estructura compleja 
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es invariante bajo una transfonnación simpléctica T dada sobre S. T será unilaria relativa a la 
estructura pre-Hilbert compleja. 

Pensemos ahora en cualesquiera dos observadores inerciales, 0 1 y 02. en el espacio de Min­
kowski (M, 'lab>· Los sistemas coordenados de cada observador corresponden a una foliación del 
espacio tiempo. definiendo, así. campos vectoriales tipo tiempo~ y~. respectivamente1 • Cada 
observador separa a las soluciones, de manera natural, en frecuencias positivas y negativas respecto 
al campo vectorial de Killing asociado, definiendo de esta manera a las eslnK:tUl'aS complejas 
J, = -(-.t:,,.t:,,)- 112 .t:,, y J 2 = -(-.t:,2 .t:,,>- 1 / 2 .t:,2 • En general. todo observador inercial define una 
estructura compleja del tipo J = -(-~~)-1 12~. donde el campo vectorial e E TM, en el sistema 
coordenado del observador. X : M -+ R4. p ,..... X(p) = (t. x, y. z), coincide con (ll/iJtY'. 

Por otra parte, los observadores 0 1 y 0 2 están conectados por una transformación de Poincan!. 
P, que, a su vez, induce una transformación en el espacio de soluciones S. El observador uno 
induce una foliación del espacio tiempo y. por consiguiente, una familia uniparamélrica de en­
cajes E 1(t1): E -o M. de los cuales elegimos E, := E 1(o). como el encaje a partir del cual se 
construye la versión canónica de la teoría. La transformación de Poincaré (activa) mapea ca­
da E 1 (t1 )(E) en hipersuperficies de Cauchy E 2 (t2 )(E) = P(E1 (t1 )(E)) que corresponden al obser­
vador dos y que tienen como vector normal a~- En particular, E,,=,.(E) = E,(o)(E) y, evidente­
mente. para la misma solución ti> los elementos de r son distintos; a saber. cp(x) = (ti> o E)(x) y 
n(x) = ( ..tid:.ntl> o E)(x) son los datos de Cauchy para la solución ti> respecto al encaje E = E,(o). 
en tanto que cp'(x) = (ti> o E')(x) y n'(x) = ( ...¡¡¡;.t:,.•4> o E')(x) lo son respecto al encaje E' = E 2 (t'). 
Así que la transformación de Poincaré (activa) P : M -o M induce, a través de E' = Po E : E - M, 
la transformación 4>,..... ti>'= P"t/> (i.e., la solución ti> es mapeada a la solución ti>' mediante la regla 
4>'(p) = 4>(P · p)) en el espacio de soluciones. Entonces, dado un encaje E fijo, un elemento del 
grupo de Poincaré induce una transformación en el espacio de soluciones. La transformación 
P" : S -+ Ses simpléctica e induce una estructura compleja J' = P" J, r-•; en efecto, 

dondeµ'(·, · ) = OC.J' • , · ). con J' especificada como se mencionó. 
Entonces, por una parte tenemos la estructura compleja natural asociada al observador dos. 

J2 = -(-.t:,,.t:,,>- 1
'

2 .t:,., y. por otra parte, la estructura compleja inducida por una transformación 
de Poincaré, J' = P" J,p•-•. Sin embargo, estas estructuras complejas son exactamente las mis­
mas, pues la transformación de Poincaré P induce una transformación Pr que mapea ~ .. anclado'" 
en p e E(E). a ~ "anclado" en p' = P · p e E'(E). Dado un operador A<e> : S-+ S sobre el es­
pacio de soluciones, construido y etiquetado por el vector de Killing r. el operador inducido por 
una transformación de Poincaré, p• A<e>r-•, coincide con el operador etiquetado y consttui­
do por el vector de Killing inducido por dicha transformación; i.e., P"A<e>r-• = A(Pre>- En 
consecuencia,, 

Es decir. la estructura compleja asociada de manera inherente a un sistema inercial, es covariante 
ante el grupo de Poincaré. 

1
Los campos vccloria.lcs r; y~ son aquellos campos lates que f1V0 11 = t y ~v.12 = 1. dl-"""""'--;;'~"º;.;n:;:los::;,;u::;·e=mpos~;;~--.,. 

coordenados respectivos para el observador uno y para el observador dos. TESIS CQN 
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Ahora bien. dado el encaje E : E -o M existe un isomorfismo natural I E que va del espacio de 
datos de Cauchy r al espacio de soluciones S. De manera tal que la estructura compleja J, induce 
una estructura compleja en r de acuerdo a 

J,.r(:) = If:'J,rE(: )- (4.21) 

Como t:,, f/J tiene datos de Cauchy ,¡, = t:,, "'IE<E> y Ir = Viit:,., t:,, "'IE<E>• entonces 

(:) = l"i;'E.,,"' = JE'E.1JEl"i:'"' = IE't:,,IE(:). (4.22) 

Sea h tal que ( t ) = -h(: ). entonces 

(4.23) 

Por consiguiente. -hh = -(l"i;'t:,JE)(lf:'E.1,IE) = (l"i;'81,IE). donde 8 1, := -t:,,t:,,. Así que. 

(4.24) 

De (4.23) y (4.24) tenemos que lhl-'h = li'(-9;;,' 12t:,,IE) = li'(J,IE). Por lo tanto J,.r = lhl-'h 
es la estructura compleja inducida en r por J,. 

Supongamos ahora que 0 2 esta relacionado con O, mediante un boost. entonces t': = Nnª + Nª. 
con nª = (éJ/éJt2 }", N =-y, y Nª = --yv'(iJ/iJ,lz). Por (A.13) tenemos que 

h - ( 'Y"' a'7. --y ) 
- 'Y(-.<fc2> + m 2) 'Y"'-/;;{ · (4.2S) 

donde los subíndices con el número dos denocan que las derivadas son respecto a las coordenadas 
espaciales (x2, y2, <:2) de 02 y donde .d es el operador de Laplace hf"' DoDb en J:: (o tambi~n cono­
cido como operador de Laplace-Beltrami para (E, h"") (52)). Entonces, dado que .d<:z> y iJ/iJx',. 
conmutan. mediante un cálculo directo se obtiene que (eliminando los subíndices •'2•• para simpli­
ficar notación) 

(4.26) 

donde r• es (02 + Brr'. Br = (-.d + m 2
) y D = v'a,. De (4.2S) y (4.26) se sigue que la estruc­

tura compleja en el espacio de datos de Cauchy inducida por un boost es simplemente 

( 
o -(-.d +om:z)-1/2 ) • 

JI'= (-.d + m:z)1/2 (4.27) 

Pero esta es justamente la estructura compleja inducida en el espacio de dalos de Cauchy por la 
estructura compleja natural J 2 , con lo cual ilustnunos que. en efecto. la esbuctura compleja natural 
es covariante ante transformaciones de Poinc~. 

Adicionalmente. se verifica que dada una solución con frecuencia positiva<(>+ (negativa 11r> res­
pecto attt. sucede que J:z"'+ = i4>+ (J:z<f>- = -i4>->- Por lo tanto. J,f> = J 2 "ydadoque J 2 = P" J,r-•. 
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entonces (P-J1 - J,P-")4> =o (i.e .• la estructura compleja natural es invariante ante -ronna­
ciones de Poincaré). Dado que para un sistema coordenado asociado a un observador inen:YI ~ 
es única [!52]. entonces el requerimiento de invariante de Poi~ fija a la estruc:tura compleja 
(que, en este caso, es la estructura compleja natural asociada al marco de referenc:ia de un olmer­
vador inercial). 

Ahora bien, para el caso del modelo de Gowdy T 3 , donde tenemos un campo escalar Wsi­
métrico no masivo propagándose en un fondo ficticio plano cuyos cOl'les toroidales se e•.,........ 
respecto al paqmetro T, las simetrías ya no son las del grupo de Poincan! y, ademú, no 1 ileiiii09 

acudír a criterios de la energía para fijar a la estructura compleja como en [34, 3!5]. Una allaDMiva. 
como hemos mencionado ya, es imponer a la implementabilidlld unitaria corno un RlqllCrimiellto 
y, basados en nuestra experiencia con la invariancia de Poincan! en Minltowski, corn.,ier- a 
ésta con algdn criterio de simetría. La bdsqueda de criterios para fijar una estructura c:ompleja que 
de como resultado una teoría cuántica consistente, en el marco de teoña de campos en esplll:ios 
tiempos curvos, es un problema abierto que va más allá del alcance de este trabajo. Sin ern'-ao. 
cabe mencionar que para espacios tiempos estacionarios con Vª un campo vectorial de Killing (no 
nulo) tipo tiempo tal que el mapeo de identificación entre superficies de Cauchy E(E) y E'(E), ,.,. : 
E(:E) -+ E'(E). es una isometría, y dado un estado algebnlico cuasilibre2 WE<J:Jo el auton-1i11111D-• 
a definido por "'E<J:> o a = "'E'CJ:>o es unitariamente implementable [44). 

Ahora bien, es importante notar que en el marco de gravedad cu6ntica canónica. la tecxfa es 
definida sobre una variedad "abstracta" :E que en nuestro caso es :E = T 2 • No hay espacio tianpo 
y por consiguiente no hay noción de encaje alguno de :E en M. Lo que se tiene, en el ~o de 
nonna fija. es un espacio fase reducido que representa a los verdaderos grados de libertad, y, en 
la teoría cu6ntica, un espacio de Hilbert de estados físicos y observables físicas que operan llObre 
éste. Esta es la descripción "congeleda". Al llevar a cabo el procedimiento de depanu.-izaci6n 
en §2.2.2 se introdujo una noción artificial de evolución temporal que nos permitió "evolucionar" 
condiciones iniciales sobre :E en una familia uni~ca de condiciones iniciales, con una 
inteq>retación precisa de espacio tiempo. Esta familia uni~ca es generada vfa una um.­
fonnación canónica generada (valga la redundancia) por el Harniltoniano reducido. Sin ernbugo, 
en gravedad cuántica el parámetro T no puede ser pensado. a priori, como una funcidn de liern­
po sobre un espacio tiempo por la simple razón de ausencia en la noción de espacio tiempo. El 
parámetro T es dtil en el sentido de que el automorfismo-• a es la realización alge'-'ica de la 
din4rnica clásica y da lugar al esquema de Heisenberg: Tenemos un único estado l'f')r0 • definido 
sobre una variedad :Eo preferida y fija, y los operadores que actt1an sobre éste pueden, en prin­
cipio, "depender del tiempo". Es aquí donde el parámetro T juega un rol central. Por ejemplo, 
podemos considerar a la familia uniparamétrica de observables que corresponden a "'el volumen 
del universo a tiempo T. V7 · [10). En la fonnulación eslllndar de la teoría cu6ntica, donde exisle 
un operador unitario de evolución Ü(T, To). podemos relacionar a los operadores de la familia 
a través de una transformación unitaria. De manera equivalente, uno tiene acceso al esquema de 
Schrüdinger y puede describir al sistema vía una familia uniparamétrica de estados que "evolucio­
nan"' respecto al parámetro T. La gravedad cuántica canónica se construye de manera natural en 
el esquema de Heisenberg, donde los operadores físicos corresponden a las denominadas "cons­
tantes de movimiento en evolución"". Por lo tanto. cualquier operador Or bien definido (i.e., que 
deje invariante al espacio de Hilbert o a un subespacio denso de éste) etiquetado por el tiempo T. 

2Un eslado de la forma w<*<-» = exp(-µ(-.-)/4) y que satisface µ(4t,.4ti>lt(~.~) ;,, (0(4ti.~>12 es un_...., 
cuasilibre (28). 
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puede verse como un objeto lleno de contenido físico que rep.-esenta a nivel cuántico a la obser­
vable clásica al .. tiempo" T. Lo que se pierde con la ca.-encia de un operador Ü(T. To). como es 
nuestro caso, es la .. equivalencia unitaria" de los operadores OT para todos los valores de T. En 
este sentido, hemos perdido evolución temporal unitaria y no es posible especificar el esquema de 
Schrüdinger para la evolución de estados cuánticos. La evolución unitaria es uno de los pilares de 
la teoría cuántica pues expresa la conservación de probabilidad. No obstante, la gravedad cuántica 
canónica es conceptualmente distinta de la descripción es~ de la teoría cúntica. que cuenta 
con un tiempo Newtoniano externo y predilecto, y por consiguiente es necesaria una inspección de 
otro tipo para descartar alguna teoría en particular. En la descripción Hamiltoniana la .. evolución 
temporal" es pura norma, de manera que estrictamente hablando sólo tiene sentido físico exami­
nar observables sobre el espacio fase reducido. No hay evolución temporal ni din4mica. Cualquier 
dcparametrización es clúicamente equivalente y da lugar, vía transfonnaciones canónicas, a una 
dinámica sob.-e un fondo ficticio. No hay ninguna razón que nos obligue a considerar una de­
parametrización en particular. Por consiguiente, en el marco de gravedad cuántica canónica, no 
hay confrontación con el hecho de que para las elecciones realizadas aquí la evolución no sea 
unitariamente implementable. 

Dentro de este contexto. el parámetro T, que hemos introducido de manera artificial para 
hablar de .. evolución", no tiene sentido fisico fundamental. El hecho de que la teoría cuántica 
no contemple una contraparte unitaria de dicha transformación simpl~tica no es razón suficiente 
para descartar a la teoría. Sin embargo, si debe ser claro que la ausencia de una transformación 
unitaria reduce de manera significativa la importancia de o!!sta cuantización para el modelo de 
Gowdy T 3 • pues los operadores de Heisenberg ·~ no están bien definidos: su espectro, valores 
de expectación, etc., dependen de la elección en el valor de T 0 • Podríamos considerar un valor 
dife.-ente, digamos T = Tó. y por lo tanto obtener un estado de Heisenberg diferente l'l'>Tó y 
distintos operadores O'T ~ OT. En el marco tradicional de la teoría cmntica el requerimiento 
mínimo de consistencia es que los operadmes O'T y OT sean unitariamente equivalentes. Así que 
en este ámbito, la cuantización es fisicamente inaceptable. 
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Discusión 

En este trabajo hemos abordado, en el contexto de la gravedad cuántica cmlÓllica y la cuanti­
zación de sistemas con simetría intermedia (midisuperspaces) como 'laboratorio', el an41isis com­
parativo de representaciones diferentes para la teoría cwlntica del modelo de Gowdy T 3 polarizado. 
Hemos visto que este modelo, caso particular del modelo sigma no lineal S l..{2, R)/ S 0(2). tiene la 
característica de que los grados locales de libertad residen en un campo escalar no masivo. definido 
sobre una variedad de dimensión 2 + 1 con topología T 2 x R. Por consiguiente, la cuantización 
del modelo, en el sector de teoría de campo, corresponde a la de un campo de Klein-Gordon en 
un fondo ficticio e imponer en el espacio de Hilbert cinemático el operador de constricción para 
hallar el espacio de estados físicos. 

En un caso los operadores (abstractos) elementales de la teoría son representados a la Schrti­
dinger (2.57), mientras que, en el otro, la representación fonnal del operador de campo funda­
mental es a la Fock (2.65). Así que plantearnos comparar estas cuantizaciones exigió construir 
la representación de SchrOdinger para un campo escalar en un fondo globalmente hiperl>61ico, 
utilizando para ello como herramienta central a la construcción GNS (teorema 1.1). En esta cons­
trucción se enfatiza a los objetos clásicos necesarios para especificar a las representaciones. Para 
el caso de la representación a la Fock es ampliamente conocido que el único objeto relevante en 
la construcción es una estructura compleja J compatible con la estructura simplktica3 ; la libertad 
infinita en la elección de estos objetos es precisamente la ambigüedad en la elección de repre­
sentación en un espacio de Fock. En el caso de la representación funcional, ademú de J. tenemos 
la elección del encaje para la variedad l:. Incluso cuando se cuenta con una teoña bien definida en 
el lenguaje de Fock, las descripciones inducidas sobre dos encajes diferentes E 1(l:) y E2(l:) del: 
pueden resultar unitariamente inequivalentes y, en consecuencia, carecer de un operador unitario 
(i.e .• el operador de evolución entre E2(l:) y E 1(l:), con la primera en el futuro de la segunda) que 
relacione a las representaciones de Schrtidinger. Exactamente esto es lo que ocurre para el modelo 
de Gowdy T 3 • donde la transformación simplktica de evolución temporal entre dos superficies 
de Cauchy (4.10)-(4.12) induce una estructura compleja cuya teoría asociada es inequivalente a la 
especificada en §2.3.2. 

En el proceso de construcción de la representación funcional utilizamos la fonnulación alge­
bráica (sección § 1.2) para precisar el sentido en el cual la representación de Foclc es "Gaussiana .. 
en el lenguaje funcional. Notamos que las condiciones de realidad-Hermiticidad no son (en ge­
neral) suficientes para seleccionar a la representación de las RCC. Dado que desde el punto de 
vista geométrico-algebráico un término crucial en la re~sentación es irreproducible, la elección 
más simple y natural de representación es incompleta. I>ebemos seftalar que este término extta 
juega un papel relevante en el contexto del análisis de la unitariedad entre teorias [ 19) y. junto con 
los recientes resultados respecto a la implementabilidad unitaria de transformaciones simplkticas 

3 0, de manera alternativa. un producto internoµ tal que pua toda•• e S, µ(.,, ••) = sup~.., [O(.,, •»I' /µ(~. •» 
(28) 
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([21, 12) y el expuesto aquí en el cuano capítulo siguiendo [ 11 ]), plantean la posibilidad de que las 
versiones exponenciales finitas de operadores Henníticos (posiblemente) bien definidos no existan 
como operadores en una teoría cWintica de campos rigurosamente definida. Adicionalmente, cabe 
mencionar que la naturaleza no trivial de este ténnino y su derivación, son interesante indicio para 
revisar desde esta óptica Ja elección de representación de los operadores de momento de "campo 
elktrico' en el formalismo de la geometría cuántica [S3], y para analizar asuntos relacionados 
con el límite semiclásico de Ja teoría. Por otra pane, como lo hicimos notar en la sección §3.2.6, 
la construcción de Ja representación de Schrüdinger no esta del todo tenninada pues hace falta 
especificar a el espacio de configuración cWintico C en el caso general (i.e., cuando el espacio de 
datos de Cauchy no puede ser considerado como el espacio de Schwartz). Un futuro trabajo en 
esta direccón seria completar la representación determinando el espacio de configuración cWinti­
co y extender Jos resultados obtenidos al caso del campo de Maxwell en espacios globalmente 
hiperbólicos. Con ello, se establecerían las condiciones apropiadas para atacar asuntos tales co­
mo Ja relación entre las excitaciones polimc!ricas y de Fock [S4, SS], para el campo de Maxwell, 
en un espacio tiempo curvo general y no sólo en el de Minkowski. Ello podría resultar útil en el 
entendimiento del límite de bajas enerías en la cuantización de lazos. 

Una vez contando con la representación funcional para el campo escalar, la comparación entre 
las dos formulaciones cuánticas para el modelo de Gowdy T 3 ([8)-sección §2.3.1 y (9, 10)-sección 
§2.3.2) consistía en llevar a la pr4ctica todo el aparato expuesto en las secciones §3.J, §3.2 y 
§3.3. Notamos que Ja cuantización canónica llevada a cabo por Mena en (8), siguiendo al pie 
de la letra el programa de Ashtekar ([14)-sección fl.I), es incompleta debido a Ja ausencia de 
una estructura compleja. La ambigüedad presente en teoría de campos no es considerada y, por 
lo tanto, Ja comparación entre las dos fonnulaciones no tiene sentido. Sin embargo, se propuso 
como inttoducir consistentemente Ja ambigüedad y así 'curar' a la fonnulación de tan imponante 
carencia. 

Finalmente, en el último de Jos capítulos mostramos que la din4mica clásica no tiene una con­
traparte cuántica como operador unitario. Hicimos notar que en el contexto de gravedad cuútica 
canónica esto no parece ser un punto dc!bil de Ja cuantización del modelo de Gowdy T 3 polarizado 
(con la parametrización y estructura compleja especificadas en §2.2.2 y §2.3.2) pero que, sin em­
bargo, en el marco de la teoría cwlntica de campos en superficies curvas, la implementabilidad o 
no de transformaciones simplc!cticas que definan evolución temporal puede incluso ser un criterio 
para seleccionar familias de estructuras complejas predilectas. Desde esta llltima perspectiva. la 
ci.umti~ión no es completamente satisfactoria y se requiere por Jo tanto un an4Jisis mlis profundo. 

Los resultados en torno a Ja implementabilidad cuútica de Ja evolución temporal obtenidos a 
Jo largo del trabajo de tesis (y que dieron lugar a [ 11 ]), han llamado Ja atención de expertos en el 
lema [12) y abierto la discusión en lo que se refiere al estudio de Ja relación entre la transformación 
simplktica T1E,.E,)o el Hamiltoniano y Ja implementabilidad c:wlntica. Recientemente [12), usando 
el fonnalismo de ~espacio fase covariante", se mostró que, no obstante Ja no implementabilidad, el 
momento y configuración del campo c:wlntico, así como sus derivadas, son opaadcxes autcwljun­
tos bien definidos a cada instante de tiempo y con espectro continuo en R. Se U"BWDCD1a emonces 
que (módulo la constricción, que restringe Ja clase de opreadores flsicos) Jos operadores de campo 
elementales representan observables con una interpetación física peñectamente aceptable en el 
esquema de Heisenberg. Adicionalmente. se muestra que Ja f"amilia unipanunc!trica de Hamiltonia­
nos para el modelo de Gowdy puede definirse. corno operadores autoadjuntos tanto en el Hilbert 
cinemático como en el de estados flsicos, no obstante que Ja evolución diruúnica que generan no 
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es unitariamente implementable. Aunque no es posible la descripción dinámica en el esquema 
de SchrOdinger, en [ 12] se considera que la evolución dinámica esta definida en el esquema de 
Heisenberg por las ecuaciones de campo y que este hecho, junto con la adecuada definición de los 
operadores, parecen ser razón suficiente para que el modelo cuútico de Gowdy sea ac:epblble. adn 
con la carencia de unitariedad en la dinámica. Por otra pane. es interesante notar que al observar 
el operador Hamiltoniano (2. 70) que aquí obtuvimos, uno no esperaría que la unitariedad fuese 
un problema. Esta aparente tensión entre Harniltoniano y evolución finita es pane de la discusión 
actual y tema abierto de investigación. Entre las propuestas para atacar dicha tensión se encuentra 
la sugerencia de que este Harnilloniano no es el genermdor de la evolución temporal dado que la 
transformación de Bogoliubov (2.68)-(2.69) es dependiente del tiempo y es necesario redefinir 
al Harniltoniano para preservar su carácter corno generador de evolución [S6]; el operador puede 
usarse para estudiar propiedades del operador Harniltoniano a cada instante de tiempo dado, pero 
este operador no genera la dinámica. En cualquier caso, este trabajo de tesis abrió una nueva ven­
tana de discusión en el ámbito de la implementabilidad de transformaciones simpl~ticas; sin duda, 
se requiere un conocimiento más detallado para entender y resolver la aparente tensión, quid el 
estudio de la selección de estructuras complejas en este árnbito sea un buen punto de partida. 
Además de estos tópicos a investigar, sería interesante llevar a cabo análisis similares al realizado 
en el capítulo cuatro para el caso de fondos como el de FRW y de-Sitter. 
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Espacio fase y observables para el campo escalar 

Sea'.,;' el espacio de configuraciones de campo sobre la variedad M. La acción para el campo 
real de Klein-Gordon propag6ndose en un espacio tiempo globalmenlC hiperbólico, (M, gab). es la 
funcional S : '#í' -. R dada por 

(A.I) 

donde 2Ka = -~ v=i<rV0 (JV11(J + m 2 (J2 ) es la densidad Lagrangiana para el campo escalar. 
De todas las posibles configuraciones de campo. las configuraciones físicas corresponden a 

aquellos campos para los cuales la acción es estacionaria. Consecuentemente. la ecuación de cam­
po que describe al sistema se obtiene variando la acción respecto a tfJ y exigiendo que ésta sea 
estacionaria. Como resultado de este proceso, se obtiene la ecuación de Klein-Gordon, 

(A.2) 

Esta es la formulación Lagrangiana de la teoría y es, dada la independiencia respecto a sistemas 
coordenados, covariante (i.e., la fonnulación es invariante ante difeomorfismos). Ahora bien, exac­
tamente como sucede para el caso de una panícula en mecánica clásica, el sistema puede describir­
se equivalentemente a través de la fonnulación Hamiltoniana. Sin embargo, a diferencia de lo que 
ocurre en mecánica clásica donde el tiempo es absoluto, la fonnulación Hamiltoniana del campo 
escalar en un fondo globalmente hiperbólico ''fija al observador". Es decir. la prescripción estmldar 
para obtener una fonnulación ffamiltoniana a partir de una Lagrangiana requiere la introducción 
de una descomposición 3 + 1 del espacio tiempo (M, Bab) y, por lo tanto, se rompe la covariancia. 
En general. la prescripción para una teoría de campo consiste en los siguientes puntos [!57): 

(1) Dada la formulación Lagrangiana correspondiente a la densidad ..5t!' para el campo"'· intro­
ducir una descomposición 3 + 1 del espacio tiempo CM. gab), donde la variedad cuatro dimensional 
Mes topológicamente equivalente a R x E. Es decir, puesto que el espacio tiempo es globalmente 
hiperbólico. se especifica una foliación por hipersuperficies de Cauchy difeomorfas a la variedad 
tridimensional l:. i.e .• se especifica un difeomorfismo E, : R x E - M tal que para cada elemento 
de lR la imágen de l: es una superficie de Cauchy tipo espacio. 

(2) Especificar el espacio de configuración C como aquél cuyos elementos q son la restricción 
del campo"' a E,(E). Los elementos de C. q definidos sobre E,(E). describen la configuración 
instantánea del campo ,,¡,. Entonces uno puede escribir la densidad Lagrangiana como una función 
de q. sus derivadas temporales, y sus derivadas espaciales. 

(3) Asumiendo que ..5t!' no depende de derivadas temporales de q mayores al primer orden. el 
momento p asociado al campo "' sobre E,(E) es 
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Resolvemos (A.3) para q como función de q y p. Si ésto es posible. definimos entmx:es 

._W'(q. p) = pq - .:¿> (A.4) 

donde se debe entender que q = q(q, p) (tanto implícita como explícitamente). La integral de la 
densidad Hamiltoniana (A.4) sobre la superficie E,(E) es la funcional H(q, P) sobre E,(E). mejor 
conocida como el Hamiltoniano. 

Para el caso panicular del campo escalar real y masivo. la sustitución en (A.I) de la descoln­
posición g"" = h"b - nªnb de la métrica del espacio tiempo, da como resultado 

S[t/>] = -~ L v=id4x(~V0tf>Vbtf>-nªnbV0tf>Vbtf>+m2t1>2). 

Por ouo lado, el cuadri elemento de volumen bajo la descomposición 3 + t del espacio tiem-
po es simplemente .y=¡ d4 x = N ..¡¡; dtcP i, donde i' (i = t. 2. 3) denoca coordenadas espaciales. 
t : M -+ Res una función que define hipersuperficies de Cauchy E,(E) al mismo tiempo (i.e .• tes el 
parámetro real que define la coordenada tiempo), N es la función de lapso (o dilación) y la es el de­
terminante de la 3-métrica inducida sobre E,(E). Puesto que n°Vatf> = -/;¡(t° - N")V atl> = /¡¡" - /¡¡N'"V J. 
la acción queda entonces como 

S[t/>] = f,dt r d3x((ViinªV0 tf>}41- F(tf>,nªV0 tf>,N"V0 t1>J). 
I JE,(&) 

donde 

N ..¡¡;( 2 • .,, ) F[t/>.nªVatf>, N°Votf>] := -
2
- (nªVat/>)2 + habV0 t/>Vbtf> + m 2 t/>2 + ¡¡<nªVatf>Xrv·Vbtf>) • 

Siguiendo la prescripción. el espacio de configuración clásico, C. es el conjunto (cp l 'I' = _.E.tE>I· 
El linico término con derivada temporal es el primer término del integrando. de tal manera que el 
momento asociado al campo ti> sobre E,(E) es 

(A..5) 

y de (A.4) tenemos que1 

Jtfka = -2
1 

( ~hzr2 + ViiNhabVatf>Vbtf>I + VltNm2 t/>2 I + 2zrN°Vatf>I ). 
-vn E,(&) E,(&) E,(&) 

(A.6) 

El tercer termino en (A.6) es simplemente ViíNm2 tp2 pues tf>IE,(&) = tp. Nos interesa ahora escribir 
los terminas segundo y cuarto en términos de la función tp para, con ello, expresar a la densidad 
Hamiltoniana como una f"uncional que dependa de tp y zr. Dado que g"" = ~ - nªnb. entonces 
ó 0c = h 0 c - nanc. Por olra parte. Daf = h.JVcf para f: M-+ R suave. así que 

Daf = 6 0cV cf + noncV cf, 

y. por consiguiente. 

1 Es decir. al introducir la descomposición 3 + 1 del espacio tiempo no hemos hecho oua cosa que realizar una 
uansformación de Lcgendrc. 
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pues Nª = N 4 6,j y Nªna = o. El cuarto termino es entonces 2'rNªV a4'IE.<E> = '2KNª Da(4'1E,cE>> = 2'rNª Da<P· 

El segundo tennino (que es relativamente un poco mú contplicado de rescribir que los dos 
anteriores y. por ello, lo hemos dejado hasta el final) puede escribirse en términos de ip corno 
sigue: t/"'D0 f = hbcVcf• por lo que ll"'DafVbf = hbcVcfVbf· Pero 

t/"'DafVbf = (hba - nbnª)DafVbf = h""DafVbf • 

donde la última igualdad se sigue del hecho de que n° D 0 f = o. pues n° D 0 f = n°h,.4 V ttf = o dado 
que n°h0

4 = o. De igual manera. se sigue que h""V bf = g"" Dcf = ff'C Dcf· Por lo tanto, 

h""VafVbf = B°"DafVbf = ~DafDbf. 

Entonces. el segundo termino en (A.6) es simplemente 

VhN~V ª"Vb" 1 = VhNh°" Da(4'1E,cE>)Db(4'1E,(E)) = VhNhab D 0 ipDb<P. 
E,(E) 

Finalmente. la densidad Hamiltoniana queda. en terminas de las variables de configuración y 
momento. como sigue 

.xkG = i( ~,r + VhNh°bD0 tpDbtp + ..,/hNm2
ip

2 + 2'rN°D0 tp). (A.7) 

La acción es. entonces. la siguiente 

(A.8) 

donde hemos considerado el pull-back bajo E de "'Í' - Jf!kG a I:, y denotado a ~ste con las 
mismas variables. Es decir. 'P y tr son ahora funciones de I: en R y estan definidas por E9(tf>) y 
E"( VhnªVat/>). respectivamente. 

A partir de (A.8) uno encuentra las ecuaciones de campo conespondientes a la formulación 
Hamiltoniana (ó "canónica"') de la teoría. 

6S . 6H1m 
O= 6<p =tp--¡;- (A.9) 

O = 6S = ñ" + liff1eG 
6tr 6'p 

(A.10) 

donde H KG es el Hamiltoniano de Klein-Gordon. i.e .• 

HKG = .E d 3 
JC Jf!kG = i .E. d 3 

.% Vh ( ~,r + Nh°1' Dal/)Db'I' + Nm2
<p

2 + ~N" Da'P). (A.11) 

Para hallar las ecuaciones de campo de manera explfcita tendremos entonces que vuiar H1eG 
respecto a los campos tp y"· Sea ((<p.¡.tr.¡)} una familia uniparam~uica de configuraciones de 
campo que comienzan en (<A>. no) y que satisfacen condiciones de frontera apropiadas. Denotemos 
por liip a dip.¡/dAlt=o y por litr a dtr.¡/dAlt=o- Entonces. 
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(A.12) 

Entonces 6HKa/6cp = Vii(-D°(ND0 cp) + Nm2 <p- D 0 (Nª11'/ Vh)) es una densidad esca!lll' mien­

tras que 6HKa6zr = Vii(~tr + *NªDa'P) es un escalar. De (A.9) y (A.10) se sigue entonc:es que 

NªDa 
VhN oa Do + -Yhoa N º" - N Vhm2 

(A.13) 

Ahora bien, el espacio {(cp, 1r)) corresponde a la configuración y m<>111ento instantaneos del 
campo t/J, de manera que éste no es m4s que el espacio de datos iniciales del campo. Asociada a 
un dato inicial representado por un par (<p,lr)p particular, hay una solución t/lp- La especificación 
del espacio de datos iniciales queda a nuestro criterio salvo que éste debe estar constituido por 
una clase de funciones suficientemente "decentes", que garanticen que detenninadas estructuras 
matemáticas (como por ejemplo la fonna simpléctica) esten bien definidas, y que no sea hin res­
trictiva como para que los grados locales de libertad del sistema sean inhibidos (28). En el caso 
del espacio tiempo de Minkowski es el espacio de Schwartz. .9"(R3), la clase de funciones que 
usualmente se selecciona; no obstante que las funciones de Schwartz cumplen con los criterios 
seftalados, tienen la seria limitante de estar definidas para variedades que puedan ser cubieitas 
por una sola carta y, por lo tanto. no es de ninguna manera obvio c<>1110 extenderlas a variedades 
m4s generales. Sin embargo, la clase de funciones suaves y de soporte compacto en 1: no tiene 
tal limitante, satisface los criterios de "decencia" y cada par de éstas define una 11nica solución 
([28)) con soporte compacto sobre cada superficie de Cauchy en (M. gob)- Definimos entonces a 
r := ((cp,1r)J como 

r := {(cp,lr)l<p: E-+ R. 11': E-+ R;_cp,11' e C:;"(E)) (A.14) 

A este espacio, por motivos que ahora son evidentes, se le conoce en la literatura conto el espacio 
de datos iniciales de Cauchy ó, simplemente, como espacio de Cauchy. Puesto que cada punto 
en r determina una solución de manera única, definimos al espacio de soluciones S como el 
espacio de soluciones a la ecuación de Klein-Gordon que son suaves y con datos iniciales en el 
espacio de Cauchy. Dado un encaje E de 1: como una superficie de Cauchy en M, hay entonces 
un isomorfismo natural I E : r -+ s. que se obtiene t<>111ando un punto en r y evolucionandolo 
a partir de la superficie de Cauchy E(::&) para obtener así una solución de la ecuación (A.2). El 
mapeo inverso, IE:' : S -+ r. toma un punto t/J e S y encuentra, gracias al encaje E. el dato de 
Cauchy inducido sobre :E: <p = E•t/I y 1r = E•(-../íd:.nt/J), donde t:., es la derivada de Lie a lo largo de 
la normal a la superficie de Cauchy E(::&) y h es el detenninante de la métrica inducida sobre E(::&). 

El Lagrangiano para el campo escalar da lugar a una estnactura simpléctica natural tanto sobre 
r como sobre S, a saber2 

y 

Os(t/J,. t/12) = L d 3 x Vh (t/12t':nt/11 - t/J,t':.,t/J2) 
E,(E) 

(A.IS) 

(A.16) 

2 En general. dado un Lagrangiano puede construirse canonicmnente la estructura simpl6c::tica (.58). 
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respectivamente. Así. ambos espacios, r y S. estan equipados con una estructura simpléctica natu­
ral que provee al espacio de funciones reales definidas sobre cada uno de éstos con una estructura 
algebráica: el pan5ntesis de Poisson. El espacio fase de la teoría. en la .. versión canónica". es el 
espacio vectorial simplktico (r. Or) mientras que. en la ••covariantc'', es (S. Os). 

Ahora bien. por tratarse de un espacio fase lineal. las observables fundamentales se construyen 
como se mencionó al final del apartado (§ 1.1 ). Es decir. las observables para el espacio r se 
construyen directamente dando funciones .. suavizantes" sobre J:. Especificarnos funciones lineales 
sobre rdando un vector Y" en rde la forma Yª= (tp,:1r)". y un par A.,= (-f. -g)4 , donde fes una 
densidad escalar y g un escalar, y definimos la acción de A., sobre Yª como, 

F.1(Y) = -A.,Yo := L (ftp + p)d3 
X (A.17) 

De (A.1!5) y (A.17) se sigue que podemo9 escribir a la función lineal como F.1(Y) = n,.,.A"Y6 =· 
n(A, Y), si identificamos .1• = (lba ,¡., = (-g, ff. Esto es, el par (-f. -g)a de funciones .. suavizantes" 
en la definición de las observables F. que es originalmente visto como una uno fonna sobre el cs-
0pacio fase. pueden también serlo como el vector (-g,f)". No obstante, nótese que el papel de las 
funciones suavizantes es inten:arnbiado en el paso de la uno fonna al vector. 

De singular importancia en la formulación canónica de ·la teOl'fa es considerar observables 
de configuraci6n y momento. Estos son casos particulares de observables F que dependen de la 
elcicción específica de la etiqueta A. Consideremos el "vector etiqueta" A" = (O. f)" ~el culll nonnal­
mente es visto como un vector en la dirección del "momento". Sin embargo, cuando consideramos 
la observable lineal que este vector genera, obtenemos que 

tp[f] == L d 3xftp. (A.18) 

Análogamente, dado el vector (-g,O)" en la dirección de ''configuración" podemos construir la 
observable lineal 

(A.19) 

Nótese que cualquier par de campos de prueba (-g,f)" e r definen una observable lineal, pero 
que los 'mezcla'. De manera mú precisa, un escalar g en :E, es decir, un par (-g, 0) e r da lugar 
a una observable de momento :1r[g] y, por su parte, una densidad escalr f. que da lugar a un vector . 
(0, f> e r define una observable de configuration tp[f]. 
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Cuantización isomonodrómica 

Entre los diversas fonnulacioncs que para cuantizar modelos con simctda intcnncdia exiaten, 
se encuenua el de la cuantización isomonodrómica. A medi_.. de la decada pmiada, Karodán y 
Nicolai propusieron la cuantización del campo aitisim~b'ico estacionario (!59, 60) a partir de esta 
fonnulación. 

Esencialmente, la idea presentada en (!59, 60) consiste en refonnul• la& ecuaciones de Einstein 
(en vacío) en U!nninos de un par de ecuaciones diferenciales ordinmiaa matriciales. Para ello se 
introduce el potencial de Ernst e y se muesua que las ecuaciones independientes de campo son 
equivalentes a la ecuación de Emst. cuyo campo es una llYll'iz /1 e S L(.2, R) compuesta por el 
pocenc:ial e. y que la ecuaciones para el campo .. cíclico" corresponden a las enlnlda& de una uno 
fonna cerrada que depende. tambi~n. de g. Se propone un sistema de ecuaciones matriciales de 
primer orden y se encuentran las condiciones que el par6metro espectral variable debe satisfacer 
para que el sistema sea equivalente a la ecuación de Ernst. Investigando laa propiedades analítica& 
de este nuevo sistema se sigue que la ecuación de Emst es equivalente a un sistema de ecuaciones 
de primer orden, en las variables t = ;z + ip y l = z - ip, cuyos campos fundamentales A¡(t.l> 
son los residuos de polos en el pañmctro espectral varúlble. La di8'mica clMica es entonces 
govemada por un .. sistema Hamiltoniano de dos tiempos". ff(E> y ff(l>. respecto al pmdnteaia de 
Lie-Poisson (A(y) ~ A(µ)J = (r(µ-y).A(y)el+IeA(µ)], donde la matriz racional clúica r(y) es 
igual a Il/y con n el operador de pennutación en cz x cz. Para cuantizar el modelo se reemplaza 
el p&Rntesis de Lie-Poisson por el conmutador (A(y) ~ A(µ)] = ,-,.(r(µ - y), A(y) 8 1 + 1 e A(µ)). 
se promueve a los campos fundamentales a operadores y se l'epl'CSClltan en el sector N solitónico 
~N> = 'H1 ® ••• e 'HN. donde cada componente del Hilbert es un espacio de representación de 
S U(2). Los estados fisicos son aquellos que resuelven las ecuaciones tipo Sc:hnklinger para ff(E> 
y ff(l>_ 

El desarrollo de este fonnalismo puede, en principio. generalizarse a todos los modelos sigma 
no lineales S L(2, R)/ S 0(2) (mencionados en la sección f2.1) mediante una .secuada elección de 
las variables t y l. y mostrando que la forma de la ecuación de Emst. dependiente de g E S L(.2, R), 
es geMrica para todos ellos. En efecto. módulo asuntos rel-=ion8dos con compleltificacioncs. si 
se logra reescribir a las ecuaciones (independientes) de C&lllpo en ~nos de una matriz g e 
S L(.2. R) dependiente del potencial de Emst y con la fonna prescntmla por KonJddn y Nicolai en 
(!59), entonces es posible .. calcar" el formalismo. En este ~ndice presentaremos una alternaÍiva 
de como reproducir la fonna de la ecuación de Emst y de la matriz g e S L(.2, R), para el modelo de 
Gowdy T 3 no polarizado. Este representa entonces el primer paso para llevmr a cabo la cuantización 
(isomonodrómica) del modelo cosmológico de Gowdy T 3 • desde una perspectiva completamente 
diferente a la presentada en el capítulo 2. 

El elemento de linea para el modelo de Gowdy T 3 no polarizado puede escribirse como (61): 
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Consideremos el siguiente conjunto de ttansfonnaciones, 

Entonces, 

eP-T = .!.e- V2'1- • e-P-T = pT2e- VZ<i< 
p 

y el elemento de linea (B. I) queda entonces como 

ds2 = .!.e "2.¡,e"(-dT2 + diP) + .!.e- vi.(dcr + Qdó)2 + pT2e vi.d62 
p p 

Puesto que p-• es un factor confonne, entonces tenemos que 

(donde hemos realizado el cambio Q _..,. -Q) 
Tornando las siguientes ttansfonnaciones. 

i .... Vi.¡,. 2w .... 'Y p = l/rol • Q = V 
V2ñ 

. ' ' :.. . \ ,; ~' 

(B.2) 

conseguimos. como era de esperarse. reproducir el elemento de linea que en (8) se presenta. En 
efecto. 

CT--+CU • 6~V 

~ 
d.s2 = e2"'e"'2(-dT2 + dfil) + e-"12 (dw2 - 2vdwdv + (~T2e" + v2)dv2) 

El elemento de linea que vamos a considerar aquf es 

(este elemento de linea se obtiene a partir de (B.2) vía la ttansfonnación 'Y _..,. 2')') 
Las ecuaciones de campo correspondientes al elemento de linea (8.3) son 
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1 -2VZ. 
-.Prr +.P•- -Tt/IT + ~ >2(~ -a}>= O 

2(Tp 

(B~3) 

(B.4) 

(B.S) 

(B.6) 



e-2 ./2,¡, 
'YB = T.PT.PB + 2T p2 QTQB 

Introduzcamos ahora el potencial de Emst 6 := a + i/l. donde 

a := .!.e- "2.¡, 
p 
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(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 

Podemos ahora introducir el operador complejo D := (éh. iéJ9), que nos permite reescribir a las 
ecuaciones principales (i.e .• la de los campos independientes ,¡, y Q) en una representación tipo 
Emst 

E(C.) := (Re6)(D26 + r- 1 DT De) - (06)2 = O 

Por consiguiente, la ecuación (B.4) corresponde a Re[E(C.)] = O, mientras que (B.!5) es equivalente 
a /JTB = P,,. y Im[E(C.)] = O se satisface automáticamente (una vez que se sustituyen /JT y /J8 ). 

Sea X:= 8 - T y X:= 8 +T. Entonces, para f = f(X,X) tenemos que 

1 1 
fB = fx + fx . fT = fg -fx • fx = 2<f9 -fT) • fié= 2<f9 + fT) 

foo = fxx + 2fkx + fkk • fTT = fxx - 2fkx + fgg 

Con esto a la mano, no es difícil ver que 
T. T 

Qx = ª 2 /Jx • Qg = - a 2 Pk 

Podemos escribir ahora las ecuaciones (B.4)-(B.7) en términos de e y la nueva variable X. Esto 
es, Ja ecuación (B.4) es reescrita como 

ªxk + 
1 

(ax - ªJt) - .!.(axag - /Jx/Jg) = O 
2(X-X) a 

(B.10) 

La ecuación (B.!5), en términos de a,p y X, es 

[
(X - X) ] 1 2(X - k) 

2 --2-/Jx + 2(/Jk +/Jx) + 3 (ag/Jx - ax/Jg) =O 
a k a a 

(B.11) 

Puesto que 'Yx = !<'YB - 'YT). usando (B.6) y (B.7) obtenemos que 

(X-X) 2 n2 
'Yx = --;¡;;z--<ªx + Px> (B.12) 

Consideremos ahora la siguiente matriz g, 

g= ~(-~ -~) 
y su inversa 

-1 _ 2a ( G 
g - FG - 4P2 '2P ~) 

Nuestro objetivo es determinar a F y G (i.e .• g) imponiendo las siguientes tres condiciones (por 
analogía con el caso axisimétrico [!59, 60)): 
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• La matriz g debe ser tal que g e S 1..(.2. R.). 

• La ecuación (B.12) debe satisfacer 

2 (X - X)tr(g -1)2 
'YX = --4-- X8 

• Las ecuaciones (B. I 0) y (B.11) deberán poder ser representadas en la siguiente (y m4s com­
pacta) ecuación matricial 

La primera condición implica que F y G deben ser tales que 

FG = 4(a2 + fP> (B.13) 

Para la segunda y tercera condición necesitamos escribir a i!stas explícitamente. e invocar a la 
primera en cada paso que asf lo nquiera. Un c'1culo directo muestra que 

_, __ 1_ ( GFx - 4/1/lx - 4aax 
gxg - 4a2 '2/JGx - 2GPx 

'2/JFx - 2FPx ) 
FGx -4/Jllx -4aax 

Ahora bien. dada una matriz 

sabemos que 
1 

trM2 = ól (az + 2bc + d2) (8.14) 

Usando la primera condición (FG = 4(a2 + /P» y la fónnula (B.14) obtene.:Oos (~~ de 
tediosa álgebra) que la segunda de las condiciones implica la siguiente expresión general (i.e .• 
tambi~n válida para el caso axisi~trico) 

(X-X) _:> ,,.z (X-X) 
2yx = ~«rx +Px> - ---¡;;z-FxGx (B.IS) 

Comparando (B.IS) con (B.12). nocamos que F y G deben ser tales que 

FxGx=O (B.16) 

Antes de proponer cualquier solución, tomemos en cuenta a la tercera condición. con la idea 
de extraer un conjunto "completo" de condiciones consistentes para F y G impuestas por los 
requerimientos. Consideremos el ~nnino geN!rico g,,g-•. es f6cil ver que 

g,,g-• = ~2 M(y) 

donde 
M(y) = _I_ ( GF,, - 4/lll,, - 4aay 

r---;;;;:::;-;:;;~-:::-:~----. 4a
2 

2/lG,, - 2GP,, 
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Por lo tanto. 

[ 
- ] (X - X) 1 (X - X> 

(X - X)gxg-1 k = ~M(X)k - 4a2 M(X) + ~akM(X) (B.17) 

y 

[ 
- ] (X - X> - 1 (k - X) 

(X - X)gxg-• X = ~M(X)x + 4a2 M(k) + ~a-xM(k) (B.18) 

Consecuentemente. la tercera condición implica el siguiente conjunto de ecuaciones (cada entrada 
de la matriz igualada a cero): 

- [ 1 1 ] A(F. G) - 8a(X - X) ªxk + 
2
(k _X) (ax - aJt) - ;:;<axak -PxPk> 

,,J [(X - X) ] 1 2(X - X> ] 
-4a

2..,L2 ~/lx k + 02 <Pk + /lx) + ª 3 (akflx - ax/Jg) =O (B.19) 

A(G. F) - 8a(X - X>[ ªxk + 
2
(k ~ X) (ax - ªk) - ~(axak - /lxPk>] 

[ [
(X - k) ] 1 2(X - J() ] 

-4a
2/l2 ~/lx k + 02 (/lJt+/lx)+ a3 (akflx-ax/Jg) =0 (B.20) 

a2F[ [<X - k) ] 1 2(X - k) ] B(F) - ""2 2 ~/lx k + aZ <Pk + /lx) + a3 (akflx - ax!Jk> = O (B.21) 

y a2G[ [<X-k) ] 1 2(X-k) ] 
B(G) - ""2 2 ~/lx k + aZ <Pk + /lx) + ª 3 (agflx - ax!Jk) = O (B.22) 

donde 

- 2(X-J() . 
A(Y,Z) =(X -X)(2ZYxk + ZxYJt + ZJtYx) + Z(Yk - Yx)- a Z(axYg + agYx) 

B(Y) = P(cx - X>Yxk + ~(Yk - Yx> + <k: X) (akYx - axYx>] 

Para reproducir la ecuación (B.11) debemos pedir B(F) = O y B(G) = O. i.e., 

( 
(X - ~)F xk ) = ( !<Fx - FJt) + <X;k>(aJtFx - axFg) ) 
(X - X>Gxk !<Gx - GJt) + <X;k>(agGx - axGg) 

o simplemente que 

(B.23) 

para Y = Fo Y = G. Usando esta última expresión. sustituimos Fxk y Gxk en las ecuaciones 
(B.19) y (B.20). Pidiendo que (B.10) y (B.11) se cumplan, obtenemos la siguiente condición 

FxGk + FJtGx =O 
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Las relaciones (0.13). (0.16). (0.23) y (0.24) proveen toda la infonnación necesaria para 

especificar a los campos F y G. Veamos. especificarnente. como. 
(A) En primer lugar notemos que (B.16) puede ser resuelta por (i) F = F(X). (ii) G = G(X) o 

bien por (iii) F = F(X) y G = G(X). Supongamos que elegimos (iii); puesto que Fx = Gx = O. 
entonces FxGk + FkGx =O y la condición (0.24) se satisface. Pero la condición (0.23) es ahora 

( 
Fg(I - 2(X - -!>a-2

ax) ) = ( O ) 
Gk(I - 2(X - X)a-2ax) O 

Dado que 1 - 2(X - X)a- 2ax °*O, entonces Fx =O y Gx =O. De nuestra elección (iii), tenemos 
entonces que Fx = O y Gx =O, por lo tanto F = consta y G = const2. Ello implica que a2+p2 debe 
ser constante según (0.13). Esta conclusión es inaceptable, pues a y P son campos independientes. 
Así. (iii) queda descartada. 

(0) Consideremos (i). i.e., F = F(X). Puesto que Fx =O y Gx ~O, entonces (0.24) implica 
F(X) = O y por lo tanto F = const. Por otro lado, (0.23) se satisface automáticamente para 
F = const. (0.13) nos dice que G = c..! .. ,<a2 + p 2 ) y sustituyendo esta expresión para Gen (B.23) 
obtenemos que la ecuación resultante no es más que .. (B.10)+(0.11)". Por lo tanto, hemos fijado a 
los campos (hasta una constante) usando las cuatro relaciones (0.13). (0.16). (B.23) y (0.24) (vale 
la pena señalar que la condición (ii) podría ser igualmente considerada y. por analogía. corresponde 
a tomar G = const' y F = .,,,:,,.. (a2 + p2)) •• 

Hagamos un breve recuento. Inspirados por el hecho de que tanto el modelo axisimétrico 
estacionario como el de Gowdy T 3 son representaciones particulares del modelo sigma no lineal 
S L(2. R.)/ S 0(2). es razonable pensar en la posibilidad de llevar a cabo la cuantización isomono­
drómica del modelo de Gowdy utilizando exactamente la misma tecnología empleada para el caso 
axisimétrico estacionario en (59, 60). Nuestro propósito era elegir una nueva variable X que haga 
posible escribir las ecuaciones (independientes) de campo en la fonna 

[ex - X)gxg-• J.\'.+ [ex - X)gkg-• Jx =o 
(donde g e S L(2. R)) y expresar al campo no dinámico y en la forma particular 

2 (X-X)...,,_ -1)2 
'YX = --4--~_,.xg 

Para ello se propuso X= 9- T.X = 9+ T y 

g= ~(-~ -~) 
Encontrarnos que todos los requerimientos se satisfacen si tornarnos F = con.si y G = c..!_.,(a2 + 
/32 ). Sin pérdida de generalidad podemos considerar que con.si = 2 y. finalmente. desplegar la lista 
que reproduce los primeros pasos con miras a la cuantización isomonodrómica para el modelo de 
Gowdy T 3 : 

• Nueva(s) variable(s) X = 9 - T (X = 9 + T). 

• Matriz g e S L(2, R). 
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g=.!.( 1 -/J ) 
a -P a2+p2 
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i.e., 
1 { 2 ;ce. - 6> ) 

g = 6 + 6 í(o - 6) u.e 
Con esto a nuestro alcance, es posible explorar ahora (siguiendo (59, 60)) la estnJctUra Hamil­

toniana de dos tiempos para el modelo de Gowdy T 3 y comenzar a reproducir la cuantización 
· isomonodrómica. Sin embargo, hay un detalle que pareciera no ser menor. En la "preparación 
clásica .. del campo axisimétrico estacionario de [59) se llega a que toda la información respecto a 
los grados de libertad esta codificada en el conjunto de matrices constantes {A~0> := Aj(t<0 >,€<0 »lf., 1 
y, por lo tanto, el espacio fase de la teoría parece tener dimensión finita. Por el teorema de Stone­
von Neumann (sección § 1.2) ello implica que la cuantización es lloica y que. por lo tanto, no hay 
ambigüedad alguna. No obstante, el campo axisimétrico estacionario es ejemplo de un modelo 
con simetría intermedia y, por lo tanto, es una teoría de campo. Es entonces inaceptable un espacio 
fase de esta naturaleza y. por consiguiente, antes de plantear la posibilidad de cuantizar el modelo 
cosmológico de Gowdy T 3 con este formalismo es necesario investigar con mayor profundidad 
si en efecto hay esta carencia de ambigüedad en la formulación isomonodrónlica del campo axi­
simétrico estacionario o no. Cabe mencionar, adicionalmente, que en [59, 60), al introducir ( ~ J y 
declarar al sistema como un sistema Hamiltoniano de dos tiempos, prácticamente se •empata' el 
sistema con el de una cadena de espines con N nodos (62) que, debe notarse, corresponde a un 
sistema con un número finito de grados de libertad. 
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Notación 

La siguiente lista incluye algunos de los símbolos que ..,arecen a lo largo del texto: 

[. 1 
( • 1 
t 

e 
e 
c 
R 
z 
N 
r 
re 
r, 
e 
e, 
é 
C 0 (N) 
.9"(1l") 
']-{ 

s.<'H> 
H 
Je' 
L 
..!i!!' 
M 
2: 
8ab 
Flab 
E., 
T¡,M 
Q 

Conmutador. 
Pan!ntesis de Poisson. 
Conjusación hermflica. 
Conjugación compleja. 
Definición. 
ldé!ntico. 
Suma directa. 
Producto tensorial. 
El campo de los mlmeros complejos. 
El campo de los nlhneros reales. 
Los ndmeros enteros. 
Los ndmeros naturales. 
Espacio f"ase. 
Superficie de constricción en r. 
Espacio f"ase reducido, re/norma. 
Espacio de configuración clúico. 
Espacio de configuración (clúico) reducido. 
Espacio de configuración cu4ntico. 
Espacio de funciones suaves y con soporte compacto sobre la variedad N. 
Espacio de Schwartz . 
Espacio de Hilbert. 
Espacio de Fock sime!trico. 
Hamiltoniano. 
Densidad Hamiltoniana. 
Lagrangiano. 
Densidad Lagrangiana. 
Variedad del espacio tiempo. 
Variedad 3-dimensional. 
MC!trica del espacio tiempo. 
MC!trica de Minlcowski. 
Derivada de Lie respecto a 1. 

Espacio cotangente a la variedad M en el punto p. 
Estructura simple!ctica. 
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Oab Fonna simpléctica. 
i'Jab Restricción de Qab a f". 
g Álgebra de Lie del grupo G. 

La notación que emplearemos en el caso de tensores difiere de las convenciones esdndar 
que la mayor parte de los textos de álgebra tensorial y relatividad general presentan. En ellos se 
utilizan, por lo general, índices griegos para las componentes espacio-temporales de un tensor, 
e índices latinos para las componentes puramente espaciales. No obstante la eficiencia de esta 
notación para expresar operaciones tales como contracción, diferenciación covariante, y pnxlucto 
tensorial, esta convención estándar tiene la desventaja de que es imposible distinguir una relación 
entre tensores de una relación que sólo se cumple para componentes tensoriales con respecto a 
una base particular. Para evadir esta dificultad, emplearemos la nOCación de índices abstractos, en 
donde las primeras letras del alfabeto serán empleadas como índices en un tensor y no representan 
componentes, sino que son parte misma de la notación para el tensor. Por otro lado, índices griegos 
en un tensor representarán, como en la notación estándar, a las componentes. 

Dado un espacio vectorial V, un tensor del tipo (k, /) es un mapeo multilineal que va de 
(x~v·) x (x~V) a los reales, donde v• denota el espacio dual a V, y será denotado por T"•··-b, .. .b,. 

Las partes totalmente simétricas y antisimétricas de un tensor Ta 1 •• .a1 tipo (0, /) son, respectiva-
mente. 

Y T¡a, .. .01) = -1
1
, L6nTano>··.anm • 
. n 

donde la suma se lleva a cabo sobre todas las pennutaciones, a, de 1, ... ,1y6n es +I para per­
mutaciones pares y -1 para impares. Un campo tensorial del tipo (0, /) totalmente antisim~trico 
(i.e., Ta 1 •• .a1 = Tca1 •• .a¡J) es llamado una l fonna diferencial. 
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A aon-pert.urbative canonical quantiaation or tbe Gowdy T3 polariaed modela la co .. id­
ered bere. Thie approach profita from the equivalence between tbe mymmetry redocaf 
model and 2 + 1 gravity coupled to a m-1 ... real -=alar field. Tbe 8)'lltem ia part.ially 
gauge fixed and a choice or internal time i. m..te. ror which the true degram º' rr-lom 
o{ the model reduce to a m.-l19m free ecalar fteld propacat.ing on a ~imenmonal 
expanclinc: torua. lt ia abown that the mymplectic tranaformation tbat: determines the 
clasaical dynam.ica cannot be unitarily implemented on the cornmpondiq Hilbect -a-ce 
or quantum 11tate11. The implicationa of thia nmult for both the quantisation of flelda on 
c.........S mani(olda and other phymically relevant q-lono .._.ting the lnltlal llingularity 
are diacuaaed. 

PACS numbera: 04.60.Da, 04.60.Ks, 04.62.+v 

1. Introductlon 

In tbe searcb for a quantum theory of gravity within tbe canonical approacli, it has 
been historically useful to consider syininetry reduced models. The most studied 
exwnples are bomogeneous models, wbere the infinite dbnensional system is re­
duced to a model with a finite number or degrees or f'reedom. These are known as 
mini-superspace models. 1 Anotber clasa or syininetry reduced models where the re­
sulting system is still a field theory with an infinite number of degreea of rr-Iom are 
known as midi-superspace models (Cor a recent review see R.ef. 2). Recently, witbin 
tbis class, tbe models tbat bave received special attention are the Einstein-Rosen 
waves and Gowdy cosmological models.3 - 5 One interesting feature of this type of 
models is tbat due to tbeir spacetÍIDe symmetries, tbe clasaical dynamics turns out 
to be derivable from an equivalent complete integrable systein, but tbey still possess 
an infinite number of degre<!S or freedom so tbat their quantization would lead to a 

1451 TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



1452 A. Corichi, J. Curte. and H. Quevedo 

true quanturn field theory (in contrast to mini-superspace models with a finite nurn­
ber of degrees of freedom). In this work, we will consider the canonical quantization 
of the polarized Gowdy T 3 cosmological model." This is the simplest inhomoge­
neous, empty, spatially closed cosmological model. It was extensively studiedT,ll in 
the 70's, and subsequently re-examined by eeveral authors.11•1º Of particular rele­
'lfallCe is the recent work by Pieni, •here definite pr<>gn!BS was achieved in defining 
a rigorous quantization of the modeJ. 4 In thill .,....,, the quantization is ba&ed on the 
fact that the corresponding gravitational field can be equivalently treated as 2 + 1 
gravity coupled to a masaless scaJar field, defined on a 2 + l-dimen11ional manifold 
with topology T2 x R. 

One important 11Spect in the study of quanturn COBmological models is dynami­
cal evolution; that is the dynamica in which a physical quanturn state evolves from 
an initial Cauchy surface to a final one. RecaJl that in general relativity there are 
no preferred foliations in 11pacetime and the dyruunical evolution should consider 
ali possible spacelike foliations in order to be in Agreement with the requirement of 
general covariance. Furthermore, in the case in which the Cauchy surfaces are com­
pact, dynamical evolution is a pure gauge, so any interpretation of time evolution 
is normally through a deparametrization procedure which, in the Hamiltonian lan­
guage, is normally achieved vía "time dependent gauge fixing." Thus, tbe dynamics 
to be considered in quanturn cosmological models concerns the evolution of quanturn 
states between Cauchy aurfaces, delined by tbe particular gauge choice. Different 
choices of time parametens may lead to inequivalent quantizations. Thill fact is true 
even in the simple mechanical mini-11uperspaoe models. In the particular model 
wc are interested, the 11YBtem is partially gauge fuuld at the classical level, and in 
particular a time function T is cbolOell and interpreted as the time wbicb defines 
"evolution." The surfacea of <XJlllltant T are Caucby 11urr.c- of a fiduclal ftat baclt­
ground, so the model geta reduced to a quantum sca1ar fteld on a ftat bacltground, 
equipped with a foliation of preferred surfaces which define "time evolution" in the 
corresponding quantum gravitational 11)'11tem. 

At the claaical level, this dynan1ical evolution of the field can be represented as 
a canonical transformation that acta on pointll of the corresponding p.._ space. 
The question is wbether, at the quanturn level, thill canonical transformation can 
be implemented on the space of quanturn sta- of the field by means of a unitary 
operator. This is a rather delicate problem tbat hll8 been ana1)'7.ed in detail only 
recently and for a few special .,_, 11-1• ali of them concerning &- llCalar ftelds on 
ftat or curved (globalJy hyperbolic) asymptotically 11tatic spacetU-. Fbrtunately, 
the quanturn polarized Gowdy T3 cosmological models belong to this class, and .., 
we will be able to inve11tigate tbe question about the unitary implementability of 
these models within thia approach. Thill is the main goal of the preeent work. 

We will show that far the particular quantization performed, •·" time evolution 
is not implementable - a UDitary evolution. Given that, at the clasllical leve) time 
evolution is a pure gauge, and tbe particular choice of time is an ad-hoc p~ure 
to regain dynamics from a purely frozen formalillm, one might argue tbat unitary 
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ünplementability of this fictitious time evolution is not necessary for the consistency 
o( the formalism. However, as we will argue, the implementability is needed in 
arder to ask physically meaningful questions regarding, say, the initial singularity. 
That is, questions such as whether the initial singularity is smeared by quantum 
effects sbould have a definite answer within a consistent quantization. Thus, we 
shall conclude that we can not extract any physics out o( these models as presently 
constructed. 

This paper is organized as follows. In Sec. 2 we review the quantization o( 
polarized Gowdy T 3 cosmological models as performed by Pierri. 4 •5 We show that 
the two different sets o( creation and annihilation operators proposed in this quan­
tization are related by meaos of a unitary Bogoliubov transformation. In Sec. 3.1 
we explicitly calculate the canonical (symplectic) transformation that representa 
the classical evolution o( the system. In Sec. 3.2 we prove that this canonical trans­
formation is not unitarily implementable on the corresponding Fock space. We will 
end with a discussion and sorne conclusions in Sec. 4. 
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where the Hamiltonian H is given by H[N,N11 ) = j(NC+N11C11) (here, the symbol 
j denotes integration over 9 e S 1 ) and the first class coostraints C aod e"' are 

C = .. --./a [2T" - -y'T' -p..,p~ +..-(~a ; 1/112)] , (3) 

e"' = .. --,(-y'p.., - 2p-, + T1p~ + p,¡,t//). (4) 

The Japse aod shift are not dynamical variables, thus tbc pbase space r coosists of 
tbree canonically-coltjugate pairs of periodic fuoctioos of 9, (-y,p..,; T,IJT; Y,,p,¡,) on 
a 2-d manifold :C with topology T". 

Since tbe Hamiltoniao vaoishes on the coostraint surface there is no distinc­
tion bet-n gauge and dyoamics and therefore it is necessary to introduce a "de­
parantetrization" proce.ture to discUBB dyoamics. Fcom the iofioite set of vector 
fields generated by the Hamiltonian coostraiots we select one to represeot evolu­
tion and gauge fix the others. Far gauge fixing Jet us demand 

p-, + p = 0 aod T(9)' = 0 (5) 

where p is a spatial coostaot that has zero Poisson bracket with ali tbe coostraints 
aod bence it canoot be removed by gauge fixing. The second condition will allow 
us to regard T(9) as tbe time parameter. 

Tbe coosistency of the fonoalism requires that the Poisson brackets {T(9)', 
H(N, N 11]} aod {p.., + p, H(N, N 11)} vanish. Tbis can be achieved if the &eely apeci­
fiable N and N"' are chosen as 

N = e-./a aod N"' =O, 
p 

(6) 

therefore the coordioate condition (5) is acceptable. lndeed, for the special choice 
(6) we have that T-(9) = 1 aod .P..,(9) = -p = O aod heoce p becomes a true coostaot 
that can be asaociated with a time scaliog parameter in the original 3 + 1-spacetime. 
Thus, apart &om a global degree of freedom, the true degrees of &eedom will ali 
reside in the &eld 1/J. Solviog tbe set ofBeCOnd cJmm coostraiots (C,C"',p.., +p,r) 
tbe result is 

~=-!(~ +.P"') p 4t2 , 

-y(9) = ! ,. dllip,¡,1/J' + -y(O). 
PÍo 

Sioce "Y is a smooth fuoction of 9, it must admit a Fourier series of the mrm 

theo 
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~c .. --1) ir , ¿__ - == -y,. = - dllip,,.t/J '""° v2r P o 

- - ------,-------------------

(7) 

(8) 



and we can solve far ali modes but the zero mode. i.e. we can solve (8) Cor 7 = 
E,.,.0 ~""Yn and we are left with the global degree of freedom q = 21., J -y unsolved. 
This is consistent with the fact that a constant shift vector N" = const would also 
be acceptable Cor preserving the conditions (5). Substituting (8) into (6) ,..., obtain 
that N = N(q,p,,P,p,¡.). The spacetime metric is now completely determined by q, 
p, "1 and p,¡. 

<3 >g .. b = e'l+"i ( - ~V .. tVbt +V .. 8Vb8) + t 2 V ,.aVba. (9) 

The phase space variables are periodic functions of 8, therefore 'Y(27r) - -y(O) =O 
defines vía (8) the global constraint 

P,, := f p,¡.,P' = O. (10) 

The non-degenerate symplectic structure on the reduced phase space r,. = 
r., El) f', where r., is coordinatized by the pair (q,p) and f' by (t/J,p,¡.), is the 
pull-back of the natural symplectic structure defined on r. Thus {q,p} = 1 and 
{.P(81),p,¡.(Oa)} = ó(81,82) on r,.. 

Substituting (5) and (7) into (2) we obtain the reduced action 

(11) 

and the reduced Hamiltonian 

H = f ![~ +.P,..,]. 
p 4t" 

(12) 

Varying the action (11) with respect to "1 and p,¡., the field equations are#= Y¡; 
and ~ = 2TP,P", which is equivalent to the Klein-Gordon equation Cor the scalar 
field .P propagating ón a fictitious flat background 

«>g .. b = -V .. TVbT+ v .. ov.o+ T 2 V,.av.a, 

with the further restriction that the field .P does not depend on a. Here the constant 
rescaling T = t/p has been considered, in arder to sinlplify the resulting dynamical 
equation Cor.¡,. Hence the phase space f', coordinatized by rp = .P(B) and.,.. = p,¡.(8), 
corresponds to the symplectic vector space (V, l1v) of smooth real solutions to the 
Klein-Gordon equation «>g0 •v0 Vb..P = O, where the symplectic structure l1v is 
given by 

(13) 

Note that the choice of internal time T : r o-+ R., depends on the point of phase 
space, in particular, on the global degree of &eedom p, making it a q-number. Recall 
that in this case, one has deparametrized the system, that is, one has defined a 
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fictitious time evolution with respect to the number t. Strictly speaking, from the 
canonical viewpoint one should choose a particular value to of the time parameter 
in arder to fue once and Cor ali a single Cauchy surface Eo. This would be the 
"frozen formalism" description, where only the true degree." o( freedom are left and 
the notion of dynamics has been lost. However, for the purposes of quantization, 
it is convenient to exploit this deparametrization since this allows one to complete 
the quantization in a rigorous (ashion. However, in the quantum theory the role o( 

T is vcry different, namely the function T does not have an a priori meaning as a 
spacetime time parameter. At best, one rnight expect that if one chooses suitable 
semi-classical states, a classical notion o( time might arise, which could be then 
compared to the function T. We shall come baclc to the issue of "frozen formalism 
vs. fake dynamics" in the discussion section. 

Thus, the problem of quantization of thc true degrees of freedom in this case re­
duces to the quantum theory of a massless scalar field .¡, on a fictitious baclcground. 4 

There is a conv<'nient way of writing the solutions of the Klein-Gordon equation, 

,P(8, T) = E f,.,.(8, T)A,.,. + f,.,.(8, T) A.;;"' (14) 
... ez 

whcre the bar denotes complex conjugation, the Arn 1s are arbitrary constaots and 
fo(O, T) = (1/2)(1n T - i), f,.,.(8, T) = (1/2)Há1 >(lnilT)e'"'" for ni ~ O, with Há1> 
the Oth-order Hankel function of the first kind. 

Far the quantization o( this system one can use the Fock procedure, starting 
from the one-particle Hilbert space 'H.0 for which an appropriate complex structure 
Jv is needed that must be compatible with the symplectic structure S"lv. lt can be 
shown4 that in this case the complex structure can be chosen as 

Jv(alnT) =-a and Jv(a) = alnT (15) 

far ni = O, and as 

Jv(Jo(lnilT)) := No(lnilT) and Jv(No(lnilT)) := -Jo(lnilT) (16) 

far 111. ~ O, where a is a constant. The (fiducial) Hilbert space can be represented 
as :F = 11.11 ® .F, where 'H.11 is the Hilbert space in which the operators ;¡ and ¡; are 
well defined, and .F is the syDlllletric Fock space (aesociated to the "one-particle" 
Hilbert space 'H.o) in which the field operator .,¡, can be written as 

.,¡,(8, T) = E f,.,.(8, T)A,.,. + f-(8, T)At,. (17) 
... ez 

in terms of the creation and annihilation operators. The space :Fp of physical states 
is the subspace ar :F defined by 
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Finally, the Hamilton operator can be expresaed as 
- ... - - -, " ~ - . . - -, -, -, -H = 

2
T: p(Ao +A;,) : + ¿__ P(a,.,..,.,.._,. + a,.A:.A_,. + 2{:J,.AJ.A,.} 

.. ez 
(19) 

where 

a,.(T) = (T/4)n"[(H~»f + (Hf1 >)"], 
{:J,.(T) = (T/4)n"[nf1>n~2> + H~1>H~2>]. 

for n ~ O. Altbough thia Hamiltonian leavea :F., invariant, it has the disadvantage 
that the vacuum state is not an eigenvector of it with zero eigenvalue. In order 
to avoid this difficulty, a new set of creation and annibilation operators has been 
recently propoaed:5 

(20) 

and 

(21) 

where a,. = a,./(lnl/3..) and [J,. = ..,/({:J.. :_ lnl/.,.)/lnl. lt ahould be noted that our 
choice differs &om that Ref. 5, which does not satisfy the relations (éi,., a!..) = 6,.,,. •. 
In thia new set the Hamilton operator can be written ..., 

= .H = = ~;;.1>3 + ~ E 1n¡¡;a:.a.. c22> 
neZ 

with .ib = i.,/ii/(1 + v'a)(~ -a..). Fbr this Hamiltonian, the vacuum atate Is in fact 
an eigenvector with zero eigenvalue. The queation &ti-. whether locally the two 
different sets of creation and annihilation operatora lead to difFerent quantizations. 
lf ao, one would need to inveatigate the problem of unitary implementability (to 
be treated in the next aection) Cor both - 8eparately. 'lb anawer this q.....tion we 
have analyzed the coeflicients that relate the old operators A.. with the .new ones 
éi,.. A straightforward calculation shows that they satisfy the relationships 

Eca,...&...., - A......13 .... > = 6,.., .. , .. 
E<a,...A... - A...,a,..,) =o, .. 

(23) 

(24) 

where ª"'" = a,,.6,,..t. and {J,,.,. = [3,,.6_.,..,.,. Moreover, the coeflicients {J,,.,. are 
square-summable. To see this, let C(lnalT) = ({:J... - lnaf/11")/lnal and let N be a 
poaitive integer such that NT ::> 1, then 

N-1 oo 

E 1/3.. ... 1" = E IA..I" = 2 E C(rnT) + 2 E C(FRT) 
.n,n rn:i:sl _...,,.N 

·----~ -------------------

(25) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



1458 A. Corichi,, J. Cañe• and' H. QMevedo 

and the condition that the coefticients i!J.n,. are square-sUJDJDAble is equivalent to 

"" E C( .... T) <OO. (26) 
.,._N 

Now, from the expansions111 for J,.(z) and N,.(z); i.e., 

¡-2[ e (n+!),..) . e (n+})7r)] J,.(z) = V u P,.(z) cos z -
2 

- Q,.(z) sm z - 2 , 
(27) 

¡-2 [ e (n + !>,..) e (n + i}7r)] N,.(z) = V u P,.(z) sin z -
2 

+ Q,.(z)cos z - 2 , 

where 

P. ( ) = 
1

_ (4n2 -1)(4n2-9) (4n2 -1)(4n2 -9)(4n2 -25)(4n2 -49) 
n "' 21(8z)2 + 41(8z)4 

(4n2 - 1) (4n2 - 1)(4n2 - 9)(4n2 - 25) 
Q,.(z) = 11(8z) - 31(8z)3 + · · · ' 

... ' 
(28) 

it is easy to see that 

C(kT) = ~k [ .,..;k (.Pf(A:T) + P;f(kT) + Ql(kT) + Q~(A:T))] - ~. (29) 

That is, for kT > 1 we obtain 

C(kT) = 7:_k [,..;k ( 2 +O ((A:~)2 ))] 1 (30) 

where O(l/(A:T)2 ) containa all the terma of tbe form ~ with "' some (real) con­
stants and N 3 n 2: 2. Since I:,. ~ converges (tbe R.iemann zeta lunction defined 
by ((p) = I:i:.1 A:-• is divergeot Cor p s; 1 and con,,.,..gent for p > 1), (30) impliee 
(26) and tberefore tbe coeflicients í3..,.,. are square-8UllUl1&ble. Thus, tbe transfor­
mation bet ......... the two dift"erent sets º' creation and annibilation operaton is a 
unitary Bogoliubov transformation.15·17 Conaequently, tbe _,.,nd ...t of operaton, 
a,., corresponds only to the choice of a eecond complete aet of modm /.,. Tbus, ..., 
can equivalently cbo<me any of these two aets of creation and annibilation operaton 
giveo above. We will peñonn the analysis of tbe quantum implemeotability of tbe 
classical dynamical evolution in Sec. 3, using tbe operators A,. and tbe complex 
structure given above. 

3. Functlonal Evolution 

lt is known tbat for & ~. &ee, real acal&r field pn>JMigating on a (ra + 1)­
dimensiooal static spacetime with topology T"' x R, dyn&mical evolution along 
arbitrary spacelike foliations is unit&rily implementad on tbe same Fock apace -
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that aasociated witb inertial foliations13 if n = 1 and will not be, in general, unitarily 
implemented14 if n > l. However, for tbe (special) case in whicb we conaider time 
evolution of tbe Klein-Gordon field bet......,n any two fla.t spacelike Ca.ucby surfa.ces, 
dyna.mica.l evolution is unitarily implementable for ali positive integers n. In tbis 
section we will see tbat tbis result actually does not extend to our case, wbere tbe 
spatial slices bave tbe sa.me topology (tori) but now tbey are expanding. 

3.1. Tl&e •.,rnplectac tra ... .fornaa&San o.f clcuneal dunarnac. 

lt is generally known that tbe phaae space of a real, linear Klein-Gordon field 
propagating on a globally hyperbolic background spacetime ( M "" E x R, Bu) witb 
E a. campa.et spacelike Cauchy surface, can be alternatively described by tbe space 
r of Ca.uchy da.ta, that is {(<p, 1r)l'P : E -+ R,,.. : E.-+ R; <p,,.. e C""(E)}, or by 
tbe space V of smootb solutions111 to tbe Klein-Gordon equa.tion wbicb arises from 
initial data on r. Given a.n embedding E of E as a Ca.uchy surface E(E) in M, tbere 
is a. natural isomorphism I E : r -+ V, obta.ined by ta.king a. point in r a.nd evolving 
from the Caucby surfa.ce E(E) to get a. solution of (g••v.v. - rn2 ).P =O. Tbat 
is, the specifica.tion of a. point in r is a.n appropria.te initial da.ta for determining 
a solution to the equa.tion of motion. Tbe inverae map, Iii:' : V -+ r, takes a. 
point .¡, e V a.nd finds tbe Ca.uchy data lnduced on E by virtue of tbe embedding 
E : <p = Eºt/J a.nd 11" = Eº(v'h.L:n.P>. wbere .L:., is the Lie derivative along tbe 
normal to tbe Ca.uchy surface E(E) a.nd h is tbe determina.nt of tbe lnduced metric 
on E(:E). 

lt is wortb pointing out tbat r a.nd V are equipped with a (-tural) symplectic 
structure Or and Ov, respectively, tbat provides tbe space of c1-ica.l obeervables, 
wbicb are (alterna.tively) represented by smootb real va.lued functions on r or V, 
witb a.n algebraic structure vía. tbe Poisson bra.cbt. On the space V of solutions, 
the symplectic structure is 

Ov{"11, "'2) = f v'li("'3.L:.,t/J1 - t/J1.L:n"'3) 
ÍE(E) 

wbile on the spa.ce r of Cauchy da.ta, it is given by 

Or((<p1,1r1), (<p2,11"2)) = l('1'21r1 - '1'111"2) 

(31) 

(32) 

From (31)-(32) a.nd tbe specifica.tion of tbe isomorpbism IE, it is obvious tbat 
Or = IE;Ov; i.e. IE is a symplectic map. 

Now, let Er(E) a.nd EF(E) be a.ny given initial a.nd final Caucby surfa.ces, 
represented by the embeddings Er and EF. Tbe Titne et10lution from Er(I::) to 
EF(E) can be viewed &8 a bijection t(E1,Er) : r -+ r on tbe space of Ca.uchy 
data:14 tcE,,Er) = Iii:!. o IE,· Tbus, tbe recipe is: (a) take initial data on Er(E), 
(b) evolve it to a. solution of tbe Klein-Gordon equation, a.nd (e) find tbe corre­
sponding pair induced on EF(E) by tbis solution. Notice tbat tbis map also defines 
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the time evolution on the space V of solutioDB, through the natural induced bijection 
T(E,,E,.) = IE, ot(Ei,ErlºIE::. The three steps of_the recipe are now: (a) talle a solu­
tion to the field equation, (b) find the data induced on EF(:E), and (e) take the data 
as initial data on E 1 (:E) and find the nmulting 11<>lution. lt is atraightforward to-. 
from the embedding independence of {31) and from (32), tbat ea.ch transformation 
is a symplectic isomorphism. l.e. t(E,.Er)Or = Or and 7('E,,E,.,nv = nv. 

For our particular caae, ""' sball construct dynamical evolution bet.....,n any 
two ftat Cauchy &urra.- E1(T2) = {T1,z') and EF(T2) = (TF,:z:'), where z• = 
(8,a) e (0,211') are coordin.atea on T 2 and Tia tbe 111DOOth "time coordinate" on 
(M ==: T2 x R, <1>g .. ) such tbat each aurface of coOBtant T is a Cauchy aurface. Let 
us denote by.;¡, the resulting solution from the action of T(Ez,Er) on f/J. Following 
the prescriptlon, we finot bave to find the induc-t data on EF(T"): 

In general 'PF = E¡,f/J and WF = .EF(./1iF.L: .. ,.f/J), aince in our caae EF(T") = 
(TF, z') and 'l/J depend on the coordinatea T and 9 only, we thus bave tbat 
'l'F = f/1(8, TF) and frF = [T8r'l/J(8, T)](T-Tr· Thus, &om the expliclt form (14) 
for solutions of the Klein-Gordon equation, we bave that 

'PF = 9(Ao) +R(Ao)lnTF +E R[B.,.H~ºClrn(TF)], (33) 
..... o 

frF = !R(Ao) -TF E lrnlft[B,,.HP1ClrnlTF)), (34) 
..... o 

where B.,. = A.,.e•....,. 
The next 11tep in the prescription is to take the pair (v>F,11'F) &11 initial data oli 

E1(T") and find the resulting solution .fi,. That Is, we bave to 11alve Cor {A., A1o}•ez 
the following 11ystem 

t/1(8, T,..) = t¡,(9, T1), 

[T8r1/1(8, T)JIT-Tr = [T8rt¡,(8, T)JIT-T1 , 

where 

(35) 

(36) 

are explicltly given by 

'fi(8, T1) = 9(Ao) + R{Ao) In T1 + E R[B.,.H~1> (lrn(T1 )] , (37) 
... ,oo 

(T8rt¡,(8,T)JIT-T1 = R(Ao) -T1 E lrnlR[B.,.Hfll{lrnlT1)) {38) 
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Using the orthogonality property / e«n-,..)• = 211".S ... .,., the well-known relation 

H~1>(:z:)Hp>(:z:) - nfº(:z:)H~1 >(:z:) = :: (where :z: >O) 

and the explicit expression Cor the fields, given by (33), (34), (37) and (38), it is 
not difficult to see that the system (35)-(36) is solved by 

R(Ao) = R(Ao) , 

9(Ao) = 9(Ao) + R(Ao) ln(TF/T1), 

(39) 

(40) 

(41) 

for ali k ~O, where :z:,. = lklT1, Jlk = lklTF, F(r, s) = rH~l)(r)H~1>(s) and G(r, s) = 
rH~l)(r)H~1 >(a). · 

Therefore, the symplectic transformation T(Ei,E•» defines, and is defined by, a 
transforrnation of ::;;¡;;;, 

'IVbere 
i 

XM> = -2 ln(TF/T1).S,.,o, 

A,. =E ::01A1 +{..,A, 
IEZ 

(42) 

{MJ = [ 1 - ~ ln(TF /T1)] 6•,o , 
.... 

{"' = 4[F(z1,111) -F(111,:z:1)].Su(Vl ~O). (44) 

Obviously A,. = A• for ali k e Z 'IVhen T1 = TF (i.e. when TcE,,E.-) is the 
identity map). 

3.2. Qucanturn irnplenaentcabilittl 

The queation we want to address in this part ia whether or not tbe claasical evolution 
on the fictitious background is implementable at the quantum level. A particularly 
convenient appi:oach to this issue is given by the algebraic approach of QFT, since 
the notion of implementability of symplectic transformations on a Rilbert space 
formulation is defined in a natural way. H The main idea in tbe algebraic approach 
is to formulate the quantum theory in such a way that the obeervables become the 
relevant objects and tbe quantum atates are "secondary," they are taken to "act" 
on operators to produce numbers. The basic ingredients ofthis formulation are two, 
namely: (1) a c•-atgebra A of observables, and (2) states w : A -4 C, which are 
positive linear functionals (w(A• A) ~O '\I A e .A) such that w(1) = l. The value of 
the state w acting on the observable A can be interpreted as the expectation value 
of tbe operator A on the state w, i.e. {A) = w(A). 
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For free (linear) fields it is posslble to conatruct the Weyl algebra of quan­
turn abstract operators from the elementary claasical ot.ervables (equipi-f with 
an algebraic structure given by the Poisson bracket). The element" of this Cº­
algebra are taken to be the fundamental obeervables for the quantum theory, 
thus the (natural) algebra .A for &ee fielda is the Weyl algebra. Let (Y, Oy) 
be a symplectic vector space, each generator W(t1) of the Weyl aJ&ebra is the 
"exponentiated" version of the linear observable Sly(JI, · ). These generators satisfy 
the Weyl relations:• 

W(t1)º = W(-11), W(t11)W(112) = e-jnr<••·1t2>W(t11+112). (45) 

Given a symplectic transfor1D&tion f on Y, tbere is an &llllOciated •­
automorphismof .A, o¡ : .A-+ .A, defined by o¡·W(t1) := W(f(t1)). In particular, the 
symplectic transformation TcEz,Er) representing time evolution from E1 = (T1, z') 
to EF = (TF,z•) define& the •-automorphism º<Ez,Er)· Thus, from the algebraic 
point of view, if....., assign tbe state w to the initial time as represented by the 
embedding E1, the expectation value of tbe obeervable W e .A on E1 is given by 

(W)E, = w(W). (46) 

Let us consider the Weyl generator W(.P) labeled by ,P. Under the symplectic trans­
formation T(Ez,Erl> tbe label &°"'!' to.¡, and tbe relation bet.....en W(.P) and W(,¡i) 
is given by °'CEz,Er)W(,P) = W(,P). Since Tcei,Er) dictates time evolution at cl811-
sical level, one can interpret tbe cbange W(,P) -+ ºCEz,Er)W(.P) as a counterpart 
in the observable&. Tbat is, W(\11) -+ O(Ez,Er)W(,P) is tbe matbematical repre­
sentation of time evolution of obaervablee in the Heillenberg picture. Thus, wbile 
in the Heisenberg picture the expectation "81ue of the olmervable W(\11) at final 
time is given by (W(.P))e, = w(or(Ez,Er) · W(,P)), in the ScbrOdinger picture it is 
(W(.P))e, = WEr(W(,P)). Therefore, the final state ""Er obtained by evolving the 
initial state w is given by w o Ol(Ez,Er)· 

Now, in order to know if time evolution between any two ftat Caucby surfacee is 
well defined in the framework of the Hilbert space formulation, ....., bave to introduce 
the GNS construction tbat tells us bow the qu&Dtisation in tbe old - (tbat is, a 
representation of the Weyl relations on a Bilbert apace) and tbe algebraic appromch 
are related: 

Let A 6e a e• -algebra v1ith unit ond Id w : A -+ C 6e a state. T1lera there e:rist 
a Hilbert apace 'H, a ""J1'1Uentation,.. : A -+ L('H) anti a vector l•o) e 'H aucJa 
that, w(A) = C•o,>r(A)•oht· EbrUaenraore, ~ vector l•o) is cydic. Trae tripkt 
('H, ,.., l•o)) tuith U.-e propertiea is wait¡ue (up Ca •nitarlt equifHllerac,e). 

With thia in band, we bave a precise.....,. to go dovin transformatioDll on the C"­
algebra to a given Hilbert space rep...enta&ion. Thus, a 8)'11lplectic transformation 
f : Y -+ Y, witb corresponding algebra automorpbillm 01 : A-+ .A, is unitarily 
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imple1nentable14 if there is a unitary transformation U : 'H. -+ 'H. on the Hilbert 
spa.ce 'H. such that, Cor any W E .A, u-1..-(W)U = w(o1 · W). 

Sinoe w and ita transfor01 w o °'I wiU not always define unitarily equivalent 
Hilbert spa.ce representations, thus not ali symplectic transformatioDll f wiU be 
implementable in field theory. In our case, we are interested on tbe implemeotability 
o( f = T(Ei.Er) on the sy1111Detric Fock spaoe F, constructed from tbe so-called 
"one-particle" Hilbert space, 'Ho, wboae elements are tbe complex functions 

"' = E /.,.(8, T) A;; (47) 
... ez 

deterlllined by the natural splitting oí Ve, the complexification oí V, on negativa 
and pontive parta tbrough the complex structure Jv. 

Tbe continuousb transfonnation (42) defin- a pair or bounded linear mapa 
( : 'Ho -+ 'Ho and x : 'Ho -+ 'Ho, where 'Ho is tbe complex coltjugate spaoe to 'Ho­
With .¡. given by {47), we have 

(."' = E /.,.(8, T)(na1'A1 (48) 
na,IEZ 

and 

X . "' = E /,,.(8, T)x;;;i'AI. {49) 
en,IEZ 

The automorphism °'(Ei,Er) associated with T(Bi.Br) is unitarily implmnentable 
with respect to the Fock representation (F = F.('Ho), w) if and only if the operator 
X is Hilbert-Schmidt,17 i.e., ifl' 

E 1x1 ... 12 < oo. {50) 
ftl,IEZ 

Since E....1ez lx1 ... f2 = I! ln{TF/Tr)f2 + E 1,,,.,.0 fxi ... 12 , then according to (43), the 
condition (50) is equivalent to 

E<•l9 ... cz .... 11 ... m2 < oo and E<9(g.,.(:a:.,.,.,.,.m2 < oo (51) 

"'"º "'"º 
where g.,.(r, s) := G{r, s) -G(a, r). Using the definition of Hankel function in terms 
oí Bessel and Neumann functions (Cor n =O or 1), tbe first condition in (51) can 
be written as follows 

wbere 

E (A,,. fo, .,_u2 < oo --· 
A.,.(a, 11.,.) = rn(o(Jo(Jhn)J1 (011.,.) - No(lfna)N1 (011,,.)) 

+N1(11.,.)No(o11.,.) - J1(Jhn)Jo(o11na)) 

{52) 

bActually, itcan beahown tbat ti-e laaco....- l>auch tbat, Cor ali ti> E V, IJT(•i.&'r),¡.11 :S 611,¡.ll 
in the norm 11'11>11 2 = wv(Jv'lf>,,¡.). 
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anda= Tr/TF. In the asymptotic region z » 1 {for n =O or 1) the behavior of 
Bessel and Neurnann functions is given by 

Jn(z) ~ ..{!; cos (z - ( n + ~) i) • 
Nn(z) ~..{!;sin (z - ( n + ~) i) 

respectively, then 

2rn 
A,,.(a, 11-J ~ Va1l"ll,,. {a - 1) cos(11"'{l +a) - 11") forrn> 1 

is the asymptotic behavior o( A,,.[a, 11 ... J and {52) becomes 

4(1 )2 "" ;;-;; E cos2(TF{1 + a)111) < oo, 
011' F na~N 

. •(53) 

whcrc N » l. Notice that for the case a = 1 this condition is trivially satisfied, as 
expected. 

Thus, unitary implementability implies that (53) is satisfied for ali a e {O, l) 
and hence, if there are particular values of TF (ro > O) and a <- e {O, 1)) such 
that E~-N cos2 (ro{l + -)rn) diverges, then º<Ei,Er) will not be unitarily imple­
mented. In particular, by choosing TF = T-f¡¡ every integer n& 2: N corresponda to 
a maxirnum o( cos2{TF{l + a)z) and therefore the sum in {53) diverges. Thus, the 
transforrnation associated with '.l(E,,Er) is not unitarily implementable with respect 
t.o the Fock representation (.T0 (1'o),1r) and hence classical time evolution, dictated 
by TcE,,E,.¡. does not have a quantum analog in the Hilbert space formulation via 
a unitary operator. In this case, the SchrOdinger picture is not available to describe 
functional evolution using the Fock space repreeentation o( the quantum theory. 
Coruiequently the "SchrOdinger equation" amociated with the Hamilton operator 
H(T) can not be interpreted asan evolution equation (on the fictitious background) 
for quantum states. 

4. Discussloo and Cooclualons 

In this work we have analyzed the quantization of the polarized Gowdy T3 cos­
mological modela as carried out by Pierri. We have found explicitly the syrnplectic 
transforrnation that determines the classical dynamical evolution '.l(E,,Er) given by 
the phase space function T. We have showo that this symplectic transformation dom 
not have a quantum analog in the Hilbert spmce forrnulation via a unitary operator. 
This means that the classical dynamics of Gowdy T3 cosmological modela cannot be 
implcmented in the con- of Pierri's quantization procedure. Let us now discuss 
the implications of this negative result for two relsted areas, narnely for canonical 
quanturn gravity and for quantization of fields on curved rnanifolds. 
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Canonical quantuna gru'UIÍ&J# 

First of ali let us recall that in canonical quantum gravity, the theory is defined 
over an "abatract" manifold E which in our cáae is given by E = T". There is 
no spacetime and therefore no notion of an embedding of E into this spacetime. 
What we have is, in the gauge fixed scenario, a reduced phase space represent­
ing the true degrees of freedom, and, in the quantum theory, a Hilbert spaoe of 
physical &tates and physical observables defined on it. This is the frozen fonnalism 
description. When the deparametrization procedure was introduced classically, an 
artificial notion of time evolution was created that allows the "evolution" of any set 
of (physical) initiaJ conditions on E into a one parameter family of initial conditions 
with a precise spacetime interpretation. ThiB one parameter family is produced vía 
a canonical transformation generated by the reduced Hamiltonian. In quantum 
gravity, however, the parameter T can not be thought, a priori, aa a a time func­
tion in a spacetime for the only reaaon that a spacetime notion is absent. Then, in 
which ........., can the parameter T be useful? R.ecall &om the discu98ion in Sec. 3 
that the notion of time evolution in the algebraic fonnulation is well defined, giving 
rise to the Heisenberg picture: We have a unique state ¡.¡.)To• defined on a preferred 
and fixed Eo, and operators acting on it which could be "time dependent." This is 
the place wbere the pararneter T playa a central role. We can have, for instance, 
a one parameter family of observables, say Vr, corresponding to "the volurne of 
the Universe at time T." 15 In the standard fonnulation of quantum theory, where 
a unitary evolution operator Ü(T, To) exists, we can relate the operators belonging 
to the family via unitary transformations. One can aJso construct the SchrOdinger 
picture and have a one-pararneter family of atates that "evolve" in time T, using the 
standard construction. Canonical quantum gravity is most naturally constructed in 
the Heisenberg picture, where the physical operators correspond to the so called 
"evolving constants of the motion." Therefore, any operator OT labeled by the time 
T, if it is well defined (i.e. if it leaves the Hilbert space, or a denae subset of it, 
invariant), can be regarded as a physically meaningful object representing the clas­
sical observable at "time T." What is lost in the absence of the operator Ü(T, To), 
which is our case, is the "unitary equivalence" of the operators OT for ali values of 
T. In this sense, unitary time evolution and the SchrOdinger picture are lost. Uni­
tary evolution is one of the pillara of present quantum theory, and theories that do 
not satisfy this property suffer &om the rejection of the community, since the theory 
becomes unable to make predictions due to the lack of conaervation of probability. 
This would be the case, for instance, in the event of the evaporation of a black hole 
via Hawlting radiation. Physicists have always tried to avoid such descriptions and 
look for explanations that are "unitary." However, as we would like to argue, canon­
ical quantum gravity is conceptually very difl'erent &om the standard description of 
quantum theory with a preferred and external Newtonian time, so one should look 
for more involved argumenta befare dismissing a particular theory. In the Hamil­
tonian description, time evolution is a pure gauge, so strictly speaking one should 
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only meaningfully discuss physical observables on the reduced pbase space. Tbere 
is no time evolution and no dynamics. Any deparametrization is c)....,¡cally equiv­
alent, giving rise to fictitioWI dynamics vía canonical transformationa. Tbere is no 
compelling reaaon to expect that tbere is a preferred deparametrization that will 
be meaningful quantum-mecbanically. Tbus, tbere is no logical contradiction to tbe 
result that a particular choice cumot be unitarily implemented. 

Within this perspective, tbe parameter T tbat was lntroduced artificially at tbe 
classical leve) bears no fundamental pby11ical significance. The fact that tbe quantum 
theory does not endonoe this choice sbould not be enougb reaaon to dismias it. 
However, it should be clear that the a'-oce of unitary transformation reduces 
significantly the importance of this quantization, 11ince tbe Heiaenberg operators 
OT are not well definecf. Tbat is, tbeir spectra, expectation valum, etc., depend 
on tbe choice of tbe value of To. Had we cboeen a different value T = Tó and 
therefore dift'erent Helsenberg 11tate ¡q,)T~· we would get dift'erent operators O'T ~ 
OT (for tbe same value of T). A mínimum requirement for the cowristency of tbe 
quantization is tbat tbe operators O'T and OT be (unitary) equivalent. ThWI, tbe 
quantization is pbysically unacceptable, since it does not provide unambiguous 
ans"""rs for pbysically relevant q.-tions. 

Ho....ver, it is not completely clear wbether tbis negative result bolds for any 
choice of a set of creation and annibilation operators (or, equivalently, any choice or 
complex structure J). Tbe original choice in Ref. 4 aeems natural &om tbe viewpoint 
of tbe explicit form of tbe solutiona of the Klein-Gordon equation, and tbe fact that 
it is time independent and tberefore tbere la no "partlcle creation." However, further 
work is needed in order to understand wbetber tbere exist dift'erent choices of J and 
therefore of repreaentations of tbe CCR for wbicb "time evolution" la a ,.,.,u defined 
concept. Unitary implementability might even be a criteria Jeading to a pbyaically 
relevant quantization. 

Quantuna fteWa on cur11ed -rr-. 
The issue of formulating time evolution between arbitrary Caucby surfacm in the 
quantum theory of fields goea back to tbe work of Dirac.18 However, it is only 
recently tbat unitary implementability of arbitrary time evolution baa been con­
sidered. Somewbat surprlaingly, it hall been recognized tbat even for &ee fields on 
Minkowski spacetime, time evolution be- arbitrary Caucby surf8aB is not uni­
tarily implementable in tbra. and bigber llJJ&<'l!ÜJDe dimenaions. H The failure la in 
general attributed to tbe fact that time evolution between arbitrary surfaces la not 
generated by an iaom.etry of tbe background IDl!tric.12•14 lt is also known tbat in 
two dimensiona, for tbe standard quantization coming from tbe ll)'llUDetrim of tbe 
system, time evolution is weU defined for arbitrary Cau~ surfaces witb topology 
of a clrcle. However, for our IDOdel, even when it is a truly two dimenaioa•l IDOdel 
(.P depcnds only on 8 and T), it d<HB not -tisfy a free llCalar equation (it is inatead 
related to a Liouville model). Tberefore, there la no coatradiction with tbe fact that 
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time evolution is not unitary. From the three dimensional perspective, the theory is 
given by a free scal= !ield on a ftat background, but in which the vector field 8 / 8T 
that generates the natural time evolution Íll not an iaometry of the ~ound 
spacetime. Thus, it is interesting to ....., that in this case, even far the aimplest 
Cauchy llUñaces (ftat and parallel in the given cbart), time evolution ill not imple­
mentable. It is also interesting to note that particle creation and non-unitary time 
evolution do not imply each other, as noted in. 14 As previoualy mentioned, it is not 
clear whether difl"erent representations of the CCR would yield unitary quantum 
theories. Namely, is there a choice of J that will render the theory unitary? Would 
it be unique? We shall leave these questions for future investigations. 

Note Added 

After submitting this paper, we learned that similar resulta were independently 
found by Torre.20 
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