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Introduccion

Durante mis de cincuenta aiios se han realizado inumerables esfuerzos para entender y resolver
el probl que pl la cuantizacién de la teoria general de la relatividad. Diversas formula-
ciones han acompaifiado a dichos esfuerzos y, sin embargo, ningina de ellas a conseguido 1a tan

iada treoria cudntica de la gravedad. Aunque histéricamente la relatividad general fué desa-
mollada antes que la mecédnica cudntica, esta iiltima esta cimentada en un contexto estrictamente
Newtoniano. Con la intencién de extender a la teorfa cufintica primigenea a un marco menos es-
trecho que el Newtoniano, a mediados del siglo pasado surge, resultado de la fusién entre la teorfa
especial de la relatividad y 1a mecdnica cuédntica ordinaria, la teorfa cudntica de camy El paso
16gico siguiente era entonces modificar (y quiz4 refinar) la herramienta matemaética para incorporar
ahora a la relatividad general, pero el cardcter mismo de esta teorfa pronto desvanecié la posibi-
lidad de tocar sélo la tecnologfa y usar esencialmente las mismas ideas emplecadas para unificar
relatividad especial y teoria cudntica, un cambio profundo y radical en las ideas aparece como el
principal reto pues los campos y el espacio tiempo son ahora una misma entidad, ya no hay ac-
tores y escenario como en la teorfa cuintica de campos en un fondo de Minkowski; 1a tecnologfa,
ante semejante salto conceptual, parece quedar corta. Este elemento clave scpara a la relatividad
general del resto de las teorfas y es uno de los principales motivos por los cuales cuantizar a la
gravedad es materia no resuelta y sujeta a intenso estudio.

A lo largo de setenta aiios, tres grandes lineas de investigacién se han desarrollado para atacar
el problema de la gravedad cuintica, a saber la “perturbativa”, la ‘“‘canénica™ y la “‘suma sobre his-
torias’ [1]. La primera de ellas asume un espacio tiempo de fondo y consiste en construir a la teorfa
como una teoria cudntica de campos de las fluctuaciones de la métrica sobre dicho fondo, éstaes la
linea de investigacién mdis préxima a s6lo modificar la tecnologfa. El programa fue comenzado en
los treintas por Rosenfeld, Fierz y Pauli. Las reglas de Feynman para la relatividad general fueron
halladas y presentadas a la comunidad en los sesentas por DeWitt y el mismo Feynman. Una déca-
da después, ya en los setenta, nace la supergravedad, consecuencia de la firme evidencia de la no
renormalizabilidad de la teoria hallada por t"Hooft y Veltman, Deser y Van Nicuwenhuizen, entre
los mds destacados. El intenso trabajo en la bisqueda de una extension a la relatividad general
que resultase renormalizable o con expansiones perturbativas finitas d boca en los och en
1a teorfa de cuerdas. L.a segunda linea de investigacién, la canénica, ficl al carfcter peculiar de la
teoria, prescinde de una métrica de fondo fija y consiste en construir una teorfa cufntica en cuyo
espacio de Hilbert los operadores correspondientes a toda la métrica, o funciones de ésta, sean ade-
cuadamente representados. El programa comenzé en los cincuenta y corrié a cargo de Bergmann
y Dirac. Era necesario exhibir la estructura canénica de la relatividad general; Bergmann, Dirac,
Peres, Arnowit, Deser y Misner lo logran entre finales de los cincuenta y principios de los sesenta.
Surge entonces la ecuacién de Wheeler-DeWitt, la primera ecuacién formal de la teorfa cuéntica.
Sin embargo, esta ecuacién estrictamente hablando no ests bien definida, y fue s6lo hasta medi-
ados de los noventa en que se logré una versién adecuada [2). La sobre historias, tercera
gran linea de investigacién en el recuento, se basa en la cuantizacién integral funcional de
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Feynman para definir la teorfa, los modelos de ‘espuma de espines’ (spin foarns), recientemente
introducidos, pertenecen a esta linea, al igual que la mayor parte de las formulaciones discretas
(como por ejemplo los posets y las triangulaciones dindmicas) y la gravedad cudntica Euclidea de
Hawking.

Gran parte de los problemas que en gravedad cudntica deben enfrentarse son debldos ala
ausencia de una métrica de espacio tiempo de fondo y a la pr jia de un nd o infinito de
grados de libertad. La invariancia de la teorfa ante difeomorfismos es consecuencia de la ausen-
cia de una geometrfa de fondo y dificulta la formulacién precisa de preguntas de interés fisico
debido a las complicaciones en la construccién de observables. Mientras que un espacio tiempo
con hipersuperficies de Cauchy tipo espacio no comp cucnta con un generador (infinitesimal)
de dindmica “genuino”, uno cuyas hipersuperficies de Cauchy sean compactas no: el generador
es pura norma y, en consecuencia, del conjunto infinito de campos vectoriales Hamiltonianos hay
que seleccionar a uno que represente a la dinémica.

En el marco de la formulacién canénica, histéricamente ha resultado de utilidad considerar
modelos de simetrfa reducida como modelos de juguete que permiten probar estrategias y progra-
mas en casos muy especificos para afrontar estos problemas. L.os ejemplos més estudiados son
modelos homogéncos, donde el sistema de dimensionalidad infinita es reducido a un modelo con
un ndmero finito de grados de libertad. Estos son conocidos como modelos de minisuperespacios
[3]. A nivel cudntico, el problema del tiempo es tratado a través de una “deparametrizacién® y, gra-
cias al teorema de Stone-von Neumann, el resto de la cuantizacién es libre de ambigiiedades pues
la segunda gran dificultad (niimero infinito de grados de libertad) esta excluida en estos modelos.
Para afrontar a ésta, itamos considerar teorfas de campo genuinas que no requieran de una
geometrfa de fondo. Una estrategia obvia es considerar a los 1! dos pacios con simetrfa
intermedia (midisuperspaces) que son otra clase de modelos de simetrfa reducu:la caracterizados
por el hecho de que el sistema resultante mantiene un mimero infinito de grados de libertad y,
por lo tanto, continia como una teorfa de campo [4]. Dentro de esta clase, los modelos que re-
cientemente han recibido especial atencién son las ondas gravitacionales de Einstein-Rosen y los
modelos cosmolégicos de Gowdy T3 (S, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], ambos casos particulares del mo-
delo sigma no lineal § L(2, R)/S O(2) que abarca, adema4s, al campo axisimétrico estacionario y al
modelo de Gowdy S ! x 52 [13]. La cuantizacién realizada entre finales de los noventa y principios
de este siglo de las ondas gravitaci les con simetrfa cilfndrica [6] y de los modelos de Gowdy T2
sin polarizacién {8] y polarizados [9, 10]. son ejemplos prototfpicos de la cuantizacién de modelos
con simetrfa intermedia que implementan el programa de cuantizacién canénica no perturbativa
para la gravedad, desarrollado por A. Ashtekar a principios de la década pasada [14]). El hecho de
que estos modelos retengan un carécter de teorfa de campo implica que en el proceso de cuanti-
zacién necesariamente debe llevarse a cabo una eleccién “adecuada™ que codifique la ambigiedad
inherente en teorfa cudntica de campos y particularice a la rep ntacién en un espacio de Hilbert
de las relaciones candnicas de conmutacién; este es un ingrediente esencial que debe ser incor-
porado de manera consistente en la cuantizacién de este tipo de modelos. Adicionalmente, vale
la pena mencionar que un problema interesante es la busqueda de criterios de **plausibilidad™ que
permitan elegir una representacion por encima de las otras; 1a ambigiiedad parece ser, mfs que una
propiedad de la naturaleza, un fiel reflejo de nuestra limitacion para decidir cual es la teorfa que
debemos elegir para describirla adecuadamente.

En este trabajo nos concentraremos en analizar los dos métodos aphcados para cuantizar a
los modelos cosmol6gicos de Gowdy T2 [8, 9, 10), poni esp 6n en la ambigiledad
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inherente al sistema y en investigar la dinamica del modelo con objeto de extraer algun criterio que,
desde la perspectiva de teoria cuantica de campos sobre superficies curvas, sea “‘plausibie™ para
reducir la infinita libertad que en elecciones tenemos. En el primer capitulo se presenta brevemente
el programa de cuantizacién canénica no perturbativa y la formulacién algebrdica de la teorfa
cudntica, ahf se especificard qué habremos de der por “ci izar* a un sistcma clésico ¢
introduciremos algunos de los conceptos e ideas que a lo largo de este trabajo iremos empleando.
En el segundo capitulo veremos que los modelos de Gowdy con topologfa toroidal, introducidos
por R. H. Gowdy a principios de los setentas [15], son un caso particular del modelo sigma no line-
al SL(2,R)/S O(2) y motivaremos el estudio comparativo entre las cuantizaciones para el modelo
de Gowdy desde el contexto de los modelos sigma. En este mismo capftulo se expondrén, tanto a
nivel cldsico como a nivel cudntico, los principales componentes de las formulaciones desarrolla-
das de manera independiente para este modelo en [8] y [9. 10]. Sera claro que en ambos casos los
grados de libertad locales del modelo residen en un campo escalar real y libre propagindose en un
fondo ficticio, pero en representaciones diferentes, a saber a la Schrédinger y a la Fock. La inquic-
tud natural de comparar estas dos cuantizaciones se traduce entonces al problema de investigar la
relacion entre estas dos representaciones, lo cual implica, en particular, construir la representacion
de Schrodinger para un campo escalar en un fondo globalmente hiperbélico. El capitulo tres esta
dedicado ésto, bajo la suposicién de contar con una representacién a la Fock cualquiecra, se constru-
ird una representacién a la Schrédinger unitariamente equivalente. Se analizardn ciertas sutilezas
en la construccién, daremos la conexién entre las representaciones y, finalmente, estaremos en
posicién de comparar las cuantizaciones llevadas a cabo por Mena [8] y Pierri [9, 10] para Gowdy
T3, Cabe seialar aquf que la representacién de Schrodinger es, en cierto sentido, la representacién
mas natural desde el punto de vista de gravedad cudntica can6nica y, por consiguiente, es muy
importante tener un entendimiento apropiado de la construccién y su relacién con la representacion
de Fock. Aunque existen en la literatura diversos trabajos que tratan con la representacién de
Schridinger [16, 17], es hasta este trabajo de tesis que se considera una construccioén sistemftica
para espacios tiempos globalmente hiperbélicos y se nota la presencia de un término altamente no
trivial en el operador de momento (resultados que dieron lugar a las publicaciones [18, 19]). En
el cuarto y ultimo capitulo se estudia la evolucién dindmica del modelo de Gowdy 7°3; es decir, la
dindmica en la cual un estado cuédntico evoluciona de una hipersuperficie de Cauchy inicial a una
final [20, 21]. Puesto que en relatividad general no hay foliaciones predilectas del espacio tiempo,
la evolucién dindmica debe considerar entonces todas las posibles foliaciones tipo espacio para
respetar el requerimiento de covariancia general. Adicionalmente, debe notarse que para el caso
en que las superficies de Cauchy son compactas, la evolucién dindmica es dnica y exclusivamente
normma, de tal manera que cualquier interpretacién de evolucién temporal es via la introduccién
de un tiempo interno a través de un procedimiento de deparametrizacién. Dado que en nuestro
caso particular la dindmica del modelo es la de un campo escalar no masivo, real, libre y axi-
simétrico, propagdndose en un fondo (ficticio) con topologfa 72 x R, la dindmica corresponde
a la evolucién de estados cudnticos entre superficies toroidales y es la deﬁmda por la eleccién
de norma particular. A nivel clasico, la evolucién dindmica del ¢ po P S€ COmo
una transformacién simpléctica que actiia sobre puntos del espacio fase. La preguma es si a ni-
vel cudntico esta transforrnacién es implementable sobre el espacio de estados cufinticos como un
operador unitario. Este es un problema delicado que a sido analizado con anterioridad para otros
casos [20, 21, 22, 23) y. recientemente, para el modelo de Gowdy 72 en ¢l trabajo de esta tesis
(cuyos principales resultados son los de este cuarto capitulo y que dieron lugar a [11]) y en [12).
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En este cuarto capitulo veremos que para las elecciones realizadas en la cuantizacién desarrollada
por Pierri {9, 10] (y que aquf exponemos en las secciones §2.2.2 y §2.3.2) la evolucién temporal
no es unitariamente implementable en el espacio de estados cufnticos del sistema. Discutiremos
las implicaciones de este resultado tanto desde el punto de vista de gravedad cufntica canénica,
como el de teorfa cufntica de campos en superficies curvas.

Por dltimo agradezco profundamente a los Doctores Alejandro Corichi y Hemando Quevedo
por el £nimo, interés y entusiasmo con que dirigieron este trabajo de tesis. Al Instituto de Ciencias
Nucleares, deparatamento de Gravitacion y Teorfa de Campos por las facilidades brindadas. Al
CONACYT por 1a beca y a la DGEP, UNAM por ¢l complemento de la misma.
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Cuantizacion

En este capftulo revisaremos brevemente que entenderemos a lo largo de este trabajo por
“cuantizar’” a un sistema fisico. En particular, en la seccién §1.1 expondremos el programa de
cuantizacion canénica desarrollado por A. Ashtekar a inicios de los noventa y que promueve la
cuantizacion en un espacio de Hilbert, clevando primero a determinado conjunto de observables
cldsicas al nivel de elementales. En la secci6n §1.2 veremos los principales elementos que compo-
nen a la formulacion algebriica, basada esencialmente en cl conjunto de oblervables clementales.
Es importante mencionar que aquf abordaremos sin mayor detalle los ionados fati-

do unic juellos puntos que serdn de utilidad més adelante en este trabajo; sin embargo,
en ambos terrenos hay una extensa literatura, por ejemplo en {14, 24, 25, 26] puede scguirse a el
programa desde lo basico hasta algunos de los detalles y sutilezas, mientras que [27. 28, 29] son
excelentes introducciones a la formulacién algebrdica.

$§1.1. El programa de cﬁantizacién canénica

Un sistema fisico usualmente es representado, a nivel clasico, en el espacio fase. Es decir,
los estados del sistema son puntos en una variedad simpléctica (T', £22) de dimensién par, donde I”
denota a 1a variedad y £ a la estructura simpléctica definida sobre ésta. El conjunto de observables
clasicas O, constituido por funciones reales y suaves sobre I, tiene una estructura de espacio
vectorial de dimensién infinita sobre el cual esta definido el paréntesis de Poisson

{f.8) = XV, f Vg a.n

que dota al espacio de observables con un “producto™ antisimétrico que satisface la identidad de
Jacobi.

Es importante hacer notar que si el sisterna dinfmico estd constreflido, la restriccién de la
dos forma simpléctica €1, a la subvariedad de constriccién I, digamos £2,;, €5 una estructura
simpléctica degenerada (todos los campos vectoriales de constricciéon son direcciones degenera-
das para £2,5). De manera tal que £2;, no tiene una unica inversa y, por consiguiente, si nuestra
elecci6n fuese trabajar en I tendrfamos que afrontar el problema de que ¢l paréntesis de Poisson
(1.1) no estari bien definido si utilizamos la restriccién de la formma simpléctica. Sin embargo,
existen dos altemativas para recuperar una descripcién adecuada. La primera es eliminar en I
a las variables que representan grados de libertad de norma, e introducir el llamado espacio fase
reducido I', := I';/& (donde G denota al conjunto de transformaciones de norma) que no es més
que el espacio de 6rbitas de los difeomorfismos de norma. Con ello obtenemos una proyeccién
P : I'. — I,, ylaforma simpléctica no degenerada n"’ en I', esta definida de manera natural
segin QYU V? := €2,,u®v?, donde u” y V2 son cualcsqulera dos vectores proyectados por P a U4
y Ve, respecuvameme. La segunda alternativa para obtener una estructura simpléctica no degene-
rada consiste en fijar la norma. Es decir, considerar una seccién transversal global (si es que existe)
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de I'; para la cual cada punto de ésta intersecte a la variedad integral de los campos vectoriales de
constriccién una y s6lo una vez, y restringimos entonces a los estados que estan sobre esta seccién
transversal. El pull-back de £, a la superficie que fija la norma es no degenerado.

En términos generales, por “‘cuantizar™ a un sistema habremos de entender el proceso que debe-
mos llevar a cabo para, a partir de un sistema clssico (i.c., un espacio fase (I". 1) y observables O
definidas sobre €ste), ob la respectiva versién cufntica. Especificar un programa que describa
el proceso de cuantizacion es, sin duda, materia no trivial; entre las diversas lincas que existen [1],
y que son desarrolladas ¢ implementadas hoy en dfa, se encuentra el programa de cuantizacion
canénica no perturbativa que fué reexaminado y sujeto a intenso estudio durante la pasada década,
concr en la pri mitad de ésta ({14, 24, 25)). Aquf expondremos, de manera general
y siguiendo [14], el programa de cuantizacién candnica claborado por Ashtckar, haciendo a un
lado detalles y sutilezas producto de las estructuras mateméticas auxiliares gue se introducen en ¢l
[ ino y que hab de abordar més adelante para el caso particular del modelo cosmolégico
de Gowdy T3. El programa, basado en la formulacion algebrfica para la teorfa cusntica, especifica
que “cuantizar” un sistema clfsico, cuyo espacio fase asumiremos como un haz cotangente sobre
algdn espacio de configuracién, es la implementacién de los siguientes puntos:

1. Hallar un subespacio O’ del espacio de funci bre el espacio fase I' con las siguientes
dos propiedades:

a (O debe ser un espacio vectorial lo suficientemente vasto como para que cada funcién (regu-
lar) sobre I' pueda ob se como (quiz4 el limite de) la suma de productos de elementos en
. La idea de este requerimiento es que descamos que suficientes ob bles sean ¢ i-
zadas sin ambigledad.

s O debe ser lo :uﬁciean pequefio como para ser cerrado bajo el paréntesis de Poisson.

El conjunto O, al cual nos referiremos como el conjunto de variabl '/ les cldsi det
sistema, se elige entonces de tal manecra que bajo el proceso de cuantizacién cada elemento F € O’
tendrd un snico anélogo cusntico £ sin ambigtedad.

2. Asociar a cada clemento F en O’ un operador abstracto £, (a) construyendo el lgebra aso-
ciativa y libre generada por O y (b) imponiendo en ésta las relaciones de conmutacién candnicas
(¥, en caso de ser necesario, también de anticonmutacién). Denotar el flgebra resultante por A.

(a) Construccién del flgebra asociativa y libre.

Comencemos por definir a un flgebra asociativa y libre:

Definicién 1.1 (Algebra asociativa [30]) Un digebra iativa npleja (real) c de (i) un es-
paczo vectorial complejo (real) U y, (ii) una regla que asigna, dados u,uw’ € U, un tercer elemento
uw’ € U (llamado el producto de u con u’) sujeto a las sigui condici

1. El producto es lineal en cada factor. Para u,u’,u”’ vectores, y A un nimero, tenemos que
U+ A" = u” + A"

“(ul +M")=mi + ‘I Ill
II. El producto es asociativo. Para u, &’ ,u’’ vectores, tenemos

(ll“')l‘" = ll(ll'l‘")
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Definicién 1.2 (Homomorfismo entre dlgebra.r asociativas (30]) Un mapeo ¢ : A — B, donde Ay B
son dlgebras asociativas (ambas ¢ plejas o reales), es un homomorfismo de digebras asociativas

“preserva estructura”, i.e., si @ es un mapeo lineal de espacios vectoriales y ademds y(aa’) =
qp(a)tp(a’). Va,a €A.

Definicién 1.3 (Algebra libre y asociativa [30]) Un dlgebra libre y asociativa sobre un espacio vec-
torial V consta del par (A, a), con A un dlgebra asociativay a : V — A lineal, y es tal que la si-
guiente propiedad se satisface: dado el par (8,), con B cualquier dlgebra asociativayp : V — B
lineal, hay un iinico homomorfismo vy : A — B entre digebras asociativas tal que y o « = B.

El primer paso consiste entonces en construir, a partir del conjunto de variables clementales
. un flgebra asociativa. Empecemos complexificando! a O, O'c := O’ & i0, y considerando al
siguiente espacio vectorial complejo

B:=0cd(Oc®OC)DO'cRO0c@O0C)®...

Un elemento en 8B es, en consecuencia, de la forma b = (v, ..., Vu, ...) CON v, € @ ¢ (un tensor
contravariante de rango m sobre O'¢).

Parab = (0....,0.51 ® ... @ 5,,0...0)y b’ = (0....,0,51 ® ... ® S,,,0....)) en 8 (donde {S; €
Oclk=1...nly{§;,€Oclj=1...m) el producto bd’ es definido como

bbb’ =(0,..,0,5,®..85,051®..®5,.0,.)e8

Extendiendo este producto a todo 8 por linealidad es fécil ver que 8 es un flgebra asociativa
(sobre O’ ¢).

Seaa : O'c — B, a(S) := (5.0,0,...). Hemos visto que B ¢s un flgebra asociativa, ahora
queremos mostrar que (8, a) es libre:

Sea &£ cualquier 4dlgebra asociativa y 8 : O’¢ — & un mapeo lincal entre espacios vectoriales.
Debemos hallar y mostrar la unicidad de un homomorfismo y : 8 — £ entre dlgcbras asociativas
tal que ¥y o @ = B. Para cualquier elemento de 8 de la forma (5.0.0, ...) (i.e., de la forma a(S))
pedimos que ¥[(S5,0,0, ...)] = B(S); con ello garantizamos que efectivamente y o a = 8. Como ¥y
debe ser un homomorfismo entonces debe ocurrir que

7(.....,0,5, ®...® 5,,0,..)] = ¥(51.0,..%452,0. ...)..(5 .0, ...)] =

7((51.0, ..)17((52,0, ..))...7[(Sa: 0, ...)] = AS 1)5(S52).. S a)
Todo el > en B puede escribirse como la combinacion lineal de productos de clementos de
la forma (S, 0,0, ...). Por lo tanto, 7y esta completa y dnicamente determinada por su accién sobre
estos elementos. Entonces, (8, a) es efectivamente un Slgebra libre y asociativa.

(b) Imposicién de las relaciones de conmutacién canénicas?.

Sea a : O'c — B como antes. En particular a(i(s, s’)) = (i(s.s).0.0,...) y a(s)a(s’) —~
a(s’)a(s) = (0, s®s’' — 5’ ®5,0, ...). NGtese que S s en general un elemento de la forma (a, ) € O’¢c
¥y qQue por s nos referimos a elementos en O; es decir, a las “entradas”™ de O’c.

Definimos al ideal de un dlgebra como sigue:

'Enestecasoesumosuunnendoqueauun paci ial real, do ésiec es plejo no es io
lexifi E 1! sc duce Ia i i6n para tener definid: h Itiplicacién por i.

2Como se ioné en el iad del segundo punto del progr en es io imp bié

laci de anti ion; sin RO, este caso pues a lo largo de este trabajo no estf incluido ningdn

de 1 P

P
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Definicién 1.4 (Ideal [30]) Sea A un digebra asociativa. Un ideal I a de A es un subconjunto de
A tal que (a) para cualesquiera 1,I’ € T y A un niimero, | + AI’ € Ix, y (b) para cualquwr
lelTayaeR lay al estan ambos en T n.

Sea I g ¢l ideal de B generado por los clementos de la forma a(il s, s'}) — a(s)a(s’) + a(s’)a(s).
i.e., por los elementos (i(s, '), s® s’ — &’ ® 5,0, ...). Sea A el flgebra cociente, A = B/In, yseay
el homomorfismo 8 5 A de Slgebras asociativas que manda b € B al cociente b+ Tg de ITgen
B [y(b+ AD’) = b + AV + Iy es justamente el cociente b + I'g m4s A veces el cociente b’ + I'y,
10 cual es precisamente ¥(b) + Ay(b’). Por otra parte, (b)y(b’) = (b + TgXb' + Ip) es igual a
bbb’ + bIg + Ighb’ + Taglg, pero por definicion de ideal b1 g, Tghb’, Iglg € Ig y €n consecuencia
HOY(B') = bb” + ITg = y(bb’). Por lo tanto ¥ es un homomorfismo; i.e., es lineal y preserva
estructura ]. '

Sea 8 = ¥ o a, entonces 8 : ¢ — A es lineal. Puesto que

Blils, s°}] — A(SHB(s’) + B(s’)B(s) = ylalils, 5')) — a(s)a(s") + a(s)a(s)]

ie., Y[(ls, s’} s @ s — s ®5,0,..))), pero (i{s, s}, s® s’ — 5" @ 5,0, ..)efgyydemlcanudadu
cerodadoque XD =1 +Tg = [I]—[O] 0. Por lo tanto, .

iBls,s')] = E(SW(S') — B(s")8(s)

Sea § := f(s) € A el operador elemental (abstracto) asociado a s € O’. Entonces la idltima
ecuacién es simplemente
i(s. 5°) = [3. 5"}

Por consiguiente, asociado a cada F € ¢ hay un operador abstracto £ € A. El operador -
asociado a s5) + sz es igual a 1a suma de los operadores asociados a s, y 52 por separado: A(s) + 52) =
B(s1) + B(s2), i€, si+32 = §1 + &. Finalmente, nétese que el Gdnico elemento de B del tipo~
(v, 0,0, ...) que también esta en I g es el elemento cero, por 1o que después de efectuar 1a operacion
del cociente dos elementos del tipo (s,0,0, ...) pertenecen a clases de equivalencia diferentes. i.e.,
si [51] = [s2] entonces (5,,0,0,...) = (52,0,0,..) + I, es decir (s; — 52.0,0,...) =T € Tgyporlo’
tanto s = $2.

3. Sobre A se introduce una operacion = : A — A involutiva, requiriendo que » sea la conju-
gacién compleja en O’'c (i.e., := §). Extendemos su accién a A imponiendo (i) antilinealidad,
(Aa + ua’)* = Aa* + pa’*, 'y (u) 1a ley del producto, (aa’)* = a’*a*,. paratoda g, a’ € Ay A, u € C;
de lo cual se sigue que (a*)* = a (i.c., + es en efecto una involucién). Denotamos por A" al digebra
resultante

4. Introducir una representacién lineal de A sobre un espacio vectonal V (i.e., los difeomor-
fismos R; : V — V,con a € A, son linecales.)

5. Obtener explicitamente operadores sobre V que leptescnten a las constricciones cufinticas.
En general, es necesario acudir a regularizaciones para conscguir que las constricciones cufinticas

bien definidas.

Hallar el nicleo (kernel) V, de estos operadores. Este es ¢l espacio de estados fisicos.

6. Extraer el flgebra « fisica; es decir, operadores en A° que dejen invariante a \7

Introducir en Vr un producto intermo (Hermftico) pidiendo que Jas relaciones abstractas = en
A} queden representadas como relaciones Hermfticas-adjuntas.
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i, si F = G, entonces la relacién abstracta £* = G en A; se refleja en V, como (R(F) -
¥, ®) = (¥, R(G) - @), donde ¥, ® € V, y R es una representacion lincal del slgebra fisica. En
otras palabras, para especificar el producto intermo requerimos que las condiciones clfsicas de
realidad se realicen como relaciones autoadjuntas.

Notese que en el programa es necesario llevar a cabo una serie de elecciones. Por cjemplo, de-
‘terminar a las variables cldsicas elementales (con las propiedades mencionadas) o elegir el espacio
de representacién para el dlgebra abstracta. En principio, no hay ninguna regia para rcalizar tales
elecciones y, en consecuencia, éstas quedan en genecral a nuestra discrecionalidad y buen criterio.
Sin embargo, vale la pena hacer notar gue cuando el espacio fase I' es un espacio vectorial, hay una
eleccién particularmente simple para el conjunto @'. Por tratarse de un espacio vectorial podemos
tomar una carta global sobre I" y elegir que O’ sea ¢l espacio vectorial generado por las funciones
lineales sobre I' [31). En cierto sentido ésta es la més pequefia de las elecciones que uno podria
hacer para especificar a @’. Como caso concreto, consideremos el ejemplo m#s sencillo e ilustrati-
vo, a saber cuando ¢l espacio de configuracion C es R3. Ahf tomamos la carta global (¢’. p;) sobre
I' y consideramos a O’ como el espacio vectorial de siete dimensiones Gen(1, g*, q’. .01, P2.P3)-
Noétese que se han incluido a las funciones constantes sobre I', generadas por 1a funcién constante
uno pues sabemos que {¢’, p;] = &, y deseamos que ¢l subconjunto O sea cerrado bajo el parénte-
sis de Poisson.

En general, cuando el espacio fase es lineal, la eleccién del espacio O es “canfnica” y
esta basada en que contamos con una estructura simpléctica no degenerada y una sola carta sobre
el espacio fase, exactamente como en ¢l egjemplo. Denotemos por Y2 a un elemento de I', puesto
que é€ste es un espacio lineal, Y? también representa un vector en 7TT. Dada una uno forma 1,,
podemos definir una funcién lineal sobre I' como Fi(Y) := —A2,Y2. N6tese que 2 es una etiqueta
de la funcién F con argumento Y?. De manera natural, gracias a que la estructura simpléctica es
no degenerada, podemos asociar a la uno forma A, el vector A2 := %% 3,,, y escribir entonces

Fa(Y) = Qap2°Y? = Q. V) 1.2)

Si ahora consideramos una nueva funcién lineal con etiqueta v, G,(Y) = v, Y%, el paréntesis de
Poissonentre F,y G, es

(Fa.Gy) = SEPVFa(NVGUY) = 2% 2,7, Qa.3)

Dado que la dos forma simpléctica es no degenerada, podemos ribir al paré como
(Fa,G,) = —2552%v*. Asf,

{24, V). (v, I} = -4, V) 1.4)

El conjunto O es, por lo tanto, el espacio generado por la funcién constante uno y las observables
basicas (4, -); i.e., O = Gen{1,Q(A4, -)}.

§1.2. Formulacién algebriica

Como mencionamos al inicio de este capitulo, el programa de cuantizacién canénica estd basa-
do en la formulacién algebriica de la teorfa cudntica. Esta formulacién esencialmente invierte los
papeles que, dentro del marco tradicional de la teorfa cufintica en un espacio de Hilbert, juegan
observables y estados. Es decir, mientras que en la formulacién que usualmente se considera para
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una teoria cudntica se comienza por construir estados como vectores en un espacio de Hilbert H
y se definen entonces a las observables como operadores en H (i.e., ian sobre dos) en la
formulacién algebriica el punto de partida es la construccién de observables como eclementos de
un dlgebra abstracta y, entonces, se definen a los estados como aquellos objetos que al actuar sobre
las observables producen un mimero. El punto central en 1a formulacién algebrdica consiste en-
tonces en situar a las observables como los objetos relevantes de la teoria cufintica, dejando un rol
“secundario” para los estados. El tipo de flgebra abstracta que consideraremos a 1o largo de este
trabajo es el slgebra C*, concretamente el Slgebra de Weyl, que es el digebra abstracta asociada de
manera natural a teorfas lineales.

Definicién 1.8 (Algebra C* [30]) Un digebra C* consta de (i) un digebra asociativa compleja C,
(ii) una regla que asig a cada el 20 A de C, un nimero real |A|, y (iii) una regla que asigna,
a cada elemento A de C, un elemento A® de C suj a las sigui condici

1. Para cualguier A diferenze de cero en C, |A| es positivo.

2. Para cualquier Ay B en C, y cualquier niimero complejo R, |A + Bl < |A] + |Bl, |AA| = |4} |AL
and |AB| < {A]|Bl

3. Para cualquier Ay B en C, y cualqui & « plejo A, (A + B)® = A*+B*, (RA)* = AA®,
y (AB)®" = B*A*. ) :

4. Para cualquier A en C, |A*| = |A]y A*® = A.

5. El espacio vectorial topolégico C (i.e., el espacio vectorial C, con la topologia que proviene
de | |) es complero.

Los ingredi principales en la formulacién algebrdica son dos, a saber [28]: (1) un dlgebra
C*, «, de observables y (2) estados w : & — C, que son funcionales lineales positivas (W(A*A) >
OVA € &) tales que «X1) = 1. El valor de la operacién del estado «w sobre 1a observable A € &
puede interpretarse como el valor de expectacion del operador A en el estado w, i.e. (A) = w(A).

Ahora bien, la formulacién de una teorfa cusntica en un espacio de Hilbert corresponde a una
representacién del dlgebra abstracta en un determinado espacio de Hilbert (§1.1). Es decir, a la
especificacién de un mapeo R que va del flgebra C*, &, al conjunto L(7H) de operadores lineales
acotados sobre el espacio de Hilbert 7{, con la propiedad de que, paratoda A, u € Cy A, B € &,
R(AA + uB) = AR(A) + uR(B). R(AB) = R(A)R(B) y R(A*) = R(A)'. La representacion més impor-
tante, que relaciona la formulacién en un espacio de Hilbert con la algebrfica, es la representacion
de Gelfand, Naimark y Segal, conocida como la construccién GNS y que usualmente se presenta
como teorema [28].

Teorema 1.1 (Construccion GNS ) Sea < un dlgebra C* con identidad y sea w : of — C un
estado. Entonces existe un espacio de Hilbert H, una representacion R : of — L(7{), y un vector
ciclico I'¥) € H (i.e., el conjunto de vectores {R(A)NW))acar €s un subespacio denso de H) rales
que

ulA) = (PIR(ANY). (1.5)
Ademds, la tripleta (7, R, |'¥)) queda de inada de ra sinica (hasta equivalencia unitaria)
por estas propiedades.

La construccién GNS consiste, esqueméticamente, en lo siguiente. Puesto que contamos con un
dlgebra C*, o, con clemento identidad, y con un estado algebrdico, podemos entonces definir de
manera natural el mapeo bilineal (-, -) : &7 x af — C como sigue:

(A, B) := (A" B). a.6
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Si w(A*A) = Osi y sélo si A = 0, nétese que entonces ( -, - ) define un producto intermo sobre -4
dado que w(A*A) = O para todo A € «. Si existiese un subconjunto o tal que (A = 0,8} C
y A’ A’) = O para todo A’ € of’, entonces habremos de “factorizar”™ i.e., tomamos ¢l espacio
oy = o’ ~ of . La forma bilineal sobre oy es, en efecto, un producto interno.

El siguiente paso en la construccién consi en completar & (o el espacio factorizado) en
-la norma definida por (1.6) (i.e.. Il - | = (-, -)!/2) para obtener un espacio de Hilbert, al cual
denotaremos por 7{. (NéStese que mientras que & es un espacio de Banach, & es un espacio de
Hilbert). Representamos & (o el espacio factorizado) sobre si mismo actuando por multiplicacién
y extendemos por continuidad esta accién al espacio de Hilbert 7¢. Es decir, la representacion de
A € o sobre o simplemente es R(A) - B = AB para todo B € 2. El mapeo lincal acotado R(A)
puede extenderse por continuidad a 7, obteniendose asf un el > de L(H).

Finalmente, el vector ciclico deseado |[¥) € 7{ comresponde al clemento identidad de &. En
efecto, dado que I € & c 7, entonces I € . Puesto que R(A) - 1 = Al = A, entonces {R(A) -
Ilaca = &, dado que o es denso en 7 entonces {R(A) - I}4car €5 un subespacio denso de 7 (i.c.,
I es ciclico). -

La representacén GNS determinada por el estado w es irreducible, es decir que los dnicos
subespacios cerrados de 7 que son invariantes bajo R(2) son {0} y el propio 7, solamente cuando
el estado es puro [29]. i.e., cuando el estado w no puede ser escrito como una combinacién no
trivial convexa de otros estados>. En general, uno busca contar con representaciones fieles (donde:
R(A) = O implica A = 0) e irreducibles. La fidelidad e irreducibilidad son afortunados apellidos
para una representacion, el primero asegura que el 4dlgebra abstracta no es “demasiado grande”™
para el espacio de representacién, mientras que el segundo hace lo propio para garantizar que el
espacio de estados de representacién no “le quede grande™ al slgebra.

Al final de la seccién anterior obtuvimos que para el caso de teorfas lineales el conjunto O es
aquel generado por la funcién constante uno y las observables fundamentales €2(4, -). A partir de
los pasos uno a tres del programa, y de (1.4), tenemos que {os operadores fundamentalm 3, -)
en el dlgebra « asociativa y libre, correspondientes a estas observabl 14sicas, las
siguientes relaciones de conmutacién canénicas (RCC),

[, -),. Qv )} = —iaa. w1 a.n

para cualesquicra A° y v en el espacio de etiquetas.

No obstante que la construccién de estos operadores fundamentales ¢s matemsticamente co-
mecta, éstos no son acotados (exactamente como ocurre con §; y P; en mecsnica cufintica ordinaria)
y. por lo tanto, s6lo pueden estar densamente definidos (g; y p; no estan definidos en L2(R3, &3 x),
pero si lo estan en el subespacio denso de las funciones de Schwartz . (R?)). Para evitar problemas
con los dominios de definicién, es entonces conveniente trabajar con la versiéon exponenciada de
los operadores fundamentales,

WD) = exp(ifX4, -)) 1.8

Dado que bajo + los operadores fundamentales satisfacen que 0°(4, -) = fA, -), entonces W)
en (1.8) es unitario. Las RCC son entonces sustituidas por las relaciones de Weyl

W@ = WD . WAanNWQ,) = ei4dw, + ay) 1.9
3En parte, un do es lado si puede rep en la £ w=npuw +(1 —pur, donde 0 <n<ly
w1, w2 son estados distintos. i.c., si puede ser escrito como una i i6n no trivial de otros estados.
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donde W(J) varia continuamente respecto a 2 en la topologia fuerte de operadores?.

Ahora sabemos, dado un sistema clésico descrito por un espacio vectorial simpléctico (I, £2),

2

10 O de ¢

como especificar el

vables fundamentales cldsicas, el dlgebra abstracta

asociada a éstas y el Slgebra de Weyl, generada por la versién exponencial de los operadores
fundamentales. Desde la perspectiva de la formulacién algebriica el hecho de que el Sigebra de
Weyl capture la estructura algebréica de las RCC la coloca como la depositaria del contenido
fisico de la teorfa cufintica; nada de significado fundamental es agregado a la teorfa cuando ésta
es representada de manera particular. El figebra de Weyl, vista como un figebra C* abstracta, es
independiente de la representacion en un espacio de Hilbert y, en consecuencia, cualquier posible
ambigiledad proveniente de la eleccién de representacion es, en ¢l contexto algebrfico, irrelevante.
Sin embargo, exitosas teorfas como la mecSnica cusintica ordinaria, o la tecorfa de campos en un
fondo de Minkowski, son teorfas basadas en la formulacion en un espacio de Hilbert. En principio,
no parece haber todavfa una razén de peso que incline la balanza por una u otra formulacion; en
fa bisqueda de un argumento definitivo para poner a una de éstas por encima de la otra, una de’
las altemnativas es el estudio de la ambigiedad inherente (no unitariedad entre teorfas) que existe
en teorfa cudntica de campos (en ¢l marco de la forrmulacién sobre un espacio de Hilbert). Es
importante sefialar que dicha ambigiledad surge en teorfas cuyo espacio fase es de dimensién
infinita, pues para sistemas fisicos con un nimero finito de grados de libertad el teorema de Stone

von Neumann [28] garantiza la unitariedad

Teorema 1.2 [Stone-von Neumann] Sea (T, £2) un espacio vectorial si

L

ion fini-

ta. Sean (T, W(R)) y (F’, W’(R)) representaciones fuertemente continuas, irreducibles y unitarias
de las relaciones de Weyl (1.9). Entonces, (T, W) ¥ (H’, W’ () son unitariamente equiva-

lentes.

En mecanica cudntica ordinaria la representacién més popular es la de Schrdinger. En ésta, el
espacio de Hilbert que se elige para representar a los operadores fundamentales es 7 = L2(R3?, dx),
donde el operador identidad y el de posicién actdan multiplicativamente, en tanto que ¢l operador .
de momento lo hace derivando. En concreto,

d-¥Xg) = ¥

@ - ¥ = ¢'¥ (@)

bi - ¥X@)

= —in2

o

(1.10)

La exponenciacion de estos operadores da como resultado una representacion irreducible de las
relaciones de Weyl, asf que cualquier otra eleccién que produzca una
dichas relaciones serd una teorfa fisicamente cquivalente a la representacion de Schridinger segun
€l teorema de Stone-von Neumann.

Para el caso del oscilador arménico unidimensional, por ejemplo, contamos con las repre-
sentaciones de Schridinger y de Fock que, por tratarse de representaciones irreducibles de las
relaciones de Weyl, son unitariamente equivalentes. Si el conjunto {le;)} denota 1a base de estados

en un Hilbert abstracto, (mleg) = (0. ...,0,55.4.0,

ntacién irredy

ible de

...) la representacion a la Fock y (glea) = Ha(q)

(donde H,(q) son los polinomios de Hemite) a la Schridinger de le,), entonces el estado abstrac-
to [¢) = 3, asles) en la repesentacion “funcional™ es ¥(q) = X, anfa(q). mientras que en la de

“La topologfa fuerte de

2

sobre un

; do es aquella que proviene de 1a norma [32, 33). Dado que
el conjunto de ooendotes (W(ll)l generan ¢l digebra de Weyl, que es un Sigebra C” y, por consiguicnte, con topologia
que varia i P a las cti en la topologia

fuerte, podk
natural del llgebn que genera.
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Fock es Y, (nly) = 3;n,ai(nle;). Es decir, dado el estado 3, a,Ha(q) en la representacion a la
Schridinger, el estado correspondiente en la representacion de Fock es el arreglo de coeficientes
(ap.ay....,a,....)enla expansién de Hermite.

En el teorema de Stone-von Neumann la hipétesis de que el espacio I' sea de dimensién finita
‘es esencial. Para teorias cuya descripcién sea a través de un espacio fase de dimensién infini-
ta existe una infinidad de representaciones irreducibles de las relaciones de Weyl unitariamente
inequivalentes. Sin embargo, cabe seilalar que la teorfa de campos en un fondo plano cs una ex-
epcién y también esta exenta de ambigiiedad alguna, pues ahf el requerimiento de invariancia bajo
el grupo de Poincaré fija una representacién predilecta. En espacios tiempos curvos. en general,
no contamos con criterios gue seleccionen alguna representacién en particular, aunque debemos
enfatizar que en “general” no significa ‘“‘siempre”. Por ejemplo, en ¢l caso de un campo escalar
propagéindose en un fondo estacionario (y arbitrario) el requerir que el valor de expectacion so-
bre estados coherentes del Hamiltoniano cudntico sea igual a la energfa del campo clésico, en la
solucién asociada al estado, selecciona una estructura compleja dnica [34, 35].
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Modelos de simetria reducida y modelos sigma
no lineales

El programa de cuantizacién canénica, expuesto de mancra general en el capitulo anterior,
representa uno de los caminos alternativos con miras a obtener una teoria cudntica de la gravi-
tacién. Para probar sus alcances y limitaciones, buscar mejoras y d estr as com

1 se de a modelos con simetrfa reducida, en particular a los llamados superespacios
con simetria intermedia. Estos dltimos, son teorias de campo que se obtiencn al llevar a cabo
una reduccién de simetrfa en el campo gravitaci 1. Ejemplos de esta clase de modelos, que
recientemente han recibido particular atencién en el contexto de la cuantizacién, son las ondas
gravitacionales de Einstein-Rosen [6, 7] y los modelos cosmolégicos de Gowdy con topologia de
un tres toro, no polarizado {8) y polarizado [9, 10]). Todos estos superespacios con simetria inter-
media son casos particulares del modelo sigma no lineal S 2.(2, R)/S O(2) [13], m6dulo un campo
ciclico, y uno podria especular entonces que la cuantizacién de cada caso particular corresponde
a realizar diferentes identificaciones en la cuantizacién del modelo sigma. Sin embargo. y aunque
ésta es una tarea que en un futuro deberd abordarse, la cuantizacién en general de éste modelo
sigma no lineal, y el investigar si las identificaciones clési se “trasladan” a nivel cudntico (y, de
ser asf, como son realizadas éstas) va mas alld del alcance de este trabajo. Agui nos limitaremos al
estudio de la cuantizacién de uno de estos modelos, a saber el modelo cosmolégico de Gowdy 73,
basados en las cuantizaciones que en [8] y [9, 10] se exhiben. La idea central, en el contexto del
modelo sigma no lincal, es que sabemos que las identificaciones (si es que existen) no pueden ser
unicas, puesto que estamos trabajando con teorfas de campo, y que para resolver si éstas son o no
razonables, es necesario comparar el hipotético resultado con las cuantizaciones ya existentes. En
particular, determinadas el nes deberdn reproducir (al menos parcialmente) las cuantizaciones
expuestas en [8] y [9, 10], bajo el supuesto de que estas cuantizaciones scan consistentes. Asf, lo
primero que debemos reconocer es con cufl de las © izaciones comp f; y por qué. O
bien, si deb S comparar con bas. El analizar las cuantizaci del modelo cosmolégico de
Gowdy T3 en este contexto, nos permitirs precisar que q ) decir por comparar teorfas, gue
en principio pueden no ser unitariamente equivalentes, y qué significa que cada una de éstas sea
consistente.

En este capitulo presentaremos los elementos clésicos de la teorfa y las cuantizaciones del
modelo cosmolégico de Gowdy T3 basados en [8, 9, 10]. En la primera seccién daremos una
breve descripcién de lo que un modelo sigma no lineal es y el caso particular del modelo cos-
mol6gico de Gowdy T3 como parte del modelo sigma no lineal SL(2,R)/S O(2). La segunda
seccion estd dedicada a presentar la teoria clésica del modelo cosmolégico de Gowdy 72, (1) a
partir de las variables de Ashtekar y (2) como un modelo equivalente a gravedad 2 + 1 acoplada
a un campo escalar real no masivo. Estas dos formulaciones clssi del delo son enteramente
equival (teniendo en cuenta, evidentemente, que €l caso no polarizado contiene al polarizado)
y constituyen ]a “preparacion del terreno™ antes de cuantizar. En la tercera seccién presentaremos
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un breve resumen de las cuantizaciones del modelo de Gowdy T2 basadas justamente en cada una
de las preparaciones de terreno, a saber la que se lleva a cabo a partir de la formulacién clésica
en variables de Ashtekar [8] y la que se realiza a partir de la equivalencia entre la teorfa clasica y
gravedad 2 + 1 acoplada a un campo escalar {9, 10].

$2.1. Modelos sigma no lineales

En relatividad general todo espacio tiempo con dos campos vectoriales de Killing, tales que
conmuten entre si, puede ser interpretado como un modelo sigma no lineal (MSNL) bidimensional
{36]: 1a similitud entre campos gravitacionales y sigma ha dado lugar a que, sobre todo como
modelos de juguete para gravedad cud#ntica, los MSNL hayan sido sujeto de amplio estudio {13,
37]. Un modelo sigma no lineal, en lenguaje llano, es una teorfa de mapeos entre variedades,
con las siguientes propiedades: (a) los campos estan sujetos a constricciones no lincales y (b) la
densidad Lagrangiana y las constricciones son invariantes bajo la accién de un grupo de Lie, G,
de simetrfa global. De manera més precisa [38], las configuraciones de campo clisicas en uno
de estos modelos son mapeos ¢ : B — M, donde B es un espacio base y M es un espacio de
llegada dados. La descripcién “no lineal” se reserva para aquellos modelos donde los campos
fisicos, para todos los puntos p € B, toman valores en una variedad Riemanniana M que no es
un espacio lineal. Dado que cualquier variedad Riemanniana M puede encajarse isométricamente
en un espacio vectorial Euclideo V, 1a densidad Lagrangiana del modelo (reescrita en términos de
campos V-valuados) deberd complementarse con las constricciones que expresan el hecho de que
los pos V-valuados deben estar restringidos a la subvariedad encajada M.

En la mayoria de los modelos el grupo de invariancia global G actiia transitivamente sobre M,
de tal manera que esta variedad es un espacio Riemanniano homogéneo para G. Si E esel  grupo de
estabilidad de un punto m € M, entonces M puede identificarse con el espacio cc | >
G/E (i.e.. M = {(gE)).

Existen métodos generales para construir Lagrangianos a partir de estas teorfas, la idea consiste
en representar a las configuraciones de campo del modelo como mapeos g de B en G en lugar de
mapeos ¢ de B en M, con ¢(x) = g(x)E. La densidad Lagrangiana .#° en cualquier MSNL es una
funcion de g y dug, - = 2£°(g.d,g). que serd invariante bajo la transformacién de norma

&(x) > g(h(x), h(x) € E .1
Asf que los campos invariantes de norma serdn G/E-valuados y la densidad Lagrangiana puede
ser vista como una funcién de los campos con valores en G/E.

La construccién de % es, a grandes rasgos, la siguiente. Sea G una representacion fiel del
grupo global de simetria G y sea {L(p)} una base para el flgebra de Lie g de G con la propiedad
[T L(P)L())| = 8p.0, donde p, o = {1, ..., [G] := Dim G). Para @ < (E] := Dim E, los generadores
L(a) generan el 4lgebra de Lie e de E y los denotaremos por f(a). Los restantes generadores los
llamaremos s(i), donde [E] + 1 < i < [G]. Entonces, las relaciones de conmutacién quedan como
sigue:

(@) tB)] = i fapyt(¥) . (M@ D) = i fou;s(i) »  [SGD), S(ND] = i(faiyi(@) + fiijs()) (2.2)
Sea w la uno forma definida sobre G con componentes w,(g) = g“&,,g. bajo la transformacién de
norma (2.1) esta uno forma se transforra como

wu(gh) = h ' wy, (@) + h~'d,h 2.3)
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No es dificil convencerse de que w,, puede escribirse como la suma de la proyeccién de ésta en el
&lgebra de Lie e mis el complemento ortogonal; i.e.,

= A, +B, Q.9

donde A,(g) = Ha)Tr(t(a)w.(g)) ¥ Bu(g) = s(HTr(s(dw,(g)). De (2.3) y (2.4), se sigue que bajo
una transformacioén de norma estas componentes transforman como

Augh) = h AR+ h~ '3k . Bu(gh) = h™'Bu(e)h .5

Nétese que contamos con la estructura de un haz fibrado principal (E, B, F, G, IT) con espacio
total E = G, espacio base B = G/E, fibra F =~ E, grupo de estructura G = E y proyector
I: G — G/E, g — [g). Por construccion, todos los campos estan en G y los campos fisicos
estan en el espacio base G/E. Debido a esta estructura, tenemos entonces que la uno forma A con
componentes A, transforma como un potencial de norma (para el grupo de nomma E) y por lo
tanto actia como una uno forma de conexién. Asf, a partir de A podemos construir la dos forma
de curvatura F que bajo (2.1) transforma como F’ = h~'Fh.

La estructura de la uno forma w permite construir cantidades que satisfacen los requerimientos
estipulados para ser densidades Lagrangianas de un MSNL. En particular

&L = V=88 T(B,B,) 2.6)

y .
£ = V=g 8 THF 4 Fsp) @.7n

donde g#¥ son las componentes de un tensor métrico dado sobre B (el espacio tiempo. por ejemplo),
respecto a coordenadas (locales) ¥, y g es su determinante.
Si @ es un campo invariante de norma, entonces podemos expresarlo como

@ = g(ZLHa)g”! ) C(2.8).
Puesto que el lado derecho de (2.8) pertenece a g, entonces
(Zat@)g™! = T,8.L(0) 2.9)

donde los campos ¢, son también campos fisicos. De (2.9) y la propiedad de normalizacién para
los generadores de g, uno puede mostrar que

ZaTr(t@)t(@)) = T3 Tr(L(p)L(P)) .10

De (2.10) se sigue que los campos ¢, ljetos a una c« iccién no lineal y que hay [G] — 1
campos fisicos independientes. La variedad M queda entonces definida por la ecuacién (2.10) y,
dado el cardcter no lineal de esta constriccién, no es un espacio vectorial.

Las ecuaciones de Einstein para los campos gravitacionales axisimétricos estacionarios, de
ondas gravitacionales cilfndricas, y modelos cosmolégicos de Gowdy 72 y S! x 52, estdn rela-
cionadas con aquellas del MSNL S L(2, R)/S O(2), pues 1a densidad Lagrangiana para este modelo
sigma no lineal es equivalente a la accién reducida de cada uno de los campos gravitacionales [13].
Para construir este modelo sigma especffico, consideremos la representacién matricial de S (2, R)
en si mismo. Los generadores de sl(2, R) estan dados por

L|=%((_)l(;)._l‘z=:/l—i-((:_(: .L=LV_(° (')) @1
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donde L, es el generador de s0(2) y. en efecto, satisfacen que |[Tr{Ly,Lo}l = Spo-cOnp, o0 = {1,2,3 =
[S L(2, R)]). Observemos que en este caso solamente hay dos campos invariantes de norma inde-
pendientes. En efecto, de (2.10) y (2.11) tenemos que

-2+ =1 2.12)

Consec es natural fijar la norma en G en términos de dos campos independientes
7 = n(x'. x2) y £ = &', x2). La eleccién para fijar la norma es [39]

e? Ee™
gx', 2 = € SL(2.R) (2.13)
o .

e

Por construccién g(x!, x2) es una seccién en S L(2, R) a través de la cual podemos especificar a la
densidad lagrangiana de este modclo sigma no lineal. De (2.13) tenemos que las componentes de
la uno forma w estan dadas por

M e_z"fu ]
2.19)

wu(g) =g 'd.g =
o — Ny

donde 7, := 3n/dx" y &, = BE/3x". Puesto que B,(g) = S;Tr(S'w.(g)). después de algunas
manipulaciones algebriicas simples se encuentra que

Mu Ye~27g,
B,(g) = (2.15)
i‘_z"fu = Ny
Entonces
Tr{B,B,} = 2n,n. + %e“"f,,fv : (2.16)
Y 1
= V"‘gg“v(zﬂu’lv + Ee—‘"fufv) L 27

La ecuacién (2.17) representa a la densidad Lagrangiana para el modelo sigma no lineal con G =
SL(2,R) y E = SO(2). Las ecuaciones de campo son las ecuaciones de Euler-Lagrange que de
(2.17) se derivan,

./ R 0/ 1 G/
B Eay + Eugl — AEMEuna + S8 Eu(InIED . = O 2.18)

1 1
8™ Moy + M8 + SEHNLUNIE) .0 + S€IE Eafy = O 2.19)

donde 77, 1= 3*n/Arx*Ix” Y Euy = FPE/IHIx.
Para el caso particular del modelo cosmolégico de Gowdy con topologfa de un tres toro, el
punto de partida es el elemento de linea

ds? = —e W3 2gr2 4 ¢ A24G? 4 hy(TIR2(O) e’ (do + Qd6)? + e~ Fds2) (2.20)
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donde Ai(T) = e 7, h2(0) = 1, A, Py QO dependen de las coordenadas Ty 6, y O < 0, 68,6 < 2x. Este
elemento de linea incluye el caso S! x $2, donde #1(T) = sene™ " y h2(6) = sen6. La densidad
Lagrangiana reducida de Einstein-Hilbert es

1 _
FLoow = ZeTmhal(P}- e PY) + e27(Q? — 727 02))
+ %er(’lzhlr/{f - e-zrhlhzgla) + V(r,8) 2.21)
donde V(1,6) = e~"hh;'h3, — e"hahiy(hi-h7' + 1). Puesto que A es una “coordenada” ciclica de

la densidad Lagrangiana (2.21) y el término V(7,6) no interviene en las ecuaciones de campo,
podemos entonces llevar a cabo una transformacién de Legendre tal que (2.21) queda como

Foow = 3eThiml(PE ~ e3P + 7(QE ~ e O] 2.22)

De (2.22), se obtiene que las ecuaciones de campo son
P — € 2 Pgg + Pr( + h7' 1) — €7 2Th;  hogPg — e 2F(Q2 — e 27Q%) =0 2.23)
O — € Qap + Or(1 + By hir) — €278 h2e Qe + 2(PrQr — € 2" PeQs) = 0 (2.24)

Para el caso del modelo T3 (h; = ™7, Az = 1) requerimos la norma (2.13) y que los campos 5
y £ dependan solamente de T y 6. Entonces, la ecuacién (2.6) da la densidad Lagrangiana

£ = SUARE — A7) + e E — D) .25

que, después de la identificacién n = —P/2 y £ = Q, es identica a la densidad Lagrangiana de
Einstein-Hilbert (2.22) para el modelo de Gowdy T no polarizado.

§2.2. El modelo cosmolégico de Gowdy T3 polarizado

E! modelo cosmolégico de Gowdy T3 polarizado consi en un espacio tiempo cuadridi-
mensional vacfo, globalmente hiperbélico y cuyas hipersuperficies compactas tipo espacio son
homeomorfas a un tres toro, cuenta con dos campos vectoriales de Killing tipo espacio que conmu-
tan entre si y son hipersuperficie ontogonales [15]. Estos modelos fucron extensamente estudiados
principalmente en la década de los setenta [40, 41] y reexaminados a finales de los och (42}
y en el dltimo tramo del siglo XX [8] e inicios del XXI [9, 10]. En la reciente cuantizacién del
modelo llevada a cabo en [9] se menciona que 1a “creacién de particulas™ enfatizada en la ¢ i-
zacién canénica rcalizada en [41] no tiene un sentido fisico natural pues (se argumenta) el sistema
es cerrado y uno esperaria entonces que el vacfo fisico fuese estable; no hay campos fisicos exter-
nos que bombeen energfa al sistema y creen cuantos/particulas fisicas. Adicionalmente, en [9] se
asegura no tener creacién de particulas, en contraste con [41], dado que la eleccién de estructura
compleja es independiente del tiempo' y, por consiguiente, no hay mezcla en los operadores de

1Sin cmbargo, es m(erenmehacernourque.qul'se una si i con la elecci6n de
complcja que se lieva a cabo en [9] la 1 { de luci poral es no impl bilc a nivel cuf
(Capftulo 4) y, en cierntos textos, cllo es interpretado como una ion i ita de p (43, 44].
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creacién y aniquilacién. Admitiendo esta argumentacién para privilegiar la cuantizacién de M.
Pierri [9] sobre la de B. K. Berger [41], nos concentraremos en este trabajo de tesis a considerar
las cuantizaciones completas del modelo que llevan a cabo M. Pierri [9, 10] por una parte y, por la
otra, G. Mena [8].

En esta seccién revisaremos (siguiendo (8, 9]) brevemente los principales aspectos de la
dindmica clasica de este modelo a través de las dos distintas (pero equivalentes) formulaciones,
que “preparan de manera 6ptima el terreno’ para cada una de las cuantizaciénes que hemos dicho
que consideraremos y que serian expuestas mads adelante en este mismo capftulo.

§2.2.1. Variables de Ashtekar

En el formalismo de Ashtekar para relatividad general Lorentziana, las variables fundamen-
tales son una triada densitizada Ef y una conexién SO(3), A, ambas definidas sobre una va-
riedad tres dimensional £ [14], donde las letras latinas del inicio del alfabeto denota fndices
espaciales, mientras que las letras intermedias del alfabeto denotan fndices S O(3). La variable
de configuracién es la uno forma de conexién S O(3), AL, y su momento canénico conjugado
es la triada E¢ con peso de densidad uno. La estructura de paréntesis de Poisson esta dada por
{AL(x), E_j.’(y)) = ié'gdjd(x. ). Las constricciones de primera clase de la relatividad general en
vacio son [14): G = D.Ef = 3.E7 + 6fALE]. Ca = Flapbl y H = &*FiapE3EL, donde
Flap = 8aAl — 3pAL + € ,,‘A;’,'A‘,; es la curvatura de la conexién S O(3).

Para los universos de Gowdy con topologfa T3, es posible elegir siempre coord das espa-
ciales periodicas &, o y 6 tales que (35)° y (9,)” son campos vectoriales de Killing que conmutan
entre si. Asf, todas las variables del modelo dependerdn de € y de la coordenada de tiempo ¢, ¥
adem4s éstas serdn periodicas en @ € S'. Esta reduccién de simetrfa permite hacer cero a las
componentes £9, £S, £5 y EJ de 1a triada. Por lo tanto, A} = AZ = A} = A} = 0 resuelven
las constricciones G, G2. Cs ¥ Co-- En consecuencia, ¢l modelo de Gowdy con topologfa de un
tres toro queda descrito por los diez campos periodicos en 6, A := A}, E := £$, AL, y E, donde
a = 4,0y L = 1,2, sujetos a las siguientes constricciones Gaussiana, de difeomorfismos y escalar:

G=8E+J=0, (2.26)
C = EZ3gALk + AT =0, 27
H = 2EE €l 3q3AY + 2AEK — K,PKp® + K2 =0 (2.28)

donde Kof := ALES K := Ko®, JoP 1= eMALEL,, y J := Jo~.

Restringiendonos al sector de métricas no degeneradas, llevamos a cabo el cambio de variables
de espacio fase x = ¢* /g7, v = ¢*7 /7. ¥ = Ing" y ¢ = arctan(E] /EY), con q°F := EZFEPL.
Puesto que Ef = efh(e) y las componentes E?, ES, ES y ES son cero, entonces g8 = h"Ph2,
de tal manera que para tres métricas positivas definidas, g*® también sers positiva definida. Las
variables elementales para el modelo, que en efecto forman un dlgebra de Poisson cerrada, son
A, E, Ks°, K57, K. J, x, v, ¥.y ¢. Para eliminar a los grados de libertad no fisicos, se imponen
condiciones que fijen lanoma: yy = E— e, x¢c =P yxc = K - ﬂz—.l{o. donde Ko =
es tal que su paréntesis de Poisson con todas las constricciones de primera clase (2.26)-(2.28)
es cero y, por lo tanto, no puede removerse bajo el proceso de fijar la norma?. Para Ko # O,

2 El simbolo § denoka integracién sobre @ € S'.
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® = (y#.xG: xC» $ AH, § AG, § nC) es un conjunto de segunda clase si 7, 4, Gpn = O (si uno adopta
1a eleccién de tiempo de Gowdy, £ = 7, las soluciones cldsicas con Ko = 0 no estan incluidas en
las familias de cosmologfas con topologfa de un tres toro [8]). A partir de las condiciones para fijar
1a norma resolvemos las constricciones de Gauss (2.26) y escalar (2.28), obteniendo expresiones
para J y A como funciones de las variables K%, K57, x, vy Ko- Esto y las condiciones yyy =0y
Xxc = 0, nos permite remover a los pares can6nicamente conjugados (A, E) y (J, ¢) del conjunto de
grados de libertad dindmicos.

La constriccién de difeomorfismos (2.27) puede reescribirse como

1 . 2vV2n j‘
| § B K =0 , o bien como 6) = dé,I1 + (O 2.29
Py oY @) o A ] 7@ (¢ )
donde 1 = (2(x — v?))~[Ks7(vx’ — 2x1”) — K5°(x’ — 2w’)], con las letras primadas representando
derivada respecto a la coordenada 8. La ecuacién (2.29) fija todos los coeficientes de Fourier y,.
para n # O (i.e., el coeficiente g queda indeterminado), en términos de Ko y de los coeficientes de
Fourier de I1. La periodicidad de y implica que

__1 _ Ko _ _
Mo = —= f n=Xuen-yon-o0 @.30)

Dado que {K,,¥m) = 2i5.pm. ¥ Kn ¥ ¥» conmutan bajo el paréntesis de Poisson con el resto de’
las variables de espacio fase, entonces la constriccién de difeomorfismos, junto con la condicién
Xc = O, permite eliminar como grados fisicos de libertad a los p canénic conjugados
(K5, Y-ndnzo, €n tanto que Ko Yy Yo permanecen como variables dindmicas. El espacio fase del
modelo reducido es descrito por los cuatro campos periodicos K57, K5°, x y v, y por las variables
homogéneas Ko Yy Yo.

La compatibilidad entre las condiciones que fijan la norma y la evolucién dindmica generada .
por el Hamiltoniano de constriccién

H= §(— gu —iN%C - AG) — iAG)

implica que la funcién densitizada de lapso, N, esta dada por N = —i V2x/Kg y que la tinica com-
ponente no nula del corrimiento, N¥, puede ser una funcién cualquiera de 7, N = N9(¢). Nétese que
hay una constriccién remanente, ITp = O, y por consiguiente la libertad de norma en difeomorfis-
mos no ha sido completamente removida. La funcién de corrimiento puede ser reabsorbida a través
de la transformacién de coordenadas 6 = @ + _[; dry N9(11). donde 1o es cualquier tiempo dado. Los
campos vectoriales (33)° y (9,)° son ortogonales. Por lo tanto, la evolucion dindmica (manteniendo
8 constante) es generada por la densidad Hamiltoni reducida #% = —iA(K®, K57, x,v, Kg)e', la
cual es el negativo del mc > canénic conjugado a la variable que se elige como tiempo.

Llevando a cabo el cambio de variables ¢ = In(x — v?) — 2¢, py, = Re($(Ks® ~ Ks°W)). p, =
Re(iKs7) y ko = iKp, obtenemos ¢l conjunto canénico (¥, py; v, pv: Yo. ko) de variables elementales
reales para nuestro modelo reducido. La constriccién (2.30) puede expresarse como

—illp = 7l—2; §(P¢¢' + puv') .31
y la nueva densidad Hamiltoniana es
iV, 28 —¥
= _Tz" 4P} + MV Pl + oW + ‘T(v')zl 232)
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No es dificil convencerse de que las \inicas componentes no nulas de la 3-métrica kg sON
hog = €7e¥?, hopg = € ¥/ 2g.p, con go = ¥ + V2, go5 = —v, gss = 1. La funcioan de lapso,
N = N(det h,3)!/2, esta dada en este caso por N = -?e‘e"/ze"/‘. )

Fijando v = 0, condicién que nos da el modelo polarizado y que es compatible con p, = 0,
introduciendo el cambio de coordenada temporal T = —?e’, rescalando ¢ por 2 V2¢ y recordan-
do que la funcién de corrimiento N9 puede absorberse en la coordenada angular 8, llegamos al
siguiente elemento de linea

ds? = eV¥[e7(~dT? + d6°) + (T py*do-?] + e~ V?*ds? (2.33)

donde p = . Entonces, el conjunto de variables elementales reales consta de los grados locales
de libertad (¢ = ¥(0). 1 = py(6)) y de los globales (co. bp), donde bg := koyo/2 y co := Inko (es
posible fijar a kp € R* sin pérdida de generalidad). El modelo esta sujeto a la constriccién global

Py = fmw’ =0. (2.39)

Soluciones exactas de la forma (2.33) corresponden a modelos cosmolégicos con hipersuper-
ficies compactas homeomorfas a un tres toro. Un andlisis de los invariantes de curvatura muestra
que las singularidades aparecen especialmente cuando el campo ¢ diverge, un comportamiento
que es de esperarse ocurta a7 — O.

§2.2.2. Ladescompeosicién 2+1

Una manera alternativa de describir a los modelos de Gowdy 73 polarizados es utilizando
su analogia con la dindmica de un campo escalar no masivo propagindose en un espacio tiempo
ficticio de dimensién 2 + 1. Explicitamente, para ver esto consideremos primero las ecuaciones de
Einstein en vacfo, R, = O, para la métrica de Gowdy (2.33)

- - %w =0 2.35)
Y =2Tyy’ (2.36)
¥ = T((W)? + W)?) ~ .37

donde las letras primadas representan derivadas respecto a 8, mientras que los puntos denotan
derivada respecto a T. Las ecuaciones (2.35)-(2.37) pued: ser ob idas variando la accién de

gravedad 2 + 1 minimamente acoplada a un campo axisimétrico no masivo

S[ ‘”g. ll’] = L f d3x [__(;)g ("’R — u)gabva'/’vbll') (2.33)
2r Jom

donde “'R es cl escalar de Ricci del espacio tiempo (M., g,;) tres dimensional, ¥ Af es una
variedad 3-dimensional topolégic equival a T2 x R y con métrica de espacio tiempo
Dgap = Rap + 12V 40V,0. El campo de Killing o es un campo de hipersuperficie ortogonal y el
campo hgp €s una métrica de signatura (—, +) sobre la 2-variedad ortogonal a 09; T es la norma de
o y o es una coordenada angular con rango O < o~ < 2, y tal que 0°%V,0 = 1. .

Introduciendo una foliacién con hipersuperficies compactas etiq das con ¢t = const, la dos
meétrica puede expresarse como

hab = (=N? + NONG)VatVpt + 2NV 1V 5,0 + €? V0V 60
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donde el lapso, N, el corrimiento, N?, y ¥ son funciones de ¢ y (periodicas en) 6. La coordenada
angular 6 € [0, 27) es tal que 8°V,6 = 1, donde & es el campo vectorial unitario en cada hoja
ortogonal a 0. En consecuencia, ¢l sistema consta de cinco funciones (N, N v, 7, ¢)dety 0.
La funcién y rep al po escalar no masivo.

Para obtener la formulacién Hamiltoniana, basta con sustituir la expresién (2 + 1) para @'g,,

en la accién (2.38),
S = f d.r( §(p,y + pot + p,.b)) — HIN.N*®] (2.39)

donde el Hamiltoniano H esta dado por H[N, N°] = $(NC + N®Cy) y las constricciones de primera
clase C y C? son

- . . L2
C=e¢e 7/2[27’ — ¥ T — pypr + f(m + 2)] (2.40)
C? = e (¥ py — 2P + T Pr + Pe¥’) 2.41)

El lapso y el corrimiento no son variables dindmicas, de tal manera que el espacio fase I" esta co-
ordenado por los siguientes tres pares canénicamente conjugados (¥, py;: T, Pri ¥, py) de funciones
periodicas en 8, definidas sobre una 2-variedad £ con topologia 72.

Puesto que el Hamiltoniano se anula sobre la superficie de constriccién, no hay distincién
entre norma y dindmica y, por consiguiente, es necesario introducir una *deparametrizacién’ para
discutir la dindamica. La idea es entonces seleccionar. del conjunto infinito de campos vectoriales
generados por la constriccién Hamiltoniana, uno que represente la evolucién fijando la norma de
los otros. Para fijar la norma pedimos que

Py+p=0 y e’ =0, (2.42)

donde p es una constante espacial cuyo paréntesis de Poisson con todas las constricciones es cero
y, por lo tanto, no puede ser removida por fijar la norma. La segunda condicién, que mds bien es
una eleccién de la dindmica, permite ver a T(6) como el pardmetro de tiempo.

La consistencia del formalismo requiere que los paréntesis de Poisson {1(8)’, HIN, N°]} y { Py+
p. H[N, N°]} sean cero. Esto se logra si las funciones libres de especificarse, N y N?, se eligen

como 2
2L
N=‘T y N=o0, (2.43)

de tal manera que la condicién (2.42) es, en efecto, aceptable. Para el caso particular (2.43), te-
nemos que H6) = 1y p, = —p = 0, asf que p es una constante que puede asociarse con un
pardmetro de rescalamiento del tiempo en el espacio tiempo original 3 + 1. Adem4s de un grado
global de libertad, los grados fisicos de libertad residen en el po . Resolviendo el sisterna de
constricciones de segunda clase (C, C?, Py + p,T’), se obtiene que

= L pﬁ 2
Pr = —p(m + o )- (2.49)
@) = —;— _]: 46, pe¥’ + 7(0). (2.45)
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Como vy es una funcién suave de 6, ésta admite una descomposicién en series de Fourier ’

edllﬂ
=9+ 2 5

Z‘O(in;—_z—’_r-l)yu = %fdﬂu’&w'.

y podemos resolver para todos los modos excepto para el modo cero. i.e., podemos resolver (2.45)
para ¥ = Y ..0 ¥n ¥ quedarmos con el grado de libertad global, ¢ = * f 7. sin resolver.
Esto es consistente con el hecho de que un vector de corrimiento constante, N? = const, también
seria aceptable pues preserva las condiciones (2.42). Sustituyendo (2.45) en (2.43) se obtiene que
N = Niq. p. V. py]. La métrica del espacio tiempo® esta completamente determinada por g, p. ¥ y
Py

entonces

Mgap = e'*7(—;'5v.,:v,: + Va09,0) + PV0 V50 (2.46)

Las variables de espacio fase son funciones periodicas de 8, por lo que y(2x) — y(0) = O define via
(2.45) l1a constriccién global (2.34). i.e.,

= § Pe¥’ =0 247

La estructura simpléctica no degencrada en el espacio fase reducido I, = Iy @ I', donde I'; es
coordenado por el par (g, p) y T por (. py). es el pull-back de la estructura simpléctica natural
definida sobre I'. Entonces, {g, p} = 1 y (¥(61), py(62)} = 5(6,,62)enT,.

Sustituyendo (2.42) y (2.44) en (2.39) se obtiene la accién reducida

s = fora Flows - 5{3 7)) @

y el Hamiltoniano reducido
ELRE

Variando (2.48) respecto a ¢ y py. las ecuaciones de campo son $§ = Ry -ﬁ 2T py”’. que
es equivalente a la ecuacién de Klein-Gordon para el campo escalar propagﬁndose en un fondo
ficticio plano

Ogap = =VoT VT + Vao0Vp8 + T2V ,0Vpor
con la resmccldn adicional de que el campo ¢ no depende de o. Aquf se ha considerado el re-

esc > CC T := t/p, para simplificar las ecuaciones dindmicas resultantes para .

El espacio fase I', coordenado por ¢ := (@) y & = Pe(9), corresponde al espacio vectorial
simpléctico (S, Q) de soluciones suaves y reales a la ecuacion de Klein-Gordon ©g??V,V,y = 0,

VO.T) =D, frm(0.T) Am + Fu(0. T Ary 2.50)
meZ

3Notar que la métrica (2.33) es justamente e V[ Pg,,] + e~ V2V, 5V,5.
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donde la barra denota conjugacién compleja, las A,,’s son constantes arbitrarias y

So(6.T) = %(In T—0 @.s1
Sm(0.T) = %Hg)(lmlT)e""" form # 0O (2.52)

con H((," = Jp + iNp la funcién de Hankel de primera especie y orden O; y donde la estructura
simpléctica Q25 esta dada por

QsWiv2) = f TW20rd1 — 191¢2) @53

Nétese que la eleccion del tiempo intermo T : I' —» R depende de los puntos del espacio fase,
en particular del grado global de libertad p, dando como cc ia que éste tiempo sea un g—
mimero. Recuérdese que en este caso se ha deparametrizado el sistema, es decir, hemos definido
una evolucién temporal ficticia con respecto al ndmero 7. Estrictamente hablando, desde el p >
de vista canénico uno deberia elegir un valor particular 75 del pardmetro de tiempo para fijar de
una vez y para siempre a una sola superficie de Cauchy Zg. Esta es la descripcién “‘congelada del
formalismo”, donde sélo los verdaderos grados de libertad son tomados en cuenta y la nocién de
dindmica se pierde.

§2.3. Cuantizacion
§2.3.1. Cuantizacién canénica basada en las variables de Ashtekar

En el apartado §2.2.1 vimos al modelo cosmolégico de Gowdy en 1a formulacién de variables
de Ashtekar. Ahf se obtuvo que el conjunto de variables elementales del modelo consite en dos
grados locales de libertad (¢ = ¥(6), 7 = py(6)) y dos grados homogéneos de libertad (bo, cg). Por
otra parte, ¢ y 7 pueden ser expandidas en series de Fourier, y los coeficientes de éstas (@n, 7" )pcz.

junto con (b, co). definen un nuevo conjunto infinito de variables el les homogé con
los siguientes paréntesis de Poisson
{en. 2™} =67, . (bo.co}=1. 2.54)
Las condiciones de realidad sobre el conjunto de variables elen les implica que
bo=bo. Cg=Co. Pa=P-ay Ao =m" (2.55)

Los siguientes pasos en el programa de cuantizacién (§1.1), una vez que el conjunto O’ =
Gen{1, bg. co. ¥, %a} ha sido especificado, consisten en asociar un operador abstracto a cada vari-
able elemental (i.e., (@a, 7", bo. o) — (Pn. A", by, £0)). imponer las relaciones de conmutacién
canénicas e introducir una representacién lineal del dlgebra resultante. Eligiendo como espacio
de representacién auxiliar al espacio vectorial de funcionales analfticas W de Q2 = (€0, @ndnez.
Mena representa en [8] a los operadores fundamentales como -

Co-¥ =co¥ . &)'W=i;—'c‘; 2.56)
—n gy o OV
TESIS CON Pn-¥ =¥, AW =—igo @57
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un conjunto cuyos conmutadores, por construccién, reproduce el dlgebra clasica de Poisson (2.54).
En el espacio auxiliar €2 e} producto interno es

(D, W) = f a2 A d p(2, SHDEDP(LD) (2.58)

con dS2 A dQ = (i/2)dco A dco [1,.(i/2)dea A dp,, y con medida
p=dtco - [ | 6te-n —7m> . (2.59)
n

determinada (hasta una constante positiva) al imponer las condiciones de realidad (2.55) como
relaciones autoadjuntas.

El espacio de Hilbert auxiliar, 7., es determinado por el producto interno (2.58)-(2.59). Para
imponer la constriccién (2.34) a nivel cudntico, representemos Pg como el operador?

=i Z SP AT (2.60)
se€Z

Los estados fisicos son aquellos que son aniquilados por el operador de constriccién Pg. Las
funcionales analfticas que cumplen con esta condicién forman un espacio vectorial complejo, que
al completarse respecto a (2.58)-(2.59) finalmente da el espacio de Hilbert de estados fisicos, s,
cuyos elementos son de la forma

1 PsP-s
¥ = Paot([1 7z ool (&3 2. 25)) @en

donde C y A; (s € N U {0)) son constantes reales, y Pu.o) €s cualquier polinomio de la forma
Pyoy = c& 1,45, que son eigenfunciones de Py (i.e., PoPy oy = N(cr)P(h,). donde N(o) =
X2y sGis — l_,) con o = (indnez. k e i, enteros no negativos) donde o’ conti un o finito
de elementos no nulos y N(o’) =

El Hamiltoniano cuéntico, considerado como la observable autoadjunta que representa a la
integral de la densidad Hamiltoniana clasica reducida del modelo (H7 = f 77, donde J¥; esta
dada por la ecuacién (2.32) con v = p, = O para el caso polarizado), es .

AT = —(e-fo D AVIRAAT + Heo Y -yl—_ilnz‘p.@_,.) (2.62)
neZ neZ

Las observables cudnticas pueden especificarse como la suma de productos de operadores
elementales.

§2.3.2. Cuantizacion covariante basada en la formulacién 2 + 1

Como vimos en la seccién (§2.2.2), el espacio fase que resulta de la descomposicién 2 + 1
es el determinado por el conjunto de soluciones (2.50). Asi, el problema de la cuantizacién de
los grados locales de libertad se reduce entonces al de la teorfa cudntica de un campo escalar no
masivo ¥ propagdndose en un fondo ficticio.

“Con el ordenamicnto dado en (2.60), Py es, al menos de manera formal, autoadjunto en F,,.,. TESIS CON
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Para la cuantizacién de este sisterna uno puede usar el procedimiento de Fock (el cual seri de-
tallado en el préximo capitulo), comenzando por el espacio de Hilbert de una particula #{p deter-
minado por una estructura compleja J compatible con la estructura simpléctica £2s. En este caso
en particular, la estructura complcja “‘natural” estd definida por

Jy(alnT) := —a y Jv@):=alnT, (2.63)
para m = 0, y como
Jv(Jo(Im|T)) := No(Im|T) y Jv(No(mIT)) := —Jo(ImIT), 2.64)

para m # O, donde a es una constante. El espacio de Hilbert cinemitico es .F = 7, ® S, donde
F, es el espacio de Hilbert en el cual los operadores § y P estan bien definidos, y # es el espacio
de Fock simétrico (asociado al espacio de Hilbert de “una particula™ /) en el cual el operador de
campo ¢ es simplemente

VO.T)= D fn(6. T) Am + Tm@, T) A}, . 265
meZ
en términos de operadores de creacién y aniquilacién.
El espacio de estados fisicos®, #, es el subespacio de F definido por
1P WYy =2 mALAnI¥), =0. (2.66)
~e Z

Por lo tanto, .F, contiene al vacfo, A, ® 3l0 >= 0, V¥ n, asf como los estados con particulas en el
modo cero (i.e. m = 0). Un estado fisico con N “particulas’ esta dado por

N N
M)y =19y @ [n |m.>] talque > m; =0
k=1

k=1
donde {¢) es un estado en 7{; y |[m,) representa el estado de una particula con momento angular

mg.
El operador Hamiltoniano en términos de los operadores A, y A}, es
A= % : PAo + AD? : 4 3 P(AnAnA_n + TALAT, + 28,ANAM) .67)
neZ
dondt_’.
aa(T) = (T/Hn2 [(HPY? + (H)?)
y

Bna(T) = (T /9 HPH® + HPHP]
para n # 0. Aunque este Hamiltoniano deja al espacio .#, invariante, tiene la desventaja de que
el estado de vacfo no es un eigenvector de éste con eigenvalor cero. Para evitar esta dificultad,
definimos nuevos operadores de creacién y aniquilacién® {11}

i a -
a0 = —=( V34, + A)), 2.68
v ° . @68
SEs importante que no siemg que las sol alas icci estén idas en el espacio
de Hilbert cinemstico [25, 26)
SLa nueva eleccién de operad difiere de 1a que en [10] se p donde las relaci [@0,3L1 = San no s€
satisfacen
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ap, = Jg(&nﬁu +B.AL), (2.69)

donde @&, = an/(MBn) Y Bn = (B, — Inl/m)/Inl. En este nuevo conjunto, el operador Hamiltoniano
queda escrito como sigue,

1 2
(A= p PG+ ;éwpa},&,. .70

con Py = iva/(1 + \/:T)(a‘iT — ao). Para este Hamiltoniano, el vacio es de hecho un cigenvector con
eigenvalor cero.

El conjunto de operadores (A,..A laez ¥ el definido por (2.68)-(2.69) da teorias unitariamente
equivalentes. De la relacién entre estos dos conjuntos de operadores, se sigue gue sus cocficientes
estan relacionados segin [11]

Z(amkgnk "'ijnk) = Omn s @.71)
[

D @miBrk — BrsGns) = 0. @.72)
[

donde @mk = EmOmik Y Bmk = PmS-mx. Més adn, los coeficientes Sy son de cuadrado sumable.
Para ver esto, seca C(ImiT) igual a (B, — Im]/m)/Im] y sea N un entero positivo tal que NT >> 1,
entonces

Z Baml® = Z Bal® = 2~2“ C(mT) +2 Z C(nT) @73

m=N
Por lo que la condicién de cuadrado sumable es equivalente a

Z C(mT) < oo .79
m=N

A partir de las expansiones para J,(x) y N,(x); i.e.,
Tni) = ,/f;[p,.(x)cos(x e D1y o wsinfx— & *25”')]. @.75)

| Na(x) = ,/;2;[1»,,(,:),,-,,(,_ ﬂ) + Qu(Icos(x (n +2§)1r)] i

donde
Puy = 1972 = !1( L(:;’ —9) , (4n? - 1)@n? — 3!)((;:;— 25)4n? —49) 546
Ou(x) = (4;:28—: )1) _@n? — 1)(4;!2( ;;3)(4':2 =25, .
es féacil ver que
CKkT) = —[ TR (PIKT) + P3KT) + QF(kT) + Qg(kr))] - i Q77D
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Es decir, para kT >> 1 obtenemos que

_Tk[ 2 2 1
CkT) = T[m (2 + O(1 /(kT) ))] - (2.78)
donde O(1/(kT)?) contiene a todos los términos de 1a forma (—{,é—. con c; constantes reales y N 3
n = 2. Como I, g¥w converge (la funcién zeta de Riemann definida por {(p) = X32, k77 es
divergente si p < 1 y convergente para p > 1) entonces (2.78) implica (2.74) y, por lo tanto,
los coeficicntes Bnpu son de cuadrado sumable. Asf, la transformacién entre los dos diferentes
conjuntos de operadores de creacién y aniquilacién es una transformacién unitaria de Bogoliubov
(43, 45].
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Comparacion entre cuantizaciones.

En el capitulo anterior se pr aron brev los principales puntos en la cuantizacién
del modelo cosmolégico de Gowdy T3, ahf puede notarse que en un caso la representacién que se
utiliza para las observables b4sicas es la representacién de Schriodinger (§2.3.1) mientras que en
el otro se representan a éstas a la Fock (§2.3.2). Para comparar estas dos cuantizaciones del mis-
mo modelo gravitacional es necesario exponer con cierto detalle las citadas representaciones, y
posterionmente revisar c6mo es que estas se relacionan en general. Este capftulo esta enteramente
dedicado a presentar la cuantizacién, para un campo escalar en un fondo globalmente hiperbdlico,
a la Fock (siguiendo [28]), a construir la representacién a la Schrodinger para dicho campo (resul-
tados que dieron lugar a [18, 19]), a exhibfr la relacién que hay entre estas dos representaciones
([46]) v, final al ex concreto del modelo cosmolégico de Gowdy T3.

§3.1. Representacion de Fock

La idea intuitiva en esta representacién es que el espacio de Hilbert de la teoria es construido a
partir de “‘estados de n particulas™. L.a cuantizacién a la Fock se construye de manera natural par-
tiendo de las soluciones clisicas y descansa fuertemente en la estructura lineal de este espacio, de
tal suerte que ésta sélo puede ser impl da parac izar zeorfas de campo lineales (libres).
Los pasos principales en la cuantizacién del campo de Klein-Gordon son los siguientes: Dado un
espacio tiempo 4 dimensional globalmente hiperbdlico (M, g). el primer paso es considerar al es-
pacio vectorial de soluciones S de la ecuacién de movimiento. Después se construye el dlgebra O’
de observables fundamentales que serdn cuantizadas, y que en este caso consiste de funcionales
lineales sobre S. El siguiente paso es construir el llamado espacio de Hilbert de una particula®
Ho a partir del espacio de soluciones S, 1a uinica estructura matematica extra que se requiere para
tal fin es la introduccién de una estructura compleja compatible con la estructura simpléctica que
de manera natural estd definida sobre S. A partir de ) se construye el espacio de Fock simétrico
Fs(Ho). que es ¢l espacio de Hilbert de la teorfa. El paso final es representar a la versién cuinti-
ca del dlgebra O’ de observables en el espacio de Fock, como combinaciones adecuadas de los
operadores de creacién y aniquilacién.

Las observables clasicas elementales son funcic lin que provee la estructura sim-
pléctica, sobre el espacio de soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon (ver apéndice A); i.e.,
(A4, -): S — R, con A en el espacio de funciones de prueba. El siguiente paso en el programa de
cuantizacién es especificar el espacio de Hilbert de una particula 7. La estrategia es la siguiente:
partir del espacio vectorial simpléctico (S, £2) y definir un operador lineal J : § — S, tal que
J2 = —1. La estructura compleja J deberi ser compatible con la estructura simpléctica. Es decir,
el mapeo bilineal u(-, -) := £2(J-, -) debe ser una métrica positiva definida sobre S. El producto

!El espacio de Hilbert de una particula 7, recive este nombre pues éste puede ser interpretado como el espacio de
Hilbert para el si. de una p ia relativista (por ejemplo el fotén, cn cl caso elecromagnético).

2o TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




30
interno Hermftico estard dado entonces por

1 .1
) = Eﬂ(-. P At lz—h-ﬂ(u ). G.1

La estructura compleja J define una separacién natural de Sc. la complexificacion de S, como
sigue: Dado cualquier @ en S¢, la componente de frecuencia positiva de este vector esta dada por
la combinacién ®* := 5(0 — iJ®) y la de frecuencia negativa por @~ = i-(@ + iJ®). Nitese
que ®~ = @ y ® = ®* + ®~. Dado que J2 = —1, los cigenvalores de J son +i, asf que estamos
descomponiendo el espacio vectorial Sc en eigensubespacios de J: J(®*) = 2i®*. El calificati-
vo de ‘frecuencia positiva-negativa’ permanece como una reminisencia del caso Minkowskiano,
donde la estructura compleja estindar en efecto separa a una solucién genérica como la suma de
soluciones con frecuencia positiva y soluciones con frecuencia negativa.

En cuanto al espacio de Hilbert de una particula, cabe sefialar que hay dos descripciones alter-
pl nte equivak , a saber:

nativas y cc

= Fy consiste de funciones reales (soluciones a la ecuaciéon de Klein-Gordon), y de una es-
tructura compleja J. El producto interior esta dado por (3.1).

= ) se construye complexificando el espacio vectorial S y decomponiéndolo usando J como
fué descrito arriba. En esta construccion el producto interno es

@) = -én(o-.é’)

Nétese que en este caso, el espacio de Hilbert de una partfcula consiste de soluciones con
‘frecuencia positiva’.
El espacio de Fock simétrico asociado a 7Hp es definido como el siguiente espacio de Hilbert
F(H) = B o (@"sHo) .

donde ®°7 := C y @",Fo denota el producto tensorial simetrizado de Hp, que cs deﬁniio como
el subespacio de ®" 7y compuesto por los mapeos totalmente simétricos a : My X --- X H, — C
(con H, = ... = H, = Hp =: H) que satisfacen

ZIC(E“,.....E..J.)F < oo,

El espacio de Hilbert 7 es ¢l complejo conjugado del espacio H, con {&;,--- , €j.--- ) una base
ortonormal.

Puesto que es la a mds co i de describir al espacio de Fock, es util introducir la
notacién de fndices abstractos para espacios de Hilbert. Dado un espacio 7{, podemos construir
los espacios 7, el espacio complejo conjugado; 7¥°, el espacio dual; y '}l el espacio dual del
complejo conjugado. En analogfa con la notacién empleada en espinores, denotemos a los ele-
memosde?-lporgb‘.alosde?lpot&‘ Similarmente, clementos de 7{° son denotados por $4 y
elememos de POr ¢a-. Sin embargo, usando el lema de Riesz podemos ldenuﬁcar FH con H*
F conFH . Porlolamopodemosehnunarelusodemd:cespnmndos entonces@. sedusadopara
un elemento en H cormrespondiente al elemento ¢* € 7. Un clemento ¢ € @ .7 consistird de
elementos tales que

¢A|..~A. = ¢(AI""-). 3.2)
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Un elemento ¢ € @" 7 sera denotado como Y4, .-a.- En particular, el producto interno de vectores
W, ¢ € H es denotado en esta notacién de indices abstractos por

W #) =: Y8
Un vector W € F,(7H) puede representarse, en la notacién de fndices abstractos como
W= LN gt A, L),
donde, para toda n, tenemos que A4 = (4140, L a norma esta dada por
P = G+ WAV + 0,0 4o <0, 3.3)

Sea A € H y £,4 el correspondiente elemento en H. El operador de aniquilacion A& :
Fa(H) — F(7H) asociado a la etiqueta £, es definido como

AE) W 1= Eav?, VZEAM, VEEWAN, ). 3.9
Anidlogamente, ¢l operador de creacion C(£) : F(HH) — F(H) asociado a la etiqueta £4
esti definido como

CE) - W = (0, 4™, VZEMYAD, VEghigAaad 3.5

Si los domonios de los operadores son subespacios de %,(7{) tales que las normas de los vectores
(3.4) y (3.5) son finitas, entonces puede probarse que C(£) = (AE))'. También puede verificarse
que éstos satisfacen las RCC,
[A&.cop] = Eam1. 3.6
En el apartado §1.1 vimos que para el caso de teorfas lincales existe una mancra natural de
construir observables lincales en (T, ), a las cuales denotamos por F,(Y). Para el caso del campo
escalar estas observables estdn dadas por

Fa(Y) = —2,Y7 := L(_ﬂp +gm)d3x Q.7

Estas no son m4s que la combinacién de, en ¢l esquema “puramente canénico™, las observables
clementales de configuracion y de .

olf) = j;d’xftp 3.8)

nlgl := j; dxgor. 3.9)

donde f es una densidad escalar y g un lar (ver iones (A.17), (A.18) y (A.19) en el
apéndice A). Estas observables, junto con la funcién identidad, generan al conjunto O’ de ob-
servables el les del si Cada una de cllas comresponde a tomar en £2(A, -) la etiqueta
adecuada (para la de configuracion A° = (0, f)°, mientras que para la de momento A2 = (—g, 0)°
-ver apéndice A). Para simplificar notacién denotemos por O{77] a £2(n, -). Dado que estas son
observables clementales, entonces para cada O[n] € O hay un operador O[r]]. Adicionalmente,
deseamos que las RCC se cumplan,

[O1m. O1£1] = imtotm. Ot | = —in2(n. O1. (3.10)
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Debemos verificar entonces que la construccién a la Fock sea una representaciéon de las RCC en un
espacio de Hilbert de nuestros operadores basicos. Tomemos como espacio de Hilbert al espacio
de Fock simétrico %;(7) y representemos sobre éste a los operadores como sigue

Olnl - ¥ := iR (AGP —CG) - . a.an

Sea 17* € 7H la representacién en fndices abstractos del par (—g, f). Es decir, el vector 7 que
aparece en las expresiones previas debe pensarse como una etigqueta para los estados creados (o
aniquilados) por C(7) (A7) sobre el espacio de Hilbert.

Enfoquémonos ahora en las propiedades de los operadores dados por (3.11). Primero, n6tese
que por construccién el operador es autoadjunto. Un cédlculo directo nos permite verificar que las
RCC en efecto se satisfacen,

R LAG. CE)] + K[Cp. AE)]

= M ut? - EarH1

= A& - &gl .
= 2 ImUn. &Nt = -inQm.o1. 3.12)

[Otm.O141]

donde hemos usado (3.6) en el segundo rengén y (3.1) en la iltima linea. Nétese que en este
célculo solamente usamos propiedades generales del producto intermo Hermitico y, por lo tanto, '
la representacién de las RCC es, en principio, para cualquier producto interno (-, -). Dado que el
producto interno esta, a su vez, dado por una estructura compleja J, vemos entonces que hay una
correspondencia uno a uno entre representaciones de las RCC y estructuras complejas y que, por
ende, J representa la libertad (infinita) en Ia eleccién de la rep ntacién cudntica.

§3.2. Representacion de Schridinger

En contraste con la representacién de Fock, que de manera natural se presenta y construye en
un marco covariante [28], la construccién de la representacion de Schridinger descansa sobre una
hipersuperficie de Cauchy Z, pues la interpretacién més “ligera” es en términos de funcionales al
tiempo ¢.

Comencemos por ver cuales son las observables clisicas que en este caso serdn cuantizadas,
y en términos de las cuales se expresan las RCC. Puesto que el espacio vectorial de variables

les cldsicas es ( = Gen{l.¢l[f).n[g]} y hay, asociado con cada elemento F en O, un
operador abstracto £ en el dlgebra asociativa y libre generada por ¢, entonces tenemos que los
operadores bdsicos de 1a teorfa son @Lf] y A{g]. Las relaciones de conmutacién canénicas surgen
al imponer la condicién de cuantizacién de Dirac sobre los operadores cufnticos fundamentales,
de (1.4), (3.8) ¥ (3.9), las RCC dan [2Lf), 2(g]] = iA [ d’ fel.

Al menos de manera intuitiva, la representacion de Schﬂidmger consiste en considerar ‘fun-
ciones de onda’ como funcion(al)es de . De m més p esta rep ntacion consiste en

a los operad absmos:}U']yk[g]comoopendotesen'}(.. L2(C,dyu), donde
un eslado es representado por una funcién(al) Wle] : ¢ — C, con las “condiciones de realidad”
apropiadas, que en nuestro caso significa que estos operadores deben ser Hermiticos.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




33

Como primer intento, inspirados y seducidos por los nombres “‘configuracién™ y “‘momento™,
uno podria tratar de representar a los correspondientes operadores cal do la rep i6n usu-
al de éstos en mecénica cuantica ordinaria, a saber, actuando por multiplicacién y por derivacién,
respectivamente. Sin embargo, uno debe ser cuidadoso pues, a diferencia de la mecdnica cudntica
ordinaria, el espacio de configuracién de la teorfa es ahora de dimensién infinita y las medidas
del tipo Lebesgue ya no son en este caso medidas accesibles (L.a teorfa de la medida sobre es-
pacios vectoriales de dimensién infinita cuenta con algunas sutilezas, entre cllas esta el hecho de
que medidas bien definidas deben ser medidas de probabilidad [47, 48]. Una medida uniforme no
podria tener tal propiedad). Como consecuencia de la (numa relacion entre la representaciéon de
operadores y la medida, y para reflejar de a CC la no exi ia de una medida ho-
mogénea, debemos modificar un poco la mas sencilla de las extensiones (sugerida por la mecénica
cudntica ordinaria) y representar a los operadores bidsicos, cuando actiian sobre funcionales W([¢],
como sigue

(@S] - V) := oLf1¥le). _ (3.13)
y

gl - V)¢l := —ih f d’ g(x) 6 et + término multiplicativo . 3.14)
donde el segundo término en (3.14), dependiente s6lo de la variable de configuracién, esta pre-
cisamente ahf para dar caricter autoadjunto al operador cuando la medida es diferente a la “ho-
mogéna™, y depende de los detalles de la medida. Lo primero que debe notarse es que la repre-
sentacién no es fijada canénicamente. Es decir, necesitamos conocer la medida para representar a
la observable de momento. Esto contrasta con la estrategia que se sigue en el método algebréico
{24]. donde uno primero representa a los operadores y después encuentra una medida que haga a
éstos Hermiticos. Pareciera que, incluso para los sistemas mds sencillos en teorfa de campos, uno
necesita modificar ligeramente esta estrategia.

Observese que ahora hay dos nuevos actores en el juego. El primero es el espacio de confi-
guracion cudntico C, y el segundo es la medida u sobre éste. En la construccién de la teorfa es
necesario entonces especificar estos objetos. Para ello llevaremos a cabo un proceso en dos pasos.
Primero necesitamos hallar a 1a medida du sobre el espacio de configuracién cudntico para obtener
el espacio de Hilbert 7{; y, segundo, necesitamos hallar el témino multiplicativo del operador
elemental (3.14).

La estrategia natural para determinar a 1a medida y al operador multiplicativo es suponer
que contamos con una representacién a la Fock (no importa cual en particular, pues los resulta-
dos serdn suficientemente generales). Esta representacién debe tener su contraparte unitariamente
equivalente en la representacién de Schridinger, y por lo tanto fija la medida y al operador mul-
tiplicativo en el marco funcional. Es decir, dada una representacion de Fock, queremos hallar la
representacion de Schréodinger que es unitariamente equivalente a ésta.

§3.2.1. Algebrn cuéntica y estados

Asumiremos la existencia de una representacién consistente a la Fock de las RCC. El prooble-
ma que queremos resolver aqui es el de formular la equivalencia entre las dos diferentes repre-
sentaciones para la teorfa. Con tal finalidad, el camino més natural es a través de la formulacién
algebrdica de la teoria cuantica de campos expuesta brevemente en §1.2, concretamente a través del
teorema GNS (Teorema 1.1). Un aspecto clave de este teorema es que uno puede tener diferentes
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(pero unitariar te equival ) rep aciones del dlgebra de Weyl que den teorias cudnticas

equivalentes. Este es el sentido preciso en el cual las representaciones de Fock y Schrodinger estdn
relacionadas.
Seamos mds especificos. Sab exXac como construir una representacion de Fock a
partir del espacio vectorial simpléctico (S, Q2s) dotado con una estructura compleja J (§3.1). La
libertad infinita en la eleccién de la representacién de las RCC recae en la eleccién de estructuras
complejas admisibles, que dan lugar a diferentes espacios de Hilbert de una particula? 7. Una
vez que realizamos la eleccién de una estructura compleja, y especificamos por lo tanto un espa-
cio de Hilbert 74, la construccién es completamente natural y no hay més elecciones que hacer:
Tomamos el espacio de Hilbert de 1a teorfa cuéntica de campos como el espacio de Fock simétri-
co F.(Hp) definido en §3.1. Las observables fundamentales S2(¢, -) sobre .#,(Hp) son definidas
por SX(,-) = IA(K@) — iC(K¢). donde C y A son los operadores de creacion y aniquilacién, y K
es la restriccién a S del mapero de proyeccién ortogonal K : Sf —s» Fp en el producto intermmo
u(P1, $2) 1= —iSA(P1,#2) [28]). Por consiguiente, si suponemos que tenemos una estructura com-
pleja en S (i.e., una representacién de Fock) podemos ahora calcular el valor de expectacion de los
operadores de Wey! sobre el vacfo de Fock y entonces obtener una funcional lineal positiva wyock
sobre el dlgebra & (ver ecuacion (1.5) en el tcorema GNS). La representacién de Schridinger
equivalente a la de Fock serd aquella que la construccién GNS provea via el mismo estado alge-
briico wrock- El trabajo ahora consiste en completar la construccién de Schridinger tal que el valor
de expectacién de los operadores de Weyl coincida con el valor de €stos en la representacion de
Fock.
El primer paso en esta construccion consiste en escribir, en términos de la estructura compleja
J, el valor de expectacién de los operadores de Weyl en la representacion de Fock. Por hipdétesis,
contamos con la tripleta (5;(?), Riocx. Q2 ). donde (i) F,(F) es el espacio de Fock simétrico
especificado por alguna estructura compleja, (ii) Reock ©5 un mapeo del dlgebra de Weyl algebra
a la coleccién de todos los mapeos lineales y acotados sobre el espacio de Fock simétrico (Reock
“envia” a los generadores de Weyl W(¢), ctiquctados por ¢, a los operadores exp[ifi(¢. -)] €
L(F (Ho)), y se extiende a toda el slgebra por linealidad y continuidad), y (iii) 2 es el vacfode la
teoria. De la construccién GNS (ver ecuacién (1.5)) se sigue que cl valor del d do

Wock
sobre los generadores de Weyl W(@) es el valor de expectacion de los operadores correspondientes
Reock(W(¢)) en el vacfo £ (en lo que sigue, reemplazaremos #,(7#p) por F):

Wiocx(W(P) = (g, Riocsx( W ()25 )5 . 3.15)

Dado que Ricx(W(#)) = explifi(e, -)] = exp(C(K¢) — A(K®)), podemos escribir. usando la
relacién de Baker-Campbell-Hausdorff, el generador de Weyl representado a la Fock como

Riock(W(@)) = exp(C(K9)) exp(—A(K#)) exp(— %wx_w. C<K¢)1) . 3.16)

Pero el conmutador [A(K @), C(K®)] es igual a (K@) (K@) 1. Dado que

RIDAKS* = (K1, K2d, = Ju@h. #2) — 501 92). @17

’Hacemosnouraqul’quelaposnbnlldaddeele‘umm finidad de e ival y no
una teoria consistente, es un claro indicativo de que el teorema de Stone-von Neumann (en

equival para ¢
general) no se generaliza a tcorfas de PO, COMO se i cn §1.2.
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entonces (KPa(Kp)* = Lu(p. o). Por lo tanto, el valor de expectacién en vacio del operador
Riock (W(@)) esta dado por

Reock W @onc = (A, exp(CK) exp(~ARIN2).5 expl— 5116, 8 - 318

Como (Rs.¥)s = O para todo ¥ € F tal que ¥ = (0.7, g1 42, @t1-Aa, ), entonces
Qs ,exp(C(KP)) exp(—A(KP))N#) s = (Ns.02s)s. Por lo tanto, si €l vacfo esta normalizado,
sustituyendo (Riock (W(P)))vac €n (3.15) obtenemos que el valor del estado wiocx actuando sobre

los generadores del dlgebra de Weyl W(R) esta dado por la siguiente expresion
Wiock(W(R)) = e~ dd.d 3.19)

donde, gracias al isomorfismo simpléctico I entre el espacio de datos de Cauchy I' y el espacio de
soluciones S (ver apéndice A), 2 denota una etiqueta en (3.19) ya sca en la formulacién covariante
o la canénica. Nétese que la construccién GNS es la herramienta que nos permite invertir el pro-
ceso. Es decir, desde el punto de vista de 1a formulacién algebrfica, la eleccién de una estructura
compleja J define la representacién de Fock via la construccién GNS basada en un estado wrock.
que es definido sobre los generadores basicos del 4lgebra de Weyl por (3.19).

$3.2.2. Estructura compleja en el espacio de datos de Cauchy

Antes de proseguir con la construccién de la representacién a la Schrddinger, hagamos una
breve pausa para revisar como proveer a la formulacién canénica con una estructura compleja,
dado que contamos con una en la formulacién covariante. Este punto es central, pues exactamente
como J covariante codifica la infinidad de representaciones a la Fock, su contraparte canénica
habra de hacer lo propio con la infinidad de i a la Schrisdinger.

Recordemos que en la repersentacion de Fock, que de manera natural es construida a partir
del espacio de fase covariante (S, f1s), la estructura compleja es compatible con la estructura
simpléctica definida sobre S. Ahora bien, para el espacio fase candnico, dado un encaje T, :
I — ‘M y una estructura compleja sobre S, hay una estructura compleja sobre I' inducida gracias
al isomorffsmo pléctico T,, entre los espacios I' y S. Sobre el espacio vectorial simpléctico
(T, £2) con coordenadas (. ), 1a forma més general de la estructura compleja J esta dada por

—Jr{g. n) = (Ap + B, Cn + Dyp), 3.20)
donde A, B, C y D son operadores lincales que satisfacen las siguientes relaciones [34]:
2+8D=-1, C°+DB=~-1, AB+BC=0, DA+CD=0. 3.21)

El producto interno ur( -, -) = (-, —Jr - ) en términos de estos operadores estd explicitamente
dado por
urer.m). (2 m) = [ PxeriBrz + mAez - 1Dz — o1Cro). (G:22)

para todos los pares (¢;,71) ¥y (¢2,72). Como ur es simétrico y positivo definido, entonces los
operadores lineales deben satisfacer adicionalmente que [34)

Lrar= [rar. _£ sDg' = [ &'Dg . j; rag=- [scs. (3.23)
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j;fo>0 . j;ng<0 (3.29)

donde g, g’ € Cg°(X) son escalares, y f, f’ € C3’(X) son densidades escalares de peso uno.

Dado un encaje 7, de ¥ en el espacio tiempo, hay una relacién uno a uno entre estructuras
complejas sobre S y I'. Esto es, si tenemos un isomorfismo particular I, (dado un encaje, en
efecto tenemos un isomorfismo), la estructura compleja inducida sobre I” por Js (una estructura
compleja particular sobre ¢l espacio fase covariante) esta dada por Jr = I, ;' JvI,,. Estarelacién y
la forma general (3.20) implica que

Ap + Br = ~TL{Jv#]. Cr+ Do =—T4IVhE(IvP)], 3.25)

donde ¢ = I,,(w,m) (i.c., @ es la solucién a la ecuacién de Klein-Gordon cuyos datos de Cauchy
es el par (, 7). Asi, la realizacién particular de los operadores A, B, C y D seri diferente para
distintos encajes 7, de E.

Una vez expuesta la forna general de 1a estructura compleja en ¢l marco canénico, volvamos
a la construccién de la representacion de Schriodinger.

§3.2.3. Representacién funcional

El siguiente paso es completar la representacién de Schridinger. Es decir, hallar la medida du
y el término multiplicativo en (3.14), que corresponden a una representacién de Fock dada. -

Para especificar a la medida du, que define al espacio de Hilbert, es suﬁcneme considerar ob-
servables de configuracién. Sabemos como repesentar estas observables indep de la

medida pues estan representadas por operadores de multiplicacién como en (3.13). La observable .

de Weyl W(Q), con 22 = (0, f)?, en la representacién de Schriodinger tiene la forma .
Run(W(D)) = P71 N - (3.26)
La ecuacién (3.19) nos dice que el estado w,, debe ser tal que,
Waen(W(D) = exp [—‘1”(,1. ,1)] = exp ['I;l‘ j; &Brre f] . @27

dondc hemos usado (3.22) en el ultimo paso. Por otra parte, el lado izquierdo de (3.19) es el valor
de expectacién del operador W(R). Esto es,

winW ) = [ G FeRuan W) - ¥0) = [[auetheesse. G328
Comparemos ahora (3.27) y (3.28),
ifaxre 1 3
| due =exp|-32 &xfrBfy}. 3.29)
c x
En este punto es necesario realizar un breve paréntesis para precisar el significado de (3.29).

Puesto que en el caso de espacios vectoriales ‘V de dimensi6n infinita la transformada de Fourier
de la medida ji esta definida por

xp(f) := j;d“lei’(") R
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donde f(p) es una funcién(al) continua arbitraria sobre V. La transformada de Fourier x, bajo
ciertas condiciones técnicas, caracteriza completamente a la medida . Este hecho es particular-
mente 1itil para nosotros pues nos permite dar una definicién precisa de la medida Gaussiana.
Asumamos que “V es un espacio de Hilbert y O un operador positivo definido y autoadjunto sobre
V. Entonces, se dice que una medida una medida /i es Gaussiana si su transformada de Fourier
tiene la forma,

xa (D = ew(—%(f. Of)'v) . (3.30)

donde (-, -}y es el producto interno Hermitico sobre V. Podemos ahora preguntarnos, dada la
forma de la transformada de Fourier, c6mo es la forma de la medida ji. La respuesta es que,
esquemidticamente, ¢ésta tiene la forma

“diz = exp (—%«p. o“«:)«) D", 331D

donde P¢ representa a la medida “tipo Lebesgue™ ficticia sobre el espacio V. La expresién (3.31)
(que no es una expresién completamente bien definida como (3.30)) es de mucha ayuda para
entender de donde proviene el apelativo de Gaussiana. El término —%(w. O~ o)y finito y negativo
definido, da el carédcter Gaussiano a /1.

Volviendo a nuestro caso particular, notemos que de las ecuaciones (3.30) y (3.31) se sigue
que (3.29) nos dice que la medida du es Gaussiana y que ésta correspone a una medida heurfstica
de 1a forma

“du = e k¥8'Y v, (3.32)

Esta es la medida deseada. Queda por determinar todavia al **término multiplicativo™ en la repre-
sentacién del operador de momento (3.14). Para ello, necesitaremos recurrir a todos los generado-
res de Weyl y a la ecuacién (3.19). Sea K el espacio de Hilbert que se obtiene al completar C res-
pecto al producto interno auxiliar (g, f) := _E gf [34]. Tenemos que calcular (R,n(W (g, f)))vac =
{Wo.exp(i@g[f] — ift[g])¥o),. por lo que usaremos la relacién de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)
para separar a los operadores; i.e.,

expipLf] — iAlg)) = expiPLIN) exp(—iAlsD) exp(~ 3 [i2Lr1. —ALg1)) (3.33)

Dado que [@[f]. 7lg]] = ¢ _[;: fg1 (1 = 1), entonces sustituyendo (3.33) en (1.5) y usando (3.19)
llegamos a que

e~ dur@n.em - cxp(—%. j; fg)(‘!’o. expG@LrD exp(—irleD¥o) . (3.39)

donde hemos usado que exp(—i/2 f; feDWo = exp(—i/2 f fg)¥o y exp(—i/2 [ fg) no depende
de .
Escribimos al operador de momento como sigue,

exp(—iR[gDW¥o = exp(—iM + DY¥o , (3.35)

con
—iﬁ-W:(Lwrﬁg)‘l‘:—iM‘l‘and J\P:—fg'i—!. (3.36)
'
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Dado que [—iM,d]-¥ = -:[_Eg M 1'¥ (pues M es lineal en g, y por lo tanto ‘2: no depende de ),
entonces usando BCH podemos escribir el lado derecho de (3.35) como?

exp( 3 ) exp(—iM) exp(d)¥o -
Por otro lado, exp(d)¥Wo = Yo ¥ exp(—in‘l)\vo = exp(—iM)¥o. Entonces, (3.35) es
i sSM
-1 = = o —i. . 3.37
exp(~ik(gD¥o = exp( _[; 50 ) exp(—iM)¥o (337
Sustituyendo esta iiitima expresion en (3.34) obtenemos que
@ N E - o4 f S8 b h o f A i e fep—iM (3.38)
(9
Usando (3.22) y (3.36) tenemos que (3.38) es
e~} EUBIvIAS-8D8—8CH) — o4 S~} fats f A e U -imexe (3.39)
c
De la iltima relacién en (3.23), y usando el hecho de que la integral sobre C es la transformada de
Fourier con f +—» (f — irag) de 1a medida (3.32), llegamos a que
e~ 3 FUBS~2Dev2fAR) o % T8t famg ) fU—ihp)BU—itg) (3.40)
Es decir,
e~ LUBS-8Dg+20A8) — =4 L feo=} o aMs o~} i SBS o} S (MaXBME) 4 f(MEXB G.41

donde hemos utilizado 1a primera de las relaciones en (3.23) para obtener el dltimo término. Puesto
que (3.41) tiene que ser vilida para toda g y f en K, entonces deben cumplirse

- fx fAg=i J; hgXB —i j; sz, 3.42)
y
[ e0e = [[cnexame) -2 [ gms. (3.43)
p 4 $ x
Usando la primera relacién en (3.23), la i6n (3.42) puede ser reescrita como
Lf(A +iBm—ilg =0. 3.49

Para hallar /i3 asumiremos que iBsfit — il es un operador lineal. Dado que A es lineal, entonces
L := A + iBfm — il es también lineal. La ecuacién (3.44) debe ser vélida para toda f y g en K,
entonces Lg = O para toda g en K (i.c., el kernel o micleo del operador L es todo K), por lo tanto

L=0,y
m=B"'+iBA. (3.45)
3 Pucs nuestra cleccitn de W es una que, de hecho, puede fij como la fi i l Después del pr
uno puede verificar que, en efecto, éste es un vector ciclico y que de, posla 5n GNS, a la funcional
de vacfo en la rep ion de Schridi
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Nétese que st es (i) un operador lineal de K a K@ik y (ii) es simétrico respecto al producto interior
en K, (f.8) = [ fg. en el sentido de que (g, B-'g") = (B7'8.8") y (8. B~'Ag’) = (B7'Ag.8") para
todagyg’' en K.

La ecuacién (3.43) es simplemente una ecuacién de compatibilidad. Si sustituimos (3.45) en
el lado derecho de (3.43), ob nos ( do el hecho de que 71 es simétrico),

V fg(B“' +iB'AY1 +iA)g — 2fg(B"" +iB'A)g = —fg(B" +B'AYHg = ngg. (3.46)
z z P ¢

donde la dltima ecuacién se sigue de la primera relacién en (3.21), lo cual implica que D+ 8~ 142 -
—B'yporlotanto 87" + B8 'A2 = -D.

Sustituyendo (3.45) en (3.36) obtenemos M. Entonces, la representacion del operador #(g].
para el caso general de un estructura compleja arbitraria (3.20). esta dado por

ate) - el = —i [(s7 - w8 + 87 M) L. G.47)

que puede ser reescrito en términos del operador C: de la tercera relacién en (3.21) se sigue que
B~ 'A = —CB™! y en consecuencia

#te)- ¥iel = —i [(g0 ~ w8 —iCB™)E)¥lol. (48

Nétese que los operadores de momento #[g] y #[h] conmutan para cualquiér cleccioSn de g y A
dado que B~!A (CB™!) es autoadjunto.

Antes de concluir esta seccién sobre la representacién de Schridinger, vale la pena discu-
tir un poco en tomo al operador de momento que hemos obtenido (ecuaciones (3.47)-(3.48)) y,
por otra parte, exhibir un vacfo Gaussiano que, por estar asociado a una medida homogénea, no
estd adecuadamente definido (aunque ap e con fi ia en la literatura [16]).

$3.2.4. Egquivalencia unitaria en teoria de campos

Al comenzo de la discusién pecto a la rep i6n de Schridinger, mencionamos que ¢l
segundo término en (3.14), dependicnte inicamente de la variable de configuracién, tiene como
tarea hacer que el operador sea autoadjunto cuando 1a medida es diferente a la homogénca, y de-
pende de los detalles de 1a medida. Esto es, dada la medida cufintica Gaussiana, uno debe ajustar
la accién del operador de momento para satisfacer las condiciones de realidad. Sabemos que si la
observable de momento puede ser asociada a un campo vectorial v sobre el espacio de configu-
racién, entonces la forma general del operador de momento esta dada por A(v) = —il(E, + %Div,.v).
donde Div,v cs la divergencia del campo vectorial v con respecto a la medida (cufntica) u. Por lo
tanto, dada la medida cufintica en el caso de teorfas de campo, uno podrfa en principio determinar
el término multiplicativo en la representacién del operador cudntico de momento.

En §3.2.3 vimos que dado un operador Hermftico positivo definido G, por cjemplo en el es-
pacio de Hilbert L2 de funciones escalares . 1a forma general de la medida Gaussiana heurfstica-
mente es

dug = exp [— J; oG v] Dy, 3.49)

Los campos vectoriales sobre el espacio de configuracién C, asociados con las variables de mo-
mento nr[g] son campos vectoriales constantes (en la carta definida por (g, 7). Hay una férmula
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general para la divergencia de un campo vectorial “constante” v* dada por Div,v = VAV (In ).
En el caso de dimensién infinita, ésta es esencialmente la mi con el cuidado que debe tenerse
de reinterpretarla apropiadamente en términos de “derivadas functionales”. En nuestro caso, la
derivada logarftmica de la medida a lo largo del campo vectorial constante definido por g da un
operador cudntico de momento de la forma

aie1 el = —i (om0 - v Ge)¥iel. @.50)

Ahora bien, por otra parte hemos obtenido en §3.2.3 que el operador de momento esta dado
por la expresién (3.47), donde B! y B~'A son operadores Hermiticos, y B! es el operador co-
mrespondiente a G en (3.50). El hecho mas notorio y destacable es que el operador (3.47) tiene un
término extra, comparado con (3.50). ’ .

Una sospecha inicial podria ser que el operador (3.47) no cumpliese con las condiciones de

realidad requeridas. Sin embargo, el término extra, [ L (B 'A) g] W([¢]. corresponde a un opera-
dor de configuracion *“suavizado” con la funcién real de prueba B~ 'A g y, por consiguiente, es un
operador Hermftico. Asf que las condiciones de realidad se satisfacen en ambas representacioncs
(3.47) y (3.50). Adicionalmente, nétese que desde el punto de vista geométrico la representacion:
(3.50) es la mas natural cuando se cuenta con una estructura de haz cotangente para el espacio
fase y se trabaja en la representacién de configuracién. En principio, parece intrigante el haber
obtenido una representacién alternativa y no tan intuitiva. Asf, tenemos entonces que decidirnos
por alguna de las siguiente opciones: (1) las repesentaciones (3. 47) y (3.50) son equlvalentcs. (ii)
el término extra en (3.47) es irrelevante, y (iii) no es, en definitiva, irrelevante. )

Consideremos los valores de expectacién de las teorias cudnticas que resultan con cada una de
las representaciones. Por la construccién GNS, la férmula (3.l9) da, para la representacién (3.47),
que :

(W())gas = exp [—— f &c(fBf + fAg — gDg — sCD] ' 3.51)

para el *‘vector etiqueta™ A% = (g, f)?. Por otra parte, la representacnén (3 50) tendré como valores
de expectacion los siguientes

(W())ag = exp [—% j; d’x(f8f+sB"s)] B € 7))

De las expresiones anteriores es claro que la ausencia del término extra en la representacién (3.50)
implica que, en general, las expectaciones en el vacio (3.51) y (3.52) diferiran. Asi, las teorias son
(en general) unitariamente inequivalentes. De tal suerte que la opcién (i) debersd ser descartada.

El término extra, [ _E w(B"A)g] ¥[¢] o equivalentemente [ £ w(CB")g] ¥[w). no parece ser
irrelevante, pues en general una estructura compleja esta codificada por el par (B, C) (o, equiva-
lentemente (B, A)), pues de acuerdo a (3.21) si conocemos 8 y C podemos determinar al resto
de los operadores. Adicional la rep i6n (3.50) corresponde a tomar C = 0 y, como
bemos visto, en general es una representacion no equivalente a (3.47), asf que si ignoramos el
término extra en la representacion (3.47) del momento, estariamos deshechando una infinidad de
representaciones correspondientes a estructuras complejas que, en principio, pueden ser perfecta-
mente vilidas. La pregunta entonces cs la siguiente, sabemos que existen teorfas codificadas por
(B,C # 0) no equivalentes a aquella codificada por (B.0) (con los mismos B's); sin embargo,
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debemos verificar que, en efecto, dichas teorias son consistentes con ¢l requerimiento de com-
patibilidad entre la estructura compleja y la estructura simpléctica (i.e., que existen estructuras
complejas con C # 0 que dan teorias no unitariamente equivalentes a aguella con C = 0y que son
compatibles con la estructura simpléctica).

La idea consiste en mostrar que la siguiente conjetura es falsa: Si uno prescribe By la medzda.
no existe una representacion de Fock parametrizada con la misma B y un C no trivial que sea
consistente.

Para mostrar que esta conjetura es falsa, basta con reescribir las condiciones (3.23) y (3.24)
en términos de By C, usando (3.21) para ello, y suponer que la teorfa resultante es unitariamente
equivalente a la parametrizada por (8, 0). i.e., en particular, que se debe cumplir la siguiente condi-
cién necesaria para la unitariedad entre teorias: existen b, 5’ > 0 tales que, para todo (g, r) €T,

b po(p, 1) < pclp, ) < buole, 7) (3.53)

donde po(-, -) = AJa.0y' ) Y #c(, ) = QA(Ja.0)»")-

De escribir las condiciones (3.23) y (3.24) en témminos de B y C, se sigue que cualquier o-
perador C que sea (a) Lz-simétrico y (b) tal que [C, B] = 0, arroja como resultado una estructura
compleja J(p c) compatible con Q. Por otro lado, (3.53) implica, en particular, que

Ho((Cp, 0), (Cp, 0)) < Apo((4.0), (¢.0)) 3.54)

debe cumplirse para alguna 1 > 0. Por lo tanto, la conjetura puede no ser falsa si lo siguiente es
verdadero

Dado cualquier operador C que conmute con B y que sea Lj-simétrico, es 3 A > 0l
que (3.54) se satisface.

Sin embargo, esta iltima afirmacion es falsa. Para mostrar esto, consideremos, por ejemplo,
el campo escalar masivo sobre el espacio de Minkowski (i.e., M tiene la topologia R x R?) donde
la estructura compleja se elige como aquella que da la descomposicién estdndar en frecuencias
positivas y negativas. Esta eleccién esta asociada al campo vectorial constante tipo tiempo % que
define 1a coordenada de tiempo ¢ para un observador inercial. La estructura compleja J(a.0) esta
entonces dada por

J8.0)(p. ) = (—(—A + m2) " 2x (—A + m®)1/2p), Q3.55)

lo cual significaque C = 0y B = (—A+m?)~'/2_ Ahora bien, si tomamos C := B~! = (—A+m?)1/2,
es claro que

JB.oe ) = (FA+m) 20— (—A+m?) V21, (A +mP) 2 4 (A +m?)P 2o — (—A + mP) 2)
(3.56)
es una estructura compleja compatible con Q. Si las teorias que corresponden a estas estructuras
complejas son unitariar equival entonces (3.54) debe cumplirse; i.e.,
fd3x<p(—A +m?)2p < fd’xqp(-A +m)'\ 2
b b
lo cual implica que
fd’xp(—A +m’yp < de’xw 3.57)
b =

para toda ¢. i.e., (—A + m?) es un operador acotado con respecto a la norma L;. Sin embargo, no
es verdad que (—A + m?) este acotado respecto a la norma L2, de tal manera que la afirnacion es
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falsa y, en consecuencia, las normas yo((qp. ), (p, 7)) y Hc((p. ), (p, 7)) nO son equivalentes y las
teorfas, por consiguiente, son unitari inequi Asi que es pt)snble tener una teorfa
consistente codificada por la misma B y una C no trivial que es uni inequival ala
teoria codificada por el par (8,0).

Nétese que para el caso de un campo de Klein-Gordon no masivo, si clegimos C = B =

(—A)~""2, la estructura compleja esta dada por
JB.op. ) = (—A) M2 — (—AY Vir, (A2 + (—A) ) — (—A) /2m) (3.58)
y las teorfas que corresponden a (3.55) y (3.58) podrian ser unitariamente equivalentes si (entre
otras condiciones) la desigualdad
f: Bxp(-A)l¢sa L &P xpp (3.59)

se satisface para toda ¢. Dado que no es el caso, las teorfas son inequivalentes.
Por lo tanto, queda claro que habremos de descartar (i) y (ii), y quedarnos con (iii). De hecho,
después de esta discusién podemos afirmar que el término extra es un término altamente no trivial.

$§3.2.5. Vacio Gaussiano

A lo largo de esta seccién hemos enfatizado que el operador de momento debe contar con un
término multiplicativo para ser Henimftico respecto a una medida distinta a la homogénea. Hemos
dicho también que es indispensable tal término, pues para el caso de teorias de campo no existen las
medidas homogéneas. Sin embargo, uno podria ignorar esto y pretender que la representacién sin
término multiplicativo en el momento esta bien definida. En analogfa con el oscitlador arménico, es
de esperar que en tal caso el vacio tenga una fortna Gaussiana. Supongamos pues que el operador
de momento esta representado como sigue

— i 3 &
Rlg) = ‘f"‘-""mn

El vacfo, por definicién, es la funcional ¥g tal que A() - Wo = O para toda { € I'. Considerando
l1a representacién dada en §3.3 para el operador de aniquilacién, la condicién para el vacio queda
como

(3.60)

A Yo=3 [ ( (Dg - Cf —if] + liAg — g — lﬂfl—)‘l’o = a6
Sea A tal que SWol@)/d¢ = AWol¢). Entonces,

J; (#lDg — Cf - if1 + AliAg —g — iBf1)¥0 =0 (3.62)

para todo (—g, f) € I'. Dado que g y f son independientes, la Gltima ecuacién debe ser vélida para
todos los vectores del tipo (0, f) € I'. Asf, usando la primera y la iiltima de las relaciones en (3.23)
tenemos que

L (FUBA + (i — AJ))¥0 = O; Vf (3.63)

Io que implica que (1 + iA)}p + BA = Oentonces A = —B ' — iB~'Ag. Podemos ahora verificar
que, para toda g,

J; (vDg + AliAg — gl)¥o = j; £(De — iCA — A)¥o (3.64)
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se anula una vez que A es sustituida en la expresién y usando las condiciones que satisacen los
operadores A, B, C, D. Entonces, podemos concluir que la condicién sobre la “funcional de vacfo™
es

PEole) — (8" + iB™ Aol =: ~@- I Folel. 3.6%

donde hemos definido al operador @Q := (8~! + iB~'A). Proponemos como solucién a
Wole] = e® kvdv (3.66)

Mostremos ahora que, en efecto, este estado satisface (3.65). Sca {4} una familia uniparamétrica
de configuraciones de campo y sea 8¢ := dypa/dA}i-0. entonces

=a _[; [%(Q-w) +w( . %) Y =a j; (21Q - 92 + £2Q - $al%0 367

donde @i = dga/dA. Consideremos el término generico de la forma f 8Qg’. paratodo g y g
en CZ(T). Pucsto que B es simétrico, B! lo serd también, y entonces JeaQg = feB'g +
i [ gB'(Ag"). perocomo [gB~'(Ag’) = [ Ag’(B ') = — [ gCB~'g. usando la identidad -CB™! =
B~'A obtenemos que [ gB 'Ag’ = [g’B 'Ag.Porlotanto, [gQg’ = [g'B 'g+i [2'B "'Ag. Es
decir, Q es simétrico. Asf que podemos concluir que

a%| _ . ) B S¥olel
A o = j; PaRaQ - pa)¥ola=o = f &P[—W ] (3.68)

lo cual implica que §¥olwl/d¢ = 2a(@ - ¢)Wolgl. Por lo tanto, & = —1/2 y el vacfo, en la repre-
sentacién de Schrisdinger “homogénea™, esta dado por la funcional

Wolgpl = e~ kB +iB A _ ~4 foB I —icB' (3.69)

donde la tditima igualdad se sigue de utilizar 1a tercera relacion en (3.21).
Entonces, si “‘absorbiésemos al vacfo en la medida”, tendrfamos que

“du = ToWo Dy = e kv2 v Dy
que es precisamente la medida Gaussian dada por (3.32).

§3.2.6. Algunos comentarios

En esta seccién hemos utilizado la condicién en el valor de expectacién en el vacio (3.19)
para construir la representacién de Schridinger. Hemos dado las expresiones mds generales para
la teorfa cudntica a la Schridinger, con encajes arbitrarios de £ en M. Vimos que la unica posi-
bilidad de rep consistentemente a la teorfa es en términos de una medida probabilfstica,
eliminando asf a la inocente ¢ incomrecta representaciéon homogénea. Ello implicé modificar al op-
erador de momento agregando un término multiplicativo que contiene toda la informacién nece-
saria proveniente de la estructura compleja. Notamos que en dicho operador multiplicativo hay un
término altamente no trivial y que éste no puede ser derivado a partir de la medida. Debe notarse
que la construccién esta sustentada en la idea central y no trivial de imponer 1a condicién (3.19)
sobre la expectacién en el vacio de los operadores elementales.

Antes de concluir con esta seccién, es necesario hacer algunos comentariq
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1. Espacio de configuracién cudntico. Al principio de esta seccién hicimos notar la presencia
del espacio de configuracién cudntico C. Sin embargo, no lo especificamos y en todo mo-
mento se supuso que éste estaba dado, y era tal que los objetos que ahf definimos tenian un
copor > do. En el caso del espacio tiempo de Minkowski y de encajes planos,
donde X es un espacio Euclideano, el espacio de configuracién cudntico es el espacio dual
topoléSgico al espacio de Schwartz 5 (i.e., °). El punto crucial en este caso es que es
posible tomar al espacio de etiq como el espacio de Schwantz .% y aplicar entonces el
teorema generalizado de Bochner [47, 48]. Es decir, como .%° es un espacio nuclear metri-
zable, y la transformada de Fourier es continua en %, entonces la medida ¢n la ecuaciéon
(3.29) esta soportada en .5°°. Sin embargo, para variedades £ menos restrictivas, ya no es
posible definir a el espacio de Schwartz y usualmente se considera al espacio de funciones
suaves con soporte compacto Cg’(E), como el espacio de etiq (ver apéndice A). Para
indagar si es posible o no aplicar el teorema de Bochner extendido, es necesario probar que
este espacio es nuclear y afrontar el problema en la completez del dlgebra de Weyl. Esta es
una posible ruta para tratar de determinar al espacio de configuracién cudntico C de manera
general.

2. Naturaleza Gaussiana de la medida. Nétese que la forma de la medida dada por (3.29)
es siempre Gaussiana. Esto es garantizado por el hecho de que el operador B es positivo '
definido en la norma L? sobre X [34]. Sin embargo, la realizacién particular del operador
B sera diferente para distintos encajes 7, de T (ver (3.25)). Por consiguiente, dada J, la
forma explicita de la representacién de Schriodinger depende, por supuesto, de la eleccién
de encaje.

3. - Hermiticidad. Para tener una cuantizacién consistente, es necesario asegurar que los opera-
dores asociados a las observables fundamentales satisfacen las ‘“‘condiciones de realidad”,
que en este caso significa que éstos deben ser operadores Hermiticos. Es directo mostrar que
el operador dado en (3.47) o bien en (3.48) es, en efecto, Hermftico.

4. Encaje plano en el espacio de Minkowski. Consideremos el caso mdas simple y comiin,
donde la estructura compleja es aquella tal que se obtiene la descomposicion estéindar en
frecuencias positivas y negativas. Esta eleccién esta asociada a un campo vectorial cons-
tante tipo tiempo ?. Ademis, I se elige como la hipersuperficie normal a ¢, a saber el
marco inercial en el cual el campo vectorial # esta en “reposo”. La estructura comple-
ja J es en este caso J(@.n) = (—(—A + m?)~12x, (—A + m?)'/2p), 10 cual significa que
A=C=0,8B=((-A+m?)V2y pD = —(-A + m?)"2 La medida cusntica es entonces
“dpy = e S w-Avmditg D¢”. Entonces, recuperamos inmediatamente la medida Gaussiana
existente en la literatura {27, 49],y que corresponde a 1a representacién usual de Fock. Como
debe ser claro, ésta representa un caso muy particular (espacio tiempo de Minkowski y en-
cajes planos) de la formula general que hemos presentado (vélida para todo espacio uempo
globalmente hiperbélico y encajes arbitrarios).

En la siguiente seccién compararemos la representacion resultante de Schridinger con su con-
traparte de Fock.
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§3.3. La conexién entre las representaciones

En esta seccién veremos brevemente como estan relacionadas las representaciones, y como
podemos pasar de una a la otra. Consideremos el estado mas sencillo, el vacfo |0). Denotemos con
‘Kets’ a los elementos del espacio de Hilbert abstracto, y utilicemos los ‘Brakets’ para cstados
en alguna representacién. Entonces, (¢l0) representa al vacfo en la representacién de Schridinger
mientras que (nl0) lo hace en la de Fock, donde usamos la notacién en analogfa con los estados de
n particulas de, por ejemplo, un oscilador.

Supongamos que contamos con los estados en la representacién de Fock, y con ambas repre-
sentaciones. Entonces, nuestro propésito es representar a los operadores de creacién y aniquilacion
actuando sobre funcionales, para asi convertir un estado de Fock en uno de Schridinger. Puesto
que actuando iterativamente con el operador de creacién sobre el vacio se obtiene un subconjunto
denso en el espacio de estados de Fock, 1o mismo habrd de ocurrir en la representacién funcional
cuando el operador de creacion actie iterativamente sobre la funcional de vacio que, hasta una
fase cudntica, esta dada por la funcién(al) constante

Walp) :={(pl0) = 1. (3.70)

El siguiente paso es representar a los operadores de creacién y aniquilacién sobre H,. Si
& = (—g&. f) € I, podemos definir a la correspondiente observable como O; = ¢[f] + nlgl y. por
lo tanto, a la observable cuintica (). Los operadores de creacién y aniquilacion en términos de
1a observable O({) estan dados por

cw) = EIE(O(J{) +iOW) G

AL = 5=OUD) — IO 3.72)

Recuérdese que la estructura compleja J actiia sobre datos iniciales como —J(@, ) = (A +
Br, Crr + Dy). Entonces,

1 . R .
C(=8.0) = 55 (@IDg — Cf + if] + #ABSf — Ag + igD 3.73)
E! operador de aniquilacién puede escribirse de manera similar,
1
A(=8. f) := 57 (PIDg — Cf — if} + RIBS — Ag — igD) G3.79)
Las expresiones (3.73) y (3.74) son completamente generales, para cualquier J y cualquier repre-
sentacién. En el caso particular en el cual estamos interesados, a saber ¢ do la rep i6n es

equivalente a la de Fock y esta dada por (3.13) y (3.48), contamos por hipé6tesis con los operadores
deseados. Nétese que para tener una formulacién consistente debemos tener gue

A(—g. ) - Yoly]l =0, (3.75)

para toda f y g. Es directo verificar que este es en efecto el caso.

Para hallar el *“‘estado de una particula™ en la representacién de Schridinger, a la cual deno-
taremos por 0} := C[{] - Wo, utilizamos el operador de creacién (3.73) para actuar con €l sobre el
vacfo y obtener

D) = }.( f EPxplf +i(B" — iCB")g]) (3.76)
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el “estado de una particula™ dado por el vector { = (—g. f). Adicional cualqui do
en la repesentacién de Schridinger puede obtenerse mediante la accién sucesiva del operador de
creacién (3.73).

§3.4. Comparacién entre las cuantizaciones para Gowdy 73

En §2.3.1 y §2.3.2 se expusicron bre te dos de las cuantizaciones que existen para el
modelo cosmolégico de Gowdy con topologfa de un tres toro, siguiendo [8) y [9. 10, 11] respec-
tivamente. La idea aquf es comparar estas dos cuantizaciones, sustentados por la tecnologfa que
hemos desarrollado en las primeras tres secci6nes de este capﬂulo Comencemos notando que en
§2.3.1 los grados locales de libertad, en particular, son s a la Schridinger segin (2.57),

y que estos grados locales de libertad corresponden jusumeme a un campo escalar propagindose
en un fondo ficticio como el que se especifica en §2.3.2. Por consiguiente, para comparar estas dos
cuantizaciones es suficiente con recurrir al material expuesto en las secciones anteriores. Es decir,
puesto que para los grados locales de libertad tenemos, por una parte, una cuantizacién a la Fock
(§2.3.2) y, por la otra, una cuantizacién a la Schridinger (§2.3.1), ambas para un campo escalar
propagindose en un fondo ficticio plano ®g,;, dado en §2.2.2, 1o Gnico que debemos hacer aquf es
identificar a que repesentacién de Fock corresponde 1a representacion (2.57) y =i esta represen-
tacién equivalente de Fock es o no unitariamente equivalente a la representacién de Fock que en
§2.3.2 se presenta. Nétese que todo este andlisis es modulo las constricciones.

Empecemos notando que en la cuantizacién llevada a cabo en [8] (presentada y adaptada al
caso polarizado en §2.3.1) 1a representacion de los operadores elementales es udnica. Sin embargo,
sabemos que por tratarse de una teorfa de campo esto no es posible y es preciso seflalar entonces
que en la cuantizacién realizada en [8] no se considera apropiadamente la introduccién de una
estructura compleja (particular, como en [9]) que codifique a Ia teorfa y exprese la ambigiedad
inherente en teorfa cuintica de campos. En este sentido, 1a cuantizacién de Mena es incompleta,
pues no obstante que se sigue al pie de 1a letra el programa expuesto en §1.1, en el proceso de
elecciones que uno debe hacer se ignora por completo la introduccion de una estructura complcja.
Como resultado de la inadecuada eleccién puede observarse que cuando se requiere que las condi-
ciones de realidad (2.55) sean realizadas como relaciones de Hermiticidad, se obtiene un producto
interno (2.58)-(2.59) cuya medida no es probabilistica (2.59). Adicionalmente, nétese que en esta
cuantizacién los estados, dados por (2.61), son Gaussianos. Todo ello esta en perfecta armonfa
con el andlisis llevado a cabo en §3.2.5, donde se muestra explicitamente que para medidas ho-
mogéneas, con el operador de momento sin término multiplicativo, el vacfo es una Gaussiana (y
es de suponer que el resto de los estados, bajo 1a aplicacién sucesiva del operador de creacion,
como en §3.3, también lo sean). Debido a la ia de una estructura compleja, no ¢s posible en
este caso construir la version a la Fock y compararla con 1a teoria cufintica desarrollada por Pierri
en [9, 10]. Este hecho enfatiza que debemos entonces proveer a la teorfa cusntica con una estruc-
tura compleja, de lo contrario ésta serd incompleta y las comparaciones simplemente carecerdn de
sentido.

Entonces, para evadir medidas no probabilisticas y reflcjar la ambigiledad inherente en teorfa
de campos, tenemos que introducir a la estructura compleja a través de una representacion no trivi-
al de los operadores cufinticos clementales. Para ello basta con notar, como lo hemos mencionado
ya, que el espacio de los grados locales de libertad {(¢, )} corresponde al espacio fase para un cam-
po escalar. Es decir, la ecuacién (2.35) implica que el par (¢, x) corresponde a datos de Cauchy
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para un campo escalar libre, no masivo, propagiandose es un fondo ficticio (M = T2 xR, gap =
—VoT VT + Va6V,0 + T2V ,0V,0) e independiente de o. Esto significa que a nivel clfsico el
espacio de grados locales de libertad. {(y. 7). puede verse como la versién candnica de espacio
fase de la presentacion covariante empleada por Pierri. En este contexto, podemos decir que (a)
a nivel cudntico la representacién desarrollada por Mena es una version a la Schrdinger incom-
.pleta de la cuantizacién usual a la Fock para un campo escalar, y (b) esta deficiencia se debe a
la ausencia de una estructura ccompleja sobre I'. El problema consiste entonces en dar una repre-
sentacién a la Schrodinger, completa y consistente, para el campo escalar anteriormente descrito, y
subsanar asf la omision de [8]. Gracias al aparato desarmrollado en las anteriores secciones, concre-
tamente en §3.2, loinico que debemos hacer aqui para cumplir nuestro propdsito es particularizar
el tratamiento general: los operadores || siguiendo (3.13), (3.48) y desarrollando en
series de Fourier, son

Pn- W= ¥, A" .W=—iTo %'4- iR(n) ¥ G3.77
donde
R(n) = § %‘(B-' — ICB™ )3 €™ om 3.78)

Por consiguiente, el término que deberd agregarse a la representaciéon de Mena (2.57) para reflejar
correctamente la ambigliedad inherente que existe en teorfa de campos es iR(n) ¥, con R(n) dada
por (3.78). Sea a := {@alacz, €ntonces por (3.32), 1a medida (heurfsticamente hablando) es

“dp = da exp[—ZorR()] "

donde R(k) = $(eMB™' 3, e™Pp).

Vale la pena enfatizar que, clisicamente, la formulacién canénica sobre el espacio fase co-
ordenado por {(y, 7))} no es mis que la contraparte de la formulacién covariante sobre el espacio
vectorial simpléctico (S, £2s), usada por Pierri. Asf que a nivel cudntico, la representacién mo-
dificada que surge de la formulacién canénica es, con una eleccién apropiada de los operadores
B y C, la versién a la Schridinger de la cuantizacién a la Fock llevada a cabo por Pierri (salvo
constricciones). Es decir, aquf se introdujo a la estructura compleja sin particularizar a los ope-
radores que la constituyen, por lo que (3.77)) cubre todas las representaciones de Schridinger
para el campo escalar en cuestién. Més ain, debido a la relacion entre las representaciones de
Fock y Schridinger (secciones §3.1-§3.3) sabemos que este hecho implica que también cubrimos
a todas las representaciones a la Fock, incluyendo, por supuesto, a la de Pierri especificada por
(2.63)-(2.64).

Si deseamos entonces llevar hasta el final la i i6n p ntada en §2.3.1 bastaria con
reemplazar (2.57) por (3.77) y generalizar los calculos en §2.3.1, ello arrojarfa como resultado
una cuantizacién que podrfamos llamar genérica para el modelo de Gowdy T3. Una segunda
opcién, menos ambiciosa pero bastante titil, serfa aprovechar la estructura compleja definida por
las ecuaciones (2.63)-(2.64), hallar su contraparte canénica usando (3.25), y exhibfr, en el lenguaje
de [8] la cuantizacién presentada en [9, 10]. Una tercera alternativa es la bisqueda de una nueva
y “razonable” estructura simpléctica (i.e., operadores B y C) con la cual implementar de manera
concreta (3.77) y dar una nueva cuantizacién en ¢l esquema de Schridinger para el modelo de
Gowdy. Las tres lineas tienen valor propio, y con seguridad en el camino plantearfan nuevas ¢
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Evolucion funcional

Con la finalidad de redondear la discusién en tomo a la cuantizacién del modelo cosmolégico
de Gowdy T3, es iitil analizar la dindmica a nivel cudntico. Para ello, aprovecharemos que este
modelo es equivalente a gravedad 2 + 1 acoplada (infnimamente) a un campo escalar axisimétrico’
propagdndose en un fondo ficticio con topologia T2 xR (seccién §2.2.2), y analizaremos entonces
la evolucién de este ¢ po entre dos superficies de Cauchy.

El estudio de la evolucién temporal entre dos superficies de Cauchy en la teorfa cudntica data
desde el trabajo de Dirac [50]. Sin embargo, es sélo hasta epocas recientes que la implementabi-
lidad unitaria de la evolucién temporal a sido de nueva cuenta abordada. Es conocido que para un
campo escalar no masivo, libre, y real, propagdndose en un espacio tiempo estitico de dimensién
(n+1) con topologfa T x R, la evolucién dindmica respecto a foliaciones arbitrarias tipo espacio
es unit ite impl ada sobre el mismo espacno de Fock que la asociada con foliaciones
inerciales si n = 1 [20] y no ser4, en general, unitariamente img dasin > 1[21]. No
obstante esto, para el caso (especial) en el que se considera la evolucnén temporal del campo
de K.lem-Gordon entre cualesqulera dos superficies de Cauchy planas, la evolucién dindmica es

i 1 ble para todos los enteros positivos n. En este capftulo (basados en [11])
veremos que este resullado no se extiende al caso del modelo cosmolégico de Gowdy T3, donde
el campo escalar axisimétrico se propaga en un fondo cuyos cortes espacnales tienen la misma-
topologfa, toros, pero que ahora éstos se expanden.

§4.1. La transformacién simpléctica de la dindamica clisica

Secan E;(X) y EfF(Z) cualesquiera hipersuperficies de Cauchy inicial y final, representadas por
los encajes Er y Ef. La evolucion temporal de E;(T) a Ef(X) puede verse como la biyeccion
1Eeer) : I — T sobre el espacio de datos de Cauchy [21): i£,.5,) = I;.,', o IEg,. La “receta” .
es: (a) tomar un dato inical sobre E;(X), (b) hallar la correspondiente solucién de la ecuacién de
Klein-Gordon, y (c) hallar el comrespondiente par inducido sobre E () por esta solucién. NGtese
que este mapeo también define evolucion temporal sobre el espacio de soluciones, S, a través de
la biyeccién natural inducida por #£,.£,). T(E.Er) = TE, © 8&.E5) © I;.". Los tres pasos de
la receta son ahora los siguientes: (a) tomar una solucién de la ecuacién de campo, (b) hallar el
dato inducido sobre la superficie de Cauchy Eg(X), y (c) con.rnderar a este dato como el dato inicial
sobre E,;(Z) y hallar la solucién resultante. De la indep P > al encaje de las estructuras
simplécticas ((A.15) y (A.16)) sobre I' y S se sigue que cada una de esus transformaciones de
evolucién temporal es un lsomorﬁsmo simpléctico. i.e., t( Ey. 5,)Qr QpyT, E' ,5,)95 =Qs.

Para 0 Cas0 p ular, construi s la evolucién dinfimica entre cualesquiera dos su-
petficies de Cauchy planas E(T?) := (T1.x) y EF(T?) := (Tr,x), donde x' = (8,0) € (0, 27)
son coordenadas sobre 72 y T es la coordenada (suave) de “tiempo™ sobre (M = T2 x R, Sab)s
¥y que es tal que cada superficie a 7 constante es una superficie de Cauchy. Denotemos por ¢ a la
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solucién que resulta de la accién de la transformacion T, g, sobre . Siguiendo 1a prescripcién,
lo primero que debemos hallar es el dato inducido sobre Ep(T?):

En general wr = Epy y nrp = E3(VAr£a 4). dado que en nuestro caso Ef(T?) = (Tr, x')
y ¢ depende solamente de las coordenadas T y 6, tenemos entonces que ¢ = ¥W(O,Tr)y i =
[TAry¢ (6, T)llr-1,. Entonces, de la forma explicita para las soluciones de la ecuacién de Klein-

-Gordon (2.50), tenemos que

@r = Im(Ao) + Re(40) InTr + > RelBnLHS (Im|TF)) .1
m»0
7 = Re(Ao) — Tr D, ImIRe[BnH{P(m|TF)) “.2)
mz0

donde B, = Ame™®.

El siguiente paso en la presecripcion es tomar a este par (¢r, 7r) de datos iniciales para ¢
respecto a EF(T2), como datos iniciales sobre E(T?) y hallar la solucién resultante ¥. Es decir,.
debemos resolver para {A;, Axlicz el siguiente sistema

¥(O.TF) = (0, T)) “4.3)
(T3r¢(6. Dllr=1, = [TIrd®, Dlr=r1, “4.49)

donde ¥(6,Ty) = E;& y [TO7r (0, T)lir-r, = E}( Vh;£,,¥) estan dadas de manera explicita por

9(©0.T)) = Im(Ao) + Re(Ao) In Ty + D, Re[BmHG (mIT 1)) 4.5
meO

7370, T)lir=r, = Re(Ao) — T; D, ImIRe[BnH{P(mIT 1)) 4.6)
me0
con By, = Ame'™®.
Usando la propiedad de ortogonalidad § ¢/*~™% = 2x6, . la conocida relacién [51]

HPOHP @ - HPWHS () = 22 (donde x> 0)

y las expresiones explicitas para los campos, dadas por las ecuaciones (4.1), (4.2), (4.5) y (4.6), no
es dificil mostrar que el sistema (4.3)-(4.4) es resuelto por

Re(Ap) = Re(Ag) “.7
Im(Ap) = Im(Ao) + Re(Ag) In(TF/T1) 4.8)

parak =0,y
Ax = TIFOw ) - FGaylAL + FIGOk x0) ~ Glxe, yOIAE 4.9)

para toda k # O, donde x; := kITy. yi := k|Tr, F(r, 5) := rH{(DHP(9) y G(r, 9 := rHP(HHD (5).
Por lo tanto, la transformaci6n simpléctica T(g,.£,) define, y es definida por, una transforma-
cién de A,,: .
Ap = ZXHAI + EnA; (4.10)
=4
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donde . i I —
Xk = —% INTF/Ti)k0 » Xt = %[G(Xl-yl) — Gy, x))61—& (VI # 0) @1
&ro = {1 — ';- INTF/TII0k0 . €= %PIF (xt, y1) — F1. x))014 (VI # 0) 4.12)

Evidentemente cuando 7; = T ocurre que A-_k = A, para toda k € Z (i.e., cuando T(£,.e5) €5 el
mapeo identidad).

§4.2. Implementabilidad cudntica

Queremos indagar si la evolucién cldsica definida sobre el fondo ficticio es o no implementable
a nivel cuantico. Para ello es til recurrir a la formulacién algebrdica de la teoria cudntica de cam-
pos, pues ahf las transformaciones simplécticas (en particular la de evolucién) son isomorfismos
del dlgebra de Weyl [21] y, desde el punto de vista de esta formulacién, son entonces de mancra
natural implementables. La pregunta es si tal isomorfismo, repr do en un espacio de Hilbert
a través de la construccién GNS, se traduce o0 no en una transformacién unitaria sobre el espacio
de Fock correspondiente al estado algebriico wroc (W) = exp(—1/4 Q(Jy, ¥)), con J dada por
(2.63)-(2.643).

Asociado a una transformacién simpléctica f sobre Y (donde Y representa ya sea a I’ o bien
a S), hay un automorfismo-+ del digebra de Weyl &, ay : & — &, definido por ay - W) :=
W(fIy)). En particular, la transformacién simpléctica T(g, £,) quec representa la evolucién temporal
de E; = (T1,x) a Er = (Tf.x') define el automorfismo-s a(g,.g,). Asf, desde el punto de vista
algebriico, si le asignamos el estado «w al tiempo inicial representado por el encaje E,, €l valor de
expectacién de la observable W € = en E; esta dado por

(Wig, = W) 4.13)

Consideremos el generador de Weyl ww) ctiquetado por . Bajo la transformacién simpléctica
T(&,.Er)» 12 etiqueta es mapeada a ¢ y la relacion entre W(y) y W(¥) esta dada por ag,.£5) - W) =
W(@@). Puesto que a nivel cldsico T(g,, &) dicta la evolucién temporal, podemos interpretar entonces
al cambio W(y) — a(g,.&5) - W(¥) como la contraparte en el dlgebra abstracta de observables. Es
decir, W) — a5 - W) es la rep i6n dtica de la evolucion temporal de las
observables en el esquema de Heisenberg. Mientras que en este esquema el valor de expectacién
de la observable W(y) al tiempo final esta dada por (WW))e, = wla@(s,.Er) - W), en la repre-
sentacién de Schrodinger esta expectacién es (WW))e, = we(W(W)). Por lo tanto el estado final
wEr, obtenido al evolucionar el estado inicial w, esta dado por w o a(g, .£5).

Ahora bien, para saber si la evolucién temporal entre cualesquiera dos superficies de Cauchy
planas esta bien definida en el marco de la formulacién sobre un espacio de Hilbert, es preciso
invocar a la construccién GNS (Teorema 1.1) que nos permite “bajar” a las transformaciones sobre
el dlgebra C* a una representacién en un determinado espacio de Hilbert. Una transformacion
simpléctica f : ¥ — Y, cuyo automorfismo cormrespondiente es ay : & — &, es unitariamente
implementable {21] si hay una transformacién U : { — 7 sobre el espacio de Hilbert 7 tal que,
para cualquier W € &, UT'R(A)U = R(ay - W).

Dado que w y su transformacién inducida por f, w o ay, no siempre definen representaciones
en ¢l espacio de Hilbert unitariamente equivalentes, no todas las transformaciones simplécticas f
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serdn implementables en teoria de campos (desde el punto de vista de 1a formulacién en un espacio
de Hilben, por supuesto). Aqui s % en la implementabilidad de 1a transformacién
simpléctica f = T (g, .g,) sobre el espacio de Fock simétrico & especificado en §2.3.2, construido
a partir del espacio de Hilbert de “‘una particula” 7o, determinado por la estnlctun complieja
(2.63)-(2.64), y cuyos elementos pueden ser identificados con las funci comple;j

¥=3 Fm@D A .19
meZ

___La transformacién continua (4.10) define un par de mapeos lineales £ : Ho— Hoyx:Ho—
FHo, donde Ho es el espacio complejo conjugado de 7. Con ‘¥ dada por (4.14), tenemos que

£-¥= 3 Fm@DmAl @19
mieZ
y —
X-¥= D fm(®.T)¥m1 Al @.16)
mleZ

El automorfismo ag,.£,) asociado a T(g, ) €5 unitariamente implementable con respecto a la
repesentacién de Fock (F = F,(7Hp). R) si y s6lo si el operador x es Hilbert-Schmidt [45]). i.e., sii

D iml® < oo @17
mleZ

Dado que 3,16z Wimi® = 1§ IN(T /TP + Timeo leiml?. entonces de acuerdo con (4.11), 1a condi-
cién (4.17) es equivalente a

D RelgmCxmyl)? <00y D (Imigm(tm. ym)))* < o0 4.18)
meO

mz0

donde gn(r. 5) := G(r, s) — G(s,r). Usando la definiciéon de las funciones de Hankel en términos
de las funciones de Bessel y Neumann (para n = 0 o 1), la primera de las condiciones en (4.18)
puede reescribirse como sigue

D (Amla.ym))? < o 4.19)
m=1

donde Amla,yml := mla(JoYm)1(aym) — NoGmIN1(aym)) + Ni(¥mINo(@ym) — J1(m)Jo(aym)] ¥
a := T;/Tr. En la regi6n asintética x >» 1 (para n = 0 o 1) el comportamiento de las funciones de
Bessel y Neumann esta dado por

Ta(x) = J%cos(x - (n + .;.)g) .
Np(x) = Jgscn(x - (n + %)g)

respectivamente, entonces el comportamiento asintético de Ap,[a, ym] €s

Amla.ym]l = —‘7_“2-'—;-—@ — 1)cos(ym(l +a) —n) param >
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Yy (4.19) es simplemente

ﬁl-z;‘-;)— > cos*(Tr(1 +aym) < oo (4.20)
an’Ty =X
donde N >» 1. N6tese que para el caso a = 1 se satisface trivialmente, como es de esperarse.

La implementabilidad unitaria implica que (4.20) debe satisfacerse para todaa € (0, 1) y porlo
tanto, si hay valores particulares de 7Tr (ro > 0) y a (ao € (0, 1)) tales que 30_» cos(ro(l + ag)m)
diverga, entonces aqg, £,) No serd implementada unitariamente. En particular, si tomamos TFr =
1%; resulta que cada entero m = N corresponde a un méximo de cos2(T¢(1 + a)x) y por lo tanto
la suma en (4.20) diverge. Por consiguiente, la transformacién asociada con Tz, .£.) no €S uni-
tari te impl ntable con resp > a la rep i6n de Fock (.%,(71p). 1) y por lo tanto la
evolucién temporal clasica, dictada por T, £5). NO ticne andlogo cufintico via un operador uni-
tario en la formulacién sobre un espacio de Hilbert. En este caso ¢l esquema de Schridinger para
describir evolucién funcional, do la repr i6n en el espacio de Fock de la teorfa cudinti-
ca, no es alternativa; consecuentemente, la “ecuacién de Schridinger™ asociada con el operador
Hamiltoniano A(7") no puede ser interpretada como una ecuacién de evolucién (sobre el fondo

ficticio) para los estados cuinticos. Este andlisis a 1a no impl ntabilidad en el espacio de
Hilbert cinemidtico, para el Hilbert fisico (i.e., ¢l definido por la constriccién cudntica) es posible
probar que la no implem bilidad pr 1 [12].

84.3. Estructura compleja e implementabilidad

En este capftulo hemos encontrado explicit: la formacién simpléctica Tz, £r) que
determina la evolucién temporal cldsica y visto que ésta no tiene andlogo cusntico a través de un
operador unitario en la formulacién sobre un espacio de Hilbert. Esto significa que la dindmica
clisica de los modelos cosmolégicos de Gowdy T2, incluso para las superficies de Cauchy mis
simples (planas y paralelas en la carta dada) que uno podria imaginar, no puede ser implementada
bajo la deparamctrizacion y la eleccién de estructura compleja que se ha realizado (ver seccién
(§2.2.2) y (82.3.2), respectivamente). Sin embargo, no es completamente claro hasta donde este
resultado preval para cualquier eleccién de operadores de aniquilacion y i6n (o, de a
equivalente, cualquier eleccién de estructura compleja J). La eleccion en [9] parece ser la més na-
tural desde el punto de vista de la fortna explfcita de las soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon,
pero no desde la perspectiva de la implementabilidad unitaria que, en el contexto de la teorfa
cudntica de campos sobre superficies curvas, quiz4 sea un requerimi de seleccidn de estn
compleja relevante para la adecuada representacién de las RCC. La idea entonces es imponer
a la implementabilidad unitaria como un requerimiento de la teorfa, dada la deparametrizacién
expuesta en (§2.2.2), y buscar a la familia de estructuras complejas (si es que existe) tal que
la transformacién simpléctica T(g,.E,) tenga una contraparte como operador unitario en la teorfa
cudntica. Como ejemplo para fijar una estructura compleja a partir de un requerimiento especifico,
consideremos el caso mds sencillo, a saber ¢l de fijar a 1a estructura compleja via el requerimiento
de invariancia de Poi ¢ sobre el espacio de Minkowski.

Consideremos una estructura compleja compatible con £2 sobre el espacio vectorial simplécti-
co (S, £2), entonces podemos dar a S una estructura de espacio pre-Hilbert complejo seguin
(x,y) = $Q(Jx, y) — $Q(x. y). Diremos que la estructura compleja es invariante relativa a un grupo
simpléctico dado si conmuta con todos los elementos del grupo {27]. Si la estructura compleja
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es invariante bajo una transformacién simpléctica T dada sobre S, T serd unitaria relativa a la
estructura pre-Hilbert compleja.

Pensemos ahora en cualesquiera dos observadores inerciales, O, y O, en el espacio de Min-
kowski (M, 7,). Los sistemas coordenados de cada observador corresponden a una foliacién del
espacio tiempo, definiendo, asf, campos vectoriales tipo tiempo 17 y 73, respectivamente!. Cada

observador separa a las soluciones, de a al, en frec ias positivas y negativas respecto
al campo vectorial de Killing asociado, definiendo de esta mancra a las estructuras compicjas
Jyo= —(—£,,£,)) 28, y J» = —(—£,,£,,)""/%£,,. En gencral, todo observador inercial define una

estructura compleja del tipo J = —(—£¢£,)"'/2£,, donde el campo vectorial £ € TM, en cl sistema
coordenado del observador, X : M — R4, p — X(p) = (1, x,y, Z), coincide con (3/31)°.

Por otra parte, los observadores O, y O, estan conectados por una transformacién de Poincaré,
P, que, a su vez, induce una transformacién en el espacio de soluciones S. El observador uno
induce una foliacién del espacio tiempo y, por consiguiente, una familia uniparamétrica de en-
cajes E,(1,) : & — M, de los cuales elegimos E, := E,(0). como ¢l encaje a partir del cual se
construye la versién canénica de la teorfa. La transformacién de Poincaré (activa) mapea ca-
da E, (1, XX) en hipersuperficies de Cauchy E,(12X2) = P(E.(#, (X)) que corresponden al obser-
vador dos y que tienen como vector normal a 73. En particular, E,,_»(X) = E,(0OX2) y. evidente-
mente, para la misma solucién ¢ los elementos de I' son distintos; a saber, ¢(x) = (po EXx) ¥
71(x) = ( VhE,¢ o EX(x) son los datos de Cauchy para la solucién ¢ respecto al encaje £ = E,(0),
en tanto que ¢'(x) = (¢ © E’}x) y 7' (x) = ( VI’ £,.¢ o E’}(x) 1o son respecto al encaje E’ = E ().
Asf que la transformacién de Poincaré (activa) P : M — Minduce, atravésde E' = Po E: T — M,
la wransformacién ¢ +— ¢° = P*¢ (i.e., la solucién ¢ es mapeada a la solucién ¢’ mediante la regla
@’ (p) = (P - p)) en el espacio de soluciones. Entonces, dado un encaje E fijo, un elemento del
grupo de Poincaré induce una transformacién en el espacio de soluciones. La transformacién
P* : 8 — S es simpléctica e induce una estructura compleja J’ = P*J, P*~'; en efecto,

Hi( P, 9) = SN\ 9. P) = NP I, PP ") = 1’ (¢, &)

donde y’(-, ) = XJ’ -, - ), con J’ especificada como se mencion6.

Entonces, por una paste tenemos la estructura compleja natural asociada al observador dos,
J2 = —(—£,£,,)7'/2£,,, y, por otra parte, la estructura compleja inducida por una transformacién
de Poincaré, J' = P*J,P*~'. Sin embargo, estas estructuras complejas son exactamente las mis-
mas, pues la transformacién de Poincaré P induce una transformacién Pr que mapea 2 “anclado”
en p € E(X), a rg “anclado™ en p’ = P - p € E’(Z). Dado un operador A(£%) : & — S sobre el es-
pacio de soluciones, construido y etiquetado por el vector de Killing £2, el operador inducido por
una transformacién de Poincaré, P*A(£9)P*~!, coincide con el operador ctiquetado y construi-
do por el vector de Killing inducido por dicha transformacién; i.e., PPA(E?)P*! = A(Pr£°). En
consecuencia,

-y = (-£l=£t,)_'/2£13 = (_£Prl|£Pfl| )_./2£Prh = P‘(_shzh )-‘/zsh P = -J°

Es decir, la estructura compleja asociada de manera inherente a un sistema inercial, es covariante
ante el grupo de Poincaré.

‘Los campos vectonnles 17 y 12 son aquellos campos tales que 1$V,r, = 2 yriV,e, = 1, d £, y t; son los tiempos
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Ahora bien, dado el encaje E : T — M existe un isomorfismo natural 7 ¢ que va del espacio de
datos de Cauchy I al espacio de soluciones S. De manera tal que la estructura compleja J; induce
una estructura compleja en I” de acuerdo a

J..r( h )= ’E'-’-ls( v ) @.21).

Como £,, ¢ tiene datos de Cauchy ¢ = £, @lg) y ¥ = \/IT£,.,£,, SlE). entonces
¢ =I5"E,,@ = IS £, Iclp' @ = IF' £, 1 .t “4.22)
t_Eh_EhEE—EhEx' -

Sea h tal gue (: ) = —h(¥), entonces

h=-I& 1. “4.23)
Por counsiguiente, —hh = —(I5'£, IeY(Ip £, 1) = (I5' O, Ig), donde 6, := —£,.£,,. Asf que,
Wt =156, g . 4.29)

De (4.23) y (4.24) tenemos que |h|~'h = l;_.‘(—e,_.'/z£,,15) = I;'(JIg). Por lo tanto Jy - = |AI™'A
es la estructura compleja inducida en T por J,.

Supongamos ahora que O, esta relacionado con O, mediante un boost, entonces 1§ = Nn® + N9,
con n? = (3/81,)2 N =y, y N® = —'yv'(alax',). Por (A.13) tenemos que

N
h= [ YAy +m?) Wl )’ “.25)

donde los subindices con el mimero dos denotan que las derivadas son respecto a las coordenadas
espaciales (x2,y2,22) de O, y donde 4 es el operador de Laplace 4% D,D,, en £ (o también cono-
cido como operador de Laplace-Beltrami para (£, hap) [52]). Entonces, dado que 42y y 8/3x%
conmutan, mediante un cdlculo directo se obtiene que (eliminando los subindices *2” para simpli-
ficar notacién)

(4.26)

P l( r1e\2 _r—le;llzo

rUrey*n re)

donde T es (D? + Or)" !, O = (—4 + m?) y D = V3;. De (4.25) y (4.26) se sigue que la estruc-
tura compleja en el espacio de datos de Cauchy inducida por un boost es simplemente

—— -1/
o (=4 + m?)y~H/2 ) “.27)

(A
Ir= ( (-4 +m*)'/? ]

Pero esta es justamente la estructura compleja inducida en el espacio de datos de Cauchy por la
estructura compleja natural J,, con lo cual ilustramos que, en cfi ), la estru compleja natural
es covariante ante transformaciones de Poincaré.

Adicionalmente, se verifica que dada una solucién con frecuencia positiva ¢* (negativa ¢ ™) res-
pecto a £2, sucede que Jo¢* = igp* (Jo@~ = —i¢~). Porlo tanto, J, ¢ = Jo¢ y dadoque J» = P*J, P!
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entonces (P°*J, — J,P*)¢ = 0 (i.e., 1a estructura compleja natural es invariante ante transforma-
ciones de Poincar€). Dado que para un si coordenado asociado a un observador inercial ésta
es unica [52], entonces el requerimiento de invariante de Poincaré fija a la estructura compicja
(gue, en este caso, es la estructura compleja natural asociada al marco de referencia de un obser-
vador inercial).

Ahora bien, para el caso del modelo de Gowdy T3, donde tenemos un campo escalar axisi-
métrico no masivo propagédndose en un fondo ficticio plano cuyos cortes toroidales se expanden
respecto al parf o T, las si fas ya no son las del grupo de Poincaré y, ademé&s, no podemos
acudfr a criterios de la energfa para fijar a la estructura compleja como en [34, 35]. Una altemativa,
como hemos mencionado ya, es imponer a la implementabilidad unitaria como un requerimiento
y. basados en nuestra experiencia con la invariancia de Poincaré en Minkowski, complementar a
ésta con alguin criterio de simetria. La biisqueda de criterios para fijar una estructura compieja que
de como resultado una teoria cudntica consistente, en el marco de tecorfa de campos en espacios
tiempos curvos, es un problema abierto que va mis alld del alcance de este trabajo. Sin embargo,
cabe mencionar que para espacios tiempos estacionarios con V2 un campo vectorial de Killing (no
nulo) tipo tiempo tal que el mapeo de identificacién entre superficies de Cauchy E(X) y E‘(X), ¢ye :
E(E) — E’(X), es una isometrfa, y dado un estado algebrdico cuasilibre? wgg). el automorfismo-«
a definido por weex) © @ = wge(x). €S unitari impl ble [44].

Ahora bien, es importante notar que en el marco de gravedad cudntica candnica, la teorfa es
definida sobre una variedad “abstracta™ £ que en nuestro caso es £ = 72. No hay espacio tiempo
y por consiguiente no hay nocién de encaje alguno de £ en M. Lo que se tiene, en ¢l escenario de
norma fija, es un espacio fase reducido que representa a los verdaderos grados de libertad, y, en
la teorfa cudntica, un espacio de Hilbert de estados fisicos y observables fisicas que operan sobre
éste. Esta es la descripcién “congeleda™. Al llevar a cabo el procedimiento de deparametrizacion
en §2.2.2 se introdujo una nocién artificial de evolucién temporal que nos permitié “evolucionar”
condiciones iniciales sobre £ en una familia uniparamétrica de condiciones iniciales, con una
interpretacion precisa de espacio tiempo. Esta familia uniparamétrica es generada via una trans-
formacién candnica generada (valga la redundancia) por el Hamiltoniano reducido. Sin embargo,
en gravedad cudntica el pardmetro T no puede ser pensado, a priori, como una funcién de tiem-
po sobre un espacio tiempo por la simple razén de ausencia en la nocién de espacio tiempo. El
pardmetro T es titil en el sentido de que el automorfismo-» a es la realizacién algebrdica de Ia
dindmica cldsica y da lugar al esq de Hei berg: Tenemos un iinico estado ¥)r,. definido
sobre una variedad Iy preferida y fija, y los operadores que actiian sobre éste pueden, en prin-
cipio, “depender del tiempo™. Es aquf donde el pardmetro 7 juega un rol central. Por ejemplo,
podemos considerar a la familia uniparamétrica de observables que corresponden a “‘el volumen
del universo a tiempo T, V7 [10]. En la formulacién estéindar de la teorfa cudntica, donde existe
un operador unitario de evolucién O(7, 7o), podemos relacionar a los operadores de la familia
a ravés de una transformacién unitaria. De a equival uno tiene acceso al esquema de
Schridinger y puede describir al sistema via una familia uniparamétrica de dos que *“‘evolucio-
nan” respecto al pardmetro 7. La gravedad cudntica canénica se construye de manera natural en
el esquema de Heisenberg, donde los operadores fisicos corresponden a las denominadas “cons-

de movimi > en evolucién™. Por lo tanto, cualquier operador Or bien definido (i.e., que
dejc invariante al espacio de Hilbert o a un subespacio denso de éste) etiquetado por el tiempo 77,

2Un estado de la forma «(W(@)) = exp(~u(#, #)/4) y que satisface u(g:. #1)1(#2. #2) = [£2(#). 42)) es un estado
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puede verse como un objeto lleno de contenido fisico que representa a nivel cudntico a la obser-
vable cl4sica al “tiempo” 7. Lo que se pierde con la carencia de un operador U(T. To). como es
nuestro caso, es la “equivalencia unitaria” de los operadores Or para todos los valores de 7. En
este sentido, hemos perdido evolucién temporal unitaria y no es posible especificar ¢l esquema de
Schriédinger para 1a evolucion de estados cudnticos. La evolucién unitaria es uno de los pilares de
la teoria cudntica pues expresa la conservacién de probabilidad. No obstante, la gravedad cufintica
canénica es conceptualmente distinta de la descripcion estéindar de la teoria cufntica, que cuenta
con un tiempo Newtoniano extermo y predilecto, y por consiguiente es necesaria una inspeccién de
otro tipo para descartar alguna teorfa en particular. En la descripcién Hamiltoniana la “evolucién
temporal™ es pura norma, de manera que estric hablando sélo tiene sentido fisico exami-
nar observables sobre el espacio fase reducido. No hay evolucién temporal ni dindmica. Cualquier
dcparametrizacién es clésicamente equivalente y da lugar, via transformaciones canénicas, a una
dindmica sobre un fondo ficticio. No hay ninguna raz6n que nos obligue a considerar una de-
parametrizacion en particular. Por consiguiente, en el marco de gravedad cufntica canénica, no
hay confromacwn con el hecho de que para las elecciones realizadas aquf la evolucién no sea
unitari | ble.

Dentro de este contexto, el pardmetro 7, que hemos introducido de manera artificial para
hablar de *“‘evolucién”, no tiene sentido fisico fundamental. El hecho de que la teorfa cudntica
no contemple una contraparte unitaria de dicha transformacién simpléctica no es razén suficiente
para descartar a la teorfa. Sin embargo, si debe ser claro que la ausencia de una transformacion

- unitarin reduce de manera significativa la importancia de ésta cuantizacién para el modelo de
Gowdy T3, pues los operadores de Heisenberg Or no estdn bien definidos: su espectro, valores
de expectacién, etc., dependen de la eleccién en el valor de To. Podriamos considerar un valor
diferente, digamos 7 = 7. y por lo tanto ¢ un » de Heisenberg dif "7, y
distintos operadores O # Or. En el marco tradicional de la tcoria cufntica el tequenmlemo
minimo de consnstencna es que los operadores O y Or sean unitariamente equivalentes. Asf que
en este Ambito, la cuantizacién es fisicamente uuceptable
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Discusion

En este trabajo hemos abordado, en el contexto de 1a gravedad cudntica canénica y la cuanti-
zaci6n de sistemas con simetria intermedia (midisuperspaces) como ‘laboratorio’, el anélisis com-
parativo de representaciones diferentes para la teoria cusntica del modelo de Gowdy 73 polarizado.
Hemos visto que este modelo, caso particular del modelo sigma no lineal S L(2, R)/S O(2), tienc la
caracteristica de que los grados locales de libertad residen en un campo escalar no masivo, definido
sobre una variedad de dimensién 2 + 1 con topologfa T2 x R. Por consiguiente, la cuantizacién
del modelo, en el sector de teorfa de campo, corresponde a la de un campo de Klein-Gordon en
un fondo ficticio e imponer en el espacio de Hilbert cinemitico el operador de constriccion para
hallar el espacio de estados fisicos.

En un caso los operadores (abstractos) elementales de la teorfa son representados a la Schri-
dinger (2.57), mientras que, en el otro, la representacién formal del operador de campo funda-
mental es a la Fock (2.65). Asi que plantearnos comparar estas cuantizaciones exigié construir
la representacién de Schrédinger para un campo escalar en un fondo globalmente hiperbélico,
utilizando para ello como herramienta central a la construccién GNS (teorema 1.1). En esta cons-
truccion se enfatiza a los objetos clasicos necesarios para especificar a las representaciones. Para
el caso de la representacién a la Fock es ampliamente conocido que el tinico objeto relevante en
la construccién es una estructura compleja J compatible con la estructura simpléctica®; la libertad
infinita en la eleccién de estos objetos es precisamente la ambigiliedad en la eleccién de repre-
sentacién en un espacio de Fock. En el caso de la representacion funcional, ademds de J, tenemos
1a eleccion del encaje para la variedad . Incluso cuando se cuenta con una teorfa bien definida en
el lenguaje de Fock, las descripciones inducidas sobre dos encajes diferentes Ey(T) y E2(X)de £
pueden resultar unitariamente inequivalentes y, en consecuencia, carecer de un operador unitario
(@i.e.. el operador de evolucion entre E>(Z) y £(T), con la primera en el futuro de la segunda) que
relacione a las representaciones de Schridinger. Exactamente esto es lo que ocurre para el modelo
de Gowdy T3, donde la transformacion simpléctica de evolucién temporal entre dos superficies
de Cauchy (4.10)-(4.12) induce una estructura compleja cuya teorfa asociada es inequivalente a la
especificada en §2.3.2.

En el proceso de construccién de la representacién funcional utilizamos la formulacién alge-
brédica (seccién §1.2) para precisar el sentido en el cual la representacion de Fock es “Gaussiana”™
en el lenguaje funcional. Notamos que las condiciones de realidad-Hermiticidad no son (en ge-
neral) suficientes para seleccionar a la representacién de las RCC. Dado que desde el punto de
vista geométrico-algebrdico un ténmino crucial en la representacién es irreproducible, 1a eleccion
mas simple y natural de rep ién es incc | Debemos sefialar que este término extra
juega un papel relevante en el contexto del an.’nllsns de la unitariedad entre teorfas [19] y, junto con
los recientes resultados respecto a la implementabilidad unitaria de transformaciones simplécticas

30, de mancra alternativa, un producto intemo u tal que para toda ¥, € S, u(¥) . ¥1) = SUP,, .0 [S3(¥1, ¥2)V2 /(2. 2)

(28)
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([21, 12] y el expuesto aquf en el cuarto capitulo siguiendo [11]), plantean la posibilidad de que las
versiones exponenciales finitas de operadores Hermiticos (posiblemente) bien definidos no existan
como operadores en una teorfa cufintica de campos rigurosamente definida. Adicionalmente, cabe
mencionar que la naturaleza no trivial de este término y su derivacién, son interesante indicio para
revisar desde esta 6ptica la eleccién de representacion de los operadores de mc > de “c po
eléctrico’ en el formalismo de la geometria cudntica [S3], y para analizar asuntos relacionados
con el lfimite semicldsico de la teorfa. Por otra parte, como lo hicimos notar en la seccién §3.2.6,
la construccién de la representacion de Schriédinger no esta del todo terminada pues hace falta
especificar a el espacio de configuracion cufintico C en el caso g 1 Gi.e., do el espacio de
datos de Cauchy no puede ser considerado como el espacio de Schwartz). Un futuro trabajo en
esta direccén seria compl la rep i6on determinando el espacio de configuracién cufinti-
co y extender los resultados obtenidos al caso del campo de Maxwell en espacios globalmente
hiperbélicos. Con ello, se establecerian las condiciones apropiadas para atacar asuntos tales co-
mo la relacién entre las excitaciones poliméricas y de Fock [54, 55]. para el campo de Maxwell,
en un espacio tiempo curvo general y no s6lo en el de Minkowski. Ello podria resultar itil en el
entendimiento del limite de bajas enerfas en la cuantizacién de lazos.

Una vez contando con la representacién funcional para el campo escalar, la comparacion entre.
las dos formulaciones cuinticas para el modelo de Gowdy 7 ([8]-seccién §2.3.1 y [9, 10])-seccién
§2.3.2) consistia en llevar a la préctica todo el aparato expuesto en las secciones §3.1, §3.2 y
§3.3. Notamos que la cuantizacién canénica llevada a cabo por Mena en [8], siguiendo al pie
de la letra el programa de Ashtekar ([14]-seccién §1.1), es incompleta debido a la ausencia de
una estructura compleja. La ambigiicdad presente en teoria de campos no es considerada y, por
lo tanto, la comparacién entre las dos formulaciones no tiene sentido. Sin embargo, se propuso
como introducir consistentemente la ambigiiedad y as{ ‘curar’ ala formulacién de tan importante
carencia.

Finalmente, en el dltimo de los capftulos mostramos que la dindmica cldsica no tiene una con-
raparte cudntica como operador unitario. Hicimos notar que en el contexto de gravedad cudéntica
canénica esto no parece ser un punto débil de la cuantizacion del modelo de Gowdy T3 polarizado
(con la parametrizacién y estructura compleja especificadas en §2.2.2 y §2.3.2) pero que, sin em-
bargo, en el marco de la teorfa cudntica de campos en superficies curvas, la implementabilidad o
no de transformaciones simplécticas que definan evolucién temporal puede incluso ser un criterio
para scleccionar familias de estr complejas predil Desde esta dltima perspectiva, la
cuantizacién no es completamente satisfactoria y se requiere por lo tanto un andlisis mas profundo.

Los resultados en torno a la implementabilidad cufintica de 1a evolucién temporal obtenidos a
lo largo del trabajo de tesis (y que dieron lugar a [11]), han llamado la atencién de expertos en el
tema [12] y abierto 1a discusién en lo que se refiere al estudio de la relacién la transfi i6n
simpléctica T'g,.£,). ¢l Hamiltoniano y la implementabilidad cudntica. Recientemente [12], usando
el formalismo de “espacio fase covariante”, se mostré que, no obstante la no implementabilidad, el
momento y configuracién del campo cudntico, asf como sus derivadas, son operadores autoadjun-
tos bien definidos a cada instante de tiempo y con espectro continuo en R. Se argumenta emonces
que (médulo la constriccion, que restringe 1a clase de opreadores fisicos) los operadores de campo

| ntales rep ntan observables con una interpretacién fisica perfectamente aceptable en el
esquema de Heisenberg. Adicionalmente, se muestra que la familia uniparamétrica de Hamiltonia-
nos para el modelo de Gowdy puede definirse como operadores autoadjuntos tanto en el Hilbert
cinemitico como en el de estados fisicos, no obstante que 1a evolucién dindmica que generan no
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es unitari impl ble. Aunque no es posible la descripcién dindmica en el esquema
de Schriodinger, en [12] se considera que la evolucién dindmica esta definida en el esquema de
Heisenberg por las ecuaciones de campo y que este hecho, junto con la adecuada definicién de los
operadores, parecen ser razén suficiente para que el modelo cudntico de Gowdy sea aceptable, aidn
con la carencia de unitariedad en la dindmica. Por otra parte, es interesante notar que al observar
el operador Hamiltoniano (2.70) que aqui obtuvimos, uno no esperarfa que la unitariedad fuese
un problema. Esta aparente tensién entre Hamiltoniano y evolucién finita es parte de la discusién
actual y tema abierto de investigacion. Entre las prop para dicha ion se tra
la sugerencia de que este Hamiltoniano no es el generador de la evolucién temporal dado que la
transformacién de Bogoliubov (2.68)-(2.69) es dependiente del tiempo y es necesario redefinir
al Hamiltoniano para preservar su caricter como generador de evolucién [S6]; el operador puede
usarse para estudiar propiedades del operador Hamiltoniano a cada instante de tiempo dado, pero
este operador no genera la dindamica. En cualquier caso, este trabajo de tesis abrié una nueva ven-
tana de discusién en el ambito de la implementabilidad de transformaciones simplécticas; sin duda,
se requiere un conocimiento mdas detallado para entender y resolver la aparente tension, quizé el
estudio de la seleccién de estructuras complejas en este d&mbito sea un buen punto de partida.
Ademis de estos tépicos a investigar, serfa interesante llevar a cabo anilisis similares al realizado
en el capftulo cuatro para el caso de fondos como el de FRW y de-Sitter.
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Espacio fase y observables para el campo escalar

Sea € el espacio de configuraciones de campo sobre la variedad M. La accién para el campo
real de Klein-Gordon propagéndose en un espacio tiempo globalmente hiperbélico, (M, gap). es 1a
funcional § : ¥ — R dada por

Sie) = -3 L VEEdx (80 Vag Ve + m?p?). : A.D

donde #xc = —1 V=2(&**V,9¢Vs¢ + m?¢?) es la densidad Lagrangiana para el campo escalar.
De todas las posibles configuraciones de campo, las configuraciones fisicas comresponden a
aquellos campos para los cuales la accién es estacionaria. Consecuentemente, la ecuacién de cam-
po que describe al sistema se obtiene variando la accién respecto a ¢ y exigiendo que ésta sea
estacionaria. Como resultado de este proceso, se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon,

&PV, Vep —m>¢p = 0. (A.2)

Esta es la formulacién Lagrangiana de la teorfa y es, dada la independiencia respecto a
coordenados, covariante (i.e., 1a formulacién es invariante ante difeomorfismos). Ahora bien, exac-
tamente como sucede para el caso de una particula en mecdanica clasica, el sistema puede describir-
se equivalentemente a través de la formulacién Hamiltoniana. Sin embargo, a diferencia de lo que
ocurre en mecédnica cldsica donde el tiempo es absoluto, 1a formulacién Hamiltoniana del campo
escalar en un fondo globalmente hiperbélico ““fija al observador’. Es decir, la prescripcién esténdar
para obtener una formulacién Hamiltoniana a partir de una Lagrangiana requiere la introduccion
de una descomposicién 3 + 1 del espacio tiempo (M, g,;) y. por lo tanto, se rompe la covariancia.
En general, la prescripcién para una teorfa de campo consiste en los siguientes puntos [57]):

(1) Dada la formulacién Lagrangiana correspondiente a la densidad -#° para el campo ¢, intro-
ducir una descomposicion 3 + 1 del espacio tiempo (M, gas). donde la variedad cuatro dimensional
M es topoldgicamente equivalente a R x 2. Es decir, puesto que el espacio tiempo es globalmente
hiperbélico, se especifica una foliacién por hipersuperficies de Cauchy difeomorfas a la variedad
tridimensional X, i.e., se especifica un difeomorfismo E; : R x £ — A tal que para cada elemento
de R la imdgen de X es una superficie de Cauchy tipo espacio.

(2) Especificar el espacio de configuracién C como aquél cuyos elementos q son la restriccién
del campo ¢ a E«(X). Los elementos de C, q definidos sobre E,(X), describen la configuracién
instantdnea del campo ¢. Entonces uno puede escribir la densidad Lagrangiana como una funcién
de q, sus derivadas temporales, y sus derivadas espaciales.

(3) Asumiendo que .¥° no depende de derivadas temporales de q mayores al primer orden, el
momento p asociado al campo ¢ sobre E (X)) es

b= (A.3)
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Resolvemos (A.3) para 4 como funcién de g y p. Si ésto es posible, definimos entonces

H(q, p) = po — & (A4

donde se debe entender que q = a(q, p) (tanto implicita como explicitamente). La integral de la
densidad Hamiltoniana (A.4) sobre la superficie E,(X) es la funcional H(q, p) sobre E,(ZX), mejor
conocida como el Hamiltoniano.

Para el caso particular del campo escalar real y masivo, 1a sustitucién en (A.1) de la descom-
posicién g% = A% — n%n® de la métrica del espacio tiempo, da como resultado

st81 = =3 [ VR x(HVa0Vo0 - Pt V.sVs0 + mP0?).

Por otro lado, el cuadri elemento de volumen bajo la descomposicién 3 + 1 del espacio tiem-

po es simplemente V=g d%x = N Vhdtd*x, donde X (i = 1,2, 3) denota coordenadas espaciales,

t : M — Res una funcién que define hipersuperficies de Cauchy E (X)) al mismo tiempo (i.c., zes el
parémetro real que define la coordenada tiempo), N es la funcién de lapso (o dilacién) y A es el de-
terminante de la 3—métrica inducida sobre E(X). Puesto que n°V,¢ = }(1° — N*)V.¢ = 4é — L1N°V.¢,
la accién queda entonces como

Stel = j; dar fE - & x((VEnVop)d — Flp.n"Vasp, N*Vas]).
donde

N
F$.n"Vap, N*Vag] := ‘/—((n"v $) + KPV9Vep + mP9? + (i Vap)N* Vo).
Siguiendo la prescripcion, el espacio de configuracién clédsico, C, es el conjunto {¢|¢ = #e.n)-
El dnico término con derivada temporal es el primer término del integrando, de tal manera gue el
momento asociado al campo ¢ sobre E;(2) es

s '
6¢ leo

= (\/Tm"v,.p)l . (A.5)
E(X)
y de (A.4) tenemos que!

kG = —(—n + Vh. Nh"”V,,;pV,,gpI + VANm?p?
E(Z) Ef(ZX)

+ 27ANV,0 IE'(D) ) (A6)

El tercer termino en (A.6) es simplemente \/iu'Nmch2 pues Plg, ) = - Nos interesa ahora escribir
los terminos segundo y cuarto en términos de la funcién ¢ para, con cllo, expresar a la densidad
Hamiltoniana como una funcional que dependa de ¢ y . Dado que g%2 = 4%® — nn?, entonces
65 = hyF — ngn°. Por otra parte, Do f = h SV, f para f : M — R suave, asf que

Dof =65V f +nan°V.f,

y. por consiguiente,
N°D, f = N°V,f,
'Es decir, al introducir 1a d icién 3 + 1 del

> no hecho otra casa que realizar una

F L3¢

u i6n de I d i
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pues N2 = N4§ 7 y N9, = 0. El cuarto termino es entonces 2NV ,¢lg, ) = 22N Da(dlg, ) = 2ANDyep.
El segundo termino (que es relauvameme un poco méds complicado de rescribir que los dos

anteriores y, por ello, lo h s dejado h el final) puede escribirse en términos de ¢ como

sigue: g2 D, f = h*°V_ £, por lo que g”"Dabef K€V fVsf. Pero

8D fVnf = (h*° — nPn®)Da f Vo f = WD f Yy f ,

donde la Gltima igualdad se sigue del hecho de que n° D, f = 0, pues n° D, f = n°h, dV4f = 0 dado
que n®h ¢ = 0. De igual manera, se sigue que h*?V, f = gD f = h*D.f. Por lo tanto,

WPV fVof = 8 DafVsf = HWPDafDsf .

Entonces, el segundo termino en (A.6) es simplemente

VENH®Y ¢V Lw) = VANK® Do(@le)De@le,r) = VANA® DapDse .

Finalmente, 1a densidad Hamiltoniana queda, en terminos de las variables de configuracién y
momento, como sigue .

Mk = i(——:’:x’ + VANK® D, pDyp + VRNm? o> + 2:rN‘D..v) . (A7
La accién es, entonces, la siguiente

Slp.7] = IwL(n¢—J&c) (A.8)

donde hemos considerado el pull-back bajo E de n¢ — #%c a X, y denotado a éste con las
mismas variables. Es decir, ¢ y 7 son ahora funciones de £ en R y estan definidas por E*(¢) ¥y
E*(VhnoV,¢), respectivamente. )

A partir de (A.8) uno encuentra las ecuaciones de campo correspondientes a la formulacién
Hamiltoniana (6 “canénica’) de la teoria,

[ A) SHxc

°=%% =¥ Tem a9
_ &85 _ . . &Hxg
O=—= =%+ o0 (A.10)

donde Hyggs es el Hamiltoniano de Kilein-Gordon, i.e.,

= 3 =1 3 N 2,2 , 2
Hxc j;d x kG 2‘£dx\/l_l(hx’+Nh“°D¢¢Dup+Nm¢ + ﬁmo.qp). (A.11)

Para hallar las ecuaciones de campo de manera explicita dremos ent que variar Hxc
respecto a Jos campos ¢ y x. Sea {(y., 7)) una familia uniparamétrica de configuraciones de
campo que comienzan en (go. Xo) Y Que satisfacen condiciones de frontera apropiadas. Denotemos
por ¢ adywi/dAla=o ¥ por 6x a dn,/dA-o. Entonces,

deaI _f 3 (9HxG SHxG
Sa i = ] #x(F55200 + 5% 0n)
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= f #x Vi (-—D“(NDaqp) + Nm2p — Day(N°n/ s/i'.))sw + Vi('—:-n + VLEN“D‘..p)Jn (A.12)

Entonces SHxg/6¢ = Vh (-—D"(ND.,w) + Nm?@ — Da(N°x/ \/I—l)) es una densidad escalar mien-
tras que 6Hxgén = Vh (ﬁin + 7‘;N"D.,¢) es un escalar. De (A.9) y (A.10) se sigue entonces que

(%)-( Vi S enn, ) (5) @
# ] =\ VAND*D, + VRD°ND, — NVhm> hDi(N°/ Vh) + N°D, x .

Ahora bien, el espacio {(¢. 7)} corresponde a la configuracién y mc del
campo ¢, de manera que éste no es més que el espacio de datos iniciales del < po. Asociada a
un dato inicial representado por un par (. 1), particular, hay una solucién ¢,. La especificacion
del espacio de datos iniciales queda a nuestro criterio salvo que éste debe estar constituido por
una clase de funciones sufici “dec ", que garanticen que determinadas estructuras
matemidticas (como por ejemplo la forma simpléctica) esten bien definidas, y que no sea tan res-
trictiva como para que los grados locales de libertad del sistema sean inhibidos [28]. En ¢l caso
del espacio tiempo de Minkowski es el espacio de Schwartz, .7 (R3), la clase de funciones que
usualm se selecciona; no obstante que las funciones de Schwartz cumplen con los criterios
sefialados, tienen la seria limitante de estar definidas para variedades que pucdan ser cubiertas
por una sola carta y, por lo tanto, no es de ninguna manera obvio como extenderlas a variedades
mas generales. Sin embargo, la clase de funciones suaves y de soporte compacto en £ no ticne
tal limitante, satisface los criterios de “decencia” y cada par de éstas define una tnica solucién
([28)) con soporte compacto sobre cada superficie de Cauchy en (M, gap). Definimos entonces a
I := {(g, 7)) como

rs={(e.mMlep:Z >R, x:2 — R; g, 7 € CT()) (A.149)

A este espacio, por motivos que ahora son evidentes, se le conoce en la literatura como el espacio
de datos iniciales de Cauchy 6, simplemente, como espacio de Cauchy. Puesto que cada punto
en I' determina una solucién de manera uUnica, definimos al espacio de soluciones S como el
espacio de soluciones a la ecuacién de Klein-Gordon que son suaves y con datos iniciales en el
espacio de Cauchy. Dado un encaje E de £ como una superficie de Cauchy en M, hay entonces
un isomorfismo natural I : I' — S, que se obtiene tomando un punto en I"' y evolucionandolo
a partir de la superficie de Cauchy E(Z) para obtener asf una solucién de la ecuacién (A.2). El
mapeo inverso, I7z' : S — I, toma un punto ¢ € S y encuentra, gracias al encaje E, el dato de
Cauchy inducido sobre Z: ¢ = E*¢ y wr = E*( VhE,$). donde £, es la derivada de Lie a lo largo de
la normal a la superficie de Cauchy E(Z) y h es el determinante de la métrica inducida sobre E(X).

El Lagrangiano para el campo escalar da lugar a una estructura simpléctica natural tanto sobre
T como sobre S, a saber?

D@1 ), (P2 72)) = j; Px Moz — M201) (A.15)

Ds(pr. $2) = f
E,

- Bx VA (P2£001 — P1Ea2) (A.16)

2En 1, dado un Lag i puede construirse i la impléctica [S8).
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respectivamente. Asf, ambos espacios, I' y S, estan equipados con una estructura simpléctica natu-
ral que provee al espacio de funciones reales definidas sobre cada uno de éstos con una estructura
algebriica: el paréntesis de Poisson. El espacio fase de )a teoria, en la *“versién canénica”, es el
espacio vectorial simpléctico (I, £2,) mientras que, en la “covariante”, es (S, £25s).

Ahora bien, por tratarse de un espacio fase lineal, las observables fundamentales se construyen
como se mencioné al final del apartado (§1.1). Es decir, las observables para el espacio I' se
construyen directamente dando funciones “suavizantes™ sobre E. Especificamos funciones lineales
sobre I' dando un vector Y% en I" de 1a forma Y2 = (¢, 7)?, y un par A; = (—f, —8)a, donde f es una
densidad escalar y g un escalar, y definimos la accién de 2,4 sobre Y2 como,

Fa¥) = —2,¥" := j; o +gmdx A1)

De (A.15) y (A.17) se sigue que podemos escribir a la funcién lineal como F (YY) = Qpr0Y? =
(A, V), si identificamos A° = 02823, = (—g, f)?. Esto es, el par (- f, —g), de funciones “‘suavizantes™
en la definicién de las observables F, que es originalmente visto como una uno forma sobre el es-
pacio fase, pueden también serlo como el vector (—g, £)°. No obstante, nétese que cl papel de las
funciones suavizantes es intercambiado en ¢l paso de 1a uno forma al vector.

De singular irnportancia en la formulacién candnica de-la teorfa es considerar observables
de configuracién y momento. Estos son casos particulares de observables F que dependen de la
eleccion especifica de Ia etiqueta 2. Consideremos el “vector etiqueta™ A2 = (0, £)°. el cual normal-
mente es visto como un vector en la direccién del “momento”. Sin embargo, cuando consideramos
1a observable lineal que este vector genera, obtenemos que

elf] := Ld’xfcp. (A.18)

Anilogamente, dado el vector (—g, 0)° en la direccién de “configuracién” podemos construir la
observable lineal

=lg] := j; d*xgn. . (A.19)

Nétese que cualquier par de campos de prueba (—g, f)° € I' definen una observable lineal, pero
que los ‘mezcla’. De mancra mds precisa, un escalar g en E, es decir, un par (—g,0) € I"' da lugar
a una observable de momento n[g] y, por su parte, una densidad escalr f, que da lugar a un vector .
(0, f) € T define una observable de configuration o[ f].
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Cuantizacion isomonodromica

Entre los diversas formulaciones que para cuantizar modelos con simetria intcrmedia existen,
se encuentra el de la cuantizacién isomonodrémica. A mediados de 1a decada pasada, Korotkin y
Nicolai propusieron la cuantizacién del campo axisimétrico estacionario {59, 60] a partir de esta
formulacién.

Esencialmente, la idea presentada en [59, 60] consiste en reformular las ecuaciones de Einstein
(en vacfo) en términos de un par de iones dife iales ordinarias matriciales. Para ello se
introduce ¢l potencial de Emst £ y se muestra que las ecuaciones independientes de campo son
equival ala i6n de Emst, cuyo campo es una matriz g € S L(2,R) compuesta por el
potencial £, y que la ecuaciones para el campo *“ciclico” corresponden a las entradas de una uno
forma cerrada que depende, también, de g. Se propone un sistema de ecuaciones matriciales de
primer orden y se encuentran las condiciones que el parfmetro espectral variable debe satisfacer
para que ¢l sistema sea equivalente ‘a la ecuacién de Ernst. Investigando 1as propiedades analfticas
de este nuevo sistema se sigue que la ecuacion de Emst ¢s equivalente a un sistema de ecuaciones
de primer orden, en las variables £ = z + ip y £ = z — ip, cuyos campos fundamentales A (£, 5)
son los residuos de polos en el pardimetro espectral variable. La dingémica clfsica es entonces
govemada por un “sistema Hamiltoniano de dos tiempos™, H® y H®_ respecto al paréntesis de
Lie-Poisson {A(Y) ® AQG)) = [r(u — 7). A(Y) ® 1+ 1® A(u)], donde la matriz racional clésica r(y) es
igual a I1/y con I1 ¢l operador de permutacién en C? x C2. Para cuantizar el modelo se reemplaza
el paréntesis de Lie-Poisson por el conmutador [A(Y) ® A@)] = A[r(u — ). AN S + 1 @ A()).
se promueve a los campos fundamentales a operadores y se representan en el sector N soliténico
HN = M, ® ... ® Hy, donde cada componente del Hilbert es un espacio de representacion de
s U(g)). Los estados fisicos son aquellos que resuelven las ecuaciones tipo Schridinger para H©
y H®,

El desarrollo de este formalismo puede, en principio, generalizarse a todos los modelos sigma
no lincales S L(2, R)/S O(2) (mencionados en la seccién §2.1) mediante una adecuada eleccién de
las variables £ y £, y mostrando que la forma de la ecuacién de Emst, dependiente de g € SL(2,R),
es genérica para todos ellos. En efecto, médulo asuntos relacionados con complexificaciones, si
se logra reescribir a las ecuaciones (independientes) de campo cn términos de una matriz g €
S L(2, R) dependiente del potencial de Emst y con la forma presentada por Korotkin y Nicolai en
[59]. entonces es posible “calcar” el formalismo. En este apéndice presentaremos una alternativa
de como reproducir la forma de 1a ecuacién de Emst y de la matriz g € S L(2, R), para el modelo de
Gowdy T no polarizado. Este representa entonces el primer paso para llevar a cabo la cuantizacion
(isomonodrémica) del modelo cosmolégico de Gowdy 73, desde una perspectiva completamente
diferente a la presentada en el capftulo 2.

El elemento de linea para el modelo de Gowdy T3 no polarizado puede escribirse como [61]:

ds? = e 272 (—e~27dr? + d6?) + e T(e" (do + QdE)? + e~ PdE?) (B\.1)
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Consideremos el siguiente conjunto de transformaciones,

Ti=e" , eV := pef7 | ¥ := pleA*2F

Entonces, ) R

dT? = e 2"dr? |, e M2e™/? = —-e‘rue’
P

eFT=Le-VEie | Pr_ 72 VEe

P
y el elemento de linea (B.1) queda entonces como
ds? = %e VY (—dT? + dP) + %e' VW (do + Qd6)? + pT2e V¥ d52

Puesto que p~! es un factor conforme, entonces tenemos que

ds? = e VeV (—dT? + d6P) + e~ V¥ ((do — Qd6)? + (pT)Ye? V¥ ds?) @3.2)
(donde hemos realizado ¢l cambio Q@ — —Q)
Tc do las sigui mnsfotnuciones.
;o—. ﬁw . 2wo—.y . p—% . @=v
conseguimos, como cra de esperarse, reproducir el elemento de linea que en [8] se presenta. En
efecto,

ds? = e*2e3¥(—dT? + d6®) + ¢“'/2((da' - vd5)? + gTze"déz)

o—sw , 6>V

ds? = e e (—dT? + d6*) + e /2 (dw?® - 2vdwdv + (g"-rze" +v2)dv?)

El elemento de linea que vamos a considerar aqui es

ds? = e VW2V (—dT? + d6?) + e~ V¥ ((do — Qd6)? + (PTY?? V20 ds?) B.3)
(este elemento de linea se obtiene a partir de (B.2) via la transformacién ¥y — 2y)
Las ecuaciones de po correspondi al el de linea (B.3) son
- + - =0 4
Yrr + Vee V_ TPy (Q2 %) (B.4)
Qe — Orr + %Qr +2VEWrOr — %eQe) =0 @)

"i
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e-2 V2w
ve = Tyrve + 5S¢ ) S5 0rQs ®B.7)
Introduzcamos ahora el potencial de Emst & := a + {8, donde
a:= —e - Vi (B.8)
P
e2 V¥ -2 \sz °
ﬂ1-=—WQa-ﬁa-——Tp2 (B.9)

Podemos ahora introducir el operador complejo D := (J8r. idg), Que nos permite reescribir a las
ecuaciones principales (i.e.., la de los campos independientes ¢ y Q) en una representacién tipo
Ernst

E(E) := (ReEXD?E + T~ 'DT DE) — (DE)? =

Por consiguiente, la ecuacién (B.4) corresponde a Re[ E(E)] = O, mientras que (B.5) es equivalente
a Bre = Ber y Im[E(E)) = O se satisface automdticamente (una vez que se sustituyen Sr y Sy).
Sea X :=6—T y X := 6 + T. Entonces, para f = f(X, X) tenemos que

fo=fx+fx . fr=fx—fx . fx=3Us—F) . S = 35U+ f)

Joo = fxx +2fgx + Sxx - Jrr = fxx — 2fxx + fzx
Con esto a la mano, no es dificil ver que
T T
Ox = a—z-ﬁx . O = —;iﬁx

Podemos escﬁbir ahora las ecuaciones (B.4)-(B.7) en términos de £ y la nueva variable X. Esto
es, la ecuacién (B.4) es reescrita como

axk + 53 @ — %) — glaxaz —BxPg) = O . @10
La ecuacién (B.S), en términos de @, 8 y X, es
[‘x x)ﬂx] + L0+ ZE D g, axfip) = ®.11)
Puesto que yx = $(¥s — ¥r). usando (B.6) y (B.7) obtenemos que
= E R0 8 ®12)

Consideremos ahora la siguiente matriz g,

s=m( % &

y su inversa

= (5 2)

T FG-48*\ 28 F
Nuestro objetivo es determinar a F y G (i.e., g) imponiendo las siguientes tres condiciones (por

analogia con el caso axisimétrico [59, 60]):
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A o Lamatriz g debe ser tal que g € SL(2,R).

» La ecuacién (B.12) debe satisfacer

2yx = (x X ——""u(gxg~")?

» Las ecuaciones (B.10) y (B.11) deberdn poder ser representadas en la siguiente (y mds com-
pacta) ecuacién matricial

- ~1 _ -1] =
[x - Doexs™] + [X— Drexs™],
La primera condici6n implica que F y G deben ser tales que
FG = 4(a® + %) B.13)

Para la segunda y tercera condicién necesitamos escribir a &stas explicitamente, ¢ ihvocar ala
primera en cada paso que asf lo requiera. Un célculo directo muestra que

exs~! = = ( GFx ~4APx — daax 2BFx — 2FBx )
X8 =Z3az\  28Gx-2GBx  FGx - 48Bx —daax
Ahora bien, dada una matriz
1{fa b
M= 3( c d
sabemos que
uM? = —(a +2bc +d?) (B.19)

Usando la primera condicion (FG = 4(a? + £2)) y la férmula (B.14) obtenemos (después de
tediosa dlgebra) que la segunda de las condiciones implica la siguiente expresion general (i.c.,
también vilida para el caso axisimétrico)

. _ . .
2yx = & x"(az ny::3) (XS.TX)FxGx (B.15)
Comparando (B.15) con (B.12), notamos que F y G deben ser tales que

FxGx =0 (B.16)

Antes de proponer cualquier solucién, tomemos en cuenta a la tercera condicién, con la idea
de extraer un conjunto “completo” de condiciones consistentes para F y G impuestas por los
requerimientos. Consideremos el término genérico g,g~!, es fécil ver que

- 1
88 "' = M)

GF, — 48P, — 4aa, 2BF, — 2Fp,

donde !
M(’)=W( 28G, — 2GB, FG, — 488, — 4aa, )
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Por lo tanto,

o X-5 xX-%
[ox - Zogxe™ |, = S5 Mo0% - Lmo+ X Xarmon ®B.17)

Y X -X) X -Xx)
[x - %exe™] = S5 MO + Lom + £ X, Mty (B.18)

Consecuentemente, la tercera condicién implica el siguiente conjunto de ecuaciones (cada entrada
de la matriz igualada a cero):

AF,G) — 8a(X — X)[a’xx + z(x——l__x)(ax - ag) - l(axax —ﬁxﬁx)]
—aa?l2| XD | + Lae+ 0+ ZESD @y - axp)] - 0 ®.19)
X
_ 1
A(G, F) — 8a(X — X)[axx + ﬁ(a’x - agp) - Z(axax —ﬁxﬁx)]
X - X 1 22X -

_4‘,2,,[2[( = )px]x + 3Bz + B0+ —('7.—;'8)'("25" - axpg)] =0 (B.20)
B - EE [ [‘x ﬁx] + 5B + B + &‘cg_h(axpx - axﬂx)] =0 ®.21)
8G) - ZE[o XD px| + HBe+o0+ DV agpe-axsp| =0 @2

donde
_ 2(x - X ’
AXZ) = (X — XYW 2ZYxz + ZxY3 + ZgYx) + Z(Yx — Yx) — TZ(QX}'X +ag¥x)
X -Xx)

B(Y) = B{(X — X)Yxx + -;-(Yx -¥Y+ (@xYx — axYx)]
Para reproducir la ecuacién (B.11) debemos pedir B(F) =0y B(G) = 0. i.e.,
( (X — R)Fxg ) =( }(Fx — Fg) + R (agFx - axFg) ]
X — XD)Gxx $(Gx - Gg) + EoR(agGx — axGx)
o simplemente que

(XX)

(X — XD)Yxx = %(yx —¥Ye)+ = "(ag¥x — ax¥g) (B.23)

para Y = F o Y = G. Usando esta iltima expresion, sustituimos Fyx y Gxx en las ecuaciones
(B.19) y (B.20). Pidiendo que (B.10) y (B.11) se cumplan, obtenemos la siguiente condicién

FxGgx + FxGx =0 (B.29)
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Las relaciones (B.13), (B.16), (B.23) y (B.24) proveen toda la informacién necesaria para
especificar a los campos F y G. Veamos, especificamente, como.

(A) En primer lugar notemos que (B.16) puede ser resuelta por (i) F = F(X), (i) G = G(X) o
bien por (iii) £ = F(X) y G = G(X). Supongamos que elegimos (iii); puesto que Fx = Gx = 0,
entonces FxGg + FgGx = 0y la condicién (B.24) se satisface. Pero la condicién (B.23) es ahora

Fg(l — 2(X — X)a2ax) ) _ ( o )
Gg(1 ~-2(X-X)a2ax) ]\ O

Dado que 1 — 2(X — X)a"2ax # 0, entonces Fg = 0y Gg = 0. De nuestra eleccion (iii), tenemos
entonces que Fx = 0y Gx = 0, por lotanto F = const, y G = constz. Ello implica que a®+8% debe
ser constante segiin (B.13). Esta conclusién es inaceptable, pues a y # son campos indcpendientes.
Asf, (iii) queda descartada.

(B) Consideremos (i). i.e., £ = F(X). Puesto que Fx = 0 y Gx # 0, entonces (B.24) implica
F(X) = 0y por lo tanto F = const. Por otro lado, (B.23) se satisface automiticamente para
F = const, (B.13) nos dice que G = 2-(a® + A%) y sustituyendo esta expresién para G en (B.23)
obtenemos quc la ecuacién resultante no es mds que *(B.10)+(B.11)". Por lo tanto, hemos fijado a
los campos (hasta una constante) usando las cuatro relaciones (B.13), (B.16), (B.23) y (B.24) (vale
1a pena seifialar que la condicion (ii) podrfa ser igualmente considerada y, por analogfa, corresponde
atomar G = const’ 'y F = Z3-(a? + f2))..

Hagamos un breve recuento. Inspirados por el hecho de que tanto el modelo axisimétrico
estacionario como el de Gowdy 73 son representaciones particulares del modelo sigma no lineal
S L(2,R)/S O(2), es razonable pensar en la posibilidad de llevar a cabo la cuantizacién isomono-
drémica del modelo de Gowdy utilizando exactamente la misma tecnologia empleada para el caso
axisimétrico estacionario en {59, 60]). Nuestro propésito cra elegir una nueva variable X que haga
posible escribir las ecuaciones (independientes) de campo en la forma

[<x - %ogxe™"], + [X - oeze7] =0

(donde g € § L(2, R)) y expresar al campo no dindmico 7y en 1a forma particular
x-X

2yx = T"’(sxg—l)z
Paracllose propuso X =0—~T, X =60+Ty
-A(L,
2\ =28 G
Encontramos que todos los requerimientos se satisfacen si tomamos F = consty G = “:"(02 +

A%). Sin pérdida de generalidad podemos considerar que const = 2 y. finalmente, desplegar la lista
que reproduce los primeros pasos con miras a la cuantizacién isomonodrémica para ¢l modelo de
Gowdy 73:

@ Nueva(s) variable(s) X =0~ T (X =6+ T).
e Matriz g € SI(2,R),

[eat

TESIS CON
LA DE ORIGEN




71
ie.,
_ 1 ( 2 E -8 )
8= evE\ue-& 28£

Con esto a nuestro alcance, es posible explorar ahora (siguiendo {59, 60]) la estructura Hamil-
toniana de dos tiempos para ¢l modelo de Gowdy 73 y comenzar a reproducir la cuantizacion
‘isomonodrémica. Sin embargo, hay un detalle que pareciera no ser menor. En la “preparacién
cldsica” del campo axisimétrico estacionario de [59] se llega a que toda la informacién respecto a
los grados de libertad esta codificada en el conjunto de matrices constantes (A;o) = A ,-(g‘°’.§<°’))_’;’=l
y. por lo tanto, el espacio fase de la teoria parece tener dimensién finita. Por ¢l teorema de Stone-
von Neumann (seccién §1.2) ello implica que la cuantizacién es dnica y que, por lo tanto, no hay
ambigiiedad alguna. No obstante, el campo axisimétrico estacionario es ejemplo de un modelo
con simetria intermedia y, por lo tanto, es una teoria de campo. Es entonces inaceptable un espacio
fase de esta naturaleza y, por consigui tes de pl 1a posibilidad de cuantizar el modelo
cosmolégico de Gowdy T2 con este formalismo es necesario investigar con mayor profundidad
si en efecto hay esta carencia de ambigiiedad en la formulacién isomonodrémica del campo axi-
simétrico estacionario o no. Cabe mencionar, adicionalmente, que en [59, 60], al introducir {®} y
declarar al sistema como un si 1a Hamiltoniano de dos tiempos, priacticamente s¢ ‘empata’ el
sistema con el de una cadena de espines con N nodos {62] que, debe notarse, corresponde a un

sistema con un nimero finito de grados de libertad.
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Notacion

La siguiente lista incluye algunos de los simbolos que aparecen a lo largo del texto:

Conmutador.

Paréntesis de Poisson.

Conjugacién hermftica.

Conjugacién compleja.

Definicién.

Idéntico.

Suma directa.

Producto tensorial.

El campo de los mimeros complejos.
El campo de los nimeros reales.
Los nimeros enteros.

Los nimeros naturales.

Espacio fase.

Superficie de constricciénen I'.
Espacio fase reducido, 7'c/norma.
Espacio de configuracion cldsico.
Espacio de configuracién (clésico) reducido.
Espacio de configuracién cudntico.

bopom
. .
-

OOONNTZNRAB O 1 jj

Cg’(N) Espacio de funciones suaves y con soporte compacto sobre la variedad N.

S”(R") Espacio de Schwartz.

H Espacio de Hilbert.

() Espacio de Fock simétrico.
H Hamiltoniano.

K Densidad Hamiltoniana.

L Lagrangiano.

& Densidad Lagrangiana.

M Variedad del espacio tiempo.
z Variedad 3-dimensional.

Lab Meétrica del espacio tiempo.
ab Meétrica de Minkowski.

£, Derivada de Lic respecto a ¢.

oM Espacio cotangente a la variedad M en el punto p.
Q Estructura simpléctica.
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$2,5 Forma simpléctica.
2.5 Restriccién de $2,5 a .
a Algebra de Lie del grupo G.

La notacién que emplearemos en el caso de tensores difiere de las convenciones estdndar
que la mayor parte de los textos de dlgebra tensorial y relatividad general presentan. En ellos se
utilizan, por lo general, indices griegos para las componentes espacio-temporales de un tensor,
e fndices latinos para las componentes puramente espaciales. No obstante la eficiencia de esta
notacién para expresar operaciones tales como contraccién, diferenciacién covariante, y producto
tensorial, esta convencién estdndar tiene la desventaja de que es imposible distinguir una relacién
entre tensores de una relacién que sélo se cumple para componentes tensoriales con respecto a
una base particular. Para evadir esta dificultad, emplearemos la notacién de fndices abstractos, en
donde las primeras letras del alfabeto serin empleadas como fndices en un tensor y no representan
componentes, sino que son parte misma de la notacién para el tensor. Por otro lado, indices griegos
en un tensor representardn, como en la notacién estdndar, a las componentes.

Dado un espacio vectorial V, un tensor del tipo (k,) es un mapeo multilincal que va de
x<tv*) x (x%V) a los reales, donde V* denota el espacio dual a V, y serd denotado por T2, _,,.
Las partes totalmente simétricas y antisimétricas de un tensor Ty,. a, tipo (0, ) son, respectiva-
mente,

1 ' 1
T@y..ap = n ; Tony.ann ¥ Tiay..an = n ansl'lrdnu)nanm .
donde la suma se lleva a cabo sobre todas las permutaciones, I1, de 1,...,l y 6 es +1 para per-

mutaciones pares y —1 para impares. Un campo tensorial del tipo (0, /) totalmente antisimétrico
(i.e., Ta,...5; = Ta,...a;) €s llamado una ! forma diferencial.
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En este anexo se incluye la principal publicacién ha que di6 lugar este trabajo de tesis.
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A non-perturbative canonical quantization of the Gowdy T3 polarized models is co!.td-
ered here. This approach profits from the eq the sy

model and 2 + 1 gravity coupled to a massless real scalar field. The system in p.ﬂinlly
gauge fixed and a choice of internal time is mnde, for which the true degrees of frdom

of the del o to & 1 free fleld p on a two-d
expnndin‘ toru- It is shown that the sy ! f 1 that determines the
be itarily ! d on the di Hilbert space

of quantnm states. The implications of this result for both the quantization of fields on
curved manifolds and other physically relevant questions regarding the initial singularity
are discussed.

PACS numbers: 04.60.Ds, 04.60. K=, 04.62.4v

1. Introduction

In the search for a quantum theory of gravity within the canonical approach, it has
been historically useful to consider symmetry reduced models. The most studied
examples are homogeneous models, where the infinite dimensional system is re-
duced to a model with a finite number of degrees of freedom. These are known as
mini-superspace models.! Another class of symmetry reduced models where the re-
sulting system is still a field theory with an infinite number of degrees of freedom are
known as midi-superspace models (for a recent review see Ref. 2). Recently, within
this class, the models that have received special attention are the Einstein—Rosen
waves and Gowdy cosmological models.?—5 One interesting feat.ure of this type of
models is that due to their spacetime sy ries, the cl ical dy ics turns out
to be derivable from an equivalent complete integrable system, but they still possess
an infinite number of degrees of freedom so that their quantization would lead to a
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1452 A. Corichi, J. Cortex and H. Quevedo

true quantum field theory (in contrast to mini-superspace models with a finite num-
ber of degrees of freedom). In this work, we will consider the canonical quantization
of the polarized Gowdy T cosmological model.® This is the simplest inhomoge-
neous, empty, spatially closed cosmological model. It was extensively studied™® in
the 70’s, and subseq! ly re-examined by several authors.?:1° Of particular rele-
vance is the recent work by Pierri, where definite progress was achieved in defining
a rigorous quantization of the model.* In this case, the quantization is based on the
fact that the corresponding gravitational field can be equivalently treated as 2 + 1
gravity coupled to a massless scalar field, defined on a 2 + 1-dimensional manifold
with topology T2 x R.

One important aspect in the study of quantum cosmological models is dynami-
cal evolution; that is the dynamics in which a physical quantum state evolves from
an initial Cauchy surface to a final one. Recall that in general relativity there are
no preferred foliations in spacetime and the dynamical evolution should consider
all possible spacelike foliations in order to be in agreement with the requirement of
general covariance. Furthermore, in the case in which the Cauchy surfaces are com-
pact, dynamical evolution is a pure gauge, so any interpretation of time evolution
is normally through a deparametrization procedure which, in the Hamiltonian lan-
guage, is normally achieved via “time dependent gauge fixing.” Thus, the dynamics
to be considered in um cosmological models concerns the evolution of quantum
states between Cauchy surfaces, defined by the panlculat gauge choice. Different
choices of time para.meters xnay lead to inequi Q ions. This fact is true
even in the simple mech mini- dels. In the particular model
we are interested, the system is pnnmlly gauge fixed at the classical level, and in
particular a time function T is chosen and interpreted as the time which defines
“evolution.” The surfaces of T are C hy surfaces of a fiducial flat back-
ground, so the model gets reduced to a quantum scalar field on a flat background,
equipped with a foliation of preferred surfaces which define “time evolution” in the
corresponding q gravitational system.

At the classical level, this dynamical evolution of the field can be represented as
a canonical transformation that acts on points of the corresponding phase space.
The question is whether, at the quantum level, this canonical transformation can
be implemented on the sp of q m tes of the field by means of a unitary
operator. This is a rather delicate problem that has been analyzed in detail only
recently and for a few special cases,11~13 4] of them concerning free scalar fields on
flat or curved (globally hyperbolic) asymptotically static spacetimes. Fortunately,
the quantum polarized Gowdy T cosmological models belong to this class, and so
we will be able to investigate the question about the unitary implementability of
these models within this approach. This is the main goal of the present work.

We will show that for the particular quantization performed,®® time evolution
is not implementable as a unitary evolution. Given that, at the classical level time
evolution is a pure gauge, and the particular choice of time is an ad-hoc procedure
to regain dynamics from a purely frozen formalism, one might argue that unitary
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implementability of this fictitious time evolution is not necessary for the consistency
of the formalism. However, as we will argue, the implementability is needed in
order to ask physically meaningful questions regarding, say, the initial singularity.
That is, questions such as whether the initial singularity is ed by q

effects should have a definite answer within a consistent quantization. Thus, we
shall conclude that we can not extract any physics out of these models as presently
constructed.

This paper is organized as follows. In Sec. 2 we review the quantization of
polarized Gowdy T cosmological models as performed by Pierri.®® We show that
the two different sets of creation and annihilation operators proposed in this quan-
tization are related by means of a unitary Bogoliubov transformation. In Sec. 3.1
we explicitly calculate the canonical (symplectic) transformation that represents
the classical evolution of the system. In Sec. 3.2 we prove that this canonical trans-
formation is not unitarily implementable on the corresponding Fock space. We will
end with a discussion and some conclusions in Sec. 4.

2. Canonical Quantization

The polarized Gowdy 73 models are globally hyperbolic four-dimensional vacuum
spacetimes, with two commuting hypersurface orthogonal spacelike Killing fields
and compact spacelike hypersurfaces homeomorphic to a three-torus. Since this
system can be equivalently treated as 241 gravity (minimally) coupled to an axial-
symumetric massless scalar field, let us begin by considering the action

S[@g, y] = _1_ /(; - Pzy/“Bg (R — P gaby,yV,y) o

where G)R is the Ricci scalar of the 3-d spacetime (M, 3g,,), OAf is a 3-d
manifold with topology T2 x R and the spacetime metric M ggp = hos +73V0Vso.
The Killing field 0° is hypersurface orthogonal and the field h.s is a metric of
signature (—, +) on the 2-manifold orthogonal to o%; r is the norm of 0® and o is
an angular coordinate with range 0 < o < 2x such that 0%V,0 = 1.

Introducing a generic slicing by compact spacelike hypersurfaces labeled by t =
const the 2-metric can be written as

Rap = (—N? + N9Ng)V,tVst + 2NV (otV)0 + eTV0V,:l,

where the lapse, N, the shift, N?, and v are functions of  and t. The angular coordi-
nate 6 € [0, 27) is such that O'V.,G =1, where 6° is the unit vector field within each
slice orthogonal to 2. Thus the system consists of five functions (N, N®, ~, r, ) of
t and 8 which are periodic in 6. The function ¥ represents the zero rest mass scalar
field.

Substituting the expression for (¥g,s in the action (1) we pass to the Hamilto-
nian formulation

5= fa(forr+omr+ Pui)) — HIN, N°] @
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where the Hamiltonian H is given by H[N, N®] = §(INC + N°Cs) (here, the symbol
§ denotes integration over € S?!) and the first class constraints C and C*® are

C = e—T/f [z-r" — ' — pypr + r(g‘% + w”)] s 3)

C* = (V' py — 20, + 7P + pe¥). @)
The lapse and shift are not dynamical variables, thus the phase space I'"' consists of
three canonically-conjugate pairs of periodic functions of 8, (v, p,; 7. ps; ¥, Py) o0
a 2-d manifold £ with topology 773.

Since the Hamiltonian vanishes on the constraint surface there is no distinc-
tion be'.ween gauge and dynamics and therefore it is nec y to introduce a “de-
p ” proced to discuss dynamics. From the infinite set of vector
fields generated by the Hamiltonian constra.mts we select one to represent evolu-
tion and gauge fix the others. For gauge fixing let us d

py+p=0 and 7(6) =0 (5)
where p is a spatial constant that has zero Poisson bracket with all the constraints
and hence it cannot be removed by gauge fixing. The second condition will allow
us to regard 7(@) as the time parameter.

The consistency of the formalism requires that the Poisson brackets {r(0)’,
H(N,N°®°} and {p, + p, H[N, N} vanish. This can be achieved if the freely speci-
fiable N and N® are chosen as

v/2
N = ‘T and N°® =0, )
therefore the coordinate condition (5) is ble. Indeed, for the special choice

(6) we have that 7(8) = 1 and p,(#) = —p=0 nnd hence P becomu a true constant
that can be associated with a time scaling parameter in the original 3 4 1-spacetime.
Thus, apart from a global degree of freedom, the true degrees of freedom will all
reside in the field ¢. Solving the set of second class constraints (C,C?,p, + p,7’)

the result is
pe=—L(55+v7), ™
o) =3 /o' d0,pev’ + 1(0) - ®

Since -y is a smooth function of 8, it must admit a Fourier series of the form

no
e
T=a+3 ="
ano 2%

S ()= [
8z.

then
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and we [can solve for all modes but the zero mode. i.e. we can solve (8) for ¥ =
Fonyo = -7——7,. and we are left with the global degree of freedom g = 7L § v unsolved.
This is consistent with the fact that a constant shift vector N° = const would also
be acceptable for preserving the conditions (5). Substituting (8) into (6) we obtain
that N = N|q, p, ¥, py]. The spacetime metric is now completely determined by g,
p, ¥ and py

M gap = eT+7 (—#VotVot + V.OV:.O) +1?Vao Vo . 9)

The phase space variables are periodic functions of 8, therefore v(27) — v(0) = 0
defines via (8) the global constraint

i= fpuv’ —o0. o)

The non-degenerate symplectic structure on the reduced phase space I', =
I'g @ ', where I'y is coordinatized by the pair (q,p) and ' by (¥,py), is the
pull-back of the natural symplectic structure defined on I'. Thus {q,p} = 1 and
{v(01),pyv(62)} = 8(61,02) on Ty,

Substituting (5) and (7) into (2) we obtain the reduced action

s= far (pd+f [w'i’— : (% +w")]) @)

and the reduced Hamiltonian

H= f [“,+¢"] 12)

Varying the action (11) with respect to 3 and py, the field equations are % = 5”,";
and %’Tl‘ﬂ = 2T py”, which is equivalent to the Klein—Gordon equation for the scalar
field ¢ propagating on a fictitious flat background

Ogap = —VaT VT + VabVs0 + T3V ,0Vo,

with the further restriction that the field ¥ does not depend on o. Here the consta.nt
rescaling T = ¢/p has been considered, in order to simplify the r Iting dy
equation for ¥. Hence the phase space I', coordinatized by ¢ = /(8) and x = py(9),
corresponds to the symplectic vector space (V, 2y ) of smooth real solutions to the
Klein—Gordon equation (g%, VU, = 0, where the symplectic structure Qv is
given by

Qv (Y1, ¥2) = f T(%28r4n — ¥18r¢a) . 13)

Note that the choice of internal time 7" : I' — R, depends on the point of phase
space, in particular, on the global degree of freedom p, making it a g-number. Recall
that in this case, one has deparametrized the system, that is, one has defined a
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fictitious time evolution with respect to the number t. Strictly speaking, from the
canonical viewpoint one should choose a particular value ¢o of the time parameter
in order to fix once and for all a single Cauchy surface £o. This would be the
“frozen formalism” description, where only the true degrees of freedom are left and
the notion of dynamics has been lost. However, for the purposes of quantization,
it is convenient to exploit this deparametrization since this allows one to complete
the quantization in a rigorous fashion. However, in the quantum theory the role of
T is very different, namely the function 7" does not have an a priori meaning as a
spacetime time parameter. At best, one might expect that if one chooses suitable
semi-classical states, a classical notion of time might arise, which could be then
compared to the function T. We shall come back to the issue of “frozen formalism
vs. fake dynamics” in the discussion section.

Thus, the problem of quantization of the true degrees of freedom in this case re-
duces to the quantum theory of a massless scalar field ¥ on a fictitious background.*
There is a convenient way of writing the solutions of the Klein—Gordon equation,

YO.T) = 3 fm(0,T)Am + frm(8,T) Arn, Q14)
meEZ
where the bar denotes complex conjugation, the A,.'s are arbitrary constants and
£o(6,T) = (1/2)(InT — i), fm(9,T) = (1/2}HE (Im|T)e*™® for m » 0, with HEV
the Oth-order Hankel function of the first kind.

For the quantization of this system one can use the Fock procedure, starting
from the one-particle Hilbert space #{p for which an appropriate complex structure
Jv is needed that must be compatible with the symplectic structure Qv . It can be
shown* that in this case the complex structure can be chosen as

Jv(aInT) = —a and Jv(a)=alnT (15)
for m = 0, and as
Jv (Jo(Im|T)) := No(lm|T) and Jv(No(Im|T)) := —Jo(lm|T) (16)

for m. # 0, where a is a constant. The (fiducial) Hilbert space can be represented
as F = Hg, ® F, where H, is the Hilbert space in which the operators § and $ are
well defined, and F is the symmetric Fock space (associated to the “one-particle”
Hilbert space 7o) in which the field operator ¥ can be written as

VO, T) = D" fm(6, T)Am + (9, TH AL, Qa7)

meZ

in terms of the creation and annihilation operators. The space F, of physical states
is the subspace of F defined by

P W) =23 mALALI¥),=0. 18)
meZ

B4
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Finally, the Hamilton operator can be expressed as
= g7 P(Ao + AL)? : + 3~ HlandnA_n + TR AL AL, + 20, AL An) 19)

neEZ
where

an(?) = am?[(H7) + (12)].
Ba(T) = (T/0)n?[HM HP + HOHE]

for n # 0. Although this Hamiltonian leaves ¥, invariant, it has the disadvantage
that the vacuum state is not an eigenvector of it with zero eigenvalue. In order
to avoid this difficulty, a new set of creation and annihilation operators has been
recently proposed:5

ao ‘/—(\/_ Ao + A}), (20)
and
@ = \/§ (GnA, + BaAl,), (21)

where Gn = an/(InlBn) and 3, = /(B — [nl/7)/In}. It should be noted that our
choice differs from that Ref. 5, which does not satisfy the relations [&,, &!,,] =8n,n’-
In this new set the Hamilton operator can be written as

cH = TpPz + = 2 In|pélan (22)
nez
with Pp = i/7/(1 + v3)(a$ — ao). For this Hamiltonian, the vacuum state is in fact
an eigenvector with zero eige \{ The q ion arises whether locally the two
different sets of creation and annihilation operators lead to dl!ferent quantizations.
If so, one would need to investigate the problem ol’ itary pl tability (to
be treated in the next section) for both sets sep ly. To this q ion we
have analyzed the coefficients that relate the old operators A,, with the .new ones
. A straightforward calculation shows that they isfy the rel ¥

Z(amhanb — Bonkpnh) =O0m,n, ’ (23)

)
S (GmaBnk — Bmadar) =0, (24)

[

where Gmk = Gmém.x and Gmsx = Bmb_mx- Moreover, the coefficients G, are
square-summable. To see this, let C(Im{T") = (Bm — |m|/x)/Im| and let N be a
positive integer such that N7 >» 1, then

2 1Bneml?® = 2 1Beml? = 2 2 C(mT) + 2 Z: C(mT) (25)
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and the condition that the coefficients s are squar ble is equival to
o0
3" C(nT) < oo. (26)
m=N

Now, from the expansions!? for J,(z) and Na(x); i.e.,

In(z) = \/:1; [P..(::) cos (z - (Ltz_%l’:) — Qu(z)sin (z _n +2%)sr)] .

@7
1
Np(x) = \/;2; [P..(::) sin (z - ("—-’-53—)1) + Qn(x)cos (z — ("—;%H)] N
where
P _ (4n? —1)(4n? — 9) (4n2 —1)(4n2 —9)(4n? — 25)(4n? — 49) .
@) = 1= gy a8 T em
_(an?—1 (4n? — 1)(4n? — 9)(4n2 — 25) -
Q(® = i@ 31(8)° T
it is easy to see that
C(kT) = == [m(P.’(kT) + P3(kT) + Q3(kT) + Q%(kT))] - ;t— . (29)
That is, for k7" 3> 1 we obtain
cury = 7 [Fx (2+o (@rw))] - = =0

where O(1/(kT)?) contains all the terms of the form zﬁ)—; with ¢; some (real) con-
stants and N 3 n > 2. Since 37, w¥h= converges (the Riemann zeta function defined
by {(p) = i, kP is divergent for p < 1 and convergent for p > 1), (30) implies
(26) and therefore the coefficients Gma are square-summable. Thus, the transfor-
mation between the two different sets of creation and annihilation operators is a
unitary Bogoliubov transformation.15:7 Consequently, the second set of operators,
@, corresponds only to the choice of a second ¢ pl set of des f,. Thus, we

can equivalently choose any of these two sets of creation a.nd annihilation operators
given above. We will perform the analysis of the q ] bility of the

classical dynamical evolution in Sec. 3, using the operators A.. and the complex
structure given above.

3. Fu %3 1 Evoluti

It is known that for a masaless, free, real scalar field propegating on a (n + 1)-
dimensional static spacetime with topology T™ x R, dynamical evolution along
arbitrary spacelike foliations is unitarily i ). d on the Fock sp as
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that associated with inertial foliations!? if n = 1 and will not be, in general, unitarily
implemented?!? if n > 1. However, for the (special) case in which we consider time
evolution of the Klein—Gordon field between any two flat spacelike Cauchy surfaces,
dynamical evolution is unitarily implementable for all positive integers n. In this
section we will see that this result actually does not extend to our case, where the
spatial slices have the same topology (tori) but now they are expanding.

3.1. The symplectic transformation of classical dynamsics

It is generally known that the phase space of a real, linear Klein—Gordon field
' propagating on a globally hyperbolic background spacetime (M ~ £ x R, gas) with
¥ a compact spacelike Cauchy surface, can be alternatively described by the space
I’ of Cauchy data, that is {(p,7)l¢ : £ > R,x : £ — R;p, v € C(ZX)}, or by
the space V of smooth solutions'® to the Klein—-Gordon equation which arises from
initial data on I'. Given an embedding F of  as a Cauchy surface E(X) in M, there
is a natural isomorphism Ig : T" — V', obtained by taking a point in I and evolving
from the Cauchy surface E(X) to get a solution of (g°*V.V, — m?)y» = 0. That
is, the specification of a point in ' is an appropriate initial data for determining
a solution to the equation of motion. The inverse map, IE‘ : V — T, takes a
point ¢ € V and finds the Cauchy data induced on £ by virtue of the embedding
E : ¢ = E*% and n* = E*(VALn.Y), where £, is the Lie derivative along the
normal to the Cauchy surface E(X) and A is the determinant of the induced metric
on E(Z).

It is worth pointing out that I’ and V are equipped with a (natural) symplectic
structure r and 2y, respectively, that provides the space of classical observables,
which are (alternatively) represented by smooth real valued functions on I" or V,
with an algebraic structure via the Poisson bracket. On the space V of solutions,
the symplectic structure is

Q@ va) = [ VR Lats — 1 Lava) (31)
while on the space I' of Cauchy data, it is given by
Re(Cer,m), (2,720 = [ (0ams — eama) (32)
From (31)-(32) and the specification of the isomorphism Ig, it is obvious that
Qr = IgQdy; i.e. I is a symplectic map.

Now, let E;(X) and Er(X) be any given initial and final Cauchy surfaces,
represented by the embeddings E; and Er. The Time evolution from E((X) to
Er(X) can be viewed as a bijection ¢(g,.g,) : I' — T on the space of Cauchy
data:}* ¢(g, g,) = Ig} o Ig,. Thus, the recipe is: (a) take initial data on E;(X),
(b) evolve it to a solution of the Klein—Gordon equation, and (c) find the corre-
sponding pair induced on Er(¥) by this solution. Notice that this map also defines
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the time lution on the sp V of solutions, through the natural induced bijection
TEs Er) = 1B, ot(s,_g,)oIE The three steps of the recipe are now: (a) take a solu-
tion to the field equation, (b) find the data induced on Er(X), and (c) take the data
as initial data on Er(X) and find the resulting solution. It is straightforward to see,
from the bedding ind d of (31) and from (32), that each transformation
is a symplectic isomorphism. i.e. tE,. B,,n.- = pr and Tie, .Ep)Stv = [ ¢ 178

For our particular case, we shall construct dynamical evolution between any
two flat Cauchy surfaces E;(T2) = (Tr,z') and Er(T3?) = (Tr,z'), where z* =
(8,0) € (0,2n) are coordinates on 72 and T is the smooth “time coordinate” on
(M = T? x R, Nge) such that each surface of cc T is a Cauchy surface. Let
us denote by ¢ the resulting solution from the action of T(E,_E,) on . Following
the prescription, we first have to find the induced data on Ex(T3

In general oy = Epy and x¢ = Ep(VBF£La,v¥), since in our case Ep(T?) =
(Tr,z') and ¢ depend on the coordinates T and € only, we thus have that
wr = Y(0,Tr) and v = [TOryY(6, T)]|r=1,- Thus, from the explicit form (14)
for solutions of the Klein—Gordon equation, we have that

or = S(A0) + R(A) InTr + 3_ R[BmHE (IM\TF)], (33)
mtO
nr = R(A0) —Tr 3 |mm[8.,.11“’(|m|n-)] R (34)
my0 B

where By, = Ame'™?.

The next step in the prescription is to take the pair (@5, 7F) as initial data on
E((T?) and find the resulting solution ¢. That is, we have to solve for {Ax, A.}gez
the following system

¥(8,Tr) = ¥(9,Tr), ' (35)

[TBrv(0, D)llr=7¥ = [TEr9(O, )llr=" . (386)
where ,
@0, Tr) = Ejé and  [T8r9(0, Tllrer, = E} (VA1 L£aP)

are explicitly given by

$(0,T1) = F(Ao) + R(Ao) In T + 3_ RBmHP (mITY)],  (37)
™m0

(TOr¥(6, T)ilrar; = R(A0) — Tr 3, ImIRIBa HM (ImiT1)) (38)
Lt o] :

with B, = Apme'™®.
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Using the orthogonality property § e‘("~™)® — 2x5,, .., the well-known relation
HY(2)HD (z) — HO (2)HED (=) = % (where z > 0)

and the explicit expression for the fields, given by (33), (34), (37) and (38), it is
not difficult to see that the system (35)—(36) is solved by

R(Aa) = R(A0), (39)
A(A0) = S(Ao) + R(Ao) In(Tr/Ty)., (40)

for k = 0, and
Ar = T IF@, 20) — Flan, unllAs + T (Clun, 24) — Glan, w)l A% (a1)

for all k # 0, where xx = |k|T7, wx = |kiTF, F(r, s) = rH{P () HE (s) and G(r, 5) =
rHM (r)HE) (s).

Therefore, the symplectic transformation T(g, g,) defines, and is defined by, a
transformation of A,;:

A =5 xmA+ A (42)
tez
where
xro = —3 In(Tr/T1)ox0, xu = Z GG w) — G #0161-x(V1 £ 0), (43)
&ao = [1= 3 10@e/T0] br0. &0 = FIFELYW) ~ FGLanloun (v £0).  (49)

Obviously A; = Ay for all k € Z when Ty = Tr (i.e. when T(g, r,) is the
identity map). :

3.2. Quant impl tability

The question we want to address in this part is whether or not the classical evolution
on the fictitious background is implementable at the quantum level. A particularly
convenient approach to this issue is glven by the a.lgebra.lc approach of QFT, since
the notion of impl tability of symp tr ions on a Hilbert space
formulation is defined in a natural way.’® The main idea in the algebraic approach
is to formulate the quantum theory in such a way that the observables become the
relevant objects and the quantum states are “secondary,” they are taken to “act”
on operators to produce numbers. The basic ingredients of this formulation are two,
namely: (1) a C*-algebra A of observables, and (2) states w : A — C, which are
positive linear functionals (w(A*A) > 0 ¥ A € A) such that w(1) = 1. The value of
the state w acting on the observable A can be interpreted as the expectation value
of the operator A on the state w, i.e. (4) = w(A).
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For free (linear) fields it is possible to construct the Weyl algebra of quan-
tumn abstract operators from the el ry classical observables (equipped with
an algebraic structure given by the Poisson bracket). The elements of this C*-
algebra are taken to be the fundamental observables for the quantum theory,
thus the (natural) algebra A for free fields is the Weyl algebra. Let (Y, fly)
be a symplectic vector space, each generator W(y) of the Weyl algebra is the
“exponentiated” version of the linear observable 2y (y, -). These generators satisfy
the Weyl relations:*

W) =W(—y), WIWn) = i0mwy, + ). (45)

Given a symplectic transformation f on Y, there is an associated s-
automorphism of A, ay : A — A, defined by ay-W(y) := W(f{y]). In particular, the
symplectic transformation T(g,, g,) representing time evolution from Er = (T, z*%)
to Er = (Tr,x*) defi the tomorphi o(g,,Er)- Thus, from the algebraic
point of view, if we assign the state w to the initial time as represented by the
embedding E7y, the expectation value of the observable W € A on Ej; is given by

W)E, =w(W). (46)

Let us consider the Weyl generator W(y’) labeled by . Under the symplectic trans-
formation T(g,,£,), the label goes to + and the relation between W(w) and W(y)
is given by a(g,, e, )WW) = W(¥). Since T(E, .Ey) dic time evx i at clas-
sical level, one can interpret the change W(y) = a(g, ., )W (¥) as a eounwrpa.rt
in the observables. That is, W(y) — ace;. Es)W(Y) is the h r
sentation of time evolutlon of oboervablea in the Heisenberg picture. Thus, wlnle
in the Heisenberg p the exp lue of the observable W(y) at final
time is given by (W(¥)) kg, = w(a(g, .5,) - W(¥)), in the Schrédinger picture it is
(W (¥))Ey, = wE,(W(¥)). Therefore, the final state wg, obtained by evolving the
initial state w is given by wo a(g, .£,)-

Now, in order to know if time evolution between any two flat Cauchy surfaces is
well defined in the framework of the Hilbert space formulation, we have to introduce
the GNS construction that tells us how the quantization in the old sense (that is, a
representation of the Weyl] relations on a Hilbert space) and the algebraic approach

are related:
Let A be a C*-algebra with unit and let w : A — C be a state. Then there erxist
a Hilbert sp M, a repr tion x« : A — L(¥) and a vector |Wo) € ¥ such

that, w(A) = (Wo,*(A)Wo)w. Furthermore, the vector |Wo) is cyclic. The triplet
(#, n, | Vo)) with these properties is unigue (up to unitary equwaletuz)
With this in hand, we have a precise way to go d. tr ti ontheC'-

algebra to a given Hilbert space representation. Thus, a symp i n
f : Y — Y, with corresponding algebra automorphism ay : A — A, is unitarily

&The CCR that pond to (v, ) get now laced by the Weyl rel

PO
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implementable!4 if there is a itary tr formation UV : #{ — # on the Hilbert
space ?{ such that, for any W € A, U“I(W)U = n(ay - W).

Since w and its transform w o ay will not a.lways deﬁne unitarily equivalent
Hilbert space representations, thus not all sympl tri tions f will be
implementable in field theory. In our case, we are interested on the implementability
of f = T(g,.e,) on the symmetric Fock space F, constructed from the so-called
“one-particle” Hilbert space, #{o, whose elements are the complex functions

V=3 Tm@ ) An “n
mex
determined by the natural splitting of V¢, the complexification of V, on negative
and positive parts through the complex structure Jy.

The continuous® transf ion (42) defines a pair of b ded linear
£ : Mo — Mo and x : Mo — Ho, where #g is the complex conjugate space t.o'Ho
With ¥ given by (47), we have

€= 3° Fa(0. DemiAu (48)
m,leZ
and
x- %= 3" fm(0 T)XmiA:- (49)
mJiex
The automorphism a(g,,.e,) associated with T(g, g,) is itarily impl tabl

with respect to the Fock representation (¥ = F,(#g), n) if and only if the operator
x is Hilbert-Schmidt,!7 i.e., iff )
3 baml? < oo. (50)

m. €T

Since 3=, ez Ixtm|? = '% In(Tr/TI? + Z:x,m,to |Xtm |2, then according to (43), the
condition (50) is equivalent to

3 (Rigm(zm,¥m)])* <o and 3 (S{gm(zm.ym))? < oo (s1)

mpo my%o
where gm(r, 8) := G(r, s) — G(s, r). Using the definition of Hankel function in terms
of B 1 and N functions (for n = 0 or 1), the first condition in (51) can
be written as follows

E:I(A""“' ym))? < oo (52)
where

Amla, ym] = m{a(Jo(¥m)J1(a¥m) — No@Wm)Ni(avm))
+ N1(Um)No(aym) — J1(¥m)Jo(apm))

b Actually, it can be shown that there is a constant b such that, forall ¥ € V, NTm, . xpry®ll < Bliwll

in the norm [|[¢]2 = wv (Jv ¥, ¥).
g/ TESIS CON
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and a = Tr/Tr. In the asymptotic region z >> 1 (for n = 0 or 1) the behavior of
Bessel and Neumann functions is given by

o= o (o= (0 3)3)
= oo (= -+ 3)3)

2m

Amla, ym] = Tanve

respectively, then
(@ — 1)cos(ym(1 +a) —7) form >3 1

is the asymptotic behavior of Ay fa, ym] and (52) becomes

e ,..z,:,,m’(rru +aym) <oo, - (83)

where NV >» 1. Notice that for the case a = 1 this condition is trivially satisfied, as
expected.

Thus, i ! tability implies that (53) is satisfied for all a € (0,1)
and hence, if there a.re particular values of TF (ro > 0) and a (ao € (0,1)) such
that 330 cos?(ro(1 + ag)m) diverges, then a(g, g,) Will not be unitarily imple-
mented. In particular, by choosing Tr = yj; every integer m > N corresponds to
a maximum of cos?(Tr(1 + a)z) and therefore the sum in (53) diverges. Thus, the
transformation associated with T(x, £, is not unitarily impl table with resp
to the Fock representation (F,(#o), #) and hence classical time evolution, dictated
by T(e,,E,), does not have a quantum analog in the Hilbert space formulation via
a unitary operator. In this case, the Schrdinger picture is not available to describe
functional evolution using the Fock space representation of the quantum theory.
Consequently the “Schriodinger equation” associated with the Hamilton operator
H(T) can not be interpreted as an evolution equation (on the fictitious background)
for quantum states.

4. Di } and Cq lusi

In this work we have analyzed the quantization of the polarized Gowdy T3 cos-
mological models as carried out by Pierri. We have found explicitly the symplectic
transformation that determi the classical dy ical evolution T(E, Er) gwen by
the phase space function T°. We have shown that this symplectic tr. n doea
not have a quantum analog in the Hilbert sp for lation via a unitary operator.
Thls means that the classical dynamics of Gowdy T3 cosmological models cannot be

d in the of Pierri’s quantization procedure Let us now discuss
the implications of this negative result for two rel d areas, ly for canc 1
quantum gravity and for quantization of fields on curved manifolds.

az
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C ical ¢ & gravity
First of all let us recall that in canonical quantum gravity, the theory is defined
over an “abstract” manifold £ which in our case is given by £ = T2. There is

no spacetime and therefore no notion of an embedding of £ into this spacetime.
What we have is, in the gauge fixed scenario, a reduced phase space represent-
ing the true degrees of freedom, and, in the quantum theory, a Hilbert space of
physical states and physical observables defined on it. This is the frozen formalism
description. When the dep: ization prc d was introduced classically, an
artificial notion of time evolution was created that allows the “evolution” of any set
of (physical) initial conditions on £ into a one parameter family of initial conditions
with a precise spacetime interpretation. This one parameter family is produced via
a canonical transformation generated by the red d Hamiltonian. In q

gravity, however, the parameter T can not be thought, a priori, as a a time func-
tion in a spacetime for the only reason that a spacetime notion is absent. Then, in
which sense can the par ter T be ful? Recall from the discussion in Sec. 3
that the notion of time evolution in the algebraic formulation is well defined, giving
rise to the Heisenberg picture: We have a unique state |¥)r,, defined on a preferred
and fixed g, and operators acting on it which could be “time dependent.” This is
the place where the parameter T plays a central role. We can have, for instance,
a one parameter family of observables, say Vi, corresponding to “the volume of
the Universe at time 7.”% In the standard for ion of theory, where
a unitary evolution operator U(T, Tp) exists, we can relate the operators belonging
to the family via unitary transformations. One can also construct the Schrodinger
picture and have a one-parameter family of states that “evolve” in time T, using the
standard construction. Canonical quantum gravity is most naturally constructed in
the Heisenberg picture, where the physical operators correspond to the so called
“evolving constants of the motion.” Therefore, any operator O7 labeled by the time
T, if it is well defined (i.e. if it leaves the Hilbert space, or a dense subset of it,
invariant), can be regarded as a physically meaningful object representing the clas-
sical observable at “time T".” What is lost in the absence of the operator U(T, Tp),
which is our case, is the “unitary equival " of the operators Or for all values of
T. In this sense, unitary time evolution and the Schridinger picture are lost. Uni-
tary evolution is one of the pillars of present quantum theory, and theories that do
not satisfy this property suffer from the rejection of the community, since the theory
becomes unable to make predictions due to the lack of conservation of probability.
This would be the case, for instance, in the event of the evaporation of a black hole
via Hawking radiation. Physicists have always tried to avoid such descriptions and
look for explanations that are “unitary.” However, as we would like to argue, canon-
ical quantum gravity is conceptually very different from the standard description of
quantum theory with a preferred and external Newtonian time, so one should look
for more involved arguments before dismissing a particular theory. In the Hamil-
tonian description, time evolution is a pure gauge, so strictly speaking one should
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only meaningfully discuss physical cbservables on the reduoed phase space. There

is no time evolution and no dy i Any d ion is classically equiv-
alent, giving rise to fictitious dy ics via ical tr fe ions. There is no
compellmg reason to expect tlmt. there is a prefe d d ization that will
be gful q hanically. Thus, there is no Ioglcal contradiction to the

result that a particular choice cannot be unitarily implemented.

Within this perspective, the parameter T that was introduced artificially at the
classical level bears no fundamental physical significance. The fact that the quantum
theory does not endorse this choice should not be enough reason to dismiss it.
However, it should be clear that the absenoe of unitary transformation reduces
significantly the import of this tion, since the Heisenberg operators
Or are not well defined. That is, thelr spectra, expectation values, etc., depend
on the choice of the value of Ty. Had we chosen a different value T° = 7§ and
therefore different Heisenberg state |¥)r1y, we would get different operators OF #
O (for the same value of 7°). A minimum requirement for the consistency of the
quantization is that the operators 0% and Or be (unitary) equivalent. Thus, the
quantization is physically unacceptable, since it does not provide unambiguous
answers for physically relevant questions.

However, it is not completely clear whether this negative result holds for any
choice of a sct of creation and annihilation operators (or, equivalently, any choice of
complex structure J). The original choice in Ref. 4 seems natural from the viewpoint
of the explicit form of the solutions of the Klein—Gordon equation, and the fact that
it is time independent and therefore there is no “particle creation.” However, further
work is needed in order to understand whether there exist different choices of J and
therefore of representations of the CCR for which “time evolution” is a well defined
concept. Unitary implementability might even be a criteria leading to a physically
relevant quantization.

Quantum fields on curved surfaces

The issue of formulating time evolution between arbitrary Cauchy surfaces in the
quantum theory of ﬁelds goes back to the work of Dirac.!® However, it is only
r ly that unitary 1 bility of arbitrary time evolution has been con-
sidered. Somewhat su.rpmmgly, it has been recognized that even for free fields on
Mmkowskx spacetime, time evolution between arbitrary Cauchy surfaces is not uni-
tarily imj ble in tk and higher sp i dimensions.}* The failure is in
general attributed to the fact that time evolunon between arbitrary surfaces is not
generated by an isometry of the bu:kground lnet.nc 12,14 1t is also known that in
two di ions, for the standard ming from the symmetries of the
syst time evolution is well deﬁned for ubltr-ry Cauchy surfaces with topology
of a circle. However, for our model, even when it is a truly two dimensional model
(v depends only on € and T'), it does not satisfy a free scalar ion (it is i d
related to a Liouville model). Therefore, there is no contradiction with the fact that
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time evolution is not unitary. From the three di ional perspective, the theory is
given by a free scale- Seld on a flat background, but in which the vector field 8/8T
that generates the natural time evolution is not an isometry of the background
spacetime. Thus, it is interesting to see that in this case, even for the simplest
Cauchy surfaces (flat and parallel in the given chart), time evolution is not imple-
mentable. It is also interesting to note that particle creation and non-unitary time
evolution do not imply each other, as noted in.!* As previously mentioned, it is not
clear whether different representations of the CCR would yield unitary quantum
theories. Namely, is there a choice of J that will render the theory unitary? Would
it be unique? We shall leave these questions for future investigations.

Note Added

After submitting this paper, we learned that similar results were independently
found by Torre.20

Acknowledgments

‘We would like to thank the referee for helpful comments and C. Torre for correspon-
dence. This work has been supported by DGAPA-UNAM grant No. IN-112401 and
CONACYT grants 36581-E and J32754-E. This work was also partially supported
by NSF grant No. PHY-0010061. J. Cortez was supported by a CONACYT-UNAM
(DGEP) Graduate Fellowship.

References
1. C. W. Misner, in Magic Without Magic: John Archibald Wheeler, ed. J. Klauder
(Fr San Franci 1972).

2. C. G. Torre, Int. J. Theor. Phys. 38, 1081 (1999).

3. A. Ashtekar and M. Pierri, J. Math. Phys. 37, 6250 (1996).

4. M. Pierri, Int. J. Med. Phys. D11, 135 (2002).

5. M. Pierri, “Hamil i and " arXiv:gr-qc/0201013.

6. R. H. Gowdy, Phys. Rev. Lett. 27, 826 (1971); Ann. Phys. 83, 203 (1974).

7. B. K. Berger, Ann. Phys. 83, 458 (1974); Phys. Rev. D11, 2770 (1975).

8. C. W. Misner, Phys. Rev. D8, 3271 (1973).

9. V. H: in, Class. Qv Grav. 8, 1587 (1987).

10. G. A. Mena Marugan, Phys. Rev. D56, 908 (1997).

11. K. Kuchaf, Phys. Rev. D39, 2263 (1989); K. Kucha?, Phys. Rev. D39, 1579 (1989).

12. A. D. Helfer, Class. Quantumn Grav. 13, L129 (1996) [arXiv:gr-qc/9602060].

13. C. G. Torre and M. Varadarajan, Phys. Rev. D58, 064007 (1998).

14. C. G. Torre and M. Varadaraj Class. Qv Grav. 18, 2651 (1999).

15. N. D. Birrel and P. C. W. Dnv_. Quanturn Fields in Curved Space (Cambridge
University Press, Cambridge, 1982).

16. A. Ashtekar, L. Bombelli and O. Reula, in AMechani. Analysis and G try: 200
Years After Lagrange (North-Holland, New York, 1991). R. M. ‘Wald, Quantum Field
Theory in Curved Spacetime and Black Hole Ther ly (U y of Chicago

Press, Chicago, 1994).

) NIDIHO AQ VTTVA

NOD SISHL




1468 A. Corichi, J. Cortez and H. Quevedo

17.
18.

19.

20.

R. Honegger and A. Rieckers, J. Math. Pllya a'r. 4291 (1996).

P. A. M. Dirac, L es on Q ics (Yeshiva University, New York,
1964).

G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathematical Methods Jor Physicists (Academic Press,
1995).

C. G. Torre, private communication, and C. G. Tom, “Quantum dynamics of the
polarized Gowdy T2 model,” &r-Qc/0206083.

q¢6

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




	Portada
	Índice General
	Introducción
	1. Cuantización
	2. Modelos de Simetría Reducida y Modelos Sigma No Lineales
	3. Comparación entre Cuantizaciones
	4. Evolución Funcional
	Discusión
	Bibliografía
	Anexo
	Referencias



