e 2
5?9

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIA E INGENIERIA DE MATERIALES
INSTITUTO DE INVESTIGACIONES EN MATERIALES

]
|
" “INTERACCION Y MOVIMIENTO DE PARES DE BURBUJAS
i EN FLUJO POTENCIAL""
{

T E S I S

| QUE PARA OBTENER EL GRADO DE

3 MAESTRO EN CIENCIA E
: INGENIERIA DE MATERIALES
| P R E s E N T A :

MIGUEL FERNANDO yMOCTEZUMA SANCHEZ

! DIRECTOR DE TESIS:
DR. ROBERTO ZENIT CAMACHO

MEXICO, D. F. JULIO 2003

o)



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



HHM

Dedicatorias.

A mis padres: Miguel y Trinidad, por su apoyo y carifio en cada
momento de mi vida. Y por su paciencia para que terminara este

trabajo.

A mis hermanos, Alberto y Andrés por su amistad y a mis hermanas
Claudia, Marina, Marta y Victoria. Por soportar a su hermano y
proporcionarme apoyo en todo momento.

A Ewa, mi compafera y esposa, por tener la paciencia en las platicas
sobre las burbujas. Por su amor, su paciencia y los capuchinos que me
preparaba en Polonia. :
A todos los comparneros del Lab. de Reologia. Para los cuates: Joel,
Carios, Gilberto, Victor, Carlos, Angel, y el afamado topo Lima. Y a los
amigos Fisicos Gabriel, Rubén y Saul, por sus platicas sobre relatividad
y demas temas Light.

A los docs: Roberto Zenit por su paciencia, Juan Hernandez, Jose
Ramon, y el doc Pulos y Geffroy.

A mis maestros del Instituto y de la honorable Facultad de Ingenieria.

A mis amigos de la facuitad, lildefonso, Carlos el Malone, Jaime el jefe
Paredes y Ricardo Perez "Tabasco”.

A mis amigos de Frances, Paula, Mike y demas conocidos de la
Universidad.

A mis amigos en el extranjero, Tofo, Angel, Daniel, y Dani.

A todos ellos y muchos mas quiero dedicar esta tesis. Espero que su
lectura si la realizan no sea demasiado pesada, y como dice Ewa:
Dejémoslo para las nuevas generaciones.




PAGINACION
DISCONTINUA



Interaccién de pares de burbujas en flujo potencial 1M

"l am prepared for the
worst, but hope for the
best”
Disraeli
Resumen

En este estudio analizamos la interaccion de una burbuja con una pared o con otra

burbuja a alto numero de Reynolds y bajo niumero de Weber. En este limite dual, los

efectos inerciales dominan y las burbujas son de forma esférica. Bajo estas

condiciones, el movimiento de una burbuja en un liquido limpio puede modelarse de
manera correcta mediante la teoria de flujo potencial. Existen experimentos que

confirman que esta aproximacion es valida (Duineveld, 1995).

El potencial de velocidades y la funcion de corriente de dos burbujas en movimiento con
velocidades colineales y paralelas se analiza mediante una doble expansion en
armonicos esféricos (Biesheuvel y van Vijngaarden, 1982, Kok, 1992, Kumaran 1992).
El potencial se obtiene ajustando la serie a las condiciones de frontera y obteniendo los
coeficientes de la expansion en armoénicos para un numero determinado de términos. E!
analisis del movimiento de dos burbujas se puede obtener de dos maneras. En la
primera obtenenemos la energia cinética de las burbujas en movimiento. Usando las
ecuaciones de Lagrange se pueden obtener las fuerzas resultantes sobre la burbuja. EI

segundo meétodo consiste en calcular la presion alrededor de la burbuja e integrarla

para obtener la fuerza resuitante.

En esta tesis se analizan dos casos de movimiento en particular: el movimiento de dos
burbujas en direcciones colineales y el movimiento de dos burbujas en direcciones

paralelas (equivalente al caso de una burbuja acercandose a una pared).

En el primer caso pretendemos resolver la controversia existente en el analisis del
movimiento de dos cuerpos que se acercan immersos en un flujo potencial. Existen en
la literatura resultados contradictorios: en unos casos se reporta que la fuerza

hidrodinamica crece desmedidamente a medida que la distancia entre las superficies
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tiende a cero; en otros, se reporta que si puede ocurrir un contacto entre superficies y

éste ocurre a una velocidad finita.

En el segundo caso se calcula la trayectoria de una burbuja que se mueve paralela a
una pared. E| objetivo de este analisis es determinar el aumento de la ‘agitaciéon’ o
varianza de ia velocidad como resultado de la interaccioén con la pared. La influencia de
paredes en el modelado de flujos bifasicos es comunmente ignorado. Los resultados
obtenidos en este estudio podrian utilizarse como una primera aproximacion en flujos
gas-liquidos de alto numero de Reynolds y bajo nimero de Weber.
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“Una jornada de mil
kilometros, empieza con
los primeros pasos.”

Confucio

1. Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar el movimiento e interaccion de dos
burbujas entre si y con una pared a régimen de alto niumero de Reynolds y bajo
numero de Weber. Para un flujo de burbujas con aito nimero de Reynolds, se
puede utilizar la teoria de flujo potencial para modelar el flujo alrededor de una
burbuja. En esta tesis se obtienen soluciones de la ecuacién de Laplace y se
estudia la interaccion de dos burbujas y de una burbuja junto a una pared.

E! movimiento de dos burbujas en movimiento en flujo potencial ha sido
estudiado por diferentes autores (Stokes, 1847;Lamb, 1957; Miloh et al., 1978;
Biesheuvel y Van Viijjngaarden, 1982). Lamb propuso una solucién por medio del
meétodo de las imagenes y llegd a una solucidon como una suma infinita de dipolos.
En este trabajo se usa la teoria de armonicos esféricos para dar solucion a la
ecuacion de Laplace. Mediante el potencial de velocidades se caicula la energia
cinética del fluido y a partir de ésta se derivan las ecuaciones de movimiento

usando las ecuaciones de Lagrange.
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Fig. 1.1 Movimiento de dos burbujas en un fluido semiinfinito.
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: Aunque ex 'ten muchos factores y propiedades que intervienen en la
|ntera¢clon entre el"flu1do y las burbujas, pretendemos estudiar la interaccion de
dos burbu;asfd'e forma simplificada mediante la teoria de flujo potencial. En primer
lugar- se consideran los casos en que la deformacion de las burbujas es muy
pequena (bajo numero de Weber) por lo que se pueden considerar casi esféricas.
En segundo lugar se considera un régimen de alto numero de Reynolds. En este
régimen en el campo de velocidades alrededor de las burbujas es potencial y solo
muy cerca de la superficie de ellas se observa una pequefa capa limite. EIl
arrastre debido a los esfuerzos viscosos dentro de esta capa limite se puede

calcular usando la razén de disipacion en el fluido.

La primera razon por la que usamos teoria de flujo potencial es porque se
pueden obtener soluciones analiticas relativamente sencillas. Ademas, como las
soluciones estan basadas en la ecuacion de Laplace, éstas se pueden sumar y
agregar para obtener soluciones complejas. También, usamos la aproximacion de
flujo potencial porque nuestro problema fisico se ajusta muy bien a las condiciones
de esta teoria (Levich, 1962). Asumiremos que las burbujas permanecen esféricas
y que tienen igual radio.

En este caso es conocido en la literatura que el campo de flujo inducido por
una burbuja de gas que se mueve a numeros de Reynolds moderados es casi
completamente irrotacional. Solo hay una pequefia capa limite en la superficie de
la burbuja de espesor de orden O(Re®%). La capa de estancamiento es de
dimension linear O(Re™'®) y el diametro de la estela es de O(Re%2%) (Moore,
1963). Por lo tanto, en una primera aproximacion ei fluido se puede asumir como
inviscido y se puede usar la teoria de flujo potencial.

La organizacion del desarrollo de esta tesis es como sigue:

En el Capitulo 1 se hace una introduccion a los flujos multifasicos y a los
flujos burbujeantes. En la Seccidn 2 se repasan las ecuaciones de conservacion
en flujo potencial y se analiza brevemente el problema de dos esferas en
movimiento en un fluido. En ia Seccidon 3 se formula el potencial de velocidad para
dos esferas. Usando este potencial se calcula la energia cinética inducida en el
fluido por las dos esferas. En la Seccion (3.3) con el formalismo de las ecuaciones

2




Capitulo 1. Dinamica de flujos bifasicos. 1M

de Lagrange se derivan ecuaciones inerciales de movimiento del par de esferas. A
este meétodo lo lamamos meétodo de la energia. También se usa un método
alterno para calcular la aceleracion de ila burbuja a partir del calculo de la presion
sobre la burbuja mediante la ecuacion de Bernoulli. A este metodo lo
denominamos de presidn y se usa en el Capituio 3.5. En la Seccion (3.4) se
incluye la fuerza de arrastre en las ecuaciones de Lagrange. Estas fuerzas de

arrastre se derivan a partir de la razén de disipacion. Combinando estos

resultados se obtienen las ecuaciones de movimiento para burbujas moviéndose
con numero de Reynolds moderado.

En la Seccion 4 y § se resuelven numeéricamente estas ecuaciones para dos
casos: el movimiento de dos burbujas que se mueven sobre la linea de centros de
las burbujas, que denominaremos colineal y el movimiento de dos burbujas con
velocidades perpendiculares a la linea de centros, que llamaremos paralela.
Finalmente, se obtienen trayectorias y se caracteriza el movimiento en ambos

casos.

1.1 Flujos multifasicos
Los flujos multifasicos se encuentran en una gran variedad de fendmenos

en la naturaleza y en la industria que varian desde flujo de gas y particulas en una
tobera de un cohete hasta el movimiento de agua en un acuifero subterraneo. Los
flujos multifasicos se identifican de acuerdo a los componentes y a las fases. Un
componente es una sustancia quimica que no varia en su composicion. Una fase
se refiere al estado fisico del material dentro del flujo, por ejemplo fase liquida,
fase gaseosa. Existen varios ejemplos de los flujos multicomponentes. Un ejemplo
de fluido de una sola fase pero de varios componentes es el aire. Eil aire es una
mezcla de especies quimicas (componentes) con nitrogeno siendo el componente
de mayor porcentaje, oxigeno y otros gases. Tipicamente uno trata el aire como un
fluido de un solo componente (nitrodgeno) con propiedades adecuadas de
viscosidad, constante de gas, y conductividad térmica.

Otro ejemplo de flujo multicomponente de una sola fase es el de dos
liquidos inmiscibles como agua y aceite, que es importante en la recuperacion de

3
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petroleo Los flu;os multifasicos se clasifican en tres grandes grupos, de acuerdo a

las fases en
mezclas blfasmas Un ejemplo comun de flujo de un solo componente en dos

fri‘ezcla es decir: gas-liquido, gas-sdlido, y liquido-sélido. Estas son

S Ia corrlente de enfriamiento de las plantas nucleares y otros sistemas

termoe ectrlcos En general, los equipos de enfriamiento o de intercambio de calor
contlenen tuberias o recipientes donde se generan cambios de fase de agua a
“vapor o viceversa. La combustion de gotas de combustible en un horno, por otro
Iadb. seria un ejemplo de un flujo de dos fases (gas y liquido) y de varios
componentes.

El transporte neumatico de polvo es un buen ejemplo de flujo sélido-gas. E!
flujo de vapor en medio poroso también es un ejemplo de flujo de dos fases sélido-
gas. El flujo de liquido con particulas suspendidas es un ejemplo de flujo liquido-
solido. En esta introduccion solo trataremos el flujo de materiales gas-liquido o
flujo de burbujas, pues ese es el tema principal de esta tesis. Se hara una breve
resefia de los patrones de flujo y de los modelos basicos de flujos. Existen
algunos ejemplos comunes de flujo bifasico en la naturaleza; algunos son: la
neblina, el smog, la lluvia, las nubes, las tormentas de arena y las tormentas de

viento.

1.2 Patrones en flujos bifasicos gas-liquido

Los mapas de patrones de flujo para flujos de gas-liquido han sido dividos
en cuatro regiones basicas de flujo. La aparicion de cada tipo o patron de fiujo
depende de los flujos masicos de gas y liquido en la tuberia, de la orientacion de
la tuberia y de las propiedades del liquido y gas dentro de la tuberia.

a) El flujo de gas dominante (estratificado y anular)

b) Flujo intermitente (burbujas alargadas, burbujas dispersas, tapon,

espuma)
c) Flujo de liquido dominante (burbujas dispersas)
d) Transiciones (estratificado-intermitente, estratificado-anular)
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rap-annular

b
~Slug~onnular

e iy e

Bubbiy siug

B-.Irbbly

Liquid

Figura 1.2 Aproximaciéon de patrones de flujo en una tuberia vertical con vapor de
agua en evaporacion (tomado de, Wallis, 1969)

El flujo de gases en ductos esta caracterizado por regimenes de flujo que
varian desde flujo de burbujas hasta fiujo de gotas en un ducto. Los patrones de
flujo principales para una tuberia vertical son los siguientes y se ilustran en las
Figuras (1.2) y (1.3):

a) Flujo burbujeante: flujo de liquido en fase continua con burbujas

dispersas en el liquido.

b) Flujo slug o tapon: Las burbujas “coalescen” y crecen en tamanos

comparableé al tamano de la tuberia. Con este patron de flujo, las

5
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bui—bujas pueden subir en el centro del ducto, mientras el liquido se
desliza hacia abajo en la pared del tubo.

c) FlUjo churn o agitado: las burbujas toman formas irregulares con una
mezcla mas violenta, macroscopica, entre las fases. El liquido se tiende
a mover hacia arriba y hacia abajo en una forma oscilatoria.

d) Anular (el gas es la fase continua): el flujo de liquido esta confinado a
una capa moviéndose a lo largo de la pared y con gotas fluyendo como
niebla en el centro detl tubo.

e

o

CON
FALLA DE ORIGEN

.

e) Anular agitado: flujo de liquido en las paredes del tubo y flujo de gotas

grandes e irregulares en el centro de la tuberia.
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Figura 1.2 Esquema de patrones de flujo en tuberias verticales.

En el analisis de flujos gas liquido en un tubo es extremadamente
importante ser capaz de predecir el patron de flujo. Este es un objetivo muy dificil
debido a la complejidad de estos flujos y debido al cambio de los fenémenos de
control de cada flujo. La busqueda de un esquema para tener un mapa de
regimenes de flujo continuo es un tema de investigacion actual.

Un esquema muy aceptado es el de Hewitt (1982) en el que el flujo es
caracterizado por los flujos superficiales de cantidad de movimiento de cada fase

PU2Z, y ngg2 (ver figura 1.4). Las velocidades superficiales U y Ug, son las

6
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velocidades de las fases liquida y gaseosa, si cada fase fuera a fluir por el tubo
por si sola. Uno observa que el flujo anular de niebla se obtiene con grandes flujos
de gas y bajos flujos de liquido. Mientras que los flujos de burbujas se logran con
altos flujos de liquido y bajos flujos de gas.

OG0 e e e e

Drop-annular

1001} . :
4 i
: ]
£ ____i:‘_‘ii—""/' Hesmggene s ;
Lo Slug-annular ) [
- - 1
2 l
B

Bubkbly slug
08

o .
e ateng N
Fobde
i

Coauid tHae s, tees

! T 4

o i

Figura 1.4 Esquemas o patrones de movimiento para flujo vertical de aire y agua a 15
psia en un tubo de 1 plg de diametro, (tomado de, Wallis, 1969).

Uno de los fendmenos de interés en los flujos burbujeantes es la
propagacion de ondas de sonido. La presencia de burbujas de gas en el liquido
tiene un efecto marcado en la aparicion de ondas de sonido. Por ejemplo para una
concentracion de gas de 10% la velocidad del sonido decrece a 40 m/s. Esto se
puede explicar con el acoplamiento de la aita inercia del liquido con la
compresibilidad del gas.

En la mayoria de los casos mencionados arriba se puede asumir que las

burbujas se mueven con el liquido.
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En ingenieria de petréleos, en la industria petroquimica y en sistemas de
enfriamiento de las plantas de energia se encuentran generalmente flujos de gas-
Vliqdidc');‘ VEn estos casos las fases tienen comunmente diferente velocidad. Ademas
de las ondas de presion existen otros fendmenos de interés. Un fendmeno que
ocurre es que existen varios regimenes de flujo posible. En la transicion de flujo de
burbujés a flujo tapon, las burbujas coalecen y se forman burbujas grandes y
alargadas con diametro cercano al del tubo.

:Por lo tanto, es importante investigar los mecanismos que juegan parte en
la transicion entre estos flujos. Ha sido sugerido por investigadores de Grenoble,
Francia _(Matuszkiewicz, Falmand, Bouré, 1987) y de Twente, Holanda
(Biesheuvel,1984), que la inestabilidad de las ondas de concentracion estan
envueltas en esta transicion. Estas son ondas a través de las cuales se propagan
los. variaciones en la concentracidon de burbujas. Las caracteristicas principales
son determinadas por la interaccion de pares de burbujas. Por esta razén es
importante el modelado del movimiento de pares de burbujas.

1.3 Flujo burbujeante

El patron de flujo burbujeante esta caracterizado por una suspension de
burbujas en una fase continua. Hay varios regimenes. La concentracion de gas
(void fraction) varia desde una burbuja aislada hasta el flujo cuasi-continuo de
espumas con un 1% de liquido. La interaccion entre las fases se debe a las
fuerzas de tension superficial, viscosidad, inercia y fuerzas de flotacion. Los

efectos se observan en la gran variedad y forma de las burbujas y sus trayectorias.

1.3.1 Formacion de burbujas

El tamafio de las burbujas tiene una influencia en la dinamica del flujo. A
pesar de la gran cantidad de estudios (Clift, Grace y Weber, 1978), soélo algunas
ecuaciones para predecir el tamafo de la burbuja han sido aceptadas. Una de las
formas mas sencillas de generar una burbuja es mediante un orificio hacia arriba
en un liquido estacionario. Si el radio de la burbuja es Rp,, a punto de
desprenderse de un orificio de radio R,, por equilibrio mecanico:
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donde. Ry es el radio de la burbuja que se forma, o es la tension superficial del
liquido, Ro es el radio del orificio, g es la aceleracién de la gravedad y pr, pi son las
densidades del gas y del liquido respectivamente.

La ecuacion anterior deja de ser valida cuando el diametro del orificio es
comparable con el radio de la burbuja. Cuando se forma una burbuja a un ritmo
continuo, se deben tomar en cuenta muchos otros factores incluyendo las
propiedades del gas y del liquido. En general, el fendmeno de formacion de
burbujas es bastante complicado. Cuando el flujo de gas se incrementa a través
del orificio, el tamafo de la burbuja se incrementa ya que a la burbuja le toma un
tiempo finito en separarse o liberarse del orificio. Para un sistema en que el flujo
de gas se mantiene constante, el tamarno de la burbuja se puede predecir con el
tiempo que tarda la burbuja en desprenderse (Clift et al., 1978).

Davidson y Amick (1963) calcularon este tiempo de la ecuacion de

movimiento y dedujeron el siguiente resultado para el volumen de la burbuja:

Q'o/S
V,=1138"% _, (1.2)

g

donde Vi, es el volumen de la burbuja, Qg es el gasto de gas que pasa por el
conducto y g es la aceleracion de la gravedad.

Cuando las burbujas se forman con un gasto pequeno de gas, la formacion
de las burbujas se aproxima mejor con la Ecuacién (1.1) que es el caso de un flujo
quasiestatico de gas del conducto hacia la burbuja. Davidson y Schuller (1960)
hicieron calculos parecidos para varios liquidos viscosos y encontraron:

4 15/—1ng6/5
v, = , .
’ ( 3 )[Zg(pf -2.) a3
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donde Vb es el volumen de la burbuja, p es la viscosidad del fluido, Qg es el gasto
de gas, pry pi son las densidades del fluido y del gas y g es la aceleracion de la
gravedad.

En aplicaciones comerciales las burbujas no se forman por un simple
orificio, sino por un grupo de varios orificios o un plato poroso. En este caso, la
teoria es s6lo usada como una primera aproximacion.

1.3.2 Aspectos fisicos del flujo burbujeante

Cuando se trabaja con flujos de burbujas se puede analizar la interacciéon
entre las burbujas y el liquido, o se puede analizar el comportamiento giobal del
pseudofluido, ya que se conocen las propiedades de interaccion entre las burbujas
y el liquido. Antes de escribir las ecuaciones o modelos para predecir el
comportamiento de flujos bifasicos, escribiremos algunas de ias propiedades o
variables mas importantes para el flujo de burbujas:

a) Fraccidon volumétrica de gas.

b) Velocidad superficial de gas y liquido.

c) L.a caida de presion.

d) La distribucion de presiones de las fases gas y liquido.
e) Area interfacial.

Fraccion volumeétrica de gas y fracciéon masica de liquido

La fraccidon de gas y la concentracion de area interfacial son dos de los
parametros topologicos mas importantes. El conocimiento de la concentracion de
area interfacial es indispensable en el analisis bidimensional o tridimensional
cuando se trabaja con modelos de dos fluidos.

La fraccion volumétrica de gas se ve afectada por la densidad del gas asi
como por la presion. Por ejemplo, en columnas burbujeantes se ha determinado
que cuando se aumenta la densidad del gas, la fraccion de gas aumenta mientras
que el tamario de la burbuja decrece. Esto es, si aumenta la densidad del gas sin
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aumentar la temperatura, las burbujas ocuparan un volumen menor y por lo tanto
formaran burbujas mas pequenas. Lo mismo pasa si se aumenta la presion.

La fraccion de liquido y el gradiente de presion son los parametros mas
importantes en el disefio, escalamiento y control de las tuberias que transportan

gas y liquido simultaneamente.

Area interfacial
El area interfacial es el area de la fase liquida que entra en contacto con la

fase gaseosa. E| area interfacial es proporcional al tamafo medio de la burbuja a
una determinada fraccion de gas. La constante de transferencia de masa entre la
fase liquida y gaseosa es directamente proporcional al area interfacial. Asi como el
area interfacial depende del radio de la burbuja y de la distancia media entre ellas,
con burbujas mas pequefas y mas cercanas hay mayor area interfacial. Cuando
ocurre coalescencia, el area interfacial decrece porque dos burbujas tienen area
interfacial mayor que una sola.

Los efectos interfaciales incluyen: arrastre, masa virtual, esfuerzos de
Reynolds (inducidos por las burbujas), presion promedio interfacial y tension

interfacial.

Velocidad superficial de gas y liquido
El campo de velocidades se puede considerar formado de tres

componentes. Primero, el campo de velocidad de la fase continua lejos de la
superficie de las burbujas. Segundo, el campo de velocidad del liquido cerca de
las burbujas y en la interfase liquido-gas de la burbuja (por ejemplo la capa limite
cerca de las burbujas o la vorticidad generada alrededor de ellas). Tercero, la
velocidad del gas dentro de las burbujas.

En nuestro modelo de flujo de dos burbujas sélo consideramos el flujo ideal
alrededor de las burbujas, el flujo de la fase continua. Pero no consideramos los
flujos en la capa limite, ni del gas dentro de la burbuja. El modelo de una esfera en

flujo potencial es suficiente para modelar en este caso el problema fisico.
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Las relaciones empiricas entre velocidad relativa, fraccion de gas y la
velocidad de ascenso, pueden ser remplazadas por una expresion teorica para
flujos no uniformes. La diferencia entre la presion cerca y lejos de la burbuja se
puede dar en funcion del promedio de la presion del liquido, la presion de la pared
de la burbuja y la presion lejos de las burbujas.

1.3.3 Efectos Interfaciales

Fuerza de arrastre y fuerza de masa virtual

La fuerza de arrastre es una fuerza interfacial debida a los esfuerzos
viscosos. Para una sola particula o burbuja, dicha fuerza depende de su forma,
tamario y las condiciones de flujo. La fuerza de masa virtual surge debido a la
fuerza requerida para acelerar la masa de un cuerpo inmerso en una corriente de
fluido, cuando la velocidad relativa cambia. El efecto de masa virtual es mucho
mayor en una burbuja en un liquido que en una gota en un gas, debido a la mayor
densidad del liquido alrededor de la burbuja.

Fuerza de tension superficial

El comportamiento de superficies e interfases es complejo porque incluye
numerosos efectos fisicos y quimicos. Por ejemplo, la aparicion de impurezas
puede afectar dramaticamente la aparicion de ia condensacion o evaporacion, la
estabilidad de espumas, las ondas en los lagos y la tendencia de los espejos y
vidrios a empanarse.

Con el proposito de analizar flujos de dos fases, la importancia mas grande
de los efectos interfaciales es la manera en que afectan las condiciones de
frontera de las ecuaciones que modelan el fendmeno. En flujos bifasicos es
posible encontrar discontinuidades en ciertos componentes de la velocidad y del
esfuerzo en las interfases.

Condiciones de frontera para la velocidad

Si no hay cambio de fase o transferencia de masa, la compatibilidad de
velocidades es la misma que en flujos de un componente. Con cambios de fase
hay una posibilidad de existencia de una velocidad finita en la interfase.

12
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Las siguientes condiciones se deben satisfacer:

7 Velocidades tangenciales continuas:
v, =V,,. (1.4)
2. Continuidad a traves de la interfase:

(1.5)

PiVin = PrVay = .

donde m representa un flujo de masa a través de |la interfase en direccion normal.

Condiciones de frontera para el esfuerzo
La continuidad del esfuerzo en una interfase se ve modificada por el efecto

de la tension superficial. Si la interfase esta curvada, la presion en el lado interno

difiere de la presion del lado externo por una cantidad:

LY (1.6)

P, — P =
P2 — P (R R,

a
donde Ra y Rb son los radios de curvatura de la interfase en un par de direcciones
perpendiculares.

Si la tension superficial es uniforme, el esfuerzo de corte es continuo a
través de la interfase. De cualquier forma, puede haber gradientes de tension
superficial debido a las impurezas, polvo, agentes surfoactivos, o por la
temperatura a lo largo de la interfase.

En este caso el esfuerzo de corte salta en una cantidad igual al gradiente

de tension superficial:
7, +Vo=r,. (1.7)
La tension superficial es de importancia grande tanto en hidrodinamica
como en transferencia de calor. La formacion de burbujas y la atomizacion de
gotas estan gobernadas por la tension superficial. La nucleacion de burbujas en un
liquido hirviendo depende de como se generan burbujas en los orificios de las
paredes del recipiente.
Aungue la tension superficial es un factor importante, no lo consideramos
en la solucidon de nuestro modelo de dos burbujas en flujo potencial. La primera
razdén es que en este modelo las burbujas son esféricas de radio constante y por

tanto no se deforman. La segunda razon es que las variaciones de presion en un
13
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liquido para burbujas de radios menores a 0.5 mm no afectan el esfuerzo en las
paredes de las burbujas (Batchelor, 1979). Por tanto no es necesario incluir este

factor para el caso que modelamos.

1.4 El movimiento de burbujas y gotas

El movimiento de burbujas en liquidos y de gotas en gases tiene muchas
aplicaciones importantes. Este movimiento difiere del de esferas sdlidas, debido a
la viscosidad finita del gas o del liquido dentro de la gota o de la burbuja. Ademas,
una esfera solida se puede sujetar mecanicamente y permanecer estatica
mientras el fluido circula alrededor de la esfera y por lo tanto, no se ve afectada
por la gravedad. En cambio las burbujas y gotas siempre estan en movimiento y
sujetas a las fuerzas de gravedad, debido a la diferencia de densidades entre las
fases.

La viscosidad finita de una burbuja o gota permite una velocidad tangencial
en la superficie produciendo una circulacion interna que puede disminuir el
arrastre. La tension superficial finita permite desviaciones oscilatorias vy
permanentes de la esfericidad, controla la magnitud de estas desviaciones y limita

el maximo tamafo estable de la burbuja.

Caracteristicas cualitativas del movimiento de burbujas

La viscosidad y densidad de las burbujas es normalmente despreciable
comparado con el liquido que las rodea. De cualquier forma, debido a la presencia
de impurezas en el liquido, las burbujas, particularmente las pequefas, raramente
demuestran un comportamiento ideal.

Un efecto importante de los surfactantes contaminantes que se acumulan
en la superficie de las burbujas es que aumentan el arrastre de las burbujas. Esta
contaminacion puede detener la circulacion de las burbujas pequefias causando
que se muevan como esferas sdlidas. Aybers y Tapucu (1969) reportaron
observaciones cuantitativas de la disminucion de ia velocidad de tas burbujas, al
rozar con agua conteniendo pequefos contaminantes y compuestos surfactantes
disueltos. Con burbujas mas grandes, que se mueven a velocidades mayores, los

14
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contaminantes son forzados a la estela de la burbuja, teniendo menos influencia.
Haberman y Morton (1956,1953) observaron diferencias significantes en el
comportamiento de burbujas muy largas en agua filtrada y no filtrada y atribuyeron
esta diferencia a la materia en particulas que se acumula en ia superficie.

Se ha reportado los siguientes comportamientos en el flujo de una sola

burbuja de aire que se mueve en agua. £n la Figura (1.5) se describen las formas [

de burbujas de acuerdo al numero de Reynolds.

1) Re <70
Las burbujas con forma esférica suben en forma rectilinea con coeficiente de

arrastre igual al de esferas solidas que suben en agua pura.
.2)70<Re<400

Las burbujas esféricas suben en forma rectilinea con coeficiente de arrastre menor
al de esferas que sube en agua pura.

3) 400<Re<500

Las burbujas tienen forma de esferoides ovalados con un eje de simetria
perpendicular a la direccion de ascenso y suben en forma rectilinea.
4)500<Re<1100

Las burbujas adquieren forma de esferoides ovalados y suben con trayectoria
helicoidal.

5) 1100<Re<1600

Las burbujas se asemejan a esferoides irregular subiendo en trayectoria rectilinea.
6) 1600<Re<5000

Transicion del estado 5 al 7.

7) Re>5000
Las burbujas toman patrones irregulares horizontales con forma de hongo o falda,

subiendo mas o menos en forma rectilinea y seguidos por una capa turbulenta.
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a)

Figura 1.5 Formé de las burbujas de acuerdo al numero de Reynolds.
a) casos 1-2, b) casos 3-5, ¢c) caso 6d) caso 7.

La Figura (1.6) de Haberman y Morton (1956) ilustra la dependencia con el

diametro de la velocidad de ascenso de las burbujas en agua destilada, observada
por varios investigadores.
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Figura 1.5 Velocidad terminal de burbujas de aire en agua filtrada o destilada en

funcion del tamarfo de la burbuja, (tomado de, Wallis, 1969).
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La velocidad terminal u; es la componente de velocidad vertical en el caso
movimiento helicoidal, o inestable, y D, es el diametro equivalente de una esfera

113
D, =(6V) :
T

Para las burbujas mas pequefias, cuyo movimiento se aproxima con el de esferas
solidas debido al efecto dominante de la tensidon superficial en su forma, la

de volumen V, esto es:

solucién de "'Stokes  nos da una descripcion adecuada:

1 d°g(p, —p) (1.8)

vtn
18 4,

donde g es la aceleracion de la gravedad y (pr-pg) es la diferencia de densidades y
nr es la viscosidad del liquido. La ecuacion es valida para esferas sdélidas. Para

esferas ‘fluidas’ conteniendo gas con viscosidad g que es despreciable en

comparacion de la viscosidad del liquido y que contienen una superficie que no es
rigida, la siguiente ecuacion modela el flujo (Hadamard y Rybczynski, 1911):

1 dg(p, ~p) (1.9)
=2 My )

Cuando existe una ausencia total de impurezas, se puede obtener un

resultado similar al predicho por la Ecuacion (1.9).

1.5 Parametros adimensionales importantes
Ahora daremos una explicacion breve de los parametros adimensionales

encontrados en esta tesis. Estos surgen naturalmente cuando se escalan las

ecuaciones de conservacion y las condiciones de frontera.
Cuando se adimensionaliza la ecuacion de conservacion de cantidad de
movimiento, se llega a la siguiente ecuacion adimensional de Navier Stokes. Para

obtener esta ecuacion, las variables se hacen adimensionales de la siguiente

forma: la longitud se escala con una longitud L*=L/D (por ejemplo el diametro de la
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esfera), el tiempd'sye_ escala:como t*=V/D y la velocidad se escala con velocidad
caracteristica. Tomando estas variables como adimensionales se obtiene:

o

"L_a:”c_a‘n_it:iqé‘dadirr"h‘ensional que'multiplica la derivada respecto al tiempo y el

(1.9)

término’convéctivo ‘es ‘el numero de Reynolds:

Re= LV /v. (1.10)

El significado fisico del numero de Reynolds es que mide ia importancia
relativa de las fuerzas inerciales con las fuerzas generadas por la viscosidad de la
sustancia.

E! balance de esfuerzos normales en la superficie o interfase de la gota o
burbuja nos conduce a otro numero adimensional. Si se toman los esfuerzos
viscosos en relacion con la tension superficial se obtiene el niumero Capilar Ca,
definido como

ca=4". (1.11)
(<

La magnitud del numero Capilar determina la importancia relativa de los
esfuerzos de tension superficial respecto a los esfuerzos viscosos. El numero
Capilar nos da una medida de la importancia relativa de las fuerzas viscosas de
deformaciéon, comparada con las fuerzas interfaciales que actuan para mantener la
forma de la superficie que tendria si no hubiera flujo de fluidos.

En problemas donde los efectos dominantes son los inerciales sobre los
viscosos, el esfuerzo seria adimensionalizado con una escala inercial. El nUmero
adimensional relevante en este caso es el numero de Weber que es el producto
del numero Capilar con el numero de Reynolds. La definicion de! numero de
Weber es:

pLV?

We = (1.12)

18
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En el siguiente capitulo abordaremos la teoria de flujo potencial, que como
hemos visto, aplica para flujos con valores grandes del numero de Reynolds.
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“Si nadie escucha, entonces, no
hay sonido”
R. Lima

2 Ecuaciones de conservacion y teoria de flujo potencial
El proposito de este Capitulo es introducir las ecuaciones diferenciales que

gobiernan el flujo de fluidos ideales

2.1 Ecuaciones de movimiento para un flujo de un liquido o gas ideal

En este Capitulo hablaremos de flujo potencial ya que el flujo de burbujas
en ciertas condiciones puede ser modelado por las ecuaciones de un flujo o gas
ideal. Ademas introduciremos el uso de la teoria de los armonicos esféricos para
resolver el problema de flujos alrededor de cuerpos con simetria esférica.
Sabemos que en flujos con numero de Reynolds grande (especialmente en flujos
externos) los efectos viscosos quedan confinados a una capa limite cerca de las
superficie.

La razon por la que usamos flujo potencial es que nuestro modelo fisico se
apega bastante bien a las condiciones de flujo potenciai. Cuando el numero de
Reynolds es grande y como soélo se observa una pequefa capa limite alrededor de
las burbujas, el flujo es practicamente irrotacional alrededor de esta capa limite.

Las ecuaciones de conservacion de masa y de cantidad de movimiento
para un flujo potencial son:

v .U = 0,

dU
P =-Vp+ pg.

dr
(2.1)

La primera se conoce como ecuacion de continuidad y la segunda es la
ecuacion de Euler. Si despreciamos los efectos viscosos, los gradientes de
entropia y la estratificacion, el flujo es irrotacional y la inercia es el unico factor
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importante en las ecuaciones. Por lo tanto, la velocidad se puede expresar como
el gradiente de un potencial.
U =Vep.

(2.2)
donde la funcion escalar ¢ es el potencial de velocidades. Si se introduce la
Ecuacion para la velocidad (2.2) en la Ecuacion de continuidad (2.1), ésta se
convierte en la ecuacion de L.apiace:

Vig=0.

(2.3)

y la ecuacion de cantidad de movimiento se convierte en la ecuacién de Bernoulli:
(a7 L P
34

p+,l)Uz+g:=O.

(2.4)

Las condiciones de contorno son: (1) se conoce la velocidad aguas arriba,
(2) no hay velocidad normal en los limites de la superficie de soélidos en reposo.

Una de las razones para usar la teoria de flujo potencial es que el estudio
de la ecuacion de Laplace esta muy bien desarrollado. Hay muchas técnicas para
encontrar las funciones potenciales que satisfacen ia ecuacion de Laplace. Estas
incluyen: (1) superposicion de funciones, (2) analisis numérico, (3) transformacion
conforme, (4) analogias eléctricas y mecanicas.

Habiendo determinado el potencial ¢(x,y,z,t), se determina el campo de
velocidades U por derivacion de la Ecuacion (2.2) y después se puede calcular el
campo de presion de la Ecuacion (2.4). Si el flujo esta descrito en coordenadas
cartesianas, se puede definir una funcion de corriente. Por ejemplo en

coordenadas x-y

Oy _ By

v ax

(2.5)
En flujo irrotacional plano, la funcion de corriente y satisface también la
ecuacion de Laplace. De igual forma la funcidon de corriente en coordenadas

polares es:

22
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1 oy _ Oy
r a6’ ’

Vr = V, = A
"

(2.6)
Las condiciones de contorno son las mismas que anteriormente. La
superficie de un cuerpo inmerso en flujo potencial forma una superficie de funcion

de corriente constante = K, donde K es una constante:

u= i;/"’:—%f"/’cwrm =K.
(2.7)
De las definiciones de la funcion de corriente y del potencial, encontramos
que:
u=aw=a¢. v=—6w=a¢.
oy ox Ox ov K

(2.8) A

Estas relaciones entre las derivadas del potencial de velocidad ¢ y de la -

funcién de corriente y, son las ecuaciones de Cauchy-Riemmann que aparecen en - -

la teoria de variable compleja. Las funciones de ¢ y w son funciones arménica% 2
porque satisfacen la ecuacion de Laplace y forman una funcion analitica F=¢+iy

llamada potencial de velocidad complejo.

2.2 Filujo potencial en tres dimensiones

En el caso de las burbujas abordamos problemas en que la simetria es
esférica. Ademas el problema es tridimensional y aunque contamos con una
simetria axi-simétrica necesitamos resolver el problema en 3 dimensiones.

En tres dimensiones no se puede definir una funcidon de corriente, aunque se
puede definir un potencial de velocidad que satisface la ecuacion de Laplace. Pero
si el flujo es simeétrico respecto al eje x, se puede definir una funcion de corriente,
ya que la ecuacion de continuidad involucra sélo dos téerminos. En este caso, la
funcion de corriente no satisface la ecuacion de Laplace y no es ortogonal con la

funcién de potencial de velocidad.

23
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En problema de flujos axi-simétricos se puede trabajar tanto con
coordenadas cilindricas como con esféricas. La relacion entre las coordenadas
cilindricas y esféricas con las cartesianas se da a continuacion:

Cilindricas. Esféricas:
X=X, x= r cos (0),
y=w cos (¢), y=r sen (0) cos (),

z=w sen(yp), z=r sen(0) sen (). (2.9)
donde w es la distancia al eje de simetria en coordenadas cilindricas y r es el radio

al origen para coordenadas esféricas. (ver Figura (2.1)).

Figura 2.1 Diagrama de coordenadas esféricas y cilindricas.
Se puede definir una funcidon de corriente realizando un balance de fiujo
volumeétrico en la direccidon radial y en la direccion axial. En coordenadas

cilindricas

o 3 (2.10)
— (Wl )+ —(wlU )=0 .
5.\‘( <) ow )
la cual se satisface con la siguiente funcién de corriente:
U\____lat//.u“l: 161//.
w Ow w ox
(2.11)
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La funcidn de corriente axi-simétrica, a veces Illamada funcion de corriente

de Stokes, tiene unidades m3/s. Debido a la simetria respecto al eje x, las lineas

de funcidn de corriente constante forman superficies de revolucion. Es facil

demostrar que las lineas de funciéon de corriente constante y de potencial de

velocidad constante no son ortogonales.
En coordenadas esféricas las funciones de corriente y de potencial se

definen de acuerdo a las siguientes formulas

1 Sy 1 Oy .

U, =— W, = 5
! risen@ 86 T rsen@ O

(2.12)

y la funciéon potencial de velocidad para coordenadas esféricas se definen de | : .

acuerdo a
o¢ v, =- L o¢ (2.13)

Ur=_ar’ r o0’

Flujo de una fuente y un sumidel_'o (doblete)
Uno de ios flujos mas sencillos consiste en la combinacion de una fuente de

magnitud m en el punto (a,0) y un sumidero de magnitud m en el punto (-a,0). Sir,
es la distancia entre el centro de la fuente y un punto P y rz la distancia entre el
centro del sumidero y un punto P, su potencial de velocidad y funcion de corriente

se escriben como:

¢=m(_1__lj. W = m(cos, —cosb,)-
L& 4

(2.14)

Si el producto 2ma=u permanezca constante cuando m-—>« y 2a—>0, la
combinacion se transforma en una doble fuente o doblete. La funcién de corriente

y potencial de velocidad se pueden obtener facilmente:

¢=IuCOS’9 , b=—u sen’@ (2.15)
,

2
Las lineas de corrientes de este flujo se muestran en la Figura (2.2), donde

se muestra la localizacion de ia fuente y el sumidero.
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Figura 2.2 Flujo de una fuente y un sumidero, o doblete

Flujo alrededor de una esfera

El flujo irrotacional alrededor de una esfera se puede generar por una

superposicion de una corriente uniforme y un doblete axisimeétrico en direccion
opuesta a la corriente.

v =—usen‘d/r+ % Uriseno- (2.16)

La funcion de corriente tiene un valor igual a cero en los puntos con radio

de la esfera a= (2u/U)"? y en todo el eje x al exterior de la esfera. Las velocidades

en la direccion radial .y tangencial son:

1 aV/ S I aY ’
U, = = U] = cos @, 2.17
! risen0- 00 : l: [") j| ¢ ‘
U, == ' ov_ —U[l + I/Z(a). j]sene. (2.18)
rsen@ or r

De la misma forma que para un flujo bidimensional, la distribucion de -
presion alrededor de la esfera es simétrica respecto al eje y aunque fisicamente

solo existen las lineas de corriente fuera del circulo, también se muestran las
lineas de corriente dentro del circulo.
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TESIS con

Figura 2.3 Flujo de una corriente uniforme alrededor de una esfera

2.3 Solucion de la ecuacion de Laplace por armodnicos esféricos

A continuacion veremos el uso de ciertas funciones especiales que nos
sirven para resolver la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas. Estas
funciones son los armonicos esféricos o polinomios de Legendre, los cuales son
funciones que satisfacen la ecuacion de Laplace. Cada armodnico esférico
representa un modo normal de flujo que es independiente de los demas.

Sumando varios armonicos esféricos se pueden obtener geometrias muy
complicadas de flujo o se pueden ajustar sus magnitudes para obtener soluciones
particulares de flujo con condiciones de frontera predeterminadas.

La ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas se puede escribir como

3, 5,0 1 o o 1 a7
-2 Y by + end D) + . L Dd=0. 2.19
" o P seno 00" 56 P T seno 5 (2.19)
La ecuacion se simplifica bastante, cuando el problema no tiene

dependencia con el angulo ¢, que ocurre para flujos axi-simeétricos. En este caso

la solucion se limita a:
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8 a 1 a =
o o 5 &) + sen® (69 (senf 56 @) = 0. (2.20)

La solucion de esta ecuacion se puede obtener por separacion de variables.
L,a solucion de ia ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas para el caso axi-
simeétrico se puede expresar como un desarrollo en series de armodnicos esféricos,
que son funciones del radio R(r) multiplicadas por polinomios P, (cosf) que se
conocen como polinomios de Legendre. En el apéndice 2-A se da una deduccion
breve de los polinomios de Legendre. Para mas informacion sobre armonicos
esféricos _y. polinomios de Legendre consulte Arfken(1965). Los armodnicos

'es,féri,c‘t_ﬁ‘s-"‘c‘;ue dan solucion a la ecuacion de Laplace son los siguientes:

(1/r) P1(cos6) r P1(cos®)
(1/r)? Pz(cos@) r2P2(cose)
(1/r)® Pa(cose) raps(cose) (2.21)

Cada uno de los productos de funciones de r" multiplicadas por los
polinomios de Legendre de orden n, forman el conjunto de armdénicos esféricos de

las variables r y 0. lLos polinomios de L.egendre de orden n son los siguientes:

(cos @) =cos0,
P, (cos@)=1/2(3cos* G —1),
P3(cosB)=1/2(cos’®0-3cose),

Pa(cos8)=1/(2"n!) d"/dx"[(cos"6-1)"]. Formula de Rodrigues

(2.22)
Las funciones Pn(cosd), donde n=1,2,3..., se conocen como funciones o
polinomios de Legendre o armonicos zonales del primer tipo. Estas funciones son
apropiadas para problemas con simetria esférica y axi-simetricos, como el caso de

burbujas en movimiento.
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Suma de armonicos esféricos como solucion de la Ecuacion de Laplace
De esta forma los problemas de dos variables con simetria esférica se
limitan a proponer una solucion en términos de las eigenfunciones en la direccion

radial y las eigenfunciones en la direccion angular. Es decir:

$=3(A,-r"+B,-1/r""")F,(cos O) (2.23)

Después solo se tienen que ajustar los valores de estas constantes a la

condiciones de frontera.
El armoénico de primer orden esta incluido en el problema del movimiento de

una esfera en una masa infinita de fluido. Si tomamos el origen como el centro de

la esfera y el eje x en la direccion del movimiento, |la velocidad normal de la

superficie de la esfera es Ucos0, donde U es la velocidad del centro de la esfera.
Entonces las condiciones para determinar ¢ son que se debe cumplir

V4 =0 en cualquier lugar del fluido y que en la superficie de la esfera se deben

cumplir las condiciones de frontera:

- :r # = UCos@ (2.24)

Aplicando las condiciones anteriores nos da como resultado el potencial de

velocidad para una esfera en movimiento en un flujo potencial:

3

S=1/2U :’ cos® (2.25)

Los armonicos esféricos son muy utiles para definir la velocidad y el
potencial dentro del filujo para problemas que incluyen dos o mas cuerpos o para
problemas que involucran fronteras con simetria esférica. Algunas de las
propiedades mas importantes de los polinomios de Legendre es que son funciones
ortogonales. Ademas se puede comprobar que cualquier funcion en la superficie
de una esfera se puede expresar como una sumatoria infinita de los polinomios de

Legendre o armonicos esféricos.
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2.4 Potencial de dos esferas por medio del método de las imagenes
En esta seccion analizaremos el movimiento de dos burbujas que se mueven

con velocidades U, y Uz en un fluido inviscido e irrotacional.

- X3
.

\q.“__/

esfera fadio a

—

esferafradio b

distancia ¢

Figura 2.4 Potencial de dos esferas en un flujo potencial.

El problema de dos esferas que se mueven en flujo potencial ha sido
analizado por varios autores (Lamb, 1957; Milne, 1964; Miloh, 1978; Van
Vijngaarden et al.,, 1982). En esta seccion analizaremos dos soluciones basicas al
problema de dos esferas. Primero veremos la solucion propuesta por Milne (1964).
La limitacion de esta solucion es que sélo hace una correccién al potencial debido
a la primera interaccion de los dipolos de las esferas. La solucion propuesta por

Lamb es mas general, porque propone una suma infinita de dipolos pero el
desarrollo necesario para obtener la energia cinética y las ecuaciones de
movimiento es muy complicado. j

La solucidon propuesta por Milne (1982) que parte de un desarrollo en series ‘
de armonicos esféricos centrados en cada esfera, es mas apropiada para obtener

las ecuaciones de movimiento. i
Consideremos una esfera centrada en A de radio a que se mueve en la
direccion x con velocidad U y una esfera centrada en B de radio b que se mueve
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en la misma direccion pero con sentido contrario con velocidad V (Ver Figura
(2.3)). La posicion del punto P esta fija en el plano. Mediante sus coordenadas
polares (r,0) se refiere a A y mediante sus coordenadas (r’, ') se refiere a B. EI
potencial de velocidad ¢ debe satisfacer las condiciones de frontera. Esto es la
velocidad del fluido debe ser igual a la velocidad normal de las esferas:

o o¢ .
—( af),z‘, =/ cos@ _(al"),.:,, =V cosé (2.26)

Podemos descomponer el potencial en dos componentes: un potencial ¢, -

cuando la esfera A se mueve con velocidad U y la esfera B esta en reposo y un
potencial ¢2 cuando la esfera B se mueve con velocidad V y A se encuentra en

reposo. Por io tanto podemos escribir

¢=Ug¢ +V¢, (2.27)

Donde los potenciales de velocidad satisfacen las siguientes condiciones de

frontera:
o¢,
o, — < =0
_(o¢ _ _(6¢2) — Vcoso'
( or ),zl, =0 or )., % (2.29)

Empezaremos resolviendo el problema para ¢1 ya que el problema para ¢:

es similar. Si B estuviera ausente, ¢, seria el potencial debido un doblete en A en

la direccion de AB, con magnitud w,=1/2 a® La presencia de B causa que la

condicion de frontera (2.28) en B sea violada, pues existe un flujo que pasa a

traves de la segunda esfera.
Para compensar el flujo en B debido al movimiento de la esfera en A, se

puede introducir la imagen del doblete 1, dentro de la esféra en B. La imagen de
un doblete en una esfera es otro doblete de magnitud 11;=uo(b%c?) en A, el punto
inverso de A con respecto a B. Este punto se localiza dentro de la esfera a una
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distancia b%/c de B. El doblete u; requiere una imagen u> en Az, el punto inverso

de Aj con respecto a A y asi sucesivamente.

-P

“ Nl

Figura 2.5 Diagrama que ilustra la posicion de los dipolos en el método de las

imagenes.

La suma de estos dobletes localizados dentro de |la esfera A y B, forman el
potencial ¢1 cuando la esfera A esta en movimiento y B esta en reposo. De esta
forma obtenemos una serie infinita de imagenes en los puntos A:, Az, Ai..., de

manitudes 1, pa, pa....etc.
Las distancias f, entre la esfera A y el centro de cada uno de estos dipolos,

donde AB=c y fa=AA,, se obtienen a partir de las siguientes expresiones:
2 a:’. _ b2

— _b = = —_
/;—C c*fz ’-/‘3 c C_fz’

¥z (2.30)

Asimismo podemos escribir el valor de los dipolos p4, pz, pa...,etc. de la

siguiente manera:
bH? a’ b?
= p,( o Youtr = g4, ( .fl,x)w“;"‘.uz( (C_fz):‘)’ (2.31)

La magnitud de las imagenes disminuyen continuamente en intensidad y

esta disminucién es mayor cuando el radio de las esferas es pequeiio en
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comparacion con la distancia que las separa. La ecuacion para fn nos conduce a
una ecuacion diferencial de Ricatti, que puede ser resuelta para el valor de pn,. Con

la notacion de la Figura (2.3), tenemos :

# = 1y cOsE A cosé, + 4 cos6,
1 2 '_I: '_l:
(2.32)

EL valor de ¢ cerca de la superficie de A se puede escribir a partir de los

resultados de las Formulas (A-11) como

cos@ ] Ay
= + + + ... — 2+ +..... r cos@
D = (g + s + 1y ) 72 (fla j-JJ )
P, (cos®) Ay My 2
F(2Sfapty F 2 p, ) S 3 (e ¥ 2P, (cosO) + ...
: o r LA (2.33)

Esta ecuacion nos muestra la equivalencia entre los dos meétodos, el de las
imagenes y el de los polinomios de Legendre o armoénicos esféricos.

Esta es una solucidon exacta pero en una forma poco apropiada. Para
obtener una solucion con un precision de 1/c®, usaremos el siguiente método.

Si B estuviera ausente, el potencial ¢, seria:

cos@
=1/2a* .
2 2 (2.34)
Usando la expansion de un dipolo en polinomios de Legendre, encontramos

el potencial en la superficie de B:

scos@ _ 1 a? _ a’*r' P (cos8") _
2 22 c? (2.35)

Con esta ecuacion podemos calcular la velocidad normal del fluido en la

1/2a

superficie de B

Vo= a’P(cos8') _
e c? (2.36)

Para eliminar estos términos de velocidad en la esfera B, se pueden

agregar los siguientes términos al potencial basado en la esfera en A,
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I cos@ 1 a*b* P (cos @)
= " -+ “+ ...,
4 257 ot 2 3 2

(2.37)

Cada una de estas correcciones a la velocidad normal en B, causa una
modificacién al potencial en A. Sin embargo, la aproximacidon es buena para
distancias grandes entre esferas. Como aproximacién para el potencial ¢1 y ¢z

tenemos:
b = 1 cosé@ o a’b? cos 6' (2.38)
! 2a*  r? 2 c* 2 )
b, = I coso' 1 a’*b? cos @ .
2T 5p3 e 2 3 ;2 (2.39)

Las expresiones se pueden simplificar mas si se expresa el dipolo basado en 8’ y
ren funcion de 0y r.

cos@' 1 2rcos@
= +

2 3

s

\2 (2.40)
r'- c
De esta forma evaluando el potencial $1 y $2 alrededor de la esfera A en

r=a, tenemos:

# =1/2acos@ 16 3ab’

= cos@
?, s T o (2.41)
En la Seccion (3.3) veremos que las ecuaciones de movimiento de ambas
burbujas se pueden calcular a partir de la energia cinética del liquido. Para

calcular la energia cinética del liquido se tiene la siguiente expresion:

i O¢ 1 O
7=~ > dS , —— dS
> ek an P > pld on B
(2.42)
La integral se toma airededor de las esferas A y B. Los valores del
gradiente en la direccion radial en la esfera A y B son cos(9) y cos (0)

respectivamente.
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La energia cinética se puede escribir evaluando las integrales de la

siguiente forma:

7= ]p[IJIU2+(Q, +O)OUV + P 2:,
2 av
(2.43)

donde los valores P, Q,, Q2, P2 se evalian calculando las integrales del potencial

$1 y ¢2 con las condiciones de frontera:

2 2 2
R =, Q =0, =, m’’, p= 70,
(2.44)
de tal forma la energia cinética queda:
3,3
T=[:1 MU+ 2O gy "; M;VZ}
c

(2.45)

Donde My’ y M2’ son las masas de liquido desplazado por ambas burbujas.
Este analisis, aunque nos da la expresion para la energia cinética en funcién de
las velocidades de las esferas, no es suficientemente completo, pues, no toma en
cuenta las interacciones de los potenciales de los dipolos, mas que hasta la
primera interaccion. Por lo tanto, las fuerzas entre las burbujas obtenidas no son
exactas y solo son validas cuando las esferas se encuentran a distancias grandes.

En el Capitulo 3 obtendremos una solucion valida para cualquier distancia.
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2.5 Apéndice 2-A (Uso y origen de los polinomios de Legendre)
En este apéndice se da una explicacion breve sobre el origen y uso de los
polinomios de Legendre. La explicacion parte del desarrollo en series de un dipolo

pero se aplica a funciones mas complicadas.
Los armdnicos esféricos son soluciones a la ecuacién de Laplace:

V' (P seno @ ay+ ', 9 w=o. D)

&, , 0
r D)+ 2 2
or or sen@ 06 o6 sen*@ dp*

La ecuacion se simplifica bastante cuando el problema no tiene

dependencia con el angulo, como para flujos axisimeétricos. En este caso, la

solucion se limita a:

8, 6 , 0 1 o s}
- - K 2 = 0. 2
or ¢ or h+ sen (60 (sen o6 2 =)

Una solucion basica de la ecuacion de Laplace es una fuente o sumidero.
La expresion analitica de una fuente se forma dividiendo la magnitud de Ila fuente
m por la distancia al origen r. Si la fuente ¢ se desplaza una distancia c del origen,
R es el radio desplazado; entonces:

p=m/R.

Para mostrar el origen de los polinomios de Legendre, veremos que pasa si

3)

despiazamos ia fuente o sumidero una distancia ¢ del origen sobre el eje x, de

acuerdo a la figura (2.3).

 TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

~

f'e] € Fuente o Fuente

Figura 2.3 Una fuente desplazada una cantidad ¢ del origen de coordenadas.
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Al desplazar la fuente del origen, la expresion analitica de la fuente cambia.
-Primero tenemos que encontrar una nueva expresion para el radio, lo cual
logramos con la siguiente relacion:

2 2 2
=r°+c°—2cr-cosé@
R 4)

=r(1—2c/r-cos@+c?/r?)

Por'lo ténto, el potencial de la fuente $=m/R se escribe como:
p=m/lr(l—2c/r-cos@+c>/r*)""?. (5)

- - Si desarrollamos en serie el binomio de la Ecuacion (2.23) en funcion de
botéincias del cociente c/r, se obtiene la siguiente ecuacion para el potencial de la
fuente:

p=m/r(l+c/r-P(cos@)+(c/r) -P(cos8)+..). (6)

Los coeficientes P,(cosB) de cada potencia (c/r)" son los polinomios de
Legendre de orden n del tipo 1 y se escriben mediante la funcidn cos6. Este
desarrollo en series es valido cuando r>c. En el caso que r<c, la expresion que

corresponde es:

p=m/lc(l+r/lc-P(cos@)+ (r/c)* - P(cosB)+....) 9]
Ya que los términos en r, 2., r', r?,... de estas expansiones son

homogéneos pero de grados diferentes, cada uno debe ser un armonico esférico.

Por nlom:ta.\g:\t;c;; tenemos dos conjuntos de armonicos esféricos (ignorando la

constanté c). ‘oo

(1/r) Pq(cos0) r P:(cos0)
(1/r)? Pz(cos0) r2P2(cos0)
(1/r)® P3(cos0) raps(cos0) (8)

Cada uno de los productos de funciocnes de " multiplicadas por los

polinomios de Legendre de orden n, forman el conjunto de armonicos esféricos de
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las variables r y 6. Los polinomios de Legendre de orden 1, 2 ,3 y n son los
siguientes:

R(cosf)=cosH, 9)
P(cosB)=1/2(3cos* 6 —1), —_
Pa(cosB8)=1/2(cos>0-3cos0), .

Pn(cosB)=1/(2"n!) d"/dx"[(cos"6-1)"] Formula de Rodrigues

Las funciones Pn(cos0), n=1,2,3..., se conocen como funciones o
polinomios de Legendre o armonicos esféricos zonales del primer tipo. Estas
funciones son apropiadas para problemas con simetria esférica y axi-simetricos,
como el caso de burbujas en movimiento.

Como un doblete es la suma de una fuente y un sumidero separados una
distancia ¢ muy pequefia, podemos encontrar una expresion similar para el
armonico esférico de orden 1 6 dipolo. Derivando con respecto a c término a
término, la expresion para una fuente:

LS oy SR— o) (10)
Oc (r°+c” —2cr-cosf)
Derivando la Expresion (6) y (7) término a término para una fuente, se

obtiene la expresion para un doblete,

cos(a)/ R* = '2 1/ r*P(cos@)+ 2c/rP,(cos ) +..) para..r > c, (11)

»”

. .
cos(x)/ R? = —c—z(l +2r/cR(cos @)+ .. I para..r <c,

En la Figura (2.3) se grafican el potencial de velocidad y la funcion de
corriente de un armonico esférico de orden 2 o cuadripolo con simetria esférica.

Como veremos, sumando varias de estas funciones, se pueden obtener

soluciones mas complicadas a la ecuacion de Laplace.
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a) Potencial de velocidad b) funcion de corriente.

Figura 2.3 Armonico de segundo orden o cuadripolo.
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“La naturaleza es indiferente a
las dificultades que le causa a un

matematico”
J. Fourier

3. Movimiento de dos burbujas en flujo potencial

En este capitulo estudiarémos la interaccion de dos esferas en movimiento
en flujo potencial. En relacion a nuestro problema de interés eésto representa a
dos burbujas en condiciones de alto numero de Reynolds y bajo numero de
Weber. Las propiedades de suspensiones de burbujas en ascenso, debido a la
gravedad, depende de las interacciones a pequefa escala; esto es, de las
interacciones entre pares de burbujas.

Consideramos burbujas suficientemente pequeinas en que estas
permanecen practicamente esféricas. Existen variaciones de presion en el liquido
sobre la frontera de la burbuja que tienden a distorsionar la burbuja. La distorsion
es muy pequeha para burbujas de radio menor a 0.5 mm (Batchelor, 1967). Otra
consideracion es que existe una pequeria capa limite alrededor de la burbuja pero
ésta no se desprende de la superficie. Observaciones cualitativas sugieren que no
existe flujo hacia atras (Hartunian y Sears, 1957). Y finalmente se supone que el
flujo interno del gas no afecta el movimiento de la burbuja. Bajo ias condiciones
anteriores, la vorticidad esta confinada a una pequefia capa en la superficie de la
burbuja y a una estela axi-simétrica. Por lo tanto, el flujo alrededor de esta region
es casi el mismo que en flujo irrotacional e inviscido.

Entonces, para una burbuja esférica de radio a, moviéndose con velocidad
U a través de un fluido en reposo, el flujo afuera de la capa limite puede
aproximarse por la funcion potencial de velocidad.

p=- va cosd (3.1)

donde r, O, son las coordenadas esféricas polares con origen en la posicion

instantanea del centro de la burbuja.
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Sin embargo, a pesar de que el fluido se puede considerar inviscido, dentro
de la capa limite existe una fuerza de arrastre sobre la burbuja. Una posible
opcion para calcular las fuerzas de arrastre es obtener el flujo en la capa limite y
calcular las fuerzas de friccion producidas. Otro enfoque que se puede utilizar es
calcular la energia disipada por la burbuja al moverse a través del fluido usando ia
razon de disipacion. Mediante este enfoque alterno, la energia disipada es igual al
ritmo con que las fuerzas de flotacion realizan trabajo, esto es velocidad x fuerzas
de arrastre=UD debe ser igual a la razén de disipacion en el liquido (Batchelor, pp
367-368, 1964).

La expresion general para la razén de disipacion en el caso de flujo
irrotacional incompresible en un volumen de fluido V rodeado por el area A, esta

dado por:
¢ B¢ _ o%u? _ N
24 J-Q\',a\‘/ av,ax, dV = u Ia\',&\'i dV = u J-n-Vu dA (3.2)
donde u? es el cuadrado de la velocidad del fluido en movimiento. Para calcular la

razon de disipacidon para una burbuja, usamos la férmula del potencial de
velocidad (Eq. 3.1) y derivamos la siguiente expresion.
uD = —,ul][ 2q* J 2ra’sendo. (3.3)
1] a'. r=a

Realizando las derivadas e integrales de esta ecuacion, se llega a la
formula para la fuerza de arrastre D sobre una burbuja que se mueve en flujo casi
irrotacional
D=12umU . (3.4)

Esta formula para la fuerza de arrastre se utiliza comunmente para los
calculos de propiedades de suspensiones de burbujas. Es importante analizar si
esta aproximacion es valida cuando existe la interaccion de burbujas.
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3.1 Movimiento de burbujas en régimen de alto numero de Reynolds y bajo
nuamero de Weber

La razon por la que se estudia el movimiento e interaccion de pares de
a concentraciones bajas de burbujas, cuando la

burbujas es la siguiente:
1% (a=1%), las

concentracion de gas por unidad de volumen a es menor al
A  mayores

burbujas se comportan como si fueran burbujas solitarias.
El calculo

concentraciones, la interaccion entre burbujas tiene que considerarse.

de propiedades de suspensiones con una aproximacion o? requiere conocer- la

interaccion entre pares de burbuja; por lo que es necesario investigar la

interaccion de burbujas en un liquido en reposo.

La deformacion de una burbuja en ascenso en un fluido viscoso ha sido
estudiada por Moore (1963), para numeros de Weber bajos. Asumiendo que la
forma de la burbuja es un esferoide ovalado Moore encontré que la razon del eje
mayor al eje menor es (1+9/32We), donde We es el niumero de Weber basado en
el radio y la velocidad terminal de la burbuja. Ryskin y Leal (1984) realizaron
estudios numeéricos que muestran que la deformacion de la burbuja es pequeha
cuando el numero de Weber es 2 con nameros de Reynolds hasta 200.

En nuestro probiema fisico analizamos burbujas suficientemente pequenas
que permanecen esféricas bajo las fuerzas de tensidbn superficial, flotacion y
arrastre viscoso. La interaccion entre un par de burbujas no deformables ha sido
estudiada por varios autores (Miloh, 1978; Biesheuvel y Van Wijngaarden,1982;
Kok,1989). El sistema de Biesheuvel y Van Vijngaarden consistio en un par de
burbujas de igual radio, suspendidas en un contenedor de liquido en reposo en
ausencia de fuerzas externas. Este contenedor es acelerado instantaneamente a
una velocidad especifica y el movimiento de las burbujas era analizado.

En nuestro probiema el potencial de velocidad fue calculado haciendo un
desarrolio en series de los armonicos esféricos centrado en cada una de las
esferas. La condicion de fuerza neta cero se aplico usando el Teorema de Lagally.
En esta tesis se siguido un método muy parecido al usado por Bieusheuvel (1982)
en |la obtencion del potencial de velocidades y al método de energia usado por

Kok (1989) para obtener las ecuaciones de movimiento de las burbujas.
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Primero se calcula la energia cinética del fluido y después se deriva la
energia cinética del fluido respecto al tiempo. El| cambio de la energia del fluido
con el tiempo es igual a las fuerzas resultantes externas sobre las esferas.
Ademas, en este trabajo se usa un método alternativo para obtener ecuaciones de
aceleracion de la burbuja, a partir del campo de velocidades y del campo de
presion obtenido mediante la ecuacion de Bernoulli (Kumaran, 1992).

En nuestro caso analizamos dos casos particulares: el del movimiento de
dos burbujas en direccion colineal que se mueven una hacia la otra y el
movimiento de una burbuja que se mueve paralela y cercana a una pared. La
contribucidn de esta tesis es agregar mayor numero de términos a la solucion.
Kumaran (1993) estudio el movimiento colineal y predijo el choque de dos esferas
separadas por una distancia s con velocidad inicial U.

Sin embargo, su modelo solo toma en cuenta términos correctos hasta
(R/s)?. Las ecuaciones de movimiento que resolvimos incluyen el caso de
Kumaran e incrementamos a 30 el numero de términos en las ecuaciones de
movimiento y en los multipolos. También incluimos las fuerzas de arrastre en las

ecuaciones de movimiento.

-~

ANV

b) Movimiento de dos burbujas
con velocidades en direccion

Figura 3.1 Movimiento de dos burbujas en direccion paralela.
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La interaccion entre un par de burbujas no deformables en flujo potencial se

analiza en la Seccién 3.3 y se deriva la ecuacion para la aceleracion de las

burbujas, como un desarrollo en series asintotico en (a;/s), donde a; es el radio

de las burbujas y s es la distancia entre los centros de las burbujas. El potencial

de velocidades se calcula por el método de doble desarrollo en series de

armoénicos esféricos.
Para calcular la presion en la superficie de las burbujas se usa la ecuacion

de Bernoulli, que es una ecuacion no lineal y dependiente del tiempo. Esto hace el

analisis de la interaccion de burbujas mas dificil que la interaccion de particulas a

bajo numero de Reynolds. Mediante un balance de fuerzas se obtiene !a
aceleracion de las burbujas (Seccién 3.5).

El caso de dos burbujas que se mueven en direccion colineal una hacia la otra
es analizado en el Capitulo 4. El caso de una burbuja que se mueve en direccion
paralela a una pared se analiza en el Capitulo 5. Este caso es importante para
determinar la influencia de las paredes en la agitacion de las burbujas en una
suspension. En ambos casos se analiza el movimiento de las burbujas sin y con
fuerza de arrastre. Es importante ver el efecto de la interaccion de los dipolos en
la fuerza de arrastre, pues en algunos calculos de propiedades promedio de
suspensiones esta contribucion se simplifica.

Uno de las objetivos de este trabajo, es analizar el “choque”
burbujas. Landweber (1992) realizé un estudio tedrico que analiza el problema de
esferas en movimiento por el método de dipolos. Se encuentra que la fuerza entre

dos esferas diverge cuando éstas se aproximan a una velocidad U y cuando la
implicaria que las

de las

distancia entre sus superficies tiende a cero, s>2R. Esto

burbujas no chocan en un flujo potencial. En el estudio realizado por Kumaran
(1993), encontré que las burbujas tienen una velocidad finita cuando sus

superficies entran en contacto. El objetivo de este trabajo y tesis es encontrar cuai

de los dos hallazgos es correcto.
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3.2 Potencial de dos esferas en movimiento en flujo potencial.

‘ Considere el campo de flujo inducido por un par de esferas en un
movimiento tridimensional a través de un fluido perfecto sin limites. El campo de
flujo puede ser descrito por un potencial de velocidad ®, que satisface la ecuacion
de Laplace.

Figura 3.2 Dos esferas en movimiento en un flujo potencial.

Para poder calcular la energia cinética inducida por las esferas en el fluido
se necesita calcular este potencial de velocidades, que satisface la ecuacion de
Laplace

V (V) =ViD =0.
(2.3)
Cuando el flujo es irrotacional, el campo de velocidades del fluido se puede
expresar como el gradiente de un potencial de velocidades. El campo de
velocidades del fluido se obtiene como
U =V,
(3.5)
Ya que se obtiene el potencial de velocidades alrededor de cada burbuja,
es necesario conocer la fuerza neta que actua sobre cada burbuja. Para obteneria
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se necesita la presion que actua sobre la superficie. Para obtener el campo de

presion hacemos uso de la ecuacion de Bernoulli

(3.6)

Como la densidad de la burbuja es mucho menor que la del agua es posible
considerar que la suma de fuerzas externas mas la presion es igual a cero.
Realizando un balance de los esfuerzos alrededor de la burbuja con las fuerzas

externas:
~ [p-nda, + F, =0;

A’ (3.7)
donde F; es la suma de las fuerzas externas sobre la burbuja y A, es la superficie
de la burbuja i. Ademas, la velocidad y la presion del fluido a distancias muy lejos
de la burbuja son practicamente cero. Las dos esferas tienen radio igual a R y la
distancia entre los centros es s.

Una simplificacion importante es que se divide la velocidad absoluta de las
dos esferas en dos componentes. Un componente de la velocidad comun de las
esferas V, es igual a la suma de las velocidades de las esferas dividida por dos.

El otro componente W, es la velocidad relativa entre las dos esferas y es igual a la
diferencia de velocidades absolutas de las esferas dividido por dos. Ambos
componentes son los siguientes:

V=1/2 (U1+U32), (3.8)
W=1/2(U4-U2).

Otra parte importante del planteamiento del! problema, es fijar los sistemas
de referencia. En este caso se usa un sistema de coordenadas cartesiano, fijo a

la esfera 1 en movimiento. También se usan dos sistemas coordenados esféricos
con centro en cada una de las esferas, con coordenadas rq, 2, 04, 62, y ¢. Estos
sistemas de coordenadas forman el marco de referencia de! fluido en movimiento

respecto a las dos esferas. Entre las dos esferas hay una distancia s.
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'Ademas fijamos a cada esfera tres vectores unitarios: el primero e dirigido
del centro de la esfera A a la B, el segundo vector ez, perpendicular a e y un
‘tercer vector es perpendicular a e, u ea.

Para obtener el potencial de velocidades se resuelve la ecuacion de
Laplace. Como las fronteras de nuestro problema son de geometria esférica, se
‘usa un doble desarrollo en series en armonicos esféricos (también se puede
‘resolver el problema en coordenadas bi-esféricas, pero la solucion es mas
compleja). La ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas, es la siguiente:

O, ., 0 1 2 a3 1 o'®

or - or )+ sen@ (69 (send o6 P+ sen’8 a¢? =0 (3-9)

La solucion general de esta ecuacion cuando el problema tiene simetria
esférica, se puede encontrar en varios libros sobre Fisica Matematica (por ejemplo
Arfken, 1965), (Ver apendice 2-A).

La solucion esta dada en término de funciones del radio r' o r™"

y de los
polinomios Pnh(cosO) llamadas polinomios de Legendre o armoénicos esféricos
zonales. Una de las propiedades mas importantes de los armoénicos es que
cualquier solucién a la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas se puede
expresar como una sumatoria de armonicos esféricos. Otra propiedad es la
ortogonalidad. Esto es, la integral de un armonico de orden n por otro de orden m
alrededor de la esfera, solo es diferente de cero , cuando m = n.

En vista de esto, se puede escribir el potencial de velocidad de la siguiente
manera para solo una esfera en movimiento (ver Seccion 2.3) :

D, 0,p) = Z(A,“,r’ + B, r """yP" (cos8).

fom

(3.10)

El potencial de velocidad se expresa en funcién de la velocidad de las
burbujas y de la separacion, haciendo un desarrollo en series de armodnicos
esféricos en cada esfera. Este meétodo fue usado por Biesheuvel y Van
Vijngaarden (1982) para el estudio de interaccion entre dos burbujas del mismo
tamarno.
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Ya que la ecuacion de Laplace y las condiciones de frontera son lineales, se
pueden calcular las contribuciones ¢, y ¢», debidas a las velocidades Vi y Wi en
las tres direcciones coordenadas por separado y después sumar para evaluar el
potencial total. La ecuacion de Laplace se resuelve usando el método de
separacion de variables y solo los armonicos esféricos de orden O y 1 se retienen.

La solucion para el potencial ¢, y ¢- es:

nel uel
= R af R
Dy, =ZVk 'an{gmnl[rj Yi(cosO,,u)+g,., [’_ J Y,,"(cosaz,,u)},
2

n=)

(3.11)

n+l n+t
D =W, -a.{— f(f] Y (cos Oy, ) + f,..,.z(f) v (coso,,m}:
= 1 2
(3.12)

donde las funciones Y,* (cos6, u) son los arménicos esféricos zonales de orden 0 y

1 correspondientes a cada direccion ortogonal y estan definidos de la siguiente

forma
Y (cos@, u) = P, (cos@),
Y.} (cos@, u) = P! (cos@)cos u,
Y, (cos@, u) = P! (cos@)seny.

(3.13)

El movimiento del fluido en las tres direcciones esta relacionado con estos
armonicos. Los armonicos del primer tipo Ph(cos0) estan relacionados con la
velocidad V. en la direccion colineal de las esferas. Los armonicos de segundo
tipo P,'(cos8) estan relacionados con el movimiento en la direccion paralela de las
esferas. Juntos forman el perfil del potencial alrededor de las tres direcciones.

Ademas, por simetria, el valor de las constantes gmn esta relacionado para

las dos expansiones por

Eow =" gl
(3.14)
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. Para evaluar las constantes fm, ', ¥ gmn' S€ usa la condicion de frontera de la
velocidad normal en la superficie de las burbujas
Vd,-n=0 (3.15)

En un sistema coordenado centrado en una esfera, los polinomios de
Legendre pueden ser expresados mediante los términos centrados en la otra
esfera, usando la expresion de desplazamiento derivada por Hobson (1931)

nal el 4
R R — n+q Y ”
I 0)i= A -P" a,_,).
[,-,J {P (cos0,)} (J E[q+,,,]( - ] " (€05 6,_,)
(3.16)

Se puede escribir el potencial &1 de velocidad para dos burbujas en
movimiento con velocidad V, en funcion del angulo 6, y el radio ri, usando la
férmula de Hobson (Ec. 3.16) y la condicion de simetria (Ec. 3.14)

o RY™ . — - RY™" & n+ nY m
®=3( )" Hog'Arcosop} ;{Vn(—l) e (%) Z[q N ‘,’1]( g ) Py (cos6, )}-
(3.17)

Aplicando las condiciones de frontera a la Ecuacion (3.17) en la superficie
de la burbuja, se encuentran las siguientes ecuaciones para los coeficientes de los

multipolos gmn:

m| 1 o n & g+n RY™"
= (-1 S, - .
Zuw = (1) [2 e ;:,..,:H . ]g,,.q( A )
(3.18)

Soluciones para las Ecuaciones (3.18) se puede obtener escribiendo gmn
como una serie de potencias del cociente (R/s)
1< RY”
s = K s
(3.19)
donde los coeficientes Knnp Se obtienen sustituyendo 3.19 en 3.18 y se igualan

términos con potencias iguales en (R/s), de tal forma que
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Ko = (_ l)m Sius

g on RE'Yg+m
K, =) K o imenety-
=Gy ST

(3.20)
De una manera similar se puede escribir la ecuacion para el potencial ¢ en

funcion de las diferencias de velocidades W como:

- net o el o v .
@ = Z_(:) b, s, P°(cos,)}+ ;{Wo(—l)""’j;m'(f] Z[;’:;’I](zj F:,’"(c'osﬁ{)}.
3.21)

ne=)

donde, por simetria, se puede derivar que

-2

Soe = (D" 2
(3.22)

ademas, tenemos las siguientes condiciones de frontera

wen....esfera.. A } (3.23)

VP, -n= {
—w-n..esfera. B

Usando las condiciones de frontera de las burbujas para las dos esferas,

se obtienen la siguiente ecuacion para fmn:

wf 1 n & g+n RY ¢!
=(-1 S, + s
Son = (=1) [2 R I | ‘,,Z,,,[n +m :lf""'( s )

donde los coeficientes de los muitipolos se obtienen escribiendo f,,, como una

(3.24)

serie de potencias en (R/s):

1 & RY”
S =33t %)

” ’ (3.25)

donde los coeficientes Lmnp se pueden del mismo modo que los coeficientes Kmnp:

TESIS CON
&ALLA DE ORIGEN
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Lo =(=1)"80,, "

pe=n=-1
b = B[ P
(3.26)
lLos coeficientes mas importantes en el potencial de velocidad son los
correspondientes a los armonicos de primer orden go1 Yy g11. De la misma forma
que para el potencial ¢,, los coeficientes que mas interesan para el calculo de la
energia cinética son fg1 y f11. Estos apareceran en el calculo subsiguiente de la
energia cinética del fluido. Los valores de estos coeficientes con exactitud hasta

el término (R/s) ', son:

HEORGEORGES

I R R RO R R

(3.27)

De esta forma, se llega a una expresion del potencial en términos de las
velocidades Vi y W«. Mediante estos coeficientes, se puede obtener el potencial
de velocidades y graficar las funciones de corriente y el potencial de velocidad. En
la Figura 3.3 se muestra la imagen de dos esferas en movimiento en flujo potencial
cuando la velocidad de las esferas es paralela y en el mismo sentido. Como se ve,
las lineas de corriente se estrechan entre las dos burbujas, lo cual conduce a que
haya menos presion en la region entre las burbujas y por lo tanto, las burbujas se

atraen debido al efecto hidrodinamico.
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Figura 3.3 Lineas de corriente de dos esferas estaticas en un flujo uniforme.

Sumando las Ecuaciones (3.17) y (3.21) se puede expresar el potencial en

funcion del radio ry y el angulo 64.

=R A - ,l(RJ"" Z "+ g r,)q A

- £ —p=[ £ o i A AW Y o

D Z(H] R{D., ¥ (coso)}+ S -0 (T) R{Z En| 2L (2] v (coso
(3.28)

De una forma similar, se puede expresar el potencial en funcién del radio rz

y el angulo 98a:

w net w nel -« @
Doy =§(§) R{Emn}’""(cosez)}+"le:(—l)"’"(g) R{ED,,,,,[::—:%}(:—:) Yq"(cosaz)}
(3.29)
El valor de las constantes Dmn, ¥ Emn esta dado en funcion de los
coeficientes gmn ¥ fmn. Estos aparecen al sumar los potenciaies debido a las

velocidades Vi, y Wk.

Doy =G 8w = WS o

Ew =G 8w + WS un ']'ESIS CON
YALLA DE ORIGEN

(3.31)
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3.3 Ecuaciones de movimiento de dos burbujas en flujo potencial

Para obtener las ecuaciones de movimiento de las burbujas se puede
recurrir a dos métodos. El primer método consiste en calcular la energia cinética
del fluido. Se puede demostrar que la razén de cambio de la energia cinética con
el tiempo es igual al trabajo realizado por las fuerzas externas sobre la esfera.
Aplicando las ecuaciones de L.agrange al sistema de dos burbujas en movimiento,
se puede encontrar las ecuaciones de movimiento derivando la energia cinética
del fluido. Esto nos permite encontrar ecuaciones para la aceleracion y la
velocidad de las burbujas

El segundo método consiste en calcular el campo de presion del fluido en
cada punto alrededor de la esfera. Usando el potencial de velocidades se deriva
la velocidad de la burbuja y con la ecuacion de Bernoulli se puede obtener la
presion alrededor de la burbuja, para después integrar el campo de presion
alrededor de la burbuja. Esta presidon se sustituye en el balance de fuerzas (Ec.
3.7) para obtener 6 ecuaciones para la evolucion de la velocidad de 1a burbuja en
cada una de las direcciones coordenadas seleccionadas. Como la masa de la
burbuja es despreciable en comparacion de la masa del fluido, se puede obtener
la aceleracion sobre la burbuja. Estos dos meétodos se muestran de manera
esquematica en la Figura 3.2.

Los dos meétodos usan la teoria de los armonicos esféricos, pero siguen
caminos diferentes para obtener la aceleracion de la burbuja. El método de la
energia es mucho mas directo, ya que por ortogonalidad se simplifican los
términos con polinomios de Legendre de orden diferente a uno. El método de
presion es mas complicado, pues aparecen términos de multipolos de mayor
orden. Es importante comprobar la equivalencia de los dos meétodos. En la
siguiente seccion abordaremos el meétodo de la energia para obtener las
ecuaciones de movimiento, el método de presion lo abordaremos en la Seccion
3.5.
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3.3.1 Método de la energia cinética

El primer meétodo para calcular las ecuaciones de movimiento de dos
burbujas es a través de un balance de energia. La configuracion que trataremos
se muestra en la figura 3.3. Las burbujas tienen una velocidad inicial U una hacia
la otra, cuando la distancia entre ellas es suficientemente grande para considerar
las interacciones despreciables. E! radio de la burbuja a, se usa para hacer
adimensionales las escalas en longitud y la velocidad inicial de Ia burbuja U se usa
para escalar las velocidades en el fluido.

| —
r1 —
| —
/

o1

U s (distancia)
-

| —

|

Figura 3.4 Configuracion que muestra las burbujas en movimiento.

El potencial de velocidades esta dado por las Ecuaciones (3.11) y (3.12)
donde la velocidad comun V y los componentes de la diferencia de velocidad W1 y
W2 son cero. La diferencia de velocidades U, a lo largo de la linea de centros es
la magnitud de la velocidad de la burbuja adimensionalizada por Uo.

La energia cinética del liquido alrededor de la burbuja en un marco de
referencia en reposo, esta asociada con el movimiento de las esferas:

1
- T = il'z:d V..
. 2 pAIi ) :

e (3.33)
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En la Ecuacion (3.33) se realiza la integral sobre todo el volumen del fluido.
La integral de volumen en 3.33 se puede transformar en una integral de Superficie

usando el teorema de Green:

T = :12 p[AL PV P-n_dA, —'4J:¢V¢-n,dA,:l.

(3.34)
donde la integracion de area se hace sobre una superficie muy grande que rodea
al liquido A. Yy n. es la normal a esta superficie, mientras que A; y n, son la
superficie y la normal que rodean a cada una de las esferas en movimiento. Ya
que el potencial decrece conforme (1/r?), la integral sobre la superficie en infinito
es cero y la expresion para la energia cinética se reduce a una integral de
superficie del potencial por el gradiente del potencial. Usando la expresion para el
potencial (3.17), se multiplica esta expresion por la velocidad normal en la
superficie de la esfera Ucos0O. La integral se simplifica, debido a la ortogonalidad

de los polinomios de Legendre, para dar la siguiente expresion:

2 2 =[j+1] RY ™
T == 7V 2{ Sou /,Z,,[ ) ]( s ) S }
(3.35)

De la Ecuacion de recursividad (3.23) para fm,, se puede simplificar la

expresion anterior:

T=—:2ra3U2{l—3f0, }
(3.36)
donde sodlo aparecen en la ecuacion la velocidad y el radio de las burbujas y el
término correspondiente al primer dipolo fo1. Usando la condicion de que la razon
de cambio de la energia cinética es cero, se obtiene la ecuacion para la
aceleracion de la burbuja correcta hasta el orden O(a/R)'°, ya que se escribe fo:

con este orden de exactitud.

57




TSI CON
FALLA DE ORIGEN

Capitulo 3. Movimiento de dos burbujas en flujo potencial | IIM

/ o ' .
- . 2. —_
dU YT 0=3/0) op2rpy* R* _R® _R’
=— = aA+2" . +8" . +3" ).
vdr T {1 =3 L} R ) 57 s s
(3.37)

Esta ecuacion se puede resolver numeéricamente para obtener valores de la
velocidad conforme se acercan las dos esferas. Es importante encontrar el
comportamiento a distancias entre esferas pequefias, cuando R/s>2. Hay que
notar que en esta solucion solo aparecen los términos correspondientes al primer
dipolo fp1. Cuando se usa el método de presion, se encuentran términos extras que
influyen en el movimiento de las burbujas, debido a los multipolos de orden mayor

a uno. En el Capitulo 4 se analizara con mayor detalle este problema.

3.3.2 Solucidon general (caso en tres dimensiones)

Se puede obtener una expresion general de la energia cinética usando la
expresion general del potencial de velocidades de la Ecuacion (3.29) y (3.30).
Realizando la integral del producto de los términos del potencial por el gradiente
del potencial del fluido en la frontera de la esfera y simplificando las integrales de

area con las relaciones de ortogonalidad, se obtiene la siguiente ecuacion:

- u,, Dy, . j+2 £,
- 2 s = [ j+17( R

7 =—3P7Z'R ZI u,, Dy, +Z[l+,":|( J £y

am d=m
U, Dy, E,
U,. E 2| D

> = 1o o o[ j+l RY*? o1

-, PR ZIU,, E, |+ 3 - D,
3 =l qm=m_ 1 4+ m s

U, Ey Dy,

(3.38)
Con esta expresion para la energia cinética se pueden obtener las
ecuaciones de movimiento de cada burbuja puesto que la energia esta expresada
en funcion de las velocidades de las burbujas y de los coeficientes del potencial
del primer dipolo, goi gi11 Y fo1, f11. Las Ecuaciones (3.38) se pueden escribir en
una forma cuadratica en los componentes de velocidad comun G y diferencia de
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velocidades W, sustituyendo los valores de los arreglos D y E

7= ; p,Va,ju"uj.
(3.39)

Los componentes contravariantes de velocidad se toman de |la siguiente

forma: para i= 0..2 y para j=3...5,
u' =GqG,,
w' =W,
(3.40)

donde G; son las velocidades del centro de masas de las dos burbujas y W, son las
velocidades relativas entre las burbujas en las tres direcciones ortogonales. En
ese caso, los componentes a; del tensor de inercia de segundo orden estan dados

oo 2[1](8) e ]
o =-e- g [1)2) 5]
I e
e AT

Las sumatorias sobre los indices j en las sumas de los coeficientes gm; y fm;,

por:

It

ay,

Q33
(3.41)

se pueden remover usando las Ecuaciones de recursividad (3.14) y (3.23) con
n=1. De esta forma los coeficientes del tensor de inercia de segundo orden son:

Qoo = 2[_ 1+3g, l

ay, =a22=2[—l—3g”].
ds3 =2[_I+3foll
Ay = dss =2["‘I'_3.fn]

(3.42)

Como el tensor de inercia esta diagonalizado, se puede concluir que los
ejes con direcciones eg, €1, €2 son los ejes principales del sistema de dos esferas
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en movimiento. En muchos casos el movimiento no sucede en tres dimensiones

sino en un solo plano. En tal caso se usan los vectores e y e1.

3.3.3 Energia cinética del fluido en funcién de la velocidad del centro de

masa y las velocidades relativas

El sistema de coordenadas usado es un poco inadecuado para obtener las
ecuaciones de movimiento a través de las ecuaciones de Lagrange, porque los
ejes coordenadas giran alrededor del! centro de masa de las burbujas en
movimiento. Por tal razén, es necesario transformar las velocidades q° y q' del
sistema basado en ep, €, a un sistema x, y, basado en los vectores unitarios ey,
e, fijos en el espacio. Las formulas de transformacion son las siguientes:

nu’ = —-x'cos @ — y'sin 0,

u' = x'sin @ — y'cos 6.
(3.43)
Los componentes del movimiento relativo se transformaran del sistema
coordenado ez Y es, @ un sistema coordenado polar, con origen en el centro de
masa de las dos burbujas:

1
0t == s ut=—_s6"
2
(3.44)
Llevando a cabo dichas transformaciones y rearreglando y renumerando los
componentes de velocidad, se obtiene una nueva expresion para la energia
cinética de las dos burbujas en funcion de las velocidades x', y' y s', 0'.
i ad 1
T = _l)p,Va,, q q . 9 =x

-

3
g’ =s,
q“—_-)z_ q4___6

(3.45)
Al transformar las coordenadas, los componentes del tensor de inercia a;; se
transforman de la siguiente forma:
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2+,3(g01 —&n )+ 3(go +&)cos26,
2+3(g01 —&u )"‘ 3(go +g,,)cos 26,
=3(go + &, )sin 26,

a;zlr;ézn
L
2 [— 1 +3fo:]~

Seil-1-341

Q
w
w

I

)
2
Ml

(3.46)

En estas ecuaciones, se nota que los componentes aqi, azz, Az tienen
incluidas las coordenadas del movimiento relativo. Esto hace que el movimiento
del centro de masa quede acoplado con el movimiento relativo de las esferas. A
continuacion derivaremos a partir de las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones
de movimiento de dos burbujas en movimiento. Con esto obtendremos

expresiones para la aceleracion de las burbujas.

3.3.4 Ecuaciones de movimiento para un par de esferas en un fluido
perfecto por el método de la energia
Las ecuaciones de Lagrange aplicadas a un sistema de coordenadas fijo,
movimiento o aceleraciébn de un cuerpo
Las ecuaciones de Lagrange en

son aplicables a la solucion del
hidrodinamico sumergido en un fluido potencial.
coordenadas generalizadas q' se pueden escribir, como:

d| or |_er

d . a ’ =F‘
! dq' ¢

(3.47)

donde T es la energia cinética, q: son las coordenadas generalizadas de una
particula en movimiento en un campo conservativo y Fi son los componentes

covariantes de la fuerzas resultantes sobre el cuerpo en movimiento. Cuando el

sistema de coordenadas se mueve con la esfera es necesario modificar las

ecuaciones de Lagrange, pero ya que hemos transformado nuestro sistema de

coordenadas a un sistema de coordenadas absoluto x, y y un sistema de
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coordenadas relativo s, 6, esto no nos afecta. Combinando las Ecuaciones (3.43)
con (3.44) se obtiene:

o A R R LAY ) .2 5
prd[ I:a_u ds/dl]: ,2,P,V X a.?au + a&azz +xyb~s a,., +s -é;a33+0 »é‘—s‘-a“ + F3,
d « 2 o2 ..
P,le a,d@/dt | =3p, V(g4 +8))| (—x +y )sen20+2xycos28 |+ F,.
(3.48)

Estas son las ecuaciones de movimiento de dos burbujas que se mueven
en un flujo potencial. Los términos F, a F4 son las fuerzas que actian sobre las
burbujas como la fuerza de gravedad, el arrastre hidrodinamico, etc.

De estas ecuaciones se encuentra que los movimientos relativos y el
movimiento del centro de masa estan acoplados. El movimiento del centro de
masa depende del angulo y la distancia relativa, debido a los componentes del
tensor a;. El movimiento relativo depende del cuadrado de la velocidad lineal x’, y'.
La naturaleza de estas fuerzas se investigara estudiando dos esferas en
movimiento con velocidad de ascenso x' mucho mayor que las demas velocidades
y', s’ 0. Para la coordenada en s sabemos que las esferas se atraen o repelen
entre si, dependiendo de la orientacién de 6. Hay un cambio en el signo de ai.,

o

cuando a,, =0, si0=a° donde a=f(R/s) y esta dado por la siguiente relacion:
PAY
d
s [gm ~—&un ]
cos2a = ;—-———-— . (3.49)
;‘[gm + gn]
Ay

Los valores para ¢, dados por la Ecuacion 3.48 varian desde 54.73° para

s/R->w0, hasta 35° para R/s-> 2. La ecuacion para 6 muestra que en la direccion 6,
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hay un momento hidrodinamico que tiende alinear las burbujas en la direccion 0=
90°. Una conclusion de esto, es que la posicion 9=0° es inestable pues una
pequeiia perturbacion en el flujo, tendera a desalinear las esferas y por lo tanto,

las burbujas tienden a alinearse en direccion perpendicular al flujo.

3.4 Fuerzas de arrastre sobre la burbuja
Como hemos visto, el flujo alrededor de las burbujas se puede considerar
potencial en la zona externa de la burbuja, a excepcion de una pequefia capa

limite donde existen fuerzas viscosas. Las fuerzas de arrastre se pueden calcular

evaluando los esfuerzos normales y de corte en la capa limite, sin embargo este
enfoque es demasiado laborioso.
Otro enfoque es calcular la razén de disipacion de energia del fluido. Esta

energia debe ser igual al trabajo que hace la burbuja en deformar el fiuido

(Batchelor, p368, 1967). Usando la razén de disipacion calculada a partir del flujo
potencial e igualandola a la fuerza de arrastre multiplicada por la velocidad de la
burbuja. Levich (1962), encontro el coeficiente de arrastre de una burbuja solitaria

c, =38 donde Re= 2RU/v. (3.50)

Re
donde R es el radio de la burbuja, U la velocidad y v la viscosidad cinematica.
Moore (1963) mejord estos resultados, calculando la razéon de disipacion en la

capa limite. De esta forma obtuvo otro coeficiente de arrastre:

48 2.2 -11716
C, = 1- + O(Re . 3.51

2 Re[ ;/Re:] ( ) ( )
Podemos extrapolar estos resultados para calcular la razén de disipacion
Los coeficientes de arrastre

para dos esferas en movimiento en flujo potencial.
Como estamos

calculados del flujo i-rotacional son exactos en orden (Re™').
interesados en burbujas que se mueven a Re alrededor de 200, los errores son
menores al 0.5%. La razén de disipacion esta dada por:

D= y;l [V(V$-V@)-dA), (3.52)
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donde ¢ es el potencial calculado en la Seccion (3.3), p es la viscosidad dinamica
y dA es el elemento de area diferencial dirigido normal a la superficie de
integracion Ai. Las integrales de superficie se pueden evaluar usando las
propiedades de ortogonalidad y varias formulas de recurrencia de los polinomios
de Legendre. Kok (1989) y Biesheuvel (1982) encontraron que la razon de
disipacion puede ser expresada como:
oi o
D=ruRK, q q , (3.53)

con los componentes contra variantes de la velocidad q'. Los coeficientes K
dependen de las coordenadas q', pero no de las velocidades de la burbuja q'. Los

coeficientes de arrastre son los siguientes:

- 2 (20 + 1) (n+1 2
I\m)=162( 3( )g()u ’

n=l

& (2n+1)(n+1) 2

K=Ky, =162 PSP
1 n

. & (2n+ 1) (n+1 2

Ky =16E Gnr DD po

" (2 4+ 1)+ 1 >

K=K =106 ( X )glu .

=l n

(3.54)
Estos coeficientes estan basados en las coordenadas Gi y Wi. Al igual que
las ecuaciones de movimiento es mejor referirlas a las coordenadas fijas x, y y
relativas s, q. Al transformar los coeficientes a este sistema de coordenadas se

obtiene:

K, = S"'Z":l(Zn + I,z(u +1) I:I:g""z - ”("2+ 1) glnz]_'_[ng _ (1(,,2+ 1 g“,}]COS 29].

Koy = 8"2(2,. + 13(,; +1) [[go,,’ . 11(112+ 1) g.f]—[go..’ _ n(nz-i- 1) g“,]cos 29]‘

K, =85 (2n + 1)({; + 12[[ nQa+ Dg,,,’]sin 29}
n.... : + e N

. -1 2ﬁ
,\\.\=4Z¢(_

Ky =K, = mzr T ‘.\-*f,,,’.

(3.55)
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En analogia con la situacion de una burbuja, las fuerzas de arrastre se

pueden calcular igualando la energia calculada con la razéon de disipacion en el
fluido. El trabajo realizado por la fuerza de arrastre a la velocidad de ascension de

la burbuja es:

D=—f,;. (3.56)

donde f; son los componentes contra variantes de las fuerzas de arrastre ejercidas

por las burbujas en el fluido. Comparando las Ecuaciones (3.53) con )3.56)

podemos concluir que las fuerzas de arrastre estan dadas por:

-

F =—-muRK,; q
Ya se menciond que los coeficientes K;; dependen de las coordenadas q',
pero no de las velocidades. Otro meétodo, que nos permite calcular las fuerzas de
arrastre es el de Raleigh, en donde se calculan las fuerzas a partir de la razén de

(3.57)

disipacion D

si=—%.(0r2. (3.58)

Sq
Combinando las tres Ecuaciones (3.53, 3.55, 3.58), se obtienen los valores

de las fuerzas de arrastre en la ecuacién de movimiento.

Si=—8unRE " 2nx1)(n “)[ [gof + ug.f]]

n 2
+ (xcos 28+_)-zser126?)|:go,,2 — ”("+l) ]

Ji=-8uxRY

n=t

(2n + 1)(;1 + 1)[ [go,,z + "('.'27" l)g.nzﬂ L'I:fslgg S?UNGE

2 na(n+1
- ¢ > )gmz]'
2

-+ (-—_;1cos 20 + .:csen 29)[g°,,

fi= —4;172‘R.;' i (2n+ l'z_(f"" D Son

2n+ l)(n +1) 1
ln

>

Su =—4unRs? 9"2_',]
(3.59)
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Note que en estas ecuaciones las fuerzas de arrastre del movimiento
relativo no estan acopladas con las del movimiento del centro de masa a
diferencia de las ecuaciones de movimiento.

Con estas ecuaciones ya tenemos las herramientas para calcular las
trayectorias de las burbujas en flujo potencial incluyendo los efectos viscosos.
Para hacerlo, necesitamos resolver el sistema de ecuaciones (3.48) de las
ecuaciones de movimiento. Estas son ecuaciones no lineales de segundo orden,
en x, y ademas en q, s. En los siguientes 2 capitulos daremos una solucién a los

dos sistemas.

3.5 Meétodo de la presion para obtener la ecuacién de movimiento

El segundo método para obtener las ecuaciones de movimiento es a partir
del calculo de la presion alrededor de las burbujas. Sustituyendo el campo de
velocidades en la ecuacion de Bernoulli, se obtiene la presion en cada punto
alrededor de l|la burbuja. Después, se puede integrar para obtener una fuerza
resuitante sobre cada burbuja.

La ecuacion de Bernoulli no estacionaria, incluyendo la derivada del

potencial con el tiempo y la velocidad al cuadrado es la siguiente:
P __d¢p 1

= 17
2 [2/4 2

(3.60)
Al combinar la ecuacién de Bernoulli con el balance de fuerza y con la
definicion del potencial de velocidad, se obtiene la ecuacion para la fuerza

resuvltan@e sobre la burbuja:

ja¢Y,‘ (B, p21)dAi + | ! wu?Y, (8, u)dAi + ! F, .e, =0,
or 2 Y2

. (3.61)
donde i=1,2 y K=a, b, ¢ son las direcciones de movimiento de la burbuja. Note que
las componentes de la normal de la diferencial de area en (3.50) se han escrito

como armonicos esféricos.
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3.5.1 Ecuaciones de movimiento por el método de la presion.

En esta seccion calcularemos la presion alrededor de la burbuja para el
caso en que las dos burbujas se acercan con direccion colineal y con velocidad en
sentido contrario. Hay dos términos muy importantes en esta ecuacion. El
primero es la derivada del potencial respecto al tiempo. Ya que el potencial de
velocidad cambia a medida que las burbujas se acercan o se alejan, es necesaria
una variacion en la velocidad de las esferas para compensar este efecto.

El cambio respecto al tiempo del potencial, se expresa en término de las
velocidades de las burbujas y las distancias entre ellas de la siguiente forma:

o _ 24 ds_ (2% _dVk | 24 dWk o .
or  Bs dif 5%, oVk dt oWk di

(3.62)

El altimo término en la expresion compensa por el movimiento del sistema
esférico con la burbuja. Note que, mientras la velocidad del fluido es definida en
un sistema coordenado en movimiento con la burbuja, la velocidad de la burbuja
es relativa a un sistema fijo de referencia.

Las Ecuaciones del potencial (3.11) y (3.12) se sustituyeron, en |la ecuacion
(3.61) y (3.62), para obtener la aceleracion de las burbujas en las tres
coordenadas espaciales. Las integrales de superficie se simplifican explotando la
simetria de los polinomios de Legendre alrededor de los ejes coordenados. Por lo
tanto, las ecuaciones que representa la integral del cambio del potencial respecto

al tiempo en las direcciones x y y son las siguientes:

{-1+3g,, }dVa ~va® {~1+3g, }ds +
Ia‘f ndd =V, dWZ’ dds dls dr —[V@-Ui-ndAa,
{1-3s0} g +Wads{l—3j;,,}d’ ' TESIS CON
avb d ds r<LLA DE
{l+3gn}"&"'+Vbd {l+3g|l}é + L;‘ A ORIGEN
‘ ol ‘ — [V -Ui-ndA.

o
I nda=Vv,
or awb d ds
-1 wb -1- -
=307, wwe  S1-340,0
(3.63)
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Simplificando el problema al del dos esferas que se mueven con velocidad
colineal, es decir cuando las velocidades Va y Vb son iguales a cero, y sdlo la
velocidad relativa colineal Wa es diferente de cero e igual a U, mientras que
Wb=0, las ecuaciones anteriores se simplifican para el choque de dos esferas en
direccién colineal:

}dU

ds d
dt {

+ U
dt ds

j‘:’;‘:’ ndA = V‘,Ii{l -3/ 1-3/,, }] - {Ve¢-Ui-ndaA.
(3.64)
Ahora es necesario calcular el término correspondiente al producto de la
velocidad del fluido por la velocidad de la esfera, el uitimo término en la Ecuacion
(3.64). Sabemos que la velocidad normal del liquido es U,=Ucos8. La velocidad

tangencial se puede calcular derivando respecto al angulo y dividiendo entre r,.

n+1 } dP);" (cos O, )(—senG).

Yo= r}, gg = "élUR/l'l{(—l)'" S =« ” ) d cos(8,)
(3.65)
Por ultimo, es necesario calcular el producto de la velocidad tangencial del
" fluido por la velocidad tangencial de la esfera, igual a -Usen (6), multiplicarla por la
normal a la superficie x=cos0, multiplicarla por la diferencial de area

dA=271R?%sen0d6 e integrar. Al realizar dicha integracién se obtiene:

V@ -Ui-ndAd=—-4nR* f,U>.
(3.66)
Por lo tanto la Ecuacion (3.64) se puede rescribir utilizando la Ecuacion
(3.62) de la siguiente manera:

0%, da = V[{l -3/ }‘;L’/ + U(ds)

' d
B ‘rﬁt? dr {

1—3f0,}:l+4rtsz02U2.
ds
(3.67)
Como vemos en esta ecuacion, el primer término entre paréntesis es similar
al ohtenido en la solucion usando la energia cinética.
En la siguiente Seccion calcularemos la contribucion de la velocidad al

cuadrado a la presion en la ecuacion de Bernoulli. Al calcular esta contribucion
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aparecen los términos de los multipolos fo1, foz, fos... fon. Analizaremos su

importancia en la aceleracion de la burbuja. Cada coeficiente va siendo -un orden

de magnitud menor que el anterior, por lo tanto la importancia de cada término

extra es cada vez de menor magnitud.

3.5.2 Contribucion de la velocidad al cuadrado en el balance de presiones
En la siguiente Seccion calcularemos la contribucion debida al cuadrado de

la velocidad. Como veremos este término arroja contribuciones de productos de

los coeficientes de los multipolos fo2fos, fosfos... Estas contribuciones son muy

pequenias. Sin embargo, es necesario conocer si éstas contribuciones a la presion
son despreciables o por el contrario son muy grandes y causan que las burbujas
no choquen.

A continuacion, se calculara
velocidad del fluido, en ila Ecuacion del balance de fuerzas (3.61).

la integral del gradiente cuadrado de Ia

; Ju*n da, = ; Vg -V ndA.
(3.68)
Los componentes de la velocidad del fluido son dos: la velocidad normal a
la esfera en cada punto y la velocidad tangencial o angular en cada punto. La
componente de la velocidad normal es Ucos@, la cual es simétrica respecto al eje
6=7/2. Por lo tanto no causa contribucion a la fuerza resultante sobre la burbuja.
Sin embargo, la componente tangencial calculada en la Ecuacion (3.65) si
causa una fuerza resultante sobre la esfera ya que es asimétrica respecto al eje
0=n/2. Ahora analizaremos la contribucion de este término. Usando la Ecuacion
(3.65) se obtiene el valor de U para diferentes valores de n
1 od_ -iUR/r.{<—1)"'5.,. =", )} A D,

r, 86 =t
(3.69)
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donde x=cos0 y U es la velocidad de aproximacion de la burbuja. Calculando los
primeros cinco valores de la serie de polinomios de Legendre para cada término,
obtenemos una aproximacion de la velocidad tangencial:

(=310 +

(=3 So)3x) +
1 8¢ _ ‘_7 2 _a; Le—(] — x 2312
- 56 = Y1¢ 3/'(,,)(15/2,x 3/2)+ (=(1—=x%)"%).

(‘Zgif°4)(35’2x3 —15/2x) +

(-2 f05)(315/8x* —210/8x* +15/8) +....]
(3.70)

Como se ve, el valor del perfil de velocidad varia incluyendo mayor namero
de términos en la solucion. Al graficar la velocidad tangencial (mediante un
programa en Matemathica), para distancias entre esferas cercanas a s=2R, se
encontré que la velocidad tangencial tiende a valores muy grandes en el area de
contacto de la esfera (es decir para angulos 0 cercano a O grados). Es necesario
saber si la integral de la presion sobre la burbuja (Ecuacion 3.61) diverge o es
convergente cuando las dos burbujas se aproximan una a otra.

El valor de la integral 3.68, calculado para 10 valores de la serie de

polinomios de Legendre, mediante un programa en Mathematica, es el siguiente:

; IV$ Vo -ndA=—-4zRU>(fo: =3 S0 Sor —dS2Sor —were—= 1+ D Sy [ =i
(3.71)
Este término lo podemos introducir en el balance de fuerzas de la presion,
Ecuacion (3.61) y obtener un valor para la aceleracion. Introduciendo el valor de
la integral d¢/dt y de grad 2, calculados en estas dos seccidnes, encontramos
para el balance de fuerzas sobre la esfera:
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[{1—3/0, +U(d3) -3/ }:|+47rR2ﬁ,ZU

4R Sy =3 forSor = Sz for = S fosSos = o= 1+ D fon fop) = |54 =0,
(3.72)
Si despreciamos la fuerza de arrastre, el ultimo término del lado izquierdo de
la Ecuacion (3.72), lo podemos considerar cero. Rearreglando la Ecuacion (3.72),
dividiendo por el volumen y por el término (1-3fp1) y ademas sustituyendo
U=-1/2(ds/dt), se obtiene la ecuacion para la aceleraciéon de la burbuja:

L () L3

dr? 1—31,,
3(ds/d Fe,
2—k((—f;3—’f)()l—)<3f¢,.foz + 4 fonSos + 5 SosSos + e (A DSy S+ ) =S8 =0
(3.73)

Si analizamos estos términos, el primer término de la Ecuacion (3.73) es
positivo y causa repulsion entre las esferas. El segundo término en la ecuacion es
negativo y por el contrario causa atraccion entre las esferas. Por lo tanto, el
término debido a la velocidad de las burbujas causa una atraccion. De tal forma
existe una competencia entre las fuerzas que determinan la repulsidon entre las
burbujas (cambio temporal del potencial) y de las fuerzas que causan que las
burbujas se atraigan (velocidad al cuadrado del fluido). La diferencia del método

de presion es que nos muestra desglosado la contribucion de cada término.

Si comparamos la Ecuacion (3.73) obtenida por el método de presion con la
Ecuacion (3.34) obtenida por el método de la energia, notamos dos cosas. La
primera es que el primer término de la Ecuacion (3.73) es igual al doble del
obtenido en la Ecuacion (3.34). La segunda observacion es que en el método de
presion se obtiene la sumatoria de términos debidos a los dipolos. Estos términos
no aparecen en el método de la energia. En la Seccion 4 se modelara el
movimiento de dos esferas en movimiento colineal. En este trabajo se encontrd
que el movimiento obtenido por ambos sistemas es equivalente.
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Esto es una gran ventaja, porque debemos esperar que ambos meétodos de
solucién nos arrojen un resultado parecido.

3.5.3 Comportamiento de la velocidad tangenciatl de las burbujas

Ahora analizaremos el comportamiento de la velocidad tangencial,
calculando su magnitud calculada a partir de un programa en Mathematica. A
continuacion, mostramos graficas de la velocidad tangencial como funcion del
angulo de la esfera para una distancia entre esferas de (5, 2.5, 2.01) radios y (R=1
mm, U=1 m/s). El calculo se realizo con 10 arménicos en la funcion de potencial
de velocidad.

Observamos que a medida que se acercan las dos esferas, las graficas
muestran una velocidad mayor en el punto de contacto, esto es para x=cos6 =1. A
medida que se acercan mas las esferas, la velocidad en la zona de contacto es
mayor pero la presion es menor (por efecto Bernoulli) y por tanto la fuerza de
repulsion entre las dos esferas disminuye en vez de aumentar.

velocidad?2

0.5 1

Figura 5.8 Gréfica de (V)2 en funcién de x=cosé, (s= 5§ R) , (R=1 mm, U=1 m/s)
En la Figura 5.8 se observa el comportamiento cuando s=2.01 Radios. En

este caso las burbujas practicamente estan en contacto, pero la fuerza de

repulsion que hay entre ellas no diverge. Basado en esta observacion, la fuerza

entre las burbujas no crece a infinito y por lo tanto las burbujas pueden chocar con
velocidad finita.
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Velocidad 2

3.5107

-1 -n.5 n.s 1

Figura 5.8 Grafica de (Vy)? en funcion de x=cos0, (s= 2.5 R), (R=1 mm, U=1

m/s)
2
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Figura 5.8 Grafica de (Vy)? en funcion de x=cos6, (s= 2.01 R) ., (R=1 mm, U=1

nvs)

La convergencia de la serie que representa la presion debida a la
contribuciéon del campo de velocidad es importante para determinar si las burbujas
chocan o no chocan, al menos en teoria. Si la serie que representa esta presion

diverge, es decir cada termino es mayor que el anterior o simplemente la

sumatoria tiende a infinito y la fuerza también es infinita, las burbujas chocan en
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un flujo »vpotencial Sin embargo si la serie es convergente entonces la fuerza es
flmta .y no es suflcnente para detener el movimiento de las burbujas.

En este trabajo se realizd este analisis y se encontré que la fuerza es
convergente. El analisis se muestra en el apendice 3-A y se puede consultar si le
interesa al lector. Por el momento podemos concluir que siendo la fuerza finita y
la serie convergente, es posible que las burbujas choquen en un fluido potencial.

En el siguiente capitulo integraremos la aceleracién obtenida por los
métodos de energia y de presion, obteniendo la velocidad y la posicion en cada
instante de tiempo para demostrar si las burbujas colisionan con velocidad finita.
El conocimiento o determinacién del choque de las burbujas es muy importante
para estudiar la coalescencia o no coalescencia de burbujas en una suspension de
gas-liquido. Realizando estas simulaciones podemos estar seguros del choque de
las burbujas.

T
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“The best advice to young people, find

something that you like to do, and find

someone who pays for doing it.”
Catherine Whitetorpe

4 Movimiento de dos burbujas en direccion colineal

En este capitulo analizaremos el movimiento de dos burbujas en direccion
colineal. El potencial obtenido en la Seccion (3.2) se puede expresar como una
serie de polinomios de Legendre alrededor de las dos esferas, con las
coordenadas ri, 0., referidas a la esfera 1 y rz, 6z referidas a la esfera 2. EIl

potencial que depende de las velocidades comunes Vk y de las velocidades

contrarias Wk, es él escrito en la ecuacion 5.1.

- nel R nel . N
Dy, =§Vk 'al{gnm’(f) Y,,"(cose,,y)-o-g,,,,,z(rzj Y, (cos@,, u) TESIS CQN .
. , : FALLA DE ORIGEN
Dy =W, ‘a.{— 7 (B) v cosonmen (K] n (cosez.m} Vo
n=l ] 2
4.1)

donde las funciones Y,* (cos6, 4) son los armonicos esféricos de orden O y 1. Con

esta soluciéon a la ecuacion de Laplace y con los valores de los armodnicos

esféricos se pueden graficar el potencial de velocidad y la funcion de corriente.
Usando un programa en Matlab se graficaron el potencial de velocidad y la funcion
de corriente, para dos casos. El primero es el caso de dos burbujas en movimiento
colineal en el mismo sentido y el segundo es &l de dos burbujas en movimiento
colineal en sentido contrario.

En la Figura (4.1) se muestra ia funcion de corriente de dos burbujas en
movimiento horizontal, una detras de otra., para una distancia de 2.5 radios.
También se muestran flechas que representan la velocidad de! fluido alrededor de
las esferas. Como se ve, el fluido rodea ambas esferas conforme se mueven de
derecha a izquierda. Podemos hacer un acercamiento a las dos esferas en la zona
central entre ambas para observar el flujo entre las dos esferas en movimiento.
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El fluido se mueve de la esfera B a la A y parte del fluido regresa hacia el
otro lado de la esfera. La Figura (4.1) muestra como las lineas de corriente del
dipolo de la burbuja en A se unen con las lineas de corriente de la esfera en B. En
la zona entre ambas esferas, hay una interaccion de los dipolos, pero esta
interaccion es pequefia cuando la distancia entre esferas es grande. Pero cuando
la distancia es pequena se observa un distorsion en el campo de velocidad que
puede ser importante. El fluido en medio de las dos esferas aparentemente esta
en reposo, pero mas bien se mueve de la burbuja B a la burbuja A.

)8 - e
0.6 . ©
0.4 - N «;"6
; N \\
02 P Ry
N A N
o S e ]
AL e e -
0.2 Aods o2 /
S\F e e e Ty
0.4 =N - - - e A
.0E6L - . .. .4
08} . B

af

Figura 4.1 Grafica de funcion de corriente para dos burbujas en la misma direcciébn para
s= 2.0 radios.

En la Grafica (4.2) se muestra el comportamiento, cuando dos esferas se
mueven sobre una linea entre sus centros, con velocidad igual, pero en sentido
contrario. Cuando las burbujas se mueven con sentidos contrarios, las lineas de
corriente se contraponen en el centro de las esferas, lo que causa que el fluido se
separe en el punto central entre las esferas y se mueva hacia arriba y hacia abajo
conforme se acercan las dos esferas.

78



Capitulo 4. Movimiento de dos burbujas en direccién colineal 1M

cada dipolo,

Se puede observar que las lineas de corriente de
apreciar mejor

correspondiente a cada esfera, van en sentido contrario. Podemos

este efecto, haciendo un acercamiento a la grafica.
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Figura 4.5 Grafica de potencial de velocidad y funcién de corriente para dos burbujas con

velocidad contraria, U, -U. Radio =1 m, U= 1 m/s.

Como se ve en este caso las lineas de corriente chocan y se contraponen
entre las dos burbujas. Debido a esto, se forma una corriente de cierta magnitud
entre las dos esferas. Esta corriente ocasiona que las fuerzas viscosas entre las
esferas se incrementen. Es necesario determinar si dicha corriente causa que las

burbujas se repelan lo suficiente para causar que las dos burbujas se separen
por el contrario causan una’ atraccion o
las burbujas colisionan con

antes de entrar en contacto, o si
disminucion de la repulsion entre las esferas y

velocidad finita.
Esto lo determinaremos usando los dos modelos, el de energia y el de

presion que hemos obtenido en el capitulo anterior. Se analizara el movimiento de
las burbujas con y sin fuerzas de arrastre. También se le analizara para diferentes
radios y diferentes velocidades iniciales de la burbuja. Cuando la distancia o ‘gap’
entre las dos burbujas es muy pequefia, la velocidad entre las dos esferas tiene
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una razdn de crecimiento mayor. Como la velocidad se incrementa es de esperar
que las fuerzas viscosas se incrementen y puedan evitar que las burbujas
colisionen. Sin embargo, Kumaran (1992) realizé un estudio de escalamiento de
las fuerzas viscosas en el intersticio entre las esferas comparandolo con la energia
cinética del fluido debido al movimiento de las esferas. En su analisis encontro,
que la energia viscosa disipada es de un orden de magnitud menor que la energia
cinética de las esferas en movimiento. Como la energia disipada es mucho menor
que la energia total de las esferas, las burbujas no se frenan antes de hacer

contacto una con otra a velocidad finita.
4.1 Movimiento de dos burbujas con velocidad en direccién colineal y en

- Para analizar el movimiento de dos burbujas podemos usar dos sistemas de
ecuaciones. Las ecuaciones de movimiento encontradas en el Capitulo 3 por el
meétodo de la energia.

e

d 1] .
p,Vd’ [a_,,s]:—zp,V K asa_‘J + £,

4.2)

Uiz = ; [“]+3ﬁ)|]
(4.3)
Con el valor de azz que se obtuvo en él Capitulo 3 se obtiene la siguiente
ecuacion de movimiento de las dos esferas:

d* 1 <t
p,V(~|+3,n,,)(I’2 [.s‘]=—2p,V s ds(—l+3f(,,) + F,

(4.4)
Esta ecuacidon es muy similar a la obtenida en la Ecuacion (3.68), en el
Capitulo 3 por el método de la presion. Sin embargo aparece un factor de 2 en el
primer término del lado derecho del cambio del potencial respecto al tiempo, que

no aparece en el método de presion.
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En esta seccion analizaremos el resultado de usar las dos ecuaciones y
veremos cual es efecto de introducir los términos extras de los dipolos fo2, foa, foa

en la ecuacion de movimiento obtenida por el método de presion

d3s 1 as\ a
L “L2.4-3 +
dr? 1-3/,, [dt) ds{ Soi}
3(ds/dr)’ Fe,
‘*‘(" R ')'"~ GSorSor +dS xS0z + e+ 1+ S, S, +..)— :Z’k =0

2R(1—-3/14)

Como vimos anteriormente, el primer término es un término de repulsion; -

pero el segundo es de atraccidon. Podemos modelar el movimiento de las dos
burbujas con y sin el ultimo término que corresponde a la fuerza de arrastre.

Comparando la Ecuacion de movimiento (4.4) obtenida por el método de la
energia con la Ecuacion (4.5) obtenida por el método de presion, se observa que
el primer término es muy parecido, solo que en el método de presion es del doble
del valor que en el metodo de energia. Ademas el método de presion contiene
términos extras (fo1, foz, fos...) debidos al término de velocidad en la ecuacion de
Bernoulli. El método de energia debe ser equivalente al método de presion, pues
ambos representan el mismo comportamiento. Si los dos métodos nos dan un
resultado similar en la trayectoria y velocidad de las burbujas, quiere decir que
ambos meétodos son correctos y por tanto podemos usar cualquiera de los dos
para obtener el comportamiento de las burbujas.

Primero analizaremos el problema con el método de la energia, Ecuacion
(5.2). El primer caso que analizaremos sera él de dos esferas que se mueven con
velocidad U=1 m/s, desde una distancia de 10 radios con un radio R=1 mm y sin
considerar la fuerza de arrastre. No se incluye el efecto de la gravedad. Ademas,
hemos hecho los siguientes cambios para adimensionalizar las variables. La
velocidad se ha adimensionalizado dividiéndola por la velocidad inicial U, el tiempo
se adimensionalizé multiplicandolo por U/R y la aceleracion se adimensionalizé

multiplicandola por R/UZ2,
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Grafica 4.5 velocidad de la burbuja contra distancia entre las burbujas, So= 10R.

Analizaremos cada una de las graficas. En la Grafica 4.5 se muestra que
las burbujas reducen su velocidad al 82%. Las dos burbujas practicamente no
reducen su velocidad hasta que la distancia s entre sus centros es menor a 4
radios. En este caso, que no incluye las fuerzas de arrastre, las dos burbujas
entran en contacto con una velocidad finita.

Si las burbujas entran en contacto, no existe una disipacion de energia
considerable, por lo que hemos impuesto una condicidbn de rebote totalmente
elastico. Esto se logra de la siguiente manera: la velocidad horizontal antes de
entrar en contacto es Vh en el tiempo t,, por lo que se cambia el signo de la
velocidad horizontal justo después del rebote a —Vh en el tiempo t.... Mientras que
la velocidad vertical permanece con el mismo valor y mismo signo V, antes y
después del rebote. La condicion de rebote elastico es una condicion ideal que
nos sirve para nuestro analisis. En condiciones reales, el rebote elastico no se
cumple y es necesario tomar en cuenta la disipacion viscosa y la deformacion de
las burbujas en el momento del choque.

En la Figura 4.6 se muestra la velocidad en funciéon del tiempo. Como se ve
aparece una discontinuidad en el momento del choque. En este punto las burbujas

entran en contacto y cambian su velocidad instantaneamente de acuerdo a la
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condicion impuesta. Mientras aparezca esta discontinuidad, quiere decir que las
burbujas chocan con velocidad finita. En la Grafica 4.7 se muestra la aceleracion
de las burbujas conforme se aproximan. La aceleracion es positiva cuando las
burbujas se repelen y negativa cuando las burbujas se atraen (por la forma en que!
signo de W,. La aceleracion crece hasta 0.2 (adimensional) -

escogimos el
conforme las burbujas se aproximan y muestran un pico en el momento del

choque, pero no es suficiente para frenar el movimiento de las burbujas y evitar
que estas choquen.

Para determinar el choque fina! de las esferas, es necesario analizar los
esfuerzos viscosos entre las superficies de las esferas. Resolver en forma exacta
la velocidad y los esfuerzos viscosos, requeriria resolver las ecuaciones de Navier
Stokes completas. Sin embargo el analisis de escalamiento realizado por Kumaran
(1992), donde compara los esfuerzos viscosos con la energia del fiuido, es
suficiente para determinar el choque o colisidon entre las dos burbujas.

“Por lo tanto 2 burbujas que se mueven en direccion colineal y direccion
contaria en un flujo potenciali chocan con velocidad finita, sin que el fluido pueda
frenar el movimiento de las burbujas”. Para una comprobacion matematica de este

hecho, ver apéndice (4-A).
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Grafica 4.6 Velocidad de ia burbuja en funcion del tiempo.
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Grafica 4.7 Aceleracién de la burbuja contra tiempo.

Si comparamos la Ecuacion de movimiento (Seccion 5.2) obtenido por la
energia cinética, con la de presion (Seccion 5.5), el primer término del método de
presion es de! doble del valor que en el método de energia y la primera no
contiene los términos foifoz+foafoa+..., debido a los multipolos de orden mayor a
uno. Aunque el método de la energia arroja un resultado para la aceleracion de las
burbujas que no muestra la contribucion de los multipolos, encontramos después
de simular el movimiento con las dos ecuaciones, que el resultado es el mismo.
Por lo tanto, podemos usar cuaiquiera de los métodos, aunque se prefiere él de la
energia por ser mas sencillo y directo.

Ya que el termino grad¢?®*U? que aparece en el método de presion,
proviene de la velocidad del fluido, si las burbujas no entraran en contacto se debe
a que la velocidad del fluido entre las esferas crece demasiado y esto causa una
fuerza muy grande que impide que las burbujas entren en contacto. Sin embargo
con el método de presidn que toma en cuenta la contribucion debido a la
velocidad, se demostrara que las burbujas entran en contacto con vetocidad finita
y por tanto la velocidad no crece lo suficiente para evitar su colision.
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4.2 Efecto de la fuerza de arrastre en el movimiento de dos burbujas en
direccion colineal

En esta seccion cuantificaremos el efecto de las fuerzas de arrastre en el

movimiento de dos burbujas en direccion colineal. Aplicando la Ecuacion (4.4) '

d

d? 1 -2
P/V(_l+3fz)|)dtz [s]=—2p,V s ds(_l+3./2)|) + F

4.4y
Incluyendo el término de la fuerza de arrastre F3, definido en el Capitulo 3.
en la Ecuacion (3.82):

2

-

F, = dunR ; il (2n + 1'3(” + 1) S
(3.82)

Podemos modelar el movimiento de las burbujas usando este modelo de fuerza de
arrastre con las siguientes condiciones: las burbujas se encuentran inicialmente a
una distancia de 5§ radios aparte, para un radio de 1 mm; Los resultados se
grafican para tres velocidades de acercamiento entre las burbujas, (ds/dt) igual a
0.5 m/s, 0.2 m/s y 0.1 m/s, que equivalen a un numero de Reynolds de 500, 200,

100 respectivamente. El arrastre no modifica demasiado la velocidad de las

burbujas conforme se aproximan cuando él numero de Reynolds es mayor a 200,
pero cuando el Re es del orden o menor a 100 la velocidad de las burbujas se
reduce considerablemente. En la Figura 4.8 se muestra la velocidad como funcion
del tiempo.

La velocidad al momento del choque se reduce hasta el 78% de U inicial,
cuando Re=500, 60% cuando Re=200, y 35% de U, cuando Re=100. Las burbujas
rebotan, cambian de direccion y empiezan a frenarse después del contacto.
Después, el arrastre causa que las burbujas disminuyan su velocidad y se frenen
después de una distancia finita. Se encontré que para un numero de Reynoids

entre 70 y 75, las burbujas se frenan totalmente antes de entrar en contacto.
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Figura 4.8 Grafica de Velocidad vs tiempo, para Radio 1 mm, con fuerza de arrastre,
para a) Re=500, b) --- Re=200, c) -.-.-Re = 100

El efecto de simular con un numero de reynolds bajo es que las fuerzas de
arrastre viscosas predominan sobre las fuerzas de inercia. Cuando se usa un
numero de Reynolds alto, las fuerzas inerciales predominan sobre las viscosas y
las burbujas disminuyen su velocidad muy poco y el efecto del arrastre es menor.
En cambio con un numero de Reynolds menor, la fuerza de arrastre tiene mayor
efecto y las burbujas sufren una reduccion de velocidad mayor. En la Figura 4.9 se
muestra la velocidad como funcion de la distancia s entre las dos esferas.

Podemos ver que para velocidades grandes con Re=500, la burbuja
después de rebotar no disminuye la magnitud de su velocidad, sino que la
incrementa por un pequefio espacio. Esto se debe a que la fuerza de repulsion
hidrodinamica se sigue manifestando y es de mayor magnitud relativa, que la
fuerza de arrastre que tiende a frenar la burbuja y disminuir la velocidad absoluta

de la burbuja.
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Figura 4.9 Grafica de Velocidad vs. distancia entre esferas, para Radio 1 mm, con fuerza

de arrastre, para a) Re = 500 b) ---Re=200, c)-.-.-Re=100
En la Figura 4.10 se muestra la distancia entre las dos esferas en funcion

del tiempo. Para numeros de Reynolds altos, la burbuja se acerca rapidamente a
la segunda burbuja, entran en contacto y se separan hasta que finalmente la
burbuja se frena. Para numeros de Reynolds mas pequefios, |a burbuja tarda mas
en entrar en contacto y el tiempo de rebote es por tanto mas largo. Ademas, las
burbujas rebotan una distancia menor, porque las fuerzas de arrastre son qe,l .

mayor magnitud.

distancia burbuja-pared s

tiempo

Figura 4.10 Grafica de distancia entre esferas vs. Tiempo, para Radio 1 mm, con fuerza
de arrastre, para a) Re = 500 b)---- Re=200, c)-.-.-Re=100
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En la Figura 4.11 se muestra la aceleraciéon en funcion del tiempo. Cuando
modelamos con numeros de Reynolds altos, las fuerzas de arrastre no tienen
demasiada influencia. En este caso la grafica de aceleracion es muy parecida a la
grafica que no incluye ia fuerza de arrastre y se observa un pico de aceleracion
debido a la fuerza hidrodinamica. Pero cuando se incluye un nimero de Reynolds
menor, ya no se observa el pico de aceleracion tan pronunciado, porque las
fuerzas viscosas de frenado son de igual magnitud y la aceleraciéon se amortigua
con la disipacion viscosa debido al arrastre. Sin embargo, el resultado neto es una
mayor reduccion de velocidad de las esferas.

Podemos tomar los datos de la velocidad de impacto en funcién del numero
de Reynolds y hacer una grafica que nos indique la reduccidon de la velocidad de
choque como funcidon del numero de Reynolds para diferentes distancias iniciales
s entre las burbujas. Dicha grafica para una distancia de 5 radios se muestra en la
Figura 4.12.

0.3 -

0251 .

aceleracionen s

20 25 30 35 40 45

o tiempo t
>

Figura 4.11 Grafica de aceleracion vs. tiempo, para Radio 1 mm, con fuerza de arrastre,
para a) Re = 500 b) ----Re=200, c¢)-.-.-.Re=100
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Figura 4.12 Velocidad de impacto entre las burbujas como funcion del Re, para una

distancia inicial entre burbujas de s=5 Radios.
La velocidad de choque entre burbujas puede se una medida importante en

experimentos de flujos de burbujas. A niumeros de Reynolds bajos, las burbujas se
frenan demasiado antes de chocar entre ellas. En experimentos realizados con
burbujas en liquidos con aita viscosidad, Martinez (2003) observé que con liquidos
viscosos, las burbujas se mueven mas lentamente y ademas conservan su forma
esférica. Este movimiento se aproxima mas al predicho por flujo potencial.

En nuestra segunda parte de Ila simulacion, analizaremos el
comportamiento del movimiento de las burbujas cuando la distancia es mayor e
igual a 10 radios. Como veremos, la reduccion de velocidad es mayor, pues con
un numero de Reynolds de 120, las burbujas no chocan porque se frenan antes de
entrar en contacto. A mayores numeros de Reynolds, el frenado es menor y las
burbujas chocan. La simulacion en este caso la realizamos para cuatro nimeros
de Reynolds, Re=1000, 500, 200 y 120. En ia Grafica 4.13 se muestra la velocidad
en funcién del tiempo. Para un Re de 1000, la velocidad solo se reduce a un 80%
de la velocidad inicial. Pero para un Re=200, la velocidad se reduce a 0,25% de la
velocidad inicial. Finalmente para un Re=120 la burbuja reduce por completo su

velocidad sin entrar en contacto con la otra burbuja.
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Figura 4.13 Grafica de Velocidad en funcién del tiempo, para Radio 1 mm, para a)___ Re
= 1000 b)---- Re=500, c)-.-.-Re=200, d)____Re= 120

En la Figura 4.14 se muestra de nuevo la velocidad de la burbuja, pero en
funcién de l|la distancia s entre las burbujas. En la Figura 4.15 se muestra la
posicion o distancia a la pared de las burbujas en funciéon del tiempo. Para un Re
menor a 120 la burbujas se frenan antes de llegar a la otra burbuja a una distancia
de s=4 radios y permanece en reposo.
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velocidad Vs
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Figura 4.14 Grafica de velocidad en funcion de la distancia entre burbujas s , para Radio
1 mm, para a), Re = 1000 b)--- Re=500, c)-.-.-Re=200, d) Re= 120
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Figura 4.15 Grafica de posicion en funcién del tiempo , para Radio 1 mm, con fuerza de
arrastre, para a)____Re = 1000 b)--- Re=500, c)-.-.-Re=200, d)___Re=120

Finalmente, en la Grafica 4.16 se muestra el comportamiento de la
observar que con
mientras que con

aceleracion cuando las dos burbujas se aproximan. Se vuelve a
numeros de Reynolds altos, el efecto de la repulsion es mayor,
Re menor, los efectos viscosos tienen mayor importancia.
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Figura 4.16 Grafica de aceleracion vs. Tiempo, para Radio 1 mm, con fuerza de arrastre,
para a). Re = 1000 b)--—- Re=500, c)-.-.-Re=200, d) Re= 120
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Podemos concluir lo siguiente acerca del movimiento de las burbujas
cuando se incluye la fuerza de arrastre. A numeros de Reynolds altos, el efecto de
la viscosidad y el arrastre no es de importancia, y por tanto, el movimiento es
gobernado por la fuerza hidrodinamica. Este comportamiento se observa
mayormente para numeros de Re mayores a 200 cuando la distancia inicial es de
10 radios y para numeros de Reynolds mayores a 400 cuando la distancia inicial
es de 5 radios.

“Podemos decir entonces que a numeros de Reynolds mayores a 200, las

burbujas en movimiento con velocidad contraria colisionan con velocidad finita”

4.3 Movimiento de la burbuja con el modelo obtenido mediante balance de
presion
La ecuacion de movimiento, cuando se toman en cuenta los términos extras
del balance de presiéon, se modifica de la siguiente forma de acuerdo a la Ecuacion
(4.5).

ds 1 dsY d
e ‘_1_3/;” ('&7] I{l_:;.fm}’*‘
3(ds/dt)’ Fe,
2_13((-{%(3./;)1./;)2 + 4 2 S03 + 5 03 Soa ¥ (M F DS S "‘---)‘_ﬁ =0
4.5)

Para comparar los resultados obtenidos mediante el método de la energia
con el balance de presion, modelaremos el sistema con ambas 'ecuaciones.
incluyendo el mismo numero de términos. Esto es, expresando los coeficientes de
- los - multipolos fo1, foz. foa... fon, con una precision de O(R/s)". Realizaremos la
"misma simulaciéon que en el principio de este capitulo con s inicial de 10 radios y
con una velocidad inicial de 1 m/s, correspondiente a Re de 1000, para un Radio
de 1 mm.

Se obtuvieron graficos de velocidad, posicidon y aceleracion en funcion del
tiempo y de la posicion. Como sabemos, los resultados dependen del nimero de
términos que se incluyen en la solucion. Pero para empezar, haremos la
simulacion con 10 términos en los coeficientes, esto es una precision de O(R/s)? y
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usaremos los primeros 10 coeficientes fp1, fo2, foa... fo1o. Ademas, el método de

presién, Ecuacion. (3.5) lo modelamos para dos casos, incluyendo solo el cambio
temporal del potencial (modelo truncado) e incluyendo todos los términos debidos
a la velocidad del fluido alrededor de las burbujas (modelo completo).

En la Figura 4.17 se muestra la velocidad de la esfera en funcion del tiempo
usando el método de la energia con linea continua; el método de presion, usando

solo el primer miembro de la ecuacion con linea punteada --—-; y el método de

presion completo, con linea discontinua -.-.-. Podemos observar que con el

meétodo de la energia las burbujas no se frenan antes de entrar en contacto y
colisionan con una velocidad de 0,82 U, donde U, es la velocidad inicial de la

burbuja.
grafica velocidad-tiempao
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Figura 4.17 Grafica de velocidad v. tiempo, con a) modelo de energia b)--- modelo

de presion truncado, c)modelo de presion con 10 términos.
Cuando usamos el método de presion truncado, incluyendo solo el término

del cambio temporal del potencial, la velocidad se reduce al 65% de la velocidad
inicial, pero las burbujas siguen entrando en contacto con velocidad finita. Aunque
el tiempo que tardan en entrar en contacto se incrementa, la fuerza de repulsion
no es suficiente para evitar el choque de ias burbujas.
Cuando se usa el meétodo de presion completo,
términos del cambio temporal del potencial como los de la velocidad al cuadrado,

incluyendo tanto los
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el comportamiento de la velocidad es el mismo que con el método de la energia.
Como vemos, la velocidad disminuye al 82% aproximadamente usando 10
términos en ambos modelos y la velocidad se reduce la misma cantidad en ambos .
modelos.

En la Figura 4.18 se muestra la velocidad en funcion de la posicion de las
burbujas. Se hace que las burbujas cambien su velocidad con un choque ‘elastico’
cuando s=2,0001 R. La velocidad entre las burbujas no se reduce a menos del
95% hasta que la distancia entre las burbujas s es menor a 5 radios. Esto significa,
que solo cuando la distancia s es menor a este valor la fuerza entre las burbujas
es considerable para frenar su movimiento. Podemos considerar que la fuerza
entre las burbujas es de corto alcance.

grafica velocidad-distancia a la pared
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Figura 4.18 Grafica de velocidad vs distancia s entre burbujas con a) modelo de

energia y b)---modelo de presion truncado, c)-.-. modelo de presién

La Figura 4.19 muestra la aceleracion de la burbuja con el método de la
energia y el método de presion. Aunque hay una pequefia porcion de la grafica en
que hay una pequena diferencia, la aceleracion es practicamente la misma en
ambos métodos e igual a 0.25. La aceleracion crece mucho cuando las burbujas
se aproximan a distancias s muy cercanas a 2R, debido a que las funciones que
definen la aceleracion de las burbujas son muy sensibles a valores cercanos a
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este valor. Sin embargo, este cambio solo es en distancias muy cercanas al
choque. Se realizaron simulaciones en que se refind el paso de tiempo en la
integracion de la Ecuacion 4.5 hasta en tres ordenes de magnitud, pero no se noto
un cambio apreciable. Finalmente, en la Figura 4.20 se muestra la posicion o

distancia entre burbujas en funcién del tiempo. Se puede apreciar que el choque o’

colision es franco y no hay un cambio de curvatura de la linea que define la

trayectoria en el momento del choque.
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Figura 4.19 Grafica de aceleracion vs. tiempo, con a) modelo de energia, b) ---modelo
de presion truncado, c)-.-.- modelo de presion, con 10 términos.

Como podemos observar, en ninguno de los casos la velocidad de las
burbujas se reduce a cero, evidenciando que las burbujas en un flujo potencial en
movimiento en direccion colineal chocan coi: velocidad finita. Para verificar la
validez de los resultados, mostramos simulaciones con mayor numero de
terminos. Si usamos mayor numero de términos, la aceleracion si se incrementa
cada vez, pero la velocidad y la posicidon no se ven afectadas mas que en un

porcentaje muy pequefio, menor al 2%.
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grafica distancia-tiempo
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Figura 4.20 Grafica de posicién vs tiempo, para a) método de la energia y b)---

modelo de presion truncado, c) -.-.-modelo de presién , con 10 términos.
. A continuacion se muestran las graficas de velocidad, aceleracion y
A.pdéicién,’ usando 10, 20 y 30 términos en la solucion. Como se observa el cambio
'aoues' muy grande. En la Figura 4.21 se muestra la grafica de velocidad en funcion
del tiempo. La velocidad pasa de 0.82U0 a 0.80Uo al usar 20 en lugar de 10
términos en la ecuacion. Pero cuando se usan 30 términos, la reduccién es mucho

menor.
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Figura 4.21 Grafica de velocidad vs tiempo con el modelo de presién usando a) 10
términos. b)---- 20 términos y c) -.-.-30 términos.
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En este caso, aunque se aumente al doble el numero de términos usado en
la ecuacion, no causa una reduccion mayor en la velocidad. Esto contrasta con el
cambio en la aceleracidén que si es considerable. En la Grafica 4.22 se muestra la .
velocidad en funcion de la distancia entre burbujas. Como se observa, la reduccion
aumenta cuando las burbujas se acercan a menos de 5 radios de distancia entre T

centros.
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Figura 4.22 Grafica de velocidad vs posicion con el modelo de presion usando a)

10 términos. b)--—- 20 términos y c) -.-.-30 términos.

En la Figura 4.23 se muestra la aceleracidon de la burbuja conforme se
acercan las burbujas. Aunque el incremento es de 0.28 a 0.35 en el momento del
choque, esto no afecta demasiado a la velocidad y a la posicion. Esto se debe a
que la perturbacion en la aceleracion solo es en un periodo muy pequefrio de
tiempo, y aunque usemos un incremento de tiempo muy pequeio en la
integracion, la velocidad nunca se reduce a cero. Otra explicacion es que la
velocidad es la integral de la aceleracion respecto al tiempo, es decir el area bajo
la curva de la grafica de aceleracion. Por lo tanto, aunque hay una perturbacion en
la aceleracion cerca del choque, como esta perturbacion dura muy poco, no afecta

demasiado al comportamiento de la velocidad y de la posicion de las burbujas.
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Figura 4.23 Grafica de aceleracién vs tiempo con el modelo de presién usando a) 10
términos. b)---- 20 términos y c) -.-.-30 términos.
T “Podemos concluir a partir de los manejos matematicos hechos hasta

ahora, para deducir la Ecuacion (4.5) y de las simulaciones realizadas para el
movimiento entre burbujas, que las burbujas en un flujo a alto numero de
Reynolds, y bajo numero de Weber, entran en contacto con velocidad finita.” Y por
lo tanto, la fuerza hidrodinamica no es suficiente para detener el movimiento de las
burbujas.

La segunda conclusiéon es que los dos meétodos, tanto de presién, como de
energia son equivalentes, pues arrojan resultados iguales. La tercera conclusion y
que deriva de comparar las Ecuaciones (4.4) y (4.5) es que el término debido a la
variacion del potencial es el doble del valor que el término debido a la contribucion
de la velocidad al cuadrado. Ademas en todos los casos, la burbuja recupera su
velocidad inicial y su posicion anterior al instante inicial, en un tiempo igual al
doble del tiempo en que tardan en chocar. Las burbujas después del choque
pueden coalescer y formar una sola burbuja o bien pueden rebotar, si la tensidon
superficial permite la deformacion de las burbujas. Un tema de estudio muy
importante es saber si finalmente las burbujas coalescen después de un periodo
de tiempo determinado.
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En un flujo de dos burbujas en direccién paralela bajo la acciéon de

gravedad, las burbujas colisionan o chocan y pueden rebotar en repetidas
ocasiones. Determinar si las burbujas coalescen después de un determinado
nimero de colisiones es un tema de investigacion y probablemente material para
una tesis mas. Kumaran (1992) determind por escalamientos de presion y la
liquido entre las dos burbujas

velocidad entre las burbujas que la capa de
En el Capitulo 5

finalmente se rompe y por tanto las burbujas coalescen.
analizaremos con mas detalle este problema y los detalles del movimiento de

burbujas en paralelo y de una burbuja junto a una pared.
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4.5 Apéndice 4-A (Andlisis de convergencia de la Serie que representa la
presion sobre la burbuja)

El siguiente analisis de convergencia de la serie del termino de velocidad es
opcional. Este analisis es necesario para determinar si las burbujas pueden
chocar en un flujo inviscido e irrotacional. Si la serie en cuestion es convergente,
entonces la fuerza sobre la burbuja es finita y es posible que las burbujas
choquen. Si la serie es divergente y tiende a infinito, entonces la fuerza entre las
burbujas es muy grande y es imposible que suceda el choque entre las burbujas.

Para analizar la convergencia de una serie debemos aplicar varios criterios.
Uno de ellos es saber si el término enésimo tiende a cero. Que el término
enésimo tienda a cero cuando n—>w« es una condicion necesaria, pero no suficiente
para que la serie converja. El segundo criterio que utilizaremos es el criterio de la
razén, que estipula, que una serie converge si la razén entre el termino n y el
termino n+1 es mayor que uno.

1era Prueba.
LimA, = Lim(S, - S,_,)
s, = g"*
(@)
La serie Sk que representa la suma de los k términos de la sucesion A
converge si el termino k esimo de la sucesidon tiende a cero. Asi, si Sk converge

entonces:
LimA, =0
k—ow
2)
2da prueba. (criterio de la razén)
Limﬁ—‘i <1
k
3)

Implica que la serie Sk es absolutamente convergente.

Apa

Lim > 1

i

@)
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Implica que la serie Sy es divergente.
En este caso usaremos solo el criterio de la razén para probar que la serie

es convergente. La serie en cuestion se puede representar en forma general de la

siguiente forma:

(5)
Entonces para evaluar la convergencia de esta serie, usaremos el criterio

de la razén, para demostrar que la serie es convergente:

lim n+2 SfonSonst _ lim n+2 [ <l
n—ao - ne—paD l .
n+1 fo,Son n+1 fo,.

(6)
El cociente (n+2)/(n+1) tiende a uno a medida que n tiende a infinito. Basta
demostrar entonces que:

St <1,

lim,_,.
Son-
7)

Lo que tenemos que demostrar es que la serie converge en el limite dual de
n—>w, y s>2R, donde R es el radio de la burbuja.

En la seccion 3,3 obtuvimos una representacion de fp,, como una serie de
potencias en (R/s). Dando valores a R/S podemos darnos una idea del
comportamiento de fo, para diferentes valores de n, es decir n= 1,2,3...n,

1 & RN
Sw =y 3 (X
8

Usando las matrices Lmnp Obtenidas en la seccion 3.3, en la ecuacion 3,68:

Lo =(=1)"5,,,

n PV g+n
L =(-1)" > L ooty
moe -1 n+l o3t Ln4m | metomreh

(9)
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Podemos calcular valores de los coeficientes de los multiplos fon y Obtener
las expresiones para los primeros 8 miltipolos. El calcula se realiz6 con un
programa que calcula en forma recursiva la matriz Lmnp, en Mathematica.

Haciendo este calculo se liega a las siguientes ecuaciones:

=3+ (8) (8 ) 5T )
() A{0) )

Saz
./;l.‘ =
S

./:)5

fo(-k

(10)
Podemos analizar los valores de esta serie de coeficientes. Para calcular el
limite analicemos los coeficientes fo7 y fos por ejemplo. El valor de fo7 es de orden
7(R/s)° +O(R/s) *2. EL siguiente valor fog es de orden 8(R/s) '>+O(R/s) 3. Por lo
tanto, tomando como ejemplo estos dos coeficientes podemos escribir el limite
3.75:

o w2 2
fim, | e =nm”,,,_L‘ﬁM=u)=~nm(£)
Sonar no (R/s) s

(11)

Este limites cuando s>2R tiende a V4. Por lo tanto cada término es 25%

del término anterior. Esto garantiza que la serie converge para n>«. De acuerdo

a este resultado la integral que representa esta serie es absolutamente

convergente. Como la fuerza no es infinita, no existe una fuerza suficientemente
grande para evitar que las burbujas entren en contacto.
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“Si puedes medir aquello de lo
que estas hablando, y expresarilo
en numeros, entonces sabes algo

acerca de eso”
Lord Kelvin.

Capitulo 5. Una burbuja que se mueve paralela a una pared.

El fenémeno que analizaremos en este Capitulo sera el movimiento de una
burbuja junto a una pared. En un flujo bifasico de burbujas, hay dos fenomenos
que influyen en el movimiento de las burbujas, el primero es la interaccion entre
pares de burbujas, el segundo es la interaccion de las burbujas con las paredes.
Cuando las burbujas se mueven junto a una pared sufren una atraccion por efecto
Bernoulli, que causa que las burbujas se acercan a la pared y reboten cada vez.
Cada vez que las burbujas rebotan, cambian de direccion y por tanto la magnitud
de la velocidad horizontal de las burbujas varia continuamente.

La agitacion de las burbujas en un fluido esta definido como la desviacion

estandar de la velocidad horizontal dividido por la velocidad caracteristica o

terminal. Esto es la agitacion A4 = V‘ , donde o, es la desviacion estandar de la

la velocidad terminal de la burbuja. Con este ejercicio

velocidad y V es
las paredes en un flujo o

pretendemos analizar la agitacion que producen
suspension de burbujas en movimiento en un recipiente o conducto.

Calculando <Us/U> y <Ux/U>, donde U es la velocidad horizontal y Uy la
velocidad vertical, podemos evaluar la perturbacion en la trayectoria y la velocidad
de una burbuja como resultado de la interaccidn con una pared. Si obtenemos
valores medios de la velocidad horizontal y vertical, podemos medir la agitacion
producida por las paredes. Estos valores medios estan definidos como:

T
Vs /UY=L (Vs /U)dr 5.1-a
T . ( )
0o
(Vx/U>=;Tf(Vx/U)dt _ (5.1-b)
(o]
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donde U es la velocidad terminal de la burbuja y T es el periodo en el que se
calcula el promedio.

Para analizar el movimiento de una burbuja que se mueve junto a una
pared, es necesario resolver las ecuaciones de movimiento (Ec. 3.47) en
combinacion con las fuerzas de arrastre (Ec. 3.52). Cuando las burbujas suben,

debido a la fuerza de la gravedad, es necesario incluir las fuerzas de flotacion:
Fi=2p\Vg. (5.2)

Tomando la aceleracion de la gravedad g en la direccion negativa del eje x de
coordenadas. Para adimensionalizar los resultados se hicieron los siguientes
cambios en las variables: (1) las distancias sobre los ejes coordenados se
adimensionalizardon con el radio de la burbuja R; (2) las velocidades horizontal y
vertical del centro de masa de las dos burbujas x’, y’ y la velocidad relativa 8’, se
hicieron adimensionales con una velocidad caracteristica U; (3) el tiempo se hizo
adimensional con el factor R/U; (4) la aceleracion se hizo adimensional con R/UZ,
La opcion légica para U, es la velocidad terminal de una burbuja. De
acuerdo al coeficiente de arrastre de Levich (1949), tenemos:
= gR:
Oy

v (5.3)

De esta forma se obtienen ecuaciones adimensionales de movimiento, con
términos de masa afadida y fuerzas hidrodinamicas de O(1) y las fuerzas de
arrastre y de flotacion de O (Re™"), donde el numero de Re esta dado por:
gr*

Re = . -
v~

(5.4)

El conjunto de ocho ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales se
integraron numeéricamente para varios valores de numeros de Reynolds vy
diferentes condiciones iniciales. Las trayectorias se calcularon para velocidad
inicial Vo=1 m/s al inicio del movimiento, mientras se varidé las condiciones de
distancia a la pared s y radio de la burbuja.
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5.1 Trayectoria de una burbuja junto a una pared a alto numero de Reynolds

El! movimiento de una burbuja junto a una pared se puede modelar por el
meétodo de las imagenes si se coloca una esfera imagen dentro de la pared a una
distancia s/2. Como se observa, este problema es equivalente al flujo de dos
esferas con velocidad U en direccion paralela. El problema se puede estudiar con
las ecuaciones de movimiento para dos burbujas, tomando la velocidad de las dos
burbujas paralela en la direccion vertical, e igual a U.

Aunque hay algunos fenomenos que no modelan el flujo potencial, como
por ejemplo la velocidad tangencial nula en la superficie de la pared. Este modeio
es suficiente para modelar la atraccion entre la burbuja y la pared. S

| —

" —
v K
- :
a1 L —
Ny
=
s (dist. ia
(W) [ (distancia)

. —
T/

TESIS CON
FALLA DE origpy

Figura 5.1 Movimiento de una burbuja junto a una pared.

Si denominamos a x' la velocidad del centro de masa de las burbujas en la
direccion vertical y y' la velocidad del centro de masas en la direccion horizontal, la
componente y' es igual a cero, ya que el centro de masas de las esferas no se
desplaza en la direccion y. Por lo tanto la ecuacion de la componente y' se
elimina. Ademas el coeficiente a2z (Ecuacidon 3.43) es igual a cero porque el
angulo entre las burbujas y la vertical es 90° y constante. También los términos del
miembro derecho de la ecuacion en 6 son cero, debido a que 6 es igual a 90°.
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Por lo tanto, se eliminan dos ecuaciones de segundo orden, Ilas

correspondientes a y, 6. Tomando en cuenta esto, las ecuaciones de movimiento
se reducen a

d dx
oV, dt[a“ dt] =2pV,g+ /i

d ds 1 23 L)
PV, ar I:”:J d’]=2prh X asa||+5 asan + f3,

(5.5)

del fluido, x es la

donde V, es el volumen de la burbuja, p es la densidad
coordenada vertical, s es la distancia entre las burbujas y fi y f3 son las fuerzas

7Sis CON
FALLA DE ORIGEN

externas como la friccibn sobre las burbujas. Analicemos fisicamente lo que

representa cada término en estas ecuaciones. Los términos de la izquierda
representan la inercia de la burbuja es decir la fuerza necesaria para acelerar las
burbujas.

——— \ N 7
T . 4 N
AR S &

° "' ‘Aivx\v‘v“' .

Fuerza resuitante de
atraccion

Fuerza resultante de
repulsion

Figura 5.2 Fuerzas de atraccion y repulsion de acuerdo al movimiento relativo de
las burbujas entre si.

El término 2pig representa la fuerza de flotacidn por unidad de volumén
sobre las burbujas y el término en el miembro derecho de la ecuacion en s,

representa la fuerza hidrodinamica, debido a que las burbujas se mueven en
direccion paralela 6 colineal.
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Como veremos, la fuerza de atracciéon debido al movimiento en paralelo,
supera a la fuerza de repulsion debido al movimiento colineal (ver Figura 5.2). Por
esta razon las burbujas siempre se aproximan entre si. Los coeficientes aq1 y ass
dependen de la razén (R/s) en cada instante, y del angulo 0, que es constante e
igual a /2. Podemos escribir los componentes del tensor de inercia a14, y @33 con
la precision requerida, por ejemplo, escribiéndolos correctos hasta un orden

O(R/s)®:

3 6
@y, =—2(1+3g,,) = (—1+ ;[’f] - i[f] +.),

1 1. 3[R 3[R
==(1+3 = = ] =+
@ =5 So) =4 4[5} 4[s] )
(5.6)
Ademas las fuerzas de arrastre para las direcciones x, y s, se calculan a

partir de las Ecuaciones 3.82. Haciendo las simplificaciones pertinentes tenemos:

—s;quz 2n+1)(n+1)? [ e ]]

2

S
Z 21+ 1)(n + l)_/;,”

4urR s
n

S

(5.7)

Con estos coeficientes calculados la ecuacion de movimiento se puede re-
escribir correcta hasta un orden O(R/s)*; es decir, con los primeros tres términos
en la ecuacion para ai; y azz. Esta es una solucion aproximada, sin embargo, se
puede obtener una precision mayor a la de los dipolos incluyendo mayor namero

de términos en los coeficientes aq, y aass

(“*%(fnfﬁ?zz‘g‘[“( ))ijf p{'ik’ TESIS CON

I

F
R0 ey R o)

(5.8)
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donde las fuerzas f1 y f2 son las fuerzas de arrastre sobre la burbuja de acuerdo a
la Ecuacion 3.52.

Como primer caso analizaremos el movimiento de burbujas sin fuerzas de
arrastre, con una velocidad inicial U en la direccion vertical, y para una distancia
inicial entre burbujas s igual a 4*R. Se eligieron los siguientes parametros de
prueba, R=1 mm, y U= 1.00 m/s, lo que resulté en Re=2000.

Las ecuaciones de movimiento se resolvieron con una rutina de Runge
Kutta de 2° orden programada en Matlab. Los coeficientes aq1 y azz se obtuvieron
en base a la definicion de Kmnp ¥ Lmnp del Capitulo 3, incluyendo los primeros 20
términos en los coeficientes. EIl paso de tiempo se hizo variable de acuerdo a la
aceleracion de la burbuja, para optimizar la precision de la rutina. En la Figura 5.3
se observa la trayectoria obtenida para la burbuja con esta simulacion.

La Ecuacion (5.8) muestra una aceleracion negativa, de atraccion, en el eje
s, conforme las burbujas suben. Esta aceleracion se incrementa a medida que
disminuye la distancia entre las burbujas (s>2R) y cuando (dx/dt)? > ¥(ds/dt)?.
Como ds/dt nunca es mayor en magnitud a 22 |a velocidad vertical de la burbuja,
la fuerza entre las burbujas siempre es de atraccion, por lo tanto las burbujas
chocan en todos los casos. Cuando las burbujas estan muy cerca entran en juego
varios factores que nuestra ecuacion no modela. Uno es que la velocidad en la
pared es igual a cero (nuestro modelo considera una velocidad de deslizamiento).
Dos, es que debido a la fuerza de atraccion y en el momento del choque la burbuja
se deforma y esto causa que se almacene energia en la superficie de la burbuja.
Por lo tanto, en la realidad, el centro de masa de la burbuja se debe aproximar a
la pared a una distancia menor a R.
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-]

icion rtical !
g PR

2

§

1 11 12 13 14 5 16 17 18 19 2
srparaciona la pred YR

Figura 5.3 Distancia a la pared, vs posicion vertical, R=1mm, U=1 nvs. -

En nuestro modelo simplificamos este efecto considerando que se trata de

. . [V
un choque perfectamente elastico y que las burbujas no se deforman. Cuando la
distancia entre las burbujas se hace menor a 2R, imponemos una condicion .
artificial para que la velocidad sea igual, pero de signo contrario en la direccion s.

o , . b
e —\/\ \/—_ “‘V"— ]
as \, a) \ t\ .
Qg Y 4
Vv, .
Vvh az . e .
. .
o Co— = < =
o= "‘\_\ -~ . A .., 4
< - . \‘ P
° N ) :
o Y 1 . 4
-O-Bo acos aon 06!5 ae 0 [=1~c] OCTI! aoa Qo aos
a) Velocidad vertical de 1a burbuja tiempo
b) Velocidad horizontal de la burbuja
Figura 5.4 Velocidad vertical y horizontal vs tiempo, R=1mm. P“ [ [ q DE %%INGEN
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Las Figuras 5.4 y 5.5 muestran la velocidad y la aceleracion como funcién
del tiempo. Estas variables son funciones periddicas del tiempo. La velocidad en
s es negativa a medida que se acerca a la pared, es decir s disminuye. Cuando
ocurre e! choque cambia de signo a positivo, es decir las burbujas se alejan. La
Figura 5.4 muestra que el valor de la velocidad en s siempre es menor que la
velocidad en x. A su vez la aceleracion siempre es negativa; esto es, siempre
existe una fuerza de atraccion.

La Figura 5.6 muestra la distancia a la pared en funcion del tiempo. Esta
grafica es muy similar en forma a la Figura 5.3 de la trayectoria de la burbuja.
Cuando se hace adimensional la Grafica de distancia en funcion del tiempo, ésta
es exactamente igual a la Grafica de trayectoria de la burbuja, por lo que solo
indicaremos una de ellas.

En el caso de la Grafica de trayectoria de la burbuja, se puede observar que
ésta recupera su posicion y velocidad inicial después de la interacciéon con la
pared cuando no se considera el arrastre. Este resultado es muy apropiado, pues
en este caso no hay fuerzas de friccion y por tanto, la velocidad y la amplitud de
rebote no se ve amortiguada.

£
£
F
£
8

-200

-250

a 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 D.05
tiem po

Figura 5.5 Aceleracién horizontal vs tiempo, R= 1 mm
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8 1.3}

1 n F 2 1 " L i
] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
tiempa

Figura 5.6 Distancia a la pared vs tiempo, R= 1 mm

5.2Validacion del modelo
En esta Seccion analizaremos el movimiento de una esfera junto a una

pared en flujo potencial y validaremos el modelo usando diferente numero de
coeficientes en la ecuacion de movimiento de las burbujas. La Ecuacion de
movimiento (5.5) depende de los coeficientes a1 y azs descritos en la Ecuacion
(5.6). A medida que aumentamos el orden de las potencias en los coeficientes se
mejora la precision de la solucion, pero se aumenta el tiempo de calculo de ésta.
Como la potencia de cada coeficiente decae muy rapidamente se obtiene
una buena aproximacion escribiendo a1 y ass con precision de orden O(R/s)?, es
decir con sodlo 3 términos. Sin embargo, determinaremos un numero optimo de
términos, resolviendo las Ecuaciones (5.5) con mayor niumero de términos.

Os Os

d dx | _
o o Gy | =205 1 TESIS CON
: : E QRI
d [ ds] I A D LD P FAL_LA_—_?“.

vV, - a -
P, L3P LR 2

(5.5)
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Si aumentamos el numero de términos en el calculio de los coeficientes a11
y a 33, obtendremos diferentes comportamientos en la velocidad y aceleracion de
las burbujas.

3 6
a,, —2(l+3g”)=(—1+3[f] —3[R] +..)

2 4| s
1 1 3[R] 3[RY
a“=2(_l+3f"')=4+4l:s] +4[s:| +...)

(5.6)

Cuando ia velocidad vertical x° de las burbujas aumenta, aumenta la
atraccion de las burbujas. También cuando se aumenta el nimero de términos en
las ecuaciones, esto equivale a tener un numero mayor de multipolos en la
solucion. Aunque cada multipolo es de magnitud inferior que el anterior el
resultado es una mayor atraccion. Es necesario cuantificar cuantos términos son
apropiados. Para comparar los resultados, primero graficaremos la velocidad y
trayectoria para una burbuja de 1.0 mm de radio para una velocidad igual a la
velocidad terminal (Vt=1.088 m/s) correspondiente a un valor de numero de
Reynolds, de 2100. )

Consideremos los casos con coeficientes calculados con 3, 10 y 20
términos. Las trayectorias obtenidas tomando en cuenta estas variantes se
presentan en las siguientes graficas. Como ven, las diferencias son muy pequefas
y consideramos que el modelo con 10 términos en la solucion es suficientemente
exacto. Si observamos la Figura 5.7, la trayectoria varia muy poco al incluir 10 en
vez de 3 términos y la variacion es todavia menor, cuando se incluyen 20
términos. Podemos evaluar la exactitud comparando la amplitud de cada rebote
para cada solucion. El primer rebote en cada caso sucede en 9 radios de altura. El
tercer rebote en carnbio, sucede a 28 radios para 3 términos y en 27 radios para
20 términos. Por lo tanto la diferencia entre las soluciones es menor a 4%.
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grafica trayectoria de la burbuja
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Figura 5.7 Desplazamiento vertical vs. horizontal. a) solucion con 3 términos

b) ---con 10 términos, c)-.-.- con 20 términos.

En la Figura 5.8 se muestra la velocidad como funcién del tiempo

adimensional. Como se puede observar, la velocidad de ascenso permanece
cercana a 1.0 y solo desciende un 20% en el momento de cada rebote. La

velocidad horizontal en el momento del choque no varia considerablemente (de

0.64U a 0.66U, menor al 3%). Y el periodo de choque se reduce un poco, pero

marginalmente.
En la Figura 5.9 se observa la aceleracion horizontal como funciéon del
tiempo. La aceleracion en el momento del choque aumenta con mayor numero de

términos, de 0.26 a 0.34; un cambio mayor al 30%. Sin embargo este cambio

solo sucede en la aceleracidon porque se mantiene un periodo de iiempo pequero,
por lo tanto el efecto sobre la velocidad o el desplazamiento no es muy grande.
Consecuentemente, cuando queremos obtener soluciones aproximadas de la

velocidad o la posicion, es suficiente 10 términos en la solucion.
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grafica velocidad-tiempo
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Figura 5.8 Velocidad vertical vs. tiempo adimensional. A) Solucién con 3 términos
b)--- con 10 términos y c¢) -.-.-con 20 términos.
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Figura 5.9 Aceleracion horizontal vs. tiempo adimensional. A) Solucién con 3
términos b) ---- con 10 términos y c)-.-.- con 20 términos.

5.3 Resultados para diferentes radios de burbuja

A continuacion veremos el comportamiento de las graficas de posicion,
velocidad y aceleracion con respecto al tiempo, para diferentes radios de burbuja.
En esta Seccion modelaremos las ecuaciones de movimiento con 10 términos en
la solucidon, con velocidad inicial constante U=1 m/s y distancia inicial a la pared de
2 radios. Si observamos la Ecuacion de movimiento (5.5), aparecen varios
coeficientes que dependen de a, 1 y ass , los cuales a su vez dependen de la razén
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(R/s)". Esto hace que las graficas sean similares para una distancia inicial similar
(R/s)=4,6, etc.

Sin embargo encontramos que cuando variamos el
ejemplo R=2 mm, la aceleracion se hace de la mitad, debido al factor 1/R en las
la aceleracion se reduce a la mitad, las burbujas hacen

radio al doble, por

ecuaciones. Como
contacto con la pared en un tiempo aproximadamente igual al doble. Veremos a

continuacion, cual es el comportamiento de las demas variables (velocidad,

posicion). En la Figura 5.10 podemos apreciar la grafica de la trayectoria, o
posicion de la burbuja en el plano x-y. Como se puede apreciar cuando se duplica
el radio de la burbuja se obtiene una amplitud de rebote del doble. De esta manera

la grafica de trayectoria es proporcional al radio de la burbuja.

grafica trayectoria de la burbuja

0.04

0.035¢ )

oo} /|

002+ - r

0015}
~

0.01}

pesicion horizontal y vertical

0.0051 \-

85— 5 2 25 3 35
posicion horizontal x10°

Figura 5.10 Posicion horizontal vs posicion vertical, a)__R=1 mm, b) --R=2mm. U= 1 m/s,

Distancia inicial=2R



Capitulo 5. Una burbuja que se mueve paralela a una pared IIM

De acuerdo a la grafica 5.11 la velocidad en el momento del choque es
constante para diferentes radios e igual a 0.64U. Este resultado es logico porque
la velocidad esta dividida por la velocidad de referencia y es adimensional.

- grafica velocidad-tiempo
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Figura 5.11 Velocidad horizontal vs tiempo, para a) R=1 mm, b) ---R=2 mm. =1
m/s, Distancia inicial = 2R

grafica aceleracion-tiempo
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'3000 DYE;OS 0.01 0.615 0.;32 0.0‘25 cﬁa 0.0.35 0.04
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Figura 5.12 Aceleracion horizontal vs tiempo, para a) R=1 mm, b) --R=2 mm,

U=1 m/s, distancia inicial = 2R

En cambio la aceleracion toma valores cercanos a la mitad del original de
acuerdo a la Figura 5.12 (pero no esta adimensionalizada), cuando se duplica el
radio. Cuando usamos variables adimensionales, todas las graficas son similares
y no hay diferencia en modelar con diferentes radios.
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Si observamos la Ecuacion (5.5), podemos apreciar que el segundo término
esta multiplicado por el factor 1/R. Podemos hacer un analisis adimensional para
demostrar que las trayectorias son efectivamente idénticas, sin embargo nos
contentamos por el momento con simular las ecuaciones para diferentes radios
con variables adimensionales. Cuando no se toman en cuenta las fuerzas de
arrastre, las trayectorias obtenidas son independientes del radio y la velocidad
elegida para la simulacion.

Podemos agrupar mejor los datos, haciendo adimensionales las variables,
es decir, usando un tiempo adimensional t*=t(U/R), una aceleracion adimensional
a*=a R/U? y una velocidad adimensional V*= V/U, donde U es la velocidad terminal
y R es el radio. Se muestran a continuacion las graficas de posicion, velocidad, y

aceleracion para cuatro diferentes radios: R=2mm, 1mm, 0.5mm, correspondientes

a Re= 4000, 2000, 1000.

grafica trayectoria de la burbuja
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Figura 5.13 Grafica de trayectoria , para a)__ R=2 mm, b) —R=1mm.’

Después de modelar el movimiento de las burbujas se obtuvo que la
trayectoria y las graficas de velocidad y aceleracion cuando se hacen las variables
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adimensionales, no varian al cambiar el radio de la burbuja. En la Figura 5.13

podemos apreciar que la amplitud de rebote o de choque se mantuvo constante.
Para obtener los mismos resultados, es necesario refinar el paso de tiempo
cuando el radio se reduce, ya que la aceleracion se incrementa. Con excepcion de

estos detalles numeéricos, las graficas son iguales.
En la Figura 5.14 se muestra la velocidad horizontal y vertical de ta burbuja.

Esta no cambia al variar el radio de la burbuja. En la Figura 5.15 se muestra los

resultados para la aceleracion.
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Figura 5.14 Grafica de velocidad vertical y horizontal vs. tiempo, para a) R=2 mm, b)

-—-R=71 mm.
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Figura 5.15 Aceleracion horizontal vs. tiempo, para a) R=2 mm, b)--- R=1 mm
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Si observamos dos burbujas en movimiento paralelo, las burbujas chocan en
varias ocasiones sin que haya una fuerza de repulsién que lo evite. El resultado es

la coalescencia de las burbujas.

5.4 Resultados para diferentes distancias a la pared

En ila Seccion anterior modelamos la trayectoria de una burbuja cercana a
una pared para diferentes radios. La trayectoria y velocidad no dependen del radio
de la burbuja cuando se modela el movimiento sin incluir el arrastre. En esta
Seccion modelaremos el movimiento con diferentes distancias a la pared. En este
caso, elegiremos un radio fijo de 2 mm y variaremos la distancia inicial (sg) a la

pared con diferentes valores.
so = {4R, 6R, 8R, 10R..}
Uno de los objetivos de esta tesis es cuantificar el efecto de las paredes en

un flujo de burbujas. Una forma de cuantificar este efecto, es calcular la agitacion
La agitacion de un fluido la podemos definir

(5.9)

del fluido en la velocidad horizontal.
como la desviacion estandar de la velocidad horizontal dividida por una velocidad

caracteristica, como el promedio de la velocidad o la velocidad terminal.
oy

. 5.10
U ( )
donde o, es la desviacion estandar y U la velocidad caracteristica. Calculando
<Ugs/U> y <U,/U>, donde Us y Ux son las velocidades horizontal y vertical de la
burbuja, podemos evaluar la perturbacion en la trayectoria de una burbuja como

Agiracion = A, =

resultado de la interaccion con una pared.
Obtendremos valores medios de la velocidad horizontal y de la velocidad

vertical de ascenso de la burbuja. Estos valores medios estan definidos como

1 T
(Vs/U) =70f(Vs/U)dz,

l T
(Vx/U>=F6"(Vx/U)dt; (5.11)
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donde U es la velocidad terminal de la burbuja y T es el periodo en el que se
calcula el promedio. Para una distancia inicial mayor, el periodo de choque es
proporcionalmente mayor y también la amplitud de rebote es mas grande.

La frecuencia de rebote que es el inverso del periodo de rebote debe
disminuir conforme se incrementa la distancia a la pared. La frecuencia de rebote
se hace adimensional como f*= (f) R/U. En las siguientes graficas se muestran las
trayectorias adimensionales, la velocidad horizontal y vertical y la aceleraciéon
horizontal y vertical como funcion del tiempo. De la misma forma, usando las
Ecuaciones (5.11), obtendremos el promedio de la velocidad horizontal y vertical.

A partir de las graficas para diferentes distancias, se obtiene la amplitud de
rebote y la frecuencia de rebote para diferentes radios de burbuja. En la Figura
5.16 se muestra el desplazamiento de la burbuja en el plano x-y para diferentes
distancias a la pared. Se usa una velocidad inicial de 1 m/s (equivalente a un
Re=4000) y se modela la Ecuacidn de movimiento (5.5) con 10 términos en la
solucion.

Como se puede observar en la Figura 5.16 ia amplitud de rebote aumenta
con la distancia a la pared. El periodo de rebote también aumenta con la distancia
a la pared. La amplitud de rebote varia con la distancia de acuerdo a la tabla 5.

AMPLITUD DE REBOTE ( en radios R) (para burbuja R=2mm)(U=1m/s)
Distancia a la pared 2 3 4 5 6
Amplitud de rebote 18 54 110 192 302

En la figura 5.17 se muestra la velocidad horizontal y vertical de la burbuja
como funcion del tiempo. La velocidad horizontal de choque se incrementa
ligeramente con la distancia inicial a la pared. Sin embargo la variacion es menor
al 2%. Este tigero cambio se debe a que la burbuja tiene mas tiempo y espacio
para acelerarse cuando esta mas lejos de la pared. La variacion de la velocidad
vertical en el momento del choque también es pequefia. La energia que gana la
burbuja al acelerarse hacia la pared, la obtiene reduciendo la velocidad de
ascenso.

120




Capitulo 5. Una burbuja que se mueve paralela a una pared

1M

grafica trayectoria de la burbuja
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Figura 5.17 Grafica de aceleracién horizontal y vertical vs. tiempo para diferentes
distancias a la pared, a) __ 2 Radios, b) --- 3 radios, c) .... 4 radios (R=2 mm,

U=1m/s)
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Ahora analizaremos la aceleracion horizontal y vertical de la burbuja:
(Figura 5.18 y 5.19). De acuerdo a la Ecuacion (5.8), cuando la burbuja se
encuentra a una distancia de 4 radios de la pared, la aceleraciéon sobre ia burbuja
es 1/16 menor, que cuando la burbuja se encuentra a 2 radios.

2o (T sy -y ] 4
(30 a2 (2 )2 - 2
(5.8)

Entre mayor es la distancia a la pared, menor es la aceleracion y ademas la
aceleracion se reduce cerca de la pared por el incremente en la velocidad
horizontal. De acuerdo a la Ecuacion 5.5 la aceleracion horizontal depende de los
coeficientes a1(R/s), aaa(R/s) y de la velocidad horizontal y vertical de la burbuja.

Al modelar las ecuaciones de movimiento se encontré que la aceleracion de

choque horizontal disminuye con la distancia a la pared. La variacion es de 0.24 a
0.20 (del 20%) al cambiar de 2 radios de distancia inicial a 4 radios. La variacion
de la aceleracion vertical es menor y se muestra en la Figura 5.18. Concluimos
que los cambios en la aceleracion son considerables en la direccion horizontal,
pero estos no afectan practicamente la velocidad horizontal y vertical de choque.
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Figura 5.18 Grafica de aceleraciéon horizontal vs. Tiempo para distintas
separaciones de la pared, a) ___ 2 radios, b)--- 3 radios, c) ... 4 radios.
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grafica aceleracion - tiempo ~
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Figura 5.19 Grafica de aceleracién horizontal y vertical vs. tiempo para distintas
distancias a la pared, a) ___ 2 radios, b)--- 3 radios, c) ... 4 radios.

5.5 Amplitud de rebote de la burbuja
En esta Seccion, analizaremos el comportamiento de la amplitud de rebote

y de la frecuencia de rebote con la distancia a la pared. Definimos la amplitud de
rebote como la distancia vertical (medida en radios) recorrida por la burbuja entre
dos choques sucesivos. Y la frecuencia de choque como el numero de choques
por unidad de tiempo que la burbuja colisiona con ia pared. Como ya vimos en
la Figura 5.16, la amplitud de rebote aumenta con mayor distancia inicial a la
pared. La frecuencia de rebote de la burbuja se puede obtener como el inverso
del periodo de rebote. Por lo tanto se puede obtener la frecuencia de rebote
adimensional como el inverso del tiempo adimensional de rebote.

No es necesario presentar graficas de la amplitud del rebote adimensional
a la vez que del periodo de rebote. La razon es que ambas son numeéricamente
iguales a U"t/R, donde U es la velocidad de ascenso de la burbuja, R el radio y t
el periodo de rebote entre cada choque. Ademas, las graficas adimensionales
son las mismas para diferentes radios de burbuja, por lo que usamos un solo
radio (R=2 mm). En la Figura 5.20 se muestra la amplitud de rebote en funcion

de la distancia a la pared.
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Figura 5.20 Amplitud de rebote vs. distancia a la pared.

5.6 Frecuencia de rebote de la burbuja

En la Figura 5.21 se muestra la frecuencia de rebote en funcion de la
distancia a la pared. Esta es inversamente proporcional a la distancia inicial a la
pared con que inicia la burbuja su movimiento. Vemos que la frecuencia tiende a
cero a medida que nos alejamos de la pared y tiende a un valor maximo
conforme nos aproximamos a la pared. El valor maximo es de 0.5-0.6
(adimensional).
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5.7 Velocidad cuadratica media horizontal y vertical.
La velocidad media vertical aumenta con la distancia a la pared y la
disminuye cuando modelamos el problema con

velocidad media horizontal
Sin embargo la velocidad horizontal presenta un

distancias mayores a 2 radios.
maximo conforme nos acercamos a la pared (s=1.5 radios) de 0.25 y la velocidad

vertical presenta un minimo conforme nos acercamos a la pared de 0.99. Esto
significa que aunque nos acerquemos indefinidamente a la pared, la velocidad
media horizontal no aumenta y por lo tanto la agitacion presenta un maximo. La
razoén es que las burbujas no se pueden acelerar lo suficiente aunque estén muy

cerca de la pared.
Grafica de velocidad promedio
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Figura 5.22 Velocidad horizontal media vs. distancia a la pared.

En la Figura 5.22 se muestra la velocidad horizontal y vertical media, como

funcién de la distancia inicial a la pared. Como se observa la velocidad de

ascenso varia de valores de 1.00(U) lejos de la pared, disminuye hasta 0.99U en

s=1.5 Radios, y luego se incrementa de nuevo a 0.995U. La velocidad media
horizontal fluctua entre 0.06U lejos de la pared, luego se incrementa a 0.25U en
s=1.5 radios y finalmente disminuye a 0.19U junto a la pared. En la siguiente

seccion modelaremos el problema para diferentes velocidades. Esto presenta un
tope a la agitacion producida por una pared en un flujo de burbujas.
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En esta seccion, se calculd la velocidad media horizontal y vertical para
una burbuja que se mueve cerca de una pared sin incluir las fuerzas de arrastre.
Por lo tanto la medida varia con la distancia a la pared, pero no varia con el
numero de Reynolds. Es importante medir esta agitacion cuando se incluye el
arrastre y la velocidad y su varianza dependen del numero de Reynolds.

5.8 Correlacion de 1a amplitud de rebote con el numero de Reynolds

Como hemos visto la amplitud de rebote y frecuencia de rebote no
dependen del radio de burbuja, cuando se modela el movimiento de la burbuja
sin fuerzas de arrastre. Como el numero de Reynolds depende del radio de la
burbuja y la velocidad de ascenso de la burbuja es necesario averiguar si hay
alguna dependencia con la velocidad de ascenso de la burbuja.

De acuerdo a la ecuacion 5.8 la aceleracion horizontal de la burbuja esta
descrita por la siguiente expresion:

(322 ) - (22 3 (2) - (&) - &
(5.8)

Por lo tanto la aceleracion esta multiplicada por el factor (1/R) y por la

velocidad V2 y V.. Ya que la aceleracion se hace adimensional con el factor
(R/U?), en la ecuacién tenemos la cantidad VR y V,%/R, por lo tanto debemos
esperar graficas semejantes usando diferentes velocidades de ascenso.

- Para averiguar esta dependencia de |a velocidad usaremos un radio fijo de
btlnibuja'(R=2 mm) y resolveremos la ecuaciéon de movimiento con 10 términos en
los coeficientes a1 y asz. Usaremos dos velocidades de prueba (U= 1 m/s, 2 m/s)
y obtendremos graficas de trayectoria, velocidad y aceleracion de la burbuja con
estas velocidades de prueba.

En la Figura 5.23 se muestran los resultados de trayectoria y velocidad
para dos velocidades diferentes. Las graficas son las mismas y por tanto
podemos concluir que no hay dependencia de la velocidad en el movimiento de
una burbuja sin incluir fuerzas de arrastre. Por tanto ni la amplitud de rebote, ni la
velocidad media horizontal y vertical dependen del niumero de Reynolds en esta
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situacion. En la obtencion de la solucion para una velocidad de 2 m/s se uso un

paso de tiempo 4 veces menor. La razén es que la velocidad incrementa 22 la

aceleracion sobre la burbuja, por lo tanto es necesario compensar el paso de
tiempo para obtener resultados similares.

En la Seccion 5.9 se analizara la variacion de las trayectorias y de la
velocidad cuando se incluyen las fuerzas de arrastre. En este caso
encontraremos la dependencia de la amplitud y frecuencia de rebote con el

nimero de Reynolds, es decir con el radio y velocidad de la burbuja.
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Figura 5.23 Periodo de rebote para dos velocidades diferentes (R=2 mm, U =1

m/s, 2 m/s), 10 términos en la solucion.

grafica velocidad-tiempo

R A A— e

o8l
o6} Ay 5N
.

0.4 |-

o.': : - e ) S i TESIS CON
. . FALLA DE ORIGEN

velocidad horzondaly vetical
!
/

i
o]
N
T
|

0.4t N

06} N ‘».,.' . ]

5 10 15 20 35 30 ES
tiempo adimensional

Figura 5.24 Velocidad horizontal y vertical para dos velocidades(R=2 mm, U =1

m/s, 2 m/s), 10 términos en la solucion.
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5.9 Simulaciones incluyendo la fuerza de arrastre en la soluciéon

En esta seccidon obtendremos el movimiento de una burbuja junto a una
pared, cuando se incluyen las fuerzas de arrastre. Cuando se incluye la fuerza
de arrastre se deben resolver las Ecuaciones (5.5), tomando en cuenta los
coeficientes de la fuerza de arrastre definidos en las Ecuaciones (5.7).

Los coeficientes de arrastre que se usan para este caso son los
correspondientes a la velocidad en la direcciéon vertical y los correspondientes a
la velocidad horizontal. Esto es la fuerza de arrastre en la direccion de la
coordenada x y la fuerza de arrastre en la direccion de la coordenada s. De
acuerdo a las ecuaciones:

= 2 e
s = —S,uer’Zjl(zn +1)(n+ 1) l:x[g'"zl]

2

2 _4[‘”R;gl(2n+l)(n+l)f0”

n
(5.7)

Los términos de las fuerza de arrastre son directamente proporcionales a
la velocidad de ascenso de la burbuja x’' y la velocidad con que se acercan las
burbujas s’ y al coeficiente de viscosidad. Podemos usar una forma simplificada
para las fuerzas de arrastre de acuerdo a la siguiente ecuacion:

S, = —24unR x

Ji=~6unRs
(5.12)

La fuerza de arrastre para una esfera solitaria en movimiento es 12nuRU,
donde U es la velocidad de la esfera. En la velocidad en x, tenemos que tomar
én cuenta que son dos esferas en movimiento. Y para la velocidad en s, sabemos
que s'=2V,, donde V, es |la velocidad horizontal de la esfera. En este trabajo
comparamos los resultados usando la fuerza de arrastre completa y la fuerza
simplificada. Ya que hay que determinar si esta aproximacion es valida o si nos
arroja un resultado sin mucha exactitud.
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5.9.1 Comparacién de la fuerza de arrastre simplificada y la fuerza de
arrastre total

Primero veremos la solucion con la formula de arrastre simplificada, sin
tomar en cuenta la interaccién de los dipolos en la fuerza de arrastre. Luego
obtendremos la soluciéon incluyendo la fuerza de arrastre que toma en cuenta la
interaccion de los multi-polos. Las soluciones se obtienen para un radio de R=1
mm y la velocidad inicial igual a la velocidad terminal Vt=1.088 m/s,
correspondiente a un numero de Reynolds de 2176. Las ecuaciones se calculan
con 10 términos en la solucion. En la figura 5.25 se muestra los resultados para
la trayectoria de la burbuja.
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Grafica 5.25 Trayectoria de la burbuja para a) modelo con arrastre total con
interaccién de dipolos, b)----- modelo de arrastre simplificado 12 nuRU, para,

R=1 mm, Re=1088, Vt=1.088 nvs.
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Como podemos observar las trayectorias son muy similares hasta los
primeros 3 rebotes. Después del 3er rebote hay un defasamiento entre las
soluciones. El! 5° rebote sucede a 45 radios para las solucién completa y a 47
radios para la solucion simplificada. La diferencia es del 4%. También hay una
diferencia en la amplitud de rebote. Con la solucidon simplificada las burbujas
rebotan una distancia mayor, debido a que el arrastre es mas pequefio.

En las Figuras 5.26 se muestra, la velocidad horizontal y vertical de la
burbuja. La amplitud de rebote se reduce entre cada ciclo de movimiento. A su
vez la velocidad horizontal es cada vez menor (con un decrecimiento
exponencial). Cuando se usa el modelo simplificado la reduccién de la amplitud y
de la velocidad es menor. La velocidad vertical decrece mas en cada rebote con
el modelo con interaccién de dipolos.
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Grafica 5.26 Velocidad horizontal y vertical para a)  modelo de arrastre total
b)---modelo con arrastre simplificado, R=1 mm, U=1.088 m/s, Re=2176.
Finalmente mostramos la grafica 65.27, de la aceleracion vertical usando
los dos modelos. La aceleracion en el momento de rebote se reduce
sucesivamente entre cada choque con la pared en ambos modelos. Pero la
reduccion es mayor con la solucidn completa. Ya hemos dicho que la distancia a
la pared y la amplitud de rebote se reducen entre cada rebote de acuerdo a una

ley exponencial.
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La magnitud de este amortiguamiento debe ser inversamente proporcional
al nimero de Reynolds, ya que las burbujas reducen mas su velocidad con

numeros de Reynolds menores.
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Grafica 5.27 Aceleracién vertical para a) ----modelo de arrastre simplificado, y b)

para modelo con arrastre total.

Sugerimos una formula para la distancia a la pared en cada instante del

siguiente tipo:

1
A(’) = Ai exp(—Kﬁ-t)
(5.12)

Donde K es una constante a determinar, Ai es distancia inicial de rebote, y
Re es el numero de Reynolds. Si aplicamos logaritmo natural a ambos lados de
la ecuacion anterior. Obtendremos lo siguiente:
K
In(A)=In(A4,) ——-¢
A4) (4,) R

]
(5.13)

Podemos obtener los valores de los parametros K, y Ai de esta ecuacion,
si graficamos los valores del logaritmo de la distancia de rebote contra el tiempo,

como en la figura 5.28
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5.9.2 Dependencia de la solucion y la fuerza de arrastre con el
namero de términos en la solucién.

En esta seccion analizaremos la dependencia de la fuerza de arrastre y de
la trayectoria, velocidad y aceleracion del numero de términos usados en la
solucion. Simularemos el movimiento de la burbuja para el modeio completo de
fuerza de arrastre, con 3, 10 y 20 términos en los coeficientes de la ecuacion de

En la figura 5.29 se muestra la trayectoria de la burbuja en el plano

movimiento.
los coeficientes de la ecuacion de

x-y. Cuando usamos solo 3 términos en
movimiento la burbuja rebota mas y la distancia que recorre la burbuja en el eje

horizontal aumenta. Esta solucidn es similar a la solucién usando la

aproximacion para el arrastre de 12rruRU.
Conforme agregamos mas términos a la ecuacion el arrastre es mayor,

con lo que el rebote es menor. La distancia del 3er rebote es de 1.50 con solo 3
términos contra 1.53 con 20 términos (una diferencia del 2%).

grafica trayectoria de la burbuja

T \ T

posicion horizontal y vertical

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
tiempo adimensional

Figura 5.29 Trayectoria de la burbuja de 1 mm de radio, Re=1088 para modelo con
a) 3 términos , b) ---10 términos y c)-.-.- 20 términos.
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En la figura 5.30 se observa el comportamiento de la velocidad horizontal y
vertical con el tiempo. La velocidad de ascenso sufre una pequefia disminucion
en cada rebote, pero permanece practicamente constante. La velocidad
horizontal de choque disminuye lentamente con cada choque. Un cambio
notable es que el periodo de rebote se reduce considerablemente entre choque y
choque cuando se aumenta el naumero de términos.

grafica velocidad-tiempo
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Grafica 5.30 Velocidad horizontal y vertical de la burbuja de 1 mm de radio, Re=1088
para modelo con a) 3 términos,.b)---10 términos y ¢)-.-.-20 términos.
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Grafica 5.30 Grafica de aceleracion vertical de la burbuja de 1 mm de radio, para

modelo con a) 3 términos , b) ----10 términos y c) -.-.-20 términos en la ecuacion de
movimiento.
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Finalmente mostramos el comportamiento de la aceleracion de la burbuja.
La aceleracidn horizontal y vertical aumentan cuando se modela con mayor
nimero de términos. Este comportamiento permanece constante para la
aceleraciéon vertical, pero se incrementa en cada choque para la aceleracion

horizontal. Podemos concluir que la aceleracion es mas afectada cuando se

modela con mayor numero de términos. En la grafica 5.31 se muestra este

comportamiento.

5.10 Trayectorias con la fuerza de arrastre para diferentes nameros de

Reynolds
Finalizaremos este estudio modelando la trayectoria de las burbujas y su

velocidad y aceleracion para diferentes numeros de Reynolds. La velocidad

terminal de la burbuja para una viscosidad y aceleracion de gravedad esta

determinada por la ecuacion 5.2. Si adimensionalizamos la ecuacion 5.5

encontraremos los siguientes resultados:

U? d ds” 1u2((ax) o ds* ) o 127uR  ds*
S| Qs 5+ | = 5 —| z=an+| 5| TG |-——5F 55 W)
R dr dr 2 R dr Os dr Os p,4/3xR" dr
(56.12)
Donde s* , x* y t* son variables adimensionales de longitud y de tiempo.
Rearreglando la ecuacion y simplificando:

d [ as ]_af(ax"Y & (as"Y o, |__1 as”
de* | P dr” 2|\ ar EXS de’ ) as » Re dt°

(5.13)

De acuerdo a esta ecuacion el cociente de las fuerzas hidrodinamicas o de
inercia con las fuerzas de arrastre esta escalado como 1/Re. Por lo tanto entre
menor sea el numero de Reynolds mayor sera la influencia de las fuerzas de
arrastre y mayor sera la amortiguacion de las trayectorias y de la velocidad.
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| FALLA DE ORIGEN

135




TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Capitulo 5. Una burbuja que se mueve paralela a una pared IIM

(5.14)

Donde Fa es la fuerza de arrastre, y Fh es la fuerza hidrodinamica.
Cuando las fuerzas de arrastre viscosas son pequefias en comparacion de las
fuerzas inerciales no hay mucho amortiguamiento (Re>>1). Cuando las fuerzas
viscosas son mas grandes (Re<<1) el amortiguamiento es mayor y la trayectoria
de la burbuja decrece muy rapidamente.

Confirmaremos estas suposiciones, modelando el movimiento para los
siguientes radios de burbujas (0,7 mm, 1 mm, 1.4 mm). Los ndmeros de
Reynolds correspondientes se muestran en la siguiente grafica:

Radio (mm) 0,7 1 1.4
Velocidad Terminal
(m/s) 0,53 1,09 2,13
Reynolds 748 2180 5980

En las graficas siguientes se muestran simulaciones de la trayectoria y de
la velocidad para tres diferentes radios para R=1.4 , 1.0 y 0.7 mm. Cuando
modelamos con R=1.4 mm hay poca amortiguacién y la amplitud y distancia de
rebote aumenta de acuerdo a la figura 5.31.

Las graficas nos muestran la amplitud y
Conforme reducimos el radio a 1.0 y 0.7 mm, las trayectorias se amortiguan mas
y las burbujas suben mas cercanas a la pared. Ya que la fuerza de arrastre es
mayor en magnitud relativa, la distancia de rebote es menor, y la amplitud de

la posicion adimensional.

rebote también disminuye.
En la grafica 5.32 se muestra la velocidad horizontal y vertical

adimensional de 1a burbuja. Como se observa la velocidad horizontal del primer

choque es practicamente la misma para los tres radios de burbuja. Para un radio

menor (0.7 mm) la velocidad se reduce considerablemente entre ciclo y ciclo. La

reduccion sigue un comportamiento exponencial. Esta reducciéon es mayor con

numeros de Reynolds menores. Una consecuencia es que las burbujas pequenas
: h. - .
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IIM

rebotan con amplitudes pequenas y las burbujas grandes

y cercanas a la ideal.
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Grafica 5.31 Trayectoria de la burbuja para tres diferentes radios de burbuja, a)
1 mm y c)—--- 0.7 mm, incluyendo fuerza de arrastre.
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Grafica 6.32 Grafica de la velocidad horizontal y vertical de la burbuja, para tres
r= 1.4 mm,b) 1Tmmyc)-—- 0.7 mm.

diferentes radios de burbuja, a)
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En la gréfica' 5.33 se muestra la aceleracién de la burbuja. El valor de
aceleracion es mayor entre choque y choque. Este incremento es mayor para
numeros de Reynolds pequefios. También el periodo de rebote es menor
cuando modelamos con numero de Reynolds pequefio que cuando modelamos
con numero de Reynolds grande. EIl periodo de rebote o la amplitud de rebote
puede ser una medida de la viscosidad del fluido y del radio de la burbuja para
un experimento.

grafica aceleracion - tiempo
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tiempo adimensional

Grafica 4.38 Aceleracion horizontal y vertical de la burbuja. para tres diferentes radios de

burbuja, a).....r=1.4 mm ,b) I mmyc)---- 0.7 mm.

Podemos concluir que es posible caracterizar el comportamiento de una
burbuja que se mueve junto a una pared. Las burbujas se mueven con
trayectorias periodicas. La amplitud de rebote sigue un comportamiento
exponencial y este comportamiento depende mayormente del numero de
Reynolds, esto es, del diametro de la burbuja, de ia velocidad de ascenso y de la
viscosidad del liquido, y de la aceleracion de gravedad en donde se realiza la
simulacion. Estas simulaciones y conclusiones tedricas pueden servir para
realizar experimentos de la interaccion de burbujas con una pared.
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“Dejemos que los nuevos
resultados los descubran
las nuevas generaciones...”

E. Szczepaniak

6. Conclusiones.
6.1 Introduccion

El estudio de los flujos burbujeantes requiere en general el analisis de
muchas componentes y fuerzas. En el caso de flujos a baja concentracion
(0<a<10%), el estudio de la interaccion de pares de burbujas y de la interaccion de
una burbuja con una pared nos arroja resultados relevantes. El estudio de dos
burbujas a alto numero de Reynolds y bajo nUmero de Weber, que conservan su
forma esférica, se puede realizar mediante la teoria de flujo potencial. Burbujas de
un radio entre 0.4 y 0.8 mm que suben en agua satisfacen esta condicion pues el
numero de Reynolds varia entre 50 y 350 y el nimero de Weber varia entre 8x1072
y 2.

6.2 Movimiento de dos burbujas en flujo potencial
Para analizar el movimiento de dos burbujas en flujo potencial se estudian

dos meétodos de solucion. La primera propuesta (Lamb, 1954) se realiza a través
del método de las imagenes. Se parte de dos dipolos originales que representan
el flujo individual de cada esfera, luego se introduce una imagen del primer dipolo
de la esfera A en la esfera B, y del primer dipolo de |la esfera B en la esfera A. Esto
da lugar a una sucesion infinita de dipolos en ambas esferas. Expresando cada
dipolo en funcion del angulo original, 641 y el radio original ry, se puede obtener una
expresion para la energia cinética.

Este meétodo tiene el inconveniente de trabajar con una sucesion infinita de
dipolos donde se requiere truncar a un cierto nUmero de términos. Ademas, es
complicado obtener las ecuaciones de movimientos cuando se usan mas de
cuatro dipolos en la ecuacion de energia cinética.

Ei segundo método se obtiene a partir de la teoria de los armadnicos
esféricos haciendo una doble expansion en armoénicos ailrededor de cada una de
las esferas (Biesheuvel y Van Wijngaarden, 1982). Si se expande el potencial de
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cada esfera en funciéon de los armonicos centrados en cada esfera, se obtiene una
expresion para el potencial en funcion de la velocidad de cada burbuja y de la
distancia entre ellas. Usando las condiciones de frontera, se llega a funciones de
recurrencia para los coeficientes de cada armonico de orden n en la solucion.

Este método nos permite manipular facilmente los términos del potencial y
de la energia cinética, con lo que la deduccion de las ecuaciones de movimiento
se facilita. Ademas, como los coeficientes y la solucidn de la ecuacion de

movimiento se pueden programar en una computadora, es mas facil obtener

soluciones numéricas.

Podemos recurrir
movimiento de dos burbujas. En el primer método se recurre al calculo de la

presion sobre la superficie de la burbuja para obtener las ecuaciones de
movimiento. El método de presion consiste en calcular la presion en los puntos
alrededor de la esfera por medio de la ecuacion de Bernoulli, y la ecuacion del
potencial de velocidad. Este método es importante para estudiar el movimiento de
dos burbujas en direccién colineal con velocidad iniciali U; a una distancia inicial sc.
movimiento de las burbujas cuando estas se
El segundo meétodo consiste en calcular

a dos meétodos para calcular las ecuaciones de

También nos permite estudiar el

encuentran a distancias muy pequefias.
la energia cinética del fluido que circula alrededor de las esferas. Las ecuaciones

de movimiento se pueden obtener por un balance de energia y las ecuaciones de

Lagrange.

6.3 Choque Colineal de dos burbujas desde una posicion inicial

Para obtener el comportamiento de dos burbujas que se mueven en
direccion colineal con velocidades encontradas, se resolvieron las ecuaciones de
movimiento obtenidas en el capitulo 3. Se uso tanto la ecuacion obtenida por el

método de Presion como la del método de energia. Se modelo el problema con

dos burbujas que partian de una distancia s entre centros, y con velocidad inicial
U. Las ecuaciones se obtuvieron del modelo de presion obtenido a partir del
potencial de velocidad. Se resolvieron las ecuaciones con 20 y 30 términos en la
solucion.
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Obtuvimos resultados equivalente por el método de presion y por el método
de la energia. Ademas, después de realizar el modelado con pasos de tiempo muy
pequefios en la integracion y con un numero cada vez mayor de términos ( hasta
30 términos) se encontré que las burbujas siempre chocan con velocidad finita de
aproximadamente 80% de la velocidad inicial, cuando no se incluye arrastre.

Ademas la velocidad horizontal nunca se reduce a cero, y existe un pico de
aceleracion pero no es suficiente para frenar a las burbujas. Cuando se modela el
movimiento con fuerzas de arrastre, la velocidad de choque se reduce. Para
numeros de Reynolds de 200 la velocidad se reduce al 60% y al 25% para
numeros de Reynolds de 100, cuando la distancia inicial es de 5 radios. Cuando
la distancia se incrementa a 10 radios, tas burbujas se frenan totalmente con
numeros de Reynolds de 150. Este resultado es importante porque se nota un
amortiguamiento importante cuando se modela el problema con arrastre.

Para determinar si las fuerzas viscosas son suficientes para frenar a la
burbuja, cuando el nimero de Reynolds es alto, Kumaran (1992) realizo un
analisis de escalamiento del flujo en el espacio entre dos burbujas, encontrando
que la disipacion de energia en este espacio es de O (Re™') menor que la energia
cinética del flujo. Entonces, una colision entre burbujas puede causar la
coalescencia o el rebote entre ellas. Un estudio numeérico realizado por Chesters y
Hoffman (1982) del flujo entre el espacio entre dos burbujas a numeros de We<10-
2, muestra que el flujo en el espacio entre burbujas no es suficiente para detener
el movimiento de burbujas antes de que la capa de liquido se vuelva inestable y se
rompa. Estos autores especulan que a ciertos numeros de Weber (We>0.165) la
deformacion de la superficie podria causar que las burbujas reboten. Concluimos,
que dos esferas en movimiento colineal en flujo potencial chocan con velocidad
finita, y la fuerza viscosa no es suficiente para detenerlas.

6.4 Interaccion de una burbuja con una pared

Con este meétodo pudimos modelar el movimiento de una burbuja paralela a
una pared. Estudiamos el movimiento para diferentes radios y para diferentes
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distancias a la pared. Cuando el movimiento se modela sin fuerzas de arrastre las
trayectorias se escalan con el radio y la velocidad inicial.

Después, modelamos el movimiento de las burbujas con las fuerzas de
arrastre. Comparamos dos formas de arrastre disponible: la forma simplificada y
la forma completa tomando en cuenta la interaccion de los multiplos. Encontramos
la solucidn simplificada conduce a diferencias considerables en las
También se estudio el efecto del numero de coeficientes en las
Es importante modelar el arrastre de forma completa

que
trayectorias.
ecuaciones de movimiento.
con suficiente nimero de términos.

Finalmente modelamos el arrastre para diferentes radios o numeros de
Reynolds. Encontramos que para radios pequerios el arrastre tiene una influencia
muy marcada. Esto lo verificamos con un analisis dimensional donde encontramos
que el cociente de las fuerzas de arrastre con las hidrodinamicas esta escalado de
acuerdo a 1/Re. De acuerdo a esto, con numero de Reynolds pequefios las
fuerzas de arrastre tienen mayor importancia y las trayectorias y la amplitud de

rebote se amortiguan en mayor medida. Encontramos que las trayectorias son
similares a las obtenidas por Kumaran, (1993).

En teoria de fiujo inviscido, el efecto de una pared en una burbuja puede
ser modelada con una burbuja en espejo dentro de la pared, conduciendo a un par
de burbujas. Para el choque de una burbuja con una pared no existe coalescencia.
Ademas la capa limite que se forma en el choque de la burbuja, es diferente de la
situacion de un par de burbujas. De cualquier forma, experimentalmente es mas
conveniente una interaccién burbuja pared porque las ‘burbujas’ son idénticas y
alineadas. El fenémeno de atraccion es captado con la teoria de flujo potencial, sin
embargo hay fendmenos interesantes observados experimentalmente en el
choque de las burbujas (De Vries, 1999) que no son captados con el uso de esta
teoria.

Uno de los fendmenos que se observan en el choque de las burbujas con
una pared experimentalmente (De Vries, 1999) es por ejemplo que la velocidad
vertical tangencial de la burbuja se reduce a cero en el momento del choque. Este
efecto es dificil de modelar cuando se usa solo teoria de flujo potencial, y solo se
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puede obtener su efecto resolviendo las ecuaciones de Navier Stokes incluyendo
la deformacion de las burbujas. Pero se pueden obtener resultados similares
introduciendo una condicion de rebote adecuado. Un ejemplo es poner la
velocidad vertical después del choque igual a cero. El estudio de estos
fendbmenos puede ser tema de investigaciones futuras.

Concluimos que es posible modelar el flujo de una burbuja junto a una
pared, a aito numero de Reynolds, y bajo numero de Weber.

6.5 Trabajo a futuro y nuevas Investigaciones

Dejando abierto el campo a nuevas investigaciones y despueés del trabajo
realizado encontramos las siguientes ideas para nuevas contribuciones. Hay
varias areas donde se puede seguir investigando y proponiendo nuevos modelos o
teorias.

e Obtener el potencial y la energia cinética del fluido mediante el modelo
de dipolos propuesto por Lamb (1957). Debe ser interesante modelar el
movimiento a partir de! potencial por dipolos, e integrar las ecuaciones
de movimiento utilizando el modelo de dipolos, e investigar el
comportamiento cuando la distancia entre esferas es minimo.

» Cuando las dos burbujas se aproximan al! choque, existen fuerzas
viscosas mucho mayores en el intersticio entre las dos burbujas. Para
encontrar la magnitud es necesario realizar simulaciones numeéricas, ya
sea resolviendo la ecuacion de Navier Stokes o proponiendo algun
modelo alterno que tome en cuenta los esfuerzos viscosos.

e Los fendbmenos cuando una burbuja se aproxima a una pared no son
modelados totaimente por el flujo potencial. Ya que aparecen vortices,
turbulendcia y la burbuja se adhiere a la pared. Ademas la burbuja
rebota distancias inusuales en los experimentos reales y su velocidad
vertical disminuye al acercarse a la pared (De Vries, 1999).

« Para modelar estos cambios se puede ajustar el modelo propuesto, por
ejemplo cambiando la velocidad de ascenso en el momento del choque,
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y conservar la velocidad horizontal de choque. Este es un modelo
empirico pero arroja buenos resultados.

e Modelar las burbujas como cuerpos deformables y encontrar
cambios debidos a la variacion en la tension superficial. Para realizar
esto se requiere un modelo de diferencias finitas que resuelva la

los

ecuacion de Navier Stokes.

Hacer calculos de la agitacion con diferentes numeros de Reynolds. En
el capitulo 5 se obtuvo una ecuacidn experimental que modela el
movimiento de la burbuja cuando se incluye el arrastre. Con esta
Ecuacion se pueden obtener resultados tedricos de la agitacion.

Modelar el problema como esferas pero resolviendo la Ecuacion de

Navier Stokes numeéricamente.

Estos son algunos de las propuestas para trabajo futuro, que seguramente
se realizaran en el IIM (Instituto de Investigaciones en Materiales), o en otros

centros de Investigacion.

Cd. Universitaria, México, 23 de Junio de 2003
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Apendice |I. Rutina en en Matlab que resuelve las ecuaciones de movimiento para
dos burbujas en direccion co-lineal y paralela

1era Rutina: Calcula los coeficientes Kmnp Y Lmnp Para calcular los coeficientes de
la ecuacion de movimiento.

“1era parte del programa
for m=1:2
for n=1:N
for p=1:P
K(m,n,p)=0;
end
end
K(m.1,1)=(-1)*(m-1):
for p=4:P
for n=1:(p-3)
(p-n-2)

for i=1:(n+q)

NQ=NQ"i;

end

for i=1:(n+m-1)
NM=NM"i;

end

for i=1:(q-m+1)
QamMm=Qm*i;

end

comb=NQ/(NM*QM):

K(m,n,p)=K(m.n,p)+(-1)%m-2)*(n/(n+1))"comb*K(m.q.p-g-n-1);

end
end
end

end

m=1

n=1

p=1

g01=0;
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g11=0;

s=sym(‘s');

for p=1:P
g01=g01+1/2*K(m,n,p)*(R/s)*(p-1);

end o .

i S

for p=1:P
g11=g11+1/2*K(m,n,p)*(R/s)*p-1);

end

" %clf
figure(1)
ezplot(g01,1.5*"R,5°R)
hold on
xlabel('distancia s‘)
ylabel('funcion g01°)

figure(2)
ezplot(g11,1.5°R,5"°R)
hold on
xlabel('distancia s')
ylabel(‘funcion g11°)

2da Rutina: Calcula los constantes de la ecuacion de movimiento.

theta=pi/2;
s=sym('s’);

a11=-2+3*(g01-g11)+3*(g01+g11)"cos(2°theta);
a22=-2+3°(g01-g11)-3*(g01+g11)°cos(2-theta);
at2=0"s;
a33=1/2°(-1+3°f01);
a44=1/2°s72°(-1-3*(11);

atlis=diff(al1);
a22s=diff(a22);
al2s=diff(a12);
a33s=diff(a33);
ad4s=diff(a44);
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3ra Rutina: Calcula la trayectoria, velocidad y aceleracion de dos burbujas
orientadas horizontalmente, a una distancia inicial s, , con velocidad horizontal Vh
con velocidad vertical terminal Vt.

%PROGRAMA DE CALCULO DE TRAYECTORIAS DE DOS BURBUJAS EN FLUJO POTENCIAL

clear all;
%SUBRUTINAS, CALCULAN LAS CONSTANTES gmn y fmn de LA ECUACION DE LAGRANGE
%DE MOVIMIENTO DE LA BURBUJA

tagrange1;

%DATOS DE ENTRADA DE LA BURBUJA R, RADIO, g ACEL DE LA GRAVEDAD, N= ITERACIONES
%Rch = RADIO DE CHOQUE, Mu VISCOSIDAD DINAMICA,
R=.002

g=0

t=1

Z=22000

Rch=1.01"R

Mu=0

Nu=Mu/1000

Ro=1000

Vb=4/3*pi*RA3

V=1

Vterminal=g*R*2/(9*Nu)

Reynolds=g*R*3/(9*Nu*2)

%VELOCIDAD TERMINAL DE LA BURBUJA
vi=1

%CONIDICIONES INICIALES DE LA TRAYECTORIA Y VELOCIDAD DE LA BURBUJA, TIEMPO DE ITERACION

t=1
h(t)=.000005
x1(t)=0:
y1(1)=0:
theta1(t)=pi/2;
s1(t)=4°R:
fs(t)=0;
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Vx1()=vt;
Vy1(t)=0;
Vs1(t)=0;
Vtheta1(t)=0:
Ax(t)=0; :
Ay(t)=0;
As(t)=0;
f1=0; -
f2=0;

f4=0;
t1(t)=0

%AQUI EMPIEZA LA ITERACION
for t=1:Z,

hi=ht);
s=s51(t);
x=x1(t);
y=y1t)
theta=theta1(t);
Vs=Vsi(t);
Vx=Vx1(t);
Vy=Vy1(t);
Vtheta=Vtheta1(t);
MIx=Ax(t);
M1y=Ay(t);
M1is=As(t);

f1=0;
f2=0;

for p=1:N+3
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gOn—gOn4112'K(1 WM, p)'(RIs)"(p-1 %
gl n~g1 n4-1 IZ'K(2 n, p)'(RIs)"(p—1 )

f1 ""1 -B'pl'Mu‘R'(z‘n-ﬂ )y(n+1 )/n'(Vx'(gOn"2+n'(n+1 Y2*g1n”*2)+(Vx*cos(2*theta)+Vy~sin(2 theta))*(gon~2-
n*(n+1 )12'91 n“2))
12=f2-8*pi"Mu*R*(2°n+ 1) (n+1)/n*(Vy* (gOn"Z#n'(wﬂ )12'g1n"2)*(-Vy cos{2*theta)+Vx°sin(2*theta))*{g0On*2-
ne(n+1)/2°g1nA2));

3=13-4*pI*"Mu°R*Vs*(2°n+1)*(n+1)/n"fON"2;
f4=1{4-4"pi*Mu*R*s"2*Vtheta*(2°n+1)"(N+1y2°11n"2;
end

%CALCULA LA ACELERACION Y LA VELOCIDAD RESULTANTES DE LA PRIMERA ITERACION
%TOMA EN CUENTA LA DISTANCIA ENTRE LAS BURBUJAS Y EL ANGULO Y SUS DERIVADAS EN T

K1x=Vx*h1;

coef11=(eval(a11s)*Vs+eval(alitheta) Vtheta);

coef12=(eval{a12s)"Vs+eval(al2theta)*Vtheta);

coef22=(eval(a22s)"Vs+eval(a22theta)*Vtheta);
M1x=(2"g-coef11*Vx-coef12"Vy-aeval(a12)*M1y/h1+f1/(Ro°Vb))/eval(a11)"h1;

K1y=Vy*h1;

Miy=(-coef22*Vy-coef12*Vx-eval(a12)*"M1x/h1+f2/(Ro“Vb))eval(a22)*h1;
fs=1/2°(Vx"2*eval(al1s)+Vyr2 eval(a22s)+2*Vx*"Vy*eval(al2s)+Vs" 2 eval(a33s)+Viheta*2*eval(ad4ds)):
K1s=Vs*h1;

M1i1s=(fs-Vsr2 eval(a3d3s)+f3/(Ro"Vb))/eval(a33)*h1;

K1theta=Vtheta*h1:

coeftheta=3*(eval(g01)+eval(g11)) ((-Vx*2+Vyr2)"sin(2*theta)+2°Vx*Vy*cos(2*theta))-Vs-Vtheta*eval(ad4s);
M1itheta=(coeftheta+{4/(Ro*Vb))eval(ad4)h1;

%CALCULA NUEVAS CONDICIONES DE S, VX Y VTHETA, DESPUES DE LA PRIMERA APROXIMACION
%K1 Y M1 EN EL METODO DE RUNGE KUTTA

s=s+K1s/2;
theta=theta+K1theta/2;
x=Vx+M1x/2;
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Vs=Vs+M1s/2;
Vtheta=Vtheta+M1theta/2;
Vy=Vy+M1y/2;

%CALCULA LA SEGUNDA APROXIMACION DE vELOCIDAD Y ACELERACION
K2x=Vx*h1;

coefl1=(eval(al1s)"Vs+eval(alitheta)*Vtheta);
coef12=(eval{a12s)*Vs+eval{al2theta)*Vtheta);

coef22=(ev s)*Vs+eval(a22theta)*Vtheta);
M2x=(2"g-coef11*Vx-coef12*Vy-eval(al2)*M1y/h1+f1/(Ro*Vb))/eval(al1)*h1;
K2y=Vy*h1;

M2y5(-coe122'Vy-coef1 2*Vx-eval(a12)*M1x/h1+f2/(Ro*Vvb))eval(a22)*h1;
fs=1/2*(Vx 2*aval(al 18)+Vy 2 eval(a22s)+2*Vx*Vy*eval(al2s)+Vs"2*eval{a33s)+Vtheta*2*eval(adds));

K2s=Vs*h1:
M2s=(fs-Vs+2*eval(a33s)+I3/(Ro*Vb))eval(a33)*h1;

K2theta=Vthetah1;

coeftheta=3*(eval{(g01)+eval(g11))"({-Vx"2+Vy"2)*sin(2°theta)+2*Vx*Vy*cos(2 theta))-Vs*Vthetaeval(adds);

M2theta=(coeftheta+f4/(Ro*Vb))/eval(ad44)*h1;
%Relnicializa los valores de las variables s, x .y, theta, e incrementa de acuerdo
%al valor de K2

s=s1(t);

x=x1(t);

y=y1(t)
theta=theta1(t);
Vs=Vs1(t);
Vx=Vx1(t);
Vy=Vy1(t):
Vtheta=Vtheta1(t);

s=5+K2s/2;
theta=theta+K2theta/2;
Vx=Vx+M2x/2;
VS=Vs+M2s/2;
Vtheta=Vtheta+M2theta/2:
Vy=Vy+M2y/2;
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%CALCULA LA SEGUNDA APROXIMACION DE vELOCIDAD Y ACELERACION
K3x=Vx*h1;

coefl11=(eval{alis)*Vs+eval(alitheta)'Vtheta).
coef12=(eval(al2s)"Vs+eval(al2theta)*Vtheta).
coef22=(eval(a22s)*Vs+eval(a22theta) Vtheta);
M3Bx=(2*g-coef11*Vx-coef12*Vy-eval{a12)"M1y/h1+f1/(Ro*Vb)Yeval(a11)*h1;
K3y=Vy*h1;
M3y=(-coef22*Vy-coef12~Vx-eval(a12)*M1x/h1+f2/(Ro*Vb))/eval(a22)*h1;

fs=1/2*(Vx~ 2 eval{al1s)+Vy~2*eval(a22s)+2*Vx"Vy*eval(a12s)+Vs 2 eval(a3d3s)+Vthetar2*eval(ad4s));

K3s=Vs*h1;
M3s=(fs-Vs*2*eval(al33s)+13/(Ro"Vb))evai(ald3)'h1;
K3theta=Vtheta*h1;

coeftheta=3*(eval(g01)+eval{g11))*((-Vx*2+Vy~2)'sin(2*theta)+2*Vx*"Vy*cos(2 theta))-Vs*Vtheta‘*eval(ad4s),

Ma3theta=(coeftheta+{4/(Ro"Vb))eval(ad44)*h1;

%Reinicializa los valores de las variables s, x ,y, theta, e incrementa de acuerdo
%al valor de K2

s=s81(t);

x=x1(t).

y=y1(t):
theta=theta1(t);
Vs=Vs1i(t),
Vx=Vx1(t),
Vy=Vy1(Qty;
Vtheta=Vthetai(t):

s=s+K3s;
theta=theta+K3theta;
Vx=Vx+M3x;
Vs=Vs+M3s:
Vtheta=Vtheta+M3theta;
Vy=Vy+M3y;

%CALCULA LA SEGUNDA APROXIMACION DE vELOCIDAD Y ACELLERACION
Kax=Vx*h1;

coef11=(eval(al1s)*Vs+eval(al 1theta)"Vtheta):
coef12=(eval{al12s)*Vs+eval(al2theta)"Vtheta);
coef22=(eval(a22s)*Vs+eval{a22theta)*Vtheta):.
Mdx=(2"g-coeft1*Vx-coaf12*Vy-eval(a12)"M1y/h1+{1/(Ro*Vb))/eval{a11)"h1;
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K4y=Vy*h1;
M4y=(-coef22*Vy-coef12*Vx-eval(al12)*M1x/h1+f2/(Ro*Vb))/eval{a22)*h1;
fs=1/2°(Vx 2 eval(a11s)+Vy 2 eval(a22s)+2°Vx"Vy eval(al12s)+Vsr2*eval(a33s)+Vtheta*2 eval(a44s)):

K4s=Vs*h1;
Mas=(fs-Vsr2*eval(a33s)+f3/(Ro*Vb))eval(a33)*h1.

K4theta=Vtheta*h1:
coefthata=3*(eval(g01)+eval(g11))*((-VxA2+Vy"2)*sin(2*theta)+2"Vx*Vy*cos(2 theta))-Vs*Vtheta*eval(adds);

Madtheta=(coeftheta+f4/(Ro*Vb))/eval(ad4)*h1;

%CALCULA LA VELOCIDAD Y DESPLAZAMIENTO RESULTANTE, RELATIVO Y ABSOLUTO
S1(1+1)=81(1)+1/6°(K15+2"K25+2°K3s+K4s)+1/2°(M15°h1);

VS 1(1+1)=V81(1)+1/6*(M1s+2*M25+2*M3s+M4s);

X1 (t+1)=x1 () +1/6° (K 1x+2°K2x+2*K3x+K4x)+ 1/2*(M1x*h1);

VX 1(t+1)=Vx1 (1)+1/6* (M1 x+2"M2x+2°M3x+M4x);

y1(1+1)=y1(1)+ 1/6°(K 1y +2°M2y+2"M3y+Kdy)+1/2*(M1y*h1);

Vy1(t+1)=Vy1(1)+1/6(M1y+2"M2y+2*M3y+M4gy);
thetal(t+1)=theta1(t)+1/6"(K1theta+2*K2theta+2"K3theta+K4theta)+1/2°(M1theta*h1);

Vtheta1(t+1)=Vtheta1(t)+1/6*(M1theta+2"M2theta+2*M3theta+M4theta);

% COOORDENADAS RELATIVAS ENTRE LAS BURBUJAS
coordx(t)= s*sin(theta);
coordy(t)= s*cos(theta);

Ax(t+1)=1/6*(M1x+2°M2x+2*M3x+M4x)/h1;
Ay(t+1)=1/6*(M1y+2*M2y+2°M3y+Mdy)/h1;
As(t+1)=1/6*(M15+2°"M25+2*M3s+M4s)/h1;
t1(t+1)=t1(t)+h1;

%OBTIENE UN TAMANO DE PASO OPTIMO
h(t+1)=(Vs1(t+1)-Vs1(1))"h1/M2s;

%CONDICION DE CHOQUE CON LA PARED U OTRA BURBUJA

if s1(t+1)/2<Rch
Vs 1{t+1)=-Vs1(t+1);
s1(t+1)=s1(t+1);
else
end
end
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% GRAFICA DISTANCIA ENTRE LAS BURBUJAS CONTRA POSICION VERTICAL

figure(S)

Yclf

plot(s1/(2°R),x1/R,'r")

hold on

xlabel('separacion a la pared x/R')
ylabel('posicion vertical y/R")
axis([0 5 0 60])

“%GRAFICA LA POSICION VERTICAL Y HORIZONTAL RELATIVA ENTRE LAS DOS BURBUJAS

figure(6)

“aclf
plot{coordx/R,coordy/R,'r')
hold on

xlabel('poasicion relativa x')
ylabel('posicion relativa y*)

“%GRAFICA LA VELOCIDAD VERTICAL Y LA VELOCIDAD RELATIVA ENTRE LAS BURBUJAS
figure(7)

“oclf

plot(t1,Vx1/Vt,'r')

hold on

plot(t1.Vsi1/vt,'r')

Yoclf

figure(8)

plot(t1.x1/R,'r')

ylabel('altura de las burbujas(radios)’)
xlabel('tiempo')

hoid on

Yeclf

figure(9)

plot{t1.s1/(2*R).'r")

hold on

xlabe!('tiempo’)

ylabel{'distancia a |a pared(radios)’)
plot(t1,Rch/R,'b%)
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%clf

figure(10)

plot(t1,h,'r)

xlabel(‘ttempo’)

ylabei('delta t , intervalo de tiempo, integracion')

hold on

Yeclf
figure(11)

plot(t1,Ax,'r')

xlabel{'tiempo’)

ylabel(’ aceleracion vertical')
hoild on

Y%cif

figure(12)

plot(t1,As,'r')

xlabel(‘tiempo’) )
ylabel(® aceleracion hoprizontal’)

hoid on
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