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Introducción 

INTRODUCCION 

Cuando se toman decisiones, las personas son forzadas a elegir entre objetivos 
competitivos. En el medio financiero los inversionistas, por ejemplo, basan su 
operación asumiendo que a rendimientos mayores corresponden precios y 
niveles de riesgo mayores. Determinar la inversión óptima dentro del 
conjunto de alternativas competitivas, requiere establecer las condiciones y 
necesidades de cada inversionista. Así, si se desea obtener el máximo 
rendimiento sin exceder un nivel de riesgo fijo, se deberá identificar un 
portafolio en el conjumo eficieme. Uno de los modelos clásicos para 
determinar la frontera eficiente es el de Markowitz (1952). el cual emplea a la 
media y a la varianza de los rendimientos como medidas para cuantificar el 
rendimiento y el riesgo de una inversión. Bajo este enfoque, los portafolios 
que proporcionan el máximo rendimiento para un nivel de desviación estándar 
son los portafolios eficientes. 

A pesar de que el modelo de Markowitz es muy popular, las medidas 
estadísticas que empica presentan serios inconvenientes, tales como el 
supuesto de normalidad en la distribución de los rendimientos y el que los 
portafolios son estáticos en el tiempo. Además, se debe mencionar la 
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complejidad computacional· que representa el considerar un ··gran· número de 
instrumentos de inversión factibles. · 

Como alternativa al modelo de Markowitz surge un nuevo enfoque para 
determinar Ja frontera eficiente, que utiliza un parámetro de referencia 

· (be11c/11nark) como meta u objetivo de inversión, el cual permite cuantificar el 
riesgo y el rendimiento de un portafolio mediante el uso de una nueva 
metodología, la Valuación a Futuro. Esta metodología emplea una medida de 
riesgo basada no (micamente en información derivada del pasado sino también 
en la información que pudiera surgir de posibles eventos futuros, representada 
mediante la consideración de escenarios en un horizonte de tiempo. Se realiza 
una comparación entre Jos posibles valores futuros de un portafolio y los de un 
be11c/11nark, en donde se tiene una ganancia si el valor del portafolio es mayor 
al del be11clz111ark y una pérdida si el valor es menor. Dichas ganancias y 
pérdidas del portafolio corresponden desde el punto de vista financiero, a los 
pagos generados por una "opción de compra" (call) o una "opción de venta" 
(pul), respectivamente. Entonces, un portafolio será considerado eficiente si 
maximiza su valor cal! sujeto a que su valor pul no exceda un valor fijo. Bajo 
este criterio se determina lafro11tera eficiente Put/Call. 

En este trabajo, basado en el artículo "Tlze Put/Call Efficient Frontier" (ver 
Dembo [7]), se presentan las buses y la técnica para detenninar Ja frontéra 
eficiente dentro del contexto de la Valuación a Futuro. ·· . . . 

Antes de abordar el tema principal, se inicia en el C~pítulCÍ-r con' una 
introducción a los conceptos básicos de la teoría de portafolios, ccin'el fin de 
llegar al planteamiento dé Ja frontera eficiente, y a su aplicación bajo el 
modelo tradicional de Markowitz. · · ·. ·· · '· .·. · 

En el Capítulo II, se introduce el concepto benchmark como parámetro. de 
referencia y los conceptos básicos de Ja metodología de.la Valuáción ri Futuro 
a la vez que se desarrolla un ejemplo en el cual se pu'eden apreciar los 
conceptos teóricos desde un punto de vista numérico. , :~·-• 

El modelo matemático, cuya solución determiná la .. frontera efiéientc,: es 
desarrollado en el Capítulo lll, en donde se generalizan los éonceptos básicos 

ii 
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de la Valuación a Futuro y se da la expresión del modelo de la frontera 
eficiente· Put/Call; ·Asimismo, en este capítulo se incluye im ejemplo 
numérico donde se. muestra la metodología y se determin.an portafolios 
efié:ientes Put/Call. 

Al final, se encuentran las conclusiones obtenidas a partir de los resultados 
tanto teóricos como numéricos. Además, se incluyen tres anexos que 
complementan el trabajo: el primero contiene un resumen sobre opciones 
(put/call) vistas como contratos financieros , el segundo y el tercero contienen 
el planteamiento del modelo de la frontera eficiente Put/Call y el 
planteamiento del modelo de Markowitz respectivamente desde un punto de 
vista numérico, empleando un programa computacional para obtener las 
soluciones numéricas. 

¡¡¡ 



Selección de Portafolios de Inversión 

Capítulo l. Selección de Portafolios de Inversión 

El proceso que consiste en colocar fondos o ahorros en determinados 
instrumentos con el propósito de que su valor aumente o produzca un 
rendimiento (o ganancia), se le conoce como inversión. ·Así, .. podemos 
entender por invertir el postergar satisfacer la necesidad prese11te.ó actual de 
un individuo por la posibilidad de adquirir un beneficio mayor ene) futuro (a 
corto, mediano o largo plazo). . 

Determinar en que instrumentos invertir dinero o fondos de.manera óptima es 
una actividad complicada cuya modelación ha permitido el empleo de diversas 
ramas de Ja matemática y ha dado origen al tema de.se/ecciÓnde portafolio (o 
cartera). La selecci6n de portafolios de inversión es. eL.estudio de cómo 
invertir de fonna 6ptima los recursos de acuerdo ·a las. necesidades y 
requerimientos de un inversionista. 

La selección de un portafolio implica, comC> pdmer paso, detcrnunar y 
caracterizar las alternativas que estátÍ a( ·alC:anc1{ del inversionista, estas 
alternativas constituyen su co11j1111to de °Opo1;111;lidades. Por Jo general, un 

1. 
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inversionista tiene limitadas sus posibilidades de inversión ya sea por el monto 
a invertir, por su aversión al riesgo o simplemente por sus preferencias, las 
cuales pueden ser completamente subjetivas. Así, el conjunto de 
oportunidades de inversión es también conocido como conjunto factible, al 
considerar únicamente como posibilidades de selección aquellas entre las 
cuales el inversionista puede elegir. 

1.1 Rendimiento del portafolio. 

En un momento determinado, todo inversionista se encuentra con varios 
instrumentos de inversión entre los cuales elegir, la combinación entre ellos le 
permitirá formar una gran cantidad de portafolios posibles. En general, si se 
tienen n ·instrumentos de inversión y x; es la proporción del monto total de 
inversión destinado al instrumento i, entonces se pueden formar varios 
portafolios con sólo modificar las proporciones x; de cada instrumento. 

Como es de esperarse, un empleo óptimo supone la colocación del monto total 
de inversión, lo que se puede garantizar pidiendo que la suma de las 
proporciones sea igual a uno, es decir. 

~r =I -L.,. 1 
í•I 

Pensar que una inversiónes _buena o adecuada anuesfrasnecesidades tiene 
implícito la determinación de una medida de utilidad; una n1edida que permite 
la comparación entre los posibles portitfolios y ÍJreserva núestras préferencias 
de inversió1i. Muy frecuentemente esta medida es el re1ldimiénto del 

2 
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portafolio, cuya magnitud depende de factores tales como el tipo de 
transacción u operación, del periodo de inversión o del riesgo que_ ésta pueda 
presentar durante dicho periodo. · -- -

El rendimiento de un portafolio puede ser expresad~·cori10 la suma ponde~ada 
de los rendimientos individuales de cada instrumento que lo compone, así, 

donde rp representa el rendimiento· del portafolio y r; el rendimiento del 
instrumento i. 

Por lo general, el rendimiento es una tasa variable de los instrumentos y su 
movimiento refleja el comportamiento de los mercados así como sus 
tendencias. Es por esto, que cuando se habla del rendimiento de un 
instrumento se hace pensando en un estimador estadístico de él, por lo general 
su valor esperado. Así, al considerar el rendimiento esperado del portafolio 
E(rp)• se hace referencia al promedio ponderado de los rendimientos esperados 
de cada uno de los instrumentos, es decir 

donde E(r;) representa el rendimiento esperado del instrumento i. 

3 
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1.2 Varianza del portafolio. 

La incertidumbre en el comportamiento del rendimiento de los instrumentos 
ha derivado en Ja inquietud por cuantificar el riesgo que se tiene al invertir en 
ellos, considerando que entre más incertidumbre existe el instrumento es más 
riesgoso. 

Desde el inicio de la teoría de portafolios, la volatilidad se ha considerado 
como la medida de riesgo más adecuada. La volatilidad, estadísticamente 
estimada como la desviación estándar de los rendimientos a(r,) refleja la 
dispersión de los datos con respecto a su media. 

La varianza del rendimiento del portafolio <:r 2 (rP)se .cal~úla ~cnio 

' ·. - ,'.·' - :..· ~>/': ·.' ··"\,·--··' ... · ... 

donde u'(r,) es la varianz'a del rcnclinlientocl~I instrumento i y 

representa la covarianza .entre los rendimientos r; , 1¡ y, pij denota el factor de 
corTelación entre ellos. - -

4 
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1.3 El Conjunto Factible. 

La selección de portafolios es realizada sobre el conjunto factible con base en 
el valor de medidas estadísticas básicas asociadas a cada portafolio, como son 
el rendimiento esperado y la desvi~ción estándar. 

La relación riesgo-rendimiento de una oportunidad de inversión puede ser 
representada en el plano, donde cada punto (a(r), E(r)) denota una posición de 
inversión en un instrumento individual con un riesgo asociado a(r) y un 
rendimiento esperado E(r). Así, en la figura, el instrumento representado por 
A tiene una desviación estándar de a( rA) y un rendimiento esperado E( rA). 

E(r) 

A=(a(r,), E(r,)) 

a (r,) a (r) 

Fi¡:. l. Plano Riesgo-Rendimiento. 

5 
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Una inversión individual también puede ser obtenida como combinación entre 
portafolios. Así, dados dos portafolios A y 8, se puede obtener a C=xAA+x118 
como una combinación lineal de los instrumentos individuales que componen 
a A y B (xA y x 11 corresponden a la porción de inversión en cada portafolio). 

Gráficamente, C con desviación estándar' a(rc) y rendimiento esperado2 E(rc) 
está situado sobre la curva que une A con B. 

E(r) 

ECrcl _____________ ::~.B .. ·. . . B A/¡ .·.· 
! 

·! 
: 

~t-~~~~~~~~~~~~~~~~~~1• 

cr (re) 

Fig. 2. Combinación de Inversión. 

a'(ic.) = a'(xA A+ .r8/J) :d x~a'(r,,) + x~a' (r8) + 2.r,1.r8Co1{rA ,r11 ). 
1 donde _,.,. +x11 = 1 ::) x8 = 1-.r,1 • 

6 
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Entonces, se puede decir que cualquier co~binaciÓn de ·inversión entre dos 
instrumentos (portafolios) del conjunto factible es tarnbién una. oportunidad de 
inversión. en dicho conjunto. , , ·:: .,· .. >. ,, · ... 

En el plano riesgo~rendimierito, el conju'nto'factiblesatisface dos propiedades 
importantes: · · ... · · •. ; :~, <':\;i> /> 
Propiedad 1 ' El corijunfo t~cti:6é~'.s c~n~iX~?j ' 

', . ' -·. ; ' ·' ."! :~ ' . J'.~ 
·-'.·./~~·:··~:::.-,.,_;·'rv· ~r(\ ;/-; ·.'.~;'.·> 

Demostración. · ·· ·· . :, •· -<'.i·''" .,,.:;,; 1'i .. ,.,, « "" 

Decir que el conjuÍ1to i{s iL~t~·i·i'.~li~~J~~rib::6 P~.cualesqulera dos 
portafolios en el cói1jtintó~ una córnbiriación' de inversión énir(! eilos también 

es un portafoliofa~tibie; y'\:':~<:/ ·~~.';~ :,.;::~·_·,.:;'.:;·s:~.i ::i r' 

Como se obser~ó'.a~t~~io;~¿~fe;:~iis'~Tü~~~~''<lo\i',~ririafÓJi~~·.·raéH,ble~Á·y B; 
una combinación d((inver~iói1 ~etitre''ello'Sf' cÓrrespondé á úri'. puntosobre el' 
segmento de cUrvá'que los".une>Por Ió táiifo; él conjdilto-¡;s cónváo. · ... · . 

_ . ·' _• ,-•. -, · ·o·-'-· .- ·· · Co>=. '·"- :,:,·· --·.c.-.'.-ó·· --.·e •. · • ,_ .•. , , ,. -. · 

'"•'.''..'.?:: ;.·>.:·e 
. -~,:~~ . . : .. -.<~r·:. 

E(r) 

a(r) 

Fig. 3. Propiedad l del Conjunto Factible. 

7 
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Demos/ ración. 

Selección de Portafoliosde Inversión 

Si se tienen al menos tres instnunentos (no perfectamente 
correlacionados y con diferente rendimiento esperado), el 
conjunto factible es una región bidimensional. 

Como se sabe por Ja propiedad (1) una combinación de inversión de dos 
portafolios factibles definen un conjunto de portafolios factibles (curva entre 
ellos). Por lo tanto, un portafolio D. obtenido como una combinación de 
inversión entre By C, está sobre la curva que los une. A su vez, si se combina 
D con A, se obtendrá una curva de portafolios factibles. Como Des cualquier 
punto sobre la curva entre B y C, la familia de todas estas oportunidades de 
inversión forman una región solida bidimensional. 

E(r) 

e 

~~ 
~íl~ 

A 

cr(r) 

l'ig. 4. Propiedad 2 del Conjunto Factible. 
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1.4 El Conjunto de Mínima Varianza. 

Como es de suponerse, un inversionista preferirá algunos portafolios de 
inversión sobre otros. Dado un nivel de rendimiento esperado, preferirá aquel 
portafolio con el menor riesgo y dado un nivel de riesgo o desviación estándar 
preferirá aquel con mayor rendimiento esperado 

Sin importar la composición de los portafolios factibles, algunos de ellos están 
ubicados sobre ei'pérímetro ·del conjunto, el cual se denomina Conjunto de 
Mínima Varián'zá (CM\/); · 

. ~ ·. . . . . 

. Cada plinto en el conjunto de mmuna varianza represen.ta un portafolio 
co1npuestode instrumentos factibles que satisfacen el siguiente criterio. 

Dado un nivel paricular de rendimiento esperado, el portafolio en el 
conjunto de mínima varianza tiene la menor desviación estándar 
(varianza) que puede ser alcanzada por cualquier instrume1110 
(portafolio) con el mismo nivel de rendimiento. 

El conjunto de mínima varianza puede ser dividido en dos partes -superior e 
inferior - a partir del punto que representa al portafolio con el menor nivel de 
desviación estándar posible, es decir, el portafolio de mínima variánza global 
(PMV). Así, los portafolios nuís atractivos o deseados por los in.versionistas 
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son los que se ubican en la parte superior y los menos atractivos en la parte 
inferior. 

cr (ro) cr (r) 

·Fi11. S. Co'njunto de Mínima Varianza: 

: ' - . 
1.5 El Conjunto Eficiente. · 

La parte süperiC>rid~r;~~·,;]urit~ dé 1nínin1a variánza es, conocida como el 
Conjunto Elicicnlc/ya-C)1íe todos los portafolios de este conjunto satisfacen 
que: 

IO 
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Dado 1111 nivel particular de desviación estándar (varianza), el 
portafolio en el conjunto eficiente tiene el mayor rendimiento 
e¿,perado que puede ser alcanzado por cualquier otro portafolio bajo 
el mismo nivel de desviación estándar. 

Gráficamente, mientras los portafolios A y B satisfacen el criterio para el 
conjunto de mínima varianza (la menor desviación estándar, dado un nivel de 
rendimiento esperado), únicamente B satisface el criterio para el conjunto 
eficiente (el mayor rendimiento esperado, dado un nivel de desviación 
estándar). 

E(r) 

cr (r) 

Fig. 6. Conjunto Eficiente. 

JI 
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1.6 El Modelo de Markowitz. 

Harry Markowitz3
, considerado como uno de los fundadores de Ja economía 

financiera moderna, debido a sus trabajos pioneros sobre la elección de 
carteras. Planteó un modelo para Ja elección de una cartera de valores· en 
condiciones de incertidumbre en el cual reducía aquella a un dilema 
bidimensional: el ingreso esperado y Ja varianza. 

El modelo de Harry M. Markowitz se basa principalmente en que una 
inversión es óptima siempre y cuando la rentabilidad deseada por el inversor 
se consiga a un nivel de riesgo núnimo. El gran descubrimiento de Markowitz 
fue averiguar que combinando dos o más valores es posible conseguir una 
mejor relación rentabilidad - riesgo, medido este último por la desviación 
típica. El punto de partida es Ja aversión natural del inversor hacia el riesgo, 
es decir entre dos inversiones con la misma rentabilidad se preferirá aquella 
con menor riesgo y, por una inversión con más riesgo el inversor exigirá 
también una mayor rentabilidad. 

3Economisia estadounidense Premio Nobel 1990. Nació el 24 de agosto de 1927 en 
Chicago. Cursó estudios en la Univc"idad de Chicago, donde se doctoró en 1954. 

· Trabajó desde 1952 hasta 1963 en la R:mtl CoqlOrution, y posteriormente se i ncorpom a la 
Universidad de Yale. Fue profesor en la City University of Ncw York, obtiene el Premio 
Nobel de Economía en 1990, compartido con Merton M. Millcr y William F. Sharpe por 
su trabajo pionero en 1:1 teoría de la economía linancieru. 
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1.7 Modelo Matemático. 

El modelo matemático de Markowitz para la constrncción de portafolios 
eficientes emplea técnicas generales de programación lineal o cuadrática para 
determinar los óptimos al maximizar el rendimiento esperado dado un nivel de 
riesgo. 

Si se estiman los rendinúentos, varianzas de cada activo y las covarianzas de 
cada par de activos, es posible identificar el conjunto factible y sobre todo una 
frontera de inversiones eficiente, en la que se maxinúcen los rendimientos y se 
minimicen los riesgos. Para determinar la frontera eficiente de inversiones es 
necesario encontrar las proporciones (x¡, .•• ,x,,) que determinen la composición 
de los portafolios eficientes, es decir se requiere resolver el siguiente problema 
de optimización: 

Maximizar 

Sujeto a 

a2 (,~}:::= f(xJa'(1;)+ t2r1xFov(r,1j}=c, i~ j 
;.,..1 i.j:I 
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donde 
. . . - . . ·-

• E(r,) es el rendimiento esperado dél portafolio y E(;,). ~l re1Ídi;niento 
esperado de cada uno de los instrumentós dCI portar olio; : · · . . 

; ' · .. :~/~·" '-/:"-' 

• a 2 (r,)es la varianza del rendimiepto ~~p~r~cl~ dellrb~!af,0IiCJ,'a 2 (r,) es 
la varianza del rendimiento esperado, de cada insuunienfo<y cov (r,. r1 ) 

es. la covarianza que existe entre cada par cleY~stní~elltos que iz;iegran 
el portafolio. . 

·Este modelo se enfoca explícitamente en la operación entre el rendimiento 
esperado y la varianza de un portafolio. Una vez formulado el modelo de 

· Markowitz, se puede resolver y obtener una solución numérica específica (es 
decir, un portafolio óptimo) al obtener las proporciones (x1, ••• ,x,.) que 
maximizan el rendimiento esperado del portafolio para cada nivel posible de 
riesgo. El modelo de Markowitz no garantiza determinar un portafolio óptimo 
único, sino una serie de portafolios eficientes, cada uno de los cuales 
maximiza el rendimiento para un nivel específico de riesgo. 

1.8 Problemas del Modelo. 

El modelo de Markowitz, refcrenciado muy frecuentemente en el medio 
financiero, permite encontrar portafolios eficiente.s, sii1 embargo presenta . 
varios inconvenientes prácticos. 

,:c.~ " . ~--~-:--

A pesar de que la media y la vuriánza se.lltilizáil frecucntél11cnt~ ~orno Ios 
mejores estimadores del renditnicntó.'y ~riesgo~ rcspcctiviíiileníe:: presentan 
serios inconvenientes. La utilizació~ de supucsio~ :que• son corriúnínente 
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violados, tales como el de normalidad en los rendimientos, y que los 
portafolios son estáticos en el tiempo. En lo que se refiere a la parte 
computacional, construir la frontera eficiente bajo este enfoque para 
portafolios con un número grande de instrumentos se vuelve complicado, pues 
el trabajo para la construcción de la matriz de varianza y covarianza aumenta 
considerablemente. 

Dados los inconvenientes presentados por el Modelo de Markowitz debido al 
empleo inadecuado de medidas estadísticas, se presenta un enfoque alternativo 
a la conceptualización de la frontera eficiente. Dicho enfoque plantea 
encontrar un portafolio dinámico y no estático, que bajo ciertos posibles 
eventos futuros, los rendimientos esperados de este portafolio sean lo más 
parecido a un objetivo o meta de inversión, representada por un portafolio 
be11c/1mark. 
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Capítulo 11. La Frontera Eficiente Put I Call 

Este nuevo enfoque del concepto de Frontera Eficiente hace uso del marco de 
trabajo "Mark to Future" o Valuación a Futuro, por lo que resulta conveniente 
hacer una breve descripción de él. 

11.1 La Valuación a Futuro en el cálculo del riesgo. 

A diferencia de las medidas de riesgo, comúnmente usadas en instituciones 
financieras, que utilizan datos históricos o predictivos4

, la Yalúación a Futuro 
emplea una medida de riesgo enfocada en everitos futuros. 

°' Como son el cálculo del VaR (Valor en Riesgo) mcdianlc escenarios históricos o bien medinnle el método 
de Monlc Cario. 
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La Valuación a Futuro trata de unir diferentes fuentes de riesgo 
correlacionadas y captar sus efectos en el cálculo de los diferentes tipos de 
riesgo - de mercado, de liquidez, de crédito, entre otros - (ver Jorion [13]) 
empicado para propósitos de asignación de capital en la selección de 
portafolios. 

Como el riesgo es la consecuencia.de un futuro incierto, la Valuación a Futuro 
emplea una medida de riesgo basada no únicamente en información derivada 
de hechos acontecidos, sino también en información de posibles eventos 
futuros "escenarios", no obstante que el día de mañana puede ser radicalmente 
diferente al día de hoy y que un evento "inusual" es difícil de predecir. 

En el marco de la Valuación a Futuro, los escenarios sirven como una 
herramienta para visualizar o describir los posibles valores de parámetros que 

·afectan el rendimiento de un portafolio en un horizonte de tiempo 
detenninado. 

Los escenarios son la esencia de la cuantificación del riesgo, unen varias 
fuentes de riesgo y penniten el desarrollo de medidas que las incluyen. Omitir 
eventos relevantes y dar mayor importancia a otros podría conducir a medidas 
inadecuadas y conclusiones erróneas, ya que la cuantificación del riesgo 
depende de los posibles eventos futuros y de que éstos sean descritos mediante 
los escelrnrios. 

No obstante, la cuantificación del riesgo no sería posible si no se contara con 
la capacidad que tiene una institución financiera de conocer el valor actual de 
los instrumentos. Base sobre la cual se cuantificarán o estimarán los 
movimientos de los precios de los activos en el futuro y de donde se derivarán 
las posibles pérdidas. 

Asimismo, para la cuantificación del riesgo, se requiere conocer el horizonte 
de tiempo sobre el cual se realiza la inversión, ya quede ello dependerá el tipo 
de análisis de los movimientos en el mercado. As.í, si una inversión se realiza 
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a dos meses, un amílisis de variaciones diarias resultará irrelevante cuando se 
observa que la volatilidad mensual es casi nula. 

'.,:> . ,:·.· ", - .-· . .. ; -

Por lo anterior, el 
siguientes: 

cálculo del riesgo puede se,r resumido en los cinco puntos 

l. Conocer el valor ac11~~1, ~e~/~s;'ict~~;o/o il~st,-111né11to;, es decir, 
realizar el Mark-to-Market0Vaií!.ad611 ~Mercado.'· .. 

'._ ;,~·. 

3. Co11sidemr 1111. rango a~nplio)le escenarios que describa posibles 
eventos flll/{ros: induyendo éscenarios extremos. Si se requiere, se 
puede asig1uir'ú1ia distribllciÓii-dé í1robabilidad a los escenarios, es 
decir. hacer dele.~ce11(1rio 1maelección explíciw.5 

4. Evaluar.el portafol~0 ~11 el-lzoriwnte de tiempo definido bajo todos y 
cada uno de/Os escenqriosf111uros, es decir, realizar la Valuación a 
Futuro: - -- - - · · 

- . . ·. \\( '.:.·: :· · .. :~~~:'..': ' -. .. . 

5. Calcular la ú1áxima pérdida esperada que se podría presentar en el 
horizo!Íte de 'tiempo definido. bajo 1111 cierto nivel tle ámfianza 
(calcular el VaR). ' 

'.\ Probabilidad de los escenarios, pág. 22. 
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Representación de la Valuación a Futuro 

Pero, ¿cómo se valúa a futuro?. Dado que la valuación de los instrumentos 
bajo cada escenario puede ser dada en forma vectorial, una valuación a futuro 
se representa como un vector de números, uno para cada escenario j en el 
horizonte de tiempo. Así, si los ~ectores v., y E 1 contienen la valuación a 

mercado y el rendimiento bajo el escenario j de cada uno de los instrumentos, 
respectivamente, entonces la i-ésima entrada de v,. está determinada por: 

(1) 

es decir, el rendimiento generado po~ cada instrmrieríto baj~ el movimiento de 
merca.do captado en el escenario j. 

Ejemplo 

Si se cuenta con tres instrumentos (i= l, 2. y 3) que tienen valores de mercado, 
representados en el vector 

VM =[5~3i· 
4.9 
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y si los rendimientos semestrales generados por cada uno de ellos en un 
periodo de 2 años (j= l, 2, 3, 4 ), son los que se' representan en los siguientes 
vectores: 

[ .2] . [ ·'] E1· = ' .. 1 . E2 = .12 
.05 ' ' •' ~11 

entonces, la valuación a futuro delos instrumentos bajo cada escenario se 
determina como: 

[ 
5 l [ 5(.2) l [ 6 l V~= 5.3 + 5.3(.1) = 5.83 , 

. 4.9 4.9(.05) 5.145 

en forma similar 

[ 

5.5 l vj. = 5.936 
5.439 [ 

5.05']. 
vft = 6.413 

6.272 
vf. =[6.:43] 

6.904 
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La valuación anterior puede ser resumida en una matriz M, donde cada 
columna j representa la valuación a futuro VF j bajo cada escenario. En este 
caso 

[ 

6 5.5 .5.05 

M = 5.83 5.936 6.413 

5.145 5.439 6.272 
6.:43. l 
6.904 

La interpretación de ésta matriz refleja los posibles movimie~tos de mercado 
de los instrumentos dados los escenarios~ Por ejempló, C:énirando la atención 
en el primer instrumento (renglón· 1 de M), se obsérva::cíúe.:con un valor a 
mercado de 5 unidades monetarias (primer. entrada. del .vector V M ); la 
valuación a futuro se1'iala que suvalor para el sigÜiente sémestre podría 
aumentar a 6, 5.5 o bien 5.05 (ver la figura siguiente): · 

Hoy 

5 

.El fl1111ro 

~6 

~ 
5.5 

5.05 
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Desde luego esto no necesariamente ocurrirá, ya;que depende de que los 
escenarios considerados efectivamente hayan captado todos y cada uno de los 
posibles movimientos de mercado, 

Probabilidad de los escenarios 

Los movimientos de mercado . pueden provocar que el precio de un 
instrumentos tenga un comportamiento a la alza, pero ¿qué tan probable es 
que su precio tenga uno u otro valor?. Como se puede observar en el ejemplo 
anterior, no todos los movimientos (captados por los escenarios) tienen la 
misma probabilidad de ocurrencia. Así, el valor 6 es señalado como un valor 
posible por dos escenarios distintos mientras que el 5.5 y 5.05 únicamente por 
uno. 

En muchas ocasiones la probabilidad de ocurrencia entre un valor y otro no 
obedece únicamente a la probabilidad muestra! (casos posibles/ casos totales), 
sino a una función de distribución de probabilidad que recoge el conocimiento 
.º la sensibilidad del inversionista, es decir, si por alguna razón se considera 
que el escenario j tiene más probabilidad de ocurrir que el escenario k, 
entonces una probabilidad mayor Pi deberá ser asignada al escenario j 
( p j > Pk) . Por lo tanto, es necesario establecer para cada escenario una 

probabilidad que refleje el conocimiento y las expectativas de cada 
inversionista. en ocasiones se puede considerar a todos los escenarios 
igualmente probables o se puede emplear un suavizamiento exponencial 
(asignando mayor probabilidad a los escenarios que captan información más 
reciente a la fecha de la valuación). 

Sea cual sea el método para asignar la probabilidad, ésta puede ser 
representada en un vector p en donde la entrada Pi representa la probabilidad 
asignada al escenarioj. 
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Cuantificación del Riesgo 

Una vez. establecidas las probabilidades, se está en condiciones de (dado un 
instrumento) cuantificar el riesgo que representa su inversión. Cabe 
mencionar, que la cuantificación del riesgo financiero es un tema complejo 
que requiere determinar el objetivo y alcance de los resultados, de los factores 
de riesgo a considerar y de la metodología a emplear. Hoy en día, no existe el 
método o la fórmula para calcular el riesgo, en la literatura se puede encontrar 
un gran número de artículos de investigación que muestran métodos nuevos o 
la adaptación de alguno ya existente para cuantificar el riesgo de algiin 
instrumento específico o un tipo de riesgo en particular (ver Jorion, [ 13]). Por 
ello, cada institución ya sea financiera o no, determina a partir de sus 
necesidades, conocimientos e investigaciones, la mejor metodología para 
cuantificar el riesgo, ya que lo importante no es cómo se calcula sino que los 
resultados muestren cuál es el valor del riesgo al cual se encuentra expuesta la 
institución. 

No obstante que la metodología de Valuación· a Futuro fue definida y 
desarrollada en el marco del. cálcufo dél, riesgo (ver Dembo [5]), en este 
trabajo se emplea para deterininar'el;conjunto de portafolios de inversión 
eficientes; por ello, no se presenta laJoiiíia en.que se realiza dicho cálculo. 

•-',;· "·': ... ,-_ ., '. : .. ;';.~:·.'. ·'.·? . ,• ' 
<;_:· .. {>.' ,::,·.~~·~~\-~' ··:.:-.. \. .,-,,t .. - ' , .. ' ":~.-:.-. 

El Be11cbmark como ParámeÚo 'deJ3.ef{iencJa 

La importancia del cálculo del . Íiesgo radida no sólo en la metodología 
empleada para su cuantificación si . no·. en ·la interpretación que se dé al 
resultado obtenido. 

Así, si se tienen dos portafolios A y B; el primero con un monto de inversión 
de 10 mdd. (millones de dólares) y el segundo con uno de 20 mdd., y si su 
riesgo, calculado bajo la misma metodología y los mismos parámetros, en 
términos porcentuales con respecto al monto de inversión es 20% para ambos 
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portafolios (es decir, se puede esperar para A una pérdida máxima no mayor a 
2 mdd y para B una no mayor de 4 mdd), ¿cuál de los portafolios es 
preferible? 

Es claro que esta información no es suficiente para tomar una decisión, ya que 
no basta con comparar la cuantificación del riesgo de cada portafolio, porque 
puede suceder que el comportamiento histórico de los rendimientos de A 
muestre mayor probabilidad de obtener ganancias que los de B, en cuyo caso 
se debería optar por una inversión en A. 

B A 

.. 
-4 -2 o 

Fig. 7. Distribución de los Rendiinicntos de dos portafolios A y 8 

Por lo tanto, se puede afirmar que el riesgo como medida no es absoluta en la 
comparación y detem1inación de instrumentos o portafolios de inversión. Su 
interpretación y la de los factores que lo generan son los que en algún 
momento permiten modificar las carteras para lograr los objetivos que se 
establecen, sean estos menores niveles de riesgo o mayores rendimientos. 
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Por consiguiente, en ocasiones es preferible establecer un parámetro de 
referencia "benc/1111ark" contra el cual se mide el rendimiento· de un 
portafolio. 

El benchmark es considerado como una meta u objetivo de ganánciüs, o bien 
como un portafolio modelo, es decir, el portafolio que · a cualquier 
inversionista le gustaría tener, o por lo menos que el nivel de rendimiento que 
su portafolio genere, esté muy ceréa de los del benchmark. · 

11.2 Valuación.a Futuroy Berichmark. 

Una vez estaoleeido un benchlnark:•1a,YaluÚción a. Futuro se calcula sobre un 
portafolio qlie cor1siste}ie una posición la~ga(ccimpra) en el portafolio original 
y uná corta (ven~~) en~! bén.(:hm,ark::· :•ce\ ' ' ·' ' 

-·~·.-- <:; ---~<.'_;·}:·~:~.{: .:--:·~ ,--, ~,;>" 
, L.,:,' "~''..{.':~\~:~ ,. -

El enfoque de Valuación a Futuro considera una comparación adicional entre 
el valor del "portafolio original" X y el del benchmark B bajo cada escenario; 
Dada esta comparación, se determinan posiciones "por abajo" del valor del 
bcnchmark (cuando el valor de X es menor al valor de B) o "por arriba" 
(cuando el valor de X es mayor al valor de B ). 

Para ejemplificar el cálculo de las posiciones, supóngase que se cuenta.con el 
"portafolio original" X, el benchmark B y 1 1 escenarios (j= 1, 2, ... , I 1) y que 
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bajo cada escenario se obtiene la valuación a futuro de X y B, que se muestra 
en la tabla siguiente. 

Vr(X} 5.7 6 5.5 6.7 7.3 8 8.5 8.5 7.6 8.2 8.3 

v,.(11¡ 6 6.3 6.5 7 7.5 7.7 7.8 8 8.5 8.8 9 

'fobia l. Valuación a Futuro bajo cada escenario. 

Ahora bien, si se grafican los valores mostrados en la valuación anterior, se 
observarán las posiciones "por abajo" y "por arriba" del valor de B. 

101 
e <) 

= .E 
s J ... .,, 

¡: 7 : 

~ 

:1 .... 

2 4 5 6 s <) to tt 

E.~ccruJrios 

r-+- Portafolio X _._ l'ona/olio 8 ] 
'-----·----------· 

----------------~ 

Gráfica l. Posiciones: valor de X vs valor de /J. 
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De lo anterior, se pueden definir los siguientes conceptos: 

Definición l. Sean. X y B dos portafolios, con· B behd1111ark. Si 
V F i(X) es mayor que Vf· 1( B), e1ito11ces 'fa diferencia 
positiva (VFi(X) - VFi(B))entre estos valore/es 1iúa posición 
''por arriba" de B. · · · · 

' ' ' 

Por el contrario, si VFi(X) es me1ior queYF1(B), e1~tonces la 
diferencia negativa (VFi(X) - Vp 1(B)) entre esÍos valores es· 
1111a posición ''por abajo" de B. · 

En la siguiente tabla se puede observar el valor de las diferencias positivas y 
negativas entre X y B, las cuales corresponden a las posiciones por arriba y por 
abajo mostradas en la gráfica anterior. 

Tublu 2. Diferencias posi1ivas y ncgmivas entre \11J(;(}.\'r1(/JJ. 
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11.3 Construcción de la Frontera EficientePuVCall. 

Colltratos cal/y put 

Desde el punto de vista financiero, las posiciones "por arriba" o "por abajo" 
de un portafolio con respecto al valor a futuro de un bcnchmark pueden ser 
asociadas a los pagos generados por una "opción de compra"6 (call) o a una 
"opción de ~cnta"7 (put), respectivamente. 

Cabe señalar que en el medio financiero la terminolofía: opción de compra y 
opción de venta, es aplicable a contratos financieros . Sin embargo, para el 
desarrollo de este trabajo, se empleará la tenninología anglosajona "call" y 
"pul", como términos que pueden ser generalizados de la siguiente fonna: 

Definición 2. Un contrato será ca/l cuando su poseedor gmw si el 
subyacente9 sube, y 1111 ¡mt cuando gana si el subyacente 
baja. 

" Una opción de compra es un contr:Uo en donde d comprndor adquiere el derecho más no la obligación de 
comprar un hicn subyacente en el ful uro a cambio del pago de una prima. 

7 Una opci~m de venta es un conrrnto en donde el 1..·mnpr:idor adquiere el derecho más no la obligación de 
vender un bien subyacente en el futuro a cnmbio del pago de una prima. 

11 Ver t\nc;..o: Op1..·ioncs. 

IJ El bien suby:iccnlc no ncccsarii'.lrncn1c es un bien langiblc ya que en el mcrc:1dn cxislcn opciones sobre 
suby:11.:cnlcs no langihlcs. como lo son Jos índices de mercado. 
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Con esta terminología se puede establecer una analogía entre los contratos call 
y put y las posiciones por arriba y por abajo de un portafolio. · 

Valor cal! y valor put 

Con base en los conceptos anteriores, un pmiafolio X que presenta una 
posición por arriba de un benclu~iark B bajo un escenario }, representa un 
contrato call bajo ese escenario, al generar una ganancia sobre el valor del 
benchmark. Por el contrario, si X presenta una posición por abajo de B bajo 
ese escenario, entonces representará un contrato put, al generar una pérdida 
sobre el benchmark. 

De lo anterior, se puede realizar una definición formal del Valor Call y Valor 
Put. 

Definición 3. Sea X 1111 portafolio de inversión y B '11n ·portafolio 
benc/1111ark, entonces, se define el Valor C.all de X bajo el 
escenario j (J=l,. . .,m), como la diferencia positiva entre 
(VFj(X) - V,/(B)), es decir, . . . . .. 

Valor Cal/ 1 (X)= M<Lt{ Vj(X )--Y/ (B),. O} 
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úi Frontera Eficiente Put /Ca// 

Pura ilustrar estos conceptos considérense los valores de la siguiente tabla y su 
representación gráfica, en ella se puede observar lus posiciones por arriba y 
por abajo definidas como valores call y put. 

Ca// o o o o () 0.3 0.7 0.5 o o o 

Put 0.3 0.3 0.3 0.2 o o o 0.9 0.6 0.7 

Tabla 3. Valores Call y Valores Put del portafolio X bajo cada escenario. 

"' ~ 
o 

. ~ 6 .\ : ¡ 
l
i ¡ ' "rut" 1 

5 -'----r---r--r----r---T- -,.-----, 1 ! 2 3 4 5 6 8 9 10 11 

i E.~cenmios ! 
• 1 

1 ¡ 
! FunafiJ/io X -e-l'ortaji>lio 11] ¡ [___________ _ ______ J 

Gr:ílica 2. Valores Call y Valores Pul del portafolio X bajo cada escenario. 
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Rendimiento y Riesgo 

En estos mometúos, contamos con laherran!ienta necesaria para definir el 
rendimiento y el i-iesgo de llll poriafolic:i_Xsobre unbenchmárkB. 

Definición 4. 

·-'-:< ::~r· ·_ ... ';_:;.:_:· ·,._ .. > 
, . -, ;:\ :·;;;;,,:,·, ·.,_.,-··. 

Sea X ;;;; ~;ríaf~Ú~ (Íé :l11vers1011. } .X·un portafolio 
benclzmark.E{ R(uldimie11to'de'Xsobre.Bsédefi11eéomola. 
s11ma dé los valores Cál(de'X bajo todo":/Ycada 11110 de los 
escenarios de v~lüaci6í1,' es tl~~it·i ?:·:, :./, :;< ~ : . ,. . . 

---·:". 
~--' ... 

, >,;_. . .. • - ';~ .. 

donde 111 es el 111í111ero de éscennrios de valuación. 
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Ahora, es posible calcular el valor del rendimiento y el riesgo de X sobre B 
bajo todos los escenarios del ejemplo anterior. Así, dichos valores se muestran 
en la siguiente tabla. 

· · ',~~iit1Ri~1~o~i¿~ 
' ·:~<..Tfifa~'j~~¡¿¡¡~ 

Portafolio X 1.5 4.3 

Tabla 4. Rendimiento y Riesgo de X. 

Frontera Eficiente Put/Call 

Una vez introducidas las definiciones anteriores, se puede plantear un modelo 
alternativo al modelo de Markowitz para la elección de una cartera de valores 
en condiciones de incct1idumbrc, el cual será reducido nuevamente a un 
dilema bidimensional: el valor pul y call asociado a cada portafolio. 

En este nuevo enfoque, el objetivo es determinar dentro del conjunto de 
portafolios factibles, aquellos que componen la frontera eficiente PuúCall. 
entendiendo por portafolio eficiente aquel que satisface la siguicríte condición. 
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La Frontera Eficiente Put /Cal! 

Dado B un portafolio benchmark y 1111 nivel fijo de valor 
pul. Un portafolio se dice eficiente, si tiene el m(LXimo 
valor call esperado (rendimiento) que puede alcanzar 
cualquier otro portafolio con el mismo nivel de valor plll 
(riesgo) bajo el mismo benchmark. 

Valor Call 
(RcndimiCnto) 

Call (l') 

Cull (X) 

y 

Put Valor Put 
(Riesgo) 

Fig. 8. Ponaíolio Eficiente. 

Entonces, la frontera eficiente Put/Call estará determinada por todos aquellos 
portafolios que a partir del portafolio de núnimo riesgo PMRJO, al asumir un 

'°El l'MN. es el porwfolio que tiene :isucimJo el menor nivel de riesgo posible de entre tOLlos los portafolios 
del conjunto clicicntc. 
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La Frontera Eficiente P111 / Call 

nivel k de riesgo (valor pul), proporcionen el máximo nivel l'de rendimiento 
esperado (valor call). 

Rcndimicnlo 
(YalorCnll) 

--------~:;-----1 ".____ 
1, . --,------ 1 ---~--+--------

'. l 1 
/'MR \i 1 

¡···-... __ ¡ 
1 

1'·-. ¡ ···-... 
! 

k, Riesgo 
(Valorl'utl 

Fi¡.:. 9. Conjulo Eficiente. 
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11 .4 El Modelo Put / Call. 

El modelo Put/Call desarrollado por Ron Dembo 11
, emplea la Valuación a 

Futuro para la determinación de portafolios eficientes. La gran aportación de 
Dembo al concepto general de frontera eficiente, es incorporar un parámetro 
de referencia al concepto riesgo-rendimiento y determinar los portafolios 
eficientes bajo la valuación de escenarios históricos. 

El modelo matemático Put/Call a diferencia del de Markowitz emplea técnicas 
genérales de programación no lineal para determinar los óptimos sobre un 
benchmark al maximizar el valor Call dado un nivel fijo de valor Put. Para 
determinar la frontera eficiente de inversiones es necesario encontrar las 

11 Presidente y jefe ejecutivo funcionario de la compañía Algorithmics, fundada por él en 
1989, Algoritmics es actualmente la empresa líder a nivel mundial en la administración 
de riesgo financiero. Ron S. Dembo Cuenta con una distinguida carrera académica 
(entn! sus grados académicos se encuentran: un B.Sc. en Ingeniería de la Universidad de 
Witwatersrand. Johanncsburg ( l %9), un M.Sc. en Ingeniería Química del Instituto de 
Tecnologia Tcd1nion-lsrael (1972). y un Ph.D. en Investigación de Operaciones de la 
Universidad de Waterloo. Ontario ( 1975)) y ha colaborado en las facultades de varias 
universidades del mundo. De 1976 a 1986 se desarrollo como profesor adjunto y 
asociado en investigación Uc operaciones en ciencias de la compulación de la 
Universidad de Yalc y como profesor invitado en investigación de operaciones del 
Instituto de Tecnología de Massachuscll. Dembo a publicado aproximadamente 50 
artículos técnicos sobre finan1.as y opti111i1.aci<in matemútica. Su último libro "Sceing 
Tomorrow", el cual escribió con Andrcw Freeman, explica cómo aplicar la 
mhninistracitin del riesgo en la vida diaria y en la toma de decisiones en los negocios. 
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La Frontera Ejicielite Put / Ca/l 

cantidades (x1 ..... x,,) que determinen la composición de · 1os portafolios 
eficientes, es decir se requiere resolver el siguiente problema: 

Maximizar 

Sujeto u 

donde k es constante. 

El valor Ca/l 

El valor PI// :5 k; 

Restricciones de liquidez 

El Modelo Put/Call incorpora las restricciones de liquidez 12, de )as .·que se 
habla más adelante, de tal manera que logra · ma.n~ener la simplicidad 
computacional del modelo. 

En general, la función de utilidad de una iriv~rsió1ic~~11tilicd I~ atr~étivode -
un portafolio. Por lo tanto, esta funé:Íón id.erÍtificahí eficie1]ci'a ~¡¿¡ portafolio 
que es más deseable pura un inversi~mistu~ en'cl sé11tidc:i de proveer el' mejor 
rendimiento relativo al obtenido por el bcnchmiuck. · · · 

" Ver Capflulo 111. -1. 
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Capítulo 111. Modeladón de la Frontera Eficiente 

Put I Call 

La frontera eficiente bajo el enfoque de Markowitz o el Put/Call sirve como 
herrumienta para identificar el portafolio óptimo de acuerdo a las metas de 
inversión, preferencias al riesgo, horizonte de inversión y requerimientos de 
liquidez, entre otros. 

La construcción de la Fromera Ejiciellle Put/Call, como se señaló en el 
capítulo anterior. puede modelarse matemáticamente como la solución a un 
problema de optimización que garantiza la obtención del máximo nivel 
esperado de valor call, siempre y cuando el valor pul no se exceda en k 
unidades. Así, mientras k crece a partir de cero los valores de la solución 
óptima definen la frontera eficiente. 

La frontera eficiente no solamente puede ser construida maximizando el valor 
call dado un valor put = k, sino también minimizando el valor pul sujeto a 
obtener un nivel específico del valor call = l, siempre que éste sea mayor al 
l'MR. . . 
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Mor/elación de la Frontera Eficiente Put I Call 

ValorCull 

--------tl-·~-.------··1 ~------
----------- --------.-------·-

¡ . l. 
PMR \! . 1 

¡------.. _¡ 
¡ r-------
1· 1 ---

! 1 

k 
Vnlor Put 

Fig. JO. Fromcra Elicicme. 

111.1 Notación; 

Antes de iniciar con.eldesarrollo del modelo matemático de optimización, es 
necesario establecer ciertos sllpuestos y est::mdarizar la notación 
correspondiente. 

En adelante se supondrá que se tienen /1 instrumentos factibles de inversión y 
por lo tanto, un portafolio queda especificado al determinar las cantidades de 
inversión X; (i=l ,;.,n) en cada uno de ellos resumidas en el vector x. 

Por otro lado, si los posibles comportamientos del mercado para un periodo de 
inversión son captados en 111 escenarios. entonces el escenario Ej (j= l ,. . .,m) 
representará una de las posibles variaciones y f'j la probabilidad de ocurrencia 
de dicho escenario. 
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Modelació11 de la Frontera Eficiente Put /Cal/ 

Sin perder generalidad y tal como sucede en la práctica, se puede considerar al 
portafolio benchmark como un instrumento libre de riesgo, es decir un 
instrumento con rendimientos constantes sobre cada escenario. 

Los datos iniciales del modelo y su notación pueden ser resumidos en la 
siguiente tabla, en donde además se especifican sus características 
estructurales. 

M 

p 

11 

X1. 

put 

c..·nll 

Valor actual de los instrumentos de inversión en el mercado. 
(V",'= valor de mercado del instrumento i) 

Valuación a futuro (M11 = valor a futuro del instrumento i en 
et escenario}). 

Probabilidades a priori de los escenarios. 

Nivel o tasa de rendimiento del bcnchmark. 

Valuación a Futuro del benchmork (B0 = valor a futuro del 
ínsrrumcnto i bajo el rendimiento r1). 

Límite inferior de la posición. 

Límite superior de la posición. 

Tamaño o cantidad de inv~rsió~ (variabl.cs.de decisión). 

Pérdida rchuiva del poi-tafoli~ co~ rc8PcC10--·~1- bc0chmark 
(Valor. Put). 

portafolio •• cLir~•p~cto.~I · béncl1mark 
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mxl 
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Modelación de la Frontera Eficiente P11t /Cal/ 

111.2 El Valor Call y el Valor Put de un portafolio. 

Con base en Ja notación anterior, el valor de increado de un portafolio X se 
determina fácilmente como la suma ponderada por la cantidad de inversión de 
Jos valores de mercado de cada instrumen.t() que lo cÓmponen; es decir: 

~v· ... -VTx 
L.,¡ M "'°i - .M ... 

Sin embargo, determinar el valor a . f~ttlr~ de un portafolio requiere 
primeramente determinar el valor ác futúro bajo cÍ1da escen'arió de todos los 
instrumentos que lo componen. Dado. que· eLvalor a.futuro del portafolio X 
bajo el escenario j, se define como la· suma poi1derada por la cantidad de 
inversión del valor a futuro de C:ada uno de los instnirnentos bajo el mismo 
escenario, es decir: · 

entonces, el valor a· futuro bajo cada esccrrnrio j del portafolio X se obtiene 
mediante el producto 
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Ahora bien, si en lugar de invertir en el portafolio X se prefiere realizar la 
inversión en el bcnchmark, el valor a futuro de la cantidad de inversión x; bajo 
el rendimiento ri, estará detenninado por: · · 

y por consiguiente· el valor a .futuro de la iÍlYersión X bajo el benchmark y 
escenario j estará detenniriado como: 

donde 

(2) 

Así, el valor a futuro de la inversión X bajo el benchmark y cada escenario j se 
puede obtener mediante 

De la definición de valor call (pág. 29), se puede determinar el valor call del 
portafolio X bajo cada csccnarioj, corno: 

cal/,= Nlax[f (M,; - B,;')x,, o] ,., 

41 



Mo{/efación de la Fro/lfera Eficiellfe Puf/ Call 

En una generalización, el valor call del portafolio X bajo todos los escenarios 
(j= J , ••• ,m) queda determinado mediante: · · · 

call = Max[(l\11- ':: B~~.:o] 

De forma similar, se puede generarju;~curi~foke¡~g·d~·términael valor put del 
portafolio X para cada escenario}:· .. · ···:.,Y '-~: .. , .. · · · 

... :. :. :~ ··::~· .. <~~.:::: 
·.-·,:. -~;;/~·~·.~;~··· 

pu1 1 .·7~~~[~'.~~~-~;;d:'.i'.b~;o] ·• .. 
,:\··; , ... ,.~ ·~:~,;~.i:-T :,: 

'·.,-·~_.: ":__i:. -,: 

y para el valor put del portafÓJio x)ájil tódosy cadauno de los escenarios 
o= l , ... ,m) la expresión corrésporÍdient'e es: .. ' . 

l>~t=Max((Hr -Mr)x, o] 

Como se puede observar, existe una relación entre el call y el put de un 
portafolio, por lo que su diferencia reprl!senta la ganancia neta obtenida por el 
portafolio X sobre el benchmark. · 

Obsérvese que: 
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cal/j -p11tj = f (M ,¡-B,¡}i:; -0= f (M¡¡ - B¡¡fi:; 
i=I i=J 

y si por el contritrio, M ¡¡ - B¡¡ SO 

. . . 

calli -¡J11t; = o-f (B;i _:M ¡¡}; =f (Mij-B¡¡)x; 
i=l . i=! 

Por lo tanto 

'( T T)x. call - put = M - B 

Esta relación junto con las condiciones 

call 2! O 

put 2! O 

caWput=O 

(3) 

(3*) 

determinan el valor call y el vulor pul de un portafolio X a través de todos los 
escenarios. Por lo que a la ecuai:::iéin (3) se le conoce como la restricción de 
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Modelación de la Frontera Eficiente Put /Cal/ 

seguimiento y al conjunto de ecuaciones (3*) como la restricción 
complementaria. 

111.3 FormulaciÓ.nMatemática del.Mode.lo PÚVCall. 

Una vez desarrollado los conceptos del valor Call y Put de un portafolio, se 
está en posibilidades de fonnular matemáticamente la determinación de la 
frontera. eficiente Put/Call. 

Como se h~ señalado, determinar la frontera eficiente Put/Call equivale a 
bu.scár maximizar el valor call del portafolio, lo que significa determinar la 

·composición del portafolio que garantiza obtener el máximo rendimiento bajo 
.. cada escenario j. 

Recuérdese que los escenarios intentan modelar el posible comportamiento del 
precio (o rendimiento) de los instrumentos y que la probabilidad de ocurrencia 
entre uno y otro puede variar, por lo que determinar cual es el valor para un 
portafolio bajo el cscenarioj debe, y de hecho, va asociado a una probabilidad 
apriori de ocurrencia (p1). 

Por lo tanto. el rendimiento esperado de un portafolio tiene la expresión: 

donde, p T representa el vector transpuesto de probabilidades a priori de los 
escenarios. 
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Como es bien. sabido, todo rendimiento va acompañado de un riesgo de 
inversión, el cual aunque no es deseable se intenta controlar al pedir que el 
valor put de la inversión no rebase un cierto nivel que debe corresponder al 
grado de aversión al riesgo que tiene el inversionista, es decir, se debe 
garantizar que: 

donde k es el nivel establecido. 

Por lo tanto, la formulación ~atemátl~a del modelo que pcnnite detenninar 
los portafolios que compon~n fo fr<;>llterá eficiente put!Call se establece como: 

~.'.;:·:·. -·L ~ /~~~·>· 

Maxi~Tli~ar •· .. ••• p T call 
Sujeto a 

p "1mt::; k 

call;?; O 

put ~O 

Obsérvese que este modelo aunque resuelve el problema, no incluye 
cuestiones operativas como lo son algunas relacionadas con el volumen de 
operación de cada instrumento, el cual influye directamente en el precio de 
éstos. Así, es factible agregar algunas consideraciones que restringen las 
posibilidades de inversión como lo son las restricciones de liquidez. 
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111.4 Modelación de la Liquidez Finita. 

Cuando se construyen portafolios, los inversionistas están normalmente 
restringidos en términos de las operaciones que pueden realizar. Por ejemplo, 
ellos deben respetar las limitaciones impuestas por las restricciones de 
liquidez, montos de inversión y lotes de venta de los mercados financieros. 

En general, el tamaño de la operación crece en la misma proporción que la de 
la inversión por costo unitario, es decir, existen límites en el tamaño de las 
operaciones (o transacciones) que se pueden realizar derivadas de 
disposiciones regulatorias o del monto de inversión con el que se cuenta. Este 
tipo de restricciones afecta directamente el precio que se puede conseguir en 
una transacción, por lo que los mercados son conocidos por tener liquidez 
finita. 

Para modelar la liquidez finita dentro del análisis, se establecen límites de 
operación en donde se garantiza que el precio unitario se mantiene constante, 
es decir. se lija el límite inferior (x1); y superior (xu); para cada una de las 
pos1c1oncs. Por lo tanto, las condiciones de liquidez en el modelo de 
optimización se pueden establecer mediante las desigualdades: 

(x,.), Sx, 

para la posición sobre cada uno de los instrumentos (1 S. i S. 11). 
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Así, el modelo para detenninar los portafolios eficientes sobre la frontera 
Put/Call queda especificado mediante: 

Maximizar pTcall 

sujeto a 

y k ~Octe. 

pTpUt$;k 

call ~O 

put~O 

x 1• ::;;x:o;;x0 
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111.5 Desarrollo numérico. 

La intención al incluir el siguiente ejemplo numérico es mostrar Inaplicación 
de la metodología desarrollada a lo largo del presente trabajo así C:omo las 
diferencias conceptuales entre el modelo de Markowitz y el .Put/Call . 

. Para efectos del desarrollo, supóngase que se tienen ~ 15 )ns~rnmentos de 
inversión factibles (i= J, ... ,15) y sus precios o valores."dé 'mercado. están 
contenidos en el vector V". · · · ' 

JO.O 

12.5 

8.0 

4.5 

9.0 

2.5 

3.5 

V,,= 5.0 

6.0 

8.5 

11.0 

9.5 

7.5 

10.5 

7.0 
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Para conocer el valor a futuro de los instrumentos es necesario conocer el 
posible comportamiento de sus rendimientos, lo cual se realiza mediante Ja 
generación de escenarios de rendimientos. Para este caso se supondrá que 
dicho comportamiento, en un horizonte de tiempo de un año, es captado en 1 O 
escenarios Ej (i=I , ... ,JO); todos ellos conteniendo información para cada uno 
de los 15 instrumentos. 

?J;lffg-§. ~~ ~· ·: ~·:: 
7 

~fil¡;:;~~~: 
9 

.-~~1!~'if(:"~?J_!-: ·:'' ;.· 
11 0.250 o 200 o .150 

;f~~:~~:-~!_2} ' .. ·\ .. ». ! .. 0~1.ªg: ~~Q~.~ ~ 9-.~~.2~ 
13 

~~~~:1:i.~
/5 

0.210 
,·0.434 

o 025 0.7110 

Tabla 6. Rcndimicn10 de cada inslrumcnlO bajo cada escenario é~. 

Cabe aclarar que no obstante que en la práctica la probabilidad asignada a los 
escenarios es distinta, en este caso y únicamente por simplicidad numérica se 
ha considerado a todos los escenarios igualmente probables, es decir, pj=O. I 
paru todo 1 $j::;; 111. 
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Con el valor de mercado y los rendimientos bajo cada uno de los escenarios, 
se está en posibilidades de obtener la valuación a futuro de cada uno de los 
instrumentos (ecuación ( 1 ), pág. 19) mediante el cálculo de la matriz M. 

;~rf ~f it:~·~-·~·i·~~.';i~~h·i:;f'~''':f,;:~íienáiiosr.~;¡'.;\''4"·:~f ~:(tlJ'l.1i~i. 
l 14.000 IHXXJ 14.5CXJ 1 J.()(XJ 10.000 8.5CXJ 9.5(XJ 11.700 12.200 13.300 

1m12~~ "':ITt • .1:3· ti:i!m' U:.5$X> ~ ~lll!~: ®~ m.w 
J 7.400 11.280 13.200 13.920 8.200 8.560 10.080 I0.960 

~ír-í~~ ~ ;H?; ff:.m]@~s ~3]i~· ~~?]~ ff2!.Q: i..tffü~ 
5 7.8IO 7.800 8.IC.0 I0.140 13.750 14.58 12.770 12.2.10 14.220 12.500 

:f:;;a]6~.;:;;J1I ~I! ~Jm; ~R1-i }~q.tá Yii'.i7..~.!! 'i.ff'!..1?, ~:fil~ ~~~~%®. :~~i~. Z:f7~~!>. 
7 4.3(XJ 4.720 4.475 4.055 3.740 3.285 2.970 .1.250 3.5.10 2.585 

'.2.~'fl1f~"Jif~ ~R~ ~m ~~ r;:s~~.sQ. r~:-ssq: ;:t~ t~@ ]',s;sºº i:S.~OQ ~S,&~ó. 
9 5.540 4.880 6.300 8.780 'l.C>SO 9.860 5.8811 (l.((XJ 9.820 7.620 

>~:3i.r!lfY.E.k7i: :t;'f:'t!á.. ~ 11.~.1.á.!! !!.?.!~ :.ro-:-025, '!-J.!19!1 ·n1~~ ~:~;4zQ. ¡g~s:s.:. J.!~: 
11 13.750 13.2(XJ 14.850 13.200 11.550 10.450 9.900 1.1.970 14.520 13.530 

~'.!~27?.~~ 3'.ff~1! ~2., ..• ·,_,ff.~ ®~1®.' ;c1;1'.l} __ . 1!:~ fº-'.f:~ li~-.:!!):S "i_:piijO; ~~ 
13 5.'J25 11.775 7.125 8.175 8.850 8.075 1.1.5()() <J.750 <J.975 9.675 

u ' . . 1pi2s ""1_2.07? :."fL.3~~- 10 .. 645 iL3ª-o 1.s.060 15:1~0 ruizo ·i;i:6!!5 .rs;;m 
15 6.950 5 .. 190 5.710 7.620 7.180 11.'JOO 9.~5D (>.600 8.740 11.900 

Tabla 7. Valuación a Fuluro (Malriz M,1). 

Una vez calculada M, es necesario conocer cual será el rendimiento que 
generará una inversión en el benchmark bajo cada uno de los escenarios, 
considerando una cantidad unitaria de inversión, bajo cada instrumento. 

La tasa de rendimiento del benchmark para cada escenario (j= l , ... , I 0) se 
representa en el vector r 
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0.10 

-0.05 

0.17 

0.29 

0.31 
r= 

0.46 

0.18 

0.22 

0.39 

0.49 

y los rendimientos que se generan para cada instrumento en una inversión de 
este tipo, se muestran en la siguiente tabla. 

1 1.000 -0.500 1.700 
~-:.:);~•::~::.:;·~.);· .i2.J .. ~5!J. ,;,q.~z.s. . ; '.?:!.2.5 

.l 0.800 -0.400 1.3(>0 

:;.;x:, ~; : :.;;:_ [Q":.1s.o. -~-o.2;zs: .. ; o.7~s 
5 0.900 -0.450 1 5.10 
6 .. (J.2_50 -0.125 0.425 

~,;, 

2.<J()() J.100 4.600 1.800 2.200 3.900 4.900 

. :3.~6~ ~~:3,8J,5_ •5.:.?.s.o ~~~'~ii. ;;~.il .. ~I! ' f.szs_ q;:@:...2l 
2 . .120 2.480 3.680 1.440 l. 760 3.120 J.920 

, 18\!~ ¡~1,395 , 2.p1_0 As].9. :~<!~ ~-1.z5.s i;j,1.Qt 
2.1.10 2.7<>0 4.140 l .<>20 1.980 3 510 4.410 
0.72~ : 0.f75 LISO 0~4,~() _ ,0,5~0 . 0.975 ., J..:l~Q. 

7 0.350 -0.175 0.5•J5 1.015 1.085 1.610 0.630 0.770 1..165 1.715 

i?/'s} .\~; ;Q;~~ .~.2so ~o.sso ·· 1:4~0 1:.;1;5so 2:300 ,o:!i!J9 i.:G!:O!i :' q?$_o 7:~:.·f~º 
9 0.600 -O 300 1.020 1.740 1.8<>0 2.7W 1.080 1.320 2 . .140 2.940 

;'.)[~V-z(JI;!:;~~;- ;:f(j;S,S:o. ;'-D.425 :_·: 1.44,? ~~4iis ¡~'.z.63? · 3.9!0 :iJI5~ó. :\t.';8.'P ' 3.~\5 ~'.~!I@: 
// 1.HXl -tl.550 1.870 3.190 3.410 5.0W 1.980 6.050 4.290 5.390 

t~~~!~l:~~~ ~q.~g~º· r~9,~z~. ~u:~:<>.11 ~~z~:? ~-i~~:~~?. :t'.4~~7<.i ;'J::.71.P. ::~~?~ó2P. ~ .. _3/19..~ ~'!;2~~ 
13 0.750 -0.375 1.275 2.175 2 . .125 J.450 1.350 1.650 2.925 3.675 

;~it::rf4.~,'::/,:1~ :~í;t,CJ.5!J :,-0.52? ;_:I.7_85 3;~.?, \1~~:25~ 4,83º ],(!!°2Q {:1-2!1?. 3,Q?~ ,1[5l!!lá 
IS 0.700 ·0.350 J.l<JO 2.030 2.170 3.220 1.260 1.540 2.730 3.430 

Tabla 8. Rendimienlo de cada ins1rurncn10 bajo la lasa de rcndirnicnlo del hcnchmark rj. 
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Ahora, se debe calcular el valor a futuro del benchmark de cada uno de los 15 
instrumentos de inversión bajo cada uno de los rendimientos rj mediante el 
cálculo de la matriz n (ecuación (2), pág. 41 ). 

Tahla 9. Valuacitin a Futuro del hcnchmark <Matriz 11,1). 

A conLinuación se realiza la comparación entre los valores a futuro Mu y los 
valores a futuro del benchmark Bu. es decir, se reali.za el cálculo de la 
diferencia entre ambos valores. Dichas diferencias se.muestran en la siguiente 
tabla. 
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Modelación de la Frontera Eficiente Put / Call 

· ~st.~&lt~:<':.i'.EScénáiioi~"i!:J;Iffl&iff..tli:"'i$.~'Y;1J:'r4:~'*~)~ 
:t:E4;~f.E ~~E, 

J;f~.~ ?¡!~:ft:J~J:..1\ ... ~ . ··~I: ¿.¡~:~-.... '«~·~ ·~-).;~f,;~~\t~ .. ~ .. ;:~ ;{·:~ ··"'-"" ·' :,~ 
J 3.000 J.500 2.KOO -1 900 -J. IOO ·fr IOO -:?.JOO • IO. 500 · I 700 -1 (iQO 

ff[~;;.;:~~-:í'Y} · · 1.000 · -1.s1s ff):?oo '1.2.so ;:-112_sq; :s:JJº ;;::Hso :2.soo ' ~~14q ¡;f::i2~ 
J -1 .ion 1.2xn -1 ooo o.9<•0 2.120 2.2-40 -1.2..in -1.200 -1.0.io -01160 

:X-i-~%ZJ.4.L_e:.l: ,.}:DC_I?. --~~~87 S:!l~09!1 :;~p_s:?_ :'~ 1 ~65(). ~!l-!i.~ ;:;!.:~??. ''.:0~7..llS. ":é<l52?. t~-\9!1.'!. 
s -2 090 -0.75o -2 .. no -1470 1.9<.t• 1.+io 2.1so 1.2so 1.110 -o IJIO 

l'~~ -~~\!!/. ;:;~':!~'!. E~~.0~ .:.;Jd:S:R ~~ ri!~ ir.~ :g:~~~ fuil~g, ~.@. 
7 0.450 1 • .\95 0.3KO -0 . .tf>O -0.845 -1.825 - 1 .160 -1.020 -1 .335 -2.630 

?'6<'w.fk'sJ;'.,\'~i!Ji: ::::.:~~~ 'I.'!!:~~9. ~\!.~. ~~ ~~' a~· ¡¡goo ~~~ c{:!I41.!! Jf~;B\lq'. 
9 -1.0!JO -0.820 -0.720 1.040 1.820 l.IOO -1.200 -1.220 IAHO -1.320 

llH~!íi;!!·íñ7'11'11&;~\.§ :&:0~ j,}'~ ~~ ~!11! · • --~ ~"11:17! ~ 
11 J.650 2.750 1.980 -O 990 -2.860 -5.610 -3 080 -3.080 -0.770 -2.860 

~W:.:Sttr; ~-M~ ~~.?~;s.~~-~!~ :1x:_ru ~--m. }'l~ ~ ili~ ~1:,-.!!~ m..~ 
/.l -:? 325 .i.650 -1.650 -1.500 -0.1>75 -2.875 4.650 0.600 -0.450 ·1.500 

~i'.~ ~Ji~. ;~;!_li:C! 1~-;:~ ~~ ~ r.g:;m ~ ~\ll..:tq ~~ ~· 
IS -0.760 -1.:?60 -2.480 -1.410 -1.99 J.680 0.990 -1.640 -0990 J.470 

Tahla 10. Diferencias entre M,1 y B,,. 

Como se puede observar, la tabla anterior muestra diferencias positivas y 
negativas, las positivas definen el valor call de cada instrumento bajo cada 
escenario y las negativas el valor put. 

Lo anterior se puede apreciar gráficamente. Si se considera la gráfica 
conjunta de los valores call y pul del instrumento 2 y eJ benchmark bajq cada 
escenario, se observan las ocasiones en. las cuales el bench1.nark 'obtiene una 
mayor ganancia a la gcnentda por el instrumento 2 y viceversa. -
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Modelación de la Frontera Eficiente Pl/f /Cal/ 

Valores Cnll y Valores Pul 

O+-~~~~~~~~~~~~~~~,~~~-

ES E7 EB EIO 

l----be11c:hnu1rk _._instnm1ell/CJ 2] . ! 
~~_:_~~-=·=====================o-~~~-------1 

Gráfica 3. Valores Cal! y Valores Pul del instrumento 2. 

En la siguiente página, la tabla 11 muestra los .valores call y put que presenta 
cada instrumento bajo cada escenario j, los cuales serán utilizados para 
calcular el rendimiento (suma de los. valores eall) .y el riesgo (suma de los 
valores put) de cada instrumento. 
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Modelación de la Frontera Eficiellte Put / Call 

;,~{ifü~~~~~~/j~ .~--."'e . ..,.-.~·. ~ .. ErCe'~ . ..... 'fP;·~,.e _·;°' •.... :1if...:i:· 

J~J~!!.1~.nto.~. :;i:)ia ,t':-~;~:~ft~~fíitr~f~~~i!l~:~;t~Yf~-~!t~i~~;;~tt)J~;{;,~lj~-K~;4~~}.~· 
I C11JJ '000 3 500 2 HOO 11 () 11 o 11 11 o ,.,,, o 1 900 l 100 C1.IOO 2 JIKI 10 5110 1 700 IMJll 

Cflll 1 IKKI 1.500 1.250 () o o ,.,,, o 1 K75 o o 12511 5.750 12.'ifl 2 500 07.JO 44:!5 
Call 1.280 IJ.%0 :!.720 2 240 o 11 o o ,.,,, 1 4(IO 1 l.NK) • 11 o () l 240 1.200 1 0-IO IJl)(J() 

Cnll 1 (Kl.'i 0787 o 0.5K5 () O IKO 
/'ut o 0090 l 2H7 1.r,5n o 1 355 0.705 () 525 o 

s Cull 1.%0 1.440 2.150 1.250 1.710 
l'ut 2 090 0750 2.3711 1.470 o o o o QfJI(} 

Cnll 0.500 0.750 0.750 o 0.225 0.250 0.700 
1•u1 o o l.JSO o.sis 1 (175 0.350 
Cnll 0.450 1.295 0.JKO o o 
l'ut o o 0460 0.R45 1.825 1.160 l.O:!O 1.335 2 630 

8 Call 0.400 l.IJOO l.()()(} 1.600 1.200 o o 
l'ut OROO 0250 o o o 0.300 1.450 l.ROO 
Cal/ o o 1.040 1.K20 LIOO 1.480 ,.,,, 1.()60 0820 0.720 o o 1.200 1.220 1.320 

JO Cal/ o 425 O.KU5 1 870 J.125 0.H70 o 
/•ut o 1.790 1.1 JO 2.620 0.IJ()(} 0.170 

JI Call 1.650 2.750 l.9811 o o o 
rut o o O.IJIJO 2.860 S.6IO J.mm 1.mm 0.770 2.R60 

12 Call 0.7C.O 3.325 l.lJ3S o o o 1.325 l.75!'i 1.470 ,.,,, o o 1.525 0.870 J.530 o.ns 
/J Cal/ "h50 o 4 (150 0.600 o 

1•111 :?.J:?S 11 1 l1SO 1.500 o.1ns 2 R7S o OA50 1.500 ,, Cal/ 2.100 11 o o 2.730 o ,.,,, 0.5~5 ()1)()() 2.IJ()O 2.375 0.270 o 1.740 0.1)()() o.no 
15 Call o o () o 1.6HO O.IJIJO o IA70 ,.,,, 0.760 1.260 2.480 1.410 J.IJIJO o 11 l 1J4U º·''''º o 

T;thla 11. Valores Call y Valores Pul de cada ins1ru111ento bajo cada escenario. 

Como se mencionó antes, con la información de la tabla anterior se pueden 
estimar las ganancias y pérdidas probables que proporcionará individualmente 
cada instrumento, dichas cantidades se muestran en la siguiente tabla. 
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Modelación de la Frontera Eflciente Put /Cal/ 

· ico··;um 
·~iiiJ·· \ .. •.;j'g; 

9.30 27.20 
2 3.75 17.79 
3 7.20 6.84 
.¡ 2.55 5.61 
5 8.51 7.59 
6 3.17 3.90 
7 2.22 9.27 
8 6.10 4.60 
9 5.44 6.34 

JO 5.09 6.59 
JI 6.38 19.25. 
12 10.27 6.65 
13 9.90 1 ¡'~27 .. 
14 4.83 ;.· 9.88; 
15 4.14 • ; ;:10.83' 

Tabla 12. Estimación de ganancias y pérdid~s de·c~~a instrumento. 

Una vez obtenida toda la información anterior, nos enfocaremos en resolver el 
problema de estudio de este trabajo: "Determinar la frontera eficiente 
Put/Call". Para esto se encontrará el portafolio que bajo un cierto nivel de 
riesgo. proporcione el máximo rendimiento. es decir. determinar las 
cantidades de inversión x; de cada instrumento (i=l. ... 15), c¡ue maximicen el 
valor call (rendimiento), con la restricción de c¡uc el valor pul (riesgo) sea 
menor o igual a un valor k y que las restricciones de liquidez se satisfagan. 

Por lo tanto, antes de escribir el problema a resolver es necesario establecer 
los límites de las posiciones, así sea 
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Modelación de la Frontera I:.jiciente Put / Call 

o 5 

o 2 

o 4 

o 6 

o 3 

o 5 

o 7 

XL= o y "u= 
o 2 

o 1 

o 4 

o 6 

o 8 

o 7 
o 3 

Es evidente que los límites de la posición no p~rmiteriventas en corto. 

Función· Objetivo. 

Par'.a poder identinc~1r un port;tl'c>Ho eficiente es necesario resolver el siguiente 
problema de prÓgramiición no Úrica!: .. ·. . ' ·• . . 
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Modelación de la Frontera Eficiente P11t /Cal/ 

Maximizar pTcall 

sujeto a 

para k ~O cte. 

Donde cada una de las entradas del vector call está definida por: 

cal/1 = Mcu:[f (M,, - B,Jx,, o] ,., 

Así, 

[( 
3.000x1 + x, - l.400x1 + JJJ05x, - 2.090.r, + 0.500.r6 + 0.450.r7 -0.800x8 -1.060.r•} o] 

ca/11 =M<Ll 
+ 0.425.r'° ... l .650.r11 + 0.760x., - 2.325.r13 - 0.525.•·14 - O. 760x., 

~( 
.>.:"llOr, -1.875•, +l.28111, +11787.r, -0.750.r, +0.750.r., +1.395.r, -0.250.r,·} 

11
] 

nJ/I. :;:;¡\/a_\ 
- - 0.820.r,, - l.790.r10 + 2.750x11 + J.325.r., + 4.<150x0 + 2. ll!Ox., - 1.260.r,, 

ca/11 =MtL\ O ~( 2.800.r, + J .500.r,- x, - 0.090.r, - 2.370 .•. ·, + 0.750.r, + 0.380.r7 -0.400.r, -0.720.r,} ] 

+ 0.805.•·,0 + l.980.r11 + 1.630.r., - l.650.r11 -0.900.r., - 2.480x., 
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Moc/elación de la Frontera Eficiente Put / Call 

cal/,= Mru~[ - l.900x1 .+ J.250x2 + 0.960x.3 - I..287x4 - J.470x, -l.350x6 -0.460x1 +1.900x8 } o] 
LI + l.040x9 + l.870x10 -0.990x0.1 - l.525x12 - l.500x11 - 2.900x14 - I.410x15 

call, = Ma.t~r·. -3.IOOx, - l.Í50x, ·+ 2.720x3 _:: i.650.~, + 1.960.~, -D.525x, -0.845.r, +x,} o] 
LI + 1.820x9 - l. l IOx10 - 2.860x11 -,p.870.t 12 -0.975.•,, - 2.375x14 - l.990.t15 

cal/•= Ma.t~r -6.100.~, -5;·7. 50 .. x{+ 2.240 .. '.'•.:.+ 0.585x4 + l.440x, -l.675x6 - l.825x7 + l.600x,} o] 
LI .+ 1.100.\9 .-2.620.x10 ·-5.610x11 -, 3.530x12 - 2.875.t,, -0.270x14 + l.680x15 

' ' ' -·._. ~ . 

call, =Ma..J[.-i.3oox,-: i~2scix, -:L~.Ío.~, ..:1.3ssx, + 2.15ox, +o.22sx0 -1.16ox, +1-2oox,} o] 
L1 -: 1.200.r,+ 1.i_2sx;.,S 3~oso~r,, -:·º· nsx., + 4.65ox., + 2. 13ox,. + o.99ox., . 

. 
·~r.,,-10.SÓO.ri.'-.·.·.·.2 .. 5ÓO .. ·x.~'.·.'.:..· Í:20Ó.~3.:.::C 0.705.r,+. 1.250.r, + 0.250x6 - l.020x7 -0.300.r,} o] call, =M<L . ·· .·· /• .·. ·· . · .. ·· . . . 

-1.220.r, ,-.0.9(J()x10 :¡_3.080x11 + l.325x12 + 0.600.r., - l.740x14 -1.640.r., 

~r -l.700.r1 ~0.740.r,-L040x,•-o.525x, +l.71Dx, -0.350.r, -1.335.r, +1.450.r,} o] 
ca/19 =Mar · · · · 

+ 1.480.ry+0.870.r,. .-0.770.r,, + 1.775.r,, -0.450.r,, -0.090.r,, -0.990.r,, 

~( - J.ü00.r1 -4.425.r, -0.960.r,.· + 0.180.r, - 0.910.r, + 0.700.r,, .- 2 .. 630.., - 1.800.r, '\ J 
ca/1 111 = 1\lax - · ~ O 

- l.J20x., -li:l70xw - 2.8ü0.1 11 +1.-170..,, -1.500.,,.. -0.270..,. T l.-l71h,. ) 

y ,;rcall es la suma ponderada porO. I que es la probabilidad a priori asignada 
a cada escenario. 
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Modelaci6n de. la Frolllera EJici~nte Pul/ Call 

Restricciónes 

Lasrcstrié.:ciones del problema son: 

pt/11 =M(Lt[f(B;1 "-M,Jx,. o] ,., 

donde 

¡1111, = M<L . . . . • . o ~[ -3.000x1 -x, + l.400x.3 -L005x4 .+ 2.,090:r,-0.500.x6 -0.450x7 +0.800x8 + l.060x9 } ] 

-0.425x10 - l.650x11 -.0.760x., + 2.325x13 + 0.525x14 + 0.760x15 

¡nu, = M<u~[ 3.500x1 +L875x2 - l.2SO:r,· -,0.787x, + 0.750x, -0.750x6 -1.395x1 + 0.250x¡} o] 
LJ + 0.820.r• + 1.790.~10 - 2.750x11+ 3.325x12-4.G50x13 -2. lOOx,. + l.260x., 

~( - 2.800x1 - J.500x2 + .r, + 0.090.r, + 2.370.I'¡ - 0.750.r6 -0.380x7 + 0.400.r, + 0.720.r•} ] 
p111, =Max O 

· -0.805.r,., - J.IJ80x 11 -1.630.r,, + L650.r,. + 0.900.r,. + 2.480.r,, 

plll, = /lhu ~[ l.900.r1 - 1.250.r, -0.960.r1 + 1.287.r, + 1.470.r, + l.350x1, + OAGOx1 - 1.900.r,} o] 
- 1.040.r• - J.870x,. + 0.990x11 + l.525.r12 + J.500x" + 2.900.r,. + 1..110.r., 
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/J/11 5 =M<Lt . 8 O 
[( 

3. IOO.r1 + l.250x2 -2.720.r, +1.650.r, - l.9GO.r5 + 0.525x6 + 0.845x7 - t } ] 

-1.820.r, -J. J IOi,0 + 2.860.r11 + 0.870.r12 + 0.975x,, + 2.375.t14 + l.990x,, 

{( 
6. IOO.r1 + 5.750x2 - 2.240.t3 -0.585.t, - J.440.r5 + I.675.t6 + J.825.r7 - J.600x8 } ] 

~=~ . o 
-1. IOO.r, + 2.620x10 + 5.6 I?x11 + 3.530.r12 + 2.875.r11 + 0.270x14 - l.680x15 

~( 2.300.r1 + l.250x2 + l.240x3 + 1.355.\·, -· 2.150.t, -0.225x6 + l.160x7 - l.200x8 } J 
p111, =Mru: · O 

+ l.200x9 -1.125.t10 +3.080x11 + 0.725.~12 - 4.650.r11 -2.730x14 .,-0.990x15 

~( I0.5CJOx1 + 2.500x, + l.200x3 + 0.705x, _: 1.2;~ ... , '- 0.250x6 +L020.r7 +0.300x8 } J 
p111, = Mtu . ·. · ·. .'. · · · . . ·. O 

+ l.220x, + 0.9oox,. + 3.080.r,, el .325x,¡ -:- 0.600.tu + 1.740.r,. + 1.640.r,, 

~( J.700.r1. + 0.740x1 + l.040x, +. 0.525.r, - L7 IO.r5 + 0.350.r, + 1.335.r, + l.450.t8 } J 
¡na, = Mnr · . . O 

- l.480.r9 - 0.870x,. +O. 770.r11 - l. 775.r12 + 0.450.r,, + 0.090.r14 + 0.990.r" 

~( J.600x, + ~_.425.r, + 0.9f>Ox, -fl.180.•·, + O.<J 10.r, - o.700.r,, + 2.630.r, + ' .. 800.r,} J 
¡mt 111 ;:,\lux . 0 

+ 1.J2<hq -rU.1711.r10 + 2.~h()\ 11 .- l...t7U, 1:.+ f,.)(1(1.\ 1, +0.:!70x1 ~ -l.-t70.\ 1i 

y las restricciones de liquidez estdn representadas en las siguientes 15 
desigualdades: 

0$.r, ~ 5 

o$ .r, ~ 2 
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Modelación de la Frontera Eflcie/lfe Pul/ Cal/ 

OS.r, S4 

os.r, s6 

os .r, s 3 

0S.r6 S5 

O S.r7 S 7 

O S.r, S 1 

os.r. s2 

0S.r10 S1 

0S.r11 S4 

OS.r,, S6 

OS.r,, SS 

OS.r,. S 7 

OS.r,, S3 

Solución 

Como se puede observar, las características del problema (función objetivo no 
lineal, 10 restricciones no lineales y 15 lineales) obligan a recurrir a un 

·paquete computacional para resolverlo. En este caso. se recurrió al programa 
LANCELOT (AMPL input) quien a partir del servidor NEOS versió1i 4.0 
obtuvo la solución 6ptima para cada una de las k fijadas. · 
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Modelación dé la Fro11Íera Ejicie111e Put /Cal/ 

Así, para k=2.5 u.m. la composición del portafolio óptimo (con un valor call 
de $5.2367 u.m.) fue: 

.. {F~·2~~.~ltt 
3_6!)566_6_7,~ 

X¡ o 
X2 o 
X3 4 
x, o 
.\) 3 
X6 o 
X7 o 
Xs 1 
X9 o 

X¡o o 
XIJ o 
XJ2 6 
XJJ 0.0728889 
X¡, o 
XJ.i o 

Tabla 13. Composición del p~rtafolio óptimo. 

Como se puede apreciar, la soluciót1 indica'que se debe invertir sólo en los 
instrumentos 3, 5, 8, 12 y 13;,y que ·el nÍ.ímero .de activos que se deben 
comprar ele cada tipo so'n:· 

/11str11111imto. 

5 

8 

12 

13 0.073 
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Modelaciónde la Frontera Eficiente Put I Cal/ 

Como es de suponerse, el valor de la función objetivo y la composición del 
portafolio cambiará para distintos valores de k. Cada uno de los portafolios 
óptimos será un elemento de la frontera elicient Put/Call. 

Para mostrarlo, se determinaron los portafolio eficientes para k=S, k=IO y 
k=20. Los resultados obtenidos así como la composición dc:I pm1afolio para 
cada valor k se encuentran registrados en la siguiente tabla. 

X¡ o o () 

X2 o o o () () 

XJ 4 4 4 4 () o () 

x.,, () () () () () () () () 

x.~ 3 3 3 3 3 J 3 
x,., o o o () o 5 5 
X7 o o o () o o () 

Xs t t t t 0.908 t 7 o o 
Xy o o o () o o o 

X¡o o o o o 1 l l 
X11 o o o o o o o 
X/1 6 6 6 6 6 6 6 
X¡; 0.07289 t.95588 3,08582 7.60559 8 $ 8 
X¡-1 o o o o 4.07795 7 
X1< o o o o: o o 

Tahla 14. Composición dcdifcrcrÍics ~<1rwroiios .Sp1i111ns, 

Si únicamenté nos e11focmnos a"°1a relación. cau'~1>.~l ele cada poriafolio, se 
observa que el valor call se ii1cre1mmtá e11 la n1edidu·quc el pul lo hace. 

() 

() 

2.5 5 7 9 10 J.J ~o 

5.:!.M957 6.666.t-15 7.623972 9.5.l92:!6 I /..J5.J.JS J:. :!.~:!~.Y / ~ .JS.J77 l.J /~.J/7 

Tabla 15. Portafolios Elicic111cs. 
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Modela~ión dela Frontera Eficiente P;a / Call 

Una vez obtenidos estos: .datos, c.s .posible 'construir 
Put/Call como se muestra en la siguiente gráfica. 

Frontera Eficiente Put / Call 

"l 14 

a 12 

I~ j "' e 
o 

::¡ 
6 J ;;;. 
4 ' 

1 
o 

o 5 10 15 20 

Valores Pul 

Cr:ílica .i. Frn111cra Eficiente Pu1 / Cull. 

la frontera eficiente 

25 

Cada punto de la frontera eliciente tiene una correspondencia. con la 
composición de un portafolio, por lo que un cambio en las cantidades x; de 
cada instrumento corresponde a u11 nuevo portafolio, no necesariamente 
eficiente, observemos este hecho. · · . · 
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Modelaci611 de la Fromera Eficiente Put I Cal/ 

Tómese un portafolio arbitrario que satisfaga los límites de opemción x 1• y xu 
previamente establecidos, digamos: 

:t~?.a11~ 
XJ Ü 

X2 Ü 

X.1 2 
X4 0 
X5 3 
Xo 5 
X7 Ü 
Xs [ 
X9 2 
XJO [Q 

XJI 2 
X/2 2 
XJ.1 Ü 
X14 [ .· 

X¡.< 0 

Tabla 16. Cantidades x1 arbitrarias. 

En esle caso. el portafolio satisface tener un valor pul de 2.958 y un valor cnll 
de $2.983. si se localizan estos valores en la gráfica anlerior, se observará que 
este punto no pertenece a la frontera eficiente sino que está por debajo de ella. 
Por lo tanto, el portafolio es factible pero no proporciona el máximo 
rendimiento bajo el nivel de riesgo k=2.958. 
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Modelación de la Frollfera Ejicieme PI/// Call 

---------·--·---------
Frontera Eficiente rut / Call 

16 

14 

12 

d JO .. 
~ 

.5! 
" ... 

o 
o JO 15 20 25 

Vulon!s l'ut 

'------------'\=-.-==r=º=''=ª-'.fi=-o=l-i=o-s=--E='ji=1c~~j2~~--- __________ _J 

Gnífica S. Portafolios Eficientes y Factihles. 

Portafolio eficiente con ventas e11 corto 

En el caso anterior, dado el límile inferior de operación Xi.=0. no se permitió la 
posibilidad de realizar ventas en corto. El incluir ventas en corto permite 
obtener mayor versatilidad en el tipo de operaciones para obtener mayores 
ganancias. Obsérvese lo que sucede al cambiar el vector :r1 •• en el ejercicio 
anterior, por el vector: 
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Modelación de la Frontera Eflciellte Put / Call 

-2 
o 
-1 

-6 
-2 
-4 _, 

X._= -7 
-10 

-8 
-1 

-2 
-3 
-9 

Si se asume que los demás datos quedan invariantes, las soluciones óptimas, 
es decir, las composiciones de los portafolios que genera el máximo 
rendimiento bajo diferentes niveles de riesgo k, están especificadas en la 
siguiente tabla. 

\¡ 2 -2 -2 ·2 2 
\: o o o o o o o 
XI ·I 2.510<)1) JA5706 .¡ .¡ .¡ 
,, .¡, .(, ·<• ·Í> -6 ·<· .(> 

\< .1 .1 .1 .1 .1 .1 
.¡ . .¡ .. ¡ .¡ . .¡ . .¡ . .¡ 

\; -5 -5 -5 .j -5 -5 -5 
.\,\' 1 1 1 
.\'\j -10 -10 -10 -9.52795 -2.88%0 2 2 

X1n ·3.15930 -8 -8 -8 -8 -8 -8 
.r,, -1 -1 -1 -1 -1 ·I -1 
X1: 6 6 6 6 6 6 6 
r,, -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 

XJ.1 .J -3 .J -3 -3 -3 -3 
x,~ .1) .9 .9 -9. .9 .9 -9 

'l'nhln 17. Composición de diícrcnlesponafolios óptimos (con ventas en corto). 
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Mude/ación de la Frolltera Eficiente {'ut / Call 

Cómo se observa, para un nivel de riesgo k= 2.5 el're1{dimi~nto generado es 
$22.63109 que es mayor al $5~23695 .obtenido cuando no se permitieron 
ventas en corto. 

Para este caso en particular se tiene que la posibilidad de realizar ventas en 
corto en los instrumentos 1, 4, .7. 9, 10, 1.1. 13, 14 y 15. · 

/11strume11to No. de actfros 

1 2 

4 6 

7 5 
9 

Esto permite generar una.mayo~ giir~'tinclri0 qú6 si no se. l~ubiera permitido.este. 

tipo de operación; .. ::t:·;·;<·;.··':};L> i;, .. '' ':·. ¿.: 

.No obstante qúe el valorc~Íl.~c iÍlci'cÍ11ciÍÚccl1ando scpci-n1ft"én•lús'.v~1itas·e1i 
•corto, el· comport~l~1fontB.·éJe' h1,~reÍación ;cali~·pllt'.id~i'.ciida:poriaf~lio se 
. mantiene así, observamos que el vi1lbr:cú11 '~e iiícre'ri1~1\tii''erí; 1h.' medjdn que el 

put 10 hace. • •.. ::. ·r ·.·<[{.: ·. ·:,: :.;2 .•..• ·::· .....•••... 
·.,,• ' 

U.5 .·._u.7."i;:·· 
:!/ .f59J5.tJ ll.6-0.'í./4.f 

- -JU ·_.-, .. -
':zJ,J.J.117, 

Tuhla 18. Portafolios Eticicn1cs (con ventas en corto). 
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Modelación de la Frontera Eficiente Put I Ccill 

A partir de los valores anteriores es posible construir la frontera eficiente Put / 
Call, donde cada punto de la frontera eficiente tie11e. una correspondencia con 
la composición del portafolio. · · 

"~l 8 22.5 

"' 22 ¡: 
.$ 

2~~ l .., .. 
~ 

20.5 

o 

Frontera Eficiente Put / Call 

4 6 

Valores Put 

~ l'onafolios Eficientes ( 
------------~ 

10 

Grálicu 6. Fro111cra Eficiente Put I Call (con venias en corto). 

Modelo de Markowitz 

12 

No obstante que el contexto bajo el cual se obtiene la frontera eficiente 
Put/Call y el modelo cl:ísico ele Markowitz es diferente, es conveniente 
realizar un ejemplo numérico y analizar los resultados obtenidos bajo ambos 
modelos. 
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Modelació11 de la Frontera Eficiente Put / Call 

Bajo los mismos datos iniciales que. fueron desarrollados los ejemplos 
anteriores, considérese el problema de detenninar la froritera eficiei1te bajo el 
modelo de Markowitz, es decir, ·· · 

donde 

M cui 111 izar 

Sujeto a 

:Í:x,=l ,., 

E(r,,)=0.157x, +0.223.r: +0.548.r; +_0.625.r, +0.459.r, +0.372.r6 +0.626x7 +0.834x, 

+0.783x., +0.497xio.+0.172x11 +0.558.r,, +o.251.r,, +0.456.r,, +0.590.r,, 

es igual a: 
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. . .-

M od el ac.ió11 de la Frontera Eflcielite Put / Call 

cr' (r, )= 0.037x,' + 0.027.r: + 0.097.r: + 0.086x; + 0.046.r; + 0.(l90x; + 0.039x; + 0.047.r; 

y 

~· 0.023.r: + 0.047x,: +0.024.r:, + 0.047x:, + 0.083.r,', + 0.043.r:, + 0.074.r,', + 2.r,x, (-0.014) 

+ 2.r,.r, (- 0.023)+ 2.r,x,(-0.015)+ 2.r,.r, (- 0.033)+ 2.r,.r, ( 0.046 )+ 2.r,.r, ( 0.025 )+ 2.r,.r, (- 0.020) 

+ 2.r,.r, (- 0.014 )+ 2.r,x,0 (- 0Jl26)+ 2x,x11 ( 0.(l25) + 2x,x,, (-0.033)+ 2.r,x,, (- 0.026)+ 2.r,.r,. (- 0.027) 

+ 2.r,.r11 (- 0.032)+ 2x,x,( 0.025 )+ 2.r,.r, (O.() 18 )+ 2x,x, (O .022 )+ 2x,x, (- 0.026 )+ 2.r,.r, (-O.O 14) 

+ 2.r,.r, (- 0.001 )+ 2.r,.r,( 0.003 )+ 2x,x,.( 0.023 )+ 2.r,.r,, (- 0.004 )+ 2x,x,, ( 0.023 )+ 2.r,.r,. (- 0.005) 

+ 2x,x,. (O .024 ) + 2x,x,. (O .033 )+ 2.r,.t, (- 0.002)+ 2.r,.r, (O .030 )+ 2.r,.r,. (- 0.060)+ 2.r,.r, (- 0.024) 

+ 2x,.r,(-0.037 )+ 2.r,.r,( 0.007 )+ 2.r 1.r00 ( 0.042 )+ 2.r,.r11 (- 0.014 )+ 2.r,.r,, ( 0.030 )+ 2.r,.r,.( 0.020) 

+ 2x,x,. ( 0.024 )+ 2x,x,,( 0.061 ) + 2.r,x, (O.O 11 )+ 2.r,x, ( -0.009 )+ 2.r,x, ( -0.026 )+ 2.r,.r, ( 0.028) 

+ 2.r,.r,( 0.018 )+ 2x,x,.( 0.008 )+ 2x,x,, ( -0.012 )+ 2x,x11 ( 0.011 )+ 2x,x,. ( 0.012 )+ 2.r,x,. (O .003) 

+ 2x,x,, ( 0.014 )+ 2x,x,( -0.035 )+ 2.r,.r, ( - 0.031 )+ 2.r,.r, ( 0.013 )+ 2.r,x., (O.O 14 )+ 2.r,x,0 ( 0.035) 

+ 2.r,x.,(-0.015 )+ 2x,x11 ( 0.047 )+ 2.r,.r,, ( 0.020 )+ 2.r,.r,. ( 0.039 )+ 2x,x,, ( 0.050 )+ 2x,x, ( 0.016) 

+ 2.r,.r, (-0.004) + 2x,x, (-O.OJO)+ 2.r,,x,. (- 0.042)+ 2.r,.r,, (0.034 )+ 2.r,.r,, (- 0.036)+ 2.r,.r,. (- 0.015) 

+ 2.r,x,.(-0.027)+ 2.r,.r,,(-0.044)+ 2.r,.r, (-0.011)+ 2.r,x,(-0.014)+ 2.r,.r, 0 (- 0.024)+ 2.r,.r11 (0.020) 

+ 2.r,.r,, (-0.032)+ 2x,x,, (- 0.022)+ 2.r,.r,. (- 0.030)+ 2.r,.r,. (- 0.038)+ 2.r,x, (O.O 15 ) + 2.r,.r,. (0.002) 

+ 2.r,.r,, (-o.o 13)+ 2.r,.r,, (o.o 13 )+ 2.r,.r,, (o.o 17 )+ 2.r,.r,. ( 0.007 )+ 2.r,.r,. (- 0.005 )+ 2.r,.r,., (o.o 11) 

+ 2.r,.r11 (-0.009)+ 2.r,.r,,(0.015 )+ 2.r,x,, (0.038 )+ 2x,x,. ( 0.006 )+ 2.r,.r,. ( 0.016 )+ 2.r'".r" (-0.007) 

+ 2x'"x" (0.036)+ 2.r,0 .r,. (0.008)+ 2.r,,.x,. (0.028 )+ 2.r,0 .r,. (0.006 )+ 2.r,,.r,, (- 0.015)+ 2.r11 .r,. (-0.022) 

+ 2.r,,.r,. (-o.o 10)+ 2.r,,.r,, (-O.OJO)+ 2.r,,.r,. (n.021 )+ 2.r,,x,. (0.040)+ 2.r,,.r,. (0.050)+ 2.r,..r,, ( 0.006) 

+ 2.r,..r,. ( 0.025 )+ 2x,..r,. ( 0.043 ) 

c=2.5 
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Mod~lación de la Frrmtera Eficiente P11t /Cal/ 

Solución 

Como se observa, las características de este nuevo planteamiento son 
completamente distintas a las de la frontera eficiente Put/Call (función 
objetivo lineal, 1 restricción no lineal y 15 lineales). Al igual que en el caso 
anterior, se recurrió al programa LANCELOT (AMPL input) para obtener la 
solución óptima. · 

El valor de la función objetivo (máximo rendimiento) y la composición del 
portafolio óptimo, se puede observar en la siguiente tabla, donde se observa la 
solución obtenida para el caso en que no se penniten ventas en corto . 

. i~~~~;:;~itW:t?~:!f~!~~~;~1~~;i 
__ n.. b¡ftt1r.<M.ii:Jl.,8_~~(J(J06} ;1 

X¡ Ü 

XJ Ü 
..... o 
x, o 
.\< o 
x,, o 
... , o 
Xs J 
_r,, o 

Xu1 o 
X11 o 
X/] o 
... , .. o 
xu o 
XJ.'i o 

TESlS CON 
FALLA DE ORlGEN 

Tabla 19. Prn1afolio E!iéiente sin· ventas en "éorto (Modelo de Markowitz). 
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Modelación de la Frontera Eficiente Put / Call 

Los resultados obtenidos en ambos modelos (Put/Call y Markowitz) son 
completamente distintos. En el contexto teórico no se pueden comparar las 
gnnaneias. ya que ni siquiera el nivel de riesgo (2.5) puede ser considerado un 
foctor común en nmbos planteamientos ya que en el modelo de Markowitz, las 
medidas son absolutas y en el Pul/Cal! las medidas son relativas a un 
parámetro de referencia. 
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Co11c/11.1·io11es 

CONCLUSIONES 

En el medio financiero la toma de decisiones es una actividad diaria y 
trascendente, pues en ellas recaen el éxito o fracaso de una inversión. El 
popular modelo de Markowitz, con todo y sus limitantes, ha servido como una 
alternativa para determinar inversiones óptimas dentro de un conjunto de 
oportunidades, es decir, aquella que independientemente de las necesidades 
individuales de cada inversionista proporcione el mayor rendimiento posible y 
garantice la menor exposición al riesgo. 

El modelo ele la rrontcra Eficiente Put/Call. desarrollado bajo el enfoque de la 
Valuación a Futuro, no presenta las limitaciones cid modelo de Markowitz. 
Esta nueva metodología considera que los mercados no son estáticos al incluir 
escenarios históricos y la valuación a mercado; aderrnís de incorporar un 
concepto vanguardista en el medio financiero, el "be11c/1111ark". Ahora, la 
eficiencia de los portafolios se mide con respecto al comportamiento del 
benchmark; el rendimiento conceptualizado como el call garantiza obtener 
mejores rendimientos que el bcnchmark y el pul que los rendimientos (o 
pérdidas) no sean inferiores a las obtenidas por el mismo parámetro de 
referencia. 
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Cm1c/11.1·io11es 

En este trabajo, se consideró una versión simple del modelo Put/Call, en un 
horizonte de tiempo de un solo periodo y con algunas restricciones de 
operación (liquidez). No obstuntc, el modelo puede ser.desarrollado pura más 
periodos e incluir otras restricciones operativas como lo son las 
prcsupuestalcs. 

Aunque se incluyó el modelo de Markowitz como preámbulo a la presentación 
del modelo Put/Call, la intención no es determinar cual es el mejor modelo. 
Como se pudo observar en los ejercicios numéricos, son incomparables, no 
sólo en los resultados obtenidos sino en el contexto teórico bajo el cual se 
desarrollan. Por eso, la funcionalidad de uno y otro es determinada por el 
responsable en la toma de decisiones. 

Así, el modelo Put/Call pude ser considerado para cuestiones regulatorias, 
donde las autoridades intentan estandarizar el tipo de inversión o el nivel de 
riesgo de sus carteras. En este contexto el modelo de Markowitz no es 
aplicable, ya que las autoridades no están facultadas para intervenir en el tipo 
de inversión que realizan las instituciones financieras. 
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Opciones 

OPCIONES 

Una opción es un contrato, en el cual el poseedor adquiere el derecho mas no 
la obligación de comprur o vender algún bien subyacente a un precio 
determinado ("precio de ejercicio" o "slrike price") en una fecha o fechas 
futuras determinadas ("fecha de expiraci6n" o "fecha de ejercicio") a cambio 
del pago de una prima. 

La terminología call/put apareció inicialmente en el mercado de opciones 
sobre acciones, en L~I que estaba muy dan> que las npcinnes daban el derecho 
a comprar acciones (call) o vender acciones (put). Hoy en día existen muchos 
mús tipos de opciones (sobre divisas. futuros. swaps. etc.), pero la 
terminología sigue siendo la misma. 
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Opciones 

"Calls" y "Puts" 

Existen dos tipos básicos de opciones desde el punto de vista de quien 
adquiere el derecho a ejercer (comprar o vender): opción call y opción put. 

Una opción cal/, da al poseedor de la opción el derecho mas no la 
obligación de comprar el bien subyaceme a 1111 precio determinado 
en 1111afec:ha o fechasf11t11ms determinadas. 

Una opci<í11 pul, da al poseedor de la opción el derecho mas 110 la 
obligación de vender el bien subyacente a un precio determinado 
en 1111afecha o fechasf11111ms determinadas. 

Opciones "europeas" y "americanas" 

Otra distinción entre los tipos de opción concierne.ª las fechas en ias que está 
permitido ejercer los derechos que otorga la opción. · ·· 

ejercicio.:. 

Ulia opcitín an1i:iccilla./me;!e'.l'e;. ejercida e1i . c;icllquierjeclw 
·anterior .'dlrúia .rnfec/wde ejercicio. > · 

La distindón tiene orígenes históricos, en Estados Unidos las primeras 
opciones sobre .acciones que se operaron en Chfcago se podían ejercer en 
cualquier día hasta su ·vencimiento. de ahí que se les diera el nombre de 
americanas, mientras que en la Bolsa de Londres ern tradicional que las 
opciones se pudieran ejercer únicamente el día de venéimiento, denominadas 
europeas para distinguirlas de las primeras. 
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Opciones 

Hoy en día la distinción geogrMica existe únicamente en el nombre; tanto en 
América como en Europa y Asia es posible operar con opciones americanas y 
europeas. 

.. ,, 

Posiciones delas opcione; .· 

Para cualquiercontrat~ de opcionesexistcn dos posiciones: 

PosiciJ11 larg~:. ~mmdo ;et ili~ersfonista compra el derecho a 
comprar :a vender un Sltby(lcet1Íe.. ' . 

;~ - -.'.'· ¿ 

Posici611 cortll: ci;mulo efin\1e;.Jb;1iÚ~11;e¡ule eLder~d!wa comprar 

o vender un súbyaéen1e_, · \.; =· ~J ;:L ;~·:·· '.'~. ;-; _ 
Por lo tanto, dentro de. la•. oJera~\~TI 26~~?~~¡§;1'6s se. p·ll~den distinguir las 
siguientes posicioi1es:•' :.;< .. · 

(:·:-,.._ ·.·-_:'.·- ·. ':~--: 

Cal/ largo:· cuando é(il1v(!i-sio11i.\·ia ¿·0111/Ji·a el dereclio 
1111 subyacente'.·.: •· · · · · •·· · · · · · · · · 

Cal/ corto.; cu~ulrtr/eí inversir;11isia 1·r•11de el derecho rÍ comprar 1111 

s11hyace111e .. . · · · · · · 

l'ut /argo.;c11a'i1~i:O'el :i11vérsi(mista compra el derecho (1 vender un 
subyace/lle. · · 

Put corto: éua/ldo el inversionista vende el dere~·lw a vender un 
subyacente . .. ·· 
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Ejemplo 

Supóngase que se adquiere una opció11 call europea sobre algún bien 
subyacente. 

Sea k =precio de éjercicio (sfrike price). 

Sr= valor dé'! ~'ubtabénte ai tiempo de vencimiento. 

T= tiempo cli}~~d~e;:to.'c:, · 

Opcione.I' 

El i·om/úmlor det é~1/I ejercerá su deí"echo si Sr >ky no lo ejercerá si Sr 5 k. 

Por lo tanto, la gai;~~~i~para una po.l'ición larga en una opción call europea 
estará determin~da por':~ · · · · · . · . · 

, ' '. - -

Sabemos que er~ cm;lquier operación, para todo comprador de.calls existe un 
vendedor, es decir- alguien que asume la posición corta, cuya ganancia 
depended del no ejercicio' del call largo, determinada por 

-Max (S,.-k, 0) = Min(k- Sr. 0) 
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En la siguiente figura se ilustra lo anterior. 

r---- --·~--··-----

¡ Call 

1 Call largu 

~ ~-. -.. -. -. -. r<C 
Callconu 

Valor del subyacente al tiempo T 

_ c·~-~~~i~Íe~;,-;,/c Cal/ _._Cmn¡1radordc Cal~J 

Figura 11. Posiciones de una opción call europea. 

Opciones 

Sr 

Si se adquiere una opc1r111 pur europea sobre algún bien subyacente. El 
comprador del put ejercerá sir clercclíci si Sr <k yno J() ejercerá si s,.;:: k. 

Por lo tanto, la ganancia pára una posició/i larga en.una opción put europea 
está cletenninúcla por:· · · · · · · · 

Max(k-Sr. 0) 

SI 

-·--~-- -·- -·~--
'!!·: (~(. !\t 
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Opciones 

Para todo comprador de put existe un vendedor, es decir alguien que asume la 
posición corta, cuya ganancia dependení del no ejercicio del pul largo, 
detenninada por 

-Max(k-Sr. 0) = Min(Sr-k. 0) 

La siguiente figura ilustra lo anteiior. 

-1 
Sr , 

Put 

Put lar~o 

--:-~------- -¡ 
Put corto ! 

Valor del suhyaccntc al tic111¡x1 T 

Figura 12. Pos1cioncs Je una opción pul curopi.!a. 

Cabe mencionar que en el caso de una opci<ín americana, diariamente se 
tendrían gráficas de este estilo. en donde S, representa el valor del subyacente 
al tiempo t con t :5 T.-
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Plantea111ie11to del Modelo Pul/ Cal/ en AMPL 

PLANTEAMIENTO DEL MODELO PUT I CALL EN 
AMPL 

A continuación se presenta la implementación en AMPL (A modeling 
Lenguaje for Matematical Programing) del modelo de optimización para la 
construcción de la Frontera Eficiente Put/Call (sin permitir ventas en cono). 

para1n n intcgcr: 
par;un 111 intcgcr: 

set 1 := { l..n}: 
set J := { l..m}: 

param E{ i in IJ in J }; 
param r(j in J}: 
param q{i in I}: 
param l{i in I}: 
param up( i in 1 }: 
param p(j in J ): 
var x 1 i in 1 1: 
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Planteaú1ie1110 del Modelo Put /Cal/ en AM PL 

var u{j in J )=rnax (0,sum {i in 1) (((E[ij]*q[iJ)+q[i])'((r[jJ*q[i])+q[iJ))*x[i]); 

var d{j in J )=max (0,sum f i in 11 (((rUJ*q[i])+q[i])-((E[ijl*q[i])+q[ij))*x[i]); 

maximizc rcnd:sum {j in J 1 pUJ*U[j]; 
s.t. 1ics:sum fj in J J(p[jJ*d[jJ)<=20; 

s.t. limf i in 11 :l[i]<= x[i]<=up[i]; 

data; 

param n:=l5; 

param rn:=IO; 

pararn E: 
t 

0.400 
2 O.ISO 

-0.075 
4 0.323 
5 -0.132 
6 0.300 

0.228 
-0.060 

9 -0.076 
10 0.150 
ti 0.250 
12 O.ISO 
IJ -0.210 
14 0.050 
15 -0.IXIS 

param r:= 
1 0.1 
2 -O.OS 
3 0.17 
4 0.29 
5 0.31 
6 0.46 
7 O.IS 
s 0.22 
9 0.39 

JO 0.49: 

4 
0.300 0.450 0.100 

-0.200 0.290 0.390 
0.1 tO 0.().15 0.4!0 
O.t25 0.150 0.003 

-0.133 -0.093 o.t26 
0.250 0.470 -0.250 
0.348 0.278 0.158 

-0.100 0.250 0.670 
-0.186 0.050 0.463 
-0.142 0.26-t 0.510 
0.200 0.350 0.200 
0 .. 100 0.3-U 0.129 
0.570 -0.050 0.090 
ll.150 0.084 0.01.1 

-0.2)0 -0.184 0.088 

·. 

6 9 
0.000 -0.150 -0.050 o.t?O 0.220 
0.2tO Cl.(KlO O.OSO 0.020 0.330 
0.650 0.740 0.025 0.070 0.260 

-0.056 0.590 -0.121 -0.059 0.27J 
0.527 O.í120 0.418 0.358 0.580 
0.100 -0.210 ll.I 50 0.320 0.250 
0.068 -0.0(11 -0.151 -0.071 0.008 
0.510 0.780 0.420 0.160 0.100 
0.613 0.643 -0.020 0.016 0.636 
0.179 0.151 0.312 o.t 14 0.492 
0.050 -0.050 -0.100 0.270 0.3W 
0.218 0.088 0.103 o.J:ilJ 0.574 
0.180 0.210 o.wo o.:ioo 0.3:10 
0.083 0.434 ll.440 0.054 0.304 
0.025 0.700 OJ21 -0.057 0.248 
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10:= 
O.t30 
0.160 
0.370 
0.530 
0.388 
0.740 

-0.261 
0.130 
0.270 
0.470 
0.2JO 
0.6-t-t 
0.290 
O.-H1-t 
0.71>0 : 



)>/a111ea111ie1110 del Modelo Plll / Ca/l en AMPL 

param q:= 
1 10 
2 12.5 
3 8 
4 4.5 
5 9 
6 2.5 
7 3.5 
8 5 
9 6 

10 8.5 
11 11 
12 9.5 
13 7.5 
14 10.5 
15 7; 

param'I:= 
1 o 
2 o 
3 o 
4 o 
5 o 
6 o 
7 o 
8 o 
9 o 

10 o 
11 o 
12 o 
13 o 
14 () 

15 O; 

param up;= 
1 5 
2 2 
3 4 
4 6 
5 3 
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6 5 
7 7 
8 1 
9 2 

10 1 
11 4 
12 6 
13 8 
14 7 

'15 3; 

param p:= 
1 0.1 
2 0.1 
3 0.1 
4 0.1 
5 0.1 
6 0.1 
7 0.1 
8 0.1 
9 0.1 

10 0.1; 

Pla111ea111ie1110 del Modelo P111 /Ca/len AM Pl 

Lus soluciones obtenida con el método de solución LANCELOT por medio 
del servidor de interne! NEOS son las siguieÍ11cs: 

P:ira k=:!.5 
LANCELOT: problem solvcJ. 
17 iterations; ubjecli ve 5.236956667 
M = 1. N = 16, nslacks = 1. NEL = 20, NG = 1 1 
20 nontrivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL = 18, NGCALL = 16 . 
X(*(:= 
1 o 
2 o 
3 4 
4 o 
5 3 

SG 



6 O 
7 o 
8 1 
9 o 
10 () 
11 o 
12 6 
13 0.0728889 
14 o 
15 o 

Para k=4 
LANCELOT: problem solved. 
14 ilerations; objective 6.666344661 

Planteamiento del Modelo Put / CaU en AMPL 

M = 1. N = 16, nslacks = 1. NEL = 20, NG = 1 1 
20 nontriviul linear maps reduce 300 variables to 20. 
NPCALL = 15. NGCALL = 14 
X (*j := 
1 () 
2 () 
3 4 
4 () 
5 3 
6 O 
7 o 
s 1 
9 () 
10 o 
11 o 
12 6 
13 l.95588 
14 o 
IS O 
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Parn k=5 
LANCELOT: problcm solvcd. 
27 itcrations; objeetivc 7.62397178 
M = 1, N = 16, nslacks = 1, NEL = 20, NG = 11 
20 nonlrivial linear maps reduce 300 valiahlcs to 20. 
NFCALL = 28, NGCALL = 25 
X f*I := 

1 o 
2 o 
3 4 
4 o 
5 3 
6 o 
7 o 
8 1 
9 o 

10 o 
11 o 

. 12 6 

13 3.08582 
14 o 
15 o 

Para k=7 
LANCELOT: problem solvcd. 
2:1 itcralions; ohjcctivc 9.539226017 
:0.·I = l. N = 16. nslacks =l. i'EL = 20. :'\Ci = 11 
20 nontrivial linear maps reduce 300 vuriahlc~ 10 20. 
NFCALL = 24, NGCALL = 22 
X[*):= 
10 
2 o 
3 ..¡ 
4 o 
5 3 
6 o 
7 o 
s 1 

SS 



9 o 
10 o 
11 o 
12 6 
13 5.34571 
14 o 
15 o 

Para k=9 
LANCELOT: problcm sol ved. 
29 itcrations; objccrive 11.45448025 

Planteamielllo del Modelo Pul/Callen AM PL 

M = l, N = 16, nslacks = 1, NEL = 20, NG = 11 
20 nonlrivial linear maps reduce 300 variables lo 20. 
NFCALL = 30, NGCALL = 26 
X(*):= 
l o 
2 o 
3 4 
4 o 
5 3 
6 o 
7 o 
8 l 
9 o 
10 o 
11 () 
12 6 
13 7.60559 
14 o 
15 o 

Para k=IO 
LANCELOT: prohlcm sol ved. 
l l ilcrnlions; ohjccrivc 12.23227609 
M = 1. N = 16, nslacks = l, NEL = 20, NG = l l 
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Plall/ea111ie111á del Modelo Pul/Ca/len AM PL 

20 nontriviul lineur maps reduce 300 variables to 20. 
NPCALL= 12, NGCALL.= 12 
X (*J := 
1 o 
2 o 
3 o 
4 o 
5 3 
6 o 
7 o 
8 0.908174 

. 9 o 
10 1 
11 o 
12 6 
13 8 
14 o 
15 o 

Pura k=l4 
LANCELOT: prohlcm solved. 
15 itcrutions; objective 13.4847675 
M = 1. N = 16, nslacks = 1, NEL = 20, NG = 1 J 
20 nontrivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NlTALL= 16. NGCALL= 16 
.x l*I := 
1 o 
2 o 
3 o 
4 o 
5 3 
6 5 
7 o 
8 o 
9 o 
10 1 
11 o 
12 (i 
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13 8 
14 4.07795 
15 o 

Para k=20 
LANCELOT: problcm sol ved. 
7 ilerations; objeclive 14.12417 

Pla11tea111ie11to del Modelo Pui /Callen AM PL 

M = 1, N = 16, nslacks = 1, NEL = 20, NG = 1 1 
20 nontrivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL = 8, NGCALL = 8 
X(*]:= 
1 o 
2 o 
3 o 
4 o 
5 3 
6 5 
7 o 
8 o 
9 o 
10 1 
11 o 
12 6 
13 8 
14 7 
15 o 

Pennitiendo ventas en corto los límites de operación inferior serían sustituidos 
por: 

param I:= 
1 -2 
2 o 
3 1 
4 -6 
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5 -2 
6 '4 
7 -5 
8 -7 
9 -10 
I0-8 
11 -1 
12 o 
13 -2 
14 -3 
15-9; 

Pla111eamie11to del Modelo Put /Cal/ en AM PL 

Y las soluciones serían las siguientes: 

Para k=2.5 
LANCELOT: problem solved. 
14 ilerations; objective 22.63108869 
M = 1, N = 16, nslacks = I, NEL= 20, NG = 11 
20 110111tivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL= 15,NGCALL= 14 
X [*I := 
1 -2 
2 o 
3 4 
4 -6 
s 3 
(1 -4 
7 -5 
8 1 
9 -2.8896 
10 -8 
11 -1 
12 6 
13 -2 
14 -3 
IS -9 



Plantea111ie1110 del Modelo Put I Cal/ e11 AMPL 

Para k=S 
LANCELOT: prohlem solved. 
17 iterations; objcctive 23.34417 
M = l. N = 16, nslacks = 1. NEL = 20, NG = 11 
20 nontrivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL = 18, NGCALL = 17 
X(*]:= 
1 -2 
2 o 
3 4 
4 -6 
5 3 
6 -4 
7 -5 
8 1 
9 2 
10 -8 
11 -1 
12 6 
13 -2 
14 -3 
15 -9 

Para k=lO 
LANCELOT: prohlem solved. 
17 iterations: ohjcctive 2~-~·1·117 
M = 1. N = 16, nslacks = 1, NEL = 20. NG = 11 
20 nontrivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL = 18, NGCALL = 17 
X(*]:= 
1 -2 
2 o 
3 4 
·I -6 
5 3 
6 -4 
7 -5 
s 1 
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9 2 
10 -8 
11 -1 
12 6 
13 -2 
l.J -3 
15 -9 

Para k=20 
LANCELOT: problcm solved. 
17 iterations; objcctive 23.34417 

Planteamiento del Modelo Put /Callen AMPL 

M = I, N = 16, nslacks = I, NEL= 20, NG = 11 
20 nonuivial linear maps reduce 300 variables to 20. 
NFCALL= 18, NGCALL= 17 
X [*J := 
1 -2 
2 o 
3 4 
4 -6 
5 3 
6 -.J 
7 -5 
8 1 
9 2 
10 -8 
11 -1 
I::! 6 
13 -2 
14 -3 
15 -9 
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Planteamiento del Modelo· de Markowitz e11 AM Pl 

PLANTEAMIENTO DEL MODELO DE MARKOWITZ 
EN AMPL 

A continuac1on se presenta la implementación en AMPL (A modeling 
Lenguaje for Matematical Programing) del modelo de optimización para la 
construcción de la Frontera Eficiente del modelo de Markowitz (sin ventas en 
corto). 

param n i ntc.gcr~ 
param m intcgcr; 

set I:={ l..n}; 
sel J:=( t..m }: 

param C{i in I.j in J }; 
parnm E( i in 11; 
panun l{i in I}; 
param up( i in 1 }; 
var x(i in 1 }; 
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Pla11tea111ie111ó del Modeló de Markowitz en AMPL 

maximizc rcnd:sum{ i in 1 J (x[i ]*E[i )); 
s.t. var:sum { i in l,j in J} ((x[i]*C[i.j])* .x[i))<=2.5; 
s.t. pcsos:sum{i in I} x[iJ=I; 

dala; 
param n:= 15; 
param m:= 15; 

param C: 
1 

UOJ7::! 
-001-B 
-00.!3:? 
-0.014'1 
-OOHI 
0046] 
011:?-1 1) 

.no200 
-001]1} 

'" -00.25<J 
11 00251 

" -U0.1J..l 

" -002% 

" -1102117 

" .IJCl1.2J 

param E:= 
1 0.157 
2 0.223 
3 0.548 
4 0.625 
5 0.459 
6 0.372 
7 0.626 
8 U.83-1 
9 0.783 
10 0.497 
11 0.172 
12 0.558 
13 0.251 
14 0.456 
15 0.59; 

-0.01-11 
00:?71 
00250 
001110 
00.!.!-I 
-00:!<'4 
.() 013C. 

-0001.l 
OIXHI 
no2.10 
000\7 
002::?5 

-OtMl51 
002.lH 
00ll2 

.(J(l:!l,! 

00.!50 
Ol)lnl 

-OIJO.!I 
011.!95 
-00601 
-002-lO 
-OIHHh 

0007-l 
011-l.22 
-001..l.\ 
00.lfll 
0020.! 
1102.io 
0Uhl2 

' -0.01-i'l .oOJ~I 00-1(11 002-111 00.!llO 1101·w 
001110 00.!.!-I -OU.!(1-I ºº' "' .110111 0110'\I 

-OfW.l::!I OIJ.!lJ'i -00601 001-10 Cl 111K6 11(107-1 

OOKf>-1 00\L'i OOOK5 -OO.!f1'i 00:!7t1 00171> 
00115 flO-H1'i 0015] -OOJ\!1 1101 \5 001..is 
-OOOKS -001.'il 0(1')(17 001(1] 00.U-I -OUN'\ 

-00265 -OIHIK OOH1.l 00]'11 .0011.i -OOl lK 
00.27fi 110115 (l()f).l-l -0011..l OO..tt1H 00\..l'I 
001711 11 Ol..lS (1(1()115 001 \H 001..l'J 00211 
0007'1 fJO\"iJ OtU.2•1 -002J-l OU0.21 OOIO"i 
·llCll.21 00151 ()(l\..ll llOll'J OUIU (l{W)<I\ 

011111 00..lh'I OO.lS7 110120 001n 001..l""I 
00121 00.21H 00152 -00.22'i 001"71 tlfHK-l 
000.27 1101'1\ .(l(l.270 .002•N fl(W17..t 010'.ol 

0111.U 00~(11) OIWl"i -00\l'I' ll t~l~-l no1t12 
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"' " .IJ(J,!')IJ 00.!51 
00.!111 -000.\7 
011-1.!.! OOl-1\ 
0001•1 -001.!I 
OC))'i-1 00151 
-OIM:!•J OO.l-11 
011:?-U 001 l<J 

00021 OOl.l-l 
00\0'i OC•l'H 
1111-lMI ounn 
.flUJ70 OO:?lh 
OOl'iH OOISI 
Oll07S 002211 
002H-l ll(l(l'JS 
011()'07 OfVlH 

" " " 15:: 
-OIJ114 00:?5(1 -OO.!t17 .IJ(l.l.!-' 
00.!.!.'i .()(O'i.' 00.!\M 0013.! 
00.101 110.!112 0112.m ()(1(11.! 

00111 001::?1 Om.!7 001]5 
00.JM OOWJ 001•13 OO'iOO 

.()()1'i7 00152 -00270 -00415 
·00.l.20 -002::?5 -011.21}'} -0018) 
OOIJl 00171 (lfl()7J .()(l)'i-l 

1101..l""I 0011'(-l O(lflhl 00162 
OtH:<iS f)fl(J75 00211..l OllOS7 
Otll:"il -00220 -0!0911 -OflO<J8 
no.in OO:?OH Oll)'lh OOSI)(• 
oo;os OOK.\2 ººº~'' 002-l:<i 
(1(1\•Jio 011(159 O(U]i\ OIW\I 
o .. ~1..-, fl0::?-l5 OOJ\1 007J7. 
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/'/anteamiento del Modelo de MarkowiÚ. en AMPL 

Las soluciones obtenidas con el método.de solución 'LANCELOT por medio 
del servidor de internet NEOS son las siguiéntcs: · 

Para k=2.5 
LANCELOT: problcm solvctl. 
7 itcrnlions; objcctivc 0.8340006153 
M = 2, N = 16, nslacks = l, NEL = 15, NG = 3 
NFCALL = 8, NGCALL = 8 
X [*j := 
t o 
2 o 
3 o 
4 o 
5 o 
6 o 
7 o 
8 1 
9 o 
10 o 
11 o 
12 o 
13 o 
14 o 
15 u 
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