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There's nething you can to that can't be done 
Nothing yeu can slng that can't be sung 
Nothing yeu can say 
But you can learn new to play the game 
It's easy 
Ali yeu need Is leve, ali yeu need Is leve 
Ali yeu need Is leve, leve, leve Is all you need 
There's nething you can know that lsn't known 
Nothing yeu can see that lsn't show. · 
Nothing yeu can be · 
That isn't where you're meant to be 
It's easy 
All yeu need is leve, ali you need Is leve 
Ali yeu need is leve, leve, leve Is ali you need 

The Beatles, 1967 

con t.odo m 1 a moT' a 

m1 mamó ,m1 papó, Cecilia y AndT'és 

.;Cirito a la Dirección Gr.n•.:r11 1~ ·3iti1101t:ca· 
UNAM a difundir en fo1m.1to elt.:ctrónico e 1m~.u ..... 
~OntenidO ~C "1! \rJ:_:;":!( ífC,;:•C.I•''' 

WM•."'e' Ü<.Cl'f Mo·~ ro ( li':'-3_\~ 



.JI fa Vnf11ersiáaá g._racfonaf )1 utólioma á~ f:Mé~o, én ci]Jcciaf a fa-rrdi:uúaá líe injjenü:riáque es fa 1nas 
9ra11áe ácf país . 

.JI mis maestros )1 c~mpa1íer~s, · so6re toCío acTTli asésoríJJT:;Jaimé Ce~11antcs 

.JI mis queriáos amigos ©ulée,"j¡ fejanánl;Mó11icdt:;íng~f y-,,Xtmena, 'l\Íirina y ;J.fario, fl 6rafiam y .JI nárea, 
Cyntfiia, 'R,p6erto, 'f.lerónieá, .JI rmánao/<;¡ocfii, I-váií;Cfiio,c'Víctor y Pépe por íos granáes momentos que 
fzemos ·r:i'IJÜÍo estos úúimos W áños.:: ... y íos quii#<!sf~ftan! ! 

.·.· .·. ··.·.····. . ·.··· ·::;x , . 
.JI toáa fa 6a11áa áe fa facuúáj; ''l.lenegas, i.d-~a;d-o,jl~áyy~aura, iE.nrique, 7'1igue(ttngcf (ináus), 
'Eáuaráo tP, )Jna ;J.faria, rJHffy, yaeináS quie11es ftiéiero11 mi estancia en fa Vni'versiáaá i110Er:iáa6fe. 

. . . . . . . 

.}111'1;)', porque estU'IJÍste COlltnigo en~ ÚÚÍl~a etapa áe este tra6ajo )1 tu in·11a(ua6fe ayuáa, gracias . 

.JI mi papá, (]>zerre y.J19ustí11, <Pancfio y c{CJIJC con quienes fze ·11fr:iáo mome11tos muyfcfices, áificifcs, 
agotaáores,frustrantes, tristes, pero so6retoáo inof1JÜfa6fes affá en úisgé(iáas aúuras áe nuestros 
·c·oléa11es 

.J1 toáas fas personas que áe afeuna manera fia11 i11ffuiáo en mi ·1Jiáa, toáos mis tíos, mi a6ue(a, primos y 
amigos 

Ticking away 1he momen1s tha1 moke up a dull doy 
You fritter and waste the hours in an off hand way 

Kicking around on a piece of ground in your home town 
Woiting for someone or something to show you the woy 

Tired of lying in the sunshine staying home to watch the rain 
You are young and life is long and there is time to kill today 

And then one doy you find ten years hove got behind you 

No one told you when to run, you missed the starling gun 

And you run ond you run to catch up w1th the sun, but it's sinking 

And racing around to come up behind you ogoin 

The sun is the sorne 1n the relative way, but you're older 

Shorter of breath and one doy closer to death 

Every year is getting shorler, never seem to find the time 

Plans 1hot ei1her come 1o nought or hall a page ol scribbled lines 
Hanging on it quiet desperation is the Engl1sh woy 

The time is gone the song is over, thought l'd something more to soy. 

Pink Floyd, 1963 
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Resumen 

El método de páneles, es una herramienta. computacional que sirve para ºmodefélr el 

comportamiento de secciones de perfiles aerodinámicos. Este método fue desarrollado a partir 
:- ' - - .- . - . -_;__ - - ' - ·• ··.--· _·. --·- .o - -·· '·- _.. . 

de 1 960 y ha demostrado ser un instn:imento muy tiiiI para la i~dusfria _aerocÜiltunica. 

En esta tesis se reprod~ce el métOdo d~ pálleles y 'cios de susv~rianies, el método de páneles 

rorn1aC!o por.ftje",te·st*rm~éiodo~Cíe~pifn~ies'b!is~C!o-~n-PóíÍic'ésco~O~r:i~C:F'>.ífiiil~a1~~:E~!eli1timo · 
es el más usado_ pprla.indllstria: .. · · . _., .·.-··· .. · 

En este· trabajo se:p:~()gr~man dos;~étodos qúe sé pueden_ aplic~rpara model~2cualquier.perfil 
aerodinámicCl p¡;n9~i.~_~cÍcí l¿;_s C:6ord.ena~as'de su .sup.erflcie. E~te_progra~~ l1ti)i~t~1·1~nguaje de 

Visual ·Fortr~n ~ar~•llaée.ri'ds cá16Jio~,y._par~ most~ar Jos ~es~ltad6s se usa ·~n~ hoja de cálculo 
~ - - •· ·- ... _, ~' .- ·- ; . - - '" -. .; -. "' . -- . -- . _,. . '_. - ·, -

de Excel: 

Esta tesis se~cli\l¡d~ e~-~ é~~;ítu!Cls, el-{ ~l pri~~~o se plantean los objetivos de la tesis, explica de 
:· , " ... • : -.:-·. ~. ·, .- '. • ' , _. • • \ - • :, -., ~ < !. -

manera some'ra el 'rriéiodo de pánéles y 'meñciona los primeros trabajos de investigación del 

método a~í C:6ího .lo~·dife~~ntes tipós de método que existen. El segundo capítulo presenta los 

principiosbási~~s el~! fl~j~-~ote.ncial, condiciones de frontera, el teorema de Kutta-Joukowsky, 

entre otros, necesarios para entender el método de páneles. El capítulo 3 explica teóricamente el 

método de páneles de fuente, el método de páneles de vórtice constante y el método de páneles 

de vórtice de variación lineal. En el capítulo 4 se establece el programa numérico para aplicar el 

primer y el tercer método a un perfil comercial. Describe el algoritmo, el diagrama de flujo y la 

codificación del programa así como los resultados obtenidos con el programa,ose hace una 

comparación entre métodos y se cotejan los resultados contra los datos 'experimentales 

encontrados en la literatura. El error obtenido es casi nulo a bajos .ánguloside· ataque, sin 
-- - '- ·- . "-' -_e-· . - •· .".;-;==-. ·~---··~- ·' • 

embargo crece cuando se eleva a debido a que el método no predice la scip~r~ción de la capa 

límite. Para comprobar la efectividad del programa desarrollado en estl•'..t~'sis, se aplica el 

método a un perfil comercial no siméiriéo (NACA 2412) y se traza~ las iriismis curvas hechas 

en el perfil NACA 0012.Lósresultados se comparar~n conlos'cib;~nidcis con programas 

comerciales y el error obtenidoes de o.ooo/o 
Se puede concluir que el método de páneles es unaherramienta que ·n~od:~la de manera precisa el 

comportamiento de un perfil aerodinámicosin te~er qu~:~;de~ expériiÍ1e~tos en' un túnel de 

viento. Al usar el programa, se obtendrán resultados co~h~bl,~s y d~mMera bi~n presentada 

para usarse en cualquier aplicación. 
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2 Pacuúaá áe Ingeniería, V:NJf!M 

1.1 Objetivos 

• Comprender el método de páneles y explicar algunas de sus variantes 

• 

• 

Desarrollar un programa basado en el lenguaje Visual Fortran para caracterizar perfiles 

aerodinámicos mediante el método de páneles 

Compararlos dife~entes métodos, mét;d~d6-p{.;;l~s-'"d~ft¡~-~t~y;;étÓd~ de pá~(;les de vórtice 
- - - - ,. . . . -~-- .-,-, 

de variación lineal y cotejar los resultados usando·l2y 50 p~nelesénel mismo perfil con un 

mismo método. 

• Verificar la eficiencia del programa aplicándolo a un perfil colll~rcial no simétrico 

~--------- -------------
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1.2 Antecedentes 
Un pe1:fil aerodinámico es la sección transversal de un ala de avión, álabe de turbina o alerón. Un 

perfil está descrito en dos dimensiones; al estudiarlo ·no se debe pensar en los efectos de su 

longitud. Su forma es aerodinámica es decir, está diseñado par~ que cuan_do el perfil esté sujeto a 

_una corriente de un fluido.las fuerzasque actúan sobre él sean las adec~adas_paraquecel avión se 

comporte de determinada manera> La figu;a 1.1 muestra un ejemplo cleiÚ1perfil aerodinámico 

Figuro 1. 1 Pitrfll Aitrodlnámlco 

Si se piensa que el ala es infinita y de sección constante, no se toma en cuenta lo que pase al final 

o al inicio de esta, por lo tanto estudiar un perfil es más fácil que estudiar el ala. completa. 

La forma de un perfil no es a~bitraria, su trazo sigue cieri~~ regla~ que se h~n desarrollado de . '·' ,, . - .- ' . :; - -- . -~· --- " -~ . ' ' - --- . . . .. ,_ . -
manera experimental desde principios del siglo x:X~y· cada,.forma tielle uÍla llome.ndatura que la 

define. Por ejemplo, en el presente trabaJ6 se1 ~~~-fu~~el~j{¡~ pe;fiÍ~~~cldináriiicoc~y~código es 
~- . ' " - . . - - - "' ..... ' - . ' ·.· · .. _ . ' - ,_, 

NACA 0012. Este número quieredecirqt_¡'ees un p~riil~ifhétric~ ~º11 resp~bto al eje hod~ontal y 
,·<:::.-:::::__~''::_"-\- __ __, -

su máximo grosor es un 12% de la lóÍlgiÚ.ld;CielperfÜ (1].~ ': ;' >: > .e'-• 
,:::/e--'•. --- -- - - -- _.:__. 

Al diseñar un avión se· deben C:~i{~id~r~r ~~ri:~~-.~;p~-~t~;y ,e~t,fe e}los-~}.ª}~e!o:~\~,ad-qUe va a 

alcanzar y el peso que vaa cargar. Po,r lo anterior, e~ impo.tjante saber elegi1'c~I tipo de ala que 

:;':º~~:::.~:.:0:ri '.:1::;~;~;~·;::"~~;:¡~,,~} ~Jf d;~f :,:i:{~f i:º~~~d~~~;¡;:;:~:': 
conocen las. füei:zas-y.,l~s.niomentos que actú~l1 sCiÍ:>i~'~1 perfii.'i:a .• corii'j)cirie~i~.·Cieia. füerza 

·,_·'~·,.,,·, ... _ .. ,- __ .;o;'..'·· .. '-,.-·· ~·-. ·· ·, - · ... · .. --',--.;-.,~-,.:¡_,-:7.'.-. -,-·-·.,o'O;:c''·-·-·· '.);'-·-· -~--h'.<•.-,·,;c~----'·)y:.\-,: ;, =-

resultante que actl:i~.•eneLperfil. en dirección al flu]olibre-se conoce,corl1ofi1erz(l,«e•·ªn:astre. 

·Esta fuerza ~s p·o~bo:.d~~eable ya que se opone al mt:>vi~iento libr~ d~I ;~rm.\~a. ~on~poneme 
normal al flújo'ie'cJn6ce como fuerza de susteútación: · CFigÜra · 1.2). Esta ÓltiÍn~ 'fi.lerz~ •es. muy 

importante en l_a aerodinámica. Por lo anterior, los ingenieros tratan de maximizar la sustentación 

y minimizar el arrastre. 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORIGEN 
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El método de páneles es .una_.herramienta .·· ma.te_111áti.S.ª.:-C:.Cl!11Pu_~.8:C:ic>!l~l.B.ll~~~l':':'.~)~_a.r~ modelar 

secciones de perfiles aerodinámicos. Esta tesis explica cómo se desarrÓllÓ este ~étodo, los tipos 

de métodos que existen y presenta una aplicación en.un perfil)'•íf-CÁ~()!2: . .· 

De manera somera, lo que el método hace es.idealizar el flujode air~ qlle se< desplaza alrededor 

del perfil; es decir, se considera que el fl~uL~~;~2~c~1:1~~=~~~~e~ll~~~i~~~~-~-ti_ff':>~!:!~2.ªi2 _Io que se, 
conoce como flujo potencial. En un flujo potencial se tienela característica de quese pueden 

'. : . - ', -... ~ , --~ - . ' . -- , . '. . - -- .. ~;. ' .. ; -._,:: -- - - - . - . -

modelar flujos complicados sumando flujos sencillos, fáciles de entender y describir; Un flujo 
- •, : ' - -

complicado puede ser uno alrededor d_e un perfil no. simétrico. · .· .. .. . 

El método de páneles modela el flujo. que pasa por el perfil como la suma de un flujo uniforme 

(misma dirección y velocidad en cualquier punto) y una serie de "flujos ideales" arreglados para 

formar un polígono cerrado con una forma que se aproxime a la curva del perfil. La superficie del 

perfil se representa por un número finito de páneles planos adyacentes a los puntos de la 

superficie, tal como se muestra en la figura 1.2 

Borde de lntrodo 

An-ast1~\\ 
J'erlil 
/ Ap1011lmaclón con l'onele~ 

·' 

• Unión de ranetes o rumos de e ontrot 

Figura 1. 2. Aproximación de un perfil con 9 páneles y las fuerzas que actúan sobre el. 

Para que una línea de corriente se aproxime a la superficie del cuerpo, el modelo matemático del 

flujo tiene que cumplir con dos requisitos: condiciones de frontera y de. Kutta .. Uria ~ez que se 

conoce el campo de?fluj~ alrededor.deLcuerpo, con .. la .ecuación .de¡Berri'c>Ulfr.:;e ~alcula la 

distribución de presi~nes ~ri la sup~~ficie deéste, y las fuer~as y ~om~~~b~'j~ü~ ii~t~-~h so'lJre él. 
--"\_-.-, ... 

• , .. , ~-~ -:r,,·,··- · /, , :f?~ ---.:>i·.,_ --

Un flujo ideal es lib:-vis~oso, incompresible e irrotacional. El término'/1~\,ircal.~Iignifi~a que no 

hay gradientes ele velocidad del fluido para facilitar los cálcuÍos,. p~;q~~· ~~ ~l~s ~'~uaciones 
generales de movimiento, ecuaciones de Navier-Stokes, los términos é¡ue:ínv~h.li::ra~ a la 

viscosidad se eliminan. Sin embargo, hacer esto tiene sus consecuencias yá que al no existir la 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Capítufo 1. Introáucción 5 

fricción viscosa la fuerza.de arrastre de forma, será igual a cero y como la condición de no 

deslizaT11ié1110ifo.secüTÜf)1etam~~co haorá arrasfre~viscos·a:·parló tanfo;e1 ·a.rr-asfre fofalºdel perfil 

será cero .. Lo anterior d~firiiti\larr;el1te es T~lso pero muy aproximado a la realidad como se 

comprobará én ~f:~apítll.Jó~3:üri'f1ú.ió'éí.iyá'~isciosida'd ~~·cd~spredáf se dice que. es lío.'vúcosó· y 
' ' ' 

por definidón es tai'ribié~ irroiacio11al. 

Si el ·flujo es.·iJcb~~re~ible'si~ri'ifi~a~que;Íos ;c~~!Jio~ide'd;nsi'cl~d;~uarido ~é ml!e~é a través del 

perfil tambiéh~ci.e~prec:r~·b~I~~: 'aünqüi~;e~ia ··~~b~~i~i"ó~~Y~i7'~ÓÚ:,·t~Ilcl~/ p~~~ nÍ!me~o~ ·cié Mach 
.-.- '·.-

menores a'0.-3. · , . 

Con las suposid~nes de flujo ideal se puede utilizar la t~~rí~'del fl,ujopote11cial; a través de un 

cuerpo sólido; sl.lponiendo que una línea de corriente se plléde representar como una frontera 

sólida. El flujo potencial satisface las ecuaciones de movirriie~t~\, I~ ecuación de Laplace. Esta 

ecuación es lineal, por lo que se pueden sumar varias soluciones del flujo potencial para formar 

una sola solución a la ecuación de Laplace y por lo tanto:del flujo sobre el cuerpo. Cuando se 

suman varios tipos de flujo como vórtices, fuentes, dobletes, flujo libre etc., se pueden encontrar 

formas de cuerpo bien definidas: elipses, círculos, cuerpos semi infinitos entre otros. El método 

de páneles, que se empezó a desarrollar en la década de 1960 aprovechando el rápido desarrollo 

de las computadoras digitales, consiste en acomodar muchos de estos flujos ideales, sumarlos 

entre si y obtener un flujo que represente un perfil aerodinámico o cualquier cuerpo. 

Una de las virtudes más importantes del método es que es casi universal, es decir, ~iialquier flujo 

irrotacional incompresible se puede• ~epresentar por una distribución de fluj()S ide~I~ssobre sus 

superficies. Además desde . el p~nto de vista computacional, . es más . bar~;() ~n6~ntrar las 

magnitudes de las singula~idades distribuidas a lo largo de la supe,rficié, C}~e con otros metodos 

computaCionalescalcularel campo de flujo en todo el voh.imen'de conÚC>J, como lo'tmétodos de 

diferencias flnitas, Sin e~bargo,• esta comparació~ sólo es ViÚi~a~ará íll.lj6 ~otenci~I, porque los 

métodos numéricos coino el de diferencias finitas; sor{; desarroÚactos, ~ara no despreciar los 

efectos de viscosidad o compresibilidad. 

Los pri~eros trabajos sobre el método de páneles/~eron realizados por Hess y Smith. Su primer 

método sólo usaba lo que se llama una hoja de fuentes (estetérmino se explica en el capitulo 3). . - . . -

A partir de estos trabajos, se han desarrollado muchas va;iarHes al método de páneles original. 

En esta tesis sólo se discuten tres, el método de páneles de fuente, el método.de páneles de 

vórtice constante. y el método de páneles de vórtice de variación lineál. Los otros métodos [9] 

o ..... -r-1 ....... ·v .. ::. ... 



ó Pacuftaá áe Ingenieria, V!NJf:M 

- - -- -_ __:: 

son aquel los, basados erice(. potencial·· que fueron- desarrollados, porº; l\1orino,,y Kuo en • .1974, yº 

mejorados por Jonson y Rubbert en. 1977. En estos métodos; laprhi6ipal incógnit~ pbr determinar 

es el potencial en cadá páneL Este método a Sll \/ez tiene rr;~s;va~i~~t~s.' el método de potencial 

constante, el 1riétodo de potencial linealy J~ distribucióneq~lval~rit~ devÓrtices . 
. ·-"- '· 

También se desarrollaron Jos ,métodos basados .en vórtic:es,::,enJos que se puede considerar la 

intensidad del vórtice como constante en cada pánel, y elvalOr de su magnitud es la velocidad 

tangencial del flujo en el pánel. Otro tipo de método de párÍeles de vórtice, es uno en el que la 

magnitud del vórtice de cada pánel varía linealmente a lo largo del pánel. El método anterior es el 

más utilizado en la industria y en la investigación por ser él·más preciso de todos. Por último, 

existe la modalidad de utilizar un valor único de vorticidad en todo el perfil. 

El factor más importante que determina la precisión de cualquier método numérico es la 

capacidad de procesamiento de datos del microprocesador así como el lenguaje de programación 

usado. Un paquete de programación de alto nivel_ es mucho más preciso, dado que utiliz_a 

funciones propias definidas, y su capacidad de manejar decimales es mucho mayor que un 

lenguaje sencillo. 

Considerar el tiempo.de.cómputo;: es.6tro f~~t6rimportante;;entre más,p~neles,tenga. el.perfil,· el 
·, ' ·-- " . --. . .. - '·. -··-·,--~<~("··'··- _,- ,. "'~- ·--_· -_ • - . ·- '" .· ·- ,- - -. ,'- -:,• :. - ,, . : ._, ;, ,. . . -e 

método va a ser másp~~C:iso;}p~~C>.\~ •ta \le~~¡' Üemp6 de cómp~to.se: incrementa 
_.- :· .• ¡ .• , .·, ", •. ,·.,-., ··._-.,.·,. _ .. • ,,. •·• r ·' •• ".• ;, •• • '<. ":'· •. 

considerablemente y una computad()'~aC:ap_~ de, resolver un.:sist~m~ de.ecuaciones muy grande es 

tiempo de cómputo. 

En esta tesis se desarrollan varios p~ogr~~a~;.cada &~ci con .un mét6d6difer~rife p1r~~o~pararios 
' -· ,, " . -:, _., - '.·J'· -· __ ,. - ; ..• - _._,_ --- " -- .- ' . --'.·.· ... : " ..•. ·- ---- - -·· ~ - -- ' 

entre sí. Los resultados. obtenidos.cÓÜ el'p~ogfarn~ +~s·p~e~~s6y'comú~. sk ;col11pararoncon los 

resultados obtenidos con un •Progr~;~-l1.e~h~:·;6;,'J'a.\]rii~~f:~i~i'~dx~~h~í·ó;¡·c.~•d"e Vi~gi~ia> Este 

"applet [ 12)" que se puede usar.en línea, ~~tá.~ro~a~~ci~ en Ja~a ~ es~ábasaclo; e'n el l11étodo de 
-- - --~ -,_; - ··:e"""'· -- ·'. -- -· .,. -. ·- •• . -

:}:·:::'_:-'~: -- - - . 

~:~::ss:e ;:~~~=n:e:::i~:~:e:i~~~l~. el ~bjetivb.,d~'.·~~~e tra~~j¿~~Fdesarroll~·~_ •. ·~1··· método· de 

páneles, entenderlo, explicar algunas de. sus váriant~s y. pré>barld en algúi·i"perfü comercial para 
' , ... ·· .. _,.,. . . . ." ,, , ... . 

luego hacer una comparación entre losdifererit~s rriétodd~áquí expuestas, y comparar resultados 

usando 12 y 50 páneles en el mismo perfil ycon el misino m'étodo. . 
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Esta tesis consta de 4 capítulos y las conclusiones. En el capítulo 2 se explican los conceptos que 

son necesarios para e~t-~;;-d~~=~¡~;.;;ét~d-o°'ci=~µii;;les; se define qué es un flujo icleaClas bases para 

hacer válidaslasid.~al í~a~i()nes que Jo.definen Y. Sl!S consecuencias, así c~mo -~lflpjo. potencial y 

algunos de Ío~ flujJs ·que s~·~~~d~nf~rrriar.: S~ d~~ ~je~plos de s~perpbsiciÓ~ de fl~o~,-·y las 

condiciones de frcJnier~ que d~ter~inan un flujo. De iguaLinanerá se d~flne la· función potencial, 

1 a ··¡ unción-deº-corri~nté~y~lo-s~c6-éficitnt~s'=cie~preslón y~sustenfacíóf(~ p()~;t!t!Jlí~7-s-édefi nen el. 

concepto de circulación que es básico para entender la sustentación-de un perfil\; e!Teorema de 
',' _º' -.'' 

Kutta-Joukowsky. . 

En el.capíiuloJ ,se.:expJiéa•e-1'1Tlét6do.de páneles y álgunas de las variantes .. quese han 

desarrolladt>. Los ~éto~os estlldiados en esta tesis son el de páneles defuente que es la base para 

entender cualqllíer rÜét;;do de páneles.de vórtice. Posteriormente se explica el mét;;do de páneles 

de vorticidadconstante,:·enel ~uál sólo se usan vórtices cuya magnit~d.e~66n~t~·~t~ ~ Ío fargo de 

cada perfiL Po~}iti~b,'elTÜétocl~ de páneles de vórtice de variadiónji~~~I_. En ~U¡li~ la magnitud 

del vórti~ev~~ía line~hn~nte aio largo de cada pánel. .. · __. /i- .. ·.· 

En el capít~i6 ~--·~~ ;~líéa el m~todo de páneles a un perfil aerodiná¡;{ic~ ~A¿A0012. El perfil se 

discreÚzÓ cm1 i2 ~ 50 páneles. Los datos de los páneles, su dist~lb~~iÓn y los puntos de control. 

se obtuvieron,co~ la función que describe al perfil utilizando'Excel.:EI sistema de ecuaciones, la 

matriz de coeficientes y el vector de términos independientes se obtuvo con Visual Fortran 

tomando los valores de la tabla de Excel. Luego con .el mismo.programa se realizó el resto de los 

cálculos necesarios para obtener la distribución de presiones en el perfil. Este perfil se calculó 

utilizando 3 métodos de páneles, el de fuentes, el de vórtice constante y el de vórtice de variación 

lineal. 

Para comparar la precisión del método usando 12 y 50 páneles, se hizo una gráfica en la.que se 

muestran las curvas obtenidas por un mismo método para un número diferente de páneles. 

Por último, en las conclusiones se analizan las curvas obtenidas al aplicar el método en el perfil, y 

se analizan también los resultados obtenidos de la comparación de diferentes métodos realizada 

en el capitulo 4 y se determina cuál de ellos es el mejor y se explica por que. 
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Capítulo 2 

En el presente capítulo se definen los conceptos necesarios para comprender el método de 

páneles, tales como: flujo ideal y las bases para hacer válidas las idealizaciones que lo definen y 

sus consecuencias; flujo potencial, utilizando un sistema de referencia cilíndrico por. ser el más 

adecuado para este fin, así como algunos de los flujos que se pueden formar. Se presentan 

ejemplos de superposición de flujos, de las-condiciones de frontera que definen un flujo y la 
.-... : ,,·- -, ,·· .... ,·.·, 

condición de Kutta que precisa el flujo all"ededorc de un perfil con sustentación; De igúalinanera 

se explican la función potencial, la fühción de corriente y los coeficiente~ el~ pre~ión y 

sustentación. Por último se mencioha el c~n~~pto·d~ circulación, elemento básico para entender 

la sustentación de un perfil, y el Teorema de Kutta-Joukowsky. 

9 
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En la primera parte de este capítulo se explican las consideraciones necesarias para poder afirmar 
que un flujo es ideal, lo anterior se refiere a aquel tluj() que 'es'. no viscoso, incompresible e 
irrotacional. A continuación se definen cada una de estas características. 

2.1 Flujo no viscoso 
Despreciar los efectos de la viscosidad en un problema de fluidos es tan válido como en dinámica 
despreciar los efectos de la fricción. Para facilitar el análisis de cualquier problema es 
conveniente hacerlo, ya que todos los términos que involucran a los esfuerzos cortantes en las 
ecuaciones generales de movimiento se anulan, dejando sólo los esfuerzos normales. De esta 
manera se obtiene la ecuación de Euler a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes, que en forína 
vectorial y tomando sólo la gravedad como fuerza de cuerpo se escribe: 

[
éW ] ¡:g-V'P =p e; +lf'-V')r (2.1) 

En el apéndice A aparece la ecuación de Euler desarroll!lda en coordenádas cilíndricas y 
cartesianas. 

; ;< ,·. ' 

Al integrar la ecuación (2.)) a lo largo,•d{unaIÍnea de corriente, o entre dos puntos en un flujo 
irrotacional, se obtiene l!lecu!lció~ d,~:13.~rnolilli:' •·· · · · 

-"'"':'º·>1·º: . ·,·.·::.:,_,.' -' - '; -

p'.<' v~. 
-+-.+z =Cte 
y 2g 

(2.2) 

Esta expresión ió16 ~s ~áli'cla ~~ando las prcipiedade~ del flujo no cambian con el tiempo (flujo 
permanente) yelfluidri,esiné6inpresible. 

·., 

2.2 Flujo incompresible 
Se llama asi a un flujo en el ,que la densidad. del fluido pes constante. En realidad, todos los 
fluidos son compresibles, peró~asi como se hizo la suposición de un flujo no viscoso, también se 
puede hacer la suposición de üri flujo incompresible con la seguridad de que no habrá érror en el 
modelo que se quiera describir. Una variación en la densidad menor al 5% puede considerarse 
despreciable (2]. 

En el apéndice A se puede ver la justificacié>l1 fisica de considerar un flujo como incompresible a 
números de Mach menor que 0.3. Esto es una velocidad aproximada de 370 krn¡h: Recordando 
que: AJ=¡;. donde C = '1kRT. La t~Íllperatura promedio en Ciudad Universitaria es 
aproximadamente 20ºC es decir 293 K, Raire 2871

/kgK, kaire l.4. asi: 
C = !l.4 * 287 * 293 = 343. l l ';. Por lo tanto; la. velocidad correspondiente a 0.3 de Mach es: 
V= MC = 343. 11*.3=102.93 '; = 370 ';,". 
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2.3 Flujo irrotacional 
Cualquier partícula en un fluido que se mueve en un campo de flujo puede rotar sobre sus tres 
ejes coordenados, a este movimiento se le llama rotación. . 
Un flujo irrotacional, es aquel cuyas partículas sólo se desplazan y no giran sobre sí mismas. 
Cuando un flujo es originalmente irrotacional, no puede desarrollar rotación bajo la acción de un 
esfuerzo normal o una fuerza de campo, necesita la acción de esfuerzos cortantes en la superficie 
de sus partículas. - - - --- -- ------
La condición de irrotacionalidad es una suposición válida en las regiones de un flujo en donde la 
viscosidad es despreciable, esto es fuera de la capa.limite o cuando el fluido es 110 viscoso. Por lo 
tanto, en este trabajo se considerará al flujo como irrotacional en cualquiera de sus regiones. 

2.4 Presión 
Con base en las presiones que un flujo ejerce sobre el perfil se pueden calcular las fuerzas que 
actúan sobre él mismo o las velocidades en determinadas regiones del campo de flujo. Existen 
tres tipos distintos de presiones en un . fluido las cuales son presión estática, presión de 
estancamiento y presión dinámica. 

2.4.1 Presión estática (P) 
Es la presión termodinámica que se podría médir con un instrumento que se mueva con el flujo, o 
con el tubo de Pitot. 

2.4.2 Presión de estancamiento (Po) 

Es aquella que se presenta cuando el fluido se desacelera a velocidad cero por un proceso sin 
fricción. Para conocer su valor se aplica la ecuación de Bernoulli (ecuación 2.2) en dos puntos 
sobre una linea de corriente, el primer punto tiene una presión P (presión estática) y su velocidad 
es Y. la presión en el segundo punto es la que se quiere conocer (Po) y la velocidad ahí es V 0=0 
por lo tanto: 

(2.3) 

P. =P+tpV' 

2.4.3 Presión dinámica 

El términot pV' de la ecuación (2.3) la representa 

Si se conocen las presiones estática y de estancamiento se puede calcular la velocidad del fluido 
en cualquier punto en el campo de flujo 

(2.4) 

C.."-'~ ... - . .>. •• 
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2.5 Coefjcie11te~de presión(~úmero_deEuler) _-
En aerodinámica es muy común encontrar. valores de presión dados en términos de Cr, que 
representan un número adimensional para flujos incompresibles que se define como: 

P-P 
e,= i.p r:; 

: "' .., 

(2.5) 

- - ·---

El coeficiente de presión es la diferencia entre la presión estática local y la presión estática del 
flujo libre adimensionalizada con la presión dinámica de éste. En un pUÍlto' con presión P y 
velocidad V se puede conocer Cr expresado en términos de las velocidades, usandó la ecuación 
de Bernoulli en un flujo con presión P"' y velocidad V"'. 

P~ +v_: = ~+¡·' 
p 2 p 2 

P-P. = !P(r:: -1º') 
1 (1·' -1"') e = ,P • 

p ~pi·; 

e =I- -( 
1· )' 

' V~ 
(2.6) 

Generalmente se grafica Cp contra x/c que es la longitud del perfil normalizada con la longitud 
total del perfil. para así conocer el valor de Cr en cada punto sobre la superficie de éste. La 
gráfica se hace "de cabeza" con los valores negativos (succión) hacia arriba con la finalidad de 
que la superficie superior del perfil corresponda a la curva superior. Cr toma un valor 
aproximado a 1 cerca del borde de ataque y crece rápidamente (decrece la presión dinámica) en 
las superficies inferior y superior hasta que finalmente toma un valor positivo cerca del borde de 
salida. 
La forma de la curva de distribución de presión está relacionada directamente con el desempeño 
del perfil como lo indica la figura 2. 1. Un alto gradiente de presión conduce a un flujo laminar y 
menor arrastre. si el gradiente es muy pequeño, la sustentación se pierde; un mínimo en la curva 
representa la máxima velocidad del fluido sobre la superficie del perfil; un gradiente.de presión 
adverso significa que hay transición y separación de la capa límite. En los puntos en donde Cr es 
igual a la unidad existe un punto de estancamiento, ahí la velocidad vale cero. 

-2.0 

-1.0 

1.0 

~1ímmo \•alor :ie ::p. t\1áxi.n1a 1r.•2loc::i:::lad 

Supeiil.:Le su~1or 
Supatic1e 1nferlar 

GrZ!'ld.i2nta d.z Pt·.atón 
!id\.'31'&0 

x/c 

'-.Pla.lón .,n 21 bo<d" 
da ~;;Ud;; 

~--P•..uuo da astan::!amlanto 

Figuro 2. 1. Los puntos mas importo tes que describen el comportamiento de un perfil en uno curvo -Cp vs x/c. 

rJn\"I r1 l(' (1 (\ -~ ¡ 
.rJ~ d .. ' 1·..'·Y 

FALLA DE ORIGEN 
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2.6 Arrastre 
Es el nombre que recibe la fuerza que experimenta un cuerpo que se mueve en un fluido en 
reposo, su dirección es contraria al movimiento y su magnitud es: 

D=fApV 2 

Donde Des el arrastre,fes una constante deproporéion~lidad,A es el área del objeto proyectada 
en dirección del flujo, p es la densidad del.fluidoy V es la velocidad. . . 
Esta ley fue derivada por Newton, por I~ que se llama Ley de la Resistencia de Newton. e indica 
que la fuerza de arrastre ejercida por el fluido sobre el cuerpo es igual a la razón de cambio de 
cantidad de movimiento en el fluido debido a la presencia del cuerpo [1 O). · 

2. 7 Circulación 
La circulación es un concepto fundamental para el cálculo de la sustentación aerodinámica. Fue 
utilizada independientemente por F. Lanchester·en Inglaterra, por N. Jouko\Vsky en Rusia y por 
\V. Kutta en Alemania. · · · 
Se define la circulación como la integral de línea de la componente tange~cial de la velocidad 
alrededor de una curva cerrada en el flujo: 

r = -f V· dS = -f (ucfr+ vc{v+ wd=) = -f ('V x V),d4 = -ff ('V x V}-dS (2.7) 
e e A s 

Por definición de integral de linea, la integral de la ecuación (2. 7) se resuelve en sentido inverso a 
las manecillas del reloj, pero por conveniencia en el análisis de perfiles, la integral se debe 
realizar en sentido horario, por esto a la ecuación se le agrega un signo negativo. 
Si el flujo es irrotacional ('V x V'= o) en cualquier lugar dentro del contorno de integración 
entonces la circulación será cero, esto quiere decir que la circulación está relacionada con la 

vorticidad total en una región del flujo por la relación de Kelvin, r = -J 2w=dS, donde la 
s 

vorticidad es :;~'.!rn. 
La circulación alrededor de un contorno que contiene un grupo de vórtices es igual a la suma de 
las intensidades de aquellos encerrados en la curva, y es proporcional a la sustentación 
desarrollada por un cuerpo contenido en dicha región de acuerdo al teorema de Kutta-Joukowsky. 

N 

fv·dl = -r = ¿r; (2.8) 
e i=I 

/ TES!S_ c_nN 
,_F~LLA DE UWGEN 
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2.8 Flujo potencial 

2.8. l Función de corriente (1.j!) 

La función de corriente es una. herramienta que describe matemáticamente cualquier patrón de 
ílujo. Es una relación entre las líneas de corriente y el. principio de conservación de masa. Se le 
denomina l//(r,fJ,t) y.reemplaza a las componentes de.velocidad v,(r,B,i) y v8 (r,B,t) del mismo 

--,---- - ; -

Si se define una función i;/(r;e, t) Harnadafimción de corriente de manera que: 

V 5! .!. 8rp 
r rae 

arp 
V95"-fr 

Entonces la ecuación de continuidad se satisface idénticamente: 

2.8.2 Potencial de velocidad (<f>) 

orr·: + ov. = 0 
or ºº 

(2.9) 

(2.10) 

Cuando el íluido es irrotacional, V x f7 =O y se considera una función escalar r/J y la identidad 
vectorial que dice que V x (V x r/J) = O, entonces, al comparar estas últimas dos ecuaciones se 
deduce que: 

17 =-v~ .· .. (2.11) 

Esta ecuación dice que para un ílujo irrotacional, existe una .función escalar r/J llamada potencial 
de velocidad en donde la velocidad está dada por el gréldiente de r/J. Cori esta fü·ndón se· obtienen 
las componentes de la velocidad en función de r/J en coordenadas cilíndricas 

. (2.12) 

2.8.3 Función potencial 

Los campos de ílujo no viscosos, incompresibles e irrotacionales, se rigen por la ecuación de 
Laplace y se llaman flujo potencial. Vectorialmente para un fluido incompresible se cumple que 
V· V =O y para un irrotacional fl =V r/J entonces, al sustituir. V en la ecúación de 
incompresibilidad se obtiene la ecuación de Láplace, la cual es una ecuación diferencial parcial 
de segundo orden lineal y homogénea: 

v(vrp)= v~,p =o (2.13) 

Lo anterior quiere decir que si .P1 • .Pz • •••• .Pn. representan n soluciones a la ecuación, entonce!¡, .p = .Pi 
+ .Pz + .... + .Pn. también es solución. Y además .P1 • .¡,2,.: •• .Pn son ecuaciones que satisfacen aquellas de 
irrotacionalidad, continuidad, incompresibilidad y además son lineales. Esta propiedad se conoce 
como principio de superposición de soluciones y tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, un 
patrón complicado de flujo se puede sintetizar en varios patrones más sencillos. 
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2.9 Condiciones de frontera 
Los flujos que pasan por diferentes perfiles (cono, esfera, ala, etc) son muy diferentes entre sí, 
aunque todos ellos satisfacen la ecuación de Laplace. Lo que hace diferente a cada una de sus 
soluciones son las condiciones de frontera que las definen.··• 
Existen dos tipos de condiciones de frontera, en el infinito y en la superficie del. cuerpo: 

En el infinito: Lejos de la superficie del cuerpo, el flujo se aproxima a las 
condiciones de flujo libre. Si V~ es paralelo ax entonces en el infinito se cumple que:·~··· 

11= ºf// = a¡p =V ·v=-ª"' = a¡p =O 
0' ax ~· ax 0' 

(2.14) 

Estas condiciones se aplican en todas direcciones a una distancia infinita. 
En la pared: Si la superficie del cuerpo es sólida, es imposible que el flujo pase a 

través de ella. Para flujos 110 viscosos, la velocidad en la superficie es finita y diferente de cero. El 
vector velocidad debe ser tangente a la superficie y la componente de la velocidad normal a la 
superficie debe ser cero. 

Nota: La condición de 110 des/i::amielllo aplica sólo para flujos viscosos. 

2.10 Flujos elementales bidimensionales 

2.10.1 Flujo uniforme .· 

Es el más elemental de los flujos potenciales, sii(velocidad ~s c~nstante y es paralelo al eje x. 
satisface la ecuación de continuidad. y . lá' éondidón de iírotacionalidad. Así, para un flujo 
uniforme de intensidad constante voo se tienen las funciOnes potencial (éc. 2.15) y de corriente 
(ec. 2.16) que lo definen: 

2.10.2 Fuente y sumidero 

¡/J = V~rcosO 
vr= V~rsinO 

y 

v = B¡/J =I' , 8r <O 

I a,p r. . e 
V 8 = ; éJO = - • ~ 5111 

(2:15) 

(2.16) 

'En un flujo donde todas las líneas de corriente son rectas y salen desde el punto central O como 
se muestra en la figura 2.2. la velocidad a lo largo de cada línea de corriente varia inversamente 
con la distancia al origen O y sus componentes radial y tangencial son Yr y V0 respectivamente, y 
en donde Ya=O. Una fuente o sumidero es irrotacional e incompresible en toda la región excepto 
en el origen donde '\7 · v ~ oo. 

TESIS C()11,T 

FALLA DE OHIGEN 
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--oj>= 1 

--oj>=::? 

4>= ::?.5 

--·-··4>= 3 

--'V=I 

--,v=~ 

figura 2. 2. Representación de una fuente. Las circunferencias concéntricas son la función 
potencial. Sus valores de adentro hacia fuera: i/l = l,2,2.5y3, las líneas radiales son 

las lineas de corriente para 1// = 1 y2 . 

En la fuente, la dirección. de las líneas de corriente están dirigidas del origen hacia fuera; en el 
sumidero van de afuera. hacia eL origen. Un sumidero es igual a una fuente pero con· signo 
contrario. La velocid.ad rádial tiene una variación inversamente proporcional a la distancia desde 
el origen: 

. . 
Donde e es la constante de proporcionalidad y su valor es el gasto volumétrico por\~nidad de 
profundidad en l.a dirección ~e z, dcmde z es perpendicular a la hoja: Para conocé~ el gasto másico 
que pasa a través de utia,fuenté o sumidero, se supondrá que ésta tiene una profundidad e y radio 
r, como se muestra en la figura2.3 

figura 2. 3. Flujo volumétrico de una fuente de línea 
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Se tiene la expresjó•1=P_i:~~ :aic~~Ia! e_! !lujo 111ásico: 

2rr 2n 

·"' = f pV,(rdO)I =p·W, f dO = 2m-lpV, 
o o 

1> = ~ = 2m·/V, 

El gasto_ volumétricoporunidad de profundidad_es _entonces:_ 

A= f = 2m·V, 

Despejando la velocidad radial se obtiene que: 

V=~ 
. r 2m- V=-~ 

' 2m· 
(2.17) 

Fuente Sumidero 

/\es la intensidad de la fuente, flsicamente es el gasto volumétrico por unidad de profundidad 
perpendicular a la página: 

Al integrar las ecuaciones (2.18) con respecto ar y a e se obtiene el potencial de velocidad cji: 

¡\ 
rp =-lnr 

2;r 

La función de corriente se obtiene integrando las expresiones (2.20): 

.!.ªv/ =I' =A ,. ae r 2m· 

y queda: 

- av/ =V =O ar • 

v/ = .:l..e 
2;r 

Fuente 

v/ =_.:l._ e 
2;r 

Sumidero 

La circulación de la fuente y el sumidero es igual a cero porque: 
r= -Jf(vx f')·dS =O 

s 

2.10.3 Doblete 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

Un doblete es la composición de un sumidero y una fuente de igual intensidad y signo contrario 
separados entre si por una distancia /. En el limite, cuando la separación se aproxima a cero, sus 
intensidades se incrementan de tal manera que el producto /A permanece constante. La magnitud 
del doblete es K =/A. 
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Las funciones potencial_ ycde c~rriente son respectivamente: 

t/J =..!:!.._cose 
21r r 

"sine ip=----
21f r 

Las componentes radial y tangencial de la velocidad son: 

K 
v.= - Zm-' cosB 

K 
v8 = -

2
m-, sinB 

-; 11 

li. / -\ \ 
,,, 

y~L .... .... - X 

1' 
I 

I 
\ 

~ -
-Figura 2.4. l.íneas de corriente y potencial de un doblete 

2.10.4 Vórtice 

(2.22) 

(2.23) 

v=-c1 

' 
' ~ .. --k2 1 

=0 1 , 
I 

I , , 

v=c¡ 

Éste es un flujo en donde todas las líneas de corriente son circunferencias concéntricas a un 
punto, y la velocidad sobre cualquier línea de corriente es constante y varía de manera 
inversamente proporcional a la distancia desde el origen de una a otra línea como lo muestra la 
figura 2.5: 

+ 

TESIS C0~1 

FALLA DE ORIGEN 

1 

-

-Figura 2.5. l.íneas de corriente y de potencial de un vórtice 
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Las componéntes d~ Ia.velocidad•enl~sdireccionesradiál•ytangencial- son Y,=_O yV0 _:< 0 n••0 n••1 •. 
Para un vórtice eH1ujo es incompresible én tod.a la región excepto en el límite cuando r tiende a 

(2.24) 

Para evaluar--la constante Cese calcula la. circulación alrededor.de.una línea de corriente circular 
de radio r: 

r ,,;--Jrl·dS= ..:_¡;8 (2;·) 
e 

ó 
V = _-.I..c. 

8 2m-

Igualando las dos ecuaciones de Yo, se obtiene e.1 valor de C: 

(2.25) 

De acuerdo a la ecuación (2.24), ~-1 '<:>rigen r=Ü, es un punto singular en el campo de flujo. El 
potencial de -velocidad-· y. la función de éOrriente se obtienen integrando las ecuaciones 2.26 y 
2.27: . . 

entonces: 

a,p = F =O 
01· ' (2.26) 

.!.. op = r·. = _....!::.._ 
r i)(J 2:tr 

y 
_!_ ar¡i =V =O 
,. ae ' 
-ª"' _,. =-~ ar - o 2m· 

,¡.=-~e 
2K 

l/f=~lnr 
2K 

(2.27) 

(2.28) 

Estos fueron los cuatro flujos potenciales más elementales que existen, y como se verá en la 
siguiente.sección a partir de ellos se pueden crear otros pátrones mas complicados 

2.11 Superposición de flujos 
Las funciones potencial de velocidad y de corriente (<!> y 111) satisfacen la ecuación de Laplace y 
por ser lineales se puede aplicar el principio de _superposición. Se usan para crear patrones de 
flujo de interés práctico, como puede ser el de un perfil aerodinámico. Por definición de línea de 
corriente, ninguna de estas líneas pueden cruzase así mismas o a otras. por eso pueden representar 
una superficie sólida. 

TF:SIS CON 
FALLA DE ORiGEN 



20 'Facuftaá áe Ingeniería, V!Njf:M. 

2.11. l Cuerpo semi-infinito y óvalo de Rankine 
La función de corriente de estos cuerpos es simplemente la suma de la función de corriente de 
cada uno de los flujos que los componen: 

'// = 1// flu;otml/LTmr + '//fo'"" = l ".oor sin o + 2: o 
(2.34) 

El campo de velocidades se obtiene derivando el potencial: 

v =.!.º'//=V cosO+~ 
' /' i)t) ·• 2m• (2.30) 

01// 1· . o 
V 8 =a;=-',..,Sln 

Los puntos de estancamiento se obtienen igualando él campo de velocidades a cero: 

V cosO+~=O 
~ 2m- (2.31) 

F~ sin O =0 

Al resolver el sistema de ecuaciones (2.31) se encuentra que el punto de estancamiento marcado 
como B en la figura 2.6 está situado en e~,~ . 7l') a una distancia ~ del origen: 

+ 

Flujo Libre Fuente 

. A 
r/I = Var_sm 8 + 2,;8 

.¡, = V..,r-sin 8 

Figura 2.6. Cuerpo Semi-Infinito. Superposición de un flujo uniforme y una fuente. 

Sustituyendo las coordenadas del punto de estancamiento en la ecuación del flujo potencial, se 
obtiene la ecuación de la línea de corriente del.cuerpode lafigura2.6: 

- -- ¡\ ·'{·-cC J\.;· - O 

'I' = V--sin·IT +-_IT 
~ 21TV~ - - 211' 

A 
'1'=-

2 

(2.32) 

Si a este nuevo patrón de flujo, que es infinito aguas abajo, se le agrega un sumidero, se obtendrá 
un patrón de flujo finito conocido como óvalo de Rankine parecido al de la figura 2.7: 
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Figura 2. 7. óvalo cÍe Rankine.' Supe'~p~sición de un flujo uniforme y una 
· fuente-sumidero.< -

La intensidad del sumidero es igual a la de l~-fue~t~. pe-r: ¿on signo contrario, entonces la 
función de corriente para este patrón es la suma.del flujo.libre, la fuente y el sumidero: 

11.-·:-_··11.· '. 
'I" = V~r sin fJ + 

2
7T e,·:.. 

2
7T fJ2 (2.33) 

: ¡\ :-
1// = l'~rsin0+-(01 -0,) 

27T - -

2.11.2 Cilindro sin sustentación 
Un cilindro es una forma geométrica básica. El_- estudio del -flujo alrededor de este perfi 1 es un 
problema clásico de la aerodinámica. Para obtener su función de corriente se suman las funciones 
de corriente del flujo libre de velocidad V.,, y un dóblete dé intensidad K: 

'I' = V r sin B +~sin O 
.., .2a r 

ó 

t¡1=V rsino(1---"-) 
~ 2;rV .. r' 

Al hacer el cambio de variable R' "'____!:_.la ecuación anterior se puede escribir así: 
21Z'V'° 

(2.34) 

(2.35) 

Esta ecuación es la función de corriente del cilinaro de radio R de la figura 2.8. Para obtener las 
componentes del campo de velocidades V, y. V 0 , se diferencía la función de corriente: 

r·, =.!.~"' =.!.cr· .. rcosoÍ1-R:)=(1-R:)cv .. coso) ,. ºº ,. 'l ,. ,.-
, ... = - º"' = -[(r · .. rsin 0) 21~' + (1 -R: )(r:, sin o)]= -(1 + R: )1 · .. sin (J 

..-----------tl Cr r r· ,.. 

TESIS CO~T 
FALLA DE ORI_9EN. 

(2.36) 

c.-"1·-"""'· 
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V = (1 -~)v cos O 
' r' ~ (2.37) 

( R') V8 = - 1 +-¡:> V~ sin() 

Para localizar los puntos de estancamiento se define V; =O y V0 =O: 

(2.38) 

( 1 + ~: }'~ sin () = O 

Resolviendo el sistema de. ecuaciones para (r, e) se encuentran dos puntos que satisfacen la 
ecuación, es decir, dos puntos de estancamiento que se localizan en. los puntos A y B cuyas 
coordenadas son (R,O)y (R,7t) respectivamente, y se muestran en la figura 2.8 

.......... 111=! .......... 111=:? --1v=-1 
.......... 111=-:! .......... 1¡1=-3 

Figura 2. 8. Cilindro sin sustentación. Se muestran las líneas de corriente 
f// = -3,-2,-l,O,l,2,3 

La manera de encontrar la función de corriente que representa al cilindro, es mediante la 
búsqueda de la función que pasa por cualquier punto de estancamiento, sustituyendo las 
coordenadas del punto A o el B en la ecuaciónde co'rriente del flujo (1¡1); así se obtendrá que 111 =O. 
De tal manera que la ecuación de la línea de corriente que pasa por estos dos puntos es: 

TESIS C0~1-\ 
FALLA. DE OH~ 

( R') '// = V~rsin() 1--;> =O (2.38) 
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Esta ecuac1on describe,;un~cí~culo de radio R cómo_ el de~ la figura 2.8. Todo el flujo que se 
encuentra dentro de este circulo, éorresponde al doblete, y todo el flujo que está afuera del círculo 
(111 =O) viene.del flujo )jbre:Porlo anterior, el flujo dentro del círculo se puede reemplazar por un 
sólido, y el extedor rió'senlii-íá ninguna diferencia. La línea de corriente 'l'=O representa la frontera 
sólida del cilindÍo cuyo radio es función de la velocidad del flujo libre V..,, y la intensidad del 

dobleteH::_ C()ITIº lo defl1u(!strala ecuación R ., ~ 2;,,.~ . 

Se puede ver que el patrón de flujo es simétrico con respecto a los dos ejes coordenados, por lo 
tanto, la distribución de presiones también es simétrica sobre los dos ejes, esto quiere decir que la 
distribución de presiones en la parte superior del cilindro es compensada con la de la parte 
inferior, y lo mismo pasa con las partes izquierda y derecha. Esta observación hace concluir que 
el cuerpo está en equilibrio, es decir, no existe ninguna fuerza de arrastre o de sustentación. Este 
hecho es difícil de creer porque la vida cotidiana nos enseña que cualquier cuerpo cilíndrico 
expuesto a un flujo de aire experimenta un arrastre. La razón por la cual el resultado del arrastre 
es cero. es simplemente que los esfuerzos cortantes que actúan sobre la superficie del cilindro 
debidas a la fricción viscosa se desprecian por las razones expµestas en la introducción de este 
trabajo. Este fenómeno se conoce como la Paradoja de d' Alembert, la cual fue solucionada a 
principios del siglo XX por los trabajos de Prandtl sobre la Capa Límite. 

La distribución de velocidades sobre la superficie del cilindro (cuando r=R) la dan las ecuaciones 
(2.36): 

V, = O 

V 1,- = -2 V"' sm e 
(2.39) 

En la superficie del cilindro, el vector V, es normal a la superficie, entonces la ecuación (2.39) es 
consistente con la condición de frontera _que dice que la componente de la velocidad normal a la 
superficie debe ser cero (definición de línea de corriente). - -

El coeficiente de presión para el cilindro se obtiene sustituyendo Va en la ecuación (2.6): 

e = 1- - = 1 - = 1- 4 sm • {} (V J2 

(- 21··~ sin OJ 2 

• , 
,, V~ V~ 

e,,= l-4sin 2 o (2.40) 

El valor de Cr varía desde 1.0, en los puntos de estancamiento (borde de ataque. y de salida); 
hasta -3.0 que es el punto de máxima velocidad. La distribución de presiones está. representada en 
la figura 2.8. · 

TESIS CON 
FALLA DE UhiGEN 
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Coeficiente de Presión 

'-. 

. ,..··· 

Figura 2. B. Dinribuclón adlmenslonal de presiones. alrededo~·de:\;. s~p~~ficl.e de un clUndro. 

2.11.3 Cilindro con sustentación 

El estudio del patrón de flujo alrededor de un cilindro sin sustentación, no es muy útil para la 
aerodinámica. En cambio existen otros patrones de flujo alrededor de un cilindro que tienen una 
distribución de presiones en la que existe una diferencia entre la parte superior e inferior lo que 
ocasiona una fuerza perpendicular al flujo libre conocida como fuerza de sustentación. Este 
patrón se logra superponiendo el flujo sobre el cilindro sin sustentación y un vórtice de intensidad 1-. 

La función de corriente del cilindro sin sustentación es la ecuación (2.38) y la del vórtice es: 

¡-
'I' = -lnr +Cte 

21f 

El valor de la constante es arbitrario, por lotantose. definirá su valor como función de r y de R: 

Cte =-~lnR 
21f . 

Sustituyendo esta .ecuación en la anterior se obtiene la función .de corriente de un vórtice de 
intensidad r. 

¡- r 
'1'=-ln.-

21r R 

La función de corriente que resulta de la suma del vórtice y el cilindro es entonces: 

TESIS CON i 

FALLA DE ORIGEN 

(2.41) 
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Cuando r=R y para cualquier valor de o, el valor de 'l' se hace c_ero, entonces se tiene la ecuación 
de una circunferencia de radio R. La ecuación (2.38) es.un resultado de la eéuación (2.41) cuando _ 
~Q ---

La figura 2.9 representa las líneas de corrie~te del cilindro con sustentación, las:cúales no son 
simétricas con respecto al eje horizontal. Sólo hay simetría con respecto ál eje vertical. Esto 
significa que se tiene una fuerza normal finita (sustentación) y no existe una fuerza de arrastre. 
Como al flujo se le agregó un vórtice deintensidadr,ahora existe una circ_ulación alrededor del 
cilindro cuya magnitud es el mismo valor-r. - - -- - - --- - ---- --- -

El campo de velocidades se obtiene derivando la ecuación (2.41 ): 

I' = 1-- V cose ( R'J ,. r= -i (2.42) 

1'0 =-(1+R:Jr·~sinO-_!::_ r· 2m· 

Al igualar las componentes -de la velocidad a cero y resolver el sistema de ecuaciones (2.43) se 
encuentran los puntos de estancamiento (r,o) 

V, =(1- ~: }·~ cosO =0 
(2.43) 

v. = -(1 + n: )v~ sin O-....!:_ =o 
r 2m· 

El punto de estancamiento se encu __ entra en (} = arcsin(--r-) 
- . _ 4nl'~R 

(2.44) 

Como í siempre es pos1t1vo, 8 está localizado en el tercero y en el cuarto cuadrantes: Esto 
significa que sólo pueden haber dos puntos de estancamiento en la mitad inferior del cilindro, 
como los puntos A de la figura 2.9 que están localizados en (R,O) donde e está definida en la 
ecuación (2.44). Este resultado es sólo válido cuando __ r_ < 1. 

4:rl'..,R 

........ 
. :~ .. 

:. ,··· 

··. '•· 

.······ ........ ··:.¡ .. ·· :. . ~ 

······· 
•• u ..... 

.... :"\. .. : ~::\,"'- ....... 
•• ~·· ••••• .:.~·~: ........ o(·,. 

..... . ......... ···•·.·~ ·~ .. . ............................ . 
.. .... ....... -........ _... ....... : 

Figura 2.9 Líneas de corriente sobre un cilindro con sustentación con los 
puntos de estancamiento en la parte inferior. 

TESIS CO~T 
FALLA D.E OHIGEN 
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Para encontrar. la distribución de presiones. sobreola ~uperficie del .cilindrc;,,¡:>riméro seº tiene que 
saber cómo varía la velocidad con respectó alá posición sobre la superfiéie, por' lo tanto, sólo se 
tiene que variar o para conocf'.rla. Así sUstituyen~o a r=R en lá ecuación' (2:42), se tiene que:. 

·cc 

(2.45 

Sustituyendo la velocidad en la definición de coeficiente de presión: 

. [ .,¡· . o. ' ]' . V ' --·flsm .,--.,- ¡- • 
C =1-(-) =1- .... · -r.R =1-(-:?sinO--) 

P v... . v<D· '2::RV.., 

(2.46) 

Las siguientes gráficas muestran la distribución de presión de un cilindro con sustentación para 
distintos valores de r que generan puntos de estancamiento en diferentes posiciones. 

La primera de ellas, figura 2.11, muestra que hay dos puntos de estancamiento en el tercer y 
cuarto cuadrante, esto es cuando r < 4;rV,,R 

ºú~ ...... ' 

Figura 2.11. Dístríbucfón de presiones para ¡- < 4m'mR 

La tigura 2. 12 muestrá'·un sólo punto de estancamiento que está localizado en (R,270°) cuando 
r = 4nVJ?. 

TESIS CON 
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Ffgur-a 2.12. Dfstr-lbucf6n de pr-esfones par-a r = 4nV~R 

Y por último, cuando r > 47íV,,,R el punto de estancamiento está fuera del cilindro a un ángulo 
de 270º. es decir, el punto está en (R+c,270°) donde ces una constante. Figura 2.13 

c. O["] ,.(..) 

·270 ·180 ·• t 270 

·• 

"''l 
~;: j 
.,. 

Ffgur-a 2.13. Dfstr-ibución de presiones par-a r > 4r.1:,R 

Como se puede ver en las tres gráficas anteriores, las presiones del lado izquierdo, (90º <o < 270°) 
se anulan con las presiones del lado derecho del cilindro (270° < o < 90°) es decir. no hay 
diferencia de presiones y por lo tanto no existe ninguna fuerza en dirección del flujo libre que 
desequilibre el cilindro. Esto significa que no existe una fuerza de arrastre. 

Lo anterior se puede demostrar matemáticamente de la siguiente manera: 
El coeficiente de arrastre Cd, está dado por la siguiente expresión: TESIS CON 

FALLA DE ORIG._~; 

Convirtiendo la ecuación anterior a coordenadas polares do_nde y= R sin O y l{\I = R cos ()dO y c=2R 

1 El primer término de la ecuación anterior integro lo parte superior .del cilindro, desde el borde de ataque hasta 
el borde de solido, el primero está en O=n y el borde de solida está en O =0. Y el segundo término, integro el 

C-M • ...,\. ... _ 

1 
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En esta ecuación, Cp.u y Cp.u están. dacl()S parla r11is111~ _e)(pre~i~ll~~¡tl_í~ic!l e_n t~rminos de .cr, por 
eso la ecuaCión se ¡:ll.iede simplificar a ün sólo término-: - -- -- - - - - -- - - --- - -- -

' 1 o . - 1 lr. - . - 1 2 " . . -

e,= 2 Je, cosll/B- 2 Je,; cosa/O= - 2Jc, cosOdO 
1'l ~ • o 

lr. 

Sustituyendo la -definición- de Cr--en la - última~. ecuación .y .. sabiendo que f cos (JdB =o , 

Jsin' Ocos OdO =O Y J sin OcósOdO =O 
.. 

se obtiene: 

1 lr.[ ( 1- )
2
] e,=--:,- J 1- -2sin61--~--.. - cos0d0=0 

- o -:rR r ~ 

Lo cual confirma lo observado en las gráficas de distribución de presión, figuras 2.11 a 2.13. 

De la misma manera, en estas gráficas se puede ver que existe un desequilibrio de presiones entre 
la parte superior del cilindro ( 180° < o < 0°) y la parte inferior. Esta diferencia de presiones 
provoca una fuerza en dirección vertical que es conocida como Coeficiente de Sustentación. Para 
calcularla se hace lo mismo que con el de arrastre: 

Convirtiendo la ecuación anterior a coordenadas polares donde x =Reos O y d" = -RsinQle se 
obtiene: 

- .-_ .. 

. 1 lr. . . . 1 lr. . • 

C, = -:-2JC p,I Slll ea'O+l J C p,u Slll Od0 
- - .,o. f'l_ -, ;,~---:__ .-----~~-'-----"=:- :.=.·7 

De igual manera Cr.1 y Cp.u están definidospor. la ínisma expresión analítica de Cr, por lo tanto la 
ecuación anterior queda: .· · · 

l ,,. . '· 
e,= - 2 f Cp sin Oc/O 

·- ·o 

coeficiente de arrastre sobre la superficie inferior del cilindro ahora desde 9=rc hasta 9=27t. (Desde el barde de 
ataque hasta el borde de salida). 
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Sustituy~ndo ekvalor~de~Cr y .. con la. id~ntidad .. que dice~ qÚe -Y.sin OdO= o,. ºj sin 3 edB =o Y 

f sin ° 0cw =o se obtiene que el coeticienteAesustentación está dado por: . 
r 

e,= RV~ 
(2.47) 

De la definición de Ci, la fuerza de sustentación por unidad de longitud (envergadura) L' se 
obtiene de: 

L'= q~sc, = tP~v;sc, (2.48) 
_ _ _:.o ____ ·.-- ·_ _- __ - o 

El área S= 2R(I) combinando las ecuaciones 2.47 y 2.48 se obti~ne simplemente que: 

(2;49) 

Esto quiere decir que la fuerza d: sust~ntab;~~ ~or~ni~ad d: e~vergadura para un cilindro es 
proporcional a la circulaciól1 de éste. Esta écuadón;es,conoeida cómo Teorema de· Kutta-
Joukowsky2 .. · · '/ ) . . . 

2.12 Teorema deKuftÜ-JouP()f~ky··~> e• • •· .. ·.···•· .•.. · ·.· ... · •. ··.· · .. ··. . .•. 

La ecuación anteri~r se aplica,en'~~ri~r~)'a~ual~~i~rcuer~~ d~·~~~ción transversal.arbitraria, por 
ejemplo un perfil aerodinát11ico coriio el dé la':figura 2, 1~: .. ·. (.:: < ' > ' 

· Flg~r~ 2:14. o)Pe~fil ~¡¡,'.;1r¡~10C:16n:r~o. b) Perfil con clrculoclón finito r>O 

2 M. Wilheim Kutta (1867-194:) M~t~~át;~i Ale~~n. 
Nikolai E. Joukowski (1847-1921) Físico Ruso 

TESIS CON 
FALLA DE OrliGEN 
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Un flujo con sustentación se obtuvo sumando un flujo libre, un doblete y un vórtice. Estos tres 
puntos son irrotacionales en todos los puntos del flujo, excepto (para el vórtice) en el origen. Si se 
calcula la circulación alrededor de cualquier curva que no contenga el origen, se encontrará 
que r=O. En cambio cuando se calcula la circulación alrededor de una curva que contiene el 
origen donde existe la singularidad del vórtice (V' x V) es infinita, entonces r toma un valor 
finito. Esto mismo pasa con el flujo alrededor del perfil de la figura 2.14, si se calcula la 
circulación alrededor de la curva a), entonces r=0° y si se calcula la circulación alrededor de h) 
entonces r toma un valor finito. 

Como se verá más adelante, el flujo que pasa sobre un perfil está sintetizado por vórtices 
distribuidos en la superficie o dentro de él. Como cada uno de ellos tiene una singularidad, si se 
toma una curva alrededor del perfil, el valor de r será igual a la suma de la intensidad de los 
vórtices distribuidos en el perfil. 

La razón fisica por la que se generan fuerzas en cualquier cuerpo sujeto a un flujo, es la 
distribución de esfuerzos normales y cortantes en la superficie del cuerpo. El Teorema de Kutta -
Joukowsky es sólo una manera de expresar las consecuencias de la distribución de presiones 
sobre la superficie. No es válido decir que la circulación produce la sustentación, más bien, la 
sustentación es debida al desequilibrio de la distribución de presiones en la superficie. 

Lo importante de este teorema es que en la teoría del flujo potencial es más fácil determinar la 
circulación alrededor de un cuerpo, que calcular detalladamente la distribución de presiones. Una 
vez obtenido r. calcular L' es muy sencillo. 



Capítulo 3 

En el presente capítulo se explica el método de páneles y algunas de las variantes que se han 

desarrollado. Los métodos estudiados son a) el método de páneles de fuente, el cual es la base 

para ent~nder cualquier método de páneles de vórtice, b) el método de párÍeles de vorticidad 

constante, en donde sólo se usan vórtices cuya magnitud es co.nstante a lo largo de cada pánel, c) 

el método de páneles de vórtice de variación lineal, en el. cual, la magnitud del vórtice varía 

linealmente a lo largo de cada pánel. 

31 
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3.1 Método de p;ineles de fuente [ l J 
Este método sirve para conocer la distribución de fuentes a lo largo de un perfil el cual no 
presenta sustentación por no tener una circulación definida. 
Una hoja de fuentes es una línea que une un número infinito de fuentes de intensidad 
infinitesimalmente pequeña, una al lado de otra como se muestra en la figura 3.1. 

a 

Figura 3.1. Hoja de Fuentes 

p 
(;r,y) 

b 

La intensidad de la fuente por unidad de longitud a lo largo de. S es A.= A.(s), o sea, es el flujo 
volumétrico por unidad.de profundidad (dirección=) y por Únidad de longitud (dirección s) en m; •. 
La intensidad de una porción infinitesimal de ds es igual a Ms- · · 

Un punto P en el flujo, se encuentra a una distanciar desde ds. La pequeña sección de la hoja de 
fuentes de. intensidad ).ds induce un potencial infinitesimalmente pequeño, . drp, en P. El . .·, "" ' 

potencial de una-fuente. está dado por ~ = A In~, .y un potencia[ de magnitud infinitesimal es 
2n-

Para obtener el potencial de velocidad totalen el punto P inducido por toda la hoja de fuentes 
(desde a hasta h) se integra la ecuac.ión anterior 

f
b.).ds 

{b(x,y)= -lnr 
. . 2tr 

a 

(3.1) 

Se tiene un cuerpo de forma arbitraria en un flujo uniforme con velocidad V,,,. cuya superficie se 
cubre con una hoja de fuentes, la intensidad A.(s) varía de tal manera que la acción conjunta del 
flujo unifo.rme y la hoja de fuentes hacen que la superficie del cuerpo sea una línea de corriente 
como lo muestra la figura 3 .2. 

FALLA DE ORIGEN 
TESIS CON l 
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-_.,. 
~:.., 

.--. 
Flu10 Uniforme 

Ho;a de ím:ntcs en IA supc1ficie del 
C:lle?TJO, con Hs) c:ah:ulado pma hacc1 la 
sup21ficiE! del cuerpo una Umm de cmT1Fnte 

Flujo sobre el C'.tef?O de 
una fo1m;io. dada 

Figura 3.2. Superposición de un flujo uniforme y una hoja de fuentes en un cuerpo 
para producir un flujo sobre el cuerpo 

33 

El problema es encontrar la función ;.(s) que cumpla esta condición. Para lo anterior se usará el 
método de páneles de fuente. Como los únicos flujos que se usaran son fuentes y un flujo libre, la 
circulación alrededor del cuerpo es cero y por lo tanto n·o hay sustentación. Como se vio en el 
capítulo anterior un flujo uniforme sumado a una fuente o sumidero, producen un cilindro sin 
sustentación. Al agregarle un vórtice éste produce sustentación. Lo mismo sucede con el método 
de páneles. 

Método: 
Se hace una aproximación de la hoja de fuentes utilizando una serie de páneles, como muestra la 
figura 3.3. Cada pánel tiene una magnitud ;. por unidad de longitud que es constante en todo el 
pánel pero puede variar de uno a otro. 

Si hay /1 páneles, las magnitudes de las fuentes por unidad de longitud serán i.1, i.2 ,. •• i.". Estas 
magnitudes son desconocidas. El método consiste en encontrar la magnitud de cada una de las 
fuentes para lograr que la superficie del cuerpo sea una línea de corriente del flujo libre. y que 
además cumpla la condición de frontera que dice que la componeñte normal de la velocidad del 
flujo en cada punto de control es cero 1. Esta condición se establece de manera numérica. 

control 

Figura -3.3 DiStribución de páneles sobre la superficie de un cuerpo de forma arbitraria 

1 La componente de la velocidad normal a una línea de corriente es por definición igual a cero. 

TESIS CON 
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Un punto P que está en el flujo libre en (x,y) está a una distancia rpJ de cualquier punto en el 
pánelj. Dicho punto tieneuri potencial de veloeidad influenciado porel pánelj de magnitud:· 

;¡ f · tiifl =:.·-J · In r ds 
J 27r 1 P; j 

(3.2) 

El valor de i.j es constante sobre el pánelj, y se integra solamente sobre si mismo. El potencial en 
r provocado por 108/1 ¡)andes és igual a litsuma~de los potencfalesae todos ellos:· ··· 

(3.3) 

La distancia r =. /{1: - x )' + (v - y }' , y ( Xj, Yi) son las C:oo.rdenadas sobre la superficie del pánel 
PJ ., J J , .. - ' : 

j. Debido a que P puede estar en cualquier lugar, se Íe ubi~ará entonces en el punto de control del 
pánel i, de tal manera que las nuevas coordenadas· de·r serán (x;, y;) 

De tal modo, las ecuaciones anteriores se pueden rescribir como: 

(3.5) 

(3.6) 

Como se puede observar en la figura 3.3, /3; es el ángulo que forman V"' y '7;, la componente de 

V. normal al pánel i, es vn.• = V., · fT. = V., cos /J; (3. 7) 

Cuando V~.. es positivo sale del cuerpo, ·y· negativo cuando tiene· dirección hacia dentro del 

cuerpo, y la componente normal de la velocidad inducida en ( Xj. Yj) por los p.áneles de fuente es: 

v.= f-[iP(x,,y,)] 
'l. 

(3.8) 

Al derivar la ecuación (3.8) con respecto a '7;. se tiene un punto singular ya que ry queda en el 

denominador y cuando i=j la ecuación se indetermina. En este casola contribución a la derivada 
es simplemente • ' · · · ,,.., 

De esta manera se obtiene: ..i . • ..i a .· 
v. = ....!.... + L -1..,J-(In ru )dsJ 

2 ,., 2;; J a17, 
(3.9) 

El primer término de la ecuación (3.9) es la velocidad normal inducida al punto de control del 
pánel i por simismo, y la sumatoriaes la velocidad nonnaLinducida en el mismo punto de 
control por los demás páneles. 
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Para evaluar la condición de frontera, la componente normal de la velocidad del flujo en el punto 
de controFCíeí"pánel (debe ser iguala-cero. Es deCir, · 1a~sumade(flujo libré (V~:) más el pánél 

de fuente (v.): 
(3.10) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.7) y (3.9) en la ecuación (3.10) se obtiene la ecuación básica del 
método de páneles dé fuente:- - ·-·.·· .· ·-- ·--·-- ~~-- ----"~-~-

(3.11) 

La anterior. es una ecuac1on algebraica lineal. con:,, incógnitas, '-1. '-2, ... -,." que representa la 
condición de flujo en la frontera evaluada en el punto de control del pánel 1. Alresolver este 
sistema de ecuaciones, se obtiene una distribución de páneles que hacen que Iá superficie del 
cuerpo sea una línea de corriente aproximada al pei-fil que se está calculando. · ··· · · ·· 

:·-:::: 

La aproximación anterior, se puede hacer más exacta incremen'tand~ ~I;riú;,,~ro d~~ál1eles, Por 
ejemplo, se puede hacer una buena aproximación a un cilindro usando/sólo'S.pá'ríeles, y-para un 
perfil aerodinámico sólo se necesitan entre 50 y 100 [2]. ; ,·, · .. , 

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones, el valor de la veloddad_tal1g~~t~;a71i ~~pe;ficie en 
cada punto de control, puede ser calculado para obtener el coeficiente de presión en cada pánel. 

' '< :r~:·( ! -'"' - ,' t~,-_. :; '}:_; -· • -.•, •" ' 

La distancia a lo largo de la superficie del cuerpo es S entonce~.1~6-;;"1¡,~n'en~ede:1a velocidad 
del flujo libre tangente a la superficie es V.,,,,= V

00 
sin /3, · · · (3.13) 

La velocidad tangencial V, en el punto de control del pánel i, inducido PC;>~ todosios ¡Jáneles. se 
obtiene diferenciando la ecuación del potencial (3.1) con respecto a S: 

a(l • l. a 
V=-= L:2f-lnr ds ' a<; ,., 2" ,as u , 

(3.14) 

La velocidad tangencial sobre un pánel de fuente plano, inducida por el mismo pánel, es cero. Por 
lo anterior, en la última ecu'\ción el término correspondiente aj=i es cero. La velocidad total r:. 
en la superficie en el punto de control del pánel i es la suma del flujo libre V~_, y del pánel de 

fuente r:. 
J - - - • . R .. ..¿.. J..J f a 11 - V~,,+ V, - V~ sm 1-'1_+ L.. - -In r;,dsJ 

,., 2JT 'ªs 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

(3.15) 

OMV 



36 Pacuftaá áe Ingeniería, V!Njf9rl. 

El coeficiente de presión.en el punto de controLdel páriel i se obtiene de fadefiriición de C:IJ: 2 

e =1-(~)' · P,I V.., 
(3.16) 

3.2 Método de p~íneles de vórtice constante (2) 
En- la sección anterior se· estudió el método· de páneles de fuente; el cual solamente· se usa· para -
calcular una función de corriente, que describe el flujo a través de un perfil de cualquier sección 
transversal sin predecir sustentación, ya que el valor de la circulación es igual a cero. 

El método de páneles de vórtice, como su nombre lo indica, tiene una hoja de vórtices distribuida 
a lo largo de toda la superficie del perfil, generando asi una circulación, y por lo tanto una fuerza 
de sustentación de acuerdo con el teorema de Kutta-Joukowsky. 

Para lograr que el perfil aerodinámico sea una línea de corriente, se hace lo mismo que con el 
método de páneles de fuente, sólo que ahora en lugar de fuentes y sumideros, se tendrán sólo 
vórtices de magnitud constante a lo largo de un pánel que pueden variar de un pánel a otro. 
Si se tienen /1 páneles en el perfil, la magnitud de cada pánel por unidad de longitud será 
y 1 • r~. y 3 . .•. y,,. Estas magnitudes son las incógnitas que se tienen que encontrar y además deben 
satisfacer la condición de Kutta y la condición de frontera en el punto de control de cada pánel. 

Método: 
La distancia medida a lo largo de la hoja de vórtice es s. La magnitud de la hoja de vórtice por 
unidad de longitud a lo largo des se define como y = y(s) . Entonces, la magnitud de una porción 
infinitesimal ds de la hoja es ¡ds. Esta pequeña sección de la hoja de vórtice puede ser tratada 
como un vórtice separado de magnitud ¡ds. 

Esta porción, ¡el\·, induce una velocidad infinitesimal mente pequeña, dV, sobre el punto P 
localizado en (x,=) a una distanciar desde ds. 

_ dV = - __!___ ds 
2nr 

(3.17) 

La dirección de dV· es pérpenciicular.al vector r, como se puede observar en la figura 3.3. La 
velocidad inducida en• P:,¡:iortoda .Ja hoja de vórtice es la suma de todos los elementos 
infinitesimales dV qúe forman él perfil. El potencial de velocidad inducido en P por un sólo 
elemento diferencial es: . . . 

(3.18) 

Ahora. el potencial .de velocidad inducido. en P por .toda la hoja de vórtices es la suma de cada 
diferencial desde el borde de ataque hasta el borde _de salida: 

- -- - - ,P(x,z)= --1 r"_()1i1s (3;19) -
. 2,. J. 

2 Ver Coeficiente de Presión, Ca,píÍulo 2 
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La circulación r alrededorde un vórtice es igual a la magnitud de éste, y la circulación alrededor 
de la hoja de vórtice es iguahlla suma·de Jos vórtices diferenciales en todo el perfil:~ ~e -

. . .. .. r = J: ]ds · (3.20) 

El potencial de velocidad provocado por un pánel I es inducido en un punto cualquiera. Por 
ejemplo, en el punto de control del pánel 1 el potencial de velocidad es igual a: 

t;.,p1 = --
1-J Bur1 ds1 (3.21) 

.. ··--·····- -·~-- 21T _J -

La integral se calcula a lo largo del páneljcUya longitud es Sj y como la magnitud del vórtice es 
constante, puede salir de la integral. Para calcular el potencial de velocidad que todos los páneles 
ejercen sobre el pánel i, sólo se tiene que sumar la ecuación anterior desdej=l hasta 11. 

El vector que une al punto de control del pánel i con el pánelj es r;
1 

y forma un ángulo B,i con 
respecto al eje de las abscisas, definido como: 

(3.22) 

Entonces, 

(3.23) 

Esta función representa la contribución de todos los páneles al potencial en el punto de control 
del pánel i. 

El flujo 1 ibre también contribuye al potencial en el. punto de control del. páneI i,. y como• ios dos 
flujos son potenciales, se pueden sumar para obtener:e.1 potencial. totál sobre'_el<punto de control 
del pánel i debido a todos los páneles y al flujo libre .. e · . ·. __ . ·• _ .·.·•. · · 

La componente del flujo libre V.,, normal al pánel iesta dada por la ecuaCión V..,.n =V.., cos/J, y la 

componente normal de velocidad inducida en (x;.y;) es por definición: 

vn = ..;._[qi(x,,y;)] 
c17, 

(3.24) 

Sustituyendo la ecuación (3.23) en la (3.24) se obtiene: 

v., =-f!Lfª8
u ds, 

,., 21T 1a17, 
(3.25) 

La condición de frontera dice que la componente normal al pánel i del potencial de velocidades 
debe ser igual a cero, entonce.s por superposición de flujos: 

V~.n +Vn =O 

Sustituyendo las ecuaciones (3.7) y (3.25) en la condición 
ecuación básica del método de páneles de vórtice: 

" r ae 
V cosfJ - I:-LJ_rJ ds =O 

a) I J=I 2.1:' JQf/
1 

J 

(3.26) 

de frontera (3.26) se obtiene la 

(3.27) 

OMV 
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Donde los valores de la integral dependen de la geometría de cada panel. Es una ecuación lineal 
con /1 incógnitas y

1 
,y~,y3'.:.y~ y representa la condfciÓn-~de"'fronteracCtel~flujo-cevaluadaceri~el . 

punto de control del pánel i. Ya que lo que interesa conocer es el efecto en todos los. páneles, la 
ecuación (3 .27) se aplica para los 11 páneles y así queda un sistema de /1 ecuaciones con n 
incógnitas. 

La función de corriente debe satisfacer la condición de Kutta para poder fijar el valor de r y que 
no quede como un parámetro. La condición de Kutta fue obtenida experimentalmente y dice: un 
1.:11e17Jo en 11101·i111ie11to con 1111 horde de salida afilado sumergido en 11nj711ido crea a s11alrededor1111a 
drc:11lació11 de 111ag11it11d suficiente para mantener el p11nto de estancamiento trasero en el borde de 
salida {7/. Esto significa que en el borde de salida las velocidades en la parte superior e inferior 
deben ser finitas e iguales. Esta condición aplicada al método de páneles quiere decir que si los 
dos páneles en el borde de salida (el superior y el inferior) son muy pequeños, al evaluar la 
circulación en esos dos páneles se tiene que y(BS) =O y se puede aceptar que Y, = -r,. 1 

Figura 3.4 Representación de la Condición de Kutta en los páneles del Borde de Salida (BS) 

Al establecer esta ecuación, queda un sistema sobredeterminado, es decir de /1 incógnitas y 11+ J 
ecuaciones. Para hacer consistente el sistema, la integral de la ecuación (3.27) se evalúa sólo en 
11-J páneles (se ignora u omite un pánel) y de esta manera el sistema puede ser resuelto utilizando 
cualquier método [2]. Los valores ahora conocidos de y 1,y2 ,y3 .... y" hacen que la superficie del 
cuerpo sea una línea de corriente del flujo y además satisface la condición de Kutta. 

La velocidad tangencial en cada punto de control se puede calcular teniendo el valor de 
verticidad de cada pánel. 

' L-_; ____ - -

-, 
t 

U2 

li--· --ds---

T 
dn 

_L 

Figura 3,5. Salto de velocidad tangencial a través de una hoja de vórtice. 
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Se tiene una hoja de vórtices en un flujo que está contenida. en Ia reg1on limitada por el 
rectángulo punteado de la figura 3.5. Las.componentes tangenciales enJa parte superior e inferior 
de la velocidad son 11 1 y 11 2 . respectivamente, y las componentes de la velocidad tangente a los 
lados del rectángulo son v1 y v2 • La parte superior está .separada de l_a inferior por una distancia 
dn y los lados están separados por. una distancia ds. El·. valor de la· circulación alrededor del 
rectángulo es por definición: 

r = -(v2dn-: u,ds - v,dn + u2ds) 
·····~·-~r:·~ (u~~ü~~s +-(~;-;::vz-}:111~ ... :.c •. _ 

La magnitud de la hoja de vórtice contenida en el rectángulo es ¡ds, por lo que: . .. - r: = rds .. . 

Igualando las dos ~cuaclones al1terion~.S'se tiene:··.· 
· · . <é •irJs=(11 1 ..:...u/")tis+(1;1 -:v2 )d~1 

. 
Si se aproxima Í!i'part~supe,rior e. inferior a .la h~jade vórtices, para que dn ~O, entonces las 
velocidades 11¡ y 112 sonahora las velocidades tangenciales a la hoja de vórtices inmediatamente 
arriba y debajo de la h~ja. Por lo tanto; la última ecuación quedará: 

· ¡ds = (11
1 
-u2 )di -. 

ó 
y= (111 -uz) (3.28) 

Lo anterior refiere a que el salto local en la velocidad tangencial a lo largo de la hoja de vórtice 
es igual a la magnitud local de la hoja. 

Ahora, lo que interesa para encontrar la sustentación del perfil es conocer los valores de la 
velocidad tangencial en la superficie de éste. La velocidad dentro del perfil es cero (112=0) y la 
velocidad fuera de él (la que se quiere conocer) es 11 1 entonces: 

Lo cuál quiere decir que las velocidades locales tangentes a la superficie del perfil son iguales a 
la magnitud local de y [2]. 

La circulación debida al pánelj es Y/"¡ y perlo tanto, la circulación total del perfil es la suma de 

,todos los páneles que lo describen: 

(3.29) 

. ~ ·. . .· .· 

Al conocer la circulación. total s~bre el ·perfil se puede calcular la· sustentación total por unidad 
del ancho de éste aplicando él teorema de Kutta~Joukowsky 

- -·--·-·· L'-=.p.,,v.,,fy
1
s

1 
(3.30) 

¡=1 

OMV 
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Y el coeficiente de sustentación 
L'--

C,"'' , ¡p.,,V.,,c 
(3.31) 

3.3 Método de pánelcs de vórtice de variación lineal (8) 
El método de páneles de vórtice de variación lineal tiene los mismos fundamentos que los 
métodos anteriores, pero en éste la magnituddeL_vórtice en cada pánel noºes_c_onstantepuesvaría:_ 
linealmente a lo largo del pánel. · · 

La configuración de los páneles y sus características, así como las" condlciones de frontera, no 
cambian con respecto a los otros dos métodos vistos anteriomienté. Lá· i::óndición de Kutta 
también debe satisfacerse, pero su formulación varía y se explicará masadelante. 

Bajo la influencia de un flujo libre __ V:., a un ángulo de atáque a y n pán~les: el potencial de 
velocidad en el punto de control del pánel res: --

-~(x,, __ i•,) = l·:O;C.\·; cosa+ y, sin~ )-tJr1 (s1 
__ )nrc_1_W1(·~_' = Y1 l,s_1 -

- - · 'Jct·1-•. 2"':- ---- .. -.:, .>:1 J" 
(3.32) 

Ahora, como la magnitud delvórtice varía Hnealme~t:,:s: de~ne a y 1 _como función de s 1 : 

Y, (s/) = r, + (r,.,_-~r;);> .-· -
-- - -- ' J 

(3.33) 

11 
•..• -/· in~ co11hul p~Hi1t \.\·,. J',) 

(.\",. }',) --·"· t./·_ -- 1 1 -

,_-.-----·-------· ,. r...::J'---- 1 t.\,• L• , .. , • I} 

..,,.,,... -:---.- ·---:-- -·-- ·~- ")' 
// YJ . . , -..y.?·-. . t 

( ....... ,_ i'.J .. ·----1-1'~:~firr .. ~ifB2 .. " 
......... • -- - - _J 

--·-1. .- . -11, ------ - IX<• l',I _;_.J'----..,----
1.\, , 1 ;·, , ,1 

1 
-1/ __ \_-==.:- _ _ .. ...,,.--: ___ p;i,,cl l I ... -~ :~1x,. i·,, -..-·-¡•a•··"'·:._ - _- -~ -

1 
~--,----- -- .~~ - ---

f-•l•c( j 

Fig 3.6. Distribución de pcíneles de vórtice de variación lineal en un perfil 

Como se puede ver en la figura· 3 .6, el punto ~'-" 1 , y 
1

) representa las coordenadas de cualquier 

punto en el pánel j de longitud SI a una distancia sf medida desde el borde de ataque del mismo 
pánel. Se integra a lo largo de todo el pánel, desde (x,.r,) a (x

1
.,.Y,,,)· 

Con este método se generan 11+ I valores de y 1 , que son las incógnitas a determill-ar. Estos 

valores corresponden a la magnitud de cada vórtice situado justo en el borde de ataque de cada 

TESIS CON 
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pánel. Para satisfacer la conclicióncde frontera se diferencia el potencial de velocidad con respecto 
al vector normal del pánel: · · 

~~(x1 ,y,),;o 
81], ··• . . 

Resolviendo la derivada y con un poco de álgebra, se obtiene: 

• ••• 0 t(cnluy'1 .+c112uy'1~,)=sin(o, -a) (3.34) 
•J:I} 

Donde •-y/ esla densidad de circuláci611adimensional, B; es el ángulo del pánel i medido 
Y--,,.~/2;rVrn. __ -. ' .. · ... ·t·:----:.-·.-. -... :·:·_<----.- --·,_·- -·: - -

desde el eje x a lasupédiCie del pánel, y)C>~codicie~tes son: 

Donde. 

C.11 11 =~DF+CG-_Cn211 
01, '-D+QF/ _(AC+DE)G,( 

-u - /2S
1 

/S1 

A = -~"• - .\"1 )cos01 -lv, - r, )sin 01 

B = (, .. - X 1 )' + (,., - }~ )' 
e= sin(o, - o,) 
D = cos(o, - 01 ) 

E=(-.:, -x1 )sin O,-(\•, -r, )cos01 

( 
S' +2..JS ) 

F=lnl+' 1 

B 

G =arelan -·-· -1 
.-. ( 

Es· ) 
13+.·15 1 

P = (-.:, - X 
1 

)sin((I, - 20
1 
)+ (,., - r,)cos(o, - 20J 

Q = (,·, - X 1 )cos(o, - 201 )- (v, - r 1 )sin(O, - 201 ) 

(3.35) 

(3.36) 

Los coeficientes C11l y Cn2 representan la velocidad normal en el punto de control del pánel i. 
inducida por la distribución de vórtices en el pánelj. Cuando se calcula la influencia de un pánel 
sobre si mismo, i=j, los C11l y C112 toman los valores de -1 y 1 respectivamente. A estos 
coeficientes se les llama coeficientes de influencia de velocidad normal. 

La suma de los dos coeficientes para i=l a 11ypara}=/a11+/, genera un sistema de 11 ecuaciones 
y 11- l incógnitas. Para poder resolver este sistema se debe agregar la ecuación que representa la 
condición de Kutta, que se aplica para asegurar una salida del flujo suave en el borde de salida. 
La condición de Kutta dice que la verticidad en el borde de salida debe ser cero, usando la 
notación correspondiente: 

Así se tiene ahora un sistema de 11+ 1 ecuaciones lineales y 11+ 1 incógnitas: 

f (Cnlv yºJ +Cn2u y'1 • .) = sin(e, -a) 
J=I 

(3.37) 

(3.38) 

OMV 
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Después de resolver.-el sistema de ecuaciones se puede cakular·tan~~-la•vélo~iclad-tangencial ·en 
cada punto de control como el coeficiente de presión: · 

Para calcularla velocidad tangencial en cada puntó de control se deriva el potencial de velocidad 
en i, ahora con respecto al vector T tangente al ·pánel. Así se obtierie la expresión de manera 
adimensional: · ·· 

v; =cos(e, -a)+:t(Ctl;;r'1 +Ct2ur',.1) (3.39) 
- J•I 

en donde 
Ctlil = !CF+DG-Ct2y 

Ct?. =C+PF/.. +(AD+CE')G,( 
-v /S1 /S1 

(3.40) 

A los términos Ctl,
1

, Ct2v se les llama coeficientes de influencia de la velocidad tangente. 

Teniendo los valores de velocidad en cada punto de control de los /1 páneles, se puede calcular el 
coeficiente de presión en cada uno de ellos: 

(3.16) 

Ésta última ecuación al aplicarse a todos los páneles, da la distribución de presiones a lo largo de 
todo el perfil. La curva obtenida, figura 2; 1, muestra el comportamiento que el perfil tendrá 
cuando esté sujeto al flujo libre. 



Capítulo 4 

TESIS CON 
FAL1A DE OHIGEN 

En este capítulo se aplica el método a un perfil aerodinámico NACA 0012. Dicho perfil se 

discretizó con 12 y 50 páneles, los datos de éstos,· su distribución y los puntos de control, se 

obtuvieron con la función que describe aL perfil utilizando Excel. El sistema de ecuaciones, las 

matrices de coeficientes y los vectores .. de. términos independientes se obtuvieron con.Visual 

Fortran usando los valores de Ja tabla de E:x¿d~ Posteriormente con Excel se resol~ió el sistema 

de ecuaciones y se realizaron lo~ cálc~J~~-riecesários para obtener la distribución de p~esiones en 

el perfil y su gráfica. El perfil se calcl.lió'~tili~ando 2 métodos de páneles, el d~ fu~t~t~~} el de 

vórtice de variación lineal. Se ~saron I2 ?.sÓplÍneles para comparar la precisión ci~fri,'étc;do, para 

lo cual se realizó una gráfica e11J¡¡ que s~ muest_ran las curvas obtenid~as PºE un ~~Í_s}!JO t1létodo 

para un número diferente de páneles. 
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-t l El perfHNACA0012 

Los capftulos ariteriores han abordado la teoría del estúdio-det métc:fdcrai!°pánéles:C Eff él presente 
capítulo se aplica el método a un perfil de denominación NACA 0012; el.cual es simétrico, Y 
cuya superficie está representada por la función [ l] , . , _. _ 

±y= -'-(o.2969../X-0.126x-0.3516xz +0.2843x3 -,0.lQlSx.;:) 
0.2 . . -.•. 

En donde tes el espesor máximo del perfil y para toda x/c entre O y. L Cuando x=O, se debe hacer 
una modificación para cerrar el perfil. - = .• - .• ---- - ---- -~ -------·-·~---~--.~- . -- •. -

·~E:--0.5 -~ 
-007 : 

Figura 4.la. Perfil NACA0012. 

o 08 ~ 

:~ ; 
.oca . 

Figura 4.lb. 12 paneles del perfil NACA0012 y sus puntos de control. 

o 06 l 

·O 06 ; 

Figura 4. lc. 50 páneles del perfil NACA0012 y sus puntos de control. 

El perfil seleccionado se discretiza con 12 y 50 páneles que se numeran en sentido horario 
empezando desde el borde de salida. Se ha comprobado que los resultados obtenidos utilizando 
50 páneles son precisos [2] y se hará la comparación de resultados con 12 y 50 páneles. La figura 
-1./a muestra el perfil y la figura -1.lb lo muestra discretizado con 12 páneles y la 4.Jc es el 
mismo perfil con 50 páneles. En el apéndice B, se muestran las coordenadas de los páneles del 
perfil NACA 0012. 

TESIS CON ., 
FALLA DE ORIGEN 
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Los programas que manejan el método de páneles para calcular el Cp en un perfil, usan 
generalmente un sólo lenguaje de progra121~si~T1 el cu~J Plll!~~ ~~rF"ortran, ·Java, C, r.-1.ATLAB, 
entre otros. 

En esta tesis se utilizan dos lenguajes de programación: Visual Basic y Visual Fortran y una hoja 
de cálculo (Excel). El motivo para usar estos tres paquetes es sustituir algunas subrutinas y hacer 
la programación más corta y sencilla resolviendo el sistema de ecuaciones usando una función 
definida en Excel, ya que este paquete tiene la ventaja de ser muy fácil de utilizar y una buena 
capacidad para resolver sistemas de ecuaciones de manera muy rápida y precisa: Los datos 
obtenidos pueden ser pegados en cualquier otra aplicación y su ambiente gráfico es mucho mejor 
que el de Fortran porque el ambiente Windows es muy versátil, permite que los datos obtenidos 
se puedan usar en otras aplicaciones, y las gráficas que traza son mucho mejores que el ambiente 
gráfico de Fortran o Java. 
Visual Fortran se utilizó por ser un lenguaje hecho para resolver problemas numéricos. Si se 
tuviera por ejemplo el problema de calcular los ángulos de cada pánel con respecto al eje x, se 
podría pensar en usar la función ARCT AN y la relación del cateto opuesto sobre el adyacente y 
posteriormente indicar en cuál cuadrante se encuentra. Lo anterior no es necesario hacerlo si se 
programa con un lenguaje de alto nivel, como Fortran que tiene la función ATAN2, la cual 
automáticamente define el cuadrante ya que su contra dominio es 0°::> f) ::> 180° y 
- 1 80°:; (} :; Oº . 

Fortran sólo se utilizó para calcular las matrices An y At de cada variación del método. Dicho 
paquete graba los datos de las matrices en un archivo en forma de listado. Esos datos los lee 
Excel. pero como los 11 x 11 datos aparecen en forma de lista. se tuvo que hacer un programa en 
Visual Basic que acomodara los datos en forma de matriz, la codificación de este programa es la 
siguiente, donde 11. es el número de páneles del perfil: 

Sub An() 
Dim An(13. 13) As Double 
Dim b. A As Double 
Dim i, j As lnteger 
Application.ScreenUpdating = False 
k = 1 
Sheets("An").Select 
For i = 1 Ton 
For j = 1 Ton 

k = k + 1 
Cells(k, 1 ).Select 
A= Selection.Value 
Cells(i, j + 1 ).Select 
Selection.Value =A 
Nextj 
Next 1 
End Sub 

Una vez que las matrices están formadas, se copian y se pegan en otra hoja de Excel que calcula 
las velocidades y el coeficiente de presión de cada pánel. 

4.2 Método tic páneles de \'Órtice de variación lineal 
Para explicar detalladamente el método de páneles de vórtice de variación linea). se muestran el 
algoritmo. el diagrama de flujo y la codificación del programa. · - -

-- ,_- -_. 

Nota: En cada paso se indicará qué Software se utilizó y 11 es el número.de p~neles del perfil. 

4.2.1 Algoritmo .·· .. . .· 
l. Exce/. Calcular las coordenadas de las fronteras de los 11 páneles, (Xb¡, Ybr): i""'J, 2 ... 11 

2. Visual Fortran o Exce/. Calcular los puntos de control de los 11 páneles. (x¡, y¡), i=l, 2 ... 11 

OMV 
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x, = (xh, + xh,.1 } 

V = f •,oh + vh 1 ) ... , V, ... , .. 

Pacuftaá áe Ingeniería, VNjf:M 

3. Visual Fortran o Excel. Calcular la longitud de cada pá.nel (S¡) 

S, = ,/ (xh,.1 - xh, Y + (yh,. 1 - yh, Y 
4. Visual Fortran Calcular el ángulo de inclinación de cada pánel e,, donde - rr::;; e, ::;; rr 

e, = arctan(yh,., - ~h, J 
xh,.1 - xh, 

5. /"isua/ Fortran Usando dos ciclos anidados, para i=l hasta n y paraj=l hasta n 
6. Visual Fortran. Calcular las constantes A,B,C,D,E,F,G,P,Q (Ver capítulo 3) 
7. Visual Fortran. Con estas constantes calcular los coeficientes de influencia de 
velocidad normal y tangencial, Cnl1•1 Cn2,.1 y Ctl,.1 , Ct21.1. 

8. Visual Fortran. Si i=j. entonces, Cnl,,J = -1, Cn2,,1 =l; Ctl1.1 = ~ll"Y Ct2;.1. = % ll" 
9. Visual Fortran. Calcular las matrices An,,1 y At,.1• 

1 O. Excel. Resolver el sistema de ecuaciones lineales. Para Yi. i=l ... 11. 

"·' L An,1y'1 = !UfS, 
1=1 

En donde para i<n+ 1: 
An,1 = Cnl 11 

An,,n•I = Cn2,.n 

An" = Cnl,1 + Cn2"_1 
)=2,3, ..... n 

!UfS, = sin(e, -a) 
y cuando i=n+ 1: 

Anti = An1.n = 1 

An" =O 

!UfS, =O 

j = 2,3, ....... 11 

Esta última definición es la aplicación de la condición de Kutta. y'1+y'n•t =O 

1 1. Excel. Calcular la velocidad tangencial en cada pánel: 
n+1 , 1: = cos(e, -a)+ ¿At"y

1
', i=l,2,. ... 11 

1=1 

Donde los coeficientes de velocidad tangéncial se definen como: 
At,1 = Ctl,1 
Al" =Ctl 9 +Ct29 _1 )=2,3 ...... 11 

Atin = Ct2,,n 

12. Excel. Calcular el coeficiente de presiones en cada pánel y gráfica - Cp vs xlc 
c¡1, =1-v:~ 

13. Fin del programa 
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4.2.2 Diagrama de Flujo. 

Xb,,Yb, 
i=l .•. 51 

X 1 =í(Y/J,.+.tb,,1) 
r, ~ ¡( .. 1.,., y1 . .,.,) 

·r· 
. Sigi 

. 1 .. 
.i:::J a 50 

··.· ......... 1.·. 
j=l a 50 .... ·r ........ 

/ ' 
i=j ............ SI 

A .a. -(e; - .V•,)o-.{I_ -(i. -)7'i,)u1h. 

B.(._ ... \1o)-(•:·· ".) . 
c:· .... sm(,, .o.) 

º"""(•.-o,) 
E• (.,-.11:)..,0, -(,.-r>.}o.O. 

F ~1r[1.; ~.~ . ."-~-~~-. ·1 
. n J 

( "' )' <'i'»·nn."l.U,---:-
\U~A\ . 

P. C. .... 1>.)m(• .. ,.._). (.-... 11., i~v. · JJ,) 1 

0-(,-.11._}~(•-ll.H•:-,,,,)mí•.-Jl,): 

·····r· 
Crtl .. ,. J lJ/:-.,. t'H- Cn2, 

c·11: .... o..- Q::~s. _ (..tr..,. m: )}~:. 

01, ""~CF..-1.>Ci-O~ .. 

C/2,"('.,¡,./'~.S·,"""(A/J.o-(1.'~~:~, : .... 1 ......................... . 
Sigj .. 

l 
SiJI 

1 ) 

Cnlu = -1 

C112iJ = 1 

Ctlij =·~1t 

Ct211 =~TI 
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:·, 1 

r ......... ¡;;·~·:-~:"sñ' ........ 1 

r .................. 1. ................. . 
A1111 = Cnl,1 

: A111.~ 1 = Cn21,50 j 

1 ~::;,~:~~ ... 
'::::::::.:::::::::J..::::::::::::::::: 
L. ...... .l:::.?.9 .. ?..Q ......... · 

A11,1 = Cnl., + Cn2,,,... , 

Ar.; = Cr'2 1., + Ct2,_;-i ¡ 
........ :::.:r:: ... :::::::: ... 

Sig l ... l . 
s· . 

;··············~!;~.>~ ................. . ! Solución del Sistema 
i 51 . 

1 L A n u y '¡ = R H S ;. 
: i=l J: 1 . 51 
............................ 1···· 

1.. Solución del Sistema 
m<I 

V,= cos(91 -a)+ L: Atu/,' 
/•I 

¡ 

¡ 
¡ 

L.......................... f: 1 ... 51 -.-..-.r_ . ._._._._. ......... . 
, . i=l a 50 
.................... 1 ................ .. 

i (V )2 

1 Cp, =1- V~ 
. 1 

' ¡ Cp, 

............ '..-.~::::-r.:.·~:::: ......... . 
L ............ ~i~ . .i.. ........... .. 

e ) 
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- - ~ - - --- _-,=-

.... 2. 3 Codificación en Visual Fortran. Método de páneles de vórtice. 

! Metodo de Páneles NACA 0012, 12 páneles 
PROGRAM Naca0012 

dimension xb(51 ), yb(51 ), x(51), y(51), 
s(50), theta(50), v(50), cp(50) 

dimension gama(51 ), rhs(51 ), cn1(50,50), 
cn2(50,50), ct1 (50,50), ct2(50,50), an(51,51 ), 
at(S0,51) 

data xb/ 1., 0.933, 0.750, 0.500, 0.250, 
0.067, O., 0.067, 0.25, 0.5, 0.75, 0.933, 1./ 

data yb/O, -0.010230016, -0.031551101, 
-0.052897826, -0.059382422, -0.040132743, º·· 
0.040132743, 0.059382422, 0.052897826, 
0.031551101, 0.010230016, O./ 

open (unit=1,File="NACA0012VLAn.DAT") 
rn=50 
rnp1 =rn+1 
pi=4.0 • atan(1.0) 
print*,"Alfa=" 
read*,alfa 
alpha=alfa • pi/180 

! Cálculo de los puntos de control (x,y), S, y RHS 
DO i=1,rn 
ip1 =i+1 
x(i)=0.5*(xb(i)+xb(ip1)) 
y(i)=0.5*(yb(i)+yb(ip1)) 
s(i)=sqrt((xb(ip1 )-xb(i))**2+(yb(ip1 )-

yb(i))**2) 
theta(i)=atan2((yb(ip1 )-yb(i)) ,(xb(ip1 )

xb(i))) 
rhs(i)=sin (theta (i)-al pha) 
end do 

do i = 1,M 
doj = 1,M 
lf (i .eq.j) go to 2 
A= -(x(i) - xbU)) • Cos(thetaUl) - (y(l).-

ybU)) • Sin(thetaU)) 
B = (x(i) - xbU))**2 + (y(i) - yb(j))**2 
C = Sin(theta(i) - theta(j)) 
D = Cos(theta(i) - theta(j)) 
E = (x(i) - xb(j)) • Sin(theta(j)) - (y(i) -

yb(j)) • Cos(theta(j)) 
F = aLog(1.0 +SU)* (S(j) + 2. *A)/ 8) 
G = Atan2(E • S(j) , B +A• S(j)) 
P = (x(i) - xb(j)) • Sin(theta(i) - 2. * 

theta(j)) + (y(i) - yb(j)) • Cos(theta(i) - 2. • theta(j)) 
Q = (x(i) - xb(j)) • Cos(theta(i) - 2. • 

theta(j)) - (y(i) - yb(j)) • Sin(theta(i) - 2. • theta(j)) 
cn2(i, j) = D + 0.5 • Q • F I S(j) - (A. e + 

D * E) • G / S(j) 
cn1 (i, j) = 0.5 • D • F + e • G - Cn2(i, j) 

• -~º~ct2(i; j) =e·+ 0.5 • P • F/ 
S(j) + (A ~· D - C * E) * G I S(j) 

.ct1 (i, j) = o.5 ·e• F - D • 
G ~ Ct2(1, j) 

go to 3 
2 cn1(i,j) = -1.0 

cn2(i, j) = .1.0 
ce ct1(1,j) =Pi 12·~. 

ct2(i, j) = Pi l. 2 
3 end do · 
end do· 

1 Cálculo de coeficientes de 
influencia 
doi'=1,M 

An(i, 1) = Cn1(1, 1) 
An(i, mp1) = Cn2(i, M) 
At(i, 1) = Ct1 (i, 1) 
At(i, mp1) = Ct2(1, M) 

doj = 2,M 
An(i, j) = Cn1 (i, j) + Cn2(i, j - 1) 
At(i, j) = Ct1 (i, j) + Ct2(i, j - 1) 

end do 
end do 
An(mp1,1)=1. 
An(mp1, mp1) = 1. 

doj = 2,M 
An(rnp1, j) = o.o 
end do 
RHS(mp1) =O.O 

I Crear un Archivo con /a matriz An y 
At, y el Vector Theta 
write (1,*) "Matriz An" 
do i=1,mp1 

do j=1,mp1 
write (1, *) an(i,j) 

end do 
end do 
write (1,*) "Matriz At" 
do i=1,m 

do j=1,mp1! 

end do 
end do 

write (1 , *) at(i,j) 

write ·(1,*) ·.'Theta" 
do i=1,m · 

·· · write (1, *) theta(i) 
end do 
close (unit:::1) 
end 



4.2.4 Resultados 

La tabla 4.1 muestra los resultados obtenidos con Excel y Fortran para n=l2. Las columnas Xb y 
Yb indican las coordenadas del borde de salida de cada pánel, las columnas x e y indican los 
puntos de control de cada pánel, s la longitud y e la dirección con respecto al eje X. El ángulo e 
fue calculado usando Fortran por las razones antes explicadas, y las columnas anteriores las 
calculó Excel. La columna V es la velocidad tangencial en cada pánel y - Cp es el coeficiente de 
presión. 

TABLA 4.1. 
pánel Xb Yb X y s o V -Cp 

1 o 0.9665 -0.00511501 o.o67n649 -2.990076 -0.799588314 -0.360658528 

2 0.933 -0.01023 0.8415 -0.02089056 0.18423786 -3.025607 -0.870043176 -0.243024872 

3 0.75 -0.031551 0.625 -0.04222446 0.25090971 -3.056412 -0.830562433 -0.310166045 

4 0.5 -0.052898 0.375 -0.05614012 0.25008409 -3.11566 -0.726086954 -0.472797735 

5 0.25 -0.059382 0.1585 -0.04975758 0.18400965 3.036788 -0.418056312 -0.82522892 

6 0.067 -0.040133 0.0335 -0.02006637 0.07810017 2.601912 0.86200952 -0.256939587 

7 o o 0.0335 0.02006637 0.07810017 0.539681 2.422546135 4.868729777 

8 0.067 0.0401327 0.1585 0.04975758 0.18400965 0.1048041 1.825543033 2.332607365 

9 0.25 0.0593824 0.375 0.05614012 0.25008409 -2.59E-02 1 .448472734 1.098073262 

10 0.5 0.0528978 0.625 0.04222446 0.25090971 -8.52E-02 1.233748864 0.522136259 

11 0.75 0.0315511 0.8415 0.02089056 0.18423786 -0.1159857 1.073147711 0.15164601 

12 0.933 0.01023 0.9665 0.00511501 . o.o67n649 -0.1515166 0.861406013 -0.25797968 

o 

La matriz de influencia de velocidad normal y el vector de términos independientes (seno (e-a.)) 
calculadas con Fortran en función de las primeras 5 columnas de la tabla 4.1 son: 

-1 2.204 1.088 0.563 0.316 0.151 0.082 0.149 0.307 0.54 1.015 1.306 -0.944 0.11 

-0.251 -1.301 1.797 0.816 0.39 0.178 0.094 0.174 0.374 0.742 0.908 -0.989 -0.247 0.145 
·0.096 -0.487 -1.519 1.647 0.662 0.253 0.128 0.242 0.577 0.692 -0.927 -0.467 -0.095 0.176 
-0.056 -0.244 -0.664 -1.649 1.52 0.502 0.215 0.425 0.574 -0.77 -0.605 -0.241 -0.056 0.234 
-0.041 -0.17 -0.389 -0.815 -1.797 1.341 0.522 0.545 -0.56 -0.674 -0.374 -0.168 -0.041 0.358 

-0.03 -0.126 -0.277 -0.505 -1.005 -2.108 1.763 0.074 -0.574 -0.421 -0.258 -0.123 -0.03 0.718 
0.03 0.123 0.258 0.421 0.574 -0.074 -1.763 2.108 1.005 0.505 0.277 0.126 0.03 0.274 

0.041 0.168 0.374 0.674 0.56 -0.545 -0.522 -1.341 1.797 0.815 0.389 0.17 0.041 -0.156 
0.056 0.241 0.605 0.77 -0.574 -0.425 -0.215 -0.502 -1.52 1.649 0.664 0.244 0.056 -0.284 
0.095 0.467 0.927 -0.692 -0.577 -0.242 -0.128 -0.253. -0.662 -1.646 .. 1.519 0.487 0.096 -0.34 
0.247 0.989 -0.908 -0.742' -0.374 -0.17 4 ... -0.09~ -0.1i'.8 .. -0.39 -0.816. -1.79('. 1.301 0.251 -0.369 
0.944 -1.306 -1.015 -0.54 -0.307 -0.149 -0.082 -0.151 -0.316 -0.563 -1.088 -2.204 -0.402 

o o o o o o o o o o o o 

' .... 
Esto es un sistema de ,,..,. ¡ ecuaciones con 11+ I incógnitas. Se resuelve mediante el método de 
matriz inversa para obtener los valores de Y1, Y2····Yn•I· 

TESIS C:ON 
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Para calcular las velocidades en cada pánel, se calcula la matriz Al: 
-- -= ,,_.._-=-~"-- --

1.571 1.59 0.033 0.029 0.024 0.017 0.013 0.031 0.076 0,153 0.356 1.87 1.094 

0.003 1.573 1.579 0.019 0.02 0.015 0.013 <Í.036 0.098 0.277 1.547 1.094 0.017 

0.002 0.008 1.575 1.582 , 0.026 0.021 '0.02 0.062 0.242 1.305 1.082 0.071 0.004 

0.003 0.013 0.024 1.583 1.588 0:035 
,_ 

:'.0.04 -, 0.181 1.084 1.092 0.167 0.028 0.004 

0.007 0.026 0.051 0.073 1.607 1.598 0.128 - , 0.863 1.169 0.332 0.1 0.033 0.007 

0.019 0.076 0.158 0.251 0.359 1.782 2.106 1.498 , 0.788 0.363 0.185 0.081 0.019 

0.019 0.081 0.185 --- o.363 --= 0.188 ~"- 1.498 ~c2.106~~1.182-~~ o.359 .:,_ 0,251 = ---0.158 _ ,;0.076 = -0.019 

0.007 0.033 0.1 0.332 1.16!Í ·o.ss3= ''0.128 : :1.598: 1.607 _-,,0,073 - ;, 0.051 -: 0.026 ,',, 0.007 
'0:181- ·a:ó:i6 

" 
-. Ú83 - :0.013 

----

0.004 0.028 0.167 1.092 1.084 0.04 1.588 0.024 -0:003 
'0.242' 

,' 

0.021 
,_ 

'1.575: >,0.008' 0.004 0.071 1.082 1.305 0.062 0.02 0:026, 1:582 0.002 

0.017 1.094 1.547 - 0.277 ;:o.098 0.036 0.013 0.015 ,,':,,0:02_ ''0.019, ',1.579: ,1:573 0.003 

.094 1.87 0.356 0.153 0.076 0.031 0.013 0.017 0.024 , 0.029-- : 0:033·.,, •• . 1.59 , 1:511 
--

Con esta m~triz y el vector y, se obtiene el vector de velocida,d como se e"JIÍ~ó al. fi~al del capítulo 3. 
Las figuras 4.2 muestran la distribución de presiones obtenida para un_ángulo de,ataque de O, 8 y 
15° respectivamente usando 12 y 50 páneles: - · , -

"ºO 
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a=O", 12 páneles 

X Superior 

a Inferior 

U./:> 

l 
1 

•le ¡· ..., 
1 1 

~1 
1 

o.s o.1s 1 

a=O", 50 páneles 
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X 

X 

X 

X xlc 
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' 1.5 
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¡ 
1 

'0.5 J 
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o 
1 

-0.5 i 
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-1 
jD 

X 
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o 
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6 
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-0.1 -
o 

-1.1 

X 

o 

X 

X 
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X 

X 
X x/c 

o o o 

a.=15°, 12 púnclcs 

X X X X X X X X X Xx x/c 
X X X ~ o o o e;} o o o o o !OhsD o o o 1 

~ 

a.=15º, 50 pánclcs 
_______ F-'ig::,ura 4.2. Resultados obtenidos para a.= O, 8 y 15º 
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Una comparación de resultados usando 12 y 50 páneles se muestra en la figura 4.3. La discusión 
del por qué son diferentes los resultados se plantea al final de este _capitu}o. _ 

Gntflc. COmp.tr.tln 1 

XXX¡Xx xso Páneles 

Xxx~xxx + ;2 Püneies I 
xxxx 

Xxxxix xic j 
o.s o.75 XX ; 025 

+\ 
x\ 

a=Sº 

Grlinca Comparativa 

X50 Páneles 

+12Páneles 

a=15º 
Figuras 4.3. Comparación de resultados usando 12 y 50 páneles 
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4.3 Método de Páneles de Fuente. 
Para utilizar este método se usaron las primeras 4 columnas de la. tabla 4: 1, y posteriormente se 
obtuvieron los resultados de las columnas restantes que debido a Ja· precisión del método son 
diferentes a los valores obtenidos con el método de páneles de variación lineal:· · 

4.3.1 Algoritmo 
====---o--'---==-=o~-~=-'--=~-=- -- -·-=o---==-==- ----

1. Excel. Calcular las coordenadas de las fronteras de-los 11 páneles; (Xb;, Yb;). i=J,-2 ... llc 
2. Visual Fortran o E1'ccl. Calcular los puntos de control de-los 11 páneles'. (x;; y;), F=l, 2 ... 11 

x, = ! (xh, + xh,.
1

) . • . . . 

Y, = ! (J'h, + yh,. 1 ) 

3. Visual Fonran o Excel. Calcular la longitud de cada pánel (S¡) _ 

S, = ,f (xh,. 1 - xh, )2 + {yh,. 1 - yh, )2 
4. l 'isua/ Fortran. Calcular el ángulo de inclinación de cada pánel e;, donde - 7i s; B; s; 7i 

()'h -yb) e, = arctan . •• 1 
• ' 

.\h,.1 -."\h, 

5. Visual Fortran. Usando dos ciclos anidados, para i=l a 11, y paraj"=l a 11 

6. Visual Fortran. Calcular las constantes A,B,C,D,E 
7. Visual Fortran. Con estas constantes calcular los coeficientes de influencia de 
velocidad normal y tangencial, An y Al · 
8. Visual Fonran. Si i=j, entonces, An;J = 7z; At;J =O. 

9. Excel. Resolver el sistema de ecuaciones lineales. Para A.;, i=l ... 11. 
,, ... 1 

L Anu A' 1 = - sin B, 
;=1 

1 O. Excel. Calcular la velocidad tangencial encada pánel 
• ] n . o . • . . -· ·;~ - .. 

l, = cos(e,) + :;--¿: At!i..1
1 

, 1=1,2, .... 11 
-7r ;=1 ' . 

Donde los coeficientés de velocidad· tangencial se definen como: 
. . 

1 1. Excel. Calcular el coeficient~ de presiones en cada pánel y gráfica - Cp vs X 

Cp,=1-1~~ . . 

12. Fin del.programa 
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4.3.2 Diagrama de Flujo 
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51 
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4.3.3 Codificación del programa en Visual Fortran. Método de páneles de fuente. 

PROGRAM Naca0012 
d1mens1on xb(51 ), yb(51 ), x(50), y(50), 
s(50). sine(50), cosine(50), theta(50), 
v(50), cp(50), rhs(50), an(50,50), 
gama(51 ), at(50,50) 

real:: Normal, Tan, A, B ,e ,D ,E, 
ce. oo 

data xb/ 
1 ' 933 .. 750, 500,.250,.067,0.,0.067,.25,0. 
5,0.75,0.933, 11 

data yb/O, -O 010230016, -
O 031551101, -O 052897826, -
o 059382422, -
o 040132743,0.,0.040132743,0.05938242 
2.0 052897826,0.031551101,0.01023001 
6.01 

open 
(un 1t= 1, Fi le="Fuentes50páneles. DA T') 

m=50 
mp1=m+1 
pi=4. O •atan( 1.0) 

'. C~lcuio de los puntos de control (x,y), S, y 
RHS 

DOi=1,m 
ip1=i+1 
x(i)=0.5*(xb(i)+xb(ip1)) 
y(i)=0.5*(yb(i)+yb(ip1)) 
s( 1 )=sqrt((xb( ip 1 )-xb(i) )**2. +(yb(ip 1 )

yb(i ))**2 ) 
theta(1)=atan2((yb(ip1 )-yb(i)),(xb(ip1 )-

xb( 1 )) ) 

sine( 1)=sin(theta(i)) 
cosine(1)=cos(theta( i)) 
rhs( i J=s1n(th eta( i )-al pha) 
end do 

do 1=1.M 
RHS(i)=sin(theta(i)) 

doj = 1,M 
1f (i.eq.j) go to 2 

A= -1 * (x(i) - Xb(j)) * 
Cos(theta(j)) - (y(i) - Yb(j)) • Sin(thetaül) 

8 = (X(i) - Xb(j)¡-2. + (y(i) -
Yb(j))**2. 

e = Sin(theta(i) - theta(j)) 
Ce = Sin(theta(j)) * Sin(theta(i)) -

Cos(theta(j)) • eos(theta(i)) 
D = (y(i) - Yb(j)) • eos(theta(i)) -

(x(i) - Xb(j)) • Sin(theta(i)) 

DD = (x(i) - Xb(j)) * 
eos(theta(i)) - (y(i) - Yb(j)) • 
Sin(theta(i)) 

E = (x(i) - XbÜ)) • 
Sin(theta(j)) - (y(i) - Yb(j)) • 
eos(theta(j)) 

Normal= (e / 2) • 
Log((S(j) • S(j) + 2 *A• S(j) + B) 
I B) +((O - A• C) I E)• 
(Atan((S(j) +A) I E) - Atan(A I E)) 

Tan= -0.5 • 
Cos(theta(i) - theta(j)) • Log(1 + 
(S(j) * S(j) + 2 •A* S(j)) /8)
Sin(theta(i) - theta(j)) • (Atan((S(j) 
+ A) I E) - Atan(A I E)) 

Go To 3 
2 Normal= Pi 

Tan =O 
3 

an(i,j)=Normal 
at(i,j)=Tan 

end do 
end do 

!Almacenar Matriz An 
write (1,*) "Matriz An" 
do i=1,m 
doj=1,m 
write (1,*) an(i,j) 
print*,i,j,An(i,j) 
end do 
end do 

!Almacenar Matriz At 
write ( 1, •¡ "Matriz At" 
do i=1,m 
doj=1,m 
write (1,*) at(i,j) 
print*,i,j,At(i,j) 
end do 
end do 

!Almacenar Theta 
write (1,*) "Theta" 
do 1=1,m 
print*,i,Theta(i) 
write ( 1, *) Theta(i) 
end do 
end 

el ose (unit=1) 
end 

TESIS CON 
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4.3.4 Resultados 

El sistema de ecuaciones de 11x11 para /...¡, A.2 •••• An, calculado con Fortran es: 

3.1416 0.0361 0.0314 0.0272 0.0216 0.0113 0.0149 o.os 0.1085 0.2213 0.7243 2.4689 

0.0045 3.1416 0.018 0.0208 0.0195 0.0112 0.0161 0.0592 0.1529 0.5408 2.252 0.0568 

0.0045 0.0095 3.1416 0.0255 0.0263 0.016 0.025 0.1107 0.4839 1.943 0.204 0.0107 

- 0.0069 0.0193 0.0257 3.1416 0.0405 0.0291 0.0552-_ 0.3913 -1.6774 - 0.3912 0.0568 0.0089 

0.0133 0.0395 0.0646 0.0762 3,1416 0.0681 0.2222 1.4811 0.6516 0.1655 0.0564 0.0144 

0.0383 0.1173 0.2057 0.3117 0.4019 3.1416 1.2267 1.2945 0.5233 0.259 0.1276 0.039 

0.039 0.1276 0.259 0.5233 1.2945 1.2267 3.1416 0.4019 0.3117 0.2057 0.1173 0.0383 

0.0144 0.0564 0.1655 0.6516 1.4811 0.2222 0.0681 3.1416 0.0762 0.0646 0.0395 0.0133 

0.0089 0.0568 0.3912 1.6774 0.3913 0.0552 0.0291 0.0405 3.1416 0.0257 0.0193 0.0069 

0.0107 0.204 1.943 0.4839 0.1107 0.025 0.016 0.0263 0.0255 3,1416 0.0095 0.0045 

0.0568 2.252 0.5408 0.1529 0.0592 0.0161 0.0112 0.0195 0.0208 0.018 3.1416 0.0045 

2.4689 0.7243 0.2213 0.1085 o.os 0.0149 0.0113 0.0216 0.0272 0.0314 0.0361 3.1416 

0 0.151 

·0.116 

·0.085 

·0.026 

0.1046 

0.5139 

0.5139 

0.1046 

0 0.026 

·0.085 

·0.116 

0 0.151 

57 

El sistema se resolvió de la misma manera que en_. el método de páneles de vórtice de variación 
lineal, se invirtió la matriz y se multiplicó por: el vector de términos indeperidientes .. De esta 
manera se obtuvo el vector solución para).; 

..1=[-0.024 -0.02 -0.017 -0.0070.0180.1150.115_ 0.018 -0.007 -0.017 -0.02 -0.02-tJ' 
,_, ___ . ____ ,_ .. · ,·: -:, . ' . . 

La matriz At, que son, los coeficientes de influencia de; velocidad tangencial, también se calculó 
con Fortran y es: ·· · · , .. ·:o · -

o ·1.862 ·0.765 -0.427 ·0.227 
0.5515 o -1.315 -0.547 ·0.27 

0.1979 0.9037 o -1.096 ·0.399 

0.1141 0.3985 1.1008 o 
0.0827 0.2682 0.5474 1.3128 

-0.905 

o 
0.0617 0.1967 0.3779 0.6951 1.7197 

-0.096 

-0.131 

-0.226 

-0.62 

o 
-0.061 -0.19 -0.34 -0.527 -0.539 1.0889 
-0.082 -0.264 -0.512 ·0.869 0.2081 0.4905 

-0.114 -0.39 ·0.891 -0.061 0.6726 0.2163 

-0.197 ·0.824 -0.254 0.8572 0.375 0.129 

-0.537 -0.442 1.1122 0.5192 0.2629 0.0952 

-0.684 1.6523 0.7296 0.4128 0.2226 0.0824 

-0.095 

-0.129 
-0.216 

-0.491 

-1.089 
o 

0.6199 

0.2262 

0.1311 
0.096 

0.083 

·0.263 

·0.375 

-0.413 -0.73 -1.652 0.6842 

-0.519 -1.112 0.4423 0.5374 

-0.857 0.2541 0.824 0.1968 
-0.673 0.0613 0.8912 0.3898 0.1137 

-0.208 0.8692 0.5123 0.2638 0.0825 

0.5385 0.5275 0.3405 0.1898 0.0613 

-1.72 -0.695 -0.378 -0.197 -0.062 

o --1.313 -0.547 ·0.268 -0.083 

0.9052 o -1.101 ·0.399 -0.114 

0.3986 

0.27 
1.0964 o 
0.5474 1.3147 

-0.904 ·0.198 

o 
0.2273 0.4267 0.7651 1.8618 

-0.551 

o 

Con esta matriz y el vector ..1, se pueden calcular la velocidad tangencial de cada pánel y su 
coeficiente de presión. -- · - · -

La tabla 4.2 muestra los datos completos para un perfil NACA 0012 usando el método de páneles 
de fuente con 12 páneles, estos resultados fueron calculados con Excel: 
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Tabla 4.2 
pánel Xb Yb X y s o V -Cp 

1 1 o 0.9665 -0.00511501 0.06777649 -2.990076 -0.930817143 -0.133579447 

2 0.933 -0.01023 0.8415 -0.02089056 0.18423786 -3.025607 -1.012207945 0.024564924 

3 0.75 -0.031551 0.625 -0.04222446 0.25090971 -3.056412 -1.074580715 0.154723713 

4 0.5 -0.052898 0.375 -0.05614012 0.25008409 -3.11566 -1.133592995 0.285033079 

'5 0.25 -0.059382 0.1585 -0.04975758 0.18400965 3.036788 -1.174154828 0.378639561 

6 0.067 -0.040133 0.0335 -0.02006637 0.07810017 2.601912 -0.974431086 -0.050484058 

. 7 o o 0.0335 0.02006637 0.07810017 0.539681 0.974431202 -0.050483833 

8 0.067 0.0401327 0.1585 0.04975758 0.18400965 0.1048041 1.174154904 0.37863974 

9 0.25 0.0593824 0.375 0.05614012 0.25008409 -2.59E-02 1.133592867 0.285032788 

10 0.5 0.0528978 0.625 0.04222446 0.25090971 -8.52E-02 1.074580825 0.154723949 

11 0.75 0.0315511 0.8415 0.02089056 0.18423786 -0.1159857 1.012208059 0.024565155 

12 0.933 0.01023 0.9665 0.00511501 0.06777649 -0.1515166 0.930817404 -0.13357896 

o 

La figura 4.4 muestra la distribución de coeficiente de presión a lo largo del perfil. 

•• 1 

'

·•·• ¡· 

¡§j 
I·· ~ 
1·~ 
C1 

.. 

•:·~;.""1"';..~ 

XlnferU 

Figura 4.4 Distribución de Cp usando 12 páneles 

'VN.ll!M. 

La figura 4.5 muestra una comparación de los datos obtenidos por el método de páneles de fuente y el 
de vórtice de variación lineal. 

1~1 
lo•~ 
1 1 

;;<: 

1 o 1 
1 1 e 

l~.J X 

)( 

' e:.=. ...... ...... 

Figura 4.5 Comparación de métodos. 
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La siguiente 0 gráfica muestra que tan exacto es:ehmétodo-de-páneles,º-en esta-se-comparan.Jos 

datos obtenid~s con el programa desarrollado en esta tesis. y los datos experimentales obtenidos 

en un túnel de viento y recopilados por Abbott:y>D~erihoff[l]. Se graficó el•coefli::iente de 

sustentación contra el ángulo de ataque. En el apéndice C s~ muestra ~I porcentaje'cle error y los 

valores de C1.;; contra a.. 

16 -12 ·• 12 11 l ºI 16, 

--Teorice ., 
• Experimental 

., 
Figura 4.6 .• Comparación de datos experimentales contra el método de 11áncles 

Como se puede observar, el error es casi nulo sobre todo a bajos ángulos de ataque a pesar de haber 

utilizado la teoría del flujo potencial. Cuando el perfil tiene.un ángulo de ataque elevado, los datos 

experimentales y teóricos comienzan a separarse debido a que el método no predice la separación de 

la capa límite que es consecuencia de la viscosidad del aire. Sin embargo, este error se puede corregir 

con algunas técnicas que van más allá del alcance de esta tesis. 

Este mismo método fue aplicado a un perfil aerodinámico NACA 2412, figura A. 7, .utilizando 34 

páneles para verificar la eficiencia del programa hecho en la tesis. La figÚra4.7nmestra la gráfica de 

- C,. contra x/c para diferentes ángulos de ataque y en la figura 4.8 -se puede.observar el error 

existente entre los datos obtenidos con el programa y los datos experimentales obtenidos de la 

referencia [ 1] 

Figura 4.7. Perfil NACA 2412 
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X 

1-1:1:1-~ -it------w-~ -1~-:~ 

Figura 4.8. Apllcacl6n del método de páneles a un pel"fil NACA 2412 usando 34 páneles 

La figura 4.8 muestra el comportamiento del perfil a 3 diferentes ángulos de ataque, -8, O y 8°. Se 

puede observar que el punto de máxima velocidad y el de estancamiento esta en el mismo lugar 

cuando el perfil tiene un ángulo diferente de cero. Esto es para x/c=l.88xl0·2
• 

Figura 4.9. Comparac16n de datos experimentales contra el rnátodo de páneles 
NACA 2412 

Como se puede observar en la figura anterior, un perfil no simétrico presenta sustentación a cero 

grados de ataque y cuándo esta aproximadamente a -2º l~ sustentación es cero. 
_,_ 

Al igual que en el perfil NACA 0012, los resultados obtenidos con el programa son muy 

semejantes a los datos experimentales a bajos ángulos de ataque (valor absoluto) y divergen 

cuando el perfil está inclinado debido a que el método no toma en cuenta los efectos de la 

TESlS CON 
1 
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fricción viscosa, .por lo tanto no predice separación de la capa límite y en consecuencia no hay 

pérdida de sustentación conocida como stall. 

4.4 Análisis de resultados 

A1étodo de páne/es de fuente: El programa se escribió para 12 y 50 páneles: al usar 12 páneles los 

resultados son muy parecidos a la reaiidad,ef errorobtenido, pero si se· usan só~ lo~s~resultaaos 
son correctos en la región cercana a los bordes de ataque y salida, pero en la región central la 

' ~ . -

gráfica presenta una inestabilidad. El ángulo de ataque del perfil sólo puede ser O~ ya que el 

método sólo sirve para calcular p~;files aerodinámicos sin sustentació~~ por~~g una~hoja de 

fuentes no presenta circulaciónypor lo tanto la sustentación es nula. L~ figura 4.5 ~yestra que 

en los bordes de at~que'y de salida existe un error del 588 y 95% r~spectlvam.~11t~ mie~tras que 
. -- ·-.. -

en los páneles intermedios el error sólo varía entre 6 y 8% .. 

Método de páneles de 1•órtice de variación lineal, es el~zéto~o J11is>~02t~ que hay. Su 

programación es muy clara y sencilla y los resultados füe~on 'cohi;~nt~~-.P~~~'C:u~lq~ier número 

de páneles en el perfil y para todo ángulo de ataque, aunque ~n la pres~ntc%''i~vesÚgación sólo se 

reponaron resultados para 12 y 50 páneles a O, 8 y 15º, La~az6n'.d~h~b~~ ufoizádo 50 páneles es 
' ~ -\ '' ,.• . : 

que Anderson (2] dice que con ese número de páneles se ~btie~e~ ie~ultaclos muy válidos y se 

usaron también 12 páneles para poder mostrar la diferencia en.Ja:precisión del método al usar un 
. - . . . . 

número de páneles tan bajo. En la figura 4.6 se muestra eLerror.que~hay con respecto a los 
- - -- , 

valores obtenidos experimentalmente por Abbott y Doenhoff, y en el apéndice C se indica el 

error numérico. 

La teoría y la práctica predicen un punto de estancamiento cuando el ángulo de ataque es cero 

justo en el borde de ataque del perfil, es decir, ahí el c~~ficierÍt~ de presión debe ser igual a l. En 

todas las curvas obtenidas en esta tesis ese va16r nose'~lcanz~ poí'que el-inétodo calcula el l;P en 
- ' - - ; . , . - ~--

e I punto de control de cada pánel, y este.plinto/no ~C>incide con el borde d_e.ataque. Para 

comprobar lo anterior, se puede observar la tendencia de la curva, o bien realizando una 

extrapolación se llega a que Cp = 1 en el borde de ataque. 

OMV 
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Las gráficas de la figura 4.3 hacen una comparación de resultados usando. l2y; 50 páneles. La 

d ¡ rerencia es evidente, C:líallcio ~el ¡J"erfi1 ~se~discrétizacon--5610 ¡~~P-ilne1ei~~e~ob-f i~ne~itrlíicurva 
muy suave, y sus resultados son muy burdos; Esta curva es sólo una aproxirria~ióll a lo que pasa 

en realidad. En can\l:ii~: a1\Iirn~~r so páriei~s. la~·r~sÜlt~dos"~o;ri:it'tC:11~;~riit;_¡~;~·5!'L~' C~rVa toma 

un aspecto más convince.nte. Los puntos ·más lmpl)rtlin!es en est~s cur~as son el púnto de 

estanca1i~iento?cüya~d()~iCió~-ciepci@e-~d~I-ari~~lo;:.-dkat~qtie;'°e)·pulltb ci~=máxima=veloc_idad; que 

es el que correspbride: ~I mlrii ~lO \,afer =J'e Cp 'eii j¡{'. gr!Íflé:a; 1cis grildiéntés 'de ~presión adverso o 

favorable, que da~ '-!11ª ide~A~ ~Ó111o··¡~~c;_oJ1ip()rt_~ ~lperfiiy~uál ·es su m~l11ento .conrespecto al 

centro de presi~lles de éste a ~ete~J11i~~c1c)valc)r d~ ~-

Por otro lado, la gráfica· del . méfodo dé· páneles de fuente muestra una curva parecida· a la del 

vórtice de variación lineal. En los páneles centrales, la curva es prácticamente la misma; la 
, - -- . -

diferencia reside en los bordes de ataque y de salida en donde el método de fuentes no predice un 

punto de estancamiento. Además de que no predice sustentación, sólo sirve para un ángulo de 

ataque de cero grados. 
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El método de páneles, como se mencionó al principio de este trabajo, es una herramienta muy útil 

y confiable para la aerodinámiCa porque en él se puede modelar cualquier perfil aerodinámico sin 

la necesidad de construirlo . y ponerlo en. Un 'túnel de 'viento -que elevaría el costo de la 

investigación. 

En esta tesis se explicó la teoría dél método y fresde sus variantes.· Para entender, sé explicaron 

los conceptos fundamentales de flujo potencial, condiciones .. · de frontera, coeficientes de 

sustentación y arrastre, presión, circulación~' condición de Kutt8., entre. otros. Se definió el 

concepto de hoja de fuentes y hoja de vórtices, de e~~as dosid6as se pa~e para desarrollar la 
. ··' , . 

teoría del método de páneles. La primera de las variantes deLméi:odo, el n~étodo de páneles de 
·- . --· .. 

fuente, es la más sencilla y es la base para comprender los dem~s pero noprndÍce sustentación 

por no tener circulación. El método de páneles de vórtice constante, predice sustentación y es muy 

parecido al primero, lo único que cambia es que en vez de fuente.s hay vórtices y debe satisfacer 

la condición de Kutta. El método de páneles de vórtice de variación lineal es el más exacto y el 

más utilizado comercialmente. 

El programa desarrollado en este trabajo fue escrito utilizando dos paquetes de computación 

distintos con la finalidad de hacer que el usuario solo maneje un paquete, Excel,. sin la necesidad 

de saber manejar Fortran. Los datos que deben ser introdu~idos externa~ente son las 
-- - ·-- . ·- - - -- ---

coordenadas de los páneles y el ángul() de ataque. Las gráficas mostradas en el capítulo 4 fueron 

obtenidas con los programas elabbr~d~s -para esta tesis. Cabe hacer .notar qUe el método de 
. . 

páneles no puede ser escrito.~n~ua!q~i~r l(!nguaje de programación. Éste debe ser un lenguaje de 

alto nivel y con buena capacldad cié''aimacenamiento de datos. 

Este programa fue pro,bádoendos pert}lesde distintas características, un simétrico (NACA 0012) 

Y otro asimétri~~i(l'lA~Á 2'412)¡.:y:i10~-,dat.os obtenidos .•fueron.• comparados con .. los .datos 

experimerítalesobte;;iC16{~0'r.AbtJ6tt[ 1 ]YLasfikuras 4.6 y A:s 'dejan< ver que las .idealizaciones 
• . ,. . • -~.< ., ••. ~ ., '.\;·. - - ·- ·-.. • •• "'. • " • ·' • .. ' • .,; • • . • . .• " . . . ''· 

del flujo no afectan muc,ho ¡¡ res~lfad()bbte11~doyaque no diverg(!n mGcilio de lli'realidad. Es por 

esta razón que el método'sigue vigente yse sigue estuc:lia~d() y {nej~rando hasta riuéstros días. 
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Las gráfic:¡¡s _ . .<J.3 .Y.1c"5 ~qll.<'LC2i:J1Rªfiil1 lª~ex.c;ctit~d .. cie.1_.m_~tod<? C'?n._disJ_into nútn_er_o de __ pán_eles 

demuestran que a mayor número _de páneles, la exactitud es mayor sin tener que usar un gran 

número de ellos, con ~ol(J SO_bastan 

Al-· progr_~~~c'!.:~cr_i:,~llado en. la tesis_ se_ ~=~p-'~:_?:': hacer mucha~-'~_e¿~r~~~E.~~~ hacerlo más 

eficiente, por ejemplo .céscribir una subrutina _qúe c_alcule ~ las_coorde_n<tclas del ·-perfil con sólo 

especificar la denominación del perfil que. se quiere calcular .e ingresando el número de páneles 

deseado. _También podría corregirse el error provocado pol°_la s~posición de flujo ideal agregando 

alguna corrección al método; sin embargo el estudio de-~stas mejoras esta fuera del alcance de la 

tesis y podría quedar para un trabajo posterior. 

OMV 
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Apéndice A 
Flujo no \'iscoso: 
La ecuación de Euler se desarrolla-en términos de cualquier sistema de referencia. Las ecl!aciOnes 
(2.2) y (2.2a) muestran la ecuación de Euler en coordenadas cilíndricas (r,8,z) y en coordenadas 
cartesianas (x,y,z): 

é!P (éJVr OJl'r V éJlf" OV.. vi) 
pgr - Or -pa, -p -¡;-+I', ¡;;+-:: aÓ + I~ C: .. --;-

1'8 __ ! é!P -pa -p(é!VO +V é!VO + ~ é!VO +V é!VO _!2:'.._) 
~ r 00 • élt ' éJr r 00 1 C: r 

é!P (é!V: , é!V: v. é!V: , i)I':) 
pg,- éJ: •pa, •p a,+l,¡;;:+7-¡¡¡¡+I, O: 

Flujo Incompresible 
Se considera un gas en reposo cuya densidad es Po· Al acelerar este gas a una velocidad V y un 
número de Mach M, las propiedades del gas cambian, en especial cambia la densidad de acuerdo 
a la expresión: 

1 

';;-(•+r;•M·r 
La siguiente curva muestra la variación de la relación de densidades del aire (y=I.4) en función 
deM: 

05 

Figura 2.1. Variación de la densidad del aire con respecto al número de Mach 

Como se puede ver, para M<0.32; el \lalor de.pvaría con respecto a p 0 en menos de 5% y para 
fines prácticos esta variación se puede despreciar. . _· •· . , .--_ -.-
En cambio para M>0.32, la variac_ión de las·veloC:idades es mayor al 5% y sería ilógico despreciar 
esa diferencia. _ _ ·__ ' .·• ·. . : < .- .•. \ . 
En términos vectoriales; si la divergencia de un campó-de vefocidades es igual a cero, entonces el 
t1ujo es incompresible. 

divfl =O 
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Apéndice B 

Coordenadas del perfil NACA 0012, la función que describe el perfil es la ecuación 

± ~, = _!_Jo.2969./X-o.126:c-o.3S 16...:2 +o.2s4i•:' -o.101sx•) . 0.2 ~ 

X ±y 
o 

() 005 o.o 1220!<905 

o.o 1 o.o 17031074 

O.O 1 S O.OW629363 

o.o:: 0.02.1589286 

fJ.(}25 0.026137712 

O.CJJ 0.028391053 

OO.l5 00.10418514 

o 0-J 0.0J2:!65225 

o 0-15 0.0.1396:?573 

o.os o 03553344 

o 055 0.036995131 

0.06 0.038361 113 

O 065 O.OJIJtj-1212:? 

O.CJ7 O.O-H>S46X82 

0.075 0.041982603 

o.os 0.04.1055329 

o 085 0.044070188 

(} f)I) 0.0450.l 158 l 

o 095 0.04594.:U 19 

O l 0.046XOS73 I 

0.1 os 0.047630746 

o 11 0.04841 1964 

0.115 0.0491547 

0.12 O.O-l9861032 

u 125 0.050532834 

o.u 0.051171804 

0.135 O.OS 1779487 

0.14 0.052357295 

0. l 4S 0.0S2906S23 

0.1 S 0.053428364 

o 155 0.053923919 

0.1 u O.OS4394208 

() l6S 0.05484018 

0.17 O.OS5262716 

o l 7S 0.05S662643 

0.18 O.OS6040734 

0.185 0.056397712 

0.19 0.0567342S9 

0.195 O.OH051019 

0.2 

0.205 

0.21 

0.21S 

0.22 

0.22S 

0.23 

0.23S 

0.24 

0.245 

0.25 

0.255 

0.26 

0.265 

fl.27 

0.275 

0.28 

0.28.5 

0.29 

0.295 

0.3 

0.305 

0.31 

0.31S 

0.32 

0.32S 

0.33 

0.335 

0.34 

0.34S 

0.3S 

0.3SS 

0.36 

0.36S 

0.37 

0.375 

0.38 

0.385 

0.39 

0.39S 

0.4 

O.OS7348S97 

0.057627S68 

O.OS7888474 

0.058131833 

O.OS83S8134 

0.058567844 

0.058761407 

O.OS893925 

0.059101777 

O.OS9249377 

0.059382422 

0.0S9501268 

O.OS96062S9 

O.OS9697723 

0.059775977 

0.059841325 

0.059894061 

O.OS9934469 

0.05996282 

O.OS997938 

0.059984403 

0.059978136 

0.059960816 

0.0S9932676 

0.059893939 

O.OS9844822 

0.059785535 

0.059716283 

0.059637263 

0.059548668 

O.OS94S0686 

O.OS9343497 

O.OS9227278 

0.059102202 

0.0S8968436 

0.058826142 

O.OS867S479 

o.osss 166 

O.OS8349658 

0.058174797 

0.057992161 

0.40S 

0.41 

0.41S 

0.42 

0.42S 

0.43 

0.43S 

0.44 

0.445 

0.4S 

0.4SS 

0.46 

0.465 

0.47 

0.475 

0.48 

0.48S 

0.49 

0.495 

o.s 
o.sos 

O.SI 

0.S IS 

0 . .52 

o.sis 
0.53 

O.S3S 

0.54 

O.S4S 

O.SS 

o.sss 
0.56 

O.S6S 

0.S7 

0.S7S 

O.SS 

O.SS5 

0.S9 

O.S9S 

0.6 

0.60S 

O.OS7801889 

O.OS7604l16 

O.OS739897S 

O.OS7186S9S 

0.0569671 

O.OS674061S 

O.OS6S072S9 

O.OS6267149 

0.056020398 

0.055767118 

0.05SS07416 

0.0SS24 l 401 

0.054969173 

0.0S469083S 

O.OS4-I06484 

0.054116217 

O.OS3R20128 

O.OS35 l 8307 

O.OS3210844 

O.OS2897826 

O.OS2S79337 

O.OS22S5462 

o.os 1926279 

o.os 1591869 

o.os 1252307 

0.050907669 

0.0505S8027 

O.OS0203452 

0.049844014 

0.04947978 

0.049 l 1081S 

0.048737183 

0.048358946 

0.04797616S 

0.047588898 

0.047197202 

0.046801133 

0.046400744 

0.04S996088 

0.04SS8721S 

0.04S 174174 

0.61 

0.615 

0.62 

0.62S 

0.63 

0.635 

0.64 

0.64S 

0.65 

0.6S5 

0.66 

0.665 

0.67 

0.67S 

0.68 

0.685 

0.69 

0.695 

0.7 

0.10S 

0.71 

0.71S 

0.72 

0.725 

0.73 

0.73S 

0.74 

0.74S 

0.7S 

0.7SS 

0.76 

0.76S 

0.77 

0.77S 

0.78 

0.785 

0.79 

0.795 

0.8 

o.sos 
0.81 

0.0447S7012 

0.04433S776 

0.043910SI 

0.04348 l 2S7 

0.0430480S8 

0.0426109S4 

0.042169983 

0.04 l 72S 182 

0.041276588 

0.040824234 

0.040368153 

0.039908378 

0.039444938 

0.038977862 

0.038507179 

0.038032913 

0.037SS509 

0.03 7073 734 

0.036S88868 

0.036lOOS11 

0.035608684 

0.03S 113405 

0.034614692 

0.0341l2S6 I 

0.033607026 

0.033098101 

0.032S85797 

0.032070128 

0.031SSI 101 

0.031028726 

0.030S0301 

0.0299739S9 

0.029441579 

0.02890S873 

0.02836684S 

0.027824495 

0.027278823 

0.026729831 

0.026177Sl4 

0.025621871 

0.025062897 

0.815 

0.82 

0.82S 

0.83 

0.835 

0.84 

0.845 

0.85 

0.855 

0.86 

0.865 

0.87 

0.875 

0.88 

0.88S 

0.89 

0.895 

0.9 

0.90S 

0.91 

0.915 

0.92 

0.925 

0.93 

0.935 

0.94 

0.94S 

0.9S 

0.9SS 

0.96 

0.965 

0.97 

0.975 

0.98 

0.985 

0.99 

0.995 

1 

0.024500S86 

0.023934933 

0.02336S929 

0.022793566 

0.022217834 

0.021638722 

0.02 lOS62 l 9 

0.02047031 

o.o 1988098 I 

o.o 19288218 

o.o l 8692003 

o.o 18092319 

0.017489148 

0.01688247 

o.o 16272264 

o.o 1 S658S07 

0.015041178 

0.014420252 

0.013795703 

0.013167S07 

0.012S3S635 

0.011900059 

o.o l 12607S 1 

0.010617678 

0.009970811 

0.009320117 

0.00866SS61 

0.008007111 

0.00734-1729 

0.006678379 

0.006008023 

O.OOS333624 

0.0046S514 

0.003972S32 

0.00328S7S7 

0.002594773 

0.001899536 

0.0012 



7D 
Coordenadas del borde de ataque de los páneles que discretizan el · perfil NACA 0012 

50 páneles 12 páneles 

o o 
0.96 -0.00667838 0.933 -0.01023 
0,92 -0.01190006 

0.88 -O.O 1688247 
0.75 -0.031551 

0.84 .Q.02163872 0.5 -0.052898 

0.8 -0.02617751 0.25 -0.059382 

0.76 -0.03050301 0.067 . -0.040133 

0.72 -0.03461469 o o 
0.61': -0.03850718 0.067 0.0401327 
0.64 .Q.04216998 0.25 0.0593824 
0.6 -0.04558721 o.s 0.0528978 
0.56 -0.04873718 

0.52 -O.ü51591R7 
0.75 0.0315511 

0.48 -0.05411622 
0.933 0.01023 

0.44 -0.05626715 1 o 
0.4 -0.05799:?16 

0.36 -0.05922728 

o.:n -0.05989.194 

0.28 -0.05989406 

0.24 -0.05910178 

0.2 -0.0573486 

0.1(1 -0.05439421 

0.12 -0.0498610.1 

0.08 -0.04305533 

0.04 -0.032~6523 

o o 
0.04 0.03:?2(1523 

0.08 0.043055.1.1 

0.12 0.04986103 

U.lü 0.054394:?1 

O.:? 0.05734S6 

0.24 0.05910178 

o 2~ O.CJ598940Ci 

0.32 0.05989394 

o .. l6 0.05922728 

0.4 0.05799216 

0.44 0.05626715 

0.4S 0.05411622 

0.52 0.05159187 

CJ.5(· 0.0487.1718 
()(1 0.04558721 

0.(14 0.04:? 16998 

O toS 0.0.1850718 

o 72 o 0.1461469 

0.7f. 0.0.1050.101 

us o.o:u,¡ 7751 

O X4 0.02163872 

O XX O.OIC.88247 
{J,1)2 o.o 11900()(, 

0. 1JlJ 0.00667S38 

o 



Coordenadas de los puntos de controly sus respectivos valores de Cp calculados con el programa 
de método de páneles de v_ariación lineal, estos datos están graficados en las figuras 4.2 

Para 50 páneles 

X 
0.98 

0.94 

0.9 

0.86 

0.82 

0.78 

0.74 

0.7 

0.66 

o 62 

0.58 

0.54 

0.5 

0.4ú 

0.42 

0.38 

U.34 

0.3 

o 2(1 

U.22 

0.18 

0.14 

0.1 

O.Oc'• 

y 

-0.003339 

-0.009289 

-0.014391 

-0.019261 

-0.023908 

-0.02834 

-0.032559 

-0.036561 

-0.040339 

-0.043879 

-o.o..i7162 

-(J.050165 

-0.052XS4 

-0.0~5192 

-0.05713 

-0.05861 

-0.0595(1 I 

-0.059894 

-0.059498 

-0.058225 

-0.055871 

-0.052128 

-0.046458 

-0.03766 

-C11 (Oº) 

-0.65433287 

-0.04179061 

-0.04237136 

-0.00484491 

0.02621218 

0.05369956 

0.07881855 

0.10245311 

0.12520613 

0.14750289 

0.16%3817 

0.19180757 

0.21412593 

0.23(163134 

0.25928901 

0.2819756 

0.30446335 

0.32638783 

0.34718252 

0.36595313 

0.38120283 

0.39036682 

-Cp (8º) 

-0.67500903 

-0.11666322 

-0.13855907 

-0.12263747 

-0.11206769 

-0.10467936 

-0.09969999 

-0.09659082 

·0.09505163 

-0.0949498 

-0.09629052 

-0.099202(,8 

-0. l 0393938 

-0.11089152 

-O l:?Oül!i19 

-0.13388422 

-0.15176868 

-0.17576434 

-0.20802329 

-0.25177512 

-0.31216357 

-0.39799786 

-0.52756248 

-0. 72464901 

-C11 (15º) 

-0.7026071 

-0.20669817 

-0.2446022 

-0.24590656 

-0.25122016 

-0.25903279 

-0.26892362 

-0.2806153 

-0.29401149 

-0.3091518 

-0.32619243 

-0.34539906 

-0.36715111 

-0.39195235 

-0.42045485 

-0.45349534 

-0.49214526 

-0.53777742 

-0.59215758 

-0.65753437 

-0.73659744 

-0.83158866 

-0.93861122 

-0.99645749 

002 •ÍJ.016133 

0.3841<291 

0.39802268 

-0.45630823 -0.8868055 0.61635434 

Para 12 páneles 
X y -C11 (0º1 -Cp (8º1 -C11 (15º) 

o 9(165 

0.8415 

0.6:?5 

0.375 

0.1585 

O.OJJ5 

o.o:B5 

0.1585 

U.J75 

0.625 

0.8415 

0.9Ci65 

-0.00511501 -0.260752291 -0.303097882 -0.360658528 

-0.02089056 o.o 11773637 -0. 11362764 -0.243024872 

-0.04222446 O, 141833-166 ·0.097945524 -0.310166045 

-0.05614012 0.267054508 -0.152756146 -0.472797735 

-0.04975758 0.3487~6 -0.40455~223 ·0.8252289.2 

-0.02006637 -0.347470077 -0.99308447 -0.256939587 

0,02006637 -0.347470403 

0.04975758 0.34878622 

0.05614012 0.267053445 

0.04222446 0.141833799 

0.02089056 o.o 11774059 

0.00511501 -0.260752411 

J.8n567194 

1.336280189 

0.713224813 

0.360881843 

o. 103944642 

-0.246493648 

4.868729777 

2.332607365 

1.098073262 

0.522136259 

0.15164601 

-0.25797968 

0.02 

0.06 

0.1 

0.14 

0.18 

0.22 

0.26 

0.3 

0.34 

0.38 

0.42 

0.46 

0.5 

0.54 

0.58 

0.62 

0.66 

0.7 

0,74 

0,78 

0.82 

0.86 

0.9 

0.94 

0.98 

0.0161326 

0.0376603 

0.0464582 

0.0521276 

0.0558714 

0.0582252 

0.0594979 

0.059894 

0.0595606 

0.0586097 

0.0571297 

0.0551917 

0.052854 

0.0501645 

0.0471622 

0.0438786 

0.0403386 

0.0365609 

0.0325589 

0.0283403 

0.0239081 

0.0192606 

0.0143913 

0.0092892 

0.0033392 

-0.45630724 

0.3980227 

0.38483009 

0.39036716 

0.38120307 

0.36595384 

0.347183 

0.32638769 

0.3044621 

0.28197462 

0.25928905 

0.23663171 

0.21412568 

0.19180776 

0.16963808 

o. 1475015 

0.1252062 

o. 10245285 

0.07881895 

0.05370015 

0.02621195 

-0.00484458 

-0.04237115 

-0,04179104 

-0.65433327 

2.228497 

2.30151594 

1.70053314 

].43184634 

1.24477675 

1.10172319 

0.98483558 

0.88536939 

0.79837897 

0.72080766 

0.65061799 

0.58636203 

0.52694457 

0.47148257 

0.41921869 

0.36945995 

0.32153553 

0.27473169 

0.22825401 

o 181143:?1 

0.1321462 

0.07963814 

0.02006887 

-0.00229792 

-0.646754.22 

6.26744229 

4.4929378 

3. 10310354 

2.4877074 

2.08765724 

1.79768068 

1.57166131 

1.3870955 

1.23140238 

1.09689749 

0.97854485 

0.87284968 

0.77725845 

0.68981109 

0.60892981 

0.53327825 

0.46166827 

0.392955(14 

0.32597725 

0.~5944245 

0.19177855 

0.12101(>6 

0.04314516 

0.00075829 

.Q.651353:: 

TESIS CON 
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Apéndice C 

Porcentaje de error en el método de páneles de~vórtice de variaciónlineal a distintos-ángulos de ataque, 
ver figura 4.6. 

C( CL[mp] CL [exp] Error 
-16 -1.890443 -1.6 15;35% 
-14 -1.659207 -1.47 11.40% 
-12 -1.42595 -1.3 8;83%' = ,--,--o-~---_--o=o __ 

-10 -1.190956 -1.1 7.64% 
-8 -0.954511 -0.85 _10.95% 
-6 -0.716902 -0.64 10.73% 
-4 -0.478421 -0.4 16~39% 

-2 -0.239356 -0.2 16:44% 
o o o 0.00% 
2 0.239356 0.22 8·.o9% 
4 o .. 478421 0.45 5.9~% 
6 0.716902 0.65 9.33% 
8 0.954511 0.88 7.81% 

10 1.190956 1.1 - 7.64% 
12 1.42695 1.25 12.40% 
14 1.659207 1.5 9.60% 
16 1.890443 1.6 15.36% 
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