D325
26

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

R0 VOO N1 iy

' o

FACULTAD DE CIENCIAS

ANALOGIA ENTRE EL VIDRIO DE ESPIN Y
LA RED NEURONAL DE HOPFIELD

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

F i S [ C (o)

P R E S E N T A:

SILVESTRE ASCENSION{GARC(A SANCHEZ
DIRECTOR:

. \
DR. RAUL MAURICIO RECHTM&N‘?&W%@%‘

TS CON | A
714 DE_ORIGEN

N

S
=
=

FACULTAD DE CIENCIAS
SECCION ESCOLAR




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



eral de Biblivtes.-

ireccitn Gen _ s
“iond ctronico & iMpics

it a difundir en formate ele

ciuee
qnlernido  de { rabajo  recep v,
LSOMBRE: N S CENCAON
A AL Q Sanche2

EECHA:

DRA. MARIA DE LOURDES ESTEVA PERALTA
Jefa de la Divisién de Estudios Profesionales de la
Facultad de Ciencias

Presente

Comuhicmnm a usted que hemos revisado el trabajo escrito:
"/\nalog[a ench el vidrio de Espin y la red npuronal de honrleld"

rcnllzndo po 'illveslre I\scenclOn Garcla S{mche

_.con mimero. bri6 los créditos de Ia carrera de: Fisica -

 Director de
-Propietario.

o 2
/”f/%"‘ gl gé/

Propletano ;
: Suplcn(e -

. .De
qulemc‘ P e

Consejo Departamental de

%@JOMTLN\

Coordinadora/d Lirencml.ura :

%




A mi hijo
Silvestre Damian
por ensefiarme el orgullo de ser padre

A mi esposa y mi suegra
Zac Nicthee y Elizabeth
por su amor y comprensiéon en todo momento

A mis padres y hermanos
Silvestre, Rosalba, Rafael, Agueda y Anel
por formar parte en todos los dias de mi vida

A mis amigos
Juan Carlos y Alfredo
por brindan;me una amistad invaluable y ser como un par de hermanos

A mis sinodales
Mariano, Rosalio, José Luis, Raul y Luis Felipe
por formar parte de este trabajo

Un agradecimiento especial a el
Dr. Mariano Lépez de Haro
por abrirme las puertas y darme su apoyo en todo momento



Los sabios son los que buscanla sabiduria; los necios piensan ya haberla
encontrado,

Bonaparte, Napoleén




[EQEeY
WN =

NNN
LN -

3.1

o

Indice

RESUMEN
NTRODUCCION
LA NEURONA ARTIFICIAL

La Neurona Biolégica
La Neurona Artificial
Modelo Determinista de McCulloch y Pitts (Variacién)

RED ARTIFICIAL DE N NEURONAS QUE INTERACCIONAN

Red Artificial de N neuronas que Interaccionan
Espacio de Configuraciones

Funcién H -

2.3.1 Vecindad

2.3.2 Extremos relalivos

Dinamica de una sola Neurona

Dinamica del Sistema

2,5.1 Funcionamiento sincrono

2,5.2 Funcionamiento asincrono

Estabilidad y Convergencia

LA RED NEURONAL DE HOPFIELD (MODELO DETERMINISTA)

odelo de Hopfield

1 Almacenamiento de un solo patrén
2 Almacenamiento de varios patrones
3 Capacidad de almacenamiento

M
3.1,
3.1
3.1

ANALOGIAS ENTRE SISTEMAS MAGNETICOS Y LA RNH

Modelo de Ising para Sistemas Magnéticos
Equilibrio Termodinamico a Bajas Temperaturas
Analogia del Modelo de Hopfield con el Ferromagnetismo
Vidrio de Espin

" Analogia del Modelo de Hopfield con el Vidrio de Espin

E

o0 s



oo aaon
~N o NewN

~ k: [}
N

N
N 2

>
N -

RED DE HOPFIELD EN EQUILIBRIO TERMODINAMICO

Red de Hopfleld en Equilibrio Termodinamico
5.1.1 Magnetizacién promedio por espin

5.1.2 Eslabilidad

Analisis a Baja Temperatura

Estado Paramagnético

Estados de Mattis

Realizaciones Simétricas

5.5.1 Estabilidad

Realizaciones Asimétricas

Conclusiones

MODELO DE HOPFIELD ESTOCASTICO

Modelo Estocastico de McCulloch y Pitts
Modelo de Hopfield E et
6.2.1 Interpretacion de los resultados

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

implementacién del Modelo de Hopfield
Conclusiones

APENDICE A

Distribucién de Probabilidad

Funciones sobre la Distribucién de Probabilidad

A.2.1 Producto

A2.2 Suma

A.2.3 Calculo de momentos

Ecuaciones de Punto Silla

Realizaci Simétricas (Analisis a Baja Temperatura)
Andlisis de las Variables Q,q

APENDICE B

REFERENCIAS

52
53

55

55
€0

66

81




Resumen

En el presente trabajo se analiza el comportamiento de la Red Neuronal de Hopfield
(RNH) haciendo uso del modelo artificial de neurona de McCulloch y Pitts, en base a dos
funciones de activacion, la primera determinista y la segunda aleatoria. La segunda de
ellas no solo mejora el funcionamiento de la RNH, sino que requiere para su formulacién
de una incursién en la mecanica estadistica, por lo que su estudio es de particular
importancia tanto en el campo de la fisica aplicada como en el de las redes neuronales.




Capitulo Cero

Introduccion

El estudio de los sistemas complejos ha tenido un gran auge en las Ultimas décadas, de
heého‘b’cuparé el centro de la vida intelectual en el presente siglo. Un sistema complejo,
es aquéI,ykque requiere para su descripcion completa del conocimiento y técnicas
lhterdiséiplinarias. Las Redes Neuronales Arificiales forman parte de este tipo de
slslemés. requiriendo en su estudio algunas clencias tradicionales como, la biologia,
clencias de la computacién, fisica y matematicas, asi como algunas ramas de la
ingenieria.

El estudio de las Redes Neuronales Artificiales (RNA's) encuentra sus bases en la
neu.rociencla. sin embargo, no se relaciona con el estudio de redes de neuronas
biolégicas. EI modelado del cerebro humano es un campo diferente, y a pesar de que
algunas veces describe analogias biolégicas, el objetivo primario es lo que las redes
artificiales pueden hacer y por qué. En concreto, las RNA's son una gran coleccion de
modelos mateméticos que emulan algunas propiedades que se observan en el sistema
nervioso humano, con la finalidad de imitar el proceso de aprendizaje que en él se lleva a
cabo.

Dentro de los trabajos mas importantes se encuentra el de Hopfield sobre redes de
neuronas con conexiones simétricas. Este tipo de redes, no asemejan en nada el
comportamiento de una red de neuronas biolégicas, sin embargo, sus propiedades
permiten utilizarla como sistema de almacenamiento de memoria. Este hecho, hace que el
estudio de la red de Hopfield sea de gran importancia, debido a que se ha demostrado
que en los procesos de orden superior que ocurren en el cerebro humano, la memoria es
parte fundamental.




El presente trabajo tlene como tema central el esludio de la Red Neuronal de Hopﬂeld
bpero no pierde de vlsta. que ésta solo es una clase particular de red neuronal por lo que

en la medlda e poslble y cuando se consldere oportuno. se mencionara y hard

otros modelos con la finalldad de ampliar el conocimiento e interesar al lector

en la te rIa e Ias redes neuronales

i.a“ ahalozé'la entre" el. modelo de Hopﬂeld y -el vidrio de espin, no es una simple
coincidencia, tiene sus antecedentes en una gran cantidad de trabajos (entre otros se
encuentran los de, Cragg et al., 1954; Cowan, 1967; Grossberg, 1967; Amari, 1972;
Wilson et al., 1972; Little et al., 1975), y en las propledades del vidrio de espin, que lo
distinguen de lo que se conoce como magnetismo ordinario (p.e., paramagnetismo,
ferromagnetismo, etc.,). Aunque la analogia es estricta en principio, cuando el concepto
de temperatura es introducido, ésta se vuelve formal, siendo esta formalidad la que
permite una aplicacidn util en el modelo de Hopfield.

Son tres los objetivos que se persiguen en este trabajo; el primero de ellos es didactico, y
consiste en exponer con profundidad y mediante un analisis particular y detallado el
modelo de Hopfield, yendo mas alld de lo que la bibliografia puede ofrecer respecto al
tema. El segundo, es mostrar cdmo se lleva a cabo la incursién de la mecanica estadistica
en la teorla. de las redes neuronales, especificamente a través de la red de Hopfield. El
tercero y ultimo, es proporcionar un criterio sencillo que determine las condiciones
necesarias y suficientes, bajo las que el modelo de Hopfield opera correctamente
(especificamente, con la regla de Hebb), asi como exhibir sus limitaciones.

ORGANIZACION DE LA TESIS

Capitulo |. La Neurona Artificial. Se describe de manera breve la fisiologla y
comportamiento basico de la neurona biolégica, para después elaborar un modelo
matematico sencillo de neurona artificial, conocido como modelo de McCulloch y Pitts.

Capitulo Il. Red Artificial de N Neuronas que Interaccionan. Se analiza el
comportamiento dindmico de una red de neuronas con conexiones simétricas, al definir
conceptos y formular teoremas basados en la estructura particular del sistema y en las
teorias del calculo vectorial y de los sistemas dinadmicos. Asf mismo, se definen dos tipos




de funcionamiento: sincrono y asincrono, siendo este ultimo el mas natural en una red de
neuronas biolégicas y el que a la vez permite caracterizar de manera clara el
comportamiento dindmico de este sistema.

Capitulo |Ii. Red Neuronal de Hopfield (Modelo Determinista). Se analiza con detalle el
modelo original propuesto por Hopfield. El sistema asi definido es de utilidad en el
almacenamiento de memoria, siempre y cuando no exceda un limite en la capacidad de
almacenamiento; sin embargo, existe la posibilidad de error en la reconstruccion debido a
la presencia de patrones no deseados, lo que limita su utilidad.

Capitulo IV. Analogias entre Sistemas Magnéticos y la RNH. Se describe de manera
cualitativa e informal la analogia entre la red de Hopfield y algunos modelos simples de
materiales magnéticos en equilibrio térmico a bajas temperaturas, situacién que se logra
al suponer a la red de Hopfield como un arreglo hipotético de espines.

Capitulo V. Red de Hopfield en Equilibrio Termodinamico. Se analiza a la red de
Hopfield en equilibrio termodindmico, con la finalidad de conocer las configuraciones
estables del sistema.

Capitulo VI. Modelo de Hopfield Estocastico. Se define el modelo estocastico de
McCulloch y Pitts, en base al cual la red neuronal de Hopfield presenta mejoras notables
en su funcionamiento.

Capitulo Vil. Resultados y Conclusiones. Se muestra mediante un sencillo ejemplo, la
diferencia entre el modelo de Hopfield determinista y el estocastico, concluyendo, que
efectivamente el segundo de ellos proporciona mejoras notables respecto el primero. Asi
mismo, se presenta un criterio que determine la aplicabilidad del modelo de Hopfield para
una realizacion particular de patrones y se exhiben sus limitaciones.




Capitulo Uno

La Neurona Artificial

1.1. LA NEURONA BIOLOGICA

Las neuronas son la unidad estructural basica del cerebro humano. Con ellas se
construye el complejo conjunto de nuestras percepciones y sentidos, son la raiz de
nuestros sentimientos y de nuestra conducta y definen la estructura légica de nuestros
razonamientos. E| cerebro humano estd compuesto de aproximadamente 10" neuronas
que son de diferentes tipos, sin embargo sus caracteristicas anatémicas y la forma en que
interactian mutuamente es, en todos los casos, muy semejante. En la fig.1-1 se muestra
un diagrama esquematico de una neurona. Esta consiste de un cuerpo celular llamado
soma que se prolonga en un arbol frondoso de filamentos muy delgados llamados
dendritas, sin embargo, dentro de toda esta complejidad se distingue uno mas largo y
grueso llamado axén que a su vez ramifica o arboriza su extremidad en filamentos
delgados. Este arbol de filamentos conecta entre si distintas neuronas mediante sinapsis
o unlones sinapticas. Las terminales receptoras de estas uniones sobre otras neuronas
pueden encontrarse sobre las dendritas o el cuerpo celular. El axén de una neurona tipica
realiza unos cuantos centenares de sinapsis con otras neuronas.

La transmisién de sefiales de una neurona a otra se lleva a cabo en la sinapsis, esto
consiste de un complicado proceso quimico en el que substancias transmisoras
especlficas son liberadas por la neurona emisora en la unidn sinaptica. El efecto que esto
produce, es aumentar o disminuir el potencial eléctrico en el cuerpo de la neurona
receptora. Si el potencial es mayor a un umbral se dice que la neurona esta en estado
excitado, si el potencial es menor al umbral se dice que la neurona esta en estado
inhibido. Siempre que la neurona bioldgica estd en el estado excitado, ésta envia un




h_lérgb de su axon, El pulso

pulso o potencial de acciéon de magnitud y durVaAclbéfr\\_ “fij i
»ltl'q'o‘a_las sinapsis que ésta

se ramifica a través de la arborizacién axonal 'y s tr:
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‘Flgura 1'-1.,D|ag'rama esquematico de una
neurona tipica. ’

<+——dendritas

1.2, LA NEURONA ARTIFICIAL

Con la finalidad de establecer un modelo matematico sencillo que tome solo las
caracleristicas funcionales de la neurona, se define a v como el potencial eléctrico
interno de la neurona y a # como su umbral, Entonces, si v>#1a neurona estara excitada
y si v<@ la neurona estara inhibida. Lo anterior define a la neurona como una unidad de
dos estados. Si se denota con la letra s el estado de la neurona y se asocia un valor
numérico a cada uno de ellos, +1 (estado excitado) y -1 (estado inhibido), serd posible
establecer la siguiente relacion entre sy (v,6)

_f+1siv>eo
~1siv<d’

(1.1)
Suponga a continuacién que se tiene una sola neurona, a la que se llamara neurona /.
Asl, su potencial interno vi=vi,, donde vin; @s un potencial intrinseco caracteristico de toda
neurona. Suponga ahora, la presencia de una neurona j que realiza sinapsis con j, si j

TESI? CON
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esta excltada modlﬂcaré a vl, y: sea aumentando o disminuyendo su valor. Este efecto :
representa un lncremento en v,. y.sé denotara por Av;. Suponiendo, que Av=ws), con wy
representando ia magnltud de la ‘accién de j sobre i, se tendra que v=vintwys,. De tal
forma, que si w;>0, su efecto sera aumentar el valor de v; y la sinapsis recibira el nombre
de sinapsis excitatoria, si por el contrario w;<0, su efecto sera disminuir el valor de v; y
en consecuencia recibira el nombre de sinapsis inhibitoria. Se sigue con esto, que si un
conjunto de N nedrphaé k:rea_li'zah sinapsis con i/, el potencial interno v; estara dado por

N
V=Vt WS, (1.2)
7

Debido a que, v|m es una conslante por slmpllcldad se supondra que es igual a 0, de -
forma tal que

. v/?\Z;W«s/_- ’ (1.3)
ST~ ‘ ’
Por otro Ia'd'o; sl se deﬂﬁé la fhnclén' e
[+1sl x>0° -
Glx)=<+ K
) {—1 sl x<0" . (14)

y se toma en cuenta (1.3), sera posible resérit;lr (1.1) para la neurona i en términos de v;,
Gy 6, de la sigulente manera

s, =Gy, -0,)=G(lﬁ‘:w‘,sl -0,). (1.5)




+ 41—

Figura 1-2. Representacion grafica de G(x). - X

> S; Figura 1-3, Modelo de McCulloch y Pitts.

La ec.(1.5) proporciona un modelo simple de neurona como una unidad bipolar de umbral.
Especificamente, el modelo calcula una suma pesada de sus entradas provenientes de
otras unidades, y obtiene una salida de +1 o -1 dependiendo de si la suma esta arriba o
debajo de cierto umbral. Este modelo de neurona artificial fue propuesto por McCulloch y
Pitts (1943)'. Cuando las entradas en la fig.1-3 no provienen de otras unidades, el sistema
se denomina perceptréon de Rosenblatt, en honor a Rosenblatt (1962) quién lo estudid
por primera vez.

! En el modelo original de McCulloch y Pitts los estados de la son de +1{excitado) y O(inhibido)
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1.3. MODELO DETERMINISTA DE MCCULLOCH Y PITTS (VARIACION)

Por otro lado, en algunas redes de neuronas es indispensable conocer la evolucion en el
tiempo de los estados de las neuronas, como por ejemplo, en la Maquina de Boltzmann
(Hinton et al., 1983, 1986; Ackley et al., 1985) o en la Maquina de Campo Promedio
(Peterson et al., 1987), y en particular en la Red de Hopfield (Hopfield, 1982). Por tanto,
su dependencia con respecto a él podra hacerse explicita, asi, (1.5) pueds escribirse

cpmo
S,(I+1)=G(v,(l)—0,)=G(lzlj‘:was,(t)—o,]. (1.6)

Donde el tlemp6 t ha sido tomado como discreto. Asl, se entendera por s(t) el estado de
la neurona lal/ tiémpo t, wy el peso sinaptico de la sinapsis que une a j con i, v(t) el
potencial interno de i al tiempo ¢, & como el umbral de la neurona i y G la funcién de
activacién de la nehroha.

Hasta el momento nada se ha dicho acerca de lo que sucede cuando v=8. En el modelo

de McCulloch y Pitts se propone la modificacién de G(x), tal que G(x)=+1 si x20, pero esto

rompe con la simetria de los estados, ya que implica una tendencia de las neuronas por

estar preferentemente en estado excitado (no existe motivo a priori para suponer esto).

Un modelo méas natural se obtiene si se supone que la neurona no cambia de estado’
cuando v;=6, con lo que (1.6) se modifica de la siguiente manera

s’('+1)={G(Vl(t)‘91) si v,{t)-6, *0. (.7

5() si v(t)-0,=0

En lo siguiente, por simplicidad se denotard por modelo de McCulloch y Pitts
determinista (para una revisién completa ver Grossberg, 1967; Cohen et al., 1983;
Hopfield, 1984a), el propuesto en (1.7), entendiendo que este representa una variacién en
la funcién de activacion del modelo original.




Capitulo Dos

Red Artificial de N neuronas que
Interaccionan

En este capitulo, se describe y caracteriza el comportamiento dinamico de una red de N
neuronas que interaccionan con conexiones sindpticas simétricas, haciendo uso del
modelo determinista de McCulloch y Pitts. Para logrario, se definen algunos conceptos
que toman en cuenta la estructura particular del sistema, también, se enuncian y
demuestran algunos teoremas propuestos. El capitulo concluye al mostrar que el sistema
de N neuronas, bajo condiciones generales serd convergente, siempre y cuando
evolucione de manera asincrona, de otra forma, si evoluciona de manera sincrona, este
no puede ser caracterizado.

2.1. RED ARTIFICIAL DE N NEURONAS QUE INTERACCIONAN

Considérese una red de N neuronas que interaccionan, tal y como se muestra en la
fig.2-1.

El estado de la red esta dado por

s={sp..csSireeuSn] + (2.1)
donde sy representa el estado de la k-&sima neurona y s se denominara vector de
estado del sistema. En lo siguiente, con la finalidad de ahorrar notacién y evitar

confusiones, las cantidades con subindice (superindice) (/j) seran validas para las N
neuronas de la red, y aquéllas con subindice (superindice) k, solo para la k-ésima



neurona. De la ﬂg.2—1 se observa que una neurona no Interacclona consigo misma, en
otras palab’raé‘ ho':éxlste auto interaccién, por lo que w;=0. De acuerdo con [o anterior, los
wy cumplen con léfSlgU}ente condiclén

wy =(1-8,w,, (22)
'dbndé
_J1sii=j
5,,-{0 sliz) 3)

we\

Fligura 2-1. Red artificlal de A neuronas que interaccionan.

También, se ha supuesto que el umbral 6=0 (en virtud, que esta cantidad no tiene
implicaciones interesantes en el funcionamiento de la red de Hopfield), de manera que
v~6=v;, donde v; es de acuerdo con (1.3) igual a

N
Vi=D WS, . (2.4)
=t

Esta descripcién, permite definir la cantidad

TESIS CON 10
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W=|w, « 0 - .wyl (2.5)

Wy e Wy aee 0

como la matriz de pesos sinapticos, y la cantidad v=W.s, como el vector de potencial
interno, que es un vector que contiene de manera ordenada el potencial interno de la
neurona 1 ala N.

2.2. ESPACIO DE CONFIGURACIONES

Obsérvese a continuacién que s={+1,-1}, esto implica que s puede adquirir un total de 2V
configuraciones. Estos 2" arreglos posibles de s, definen el Espacio de Configuraciones
del sistema, que puede pensarse de manera grafica como los vértices de un hipercubo de
dimension N con centro en el origen.

'2.3. FUNCIONH

A continuacion, se define la funcién
o1 1
H[s|...s,,...sN]=-_2.Zs,v, =—-2-Zw,,s,s,. (2.6)
7 ]

donde se ha utilizado (2.4). La funcién H es una funcién cuadrética del vector de estado
que asocla un valor real a cada una de las 2V configuraciones posibles de s. H también
puede ser escrita en forma vectorial como

H[s]:—%sw:—%s-w-s. .7

En virtud de que H es una forma cuadrética y debido a la restriccién impuesta a matriz W
en (2.2), esta solo puede ser indefinida, es decir, adquiere cualquier valor real (para una

11




reviélén sbbfe ‘rnias cuadraticas ver Barbolla et al., 1998). Dadas las caracteristicas de
H, esta podrla ser no acotada En nuestro caso es facil ver que siempre lo es, ya que ‘

|w,,|sK para K méx(IWyI) cuando esta condicion se satisface, |H|sKN(N-1)/2.

P.D. q'ue sl wyisK paré K>O=>|H|sKN(N—1 y2

=_’S.N(_g’__1). (2.8)

[H] =§-‘z”:w,,s,s, si-zu:lw,,s,s,| ;E;Jw s,ls;

Como el presente estudio se limita al caso de matrlces slmétrlcas. (2.2) se escribe para
este caso en particular como

wy = (1-5,!)}v;l : (2.9)

2.3.1. Vecindad

El espacio de configuraciones consiste de 2" vectores, la distancia entre dos de ellos se
define como

oh(6x)= 36~ x)- ). (2:10)

esta distancia proporciona el nimero de elementos en que difieren &,x, sin importar en
qué componente. Esta, es la llamada distancia de Hamming. La distancia de Hamming,
s6lo puede tomar valores enteros entre 0 y N, siguiéndose que para & dado, el numero de
configuraciones x que satisfacen dy(£,x)=r es igual a las combinaciones de N elementos
tomados deren r;

N N
(rJ=W—T) ‘r=0,1,....N. (2.11)

12




Una realizacién ﬁa&icdlar'd}e:d,,(é,’ ene cuando estos vectores difieren en las

primeras r componentes; en cuyo caso

Tal vecindad, sera denotada como, ng={x|1sd,{(§ Yery

2.3.2. Extremos Relativos
De la teorla del calculo vectorial, se tienen las siguientes definiciones;

Definicion 2.1. Se dice que H tiene un maximo local en EH[E]zH(x].
Definicidén 2.2. Se dice que H tiene un minimo local en &< H[E]<H[x].

Donde xeVy'. La vecindad de menor tamafio corresponde a r=1, y est4 formada por N
vectores, en cuyo caso se satisfacen los siguientes teoremas;

Teorema 2.1, £ es un maximo local de H si y solo si &v/°s0.
Teorema 2.2. £ es un minimo local de H si y solo si &v*20.

Para demostrar estos resultados, se empieza por obtener la expresion para la diferencia
HIx]-HIE), con este fin, se define el vector

AE=x-§. (2.13)




Utilizando (2.6) y (2.13) se tiene qué H[)t] es Igual a:

(2.14)

(2.15)

Debido a qie el.C ‘de Ia igualdad es HIE]. (2.15) puede
escribirse dqmé' ‘

AE-W-[g + 28]~ 25 W6 (2.16)

El dltimb térmlno'déi lado derecho de Ié igualdad en (2.16) puede expresarse en la forma
E-W.AL=(W.£) .AE =AW .§. (217)

Como W es simétrica, W'=W. Substituyendo (2.17) en (2.16) y agrupando términos se
obtiene que :

H[x]—H[§]=—A§-W~,§-—%A§-W~A§. (2.18)
Por otro lado, las componentes de (2.13) son - '

_[osix=¢
A{,—{_Z;I oix g (2.19)

donde se ha usado que si x#¢, entonces x=-&. Substltuyehdo (2.19) en (2.18) se sigue
que
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Hixl-HIEl= 256 (8, wis - Zowis ). (2.20)

a brliﬁei‘ suma entre paréntesis

-'};. élguiéndose que

(2.21)

Una situacién particular resulta’-cuandc osv,“v'ectores difieren en todas sus

mino entre paréntesis se anula, obteniendo

componentes, o sea x=-£; en este ckas‘o._iel"
asl que H[x]-H[E]=0. Este hecho dice qde la funcién H es simétrica, es decir, para todo s
se cumple que H[s)=H[-s]. Si los vectores x,t difieren solo en la k-ésima componente,
A&#0 ¥y AEAES0, para ijek, siguiéndose de (2.21) que

H[x]-Hig)= 25, vi - 2w &8, = 267, (2.22)

donde sea ha hecho uso de (2.9). Si x' es el vector que difiere con respecto a & en la i-
ésima componente, entonces x'sV;', por lo que de (2.22) se tiene que

Hix' |- H[g] = 2&vf . (2.23)

Con este resultado y las Defs.2.1 y 2.2, se siguen de conformidad los Teos. 2.1y 2.2,y se
deriva el siguiente corolario: '

Corolario 2.1. Si £ es tal que cumple con &v;#=0, entonces no es posible determinar si es
un extremo relativo.

Los resultados anteriores proporcionan las condiciones necesarias y suficientes para que
& sea un extremo relativo de H, siempre que no se cumpla &v#=0. Por la propiedad de
simetria de H, se observa que si £ es un extremo relativo también lo seré -£.



2.4. DINAMICA DE UNA SOLA NEURONA
El estado de la i-ésima neurona al tiempo t+1 es, de acuerdo con (1.7)

G, (t)-0) s v,()-6,=0
st s(0) sl v)-6,-0

que al suponer 6=0, toma la forma

e GM@sxﬁwo‘, S
s,(t+1) { s(t) si; v,‘zt) -0 - (2.24)

donde el potericlal interno v; al tiempo t, es de 'é‘bué'rdd‘con‘(j.‘t) Igual a

u0=3ms,0:

Si se define la razoén de cambio As(t) comb f S

a5(0) _ silt+N)-s,(t)
YR s(l+1) s,(t) As,(t), (2.25)
es posible mostrar que el producto v(t)s(t)20, si y solo si s(t+1)=s(t); en tanto que
v{t)s(t)<0 si y solo sl s,(!+1)—-s,(t) Para ello, supdngase primero que v{t)s(t)z0. Si la
igualdad se cumple, vi(t)= =0 |y de (2.24) se sigue que s(t+1)=s(t). Cuando se cumple la
desigualdad se tienen dos posibilldades

a. Si s,(l)=1=>v,(t)>0 y por (2.23) G(vi{))=1=>s(t+1)=1=5(t)
b. SIs(t)=-1=v(t)<0y por (2.23) G(v{t))=-1=>s(t+1)=-1=s(t)

Por lo tanto, si v(t)s(t)20=>s,(t+1)=s{t). Por otra parte. cuando v{t)s{t)<0 se tienen las dos
siguientes posibilidades;
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¢ Si s,(l)‘='1=,V:(}’<0=‘?5'(‘"f 1
d. Si s(t)=- D=5

ara mostrar que estas condiciones son necesarlas
(). De_ (2.24) se observa ‘que esto siempre sera

h. Si's(te1) 1s{t)<0

: Slg'ulétido#é que, si s{t+1)=-s{t)=>v{t)s{) 0. Este resultado, permite escribir (2.25) como

0 & v, (t)s(t)=0
= . 2.26
350 {_ o0y wipot<o (@20
2.5. DINAMICA DEL SISTEMA
El estado del sistema al tiempo ¢ estd dado por el vector
s{t) =[s,{t)....5,(t)....ss )] . (2.27)

La evolucidn en el tiempo del vector de estado s(t) se basa en la regla dinamica (2.24),
mediante la cual es posible definir dos tipos de funcionamiento, sincrono y asincrono.
No obstante el tipo de funcionamiento, si al tiempo t se conoce el estado de cada neurona
s(t) y su potencial interno v(t), es posible definir con ayuda de los resultados obtenidos en
la seccién anterior lo siguiente:
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Definicién 2.3. s(f) es un punto fijo del sistema si y solo si v,(l)s,(l)zo
Definicion 2.4. s(f) es un estado inestable del sistema si y solo sl no es punto ﬂjo

Y con el tipo de funclonamlento sera posible determinar Ia evoluclén en el tiempo del
sistema. De la Def.2.3, los Teos.2.1, 2.3, y el Cor2 1 st ’

Teorema 2.3, Si & es un minimo local de H entonces es un’pur‘ito fijo del slétéma;

2.5.1. Funcionamiento Sincrono

Se dira que se tiene funcionamiento sincrono, cuando la regla dinamica (2.24) se aplica
de manera simultdnea a las N neuronas de la red.

2.5.2. Funcionamiento Asincrono

Se define como funcionamiento asincrono, cuando (2.24) se aplica siguiendo un orden
aleatorio sin repeticidn, este tipo de funcionamiento es el que asemeja mas el
comportamiento bioldgico de las neuronas, en virtud que éstas no actualizan sus estados
con el mismo retardo ({—#+1). Para ilustrar como se lleva a cabo dicho proceso, se
empieza por definir la variable aleatoria zy que adquiere los valores de (1,2,...,N) con una
distribucién de probabilidad uniforme py=1/N. Sup6ngase ahora, que zy ha adquirido el
valor fy, tal que j1(1,2,...,N), se sigue con esto, que el vector de estado al tiempo t+1 esta
dado por

s(t+1)=[5,0)....s, )5y OF . 1 =%, z,=(12,...N), (2.28)

donde la notacion primada implica que el estado de la neurona j; ha sido actualizado de
acuerdo con (2.24). Posteriormente se define la variable 22=(1,2,...,N)+ji, con distribucion
p2=1/(N-1); esta nueva variable ya no toma en cuenta el valor j;, por lo que s6lo adquiere
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a d’ls'-tr]t_)uclgar_l' de probabilidad de zz también es

los N-1 restaknt'e,_s,' ademas nblese qu

anéllsls anterlor permlte deﬂnlr para este caso.

_ ‘:G(v;
s{t+r+1)= s I_k={

s,(t + r), (2.30)

sll:k

“La probabilldad de que el estado de la mpo t+r sea actualizado esta

dada por
1
2.31
i VR @3

donde OssN.
2.6. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA
Se evalla a continuacién H en s(t), obteniendo que

H[t)=H[s(t))= -—sf (tws(t). (2.32)

Si el sistema evoluciona con funcionamiento sincrono, y se supone de manera estricta
que s(t+1)=s(f), se sigue de (2.21) que



(233)

'Inbdni'pleta de v({t), representado por la
nocimiento de wy, concluyendo asl, que

con fuhclonamlento asincrono, se substituye ¢
o (2.22), y suponiendo estrictamente que

[(+r +‘.1]-'/»j[t rel= 28,4 Walt+ 1), (2.34)

. slguléndose que H[s(H-r)] es una- funclbn mondtona decreciente. Asl pues, el sistema
converg khacia Iosf ’

n lnimos locales de H. En conclusién, si el sistema evoluciona con
funclonamlento aslncrono es posible concluir el analisis con el slgulente teorema;

Teorema 2.4.‘ & es un atractor del sistema si y sélo sI es urf minimo local de H, con
dominio de atraccién xeVy', donde r puede ser mayor que 1.

El Teo.2.4 es vélido si se denota de manera estricta como minimo local de H, el vector &
tal que &v,°=0, donde la Igualdad no esta permitida, y como punto fijo solamente, el vector
& tal que £v=0. Por ultimo obsérvese que si & es un atractor del sistema, por simetria
también lo seré -E.
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Capitulo Tres

La Red Neuronal de Hopfield
(Modelo Determinista)

Dentro de los problemas basicos a resolver por las Redes Neuronales Artificlales, se
encuentra el de la memoria asociativa. Este consiste, en almacenar un conjunto p de
patrones &/, de tal forma que al ser presentado un nuevo patrén x;, la red responda
~produciendo el patrén &' que en distancia de Hamming se encuentre mas cercano a x;. En
_esta deécrlpclén los patrones son identificados por el superindice #=1,2,...,p, ¥ las
neuronas de la red por el subindice i=1,2,...,N. Tanto &' como x; adquieren solo los
- valores de +1 0-1.

3.1. MODELO DE HOPFIELD

El modelo que sera utilizado para resolver el problema de la memoria asociativa, es el
sistema conocido como Red Neuronal de Hopfield (RNH) (Hopfield, 1982), la estructura
de esta red, es idéntica a la analizada en el capitulo anterior con dinamica asincrona, por
lo que en este modelo resulta claro que los patrones &/ deben ser atractores del sistema y
ademas ser unicos. En lugar de estudiar el problema de la memoria asociativa para una
realizacién particular de patrones, Hopfield estudi6 el problema de patrones aleatorios con
distribucion de probabilidad

Plert= Hp(s‘,”)- (3.1)

donde

21



olr)- 2l Desler 9, o)

con la finalidad dé kobtener‘condlclonkesk de fﬁnclonarhlento general. La variable aleatoria
¢/ adqulere .con. lguél p"rob’abllldad) “I‘c‘asvv'alo'res de +1 y -1, ademas de no estar
correlaclqhada con nlngl.'m'o!ro elemento del conjunto {&/} (ver ec.(3.1)). Los patrones &
seran atractores del sistema si son minimos locales de H, para esto es necesario
encontrar alguna configuracion wy que lo haga. E! andlisis que sigue a continuacion se
lleva a cabo en principio para una realizacién particular de &, y posteriormente, se
introduce el caso de patrones aleatorios.

3.1.1. Almacenamiento de un solo patrén

Para motivar una eleccién adecuada de los wy, se considera el problema simple de
almacenar un solo patrén. La condicidn para que éste sea un minimo local de H, es que
&vi20. Sin embargo, esto no garantiza que todas las configuraciones cercanas converjan
a &, por lo que es necesaria la restriccién estricta &vi#>0. Se propone entonces, una wj de
la forma

wy=(-0)%54), 3.3)

y se muestra que efectivamente el problema se resuelve. Se empleza por calcular v/, tal
que dn(x.E)=r para r=0,1,...,N, siguiéndose que

L1 1,4 1
v; =ﬁ§(1—5,,)§,¢',x,=N§,lz_;§,x,—7v-x,. (3.4)

Si x=&, entonces el producto &x=1 contribuye con el valor N-r en la sumatoria, en tanto
que si x4, entonces el producto &x=-1 contribuye con el valor de -r, se sigue con esto
que
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. (N=2r) 1
Vi f"fv( N )"N‘xlv : (3.5
y multiplicande por x;, se llega a que -
XVi= klfi(N —NZI’) —%- (3.6)
donde existen dos p-‘oslbblliti:lédes
¥ ‘B"_—".'s]‘xl:g’
(3.8)

En virtud ‘de‘que siempre N>1; :,v,‘>0. Cuando r=N, x=-¢& para toda /, obteniendo asi que

N-1
—EyE o —— N 3.9
it =g (39)
slendo este resultado consecuencia de la simetrfa de H. Para verificar si existen minimos
locales o puntos fijos cuando 0<r<N, se analizan los siguientes casos:

1. Si N-2r-120=3-(N-2r+1)<0=>r<(N-1)/2, entonces,
a. xv20 si x=&.
b. xv*<0 si x=-&.

2. Si ~(N-2r+1)20=5N-2r-1<0=>r2(N+1)/2, entonces,
a. xv<0 si x=&.
b. xv/20 si x=-&.
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3.7SI =NI2=sN-2r+1=N-2r-1=-1IN, entonces,
“a. “xi<0 para toda'i.

Sé concluye con esto, que los Unicos minimos locales en H son s=E,-£, y qut; ademas no
existen puntos fijos en el sistema, por lo que cualquier estado inicial converge hacia el
patrén y su configuracion simétrica. Sigulendo con la simetria de H, resulta claro que el
dominio de atracciéon para estos minimos locales es simétrico. Para esto basta con
observar, que si el estado Inicial $(0)=x es tal que du(x,E)<(N-1)/2, se sigue de 1 que si x;
cambia, la di(x,£) disminuye, por lo que x converge hacia &; en tanto que si
dn(x,E)2(N+1)/2, se sigue de 2 que la dx(x,t) aumenta, y x converge hacla -£. Se concluye
asl, que si N es impar el dominio de atraccidn para ambas configuraciones esta bien
definido, y ademas es simétrico. Por otro lado, si N es par falta por definir el dominio al
que ’perténet':en las configuraciones con r=N/2. De 3 se observa que éstas no tienen un
dominio definido, y que convergen con igual probabilidad hacia ambos atractores.

La wy propuesta en (3.3) resuelve el problema de la memoria asociativa para un solo
patrén si se acepta que el patron es irecuperable cuando mas de la mitad de las
neuronas en el patrén de inicial son diferentes.

3.1.2. Almacenamiento de varios patrones

Cuando se desea almacenar varios patrones, resulta légico pensar en hacer w; una
superposicién de términos como en (3.3), uno por cada patrén, es decir

w, = (1—5”)-;725,";;' =12, (3.10)

Esta forma de calcular los pesos sinapticos es muy parecida a la Regla de Hebb (Hebb,
1949), y que tiene su origen en el comportamiento biolégico de las neuronas.
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En lugar de evaluar v/* bara toda x como en el caso de un solo patrén, se evalia en xX=&"
es decir, en el wééllmo patrén, con la finalidad de obtener bajo qué condicion éste sera un
minimo local de H, Se sigue con esto que

N
v = Ser - akre @.11)

H=

-y desarrollando se llega a

(3.12)
(3.13)
y muiltiplicando por &', se élgug du
" =P, v A5 i
sivi = +& =Ygt (3.14)
N N

Se observa, que si N>p y el término de la sumatoria es del mismo signo que &', la
cantidad en (3.14) sera siempre positiva, en tanto que si es de signo opuesto a &"y mayor
en magnitud a (N-p)/N, el patrén se vuelve inestable.

3.1.3. Capacidad de Almacenamiento

De acuerdo con la seccioén anterior, la restriccion N>p es indispensable para el correcto
funcionamiento de la RNH, sin embargo, como se vera a continuacion siempre sera
necesaria una restriccion mas fuerte. Para verificar esto, definase la variable (ver Hertz et
al., 1991)
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G =-¢7 NZZQ"S‘/"@/ ' 315

v ot

SI C/'<(N-p)/N para toda i, entonces el patrén sera minimo local de H. Ahora bien, si se
toma en cuenta la hipétesis de patrones aleatorios (ver ec.(3. 1)) se slgue que C/"es una
variable aleatorla con distribucién binomial (ver Apéndice A). con promedio cero y

varianza p/N, suponiendo por simplicidad en los calculos que p>>1. I se supone N>>p,
entonces (N-p)/N=1, siguiéndose que si P(C,‘21)<<1 entonces §, v >0 con probabilidad
cercana a 1. En virtud que N>>p>>1, C; puede ser aproxlmada a una distribucién normal

-con varlanza y promedlo igual a Ia blnomlal Siguléndose asl que la P(C,'21) es igual a

S5 : yf2a?
e oo

donde az‘p/N En la ﬂg ‘ca'de la distribucién normal para varios

valores de p/N se obse

/N—-)O, Pomor—0. Manipulando un poco la
Integral ‘'se Ilegaaque T

P = %[1 ~ertly/\2o7)- Sh-er(/W7z5). (3.17)
donde
' erf(@)= 2 fe"du. (3.18)
Jr 3
En el limite de N>, es posible utilizar la expansion asintética de la funcién de error
1-et@)> T (2> )
~erf(z)— — R .
- 7 Zr ™ (3.19)
donde z=(N/2p)'?,
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Tomando'en d_i:ém 1a )y aplicando el logaritmo natural a {3.17), se

obtlene que k‘ "

Ry L AT 1, (N)_2
ln(P,y,,,,:)v-iln(, T -—E—Inz—iln(-zg)—ilmr (3.20) .
o N |
10(Pye) = -2 (3.21)

donde en (3.21) se han tomado en cuenta los términos que sobreviven para N grande. Un
buen criterio, seria el de aceptar que cada neurona de cada patrén tenga una probabilidad
mayor al 99% de ser fija, siguiéndose con esto la condicion

(1-Po, ) >0.99. (3.22)

Esta condicién, se sigue del hecho que el conjunto {C/} es un conjunto de variables
aleatorias independientes (ver Apéndice A). Utilizando la expansion binomial y tomando
en cuenta que Pom<<1, se obtiene que

1-NpP,,, >0.99 - P, , < %’. (3.23)
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aplicando el logaritmo natural a la desigualdad anterior, y utilizando (3.22), se sigue que

N
- cn0.01- , 3.24
< In0.01 /I'INp ( )

En el limite de N—w, es posible hacer la aproximacién In(Np)=InN?, llegando asl a que

N

N 3.25
< %N (3.25)

p

El criterio en (3.25) proporciona un limite en la capacidad de almacenamiento del sistema,
que garantiza que los patrones almacenados sean atractores de la red. Sin embargo, falta
pbr ver si es que existen otras configuraciones estables en el sistema. Para lograr este
objetivo, sera necesario suponer a la red de neuronas como un arreglo de espines, como
se vera en los siguientes capitulos.
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Capitulo Cuatro

Analogias entre Sistemas
Magnéticos y la RNH

Existe una estrecha analogia entre la Red Neuronal de Hopfield y algunos modelos
simples de materiales magnéticos en equilibrio termodinamico. La analogia se sigue de
manera cualitativa en el presente capitulo, al suponer a la red de Hopfield como un
arreglo hipotético de espines.

4.1. MODELO DE ISING PARA SISTEMAS MAGNETICOS

Una descripcién simple de un material magnético es suponer, que éste consiste de un
conjunto de imanes atémicos ubicados en una red regular, que representa la estructura
cristalina del material (los metales son cristales en este sentido). El término espin sera
utilizado para estos imanes atdbmicos, cuyo nombre proviene del origen mecanico cuantico
de los momentos magnéticos. El espin puede apuntar en varias direcciones, y el nimero
de direcciones posibles depende del tipo de atomo. Particularmente simple, es el caso de
4atomos con espin 1/2, en los que solo dos direcciones son posibles. Esto es representado
de manera sencilla en el Modelo de Ising (Colin, 1972) por la variable s, para cada lugar i
de la red, con valores permitidos de +1. Se dice que el espin esta orientado “hacia arriba”
sl s&=+1 y “hacia abajo” si s=-1.

La analogia entre los espines del modelo de Ising y el estado de una neurona en la red
resulta obvia, ademas de haber utilizado el mismo simbolo s, en ambas. Asli, el estado
excitado en la neurona corresponde al de espin “hacia arriba” en el iman y el estado
inhibido al de espin “hacia abajo".
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Si

Figura 4-1. Modelo de espines de Ising en

una dimensién, El estado s=+1 es
TTTe T —~=——W === representado por el espin “hacia arriba" en

la red, y el estado s; =-1 por el espin “hacia
abajo”.

primeros vecinos

Originalmente éste modelo fue propuesto como un modelo para el ferromagnetismo. La
energla correspondiente a este sistema en presencia de un campo magnético local u; esta
dada por

H=-1Sus,, @.1)
2 ¥

dondé‘u, actaa sobre el j-ésimo esbln de la red, y consiste de un campo externo &
aplicado por el experimentador, mas un campo Interno producido por los demas espines
de la red. La contribucién de cada &tomo al campo interno que actla sobre una ubicacion

: dada_ es proporcional a su propio espin. De esta forma, al agregar las contribuciones de
todos los dtomos vecinos, se obtiene el campo magnético local

u = wz;sl +0. (4.2)

La constante de intercambio w mide la magnitud de la interaccién entre espines, ésta
siempre es positiva en el caso ferromagnético, y decrece exponencialmente con la
distancia, por lo que en la suma el simbolo (*) indica que esta se lleva a cabo sobre los
primeros vecinos (para una revisién completa ver Kaganov et al., 1985; Mattis, 1988). Si
se substituye (4.2) en (4.1) se obtiene

H=-35slw3s, +6). 3)

Por otro lado, si la constante w es negativa, entonces el modelo corresponde al del
antiferromagnetismo. Ademas, cabe mencionar que dependiendo de la estructura
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particular del material, el nimero de primeros vecinos puede variar (para una revisién
completa ver Kittel, 1966).

4.2, EQUILIBRIO TERMODINAMICO A BAJAS TEMPERATURAS

A continuacioén, se aisla e introduce a la red de espines de Ising en un bafio de calor a
temperatura constante, con la finalidad de mantener al sistema en equilibrio
termodindmico. A bajas temperaturas (cerca del cero absoluto), ya no es valida la
descripcidn clasica de la secciéon anterior (en el sentido estricto), y el andlisis debe
seguirse desde el punto de vista de la mecanica cuantica, donde la interpretacion que se
le da al espin es diferente. Sin embargo, es obvio que no se pretende llevar al cero
absoluto un pedazo de cerebro (es ilégico). El significado de la temperatura dentro del
contexto de las redes neuronales es diferente al de la temperatura fisica (como se vera en
el capltulo VI). Por otro lado, la descripcion clasica de dos estados de espin en el modelo
de Ising, es la que resulta apropiada para la realizacién de una analogia con el modelo de
Hopfield. Es por eso, que en lo siguiente la analogia con el modelo de Ising es
completamente formal (en particular a bajas temperaturas). Asi, cuando se hable de
temperatura, se entendera que no se trata de la temperatura fisica, sino de un parametro,
que solo adquiere sentido dentro del contexto de las redes neuronales arttificiales.

En anélisis que se sigue a continuacién mediante el modelo de Ising, es valido solo en el
sentido cualitativo. A bajas temperaturas, cada espin en la red tiende a alinearse
paralelamente a su campo local (ver Mandl, 1971), en otras palabras; la condicion u;s>0
se cumple para cada espin en la red. En el caso del ferromagnetismo, interesa conocer el
comportamiento de la red en ausencia de campo externo, ya que si 6 es lo
suficlentemente grande como para despreciar el campo local producido por las
Interacciones con 4tomos vecinos, el fenébmeno se reduce al del paramagnetismo (ver
Relf, 1965). Por esto, de aqui en adelante se supone #=0, y se define a v, como el campo
interno. Bajo esta restriccion, resulta claro de la fig.4-1 que los espines de la red tienden a
alinearse paralelamente. No obstante, la estructura particular de la red, es posible mostrar
que para cualquier estructura cristalina (regular o irregular), el comportamiento cualitativo
es el mismo si se hace uso de la teoria de campo promedio (para una revision completa
ver Reif, 1965). Esta, es la caracteristica que distingue al ferromagnetismo, ademas
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obsérvese, que en esta configuracién la energla adquiere un minimo global. De esta
forma, existe un estado preferente del sistema, que es el de minima energia y se
denomina estado estable.

4.3. ANALOGIA DEL MODELO DE HOPFIELD CON EL FERROMAGNETISMO

Si se almacena un solo patrén en la red de Hopfield, la funcién H estara dada de acuerdo
con (2.6) y (3.3) por

1
H= ‘mzz‘,flflsls/ . (4.4
T jel
A continuacién, hagase el cambio de variable n=¢&s; para toda /, con esto se sigue que
1
H=—-—— Ty, (4.5)
2N Z,z,: "1

y donde n adquiere los valores de +1. Si se supone, Ia existencia de un arreglo de espines
7 con energia dada por (4.5), se observa de inmediato que ésta corresponde a la de un
ferromagneto con constante de intercambio w=1/N, asi, en equilibrio termodinamico a
bajas temperaturas los espines 7 se alinean paralelamente, lo que se logra claramente si
&=s; para toda i. De esta forma, el patrén almacenado (minimo global de H) corresponde
via una transformacion (conocida como transformacion de Mattis, ver Mattis, 1976) al
estado ferromagnético.

4.4. VIDRIO DE ESPIN

Hace algunos afios, con el fin de estudiar las interacciones en materiales magnéticos, se
buscéd disefiar un material magnético de propiedades senclllas. Para esto, a un material
no magnetizable se le introdujeron impurezas magnéticas; la sorpresa fue que dicho
material resultd con caracteristicas muy parecidas a las de los vidrios (Perazzo, 1994) y a
este nuevo material, se le llamé vidrio de espin. Una descripcién breve de un vidrio de
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espln, es que ééte_ kpnfese‘nta una mezcla aleatoria de interacciones ferrgomagnéticas y
antlfer‘rdmiag'n‘étrléas.‘ debido a que los imanes atomicos tienden a ubicarse de manera
éleatoﬂa eri'la red, es decir, los espines no tienen un orden preferido (se dice que el

. sls(ema se encuentra frustrado) y en consecuencia existirda una mezcla aleatoria en el
signo de las interacciones (para una revisién completa ver Binder et al., 1986; Weissman,
1993).

4.5, ANALOGIA DEL MODELO DE HOPFIELD CON EL VIDRIO DE ESPIN

Procediendo de manera similar al de la seccién 4.3, considere ahora el caso en que se
almacenan p patrones aleatorios con distribucién de probabilidad dada en (3.1) y (3.2) en
la red de Hopfield. Con esto, los pesos sinapticos wy son también variables aleatorias (ver
ec.(3.10)) que adquieren valores positivos y negativos con distribucién de probabilidad
binomial (ver Apéndice A). En ausencia de campo externo la analogia del modelo de
Hopfield con el vidrio de espin es casi completa. Los pesos sinapticos corresponden a las
interacciones en el arreglo, el potencial interno de la neurona al campo interno que actia
sobre el espin, la funcién H a la energla, la condicion de estabilidad en el vidrio de espin
(y en general para cualquier arreglo de espines) en equilibrio termodinamico a baja
temperatura, es la misma que la condicién de localidad estricta en la red de Hopfield (ver
Teo.2.2). No obstante, la estrecha analogia entre estos modelos, el numero y forma de las
configuraciones estables en el vidrio de espin dependen de la distribucién de probabilidad
de wy, ademas, su determinacién solo puede lograrse si se analiza su modelo mecénico
estadistico.

Bajo la restriccion p/N=0 los p patrones almacenados en la red de Hopfield seran
estables, sin embargo, esto no garantiza que sean los (nicos. Es por eso, que en lo
siguiente se considera a la red de Hopfield como un arreglo hipotético de espines en
equilibrio termodinamico y se estudia desde un punto de vista mecdnico estadistico, con
el objeto de conocer en su totalidad la forma de las configuraciones estables del sistema.
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Capitulo Cinco

Red de Hopfield en Equilibrio
Termodinamico

En el presente capitulo se estudia el comportamiento de la red de Hopfield en equilibrio
termodinamico bajo la restriccion p/N=0, teniendo como objetivo, determinar los estados
estables de la red a temperatura finita. Para esto, es necesario conocer la magnetizacion
por espin, afortunadamente existe la solucidn exacta de este modelo (ver Amit et al.,
1985) y esta dada por

{s)= tanh[/z-l%;zl:.f,ﬂgf(s,)] .

donde la notacion ( ) indica promedio termodinamico y #=1/kT, donde k es la constante de
Boltzmann y T la temperatura del sistema. En lo siguiente, se supone k=1, con lo que
£=1/T, situacion que es usual, ya que el parAmetro k sélo redefine unidades.

El sistema presenta 3 estados diferentes, en primer lugar, si T>1 el estado del sistema es
el paramagnético. En segundo lugar, si 0.46<7<1 el estado de la red es el equivalente
termodinamico al ferromagnético via una transformacion de Mattis (mediante el cambio
de variable 7=¢'s)), en virtud que solo los estados (s)=m&/ para |m|<1 son estables, éstos
se denominan también estados de Mattis. En tercer lugar, para 0<7<0.46 el estado es el
del vidrio de espin, y los estados estables son de la forma

(s)= tanh[z m";,"] , para |m¥|s1,
H
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siendo un caso particular los estados de Mattis. Al resto de las realizaciones se les
denominaré estados espurios.

5.1. RED DE HOPFIELD EN EQUILIBRIO TERMODINAMICO

La energla correspondiente al modelo de Hopfield esta dado por
1 1 P
”,“m??(‘fﬁ srefsis, =~ S 6retes g S

_donde 5/’ es una, varlable aleatorla independlente con distribucion de probabilidad dada
-por (3. 1) y (3 2 EI sistema se ‘estudia en el limite termodinamico, es decir, cuando N—-x,
por lo que 1a energla libre promedlo por espin

f(B)=— L'E‘,H;((’"Z»] . (5.2)

donde Z es la distribucién canénica (para una revisién completa ver McQuarrie, 1976) y la
notacién (( )) indica promedio sobre la distribucién de {£/}. La distribucién canédnica esta
dada por

Z= '{, e, (5.3)

donde

=Y. (5.4)

"' wtl  set]  sy=il
La obtencion de {{/nZ)) requiere el uso del método de réplicas (para una revisién

completa sobre este método ver Kirkpatrick et al., 1978; Provost et al., 1983; Binder et al.,
1986; Weissman, 1993) donde el analisis resulta bastante elaborado. Sin embargo,
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debido a la hipotesls p/N=0, sera posible proceder de manera mas simple como se vera
mas adelante.

5.1.1. Magnetizacién Promedio por Espin

Antes de analizar el caso general de patrones aleatorios, se obtienen ) y (s para una
realizacién particular de {&/}, por lo que se empieza por obtener la expresién para Z. Se
sigue entonces, de (5.1) y (5.3) que

e

g T el-‘?*i”ﬁ?(?“"’] "’?”’?“"‘I e T [Te (5.6)

R ),

Enla ec.'(5.6),‘s'e‘ha supuesto la presencia dé un campo externo en cada lugar de la red
de la forma R

6= Dot (5.7)
cm

que'pod‘ré sé( hecho c'éro‘én cuéldﬁler momento. Haclendo uso de la identidad

: ._xj'e-u’:bxdx____;ﬁeb’/n (58)
G a® :

en (5.6),» p'ara‘ar--,var\llz. b'=p62iE's y x=m", se obtiene

’ P ﬂm' +Alm” + ey
z=(%)””e-»~£',13 _.,[dm”e[ TP s e, (5.9)

Introduciendo notacién vectorial para las p componentes de &, m*y &, se sigue que

-%mh;ln(zemﬂ[ﬂ(md){,n

Pl2 - o=
z=(€)—’}) o2 ... [[Tdm*e . (5.10)

-0
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‘ (5.11)

mdmﬂe-/wF(ﬁm) (5.12)

- en M

En el llmlte de N—m (ver Apéndlce A) la Integral es dominada por los minimos locales de

F, con lo que es poslb ¢ 0 ener la expreslén para la energia libre promedio por espin

p
'(/’)f‘,','*. Nﬂ/nz_m+§m ——ZIn{Zcosh[/J(m+6) 0, (5.13)

donde m es un minimo local de F para g fija. Se sigue con esto, que m debe satisfacer las
- ecuaciones de punto silla 8F/am’'=0, por lo que

m= —ZF,, tanh[g(m +0)-§,]. (5.14)
Por otro lado, de (5.6) se obtiene la siguiente expresion para la 6/nZ/26”

¢ e grs o P EET] e
1oz GNbSe

WK = > . (5.15)
La ec.(5.15) es valida para toda 4, siguiéndose que
: 1 8InZ 1 A
"N 20" —‘( fos:)“ﬁ?ff(s,)- (5.16)
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Luego, de (5.13) se obtiene .

‘ _;_N% = L--[%Zf/‘ tanh[g(m +6)-§,],

slguiéndosé déf man'éra gia}é qué

(S,) = tanh(ﬁl‘l‘h;l)_

y de (5.18) y (5.14) que -

, fm=.%;§,(s,),

(5.17)

(5.18)

(5.19)

donde, una vez obtenida la éxpreslén para la magnetizacién por espin en (5.18), el campo

externo es hecho cero, es decir, 8=0, Tomando esto en consideracion, intercambiando el

subindice / por j en (5.19) y substituyendo su valor en (5.18) se obtiene

(s:)= tanh(ﬂ{l-;g,(sl).g,J = tanh(ﬁ%zﬂ:;f,“f;‘(s,)] .

(5.20)

Para una realizacion particular de &, f{5) y m se obtienen al evaluar Integramente (5.13) y
(5.14). Por otro lado, cuando &/ es una variable aleatoria esto ya no es posible, sin
embargo, siempre que p/N=0, la suma (1/N)Z, en (5.13) y (5.14) puede ser reemplazada
por el promedio sobre la distribucion de {£} (para una revisién completa ver Hemmen,

1982), siguiéndose que

1(8)= .;_mz - %((ln[z cosh(pm-§)h)

y
m = ((§tanh(sm-§))) .

Asl, la magnetizacién por espin, seguira estando dada por (5.20).

(5.21)

(6.22)
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5.1.2. Estabilidad

Para que m sea un minimo local de F, no basta con resolver la ec.(5.22), también es
necesario que los eigenvalores de la matriz” Ll ‘ i :

oF

A e =0T AT Q) 6
donde
Q" =((g»€* tanh®(am -))), (5.24)

sean positivos. Si esto sucede, las realizaclones en (5.22) ser&n minimos locales
(estables) de F, de lo contrario seran puntos silla (inestables).

5.2, ANALISIS A BAJA TEMPERATURA

A baja temperatura, cuando S—w« (T-0), es posible aplicar los limites

" tanh(pm-€)— Sgn(m-£) (5.25)
y
%In[Zcosh(ﬁm'i)]= %[In(e""* e B %|pm'§| =|m-g, (5.26)
donde
+1si x>0
Sgn(x)={0 st x=0. (5.27)
-1s8i x<0

De esta forma, (5.21) y (5.22) se escriben como
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g jm.g.»

: y .
m= {(gSan(m-g))).

Expandiendo a f eh Serles de Taylor alrededor de m=0, se obtiene que
1 2
f=-—m*,
2

donde se ha hecho uso de las igualdades

o~ m* - ((¢*Sgn(m-5))
y
azf v g -
Frermridd ~25"5(m-§-0).

De (5.28) y (5.30) se sigue que

= (fm-})-

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Por otro lado, de (5.22) y (5.29) resulta claro que |m*|<1, siendo posible mostrar que m
obedece la cota m?<1. Para esto, se hace uso de (5.33) y la desigualdad de Cauchy-

Schwartz, obteniendo asi

m? = ((m-g)) < (((n-27))" - [;m"m"((f“f”))]w =)

v

(5.34)

Este resultado implica claramente que m?s1, donde la igualdad se cumple cuando m

posee una sola componente, en este caso se observa a parlir de (5.30) que f posee un

minimo global.
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5.3. ESTADO PARAMAGNETICO

La realizacion mas simple en (5.22) corresponde a m=0, que permanece estable mientras
T>1. Cuando esto sucede, se observa a partir de (5.18) que el promedio (s)=0, es decir, s;
apunta “hacia arriba” y “hacia abajo” con igual probabilidad. Este, es el estado
paramagnético del sistema. Para verificar que esto ocurre, se expande en series de
Taylor la u-ésima componente de (5.22) alrededor de m=0,

m* = pm* --;- B (m*} +0fm*). (5.35)

Si #<1(T21), es posible aproximar (5.35) hasta el término ctibico, siguiéndose que

(m*} = ST’(“I—’T), (5.36)
donde es fé;cll verque br"=0 'péra TS1 i Lueg‘o. dé {5.23) se obtiene que

A = 57 (1- B), (5.37)
es una matriz diagonal, con eigenvalores 4=1-4, que son positivos para T>1, esto implica
que la solucion m=0 se vuelve inestable a la temperatura T.=1, donde realizaciones con

m=0 aparecen. En lo siguiente se denotard con n la dimensionalidad de estas
realizaciones, donde n especifica el nimero de componentes m*'z0.

5.4. ESTADOS DE MATTIS
Se analiza a continuacion las realizaciones con n=1, estas son de la forma
m=m(0,...1...0), (5.38)

para toda u, existiendo un total de 2p soluciones de este tipo, siguiéndose a partir de
(56.21) y (5.22) que

41



(@)= %mz -%In[Zcosh(ﬁm)] (5.39)

y
m = tanh{gm), (5.40)

y de (5.18), que la magnetizacién por espin es igual a
(s,)=&r tanh(Bm) = met. (5.41)
Este estado, es el equivalente termodinamico via una transformacion de Mattis (si se hace
' n=§“,s,) al estado ferromagnético. Estas realizaciones, mantienen una correlacion finita
con los patrones almacenados y su energla es de -1/2 a temperatura cero, que

corresponde al minimo global de f de acuerdo con lo estudiado en la seccién 5.2. En lo
siguiente, a estas realizaciones se les referird como estados de Matlis.

5.5, REALIZACIONES SIMETRICAS

Una clase particularmente simple de realizaciones en (5.22) son aquéllas en las que las n
componentes no nulas de m son de igual magnitud, siendo una realizacion particular

m=m,(11...,100,...0), (5.42)

n p-n

siguiéndose que para n dada existen un total de 2"[pl/nl(p-n)!] realizaciones de esta
forma. De (5.21) se sigue que

fo=2m2 _%«m[z cosh(gm,z,)}). (5.43)

donde z,=x-(n-x)=2x-n, con x igual al nimero de & positivas y n-x igual al nimero de &
negativas. Esto implica a su vez que F depende de la Unica variable m,, por lo que la
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condicién de punto critico (que es el analogo a la condicion de punto silla en el caso de
una sola variable) para este caso particular se reduce a dF/dm,=0. Se sigue entonces que

1
m, = F«Z" tanh(8m,z, })) (5.44)
y
{s)) = tanh(gm,z.), (5.45)

donde el superindice / en z, denota que la suma se lleva sobre la i-&sima componente de
&”. La solucion en (5.43) representa para n>1 estados que son una mezcla igual de varios
patrones. Se analiza a continuacion el comportamiento de estas realizaciones cerca de Te,
para esto se expande en series de Taylor (5.44) alrededor de m,=0, obteniendo (ver
Apéndice A)

m, = «z—:»(ﬁmn)-ﬁ;—i—»(ﬁm’.)’ +0(m3)=(am,)-22=2 (pm, " + O(m3).  (5.48)

y siguiéndose que cerca T,

2 3t
M= 3n-2"

(6.47)

donde t=1-T. Se concluye asi, que T. es la temperatura en la que aparecen las
realizaciones simétricas. Si ahora se expande f, alrededor de m,=0 y se utiliza (5.47), se
obtiene que

IR (1) {z)) s
f= —-ﬁ/n2+-T-(1—ﬂ)m,z, +1L g +olm) (5.48)
y
- _ 2
f, =, +1n2 == 2 (- T)pm, } +i31”2_"’)(am,,)‘ "’T(::;%j' (5.49)
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observandose que la energia libre es una funcién mondtona creclente de n, por lo que

cercakde'T._- évl’mlnlmo de la energla corresponde a los estados de Mattis. Por otro lado,

cerca de :T=0, es posible utilizar las expresiones en (5.29) y (5.30), siguiéndose con esto

que

1 1
m, = ',;«ZnSQ”(ng,.)» = '5«|Z,.|» .
donde se han utilizado las definiclones Sgn(x) y |x|, y observado que

z, simz,>0
z,5gn(m,z,)={ 0 sl m,z,=0 =|z,|.
-z, sim,z, <0

De esta forma, las realizacliones para n par son (ver Apéndice A)

e o (Zk)-
W\ i
2K (2k)z. k=12,...,

f2k=—W K

y para n Impar

1 (2
m2kd=27 P

2k +1 (2k)’ '

by = |

k=01....

(5.50)

(6.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

La sucesién fa tiene como cota inferior £;=-0.5 y como cota superior £,5-0.25. La secuencia
f2x s monoétona decreciente con respecto a k, mientras que la secuencia fxe1 €S
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monétona creciente, ambas poseen el limite comun: -1/, conforme k—»e0. En conclusién,
se obtiene el siguiente orden en la energla pai'a las realizaciones simétricas

fi<h<fs<if,i<ly<h, <f,. (5.55)

5.5.1. Estabilidad

Para determinar la estabilidad de las realizaciones simétricas, se hace uso (5.23), de
donde se sigue que : e KRR S ’

A=A%=1- pl1-q) (5.56)

y
Q* =q = ((tanh?(sm,z,))), (5.57)

para toda u. En virtud que todas las realizaciones simétricas para n dada son
equivalentes, se analiza sin pérdida de generalidad la estabilidad para la realizacién
particular (5.42), siguiéndose para este caso que los elementos no diagonales de la matriz
A" son de la forma

A" = pQ = p((g*¢” tanh?(gm, 2, . (5.58)

para u,vsn. Se tlene con esto que la matriz A*¥ es igual a

0| (5.59)

que puede ser lievada a la forma equivalente
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A+pln-1Q  pQ ,dov;-_ .
0 A=pQ 0w

9 A_‘pQ... e
A= 0 0 0. (5.60)
0 o] 0
] 0 0
0 0 0

. después de aplléaf los siguientes pasos:

:1. -Se suman las columnas 2-n a la primer columna.
. 2. Serestael primer renglén a los renglones 2-n.

La forma equivalente en (5.60) es una matriz triangular superior, por lo que su
determinante estd dado por el producto de los elementos de la diagonal principal,
siguiéndose de manera facil que A*" posee tres grupos de eigenvalores:
1. Un eigenvalor no degenerado
4 =1-p(1-q)+ pln-1Q, (5.61)
que corresponde a las fluctuaciones fongitudinales en la amplitud de m,.
2, Un eigenvalor con degeneracién p-n

2 =1-p(1-q), (5.62)

correspondiente a fluctuaciones en direcciones donde mas patrones pueden
mezclarse.

3. Y un eigenvalor con degeneracion n-1
4 =1-p0~-q)-pQ, (5.63)
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_relacionado con fluctuaciones anisotrpicas en el espacio de los n patrones.

El m‘enor“de‘ idsj élgenvalores es As, en virtud de que Q es positivo para todo T<1 (ver
. Apéndlce A) por Io que este eigenvalor determina la estabilidad de las realizaciones. Se
ra, el componamlento de los eigenvalores cerca de Te, para esto se expanden

.analiza ah" a,"
en series de Tay or qy Q alrededor de m,=0, truncando las series en el término cubico se

: obtlene que

2 3n
= {(@))am, ¥ = nlom, ¥ ~ 22 (5.64)
y
Q= (" +£)z.))am,) = 206m, ¥ 22, (5.65)

donde se ha hecho uso de (5.47). Substituyendo (5.64) y (5.65) en las ecs.(5.61)-(5.63),
se obtiene que

A =1-8+Blg+(n-1Q]s-t+g+(n-1)Q~2t>0, (5.66)
27=1—ﬁ(1—q)=—l+QS3212>0 (5.67)
y
1o B 0) B0~ —t s d—O A
1.1_1 pO-9)-pQ=-t+q-Q 5<% (5.68)

siguiéndose asl, que cerca de T. sblo la realizacién con n=1 es estable. Esto se debe a
que para los estados de Mattis Q=0, por fo que su estabilidad la determina el unico
elgenvalor A2 que es positivo cerca de T..

Para analizar el comportamiento de los eigenvalores cerca de T=0, se utilizan el limite
tanh(Bmnzn)— Sgn{mnz,) y las ecuaciones (ver Apéndice A)

q=(({Sgn*(m,z,))). (5.69)
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astroto Ysormn)

(sortmaal). e

Si n es impar, tanto z, como zp.2 sbn dlsﬁntos de cero, slguiéndose de (5.69)-(5.71) que
q=q+(n-1)Q=q-Q=1, y de (5.61)-(5.63) que A1=1=43=1, es decir, las realizaciones
simétricas impares son estables cerca de 7=0. Por otro lado, si n es par z, y Za.2 tienen
una probabilidad finita de ser cero, por lo que g=1-P(z,=0), q+(n-1)Q=1 y q-Q=1-P(2,.2=0),
siguiéndose con esto que 21=1 y que AzA3 son proporcionales a -§, es decir, las
realizaciones simétricas pares son inestables atin cerca de 7=0. El resultado anterior
implica que las soluciones simétricas pares permanecen inestables para toda 7, en tanto
que las impares llegan a ser estables debajo de cierta temperatura, 0<7T,<1, dada por el
cambio de signo de As. Para encontrar dicha temperatura se empieza por igualar a cero
(5.63), obteniéndose

T, =1-(g-Q)=1-({tanh*(sm,z,..))). {5.72)

donde se ha hecho uso de (5.71). Haclendo el cambio de variable x=m./T,, se sigue que
(5.44) y (5.72) pueden ser escritos como

xT, = %((z,, tanh(xz, ))) (5.73)
y
T, = 1-{{tanh?(xz,.,)). ' (5.74)

Substituyendo T, en (5.73) se sigue la igualdad

x(1 - «tanhz (xz,., )»): -,17((2,, tanh(xz,))). (5.75)
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De esta forma al resolver (5 75) para x y posteriormente al sustituir su valor en (5.73) se
encuentra Tne Soluclones numéricas de estas ecuaciones arrojan los siguientes resultados
para n-3 57,9 '

N Tn
3 0.460
5 T 0385
7 "0.344
9. 0.317

Tabla 5-1. Soluciones numéricas a (5.73) para diferentes valores de n.

Conforme n—w, T,—0, es decir sélo las soluciones simétricas impares con n pequefia
permanecen estables.

5.6. REALIZACIONES ASIMETRICAS

Existen también realizaciones asimétricas estables, sin embargo su caracterizacién no
resulta del todo clara. Afortunadamente ha sido posible mostrar (por ensayo y error) que
dichas realizaciones permanecen estables solo para 0<7<0.452, justamente debajo de la
temperatura T=0.460, a la cual la realizacion simétrica para n=3 se vuelve inestable.
Incluso conforme la simetria decrece estas realizaciones pierden su estabilidad a una
temperatura cada vez menor.

5.7. CONCLUSIONES
La magnetizacién por espin estd dada por (5.20), ésta, corresponde a las ecuaciones de
campo promedio (para una revision completa ver Reif, 1965), esto es, el término de la

sumatoria corresponde a el campo interno en la posicién 7 de la red debido a los espines
vecinos. De esta forma, (5.20) puede ser escrita en la forma compacta como

{s,) =tanh(av,}, (5.76)
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donde

vi =%Z §rEr(s). (5.77)

Por otro lado, el espin s; es una variable aleatoria que adquiere los valores de +1y -1.y. -

coh promedio dado por (5.76), siguiéndose de manera facil que la probabllidad de adquirir
dichos valores esta dada por

d
5= +1 con probabilidad g(v,) ' (5.78)
-1 con probabllidad 1-g(v,)
donde
o()= (5.79)

1 +e'2‘”‘

La notacion (:=) en (5.78) dice que no se trata de una igualdad, sino de una regla
estadistica. A partir de (5.78) y (5.79) se observa claramente que si v=0, entonces el
espin s; tiene igual probabilidad de apuntar “hacia arriba” y “hacia abajo”. Esta situacion se
presenta de manera radical cuando T>1 (m=0), en este caso, es facil ver de (5.18) que el
campo interno en cada lugar i de la red es cero, no existiendo configuracién estable.
Cuando 0<7<1, empiezan a aparecer configuraciones en las que v; no se anula, y en las
que s; empieza a tener una probabilidad mayor de estar o no alineado con su campo
interno, méas aun, en el limite cuando f-»w (T-»0), g(vi}->1(0) si v>0 (vi<0), el espin tiene
la probabilidad de 1 de estar alineado o0 en direccidn opuesta a su campo interno,
siguiéndose de (5.25) y (5.76) que la magnetizacién por espin estd dada por

+1siv,>0
§:=4{0siv,=0, (5.80)
-1siv, <0
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donqe‘la l_lghaidéq ‘se slgue slempre que vz0, en tal situacion la regla en (5.80) es
ekacta'méﬁté ’Igﬁé‘lya la funcién de activacién G (ver ec.(1.4)). Es decir, a temperatura baja
el 'e'spln'en'el'rhodelo de Ising decide su orientacion en la misma forma que la neurona
decide su estado, en virtud de la correspondencia que existe entre campo interno en el
modelo de Ising y potencial interno en el modelo de neurona artificial. Este hecho, justifica
el suponer a la red de Hopfield como un arregio hipotético de espines, ya que permite
conocer en su totalidad los minimos locales estrictos de H (configuraciones estables en el
arreélo). situacién que seria practicamente imposible de inferir mediante el uso de la
condicién de minimo local estricto (ver Teo.2.2).

Por otro lado, cuando v=0 la Igualdad no se cumple en (5.80) y el significado es
completamente estadistico, el espin no tiene una orientacion definida, situacién que
contrasta con el modelo artificial de neurona donde siempre existe un estado definido.
Esto implica el considerar también las soluciones para las que v;s20, es decir, cuando un
numero parcial de espines se encuentran alineados con su campo interno y el resto no
tiene una orientacion definida, ya que dichas configuraciones son también atractores en la
red de Hopfield. Sin embargo, éstas ya no seran de importancia en la dinamica de la red
de Hopfield sl se introduce el modelo estocastico de MCculioh y Pitts (como se vera en el
proximo capltulo), por lo que, las configuraciones estables en e! arreglo hipotético de
espines seran los Unicos atractores en la red de Hopfield.
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Capitulo Seis

Modelo de Hopfield Estocastico

En el andlisis del capltulo anterior quedd de manifiesto la importancia de la mecénica
estadistica en el andlisis del modelo de Hopfield, ya que permite encontrar los minimos
locales estrictos de H, que tan importantes son en el comportamiento dindmico del
sistema. Sin embargo, la utilidad de la mecanica estadistica no queda ahi, es posible
obtener mejoras notables en el funcionamiento del sistema si se introduce una funcion de
activacién no determinista en el modelo de neurona artificial.

6.1. MODELO ESTOCASTICO DE MCCULLOCH Y PITTS

A nivel bioldgico la neurona emite sefiales con magnitud variable, existiendo retrasos en la
sinapsis, y fluctuaciones en la liberacién de las substancias transmisoras. Esto, puede
pensarse intuitivamente como la presencia de ruido interno (para una revision completa
ver Little, 1989), es decir, en realidad la funcién de activacién en la neurona es aleatoria.
Resulta légico pensar por el andlisis hecho con anterioridad, que la funcidn de activacion
sera modelada por la tanhx y la presencia de ruido en la neurona por 8. Por supuesto, el
pardmetro # no esta relacionado con la temperatura fisica, éste simplemente controla el
nivel de ruido en la neurona. Para fines préicticos y dentro del contexto de las redes
neuronales se define a T como la temperatura y a #como

1
ﬁs:’-_-, 6.1)

donde k ha sido suprimido, en virtud que T no se refiere a la temperatura flsica. Esta
analogia que es por conveniencia matematica en el modelo de Hopfield (ya que permite
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" sacar bal sistema de los estados espurios cuando 0.46<T<1), también permite simular la
presencia de ruido en circuitos neuronales (para una.revisién completa ver Denker, 1986;
" Graf et al.; 1986).

Entonces, el modelo de neurona artificial con funcion de activacién aleatoria, se
denominara modelo de Mcculloch y Pitts estocastico (para una revision completa ver
Amari, 1990; Peretto, 1984). Asi, el estado de la neurona evolucionara en el tiempo a
través de promedios,

6.2. MODELO DE HOPFIELD ESTOCASTICO

E! modelo estocastico de MCculloh y Pitts, serd de utilidad en el modelo de Hopfield
slempre que se garantice la convergencia del sistema a los estados estables.
Efectivamente esto sucede, desafortunadamente una demostracién formal esta fuera del
alcance de este trabajo, por lo que solo se supone que sucede y se demuestra mediante
algunas simulaciones en el siguiente capitulo. .

6.2.1. Interpretacion de los resultados

En el intervalo de temperatura 0.46<7<1 solo son estables los estados de Mattis, éstos
mantienen una correlacién finita con los patrones almacenados, situacién que resulta
evidente cuando se hace el cambio de variable 7=&'s; en (5.41). Asl, {(n)=m, siguiéndose
de manera clara que el factor de correlacién es m y que el estado del sistema es el
analogo al del ferromagnetismo. La solucibn numérica a (5.40) arroja el siguiente
resultado para m que puede apreciarse en la grafica de la fig.6-1, para el intervalo 0<7<1.
De la figura se observa que para T=0.47, m=0.97, siguiéndose asl de (5.78) que la
probabllidad de que s=¢&/ es aproximadamente 0.98, es decir, solo el 2% las neuronas
tendra un estado diferente al del patrén almacenado (correlacion casi perfecta), existiendo
un total de configuraciones igual a la combinacién de N elementos tomados de 0.02N en
0.02N (ver ec.(2.11)) compatibles con el estado de Mattis. De esta forma, si 7=0.47, es
posible sacar al sistema de los estados espurios y ademas lograr que este converja a
conffguraclones con distancia de Hamming de'aproxlmadamente cero respecto a los
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patrones almacenados, asf, las mejoras que resultan de utilizar el modelo estocastico son
notables. : w T

0.8

06 E Figura = 6-1. Solucién = numérica - a. la
. ec.(5.40) para el Intervalo 0<T<1,
0.4 :

0.2

-0 0.2 047 06 0.8 1

Sin embargo, el tomar una de las configuraciones compatibles con el estado estable en la
convergencia del sistema, resulta en una gran inversién de tiempo para un algoritmo de
cémputo que desee implementar el modelo de Hopfield estocastico, por lo que en la
convergencia y aun para T>0, se supondra una correlacién perfecta con el estado estable,
es decir, solo una configuracion posible. En el caso de los estados de Mattis, esta sera
precisamente el patron aimacenado. Esta interpretacion, no requiere un excesivo esfuerzo
computacional, y resulta de mayor utilidad en el modelo de Hopfield.




Capitulo Siete

Resultados y Conclusiones

7.4. IMPLEMENTACION DEL MODELO DE HOPFIELD

A continuacién se mencionan los pasos que deben seguirse en la implementacion del
modelo de Hopfield (para una revision completa del algoritmo, ver el Apéndice B)

1. Almacenamiento. La etapa de almacenamiento se lleva a cabo haciendo uso de la
regla de Hebb (ver ec.(3.10)).

2. Recuperacién. Se verifica que los patrones previamente almacenados sean
minimos locales estrictos de H (ver Teo.2.2), si lo son, la recuperacion es perfecta,
en caso contrario se dird que es imperfecta.

3. Reconstruccién. Se presenta a la red al tiempo =0 un nuevo patrén x; diferente a
los patrones almacenados &, se aplica entonces, de manera iterativa la regla
determinista en (2.30) (funcionamiento asincrono) hasta que el sistema converja a
una configuracién estable. Si el sistema- converge al patron almacenado que en

- distancia de Hamming es mas cercano a x; existe la reconstruccion, en cualquier
otro caso no existe. En el caso del modelo estocastico, solo se cambia la regla
determinista por la funcién de activacién estadistica en (5.20) para un valor de T
fijo.

Dentro de las aplicaciones mas comunes de la red de Hopfield, se encuentra la de la
recuperacion y reconstruccion de imagenes. En este caso, los patrones a almacenar son
imagenes binarias, y los patrones presentados a la red en la etapa de reconstruccion
seran versiones incompletas o contaminadas con ruido (como se vera a continuacién) de
las imagenes almacenadas. Con el objeto de mostrar dicha aplicacion, se almacena en
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una red- de Hopflield de 4800 (para un nOmero mayor de neuronas, la etapa de
reconstruqclén se vuelve demasiado lenta, tan solo en este caso, la recuperacion por
: patrbn llevé un total de 24hrs., en una pc con velocidad de procesamiento de 1GHz y

256MB de memoria ram) neuronas el conjunto de imagenes que se muestra en [a fig.7-1.

Figura 7-1. Patrones almacenados en una red de Hopfield de 4800 neuronas. Las imagenes que se
muestran, son imagenes de fractales reconstruidos sobre una malla binaria de 60X80 plixeles.
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Cada pixel en la imagen es asociada con el estado de una neurona en la red.

Especificamente, el pixel negro representa el estado inhibido en la neurona y el blanco el

de excitado. La energia correspondiente a cada uno de los patrones se muestra en la

tabla 7-1.

Patrén1

Patrén 2

Patrén3 } Patrén4 | Patrén 5

Patrén 6

Patrén7

H

-2548.1

-2545.2

-2483.4

-2577.7 -2729.0

-2625.9

-2469.8

Tabla 7-1. Valor de H correspondien

FALLA DE CHiGEN
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te a los patrones almacenados en memoria.
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La etapa de recuperacion se sigui6 de manera perfecta. Por otro lado, la etapa de
reconstruccién se probé al presentar a la red los siguientes patrones (referirse a la fig.7-2)

(1) El Patron 7 contaminado con ruido aleatorio uniforme en un 30%, es decir, 30% de
los pixeles fueron cambiados de manera aleatoria.

(2) Una versién incompleta del estado espurio que resulta de la mezcla simétrica de
los patrones 1,2,3 (3% de los pixeles fueron cambiados de blanco a negro en la
parte superior de la imagen).

(3) Una versién incompleta del estado espurio anterior (16.5% de los pixeles fueron
cambiados de blanco a negro en la parte superior e inferior de la imagen).

Con el modelo de Hopfield determinista se obtuvieron los resultados sigulentes

1| Patrén1 | Patrén 2 | Patrén 3 | Patrén4 | Patrén 5 | Patrén 6 | Patrén7

dHuwi |7 2364 .| 2380 2350.4 2244 2351 2369 1440

dHgin |- 12382 - 2338 2365 2050 2249 2241 [}

«:2: 7| Patrén 1| Patrén 2 | Patrén 3 | Patrdn4 | Patrén 5 | Patrén6 Patrén 7 | Espurio

AHuw | 71107 ..~ 889 . 1442 233 1966 2244 2349 130

dHpa | 1091 813 1394 2273 2062 2354 2321 0

3 - | Patrén1 | Patrén 2 | Patrén3 | Patrén 4 | Patrén 5 | Patrén 6 | Patrén 7 | Espurio

dH i 1390 1382 1599 2458 1477 1739 2038 ™

dHp, 1404 1414 1437 2508 1105 1397 2174 957

Tabla 7-2. Distancia de Hamming de los patrones presentados a la red con respecto a los patrones
almacenados. En la tabla se muestra la distancia respecto a la configuracion inicial (dH), y la distancia
respecto a la configuracion final {(dHs,), que es obtenida una vez que el sistema converge.

De los resultados anteriores, se observa que en (1) existe reconstruccion, en virtud de que
el sistema converge hacia el patrén almacenado con el que mantiene la menor distancia
de Hamming. Por ofro lado, en (2) y (3) no existe reconstruccion, ya que el sistema
converge hacia estados espurios. En particular, de (2) y (3) se sigue que si el sistema
Inicla muy cerca de un estado espurio, este converge hacia él (ver figs.7-2 y 7-3), esto se
debe, a que los estados espurios tienen un valor de H mayor que el de los patrones
almacenados, en consecuencia su dominio de atraccién es menor.
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En la fig.7-2 se muestra de manera grafica la evolucién del sistema en la fase de
reconstruccién, y en la fig.7-3 el comportamiento de H, se observa como H es una funcién
estrictamente decreciente del vector de estado (que concuerda con el analisis del capitulo
2), y también que los estados espurios poseen un valor de H mayor que el de los patrones
almacenados.

Figura 7-2. Etapa de reconstruccién en la el modelo de Hopfield determinista. Las imagenes a la izquierda
representan el estado inicial del sistema, las del centro un estado intermedio y las de la derecha el estado
final.
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Figura 7-3. Comportamiento de H en la etapa de reconstruccion del modelo de Hopfield determinista. En la
figura también se muestra el valor inicial de H (Hi) y su valor final (Hp,).
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Por otro lado, aplicando el modelo de Hopfield estocastico con valor de 7=0.47, se
obtuvieron los resultados que se muestran en la fig.7-4.

Figura 7-4. Etapa de reconstruccion con el modelo de Hopfield estocastico, se observa como el sistema
converge solo hacia los patrones almacenados en memoria.
La reconstruccion se llevé a cabo solo sobre (2) y (3). Es facil ver, que los estados
espurios ya no son estables, y que el sistema solo converge hacia patrones almacenados.
No obstante, las notables mejoras que resultan al adoptar este modelo, de ia tabla 7-2, y
las figs.7-1 y 7-4 es posible verificar que sigue sin existir reconstruccion para (3).

7.2. CONCLUSIONES

El modelo de Hopfield basa su andlisis en el almacenamiento de patrones aleatorios, en
los que cada elemento (estado de la i-ésima neurona) de los patrones almacenados es
una variable aleatoria que adquiere con igual probabilidad los valores de +1 y -1, ademas
de no estar correlacionada con ningtn otro elemento del conjunto (ver ecs. (3.1) y (3.2))
Esto implica, que la correlacién entre el mismo elemento en patrones diferentes es cero,
es declr, (&) para u#vy para toda j.

El suponer e! almacenamiento de patrones aleatorios, no solo es por conveniencia
matematica, también permite obtener condiciones funcionamiento generales, por ejemplo,
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una capacidad de almacenamiento maxima pma=N/4InN (ver ec.(3.25)), un factor de ruido
T=0.47 en el modelo estocéstico, con el que las Unicas configuraciones estables seran los
patrones almacenados. Sin embargo, ¢cuando son aplicables los resultados anteriores a
una realizacion particular de patrones?, como en e! caso presente. Aln en esta situacion,
es posible darle un sentido estad(stico al problema, como se ve a continuacién. Con este
fin, definase

1 ‘v
T =NIZ_;¢,’ & . 7.1

El factor r,.. asi definido, trae la idea de correlacién entre patrones almacenados, ya que si
=0, entonces el nimero de elementos en que difleren £ y £, es igual a N/2 (patrones
no correlacionados), ademas de (7.1), es claro que |r,,/<1, asl, conforme r,—»1, existird
una correlacién positiva perfecta entre los patrones, y cuando r,,—-1, la correlacion sera
perfectamente negativa (el patron y su configuracién simétrica). Observe, que (7.1) es
simplemente el producto punto normalizado entre los patrones £ y E", por lo que se
concluye que no habra correlacién entre patrones si es almacenado un conjunto ortogonal
de ellos.

Por otro lado, la correlacion tiene repercusiones importantes en la condicién de minimo
local y en el valor de H. Para observar dicho efecto, se empieza por rescribir (3.14) en
términos de r;,.

gl = (N’;p)'*‘Zflvﬂ'ruv - (7.2)

De (7.2), se sigue que el peor caso se obtiene cuando todos los términos en la sumatoria
son negativos y el mejor cuando todos son positivos. De esta forma, es posible acotar el
producto £, entre los valores

(%)—a, s&vy s(N,;p)m,, (7.3)
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donde

a, = er‘,,
prrd

(7.4)

es la suma de los valores absolutos de la correlacién del wésimo patron con los patrones

restanteé. De (7.3) se sigue que E¥ sera un minimo local de H si se cumple que

N{-a,)>p.

(7.5)

Si la correlacién entre patrones es grande, (7.5) podria no satisfacerse, pero atin con una

A —%[(1+a,)—%]sH s—%[ﬁ—a,)—%].

" correlacién pequefia podria incumplirse, si el nimero de patrones es grande. Por otro
lado, de (7.3) se sigue que el valor de H esta contenido en el intervalo

(7.6)

En el limite cuando a.—0, H—»-N/2(1-pIN), si p/N=0, H-»-N/2, siguiéndose de conformidad
los resultados obténidos en el capitulo 5 (ver ecs. (5.30) y (5.34)), en tanto, si p/N—1

(H—0), asl, los patrones Iran perdiendo su dominio de atraccién, ademas de que

seguramente habré configuraciones estables con mayor valor de H y el sistema perdera

su funcionalidad en la etapa de reconstruccién. Cuando a,#0, el valor de H estara

contenido en una vecindad con centro en -N/2, donde el tamano de dicha vecindad la

determina a,, asi, a mayor a,, mayor sera el intervalo en que H puede variar respecto de -

N/2, lo que repercute aumentando o disminuyendo su dominio de atraccion. De (7.6),

tambien se observa que si a,21, ya no sera posible garantizar la estabilidad del patron, en

virtud que H podrla ser positiva (ver Teo.2.2). A continuacién, se muestra en la tabla 7-3,

el valor de a,, para las imagenes de la fig.7-1.

Patrén1

Patrén 2

Patrén 3

Patrén 4

Patréns

Patrdén 6

Patrén 7

04379

0.4698

0.3442

0.5804

0.7892

0.5858

0.3229

bla 7-3. Va

or de @ correspondiente a los patrones almacenados en memoria.
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De las tablas 741 y 7—3. se sigue que el mayor desplazamiento de H con respecto a -N/2
correSbbﬁde a e el ‘batrén 5, que posee también el mayor valor de a, y el menor
despléiamlento a el patrén 7, que posee el menor valor de a. Sin embargo, esto no quiere

- decir que slempre se cumpla, basta con observar que el desplazamiento de H en el patrén
1 es mayor que el de 2, a pesar de que az>ay, para saber exactamente cual sera el
desplazamiento de H para el wésimo patrén, es necesario conocer la correlacién que
existe entre el i-ésimo elemento (neurona) de dicho patrén y el i-ésimo elemento de los
demas patrones almacenados (ver ec.(7.2)).

En todos los patrones, resulta claro que el desplazamiento de H fue hacia la izquierda de
la vecindad, lo que les permite tener un dominio de atraccidon mayor, siendo mas
beneficiado el patrén 5, situacion que se ve reflejada en la fig.7-2. Con la finalidad de
mostrar que el patrén 5 tiene el mayor dominio de atraccion, se generaron 1000 patrones
de manera aleatoria, tal que la distancia de Hamming con respecto a los patrones
almacenados no excediese el valor de N/2, esto con ia finalidad de evitar en lo posible
que el sistema converja hacia configuraciones simétricas. En la fig.7-5 se muestra la
frecuencia con que la distancia de Hamming de los patrones almacenados respecto a los
patrones generados fue minima.

Después de aplicar el modelo estocastico de Hopfield con 7=0.47, se observaron los
resultados que se muestran en la fig.7-6. Es claro que el sistema no siempre converge al
patron almacenado que esta a menor distancia de Hamming del patrdn inicial, de hecho
existe una preferencia el sistema por ir hacia el patrén 5. Esto limita la reconstruccion en
el modelo de Hopfield.

Del analisis anterior, resulta claro que el limite en la capacidad de almacenamiento y la
poca correlacion entre patrones almacenados son condiciones necesarias pero no
suficientes, deben darse al mismo tiempo para garantizar el correcto funcionamiento de ia
red de Hopfield como memoria asociativa, si esto se satisface, el analisis teérico hecho
para patrones aleatorios ser4 valido para una realizacion particular de patrones. La
necesidad de la poca correlacion (pseudo ortogonalidad) entre patrones almacenados es
consecuencia directa de la regla de Hebb (ver ec.(3.10)) utilizada en el célculo de los
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pesos  sinapticos, y es lo que hace el andlisis teérico con patrones aleatorios lo

suficientemente robusto como para obtener condiciones de funcionamiento generales.
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Figura 7-5. Frecuencia con
la distancia de Hamming de
los 'patrones almacenados
respecto a los patrones
generados es minima.

Figura 7-8. Resultados
obtenidos en la etapa de
reconstruccion.
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Existen variaciones en la regla de Hebb, que permiten obtener buenos resultados con
patrones correlacionados (para una revisién completa ver Personnaz et al.,, 1985) y
altamente correlacionados (para una revisién completa ver Cortes et al., 1987; Krogh et
al., 1988; Parga et al., 1986; Gutfreund, 1988), sin embargo, todas coinciden en que el
limite en la capacidad de almacenamiento sea p/N=0, lo que implica necesariamente el
uso de redes con un gran nimero de neuronas para poder tener un nimero de patrones
almacenados considerable y no solo unos cuantos. Por supuesto, esto hace que la
herramienta de la mecénica estadistica sea la adecuada en el desarrollo tedrico de estos
sistemas, en vitud que estd disefiada para predecir el comportamiento de sistemas
formados por una gran cantidad de individuos. Sin embargo, esto no es de utilidad en la
construccidn de maquinas inteligentes, ya que el espacio que ocupa cada procesador
(neurona) en un integrado es considerable. Asi, mientras el avance en el anadlisis teodrico
pueda parecer prometedor, la implementacion fisica de tales computadoras es
desalentadora. Cabe mencionar, que este problema no es propio de la red de Hopfield,
sino de la teoria de las redes neuronales en su conjunto.

Existen dos limitantes exclusivas en el modelo de Hopfield, la primera de ellas resulta
bastante logica, y es que debido a que 1a neurona solo adquiere dos estados, su uso solo
se limita al caso patrones binarios (en el caso particular de imagenes, solo permite dos
colores). Sin embargo, esta puede ser resuelta si se utiliza el modelo de Hopfield continuo
(para una revision completa ver Grossberg, 1990). La segunda de ellas, se debe a que la
reconstruccion de patrones en la red de Hopfield, se limita a el caso de versiones
incompletas o contaminadas con ruido aleatorio, en las que es posible tener un control
absoluto de la distancia de Hamming, sin embargo, e! cerebro humano también es capaz
de reconstruir imagenes a partir de rotaciones, homotecias, etc., situaciones con las que
la red de Hopfield no tiene control. Existe otra teoria, que es capaz de solucionar dicho
problema y que encuentra sus bases en el apartado de la fisica conocido como
sinergética, esta se conoce con el nombre de computacién sinergética (para una
revision completa ver Hakken, 1991).
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Apéndice A

A.1. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Sea {&/|(u,)=1,2,...,n} un conjunto de variables aleatorias independientes con distribucion
de probabilidad

Plr}= Hp Er), (A1)
donde
oler)= %’5(5/' -1+ %5({," 1). (A2)

Definiendo x como el nimero de &'=1, se sigue que el nimero de &'=-1 es Igual a n-x, lo
que permite definir la distribucion de probabilidad (A.1) como una binomial

Parx,n)= (z )w" -y, (A.3)

donde x es una variable aleatoria que adquiere los valores de {1,2,...,n}, y donde a=1/2.
De aqui en adelante cualquier promedio que se lleve a cabo sobre ias distribuciones
(A.1)-(A.3) sera denotado por ( ).
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A.2. FUNCIONES SOBRE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Cualquler funcién sobre el conjunto {&/} escrita en términos de x, es una variable aleatoria
con distribucién binomial dada por (A.3). Tal es el caso de la suma y el producto

y= cU;f (A.4)
z=Y¢r, (A.5)
ud

donde ¢ es una constante.

A.2.1. Producto
La variable aleatoria y se escribe en términos de x com‘o'
y =t (1) =e(-1y, ' (A8)

Sin embargo, resulta mas simple calcular. su promedio y varianza a partir de (A.1) y (A.2)

()= «CI;JI §:; >> =T{(er))=0 A7)

()= <<(°I;I ¢ Jz>> =c?, (A8)

Ademads, un conjunto {y} de variables aleatorias es independiente, si sus elementos
difieren al menos en una componente. Para ilustrar de manera sencilla esta aseveracion,
supbngase que se tienen las variables aleatorias y3,y2, tal que

vy =cglgs (A.9)
Y2 = GE\EE!, (A.10)
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slguléndose con esto que

«y Y2 » f«(‘?afl"flz;ls Xcz'fl'glsz )» = Cgcz«'f/:‘:l‘» =0 ' (A11)

concluyendo asi, que la covarianza entre . estas : variables  es cero, por lo ‘que son

independientes.

A.2.2. Suma
La varlable z es escrita en términos de x como .
- z=‘x‘—(n—x)=v2x—n. (A.12)

tamblén, para esta variable resuita sencillo calcular su promedio y varianza a partir de
(A1) y (A2)

) ((Z» = «2_:,6;" » - %{(ﬁ”)) =0 | (A13)
(=)= <<(Z & J>> = <<§§¢:"§7 >> = e 3 ((ren)=n. a4

(ud et}

Esta variable, también puede ser representada por una suma sobre un conjunto {y} de
variables aleatorias independientes, en este caso se sigue de manera sencilla que el
promedio es cero y la varianza igual a c®n. Esta situacién se presenta en (3.10) y (3.18),
donde

Wy = (1‘50)‘,1\725"@"

vo_gr ) v
Cr=-¢ 'ﬁzlzlflﬂff'fl '
sov Io
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sIguIé'n'doéne que la varlanza'para wy'es igual a p/IN? y para_Cj‘i (P-1)(N-1)/AR. EI conjunto

(A.15)

Homlehy - Moz J*dz

<[ZZ€I’€,"§ ZZ: &t J>>= . (A18)

para st ¥ htle:

Por otro lado, de (3.17) se tiene que
PlC; <)=1-Pos. (A7)

repreéenta la probabilidad de que la i-ésima neurona del w-&simo patron sea recuperada.
En tanto que la probabilidad de que los p patrones sean recuperados esta dada por

pPler}<)=TTPlcr <1)=0-P. )", (A.18)
#d
en virtud de que el conjunto {C/} es independiente.

A.2.3. Calculo de Momentos

Para calcular el tercer y cuarto momento de la variable z, es preferible utllizar la
distribucion binomial {(A.3) a partir del siguiente método

<<x<x—1>---(x-r»>=§(§]x(x—o~~(x-rw(1-m)"-* a19)

=2 o 1i(n e -er” (A.20)
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; g n
L= m’_"

.:-‘(1 a))" azi)

(A.22)

({xe= 1).’;:'.‘(; e

Al ha(/;er o

. ((x‘ 0= «x(x - 1)(" = 2)(x-3))+ 6((x*)) - 12((x?)) + 9((x)) (A.29)
| «x‘ U B 7'7(;"; o2 +6n{n—1Xn - 2)e® + n(n - 1) n-2Yn - 3)o* . (A.30)
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Tomando en cuenta que a=1/2, se sigue que

{(x))= % (A.31),
: (A32)
(A;33)

(A.34)

2xn+6xn* = %) (A.35)
(A36)
(A37)

- F(A,gg) :

‘_x-o

s (A.40‘)7

= 16(( )) 32n«x ))+24n ( x’» an°((x))+n i
=16ﬁ(n +6n? +3n—2)—32n?(n+3)+24n (n+1) 8n? —+n (A.41)
((z‘» =n(3n-2). ‘ (A.42)

A.3. ECUACIONES DE PUNTO SILLA
Para resolver la ec.(5.15) se utiliza el método de steepest descent, que es utilizado
principalmente en el caso de funciones complejas analiticas. Para aplicar este método, es

necesario cumplir con las condiciones de Debye, siendo satisfechas siempre que
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oF
W(p,m,,); 0. (A.43)

Para £ fija, en virtud que F es una funcién de variable real. Expandiendo en series de
Taylor F alrededor de mg y tomando en consideracion (A.43), se obtiene que

F(B.m)= F(B.mo)+ Hf(5.m)+Ofm3), (A44)

donde la funcién hessiana Hf(3,my) esta dada por

1.« 3°F(B, Y e
Hf(ﬂ,mo)=.iﬂz;—-é;(_%n%'—)(m‘ -mgYm* - my). (A.45)

En el limite de N—w la integral en (5.15) es dominada por los puntos cercanos a mo, por
lo que una buena aproximacién para F resulta del truncar la serie en (A.44) hasta el
término cuadratico, en este caso mg recibe el nombre de punto silla y (A.43) ecuacién de
punto silla, donde el término proviene del comportamiento de las funciones cuadraticas.
En particular si F(8,mo) es un minimo local, la integral serd dominada por este punto, en
virtud de que los términos de mayor valor desaparecen rapidamente con la exponencial,
siguléndose con esto, que F(8,m) puede aproximarse mediante la funcién cuadratica

F(B.m)= F(ﬂ.mu)+—;-(m -m,¥, (A.46)

que claramente posee un minimo local en mg. Substituyendo (A.46) en (5.15) se obtiene
que

2 . -
Z= (%)F e MFmI] ,_[dm"e'e’!(m il _ gomtom), (A.47)
H oo
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A.4. REALIZACIONES SIMETRICAS (ANALSIS A BAJA TEMPERATURA)

Para oblener la expresion para las ecs.(5.52) y (5.53), se procede de la siguiente manera

((tznl))=<< [ 1+z[— (92 e ]]>> na8)

donde se han utilizado las sigulentes deﬂnlclones para Ia transformada de Fourler y su
Inversa

v(0)= Jy(z Yot o (A49)

( n) == (A.50)

De (A.49) se tiene con facilidad que Ia transformada de Fourier para la funcién escaléon
unltario u(z,.)[4]. esté dada por 1/]0 por Io que de (A.48) y (A.50) se sigue que

((lznl)) = ((Zn[—1+2U(z,.)]))- (A51)

Luego, de la definicion de escalén unitario obtiene que

z, si z,>0
z,[-1+2u(z,)]={ 0 si z,=0 =z, (A.52)
-z, sl z,<0

concluyendo asl, que la igualdad se cumple en (A.48).

Desarrollando (A.48) se sigue que

{{12a1)) =~z ))+<< [ {da 'w~]>> 2”" :d" [ ]Z‘o( },/v(zx-n) (A.53)
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y que fzm. ec. (5 56).
slgulente Identldad

(A.56)’

Con esto; es posible es't':ribvl'r" Ci
S aken(2kY, (2kif2ke3
zfzps jf:kn = zuu (k ( 4(kx+ 1)2 )] 0 ) (A.57)
R 2% 2k +1 ' ‘
; fokez =Fax = 24»1( 1- ‘(Wk_-i-)zj] (A.58)

concluyendo asi con la demostracion.

Es claro que ambas secuencias, ecs.(5.55) y (5.56), tienen un limite comun conforme
k—»e0, Para calcular este limite se utiliza la férmula de Stirling

nl= 2z (n + 1" Pe ), (A.59)

dando, la forma asintética para my, con n par

_2-"( ] (2/nzr) (A.60)
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El valor limite para f, es entonces obtenido al sustituir (A.60) en (5.52)

imf, =~ V. ‘ (A.61)

|
n-ve

A.5. ANALISIS DE LAS VARIABLES Q,q

Se muestra a continuacién que la variable aleatoria Q es positiva para toda T<1. Para
esto, obsérvese la propiedad siguiente de z,

z,+2 =2x-n+2=2x-(n-2
n x

.62
z,-2 =2(n-x)-n-2=-2x+n-2=-[2x—(n-2)]=-(z, +2) ez

Luego, de (5.60) se tiene que
Q=((¢#¢" tanh*(gm,z, ))) . (A.83)

slguiéndose que Q puede ser expresada en términos de dos variables aleatorias
independientes

Q= ({(- 17" tanh® pm, [z,., + z,])), (A.64)
donde

Z,,= 2.8 =2x~(N-2) z,=¢"+& =2y -2, (A.65)

anpy

De (A.64) y (A.65) se sigue que

Q= 2'""5'3(" ; 2){22;(}2,](- 1% tanh? gm,[z,_, + z,]} (A.66)

x=0 y=0
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donde

v (.2 +2)s| x 2%

z+2I= ‘niegi

B ) (A.70)
~(zpa+2)si x <

(A71)

en virtud de que tanh2y=tanh2|y[. La funcién tanh?)y| es una funcién mondtona decreciente
en el intervalo (~0,0) y es monétona creciente en el intervalo (0,0}, por lo que se tienen las
propiedades siguientes:

o Si y1,y2€(~0,0)=>tanh?|y;|-tanh?|y,|>0¢s-y1+y2<0.
o Si y,y26(0,20)=>tanh?|yy|-tanh?|y,|>0cy;-y2>0.

De (A.70) y (A.71) se sigue que:

o Sl xe[0,{n-4}/2)=-~(Zr2+2)+242=-2<0.
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. Si xe({n-2}/2',h;2]f=_>(‘z;,§-r2:)-z,yz;=2>d.'j

Concluyéndose que si xe[O {n—4)/2)u -2)/2 n~2]=~Q>0 SI xe[(n-4}/2,(n-2}12]. existen dos
posibilidades, que n seé ar. o impar, sine par.’l_'l es de la forma 2k para k=1,2,.... ¥
de (A69)que o

ambos valores en el Intervalo xisten, siguiéndo!

(A.72)

En virtud de que Ié"COrr"z , k-1, Si n es impar, n es de la
forma 2k+1 para, k=1,2
B [(n-4)/2 (n-2)/2] De (A 69) se obtl : o particular que

(Zk 1][tanh ,Bm

tanh? gm,]=0, (A73)

concluyéndose asi, que la Q es positiva para toda 7<1.

La variable aleatoria q también puede expresarse en términos de z,2 ¥ z2, siguiéndose de
(A.66)-(A.68) que

2"'"2[ J{tanhz Az, + 2]+ tanh? pm, [z, ]}, (A.74)

x=0

con lo que se obtiene la expresion siguiente para la diferencia g-Q
g-Q= ((tanh’(ﬂm,,z 2 )» . (A.75)

Para obtener una expresién para la suma g+(n-1)Q, se procede de la siguiente manera.
Se define la variable aleatoria

D= %((z,f tanh’(pm,,z,,)» . (A.76)
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De la definicién de z, se sigue que

% _(Zf"-) _, :, 2256 =g n.

i et e,

Substituyendo (A.77) en (A.76) sé’bbt!en quev R

Za

= —-z((éﬂgv tanh’(ﬂ

n e

siguiéndose que

%«z: ianhé(ﬂn?nzn )» =q +(-1)Q.

))) «‘a"“’(ﬂ"’ ) =a+b-1a.

(A7)

(A.78)

(A79)
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Apéndice B

Se muestra a\' continuacién, el programa utilizado en la implementacion del modelo de
Hopfield, éste se realizé en Matlab en la version 6.1 R.12

% IMPLEMENTACTON DE LA RED NEURONAL'DE HOPFIELD

% DECLARIACION DE CONSTANTES

clear;

clf;

N=4800; % Numero de neuronas

p=7; % Numero de patrones almacenados

noisy=3; % Numero de patrones contaminados

Nx=60; ’

Ny=80;

L CAPTURA DE PATRONES DESDE UN ARCHIVO DE TEXTO —-==-==========

fid=fopen('pats.doc','r'); .
for mu=1:p
Ecsi{mu, :)=fscanf (fid, *%d', [1,N]); % Patrones a Almacenar
end
fclose (fid); -

fid=fopen('patsnl.doc','r');
for tap=l:noisy .

X(tap,:})=£fscanf(fid, '8d', [(1,N]); % Patrones Contaminados
end
fclose (fid);
%

% ETAPA DE ALMACENAMIENTO
W=0; i

for mu=1l:p RSP .
W=W+1/N* (Ecsi (mu, ;) ' “Ecsi (mu, 1) -eye (N)) ;

LR ETAPA DE RECUPERACION Y CALCULO DE H —=-—======-c-mmuan
countl=1; L ERS T ’
for mu=l:p
count=0;
Va (W*S(mu, :)*')'; .
H=-0.5*Ecsi(mu, :)*v'; |
for i=1:N vl
discm=V (i) *Ecsi (mu, 1);
1f O<disc ‘
count=count+l;

end

end

if count==N . ;
Atractor{countl)=mu;
countl=countl+l;

end Lo

79




end
% ETAPA DE RECONSTRUCCION

GARANA R RN AR Rtk A ® % * tMODELO DE HOPFIELD DETERMINISTA*A*w %kt ¥ ttsannbassnsn
fid=fopen('patsrd.doc’, 'w');
for tap=1l:noisy
Snew=X (tap,:)};
ord=randperm(N); !
ord={ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord, ord,ord ord,ord);
t=0; tau=l;
while t<N
Sold=Snew;
fprintf(fid, '%2d', Sold);
for i=1:N
if i==ord(tau)
Vnew({i)=W({i, :)*Sold';
if Vnew(i) *Sold(i)~=0 .
Snew (i)=hardlims{(Vnew(i));
else
Snew(i)=Sold(i);
end
else
Snew(i)=Sold(i);
end
end
dh=(Snew-Sold) * (Snew-Sold) ';
if dh==0
t=t+1;
else
t=0;
end
taus=tau+l;
end
hot (tap)}=tau;
end
fclose(fid); .
Gertaratasrireas*an s+ +MODELO DE HOPFIELD ESTOCASTICO**#%#4nwawastnunsssan
fid=fopen ('patsre.doc', 'w');
T=0.47;
beta=1/T:
for tap=l:noisy
Sold=X(tap,:);
Snewwtanh {beta*W*Sold')*;
dh= (Snew-Sold) * (Snew-Sold) *;
count=1;
while dh>=1e-006
Sold=Snew;
Sat=hardlims(Sold);
fprintf(fid, '%2d', Sat);
Snew=tanh (beta*W*Sold')*;
dh= (Snew-Sold) * (Snew-Sold) ';
count=scount+l;
end
end
fclose(fid);
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