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Introducción. 

En el mundo actual rodeado de grandes y recurrentes devaluaciones, crisis, riesgos e 

incertidumbre, los directivos financieros de las empresas se ven, no pocas veces, envueltos 

en las interrogantes: ¿Cómo evaluar las oportunidades de negocios que se les presentan?, 

¿Serán buenas o no?, ¿Se deben tomar o no?. Así, la evaluación y valoración de las 

oportunidades en los negocios se vuelve cada vez más indispensable, puesto que, en este 

mundo cambiante es muy arriesgado tomar decisiones sin un previo análisis. 

Usualmente, los estudios de proyectos de inversión que utilizan las herramientas tradi­

cionales de evaluación se desarrollan en un entorno económico estable, es decir, que han 

probado ser útiles en condiciones de certeza, que no consideran el riesgo ni la incertidum­

bre. En función de este nuevo entorno, se presenta el estudio de las opciones reales como 

un camino alternativo para la valoración de proyectos; dichas opciones nos otorgan el 

derecho u obligación para tomar una decisión en uno o más puntos en el futuro (por 

ejemplo, invertir o no invertir, vender o no vender). 

Lru; opciones reales son un tema poco estudiado en las universidades y que resulta hoy 

día una novedad en el ambiente empresarial, aún más, no existe una amplia bibliografía 

en castellano sobre este tema, que pueda facilitar su comprensión y aplicación, sobre todo 

cuándo las opciones están implícitas en las finanzas corporativas. 

Aunado a lo anterior, se debe considerar el hecho de que las opciones financieras 

tienen en nuestro país un escaso desarrollo basado principalmente en el desconocimiento 

de las mismas. Con todo y que el uso de opciones nos permite adoptar nuevas posiciones 

de negocio y proporciona un camino adecuado para afrontar y solucionar los problemas 

comunes de las finanzas corporativas. Por otra parte, esta flexibilidad financiera está cons­

tituida por la evaluación, selección de inversiones y la valoración de fuentes financieras. 



PAGINACION 
DISCONTINUA 



2 

Actualmente, en la práctica cada vez adquiere más adeptos y Ja Teoría de Valoración de 

Opciones Financieras y, en particular, de las Opciones Reales ha adquirido una relevancia 

significativa como herramientas fundamentales para la toma de decisiones. 

Por todo lo anterior este trabajo tiene como propósito, dar a conocer la teoría de 

las opciones financieras, sus conceptos más importantes y los modelos de valoración que 

utilizan para poder aplicarlos al estudio concreto de las opciones reales, en el ambiente 

práctico y específico de la exploració!l petrolera. En el cual, se pueden citar casos en los 

que se han detenido esfuerzos de exploración porque sus estimaciones de la cantidad de 

petróleo en la tierra y /o de los rasgos geológicos de las reservas de petróleo no presentan 

un buen panorama en cuanto a ganancias. 

Es así que, las compañías -en este caso las petroleras- deben buscar estrategias que 

les permitan mantener un nivel de producción a pesar de ciertas contingencias. La óptima 

creación, diseño e instrumentación de las mis1nas da la posibilidad de generar un mayor 

valor para competir en este entorno globalizador y continuamente cambiante. 

Por todo ello, el objetivo principal "de esta:tesis" es desarrollar un modelo unifactorial 

mediante el cual y, de m~nera fo~~al, ~~ ~s'W;i~zca el usó de las opciones reales¡ esperando 

que las descripciones y apli~~iories:sobr~<~Í terna sean de utilidad cotidiana para la 

generalidad de illve~sio~i~,t!l.S; , P~ro, -pruti~ular~ente en· la industria de extracción de 

recursos y de energíii~ Enfociídós-aesas indu5irias deséamos mostrar la utilidad y eficiencia 

que tiene este modelo en la exploración del petróleo. 

Este trabajo se ha organizado en tres partes, la primera de ellas (primero, segundo 

y tercer capítulo), tiene corno finalidad mostrar la teoría de las opciones financieras, 

la importancia que tienen tanto Ja fórmula desarrollada por Black & Scholes como la 

metodología de los árboles binomiales en la valoración de dichas opciones. 

Cabe mencionar que en este trabajo me limito a estudiar las estrategias de cobertura 

simples con opciones, no se considera el estudio de las estrategias de cobertura avanzadas, 

ni los instrumentos sintéticos que con las opciones se pueden elaborar, ya que estos temas 

requieren de un conocimiento total y exacto del mercado de instrumentos financieros 

derivados, y que no es el objetivo de este trabajo. 
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La segunda parte (capítulo cuarto), tiene como objetivo mostrar el potencial de las 

opciones reales, como un camino alterno de valoración de proyectos. Cabe resaltar que las 

opciones reales no son una herramienta separada, sino un complemento a las herramientas 

actuales de valoración de proyectos de inversión, que ayuda a tener una mejor visión 

estratégica. También nos presenta a la incertidumbre como generadora de oportunidades 

de negocio y de inversión poniendo un ejemplo en la refinería y extracción de crudo. En 

el apartado se setialan y analizan cinco procesos de solución con las opciones reales. 

En la tercera parte (quinto y sexto capítulo), se presenta el desarrollo del modelo de 

opciones reales para evaluar las inversiones en explotación de recursos naturales cuando 

se toma de manera conjunta el precio y la incertidumbre técnico-geológica. Por un lado, 

el riesgo en el precio se refiere al valor de salida en el mercado mientras que el riesgo 

técnico-geológico se aplica a las reservas, inversiones en desarrollo y estructura de costes. 

Los movimientos brownianos en tiempo continuo son empleados para modelar los procesos 

con incertidumbre suponiendo que los precios de salida futuros de mercado se modelan de 

¡•si a manera, y un nivel de riesgo técnico-geológico declinante simula el comportamiento 

de las inversiones en exploración cuando éstas son llevadas a cabo. En el caso de encontrar 

un yacimiento económicamente factible, hay una fase de investigación en desarrollo, que es 

seguido por una fase de extracción. Todas las fases son optimizadas de manera contingente 

"n presencia de las incertidumbres antes mencionadas. 

Los modelos actuales sólo consideran el riesgo en el precio de mercado pero, no otros 

faC'lorps que intervienen de manera decisiva en la producción del recurso. Este tipo de 

111odclos son sencillos y eficientes cuando hay un mercado de futuros, incluso si hay un 

portafolios el" activos que son negociados de manera perfectamente correlacionada con 

los predos spot del recurso pero, si fallan estas premisas la modelización no es adecuada. 

El modelo que aquí presentamos tiene la virtud de mantener una estructura simple al 

C'olapsar el precio del recurso y la incertidumbre técnico-geológica a manera ele tratamiento 

unifactorial. 

El modelo originado por Eduardo Schwartz agrega, a la literatura creciente de opciones 

TESlS í:ON 
VALLA DE 0hiGEN 
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reales, un elemento importante para proponer evaluación de inversiones bajo incertidum­

bre. La diferencia fundamental con la que se ha desarrollado esta tesis es que, E. Schwartz 

ha considerado un modelo con fuentes de incertidumbre independientes de manera proba­

bilista mientras que aquí se explora, por vez primera, la eventual dependencia probabilista 

de ambas en la variable colapsada. Existen muchas referencias del tema: Majd y Pindyck 

([Ma-Pi] HJ89) quienes incluyen el efecto de la curva de aprendizaje que considera la pro­

ducción acumulada que reduce los costes unitarios, Trigeorgis ([Tr2] 1993) que combina 

las opciones reales y sus interacciones con la flexibilidad financiera, McDonald y Siegel 

([l\lc-Si] 1086) y l\lajd y Pindyck ([Ma-Pi] l!l87) quienes optimizan la tasa de inversión, 

y lle y Pindyck ([He-Pi] HJ!J2) y Cortazar y Schwartz ([Co-Sc] 19!J3) quienes determi­

nan dos variables de control óptimas. Otros autores han analizado la incertidumbre de 

muchos activos subyacentes, incluyendo las tasas de intercambio (Dixit ([Di] l!J89)), los 

costes (Pinclyck ([Pi] l!J!J3)) y los recursos. Finalmente, muchos tipos de recursos han sido 

modelados usando este tipo de ideas, incluyendo las inversiones en recursos naturales, la 

adopción de nuevas tecnologías medioambientales, y las opciones estratégicas y competi­

tivas {Trigeorgis ([Tr3] l!J96, [Tr4] 2000), 13rennan y Trigeorgis ([Br-Tr] 2000), y Dixit y 

Pindyck ([Di-Py] l!J94)). 

Al final de esta última parte {capítulo 6), he considerado adecuado agregar la descrip­

ción de algunos métodos numéricos y la importancia que tienen resolviendo problemas 

con opciones reales, presentando un caso-proyecto, con la opción de invertir en el futuro 

dependiente de un precio con rendimiento estoe<\st.ico y, en base a este planteamiento se 

analizan los valores resultantes para cada caso {simulación, árboles binomiales y diferen­

cias finitas) los cuales, llevan a interesantes conclusiones. 

TESIS roN 
~ALLA DE uhlGEN 
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Capítulo 1 

Posiciones y Estrategias de 

Inversión. 

El tiltimo decenio ha sido testigo de un crecimiento impresionante de los llamados mer­

cados financieros secundarios o de der-ivados, no sólo en cuanto a volumen, sino también 

en cuanto a la diversidad de los productos que en ellos se negocian. 

La matemática que se precisa para el correcto mauejo de los nuevos instrumentos 

Hnancieros es avanzada y 1uuy rica. ~lás aún, la$ innovaciones pennancutcs de estos 

men·ados requieren de una nueva 111atenuitica dando así lugar a 1111 nuevo ca1npo de 

i11\·c·stigació11. 

El objetivo de c•ste capítulo es describir los aspectos b;\sicos de las matemáticas de 

los prudnctos drrivados y, particularmente, de los contratos de opciones. Aquí se analiza 

t antn <'l fnndame11to rconómico de los modelos usados como la matenuitica que se requiere 

p«ra su awilisis, aunque pondremos énfasis en el proceso de modelización. 

1.1 Historia y Desarrollo de las Opciones. 

Las opciones, históricamente, surgieron como un contrato para cubrir el riesgo sobre 

un cargamento fletado, como especulación sobre el precio de las cosechas, etc. Tocios 

estos contratos se realizaban entre dos partes sin la necesidad de acudir a ningún tipo de 

7 



8 

mercado intervenido por un mediador que regulase las características del mismo, sino que 

se acomodaba a las necesidades de cada uno que quedaban plasmadas en las cláusulas 

de un contrato. Este tipo de mercado llamado over the counler ( OTC), que se traduce 

como "no organizado", es utilizado en la actualidad por muchas instituciones financieras 

para cubrir riesgos sobre tipos de interés o sobre rentabilidad en sus productos como por 

ejemplo, fondos de inversión. Lns ventajas de esta modalidad, son muchas y derivan de 

la libertad entre las partes de fijar las condiciones del contrato. Sin embargo este tipo de 

mercado tiene grandes limitaciones debido a la esc11Sa liquidez , ya que su posible venta 

es complicada y, normalmente, hru;ta su vencimiento no se puede realizar el contrato. 

También presenta el inconveniente de que el comprador está asumiendo el riesgo de insol­

vencia del emisor del contrato de opción, sin ningt'm tipo de fondo o aval que respalde la 

operación. 

Por estos motivos durante el siglo XX, específicamente en los arios 70, comienzan a 

aparecer los primeros mercados organizados siendo el pionero el Chicago Board Options 

Exchange que comenzó regulando el intercambio de opciones sobre valores bursátiles. 

Desde esta fecha hasta nuestros días han ido apareciendo mercados similares en todos los 

países desarrollados. 

Actualmente en nuestro país existen lugares especializados para el manejo de las op­

ciones en sus diferentes facetas y cuya información acerca de cómo establecer este tipo 

de contratos la podemos obtener en una manera sencilla a través de diferentes sitios en 

Internet 1 . 

1. 2 Planteamiento 

Es septiembre; para finales de año vislumbra la posibilidad de participar en un negocio. 

Esta participación requerirá liquidez por su parte y usted se plantea conseguir esa liquidez 

rnnvirtiendo la cartera de acciones de PEMEX que posee. En principio se le presentan 

dos alternativas. 

Una primera allcmativa consiste en liquidar su cartera ahora e invertir el total en 

1 lnformnción nuís co1npleta en el sitio web: http://www.mexdcr.eom.mx. 
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instrumentos de rentabilidad fija asegurada como Bonos del Ahorro Nacional (préstamos 

al Estado) con vencimiento en diciembre. Sin embargo, el mercado, más concretamente las 

acciones de PEMEX -aun cuando sean de alta rentabilidad-, manifiestan una volatilidad 

preocupante; es decir, su rentabilidad ha ido oscilando de manera ostensible alrededor de 

la renta media. Pero muy bien podría ocurrir que justo durante diciembre el precio de las 

acciones no fuese alto. De manera que la alternativa más rentable conlleva más riesgos. 

Lo que, ciertamente, no debe sorprender. Pero, ¿qué hacer? 

Podemos asegurarnos contra ese riesgo comprando opciones de venta u opciones pul. 

Dado qttc una opción pul sobro un cierto act.irn, como acciones de PEMEX, es un contrato 

que otorga a su comprador el derecho, pero no la obligación, a vender a un precio de 

ejercicio fijo, K, en una fecha de vencimiento2 , una acción de ese activo. La fecha de 

vencimiento sent en nuestro caso diciembre. De esta manera garantizamos un precio J( 

para nuestras acciones. 

Por supuesto, el derecho absoluto que supone una pul tiene un precio. En otros 

términos, el emisor de la put asume riesgos ajenos por una prima/precio. ¿A cuánto debe 

ascender el importe de esa prima? Si el precio es muy alto, al inversor -usted- no le 

compensaní, mientras que si el precio es muy bajo el emisor de la put asume un riesgo sin 

contrapartidas suficientes que le permitan cubrir el mismo. 

¿llay un precio de equilibrio en el que ambas partes estén de acuerdo'! Este es común 

como el problema de valoración. Y la respuesta es que sí. Es importante señalar que 

cualquier procedimiento que justifique el precio ele la prima debe llevar aparejado de 

algún modo la especificación de una estrategia de inversión (o al menos, la confirmación 

de la existencia de una) que permita al emisor cubrir sus riesgos. Este es el problema de 

cobertura y, como veremos, existe un precio que cumple los requisitos anteriores. 

En otras palabn~5, un p11t es un instrumento financiero derivado, es decir, su valor 

depende del valor de otro activo al que se le conoce como mbyacente; en el ejemplo ante­

rior las acciones ele PEI\!EX. Necesidades ele invernión, de cobertura y también intereses 

t•speculadorcs promueven un crecimiento inccsantl' del número y variedad de productos 

derivados que se negocian en el mercado. 

Paralelo, aunque no exactamente simétrico, es el contrato de opción de compra u 

opción call. Como bien se ha mencionado, una calles un contrato que da a su comprador 

2 Llanwdn también fecha de macluruci6n. 

TESIS CON 
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el derecho, pero no la obligación, de comprar a un precio de ejercicio establecido, Los 

contratos anteriores se dicen de tipo europeo porque sólo se pueden ejercer en la fecha de 

vencimiento. El contrato, en cambio, se llama americano si el detentador de la put puede 

ejercer su derecho de venta en cualquier momento anterior a la fecha de vencimiento. Tam­

poco el precio de ejercicio tiene por qué estar determinado de antemano y, por ejemplo, 

podría ser el valor medio, aritmético o geométrico de las cotizaciones hasta su vencimiento. 

Este tipo ele contratos se conocen como opciones asiáticas. Conviene resaltar que las de­

nominaciones geográficas anteriores no tienen nada que ver con el lugar donde se negocian 

los instrumentos. 

El comprador de la p11t quizá crea que la cotización de las acciones subyacentes pueden 

bajar y en cualquier caso le resultará de interés si así sucede. El vendedor, por otro lado, 

espera/desea que las acciones suban. Es esta contraposición de opiniones diversas sobre 

la tendencia futura la que hace posible la existencia de un mercado. 

Las opciones constituyen también un instrumento especulativo. Por ejemplo: una call 

sobre el ínelice IPC de la Bolsa Mexicana ele Valores (BMV) con vencimiento el 20 de 

diciembre de 2001 con precio de ejercicio ele 4.550 puntos cotiza hoy una prima de 50 

puntos. Hoy el lPC está a 4.400 puntos. Si al vencimiento el IPC alcanza los 4.650, la call 

le rinde a su poseedor 100 puntos: una ganancia de 50, es decir, un rendimiento del 1003. 

El poseedor de una cesta de acciones que replique la composición del lPC, sin embargo, 

alcanza sólo una rentabilidad de 4
1igo x 100%, es decir, del 3.4%. A este fenómeno se 

le conoce en la jerga financiera como apalancarniento. Por supuesto, si al vencimiento el 

IPC vale 4.549, el poseedor de la call pierde el total de su inversión: la prima. Por cierto, 

1 punto es una cantidad fija p en el mercado (por ejemplo: 100 pesetas en España, 10 

pesos en México o 1 dólar en EU). 

1.3 Evolución de un activo. 

i\:uestro objetivo es valorar una call. El valor de una call depende de la evolución 

del activo subyacente. Por ello, primero centraremos nuestra atención en especificar un 

111odelo para C'Sa evolución. 
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Tenemos dada una unidad de tiempo, por ejemplo, el día. Por R denotaremos el tipo 

de interés por unidad de tiempo compuesto según esa wiidad. El valor del activo cambia 

sólo en los instantes den= 1, 2, · · · y permanece constante en los intervalos [n, n + l]. El 

valor del activo que se alcanza en el instante n se denotará por Sn· El instante de tiempo 

presente es O. Nos interesa la evolución hasta el instante de tiempo N, que supondremos 

es el vencimiento de la call. 

En el modelo más simple supondremos que el activo tiene una rentabilidad central, 

que no media, por unidad de tiempo m y una dispersión sobre ese valor central a. La 

notación intenta sugerir c¡ue m es una rentabiliclad media y que a PS una desviación 

típica (o est;inclar) de esa rentabilidad. Pero obsérve~e que no hemos introducido ninguna 

probabilidad. Es importante sefialar que el caso a = O es simplemente el de la evolución 

ele un activo sin riesgo (que rinde m), y que en ese caso dehe ocurrir que m = R. De 

Psta manera \'emos que la evolución que postulamos consiste en aüaclir un riesgo, una 

oscilación, a un activo que tiene una rentabilidad determinista. Es decir, postulamos que 

la evolución del activo de tiempo n al tiempo n + 1 sólo admite dos estados posibles: 

Sn+I - S,, = S,, X (m ±a). 

Si denotamos por X,, una variable que loma los valores ±1, entonces podemos representar 

los posibles valores de S,,+ 1 en la forma 

o bien, 

Implícitamente estamos considerando el espacio muestra! que consiste de las listas de 

+l's y -l's de longitud N. 

Cada inversionista, en principio, si toma como base este modelo y deberá calibrar a 

su gusto los parámetros m y a y adjudicará además probabilidades subjetivas a cada tira 

de X/s. 

Es una hipótesis fundamental que el mercado que estudiamos es eficiente. Esto sig­

nifica varias cosas, pero en particular quiere rlPcir que el precio de un activo en un mo­

mento dado recoge toda la información sobre el activo disponible en ese instante, y que, 
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por tanto, la evolución futura de un activo depende sólo del precio actual y no de la 

trayectoria seguida hasta ese instante. En otras palabras, las probabilidades a asignar a 

las transiciones deben hacer que el proceso Sn sea markoviano. 

Supondremos incluso que las Xi son independientes e idénticamente distribuidas, lo 

que por supuesto garantiza la markovianidad. Digamos que IP (X1 = +1) = p, de manera 

que el modelo contiene tres parámetros m, a, p a determinar por el inversionista. 

Este tipo de modelos para la evolución de activos en mercados financieros íueron 

introducidos por Bachelier (ver [Ba]len su trsis doctoral 1/1eoríe de la spéculation, en 

París, en 1900. Bachelicr, sin embargo, postula que el propio valor del activo, y no su 

rentabilidad, sigue un camino aleatorio. Mas aún, Bachelier analiza la evolución continua 

del proceso de evolución de S1 y para ello crea el concepto y el primer desarrollo teórico 

del movimiento browniano en umi frase bien conocida: "El movimiento browniano, una 

joya de la física moderna, es un descubrimiento botánico cuya teoría matemática tiene 

su origen en las ciencias sociales". Pero, en primer lugar, la evolución anterior depende 

de la subjetividad de cada inversionista. Y, en segundo, lugar, el modelo no incorpora el 

aspecto económico fundamental, a saber, que si a = O, entonces m = R. Antes, de manera 

literaria aunque correcta, hemos comentado que eso se debía a que si a es cero, entonces 

nuestro activo no tiene riesgo y debe ser un préstamo sin riesgo. La argumentación 

económica que justifica este razonamiento se basa en la noción fundamental de arbitraje, 

o mejor, de que en un mercado eficiente las oportunidades de arbitraje duran muy poco 

tiempo. 

1.4 Arbitraje. 

El diccionario de la Academia define arbitraje como: operación de cambio de valores 

mercantiles, en la que se busca la ganancia aprovechando la diferencia de precios entre unas 

plazas y otras. En el sentido más técnico que emplearemos, denominaremos oportunidad de 

c1rbilraje a una estrategia de invcrnión con capital inicial cero que garantiza un rendimiento 

positivo. En el mercado financiero operan un gran número de personas dedicadas al 



arbitraje dedicados a localizar y explotar oportunidades de arbitraje. Estas oportwüdades 

de arbitraje duran poco tiempo y se compensan unas con otra.q, dada la efectividad de 

los arbitmjista.5. Es una hipótesis razonable, cuando se está pronosticando a medio plazo, 

suponer que tales oportunidades no existen. Los creadores del arbitraje cumplen pues 

nua irnportante funci6n sanitaria en los increados financieros. 

Si s = O. ¡wrn 111 > R, entonces SL• crPa una oportunidad dL• arbitraje: simpl<'mcnte 

compramos una unidad de activo con dinl'ro <¡lll' hc•m<" ¡a·rlidn prPstado. ,\l cabo d" N 

11nidad1_·~ dP ! i0nq1c 1 1t•11t1 llli1:-- µ;araut jy;1da nna :.:,;111r1111 ·i;1 ü~11ctl :d \·aior dd ad i \o 1w·w i;. el 

\·ah1r dl'l ¡1n··:-:1nrnn ;t d11\·nh·c·r. Es dl'cir. n11a gauaw·1,t d,, (111 U)tl +U¡" tq1u• tit'lll' 

<·n·c·i1ni0nto Pxpn11P1wial). Si fuera TTl < H t•l al"!!,lllllPBto 1_•s a11cí.lo~o .. ..,it•111pn· .\' 1·11.uHlo 

t 1111ga111n~ Pll C'llPllt a la posil1ilidad dí~ un ~hort- ... ·dlu1q. l'S dt'l'ir. dí• 1·r11tas al dt· .... c11h1,.,-fo. Pil 

.... 11111a q11r- 11110 p11Pd1· \·1·nder acl'iunt>s q11e uu tit·uc (n·spu11sahiliz;í.11du:--l~ dl' :-.11 n'ntal1ilid.td). 

:\11nrp1r- claro.~¡ .... vs JH'CJllPÜo. t•11t111w1•s dl'hit·ra dar:-:l' qllt' nt 1·s pr1Jxilllu ah' Dt• ht>l'hu. (':-i 

f;il'il \'t'I' ( c·nn 1111a ilf,L',llllll'lllo similar al a11t 11 rior) q11P si 110 hav < lfl()l't unidad dt> arb11 raje. 

i'llfOllt't'."' 1111- UI 

l111rn. «.n'i1w1 incorporar dt! llHlllL'ra l'ficaL la aUSl'llcia dt• upurturudad dP arbitrajl' PU la 

\·,di 1rad1'n1 d1• i >JH'Ín11t·s·.1 
.\ 1•st 1~ punto insat isfacl orio :-:t._• llt•g/1 1•11 t•l sú.?,lu pa.-iado aln·dedor 

( l1• le is llÚos sPs1•11ta crin Sa1nt1t'lso11 (ver [Sa]). quien 111odelú por \'l'Z pri1rn.'ra la reut abilidacl 

e 1i1tH1 un n•cnrrido ah1 atorio. o lo que PS lo 1nisrnu. postuló que los activo:; si,g1wn rPco1-ridos 

;¡Jt'illtJl'Íl>S f/l'Olllf;f l'lnJ5. 

1.5 Utilización de las Opciones y sus Estrategias. 

1 !.1~t a ahora he1111i< hablado dt• la compra de opciones finanricras.pcro para poder 

1•h,c111.u 11t1 contrato dt> c01npra de opciones sE.1 necesita la otra partr\ la parle vendedora 

de opcicJ11c•s. Cada u11a d" las part l'~. t Íl'ne una st•ric de derechos y ohlip;adorws. los cuales, 

quedan detallados <'11 la tip;11ra l.J. 

El compradür dP nnn opciiJn. tanto ~Pa el(' \'(•nta t·o1nn dt> tl'1111pra. r1brr• 1111:t posil'ic)u 



Opción de compra 
cal!. 

( ompr ddm Posit 10 n Vendmt u1 Pus tl 1011 
lon11 'ho1t 

- Derecho a compm el activo 
subyacente al p1ec10 de eJerc1c10 

- Pérd1dl míX1ma = Pnrn.; pagida 

- Ganancia máxima= ll1mi1ada 

-Obligación a vender el activo 
·;ubyicente al precio de eJerc1c10 

- Pérdida máxima = Prácticamente 
d1m1tada. 

- Ganancia máxima= Prima cobrada. 

---·----·-------·•-------------
r-·-·--- - ·---- ---- -- - ---------- --·--- ------ --··- --
, 

Opción de compra 
pul 

-Derecho a vender el activo 
subyacenle al precio de >.Jercic10 

- Pérdida máx1m.3 =Prima pagada 

- Obligación de comprar el activo 
sub)iacente al precio de ejercicio 

- Pérdida máximi = Práct1carnente ! 

1 

d11111tada. 
- Gananrn máx1m.i =Ilimitada 

- Gan incia máxima= Prima cobrada. 
____________________ 1 __ _ 

Fi~11ra l. l: Dc•n•cltus ~· uliliµ.adunf's. 

ll 

L'll el llll'lT11clo llamada louq (Larga). l'ur <:•>111ra l'I \'L'lldl'dor dl' una opción tanto Sl'll de 

\'enta COlllO dL• compra alin• una f""icirin t'll PI lll<'lTarlo llamada Shorl (Corta). 

Esl a posid1'111 ;-;p lllillll 1•11drci a:--Í ha:--1 a :-;11 \"L'twi111it.•11t o l'll la que la opción ~eni ejercida 

n nu. o hit'll ha:-;la q111• la l'11!1ra11111." 1·111t 1t11a 11p1•ral'i1"111 dt• :-:i~no cnutrario. Por Pje111plo. si 

abrimos tllw p11:-;ici1.111 .i...'ho1·t ('al/ (\'('IHl1•111u:-- una u¡H'Íl,•ll dt• c·n111pra) ,\" f.'ll un n10111ento de­

l Pnuinadu d1 •(·i1li11H1:-; t ·1•1Tar 11lll':--I rn p11:--it'i1J11. 'lt•IJ1 1rín111us Pfl•et uar un lon,q C'all (cou1prar 

una opdún d1• 1·0111pra) :--11l1n· d 111i:--1110 al'li\"11. c1111 iµ,ual prc>cio dP l'jP1-eiciu .\" \'l111ci1niento. 

D1• 1'•:-;ta 111a1wra t·n1w1•lal'Í<t1J10:-: llllt'~I rn p11~i1·i1'11l 1•11 el ltll'ITiHlu. ~(¡\:-; dl'l OG por cil'nto 

dP lu:-; t·1111tra10:-- li11ali1.a11 por 1·0IH'rt 111'.t i:llll1•::; dt•I \'t'lll'i1tiiP11tu. En la:-t :--.iglliPlllt•s H~ura"' 

:-:t.• 11111t•stran dt· tllHl 1na11t•n.1 ~nifi<·r1 lu:--. ¡wrHlf.•s dP g.nnc_uwia:-; en su~ dift>n•ntes casos .\·a 

llH'lll'illllill.h1:-. l'll la fip,lllil ( 1.1). 

Lu:i n.•:--nltadu:; dt• In:-; difort•1111•:-; po:-:idutte:i ;--;1· IL'prt·:--•.'llla11 uwdiatllt' gr<'di('t>:-> clr.! doblt• 
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Figura 1.2: Perfil de ganancias para el comprador de la opción call. 

entrada: cotización/resultados, que son típicos en la literatura sobre opciones. 

1.5.1 Utilización de las Opciones Financieras. 

U na vez que ya sabemos por los apartados anteriores lo que es una opción, deberíamos 

conocer que hacer con ellas. Esencialmente, podemos usar las opciones por tres motivos: 

como cobertura de riesgos, con fines de especulación/inversión, o como instruiucnto para 

efectuar arbitrajes. 

a) La opción como instrumento de cobertura. La opción quizá sea el mejor 

instrumento para cubrir cualquier riesgo sobre el precio del Activo Su.byacenle. Con la 

opción estamos traspasando el riesgo de pérdida a un tercero mientras conservamos en 

nuestro poder la posibilidad de seguir obteniendo beneficios, en caso de una evolución 

favorable de los precios. Se pueden imaginar como una Póliza de Seguro; pagamos una 

prima a cambio de cubrir un riesgo, si el evento productor del riesgo no se materiali­

za, coulinuaríamos disfrutando del bien asegurado, perdiendo solo la prima pagada. La 

cobertura con otros instrumentos, como por ejemplo: futuros, implicaría que estaríamos 

t rnnsfiriendo, t auto nuestros riesgos de pérdida, como la posibilidad de obtener beneficios 

PJI C'I caso que los mismos se produjeran. 

Una cstrntcgia de cobertura con opciones, por tanto. tendría como objeto la protección 

de una posiblr pérdida sobre un 1lctiun o Pasivo, de nuestra propiedad, rle manera que 

1 
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Figura 1.3: Perfil de ganancias para el vendedor de la opción call. 

la pérdida obtenida en una determinada posición sea compensada por la ganancia de Ja 

otra. Las estrategias de cobertura más simples son: 

1.- La cobertura de un Activo con la compra de una opción de venta (put) sobre el 

mismo -conocida como "call sintética"-. Nos permite limitar las pérdidas, como 

máximo al importe de la prima pagada, en caso de que el activo que poseemos baje 

por debajo del Precio de Ejercicio, permitiendo ganancias ilimitadas, caso de que 

nuestro Activo, suba por encima del Precio de Ejercicio. Siendo esta ganancia algo 

inferior a la mera tenencia del Activo, por la prima pagada al comprar la opción de 

venta. 

2.- La cobertura de un Activo mediante la venta de una opción de compra (call) sobre el 

mismo -conocida como "call cubierta"-. Sin conseguir la protección total sobre el 

Activo, como hemos mencionado en el cuso anterior, la "call cubierta", aminoraría 

los efectos producidos por una eventual caída de la cotización de nuestros Activos, 

retrasando la entrada en pérdida de los mismos, quedando limitados, u cambio; los 

posibles beneficios a obtener en caso de que nuestros Activos superen el Precio de 

Ejercicio, debido a que la opción de compra (calQ que hemos vendido nos sería 

ejercida. Suele ser una estrategia muy utilizada por gestoras de fondos o inversores 

institucionales, sobre todo en periodos de relativa calma en los mercados financieros 

o con movimientos no muy amplios de los mismos, tanto para aumentar los ingresos 
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Figura 1.4: Perfil de ganancias para el comprador de la opción put. 
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proporcionados por la mera posesión de los títulos, como para retrasar la entrada 

en pérdida de sus carteras. 

b) La opción como instrumento de inversión/especulación. Las opciones ofre­

cen al usuario de las mismas, un amplio abanico de posibilidades, si C'S capaz de anticipar 

correctamente. los potenciales 1110\•imientos de los precios o Ja volatilidad del Activo Sub­

Y•ICl'nte. 

Las estrategias posibles son prácticamente ilimitadas, dependiendo sólo de la mayor 

o menor aversión al riesgo del ítwersor /especulador y de su imaginación, dado que las 

posibles combinaciones son enormes. Aquí sólo examinaremos algunas a modo de ejemplo 

para que podamos comprender sus mecanismos y fines. 

En principio podríamos clasificar estas estrategias como: 

Estrategias simples: 

• Compra de u11 call: Sí pensamos que el Activo Subyacente subirá. 

• Compra de un pul: Si qtwremos anticiparnos a una bajada del mercado. 

• Emisión de un call: Si creemos que el precio del Subyacente bajaní. 

• Emisión de un pul: Si opinamos que el mercado está en una clara fase alcista. 

Estrategias complejas: 

TESIS r.n~r 
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Figura 1.5: Perfil de ganancias para el vendedor de la opción put. 
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Las estrategias complejas reciben nombres curiosos en función de la figura que se dibuja 

en los gráficos de resultados/cotización. Así nos encontramos con estrategias llamadas: 

bulterfly (mnriposa), slrangle (cuna), slraddle (cono), condor, etc. l\lencionando sólo 

aquellas que son las más utilizadas tenemos: 

Straddle. Si creemos, que tras un cierto tiempo de una cierta estabilidad en las 

cotizaciones del nwrcado bursátil, éstas, van sufrir una variación sin que sepamos a ciencia 

cierta hacia donde se \'a a dirigir, si hacia el alza o a la baja, podríamos montar una 

estrategia con opciones financieras a base de comprar un call y un pul, sobre el mismo 

precio de ejercicio, lo nuís cercano posible al precio del mercado en ese momento. 

Spread. Si creemos que el mercado se irá decantando hacia posiciones levemente 

bajistas, con oscilaciones ¡wqucíias, pero siempre hacia abajo, podíamos montar una es­

trategia denominada Bear Sprcad (Diferencial Bajista), para intentar conseguir el máximo 

de beneficios de la coyuntura del mercado. Los beneficios que podemos obtener son li­

mitados a cambio de limitar también nuestras pérdidas. La estrategia sería montada en 

base vender un pul con precio ele ejercicio menor que la actual cotización del subyacente 

y comprar un pul con precio de ejercicio mayor que el subyacente. 

c) La opción como instrumento de arbitraje. El arbitraje es una operación 

financiera que trata de sacar partido de las ineficiencias ele los mercados, para conseguir 

unn ganancia, sin soportar como contrapartida, riesgo alguno. Esta "máquina de hacer 
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Figura 1.6: Estrategia Straddle. 

dinero", conseguirá atraer a un número suficiente de inversores, para que en poco tiempo 

se vuelva a equilibrar el mercado, impidiendo la realización de nuevos arbitrajes, para el 

act i \'O en cucst ión. 

Esla t<'cnica r"'tUÍl'H' una presencia continua en el mercado y una enorme rapidez de 

intervPnción, a:->Í con10 una atnplia infornutción, lo que las relegaría. casi al uso exclusivo de 

µ;ranclr»' prof,.sionales. La., opciones financieras como cualquier otro Activo en un mercado 

rl<' libre com¡wtcncia. :«'rigen por la ley de la oferta v la demanda. No obstante, existen 

111rns limitacimws al ,·alor de un callo un put, que e¡"'º de rebasarse podría propiciar una 

1i¡wnll'iún dt• arbitraje. 

1.6 Factores que afectan en el Precio de una Opción. 

! lasta ahora se ha analizado el valor de las opciones a su fecha de ejercicio. En estos 

e'"'º'" el valor depende del precio de C'jercicio y del precio del activo subyacente. 

Sin embargo. se estima de especial interés conocer cuáles son los factores que afectan el 

valor de una opción en cualquier momento antes de su fecha de ejercicio. En este sentido, 

si bien son varios los que eutran en cousideración. S<' explicaron los seis más importantes; 

sin perjuicio de efectuar al¡!,unas consideraciorn•s sobr<' otros foctores de presencia menos 
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Figura l. 7: Estrategia Spread. 

permanente, pero que en determinadas oportunidades llegan a influir. 
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El desarrollo de su explicación se hará individualmente. Los seis principales son los 

siguientes: 

• Volatiliclnd; 

• Precio corriente del activo; 

• Precio de ejercicio; 

• Fecha de ejercicio; 

• Tasas de interés; 

• Dividendos en efectivo. 

La volatilidad. Es un concepto fundamental en el mercado de opciones. Tengamos 

en cuenta, que de no existir volatilidad, con productos cuyos precios prácticamenle fueran 

fijos, no tendría razón ele existir los mercados ele futuros y opciones. La volaliliclacl se 

podría definir como una medida de dispersión del activo subyacente. A mayor volatilidad 

mayor probabilidad qne se ejerza la opción, por tanto este factor influye en un mayor 

precio en la opción, tanto de compra ( C:all), como de venta (Put). 

Ejemplo. Se tienen dos acciones A y B, cnyas funciones ele distribución de la retribución 

de las mismas con opciones call, vienen dacias por las figuras 1.8 y 1.9. 

Se tendrá que la acción B es más volátil que la A, por lo que, potencialmente. Tiene 

más oportunidad ele tener una mayor o menor retribución. Esto significa que durante el 
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Figura 1.8: Gráfica de la medida de dispersión, ejemplo A. 

período de duración de la opción call, mayor es su valor relativo al activo. 
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Si se trata ele la opción pul, el tenedor de una de ellas se beneficia cuando el precio 

decrece o tiene su riesgo limitado cuando crece. Por lo tanto, el valor de las puts y calls 

crece en la medida en que la volatilidad de los activos también lo hacen. 

Es conveniente ver un poco má.s ele la volatilidad. Los límites dentro de los cuales 

puede operar el valor de una opción vienen expuestos en la figura 1.10 

La bisectriz que fija el límite superior se da cuando el valor de la opción toma el valor 

ele la acción, pero no puede ir má.s alhí. Dado que la opción no puede valer menos que 

cero, aun en el caso en que el valor de ejercicio sea mayor que el valor de la acción, es 

probable que el valor de la misma esté por encima del valor teórico que marca el límite 

inferior. Esto lleva a que sus valores estén por debajo de su valor máximo, pero por 

encima de su valor teórico, tomando la forma A y B que se muestra en la figura 1.11. 

Precio Corriente del Activo. Cuando, por ejemplo, las acciones no tienen el valor 

en Yo, las opciones tampoco. Esto lleva a mostrar que el valor de una opción crece en 

la medida cu que el precio de la acción también crece. Ello se debe a que aumenta la 

probabilidad de que la opción sea ejercitada hasta que llega a un punto en que el precio 

ele la acción es tan alto que el precio de ejercicio se vuelve casi operando en certidumbre. 

Es por lo tanto, de resaltar que el valor de la opción cal/ crece wando lo hace el precio 

del actit'O. 
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Figura 1.9: Gráfica de la medida de dispersión, ejemplo B. 

Consecuentemente, el valor de una opción pul crece cuando el precio del activo en 

cuestión disminuye. 

Precio de ejercicio. Cuanto mayor sea el precio de ejercicio de la opción que de­

seamos adquirir, en comparación con el precio actual del subyacente, menor será la prima 

que debamos pagar por la compra ele nuestra opción dado que la probabilidad ele que 

podamos ejercer nuestra opción será más baja. Por el contrario, la compra de un pul, 

nos resultará mas cara cuanto mayor sea el precio de ejercicio en relación a la cotización 

actual del subyacente, pues existe una mayor probabilidad que ejerzamos nuestra opción 

de venta (¡mt). 

Fecha de ejercicio. Este factor opera en forma similar a la volatilidad. Cuanto 

mayor sea la vida de una opción, mayores serán las probabilidades de que ocurran sucesos 

inesperados. Por lo tanto, cuanto mayor· sea el plazo (o más dilatada, la fecha de ejercicio), 

el valor de las opciones call o pul tenderá a ser mayor. 

Tasas de interés. Los efectos sobre el valor de las opciones, en el caso de las tasas 

ele interés, se visualizan al pensar que el valor del precio ele ejercicio es menor en términos 

ele valor presente, si dicha tasa es más alta. Opera, en este sentido, ele la misma forma 

que si tuviera un menor precio ele ejercicio. De allí que si la tasa de interés crece, orienta 

un mayor valor de las opciones call. 

Si se sigue el mismo razonamiento, se llega a la conclusión inversa en caso rle tener 

una opción pul .. 

-------------· --..... 
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Figura 1.10: Límites de operación del valor de una opción. 

Factores determinantes Put Call 

Volatilidad + + 
PrC>cio Corriente dd al'tivo - + 

Precio de ejC>reicio + -
Fecha de pjercicio + + 
Tasa dP inlPrl•:-; - + 

DividC>mlos l'll l'Íectivo + -
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Tabla 1.1: Efectos de un i11crt•111P11to d•' los principal"s factores cletcrrninantes del valor de una 

opción. 

Dividendo en efectivo. Finalmente, este factor también tiene sus efectos, por ejem­

plo: al ser pagados en una fecha adelantada a la de la expiración. Esto hará que el precio 

del activo se reduzca, lo que es bueno para quien tiene una opción put, y no lo es para el 

t l'twdor de una opción ca/l. 

De allí que el valor de hLs opciones ca/l decrece ante la existencia de dividendos anti­

cipados y el de los pul crece. 

La tabla(l. l) sintetiza los principales efectos. 
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Figura 1.11: . valores de la opción. 

Opciones sobre Tipos de Interés. 
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Se ha establecido un pequeño apartado pam las opciones sobre tipos de interés, dado 

que, aunque lodo lo dicho para las opciones, hasta ahora, también lo es para este tipo ele 

opciones, en ocasiones el significado ele un callo un pttt, para este tipo ele activo es algo 

más confuso por la difcrt>nle naturaleza del acti\'o subyacente. 

Como las demás opciones, una opción sobre tipos de interés da derecho a su tenedor a 

invertir a un tipo de interés (pr<'cio de ejercicio}, en una fecha determinada (vencimiento 

de la opción), por un plazo Pstipulaclo. En la mayoría de mercados organizados, las 

opciones sobre tipos de interés tienen como sub~·acente, fundamentalmente: 

• Futuros sobre tipos ele intl'r{·s liaucarios. Corto Plazo. 

• Futuros sobre títulos nacionales (es un título teórico, con características estandari­

zadas y que no existe en la realidad). Largo Plazo. 

Los defensores de los mercados de opciones fundamentan sus argumentos, en que el 

contrato de opción contribu~·<' a la redistribución del riesgo existente en el mercado. En 

este sentido un comprarlor y un vendedor de opciones, adoptan unas exposiciones al riesgo 

distintas ele las que mantenían antes ele utilizar la opción. 

:\o obstante, las opciones t iem•n un riesgo muy superior al Activo del cual derivan. 

Una inversión en opcionC's puede perderse totalnwnte en poco tiempo ele no vigilarse cuida­

dosamente. Ül! ahí, que haya quien compare los contratos de opciones con una lotería, 
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Cotización futuros Volat.Esp.Alta Volat.Esp.Moderada 

Tipos de lnt. 
baja compra put venta call 

al alza. 

Tipos df' Int. 
alta compra call compra put 

a la baja. 

Tabla 1.2: En la tabla se puede observar la relación entre las fluctuaciones del tipo de interés, 

t auto a largo como a corto plazo y su repercución en la cotización del rnerca<lo ele futuros. 

que en el caso dP no acertar d ntímero se pierde Pl i1nportc jugado: t:•n caso de acertar 

liasla l'l último número rc•c11pernría el importe j11gado, en el caso de la opció11 se recupera 

parte o la totalidad de la pri111a pagada y solo alg1111os afort.11naclos so11 recompensados 

por la diosa fortuna. tuecí.ndolcs la lotería, t~s decir ganando ('11 el IlH!ITado de opciones. 

l. 7 Volatilidad. 

La \'olat.ilidad es la palabra más usada y quizá menos entendida en l'l 11111ndo de 

las opcionC's. Volatilidad si111ple111cnt.e significa movimiento, pero este concepto no es 

a ... i111ilado bi<'n por los operadorC's de acciones y f11turos, los cuales csllin acost11111brados 

a p<'ll'1tr <'11 t"·rminos ele dirf'cción y no de \'ariabilidad. lln 10% arriba .1· un 10% abajo 

~011 ig11a!C's Pn lt"rmiuns dP volatilirlad. pero no para aquél posl'L1dor ele 1111 artivo para el 

t¡lll' 11n 10(,:{. para arriba PS ''bt1<'llD10 y un l01Yo para abajo f'S ''znalo" . 

. \11qwrndnr dl' n¡H·ionl's ta111l>i{•n lc intt'rrsa la din•cdón dPl 1nf'ícado. PPro a difc•rC'ncia 

con PI o¡H•rador d<' contado. PI operador dl' opcion<'s cst;i la111bi6n muy interesado en la 

\'ariahilidad dPl nwrcado. Si t•I mercado rle contado no fine! üa dP111asiadn. las opciones 

di,rnin11inín <ir> \'alor dPhirlo a <¡11'' se redile<' la prnhal>iliclad de· q11P t'l mercado se desplace 

hada 11n drlt•r111inado prPcio de <',il'rcicio. En rt'SlllllCll, la volatilidad es la medida de la 

\'ariabilidad del mercado. Los nwrcados que nuían poco ,;ou mercados dt• baja volatilidad, 

los mercados que varían rn11chu son mereados de alta ,·ola! ilidad. Entouct>S se intuye que 

algunos mercados son mús \'oliitiles que otros. 

Si se puede cuantificar la \'olatilidad futura del mercado e introd11eirla en un modelo 

teórico de valoración, cualquier valor obtenido seni tanto n¡¡Ís fiaule que si simplemente 
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hubiésemos ignorado Ja volatilidad por Jo que es necesario algún método para cuantificar 

el componente de volatilidad y así poder introducirlo en el modelo de forma numérica. 

1.7.1 Tipos de Volatilidad. 

La volatilidad puede ser determinista, es decir, volatilidad constante que no cambia 

en el tiempo o lo hace de forma cierta. Este tipo de volatilidad es normalmente estimada 

por In desviación típica (a) ele la serie de rentabilidades del activo. Basta con cambiar 

el nínnero ele elatos ( 100, 200, 500) o la freeuencia de los mismos (diarios, semanales, 

mensuales) para ciamos cuenta que las estimaciones obtenidas varían y, en ocasio1ies, de 

forma sustancial. 

La volatilidad también puede ser estocástica; volatilidad que cambia en el tiempo 

ele forma incierta. Este tipo ele volatilidad es normalmente estimada usando un modelo 

econométrico tipo ARCH o GARCII (ver pág.143) entre otros. 

Un caso particular de estos modelos, cada vez más utilizados por gestores, "risk­

managers" o "traders"; son los de medias móviles y medias móviles exponenciales. La 

media móvil es una media aritmética de las volatilidades históricas durante un periodo 

determinado donde cada dalo tiene igual importancia que los otros. La media móvil 

exponencial da nuís peso a las observaciones más recientes. 

Considerando la manera general anterior ele especificar los tipos de volatilidad podemos 

plantear otra clasificación más particular: 

• Volatilidad Futura: La que realmente habrá en el futuro (esto ha sido fácil de 

explicar, sí fuera igual de fácil de determinar, las opciones no se utilizarían). 

• Volatilidad Histórica: Reíleja el comportamiento de un activo subyacente en el 

pasado. La experiencia aprendida del comportamiento en el pasado y valorada en el 

momento presente. 

En donde, tanto la volalilidad futura como la histórica Pstantn condicionadas por el 

intervalo de tiempo escogido y seg(m las características del activo. por ejemplo; en una 

acción no es lo mismo tomar un intervalo de 5 meses que ele cinco años y no es igual 

considerar solo los cierres, aperturas o precios eada 10 minutos. 

E'n la mayoría de los casos nos encontraremos con el dato de tres meses. 

• Volatllidad Implícita: el mC'rcado rnlora la volatilidad del activo· e integra este 
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valor en el precio de la opción en el mercado. El resto de los factores que intervienen en 

el cálculo del valor teórico de la opción son conocidos: Precio del subyacente, precio de 

ejercicio, tiempo a vencimiento, dividendos y tipos de interés. 

La volatilidad implícita refleja las expectativas del mercado sobre la volatilidad del ac­

tivo subyacente hasta el vencimiento de la opción, también se la conoce como "Volatilidad 

de mercado". Está en continuo cambio pues continuamente cambia la prima. 

1.7.2 Volatilidad en Mercados Financieros. 

Los mercados financieros operan de manera casi continua, de modo que la cotización 

de un activo queda mejor representada por un proceso continuo S11 donde t es ahora un 

número real positivo. 

Queremos hacer que la unidad ele tiempo empleada tienda hacia cero. Pongamos que 

la unidad de til'mpo tiene lamaüo D.t en términos de un aüo (en el caso de cotización 

diaria ¿:,.t = 3¿5 ). Sea T el instante de vencimiento que escribimos T = N D.t, donde N 

es un número natural. Así que N - oo equivale a D.t - O. Supondremos que el tipo 

de interés anual compucsto continuamente es R, de manera que en el modelo de tiempo 

discreto debemos tomar un tipo de interés R,v = RD.t. Así (1 + RN )N - enT. 

La volatilidad arwal ele un activo se define como la desviación típica de los rendimientos 

anuales. Se suele denotar por a y se expresa en tantos por cientos. Es decir, 

a = desviación típica (Sal afio) . 
S110y 

Y con !ns hipótesis de independencia y de distribución idéntica anteriores: 

r.-: ¡ .. , , . (St +D.t) av ui =e esvrnc10n t1p1ca --
8
-
1

- • 

Haciendo que D.t - O se obtiene bajo una probabilidad (con riesgo-neutro) P que se 

torna imposible la oportunidad dC' arbitraje: 

l. La cotización del activo se rige por la ecuaci6n diferencial estocástica 

dS1 = S1(Rdt +a DB1). 
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En particular, bajo esa probabilidad el rendimiento medio del activo es el marcado 

por el tipo de interés sin riesgo. 

2. El valor en tiempo t, Vi de una call con vencimiento T y precio de ejercicio I< viene 

dado por la fórmula de Black-Scholes (para más detalles ver capítulo 2). 

vt = Ep ((Sr - I()+IF1) = e-t3T S1•P(d+) - e-R(T-tl I<<I>(d_), (1.1) 

donde :F1 es la filtración natural del movimiento browniano (es decir, :F1 representa la in­

formación generada por las cotizaciones hasta el tiempo t), <!> es la función de distribución 

de la normal estándar y 

log ( 1f) + ( R ± ~) (T - t) 
d± = ¡r¡;---; • 

avT-t 

3. Vi satisface la ecuación de evolución 

Que mediante el cambio de variables 

ez = !!._ 
[( 

r = (T- t)~u2 

Vi = eºz+Jlt lVi, 

donde a: y (3 son constantes adecuadas, reduce la ecuación (1.2) a 

{1.2) 

El lector informado reconocení el papel de la fórmula de Feynman-Kac en que la 

solución de una ecuación en derivadas parciales como (1.2) pueda expresarse mediante 

esperanzas condicionadas como las de ( 1.1). 

Es fundamental observar que en la fórmula (1.1) sólo aparece a y que no aparece la 

rentabilidad media del activo. Se tmta ele un hecho contraintuitivo (en los aiios setenta) 

característico ele la mfst.ica asociada con la fórmula de Black-Scholes. 
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Por otro lado, hemos pasado ligeramente sobre un hecho básico. La definición de a 

no especificó bajo que probabilidad debía calcularse ésta: sobre Ja probabilidad "real" o 

sobre Ja probabilidad "objetiva=riesgo-neutro". La razón es que a posteriori da igual, 

esto es una consecuencia importante del conocido teorema de cambio de probabilidad de 

Cameron-i\lartin/Girsanov del cálculo estocástico. 

¿Y las opciones americanas? Basta decir que desde el punto de vista de las ecuaciones 

en cll'rivadas parciak's su \'alornción y la decisión de cuánrlo fljercer constituy<'n un pro­

ble11w de fro11/.era libre y se t.rnta de uu problema de tiempo óptimo de parada de una 

sub martingala. 
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Capítulo 2 

El ambiente de Black-Scholes. 

En 1073 Fischcr 13lack puulicó con su colaborador Myron Scholes el artículo germinal: 

Thc pricin,q of options arul corpomte liabilities. Este artículo supuso una verdadera re­

rnlución en los mercados financieros y en sn paraJelo amUisis académico, y creando un 

11uern paradigma: el enlomo Black-Scholes en donde la volatilidad de un activo calculada 

implícitamente a partir de la cotización de un derivado y de la fórmula de Black-Scholes 

desempl!iia hoy día el mismo papel de calibre de comparación que el TAE/TIR en la.s 

obligaciones o bonos. Conviene resaltar, pues es relevante al desarrollo que vamos a 

explicar a continuación. que Fischer Black se licenció en física (cuántica), se doctoró en 

matemática aplicada e investigó e11 economía financiera, tanto desde el mundo académico, 

como desde empresas de consultoría e inversión. I31ack murió en 1995. A ambos se les 

conc<•dió el premio Nobel de Economía en 1097 por esa línea original de investigación. 

2.1 El análisis de Black-Scholes. 

El artículo de Black-Scholcs propuso una fórmula de valoración de opciones que re­

solvía torliL~ las dificultadPs anteriores. Una fórmula a la vez matemáticamente elegante y 

extraordinariamente aplicable. La publicacirín de este artículo no pudo ser más oportuna, 

¡llles ese mismo afio abrió sus puertas en Chicago el primer mercado organizado de deriva­

dos. C01uo ya hemos indicado anteriormente el crecimiento de este tipo de mereados sigue 

31 
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siendo impresionante. El mercado espaiiol ~IEFF comenzó a operar en 1990 y tiene dos 

sedes: Barcelona, renta fija, y Madrid, renta variable. El mercado secundario mexicano 

comenzó en 1996 con su sede del Distrito Federal. 

La argumentación de Black-Scholes es como sigue. Analicemos un primer período 

de tiempo. Sea V el valor ahora ele un producto derivado sobre un activo subyacente 

cuyo valor designamos por S. Transcurrida una unidad de tiempo la cotización del activo 

tiene dos posibilidades S± = (1 + m ± s)S; análogamente el valor del derivado tendrá 

dos posibles valores, \~""' que dependen\n de culil tomemos anteriormente. El valor del 

derivado sólo puede depender del precio en el momento del activo y 110 de la historia 

pasada de éste. Formamos una cartera con una unidad de derivado, una cantidad a por 

determinar de activo vendido al descubierto y una cantidad /3, también por determinar, 

de dinero que pedimos prestado. Esta cartera tiene dos posibibles evaluaciones: si +s, 
entonces valdrá 

\!+ - aS(l + m + s) - ,B(l + R); 

mientras que si -s, entonces valdrá: 

\!_ - aS(l + m + s) - /J(l + R). 

Resolviendo uri sistema de deis ecuaciones con dos incógnitas, -podemos escoger a· y f3 
para que los posibles valores de la cartera sean O- Obtenemos: 

\/+ - \/_ 
a=---

2S,, 

(1 + m + s)\I_ -- (1 + m - s)\I~ 
/3= · 2s(l+R) ' 

Pero la ausencia de oportunidad ele arbitraje obliga entonces a que con esos valores 

de a y f3 se tenga que el valor. inicial de la cartera sea cero, es decir: 

\! - aS - f3 = O. 
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Si en esta identidad se sustituyen los valores de a y /3 se obtiene la expresión 

V= {l ~ R)(P+V+ + p_V_), (2.1) 

donde /!± = .!. ± R - m. Esta fórmula es fundamental, así que analicemos su contenido. 
2 2s 

En primer lugar, observemos que O ::; P± ::; 1 y que P+ + P- = l. Es decir, podemos 

considerar a P+ y P- como probabilidade~ complementarias, de subida y de bajada. En 

segundo lugar, nos dice qué valor ahora del derivado es el valor medio, el valor esperado 

acl uali:ado, de sus valorC's futuros. En otros términos, el valor actual del derivado t'S ,,¡ 

valor actual actuaria! calculado respecto de la probabilidad objetiv<i IP{.·\; = ±1) = P± 

para mela j. PPro al vencimiento el valor derivado es perfectamente conocido. Por Pjemplo, 

si se t.rat a de una call, t endrcmos que 

\leal!= E,,((S.v - /()+) 
1 

v · 
' (1 + R)' 

(2.2) 

Puesto que la distribución de probabilidad es conocida, esta fórmula permite calcular 

(todavía en función de m y s) el valor de la call ele manera explícita, de hecho, un sencillo 

ct\lculo da: 

Fcall = S · IP(B(N,p~) >A) - K(l + R)-N · IPB(N,p+) >A), (2.3) 

donde IJ(.V, <J) representa una distribución binomial de parámetros N (el número de repeti­

eionPs) y r¡ (la probabilidad de éxito), donde p~ = P+ ( (l ~: ~ S)) y donde A es una 

"i"rta C'Xpresión que involucra a S, R, /(, m y s. 

Conviene resaltar que la sucesión de los valores actualizados de cualquier derivado (in­

<·luidu el propio activo) constituye una martingala respecto a la probabilidad introducida 

( ~· con n•spcct.o a la filtración natural). 

Obsén·ese que las probabilidades subjetivas han 'sido sustituidas por las probabili­

dades objetivas que dependen de m y s. Conviene insistir en que la objetividad de estas 

probabilidades estriba <>n que se calculan explícitamente a partir de m y s, los cuales 

representan los estados posibles ele evolución, aunque en ninguna medida Sl' supone que 

las probabilidades objetivn.~ se ajusten a la evolución real. lnsist irnos pues PI! que las 
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probabilidades objetivas no suponen ninguna predicción futura sobre la evolución del ac­

tivo. Las probabilidades subjetivas de un inversionista podrían representar realmente la 

evolución del activo, pero es imposible saberlo. 

Pero no sólo se ha reducido el número de parámetros (!aún se reducirá más!), sino 

c¡ue, además, en el valor obtenido estarán de acuerdo el emisor y el tomador del con­

trato de opción si coinciden en su apreciación de m y s. Y es c¡ue el argumento anterior 

también nos dice cómo debe cubrirse el emisor de una cal~ al crear una cartera equiva­

lente. Para describir la cobertura con precisión necesitamos el concepto de una "cartera 

autofinanriada". 

Consideramos una cartera que consta de una cantidad de activo subyacente y una 

cantidad de activo sin riesgo (este segundo tiene una rentabilidad segura dada por el tipo 

de interés R). Denotemos por 0 11 y 811 , a la cantidad de activo subyacente y la cantidad 

de activo sin riesgo en la cartera, justo después del instante n - l. La cartera se irá 

redistribuyendo dinámicamente según evoluciones el mercado. En el instante n, antes de 

que cambie la cotización del act.ivo, el valor de la cartera es 

V;,= 0: 11 S,. + /3,.(1 + R)". 

Justo después del instante n redistribuimos la cartera, pero sin cambiar su valor, o, 

en otros términos, sin aportar fondos ni consolidar beneficios. Esta es la regla de autofi­

nrrncirición. De manera que t ambié•n se t icne 

U na es/ mlegin de in versión e;; p11es una regla para decidir los valor de ª" y {311 

basándose sólo en la iufonnación disponible hasta incluyendo la cotización del instante 

n - l. 

Es fácil comprobar, y r.onst.ituyc un hecho fundamental. que los valores actualizados 

de una cartera nutofinnnriada constituyen una martingala respecto de P. Una primera 
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consecuencia es que cualquier cartera autofinanciada que cubra, por ejemplo, a una call, 

es decir, con VN ~ (SN - K)+ satisface 

es decir, el valor inicial de la cartera es al menos el ya definido por Vcall · De manera 

que para cubrir una call hace falta al menos una inversión ele Vcall· Por tanto, el emisor 

de la call debe e.rigir al menos Vcall· 

Esto .va nos dice que si el tomador y el emisor de la mil coinciden en su apreciación 

de rn y s, entonces coincidirán en que el precio debe ser \lcall· También puede verse 

fácilmente, dl' acuerdo a Jo explicado con anterioridad, que hay una única estrategia de 

inversión autofinanciada que con rnlor inicial Vcall cubre la call (exactamente). 

Asombra la Plegancia y eficacia del argumento de Black-Seholes. Pero aún hay más: las 

binomiak·s de las fórmulas anteriores "exigen" matemáticamente que pasemos al límite. 

2.1.1 Black-Scholcs y las Volatilidades Implícitas. 

!'duchas estratc>gias con opciones, para poder tener beneficio, requieren una valoración 

precisa de> la volatilidad. Por tanto, un operador de opciones necesita alglÍn método para 

dc>terminar si sus cxpect.at.iwL' sobre la volatilidad se cumplen realmente en el mercado. A 

dif('rc•ncia riP las est rat.l'gias direccionales, cuyo éxito o fracaso pucdP verse inmediatamente 

obsPrnmdo la \'ariadón de los precios, para las \'olatilidadc>s no ocurre lo mismo. El 

operador dPhe analizar si l'Sl >1 introduciendo una correcta \'olatilidad en el modelo teórico 

d(' \'aloración. 

El modelu de 131ack-Scholl's f'S un modelo continuo en el tiempo. Considera que la 

volatilidad el acti\'O subyacente c>s constante y continua durante la vida de la opción. 

Estas dos premisas significan que los posibles precios del subyacente al vencimiento de la 

opción, tienen una distribución lognormal. 

Podemos por tanto rC'sumir las premisas miís importantes que rigen los movimientos 

de precios en el modelo de Black-Scho!es: 
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l. Los cambios de los precios del activo subyacente son aleatorios y no pueden ser ma­

nipulados artificialmente, ni es posible predecir de antemano la dirección hacia la 

que se van a mover los precios. 

2. La variación porcentual de los precios de un activo subyacente está normalmente dis­

tribuida. 

3. Debido a que la variación de los precios del activo subyacente se considera continua­

mente compuesta, los precios del mismo a vencimiento tendrán una distribución 

lognormal. 

4. La media de la distribución lognormal estará localizada en el precio del futuro del 

activo subyacente. 

El punto importante aquí es que el modelo de Black-Scholes tiene en consideración que 

los cambios en los precios son aleatorios y que su dirección no es predecible. Esto no quiere 

decir que la no predictibilidad sea un requisito al utilizar el modelo de Black-Scholes. Sin 

embargo, la predicción de los precios está enfocada a la magnitud de los cambios en los 

precios en lugar de en la dirección de los mismos. 

2.1.2 La distribución Lognormal de los Precios. 

U na de las principales suposiciones bajo las cuales se centra la formula de Black-Scholes 

es que los precios se distribuyen siguiendo una distribución lognormal. 

¡,Porqué los precios se presentan de esta manera? ¿Cuáles son las suposiciones razona­

bles sobre el comportamiento que los precios accionarios tienen en el tiempo? Claramente 

el precio de una acción (o cualquier otro recmso financiero arriesgado) es incierto. ¿Cuál 

es su distribución'! Una manera de contestar esta prc•gunta es a su vez preguntarnos cuilles 

son lns propiedades estadísticas razonables de un precio accionario. Aquí está cinco de 

estas propiedades a considernr: 

• El precio accionario l'S incierto. Dado el precio hoy, no sabemos el precio mañana. 

• Los cambios en los precios ele la$ 'lccioues son continuos. Encima de los periodos 

cortos de tiempo, los eambios en <'l prPcio dl' una acción son muy pequeños. 
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• Los precios accionarios mmca pueden ser cero. Obviamente excluimos los casos de 

compaliías n muertas". 

• La media que tienen los precios de una acción tiende a aumentar con el tiempo. Note 

la palabra "tiende": no se sabe que esta media durante un tiempo más largo llevarán a 

una media más alta; sin embargo, se espera esa tenencia ya que hablando de la compra y 

venta de las opciones esto repercute en un riesgo mayor para los vendedores de opciones 

y mayor posibilidad de beneficio para los compradores de las mismas, por lo que es lógico 

pensar que la media incrementará igualmente. 

• La incertidumure ;..,;ociada cou el poseer una acción también tiende a incrementarse 

mientras más tiempo la acción sea conservada. Así, dado el precio de la acción hoy, la 

variación de ésta es pequelia; sin embargo su variación en un mes es más grande y en un 

!llio será aun más alta. 

En general, la distribución lognormal asume que el logaritmo natural de la tasa bruta 

de retorno del precio del bien subyacente entre el tiempo t y el tiempo t + C,.t (es decir, 

log ( 5 ';,"') ) sigue una distribución normal con una media de µ y una desviación estándar 

de a por unidad de tiempo (6.t = 1): 

lag ( 
81;t"'1 ) = µ6.t + az,;t;;i, 

donde z es una variable aleatoria con una distribución normal estándar (media = O y 

desviación estándar = 1). Por lo tanto: 

S1+At = S,exp (116.t + az,,fl;iC.t) . 

Esto significa que, si no existiera incertidumbre (a= O), el precio de la acción crecería 

con certeza a la tasa exponencial 11 por unidad de tiempo. Pero cuando hay incertidumbre 

(a > O), lit distribución lognormal nos dice que aunque el precio tiende a aumentar a la 

1 asa p. por unidad de tiempo, no se puede decir con certeza que va a aumentar a dicha 

t IL'm en el futuro. 

2.1.3 El modelo clásico de Black-Scholes. 

El llamado modelo de Black-Scholes es una simplificación del ambiente Black-Scholes. 

Este es bil'n conocido y ampliamente utilizado en la ¡m\ctica. con aproximaciones mas o 
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menos eficientes. La principal razón para utilizarlo es que el cociente coste/beneficio al 

emplear una versión simple sobre otras mas complejas es significativo. Específicamente, 

la cantidad de mayor interés es la asociada a la volatilidad de los retornos del stock 

denominada por a. El Black-Scholes clásico supone que a es constante, y la evidencia 

empírica sugiere que la primera generalización es más precisa para datos muestrales en 

el modelo de volatilidad estocástica, donde a es determinada como la solución de otra 

ecuación diferencial estocástica (EDE). Adicionalmente, el Black-Scholes clásico a veces 

provee una solución adecuada de la valoración de precios. Debido a esto y otras razones 

cent.ramos nuestra atención en el modelo de Black-Scholes clásico. 

2.2 Hipótesis clásicas del modelo de Black-Scholes. 

• El mercado consiste de negociaciones continuas, dentro de una economía perfectamente 

ehística. Una economía perfectamente elástica significa que la media del proceso 

conduce al precio del stock de manera que no se vea afectado por los swings en la 

demanda, o equivalentemente que lodos los inversores son agentes que influyen en el 

precio. Los acti\·os son stocks (que evolucionan bajo riesgo), efectivo (que no tienen 

riesgo), y un derivado (definido en término del precio del stock en la madurez). 

• La hipbtesis de mercado eficiente; toda la información acerca de la ejecución del pasado 

del stock está contenida en el precio del stock S, la cual es observable por todos los 

participantes del mercado. Esto significa que el precio del stock es un proceso de 

~larkov. 

• 1'\o existen costPs de transacción. 

• El stock puede ser infinitamente subdividido y las ventas en corto están permitidas, i.c. 

las posesiones fraccionarias o negativas del stock están permitidas en lapsos cortos 

de tiempo. 

• La tasa de interés libre de ric:;go r cont.inuamente compuesta es constante. 
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• Se supone que los precios del stock evolucionan de acuerdo a la EDE: 

dS S = ¡1dt + adB. 

rlonde ft y a son constantes, y B es un movimiento browniano estándar. 

• El precio de una opción al tiempo t, el cual podemos escribir como V(t, S) es una 

función determinista de t y S. 

2.2.1 La ecuación '~ = µdt + crdB. 

La ecuación 
dS S =µdt+adB, 

se refiere a veces como el supuesto del movimiento browniano geométrico del modelo de 

l3lack-Scholes. Esto es porque la solución de esta ecuación es: 

que crece cou un comportamiento geométrico manejado por el movimiento browniano. 

Para \'Presto, defina V = J(t. S) = /og(S). Entonces usando el lema de ltó, tenemos: 

cW 

f, =O; fs = l/S, fss = -1/82 

clf(t, S) = (!1+11Sfs + ~a2S2 fss) dt + aSfsdB 

(11 - ~a2) rlt + aclB 

i.c. log(S) = (I' - ~a2) clt + aclB. 

Al integrar esta suma de ecuaciones diferenciales lineales obtenemos: 
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Note que desafortunadamente para el caso determinista, la derivada de log(S) no es 

1/ S. Por ello se obtienen otras expresiones que consideran la aparición de nuevos términos 

de incertidumbre. En este caso ¡i representa la tasa promedio de crecimiento delstock y 

u la incertidumbre con la que evoluciona. Resulta sencillo checar que, usando la técnica 

<le la función generadora de momentos 

Primera aproximación para derivar el modelo de Black-Scholes. 

El precio del stock y el efectivo libre de riesgo evolucionan como sigue: 

dS S = ¡1clt + uclW, y 

dB = rdt. 
B 

Usando el lema de ltó se obtiene 

Donde, si queremos construir un portafolios replicante autofinanciado (x, y) de efectivo 

x y stock y para esta opción. El valor de este portafolios es 

rr = xB + yS. 

En tiempo continuo, ser autofinanciado significa que 

drr = :i:cllJ + yclS. 

Para replicar, nosotros queremos que tanto V como rr siguen a las mismas EDEs. 

drr = (xrB + y¡iS) <lt + yuS'dW. 

Por lo que al expresar a la volatilidad Pn términos de dV y drr, y si se hace ¡¡ = Vs, 
entonces se expresa en términos de la deriva. pura obtener 

--------------- ~--------
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C6n esta elección, 11" = V, se puede escribir xB = 11" - yS = V - SVs. Al sustituir 

estas variables en la ecuación anterior se obtiene 

- 1 2 2 
Vi+ 2cr S Vss + rSVs - rV = O. 

que es la ecuación de Bláck-Scholes. 

Segunda aproximación para derivar el modelo de Black-Scholes. 

Aquí exhibimos un ní_étodo cuya idea ha siclo presentada por Wilmott, Howison y 

Dewynne: 
clS S = µdt + crdW. 

Ahora el lema de ltó permite obtener como antes: 

clV = (Vi+ ~cr2 S2 Vss + µSVs) clt + crSVsdlV. 

Y también construimos el portafolios 

n = V-ilS, 

que consiste ele una opción y un corto de stock t:;.S. Entonces el cambo instantáneo queda 

definido mediante 

díl dV -ildS. 

(Vi+ ~cr2 S2 Vss + µS(Vs - 6.)) dt +crS(Vs - il)dW. 

Elegimos D. = Vs a modo de eliminar el término que contiene a la diferencial estocástica 

d 11 ·. Ahora el portafolios crece con una tasa determinista. ~Iediantc un argumento de no 

ar bit raje, esta tasa debería ser igual a r, i.c. 

c!Il = (Vi+ ~a2S2 Vss) dt = rilclt = r (V - SVs) cit. 

Al reordenar esta ecuación obtenemos finalmente In de Black-Scholes 

1 2 2 
Vi + 2cr S Vss + rSVs - rV = O. 

En el método 1 se elige un portafolios autofinnnciado ele efectivo y stock pnra replicar 

la opción. En el método 2, elegimos un portafolios ele la opción y el stock para replicar 

efecth·o. 
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¿Qué es la Delta-cobertura contra un riesgo? 

En el lenguaje financiero, la opción delta se refiere al monto de stock necesario para 

cubrir la posición de la opción. Esto se muestra de manera explícita en el método 2, donde 

~ = Vs es el monto de stock que se requiere para ser vendido y hacer del portafolios TI 

instantaneamente libre de riesgo. En el método 1, la delta viene dada por y= Vs y aquí 

este es el monto del stock que necesita para ser comprado, puesto que nosotros estamos 

replicando la opción y no el eff'clivo como Pn el método 2. En el mundo perfecto de Black­

Scholes donde la incertirlumbre es manejada por un movimiento browniano estándar y el 

tiempo es continuo, la cobertura-delta es una estrategia perfecta. De manera mas real, la 

cobertura-delta elimina una carga de incertidumbre del orden del riesgo. Ver Bjork para 

una descripción más dctalladn de otros tipos de cobertura como In neutral-Gammn. 

Tercern aproximación para derivar el modelo de Black-Scholes. 

En la medida del mercado IP, 

clS ( µ-,. ) S = ¡1dt + acll\! = rdt +a cl\V + -a-dt . 

Si 7 es suficientemente bien comportado (y esto para el caso del parámetro constante 

dentro del caso del Black-Scholes clásico) , podemos reescribir cliV + 7c1t como dlV, un 

movimiento browniano estándar bajo una medida ele probabilidad equivalente (y en este 

caso única) IP. Esto es una consecuencia del teorema de Girsanov. Bajo esta nueva 

medida 
dS -S =ni/+ aclW. 

Puesto que la lasa promedio de crecimim1lo del stock bajo esta nueva medida es r, 

reconocemos a 11" como In medida ajustada al riesgo. De hecho, puede ser verificndo que 

el proceso de precios relativos Z = s- 1s es una martingala bajo esta medida. Ahora que 

si \l{t, S) es el precio de una opción, entonces el lema ele ltó nos proporciona 

----·--.......... 
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En la medida ajustada al riesgo, todos los activos crecen a la tasa promedio r, i.e. 

podemos escribir 

JE [dV] = ( Ví + ~u2S2 Vss + rSVs) dt = rVdt. 

integrando hasta el insl1ínle t y reorganizando los términos se obtiene la ecuación de 

Black-Scltoles 
1 2 2u V Ví + 2ª S vss + rSVs - r =O. 

Precio ele Mercado del riesgo o cociente de Sharpe. 

En la medida. del mercado, ¡i representa la tasa promedio de crecimiento del stock. 

Puesto que el stock tiene riesgo, esperamos que ¡1 > r. La diferenciaµ - r mide el monto 

del rit•sgo inhcrentl' l'n Pl stock. De esa manera u, es la medida de volatilidad, o riesgo en 

s<'lll ido amplio del 111l'ITado. La rnnl id ad 

¡t - r 

a 

por tanto, rl'prc•senta el rl'torno en exceso sobre la tasa libre de riesgo para el stock, 

nunnalizado por la rnlatilidad del mercado. Esle es llamado el precio de mercado del 

Resolviendo la EDP de Black-Scholes. 

La EDP de Black-Scholes es 

V,+ ~a2S2 Vss + rSVs - rV =O, 

sujeta a las condicionl's C'n el borde 

\/(T, S(T)) = w(S(T)). 

Aquí, V(t, S) es el precio del derivado al tiempo t. y este es igual a su valor dado el 

precio del stock al tiempo T obtenido mediate una función determinista en el tiempo co­

rrespondiente. Reconocemos de inmediato que se trata de una ecuación diferencial parcial 
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backward de Kolmogorov, y también que la solución viene dada por 

V(t, S) = er<T-tl~ [tl•(S(T))]. 

Aquí, usamos la medida <Q puesto que la correspondiente ecuación diferencial es­

tocástica es 
dS S = rdt+adW. 

La deriva es r, que significa que estamos en una medida ajustada al riesgo. La solución 

de esta ecuación diferencial est.ocástica es 

S(T) = S(t)cxp { (r - ~a2) (T- t) + aWr-1}. 

Esto bajo la mcdida<Q, S(T) está distribuida lognormal con parámetros (r - ta2
) (T- t) 

y a2 (T - t), condicional a S(t). En principio, al menos podemos evaluar la esperanza y 

el precio del derivado en un paso. 

Existe por supuesto otro camino para resolver la EDP de Black-Scholes, al transformar 

esto en la ecuación est1indar del calor. Esta aproximación ya la hemos presentado en el 

primer capítulo. 

2.2.2 Valoración del precio de un Call europeo usando Black­

Scholes. 

Como bien se ha dicho con antelación, una opción call europea es un contrato que da 

el derecho (pero no la obligación) para comprar una unidad del stock subyacente para un 

precio predeterminado ¡,·, llamado el precio de strike, en una fecha futura especificada 

llamada la fecha de madurez, pero no antes, (por tanto europea a ms no poder). El pago 

de la call europea es 

tl1(S) = max{S- K,O}. 

BlaC'k y Scholes !mu mostrado que el precio ele una tal opción viene dado por 

donde•!•(·) denota la distribución acumulativa ele una variable aleatoria gaussiana estándar 

N(O,l), y 
log(S/ K) + (r-:¡:: ta2 )(T - t) 

d1,2 = av"I'=l 
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Demostración: Para probar esto, usamos la solución de Kolmogorov 

C(t, S, T, K) = e-•CT-1) JE¡l [ma.x(S - k, O)]. 

Denotemos por wx(:c) a la función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria 

X. Entonces 

T6r111ino 11 

C e-•CT-1) fo"" max {S- K,O}ws(S)dS 

e-•CT-ll /,"" (S - K)<•:s(S)clS 

e-•(7'-1l ("' Su.•5 (S)dS - /íc-•lT-ll /'"" w5 (S)dS 
ÍK . ÍK 

Término 1 - Término IJ 

Kc-•CT-tllf' (S(T) > I<) 

Kc-•CT-tlJP (Log(S'(T)) > Log(K)) 

J( e-•CT-llJP [ Log(S(I)) + (r - ~a2) (T - l) + aJT - t</l > Log(K) l 
I<e-' -t IP </> > -(T) 

[ 

Log(l\/S'(l)J-(r-~a2)(T-t)] 
a../'Y=-Í 

J( e-' -t IP <P > - -(·r l [ Log(l\/S(I)) - (r - ~a2 ) (T- t)] 
a../'Y=-í 

[{c-'(T-1) ( 1 - <li( -c/2)) 

[\ c-•(T-ll<J1(c/2). 

Término 1 e-dT-tl .f" Sws(S)clS 

e-•(T-t) {"° e1' u.11-(Y)dY 
./Log(l<l 

donde Y= Log(S). Puesto que Y se distribuye normal. 

Término 1 
e-dT-t) Ir"' 

exp 
J2;ra2(T - t) · Log(l<l 

TESIS cnw 
FALLA Dt G!úGEN 

--~---------·------------



e-r(T-t) ir°" 
--- exp 
J2ira?- Log(Kl 

e-r(T-t) ir°" 
--- exp 
J2ira~ Log(K) 

e-r(T-t) ir°" 
--- exp 
y2ira~ Log(K) · 

(
y - [Y - ¡iy]2) dY 

2a~ 

(-2!~ (-2a~Y + Y2 
- 2¡tyY + µn) dY 

(-2!r. (Y2 - 2(µy +ª~·)Y+ 
(/l}' +a~- )2 - (µ}'+a~ )2 + µ~)) dY 
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e-•(7'-1) {"° ( 
J2irar· lLog(Kl exp -2!f, ([v - (¡iy + a~)]2 - (¡t}' + an2 + µn) dY 

e-r(T-tl 00 ( l 
--y-fLog(Kl cxp - 2ar· ([Y - (/t}' + an]2 - 2¡tya~ - a:-)) dY 

e 2 l ex _ (}' ( , )2) µ)'+.l"'. e-r(T-t) li"° ( 1 
y2iraf- · Log(l\l 'p 2ar• - /I}' +a¡.) . dY 

Por un lado tenemos que 

Por lo tanto, 

log(S(t)) + (,. - 4a2) (T _ t) + ~a2(T _ t) 

log(S(t)) + 1'(T- t). 

e-r(T-l)eµ1·+t"¡. = elog(s(I)) = S(t). 

Por otro lado, si escribimos 

Entonces 

u }' - (/I}' + !1~·) 

}' - log(S(t)) - (r + ~ª2) (T ~ t). 

-J"2=ir=a=2
1
(=T=-=t) j(;,g(I() exp (-2!~ [}' -{/t}' +a~·lJ2) cW 

-\/-2-~-!1-f• ¡¿:g(K)-log(S(1))-( r+ t"')rI'-I) exp ( -;~~.) dU. 
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Por lo tanto, si denotamos por Z = U /ay, entonces la anterior integral nos permite 

obtener una expresión equivalente: 

1 f,00 _.lz> = ¡!-og(K/S(tli:k+!•')<T-1) e ' dZ 
V 211" .;¡T-., 

[ 

Log(K/S(t)) - (r + !a2
) (T- t)] 

IP ir > ~~~~~~-=~="-~'--~~-
u~ 

IP[</> >-di] 

1 - cf>(-d¡) 

<l>(d¡). 

Por todo lo anterior, se tiene que 

Término 1 = S<I>(d1). 

Al sumar los términos 1 y 11, obtenemos el resultado 

¿Porqué el parámetro ¡t no aparece en la fórmula ele Black-Scholes?. 

Los precios de los derivados usando Black-Scholes en términos del activo subyacente. 

Si queremos el precio del stock mismo, crean la necesidad de conocer aµ. Los retornos del 

stock se suponen con distirbución normal, y una de esas distribuciones puede ser descrita 

compll't amente mediante su media y su varianza. Puesto que al final se toman los valores 

Psperados, podemos saber el primer momento de los retornos, de tal manera que ahora el 

precio del derivado resulta explícitamente dependiente del precio del stock mismo y del 

segundo momento de los retornos, t•n otras palabra .. ~. ele la volatilidad. 

Existe una analogia clara entre la dPfinición de un patrón de medida (liiwal por ejem­

plo, una vara) con ella se puede medir la longitud precisamente en términos de varas, 

simplemente se compara el patrc)n unidad (la vara) con la longitud del objeto o terreno 

a medir. Black-Scholes directamente no proporciona el precio del stock, sin embargo esta 

utiliza el precio del activo subyacente como dado y los precios de los derivados en términos 

del precio del subyacente del stock. 

.------~·--
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Días simulados 250 

Precio Inicial 30 

Mediaµ 10% 

Volatilidad a 20% 

Tabla 2.1: Datos para la generación de la simulación -ver Figura 2.1 -. 

Un ejemplo: 

Podemos utilizar una simulación Monte Cario para obtener distintos valores de "z''. Para 

fines expositivos se muestra la figura 2.1 con el resultado obtenido de la simulación de 

precios accionarios para 250 días considerando, a manera ele ejemplo, un precio accionario 

inicial de 30, con una media ele 10% así como una desviación cstftndar de 20%. 

39 

36 

34 

·9 32 

·~ 30 

·a 20 
.e 26 

24 

Sinull: »n de pieci" logro nnl 
P .ru.tzos: india= 1000%.S igml =2000% 

22 
20-t--~~~t--~~-t~~~-t-~~~-t-~~--1 

so 100 1'J 200 2!1) 

Figura 2.1: Simulación de precios (Excci). 

Ecuación Diferencial de Black-Scholes. 

Este modelo de valoración de opciones es uno de los más conocidos e interesantes. En 

Hl73 cuando, coincidiendo con la apertura del CBOE ( Chicago Board Options Exchange), 

Fisher Black y i\lyron Scholes sacaron a lur. ei priml'T modelo de \'alornción de opciones 
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de tipo europeo teniendo corno EU:tivo subyEU:cnte el valor de co-ntado de la EU:cióri 6 índice 

<>iPgidos sin pago de dividendos. 

Fórmula de IJlnck-Scholes pnrn opciones sobre futuros. 

La cnt.izflción del premio de una opción de compra se determina por la siguiente 

fórmula: 

donde: 

di= 
In( :t )+ ( t..t;¡!. r 

(T 'l' 

C = Prima do la opción cal!. 

S = Cotizndón del flCtivo subyacente. 

T = Tiempo lu~~t.fl la expiración. 

r = Tipo de interés sin riesgo. 

\' - Precio de ejercicio. 

a 2 = Volatilidad de mercado (desviación estándar de los retornos de mercado en bnse 

anualizada). 

In = Logaritmo neperiano. 

N(d1 ) = Función de distribución normal est1indar. 

N(d2 ) = Función de distribución normal estándar 

Por el teorema ele put-call-parity, una put con los mismos datos de tiempo T y precio 

de ejercicio X estipulados en el contrato accionario tenernos que P = C - S + Xe-•', 

sustituyendo e tenemos: 

TESIS GOW 
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s 51.00 

X 50.00 

T 1 

Interés 8.00% 

Precio designado call 6.00 

Table 2.2: Datos para la simulación representada en la Figura 2.2. 

Ejemplo 2: 

El aplicar la fórmula propuesta por Black-Scholes no es difícil y de hecho el calcular la 

volatilidad es un simple dc>speje, igualmente fácil de representar en una hoja de cálculo. 

Un problema comím en le precio de una opción es ni siguiente: Dado un precio C para 

nna opción Call, y dada una determinada cotización del activo subyacente S, una tasa 

de interés r, tiPmpo de expiración, y un precio de ejercicio X, determinar la volatilidad 

implícita (u). En la siguiente figura se ilustra rste proceHo para un ejemplo ficticio: 

DllllT•tit V'ol3!hdzd lrrphc1taO.U 
500 751% 

'15% 
5!0 1116% 

// 
600 15:¡;¡•4 m. 
6!0 18~º' ~ J;% 

-= 
700 21~4 ~))% 
7!0 24:5'4 'tl :5% 
800 27CJ1"4 " 
8!0 :981% ~~~ ~y-
?00 32!.9°4 ~ 10% ?!O 35llº4 / 

1000 33(5% 5% 

10!0 ~71"4 0% 

5 6 7 B 9 .. 10 .il 
!'recio "'igm:lo .,,¡¡ (S) 

Figure 2.2: Simulación del valor <le la volatili<la<l. 

Es claro ver que la volatilidad correspondiente al precio designado de 6 es igual a nn 

valor de 15.35. 
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Capítulo 3 

El modelo Binomial. 

La valoración ele la opción clctPrmina el valor del proyecto o la oportunidad de in­

\'ersión. La fórmula m1í.' conocida para lle\'ar a cabo dicha valoración es, como ya se ha 

mencionado amplianwnte PI! l'l C'apítulo anterior. la dPsarrollada por !3lack-Scholes que es 

la solución a un prohlPma ele c<ilculo t•stoc>Í.-;tico. Seguidamente, Cox, Ross y Hubinstcin 

dPsarrollaron un m<•todo binomial para ésta valoración que confía en los mismos principios 

económicos de ar bit raje y con la ventaja de que. ademús de ser muy intuitivo, utiliza una 

1uatcnuitica tnuy SL'Hcilla. Con esta aproxi111acil)11 tiÍ111plif-icada, la 111eciinica para calcular 

el \'alar de una opción se reduce a recorrer hacia atrás un árbol de decisión, como hecho 

para nn análisis de flujos de caja descontados o un am'disis de decisión. 

3.1 El modelo Binomial: la aproximación discreta y 

las bases de la aproximación numérica. 

3.1.l Nociones básicas. 

El modelo binomial ilustra una manera de obtener el precio de las opciones en tiempo 

discreto. Supongamos que el tiempo corre entre O y 7' en N pu.,os de igual longitud 61. 
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El mercado consiste de 3 activos: un stock S, efectivo By un derivado V. 

La dinámica para la evolución temporal para esos t.res activos se modela a través de: 

• Stock.- Este es el activo que evoluciona bajo riesgo, es decir, su valor no exacto al 

tiempo t + ót no es conocido si conoce el valor al tiempo t. Denotemos otra vez al 

precio al tiempo t de este activo por S 1• Dado1 Si. suponemos que St+6t pueden 

tomar sólo dos valores, de ahí la etiqueta de binomial: S-u (cuando el estado sube) 

o sd (cuando el estado baja). 

• Efectivo.- Esle es un activo libre de rie~go. Denote por r 1 a la tasa libre de riesgo 

prevaleciente entre los instantes t y t + ót. Supongamos que r1 es conocida al tiempo 

t. Si B 1 es el valor conocido2 de la cantidad de efectivo al tiempo t, entonces 

supondremos que 

Sin pérdida de generalidad supondremos que Bo = l. Posteriormente especializare­

mos mucho más a nuestro modelo. Usualmente se supone que r 1 es determinista, 

i.e. conocida al tiempo O. 

• Derivado.- Un derivado o un activo contingente sobre un stock es un activo que deriva 

el valor desde aquel subyacente que evoluciona bajo riesgo (el stock, en este caso). 

Al tiempo T, este mlor (en términos del stock subyacente) no es ambiguo. En 

otras palabras, \Ir = IJ!(Sr), donde t.(J es conocido. Nuestro objetivo principal es 

establecer el precio y la cobertura para este derivado en cada instánte del tiempo 

t > T, y en particular al tiempo O. 

Otros objetivos secundarios son los siguientes: 

• Precio y coberlura del derivado. 

1 La suprnüción implícita es qnc S, es conocido seguramente nl tiempo t. Un proceso de tnl naturaleza 

se llama F,-ada¡1tr1cln. Un proceso se dice F,-adaptm/o si puede .cr conocido su resultado al tiempo t. 
Ohscrvar que la primera vez que un tno\imicnto browninno entra en un conjunto abierto es Fi-adaptado 

pero la primera vez que sale no. 
2 Un tnl proceso r1 es llmnado procmm preclictible o p1'edccible. Observe que 1·1 es un proceso compuesto 

o continwuucnte compuesto. En ocasiones <'Sta ecuación puede sC'r escrita como Bt+M = (1 + r16t}B1• En 

este caso, reemplncc er 16 t por 1 + 1·1ót en todas las fl1rmulas. 
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• Iniciar el modelo binomial de tal manera que este converja al limite continuo por la 

derecha si los pasos temporales se hacen arbitrariamente pequeños. 

3.1.2 El modelo binomial a un período. 

El análisis a un período fundamenta la base del establecimiento del precio binomial. 

Sea S el precio del stock al tiempo O. Al tiempo t, el precio del stock puede tomar alguno 

de los dos valores S .. si éste se mneve hacia arriba o Sd si éstr. se mut?ve hacia abajo. 

s al tiempo t = o _, s.. o sd en t = l. 

Queremos establecer el precio y la cobertura de este stock. 

Obser\'C que aún no se ha especificado ningunos valores pam la probabilidad. La 

principal razón es que el precio y la cobertura, por lo menos en principio, parecen ser 

indepeudieules (en este modelo binomial) de las probabilidades asignadas para ir hacia 

arriba o hacia abajo. Este punto es importante y deberá ser discutido a fondo posterior­

mente. 

Suponga que el pago del derivado es (bien conocido porque pudo ser observado} V,, si 

S1 = S,, y \~1 si S1 = Sd. 

3.1.3 La interpretación intuitiva. 

Un aspecto crucial es que se debe fijar una posición en el valor del derivado V mediante 

una elección apropiada de stock y de efectivo. Es necesario tomar una posición al tiempo 

O y nurntC'nerlu firme hasta llegado el tiempo 1, y dado que se ha elegido esa posición el 

\'alar al tiempo 1 es igual al valor de la opción: v .. si S1 = s .. y Vi si S1 = S,1• 

ÜC' manera formal, queremos construir un portafolios autofinanciado y replicante de 

stocks y efcctil'o para el derivado. 

Un portafolios (x, ¡¡)es una combinación de un monto de efectivo x y una cantidad y de 

stocks. Un portafolios autofinnncindo l'S aquel cuyo valor cambia sólo cuando los activos 

subyacentes registran cambios (y no por cambios en los montos de esos activos y efectivos). 

DPnt ro del contexto del modelo binomial a un período. el l énnino autofinanciado significa 
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que podemos adoptar una posición al tiempo O y si ésta es elegida, terminaremos el 
período sin hacer modificaciones a esa decisión y siempre trabajaremos con ella hasta 

el instánte l. Esa elección correcta es llamada replicación. Un portafolios replicante es 

aquel cuyos valores se ven reflejados o siguen al valor destino (en este caso el del derivado) 

exactamente sobre el tiempo. Este es construido para tener el mismo valor terminal que 

su derivado. Por no arbitraje3
, este tiene por lo tanto el mismo valor que su derivado y 

todas las veces hasta In madurez. 

3.1.4 Construyendo un portafolios replicante y autofinanciado. 

Considere un portafolios n = (:r, y) elegido al tiempo t =O, que contiene x cantidad 

de efectivo e y de stock. El portafolios no es modificado hasta el tiempo t = l. El valor 

al tiempo t = O es 

:ro= X+ yS. 

Al tiempo t = 1, el precio del stock puede moverse hacia arriba o hacia abajo. Efectivo, 

nde1mís, el riesgo crece con una t.asn r sin importar lo que suceda. Puesto que no cambia 

x e y (autofinanciado), el valor n al tiempo t = 1 es 

r.1 = 11'.,e' + yS.. si S1 = S 11 (estado hacia arriba), 

rr 1 = ;rde' + ySd si S1 = S,, (estado hacia abajo). 

Ahora que, para tener la seguridad de que el portafolios rI marcha, estipulamos que 

rr 11 = l'u y :rd = \~ (replicación), i.e. elegir :1: e y tales que 

.u' + y 8 11 \~, 

.·,.e' + ySc1 Vd. 

Este sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 variables (.i: e y). Dado que la matriz ele 

Ir,s coeficientes es no-singular, y \/u #- \'d· esta tiene una 1ínica solución 

3 Si dos activos tienen el mbmo \'alor tcrmi11al, ellos deberían tener el mismo valor inicial o un perfil de 

,·cutai; 111éis cara.c., o de comprus mas harutm;. FormnlmC'ntc, 1111 ¡mrt ufolios :r ~e dice que exhibe arbitraje, 

si rro :5 O y Il'lrrr > OJ = 1 o rro <O y Il'lrrr ?: O] = J. 
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Con esta elección, rr 1 siempre tiene el mismo valor que V¡. El hecho de tener no­

arbitrnje implica que V0 debería de ser igual a rr0 , i.e. 

\!. S,. \~1 - Sd V,. _, V,. - Vd S 
o = s .. - sd e + s .. - sd . (3.1) 

Este es el precio explícito de la ecuación al tiempo t = O. Por hipótesis, siempre sobre 

el lado derecho es conocido. El método de construcción de un portafolios autofinanciado 

y rC'plicante también nos permite obtener -<le paso- una estrategia de cobertura explícita 

relatirn a un monto de efectivo .r y una cantidad de stock y. 

IIPmos r:nust rnido un portafolios de un monto de efectivo x y con una cantidad de y 

~tocks qm• rC'plica al \'alar del derivado al tiempo l. Resuelto para x e y, lmjo la condición 

dt> no-ar hit raj<'. L'l precio del derivado al tiempo t = O es J:+ yS y la estrategia de cobertura 

l'S rro = (.r, y). 

3. 2 La martingala del precio. 

3.2.1 Probabilidades.ajustadas al riesgo: definiendo la medida 

de la martingala. 

La expresión en (3.1) puede ser reescrita como sigue: 

v: _ _, {Se' - Sd 11 S,. - Se' 11 } 
o-e S -S ,,+ S' -S d . 

u ti u d 

Obscn·ar que los coeficientes de V,, y \~1 suman l. Adicionalmente, proYeen log(Sd) < 
,. < log(S',,). esos coeficientes son estrictamente positivos. Dos coeficientes positivos que 

s11111an l dchPrían ser interpretados como dos probabilidades. Reconociendo este hecho, 

defiuimos 

¡i = s;.:::dd 
ij = 1 - jJ = ·~·"-=-·~;; . 

ji puede ser interpretado como la probabilidad de ir hacia el estado de subida y 1 - ji 

la probabilidad de r¡ne se mueva hacia abajo. Con Psta definición de probabilidades, 
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podemos escribir: 

Va= e-r {Wu + (1 - ¡i)V.1} = e-'IEo[Vi]. 

Aquí, IEo[·] denota la esperanza tomada con respecto a las probabilidades {¡3, 1 -

¡3}, y evaluada usando toda la información al tiempo O. Esta interpretación puede ser 

traducida a un discurso claro: "el valor presente del derivado es igual a su valor futuro 

esperado descontado, dado que (y no podemos aclararlo mejor), la esperanza es tomada 

con respecto a las probabilidades especialmente elegidas {ji, 1 - ji}". 

El conjunto de probabilidades lP = {¡j, 1 - ¡i} f>S llamado la mcdidA. de probabilidad 

ajustada al riesgo, y las probabilidades son llamadas probabilidades riesgo-ajustarlas. Esto 

debido a que bajo esta medida, se tiene que 

e'\10 (C'omo se ha mostrado anteriormente), 

c'S0 , 

lEo[Vi) 
IEa[St] 
IEa[Bi] B 1 =e' I30 (por la definición y adcmÍL5 es independiente ele la medida), 

y por ello, además, bajo la medida riesgo-ajustada todos los activos se espem que crezcan 

al menos a la misma tasa libre de riesgo r. 

De hecho, una interpretación plena para establecer el precio del derivado puede ser 

reformulada como sigue: el valor presente de un derivado es igual a su valor terminal 

esperado descontado por el riesgo ajMlado. donde las esperanzas son calculadas usando 

toda la i11Jormació11 disponible hasta el tiempo presente. Esto es bien conocido por los 

economistas como la hipótesis de espemnza8 racionales. 

IEo[Si) =¡;s.+ (1- ¡i)S,r~e'S => 
_ Se' - S,1 
P = s. - sd · (3.2) 

La medida ñ> se llama a veces la medida de In martingala4 , es llamada así porque 

el proceso de precios relativos z, = I31-
1s1 y U, = B,- 1V¡ son martingalas bajo IP. La 

razón por la que hay que trabajar de manera cuidadosa con los precios relativos es que el 

proceso estocástico ele los precios relativos de un activo miele su ejecución comparada con 

·•una martingala es un proceso constnntc en \ulor esperado, i.e.: 

Observar que siempre, y ele nrnncm iruplícitu cspccificnmo~ una mcdiclu de probabilidad (en este caso (Q) 

en la definición ele una martingala. 
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una cuenta bancaria libre de riesgo. En un mundo ajustado al riesgo, la ejecución relativa 

de un activo con riesgo (comparado con uno que no lo tiene) debería ser constante. Este 

es un enunciado establecido desde el principio de no-arbitraje. La martingala del precio 

es el nombre que se le da a la siguiente versión de nuestras ecuaciones del precio: 

lo cual es justamente la definición de una martingala escrita al modo tradicional. 

3.2.2 Medida del mercado y medida de la martingala. 

Las actualC's probabilidades hacia arriba y hacia abajo deberían en general ser distin-

1.!L~ de las m;ignadas por ñ>. La.~ actuales probabilidades definen la medida del mercado 

IP = {p, 1 - p}. La nwdida rirsgo-ajustada es, por lo tanto, una construcción matenultica 

con\'f't!Íent<'. Es 1ítil comenzando porque puede ser utilizada ¡mm establecer l'OlTecta­

llll'nt<' l'l precio ele los df'rivados a partir del precio del propio stock, desl'chando cualquier 

intl'rprctaci<ín subjPtiva de los prPcios futuros del stock. intuitivamente, esto l'S porque su 

ckfinición incorpora los movimientos de los precios futuros (recordemos que ¡i de¡wnde de 

.':i,, ~;S.¡). l·:n t•stl' Sl'nlido, psto elepl•nele de los posibles valores futuros, por otra parte, S., 

,\' S.¡ se· \'ali ilf',rl'gando, y con ello el modelo de precios quedaría totalmente determinado. 

l 11ir l'ont ra. 11~ando IP St' p11Pdc cousC'gtlir una aproximación dPl precio porque, de tnancra 

llana. hahrr•n1os "elt'scontado" la incertidumbre: prinwro porque la Plcceión ele 8,. y S.i y 

t'll o<'µ,uida por la ele la probabilidad p. 

3.3 l\!Iartingala del precio. 

L(js conceptos de probabilidades riesgo-ajustadas y martingala del precio son \'álidos en 

un marco ele mayor generalidad que para el caso del modelo binomial a un período descrito 

en esta sección. De hecho, en lo que sigue describimos un procedimiento que puede ser 

utilizado para establecer d precio de los act.h·os qtu~ razonablemente se comporten romo 

activos contingentes: 
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• Dado el proceso de precio del stock 81 E F¡, una cuenta de efectivo libre de riesgo 

8 1 E :F1_ y un derivado seguro Ví con un pago bien definido Vr = lll(Sr ), todos 

observados bajo la medida subjetiva del mercado IP. 

• Construir el proceso de precios descontados del stock Z1 = B1-
1S1• 

• Hacer la única medida de martingala equivalente (si ésta existe - ver abajo IP). 

Esle proceso marcha también con lasas de interés estoc1ísticas, tanto como las espe­

ranzas sean bien definidas. 

liemos visto dos métodos para obtener los precios de los derivados: mediante la cons­

trucción de un portafolios aulofinanciado y replicante, y por el descuento bajo la medida 

de ln. martingala. Existe una conexión íntima entre los mercados con libre arbitraje 

completos5 y las ímicas medidas6 equivalentes de martingalas. (incluir algunas referen­

cias). Por todo lo anterior, enunciamos el principal resultado: 

i\lercado completo 

con libre arbritaje 

existe una única medida 

de martingala equivalente. 

Ltt existencia de una tal medida de martingala implica el no-arbitraje, y la unieidad de 

esta medida implica completitud, es decir, unicidad del precio. 

~un mercado completo es aquel en donde siempre es posible comprar y \'cndcr un activo. 
6 La• dos medidas de probabilidad IP y «l se dice que son equivalentes si en ellos se hn convenido que 

es imposible 

ll'(A) =O sí y""º si «l(A) =o. 
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3.4 Un Modelo Binomial Multiperíodo. 

3.4.1 Generalidades. 

El modelo binomial multiperíodo es una extensión directa de la versión de un período 

descrita anteriormente. El procedimiento para precios de activos contingentes aparece a 

co11t.inuad{n1: 

• Vr est1í. dada en cada nodo terminal del árbol. 

• Usando t'l modelo de un solo período para el precio de un derivaclo en cada nodo hasta 

L'l ¡wnúllimo paso temporal T - tit. 

• 11cpetir t•ste procedimiento del prPcio hacia ntní.s un pn.-;o cada vez ha.~ta encontrar al 

precio al t icmpo O. 

3.4.2 Precio de una Opción Europea. 

Como t'S liiPn conocido, una opción europea es aquella que puede ser ejercida en la 

f1·cha de t>xpiración T. En esta occción, ilustramos el modelo multiperíodo al desarrollar 

dc- 111anPra Pxplídta la ('Cllacic.ln cid pn•cio para opciolll'S Pllropl•as sobre un ürbol binorninl 

partic11lar. S••a Pl valor tPrtninal dc l" upciuu la cantidad\'.,.= 'P(S,.). 

Supunga que t•l úrl1ul qt1l'da dPscrito co1110 sigue: pougan10~ que la tasa de interés es 

rnnstant 1• r. Si l'l prt•cio dd stock al t il'mpo t l'S .5'1 , t•ntoncPs el precio del stock al tiempo 

l ·t·•'I put•<k a.-H1111ir dus \·alorcs: S111 o S,t!, doudc" y ti Sllll l"tlllstantcs a lo largo dt>l tiempo. 

Esta e>pt•citil"ad«lll partil'ular 1 ÍPIW la propiedad computacional que la;; probabilidades de 

la martingala son las rni,mas para cada nudo del árbol. Entotll"<'S sP puede checar que 

,,,., - d 
p=-·--. 

u-d 

Ahora suponga que el tiempo actual es t,. = nót. ~· el precio actual del stock es S,,. 

-·---- -----·-~-------........ 
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El número de pasos temporales total es N - n. En cada uno de ellos, el precio del 

stock puede ir hacia arriba (con un factor u) o hacia abajo (con un factor d). El precio 

final del stock (al tiempo N ót = T) por lo tanto, está ligado al conjunto 

i = O, 1, .. ·, N - n.}. 

Por todo ello se concluye que el valor de la opción europea es el conjunto 

i=O,l,···,N-n}. 

Siendo ji la probabilidad ajustada al riesgo de un movimiento hacia arriba. S,, puede 

e\·olucionar a S.v.; mediante una sucesión consistente de i movimientos hacia arriba y 

N - n - i movimientos hacia abajo. La probabilidad de riesgo-ajustada de estos hechos 

está dada por 

( N ~ n ) ¡i'(l _ p).V-n-i. 

El valor presente de la opción es el pago esperado descontado bajo esta medida. A 

partir de la teoría desarrollada anteriormente, obtenemos que 

3.4.3 Precio de una Opción Americana. 

Como es bien conocido, una opción americana es aquella que puede ser ejercida en 

cualquier instánte del tiempo t anterior al tic>mpo de la maduración. Puesto que este da al 

poseedor mas derechos que una opción europea, esperamos tener por ello también cierto 

valor agregado. Eu particular, el valor de uiut opción americana nunca puede ser menor 

que <'l pago, puesto que éste siempre es posible que se realice el pago inmediatamente al 

~t·r ejNeiclo. 

El hecho de una pronta ejecución hace que las valorizaciones de las opciones americanas 

sobr<' un tírbol binomial sean marginalmente nuís difíciles. La modificación es que ahora 

pueden ser ejercidas en cualquier nodo, tal que para cada nodo es necesario probar cuando 

é>ste es 1íptimo para poseer por un período mas. o l'jcrcilarlo de inmediato. 
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El valor para una opción americana queda por lo tanto dado por 

Vr = w(Sr) 

\!¡ = max { '11(S1), e-'IBt[Vi+iJ} 

Aquí, 1Jl(S) es la función pago. Si la opción es poseída hasta la madurez, entonces el 

pago es 1!J(ST). De otro modo, tenemos la posible elección: podemos ejercer inmediata­

mente y realizar i!J(S1), o elegir esta alternativa en el siguiente paso temporal. Como es 

usual, trabajamos en retroceso en el tiempo. 

3.5 Límites continuos en el tiempo desde árboles 

binomiales. 

En esta sección estudiamos el modelo binomial en un límite en tiempo continuo. La 

principal pregunta es: obtener una especificación en tiempo continuo para la evolución 

del precio del stock (o de cualquier otro proceso estocástico), es por ello que deberíamos 

construir un árbol binomial que converja a este proceso a medida que los pasos temporales 

se hagan suficientemente pequefios. 

3.5.1 La difusión límite de Feller. 

Set1 Z, con i = 1, • · ·, N una familia de variables aleatorias Bernoulli 

1P [Z; = 1] = p 

1P [i; = -1] = q = 1 - p. 

U na conclusión directa es que 

1E [Z;] = pq 

Var [Z;] = 4pq. 

Ahorn construimos el !Írbol binomial. Dado que el tiempo evoluciona desde O a T = 

.V D.t en N pasos iguales de longitud L:i.t, con t,, = nL:i.t. Sea X,, el valor ele una variable 

alt'atoria al tiempo t,,. Dada X,,= :r., especificarnos que X,,+ 1 = .1: + D.x con probabilidad 
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p y x - t::i.x con probabilidad q = 1- p, y que los incrementos sucesivos son independientes. 

Si X 0 = x0 es dado, entonces podemos escribir el proceso {X,,} en términos de la variable 

aleatoria Bernoulli anterior como 
n 

X,, =x0 + L Z¡l:::i.x. 
i::l 

Como los incrementos son independientes se verifica que 

n 

IEoXn = Xo + L IE[Z,]t::i.x = Xo + n(p - q)l:::i.x, 
i=l 

VaroXn = EVar[Z¡J(t::i.x)2 = 4npq(l:::i.x)2
• 

i=l 

Aquí mantenemos a T fijo y hacemos que N --+ oc de tal manern que el proceso 

{X,.} :;=o converge a un límite continuo {X,} ie¡o,TI con las siguientes propiedades 

lE [X1+r] = /tT 

Var1 [X,+rJ = a2
T. 

donde ¡1 y a son constantes. En otras palabras, queremos elegir parámetros t::i.x , t::i.t 

y p tales que el proceso en tiempo discreto descrito anteriormente converge a un límite 

continuo en tiempo X, con media instantánea ¡t y varianza instantiínea a2
• 

Sin pérdida ele generalidad, si .r0 = O las expresiones para la media y la varianza se 

reescriben como 

IEo[X,,] =:(o+ :;:t (p - q)D.x, 

Varo[X,,] = 4~'tpq(D.x) 2 • 
Ahora, al tomar el límite cuando l:::i..r, D.t --+ O se obtiene que IE0[X,.] y Var0 [X,,] están 

acotados. l\lns específicamente, 

IE0 [X,,J --+ ¡tt 

En virtud de que tiene \'arianza finita entonces el cociente <~,!' es también acotado. 

Pm lo tanto si escribimos 

(D.x)2 2 -;r¡- =a lo cual implica que D.x = a./'Si,. 
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Como la media es finita se tiene también que 

( )
C..-r. 

p- q C.t = µ, 

y sustituyendo a C.x nos permite obtener 

(2p - l}a./Xt = µ. 

Finalmente al reordenar los términos esto a 

1 µ.JiSJ, 
P=2+~, 

1 JL .,¡¡s:¡, 
IJ=2-~· 
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De manera c¡ue el proceso discreto converge a un proceso en tiempo continuo con media ¡1 y 

varianza a 2 por unidad de tiempo, dado que el paso temporal y la medida de probabilidad 

~atbfagan: 

Q.;r, = a.JSI 
1 JL .¡;s:¡, 

p,q=2±~. 

Note que esto est>i escrito en términos del pa.'io temporal, y no se puede tomar cualquier 

<irbol binomial. Es necesario elegir el tammio del paso y las probabilidades de una forma 

es1wcial para :;er consistentes con el límite en tiempo continuo. 

3.6 Aplicación a las finanzas en tiempo continuo. 

En finanzas, modelamos los retornos de los stocks más que los precios de los stocks 

mismos. La razón l'S quP a 10 unidades monct arias cambia un stock negociado a 1000 

unidades 111011Ptarias y PS llll'nos significativo que el mismo cambio de un stock negociado 

a GO 1111idadcs llllllWtari<c'. En tiempo continuo. el rl'torno sohrc un stock es definido como 

dS'/8. y l'sta c•s 1111a mnt iclad q1u• mndPlamos como un 111ovi111ienlo browni<rno con media 

¡i y volatilidad a". 

En tiempo discreto. adL·rn:\s. los retornos quedan definidos a trm·és de las spries en 

diferencias de los precios trnnsformados por el logaritmo 

X, = logS,_ 1 - logS1 = log ('~~ 1 ). 
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Esto puede ser justificado matemáticamente mediante la aproximación 

1 (
S,_1) l (l S1+1 - S,) l (t t:>.S1 ) t:>.S1 og -- = og + = og + -- ~ --. 
~ ~ ~ ~ 

Otra manera de justificar el uso de los logaritmos de los precios queda motivado por el 

propio hecho de que una cuenta de efectivo libre de riesgo genera B., = (1 + r)" en tiempo 

discreto. Al graficar log81 da una línea recta, lo que refleja el hecho de que el crecimiento 

del dinero 11 una tasa constante, debería estar relacionado con la gráfica de e•', este hecho 

está fundado en la premisa de que puede ser identificado de manera sencilla y visual a 

líneas reclHS mEÍs que a gráficas exponenciales). 

Por todo lo anterior, si deseamos modelar los retornos como un movimiento browniano 

aritmético con media ~t y volatilidad a 2 , entonces el 1írbol binomial debería tener la 

siguiente especificación: 

o equivalentemente, 

S={ 

X + a...f'Ei; con probabilidad 

X - a...f'Ei; con probabilidad 

SeªV'Ax con probabilidad 

se-ª.¡¡s:; con probabilidad 
p=~+~. 
q=!-~ 
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Capítulo 4 

Teoría de Opciones Reales. 

El estudio de las Opciones Reales es uno de los desarrollos más importantes en el 

amílisis de decisiones de negocios de los ültimos cien aiios. Por primera vez, se cuenta 

con un marco que integra a todas las decisiones de dirección bajo una forma extrema de 

incertidumbre, la técnica más conocida casi siempre es la de caminatas aleatorias, que es 

(aproximadamente) el comportamiento visto en los mercados financieros y, en el cual, los 

fenómenos económicos nos presentan otra visión como mercados comerciales altamente 

competitil'os. El amílisis con Opciones Reales nos permite integrar nuestras decisiones de 

inl'ersión, operaciones y desinversiónes, incluyendo un cambio del mercado. 

4.1 Introducción al Análisis con Opciones Reales. 

U na de las diferencias nuís relevantes entre las Opciones Reales y los métodos de 

análisis tradicionales es que, en el análisis tradicional de flujos descontados o de los Arboles 

de decisión, usando una alta tasa de descuento ajustada al riesgo hacemos proyecciones 

cll'l futuro y tratamos a estas proyecciones como si resultaran plenamente ciertas. Por 

otro lado, el amUisis con Opciones Reales considera que el futuro es impredecible y que 

sólo sabemos el estado del mercado día a día (más la tasa en la cual el estado diario es 

un mlor perdido como una guía al futuro) , además de usar una tasa de descuento libre 

de riesgo. 

G7 T.Esr~ (1n~r 
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También, podemos tener más de un factor aleatorio o fuente de incertidumbre, en el 

caso de Ja explotación de recursos existe la fuente de incertidumbre financiera del precio 

del producto y la incertidumbre técnica generada por los riesgos de la explotación de ese 

producto (estos pueden ser independientes o no en el sentido probabilista pero afectan las 

decisiones). 

Por otra parte, contar con opciones compuestas nos permite establecer 'cadenas' de 

opciones en las cuales el pago de la primera opción es el valor de adquisición de la siguiente 

opción de la cadena. 

El estudio de las Opciones Reales 11t iliza m11clta., herramientas financieras. Lru; varia­

ciones, las fuuciones de pago, lus \·encimienlos y tipos de opciones se extienden a su 

equivalente en Opciones Rcaks. Sin embargo, la diferencia clave entre una opción fi­

nanciera y una Opción Heal es que 1111a decisión acerca de una opción financiera no altera 

el valor de la empresa mientras que una decisión cou opciones reales debería cambinr los 

recursos y, por tanto. el valor de Pila. 

El arnllisis de opciones C'S un proceso lógico de decisión, que de preferencia, cuantita­

tivamente compara los beneficios ~· dificult acles de diferentes alternath·as de solución. 

Estas técnicas o métodos cuantitativos y cualitativos para la toma de decisiones son 

unas herramientas de gran apoyo a la gestión gerencial de una organización sobre todo, 

en situacioues de gran incertidumbre. 

4.2 Los métodos clásicos de valoración comparados 

con Opciones Reales. 

El objeto del presupuesto de capital es encontrar proyectos de inversión cuya rentabi­

lidad supere al coste de llevarlos a cabo. El principal problema, dejando a un lado el de 

la ch•terminación del costo de oport11nidad del capital del proyecto, es el de la valoración 

del activo que se creaní al realizar la inversión (una fábrica, un barco, una refinería, 

etcétera). Así, cuando rnloramos un proyecto de inwrsión realizamos una previsión de los 

flujos de caja que promete generar en el futuro y procedemos a calcular su valor actual con 

objeto ele podl•r comparnr. en un momento determinarlo del tiempo (el actual), el valor 

global de dichos flujos de caja con l'l'speclu al clt•spmbolso inicial que implica la realización 

TESIS cor,1 
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de dicho proyecto. Uno de los criterios de comparación más comúnmente empleados en 

las empresas es el del valor presente neto (VPN) que, además, es el criterio más acorde 

al objetivo general de todo directivo: la maximización del valor de la empresa para el 

accionista; puesto que indica exactamente cuanto aumentará de valor una empresa si 

realiza el proyecto que se está valorando. Su ecuación general es la siguiente: 

" FC· 
VPN =-A+ 2::--1 -

J=1 (l+J.:)1. 
(4.1) 

donrle el desembolso inicial del proyecto viene rPprese11tado por A, los diversos flujos 

de caja por FC1 , el horizonte temporal del proyecto por "· y la tasa de descuento (el 

coste de oportunidad del capital) apropiada al riesgo del proyecto por /,;. Este criterio 

considera factible un proyecto de imwsión cuando el VAN es positivo, es decir, cuando 

la totalidad dl' los flujos de caja esperados descontados a una lasa apropiada al riesgo del 

proyecto supera al coste de realizarlo. Por <'l conl rario, si el VPN fuese negativo, sería no 

aconsej11ble llevar a cabo el proyecto. 

Sin embargo, es ll<'Cl'fütrio 1 encr c•n cuenta que cuando se analiza un proyecto de in­

versión bajo la óptica rkl criterio de valoración \IP;'\í se esl.fin realizando una serie de 

supuestos que afectan al rPsultado obtenido. Los principales son: 

H 1.- Los llujos de caja que el proyecto promete generar pueden reemplazarse por 

sus \'alares medios <'spl'rados y C:·st os se pueden 1 ratar como valores conocidos desde el 

principio del análisis. EstP s11p11eslo implica ignorar que la directiva puede alterarlos al 

adaplnr su gpstic\n a las condiciones imperantes en el mercado durante toda la vida del 

proyl'clo. Esta f!Pxibilidad crm valor parad proyecto de inversión, rnlor que el método 

VI')!. por ejL•mplo. l'S incapai dt' relll'jar. 

H 2 .- La tit.~a de dr.•sc11ento es conocida y constante, dependiendo únicamente del riesgo 

del proyecto. Lo que implica suponer q11e el riesgo es constante, suposición falsa en la 

mayoría de los e>t.,os, puPsto que el riesgo depende de la \'ida que le quede al proyecto y 

de la rentabilidad actual dPl mismo a través del l'ÍC'clo del ;1palancamicnto operali\'o. Por 

tanto, la tasa de dl'SClll'nto \'aria con el tiempo y, además, es incierta. 

H 3 .- La necesidad de proyectar los precios esperados a lo largo de todo el horizonte 

temporal del proyecto es algo imposible o temerario en algunos spctores, porque la gran 

variabilidad de aquéllos obligaría a esbozar todos los posibles caminos sl'guidos por los 

precios al contado a lo largo dt!l horizonte de planiticaciún. Como •'sto <'S muy difícil de 

------~-----·---~ 
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hacer, de cara a la aplicación del VPN, arbitrariamente se eligen unos pocos de los muchos 

caminos posibles. 

En resumen, las principales limitaciones del VPN surgen por realizar una analogía 

entre una cartera de bonos sin riesgo y un proyecto de inversión real. Mientras que la 

analogía apropiada dependerá del tipo de proyecto analizado, así en el caso de los recursos 

naturales, en los proyectos de 1 + D y en otros tipos de proyectos reales las opciones 

financieras resultan ser una mejor analogía que las carteras de bonos. 

El desafío para el analista fiuanciero consiste en la elección ele un activo cuyo valor 

es conocido y cuyas característica;; ~can lo 1rnb parecidas posibles al activo cuyo valor es 

necesario determinar. Como Psto implica uu elemento de juicio, el presupuesto de capital 

es 1mís un arle que una ciencia, aunque después de la lectura de determinados libros de 

texto parezca, equi\'ocarlamente, que todo d problema se circunscribe a la mera aplicación 

ele la regla del descuento de los flujos de caja esperados. 

En todo caso, los 111Ptorlos clüsjros de valoración de proyectos, que son idóneos cuando 

se trata de evaluar decbiones de i1wersión que no admiten demora (ahora o nunca). sub­

valoran al proyecto si éste posee una flexibilidad operativa (se puede hacer ahora, o más 

adelante, o no hacerlo) u oportunidades de crecimiento contingentes. Lo que sucede 

cuando la directim puede sacar l'l 1111Lxi1110 partido del riesgo de los flujos de caja. Por 

tanto, la posibilidad rfo retmsnr un desembolso inicial irreversible puede afectar prof1tn­

dame11/e la decisión de i11verlir. Esto, lnmb1é11, erosio11a la sencilla regla del 11alor actual 

11elo, y desde aquí el fu11dame11lo teórico de los típicos modelos de inversión neoclásicos. 

Esto último nos llem a redefinir la rPgla de decisión del VPN que, recordemos, re­

conwndaba aceptar un proyecto cuando Pl valor de una unidad de capital era superior o 

igual a su coste de adquisición e instalación. Esta regla es incorrecta porque ignora el coste 

de oportunidad de ejecutar la im·l'rsión ahora, renunciando a la opción ele esperar para 

obtener nueva información. Por tanto, para que un proyecto de inversión sea efectuable 

l'l valor actual de los flujos de caja esperados clebeni exceder a su coste de adquisición 

e instalación, al menos, en una cantidad igual al valor de mantener viva la opción de 

inversión. 

Como \'eremos a lo largo ele este capítulo, la valoración ele proyectos a través de la 

metodología de las opciones reales se basa en que la decisión de invertir puede ser alterada 

fucrtemcutc por: la irreversibilidad, la incertidumbre y el margen de maniobra del clecisor. 
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4.3 Los proyectos de inversión analizados como 

opciones reales. 

La posibilidad ele realizar un proyecto de inversión tiene un gran parecido con una 

opción para comprar una acción. Como bien se ha dicho a lo largo ele este escrito, ambos 

implican C'l derecho, pero no la obligación, ele adquirir un activo pagando una cierta suma 

de dinero en cierto momento o, incluso, antes. Por ejemplo, recordemos que una opción 

ele compra y su sistema de valoración a través ele la fórmula de Black & Scholes para las 

opciones de tipo europ,•o que no pagan dividt>nck1s, se basa en cinco variables: el precio de 

la acción S. el precio de ejercicio E, el tiempo hasta el vencimiento T, la lasa de interés 

sin riPsgo r y la cl"sviación típica ele los rendimientos ele In acción a. 

Por su parte, la ma~·oría de los proyectos el" inversión implican la realización de un 

de~ctnbolso para co111prar o realizar un activo; lo que tis anúlogo a. ejtirccr una opción. 

,\sí (ver tabla -1.1). la cantidad invertida es el precio ele ejercicio E y el rnlnr del activo 

comprado o producido c•s el precio ele la acción S. el tiempo que la empresa puede esperar 

sin perder la oportunidad ele invertir es el t ieinpo hasta el wncimiento T, y el valor del 

rir•sgo dc•l proyecto viene rpflejado por la desviación l ípica de los rendimientos de la acción 

a. El ,·alor t¡•mporal \"it•ne ciado por la tasa ele interés sin riesgo r¡. 

La posibilida<l de postponer una inversión proporciona a la empresa un tiempo adi­

cional para Pxaininar la lc>rHlencia de los acontecimientos futuros reduciendo, al mismo 

tiempo. la posibilidad de incurrir en costosos errores debido a que los acontecimientos 

'"' han dt•sarrollado en contra de lo previsto. Cuanto mayor sea el intervalo de tiempo 

T. que se t il•ne ele margen para demorar la cl!•cisión final. mayor será la posibilidad de 

qu" los acontecimientos se desarrollen ele forma favorable' 1urmentando la rentabilidad del 

pro~·ecto. Es c•videnle. que si dichos acontecimientos fuesen contrarios a los intereses del 

dt•cbor, <·ste renunciaría a realizar el proyecto evitando así una pérdida innecesaria. 

En cuanto al ri¡•sgo asoeiado al proyecto a, es prC'cbo "Ciialar que cuanto nuís grande 

sea mtís valiosa sent la opción sobre la inversión. Ello se debe a la asimetría l'xislente entre 

pérdidas y ganancias; así. un aumento de las operaciones hará aumentar la positividad 

del VPN mient.ras que un gran descenso ele aquéllas no nPcesariamenle hará que el VPN 
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Proyecto de inversión Variable Opción de Compra 

Desembolsos requeridos 

para adquirir E Precio de ejercicio 

el activo 

Valor de los activos 

operath·os que s Precio de la acción 

se van a adquirir 

Longitud del tiempo 

que se puede de111orar T Ticriipo hasta el ~encimiento 
.· 

la decisión de inversión 

Riesgo del acth·o 

operativo 172 Varianza de los rendimientos 

s11byncenlc 

Valor temporal 
Tasa de Interés sin riesgo 

del dinero 
r¡ 

• .. · 
. . 

Tabla 4.1: Significado de los elementos de una opción financiera Y. los. de, una opéión real. 
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(-) 

(-) 

Figura 4.1: Asimetría de perdidas y ganancias. 

sea negativo (porque, en este caso, se pueden eliminar las pérdidas al no ejercer la opción 

de inversión (ver fig. ·1.1). Claro que hay que tener en cuenta que aunque un aumento del 

riesgo del proyecto puede aumentar el valor de la opción, en el contexto del presupuesto 

de capital, podría aumentar el coeficiente de volatilidad beta del activo y reducir el valor 

actual neto del escenario base a través del incremento de la lasa de descuento. Por ello, 

habrá casos en que el aumento de valor de la opción supere al descenso del VPN b1ísico 

pero existir1ín otros en que ocurra exactamente lo contrario. Concretando, un aumento del 

valor de la opción de invertir no significa que aumente el deseo de hacerlo, puesto que el 

aumento del riesgo reduce el deseo de invertir (o retrasa la decisión de inversión) debido 

a que el incremento en el valor de la oportunidad de inversión se debe, precisamente, 

al rnlor de la espera. Por tanto, el aumento del valor de la opción de inversión refleja 

t•xactamenle la necesidad de esperar todo lo que se pueda antes de proceder a realizar el 

proyecto de inversión. 

Por la misma razón un aumento del tipo de interés sin riesgo r¡ produce un descenso 

dt'I valor del activo (al pP.nalizar el valor actual de los flujos ele caja esperados) y, al mismo 

l i('mpo, reduce el rnlor act11al del precio de ejercicio. Por lo general, pero no siempre, 

d efecto neto res11ltante induce a pensar que un aumento del tipo ele interés sin riesgo 

provoca un asceuso del valor de los proyectos con opciones de expansión (esto es, q11e 

1111 a111nenlo del tipo de iuterés sin riesgo suele reducir con nui~ fuerza el valor actual del 
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precio de ejercicio que el valor del activo). 
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Figura 4.2: llecomcnduciones pura el ejercicio de In opción. 

Kester observó que las empresas tienden a comprometer fondos en las inversiones mús 

pronto que tarde, a pesar de la posibilidad de diferir en el tiempo dicho compromiso. La 

razón estriba en que una opción es m{is valiosa cuando se posee en exclusiva que cuando 

es compartida porque los competidores pueden replicar las inversiones de la empresa 

consiguiendo con ello la reducción de la rentabilidad del proyecto. Así que éste último 

se realizará antes de la focha de vencimiento de la opción siempre que el coste de su 

diferimiento supere al \•alor sacrificado al ejercPr la opción de inversión anticipadamente. 

Esto suele ocurrir cuando (ver figura ·1.2.): 

a) Las opciones son compartidas 

b) El VPN del proyecto es alto 

e) Los niveles ele rirsgo y ele tipo de interés son bajos 

d) llay una gran competitividad en el sector 

--------- --------------------
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4.4 Reladón ºérit:re lós proyectos de inversión y las 

opciones a través de su valoración. 

Como ya vimos anteriormente la regla de decisión del VPN dice que un proyecto es 

factible siempre que su VPN sea positivo lo que se produce cuando el valor actual de 

los Hujos rwtos de caja esperados, V A(FC), supera al valor actual de los desembolsos 

nec<'Harios para rnaliz1ir el proyecto, V A(A). Podríamos reescribir la regla anterior y 

ponerla 1•11 forrnn de cocient.e con lo que obt.m1dríarnos el valor dPI índice de rentabilidad 

/H: 

VA(FC) S { factible si IR > 1, 
I R = VA(A) = VA(E) = no factible si IR S 1, 

(4.2) 

ubsi>rwse como ut.ilizan<lo las variables que vimos en la t.ahla 4.1, el VA(FC) puede sPr 

sw;tituido por S -ol valor actual del activo- y, a su vez, el V A(A) puede sustituirse por 

V A(E) -<•l valor actual del precio de ejercicio. Hay que resaltar que el VPN y el IR en 

la f!'cha <le vencimiento de la opción coinciden a la hora de decidir si un proyecto es o no 

<'Í<'ct11ablf'. lo q1w no tiPne porqué ocurrir antes de la misma. 

{ 
dentro del dinero si ocurre que 

Opcionc:; de compra= 
fu<'Ta del dinero si ocurre que 

IR > 1, 

IR < 1, 
( 4.:3) 

De la misnm forma, una opción de compra será ejercida siempre que S > VA(E), es 

d1•eir. si<>mpre <!11<' (en este caso la opción de compra se cfonomina dentro del dinero). 

Por tanto, el sistema tradicional para dc>cidir si se invierte en un proyecto de inversión 

PS "' mismo que para decidir si se ejerce una opción de compra. El IR incluye cuatro de 

la .. -; eiuco variablrs que analizamos en la tabla 4.1: S, E, r¡ y T. Además, el valor de la 

llpción t.il'ne una relación directa con d valor dul IR p11est.o que cuanto más grand<1 s<'a 

éste 1íltimo milll valdrá aquélla. 

Si una decisión de inversión 110 puede retrasarse, tanto la opción de compra como el 

proyecto se pueden analizar utilizando el clásico método del VPN. Pero si tal posibilidad 

existiese nos encontraríamos ante una opción que at'm no ha vencido, en este caso el IR 

(o el VPN) siguen siendo importantes pero ahora necesitamos incorporar en la valoración 

el riesgo del proyecto u. 
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La variabilidad; p~r unidad de tiompo, de los rendimfolltos del proyecto viene medida 

por la varianza de sus rendimientos a 2 • Si la multiplicamos por la cantidad de períodos de 

tiempo que aiín quedan hast.ll rl vencimiento obtendremos la varianza acumulada, u 2T, 

que mide cuanto podrían vnriar las cosas antes de llegar al final del horizonte temporal 

a lo largo del que podemos tomar la decisión de invertir. Cuanto mayor sea la varianza 

acumulada mayor será el valor de la opción. 

Alta 

Varianza 
Aumulada 

Baja 

Fuera del Dinero Dentro del Dinero 

Figure 4.3: El v1ilor <lo la opción <le compra aumenta en la dirección <le las flechas y se expresl\ 

como porcent.aje <lcl activo subyacente. 

Tanto la varianza ncumulada como el IR son suficientes para valorar una opción de 

eompra europea. Las opciones de inversión para las que a ó T sean cero no tendrán 

varianza acumulada y podrán valorarse a trnvP.~ del clásico VPN¡ pero si no son nulas éste 

1ílt.imo método dar~ result.ados falsos al subvalorar el valor actual de los flujos de caja 

Psperados. 

Los difcrentPs casos que se purden dar ntendiendo al valor dr su IR, de su VPN y de 

su varianza acmnulada son los seis mostrados en la figura 4.4. 

Así, siguiendo rl orden de las agujas de un reloj cmnenzrunos por la zona 1 en la que se 

m1c11rntran !As opciones "dentro del dinero" que t.iPnen 1111 VPN positivo y cuya varianza 

acnmnlada es baja (debido 11 que prácticamente no varía el valor del activo subyacente o 
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IR• I 

VI. Ho ejenlP ..... l. Ejenu Wn 

Figura 4.4: Diferentes casos en los que se considera en IR, VPN y la varianza acumulada. 

a que el vencimiento est¡Í muy próximo), en este caso lo ideal es acometer el proyecto ya, 

puesto que no hay ninguna ganancia en demorarlo. 

Si las opciones son dentro del dinero, su VPN es positivo y la varianza acumulada es 

grande nos encontraremos en la zona 11, en cuyo caso lo ideal es postponer la decisión de 

invertir pues es muy probable que el valor del activo subyacente aumente con el tiempo. 

La excepción a esta regla viene dada en el caso de que el activo subyacente se deprecie 

con el tiempo debido, por ejemplo, a la acción de la competencia o porque ya est!Í pro­

ducic>ndo flujos de caja, lo que impubaría a realizar la inversión antes de su vencimiento. 

Efectivamente, a veces es preferible ejercer anticipadamente lns opciones de compra ame­

ricanas. que pagan dividendos, en lugar de esperar a s11 vencin1ic>nto, dado que se consigue 

el dinero de éstos y se previene la erosión del valor de la opdón aunque se renuncia al 

interés sobre el precio de ejercicio (ta mayoría de In.~ opciones reales son parecidas a las 

opciones de compra americanas con reparto de dividendos, por ello es muy importante 

conocer el funcionamiento de éstas ültimas). 

En la zona III figuran los proyectos que poseyendo un VPN negativo, tienen opciones 

dentro del dinero y su varianza acumulada es muy grande. En este caso al ser IR > 1 lo 

indicado es esperar y comprobar si S y E varían, si no fuese así se dejaría expirar la opción 

sin ejercerla (es decir. no se realizaría el proyecto), pero en otros casos el desarrollo de los 

acontecimientos puede acabar haciendo interesante el realizar el proyecto en las cercanías 
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de la fecha tope para ello. Veamos un ejemplo de este caso. 

Ejemplo: 

Nos encontramos ante la posibilidad de realizar un proyecto de inversión cuyo desem­

bolso inicial es de 1.000.000 de dólares. Este desembolso puede realizarse ahora mismo o 

demorarse hasta tres aüos en el tiempo sin variar su cantidad. El valor actual de los flujos 

de caja que se espera genere este proyecto es de 900.000 dólares. La desviación típica de 

los rendimientos sobre el valor actual de los flujos de caja es del 40%. El tipo de interés 

sin riesgo es del 5%. 

El valor actual neto toma, por tanto un valor: 

V P N = -1.000.000 + 900.000 = -100.000 < O No efectuar. 

La empresa dispone de una opción de compra, que expira dentro de tres aüos, con un 

precio de ejercicio de 1.000.000 dólares sobre un activo subyacente cuyo valor medio es de 

900.000 dólares. El IR para esta opción, en la fecha de vencimiento, es igual a: 

m = _s_ = 900, ooo 
3 

= 1.0418 
VA(E) l, 000, 000(1.05) 

La varianza acumulada es igual a a 2 · T = 0..12 · 3 = 0.48 

La desviación típica acumulada es a = 0.6028. 

(4.4) 

U na opción con las características antcriore:; toma un valor del 28.8% del subyacente, 

es decir, 0.288 x 900.000 = 259.200 dólares. 

El VPN total de esta in\'ersión es igual a: 

VP)I total= VPN básico+opción de diferir= -100.000+259.200 = 159.200 dólares> O 

Esto significa que si rcaliz;ísemos hoy el proypcto de inversión perderíamos 100.000 dólares, 

pero si postponemos la decisión hasta un máximo de tres aüos es muy posible que las 

condicionC's cambien y aquél llegue a proporcionar una ganancia. Así, aunque el V P N < O, 

el l[{ > l, o lo que es lo mismo aunque E > S, el VA(E) < S. Lo que quiere decir que 

espPra111os que el valor del activo subyacente aumente a una tasa superior al tipo de 

interés sin riesgo en los próximos tres mios, posibilidad que \'iene reflejada en el valor de 

la opción. Concretando, el valor actual net.o total es positi\'o porque el valor de la opción 

ele <lifcrir C'l proyecto es imficiente para c·ontrarrestar ~; ~uperar la negatividad del VPN 

b1ísico. 
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En la zona IV aparecen los proyectos de inversión que tienen un VPN negativo, un 

IR.< 1 pero aún disponen de una alta varianza acumulada, que puede resultar beneficiosa 

a la larga si se demora la realización de aquél a la espera de que mejore el valor del 

activo antes de la fecha de vencimiento de la opción. En la zona V las características del 

proyecto son similares al de la zona anterior salvo que la variabilidad del activo subyacente 

es menor lo que prácticamente desaconseja la realización del proyecto. Por último, en la 

zona V 1 se encuentran los proyectos que teniendo un V P N < O y un IR < 1 carecen de 

riesgo, lo que significa que no se deben ejercer bajo ningün concepto. 

Para terminar, setialaremos que conforme el tiempo transcurra, la incertidumbre (va­

riabilidad) se itá reduciendo y nos iremos desplazando hacia arriba en la figura 4.4. Por 

tanto, los gestores tenclnln dos misiones: intentar desplazar los proyectos de inversión 

hacia la derecha antes de que el tiempo transcurra totalmente; y, mientras tanto, intentar 

e\·itar los posibles errores al ejecutar sus decisiones. 

4.4.1 Las opciones y el valor de la empresa. 

Es e\'idente la lógica ele la valoración de las opciones de crecimiento cuando se aplica a 

la totalidad de la empresa. Así, el valor de ésta última vendrá dacio por el valor actual de 

los flujos de caja futuros proyectados para las operaciones existentes (más el valor actual 

ele la desgravación fiscal debida al coste de la deuda) miís el valor de las opciones implícitas 

en sus operaciones (I + D, inversiones internacionales, etc.) y el valor ele las opciones de 

compra~· de \'enta que pueden haberse acumulado como resultado de la financiación del 

m•gocio (éstas surgen con el transcurso del tiempo en, por ejemplo, las obligaciones con 

<'apacidad de amortización anticipada, wnrrant.s, etc., al variar los tipos de interés, los de 

cmnbio, el precio de las acciones,. .. ). Por tanto: 

Valor de la empresa= VA de las operaciones actuales+ VA de la desgravación fiscal 

±VA de las opciones existentes sobre la financiación de la empresa+ 

+VA de las opciones en I + D, 

operaciones internacionales, actividades mineras, flexibilidad opernti\·a, cte. 
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4.5 La utilización de las opciones reales. 

La utilización de esta aproximación ha aportado una mayor comprensión en la formu­

lación y articulación de las decisiones sobre la conveniencia o no de acometer un proyecto 

de inversión pero, curiosamente, su implantación ha acarreado variados problemas, mu­

chos de los cuáles, todavía siguen sin ser solucionados satisfactoriamente. Aunque, una 

de sus utilidades estriba en que a la hora de realizar un análisis ayuda a mantenerse alerta 

sobre si éste representa una respuesta exacta a un problt.•ma simplificado (o aproximado), 

o una respuesta aproximada a un problema exacto. Veamos algunas de ellas. 

4.5.1 La simplificación de proyectos complejos. 

La mayoría de los proyectos ele inversión productivos son complejos; muchos de ellos, 

además, incorporan una combinación ele activos y opciones en los que los gerentes se 

enfrentan a 11na serie de clecisionPs secuenciales. Este enfoque ayuda a simplificar dicho 

problema haciéndolo más f1ícihuente comprc•nsible y posibilitando su resol11ción analítica. 

La mayoría de los problemas con opciones rt•ales pueden ser descompuestos en una 

o \'arias opciones de compra simples. Una guía útil al simplificar consiste en buscar la 

incertidumbre más importante sobro la que los gerentes toman su decisión. En muchos 

ca.,os, la resolución de 11na pequC'Üa serie de incertidumbres determinará el resultado y 

podremos tomar alguna decisión sin conocer PI proyecto en su totalidad. 

Otro enfoque interf'santc consiste rn construir simplificaciones tales que el proyecto 

rrsultante pueda valorarsp y sea dominante o dominado en relación al proyecto real. Si 

el proyt•cto simplificado <'S dominado (mle ntt•nos) por el real lo podremos utilizar como 

un límite inferior del valor del proyecto. Si. por el contrario, fuese dominante (vale mas) 

lo utilizaríamos como límite superior ele aq11él. En algunos casos es posible construir y 

calcular alllbos tipos ele límites. 
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4.5.2 La estimación de la volatilidad. 

Hay tres posibles formas de estimar la volatilidad del rendimiento del activo subyacente 

de la opción implícita en el proyecto de inversión. 

Adivinar.- El coeficiente de volatilidad {3 y el riesgo total a están positivamente correla­

cionados en una gran muestra de activos operativos, es decir, aquéllos que tengan grandes 

betas tendrán un mayor riesgo total. Los proyectos individuales suelen tener mayores 

\·olatilidndPs quP tllHL cartPra eliwrsifknda r!c los 111is111os prnwetos ¡wro. obsi\rv""'· qnc 

una volatilidad del '.!O·- 30% a1111al no l'S dcn11L,iado alta para u11 pro~·edo individual. 

Utilizar datos lu.sl.óT'icos.- En algunos sectores la volatilidad puede estimarse a través 

ele los elatos históricos ele los rendimiC'ntos de las i11versio1ws. En otros casos, además, 

!EL5 volatilidades implícitas pueden calcularse a t rm·és de los precios de mercado ele las 

opciones sobre accione:;. Aunque l'S necesario rl'alizar algún tipo de ajuste porque, por 

C'jemplo, los rendimientos de las acciones est<iu apalancados y son más volátiles qne los 

rendimientos ele los activos subyacentes. 

Simular.- A través de la simulación 1\lontecarlo y de las proyecciones sobre escenarios 

[ut.uros en una hoja de ctllculo se pueden extraer distribuciones de pr?babilidatl de los 

rendimientos proyect arios. 

4.5.3 Comprobar los modelos y las distribuciones. 

Las disl ribuciones de los rendimientos de los activos subyacentes en el en.so de las 

opciones reales no siempre siguen una distribución de tipo logonormal tal y como exige el 

modelo de valoración de Black-Scholes. Una aproximación a e:;te problema es estudiar el 

,;esgo que tiene la distribución simplificada con relación a la distribución real e interpretar 

Pi r0sultaelo como un límite, superior o iuforior, del valor actual del proyecto. Otro camino 

consiste en aplicar un modelo de valoración apropiado a dicha distrilmcicín real. aunque 

éste tipo de modelos suc•le ser muy complejo y rlt' poca utilidad en el campo de las opciones 

reales. 

A veces, el problema procede de r¡ue los supuestos riel mnddo Black-Scholes no sr 

cumplen en lrL~ opciones reales y las cincc; (o sl'is si incluimos los dividendos) variable:; 
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básicas de dicho modelo son insuficientes a la hora de lidiar con las opciones reales. Por 

ejemplo, dicho modelo supone que el activo subyacente es negociado continuamente y, sin 

embargo, hay activos reales que se negocian muy poco o nunca. En estos casos el análisis 

a través de los árboles de decisión, aunque formalmente no es valoración de opciones, 

puede permitir un mejor tratamiento de la incertidumbre que el VPN convencional. 

4.5.4 La interpretación de los resultados. 

La simplificación es esencial si se quiere realizar un análisis que resulte de alguua 

utilidad. Por otra parte, alguna sofisticación es importante a la hora de interpretar los 

resultados lo que implica la realización de algím análisis de sensibilidad y la calificación 

de las inferencias. Así, por ejemplo, cuando tenemos que valorar un proyecto complicado 

lo simplificamos lo suficiente como para verlo como una opción de compra europea y lo 

valoramos a través de las cinco variables clásicas; posteriormente, después de situarlo en 

la figura 4.4, le volveremos a atiadir algo de complejidad de cara a realizar un análisis 

de sensibilidad, lo que nos ayudará a comprender cuáles son las principales variables que 

gobiernan su comportamiento. 

4.6 Ejemplo de opciones reales: Refinería y extracción 

de crudo. 

Imagínese una compafüa petrolera que, durante un atio, tiene el derecho a explotar un 

terreno determinado debido a la posibilidad dl' que éste tenga reservas de crudo. Deno­

minaremos Ao a los pagos provenientes de los ('OStes de exploración, de In construcción de 

caminos y de la creación de otras infraestructuras necesarias. Por otro lado, A1 represen­

! anl a los desembolsos necesarios para hacer frente a un nuevo sistema de procesamiento; 

pagos que tendrán lugar con posterioridad a los de A0 • A partir del último pago la 

compa1iía estará en disposición de generar los flujos de caja operativos. 

Durante el proceso de construccicSn la gerencia puede tomar di\'ersas decisiones con 

arreglo a las condicionPs del mercado del crudo como. por ejemplo: 
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a) Puede seguir adelante con el proyecto. 

b) Puede reducir la escala de producción un c%, ahorrando una porción del último pago 

AC si nos encontramos ante un mercado débil. 

e) Se podría diseñar el proceso de producción de forma flexible. Es decir, si los precios 

aumentasen por encima de lo previsto, la tasa de producción podría incrementarse 

en un x% desembolsando una cantidad adicional AE. 

d) En cualquier momento la gerencia podría liquidar su inversión obteniendo su valor 

resid unl o dedicándola a otra utilización alternativa. 

Se utilizaní este ejemplo para ir analizando diversos tipos de opciones reales, y su 

forma de \'alorarlos, en los siguientes epígrafes. Pero antes de ello, pongámosle algunas 

cifras a nueslro caso. 

Así, supongamos que tenemos la oportunidad de invertir ahora mismo A0 = 104 

(millones de dólares) en el proyecto consistente en la extracción de crudo. Además, hemos 

ealculaclo que el \'alar aclual de los !lujos de caja esperados de dicho proyecto dentro de 

un período puede ser de VA( = 180 millones si los precios del petróleo ascienden, o puede 

alcanzar un valor de VAj' = 60 millones si los precios cayesen. En principio, se asigna la 

111isma probabilidad a ambas situaciones (figura 4.5). Además, los proyectos similares a 

•"stc, en plazo ~· en riesgo, est¡Ín proporcionando un rendimiento k = 20%, mientras que 

l'l tipo de interés libre de riesgo es r¡ = 8%. 

Figura 4.5: Se muestra, de manera gráfica, la asignnción de probabilidades para cada situación. 

Evidentemente, si calculmuos el VPN del proyecto en el instante inicial obtendremos 

un valor negativo: 
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VPN = -Aa + VAa = -104 + (0.5 x 180) + (O.G x GO) = -104 + 100 = -4 <O (4.5) 
1+0.2 

este valor del VPN básico indicaría la necesidad de rechazar el proyecto de inversión al 

no tener en cuenta el valor ele las opciones implícitas. 

Ahora bien, tales opciones pueden ser \'aloraclas si realizamos un proceso ele valoración 

que sea neutral al riesgo a tra\'és del cual el valor actual de cualquier derecho contingente 

puede ser calcuhtclo utilizando sus valores futuros esperados (utilizando las probabilidades 

neutrales al riesgo) descontados al tipo <le interés libre de riesgo r¡. 

Esto es así, porque si nosotros tenemos una opción cualquiera sobre el proyecto, por 

ejemplo la de diferirlo 1111 pm-íodo. sólo ejc>rn•remos ese derecho cuando obtengamos un 

beneficio y renunciart•mos a él c>ll el C'aso conl rnrio; es decir, no habrá riesgo. Mientras que 

si decidimos rc>alizar Pi !Jl'O.\'Pclo Pll la acl ualidacl, podemos ganar 40 millones o perder 54 

millones con la misma probabilidad; Ps ¡\C'cir, l'Stamos asumiendo un riesgo. Por ello, en el 

primer caso, al carcct•r ele riesgo, utilizarC'mos para descontar los flujos de caja futuros el 

tipo ele interés libre ele riesgo y. adem;1s, rc>calcularemos las probabilidades de dichos flujos 

para adaptarlas a la nue\'a sil unción sin que alteren el resultado inicial (en ausencia de las 

opciones reales, claro PSI fÍ). Oc> 1 al manera que las probabilidades neutrales al riesgo de 

que los precios asciendan p y de que desciendan 1 - p surgen de despejar p en la siguiente 

expresión: 

\ '\ _ VAf p + VAj'(l - p) 
i a -

1 + r¡ 

_ (1 + r¡ )VAa - VA¡- _ (1 +O.OS) x 100 - GO _O 
4 P - VAf + VA

1 
- 180 - GO - . ' 

(4.G) 

(4.7) 

En este mundo neutral al riesgo el mlor actual del proyecto Ea, o el valor ele los 

derechos de los accionistas, será igual a: 

Ea = pEf + (1 - p)Ej' 
1 + r¡ (4.8) 

donde Ef indica el \'alor del proyecto (suponiendo neulmliclad con respecto al riesgo) 

dentro de un período en el caso ele que aumenten los precios, y E¡ lo mismo, en el caso 

<le que éstos desciendan. Estos \•alares nos mn a ser muy IÍtilcs a la hora de estimar el 

\'alor de las opciones reales. Con objeto de> comprobar que en ausencia de opciones reales 
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el valor del VPN por este procedimiento sigue siendo el mismo, baste decir que en este 

caso Et = VAf = 180 y que E¡= VA¡ = 60 y que el valor actual es igmú a: 

E = pEf + (1 - p)E¡ = 0.4 X 180 + 0.6 X 60 = 100. 
0 l+r¡ l+0.08 

( .t.9) 

Así, Pi \'alor es el mismo tanto si In cakul:unos con la,; probahilidad0s subjetivas 

asociadas (50~'t. de alza o dPsct•n:-;o dt! los pn·<·ios) y f'Otl 1111 1 ipn de descuPnto acorde al 

riesgo (C'l 20'!{,), como si lo olJtl'llClllns a t ran;s d" nnas prnbahilidad1•s llP\ltrales al riesgo 

(40% y fiO'Yc. n•spc•<"ti\':1111P11tr,. para f') alza,. "1 r1,.,,.,.""') v rnn un tipn r!P rl1·sr.1wnto libre 

de riPsgo (8lJf ). E:-;tas prnhahi!idadt•s llt'lll ralt·:-- ,ti riP;-:go ~011 la ..... qllP a partir dt> aliura 

utilízart•111us al t 1:-iliu1ar "1 \'alor dl' Lts divPrsa:-: opci1111t•s r('alPs. 

St•µ.uida11w11tt•. va111ns a analizar la \·;t\!)r,wi<'1n di' din'r.-..;a,...; o¡wio1It'S realt•s que p11edt•n 

<'llL'OlllrarsP <1 11 los pro.\"1'<·tos d1• Ín\·t·rsiún pr!Hl11clivns ~· \·a11H1~ c1 hac·1•rlo dtl funua indi­

\·idnalizada. l'S dPf'ir. <•st11dian·mos l'ada ''l'l'ic'>n 1·111w1 .-..i ~t'i!o t>Xbti1':-il' <·:-;a opC'h'>11 rpal .v 

1li11~tlll<l 1wís. Pt•n> t•l lt>C'lur d1•l11~ t>:-ili:lr a\'i:-;aclo di' q11t> 1•11 los pn1.\'Pctos de• ill\'(•rsiún pt1C'de 

hab1·r varias opl'innt.>s rt>ah-s :'i1n11lt;Í.1H•anw11tc• pDr ln rptP :-;i ha Plllendido bi·:"ll C'l ptuceso 

r!P su \"alnradtín inrli\"id11al podrá PSI i111ar su \"a)or co11j11nto l"Oll i>"'llll'Iios HJllSll's. Si PI 

proyl'du rPsultara 11111y í'01i1pll1jo le re1niti111os al 1.5. l an!Prior. 

4.6.1 La opción de diferir una inversión. 

La po,;csiún del r!C'rccho t Plllporal ".>hn• Pl t crn•no proporciona la posibilidad dt> diferir 

l'l prnyr•t"tn rlP inn•rsir'in d11ra11tt' 11n a1-10 con ohjc•to d0 r<'dtlf"ir la inr·Prticlumbre sobrl' PI 

<"lJU1porta1nic·11to dP los prt•cios rld ¡wt ri'i!Po t•n d fut mo próximo. :\sí. si f') prt'cio dl'l crudo 

illlllH'lll a :-;uficie11t1•111P11fi• a lo larp;o dLll aiio, al final dí'l 1nisn10 la dircctÍ\'rt proce<k•r:Í a 

i11\·Prlir Al ".ií'1Ti1·11dn su opc-ión a L'Xlraer t•l crudo. La t·n•rn·il"111 dt> \'alnr uu iustantP antes 

dl' <·xpirar su dl'n•cho t•s i~ual a: 

(-1.10) 

lo que quiere decir que la opción de diferir e~ ~imilar a una nprión de comprn americana 

sobre el valor actualizado de los flujo~ de caja esperados cid proyPcto VA y cuyo precio 

de ejercicio es A1 debido a que In r<!alizacié111 :iut icip.ida rlt·l proyP<'lO implica renunciar 

a la opción de diferirlo, el valor de ésta última ,u:tú,1 <"u1t10 un 1·0:.;IP de oportunidad, 

------
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justificando la realización del proyecto sólo cuando el valor actual de los flujos de caja 

excede del valor actual del desembolso inicial por una cantidad importante (cantidad que 

representa el valor de la opción de diferimiento). 

Así A1 será igual a 104 x 1, 08 = 112, 32 millones de dólares, mientras que los valores 

actuales del proyecto dentro de un alio, en el caso de neutralidad al riesgo, se calculan 

aplicando la ecuación ( 4 .10): 

Ef = ~láx [ YAf - A1; o] = Máx [180 - 112, 32; OJ = 67, 68 

E¡= Má.x [VA¡ - A1;oj = M.tx[GO- 112,32;0] =O. 

El valor total del proyecto, opción de diferimiento incluida, se calcula a través de la 

ecuación 4.8: 

Eo = µEf + (1 - p)Ej' = 0.4 x G7.G + 0.6 x O = 25.07 
1 + ,., 1+0.08 

(4.11) 

por tanto, si ahora quisiéramos conocer el valor de la opción de diferir el proyecto no 

tendríamos más que restarle a su valor total (25.07 millones de dólares) su propio VPN 

básico (-4 millones ele dólares) con lo que obtendríamos un valor de la opción de diferim­

iento del proyecto de 20,07 millones de dólares: 

Opción de diferir = \! PN total - V PN básico= 25, 07 - (-4) = 29, 07 mili. dólares. 

Como el miar actual de los flujos de caja esperados es de 100 millones de dólares, quiere 

decir que el valor de la opción ele diferir es igual al 293 del valor de dichos flujos. Un 

valor importante. 

4.6.2 La opción de ampliar una inversión. 

Si los precios, u otras condiciones del mercado, resultan ser mucho más favorables 

que lo inicialmente esperado, la dirección podría acelerar sus planes de expansión de la 

producción (en un J:%) incurriendo en un coste adicional AE. Esto es lo mismo que 

adquirir una opción de compm sobre una parte adicional del proyecto base con un precio 

de ejercicio igual a A¡;;. 
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Por tanto, la oportunidad de inversión con la opción de ampliación incorporada puede 

ser contemplada como un proyecto de inversión base VA mi\s una opción de compra sobre 

una inv<'r~ión fulnra: 

(4.12) 

La opciún r[,. ampliar la escala productiva pl!Pd<' sPr Pstrntrgicarnente importante de cara 

a posibilitar a la ,·0111paüia la capitalización r[p las Ílll 11ra., oport11nirladPs dP cr<'cirniento. 

Esta opción, qtw sú\fl Sl'l'lÍ •'.i<'rcida l'llandn l'i co111portamiento f11t11ro del mercado se 

\'llf'lva clara11H·ntl· favurahlc>, fHll'd<' hacPr <JllP 1111 pro.Vt'í'to dP inversión apar<•ntPUH!nte 

dr>~rH·onst•jahlt· (li.1 . ....;ado ('11 PI \'P\" b:b1l'o) lt·n~a 1111 v.dor pn~itivo 

\'olvi,•ndo a n111•,.;t ro ''.il'mp\o. s11po11gamos que Lt 1•rnpresa t i(•ne la oport11nidad de 

acek•rnr la 'ª"'' .¡,. prod11<·1·i<Jn 1•n 11n ;,()';{. má,.; (.r = 0.5) incurriC'ndo en un desernbolso 

adiciona\ post1·rim di'.¡() rnil\ou<'s d'' dci\arc•,.; :\E, ,i .. mpn• que \1cs condiciones posteriores 

l'l'~llill'll :->í~r dant1w•nt1• fa\·ural1lt•s. 

,\si. lla11,.;l'lll'l'idu 1111 ú10 l'i equipo dirl'ctivo p11PdP t',IPgir Pntre continuar con la Psca\a 

di' prodtt<Ti<'.m ac·t 11al o atupliarla l .J \'(~ces pagando una cantidad adicional: 

Et= \Xt + ~[,íx [.rVA¡' -AE:oj = 180 + ~híx[lSO x O.!)- ·JO;OJ = 230 (ampliar) 

E1- =\'A¡ + l\lúx [.rVA) - AE; o] = ()() + l\láx [GO X o.r. - .!O; O]= üü (no ampliar) 

El valor total <h')l prnyPrtn E0. opción dt~ a1npliación incl11i<la 1 st>ni igual a: 

. pE,'+(1-p)Ei O. 
1'· 0 = l+r¡ -,\u= 

·-: '.!:lO + IJ.G :< no - 10-1 = H.G mili. de dólares (·1.13) 
l + 0.08 

" ,.¡ \'alur de la upción dL' ampliar tc·n<lrá ll!l \'alor de lS,5 millones de dólares (el 18. 5% 

di'! ,-alor actual de• los flujo,.; dP t'aja): 

( lpcil111 di' arnpliar = \'l'>: total - \'[':--; hú.,ico = l·L [j - (-4) = 18, [j mili. dólares. 

1 'u cLcru •'.klnp\o r\1• 1•sll' tipo de opriorws Ps el JHOC<'SO de inversión por etapas seguido 

por los fondos de• im·prsión Pn capital-riesgo. Así, dP cara a reducir su riesgo, dichos 

fondos van in\'irt.iendo di1wro en la empresa pnso a p1•'º· C'on la condición de que la 

etapa previa haya proporciouado un resultado ac"ptable; d<' ('Sta manera van ejerciendo 

las diversas opciones de ampliación de sil inversic\11. En "ª·'º contrario. si el resultado 

fuese desfavorable, ,;iempre puPde ejercer la opción de ,tliaudunar el proyecto (véase el 
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epígrafe 4.6.5). En conclusión, la inversión por etapas les permite obtener las opciones de 

crecimiento y de abandono y de decidir cuál ejercen según sea la información que vayan 

recogiendo a lo largo del horizonte de planificación. 

4.6.3 La opción para reducir una inversión. 

En este apartado vamos a ver el caso contrario al contemplado en el anterior. Si 

la.~ condiciones del mercado resultasen ser peores que las P.Spera<la.~. la compañía podría 

operar con menor capacidad productiva e, incluso, podría optar por rC'ducirlu en un c%, lo 

que le permitiría ahorrar parte de Jos desembolsos iniciales previstos A,. Esta flexibilidad 

para reducir las pérdidas se puede contemplar como una opción de venta sobre parte {un 

e%} del proyecto inicialmente previsto. con un precio de ejercicio igual al ahorro de los 

costes potenciales A., y que viene proporcionada por 

l\hLx [A, - cVA1; O] . (4.14} 

Este tipo de opción puede resultar muy útil en el ca.50 de la introducción de nuevos 

productos en mercados inciertos, o en el caso de tener que elegir entre tecnologías o 

planta.5 industriales con diferentes relaciones construcción-mantenimiento en cuanto a 

costes (por ej., se podría elegir una planta de bajo coste de construcción pero Rito coste 

de mantenimiento, que permitiese la reducción de éste Ílltimo en caso de que la demanda 

no respondiese adecuadamente). 

Supongamos que en nuestra explotación petrolífera el desembolso inicial de 104 millo­

nes de dólares se puede dividir en dos pagos: 50 millones ahora y 58.32 millones el aiio 

próximo (esta cantidad surge de calcular el valor futuro de Jos 54 millones restantes: 54 

x 1.08 = 58.32). De esta última cifra 18.32 millones serán costes fijos y el resto variables, 

que se pueden subdividir en 33.32 millones de publicidad y G.68 de mantenimiento. 

Al transcurrir un mio, el equipo directivo tiene la opción de reducir la escala productiva 

a la mitad (e= 0.5) desembolsando en dicho instante sólo 25 millones de dólares (con lo 

que se ahorrnrá 33.32 millones al eliminar totalmente los gastos en publicidad). Opción 

que ejerccrít siempre que las ventas sean claramente inferiores a lo previsto. Es decir, el 

miar actual global sení igual a: 

E1 = (VA1 - A¡}+ }.{á...;[A, - cVA 1:0J 
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sustituyendo las variables por las cifras de nuestro ejemplo obtendremos: 

ET = (vAt - A1) + Máx [A, - cVAt; oj = 

= (180 - 58.32) + Máx (33.32 - 0.5x180; O] = 121.68 mili. de dólares (no reducir) 

E¡ = (VA¡ - A1) + r.láx [A, - cVA¡-; o] = 

= (60 - 58.32) + r.láx [33.32 - 0.5 x 60; O] = 5 mili. ele dólares (reducir) 

El valor del proyecto, opción de redncción ineluida, es igual a: 

Ea= pE¡'" + (l -r)E¡ \ o . .i X 
121.GS + 0·6 

X 
5 - 50 = -2.16 mili. dt; dólares 

1 + 1'¡ - ; o = 1 + 0.08 

80 

(.!.16} 

y, por tanto, el valor de la opción de reducir la producción alcanza un valor de: 

Opción de reducir= VP:-.: total - VPN biísico = -2.16 - (-4) = 1.84 mili. dólares. 

4.6.4 La opción de cerrar temporalmente las operaciones. 

En cierto tipo de industrias como las de extracción de recursos naturales (minería, 

petróleo, gas, cte.). o en la planificación y construcción de industrias cíclicAS, moda, 

bienes de consumo, etc .. existe la posibilidad de detener temporalmente la totalidad del 

proceso producti\'o cuando los ingrC'sos obtenidos son insuficientes para hacer frente a 

los costes \'luiables operatin>s (como los de tnantenimiento, por ejemplo) y de \'olver a 

producir cuando la situación Sl' haya im·c•rtido. 

Por tanto. podemos mntemplar las operaciom•s annales romo opciones de compra de 

lo:-; ingrPso~ de t1se aüu C' y cuyo precio de ejercicio viene dado por lo~ costes variables 

o¡ll'rali\·os A,.. El \·alur dl' dichas opciones se pnedc calcular a tra\'és de la siguiente 

exprc1sió11: 

i\l.íx [C - A,.; O]. (4.17) 

Vol\'amos a tomar los datos del punto anterior con alguna información adicional. Así, 

supongamos que la directi\'a ptwde realizar un primer pago de> 50 millones de dólares y tlll 

segundo pago al final del A.tio ele 58.32 millones. Estf' ültimo SC' subdivide en 25 millones de 

costes ele mantenimiento (20 ele costes fijoR y el rc>sto de costes \'ariabh•.') y 33.32 millones 
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de costes de publicidad (todos variables). Es decir, los costes fijos totales representan 20 

millones de dólares y los variables son 38.32 millones. 

Supongamos que al final del afio 1 se espera que los ingresos sean iguales al 30% del 

valor actual del proyecto en dicho instante C = 0.3VA 1 , es decir: 

e+ = o.3VA + = o.3 x 180 = 54. 

e-= o.3vA- = o.3 x 60 = 18. 

Si la gerencia desea conseguir dichos ingresos deherá incurrir en 38.32 millones de costes 

variables. Así, pues, aquélla tiene la opción de hacerse con el valor del proyecto VA 

(neto de costes fijos AF) menos los costes variables, o bien abandonarlo temporalmente 

recibiendo a cambio el valor del proyecto menos los ingresos a los que se renuncia C: 

E1 = l\láx [VA1 - A,.; VA1 - C] - AF = (VA1 - AF) - l\lin [Av; CJ. (4.18) 

Sustituyendo las variables por sus valores, obtendremos: 

Et= (VAt - AF) - Min [Av; e+] = (180 - 20) - Min [38.32; 54] = 121, 68 (continuar) 

E¡ =(VA¡ - AF) - Min [Av; c-j = (60 - 20) -1\lin [38.32; 18] = 22 (abandonar) 

El valor del proyecto, opción de cierre temporal incluida, es igual a: 

E - µEt+ (1 - p)E! - \ - 0..1 X 121.68 + 0.6 X 22 - 50 - 7 29 ·11 el el·¡ o -
1 

f o -
1 0 08 

- . m1 . e o ares 
+r¡ + . 

(4.19) 

~·. por tanta, el valor de la opción aisladamente considerada alcanzará un valor de: 

Opción ele cerrar temporalmente= VPN total - VPN básico= 7.20 - (-4) = 

= 11. 29 mili. ele dólares 

Un ejemplo típico de este tipo ele opción es el de In explotación de una mina ele carbón. 

Su dueito cermnt lcmpornhncnte las opc•raciones de e:üracción del mineral 110 cuando el 

precio de mercado de la tonelada de carbón sea inferior a su coste ele extracción, sino 

cuando la pérrlida sea tan grande que contrarreste los costes de cerrar temporalmente la 

mina. l\lientrns ello no ocurra. alÍn perdiendo dinero. la seguirá explotando. Por una 

r;1zó11 ,;i111ilar, una vez cerrada procederá a reabrirla cmmdo el beneficio obtenido supere 

a los costes de reapertura. 

r- TESIS CO~T 
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4.6.5 La opción de cerrar definitivamente las operaciones. 

La gerencia no tendrá que seguir incurriendo en costes fijos si no se vislumbra una 

mejora del precio del petróleo o existen otras causas que aconsejen el abandono definitivo 

del proyecto. Esto es, Ja directiva tiene una opción para abandonar el proyecto a cambio 

ele su valor residual (éste puede ser su valor de liquidación, la venta de Ja compañía, etc.). 

Dicha opción de venta sobre el valor actual del proyecto VA es de tipo americano, cuyo 

precio de ejercicio es el valor residual o el de Ja mejor alternativa posible VR, y capacita 

a la directiva a recibir: 

VA+ Má.x [VR - VA; O]= ~láx [VA; VR]. (4.20) 

Así, supongamos que el valor residual de la empresa de explotación petrolífera (o el ele 

su mejor allernativa) se distribuye segün el esquema temporal mostrado en la figura 4.6. 

/180 

____..120 
80 ~108 

~72< 
64,5 

Figura 4.6: Distribución <le! valor residual <le la empresa. 

En el que se puede observar como el valor residual actual (VR0 = 80 millones) es 

inferior al valor actual del proyecto (VA0 = 100 millones), puesto que si esto no fuese 

'"'í la directirn habría optado directamente por no acometer éste 1íltimo; además tiene 

111 misma tasa de rendimiento interno que el proyecto 20% y una menor varianza (así, si 

las cosas van bien no scní óptimo abandonar tempranamente el proyecto, pero si van mal 

podría ser aconsejable). Por tanto. el miar del proyecto para los accionistas será: 

Et= illáx [VAi; \'Ri J = ~láx [180; 120] = 180 (continuar) 

E¡- = ~láx [YA¡-; VR¡- J = Máx [60; i2] = i2 (abandonar) 

TESIS Cíl~T 
.!~:LI:A _p~: (:'CIG.EN --------·· --· -·"" 



92 

El valor del proyecto, opción de abandono incluida, será: 

E _ pEj + {1 - p)Ej" -A - DA x 180 + º·6 x 72 104 = 2.67 mili. de dólares (4.21) 
o- l+r¡ o- 1+0.08 

y, por tanto, el valor de la opción de abandonar totalmente la producción es igual a: 

Opción de cerrar= Valor total - VPN b•lsico = 2.67 - {-4) = 6.67 mili. de dólares 

Este tipo de opciones, aparece en muchos tipos de negocios. Por ejemplo, los capitalistas­

riesgo cuando comprometen una detPrminada cantidad de dinero en una nueva empresa lo 

suelen hacer por etapas, lo que les permite mantener la opción de abandonar el proyecto 

en cuanto consideren que su futuro es bastante oscuro. De hecho, la principal razón de 

racionar el dinero invertido a través de su reparto por etapas es precisamente el manteni­

miento de la opción de abandono. 

El valor de la opción de abandono aument.a: a) cuanto mayor sea la incertidumbre 

sobre el valor futuro del negocio; b) cuanto mayor sea la cantidad de tiempo de que 

se dispone para ejercer dicha opción; c) cuanto mayor sea la relación entre el valor de 

abandono del proyecto (su valor de liquidación) respecto de su valor continuado (valor 

actual de los flujos de caja libres restantes menos la inversión adicional a realizar). 

4.6.6 El caso de dos períodos. 

Vamos a aprovechar este epígrafe para comentar que, evidentemente, la valoración del 

proyecto de inversión o de las propias opciones no se limita sólo al próximo período sino 

que se puede extrapolar a períodos posteriores. Vamos a ver, por ejemplo, cómo se podría 

hacer este c;llculo para los dos próximos aiios en el caso que estamos analizando aquí. 

Para calcular C'l valor del proyecto al final del iuio 1 es necesario recordar que el valor 

actual del mismo en dicho instante podía ser o bien VAj = 180 millones, o bien VA¡ = 60 

1uiliones seglÍn que las cosas fuesC'u bien o mal, respectivamente. Obsérvese que el factor 

de crl'ci111iento del rnlor del proyecto l'S del l.8 y el de decrecimiento es del 0.6 (ver la 

figura ·l.'i). 

En el caso de que las condiciones s<•an optimistas el VAj+ = VAi x 1.8 = 324 millones, 

si son intermedias el \'Aj- = VAi x 0.6 = 108 millones, mientras que si fuesen pesimistas 

-~---·------------· --....... 
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___-:i1ao 
100 ·~108 

~60< 
36 

Figura 4. 7: Posibles valores del proyecto. 
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VA:!- = VA¡ x 0.6 = 36 millones. Por tanto, los pooibles valon•s del proypcto al fiual del 

a1io 2, con la posibilidad de abandonarlo totalmente, serían: 

E++ = ~lá.x [ VAj+; vn.r+ j = ~láx [324; 180] = 324 millones (continuar) 

E+-= ~láx [vAt-; Vn.t-J = ~láx [108; 108] = 108 millones 

E--= ~h\x [VA,¡-; VR;-J = ~Ii\x [:36; 64.5] = 64.5 millones (abandonar) 

Co11 estos dalos se puede calcular el valor del proyecto al final del mio 1 si las condiciones 

son optimistas: 

E+ _ pEj+ + (I - p)Et- o..i x 324 + o.6 x 108 
180 

'll 
1 1•1 1 - 1 + ,.

1 
= 1 + 0.08 = 1111 • e e e o ares (4.22) 

y si sou pesimistas: 

E- pEj- + (1 - p}E;- 0.4 X 108 + 0.6 X 64.5 -- 8 'll d 1 'l 
= - = = ttJ. m1 . e e o ares 1 1 + ,., 1 + 0.08 

Por tanto, el rnlor del proyecto, opción de abandono incluida, será: 

E pEi + (1 - p)Eí \ 0.4 x 180 + 0.6 X 75.8 O I , _
8 

'll ¡ l 'l o = 
1 

- r o = 
1 0 08 

- l · = ... 1 m1 . e e e o ares 
+r¡ + . 

(4.2-1) 

y. por tanto, el valor ele la opción ele abandonar totalmente la producción es igual a: 

Opción de cerrar= Valor total - VPN básico= 4.iS - (-4) = 8.78 mili. de dólares. 

Obsérvese que, como ya sc1inla111os anteriormente. al tener en cuenta un mayor plazo 

de tiempo el valor de la optión c•s mayor lo que es lógico puesto que el \•alor de las opcioucs 

aumenta cCJll el horizonte! temporal. 
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Capítulo 5 

Opciones Reales para la exploración 

de un campo petrolero. 

En este capítulo, desarrollamos un modelo de Opciones Reales para eniluar las in­

\'ersioncs en explotación ele recursos naturales cuando se toman en cuenta ele manera 

conjuntad precio y la incertidumbre técnico-geológica. Después ele una sucesión ele eta­

pas ele exploración, hay una inversión en desarrollo y una fase ele extracción. Todas las 

fasPs son opl imizadas de manera contingente sobre la incertidumbre de los precios y la 

t écnico-gPológica. 

i\l uchas opciones reales podrían ser consideradas, entre otras, la opción ele timing para 

la im·C'rsión Pn desarrollo. Tambit;u hay muchos esquemas de in\'ersión flexible para las 

c•lapas de exploración. por lo que cuando un yacimiento es desarrollado, hay opciones de 

cierre. apertura ,Y abandono para la fose de extracción. Nuestro modelo conserva una 

'"'trnct urn de evaluación rf'lalirnmentc simple al colapsar el precio y la incertidumbre 

técnico-geológica en un modelo 11nifactorial. 

5.1 Modelando la decisión de inversión en exploración. 

La exploración de los recursos naturales típicamente in\'olucm los siguientes estados 

dentro de un esquema de inversión en la que están asociados los eventos ele éxito y fracaso. 
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Los estados de una exploración típica aparecen en la siguiente figura 

1 l 1·:r· p' IH 

1 

1 'X' 

l·p' 1 

l'.T' ... 
' X 

Etapa 1 Etapa2 L-.- - .. Etapan 

Figura 5.1: Etapas de la exploración. 

Con la notación siguiente: 

Xi El valor del proyecto de exploración en un punto inicial en el estado j, 

[i El miar presente de la inversión durante el estado j, 

Ti El tiempo de exploración del estado j, 

¡>1 La probabilidad ele éxito en el estado j, y 

11 El v11lor del prnyecto al final de los estados de exploración, condicional al éxito. 

Como es bien conocido, un proyecto ele exploración t:uyo valor es X puede ser modelado 

como una opción infinitamente compuesta que puede ser ejercida continuamente cuando 

la imwsión en exploración ha ~ido asumida. Por ello, y pura dotar de flexibilidad al 

proyPcto, L'S necesario hacer la suposición que en cualquier punto del tiempo la inwrsión 

puede ser detenida y cPrrncla clcpendiendo del valor esperado (del proyecto). Todo ello 

dc>viL•ne fundamentalmente en una dependencia de datos técnicos y geológicos como será 

cxplirnrlo posteriormente. 
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Dado el carácter contingente al éxito en la exploración, el proyecto puede ser desar­

rollado al invertir un valor presente (si estuviera diferido) de !~ durante un tiempo de 

desarrollo de T~. Esos valores dependen de las características del yacimiento encontrado. 

Sin embargo, debe ser considerada una opción de perpetuidad en el timing para permitir 

la inversión ele desarrollo. Por lo tanto, la desición será hecha en base a si existe o no 

posibilidad ele detener la inversión en desarrollo. 

Cuando la inversión en desarrollo es concluida, el yacimiento entra en la fase de ex­

tracción, por lo que el modelo clásico de Brennan y Schwartz (85) resulta de gran ayuda 

para modelar esta fase, considerando opciones de apertura, cierre y abandono. 

5.2 Modelando el precio y riesgo técnico-geológico. 

Los prospectos de exploración de recursos naturales son inversiones de alto riesgo 

porque no sólo tienen precios de salida (que han sido ampliamente modelados) con una 

incertidumbre enorme, sino que también poseen cantidades y costes de producción en 

desarrollo asociadas al conocimiento del campo, e inclusive de investigación. 

5.2.1 Precios del recurso y el riesgo de los yacimientos. 

El riesgo en los precios de los recursos han sido ampliamente modelados usando mo­

dC'los con no arbitraje en tiempo continuo. Recientemente los modelos rnultifactoriales 

ele precios han sido considerados como prometedores para explicar el comportamiento del 

prPcio (Schwartz [Se] (l!J9i). Cortazar et al [Co-Sc-Ili] (1999}]. Para hacer más sencilla la 

Pxposición f'll esta Tesis se usa un modelo unifactorial estándar con tasa de conveniencia 

constanle y lasas neutrales al riesgo para precios constantes. 

La ecuación que moclC'la el riesgo en los precios viene dada por 

dP p = (r - c}dt + apd,81 

donde, 

P= es el precio Spot por un barril producido, 

r= es la tasa de interés libre de riesgo, 

(5.1} 



e= es la tasa de conveniencia por producir un barril, y 

a= es la volatilidad del retorno por producir un barril. 

5.2.2 Riesgo de precio del recurso; 
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Los supuestos básicos para el análisis de riesgo del precio del recurso incluyen, por 

un lado a la consideración de un esfuerzo de producción constante1, y por otro lado, a 

la suma de las producciones de cada uno de los yacimientos para obtener la producción 

total del campo descrita por 
1 

vV¡" = 'L a'J(t)rri(t) (5.2) 
j=l 

donde a1(t) denota a la proporción de la participación del yacimiento j en el volumen 

total producido. 

Dado que el riesgo precio es constante durante las tres fases del proyecto (exploración, 

desarrollo y extracción) y que el riesgo técnico-geológico es mucho más alto durante la 

fase de exploración que en las restantes etapas, entonces este lÍltimo (el riesgo técnico 

geológico) puede ser descompuesto en dos porciones: 

1.- La primera de ellas la que se refiere al éxito o fallo para encontrar un yacimiento 

económicamente factible, y 

2.- la otra relacionada con las características particulares del yacimiento encontrado. 

Por una parte, mientras que en la primera parte han sido utilizados modelos discretos 

usando probabilidades de éxito/fracaso en cada una de las etapas de exploración, en la 

segunda, se definen los niveles ele reserva que contiene cada yacimiento, las inversiones 

desarrolladas, los esquemas ele producción y las estructuras de costes. 

Concretamente. antes de adoptar cualquier inversión en exploración, la incertidumbre 

sobre el miar de la reserva final esperada -eonclicionaclo al éxito-, debe ser reducida al 

menos a un nivel adecuado. De esta manera, las características del yacimiento -concebido 

hasta ese momento como un prospecto- son desconocidas casi en su totalidad y, pueden ir 

desde un modesto yacimiento hasta un paraíso de recursos. Por todo lo anterior, el marco 

ele las opciones reales para inversiones en exploración permite establecer cuales deberían 

1 Determinada por los plnncs de producción estntnles. 

'rnSlS CON 
~hLLh DE OrtlGRN 

1 



101 

asumirse ele manera óptima bajo la consideración conjunta ele los valores (el financiero y 

el técnico-geológico) del yacimiento. 

Las inversiones en exploración analizadas permiten establecer que la incertidumbre 

sobre la.~ características finales del yacimiento decrece conforme se ha decidido ejecutar el 

proyecto y. por lo tanto. a partir de ese moml'tllo Pl riesgo C'rt el precio es comparativamente 

mas in1portautc. ExbtPn cnndusionps situilarPs para mina .. -;, ~· súlo Pl riesgo en el precio 

cuando In inn'rsi6n Pll d1·sarrollo inicia t•s el único factor ele itH'1 1rtidu1nbre. Es claro que 

un nlodr•lo dP in\'t•rsitítt t•n una Pxplorariún apropiada dl•bt•ría agrPgar a 1•ste l'l riesgo del 

pn1(·io .Y t>l pfp1·tu dl'l d1•(·livf• dPl ri1•s)_!,n l1~c 11i{'o !.,!;(•nlf'Jµ;il'o. 

La f1u•utc dP inn·rt id11111hn· t ('1·uico-ge1 ilógico pos1.·1~ 1 lifPrt>ulí·~ aprnxirnaciones. La 

prinH'ra al1t·r11ati\'a pa~...;a pnr dt>finir 1111 \T•ctor dP \'ariahh•s t1ll'tlil'o-µ,t•olílµ;ica .. ~ que afectan 

dl \'alor lll'i .ral'illlÍ<'lll 11, 11 11 ol r<t.'-' palabras. :--><' ( lditw un pílH't'!"O 1•sto('c't .. -;t ito es¡wC'ífico para 

l'arla uno dt• t•llu...;. Pc)r Pllo 1•1 valor d1'l y¡wimil•nto t>S una función dPI prPcio de salida 

.~· ,\' dt• ln.s \·ariahl1•:-; li;f'IIic1~ dPI .\·;¡1·i111it>11tn. 7f = (o 1. ii 2 , · • ·• ií.v), lo c111d del.wría incluir 

la i11vPrsi6n Pll dPsarrnllo. la tasa d1• 11xtraf'r'ÍÓn. los cost('!i. etc. EntuncL'S, Pl valor drl 

vaciu1iPul o t'oJ><'radu q11<•<1'1 cldinidu pur ll I (S. ;; 1, ;;2 • · · · , ;r,v). l'nr ~11p11e~to, Pl modelo 

itH'I'PllH'llta :-;11 c111nplt·jidad 1·<111 la diuH'n;-;i<)n del \'c•ctnr de 1·araclL0 rísticw-; 7f dPbido 11 la 

i11fi1r1nm:iú11 rP<¡11Prida para PSJH'<'ifkar f'l prn('1•so 11111lti\'ariado para la~ \·ariablt•s de f•stado 1 

.\· 1•1 L':-.f11t·rzo a~n·gad<i para n·:-;ol\'Pr llH tll<HlPln 1rn1ll ifal'I orial. 

(\H1 t•st a apruxi111:wit)11 :-;i1npll' )' ra1.onahlf• :-:.P ah(Jrdan rnudws ca:->o:-> y la herraniient.a 

()lilt 1!lid;t 1•:-:. aharcahlP tt'•{'nica11H'Iltt• La i11formaci<'>ll 11htP1titLt dt• l11s i11).!,PtliPros g<'ólogus 

·'· ¡H•t rol1·ros ,l!_f'l\t'ral11H'lll<· pust't' 1111 p1•rfil dP pron'su nwlt j\·ariado para la.-; í'aractcrísticas 

1i>lt•,·alllt'S 1h•I vacimit>11to .. \partir d<~ i~sfl' se dt'lt·rtui11au s11hcu11,iu11tn:; n·pn·se111ativo de 

t ipns d(• y·:H'i1nie11tos posibl"s (pprfilt•s dl' .\'at"i111iP11tos o gr11p1Js dP yal_'illlif'ntns). con sus 

prohahilidad,•s di• (•xitD. q11t· ¡Jl'rn1it PI! clasificar al e;rnpo di• ¡iros¡"'ctos .Y t rnbnjar con 

l'\aS('S dt> :·;al'ilnit•ntn:-; haC"Ít'tlflo lll;Í....; SPtlC'illo t>l l':--il 11dio. c•ada tipo clt> y·acitiliPiltO llSLL }OS 

¡i.tr:i111l'trr.s qt11• 1•stabl<'c1· .. 1 111nd"10 dt> 13n·1111¡¡11 v Sd1warlz ('.l3r-Sd] l!l8G). incluyendo 

los 1nonl<1s di' invPr:-:.i611 Pll dt•:.:anollo y !1..b 1•squ1•mct...; dt' prcid1wl'i<'111 (1.e. 1I1ontns y costes), 

incluidos los de apPrl nrn v cii•rrt>. Con esos rlat os '"' <Lttali;.:a l'l valor de cada 11110 de 

los posibles yacimientos como 111m función del precio d<• ,-,tlida del mo<lPlo de Brennan 

y Schwartz [Br-Scl] (l!l85) y 111cdiante el uso de 1'h-< probiihilirlades condicionales para 

cada tipo ele yacimiento es ohtc>nido, tanto el valor ''"i"'radn d"l yaci1nit'1ito (como una 
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función de los precios de salida) así, como la distribución empírica inicial de valores de 

los yacimientos que definen al riesgo técnico-geológico. 

El proceso del riesgo técnico-geológico queda definido por la variable de estado rr. De 

ella se tiene la distribución empírica inicial asociada a este riesgo (de hecho se obtiene 

al usar la probabilidad inicial del activo) y supondremos que después de la inversión 

en operación concluye cuando esta incertidumbre residual técnico-geológica no exista. 

En ausencia de mejor información sobre las características particulares del proceso de 

exploración el supuesto que la incertidumbre técnico-geológica inicial es reducida cuando 

la inversión en exploración es ejercida viene a ser básico en este análisis. 

Por lo tanto, el valor de un yacimiento queda definido como una función ele! precio 

de salida spot S y, del riesgo técnico-geológico rr. De hecho, ambos factores tradicional­

mente son supuestos independientes y, en muchos casos, pueden ser colapsados en una 

sola variable de estado Z. Esto hace que el modelo sea simple de implementar ser una 

aproximación razonable al valor del proyecto. 

Para formalizar el modelo hay que suponer que el factor ele riesgo técnico-geológico 'ii' 

( por ejemplo el monto de crudo en un yacimiento) sigue un movimiento browniano con 

media cero y volatilidad constante como sigue: 

drr = CT,dB;. 
'Tí 

En principio, el riesgo técnico-geológico es un factor independiente del precio spot de 

salida S, en otras palabras, 

IE [(Bf+h - Bf) · (B;+h - B;)j =O, Vt > O,h >O. (5.3) 

Y como bien se ha mencionado antes, el valor ele! yacimiento, denotado por IH(S, rr), 

es modelado como una función del precio de salida S y la variable técnica-geológica, rr, 

i.e. 

Z = F(S,'ii'). 

Al aplicar el Lema de !to y mediante el uso de las ecuaciones anteriores es obtenida 

la dinámica de la variable colapsada reflejada por la ecuación diferencial estocástica 

dZ = ( FsS(r - c) + ~FssS2CT~ + ~FssS2CT~) dt + FsSusdBf + F,rrCT,d87. (5.4) 

TESlR r!ON 
~ALLA DE- GRlGEN 

---------~-~ -·-- --....... 
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De hecho, la fusión de ambas variables se cons.igue mendiante Z = Srr, lo que es 

equivalente a suponer que los incrementos de cualquiera de los dos factores (S ó "if) in­

ciden en incrementos en el valor de la variable colapsada y se ven reflejados en el valor 

del yacimiento. Algunas simplificaciones permiten expresar el proceso para esta nueva 

variable de estado como 

d: 7 (r - c)dt + us<lBf + u,,dB~ · (5.5) 

Esta nueva variable se entiende como el precio del recurso modificado por su coste 

asociado al riesgo debido a su extracción con la misma deriva que la original, S, pero con 

un incremento en la volatilidad 

Uz = Ju~+ u~. 
En la mayoría de los proyectos -la ecuación anterior- representa una aproximación 

conveniente. Para otros, no es sólo una buena aproximación sino que es exacta. Este es el 

caso, por ejemplo, de aquellos en donde if representa la reserva total de los yacimientos, 

K
1 
es una constante que depende de la tasa de extracción y K2 es un cost.e fijo. Entonces 

el miar del proyecto IH queda definido por 

si la ecuación de independencia es válida. 

La estrategia central para reducir la complejidad del modelo en la fase de exploración 

está basada en colapsar el riesgo técnico-geológico en un sólo factor, con una volatilidad 

apropiada (incrementada). Es conveniente porque permite que la representación del riesgo 

tfrnico-geológico esté ligada a los efectos del precio y se vean enteramente reflejados sobre 

f'l valor del yacimiento. Por una parte, el que todos esos factores sean ortogonales al 

factor del mercado (representados en este modelo por los precios del recurso) permite una 

reducción en el espacio de estados con una pequetia pérdida de exactitud. Por otra parte, 

retienen la posibilidad de hacer consideraciones de yacimientos individuales durante la 

fase de la extracción. Usualmente al contar con con~cimiento adicional sofe la inversión 

en exploración el modelado del riesgo técnico-geológico, para cada caso particular, debe 

ser ajustado. 

Existe interés por establecer las opciones reales de producción basadas en la ocurrnncia 

de ciertos escenarios eventuales. por ello es particularmente interesante tener en cuenta el 
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momento en el que los precios alcancen un umbral de conveniencia m (el llamado umbml de 

inconveniencia de los precios bajos) a partir del que se ha de tomar una decisión asociada 

a la opción real adecuada para adaptar el proyecto de inversión en exploración. 

T q = inf { t > o : V\!;" = w;} . (5.6) 

• Si q = O se ejerce la opción real de abandonar 

• Si q = 1 se ejerce la opción real de cerrar. 

• Si q = 2 se ejerce la opción real de reiniciar. 

Eventualmente estos tiempos de parada son alcanzados, por lo que Tq < +oo. De no 

ser así, i.e. si nunca llegaran a ocurrir, se escribe T q = +oo. 
Mediante la ocurrencia ele esos tiempos se indica el ejercicio o ejecución financiera de 

las opciones reales permitiendo con ello el uso de la flexibilidad agregada al proyecto, en 

ese sentido el valor del proyecto para la producción ele petróleo adquiere la forma 

(5.7) 

donde, <1' es una constante dependiente de la tasa fija de producción (por yacimiento) y 

•1' es el coste fijo. 

5.3 La extracción óptima de los yacimientos. 

En el ambiente anterior ahora estamos interesados en la optimización de la tasa de 

extracción del recurso. Por lo que denotan•mos por eJ a la tasa fija ele producción (por 

yacimiento) y por SJ a la cantidad de recurso extraido. Ambas cantidades relacionadas 

por 

En particular para la utilidad y la función de producción se tienen dadas por: 

(!'). 1 K1¡ u \ =; j. 

-~----------------------------------

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 
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cuyos parámetros 

/j < 1, ª'>o, /3j > o, y O:j > o+ /31 < o 

nos permiten establecer las propiedades clásicas para ambas funciones. 

Para la utilidad se tiene que 

ul(O) = oo, u1(K) >O y ul/(K) <O, 

mientras que para la función de producción hay que observar que 

F f. F;::: O (=O en f( =O). 

donde, por supuesto K1 es l'l consumo del producto obtenido desde el yacimiento j, que 

indica que ante precios de salida de recurso S grandes se liene una conveniencia grande 

también. 

Aute la hipótesis de imposibilidad de almacenamiento del producto el consumo debe 

ser igual al moutu usado. por lo que 

(5.11) 

Por otra parte, la tasa de interés afecta como penalización para establecer et problema de 

ma.ximizar la utilidad total esperada 

V1(w) = lE [i u(Kj(t), vv,")exp(-rt)dt] (5.12) 

sujeto a la.e; condiciones en el borde 

S(a) = S,, y S(b) = sb ( < s.). 

Por todo lo anterior. el Principio del l\láximo nos permite obtener las trayectorias 

óptimas descritas por las siguientes expresiones 

(5.13) 

(5.14) 
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en donde, 
. - ºS+ª; 

Gi = (Sa) , y 1 ( -~ -~) Ei :: -- Sb ' - Sa ' 
b 

Con esas trayectorias se obtiene el valor del proyecto desarrollado. 

Aqtes de que la exploración comience, hay un conjunto de yacimientos alternativos 

que eventualmente podrían ser obtenidos y que convertirían en exitosa a la fase de ex­

ploración. Cada uno de los e posibles yacimientos poseen una probabilidad asociada de 

éxito, condicionada al éxito en la exploración, n' tal que: 

l 

I>i = i. 
i=l 

Lo que da una idea de la distribución en probabilidad de los yacimientos considerados 

potencialmente exitosos ante la exploración. 

5.4 Valor del proyecto desarrollado. 

Para calcular el miar del proyecto de exploración se ha de comenzar por establecer el 

rnlor de los yacimientos alternativos que deberían ser obtenidos si la exploración resulta 

exitosa. Entonces, evaluamos la decisión de invertir en el desarrollo para concluir la 

mloración de la fase de exploración. 

Por un lado, mediante el uso del modelo de Brennan-Schwartz [Br-Scl] (1985) se 

obtiene la ecuación diferencial parcial 

{
1v· 2 2 ) . ( 1 . max.; 2 '!vw\V CTw + (r - Ci \VY{u - ej \V - m) - (r + ,\)VJ, 

!Zfvw11'2u~ + (r - c1)ll'Zfv - z¿ - (r + ,\)zi} =O. 
(5.15) 

que junto con las condiciones en el borde 

Zi(Wii,Q)- K{;:::: O, 

otro caso. 

Vi(W,O) =O, zi(S,O) =O, Vi(O,Q) =O, zi(O,Q) =O. 
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Y finalmente, 

lim Yf.w(S, Q) =O, 
\Vico 

y lim Z{,,w(S, Q) = O. 
W!oo 

nos permite caracterizar al valor del proyecto en términos de la dinámica de una ecuación 

diferencial parcial con condiciones en el borde tipo Dirichlet. 

Aquí utilizamos la siguiente notación: 

• VJ para el rnlor del yacimiento j cuando es usado, 

• zí para el valor del yacimiento j cuando no es usado, 

• Q para la cantidad de reservas, 

• eí para la tasa de producción del yacimiento j, 

• W~í para el precio crítico abajo del cual es óptimo abandonar (q =O), cerrar (q = 1) 

y reiniciar ( q = 2), 

• <!>~ para el coste por cerrar el yacimiento j, 

• 11'~ para el coste por usar el yacimiento j. 

• mí para el coste anual del mantenimiento por resguardar el yacimiento sin usarlo, 

• ,\ el riesgo -país-. 

Al sustituir la tasa de extracción óptima y el consumo óptimo entendemos el nuevo 

problema de inversión optimizado en esos parámetros, i.e. ante la elección de los parámetros 

y I<f = c¡J. 

Se obtiene que, por una parte, a un período la tasa de extracción debe superar JIVi ::; ej, 

pero por otm, de no ser así, se propone la opción de compra de un yacimiento j. 

Por ello el valor del proyecto viene dado por las contribuciones de los valores de los 

yacimientos que componen el campo petrolero como sigue 

(5.16) 

Observación: 

La solución est!Í caracterizada como la ímica solución de la ecuación diferencial parcial 

y además: 
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Estados Inversión Tipo exploración p(E) 

e¡ 3 1 0.2 

e2 15 3 0.3 

ea 12 2 0.3 

e4 12 2 ' 0.8 

Tabla 5.1: Fases de exploración; 

• Si los datos do la E.D.P. son continuos entonces es la única solución de la viscosidad. 

• Si los datos son C1 entonces la solución es C3 • 

• Existe dependencia continua tanto de la condición inicial como de los datos. 

5.5 Resultados 

La aplicación es posible a proyectos con prospectos de explotación de recursos en 

general. Sin embargo, en particular, para aquellos casos en los que se tiene muchos 

prospectos de exploración disponibles para compaliías de petróleo. En lo que sigue se 

presenta -bajo datos ficticios- un caso específico y se ofrecen los resultados al resol ver 

el modelo de exploración usando métodos numéricos de diferencias finitas implícitas. 

El prospecto que se presenta considera que antes de la exploración, los geólogos tienen 

un plan de inversión en exploración con cuatro fases de exploración, cada uno de éstas 

permite Pstablecer un esquema de inversión y probabilidades de éxito (ver Tabla 1). En 

easo de fallo de alguna de las etapas entonces la exploración será abandonada. Por otro 

lado, en caso de éxito el proyecto debería se detenido o terminado, dependiendo del valor 

esperado del yacimiento. Este valor esperado se debe a la influencia conjunta de los precios 

y de las características técnico-gcológkas del yacimiento. 

Ante la falla de algün yacimiento en la exploración entonces, la producción es aban­

donada. Sin embargo, existen otras alternativas como 'ser detenido' o 'abandonado', 

dependiendo del \'alor del yacimiento. Hay que hacer énfasis en que también el valor es­

perado mría según el precio o las características técnico-geológicas del yacimiento por lo 
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Depósito E.MUS$ Valor S/0 Op. Operativas Op.Desarr. Op.Exp Val.Total 

500 -11.4 6.7 2.9 3.2 1.37 

1000 -6.29 5.5 2.25 1.6 3.01 

1500 -1.95 4.7 1.8 0.6 5.2 

2000 -2.26 4.2 1.5 0.2 8.09 

Tabla 5.2: Clasificación de yacimientos. 

que se hace necesario el uso de las clasificaciones de yacimientos y su acometida mediante 

diferentes opciones reales generando, la flexibilidad necesaria. Ello se muestra en la tabla 

5.2. 

..... -o- Y•clmlenilo 1 ,. •• • 
_..,_ Veclmienila 2 • 

::::: ~:::::::: ! 11.··/ 
-O- V•cirnlento S ,.-· 
-Y.CtrnietlllDI 

0
,• 

=~==~=~ ...... 
-o-~•clftWemo• · 
••O•• VeclrnlenilD 11 ,•'' ,,.···ª 

~ ~:::,~-·~'~::·~-:-:~:·:~···~·~~ .. ~"·~·ª~·~~~~-J 
e .... · 

.. " ... 
1 año futuro (USS/BI) 

Figura 5.2: Gráfico de los miares de depósito esperados a un período. 

5.6 Extensiones. 

La hipótesis de independencia resulta, como poco, débil debido a que claramente 

los precios de producción, el riesgo técnico-geológico y el precio spot de salida S están 

-~- ---- -·------···-----------------------

l 
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íntimamente ligados o correlacionados entre sí. Por lo tanto (5.3), puede ser modificada 

y, al aplicar el Lema de !to y siguiendo el mismo camino que el descrito anteriormente 

se obtiene la dinámica aleatoria 'modificada' de la variable colapsada reflejada por la 

ecuación diferencial estocástica: 

<lZ = (FsS(r - e)+ 4FssS2a} + 4FssS2a}) <lt+FsSa8 dBf +F,,1l'a,,dBf+2F,,s7rSp,,sdBf. 
(5.17) 

De hecho, la fusión de las variables z = Srr tal como se ha hecho anteriormente per­

miten establecer el valor <lel yacimiento. Después de algunas simplificaciones se recupera 

la dinámica de la variable de estado 

dZ ( s " F Z dBz z = r - c)dt + asdB1 + u,,dB1 + 2~ "s p.s t • (5.18) 

Esta nueva variable se entiende como el precio del recurso modificado por su coste 

asociado al riesgo debido a su extracción con la misma deriva que la original, S, pero con 

un incremento en la volatilidad 

Ja~+ u; - 2p,s 
az = . 

0'50'1í 

Con lo que la ecuación diferencial cuya solución es el valor del proyecto desarrollado. 

Por lo que, al calcular el valor del proyecto de exploración mediante la modificación dada 

por la no independencia probabilista del modelo de Brennan-Schwartz para obtener la 

ecuación diferencial parcial 

max,, ov~ ... \V2u~ + (r - Cj)WV~ - eJ(\V- mi) - (r +,\)Vi+ 2V,.Qw1pw, 

,\-Zf,.,)\12a~ + (r· - cJ)\\IZ{u - Zb- (r + ,\)Zi} =O. 

con las mismas condiciones en el borde. 

(5.19) 

El proceso de aproximación numérica mediante el método de diferencias finitas implícitas 

l•s bm;tante mas complicado que aquél descrito en el capítulo anterior y que resulta un 

IPma de investigación pura trabajo futuro y que por lo tanto no seaborda aquí. 



Capítulo 6 

Aproximación Numérica. 

8n C'sle capítulo se describen de manera global algunos métodos numéricos y su adecuada 

part.icipadón resolviendo problemas de opciones reales. Se discuten aproximaciones al­

tcmali\'lls y algunos indicios de aplicación mediante procedimientos de inducción, con 

e\'olución hacia delante y hacia atrás, que tienen un lugar en la valoración de las opciones 

rC'ales. 

Un caso-proyecto con la opción de invertir en el futuro dependiente de un precio 

con rendimiento estocástico es e\'aluado usando árboles binomiales, diferencias finitas, y 

simulación. La solución analítica dada por Black-Scholes para este problema es usado 

como referencia. Los cuatro métodos proporcionan resultados muy parecidos. 

Algunas extensiones de esos métodos de simulación son adecuados tanto para opciones 

de tipo americano, como para la solución de Brennan y Schwartz a su problema de val­

oración clásico. Los beneficios de este acercamiento, con su mejor modelo de manejo 

de incertidumbre compleja y el camino-dependiente de los flujos de dinero, también son 

discutidos. 

111 

------------------- ------------------------ --.... 
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6.1 Las Aproximaciones Numéricas. 

6.1.1 Valoración de la Opción Real Europea por Procedimientos 

Numéricos 

Ciertos problemas de demandas contingentes pueden ser resueltos a través de expre­

siones analíticas con expresiones exactos, pero esto no ocurre con la mayoría ele ellos. De 

no encontrnr una solución analítica entonces, lo ideal es el uso ele métodos numéricos. Para 

ilustrar esta discusión de las aproximaciones numéricas alternativos y su comparación con 

una simulación normal, definimos un simple problema ele valoración de opciones reales y 

se resuelve usando diferentes métodos. 

Suponga que se quiere valorar un proyecto con flujos del dinero en efectivo dependiente 

de un precio de rendimiento estocástico, S. Sin pérdida de generalidad, y para hacer más 

simple la exposición ptwde suponer que la inversión inicial es nula, i.e. To =O pero que 

requiere ele una inversión J¡ veces T 1 lo cual, de ser realizado, genera flujos ele dinero en 

efectivo con un \'alar presente en T 1 ele V(S). Dependiendo de este valor V(S) el gerente 

puede decidir no invertir en T 1 , en tal caso el proyecto debe ser abandonado en un valor ele 

liquidación cero. El valor ele este proyecto puede planearse como una opción Cal/ escrita 

sobre V(S) con precio de ejercicio 11 y tiempo de maduración T 1• 

Parn hallar el valor de este proyecto es posible usar la bien conocida fórmula de Black 

y Scholes para una opción call, bajo ciertos supuestos. Entre ellos, que S es un recurso 

comercializable, que los mercados sean completos y permitan realizar cobertura en contra 

del riesgo del precio, del rendimiento y, sobretodo, suponiendo que sus precios de retorno 

cst1in bien modelados por un movimiento browniano con tasas de interés y volatilidad 

constantes. De ser viílidos estos supuestos, entonces no ha.v necesidad de acudir a los 

procedimientos numéricos. 

Sin embargo, la ma.voría de los modelos de opciones reales, no tienen una solución 
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analítica en forma exacta. Hay muchas razones para que ésto suceda, ello incluye a los 

modelos de incertidumbre más complejos y a las especificaciones de la flexibilidad de los 

proyectos. En estos casos, para valorar la demanda contingente también deben usarse 

procedimientos de solución numérica. 

Hay muchos métodos numéricos que pueden usarse para valorar una demanda con­

tingente de tipo europeo. De hecho, podemos mencionar procedimientos de simulaciones 

normales ~!ante Cario como las más conocidas y, para discutir sus ventajas comparati­

vas y dcs\'E'lltajns, resolvemos el problema anterior mediante el uso de tres procedimientos 

numéricos alternativos: iírboles binomiales, diferencias finitas, y simulación. Supondremos 

lo que 13lack y Scholes sostienen para tener una solución analítica que pueda usarse como 

una referencia para nuestros métodos numéricos aproximados. 

Concretamente, supondremos que los precios de" riesgo-ajustado" siguen un movimiento 

browniano geométrico con una especificación de discretización como sigue: 

t!..S = rSD.t + aS./'Ki,z (6.1) 

Ante la elección de los parámetros : 

• r = 0.10, 

• O'= 0.2, 

• D.t son intervalos o pasos de tiempo, 

• Z son variables aleatorias con una distribución normal estándar para cada tiempo 

fijo. 

El proyecto de la inversión descrito antes tiene la especificación siguiente: 

• V(S) = aS+b 

• a= 10 

• b =o 

• 11=10 
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•To= O 

•Ti= 1 

Como bien se ha mencionado antes, el valor de esta opción real puede ser directa­

mente obtenida usando Black y Scholes, dado que el valor del proyecto con un precio de 

rendimiento inicial de 1 es $1.30. Resolver este problema de valoración implica el uso de 

las tres aproximaciones numéricas alternativas. 

6.1.2 Árboles Binomiales. 

Las aproximaciones a través de árboles discretos de procesos estociísticos y su uso en 

la valoración de la opción han sido propuestas por Cox [Co-Ro-Ru], Rendlemnn y Bnrter 

[Re-Baj, y Sharpe [Sha]. Dado que, hemos tratado en el Capítulo 3 el tema de árboles 

binomiales, sólo recorclaremos la generalidad de sus fundamentos. Los 1írboles binomiales 

suponen que esa incPrtidumbre en cualquier Pstndo puede ser representada a través de 

dos estados alternati\'os. Estos dos estados se definen de tal modo que jugando con In 

distribución de los precios implícitos tan cstrechamente vinculados con la distribución 

de probabilidad de la \'ariable continua del estado subyacente. El proceso estocástico 

para modelar el precio del rcncli1nicnto es rcacondicionaclo para restringir los valores y 

ln.5 probabilidades de los dos estados de igual manera que el retorno del precio esperado 

sobre el próximo intervalo de tiempo sea igual a ri::i.t y que su volatilidad sen a~tt. Una 

solución pa.sn por definir los dos valores parn la variable de estado como s. y Sc1, con 

probabilidades p y (1 - p), respectimmente. Por otra parte, 

u.= c~vTt (6.2) 

(6.3) 

por lo que también 

d= .!.. 
'tl 

Y una expresión alternativa para la probabilidad en término de los valores anteriores viene 

ciada por 
e'~' - d 

p=~· 

iESlS CON 
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(6.4) 
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Dependiendo de la exactitud requerida es- posible determinar el tamaño del intervalo 

de tiempo /::;.t, o equivalentemente, el mímero de subintervalos de la partición del tiempo 

total de madurez. En nuestro caso el tiempo de la madurez es T 1 = 1, y se ha dividido 

rn en 10 subintervalos, por lo tanto, ponemos /::;.t = ¡\¡. Una vez que el árbol binomial 

es obtenido y, por lo tanto, la distribución del precio subyacente también, la valoración 

del derivado (en nuestro caso el proyecto de la inversión) puede ser rntendido como una 

demanda contingente en precio del rendimiento. 

Tiempo de M•duf•Ctón 
1 00 º'° OEIO o 10 060 º"' o 40 O:JO º"' o 10 000 

'"" H 02 
L111 1nforrn111c1ón en cada ncujo 111,( 

S, pnrc10 del 1•rid1mutnlo 7 11 
Voilot de I• Opc•on Re11I • IE"'6 1t.S 

6 78 659 

1'6 1,.,., 
5 e6 5 67 

1 46 1 48 1 46 
5 01 4 81 • 62 

1 37 1 31 1 31 
4:;:?1 4 01 3 82 

1 29 1 29 1 29 129 
3 47 3 21 308 2 88 

1 21 1 21 1:;n 1 21 
280 2 59 2 '.38 2 19 

1 13 1 13 1 13 1 13 1 13 
2 22 201 1 78 1 55 1 35 

1 07 1 07 1 07 1.07 1 07 
1 51 1.51 1 29 1 04 o 75 

1 00 1 00 1 00 1 00 1 00 1 00 
1 31 Ll1 091 066 o 42 000 

o 94 o 94 0.94 o 94 094 
080 a 63 o 23 o 23 000 

º"" 088 068· 088 088 
o 42 o 28 o 13 000 ooo 

a e3· 003 o 83 o 83 
o 17 o 07 o 00 000 

o 78 o 78 o 78 o 78 
004 000 000 o 00 

o 13 o 13 o 13 
000 o 00 o 00 

º"" 068 º"" 000 000 oco 

o 64 o 64 
o 00 o 00 

060 060 
000 o oo 

o s1 
000 

o 53 
000 

Figure 6.1: Arbol binomial. 

La figura 6.1 presenta una solución del árbol binomial para mu?stro problema de va-

TESL) CON 
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!oración de inversión. Un vector bidimensional que especifica en cada nodo del binomio, 

tanto al precio del rendimiento, corno al valor de la opción. Obtener esos valores de la 

opción conduce al cálculo del flujo de dinero en el tiempo do maduración (Ti) a través de 

Max(V(S) - 11;0). 

Estos valores se presentan en negritas al derecho extremo en 6.1. 

El siguiente paso deriva en calcular el valor de la opción para cada uno de los nodos 

anteriorC's. Por ejemplo, en la parte superior en una esquina de la figura 6.1 se presenta 

una caja con t. res nodos. El valor de la opción <le 7. 77 se calcula como el valor de la opción 

esperado en los dos siguientes nodos usando las probabilidades de riesgo neutral 

Valor de la Opción= [p * 8.82 + (1- p)6.59] er61 = 7.77. 

El procedimiento se repite columna a columna de derecha" izquierda. El último nodo 

representa el valor de la opción actual de 1.31 por un precio del rendimiento inicial de l. 

Esta opción es muy similar a nuestro valor <le la solución analítico de Black y Scholcs. 

6.1.3 Diferencias Finitas 

Una alternativa, a los árboles binomiales, es usar diferencias finitas para resolver la 

ecuación de valoración. En este caso, podemos usar condiciones normales de no arbitraje 

¡mra derivar una ec1mción diferencial parcial para el valor de la demanda contingente. 

Para nuestro problema de opciónes reales, la ecuación diferencial estándar 13lack-Scholes 

cuya solución es precisamente el valor de la opción real IH(S, t) es: 

~!H,,S2a2 + rSU-1., - rIH + IH1 =O. 

Con lus siguientes condiciones de maduración en el borde: 

IH(S,t =Ti)= Ma.x[V(S) - I1;0]. 

Aquí S es una concentración del estado, do tal manera que: 

IH(O, t) =O. 

TESIS r;m,r 
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En 1977, Eduardo Schwartz propuso la discretización de todas las variables de estado 

para el procedimiento de diferencias finitas, poniendo el valor de las demandas contin­

gentes en el límite, reemplazando la primera y segunda derivada por una aproximación 

de diferencias finitas y, resolviendo usando una versión discreta de la ecuación diferencial 

parcial que representa la ecuación de valoración hacia 11trás ( backward). Hay dos apro­

ximaciones de las diferencias finitas básicas: el método implícito y explícito. Aunque el 

anterior es más robusto, nosotros llevarnos a cabo el último por las razones expuestas. 

En nuestro problema, el valor del proyecto es una función de dos variables de estado: 

el precio del rendimiento, S, y el tiempo de maduración, T. El tiempo es discreto en ~l 

inlermlos, y el precio S en N intervalos. La ecuación diferencial de Black y Scholcs es 

reemplazada por las aproximaciones de la diferencias siguientes: 

t::..S = Smax. 
N 

T1 
ilT= M' 

También la derivada se discretiza mediante, 

II-l¡+t.i+t - IH¡+1,j-1 
IH, = 2ilS 

y para la de segundo orden se tiene: 

lH ,,;,· Il·l¡+1.;~1 - 2Il·li+t.J + IH;+1.1-1 
.. . t::,.32 

mientras que para la derivada temporal, 

IH = lHi+t.J - IH;.1 
t ilt 

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11} 

(6.12) 

U na vez que estas aproximaciones se sustituyen en la ecuación diferencial, se obtiene: 

~Iás precisamente, 

a·= --1-[-~r3't::..t + ~a2j2 !!.t]. 
' 1 + rilt 2 2 

TESIS CON 
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(6.13) 

(6.14} 

(6.15) 
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1 [ 1. , 1 2 ·2 A ] 
Cj = --- -rJÓ.t + -O' J u.t • 

1 + ró.t 2 2 
(6.16) 

Así, dado el conocimiento de los valores de la demanda contingente en i + 1 el obtener 

los valores en i resulta sencillo. Por una parte, existe una condición al lfmite que da 

valores iniciales en i = M, y hace posible trabajar hacia atrás, es decir, desde i = M hasta 

i =o. 

Smaxj=N 

j=O 

o 

H(S,O)=Max[V(S)- L; O) 
1 1 1 1 1 1 

---~---4----~---~---4----~-I l l l 1 l 
1 1 1 l 1 1 

---}---+----~---+---~----~-
' l H""I l l l 
1 1 lJ l l l l 

---l---~----L---l---J----L-1 1 1 1 1 1 

---~---~----~---~---1----r· 
1 1 1 1 1 1 
1 l l l l 1 

---+---4----~---+---~----~-l l l l 1 1 
l l 1 1 1 l 

---~---·----~---4---~----~-
l 1 l 1 l 1 
l l 1 1 1 l 

T 

i=O H(0,1)=0 i=M 

Figura 6.2: Discretiznción del estado del espacio . 

La figura G.2 presenta una solución obte11icla mediante las diferencias finitas, y mues­

tra el valor de la inversión. Las tres colummIB del lado derecho calculan las constantes 

neeC'sarias y en la siguiente columna, aparecen los valores a la izquierda, y el de la opción 

real en Pl límite Es posible programar el cálculo de la opción real en el límite: 

Valor Opción en la fecha de /\Induración= /\!ax (V(S) - 11 ; O). 

Finalmente, se presenta el \'filar del proyecto para cada precio inicial (cuando el tiempo 

de maduración es 1). Para un precio del rendimiento inicial de l, el \'alor de la opción 

ralculado es 1.30, nuevamente muy similar a nuestros resultados anteriores. 
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Figura fi.:3: Solución de diferencia::; finitas para una inversión con una Opción Real Europc>a. 

6.1.4 Simulación 

En el aiio de l!l77. Boylc [Boy] propuso una aproximación por simulación i\lonte 

Cario para la valoración de la opción europea. El método está basado en la idea, en 

donclC', simulando las trayectorias de los precios pueden aproximarse por distribuciones de 

probabilidad ele los valores finales del recurso. Se calculan los flujos de efectivo ele la opción 

para cada simulación y C'ntonces se hacen los promedios. El flujo del dinero promedio 

clc•":ontado, usando la tasa de interés libre de riesgo, reprC'scnta un punto estimado del 

valor de lit opción. 

!-lay varias maneras de aumentar la exactitud de la estimación, la más simple es 

incrementar el número de trayectorias simuladas. La eficacia también puede ser mejorada 

usando técnicas de reducción de la varianza, incluyendo las aproximaciones a la variable 

de control y variables de prueba (test variables) (ver llammcrsley y llandscomb [Ha-Ha]). 

'tESlS CON 
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A continuación resolvemos nuestro problema de opciones reales. 

1 !Tiempo de maduración (1) 

Figura G.4: Solución por simulación para una in\'crsión con una Opción Real Europea. 

La figura 6..1 muestra a simulación para rnlomr la opción real. Cada ejecución 

comienza con un precio de rendimiento inicial de 1, y usando una serie específica de 

mímeros aleatorios, una trayectoria de precios es calculada. Por ejemplo, la primera 

t raycctoria del precio acaba (tiempo de madurez de la opción) con un precio de rendimiento 

de 0.88. La siguiente columna de la derecha muestra los pagos finales de la opción para 

ese precio específico. Dado que, para ese precio el proyecto se abandonaría, el valor de la 

opción es cero. 

Para llevar acabo la técnica de reducción de varianza de la variable de prueba, el 

siguiente renglón en la figura 6.4 muestra la trayectoria del precio usando los mismos 

nümeros aleatorios_ anteriores, pero con un cambio de signo. Dado que nuestros nümeros 

aleatorios iniciales eran tales que el precio del rendimiento en la fecha de maduración era 

TESIS CON 
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bajo (0.88), pero cambiando los signos de los números aleatorios este segundo renglón 

proporciona una trayectoria con el precio del rendimiento en la fecha de maduración alto 

(1.34). Para este nuevo precio de rendimiento la opción es ahora valiosa y proporciona 

un flujo del dinero en efectivo de 3.44. Es fácil ver que un promedio de estas dos filas 

proporcionan una estimación de varianza baja de los flujos de dinero actuales que usando 

simplemente una sola fila. 

Solo una ves, un número adecuado de trayectorias de precios se genera, el valor de la 

opción real puede ser calculado descontando los flujos promedio de dinero de la opción, 

libres ele riesgo. Puede verse que en nuestro caso con una serie de sólo 30 trayectorias del 

precios independientes (60 renglones incluyendo sus valores de prueba) podemos obtener 

un mismo valor de cierre para nuestro problema de opción real (1.30). En la mayoría de 

los casos es necesario hacer un número mayor de corridas de simulaciones para obtener 

estimaciones exactas. 

6.1.5 Comparando procedimientos numéricos alternativos. 

Hemos presentado aplicaciones de tres aproximaciones numéricas alternativas al mismo 

problema de opciónes reales. Cada uno de ellos tienen sus propios méritos y son especial­

mente útiles para ciertos tipos específicos ele problemas ele valoración. 

Quizá el factor más importante, una vez elegido el acercamiento numérico apropiado 

es el tipo ele opción que estamos intentando valorar. La simulación normal es un procedi­

miento ele inducción hacia adelante, y como tal presenta problemas para valorar opciones 

de tipo americano. En situaciones en las que la estrategia óptima no es de conocida de an­

temano, los procedimientos de simulación no pueden valorar estas opciones correctamente. 

Como se elijo, muchas opciones reales permiten decisiones de mercados para cambiar la 

producción o niveles de inversión en diferentes puntos del tiempo, y se modela por con­

siguiente como opciones americanas. Las diferencias finitas y árboles binomiales, por otro 

lado, son procedimientos de la inducción dirigidos hacia atrás que pueden determinar 

políticas del ejercicio óptimas, valorando correctamente estas opciones americanas. 

TEST~ ro111 
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La debilidad en la simulación, manejando opciones americanas, se vuelve importante 

cuando hay trayectorias dependientes de flujos de dinero. Por ejemplo, los pagos de 

impuestos actuales normalmente dependen de ganancias del pasado y presentan una di­

ficultad por todos los procedimientos de la inducción dirigidos hacia atrás. Siempre es 

posible evitar este problema definiendo nuevas variables de estado que representan un 

camino de información dependiente, pero esto puede aumentar la complejidad del modelo 

de una manera sustancial. Por consiguicnle, en la presencia de camino-dependiente de 

los flujos del dinero en efectivo, la simulación es un mucho mejor procedimiento que los 

procedimientos de inducción dirigidos hacia atrás. 

La principal característica que hace a la simulación tan atractiva es su habilidad para 

cubrir la incertidumbre de una manera muy simple. La reciente tendencia en modelar la 

incertidumbre do los precios usando modelos de multi-factores es mús sencillo de llevar a 

cabo usando simulación que usando otros acercamienlos numéricos. Algo similar puede 

decirse en el uso de procesos estoctísticos complejos para modelar la dinámica de éstos 

factores de riesgo, que lambién son uuís simples usando simulación. 

Finalmente, el hecho que el costo ele la informática ha estado bajando dramáticamente 

en los últimos afias y que esta tendencia uo muestra ninguna sefial de debilitarse en un 

futuro cl'rcano, se presl'nla una perspectirn favorable para el uso creciente ele la simulación. 

Es más, su inconvl'nienle mayor. la incapacidad para manejar opciones del tipo americano 

con éxito, ha sido tema para nuerns investigaciónes en recientes mios, como se describirá 

Pn la sección siguiente. Con costos comp11tacionales nuís bajos podemos esperar manejar 

el au111cnto en la compll'jidad en los modelos, y obtener un uso reforzado en técnicas de 

simulación. 

6.2 Simulación para Opciones Americanas. 

Como ya se ha llll'ncionado antes, han surgido inumerabll's y recientes esfuerzos por 

extender las técnir<~~ de la simulación :'donte Cario para resolver opciones de tipo Amer-



123 

icano. Éstos incluyen a Barraquand y Martineau [Bar], Longstaff y Schwartz [Lo-Se], y 

otros. Estos métodos intentan combinar la simplicidad de inducción hacia adelante con la 

habilidad <le determinar el ejercicio óptimo de la opción de inducción dirigida hacia atrás. 

En esta sección se hará énfasis en la intuición básica de este nuevo acercamiento y en la 

próxima sección los resultados de su aplicación al chisico modelo de Brennan y Schwartz 

[I3r-Sc] y [I3r-Scl] para evaluar inversiones del recursos naturales. 

Por una parte, Longstaff y Schwartz [Lo-Se] proponen un nuevo, y prometedor, pro­

cedimiento para resolver opciones americanas. Su aproximación consiste en estimar una 

función esperada <le los pagos finales dependiente de cada fecha para el valor siguiente 

de la opción americana, y comparando este valor con su valor de ejercicio. Siempre que 

el valor del ejercicio sea más grande que el valor siguiente de la opción debe ser ejercida 

de manera óptima, mientras en el cuso opuesto no sucedería. Con ello, se estima una 

función esperada de los pagos finales que ha ejecutado mil caminos de variables de estado, 

y en una segunda fase es posbile hacer un análisis de la inducción dirigido hacia atrás; 

cuándo es óptimo para el ejercicio. En un punto cualquiera en el tiempo (empezando 

del final) cada camino genera una observación de la optimalidad de ejercer o no para ese 

camino. Usando regresiones locales cruzadas es posible estimar cuándo es óptimo, para el 

ejercicio, la fecha dada y los valores de las variables de estado, y resuelve recursivamente 

hacia atrás. 

Otro acercamiento (usado en la próxima sección), propuesto por Barraquand y l\lar­

t ineau [Bar] se ha aplicado para resolver algunas opciones financieras. Su principal visión 

es que, en la mayoría de los casos, es posible una discretización y la reducción de la 

dimensión del problema de valoración, y todavía conseguir aproximaciones bastante bue­

nas. Por ejemplo, de tener un un proceso multi-factorial parn una variable de estado S, 

el procedimiento requiere hacer unas mil simulaciones de Monte Cario en S y, agrupar 

los valores obtenidos en una serie fija de "cajas". Entonces, haciendo sucesivas pruebas 

<le simulaciónes es posible determinar empíricamente las probabilidades de la transición 

entre las cajas sucesivas y finalmente, para resolver hacia atnís el proceso de valoración 

usando cada caja (ver 6.6) como una unidad de decisión. 
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Figura 6.5: Caminos de la simulación para In variable de estado incierta y agrupadas en las 

cajas. 

El éxito de esta metodología es la selección de las variables de estado uni-factoriales 

que representarán todas las variables de estado en el problema. Como señala Broadie 

y Glasserman [Br-Gl], este procedimiento no asegura convergencia cuando, por ejemplo, 

hay óptima separación de los sectores de ejercicio. En este caso, los futuros incrementos 

en Pl nümero de cajas nni-dimensionales no pueden determinar la política del ejercicio 

óptimo, como la figura 6. 7 muestra. 

Para reducir este problema, Raymar y Zwccher recomiendan agregar una segunda 

dinwnsión a la caja que agrupa el proceso, para que el estado de la economía pueda ser 

representado por más rle un vector uni-dimensional. 

La mayoría de la literatura para resolver opciones americanas por simulación se ha 

concentrado en valorar opciones financieras. En la próxima sección se ilustrará el uso del 

procedimiento de [larraquand y i\lartinean [[lar] para el funcionamiento más óptimo de 

un yacimiento, siguiendo el modelo de [lrennan y Schwarlz. Por un lado, ya Cortazur y 

TESIS CON 
L,ALT " r '7 orua·;:i~.r ~\ ;.¡fi .)~ ~l't 



125 

St 

So 

t 

Figura 6.6: Determinación de las probabilidades de transición entre las Cajas. 

Schwartz [Cor-Sch] incluyen otras aplicaciones de simulación a las opciones reales, quién 

resuelve por el cronometrado óptimo de una inversión de desarrollo en una reserva de 

petróleo usando el procedimiento Barraquand y Martineau [Bar], y actualmente Cortazar, 

Acosta y Osario comparan las diferentes alternativas de simulación para valorar opciones 

reales. 

6.2.1 Inversiones del Recurso Naturales : Resolviendo el Pro­

blema del yacimiento usando Simulación de Monte Carlo. 

El Modelo y Procedii_ni~nto de Solución. 

La mayoría el~ l!1s ln-~ersiolies reales ha. implantado opciones americanas en su función 

de flujo ele dinero. Siempre que las inversiones puedan retrasarse, extenderse a fechas 

diferentes, suspender y/ o reanudar Ja producción, el cronometraje óptimo ele esta decisión 
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Figura 6. 7: Ejemplo de separación de regiones de ejercicio Óptimas. 

es crucial para la maximización del valor de recurso. 
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En esta sección se usa el procedimiento de la simulación Barraquand y Martineau [Bar] 

para resolver el modelo de Brennan y Schwartz para, a su vez, valorar un yacimiento que 

in\'Olucra varias opciones americanas. En este modelo, el valor del yacimiento depende de 

los llujos de efectivo descontados de la producción futura y, de que los precios del petróleo 

siguen un proceso estoc>ístico. El yacimiento tiene reservHS de petróleo finitas Q, una 

C'Scala tecnológica constante de retorno con un promedio de costos de producción A(Q), 

una estructura de impuestos flexible. un diVl'rso riesgo de expropiación e incluso opciones 

americanas, la flexibilidad para detener temporalmente o reanudar la producción (con 

costos asociados) u para, abandonar el yacimiento. El propio yacimiento tiene una tasa 

de producción nuíxima en la que produce óptimamente (ver Sección 5.3 que aparece en 

la P>Ígina 10-1) o una tasa máxima de cierre. 

Brennan y Schwartz resuelven ~u modelo por inducción dirigida hacia atrás usando 

aproximaciones numéricas de diferencias finitas para las ecuaciones diferenciales parciales 

1 
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que describen el valor del yacimiento. Se comienza el proceso de valoración conociendo las 

condiciones del límite, incluyendo el escenario al tiempo cero para el valor del yacimiento, 

cuando el recurso es exhausto, o si el precio del rendimiento se vuelve cero. 

Los elementos importantes para resolver problemas semejantes de opciónes reales por 

simulación son: 1) la definición de una reja o retícula de valoración apropiada, con cada 

nodo representa un est.ado markoviano del yacimiento susceptible a ser resuelto por in­

ducción dirigida hacia atrás, y 2) la discretización del proceso de precios de riesgo-neutral 

para simnln.r posibles caminos de precios. 

Primero, para definir la retícula de valoración, el valor del yacimiento en cualquier mo­

mento puede verse como dependiente del precio del petróleo -sobre las reservas restantes­

y, en suma, si el yacimiento es abierto o cerrado. Es conveniente discretizar las reser­

ms t.olales en las unidades de producción, q. Cada unidad de producción representa el 

rendimiento total del recurso extraido que se producirá después de una decisión que se 

considera se ha lll'cho y antes de una nueva revisión en si, o no, continuar haciendo la 

producción. 

Dependen del estado actual del yacimiento la realización de las próximas fases factibles. 

Por ejemplo, si el yacimiento está abierto y tienen unidades de reservas de petróleo (cada 

nna de las q barriles ele crudo) el administrador del yacimiento podría decidir mantenerlo 

abierto (reduciendo luego - el <•scenario de las reservas a n - 1 unidades), para cerrar el 

~·acimiento (con escenarios de rc•servas similares pero un entorno económico de precios 

clt>pa11¡Jl'rado}, o para abandonar el yacimiento ele manera definitim. Cada decisión está 

a;;ociada con los flujos de efocti\'o diferentes. En el primer, caso el flujo de efectivo es igual 

a los réditos menos los co,los de producción. En el segundo, el cierre y el mantenimiento 

<'llL'Sta 1 y en rl tercer caso c_•s cero. 

,\1 tomar la decisión óptima en cada eHtado del yacimiento se calcula el valor esperado 

de cada alternati\'a de dc'cisión, que, a su vez, depende de las probabilidades de la tran­

sición para los cambios en los precios del petróleo y en el valor de continuación óptimo 

para cualquiera de las tres decisiones. 
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El segundo elemento a resolver por simulación, semejante al problema de la evaluación, 

es la definición del proceso estocástico que modela la incertidumbre. Para obtener las 

probabilidades de cambio del precio hay que especificar el proceso estocástico de precios. 

Por esta razón, Brennan y Schwartz asumen una caminata aleatoria para el riesgo -en 

donde el precio del recurso tiene retornos ajustados-. Discretizamos este proceso usando 

la ecuación siguiente: 

t:i.S = (r - k)S.D:.t + uS..;íSJ.B1• (6.17) 

donde Ses el precio del recurso, r la tasa de interés libre de riesgo {real), k el rendimiento 

de conveniencia, CT la volatilidad de ingresos del precio, t:i.t incrementos en el tiempo. y 

B1 es un proceso estocástico browniano estándar. Dada la experiencia en la creación de 

modelos, se sabe que es posible que un proceso de reversión a la media para los precios 

del recurso podría ser un mejor modelo para estos casos, sin embargo resultarí costoso en 

cuanto a su dcsempl'ño. Es usual el empleo de caminatas aleatorias, por una parte porque 

es más barnto y por otra para medir el rendimiento comparativamente con el método de 

diferencias finitas también muy empleado por sus bajos costos en ejecución. En lo que 

sigue, se discuten las posibles extensiones de modelos que tienen en cuenta este problema. 

Siguiendo a Barraquand y l\lartineau, para obtener un nínnero discreto de estados de 

precios que de manera adecuada representen este proceso estocástico, se ha realizado una 

primera serie de ejercicios de simulación. Para cada intervalo de tiempo, t:i.T, todos los 

caminos de precios se ordenan y se agrupan en 200 cajas, cada una con el mismo nümero 

de observaciones. Se calcula el promedio, máximo y mínimo de precios en cada caja. Se 

rPalizan sucesivas simulaeiónes y se calculan las probabilidades de la transición entre las 

r·aja.~ y los inter\'alos de tiempo sucesi\'os. 

Una vez que lns probabilidades de la transición se obtienen, la inducción dirigida 

hacia atnís usa el espacio de estados discreto que incluye, tanto a los precios, como a los 

estados riel yacimiento. La retícula debe ser resuelta por inducción dirigida hacia atrás. 

SuponiL•ndo que el yacimiento est;i abierto y tiene 2 unidades de producción, las flechas 

indican los estados factibles que podrían alcanzarse con algunas probabilidades no nulas. 

Se ha resuelto la retícula empezando por el tina! y trabajamos hacia atriís para determinar 

la política operacioual óptima para cada \'alar del vector estatal. 
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Valor del Yacimiento y la Política Óptima. 

La exactitud del método de simulación son tan buenos como aquellos obtenidos por 

diferencias finitas en Brennan y Schwartz. 

Puede verificarse que el método de la simulación proporciona excelentes aproxima­

ciones. 

La política óptima obtenida por el método de simulación está ilustrado en la figura 

G.8. 

.8 

.7 

.6 

··-

.4 ._ ...... -·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·- .• ·-.-
.3 

Operativas 
.2 

De desarrollo 

.1 Exploración 

15 10 5 3 

Figura G.8: Precios Spot para ejercer las diferentes opciones reales. 

Estos resultados son razonablemcnle cercanos a la política óptima dada por las dife­

rencio.~ finitas, como se puede observar en la figura 6.9, la cual compara el inicio crítico 

de los precios obtenidos por diferencias finitas y por simulación. 
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Figura 6.9: Precios críticos de uso de las opciones reales usando simulaciones y diferencias 

finitas. 

Extensión del modelo; 

La principal contribución de los procedimientos de simulación para resolver problemas 

de opciones reales es, su habilidad para manejar modelos que incrementan su compleji­

dad. Se mencionarán algunos ejemplos de modelos extendidos que pueden ser fácilmente 

acoplados para usar estos procedimientos. 

El primer tipo de posible extensión se trata de la modelación de incertidumbre. Hay 

una bibliografía extensa sobre las especificaciones y el número apropiado de factores de 

riesgo que pueden ser usados en los procesos estocásticos que definen incertidumbre. El 

proceso modelado a través de caminatas aleatorias en la sección anterior fue sencillamente 

usada en el modelo de 13rennan y Schwartz, y posee una suposición fuerte considerando 

el arte de la investigación en los precios de productos. Dado que esa ~imulación es mucho 

nulli eficiente para resolver problemas con procesos con multi-factores, pueden extenderse 

modelos de simulación sencillos pero que permiten integrar especificaciones de procesos 
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má.~ complejos. 

Un segundo tipo de posible extensión es tratar de modelar con activos derivados. 

La última sección ya consideró un modelo extendido (sobre el de 13rennan y Schwartz) 

con la inclusión de la variable tPmporal como variable de Pstado. Esto incluso, permite 

modelar información dependiente del t iC'mpo, como la inflación del costo o la.'i concesiones 

de tie1npo finito para su inisma producción. Podrían ser considerada ... .., otras Pxtcnsiones 

del mocldn dL• ad ivns dPrivados f;\cilnieute. 

Finallllente, ut.ras L'Xl<'nsiones son posibles. El prupio act•rcamiento modelado puede 

sf'í g<'tl!'ralizado. Por Pjelllplo, la.-; dimensiones adicionales rlc lm; variables de estado 

podrían ¡H'rmit ir una dC'finición más rica de la política íiptima u una fuente de valor 

considPrablP Pll inversiones de opciones rl1ales. 
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Conclusiones. 

A lo largo de este trnbnjo se ha enfocado el esfuerzo en mostrar una metodología de 

amilisis <le los proyectos de inversió11 que, complementa a la ut(lizada por los métodos 

de valoración consistentes en el descuento de los flujos de cnja a una tnsn acorde a su 

riesgo. Efectivamente, el método del valor pre~ente neto -principal representante de la 

metodología <le! descuento de flujos de caja-, infravalora los proyectos de inversión que 

incorporan consideraciones de tipo estratégico. 

La metodologín <le valoración consistente en incluir lus diversas opciones reales, lla­

madas a:;í pnra distinguirlas de las opciones financierns, permite incorporar la liexibilidad 

empresnrial a nn método que prácticamente carece de ella (salvo qne sea ayndado con 

técnicas como los 1írboles de decisión o la simulación). Esto es, permite tener en cuenta 

al momento idóneo para realizar el proyecto, la capacidad de aumentar la producción, 

la posibilidad de reducirla e incluso de abandonar el proyecto en plena realización como 

forma de reducir las pérdida.~. etcétera. 

En conclusión, la valoración de proyectos a través de las opciones reales, tiene el poten­

cial no sólo de ayudar 11 integrar el presnpnesto de capital con 111 planificación estratégica, 

sino también a ofrecer un método consistente de análisis de 111 totalidad de la dirección 

financiera y empresarial (involucrando tanto decisiones firrnncieras como reales). 

Así, aprovechando las ventajas de la.~ opciones reales, se desarrolló un modelo dentro 

de este ambiente para evaluar exploración de recursos naturales cuando se juntan la 

incertidumbre en el precio y el riesgo técnico-geológico. Al colapsar ambas fuentes de 

i11certidt1111brc, cu un modelo ele un solo factor y, con ello se na obtenido el valor esperado 

con el c¡ue hemos simplificado el ciilculo, mientras retenemos la flexibilidad operacional. 

El modelo consiclern c¡ue el esquema de in,·ersión en exploración puede ser detenido y /o 

concluido en cualquier momento dependiendo de los flujos futuros esperados. Estos flujos 

dependen del precio actual del recurso y lns expectati,·as técnico-geológicas. Por lo tanto, 
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la.5 fases de exploración son concluidas cuando el proyecto es modelado con la flexibilidad 

y posibilidad de postergar tanto las inversiones eu desarrollo, como las desarrolladas al 

contar con la opción de cerrar o reabrir la producción. 

También, se ha presentado una aportación con este modelo al considerar la eventual 

dependencia probabilista entre las fuentes de incertidumbre (precio del recurso e incer­

tidumbre técnico-geológica) en la variable colapsada, todo esto, como resultado de una 

adaptación del modelo original de l3rennan y Schwartz ([!3r-Scl] 198.5) para evaluar las 

inversiom•s en rPcursus naturales. Existen escritos pam desarrollar campos de petróleo 

sobre software (cajas negras) implementado por empresas privadas basados en las ideas 

de Paddock, Siegel, y Smith ([Pa-Si-Sm] HJ88), y Cortazar y Ca.5assus ([Ca-Ca] 1998). 

Otros modelos ¡mm evaluación de petróleo sobre activos contingentes petroleros han sido 

incluidos pero con poca profundidad en Smith y :\loCardle ([Sm-:\kl] 1998, [Sm-:\Ic2] 

1999), Lehman ([Le] 198!l), y Trigcorgis ([Trl] 1990). 

Al finalizar este trabajo, se ha mantenido una apreciación global de la simulación y 

su adecuado uso resolviendo problema.5 de opciones reales. Se discuten acercamientos 

numéricos alternativos para valorar los recursos y mostrar que ambos procesos de in­

ducción, hacia adelante y hacia atrás, tienen un lugar en la valoración de las opciones 

reales. 

Para resaltar los méritos relativos de los diferentes métodos numéricos, un caso­

proyecto con la opción de invertir en el futuro dependiente de un rendimiento estocástico 

ha sido evaluado usando árboles binomiales, diferencias finitas, y simulación. Dado que 

el proyecto puede modelarse como una opción cal! europea, la solución analítica de Black 

y Scholes fue usada como una referencia. Los cuatro métodos proporcionaron resultados 

similares. 

:\létodos tradicionales de simulación, aunque muy eficientes para resolver opciones ele 

tipo europeo, hru1 sido considerados inadecuados eu la pnictica para resolver opciones de 

tipo americano, el principal incom·eniente para su uso en valoración de opciones reales. 

Recientes investigaciones, sin embargo, han propuesto extensiones de la simulación que 
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combina procesos dirigidos hacia adelante y hacia atrás para valorar las opciones de 

tipo americano. Presentándo también, u11a aplicación de estos métodos de simulación 

extendidos para resolver el problema clásico de valoración del modelo de yacimientos 

de Brennan y Schwartz. Los beneficios de esta aproximación, con su mejor manejo de 

modelos de incertidumbre compleja y caminos dependientes del flujo de dinero, también 

fueron discutidos. 
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Anexo A: Glosario. 

Una opción es un contrato que nos da derecho a comprar o vender un activo a un 

precio determinado, en una determina fecha. Por la posibilidad de ejercer dicho derecho 

el comprador de la opción, viene obligado a pagar al vendedor de la misma un precio o 

prima. Queremos subrayar que el poseedor de la opción tiene el derecho pero no el de­

ber, de ejercitar dicha opción. éstas son los instrumentos más sencillos. aunque también 

más flexibles y sofisticados para administrar riesgos. En los mercados financieros interna­

cionales, se comercian opciones sobre acciones, divisas, instrumentos de deuda y contratos 

de futuros. 

De la definición de opción, podemos especificar que existen dos tipos de contratos 

según si el objeto sea la compra o la venta de un bien o activo, que son llamados: 

• Opciones de compra o Calls: esta opción es la que da el derecho, más no la 

obligación, de comprar cierta cantidad de un bien a un determinado precio, para ejercerse 

durante un cierto periodo. 

• Opciones de venta o Puts : por el contrario de la opción Call. La variedad de Put 

le da al tenedor el derecho, nuís no la obligación, de vender un activo a un cierto precio 

t>n una determinada fecha. 

Los elementos büsicos que configuran un contrato de opción serían: 

•Activo subyacente: es el bien o activo sobre el que se tiene derecho de compraventa. 

Pudiendo ser materias primas {petróleo, oro, café, etc.) o bien instrumentos financieros 

(acciones, tipos de interés. divisas, etc.) 

• Precio de ejercicio: es el precio al que la parte compradora puede optar para su 

compra o venta, y al que la otra parte está obligada a vender o comprar. Según la relación 

entre la cotización del Activo y su precio de ejercicio podemos hablar de opciones: 

out the money (fuero de dinero). Cuando el precio de ejercicio esta por encima de la 

cotización del Activo Subyacente, en el caso de un call, o por debajo en el caso de 

un put. 

at the money (en el dinero}. Cuando el Precio de Ejercicio y la cotización del Activo 

·-....... 
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son iguales. 

in the money (dentro de dinero). Cuando la cotización del Activo Subyacente es 

superior al de ejercicio, en el caso de un call, o inferior a éste en el caso de un put. 

• Fecha de vencimiento: es el momento en el que se puede optar por realizar la 

transacción. 

• Prima: es el precio de la opción que se paga a la parte que emite el derecho por el 

riesgo asumido por las posibles variaciones del precio de mercado del activo subyacente. 

• Opción europea: es aquella en la cual el derecho sólo se ejerce en la fecha de su 

vencimiento. 

• Opción americana: es aquella en la que el derecho puede ejercerse en cualquier 

momento hasta In fecha del vencimiento. 

Se hn proporcionado la terminología básica utilizada en las transacciones con opciones, 

pero posiblemente sea necesario introducir un ejemplo llevado rná.5 a la cotidianidad de 

los que no estamos involucrados en el mundo financiero. 

La manera nuís sencilla para entender la esencia de un contrato con opciones es es­

tableciendo su similitud con una póliza de seguro. Por ejemplo, si alguien desea asegurar 

su automóvil contra riesgos <le accidentes durante un atio, le paga a una compatiía asegu­

radora una prima (cuyo monto dependerá de In probabilidad de que el accidente suceda). 

A cambio, la 1c5eguradora le paga cierta cantidad de dinero, si éste tiene un accidente 

durante el atio. Si no lo tiene. pierde su prima y nada nuís. Aunque no acostumbramos 

pensar de esa manera, la prima de seguro que se compra es una opción. De hecho, la 

compaüía aseguradora vendió una opción de recibir cierta cantidad de dinero, la cual sólo 

puede ejercer si tiene un accidente. 

Esto !levado al mundo [inancil'ro sería, por ejemplo, un inversionista con acciones ele 

l 13111 quiere proteger su precio de \'Cnta. Puede pagar una prima por una opción de venta 

(opción p11t), esto cs. para adquirir el derecho de \'ender sus acciones a un precio dado 

-el precio de ejercicio- clnrnnle un ¡wrioclo determinado. Si el precio de las acciones de 

113111 baja hasta el precio de ejercicio. o incluso por debajo de éste, l'l in\'ersionista estará 

protegido. Puede vender sus acciones ni precio 111{c5 alto, de acu1?rdo con el cont.rnto ele 

opciones. Sin embargo, si el precio ele las acciones se mantiene por arriba del precio de 

ejercicio. la opción expirn sin haberse utilizado . .v el in\'crsionista sólo pierde la prima. 

Así como Ja compaftía ele seguros gana una prima por asumir un riesgo de accidente, el 
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vendedor de la opción recibe una prima por el riesgo de una caída en el precio de las 

acciones. 
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Anexo B: Evaluación del Modelo de 

Black & Scholes. 

B.1.- Modelos de Volatilidad Estocástica. 

A diferencia de los modelos estadísticos clásicos con varianza homoscedástica como los 

gaussianos para los que la incertidumbre es siempre estática, estos modelos de varianza 

hcterosccd{istica lo que hacen es definir uu modo operacional de" incertidumbre dimímica" 

en la forma de nífagas de volatilidad que barren de forma recurrente el balance de opinión 

dominante en los mercados sobre la.' '-'Xpect.ativa.<; de rentabilidad futura. 

El p1L51tclo de una serie puede afl'ctar al futuro de distintas maneras. A continuación 

pr'-''"'nlamos varios modelos que presentan características dh·crsas en función de como sea 

afrct ado por el piL~ado. 

Un primer modelo que caracterice la dinámica de la volatilidad de un activo puede ser 

l'l siguiente: 
da2 

~ =¡tdt +i;dw 

La tasa de inercia de la varianza sigue una distribución normal con mediaµ y varianza 

.;-. Esta l'S la aproximación seguida por Hull & White en 1987. Un modelo más avanzado 

.\· muy conncido es el denominado GAHCH usarlo por Engle, Kane y Noh en 1993. 

Lmi volatilidades altas tienden a estar concentradas en el tiempo (en inglés a esto 

se le llama "clust.ering" ). Otros modelos rll' la misma familia tienen en cuenta, adenuís, 

otra característica de la dituitnica rlL' lo~ acti\'os fiuancieros: la naturaleza asimétrica de 

la volatilidad. Volatilidad tL~i111étrica significa que la rnlat.ilidad puede ser afectada de 

forma diferente tanto por rendimientos positivos como por negativos. Los rendimientos 

ncgath•os (mayores y más infrecuentes) llevan a incrementos mayores en la volatilidad 

futura. 

La utilización de modelos de valoración que tomen en cuenta estas dos características 
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("clustering" y asimetría) supone, además de avances académicos, la posibilidad de valorar 

las opciones más correctamente ya que ambas características surgen precisamente de la 

realidad de los mercados financieros. 

Estas dos características son fácilmente incorporadas en un modelo tipo ARCH con sus 

posteriores refinamientos tales como GARCH, EGARCH, AGARCH y VGARCH, todos 

ellos modelos econométricos de gran éxito empírico. 

B.2.- Modelos ARCH, GARCH y AGARCH. 

En muchas ocasiones en economía se habla de sucesos condicionados o de generación 

de expectativas a partir de los movimientos relativos que se produjeron en el pasado. 

Por ejemplo, todo el mundo relaciona inmediatamente la estabilidad o la inestabilidad en 

los mercados financieros con su comportamiento inmediatamente anterior, produciéndose 

fuertes onda:; en la evolución de sus variables que, después de un gran sobresalto que fre­

cuentemente dura días, tienden a retomar una senda de evolución tranquila. A cualquiera 

se le ocurre entonces que, en variables como éstas. el comportamiento en el momento 

actual responde a una expectativa generada sobre el valor de cambio producido en el mo­

mento precedente; es decir, a un \'alar esperado coudicionado por la varianza del período 

anterior. 

En la teoría cl1\sica de series temporales (metodología de 13ox-Jenkins), el desarrollo 

Pstadíslico se realiza a partir de un proceso estocástico estacionario; es decir, de un proceso 

eon: 

• i\ledia constante. 

• Varianza constante. 

• Correlación entre dos observaciones distintas igual a la rle otras dos cualquiera separadas 

por la misma distancia (mismo nümero de períodos). 

El Pstudio de la componente de varianza constante es un fenómeno menos extendido y, 

110 tener en cuenta una posible no const aucia de este componente, puede suponer diverso::: 

problemas estadísticos cuando se Pstiman modelos econométricos (problemas ligados con 
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la eficiencia de los parámetros estimados y su fuerte volatilidad ante el amplio intervalo 

de confianza en el que se mueven). 

Determinar un patrón de comportamiento estadístico para la varianza es el cometido 

de los modelos Autorregresivos condicionales heteroscedásticos: ARCII. Engle {1982) es 

el autor de una primera aproximación a la varianza condicional del tipo que describiremos 

nHÍ.5 adelante. Después de estos hay una amplia familia de sofisticaciones del modelo inicial 

que darán nombre a los modelos GARCH. IGARCH, EARCH. TARCII, S\VARCH, QS­

ARCll, APAílC'II. F:\CTOH-AílCII, ... 

[n el nrtícul1J >'<·minal de los muclelos AHCII. Engle cita tres situaciones que moti1·ai1 

y justifican el mudl'lado de l,i hetcrosccdnsticiditd condiciu1ml Autorrcgrcsiva (nombre por 

c'l mismo dado). 

Estas ~erían las siguientes: 

1.- La experiencia empírica nos llevit a contrastar períodos de amplia varianza de error 

seguidos de otros de mrianza nuís pequeíia. Es decir, el valor de la dispersión del 

error rt>spccto a su media cambia en el pasado, por lo que es lógico pensar que un 

modelo que al ienda en la predicción a los \'alares de dicha varianza en el pasado 

:-;crviní para realizar L1sti1uacioncs 11uís precisas. 

2.- En segundo lugar, Engle expone lit validez de estos modelos para determinar los 

criterios de posesión o \'cnta de activos financieros. Los agentes económicos deciden 

esta cut>stión cn función de la información proveniente dPl pn.-;ado respecto al valor 

medio de su rentabilidad .1· la volatilidad qlll' ésta ha t<>nido. Con los modelos ARCH 

Sl' tendrían en Clll'llla l~~tos dos condicionantes. 

3.- 1':1 modelo de regresión AllCI 1 pue<l<• Sl'r una aproxirnaciún a 1111 sistema más complejo 

en el que no hubiera factores de inncwación con heteroscedasticida<l condiciona!. 

Los modelos estructurales admitPn, en multitud de ocft>'iones. una especificación 

tipo ARC'll infinitu que d!!lermina con parámetros cainbiantes, lo que hacP a este 

tipo de modelos capaces de contnL-;tar lit hipótesis de permanencia estructural que 

supone una de las hipótesis de partida y condición necesaria para la validez del 

modelo econométrico tradicional. 

En definitiva, la cla\'c de estos modelos l';tit en cun;iderar la información P>L~ada de 

la variable y su volatilidad obscn·ada como factor alt amcnt e explicativo de su campar-
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tamiento presente y, por extensión lógica, de su futuro predecible. Estadísticamente, 

esta conclusión se refleja en tener en cuenta la esperanzo. condicional (conocida y fija la 

información hasta el momento inmediatamente anterior) del cuadrado de una variable 

{la expresión de su varianza si su media es nula). Descripción de los modelos ARCH, 

GARCH y AGARCH: 

• Modelo Autorregresivo Condicional Heteroscedástico, ARCH (1). Engle 

{1982) 

hz = óo + ó1e:;_1 

La varianza de la serie depende de un término constante óu y del rendimiento al 

cuadrado de la serie en el periodo anterior multiplicado por un parámetro Ó¡. Es décir, 

del rendimiento de la serie neto de factores predecibles (neto de tendencia). Si la serie 

sigue una caminata aleatoria entonces ::1 coincide con el rendimiento de la serie en t. 

Si los rendimientos de la serie siguen un proceso autorregresivo de primer orden (ARl) 

y1 =a+ by,_¡ entonces ót sení. el rendimiento neto de la serie en t para y, =a+ bYt-1 + <:t 

eliminando a y b. AH.CH (p) 

La varianza de la serie depende de un término constante 60 y de rendimientos al 

cuadrado pasados de la serie multiplicados por sus respectivos parámetros. 

• l'vlodelo Autorregresivo Condicional Heteroscedástico 

Generalizado, GARCH. Bollerslev {1986) 

La varianza <le la serie depende de un término constante 60 y del rendimiento al 

cuadrado de la serie en el periodo anterior multiplicado por un parámetro 61 y de la 

rnrianza de la serie en el periodo anterior multiplicada por un paní.metro 8 1• 

• l\Iodelo Autorregresivo Condicional Heteroscedástico Generalizado Asi­

metrico, AGARCH{l,1). 

Este modelo introduce efectos asimétricos a través del parámetro 1¡1. 
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Si w > O, Jos rendimientos positivos influyen más en la volatilidad futura de Ja serie 

que los negativos. 

Si 1¡i < O, Jos rendimientos negativos influyen más en la volatilidad futura de Ja serie 

que los positivos. 

Si 'V = O, los rendimientos negativos y positivos influyen igualmente en la volatilidad 

futura de Ja serie, es decir, estamos hablando de un modelo GARCH(l,1). GARCH y 

i\GARCll pueden incorporar más retardos en: h~_ 1 y en e1_ 1• 
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Anexo C: Movimiento browniano 

C.1.- El movimiento browniano. 

La pregunta obligada es: ¿Qué es un proceso continuo?. Para definirlo se haní. siguien­

do una guía de tres principios. Primero un valor real que es tomado se puede expresar 

con funciones arbitrarias y cualquier número real se puede considerar como un valor. 

Segundo, el valor puede cambiar <le un momento a otro; y tercero, el proceso cambia 

continuamente, el valor no puede dar saltos instantáneos. En otras palabras, si el valor 

cambia de 1 a 1.05 debe haber pasado por todos los valores que se encuentran en medio, 

aunque rápidamente. 

Al menos como un punto de inicio se puede insistir en que los índices de mercado de 

valores se comportan de esta manera. Aún cuando se mueven en una forma aguzada, no 

es poco real ( u objetivo) decir que, muestran un comportamiento de proceso continuo. 

Y tau anterior como !3achelier en 1900 (ver [BaJ), quien analizó el movimiento del 

mercado de valores de París, las observaciones han ido aún más lejos y se compararon los 

precios con un proceso continuo especial - el proceso seguido por un movimiento aleatorio 

de las partículas de gas, o mejor conocido como el movimiento browniano. 

Localmente la similitud puede ser impresionante. Ambos muestran el mismo perfil 

y las mism>l8 similitudes bajo los cambios de la escala, la trayectoria nunca se suaviza 

conforme aumenta. Pero podríamos decir que a un nivel intuitivo, la estructura global 

de los índices, observados en la figura 2.1, son diferentes. Los índices accionarios cre­

cen, se hacen nuís ''ruidosos" conforme pasa el tiempo, y no se vuelven negativos. El 

movimiento browniano no puede ser toda la historia. Sin embargo, éste probará ser un 

componente remarcablemente efectivo para construir procesos continuos y localmente ser 

un movimiento mús real. 
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1.5 

1970 1980 1990 o 0.2 0.4 0.6 0.8 

Figura 7 .1: Índices accionarios y movimiento browniano. 

Construyendo el movimiento browniano. 

Robert Brown, con toda seguridad, no fue el primero en descubrir el movimiento que 

lleva su nombre. A consecuencia de sus viajes se fue interesando en la investigación de 

los coloides, y en la cuidadosa observación de preparaciones microscópicas en el estudio 

de los mecanismos de reproducción en las plantas. 

El comportamiento errático del polen suspendido en una solución lo asoció a las teorías 

vitalistas de la vida, haciendo defensa de que este movimiento era propio de la materia 

viviente, y relacionado con los mecanismos de la reproducción. Sin embargo, en sus 

trabajos finales concluye f]Ue el movimiento errático observado era de naturaleza mecánica 

y no dependía del caníct er orgfü1ico ni inorgánico de los objetos microscópicos observados. 

Esto ocurría en el afio 1828. 

Parecía claro la no existencia de un modelo matemático para este movimiento: la 

i\!atermí.tica y la Física del siglo XIX no estaban lo suficientemente desarrolladas para 

atacar el fenómeno. Fue necesario esperar los trabajos de Einstein, en 1905, para su mode­

lación. Y la lmrrera fundamental que impedía el conocimiento del movimiento browniauo 

era justamente el determinismo clásico de la /\!ecánica de Newton. ésta aseguraba que 

todo movimiento debía tener por causa una fuerza. Einstein usando la teoría molecular 

cinélica de la materia prueba que dicho movimiento se produce sin que medie la acción 

de fuerza externa alguna. Su razonamiento c>s rle 111a1 sPncillcz cxtrPma: si los granos 

de polen en suspensión se mueven es porf]ue las moléculas del líquido chocan con ellos, 
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las moléculas a su vez están en movimiento constante por efecto de fuerzas externas al 

líquido (interacciones moleculares o, incluso, por cambios producidos en los niveles de 

energía en la estructura subatómica). De este modo Einstein llegó a la conclusión de que 

d movimiento browniano es un fenómeno intrínseco a la materia. 

Propuesta de un modelo con trayectoria estocástica. 

Supongamos que X, denota la trayectoria de una partícula que está sometida a choques 

cu11 molécula.~ (por ejemplo. dentro de un fluido); el cleHplaza111irnto de esta partícula, en 

un intPrvalo de tiempo dr longitud í:i.t se mide rnediaute Xi+.:'.t - X 1 , luego cslL' dc~plaza­

micnto, aparte de deberse a la. Yclocidad de la. partícula en ese n101neuto, se agregará 

otro que puede ser proporcional a un dt'splazamiento, debido a interacciones azarosas, 

denotado por ~[J = ll1+.:i. 1 - 8 1. Supongamos que X 1 = .r y que la velocidad en el tiempo 

I y en la posicicín .r. es ¡1(1 .. r), se tendrá entonces que: 

.\'1+.:i.1 - X, = ¡t(t, ;·)D.t + a(t..c)í:i.B (7.1) 

'icndo a(t . . r) el factor aleatorio rle proporción que eventualmente puede depender del 

tiempo 1 y la posición :r. Digamos que el desplazamiento se <'X plica por una parte de­

ll'rmiuista. t•l primer término de la suma en el lado derecho de (7.1}, y por una parte 

alc•atoria. indicada por C'l sPgundo término del lado der<'cho de (7.1). De manera más 

general. 

X1+ut - X, = ¡1(t. Xt)~t. + cr(t., Xt)í:i.B (7.2} 

Ouservemos que si ~[J = ll1+.:i.t - fJ1 obedece las leyes de alguua probabilidad, se tendrá 

que, en definitiva. X 1+.:i. 1 - X,, y por ende X 1, será una variable aleatoria. 

Ahora bien, si X, -fijo /- es una variable aleatoria, entonces una posible trayectoria, 

conforme a la ley rlL' probabilidad que la rige, se denotará por X1(w), donde w es el 

resultado obtenido del Pspacio de probabilidad en que se sustenta la variable X 1 • Salvo 

cuando s<'a <tbsoluta111cnte 1wcesariu, la lrayedoria de X 1 (w) la dt•notaremos simplemente 

por X,. 
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El Movimiento browniano unidimensional y su modelación. 

Supongamos que {8t},~0 es una colección de variables aleatorias, diremos que este 

proceso es un movimiento browniano si tiene las siguientes propiedades: 

i) Para O :S s < t < oo, 8 1 - 8, es una variable aleatoria normalmente distribuida con 

media O y varianza t - s. 

ii) Para O :S t0 < t1 < ... < t. < oo , { 8 10 ; 81¡. - 8 1._,} :=I es un co11ju11to de variables 

aleatorias independientes. 

Recordemos que u11a variable aleatoria }' se distribuye normalme11te con media µ y 

varianza a2 (que denotaremos por ;V(µ, a 2 ) ) si la ley de probabilidad es: 

1 ¡y !•-•/ 
lP(Y :S !1) = j e- 2~- clt 

2;ra2 -oo 
(7.3) 

de manera que la propiedad (i) 11os dice que para O :S s < t 

1 (Y 2 

1P (81 - 8, :S a)= )_ e-;¡T-;;dx 
J2rr(t - s) -oc 

(7.4) 

y la propiedad (ii) nos dice que para O::; t0 < 11 < ... < tn < oo, se tie11e que: 

La complejidad ele estas propiedades mate1míticas es apare11te ya que so11 realmente sen­

cillas ele interpretar (o modelar). 

Sea O < t 1 < 12 < t 3 · • • < t,,, intentaremos crear u11a posible trayectoria para cada 

valor ele t,, esto es lJ0 , 81¡, 8 1,, • • •• 8 1,,. Supongamos que 8 0 = O por hipótesis, ¿cómo 

se obtiene 8 11 ?, para esto acudimos a la varinble alentoria 8 1 , - 8 0 , clo11de sabemos 

que un posible valor para este incremento sigue una distribución normal ;V(O, ti), luego 

generamos un valor aleatorio scgtin csla distribución y así obtenemos un valor para 8 11 • 

Para generar el \'alar de 8 1,. acudimos al incremento lJ1, - B,, (observemos que ya sabemos 

"1 valor de 8 11 , digamos B1, = wi) que es obtenido mediante la gem•ración de un número 

aleatorio según una distribución ;V (O, 12 - t 1 ). s1"1 este número k2 , esto es 8 1, - 8 11 = k2 , 

ele modo que 8 1, = k2 + 8 1, = k2 + w,. ~· así continuamos con el proceso. De modo 

que para generar una posible tmycctoria de l'Sle 111ovimiento browniano. se generan, en 
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forma independiente (garantizado por la propiedad (íi)) los incrementos 8 1 = 8 111 8 2 = 

B,, - 81,, 8 3 = 8 13 - 81,,. • ., y se calcula la trayectoria mediante: 

Bo =O 

B 11 =·B1 

B1, = B2+B1 

B1, = 83 -t B2 + B1 

sin olvidar que cada Bise ha obtenido de una distribución N (O, t¡ - t¡_¡), los cálculos que 

en general son más sencillos en cuanto se establezca que la diferencia entre los tiempos 

(t¡ - t¡_ 1) sea constante, esto es lit= t, - ti-1! Vi, de modo que 8¡ se genera mediante 

una distribución N (O, lit), Vi. 

C.2.- El movimiento browniano como modelo de 
mercado. 

En base a lo analizado podrían surgir algunas dudas acerca del movimiento browniano 

como modelo global para un comportamiento accionario, pero éste no tiene porque usarse 

por sí mismo. El movimiento browniano divaga, tiene media cero, mientras que las ac­

ciones de una compatiía normalmente crecen a alguna tasa - históricamente esperamos que 

los precios aumenten aunque sea por la inflación-. Pero podemos incluir una desviación 

artificial. Por ejemplo el proceso S, = 8 1 + ¡1 1 , para una constante µ que refleja el 

crecimiento nominal, es llamado crecimiento browniano con desviación. Y si parece muy 

rt1iuoso, o insuficientemente ruidoso, podemos balancear el movimiento browniano con 

algún factor: por ejemplo S, = a 8 1 + ¡t1 , para un factor a de ruido constante. 

Así. el proceso tiene crecimiento ascendente a largo plazo, como Jo deseamos. Pero en 

este caso en particular tenemos de inmediato una falla. El proceso se hizo negativo, Jo 

que definitivamente no dt!seamos para el precio de las acciones. Aunque podemos ser más 

afortunados en delinear movimientos brownianos para nuestros fines. Consideremos por 

ejemplo, que tomamos la exponencial de nuestro proceso 

Xi= exp (uB, + ¡11}. 
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Figura 7.2: Representación gráfica de In información obtenida del mercado de valores. 

Ahora reflejemos el crecimiento exponencial a largo plazo del Mercado de valores. No es 

sorprendente que este proceso sea bien conocido y que comúnmente se le llame movimiento 

browniano exponencial con desviación, o algunas veces movimiento browniano geométrico 

con desviación. No es el único modelo para acciones pero es sencillo y confirma que es 

una prueba fundamental efectiva. 

1200 

10 

Figura 7.3: Índices accionarios y l'llovirniento browniano exponencial. 
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Cálculo Estocástico. 

Puede ser poderoso el delinear el movimiento browniano con funciones, pero da lugar 

a una peligrosa complejidad. La figura 2.4 muestra una percepción gráfica de un punto 

cualquiera: 

2.3l 

2.325 

2.32 

2.315 

2.31 
1~.~::-~1.7=--~1~.7~2-l~.7~4-1-.7~6~ 

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 

2.3165 

2.3150...._ _______ _ 

1.696 1.698 - 1,7 1.702 1.704 

Figura 7.4: Amplificación prógresiva alrededor de un punto cualquiera. 

Leyendo la gráfica de derecha a izquierda y línea por línea, cada pequelio cuadro se 

expande hasta formar el marco de la siguiente gráfica. Conforme el proceso continua, la 

sección ele la gráfica se hace más suave y recta hasta que finalmente es una pequelia línea 

recta. A pesar de su comportamiento global extralio, las funciones tliferenciables son de 

hecho construidas para segmentos de líneas rectas. 

Con una construcción Newtoniana (Ver Anexo A), se puede decidir construir una 

familia de funciones especificando como se construye localmente a partir de nuestra piedra 

fundamental, la línea recta. 

Escribiendo el cambio en el valor de una función Newtoniana J en un int.en·alo de 

TESrn r.nN 
~ALLA D~ vrüGEN 



156 

tiempo t de una longitud infinitesimal dt como: 

d/1 = J.t¡dt 

en donde µ 1 en nuestra función de escala, la pendiente de la desviación de la línea recta 

nmplificada en t. 

Diferencial Estocástica. 

Contrario a lo nnterior un movimiento browniano no produce una línea recta. 

1.5 

1.15 

1.1 

1.05 

0.2 0.4 0.6 0.8 

0.51 0.512 0.514 0.516 0.518 

Figura 7.5: Acercamiento progre8ivo del movimiento browniano. 

En la figura 2.5 se muestra como cada cundro numentado genera una nueva gráfica y 

<'8 tnmbién un movimicnlo browniano igual de ruidoso. 

Por supuesto esta aut.osimilitud es ideal como piedra fundamental -podemos construir 

movimientos hrownianos globales de muchos segmentos de movimiento brownianos locales­

. Y se puede, ndemás, construir procesos aleatorios generales a partir de pequeños seg­

mentos de 1110\·irnie1ltoti browuianos {con escalas adecuadas), también podemos incluir 

funciones Newt.oninnas. 
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Concluyendo lo anterior, está claro que si deseamos estudiar cómo se desarrolla un 

proceso complicado que aparece en la naturaleza, en una máquina, en la sociedad o tal vez 

en un mundo matenuitico ideal. Analizamos primero lo que ocurre "localmente", es decir, 

en una porción pequeña, para un cambio pequeño de tal o cual variable del fenómeno. 

Al proceder así tal vez podamos aplicar algún principio característico del proceso que nos 

permita una formulación matemática del modo como se relacionan las diferentes variables 

del proceso. Tal formulación aparece a menudo en forma de ecuaciones diferenciales, es 

decir, ecuaciones en las que figura una función y sus derivadas y se desea saber cómo o 

cuál es la función o funciones que la satisfacen. Al hacerlo 'libremos cómo se comport.a 

el fenómeno. no ya "localmente", sino "globalmente". 

Los ca;;os en los que de ht ecuación diferencial, que expresa el desarrollo local del 

fenómeno, se puede pasar a escribir una fórmula que exprese el desarrollo global son 

escasos. En la mayor parte de los casos esto no es posible y hay que conformarse con tratar 

de demostrar que existe solución y de dar, mediante el estudio de la ecuación diferencial 

misma, un procedimiento de cálculo que permita al computador en tiempo razonable 

proporcionarnos una solución numérica del problema. Para efectos pnícticos, esto es 

suficiente. Así, por ejemplo, es posible escribir el conjunto de ecuaciones diferenciales que 

rigen el movimiento de los astros del sistema solar, calcular y predecir los eclipses y demás 

fenómenos que tendrán lugar. 

Sin embargo, hay cuestiones que necesitan otros métodos matemáticos y el campo de 

las ecuaciones diferenciales es amplísimo. Las ecuaciones diferenciales en las que se busca 

una o mrias funciones de una sola variable se llaman ecuaciones diferenciales ordina­

rias. Aquellas en las que se busca una o varias funciones de varilLS variables, apareciendo 

l'"~ derirndn.s parciales de ellas con respecto a sus diversas variables, son ecuaciones en 

dcrtnuias parciales. En ambos casos pueden ser ecuaciones lineales, que corresponden a 

situaciones en las que la respuesta del sistema bajo estudio es proporcional al estímulo 

introcluciclo Pn él. o bien ecuaciones no lineales, en las que no existe tal proporcionalidad. 

C'nn frecuencia las ecuaciones linC'ales constituyen una aproximaeión suficiente a la reali­

dad. ¡wro cn determinadas ocasiones la naturaleza - como es mwstra problemática de los 

índic<'s accionario- se comporta de tnoclo decisivamente no lineal. La IC'oría de P.cuaciones 

no lineales constituye uno de los campos más atractivos hoy día dentro del amílisis. 
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Introducción a las Ecuaciones diferenciales Estocásticas, 

En párrafos anteriores( ver página 150) se ha descrito ya el movimiento de una partícula 

suspendida en un fluido, y que estaba influenciado por dos fuerzas. La primera, corre­

spondía a un movimiento no aleatorio (determinista) generado por la naturaleza suby­

acente del flujo del fluido o inducida por alguna fuerza externa impuesta sobre el sis­

tema. La segunda, colisiones y /o relaciones de interacciones con otras partículas originan 

moYimientos aleatorios que actúan en tiempos de corta duración, y que a menudo se 

describen correctamente por las fluctuaciones de un movimiento browniano. De manera 

que, para un periodo de tiempo desde l hasta t + D.t, el desplazamiento de la partícula se 

puede aproximar por: 

X 1+.:i.t - X, :::o ~t(l,X,) + a(t,X,)D.B (7.5) 

Donde X, :::o X 1(w) = :z: es la localización de la partícula en el tiempo t. Aquí µ(x, t) 

es la Yelocidad instantánea del fluido en el tiempo l y en la posición x mientras que 

el cambio incremental asociado a un movimiento browniano, B,, está representado por 

t:i.B, = Bt+h - 8 1, y h > O, que mide la varianza incremental asociada con las colisiones 

del proceso X,. 

Ahora bien, In ecuación (7.5) se puede escribir en notación diferencial al hacer que 

h 1 O, obtendremos a: 

clX, = ¡1(X,, t) + a(X,, t)clB, (7.6) 

y C'Sta es una ecuación diferencial estocástica. Si obviáramos la palabra "estocástica", 

que se debe a la diferencial dB, estaríamos tentados a integrar en el sentido clásico de 

Riemann-Stieltjes, para obtener alguna "solución" para X,, esto es: 

X,= Xo + {' p(X,, :)d: + {' a(X,, ::)dB, 
lo lo (7.7) 

sin embargo la segunda integral, que diremos integral estociística, no puede recibir el 

tratamiento clásico, toda vez que el proceso browniano B, no es de "variación acotada". 

Entonces la integral estocástica j a(X1, l )el\ 1'1 deberá tener un tratamiento especial. Exis­

t Pn dos versiones para el tratamiento de esta integral. digamos entonces que hay dos tipos 

de integrales cstoc•isticns: fo integral de //o. y la 111tegml de Slratonoi•ich. 
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De momento nuestro interés será la identificación de algún fenómeno real que se pueda 

modelar según la ecuación (7.6). 

Procesos Estocásticos. 

Los procesos estocásticos forman parte de la metodología con la que se trata de abordar 

algunos fenómenos que ocurren fuera del equilibrio. En muchas situaciones los panímetros 

característicos de ciertos sbtl'mas se \'en fuertemente afectados por cambios en las condi­

ciones ambientales. De este modo las íiuctuacioncs extl'rnas pul'den inducir un compor­

tamiento muy variable en algunas cantidades que no permite considerarlas como deter­

ministas, que 1rnís bien se ajusta al de un proceso estocástico. 

El procedimiento habitual para establecer modelos de estos sistemas con panímetros 

altamente variables, es el de incluir los procesos estoctísticos como perturbaciones, lla­

madas ruido, a. los panímetros deterministas del sistema. U na de las características 

fundamentales de los modelos con ruido es que se puede llegar a alterar muy profunda­

mente el comportamiento cualitativo del sistema, apareciendo nuevos fenómenos bastante 

alejados de nuestra intuición determinista. 

Así, un procesos estoctístico X tendrá tanto un término Newtoniano con base en dt y 

un término browniano con ba.~e en el incremento infinitesimal de B que llamamos d81 • El 

t.érmino browniano de X puede tener factor de ruido u1 , y entonces el cambio infinitesimal 

de X 1 es: 

Como en el caso Newtoniano, la desviación JLt puede depender del tiempo t. E incluso 

también puede ser aleatorio, depender de los valores de X ( y de hecho de B) o tomar 

como variable al tiempo t. Y por supuesto, también lo puede hacer de u1• Dichos procesos, 

como .X y u, cuyos valores en un tiempo t pueden depender de la historia de :F,, pero no 

el futuro, son procesos adaptado" al movimiento browniano. 

Llamamos a u1 la varianza o \'olatilidad del proceso X en el tiempo t y a ¡t1 la media 

o deriva de X en t. 

Matemáticamente, un proceso estocástico es una martingala con respecto a una se­

cuencia de conjuntos de información disponible {.F1 }¡~0 , si el valor X1 posee la siguiente 
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propiedad matemática: 

(7.8) 

Y un proceso estocástico Yj es un juego justo si posee la propiedad: 

lE [Yt+d.Fi] =O (7.0) 

La fórmula (7.8) afirma que si el proceso Xt es una martingala, la mejor predicción del 

valor Xt+I que puede ser realizada basándose en la información actualmente disponible 

Ft consistiní en mantener el \'alor Xt. Esto es cierto pam cualquier valor posible incluido 

en C'l conjunto rle información F,. lgnnlnH'nte. la ecuación (i'.O) rstablece que si }·; es un 

juego justo la predicción correspondiente será cero para cualquier mlor posible de Ft. Es 

obvio que X 1 es una martingala sí~· sólo sí X,~ 1 - .\1 es un juego justo. Los modelos de 

la martingala y el juego justo son dos nombrt's para la misma caracterización matenuítica 

del equilibrio en los mercados financieros. ,\:;í, el movimiento de las tasas de rentabilidad 

constituirá nn juego justo sí una serie íntimamente relacionada con el precio (la serie 

del precio actual m{L<; los dividendos futuros acumulados descontadas hacia atrás en el 

presente a un tipo de interés fijo) es una martingala. 

La integral de Ito. 

Se definen de manera similar a la integral de Riemann como en el cálculo determinista, 

en otras pnlabrus, como el límite de una aproximación con sumas discretas 

N-1 T 
h-1 = L J (t ... 61.,) [61.,+1 - 6,.,] ~la J (t. 6,) d6t = I 

ra=O O 
cuando N T oo. 

Observe que la función está e\·aluada en su primera entrada en el punto t. que es el 

punto del extremo izquierdo del subintervnln de la partición se puede elegir creada para 

errar la suma parcial h1 a diferencia del c>L"' determinista, donde la elección del punto 

para ernl11ar a la funci<ín puede ser arbitraria con tal que se elija cualquier punto del 

subinter\'alo (y, de ser integrable la función. siempre con\'erge al mismo límite). en el ca .. ~o 

dP la integral de ltó la rlección del PXlremo izquierdo PS necesaria. pues de otro modo 

obtendremos otra definción de integral (por ejemplo. si elige el punto medio obtendní. 

la de Stratonovich). Esta ¡wculiaridad es rnracterística de he' integral<'s estoc1ísticA..'i, 

.'· pueden dar diferentes respuestai;. Como hemos rlichn anteriormente. la definición de 
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ltó usa el extremo izquierdo, mientras que la definición de Stratonovich utiliza el punto 

medio (tn+I - t,. )/2de cada subintervalo. Una ventaja de la integral de Stratonovich 

es que el ciilculo de Newton clásico traduce de manera directa los resultados del caso 

determinista. :\denuis, la definición de ltó es más relevante dentro de las aplicaciones de 

las Finanzas por s11 propiedad robusta de ser no anticipativo (es decir sólo conocemos los 

precios al inicio de cada pC'ríodo y no a medio camino hacia el futuro). Como bien puede 

observar, la virtud de la integral de Itó I radica en que es una variable aleatoria, que 

para simplifirar enormemente Psta ex"])osición pensaremos como el límite de la s11ma de 

variables alPatori1~5 normales ( para 1 fijo, el proceso B, resulta ;;er una normal), con lo que 

estamos hablando (en el ambiente de esta exµlicación simple) de una rnriab\e aleatoria 

normahnentP distribuida que puede ser caracterizada a través de su media y su varianza. 

Los principales propiedades de la integral de ltó son: 

1.- lE [.i~r f(t. 6 1 )d6,] = O, 

2.- JE [ (.1/ f(t. 6 1)dB1) (Jt g(t, Bi)dB,) j = J[ lE [!(t, 6,)g(t, 81 )] dt 

Una consecuencia inmediata de la propiedad de isometría, i.e. 

lE [ (f f(t, 6,)dB,) 
2

] = [ lE [!(t, B,)2j cit. 

Loma do Itó. 

Es la regla de diferencial asociada a la noción de integral de ltó, por ello es la base de las 

regla.~ de cálculo de los procesos estociisticos. En otras palabras, si el proceso estocástico 

.l'1 evoluciona segün la dinámica infinitesimal dada por la ecuación 

drl:', = µ 1dt + a,dB, 

donde ¡1 1 y a1 son funciones F,-adaptados , i.c. conocidos sus valores al tiempo t, y si 

f(t. .i:) es continuamente difcrenciable al menos una vez el primer argumento y dos veces 

el segundo, entonces /(t. .\'1) es también un proceso F 1-adaptado, y 

df{ t'.) (º!( \') Df( t'. l 2 fJ2/ ')) fJf( , B t,, , = Dt t,, , + ¡1, D:r: t,, t) + 2'ª' D:r:2 (t. ;1:, dt +a, fJx t, :ti)d 1 

Donde, un camino pura derivar el lema de ltó es la expansión ele Taylor de/, utilizando 

el hecho que dB;1 __, dt cturndo dt - O, y reteniendo los términos de orden dt. 
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Funciones Generadoras de Momentos. 

Si X es una v.a. entonces se define la función generadora de momentos como 

Mx(O) JE [eºX] 
JE [1 + ox + .!.02 x2 + .!.03x3 + ... + ..!._O"X" + .. ·] 

21 3! n! 

1 + OJE [X]+ ~02 JE [x2
] + ~oªJE [xª] + ... + ~O"IE [X"J +. · · 

El k-ésimo momento de lu v.a. X es la k-ésima derh•ada de la función generadora de 

momeut.os, evaluada en O= O. Un resultado particularmente relevante en finanzas es que 

la función generadora de momentos de una distribución normal. Es decir, si X :::::: /l/(¡1, a 2), 

entonces 

Mx(O) = e01•+~o'u', 

En efecto, dada la hipótesis de distribución de X entonces se tiene que 

X= 11+a•I>, tal que <I> ~ N(O, 1), 

entonces 

Mx(O) =JE [eºx] =JE [e0< 1•+a•~l] =eº" JE [eºªot>]. 
Ello establece la relación entre la Normal unitaria y cualquier otra normal. En virtud 

de ello es suficiente con calcular la función generadora de momentos de la normal unitaria 

como sigue: 

Por lo tanto, 
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Ecuación de Kolmogorov Retrógrada. · 

Esta relaciona la solución de la ecuación diferencial parcial 

{ 
Fi + ~u(t, x)2 F,, + µ(t, x)F, + r(t)F =O en - , 

· F(T, x) = IJl(x) sobre 8- . 

con la solución de la ecuación diferencial estocástica 

dx = µ(t,x)dt + u(t,x)Bi. 

Considero la filnción 

H(t,.-r;) = F(t,x)exp (l r(s)ds) = F(t,x)R(t) E :Fi. 

Ya que R(t) depende únicamente del tiempo, la regla de diferenciación para el producto 

so aplica 

dll FclR+RdF 

rFRdt + R ( { Fi + ~u2F., + µF,} clt + uF,uBi) 

R [Fi + ~u2F., + µF, + rF] + uRF,clBi 

El primer término de la suma se anula debido a que F es solución de la EDP. Por ello de 

forma integrada se obtiene que 

/J(T, Xi) - H(t, Xi) = ¡r u(s, x)R(s)F,(s, :i:)dB,. 

Al tomar la esperanza tenemos por lo tanto que IE [dB,] = O, se obtiene 

H(t, Xi) = IEi [H(T, Xi)] 

y ello implica que 

F(t, .z:)exp (l r(s)ds) IEi [F(T,:c)exp (f r(s)ds)] 

y en cotrnecuencia también que 

F(t,:r) IE1 ['Jl(x)exp (.t r(s)cls)] . 



En otras palabras, siendo x la solución de la EDE entonces 

dx = µ(t, x)dt + u(t, x)B,. 

entonces la solución de la EDP 

está dada por 

{ 
F, + !u(t, :c) 2 Fxx + µ(t,:r:)Fz + r(t)F =O en - , 

F(T, x) = 1{1(x) sobre 8- . 

F(t, x) = lE, ['1'(:r:)exp ([ r(s)ds)]. 
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La extensión al tratamiento de tasas libres de riesgo r aleatorias es inmediata. 
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