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Introduccion.

En el mundo actual rodeado de grandes y recurrentes devaluaciones, crisis, riesgos e
incertidumbre, los directivos financieros de las empresas se ven, no pocas veces, envueltos
en las interrogantes: {Cémo evaluar las oportunidades de negocios que se les presentan?,
(Serdn buenas o no?, ;Se deben tomar o no?. Asi, la evaluacién y valoracién de les
oportunidades en los negocios se vuelve cada vez més indispensable, puesto que, en este
mundo cambiante es muy arriesgado tomar decisiones sin un previo anélisis,

Usualmente, los estudios de proyectos de inversién que utilizan las herramientas tradi-
cionales de evaluacién se desarrollan en un entorno econdmico estable, es decir, que han
probado ser titiles en condiciones de certeza, que no consideran el riesgo ni la incertidum-
bre. En funcién de este nuevo entorno, se presenta el estudio de las opciones reales como
un camino alternativo para la valoracién de proyectos; dichas opciones nos otorgan el
derecho u obligacién para tomar una decisién en uno o mds puntos en el futuro (por

ejemplo, invertir o no invertir, vender o no vender).

Las opciones reales son un tema poco estudiado en las universidades y que resulta hoy
dia una novedad en el ambiente empresarial, atin més, no existe una ampiia bibliografia
en castellano sobre este tema, que pueda facilitar su comprensnén y aphcacuSn, sobre todo
cudndo las opciones estdn implicitas en las ﬁnanzas corporatlvas.

Aunado a lo anterior, se debe considerar el hecho de qllle las ‘opciones. financieras
tienen en nuestro pafs un escaso desarrollo basado principalmente en el desconocimiento
de las mismas. Con todo y que el uso de opciones nos permite adoptar nuevas posiciones
de negocio y proporciona un camino adecuado para afrontar y solucionar los problemas
comunes de las finanzas corporativas. Por otra parte, esta flexibilidad financiera estd cons-

tituida por la evaluacidn, seleccién de inversiones y la valoracién de fuentes financieras.
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Actualxhente, en la préctica cada vez adquiere més adeptos y la Teor{a de Valoracién de
Opciones Financieras y, en particular, de las Opciones Reales ha adquirido una relevancia
significativa como herramientas [undamentales para la toma de decisiones.

Por todo lo anterior este trabajo tiene como propdsito, dar a conocer la teoria de
las opciones financieras, sus conceptos mds importantes y los modelos de valoracién que
utilizan para poder aplicarlos al estudio concreto de las opciones reales, en el ambiente
préctico y especifico de la exploracién petrolera. En el cual, se pueden citar casos en los
que se han detenido esfuerzos de exploracién porque sus estimaciones de la cantidad de
petréleo en la tierra y/o de los rasgos geoldgicos de las reservas de petréleo no presentan

un buen panorama en cuanto a ganancias.

Es asf que, las compaiifas —en este caso las petroleras— deben buscar estrategias que
les permitan mantener un nivel de produccién a pesar de ciertas contingencias. La éptima
creacion, disefio e instrumentacién de las mismes da la posibilidad de generar un mayor
valor para competir en este entorno globgl‘ji‘gdt‘)‘r‘ y continuamente cambiante.

Por todo ello, el objetiVb' prih ipai de esta tesis es desarrollar un modelo unifactorial -

mediante el cual y, de manera formal; se establezcé. el uso de las opciones reales; esperando
que las descrxpcxones» y: tema seau de utxhdad cotidiana: para la

generalidad de mvorsxomstas ro, pm‘tlcula.rmente" n* la. mdustne, de extraccién de

recursos y de energfa Enfocados a'esas mdustrms desea.mos mostrar la utlhdad y eﬁcnencmr
que tiene este modelo en'la exploracién del petroleo . )

Este trabajo se ha organizado en tres partes, la primera de ellas (primero, segundo
y tercer capftulo), tiene como finalidad mostrar la teorfa de las opciones financieras,
la importancia que tienen tanto la férmula desarrollada por Black & Scholes como la
metodologfa de los drboles binomiales en la valoracién de dichas opciones.

Cabe mencionar que en este trabajo me limito a estudiar las estrategias de cobertura
simples con opciones, no se considera el estudio de las estrategias de cobertura avanzadas,
ni los instrumentos sintéticos que con las opciones se pueden elaborar, ya que estos temas
requieren de un conocimiento total y exacto del mercado de instrumentos financieros
derivados, y que no es el objetivo de este trabajo.




La segunda parte (capitulo cuarto), tiene como objetivo mostrar el potencial de las
opciones reales, como un camino alterno de valoracién de proyectos. Cabe resaltar que las
opciones reales no son una herramienta separada, sino un complemento a las herramientas
actuales de valoracién de proyectos de inversion, que ayuda a tener una mejor visién
estratégica. También nos presenta a la incertidumbre como generadora de oportunidades
de negocio y de inversién poniendo un ejemplo en la refineria y extraccion de crudo. En

el apartado se sefialan y analizan cinco procesos de solucidn con las opciones reales.

En la tercera parte (quinto y sexto capitulo), se presenta el desarrollo del modelo de
opciones reales para evaluar las inversiones en explotacién de recursos naturales cuando
se toma de manera conjunta el precio y la incertidumbre técnico-geoldgica. Por un lado,
el riesgo en el precio se refiere al valor de salida en el mercado mientras que el riesgo
técnico-geoldgico se aplica a las reservas, inversiones en desarrollo y estructura de costes.
Los movimientos brownianos en tiempo continuo son empleados para modelar los procesos
con incertidumbre suponiendo que los precios de salida futuros de mercado se modelan de
esta manera, y un nivel de riesgo técnico-geoldgico declinante simula el comportamiento
de las inversiones en exploracién cuando éstas son llevadas a cabo. En el caso de encontrar
un yacimiento econdmicamente factible, hay una fase de investigacién en desarrollo, que es
segitido por una fase de extraccién. Todas las fases son optimizadas de manera contingente

en presencia de las incertidumbres antes mencionadas.

Los modelos actuales s6lo consideran el riesgo en el precio de mercado pero, no otros
{actores que intervienen de manera decisiva en la produccién del recurso. Este tipo de
modelos son sencillos y eficientes cuando hay un mercado de futuros, incluso si hay un
portafolios de activos que son negociados de manera perfectamente correlacionada con
los precios spot del recurso pero, si fallan estas premisas la modelizacién no es adecuada.
Ll modelo que aqui presentamos tiene la virtud de mantener una estructura simple al
colapsar el precio del recurso y la incertidumbre técnico-geolégica a manera de tratamiento

unifactorial.

El wodeclo originado por Eduardo Schwartz agrega, a la literatura creciente de opciones

—
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reales, un elemento importante para proponer evaluacién de inversiones bajo incertidum-
bre. La diferencia fundamental con la que se ha desarrollado esta tesis es que, E. Schwartz
ha considerado un modelo con fuentes de incertidumbre independientes de manera proba-
bilista mientras que aqui se explora, por vez primera, la eventual dependencia probabilista
de ambas en la variable colapsada. Existen muchas referencias del tema: Majd y Pindyck
([Ma-Pi] 1989) quienes incluyen el efecto de la curva de aprendizaje que considera la pro-
duccién acumulada que reduce los costes unitarios, Trigeorgis ([Tr2] 1993) que combina
las opciones reales y sus interacciones con la flexibilidad financiera, MeDonald y Siegel
([Me-Si] 1086) y Majd y Pindyck ({Ma-Pi} 1987) quienes optimizan la tasa de inversidn,
y He y Pindyck ({He-Pi] 1992) y Cortazar y Schwartz ({Co-Sc] 1993) quienes determi-
nan dos variables de control éptimas. Otros autores han analizado la incertidumbre de
muchos activos subyacentes, incluyendo las tasas de intercambio (Dixit ([Di] 1989)), los
costes (Pindyck ([Pi] 1993)) v los recursos. Finalmente, muchos tipos de recursos han sido
modelados usando este tipo de ideas, incluyendo las inversiones en recursos naturales, la
adopcidn de nuevas tecnologias medioambientales, y las opciones estratégicas y competi-
tivas (Trigeorgis ([Tr3] 1996, [Trd} 2000), Brennan y Trigeorgis ([Br-Tr] 2000), y Dixit y
Pindyck ([Di-Py] 1994)).

Al final de esta 1iltima parte (capitulo 6), he considerado adecuado agregar la descrip-
cién de algunos métodos numéricos y la importancia que tienen resolviendo problemas
con opciones reales, presentando un caso-proyecto, con la opcidn de invertir en el futuro
dependiente de un precio con rendimiento estocdstico y, en base a cste planteamiento se
analizan los valores resultantes para cada caso (simulacién, drboles binomiales y diferen-

cias finitas) los cuales, llevan a interesantes conclusiones.

TESIS (O
FALLA DE URIGEN




Parte 1

La Teoria de Opciones.






Capitulo 1

Posiciones y Estrategias de

Inversion.

Eliltimo decenio ha sido testigo de un crecimiento impresionante de los llamados mer-
cados financieros secundarios o de derivados, no sélo en cuanto a volumen, sino también
en cuanto a la diversidad de los productos que en ellos se negocian.

La matemdtica que se precisa para el correcto manejo de los nuevos instrumentos
financieros es avanzada y muy rica. Mds aun, las innovaciones permanentes de estos
mercados requieren de una nueva matemitica dando asf lugar a un nuevo campo de
investigacion.

El objetivo de este capitulo es describir los aspectos bdsicos de las matemdticas de
los productos derivados y, particularmente, de los contratos de opciones. Aqui se analiza
tanto el fundamento econémico de los modelos usados como la matemitica que se requiere

para su andlisis, aunque pondremos énfasis en el proceso de modelizacion.

1.1 Historia y Desarrollo de las Opciones.

Las opciones, histéricamente, surgieron como un contrato para cubrir el riesgo sobre
un cargamento fletado, como especulacién sobre el precio de las cosechas, etc. Todos

estos contratos se realizaban entre dos partes sin la necesidad de acudir a ningin tipo de
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mercado intervenido por un mediador que regulase las caracteristicas del mismo, sino que
se acomodaba a las necesidades de cada uno que quedaban plasmadas en las cldusulas
de un contrato, Este tipo de mercado llamado over the counter (OTC), que se traduce
como "no organizado”, es utilizado en la actualidad por muchas instituciones financieras
para cubrir riesgos sobre tipos de interés o sobre rentabilidad en sus productos como por
ejemplo, fondos de inversién. Las ventajas de esta modalidad, son muchas y derivan de
la libertad entre las partes de fijar las condiciones del contrato. Sin embargo este tipo de
mercado tiene grandes limitaciones debido a la escasa liquidez , ya que su posible venta
es complicada y, normalmente, hasta su vencimiento no se puede realizar el contrato.
También presenta el inconveniente de que el comprador estd asumiendo el riesgo de insol-
vencia del emisor del contrato de opcidn, sin ningin tipo de fondo o aval que respalde la
operacidn.

Por estos motivos durante el siglo XX, especificamente en los atios 70, comienzan a
aparecer los primeros mercados organizados siendo el pionero el Chicago Board Options
Ezchange que comenzé regulando el intercambio de opciones sobre valores bursdtiles.
Desde esta fecha hasta nuestros dias han ido apareciendo mercados similares en todos los
paises desarrollados.

Actualmente en nuestro pais existen lugares especializados para el manejo de las op-
ciones en sus diferentes facetas y cuya informacién acerca de cdmo establecer este tipo
de contratos la podemos obtener en una manera sencilla a través de diferentes sitios en

Internet!.

1.2 Planteamiento

Es septiembre; para finales de afio vislumbra la posibilidad de participar en un negocio.
Esta participacidn requerird liquidez por su parte y usted se plantea conseguir esa liquidez
convirtiendo la cartera de acciones de PEMEX que posee. En principio se le presentan
dos alternativas.

Una primera allernativa consiste en liquidar su cartera ahora e invertir el lotal en

'Informacion mis completa en el sitio web: http://www.mexder.com.mx.
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instrumentos de rentabilidad fija asegurada como Bonos del Ahorro Nacional (préstamos
al Estado) con vencimiento en diciembre. Sin embargo, el mercado, mds concretamente las
acciones de PEMEX —aun cuando sean de alta rentabilidad—, manifiestan una volatilidad
preocupante; es decir, su rentabilidad ha ido oscilando de manera ostensible alrededor de
la renta media. Pero muy bien podria ocurrir que justo durante diciembre el precio de las
acciones no fuese alto. De manera que la alternativa mds rentable conlleva mds riesgos.
Lo que, ciertamente, no debe sorprender. Pero, jqué hacer?

Podemos asegurarnos contra ese riesgo comprando opciones de venta u opciones pul.
Dado que una opcidén put sobre un cierto activo, como acciones de PEMEX, es un contrato
que otorga a su comprador el derecho, pero no la obligacidn, a vender a un precio de
ejercicio fijo, K, en una fecha de vencimienlo?, una accién de ese activo. La fecha de
vencimiento serd en nuestro caso diciembre. De esta manera garantizamos un precio K
para nuestras acciones.

Por supuesto, el derecho absoluto que supone una put tiene un precio. En otros
términos, el emisor de la put asume riesgos ajenos por una prima/precio. ;A cudnto debe
ascender el importe de esa prima? Si el precio es muy alto, al inversor —usted— no le
compensard, mientras que si el precio es muy bajo el emisor de la put asume un riesgo sin
contrapartidas suficientes que le permitan cubrir el mismo. ’

¢ Hay un precio de equilibrio en el que ambas partes estén de acuerdo? Este es comin
como el problema de valoracién. Y la respuesta es que si. Es importante sefialar que
cualquier procedimiento que justifique el precio de la prima debe llevar aparejado de
algin modo la especificacion de una estrategia de inversion (o al menos, la confirmacién
de la existencia de una) que permita al emisor cubrir sus riesgos. Este es el problema de
cobertura y, como veremnos, existe un precio que cumple los requisitos anteriores.

En otras palabras, un put es un instrumento financiero derivado, es decir, su valor
depende del valor de otro activo al que se le conoce como subyacente; en el ejemplo ante-
rior las acciones de PEMEX. Necesidades de inversién, de cobertura y también intereses
especuladores promueven un crecimiento incesante del nimero y variedad de productos
derivados que se negocian en el mercado.

Paralelo, aunque no exactamente simétrico, es el contrato de opcidn de compra u

opcion call. Como bien se ha mencionado, una call es un contrato que da a su comprador

2Llamada también fecha de maduracidn.

TESIS CON
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el derecho, pero no la obligacién, de comprar & un precio de ejercicio establecido, Los
contratos anteriores se dicen de tipo europeo porque sélo se pueden ejercer en la fecha de
vencimiento. El contrato, en cambio, se llama americano si el detentador de la put puede
ejercer su derecho de venta en cualquier momento anterior a la fecha de vencimiento. Tam-
poco el precio de ejercicio tiene por qué estar determinado de antemano y, por ejemplo,
podria ser el valor medio, aritmético o geométrico de las cotizaciones hasta su vencimiento.
Este tipo de contratos se conocen como opciones asidticas. Conviene resaltar que las de-
nominaciones geograficas anteriores no tienen nada que ver con el lugar donde se negocian
los instrumentos.

El comprador de la put quizd crea que la cotizacién de las acciones subyacentes pueden
bajar y en cualquier caso le resultard de interés si asi sucede. El vendedor, por otro lado,
espera/desea que las acciones suban. Es esta contraposicion de opiniones diversas sobre
la tendencia futura ta que hace posible la existencia de un mercado.

Las opciones constituyen también un instrumento especulativo. Por ejemplo: una call
sobre el indice IPC de la Bolsa Mexicana de Valores (BMV) con vencimiento el 20 de
diciembre de 2001 con precio de ejercicio de 4.550 puntos cotiza oy una prima de 50
puntos. Hoy el IPC estd a 4.400 puntos. Si al vencimiento el IPC alcanza los 4.650, la call
le rinde a su poseedor 100 puntos: una ganancia de 50, es decir, un rendimiento del 100%.
El poseedor de una cesta de acciones que replique la composicién del IPC, sin embargo,
alcanza sélo una rentabilidad de #”&5 x 100%, es decir, del 3.4%. A este fenémeno se
le conoce en la jerga financiera como apalancamiento. Por supuesto, si al vencimiento el
IPC vale 4.549, el poseedor de la call pierde el total de su inversién: la prima. Por cierto,
1 punto es una cantidad fija p en el mercado (por ejemplo: 100 pesetas en Espaiia, 10
pesos en México o 1 délar en EU).

1.3 Ewvolucidon de un activo.

Nuestro objetivo es valorar una call. El valor de una call depende de la evolucién
del activo subyacente. Por ello, primero centraremos nuestra atencién en especificar un

iodelo para esa evolucidn.
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Tenemos dada una unidad de tiempo, por ejemplo, el dia. Por R denotaremos el tipo
de interés por unidad de tiempo compuesto segin esa unidad. El valor del activo cambia
sélo en los instantes de n = 1, 2,--+ y permanece constante en los intervalos [n,n +1]. El
valor del activo que se alcanza en el instante n se denotard por S,. El instante de tiempo
presente es 0. Nos interesa la evolucion hasta el instante de tiempo .V, que supondremos
s el vencimiento de la call.

En el modelo mds simple supondremos que el activo tiene una rentabilidad central,
que no media, por unidad de tiempo m y una dispersién sobre ese valor central 0. La
notacidn intenta sugerir que m cs una rentabilidad media y que o es una desviacién
tipica (o estdndar) de esa rentabilidad. Pero obsérvese que no hemos introducido ninguna
probabilidad. Es importante senalar que el caso o = 0 ¢s simplemente el de la evolucién
de un activo sin riesgo (que rinde m), y que en ese caso debe ocurrir que m = R. De
esta manera vemos que la evolucidén que postulamos consiste en ahadir un riesgo, una
oscilacion, a un activo que tiene una rentabilidad determinista. Es decir, postulamos que

la evolucidn del activo de tiempo n al tiempo n + 1 sélo admite dos estados posibles:
Sur1 = Sy =S, x (mzto)

Si denotamos por X, una variable que toma los valores 1, entonces podemos representar

los posibles valores de S, en la forma
Sat+1 =Sl +m+0X,)

o bien,
Suyr = Sollio (1 + m + 0 Xj).

Implicitamente estamos considerando el espacio muestral que consiste de las listas de

+1's y —1's de longitud .

Cada inversionista, en principio, si tomna como base este modelo y deberd calibrar a
su gusto los pardmetros m y o y adjudicard ademds probabilidades subjetivas a cada tira
de X;'s.

Es una hipétesis fundamental que el mercado que estudiamos es eficiente. Esto sig-
nifica varias cosas, pero en particular quiere decir que el precio de un activo en un mo-

mento dado recoge toda la informacién sobre el activo disponible en ese instante, y que,
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por tanto, la evolucién futura de un activo depende sélo del precio actué.lﬂ )3 rno‘ de la
trayectoria seguida hasta ese instante. En otras palabras, las probablhdades a aSlgna.r a

las transiciones deben hacer que el proceso S, sea markoviano.

Supondremos incluso que las X; son independientes e idénticamente distribuidas. lo
que por supuesto garantiza la markovianidad. Digamos que IP (X; = +1) = p, de manera
que el modelo contiene tres pardmetros m, o, p a determinar por el inversionista.

Este tipo de modelos para la evolucién de activos en mercados financieros fueron
introducidos por Bachelier (ver [Ba])en su tesis doctoral Theorie de la spéculation, en
Parfs, en 1900. Bachelier, sin embargo, postula que el propio valor del activo, y no su
rentabilidad, sigue un camino aleatorio. Mas ain, Bachelier analiza la evolucién continua
del proceso de evolucién de S, y para ello crea el concepto y el primer desarrollo tedrico
del movimiento browniano en una frase bien conocida: "El movimiento browniano, una
joya de la fisica moderna, es un descubrimiento botédnico cuya teoria matemdtica tiene
su origen en las ciencias sociales”. Pero, en primer lugar, la evolucién anterior depende
de la subjetividad de cada inversionista. Y, en segundo, lugar, el modelo no incorpora el
aspecto econdmico fundamental, a saber, quesi o = 0, entonces m = R. Antes, de manera
literaria aunque correcta, hemos comentado que eso se debia a que si o es cero, entonces
nuestro activo no tiene riesgo y debe ser un préstamo sin riesgo. La argumentacién
econémica que justifica este razonamiento se basa en la nocién fundamental de arbitraje,
o mejor, de que en un mercado eficiente las oportunidades de arbitraje duran muy poco

tiempo.

1.4 Arbitraje.

El diccionario de la Academia define arbitraje como: operacién de cambio de valores
mercantiles, en la que se busca la ganancia aprovechando la diferencia de precios entre unas
plazas y otras. En el sentido mas técnico que emplearemos, denominaremos oportunidad de
arbilraje a una estrategia de inversion con capital inicial cero que garantiza un rendimiento

positivo. En el mercado financiero operan un gran ndmero de personas dedicadas al
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arbitraje dedicados a localizar y explotar oportunidades de arbitraje. Estas oportunidades
de arbitraje duran poco tiempo y se compensan unas con otras, dada la efectividad de
los arbitrajistas. Es una hipdtesis razonable, cuando se estd pronosticando a medio plazo,
suponer que tales oportunidades no existen. Los creadores del arbitraje cumplen pues

una importante funcién sanitaria en los mercados financieros.

Si s = 0. pero m > R, entonces se crea una oportunidad de arbitraje: simplemente
compramos una unidad de activo con dinero que hemos pedido prestado. Al cabo de NV
unidades de tiempo tenmnes garantizada una ganancis tgied ol valor del active menos el
valor del préstame adevolver. Es decir, una ganancta de (mo - B3+ mY (e tiene
crecimiento exponencial). Si fuera m < R el argumento es anilogo, sicinpre v cuando
tengamos en cuenta la posibilidad de un short-setling, es decir. de ventas al descubierto. en
suma que uno puede vender acciones gue no tiene (responsabilizindose de su rentabilidad).
Aunque elaro. si s es pequenio, entonees debiera darse gue mees proximo a 8 De hecho, es
ficil ver (con una argumento similar al anterior) que st no hay oportunidad de arbitraje.

entonees b — [ < s,

Pera. [ como incorporar de manera cficaz la ausencia de oportunidad de arbitraje en la
valoracion de opeiones? A este punto insatisfuctorio se llegd en el siglo pasado alrededor
de os afios sesenta con Samuelson (ver {Sa}). quien modeld por vez primera la rentabilidad
como un recorrido aleatorio. o lo gue es lo mismo. postulod que los activos siguen recorridos

aleatorios geométreos.

1.5 Utilizacidon de las Opciones y sus Estrategias.

Hasta ahora hemos hablado de la compra de opceiones financicras.pero para poder
efectnar nn contrato de compra de opciones se necesita la otra parte, la parte vendedora
de opciones. Cada una de las partes, tiene una serie de derechos v obligaciones, los cuales,
quedan detallados en la figura 1.].

El comprador de una opeidn, tanto sea de venta como de compra, abre una posicion
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-Oblgacién a vender el actwo !

- Dereche a comprar 2l activa .
P subyacente al precio de gjercicio ,

subyacente ai precio de gjercicio.
Opcidn de compra

-all - Pérdida maxma = Practicamente

ihmiada. ;

- Pérdida mixima = Prima pagada.

' - Ganancia maxima = |limi "
ananc itada - Ganancia maxima = Prima cobrada.

- Dbligacién de comprar &l activo !

! -Derecho a vender 2l actwvo

: subyacente al precio de gjercicio subyacente al precio de ejercicio i
. Opcién de compra :
i put - Pérdida maxima = Prima pagada. | - Pérdida maxima = Practicamente !

mitada.
- 3anancla maxima = {himitada
- Ganancia maxima = Prima cobrada.

IFignra 1.1: Derechos v obligaciones.

en el mereado Hamada Long (Larga). Por contra el vendedor de una opeidn tanto sea de
venta como de compra abre nua posicion en el mercacdo llamada Short (Corta).

Lsta posicidn se mantendra asi haata sn venchimiento en la que la opeion serd ejercida
o nho. 0 bien hasta que bt eubriamos con i operacion de sigho contrario. Por ejemplo. st
abrimos una posicion Short Call (vendemos una opeidn de compra) v en un momento de-
terminado decidimos cerrar nuestra posicion, Jdebertamos efectuar un Long Call (comprar
una opeion de compra) sobre ol misto activo, con igual precio de ejercicio v vencimiento.
De ésta manera cancelarfamos nuestra posicion en el mereado. Mis del 95 por ciento
de Hos contratos tinalizan por cobertura antes del vencimiento, En las signientes figuras
se muestran de una mancra gratica los perfiles de ganancias en sus diferentes casos va

mencionacdos en la figara (L.

Los resultadus de las diferentes posiciotes sc representan upedinne grdficos de doble
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Figura 1.2: Perfil de ganancias para el comprador de la opcidn call.

entrada: cotizacién/resultados, que son t{picos en la literatura sobre opciones.

1.5.1 Utilizacién de las Opciones Financieras.

Una vez que ya sabemos por los apartados anteriores lo que es una opcidn, deberiamos
conocer que hacer con ellas. Esencialmente, podemos usar las opciones por tres motivos:
como cobertura de riesgos, con fines de especulacién/inversién, o como instrumento para
efectuar arbitrajes.

a) La opcién como instrumento de cobertura. La opcidn quizd sea el mejor
instrumento para cubrir cualquier riesgo sobre el precio del Activo Subyacente. Con la
opeién estamos traspasando el riesgo de pérdida a un tercero mientras conservamos en
nuestro poder la posibilidad de seguir obteniendo beneficios, en caso de una evolucién
favorable de los precios. Se pueden imaginar como una Péliza de Seguro; pagamos una
prima a cambio de cubrir un riesgo, si el evento productor del riesgo no se materiali-
za, continuariamos disfrutando del bien asegurado, perdiendo solo la prima pagada. La
cobertura cou otros instrumentos, como por ejemplo: futures, implicarin que estariamos
transfiriendo, tanto nuestros riesgos de pérdida, como la posibilidad de obtener beneficios
en el caso que los misinos se produjeran.

Una cstrategia de cobertura con opciones, por tanto, tendria como objeto la proteccién

de una posible pérdida sobre un Activo o Pasivo, de nuestra propiedad, de manera que
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Figura 1.3: Perfil de ganancias para el vendedor de la opcién call.

la pérdida obtenida en una determinada posicién sea compensada por la ganancia de la

otra. Las estrategias de cobertura més simples son:

1.- La cobertura de un Activo con la compra de una opcién de venta (puf) sobre el
mismo -conocida como "call sintética”-. Nos permite limitar las pérdidas, como
médximo al importe de la prima pagada, en caso de que el activo que poseemos baje
por debajo del Precio de Ejercicio, permitiendo ganancias ilimitadas, caso de que
nuestro Activo, suba por encima del Precio de Ejercicio. Siendo esta ganancia algo
inferior a la mera tenencia del Activo, por la prima pagada al comprar la opcién de

venta.

2.- La cobertura de un Activo mediante la venta de una opcién de compra (call) sobre el
misino -conocida como "call cubierta”-. Sin conseguir la proteccion total sobre el
Activo, como hemos mencionado en el caso anterior, la "call cubierta”, aminoraria
los efectos producidos por una eventual caida de la cotizacién de nuestros Activos,
retrasando la entrada en pérdida de los mismos, quedando limitados, a cambio; los
posibles beneficios a obtener en caso de que nuestros Activos superen el Precio de
Ejercicio, debido a que la opcién de compra (call) que hemos vendido nos seria
ejercida. Suele ser una estrategia muy utilizada por gestoras de fondos o inversores
institucionales, sobre todo en periodos de relativa calima en los mercados financieros

o con movimientos no muy amplios de los mismos, tanto para aumentar los ingresos
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Figura 1.4: Perfil de ganancias para e} comprador de la opcion put.

proporcionados por la tmera posesion de los titulos, como para retrasar la entrada

en pérdida de sus carteras.

b) La opcidn como instrumento de inversién/especulacién. Las opciones ofre-
cen al usuario de las miswas, un amplio abanico de posibilidades, si es capaz de anticipar
correctamente, los potenciales movimientos de los precios o la volatilidad del Activo Sub-
yacente.

Las estrategias posibles son prdcticamente ilimitadas, dependiendo sélo de la mayor
o menor aversién al riesgo del inversor/especulador y de su imaginacién, dado que las
posibles combinaciones son enormes. Aqui sélo examinaremos algunas a modo de ejemplo

para que podamos comprender sus mecanismos y fines.
En principio podriamos clasificar estas estrategias como:

Estrategias simples:

¢ Compra de un call: Si pensamos que el Activo Subyacente subird.

e Compra de un puf: Si queretnos anticiparnos a una bajada del mercado.
s Emision de un call Si creemos que el precio del Subyacente bajard.

o Emisién de un puf: Si opinainos qgue el mercado estd en una clara fase alcista.

Estrategias complejas:
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Figura 1.5: Perfil de ganancias para el vendedor de la opcién put.

Las estrategias conplejas reciben nombres curiosos en funcién de la figura que se dibuja
en los grificos de resultados/cotizacién. As{ nos encontramos con estrategias llamadas:
butterfly (mariposa), sirangle (cuna), straddle (cono), condor, etc. Mencionando sélo
aquellas que son las mads utilizadas tenemos:

Straddle. Si creemos, que tras un cierto tiempo de una cierta estabilidad en las
cotizaciones del mercado bursatil, éstas, van sufrir una variacién sin que sepamos a ciencia
cierta hacia donde se va a dirigir, si hacia el alza 0 a la baja, podriamos montar una
estrategia con opciones financieras a base de comprar un call y un pul, sobre el mismo
precio de ejercicio, lo mas cercano posible al precio del mercado en ese momento.

Spread. Si crecmos que el mereado se ira decantando hacia posiciones levemente
bajistas, con oscilaciones pequeiias, pero siempre hacia abajo, podiamos montar una es-
trategia denominada Bear Spread (Diferencial Bajista), para intentar conseguir el miximo
de beneficios de la coyuntura del mercado. Los beneficios ¢que podemos obtener son li-
mitados a cambio de limitar también nuestras pérdidas. La estrategia seria montada en
base vender un put con precio de ejercicio menor que la actual cotizacidn del subyacente

y comprar un pul con precio de ejercicio mayor que el subyacente.

¢) La opcién como instrumento de arbitraje. El arbitraje es una operacion
financiera que trata de sacar partido de las incficiencias de los mercados, para conseguir

una ganancia, sin soportar como contrapartida, riesgo alguno. Esta "mdquina de hacer
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Pérdida
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Comprar put

Figura 1.6: Estrategia Straddle.

dinero”, conseguird atraer a un nimero suficiente de inversores, para que en poco tiempo
se vuelva a equilibrar el mercado, impidiendo la realizacién de nuevos arbitrajes, para el
activo en cuestion.

Esta técnica requiere una presencia continua en el mercado v una enorme rapidez de
intervencién, asf como una amplia informacion, lo que las relegaria casi al uso exclusivo de
arandes profesionales. Las opciones financieras como cualquier otro Activo en un mercado
de libre competencia. se rigen por la lev de la oferta y la demanda. No obstante, existen
unas limitaciones al valor de un call o un put, que caso de rebasarse podria propiciar una

uperacion de arbitraje.

1.6 Factores que afectan en el Precio de una Opcidn.

Hasta ahora se ha analizado el valor de las opciones a su fecha de ejercicio. En estos
casos, el valor depende del precio de ejercicio v del precio del activo subyacente.

Sin embargo, se estima de especial interés conacer cuiles son los factores que afectan cl
valor de una opcidn en cualquier momento antes de su fecha de ejercicio. En este sentido,
si bien son varios los que entran en consideracion, se explicaron los seis mds importantes;

sin perjuicio de efectuar algunas consideraciones sobre otros factores de presencia menos

e T o T U L
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Figura 1.7: Estrategia Spread.
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El desarrollo de su explicacién se hard individualmente. Los seis principales son los

siguientes:
e Volatilidad;

e Precio corriente del activo;

e Precio de ejercicio;
e Fecha de ejercicio;
e Tasas de interés;

e Dividendos en efectivo.

La volatilidad. Es un concepto fundamental en el mercado de opciones. Tengamos

en cuenta, que de no existir volatilidad, con productos cuyos precios practicamente fueran

fijos, no tendrfa razén de existir los mercados de futuros y opciones. La volatilidad se

podria definir como una medida de dispersidn del activo subyacente. A mayor volatilidad

mayor probabilidad que se ejerza la opcidn, por tanto este factor influye en un mayor

precio en la opcidn, tanto de compra (Call), como de venta (Put).

Ejemplo. Se tienen dos acciones A y B, cuyas funciones de distribucién de la retribucién

de las mismas con opciones call, vienen dadas por las figuras 1.8 y 1.9,

Se tendrd que la accidén B es mds volatil que la A, por lo que, potencialinente. Tiene

mds oportunidad de tener una mayor o menor retribucién. Esto significa que durante el
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Distribuoldn de probabilidad
de los futuros precios de (a

Retribucién de Is] 20cién &
opaién oull de A

/

/

Retribucidn ce fa opoién sn A

Precio ce 13 acalén A

Figura 1.8: Grafica de la medida de dispersién, ejemplo A.

perfodo de duracién de la opcién call, mayor es su valor relativo al activo.

Si se trata de la opcidn put, el tenedor de una de ellas se beneficia cuando el precio
decrece o tiene su riesgo limitado cuando crece. Por lo tanto, el valor de las puts y calls
crece en la medida en que la volatilidad de los activos también lo hacen.

Es conveniente ver un poco mds de la volatilidad. Los limites dentro de los cuales

puede operar el valor de una opcién vienen expuestos en la figura 1.10

La bisectriz que fija el limite superior se da cuando el valor de la opcién toma el valor
de la accidn, pero no puede ir mds alli. Dado que la opcién no puede valer menos que
cero, aun en el caso en que el valor de ejercicio sea mnayor que el valor de la accién, es
probable que el valor de la misma esté por encima del valor tedrico que marca el limite
inferior. Esto lleva a que sus valores estén por debajo de su valor mdximo, pero por
encima de su valor tedrico, tomando la forma A y B que se muestra en la figura 1.11,

Precio Corriente del Activo. Cuando, por ejemplo, las acciones no tienen el valor
en Yj, las opciones tampoco. Esto lleva a mostrar que el valor de una opcién crece en
la medida en que el precio de la accién también crece. Ello se debe a que aumenta la
probabilidad de que la opcion sea ejercitada hasta que llega a un punto en que el precio
de la accidn es tan alto que el precio de ejercicio se vuelve casi operando en certidumbre.
Es por lo tanto, de resaltar que el valor de la opcidn call crece cuando lo hace el precio

del activo.
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Precio da 13 accidn B

Figura 1.9: Gréfica de la medids de dispersion, ejemplo B.

Consecuentemente, el valor de una opcién pul crece cuando el precio del activo en
cuestion disminuye.

Precio de ejercicio. Cuanto mayor sea el precio de ejercicio de la opcién que de-
seamos adquirir, en comparacién con el precio actual del subyacente, menor serd la prima
que debamos pagar por la compra de nuestra opcién dado que la probabilidad de que
podamos ejercer nuestra opcién serd mds baja. Por el contrario, la compra de un-put,
nos resultard mas cara cuanto mayor sea el precio de ejercicio en relacién a la cotizacién
actual del subyacente, pues existe una mayor probabilidad que ejerzamos nuestra opcién
de venta (put).

Fecha de ejercicio. Este factor opera en forma similar a la volatilidad. Cuanto
mayor sea la vida de una opcidn, mayores serdn las probabilidades de que ocurran sucesos
inesperados. Por lo tanto, cuento mayor sea el plazo (o mds dilatada, la fecha de ejercicio),
el valor de las opciones call o pul tenderd a ser mayor.

Tasas de interés. Los efectos sobre el valor de las opciones, en el caso de las tasas
de interés, se visualizan al pensar que el valor del precio de ejercicio es menor en términos
de valor presente, si dicha tasa es mas alta. Opera, en este sentido, de la misma formna
que si tuviera un menor precio de ejercicio. De alli que si la tasa de interés crece, orienta
un mayor valor de las opciones call.

Si se sigue el misino razonamiento, se llega a la conclusién inversa en caso de tener

una opcién pud.




23

Valor da (s operacién

Banda Supsrior

Bands inderior =
Valor tedrico

Precio det acllve

Precio de ejercicio

Figura 1.10: Limites de operacion del valor de una opcidn.

Factores determinantes | Put | Call

Volatilidad + +

Precio Corriente del activo - +
Precio de ejeccicio + -
Fecha de ejercicio + +
Tasa de interés - +
Dividendos en efectivo + -

Tabla 1.1: Efectos de un incremento de los principales factores determinantes del valor de una

opceidn.

Dividendo en efectivo. Finalmente, este factor también ticne sus efectos, por ejem-
plo: al ser pagados en una fecha adelantada a la de la expiracién. Esto hard que el precio
del activo se reduzea, lo que es bueno para quien tiene una opcién put, y no lo es para el
tenedor de una opcidn call.

De alli que el valor de las opciones call decrece ante la existencia de dividendos anti-
cipados y el de los put crece.

La tabla{1.1) sintetiza los principales efectos.
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Precio del active

1.6.1 Opciones syob‘ifé’Tipos de Interés.

Se ha establecido un pequefio apartado para las opciones sobre tipos de interés, dado
que, aunque todo lo dicho para las opciones, hasta ahora, también lo es para este tipo de
opciones, en ocasiones el significado de un call 0 un put, para este tipo de activo es algo
mas confuso por la diferente naturaleza del activo subyacente.

Como las demds opciones, una opcidn sobre tipos de interés da derecho a su tenedor a
invertir a un tipo de interés (precio de ejercicio), en una fecha determinada (vencimiento
de la opcion), por un plazo estipulado. En la mayoria de mercados organizados, las
opciones sobre tipos de interés tienen como subyvacente, fundamentahnente:

o Futuros sobre tipos de interés baucarios. Corto Plazo.

e FFuturos sobre titulos nacionales (es un titulo tedrico, con caracterfsticas estandari-
zadas y que no existe en la realidad). Largo Plazo.

Los defensores de los mercados de opciones fundamentan sus argumentos, en que el
contrato e opcion contribuye a la redistribucion del riesgo existente en el mercado. En
este sentido un comprador y un vendedor de opciones, adoptan unas exposiciones al riesgo
distintas de las que mantenian antes de utilizar la opcidn.

No obstante, las opciones tienen un riesgo muy superior al Activo del cual derivan.
Una inversién en opeiones puede perderse totalinente en poco tiempo de no vigilarse cuida-

dosamente. De ahi, que haya quien compare los contratos de opciones con una loterfa,
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Cotizacién futuros | Volat.Esp.Alta | Volat.Esp.Moderada

Tipos de Int.

baja compra put venta call
al alza.
Tipos de Int.

alta compra call compra put

a la baja.

Tabla 1.2: En la tabla se puede observar la relacién entre las fluctuaciones del tipo de interés,

tanto a largo como a corto plazo y su repercucion en la cotizacién del mercado de futuros.

que en el caso de no acertar el nimero se pierde el iinporte jugado: en caso de acertar
hasta ol dltimo nimero recuperarfa el importe jugado, en el caso de la opeidn se recupera
parte o la totalidad de la prima pagada y solo algunos afortunados son recompensados

por la diosa fortuna. tocdndoles la loteria, es decir ganando en el mercado de opciones.

1.7 Volatilidad.

La volatilidad es la palabra mds usada y quizd menos entendida en el mundo de
las opciones.  Volatilidad simplemente significa movimiento, pero este concepto no es
asimilado bien por los operadores de acciones y futuros, los cuales estin acostumbrados
a pensar en términos de direceidn y no de variabilidad. Un 10% arriba y un 10% abajo
son iguales en términos de volatilidad. pero no para aquél poscedor de un activo para el
que un 10% para arriba es "bueno”™ y un 10% para abajo es "malo”.

Aoperador de opciones también le interesa la direccién del mercado. Pero a diferencia
con el operador de contado, el operador de opciones estd también muy interesado en la
variabilidad del mercado. Si el mercado de coutado no fluctia demasiado, las opciones
dizminuirin de valor debido a que se reduce la probabilidad de que el mercado se desplace
hacia un determinado precio de ejercicio. En resumen, la volatilidad es la medida de la
-ariabilidad del mercado. Los mercados que varfan poco son mercados de baja volatilidad,
los mercados que varfan mucho son mercados de alta volatilidad. Entonces se intuye que
algunos mercados son mads voldtiles que otros.

Si se puede cuantificar la volatilidad futura del mercado e introducirla en un modelo

tedrico de valoracién, cualquier valor obtenido serd tanto miis finble que si simplemente
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hubiésemos ignorado la volatilldad por lo que es necesario a.lgun metodo pam cuantlﬁcar
el componente de volatlhdad y asf poder introducirlo en el modelo de forma numérica.

1.7.1 Tipos de Volat;‘ilidad,’

La volatilidad puede ser determinista, es decir, volatilidad constante que no cambia
en el tiempo o lo hace de forma cierta. Este tipo de volatilidad es normalmente estimada
por lu desviacién tipica (o) de la serie de rentabilidades del activo. Basta con cambiar
cl niimero de datos (100, 200, 500) o la frecuencia de los mismos (diarios, semanales,
mensuales) para darnos cuenta que las estimaciones obtenidas varfan y, en ocasiones, de
forma sustancial.

La volatilidad también puede ser estocdstica; volatilidad que cambia en el tiempo
de forma incierta. Este tipo de volatilidad es normalmente estimada usando un modelo
econométrico tipo ARCH o GARCH (ver pdg.143) entre otros.

Un caso particular de estos modelos, cada vez mds utilizados por gestores, "risk-
managers” o "traders"; son los de medias moviles y medias méviles exponenciales. La
media mévil es una media aritmética de las volatilidades histéricas durante un periodo
determinado donde cada dato tiene igual importancia que los otros. La media mévil
exponencial da mis peso a las observaciones mds recientes.

Considerando la manera general anterior de especificar los tipos de volatilidad podemos
plantear otra clasificacién mds particular:

¢ Volatilidad Futura: La que realmente habréd en el futuro (esto ha sido ficil de
explicar, si fuera igual de fdcil de determinar, las opciones no se utilizarian).

e Volatilidad Histérica: Refleja el comportamiento de un activo subyacente en el
pasado. La experiencia aprendida del comportamiento en ¢l pasado y valorada en el
momento presente.

En donde, tanto la volatilidad futura como la histérica estardn condicionadas por el
intervalo de tiempo escogido y segiin las caracteristicas del activo. por ejemplo; en una
accién no es lo mismo tomar un intervalo de 5 meses que de cinco afios y no es igual
considerar solo los cierres, apertiras o precios cada 10 mimutos.

En la wmayoria de los casos nos encontraremos con ¢l dato cle tres meses.

e Volatilidad Implicita: el mercado valora la volatilidad del activo e integra este
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valor en el precio de la opcién en el mercado. El resto de los factores que intervienen en .

el cdlculo del valor tedrico de la opcién son conocidos: Precio del subyacente, precio de
ejercicio, tiempo a vencimiento, dividendos y tipos de interés. -

La volatilidad implicita refleja las expectativas del mercado sobre la volatilidad del ac-.:
tivo subyacente hasta el vencimiento de la opcidn, también se la conoce como " Volatilidad

de mercado”. Estd en continuo cambio pues continuamente cambia la prima.

1.7.2 Volatilidad en Mercados Financieros.

Los mercados financieros operan de manera casi continua, de modo que la cotizacién
de un activo queda mejor representada por un proceso continuo S;, donde ¢ es ahora un
ndmero real positivo.

Queremos hacer que la unidad de tiempo empleada tienda hacia cero. Pongamos que
la unidad de tiempo tiene tamaiio At en términos de un aifio (en el caso de cotizacién
diaria At = 352). Sea T el instante de vencimiento que escribimos T' = VA, donde N
es un nimero natural. Asi que N — oo equivale a At — 0. Supondremos que el tipo
de interés anual compuesto continuamente es R, de manera que en el modelo de tiempo

discreto debemos tomar un tipo de interés Ry = RAt. Asi (1 + RN)‘V —elir,

La volatilidad anual de un activo se define como la desviacidn tipica de los rendimientos

anuales. Se suele denotar por o y se expresa en tantos por cientos. Es decir,

R Sal ai
o = desviacién tipica [ Zalafo )
hoy

Y con las hipétesis de independencia y de distribucién idéntica anteriores:

oV At = desviacién tipica (i—g—éﬁ) .
t

Haciendo que At — 0 se obtiene bajo una probabilidad (con riesgo-neutro) P que se
torna imposible la oportunidad de arbitraje:

1. La cotizacién del activo se rige por la ecuacién diferencial estocdstica

dS; = S,(Rdt + o DB,).
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En particular, bajo esa probabilidad el rendimiento medio del activo es-el marcado _
por el tipo de interés sin riesgo, : '
2. El valor en tiempo ¢, V; de una call con vencimiento T y precio de ejerciéio K viene
dado por la férmula de Black-Scholes (pafa mas detalles ver capftulo 2).

Vi = Ep ((Sr — K)*IF,) = e TSd(d,) ~ e "I K ®(d), (1.1)
donde F, es la filtracién natural del movimiento browniano (es decir, F; representa la in-
formacidn generada por las cotizaciones hasta el tiempo t), ¢ es la funcién de distribucién
de la normal estindar y

log () + (R % )(T—t)
oVT —t

d:l:=

3. V, satisface la ecuacién de evolucién

8V¢ 1 o 2 0%V, Vi
ZR=0. 2
v SBS°+RSOS R=0 (1.2)
Que mediante el cambio de vkarizyt‘blesf: Eith :
, :__S_ .
¢TFK
T=(T = t)la2
= 859"

A i \
donde o y 43 son constantes adecuadas, reduce la ecuacién (1.2) a

aw oW
ar oz’

El lector informado reconocerd el papel de la férmula de Feynman-Kac en que la
solucién de una ecuacién en derivadas parciales como (1.2) pueda expresarse mediante

esperanzas condicionadas como las de (1.1).

Es fundamental observar que en la férmula (1.1) sélo aparece o y que no aparece la
rentabilidad media del activo. Se trata de un hecho contraintuitivo (en los afios setenta)

caracteristico de la mfstica asociada con la formula de Black-Scholes.

e - - e



Por otro lado, hemos pasado ligeramente sobre un hecho bdsico. La definicién de o
no especificé bajo que probabilidad debia calcularse ésta: sobre la probabilidad "real” o
sobre la probabilidad "objetiva=riesgo-neutro™. La razén es que a posteriori da igual,
esto es una consecuencia importante del conocido teorema de cambio de probabilidad de

Cameron-Martin/Girsanov del cdlculo estocéstico.

.Y las opciones americanas? Basta decir que desde el punto de vista de las ecuaciones
en derivadas parciales su valoracién y la decision de cudndo ejercer constituyen un pro-
blema de frontera libre y se trata de un problema de tiempo oplimo de parade de una

submartingala.
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Capitulo 2

El ambiente de Black-Scholes.

En 1973 Fischer Black publicd con su colaborador Myron Scholes el articulo germinal:
The pricing of options and corporate liabilities. Este articulo supuso una verdadera re-
volucién en los mercados financieros y en su paralelo andlisis académico, y creando un
uuevo paradigma: el entornoe Black-Scholes en donde la volatilidad de un activo calculada
implicitamente a partir de la cotizacién de un derivado y de la {6rmula de Black-Scholes
desempedia hoy dia el misino papel de calibre de comparacién que el TAE/TIR en las
obligaciones o bonos. Conviene resaltar, pues es relevante al desarrollo que vamnos a
explicar a continuacidn, que Fischer Black se licencid en fisica (cudntica), se doctord en
matemdtica aplicada e investigd en economia financiera, tanto desde el mundo académico,
como desde empresas de consultoria e inversion. Black murié en 1995. A ambos se les

concedid e} premio Nobel de Economia en 1997 por esa linea original de investigacién.

2.1 El analisis de Black-Scholes.

El articulo de Black-Scholes propuso una férmula de valoracién de opciones que re-
solvia todas las dificultades anteriores. Una [drmula a la vez matemdticamente elegante y
extraordinariamente aplicable. La publicacion de este articulo no pudo ser més oportuna,
pues ese mismo ano abrié sus puertas en Chicago el primer mercado organizado de deriva-

dos. Como ya hemos indicado anteriormente el crecimiento de este tipo de mercados sigue
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siendo impresionante. El mercado espaiiol MEFF comenzé a operar en 1990 y. tiene dos
sedes: Barcelona, renta fija, y Madrid, renta variable. El mercado secundario mexicano

comenzo en 1996 con su sede del Distrito Federal.

La argumentacién de Black-Scholes es como sigue. Analicemos un primer periodo
de tiempo. Sea V el valor ahora de un producto derivado sobre un activo subyacente
cuyo valor designamos por S. Transcurrida una unidad de tiempo la cotizacién del activo
tiene dos posibilidades Sy = (1 + m + 5)S; andlogamente el valor del derivado tendrd
dos posibles valores, V.n, que dependerin de cudl tomemos anteriormente, El valor del
derivado sélo puede depender del precio en el momento del activo y no de la historia
pasada de éste. Formamos una cartera con una unidad de derivado, una cantidad a por
determinar de activo vendido al descubierto y una cantidad 3, también por determinar,
de dinero que pedimos prestado. Esta cartera ticne dos posibibles evaluaciones: si +s,

entonces valdrd
Vi —aSQ +m+s)—8(1+R);

mientras que si —s, cntonces valdra:

Vo —aS(l+m+s) - B(1+ R).

Resolviendo un slstema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, -podemos escoger ay B
para que los posibles \'alores de la cartera sean 0- Obtenemos:

-V
2§,
S mA sV - (L m =5V,

A== 2s(L + R) '

PPero la ausencia de oportunidad de arbitraje obliga entonces a que con csos valores

de a y B se tenga que el valor inicial de la cartera sea cero, es decir:

V-aS—g=0.
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Si en esta identidad se sustituyen los valores de o y 0 se obtiene la expr%ién

1
V = o——(p+ Vo + p- V1), 2.1
1 R-m . . . .
donde py = 5 £ PR Esta férmula es fundamental, as{ que analicemos su contenido.
En primer lu_gar. observernos que 0 < p; < 1yquep,+p- =1 Es decir, podemos

considerar a p,. y p. como probabilidades complementarias, de subida y de bajada. En
segundo lugar, nos dice qué valor ahora del derivado es el valor medio, el valor esperado
aclualizado, de sus valores futuros. En otros términos, el valor actual del derivado es el
valor actual actuarial calculado respecto de la probabilidad objetiva P (X, = £1) = py
para cada j. Pero al vencimiento el valor derivado es perfectamente conocido. Por ejemplo,
si se trata de una call, tendremos que

1

Voon = EJ(Sy — K)¥) —.
call l(( N ) )(1+R)N

(2.2)
Puesto que la distribucién de probabilidad es conocida, esta {6rimula permite calcular
(todavia en funcién de m y s) el valor de la call de manera explicita, de hecho, un sencillo

caleulo da:
Veall = S+ P(B(N,pl) > A) — K(1+ R)™™ . IPB(N, p,) > A), (2.3)

donde B(.\N, q) representa una distribucién binomial de pardmetros NV (el nimero de repeti-
(t+m+8)

T+ R ) y donde A es una

ciones) y q (la probabilidad de éxito), donde p, = p, (

cierta expresién que involucra a S, R, K, m y s.

Conviene resaltar que la sucesion de los valores actualizados de cualquier derivado (in-
cluido el propio activo) constituye una martingala respecto a la probabilidad introducida

(v con respecto a la filtracion natural).

Obsérvese que las probabilidades subjetivas han sido sustituidas por las probabili-
dades objetivas que dependen de m y s. Conviene insistir en que la objetividad de estas
probabilidades estriba en que se calculan explicitamente a partir de m y s, los cuales
representan los estados posibles de evolucidn, aungue en ninguna medida se supone que

las probabilidades objetivas se ajusten a la evolucidn real. Insistimos pues en que las
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probabilidades objetivas no suponen ninguna prediccidén futura sobre la evolucidn del ac-
tivo. Las probabilidades subjetivas de un inversionista podrian representar realmente la

evolucidn del activo, pero es imposible saberlo.

Pero no sélo se ha reducido el niimero de pardmetros {!ain se reducird mds!), sino
que, ademss, en el valor obtenido estarin de acuerdo el emisor y el tomador del con-
trato de opcidn si coinciden en su apreciacién de m y s. Y es que el argumento anterior
también nos dice cémo debe cubrirse el emisor de una call, al crear una cartera equiva-
lente. Para describir lu cobertura con precisién necesitamos el concepto de una "cartera

autofinanciads”.

Consideramos una cartera que consta de una cantidad de activo subyacente y una
cantidad de activo sin riesgo (este segundo tiene una rentabilidad segura dada por el tipo
de interés ). Denotemos por a, y 8,, a la cantidad de activo subyacente y la cantidad
de activo sin riesgo en la cartera, justo después del instante n — 1, La cartera se ird
redistribuyendo dindmicamente segin evoluciones ¢l mercado. En el instante n, antes de

que cambie la cotizacién del activo, el valor de la cartera es

Vi =, S, + B.(1+ R)".

Justo después del instante n redistribuimos la cartera, pero sin cambiar su valor, o,
en otros términos, sin aportar fondos ni consolidar beneficios. Esta es la regla de autofi-

nanciacidn. De manera que también se tiene

V= O"+lsll + HuH(l + R)"

Una estralegia de inversion cs pues una regla para decidir los valor de a, y 8,
basdndose sdlo en la informacién disponible hasta incluyendo la cotizacién del instante

n-—1.

s fdcil comprobar, y constituye un hecho fundamental, que los valores actualizados

de unu cartera autofinanciada constituyen una martingala respecto de P. Una primera
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consecuencia es que cualquier cartera autofinanciada que cubra, por ejemplo, a una call,

es decir, con Vy > (Sy — K)* satisface
Vo (1+ RV E, (Vi) 2 (1 + RN E,((Sa — K)Y) = Vi

es decir, el valor inicial de la cartera es al menos el ya definido por V,4)). De manera
que para cubrir una call hace falta al menos una inversién de V,,,)|. Por tanto, el emisor

de la call debe erigir al menos Vi,

Esto va nos dice que si el tomador y el emisor de la call coinciden en su apreciacion
de n y s, entonces coincidirdn en que el precio debe ser Vg También puede verse
facilmente, de acuerdo a lo explicado con anterioridad, que hay una unica estrategia de

inversion autofinanciada que con valor inicial V. cubre la call (exactamente).
q call

Asombra la elegancia y eficacia del argumento de Black-Scholes. Pero aln hay mds: las

binomiales de las formulas anteriores "exigen” matemadticamente que pasemos al limite.

2.1.1 Black-Scholes y las Volatilidades Implicitas.

Muchas estrategias con opciones, para poder tener beneficio, requicren una valoracién
precisa de la volatilidad. Por tanto, un operador de opciones necesita alglin método para
determinar si sus expectativas sobre la volatilidad se cumplen realmente en el mercado. A
diferencia de las estrategias direccionales, cuyo éxito o fracaso puede verse inmediatamente
observando la variacion de los precios, para las volatilidades no ocurre lo mismo. El
operador debe analizar si esta introduciendo una correcta volatilidad en el modelo tedrico
de valoracién.

El modelo de Black-Scholes es un modelo continuo en el tiempo. Considera que la
volatilidad el activo subyacente es constante y continua durante la vida de la opcidn.
Estas dos premisas significan que los posibles precios del subyacente al vencimiento de la
opcidn, tienen una distribucion lognormal.

Podemos por tanto resumir las premisas mds importantes que rigen los movimientos

de precios en el modelo de Black-Scholes:
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1. Los cambios de los precios del activo subyacente son’aleatorios y no pueden-ser ma-
nipulados artificialmente, ni es posible predecir de antemano la direccién hacia la

que se van a mover los precios.

2. La variacién porcentual de los precios de un-activo subyacente estd normalmente dis-

tribuida.

3. Debido a que la variacién de los precios del activo subyacente se considera continua-
mente compuesta, los precios del mismo a vencimiento tendrdn una distribucién

lognormal.

[N

. La media de la distribucién lognormal estard localizada en el precio del futuro del

activo subyacente.

El punto importante aquf es que el modelo de Black-Scholes tiene en consideracién que
los cambios en los precios son aleatorios y que su direccién no es predecible. Esto no quiere
decir que la no predictibilidad sea un requisito al utilizar el modelo de Black-Scholes. Sin
embargo, la prediccién de los precios estd enfocada a la magnitud de los cambios en los

precios en lugar de en la direccién de los mismos.

2.1.2 La distribucién Lognormal de los Precios.

Una de las principales suposiciones bajo las cuales se centra la formula de Black-Scholes
es que los precios se distribuyen siguiendo una distribucién lognormal.

(. Porqué los precios se presentan de esta manera? ;Cudles son las suposiciones razona-
bles sobre el comportamiento que los precios accionarios tienen en el tiempo? Claramente
el precio de una accién (o cualquier otro recurso financiero arriesgado) es incierto. ;Cuél
es su distribucién? Una tnanera de contestar esta pregunta es a su vez preguntarnos cudles
son las propiedades estadisticas razonables de un precio accionario. Aqui estd cinco de
cstas propiedades a considerar:

¢ El precio accionario es incierto. Dado el precio hoy, no sabemos ¢l precio manana.

o Los cambios en Jos precios de las acciones son continuos. Encima de los periodos

cortos de tiempo, los cambios en el precio de una accién son muy pequefios.
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e Los precios accionarios nunca pueden ser cero. Obviamente excluimos los casos de
compaiifas " muertas”.

e La media que tienen los precios de una accién tiende a aumentar con el tiempo. Note
la palabra "tiende": no se sabe que esta media durante un tiempo més largo llevardn a
una media mds alta; sin embargo, se espera esa tenencia ya que hablando de la compra y
venta de las opciones esto repercute en un riesgo mayor para los vendedores de opciones
y mayor posibilidad de beneficio para los compradores de las mismas, por lo que es légico
pensar que la media incrementard igualmente.

e La incertidumbre asociada con el poseer una accion también tiende a incrementarse
mientras mds ticmpo la accidn sea conservada. Asf, dado el precio de la accién hoy, la
variacién de ésta es pequefia; sin embargo su variacién en un mes es mis grande y en un
afio serd aun nds alta.

En general, la distribucién lognormal asume que el logaritmo natural de la tasa bruta
de retorno del precio del bien subyacente entre el tiempo ¢ y el tiempo ¢ + At (es decir,
log (5—'3‘755) ) sigue una distribucién normal con una media de g y una desviacién estdandar

de o por unidad de tiempo (At = 1):
log (%) = uAt +ozvVAL,
¢

doude : es una variable aleatoria con una distribucién normal estdndar (media = 0 y

desviacién estandar = 1). Por lo tanto:
Stvar = Seexp (;tAt +ozV AtAt) .

Esto significa que, si no existiera incertidumbre (o = 0), el precio de la accién crecerfa
con certeza a la tasa exponencial i por unidad de tiempo. Pero cuando hay incertidumbre
(o > 0), la distribucién lognormal nos dice que aunque el precio tiende a aumentar a la
tasa 1 por unidad de tiempo, no se puede decir con certeza que va a aumentar a dicha

tasa en el futuro.

2.1.3 El modelo clasico de Black-Scholes.

El llamado modelo de Black-Scholes es una simplificacién del ambiente Black-Scholes.

Este es bien conocido y ampliamente utilizado en la prdctica, con aproximaciones mas o
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menos eficientes. La principal razén para utilizarlo es que el cociente coste/beneficio al
emplear una versién simple sobre otras mas complejas es significativo. Especificamente,
la cantidad de mayor interés es la asociada a la volatilidad de los retornos del stock
denominada por o. El Black-Scholes cldsico supone que o es constante, y la evidencia
empirica sugiere que la primera generalizacién es més precisa para datos muestrales en
el modelo de volatilidad estocdstica, donde o es determinada como la solucién de otra
ecuacién diferencial estocédstica (EDE). Adicionalmente, el Black-Scholes cldsico a veces
provee una solucién adecuada de la valoracién de precios. Debido a esto y otras razones

centramos nuestra atencidn en el modelo de Black-Scholes clisico.

2.2 Hipdtesis cldsicas del modelo de Black-Scholes.

¢ El mercado consiste de negociaciones continuas, dentro de una economia perfectamente
eldstica. Una economia perfectamente eldstica significa que la media del proceso
conduce al precio del stock de manera que no se vea afectado por los swings en la
demanda, o equivalentemente que todos los inversores son agentes que influyen en el
precio. Los activos son stocks (que evolucionan bajo riesgo), efective (que no tienen

riesgo), y un derivado (definido en término del precio del stock en la madurez).

e La hipbtesis de mercado eficiente: toda la informacién acerca de la ejecucién del pasado
del stock estd contenida en el precio del stock S, la cual es observable por todos los
participantes del mercado. Esto significa que el precio del stock es un proceso de
Markov,

e No cxisten costes cle transaccion.

¢ ] stock puede ser infinitamente subdividido y las ventas en corto estdn permitidas, i.c.
las posesiones fraccionarias o negativas del stock estdn permitidas en lapsos cortos

de tiempo.

e La tasa de intetés libre de riesgo r continuamente compuesta es constante.
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e Se supone que los precios del stock evolucionan de acuerdo a la EDE:
ds
— = pdt + od B.
S
donde 1t y o son constantes, y B es un movimiento browniano estdndar.

e El precio de una opcién al tiempo ¢, el cual podemos escribir como V{(¢,5) es una

funcién deterministade t y S.

2.2.1 La ecuacién ‘—‘Sﬁ = udt + odB.

La ecuacién g
(—S— = pdt + od B,

se refiere a veces como el supuesto del movimiento browniano geométrico del modelo de

Black-Scholes. Esto es porque la solucién de esta ecuacion es:
157
S = Spelu-yo?)tras

que crece con un comportamiento geométrico manejado por el movimiento browniano.

Para ver esto, defina ¥ = f(t,S) = log(S). Entonces usando el lema de 1td, tenemos:

=0 Js=1/8, [fss= —1/8?

dY

!

4, 8y = ( fo+uSfs + %azszfss) dt +0SfsdB

(/1 - -,i;o?) dt + adB o (29)

ie log(S) = (;l. - %02) dt + odB.

Al integrar esta suma de ecuaciones diferenciales lineales obtenemos:
1 o
log(S:) — log(So) = {1 — 50“ t+oB

. L
ie. S = Soﬂ(;;—inl)wah'.
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Note que desafortunadamente para el caso determinista, la derivada de log(S) no es
1/8. Por ello se obtienen otras expresiones que consideran la aparicién de nuevos términos
de incertidumbre. En este caso u representa la tasa promedio de crecimientp del‘,sto‘c’k y
o la incertidumbre con la que evoluciona. Resulta sencillo checar que, usando la técnica -

de la funcién generadora de momentos

E,Sr = ST,

Primera aproximacién para derivar el modelo de Black-Scholes.

El precio del stock y el efectivo libre de riesgo evolucionan como sigue:

%g =pdt +odW, y
%z = pdt.

Usando el lema de 1t6 se obtiene
av = (\4 + %aﬂszvss + usvs> dt + oSVsdWV.

Donde, si queremos construir un portafolios replicante autofinanciado (z, y) de efectivo

z y stock y para esta opcién: El valor de este portafolios es
T=aB +yS.
En tiempo continuo, ser autofinanciado significa que
dm = 2d B + ydS.
Para replicar, nosotros queremos que tanto V como w siguen a las mismas EDEs.
dr = (zrB + yuS)dl + yoSdiV.

Por lo que al expresar a la volatilidad en términos de dV y dm, y si se hace y = Vs,

entonces se¢ expresa en térininos de la deriva. para obtener

|
Vg -+ 30'52‘/55 =arB.
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Con e.;ta ele‘ccic’mr.rw = \r/r,rs;: puedrc;rescﬂribirr zB =71r - ;;/S =V - .VS'Vs.VrAl sustit;.ﬁir
estas variables en la ec‘uacic’m;nnterior se obtiene
Vit 20°SWss +SVe =V =0,
que es'la ecuédién:djté 'Bldék-rszcholés."

Segunda apro)bc’irﬁ'zviclzién: para derivar el modelo de Black-Scholes,

Aqui exhibi un método cuya idea ha sido presentada por Wilmott, Howison y
Dewynne. PeEn S ’
v . ds
S 5= pdt + odV,
Ahora el lema de ltﬁkpcrmite obtener como antes;
' 1
2

av = (w +
Y también construimos el portafolios

025 Vs + ;sts) dt + oS VsdiW.
M=V-AS
que consiste de una opcidn y un corto de stock AS, Entonces el cambo instantdneo queda
definido mediante k
dlf = dV - AdS.
- (\4 + %aﬂszvss + S (Vs — /_\)) dt + 08 (Vs — A)dWW.

Elegimos A = Vg a modo de eliminar el término que contiene a la diferencial estocdstica
dit’, Ahora el portafolios crece con una tasa determinista. Mediante un argumento de no

arbitraje, esta tasa deberfa ser igual a r, i.e.
art = (Vi + %zﬂs?vss) dt = rIdt = r (V — SVs) dt.
Al reordenar esta ecuacién obtenemos finalmente la de Black-Scholes
Vi+ %azszvss +7rSVs —rV =0.

En el método 1 se elige un portafolios autofinanciado de efectivo y stock para replicar
la opeidn. En el método 2, elegimos un portafolios de la opcién y el stock para replicar

efectivo,
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1, Qué es la Delta-cobertura contra un riesgo?

En el lenguaje financiero, la opcién delta se refiere al monto de stock necesario para
cubrir la posicién de la opcidn. Esto se muestra de manera explicita en el método 2, donde
A = Vs es el monto de stock que se requiere para ser vendido y hacer del portafolios IT
instantaneamente libre de riesgo. En el método 1, la delta viene dada por y = Vs y aquf
este es el monto del stock que necesita para ser comprado, puesto que nosotros estamos
replicando la opcién y no el efectivo como en el métado 2. En el mundo perfecto de Black-
Scholes donde la incertidumbre es manejada por un movimiento browniano estdndar y el
tiempo es continuo, la cobertura-delta es una estrategia perfecta. De manera mas real, la
cobertura-delta elimina una carga de incertidumbre del orden del riesgo. Ver Bjork para

una descripcién més detallada de otros tipos de cobertura como la neutral-Gamma.

Tercera aproximacién para derivar el modelo de Black-Scholes.

En la medida del mercado IP,

% = pdt +odIV = rdt + 0 (dW + “T—'-'dt) .

Si £+ es suficientemente bien comportado (y esto para el caso del pardmetro constante
dentro del caso del Black-Scholes cldsico) , podemos reescribir div + £-Ldt como dW, un
movimiento browniano estdndar bajo una medida de probabilidad equivalente (y en este
caso tinica) P. [Esto cs una consecuencia del teorema de Girsanov. Bajo esta nueva
medida

% = rdt 4 adiV.

Puesto que la tasa promedio de crecimiento del stock bajo esta nueva medida es r,
reconocemos a IP como la medida ajustada al viesgo. De hecho, puede ser verificndo que
el proceso de precios relativos Z = B-!S es una martingala bajo esta medida. Ahora que

si V(¢, S) es el precio de una opcidn, entonces el lema de 1t6 nos proporciona

dV = (V, + %0252 Ves + I‘SVs) dt + aSVsdiV.
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En la medida ajustada al riesgo, todos los activos crecen a la tasa promedio r, i.e.

podemos escribir )
EBlav] = (Vi+ 507555 + rSVs)de =rvat.

integrando hasta el instdnte ¢ y reorganizando los términos se obtiene la ecuacién de
Black-Schioles .
Vi+ 50252Vss +7rSVs—rV =0.

Precio de Mercado del riesgo o cociente de Sharpe.

En la medida- del mercado, g representa la tasa promedio de crecimiento del stock.
Puesto que el stock tiene riesgo, esperamos que p > r. La diferencia g — r mide el monto
del riesgo inherente en el stock. De esa manera o, es la medida de volaltilidad, o riesgo en
sentido amplio del mercado. La cantidad

nH—=r

o
por tanto, representa el retorno en exceso sobre la tasa libre de riesgo para el stock,
normalizado por la volatilidad del mercado. Este es llamado el precio de mercado del

riesgo,

Resolviendo la EDP de Black-Scholes,

La EDP de Black-Scholes es
Vi+ %&232 Vss +1SVs — 1V =0,
sujeta a las condiciones en el borde
V(T, 5(T)) = ¢(S(T)).

Aqui, V(t,S) es el precio del derivado al tiempo ¢, y cste es igual a su valor dado el
precio del stock al tiempo 7" obtenido mediate una funcién determinista en el tiempo co-

rrespondiente. Reconocemos de inmediato que se trata de una ecuacién diferencial parcial
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backward de Kolmogorov, y también que la solucién viene dada por
V(t,S) = e"TOE} [(S(T))].
Aqui, usamos la medida Q puééio 'qué la correspondiente ecuacién- diferencial es-
tocdstica es ‘

%g = rdt + odW.

La deriva es 7, que significa que estamos en una medida ajustada al riesgo. La solucién

de esta ecuacidn diferencial estocdstica es
s(r) = s@esp { (7 - %02) (= 1) + ot}

Esto bajo la medida®, S(T') estd distribuida lognormal con pardinetros (r - ;—02) (T ~t)
y o2(T — t), condicional a S(t). En principio, al menos podemos evaluar la esperanza y
el precio del derivado en un paso.

Existe por supuesto otro camino para resolver la EDP de Black-Scholes, al transformar
esto en la ccuacion estindar del calor. Esta aproximacion ya la hemos presentacio en el

primer capitulo.

2.2.2 Valoracién del precio de un Call europeo usando Black-

Scholes.

Como bien se ha dicho con antelacién, una opcidn call europea es un contrato que da
el derecho (pero no la obligacién) para comprar una unidad del stock subyacente para un
precio predeterminado A, llamado el precio de strike, en una fecha futura especificada
llamada la fecha de madurez, pero no antes, (por tanto europea a ms no poder). El pago
de la call europea es

P(S) = max{S — K,0}.
Black y Scholes han inostrado que el precio de una tal opeién viene dado por

Clt, 8, T, K) = S0(dy) — Ke™"(T=00(dy).

donde (-} denota la distribucién acurulativa de una variable aleatoria gaussiana estdndar
./V(O, “v Y
log(S/K) + (r £ 10®) (T - t)

ovT —1 )

dya=
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Demostracién: Para probar esto, usamos la solucién de Kolmogorov
C(t, 8.T, K) = e-" T~V EL [max(S — k,0)].

Denotemos por wx(z) a la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria

X. Eutonces
C = @ /0 * max {S — K,0}ws(S)dS
e r(T-0 /;\ (S - K)ws(S)dS

it

= e_'(T")./K Sws(S)dS — Ko™ T /: we(S)dS

Término 1 — Término II

Término 1l = Ke " T=91(S(T) > K)
= Ke TP (Log(S(T)) > Log(K))
= Ke-r(T-0pp [Log(S(l.)) + (r - %aﬂ) (T'—t) + oV =g > Log(l&’)]

N Log(K/S(t)) — (r - %02) (T - t)]

oT -t
Log(iK/5(8) - (l‘ - .-ia"') (T -t)
- oVT =1

= Ke"(T-0pp [dﬁ

= KeT0p [@ >

= Ke "T-09(1 — &(—dy))

= Ke "T-0¢(d,).

Término 1 = g~r(r-4 /:O Swg(S)dS

22 e -,
emr(T-9 / eVuy (Y)dY
JLogir)

donde ¥ = Log(S). Puesto que Y se distribuye normal.

e~r(T-t) L] [)’ - (I' - 'l;(72 (T~ 1)12
Término | = ————e o) Y - — : 1y
° V2reX(T — t) /Log(m“p ( 20T - 1) ‘
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e~r(T=t) roo Yy — #Y]2
- -V dY”
V2rold /LOE(K) oxp (Y 20%. d
e-r(T-t) 1
ex Z202Y Y2 = 2iyY 4 4} )dY
ool /LOg(K) P ( 20% (2% et ”")
e-r(T=1) oo 1 . . :
kb xp [ —— (Y2 =2 2)y
r—27m-$, ~/LOg(K) exp ( 20_% ( (p'Y +U) ) +

(v + <7';’,)2 - (py + 0)2,)2 + Iizy)) dy
———-—c—r(T—” * L ay12 242 2
[2r0? /Loguc, exp (—'27?: ([Y — (uy + UY)] = (py +oy)" + ,uy) dY

e—r(T-0 1 , 2412 9 s dY
/Log(i\) P _53?([) B (“Y+UY)] katads —'Uy)
e-r(T=0) ’

1 o , 2 2 :
\/07,-02 /Log(l\) oxp <—.2_0'€() (v +UY)) ) d)-/r

Por un lado tenemos que

i

= em’+%d

log(S(1)) + (r = 50%) (T = ) + 37T = 1)
log(S(t)) + r(T — t). ‘

1,
Iy + T)'UY

Por lo tanto, -
e~ (T-tgnv+iod i Slog(si) _ 5(t).

Por otro lado, si eseribimos

U

Y = (;.1y + a,z')
lwmm—0+%)a-n

Entonces
1 =) 1 2
—_— px LI | VN ., 2 ,
oy /Log(l() exp ( 203,[ (ny + o} )] ) dy
— [~ YN av
— exp|—=— .
\/2mod Log(k)-log(sin-(r+ a2 )(r-u P 20} ¢
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Por lo tanto, si denotamos por Z = U/oy, entonces la anterior integral nos permite

obtener una expresion equivalente:

1 ko -
Var /Logm,sﬁ.i"ﬂ(i—févgw-., etz
Log(K/S(t)) — (r + 502) (T —¢t)
>

oT -t
= IPp > —d,]
= 1-&(-dy)
= &(d;).

Por todo lo anterior, se tiene que
Término 1 = S®(d,).
Al sumar los términos 1 y 11, obtenemos el resultado

C, ST, K) = 8O(d)) — Ke " T0d(dy). o

i Porqué el parametro i no aparece en la férmula de Black-Scholes?.

Los precios de los derivados usando Black-Scholes en términos del activo subyacente.
Si queremos el precio del stock mismo, crean la necesidad de conocer a g. Los retornos del
stock se suponen con distirbucién normal, y una de esas distribuciones puede ser descrita
completamente mediante su media y su varianza. Puesto que al final se toman los valores
esperados, podemos saber el primer momento de los retornos, de tal manera que ahora el
precio del derivado resulta explicitamente dependiente del precio del stock mismo y del
segundo momento de los retornos, en otras palabras, de la volatilidad.

Existe una analogia clara entre la definicién de un patrén de medida (lineal por ejem-
plo, una vara) con ella se puede medir la longitud precisamnente en términos de varas,
simplemente se compara el patrén unidad (la vara) con la longitud del objeto o terreno
a medir. Black-Scholes directamente no proporciona el precio del stock, sin embargo esta
utiliza el precio del activo subyacente como dado y los precios de los derivados en términos

del precio del subyacente del stock.
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Dias simulados | 250

Precio Inicial 30
Media 10%
Volatilidad ¢ | 20%

Tabla 2.1: Datos para la generacién de la simulacién —ver Figura 2.1 —.

Un ejemplo;

Podemos utilizar una simulacion Monte Carlo para obtener distintos valores de "z". Para
fines expositivos se muestra la figura 2.1 con el resultado obtenido de la simulacién de
precios accionarios para 250 dias consideranclo, a manera de ejemplo, un precio accionario

inicial de 30, con una media de 10% as{ como una desviacién estandar de 20%.

Sinula isn de precios logro nml
Parinebos: iredia = 1000 %, 8 jgrw =2000%

200 - 2%

- Figura 2.‘1':_~:Simﬁvla_cy'!6n de:-[‘;recios ‘(Exéel). )
Ecuacién Diferencial de Blac‘k“'—‘Scholes. ’

Este modelo de valoracién de opciones es uno de los maés conocidos e interesantes. En
1973 cuando, coincidiendo con la apertura del CBOE (Chicago Board Options Ezchange),

Fisher Black y Myron Scholes sacaron a luz el primer inodelo de valoracion de opciones
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de tipo curopeo teniendo como activo subyacente el valor de contado de la accién o indice
elegidos sin pago de dividendos. SR _ -
Férmula de Black-Scholes para opciones sobre fuiuros,

La cotizacién del premio de una opcién def‘cokni'pr‘ix se detér'lnina por la siguiente
férimula: ) : RO
C = SN(dy) - Xe~ TN (da)

donde:

In(3)+(=2)r

l/] = VT

dy= dy - oVT

C = Prima de la opcién call.

S = Cotizacién del activo subyacente.
T = Ticmpo hasta la expiracién.

r = Tipo de interés sin riesgo.

X = Precio de gjercicio.

% = Volatilidad de mercado (desviacién estindar de los retornos de mercado en base

anualizada).
In = Logaritmo neperiano.
N(dy) = Funcidn de distribucién normal estdndar.
N{dz) = Funcidén de distribucién normal estdndar

Por el teorema de put-call-parity, una put con los misnios datos de tiempo T y precio
de ejercicio X estipulados en el contrato accionario tenemos que P = C — § + Xe™,

sustituyendo C lenemos:

P= 1Y6_rlN(d2) - SlV(—(h).
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S- 51.00
X 50.00
T 1
Interés 8.00%
Precio designado call | 6.00

Table 2.2: Datos para la simulacién representada en la Figura 2.2,

Ejemplo 2:

El aplicar la férmula propuesta por Black-Scholes no es dificil y de hecho el calcular la
volatilidad es un simple despeje, igualmente facil de representar en una hoja de cédleulo.
Un problema comiin en le precio de una opcién es el signiente: Dado un precio C' para
una opcién Call, y dada una determinada cotizacién del activo subyacente S, una tasa
de interés 7, tiempo de expiracién, y un precio de ejercicio X, determinar la volatilidad

implicita (o). En la signiente figura se ilustra este proceso para un ejemplo ficticio:

Data Tatle Velatlidad IrrphetaCall

500 751% :

550 11%% o%

600 15%% o O

550  1B5% 3 o%

TO 3% &%

750 M3% E 5% /

800 2707% S o

850 M81% —é‘; % g

0 2H% 3 1.

9% 35T% > 0% 1

100 BE% 5% ;

00 07% 0% t + =
5 [ 9

Figure 2.2: Simulacion del valor de la volatil‘idéd." ‘

Es claro ver que la volatilidad correspondiente al precio designado de 6 es ignal a nn

valor de 15.335.
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Capitulo 3

El modelo Binomial.

La valoracién de la opcién determina el valor del proyecto o la oportunidad de in-
version. La férmula mids conocida para llevar a cabo dicha valoracidn es, como ya se ha
mencionado ampliamente en el capitulo auterior, la desarrollada por Black-Scholes que es
la solucidén a un probleina de cileulo estocistico. Seguidamente, Cox, Ross y Rubinstein
desarrollaron un método binomial para ésta valoracién que confia en los mismos principios
ccondinicos de arbitraje y con la ventaja de que, ademds de ser muy intuitivo, utiliza una
matemdtica muy sencilla. Con esta aproximacion simplificada, la mecinica para calcular
el valor de una opcidén se reduce a recorrer hacia atrds un darbol de decisién, como hecho

para un andlisis de flujos de caja descontados o un andlisis de decision.

3.1 El modelo Binomial: la aproximacién discreta y

las bases de la aproximacién numérica.

3.1.1 Nociones basicas:

El modelo binomial ilustra iina manera de obtener el precio de las opciones en tiempo

discreto. Supongalﬁos que el ticinpo corre entre 0 y 7' en N pasos de igual longitud 6¢.

51
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El mercado consiste de 3 activos: un stock S, efectivo B y un derivado V.

La dindmica para la evolucién temporal para esos tres activos se modela a través de:

s Stock.- Este es el activo que evoluciona bajo riesgo, es decir, su valor no exacto al
tiempo ¢ + 8t no es conocido si conoce el valor al tiempo {. Denotemos otra vez al
precio al tiempo t de este activo por S;. Dado! S, suponemos que Si4s pueden
tomar sélo dos valores, de ahf la etiqueta de binomial: S—u (cuando el estado sube)
o Sy (cuando el estado baja).

o Efectivo.- Este es un activo libre de riesgo. Denote por 7, a la tasa libre de riesgo
prevaleciente entre los instantes ¢ y ¢ + 6¢. Supongamos que 1, ¢s conocida al tiempo
t. Si B, es el valor conocido® de la cantidad de efectivo al tiempo ¢, entonces
supondremos que

Biys = Bter'“'

Sin pérdida de generalidad supondremos que By = 1. Posteriormente especializare-
mos mucho mds a nuestro modelo. Usualmente se supone que r, es determinista,
i.e. conocida al tiempo 0.

e Derivado.- Un derivado o un activo contingente sobre un stock es un activo que deriva
el valor desde aquel subyacente que evoluciona bajo riesgo (el stock, en este caso).
Al tiempo T, este valor (en términos del stock subyacente) no es ambiguo. En
otras palabras, Vr = W(Sy), donde ¥ es conocido. Nuestro objetivo principal es
establecer el precio y la cobertura para este derivado en cada instdnte del tiempo
t > T, y en particular al tiempo 0.

Otros objetivos secundarios son los siguientes:

e Precio y cobertura del derivado.

'La suposicién implicita cs que Sy es conocido seguramente al tiempo ¢. Un proceso de tal naturaleza
sc lama Fy —adaptade. Un proceso se dice Fy—adaptado si puede ser conocido su resultado al ticmpo t.
Ohservar que la primera vez que un movimiento browniano entra cn un conjunto abierto es F;—adaptado
pero la primera vez que sale no.

2Un tal proceso ry es Hamado proceso predictible o predecible. Observe que 7y cs un proceso compucsto
o continuamente compuesto. En ocasiones esta ecuacién puede ser escrita como Bya g = (1 +r 58} 5,. En

este caso, reemplace e™*®t por 1 + 8¢ en todas las fSrmulas.
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. lmcnar el modelo bmomlal de tal manera que este converja al hmlte contlnuo por la

derecha si los pasos temporal&s se hacen arbltranamente pequeiios.

3.1.2 El modelo binomial a un periodo.

El andlisis a un perfodo fundamenta la base del establecimiento del precio binomial.
Sea S el precio del stock al tiempo 0. Al tiempo ¢, el precio del stock puede tomar alguno
de los dos valores S, si éste se mueve hacia arriba o Sy si éste se mueve hacia abajo.

S altiempot=0— S, 0o Sy ent=1.

Queremos establecer el precio y la cobertura de este stock.

Observe que aiin no se ha especificado ningunos valores para la probabilidad. La
principal razén es que el precio y la cobertura, por lo menos en principio, parecen ser
independientes (en este modelo binomial) de las probabilidades asignadas para ir hacia
arriba o hacia abajo. Este punto es importante y deberd ser discutido a fondo posterior-
mente.

Suponga que el pago del derivado es (bien conocido porque pudo ser observado) V, si
Sy =8,y Vysi S = Sq.

3.1.3 La interpretaciéon intuitiva.

Un aspecto crucial es que se debe fijar una posicién en el valor del derivado V' mediante
una eleccién apropiada de stock y de efectivo. Es necesario tomar una posicién al tiempo
0 y mantenerla firme hasta tlegado el tiempo 1, y dado que se ha elegido esa posicidn el
valor al tiempo 1 es igual al valor de la opcidn: V, si Sy = S,y Vysi S =

De manera formal, queremos construir un portafolios autofinanciado y replicante de
stocks y efectivo para el derivado.

Un portafolios (, ¥) es una combinacién de un monto de efectivo x y una cantidad y de
stocks. Un portafolios autofinanciado es aquel cuyo valor cambia sélo cuando los activos
subyacentes registran cambios (y 1o por cambios en los montos de esos activos y efectivos).

Dentro del contexto del modelo binomial a un periodo, el término autofinanciado significa
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que podemos adoptar una posicién al tiempo 0 y si ésta es elegida, terminaremos el
perfodo sin hacer modificaciones a esa decisién y siempre trabajaremos con ella hasta
el instdnte 1. Esa eleccién correcta es llamada replicacién. Un portafolios replicante es
aquel cuyos valores se ven reflejados o siguen al valor destino (en este caso el del derivado)
exactamente sobre el tiempo. Este es construido para tener el mismo valor terminal que
su derivado. Por no arbitraje’, este tiene por lo tanto el mismo valor que su derivado y

todas las veces hasta la madurez.

3.1.4 Construyendo un portafolios replicante y autofinanciado.

Considere un portafolios I1 = (z, y) elegido al tiempo ¢ = 0, que contiene = cantidad
de efectivo e y de stock. El portafolios no es modificado hasta el tiempo ¢t = 1. El valor
al tiempo ¢t =0 es

T = + yS.

Altiempo ¢ = 1, el precio del stock puede moverse hacia arriba o hacia abajo. Efectivo,
ademds, ¢l riesgo crece con una tasa r sin importar lo que suceda. Puesto que no cambia

z e y (eutofinanciado), cl valor [1 al tiempo t =1 es

m =m,e" +yS, si S =8, (estado hacia arriba),

T =mge" + ySy si Sy = Sy (estado hacia abajo).

Alora que, para tener la seguridad de que el portafolios I1 marcha, estipulamos que

mu = Wy y g = Vi (replicacidn), i.e. clegir x e y tales que

:’:er+.’/Su = Vu
ze"+ySy = Vg

Este sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 variables (z e y). Dado que la matriz de

los cocficientes es no-singular, y V, # V4, esta tiene una inica solucién

— Suvd _ deu e - - Vu - vd
Si-s - TR S

3Si dos activos ticnen el mismio valor terminal, ellos deberfan tener el mismo valor inicial o un perfil de
venutas mds caras o de compras mas baratas. Formalmente, un portafolios r se dice que exhibe arbitraje,
simg <0y Plrp>0=lom<0y Plrr20=1
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Con esta eleccién, m, siempre tiene el mismo valor que V). El hecho de tener no-
arbitraje inplica que Vo deberia de ser igual a my, i.e.

= SuVa—SaVu . + Ve —Vu

gt 55 S (3.1)

Este es el precio explicito de la ecuacidn al tiempo ¢t = 0. Por hipétesis, siempre sobre
el lado derecho es conocido. El métode de construccién de un portafolios autofinanciado
y replicante también nos permite obtener -de paso- una estrategia de cobertura explicita
relativa a un monto de efectivo x y una cantidad de stock y.

Hemos coustruido un portafolios de un monto de efectivo x y con una cantidad de y
stocks que replica al valor del derivado al tiempo 1. Resuelto para z e y, bajo la condicién
de no-arbitraje, el precio del derivado al tiempo ¢ = 0 es 2+ yS y la estrategia de cobertura

es my = (£ y)

3.2 La martingala del precio.

3.2.1 Probabllldades aJustadas al rlesgo. definiendo la  medida

de la martmgala.

f.a expresion en (3.1) puede ser reescrita comno sigue:

. [Se"— Sy S, — Se"
L= 7 / /
‘0 ¢ {Su_ d‘"+ Su_Sd‘d}.

Observar que los coeficientes de V, y V4 suman 1. Adicionalmente, proveen log(Sy) <

r < log(Sy). esos coeficientes son estrictamente positivos. Dos coeficientes positivos que

suman | deberfan ser interpretados como dos probabilidades. Reconociendo este hecho,

defiuimos
Ser~Sy
=55t
Su=8e"
= —_ = ke
g=1-p="3=5

p puede ser interpretado como la probabilidad de ir hacia el estado de subida y 1 — p
la probabilidad de que se mueva hacia abajo. Con esta definicién de probabilidades,
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podemos escribir:
Vo = e " (Vi + (1 — p)Va} = e "I [Vi).

Aqui, [E[)] denota la esperanza tomada con respecto a las probabilidades {5,1 —
7}, y evaluada usando toda la informacién al tiempo 0. Esta interpretacién puede ser
traducida a un discurso claro: "el valor presente del derivado es igual a su valor futuro
esperado descontado, dado que (y no podemos aclararlo mejor), la esperanza es tomada
con respecto a las probabilidades especialmente elegidas {5, 1 — p}".

El conjunto de probabilidades IP = {j,1 — ji} es llamado la medida de probabilidad
ajustada al riesgo. y las probabilidades son llamadas probabilidades riesgo-ajustadas. Esto

debido a que bajo esta medida, se tiene que

IED[V,] = ¢V, (como se ha mostrado anteriormente),
Eg[sll = L’rSo.
Eo[By] = By=e"By (por la definicién y ademds es independiente de la medida),

y por ello, ademds, bajo la medida riesgo-ajustaca todos los activos se espera que crezcan
al menos a la misma tasa libre de riesgo r.

De hecho, una interpretacion plena para establecer el precio del derivado puede ser
reformulada como sigue: el valor presente de un derivado es igual a su valor terminal
esperado descontado por el riesgo ajustado, donde las esperanzas son calculadas usando
toda la informacién disponible hasta el tiempo presente. Esto es bien conocido por los

cconotnistas como la hipétesis de esperanzas racionales.

. . e . Se’ — [
Eo[S)]) = §Su + (1 - p)Sy=e’S = j= ot (3.2)
S, — Sy

La medida IP se llama a veces la medide de la martingala®, es llamada asi porque
el proceso de precios relativos Z, = B;'S, y U, = B 'V, son martingalas bajo I°. La
razén por la que hay que trabajar de manera cuidadosa con los precios relativos es que el

proceso estocdstico de los precios relativos de un activo mide su ejecucién comparada con

*Una martingala cs un proceso constante en valor esperado, i.e.
EYAM < +20 Vi, y Ey[Msqr] = M,

Observar que siempre, y de manera implicita especificamos una medida de probabilidad (en cste caso Q)
en la definicién de una martingala,
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una cuenta bancaria libre de riesgo. En un mundo ajustado al riesgo, la ejecucién relativa
de un activo con riesgo (comparado con uno que no lo tiene) deberia ser constante. Este
es un enunciado establecido desde el principio de no-arbitraje. La martingala del precio

es ¢l nombre que se le da a la siguiente versién de nuestras ecuaciones del precio:
-, -1 = T
Vi = I, [(BT/B)Vr] = B [W(Sr)exp /‘ r(s)ds.

lo cual es justamente la definicion de una martingala escrita al modo tradicional.

3.2.2 Medida del mercado y medida de la martingala.

Las actuales probabilidades hacia arriba y hacia abajo deberian en general ser distin-
tas de las asignadas por IP. Las actuales probabilidades definen la medida del mercado
IP = {p,1 — p}. La medida riesgo-ajustada es, por lo tanto, una construccion matemdtica
conveniente.  Es iitil comenzando porque puede ser utilizada para establecer correcta-
mente el precio de los derivados a partir del precio del propio stock, desechando cualquier
interpretacion subjetiva de los precios futuros del stock, intuitivamente, esto es porque su
definicion incorpora los movimientos de los precios futiros (recordemos que p depende de
Sy v Sy). L2n este sentido, esto depende de los posibles valores futuros, por otra parte, S,
v 5y se van agregando, y con ello el modelo de precios quedaria totalmente determinado.
PPor contra, usando I se puede conseguir una aproximacion del precio porque, de manera
Hani. habremos “descontado” la incertidumbre: primero porque la cleccién de S, y Sy y

en segtiida por la de la probabilidad p.
3.3 DMartingala del precio.

Los conceptos de probabilidades riesgo-ajustadas y martingala del precio son vilidos en
un marco de mayor generalidad que para el caso del modelo binomial a un perfodo descrito
en esta seccién. De hecho, en lo que sigue describimos un procedimiento que puede ser
utilizado para establecer el precio de los activos que razonablemente se comporten como

activos contingentes:




-
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e Dado el proceso de precio del stock S; € F;, una cuenta de efectivo libre de riesgo
B, € F,_ y un derivado seguro V; con un pago bien definido Vp = ¥(Sr), todos

observados bajo la medida subjetiva del mercado IP.
e Construir el proceso de precios descontados del stock Z;, = B;‘S..
e Hacer la tnica medida de martingala equivalente (si ésta existe - ver abajo IP).
o Vi = B,E,(B;'Vy] = B,IE[BF'w(ST)].

Este proceso marcha también con tasas de interés estocasticas, tanto como las espe-
ranzas sean bien definidas.

Hemos visto dos métodos para obtener los precios de los derivados: mediante la cons-
truccién de un portafolios autofinanciado y replicante, y por el descuento bajo la medida
de la martingala. Existe una conexién intima entre los mercados con libre arbitraje
completos® y las tnicas medidas® equivalentes de martingalas. (incluir algunas referen-

cias). Por todo lo anterior, enunciamos el principal resultado:

Mercado completo existe una tinica medida
&

con libre arbritaje de martingala equivalente.

La existencia de una tal medida de martingala implica el no-arbitraje, y la unicidad de

esta medida implica completitud, es decir, unicidad del precio.

SUn mercado completo es aquel en donde siempre ¢s posible comprar y vender un activo.
SLas dos medidas de probabilidad P y @ se dice que son equivalentes si cn cllas se ha convenido que
es imposible
P{A) =0 siysdlosi Q(A)=0.
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3.4 Un Modelo Binomial Multiperfodo.

3.4.1 Generalidades.

El modelo binomial multiperiode es una extensién directa de la version de un perfodo
descrita anteriormente. El .procedimiento para precios de activos contingentes aparece a

continuacion:
o Vo estd dada en cada nodo terminal del darbol.

e Usando el modelo de un solo periodo para el precio de un derivado en cada nodo hasta

el pendltimo paso temporal T — 6.

o Repetir este procedimiento del precio hacia atrds un paso cada vez hasta encontrar al

precio al tiempo 0.

3.4.2 Precio de una Opcién Europea.

Como es bien conocido, una opcién europea es aquella que puede ser ejercida en la
fecha de expiracién 7. En esta seccién, ilustramos el modelo multiperiodo al desarrollar
de manera explicita la ecuacidn del precio para opciones enropeas sobre un dirbol binomial
particular. Sea el valor terminal de la opeion la cantidad Vo = W(Sy).

Suponga que ¢l drbol queda deserito cono sigue: pongamos que la tasa de interés es
vonstante r. Siel precio del stock al tiempo ¢ es Sy, entonces el precio del stock al tiempo
{4t puede asumir dos vidores: Sy o Spd, doude wy d son constantes a lo largo del tiempo.
LEsta especificacion particular tiene la propiedad computacional que las probabilidades de

la martingala son las mismas para cada nodo del drbol. Entonces se puede checar que

,_e’“—d
P==—a

Ahora suponga que el tiempo actual es ¢, = nét. v ¢l precio actual del stock es S,.
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El nimero de pasos temporales total es N — n. En cada uno de ellos, el precio del
stock puede ir hacia arriba (con un factor u) o hacia abajo (con un factor d). El precio
final del stock (al tiempo Nét = T') por lo tanto, estd ligado al conjunto

Sy ={Sy,=Suuld¥" © i=0,1 N-n}. .
Por todo ello se concluye que ¢l valor de la opcién europea es el conjunto
Vv = {¥(Said¥ ") 1 i=0,1,- N =n}.

Siendo j la probabilidad ajustada al riesgo de un movimiento hacia arriba. S, puede
evolucionar a Sy,; mediante una sucesién consistente de i movimientos hacia arriba y
N — n — i movimientos hacia abajo. La probabilidad de riesgo-ajustada de estos hechos
estd dada por

N-—n ~ sy NVN-n-—i
pQ-p) .
El valor presente de la opcién es el pago esperado descontado bajo esta medida. A

partir de la teor{a desarrollada anteriormente, obtenemos que

N-n
N —n
‘/" = er(N—u)M Z
i=0 i

A= pV (St ),
3.4.3 Precio de una Opcién Americana.

Como es bien conocido, una opcién americana es aquella que puede ser ejercida en
cualquier instdnte del tiemnpo ¢ anterior al tiempo de la maduracién. Puesto que este da al
poseedor mas derechos que una opcién europua, esperamos tener por ello también cierto
valor agregado. En particular, ¢l valor de una opeién americana nunca puede ser menor
que el pago, puesto que éste siempre es posible que se realice el pago inmediatamente al
ser ¢jercicdo.

21 hecho de una pronta ejecucion hace que las valorizaciones de las opciones americanas
sobre un drbol binomial sean marginalmente mis dificiles. La modificacién es que ahora
pueden ser cjercidas en cualquier nodo, tal que para cada nodo es necesario probar cuando

éste es optimo para poscer por un periodo nas, o ejercitarlo de inmediato.
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El valor para una opcién americana queda por lo tanto dado por

Vr = U(Sr)
Ve = max {¥(S)), e B[V}

Aqui, ¥(S) es la funcién pago. Si la opcidn es poselda hasta la madurez, entonces el
pago es W(Sr). De otro modo, tenemos la posible eleccién: podemos ejercer inmediata-
mente y realizar \(S;), o elegir esta alternativa en el siguiente paso temporal. Como es

usual, trabajamos en retroceso en el tiempo.

3.5 Limites continuos en el tiempo desde arboles

binomiales.

En esta seccién estudiamos el modelo binomial en un limite en tiempo continuo. La
principal pregunta es: obtener una especificacién en tiempo continuo para la evolucién
del precio del stock (o de cualquier otro proceso estocdstica), es por ello que deberiamos
construir un drbol binomial que converja a este proceso a medida cue los pasos temporales

se hagan suficientemente pequerios.

3.5.1 La difusién limite de Feller.

Sea Z, con i = 1,+++, N una familia de variables aleatorias Bernoulli

P(Zi=1=p
IP[Z;

~lj=q¢=1-p
Una conclusién directa es que

E{Z]=pm

Var([Z,] = dpq.

Ahora construimas el drbol binomial. Dado que el tiempo evoluciona desde 0 a 7" =
NAt en N pasos iguales de longitud At, con ¢, = nAL Sea X, el valor de una variable

aleatoria al tiempo £y, Dada X, = x, especificamos que X,,; = x + Az con probabilidad

TRSIS cON |
FALLA Dt UiGEN




62

py z—Az con probabilidad g = 1—p, y que los incrementos sucesivos son independientes.
Si Xy = 1 es dado, entonces podemos escribir el proceso {X,} eﬁ términos de la variable
aleatoria Bernoulli anterior como :
n
Xn = T+ Z Z,‘_A.‘L“.
i=1

Como los incrementos son independientes se verifica que

EgXn = z0+ D [E[Z)|Az = 1o + n{p — q)Axz,

i=1

VargX, = 3 Var[Z](Az)® = 4npg(Az)®. .

i=1
Aqui mantenemos a T fijo y hacemos que N — oo de tal manera que el proceso

s 1N P . ol N . N .
{Xu},=p converge & un limite continuo {‘\"}lEIO.T] con las siguientes propiedades

E (X, =pr

Var, [Ny} = 0?1,

donde p y o son constantes. En otras palabras, queremos elegir pardmetros Az , At
y p tales que el proceso en tiempo discreto descrito anteriormente converge a un limite
continuo en tienpo X, con media instantdnea j y varianza instantinea o2
Sin pérdida de generalidad, si 1o = 0 las expresiones para la media y la varianza se
reescriben como
Eo[Xx] = Xo + %(p — Az,

> ['"
Varo[X,] = 4qu(Az)2.
Ahora, al tomar el limite cuando Az, At — 0 se obtiene que IEg[X,] y Varg[X,] estdn

acotados. Mas especificamente,
Bo[Xn] — ut 3 Varg[X,] — o?t.

N . . . - 2 v e
En virtud de que tiene varianza finita entonces el cociente %%L es también acotado.
Por lo tanto si escribimos

(Az)® _

Y 2 lo cual implica que Az = oVAL

(o4
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Como la media es finita se tiene también que
Ax

(P-ax7 =m
y sustituyendo a Az nos permite obtener

(2p - NoVAL= p.

Finalmente al reordenar los términos esto a
1 uV/At
+—
20

p=3
(_1 VAt
(=97 T2 -

De manera que el proceso discreto converge a un proceso en tiempo continuo con media p y
varianza o? por unidad de tiempo, dado que el paso temporal y la medida de probabilidad

satisfagan:
Ar =oVAtL
1, pvAL
4 ——
2o

pq=z
Note que esto estd escrito en tériinos del paso temporal, y no se puede tomar cualquier
drbol hinomial. Es necesario elegir el tamaiio del paso y las probabilidades de una forma

especial para ser consistentes con ¢l limite en tiempo continuo.

3.6 Aplicacion a las finanzas en tiempo continuo.

En finanzas, modelaunos los retornos de los stocks mds que los precios de los stocks
mismos. La razon es que a 10 unidades monetarias cambia un stock negociado a 1000
unidades monetarias y s menos significativo que el mismo cambio de un stock negociado
a 50 unidades monetarias. En tiempo continuo. ¢l retorno sohre un stock es definido como
dS/S, y esta os nua cantidad que modelamos como un movimiento browniano con media
j y volatilidad o*.

En tiempo discreto. ademnds. los retornos quedan definidos a través de las series en
diferencins de los precios transformados por el logaritino

X =logSi_, — logS, = log (b—é——l-) .

t
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Esto puede ser justificado mateméticamente mediante la aproximacién

log (_SLS_:‘) = log (1 + ——_—S‘HS,_ St) = log (1 + —AS—'?-) ~ %—?

Otra manera de justificar el uso de los logaritmos de los precios queda motivado por el
propio hecho de que una cuenta de efectivo libre de riesgo genera B,, = (1+7)" en tiempo
discreto. Al graficar logB, da una linea recta, lo que refleja el hecho de que el crecimiento
del dinero & una tasa constante, deberia estar relacionado con la grifica de e™, este hecho
estd fundado en la premisa de que puede ser identificado de manera sencilla y visual a
lfneas rectas mas que a grificas exponenciales).

Por todo lo anterior, si deseamos modelar los retornos como un movimiento browniano
aritmético con media u y volatilidad o2, entonces el drbol binomial deberfa tener la

siguiente especificacion:

X = X +0vAz con probabilidad p=1+ ‘\2/?’
X —oVAz con probabilidad . q=1- 2,
o equivalentemente, |
S= Se"V3= . con probabilidad p = 1 + =YL,
Se~V3Z- con probabilidad = ¢ = ';' - ‘\2/05'




Parte 11

Opciones Reales en Petrdleo.

65




G6




Capitulo 4

Teoria de Opciones Reales.

£l estudio de las Opciones Reales es uno de los desarrollos mds importantes en el
andlisis de decisiones de negocios de los tltimos cien afios. Por primera vez, se cuenta
con un marco que integra a todas las decisiones de direccidn bajo una forma extrema de
incertidumbre, la téenica mds conocida casi siempre es la de caminatas aleatorias, que es
(aproximadamente) el comportamiento visto en los mercados financieros y, en el cual, los
fendmenos ccondmicos nos presentan otra visidén como mercados comerciales altamente
competitivos. El andlisis con Opciones Reales nos permite integrar nuestras decisiones de

inversidn, operaciones y desinversidnes, incluyendo un cambio del mercado.

4.1 Introduccién al Analisis con Opciones Reales.

Una de las diferencias mds relevantes entre las Opciones Reales y los métodos de
andlisis tradicionales es que, en el andlisis tradicional de flujos descontados o de los drboles
de decision, usando una alta tasa de descuento ajustada al riesgo hacemos proyecciones
del futuro y tratamos a estas proyecciones como si resultaran plenamente ciertas. Por
otro lado, el andlisis con Opciones Reales considera que el futuro es impredecible y que
solo sabemos el estado del mercado dfa a dia (mds la tasa en la cual el estado diario es
un valor perdido como una gufa al futuro) , ademds de usar una tasa de descuento libre

de riesgo.
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También, podemos tener mds de un factor aleatorio o fuente de incertidumbre, en el
caso de la explotacion de recursos existe la fuente de incertidumbre financiera del precio
del producto y la incertidumbre técnica generada por los riesgos de la explotacién de ese
producto (estos pueden ser independientes o no en el sentido probabilista pero afectan las
decisiones).

Por otra parte, contar con opciones compuestas nos permite establecer 'cadenas’ de
opciones en las cuales el pago de la primera opcién es el valor de adquisicién de la siguiente
opcién de la cadena.

El estudio de las Opciones Reales utiliza muchas herramientas financieras. Las varia-
ciones, las funciones de pago, los vencimientos y lipos de opciones se extienden a su
equivalente en Opciones Reales. Sin cmbargo, la diferencia clave entre una opcién fi-
nanciera y una Opcidn Real es gue una decision acerca de una opcién financiera no altera
el valor de la empresa mientras que una decisién con opciones reales deberia cambiar los
recursos y, por tanto. el vilor de clla.

El andlisis de opciones es un proceso ldgico de decisién, que de preferencia, cuantita-
tivamente compara los beneficios v dificultades de diferentes alternativas de solucidn.

Estas técnicas o métodos cuantitativos y cualitatives para la toma de decisiones son
unas herramientas de gran apoyo a la gestién gerencial de una organizacién sobre todo,

en situaciones de gran incertidumbre.

4.2 Los métodos clasicos de valoracion comparados

con Opciones Reales.

El objeto del presupuesto de capital es encontrar proyectos de inversién cuya rentabi-
lidad supere al coste de llevarlos a cabo. El principal problema, dejando a un lado el de
la determinacién del costo de oportunidad del capital del proyecto, es el de la valoracién
del activo que se creard al realizar la inversién (una fabrica, un barco, una refineria,
eteétera). Asi, cuando valoramos un proyecto de inversién realizamos una previsién de los
flujos de caja que promete generar en el futuro y procedemos a calcular su valor actual con
objeto de poder comparar, en un momento determinado del tiempo (el actual), el valor

global de dichos flujos de caja con respecto al desembolso inicial que implica la realizacién
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de dicho proyecto. Uno de los criterios de comparacién méds cominmente empleados en
las empresas es el del valor presente ncto (VPN) que, ademds, es el criterio mds acorde
al objetivo general de todo directivo: la maximizacién del valor de la empresa para el
accionista; puesto que indica exactamente cuanto aumentard de valor una empresa si

realiza el proyecto que se estéd valorando. Su ccuacién general es la siguiente:

VPN = —A+Z k)’

(4.1)

donde ol desembolso inicial del proyecto viene representado por A, los diversos flujos
de caja por FC,, el horizonte temporal del proyecto por », y la tasa de descuento (el
coste de oportunidad del capital) apropiada al riesgo del proyecto por k. Este criterio
considera factible un proyecto de inversién cuando el VAN es positivo, es decir, cuando
la totalidad de los flujos de caja esperados descontados a una tasa apropiada al riesgo del
proyecto supera al coste de realizarlo. Por el contrario, si el VPN fuese negativo, serfa no
aconsejable llevar a cabo el proyecto.

Sin embargo, es necesario tener en cuenta que cuando se analiza un proyecto de in-
versién bajo la Optica del criterio de valoracion VPN se estdn realizando una serie de
supuestos que afectan al resultado obtenido. Los principales son:

H;.- Los Hujos de caja que el proyecto promete generar pueden reemplazarse por
sus valores medios esperados y ¢stos se pueden tratar como valores conocidos desde el
principio del andlisis. Este supuesto implica ignorar que la directiva puede alterarlos al
adaptar su gestion a las condiciones imperantes en el mercado durante toda la vida del
proyecto, Esta flexibilidad crea valor para el proyecto de inversion, valor que el método
VPN, por ejemplo. es incapaz de reflejar.

Ha.- La tasa de descuento es conocida y constante, dependiendo tnicamente del riesgo
del proyecto. Lo que implica suponer que el riesgo es constante, suposicion falsa en la
mayoria de los casos, puesto que el riesgo depende de la vida que le quede al proyecto y
de la rentabilidad actual del mismo a través del efecto del apalancamiento operativo. Por
tanto, la tasa de descuento varia con el tiempo y, ademds, es incierta.

Hj;.- La necesidad de proyectar los precios esperados a lo largo de todo el horizonte
temporal del proyecto cs algo imposible o temerario en algunos sectores, porque la gran
variabilidad de aquéllos obligaria a esbozar todos los posibles caminos seguidos por los

precios al contado a lo largo del horizonte de planificacion. Como esto es muy dificil de
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hacer, de cara a la aplicacién del VPN, arbitrariamente se eligen unos pocos de los muchos
caminos posibles.

En resumen, las principales limitaciones del VPN surgen por realizar una analogfa
entre una cartera de bonos sin riesgo y un proyecto de inversién real. Mientras que la
analogia apropiada dependerd del tipo de proyecto analizado, asi en el caso de los recursos
naturales, en los proyectos de 14 D y en otros tipos de proyectos reales las opciones
financieras resultan ser una mejor analogia que las carteras de bonos.

El desafio para el analista financiero consiste en la cleccién de un activo cuyo valor
es conocido y cuyas caracteristicas sean lo mids parccidas posibles al activo cuyo valor es
necesario determinar. Como esto implica un elemento de juicio, el presupuesto de capital
es mds un arte que una ciencia, aunque después de la lectura de determinados libros de
texto parezca, equivocadamente, que todo el problema se circunseribe a la mera aplicacion
de la regla del descuento de los flujos de caja esperados.

En todo caso, Jos métodos clisicos de valoracion de proyectos, que son idéneos cuando
se trata de evaluar decisiones de inversién que no admiten deniora (ahora o nunca), sub-
valoran al proyecto si ¢ste posee una flexibilidad operativa (se puede hacer ahora, o mds
adelante, o no hacerlo) u oportunidades de crecimiento contingentes. Lo que sucede
cuando la directiva puede sacar ¢l miximo partido del riesgo de los flujos de caja. Por
tanto, la posibilidad de retrasar un desembolso inicial irreversible puede afectar profun-
damenle la decision de invertir. Esto, tammbién, erosiona la sencilla regla del valor actual
neto, y desde aqui el fundamento tedrico de los tipicos modelos de inversion neocldsicos.

Esto 1iltimo nos lleva a redefinir la regla de decision del VPN que, recordemos, re-
comendaba aceptar un proyecto cuando el valor de una unidad de capital era superior o
igual a su coste de adquisicion e instalacidn. Esta regla es incorrecta porque ignora el coste
de oportunidad de ejecutar la inversion ahora, renunciando a la opcién de esperar para
obtener nueva informacién. Por tanto, para que un proyecto de inversién sea efectuable
el valor actual de los flujos de caja esperados deberd exceder a su coste de adquisicién
e instalacién, al inenos, en una cantidad igual al valor de mantener viva la opcién de
inversion.

Como veremos a lo largo de este capitulo, la valoracién de proyectos a través de la
metodologia de las opciones reales se basa en que la decisién de invertir puede ser alterada

fuertemente por: la irreversibilidad, la incertidumbre y el margen de maniobra del decisor.
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4.3 Los proyectos de inversién analizados como

opciones reales.

La posibilidad de realizar un proyecto de inversién tiene un gran parecido con una
opeién para comprar una accién. Como bien se ha dicho a lo largo de este escrito, ambos
implican el derecho, pero no la obligacién, de adquirir un activo pagando una cierta suma
e dinero en cierto momento o, incluso, antes. Por ejemplo, recordemos que una opcién
de compra y su sistemna de valoracién a través de la fdrmula de Black & Scholes para lus
opciones de tipo curopeo que no pagan dividendos, se basa en cinco variables: el precio de
la accidn S. el precio de ejercicio £, el tiempo hasta el vencimiento T', la tasa de interés
sin riesgo r y la desviacion tipica de los rendimientos de la accion a.

Por su parte, la mayoria de los proyectos de inversién implican la realizacion de un
desembolso para comprar o realizar un activo; lo que es andlogo a cjercer una opcidn.
Asi (ver tabla 1.1). la cantidad invertida es el precio de ejercicio E y el valor del activo
comprado o producido es el precio de la accidn S. el tiempo que la empresa puede esperar
sin perder la oportunidad de invertir es el tiempo hasta el vencimiento T, y el valor del
riesgo del proyecto viene reflejado por la desviacién tipica de los rendimientos de la accion
a. El valor temporal viene dado por la tasa de interés sin riesgo ry.

La posibilidad de postponer una inversién proporciona a la empresa un tiempo adi-
cional para examinar la tendencia de los acontecimientos fuluros reduciendo, al tnismo
tiempo, la posibilidad de incurrir en costosos errores debido a que los acontecimientos
se han desarrollado en contra de lo previsto. Cuanto mayor sea el intervalo de tiempo
1. que se tiene de margen para demorar la decision final, mayor serd la posibilidad de
que los acontecimientos se desarrollen de forma favorable aumentando la rentabilidad del
provecto. Es evidente, que si dichos acontecimientos fuesen contrarios a los intereses del

decisor, éste renunciaria a realizar el proyecto evitando asi una pérdida innecesaria.

En cuanto al riesgo asociado al proyecto o, es preciso sefialar que cuanto mds grande
sea mds valiosa serd la opcidn sobre ln inversién. Ello se debe a la asimetria existente entre
pérdidas y ganancias; asf, un aumento de las operaciones hard aumentar la positividad

del VPN mientras que un gran descenso de aquéllas no necesariamente hara que el VPN
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Proyecto de inversién Variable Opcién de Compra

Desembolsos requeridos
para adquirir E Precio de ejercicio

el activo

Valor de los activos : SR
operativos que S - Precio de la accign

se van a adquirir

Longitud del tiempo

que se puede demorar T Tlcmp 0 hasta

la decisidn de inversion

Riesgo del activo

operativo o? Varianza de los tendimientos

subyacente T

Valor temporal AR TE N S i
ry Tase de interés sin'riesgo 1| -

del dinero

Tabla 4.1: Significado de los elementos de una opeidén financiera.y los (jf.v‘::l‘l.'nﬂ opcidn real.
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()

pa | Pérdides y ganancias
del proyecto
Pérdid ganancias
del C0 Sino se
ejerce la opcidn
- (+)
o CosgfMe la opcidn VPN
recimiento
)

Figura 4.1: Asimetria de perdidas y ganancias.

sea negativo (porque, en este caso, se pueden eliminar las pérdidas al no ejercer la opcidn
de inversion (ver fig. 4.1). Claro que hay que tener en cuenta que aunque un aumento del
riesgo del proyecto puede aumentar el valor de la opcidn, en el contexto del presupuesto
de capital, podria aumentar el coeficiente de volatilidad beta del activo y reducir el valor
actual neto del escenario base a través del incremento de la tasa de descuento. Por ello,
habra casos en que el aumento de valor de la opcidn supere al descenso del VPN badsico
pero existirdn otros en que ocurra exactamente lo contrario. Concretando, un aumento del
-alor de la opcidn de invertir no significa que aumente el deseo de hacerlo, puesto que el
aumento del riesgo reduce el deseo de invertir (o retrasa la decisién de inversién) debido
a que el incremento en el valor de la oportunidad de inversién se debe, precisamente,
al valor de la espera. Por tanto, el aumento del valor de la opcidn de inversién refleja
exactamente la necesidad de esperar todo lo que se pueda antes de proceder a realizar el
proyecto de inversion.

Por la misma razén un aumento del tipo de interés sin riesgo ry produce un descenso
del valor del activo (al penalizar el valor actnal de los flujos de caja esperados) y, al mismo
tiempo, reduce el valor actual del precio de ejercicio. Por lo general, pero no siempre,
el efecto neto resultante induce a pensar que un aumento del tipo de interés sin riesgo
provoca un ascenso del valor de los proyectos con opciones de expansién (esto es, que

un aumento del tipo de interés sin riesgo sucle reducir con mas fuerza ¢l valor actual del
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precio de ejercicio que el valor del activo).
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que bas ejerza un competidor mis veneimieato.
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Figura 4.2: Recomendaciones para el ejercicio de la opcién.

Kester observé que las empresas tienden a comprometer fondos en las inversiones mas
pronto que tarde, a pesar de la posibilidad de diferir en el tiempo dicho compromiso. La
razon estriba en que una opcién es mds valiosa cuando se posee en exclusiva que cuando
es compartida porque los competidores pueden replicar las inversiones de la empresa
consiguiendo con ello la reduccién de la rentabilidad del proyecto. Asi que éste tltimo
se realizard antes de la fecha de vencimiento de la opcidn siempre que el coste de su
diferimiento supere al valor sacrificado al ejercer la opcidn de inversién anticipadamente.

Esto suele ocurrir cuando (ver figura 4.2.):

a) Las opciones son compartidas

b) El VPN del proyecto es alto

c) Los niveles de riesgo y de tipo de interés son bajos

d) Hay una gran competitividad en el sector
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4.4 Relacién ¢ f_t{rjéf"}lés"fpr_oyectos ‘de-inversién y las

opciones'a través de su valoracién.

Como ya vimos anteriormente la regla de decisién del VPN dice que un proyecto es
factible siempre que su VPN sea positivo lo que se produce cuando el valor actual de
los flujos netos de caja esperados, VA(FC), supera al valor actual de los desembolsos
necesarios para realizar el proyecto, VA(A). Podriamos reescribir la regla anterior y
ponerla en forma de cociente con lo que obtendriamos el valor del indice de rentabilidad
IR

R < YAFC) _ S _ { factiblesi IR > 1, (42)
VA(A) VA(E) no factiblesi IR <1,

obsérvese como utilizando las variables que vimos en la tabla 4.1, el VA(FC) puede ser
sustituido por S -el valor actual del activo- y, a su vez, el VA(A) puede sustituirse por
VA(E) -el valor actual del precio de ejercicio. Hay que resaltar que el VPN y el /R en
la fecha de vencimiento de la opeidn coinciden a la hora de decidir si un proyecto es o no
efectuable, lo que no tiene porqué ocurrir antes de la misma.

dentro del dinero si ocurre que IR > 1,

(4.3)

Opciones de compra = . .
fuera del dinero si ocurre que IR <1,

De la misma forma, una opcién de compra serd ejercida siempre que S > VA(E), es
decir, siempre que (en este caso la opcién de compra se denomina dentro del dinero).
Por tanto, el sistema tradicional para decidir si se invierte en un proyecto de inversién
es o] mismo que para decidir si se ejerce una opcién de compra. El IR incluye cuatro de
las cinco variables que analizamos en la tabla 4.1: S, E, 7y y T. Ademds, el valor de la
opeion tiene una relacion directa con el valor del IR puesto que cuanto més grande sea
éste nltimo mds valdrd aquélla.

Si una decisién de inversion no puede retrasarse, tanto la opcién de compra como el
proyccto se pueden analizar utilizando el cldsico método del VPN, Pero si tal posibilidad
existiese nos encontrariamos ante una opcién que ain no ha vencido, en este caso el IR
(o el VPN) siguen siendo importantes pero ahora necesitamos incorporar en la valoracién

el riesgo del proyecto o.

- THSIS Coy
FALLA D) ORIGEN




76

La variabilidad, por nnidad de tiempo, de los rendimientos dél proyecto viene medida
por la varianza de sus rendimientos o2, Si la multiplicamos por la cantidad de periodos de
tiempo que aiin quedan hasta el vencimiento obtendremos la varianza acumulada, o?T),
que mide cuanto podrian variar las cosas antes de llegar al final del horizonte temporal
a lo largoe del que podemos tomar la decisién de invertir. Cuanto mayor sea la varianza

acumulada mayor serd el valor de la opcion.

Alta

Varianza
Aumulada

Baja

—-
Fuera del Dinero  Dentro del Dinero

Figure 4.3: El valor de la opcién de compra aumenta en la direccién de las flechas y se expresa

como porcentaje del activo subyacente.

Tanto la varianza acumulada como el [R son suficientes para valorar una opcién de
compra curopea. Las opciones de inversidon para las que o é T sean cero no tendrin
varianza acumulada y podrén valorarse a través del cldsico VPN; pero si no son nulas éste
iiltimo método dard resultados falsos al subvalorar el valor actual de los fiujos de caja
esperados.

Los diferentes casos que se pueden dar atendiendo al valor de su [R, de su VPN y de

si varianza acumitlada son los seis mostrados en la figura 4.4.

Asi, siguiendo el orden de las agujas de un reloj comenzamos por la zona I en la que se
encuentran las opciones "dentro del dinero” que tienen un VPN positivo y enya varianza

acumulada es baja (debido a que practicamente no varia el valor del activo subyacente o
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Figura 4.4: Diferentes cusos en los que se considera en IR, VPN y la varianza acumulada.

a que el vencimiento estd muy préximo), en este caso lo ideal es acometer el proyecto ya,
puesto que no hay ninguna ganancia en demorarlo.

Si las opcioues son dentro del dinero, su VPN es positivo y la varianza acumulada es
grande nos encontraremos en la zona I, en cuyo caso lo ideal es postpouner la decisién de
invertir pues es muy probable que el valor del activo subyacente aumente con el tiempo.
La excepcién a esta regla viene dada en el caso de que el activo subyacente se deprecie
con el tiempo debido, por ejemplo, a la accién de la competencia o porque ya estd pro-
duciendo flujos de caja, lo que impulsaria a realizar la inversidn antes de su vencimiento.
Efectivamente, a veces es preferible ejercer anticipadamente las opciones de compra ame-
ricanas. que pagan dividendos, en lugar de esperar a su vencimiento, dado que se cousigue
el dinero de éstos y se previene la erosién del valor de la opcién aunque se renuncia al
interés sobre el precio de ejercicio (la mayoria de las opciones reales son parecidas a las
opciones de compra americanas con reparto de dividendos, por ello es muy importante
conocer el funcionamiento de éstas ultimas).

En la zona I igurau los proyectos que poseyendo un VPN negaltivo, tienen opciones
dentro del dinero y su varianza acumulada es muy grande. En este caso al ser IR > 1 lo
indicado es esperar y comprobar si S y E varfan, si no fuese asi se dejaria expirar la opcién
sin ejercerla (es decir, no se realizaria el proyecto), pero en otros casos el desarrollo de los

acontecimientos puede acabar haciendo interesante el realizar el proyecto en las cercanfas
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de la fecha tope para ello. Veamos un ejemplo de este caso.

Ejemplo:

Nos encontramos ante la posibilidad de realizar un proyecto de inversién cuyo desem-
bolso inicial es de 1.000.000 de délares. Este desembolso puede realizarse ahora mismo o
demorarse hasta tres afios en el tiempo sin variar su cantidad. El valor actual de los flujos
de caja que se espera genere este proyecto es de 900.000 délares. La desviacion tipica de
los rendimientos sobre el valor actual de los flujos de caja es del 40%. El tipo de interés
sin riesgo es del 5%.

El valor actual neto toma, por tanto un valor:
VPN = —1.000.000 + 900.000 = —~100.000 < 0 No efectuar,

La empresa dispone de una opcién de compra, que expira dentro de tres afios, con un
precio de ejercicio de 1.000.000 délares sobre un activo subyacente cuyo valor medio es de
900.000 délares. El IR para esta opcidn, en la fecha de vencimiento, es igual a:

_ s 900, 000
~ VA(E) ~ 1,000,000(1.05)7°

IR =1.0418 (4.4)

La varianza acumulada es igual a 02 . T = 0.42-3 = 0.48

La desviacion tipica acumulada es o = 0.6928.

Una opcidén con las caracteristicas anteriores toma'un valor del 28.8% del subyacente,
es decir, 0.288 x 900.000 = 259.200 délares. T

El VPN total de esta inversion es igual a:
VPN total = VPN bisico+ opcidn de diferir = —100.000+259.200 = 159,200 délares > 0

Esto significa que si realizisemos hoy el proyecto de inversién perderiamos 100.000 ddlares,
pero si postponemos la decisién hasta un midximo de tres aflos es muy posible que las
condiciones cambien y aquél llegue a proporcionar una ganancia. Asf, aunqueel VPN < 0,
el IR > 1, o lo que es lo mismo aunque E > §, el VA(E) < S. Lo que quiere decir que
esperamos que el valor del activo subyacente aumente a una tasa superior al tipo de
interés sin riesgo en los proximos tres afios, posibilidad que viene reflejada en el valor de
la opcidn. Concretando, el valor actual neto total es positivo porque el valor de la opcién

de diferir el proyecto es suficiente para contrarrestar v superar la negatividad del VPN
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En la zona IV aparecen los proyectos de inversién que tienen un VPN negativo, un
IR < 1 pero alin disponen de una alta varianza acumulada, que puede resultar beneficiosa
a la larga si se demora la realizacién de aquél a la espera de que mejore el valor del
activo antes de la fecha de vencimiento de la opcién. En la zona V las caracteristicas del
proyecto son similares al de la zona anterior salvo que la variabilidad del activo subyacente
es menor lo que pricticamente desaconseja la realizacién del proyecto. Por tltimo, en la
zona VI se encuentran los proyectos que teniendo un VPN < 0y un IR < 1 carecen de
riesgo, lo que significa que no se deben ejercer bajo ningiin concepto.

Para terminar, sefialaremos que conforme el tiempo transcurra, la incertidumbre (va-
riabilidad) se ird reduciendo y nos iremos desplazando hacia arriba en la figura 4.4, Por
tanto, los gestores tendrin dos misiones: intentar desplazar los proyectos de inversién
hacia la derecha antes de que el tiempo transcurra totalmente; y, mientras tanto, intentar

evitar los posibles errores al ejecutar sus decisiones.

4.4.1 Las opciones y el valor de la empresa.

s evidente la 1égica de la valoracién de las opciones de crecimiento cuando se aplica a
la totalidad de la empresa. Asi, el valor de ésta dltima vendrd dado por el valor actual de
los flujos de caja futuros proyectados para las operaciones existentes (mds el valor actual
de la desgravacién fiscal debida al coste de la deuda) mads el valor de las opciones implicitas
en sus operaciones (I + D, inversiones internacionales, etc.) y el valor de las opciones de
compra y de venta que pueden haberse acumulado como resultado de la financiacién del
negocio (éstas surgen con el transcurso del tiempo en, por ejemplo, las obligaciones con
capacidad de amortizacién anticipada, warrants, etc., al variar los tipos de interés, los de

canbio, el precio de las acciones,...}). Por tanto:
Valor de la empresa = VA de las operaciones actuales 4+ VA de la desgravacién fiscal

+VA de las opciones existentes sobre la financiacién de la empresa+
+VA de las opciones en' 14 D,

operaciones internacionales, actividades mineras, flexibilidad operativa, etc.
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4.5 La utilizacién de las opciones reales.

La utilizacién de esta aproximacién ha aportado una mayor comprensién en la formu-
lacién y articulacién de las decisiones sobre la conveniencia o no de acometer un proyecto
de inversién pero, curiosamente, su implantaciéon ha acarreado variados problemas, mu-
chos de los cudles, todavia siguen sin ser solucionados satisfactoriamente. Aunque, una
de sus utilidades estriba en que a la hora de realizar un andlisis ayuda a mantenerse alerta
sobre si éste representa una respuesta exacta a un problema simplificado (o aproximado),

0 una respuesta aproximada a un problema exacto. Veamos algunas de ellas.

4.5.1 La simplificacién de proyectos complejos.

La mayorfa de los proyectos de inversién productivos son complejos; muchos de ellos,
ademés, incorporan una combinacién de activos y opciones en los que los gerentes se
enfrentan a una serie de decisiones secuenciales. Este enfoque ayuda a simplificar dicho
problema haciéndolo mads facilmente comprensible y posibilitando su resolucién analitica.

La mayoria de los problemas con opciones reales pueden ser descompuestos en una
o varias opciones de compra simples. Una gufa 1itil al simplificar consiste en buscar la
incertidumbre mds importante sobre la que los gerentes toman su decisién. En muchos
casos, la resolucion de una pequeiia serie de incertidumbres determinara el resultado y
podremos tomar alguna decisidn sin conocer el proyecto en su totalidad.

Otro enfoque interesante consiste en construir simplificaciones tales que el proyecto
resultante pueda valorarse y sea dominante o domninado en relacién al proyecto real. Si
el proyecto simplificado es dominado (vale inenos) por el real lo podremos utilizar como
un limite inferior del valor del proyecto. Si. por el contrario, fuese dominante (vale mas)
lo utilizariamos como limite superior de aquél. Eun algunos casos es posible construir y

caleular ambos tipos de nites.
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4.5.2 La estimacién de la volatilidad.

Hay tres posibles formas de estimar la volatilidad del rendimiento del activo subyacente
de la opcién implicita en el proyecto de inversién.

Adivinar.- El coeficiente de volatilidad 8 y el riesgo total o estdn positivamente correla-
cionados en una gran muestra de activos operativos, es decir, aquéllos que tengan grandes
betas tendrdan un mayor riesgo total. Los proyectos individuales suelen tener mayores
volatilidades que una cartera diversificada de los mismos proyectos pero. obsérvese. que
una volatilidad del 20 - 30% anual no es demasiado alta para un proyecto individual.

Ultilizar datos histdricos.- En algunos sectores la volatilidad puede estimarse a través
de los datos histéricos de los rendimientos de las inversiones. En otros casos, ademds,
las volatilidades implicitas pueden calcularse a través de los precios de mercado de las
opciones sobre acciones. Aunque es necesario realizar algin tipo de ajuste porque, por
cjemplo, los rendimientos de las acciones estdn apalancados y son mas volitiles que los
rendimientos de los activos subyacentes.

Simular.- A través de la simulacién Montecarlo y de las proyecciones sobre escenarios
futuros en una hoja de cdleulo se pueden extraer distribuciones de probabilidad de los

rendimientos proyectados.

4.5.3 Comprobar los modelos y las distribuciones.

Las distribuciones de los rendimientos de los aclivos subyacentes en el caso de las
opciones reales no siempre siguen una distribucion de tipo logonormal tal y como exige el
modelo de valoracion de Black—Scholes. Una aproximacion a este problema es estudiar el
sesgo que tiene la distribucion simplificada con relacién a la distribucién real e interpretar
el resultado como un limite, superior o inferior, del valor actual del proyecto. Otro camino
consiste en aplicar un modelo de valoracion apropiade a dicha distribucidon real, aunque
éste tipo de modelos sucle ser muy complejo y de poca utilidad en el campo de las opciones
reales.

A veces, el problema procede de que los supuestos del modelo Black—Scholes no se

cumplen en las opciones reales y las cinco (o seis si incluimos los dividendos) variables
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bdsicas de dicho modelo son insuficientes a la hora de lidiar con las opciones reales. Por
ejemplo, dicho modelo supone que el activo subyacente es negociado continuamente y, sin
embargo, hay activos reales que se negocian muy poco o nunca. En estos casos el andlisis
a través de los drboles de decisién, aunque formalmente no es valoracién de opciones,

puede permitir un mejor tratamiento de la incertidumbre que el VPN convencional.

4.5.4 La interpretacién de los resultados.

La simplificacidn es esencial si se quiere realizar un andlisis que resulte de alguna
utilidad. Por otra parte, alguna sofisticacién es importante a la hora de interpretar los
resultados lo que implica la realizacién de algiin andlisis de sensibilidad y la calificacién
de las inferencias. Asi, por ejemplo, cuando tenemos que valorar un proyecto complicado
lo simplificainos lo suficiente como para verlo como una opcién de compra europea y lo
valoramos a través de las cinco variables clisicas; posteriormente, después de situarlo en
la figura 4.4, le volveremos a afadir algo de complejidad de cara a realizar un andlisis
de sensibilidad, lo que nos ayudard a comprender cudles son las principales variables que

gobiernan su comportamiento.

4.6 Ejemplo de opciones reales: Refineria y extracciéon

de crudo.

Imaginese una compaiiia petrolera que, durante un afio, tiene el derecho a explotar un
terreno determinado debido a la posibilidad de que éste tenga reservas de crudo. Deno-
minaremos Ag a los pagos provenientes de los costes de exploracién, de la construccién de
caminos y de la creacién de otras infraestructuras necesarias. Po; otro lado, A, represen-
tard a los desembolsos necesarios para hacer frente a un mievo sistema de procesamiento;
pagos que tendrdn lugar con posterioridad a los de Ag. A partir del dltimo pago la
compaiiia estard en disposicién de generar los flujos de caja operativos.

Durante ¢l proceso de construccién la gerencia puede tomar diversas decisiones con

arreglo a las condiciones del mercado del crudo como. por cjemplo:

TISIS CON
FALLA DE ORIGEN




83

a) Puede seguir adelante con el proyecto.

b) Puede reducir la escala de produccién un c¢%, ahorrando una porcién det Wltimo pago

AC si nos encontramos ante un mercado débil.

¢) Se podria disefiar el proceso de produccién de forma flexible. ‘Es decir, si los precios
aumentasen por encima de lo previsto, la tasa de produccién podria incrementarse

en un % desembolsando una cantidad adicional Ag.

d) En cualquier momento la gerencia podrfa liquidar su inversién obteniendo su valor

residual o dedicdandola a otra utilizacidn alternativa.

Se utilizard este ejemplo para ir analizando diversos tipos de opciones reales, y su
forma de valorarlos, en los siguientes epigrafes. Pero antes de ello, pongdmosle algunas
cifras a nuestro caso.

Asi, supongamos que tenemos la oportunidad de invertir ahora mismo Aq = 104
(millones de délares) en el proyecto consistente en la extraccién de crudo. Ademads, hemos
calculado que el valor actual de los flujos de caja esperados de dicho proyecto dentro de
un periodo puede ser de VA} = 180 millones si los precios del petréleo ascienden, o puede
alcanzar un valor de VAT = 60 millones si los precios cayesen. En principio, se asigna la
misma probabilidad a ambas situaciones (figura 4.5). Ademds, los proyectos similares a
éste, on plazo y en riesgo, estin proporcionando un rendimiento & = 20%, mientras que
¢l tipo de interés libre de riesgo es ry = 8%.

Yat= 180
50% b

Thg=100
T4, =60

Figura 4.5: Se muestra, de manera grifica, la asigancién de probabilidades para cada situacién.

Evidentemente, si calculamos el VPN del proyecto en el instante inicial obtendremos

un valor negativo:
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(0.5 x 180) + (0.5 x 60) _
1+0.2

VPN = —Aq + VAg = —~104 + ~104 +100 = -4 <0 (4.5)

este valor del VPN bdsico indicarfa la necesidad de rechazar el proyecto de inversién al
no tener en cuenta el valor de las opciones implicitas.

Ahora bien, tales opciones pueden ser valoradas si realizamos un proceso de valoracion
que sea neutral al riesgo a través del cual el valor actual de cualquier derecho contingente
puede ser calculado utilizando sus valores futuros esperados (utilizando las probabilidades
neutrales al riesgo) descontados al tipo de interés libre de riesgo 7.

Esto es asi, porque si nosotros tenemos una opcion cualquiera sobre el proyecto, por
ejemplo la de diferirlo un periodo. sélo cjerceremos ese derecho cuando obtengamos un
beneficio y renunciaremos a él en el caso contrario; es decir, no habra riesgo. Mientras que
si decidimos realizar el proyecto en la actualidad, podemos ganar 46 millones o perder 54
millones con la misma probabilidad; es decir, estamos asumiendo un riesgo. Por ello, en el
primer caso, al carecer de riesgo, utilizaremos para descontar los flujos de caja futuros el
tipo de interés libre de riesgo v, ademnds, recalcularemos las probabilidades de dichos flujos
para adaptarlas a la nueva situacion sin que alteren el resultado inicial (en ausencia de las
opciones reales, claro estd). De tal manera que las probabilidades neutrales al riesgo de

que los precios asciendan p y de que desciendan 1 — p surgen de despejar p en la siguiente

expresién:
VATp+ VAT(1 —p)
7 = - A I Ll U S o4 £
VAg T (4.6)
_ (14 r7)VAg — VAT _ (1 +0.08) x 100 — 60 =04, 4.7)

VAT + VAT 180 — 60
En este mundo neutral al riesgo el valor actual del proyecto Ey, o el valor de los
derechos de los accionistas, serd igual a:

_PEF+( -p)lEy

E
0 1+l‘/

(4.8)
donde EY indica el valor del proyecto (suponiendo neutralidad con respecto al riesgo)
dentro de un periodo en el caso de que aumenten los precios, y E7 lo misino, en el caso
de que éstos desciendan. Estos valores nos van a ser muy iitiles a la hora de estimar el

valor de las opciones reales. Con objeto de comprobar que en ausencia de opciones reales
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el valor del VPN por este procedimiento sigue siendo el mismo, baste decir que en este
caso Ef = VA} = 180 y que E] = VAT =60 y que el valor actual es igual a:

pEf + (1 - p)E7 0.4 % 180 4+ 0.6 x 60
1+4ry 1+ 0.08

Ep = = 100. (4.9)

Asi, el valor es el mismo tanto si lo caleculamos con las probabilidades subjetivas
asociadas (50% de alza o descenso de los precios) v con un tipo de descuento acorde al
riesgo (el 20%), comno si lo obtenemos a través de unas probabilidades neutrales al riesgo
{40% y 60%. respectivimente. para el alza v el desecnso) v con un tipo de descuento libre
de riesgo (8%0). Estas probabilidades neutrales al riesgo son las gqne a partir de ahora
utilizaremos al estimar el valor de las diversas opciones reales,

Seguidamente. vamos a analizar la valoracion de diversas opclones reales que pueden
cncontrarse on los provectos de inversion productivos v vamos a hacerlo de forma indi-
vidunalizada, s decir, estndiaremos cada opeidn como si solo existiese esa opeidn real v
ninguna unis. Pero el lector debe estar avisado de que en los provectos de inversion puede
haber varias opciones reales <simultdneamente por o que si ha entendido bien el proceso
de sn valoracion individual podrd estimar su valor conjunto con pequenos ajustes. Si el
proyecto resultara muy complejo le remitimos al 1.5.1 anterior.

4,6.1 La opcidn de diferir una inversion.

La posesion del derecho temporal sobre el terreno proporciona la posibilidad de diferir
ol proyecto de inversion darante un afiio con objeto de reducir la incertidumbre sobre el
comportamiento de los precios del petroleo en el futuro préximo. Asi, si el precio del crudo
anmenta suficientemente a lo largo del ano, al final del mismo la directiva procederd a
invertir Al ejerciendo su opeidn a extraer el crudo. La creacion de valor un instante antes

de expirar su derecho es igual a:
By = Mix (VA — AL Y) (1.10)

1o que quiere decir que la opcidén de diferir es similar a una opcion de compra americana
sobre e] valor actualizado de los flujos de caja esperados del proyecto VA y cuyo precio
de ejercicio es A, debido a que la realizacion anticipada del proyecto implica renunciar

a la opcién de diferirlo, el valor de ésta 1iltima actia como un coste de oportunidad,

B eesrmnny,, .,
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justificando la realizacién del proyecto sélo cuando el valor actual de los flujos'de caja
excede del valor actual del desembolso inicial por una cantidad importante (cantidad que
representa el valor de la opcién de diferimiento).

Asi A, serd igual a 104 x 1,08 = 112, 32 millones de délares, mientras que los valores
actuales del proyecto dentro de un aifio, en el caso de neutralidad al riesgo, se calculan

aplicando la ecuacién (4.10):
Ef = Mdx [V)\T - Al;O] = Méx [180 — 112,32; 0} = 67,68

ET = Méx [VAT — Ay;0] = Mdix[60 - 112,32;0] =
El valor total del proyecto, opcién de diferimiento incluida, se calcula a través de la
ecuacién 4.8:

PEf + (1 =p)Ef 04 xG7.6+0.6x0
1+, - 1+0.08

Eo = =25.07 (4.11)

por tanto, si ahora quisiéramos conocer el valor de la opcién de diferir el proyecto no
tendrfamos mds que restarle a su valor total {25.07 millones de délares) su propio VPN
bdsico (-4 millones de ddlares) con lo que obtendriamos un valor de la opcién de diferim-

iento del proyecto de 29,07 millones de ddlares:
Opcidn de diferir = VPN total — VPN bésico = 25,07 — (-4) = 29,07 mill., délares.

Como el valor actual de los flujos de caja esperados es de 100 millones de dolarcs, qu1ere
decir que el valor de la opcién de diferir es igual al 290% del valor de chchos ﬂu_]os Un

valor importante.

4.6.2 La opcién de ampliar una inversién.

Si los precios, u otras condiciones del mercado, resultan ser mucho mds favorables
que lo inicialmente esperado, la direccién podria acelerar sus planes de expansién de la
produccidn {en un z%) incurriendo en un coste adicional AE. Esto es lo mismo que
adquirir una opcién de compra sobre una parte adicional del proyecto base con un precio

de ejercicio ignal a Ag.
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Por tanto, la oportunidad de inversién con la opcién de ampliacién incorporada puede
ser contemplada como un proyecto de inversién base VA mds una opcién de compra sobre

una inversion futura:
E) = VA + Méx [tVA,| — Ag; 0]. (4.12)

La opcion de ampliar la escala productiva puede ser estratégicamente importante de cara
i posibilitar a la compaiia la capitalizacién de las futuras oportunidades de crecimiento.
Esta opcion, que solo sera ejercida cuando ol comportamiento futuro del mercado se
vuelva claramente favorable, puede hacer que un proyecto de inversidn aparentemente
desaconscjable (basado en el VPN bilsico) tenga un valor positivo

Volviendo a nuestro ejemplo. supongamos que li empresa tiene la oportunidad de
acelerar la tasa de produceion en nn 50% mds (r = 0.9) incurriendo en un desembolso
adicional posterior de 10 millones de dolares Ag, siempre que las condiciones posteriores

resulten ser claramente favorables.

A=l transcurrido un ano el equipo directivo puede elegir entre continuar con la escala

de produceion actual o wnpliarla 1.5 veces pagando una cantidad adicional:

L) = VAY + Max [(oVA] = Ag: ()J] = 180 + Mdx [180 x 0.5 - 40; 0] = 230 (ampliar)
Ef = VAT + Mix [rVA] = Ag; 0] = 60 + Mix [60 x 0.5 — 40,0} = 60 (no ampliar)

Il valor total del proyecto Ey. opeidn de ampliacién incluida, serd igual a:

pEy + (L= p)EY 0.4« 230 + 0.6 < 60 . . . i
= — Ay = — 104 = 14.5 . de ares (1.
T+r, \u T3 008 10 14.5 mill. de ddlares (4.13)

120

voel valor de la opeidn de ampliar tendrd un valor de 18,5 millones de délares (el 18,5%

del vidor actual de los flujos de caja):
Opeion de ampliar = VPN total — VPN bisico = 14.5 — (—4) = 18,5 mill. délares.

Un claro cjemplo de este tipo de opeiones es el proceso de inversién por etapas seguido
por los fondos de inversién en capital-riesgo. Asi, de cara a reducir su riesgo, dichos
fondos van invirtiendo dinero en la empresa paso a paso, con la condicién de que la
etapa previa haya proporcionado un resultado aceptable; de esta manera van ejerciendo
las diversas opciotes de ampliacién de su inversién. En caso contrario. si el resultado

fuese desfavorable, siempre puede ejercer lu opcidu de abandonar el proyecto (véase el
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epigrafe 4.6.5). En conclusidn, la inversidn por etapas les permite obtener las opciones de
crecimiento y de abandono y de decidir cudl ejercen segiin sea la informacién que vayan

recogiendo a lo largo del horizonte de planificacién.

4.6.3 La opcién para reducir una inversién.

En este apartado vamos a ver el caso contrario al contemplado en el anterior. Si
las condiciones del mercado resultasen ser pcores que las esperadas, la compaiifa podria
operar con menor capacidad productiva e, incluso, podria optar por reducirla en un ¢%, lo
que le permitiria ahorrar parte de los desembolsos iniciales previstos A,. Esta flexibilidad
para reducir las pérdidas se puede contemplar como una opcidn de venta sobre parte (un
c%) del proyecto inicialmente previsto. con un precio de ejercicio igual al ahorro de los

costes potenciales A,, y que viene proporcionaca por
Mix [A, — eVA;0]. (4.14)

Este tipo de opcidn puede resultar muy ttil en el caso de la introduccién de nuevos
productos en inercados inciertos, o en el caso de tener que elegir entre tecnologias o
plantas industriales con diferentes relaciones construccién-mantenimiento en cuanto a
costes (por ej., se podria elegir una planta de bajo coste de construccién pero alto coste
de mantenimiento, que permitiese la reduccion de éste tltimo en caso de que la demanda
no respondiese adecuadamente).

Supongamos que en nuestra explotacién petrolifera el desembolso inicial de 104 millo-
nes de ddlares se puede dividir en dos pagos: 50 millones ahora y 58.32 millones el aiio
préximo (esta cantidad surge de calcular el valor futuro de los 54 millones restantes: 54
x 1.08 = 58.32). De esta ultima cifra 18.32 millones serdn costes fijos y el resto variables,
que se pueden subdividir en 33.32 millones de publicidad y 6.68 de mantenimiento.

Al transcurrir un atio, el equipo directivo tiene la opeion de reducir la escala productiva
a la mitad (c = 0.5) desemnbolsando en dicho instante s6lo 25 millones de délares (con lo
que se ahorrard 33.32 millones al eliminar totalmente los gastos en publicidad). Opcién
que cjercerd siempre que las ventas sean claramente inferiores a lo previsto. Es decir, el

valor actual global serd igual a:

£y = (VA — A) + Max (A, — cVA: () (4.15)
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sustitl;yenaa las variables por las cifras de nuestro ejemplo obtendrexﬁés:
E¥ = (VAf = A)) + Méx [A, — cVAT0] =
= (180 — 58.32) + Mix [33.32 — 0.5x180; 0] = 121.68 mill. de ddlares (no reducir)
Ef = (VA7 = Ay) + Max [A, = cVAT;0] =
= (60 — 58.32) + Mdx [33.32 —~ 0.5 x 60;0] = 5 mill. de délares (reducir)
El valor del proyecto, opcién de reduccién incluida, es igual a:

- PEY + (1 —p)Er Ag= 0.4 % 121.68+0.6 x5

Eo 147, 1+0.08

- 50 = —2.16 mill. de délares
(4.16)

y, por tanto, el valor de la opeién de reducir la produccién alcanza un valor de:

Opcion de reducir = VPN total — VPN bisico = —2.16 — {—4) = 1.84 mill. délares.

4.6.4 La opcidon de cerrar temporalmente las operaciones.

En cierto tipo de industrias como las de extraccién de recursos naturales (mineria,
petréleo, gas, etc.). o en la planificacién y construccién de industrias ciclicas, moda,
bienes de consumo, etc.. existe la posibilidad de detener temporalmente la totalidad del
proceso productivo cuando los ingresos obtenidos son insuficientes para hacer frente a
los costes variables operativos (como los de mantenimiento, por ejemplo) y de volver a
producir cuando i situacion se haya invertido.

PPor tanto. podemos contemplar las operaciones anuales como opciones de compra de
los ingresos de ese aito C' y cuyo precio de ejercicio viene dado por los costes variables
operativos A,. El valor de dichas opciones se puede calcular a través de la siguiente
expresion:

Mix [C = A,;0]. (4.17)

Volvamos a tomar los datos del punto anterior con alguna informacion adicional. Asi,
supongamos que la directiva puede realizar un primer pago de 50 millones de délares y un
segundo pago al final del afio de 58.32 millones. Este tiltimo se subdivide en 25 millones de

costes de mantenimiento (20 de costes fijos y el resto de costes variables) y 33.32 millones
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de costes de publicidad (todos variables). Es decir, los costes fijos totales representan 20
millones de délares y los variables son 38.32 millones. .
Supongamos que al final del afio 1 se espera que los ingresos sean iguales al 30% del

valor actual del proyecto en dicho instante C' = 0.3VA,, es decir:
C* = 0.3VA*T =0.3 x 180 = 54.

C~ =0.3VA~ =0.3 x 60 =18.

Si la gerencia desea conseguir dichos ingresos deberd incurrir en 38.32 millones de costes
variables. Asi, pues, aquélla tiene la opcidn de hacerse con el valor del proyecto VA
(neto de costes fijos AF) menos los costes variables, o bien abandonarlo temporalmente

recibiendo a cambio el valor del proyecto menos los ingresos a los que se renuncia C:
Ei = Mdx[VA; — A,; VA = C] - AF = (VA — AF) — Min[A,; C]. (4.18)
Sustituyendo las variables por sus valores, obtendremos:
Ef = (VA — AF) — Min [A,; C*] = (180 — 20) — Min (38.32; 54] = 121,68 (continuar)
Ef = (VA] ~ AF) — Min [A,3C] = (60 — 20) — Min (38.32; 18] = 22 (abandonar)
El valor del proyecto, opcién de cierre temporal incluida, es igual a: k

_PEL+(1-p)ET Ag = 04X 121,68+ 0.6 x 22

E
0 T+, 1+0.08

— 50 = 7.29 mill. de délares

(4.19)
v, por tanto, el valor de la opcidn aisladamente considerada alcanzard un valor de:

Opcién de cerrar temporalmente = VPN total — VPN bdsico = 7.20 — (—4) =

= 11.29 mill. de ddlares

Un ejemplo tipico de este tipo de opcidn es el de la explotacién de una mina de carbén.
Su dueiio cerrard temporalmente las operaciones de extraccion del mineral no cuando el
precio de mercado de la tonelada de carhon sea inferior a su coste de extraccién, sino
cuando la pérdida sea tan grande que contrarreste los costes de cerrar temporalmente la
mina. Mieatras ello no ocurra, atin perdiendo dinero. la seguird explotando. Por una
razén similar, una vez cerrada procederd a reabrirla cuando el beneficio obtenido supere

a los costes de reapertura.
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4.6.5 La opcién de éei'x"ai"dé'ﬁ'r»iitiﬁ}hénte las operaciones,

La gerencia no tendrd que seguir incurriendo en costes fijos si no se vislumbra una
mejora del precio del petréleo o existen otras causas que aconsejen el abandono definitivo
del proyecto. Esto es, la directiva tiene una opcion para abandonar el proyecto a cambio
de su valor residual (éste puede ser su valor de liquidacién, la venta de la compaiifa, etc.).
Dicha opcién de venta sobre el valor actual del proyecto VA es de tipo americano, cuyo
precio de ejercicio es el valor residual o el de la mejor alternativa posible VR, y capacita

a la directiva a recibir:
VA + Méax[VR — VA;0] = Max [VA; VR]. (4.20)

Asi, supongamos que el valor residual de la empresa de explotacidn petrolifera (o el de

su mejor alternativa) se distribuye segin el esquema temporal mostrado en la figura 4.6.

- 180
120
w" \ 108
\ 2
645

Figura 4.6: Distribucién del valor residual de la empresa.

Ln el que se puede observar como ¢l valor residual actual (VRy = 80 millones) es
inferior al valor actual del proyecto (VAp = 100 millones), puesto que si esto no fuese
asi la directiva habria optado directamente por no acometer éste iltimo; ademds tiene
Lo isma tasa de rendimiento interno que el proyecto 20% y una menor varianza (asi, si
las cosas van bien no serd éptimo abandonar tempranamente el proyecto, pero si van mal

podria ser aconsejable). Por tanto. el valor del proyecto para los accionistas serd:
E} = Méx [VA}; VRT] = Max [180;120] = 10 (continuar)

E; = Méx VAT VRy] = Méx [60;72) = 72 (abandonar)
1 1 ! !

R — g
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El valor del proyecto, opcién de abandono incluida, sera:

_ pET+(1-—p)E,‘__A _04x180+0.6x72
1+7; 0 1+0.08

Eo —104 = 2.67 mill. de délares (4.21)

y, por tanto, el valor de la opcién de abandonar totalmente la produccién es igual a:
Opcién de cerrar = Valor total — VPN basico = 2.67 — (—4) = 6.67 mill. de délares

Este tipo de opciones, aparece en muchos tipos de negocios. Por ejemplo, los capitalistas-
riesgo cuando comprometen una determinada cantidad de dinero en una nueva empresa lo
suelen hacer por etapas, lo que les permite mantener la opcién de abandonar el proyecto
en cuanto consideren que su futuro es bastante oscuro. De hecho, la principal razén de
racionar el dinero invertido a través de su reparto por etapas es precisamente el manteni-
miento de la opcién de abandono.

El valor de la opcién de abandono aumenta: a) cuanto mayor sea la incertidumbre
sobre el valor futuro del negocio; b) cuanto mayor sca la cantidad de tiempo de que
se dispone para ejercer dicha opcidn; c¢) cuanto mayor sea la relacion entre el valor de
abandono del proyecto (su valor de liquidacién) respecto de su valor continuado (valor

actual de los flujos de caja libres restantes menos la inversion adicional a realizar).

4.6.6 El caso de dos periodos.

Vainos a aprovechar este epigrafe para comentar que, evidentemente, la valoracién del
proyecto de inversién o de las propias opciones no se limita sélo al préximno periodo sino
que se puede extrapolar a periodos posteriores. Vaios a ver, por ejemplo, cdmo se podria
hacer este cidlculo para los dos préximos afios en el caso que estamos analizando aqui.

Para calcular el valor del proyecto al final del afio 1 es necesario recordar que el valor
actual del imismo en dicho instante podia ser o bien VA] = 180 millones, o bien VAT = 60
millones segiin que las cosas fuesen bien o mal, respectivamente. Obsérvese que el factor
de crecimiento del valor del proyecto es del 1.8 y el de decrecimiento es del 0.6 (ver la

figura 4.7).

£n el caso de que las condiciones sean optimistas el VAT* = VAT x 1.8 = 324 millones,

si son intermedias el VAT~ = VA{ x 0.6 = 108 millones, mientras que si fuesen pesimistas
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324

/'
100 \\\’ 108

<,

Figura 4.7: Posibles valores del proyecto.

m
\so

VAZ~ = VA7 % 0.6 = 36 millones. Por tanto, los posibles valores del proyecto al final del

afio 2, con la posibilidad de abandonarlo totalmente, serfan:
E** = Méx [VA$* VR3*] = Méx [324; 180] = 324 millones (continuar)
E*+ = Méax [VAF 7 VR{ ™| = Méx(108; 108] = 108 millones
E-" = Mdx [\’A.z"; VR;‘} = Mdx [36; 64.5] = G4.5 millones (abandonar)
Con estos datos se puede caleular el valor del proyecto al final del afio 1 si las condiciones
son optimistas:

Ay Y- K !
S PET A= PIBFT QA X SMA06x 108 _ oh i e délares  (4.22)

Pl
= 1T+ry 1+0.08

v si son pesimistas:

~ _ pEfT +(1—p)E5” _ 0.4 x 108+ 0.6 x 64.5

£y T+7; 17008 = 75.8 mill. de délares -~ (4.23)

Por tanto, el valor del proyecto, opcion de abandono incluida, sera:

_PEf+(1-pBf _04x180+06x758
1+ 0 1 +0.08

— 104 = 4.78 mill. de ddlares
(4.24)

v. por tanto, el valor de la opcidn de abandonar totalmente la produccién es igual a:

103

Opcion de cerrar = Valor total — VPN bisico = 4.78 — (~4) = 8.78 mill. de délares.

Obsérvese que, como ya seiialamos anteriormente, al tener en cuenta un mayor plazo
de tiempo el valor de la opcidn es mayor lo que es 1dgico puesto que el valor de las opciones

aumenta cou el horizonte temporal.
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Parte 111

Exploracién de Recursos.
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Capitulo 5

Opciones Reales para la exploraciéon

de un campo petrolero.

En este capitulo, desarrollamos un modelo de Opciones Reales para evaluar las in-
versiones en explotacién de recursos naturales cuando se toman en cuenta de manera
conjunta el precio y la incertidumbre técnico-geolégica. Después de una sucesion de eta-
pas de exploracién, hay una inversidon en desarrollo y una fase de extraccién. Todas las
fases son optimizadas de manera contingente sobre la incertidumbre de los precios y la
téenico-geolégica.

Muchas opciones reales podrian ser consideradas, entre otras, la opcidn de timing para
la inversién en desarrollo. También hay muchos esquemas de inversion flexible para las
etapas de exploracién. por lo que cuando un yacimiento es desarrollado, hay opciones de
cierre, apertura y abandono para la fase de extraccién. Nuestro modelo conserva una
estructura de evaluacion relativamente simple al colapsar el precio y la incertidumbre

técnico-geoldgica en un modelo unifactorial.

5.1 Modelando la decision de inversion en exploracién.

La exploracion de los recursos naturales tipicamente involucra los siguientes estados

dentro de un esquema de inversién en la que estdn asocindos los eventos de éxito y fracaso.
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Los estados de una exploracion tipica aparecen en la siguiente figura

A7t s Etapan

’Fyig‘um‘S.kI:; ’Ekt’fgpas' dé la é}{h.lorapiiéglg
Con la notacién siguienté:r :
X7 El valor del proyecto de exploracién en un punto inicialme_nr el eétado 7
17 El valor presente de la inversién durante el estado j,
17 El tiempo de exploracién del estado j,
1’ La probabilidad de éxito en el estado 7, y
{1 Ll valor del proyecto al final de los estados de exploracién, condicional al éxito.

Como es bien conocido, un proyecto de exploracién tuyo valor es X puede ser modelado
como una opcion infinitamente compuesta que puede ser ejercida continuamente cuando
la inversién en exploracién ha sido asumida. Por ello, y para dotar de flexibilidad al
proyecto, es necesario hacer la suposicion que en cualquier punto del tiempo la inversién
puede ser detenida y cerrada dependiendo del valor esperado (del proyecto). Todo ello
deviene fundamentalmente en una dependencia de datos técnicos y geolégicos como serd

explicado posteriormente.
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Dado el cardcter contingente al éxito en la exploracién, el proyecto puede ser desar-
rollado al invertir un valor presente (si estuviera diferido) de I durante un tiempo de
desarrollo de T7. Esos valores dependen de las caracteristicas del yacimiento encontrado.
Sin embargo, debe ser considerada una opcién de perpetuidad en el timing para permitir
la inversién de desarrollo. Por lo tanto, la desicién serd hecha en base a si existe o no
posibilidad de detener la inversién en desarrollo.

Cuando la inversion en desarrollo es concluida, el yacimiento entra en la fase de ex-
traccion, por lo que el modelo cldsico de Brennan y Schwartz (85) resulta de gran ayuda

para modelar esta fase, considerando opciones de apertura, cierre y abandono,

5.2 Modelando el precio y riesgo técnico-geolégico.

Los prospectos de exploracién de recursos naturales son inversiones de alto riesgo
porque no so6lo tienen precios de salida {que han sido ampliamente modelados) con una
incertidumbre enorme, sino que también poseen cantidades y costes de produccién en

desarrollo asociadas al conocimiento del campo, e inclusive de investigacion.

5.2.1 Precios del recurso y el riesgo de los yacimientos.

121 riesgo en los precios de los recursos han sido ampliamente modelados usando mo-
delos con no arbitraje en tiempo continuo. Recientemente los modelos multifactoriales
de precios han sido considerados como prometedores para explicar el comportamiento del
precio (Schwartz [Sc] (1997), Cortazar et al [Co-Sc-Ri] (1999)]. Para hacer mas sencilla la
exposicion en esta Tesis se usa un modelo unifactorial estindar con tasa de conveniencia
constante y tasas neutrales al riesgo para precios constantes.

La ecuacién que modela el riesgo en los precios viene dada por
~dP
T = (r = )t + opdg, (5.1)

donde,
P= cs el precio Spot por un barril producido,

r= es la tasa de interés libre de riesgo,
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c= es la tasa de conveniencia por producir un barril, y

o= es la volatilidad del retorno por producir un barril.

5.2.2 Riesgo de precio del recurso.

Los supuestos bédsicos para el andlisis de riesgo del precio del recurso incluyen, por
un lado a la consideracién de un esfuerzo de produccién constante!, y por otro lado, a
la suma de las producciones de cada uno de los yacimientos imra obtener la produccién
total det campo descrita por

¢
Wy =3 a(t)my(t) (5:2)
j=1
donde a;(t) denota a la proporcién de la participacién del yacimiento j en el volumen
total producido.

Dado que el riesgo precio es constante durante las tres fases del proyecto (exploracién,
desarrollo y extraccién) y que el riesgo técnico-geoldgico es mucho mds alto durante la -
fase de exploracion que en las restantes etapas, entonces este ltimo (el riesgo’ técnico
geoldgico) puede ser descompuesto en dos porciones:

1.- La primera de ellas la que se refiere al éxito o fallo para encontrar un yacimiento
econdmicamente factible, y

2.- la otra relacionada con las caracteristicas particulares del yacimiento encontrado.

Por una parte, mientras que en la primera parte han sido utilizados modelos discretos
usando probabilidades de éxito/fracaso en cada una de las etapas de exploracién, en la
segunda, se definen los niveles de reserva que contiene cada yacimiento, las inversiones
desarrolladas, los esquemas de produccidn y las estructuras de costes.

Concretamente, antes de adoptar cualquier inversién en exploracién, la incertidumbre
sobre el valor de la reserva final esperada —condicionado al éxito—, debe ser reducida al
menos a un nivel adecuado. De esta manera, las caracteristicas del yacimiento —concebido
hasta ese momento como un prospecto— son desconocidas casi en su totalidad y, pueden ir
desde un modesto yacimiento hasta un paraiso de recursos. Por todo lo anterior, el marco

de las opciones reales para inversiones en exploracién permite establecer cuales deberfan

'Determinada por los planes de produccién estatales.
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asumirse de manera éptima bajo la consideracién conjunta de los valores (el financiero y
el técnico-geolégico) del yacimiento.

Las inversiones en exploracion analizadas permiten establecer que la incertidumbre
sobre las caracteristicas finales del yacimiento decrece conforme se ha decidido ejecutar el
proyecto y, por lo tanto, a partir de ese momento el riesgo en el precio es comparativamente
mas importante. Existen conclusiones similares para minas, v sélo el riesgo en el precio
cuando la inversion en desarrollo inicia es el nico factor de incertiduinbre. Es claro que
un wodelo de inversion en una exploracion apropiada deberia agregar a este el riesgo del
precio v ol efecto del declive del riesgo téenico gealdgico.

La fuente de incertidumbre técuico-geologico posce diferentes aproximaciones.  La
primera alternativa pasa por definir un vector de variables téenico-geoldgicas que afectan
al valor del yaciiniento, en otras palabras, se define un proceso estocdstico especifico para
cacla uno de ellos. Por ello el valor del vacimiento es una funcién del precio de salida
Sy de las variables téenicas del vacimiento, @ = (7). 7. - 7y), lo cnal deberia incluir
i inversion en desarrollo, la tasa de extraceidn. los costes. ete. Entonees, ol valor del
vacimiento esperado queda definido por RU(S, 7, 7.+, 7x). Por supuesto, el modelo
incrementa su complejidad con L dimension del vector de caracteristicas ¥ debido a la
informacion requerida para especificar el proceso multivariado para las vartables de estado,
v ool estuerzo agregado para resolver un modelo multifactorial.

Con esta aproximacion simple vy razonable se abordan muchos casos v la herramienta
obtenida ex abarcable téenicamente. La informacian obtenida de los ingenieros geologos
v petroleros generalimente posee un perfit de proceso multivariado para las caracteristicas
relevantes del vacimiento. .\ partic de éste se determinan subeonjuntos representativo de
tipos de vacimientos posibles (perfiles de vacimientos o grupos de vachmientos). con sus
probabilidades de é&xito, que permiten clasificar al grupo de prospectos s trabajar con
cliuses de yaciiientos haciendo mas sencillo el estudio. Cada tipo de yvacimiento usa los
pirdametros gue establece el modelo de Brenman v Schwartz ({Br-Set] 1985), incluyendo
los momntos de inversién en desarrollo v los esquemas de produceion (i.e. montos v costes),
incluidos los de apertura v cierre. Con esos datos se analiza el valor de cada uno de
los posibles yacimientos como uuna funcién del precio de salida del modelo de Brennan
y Schwartz [Br-Scl] (1985) y mediante el uso de las probabilidades condicionales para

cada tipo de yacimiento es obtenido, tanto el valor esperado del yacimiento (como una

4
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funcién de los precios de salida) asi, como la distribucién empirica inicial de valores de
los yacimientos que definen al riesgo técnico-geoldgico.

El proceso del riesgo técnico-geolégico queda definido por la variable de estado n. De
ella se tiene la distribucién empirica inicial asociada a este riesgo (de hecho se obtiene
al usar la probabilidad inicial del activo) y supondremos que después de la inversién
en operacién concluye cuando esta incertidumbre residual técnico-geoldgica no exista.
En ausencia de mejor informacién sobre las caracteristicas particulares del proceso de
exploracién el supuesto que la incertidumbre técnico-geoldgica inicial es reducida cpnndo
la inversién en exploracién es ejercida viene a ser basico en este andlisis.

Por lo tanto, el valor de un yacimiento queda definido como una funcién del precio
de salida spot S y, del riesgo técnico-geoldgico . De hecho, ambos factores tradicional-
mente son supuestos independientes y, en muchos casos, pueden ser colapsados en una
sola variable de estado Z. Esto hace que el modelo sea simple de implementar ser una
aproximacién razonable al valor del proyecto.

Para formalizar el modelo hay que suponer que el factor de riesgo técnico-geolégico 7
( por ejemplo el monto de crudo en un yacimiento) sigue un movimiento browniano con
media cero y volatilidad constante como sigue:

dr _ o.dB].
T
En principio, el riesgo técnico-geoldgico es un factor independiente del precio spot de

salida S, en otras palabras,
E((B5n - BF) - (B - B])] =0, vt >0, > 0. (5.3)

Y como bien se ha mencionado antes, el valor del yacimiento, denotado por H(S, 7),
es modelado como una funcidén del precio de salida S y la variable técnica-geoldgica, ,
ie.

Z =F(5,7).

Al aplicar el Lema de Ito y mediante el uso de las ecuaciones anteriores es obtenida

la dindimica de la variable colapsada reflejada por la ecuacién diferencial estocdstica

2 2 1 - a2
4z = (FSS(r -+ -;—Fsss'ag + 51'555%5) dt + FsS0sdBS + Fyno.dBr.  (5.4)

TESIS GO
FALLA DB UG




103

De hecho, la fusién de ambas variables se consigue mendiante Z = Sw, lo que es
equivalente a suponer que los incrementos de cualquiera de los dos factores (S 6 7) in-
ciden en incrementos en el valor de la variable CQlaps‘ada‘ y.se ven reflejados en el valor
de! yacimiento. Algunas simplificaciones permiten: expresar el proceso para esta nueva L

variable de estado como

92 _ (v = O)dt + 0sdBf + o4dB]. ; (5.5)

Esta nueva variable se entiende como el precio del recurso modificado por su coste

asociado al riesgo debido a su extraccién con la misma deriva que la original, S, pero con

oz =\/o} + 02,

En la mayoria de los proyectos —la ecuacién anterior— representa una aproximacion

un incremento en la volatilidad

conveniente. Para otros, no es sélo una buena aproximacidn sino que es exacta. Este es el
caso, por ejemplo, de aquellos en donde T representa la reserva total de los yacimientos,
I\" es una constante que depende de la tasa de extraccién y Ko es un coste fijo. Entonces

el valor del proyecto IH queda definido por
H(S, 7) = K,S7 + K,

si la ecuacidn de independencia es valida.

La estrategia central para reducir la complejidad del modelo en la fase de exploracién
esld basada en colapsar el riesgo técnico-geoldgico en un sélo factor, con una volatilidad
apropiada (incrementada). Es conveniente porque permite que la representacién del riesgo
téenico-geoldgico esté ligada a los efectos del precio y se vean enteramente reflejados sobre
el valor del yacimiento. Por una parte, el que todos esos factores sean ortogonales al
factor del mnercado (representados en este modelo por los precios del recurso) permite una
reduceidn en el espacio de estados con una pequeiia pérdida de exactitud. Por otra parte,
retienen la posibilidad de hacer consideraciones de yacimientos individuales durante la
fase de la extraccién. Usualmente al contar con conocimiento adicional sobe la inversién
en exploracién el modelado del riesgo técnico-geoldgico, para cada caso particular, debe
ser ajustado.

Existe interés por establecer las opciones reales de produccién basadas en la ocurrencia

de ciertos escenarios eventuales, por ello es particularmente interesante tener en cuenta el
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momento en el que los precios alcancen un umbral de conveniencia m (el llamado umbral de
tnconveniencia de los precios bajos) a partir del que se ha de tomar una decisién asociada

a la opcidn real adecuada para adaptar el proyecto de inversién en exploracion.

Te=inf{t>0: Wy =w;}. : (5.6)
e Si q = 0 se ejerce la opcidn real de ghandonar
e Si g = 1 se ejerce la opcién real de cerrar.
e Si g = 2 se ejerce la opcidn real de reiniciar.

Eventualmente estos tiempos de parada son alcanzados, por lo que Ty < +00. De no
ser asf, i.e. si nunca llegaran a ocurrir, se escribe T, = +o00.

Mediante la ocurrencia de esos tiempos se indica el ejercicio o ejecucién financiera de
las opciones reales permitiendo con ello el uso de la flexibilidad agregada al proyecto, en

ese sentido el valor del proyecto para la produccién de petréleo adquiere la forma
H(P,7) = da . a7 + ¥, (5.7)

donde, ¢ es una constante dependiente de la tasa fija de produccién (por yacimiento) y

W es el coste fijo.

\ 5.3 La extracciéon 6ptima de los yacimientos.

En el ambiente anterior ahora estamos interesados en la optimizacion de la tasa de
extraccién del recurso. Por lo que denotaremos por e; a la tasa fija de produccién (por
yacimiento) y por S; a la cantidad de recurso extraido. Ambas cantidades relacionadas
i por

Sj(t) = —e;(t). (5.8)

En particular para la utilidad y la funcién de produccién se tienen dadas por:

()= — K. (5.9)
T

F(Sj e)=S;"el. (5.10)




cuyos pardmetros
n<l aj>0| ﬁj)O, y Gj>0+ﬁj<0

nos permiten establecer las propiedades cldsicas para ambas funciones.

Para la utilidad se tiene que
w(0) = oo, w(K) >0 y wi{K) <0,
mientras que para la funcién de produccién hay que observar que
F, F>0 (=0en K =0).

donde, por supuesto K; es el consumo del producto obtenido desde el yacimiento j, que

indica que ante precios de salida de recurso S grandes se tiene una conveniencia grande

también.
Ante la hipétesis de imposibilidad de almacenamiento del producto el consumo debe

ser igual al monto usado. por lo que
a 3 .
S (e} — K,(t) = 0. (5.11)

Por otra parte, la tasa de interés afecta como penalizacidn para establecer el problema de

maximizar la utilidad total esperada

Viw) = E [/, (K, (1), W;")el'p(—rt)dt] (5.12)
sujeto a las condiciones en el borde

Say=S5, vy SB)=5 (<S8

Por todo lo anterior, el Principio del Mdximo nos permite obtener las trayectorias

optimas descritas por las siguientes expresiones

. E,8;
() = j ; (5.13)
T (e 4 B)(~E L+ G,) T

Ki(0) = (23 = e (5.14)

(aj + 3))
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en donde,

ag+d; _aj+d; _nifol’
Gj = (Sa)— ’ Yy Ej = -—% (Sb . )

Con esas trayectorias se obtiene el valor del proyecto desarrollado.

Antes de que la exploracién comience, hay un conjunto de yacimientos alternativos
que eventualmente podrian ser obtenidos y que convertirfan en exitosa a la fase de ex-
ploracién. Cada uno de los € posibles yacimientos poseen una probabilidad asociada de

éxito, condicionada al éxito en la exploracién, af tal que:

Lo que da una idea de la distribucién en probabilidad de los yacimientos considerados

potencialmente exitosos ante la exploracidn,
5.4 Valor del proyecto desarrollado.

Para calcular el valor del proyecto de exploracién se ha de comenzar por establecer el
valor de los yacimientos alternativos que deberfan ser obtenidos si la exploracién resulta
exitosa. Entonces, evaluamos la decisién de invertir en el desarrollo para:concluir la
valoracién de la fase de exploracion.

Por un lado, mediante el uso del modelo de Brennan-Schwartz {Br-Scl] (1985) se

obtiene la ecuacidn diferencial parcial

maxe, {§V54, W23 + (r = ¢ )WV, — (W = mf) — (r + \)V7,

R o (5.15)
123, W22 + (r =))W Zi, - Z}) - (r+/\)‘ZJ}’=0.‘ ; o

que junto con las condiciones en el borde - i
75 (W i s i S .
Vf;,(\\’;j, )= { ;{u(\’vl ’ ) SI, ZJ(\’VI Q) - Ki ?—01

"en . otrocaso.
Z(W¢, Q) € VI(WH,Q),

VI(W,00=0,  Z(50=0 V/(0,Q =0, . 2/(0,Q) =0




107
Y finalmente,
\IVI{EQ Vi,w(su Q) =0, Yy \}/iTTo Z{uw(sr Q)=0.
nos permite caracterizar al valor del proyecto en términos de la dindmica de una ecuacién

diferencial parcial con condiciones en el borde tipo Dirichlet.

Aquf utilizamos la siguiente notacién:

o VJ para el valor del yacimiento j cuando es usado,

77 para el valor del yacimiento j cuando no es usado,

e Q para la cantidad de reservas,

e ¢/ para la tasa de produccién del yacimiento j,

W‘;j para el precio critico abajo del cual es dptimo abandonar (q =0), cerrar (g = 1)

y reiniciar (g = 2),
e &I para el coste por cerrar el yacimiento j,
e \J para el coste por usar el yacimiento j.

e m' para el coste anual del mantenimiento por resguardar el yacimiento sin-usarlo,

A el riesgo -pais-.
Al sustituir la tasa de extraccién 6ptima y el consumo éptimo entendemos el nuevo
problema de inversion optimizado en esos pardmetros, i.e. ante la eleccién de los pardmetros
- p* J = ot
e, =e¢; y K{ =¢/’.

Sc obtiene que, por una parte, a un periodo la tasa de extraccion debe superar W; < e,
pero por otra, de no ser asi, se propone la opcién de compra de un yacimiento j.
Por ello el valor del proyecto viene dado por las contribuciones de los valores de los

yacimientos que componen el campo petrolero como sigue
7= S j
Ve = SV (5.16)

Observacién:
La solucidn estd caracterizada como la tinica solucién de la ecuacion diferencial parcial

y ademds:




108

Estados | Inversién | Tipo exploracién | p(E)
ey | 3 1 0.2.
ey 15 3 S 0.3
e3’ 12 2. 03
e 12 2 0.8

TaBla. 5:1: Fases dere:‘;plqrapi»c'm‘._r

o Silos datos de la E.D.P. son continuos entonces es la tinica solucidn de la viscosidad.

o Si los datos son C! entonces la solucién es C3.

Existe dependencia continua tanto de la condicién inicial como de los datos.

5.5 Resultados

La aplicacién es posible a proyectos con prospectos de explotacién de recursos en
general. Sin embargo, en particular, para aquellos casos en los que se tiene muchos
prospectos de exploracién disponibles para compaiifas de petréleo. En lo que sigue se
presenta —-bajo datos ficticios~ un caso especifico y se ofrecen los resultados al resolver
el modelo de exploracién usando métodos numeéricos de diferencias finitas implicitas.

El prospecto que se presenta considera que antes de la exploracion, los gedlogos tienen
un plan de inversion en exploracién con cuatro fases de exploracidn, cada uno de éstas
permite establecer un esquema de inversion y probabilidades de éxito (ver Tabla 1). En
caso de fallo de alguna de las etapas entonces la exploracidn serd abandonada. Por otro
lado, en caso de éxito el proyecto deberia se detenido o terminado, dependiendo del valor
esperado del yacimiento. Este valor esperado se debe a la influencia conjunta de los precios
y de las caracteristicas técnico-geolégicas del yacimiento.

Ante la falla de algin yacimiento en la exploracién entonces, la produccién es aban-
donada. Sin embargo, existen otras alternativas como ‘ser detenido’ o ‘abandonado’,
dependiendo del valor del yacimiento. Hay cque hacer énfasis en que también el valor es-

perado varia segiin el precio o las caracteristicas técnico-geoldgicas del yacimiento por lo
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Depésito E.MUSS$. | Valor S/O | Op.Operativas | Op.Desarr. | Op.Exp | Val,Total
500 -114 6.7 2.9 32 1.37
1000 -6.29 5.6 2.25 1.8 -3.01
1500 -1.95 4.7 1.8 0.6 5.2
2000 -2.26 4.2 1.5 0.2 8.09

Tabla 5.2: Clasificacién de yacimientos.

que se hace necesario el uso de las clasificaciones de yacimientos y su acometida mediante

diferentes opciones reales generando, la flexibilidad necesaria. Ello se muestra en la tabla

5.2.

Valores de deposito (M.USS)
Poi o § 9§

&

—0O= Yacimieo 1
= Yacimieno 2
—%— Yacimiento 3 -
- Yacimionto 4 r
—O— Yackmninmo § .
—+— Yacimiomo &
— Yacknieno 7 - o
== Vatinionto 8§ o
—o— Yackmiemn 9 K o
++0.. Yackmieno 19

- #4-- Yacimiemo 11 *
== pepdsro Esperado

as o as ‘o (2] 14 e 18 20

1 ano futuro (US$/BN)

Figura 5.2: Gréfico de los valores de depdsito esperados a un perfodo.

5.6 Extensiones.

La hipétesis de independencia resulta, commo poco, débil debido a que claramente

los precios de produccién, el riesgo técnico-geoldgico y el precio spot de salida S estdn
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intimamente ligados o correlacionados entre si. Por lo tanto (5.3), puede ser modificada
y, al aplicar el Lema de Ito y siguiendo el mismo camino que el descrito anteriormente
se obtiene la dindmica aleatoria ‘modificada’ de la variable colapsada reflejada por la

ecuacion diferencial estocdstica:

42 = (FsS(r —c)+ %Fsssza}; + %Fsssza§> dt+FsSosd By +Fnno,dBf+2F s Sp,sdBE.
: (5.17)
De hecho, la fusién de las variables Z = Sr tal como se ha hecho anteriormente per-
miten establecer el valor del yacimiento. Después de algunas simplificaciones se recupera

la dindmica de la variable de estado

1z ' A '
‘7 = (r — c)dt + 05dBF + 0,dB] + 2Fxs Zp,sdBE. (5.18)
Esta nueva variable se entiende como el precio-del recurso modificado por su coste

asociado al riesgo debido a su extraccién con la misma deriva que la original, S, pero con

Vag‘ +072r - 2p1r5

oSO

un incremento en la volatilidad

gz =

Con lo que la ccuacién diferencial cuya solucién es el valor del proyecto desarrollado.
Por lo que, al calcular el valor del proyecto de exploracién mediante la modificacién dada
por la no independencia probabilista del modelo de Brennan-Schwartz para obtener la

ecuacién diferencial parcial

max,, {%V;",wwzaﬁ, +{(r =)WV — g, (W —mJ) — (r + A)VJ + 2V ,outpw,

) - e . (5.19)
120, W32 + (r = c)WZL, — Zh - (r + NZi} =0

uw
con las mismas condiciones en el borde.
El proceso de aproximacion numérica mediante el método de diferencias finitas implicitas
es bastante mas complicado que aquél descrito en el capitulo anterior y que resulta un

tema de investigacion para trabajo futuro y que por lo tanto no seaborda aqui.




Capitulo 6
Aproximacion Numeérica.

En este capitulo se describen de manera global algunos métodos numéricos y su adecuada
participacién resolviendo problemas de opciones reales. Se discuten aproximaciones al-
ternativas y algunos indicios de aplicacién mediante procedimientos de induccién, con
evolucidn hacia delante y hacia atrds, que tienen un lugar en la valoracién de las opciones

reales.

Un caso-proyecto con la opcidn de invertir en el futuro dependiente de un precio
con rendimiento estocdstico es evaluado usando drboles binomiales, diferencias finitas, y
simulacién. La solucién analitica dada por Black-Scholes para este problema es usado

como referencia. Los cuatro métodos proporcionan resultados muy parecidos.

Algunas extensiones de esos métodos de simulacién son adecuados tanto para opciones
de tipo americano, como para la solucion de Brennan y Schwartz a su problema de val-
oracion cldsico. Los beneficios de este acercamiento, con su mejor modelo de manejo
de incertidumbre compleja y el camino-dependiente de los flujos de dinero, también son

discutidos.
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6.1 Las Aproximaciones Numéricas.

6.1.1 Valoracion de la Opcién Real Europea por Procedimientos

Numéricos

Ciertos problemas de demandas contingentes pueden ser resueltos a través de expre-
siones analfticas con expresiones exactas, pero esto no ocurre con la mayoria de ellos. De
no encontrar una solucién analitica entonces, lo ideal es el uso de métodos numéricos. Para
ilustrar esta discusién de las aproximaciones numéricas alternativas y su comparacién con
una simulacién normal, definimos un simple problema de valoracién de opciones reales y

se resuelve usando diferentes métodos.

Suponga que se quiere valorar un proyecto con flujos del dinero en efectivo dependiente
de un precio de rendimiento estocdstico, S. Sin pérdida de generalidad, y para hacer mds
simple la exposicidn puede suponer que la inversién inicial es nula, i.e. Tp = 0 pero que
requiere de una inversién 1; veces T) lo cual, de ser realizado, genera flujos de dinero en
efectivo con un valor presente en Ty de V(S). Dependiendo de este valor V(S) el gerente
puede decidir no invertir en T, en tal caso el proyecto debe ser abandonado en un valor de
liquidacidn cero. El valor de este proyecto puede planearse como una opcién Call escrita

sobre V(S) con precio de ejercicio I; y tiempo de maduracion T;.

Para hallar el valor de este proyecto es posible usar la bien conocida formula de Black
y Scholes para una opcién call, bajo ciertos supuestos. Entre ellos, que S es un recurso
comercializable, que los mercados sean completos y permitan realizar cobertura en contra
del riesgo del precio, del rendimiento y, sobretodo, suponiendo que sus precios de retorno
estin bien modelados por un movimiento browniano con tasas de interés y volatilidad
constantes. De ser vilidos estos supuestos, entonces no hay necesidad de acudir a los

procedimientos numéricos.

Sin embargo, la mayoria de los modelos de opciones reales, no tienen una solucién
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analitica en forma exacta. Hay muchas razones para qué ésto suceda, ello incluye a los
modelos de incertidumbre mds complejos y a las especificaciones de la flexibilidad de los
proyectos. En estos casos, para valorar la demanda contingente también deben usarse

procedimientos de solucién numérica.

Hay muchos métodos numéricos que pueden usarse para valorar una demanda con-
tingente de tipo europeo. De hecho, podemos mencionar procedimientos de simulaciones
normales Monte Carlo como las mds conocidas y, para discutir sus ventajas comparati-
vas y desventajas, resolvemos el problema anterior mediante el uso de tres procedimientos
numéricos alternativos: drboles binomiales, diferencias finitas, y simulacién. Supoudremos
lo que Black y Scholes sostienen para tener una solucién analitica que pueda usarse cotno

una referencia para nuestros métodos numéricos aproximados.

cretain , 8 dremos i i —aj " siguen un movimiento
Concretamente, supondremos que los precios de "riesgo—ajustado

browniano geométrico con una especificacién de discretizacién como sigue:
AS =rSAL+ oSVALZ (6.1)
Ante la eleccién de los pardmetros :
e 7 =0.10,
e 0=02,
o At son intervalos o pasos de tiempo,

e Z son variables aleatorias con una distribucién normal estdndar para cada tiempo

fijo.
El proyecto de la inversién descrito antes tiene la especificacién siguiente:

o V(S)=aS+b

e a=10 -
e b=0
L] 11—10
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e To=0
.T1=1

Como bien se ha mencionado antes, el valor de esta opcién real puede ser directa-
mente obtenida usando Black y Scholes, dado que el valor del proyecto con un precio de
rendimiento inicial de 1 es $1.30. Resolver este problema de valoracidn implica el uso de

las tres aproximaciones numéricas alternativas.

6.1.2 Arboles Binomiales.

Las aproximaciones a través de drboles discretos de procesos estocdsticos y su uso en
la valoracidn de la opcidn han sido propuestas por Cox [Co-Ro-Ru], Rendleman y Barter
[Re-Ba|, y Sharpe [Sha]. Dado que, hemos tratado en el Capitulo 3 el tema de drboles
binomiales, sélo recordaremos la generalidad de sus fundamentos. Los drboles binomiales
suponen que esa incertidumbre en cualquier estado puede ser representada a través de
dos estados alternativos. Estos dos estados se definen de tal modo que jugando con la
distribucién de los precios implicitos tan estrechamente vinculados con la distribucién
de probabilidad de la variable continua del estado subyacente. El proceso estocdstico
para modelar el precio del rendimiento es reacondicionado para restringir los valores y
las probabilidades de los dos estados de igual manera que el retorno del precio esperado
sobre el préximo intervalo de Liempo sea igual a rAt y que su volatilidad sea cAt, Una
solucién pasa por definir los dos valores para la variable de estado como S, y Sy, con

probabilidades p y (I — p), respectivamente. Por otra parte,

u= eVl (6.2)
d=e"Va (6.3)
por lo que también
1

w
Y una expresién alternativa para la probabilidad en término de los valores anteriores viene

dada por
erdt _

u—d -’
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Dependiendo de la eka.ctitud requerida es posible déeterminar el tamafio del intervalo
de tiempo At, o equivalentemente, el mimero de subintervalos de la particién del tiempo
total de madurez. En nuestro caso el tiempo de la madurez es T, = 1, y se ha dividido
en en 10 subintervalos, por lo tanto, ponemos At = Tlﬁ' Una vez que el drbol binomial
es obtenido y, por lo tanto, la distribucién del precio subyacente también, la valoracién
del derivado (en nuestro caso el proyecto de la inversién) puede ser entendido como una

demanda contingente en precio del rendimiento.

Tiempa de Maduracién

100 ao0 080 D70 OK) OS50 N40 G0 G20 010 DOO
1 88
802

La informacién en cada nodo
177
S, precio dal rendimiento 777
Valot de Is Opcion Real -
1 BB 166
6 79| 6 59
1 56 165
506 567
1 46 148 1 46
s 4 61 [
137 137 137
a 401 3@z
129 12 129 129
347 327 308 288
124 121 12 ‘2
280 259 238 219
113 113 13 113 113
222 201 178 155 138
7 107 107 1.07 107
151 181 " V.29 104 07s
100 1 00 100 “1oa 1 0o 1.00
138 11 [sR-1} . 068 042 oo
oo oo4i” oo4 094 ao4
o080 063 023 a23 faga)
] oes oea osn oes
0.42 028 Q113 Qoo a oo
) 83 003 083 aaa
017 ao? aoo aoca
aa o778 oza azs
Q04 [l e} Qo0 oo
az3 az3 azl
coo 000 aoo
0e8 o068 0ea
0o onn ono
064 064
ooo ooo
oe0 oeo
noo 000
os7
o000
053
000

Figure 6.1: Arbol binomial.

La figura 6.1 presenta una solucién del drbol binomial para nuestro problema de va-
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loracién de inversién.. Un vector bidimensional que especifica en cada nodo del binomio,
tanto al precio del rendimiento, como al valor de la opcidn. - Obtener esos valores de la
opcién conduce al cdleulo del flujo de dinero en el tiempo de maduracién (T,) a través de

Max (V(S) - 1;0).

Estos valores se presentan en negritas al derecho extremo en 6.1.

El siguiente paso deriva en calcular el valor de la opcidén para cada uno de los nodos
anteriores. Por ejemplo, en la parte superior en una esquina de la figura 6.1 se presenta
una caja con tres nodos. El valor de la opcién de 7.77 se calcula como el valor de la opcidn
esperado en los dos siguientes nodos usando las probabilidades de riesgo neutral

Valor de la Opcidn = [p + 8.82 + (1 — p)6.59] e"™® = 7.77.

El procedimiento se repite colutnna a columna de derecha a izquierda. El dltimo nodo
representa el valor dg la opcidn actual de 1.31 por un precio del rendimiento inicial de 1.
Esta opcién es muy similar. a nuestro valor de la soluciéu analitico de Black y Scholes,

6.1.3 Diferencias Finitas

Una alternativa, a los drboles binomiales, es usar diferencias finitas para resolver la
ecuacién de valoracion. En este caso, podemos usar condiciones normales de no arbitraje
para derivar una ecuacién diferencial parcial para el valor de la demanda contingente.
Para nuestro problema de opcidnes reales, la ecuacién diferencial estdndar Black-Scholes

cuya solucion es precisamente el valor de la opcidn real IH(S, £) es:
%HMS%2+rSM,—r&L+H,=O. (6.5)
Con las siguientes condiciones de maduracién en el borde:
H(S, t =T,) = Max [V(S) — I,;0]. (6.6)
Aqui S es una concentfaciéxi del estado, de tal manera que:

H(0,t) = 0. (6.7)
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En 1977, Eduardo Schwartz propuso la discretizacién de todas las variables de estado
para el procedimiento de diferencias finitas, poniendo el valor de las demandas contin-
gentes en el limite, reemplazando la primera y segunda derivada por una aproximacién
de diferencias finitas y, resolviendo usando una versién discreta de la ecuacién diferencial
parcial que representa la ecuacién de valoracién hacia atrds (backward). Hay dos apro-
ximaciones de las diferencias finitas basicas: el método implicito y explicito. Aunque el
anterior es mas robusto, nosotros llevamos a cabo el 1iltimo por las razones expuestas.

En nuestro probleina, el valor del proyecto es una funcién de dos variables de estado:
cl precio del rendimiento, S, y el tiempo de maduracién, T. El tiempo es discreto en M
intervalos, v el precio S en N intervalos. La ecuacion diferencial de Black y Scholes es
reemplazada por las aproximaciones de la diferencias siguientes:

Smax
AS = -~ (6.8)
T,
AT = e (6.9)
También la derivada se discretiza mediante,

= Hipryar = Higy i
H, = - e . (6.10)

y para la de segundo orden'se tiene:

]"i+lj+l 2111¢+\j+ﬂ1.+1] L

, a5 (6:11)
tnientras que para la denvada temporal
po IH. i
CH, = ——“—’ﬂ (6.12)

At

Una vez que estas aproximaciones se sustituyen en la ecuacién diferencial, se obtiene:

Moy gor + 0y + My g = Hiyo ~(6.13)
Méds precisamente,
1
4= TIAT [ Qr]AL + —a ]2At] (6.14)

1
bi= Tar (Lm0

TESIS CON
FALLS DR 02IGEN

iZAL). (6.15)




118

1ol 1., ]
PG = At . 6.16
& 1+rAt[f?A‘+2”J (6.16)
Asfi, dado el conocimiento de los valores de la demanda contingente en i +1 el obtener
los valores en i resulta sencillo. Por una parte, existe una condicién al limite que da
valores iniciales en i = M, y hace posible trabajar hacia atrds, es decir, desde i = M hasta
i=0. :

H(S,0)=Max[V(S)- I; 0]

SMaX =N | e o cbom oo abe e cbcccda ek
b R R "

1
! | 1 [} [}
SRR SRR RPN SUPRNS SUPURL SRR
L}
|
L.

E

v tHigr oo

R L L

F---t LR R R R Rl Rl
1 1 I 1 1 i
I 1 ! ' 1 1
Rl R Rtk s Rl o
1 1 1 1 1 |
1 1 1 | 1 |

. memmbrmncdenmcbhecctaccdaccecaba

Rty I R R
0 — T > T

1=0 H(0,T)=0 i=M

Figura 6.2: Discretizacién del estado del espacio .

La figura 6.2 presenta una solucién obtenida mediante las diferencias finitas, y mues-
tra el valor de la inversion. Las tres columnus del lado derecho calculan las constantes
necesarias v en la siguiente columna, aparecen los valores a la izquierda, y el de la opcién

real en el liinite  Es posible programar el cdlculo de la opcidn real en el limite:
Valor Opcidn en la fecha de Maduracién = Max (V(S) — 1;;0).

Finalmente, se presenta el valor del proyecto para cada precio inicial (cuando el tiempo
de maduracién es 1). Para un precio del rendimiento inicial de 1, el valor de la opcidn

calculado es 1.30, nuevamente muy similar a nuestros resultados anteriores.
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! Valor de la Opcidn Real
. ___Tiempo de Maduracion () |

{ j :Precio. 10 ' 09 .08 107 06|05 04i03102[04] 00 3 by cj
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|
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70000 o 00 00 )
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Figura 6.3: Solucidn de diferencias finitas para una inversion con una Opcion Real Europea.

6.1.4 Simulacién

En el afo de 1977, Boyle [Boy] propuso una aproximacién por simulacién Monte
Carlo para la valoracion de la opcién europea. El método estd basado en la idea, en
donde, simulando las trayectorias de los precios pueden aproximarse por distribuciones de
probabilidad de los valores finales del recurso. Se calculan los flujos de efectivo de la opecidn
para cada simulacion y entonces se hacen los promedios. El flujo del dinero promedio
descontado, usando la tasa de interds libre de riesgo, representa un punto estimado del
valor de la opceidn.

Hay varias maneras de aumentar la exactitud de la estimacion, la mds simple es
incrementar el nimero de trayectorias simuladas. La eficacia también puede ser mejorada
usando técnicas de reduccién de la varianza, incluyendo las aproximaciones a la variable

de control y variables de prueba (test varigbles) (ver Hammersley v Handscomb {Ha-Hal).
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A continuacién resolvemos nuestro problema de opciones reales.

Tiempo de maduracion (i)
Corrida 10 _o09[ o8] 07/ o06] o5 04] 03] 02] 0.4 080 V(S) VPN
1 100 098] 098] 0.91} 1.00! 093/ 0.95 097} 095 0.81} 0.88 0.00 0.00
11.00/ 1.04' 1.06/ 116! 1.06] 1.08' 1.16] 1.16] 1.20 1.28/ 1.34 3.44 1.56
2 {1.00/ 088 0.99' 111, 1.3/ 1.11: 1.23] 119} 1.261 1.27] 131, 312 1.98
"1.00; 1.04' 1.05- 095 094; 099 0.89] 094 091/ 0.91{ 0.901 _ 0.00 149
3 F1.00, 098] 1.07 109 1.06; 1.01. 1.06/ 1.00; 1.06] 1.08] 1.25]  2.50 1.30
'1.00; 1.04/ 097 097 1.01_108° 1.05 1131 1.08/ 1.08] 0.84]  0.00 1.37
4 1100 0931 089 0.90! 088 075 077 082 090! 0.80; 072/ _ 000 128
; 100, 1.09] 116 1.17' 122 143 141 134 124: 140! 158 581 1.68
'5 ©1.00_ 092 088 072 068 064 060 058° 0.60' 067: 070, 0.00 1.30
{ 1000 1100 117 _1.41° 152, 163 177, 1.84° 1.85] 165! 160 6.01; 1.89
10 +1.00° 1.00{ 1.02 099 0.96: 109 099 094: 089! 0.0, 088!  0.00: 1.29
; 1,00, 1. 02; 102 1.07 112 100 111 118 127' 128, 133 333, 143
15 1001071108 115 109 114 124 143 1.45] 154, 161 _ 610] 133
i 1.00 095 095 092 088 006 089, 077 0781 075 0731  0.00 144
20 100091 093 083 094 082 094 1.01' 113 1181 __ 175! 132
P 100 £ 141 143 146 116 122 1.2 145" _1.03; 1.01 0.10; 137
25 100 110110 106: 1143, 118 123 (.24~ 135 1350 135 353 191
i 1.00 082 094 099. 095 082 090 091 085 0.85; 0.88i 0,00 134
30100 105 102 105 103 108 1.43 107 104 1.12; 118  1.82' 1.30
; 1.00. 097 1.01 101 093 102 099 106 141 105 1.01]  0.15 1.30

Figura 6.4: Solucién por simulacién para una inversidn con una Opcion Real Europea.

La figura 6.4 muestra a simulaciéon para valorar la opcién real. Cada ejecucién
comienza con un precio de rendimiento inicial de 1, y usando una serie especifica de
ntiteros aleatorios, una trayectoria de precios es calculada. Por ejemplo, la primera
trayectoria del precio acaba (tiempo de madurez de ln opcidén) con un precio de rendimiento
de 0.88. La siguiente columna de la derecha mnuestra los pagos finales de la opcién para
ese precio especifico. Dado que, para ese precio el proyecto se abandonaria, el valor de la

opcidn es cero.

Para llevar acabo la técnica de reduccién de varianza de la variable de prueba, el
siguiente renglén en la figura G.4 muestra la trayectoria del precio usando los mismos
nimeros aleatorios anteriores, pero con un cambio de signo. Dado que nuestros nimeros

aleatorios iniciales eran tales que el precio del rendimiento en la fecha de maduracién era
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bajo (0.88), pero cambiando los signos de los niimeros aleatorios este segundo renglén
proporciona una trayectoria con el precio del rendimiento en la fecha de maduracién alto
(1.34). Para este nuevo precio de rendimiento la opcién es ahora valiosa y proporciona
un flujo del dinero en efectivo de 3.44. Es fécil ver que un promedio de estas dos filas
proporcionan una estimacién de varianza baja de los flujos de dinero actuales que usando

simplemente una sola fila.

Solo una ves, un numero adecuado de trayectorias de precios se genera, el valor de la
opcién real puede ser calculado descontando los flujos promedio de dinero de la opcién,
libres de riesgo. Puede verse que en nuesiro caso con una serie de sélo 30 trayectorias del
precios independientes (60 renglones incluyendo sus valores de prueba) podemos obtener
un mismo valor de cierre para nuestro problema de opcidn real (1.30). En la mayoria de
los casos es necesario hacer un nimero mayor de corridas de simulaciones para obtener

estimaciones exactas.

6.1.5 Comparando procedimientos numéricos alternativos.

Hemos presentaclo aplicaciones de tres aproximaciones numeéricas alternativas al mismo
problema de opcidnes reales. Cada uno de ellos tienen sus propios méritos y son especial-

mente titiles para ciertos tipos especificos de problemas de valoracién.

Quizd el factor mds importante, una vez elegido el acercamiento numérico apropiado
es el tipo de opcidn que estamos intentando valorar. La simulacién normal es un procedi-
miento de induccién hacia adelante, y como tal presenta problemas para valorar opciones
de tipo americano. En situaciones cn las que la estrategia éptima no es de conocida de an-
temano, los procedimientos de simulacién no pueden valorar estas opciones correctamente.
Como se dijo, muchas opciones reales permiten decisiones de mercados para cambiar la
produccién o niveles de inversién en diferentes puntos del tiempo, y se modela por con-
siguiente como opciones americanas. Las diferencias finitas y drboles binomiales, por otro
lado, son procedimientos de la induccién dirigidos hacia atrds que pueden determinar

politicas del ejercicio éptimas, valorando correctamente estas opciones americanas.
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La debilidad en la simulacién, manejando opciones americanas, se vuelve importante
cuando hay trayectorias dependientes de flujos de dinero. Por ejemplo, los pagos de
impuestos actuales normalmente dependen de ganancias del pasado y presentan una di-
ficultad por todos los procedimientos de la induccién dirigidos hacia atrds. Siempre es
posible evitar este problema definiendo nuevas variables de estado que representan un
camino de informacién dependiente, pero esto puede aumentar la complejidad del modelo
de una manera sustancial. Por consiguiente, en la presencia de camino-dependiente de
los flujos del dinero en efectivo, la simulacién es un mucho mejor procedimiento que los

procedimientos de induccién dirigidos hacia atrads.

La principal caracteristica que hace a la simulacién tan atractiva es su habilidad para
cubrir la incertidumbre de una manera muy simple. La reciente tendencia en modelar la
incertidumbre de los precios usando modelos de multi-factores es més sencillo de llevar a
cabo usando simulacién que usando otros acercammientos numeéricos. Algo similar puede
decirse en el uso de procesos estocdsticos complejos para modelar la dindmica de éstos

factores dle riesgo, que también son nds simples usando simulacién.

Finalinente, el hecho que el costo de la informatica ha estado bajando dramdticamente
en los tltimos afos y que esta tendencia no muestra ninguna sefial de debilitarse en un
futuro cercano, se presenta una perspectiva favorable para el uso creciente de la simulacién.
Es mds, su inconveniente mayor. la incapacidad para manejar opciones del tipo americano
con ¢xito, ha sido tema para nievas investigacidnes en recientes anos, como se describird
en la seccién siguiente. Con costos computacionales mds bajos podemos esperar manejar
cl aumento en la complejidad en los modelos, y obtener un uso reforzado en técnicas de

simulacion.

6.2 Simulacién para Opciones Americanas.

Como ya se ha wmencionado antes, han surgido inumerables y recientes esfuerzos por

extender las técnicas de la simulacion Monte Carlo para resotver opciones de tipo Amer-
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icano. Estos incluyen a Barraquand y Martineau [Bar], Longstaff y Schwartz [Lo-Sc}, y
otros. Estos métodos intentan combinar la simplicidad de induccién hacia adelante con la
habilidad de determinar el ejercicio 6ptimo de la opcién de induccidn dirigida hacia atrds,
En esta seccidén se hard énfasis en la intuicién bdsica de este nuevo acercamiento y en la
préxima seccidn los resultados de su aplicacién al clisico modelo de Brennan y Schwartz

[Br-Se] y [Br-Scl] para evaluar inversiones del recursos naturales.

Por una parte, Longstaff y Schwartz [Lo-Sc] proponen un nuevo, y prometedor, pro-
cedimiento para resolver opciones americanas. Su aproximacién consiste en estimar una
funcion esperada de los pagos finales dependiente de cada fecha para el valor siguiente
de la opcién americana, y comparando este valor con su valor de ejercicio. Siempre que
el valor del ejercicio sea mds grande que el valor siguiente de la opcidn debe ser ejercida
de manera dptima, mientras en el caso opuesto no sucederia. Con ello, se estima una
funcién esperada de los pagos finales que ha ejecutado mil caminos de variables de estado,
y en una segunda fase ¢s posbile hacer un andlisis de la induccién dirigido hacia atrds;
cudndo es éptimo para el ejercicio. En un punto cualquiera en el tiempo (empezando
del final) cada camino genera una observacién de la optimalidad de ejercer o no para ese
camino. Usando regresiones locales cruzadas es posible estimar cudndo es 6ptimo, para el
ejercicio, la fecha dada y los valores de las variables de estado, y resuelve recursivamente

hacia atrds.

Otro acercamiento (usado en la préxima seccién), propuesto por Barraquand y Mar-
tineau [Bar] se ha aplicado para resolver algunas opciones financieras. Su principal visién
es que, en la mayorfa de los casos, es posible una discretizacién y la reduccién de la
dimensidn del problema de valoracién, y todavia conseguir aproximaciones bastante bue-
nas. Por ejemplo, de tener un un proceso multi-factorial para una variable de estado S,
¢l procedimiento requiere hacer unas mil simulaciones de Monte Carlo en S y, agrupar
los valores obtenidos en una serie fija de "cajas”. Entonces, haciendo sucesivas pruebas
de simulaciénes es posible determinar empiricamente las probabilidades de la transicién
entre las cajas sucesivas y finalmente, para resolver hacia atrds el proceso de valoracién

usando cada caja (ver 6.6) como una unidad de decisién.
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Figura 6.5; Caminos de la simulacién para la variable de estado incierta y agrupadas en las

cajas.

El éxito de esta metodologfa es la seleccién de las variables de estado uni-factoriales
que representardan todas las variables de estado en el problema. Como seiiala Broadie
y Glasserman [Br-Gl), este procedimiento no asegura convergencia cuando, por ejemplo,
hay dptima separacién de los sectores de ejercicio. En este caso, los futuros incrementos
en el nimero de cajas uni-dimensionales no pueden determinar la politica del ejercicio

6ptimo, como la figura 6.7 muestra.

Para reducir este problema, Raymar y Zwecher recomiendan agregar una segunda
dimensidn a la caja que agrupa el proceso, para que el estado de la economia pueda ser
representado por més de un vector uni-dimensional.

La mayoria de la literatura para resolver opciones americanas por simulacién se ha
concentrado en valorar opciones financieras. En la préxima seccién se ilustrara el uso del
procedimiento de Barraquand y Martineau [Bar] para el funcionamiento mds éptimo de

un yacimiento, siguiendo el modelo de Brennan y Schwartz. Por un lado, ya Cortazar y
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Figura 6.6: Determinacion de las probabilidades de transicién entre las Cajas.

Schwartz [Cor-Sch] incluyen otras aplicaciones de simulacién a las opciones reales, quién
resuelve por el cronometrado éptimo de una inversién de desarrollo en una reserva de
petrdleo usando el procedimiento Barraquand y Martineau [Bar], y actualmente Cortazar,
Acosta y Osorio comparan las diferentes alternativas de simulacién para valorar opciones

reales.

6.2.1 Inversiones del Recurso Naturaies : Resolviendo el Pro-

blema del yacimiento usando Simulacién de Monte Carlo.

El Modelo y 'Pljpyrv:ek'dl

La mayorin de las: es reales ha 1mplantado opciones americanas en su funcién
de flujo de dinero. Slempre que las inversiones puedan retrasarse, extenderse a fechas

diferentes, suspender y/o reanudar la produceién, el cronometraje éptimo de esta decisién
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Figura 6.7: Ejemplo de separacién de regiones de ejercicio Optimas.

es crucial para la maximizacién del valor de recurso.

En esta seccién se usa el procedimiento de la simulacién Barraquand y Martineau [Bar]
para resolver el modelo de Brennan y Schwartz para, a su vez, valorar un yacimiento que
involucra varias opciones americanas. En este modelo, el valor del yacimiento depende de
los Hujos de efectivo descontados de la produccién futura y, de que los precios del petréleo
sigllen un proceso estocdstico. El yacimiento tiene reservas de petrdleo finitas Q, una
escala tecuoldgica constante de retorno con un promedio de costos de produccién A(Q),
una estructura de impuestos flexible. un diverso riesgo de expropiacién e incluso opciones
americanas, la flexibilidad para detener temporalmente o reanudar la produccién (con
costos asociados) o para, abandonar el yacimiento. El propio yacimiento tiene una tasa
de produccién mdxima en la que produce dptimamente {ver Seccién 5.3 que aparece en

la pigina 104) o una tasa mdxima de cierre.

Brennan y Schwartz resuelven su modelo por induccién dirigida hacia alrds usando

aproximaciones numéricas de diferencias finitas para las ecuaciones diferenciales parciales
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que describen el valor del yacimiento. Se comienza el proceso de valoracién conociendo las
condiciones del limite, incluyendo el escenario al tiempo cero para el valor del yacimiento,

cuando el recurso es exhausto, o si el precio del rendimiento se vuelve cero.

Los elementos importantes para resolver problemas semejantes de opcidnes reales por
simulacién son: 1} la definicién de una reja o reticula de valoracién apropiada, con cada
nodo representa un estado markoviano del yacimiento susceptible a ser resuelto por in-
duccién dirigida hacia atrds, y 2) la discretizacion del proceso de precios de riesgo-neutral

para simular posibles caminos de precios.

Primero, para definir la reticula de valoracidn, el valor del yacimiento en cualquier mo-
mento puede verse como dependiente del precio del petréleo —sobre las reservas restantes—
y, en suma, si ¢l yacimicento es abierto o cerrado. Es conveniente discretizar las reser-
vas totales en las unidades de produccidn, g. Cada unidad de produccidn representa el
rendimiento total del recurso extraido que se producird después de una decisién que se
considera se ha hecho y antes de una nueva revisidén en si, o no, continuar haciendo la

produccion.

Dependen del estado actual del yacimiento la realizacién de las proximas fases factibles.
Por ejemplo, si el yacimiento estd abierto y tiene n unidades de reservas de petréleo (cada
una de las ¢ barriles de crudo) el administrador del yacimiento podrfa decidir mantenerlo
abierto (reduciendo luego - el escenario de las reservas a n — 1 unidades), para cerrar el
vacimiento {con escenarios de reservas similares pero un entorno ccondmico de precios
depauperado), o para abandonar el yacimiento de manera definitiva. Cada decision estd
asociada con los flujos de efectivo diferentes. En el primer, caso el flujo de efectivo es igual
a los réditos menos los costos de produccion. En el segundo, el cierre y el mantenimiento
cuesta, ¥ en el tercer caso es cero.

Al tomar la decisién optima en cada estado del yacimiento se calcula el valor esperado
de cada alternativa de decision, que, a su vez, depende de las probabilidades de la tran-
sicidn para los cambios en los precios del petréleo y en el valor de continuacién éptimo

para cualquicra de las tres decisiones.
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El segundo elemento a resolver por simulacién, semejante al problema de la evaluacién,
es la definicién del proceso estocdstico que modela la incertidumbre. Para obtener las
probabilidades de cambio del precio hay que especificar el proceso estocéstico de precios.
Por esta razén, Brennan y Schwartz asumen una caminata aleatoria para el riesgo —en
donde el precio del recurso tiene retornos ajustados—. Discretizamos este proceso usando
la ecuacién siguiente:

AS = (r — k)SAt + aSVALB,. (6.17)

donde S es el precio del recurso, r la tasa de interés libre de riesgo (real), k el rendimiento
de conveniencia, ¢ la volatilidad de ingresos del precio, At incrementos en el tiempo, y
B, es un proceso estocdstico browniano estindar. Dada la experiencia en la creacién de
modelos, se sabe que es posible que un proceso de reversién a la media para los precios
del recurso podria ser un mejor modelo para estos casos, sin embargo resultarf costoso en
cuanto a su desempefo. Es usual el empleo de caminatas aleatorias, por una parte porque
es mds barato y por otra para medir el rendimiento comparativamente con el método de
diferencias finitas también muy empleado por sus bajos costos en ejecucién. En lo que

sigue, se discuten las posibles extensiones de modelos que tienen en cuenta este problema.

Siguiendo a Barraquand y Martineau, para obtener un ntimero discreto de estados de
precios que de mmanera adecuada representen este proceso estocdstico, se ha realizado una
primera serie de cjercicios de simulacidén. Para cada intervalo de tiempo, AT, todos los
caminos de precios se ordenan y se agrupan en 200 cajas, cada una con el mismo niimero
de observaciones. Se calcula el promedio, mmdximo y minimo de precios en cada caja. Se
realizan sucesivas simulaciénes y se caleulan las probabilidades de la transicién entre las

cajoas y los intervalos de tiempo sucesivos.

Una vez que las probabilidades de la transicién se obtienen, la induccién dirigida
hacia atrds usa el espacio de estados discreto que incluye, tanto a los precios, como a los
estados del yacimiento. La reticula debe ser resuelta por induceién dirigida hacia atrds.
Suponicndo que el yacimiento estid abierto y tiene 2 unidades de produccién, las flechas
indican los estados factibles que podrian alcanzarse con algunas probabilidades no nulas.
Se ha resuelto la reticula empezando por el final y trabajamos hacia atrds para determinar

la politica operacional éptima para cada valor del vector estatal.
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Valor del Yacimiento y la Politica Optima.

La exactitud del método de simulacién son tan buenos como aquellos obtenidos por
diferencias finitas en Brennan y Schwartz.

Puede verificarse que el método de la simulacién proporciona excelentes aproximna-
ciones.

La politica éptima obtenida por el método de simulacién estd ilustrado en la figura
6.8.

8
T 4
6 4
5 IRRARS
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Figura 6.8: Precios Spot para ejercer las diferentes opciones reales.

Estos resultados son razonablemente cercanos a la politica éptima dada por las dife-
rencias finitas, como se puede observar en la figura 6.9, la cual compara el inicio critico

de los precios obtenidos por diferencias finitas y por simulacién.
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Pracios criticos Operacién
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Figura 6.9: Precios criticos de.uso de las opciones:reales usando simulaciones y diferencias

finitas.

Extensién del modelo;

La principal contribucidn de los procedimientos de simulacién para resolver problemas
de opciones reales es, su habilidad para manejar modelos que incrementan su compleji-
dad. Se mencionardn algunos ejemplos de modelos extendidos que pueden ser ficilmente

acoplados para usar estos procedimientos.

El primer tipo de posible extensién se trata de la modelacién de incertidumbre. Hay
una bibliografia extensa sobre las especificaciones y el nimero apropiado de factores de
riesgo que pueden ser usados en los procesos estocdsticos que definen incertidumbre. El
proceso modelado a través de caminatas aleatorias en la seccidn anterior fue sencillamente
usada en el modelo de Brennan y Schwartz, y posee una suposicién fuerte considerando
el arte de la investigacion en los precios de productos. Dado que esa simulacién es mucho
mds eficiente para resolver problemas con procesos con multi-factores, pueden extenderse

modelos de simulacién sencillos pero que permiten integrar especificaciones de procesos
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mas complejos.

Un segundo tipo de posible extension es tratar de modelar con activos derivados.
La ultima seccion ya consideré un modelo extendido (sobre el de Brennan y Schwartz)
con la inclusién de la variable temporal como variable de estado. Esto incluso, permite
modelar informacion dependiente del tiempo, como la inflacién del costo o las concesiones
de tiempo finito para su misma produccion. Podrian ser consideradas otras extensiones

del modelo de activos derivados ficilimente.

Finalmente, otras extensiones son posibles. El propio acercamiento modelado puede
ser generalizado.  Por ejemplo, las dimensiones adicionales de las variables de estado
podrian permitir una definicion mds rica de la politica éptima o una fuente de valor

considerable en inversiones de opciones reales.
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Conclusiones.

A lo largo de este trabajo se ha enfocado el esfuerzo en mostrar una metodologia de
andlisis de los proyectos de inversion que, complemnenta a la utilizada por los métodos
de valoracién consistentes en el descuento de los flujos de caja a una tasa acorde a su
riesgo. Efcctivamente, el método del valor preéeme neto -principal representante de la
metodologia del descuento de flujos de caja-, infravalora los proyectos de inversién que
incorporan consideraciones de tipo estratégico.

La metodologia de valoracién consistente en incluir las diversas opciones reales, lla-
madas asi para distinguirlas de las opciones financieras, permite incorporar la flexibilidad
empresarial a un método que prdcticamente carece de ella (salvo que sea ayudado con
técnicas como los drboles de decisidon o la simulacién). Esto es, permite tener en cuenta
al momento idéneo para realizar ¢l proyecto, la capacidad de aumentar la produccién,
la posibilidad de reducirla e incluso de abandonar el proyecto en plena realizacién como

forma de reducir las pérdidas, etcétera.

En conclusién, la valoracion de proyectos a través de las opciones reales, tiene el poten-
cial no sélo de ayudar a integrar el presupuesto de capital con la planificacion estratégica,
sino también a ofrecer un método consistente de anlisis de la totalidad de la direccién
financiera y empresarial (involucrando tanto decisiones financicras como reales).

Asi, aprovechando las ventajas de las opciones reales, se desarrolléd un modelo dentro
de este ambiente para evaluar exploracién de recursos naturales cuando se juntan la
incertidumbre en el precio y el riesgo técnico-geoldgico. Al colapsar ambas fuentes de
incertidumbre, en un modelo de un solo factor y, con ello se na obtenido el valor esperado
con el que hemos simplificado el cdlculo, mientras retenemos la flexibilidad operacional.

Et modelo cousidera que el esquema de inversion en exploracién puede ser detenido y/o
concluido en cualquier momento dependiendo de los flujos futuros esperados. Estos flujos

dependen del precio actual del recurso y las expectativas técnico-geologicas. Por lo tanto,
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las fases de exploracién son concluidas cuando el proyecto es modelado con la flexibilidad
y posibilidad de postergar tanto las inversiones en desarrollo, como las desarrolladas al

contar con la opcién de cerrar o reabrir la produccion.

También, se ha presentado una aportacién con este modelo al considerar la eventual
dependencia probabilista entre las fuentes de incertidumbre (precio del recurso e incer-
tidumbre técnico-geoldgica) en la variable colapsada, todo esto, como resultado de una
adaptacién del modelo original de Brennan y Schwartz ([Br-Scl] 1985) para evaluar las
inversiones en recursos naturales. Existen escritos para desarrollar canpos de petrdleo
sobre software (cajas negras) implementado por empresas privadas basados en las ideas
de Paddock, Siegel, y Smith ([Pa-Si-Sm] 1988), y Cortazar y Casassus ((Co-Ca] 1998).
Otros modelos para evaluacion de petréleo sobre activos contingentes petroleros han sido
incluidos pero con poca profundidad en Smith y MoCardle ([Sm-Mcl] 1998, [Sm-Mc2)
1999), Lehman ([Le} 1989), y Trigeorgis ([Tr1] 1990).

Al finalizar este trabajo, se ha mantenido una apreciacién global de la simulacién y
su adecuado uso resolviendo problemas de opciones reales. Se discuten acercamientos
numeéricos alternativos para valorar los recursos y mostrar que ambos procesos de in-
duccién, hacia adelante y hacia atrds, tienen un lugar en la valoracién de las opciones

reales,

Para resaltar los méritos relativos de los diferentes métodos numéricos, un caso-
proyecto con la opcién de invertir en el futuro dependiente de un rendimiento estocdstico
ha sido evaluado usando drboles binotniales, diferencias finitas, y simulacién. Dado que
el proyecto puede modelarse como una opcion call europea, la solucién analitica de Black
y Scholes fue usada como una referencia. Los cuatro métodoes proporcionaron resultados

similares.

Métodos tradicionales de simulacién, aunque muy eficientes para resolver opciones de
tipo europeo, han sido considerados inadecuados en la préictica para resolver opciones de
tipo americano, el principal inconveniente para su uso en valoracién de opciones reales.

Recientes investigaciones, sin embargo, han propuesto extensiones de la simulacién que
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combina procesos dirigidos hacia adelante y hacia atrds para valorar las opciones de
tipo atnericano. Presentindo también, una aplicacién de estos t'uétodos de simulacién
extendidos para resolver ¢l problema cldsico de valoracién del modelo de yacimientos
de Brennan y Schwartz. Los bencficios de esta aproximacién, con su mejor manejo de
modelos de incertidumbre compleja y caminos dependientes del flujo de dinero, también

fueron discutidos.
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Parte IV

Anexos.
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Anexo A: Glosario.

Una opcidn es un contrato que nos da derecho a comprar o vender un activo a un
precio determinado, en una determina fecha. Por la posibilidad de ejercer dicho derecho
el comprador de la opcidn, viene obligado a pagar al vendedor de la misma un precio o
prima. Queremos subrayar que el poseedor de la opcidn tiene el derecho pero no el de-
ber, de ejercitar dicha opcidn. éstas son los instrumentos mds sencillos, aunque también
mas flexibles y sofisticados para administrar riesgos. En los mercados financieros interna-
cionales, se comercian opciones sobre acciones, divisas, instrumentos de deuda y contratos
de futuros.

De la definicién de opcién, podemos especificar que existen dos tipos de contratos
segin si el objeto sea la compra o la venta de un bien o activo, que son llamados:

e Opciones de compra o Calls: esta opcién es la que da el derecho, mds no la
obligacidn, de comprar cierta cantidad de un bien a un determinado precio, para ejercerse
durante un cierto periodo.

e Opciones de venta o Puts: por el contrario de la opcién Call. La variedad de Put
le da al tenedor el derecho, mds no la obligacién, de vender un activo a un cierto precio
en una determinada fecha.

Los elementos bidsicos que configuran un contrato de opcién serian:

e Activo subyacente: es el bien o activo sobre el que se tiene derecho de compraventa.
Pudiendo ser materias primas (petréleo, oro, café, etc.) o bien instrumentos financieros
(acciones, tipos de interés, divisas, etc.)

o Precio de ejercicio: es el precio al que la parte compradora puede optar para su
compra o venta, y al que la otra parte estd obligada a vender o comprar. Segin la relacién

entre la cotizacién del Activo y su precio de ejercicio podemos hablar de opciones:

out the money (fuern de dinero). Cuando el precio de ejercicio esta por encima de la

cotizacién del Activo Subyacente, en el caso de un call, o por debajo en el caso de
un put.

at the money (en el dinero). Cuando el Precio de Ejercicio y la cotizacién del Activo
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son iguales.

in the money (déntro de dinéro). ‘Cuando la cotizacién del Activo Subyacente es

superior al de ejercicio, en el caso de un'call, o inferior a éste en el caso de un put.

e Fecha de vencimiento: es el momento en el que se puede optar por realizar la
transaccion. ) 1 o o

e Prima; es el precio de la opcién qué se paga a la parte que emite el derecho por el
riesgo asumido por las posibles variaciones del precio de mercado del activo subyacente.

e Opcién europea: es aquella en la cual el derecho sdlo se ejerce en la fecha de su
vencimiento. .

e Opcidn americana: es aquella en la que el derecho puede ejercerse en cualquier
momento hasta la fecha del vencimiento.

Se ha proporcionado la terminologfa bdsica utilizada en las transacciones con opciones,
pero posiblemente sea necesario introducir un ejemplo llevado més a la cotidianidad de
los que no estamos involucrados en el mundo financiero.

La manera mds sencilla para entender la esencia de un contrato con opciones es es-
tableciendo su similitud con una péliza de seguro. Por ejemplo, si alguien desea asegurar
su automdvil contra riesgos de accidentes durante un afio, le paga a una compaiiia asegu-
radora una prima (cuyo monto dependera de la probabilidad de que el accidente suceda).
A cambio, la aseguradora le paga cierta cantidad de dinero, si éste tiene un accidente
durante el afto. Si no lo tiene. pierde su prima y nada mds. Aunque no acostumbramos
pensar de esa manera, la pritna de seguro que se compra es una opcién. De hecho, la
compaiifa aseguradora vendié una opcién de recibir cierta cantidad de dinero, la cual sélo
puede ejercer si tiene un accidente.

Esto llevado al mundo financicro seria, por ejemplo, un inversionista con acciones de
[BM quiere proteger su precio de venta. Puede pagar una prima por una opcién de venta
(opcidn put), esto es. para adquirir ¢l derecho de vender sus acciones a un precio dado
-el precio de ¢jercicio- durante un periodo determinado. Si el precio de las acciones de
IBM baja hasta el precio de ejercicio, o incluso por debajo de éste, el inversionista estard
protegido. Puede vender sus acciones al precio inds alto, de acuerdo con el contrato de
opciones. Sin embargo, si el precio de las acciones se mantiene por arriba del precio de
ejercicio. la opcion expira sin haberse utilizado, y el inversionista solo pierde la prima.

Asi como la compaiiia de seguros gana una prima por asumir un riesgo de accidente, el

TESIS CON
FALLA DE URIGEN




141

vendedor de la opcién recibe una prima por el riesgo de una cafda en el precio de las

acciones.
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Anexo B: Evaluacion del Modelo de
Black & Scholes.

B.1.- Modelos de Volatilidad Estocastica.

A diferencia de los modelos estadisticos cldsicos con varianza homosceddstica como los
gaussianos para los que la incertidumbre es siempre estdtica, estos modelos de varianza
heterosceddstica lo que hacen es definir un modo operacional de "incerticlumbre dindmica”
en la forma de rifagas de volatilidad que barren de forma recurrente el balance de opinién
dominante en los mercados sobre las expectativas de rentabilidad futura.

El pasado de una serie puede afectar al futuro de distintas maneras. A continuacién
presentamos varios tnodelos que presentan caracteristicas diversas en funcién de como sea
afectado por el pasado.

Un primer modelo que caracterice la dindmica de la volatilidad de un activo puede ser
el siguiente:

lo?
(—EZ— = pdt + &dw
o

La tasa de inercia de la varianza sigue una distribucion normal con media g y varianza
£. Esta es la aproximacion seguida por Hull & White en 1987. Un modelo mds avanzado
v muy conocido es el denominado GARCH usado por Engle, Kane y Noh en 1993,

Las volatilidades altas tienden a estar concentradas en el tiempo (en inglés a esto
se le Hama “clustering™). Otros modelos de la misma familia tienen en cuenta, ademas,
otra caracteristica de la diniinica de los activos financieros: la naturaleza asimétrica de
la volatilidad. Volatilidad asimétrica significa que la volatilidad puede ser afectada de
forma diferente tanto por rendimientos positivos como por negativos. Los rendimientos
negativos (mmayores y mads infrecuentes) llevan a incrementos mavores en la volatilidad
futura.

La utilizacién de modelos de valoracién que tomen en cuenta estas dos caracteristicas
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("clustering” y asimetria) supone, ademés de avances académicos, la posibilidad de valorar
las opciones mds correctamente ya que ambas caracteristicas surgen precisamente de la
realidad de los mercados financieros. '

Estas dos caracteristicas son fdcilmente incorporadas en un modelo tipo ARCH con sus
posteriores refinamientos tales como GARCH, EGARCH, AGARCH y VGARCH, todos

ellos modelos econométricos de gran éxito empirico.

B.2.- Modelos ARCH, GARCH y AGARCH.

En muchas ocasiones en economia se habla de sucesos condicionados o de generacién
de expectativas a partir de los movimientos relativos que se produjeron en el pasado.
Por ejemplo, todo el mundo relaciona inmediatamente la estabilidad o la inestabilidad en
los mercados financieros con su comportamiento inmediatamente anterior, produciéndose
fuertes ondas en la evolucién de sus variables que, después de un gran sobresalto que fre-
cuentemente dura dias, tienden a retomar una senda de evolucién tranquila. A cualquiera
se le ocurre entonces que, en variables como éstas, el comportamiento en el momento
actual responde a una expectativa generada sobre el valor de cambio producide en el mo-
mento precedente; es decir, a un valor esperado condicionado por la varianza del periodo
anterior.

En la teoria clasica de series temporales (ietodologia de Box-Jenkins), el desarrollo
estadistico se realiza a partir de un proceso estocdstico estacionario; es decir, de un proceso

con:
e Medin constante.
e Varianza constante.

o Correlacidn entre dos observaciones distintas igual a la de otras dos cualquiera separadas

por la misma distancia (mismo nimero de periodos).

El estudio de la componente de varianza constante es un fendmeno menos extendido y,
no tener en cuenta una posible no constaucia de este componente, puede suponer diversos

prablemas estadisticos cuando se estiman modelos econométricos (problemas ligados con
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la eficiencia de los pardmetros estimados y su fuerte volatilidad ante el amplio intervalo
de confianza en el qite se mueven).

Determinar un patrén de comportamiento estadistico para la varianza es el cometido
de los modelos Autorregresivos condicionales heterosceddsticos: ARCIH. Engle (1982) es
el autor de una primera aproximacion a la varianza condicional del tipo que describiremos
mas adelante. Después de estos hiy una amplia familia de sofisticaciones del modelo inicial
que dardn nombre a los modelos GARCH, IGARCH, EARCH, TARCH, SWARCH, QS-
ARCIIL, APARCH, FACTOR-ARCIH, ...

En el articulo seminal de los modelos ARCH, Engle cita tres situaciones que motivan
y justifican ¢l modelado de la heteroscedasticidad condicional Autorregresiva (nombre por
&1 mismo dado).

Estas serfan las siguientes:

1.- La expericncia empirica nos lleva a contrastar periodos de amplia varianza de error
seguidos de otros de varianza mds pequena. Es decir, el valor de la dispersién del
error respecto a su media cambia en el pasado, por lo que es légico pensar que un
modelo que atienda en la prediccion a los valores de dicha varianza en el pasado

servird para realizar estimaciones mds precisas.

2.- En segundo lugar, Engle expone la validez de estos modelos para determinar los
criterios de posesion o venta de activos financieros. Los agentes econdémicos deciden
esta cuestion en funcién de la inforinacion proveniente del pasado respecto al valor
medio de su rentabilidad y la volatilidad que ésta ha tenido. Con los modelos ARCH

se tendrian en cuenta estos dos condicionantes.

3.- Elmodelo de regresion ARCIH puede ser una aproximacion a un sistema mas complejo
en el que no hubiera factores de innovacién con heteroscedasticidad condicional.
Los modelos estructurales admiten, en multitud de ocasiones, una especificacién
tipo ARCH infinito que determina con pardinetros cambiantes, lo que hace a este
tipo de modelos capaces de contrastar la hipdtesis de permanencia estructural que
supone una de las hipdtesis de partida y coundicién necesaria para la validez del

modelo econométrico tradicional.

En definitiva, la clave de estos modelos estd en considerar la informacién pasada de

la variable y su volatilidad observada como factor altamente explicativo de su compor-
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tamiento presente y, por extensién légica, de su futuro predecible. Estadfsticamente,
esta conclusién se refleja en tener en cuenta la esperanza condicional (conocida y fija la
informacién hasta el momento inmediatamente anterior) del cuadrado de una variable
(la expresién de su varianza si su media es nula). Descripcién de los modelos ARCH,
GARCH y AGARCH:

e Modelo Autorregresivo Condicional Heterosceddstico, ARCH (1). Engle
(1982)

h? = 6y + 6162,

La varianza de la serie depende de un término constante & y del rendimiento al
cuadrado de la serie en el periodo anterior multiplicado por un pardmetro §;. Es décir,
del rendimiento de la serie neto de factores predecibles (neto de tendencia). Si la serie
sigue una caminata aleatoria entonces z, coincide con el rendimiento de la serie en t.
Si los rendimientos de la serie siguen un proceso autorregresivo de primer orden (AR1)
yt = a+ by, entonces & serd el rendimiento neto de la serie en ¢ para y, = a+byi—1 + ¢,
eliminando a y b. ARCH (p)

h? = 60 + 615?—1 + e+ 6,,5;2_‘,

La varianza de la serie depende de un término constante s y de rendimientos al
cuadrado pasados de la serie multiplicados por sus respectivos pardmetros.

e Modelo Autorregresivo Condicional Heterosceddstico

Generalizado, GARCH. Bollerslev (1986)

1)12 = 150 + 615?_1 + @1}112_1

La varianza dc la serie depende de un término constante & y del rendimiento al -
cuadrado de la serie en el periodo anterior muitiplicado por un pardinetro 6; y de la
varianza de la serie en el periodo anterior multiplicada por un pardmetro 9.

e Modelo Autorregresivo Condicional Heteroscedastico Generalizado Asi-
metrico, AGARCH(1,1).

W =8+ 0115 + 6 (0-g + W2,

Este modelo introduce efectos asimétricos a través del pardmetro W.
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Si ¥ > 0, los rendimientos positivos influyen mds en la volatilidad futura de la serie
que los negativos.

Si ¥ < 0, los rendimientos negativos influyen mds en la volatilidad futura de la serie
que los positivos.

Si ¥ = 0, los rendimientos negativos y positivos influyen igualmente en la volatilidad
futura de la serie, es decir, estamos hablando de un modelo GARCH(1,1). GARCH y

AGARCH pueden incorporar mds retardos en: h2_, y en g,_;.
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Anexo C: Movimiento browniano

C.1.- El movimiento browniano.

La pregunta obligada es: ;Qué es un proceso continuo?. Para definirlo se hard siguien-
do una guia de tres principios. Primmero un valor real que es tomado se puede expresar
con funciones arbitrarias y cualquier nimero real se puede considerar como un valor.
Segundo, el valor puede cambiar de un momento a otro; y tercero, el proceso cambia
continuamente, ¢l valor no puede dar saltos instantdneos. En otras palabras, si el valor
cambia de 1 a 1.05 debe haber pasado por todos los valores que se encuentran en medio,
aunque rapidamente.

Al menos como un punto de inicio se puede insistir en que los fndices de mercado de
valores se comportan de esta manera. Atin cuando se mueven en una forma aguzada, no
es poco real (u objetivo) decir que, muestran un comportamiento de proceso continuo.

Y tan anterior como Bachelier en 1900 (ver [Ba]), quien analizé el movimiento del
mercado de valores de Paris, las observaciones han ido atin mds lejos y se compararon los
precios con un proceso continuo especial - el proceso seguido por un movimiento aleatorio
de las particulas de gas, o mejor conocido como el movimiento browniano.

Localmente la similitud puede ser impresionante. Ambos muestran el mismo perfil
y las mismas similitudes bajo los cambios de la escala, la trayectoria nunca se suaviza
conforime aumenta. Pero podriamos decir que a un nivel intuitivo, la estructura global
de los indices, observados en la figura 2.1, son diferentes. Los indices accionarios cre-
cen, sc hacen més "ruidosos” conforme pasa el tiempo, y no se vuelven negativos. El
movimiento browniano no puede ser toda la historia. Sin embargo, éste probara ser un
componente remarcablemente efectivo para construir procesos continuos y localmente ser

un movimiento mds real.
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Figura 7.1: Indices accionarios y movimiento browniano.

Construyendo el movimiento browniano.

Robert Brown, con toda seguridad, no fue el primero en descubrir el movimiento que
lleva su nombre. A consecuencia de sus viajes se fue interesando en la investigacion de
los coloides, y en la cuidadosa observacién de preparaciones microscdpicas en el estudio
de los mecanismos de reproduccién en las plantas.

El comportamiento errdtico del polen suspendido en una solucién lo asocié a las teorfas
vitalistas de la vida, haciendo defensa de que este movimiento era propio de la materia
viviente, y relacionado con los mecanismos de la reproduccién. Sin embargo, en sus
trabajos finales concluye que el movimiento errdtico observado era de naturaleza mecdnica
y no dependia del cardcter orgdnico ni inorgdnico de los objetos microseépicos observados.
Esto ocurria en el afio 1828.

Parecia claro la no existencia de un modelo matemdtico para este movimiento: la
Matematica y la Fisica del siglo XIX no estaban lo suficientemente desarrolladas para
atacar el fenomeno. Fue necesario esperar los trabajos de Einstein, en 1905, para su mode-
lacién. Y la barrera fundamental que impedia el conocimiento del movimiento browniano
era justamente el determinismo clasico de la Mecdnica de Newton. ésta aseguraba que
todo movimiento debifa tener por causa una fuerza. Einstein usando la teorfa molecular
cindtica de la materia prueba que dicho movimiento se produce sin que medie la accién
de fuerza externa alguna. Su razonamiento es de una sencillez extrema: si los granos

de polen en suspensién se mueven es porque las moléculas del liquido chocan con ellos,
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las moléculas a su vez estan en movimiento constante por efecto de fuerzas externas al
liquido (interacciones moleculares o, incluso, por cambios producidos en los niveles de
energia en la estructura subatémica). De este modo Einstein llegé a la conclusién de que

¢l movimiento browniano es un fendmeno intrinseco a la materia.

Propuesta de un modelo con trayectoria estocdstica.

Supongamos que X, denota la trayectoria de una particula que esti sometida a choques
con wmoléculas (por cjemplo. dentro de un fluido); el desplazamiento de esta particula, en
un intervalo de tiempo de longitud At se mide mediante Xy, 5, — X, lucgo este desplaza-
imiento, aparte de deberse a la velocidad de la particula en ese momento, se agregard
otro que puede ser proporcional a un desplazamiento, debido a interacciones azarosas,
denotado por AB = By, — B;. Supongamos que X; = r ¥ que la velocidad en el tiempo

t y en la posicion .z, es p(t. ), se tendra entonces que:
Npar = Ny =pn(t, )AL+ o(t.)AB (7.1)

siendo o(l..r) el factor aleatorio de proporcién que eventualmente puede depender del
tiempo ¢ v la posicion z. Digamos que el desplazamiento se explica por una parte de-
terminista. el primer término de la suma en el lado derecho de (7.1}, y por una parte
aleatoria. indicada por el segundo término del lado derecho de (7.1). De manera mds
general,

Nivae — X = p(t. XA+ o(t, N\)AB (7.2)
Observemos que si AB = By, a — By obedece las leyes de alguna probabilidad, se tendrd
que, en definitiva. Nypar — X3, y por ende Xy, serd una variable aleatoria.

Ahora bien, si .\ -fijo (- es una variable aleatoria, entonces una posible trayectoria,
conforme a la ley de probabilidad que la rige, se denotard por .Xi(w), donde w es el
resultado obtenido del espacio de probabilidad en que se sustenta la variable X,. Salvo
cuando sea absolutamente necesario, la travectaria de Xy (w) la denotaremos simplemente

por N
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El Movimiento brewniano unidimensional y su modelacién.

Supongamos que {B.},5, es una.coleccién de variables aleatorias, diremos que este

proceso es un movimiento browniano si tiene las siguientes propiedades:

i) Para0 € s < t < 00, B, — B, es una variable aleatoria normalmente distribuida con

media 0 y varianza ¢t — s.

n o f
i) Para0 <ty < ) < ... <ty <00, {B,o; By, — B,,,_,}k=] es un conjunto de variables

aleatorias independientes.

Recordemos que una variable aleatoria Y se distribuye normalmente con. media p y
varianza o (que denotaremos por NV (u;0?) ) si la ley de probabilidad es:
1 Yy _(z=u)?
e 7 dt 7.3
V2ra? /—:va ’ (7.3)

de manera que la propiedad (i) nos dice que para 0 < s < ¢

1 ¥

y la propiedad (it) nos dice que para 0 < {p < t; < ... < t, < 00, se tiene que:

P <uy)=

P(B, - B, <a)= - de (7.4)

P (B — By, < ay,Biy = By, S ag,-++, By, = By, S ap) =1 P (B, - By, S 05).

La complejidad de estas propiedades mateindticas es aparente ya que son realmente sen-
cillas de interpretar (o modelar).

Sea 0 <) < ta < ty--- < ¢, intentaremos crear una posible trayectoria para cada
valor de ¢, esto es By, By, By, o+ o By,. Supongamos que By = 0 por hipdtesis, ;jcémo
se obtiene B,?, para esto acudimos a la variable aleatoria B, — By, donde sabemos
que un posible valor para este incremento sigue una distribucién normal A(0,¢,), luego
generamos uu valor aleatorio segiin esta distribucidn y asi obtenemos un valor para By,.
Para generar el valor de By,. acudimos al incremento By, — 3, (observemos que ya sabemos
el valor de B, digamos B,; = w,) que es obtenido mediante la generacién de un nimero
aleatorio segln una distribucién A (0,12 ~ t;). sea este niimero ky, esto es By, — By, = ko,
de modo que By, = ko + By, = ko + wy. v asi continuamos con el proceso. De modo

que para generar una posible trayectoria de este movimiento browniano, se generan, en
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forma independiente (garantizado por la propiedad (i) los incrementos By = By,, B; =
By, — By, By = By, — By,,..., y se calcula ‘la'ytravyectoria mediante; -

'Bt; = Bsy""} 32 + Bl

By = Byt Boty 4 + By

n

sin olvidar que cada B; se ha obtenido de una distribucién’AV (0, ¢; — ti-1), los cdlculos que
en general son més sencillos en cuanto se establezca que:la d_iférencié. entre los tiempos
(t; — t;~)) sea constante, esto es At = ¢ — t;_l,' Vi, dem‘oddb_que B; se genera mediante
una distribucién N (0, At), Vi. e o

C.2.- El movimiento browniano como modelo de
mercado. e e

En base a lo analizado podrian surgir algunas dudas acerca del movimiento browniano
como modelo global para un comportamiento accionario, pero éste no tiene porque usarse
por si mismo. El movimiento browniano divaga, tiene media cero, mientras que las ac-
ciones de una compaiiia hormalmente crecen a alguna tasa - histéricamente esperamos que
los precios aumenten aunque sea por la inflacién-. Pero podemos incluir una desviacién
artificial. Por ejemplo el proceso S, = B, + jt, , para una constante u que refleja el
crecimiento nominal, es llamado crecimiento browniano con desviacién. Y si parece muy
ruidoso, o insuficientemente ruidoso, podemos balancear el movimiento browniano con
algin factor: por ejemplo S, = 0B, + p,, para un factor o de ruido constante.

Asi, el proceso tiene crecimiento ascendente a largo plazo, como lo deseamos. Pero en
este caso en particular tenemos de inmediato una falla. El proceso se hizo negativo, lo
que definitivamente no deseamos para el precio de las acciones. Aunque podemos ser mdis
afortunados en delinear movimientos brownianos para nuestros fines. Consideremos por

ejerplo, que tomamos la exponencial de nuestro proceso

Xy =exp(oB: + ju).
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Figura 7.2: Representacién gréfica de la informacidn obtenida del mercado de valores.

Ahora reflejemos el crecimiento exponencial a largo plazo del Mercado de valores. No es
sorprendente que este proceso sea bien conocido y que comtinmente se le llame movimiento
browniano exponencial con desviacidn, o algunas veces movimiento browniano geométrico
con desviacién. No es el tinico modelo para acciones pero es sencillo y confirma que es

una prueba fundamental efectiva.
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Figura 7.3: Indices accionarios y Movimiento browniano exponencial.
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Calculo Estocastico.

Puede ser poderoso el delinear el movimiento brbwnianq con funciones, pero da lugar
& una peligrosa complejidad. La figura 2.4 muestra una percepcién grafica de un punto

cualquiera:

25
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Figura 7.4: Amplificacién prégresiva alrededor de un punto cualquiera.

Leyendo la grifica de derecha a izquierda y linea por linea, cada pequeiio cuadro se
expande hasta formar el marco de la siguiente gréifica. Conforme el proceso continua, la
seccién de la grifica se hace mds suave y recta hasta que finalmente es una pequeria linea
recta. A pesar de su comportamiento global extraifio, las funciones diferenciables son de
hecho construidas para segmentos de lineas rectas.

Con una construccién Newtoniana (Ver Anexo A), se puede decidir construir una
familia de funciones especificando como se construye localmente a partir de nuestra piedra
fundamental, la linea recta.

Escribiendo el cambio en el valor de una funcién Newtoniana f en un intervalo de
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tiempo ¢ de una longitud infinitesimal d¢ como:
dfy = pdt

en donde g, en nuestra funcién de escala, la pendiente de la desviacién de la linea recta

amplificadaen ¢..

Diferencial Estocdstica. k

Contrario a lo anterior un movimiento browniano no produce una linea recta,
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Figura 7.5: Acercamiento progresivo del movimiento browniano.

En la figura 2.5 se muestra como cada cuadro aumentado genera una nueva grifica y

es también un movimiento browniano igual de ruidoso.
Por supuesto esta autosimilitud es ideal como piedra fundamental -podemos construir
movimientos brownianos globales de muchos segmentos de movimiento brownianos locales-
Y se puede, ademds, construir procesos aleatorios generales a partir de pequefios seg-
mentos de movimientos browunianos (con escalas adecuadas), también podemos incluir

funciones Newtonianas.
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Concluyendo lo anterior, estd claro que si deseamos estudiar cémo se desarrolla un
proceso complicado que aparece en la naturaleza, en una mdquina, en la sociedad o tal vez
en un mundo matemadtico ideal. Analizamos primero lo que ocurre " localmente”, es decir,
en una porcién pequeiia, para un cambio pequefio de tal o cual variable del fenémeno.
Al proceder asf tal vez podamos aplicar algtn principio caracteristico del proceso que nos
permita una formulacién mateimdtica del modo como se relacionan las diferentes variables
del proceso. Tal formulacién aparece a menudo en forma de ecuaciones diferenciales, es
decir, ecuaciones en las que figura una funcién y sus derivadas y se desea saber cémo o
cudl es la funcién o funciones que la satisfacen. Al hacerlo subremos cémo se comporta
el fendineno, no ya "localmente”, sino " globalmente”.

Los casos en los que de la ecuacion diferencial, que expresa el desarrollo local del
fenémeno, se puede pasar a escribir una férmula que exprese el desarrollo global son
escasos. n la mayor parte de los casos esto no es posible y hay que conformarse con tratar
de demostrar que existe solucién y de dar, mediante el estudio de la ecuacién diferencial
misma, un procedimiento de cdlculo que permita al computador en tiempo razonable
proporcionarnos una solucién numérica del problema. Para efectos précticos, esto es
suficiente. Asi, por ejemplo, es posible escribir el conjunto de ecuaciones diferenciales que
rigen el movimiento de los astros del sistema solar, calcular y predecif los eclipses y demés
fendmenos que tendrdn lugar.

Sin embargo, hay cuestiones que necesitan otros métodos matematicos y el campo de
las ecuaciones diferenciales es amplisimo. Las ecuaciones diferenciales en las que se busca
una o varias funciones de una sola variable se llaman ecuaciones diferenciales ordina-
rias. Aquellas en las que se busca una o varias funciones de varias variables, apareciendo
las derivadas parciales de ellas con respecto a sus diversas variables, son ecuaciones en
derivadas parciales. En ambos casos pueden ser ccuaciones lineales, que corresponden a
situaciones en las que la respuesta del sistema bajo estudio es proporcional al estimulo
introducido en ¢él, o bien ecuaciones no lineales, en las que no existe tal proporcionalidad.
Con frecuencia las ecuaciones lineales constituyen una aproximacién suficiente a la reali-
dad. pero en determinadas ocasiones la naturaleza - como es nuestra problemdtica de los
indices accionario- se comporta de modo decisivamente no lineal. La teoria de ecuaciones

no lineales constituye uno de los campos mas atractivos hoy dia dentro del anilisis.
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Introduccién a las Ecuaciones diferenciales Estocasticas,

En parrafos anteriores(ver pdgina 150) se ha descrito ya el movimiento de una particula
suspendida en un fuido, y que estaba influenciado por dos fuerzas. La primera, corre-
spondia a un movimiento no aleatorio (determinista) generado por la naturaleza suby-
acente del flujo del fluido o inducida por alguna fuerza externa impuesta sobre el sis-
tema. La segunda, colisiones y/o relaciones de interacciones con otras particulas originan
movimientos aleatorios que actiian en tiempos de corta duracién, y que a menudo se
describen correctamente por las fluctuaciones de un movimiento browniano. De manera
que, para un periodo de tiempo desde ¢ hasta t + At, el desplazamiento de la particula se

puede aproximar por:

Nevae — Xe % (b, X0) + o(t, X)AB (7.5)

Donde X, = X;(w) = z es la localizacién de la particula en el tiempo ¢. Aquf u(z,t)
es la velocidad instantdnea del fluido en el tiempo ¢ y en la posicién x mientras que
el cambio incremental asociado a un movimiento browniano, B, estd representado por
ABy = By — By, y h >0, que mide la varianza incremental asociada con las colisiones
del proceso .X;.

Ahora bien, la ecuacién (7.5) se puede escribir en notacién diferencial al hacer que
h | 0, obtendremos a:

dX, = p( Xy, t) + (X, t)dB, (7.6)

y esta es una ecuacién diferencial estocdstica. Si obvidramos la palabra "estocéstica”,
que se debe a la diferencial dB, estarfamos tentados a integrar en el sentido cldsico de

Riemann-Stieltjes, para obtener alguna ”solucién” para X, esto es:

t t
Xi=Xo+ /0 w(X. )z + /o o(X.,2)dB, (7.7)

sin embargo la segunda integral, que diremos integral estocdstica, no puede recibir el
tratamiento cldsico, toda vez que el proceso browniano B; no es de "variacién acotada”.
Entonces la integral estocdstica /a(‘\’,, t)dl¥, deberd tener un tratamiento especial. Exis-
ten dos versiones para el tratamiento de esta integral, digamos entonces que hay dos tipos

de integrales estocasticas: la integral de Ito. v la integral de Stratonovich.
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De momento nuestro interés serd la identificacién de algin fenémeno real que se pueda

modelar segin la ecuacién (7.6).

Procesos Estocasticos.

Los procesos estocdsticos forman parte de la metodologia con la que se trata de abordar
algunos fenémenos que ocurren fuera del equilibrio. En muchas situaciones los parimetros
caracteristicos de ciertos sistemas se ven fuertemente afectados por cambios en las condi-
ciones ambientales. De este modo las fluctuaciones externas pueden inducir un compor-
tamiento muy variable en algunas cantidades que no permite considerarlas como deter-
ministas, que mds bien se ajusta al de un proceso estocdstico.

El procedimicnto habitual para establecer modelos de estos sistemas con pardmetros
altamente variables, es el de incluir los procesos estocdsticos como perturbaciones, lla-
madas ruido, a, los pardmetros deterministas del sistema. Una de las caracteristicas
fundamentales de los modelos con ruido es que se puede llegar a alterar muy profunda-
mente el comportamiento cualitativo del sistema, apareciendo nuevos fenémenos bastante
alejados de nuestra intuicién determinista.

Asi, un procesos estocastico X tendra tanto un término Newtoniano con base en dt y
un término browniano con base en el incremento infinitesimal de B que llamamos dB, . El
término browniano de .\’ puede tener factor de ruido o, , y entonces el cambio infinitesimal
de X, es:

dX, = dt + o dB,

Como en el caso Newtoniano, la desviacién p, puede depender del tiempo ¢. E incluso
también puede ser aleatorio, depender de los valores de X ( y de hecho de B) o tomar
como variable al tiempo ¢. Y por supuesto, también lo puede hacer de o,. Dichos procesos,
como X y o, cuyos valores en un tiempo ¢ pueden depender de la historia de %, , pero no
el futuro, son procesos adaptados ul movimiento browniano.

Llamamos a o, la varianza o volatilidad del proceso X en el tiempo ¢ y a p la media
o deriva de X en t.

Matemdticamente, un proceso estocdstico es una martingala con respecto a una se-

cuencia de conjuntos de inforinacién disponible {F.},, . si el valor X, posee la siguiente

TESIS CON
FALLA Ut L.uuablN




160

propiedad matemdtica:
E (XA} = X, (7.8)

Y un proceso estocéstico Y; es un juego justo si posee la propiedad:
E[Yi|F]=0 (7.9)

La férmula (7.8) afirma que si el proceso X' es una martingala, la mejor prediccién del
valor X,y que puede ser realizada basdndose en la informacién actualmente disponible
F, consistird en mantener el valor .X,. Esto es cierto para cualquier valor posible incluido
en el conjunto de informacién F,. Igualmente, la ecuacién (7.9) establece que si ¥} es un
juego justo la prediccién correspondiente serd cero para cualquier valor posible de .7-',.' Es
obvio que .\; es una martingala si y sélo si X,y — .\ es un juego justo. Los modelos de
la martingala y ¢l juego justo son dos nombres para la misma caracterizacién matemaitica
del equilibrio en los mercados financieros. Asi, el movimiento de las tasas de rentabilidad
constituird un juego justo si una serie intimamente relacionada con el precio (la serie
del precio actual més los dividendos futuros acumulados descontadas hacia atrds en el

presente a un tipo de interés fijo) es una martingala.

La integral de Ito.

Se definen de manera similar a la integral de Riemann como en el cdlculo determinista,

en otras palabras, como el limite de una aproximacién con sumas discretas

N-1

T
In= Z J (L, Be,,) {Bt“. - B,,,] — /u J{.B)dB, = [ cuando N 1 oo.

n=0

Observe que la funcidn estd evaluada en su primera entrada en el punto ¢, que es el
punto del extremo izquierdo del subintervalo de la particién se puede elegir creada para
crear la suma parcial /y a diferencia del caso determinista, donde la eleccidn del punto
para evalnar a la funcién puede ser arbitraria con tal que se elija cualquier punto del
subintervalo (v, de ser integrable la funcién. siempre converge al mismo limite), en el caso
de la integral de 1t6 la cleccién del extremo izquierdo es necesarin. pues de otro modo
obtendremos otra defincién de integral (por ejemplo. si elige el punto medio obtendrd
la de Stratonovich). Esta peculiaridad es caracteristica de las integrales estocdsticas,

v pueden dar diferentes respuestas. Como liemos dicho anteriormente, la definicion de
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1t usa el extremo izquierdo, mientras que la definicién de Stratonovich utiliza el punto
medio (41 — n)/2de cada subintervalo. Una ventaja de la integral de Stratonovich
es que el cilculo de Newton cldsico traduce de manera directa los resultados del caso
determinista. Ademds, la definicién de Itd es mas relevante dentro de las aplicaciones de
las Finanzas por su propiedad robusta de ser no anticipativo {es decir sélo conocemos los
precios al inicio de cada periodo y no a medio camino hacia el futuro). Como bien puede
observar, la virtud de la integral de 1té [ radica en que es una variable aleatoria, que
para simplificar enormemente esta exposicién pensaremos como el limite de la suma de
variables aleatorias normales ( para ¢ fijo, el proceso B, resulta ser una nonnal), con lo que
estamos hablando (en el ambiente de esta explicacion simple) de una variable aleatoria
normalmente distribuida que puede ser caracterizada a través de su media y su varianza.

Los principales propicdades de la integral de [t6 son:

1 B[ f(t.B)dB,) =0,

2 E () £(6. BB (J 9t BIAB,)] = Ji EIf(t Bg(t, B)]dt

Una consecuencia inmediata de la propiedad de isometria, i.e.

e Feuans

Lema de Ito.

Es la regla de diferencial asociada a la nocién de integral de itd, por ello es la base de las
reglas de cilculo de los procesos estocdsticos. En otras palabras, si el proceso estocdstico

X, evoluciona segiin la dindmica infinitesimal dada por la ecuacién
d&, = pdt + 0,dB,

donde p, y o, son funciones F,—adaptados , i.e. conocidos sus valores al tiempo ¢, y si
S(t. &) es continuamente diferenciable al menos una vez el primer argumento y dos veces
el segundo, entonces f(¢..Y;) es también un proceso F,—adaptado, y
ar.. o af L, . .
df(t, ’Yl) = (-a—t(f., :11) + ﬂ,%([, rVg) + a’(f?'ﬁ([ (‘t,) dt + Ug-a;'(t, Al)dBl
Donde, un camino para derivar el lema de 1t es la expansién de Taylor de f, utilizando

el hecho que dB? — dt cunndo dt — 0, y reteniendo los términos de orden dt.
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Funciones Generadoras de Momentos.
Si X es una v.a. entonces se define la funcién generadora de momentos como

Mx(6) = E [ebx] S | : ,
E [1 +0x +xorxr g oo o g Lonxn g ]
2| 3! n!

‘ 1 o1 1 1
1+ 6ELX] + 0% [x7] + F0°E (X)) + -+ SOE[X") 4

El k—ésimo momento de la v.a. X es la k—ésima derivada de la funcién generadora de
momentos, evaluada en 8 = 0. Un resultado particularmente relevante en finanzas es que
la funcién generadora de momentos de una distribucién normal. Es decir, si X ~ NM{(u,0?),
entonces

‘\1\,(0) = 60;1-(-:}020-2.
En efecto, dada la hipdtesis de distribucién de .X entonces se tiene que

X =p+0b, tal que & ~ A(0, 1),

entonces
My(0) =E [eo.\’] =E [ev(u+mp)] = eou]E[eoarb] .
Ello establece la relacién entre la Normal unitaria y cualquier otra normal. En virtud
de ello es suficiente con calcular la funcién generadora de momentos de la normal unitaria

como sigue:

" 1 00 p2
E [e‘”] — e’e~Tdr
Ver J-x
— 1 /"" em3(z-20z402-02) 4
V2r J-x
- /:'° emHem 030
V2r J-os
1 & 29 ‘
= e%"’_i—/ e Pdu donde v =z — 4,
T Je
= e'zlgz_

Por lo tanto,
Myx(0) =E [e”“'] = ¢[E [e”""’] = gfutis?
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Ecuacién de Kolmogorov R’etr‘égradrar.i'
Esta relaéiona luusoluc‘ijéﬁ de laecuacxén “d:ifevrgncial parcial
4 Ho( 2 Pt W F +1OF =0 -
Lo A : : 'F(T,z) = ¥(z) sobred-.
con la solucién deﬂa ecunméndlferencnal estocdstica
e : : da: = u(t,z)dt + o(t,z)8B,.
Consid‘crc la tilnéiéil
H(t,z) = F(t, z)exp ( / ‘ r(s)ds) = F(t,z)R(t) € F.

Ya que R(t) depende tinicamente del tiempo, la regla de diferenciacién para el producto

se aplica

dif FdR + RdF

rFPRAL+ R ({F, +20tF, + uF,} dt + aF,‘dB,) _

. y
=R [F, + 50% e + uF2 + rF] +oRF,dB,

El primer término de la suma se anula debido a que F' es solucién gle la' EDP. Por ello de

forma integrada se obtiene que
T
H(T, X,) - H(t, X,) = [ o(s, 2)R(s)Fs(s, z)d B,
Al tomar la esperanza tenemos por lo tanto que [E[dB,] = 0, se obtiene
H(t X,) = I, [H(T, X,)]
v cllo implica que

F(t,2)esp ( [ rs)ds) = I [F(T,:L')exp < /O'rr(s)ds)}

v en consecuencia también que

F(t,z) = B [\D(m)exp (/!T r(s)ds)] .
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En otras palabras, siendo z la solucién de la EDE entonces
dz = p(t, z)dt + o (¢, 2)B,.

entonces la solucién-de la EVDP

R4 Lot x) e+ p(t, 2)F +r()F =0 en-,
F(T,z) = ¥(z) sobred-,

estd dada por k
T

P, z) = & [‘Il(z)exp (/ r(s)ds)] .
f

La extensién al tratamiento de tasas libres de riesgo r aleatorias es inmediata.
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