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Resumen 

Se estudió numéricamente el efecto de una variación annónica del flujo de 
alimentación sobre un sistema de goteo. Se usaron dos diferentes 
aproximaciones: un modelo basado en un enfoque lagrangiano de las ecuaciones 
hidrodinámicas y un modelo dinámico de baja dimensión que reproducía Ja 
esencia del primero con la ventaja de requerir mucho menor poder de cómputo 
para su análisis. En ambos casos se encontró que el sistema dinámico en tiempo 
continuo se tomaba intermitente cuando la frecuencia de Ja oscilación del flujo 
era cercana a la frecuencia natural del sistema. En el caso del modelo dinámico 
de baja dimensión no sólo fue posible estabiJiz.ar órbitas periódicas inestables 
incrustadas en el atractor caótico del sistema con flujo constante cuando la 
perturbación y e1 sistema se encontraban en resonancia. sino también órbitas 
cuasiperiódicas con dos frecuencias fundamentales fuera de ese atractor cuando 
la amplitud y la frecuencia de la perturbación eran las apropiadas. 

Abstract 

The effect ofa hannonic variation ofthc fecding tlo\V on a dripping system has 
been numerically studied. T\vo approaches '\Vere uscd: a model bascd on a 
Lagrangian point of vie'\v of the hydrodynamical cquations and a dynamical 
model which reproduces de essencc of thc first "tith thc advantage that it 
rcquircs less computational powcr. In both cases it was found that the 
continuous-timc dynamical systern bccomes intennittent \vhcn the flow 
oscillation frcquency was near the natural frequcncy of the system. In the case 
of the dynamical modcl it was possible not only to stabilize unstable periodic 
orbits embedded on the chaotic attractor of the system when the perturbation 
and the systcm \VCrc at resonance .. but also to stabilize two-frequency 
quasiperiodic orbits away from the attractor when suitable perturbation 
amplitudes and frequencics wcre used. 
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1. Introducción 

Aunque el estudio de In dinámica no lineal y el caos inició desde los últimos ai'ios del siglo 
XIX con los estudios de mecánica celeste del matemático francés Henri Poincaré. ha sido 
sólo durante las últimas décadas que se ha extendido el interés dentro de la comunidad 
cientftica por el estudio de la dinámica no lineal y se han reconocido sus repercusiones en 
los campos de tradicional interés para la ciencia.en gran parte debido al desarrollo de las 
computadoras. Así. fenómenos que hasta hace poco. bajo el paradigma del detenninismo 
absoluto. eran desdeñados y hasta rechazados por los científicos. han encontrado cabida y 
han podido ser descritos con las ideas y técnicas matemáticas desarrolladas a partir de los 
trabajos de Poincaré .. Amold. Fiegumbaum y muchos otros (ver. por ejemplo. Lichtenberg 
& Lieberman, 1983; Guckenheimer & Holmes. 1986; Ott. 1990; Drazin. 1992). De esta 
fonna, la teoría de sisten1as no lineales ha demostrado tener una muy amplia variedad de 
aplicaciones no sólo en fisica y matemáticas sino también en ciencias sociales. ciencias 
biológicas. ciencias de la Tierra e ingeniería. Los fenómenos que pueden ser descritos por 
esta disciplina incluyen materias tan diversas como la variación de los precios. eJ 
crecimiento de la población. la propagación de genes. la fisiología de las células nerviosas. 
la regulación de los latidos cardíacos. algunas reacciones químicas. las transiciones de fase. 
el comportamiento de algunos circuitos electrónicos. &c. 

Las ecuaciones de Ja dinámica de fluidos son ecuaciones no lineales que han motivado {:.'Tan 
panc de la investigación sobre caos en sistemas disipativos. Probablemente dos de los 
campos mas intensamente estudiados sean la transición a la turbulencia y la convección de 
Raylcigh-Bénard. aunque pueden encontrarse muchos otros. Algunos de los fenómenos no 
lineales que son de importancia en el contexto del presente trabajo son los flujos 
influenciados por tensión superficial y su tendencia a romperse en gotas (Eggers, 1997). 
Estos son procesos con una poderosa acción sobre nuestra vida diaria debido a sus 
múltiples aplicaciones tecnológicas. Las burbujas. por ejemplo, están presentes en varios 
dispositivos usados en tratamientos de aguas, metalurgia y plantas químicas. asf como en 
aplicaciones médicas tales como oxigenadorcs de sangre~ también son utilizadas como 
tra7..adores de fluidos biológicos en equipos de ultrasonido y como vectores para transferir 
fiírmacos a lugares determinados del organismo (Lohsc. 2003). Por su parte. Ja fonnación 
de gotas es importante en las industrias química y rannacéutica. donde se requieren dosis 
precisas. La industria de las computadoras trunbién aplica la fonnación de gotas en 
disJX,lsitivos perifCricos tales como las impresoras de inyección de tinta y los modernos 
grafícadorcs donde Ja ebullición. fenómeno aún más complicado que no sólo involucra la 
influencia de la tensión superficial sino también la lransición de fase liquido-vapor. también 
encuentra aplicación. Este último proceso es utilizado ampliamente en equipos para la 
industria energética tales cotno los generadores de vapor debido a su alta eficiencia para 
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transferir calor. A pesar de todo esto, la descripción de estos fenómenos se ha mantenido en 
un nivel apenas superior al cmpirico y una teoría general aún no ha sido desarrollada. 

Este trabajo tiene como principal objeto de estudio Ja dinámica del goteo a tiempos mucho 
mayores comparados con el tiempo de formación de una gota cuando el flujo de 
alimentación es variable en el tiempo .. y fonna parte de un proyecto de mayor alcance cuyo 
objetivo es Ja comprensión de los procesos involucrados en la fonnación de burbujas en un 
capilar como resultado de la ebullición del liquido que Jo llena. Se ha observado que el 
flujo de vapor es dependiente del tiempo como consecuencia de la entrada de liquido al 
capilar cada vez que ocurre el desprendimiento de una burbuja lo cual da lugar a la 
fonnación de paquetes de líquido debido a inestabilidades de la película fonnada sobre la 
superficie interna del capilar (Ramos et al., 1997; Garcfa et ul., 2001; Acharya et al., 2003). 
Uno de los objetivos a largo plazo del proyecto sobre Ja dinámica de burbujas es modificar 
el modelo utilizado en esta investigación tomando en cuenta las diferencias y similitudes 
entre Jos procesos de formación de gotas y burbujas. 

En las secciones restantes de este capítulo se presenta una revisión sobre el estado del ane 
referente a la dinámica del grifo gotcantc. a la diná.mica de la ebullición en tubos capilares 
y a la perturbación periódica de sistemas dinámicos. En el capítulo 2 se describe el modelo 
matemático usado para describir un grifo goteantc en esta investigación y se delinca el 
método numérico para solucionar las ecuaciones resultantes. Posteriormente se hace el 
análisis de las ecuaciones de una gota en equilibrio para usar las soluciones como base en 
ulteriores explicaciones. Al final del capitulo 2. se muestran algunos ejemplos del 
comportamiento de un sistema de goteo cuando éste es alimentado por un flujo constante, 
validando al mismo tiempo el código computacional desarrollado durante el curso de la 
presente investigación. 

El capítulo 3 es la parte medular del presente trabajo. Después de una explicación acerca de 
los métodos de análisis. aparecen los resultados obtenidos al estudiar cinco casos en los 
cuales el flujo es variado débilmente y de forma annónica. En únicamente uno de ellos 
-aquél que se obtiene cuando la perturbación y el sistema oscilan con frecuencias muy 
similares- ocurre una modificación apreciable de la dinámica llevando al sistema de un 
comportamiento aparentemente caótico a otro mucho más regular. Esto es un resultado que 
confirma el trabajo previo sobre sistemas dinámicos perturbados realizado por otros grupos 
de investigación. 

En el capítulo 4 se presenta un modelo que a pesar de ser más simple que el modelo 
lagrangiano .. descrito en el capítulo 2. captura Ja esencia de la dinámica del fenómeno. La 
extrema sencillez de este modelo pennitió llevar n cabo una exploración más extensa de las 
posibilidades en el componamicnto del sistema y extraer conclusiones más amplias. Con 
este modelo se descubrieron regímenes sin contraparte en el modelo lab'Tangiano, al menos 
para los valores de los parámetros utilizados. Estas conclusiones y las posibles líneas de 
investigación derivadas de este trabajo,, incluyendo aquéllas con miras a cumplir con el 
objetivo del proyecto sobre dinámica de burbujas. se establecen en el capítulo S. 

Por último .. en el Apéndice A se explican los detalles del método numérico utilizado para la 
solución de las ecuaciones del modelo lagrangiano. mientras que los códigos fuente 
completos de los programas computacionales en lenguaje Fonran 90 se puede consultar en 
el Apéndice B. 
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1.1 El grifo goteante 

Un grifo goteantc es un sistema compuesto por un tubo vcnical continuamente alimentado 
de agua o algún otro líquido con un Oujo tan pequei'io que el fluido es forzado a fonnar 
gotas bajo la acción de fucrJ"_as de tensión superficial. Shaw (1984) estudió este sistema y 
encontró que se comporta como un sistema periódico o como un sistema caótico 
dependiendo del valor del flujo de alimentación que funge como parámetro de control 
(Shaw, 1984; Martien et u/., 198!5). 

Después de Shaw. numerosos investigadores han trabajado sobre este sistema tanto de 
fonna experimental como teórica y numérica, y han encontrado una gran variedad de 
fenómenos asociados a la dinámica no lineal del sistema. En la parte experimental. 
Sanorelli et al. (1994) encontraron la existencia de crisis de frontera y dos tipos de 
intennitencia: la primera relacionada con bifurcaciones tangentes. y la segunda. con saltos 
en el comportamiento entre atractorcs periódicos pares; Pinto et al. ( t 995) observaron una 
bifurcación de Hopf secundaria para flujos cercanos al flujo continuo o chorro, mientras 
que Katsuyama & Nagata ( t 999) realizaron una exploración de un intervalo amplio de 
flujos volumétricos y lograron construir un diagrama de bifurcación del fenómeno variando 
micrométricamente el flujo por medio del calentamiento controlado del agua en la salida 
del tubo. 

Desde el punto de vista de la teoría y las simulaciones numéricas~ se han adoptado 
diferentes modelos tratando de reproducir la dinámica del fenómeno. El 1nismo Sha\\" 
( 1984) fue el primero en proJX>ner el modelo más usado hasta el momento: el modelo de 
oscilador con masa variable. el cual ha sido posteriormente modificado por Sánchez-Oniz 
et u/. (199!5) y por D'Innoccnzo & Renna (1997). llarraza-Lomel et u/. (1999). haciendo 
uso del modelo del oscilador de masa variable. propusieron una forma de controlar un grifo 
goteantc por medio de pcquefias variaciones de Ja viscosidad del fluido dependientes del 
comportamiento del sistema (control de lazo cerrado) basándose en el método OGY de 
control de caos propuesto por Ott et ul. ( 1990). 

Con enfoques diferentes. Gon.;alvcs et al. (1998) construyeron una máquina e topológica 
para analizar algunos conjuntos experimentales de datos recabados durante experimentos de 
goteo y estimar su complejidad en la fonna de una tasa de entropía de Markov, mientras 
que Tufailc et al. ( 1999) produjeron diagramas de bifurcación penniticndo que el tanque de 
almacenamiento se vaciara cuasicstáticamcnte confonne caían las gotas e intentaron emular 
algunos de las características observadas a través de parejas de mapeos logísticos con 
interacción y sin interacción. 

Siguiendo una línea con más Cundamentos fisicos y paniendo de las ecuaciones de Ja 
dinámica de fluidos, Fuchikami et al. ( 1999) propusieron un modelo numérico lagrangiano 
para simular la formación de una gota y Jo aplicaron al caso del griCo goteante 
reproduciendo detalladamenlc sus características dinámicas. Kiyono & Fuchikami (1999) 
u:;aron el modelo numérico lagrangiano de Fuchikami y colaboradores para proponer una 
versión mejorada del modelo de oscilador de masa variable introducido por Shaw (1984). 
Coullct et al. (2000) y Riera (2000) hicieron un análisis de estabilidad de las ecuaciones 
hidrodinámicas alrededor del volumen crítico de una gota, más allá del cual no existen 
golas estáticas. ) encontraron que el desprendimiento de la gota se debe básicamente a una 
bifurcación sil:.:i-nua.o. Además, propusieron un modelo dináJnico de baja dimensión con la 
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forma de un mapco de primer retomo con el cual lograron construir un diagrama de 
bifurcación similar a aquéllos obtenidos tanto experimentalmente (Katsuyama & Nagata. 
1999) como mediante métodos numéricos (Fuchikami et al .• 1999). Ambravaneswaran et 
al. (2000), usaron un modelo unidimensional basado en una aproximación de chorro 
delgado de las ecuaciones de Navicr-Stokcs axisimétricas (Eggers & DuPont. 1994) y 
analizaron el diagrama de bifurcación y algunos efectos tales como la histéresis. 
Finalmente. Kiyono et al. (2002) propusieron un potencial mediante el cual puede ser 
descrita la dinámica del grifo gotcantc. 

Con todo este trabajo como sustento. el grifo goteantc se ha convertido en un paradigma de 
comportamiento no lineal en sistemas fisicos debido en gran parte a la facilidad que 
representa construir un dispositivo experimental para su estudio. 

1.2 La ebullición en capilares 

La transición de fase de liquido a vapor en contenedores tiene lugar en fisuras o cavidades 
en las paredes del contenedor que actúan como sitios de nucleación (Collier. 1972). 
Tratando de profundiz.ar en la dinámica de este proceso. se han realizado varios estudios 
experimentales sobre la ebullición dentro de capilares (Ramos el al .• 1997; Garcia et al.~ 
2001; Acharya et uf .• 2003). Asimismo. algunos modelos teóricos para predecir las 
propiedades estadísticas de los datos que los experimentos han arrojado han sido propuestos 
aunque ninguno de ellos ha demostrado ser capaz de explicar completamente las 
observaciones (Cordonet el al.~ 2001). Otros gru¡x>s han realizado diferentes experimentos 
usando láseres para calentar puntualmente sitios de nucleación artificiales sobre placas 
metálicas (Shoji & Takagi, 2001; Zhang & Shoji. 2003). 

Ramos et al. ( 1997) usaron un capilar de 1.6 mm de diámetro interno y una longitud 
efectiva de 8 mm con un alambre de Nicromcl de 250 µm colocado en el fondo del capilar 
para que actuara como Ja fuente de calor adicional requerido para la ebullición del líquido. 
El capilar fue colocado dentro de un vaso de 3 litros lleno con agua destilada a 96 ºC. En 
este experimento se encontraron tres comportamientos cualitativamente diferentes. Para 
potencias e¡ < 0.66 mW~ la tensión superficial y las fuerzas de flotación se encuentran 
balanceadas y el sistema despliega un comportamiento estático con burbujas que 
permanecen por varios segundos en el extremo abieno del capilar antes de desprenderse o 
colapsarse. Aproxin1adrunente en q =. 0.66 mW ocurre una bifurcación de tal forma qu·.: 
para potencias en el intervalo 0.66 < q < 10.6 mW el sistema forma paquetes de cuatro a 
siete burbujas con el mismo periodo separados por la última burbuja de cada uno de ellos 
seguida de una sola burbuja de periodo más cono. Para potencias q > 10.6 mW el sistema 
muestra un comportamiento aproximadamenle periódico. 

Acharya et al. (2003) usaron un contenedor de 3.5 litros lleno con agua destilada a 98 ºC. y 
dos diámetros en sus capilares: 1 .23 mm y 1.40 mm .. y cuatro longitudes diferentes: 40 mm. 
50 n1m. 60 mm y 80 mm. El calor requerido para la ebullición f"ue proporcionado por un 
alambre de Constantan de 254 µm de diámetto colocado sobre el eje del capilar. Lo que se 
encontró en este caso fue que para potencias bajas ( q =. 14 W/m) el desprendimiento de las 
burbujas era periódico mientras que para potencias cada vez más altas el proceso se volvía 
de periodo dos. periodo tres. &c. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 



Introducción - 17 

Las principales diferencias entre estos dos experimentos fueron que en el primer caso -
cuando Ja resistencia fue colocada en el fondo del capilar- había una sola interfase Jíquido
vapor, mientras que en el segundo caso -cuando la resistencia fue colocada a lo largo del 
eje del capilar- existían dos interfases relevantes: una en el fondo del capilar y otra en la 
parte alta de la burbuja. Sin embargo, ambos experimentos revelan interesantes 
comportamientos debido al ingreso de películas delgadas de liquido en el capilar cuando las 
burbujas se desprenden. La consecuencia de esto es Ja fonnación de paquetes de líquido 
dentro del capilar que interrumpen el suministro de vapor y provocan Ja interrupción del 
tren de burbujas en el caso del experimento de Ramos el al. ( 1997) y García el al. (2001 ), y 
Ja bifurcación de tres ramas en el experimento de Acharya et al. (2003). 

Existen imponantes similitudes entre el goteo y Ja producción de burbujas desde un capilar. 
Tanto un sistema de goteo como uno de ebullición capilar consisten en columnas de fluido 
que sufren discontinuidades y rupturas debidas a Ja acción conjunta de fuerzas de tensión 
superficial y fuerzas volumétricas. Éstas últimas están representadas por la gravedad, en el 
caso de las gotas~ y por fuerzas de flotación, en el caso de tas burbujas. Otro aspecto que 
muestra el parentczco entre ambos procesos es el hecho de que, desde el punto de vista de 
la dinámica no lineal. los dos tienen la posibilidad de comportarse de forma periódica o 
caótica dependiendo del valor del flujo de alimentación. 

Por otro lado. también existen diferencias entre ambos sistemas de las cuales quiz.á la más 
evidente es la razón de densidades p/p,,. donde p es la densidad del fluido interno y p,,. es 

la densidad del medio circundante. En el caso de una gota con _J~_ > 1 • Ja simetría arriba-
P-

abajo cerca del desprendimiento se destruye notablemente, mientras que para una burbuja 

con _e__ < 1 • el desprendimiento se muestra mucho más simétrico (Peregrine et al ... J 990). 
P-

La razón de viscosidades 11/'fln,. donde TJ es la viscosidad de la gota o de la burbuja y T)m es 
la viscosidad del medio, es otro parámetro que sirve para diferenciar entre Jos dos casos: 

---~ > 1 para una gota; ~lJ · < 1 para una burbuja. la importancia de este parámetro en la 
~- ~-

dinámica del proceso radica en que el valor de la viscosidad detennina la capacidad del 
nuido para disipar energía y amortiguar la acción de fuerzas dcfonnantes de tensión 
superficial. 

Otra diferencia .. no obvia .. pero esencial, es la continuidad del flujo de alimentación: en un 
grifo gotcante es relativamente sencillo mantener un flujo constante; en cambio. en un 
sistema de burbujeo capilar esto resulta más complicado por la inevitable entrada de 
material al tubo de salida en fonna de peliculas delgadas de liquido. 

Con base en las analogías expuestas y considerando las diferencias discutidas se concluyó 
que el estudio de un grifo goteante con suministro dependiente del tiempo podría aportar 
información relevante para entender el burbujeo. Con esta idea en mente, en este trabajo se 
simuló numéricamente un grifo goteantc alimentado por un flujo dependiente del tiempo de 
fonna annónica con un periodo cercano al tiempo promedio de fonnación de una gota para 
un flujo constante elegido con base en criterios de conveniencia para el cálculo numérico. 
La amplitud de la oscilación del suministro de material se escogió de tal fonna que el 
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sistema se encontrara en todo momento en una región caótica considerando eJ diagrama de 
bif"urcación con flujo constante. Una continuación natural de la investigación presente será 
generalizar los modelos y los códigos usados para el análisis de este sistema a los casos del 
burbujeo y de la ebullición capilar. 

1.3 Sistemas dinámicos con perturbaciones periódicas débiles 

A partir de la década pasada se inició la investigación de la respuesta de sistemas dinámicos 
al perturbar débilmente y de manera periódica alguno de sus parámetros o al someterlos a la 
acción de fuerzas adicionales periódicas débiles. Estas operaciones se han revelado como 
fonnas alternativas de control de caos de lazo abierto en contraposición al control de lazo 
cerrado o con retroalimentación propuesto por primera vez por Ott el al. (1990). Sin 
embargo, aún no se ha comprendido completamente el mecanismo por el cual una órbita 
periódica es estabilizada a través de una perturbación débil en el sistema. Hasta el momento 
la principal desventaja del método de control de caos de lazo abierto por resonancia débil es 
la dificultad de estabiJi7..ar una órbita especifica. No obstante, al menos para el sistema de 
ROssler se ha demostrado que el control por perturbaciones periódicas puede ser orientada a 
un cierto objetivo de tal manera que se estabilice una órbita dada (Tereshko & 
Shchekinova. 1998). 

La respuesta del mapeo logístico Xn+J = axn( 1 - Xn) al perturbar el parámetro a fue una de las 
primeras en ser analizadas: Se varió el parámetro de control sobre dos valores discretos 
únicos a = {A~B} en secuencias tanto periódicas como estocásticas. Esto condujo a caos 
temprano, es decir, caos para valores muy bajos del parámetro a (ROssler et al., 1989). 
Cuando la modulación se volvió continua y periódica se encontraron efectos de resonancia 
dentro de un intervalo de frecuencias alrededor de la Crccuencia natural del sistema. Estos 
efectos se caracterizaban por la modificación de la dinámica del sistema aún con valores 
relativamente bajos de la amplitud de la perturbación (ROssler el al .• 1991 ). 

Mirus & Sprott ( 1999) exploraron el efecto de perturbaciones periódicas no necesariamente 
débiles sobre una amplia variedad de sistemas de diferentes dimensiones tales como la 
ecuación logística (una dimensión}, el sistema de Lorcnz (tres dimensiones}, las ecuaciones 
de Rossler (tres dimensiones). un modelo de celdas de Lorenz acopladas (96 dimensiones), 
las ecuaciones de Yoshida (nueve dimensiones) y una red neuronal (64 dimensiones). En 
todos Jos casos la frecuencia óptima para controlar el sistema con la mínima amplitud 
resultó ser la frecuencia de la órbita periódica inestable estabilizada. También pudo 
establecerse que una frecuencia dada era capaz de estabilizar a más de una órbita periódica 
y que para amplitudes superiores el sistema se trababa con la perturbación y se 
estabilizaban órbitas periódicas de caractcristicas diferentes a las incrustadas en el atractor 
caótico original. 

Existen pocos trabajos conducentes a la explicación del fenómeno. En el caso particular de 
un oscilador forzado de Raylcigh con un diodo se ha mostrado que aparentemente la 
atenuación del caos tiene lugar a través de una bifurcación silla-nodo cuando el sistema al 
ser pcnurbado atraviesa ventanas periódicas (Tamura et al .• 1999). Por otra parte. al 
perturbar el término cúbico J3 en la ecuación de Duffing-Holmes 
."i+ yX-a.x+ J3x·l = Acos(cot). que describe a una barra ma!,'Tietoelástica biestable oscilando 
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entre dos imanes. se ha usado con éxito el método de Mclnikov (ver, por ejemplo, 
Lichtenberg & Liebcrman. 1983 o Guckenheimer & Holmes. 1986) para predecir de forma 
analftica la existencia de un valor crítico para la amplitud de la perturbación a partir del 
cual el sistema se estabiliza (Lima & Pettini. 1990). Esto parece ser verdad para el sistema 
estudiado en el presente trabajo aunque también se encontró una cota superior de la 
amplitud más allá de la cual, el sistema pierde estabilidad nuevamente. Chacón (2001) 
también usó el metodo de Mclnikov para hacer un análisis más general aplicable a sistemas 
dinámicos originalmente no autónomos con dos perturbaciones annónicas y. estableció 
condiciones para la supresión y la amplificación del caos. 

La ecuación de Duffing-Holmes se ha utilizado también para investigar el papel que juega 
la diferencia de fases entre el forzante del sistema y una débil pcnurbación. Esto condujo a 
demostrar que eligiendo apropiadamente la diferencia de fase era posible reducir el umbral 
de Ja amplitud de la perturbación para lograr un control efectivo del caos (Qu et al .• 1995). 
Estas investigaciones sobre el efecto de Ja diferencia de fase también llevaron a la 
descripción, en ténninos de una diferencia de fase dependiente del tiempo, de un nuevo tipo 
de intennitencia caracterizada por Ja alternancia de movimiento regular y movimcinto 
caótico y causada por una pequciia desviación de la frecuencia de resonancia. Este nuevo 
tipo de intennitencia. que Qu y sus colaboradores han llamado ... efecto breathing'\ ha sido 
observada experimentalmente al trabajar con una barra magnetoclástica biestable (Fronzoni 
et al .• 1991 ). 

Como una referencia más cercana al problema del goteo como sistema con efectos no 
lineales. Kiyono & Fuchikami (2000) desestabilizaron una órbita periódica (cuando los 
parámetros eran constantes). y estabilizaron una órbita inestable de periodo uno incrustada 
dentro del atractor caótico del sistema con parámetros constantes. haciendo oscilar el flujo 
en el modelo lagrangiano para simular un grifo goteante descrito en la sección anterior. En 
este trabajo también se usa el modelo lagrangiano y el método de solución planteado por 
Fuchikami et al. ( 1999) para explorar de manera más extensa el componamiento del grifo 
gotcantc. A diferencia del trabajo de Kiyono & Fuchikami. no se ha logrado la 
estabilización de una órbita de periodo uno. sino de una órbita de periodo dos. Esto es 
debido únicamente a diferencias en tos valores de los parámetros tanto del sistema fisico 
como del método numérico utilizado. 

El poder de cómputo y el tiempo requeridos para llevar a cabo una simulación usando el 
modelo lagrangiano hacen necesario el uso de modelos más sencillos para un estudio más 
completo del rcnómeno~ Kiyono & Fuchikami emplearon con este propósito una variante 
del modelo de oscilador de masa variable para el grifo goteante y le agregaron una fuerza 
periódica externa que tomó el lugar de la variación armónica en el flujo. Mediante un 
análisis detallado de la sección de Poincaré mostraron que la estabiliz.ación de la una órbita 
se debía a una bifurcación homoclínica (Wiggins. 1990) en el espacio de fases que tenia 
lugar al incrementar Ja amplitud de la fuerza periódica externa. En el caso del presente 
trabajo no se usó ningún modelo de masa-resorte. sino que se centró la atención sobre un 
nuevo modelo basado en un sistema dinámico que recrea las características observadas en 
el atractor reconstruido del fenómeno. El uso de este modelo más sencillo permitió un 
análisis muy completo del componamiento del sistema en diferentes intervalos tanto de la 
frecuencia de= la penurbación como de su amplitud dando lugar al hallazgo de 
sorprendentes comportamientos. 
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2. El modelo lagrangiano 

2.1 Descripción del modelo 

En esta investigación el goteo fue simulado numéricamente a través del modelo lagrangiano 
propuesto por Fuchikami et u/. ( 1999)9 que considera que la gota se compone de un 
conjunto de discos horizontales de volumen constante pero fonna variable cuyo 
movimiento es descrito por una -función lagrangiana y las ecuaciones de movimiento que de 
ella se derivan. Este modelo ha sido utilizado por Kiyono & Fuchikami ( 1999) para mejorar 
el modelo del oscilador de masa variable presentado originalmente por Shaw (1984). 
Asimismo .. Riera (2000) y Coullct et al. (2000) utilizaron las ecuaciones discretas 
linealizadas del modelo lagrangiano para estudiar el comportamiento de los eigcnvalores de 
una gota cerca del volumen crítico más allá del cual se pierde la estabilidad de una gota 
estática. De esta fonna encontraron que Ja pérdida de estabilidad tiene lugar a través de una 
bifurcación silla-nodo. 

El modelo de Fuchikami se basa en las siguientes suposiciones: 

i) el fluido es incompresible. 

ii) la geometría de la gota es axisimétrica. 

iii) la componente horizontal de la velocidad es despreciable en comparación con la 
componente venicaJ. 

iv) la componente venical de la velocidad depende únicamente de la posición vertical. 

Una quinta suposición implícita en el modelo es que el fluido externo es inviscido y de 
densidad despreciable. de manera que la única influencia que ejerce es a través de la tensión 
superficial. Esto. obviamente. es una de las primeras modificaciones que requerirá el 
modelo en el momento de ser aplicado al caso de la dinámica de burbujas pues en este caso 
tanto la densidad como la viscosidad del fluido exterior es mayor que la del propio sistema. 

Estas suposiciones son asintóticamentc válidas para gotas delgadas de viscosidad alta 
(Coullet el al .• 2000). aunque las simulaciones realizadas con el modelo concuerdan bien 
aun con resultados experimentales que incluyen casos con viscosidad baja (Pcre!,'Tine el al .• 
1990; Kntsuyama & Nagata. 1999). 

Las suposiciones (111) y (1v) implican que no existe intercambio de fluido a través de ningún 
plano horizontal que se encuentre fijo a Ja gota. En caso de que hubiera flujo a través de 
planos horizontales se generaría recirculación y por lo tanto .. componentes radiales de 
velocidad distintas de cero y componentes verticales de velocidad de ndientes de la 
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posición horizontal. De esta manera, la posición vertical = del plano puede cambiar 
permaneciendo constante el volumen debajo de él. mientras que el volumen en la pane 
superior se incrementa de acuerdo a la tasa establecida por el flujo de suministro Q. Esta 
característica pennite considerar al volumen de fluido e; debajo de Ja coordenada vertical z 
como variable la&rrangiana durante el tiempo de vida de la gota; esto es. durante el tiempo 
comprendido entre el inicio de la formación y su desprendimiento. Considerando el eje z 
dirigido hacia abajo. el volumen e; está dado por 

... (1) 

En esta expresión r(::, 1) es el radio de la gota en la posición :: al tiempo t. y =b es la longitud 
total de In gota (ver figura 1 ). 

za O 

l;(Z, t) 

'· ~ z=z11CfJ 

Figura t. Definición de variables en el modelo Jagrangiano. 

El lagrangiano del sistema estará dado por L = T-u. -Ur .. donde Tes la energía cinética .. 

U,_ es Ja energía potencial gravitatoria, y Ur es la energía potencial debida a la tensión 
superficial. Tanto la energía del fluido externo como la disipación viscosa que en su seno 
podría ocurrir son nulas ya que .. como se mencionó antes .. éste se considera de densidad y 
viscosidad despreciables. 

La energía cinética está dada por 

... (2) 

donde p es la densidad del fluido. 1;0 (1) "'1;(0,t), y v = ér.:(l;,tl. Por su pane, las energías 

º' potenciales, gravitatoria y de superficie. respectivamente. pueden ser expresados como 
(Fuchikami et uf .• 1999) 

u. =-pgfo'°"'=<t;.1)~ ... (3) 

u =r'""' f4=·+<=">'dl; 
r Jo V <='r' ... (4) 
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donde g es Ja aceleración de la gravedad y r es el coeficiente de tensión superficial. Las 

variables primadas quedan definidas como ='"' o;(l;,.t) y =·"' 0 '=(1;,.t) 
ai; a¡;' 

Las fuerzas disipativas dependientes de la velocidad pueden describirse mediante una 
función de disipación de Rayleigh. R (Fuchikami et al .• 1999) 

R = ~- ~T1f"°"'(~(;,t))'c11; 
2 2 o ª= ... (S) 

Aquí. TJ es Ja viscosidad y T es la tasa de disipación de Ja energia cinética del fluido 
(Landau & Lifshitz. 1991). 

La solución numérica de las ecuaciones se realiza suponiendo que la gota está dividida en 
Mdiscos horizontales. De esta .fonna. el volumen delj-ésimo disco está dado por 

... (6) 

Por las mismas razones por las cuales el volumen debajo de la coordenada vertical z es una 
variable Jagrangiana. este volumen pennanece constante a lo largo de la formación y 
desarrollo de la gota hasta que ésta se desprende. 

La expresión discreta de la cnergfa cinética toma las fonna 

T= ef=J~z;1 2 j•I 

... (7) 

donde el punto indica derivada con respecto al tiempo. Las expresiones para las energias 
potcncinles se escriben entonces como 

u.= -pgf=,~i;, ... (8) , .. 
. .. (9) 

donde S¡ = S¡ <=1. 1• =1• =.1+1) es la superficie de la gota en el intervalo [(=¡-1+=1)12. (=,+=.1+1)/2). 
modelada como una sección cónica (ver apéndice A). Por último. para la función de 
disipación de Rayleigh se tiene 

3 M (:!:J -=J-1 ]2 R=--T)PL --- ~¡; 
2 1-1 =1 -=.1-• j 

... (10) 

Las unidades se normalizaron de tal forma que r = p = g = 1 (Fuchikami et al.. 1999; 
Coullct et al .• 2000; Riera. 2000); bajo este criterio se eligieron 10 "'..jr/pg como unidad 

de longitud. 1n0 spl~ como unidad de masa y 1 0 = ..J10 /g como unidad de tiempo las 
cuales quedan como / 0 = 0.27 cm. m 0 = 0.020 g y /0 = O.O 17 s si se consideran. por ejemplo. 
las propiedades fisicns del agua a 20 ºC. 
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Las ecuaciones que rigen el movimiento son tas ecuaciones de Lagrange: 

5'(!~)-!~ = :~ ... (11) 

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, susceptible de 
ser transformado en un sistema autónomo de primer orden, sujeto a la condición en Ja 
frontera de entrada de fluido o aumento de volumen en el primer disco, para lo cual se 
prescribe un gasto Q = nr0

2 v 0 donde 'º es el radio del tubo. que durante toda la 
investigación se consideró r0 = 0.916 (que corresponde a un tubo de S mm de diámetro 
interno en unidades nonnalizadas), y v 0 es Ja velocidad del liquido al salir del mismo. La 
geometría del dominio de integración es libre y constituye. por Jo tanto, parte de la 
solución. Todo esto constituye un sistema dinámico M-dimensional, donde M oscila entre 
200 y 500 dependiendo de la f'ase del desarrollo de la gota. El sistema de ecuaciones 
diferenciales se resuelve utilizando un método Runge-Kutta de cuarto orden con ajuste del 
paso de tiempo (Fuchikami et al .• 1999; Prcss et al., 1992). Para detenninar el momento 
del desprendimiento de Ja gota se observa el radio de la columna de liquido en los cuellos 
formados y se compara con el radio del tubo; si la sección transversal relativa 
S..u., = (r..,/r0 )

2 es menor que un valor critico Se9 la parte inferior se separa y se reinicia la 
simulación a partir de la fonna resultante. Una descripción más detallada del procedimiento 
numérico y el código completo del programa en lenguaje Fortran 90 se encuentran en los 
apéndices A y B. respectivamente. 

2.2 Gotas en equilibrio estático 

Antes de describir el componamicnto dinámico del gotC09 se hará un breve análisis de una 
gota en equilibrio estático pues las características de las soluciones de las ecuaciones de 
equilibrio tienen consecuencias imJX>nantes para el problema de interés. 

1 1 

1 ~/ 
1 ,/ 

/ 
r 1 ---z 

---Zb 

Figura 2. Definición de variables en una gota en equilibrio estático. 

En equilibrio estático9 la f"onna de la gota queda determinada JX>r el balance entre la f"uerza 
de gravedad y la tensión superficial. La presión hidrostática está dada por 

l'=pK= ... (12) 
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donde= es la posición venical con la dirección positiva dirigida hacia nbnjo y medida desde 
la salida del capilar.pes la densidad del fluido. y ges la aceleración de la gravedad. 

Entonces,. el equilibrio entre la presión hidrostática y la tensión superficial.. puede 
expresarse como: 

P = r(_I_ + -"-) 
R, R 2 

... (13) 

donde r es el coeficiente de tensión superficial,. y R.1 y R2 son Jos radios de curvatura 
principales. Si se definen las variables de la manera ilustrada en la figura 2 se encuentran 
las siguientes relaciones para R.1 y /?2 

... (14) 

1 cose 
R,_ =-r-

... (15) 

Usando unidades normalizadas se puede establecer el siguiente sistema de ecuaciones 
diferenciales 

{
~~ =~:(}_-= 
d= =-cose 
d\· 

dr =sinO 
d< 

... (16) 

La primera de estas ecuaciones surge del equilibrio de fuerzas (ce. J 2) mientras que las dos 
últimas son relaciones geométricas. Para el caso que nos ocupa, las ••condiciones iniciales"" 
son. para .- = o. 0(0) = 7tl2. =(O) = =• y r(O) ~ o. donde=• es la presión en la pane inferior de 
la gota la cual. gTacias a la elección de unidades .. es numéricamente igual a la longitud de la 
gota. La integración de estas ecuaciones se realizó usando un método de Runge-Kutta de 
cuarto orden con paso de tiemp:> constante hasta cumplir con Ja condición r = r0 .. donde r 0 

es el radio interior del capilar. 

La figura 3 muestra los resultados de Ja integración en una gráfica de longitud de gota 
contra volumen para un cieno valor de r 0 • En ella puede notarse Ja existencia de un 
volumen crítico Ve más allá del cual no existen soluciones para (16). Justo por debajo del 
volumen critico (4.78 < V < 5.23) existen dos soluciones una de las cuales, aquélla 
correspondiente a una longitud de gota menor .. es estable mientras que Ja que corresponde a 
la longitud mayor es inestable. Esto puede verse mejor si se analizan los eigenvalores de 
( 11 ). las ecuaciones de movimiento de Lagrange (Riera. 2000; Coullct et a/. 9 2000). Los 
estados sobre la rama que parte del origen tiene eigcnvalores s.1 tales que Rc(.\j) < O 
indicando estabilidad. Por otro lado. las f'onnas que se encuentran sobre las ramas 
superiores tienen al menos un cigcnvalor tal que Rc(sJ) > O .. lo cual corresponde a estados 
de equilibrio inestable. La fonna correspondiente a Ve tiene un eigenvalor ·".! tal que Re( ... :,) = 
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O marcando el punto de bifurcación. Claramente se trata de una bifurcación silla-nodo la 
cual da Jugar a la dinámica característica del goteo: si una gota es alimentada por un cierto 
flujo~ ésta alcanzará eventualmente el volumen critico y perderá estabilidad debido a que Ja 
parte real de uno de Jos eigcnvalorcs se vuelve positivo en la bifurcación silla-nodo. 

En el caso de la descripción de una burbuja en el seno de un líquido fonnándose en la punta 
de un capilar venical con salida hacia arriba las consideraciones planteadas serian las 
mismas excepto JXJrquc la densidad p tendría que ser cambiada JXJr la diferencia ¡p-p,..j 

donde p.,, indica Ja densidad del medio circundante. 

2 

-----.----- •--,,,,__ 
t 'U·. 

,U., .... 

Figura 3. Gráfica de longitud. =t. = :(O), contra volumen para gotas en 
equilibrio estático. V'" denota el volumen critico mBs allá del cual es 
imposible obtener fonnas en equilibrio. De las dos ramas que surgen 
hacia la izquierda a panir de CI. únicamente la rama inferior describe 
formas de equilibrio estable. Los recuadors muestran el espectro de 
eigenvalores de ( J J). Desde el punto de vista de Ja teotia de 
bifurcaciones, I·:. puede considerarse el punto critico de una bifurcación 
silla-nodo (Tomado de Riera. 2000). 

2.3 El grifo gote•nte con flujo constante 

El modelo numérico lagrangiano tiene la capacidad de predecir la fonna de las gotas con 
gran detalle (ver figura 9 en Fuchikami et al .• 1999 y comentarios sobre la misma). Un 
ejemplo de una sucesión de estados para r 0 = 0.916 y v 0 = 0.0809. en unidades 
normali7..adas. se muestra en Ja figura 4. El primer desprendimiento ocurre a / = 20.4 
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mientra que el segundo tiene lugar a I = 41.3. Nótese que después del desprendimiento de Ja 
primera gota9 se desprenden dos gotas satélite cuyos volúmenes son menores al 1% del 
volumen de la primera gota, razón por la cual las gotas satélite fueron despreciados en todo 
el análisis subsecuente. 

Como se mencionó anteriormente. un grifo gotcante es capaz de comportarse de forma 
regular o de forma caótica dependiendo del valor del Oujo que lo alimenta. Una 
herramienta útil para mostrar la diversidad de comportamientos de un sistema determinado 
es el diagrama de bifurcación. La cantidad fisica que se mide normalmente en los 
experimentos de goteo es el tiempo entre gotas 1:, = t d.n+i -1 <1.n. donde IJ,11 es el tiempo en 

que ocurre el desprendimiento de la gota n. y t.1.11+ 1 .. el tiempo en que ocurre el 
desprendimiento de la gota n+l. El parámetro de bifurcación generalmente empicado es el 
nujo Q o la velocidad v 0 • que están relacionados entre si por un factor constante. De esta 
forma .. el diagrama de bifurcacion de goteo muestra Ja velocidad de flujo en el eje de las 
abscisas y Jos tiempos entre gotas sobre Ja órbita correspondiente en el eje de las ordenadas. 
La figura 5 muestra un diagrama de bifurcación del goteo típico. Una caracterfstica 
interesante de este diagrama es la f"orma en que parece repetirse la misma estructura lobular 
confonne aumenta el valor del parámetro. aunque los tiempos lógicamente se van haciendo 
más conos conforme la velocidad de salida del liquido aumenta. Este hecho también fue 
observado experimentalmente por Katsuyama & Nagata ( 1999). En la misma figura 5 
también se indica con una necha el intervalo que se analizó en este trabajo. i.e. el intervalo 
comprendido entre v 0 = 0.0809 y v 0 = 0.0825. el cual se encuentra completamente dentro de 
un mismo lóbulo. 

iLJ [Jij i~ ¡~ iLJf J!~ 
·1 o , ·1 o , ., o 1 ., o 1 ·1 o 1 ., o , ·1 o 1 ·1 o 1 

Figura 4. Fonnas consecutivas de gotas r0 = 0.916 y v0 =- 0.0809. ambas en unidades 
normalizadas. 

Dentro de este intervalo el sistema es aparentemente caótico como Jo muestran las gráficas 
1~ vs n (figura 6) para a) Vo = 0.0809. b) v 0 = 0.0817 y e) Vo = 0.0825. Los mapeos de 
primer retorno 1"rr+1 vs T,, para los mismos valores de Vo (fi&rura 7) pueden considerarse 
como un mapeo de Poincaré del sistema o como un mapco bidimensional 
(1:,>1:,+1 ) _. (1:,.1 >Tn+2 ), de 1nanera que lo que en ellos se observa es una estructura 
topológicamente equivalente al atractor de dicho mapeo. Siguiendo la secuencia puede 
apreciarse una variación continua de este atractor cuando se incrementa el parámetro v 0 • De 
acuerdo con la fonna de estos mapcos, parece factible describir al sistema por medio de un 
mapco unidimensional T,,+ 1 = <i( 1;,) donde G : R-+ R, a pesar de Ja patente dispersión 
alrededor de una hipotética curva de ájuste. La posibilidad de usar un mapeo 
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unidimensional para la descripción del sistema es consecuencia de la fuene contracción que 
sufre el espacio de fases durante la evolución del sistema. La dispersión aparentemente 
aleatoria de Jos puntos en el mapeo de Poincaré puede deberse a que la contracción no es 
infinita; sin embargo,. el número de los eventos registrados no es suficientemente grande 
para revelar una estructura fractal (n,,,UT' < 500). 

··¡'~1. -tJ.; 

·'º '"" e-.; ··t - ,,,_,..,"11illllfll L.._,,,,11 
10 . • . • • 
o.oe ooa o.1c 0.12 o 1e 

Uu 
Figura S. Diagrama de bifurcación para el grifo gotcantc 
(tomado de Fuchikami et al.. 1999). El intervalo indicado 
es aptoximadamente (0.0809.0.0825). 

En los tres casos. la recta T,,...1 = Tn interseca al atractor una sola vez indicando la presencia 
de una orbita de periodo uno 7'• inestable. considerando que la pendiente del mapeo en esos 

puntos 'dG' > 1. Por otro lado. aunque ninguna serie de eventos (figura 6) muestra signos 
dT Tº 

de intennitencia. el mapeo correspondiente a v 0 = 0.0817 aparentemente contiene un punto 
tangente con la recta 7~1 = T,, y una acumulación de puntos alrededor él. También son 
notorios dos puntos, ubicados en (19.6. 21.4) y (21.4. 19.6). alrededor de los cuales parece 
acumularse una gran cantidad de puntos. 

La frecuencia con que un intervalo determinado es visitado por una órbita caótica generada 
a partir de condiciones iniciales ti picas puede ser descrita por una función llamada densidad 
natural invariante p(x) (Ott. 2000). En el caso de un mapco unidimensional .'t"n+I = J~"(.xn) 
donde F: R __.,R. In densidad invariante natural puede ser definida como 

1 .... 
p(x)= L~N~o(x-.~.> ... (17) 

donde &(x) representa la función delta de Dirac~ numéricamente se puede calcular en la 
forma de un histograma. En la figura (8) se presentan las densidades naturales invariantes 
p{7) de los tres casos: siendo discontinuas en todo punto. muestran las caractcristicas 
típicas de un mapco caótico unidimensional con máximos suaves y refuerzan la afirmación 
de que el grifo goteantc simulado es caótico para estos valores de v 0 • Es notable cómo se 
distribuyen los eventos conforme aumenta el gasto. Cuando v 0 = 0.0809. el máximo se 
ubica en el valor más alto del intervalo T = 21.5. Cuando la velocidad del flujo en el tubo 
aumenta a v 0 = 0.0817 el máximo más prominente se encuentra en T = 21.5 aunque un 
máximo secundario ha comcn7..ado a desarrollarse en la zona inferior del intervalo 
( 1' = 19.5 ). Finalmente, con una velocidad en el tubo v 0 = 0.0825, el máximo de la zona 
inferior a superado a aquél en la zona superior. Esto corresponde pcñectmnente a la 
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estructura de los lóbulos en el diagrama de bifurcación. pues cada uno de ellos inicia con 
comportamiento periódico de periodo uno con un valor de 7',, alto y finaliza con 
comportamiento periódico de periodo uno con un valor de Tn bajo. 

•I v0 - 0.0809 b)V0 •0.0817 C) V0 • 0.0825 

22.---------~ 22.--------~ 

,. 
180!---,,.oo~--4""00~--' 1 •0=---2:::00=---4:-:o°"'o~ 'ªo 200 400 

Figura 6. Series de eventos para los flujos constantes: a) v0 - v_,. - 0.0809; b) v0 - v,.. -
0.0817. y e) Vo- v..._ - 0.082S. 

22~•1•0•0.0808 22~b)V0 •0.0817 22~c)v0 •0.0025 -""~·· ...,, 21 •. .,. .. . - "' 21 ., .. , 21 • ..-

~ • 20 :, ~· 20 •. ·i,"' ~· 20 -=-·· . . ., 
19 19 '1f 19 • ~ 

11\e 20 22 
11\e 20 22 

1'\a 20 Z2 

~ ~ ~ 

Figura 7. Mapeos de primer retorno para los flujos constantes: a) r10 - v,..,,. ... 0.0809~ b) v0 -

u,.. - 0.0817. y e) Vo -vmaz..,. 0.0825. 

0.04Q., ••• 0.0808 0.04WJ·,···00817 0.04[J:]c, ••• 0.0825 

0.03 0.03 0.03 

i~ i~ i~ 

00~ ' 00: 1 \ ºº~ J 
18 20 22 18 20 22 18 20 22 

T T T 

Figura 8. Densidades naturales invariantes para los flujos constantes: a) v0 - v,,.," ""' 0.0809; 
b) Po - v,,. - 0.08 J 7. y e) r10 - v.,._ - 0.0825. 
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3. Goteo con flujo variable 

3.1 Preliminares 

Como se mencionó en la sección 2. 1 Ja discretización de las ecuaciones del modelo 
Jagrangiano da lugar a un sistema dinámico autónomo M-dimensional con 200 < M < 500. 
A pesar de este hecho. es posible describir los resultados a través de un mapeo de primer 
retorno bidimensional (T.,, T,,+1 ) _. (T,,.1 , T,,. 2 ) , el cual puede ser considerado como un 
mapco de Poincaré del sistema. Al introducir la dependencia del tiempo de uno de los 
parámetros, en este caso del flujo de alimentación, el sistema se vuelve no autónomo. 

Un sistema no autónomo i = F(x,t) donde F: R"' x R ~ R'" siempre puede transfonnarsc 
en un sistema autónomo y= G(y) con G tal que G: R" ... 1 

-Jo. R"'·1 haciendo la 

identificación y= (x .. e]e R-·•, estableciendo 0(0) =O y reescribiendo la ecuación original 

~ [R~~] . ·n 1· como ~¡,- = 
1 

con lo cual se hace e = t para t > O. Esto s1gn1 1ca que e sistema no 

autónomo in-dimensional se transfonna en un sistema autónomo (nz+ 1 )-dimensional. Un 
mapeo de Poincaré de un sistema tal pasará entonces de ser ("1-l)-dimensional a ser n1-
dimensional. Ahora bien._ considerando que al hacer que Ja velocidad del fluido en la salida 
del tubo varíe en el tiempo el grifo gotcante se conviene de sistema autónomo en sistema 
no autónomo. las consideraciones anteriores pueden aplicarse en él; esto es. el mapco de 
Poincaré que anterionnente er-a un mapeo bidimensional debe transformarse en un mapeo 
tridintensional._ siendo la tercera variable el tiempo mismo o, al menos. una variable 
proporcional a él. Además, y únicamente por claridad en la presentación de Jos resultados, 
esta variable se nonnaliz.ará a la unidad eligiéndola de Ja siguiente forma: 

O"' = ~~~!__ mod t = ~'!.·~ modl. donde co = 2nir es la frecuencia angular de la variación de v~ 
27t T 

y IJ.n es el tiempo de desprendimiento de la gota n~ esto significa que 0,. tendrá el papel de 
una fase. Las dos variables restantes serán las anteriormente empleadas 7;, y 7;.,+J. De esta 
fonna el mapeo tridimensional que describirá al sistema seni 
u~. r •• , . e.) __. (7~ •• .1;,.,. e •. , > . 
El flujo se varió annónicamente con un periodo T similar al periodo natural del sistema T 11 y 
una amplitud tal que el sistema se mantuviera dentro del intervalo ve (0.0809, 0.08025] 
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dentro del cual. como ya se ha demostrado. el sistema se comJXJrta de forma aparentemente 
caótica. según el diagrama de bifurcación para flujo constante (ver figuras 5 - 8). La 
f'unción con la cual se describió esta variación f"ue 

{27tt) v(t) = V 0 + K co ~ ... (18) 

donde Vo es el valor medio del flujo alrededor del cual oscila la variación. K es la amplitud 
de la variación y T es su periodo. Para todos los casos presentados en esta sección se usará 
Vo = 0.0817. Usando los valores de la serie de tiempo con flujo constante correspondiente a 
este valor se encontró un tiempo promedio para la fonnación de una gota -ro = 20.3. 

.... 

1:.:ñmJ\21 
o 20 - - - - ~ .. ._ 

Figura 9. Variación de la velocidad del flujo a la salida del tubo. 
Las velocidades a) v,.,,,,. - 0.0809; b) l.\J - 0.0817. y c) v_. -
0.0825. corresponden a los mapas de primer retomo de Ja figura 7. 

21.!5 

':·:· 
21 

20.5 

20 •• .... . · 
19.!5 .. : • 

18.5 

· . 
....... __ .,.,. .. -.. --.... ·--··., ... y.·,:: ... • .. ·~-- •. ·---.. -~:· . 

... _ .. 

Figura JO. Gnifica r .. VS n para flujo oscilatorio con Vo = 0.0817. y 't""' 40. Las líneas 
venicalcs discontinuas limitan el intervalo de tiempo que abarca la figura 14. 

En las siguientes secciones de este capítulo se presentan y analizan Jos resultados de 
simulaciones para flujos de alimentación con diversos periodos. Para mostrar lo que ocurre 
cuando el periodo del nujo de alimentación es cercano al tiempo promedio de f"onnación de 
una gota "to. se eligieron periodos aproximadamente iguales al doble y a la mitad de T0 • 

1 TESIS CON J 
FALLA DE ORIGEN 



Goteo con flujo variable - 33 

Posterionnente y con base en los resultados obtenidos en estos dos primeros casos. se 
investiga lo que ocurre cuando el periodo del flujo de alimentación se acerca al doble de To 
tanto por la izquierda como por la derecha. Finalmente se describe lo que ocurre cuando el 
periodo del flujo de alimentación es grande comparado con el tiempo de fonnación de una 
gota; es decir. cuando el flujo de alimentación sufre una variación relativamente lenta. 

3.2 Periodo de oscilación de suministro aproximadamente igual 
al doble del tiempo promedio de formación de una gota 

En el primer caso analizado, que será considerado como caso base. se usó un periodo 
T = 40 == 2T0 ; es decir. el flujo era capaz de tomar aproximadamente todos Jos valores 
posibles de fonna ascendente o descendente antes de que se desprendiera Ja siguiente gota 
aunque esto también dependía de la diferencia de fases entl'"e el sistema y el flujo. Este será 
considerado como caso base y su periodo de denotara como T•. La amplitud empleada fue 
K = 0.0008 con la cual se tenían como cotas infel'"ior y superiol'" pl'"ecisamcnte a Vnrítr = 
0.0809 y Vma• = 0.0825 (figura 9). Como condición inicial se tomó la forma de equilibrio 
estático correspondiente a una longitud de gota=,. = 2.20 en un tubo de radio r 0 = 0.916. 
todo en unidades nonnaJi7..adas. Al observar Ja gráfica T11 vs n (figura 10) se encontró que el 
sistema pl'"esentaba intennitencia entrando a un estado altamente 01""denado de periodo dos 
interrumpido por l'"áfagas caóticas muy breves (comprendiendo de tl'"es a cuatro eventos). a 
pesar de que. como se señaló antes. en todo momento el flujo se mantiene en valores para 
Jos cuales un sistema con flujo constante presentaría comportamiento caótico. En la figul'"a 
1 J se presenta el ntractol'" del mapco tridimensional. Es notable Ja fonnación de tres F"amas. 
correspondientes a los estados más visitados. y varios puntos dispersos entre ellas, 
correspondientes a las nifagas caóticas. Pal'"a entendcl'" mejor la dinámica del sistema. se ha 
proyectado este atractor sobre Jos planos T,, - 7;r+t y Tn - 0,,. La proyección sobre el plano 
1;, - 'l",,+1 (figura 12) muestra muy claramente que los puntos en las ráfagas caóticas siguen 
un componamiento muy similal'" al observado en el caso con v 0 = 0.0817 constante (ver 
figura 7b). También son fácilmente distinguibles dos puntos alrededor de los cuales se 
acumulan la mayoría de los eventos; es importante sei\alar sin embargo que los puntos 
alrededor de Jos cuales se concentran los puntos en este caso no son los mismos que los que 
se mencionaron cuando se describió el atl'"actor del caso con Vo = 0.0817 = constante pues su 
ubicación es distinta. 

La proyección sobre el plano T,, - 0,, (figura 13) tiene también características interesantes. 
En ella aparecen las tl'"es ramas del atractol'" en la fonna de dos curvas (considerando que la 
variable O,, es periódica) unidas por dos nubes de puntos dispersos con fase 
apl'"oximadamente constante. Antes de discutir esta figura se mostrará de manera gráfica la 
forma como se mueve el sistema en Ja proyección sobre el plano T,, - 0n del espacio de 
fases. En la figura 14 se ve la evolución del sistema cada dos eventos dentro del lapso 
señalado con líneas punteadas venicales en la figul'"a JO. El punto y el triángulo rojo seilalan 
al último y al penúltimo desprendimiento de cada recuadro. Lo primero que debe sei\alarse 
es la existencia de una diferencia de f'ascs constante o casi constante entre los dos eventos. 
La segunda observación importante es que cada punto se mueve lentamente sobre las 
franjas verticales (movimiento l'"Cgular) y muy rápido sobre las nubes horizontales que las 
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conectan (movimiento caótico). La constancia aproximada de la f"ase que se tiene cuando el 
sistema cruza la nube caótica indica que durante esos instantes el sistema se mueve en 
promedio con la misma frecuencia que el flujo oscilatorio impuesto. 

22 

Figura 11. Atractor del sistema en un mapco de Poincaré . 

20.• 

•• 20 

r. 
Figura 12. Proyección sobre el plano T .. - 7~ 1 
del atractor para v0 - 0.0817~ y 't' = 40. 

o• 
0.7 

0.3 

02 

º·' 

. , ,, 

20 

r. 
Figura t 3. Proyección sobre el plano T,. - 0,, 
del atractor para v0 - 0.0817~ y 't' - 40. 

Si se usan condiciones iniciales diferentes los resultados obtenidos son los mismos. Por 
ejemplo .. usando como condición inicial Ja fonna de equlibrio estático correspondiente a 
una longitud de gota=,.= 2.25 se obtienen las gráficas de la figura IS. Una característica 
que en este caso es notoria es la ocasional extensión de los brazos del atractor. Este efecto 
se debe a incursiones anonnales del sistema hacia el atractor caótico como la que ocurre 
alrededor de n = 150 en la figura 1 Sa. Esto también puede observarse en el caso anterior. 
alrededor de n = 275 en la figura 1 O aunque el efecto es casi imperceptible porque la 
incursión es muy corta. 
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·o·o·o·o·o·o o: .,..o.s .,o.s •º: •º: •º: " 
111 20 22 <\a 20 22 '\e 20 22 111 20 22 1e 20 22 111 20 22 

Figura 14. Evolución del si.cema en el plano 9,. - T,. en el i .. crvalo comprendido entre /1 

=- 27 y /1 - 74. indicado en la figura 10. El circulo y et- tri*"8;ulo en rojo indican a los 
punlos último y penúhimo de cada recuadro, el cual ~ ~ del anterior J"W" dos 
pa909. EJ orden es de iz.quicnla a derecha y de arra. abajo. Los ejes en todoe Jos 
.-ecuadnn oon: vertical. O.; horizontal. r_ 

22~~->=J 21~~; . 
. : - . 

~·:za • •. ,,, •• 

19 .. ~ ..-.?•;..;....;,:.._,,,; 
18

0 ,Qo 200 ~ 

Figura IS. Goteo con flujo a.cia.aorio con Po- 0.0817. y -r - <40 uundo una l)CJla adtica 
de longitud =• - 2.25 como coadición iaicial: •) Orific.a T~ vs n; b) Proyección - d 
plano r. - r _. del atl'WC:lor. y e) Pro)eccióc• aobrc el plano r. - e_, del ar.c:tor. 

Un comportamiento similar a éste IUe ob9elvado C.....SO se estudió el efecto de una 
modulación periódica en el puámetro de bifun::ación del mapco logistico denuo de mt 
intervalo de periodo dos (ROssler el a/.,1991). Se observó que después de un cierto valor 
critico de la frecuencia muy cerca de la raonancia, aparecia .., allllctOr de forma y 
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comjX)rtamiento similar al presentado aquL Se concluyó que el deplazamiento del sistema 
sobre las dos curvas se debia básicamente a la pequeila diferencia existente entre las 
f'recuencias del sistema y del parámetro oscilante. Esta misma interpretación puede hacerse 
en el caso del sistema goteante. Esto puede aprovecharse para hacer un cálculo de la 
frecuencia natural del sistema. La deducción del cálculo y el cálculo mismo se diferirán 
hasta el final del siguiente capítulo (ver sección 4.3). 

3.3 Periodo de oscilación de euminietro aproximadamente igual a 
la mitad del tiempo promedio de formación de una gota 

En el segundo caso se utilizó un periodo 't =JO== 't 0 /2. De esta manera. el flujo realizaba 
aproximadamente dos oscilaciones completas antes de que cayera Ja siguiente gota. El 
atractor corresJXJndiente se presenta en Ja figura 16. Sobre el plano 7;, -7~+1 se aprecia Ja 
misma estructura del caso con v0 = 0.0817 sin perturbar excepto porque no hay puntos 
acumulados donde antes parecía existir una tangencia entre el atmctor y la recta 7~+1 = Tn. 
En cambio. los otros dos puntos donde se concentraban los puntos en el caso con flujo 
constante si pennanecen. La proyección sobre el plano T,, - 9n no muestra ninguna 
estructura a simple vista y parece estar lonnada de una sola nube caótica. 

Los siguientes dos casos se eligieron de fonna que ilustraran lo que ocurre cerca de 'r• = 40 
correspondiente al caso J donde se observó claramente una regularización del sistema. 

0.B 

0.6 

o.• 

0.2 

'le ,. 

b) 

20 
r. 

21 22 

Figura 16. Proyecciones sobre los planos a) T,. - T,,.i. y b) T,. - e,. del 
atractor obtenido con flujo oscilante de periodo "t - 1 O. 

3.4 Periodo de suministro cercano por la izquierd• •I doble del 
tiempo promedio de fonnación de una gota 

Para el tercer caso se eligió 'r = 36 para detenninar qué ocurría cuando el periodo del 
sistema se aproxima a -e• = 40 por la izquierda. En esta situación. la dispersión de puntos 
con respecto al atractor del sistema original (v0 = 0.0817 = constante) es mayor (figura 
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17a). A pesar de esto se mantiene la concentración de puntos alrededor de los puntos (19.6, 
21.4) y (21.4. 19.6). La proyección sobre el plano 7~ - e •. sin embargo. no pareee mostrar 
ningún patrón de comportamiento definido (figura l 7b). 

3.5 Periodo de suministro cercano por la derecha al doble del 
tiempo promedio de formación de una gota 

Un acercamiento a 't• = 40 por la derecha usando 't = 44 tiene exactamente las mismas 
características que el caso anterior en el que la frecuencia se aproximaba a 't' = 40 por la 
izquierda: dispersión notable de la proyección del atractor sobre el plano Tn - T ,,...., alrededor 
del atractor del sistema original (v0 = 0.0817 = constante) y ningún patrón regular 
apreciable en la proyección sobre el plano Tn - 0n. 

08 

08 

'lo 

Figura 17. Proyecciones sobre Jos planos 
atractor obtenido con flujo oscilante de 

•) 
22~~~~~~~~~~ 

21.5 
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~'i 20 
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21 22 
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o.• 
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Figura 18. Proyecciones sobre los planos a) T,. - T,.+ 1• y b) T,. - 9,. del 
atractor obtenido con flujo oscilante de periodo "t - 44. 
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3.6 VarUición lenta del flujo de alimentación 

Si el periodo de la oscilación es mucho mayor al periodo de formación de una gota la 
dispersión de los puntos con respecto al atractor del sistema con flujo constante es muy 
notoria, tanto que una descripción a través de un mapeo unidimensional seria poco 
apropiada. Esto es debido a que el sistema pasa mucho tiempo lejos del valor medio de la 
oscilación (Vo ~ 0.0817) y por lo tanto, tiene mayor oponunidad de acercarse a diferentes 
atractores. Esto queda muy bien ilustrado en la figura 19 donde aparece la proyección sobre 
el plano Tn - 7;,+1 del atractor correspondiente a un flujo oscilatorio con periodo 
T = 160 = 8T0 (rombos negros) junto a los atractores obtenidos con flujos constantes v 0 = 
0.0809 (puntos azules) y Vo - 0.0825 (puntos rojos). Es muy claro que todos los puntos 
caen dentro del área limitada por estos dos últimos atractores. 

,., .. 
._i 20 

·~~ª~~---~~-,.,,.,_~~,......~~-'. 

Tn 

Figura 19. Proyección sobre el plano T,. - r_ 1 (rombos 
negros) pera flujo oscilante de periodo 't" - 160 mostrado 
junto al atractor COl'TeSpOQdiente a v 0 = 0.0809 = constante 
(puntos azules) y v 0 - 0.0825 =- constante (puntos rojos). 

Estos resultados llevan a especular que si la frecuencia de la perturbación es 
suficientemente baja la serie de eventos y el atractor estarán constituidos por un hibrido que 
exhibirá los comportamientos de las diferentes regiones del diagrama de bifurcación para 
velocidades constantes que sean recorridas por la oscilación. Así.. por ejemplo, si la 
oscilación en la velocidad recorriera alternativamente una zona caótica, una ventana 
periódica y nuevamente una zona caótica, la serie de eventos debería mostrar una forma de 
intennitencia formada por un comportamiento inicial frilático seguido de comportamiento 
periódico y nuevamente movimiento caótico. Ademlis. los tiempos del inicio de cada clase 
de movimiento deberia corresponder con el paso de la perturlJación sobre las diferentes 
regiones. Esto ya ha sido observado en el mapco logístico y aun en el grifo goteante (Kanlz. 
2003). 

Como comentrario final es necesario mencionar que el tiempo requerido para la simulación 
de la dinámica del goteo con el modelo numérico lagnmgiano es aproximadamente de 3 
horas por cada gota utilizando un procesador alpha a 600 MHz p11r11 realizar los cálculos. 
Esto tiene como consecuencia que las simulaciones usando este modelo sean muy costosas 
a pesar de los buenos resultados que arroja y obliga a buscar modelos más sencillos que 
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permitan hacer inferencias sobre el comportamiento esperado al menos de manera 
cualitativa. Existen dos modelos de este tipo: el modelo del oscilador de masa variable 
(Shaw. 1984) con todas sus variantes. y un mapeo unidimensional basado sobre un modelo 
dinámico de baja dimensión (Coullet et al .• 2000). En el capitulo siguiente se obtendrán 
resultados a partir de éste último para aprovechar Ja sencillez en el planteamiento de este 
modelo y explorar sus posibilidades en el estudio del sistema de interés. 
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4. El modelo dinámico de baja 
dimensión 

4.1 Preliminares 

tA_\ 

El excesivo tiempo requerido para llevar a cabo las simulaciones con el modelo Jagrangiano 
hizo prohibitivo continuar con su exploración. Fue por eso que resultó importante contar 
con un modelo que a pesar de ser mucho más simple,. pennitiera la simulación del sistema 
que estudiamos en poco tiempo. El modelo dinámico de baja dimensión elegido fue 
propuesto por Coullct et al. (2000; ver también Riera .. 2000) y a continuación se hace una 
breve descripción del mismo . 

. , 
.• i 
··i 
···j 

'°'' - .!:~J 

·::¡ 
·.:r---;.

.,,-;:;--:.--~--;;-:·--.--:;-;-.--;;u~--:-;,-. 

Figura 20. Reconstrucción del espacio de fases de un 
sistema goteante (Tomado de Coullet et al .• 2000). 

Con el fin de reconstruir el espacio de fases del goteo se observó. como un1ca variable 
medida,. el radio de la gota en una posición adecuada tal que éste fuera continuo para todo 
tiempo. y se utilizó el método de los retardos después de resolver (1 J) numériC8.Jtlente 
durante un tiempo mucho mayor que el tiempo de formación de una sola gota (Coullet et 
u/., 2000). Lo que se obtuvo (figura 20) füe un espacio de fases con dos zonas 
cualitativamente diferentes: una larga excursión durante la cual ocurre el desprendimiento y 
una zona más compacta de oscilaciones amortiguadas cerca del punto de bifurcación silla
nodo. La larga excursión corresponde al desprendimiento y tiene una escala de tiempo. 
T 0 - ,/p;./¡r, donde pes la densidad del fluido, r 0 es el radio del tubo en la salida y res el 
coeficiente de tensión superficial. Esta escala de tiempo es universal e independiente del 
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flujo de alimentación (Eggers. 1997). y mucho más pequeila que la escala de tiempo para la 

fonnación de la gota 't f = ro • donde V 0 es Ja velocidad del f"uido en la salida del tubo; estas 
Vo 

caracteristicas le quitan relevancia en el proceso de goteo (Coullet et al .• 2000). Por su 
parte, la zona de oscilaciones amortiguadas es de importancia central en el proceso, pues 
modifican el tiempo en el que ocurre Ja inestabilidad y la bifurcación silla-nodo. Cuando el 
flujo de alimentación es suficientemente pequeilo, las oscilaciones son amortiguadas 
rápidamente de manera que la inestabilidad de la gota queda totalmente detcnninada por el 
volumen critico, que actúa como punto de bifurcación silla-nodo; sin embargo, confonne 
aumenta et flujo, la tasa de amortiguamiento de las oscilaciones no es suficiente para 
eliminarlas por completo provocando que la inestabilidad ocurra antes o después de 
alcanzar el volumen critico. Esto da origen al caos dentro del sistema (Coullet et al .• 2000). 

4.2 Flujo constante 

Basados en este análisis, Coullet et al. (2000. ver también Reira, 2000) propusieron un 
modelo muy simple que no obstante. describe el componamiento de este sistema de fonna 
cualitativa. Este modelo consiste en un modo oscilatorio amortiguado y una función que 
describe el crecimiento de la gota. 

{
a,U=(iro-A_,JU 
éJ,Z=c0 +z· 

... (19) 

l./= ... \'+ iY corresponde a un modo oscilatorio amortiguado de f"rccucncia w y coeficiente de 
amortiguamiento A. mientras que Co es un parámetro análogo al nujo. Estas ecuaciones 
modelan la dinámica del flujo alrededor de la bif"urcación silla-nodo. Para construir un 
rnapco de primer retomo se considera esta dinámica únicamente dentro de un 
paralelepípedo de lados 2A x 2A >< 28 con centro en el origen. De esta fonna. un punto de 
la trayectoria ubicado en (X,,,A,Zn) será transponado a (X,,. 1.Y,"B) a través de la solución de 
la primera ecuación de ( 19) 

{
x ... , =(X. cos(ro7~ )- Asen( ro T. ))exp(-A.7~) 
Y •• , =(X.sen(roT.,)+Acos(roT.))exp(-A.7~) ... <20

> 

Aquí 7~ es el tiempo que tarda el sistema de ir de (X.,.A.Zn) a (X.,..,.Y.,.B) y está dado por la 
solución del recíproco de la segunda ecuación en (19) integrado entre Z= Zn y Z= B 

. . ªOb'lan(B/ Fo)- anb>1an(z. /-Fo) 
~= . fa; . ... (21) 

Como se mencionó anteriormente,. la dinámica inherente al desprendimiento sigue una ley 
universal y es independiente de las condiciones iniciales. Esto es aprovechado para simular 
esta pane del proceso simplemente como una reinyección del flujo hacia la zona de la 
bifurcación a través del mapeo .. \,,,.. 1 _..x,,. 1 • -Y,..1 _.z,,. 1 .. el cual corresponde a una 
rotación rígida alrededor del eje X llevando al punto desde el plano horizontal Z = B hasta 
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el plano vertical Y= A. Finalmente, todo el proceso puede ser conjuntado en un único 
mapco de primer retomo 

{

T. _ angtan(/J/ -JC;)- angtan(z./ -JC;) 
.- Fo 

x •• , =(X. cos(ro7~.1 )- Asen( ro T •• , >)exp(-A.T •• ,) 

z •• , = -(X.sen(roT •• 1 ) + Acos(roT •• 1 >}exp(-A.7~.,) 

... (22) 

Un diagrama de bifurcación tipico para este mapco se muestm en Ja figura 21. en Ja cual 
puede observarse también un comJX>rtamiento cualitativamente similar a los obtenidos tanto 
experimentalmente (ver figura 4 en Katsuyama et al .• 1999) como con el modelo 
lagrangiano (figura 5). 

22 

Figura 21. Digrama de bifurcación tipico generado por (22) con 
&o constante: co - 4.24 .. ).. - 0.34 .. A - 0.60. l:J.,. 1.00. 

Para la caracterización del tipo de movimiento .. i.e. caótico o regular,. se usó el máximo 
exponente de Lyapunov. Un mapeo N-dimensional tiene N o menos exponentes de 
Lyapunov definidos como (Ott, 2000) 

,, = ~~;;·{l~::J ... (23) 

donde Yo es un desplazamiento infinitesimal tangente a la condición inicial Xo. y y" 
I"epresenta su evolución. Una elección arbitraria de y 0 conducirá tipicamente al valor del 
máximo exponente de Lyapunov '11 • Si el sistema es caótico,. entonces el desplazamiento 
infinitesimal crece y '1 1 > O; si el sistema presenta comportamiento regular,. entonces el 
desplaz.amiento infinitesimal decrece y '11 < O. El cálculo del máximo exponente de 
Lyapunov se llevó a cabo mediante el habitual método de renormali7~ción (Benettin et al.,. 
1980). 
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13.2.----~----~----~---~------. 

Figura 22. Serie de eventos 7",. vs 11: 

0.012945,A =0.60.B= J.00. 
4.24, A = o 34, ea = 

Antes de iniciar el análisis con parámetros dependientes del tiempo se muestra un ejemplo 
con Ea constante que servirá como punto de referencia para el análisis de la siguiente 
sección. Con base en el estudio previo de Riera (2000), los valores elegidos para los 
parámetros fueron ro = 4.24. A. = 0.34. c., = O.O 12945. A = 0.60. B = 1.00 con los cuales se 
consigue que el sistema se comporte de manera caótica con un exponente de Lyapunov 
máximo '11 = 0.5548. Esto puede apreciarse de manera gráfica en la serie de eventos 1;, vs n 
(figura 22). donde se presenta un comporta.miento completamente irregular con los tiempos 
entre gotas T,, distribuidos dentro del intervalo (12.169,12.986), y en el mapeo de primer 
retorno (figura 23a). A pesar de que éste último sigue siendo aproximadamente 
unidimensional. muestra una estructura doble muy fina (figura 23b). La densidad invariante 
natural (figura 24) es discontinua en todo punto y posee varios máximos de los cuales los 
cuatro principales se ubican en T= 12.170. T= 12.561. T~ 12.865 y T ~ 12.981. Como se 
apuntó desde el capítulo 2. estas caracteristicas son propias de mapcos unidimensionales 
caóticos . 

a) 

.._"i. 12.8 

'~~._....., _ _,_ __ 1~2~.e-.....,~~---' 
r. b) 

Figura 23. a) Mapa de primer retorno T ,.. 1 vs T,.: . m - 4.24, A. - 0.34, ea - O.O 12945. A - 0.60. H - t .00; 
b) Ampliación del recuadro en a). 
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0.012~-----------~ 

001 

º·""' 
~o.me 

0.002 ~ 
v.·'--',.__-~--',. ..... '-~--'---'----'13.2 

T 

Figura 24. Densidad natural invariante p(7): 
w - 4.24. A= 0.34. &o= 0.01294S. A - 0.60. 
n-1.00. 

4.3 Flujo dependiente del tiempo 

El sistema dinámico ( 19) definido en la sección anterior sirvió como base para el análisis 
cualitativo de los resultados obtenidos con el modelo lagrangiano. & es el parámetro 
análogo al gasto y por esta razón fue el parámetro perturbado annónicamente: 

c(t)=E0 +Kco{
2-c"') ... (24) 

donde Eo es el valor medio de E(t), K es la amplitud de la modulación y -c es su periodo. Esta 
modificación invalida la primera de las expresiones en (22): para calcular Tn ahora es 
necesario integrar numéricamente la segunda ecuación de (19) tomando en cuenta la 
dependencia temporal de E(I). Para la inteb'TIICión se usó un método de Runge-Kutta de 
cuarto orden con paso de tiempo ajustable. 

Las dos ampliaciones del diagrama de bifurcación muestran la región explorada. la cual 
estuvo centrada en &o = 0.012945 (figura 25). Puede notarse que esta región es caótica a 
pesar de la existencia de varias ventanas periódicas. En el primer caso analizado se usaron 
Jos valores K = 3.5x10·5 y T = 12.66. Tanto ro y A como A y B conservaron los valores 
usados en el caso independiente del tiempo. Cuando se emplea c(t) definido por la ecuación 
(21) y con Jos parámetros citados antcriomente se encuentra una reducción del exponente 
de Lyapunov máximo obteniéndose '11 = 0.2541. El cálculo de este invariante se realizó 
usando la espresión (23) mediante el método de renonnalización (Benettin et al .• 1980) 
considerando el mapeo tridimensional (X ... z,..1.0,,) _,.(X,.., .z ... 2 .0 ... 1 ) definido por (22) 

calculando a T,, como se describe en el párrafo anterior y definiendo a O,. = ~ J,,, mod 1 • 
"t 

donde ro = 21tl"t' es la frecuencia angular de la variación de v. y 1.t.n es el tiempo de 
desprendimiento de la gota n. 
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En la gráfica Tn vs n (figura 26) puede vislumbrarse la causa de esta reducción: el sistema 
se comporta de manera intcnnitcnte pasando abruptamente de un estado aproximadamente 
periódico de periodo cuatro a un estado caótico y viceversa. El periodo cuatro muestra una 
subestructura formada por bifurcaciones de doblamiento de periodo directas e inversas. 
Esta forma de intcnnitcncia es similar al efecto de "brcathing" descrito en estudios sobre el 
comportamiento de sistemas caóticos con perturbaciones annónicas débiles muy cerca de 
entrar en resonancia (Qu et al .• 1995). excepto JXJrque en el caso presente no es posible 
identificar ningún periodo que dé indicación sobre la diferencia entre las frecuencias de la 
perturbación y del sistema. 

~ ... 

•a., 
a) •o 

b) 

Figura 25. a) Diagrama de bifurcación tipico generado por ( J 9) con e = &u = constante; los 
parámetros son los mismos que en Ja figura 21. b) Región e:icplorada: ampliación del recuadro en 
a); el centro de la exploración fue &o= 0.012945 y la m&xima amplitud empleada fue K = lxlO .... 

El mapeo de Poincaré correspondiente aparece en la figura 27. También en este caso es 
posible apreciar franjas definidas sobre una nube de puntos dispersos. Al proyectar el 
atractor del mapeo sobre el plano 7;, - 7',.,+ 1 (figura 28) se observa una estructura muy 
similar a In obtenida en el caso con parámetros constantes. Tomando en cuenta que la órbita 
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aparentemente estabilizada es de periodo cuatro, y con el fin de profundizar un poco más en 
Ja identificación de las dif'crcncias y similitudes entre ambas estructuras, se decidió utilizar 
la cuarta composición de esta proyección (figura 29), y Ja gráfica análoga para el caso con 
parámetros independientes del tiempo (fib'Ura 30). 

12
0 2000 4000 600o 8000 10000 1 2000 1 •0CIO 18000 18000 

Figura 26. Serie de eventos T., vs 11 con e variable: c 0 = 0.012945, K = 3.SxlO"' y 'e""' 12.66. 

En la cuana composición para el caso con e = &o = constante se encuentra la causa de los 
cuatro picos principales de la densidad natural invariante: el mapco se encuentra muy 
próximo a una bif'urcación tangente. Esta bifurcación es precisamente la generadora de la 
ventana periódica que se observa en el diagrama de bif'urcación. La cuarta composición 
para c(t) posee una estructura muy similar excepto porque existe una mayor dispersión de 
puntos alrededor del atractor no perturbado. Esta sutil diferencia provoca que el mapeo del 
sistema con parámetros variables sí corte a la recta 7;,+4 = '/;, dando lugar a puntos fijos 
estables por intervalos. Esto parece confirmar In observación de que la reducción del caos a 
través de una débil perturbación annónica del sistema es debida a la presencia de ventanas 
periódicas y bifurcaciones tangentes (Tamura et al., 1999). 

Figura 27. Atractor del sistema en un 
mapeo de Poincaré: &o =- 0.012945, K ... 
3.SxJO·!I y 't' = 12.66. 

-· V 
1 ~2 120 128 

'· Figura 28. Proyección del atractor de la 
fisura 27 sobre el plano T,. - 1:,.. 1 • 
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Figura 29. Cuana composición del mapeo 
de primer retomo con e: variable: &o -
0.012945. K- 3.SxlOºs y -r- 12.66. 

Figura 30. Cuarta composición del mapeo 
(22) con e :.a Eo - O.O 12945 - constante 

La proyección sobre el plano T., - e., del atractor (figura 31) revela que las franjas de 
periodicidad aproximada tiene una estructura fina fonnada por sucesiones de bifurcaciones 
por doblamiento de periodo directas e inversas. A diferencia de lo ocurrido en el caso 
simulado con el modelo lagrangiano. esta vez las cuatro franjas son paralelas y la fase 
siempre disminuye de tal fonna que el sistema nunca aparenta tener la misma frecuencia 
que la perturbación. De manera semejante a lo que se encontró con el modelo lagrangiano. 
Jos periodos caóticos y aproximadamente regulares se suceden sin traslape (figura 33) 
durante algunos ciclos aunque tambien ocurren episodios anómalos durante los cuales el 
intervalo caótico invade la región supuestamente regular (figura 34 ). 

o.o 

o.e 

0.7 

0.6 

= 0.5 

0.3 

0.1 

'h 12.a 12.a 13.2 
T. 

Figura 3 1. Proyección del alractor de la figura 27 
sobre el plano T,. - 9,.. 
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~~ :1:~ ... ::·_:~~.·;·_~.::~:~~--~--:~_-:;_~~-~~-.~---:·_,.._:_·~:_~~:-~.~:;_~·~: __ :·-~::_:_·_;~:;_-_:_ .. :::·_-.~~ ..... ~-~'·-~~~~-.~'.t~:~~~~~~~~~;~~~~~--1 
~· ;· ~--~~ .......... ~~:~~~~ ...... ~~~f_I~~~--'~~}~~~~~~~....., 

in,:;~o~~~~~~=eoo~o,--~~~~-..,.~ .. ~0~•~1e~o,..-~~~--: .. '*e=o~~~~~~~,,--!1000 

n 
Figura 32. Fragmento de la serie de eventos de la figura 26. desde n - 7000 hasta n = 
J 1000. Las lineas a trazos limitan el intervalo analizado en Ja figura 33; las Hneas 
punteadas delimitan el intervalo analizado en la figura 34. 

Figura 33. Evolución del sistema en el plano 0,, - T,. en el intervalo comprendido 
entre n .,. 8000 y /1 - 8960, limitado por lineas a trazos en la figura 32. Cada 
..-ccuadro está separado del anterior por 48 pasos. Los ejes en todos los recuadros 
son: venical. 0.,; horizontal. T,.. 
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Exploración del espacio frecuencia-amplitud 
De acuerdo con las investigaciones reportadas en Ja literatura. la reducción del caos se 
consigue cuando la perturbación débil de algún parámetro del sistema se encuentra en 
resonancia con la frecuencia natural de alguna órbita periódica inestable incrustada en el 
atractor caótico del sistema. Para dctcnninar el periodo de la órbita próxima a ser 
estabilizada simplemente se sumaron los valores de los cuatro tiempos entre gotas que 
fonnan la órbita periódica 7',= 12.164, 7; = 12.583, T_, = 12.876, r. = 12.993; el resultado 
es un periodo fundamental T 1 = 50.616. Para comprobar esto se realizó una exploración 

extensiva del espacio paramétrico ((J.}/ro 1..AJ. donde ro= 27t/T y w 1 = 
2

7t = 0.12413,. en Ja 
To 

cual se calcularon el máximo exponente de Lyapunov h 1(ru/rui.A1 y la fracción del tiempo 
en que el sistema es aproximadamente periódico con periodo cuatro._ 

f.,,.,(co/m, ,K) = lim.1..1..,..(1,co/m, ,K) ,_.,,/ ... (25) 

donde t es el tiempo total y lar4 es el tiempo durante el cual Ja órbita se comporta en forma 
aproximadamente periódica con periodo cuatro. Para dctenninar el tiempo en que el 
sistema se comporta de manera aproximadamente periódica se consideraron Jos intervalos 
que cumplieran con la relación ¡1;. •• -1;,¡ <B. El valor de B = 0.045 se dctenninó 
considerando el ancho máximo de las subestructuras que aparecen en la serie de eventos 
(figura 32). 

·1 ~-- ~._"·-·l r·· ~-,.~ 1 r·· ~----· 1 ·1 i' -.--.• ,, 1 r·· .... '.<¡ 1 0.5 . . . ··: 0.5 -.. 0.5 0.5 o 5 
-.... • :;;, <./ . 

'\2.-12.5: 13·_-:·.C\2 12.5 13 '\2 12.S 13 '\2 12.5 13 ~2 12.5 13 r .. ··:· ........ '.··<i. r.·¡ r· ... ·',<· 1 ·1 r· ...... -., ., r- '\···<·, ., r· '\·',-¡ 1 0.5 :'." :- . . " 0.5 0.5 0.5 0.5 

~2 .. 1;.5 13 C\2 12.S 13 '\2 12.5 13 C\2 12.5 13 ~2 12.5 13 

'/ r l .. ,., l 'I r-1··,·· 1 ·1 r -.-·"' l 'Ir 1···1 l 'Ir 1·i·11 0.5 . 0.5 0.5 0.5 o 5 

;~2 •. :2·~, :3 ;~2t·-'2~, ~3 ;~2t··~~~.;3 ;~2;·;~.;. 23 ;~2;7~. -~3 
0.5 ( ) • ).1 0.5 .¡} / 1 

05 -i~l~!! 0.5 ~t.-i: ~~ 0.5 ~}{~· 
o o .. -;. ... - o ··':.. ·-. o -·-. .. . o ••':. .... 
12 12.5 13 12 12.5 13 12 12.5 13 12 12.5 13 12 12.5 13 

Figura 34. Evolución del sistema en el plano e,. - T,. en el intervalo comprendido entre n -
9180 y /1 - 9980. limitado por lineas punteadas en la figura 32. Cada recuadro está separado 
del anterior por 40 pasos. Los ejes en todos los recuadros son: vcnical. 0,.; horizontal, r,.. 
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Figura 35. Resultados de la explo...ción del esp.cio paramétrico (<Dlco 1.K): a) fracción de tiempo 
con periodicidad aproximada./,_. y b) nWx.imo exponente de Lyapunov. lr1• 
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Figura 36_ Mhimo exponente de Lyapunov h 1 como función de la amplitud de la 
perturbación K y de su frecuencia relativa co/m1 alrededor de Cll/m 1 = 4. a) <0/(&)1 = 3.998. K -
3.SxtO"'; b) (J.)/m 1 = 3.999. K =3.6x10·'; e) m/w 1 = 3.9995. X= 3.6xlO-'; d) m/co 1 =- 4.0, K = 
3.6xlo·'; e) m/co1 - 4.0005. K- 3.6xto·'; f) m/m 1 - 4.0008, K- 3.6x:Jff'. 

Los intervalos explorados fueron O < ro/ro1 < 12 y O < K < 10-4 con una resolución de 
A(ro/ro, )= 5.0x 10-• en ro/ro 1 y AK= 5x10-7 en K; para cada pareja (ro/ro,,.K) se usaron series 
de 10000 puntos. Los resultados se presentan en la figura 35. El máximo exponente de 
Lyapunov reproduce exactamente los resultados obtenidos al calcula.- la f"racción de tiempo 

fAN .. excepto en una zona contenida por la región 0.25 < mlro1 < 3,. 7x10·5 < K < JxlO_.._ Esto 
indica que en casi todo el esJ-.::io paramétrico explorado la perturbación resonante 
estabiliza una órbita de periodo aproximadamente cuatro. 

Como se esperaba .. el máximo exponente de Lyapunov es mínimo,. y la fracción de tiempo 
f 41144 es máxima,. cuando CiJ/ro, es un número entero,. esto es .. cuando el sistema y la 
perturbación se encuentran en resonancia. La regularización del sistema. i.e_ la reducción de 
h, o el incremento de f.-. inicia a partir de un cierto valor umbral de la amplitud K que 
depende de la f'recuencia m siendo mayor conf'onne mayor es m/ro1• Aqui es interesante 
nota.- que la ventana de periodo cuatro inicia en e= 0.012957 y tennina en e= 0.012961. 
Esto significa que para entrar a la vcn&ana periódica es necesario una mfnima amfiitud 
K..,, = l.2xl0-s y para atravcsa.-la se requiere que la amplitud sea K ~ K..,, = L2xl0-. Sin 
emba.-go para ro = ro,. ro = 2ro, y w = 3w,. los umbrales de la amplitud para regularizar el 
comportamiento resulta.-on ser. respectivamente. K, = 0.6x10-5 < K-. K, = 0.65xlo-s < K
Y K, = 0.9 x10-5 < K...,. Esto indica que. al menos para estas fR:cuencias. el sistema no 
atraviesa en ningún momento la ventana periódica del sistema original. 
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Comportamiento cerca de la resonancia 
En esta sección se analiza más profundamente lo que ocurre cerca de Ja resonancia. 
Específicamente .. se estudia lo que ocurre alrededor de cq.'<0¡ =4.0. La figura 36 es una 
ampliación de la figura 35 alrededor de este valor. Lo primero que es necesario hacer notar 
es que el movimiento periódico del sistema no se limita al eje ro/ro¡ =4.0. sino que abarca 
toda una franja desde ro/ro,¡¡¡¡ 3.9994 hasta ro/ro,¡¡¡¡ 4.0007 para K > 2.8x10·5 (región azul). 
Dentro de esta franja. el exponente de Lyapunov máximo toma valores h1 < 0.06. Es 
sorprendente el hecho de que el exponente máximo sea positivo~ sin embargo. esto puede 
ser debido únicamente al tiempo finito empicado en su cálculo. Por ejemplo. en Ja figura 37 
se muestra una serie de eventos del caso K = 6.0x1o·'. co/ro 1 = 3.9995. Al inicio del 
movimiento tiene lugar un estado transitorio seguido de otro pcnnanente de periodo cuatro 
aparentemente sin posibilidad de cambiar. por lo que se esperaría un exponente de 
Lyapunov máximo negativo. No obstante, el exponente de Lyapunov máximo calculado 
resulta ser /1 1 = 0.028 J > O por efecto del transitorio inicial. 

La intermitencia análoga al eft:cto hbreathing ... observada numéricamente en la ecuación de 
Duffing penurbada débilmente (Qu et al., 1995) se observa en el sistema de interés de este 
estudio en el intervalo 0.06 < h 1 <0.40 (regiones amarilla y verde). Es muy imponante 
resaltar que el tipo de intermitencia aqui reportado es diferente a los bien conocidos tipos l. 
JI y 111 que ocurren cuando el sistema pasa a través de una bifurcación de silla-nodo, de 
Hopf subcrítica o de doblamiento inverso de periodo. respectivamente (Pomeau & 
Manneville. 1980). pues en todos esos casos lo que se tiene es que el sistema pasa de tener 
un movimiento aparentemente periódico a otro caótico. En el caso que aquí se presenta. 
siempre presenta variaciones de una oscilación a la siguiente dando lugar a lóbulos que 
recuerdan bifurcaciones de doblamiento de periodo directas e inversas. asi como 
bifurcaciones silla-nodo (ver figura 38). Qu et al. ( 1995) han encontrado una explicación 
para este peculiar comJX>rtamicnto en términos de una diferencia de fase dependiente del 
tiempo. Si el sistema se mantiene en perfecta resonancia y se analiza el efecto de la 
diferencia de fase sobre el componamiento se encuentra que éste es sensible al parámetro 
anterior y que dependiendo del valor de éste último se obtiene movimiento caótico o 
regular. Cuando existe una diferencia entre la frecuencia de resonancia y la frecuencia del 
forzante .6w lo suficientemente pcquei\a, la diferencia de fase se vuelve dependiente del 
tiempo pero con una tasa de variación ínfima de tal forma que la variación de Ja fase puede 
considerarse cuasicstática. El sistema recorre todos los estados posibles dando como 
resultado un nuevo movimiento periódico de periodo Th = 2n/Aw compuesto de intervalos 
caóticos y regulares dependiendo de la diferencia de fase correspondiente a cada instante. 

En el caso que aquí se estudia no ha sido posible identificar ningún periodo que pudiera dar 
infromación sobre la diferencia entre Ja frecuencia de resonanacia y la frecuencia de la 
pcnurbación Aw. Esto se debe muy probablemente a que Aro no es Jo suficientemente 
pequeña para que sea posible considerar a Ja variación de la fase como cuasiestática lo cual 
depende básicamente del tiempo que tarda el sistema en llegar a su estado pennanente sea 
este estable. periódico~ cuasiperiódico o caótico. Aco no puede hacerse arbitrariamente 
pequetla pues. como se seílaló antes. la región de movimiento periódico no se limita a la 
recta m/w 1 = 4.0,. sino que ocupa el intervalo 3.9994 < m/m 1 < 4.0007. 
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0.5 1.5 2 
n x10• 

Figura 37. Serie de tiempo para K""" 6.0xlff°'.rutw 1 - 3.9995 con un 
exponente de Lyapunov máximo 111 = 0.0281 >o. 

1]----------r·------------
• . . . 

12.B 

3 

-~------------~------- _______ x105 
Figura 38. Serie de tiempo para K = 3.SxtO"'".mtw 1 = 3.999 con un 
exponente de Lyapunov máximo h 1 = 0.1065 >O. En esta figura se 
aprecia la intermitencia que tiene lugar cerca de la resonanci•. 
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Comportamiento cuasiperiódico 

Ahora se analizará la zona contenida por la región 0.25 < ro/ru 1 <J. 7x10·5 < K < lxJO-' 
donde. como se mencionó antes. ocurre un fenómeno interesante. pues el máximo 
exponente de Lyapunov y la fracción de tiempo con periodicidad cuatro aproximada 
muestran una discrepancia. Para tener una idea más clara de lo que pasa se han graficado 
tanto la serie de eventos como la sección de Poincaré de dos casos representativos. 

13 ·.'·. 

~· 
12.11 ••• .... 

Figura 39. Serie de eventos T,, vs 11: Eo 
0.012945, e.o-ro,. K-9x10·~. 

'338 

'336 o ,. 
,_i13.3 

13.29 

13r.;..2 

'"' r. 
Figura 4 I. Proyección del atractor sobre el 
plano T,. - T.,., 1: Eo - 0.012945, m - a> 1, K""' 
9xl0"5. 

Figura 40. Sección de Poincaré del atractor: 
t:o-0.012945, m- <Oh K-9xJO"'-

Figura 42. Proyección del atractor sobre el 
plano T,. - 9,.: &o - O.O 12945. m - <Oh K .. 
9x10·5 _ 

En primer lugar se analizó el caso ro = ro1 • K = 9x 1 o-s. para el cual se calculó un exponente 
de Lyapunov máximo h, = 0.0009 y una fracción de tiempo f.,~= 0.9977. Después de un 
corto transitorio (n < SO) que se desenvuelve en el intervalo usual T,. e (12.2,.13). aparece 
un nuevo estado estacionario en un intervalo diferente y más reducido 7~ e (13.26,13.35) 
(figura 39). El atractor es una curva cerrada en el espacio de fases (figura 40). considerando 
que 0" = 1 es equivalente a 0" = O. Para comprobar que esto es asi basta observar las 
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proyecciones sobre los planos Tn - T-1 (figura 41) y 7~ - e. (figura 42). Por lo tanto el 
subespacio sobre el cual caen Jos puntos del mapeo de Poincaré tiene la topologfa de un 
toro T 2 e R·1 que rcsultarfa de la intersección del hipcrplano Z - B con el toro T 3 e R" 
sobre el cual se moverla el sistema. 

13 ... ,--~:s:;¡;=ss~s~;:;~;:;a 
13.2 

13,: :: : .· :. 

,.. 
...... . . 

12.6 •••••• 

. ,._··:. 
12.4. 

12.2 /~ ....... ~_ ~ ... _ 

Figura 43. Serie de event~s T..' vs n; ·eo ~ 
0.012945. co - J.2~m 1 ~ K- 9x:to·'<·· 

a . 

. 

,.,. 

••¡t_;cL,.~~,~ • ..,,.~-~,.~,.~-,~." ... ~~,,! 
T• . 

Figura 4S. Proyección sobre el plano T,,-T'" 1: 

&o - 0.012945 .. co - t.25m .. K- 9x10·'. 

Figura 44. Sección de Poincaré del atractor: 
eo- 0.012945 .. co - t.2Sco1 .. K-9x10·'. 

-· 

Figura 46. Proyección del atractor sobre el 
plano T,, -9,,: &o"'"' 0.012945 .. m - J .2Sco1o 
K-9xlO"'. 

Un toro T 3 e R• puede describirse por tres ángulos 0 = 2iú:t, e>= 2nlt, \ji = 27Unt donde k, /, 
n1 son reales. La sección de Poincaré para un sistema moviéndose sobre este subespacio 
puede construirse sobre el hipcrplano 0 - O atravesado por el sistema cada vez que 2nk.t -
27tn para n = 1 .. 2 .. 3 ..... La n-ésima intersección del flujo con Ja sección de Poincaré será 

/ n1 . 2 , • d · 4>. = 2n¡"· \ji. =2n¡;n y se ubicara sobre un toro T cR . Depend1en o de s1 llk y mlk 

son racionales o irracionales existen dos posibilidades. La más sencilla de ellas es que 
ambos cocientes sean racionales~ lo cual implica que mil también es racional y que el 
sistema es periódico. La segunda posibilidad es que tanto llk como ntlk sean irracionales en 
cuyo caso. el cociente n1// puede ser racional o irracional. Si es irracional el sistema pasará 
arbitrariamente cerca de cualquier punto sobre el toro T 2 después de un tiempo 
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suficientemente largo y el comportamiento del sistema será cuasiperiódico con tres 
frecuencias fundamentales. Si es racional el resultado será una curva cerrada sobre el toro 
T 2 que indicará un comportamiento cuasiperiódico con dos frecuencias f"undamentales; esto 
último es precisamente lo que ocurre en el estado analizado. 

Para el segundo ejemplo se usaron ro= l.2Scoh K = 9xlo-s. con un exponente de Lyapunov 
máximo h 1 = 0.003 y una fracción de tiempo far. = 0.4239. Por las mismas razones 
expuestas en los párrafos precedentes. se puede decir que este nuevo caso también es 
cuasiperiodico con dos frecuencias fundamentales (figuras 44 - 46); sin embargo. existe 
una diferencia en la serie de eventos (figura 43) pues ahora parecen fonnarse tres hebras 
sinusoidales mientras que en el caso anterior se formaban cuatro. Esta es la explicación de 
la discrepancia entre h 1 y far4 • 

4.4 Relación con los resultados del modelo lagrangiano 

Cálculo de la frecuencia natural del sistema 
Como se había adelantado desde el capitulo anterior, es posible usar la serie de tiempo de 
un caso cercano a Ja rcsonanacia para hacer un cálculo aproximado de Ja frecuencia natural 
del sistema ro 1 • 

Se supondrá que la diferencia entre la frecuencia de resonancia ro,= nw 1• donde n = J. 2, ... 
y la frecuencia de Ja oscilación co es suficientemente pequei\a para llevar al sistema a 
intermitencia. y se denotará por ~ro. De esta f"onna se puede escribir 

L\ro = CO-llro1 ... (26) 

Esta expresión puede reescribirse en términos del periodo de la oscilación 't' = 2n/ro y el 
periodo natural del sistema 't'1 = 27t/ro 1 como 

""w= 2 7t(.!.t-n) 
T 0 T 

... (27) 

Por definición 

... (28) 

donde ld.n es el tiempo en que ocurre el desprendimiento de Ja n-ésima gota y P es el 
periodo aparente del movimiento. Dividiendo entre 't'. esta última expresión puede ponerse 

en función de 0#1 = td.n modl 

To p 
--;- =ªn•P -e,, +G 

T 

... (29) 

tomando en cuenta el efecto de tomar el módulo 1; G es el número de gotas esperadas por 
oscilación. El último término del miembro derecho es debido únicamente a la operación 
módulo (mod) que aparece en la definición de e,,. 
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,. i~~,~~jJ,---~~~~~~~--~-~~~~ ~ 
12.2 ··~\..J. ;s. ~~, 

n 
Figura 47. Serie de eventos Tn vs "· 2000 < n < 6000: &o ... 0.0129459 K-3.5~10·'. 
cn/m 1 - 3.999. Nótese como en el intervalo 3000 < 11 < 5000 existe un periodo de 
comportamiento aproximandamente periódico de peñodo P - 4. 

Sustituyendo (25) en (23) resulta finalmente 

l\co = ~,.(l- e •• ,.-:. +P/G) ... (30) 

Con esta expresión resulta: muy sencillo calcular Ja frecuencia y el periodo naturales del 
sistema 

27t 
ru, = -·-------.,, e •• ,. - e. + P/G 

... (31) 

'<o= 
2

,. = i:-{e •• ,. -e. +P/G) 
ro, 

... (32) 

Estas expresiones son válidas tanto para el modelo lagrangiano como para el modelo 
dinámico de baja dimensión y en general para cualquier modelo dinámico que presente 
intermitencia y corrimiento de fase 0n durante su evolución. 

Como ejemplo de la utilidad de estas expresiones se usó el modelo dinámico de baja 
dimensión con una pertur-bación centrada sobre Eo = 0.012945 de amplitud K = 3.Sxlo·' y 
frecuencia relativa w/ro, = 3.999 correspondiente a un periodo i: = 12.6572 sabiendo de 
antemano que la fn ... acucncia natural del sistema es co 1 =O.1241. La diferencia (0,.-s -0,.) se 
lomó como el p.-omedio sobr-e el intervalo 3000 < n < 5000 donde el sistema presenta 
componamiento aproximadamente periódico de periodo P = 4 (figura 47). El tiempo 
pr-omedio para la formación de una gota es i:0 = 12.6359 por lo cual e; == 1 gota/oscilación. 
Con toda esta información se encuentra una frecuencia calculada co~ = 0.1241 y un periodo 
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"~ = 50.6237. Los resultados son contundentes, mostrando una comparación exacta en la 
f"recucncia y con un error de O.O 1 S % en el periodo. 

·o·o·o·o·o·o ~ -~ -~ ·~ ·~ ·= ~ 
ia 20 22 C\e 20 22 '\a 20 22 1a 20 22 1a 20 22 'le 20 22 

o:oº~ºº~ºº~ºº:oº~º 1e 20 22 '\a 20 22 '\a 20 22 '\a 20 22 1a 20 22 C\a 20 22 

Figura 48_ Evolución del sistema en el plano 9,. - T., en el intervalo comprendido entre 11 - 27 
y"= 74. indicado en la figura 10. El circulo y el tl"Wngulo en rojo indican a los puntos último 
y pcnúhimo de cada recuadro, el cual está separado del anterior por- dos puos. Los ejes en 
todos los recuadros son; vertical. 9.,; horizontal. T,.. (Figura 14 repetida) 

El mismo cálculo se llevó a cabo para una serie simulada por medio del modelo 
lagrangiano con una velocidad en el interior del tubo oscilando alrededor de v 0 = 0.0817 
con una amplitud K = 8.0xlO_. y un periodo "t = 40. Con estos parámetros el sistema entra 
en intervalos que muestran un comportamiento aparentemente periódico de periodo P = 2 
(caso 1, secc. 3.1 ). Para el cálculo de la dif"erencia (0 •• 2 -0.) se buscó un intervalo donde 
el sistema fuera bien comportado en el sentido de que el incremento de fase entre un evento 
y el siguinete fuese aproximadamente constante. Estas caracterfsticas se encontraron en el 
intervalo 27 < n < 60 por lo cual fue seleccionado (ver fi~"W"ll 48). Como se mencionó en el 
capítulo 3. el tiempo promedio para la formación de una gota es tal que -r"' 2-. 0 ; es decir. 

G ~ 2 _ Con estos datos se obtienen caf = 0.1549 y ~f = 40.SS. Para tener un punto de 
comparación se calculó el periodo fundamental de este proceso sumando los tiempos entre 
gotas que forman el periodo dos: 7i = 19.05 y 7"2 = 21.43. Esto dio como resultado un 
periodo fundamental -., = 40.48. 

Se hicieron simulaciones con flujos oscilando con estos dos periodos y se enconuó que en 
ambos casos el sistema era más regular que con -r = 40 aunque no se regularizaba por 
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completo. Las series de eventos (figura 49) muestran cómo. después de un transitorio de 
aproximadamente 100 gotas para T = 40.48 y 100 gotas para T = 40.55. el sistema entra en 
un movimiento de periodo dos muy constante~ interrumpido en muy pocas ocasiones por 
ráfagas caóticas. Los mapeos de Poincaré del atractor (figura 50) están formados en ambos 
casos por dos franjas fácilmente distinguibles sobre una nube caótica mucho más tenue que 
en Jos casos anteriores. La existencia de las franjas indico que aún existe una diferencia de 
frecuencias entre el sistema y la oscilación del flujo de alimentación . 

.. ~ :-·:·~~r .,,~-·-:-·"'"",-,,.,._~:,JI 
1D~ 'l -"' • • • • ,. ~---·· ' .... ::· ·. :_.: . ._; .. ·.;".. "...:.._...,~~-.... ::_,: '..::..-·,,. .... 1 

18
0 1DO 

a):::::========================================: 
21.5 ·:--','·.·.-.· • .;-• , .... -;.: ·.:-,-.,._.·.:;t'---."""·:"~ .. --~:;.· ... -.:·.i/"·:· . ....,:· 
21: 

20.5 • 
' .. 

•' 

._,,, 20 ..... 

_:-,_..., .. .,,~ .. ·:. ~:.,:'.:-... ... --\: .•. ...:: . ...;:.-· ... '._-.. __ .~:":.:: .... · .... 

"'oi-~--,..,""°"~~,;;~~.,..,~~--.200"="~~200->=~~-==c--' 

b)'-~~~~~~~~~~~~-n~~~~~~~~~~~~~ 

Figura 49. Series de eventos para dos simulaciones de un grifo gotcantc 
con flujo oscilatorio con amplitud K- Sxl0-1 y periodos a) "t' - 40.48. y 
b) 't ... 40.SS. usando el modelo lagrangiano. 

Estos resultados ponen de manifiesto dos puntos imponantes. El primero de ellos es la 
dificultad práctica que podría suponer ajustar Ja frecuencia de la oscilación del flujo 
exactamente a la frecuencia natural del sistema en el caso de un grifo gotcante real. Esto 
puede deberse a la dispersión existente en los datos lo cual hace imposible detenninar con 
suficiente exactitud el periodo fundamental aunque es posible que exista otro valor del flujo 
medio donde esta dispersión sea menor. A pesar de esto. aparentemente sf es posible 
rcgulari7..ar el sistema dentro de cieno margen de error. que podrá ser aceptable o no 
dependiendo del hipotético proceso del cual fonnara parte el sistema goteantc. 
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Evidentemente hace falta verificar estos resultados numéricos a través de la 
experimentación. 

b) 

Figura SO. Mapeos de POincaré para dos simulaciones de un grifo 
gotcante con flujo oscilatorio con amplitud K - 8xl0 ... y periodos 
a) T = 40.48, y b) T = 40.55. usando el modelo Jagrangiano. 

El segundo punto que se manifiesta en los últimos resuitados es la sobresimplificación que 
el modelo dinámico de baja dimensión significa para el sistema rcaJ 9 prescribiendo como 
constantes a Ja frecuencia de oscilación de la masa remanente después del desprendimiento 
de la gota y al coeficiente de amortiguamiento. En realidad estos parámetros pueden 
depender del tamaño de la gota fonnada en relación al volumen pendiente antes de su 
desprendimiento,. y estár sujetos a perturbaciones adicionales si se fonnen gotas satélite,. 
pues esto hace que la masa pendiente cambie tanto en forma como en volumen. 
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5. Conclusiones y trabajo futuro 

5.1 Conclusiones y recomendaciones 

Con anterioridad se habfa demostrado que el modelo lagrangiano es útil para simular tanto 
Ja fonna de una gota individual como el comportamiento de un sistema gotcante para 
tiempos mucho mayores que el tiempo de formación de una gota única (Fuchikami et u/ ... 
1999). 

En este trabajo se ha usado este modelo para estudiar lo que ocurrirfa con un grifo goteante 
si el flujo que lo alimentara oscilara en el tiempo. Este problema se heredó del caso de la 
ebullición capilar donde se tienen flujos intrínsecamente variables en el tiempo debido a la 
entrada de líquido al capilar en los momentos en que ocurren los desprendimientos de las 
burbujas. Para hacer el estudio se desarrolló por completo el código Cuente del programa 
con base en las recomendaciones publicadas (Fuchikami el a/. 9 J 999)9 y se hicieron las 
modificaciones adecuadas para tener Oujo oscilatorio. Se buscó que la oscilación del flujo 
fuera tal que en todo momento el sistema se encontrara en una región caótica considerando 
el diagrama de bifurcación para flujo constante. 

Se anali?...aron cinco casos para observar el componamiento cuando el periodo de la 
oscilación era similar al tiempo promedio para la fonnación de una gota. Los resultados 
mostraron que._ cuando la frecuencia de la oscilación era suficientemente alta .. el sistema 
perturbado actuaba de fonna muy similar al sistema no perturbado. Por el contrario. cuando 
Ja frecuencia de la oscilación era suficientemente baja. es decir. cuando la variación del 
flujo era suficientemente lenta. el atractor del sistema en el espacio de fases se engrosaba 
para abarcar el espacio delimitado por los atractorcs correspondientes a los casos en que el 
flujo tenía un valor constante igual a las cotas superior e inferior de la oscilación. Uno de 
los resultados más interesantes fue Ja regularización del sistema hacia un comportamiento 
periódico interrumpido por intervalos caóticos muy breves cuando la frecuencia de la 
oscilación del flujo era cercana a la frecuencia natural del sistema de goteo. 

Esto llevó a Ja conclusión de que es posible estabilizar una órbita periódica inestable de un 
grifo goteante haciendo oscilar el flujo de alimentación con una frecuencia cercana a la 
frecuencia correspondiente de la órbita estabilizada y con una amplitud apropiada. No 
obstante. hasta este momento no se ha encontrado un método para estabilizar una órbita 
específica a voluntad. 

El modelo lagrangiano requiere un tiempo de cómputo excesivo para Ja simulación de un 
solo caso. Para extender los resultados logrados con este modelo, se utilizó un modelo 
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diferente y más sencillo. JJamado modelo dinámico de baja dimensión debido a que está 
basado en un sistema dinámico de dimención tres o cuatro que reproduce las características 
esenciales del movimiento de un grifo goteante (Coullet et al., 2000). El parámetro del 
modelo correspondiente al flujo de alimentación se hizo oscilar armónicamente. 

La sencillez del modelo dinámico de baja dimensión hizo posible llevar a cabo una 
exploración exhaustiva del sistema variando tanto Ja frecuencia w como Ja amplitud K de Ja 
oscilación. Los resultados no solo confirmaron lo encontrado con el modelo lagrangiano 
sino que llevaron a nuevas conclusiones: 

i) Cuando la frecuecia de oscilación del flujo era igual a un múltiplo de la 
frecuencia natural del sistema co 1 ; i.c. cuando ambas frecuencias se hallaban en 
resonancia. y la amplitud de Ja oscilación tenia un valor apropiado. el atractor 
del sistema se convenía en un ciclo límite. 

ii) Cuando !nro1 -coj<.1.roc1(n.K). n = L. 2, ... donde Aroc1(n.K) es un valor 
umbral definido por el sistema dependiente de n y de K. y la amplitud de la 
oscilación era apropiada. el atmctor del sistema seguía siendo un ciclo límite; es 
decir, la estabilización del ciclo limite se conseguia en intervalos de valores para 
la f"recuencia de la oscilación de flujo centrados cada uno sobre las frecuencias 
de resonancia: nm1 -.1.roc 1 (n~K) <ro< nro1 + óroc1(n.K). n = l. 2 •... Este es un 
resultado no reportado hasta este momento en la literatura. 

iii) Cuando Aroc1(n.K)<jnro 1 -roj<Aro .. 2 (n9 K) .. 11 = •~ 2 •... donde .Am'"2 (n.K) es 
un segundo valor umbral dependiente de n y de K 9 y la amplitud de la oscilación 
era apropiada. el sistema desplegaba intennitencia. Los intervalos de tiempo con 
comportamiento aproximadamente periódico eran más largos conforme la 
freecuencia se aproximaba a una resonancia. Ya existen estudios que reponan 
haber encontrado un nuevo tipo de intermitencia. llamado efecto "breathing",. en 
sistemas dinámicos perturbados annónicamente~ el cual se carateriza por generar 
una clase movimiento periódico compuesto por intervalos caóticos e intervalos 
periódicos cuando la diferencia entre las frecuencias natural e impuesta es 
suficientemente pequei\a. Aparentemente. en el caso de interés no se consiguió 
generar este movimiento periódico debido a que el comportamiento del sistema 
se volvía periódico antes de que la diferencia entre las frecuencias f"uera 
suficientemente pcquci\a. Cuando el sistema se encuentra en este régimen es 
posible calcular la frecuencia natural del sistema ro 1 a través de la expresión 

"' 
(J)

1 =e~.~ -=-·o .. +i';a 

donde 9,, es la tase en el momento del n-ésimo desprendimiento y está definida 

por e,,¡¡¡¡! 'J.,,._ ~:di .. t<.1.1t1 es el tiempo en que ocurre el n-ésimo desprendimiento y 
T 

T - 27t/ro es el periodo de la oscilación del flujo.Pes el periodo del movimiento 
próximo a ser estabiliza.do. y G es el número de gotas por cada oscilación en eJ 
flujo. 
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iv) Cuando /n(J)1 -co/ > Li(J)c2 (n.K) el sistema era caótico con un atractor muy 
similar al que se obtuvo manteniendo el flujo constante. 

v) Se encontró tambien una región del espacio para.métrico (co/ro 1 , K) donde el 
sistema era cuasipcriódico con dos frecuencias fundamentales. En este régimen 
el atractor del sistema ocupaba una región del espacio de fases distinta y de 
dimensiones significativamente menores que las de Ja región ocupada JX>r el 
sistema con parámetros constantes; es decir, Ja órbita estabili7.ada no es una 
órbita incrustada en el atractor corresJX>ndientc al sistema con parámetros 
constantes .. Esto puede constituir una posibilidad de que el sistema de goteo 
pueda fonnar parte de procesos cuyos márgenes de tolerancia sean reducidos o 
donde se necesiten variados regímenes de operación, pues bastaría con ajustar la 
oscilación del flujo para modificar su comportamiento. Una desventaja 
fácilmente identificable, sin embargo~ es que hasta el momento es imposible 
decidir qué órbita scní estabiJiz.ada. Jo cual hace necesario un estudio previo del 
sistema de goteo para adaptarlo a las necesidades del diseño. Esto podria ser 
resucito pronto pues ya existen trabajos publicados en este sentido aunque éstos 
se refieren a sistemas más sencillos. 

Una diferencia importante con los estudios previos sobre sistemas dinámicos con 
perturbaciones annónicas débiles resonantes es que en aquéllos casos fue posible estabilizar 
diversas orbitas periódicas inestables incrustadas en el atractor caótico correspondiente 
ajustando la frecuencia de la pcnurbación a la frecuencia de la órbita estabili7..ada. En la 
presente investigación únicamente se logró estabili7..ar un ti¡x> de órbita cuando ésta estaba 
en resonancia con Ja perturbación del flujo aún cuando se exploró un intervalo amplio tanto 
de la frecuencia de Ja oscilación como de su amplitud. 

Con todo esto puede decirse que el componamiento de un sistema goteante con suministro 
variable de líquido está lejos de ser trivial revelándose en el presente trabajo tan rico como 
el caso con flujo constante mostrando comportamiento caótico. intennitcnte. periódico y 
cuasiperiódico dependiendo de la frecuencia y Ja amplitud de la perturbación en el flujo. El 
modelo dinámico de baja dimensión cs. sin embargo, demasiado sencillo y únicamente es 
útil como una guía sobre el posible componamiento de un sistema goteante al variar los 
parámetros de la oscilación del flujo: amplitud y frecuencia por Jo que es de suma 
imponancia continuar el trabajo teórico con modelos sofisticados como el modelo 
lagrangiano. También es necesario realizar trabajo experimental para comprobar que estos 
comportamientos realmente se verifican en el mundo fisico. Un posible experimento con 
flujo armónico podría llevarse a cabo imponiendo una variación annónica de la temperatura 
del agua de alimentación justo en Ja salida del tubo. Esto ya se ha implementado para 
explorar el comportamiento del grifo gotcantc con flujo constante y construir el diagrama 
de bifurcación experimental {Katsuyama & Nagata. 1999). 

5.2 Trabajo futuro 

Como se planteó desde los primeros párrafos, este trabajo es parte de un proyecto más 
amplio cuyo objetivo a largo plazo es la descripción de procesos de ebullción en capilares 
en Jos cuales se tienen de fonna inherente flujos dependientes del tiempo. Con este objetivo 
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en mente,. en el futuro inmediato se intentará la construcción de un modelo lagrangiano para 
Ja hidrodinámica involucrada en la formación de burbujas en un tubo capilar. 

Como se ha apuntado anteriormente~ describir una burbuja en el seno de un liquido 
formándose cuasiestáticamcnte en Ja punta de un capilar vertical con salida hacia arriba es 
un problema relativamente sencillo pues basta con hacer las misma consideraciones 
planteadas para el caso de Ja gota estática considerando el eje = dirigido hacia arriba y 
sustituyendo la densidad del fluido p por la diferencia /p-p_/ donde Pm denota a la 
densidad del medio. 

La descripción dinámica es una cuestión más complicada. La modificación más importante 
es la inclusión del fluido externo como parte del sistema. Esto significa tomar en 
consideración Ja densidad y Ja viscosidad del medio e incluir la energia cinética y la 
disipación viscosa que ocurre en su seno,. para lo cual es necesario encontrar expresiones 
apropiadas de estas variables como función de la variable lagrangiana elegida; es decir. 
como función del volumen de la burbuja sobre el plano= en el instante 1. l;(=~I). Esto será 
tema de estudios futuros. 
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Apéndice A. 
numerica de 
lagrangiano 

Algoritmo para 
las ecuaciones 

la solución 
del modelo 

A continuación se presenta el algoritmo empleado para resolver el sistema de ecuaciones 
diferenciales (11) que describen la dinámica del goteo. 

Como condición inicial se utiliza una de las fonnas estables obtenidas al resolver el caso 
estático. Esta gota se divide horizontalmente en M discos de modo que sus volúmenes están 
dados por 

.&I;, = J,:, nr 2 (1;.t)dl;; j = 1. 2 •...• M ... (Al) 

Aquí, {:¡} son las coordenadas de los planos horizontales que limitan a los diferentes 
discos; este conjunto debe cumplir en todo momento con la siguiente relación 

OS=1 <:2 <···<=M-1 <:t.t =:,, 
La energía cinética y Ja energía potencial gravitatoria son 

T = _!_ f =:j&Z;_, 
2 J•I 

u,, =-f=_,L\~.J 
J•I 

... (A2) 

... (A3) 

... (A4) 

Por su parte, Ja función de disipación de Rayleigh discreta es 

R = -~ri~(-_"'", -- =_·,_, J2 

.&I;, (AS) 
2 ~ _, -,.. . .. 

En estas expresiones se usó el hecho de que g = p = r = 1 debido a la elección de unidades. 

La cnergfa superficial presenta mayores dificultades. ya que involucra derivadas espaciales 
de orden superior a uno. Para obtener una expresión discreta. útil para la simulación se 
considera a la superficie como compuesta de superficies cónicas acopladas. El área en el 
intervalo[(=,., +:,)/2.(=, +=,.1 )/2] es 

S, = n(r, +r,., ),¡c;~~~:-i~;)>~(~,~;,.,-; ; j = 2. 3 •...• M-1 ... (A6) 
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En los intervalos [0,=1 12], [:1 12,(:1 +:2 )12] y [<=.,-• +:M)/2,:,, 12] las expresiones 
válidas son. respectivamente 

S 0 =n(r0 +r,)~=~
2 

+(r0 -r,) 2 j=O ..• (A7) 

... (AS) 

... (A9) 

En términos de fas ecuaciones (A6) - (A9), el potencial U r = rs se calcula como 

Ur =rfs1 ... (AIO) ,_, 
Las ecuaciones de movimiento que deben resolverse son 

{
-:,=u, ; j= 1,2 •... ,M 
u, = f,( {:,J.{r,(=,.=1_1 )},{u,}) 

... (Al 1) 

Las funcionesf¡ se derivan de las ecuaciones de movimiento de Lagrangc y están dadas por 

r { au. aur aR} . 
f, = .ii.i;, - a:, - a::,+ au, ; J= 1,2 •...• M ... (Al2) 

El incremento del volumen en el primer disco está determinado ¡xtr el flujo volumétrico Q. 

que corresponde a una velocidad del líquido en el interior del tubo v 0 = -5l.. . 
7tro-

La solución dinámica inicia con el cálculo de los valores medios del radio r1 del .i-ésimo 
disco por medio de las expresiones 

r, = ~ ... (AI3) ,¡-;:;;,~ 

_;=2,3, ...• M ... (Al4) 

Inicialmente se establecen las velocidades de todos los discos iguales a la velocidad en la 
salida del tubo en t = O 

u,(t=O)=u0 ; f= 1.2, ...• M ... (AIS) 

Posteriormente. se ajusta el paso de tiempo tentativo y se sustituye por aquél que produzca 
el menor error posible siguiendo el procedimiento descrito por Press et al. ( 1992 ). 
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Una vez obtenido el paso de tiempo óptimo se integra el sistema de ecuaciones 
diferenciales (Al 1) para un paso de tiempo y se analiza la solución buscando: 

i) que Ja relación (A2) se cumpla, 

ii) que el volumen del primer disco ~~. se mantenga por debajo de una cota 
superior .. y 

iii) que la razón entre el ancho del disco y su radio no sobrepase cierto valor. 

Si la condición i} no se cumple, el paso de tiempo se reduce; si las condiciones ii) o iii} no 
son satisfechas. el número de discos aumenta una unidad. 

Finalmente. se considera que ha ocurrido un desprendimiento de gota cuando el radio de 
alguno de los discos en un cuello es menor que un radio mínimo rrn y la sección transversal 
relativa S,,,.,. ::: (r,.,/r0 )

2 es menor que un valor crítico Se. En este momento la parte inferior 
se separa. Evidentemente en este caso también es necesario reajustar el valor de /vi y 
redefinir las variables. 

Una vez reajustadas las var-iables se procede a calcular los nuevos valores para los radios, 
considerando que el volumen de cada disco se mantiene constante y se establece el nuevo 
valor para v 0 (1). Finalmente, se repite el proceso a panir del ajuste del paso de tiempo. 
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Apéndice B. Códigos fuente 

A.1 Modelo lagrangiano con flujo variable 

A continucación se presenta el código fuente del programa modelo_goteo usado para simu1ar 
el goteo con base en las ecuaciones (11) y el algoritmo para sus solución presentado en el 
Apéndice A, así como los módulos, las subrutinas y las funciones necesarias para su 
ejecución: 

module types 
implicit none 

double precision, parameler :: PI= 3.1415926535900 

type :: registro 
double precislon :: z 
double precision :: xi 
double precislon :: v 

end type registro 

end module types 

program modelo_goteo 
1 Programa de simulación de un grifo goteante con 
1 flujo amiónico basado en una aproxlmlk:ión 
1 lagrangiana de las ecuaciones hidrodlnámcas 
1 (Fuchikami et al., 1999). 

1 AUTOR: osear Martinez Alvarado 
1 FECHA: Agosto 2002 

use types 

double precision :: radio, v_Dt 

type(registro), dimension(0:4800) :: arreglo 
type(registro), dimension(0;4800) :: arrdtdt 
type(registro), dimension(0:4800) :: al'T2xdt 

integer :: N, NN 

double precislon r_o. z_o. v_o, etha 
double precision dt, epsllon 
double precision r_j 
double precision t, tn, tnp1, tm1 TESIS CON 
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double precislon :: r_mln 
double precision :: zzr. xJ_ma>c, xl_div 

double precision :: v_min, v_max, T_O 
double preeision :: err_max, del_O, s 
double precislon :: valor 

integer :: j, k 
integer(S) :: i, n_div, n_rpt 

lnteger :: ierror 

real :: Llnl, t_fin 

logieal :: intercambio, ruptura, despliegue, grabaeion 

common /1 r_o, z_o. v_o, etha 

caJI cpu_tJme(t_lnl) 
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open (UNIT=10, FILE='hsfc_1.txt', STATUS='REPLACE', ACTION=WRITE', IOSTAT=ierror) 

20 tormatf t = ', E15.8) 

despliague = .FALSE. 
grabaclon = .TRUE. 

t Valores de los parámetros del sistema de goteo 
t =O.DO 1 tiempo 
r_o = 9.160-1 1 radio del tubo 
z_O = -4.00 t longitud de Ja columna de fluido dentro del tubo 
v_min = 8.100-2 r veloeidad mlnima 
v_max = 8.240..2 1 veloeidad máxima 
T _O = 4.00+1 J periodo de fa perturbación 
et ha = 2. 0-3 1 viscosidad del fluido 
dt = 1. 0-6 1 paso de tiempo 
epsilon = 4.0-3 1 parámetro de ruptura 
del_O = 1.D-6 1 precisión del método de Runge-Kutta 
s = 0.9 r factor 
zzr = 2.D-1 1 mabim• razón z/r 

v_O = v_Ot(t, v_min, v_max, T_O) 

1 forma inicial de la gota 
call fonna_inlcial(arreglo, N. Pl/2.00, 2.500, 1.0-3. 2.0-2) 

arreglo(O)%z = z_O 
arreglo(O)o/oxi = -P1•z_o•r_0 .. 2+arreglo(1)%xi 
arreglo(O)%v = v_o 

1 cálculo del volumen total 
1 cálculo del volumen para el incremento del número de discos 
xi t=0.00 
xCmax=0.00 
doj= 1, N 

xi_t = xi_t + arreglo(j)%xi 
if(arreglo(j)o/oxi.GT.xi_max) xi_max = arreglo(j)%xi 

enddo 
xi_div = xi_max/2.DO 

write(10,30) xi_t, arreglo(N)%z 
wnte(10,35) r_o. v_o 
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write(10,32) elha 
wrile(10,33) epallon, del_O 

write(10,40) zzr, xl_div 

wr11e(10,•¡ N 

30 format('xi = •, E11.4. •, zb = ', E11.4) 
35 forrnat(' r_O = •, E11.4, •, v_o = •, E11.4) 
32 forrnat(' etha = •, E11.4) 
33 formal(' epaflon = ', E11.4, •• del_O = ', E11.4) 

40 forrnat(' z.z:r = •, E11.4,', xl_div = ', E11.4) 

1 Inicialización de los vedares auxiliares arrdtdl y an'2xdt 
doj=O, N 

am:ttdt(j) = arreglo(j) 
arr2xdt(j) = arTeglo(j) 

enddo 

1 cák:ulo de la evolución de la gota 
n.1ptura =.FALSE. 
l=O 
n_div =O 
n_rpt =O 
tm1 =O.DO 

1 eondicion de termino 
do while(n_rpt.L T.1000000) 

1 ajuste del paso de tiempo 
err_max =O.DO 
eall evolucion(N, ctt, arreglo, arrdtdt) 
can evolucion(N, ctt, arrdtctt, arrdldt) 
call evo/ucion(N. 2.00.dl, arreglo, arr2xdt) 
doj=O,N 

if(abs((arrdldt(j)%z-arr2xd10)%z)/am:tldtU)%z).GT.err_max) then 
err_max = abs((amftdt(j)%z-arr2xdt(j)%z)/am:tldt(j)%z) 

efse if(abs((am:tldtU)%v·arr2xdtÜ)%v)/amftdl(j)%v).GT.err_max) then 
err_max = abs((amftdt(j)%v-arr2xdt0)%v)/arrdtcft0)%v) 

endif 
enddo 

if(err_max.GT.0.0) 1hen 
if(err_max.GT.del_O) lhen 
di= s•ctt•(del_O/err_max)••o.25 

else 
di = s•dt•(del_O/err_max)-0.20 

endif 
endtf 

eall evolucion(N, c:tt, arreglo, arreglo) 

1 despliegue de datos parciales 
1 =t+dl 
i=i+1 

v_o = v_Ot(t, v_min, v_max, T_O) 

J Incremento del número de discos 
if(arreglo(1)%xi.GT.xi_dlv) then 

if(N+1.LE.4800) then 
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write(10,'"') ºincremento del número da discos' 
write(10,20) t 
writa(10,'"') N+1 
N• N+1 
doj= N, 2, -1 

arreglo(i) = arreglo(j-1) 
enddo 
arreglo(1)%z =O.DO 
arreglo(1)%v = v_o 
arreglo(1)%xi =O.DO 
arreglo(O)%z = z_o 
arreglo(O)%v = v_o 
arreglo(O)%xi = .p¡•z_o•r_o-2 
doj•O, N 

arrdtdt{j) = arregloU) 
arr2xdt(j) = arreglo(j) 

enddo 
else 

write(10,'"') 'Espacio de arreglo insuficiente' 
stop 

endif 
endif 

1 división da discos 
do J = 2, (N-N/5) 

r_J = radlo(arreglo{j)%xi, arregroo-1 )%z, arregloQ)%z) 
if((arreglo(j)%z-amtglo(j-1 )%z)/r_j.GT.zzr) then 
n_div = n_div+1 
if(N+1.LE.4800) then 
N= N+1 
do k = N, j+1, -1 

arreglo(k) = arreglo(k-1) 
enddo 
arreglo(j)%z = (arreglo{j)%z+arreglo(j-1)%1z)/2.00 
arreglo(j)%xi = arreglo{j)%xU2. DO 
arreglo(j+1)%xi = arreglo(j)%)(i 
do k =j, N 

arrdtdt(k) = arreglo(k) 
arr2xdt(k) = arreglo(k) 

anddo 
else 
wl'ite(10,•) 'Espacio de arreglo insuficiente' 
stop 

endif 
endif 

enddo 

1 ruptura de la gota 
do j = 2, (N-NIS) 

r_j = radio(arreglo(j)%xi, arreglo{j-1)%z, arreglo(j)%z) 
if((r_J/r_o)-2.LT.epsilon) then 

ruptura= .TRUE. 
NN=j-1 

endif 
enddo 

1f(ruptura) then 
! grabacion del tiempo de ruptura 
if((t-tm1).GT.1.DO) then 

open (UNIT=SO, FILE='stfc4055_1.agl', STATUS='OLD', POSITION='APPEND', & 
ACTION='WRITE', IOSTAT=ierror) 

write(S0,50) t 
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50 format(E15.8) 
cfose(50) 
tm1 = t 

endif 

N=NN 
n_rpt = n_rpt + 1 
write(1 o.·) 'ruptura •• n_rpt 
wril•(10,20) t 
write(10.*) N 
ruptura= .FALSE. 

call cpu_time(t_fin) 

write(1 O, •) 'tiempo: •, t_fin-t_lnl, •seg' 

endlf 

enddo 

write(10,20) t 

writec•, •) 'fin de tarea .. ,• 
wrile(10, •) 'fin de t•rea .•• • 

call cpu_lime(t_fln) 

write(•, •)'tiempo: •, t_fin-t_inl, •seg' 
wrtte(10, •>'tiempo:•, t_fin-t_inl, 'seg' 

ctose(10) 

end program modelo_goteo 

subroutine evolucion(N, di, arm, armp1) 
use types 

implicit none 

double precision :: dz_Jdt, dv_ 1dt, dv_2dt, dv_Jdt, dv_mdt, dv_ndt 

integer, intent(in) :: N 
double precision, intent(ln) :: dt 
type(registro), dlmension(0:4600), intent(ln) :: •rm 
type(registro). dimension(0:4800), Jntent(out) :: armp1 

double precision, dimension(9600) :: A, B, C, O 

double precision :: r_o, z_o, v_O 

double precision :: z_aux 

integer::j 

common /1 r_o, z_o, v_o 

1 cák:ulo del vector A 
doj= 1, N 
A(j) = dt*dz_jdt(arm(j)%v) 
if(j.EQ.1) then 

A(N+1) = dt*dv_1dt(arm(O)%z, arm(1)%z, arm(2)%;i:, arm(3)%z, & 
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arm(O)%v, arm(1)%v, arm(2)%v, arm(O)%xi, arm(1)%xl, arm(2)%xi, arm(3)%xi) 
else if(j.EC.2) then 

A{N+2) = dt•dv_2dt(arm(1)%z, arm(2)%z, arrn{3)%z, arm(4)%z, & 
arm(1)%v, •rrn{2)%v, arm(3)%v, arrn(1)%xi, arm(2)%xi, arm(3)%)d, •rm(4)%xi) 

else lf(J.EQ.N-1) then 
A(2*N-1) = dt•dv_mdt(arm(N-3)%z, arm(N-2)%z, arm(N-1)%z, •rm(N)%z, & 

arm(N-2)%v, arm(N-1)%v, arm(N)%v, arm(N-2)%xl, arrn(N-1)%xi, arm(N)%xi) 
else if(j.EQ.N) then 

A(2•N) = dt•dv_nc:tt(arrn(N-2)%z, arm(N-1)%z, arrn(N)%z, & 
arm(N-1)%v, arm(N)%v, arm(N-1)%xl, arm(N)%xi) 

else 
A(N+j) = dt•dv_jdt(arm(j-2)%z, arm(j-1)%z, arm0)%z, arm(j+1)%z, arm(j+2)%z, & 

arrn{j-1)%v, arm(j)%v, arm(j+1)%v, arm{j-1)%xi, arm(j)%xi, arm(j+1)%xi, arm(j+2)%xi) 
endif 

enddo 

1 cálculo del vector B 
doj = 1, N 

B(j) = dl.dz_jdt(arm(j)%v+A(N+j)/2.DO) 
if(i.EC.1) then 

z_aux = arm(O)%z+drv_0/2.DO 
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B(N+1) = dt•dv_ 1dt(z_aux, arm(1)%z+A(1 )/2.00, arm(2)%z+A(2)12.00. arm(3)%z+A(3)/2.DO, & 
arrn(O)%v, arm(1)%v+A(N+1)12.00, ann(2)%v+A(N+2)/2.DO, ª""(0)%xi, Pl•r_o-2•(.z_aux-:z_O). arm(2)%xi, 
arm(3)%xi) 

else lf(j.EQ.2) then 
z_aux = arm(O)%z+dt•v_0/2.DO 
B(N+2) = dt*dv_2c:tt(arm(1)%z+A(1)/2.00, arm(2)%z+A(2)/2.DO, arm(3)%z+A(3)/2.DO, arm(4)%z+A{4)12.DO, 

& 
arm(1)%v+A(N+1)/2.DO, arm(2)%v+A(N+2)/2.DO, arm(3)%v+A(N+3)/2.00, Pl•r_o-•2•cz_aux-z_O), arm(2)%xl, 
arm(3)%xl, arrn(4)%xi) 
else if(J.EC.N-1) then 

B(2•N-1) = dt•dv_mdt(arm(N-3)%z+A(N-3)/2.DO, arm(N-2)%z+A(N-2)/2.DO, arm(N-1)%z+A(N-1)/2.00, 
arm(N)%z+A(N)/2.00, & 
arm(N-2)%v+A(2•N-2)/2.DO, arm(N·1)%v+A(2•N-1)/2.DO, arrn(N)%v+Ac2•N)/2.00, arm(N-2)%xi, arm(N-1)%xl, 
arm(N)%xi) 
else if(j.EQ.N) then 

8(2.N) = dt•dv_ndt(arm(N-2)%z+A(N-2)/2.00, arm(N-1)%z+A(N-1)/2.00, arm(N)%z+A(N)12.DO, & 
arm(N-1)%v+A(2•N-1)/2.00, arm(N)%v+A(2•N)/2.00, arm(N·1)%xi, arm(N)%xi) 

else 
B(N+j) = dt*dv_jdt(armQ-2)%z+A0-2)12.00, arm(j-1)%z+A(j-1)/2.DO, arm(j)%z+A{j)/2.00, & 

arm(j+1)%z+A(j+1)/2.DO, arm(j+2)%z+A(j+2)/2.00, arrnQ-1)%v+A(N+j-1)/2.DO, arm(j)%v+A(N+j)l2.00, & 
arm(j+1)%v+A(N+j+1)/2.DO, arm(j-1)%xl, arm(j)%xi, armU+1)%xl, arm(j+2)%xi) 
endif 

enddo 

1 cálculo del vector e 
doj= 1, N 

C(j) = dt'"dz_jdt(arm(j)%v+B(N+j)/2. DO) 
if(j.EC.1) lhen 
z_aux = arm(0)%z+dt•v_0/2.DO 
C(N+1) = dt•dv_1dt(z_aux, arm(1)%z+B(1)12.DO, arm(2)%z+B(2)/2.00, arm(3)%z+B(3)/2.00, & 

arm(0)%v, arm(1)%v+B(N+1)/2.DO, arm(2)%v+B(N+2)/2.DO, arm(O)%xi, p1•r_o-2•cz_aux-z_O), arm(2)%xl, 
arm(3)%xi) 
else ifQ.EQ.2) then 

z_aux = arm(O)%z+dt•v_0/2. 00 
C(N+2) = dt•dv_2dt(arm(1)%z+B(1)/2.DO. arrn(2)%z+B(2)/2.00, arm(3)%z+B(3)12.00, arm(4)%z+B(4)/2.DO, 

& 
arm(1)%v+B(N+1)12.DO. arrn(2)%v+B(N+2)/2.DO, arm(3)%v+B(N+3)12.DO, P1•r_o••2•cz_aux-z_O), arm(2)%xi, 
arrn(3)%xi, arm(4)%xi) 

else if(j.EQ.N-1) then 
C(2'"N-1) = dt•dv_mdt(arm(N-3)%z+B(N-3)/2.00, arm(N-2)%z+B(N-2)/2.DO, arrn(N-1)%z+B(N-1)/2.DO, 

arrn(N)o/oz+B(N)/2.00, & 
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arm(N-2)%v+B(2•N-2)/2.DO, arm(N·1)%v+B(2•N-1)/2.00, arm(N)%v+B(2'"'N)/2.00, arm(N-2)%xl, arm(N-1)%xJ, 
•rm(N)%xi) 

else if(j.EQ.N) then 
C(2•N) • dt'"dv_ndt(arm(N-2)%z+B(N-2)12.00, •rm(N-1)%z+B(N-1)12.DO, arm(N)%z+B(N)/2.00, & 

arm(N-1)%v+B(2·N-1)/2.DO, arm(N)%v+B(2'"'N)/2.DO, arm(N-1)%xl, arm(N)%xi) 
else 
C(N+j) = dt•dv_Jdt(arm(j-2)%z+B(j-2)/2.00, arm(j-1)%z+BQ-1)/2.DO, arm(j)%z+B(J)/2.00, 

arm(j+1)%z+B(j+1)/2.00. & 
arm(j+2)%z+B(j+2)/2.DO, arrn(j-1)%v+B(N+j-1)/2.DO, arm(j)%v+B(N+j)/2,DO, arm(j+1)%v+B(N+j+1)/2.00, & 
arm(;·1)%xi, arm(j)%xi, arm(j+1)%xi, arm(j+2)%xl) 
endif 

enddo 

f cá~lo del vector O 
doj= 1, N 

O(J) = at•dz_Jdt(armQ)%v+C(N+j)) 
if(j.EC.1) then 
z_aux = arm(O)%z+dt•v_O 
O(N+1) = dl*dv_1dt(z_aux, arm(1)%z+C(1), arm(2)%z+C(2), arrn(3)%z+C(3), & 

arm(O)%v, arm(1)%v+C(N+1), arm(2)%v+C(N+2). arm(0)%xi, Pr·r_o••2•(z_aux-z_O), arm(2)%xi, arm(3)%xi) 
else if(j. EC.2) then 
z_aux = •rrn(O)%z+dt*v_o 
D(N+2) = dt•dv_2dt(arm(1)%z+C(1), arm(2)'Yoz+C(2). arm(3)%z+C(3). arm(4)%z+C(4). & 

arm(1)%v+C(N+1). arm(2)%v+C(N+2), arm(3)%v+C(N+3), p1•r_o••2•cz_11ux-z_O), •rm(2)%xl, arm(3)%xl, 
arm(4)%xi) 

else 1ru.ec.N-1) then 
0(2•N-1) = df•dv_mdt(arm(N-3)%z+C(N-3), arm(N-2)%z+C(N-2), ann(N-1)%z+C(N-1), arm(N)o/oz+C(N), & 

arm(N-2)%v+C(2•N-2), arm(N-1)%v+C(2*N-1), arm(N)%v+cc2•N), arm(N-2)%xl, arm(N-1)%xi, arm(N)%xi) 
e/se íf(j.EQ.N) then 

0(2.N) = dt9dv_ndt(arm(N-2)%z+C(N-2), arm(N-1)%z+C(N-1), arm(N)o/oz+C(N), & 
arm(N-1)%v+cc2•N-1), arm(N)%v+C(2•N), arm(N-1)%xi, arm(N)%xi) 

else 
D(N+j) = d1*dv___jdt(arm(j-2)%z+C(j-2), arrn(j-1)%z+C0·1), armU)%z+C(j), erm(j+1)%z+C(j+1), 

arm(j+2)%z+C(j+2), & 
arm(j-1)o/ov+C(N+j-1), arm(j)%v+C(N+j), arm(j+1)%v+C(N+j+1), arrn{j-1)%xl, arm(j)%xl, arm(j+1)%xl, 
arm(j+2)%xi) 

endif 
enddo 

1 cálculo de los valores siguientes 
doj= 1, N 

armp1G)%z = arm(i)%z+(A(j)+2.DO•BQ)+2.oo•cü)+D(j))/6.DO 
armp1(j)%v = arm{j)%v+(A(N+j)+2.oo·ecN+j)+2.oo•ccN+j)+DCN+j))16.DO 

enddo 

1 cálculo de los valores siguientes en el primer disco 
armp1(1)%xi = arm(1)%xi+P1·v_o•dt•r_o••2 
armp1(0)%z = arm(O)%z + v_o•cft 

end subrou1ine evolucion 

double prec.islon runction r•dio(xi, z i, z_J) 
impllat none -
double precision, parameter:: PI= 3.1415926535900 

double prec.ision, intent(in) :: xi, z_i, z_j 

radio = sqrt(xü(PJ•(z_j-z_I))) 

end function radio 
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double preclslon function superficie(z_I, z_k, r_J, r_k) 
implicit none 
double precision, parameter :: PI• 3.1415926535900 

double precision, in1ent(ln) :: z_I, z_k, r_J, r_k 

superficie= p1•(r_j+r_k)•sqrt((z_k.z_l)••.2f4+(r_J-r_k)•92) 

end function superficie 

double precision functlon dS_Odz_1(z_1, xl_1p) 
implicit none 
doubfe precision, parameter :: PI= 3.1415926535900 

double precision :: radio, superficie 

double pntcision :: z_1, xi_1p 
double precislon :: r_ 1, s_o 
double precislon :: r_o 

common//r_o 

r_1 = radio(xl_1p, 0.00, z_1) 

s_o = superficle(D.00, z_1, r_o, r_1) 
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dS_Odz_ 1 = P1••2•cr_o+r_ 1)-2•cz_ 1+2.oo•r_ 1•(r_o-r_1)lz_1)1(4.oo•s_o)-r_1•s_0t(2.oo·z_ 1·cr_0+r_1)) 

end function dS_Odz_ 1 

double precision funcUon dS_ 1 dz_:.1(z_1, z_2, xi_ 1 p, xi_2) 
implicit none 
double precision, parameter :: PI= 3.1415926535900 

double precislon :: radio, superf'lcie 

double preciaion, intent(in) :: z_1, z_2, xi_1p, xi_2 
double preclslon :: r_ 1, r_2, s_ 1 
double precislon :: r_o 

common//r_O 

r_ 1 = radlo(xJ_ 1p, O.DO, z_ 1) 
r_2 = radio(xi_2, z_ 1, z_2) 

S_1 = superficie(0.00, z_2, r_1, r_2) 

dS_ 1ctz_ 1 = s_ 1•cr_2/(z_2-z_1)-r_ 11z_ 1)/(2.00*(r_ 1+r_2))-P1••2•(r_ 1+r_2)-2*(r_ 1-r_2)•(r_2/(z_2-
z_ 1)+r_ 1/z._ 1)/(2.oo·s_1) 

end function dS_ 1dz_ 1 

double precision function dS_1dz_2(z_1, z_2, xi_1p, xi_2) 
implicit none 
double precision, parameter :: PI = 3. 1415926535900 

double preclsion :: radio, superficie 
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double precJslon. intent(in) :: z_1, z_2, xf_1p, xl_2 
double preelelon :: r_1, r_2, s_1 
double preeislon :: r_O 

common//r_o 

lf(xl_ 1p.GT.0.00) then 
r_ 1 = radio(xi_ 1p, O.DO, z_ 1) 

else 
r_1 = r_o 

endif 

r_2 = radio(x1_2, z_ 1, z_2) 

s_ 1 = superfide(0.00, z_2, r_ 1, r_2) 
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dS_ 1dz_2 = (P1··2·cr_ 1+r_2)-2•cz_2•cz_2-z_ 1)+2.oo•r_2•cr_ 1-r_2))1s_ 1-2.oo•r_2·s_ 11cr_ 1+r_2))/(4'.00*(z_2-
z_ 1)) 

end funct.ion dS_ 1 dz_2 

double precislon function dS_ndz_n(z_m. z_n, xl_n) 
lmplleit none 
double precision, parameter :: PI = 3.1415926535900 

double precision :: radio, superficie 

double precision, intenl(in) :: z_m, z_n, xl_n 
double precislon :: r_n. s_n 

r_n = radio(xi_n, z_m, z_n) 

s_n = superf1cie(z_m, z_n, r_n, O.DO) 

end func:tion dS_ndz_n 

double precislon function dS_kdz_J(z_J, z_k. z_I, xi_k. xi_I) 
implicitnone 
double precision, parameter :: PI• 3.1415926535900 

double precision :: radio, superficie 

double precision, lntent(in) :: z_J, z_k, z_I, xi_k, xf_I 
double precision :: r_k, r_I, S_k 

r_k .::: radio(xi_k, z_J, z_k) 
r_I = radio(Jd_I, z_k., z_I) 

S_k = superflcie(z_J, z_I, r_k, r_I) 

dS_kctz_J = (P1••2•(r_k+r_1)••2•(2.oo•r_k•(r_k-r_l)-(zJ-z_1)•(z_J-z_k))IS_k+2.co•s_k•r_k/(r_k+r_l))/(4'.00*(z_k
z_J)) 

end function dS_kdz_J 

double precislon function dS_Jdz_J(z_I, ~ • .z_k, xi_J, xi_k) 
implicit none 
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double prectslon, parameter :: PI = 3.1415926535900 

double precislon :: radio, superficie 

double precislon, intent(in) :: z_i, z_j, z_k, xt_J, xi_k 
double precislon :: r_J, r_k, S_J 

r_J = radio(xJ_J, z_I, z_J) 
r_k = radio(xl_k, z_J, z_k) 

S_J = superficie(z_I, z_k, r_j, r_k) 
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dS_jdz...j = S_j•(r_l</(z_k-z..J)-r_j/(z_j-z_l))/(2.DO•(r_j+r_k))-Pl-2•¡r_j+r_k)"2•(r_j-r_k)•(r_l</(z.._k-z...J)+r_j/{z_J
z....1))1(2.DO•s_j) 

end funetlon dS_Jdz_J 

double precislon function dS_idz...j(z_h, z_I, z..J, xl_I, xl...J) 
implicit none 
double preclslon, parameter :: PI= 3.1415926535900 

double precision :: radio, s""'perfleie 

double precision, intent(ln) :: z_h, z_I, z_j, xJ_I, xl_J 
dOuble precislon :: r_I, r_J, S_I 

r_i = radio(xi_i, z_h, z_i) 
r_J z radio(xi_J, z_I, z_j) 

S_l = superficie(z_h, z_J, r_i, r_J) 

dS_idz...J = (PJ••2•cr_i+r_J)-2•ccz_J-z_h)*(z_J-z_l)-2.DO•r_J•(r_j-.r_l))/S_l-2.~S-i•r_J/(r_l+r_J))/(4.DO*(z_J-z_i)) 

end function dS_ldz_J 

double precision functlon dS_ndz_m(z_m, z_n, xJ_n) 
implicit none 
double precision, parameter :: PI :o:: 3.1415926535900 

double precision :: radio, auperflcie 

double preclsion, in1ent(in) :: z_m, z_n, xi_n 
double precision :: r_n, s_n 

r_n = radio(xi_n, z_m, z_n) 

s_n = superfieie(z_m, z_n, r_n, O.DO) 

dS_ndz_m = (P1••2•r_n••2•c2.oo·r_n••2-(z_n·z_m)-2)/S_n+2.oo•s_n)/(4.00•(z_n-z_m)) 

end function dS_ndz_m 

double preclsion function dU_gdz_J(xJ_J) 
impliclt none 

double precision, lntent(in) :: xi_J 

dU_gdz_J = ·xJ_j 
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end fundlon dU_gdz_J 

double precision functlon dU_sigdz_1(z_1, z_2. z_3, xL1p, xJ_2, xl_3) 
lmpllcit none 

double precision :: dS_Odz_1, dS_1dz_1, ds.::_kdz.j 

double precision, lntent(in) :: z_1. z_2, z_3.' x1_:.1,>,'x1_2~ xi_3 
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dU_sigdz_1 = dS_Odz_1(z_1, xi_1p) + ds_1:~~-~¡z..;;.1,·~~2. xi_1p, xi_2) + dS_kdz_J(z_1, z_2, z_3, x1_2, Xf._3) 

end func:Uon dU_sigdz_ 1 

double precision runctlon dU_slgdz_2(z_1, ~2. ~3. z_•. xJ_1p, xl_2, xl_3, xl_4) 
lmpllcit none 

double precislon :: dS_ 1dz_2, dS_Jdz_J, dS_kdz..J 

double precision, lntent(ln) :: z_1, z_2, z_3, z_4, xl_1p, xl_2, xl_3, xL .. 

dU_sigdz_2 = dS_kdz:_J(z_2, z_3, z_ 4, xi_3, xJ_4) + dS_Jdz_J(z_ 1, z_2, z_3, xl_2, xl_3) + dS_ 1ctz_2(z_ 1, z_2, 
xi_1p, xl_2) 

end runction dU_sigdz_2 

double precision runction dU_slgdz...j(z_h, z._I, z_J, z_k, z_I, xl_i, xl_j, xl_k. xi_I) 
lmplicit none 

double precision :: dS_ldz_J, dS_Jdz_J, dS_kdz_J 

double precision, inlent(in) :: z_h, z_i, z_J. z_k, z_I, xi.:.J, xl_J, xLk. xl_I 

dU_sigdzw = dS_kdz_j(z_j, z_k. z_I, xi_k, xl_I) + dS_Jdz_j(z_I, z,J, z_k, xl..J, xl_k) + dS_ldz..J(z_h, z_i. z;..J, xi_I, 
xi_J) · , 

end funct.ion dU_slgdz...j 

double preciaion functlon dU_slgdz_m(z_k, z_I, z_m. z_n,·x1_1, xi_m, xl_n) 
lmplicit none 

double precislon :: dS_idz_J, dS_Jdz.J, dS_ndz_m 

double preeision, lntent(ln) :: z_k. z_I, z_m, z_n, xi_I, xi_m. xi_n 

dU_sigdz_m = dS_ndz_m(z_m. z_n, xi_n) + dS_Jdz._J(z_I, z_m, z_n, xf_m, xi_n) + dS_idz_J(z_k, z_I, z_m, xi_i, 
xi_m) 

end fund:ion dU_algdz_m 
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double precision functlon dU_sigdz_n(z_I, z_m, z_n. xf_m. ¡ici_n) 
implicit nona 

double precision :: dS_naz_n, dS_idz_J 

dOuble precislon, intent(ln) :: z_I, z_m, z_n, xf_m, xl_n , 
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dU_sigdz_n = dS_ndz_n(z_m, z_n, xi_n) + dS_ldz_J(Z.~J. z~m. z_n, xi_m, xi_n) 

end function dU_sigdz_n 

double precislon function dRdv_J(z_I, z_J, z_k, v_I, v_J, v_k. xl_J, xLk) 
implicit none · .-., · -

double precislon, intent(ln) :: z_I, z_J, z_k, v_:_J, V~.~·v.:..k. xrj: ~l_k. 
double precislon :: r_o, z_o, v_o, etha ' '· · 

common /1 r_o, z_o, v_O, etha 

dRdv...J = ·3.DO"etha"((v__J-v_i)"xi...JJ(z...J-z.J)~~2:(v_k·v.:._,j.JC¡_¡.,.é.._k·~)·•2¡ 
end functlon dRdv_J 

double preelslon funetlon dRdv_n(z_m, z_n, V_m,· v_n; xf_n) 
lmplicit none 

double precision, lntent(ln) :: z_m, z_n, v_m, v_n, xl_n 
double precislon :: r_o, z_O, v_o, etha 

common /1 r_o, z_o, v_O, etha 

dRdv_n = -3.oo•etha•x1_n•(v_n-v..:_m)l(z_n .. z_m)-2 

end function dRdv_n 

double precision functlon dz...jdt(v_J) 
implicit none 

double precision. fntent(in) :: v..J 

dz_Jdt = v_J 

end funetion dz_jdt 

double precision function dv_1dt(z_O, z_1. z_2, z_3, v_o, v_1, v_2, x1_1, xl_1p, xl_2, xi_3) 
implicit none 

double precision :: dU_gdz_J, dU_sigdz_ 1, dRdv_J, dU_gamdz_ 1 

double precision, intent(in) :: z_o, z_1, z_2, z_3, v_O, v_1, v_2, xJ_1, >d_1p, xl_2, ld_3 

if(xi_ 1p.GT. 1.00) then 
dv_1dt = (-d'U_gdz_J(xi_1p)-dU_sigdz_1(z_1, z._2, z_3, xl_1p, xi_2, xl_3)+dRdv_J(O.DO, z_1, z_2, v_O, v_1, 

v_2, xl_1p, xl_2))/xl_1p 
el se 
dv_ 1dt =O.DO 

endif 
end function dv_ 1dt 
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double precision functlon dv_2dt(z_1, z_2, z_3, z_4'. v_1. v_2, v_3, xi_1p, xi_2, xl_3, xL4') 
lmplicit none 

double preeislon :: dU_gdz_J, dU_slgdz_2, dRdv_J, dU.::_gamdz..J . ' . -. . . -
double precislon, lntent(ln) :: ~1. z_2, z_3. ~~4.· v~ 1~· v_2:.~~3. 'xf_1p, x1_2, x1_3, xi_4 

dv_2dt = (-dU_gdz_J(xi_2)-dU_slgdz_2(z_ 1, -~2~ :~3.~-~~~-: ~t:~1·~. ,;;~.2.2. xl..:,.3, xi_•)+ & 

end fu~:?ovñ"1J~:~d~_2, z_3, v_ 1, v_2, v_3, ~~~~' ~:'.:~~>(~~~~-:-·--:~-~'. ; ' 
".-r/' .º;_.,;:,.. 

::::::::::~u:::::~~:::~~~:~.:::~'. :~~i~i1*_k~~;'· ~u. ~-k· ~-'> 
double precislon, intent(in) :: z_h, z_i, z_J, z_k,.: ~S.'.~::).~ ~J'.~:~2k·J"'Jd.~J;'~l_J;·xl_k. :~-' 
dv_Jdt = (-dU_gdz_t(xi_J)·dU_algdz...J(z_h. ~1. ~i{~k;;~i~~~J_j?~fj}'~Lk~- ~1)+·a 
end fu~~:~j~~d~_J, z_k, v_I, v.J, v_~ xij, x:~it1~i ¡~~,<mí;;·:·~ff .•. 
double precision function dv_mdt(z_k. z_J. ,¡_~'; z~nYv"'2_1,' ~:m; ,v.:.._n." Xt). xf~m. xl_n} 

implicit none '.'·:'.o!~ ·'~··'.{~<:1.~ª~!iL: ~~:.:¿· .- , 

double precislon :: dU_gdz.J. dU_slgdz_m;dRdv,J,·d(J~ili!'!dz..:J, dU~•mdz_m 
:· .,;,,,• ,:::·?'.'o!-~•.,Y:~i":_~,, '- • 

double precislon, intent(fn) :: z_k, z_I, z_m, z_n, .v~I •. v_m •. v~n; xf..:_I, xl_m, xl_n 

dv_mdt = (-dU_gdz_j(xl_m)-dU_sigdz_m(z..:..k~·z~i.~Z_:m: ¡n, ·XJ_J, xl_m, xJ_n)+dRdv_J(z_I, z_m, z_n, v_I, v_m, 
v_n, xi_m, xi_n))/xLm 
end funetion dv_mctt 

double preeision function dv_ndt(z_I, z_m, z_n, v_m, v_n, xl_m, xi_n) 
lmplicit none 

double precislon :: dU_gdz_j, dU_algdz_n, dRdv_n, dU_g•mdz_n 

double preetsion, intent(ln) :: z_I, z_m, z_n, v_m, v_n, xl_m, xJ_n 

dv_ndl = (-dU_gdz_J(xl_n)-dU_slgdz_n(z_I, z_m, z_n, xi_m, xi_n)+dRdv_n(z_m, z_n, v_m, v_n, xi_n))/xf_n 
end function dv_ndt 

subroutine presentar(file, N, t, arreglo, grabacion, despliegue) 
use types 

implicit none 

double precision :: radio 

integer, intent(in) :: file, N 
double precision, intent(in) :: t 
type(registro), dimension(0:4'800), intent(ln) :: arreglo 
logical, intent(in) :: grabacion, despliegue 

double precision :: r_j 
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doubJe precision :: r_o. z_o, v_O 
integer::j 

common /1 r_o. z_o, v_o 

10 fonnal(' ', E11.4, ••, E11.4) 

doj=O,N 
if(j.EQ.O) then 

if(grabacion) wrile(file, 10) r_o, O.DO 
r_J = r_o 

else if(j.EQ.1) then 
if(arreglo(1)%xl.GT.0.00) lhen 

r_J s radio(arregloQ)%xi. O.DO, arreglo(j)%z) 
else 

r_J = r_o 
endif 
if(grabacion) write(file, 10) r.J, arreglo(1)%z/2.DO 

else 
r.J = radio(arreglo(j)%xi, arreglo(j-1)%z, arreglo(j)%z) 
lf(grabacion) write(file, 10) r_j, (arreglo(i)%z+arreglo(J-1)%z)/2.DO 

endif 
enddo 
lf(grabacion) write(file, 1 O) O.DO, arreglo(N)%z 

endsubroutlne presenlar 

double precision funclion v_ot(t, v_mln, v_max, T _O) 
impliclt none 

double precision. parameter:: PI= 3.1415926535900 

double precision, intent(in) :: t, v_min, v_max, T _0 

v_ot = 5.0-1"'((v_max+v_min)+(v_max-v_min)"'cos(2.DO"'Pl•vr_o)) 

end funelion v_Ot 

subroutine forma_inicial(arreglo, N, theta_i, z_i, r_i, h) 
1 detenninación de la forma intclal usando 
1 un algoritmo runge-kutta de cuarto orden 
1 autor: osear martinez alvarado 
1 fecha: 27 de mayo de 2002 

use types 

1 derivadas con respecto a s 
1 (funciones) 
double prec1slon :: thela_dot 
double precision :: z_dot 
double precislon :: r_dot 

type(registro), dimension(0:4800), lntent(out) :: arreglo 
integer, intent(out) :: N 
double precision, intenl(in) :: theta_i, z_i, r_i, h 

type(registro), dimension(0:4800) :: inval'T' 

double precislon :: r_J, r_k, theta_k, theta_I 
double precision :: r_o. z_o, v_O 
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double precision :: at, bt, et, dt 
double preclsion :: az, bz, cz, dz 
double precision :: ar, br, er, dr 

integer :: I, j, k 1 Indices 

common /1 r_o, z_O, v_o 

invarr(1)%z a z_I 
invarT(1)%xi = O.DO 
invarr(1)%v = v_o 

r.J • r_I 
theta_k = theta_i 

1 metodo de runge-kutta de cuarto orden 

J = 1 
do 

at = h•theta_dot(lheta_k, invarr(j)%z, r_J) 
az = h•z_dot(theta_k) 
ar= h•r_dot(theta_k) 

bt = h•theta_dot(theta_k+at/2.dO, lnvarr(j)%z+az/2.00, r_J+ar/2.00) 
bz = h•z_dot(theta_k+at/2.00) 
br = h•r_dot(theta_k+at/2.00) 

et= h•theta_dot(theta_k+bt/2.00, lnvarr(j)%z+bz/2.DO, r_j+br/2.00) 
cz = h•z_dot(theta_k+bt/2.00) 
cr = h•r_dot(theta_k+bt/2.00) 

dt = h•theta_dot(theta_k+ct, invarr(j)%z+cz, r_J+cr) 
dz = h•z_dot(theta_k+ct) 
dr = h•r_dot(theta_k+ct) 

theta_I = theta_k + (at + 2.oo•bt + 2.oo•ct + dt)/6.00 
invarr(j+1)%z = invarr(j)%z +Caz+ 2.00•bz + 2.00•cz + dz)/6.00 
r_k = r.J +(ar+ 2.00•br + 2.DO•cr + dr)/6.DO 

invarr(J+1)%v = v_O 

1 cálculo del volumen 
invarr(j)%xl = pi•(invarr(j)%z-lnvarr(j+1)%z)•(r_j9•2+r_k-2)/2.0 

theta_k = theta_I 
r_j = r_k 
j =j+1 

if(r_k.GT.r_O) then 
ex.it 

endif 
enddo 

wntec10,•) '%e_r = ', 100.oo•cr_klr_o..1.oo) 

N=J 
doj = 1, N 

arregloO) = ínvarr(N-j+1) 
arreglo(j)%z = arreglo(j)%z-inv•rr(N)%z 

enddo 
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end subroutine fonna_lnicial 

double precision function theta_dot(lheta, z, r) 
f temporal derivative of theta 
1 autor. osear martl'nez alvarado 
f fecha: 12 de mayo de 2002 

implicit none 

double precision, intent(in) :: theta 
double precision, intent(in) :: z 
double precision, intent(in) :: r 

theta_dol = cos(theta)/r • z 

end function theta_dot 

double precision function z_dot(lheta) 
1 temporal derivative of z 
r autor: osear martinez alvarado 
1 fecha: 12 de mayo de 2002 

tmplicit none 

double precision, intent(in) :: theta 

z_dot = -eos(theta) 

end function z_dot 

double precision funetion r_dot(theta) 
1 temporal derivative of r 
1 autor. osear martfnez alvarado 
1 fecha: 12 de mayo de 2002 

implicit none 

double precision, intent(in) :: theta 

r_dot = sin(theta) 

end functton r_dot 
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A.2 Modelo dinámico de b•J• dimensión con flujo v•ri•ble 

El siguiente es el código fuente del programa usado para obtener los resultados del modelo 
lagrangiano con e variable. En este mismo código se calculan las series de tiempo .. el 
exponenete de Lypunov máximo cálculado a tmves de la expresión 

"· = !!!!l !; 1{/; :IJ 
donde Yo es un desplazamiento infinitesimal arbitrario tangente a Ja condición inicial Xo~ y 
Yn representa su evolución., y la fracción del tiempo en que el sistema es aproximadamente 
periódico con periodo cuatro. 

f.,..(ro/ro 1 .K) = lim!1..,.4 (t,ro/ro1 .K) ... (22) ·-1 
donde / es el tiempo total y 1.,., es el tiempo durante el cual la órbita se compona en formo 
aproximadamente periódica con periodo cuatro. 

program modelo_dinamico 
f Programa de simulación de un grifo goteante con 
1 flujo armónico basado en un modelo dinámleo de baja dimensión 
1 (Coulfet et al., 2000). 

1 AUTOR: Osear Martfnez Atvarado 
1 FECHA: Diciembre 2002 

implicit none 
double precislon, parameter :: PI= 3.1415926535900 

double precision :: next_ T 

double precision :: A, B, omega, lambda 
double precision :: e_o, K, tau. ny 
double precislon :: x_O, z_o 
double precision :: x_prQ, z_prO, x_pr1, z_pr1 
double precision :: T_pr, time_prO, time_pr1, time_s, fn1c_s 
double precision :: detta 
dOuble precision. dimenslon(40000) :: T, theta 
double precision, dimension(0:40000) :: x, z, time 
double precisíon :: dx, dz, dlime 
double pfecision :: disl_O, dist_ 1, r 
double precision :: suma, lyap_e 
inleger :: i, 1, m, lmax, mmax, N 
integer :: ierror 

10 format(' ', E15.8,' ', E15.8, '', E15.8, '', E15.B) 
20 fonnat(' ', 16, ''. E15.8, ''. E15.8, '', E15.8, 'º, E15.8, '', E15.8) 

open(UNJT=10, FILE='lyaps_18.dat', STATUS='REPLACE', ACTION='WRITE', IOSTAT=lenor) 

ª-º = 1.29450-2 

omega = 4.2400 
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lambda = 3.40-1 

x_O IS 8.0-1 
z_O •O.DO 

dx = 1.0-5 
dz :i::: 1.0-5 
dtime = 1.D-5 

A= 8.0..1 
e as 1.00 

delta = 4.50-2 
N •25000 

K = 3.50-5 
ny = 4.003500/5.0616D+1 
tau = 1. 00/ny 

x(O) = x_O 
z(O) = z_O 

x_prO = x_o + dx 
:t_prO = z_o + dz 

tlme(O) =O.DO 
tlme_prO = tlme(O) + dtlme 
tlme_s = O.DO 

dist_O = dsqrt(dx."'2+dz .. 2+dtime-2) 
suma=0.00 

doi= 1. N 
T(i) = next_T(z(f..1). B, time(i-1), e_o. K. tau) 
x(I) = (x(l·1)9dcos(omega•Tci))-A•dsln(omega•Tc1)))9exp(-lambda•Tci)) 
z(i) = -(x(i-1)"'dsin(omega•T(i))+A"'dcos(omega*T(i)))"'exp(-Jambda"'T(i)) 

T_pr= noxt_T(z_prO, 8, time_prO, e_o, K, tau) 
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x_pr1 = (x_pr0"'dcos(omega•T_pr)-A*dsln(omega•T_pr))9exp(-lambda"'T_pr) 
z......pr1 = -(x_prO"'dsin(omega*T_pr)+A"'dcos(omegm•T _pr))"'exp(-fambda*T _pr) 

time(f) = tlme(l-1) + T(i) 
time_pr1 = time_prO + T _pr 

theta(i) = time(i)nau - noor(ttme(l)ltau) 

dist_ 1 = dsqrt((x(l)-x_pr1)••2+(z(l)-z_pr1r•2+(time(l)-time_pr1)-2) 

r a: dist_O/dist_ 1 

suma = suma + dfog(1/r) 

x_prO = r-x_pr1 + (1. 00-r)•x(i) 
z_prO = r-z_pr1 + (1.00-r)•z(i) 
time_prO = ,.-ume_pr1 + (1.00-r)-ilme(I) 

if(i.GT.4)then 
tf(dabs(T(i)-T(l-4)).LT.delta) then 

time_s = tlme_s + T(i) 
endif 

endlf 
enddo 
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lyap_e = suma/N 

wrile(10, 10) tau, K, time_s/1ime(N), ly•p_e 
wrile(10,20) (i, x(i), z(i), theta(i), T(i), time(I), i = 1, N) 
close(10) 
end program modelo_dinamieo 

doubfe precision tunction next_ T(Z_o. B, t_O, e_o, K, tau) 
Jmplicit none 

double precision :: avance 
double precislon, intent(in) :: z_o, B, LO. e_O, K. t•u 

double precision :: h 
double precision :: err_max, del_O, S 
double precision :: t_ 1, t_2 
double precision :: z. t 

h = (B -Z_0)/150.00 
del_O = 1.0-5 
s = 8.1>1 
Z=Z O 
t=t_O 

do while(Z.L T.B) 
err_max = 0.00 

enddo 

t_ 1 = avance(Z, t, h, e_O, K, tau) 
t_2 = avance(Z, t, 2.00•h, e_o. K. tau) 
if(dabs((t_ 1-t_2)tt_ 1).GT.err_max) then 

err_max = dabs((t_1-t_2)1t_1) 
endif 

if(err_max.GT.0.0) then 
if(err_max.GT.del_O) then 

el se 

endif 
endlf 

h = s•h•(del_O/err_max)••0.25 

if(Z+h.GT.B) then 
h=B-Z 

endif 

t = avance(Z, t, h, e_o, K, tau) 
Z=Z+h 

next_ T = t-t_O 

end funcdon next_ T 

double precislon function avance(Z, t, h, e_O, K. tau) 
implicit none 

double precision :: dt_dz 

double preclsfon, intent(in):: Z, t, h, e_o, K, tau 
double precision :: A, B. e, O 
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A = h•ctt_dz(Z. t. e_o. K. tau) 
e = h*dt_dz(Z+h/2.00. t+A/2.00, e_o. K. tau) 
e• h•dLdz(Z+h/2.00, t+B/2.DO, e_o. K, tau) 
O= h*dt_dz(Z+h, t+C, e_o. K. tau) 

avance= t +(A+ 2.oo•e + 2.oo•c + D)/6.00 

end function avance 

double precision function dt_dz(Z, t, e_o, K. tau) 
lmplicit none 
double precislon, p•,..meter :: PI• 3.1•15926535900 

double precislon, lntent(ln):: Z, t, e_o, K. tau 

dt_dz = 1/(e_O+K•c1cosc2.oo·P1•11tau)+Z•~> 

end function dt_dz 
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