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A

Se estudié numdricamente el efecto de una variacién armédnica del flujo de
alimentacién sobre un sistema de goteo. Se usaron dos diferentes
aproximaciones: un modelo basado en un enfoque lagrangiano de las ecuaciones
hidrodinamicas y un modelo dinamico de baja dimension que reproducia la
esencia del primero con la ventaja de requerir mucho menor poder de computo
para su analisis. En ambos casos se encontré que el sistema dinamico en tiempo
continuo se tornaba intermitente cuando la frecuencia de la oscilacion del flujo
era cercana a la frecuencia natural del sistema. En el caso del modelo dindmico
de baja dimensién no sélo fue posible estabilizar orbitas periddicas inestables
incrustadas en el atractor cadtico del sistema con flujo constante cuando la
perturbacion y el sistema se encontraban cn resonancia, sino también orbitas
cuasiperioédicas con dos frecuencias fundamentales fuera de ese atractor cuando
la amplitud y la frecuencia de la perturbacién eran las apropiadas.

Abstract

The effect of a harmonic variation of the feeding flow on a dripping system has
been numerically studied. Two approaches were used: a model based on a
Lagrangian point of view of the hydrodynamical cquations and a dynamical
model which reproduces de essence of the first with the advantage that it
requires less computational power. In both cases it was found that the
continuous-time dynamical system becomes intermittent when the flow
oscillation frequency was near the natural frequency of the system. In the case
of the dynamical model it was possible not only to stabilize unstable periodic
orbits embedded on the chaotic attractor of the system when the perturbation
and the system were at resonance, but also to stabilize two-frequency
quasiperiodic orbits away from the attractor when suitable perturbation
amplitudes and frequencies were used.
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1. Introduccién

Aunque el estudio de la dinamica no lineal y el caos inicié desde los ultimos aiios del siglo
XIX con los estudios de mecanica celeste del matematico francés Henri Poincaré, ha sido
sOlo durante las Gltimas décadas que se ha extendido el interés dentro de la comunidad
cientifica por el estudio de la dinamica no lincal y se han reconocido sus repercusioncs en
los campos de tradicional interés para la ciencia,en gran parte debido al desarrollo de las
computadoras. Asi, fenomenos que hasta hace poco, bajo el paradigma del determinismo
absoiuto, eran desdefiados y hasta rechazados por los cientificos, han encontrado cabida y
han podido ser descritos con las ideas y técnicas matematicas desarrolladas a partir de los
trabajos de Poincaré, Arnold, Fiegumbaum y muchos otros (ver, por ¢jemplo, Lichtenberg
& Lieberman, 1983. Guckenheimer & Holmes, 1986; Ott, 1990; Drazin, 1992). De esta
forma, la tecoria de sistemas no lincales ha demostrado tener una muy amplia variedad de
aplicaciones no solo en fisica y matemiticas sino también en ciencias sociales, ciencias
bioldgicas, cicncias de la Tierra ¢ ingenieria. Los fenéomenos que pueden ser descritos por
esta disciplina incluyen materias tan diversas como la variacion de los precios, el
crecimicnto de la poblacion, la propagacion de genes, la fisiologia de las células nerviosas,
la regulacion de los latidos cardiacos, algunas reacciones quimicas, las transiciones de fase,
¢l comportamicnto de algunos circuitos clectrénicos, &c.

Las ecuaciones de la dinamica de fluidos son ecuaciones no lineales que han motivado gran
parte de la investigacion sobre caos en sistemas disipativos. Probablemente dos de los
campos mas intensamente estudiados sean la transicion a la turbulencia y la conveccion de
Rayleigh-Bénard, aunque pueden encontrarse muchos otros. Algunos de los fenémenos no
lincales que son de importancia cn el contexto del presente trabajo son los flujos
influenciados por tension superficial y su tendencia a romperse en gotas (Eggers, 1997).
Estos son procesos con una poderosa accidén sobre nuestra vida diaria debido a sus
multiples aplicaciones tecnologicas. Las burbujas, por ¢jemplo, estan presentes en varios
dispositivos usados en tratamientos de aguas, metalurgia y plantas quimicas, asi como en
aplicaciones médicas tales como oxigenadores de sangre, también son utilizadas como
trazadores de fluidos bioldgicos en cquipos de ultrasonido y como vectores para transferir
farmacos a lugares determinados del organismo (Lohse, 2003). Por su parte, la formacién
de gotas es impontante en las industrias quimica y farmacéutica, donde se requieren dosis
precisas. La industria de las computadoras también aplica la formaciéon de gotas en
dispositivos periféricos tales como las impresoras de inyeccion de tinta y los modemos
graficadores donde la cbulliciéon, fenémeno aun mas complicado que no sélo involucra ia
influencia de la tension superficial sino también Ia transicion de fase liquido-vapor, también
encuentra aplicacion. Este ultimo proceso cs utilizado ampliamente en equipos para la
industria energética tales como los generadores de vapor debido a su alta eficiencia para
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transferir calor. A pesar de todo esto, la descripcion de estos fenémenos se ha mantenido en
un nivel apenas superior al empirico y una teoria gencral aiun no ha sido desarrollada.

Este trabajo tienc como principal objeto de estudio la dinAmica del goteo a tiempos mucho
mayores comparados con el tiempo de formacion de una gota cuando el flujo de
alimentacion es variable en el tiempo, y forma parte de un proyecto de mayor alcance cuyo
objetivo ¢s la comprension de los procesos involucrados en la formacion de burbujas en un
capilar como resultado de la cbullicién det liquido que lo llena. Se ha observado que el
flujo de vapor cs dependiente del tiempo como consecuencia de la entrada de liquido al
capilar cada vez que ocurre el desprendimiento de una burbuja lo cual da lugar a la
formaciéon de paquetes de liquido debido a inestabilidades de la pelicula formada sobre la
superficie interna del capilar (Ramos er al., 1997; Garcia ¢r al., 2001; Acharya er al., 2003).
Uno de los objetivos a largo plazo del proyecto sobre la dinamica de burbujas es modificar
el modelo utilizado ¢n esta investigacion tomando en cuenta las diferencias y similitudes
entre los procesos de formacion de gotas y burbujas.

En las secciones restantes de este capitulo se presenta una revision sobre el estado del arte
referente a la dinamica del grifo gotcante, a la dinamica de Ia ebullicién en tubos capilares
y a la perturbaci6n periédica de sistemas dinamicos. En el capitulo 2 se describe el modelo
matematico usado para describir un grifo goteante en esta investigaciéon y se delinea el
método numérico para solucionar las ecuaciones resultantes. Posteriormente se hace el
analisis de las ecuaciones de una gota en equilibrio para usar las soluciones como base en
ulteriores explicaciones. Al final del capitulo 2, se muestran algunos cjemplos del
comportamiento de un sistema de goteo cuando éste es alimentado por un flujo constante,
validando al mismo tiempo el cdédigo computacional desarrollade durante el curso de la

presente investigacion.

El capitulo 3 es la parte medular del presente trabajo. Después de una explicacion acerca de
los métodos de analisis, aparecen los resultados obtenidos al estudiar cinco casos en los
cuales el flujo es variado débilmente y de forma arménica. En tinicamente uno de ellos
~aquél que sc obticne cuando la perturbacién y el sistema oscilan con frecuencias muy
similares— ocurre una modificacion apreciable de la dinamica llevando al sistema de un
comportamicnto aparentemente cadtico a otro mucho mas regular. Esto es un resultado que
confirma el trabajo previo sobre sistemas dinamicos perturbados reatizado por otros grupos

de investigacion.

En el capitulo 4 se presenta un modelo que a pesar de ser mas simple que ¢l modelo
lagrangiano, descrito en cl capitulo 2, captura la esencia de la dinamica del fenomeno. La
extrema sencillez de este modelo permitié Hevar a cabo una exploracion mas extensa de las
posibilidades cn ¢l comportamiento del sistema y extraer conclusiones mas amplias. Con
este modelo se descubrieron regimenes sin contraparte en ¢l modelo lagrangiano, al menos
para los valores de los parametros utifizados. Estas conclusiones y las posibles lincas de
investigacion derivadas de este trabajo, incluyendo aquéllas con miras a cumplir con el
objetivo del proyecto sobre dinamica de burbujas, sc establecen en el capitulo 5.

Por altimo, en el Apéndice A se explican los detalles del método numérico utilizado para la
solucion de las ccuaciones del modelo lagrangiano, micentras que los cédigos fuente
completos de los programas computacionales en lenguaje Fortran 90 se puede consultar en

cl Apéndice B.
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1.1 EI grifo goteante

Un grifo goteante es un sistema compuesto por un tubo vertical contir
de agua o algan otro liquido con un flujo tan pequefio que el fluido es forzado a formar
gotas bajo la accion de fucerzas de tension superficial. Shaw (1984) estudié este sistema v
encontré6 quc se comporta como un sistema periodico © como un sistema caodtico
dependiendo del valor del flujo de alimentaciéon que funge como parimetro de control
(Shaw, 1984; Martien er u/., 1985).

Después de Shaw, numerosos investigadores han trabajado sobre este sistema tanto de
forma experimental como tedrica y numérica, y han encontrado una gran variedad de
fendomenos asociados a la dinamica no lineal del sistema. En la parte experimental,
Sartorelli ¢r al. (1994) encontraron la existencia de crisis de frontera y dos tipos de
intermitencia: la primera rclacionada con bifurcaciones tangentes, y la segunda, con saltos
en el comportamiento entre atractores periddicos pares; Pinto er al. (1995) observaron una
bifurcacion de Hopf secundaria para flujos cercanos al flujo continuo o chorro, mientras
que Katsuyama & Nagata (1999) realizaron una exploracion de un intervalo amplio de
flujos volumétricos y lograron construir un diagrama de bifurcacion del fenomeno variando
micrométricamente ¢l flujo por medio del calentamiento controlado del agua en la salida

del tubo.

Desde el punto de vista de la tcoria y las simulaciones numéricas, s¢ han adoptado
diferentes modeclos tratando de reproducir la dinamica del fenédmeno. El mismo Shaw
(1984) fue el primero en proponer ¢l modelo mas usado hasta el momento: el modelo de
oscilador con masa variable, el cual ha sido posteriormente modificado por Sanchez-Ortiz
et al. (1995) y por D’Innocenzo & Renna (1997). liarraza-Lomel er al. (1999), haciendo
uso del modelo del oscilador de masa variable, propusieron una forma de controlar un grifo
goteante por medio de pequefias variaciones de la viscosidad del fluido dependientes del
comportamiento del sistema (control de lazo cerrado) basandose en ¢l método OGY de
control de caos propuesto por Ott ¢ ul. (1990).

Con enfoques diferentes, Gongalves er al. (1998) construyeron una maquina & topolégica
para analizar algunos conjuntos experimentales de datos recabados durante experimentos de
goteo y estimar su complejidad en la forma de una tasa de entropia de Markov, mientras
que Tufaile er af. (1999) produjeron diagramas de bifurcacién permitiendo que el tanque de
almacenamicnto se vaciara cuasiestaticamente conforme caian las gotas e intentaron emular
algunos de las caracteristicas observadas a través de parejas de mapeos logisticos con
interaccion y sin interaccion.

Siguiendo una linea con mas fundamentos fisicos y partiendo dec las ecuaciones de la
dinamica de fluidos, Fuchikami ¢r «/. (1999) propusieron un modelo numérico lagrangiano
para simular la formacion de una gota y lo aplicaron al caso del grifo goteante
reproduciendo detalladamente sus caracteristicas dinamicas. Kiyono & Fuchikami (1999)
usaron ¢l modelo numérico lagrangiano de Fuchikami y colaboradores para proponer una
version mejorada del modelo de oscilador de masa variable introducido por Shaw (1984).
Coullet ¢r af. (2000) v Riera (2000) hicieron un analisis de estabilidad de las ecuaciones
hidrodinamicas alrcdedor del volumen critico de una gota, mas alla del cual no existen
gotas estaticas, y encontraron que el desprendimiento de la gota se debe basicamente a una
bifurcacion silla-neaco. Ademas, propusieron un modelo dinamico de baja dimension con la
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forma de un mapco de primer retomo con el cual lograron construir un diagrama de
bifurcacién similar a aquéllos obtenidos tanto experimentalmente (Katsuyama & Nagata,
1999) como mediante métodos numérnicos (Fuchikami er a/., 1999)., Ambravaneswaran er
al. (2000), usaron un modelo unidimensional basado en una aproximacién de chorro
delgado de las ecuaciones de Navicr-Stokes axisimétricas (Eggers & DuPont, 1994) v
analizaron ¢l diagrama de bifurcacién y algunos efectos tales como la histéresis.
Finalmente, Kiyono e a/. (2002) propusieron un potencial mediante el cual puede ser
descrita la dinamica del grifo gotcante.

Con todo este trabajo como sustento, ¢l grifo goteante se ha convertido en un paradigma de
comportamicnto no lineal en sistemas fisicos debido en gran parte a la facilidad que
representa construir un dispositivo experimental para su estudio.

1.2 La ebullicién en capilares

La transicion de fase de liquido a vapor ¢n contenedores tiene lugar en fisuras o cavidades
en las paredes del contenedor que actaan como sitios de nucleacion (Collier, 1972).
Tratando de profundizar en la dinamica de este proceso, se han realizado varios estudios
experimentales sobre la ebullicion dentro de capilares (Ramos er al., 1997, Garcia er al.,
2001; Acharya et al., 2003). Asimismo, algunos modelos tedricos para predecir las
propicdades estadisticas de los datos que los experimentos han arrojado han sido propuestos
aunque ninguno de ellos ha demostrado ser capaz de explicar completamente las
obscrvaciones (Cordonet er al., 2001). Otros grupos han realizado diferentes experimentos
usando laseres para calentar puntualmente sitios de nucleacion artificiales sobre placas
metilicas (Shoji & Takagi, 2001; Zhang & Shoji, 2003).

Ramos ¢r al. (1997) usaron un capilar de 1.6 mm de diametro interno y una longitud
efectiva de 8 mm con un alambre de Nicromel de 250 um colocado en el fondo del capilar
para que actuara como la fuente de calor adicional requerido para la ebullicion del liquido.
El capilar fue colocado dentro de un vaso de 3 litros lleno con agua destilada a 96 °C. En
este cexperimento se encontraron tres comportamientos cualitativamente diferentes. Para
potencias ¢ < 0.66 mW, la tension superficial y las fuerzas de flotacién se encuentran
balanceadas y cl sistema despliega un comportamiento estitico con burbujas que
permanecen por varios segundos en el extremo abierto del capilar antes de desprenderse o
colapsarse. Aproximadamente en g = 0.66 mW ocurre una bifurcacion de wal forma que
para potencias en el intervalo 0.66 < ¢ < 10.6 mW el sistema forma paquetes de cuatro a
siete burbujas con cl mismo periodo separados por la ultima burbuja de cada uno de ellos
seguida de una sola burbuja de periodo mas corto. Para potencias ¢ > 10.6 mW el sistema
muestra un comportamiento aproximadamente periédico.

Acharya er al. (2003) usaron un contenedor de 3.5 litros lleno con agua destilada a 98 °C, »
dos diametros en sus capilares: 1.23 mm y 1.40 mm, y cuatro longitudes diferentes: 40 mm,
50 mm, 60 mm y 80 mm. El calor requerido para la ebullicién fue proporcionado por un
alambre de Constantan de 254 um de didmetro colocado sobre el eje del capilar. Lo que se
encontro en este caso fue que para potencias bajas (g =14 W/m) el desprendimiento de las
burbujas era periodico mientras que para potencias cada vez mas altas el proceso se volvia

de periodo dos, periodo tres, &c.
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Las principales diferencias entre estos dos experimentos fueron que en el pnmer caso —
cuando la resistencia fue colocada en el fondo del capilar— habia una sola interfase liquido-
vapor, mientras que en ¢l segundo caso —cuando la resistencia fue colocada a lo largo del
eje del capilar— existian dos interfases reclevantes: una en el fondo del capilar y otra en ta
partc alta de la burbuja. Sin embargo, ambos experimentos revelan interesantes
comportamientos debido al ingreso de peliculas delgadas de liquido en ¢l capilar cuando las
burbujas se desprenden. La consecuencia de esto es la formacion de paquetes de liquido
dentro del capilar que interrumpen el suministro de vapor y provocan la interrupcion del
tren de burbujas en el caso del experimento de Ramos er al. (1997) y Garcia et al. (2001), v
la bifurcacién de tres ramas ¢n ¢l experimento de Acharya er al. (2003).

Existen importantes similitudes entre el goteo y la produccién de burbujas desde un capilar.
Tanto un sistema de gotco como uno de ebullicién capilar consisten en columnas de fluido
que sufren discontinuidades y rupturas debidas a la accién conjunta de fuerzas de tension
superficial y fuerzas volumétricas. Estas ultimas estan representadas por la gravedad, en el
caso de las gotas, y por fuerzas de flotacién, en el caso de las burbujas. Otro aspecto que
muestra ¢l parentezco entre ambos procesos es el hecho de que, desde el punto de vista de
la dinamica no lineal, los dos tienen la posibilidad de comportarse de forma periédica o
cadtica dependiendo del valor del flujo de alimentacion.

Por otro lado, también existen diferencias entre ambos sistemas de las cuales quiza fa mas
evidente es la razon de densidades p/p,, donde p es la densidad del fluido interno y pm es
Ia densidad del medio circundante. En el caso de una gota con ’;& >1, la simctria arriba-

abajo cerca del desprendimiento se destruye notablemente, micntras que para una burbuja
con -2 <1 . €l desprendimiento s¢ muestra mucho mas simétrico (Peregrine er al., 1990).

£l

La razdn de viscosidades /M. donde 7 es la viscosidad de la gota o de 1a burbuja y n.. es
la viscosidad del medio, es otro parametro que sirve para diferenciar entre los dos casos:

LI para una gota; o< para una burbuja. la importancia de este parametro en la
n

dinamica del proceso radica en que el valor de la viscosidad determina la capacidad del
fluido para disipar energia y amortiguar la accion de fuerzas deformantes de tension

superficial.

Otra diferencia, no obvia, pero esencial, es la continuidad del flujo de alimentacién: en un
grifo goteante es relativamente sencillo mantener un fluyjo constante; en cambio, en un
sistema de burbujeo capilar esto resulta mas complicado por la inevitable entrada de
material al tubo de salida en forma de peliculas delgadas de liquido.

Con base en las analogias expuestas y considerando las diferencias discutidas se concluyo
que el estudio de un grifo goteante con suministro dependicnte del tiempo podria aportar
informacion relevante para entender el burbujeo. Con esta idea en mente, en este trabajo se
simuld numéricamente un grifo goteante alimentado por un flujo dependiente del tiempo de
forma armoénica con un periodo cercano al tiempo promedio d¢ formacion de una gota para
un flujo constante elegido con base en criterios de conveniencia para ¢l cdlculo numérico.
La amplitud de la oscilacion del suministro de material se escogié de tal forma que el
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sisterna se encontrara en todo momento en una region caética considcrando el diagrama de
bifurcacion con flujo constante. Una continuacién natural de la investigacién presente sera
generalizar los modelos y los codigos usados para el andlisis de este sistema a los casos del
burbujeo y de la ebullicién capilar.

1.3 Sistemas dinamicos con perturbaciones periédicas débiles

A partir de la década pasada se inicié la investigacién de la respucsta de sistemas dinamicos
al perturbar débilmente y de manera periédica alguno de sus parametros o al someterlos a la
accion de fuerzas adicionales periodicas débiles. Estas operaciones se han revelado como
formas alternativas de control de caos de lazo abierto en contraposicion al control de lazo
cerrado o con retroalimentacidon propuesto por primera vez por Ott es al. (1990). Sin
embargo, aiin no se ha comprendido completamente ¢l mecanismo por el cual una orbita
periodica es estabilizada a través de una perturbacion débil en el sistema. Hasta el momento
ta principal desventaja del método de control de caos de lazo abierto por resonancia débil es
la dificultad de estabilizar una 6rbita especifica. No obstante, al menos para el sistema de
Rossler se ha demostrado que el control por perturbaciones periédicas puede ser orientada a
un cierto objetivo de tal manera que sc estabilice una Orbita dada (Tereshko &

Shchekinova, 1998).

La respucsta del mapeo logistico x,+) = ax,(1 — x,) al perturbar el parametro a fue una de las
primeras en ser analizadas: Se varié el parametro de control sobre dos valores discretos
unicos @ = {A,B} en secuencias tanto periddicas como estocisticas. Esto condujo a caos
temprano, es deccir, caos para valores muy bajos del parametro a (Rossler er al., 1989).
Cuando la modulacién se volvié continua y periddica se encontraron efectos de resonancia
dentro de un intervalo de frecuencias alrededor de la frecuencia natural del sistema. Estos
efectos se caracterizaban por la modificacion de la dinamica del sistema aan con valores
relativamente bajos de la amplitud de la perturbacion (Rossler er al., 1991).

Mirus & Sprott (1999) exploraron el efecto de perturbaciones periodicas no necesariamente
débiles sobre una amplia variedad de sistemas de diferentes dimensiones tales como la
ecuacion logistica (una dimension), el sistema de Lorenz (tres dimensiones), las ecuaciones
de Rossler (tres dimensiones), un modelo de celdas de Lorenz acopladas (96 dimensiones),
las ecuaciones de Yoshida (nueve dimensiones) y una red neuronal (64 dimensiones). En
todos los casos la frecuencia Optima para controlar ¢l sistema con la minima amplitud
resulté ser la frecuencia de la oOrbita periédica inestable estabilizada. También pudo
establecerse que una frecuencia dada era capaz de estabilizar a mas de una orbita periodica
Yy que para amplitudes superiores el sistema sec trababa con la perturbacion y se
estabilizaban orbitas periédicas de caracteristicas diferentes a las incrustadas en el atractor
caético original.

Existen pocos trabajos conducentes a la explicacion del fenomeno. En cl caso particular de
un oscilador forzado dec Rayleigh con un diodo se¢ ha mostrado que aparentemente la
atenuacion del caos tiene lugar a través de una bifurcacion silla-nodo cuando el sistema al
ser perturbado atraviesa ventanas periodicas (Tamura er al., 1999). Por otra parte, al
perturbar el término cubico B en la ecuacion de Duffing-Holmes
X+ vyt —ox+Px’ = Acos(wr), que describe a una barra magnetoelastica biestable oscilando
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entrc dos imanes, se ha usado con éxito el método de Meclnikov (ver, por ejemplo,
Lichtenberg & Licberman, 1983 o Guckenhcimer & Holmes, 1986) para predecir de forma
analitica la existencia de un valor critico para la amplitud de la perturbacion a partir del
cual el sistema se estabiliza (Lima & Pettini, 1990). Esto parece ser verdad para el sistema
estudiado en el presente trabajo aunque también se encontré una cota superior de la
amplitud mas alla de la cual, el sistema pierde estabilidad nuevamente. Chacén (2001)
también usé el metodo de Melnikov para hacer un analisis mas general aplicable a sistemas
dinamicos originalmente no auténomos con dos perturbaciones armonicas y, establecié
condiciones para la supresion y la amplificacion del caos.

La ecuacion de Duffing-Holmes se ha utilizado también para investigar el pape! que juega
Ia diferencia de fases entre el forzante del sistema y una débil perturbacion. Esto condujo a
demostrar que eligiendo apropiadamente la diferencia de fase era posible reducir el umbral
de la amplitud de la perturbacion para lograr un control efectivo del caos (Qu er al., 1995).
Estas investigacioncs sobre el cfecto de la diferencia de fase también llevaron a la
descripeion, en términos de una diferencia de fase dependiente del tiempo, de un nuevo tipo
de intermitencia caracterizada por la alternancia de movimiento regular y movimeinto
cadtico y causada por una pequefia desviacion de la frecuencia de resonancia. Este nuevo
tipo de intermitencia, que Qu y sus colaboradores han llamado ‘‘efecto breathing™, ha sido
observada experimentaimente al trabajar con una barra magnetoelastica biestable (Fronzoni

etal., 1991).

Como una referencia mis cercana al problema del gotco como sistema con efectos no
linecales, Kiyono & Fuchikami (2000) desestabilizaron una orbita periodica (cuando los
parametros eran constantes), y estabilizaron una orbita inestable de periodo uno incrustada
dentro del atractor caotico del sistema con pardmetros constantes, haciendo oscilar el flujo
cn ¢l modelo lagrangiano para simular un grifo goteante descrito cn {a seccion anterior. En
ecste trabajo también se usa el modelo lagrangiano y el método de solucion planteado por
Fuchikami er a¢l. (1999) para explorar de manera mas extensa el comportamiento del grifo
goteante. A diferencia del trabajo de Kiyono & Fuchikami, no se ha logrado la
estabilizacion de una orbita de periodo uno, sino de una 6rbita de periodo dos. Esto es
debido anicamente a diferencias en los valores de los parametros tanto del sistema fisico
como del método numérico utilizado.

El poder de computo y ¢l ticmpo requeridos para llevar a cabo una simulacién usando el
modelo lagrangiano hacen necesario ¢l uso de modelos mas sencillos para un estudio mas
completo del fendmeno, Kiyono & Fuchikami emplearon con este proposito una variante
del modelo de oscilador de masa variable para el grifo goteante y le agregaron una fuerza
periodica externa que tomo el lugar de la variacion arménica en ¢l flujo. Mediante un
analisis detallado de la seccion de Poincaré mostraron que la estabilizacion de la una orbita
s¢ debia a una bifurcaciéon homoclinica (Wiggins, 1990) en el espacio de fases que tenia
lugar al incrementar la amplitud de la fuerza periddica externa. En el caso del presente
trabajo no se usé ningin modelo de masa-resorte, sino que se centrd la atencion sobre un
nuevo modelo basado en un sistema dindmico que recrea las caracteristicas observadas en
el atractor reconstruido del fenémeno. El uso de este modelo mas sencillo permitié un
analisis muy completo del comportamiento del sistema en diferentes intervalos tanto de la
frecuencia de la perturbacion como de su amplitud dando lugar al hallazgo de

sorprendentes comportamientos.
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2. El modelo lagrangiano

2.1 Descripciéon del modelo

En esta investigacion el goteo fue simulado numéricamente a través del modelo lagrangiano
propuesto por Fuchikami er al. (1999), que considera que la gota se compone de un
conjunto de discos horizontales de volumen constante pero forma variable cuyo
movimiento es descrito por una funcion lagrangiana y las ecuaciones de movimiento que de
ella se derivan. Este modelo ha sido utilizado por Kiyono & Fuchikami (1999) para mejorar
el modelo del oscilador de masa variable presentado originalmente por Shaw (1984).
Asimismo, Riera (2000) y Coullet er al/. (2000) utilizaron las ecuaciones discretas
linealizadas del modelo lagrangiano para estudiar el comportamiento de los cigenvalores de
una gota cerca del volumen critico mas alla del cual se pierde la estabilidad de una gota
estitica. De esta forma encontraron que la pérdida de estabilidad tiene lugar a través de una

bifurcacién silla-nodo.
El modelo de Fuchikami se basa en las siguientes suposiciones:
i) el fluido es incompresible,

§i) la geometria de la gota es axisimétrica,

iii) la componente horizontal de la velocidad es despreciable en comparacién con la

componente vertical,

iv) la componente vertical de 1a velocidad depende Unicamente de la posicion vertical,
Una quinta suposicion implicita en ¢l modelo es que el fluido externo es inviscido y de
densidad despreciable, de manera que la unica influencia que ejerce es a través de la tension
superficial. Esto, obviamente, e¢s una de las primeras modificaciones que requerira el
modelo en el momento de ser aplicado al caso de la dinamica de burbujas pues en este caso
tanto la densidad como la viscosidad del fluido exterior es mayor que la del propio sistemna.
Estas suposiciones son asintGticamente validas para gotas delgadas de viscosidad alta
(Coullet er al., 2000), aunque las simulaciones realizadas con el modelo concuerdan bien
aun con resultados experimentales que incluyen casos con viscosidad baja (Peregrine er al.,
1990; Katsuyama & Nagata, 1999).

Las suposiciones (/i) y (iv) implican que no existe intercambio de fluido a través de ningun
plano horizontal que se encuentre fijo a la gota. En caso de que hubiera flujo a través de
planos horizontales se generaria recirculacion y por lo tanto, componentes radiales de

velocidad distintas de cero y componentes verticales de velocidad dependientes de la
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posicién horizontal. De esta manera, la posicion vertical = del plano puede cambiar

permaneciendo constante el volumen debajo de él, mientras que el volumen cn la parte
superior se incrementa de acuerdo a la tasa establecida por cl flujo de suministro . Esta
caracteristica permite considerar al volumen de fluido £ debajo de la coordenada vertical z
como variable lagrangiana durante el tiempo de vida de la gota; esto es, durante el tiempo
comprendido entre el inicio de la formacién y su desprendimiento. Considerando el eje z

dirigido hacia abajo, el volumen & csta dado por

E(z0) = [ rr (G it ()

En esta expresion 7(z, ¢) es el radio de la gota en la posicion = al tiempo 7, y = es ta longitud
total de la gota (ver figura 1).

{z=0

£(z. 0 —;

T=z,0

Figura 1. Definicién de variables en el modelo lagrangiano.

El lagrangiano del sistema estara dado por L =7 —U, —U,., donde 7 es la energia cinética,

Uy es la energia potencial gravitatoria, y U es la energia potencial debida a la tensiéon
superficial. Tanto la energia del fluido externo como la disipacién viscosa que en su seno
podria ocurrir son nulas ya que, como se menciond antes, éste se considera de densidad y

viscosidad despreciables.
La energia cindtica esta dada por

7= ‘2_’_[:"“'u=dg (@)

donde p es la densidad del fluido, E,(/)=&(0,¢),y v= a:#a%’l . Por su parte, las energias
d ser expresados como

potenciales, gravitatoria y de superficie, respecti P
(Fuchikami er ul., 1999)
[We)
U, =—pgf," (&0 €D
ott) , . (=
Up =™ Janz +$:,)),,d§ )
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donde g es la aceleracion de la gravedad y I es el coeficiente de tensién superficial. Las
~ 2.

variables primadas quedan definidas como =’ = a'+a§'ll y == -a—%(éﬂ .
Las fuerzas disipativas dependientes de la velocidad pueden describirse mediante una
funcién de disipacion de Rayleigh, R (Fuchikami er al., 1999)

7 3 L) ( :,l))z
R=—-= —_— ..(5

5 - 5", e ©)
Aqui, n es la viscosidad y 7° es la tasa de disipacion de la energia cinética del fluido
(Landau & Lifshitz, 1991).
La solucién numérica de las ecuaciones se realiza suponiendo que la gota esta dividida en
M discos horizontales. De esta forma, el volumen del j-ésimo disco esta dado por
AE, (1) = [ mri(G.de .. (6)
Por las mismas razones por las cuales el volumen debajo de la coordenada vertical z es una
variable lagrangiana, este volumen permanece constante a lo largo de la formacion y
desarrollo de la gota hasta que ésta se desprende.
La expresion discreta de la energia cinética toma las forma

Px- 2
=23 zs2az, = (7)

=1

donde el punto indica derivada con respecto al tiempo. Las expresiones para las energias
potenciales se escriben entonces como

Al
U, = —ngl:IAEJ .. (8)
<

Af
Up=F)’S, e (9)

J=1
donde S; = S; (5.1, 55 S4+1) €8 la superficie de la gota en el intervalo [(5.1+3)/2, (57+3+1)/2],
modelada como una seccion cénica (ver apéndice A). Por ultimo, para la funcién de

disipacion de Rayleigh se tiene

(2 _= 2
R=—§np"z[¥~lj A, . (10)
< =

Sy
Las unidades se normalizaron de tal forma que I' = p = g = 1 (Fuchikami er al., 1999;
Coullet er al., 2000; Riera, 2000); bajo este criterio se eligieron /, = ./[T/pg como unidad

de longitud, m, =p/; como unidad de masa y 1, = -//,/¢ como unidad de tiempo las

cuales quedan como /o = 0.27 cm, my = 0.020 g y 1o = 0.017 s si se consideran, por ejemplo,
las propiedades fisicas del agua a 20 °C.
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Las ecuaciones que rigen el movimiento son las ecuaciones de Lagrange:

1[&)-@45 an
dr{ oz, o=, &z,

Este e5 un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden, susceptible de
ser transformado en un sistema auténomo de primer orden, sujeto a la condicién en la
frontera de entrada de fluido o aumento de volumen en el primer disco, para lo cual se
prescribe un gasto @ =arlv, donde 7, es el radio del tubo, quc durante toda Ia
investigacion se consideré r, = 0.916 (que corresponde a un tubo de 5 mm de diametro
interno en unidades normalizadas), y v, es la velocidad del liquido al salir del mismo. La
geometria del dominio de integracion es libre y constituye, por lo tanto, parte de la
solucién. Todo esto constituye un sistema dinamico Af-dimensional, donde A7 oscila entre
200 y S00 dependiendo de la fase del desarvollo de la gota. El sistema de ecuaciones
diferenciales se resuelve utilizando un método Runge-Kutta de cuarto orden con ajuste del
paso de tiempo (Fuchikami er al., 1999; Press er al., 1992). Para determinar el momento
del desprendimiento de la gota se observa el radio de la columna de liquido en los cuellos
formados y se compara con ¢l radio del tubo; si la seccion transversal relativa
Soun =(r./r)? es menor que un valor critico S., la parte inferior se separa y se reinicia la
simulacion a partir de la forma resultante. Una descripcion mas detallada del procedimiento
numérico y el cédigo completo del programa en lenguaje Fortran 90 se encuentran en los

apéndices A y B, respectivamente.

2.2 Gotas en equilibrio estitico

Antes de describir el comportamiento dinamico del goteo, se harda un breve analisis de una
gota en cquilibrio esiatico pues las caracteristicas de las soluciones de las ecuaciones de
equilibrio tienen consecuencias importantes para ¢l problema de interés.

Figura 2. Definicion de variables en una gota en equilibrio estatico.

En cquilibrio estitico, la forma de la gota queda determinada por ¢l balance entre la fuerza
de gravedad y la tension superficial. La presion hidrostitica esta dada por

P =pg= .. (12)
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donde = es la posicion vertical con la direccion positiva dirigida hacia abajo y medida desde

la salida del capilar, p es la densidad del fluido, y g es la aceleraciéon de la gravedad.
Entonces, el equilibrio entre la presién hidrostatica y la tensiéon superficial, puede

expresarse comao:

P L+ L
R R,

donde I" es el cocficiente de tension superficial, y R, y 222 son los radios de curvatura

principales. Si se definen las variables de la manera ilustrada en la figura 2 se encuentran

las siguientes relaciones para R, y >

.- (13)

1 a0

—IZ=—‘—I‘; ... (14)
_l____cose

/o . (15)

Usando unidades normalizadas se puede establecer el siguicnte sistema de ecuaciones
diferenciales

d0 _cosf _ .

ds r -
... (16)

La primera de estas ecuaciones surge del equilibrio de fuerzas (ec. 12) mientras que las dos
altimas son relaciones geométricas. Para el caso que nos ocupa, las “condiciones iniciales™
son, para s = 0, 6(0) = /2, =(0) =z y 1(0) = O, donde =, es la presién en la parte inferior de
la gota la cual, gracias a la eleccion de unidades, es numéricamente igual a la longitud de la
gota. La integracion de estas ecuaciones se realizé usando un método de Runge-Kutta de
cuarto orden con paso de tiempo constante hasta cumplir con la condicién » = r,, donde ro

es el radio interior del capilar.

La figura 3 muestra los resultados de la integracion en una grifica de longitud de gota
contra volumen para un cicrto valor de ro. En ella puede notarse la existencia de un
volumen critico V. mas alla del cual no existen soluciones para (16). Justo por debajo del
volumen critico (4.78 < V' < 5.23) existen dos soluciones una de las cuales, aquélia
correspondiente a una longitud de gota menor, cs estable mientras que la que corresponde a
la longitud mayor es inestable. Esto puede verse mejor si se analizan los eigenvalores de
(11), las ecuaciones de movimiento de Lagrange (Riera, 2000; Coullet er a/., 2000). Los
estados sobre la rama que parte del origen ticne eigenvalores s; tales que Re(s) < O
indicando estabilidad. Por otro lado, las formas que se encuentran sobre las ramas
superiores tienen al menos un eigenvalor tal que Re(s,) > 0, lo cual corresponde a estados
de equilibrio inestable. [L.a forma correspondiente a V.. tiene un eigenvalor s, tal que Re(s;) =~
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0 marcando el punto de bifurcaciéon. Claramente se trata de una bifurcacidn silla-nodo la
cual da lugar a la dinamica caracteristica del gotco: si una gota es alimentada por un cierto
flujo, ésta alcanzara eventualmente el volumen critico y perdera estabilidad debido a que la
parte real de uno de los cigenvalores se vuel ve positivo en la bifurcacioén silla-nodo.

En el caso de la descripcion de una burbuja en el seno de un liquido formandose en la punta
de un capilar vertical con salida hacia arriba las consideraciones plantcadas serian las
mismas excepto porque la densidad p tendria que ser cambiada por la diferencia |p —p,.|

donde p.. indica la densidad del medio circundante.

6 R —

)

o

o<

o 2 a 6

v
Figura 3. Grifica de longitud, =, = =2(0), contra volumen para gotas en
equilibrio estatico. ¥, denota el volumen critico mis alla del cual es
imposible obtencr formas en equilibrio. De las dos ramas que surgen
hacia la izquierda a pantir de él, Gnicamente la rama inferior describe

formas de equilibrio bie. Los dors el P o de
eigenvalores de (11). Desde el punto de vista de la tcoria de
bifur it 1. puede id se el punto critico de una bifurcacion

silla-nodo (Tomado de Riera, 2000).

2.3 EIl grifo goteante con flujo constante

El modelo numérico lagrangiano ticne la capacidad de predecir la forma de las gotas con
gran detalle (ver figura 9 en Fuchikami er al., 1999 y comentarios sobre la misma). Un
ejemplo de una sucesion de estados para r, = 0916 y v, = 0.0809, en unidades
normalizadas, se muestra en la figura 4. El primer desprendimiento ocurte a r = 20.4
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mientra que el segundo tiene lugar a 7 = 41.3. Nétese que después del desprendimiento de la
primera gota, se desprenden dos gotas satélite cuyos volumenes son menores al 12 del
volumen de la primera gota, razén por la cual las gotas satélite fueron despreciados en todo
¢l andlisis subsecuente.

Como se menciond anteriormente, un grifo gotcante es capaz de comportarse de forma
regular o de forma cadtica dependiendo del valor del flujo que lo alimenta. Una
herramienta atil para mostrar la diversidad de comportamientos de un sistema determinado
es el diagrama dc bifurcacion. La cantidad fisica que sc mide normalmente en los
experimentos de goteo es ¢l tiempo entre gotas 7, =1,,., —1,, . donde /4, cs el tiempo en
que ocurre el desprendimiento de la gota »n, y fy.,+1. el tiempo en que ocurre el
desprendimiento de la gota n#+1. El parametro de bifurcaciéon generalmente empleado es ¢l
flujo O o la velocidad v,, que estan relacionados entre si por un factor constante. De esta
forma, el diagrama de bifurcacion de goteo muestra la velocidad de flujo en ¢l eje de las
abscisas y los tiempos entre gotas sobre la érbita correspondiente en el gje de las ordenadas.
La figura 5 muestra un diagrama de bifurcacién del gotco tipico. Una caracteristica
interesante de cste diagrama es la forma en que parece repetirse la misma estructura lobular
conforme aumenta el valor del parametro, aunque los ticmpos légicamente se van haciendo
mds cortos conforme la velocidad de salida del liquido aumenta. Este hecho también fue
observado experimentalmente por Katsuyama & Nagata (1999). En la misma figura S
también se indica con una flecha el intervalo que sc analizo en este trabajo, i.e. el intervalo
comprendido entre v, = 0.0809 y v, = 0.0825, ¢l cual se encuentra complictamente dentro de

un mismo Iébulo.

1= 100 te200 te204

teso te1s0

=

¥ u

1= 208 t=a13

2 v ou

8 v 3 u N

N 6 o A u W
I )

e ?
’ LI a4 o 1
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9 1 4

,. o A ) o h) -1
Figura 4. Formas consccutivas de gotas 7 = 0.916 y v = 0.0809, ambas en unidades

normalizadas.

Dentro de este intervalo el sistema es aparentemente cadtico como lo muestran las graficas
7. vs n (figura 6) para a) vs = 0.0809, b) v, = 0.0817 y c) vy, = 0.0825. Los mapeos de
primer rctorno 7,+; vs 7, para los mismos valores de v, (figura 7) pueden considerarse
como un mapeo de Poincaré del sistema o como un mapeo bidimensional
“,.7,,)~>{.1.7.2), dc manema que lo que en ellos se observa es una estructura
topologicamente equivalente al atractor de dicho mapeo. Siguiendo la secuencia puedc
apreciarse una variacion continua de este atractor cuando sc incrementa ¢l parametro v,. De
acuerdo con la forma de estos mapcos, parece factible describir al sistema por medio de un
mapeo unidimensiona! 7, = ((7,) donde G:R —> R, a pesar de la patente dispersion
alrededor de una hipotética curva de #&juste. La posibilidad de usar un mapeo
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unidimensional para la descripcién del sistema es consecuencia de la fuerte contraccién que
sufre ¢l cspacio de fases durante la evolucion del sistema. La dispersion aparentemente
aleatoria de los puntos en el mapeo de Poincaré puede deberse a que la contraccién no es
infinita; sin embargo, ¢l nimero de los eventos rcgistrados no es suficientemente grande

para revelar una estructura fractal (zmae < 500).

\..:._mmu!lﬂllll_ s )]

oos  aio v o012 o1s  o1e
0

Figura 5. Diagrama de bifurcacién para el grifo goteante

(tomado de Fuchikami et al., 1999). El intervalo indicado

es aproximadamente (0.0809,0.0825).

2y,
]
Sen -

En los tres casos, la recta 7,+; = 7,, interseca al atractor una sola vez indicando la presencia
de una orbita de periodo uno 7* inestable, considerando que la pendiente del mapeo en esos

——| > 1. Por otro lado, aunque ninguna serie de eventos (figura 6) muestra signos

puntos

de intermitencia, el mapeo correspondiente a v, = 0.0817 aparentemente contiene un punto
tangente con la recta 7,+ = 7,, y una acumulacion de puntos airededor él. También son
notorios dos puntos, ubicados en (19.6, 21.4) y (21.4, 19.6), alrededor de los cuales parece
acumularse una gran cantidad de puntos.

La frecuencia con que un intervalo determinado es visitado por una érbita cadtica generada
a partir de condiciones iniciales tipicas puede ser descrita por una funcién llamada densidad
natural invariante p(x) (Ott, 2000). En el caso de un mapco unidimensional x,+; = #(x,)
donde 7 :R — R, la densidad invariante natural puede ser definida como

1 E
p(x)_LT:’W;S(x—x") . (A7)
donde 8(x) representa la funcion delta de Dirac; numéricamente se puede caicular en la
forma de un histograma. En la figura (8) sc presentan las densidades naturales invariantes
p(7) de los tres casos: siendo discontinuas en todo punto, muestran las caracteristicas
tipicas de un mapeo caotico unidimensional con maximos suaves y refuerzan la afirmacion
de que el grifo goteante simulado es caédtico para estos valores de v,. Es notable como se
distribuyen los eventos conforme aumenta el gasto. Cuando v, = 0.0809, ¢l maximo se
ubica en el valor mas aito del intervalo 7" = 21.5. Cuando la velocidad del flujo en el tubo
aumenta a v, = 0.0817 ¢l maximo mas prominente se encuentra en 7' =21.5 aunque un
maximo secundario ha comenzado a desarrollarse en la zona inferior del intervalo
(7' =19.5). Finalmente, con una velocidad en el tubo v, = 0.0825, ¢l maximo de la zona
inferior a superado a aquél en la zona superior. Esto corresponde perfectamente a la
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estructura de los 16bulos en ¢l diagrama de bifurcacién, pues cada uno de ellos inicia con
comportamiento periddico de periodo uno con un valor de 7;, alto y finaliza con
comportamiento periodico de periodo uno con un vaior de 7, bajo.

b)v,=0.0817 €) v, = 0.0825

a) vy = 0.0809

Figura 6. Series de cventos para los flujos constantes: a) U = Vs = 0.0809; b) Up = U, =
0.0817, ¥ C) Uy ™ U = 0.0825,

c) v, = 00825

) v, = 0.0809 b} v, = 0.0817

22 22
2 Tv’:: < 21 21 i I
WE 20 *’. E 20 “Zz20 e
19 x 19 19 . ‘é~
e 8 20 22 1315 20 22 ,all W 22
T, T T’l

Figura 7. Mapeos de primer retorno para los flujos constantes: a) Uo = Umn = 0.0809; b) vg =
Um = 0.0817, ¥ C) Uo = Umar = 0.082S5,

a)v, = 0.0808 b} v, =0.0817 €} v, = 0.0825

0.04 0.04 0.04

003 0.03 0.03
[ IS =
Eoo2 Sooz Zoo2

0.01 001 | ‘ 0.01 {

%8 20 %8 20 22 S8 20 22
T T T

Figura 8. Densidades naturales invariantes para los flujos constantes: a) Uo = Up,, = 0.0809;
b) o = v,, =0.0817, y ©) U5 = U = 0.0B25,
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3. Goteo con flujo variable

3.1 Preliminares

Como se¢ menciondé en la seccién 2.1 la discretizaciéon de las ecuaciones del modelo
lagrangiano da lugar a un sistema dinamico auténomo Af-dimensional con 200 < A7 < 500,
A pesar de este hecho, es posible describir los resultados a través de un mapeo de primer
retorno bidimensional (7,,,7,,,) - (7,..7,.,), ¢l cual puede ser considerado como un
mapeco de Poincaré del sistema. Al introducir la dependencia del tiempo de uno de los
parametros, en este caso del flujo de alimentacion, el sistema se vuclve no auténomo.

Un sistema no auténomo x = F(x,r) donde F:R” xR — R™siempre puede transformarse
en un sisterna auténomo y =G(y) con G tal que G:R™' —R™' haciendo la
identificacion y = [x,8]e R™"', establecicndo 6(0) = O y reescribiendo Ia ccuacién original

dy F(x,0) L. .
" =[ : ] con lo cual se¢ hace 8 =¢ para 7 > 0. Esto significa que el sistcma no
auténomo m-dimensional se transforma en un sistema auténomo (r:+1)-dimensional. Un
mapeo de Poincaré de un sistema tal pasara entonces de ser (sm-1)-dimensional a ser m-
dimensional. Ahora bien, considerando que al hacer que la velocidad del fluido en la salida
del tubo varic en el tiempo el grifo goteante se convierte de sistema auténomo en sistema
no auténomo, las consideraciones anteriores pucden aplicarse en él; esto es, el mapeo de
Poincaré que anteriormente era un mapeo bidimensional debe transformarse en un mapeo
tridimensional, siendo la tercera variable el tiempo mismo o, al menos, una variable
proporcional a él. Ademas, y unicamente por claridad en la presentacién de los resultados,
s¢ normalizara a la unidad eligiéndola de la siguiente forma:

como

esta variable

or I3 . Lo
0, = »v-zu‘i'i mod1 = -“” mod]1, donde ® = 2n/t es la frecuencia angular de la variacion de v,
7 T

Yy fun es el tiempo de desprendimiento de la gota n; esto significa que 6, tendra el papel de
una fase. Las dos variables restantes seran las anteriormente empleadas 7, y 7,+. De esta
forma el mapeo tridimensional que describira al sistema sera
(70.700,0,) = (7,,,.7,.2.0,.,) .

El flujo se vario ammonicamente con un periodo T similar al periodo natural det sistema t, y
una amplitud tal que el sistema se mantuviera dentro del intervalo v €{0.0809, 0.08025])
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dentro del cual, como ya se ha demostrado, el sistema se comporta de forma aparentemente
cadtica, segun c¢l diagrama de bifurcacion para flujo constante (ver figuras 5 - 8). La
funcién con la cual se describio esta variacién fue

v(:)=v°+Kcos(%) . (18)

donde v, es el valor medio del flujo alrededor del cual oscila la variacién, K es la amplitud
de la variacion y T es su periodo. Para todos los casos presentados en esta seccioOn se usara

= 0.0817. Usando los valores de la serie de ticmpo con flujo constante correspondiente a
este valor se encontré un tiempo promedio para la formacién de una gota T, = 20.3.

a) 0.0809]
20

bompo
Figura 9. Variacién de la velocidad del flujo a 1a salida del tubo.
Las velocidades a) tww ™= 0.0809; b) wy, = 0.0817, ¥ C) Ve ™
0.0825, corresponden a los mapas de primer retorno de la figura 7.

<

Fxgurn 10. Gral’ca 7. vs n para flujo oscilatorio con vp = 0.0817, y T = 40. Las linecas
el intervalo de tiempo que abarca la figura 14.

ver

En las siguientes secciones de este capitulo se presentan y analizan los resultados de
simulaciones para flujos de alimentacion con diversos periodos. Para mostrar lo que ocurre
cuando el periodo del flujo de alimentacion es cercano al tiempo promedio de formacion de
una gota 1, se eligieron periodos aproximadamente iguales al doble y a la mitad de t,.
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Posteriormente y con base en los resultados obtenidos en estos dos primeros casos, se
investiga lo que ocurre cuando ¢l periodo del flujo de alimentacién s¢ acerca al doble de T,
tanto por la izquierda como por la derecha. Finalmente se describe lo que ocurre cuando el
periodo del flujo de alimentacion es grande comparado con el tiempo de formacion de una
gota; es decir, cuando el flujo de alimentacién sufre una variacion relativamente lenta.

3.2 Periodo de oscilacion de suministro aproximadamente igual
al doble del tiempo promedio de formacién de una gota

En el primer caso analizado, que sera considerado como caso base, sc usé un periodo
T =40 = 27,; es decir, el flujo cra capaz de tomar aproximadamente todos los valores
posibles de forma ascendente o descendente antes de que se desprendiera la siguiente gota
aunque esto también dependia de la diferencia de fases entre el sistema y el flujo. Estc sera
considerado como caso base y su periodo de denotara como t*. La amplitud empleada fue
K = 0.0008 con la cual se tenian como cotas inferior y superior precisamente 8 Umim =
0.0809 y vnae = 0.0825 (figura 9). Como condicién inicial se tomé la forma de equilibrio
estitico correspondiente a una longitud de gota =, = 2.20 en un tubo de radio r, = 0.916,
todo en unidades normalizadas. Al observar la grafica 7, vs nn (figura 10) se encontré que el
sistema presentaba intermitencia entrando a un estado altamente ordenado de periodo dos
interrumpido por rafagas cadticas muy breves (comprendiendo de tres a cuatro eventos), a
pesar de que, como se seiialo antes, en todo momento ¢l flujo se mantiene en valores para
los cuales un sistema con flujo constantc presentaria comportamiento caotico. En la figura
11 se presenta el atractor del mapeo tridimensional. Es notable la formacion de tres ramas,
correspondientes a los estados mas visitados, y varios puntos dispersos entre ellas,
correspondientes a las rafagas cadticas. Para entender mejor la dinamica del sistema, se ha
proyectado este atractor sobre los planos 7, — 7,1 y 7, — 0,. La proyeccion sobre ¢l plano
7w — 1+ (figura 12) muestra muy claramente que los puntos en las rafagas cadticas siguen
un comportamiento muy similar al observado en el caso con v, = 0.0817 constante (ver
figura 7b). También son facilmente distinguibles dos puntos alrededor de los cuales se
acumulan la mayoria de los eventos; es importante seilalar sin embargo que los puntos
alrededor de los cuales se concentran los puntos en estc caso no son los mismos que los que
se mencionaron cuando se describié el atractor del caso con ve = 0.0817 = constante pues su

ubicacion es distinta.

La proyeccion sobre el plano 7;, — 8, (figura 13) tiene también caracteristicas interesantes.
En clla aparecen las tres ramas del atractor en la forma de dos curvas (considerando que ia
variable 6, es periodica) unidas por dos nubes de puntos dispersos con fase
aproximadamente constante. Antes de discutir esta figura se mostrara de manera grafica Ia
forma como se mueve ¢l sistema cn la proyeccion sobre el plano 7;, — 0, del espacio de
fases. En la figura 14 se ve la evolucion del sistema cada dos eventos dentro del lapso
sefialado con lineas punteadas verticales en la figura 10. El punto y el tridangulo rojo sefalan
al altimo y al penultimo desprendimiento de cada recuadro. Lo primero que debe seilalarse
cs la existencia de una diferencia de fases constantc o casi constante entre los dos eventos.
La secgunda observacion importante es que cada punto se mueve lentamente sobre las
franjas verticales (movimicnto regular) y muy rapido sobre las nubes horizontales que las
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conectan (movimiento cadtico). La constancia aproxlmada dc la fase que se tiene cuando el
sistema cruza la nube caédtica indica que d esos ir, el se mueve en
promedio con la misma frecuencia que el flujo oscilatorio impuesto.

Figura 11. A del si enun p

1

a9
‘ LI
07

o8
< 08
04

a3

02

185 ﬂi i

e 3 ) 21 22 O 0 20 21 22
T, T,
Figura 12. Proyeccion sobre el plano 7, — 7, Figura 13. Proyeccién sobre el plano 7, - 6,
del atractor para vp = 0.0817, y T = 40. del atractor para U = 0.0817, y T = 40,

Si se usan condiciones iniciales diferentes los resultados obtenidos son los mismeos. Por
ejemplo, usando como condicién inicial la forma de equlibrio estatico correspondiente a
una longitud de gota =, = 2.25 sc obtienen las graficas de la figura 15. Una caracteristica
que en este caso es notoria es la ocasional extensién de los brazos del atractor. Este efecto
se debe a incursiones anormales del sistema hacia el atractor cadtico como la que ocurre
alrededor de » = 150 en la figura 15a. Esto también puede observarse en ¢l caso anterior,

alrededor de #» = 275 en la figura 10 aunquc el efecto es casi imperceptible porque la

incursion es muy corta.
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03 [ 2] os {93 - os 4 |05 4

1y T— 1w < - i—=

os sfos 4 fos] 4 {os q]os 4 {os Y
9 " =% "H 2% 20 2% m 229 ® =¥ 22
= < v - i 1w

os 4105 4 {os 1 1{os 4 {os

= L 3 Y =
os| 4 {os 4]os “ os - " os
. 2- P g o=
%D 20 z2 18 20 2 18 20 = QB 20 22 g

Figura 14. Evolucion det sistema en el plano 6, — 7, en e intervalo comprendido entre 77
=27y n= 74, mdm-doenl.nﬁgum 10. Eldrmloydtninsuloenro;omdlan-los
puntos ultimo y pemi de cada ol cual esti separado del anterior por dos
pasos. E! orden es de izquicrda a devechs y de arriba abajo. Los cjes en todos los
recuadros son: vertical, 6,; horizontal, 7,,.

Figura 15. Goteo con flujo oscilmorio con 0y = 0.0817, y T = 40 usando una gota estitica
de longitud =, = 2.25 como comdicion inicial: a) Grifica 7, vs 77, b) Proyeccidn sobre et
planoc 7, — 7...| del atractor, y <) Proyeccion sobre el plano 7, — 6., def stractor.

Un i aésteﬁaemmnndoscmwléelefecm‘bum
modulacion periodica en el h de bifi ion del logisti de un
intervalo de periodo dos (Rouler er al., 1991). Se observd que después de un cleno valor
critico de la frecuencia muy cerca de la Te un de fc y
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comportamiento similar al presentado aqui. Se concluyé que el depl. i > del
sobre las dos curvas sc debfa basicamente a la pequefia diferencia existente entre las
frec ias del si y del paraimetro oscilante. Esta misma interpretaciéon puede hacerse
en el caso del sistema goteante. Esto puede aprovecharse para hacer un cilculo de la
frecuencia natural del sistema. La deduccion del calculo y el calculo mismo se diferirdan

hasta el final del siguiente capitulo (ver seccién 4.3).

3.3 Periodo de oscilacién de suministro aproximadamente igual a
ta mitad del tiempo promedio de formacién de una gota

En el segundo caso se utilizé un periodo 1 =10 =1, /2. De esta manera, ¢l flujo realizaba
aproximadamentc dos oscilaciones completas antes de que cayera la siguiente gota. El
atractor correspondiente se presenta en la figura 16. Sobre el plano 7;, —7,+ se aprecia la
misma estructura del caso con v, = 0.0817 sin perturbar excepto porque no hay puntos
acumulados donde antes parccia existir una tangencia entre el atractor y la recta 75+ = 7,.
En cambio, los otros dos puntos donde se concentraban los puntos en el caso con flujo
constante si permanecen. La proyeccién sobre el plano 7, ~ 6, no muestra ninguna
estructura a simple vista y parece estar formada de una sola nube cadtica.

Los siguientes dos casos se eligicron de forma que ilustraran lo que ocurre cerca de T* = 40
correspondientc al caso 1 donde se observé claramente una regularizacion del sistema.

1
21.5,
21 os
208 oe
& 20 o«
—
195 0.4
9 02
18.5
D 19 20 21 22 18 22
Tl'
Figura 16. Proyecci sobre los pl a) 7n — Zoey, y b) 75, — ©, del
atractor ot ido con flujo il de periodo T = 10.

3.4 Periodo de suministro cercano por la izquierda al doble del
tiempo promedio de formacion de una gota
Para el tercer caso se eligié Tt = 36 para determinar qué ocurria cuando el periodo del

sistema sc¢ aproxima a t* = 40 por la izquierda. En esta situacion, la dispersion de puntos
con respecto al atractor del sistema original (v, = 0.0817 = constante) es mayor (figura
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17a). A pesar de esto se mantiene la concentracion de puntos alrededor de los puntos (19.6,
21.4) y (21.4, 19.6). La proyeccion sobre el plano 7., — 6,, sin embargo, no parece mostrar
ningun patrén de comportamiento definido (figura 17b).

3.8 Periodo de suministro cercano por la derecha al doble del
tiempo promedio de formacién de una gota

Un acercamiento a t* = 40 por la derecha usando t = 44 tienc exactamente las mismas

caracteristicas que el caso anterior en el que la frecuencia se aproximaba a T = 40 por la

izquierda: dispersion notable de la proyeccion del atractor sobre el plano 77, — 75+ alrededor

del atractor del sistema original (v, = 0.0817 = constantc) y ningan patron regular

apreciable en la proyeccion sobre el plano 7, — 6,,.

a)

22 1
215

21 os
205 08

T 20 Y

19.5 o4

1

® 02

185

88 [0 ED) 2 22 i)

Figura 17. Proyecciones sobre los planos a) 7,
btenido con flujo il de periodo t

22 1
215
21 os
208 08
T 20 o=
19.5 04
1
° 0.2
188
18 22 %8

Figura 18. Proyecciones sobre los planos a) 7, — 7., ¥y b) 7,, — 6, del
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3.6 Variacion lenta del flujo de alimentaciéon

Si el periodo de la oscilacion es mucho mayor al periodo de formacion de una gota la
dispersién de los puntos con respecto al atractor del sistema con flujo constante es muy
notoria, tanto que una descripcién a través de un mapeo unidimensional seria poco
apropiada. Esto es debido a que el si: pasa > po lejos del valor medio de 1a
oscilacion (v, = 0.0817) y por lo tanto, ticne mayor oportunidad de se a dife
atractores. Esto queda muy bien ilustrado en la figura 19 donde aparece la proyeccion sobre
el plano 7, — 7,4, del atractor comrespondiente a un flujo oscilatorio con periodo
T =160 = 81, (rombos negros) junto a los atractores obienidos con flujos constantes v, =
0.0809 (puntos azules) y v, = 0.0825 (puntos rojos). Es muy claro que todos los puntos
caen dentro del drea limitada por estos dos Gltimos atractores.

By ) 26 Q) =2

Figura 19. Proyeccion sobre e’l' plano 7, — 7,,.; (rombos
negros) para flujo oscilante de periodo T = 160 mostrado
junto al atractor correspondiente a g, = 0.0809 = constante
(puntos azules) y vo = 0.0B25 = constante (puntos rojos).

Estos resultados llevan a especular que si la trecuencia de la perturbacion es
suficientemente baja la senc de eventos y cl atractor estarin constituidos por un hibrido que
hibira los compor de las di [ del diagrama de bifurcacién para
velocidadk que scan recorridas por la oscilacion. Asi, por ejemplo, si la
oscilaciéon e¢n la velocidad recortriera alternativamente una zona una
periédica y nucvamente una zona cadtica, la scnc de eventos deberia mostrar una forma de
mtennllencla formada por un P 1 Ot seguido de comportamiento
perid: > Y movimi cadtico. Ademas, los tiempos del inicio de cada clase
de movimiento deberia corresponder con el paso de la perturbacion sobre las diferentes
regiones. Esto ya ha sido observado en el mapeo logistico y aun en el grifo goteante (Kantz,

2003).
Como io final es io i que el tiemp lequendo para L la simulacion
i de 3

de la dinamica del goteo con el del é
horas por cada gota utili. do un p d alphn a 600 Mz pan rullur los calculos.
Esto tiene como ia que las simul cste delo sean muy costosas

a pesar de los buenos resultados que arroja y obliga a buscar modelos mas sencillos que
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permitan hacer inferencias sobre el comportamiento esperado al menos de manera
cualitativa, Existen dos modelos de este tipo: el modelo del oscllador de masa variable
(Shaw, 1984) con todas sus variantes, y un mapeo i 1 b » sobre un modelo
dinamico dc baja dimension (Coullet er al., 2000). En el capitulo siguiente se obtendran
resultados a partir de éste altimo para aprovechar la sencillez en cl planteamiento de este
modelo y explorar sus posibilidades en el estudio del sistema de interés.
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4. El modelo dinamico de baja
dimension

4.1 Preliminares

El excesivo tiempo requerido para llevar a cabo las simulaciones con el modelo lagrangiano
hizo prohibitivo continuar con su exploracién. Fue por eso que resulté importante contar
con un modelo que a pesar de ser mucho mas simple, permitiera la simulacion del si:

que estudiamos en poco tiempo. El modelo dinamico de baja dimension elegido fue
propuesto por Coullet er a/. (2000; ver también Riera, 2000) y a continuacion se hace una

breve descripcion del mismo.

gl
TR

Figura 20. Reconstruccion del espacio de fases de un
sisterna goteante (Tomado de Coullet er al., 2000).

Con el fin de reconstruir ¢l espacio dc fases del goteo se observé, como umnica variable
medida, el radio de la gota en una posicién adecuada 1al que éste fuera continuo para todo
tiempo, y se utilizé el método de los retardos después de resolver (11) numéricamente
durante un tiempo mucho mayor qQue el tiempo de formacién de una sola gota (Coullet e
al., 2000). Lo que se obtuvo (figpura 20) fue un espacio de fases con dos zonas
cuatitativamente diferentes: una larga excursion durante la cual ocurre ¢l desprendimiento y
una zona mas compacta de oscilaciones amortiguadas cerca del punto de bifurcacién silla-
nodo. La larga excursion corresponde al desprendimiento y tiene una escala de tiempo,
T, ~ \/pro“ /I, donde p cs la densidad del fluido, 7, es el radio del tubo en la salida y I' es el

coeficiente de tension superficial. Esta escala de tiempo es universal ¢ independiente del
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flujo de alimentacion (Eggers, 1997), y mucho mas pequefia que la escala de tiempo para la
formacién de la gota T, = Lo . donde v, es la velocidad del fuido en la salida del tubo; estas
vﬂ

caracteristicas Ic quitan relevancia en ¢l proceso de gotco (Couliet er al., 2000). Por su
parte, la zona de oscilaciones amorntiguadas es de importancia central en el proceso, pues
modifican el tiempo en ¢l que ocurre la inestabilidad y la bifurcacion silla-nodo. Cuando el
flujo de alimentacién es suficientemente pequeiio, las oscilaciones son amortiguadas
rapidamente de mancra que la inestabilidad de la gota queda totalmente determinada por el
volumen critico, que actiia como punto de bifurcacion silla-nodo; sin embargo, conforme
aumenta el flujo, la tasa de amortiguamiento de las oscilaciones no es suficiente para
climinarlas por completo provocando que la inestabilidad ocurra antes o después de
alcanzar el volumen critico. Esto da origen al caos dentro del sistema (Coullet ez al., 2000).

4.2 Flujo constante

Basados en este analisis, Coullet er a/. (2000, ver también Reira, 2000) propusieron un
modelo muy simple que no obstante, describe el comportamiento de este sistcma de forma
cualitativa. Este modelo consiste en un modo oscilatorio amortiguado y una funcién que

describe el crecimiento de la gota.

Bl = (i — AU

r=( - ... (19)

D, Z=g,+2Z"
U/ =X+ {Y corresponde a un modo oscilatorio amortiguado de frecuencia w y coeficiente de
amortiguamiento A, mientras que g, es un parimetro analogo al flujo. Estas ecuaciones
modelan la dinamica del flujo alrededor de la bifurcacion silla-nodo. Para construir un
mapco de primer retomo se considera esta dinamica unicamente dentro de un
paralelepipedo de lados 24 x24%x28 con centro ¢n el origen. De esta forma, un punto de
la trayectoria ubicado en (X,.4,Z,) sera transportado a (X+1,Y,,53) a través de la solucion de

la primera ecuacién de (19)

Xoa = (X, cos(w7;,)— Asen(w 7, ))exp(~AT},) 20)

Y, = (X sen(ow7,) + Acos(w 7, N exp(—AT,)
Aqui 7, es el tiempo que tarda el sistema de ir de (X,.4,Z,) a (Xp+1,Ya./3) y esta dado por la
solucién del reciproco de la segunda ecuaciéon en (19) integradoentre Z= 2,y Z= B

_ angtan(8/./g, )—angtan(z, /- /2, ) en

NCH -
Como se menciond anteriormente, la dinamica inherente al desprendimiento sigue una ley
universal y es independiente de las condiciones iniciales. Esto es aprovechado para simular

esta parte del proceso simplemente como una reinyeccion del flujo hacia la zona de la
bifurcaciéon a través del mapeo X, ,— X, , ~Y,,— Z,,, el cual corresponde a una

rotacion rigida alrededor del eje A" lHevando al punto desde el plano horizontal Z = B hasta

7,
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el plano vertical ¥ = 4. Finalmente, todo el proceso puede ser conjuntado en un unico
mapeo de primer rctorno
r = angtan(li/. [eo )— angtan(Z,,/-. /so)
» -
X = (X, cos(w7,,,,) ~ Asen(o7T,,.,))exp(=AT,.,)

.. (22)

Zpo = (X, sen(eoT,,,)+ Acos(wT,,,))exp(—A7,,,)

Un diagrama de bifurcacién tipico para este mapeo se muestra en la figura 21, en la cual
puede observarse también un comportamiento cualitativamente similar a los obtenidos tanto
experimentalmente (ver figura 4 en Katsuyama ef al., 1999) como con el modelo

lagrangiano (figura 5).

i L)
10}
OEDS N 0.01 0.015 002

c
Figura 21. Digrama de bifurcacién tipico generado por (22) con
€p constante: @ = 4.24, A = 0.34, 4 = 0.60, 8= 1.00.

Para la caracterizacién del tipo de movimiento, ie. cadtico o regular, se usé el maximo
exponente de Lyapunov. Un mapeo N-dimensional tiene N o menos exponentes de

Lyapunov definidos como (Ott, 2000)

h=limlin M) . (23)
neen b’o'

donde y, es un desplazamiento infinitesimal tangente a la condicion inicial x5, ¥y ¥.
representa su evolucion. Una eleccién arbitraria de y, conducira tipicamente al valor del
maximo exponente de Lyapunov /1,. Si el sistema es cadtico, entonces el desplazamiento
infinitesimal crece y /4, > O; si el sistema presenta comportamiento regular, entonces el
desplazamiento infinitesimal decrece y /1, < 0. El calculo del maximo exponente de
Lyapunov se llevé a cabo mediante el habitual método de renormalizacion (Benettin er al/.,

1980).
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10000

0 2000 4000 6000 8000

Figura 22. Seric de eventos 7, vs . v = 424, A = 034, g =

0.012945, 4 =0.60, B = 1.00.

Antes de iniciar el analisis con paramectros dependientes del tiempo se muestra un gjemplo
con €, constante que serviri como punto de referencia pama el andlisis de la siguiente
seccion. Con base en el cstudio previo de Riera (2000), los valores clegidos para los
paramctros fueron @ = 4.24, A = 0.34, g, = 0.012945, 4 = 0.60, B = 1.00 con los cuales sc
consigue que el sistema se comporte de manera caédtica con un exponente de Lyapunov
miaximo /1, = 0.5548. Esto puede apreciarse de manera grifica en la serie de eventos 7;, vs #7
(figura 22), donde se presenta un comportamicnto completamente irregular con los tiempos
entre gotas 7, distribuidos dentro dcl intervalo (12.169,12.986), y en el mapeo de primer
retorno (figura 23a). A pesar de que éste ultimo sigue siendo aproximadamente
unidimensional, muestra una estructura doble muy fina (figura 23b). La densidad invariante
natural (figura 24) es discontinua en todo punto y posee varios maximos de los cuales los
cuatro principales se ubicanen 7= 12.170, 7= 12561, 7= 12865y 7' = 12.981. Como se
apuntd desde el capitulo 2, estas caracteristicas son propias de mapeos unidimensionales

caéticos.
132 12
13
12,55
128
L 128 228
124
12.45
122
VAFTIEE 2 92e i3s3 132 287 278 128 1285 129
a) Ta b) n

Figura 23. a) Mapa dc primer retomo 75,4y vs 7, . © ™ 4.24, A = 0.34, €0 = 0.012945, 4 = 0.60, 8 = 1.00;
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k2 122 124 126 128 13 13.2
T

Figura 24. Densidad natural invariante p(7):
® =424, A =034, ¢ =00i2945, 4 = 0.60,
8 = 1.00.

4.3 Flujo dependiente del tiempo

El sistema dinamico (19) definido en la seccién anterior sirvié como base para el anilisis
cualitativo de los resultados obtenidos con el modelo lagrangiano. € es el parimetro
andlogo al gasto y por esta razén fue el parametro perturbado armonicamente:

E(f) =g, +K<:os(2—1:t t) .. (24)

donde &, es ¢l valor medio de £(¢), X es la amplitud de la modulacion y t ¢s su periodo. Esta
modificacion invalida la primera de las expresiones en (22): para calcular 7;, ahora es
necesario integrar numéricamente la segunda ecuacion de (19) tomando en cuenta la
dependencia temporal de £(¢). Para la integracién se usé un método de Runge-Kutta de
cuarto orden con paso de tiempo ajustable.

Las dos ampliaciones del diagrama de bifurcacion muestran la region explorada, 1a cual
cstuvo centrada en g, = 0.012945 (figura 25). Puede notarse que esta regioéon es cadtica a
pesar de la existencia de varias ventanas periodicas. En el primer caso analizado se usaron
los valores & = 3.5x107% y © = 12.66. Tanto o y A como A y B conservaron los valores
usados en el caso independiente del tiempo. Cuando se emplea £(r) definido por Ja ecuacién
(21) y con los parametros citados anteriomente se encuentra una reduccién del exponente
de Lyapunov miximo obteniéndose /7, = 0.2541. El calculo de este invariante se realizé
usando la espresion (23) mediante el método de renormalizacién (Benettin er al., 1980)
considerando el mapeo tridimensional (X ,.~Z,,,,.08,) —>(X,,,.Z,,,.0,,,) definido por (22)

e . - : - o,
calculando a 7;, como se describe en el parrafo anterior y definiendo a 0, = -“" mod1,
T

donde @ = 2n/t es la frecuencia angular de la variacion de v, y 4, €s el tiempo de
desprendimiento de la gota n.
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En la grafica 7,, vs n (figura 26) puede vislumbrarse la causa de esta reduccion: ¢l sistema
s¢ comporta de manera intermitente pasando abruptamente de un estado aproximadamente
periédico de periodo cuatro a un estada cadtico y viceversa. El periodo cuatro muestra una
subestructura formada por bifurcacioncs de doblamiento de periodo directas e inversas.
Esta forma de intermitencia es similar al efecto de “breathing” descrito en estudios sobre el
comportamiento de sistemas caodticos con perturbaciones armoénicas débiles muy cerca de
entrar en resonancia (Qu er «f., 1995), excepto porque en el caso presente no es posible
identificar ningin periodo que dé indicacion sobre la diferencia entre las frecuencias de la

perturbacion y del sistema.

S l]
12,
"
8
& o oE CEE Toie Tors
‘o
a)
oo7s LT ELIETS ToVIoen Go118
<
b) ©

Figura 25, a) Diagruma de bifurcacion tipico generado por (19) con € = £y = constante; los
parametros son los mismos que c¢n la figura 21.b) chlon cxplorada amphaclon del recuadro en
a); el centro de la exploracion fue g = 0.012945 y la ma P leada fue K = 1x10™*

£l mapeo de Poincaré correspondiente aparece en la figura 27. También en este caso es
posible apreciar franjas definidas sobre una nube de puntos dispersos. Al proyectar el
atractor del mapeo sobre el plano 7;, — 7., (figura 28) se observa una estructura muy
similar a Ia obtenida en el caso con parametros constantes. Tomando en cuenta que la 6rbita
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aparentemente estabilizada es de periodo cuatro, y con el fin de profundizar un poco mas en
la identificacién de las diferencias y similitudes entre ambas estructuras, se decidioé utilizar
la cuarta composicion de esta proyeccion (figura 29), y la grafica anialoga para el caso con
parametros independicntes del tiempo (figura 30).

13
¥ t
128 E 4
-
e ¥ 4 {
= 126E8% T . €
H
i
12.4| 4 W .
4 3‘;,‘ I
G
122 ‘.
’ . . A L
20 2000 4000 8000 8000 10000 12000 14000 16000 18000
n

Figura 26. Serie de eventos 7, vs 17 con e variable: €, =0.012945, K = 3.5x10% y T = 12.66.

En la cuarta composicién para el caso con € = g, = constante s¢ encuentra la causa de los
cuatro picos principales dec la densidad natural invariante: el mapeo se encuentra muy
proximo a una bifurcacion tangente. Esta bifurcacion es precisamente la gencradora de la
ventana periodica que s¢ observa en ¢l diagrama de bifurcacion. La cuarta composicion
para £(r) poscc una estructura muy similar excepto porque existe una mayor dispersiéon de
puntos alrededor del atractor no perturbado. Esta sutil diferencia provoca que el mapeo del
sistema con parametros variables si corte a la recta 7,+; = 7, dando lugar a puntos fijos
estables por intervalos. Esto parece confirmar la observacion de que la reduccion del caos a
través de una débil perturbacion armonica del sistema es debida a la pr ia de ver
periddicas y bifurcaciones tangentes (Tamura er a/., 1999).

e L& 126
12.4
122
7, 12 12 7, 333 3 36 138 33 12
L) ” A
Figura 27. Atractor del sistema en un Figura 28, Proyeccion del atractor de la

mapeo de Poincaré: g = 0.012945, X = figura 27 sobre el plano 7, ~ 7.1,

3.5x10% y = 12.66.
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Figura 29. Cuarta composiciéon del mapeo
de primer retormmo con € variable: g =
0.012945, K =3.5x10°% y t = 12.66.

Figura 30. Cuarta compasicion del mapeo
(22) con € = g9 = 0.012945 ~ constante

La proyeccion sobre el plano 7;, — 6, del atractor (figura 31) revela que las franjas de
periodicidad aproximada ticne una estructura fina formada por sucesiones de bifurcaciones
por doblamiento de periodo directas e inversas. A diferencia de 1o ocurrido en el caso
simulado con el modelo lagrangiano, esta vez las cuatro franjas son paralelas y la fase
siempre disminuye de tal forma que ¢l sistema nunca aparenta tener la misma frecuencia
que la perturbacion. De manera semejante a lo que se encontré con el modelo lagrangiano,
los periodos cadticos y aproximadamente regulares se suceden sin traslape (figura 33)
durante algunos ciclos aunque tambien ocurren cpisodios anémalos durante los cuales el
intervalo cadtico invade la region supuestamente regular (figura 34).

0.9
0.8
0.7
0.6

0.4
0.3
02
0.1

2

12

7o
Figura 31. Proyeccion del atractor de Ia figura 27
sobre el plano 7, -0,
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—_—

11000

B S
8960 6180 9980
n

Figura 32. Fragmento de la scrie de eventos de la figura 26, desde /7 = 7000 hasta 7 =
11000, Las lineas a trazos limitan el intervalo analizado en la figura 33; las lineas
punteadas delimitan el intervalo analizado en la figura 34.

. .. .
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Figura 33. Evolucién del sistema en el plano 6, — 7, en el intervalo comprendido
entre 7 = 8000 y n = 8960, limitado por lineas a trazos en la figura 32, Cada
recuadro estad separado del anterior por 48 pasos. Los ¢jes en todos los recuadros
son: vertical, 8,; horizontal, 7,.
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Exploracion del espacio frecuencia-amplitud
De acucrdo con las investigaciones reportadas en la literatura, la reduccién del caos se
consigue cuando la perturbacion débil de algan paramctro del sistema se encuentra en
resonancia con la frecuencia natural de alguna orbita periddica inestable incrustada en el
atractor caotico del sistema. Para determinar el periodo de la orbita proxima a ser
estabilizada simplemente se sumaron ios valores de los cuatro tiempos entre gotas que
forman la orbita periodica 77= 12.164, 73 = 12.583, 75 = 12.876, 7, = 12.993; el resultado
cs un periodo fundamental T, = 50.616. Para comprobar esto se realizé una exploracion
. . X 2n
extensiva del espacio paramétrico (w/m,,K), donde @ =2n/t y o, = = =0.12413, en la
t
cual se calcularon ¢l maximo exponente de Lyapunov /1 (w/w,,K) y la fraccién del tiempo
en que el sistema es aproximadamente periodico con periodo cuatro,
- .1 -
f‘,,._,(co/m,.A)_—-!Lrg;l“,,‘(t,m/m,,lx) ... (25)
donde ¢ es el tiempo total y s.r, es el tiempo durante el cual la 6rbita se comporta en forma
aproximadamente periodica con periodo cuatro. Para determinar el tiempo cn que el
sistema se comporta de manera aproximadamente periédica se consideraron los intervalos
que cumplicran con la relacién |7,,,~7,[<8. EI valor de & = 0.045 sc¢ determiné
considerando el ancho maximo de las subestructuras que aparecen cn la serie de eventos

(figura 32).

0s 05

1]
°12 125 13 12 125 13
q 1 T
PGS FRS
AR v n

0.5 0.5
12325 13 :‘2 125 13 32 125 13
v i-vm (RO ]
[+ X1 0.5 05
22;12.5 13 q12 125 13 c‘12 125 13
T 1 1 §
osl L 20

c12 1225 13 c12 1285 13 ‘%2 125 13 GIZ 125 13 012 t2.5 13

Figura 34. Evolucion del sistema en el plano 8, — 7, en el intervalo comprendido entre nn =
9180 y n = 9980, limitado por lincas punteadas en la figura 32. Cada recuadro esta separado
del anterior por 40 pasos. Los ejes en todos los recuadros son: vertical, 8,; horizontal, 7,.
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o 2 4 ) s 10 oo, 12
b)
Figura 35. R Itados de la ! ion det i strico (©/w0,.K): a) fraccion de tiempo
con periodicidad aproximada, /. y b, i de Lyap .
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] 1
3.99 3.995 a 4.005 4.01

Flgura 36. Maximo exponente de Lyapunov /; como funcion de la amplitud de la
idn X y de su fr iva w/0, de /o, = 4. a) w/w, = 3.998, K =

3. s,uo’ b) w/w; = 3.999, K =3.6x10; ¢) w/w,; = 3.9995, K = 3.6x107 d) w/w, = 4.0, K =
3.6x10'%, €) w/©; = 4.0005, K = 3.6x10°; f) w/m; = 4.0008, K = 3.6x107.

Los intervalos explorados fucron 0 < /o, < 12 y 0 < K < 10 con una resoluciéon de
Alw/®,)=5.0%10"* en ®w/w, y AK = 5x107 en K; para cada pareja (0/0,,X) se usaron series

de 10000 p Los r ltados se p en la ﬁgum 35. El miximo exponente de
Lyapunov reprod los s ftados ¢ al calcul IB ion de t

Jarss €XCEPtO €N una zona id por la region 0.25 < w/o,; < 3, 7x10° < K < 1x10™, Esto
indica que en casi todo el cspamo pammétnco explomdo la perturbaciéon resonante

estabiliza una 6rbita de periodo ap
Como se esperaba, ¢l maximo exp de Lyap v €s minimo, y la fr ion de tiempo
Jura €5 mMiaxima, cuando w/@; €s un namero emao, es(o es, cuando el sistema y la
perturbacién se enr ia. La mgunu del ie. la red ion de
h, o el incremento def.,.., |mc|a a pamr de un cleno valor umbral de la amplitud X que
depende de la fi [ > me es o/o,. Aqui es interesante
notar que la ventana de periodo cuatro lmcm en € = 0.012957 y termina en € = 0012961

Esto sngmf'ca que para entrar a la ventana peridodica es io una d

Kens = 1.2x107° y para la se requierc que la ampli se-K>K,d—l2xlo‘§ Sin

embargopamm—-m.,m=2m.ym=3m..los bral dela d para regularizar el

ser, K, =0.6x10" <K.,., K;=0.65x10"° < K
y K5 = 0.9 x10”° < K... Esto indica quc, al menos para estas fro el no
atraviesa en ningan la per del original.
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Comportamiento cerca de la resonancia

En esta seccion se analiza mas profundamente lo que ocurre cerca de la resonancia.
Especificamente, se estudia lo que ocurre alrededor de w/ow, =4.0. La figura 36 es una
ampliacion de la figura 35 alrededor de este valor. Lo primero que es necesario hacer notar
es que ¢l movimiento periodico del sistema no se limita al ¢cje w'w, =4.0, sino que abarca
toda una franja desde w/w, = 3.9994 hasta w/w, = 4.0007 para X > 2.8x10°* (regién azul).
Dentro de esta franja, el exponente de Lyapunov miaximo toma valores /; < 0.06. Es
sorprendente el hecho de que el exponente maximo sea positivo; sin embargo, esto puede
ser debido Gnicamente al tiempo finito empleado en su calculo. Por cjemplo, en la figura 37
se muestra una seric de eventos del caso K = 6.0x10°°, w/m, = 3.9995. Al inicio dcl
movimiento tiene lugar un estado transitorio seguido de otro permanente de periodo cuatro
aparentemente sin posibilidad de cambiar, por lo que sc esperaria un cxponente de
Lyapunov maximo ncgativo. No obstante, el exponente de Lyapunov maximo calculado
resulta ser /i, = 0.0281 > 0 por efecto del transitorio inicial.

La intermitencia anialoga al efecto “breathing™ observada numéricamente en la ecuaciéon de
Duffing perturbada débilmente (Qu e al., 1995) se observa en el sistema de interés de este
estudio en cl intervalo 0.06 < /4, <0.40 (regiones amarilla y verde). Es muy importante
resaltar que el tipo de intermitencia aqui reportado es diferente a los bien conocidos tipos 1.
II y I que ocurren cuando el sistema pasa a través dc una bifurcacion de silla-nodo, de
Hopf subcritica o de doblamiento inverso de periodo, respectivamente (Pomecau &
Manneville, 1980), pues en todos esos casos lo que se tiene es que el sistema pasa de tener
un movimiento aparentemente periodico a otro caoético. En el caso que aqui se presenta,
siempre presenta variaciones de una oscilaciéon a la siguiente dando lugar a Iébulos que
recuerdan bifurcaciones de doblamiento de periodo directas e inversas, asi como
bifurcaciones silla-nodo (ver figura 38). Qu er a/. (1995) han encontrado una explicacion
para este peculiar comportamiento en términos de una diferencia de fase dependiente del
tiempo. Si el sistema s¢ mantiene e¢n perfecta resonancia y se analiza el efecto de la
diferencia de¢ fase sobre ¢l comportamiento se encuentra que éste es sensible al pardmetro
anterior y que dependiendo del valor de éste tltimo se obtiene movimiento cadtico o
regular. Cuando existe una diferencia entre la frecuencia de resonancia y la frecuencia del
forzante Aw lo suficicntemente pequefia, la diferencia de fase se vuelve dependiente del
tiempo pero con una tasa de variacion infima de tal forma que la variacion de la fase puede
considerarse cuasiestatica. El sistema recorre todos los estados posibles dando como
resultado un nuevo movimiento periodico de periodo T, = 2n/Aw compuesto de intervalos
caoticos y regulares dependiendo de la diferencia de fase correspondiente a cada instante.
En el caso que aqui se estudia no ha sido posible identificar ningan periodo que pudiera dar
infromacién sobre la diferencia entre la frecuencia de resonanacia y la frecuencia de la
perturbacion Aw. Esto se debe muy probablemente a que Aw no es lo suficientemente
pequeiia para que sea posible considerar a la variacion de la fase como cuasiestitica lo cual
depende basicamente del ticmpo que tarda el sistema en llegar a su estado permanente sea
este estable, periddico, cuasiperiddico o cadtico. Am no puede hacerse arbitrariamente
pequeiia pues, como se seflalé antes, la region de movimiento periédico no se limita a la
recta w/o, = 4.0, sino que ocupa ¢l intervalo 3.9994 < w/m; < 4.0007.
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Figura 37. Serie de tiempo para X = 6.0x10°,w/w, = 3.9995 con u
exponente de Lyapunov maximo /; = 0.0281 > 0.
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Figura 38. Scric de tiempo para A = 3.5x10°,0/w; = 3.999 con un
exponente de Lyapunov maximo A, = 0.1065 > 0. En esta figura se
aprecia la intermitencia que tiene lugar cerca de la resonancia.
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Comportamiento cuasiperiédico

Ahora se analizara la zona contenida por la regién 0.25 < w/m, < 3, 7x10”° < K < 1x107
donde, como se mencioné antes, ocurre un fecnémeno interesante, pues el maximo
exponente de Lyapunov y la fraccion de tiempo con periodicidad cuatro aproximada
muestran una discrepancia. Para tener una idea mas clara de lo que pasa se han graficado
tanto la serie de eventos como la seccién de Poincaré de dos casos representativos.

NNV SR e ]

. 200 300 400 500
n

Figura 39. Seric de cvenlos 7, vs n: gg =
0.012945, m-m..K=9x10 .

Figura 40. Seccion de Poincaré del atractor:
€0 = 0.012945, @ = o;, K =9x107>.

Lix 338 £ x> B

PRz 1325 133 1338 EERY
-

Figura 42. Proyeccién del atractor sobre el

Figura 41. Proyeccién del atractor sobre cl
planosr, ~6,:€p ™= 0.012945, © = w0y, K =
10,

plnno"l:. = Thy €9 = 0.012945, @ =, K =
o9x10~.

En primer lugar se analizé el caso o = »,, K = 9xlO'5, para el cual se calculé un exponente
de Lyapunov méximo /4, = 0.0009 y una fraccién de tiempo fope = 0.9977. Después de un
corto transitorio (n < 50) que se dcsenvuelve en el intervalo usual 7, €(12.2,13), aparece
un nuevo estado estacionario en un intervalo diferente y mas reducido 7, € (13.26,13.35)

(figura 39). El atractor es una curva cerrada en el espacio de fases (figura 40), considerando
= 0. Para comprobar que esto es asi basta observar las
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proyecciones sobre los planos 7, — 7, (figura 41) y 7,, — 6, (figura 42). Por lo tanto el
subespacio sobre e! cual caen los puntos del mapeo dec Poincaré tiene la topologia de un
toro T? =« R" quec resultaria de la interseccién del hiperplano Z = B con el toro T> cR*

sobre el cual se moveria el sistema.

Figura 43. Serie de eventos 7. Figura 44. ion de Poi é del
3, €0 = 0.012945, m-lzsm. K =9x10%.

0.012945, @ = 1.250,, K = 9x10°%,;

o)
os
o7}
os .

v os)

L)

aat’

o2

g - - e, B
iz L) 3 38 e i x3 (- 3 X T34
Figura 45, Proyeccion sobre el plma To—Tou: Figura 46. Proyeccién del atractor sobre el
€9 = 0.012945, @ = 1.250,, K = 9x10%, plano 7, — B,, €0 =0.012945, ® = 1.250w,,
K=9x10".

Un toro T? < R* puede describirse por tres angulos 0 = 2nks, = 2x/r, @ = 2nrms doude &, /,
m son reales. La seccion de Poincaré para un sistema moviéndose sobre este subespacio
puede construirse sobre el hiperplano 6 = 0 atravesado por ¢l sistema cada vez que 2rkr =
2ntn para n = 1, 2, 3, ... La n-ésima interseccion del flujo con la seccion de Poincaré scri

¢, = ZnLn, y, = 27:5/:1'1 y se ubicara sobre un toro T? «R’. Dependiendo de si //k'y m/k

son racionales o irracionales existen dos posibilidades. La mas sencilla de ellas es que
ambos cocicntes scan racionales, lo cual implica que m// también es racional y que el
sistema es periddico. La segunda posibilidad es que tanto /k como m/k sean irracionales en
cuyo caso, el cociente m/f puede ser racional o irracional. Si es irracional ¢l sistema pasara

arbitrariamente cerca de cualquier punto sobre el toro T después de un tiecmpo
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suficientemente largo y el comportamiento del sistema sera cuasiperiédico con tres
frecuencias fundamentales. Si es racional el resultado sera una curva cerrada sobre el toro
T que indicara un comportamiento cuasiperiédico con dos frecuencias fundamentales; esto
ultimo es precisamente lo que ocurre en ¢l estado analizado.

Para el segundo ejemplo se usaron ® = 1.25¢w,, K = 9x10°%, con un exponente de Lyapunov
maximo 4, = 0.003 y una fraccion de tiempo f... = 0.4239. Por las mismas razones
expuestas en los parrafos precedentes, se puede decir que este nuevo caso también es
cuasiperiodico con dos frecuencias fundamentales (figuras 44 — 46); sin embargo, existe
una diferencia en la scrie de eventos (figura 43) pues ahora parccen formarse tres hebras
sinusoidales mientras que en ¢! caso anterior se formaban cuatro. Esta es la explicacion de

la discrepancia entre /1, y fupe.

4.4 Relacion con los resultados del modelo lagrangiano

Calculo de la frecuencia natural del sistema
Comeo se habia adelantado desde el capitulo anterior, es posible usar la serie de tiempo de
un caso cercano a la resonanacia para hacer un calculo aproximado de la frecuencia natural
del sistema w,.

Se supondra que la diferencia entre la frecuencia de resonancia o, = no, donde n =1, 2, ...
y la frecuencia de la oscilacion o es suficientemente pequefia para llevar al sistema a
intermitencia, y se denotarad por Aw. De esta forma se puede escribir

Aw = w~—nw, ... (26)

Esta expresion pucde reescribirse en términos del periodo de la oscilacion t=2n/w y el
periodo natural del sistema t, = 27/w, como

Au)=2—n(ﬁ—-n) .. (27)
LT

Por definicion

T =l gner —Fan ... (28)

donde ¢4,, es el tiempo en que ocurre el desprendimiento de la n-ésima gota y P es el
periodo aparente del movimiento. Dividiendo entre T, esta ultima expresion puede ponerse

en funcién de O, = "’t-" mod1

T, Vi
A =0,,p—6, +— .. (29
T nep +G 29)

tomando en cuenta el efecto de tomar ¢l médulo 1; G es el niimero de gotas esperadas por
oscilacion. El ultimo término del miembro derecho es debido unicamente a la operaciéon

modulo (mod) que aparece en la definicion de 6,,.
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Figura 47. Scrie de eventos 7;, vs i, 2000 < n < 6000: € = 0.012945, K = 3,5x10°%,
/oy = 3. 999 Noétese oomo en el intervalo 3000 < 77 < 5000 existe un periodo de
periddico de periodo /2 = 4.

Sustituyendo (25) en (23) resulta finalmente

2n n
Aon=""|l- —4m ... (30
@= 1:( 0.,.,—8,+P/C GO

Con esta expresion resulta muy sencillo calcular Ja frecuencia y €l periodo naturales del

sistema
27 1
2 1 .. (1
O = 8, 0, + PIG Gn
5 = i_" =t(8,.p— 0, +P/C) " (32)

1

Estas expresiones son vilidas tanto para el modelo lagrangiano como para el modeio
dinamico de baja dimensién y en general para cualquier modelo dindmico que presente
intermitencia y corrimiento de fase 6,, durante su evolucion.

Como ejemplo de la utilidad de estas expresiones se usé el modelo dindmico de baja
dimensién con una perturbacion centrada sobre €, = 0.012945 de amplitud K = 3.5x107% y
frecuencia relativa w/w; = 3.999 correspondiente a un periodo Tt = 12.6572 sabiendo de
antemano que la frecuencia natural del sistema es w, = 0.1241. La diferencia (9,,, —0,) se
tomo como el promedio sobre el intervalo 3000 < » < 5000 donde el sistema presenta
comportamiento aproximadamente peridodico de periodo #’ = 4 (figura 47). El tiempo
promedio para la formacion de una gota es v, = 12.6359 por lo cual G = 1 gota/oscilacion.
Con toda csta informacion se encuentra una frecuencia calculada w{ =0.1241 y un periodo
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A d,

7 =50.6237. Los ltados son io una comp i6n en la
frecuencia y con un error de 0.015 % en el periodo.
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Figura 48. Evolucion del sistema en el plano 6,—~7,enel intervalo comprendido entre 11 = 27
y ”= 74 indicado en la figura 10. El ci y et tri en rojo indi alos altimo
cada dro, el cual esta scparado del anterior por dos pasos. Los ejes en

lodos los recuadros son: vertical, 8,; horizontal, 7;,. (Figura 14 repetida)

El mismo cidlculo se llevd a cabo para una serie si lada por dio del modelo
lagrangiano con una velocidad en el interior del tubo oscilando alrededor de v, = 0.0817
con una amplitud X = 8.0x10* y un pcnodo 1T = 40. Con estos para os el si entra
en intervalos que 1 an un apar penédlco de periodo P = 2

(caso 1, secc. 3.1). Pam el calculo de la diferencia (9,,,, — 0,) se buscé un intervalo dondc
el sistema fuera bien componado en el sentido de que el mcrememo de fase entre un evento
y el siguinete fuesc aproximad. Estas se enc on en el
intervalo 27 < n < 60 por lo cual fue seleccionado (ver figura 48). Como se mencioné en el
capitulo 3, el tiempo promedio para la formacion de una gota ¢s tal que ¥ = 2t,; es decir,
G = 2. Con estos datos se obticnen w; =0.1549 y t," =40.55. Para tener un punto de
ién sc calculé el periodo fund. I de es do los tiempos entre
gnas que forman el periodo dos: 7; = 19.05 y 72 = 2l 43. Esto dio como resultado un
periodo fundamental t, = 40.48.
Se hici imulaci con flujos oscilando con estos dos periodos y se encontré que en
ambos casos ¢l sistema era mis regular que con T = 40 aunque no se regularizaba por
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completo. Las series de eventos (figura 49) muestran cémo, después de un transitorio de
aproximadamente 100 gotas para T = 40.48 y 100 gotas para T = 40.55, cl sistema entra en
un movimiento de periodo dos muy constante, interrumpido en muy pocas ocasiones por
rafagas cadticas. Los mapeos de Poincaré del atractor (figura 50) estan formados en ambos
casos por dos franjas facilmente distinguibles sobre una nube caédtica mucho mas tenue que
en los casos anteriores. La existencia de las franjas indica que aun existe una diferencia de
y la oscilacion del flujo de alimentacion.

frect ias entre el

215
21
208

== 20
19.9)
bl
18.5; b
e %o

a) n

T A T

b)
Figura 49. Series de eventos para dos simulaciones de un grifo goteante
con flujo oscilatorio con amplitud K = 8x10~ y periodos a) T = 40.48, y

b) T = 40.55, do cl modelo lagr

Estos resultados ponen de manifiesto dos puntos importantes. El primero de ellos es la
dificuitad practica que podria suponer ajustar la frecuencia de la oscilacion del flujo
exactamente a la frecuencia natural del sistema en el caso de un grifo goteante real. Esto
puedc deberse a la dispersién existente cn los datos lo cual hace imposible determinar con
suficiente exactitud el periodo fundamental aunque es posible que exista otro valor del flujo
medio donde esta dispersion sca menor. A pesar de esto, aparcntemente si es posible

regularizar ¢l sistema dentro de cierto margen de error, quec podra ser aceptable o no
dependiendo del  hipotético proceso del cual formara parte el si 12 g
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Evidentemente hace falta verificar ecstos resultados numéricos a través de la

experimentacion.

a)

!

b)

Figura 50. Mapeos de Poincaré para dos simulaciones de un grifo

goteante con flujo oscilatorio con amplitud X = 8x10™ y periodos
delo | i

a) Tt =40.48, y b) T = 40.55, do el 12

El segundo punto que se manifiesta en los ultimos resuitados es la sobresimplificacion que
el modelo dindmico de baja dimension significa para el sistema real, prescribiendo como
constantes a la frecuencia de oscilacién de la masa remanente después del desprendimiento
de la gota y al coeficiente de amortiguamiento. En realidad estos parametros pueden
depender del tamaiio de la gota formada en relacion al volumen pendiente antes de su
desprendimiento, y estar sujetos a perturbaciones adicionales si se formen gotas satélite,
pues esto hace que la masa pendiente cambie tanto en forma como cn volumen.
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5. Conclusiones y trabajo futuro

5.1 Conclusiones y recomendaciones

Con anterioridad se habia demostrado que el modclo lagrangiano es iutil para simular tanto
la forma de una gota individual como ¢l comportamiento de un sistema gotcante para
tiempos mucho mayores que cl ticmpo de formacién de una gota unica (Fuchikami er af.,

1999).

En este trabajo sc ha usado este modelo para estudiar lo que ocurriria con un grifo goteante
si el flujo que lo alimentara oscilara en el tiempo. Este problema se heredo del caso de la
ebullicién capilar donde se ticnen flujos intrinsccamente variables en el tiempo debido a la
entrada de liquido al capilar en los momentos en que ocurren los desprendimientos de las
burbujas. Para hacer el estudio se desarrollé por completo ¢l codigo fuente del programa
con base en las recomendaciones publicadas (Fuchikami er a/., 1999), y se hicieron las
moditicaciones adecuadas para tener flujo oscilatorio. Se buscé que la oscilacion del flujo
fuera tal que en todo momento el sistema se encontrara ¢n una regién cadtica considerando
cl diagrama de bifurcacion para flujo constante.

Se analizaron cinco casos para observar el comportamiento cuando ¢l periodo de la
oscilacion era similar al tiempo promecdio para la formacion de una gota. Los resultados
mostraron que, cuando la frecuencia de la oscilacion era suficientemente alta, el sistemna
perturbado actuaba de forma muy similar al sistema no perturbado. Por ¢l contrario, cuando
1a frecuencia de la oscilacion era suficientemente baja, es decir, cuando la variaciéon del
flujo era suficientemente lenta, el atractor del sistema en el espacio dc fases se engrosaba
para abarcar el espacio delimitado por los atractores correspondientes a los casos en que et
flujo tenia un valor constante igual a las cotas superior e inferior de la oscilacion. Uno de
los resultados mas interesantes fue la regularizacién del sistema hacia un comportamicnto
periddico interrumpido por intervalos caédticos muy breves cuando la frecuencia de la
oscilacion del flujo era cercana a la frecuencia natural del sistema de goteo.

Esto llevé a la conclusion de que es posible estabilizar una orbita peridédica inestable de un
grifo goteante haciendo oscilar el flujo de alimentacion con una frecuencia cercana a la
frecuencia correspondiente de la oOrbita estabilizada y con una amplitud apropiada. No
obstante, hasta este momento no se ha encontrado un método para estabilizar una Grbita

especifica a voluntad.

El modelo lagrangiano requiere un tiempo de computo excesivo para la simulacion de un
solo caso. Para extender los resultados logrados con este modelo, s¢ utilizé un modelo
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diferente y mas senciilo, llamado modelo dinamico de baja dimension debido a que esta
basado cn un sistema dinamico de dimencién tres o cuatro que reproduce las caracteristicas
esenciales del movimiento de un grifo goteante (Coullet er al., 2000). El parametro del
modelo correspondicente al flujo de alimentacién se hizo oscilar arménicamente.

La sencillez del modelo dinamico de baja dimension hizo posible llevar a cabo una
exploracién exhaustiva del sistema variando tanto la frecuencia @ como la amplitud K de la
oscilacion. Los resultados no solo confirmaron lo encontrado con el modelo lagrangiano
sino que llevaron a nuevas conclusiones:

i) Cuando la frecuecia de oscilaciéon del flujo era igual a un multiplo de la
frecuencia natural del sistema w,; i.c. cuando ambas frecuencias se hallaban en
resonancia, y la amplitud de la oscilacion tenia un valor apropiado, el atractor
del sistema se convertia en un ciclo limite.

i) Cuando [rw, — ol < Aw,(7,K), n = 1, 2, .. donde Aw,(7,K) es un valor

umbral definido por el sistema dependicente de 7 y de K, y la amplitud de la
oscilaciéon era apropiada, el atractor del sistema seguia siendo un ciclo limite; es
decir, la estabilizacion del ciclo limite se conseguia en intervalos de valores para
la fr ia de la oscilacién de flujo centrados cada uno sobre las frecuencias
de resonancia: now, — Ao, (7, K)<o <nw, + Ao, (n,K),n=1,2, .. Este es un
resultado no reportado hasta este momento en la litcratura.

=1, 2, ... donde Aw_,(n,K) es

s s

i) Cuando Aw,, (7, K) <|nw, —w <Aw,(mK). n
un segundo valor umbral dependiente de 72 y de K, y la amplitud de la oscilacion
era apropiada, el sistema desplegaba intermitencia. Los intervalos de tiempo con
comportamiento aproximadamente periddico eran mis largos conforme la
freecuencia se aproximaba a una resonancia. Ya existen estudios que reportan
haber encontrado un nuevo tipo de intermitencia, llamado efecto "breathing”, en
sistemas dinamicos perturbados armonicamente, el cual se carateriza por generar
una clase movimicnto periodico compuesto por intervalos cadticos ¢ intervalos
periddicos cuando la diferencia entre las frecuencias natural ¢ impuesta es
suficientemente pequefia. Aparentemente, en el caso de interés no se consiguié
generar este movimiento periodico debido a que el comportamiento del sistema
se volvia periédico antes de que la diferencia entre las frecuencias fuera
suficientemente pequeila. Cuando el sistema se encuentra en este régimen es
posibie calcular la frecuencia natural del sistema o, a través de la expresion

W, = ————— ©

' 0,.,,-0,+P/G

donde 8, es la fase en ¢l momento del n-ésimo desprendimiento y esta definida
¢ -

por 8, = -“? modl, 14, es el tiempo en que ocurre el n-ésimo desprendimiento y

T = 2n/w es el periodo de la oscilacion del flujo, £ es el periodo del movimiento
préximo a ser estabilizado, y G es el namero de gotas por cada oscilacion en el
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Cuando [nw, — o] > Aw.,(n.K) el sistema era cadtico con un atractor muy

similar al que se obtuvo manteniendo el flujo constante.

v Se encontré tambicn una regidon del espacio paramétrico (w/w,, K) donde ¢l
sistermna era cuasiperidodico con dos frecuencias fundamentales. En este régimen
el atractor del sistema ocupaba una rcgion del espacio de fases distinta y de
dimensiones significativamente menores que las de la regién ocupada por el
sistema con pariametros constantes; cs decir, la érbita estabilizada no es una
orbita incrustada en el atractor correspondiente al sistema con parametros
constantes.. Esto puede constituir una posibilidad de que el sistema de goteo
pueda formar parte de procesos cuyos margenes dec tolerancia sean reducidos o
donde se necesiten variados regimenes de operacién, pucs bastaria con ajustar la
oscilacién del! flujo para modificar su comportamicnto. Una desventaja
facilmente identificable, sin embargo, ¢s que hasta el momento es imposible
decidir qué érbita seri estabilizada, lo cual hace necesario un estudio previo del
sistcma de gotco para adaptarlo a las necesidades del diseiio. Esto podria ser
resuclto pronto pucs ya existen trabajos publicados en este sentido aunque éstos
se refieren a sistemas mas sencillos.

Una diferencia importante con los estudios previos sobre sistemas dinamicos con

perturbaciones arménicas débiles resonantes es que en aquéllos casos fue posible estabilizar

diversas orbitas periddicas inestables incrustadas en el atractor cadtico correspondiente
ajustando la frecuencia de la perturbacion a la frecuencia de la orbita estabilizada. En la
prescnte investigacion anicamente se logré estabilizar un tipo de drbita cuando ésta estaba
en resonancia con la perturbacién del flujo atn cuando sc exploré un intervalo amplio tanto
de la frecuencia de la oscilacion como de su amplitud.

)

Con todo esto puede decirse que ¢l comportamiento de un 1a g con suministro
variable de liquido esta lejos de ser trivial revelandosc en el presente trabajo tan rico como
¢l caso con flujo constante mostrando comportamiento cadtico, intermitente, periodico y
cuasiperiodico dependiendo de la frecuencia y la amplitud de la perturbacion en el flujo. El
modelo dindamico de baja dimension es, sin embargo, demasiado sencillo y Unicamente es
Util como una guia sobre el posible comportamiento de un sistema goteante al variar los
parametros de la oscilacion del flujo: amplitud y frecuencia por lo que es de suma
importancia continuar el trabajo tedrico con modelos sofisticados como ¢! modelo
lagrangiano. También es necesario realizar trabajo experimental para comprobar que estos .
comportamicntos realmente se verifican en el mundo fisico. Un posible experimento con
flujo armdnico podria llevarse a cabo imponiendo una variaciéon armoénica de la temperatura
del agua de alimentacion justo en la salida del tubo. Esto ya se ha implementado para
explorar el comportamiento del grifo goteante con flujo constante y construir el diagrama
de bifurcacion experimental (Katsuyama & Nagata, 1999).

5.2 Trabajo futuro

Como se planteé desde los primeros parrafos, este trabajo es parte de un proyecto mas
amplio cuyo objetivo a largo plazo es la descripcion de procesos de ebullcién en capilares
cn los cuales se ticnen de forma inherente flujos dependientes del tiempo. Con este objetivo
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en mente, en el futuro inmediato se intentara la construccién de un modelo lagrangiano para
1a hidrodinamica involucrada en la formacién de burbujas en un tubo capilar.

Como se ha apuntado anteriormente, describir una burbuja en el seno de un liquido
formandosc cuasiestaticamente en la punta de un capilar vertical con salida hacia arriba es
un problema relativamente sencillo pues basta con hacer las misma consideracioncs
planteadas para ¢l caso de la gota estitica considerando ¢l cje = dirigido hacia arriba y
sustituyendo la densidad del fluido p por la diferencia [p—~p,.| donde p. denota a la

densidad del medio.

La descripcion dinamica es una cuestion mas complicada. La modificacion mas importante
es la inclusién del fluido externo como parte del sistema. Esto significa tomar en
consideracion fa densidad y la viscosidad del medio e incluir la energia cinética y la
disipacién viscosa que ocurre en su seno, para lo cual es nccesario encontrar expresiones
apropiadas de estas variables como funcién de la variable lagrangiana elegida, es decir,
como funcién del volumen de la burbuja sobre el plano = en el instante ¢, £(=.¢). Esto sera

tema de estudios futuros.
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Apéndice A. Algoritmo para la solucién
numeérica de las ecuaciones del modelo

lagrangiano

A continuacién se presenta el algoritmo empleado para resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales (11) que describen la dinamica del goteo.

Como condicién inicial se utiliza una de las formas estables obtenidas al resolver el caso
estitico. Esta gota se divide horizontalmente en Af discos de modo que sus volumenes estan

dados por
=7 @t =02, M
1

{z} son las coordenadas de los planos horizontales que limitan a los diferentes

.- (A1)

Aqui, {z
discos; este conjunto debe cumplir en todo momento con la siguiente relacién
OS oy <=y <" < Ty <S4 =35, .. (A2)
La energia cinética y la energia potencial gravitatoria son

1 &L o
r=1 =-5 , .. (A3)

297

Af

U, ==2.5,88, ... (Ad)

Por su parte, la funcién de disipacién de Rayleigh discreta es

2
R=—_nz[ _"1 '] AE, ... (AS)
~5 =

2= 1
En estas expresiones se uso el hecho de que 2 = p= I = | debido a la eleccién de unidades.

La cnergia superficial presenta mayores dificultades, ya que involucra derivadas espaciales
de orden superior a uno. Para obtencer una expresién discreta util para la simulacién se
considera a la superficie como compuesta de superficies conicas acopladas. Et area en el

intervalo [(=,, +=,)/2,(5,+=,,)/2) es

2 =23, M1  ..(A6)

[

S,—vt(r +ra) 2 +(r,—r)
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En los intervalos [0, =, /2]. [:, /2,(z +:2)/2] Y K=ares +200)7 2.2, /2] las expresiones

validas son, respectivamente

-2 »

So = +n -+ (o =5 3 /=0 L (AT
2

Si=n T i) S - (A8)

Sap =mry ﬂ—‘:‘i—'-'—f—+ru’ s F=M ... (A9)
En términos de las ecuaciones (A6) — (A9), el potencial U/ =I'S se calcula como
Uy =rﬁ;s, . (A10)
Las ecuaciones de movimiento que deben resolverse son

=Yy 1,2, ..M —(AID)

{o, = £ Uz Wz n by P 7T

Las funciones f se derivan de las ecuaciones de movimiento de Lagrange y estan dadas por

1 oU, aU, . R X

= - —_—— 0 =1,2, .., A7 . (A2
v~y { o=, o, Tov, [’ (a1
El incremento del volumen en el primer disco esta determinado por ¢l flujo volumétrico Q,

o

que corresponde a una velocidad del liquido en el interior del tubo v, = g
I'o'

La solucidn dinamica inicia con el calculo de los valores medios del radio 7, del j-ésimo
disco por medio de las expresiones

n= ag ... (A13)

Vonz

A
= - ‘g’_ 3 S=23, .M .. (A14)

R O
Inicialmente sc establecen las velocidades de todos los discos iguales a la velocidad en la
salida del tuboens =0
v, (=0)=v,. j=12,. ., M
Posteriormente, se ajusta el paso de tiempo tentativo y se sustituye por aquél que produzca
el menor error posible siguiendo el procedimiento descrito por Press et al. (1992).

... (A15)
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Una vez obtenido el paso de tiempo optimo se integra el sistema de ecuaciones
diferenciales (A11) para un paso de tiempo y sc analiza la solucion buscando:

i que la relacién (A2) se cumpla,

iy que el volumen del primer disco AZ, se mantenga por dcbajo de una cota

superior, y

iii) que la razén entre el ancho del disco y su radio no sobrepase cierto valor.
Si la condicidn i) no se cumple, el paso de ticmpo se reduce; si las condiciones /i) o iii) no
son satisfechas, ¢l nimero de discos aumenta una unidad.
Finalmente, se considera que ha ocurrido un desprendimiento de gota cuando el radio de
alguno de los discos en un cuello es menor que un radio minimo r, y la seccién transversal
relativa S, =(r, /r,)* es menor que un valor critico S.. En este momento la parte inferior
se separa. Evidentemente en este caso también es necesario reajustar el valor de A7 y
redefinir las variables.
Una vez reajustadas las variables se procede a calcular los nuevos valores para los radios,
considerando que cl volumen de cada disco se mantiene constante y sc cstablece el nuevo
valor para vo(7). Finalmente, se repite el proceso a partir del ajuste del paso de tiempo.
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Apéndice B. Cdédigos fuente

A.1 Modelo lagrangiano con flujo variable

A continucacién se presenta el cédigo fuente del programa modelo_goteo usado para simular
el goteo con base en las ecuaciones (11) y el algoritmo para sus solucién presentado cn el
Apéndice A, asi como los mdédulos, las subrutinas y las funcioncs necesarias para su

ejecucion:

module types
implicit none

double precision, parameler :: Pl = 3.1415926535900

type :: registro
double precision
double precision
double precision

end type registro

end module types

program modelo_goteo

! Programa de simulacién de un grifo goteante con

1 flujo armodnico en una apr

de las ec. hidrodinamca:

! lag
! (Fuchikami et at., 1998).

! AUTOR: Oscar Martinez Alvarado
! FECHA: Agosto 2002

use types
double precision :: radio, v_0t
type(registro), dimension(0:4800) :: arreglo

type(registro), dimension(0:4800) :: arrdtdt
type(registro), dimension(0:4800) :: am2xdt

integer :: N, NN

r_0,z_0,v_0, etha
ot, epsilon
i

double precisio
double precision
double precision

—
double precision :: t, tn, tnp1, tm1

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN ;




Apéndice B - 72

_min
zzr, xi_max, xi_div

double precision
double precision ::

double precision :: v_min, v_max, T_O
double precision :: en._max, de!_0. s
double precision :: valor

integer ::
integer(8)

i, n_div, n_rpt
integer :: isrror

real :: t_ini, t_fin

logical :: ruptura, i -]
common // r_0, z_0, v_0O, etha

call cpu_time(t_ini)
open (UNIT=10, FILE='hsfc_1.txt', STATUS='"REPLACE’, ACTION="WRITE", IOSTAT=ierror)

20 format('t ="', E15.8)

desplisgue = FALSE.
grabacion = .TRUE.

1 Valores de los pardmetros del sistema de goteo
.00 ! tiempo

9.16D-1 ! radio del tubo

DO 1 longitud de la columna de fluido dentro del tubo

8.10D-2 1 velocidad minima

= 8.24D-2 | velocidad maxima
4.0D+1 ! periodo de |a perturbacion
2.D-3 I viscosidad del fluido
1.D-6 ! paso de tiempo

epsilon = 4.0-3 ! parametro de ruptura
del_O0=1.D-6 1 precisién del método de Runge-Kutta
s=09 ! factor

zzr=2.0-1 | maxima cazén z/r

v_0 = v_0Ht, v_min, v_max, T_0O)

t forma inicial de la gota
call forma_inicial(arreglo, N, Pi/2.D0, 2.5D0, 1.0-3, 2.D0-2)

arreglo(0)%z =z_0
arreglo(0)%xi = -Pi*2_0*r_0""2+arreglo(1)%xi

arreglo(0)%yv = v_0

| calculo del volumen total

] célculo del volumen para el ir 1to del nimero de discos

xi_t = xi_t + arreglo(j)%xi
if(arreglo(j}%xi.GT.xi_max) xi_max = amreglo(j)%xi
enddo
xi_div = xi_max/2.D0

write(10,30) xi_t, arreglo(N)%tz

write(10,35) r_0, v_0 | TESIS CON
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write(10,32) etha
write(10,33) epsilon, del_O

write(10,40) zzr, xi_div
write(10,*) N

30 format(*xi =, E11.4,°, zb ="', E11.4)

3S format('r 0 =", E11.4,", v_0=", E11.4)

32 format( etha =", £E11.4)

33 format( epsilon =", E11.4,°, del_0 ="', E11.4)

40 format{’ zzr ="', E11.4,°, xi_div=", E11.4)
es arrdidt y arr2xdt

! inici 1 de jos BS AL
do0j=0.N

arrdtdt(j) = arreglo()

anr2xdi(j) = amreglo()
enddo

| célculo de la evolucion de la gota
ruptura = .FALSE.

! condicion de termino
do while(n_rpt.LT.1000000)

! ajuste de! paso de tiempo
err_max = 0.
call evolucion(N, o, arreglo, arrdtdt)
call evolucion(N, dt, ardtdt, arrdtdt)
call evolucion(N, 2.D0°dt, arreglo, arr2xdt)
doj=0,N
if(abs((arrdtdi(j) %z-an2 xd1 (j)%z)/amdtd(j)%z).GT.em_max) then
err_rmax = abs((arrdidt(j)%z-arr2xdt{j)%z)/arrdtdt(j)%z2)
else if(abs((amdtdi(j)% v-arr2xdt(j)%v)/arrdtdt(j}%v).GT.err_max) then
err_max = abs((arrdtat (j)% v-arr2 xdt(j)S6v)/arrdtdt(j)%ov)
endif
enddo

if{err_max.GT.0.0) then
(em_max.GT.dei_0) then
dt = s*dt*(del_O/err_max)**0.25
else
ot = s*dt*(del_O/err_max)*~0.20
endif
endif

call evolucion(N, dt, arregio, arregio)
! despliegue de datos parciales
t=tedt

=i+l

v_0 =v_ONt, v_min, v_max, T_0O)

I incremento del namero de discos

if(arreglo(1)%xi.GT.xi_div) then
if(N+1.LE.4800) then
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write(10,*) ‘incremento del nimero de discos’
write(10,20) t
write(10,%) N+1
N =N+
doj=N, 2, -1
arreglo(j) = arreglo(j-1)
enddo
arreglo(1)%z = 0.D0

arreglo(
arregio(
arreglo(

arrdtdt(j) = arreglo(j)
arr2xdt(j) = arregio(})
enddo
eise
write(10,*) "Espacio de afmeglo insuficiente’
stop
endif
endif

! division de discos
doj , (N-N/S)
r_j = radio(arreglo(j)%xi, arreglio(j-1)%z, ameglo(j)%z)
if{(arregio(j}%z-amreglo(-1)%z2z)/r_j.GT.zzr) then
n_div = n_div+1
if(N+1.LE.4800) then
N = N+1
do k=N, j+1, -1
arreglo(k) = arreglo(k-1)
enddo
arreglo(j)%z = (arreglo(j)%z+arreglo(j-1)%z)/2. DO
arreglo(j)%xi = armeglo()%xi/2. DO
arregio(j+1)%xi = arreglo(j)%xi
dok=j N
arrdtdi(k) = arreglo(k)
arr2xdt(k) = arreglo(k)
enddo
else
write(10,*) ‘Espacio de arreglo insuficiente’
stop
endif
endif
enddo

! ruptura de la gota
do j = 2, (N-N/5)
r_j = radio(arreglo(j)%xi, ameglo(j-1)%z, arreglo(j)%z)
it((r_j/r_0)**2.LT.epsilon) then
ruptura = .TRUE.
N = j-1

i(ruptura) then
! grabacion del tiempo de ruptura

if((t-tm 1).GT.1.D0) then
open (UNIT=50, FILE="st{c4055_1.ag!', STATUS="0OLD', POSITION="APPEND", &

wn'le(SO.SD)T ’ e TESIS CON
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50 format(E15.8)
close(50)
tm

N=NN

n_rpt = n_rpt +
write(10,*) ‘ruptura ', n_rpt
write(10,: 20) t
write(1 N
ruptura = .FALSE.

call cpu_time(t_fin)

write(10, *) ‘tlempo: *, 1_fin-t_ini, ‘seg’

endif
enddo
write(10,20) t

write(®, *) 'fin de tarea..,’
write(10, *) ‘fin de tarea...'

call cpu_time(t_fin)

write(*, *) "tiempo: *, t_fin-t_ini,
write(10, *) ‘tiempo: *, t_fin-t_ini,

close(10)
end program modelo_goteo

subroutine evolucion(N, dt, arm, anmp1)
use types

implicit none

double precision :: dz_jdt, dv_1dt, dv_2dt, dv_jdt, dv_mdt, dv_ndt

integer, intent(in) :: N

double precision, intent(in) ::
type(registro), dimension(0:.
type(registro), dumnnslon(o aaDO). intent(out;

00), intent(in) :: arm
) :: armp1

double precision, dimension(9600) :: A, B, C, D
double precision :: r_0, z_0, v_0O

doubie precision :: z_aux

integer :: j

common //r_0,z_0, v_0O

1 célculo del vector A
doj=1N

9§:$$?‘);‘_:z:::._m)::‘:(omz. arm(1)%z, arm(2)%z, arm(3)%z, & TESIS C ON
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arm(0)%v, arm(1)%yv, arm(2)%v, arrn(0)%xi, arrn(1)%xi, arrm{2)%xi, arrm(3)%xi)
eise if(j.£Q.2) then
A(N+2) = dt*dv_2dt(arm(1)%z, anm{2)%z, amm(3)%z, arm(4)%z, &
arm(1)%yv, amm(2)%v, arrm(3)%v, amn(1)%xi, arm(2)%xi, arm({3)%xi, arrm(4)%xi)
else if(. EQ.N-1) then
A(2*N-1) = di*dv_madt(armm(N-3)%z2, armrn(N-2)%z, anm(N-1)%z2z, arrn(N)%z, &
amn(iN-2)%v, arm{N-1)%yv, arm{N)%yv, arm(N-2)%xi, arm(N-1)%xi, arm(N)%xi)
else if(j. EQ.N) then
A(2*N) = dit*dv_ndt{arm(N-2)%z, armn(N-1)%z, armn(N)%z,
armn{N-1)%v, arrn(N)%v, arrm(N-1)%xi, arm({N)%xi)
eise
A(N+j) = dt*dv_jdi{arm(j-2)%z, arm(j-1)%z, amrm(j}%z, arm(j+1)%z, amrn(j+2)%z, &
arm(j-1)%v, arm(j)%yv, arm{+1)%v, arm(i-1)%xi, arm(§)%xi, arm(j+1)%xi, arm{j+2)%xi)
endif
enddo

t caleulo del vector B

doj=1,
8@) = dl‘dz_[dl(arrn(j)%v‘A(N‘-j)IZ.DO)

if(G.EQ.1) then
Z_aux = arrn(0)%z+dt*v_0/2.00
B(N-ﬂ) = dt*dv_1dt(z_aux, arm(1)%z+A(1)/2.00, arm(2)%z+A(2)/2.00, arm(3)%z+A(3)/2.00,
armgg):zvl,)arm(‘l)%v*ﬁ\(Nﬂ-ﬂ/Z .00, arm(2)%v+A(N+2)/2.D00, arm(0)%xi, Pl*r_0**2%(z_aux-z_0). arrn(z)%xi
anrm(3)%x
else if(j.EQ.2) then
z_aux = arm(0)%z+dt*v_0/2.00
B(N+2) = dt*dv_2ct(arm(1)%z+A(1)/2.00, arm(2)%z+A(2)/2.D0, arm(3)%z+A(3)/2.D0, arm(4)%z+A(4)/2.00,
&
arm(1)%v+A(N+1)/2.00, arm(2)%v+A(N+2)/2.00, arm(3)%v+A(N+3)/2.D0, Pi*r_0**2*(z_aux-z_0), armn(2)%xi,
arm(3)%xi, armn(4)%xi)
else if(j.EQ.N-1) then
B(2°N-1) = dt*dv_mdt(arm(N-3)%z+A(N-3)/2.D0, arrn(N-2)%z+A(N-2)/2.D0, anm(N-1)%z+A(N-1)/2.D0,
arrn{N)%z+A(N)/2.00, &
anm(N-2)%v+A(2°N-2)/2.D0, arm(N-1)%v+A(2°N-1)/2.00, arrn(N)%v+A(2*N)/2.D0, arm(N-2)%xi, arn(N-1)%xi

arrn(N)%xi)
else if(j. EQ.N) then
B(2°N) = dt*adv_ndt(arm(N-2)%z+A(N-2)/2. 00, arm(N-1)%2z+A(N-1)/2.D0, arrn(N)%z+A(N)/2.D0, &
arrm(N-1)%v+A(2°N-1)/2.D0, arm(N)%v+A(2*N)/2.D0, arm(N-1)%xi, anm(N)%xi)

else
B(N+j) = di*dv_jdt(arm(j-2)%z+A(-2)/2.00, am(j-1)%z+A(j-1)/2.00, arm(j)%z+A(j)/2.D0, &
arm{j+1)%z+A(j+1)/2.00, arm(j+2)%z+A(§+2)/2.00, arm(j-1)%v+A(N+j-1)72.00, amn(j}%v+A(N+j)/2.D0, &
arrmn(+1)%v+A(N+j+1)/2.00, arm(-1)%xi, armn(j}%xi, armn(j+1)%xi, arnn(j+2)%xi)
endif
enddo

! calculo del vector C
doj=1,N
C(j) = dt*dz_jdt(arm(j)%v+B(N+j)/2.D0)
if(.EQ.1) then
z_aux = arrn(0)%z+dt*v_0/2.D0
C(N+1) = dt*dv_ 1dt(z_aux, arnm{1)%z+B(1)/2.D0, arm(2)%z+B(2)/2.D00, arm(3)%z+B(3)/2.00, &
arm(0)%yv, arm(1)%v+B(N+1)/2.D0, arrn(2)%v+B(N+2)/2.00, arm(0)%xi, PI*r_0**2*(z_aux-z_0), arrn(2)%xi,
arm(3)%xi)
alse if(j.EQ.2) then
Zz_aux = arrn{0)%z+dt*v_0/2.00
C(N+2) = di*dv_2di(arm(1)%2+8(1)/2.00, arm(2)%z+B(2)/2.D0, armm(3)%2+B(3)/2.D0, arm(4)%z+8(4)/2.00,
&
amn(1)%v+B(N+1)/2.D0, armn(2)%v+B(N+2)/2.D0, arm(3)%v+8(N+3)/2.D0, Pi*r_0**2*(z_aux-z_0), arrm(2)%xi,
arrn(3)%xi, arm(4)%xi)
else if(j.EQ.N-1) then
C(2°N-1) = dt*dv_mdt{arm(N-3)%z+B(N-3)/2.D0, arm(N-2)%z+B(N-2)/2.00, anm(N-1)%z+B(N-1)/2.D0,
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arrn(N-2)%v+B(2°N-2)/2.D0, arm(N-1)%v+B(2°N-1)/2.D0, arm(N)%v+B(2*N)/2.D0, arm(N-2)%xi, arm(N-1)%xi,
arm(N)%xi)
else if(j. EQ.N) then
C(2°N) = di*dv_ndt(arm(N-2)%z+B(N-2)/2.00, arm(N-1)%z+B(N-1)/2.D0, arm(N)%z+B(N)/2.D0, &
arm{N-1)%v+B(2°N-1)/2.D0, arm(N)% v+B(2*N)/2.DO, arm(N-1)%xi, arnm(N)%xi)
eise
C(N+j) = dt*dv_jdt{arm(j-2)%z+B(j-2)/2.00, arm(j-1)%z+B(j-1)/2.00, arm(j)%z+B(j)/2.00,
arm(j+1)%z+B(j+1)/2.00. &
am(j+2)%z+B(j+2)/2.00, arm(j-1)%v+B(N+j-1)/2.D0, armn(j)%v+B(N+j)/2.D0, arm(j+1)%v+B(N+j+1)/2.D0, &
amm(j-1)%xi, arm(j)%xi, arm(j+1)%xi, arrn(j+2)%xi)
andif
enddo
1 calculo del vector D

doj=1,N
D)) = at*az_janarm()%v+C(N+))
if(.EQ. 1) then

z_aux = anmn(D)%z+dt*v_0
D(N+1) = dt*dv_1di(z_aux, arm(1)%z+C(1), arm(2)%z+C(2), arm(3)%z+C(3), &

arm(0)%v, arm(1)%v+C(N+1), arm(2)%v+C(N+2), arm(0)%xi, Pl*r_0**2*(z_aux-z_0), arm(2)%xi, armn(3)%xi)
else if{(j. EQ.2) then
z_aux = arrn(0)%z+dt'v, 0
D{N+2) = dt*dv_2dt{arm{1)%z+C(1), anmm(2)%z+C(2), arm(3)%z+C(3), anm(4)%z+C(4), &
arm(1)%v+C(N+1), arm(2)%v+C(N+2), armm(3)%v+C(N+3), PI*r_0"2*(z_aux-z_0), anm(2)%xi, arrn(3)%xi
anmm(4)%xi)
else if(j. EQ.N-1) then
D(2*N-1) = di*dv_mdt(arm(N-3)%z+C(N-3), arm(N-2)%z+C(N-2), arrn(N-1)%z+C(N-1), arm(N)%z+C(N),
armn(N-2)%v+C(2°N-2), arm(N-1)%v+C(2°N- 1), arrn(N)%6v+C(2°N), arnm(N-2)%xi, armn(N-1)%xi, arm(N)%xi)
else if(j. EQ.N) then
D(2°N) = dt*dv_ndt(arrn(N-2)%z+C(N-2), arm{N-1)%z+C(N-1), arm(N)%z+C(N), &
arm{N-1)%v+C(2*N-1), arm(N)%v+C(2°*N), arm(N-1)%xi, arm(N)%xi)
else
O(N+j) = dt*dv_jdt(armn(j-2)%z+C(j-2), arm(j-1)%z+C(j~1). arm(j)%z+C(j), arm(i+1)%z+C(j+1),
arm(j+2)%z+C(j+2), &
armg(j-1)%v+C(N+j-1), arm{j}%v+C(N+j), arm{i+1)%v+C(N+j+1), arm(j-1)%xi. arm(j)%xi, arm(j+1)%xi,
arm(j+2)%xi)
endif
enddo
! caiculo de los valores siguientes
doj=1N
armp1(j)%z = amn(j)%z+(A(j)+2.00*B8(j)+2.D0*C(j)+D(}))/6. DO
ammp1(j)%Vv = arm(j)%v+(A(N+j)+2.D0"B(N+))+2.DO*C(N+j)+D(N+j))/6. DO
enddo
! ediculo de los valores siguientes en el primer disco
amp1(1)%xi = arrn(1)%xi+Pl*v_0*dt*r_0**2
armp1(0)%z = arm(0)%z + v_O*dt

end subroutine evolucion

double precision function radio(xi, 2_ji, z_J)
implicit none

double precision, parameter :: Pl = 3.14159285359D0
double precision, intent(in) :: xi, z_i, z_j

radio = sqri(xi/(Pl*(z_i-z_)))

."TJ
N
)
2

end function radio [
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1 function s i, 2Kk, r_j, r_k)

double p
implicit none

double precision, parameter :: Pl = 3.14159265359D0
double precision, intent(in) :: z_i, z_k, r_J. r_k
superficie = PI*(r_j+r_k)*sqrt((z_k-z_i)**2/4+(r_j-r_k)~*2)
end function superficie

double precision function dS_0dz_1(z_1, xi_1p)
implicit none

double precision, parameter :: Pl = 3,14159265359D0
double precision :: radio, superficie

vz 1, xi_1p

1,50

=0

double precision
double precision
doubte precision

common // r_0

r_1 = radio(xi_1p, 0.00, z2_1)

S_0 = superficie(0.D0, z_1,r 0, r_1)

dS5_0dz_1 = PI**2%(r_0+r_1)"™2"(z_1+2.00°r_1*(r_0-r_1¥z_1)/(4.00°S_0)-r_1°8_0/(2.00°2_1~(r_0+r_1))
end function dS_0dz_1 )

doubie precision function dS_1dz_1(z_1, z_2, xi_1p, xLé)
implicit none

double precision, parameter :: Pl = 3.14159265353D0
double precision :: radio, superficie

double precision, intent(in) :: z_1, z_2, xi_1p, xi_2
double precision 1
double precision ::

1.2,

common i/ _0

r_1 = radio(xi_1p, 0.00, 2_1)

r_2 = radio(xi_2, z_1, 2_2)

S_1 = superficie(0.D0, z_2, r_1, r_2)

dS_1dz_1 = S_1%(r_2/(z_2-2_1)-r_1z_1)/(2.D0%(r_1+1_2))-Pi**2°(r_1+1_2)~2°(r_1-¢_2)*(_2/(z_2-
zZ 1)+ _1/z_1)1(2.00°S_1)

end function dS_1dz_1

double precision function dS_1dz_2(z_1, z_2, xi_1p, xI_2)

implicit none
double precision, parameter :: Pl = 3.1415926535300

double precision :: radio, superficie TE SIS CON
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double precision, intent(in) :2_1,z_2,xi_1p, xi_2
double precision :: r_1,r_2, S_1
ur 0

double precision
common i/ r_0
if(xi_1p.GT.0.00) then
r_1 = radio(xi_1p, 0.00, z_1)
else
r1=r 0
endif
r_2 = radio(xi_2, z_1.2_2)
S_1 = superficie(0.D0, z_2, r_1, r_2)
dS_1dz_2 = (PI**2°(r._1+1_2)"2*(z_2°(z_2-z_1)+2.D0°r_2°(r_1-r_2)}/S_1-2,00%_2°5_1/(r_1+r_2))/(4.D0%(z_2-
z_1)
end function dS_1dz_2
double precision function dS_ndz_n(z_m, z_n, xi_n)
implicit none
double precision, parameter :: Pl = 3,14159265359D0
double precision :: radio, superficie

double precision, intent(in) :: z_m, z_n, xi_n
double precision :: r_n, S_n

r_n = radio(xi_n, z_m, z_n)
S_n = superficie(z_m, z_n, r_n, 0.D0) ) N
dS_ndz_n = (PI**2°r_n*2°((z_n-2_m)~*2-2.D0°r_n"*2)/S_n-2.D0*S_n)/(4.D0*(z_n-z_m))

end function dS_ndz_n

double precision function dS_kdz_j(z_{, z_k, z_I, xi_k, xi_l)

implicit none
double precision, parameter :: Pl = 3.14159265358D0

double precision :: radio, superficie

doubie precision, intent(in) :: z_j, z_k, z_I, xi_k, xi_!
double precision :: r_k, r_|, K

r_k = radio(xi_k, z_j, z_K)
r_| = radio(xi_l, z_k, z_I)

S_k = superficie(z_j, z_|, r_k, r_p

dS_kdz_j = (PI""2*(r_k+r_l)**2%(2.D0%_k*(r_k-r_)~(z_J-z_I)"(2_}-2_K)}S_k+2.D0°S_k*r_k/(r_k+r_))/(4.D0*(z_k-
z_in

end function dS_kdz_j

double precision function dS_jdz_i(z_i, z_}, z_k, xd_Jj, xi_k)
implicit none
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double precision, parameter : Pl = 3.141592653595D0
double precision :: radio, superficie

double precision, intent(in) :: z_i, z_j, z_k, xi_j, xi_k
double precision :: ¢_j, r_k, S_j

r_j = radio(xi_j, z_i, z_j}
r_k = radio(xi_k, z_i. z_k)

S_j = superficie(z_i, z_k, r_j. (_k)

dS_jdz_j = S_j"(r_k/(z_k-z_i)-r_ji/(z_j-z_D))(2.D0%(r_j+r_k))-P1*=2*(c_j+r_k)**2=(r_j-r_k)*(r_k/Z_k-z_{)*+r_j/(z_j-
z_IPN2.D0*S_j)

end function dS_jdz_j

double precision function dS_idz_j(z_h, z_I, z_J. xi_§, xi_j}

implicit none
double precision, parameter :: Pl = 3.14159265359D0

double precision :: radio, superficie

intent({in) :: z_h, z_i, z_j, xi_i, xi_j

double precision,

double precision :: r_i, r_J, S_1
r_i = radio(xi_i, z_h, z_i)
rj = radio(xi_j, z_I, Z_J}

S_i = superficie(z_h, z_j, r_i. r_j)
dS_idz_j = (P1**2°(r_i+r_})=2"((z_-z_h)*(2_j-2_i)-2.00°r_j*(r_j-r_))}/S_i-2.D0*S_i*r_j/(r_i+r_j))/(4.D0*(z_{-z_i})

end function dS_idz_j

double precision function dS_ndz_m(z_rn, z_n, xi_n)
implicit none
ble precisi 3 Pl = 3.14159265359D0

1,
double precision :: radio, superficie

double precision, intent(in) :: z_m, z_n, xi_n
double precision :: r_n, S_n

r_n = radio(xi_n, z_m, z_n)

S_n = supeificie(z_m, z_n, r_n, 0.D0)

dS_ndz_m = (PI**2%r_n**2*(2.D0°r_n**2-(z_n-z_mM)**2)/S_n+2.D0*S_n)/(4.D0*(z_n-z_m))
end function dS_ndz_m

double precision function dU_gdz_j(xi_j)

implicit none

double precision, intent(in) :: xi_j

dU_gdz_j = -xi_j TESIS CON
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end function dU_gdz_j

double precision function dU_sigdz_1(z_1,z_2, z_3 xl_1p, xi_2, xi_3)
implicit none 2 :

double precision :: dS_0dz_1, dS_1dz__1, d kd:'_l .
y xl_é.’ xi_3

- 2, xi_1p, xi_2) + dS_kdz_i(z_1, 2_2, z_3, xi_2, xi_3)

doublie precision, intent(in):: z_1,z_2, z_3, y(i_1p.
dU_sigdz_1 =dS_Odz_1(z_1, xi_1p) + dS_1dz_1(z 1, =

end function d_sigdz_ 1

double precision function aU_sigdz_2(z_1, g_z, :_3 z_4, x) 1P, xi_2, xI_3, xi_4)
implicit none E
double precision :: dS_1dz_2, dS_jdz_j{, dS_kdz_]j

double precision, intent(in) :: z_1,z_2,z_3,2_4, xi_1p, x[_2, xi_3, xi_4

dU_sigdz_2 = dS_kdz_j(z_2,2_3,2_4, x_3, x_4)+dS_jdz_|(z_1,2 2,2 3,x.2, xi_3) +dS_1dz 2(z_1,2 2,

xi_1p, xi_:

end function dU_sigdz_2

doubte precision function dU_sigdz_j(z_h, z_i, z_{, :_k z_l xi l xl_], xi_k, xi_l)
implicit none B :
double precision :: dS_idz_j, dS_jdz_j, dS_kdz_j = :

double precision, intent(in) :: z_h, 2_i, 2_j, z_k, z_I, xi_i, xl ., ka xi_} )

dU_sigdz_j = dS_kdz_j(z_j, z_k. z_{, xi_k, xi, l)-o-ds_idg_j(g_l z_].z K, xi_j, xi_k) +dS_idz_j(z_h, z_i. z_j, xi_l,

xi_j)
end function dU_sigdz_j

double precision function dU_sigdz_m(z_k, z_{, z_m, z_n ‘xI_), xi_m, xi_n)
implicit none

double precision :: dS_idz_J, dS_jdz_j, ds_ndg_m .
L Z_m, z_n, xi_f, xi_m, xi_n

double precision, intent(in) :: z_k, z_,
dU_sigdz_m = dS_ndz_m(z_m, z_n, xi_n) + dS_jdz_j(z_|, z_m, z_n, xi_m, xi_n) + dS_idz_j(z_k, z_{, z_m, xi_i,

end function dU_sigdz_m
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double precision function dU_sigdz_n(z_I, z_m, z_n, xi_m, xi_n)
implicit none
double precision :: dS_ndz_n, dS_idz_j

double precision, intent(in) :: 2_I, Z_m, z_n, xi m. x_m

dU_sigdz_n = dS_ndz_n(z_m, z_n, xi_n) + dS_i ldz_l(z
end function dU_sigdz_n !
double precision function dRdv_j(z_i, z_j. z k

implicit none

double precision, intent(in) :: z_i, z_j, z_k, \}
double precision :: r_0, 2 0, v_0, etha

common // r_0, z_0, v_0O, etha
dRdv_j = -3.D0"etha*((v_j-v_iy*xi_j/(z_j-z_1)
end function dRdv_} :

double precision function dRdv, n(z_m. z_n v_i m
implicit none =

double precision, intent(in) :: z_m, z_n, v_m, v_n,v:'d_n'
double precision :: r_0, z_0, v_0, etha

common // r_0, 2_0, v_0, etha
dRdv_n = -3.D0%etha*xi_n*(v_n-v_m)/(z_n-z_m)**2
end function dRdv_n

double precision function dz_jdt(v_j)

tmplicit none

double precision, intent(in) :: v_|

dz_jdt = v_j

end function dz_jdt
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,z_m; 2_n, xi_m, xi_n)

double precision function dv_1di(z_0, z_1,2z_2,z 3,v_0,v_1,v_2, xi_1, xi_1p, xi_2, xi_3)

implicit none

double precision :: dU_gdz_j. dU_sigdz_1, dRdv_j, dU_gamdz_1 -

double precision, intent(in) : z_ 0, z_1,2 2,z _3,v_0,v_1,v_2 xi_1,x_1p, xi_2, x_3

if(xi_ 1p.GT.1.D0) then

dv_1dt = (-dU_gdz_j(xi__1p)-dU_sigdz_1(z_1.2_2, z_3, xi_1p, xi_2, xi_3)+dRdv_j(0.00, z_1,z_2,v_0,v_1,

v_2, xi_1p, xi_2)/xi_1p
se
dv_1dt = 0.DO

end function dv_1dt
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double precision function dv_2dt(z_1, z_2, z_3, z_l v_1,v_2, v 3, xi_1p, xi_2, xi_3, xi_4)
implicit none -

double precision :: dU_gdz_}, dU_sigdz_2, dev_‘,

double precision, intent(in) :: z_1,z_2, 2 3, 2

dv_2dt = (-dU_gdz_j(xi_2)-dU_sigdz_2(z_1,z-2,
dRdv_j(z_1. 2.2,z 3, v_1,v. 2 v. 3,2
end function dv_2dt B

doublie precision function dv_jdt(z_h, z_i, i_j. z
implicit none

double precision :: dU_gdz_j, dU_sigdz_j, dR:

dv_jdt = (-dU_gdz_j(xi_j)-dU_sigdz_j(z_h, Z_.
dRdv_j(z_I, z_j, z2_k, v_i, v_], v_| k.xl_j.
end function dv_jdt

double precision function dv_mdt(z_k, :_l z_m
implicit none
double precision :: dU_gdz_j, dU_sIgdz_m!_ dR:i_v
vnxilxlm.xln

double precision, intent(in) :: z_k, z_{, z__rn,‘ zn,
: m. z_n. xl 1, xi Lm, xi_n)+dRdv_j(z I,z m, z_n, v_, v_m,

dv_mdt = (-dU_gdz_j(xi_m)-dU_sigdz_m(z_Kk,
v_n, xi_m, xi_n)}/xi_m
end function dv_madt

double precision function dv_ndt(z_|, z_m, z_n, v_m, v_n, xi_m, xi_n)
implicit none

double precision :: dU_gdz_j, dU_sigdz_n, dRdv_n, dU_gamdz_n
double precision, intent(in) :: z_I. z_m., z_n, v_m, v_n, xi_m, xi_n

dv_ndt = (-dU_gdz_j(xi_n)-dU_sigdz_n(z_{, z_m, z_n, xi_m, xi_m+dRdv_n(z_m, z_n, v._m, v_n, xi_n))/xi_n
end function dv_ndt

subroutine presentar(file, N, t, arregio, grabacion, despliegue)

use types

implicit none

double precision :: radio

integer, intent(in) :: file, N

double precision, intent(in) :: t

type(registro), dimension(0:4800), intent(in) :: arreglo
logical, intent(in) :: grabacion, despliegue

double precision :: r_j TESIS CON
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double precision :: r_0,z_0,v_0
integer i |

common // r_0,2_0,v_0O
10 format(**, E11.4,*°, E11.4)

doj=0N
if(j. Es ) then
if(grabacion) write(file, 10) r_0, 0.D0
ri=r 0
else if(.EQ.1) then
H(arreglo(1)%xi.GT.0.D0) then
r.j = radio(arreglo(j)%xi. 0.D0, arreglo(j)%z)
eaise
rj=r_0
endif
if(grabacion) write(file, 10) r_j, arreglo(1)%z/2.00
alse

r_j = radio(ameglo(j)%xi, ameglo(j-1)%z, armreglo(j)%z)
if(grabacion) write(file, 10) r_J, (ammeglo(i)%z+arreglo(j-1)%z)/2.00
endif

enddo
if(grabacion) write(fite, 10) 0.D0, armeglo(N)%z

endsubroutine presentar

double precision function v_0t(t, v_min, v_max, T_0)
implicit none

double precision, parameter :: Pl = 3.14159265359D0
double precision, intent(in) :: t, v_min, v_max, T_O

v_Dt = 5.0-1*((v_max+v_min)+(v_max-v_min)*cos(2.D0*PI*/T_0))

end function v_0Ot

subroutine forma_inicial(arreglo, N, theta_i, z_i, r_i, h)
| detemminacién de la forma inicial usando

! un algoritmo runge-kutta de cuarto orden

t autor: oscar martinez alvarado

! fecha: 27 de mayo de 2002

use types

| derivadas con respecto a s
I (funciones)

double precision :: theta_dot
double precision :: z_dot
double precision ::

r_dot
type(registro), dimension(0:4800), intent(out) :: arreglo

integer, intent(out) :: N
double precision, intent(in) :: theta_i, =z_i, r_i. h

type(registro), dimension(0:4800) :: invarr

double precision

Gounle precision 126 7.0, w0 TESIS CON
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double precision :: at, bt, ct, ot
double precision :: az, bz, cz, dz
double precision :: ar, br, cr, dr

integer :: i, }, k | indices
common // r_0, z2_0, v._0

invarr(1)%z = z_j
invarr(1)%xi = 0.D0
invarr(1)%v = v_0
ri=r_i

theta_k = theta_i

! método de runge-kutta de cuarto orden

i=1

do
at = h*theta_dot(theta_k, invarr(j)%az, r_j)
az = h*z_dot(theta_k)

ar = h*r_dot(theta_k)

bt = h*theta_dot(theta_k+at/2.d0, invarr(j)%z+az/2.D0, r_]j+ar/2.D00)

bz = h*z_dot(theta_k+at/2.00)

br = h*r_dot(theta_k+at/2.D0)

‘theta_dot(theta_k+bt/2.00, invarr(j)%z+bz/2.00, r_j+br/2.D0)

z_dot(theta_k+bt/2.D0)

er = h*r_dot(theta_k+bt/2.00)

ot =

dt = h*theta_dot(theta_k+ct, invarr(j)%z+cz, r_j+cr)

dz = h*z_dot(theta_k+ct)

dr = h*r_dot(theta_k+ct)

theta_i = theta_k + (at + 2.D0"bt + 2.D0*ct + dt)/6.D0
invarr(j+1)%z2 = invarr(j)%z + (az + 2.D0*bz + 2.D0*cz + dz)/6.00
r_k =r_j+ (ar + 2.00*br + 2.00°cr + dr)y/8.D0

invarr(j+1)%v =v_0

1 célculo del volumen
invarr(j)%xi = pi®(invarr()%z-invarr(j+1)%z)*(r_j**2+r_k**2)/2.0
theta_k = theta_{
r=r
i=j+1
if(r_k.GT.r_0) then
exit
endif
enddo
write(10,”) ‘%e_r = ', 100.D0*(r_k/r_0-1.D0)
N=

doj=1N
arreglo(j) = invarr(N-j+1)

a;r;glo(j)%z = arreglo(j)%z-invarr(N)%z
en {-]
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end subroutine forma__inicial

double precision function theta_dot(theta, z, r)
! temporal derivative of theta

! aytor: oscar martinez alvarado

! fecha: 12 de mayo de 2002

implicit none
double precision, intent(in) ::

double precision, intent(in)
double precision, intent(in)

theta_dot = cos(theta)/r - z

end function theta_dot

double precision function z_dot(theta)
! temporal derivative of 2

| autor: oscar martinez atvarado

f fecha: 12 de mayo de 2002

implicit none

double precision, intent(in) :: theta
z_dot = ~-cos(theta)

end function z_dot

double precision function r_dot(theta)
| temporal derivative of r

1 autor: oscar martinez alvarado

i fecha: 12 de mayo de 2002

implicit none

double precision, intent(in) :: theta
r_dot = sin(theta)

end function r_dot
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A.2 Modelo dinamico de baja dimensién con flujo variable

El siguiente es el codigo fuente del programa usado para obtener los resultados del modelo
lagrangiano con € variable. En este mismo codigo se calculan las series de tiempo, el
exponenete de Lypunov maximo calculado a traves de la expresion

1, hm—ln ]y,,]

—a g7 yol
donde y, es un desplazamiento infinitesimal arbitrario tang a la condicién inicial xo, ¥
¥» representa su evolucién, y la fraccion del tiempo en que el si: es aproximad
periédico con periodo cuatro,

L@/ K =lim e (e, K) - (22)

donde ¢ es el tiecmpo total y 4., es el tiempo durantc ¢l cual la 6rbita se comporta en forma
aproximadamente peridédica con periodo cuatro.

program modelo_dinamico
{ Programa de simulacién de un grifo goteante con
1 flujo armdénico basado en un modelo dindmico de baja dimensién

1 (Couliet et al., 2000).

{ AUTOR: Oscar Martinez Alvlrado
{ FECHA: Diciembre 2002

implicit none
double precision, parameter :: Pl = 3.14159265359D0

double precision :: next T

. B, omega, lambda

o_| O K. tau, ny

x_O, z_0O

x_prO, z_prO. x_pri, z_pr1

double precaslcn T _pr, time_pro, time_pr1, time_s, frac_s
double precision :: delta

double pracnsion dnmenslun(doooo) : T, theta

double precision, dimension(0:: 40000) x, Z, time

double precision :: dx, dz, dtim:
double p|easl0r‘l dist _O, dlsi_1 r
double precision :: suma, lyap_e
integer I, m, Imax. mmax, N
integer :: ierror

10 format(‘’, £15.8,'"', E15.8, ", E15.8, ', E15.8)
20 format('*, 16, " *, E‘ISB.” E155 ‘e E158 ‘Y, E15.8, ', E15.8)

open(UNIT=10, FILE='lyaps_18.dat', STATUS="REPLACE', ACTION="WRITE', IOSTAT=iemor)

double precision ::
double precision
double precision
double pracision

e_0= 1.2945D-2

omega = 4.24D0 TESIS CON
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lambda = 3.4D-1

x_0=8.D-1
z_0=0.D0

dtime = 1.0-5

A =6.D-1
8=1.D0

delta = 4.5D-2

N = 25000

K =3.5D-5

ny = 4.003500/5.06160+1
tau = 1.00/ny

x(0) =x_0O

z(0)=z_ 0

x_pro =x_0 + dx

2 prO=z _0O+dz

time(0) = 0.D0

time_pro = time(0) + dtime
time_s = 0.D0

dist_0 = dsqri(dx**2+dz**2+dtime*2)
suma = 0.D0

doi=1N
T(l) next _T(z(i-1), B, llms('-1),o 0. K tau)
x(i) = (x(i-1y T())- T()) exp(-lambdaTa))
z(i) = -(x(l-1)'dsin(omegl‘T(n))oA'doos(omog-'T(i)))'exp(-lambd.'T(i})
T_pr=next_T(z_prO, B, time_pr0, e_0, K, tau)
x_pr1 = (x_pro Qa~T_pr)-A Q9a‘T_pr)) exp(-lambda*T_pr)
“T_pr)+A aT_pr)) exp(: *T_pr)

z_pri1 = ~(x_pro*dsir

tima(i) = time(i-1) + T(i)
time_pr1 = time_prQ0 + T_pr

theta(i) = time(iYtau - floor(time(i)/tau)

dist_1 = dsqri((x(i)-x_pr1)**2+(z(i)-z_pr1)**2+(time(i)-time_pr1)**2)
r = dist_O/dist_1

suma = suma + dlog(1/r)

x_pro = r°x_pri + (1.D0-r)*x(i)

z_pro = r°z_pri + (1.D0-r)*z(i)

time_prO0 = r*time_pr1 + (1.00-r)*time(i)

if(i.GT.4)then

if(dabs(T(i)-T(i-4)).LT.delta) then
(0]

time_s = time_s + T
endif TFQTQ ("nN

endif

enddo FALLA DE ORIGEN
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tyap_e = suma/N
write(10,10) tau, K, time_s/time(N), lvap_e
write(10,20) (i, x(i), z{i), theta(i), T(i), Ilme(l). i=1, N)

close(10)
end program modeio_dinamico

double precision function next_T(Z_0, B, t_0, e_0, K, tau)
implicit none

double precision :: avance
double precision, intent(in) :: Z_0, B, 1_0, e_0, K, tau

double precision
double precision
double precision
double precision ::

h= (B Z 0)1150 Do
= 1.D-:

err_max, del_0, S
1,12
z.t

3
2
Q
o?l
L

8.
Z_|
1.0

di

S

r4

t

do while(Z.L.T.B)

err_max = 0.00

t_1=avance(Z, t, h, e_0, K, tau)

t 2 = avance(2, t, 2. DO'h e 0. K, tau)

if(dabs((t_1-1_2)4_1).GT.em. max) then
err_max = dabs((t_1-t_2)t_1)

endif

if(err_max.GT.0.0) then
ifferr_max.GT.del_0) then

h = S*h*(del_0O/err_max)**0.25
else
h = S*h*(del_0/er_max)**0.20
endif
endif

i#(2+h.GT.8) then
h=8-Z

endif
l avan ce(Z.t h, e_0. K, tau)
=Z+

enddo

next_T =t-t_0

end function next_T

doubie precision function avance(Z, t, h, o_0, K, tau)
implicit none

double precision :: dt_dz

double precision, intent(in):: Z, t, h, e_0, K, tau
D

ouble precision : A. 8. C. TESIS CON
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A =hct_dz(Z, t, @_0, K, tau)
B = h*dt_dz(Z+h/2.00, t+A/2.D0, e . ¥, tau)
C = h*dt_dz(Z+h/2.D0, 1+8/2.D0, ®_0, K, tau)
D = h*dt_dz(Z+h, t+C, e_0. K. tau)

avance =t + (A + 2.00*B + 2.D0°C + D)/6.D0

end function avance

double precision function dt_dz(Z, t, e 0, K, tau)

implicit none
double p i 3 2 Pl=3,141 >0

double precision, intent(in):: 2, t, e_0, K, tau

di_dz = 1/(e_0+K*dcos(2. DO*Pl*Vtau)+Z**2)

end function di_dz
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