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Prefacio 

En este trabajo se reúne una amplia cantidad de material sobre esperan

zas condicionales, martingalas y caracterización de distribuciones mediante 

esperanzas condicionales. 

El primer capítulo contiene las principales propiedades de esperanzas condi

cionales que han sido desglosadas de los textos de probabilidad empleados en 

cursos de maestría, lo mismo el capítulo dos que desarrolla la parte de mar

tingalas, convergencia de éstas, tiempos de paro e integrabilidad uniforme, 

esta parte es bastante extensa. 

En ambos capítulos se hacen las pruebas de los teoremas lo más detalladas 

posibles y se exponen algunos ejemplos. 

El capítulo tres trata sobre la caracterizaciones de distribuciones que se ha

cen usando esperanzas condicionales, este material se ha tornado de algunos 

artículos, todos ellos recientes que en el trabajo son mencionados. 
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Capítulo 1 

Probabilidad y Esperanza 

Condicional 

1.1. Introducción 

La mayoría de los resultados presentados en este capítulo se extrajeron 

de Ash {1972), Laha y Rohatgi (197-1) y Dudley (1989). 

Cuando se tienen variables aleatorias X y Y definidas sobre el espacio de 

probabilidad {Q, :F, P) frecuentemente se tienen problemas con la interpretación 

y el cálculo de probabilidades del tipo: P[.1( ;;;. alY = bJ, o en general 

P[X E AIY = yJ, donde A E B(JR) el cr-álgebra de Borel en JR; si las varia

bles aleatorias fueran discretas se podría usar la definición de probabilidad 

condicional 

P(CnD) . 
P(CID) = P(D) con C, D E :F si P(D) > O. 
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Las probabilidades de arriba se calcwa.Íl entonces como 

y 

P[X >- JY = bJ = P(X-
1 ([a,oo)) n Y:.""1 ({b})] 

~ ª . P[Yc:-1 ({b})] 
··-.¡ :·-:.-:·,, 

\i";·· 

P[X E AJY =y]= P(X.'...1(A) nY-1({y})] 
.. · P[Y. 1({y})] 

si P(Y-1 ({b})] >O 

si P(Y-1 ({y})] >O 

aunque es más usual la '°:otaciÓnP(X E Aj que significa P(X-1 (A)] entonces 

podemos escribir 

P[X JY _ b] = P[XE ([a, oo)), Y E {b}j 
' ;¡,,a - P[Y E {b}j si P[Y E {b}j >O 

y 

P[X AJY= ]= P[XEA,YE {y}] 
E y P[Y E {y}j si P[Y E {y}]> O. 

Notemos que no se tendría ningún problema si en vez de {b} o de {y} se 

escribe B, para algún BE B(lR). 

Cuando las variables aleatorias son continuas (basta con que Y sea continua) 

el evento [Y= yJ =[Y E {y}] tiene probabilidad cero y por tanto no tienen 

sentido las expresiones anteriores (queda una indeterminación del tipo g 
porque [.Y e A, Y e {y}] también tiene probabilidad cero). 

Un caso en donde se tiene que calcular P(X E AJY =y) con [Y= y] un 

evento con probabilidad cero, es el siguiente: 

Se tiene una variable aleatoria Y con densidad uniforme en el intervalo (O, 1) 

(Y - Uco.1¡). 

Cuando Y = y se lanza una moneda con P(águila) = y (suponiendo que 

u~~~1s cn:·;r 
1 FL~l: .. _ L .. (:?lCEN 



1.1 Introducción 3 

esto fuera posible) n veces, entonces Jy: (que depende de y) se define como el 

número de águilas obtenidas. 

Buscamos un modelo para encontrar P(y; A) = P(X E .4IY = y) puesto que 

P(X E A, Y= y)= O y P(Y =y) =O no se puede aplicar P(.~~YA'=~)' y). 

Una manera de modelar esta situación es como sigue: 

Sean n = IR2 , F = B(IR2 ) y las variables aleatorias Jy: y Y se definen como 

.Y:(x, y) = x, Y(x. y) = y, la medida de probabilidad Py está especificada (es 

Uniforme en (O, 1)). 

Para cada y E IR hay una medida de probabilidad P(y, ·) : B(IR) - IR que 

se interpreta como la probabilidad condicional dado que Y toma el valor y, 

es decir, P(y, A) = P(X e AIY =y). 

Se necesita también calcular la probabilidad de eventos de la forma 

((X, Y)EC] con CE B(R2). Dado que Y= y la pareja (X, Y) pertenece a C 

si y sólo si X pertenece a la sección C(y) = {x : (x, y) E C} la probabilidad 

de este evento es P(y, C(y)) = P(X E C(y)IY =y). 

Para ilm;trar el concepto de sección C(y) = {x : (x, y) E C} con C <;;;; IR2 

notemos que si C es la circunferencia de radio 2 con centro en el origen en

tonces C(l) = { -\/'3, v;'i} pero si Ces la bola cerrada de radio 2 con centro 

en el origen entonces C(l) = [-\/'3, V3]. 

Entonces la probabilidad de que (X, Y) E G que denotamos por P(C) se 

calcula como: 

P(C) = J P(y, G(y))dPy que es una fórmula de probabilidad total. 

TF .:-<'~:----;-~.,e; r,r--¡ 
'·::'.C:EJ\f I 



1.1 Introducción 

Para conjuntos C e B(R2 ) de la forma A x B, es decir, 

e= {(x,y): X e A,y e B} se tiene que 

y entonces P(C) = P(A x B) = f P(y, A)dPy 
B 

C(y) = { ; 
si y e B 

si y (j. B, 

4 

Cuando P(y, A) es Borel-medible como función de y para cada A Boreliano 

fijo por el Teorema de la medida producto existe una única medida de pro

babilidad que satisface: 

P(C) = J P(y, A)dPy con C =A x B para todos A y B borelianos, 
B 

entonces tenemos una medida P sobre :F = B(IR2 ) que es la única medida 

de probabilidad determinada por Py y la familia de medidas P(y, ·), y e IR 

definidos como antes. 

EjeJDplo 1.1.1. Considerar la ya mencionada situación en donde n=IR2 , 

:F= B(IR'), X(x, y) = x, Y(x. y) = y, la medida de probabilidad P~· es Uni

forme en [O. 1] y X es el número de águilas obtenidas al lanzar n veces la 

moneda en donde P(águila) =y. 

Por tanto, para cada y e IR hay una medida de probabilidad P(y, ·) : 

B(IR) - IR que es la probabilidad condicional X dado que Y toma el valor 

de y, esto es P(y, A) = P(X e .411'" =y). 

Ahora calcularemos P[X = k] para k = 0, l, ... , n. 

Sean n 2 = (O, l], :F2 = B([O, l]), sabemos que Py(B) = f dy para B e 
B 



1.1 Jnt;roducción 

B([O, lJ). 

Si y E [O, l] se toma como la probabilidad condicional de que X E A dado que 

Y = y a P(y, A) = P[X E AIY = y]. Tomamos ahora !l1 = {O, 1, 2, ... , n} y 

:F1 = 2º• 

es la probabilidad de obtener k águilas dado qU:e la pr~babiÚd,,:d de águila 

es y con O ,.;;; y ,.;;; 1, notemos que P(y, k) e5 una: función Borei medible en y 
. . ·::·,, , .. ···;...¡'· . 

puesto que es Un polinomiod~ irad~n. S~ ~acemÓs !l é f21 X !l2, :F = :F°1 X :F2 

el u-álgebra producto ~ue•~'~í~b;,i~~-~f~~~t;;i ~~~ ~o-ntiene a todos los 

::~::~::: ~=~:;i~:iiif #~~=·~~~.::::do 
Ahora si X(x,y) = x,:Y(x;.y)¿;;..::y"tetiemos que P[X = k] = P[{k} x !l2), 

es decir con la notacióri ~te~YC.r e. 4'-:{k} X n2 por lo que cada sección 

C(y) = {x: (x,y) e{~ji>-C:f?;f.;,;{k} 

P[X=kJ 

1 1 

P({k} X !"!2)= ! P(y, {k})dy = ! (~)yk(l - y)"-kdy 
o o 

1 

(~) ! yk(l - y)"-kdy = (~) B(k + 1, n - k + 1) 
o . 

n! r(k + l)r(n - k + 1) n! k!(n - k!) 
k!(n - k)! r(n + 2) k!(n - k)! (n + l)! 

1 
n+l 

k =O, l, ... ,n, 

TESIS CON 
_;s ORIGEN 

.... --- ·--·-------'---'-' 
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que es Uniforme Discreta en el conjunto {O, 1, 2, ... , n}, donde B(a, /3) es la 

función beta evaluada en o > O y /3 >O y r(o) es la función gamma evaluada 

en o> O. • 

Ejemplo l..1.2. Y1 es una v.a. Uniforme en (O, l), si Yi = y 1 definimos Y2 

Uniforme en (O, y 1 ) y así sucesivamente, esto es, si Yi = y 1 , Y; = y 2 , ••• , 

Y1o = Yk hacemos Y1o+1 Uniforme en (O, Yk) para k = 1, ... , n - l. 

El problema consiste en modelar esta situación para poder calcular E(Yn)· 

Ahora tenemos un caso n-variado, definimos !'"!;=IR, :F; =B(IR), j=1, 2, ... , n, 

!'"! =ni X••• X íln, :F = :F1 X••• X :Fn el u-álgebra producto, que es el mínimo 

u-álgebra en n que contiene a los conjuntos de la forma D~ ~< ~· · x Dn con 

D;E:F¡,Y¡(y,, .... ;'y .. r=.Y; j·=l, ....•. n, ..... ·,·. 

P 1 es la medida cl<~,Í..<!~~~e en (O;,l), pará' ~~~~ ~tii~::CO,l) y A e B(IR) 

tenemos que 

P(yi.A)= j 
An(0.111) 

uniforme en (O, y 1 ). 

~--\,'.· ".:-:;-.~,~~'.~ '..' 
·.·.·¡,., 

En general si son dados Y1, Y2, ••. , Yk entonces 

P(y,' ... 'Yi.. .4.) J 
An(O,y,r..) 

Si P es la única medida de probabilidad sobre :F determinada por P 1 y la 

medida P(y1 , ••• , y1o, ·) se puede encontrar la esperanza de una función Borel 

medible, g : IR" ---+ IR por Fubini: 

E(g)=fgdP=f j · ·fo(y,, ... ,y .. )P(y,, ...• Yn-i.dYn)· · ·P(y,,dy2)P1(dyi) 
n n1n2 n .. 
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Ejemplo 1.1.3. Supongamos que Y es una variable aleatoria discreta que 

toma valores en N = {1, 2, ... } con probabilidades {Pn: n;;.: 1}. 

Si Y = n se selecciona un número X ;;.: O con densidad fn· 

Nuestro problema ahora consiste en calcular P(2.;; ,y:+ Y.;; 5]. 

Definamos n2 = {1,2, ... }, :F2 = 2°2 y P2({k}) = Pk el modelo para Y, 

mientras que el modelo para X dado Y .es: 

n, =IR, :F, = B(IR) y P(n, A) = j fn(y)dy, 

A 

es decir P(n,A) = P[X e AIY = n], P 2 ({k}) = P[Y = k]. 
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Se definen nuevamente X(wi.w2 ).= wi. Y(wi.w2 ) = w 2 y la medida de pro

babilidad determinada por P 2 y P(n>·) es: 

P(C) = j P(w2,C(w2))P2(dw2) 
03 ...... . 

Como P 2 es discreta entonces(~(C) =E P(n, C(n))Pn pero aquí conside-
n=l 

raremos C = {(w1,W2): 2 .¡;; W1 +w2 .¡;; 5} entonces 

C(n) = {w1 : 2 .;;; w1 + n :s;; 5} = {w1 : 2 - n =s;; W1 :s;; 5 - n}, 

de este modo 

P(C) 

puesto que ,'( ;;;., O. • 

5-n 

P[2 :s¡; X+ Y.;;; 5] = EPn J fn(y)dy 
n=l 2-n 

4 3 2 

Pt J f1(y)dy + P2 J h(y)dy + p3 / fa(y)dy + 
l o o 

l 

p4 J f4(y)dy 
o 

TESTS CON 
.,. ,. ·. 1,.y,~·· r, •-,~ , 1~ 1.r1-_r f·.::·.:..:...!.....:_..: .. ... ,_: •..J •.• 1 ..... 1~-



1.2 Probabilidad y Esperanza Condicional 9 

1.2. Probabilidad y Esperanza Condicional 

Iniciamos esta sección enunciando el Teorema de Radon-Nikodym, recorde

mos que si )\ y p son dos medidas en en. :F), )1 es absolutamente continua 

con respecto a P si y sólo si P(A) = O implica que ,\(A) = O (se denota 

)\ << P), entonces el teorema de Radon-Nikodym dice: "Seaµ una medida 

u-finita y )\ una medida signada sobre :F (u-álgebra de subconjuntos de n). 

Supongamos que )\ es absolutamente continua con respecto a µ, entonces hay 

una función Borel-medible g : n - iR tal que ..Jl(B) = f gdµ para todo B E 
B 

:F. Si h es ot:ra función con esta propiedad entonces h = g casi seguramente 

(µ)." 

Una construcción muy detallada del Teorema Radon-Nikodym aparece en 

Billingsley (1986). Se ha interpretado P(y, A) como la probabilidad condi

cional de que X ton1e valores en A E B(R) dado que la variable aleatoria Y 

vale y; P(y, A) define una medida de probabilidad única sobre B(IR.2 ). 

El problema ahora es ver que se haría si Y es un objeto o elemento aleatorio, 

es decir, Y: (n, :F) - (n', :F') donde (n', :F') es cualquier espacio medible 

y no necesariamente (IR. B(IR)) entonces P(y, A) = P[AIY =y] con A E :F, 

y e n', con [Y= y] un evento de probabilidad cero. 

Si tomamos B E :F' y [Y E B] E :F entonces [Y E B] n A E :F, por lo que: 

P[A n [Y E El] se puede escribir como P[A n [Y E Bl) = J P(y, A)dPy(y) 
B 

en donde Py es la medida de probabilidad inducida por Y, esto es, 

Py(B) = P[Y e B] = P[{w en: Y(w) e B}] 

Teorema 1.2.1. Sean Y : (n,:F) - (n',.:F') un objeto aleatorio sobrr_; 

1 TFC:T<' r'()['J 
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(n,:F,P) y A E :F fijo. Existe una función g (n',:F') - (lll,B(JR)) que 

cumple con que para todo B E :F' se tiene: 

P[An [Y E El]= Jg(y)dPy(y), además si hes otra función con la misma 
B 

propiedad entonces g = h casi seguramente c<>n la m.edida Py. 
' , . -

(Definimos P(AfY =y) = g(y) porque A~ fijo) 

Demostración: Sea .>..(E) = P[A n [Y,e.Bjf, éhtonces ).. : :F' - [O, l] es 

una medida tal que ).. « Py porque :,\(~,)'::;;<~'[X;,[~ E El] ~ P[Y E E]. 

Por t;._,,to si P[Ye B]=O se tiene quei;i(A,:n'(ye~]]=.>..(E)=O . 
.. ~. -···-~ -,-::: <1:~J-<:: ~-''.":. . . . 

La conclusión incluyendo unicidad .·casi'.seguramente con respecto a Py se 

sigue del Teorema de Radon-Nik~,d~r~:r·.:· 
Ejemplo 1.2.2. Sea Y una va,riable ~ei..toria discreta que toma el valor y; 

con probabilidad p¡, i = 1, 2 •. ~. esto es; p3='}:>[Y =y¡], :f: p¡ = 1 entonces 
i=l 

g(y;) = P(AfY =y,) = P[A n [Y= y;l] i = 1, 2, ... 
p¡ 

se puede definir también g(y) =O para todo y~ {yi. y 2 , ••• }. 

Para ver esto hacemos O' = {y., Y2 •••• }, :F' = 2n', tomemos Ee:F' y de este 

modo 

j g(y)dPy(y) = j g(y)I8 (y)dPt"(y) = Ea(y)Is(y;)Py(y1) 

B 0' i=l 

=E g(y;)p, = L P[An[Y = y1l] = P[An [Y e Bl]. 
1/tEB lltEB 

Por tanto J g(y)dPy(y) = P[An [Y E El]. • 
B 



1.2 Probabilidad y Esperanza Condicional 11 

Ejemplo 1.2.3. Sean X y Y variables aleatorias con densidad conjunta f 

(Recordemos que 

n=IR2
, F=B(IR2

), X(x,y)=x, Y(x,y)=y, P(D)=;flt<:::•y)dxdy, DE .r). 
Sabemos que si A = [Y = y] entonces J".(A{'.;.~Ó;j- ~erd:una aproximación a 

P[X E CIY =y] se puede haci;i así: - U-<;._/ ' 

P[X E cf,¡ - ~~y~:~ ~-h];;;;,:;.PO<p'te[ 'Q/yh. ~":._~Y~ yh]+ h] 
. ' ._, :·- -_e:,:- ,-· y -::- -.. I -.. y+ 

11+h'' :' "', - '.·,; .. 
J ff(x;v)dxdv 

u-he ·· -'. -··•- ,.· 
y+h. - '·· · J h(v)dv 
u-h 

donde hes la densi_daddeY, es decir, h(l/) = Jf(x,y)dx. Si hes pequeña, 
-oc 

P[X E Cjy - h- ~ Y ~ y+ h] se puede aproximar por: 

2h J f(x, y)dx 
--'c"-

2
-,.h-!:""

2
""'(,...y"'")-- para casi toda y e IR 

como consecuencia del teorema del valor intermedio para integrales, pero 

2hf f(x.y)dx 
e 
2hh(y) 

[ f(x,y)dx - J f(x,y) 
h(y) - h(y) dx, 

e 

por lo que se define h(xjy) = f;:c·:'/ que es la densidad condicional de X 

dado que Y toma el valor y, ésta función se define así cuando h(y) -# O. 

Esperamos ahora que P[X E CIY =y] = J h(xjy)dx. 
e 

~lá.s generalmente, si A E F y Y = y entonces .4 ocurre si y sólo si X E A(y), 
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y para encontrar 

P[X e A(y)IY =y] integrarnos h(xly) sobre x e A(y). 

Por tanto, proponemos g(y) = J h(xly)dx con A e :F = B(IR.2 ), y e IR 
... tcu> 

como la probabilidad condicional de A dado que Y = y. 

Notemos que g(y) = J IA(x, y)h.(xjy)dx es Borel medible. 
_,,., 

Si B e B(JR) entonces: 

P[An [Y e El] j j f(x, y)dxdy = j j h(xlu)h(y)dxdy 
11EB ues 

(.r.11)EA (z,11)EA 

¡ · ( J IA(x, y)h(xly)dx) Is(Y)h(y)dy 
-oo -::io 

j ( / h(xjy)dx) h(y)dy = j g(y)f2(y)dy 
ueB ,\(U) B 

j g(y)dP.-(y). 

··ª 
De este modo g(y) = P[AIY =y] 

Del mismo modo se puede trabajar en dimensiones mayores que 2, por ejem

plo si X, Y, Z, y l-V tienen densidad conjunta f. la densidad condicional de 

(Z, W) dado (X, Y) es: 

h(z,wlx,y) = f(x,y,::,w) donde fx,y(x,y) = ¡"" ¡"" f(x,y, z,w)dzdw. 
fx,..(x, Y) 

Si A e B(IR4 ) entonces P(AIX = x, Y = y) = JJ h(::, wlx. y)dzdw se puede 
A(r.11) 

comprobar tomando B e B(IR.2 ) y verificando que 

P[((X, Y) E B] n A)= f l P[AIX = x, Y= y]fx . .,,.(x,y)dxdy. • 
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Ejemplo 1.2.4. Sean 

Hacemos 

n = n1 X !'"!2, :F = :F1 X :F2, .Y(wi.w2) = W¡, Y(wi.w2) = W2. 

Supongamos que tenemos P-,,· una medida de probabilidad sobre (n2 , :F2 ) y 

también tenemos P(y, A) para y E íl2 y A e :F1, una medida de probabilidad 

en A para cada y fijo ( Es decir, tenemos la distribución de Y y la distribu

ción condicional de X dado q~eX f;i;?: 
Sabemos entonces que hay:,,_;_r1~ ~iJ."~ medida P sobre :F tal que P[X e 
A, Y e B) = P(A x B)=fP(y,~'A)dp;:(y). 

• .· s.' ... ••• n•: • 
Calcularemos ahora· la éspei-anz·a -~cÍndicional de X dado que Y = y que se 

denota por E(XIY. =;_'y) .>{é:i~e se' e!l.tiende como el vaior promedio de X 

cuando Y toma el valorde::;;;· ·., 
. ~ e .• , . , - ' , • .' 

Si X y Y son discretas y'Y = y entonces p(xly) = P[X = xlY = y) 

es la probabilidad condicional de que .Y = x dado que Y = y, entonces 

E(XIY = y) = L xp(xly). 

"' De la misma manera, en el caso continuo si h(xly) es la densidad condicional 

correspondiente entonces E(.YIY =y) = J xh(xly)dx. 

-= 
Es necesario definir este concepto en un caso general. 

Sea X una variable aleatoria sobre (n,:F, P), esto es, X: (n.:F) - (IR, B(IR)), 

Y un objeto o elemento aleatorio Y : {n, :F) - (fl', :F'). Sabemos que 

P[A n [Y E El] = ! P(AIY = y)dPy(y) con .4 E :F y Be :F'. 
B 

La esperanza de )C es el promedio de las concribuciones E(,YIY = y), es 
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decir, E(X) = f E(XJY = y)dP~·(y). 
ln• 

Si reemplazamos X por X 11,.ea¡ con B E :F' se cumple que cuando y E B 

obtenemos la igualdad: 

E(XI¡yeailY =y]= E(XIY =y). Haciendo la sustitución se tiene: 

E(Xl¡yearl = J E[Xl¡yeaiJY = y]dPy(y). 
n• 

O equivalentemente: 
. . 

j XdP ==;sÍ1![*)!'/~ ~]dPy(y). • 
l .. eB : .. - -·;,,.B -;·~·~-. - ·~-. -· '·'.J.-:. - -- : ., - •.. 

Teorema 1.2.5. Sean. X\ j;J;~';'';,ij_';:i~'bz{:al~;,_¡ória extendida definida sobre 

(rl,.:F,P) y Y: (f?,:F)~'(rn;;¡'.).'.~~i,',;3~t{f:;lieatorió. Si E(X) existe (en 

::~-:=; :;·:~dE!li~~l~i~~~tt~~:;~-:,(R:::';2 .,, , .. 
ftfás aún, si h es otra-.funéión~ que; cumple: con la igualdad anterior entonces 

g = h casi seguramenté-Ú=G:{s;;i;defl;¡e E:cx¡v =y) = g(y). 

Demostración: Sea >.(E) = J XdP con B E .:F', entonces A es una función 
YeB 

de :F' en iR nun1erablemente aditiva porque 

J 
(Ye U B,J 

JEN 

XdP= j 
U (YeB,J 

JEN 

XdP= L I XdP, 
jEN(l .. EB,J 

cuando las B; son ajenas en .:F', además >. << Py porque si P(l-' E E] = 

Py(B) = O entonces >.(B) = J XdP =O ya que estaríamos integrando 
(YeB] 

sobre un conjunto con probabilidad cero. 

TES~f.~ C~Oi'J 
Ft:.L. -~ 'JRlGEl~ ----·· ·-- -- ·---
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Luego, la conclusión incluyendo unicidad es válida por el Teorema de Radon

Nikodyrn. D 

Corolario 1.2.6. Sean Y : (!l, .:F, P) - (íl', .:F') un objeto aleatorio A E .:F, 

entonces E(IAJY =y)= P(AJY =y) c.s. (Py). 

Demostración: 

En el Teorema 1.2.5 si hacemos.X:·= IA obtenernos 

· f;IY;, ='f u<v>dPy<v>. 
[Yes]'· ... · .. B. 

donde g(y) -:~!~~~~Iil~.a!dp .~ P[~ n [Y E B]]. 

Por el Teorema <d.:{t;~~~~e}!t~:·ed13ll·.·····;,,;· ·J ~,(y)dPy(y) donde ui(Y) 

=~:~::ºY~[An [Y~·~]]''iJ~h11v = y)dP~·(y) yde este modo P(AJY = 
... e, •:::•, B,O:"<'•'•·· .· . 

y) = E(IAJY =y) c.s. (Py).O/ 

Ejemplo 1.2. 7. Sea Y la ~riable aleatoria del Ejemplo 1.2.2. 
. P[An(Y=y1J] 

Vimos que P(AJY =y¡)= P(Y-u,) con A E :F. 

Esperaríamos que E(IAIY =y¡) = P(Y1=y,J J IAdP pero por el Corolario 
(Y=11,J 

E(IAJY = y 1) = P[AJY =y,] mientras que f IAdP = P[An[Y = y,l] por 
[Y=y,J 

lo que 

1 J IAdP = P(.4 n [Y = Y•'.) = P(AJY = ·) 
P[Y = y¡] P[Y = y;] y, ' 

[Y=y,J 
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que indica que E(IAIY =y¡) en efecto es P(Y1=y,J J IAdP. 
(Y=y,J 

En general se debe cumplir 

E(XIY =y¡)= P(Y 
1
= y¡) j XdP toda vez que E(X) exista. 

[1"=11.J 

Esta última igualdad la verificarnos de la siguiente manera: 

16 

Sean !l' = {yq Y2· :,: .};·:F~,=: 2°' y g(y¡) = P[Y1=y,J f XdP entonces debe-
. · : : ·, :; : .. ':' .. ' ·.·· .. ,.: . · [Y=tn] 

mos comprobar qué'; f'':\Xdp d: f g(y)dPy(y) con B .E :F' estamos tomando 
; ; (l"EB] . , ;' B . 

y : (O, :F, P) ....:..:.... (n'; :F') 8.sc [Y E B] E :F. Pero 
' ' 

f 
(YEB] 

XdP = E I XdP=:E.P[Y=:Y•lp[.;;
1
=y;] f XdP 

1ueBlY=11i) ll~EB; ' -.:- . . [1"""=u1] 

E P[Y "."' y.Jg(y,) =:fo<~>dP.-(y); 
11.es .... :--·,., ··_8 :--,--:~;:_r:--. ~~'?:~º-·- , __ -

:::::º:~= ::p:::·:J,Zí~l~f~'~t., -E E(X,¡Y - "'" 

esto se hace mostrandoque J/ d'.: Ji¿~)dP ~I(.'f:. 9k(y))dPy(y) con BE 
. (l"EB] ·k~l ·, •.. ' · ,: B k=l 

:F'. 

Entonces f ( f:_ Xk)dP = f:_ f XkdP = f:_ f gk(y)dPl"(y) 
(l"EB] k=l •·=l[YEB] k=lB 

= J<'f:. 9k(Y))dPdy). Por lo que E(f:, XklY = y;) = E E(XklY= Y;) 
B k=l k=l 1c-1 

indica que E(XIY = y¡) es lineal cuando x: es discret:a y toma los valores 

x 1 ,x2 , ••• entonces E(XIY =y,)= f: x;P[X = x;IY =Y;). 
j=l 

Por el Teorema 1.2.5 debemos comprobar que si B E :F' 

TESI~ C0N 
FALJ A D2 OhIGEN 
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j XdP 
(YEBJ 

j XdP 
(YEB) 

j E(XIY = y,)dP.-(y), es decir, 
B 

j ( f:x;P[X = x;IY = y¡))dPy(y). 
B J=l 

Notemos que X = E x;lrx=z,J entonces 
3=1 

j XdP 
(YEB) 
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L Ex; j lrx=z,JdP = E f: x 1P[X = x 1 , Y = y,] 
y;eB J=l (1' .. =y,J 11ieB J=l . 

= L L P[Y = Y;]x;P[X = x 1 1Y =y,] 
11.es J=t 

L P[Y =Y;] (f: x;P[X = x;IY = y.J) 
u.es .i=l 

j (f: x;P[X = x;IY = y,]) dPy(y) 
B J=l 

que es el resultado esperado. • 

Ejemplo 1.2.8. Sea A E :F tal que P(A) > O. Si E(X) existe se puede 

definir E(¿'\:"JA) como: 

E(XIA) = E(XjY = 1) = PtA) f XdP, 
A 

donde Y = l..t que es consecuencia del ejemplo 1.2. 7. También se puede 

escribir como: 

1 J , E(Xl..t) 
E(XjA) = P(A) X/AdP = P(A) · • 

n 
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Ejemplo 1.2.9. Supongamos que las variables aleatorias X y Y tienen den

sidad conjunta f y densidad condicional de X dado Y, h(xly). 

Afirmarnos que E(XIY = y) = j xh(xly)dx cuando E(X) existe. 

De nuevo por el Teorerna l.2.5.d;bemosmostrlll'qu~•-.f,:XdP = J g(y)dPy(y) 
· '·-. ;'•:' ",·._-• - ..• [YeBJ >- . B 

con B e B(R) donde g(y) ~ · .. -.J;·:,~'~(~j'~.)~·:'i-\: - ' · 
· · ·:~00~~r-~h :-·¿~·:: - · 

j XdP 

(YeBJ 

J /\ x/(~,'t2'ci#diJ-4 'ffj/xA~. y)dxdy 

{(z.y):~e~_l_·- . ; .:;~--- ,!:. ,,. ... :·_- ~- <: ~x[ueBJ _·;-

I_J:~h(~y){J(~)_dxdy = j { J xh(xly)dx) h(y)dy 
yEB_ ::xi ... - . .. : ,<---· ueB tOIQ 
j g(']j)~~y(y). 
B -

Aquí h.(y) es la densidad marginal de Y. Ahora supongamos que q : IR - IR 

es Borel medible y veremos que E[q(X)IY =y]= j q(x)h(xly)dx toda vez 

que E (q(X)) exista. 

Debemos ver que si B E B(IR.) se cumple que 

j q(X)dP = j g(y)dPy(y) donde g(y) = J q(x)h(xly)dx. 
(YEB} B 

Así 

j q(X)dP= Jj q(x)f(x,y)dxdy = J J q(x)h(xly)h(y)dxdy 
(YeBJ {(r,11)•.,eB} .,ea -oc 

= J (J q(x)h(xly)dx) h(y)dy = j g(y)dPy(y) 
MB oc B 
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que es lo que debíamos probar. 

Por último en el caso discreto se comprueba que si E (q()C)) existe entonces 

E(q(X)IY =y;) = E q(x1)P[X = x;IY =y,]. • 
J=l 

Ejemplo 1.2.10. Sean (Oi,.Fi) y (02 , .F2 ) espacios medibles 0=111 x 112 , 

:F=.F1 x .F2 el mínimo ·o--álgebra que contiene a los conjuntos de la forma 

C x D con C e .F1 y D e ·.:¡t:"2 , X(x, y) = x, Y(x, y) = y se sabe que hay una 

con10 antes. .' .. ~'.~:\:: .·:~'.'/~ 

OR• ~(iR)j';y'.E (j(X)) existe entonces afirmamos que 

E(f(.~)(~8 ;) = j f(x)P(dx, y). 

01 

Tenemos que ver otra vez que · 

J f(X)dP = J g(y)dPy(y) donde Be B(lR) yg(y) = J f(x)P(dx,y). 
(YeB] B 01 

J f(X)dP 
(1-°EB] 

J f(X)I¡yeBJdP = J J f (X(x, y)) Ia(y)P(dx, y)dPy(y) 
n ni n:i [ V f(x)P(dx, y)) dP,.(y). • 

Notemos que en todos los ejemplos el procedimiento seguido es proponer 

alguna g, ver que funcione como esperanza condicional y utilizar el teorema 

de Radon-Nikodym para asegurar que es única casi seguramente. 
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1.3. Esperanza Condicional dado un a-álge

bra 

Si .Y: es una variable aleatoria extendida sobre (n, :F, P) tal que E(.Y:) = 

f XdP existe y Y : (n,:F) - (n',:F') es un objeto aleatorio, entonces 
n 
g(y) = E(X¡1'· = y) es la única. función c.s. (Py) que va. de (n',:F') en 

(iR, B(R)) que satisface . : · · • · ·· .. '. 

(Y!.. XdP -[gJr[";:'fJliii!~~~J¡t ~d~ =nB e F. 

Si hacemos h(w) = g(Y(t.;))itéii°ém'os'·iiña)ri;:,;;¡ón'h: (n,F) - (iR,B(iR)) , . , ·>· ' ·;.;, ;N<··,co•Y:.·.'~~~ :;'.'•i:'· •;·... : .. 
que es medible porque es compósi~.~6,~ ~"7','rii~'dibles, además se tiene el esque-

~ 
ma siguiente 

De este modo h es una variable aleatoria extendida, en donde h(w) es la 

esperanza condicional de .Y: dado que Y tomó el valor y en w, es decir Y(w) = 

y. 

h mide el valor promedio de ..... dado y pero h está definida en n no en n'. 
Además se cumple que J X dP = J hdP para B E :F' que es equivalente 

[YES] [YES] 
a la expresión 

j XdP = j g(y)dPy(y). 
[l~EB] B 
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Probaremos ahora la igualdad J hdP = J X dP. 

! hdP 
(YeB) 

(YeB) {l"eB) 

j g (Y(w)) IB (Y(w)) dP(w) = j g(y)IB(y)dPy(y) 
n w 

! g(y)dPdy) = ! XdP. 
B [lºeB) 
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Corno [Y E BJ = y-t(B) {w E n : Y(w) E B} la igualdad f XdP = 

J hdP se puede expresar simplemente 
[YeB) 

jMP ==f,~~dP para cada Ce y- 1 (.P), 
e·· -- - - e 

donde y-1 (.;z::');~-{y~i(B) : B e .:F'}. 

(YeB) 

Si Y: (!l,.:F)i_~'.(íl\.:F')es un objeto aleatorio se define el u-álgebra in

ducido por y'~;:;;-;i6-.:FCY) = y-1 (F') y si Y= (Yi, ... , Yn) es un vector de 

objetos aleatorios entonces F(Y) consiste de todos los conjuntos [Y e D] 

con DE B(R") . 

.:F(Y) es el mínimo u-álgebra que hace medible a Y como veremos adelante. 

Ejemplo 1.3.1. a) Si Y : (IR, B(JR)) - (IR, B(R)) es tal que Y(w) = 2 

para todo w E IR entonces F(Y) = y- 1 (.:F') = y- 1 (B(R)) = {Y-1 (B): BE 

B(IR)} pero 

1 {IR si2EB y-(B)= 
0 si 2 ~B. 
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Por lo tanto .:F(Y) = {121, IR} 

b)Si Y : {fl, 2º) - (R, B(R)) es tal que 

{ 

O si w E A1 

Y(w) = l si w E A 2 

2 si w E Aa, 

22 

con {Ai. A 2 , .43 } partición de n (estamos suponiendo que n tiene al menos 

3 elementos) entonces :F(Y) = y- 1 (.:F') pero 

0 si o~ B, 1 ~s;2 ~ B 

A1 si O E B, 1 ~ B;2 ·~ B 

A2 siO~B,leB,2~B 

y-'(B) = Aa si O ~ B, 1 ~ B, 2 E B 

A1UA2 si O E B, 1 E B, 2 ~ B 

A1UAa si O E B, 1 ~ B, 2 E B 

A2UAa si O~ B, l E B, 2 E B 

n si O E B, 1 E B, 2 E B 

que es un u-álgebra contenido en :F = 2°. • 

El siguiente teorema nos indica algunas propiedades del o--álgebra inducido. 

Teorema 1.3.2. Sea }'" : (Ü, :F) - (O', :F') un objeto aleatorio, entonces: 

a) :F(Y) es el a-álgebra más pequeño en n que hace medible a Y. 

b} Si n' = ñ n; :F' = fi :F, y Y = (Yi, Y2, ... ) donde }j : 
j=l j=l 

{fl,:F) - (n;,.F;) entonces :Fes el más pequeño o--álgebra en n que 

hace medible a cada }j. 
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c) Si z: (n, :F(Y)) - (iR, B(iR)) 

f: (íl',.:F') - (iR, B(R)), 

entonces Z = fo Y paro alguna 

Recíprocamente, si Z = fo Y y f (í"l', :F') - (iR, B(iR)) entonces 

Z : (Q, :F(Y)) - (iR, B(iR)) 

Demostración: 

a) ..1"(Y) = y- 1 (.:F') es u-álgebra sobre.n yn que 

i) y-•c0> = 0, y-•cn') =n• 
-· -,. . 

ii) y-•cn' - B) =X:::'(íl'):-:;-Y:~ 1 (B) == n - y- 1 (B) BE:F'. 

iii) y-• c,Q.~g.~x~~1~~~t~~;~~ ~ci::~::ef:-• 
Además si B e F' entoiicestY;j,! (B)' E".1=°(Y:) por lo que :F(Y) hace medible 

a Y vista como ~n:i~~K·~~º~g~:~¡C~~(o;~~(~;'.~?-. 
Supongamos que ges un;á'~álgebra,sohre:n·que.haga medible a Y, es decir, 

que para todo BE .:F' s~ti~~~ ~~·e'.íJ;;•'(Ji)"~g}entonces F(Y) = {Y- 1 (B): 

Be.F'} ~g 
.~~·:. :. - .·,".,·:. ·:, ... -

b) Un vector o sucesión aleatoria Y es medible si y sólo si cada }'j es 

medible y luego se aplica a) a cada coordenada 

c) Supongamos que Z : (íl, :F(Y)) -- (R, B(R)) y que Z es de la forma 

Z = Ic para algún C E :F(Y) por tanto existe un B E .:F' tal que 

C = y- 1 (B) = [Y E Ej. 

Si f = Is entonces fo Y = I¡yes) = Ic = Z. 
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Ahora suponga.Jllos que Z = f: Otkic. con °'k E lR y Ck E F(Y) para 
k=t 

todo k = l, 2, ... , n entonces Ic. = fk o Y igual que antes y luego 

Z = f o Y donde f = f: Otkfk· 
k=l 

En general si Z 1 , Z 2 , ••• son simples tales que Zn -+ Z en donde 

Zn = fn o Y para todo n EN hacemos 

·. {· lím fn 
17""· ,·n-~ 

donde exista 

si no existe. 

Notemos. quef así definida es medible (ver Dudley, 1989, sección 4.2), 

entonces Z(t.J) "."""· lím Zn(w) = lím Cfn o Y)(w) ~ f(Y(w)) c.s. (Py). 
_ · ····.:· .· u.-::io . n-ooo . ., 

Ahora,siZ.;;,foYconf:(n',F') - (R,B(iR))yY: (Q,F) - (Q',.1"') 

donde Y -:,;_:fson medibles, entonces Z : (n;F(Y)) - (iR, B(iR)) es 

medible porqu~ la co~posición de funciones médibles es medible. o 

La relación f hd'p ~ f XdP para to.do C E~,.:F(Y) cuando se tiene que 
e · . e · ,. .. •·:·· .; 

h = g o Y y g(y) = E(XIY = y) tiene importancia en resultados posteriores, 

aquí g: (n', F') - (R, B(R)) y por tanto h: (n, F(Y)) - (iR, B(R)). 

Teorema 1.3.3. Sean X : (n, F, P) - (R, B(iR)) tal que E(X) existe y 

g s;; F un u-álgebra. Entonces hay una función E(XIQ) que va de (Q, Q) 

en (iR, B(R)) que es la esperanza condicional de ¿y: dado Q y que cuTnple con 

f XdP = J E(XIQ)dP para todo C E Q. Además si hay otra función que 
e e 
cuTnpla con la igualdad de arriba entonces es igual a E(XIQ) c.s. (P). 
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Demostración: 

Sea ).(C) = f XdP con Ce g entonces).: g -- Res numerablemente adi
c 

tiva ya que). (CJ C;) = J 2(dP = f: /-'<dP si C1,C2,. .. son ajenos. 
=L Ü e, .J=lc.J 

,_, 

Luego). (J]
1 
C;) = 1~-\(C1). además).« P porque si P(C) =O entonces 

).(C) =O ya que estaríamos.integrando. sobre un conjunto de medida cero. 

Luego por el Teorema de füÍcion~NikodYn1 existe h ·' (n. 9) - {R, B(R)) tal 

que para todo e E g; : ACC) ;:');hd¡;;h és úO:ica c.s. (P) y definirnos por 

lo tanto E( .... YIQ) = h./D.:'.~·«:-·:).? !' :~,~\:.·· ,_·_··. 

Notemos que E(XIQ). es' uO:'a·:va~iable aleatoria g;rnediblé que en general no 

es determinista y que ,'('es medible con respecto a :F pero NO sabemos si lo 

es con respecto a Q porque ~e podría pensar que ,'( = E(Xl9) pero esto sólo 

es posible si ,'( es 9-medible. 

Observación. Si g(y) = E(XIY = y) y h(w) = g(Y(w)) se tiene por 

el Teorema 1.3.3 que h = E(Xl9) donde g = :F(Y) porque ya vimos que 

h: (n,:F(Y)) - (R,B(R)) se puede escribir como h = E(XIY), así por 

ejemplo si E(XIY =y) = y 3 entonces E(XIY) = Y 3 • 

Hemos visto que g(y) = E(XJY =y) con y En'. pero haciendo la composi

ción con Y. es decir. h = g o Y se transfiere a una función cuyo dominio es n, 
recíprocamente cualquier E(Xl9) con g ~ :F surge de un objeto aleatorio Y 

haciendo g = :F(Y), esto es, podemos hacer Y: (Q,:F) - (!1,Q) definien

do Y(w) = w y por tanto y- 1 (.:F') = y- 1 (9) = g, así g(y) = E(XIY =y) 

entonces h = E(Xl:F(Y)) = E(Xl9). 
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Ahora E(Xl9) = E(XIY) es el promedio de .V: dado que Y es conocido. Pero, 

¿Qué significa que y una función que va de (n, :F) en en, 9) sea conocido? 

Los eventos en Y son .de la forma (Y E D] con D E p pero como Y es un 

mapeo identidad restringido entonces [Y E D] = D y de .este modo para 

cada evento, se tienen dos respuestas: ocurre D o ria·. ocurre· D, E(.V:l9) se 

puede interpretar como el valor promedio de ]'1'."(wrd.;iclo ·que sabemos que 

para todo DE 9, w está o no está en D. 

Ejemplo 1.3.4. Sea l' discreta que toma los valores Yi. Y2, ... , n' = {y1, Y2 •... }, 

:F' = 2n•, p¡ = P[Y = y¡] > O i = 1, 2, ...• 

Se mostró antes que g(y¡) = E(XIY = y¡) = P[Y 
1= Y;] j X dP. 

(Y=11,] 
Sea h = E(.'\"!Y), esto es, h(w) = g(Y(w)) entonces h tiene el valor constante 

g(y¡) sobre el conjunto :y= y¡]= {w En: Y(w) =y;} E :F. 

Además 9 = y- 1 (:F') con [Y = y,] E .9, es más, 9 consiste de todas las 

uniones de ceonjuntos de la forma· [Y = y¡]. El conocin1iento del valor de Y(w) 

es equivalente al conocimiento para cada D E 9 de la pertenencia o no de w 

aD. • 

Ejemplo 1.3.5. Sean .Y: y Y variables aleatorias con densidad conjunta f, 

n = lR.2 • :F=B(JR2 ), P(A) = ffAf(x,y)dxdy para .4 E :F. X(x,y) = x, 

Y(x,y) =y. 

Tomamos !1' = IR, :F' = B(IR), ya hemos visto que g(y) = E(XIY = y) = 

] xf(xly)dx donde f(xly) es la densidad condicional de X dado que Y toma 

~r valor y. 

Sea h = E(XIY). esto es, h(u..•) g(Y(w)) pero como los elementos w E n 
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son de la forma (x, y) entonces h(x, y) = g(Y(x, y)) = g(y). 

Así E(XIY) es constante sobre líneas horizontales, también y- 1 (.:F') consta 

de todos los conjuntos R x A con A E B(IR). 

Sucede que y E A si y sólo si (x,y) E IR x A, la información acerca de Y(w) 

es equivalente a la información acerca de la pertenencia de w en conjuntos 

de9. • 

·'·' :.· . 
Teorema 1.3.6. Sean (P-, :F; P) espacio de prohabilidad 9 s;;; :F un sub u álge-

bra de :F, A. E :F fijo;·· Entonces hay una ftmci6n P(A19) : (O, 9) -

(IR, B(IR)) que se llama. la ·probabilidad condicional de A dado 9 tal que 

P(C n A) = j P(Al9)dP :pera todo C E 9. Si hubiera otra funci6n que 
e 

cumpla con esta igualdad entonces es igual a P(Al9) c.s. (P), de hecho se 

tiene que E(IA.19) = P(Al9). c.s. (P). 

Demostración: 

Sea ..\(C) = P(C n A), X: 9--'-- [O, lj es numerablemente.aditi:.ra_ porque P 

lo es. 

,\(0) = P(Z n A)= P(h)=O además...\ «P porque CnA~C. - ... : . .. '. . 

Luego la existencia de h.:. (O; 9) -- (R. B(Jt)) con >.(C) = J hdP para 
e 

C E :F se obtiene del Teorema de Radon-Nikodym, igual que la unicidad. 

Entonces h = P(Al9) y la conexión entre la esperanza condicional y la 

probabilidad condicional es como sigue 

..\(C) = P(C n A) = J IAdP = J E(IAl9)dP e E g, 
e e 
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E(IA) = P(.-1). 

También f IAdP = f P(.419)dP = P(Cn.4) por lo que P(Al9) = E(IAJ9). O 
e e 

Observación. Sig(y) = P(AIY =y) con Ae.F, Y:(O,.:F,P)-+ (O',.r',Py) 

entonces g(y) = E(IAIY =y) c.s. (Pi"). 

Pero si h(w) = g(Y(w)) entonces h = E(lAJF(Y)) por tanto h = P(BJr(Y)), 

es decir, si g(y) = P(AJY = y) y h(w) = g(Y(w)) entonces h = P(A19), 

g = r(Y) y se puede denotar que h = P(AJY), para algunos cálculos 

E(XJY =y) es más importante que E(XJY) = E(Xl.:F(Y)). 

TESIS CON 
Ff} .. LI __ ·. ~-1E c~r.JC~·El\I 
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1.4. Propiedades de la Esperanza Condicional 

Ahora veren1os las propiedades de EeXIY) yEU<IY =y) con la notación 

y los términos en que se trataron estos conceptos en las páginas anteriores, 

cada vez que aparezca E(XIY) en realidad es E(Xl:F(Y)), consideramos tam

bién •'<i. X 2 • X 3 , ••• una sucesión de variables aleatorias extendidas definidas 

en en, :F, P). Y : {n, :F) - en', :F') un objeto aleatorio y cuando no se es

pecifique con respecto a qué medida de. p~obabilidad se establece una igualdad 

casi segura nos referimos a la medida .. P y;9'.se considera un sub u-álgebra 

de :F. :. ,;· ''.•'..if. , . 
• ·, • C ' : .-,:- e -

Teorema 1.4.1. a) Sea X ""'.' k c.s:ientonces.E(Xl9) = k c.s. 

b) Si X= k c.s. entonces E(x¡}--;~:.'J){0~-;-~:j_,'(Py) .. 
"'··>'·· ;.<·' :'-:-): 

c) Si Xi .;;; X2 c.s. entonce$ ~(Xíl~) ~·E(;..X-219) ;c.s. 
·-··-·..:..:·:_ 

d} Si X1.;;; X2 c.s. entonces E(XdY:.,;,,y) ..;·E(X2IY "=y) c.s. (Py) 

e) jEP'.W)I.;;;; E(IXll9) c.s. 

f) jECXIY =y)¡ o;; E(IXllY =y) c.s. (P~·) 

Demostración: 

a) Notemos primero que si X = k entonces X es 9-medible para todo 

g i;;::; :F sub u-álgebra, porque las imágenes inversas de cualquier con

junto son o bien 0 o bien n, que pertenecen a g siempre. 

TESJS CON 
FALL.:. l. 1 ;~: OHIGBN 
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Luego por el Teorema 1.3.3 se cumple la igualdad 

j XdP = j E(Xlg)dP 
e e 

para todo C E 9 en donde E(Xl9) es 9-medible; por tanto sólo tenemos 

que ver si j X dP = j kdP P,ªr'.':: todo C E g. Pero X = k c.s. es g_ 
e e · ·:"·•· ·• ' 

medible porla.obse.:wi~ióid,~:'1rg~'1.~en~onces j XdP = j kdP para 
. · ...... , ... ,,,.•·.·;·:,,.:':e••':: e e 

e e g Y Pº" tanto. k =ecx1m c:s, 
"e;·· .····: '<::.:L 

b) Si definimos g(y) =:=;k;~;i(!l /; <f:i', :F') 

.:r'-medibl<o por. la mi~Ü"J.~~fii¿n · ci'.rie antes. 

(iR, B(R)) entonces g es 

E(XIY =y) cumple por el.Teorema 1.2.5 con 

j XdP =j~{y;~;= y)dP\'(y) para todo BE :F', 

[YeBJ . , B '; ·:/ .• . 

donde E(XIY =y) es ~·~medible, y E íl'. 

Entonces sólo tenemos .que ver si se cumple 

j XdP = j kdPy(y) para todo BE .:r'. 
iYeBJ B 

Pero .'< = k c.s. y k es :F'-medible entonces 

j XdP= j kdP=kP[YeB] y 

[YEBJ [YEB) 

j kdP,-(y) = kP,.(B) = kP[Y E B] por tanto k = E(XIY =y) c.s. (P,·). 

B 
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e) Como x·, ,¡;; X"2 c.s. entonces¡ .Y:,dP ,¡;; j .Y:2dP para todo CE Q, 
e e .· 

pero j X 1dP = j E(XdQ)dP y j X2dP =J E(J-<7IQ)dP. 
e e e ·,e•.·, -:.:.-·:-'.' 

De aqui que .jE(~Y:,IQ)··,¡;; }f<X"2IQ_~_Y,~?~B--~~a\clesigualdad se 
e . ·:-'::.- _: .. :·_>.,_. __ ·,.e,·-.·.:·:._····.º· t;·,_·.r-- -}:;:,:;·;··.~·~~_,:;\,\_;;-.: ·::·· '.·_: 

cumple para todo:c ·e:g entonces ,E(Xi IQ);:;;;; E(X2IQF c.s, 

d) ~::~:·~',;li8 if~t1~~:1.~::d:~ 
¡ E(XilY ~- y)d~ycty'.~~:~t1~~;:.1~_= y)dPy(y) para todo BE F', 

yporlamismar.d~n~Ü~;tesset-ienequeE(X1 IY =y),,;;; E(X2 IY =y) 

c.s. (Py). 
- - - ._ ~ -

e) Sabemos que '.,-IXI .,¡;;X, de este modo -IXI ,,;;; X ,,;;; IXI y aplicando 

e) obtenernos 

.E (-;IXllQ) ·.>; E(XIQ).;;; E (!Xi!Q) c.s. 

Para llegar al resultado sólo falta mostrar que E (-IXllQ) =-E (IXljQ) 

c.s. 

Sea C E Q entonces 

j E(-IXfjQ) = f-IXJdP=- f ¡xfdP=- j E(!XfjQ)dP= 
e e e e 

TES~: CON 
I1 .h_L~ ... <. if~ Cir~l,.JEl'I 
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j -E (IX!i9) dP por lo que E (IXJl9) =-E (IX!i9) c.s. 
e 

De esta manera 

-E (JXll9) ~E (Xl9) ~E (IXll9). c.s. 

y luego 
' ___ , .. 

IE (Xl9) 1 ~.ii,e1.kf1J) 
. _ .. __ ;·.:,: .. ;.>',:". ~;:/.:-, .. ·~:-.'~.;_.,.;, __ e· .. -_··:, 

.. c.s . 

de la misma manera que en e) se.probaría que 

E (-JXllY =y)= -:-E (JX!IY =y) c.s. (Py) 

por lo que 

IE (XIY ~y) 1 ~E(ÍXJIY =y) c.s. (Py). o 

Veremos que la esperanza con°cÚcÍ.onafes,!inea!. 
,, . . ,. '•. ·.; .. . ._, . . ... · ; 

Teorema 1.4.2. a/,Si,~;b ~ R,é(Xi)Y E(X,2) ·existen éntonces E(aX1 + 

bX2J9) = aE(Xil~t:Bb'É(x~¡g)'.ic_:;;··· 

b) Si a, b e R, E(Xi) Ú'.);¿~2}. ex'isten enton~es E(aX1 + bX2IY = y) = 
. - ' . ._ --... • ' 

TESIS CON 
FA'LI~Pi. ·¡)t: (~-1~~it~ZEI\I , 
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Demostración: 

a) Tomemos C E g entonces 

j E(aX1 + bX2l9)dP = j (aX, + bX2)dP =aj X,dP + b j X2dP 
e e · e e 

=a IE(XdQ)df:,.+,::~Jj~\*'2w)dp = I (aE(Xd9) + bE(X219))dP, 
e \ ...... :<~;':·>".~J;'.~~ .. ~>'.L\;.<~~:,- ;·:.:_.: ... e 

que se cumple para' cualquier: C. e g, por tanto 
::-:·"' .. -::..~ ::~- . :·:~;---~ ·-.n,,.:::?-'-(~>,\ ;_ ... ~'- . -· 
E(aX{';:"b;~¡g)\;;;_aE(Xil9) + bE(X219) c.s. 

b) Tomemos Be .7""' enton~eF 

J E(aX,+ bX2IY J~;·d;;.(y);== j<cax, + bX2)dP =a J XidP 
s - . - '>[YeS). [Yes) 

+b j X2dP ".'.'a j:EÓ~d'(:, ~·~)~f;~~y);-+:xf E(X2IY = y)dPy(y) 
c>-·es) s_, ,., .. __ : .. :,· .. , ... .,,.,,, ·'"" s 

= j (aE(XilY ~y)+ ¡,J;;(j¿~l;.~fj/~))'~J;Jci) y luego 
S 

E(aX1 + bX2IY =y) = aE(XilY =y)+ bE(X2IY =y). O 

Se tiene un teorema de convergencia monótona para esperanzas condicionales. 

Teorema 1.4.3. Supongamos que {Xn : n E N} es una sucesi6n de variables 

aleatorias tales que •'<n ;;;. O c.s. para todo n E N y Xn T X c.s. con X 

integrable entonces: 

TESIS CON 
i~ ..t11 _~.:.:._:_ __ ~~~-~-s.-·.; r~ r (}E r~J 
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a) E(Xnl9) j E(X!Q) c.s. 

b) E(XnlY =y) i E(XIY =y) c.s. (Py). 

e) E (t. Xnlg) = ~ E(XnJ9) c.s. 

d) E'(f:x .. ¡Y.=:=u)=f:E(XnlY=y) c.s. (P~·>· 
- n=l. ,_:;~-, ,·~rf~~,::.;~~;yrJ"~~:L·=·~~:l · ··~::f>. 

Y. cuci;d~·.·Á1}•~~·~·~):·~ ~; ~?n cijenos entonces: 

e) p CQ 1~1~)·1,~:2t2~'#:. c.s. 

\:'·~~ 

f) P CQ AnlY = ll) =:= ~:J='(A;.JY =y) C.S. (Py). 

Demostración: 

34 

a) Se tiene para todo C. E 9 que:j·xndP = 

hipótesis O ..;; Xi': ,¡;; X~ ,¡;; Xa ~ 

J E(XnJ9)dP pero por 
e 

c.s. entonces O ,¡;; E(Xil9) :;;; 

E(X2J9) :;;; · · · c.s. por Teorema 1.4.1. 

Esto quiere c!ecir que para casi todo w E !l tenemos 

O :¡;;; E(XdQ)(w) :¡;;; E(X219)(w) :¡;;;_. • • 

Sabemos que EP<nl9) es 9-medible para todo n EN y que el límite 

de funciones medibles es medible, así que definimos 

{ 

lím E(X,.IQ)(w) 
h(w) = n-0<> 

o 

si existe el límite 

si no exirs""te""""". -----------

TE SIS CON 
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Sólo faltaría ver que h = E(XIQ) c.s. 

Por definición de h se tiene que E(1Ynl9) i h c.s. y por el Teorema de 

Convergencia Monótona Clásico sucede que J XndP i J X dP cuando 
e e 

C E g porque ! XndP = ! XnicdP 
e n 

Pero Xnic i XIc c.s. 

entonces J XnicdP i J XIcdP = J XdP, 
n n e 

además ! XndP = j E(XnlQ)dP y f XdP = f E(XIQ)dP 
e e e e 

por tanto J E(Xnl9) i J E(Xl9) c.s. 
e e 

Y como E(Xnl9) i h c.s. que i~plic~ f E(Xnl9)dP i f hdP entonces 
. e e 

h = E(Xl9) c.s. y de este modoE(Xnl9) i E(XjQ) c.s. 

b) Igual que a). 

e) Se sabe por el Teorema 1.4.1 que sin EN fija entonces 

n "" 
y si Zn = L X1c y Z = L X1c sucede que Zn i Z c.s. porque 

k=l k=l 
Xn ;;;. O c.s. para todo n E N y aplicando a) E(Znl9) i E(Zl9) c.s. 

TESF CON 
1i·1·~L V J .. : !.~~ ~~ C: ~~-{i C~·.8 l\T 
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oo n oo 

Pero L E(XklQ) = ,!!.._~ L E(XklQ) = E(L XklQ) c.s. 
k=l k=l k=l 

está última igualdad es por a). 

"" Por tanto L E(XkJQ) = E(L XklQ). 
k=l k~l 

d) Igual que c). 

e) ~memos xk = IA. ;a. o k = 1, 2, ... funciones medibles entonces 

""" ~Y:k = I ~ porque la sucesión de eventos en Ai, A 2 , ••• es ajena. 
L...,. U A,1c 
k=l .. _l 

por Teorema 1.3.6. 

"" "" 
Ahora aplicamos c), E( L XklQ) = L E(XklQ) es decir, 

k=l k=l 
oc 

E P(AklQ) = P( u AklQ) c.s. D 
k=l k=l 

f) Igual que e). 

Teorema 1.4.4. Supongamos que E(X) existe. Entonces: 

a) s( E(XIQ)) = E(X). 

b} j E(XIY = y)d.Py(y) = E(X). 
n• 
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Demostración: 

a) Por definición j XdP = J E(Xl9)dP para todo CE g. 
e e 

Luego J XdP = j E(XJ9)dP pero 

n n ;/, 

E(X) = J XdP 
n 

y 

E[E(Xl9)] = J E(~i~)dP por tanto E(X) = E(E(Xl9)). 
n ,· :-; >·:~.:.:.:·.·':·· 

37' 

b) Por definición 1YLJcffJt;~~~{{J::<XIY = y)dPy(y) para todo BE :F'. 

Como :F' es <T-',álg~~,r,t1t~n: O' entonces n~ E :F' y así 

¡ :¡ IJ'/, ~ jE(XI~ '= y)dPy(Y), 

[Yen') n' 

pero [Y E O'] = {w E n : Y(w) E O'} = n. 

De este modo j XdP = j E(XIY = y)dPy(y). 
n n• 

Concluyendo que E(X) = j E(XIY = y)dPy(y). O 
n• 

Una versión del teorema de Convergencia Dominada para esperanzas condi

cionales. 

Teorema 1.4.5. Si IXnl ,;;;; Z c.s. paru. todo n E N con E(Z) < oo y Xn ~ 

.,.y c.s. entonces 

a) E(Xnl9) - E(X19) c.s. y en L 1 



1.4 Propiedades de la Esperanza Condicional 38 

b} E(XnlY =y) - E(XIY =y) c.s. (Py). 

Demostración: 

a) Sea Zn = sup IXk - XI es decir z, = sup IXk - XI ;;¡¡,, sup pck - XI = 
k~n k~l k;;,2 

Z 2 ;;;. • • • es una sucesión decreciente c.s. de funciones medibles porque 

el supremo de medibles es medible y como Xn ;;::;;:; ¿1( c.s. entonces 

Zn ! O c.s. 

Tenemos que Xn y X son integrables porque E(IXnJ) .¡;; E(Z) < oo 

y X es límite de integrables, así, E(Xnl9) y E(JYl9) son finitos c.s. y 

además E(IXnll9) .;;; E(Zl9) por Teorema 1.4.1. 

Por otro lado 

IE(Xnl9) - E(Xl9)1 = IE(Xn -Xl9}1 ,¡;; E(IXn -Xll!:f) ,¡;; E(Znl9), 

porque Zn = sup IXk-XI = sup{IXn-XI, IXn+i-XI, . .. } ;;¡¡,, IXn-XI 
k;;.n 

y por Teorema 1.4.1. 

Supongamos que E(Z,.19) ! h c.s. ya que la sucesión {E(Znl9): neN} 

es decreciente casi seguramente puesto que Z1 ;;;. Z2 ;;;. · · · ;;;. O y 

entonces E(Ztl9) ;;;. E(Z219) ;;;. · · · ;;;. E(OIQ) =O. 

Basta con mostrar que h = O c.s. 

Para esto notemos que 

IXn - XI .¡;; IXnl + IXI .¡;; Z + Z = 2Z para todo n E N 

entonces Z,. = sup{IXn - XI, IXn+l - XI, ..• }.;;:; 2Z. 

TESIS CO°f'T 
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De este modo O,,¡;; Zn ,,¡;; 2Z. 

Luego h ;;;. O c.s. por ser límite de funciones mayores o iguales que cero, 

así O ,,¡;; j hdP ::;;; j E(Znl9)dP = j ZndP 
n n n 

por definición de esperanza condicional. 

Por tanto O ,,¡;; j hdP ,,¡;; J ZndP. 
n n 

Pero Zn ! O c.s. entonces J ZndP 1 O. 
n 

Así J hdP = O siendo h ;;;. O c.s. Concluimos que h = O c.s. Por otro 
n 

lado se tenía la desigualdad 

o,,¡;; JE(Xnl9l - E(XJQ)J ::¡;; E(ZnJ9.) 

Pero E(ZnJ9) ! O c.s. 

por lo que JE(Xnl9) - E(XIQ)J =O c.s. 

esto es E(Xnl9) ;;=;;: E(XJQ) 

b) Igual que a). O 

En el siguiente resultado a) y b) son una versión más general del Teorema de 

Convergencia l\Ionótona para Esperanzas Condicionales, c) y d) son versiones 

del Lema de Fatou para Esperanzas Condicionales. 

Teorema 1.4.6. Si {Xn : n E N} es una sucesión de variables aleatorias 

tales que )Cn ;;;. Z para todo n E N donde E(Z) > -oo entonces: 
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a} Si Xn i Jy c.s. entonces E(Xnf9) i E(Xf9) c.s. 

b) Si Xn i X c.s. entonces E(XnfY =y) i E(XfY =y) c.s. (Py). 

e) l~~fE(XnfQ);;;. E(l~~Xnf9) c.s. 

d) lí~~f E(XnfY =y) ;;;. E( lí~~f XnfY =y) .c.s. (Py). 

Demostración: 

a) Se tiene que Xn = X;f - X;;: en donde X;!" ;;;. .o. X;;: ;;;. o. . ' ~ . . . 
Cuando Xn i X se cumple.que ·Xf i :x+, porque Xn :,¡;; Xn+1 :,¡;; • • • :,¡;; 

X. 
., 

. .. 
·-: ·'·; - ··~ '.~: -; ,._ . '. 

Entonces X;i = ~ÓX{X;i~O} ,,,¡; ~á.x{Xn+i.O} x;;-+1 .;;; ••• .;;; x+ y 

por el Teorema 1.4.3 E(~;!"f9) j E(X+fg) c.s. 

También O :,¡;; X;;: :,¡;; z- donde z- es integrable ya que Z = z+ - z
y E(Z) > -oo. 

Pero E(Z) = E(Z+) - E(Z-) si z- no fuera integrable o E(Z-) = oo 

entonces Z no sería integrable con E(Z) > -oo. 

La desigualdad X;; :,¡;; z- se verifica de la siguiente manera 

{ 

-Xn(w) si Xn(w) < O 
X;¡(w) = - mín{Xn(w), O}= 

O si Xn(w) ;;;. O, 

y por hipótesis Xn ;;;. Z, es decir, Xn(w) ;;;. Z(w) entonces si Z(w) ;;;. O 

tenemos que JYn(w) ;;;. O. 
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Y si z-(w) =O entonces X,:;-(w) =O por lo que X;;-(w) ,¡¡;; z-(w). 

Ahora si Z(w) < O entonces z-(w) = -Z(w) ;;;i: -Xn(w) pero Xn(w) 

puede ser mayor o igual que cero o menor que cero. 

Si J'Cn(w) ;;;i: O entonces X;;-(w) =O y -Xn(w) = O pero z-(w) > O = 

-X,.(w) = X;;-(w). 

Y si Xn(w) < O obtenemos que J"\'.";;-(w) = -X,.(w) pero Z;;-(w) ;;;., 

-X .... (w) = X;;-(w) por.tanto X;;;,;;; z- que es integrable. 

Como se.había dicho antes E(z-) < cx:i porque de otro modo E(Z) no 

sería. mayor qtie ·":"-~. 
Además x~::.:..:.::.:~L y por .el Teorema 1.4.5, E(X;;JQ) - E(X-JQ) 

~; ·~.: ' ; 

por lo que E(X~'¡g)=E(X,i - X;;JQ) = E(X;iJQ) - E(X;;JQ) y así 
< • ' ._ ,,. ¡ - .~· 

b) Igual que'a).' 

c) Sea x:. = Li;!!: Xk = inf{X,., Xn+1, ... } que es medible porque el ínfimo 

de medibles es medible. 

Se tiene una sucesión creciente debido a que Xí 

inf{X2, X3, ... } = X2 ,¡¡;; ••• 

inf{X1,X2, ... } ,¡:; 

De este modo si ;~n,;, x:. = lí~~f X,. = X' entonces 

Esto resulta porque !ím inf X,. = sup inf Xk. 
n k;ain 

Luego por a) se obtiene que E(X:,JQ) j E(X'JQ) c.s. 

Pero x:i :s;; Xn entonces 

X~ jX'. 

E(X'IQ) = J~n.!, E(X:,JQ) = lí~~f E(X~JQ) ;;;; lí~~ E(Xnl9) c.s. 

TESIS COJIT 
FALL/» DL 
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d) Igual que c). D 

Tenernos una contraparte del teorema 1.4.6. 

Teorema 1.4.7. Si {Xn : n E N} es una sucesi6n de variables aleatorias 

tales que JY:n ,¡;; Z para toda ne N donde E(IZI) < oo entonces: 

a) Si JY:n ! X c.s. entonces E(Xnl9) ! E(XIQ) c.s. y en L 1 • 

b) Si Xn ! X c.s. entonces E(XnlY =y) ! E(XIY =y) c.s. (.Py). 

e) límsupE(Xnl9) ,¡;; E(límsupX,.19) c.s. 
n-oo n-~ 

d) límsupE(XnlY =y),¡;; E{lírnsupXnlY =y) c.s. (Py). 
n-oo n-oo · 

Demostración: 

a) JY,. ,¡;; Z implica que -Xn ;a: -Z y E(Z) < oo hace que E(-Z) > -oo. 

Si Xn ! X entonces -Xn T -X. 

Luego por a) del Teorema 1.4.6 E(-X,.19) T E(-Xl9) es decir, -E(X,.19) T 

-E(Xl9) o equivalentemente E(Xnl9) ! E(XIQ). 

b) Igual que a). 

c) E{límsupXnl9) = E[infsupXkl9) = -E[-infsupXkl9J = 
n-oo n k~n n k~ 

- E[sup(-supXk)l9) = -E[sup inf(-Xk)l9) = -E[líminf(-X,.)19). 
n k~ n k~n n-oo 
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Pero por el Teorema 1.4.6 E(lí~~f Xnl9)],.; lí~~f E(Xnl9) entonces 

límsupE(Xnl9). 
n-oo 

De este modo se llega a que 

E(límsup E(Xnl9)) ;:;;., lírnsup E(Xnl9). 
n-oo n-co 

d) ·Igual que e). O 

Ahora se verán algunos resultados en donde la.s condiciones que se piden no 

son sobre )~ o la sucesión de variables aleatorias {Xn : n E .N}, sino en el 

u-álgebra g o en el objeto aleatorio Y. 

Teorema 1.4.8. a) E(XIQ) = E(X) c.s. si g es el u-álgebra trivial, es 

decir, g = {0, n}. 

b) Si Y es una constante b c.s. entonces E(XIY =y)= EV<) c.s. (Py). 

c) E(Xl.:F) = X c.s. 

d) Si}'.: (!l,.:F) - (!l,.:F) es la identidad entonces E(XIY = w) = Y(w) 

c.s. (Py). 
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Demostración: 

a) Sea g = {0, O} entonces si tomamos C E g se debe cumplir que 

f XdP = f E(XjQ)dP. 
e e 

j XdP = { o si e= 0 

e E(X) si C = n. 
Por otro lado si suponemos que E(.'<19) = E(X) que es una constant'l' 

y por lo tanto 9-medible entonces 

f E(Xl9)dP = f E(X)dP = E(X) . { 
P(0) =O 

P(!l) = 1 

si C=0 

siC=n e e 

{

O siC=0 

E(X) si C= n 
Por lo que E(Xl9) = E(X) c.s. 

b) Tomemos B E :F', 

por definición se cumple que j XdP = j E(XIY = y)dPy(y), 
[YEB) B 

entonces debemos comprobar que j XdP = J E(X)dPy(y). 

[YeBJ B 

Sabemos que Y es constante, es decir, Y(w) = b E 0' para todo w E f2 

puesto que Y: (f!,.:F) - (fl',.:F'). 

Hay dos casos: 

TESTS CON 
FAL"L./\ t t'; ú:1IG·EN ,__ ________ _ 
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1. b E B entonces J XdP = J XdP = E(X) = E(X) · 1 = 

wes¡ n 

= E(X)P[Y E Bj = E(X) J dPy(y) = J E(X)dPy(y). 
B B 

2. b ~ B entol.lces. J _~df'. :=j XdP =O= E(X) ·O= 
>:(l'eBj";~·: ·'. t21 

= E(x)P¡Y.~;tB.fffJ~c~r/d~y(y) =f E(X)dPy(y). 
- f,!?~' !:"'· -,:.: -,, -,. · B B 

De 1) y 2) se concluye qui~\ . 

E(XJY'~ y)= E(X) c.s. (Py). 

c) Sea g = :F se quiere probar que E(Xl:F) = X c.s. 

Recordemos que E(XJQ) es Q-medible, en este caso, E(Xl:F) debe ser 

:F -medible. Pero X es :F -medible por lo que sólo debemos comprobar 

que para todo CE :F se cumple la igualdad J .'ldP = J E(Xl:F)dP. 
e e 

Si E(XJ:F) = J'l la igualdad se tiene, por tanto E(Xl:F) =X. 

d) Igual que c). O 

Definimos ahora el concepto de átomo de un CT-álgebra relativo a una me-

dida. 

Si µ es una medida g es un CT-álgebra B E g es un átomo de g relativo aµ, 

si µ(B) > O y cuando A E g con A s;;; B entonces µ(A) =O ó µ(B - A) =O. 

En nuestro caso µ será una medida de probabilidad y la definición de átomo 

establece que no hay conjuntos medibles más pequeños que B con medida 

mayor que cero. 
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Lema 1.4.9. Si f: (n,g) - (R,B(R)), µes una medida, B un átomo de 

g relativo aµ entonces f es constante sobre B c.s. (µ). 

Demostración: 

Si f(w) = oo para todo w E B entonces la conclusión es cierta y no hay 

nada que probar, 

y si f(w) = -oo para todo w E E, lo mismo. 

Supongamos por tanto que f(w) E IR para todo.w E B. 

Sea x E iR, nos fijamos en µ({w E B: f(w) < x}) .. 

Aquí hay que nota'.r l:.;, siguiente. . . . 

{w E B: f(w) < x} ~B p f-i[-::oo;x) é g porque E E g y.fes medible. 

Entonces tiene sentido calcular 

µ({w E B: f(w) < x}) = µ(B n ¡-1 (-.,.00,x)). 

Nos tomamos x E R tal que µ(B n f- 1 (-oo,x)) = 0. 

Ahora tomemos y.;;; x, entoncesf- 1 (-00,y) !;;;;; j-1 (-00,x) y Bnf-1 (-00, y)~ 

B n f- 1 (-00,x). 

Como µ es medida tenemos 

O.;;;µ(Bnf- 1[-00,y)) .;;;µ(Bnf- 1[-00,x)) =0. 

Por lo que µ(B n f-1 (-oo,y)) =O para todo y,,¡;; x. 

Ahora sea k = sup{x E iR: µ(B n f- 1 (-00,x)) = O}, el supremo existe 

porque x E lR. 

TESff CON 
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Además el conjunto es no vacío porque si µ(B n f- 1 (-00,x)) > O para 

todo x E iR (el conjunto es vacío) entonces B no sería átomo: B n 

f- 1 [-00,x) ~By µ(B nf-1 [-oo,x)) >O entonces 

µ(Bnr 1 [-oo,k)) =µ(LJ (Bnr1 [-oo,r))) 
rEQ 
•<• 

porque f- 1 [-00, k) = LJ f- 1 [-00, r}, entonces 
rEQ 

•<• 

µ(LJ (Bnr'[-oo,r))) ~Eµ((Bnr'[-oo,r))) =ED=O. 
rEQ reQ reQ 
r<k r<k r<k 

Por definición de k se tiene que para todo r < k, µ(B n f- 1 (00, r)) =O. 

Ahora nos fijarnos en x > k, entonces x > sup{y E IR: µ(Bnf- 1 [-oo,y}) = O} 

esto implica que µ(B n f- 1 [-oo,x)) oF O, es decir, µ(B n f- 1 [-oo,x)) >O. 

Pero B = (Bnf-1 [-00,x)] U (Bnf-1 [x,ool]. 

Entonces O< µ(B) = µ(B n f- 1 (-00, x)) + µ(B n f- 1 [x, ool). 

µ (B n f- 1 [x, oo]} =O porque B es átomo. 

Si .4 = B n f- 1 [x, oo] con x > k entonces Aº= Bº u f- 1[-oo, x). 

Al ser B átomo sucede que o bienµ (B n f- 1 ¡x, oo]} =O que no lo es, o bien 

µ(B n .4º} = µ (B n (Bº u f- 1[-00, x))) 

= µ (B n f- 1 [-oo,x}} =O que tendrá que ser. 

Ahoraµ (B n f- 1 [-00, k)) =O entonces 

o< µ(B) = µ (Bnf-1 [-00,k)) + µ (B nf-1 ({k}}} + µ(B n f- 1 (k,oo]} 

o+ µ(B n f- 1 ({k})} +o= µ(B nf-1 ({k})). 

Por tanto B = B n f- 1 ({k}) c.s., esto es, casi todo punto de B está en 

f- 1 ({k}} esto significa que f(w) = k para casi todo w E B. 

1 
11F'~T·~ í'('T•T / . ..1.. .. __) __ _ 

J?.0. T ·,: .·\ .J~_ : .. dl!)EH 1 
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Entonces f = k c.s. (µ) sobre B. O 

Si B,, B2, ... son subconjuntos de n, el mínimo a-álgebra que contiene a 

B,, B2, ... es denotado por a(B1 , B 2 , ••• ). 

Teorema 1.4.10. a) Sea B un átomo de g relativo a P, entonces 

E(XIQ) = _1_ ¡xdP = E(XIs) B 
P(B) : P(B) c.s. en ' 

B . ,, 

-: .. .-,:. . 00 

y como un caso especial, sean B 1 ,B2 ,,.,,·,·ajenos en:F con n = }d, B, y 

P(B;) >O para todo i = 1, 2, .... ~~n '9 .. ==·'a(B1 , B 2 , ••• ) entonces 

E(XIQ) = P(~n) j XdP = E):~~)' c.s. 
Bn 

enBn n= 1,2, ..... 

b} Si B = [Y = y 0 ] y P(B) > O entonces 

E(XIY =Yo)= P(~) j XdP. 
B 

Demostración: 

a) Por el Lema 1.4.9, E(Xlg)(w) = k c.s. para w E B puesto que 

E(Xlg) : (n, Q) - (R, B(R)) es medible y B es átomo. 

Para cada A E Q se cumple que J XdP = J E(XIQ)dP por definición 
A A 

de esperanza condicional dado un a-álgebra. 

Si tomamos A = B E Q se tiene 

J XdP = I kdP = kP(B) 
B B 

por lo que k = P(~) j XdP 
B 
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f XdP f XIsdP 

y sustituyendo E(XIQ)(w) = 8 
P(B) = n P(B) 

E(XIs) 
P(B) . 

b) I'vlostraremos pdmero que B =[Y= y 0 ] es un átomo de g = :F(Y). 

Sea A E .:F' con y- 1 (A) s;;; B =[Y= Yo]= y-'({Yo}). 

49 

Recordemos que Yo En' puesto que Y: (n,:F)--. (n',:F') es un ob

jeto aleatorio. 

Si Yo E A entonces y- 1 ({yo}) ~ y-1 (A) ~ y- 1 ({y0}) por tanto 

y-1 ({y0 }) = Y-'(A) =B. 

Si Yo~ A se tiene que y-1 (A) n y- 1 ({y0 }) = l2J entonces y-1 (A) = fZJ 

puesto que y-'(A) ~ y- 1 ({yo}). 

Ahora sea g(y) = E(XIY =y) y E n'. 
h(w) = g(Y (w)) = E(XIQ)(w) 

w E n por a) d~ este Teorema, 
fXdP 

h(w) = k c.s. si w E B, entonces 
fXdP 

g (Y(w)) = sP(B) w E By así g(y0 ) = 8 P(B) c.s. (P,-). 

Pero 

g(yo) = E(XIY =Yo) luego E(XIY =Yo) P[Y:. Yo] J XdP. O 
[Y=110J 

Este último resultado es muy importante porque nos indica la manera de cal

cular esperanzas condicionales cuando g está generada por átomos. Veamos 

algunos ejemplos. 

Ejemplo 1.4.11. Sean n = [O, l], :F = B[O, l], P(C) = f dx la medida de 
e 

Lebesgue en [O, l], CE B[O, l], g = u([O, ~]). 

Sea X : n --. IR tal que X(w) = sen(27rw). 
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Calcular E(XIQ) para todo w E [O, l]. 

Notemos primero que Q = {ei, [O, l], [O, 1J, (1, ll} que es una sub cr-álgebra 

de :F = B[O, l]. 

Los átomos de g son B1 = [O, 1J y B2 = (1, 1). 

Además P(Bi) = 1 y P(B2) = ~-
Como B 1 y B 2 son ajenos y su unión es n = [O, l], al definir E(XIQ) en los 

átomos queda definida para todo w E !l. 

Si ·W E B 1 entonces E(XIQ)(w) P(~i) j XdP 
s, 

_.±_ (cos(O) - cos (:'.:.)) = ~. 
2iT 2 7T" 

1 

i 
4 j sen(2rrw)dw 

o 

Si w E B2 entonces E(XIQ)(w) = P(~2) j XdP = ~ j sen(2rrw)dw = 

B2 i 
4 ( (71") - ) · 2 - cos - - cos(2rr) = --. 

671" 2 3~ 

Esto es: 

E(XIO)(w) -{ 

2 
si O~ w ~ i 

2 
3 1l si ~ < w ~ l. 

Notemos que X(w)=sen(2rrw) no es Q-medible, es por est:o que E(.1CIQ)(w)~ X(w) . 

Ejemplo 1.4.12. Con los datos del ejemplo 1.4.11, sea Y : (n, :F, P) --+ (!l', :F') 

con n' = R, :F' = B(R), Y(w) = I¡0.~ 1 (w). 
Calcular E(XjY) es decir, E(Xl:F(Y)). 

Primero recordemos que :F(Y) = {Y- 1 (C) : C E B(l!l)}. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

• 
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La variable aleatoria Y sólo toma dos valores: O y 1 entonces 

Teorema 1.4.13. 

c.s. 

{ 

0 si o~ e, 

y-i(G) = (O,!] si O~ G, 

(!, l] si o e e, 
!'! si O E C, 

l~C 

lEC 

l~C 

lEC. 

-i 
3 J sen(27rw)dw 

o 

1 

~ J sen(27rw)dw 

5 

E(XJQ1) 

d) Si f : (!'!', :F') -> (!l", :F") entonces E ( E(XJY) ll o Y] = E(Xlf o Y) 

c.s. 

b) Si g, s; Q2 entonces E [E(XJvi>lv2] = E(XJv2) c.s. ----
--~ 

TESIS CON 
F'i;LL; .. ~~ o¿ 01~~1ci-El\J 
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11) Si f: (Q',F') - (f2",F") entonces E [E(XjfoY)jY] = E(XlfoY) 

c.s. 

Demostración: 

a) Sea C e 91 entonces C E 92 luego j XdP = j E(Xl91)dP porque 
e e 

CE 91 pero también j XdP = j E(XIQ'2)dP pues CE 92. 
e e 

De este modo se cumple que para todo C E 91 

/E [E(Xl92)j9i) dP = j E(Xl92)dP = j XdP = / E(XIQ'1)dP. 
e e e e 
Por lo tanto E(Xl91) =E [E(Xl92)j9i] c.s. 

a') y : en. :F) - (f2', :F') es medible y 

f: {f2',:F') - (f2",F") es medible entonces 

fo Y : {f2, :F) - (Q", :F") es medible porque es la composición de 

m,edibles. 

Sean 9 1 = (fo Y)- 1 (:F") = v-1(f- 1 (:F")) donde ¡- 1 (:F") es sub 

u-álgebra de F', 9 2 = y- 1 (:F') sub u-álgebra de :F. 

Entonces 9 1 ~ 9 2 porque ¡- 1 (:F") ~ F', 

Así por a) se tiene que E [E(Xl92 )jQ'1] = E(XIQ'¡) c,s. 

Entonces E [E(XIY-1(:F') j(f o Y>-1(.F")] = E[Xl(f o Y)-1(:F")] 

Por tanto E [E(XIY)j(f o Y)]= E[Xl(f o Y)] c.s, 

b) E(X.19¡) es 9 1 -medible y como 91 ~ 92 entonces E(XIQ'1) también es 

Q'2-medible, de este modo, para todo C E Q'2 
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J E(Xl91)dP = j E(Xl91)dP implica que E(XJ91) = E(E(XJ9i)J92] c.s. 
e e 

b') Igual que b). O 

Teorema 1.4.14. a) Si Z es 9- medible y X junto con X Z son inte-

grables entonces E[XZl9] = ZE(Xl9) c.s. En particular E(Zl9) = Z 

c.s. 

á) Si f : (r:!', .:r') - (iR. B(R)) y X junto con X(/ o Y) son integrables 

entonces E[X(f o Y)IY =y]= /(y)E[XIY =y] c.s. (J;'v)~ 

Demostración: 

a) Primero supongamos que Z = IA con A E 9 y tomemos C E 9 en

tonces 

E(XZJ9) = E(XIAJ9) cumple con J XZdP = J E(XZJ9)dP. 
e e 

Pero J XZdP = J XIAdP = J XdP = J E(XJ9)dP = J IAE(XJ9)dP. 
e e Anc AnC e 

Por lo tanto J E(X ZJ9)dP = J IAE(XJ9)dP para todo CE 9. 
e e 

De este modo E(XIAJ9) = IAE(XJ9) c.s. 

Sup~ngamos ahora que Z es una función simple 9-medible, es decir 

Z= E 0t;IA, donde A,, ... ' An es partición de n y A; E g para todo 
j=l 

j = l, ... ,n. 
n 

Entonces ,yz = Eo;IA,X, y 
j=l 

T1i'C'.TC' r•Q'11J J.:¡,~,;:.: ' \,}\. -
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E(XZIQ) =E [f:. a1I..t,Xl9] =E a;l..t,E(Xl9). 
J=l J=l 

= ZE(Xl9). Pues A; E 9 para todo j. 

Por último si Z es cualquier función 9 medible tomemos una suce

sión Z 1 , Z 2 , ••• , de funciones simples 9-medibles tales que IZnl ,:;;; Z 

y Zn T Z. Entonces E(J~Znl9) = ZnE(Xl9) por ser Zn simple, pero 

XZn ...!::!:.. XZ, también E(XZnl9) ~ E(XZl9). 

Como X es integrable entonces E(Xl9) también lo es. 

Por tanto E(Xl9) es finita c.s. y entonces ZnE(Xl9) ~ ZE(Xl9). · 

Por lo tanto E(XZl9) = ZE(Xl9) c.s. 

Notemos que es indispensable el hecho de que E(Xl9) sea finita puesto 

que !; - O pero !; · oo -... O · oo = O. 

Ahora si X = 1 c.s. entonces E(X Zl9) 

Z·l = Z. 

E(Z · 119) ZE(ll9) 

a') Sea f = l..t con A E .:F' entonces j E[X(f o Y)IY = y]dPy(y) = 
B 

j X(foY)dP = j X IweAJdP = j XdP = j E(XIY = 
[YEB] [YEB] [YEA]n[YEB] AnB 

y)dPy(y) = j I ... E(XIY = y)dP~·(y) = ! f(y)E(XIY = y)dPy(y). 
B B 

Por lo tanto E(X(f o Y)IY =y) = f(y)E(XIY =y). 

Los pasos siguientes son iguales a los de la demostración de a). O 

Corolario 1.4.15. Sean 9 1 y 9 2 sub u-álgebras de :F tales que 9 1 ~ 9 2 , X 

y Y variables aleatorias tal que E(XY) y E(Y) existen, X es 92-medible. 

Entonces E(XYl9i) = E [X E(Yl92) 191) c.s. 
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Demostración: 

Sea C E 91 entonces C E 9,, luego por definición 

JE [XE(Yl92)l91] dP = ! XE(Yl92)dP. 
e e 
Como X es g 2 -medible 

X E(Yl92) = E(XYlg2). 

Así j XE(Yl92)dP = j E(XYl92)dP = j XYdP porque CE 9 2 • 

e e e 
Pero J XYdP = ! E(XYlgi)dP porque C E 91. 

e e 
Ahora por unicidad casi seguramente obtenemos que E [XE(Yl92 )l91] 

E(XYl9i) c.s. D 

Corolario 1.4.16. Sean 9 1 ~ 9 2 sub u-álgebras de :F. 

Si E(Y) existe entonces E(Yl9i) =E [E(Yl9i)l92 ] =E [E(Yl9.)l91]. 

Demostración: 
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En el corolario 1.4.15 notemos que E(XYl91) es 9 1 -medible por definición. 

Como 9 1 ~ 9 2 entonces también es 92-medible. 

Luego E [E(XYl9i)lg2] = E(XYl9i) =E [XE(Yl9.)l9i] la última igual-

dad es por el resultado anterior. 

Si tomamos ,1( = 1 c.s. obtenemos 

Proposición 1.4.17. Sean 9 sub u-álgebro. de :F, Y una variable aleatoria 

tal que E(Y) existe. Supongamos que u(Y) = :F(Y) el u-álgebro. genero.do 

por Y y g son independientes, entonces E(Yl9) = E(Y). 
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Demostración: 

Recordemos primero que dos sub u-álgebras de .:F, 9 1 y 9 2 son independien

tes si para todos A 1 E 9 1 y A 2 E 9 2 se tiene que P(A 1 n A2) = P(A,)P(A2). 

El u-álgebra trivial {0, n} es independiente de cualquier otro sub u-álgebra 

de :F. 

Ahora bien, tomemos C E 9 entonces las variables aleatorias Ic y Y son 

independientes. 

Si A E u(Y) tenemos que P(A n C) = P(A)P(C) = P(A)P[Ic = 1] pues los 

eventos C y [Ic = 1] son el mismo. 

A E u(Y) si y sólo si existe E E B(IR) tal que. A = ~-'(E) = [Y E E] 

entonces P[A n CJ = P [[Y E E] n [Ic = 1)] = P[Y E E, Ic = 1] = P[Y E 

B]P[Ic = 1]. 

También P(A n ce) = P[Y E B]P[Ic = O]. 

Entonces j E(Yl9)dP = j YdP = j YicdP = E(Yic) = E(Y)E(Ic) 
e e n 

P(C)E(Y) = E(Y) f dP = f E(Y)dP. 
e e 

Por lo tanto E(Yl9) = E(Y) c.s. O 

Proposición 1.4.18. Sean X una variable aleatoria integrable, 9 1 y 92 sub 

u-álgebras de .:F tales que :FP<) y 91 son independientes de 92. 

Entonces E(Xl91 Y 92] = E(Xl9i) c.s. 
0

donde 91 Y 92 = u(91 U 92)· 

Demostración: 

Sea 
n 

9 ={A E :F: A= LJC; con C, = D¡inD;2,Dil E 91,D;2 E 92,C;nC; = 0} 
i=l 
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Veremos que g = Q 1 Y Q2 de la siguiente manera: 

a) g es o--álgebra. 

a) i) 0 e g y n e Q. 

ii) Sea C = D1_nD~.con Lh E (h y D2 E Q2 entonces 

ce= (Din D~).U (Din D2) U (Df n D~) en donde D,, Df E Q, y 

D2,D~ E Q2. 
3 .'·-' 

Así ce = LJ Ci. con Ci. = Dkl n Dk2. Dkl E Qi, 
k=l' 

Di.2 E Q2, C; n C; = 0, i -=F j. 
Por lo tanto ce E :F. 

n n 

Ahora si e =u C; = UCDn n D;2) entonces 
i=l i=1 

n n 

ce = n(D;inD;2)e = n [(Dn n Df2) U (Df1 n D;2) U (Df1 n Df2)] = 

[ (o'~il) n (o Df2 )j U [(o Df1) n (o D;2)] U [(o Df1) n (o Df2)] 
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n, 
iii) Sean Al, A2, ... E 9 entonces A¡ = LJ C;; con C,i = D;J1 n D¡¡2, 

i=l 
D¡;1 E g,, D,;2 E 92-

De este modo QA; = Q (Qc•;) = º (Qc.1). 
00 

Por lo tanto LJ A; E 9 así 9 es a-álgebra. 
j=l 

b) 9 1 ~ 9 porque si A e 9 1 entonces A =A n n con A e 9i. n e 9 2 • 

Por lo tanto .4 E 9 y luego 9 1 ~ 9. 

c) 9 2 ~ 9 por la misma razón expuesta en b). 

d) La unión de subconjuntos de 9 es subconjunto de Q. 

Por lo ~anto 91 U 92 ~ 9 

e) Como 9 1 U 9 2 ~ 9 entonces a(91 U 92) ~ o-(9). 

Pero u(Q, U 92) = 91 Y 92 y o-(9) = 9. 

Por lo tanto 91 Y 92 ~ 9 

f) 9 ~ 91 y 92 se cumple porque cada generador e, de 9 pertenece a 

91 Y92-

Por lo tanto 9 = 91 Y 92-

La variable aleatoria E(XJ9i) es 91 -medible y como 91 ~ 9 también 

es 9 medible, es suficiente mostrar que es una versión de E(XJ9) con 

Como vimos antes, necesitamos comprobar que para todo D e 9 se 

cumple 

'f'.S~:i·).;-. C'\~~\ ~ 

,_.: L CJ 1 ~·1(:;·.~l~ 
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f XdP = f E(XIQi)dP. 
D D 
Nos bastará ver que para todos D 1 E 9 1 y D2 E 92 se tiene 

J XdP = J E(Xl91)dP porque cualquier DE 9 se genera con 
D1nD2 D1nD2 
elementos que tienen la forma D 1 n D 2 • 

Así f XdP = f XIn,nn2 dP = f XIn,Iv2 dP = E(XIn,In,) 
D1nD2 n n 

E(XIn,)E(In.) debido a que :F(X) y 9 1 son independientes de 9 2 • 

Entonces ! XdP = E(XID1 )E(In2 ) = E(Iv2 ) f E(XIn,l91)dP,;;1 = 
D1nD2 n 

E(Iv.) f E(XID,l91)dP = 
n 

E(Iv,) f In,E(Xl91)dP. 
n 

Ya que E(XIn,) = E[E(XIn,19,)J y porque Iv, es 9 1 -medible. 

Además Iv,E(Xl91) es 91-medible e Iv, es 92-medible. 

Por independencia: 

f XdP = E(In2 ) f In,E(Xl91)dP = f In,dP ! In,E(Xl91}dP = 
o,no2 n n n 

f Iv,In,E(Xl9i)dP = f E(Xl9i}dP. O 
n D1nD2 

Una función g : IR - IR continua es convexa si g(ox + (l - o)y) .;;; 

og(x) + (1 - o)g(y) para O <o < 1, x, y E IR. 

Si = = ax+ (1 - a)y es claro que = está entre x y y. 

Suponiendo que x < y entonces x < = < y luego= = ox+(l-o)y implica que z = 
. = - y z - y x - z -(z - x) 

o(x - y)+ y, as1 °' = X - y' 1 - °' = l - X - y X - y X - y . La 

definción de convexidad es: 
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g(.:) ,¡;; = - Y g(x) - (z - x) g(y) es decir 
x-y x-y 

g(.:) _ g(y) ,¡;; z - Y g(x) _ (z - x) g(y) - g(y) esto es 
x-y x-y 

g(.:) _ g(y) ,¡;; z - Y g(x) - [= - x + x - y] g(y) entonces 
x-y x-y 

g(.:) _ g(y) ,¡;; z - Y g(x) - z - Y g(y) por último 
x-y x-y 

g(.:) - g(y) ;;;o g(x) - g(y) porque z - y < O. 
z-y x-y 

Supongamos y fija, sea h(x) g(x) - g(y) entonces h(x) ,¡;; h(z) (recordar 
x-y 

que x <.:<y). 

h es creciente y continua porque g es continua. 

Si definimos k(y) = lím h(x) = lím g(x) - g(y), tenemos que k(y) existe 
.:z:Tu :fy X - Y 

porque es el valor de la pendiente de la recta tangente a g en y por izquierda. 

Además g(x) - g(y) ;;;o k(y)(x - y) porque h es creciente. 

Entonces k(y) ;;;o h(x) implica que k(y) ;;¡, g(x) - g(y). 
x-y 

Luego k(y)(x - y) .;;; g(x) - g(y) puesto que x < y. 

Esta desigualdad también se cumple cuando x > y haciendo una argu-

mentación similar. 

Así, si g es convexa entonces para todo x, y E IR con x =F y se vale g(x) -

g(y) ;;;. k(y)(x - y). 

Este resultado de funciones reales convexas nos servirá para establecer la 

siguiente proposición. 

Proposición 1.4.19 (Desigualdad de Jensen). Sean Y una variable 

aleatoria definida en (í"l, .:F, P) tal que E(Y) existe, g continua y convexa 

en IR en donde E(g(Y)] existe. Consideremos g un sub u-álgebra de :F. 
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Entonces E[g(Y)IQ] ;;. g (E(YIQ)) c.s. 

Demostración: 

Sabemos que g(x) - g(y) ;;. k(y)(x - y) entonces 

g(Y) - g (E(YIQ)) ;;. k(E(YIQ)(Y - E(YIQ))) 
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Como g es continua y k es creciente tenemos que g(E(YIQ)) y k(E(YIQ)) 

son Q-medibles. .i . , , , .:·i , .- . 
Pero E[g(Y)IQ] -:-,BCfC~I~)? ~E [g(Y) - g(E(YIQ))lg] ;;. 

E [k(E(YIQ))(Y...:.. E('}'.'IQ))IQ] ' 

= k(E(YIQ))E[y -f:(~¡~fü;¡. 
= k(E(Yl9)){ E(YIQ) -E[E(YIQ)IQJ} 

= k(E(Yl9)){ E(YIQ) - E[YIQJ} =o. 
Por lo tanto E[g(Y)IQ] - g(E(YIQ)) ;;. o. 
Así E[g(Y)IQ];;. g(E(YIQ)). O 

Corolario 1.4.20. Si g es convexa, Y variable aleatoria tal que E(Y) y 

E[g(Y)] existen entonces E[g(Y)] ;;. g(E(Y)). 

Demostración: 

Si g = {121. f!} entonces u(Y) y g son independientes. 

De este modo E(YIQ) = E(Y) c.s. y E[g(Y)IQ] = E(g(Y)) y por la proposi

ción 1.4.19 (Jensen) E[g(Y)IQ] ;;. g(E(YIQ)) se cumple que E[g(Y)] ;;. 

g(E(Y)). O 

Corolario 1.4.21. Sean p ;;. 1, Y una variable aleatoria tal que 

E(IYIP) < oo, entonces IE(YIQ)IP.;;; E[IYIPIQJ c.s. 

TfS1::: CON 
.. ,. · .. ~·1·c··EN : !;.: \ ¡'.-! .;. 1 
~·~..J -· ... \. .t 
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Demostración: 

Sea g(x) = lx!P entonces por la proposición 1.4.19 (Jensen) tenemos E(IYl"l9J ;;;i: 

IE(YIQ)IP. D 

Ejernp!o 1.4.22. Sean X,, X 2 •••• , X,. v.a.i.i.d. continuas con densidad f, 

s .. = ¿.x-,. 
i=l 

Si B E B(JR) tenemos que 

J X;dP =E [X;I[sneBJ] =] · · ·] x;Is(x1+· · ·+x,.) IT dF(x;) donde 
[SnEBJ -:iio -o::> 1=1 

F es la distribución de cada una de éstas v.a. 

Entonces 

] · · ·] x;Is(x1+· · ·+xn) ir dF(x;) = l · · · j Xkis(x1+· · ·+x .. ) IT dF(x;) = 
-oci -oo t=l -o;i -oc •=l 

j XkdP donde la penúltima igualdad se debe al teorema de cambio de 

(SnEB] . 
variables haciendo la transformación de lR" en IR", T, definida por 

T(x¡, ... ,Xj,·•·,Xk, ... ,xn) = (x1, ... ,xk,•••7x;, ... ,xn) esto es, una per-

mutación de las variables que sólo intercambia a .Yk con X; y que por tanto 

tiene Jacobiano igual a 1 en valor absoluto. 

Como J X;dP = J XkdP se concluye que E(.Y;ISn) = E(XklSn) para 
(SnEB] (SnEB] 

todas j, k E {l, ... , n}. n 

Entonces S,. = E(S,.IS,.) = E(X1+· · +X,.ISn) = L E(X;ISn) = E(XdS,.)+ 
i=l 

· · · + E(X .. !S,.) = E(X;ISn) + E(X;IS,.) + · · · + E(X;IS,.) = nE(XJIS .. ). 

Entonces E(X;ISn) = Sn c.s. • 
n 

Un texto que desarrolla las propiedades de esperanza condicional de manera 

'T'PC'T(' C'ON J........: ... }:¡ i 

E/·l.LLA en:; ORIGEN 
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completa es Ibarrola et. al (1997). 
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Capítulo 2 

Martingalas 

La mayor parte de los resultados de este capítulo fueron extraídos de 

Laha-Rotahgi (1979), se completaron los detalles omitidos en las pruebas de 

este libro. 

2.1. Definiciones Básicas 

Trataremos con colecciones de variables aleatorias numerables o no, en 

donde hay una estructura especial de dependencia, veremos algunos resul

tados límite que comúnmente se estudian con variables aleatorias indepen

dientes, ahora con la propiedad de dependencia que estudiaremos en este 

capítulo. 

Un conjunto (T, -:) es un conjunto con orden parcial si: 

a) t -: t para todo t E T (reflexividad). 
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b) Si t -< s y s -< t entonces t = s (antisimetría). 

c) Si t -< s y s -< r entonces t -< r (transitividad). 

Algunos ejemplos de conjuntos con orden parcial son: 

(R, .;;;), (N, ,,;;), (2A, s;;) con A cualquier conjunto. 

Consideremos (O, :F, P) espacio de probabilidad y sea {Fe 
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t E T} una 

colección de a--álgebras tal que :F, s;; :F y para todo s < t tenemos que 

:F. s;; :F,. 

Cuando T = N y :Fn = a-(X1, ... , .Yn) = <T ( Ü a-(Xk)) si n < rri es claro 
k=l 

que :Fn s;; :F,,... Sea X = {Xt : t E T} una familia de variables aleatorias 

definidas en (n, :F, P) con E(IX,J) finita, X es una rnartingala con respecto 

a {:F, : t E T} si: 

i) X, es :F, -rnedible. 

ii) E(X,l:Fs) =X. c.s. si s <t . 

• Y es una submartingala si cambiamos = por;;. en ii) . 

• J( es una superrnartingala si cambiarnos =por.;;; en ii). 

:>lo necesariamente se cumple una de las tres posibilidades puesto que dadas 

dos funciones medibles h 1 y h 2 no se cumple que h1 = h2, h1 ;;;., h 2 o h 1 .;;; h 2 

c.s. 

Cuando T = N, -< es ,,;; y :Fn 

{•Yn: n EN} es martingala. 

a-(Xi. ... , Xn) diremos simplemente que 

La teoría de martingalas tiene su origen en los juegos de azar, tiene múltiples 

aplicaciones en ll.-laternáticas tales corno: --.; ,:,·:~ :·~:. e o l'J 
\ :·..1~ OTUGEN 
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Teoría de la l\ledida, Análisis Funcional, Problema Dirichlet en Ecuaciones 

Diferenciales Parciales. Estas aplicaciones aparecen en Bojdecki (1985) con 

todo detalle. 

Además la t:eoría de martingalas es una herramienta básica en teoría de pro

babilidad, está íntimamente relacionada con esperanza condicional, por lo 

que consideramos importante incluirla en este trabajo. 

Proposición 2.1.1. {Xn • .:Fn} es martingala (subrnartingala o superrnartin• 

gala) si y sólo si para todo n > 1 E(Xnl.:Fn-1) = Xn-1 ~ si es subrnartin

gala, ,,¡;;; si es superrnartingala). 

Demostración: 

Por definición de martingala sabemos que para toda 711 < n tenemos que 

E(XnJ.:Fm) = •'lm C.S. 

En particular si m = n - 1 obtenemos E(.Ynl.:Fn-1) = Xn-1 c.s. 

Para la otra in1plicación, sea m < n entonces 711 ,,¡;;; n - 1, por tanto .:F,,,. ~ 

.:Fn-1· 

Sabemos que E(Xnl.:Fn-d = Xn-1 c.s. 

AhoraE(Xnl.:Fm) = E(E(Xnl.:Fn-dl.:Fm] = E(Xn-11.:Fm) = •• • = E(Xm+il.:Fm) = 
-Ym C.S. O 

Ejemplo 2.1.2. Sea {Xn: n EN} una sucesión de variables aleatorias i.i.d. 

con P[Xn = l] = ~ = P(Xn = -1] para todo n E N. 

Se gana si sale águila y se pierde si sale sol. 

Se apuesta la cantidad b,_1 en el i-ésimo juego, la ganancia esperada en 
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cualquier juego es b,_1 P(X; = l] + (-b,...,i)P(X; = -1] = O. 

Si Ja estrategia es apostar bo > O en el prlmer·l~á.miento y b,. = b,.(X1 , ••• , ¿'<,.) 

en el (n + 1)-ésimo lanzamiento; eni:¿;n'.~~,b~'~ u(Xi. ... ,X,.) medible. 

Si So es el capital inicial, S 0 ; >'·b0 -~}s~;?ti~r:~l·capital después del n-ésimo 

;:~~::~ S" ~.:;~~~~!~~'~<';¿¡;;¿,; ... ,X") po< lo quo S" ~ 
Además Sn+1 = So:+\¿;,bkx..;+n='Sii•+ bnXn+t· 

>' : . ~>':''.,'.~- '".·. Yk=O ~~~:;:~.'<~r.z:;:;.:.,L~lf :/~·t;.· ·-·.:--: .":' · ... : 
Como :F,. == u(Xi,}: :;;tx~t'Y''E(.X,;;y:i=· O para todo n ;;¡: 1 entonces E(S,.+dF,.) = 

: . . -,-. ..:;- .·,·~:'-';-:'·:!g,.z::;.J'.;·;~··:::1~··?~:.~"'·: '·T··· · ·:: 
E[S,. + bnXn+1IFñk='.!E(s,.;¡~,.;):+ E(b,.Xn+1IFn) = S,. + b,.E(Xn+tlFn) 

s .. + bnE(x .. 1:úlF:$.lf$~~';::Q'·L;s .. pues E(Xn+tl:Fn) = E(X .. +1). 

Por lo tanto E(Sn.;:,t!Fn) = S,. asi {Sn, F,.} es martingala. 

Ahora consideremos una nueva estrategia: 

Se apuesta bo = b > O inicialmente, doblamos Ja apuesta hasta ganar y en 

ese momento nos retira.Illos. 

La probabilidad de ganar al menos un juego es l, pues definamos Y como el 

número del juego en que se gana por primera vez, entonces Y - G(~), esto 

es, P(Y = k] = ~(~)k-•, k = 1, 2, ... por tanto E P(Y = k] = f: (~)k = 1 
k=l k=l 

así que es seguro ganar alguna vez. 

{ 

2"-'b siX;=-lparai=l,2, ... ,n-1, 
Pero bn-l = 

O si no. 
es decir, la apuesta en el n-ésimo juego es b·2"- 1 si se han perdido los (n-1) 

juegos anteriores. 

Si el jugador gana por primera vez en el juego (n + 1), para ese entonces ya 
n-1 

ha perdido b(1+2+22 +·· ·+2"-1 ) = b E 2k = b(2"-l) y por tanto apuesta 
k=O 
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b · 2" por lo que la ganancia es b · 2" - b(2" - 1) = b pero se necesita una 

fortuna muy grande para seguir esta estrategia (fortuna ilimitada) aunque 

en realidad con una fortuna menor conviene esta estrategia. 

Finalmente supongamos que el jugador puede saltarse juegos, 

Ón = Ón()(¡, ... , Xn-d una función Fn-1 medible tal que 

{ 

O si se salta el n-ésimo juego, 

º" = 1 si no. 

Ahora s;. es el capital después de n 

S;.+1 = s;. + Ón+1(Xi. ... ,Xn)bn(X,, ... , Xn)Xn+\• 

lo que JS;.J ~ IScil + lbol +, lbd + · · · + lbn-d· 
De donde E(IS;.I) < oo, luego 

juegos, entonces 

E(S;.+1IFn) = .Ecsf,;+ 5~+tCXi. ... 'X,.)b,.(X,, ... , Xn)Xn+d:Fn) s;. + 

Ón+1(Xi. ... , X~)bi.CXi',. ;'._,-, Xn)E(Xn+d.:F,.) porque Ón+l y b,. son :F,. medí-

bles. 

Así E(S;.+iJ.:F,.) = S;.+ón+1(X1, ... , X,.)b,.(X,, ... , Xn)E(X,.+i) = S;. porque 

E(Xn+ilFn) = E(Xn+l) =o. 
Por lo tanto (S;., .:F,.) es martingala. • 

Ejemplo 2.1.3. Sea {X,. : n E N} tma sucesión de v.a.i. con E(X,.) O 

para todo n E N, S,. = :f: Xk. 
k=l 

Entonces E(JS,.I) ~ E E(IXkl) < oo porque E(IXkl) < oo para todo k EN. 
k=l 

Así E(Sn+1IS1, ... , Sn) = E(S,.+Xn+dX1, ... , X,.), ya que Bn+1 = S,. +Xn+1 

y u(S1, ... , S,.) = u(X1, ..• , X,.). 
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Luego E(Sn+1IS., ... ,Sn) = Sn + E(Xn+dX., ... ,Xn) = Sn + E(Xn+1) 

Sn +O = Sn porque Sn es u(Xi. ..• , Xn) medible y por independencia. 
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De este modo {Sn, :Fn} es martingala, aquí :Fn puede ser tanto u(Si. ... , Sn) 

como u(J'("1 , ••• ,Xn)· 1111 

Ejemplo 2.1.4. Sea {Xn : n E N} una sucesión de variables aleatorias inde

pendientes con E(Xn) = 1 para todo n E N, definimos Zn como Zn = f¡ X; 
i=l 

para cada n EN. 

Entonces E(IZnl) E(I fI X;I) E(CT ¡x,I) fI E(IX,I) < ex> porque 
i=l i=l i=l 

E(IX;I) < ex> y por independencia. 

E(Zn+dXi. ... 'Xn) = E(Xn+1ZnlX1, ... 'J'("n) = ZnE(Xn+llJ""" ...• Xn) 

porque Zn = ft X 1 es u(Xi. . .. , Xn) medible 
i=l 

E(Zn+llJ'("l, ... , Xn) = ZnE(Xn+1) = Zn porque E(Xn+1) 1 y por inde-

pendencia. 

Por tanto {Zn. .:Fn} es martingala donde :Fn = u(Xi. ... , Xn)· 111 

Ejemplo 2.1.5. Sean {Xn : n E N} una sucesión de variables aleatorias i.i.d. 

con P[Xk = l] = p, P[Xºk = -1) = q = 1 - p para todo k E N, O < p < 1 y 

Sn = f:xk. 
k=l 

Definimos Zn = c~t" entonces ECIZnl) = E (1~1 5") = E [l!l•~•x•] 
E LI]l l~lx"] = kl]l E c1~1x•) = (E (l!lx') r < CX) porque E [l~rJ < 
ex> y por independencia. 

Ahora E(Zn+d:Fn) = E(Zn+ilXi. ... ,Xn) = E ( (!)Sn+• ¡x,, ... ,Xn) 

E ( (:)5" (!)x"+> ¡x., ... ,xn) = (!)5" E ( (!)Xn+• ¡x., ... ,Xn) porque 

QESISCON 
FALLA DE OHlGEN 



2.1 Definiciones Básicas TO 

(~) Sn es u(Xi. ... , Xn) medible. 

E(Zn+ilFn) (~)sn E ( c~r~n+•) por independencia 

(~)S"[(:)'·P+Ü)-'·q] =ü)Sn(q+p] 

Por lo tanto {Zn. Fn} es martingala. • 

Ejemplo 2.1.6. Una urna tiene b bolas negras y w blancas. 

Se extrae una bola, se anota su color y se devuelve junto con c ;;:¡,, 1 bolas del 

mismo color, el esquema de la urna de Polya. 

Sean Xo = -b b la proporción inicial de bolas negras, y Xn 
+w 

de bolas negras después de la n-ésima extracción. 

Veremos que {Xn: n EN} es martingala. 

{ 

1 si la n-ésima bola extraída es negra, 
Sean Yo = 1, Yn = O 

si no, 

Proporción 

bn y Wn son el número de bolas negras y blancas después de la n-ésima 

extracción respectivrunente. 

Así bo = b, Wo = w, Xn = __ b_n __ _ 
bn +wn 

Además bn+l = bn + cYn+i. Wn+l = Wn + c(l - Yn+d entonces 

P(Yn+l = llYa, Yi, ... , Yn) = Xn =Proporción de bolas negras después de la 

n-ésima extracción, para todo n EN c.s. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Por otro lado 

E(Xn+dYo. Yi., . ..• Yn) = E [ 
b +1· 1 ] b :;_ Yo,Y¡, ... ,Yn 

n+l_- 1':'~+~ 

Por lo tanto {Xn. u(Yo, Yi. ... , Yn)} es martingala. • 

Ejemplo 2.1. 7. Sea {Xn : n e N} una sucesión de v.a. con densidad con

junta Pn ó bien Qn· 

El radio de verosimilitud se define como >-n(Xi. ... , xn) - Qn(Xi. · · · 'Xn) 
- Pn(Xi. • • •, Xn). 

Cuando An es ""pequeño"se tiene evidencia de que Pn es cierta, y cuando es 

'ºgrande"se tiene evidencia de que Qn es cierta. 

Supongamos que Pn es continua para todo n y que Pn = O si y sólo si Qn = O. 

También Qn es continua, y An es u(X,, ... , Xn) medible. 

Veremos que {.>.n : n EN} es martingala. 

Si Pn es la verdadera densidad del vector (Xi. ... , Xn) entonces la densidad 

de Xn+l dados Xi. ... , Xn es Pn+l por lo que 
Pn 
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E( ' IX X } ¡00

, ( }Pn+1(X¡, ••. ,Xn,Y}d "n+l 1 =X¡, ... , n =Xn = "n+l x,, ••. ,Xn,Y ( ) Y 
-oc Pn X1, • • • ,Xn 

- 00 = ¡ qn+1(x,, ... ,Xn,Y}Pn+1(X1, ... ,Xn,y}dy= ¡ Qn+i(X¡, ••. ,Xn,y}dy 
Pn+l (xi,•• •, Xn, Y} Pn(X¡, • • •, Xn} · Pn(X¡, •. •, Xn} 

-- . -oo 
Qn(X¡, ..• , Xn} . : · e ¡00 

= Pn(X¡, •.. ,Xn} = ~". ¡:>~f9:Ue · · Qn+i(X¡, •.. ,Xn,y}dy = Qn(X¡, ... ,xn}• 
,-. "'/,. -oc 

Por lo tant!> ¿(..\~fa¡i';; :\., Xn) = ,\n y como 0-(..\1, ... , ..\,.) ~ o-(Xi. ..• , Xn,) 

porque lÍl.s ..\~ -~~~ i,;_';,:~¡~~~s de las x• entonces E(..\n+1l..\1, ... , ..\n) = ..\". 

Por lo tanto {..\n, o-(..\i. ... , ..\n)} también es martingala. • 

El siguiente resultado es útil para construir martingalas cuando se tiene una 

colección de o--álgebras y cualquier variable aleatoria. 

Proposición 2.1.8. Sean {Fn : n E N} tal que F1 ~ F2 ~ · · · ~ F es 

una colección de o--álgebras creciente, X cualquier variable aleatoria tal que 

E(JX"I) < oo, entonces si definimos Xn = E(XIFn) c.s. es una martingala. 

Demostración: Xn es F,.-medible y si 9n = o-(X1, ... ,X,.) tenemos que 

9n ~ Fn entonces 

Por otro lado E(Xn+dFn) = E[E(XIFn+i)IFn] = E[E(XIFn)IFn+il porque 

fn ~ Fn+l• 

Esto es, E(Xn+dFn) = E(XnlFn+i)· 

De este modo 
TESIS CON 

FALLA DE ORIGEN 
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E(Xn+1IXi. ... , Xn) = E[E(XnlFn+i)l9n] 

= E[Xnl9n] porque gn = a(X1, ... , Xn) e;;;; Fn e;;;; Fn+l 

= E(XnlXi. ... ,X,.)= Xn c.s. 

puesto que Xn es a(Xi. ... , Xn) medible, de este modo {Xn n E N} es 

martingala. O 

Observación. No toda martingala es de esta forma, es decir, si {Xn : n e N} 

es martingala, no necesariamente existen una v.a. ,y con E(j,YI) < oo y 

{Fn : n EN} una sucesión creciente de O"-álgebras tal que Xn = E(XIFn), 

veamos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.1.9. Sea {Zn : n e N} sucesión de v.a.i.i.d. tal que P[Z; =O] = 

4 = P[Z; = 2] para todo i E N asi E(Z;) = O • 4 + 2 · 4 = 1 para todo i E N 

entonces ,Yn = ti z, es martingala por el Ejemplo 2.1.4. 
i=l 

Supongamos que existen )( v.a. con E(IXI) < oo además de .1'"1 e;;;; F2 e;;;; 

• · · e;;;; Fa-álgebras tal que Xn = E(XIFn)· 

Sea An = (Xn =O]= X_;- 1 ({0}) E Fn porque Xn es Fn-medible. 

Entonces por definición de esperanza condicional 

o=! XndP = ! E(XIFn)dP = / XdP = E(XIAn), 
An An A,... 

pero IA" ~ 1 porque A:¡ = [Xn > O] 

P[Xn >O] = ti P[Z¡ >O] = {4)n ,-;=:;:O. 
i=l 

Por lo tanto P[Xn = O] ,-;=:;: l. 

fl [Z; > O] ;;=;; 2J 
i=l 

además 

Luego IXIA"I .;; IXI y por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene 

que E(XIA") ,-;::;: E(X) = E(E(XIFn)) = E(Xn) = E[Il Z,] = Il E(Z;) = 
i=l i=l 
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Il 1 = 1 que es una contradicción. porque se tenía que E(XI,..ft) =O. 
i=l 

T4 

Por Jo tanto. no toda martingala es de Ja forma a Ja que se refiere Ja proposi-

ción 2.1.8. • 

Proposición 2.1.10. Sea {Xn : n E N} sucesión de v.a. con E(IXnl> < 

oo para todo n E N. {Xn : n E N} es martingala (submartingala o super

matingala) si y sólo si para todo rn;;. n y para todo A E u(X1, ... ,Xn) se 

cumple que J XmdP = J XndP (cambiando= por;;. en el caso de submartin-
A A 

gala e= por,¡¡;; en el caso de supermartingala). 

Demostración: 

Primero supongamos que {Xn : n E N} es martingala entonces para n .;;:; m 

se tiene que E(Xml.:Fn) = Xn con .:Fn = u(Xi. ... , J'Cn)· 

Notemos que :Fn ~ .:Fm. 

Tenemos que para todo A E .:Fn, A E .:Fm y por definición de esperanza 

condiciona! 

/ XndP = / E(Xml.:Fn)dP = / XmdP. 
A A A 

Si ahora suponemos que se vale la igualdad J XmdP = J ,'CndP para cada A E 
A A 

:Fn = u(.'C 1 , ••• , Xn) donde n .;;:; rn entonces por la definición de esperanza 

condiciona! Xn = E(Xml:Fn), por lo t~to {Xn : n E N} es martingala. 

Los casos de subn1artingalas o supermartingalas son claros. O 
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2.2. Descomposición de Submartingalas y Mar-

tingalas Reversas 

El siguiente resultado es el Teorema de Descomposición de Submartin

galas. 

Proposición 2.2.1. Sea {-Yn, :Fn : n E N} una submartingala. Entonces 

)<n se descompone como Xn = x:, + x:: c.s. donde {X;., :Fn : n E N} es 

martingala y {X;: : n E N} es una sucesión creciente de v.a. mayores o 

iguales a O c.s. tal que x:: es Fn-1-medible paran;;;,, 2. 

Demostración: 

,l(n se puede escribir como Xn = ,l("¡ + (X2 - Xi)+ (Xa - X2) + · · · + (Xn -
n-1 n-1 

Xn-d = X1 + L (X;+i -X;)= X1 + L [X;+1-E(X;+iJ:F;) +E(X;+d,0)-
j=l J=l 

X;]. 

Sea ,Yí = X 1 y paran;;;,, 2 definimos x;. como 
n-1 x:. = X1 + E (X;+l - E(XJ+1l.1'J)]. 
j=l 

n-1 
También hacemos Xí' =O y paran ;a. 2 : x:: = E (E(X;+i JF;) - X;] por lo 

j=l 

que Xn = x:, + x:: para n ;;;¡, l. 

Sólo falta ver que {X;., Fn : n E N} es martingala y que {X;: : n E N} es 

una sucesión creciente no negativa de v.a., además x:: es Fn-l medible para 

n ;a:: 2, entonces probaremos cada una de estas afirmaciones a continuación. 

Como {Xn, :Fn : n E N} es submartinga!a se se cumple E(X;+1 l.1'J) ;a. 

X¡ entonces E(X¡+iJ:F;) - X;;;;,, O. 
n-1 

Por tanto x:: = :E (E(X;+iJ:F;) - X;] ;;;,, O para todo n EN. 
j=l 
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Además x;:+1 - x:: = E(Xn+1 l.:Fn) - Xn ;;¡, O implica que x;:+1 ;;;. x;: para 

todo n EN. 

Luego {X;: : n e N} es creciente. 
n-1 

x:: = 2: [E(X¡+d.1'i) - X¡] pero E(-1'úd.1'J) y X¡ son .1'}- medibles. 
i=l 

Como .1'j ~ Fn-l para todo j = 1, ... , n - 1 entonces E(X¡+1 l.1'}) - X¡ es 

Fn-l - medible y por tanto x;: es Fn-l - medible. 

Ahora veremos que {X:,, . .:Fn: n EN} es martingala. 

E(x:.+il.:Fn) = E[x1·+ f:cx1+i- E(X1+1IF1))l.:Fn]· 
. . 'i;=l ·,:, . •·,: 

Notemos que Xi, X 2 ',.· •• ·;x.';: so.~';;1""n-::- medibles. 

Así E(X:.+11.:Fn). = :X1 Af:~.i:;;:(:X¡+il.:Fn) - f: E[E(XJ+d.1'J)l.:Fn] = X1 + 
n-1 ,·· . ./ .- .. :~~:~:t,ff'.:fr.fi}.~.~::.<; ~ .··' ~=l 
E X¡+1 + E(Xn+il.:Fn) -7iE!É¿[E(XJ+~l.1'J)l.:Fn]- E[E(Xn+il.:Fn)l.:Fn]-
i=l ·. -.. '., ;--_·-· :.-·:.;-j=i~"f,;~_::1-~-~>,--:;-:-~0 -~~:' - ~-,~· -:~·~·1;-:-' :·--. ___ : . -~.:-... -.. .. - - . 
De nuevo como :F¡ ~ .:F.;j;=•·1';'/¡';"n:.tenemos que·· 

n ' ·.-. ·. :- -·- ·-·:::,::;'~~ <'--'-::~-~ -:-~~-'.~: .. ~n~l.> ·~~::"_._ !.:_:: . 
E(X:,+d.:Fn) = 2: X¡+ E(Xn:.;:iJ.:F.i)~~~;¿E(X1+d:F.;) - E(Xn+d.:Fn) 

n n-1 j=l -':< :;~~~~~~h;f~-~~:;i~-~'.~;;\~c;_\'.-::-.··.·:·-:· 
E X¡ - E E(X;+d.1'i) = X1 + E [.J(/f:1''."'."'E(X;+1l.1'J)] = x:.. 
J=l j=l jt1::1l :·-· ~->: ' . - . 
Por lo tanto {X:,, .:Fn: ne N} es martingala. O 

Observación. Si Xn = x:., + x:: con x:: no negativa, x:: es creciente y 

Fn_ 1 -medible y además {X:,,.:Fn: n EN} es martingala, entonces {X"n, .:Fn : 

n EN} es submartingala. 

Es decir, la proposición anterior puede ser un si y sólo sí. 

Demostración: 

Basta ver que E(Xn+il.:Fn) ;;;. Xn. 

E(Xn+d.:Fn) = E(X:,+l + x;:+d.:Fn) = E(X:,+d.:Fn) + E(X;:+1 l.:Fn) = x:, + 
x::+1 ;;¡, x:, + x;: = Xn porque {X;: : n E N} es creciente. O 
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Observación. Si {Xn : n E N} es submartingala entonces Xn = x:. + 
¿'\:::implica que x:, = Xn - X;i. 

Luego JX;.J ~ JX,.J + JX;:J = JXnl + x;: porque x:: ;;;. O. 

Así E(JX:,J) ~ E(JXnJ) + E(X;:), pero la sucesión {E(X;:) n E N} es ere-

ciente y no negativa. 

De aquí que si sup E(JX,.J) < oo entonces Ep<::,) y E(,Y:;:) e.'Cisten porque 
n;;.1 

E(Xn) = E(X:,) + E(X;:) y además sup E(JX;.J) < oo y sup E(JX;:J) < oo. 
n~l n~l 

De este modo 4y-;: f X" c.s. porque es una sucesión creciente con esperanzas 

acotadas. 

El est:udio de la convergencia de Xn se reduce al estudio de x;. que es mar

tingala, siempre y cuando sup E(JXnJ) < oo. O 
n;;.l 

Proposición 2.2.2. a) Sean {X,. : n E N} martingala y g : IR - IR 

convexa, entonces. {g(X .. ) : n E N} es submartingala cuando 

E(Jg(Xn)J) < oo para todo n EN. 

b} Si {.Y:,. : n E N} es submartingala, g : IR - IR convexa y creciente 

tal que E(Jg(Xn)J) < oo para todo n E N entonces {g(Xn) : n E N} 

también es submartingala. 

Demostración: 

a) E(Xnl..:Fn-d = Xn-1 pero g es convexa y por la desigualdad de Jensen 

condicional 

E(g(X,.)J..:F,._i] ;;;. g(E(Xnl.:Fn-1)) 

n E N} es submartingala. 

g(Xn-1), por lo tanto {g(Xn) 
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b) Como {Xn : n E N} es submartingala sabernos que E(Xnl:Fn-d ;;;. 

Xn-1· 

E(g(Xn)J:Fn-.J ;;;. g(E(XnJFn-1)) ;;,,, g(Xn-d por ser g creciente. D 

Corolario 2.2.3. Si {.Y"n : n E N} es submartingala entonces {Yn : n E N} 

donde Yn = rnáx{Xn,a}, a E IR también es submartingala. 

Demostración: 

Sabernos que g(x) 

Además es creciente. 

máx{x, O} es una función convexa no negativa. 

Por lo tanto por la proposición 2.2.2 {.Y";i : n e N} es submartingala. (es 

claro que E(J.Y";il) = E(X;i) y existe porque Xn es submartingala) Además 

{.\.""n - a: n EN} es submartingala por lo que (Xn - a)+ es subrnartingala. 

También {(.Y"n - a)+ +a : n E N} es submartingala, pero es claro que 

(.l(n - a)+ +a= máx{Xn, a} = Yn. 

Por lo tanto {Yn : n E N} es submartingala. O 

Una sucesión {Xn : n E N} de variables aleatorias con E(JXnl) < oo 

para todo n E N es martingala reversa si para todo n E N tenemos que 

E(.Y"nJXn+l• Xn+2• ... ) = Xn+l c.s., submartingala reversa si 

E(.Y"nJXn+i. ,Y"n+2• ... ) ;;,,, Xn+l c.s. para todo n E N, superrnartingala reversa 

si E(Xnl•Y"n+l• Xn+2 •... ) ,¡;;; Xn+t c.s. 

Proposición 2.2.4. {Xn : n E N} es martingala reversa si y sólo si para todo 

m > n se cumple que E(XnJX.,,, Xm+i. ... ) = Xm c.s. 

Demostración: 

Definamos F.,, = u(Xm, X,,,+1, ... ). 



2.2 Descomposición de Submartlngalas y MarUngalas Reversas 79 

Sea T7l > n, esto es, rn ~ n + 1 entonces 

:Frn = u(Xm, Xm+i. .. . ) !;;; u(Xn+i. ... , .Ym, X,,.+1, ... ) = :Fn+t· 

Supongamos que E(Xnl:F,,.) = X.-n para todo rn > n, en particular si 111 

n + 1 tenemos E(XnlFn+i) = Xn+i. esto es, E(XnlXn+l• Xn+2, •.. ) = Xn+l 

c.s. Entonces {Xn: n EN} es martingala reversa. 

Ahora supongamos que {Xn : n e N} es martingala reversa, esto es, 

E(Xnl:Fn+d = .Yn+l c.s. donde .:Fn+l = u(.Yn+i. Xn+2, ... ) y tomemos 171 > 

n cualquiera. Debemos mostrar que E(XnlXm, Xm+i. .. . ) = E(XnlFm) = 
~'Cm C.S. 

Pero E(Xnl:Fm) = E[E(XnlFn+dl:F.-n] porque :F'" !;;; Fn+l debido a que 

:F'" = u(Xm, X'"+'• ... ) !;;; u(Xn+i. ... , X'", .Ym+t. ... ) = :Fn+1 y por hipó

tesis E(Xnl:Fn+1) = ,Yn+l· 

Por lo que E(Xnl:F'") = E(Xn+il:F'") = · · · = E(X'"-il:F,,.) =X'" c.s. O 

Varias de las propiedades de martingalas se cumplen con martingalas rever

sas haciendo las modificaciones correspondientes, aunque no todas. 

Proposición 2.2.5. Si {.Yn : n EN} es martingala reversa entonces existen: 

i) Una v.a. X con E(IXI) < oo y 

ii) Una sucesión Fn de u-álgebras decreciente tal que E(XIFn) = Xn. 

Demostración: ¡-----:;1-r:•c'Tc:' CON 
1 • 1....1V~u 

.·L ·'-. ¡JE ORIGEN 
i) Sea X= X 1 , que como {Xn: ne N} es martingala reversa se cumple 
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que E(IXnl) < oo para todo n EN en particular sin= l, 

por lo tanto E(IXI) < oo. 

E(IXd) < oo, 

ii) Tomemos :Fn = u(;'I(,., Xn+l• .. . ) y veamos que esta colección de u-álge

bras nos sirve. 

:F,. = u(X,.,Xn+l• ... ) 2 u(Xn+1,Xn+2• ... ) = .:Fn+1 por tanto la suce

sión de u-álgebras es decreciente. 

Sólo nos falta comprobar que X,.= E(Xl:Fn) pero 

E(.'1(1.:F,.) = E(XdX,., Xn+l• ... ) = X,. c.s. aplicando directamente la 

proposición 2.2.4. O 

Cuando se tiene una sucesión de variables aleatorias {;'l(n : n E N} con 

E(Xn) = O para todo n E N y Sn = f: Xk, en el caso en que las v.a. X; 
k=l 

sean independientes hay algunos resultados sobre ,'l(n 

convergencia o no de esta nueva sucesión. 

Sn en cuanto a la 
n 

Esto se debe a que E(.'l(;Xk) = O si j o¡I; k, esta propiedad es cierta en 

martingalas con incrementos que tienen varianza finita. 

En próximos resultados consideraremos {Sn, :Fn : n E N} martingala con 

E(Sn) = O para todo n E N tal que Xn = Sn - Sn-1• So = O, E(X~) < 

oo, Var(S,. - Sn-i) = E(X~) para todo n EN. 

Proposición 2.2.6. Sea {S,.,Fn : n E N} una martingala con E(Sn) =O 

para todo n E N tal que X,. = Sn - Sn-1, So = O, , E(X~) < oo, Var(S,. -
n E(X2) 

Sn-d E(X~) para todo n E N. Entonces P[ISnl ;;. e] .;;; L --2 -'- con 
;=l E 

e> O. 
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Demostración: 

La desigualdad de Chebyshev establece que .P[IY- E(Y)J ;;;. k] ,¡;;; Va;;Y) 

para Y v.a. con media E(Y) y varianza Var(Y) y k >O cualquiera. 

Tomando Y = Sn y k = E obtenemos 

P[ISn - E(Sn)I ;;;. E].;;;; Va:~Sn) 

pero E(Sn) =O y Var(Sn) = E(S~) - E2(Sn) :""E(~) • . · 
E(~) . 

Por lo que P[JSn)I;;;., E].;;;;~· 

Ahora calcularemos E(~) y.veremos c¡ue !":i i~al.a f:, E(XJ). 

~~'.~:::?;t~~j~?;~E~0;ttt2.~~~!_;:x,¡ ~ 
X; es F;-medible y F;. f;;;,':F/::.. 1 entonces x;· es '':F_;'-1-medible. 

E(X;X¡) = E[E(X;X1)J;¡_,] ..::; .. E[~Y,E(X1l-F.i-1)] ~ E[X;E(SrS1-d:F1-1)] = 

E[X;[E(S¡JF;-1) - E(S¡-if.:FJ-1)]] = E[X1[E(S¡f.1'j-1) - S¡-1]] 

= E[X;(S¡-1 - S¡-1)] = O. 

Porque {Sn, :Fn : n EN} es martingala y S¡-1 es :F¡-1-medible. 

Por lo tanto E(X1X¡) =O si i < j entonces E(S~) = f: E(XJ). 
J=l 

n E(X~) 
Por lo tanto P[ISn)I;;;. E],¡;; E--2-'-. O 

i=l € 

n E(X2) 
Corolario 2.2. T. Si L --2 -3 - ;;=;: O entonces se curnple la ley débil de los 

J=t n 

grandes números, es decir, Sn ~ O o equivalentemente P[J ~ J ;;;. E] .;::;! O 
n n-ec 

para todo E > O. 
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Demostración: 

Sea t: >O entonces P[J~I;;. «] = P[ISnl;;. n«],;;; E E~;~j> =~E E~~f> 
j=l j=l 

O. por lo tanto P[I ~ 1 ;;. «] ;;::;; O. O 

Veremos ahora algunas definiciones y resultados no condicionales que nos 

permitirán seguir adelante en la prueba de los resultados condicionales que 

nos interesan. 

Si X es integrable (E(IXI) < oo) y elegimos e 

está centrada en su esperanza si E(X) = O. 

E(X) decimos que X 

Si e > O se define la variable aleatoria truncada en c. ,ye como 

,ye = { X

0 

si IXI < e 

si IXI ;;.e 
Notemos que xc es una v.a. acotada por lo que tiene momentos de todos los 

órdenes. 

Dos sucesiones de variables aleatorias {-Yn : n E N} y {X:, : n E N} tienen 

colas equivalentes si para casi todo w En existe n(w) EN tal que para todo 

n ;;. n(w) , Xn(w) = X:,(w), es decir, P[Xn # x:. i.o.J =O. 

Las iniciales i.o. significan ªinfinitamente seguido". 

Una sucesión de eventos En que tiene límite superior se acostumbra escribir 

lím sup En ó bien En i.o .. 

En i.o. es de hecho el evento n LJ Ek, por lo que [Xn # x:. i.o.] 
n=lk=n 

n LJ [Xk ?Í'XA,]. 
n=lk=n 

Las sucesiones {Xn : n E N} y {X:, : n E N} son equivalentemente conver-

gentes si convergen en el mismo evento excepto por un conjunto de proba

bilidad cero. 
1;.¡ ,. ·,· l ---····--·---
i :'.~;.!_'.; CON 

1 ... ·· ·. - " ·u···n n101 ·1a.,,N ':'-i.L!.c.;L·c 1 J:!. V :Í.- '.!:!..¡ 
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Estos últimos conceptos aplicados a teoremas límites se encuentran en Neuts 

(1973). 

Proposición 2.2.8. Sean {X"n : n E N} y {X:, : n E N} dos sucesiones de 

variables aleatorias tal que E P[.'Cn =F .'C:,] < oo, entonces: 
n=l 

a) {Xn : n E N} y {.'C:, : n E N} tienen colas equivalentes. 

b} E Xn y f; x:. son equivalentemente convergentes. 
n=l n=l 

"f: X1c "f: x¡ 
c) ~ y ~ donde bn T oo converge en el mismo evento y al mismo 

bn bn 
límite excepto en un conjunto nulo {de probabilidad cero) 

Demostración: 

a) Debemos mostrar que P[Xn =F x:. i.o.] = O. 

Sea En el evento [Xn =F x:.J entonces P[Xn =F x:. i.o.] = P(lím sup En] 

P[ fl LJ E1c), ahora si hacemos Bn = LJ E" notamos que Bn+t = 
n=lk=n k=n 

U E., e;; U E., = Bn por lo que la sucesión de eventos Bn es decre-
k=n+l k=n 
ciente. 

P[Xn =F x:, i.o] = P[ ñ Bn] = lím P(Bn) = lím P[ LJ E.,] 
n=l n-oo n.-oc k=n 

,,¡;;; lím f; P(E.,) = lím E P[X., =F x¡] = O por ser la cola de una 
n-oo k=n n-oc k=n 

serie convergente. 

b) Por a) sabemos que {Xn : n E N} y {.'C:, : n E N} tienen colas 

equivalentes, esto es, para casi todo w E Q existe n(w) E N tal que 
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para todo n ;;¡¡,. n(w) tenemos que Xn(w) = X:,(w). 

E X,,(w) = f: x:.(w) 
n=n(w) n=n(w) 

entonces para casi todo w E n, E X,,(w) y E Xn(w) difieren a lo más 
n=l n=l 

en un número finito de términos. 

Asi para casi todo w E n, E X,,(w) converge si y sólo si E x:,(w) 
n~t n=l 

converge. 

Por lo tanto f: X,, y E x:. son equivalentemente convergentes. 
n=l n=l 

c) por a) de nuevo tenemos que para casi todo w En existe n(w) tal qu~ 

para todo k ;;¡¡,. n(w) Xk(w) = X.(,(w). 
n(w)-1 

Luego si n es grande f:: (Xk(w) - X.(,(w)) E (Xk(w) - X.(,(w)) + 
k=l k=l 

n n(w)-1 
E (Xk(w) - Xi,(w)) = · E (Xk(w) - X.(,(w)). 

k=n(w) · , - .- k=sl 

A . 
1
• ~ (Xk(w) :_ Xk(w)) 

1
• "~1 

(Xk(w) - X.(,(w)) 
Sl n:_~ L.. bn = n.:..~ L... bn 

k=l k=l 
d(w) 1 n(w)-1 

lim -b- = d(w) lim -b = d(w) ·O= O donde d(w) = E (Xk(w)-
n-oo n n-oo n k=l 

X.(,(w)) es una cantidad finita que no depende den sólo de w. 

Por lo que para casi todo w E íl, lim i: (Xk(w); X.(,(w)) =O. 
n-oo k=l n 

Entonces para casi todo w E O, lím f: -"1<~> = lim f: -"i<wl. 
n-oo k=l """ n-=::x> k=l " 

Por lo tanto f: f" y f: ? convergen en el mismo evento y al mismo 
k=l " k=l " 

limite excepto en un conjunto de probabilidad cero. O 

Proposición 2.2.9. Sean X 1 , X 2 , ••• , X,, variables aleatorias independientes 

con E(Xk) = O y Var(Xk) = E(Xi) = <T¡ < oo para k = 1, 2, ... , n. 

--· ----------. 
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k 
Hacemos S1c = L xj para k = 1,2, ... ,n 

j=l 

Sea e > O entonces 

Demostración: 

Para e > O fija definimos los eventos E 1 = [IS1 f ;;;¡: e] y para k = 2, 3, ... , n 
k-1 

hacemos E1c = [IS1cl ;;;.. e] n ( n [ISJf < e]] es decir, el evento E1c ocurre si y 
j=l 

sólo si la primera vez que la suma Sj en valor absoluto iguala o excede a e es 

para j = k. 

Los E1c son ajenos, porque E1c es de la forma E1c = B1c n B¡;_ 1 n · · · n Bf donde 

Bí = [ISíl ;;;¡: e]. 

Ahora veremos que E= [ máx IS1cl ;;;¡: e] = Ü E1c. 
l~k~n k=l 

Sea w E E esto es, w E [,IJ!A~ IS1cl ;;;.. e] entonces i':;11c~~ IS1c(w)I ;;;¡:e. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que ,IJ!~ IS1c(w)I = IS,,.(w)I. 

EutonceslS,,.(w)I ;;;¡: e implica que w E E,,. o en un E1c con k,,;;; 771. 

A,;iw E Ü E1c. 
k=l 

Ahora sea w E Ü E1c entonces existe 1 ,,;;; m. ,,;;; n tal que w E E,,. implica que 
k=l 

IS,,.(w)I ;;;.. e. 

Pero máx IS1c(w)I ;;i: IS,,.(w)I ;;;.. e. 
l~k~n 

Por lo que ,IJ!A~ IS1c(w)I ;;i: e. 

Por lo tanto w E [
1
IJ!ftn IS1cl ;;;¡: <0]. 

Por otro lado E a¡= E Var(X1c) = Var(E X1c) por independencia. 
k=l k=l k=l 

E al = Var(Sn) = E(S~) - E 2 (Sn) = E(~) porque E(Sn) = O. 
k=l 

TESI:3 CON 
FALLI.:~ DB ORIGEN 
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f: a¡ = .f S';.dP ;;.: .f S';.dP = f: .f S';.dP porque B;. ;;. O donde E= Ü E,.. 
k=l n E ki::slEar k=l 

Ahora para 1 ,¡;; k ,¡;; n .f S~dP = f(S1c+X1c+i+· ··+Xn)2 dP = .f s¡dP+ 
E1c E1c E1c 

Calcularemos cada: uno de los términos anteriores. 

Si j = 1,. '.,; 71. -~{k . .f SkX1c+;dP = E[SkI e.Xk+J] pero 

:;i~::r:~r¿~~~17i) ;~~:~~- medible y por independencia se tiene que 

E[S1cie~X~+j] ,;,;;fE[S~1e~]E(X1c+;) =O. 

Ahora si :i;<F'fip 
.f X1c+;X1c+~·dP',;, E[Ie~X1c+;X1c+j'] = E(Ie.)E(3C1c+;)E(Xk+J') 
e. 

= P(E1c) • O = O por independencia. 

Luego f S';.dP = .f s¡dP + E .f XJdP :;;. f S'f,dP ;¡.: f e2 dP 
E1c E1c j=k+l E1c E1c E1c 

la última desigualdad es por la definición de Ek. 

Así 

j S~dP;;. j é'·dP = e2 P(E1c). 
E1c E1c, 

Por todo lo anterior 

n 

Por lo tanto E CT¡ ;;.: e2 P[ máx !Ski ;;.: e] 
k=l l~k~n 

implica que P[ máx IS1cl ;;.: e] .;;; ~E CT¡. D 
l~k:i;;;:n E k=l 
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Corolario 2.2.10. Sean Xi, ... ,X,. v.a.i. con Var(Xr.) = ,,.¡ < oo para 
n 

k = 1, ... , n. Si e> O P[i'2~ .. ISk - E(Sr.)I ;;. e] ,¡¡; ~{;a¡. 

Demostración: 

Sea Yr. = Xr. - E(Xr.) entonces E(Yr.) = O por lo que Var(Yi.,) = E(Y,.2 ) = 

Var(.'Cr.) = ,,.¡, además Yi, Y:,, ••• , Yn son independientes por la proposición 

2.2.9 se tiene 

k 

porque L: Yj = (Xi - E(Xi)) + · · · + (Xr. - E(Xr.)) = (Xi + · · · + Xr.) -
i=l 

(E(Xi) + · · · + E(Xr.)) =Sr. - E(Sk)· O 

En el corolario anterior sin= 1 se tiene la desigualdad de Chebyshev. 

Proposición 2.2.11. Sean Xi. ... ,X,. variables aleatorias independientes, 

-r >O tal que P[IXr.I ,¡¡; 7] = 1 para todo k = 1, ... , n. 

Si e > O entonces P[ máx ISr. - E(Sr.)I ;;. e] ;;;,: 1 - t:,.2<&12>. 
l~k~n ~ 

Demostración: 

Se tiene que con probabilidad 1 --y ,¡¡; Xr. ,¡¡; -y. 

Entonces - 7 ,¡¡; E(Xr.) ,;;;; 7 implica que - -y ,¡¡; -E(Xk) ,¡¡;-y. 

Así -2-y ,¡¡; Xr. - E(Xr.) ,¡;;; 2-y. 

Luego IX" - E(Xr.)I ,¡¡; 2-y. 

Podemos suponer que X" está centrado en E(Xr.) y que satisface 
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Sean ahora E > O y So = O. 
k 

Definimos F" = n (IS,j < E] para k = 1, ... , n con Fo =!l. 
i=l 

Notemos que Fo 2 F1 2 F2 2 · · · 2 Fn. 

[ n Je n 
Además F:;, = n (IS;j < E] = u [is,¡ ;;¡;,, E] = [ má.."< IS"' ;;¡;,, E]. 

i=l i=l l~k~n 

Corno en la proposición 2.2.9, E" = [ISd < "• ... , IS1<-d < E, IS"I ;a.. E] 

E = [l2h~ ISkl ;;¡;,, E] = F:;. 

Pero como Fk = [IS1l < E, .•• , IS1<I < E] tenemos que E" U F" 

"• ... , ¡s"-d < "l = F"-'' E" n F" = 0. 

Ahora calcularemos la cantidad I" = f S'f,dP - J s¡_1dP. 
F1c F.ir:-1 

f S'f,dP = f S'f,dP - J S'f,dP por lo que 
~ ~-· ~ 

[ISd < 

h = J SZdP - J s¡_,dP - J S'f,dP = J csz - sz_1)dP - J S'f,dP, 
flc-t F.,_1 E1c F1re-1 E,,, 

entonces 

I,, = J (X'f, + 2xksk-1)dP - J S'f,dP J X'f,dP + 2 J xksk-1dP -
~-· ~ F1i:-1 F1c-1 

f S'f,dP. 
E• 

Pero f X'f,dP = f IF._,X'f,dP = E[IF._,X'f,] = E[IF._,]E[X'f,] 
Fk-t O 

= P(F1<-tlE(X'f,) ;;¡, P(Fn)E(X'f,) porque Fn s;; F1<-1· 

Por otro lado 

J xksk-1dP = J IF._,sk_,X,.dP = E(IF._,S1<-1X1<) 
F1c-1 O 

= E(IF._,S1<-i)E(X1<) =O por independencia y porque E(X,.) =O. , _ 

TESIS CON 
rAI_JLl~ -c~E c1r~iCH~N 
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Sobre el conjunto E1c = [ISd < e, ••. , JS1c-1l <e, IS1cl ;;¡, e] 

tenemos que JS1cl = JS,._1 + X1cl ,¡;; JS1c-d + IX1cl ,¡;; e+ 27. 

Así J S'fdp ,¡;; J (e+ 27)2 dP =(e+ 27)2 P(E1c) 
E1c E1tt. 

por lo que - J S'fdP ;;¡;i::....(e+27)2 P(E1c). 
E1c .-~,:: :·;'. ··-·,. . 

Entonces :s:,',~,-: :·: · 

P(Fn) E E(X'f)';,_;(e:-;+:;,27);,p('.E);porque E= U E1c con los E,. ajenos. 

k=l ' :_ <.~~{~;f:~~~~~;}:f~]~~:;:~:~ti~~~~)~~;Jr~·'-.r·-~~. -·. -- - k=i n 

Por lo tanto f;'~d,f';;;;i:~c~.;)Var(S,;) - (e+27) 2 P(E) porque E E(X'f) = 

Var(Sn)· Fn;f'.: ::;,'.~V]E'.:{0·_,;;\ ·.·•.·. k=t 

Por otro lado J~ciP <;;;:e:P(Fn) porque Fn = [IS1I <e, .•. , JSnl <e]. 
F. ... , ' ' ... 

Así P(Fn)Var(Sn) - (e.+ 27)2 P(E):;;;; f S~dP ~ e2 P(Fn). 
Fn 

pero E = F:i_ entonces P(E) = 1 - P(Fn)· 

De este modo P(Fn)Var(Sn) - (e+ 27)2 (1 - P(Fn)) :;;;; é' P(Fn), es decir, 

P(Fn)Var(Sn) ,¡;; P(Fn)[Var(Sn) +(e+ 2-y)2 - e 2 ] ,¡;;(e+ 2-y) 2 

Asi P(Fn) ,¡;; [::;.~:;¿~ entonces 1-P(E) ,¡;; [::,.~;~·,. Luego P(E) ;;¡, 1- J:;:~;!;. 

Por lo tanto P( má.x ¡s,. - E(S1c)I ;;¡, e] ;;¡, 1 - [:;2c;»,. O 
l~k~n " 
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2.3. Criterios de Convergencia para Martin

galas 

Proposición 2.3.1. Sea {Xn : n E N} una sucesión de v.a.i. con Var(Xn) = 

a~ < oo para todo n E N. 

Si E a~ < oc entonces f: (Xn - E(Xn)) converge casi seguramente. 
n=l n=l 

Demostración: 

Sea Sn = :f: Xk y consideremos el conjunto de 112 variables aleatorias Yi = 
k-l 

J'<n+1 - E(Xn+1). ... , Ym = JYn+m - E(Xn+m) a las que aplicamos para e > O 

el resultado de la proposición 2.2.9, esto es 
···:'-;·.;,,;--\ k··:.·_ :· rn 

P('rriáx 1 E l'JI ;;;., e] ~ ts E Var(Y.,). 
: ~~·-/_; 1.~.~.~T_.,-:;~!~:.-;~?,'-; ,-_:~7 ·-·~ --- k;:/1.1 

Pero Y1 +Y,,+···:.¡... Yk =(Xri'.f:1:7- E(Xn+i)) + · · · + (Xn+k - E(Xn+k)) 

(Sn+k - Sn) - E(Sn+k - Sn);'~'C::> ,>;ce;: 

Var(Yk) = Var(Xn+k - E(X~~k))".=~~;,,r(Xn+k) := u!+k· 

Por lo tanto P[ má..x l(Sn+k - S~)qE(s_:;_.,) + E(Sn) 1 ;;¡, e] ~ ts E ~+k 
t,¡¡¡;;k:Et;;rn ._ - ,:,-_r--.\·· .. :·:.:_:. - _. k=l 

Definimos ahora T.,= Sk - E(Sk), A:.; =.sup'ITk+r -T.,¡ y 
. !";;i:1 :·~:-·: 

A = inf A., = inf sup ITk+r - Tkl· 
k;;tl k;J=l r;al 

00 

lím P[ máx l(Sn+k - Sn) - E(Sn+k) + E(Sn)I ;¡¡.e]~ ts E O"~+k· 
rn-:)0 lEi,;k~rn k=l 

Entonces 

Notemos que Tk+r-Tk = Sk+,.-E(Sk+r)-Sk+E(Sk) = Sk+r-Sk-E(Sk+r)+ 

E(Sk)· 

Luego An = sup ITn+r - Tnl = máx ISn+r - Sn - E(Sn+r) + E(Sn)I. 
r~l r~l 

Por lo tamo ,l~00 P[1~~"' l(Sn+k - Sn) - E(Sn+k) + E(Sn)I ;;;,. e] = P[An ;;;,. e) 

porque se está calculando la probabilidad de la unión de eventos monótonos 

TE;::~::; CON 
f ALL,i~ DB ORIGEN 
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crecientes que tienden a An. 
oc 

De esta manera P(An ;;;. E] <;; tz E o-¡. 
k=n+l 

Ahora 

An = sup ITn+r-Tnl, entonces P(límsup ITn+r-Tnl;;;. e]= P(inf sup ITn+r-
r~l n;;.l r~l 

Tnl ;;;. e] = P(inf An ;;;. e] = P[A ;;;. E] ,.;; tz f: O"~ para todo n E N. 
n;;.1 k=n+l 

Y como f: o-¡ se sigue que P[A ;;;. e] = O. 
k=l .. 

Por lo tanto {Sn - E(Sn): n EN} es de Cauchy casi seguramente. 

Asi {Sn : n EN} es de Cauchy casi seguramente. 

Concluyendo que Sn converge c.s. D 

Proposición 2.3.2. Sea {JYn : n E N} una sucesión de v.a.i. tales que 

IXnl ,.;; -y c.s. con ')' > O y Var(JYn) = u;i para todo n E N. Si f: (Xn -
n=l 

00 

E(Xn)) converge casi seguramente entonces E o-;i < oo. 
n=l 

Demostración: 

Usaremos la misma notación que en la proposición anterior. 
(E -t- 2-y)2 

Por la proposición 2.2.11 tenemos que P(An ;;;. e] ;;;. 1 - donde 
f: o-¡ 

An = sup ITn+r - Tnl y Tk = Sk - E(Sk)· 
r;>l 

k=n+l 

Porque P(sup ITn+r - Tnl ;;;. E] = P(sup ISn+r - E(Sn+r) - Sn + E(Sn)I ;;;. 
r~l r~l 

e] = P[sup IXn+1 + Xn+2 + · · · + Xn+r - E(Xn+i + · · · + Xn+r)I ;;;. e] ;;;. 
r;>l 

1- (E+2-y)2 = 1- (e+21')2 
Var(Xn+l + Xn+2 + · · ·) f: ,,.¡ 

Supongamos ahora que f: u"i 
k=l 

k=n+l 

oo entonces para cada n ;;;. 1 obtenemos 
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P[~n ;;;. e] ;;;. 1 - (<' + 21)
2 

= 1, por lo tanto P(An ;;;. <') 
00 

Así 

l. 

~ = inf 6k = inf sup ITk+r - Tkl = lím sup ITk+r - Tkl y lím P(6n ;;;. <') 
k~l k~l r;a=l n-oo 

P(~;;;. e)= l. 
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Por lo tanto E(;'\'."" - E(;'\'."n)) diverge ca.si seguramente de acuerdo a la ar-
n=t 

gumentación de la proposición 2.3.L O 

Observación. Sea {X"n : n EN} una sucesión de v.a.i. con IXnl .;;; í' c.s. Sea 

Var(Xn) =u~ entonces por las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 E (Xn - E(Xn)) 
n=l 

oc 
converge o diverge casi seguramente de acuerdo a si E u~ converge o dbterge 

n=l 
respectivamente. 

Proposición 2.3.3. Sea {;'\'."": n EN} una sucesión de variables aleatorias 

independientes tal que J;'\'."nJ <-y c.s. para todo n E N. E ;'\'."n converge casi 
n=l 

seguramente si y sólo si se cumplen: 

i} J E E(Xn)J < OO. 
n=l 

ii) E Var(Xn) < oo. 
n=l 

Demostración: 

Primero supongamos i) y ii). 

Como E u~ por la proposición 2.3.1, E (Xn - E(Xn)) converge casi segu-
n=l n=l 

ra.rnente. 

Esto significa que para casi todo w E O : E (Xn(w) - E(Xn)) tiene límte. 
n=l 

Asi E Xn(w) - E E(Xn) converge, pero como E E(Xn) converge entonces 
n=l n=l n=-1 
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f: Xn(w) tiene límte para casi todo w E íl. 
n=l 

00 

Por lo tanto ~ Xn converge casi segurrunente. 
n=l 

00 

Ahora supongamos que E Xn converge casi seguramente. 
n=l 

Introducimos una sucesión {x·:, : n E N} de v.a.i. que cumple: 

a) Para n fija, Xn y x:, son idénticamente distribuidas. 
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b) La sucesión combinada {Xn . • '<:, : n E N} es una sucesión de variables 

aleatorias independientes. 

Formamos la sucesión simetrizada X;'.! = Xn - x:,. n = 1, 2, . .. 

{·'<~ : n E N} es una sucesión de variables aleatorias independientes pues 

X~ = Xn - x:, es independiente de X::, = ,Y,,,.. - x:,.. 
IX~I = IXn - x:.1 .,¡;; IXnl + 1x:.1 ,¡;;;/'+-Y= 2-y c.s. 

E(X") = E(Xn - x:,) = E(Xn) - E(X:,) = O. 

Var(X~) = Var(Xn -X:,)= Var(Xn) +Var(X:,) = 2Var(Xn)-

Luego f: X~ = E (Xn - x:.) por lo que si f: Xn y f: x:. convergen c.s. 
n=l n=l n=l n=l 

00 

entonces E X~ converge c.s. 
n=l 

Por la proposición 2.3.2 tenemos que f: Var(X~) < oo entonces 
n=l 

2 f: Var(Xn) < oo.Asi E Var(Xn) < oc. 
n=l n=l 

Por lo tanto ii) se cumple. 

Ahora por la proposición 2.3.1 f: (Xn - E(Xn)) converge casi seguramente 
n=l 

y por tanto E E(Xn) E Xn - E (Xn - E(Xn)) converge, por tanto i) 
n=l n=l n=l 

trunbién se cumple. O 
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Proposición 2.3.4 (Criterio de las tres series). Considerar una sucesión 

{Xn : n E N} de variables aleatorias independientes. f: Xn converge casi 
n=l 

seguramente si y sólo si para c > O fija cada una de las siguientes tres series 

converge: 

a) E P(JXnl :;;;. e). 
n=l 

b) E E(X:i) donde X:¡ = 
n=l 

c) E Var(X:¡). 
n=l 

{ 

Xn 

o 
si PCnl <e 

si IXnl:;;;. c. 

esto es, {X:¡ : n E N} es la sucesión de las variables aleatorias truncadas. 

Además si las series de a), b}, o c) convergen para alguna e> O, convergen 

para todo c > O. 

Demostración: 

Supongamos que E Xn converge c.s. entonces Xn~ O. 
n=l 

Esto significa que P[,!.!._~ Xn = O] = 1 y que para cualquier e > O 

P[Iímsup IXnl;;. e]= O. 

Esto nos lleva a que P[l.Ynl :;;;. c i.o.] = O. 

El lema de Borel-Cantelli dice: "{En: n EN} sucesión de eventos entonces: 

i) Si f: P(E,.) < ex> entonces P(lím sup En) =O. 
n=l 

ii) Si además los eventos son independientes entonces P(lím sup En) = O 

ó 1 de acuerdo a si E P(En) converge o diverge casi segurrunente 
n=l 

respectivamente'.' 
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Y un corolario de Borel-Cantelli establece que: 

"P(Jímsup En)= O si y sólo si f: P(En) < oo cuando En son independien-
n=l 

tes" entonces en nuestro cnso tenemos P(límsup IXnl;;. c] =O. 

Por lo tanto f: P[IXn 1 ;;. c] < oo es decir a) se cumple. 
n=l 

Ahora por la proposición 2.2.8. f: Xn y f: x:; son equivalentemente con-
n=t n=l 

vergentes porque P[Xn o/= X;¡] = P[IX.,1 ;;. c]. 

Como f: P[X., o/= X;¡] = f: P[IX.,I ;;. c] < oo entonces por b) de la proposi-
n=t n=l 

ción 2.2.8 E X., y E X;¡ son equivalentemente convergentes. 
n=l n=l 

Ahora por la proposición 2.3.3 como IX:il ,.;; c tenemos que 

Ex:; converge c.s. si y sólo si i) E E(X;i) converge y ii) f: Var(X:;) < oo 
n=l n=l n=l 

Por Jo tanto b) y c) también se cumplen. 

Ahora supongamos que f: P[IJ\'."nl ;;. c] converge entonces como decíamos 
n=l 

00 "" • 

antes, E Xn y 2: .... 1(;,_ son equivalentemente convergentes. 
n=l n=l 

Si además 

E E(¿\'.";¡) < oo y f: Var(¿Y:;) < oo tenemos por la proposición 2.3.3 que 
n=l n=l 

Ex:; converge casi seguramente y por tanto E X., converge casi segura-
n=t n=l 

mente. 

Además la c que hace que se cumpla este resultado es cualquiera mayor 

que O. O 

Lema 2.3.5 (Toeplitz). Sea {an : n e N} una suceszon de núrrieros reales 

tales que ª" ~ a. Entonces Sn = ª 1 + · · · + ªn ;:::: a 
n n 

Demostración. Sea<:> O y como a.,~ a existe no(<:) =no tal que para 

TES'.(; CON 
f ALU, DE ORIGEN 
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todo n ;;;.: n 0 se cumple que Ja,. - aJ < ~-

Luego elegimos n 0 > no tal que ~ E lak - al < ~ esto es posible porque n 0 
o k=l 

es lo suficientemente grande para que al dividir una cantidad fija por n 0 se 

haga pequeña. 

Ahora tomemos n grande que cumpla que n > n 0 > n 0 entonces ambas cosas 

se cumplen ::.'- ... 
.. ·'·_ < .. ~~.::<. 

lan - al< ~·Yi,::<~:;}'lák - al < ~. luego 
no - ~J·~\;-~t~;---~~~~-:.:;·-·; no n 

1 !; E ak - al = 1 !; L: a,. .. +. ".1 
· · .. 'L~;:~.0:i: .. '".:_.···· ª.1· 1 !; L: (ak - a) + !; L: (ak - a) 1 

k=l k=l . - -' ;,:·_k~~o+lo-·:1._,.'.,;-1-:<,.. k=l k==rno+l 

por la desigualdad del triádgii~C,\\;:;'. ; : : 

1 ~ - al :!O; !'; E lak - O:¡~~ : f: +laio ~al :!O; ~ E la,. - al + !'; E lak - al 
k=l _.· k=no+l,,' 0 k=l k==no+l 

porque*<~· 

Así J~ - al :!O; ~ + !',(n - noH = ~ + ~ - ~~<E porque~< l. 

Por lo tanto Sn :=:: a. O 
n 

Lema 2.3.6 (Kronecker). Sea {a., : n EN} una sucesión de números reales 
- - k~ tal que ¿ ª" converge, entonces E n :=:: o. 

n=l k=l 

Demostración: 
1 .. 

Sabemos que s.. a1 + ... + lln con So = o por lo que n E kak = 
k=l 

1 n 1 - L k(Sk -S,._i) = -[(S1 -So) +2(S2-S1) +· · · + (n- l)(Sn-1 -Sn-2) + 
n k=t n 

1 1 n-1 
n(Sn - Sn-1)] = -[-S1 - S2 - ... - Sn-1 + nSn] = s .. - - E sk. 

n n k=t 

La sucesión {Sn : n E N} converge a un número s E IR y por el lema 2.3.5 

FALLA DE ORIGEN 



2.3 Criterios de Convergencia para Martingalas 

~1Es.,=s. 
n k=• 

n-1 n-1 

Pero también _n __ .!_ L S., ;::;;: s por lo que ..!:. L S., ;::;;: s. 
n - 1 n k=l n k=l 

l n-1 

De este modo Sn - n L S., ;;=;;::; s - s = O. 
k=l 

~ kak ___. 
Por lo tanto L.- -- n-~ O. D 

k=t n 
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Proposición 2.3.7. Sea {Xn: n EN} una sucesión de v.a.i. con Var(X.,) = 

a~ < ex:> n = 1, 2, ... 

S ~ ""~ < oc entonces S., - E(S.,) ~ O donde upongamos que L- n 2 n -----.-

.. 
s .. =¿;'(.,. 

k=l 

Demostración: 

n=I 

Definimos Y., = ;'l., - E(X.,) n = 1, 2, .. ·
n 

Entonces E(Y.,) = O y Var(Y.,) = * Var(X.,) = ~~ 

La sucesión {Y., : n = 1, 2, ... } es de v.a.i., además L Var(Y.,) 
n=l 

oo por hipótesis. 
= 

00 2 
~,,. .. 

=~n2 < 
n=l 

Se sigue de la proposición 2.3.1 que L(Y,. - E(Y.,)) converge casi segura-
n=l 

mente pero E(Y.,) = O. 
= 00 

Por lo tanto L(Y., - E(Y.,)) ¿v .. converge c.s. y aplicando el Lema 
n=l n=l 

1 n ~··· 2.3.6 tenemos: - L kY,,,- O, n n-o 
k=l 

X.,-E(X.,) 
pero Y., = k entonces 

..!:_ i: k (X., - E(X.,)) = ..!:_ i:cx., - E(X.,)) =.!.[s., - E(S.,)J .=::...O. 
n k=l k n k=l n n-0 

o 
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Observación. Si {Xn : ne N} es una sucesión de v.a. y {An : n E N} es una 

sucesión de constantes, una afirmación del tipo 5 " - An ~ O es conocida 
n n.-o 

como Ley Fuerte de los Grandes Números, a veces se establece con sucesiones 

{An: ne N} y {Bn: n EN} donde Bn = cx:> tal que Sn ;nAn:::;; O. 

Teorema 2.3.8 (Kolmogorov). Sea {J"\'."n : n E N} sucesió~ de variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Sn = L X1c 
k=i 

n = l, 2, ... entonces Sn - et E lR si y sólo si E(JXnl) < cx:>. Además en 
n "-~ 

este caso E(Xn) = et. 

Demostración: 

Supongamos que E(IXd) < cx:> (las v.a. son i.d.). 

l\lostraremos que Sn .=.::.... E(X1 ). . 
n n-o 

Introducimos una v.a. X idénticamente distribuida con X 1 • 

Sean E 0 = !1, 

En = [JXJ ;;;, n] n = 1, 2, ... 

En+l e;;; En porque si JXJ ;;;. n + 1 entonces IXJ ;;;. n. 
OQ OQ 

Asi E .. l, el límite es el eJ porque n En = n [IXJ ;;¡, n] = 0. 
n=l n=l 

Más aún, Ek -E1c+i = [IXJ ;;¡, k,JXJ < k+ l] = [k <;;; JXJ < k+ l]. 
00 00 

Por lo que LJCE1c - E1c+i) = LJ[k <;;; J~J < k + l] = [IXJ;;;. n] =En. 
k=n k=n 

Es decir En ha sido representado como la unión de eventos ajenos, por lo que 
00 00 

P(En) = P[LJ (Ek - E1c+1)] = L P(E1c - E1c+d· 
k=n k=n 

Por lo tanto f: P(En) = L f: P(E1c - E1c+d· 
n=l n=l k=n 

Las sumas dobles se trabajan como integrales dobles, en esta suma. tenemos 

'"'1'E···F r'QN ·Cl.1.J V 1 

FALLA DE ORIGEN 
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1 ,,¡;;; n .;;; k < oc tomando valores enteros. 
k 00 

Así que L P(En) = L L P(Ek - Ek+i) = L kP(Ek - Ek+1). 
n~l k=l n=l k=l 

00 oc 

Luego L P(En) = L nP(En - En+1). 
n=l n=l 

00 00 00 

Por otro lado L P(En) P(Eo) + L P(En) P(!l) + L P(En) 
n=O n=l n=l 

00 

l+ LP(En)• 
n=l 

~ ~ ~ ~ k 

También L P(En) = L L P(Ek - Ek+1) = L L P(Ek - Ek+i) = 
n=O n=O k=n k=O n=O 

00 00 

L(k + l)P(Ek - Ek+1) = L nP(En-1 - En) si n = k +l. 
k=O n=l 
Cualquier w E n con .Y(w) ;:;¡,, 1 pertenece a uno y sólo uno de los conjuntos 

[n.;;; IJYI < n + l] =En - En+l entone;;; I[En-En+i](w) =l. 

Pero nI[En-En+1¡(w) = n ,,¡;;; pq luego L nI[En-En+11 ,,¡;;; IXI. 
n=l 

Del mismo modo cualquier w E n pertenece a exactamente uno de los con-

juntos [n - 1 .;;; IXI < n] = En-1 - En 

e!!,tonces I[En-l-En¡(w) = 1 a.si nl[En-1-EnJ(w) = n > IXI implica que 

LnI[En-1-Enl > IXI. 
n=l -::o 

Por lo tanto L nI¡En-En+ll 
n=l 

Tomando esperanza 

00 

.¡;; IXI < L nI[En-1-EnJ• 
n=l 

f: nP(En - En+i) .;;; E(IXI) < f: nP(E,.-1 - En)· 
n=l 

00 
n=1

00 

Luego L P(En) .;;; E(IXI) < 1 + L P(E,.), 
n=l n=l 
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"" 
y como E(IXI) < oo entonces L P(En) <oc. 

n=l 

{ 
Xn 

Ahora para cada n E N sea x;; = x;: = 
0 

si IXnl < n 

si IXnl ~ n 
la truncación 

en n. 

Sabemos que Var(X;,) = E(X;,2 ) - .E"(X;,) ~ E(X;,2 ) = j x;.2 dP = 
' ' fl 

/ X~dP+ j 02 dP = / • X~dP =:• / X2d~ porque En = [IXI ~ n J. 
!IXl<nJ (IX¡;;mJ [IXl<nJ E~ 

Luego Var(X;.) =:/;Y;,~{J .. ~t.k2P(Ek-l -cEk).porque 

x
2 I E~ ~ ~ k2 Ii~~::%ifl~,;{>~: "F> .. . . · ·, .. . 

Para mostrar estl'I' afirmá~ióll'n~~a~os c¡ue [Ek-1 --.Ekl = [k- 1 ~ IXI < kJ y 

que E;¡= (IXI < ~J ~;·[~~~JJ;iT~c[f;1fE;2JU~-:-u[En:Cl~En] = kül (Ek-1-Ek)

Asi IEg = I[Eo-Eil + IÍ,,;i·~E.(+ .:~ +I¡..;]G.;;.;;..~¡ por lo que si w;; E;¡ entonces 

existe una única 1 ~ k ~ n tal ~ue L.J ~ lE~-1 - Ek] = (k - 1 ~ IXI < k] = 

[(k - 1)2 ~ IXI" < k"J. 
n 

Pero X2(w)IE~(w) ~ k 2 I[E•-i-E•I a5iX~IE~(w) ~ Lk2 I¡E•-i-E•I· 
' k=l 

Tenemos que 
n "" V (X") "" n k 2 

V-ar(X;,) ~ Lk2 P(Ek-1-Ek)YL ª~2 " ~ LL n 2 P(Ek-1-Ek) = 
k=l n=l n=l k=l 

00 :X) k2 '::e oc 1 L L n 2 P(Ek-1 - Ek) = L k 2 P(Ek-1 - Ek) L n 2 • 

k=l n=k k=l n=k 

Por otro lado E ~2 = ;,. + (k ~ l)2 + (k ~ 2 )2 + · · · ~ ; 2 +] :2 dx = 
n=k k 

1 11"" 1 1 1 1 2 
k2 - ; k = k2 + k :,.;; k + k = k" 
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1 · ~ Var(X:;) ~ 2 ( 2 ~ 
Por o tanto L...J n 2 .;;; L...J k P Ek-1-Ek)k = 2 L...J kP(Ek-1-Ek) = 

n=l k=l k=l 

2 [1 + f: P(En)] < oc. 
n=l 

n 

Ahora seas:;= L x;; n = 1,2, ... por la proposición 2.3.7 aplicada a la 
k=l 

sucesión {~Y;: : n e N} se obtiene qu. e (S:; - E(S;;)) ~ O, se verá entonces 
n n-o 

que .!_E(S;;) ;;::;;;: E(X) .. 
n . . 

Sean fija, É(~;;)~:/f.;.~p Y ~~n.+'-, f OdP = f 
.C,•n:::::.··.<:. · · •[IXnl<n]'c: •.:·:: ·(PCl;.n) (IXf<nJ 

j XndP = jxP ==,;E[Xf~::l ~.ero:.!f~:;; [
0

1.~I :~~~Je.;;=;: n, 
EC ec >. • ~ , ' ", ::1 "F; ' ¿ ,;1 ,. µ:;~ •1• ".:< {.,,:_'~í: 

p"or lo que x"IE"~ ·XI{= 'x.;:.·po
0

r:e(T~o~<;ffi,;: de Convergencia Dominada 

i;;:,:·+·~~?l~i~\;!~lil!·;; . 
Por último se sabe que {X,.'.: n :·e ~}·y {X;; : n e N} tienen colas equiva-

lentes porque para casi todo w E n existe n(w) tal que para todo n ;:;.: n(w) 

tenemos 

{ 

Xn(w) 
Xn(:..:) = X;;(w) = 

0 

si IXn(w)! < n 

si IXn(w)I ;:;.: n. 

1 n 1 n 
Por c) de la proposición 2.2.8 sabemos que n L xk y n L x; convergen 

k=l k=l 
al mismo límite y sobre el mismo conjunto casi seguramente. 

Por lo tanto .!_ (f: Xk - f: xz) .!:.::.. O. 
n k=l k=l n-oo 

De este modo .!_(Sn - S;;)~ O y como .!_ (S;. - E(S:;)) ..:::::_.O se obtiene que 
n n 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Sn - E(S;',) :.:.::_,. O pero E(S;',) - E(X). 
n n n 

Asi Sn:.:.::_,. E(X). 
n 

Ahora supongamos que ~ ""'--+ °' E IR, veremos que E(IXI) < oo y además 

E(X) =a. . 
N Xn Sn - Sn-1 Sn Sn-1 Bn· .:, .n - 1 Sn-1 •·•· O 
.L atemos que n = n = n ~ -.>:1n· ·::..·~{-; "!-..-;:::· ~ n - 1 = -
Por un Corolario del Lema de Borel-Cantelli que•.dice .. \ 

nn..:..:.... E(X) entonces a~=:, E(X). O ::.\:C,'.:[> 
·0'. 

El resultado anterior es una versión de la ley fuerte·de.los'grandes números, 

es el caso en que se tiene independencia e identidad en la distribución de las 

variables aleatorias. 

¿'( está centrada en su esperanza condicional si E(}CIQ) = O. 

Aqui g es subu-álgebra de :F. 

En las aplicaciones tomaremos X= J'<nºY g = u(X1, ... , Xn-1) con n;;;. 2. 

Si {Xn : n e N} es una sucesión de v.a. con E(IXnf) < oc para todo n ;;;. 1, 

µ 1 = E(Xi) c.s. y para n ;;;. 2 µn = E(XnlXi. ... ,Xn-d c.s. entonces 

E(µn) = E[E(XnlXi. ... , Xn-1)] = E(Xn) para todo ne N. 

{µn. :Fn = u(X,. ... , Xn) : n E N} no es martingala ya que E(µnl:Fn-d = 
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E(µnlX1, ... , Xn-d = E[E(XnlXi. ... , Xn-1) !xi. ... , Xn-1) 

= E(XnlXi. ...• Xn-1) = µn ,,¡,. µ,.-1• 

Ahora sea 7n < n y como (X.,. - µ.,.) es o-(X1 , ••• , X,._ 1 ) medible: 
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E[(X.,.-µ.,.)(Xn:;-cµn)IX1; ..• ,;Xn-d = (X.,.-µ.,.)E[X,.-µnlXi. ... ,Xn-1] = 

(Xm - µ,,,.) {E(x4¡;{;·::. ;X;.~1)-E(µnlX1, ... , Xn-1)} = (X.,. - µ ... )[µn -

µ,.] = ~-.·,<~,;>d;:.,,;!y.Y,;).;: •.;\.é\. ;' . 
Por lo tanto (:X~·;:..;; µ;;;py: (X .. • . .,-·µ,.;) son independientes dado 

Fn-1 =· ;.{~~·;~. ·~ ~ :::~jtt~~j-~~;:~:._ ·:. ~ .. ,,_··;.-~:~:-· 

:vt,:::~ µ:)J~f~i{rcef, -"" + ... +ex. - µ.)]'} ~ 
E [ f:cxk - µ") 2 + 2 . :E··_'.f~~(.1·~">cx1 - µ 1)] = E E [<x" - µ") 2

] + 
1.·=1 ~~~~';!{~.e·:> ;,:n· k=1 

2 E E[(x"-µ")(x;~~.;>J}=EE[(x,,,-µ,,,)2] + 
l'E;;k<j~n ·: ·" _.= · k=il 

2 E E [E [ex,. -µ,,,)cx1 --- µ 1)1x" ... , X;-1] J = E E[(x,,, - µ,,,)
2 J + 

l~k<j~n k=l 
n 

O = L E[(Xi. - µ,.) 2 ). Así si las variables aleatorias Xn están centradas en 
k=l 

µ" y S,. =E Xi. entonces Var(Sn) = f: Var(Xi.)-
k=t k=l 

A continuación estudiaremos algunos resultados sobre la convergencia de 

l\Iartingalas. 

Teorema 2.3.9. Sea {Sn: n EN} una martingala con E(S;i) <e< oc 

para todo n ~ 1 ~ entonces existe una v. a. S tal que 8 0 "~ S y Sn "~ S, 

además E(S,.) = E(S) para todo n. 

TESIS CON 
FALLA DE CTUGEN 
------·--~-
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Demostración: 

Como {Sn : n E N} es martingala, se cumple que para todo n > rn E(SnlS.,.) = 

Sm porque o-(S.,.) ~ u(Si. . .. , Sm) = :Fm. 

Entonces E[E(SnlF.n)ISm] = E(SnlSm). 

Pero por otro lado E[E(Snl:Fm)ISm] = 

E(SrnlSrn) = Srn. ,". 

Por lo tanto E(SnlSm)~S~Ú¡:;~~~.É[E(S..;¡s,,;I)] = E(Sm)· 
- . ,_.,· "·. .~·>,...:':. " ··. "~''"; ' ·~ ' . 

;::i~n~=:~~~=citit~1ji~ ~ ... i,(SnlSm) = s;., 

entonces E[E(S~SnlS.,.)] ='Eés;.)~e a,q~Í E(S.,.Sn) =: E(S;.). 

De nuevo para. todo n> ni í;;f(Sn_.:_ s.,;)~] =:'E(~) +E(S;.) - 2E(SnSm) 

E(s;) + E(B;.) - 2E(s;.) ,,;,, .Ecs;);-:.E(B;.). 

Por la proposición 2.2.2 {s; :n:ENle.i submartÍngala. 

Como E(S;) < e < oo es una su~eslón acbtad8; y creciente de números reales 

ya que E(s;+1 ¡s;¡) ;;;.·s;• entonc0ji_E(5;),,.; E(s;+,) <e, por tanto converge. 

Ahora lím E[(Sn - S.,.) 2 ] = •. IÍ~ [E(s;) :__ E(B;.)J = L - L = O donde 
n,rn-~ · ~-:">~~ . . 

L = J~E(S;¡). 

Sea E> o y definimos D(e) = n o [1sn+m - Sml;;;.: E]' asi 
rn=l n=l 

00 00 

w E D(E) si y sólo si w E n U [ISn+m - Sml ;;;.: E] si y sólo si 
mcsl n=l 

w E LJ [ISn+"' - Sml;;;.: E] pa.ra. todo ni EN si y sólo si pa.ra todo ni EN y 
n=l 

alguna n E N ISn+m(w) - Sm(w)I ;;;.: E. 

Si hacemos ahora. D = U D(E) entonces D es el conjunto donde la. sucesión 
e->0 ,-.. 

TESIS CON 
OHIGEN 
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{Sn: n EN} no es de Cauchy. 

Veremos que P(D) = O. 
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Si O < e 1 < e2 , w E D(e2) entonces para todo m ;;;., 1 existe n ;;;., 1 tal que 

ISn+,,.(w) - Sm(w)I ;;;., <12 > e1 de aquí que w E D(e1), po~ lo tanto D(e2) <;;;;; 

D(e1 ). 

Por lo que bastaría ver que P[D(e)] =O para todo e :>:o~': 

Sea D,,.(e) = Q [fsn7 ~ S,.rnl,'.;?; e]fr~~~~~~.A(e)':=~.o¡.D.,;(e). · 

Tenemos que mostrar que lim·'P[D,:,.(e)] ~.O . .<: :>' '.c · · 

Sea D,,..n(e) = [ máx JBi+. r~. ;;;;I ;¡,,.-"J.·~ lJ [1.Sntk-.Sml ;;¡,,e] n~- Dm(e) = 
l:S;k:Etn . ., . . ,-·~··, . ks:s~· /;;·. ··,·:."' .. ·. 

Ü [ISn+"' - S,,.I ;;;., ~] 
n=l 

P[D,,.,,.(e)J = P[l~~~1~;:-n;:~"--.-;'."1~ e]= P[Q[ISn+k - S,,.I;;;., eJ] 
·.. > .·. . " 

Sea w,. = s,,.+"..:.: s;;. 6.és.,;;;;'t. ~s,,:.+;.;::.::1)+ ... + (S,,.+i - s,,.) =¿es,,.+; -
S,,.+;-1). • .<f<'' : .• ~zr~. ;.~ ·.· n i=l 

Por lo tanto P[D,,.,,.(e)J,,,,; ~[rriá.x'1ivk¡';;., e].;;;~ LE[(s,,.+i - s ... +;-1)2] 

.· ;·.y}"~~~~·~<'~~::~ ... :r:· · € j=l 

pero E(S,,.JSi. ... , S,,.-1) =.:5'~:'.::i;.porser martingala. 

Luego S,,. - s,,._1 = S,,..,... .b(s;.[¡sL ... s,,._i) y además E[(S,,. - s ... -1)2] = 

E(~) - E(s;,_i) < OO. i::~x 
Se tiene entonces que P[D.n,Xl;~;.;;; e~ t E[(S,,.+, - S,,.+;- 1 )

2
] 

,-;,;_.-,·~:-:. .]=1 

~ f: [ E(S!+;) - E(S!+¡-1)r~ ~ [ E(S!+ .. ) - E(S!)]. 
j=l 

Por lo tanto P[D,,.(e)J = lím P[Drn,n(e)J .;;; ~ lím [E(B!+n) - E(S!)]. 
n-oo E n-oo 
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De aquí P(D(e)] = ~~"" P(Dm(e)] ~ ,,!~"" ,!i..n;, ~ [ E(S!+n) - E(S!)] O. 

Así P(D) = O y {Sn("-·) : n E N} es de Cauchy c.s. 

De este modo {Sn(w: n EN)} converge. 

Consideramos puntualmente el límite de Sn, esto es, S(w) = J~ Sn(w) que 

es v.a. 

~-[ás aún, Sn~ S.;.·. _. ~:·_. 

Veamos que E(S~) <·~ Y qu'e Sn~ S. 

Sabemos que Sn~~--s;~riti:mce5 S~;.=~ S 2 y además ·{E(S;i) : n E N} e!! 

una sucesión creciente yác{,;t~ade números reales, erit{,;nces por el Lema de 

:;~== J S2 dP= /1írnf~#;;~E:~ lfri1i~Jisx:i~ilí~;;fE(S;;) <OO. 
n n . . ... - .. - --·- - ne-.·''>"" - - ---· 

Así E(S2 ) < oo. . . , -· -- ·- - ~ 

Por otro lado E((Sn - S):i] ~ 'Jcs~ _;_ ~)~dPi'= J l~i~f(Sn - Sm)2 dP ~ 
- n· .- - · ·· ·· n 

lím inf /<sn - Sm)2 dP = -lím_ ~((S.; - s_..:)2
] ~ara todo n ;;;. l. 

m-~ ~-~ n - - -

Por lo tanto lírn E[(Sn-S)2 ] ~ lím lím E((Sn-Sm)2 ] = lím lím { E(S;;)-
E(S!)} = 0~-oo n-.,..m-= n-oom-oo 

Finalmente E(Sn) no depende de n y como Sn~ S entonces S converge en 

distribución a S y E[(Sn - S)2 ] - O. 

Luego E(Sn) - E(S). O 

Corolario 2.3.10. Sea {Xn : n EN} una sucesión de u.a. con 

E(XnJX,, ... . JYn-i) = O c.s. para todo n EN. 
~ E(Xf) Sn •-•- o 

Si L.-~ < oo entonces --;:- . .,_, 
..-~~~~~~-:--::-'.:-::-~~----.·\-

TESIS CON 
FALLl\. DE ORIGEN 
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Demostración: 
~xk Sea Y,.= ¿_ k entonces E(YnlYi, ... , Yn-d = 
k-=l 

E [ Yn-1 + :n jv,_, ... , Yn-1] = Yn-1 + ~E(XnlXi. ... 'Xn-il = Yn-1• 

Por lo tanto {Yn : n E N} es martingala. 

Luego E(Y,;) = f: E~~Z) ,+ E x;-:k. 
k':"l '· ,.. . j .. k ·:. . 

Si suponemosqu~.j < k podemos c~lcular E(X;Xk)· 

E(X;Xk) = E(f.c.¿y;x~1~1:,:'. .:Sck:'.¡)f=,B[X1E(XklXi. ... ,Xk-1)] 

E(X¡ ·O)= O. . ... ·· ·. .. . · .. 
. . ,· n. E(X2) oo E(X2) 

De este modo E(Y,;) = •L ,~ .;;; E . ~2 k < oo. 
k:=l k=l 

Por lo que existe una v.a; y. tal que Y~ Y. 

Asi E ~k ~ Y como consecuencia del Teorema 2.3.9, 
k=l 

y por el lema (Kronecker) 2.3.6 haciendo ak = J~k tenemos que 

i: kak = i: Xk = Sn =::_. O. 0 
k=l n k=l n n n-oo 
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Corolario 2.3.11 (Teicher). Sea {Xn : n E N} una sucesión de variables 

aleatorias independientes con E(Xn) = O y E(X~) = O'~. 

Si se cumplen: 

oo .., n-1 

•')~O';;~ 2 < 
~ n"' ~uk oo. 
n=2 k=l 

n u~ 
ii) ~-%-O. 
~ n n-oo 
j=l 

00 

iii) E P[IXnl ;;,. an] < oo para alguna sucesión {an n E N} de números 
n=l 
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::x:i a2u2 
reales positivos con L ;;_..,, n < oo. 

n=l 

Entonces Sn:.:.=:.._ O. 
n 

Demostración: 

Notemos que ( -:-,n) 2 

(X1+···+Xn)
2

-..!.~x2 ~~X-X 
- 2 L.- " + 2 L.- J le• 

n n k=l n J<k 

00 00 
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{ 
X~ si IXnl < an 

Sea Yn = 
0 

entonces 
si no 

L P[Yn # X~) = L P[IXnl ;;;;, 
n:1::1l n=sl 

an] < ~ p~r iiil. 

Asi L ~: y L ~~- converg;el1 al.mismo límite. 

Lueg:=;,,ar(Yn)k:t E(Y,?r-É2(Yn) ,¡;; E(Y,?) = f X~dP < a~ J X~dP < 
··•' [IXnl<an] [IXnl<an] 

a~ j X~dP = a~Var(X~)LaM~ uriplica que E Va~~Yn) <Eª~':~< CX'.l 

n - n==l n=l 

por iii). 

Ahora sea Zn = Yn - E(Yn). 
n 

Yn y Zn son funciones de Xn, donde E(ZnlZi. ... , Zn-1) 

independencia. 

O por 

~ E(Zt) ~ Var(Yj..) l C l . 2 3 lO ~ (Yk - E(Xk)) c... O 
L.-~= L.- k 4 < cx:iypore oro ano . . L.- n 2 - • 

k=l k=l k=l 
n E(Y.) n 2 

Además E -n!- .;;; L :~ porque E(Yk) = E(Xiiux.1.;a.1) .;;; E(xn =u¡. 
k=l k=l 

~ Yi.- ~ E(Yk) c... ~ E(Yk) .. ) 
De este modo L.- 2 - L.- ----:;--- -- O pero L.- --2- - O por zz • 

k=l n k=l n n--:oo k=l n n-oo 

~y,.. c .•. 
Por lo tanto L.- n 2 =;: O. 

k=l TESIS CON 
FALLA DE OfüGEN 
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.,f-.. X.S- 1 
Hagamos l-Vn = L.-~ para n ;;,, 2. 

j=2 J 
Notemos que l-Vn es función de 

X¡, ..... ,Xn-1,Xn. 

• • - [ ~ J'C;S1-1 XnSn-l 1 ] n-l X;S;-1 
E(WnlWi. ... , l-Vn-1) - E L..,, --.-2 -+--2-- l-V1, • •., l-Vn-1 = E--.-2 -+ 

j=2 J n j=2 3 

Sn-1 ~ ~ X;S1-1 Sn-1 - - -n-l X;S1-1 
--;:i:¡-E(XnjX., ... , J'Cn-1) =L..,, --.-.2-- + n 2 E(Xn) = L --.2-- porque 

j=2 - _ J - - - J=2 :J 
E(Xn) =O. 

Por lo tanto E(l-Vnll-V1, ••• , l-Vn~t) = l-Vn-1• 

Mº t E_(_l_V2 ) _ .,f-.. E(XJSJ-1) .- _°"' E(X;XiS1.:.1SJ-l) 
¡: 1en ras qu_e - n -·L...J , ·..a. +L... ' . i2-º2 .. 

e< jca2 ' 3 ·.¡.pj . ·<>-·, ;·:J 
Supongamos ahora que i · < j : · - -

E[X,XjSi-lSJ-l] = E[E[X,XjS1-1Sj-1IX1,-·'.-'~i-dl --

= E[x,s,_1S;-1E(X;IXi. ... ,Xj-i>] = s[x1S;-1Sj.:__iE(Xj)] 

E[x,s,_1S;-1. o] =o. 
Así por independencia 

j-1 

n E o} 
E[l-F,;] =E E(XJ.:J-1> =E E(XJ)i::.(SJ_i) 

j- J j- J 
= Eu;i=~.. ~ 

j=2 J 
00 j-1 2 

"" 2 "" <7¡ ') L.- ªJ L.-~ < <XI por ·1, • 

J=2 i=l J 
Por el Teorema 2.3.9 l-Vn converge a l-V y por el Lema 2.3.6 de Kronecker 

n n n jX,-;;-1 
IV. °"' J'C;S;-1 °"' . °"' J •-•- O 

n = f;;;. ---p- = f;;;. ªi as1 f;;;. --n-- :=; · 

L ..f-.. X;S;- 1 •··- O .,f-.. X;S;-1 •-•- O uego L..,,,, --. -- - entonces L.- --2- - , 
i=2 Jn ""-=io i=2 n "-oo 

porquej ~ n, jn ~ n 2 , ~ ~ -Jñ.. 
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n n 

Ahora L L X;X1e = L X;S;- 1 = L X;(X1 + · · · + X;-d-
J<k j=2 j=2 

Por lo tanto ~ X;-'<1< ~ O fu n2 n.-oo • 

E S~ ~X~ 2 ~X;X1e •.•. b •. ntonces 2 = ~ --:¡- + ~ --2- - O porque am os termines conver-
n k=l n j<k n n.-oo 

gen a cero c.s. 

Asi ~~O. 

La igualdad E E X;Xk 
j<k 

n 

L X;S;-1 se cumple porque L L X;.'<1< 
j=2 j<k 

n k-l n n 

E E x;x., =E x.,(X1 + · ·, + xk-1) =E x.,s.,_1. o 
k=2 j=l k=2.'" ·;. k=2 

Consideremos una sucesión de variables aleatorias {•'<n : n e N}, esta suce-
. ,._ - .. 

sión tiene límite finit_o o'infinito siempre y cuando el número de oscilaciones 

entre dos reales a < b_.cl1l"llquiera es finito. 

Dicho de otro modo, para que una sucesión no tenga límite, basta con la 

existencia de dos reales a < b tal que el número de oscilaciones entre ellos 

sea infinita. 

Tornemos dos números reales a < b, para cada w E f2 , {•'<n(w) n E N} es 

una sucesión de números reales. 

Definirnos: 

T 1 (w) = mín{n: Xn(w).;:;; a}= Primera vez que la sucesión está por debajo 

de a. 

T 2 (w) = mín{n : n > T1(w),.Yn(w) ;;;, b} = Primera vez que la sucesión 

está por arriba de b después de estar por debajo de a. 
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La k-ésima vez que la 

sucesión está por debajo de a. 

T2k(w) = mín{n: n > T2k-1(w),X,.(w);;;.: b} =La k-ésima vez que la suce

sión está por arriba·.de b; 

En el éaso e1{qu~ algún'conj~to se~ vacío, el T("-') correspondiente es infini

to. 

Además T 1 < T 2 < T3 < · · ·. 

Por otro lado, cada v.a. T. es una variable extendida, con T. ;;;;. s c.s. 

se cumpliría la igualdad si en cada paso hay una oscilación. 

Paran~ 1 sea 

. { má.x{s :

0

T2. :,.;; n} 
U,.(a,b) = 

siT2 :s:;;n 

siT2>n. 

U,.(a, b) es el número de cruces u oscilaciones de a a b. 

Notemos que O :,.;; Un(a, b) :,.;; [~]. 

J~~ Un(a, b)(w) existe en IR", si vale oo entonces la sucesión {X,.(w) : n E N} 

no ~iene límite en los nún1eros reales. 
liíl 

Veremos que U,.(a,b) = LsI!T2,<;n,T,.~2>nl· 
a=l 

Si T 2 (w) > n entonces U,.(a, b) = O cumpliéndose la igualdad porque todas 

las indicadoras del lado derecho valen cero debido a que 

(T2 • :,.;; n, T 2.+2 > n] = IZJ para todo s ;;;;. l. 

Supongamos ahora que T 2 (w) :,.;; n. 
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Sea r = máx{s;;;., 1: T2.(w) .;:; n} entonces 

Un(a, b) = r, T2r(w) .¡¡;; n, T2r+2(w) > n asi rI¡r,.,¡;n,Tor+•>n] 

para todo s ~ r tenemos que I¡r,.,¡;n,T2 ,.2 >n] = O. 

r y también 

(!}] 

De este modo L sI¡r2 .,.n,To,..>n] = r = Un(a, b). 
•=1 

O.;:; Un(a,b).;:; [~]por lo que Un(a,b) es integrable. 

Para j ;;;. 2 definirnos l'j(w) como 

Y;(w) = { o
1 

si existe s tal que T 2.+i(w) < j .¡¡;; T 2.+2 (w) 

en otro caso. 

l'j(w) = 

Y;(w) = 

O si la (s + 1)-ésirna vez que la sucesión estuvo por debajo de a 

es menor que j que a su vez es menor o igual que la 

(s + 1)-ésima vez que la sucesión estuvo arriba de 

b, para alguna s.;;¡.. O. 

1 en otro caso. 

si para alguna s ;;:= O, la sucesión está en una transición 

de por debajo de a a por arriba de b al tiempo j o paso j. 

si no. 

Veremos que l'2 = I¡x,>a]· 

Si Xi(w) >a entonces Ti(w) ~l. 

Luego T 1(w) ;;;. 2 pero 2 .;:; T1(w) < T2(w) < T3(w) < · · · asi que T,(w) > 

2 para todo l de aqui que Y2(w) = l. 
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Ahora supongamos que .'\'."1 (w) ,,¡;;a, entonces T 1 (w) =l. 

Asi que 

1 = T,(w) < T2(w) de donde T2(w);;;,, 2. 

Por lo tanto T 1 (w) < 2 os;; T 2 (w) tomando s =O.Luego Y,,(w) =O. 

De este modo l'2 = Ipc1 >o)· 

Ahora mostraremos que para j ;;;,, 3 se cumple la igualdad 

l'J = I[Y,-1=0,:<,-t~~)u[Y,-1~1.x/.:..1.>a}·.~ 
Definamos los eventos: 

A= [1'J-1 =O, X;-1 ;;.. b], B = (Y¡...:í = 1, X1-1 > a], 

113 

entonces mostraremos que Yj = IAuB, pero antes explicaremos qué significa 

la ocurrencia de .4 y B. 

El evento .4 ocurre si al tiempo (j - 1) la sucesión está en una transición de 

a hacia b y ya llegó a b. 

El evento B ocurre si al tiempo (j - 1) la sucesión no está en una transición 

de a hacia b y está por arriba de a. 

Notemos que los eventos .4 y B son ajenos. 

Entonces verificamos a continuación la igualdad Yj = IAuB donde 

.4 = [Y;-1 =O. x,_, ;;;. bj. B = [Y;-1 = l, X;-1 > aj. 

l. Supongamos que ocurre A, es decir w E A entonces Y;- 1 (w) =O, 

X;-1(w) ;;;. b. 

Asi exist:e s E {O, 1, 2, ... } tal que T 2 .+ 1 (w) < j - 1 ,,¡;; T2.+2(w) 

rnín{n: n > T(wh.+1. X2.+2(w) ;;;,, b} pero 
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XJ-1(w) ;;;¡: b. 

Luego T 2.+2 (w) ,¡;; j - l. 

Por lo tanto T 2 .+2 (w) = j - 1 esto es j está. en la transición de b hacia 

a, por lo que l'j(w) = l. 

2. Supongamos que ocurre B, es decir w E B entonces l'J- 1 (w) 1, 

XJ~1 ~(¿)).~ ~~. i\L •; 
Si nuiic;~)ia'~riíz~dci pór debajo de a entonces l'j(w) =l. 

., - . ~. , __ .•. ··;'J 5'' >.f·,,·,~ 

Si ya c~úzÓ por debajo de a alguna vez, está. entre by a pues XJ-l (w) > 

a asi ~n '~iitÍ:ht~:~ j• de todos modos sigue en una transición entre b y 
-.-¿/: '.-::· ·.·.·;-_._. 

a pues lo 'méjor q..;e podía ocurrir es que .YJ(w) ,¡;;a esto es l'j(w) =l. 

Por lo t..;,to IAus(w) = 1 implica que l'j(w) = l. 
Ahora supongamos que -4. U B no ocurre y veremos qt1e .. l'J."'':'. O. 

Supongamos (A U B)c = A" n Be = { (Y;-1 = 1] U (•rJ21 ~-bJ}n · 
{ [l'J-1 = O] U [X¡- 1 ,¡;; aJ} ocurre. · .•••.. · · •···. ·.· 

Seaw e {fY;-1 = l]U(X¡-1 < bJ}n{(l'J-1 = O]U[Xj_1·,¡;; aJ} entonces 

{ l'J- 1 (w) = 1 ó X¡-1(w) < b} y { l'J-1 (w) =O ó X1-1(w) ,¡;;a}· 

Si l'J- 1 (w) = 1 implica que X¡- 1 (w) ,¡;;a. 

Entonces, en el tiempo (j - 1) la ·sucesión está. en una transición de b 

hacia a y acaba de llegar a a. 

Luego, en el tiempo j irá de regreso, es decir. la sucesión irá. de a hacia 

b. 

Esto implica que l'j(w) =O. 
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Si l'J-i(w) =O entonces J'<;-i(w) < b. 

Luego, en el tiempo (j - 1) la sucesión está en una transición de a hacia 

b pero aún no llega a b pues J'<;-i(w) < b. 

Por lo que, en el tiempo j seguirá en el mismo recorrido. 

De este modo Y;(w). = O. 

Por lo tanto Y; =1AuB' 

Asi que Y; es i.'ariable aleatoria u(X1 , •••• x 1 _ 1 ) medible. 

Un tratamiento diferente de este problema se puede encontrar en Chow y 

Teicher (1978). 

L:ma 2.3.l.2. Para toda sucesi6n {Xn :·n E N} .se cumple que 

L Y,,(X. - x._,) + (b - a)Un(a, b) ,,¡;;. (Xn-:- a)+ c.s. 
s=2 · 

Demostración: 

Hay varios casos: 

l. Si Un(a, b) =O. entonces T2 >Ti.. 

i) Si T 1 = 1 tene~os que Xi ,,.; a. luego Y. =O paras= 2, ... , n. 

Por lo tanto LY.(X.-X.-1)+(b-a)Un(a, b) =O.;;; (Xn -a)+. 
•=2 

ii) Si 1 < T 1 .;;; n entonces Y. = O cuando s > T 1 y Y. = 1 para 

s,,.; Ti. 
n Ti 

Asi que L Y,,(X. - x.-i) = L Y,,(JY. - x._,) = Xn - Xi < o 
~=2 s=2 

porque XT, ,,.; a y Xi> a. 

L'!~ aqui que 

~ Y,,(X. -X._i) + (b- a)Un(a, b) = Xr, -Xi< O,,.;; (Xn - a)+ . 
.s=2 
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üi) Si T 1 > n entonces la sucesión no ha estado por debajo de a. 

Tene!!1os que Y. = 1 para s = 2, 3, ... , n; 

así E Y.(X. - JY.-1) = Xn - X1 < Xn - a .;;; (Xn - a)+ 
•=2 

má.x{O, Xn - a}n porqué X1 >a. 

De este modo E Y.(JX-. -~Y.-1) + (b-a)Un(a, b) .;;; (Xn - a)+ c.s. 
•=2 . 

2. Si Un(a. b} >O, entonces T 2 ··.;;; n así qt1e.T1 < T2 ,;;;; n. 

Si T 1 ;;;¡,,. 1 para todo j tal que T 1 <·J ,;¡;; ;,2 se tiene que Y; = O. 
n n 

Por lo tanto L Y,,(X. - x.-1) = ex;, - X1) + E Y.(X. - x.-1) 
11=2 . s=T::s+l 

pero Xr, -X1 .;;; O porque Xr,,;;;; a y ¿1(1 = JYr, si T 1 = 1 de otro modo 

X 1 >a. 
n 

Luego (Xr, - X1) + L Y.(X. - x._t) .¡;; 
s=T:z+l 

que si j ,;;;; T 1 entonces l'j = l. 

Aquí hay dos posibilidades: 

n 

E Y,,(X. - x.-1) ya 
s=T2+l 

Existe t tal que T 2 ,.,_1 < n ,;;;; T 2 ,+2 o bien existe t' tal que T 2 ,. < n ,;;;; 

T2t'+t· 

Son ajenos ambos casos. n 

Si se da la primer posibilidad E Y,,(X. - x._t) = (Xr, - Xr.> + ... + 

(Xr,,~, - ,"\.""r.,) ,;;;; (a - b)t =(aª- b)Un(a, b). 
n 

Asi E Y.(X. - x.-1) .¡;; (a - b)U .. (a, b}. 
s=-2 

n 

Por lo que E Y.(X. - x.-1) + (b - a)Un(a, b) ,;;;; o < (Xn - a)+. 

Si ¡:e da la s~g;.mda posibilidad entonces, 

L Y.(JY. - .1(._t) = (Xr3 - Xr.) + · · · + (Xr.,,_, - Xr.,,_ 2 ) + (Xn -
.s=T2+l 
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xT • .,) ,¡;; (a - b)t' +(a - XT.,,) + (Xn - a) ,¡;; (a - b)t' + (Xn - a) porque 

(a - XT
2
,,) < 0 debido a que XT

2
,, ;;¡. b > a. 

Pero (a;; b)t' +(X,. - a) ,,;;;; (a - b)Un(a, b) +(X,. - a)+. 

Luego E Y;.(X. - x·._i) + (b - a)Un(a, b) ,,¡;;; (Xn - a)+. o 
N=2 

Teorema 2.3.13 (Desigualdad de Cruces de Doob). Sea {X1 , ••• ,X,.} 

una submartingala con respecto a :F1 ~ 2""2 ~ • • • ~ Fn ~ F en.tonces 

E[Un(a, b)j ,:;;;: -. -
1
-E[(X" - a)+]. 

a-a 

Demostración: 

Y. definida como antes es :F..-i n1edible entonces 

E[Y.(X.-X.-d] = E[E[Y;.(X.-X._i)j.1'"._iJ] = E[Y.E[(X.-X.-1)l:Fa-d] 

E [ Y;.[E(X.!:F..-1) - X.-d] ;;;. O porque E[X.jF.-iJ ;:;¡,, X.-1 (sub~artingala). 

Asi O,,;;;; E[f: Y;.(X. -_X.-d] ,,;;;; (a - b)E[Un(a.b)] + E[(X,. -~)+]. 
•=2 

De este modo (b -:: a)E[U,;(a, b)] ,,;;;; E[(Xn - a)+]. 

E[(X~~~)..:.] . 
Por lo tanto ... b _ ª" · ;;;. E[Un(a, b)] que establece una cota superior 

para el número ·promedio de cruces de a hacia b. O 

Teorema 2.3.14 (Convergencia de submartingalas). Sea 

{X,.,:F,.: n EN} una submartingala. Supongamos que límsup E(l~X-,.1) < oo. 

Existe una v.a. X que es cr (ü F,.) -medible tal que X,."~ X y además 
n=l 

E(IXI) ,.; límsup E(IX,.I) < oo. 
n-3'> 

Demostración: 

Sean a < b con a, b E Q. 
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Definimos D(a,b) = {w: líminfXn(w) <a< b < límsupXn(w)} 

Sea D = LJ D(a, b). 
•<• 

a,beQ 

Notemos que D es el conjunto en donde la sucesión 
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{Xn : n E N} no converge, porque una sucesión an no converge si lím inf an < 

límsupan y por tanto.i_ntroducimos en medio dos racionales. 

D(a, b) es medible. l'orqtie D(a, b) = [lím sup Xn > b] n [lím inf Xn < a] y 

además lím inf Xn y límsup Xn son v.a. 

Veremos que P(D) = o: 
Basta probar que P[D(a, b)] =O porque 

P(D) .¡;; L P[D(a, b)]. 
a.beQ 

Sean ;;;¡,, 1, Un = Un(a, b) es el número de cruces de X1, ... , Xn de a hacia b. 

Entonces {Un : n E N} es una sucesión creciente de v.a. no negativas por 

tanto Un converge o diverge a infinito. 

Para w e f2 hacemos U(w) = lím Un(w). 
n-oo 

l\fostraremos que P [{w: U(w)' = oo}] =O= P[D(a, b)]. 

J~~ E(Un) = lí;:1_:!p E(Un) .;;; b ~a lí;:i_s!p E;l(Xn - a)+] por la desigualdad 

de cruces de Doob. · 

b ~a lí!::_s!p E[(Xn - a)+] .;;; b ~a lí;:i_s!p E[IXnl + lal)] < oo 

ya que O .;;; IXnl + Jaj, Xn - a .;;; IXnl + laJ entonces má.x{O,Xn - a} .;;; 

IXnl+laj. 

Por lo tanto (Xn - a)+ .¡;; IXnl + lal. 

Así J~~ E(Un) < oo, por el Teorema de Convergencia l\lonótona Un i U. 

De aqui que E(U) existe, luego U es finita casi seguramente. 
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Por lo tanto P[U = oo] =O pero D(a, b) s;; {w: U(w) = oo}. 

Entonces P[D(a. b)J .;;; P [{w: U(w) = oo}] = P[U = oo] =O. 

De este modo P(D) = O. 

Entonces ,'<n con\•erge casi seguramente a una v.a. X. 
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Xn es Fn-medible para todo n;;;;. 1 implica que X es u (Q Fn )-medible. 

Además por el Lema de Fa.tau, E(IXI) .;;; E[lí~~~f IXnl] .;;; lí~~f E(IXnl) .;;; 

límsupE(IXnD < oo. O 

Observaciones: 

l. El resultado anterior se cumple si reemplazamos límsup E(IXnl) < oo 
n-oo 

por sup E(i)Cni) < oo. En la demostración se usó que 
n;;>l 

límsup E(!.l(",.i) < oo en los siguientes pasos: 
n-oo 

lím E(Un) = límsup E(Un) por monotor..ía 
n-oc n-~ 

= sup E(Un) por monotonía 
1 1 

.;;; sup b _a E[(Xn - a)+] .;;; b _a sup(E(IXnl) +la!]. 

Otro lugar en donde aparece límsupE(IXni) es: 
n-<>0 

Por el Lema de Fatou: E(IXI) .;;; E(lí~~f IXnlJ .;;; lí~~f E(IXnl) 

sup inf E(IXkl).;;; supE(IXni) < oo. 
n;a:l k';J:;r n;;tl 

2. Si Xn es submartingala en~onces -)<n e.s superrnartingala por tanto el 

Teorema es cierto para supermartingalas con la misma hipótesis, porque 

límsupE(I - X,.i] = límsupE(IXnl], como una martingala siempre es 

submartingala el resultado es cierto para martingalas. 

3. Notar que: 
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a) límsupE(IXnl> < oo si y sólo si límsupE(X.t) < oo. 

b) sup E(IXn!> < ·:x:> si y sólo si sup E(X;i) < oo. 

Demostración: 

IXnl = x;; + x;; 
2X.t-Xn. 

x;; + x;; + x,.; - x;; 2X;i --, (X;t - X;;) 

Entonces E(IXnl> = 2E(X;i)'-E.(Xn), peroc:omo {~n.): n ~ N}es sub

martingala tenemos que E(Xn.l.:F~-d ';;;;. X~-1/ L'i.;:eg~/.E[.Ecx;.¡.r.;_1)] = 
.. - ' ..... - , .. ~ ;:.'~ · ... ' . - . ·'' . . , 

E(Xn) ;;,, E(Xn.-1) ;;,, · · · ;¡,, E(X~). .. '. ~~:{: .;'~.' <~{ 
Por lo tant:o E(!Xnl> = 2E(X;t) - E(X,;) ,¡;;; 2E(X,i) :.:/'E(X1). 

Así lí1nsup E(l .. ~nD :s;; 2 límsup E(xfr-7·-É(x~:).V.;y- . . . . 
n-:io n-oo ,.. · , 

De este modo si lím sup E(X;t) < 00 entoriées ¡;J:;,: sup E(IXn.D < OO. 
n-oo " - · · n-oo 

Lo mismo ocurre con supremo en vez.'de':frñiii:e superior. 

l'vlientras que por otro lado: 

IXnl = x;t + x;; con x;t ;¡,, Q.y .x·;;:;·ó:t 
Entonces x;; ... JXnl asi E(X;t) .¡; E(IXnl> por lo que lí~-~p E(X;i) ... 

lím sup E(JXnD· 
n-oo 

Por otro lado, si límsupE(l)\'."nl) <oc entonces límsupE(X;i) < oo. 
n-~ n-oo 

Lo mismo ocurre con supremo en vez de límite superior. 

También notemos que como {Xn ~ n E N} es submartingala, 

{X;t : n EN} también lo es. porque h(x) = x+ es convexa y E[X;ilFn-1] = 
E[h(X;i)l.:Fn-il ;;;;. h(E(XnlFn-d) = E(XnlFn-d+ ;;.. X;i_, luego 

E(X;i) ;;;;. E(X;i_ 1 ). 

Por lo tanto {E(X;i) : n E N} es una sucesión creciente. 

TESIS CON 
FALLA. DE OHIGEN 
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Entonces límsup E(X;i) = oo ó límsup E(X;i) =e< oo. 
rl-::io n-oc 

4. La condición límsup E(X;i) < oo ó sup E(X;i) < oo no es suficiente 
n-oc 

para asegurar que X~ X. 

Si tomamos Zi. Z 2 , ••• una sucesión de ~-nriables ~eatorias Li.d. tal que 

P[Zn = O]= 4 = P[Zn = 2) y definimos Xn = fi Zk tenemos que Xn 

es u(Z,, ... , Z~) medible y E(XnlX1; ... ;c.'<.;-1) ~k(XnlZi. ... , Zn-d = 

E(Z1 - - ·Zn-1ZniZi.- .'. - ,Zn-1)z¡;.: z .. HsiZnlZ1. - ..• Zn-1) 

= Z 1 • • - z.¡_1E(Zn) = Z1 • • ·Zn:...1. 

por independencia y porque:ECZn)}~': Ó-!+ 2 · ~ = L 

Por lo tanto E(XnlX1,.. Xn.:_:Í).,;;,,,z, · '. · :Zn-1 = Xn-1 así que 

:",:.:eEl::::;~rf ~fütí:~~~~::;·;'~2::/2)". 
Entonces E(Xn>.:== 2z . .,n·;0;;:9,,~ (1-- {l/2)n) = L 

Además IXnl = J~n ~·6~~l~~~~ U~~~P E(IXnl) = límsup E(Xn) = 

1 <OO. 
- · ·~·.::r:·:·/-·' · n-::io n-oo 

Luego por el Teorema ;;'a .. 14.'existe X v.a. tal que Xn"~ X dond~ 
J'( =o c.s. 

Pues P[Xn #'O] = {l/2)" =O, luego E[IXn - XI] = E[IXnl) = l~~O, 
es decir, E(Xn) -- E(X) de donde convergencia casi segura no implica 

convergencia en L 1 • 

Por lo tanto {Xi. X 2 , ••• , X} no es submartingala ya que 

E(XIXi. - .. ,Xn) = E(OJX1.- -- ,X,.)= o~ Xn c.s. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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5. Toda submartingala uniformemente acotada (o supermartingala) con

verge casi seguramente. 

Esto es, {J'<n : n E N} tal que E(J'<nlFn-1) ;;. Xn-1 c.s. en donde ex

iste ,\f ;;. O tal que IXnl ,,.;; .:\I para todo n E N converge c.s. porque 

E(IX,.1) ,,.;; .U asi lím sup E(IXnll ,,.;; AI < oo y por la observación 2) 

también vale para supermartingalas. 

Ahora si tenemos una martingala no negativa entonces converge c.s. ya 

que límsupE(IXnl) = límsupE(Xn) = E(X1) < oo. 

De hecho si J'<n es supermartingala no negativa tenemos que 

límsup E(IX,.I) = límsup E(Xn) ,,.;; E(X1) < oo pues E(XnlFn-1) .;;;; 

Xn-1 entonces E(Xn) .;;;; E(J'<n-1) .;;;; · · · .;;;; E(X1) < oo. 

También si Xn es submartingala no negativa tenemos, lím sup E(IXnl) = 

límsupE(-J'<n),;;;; -E(Xi) < oo debido a que E(XnlFn-1);;. Xn-1 

luego E(Xn) ;;. E(Xn-1) ;;. · · · ;;. E(Xi). 

Asi - E(Xn) ,¡;; -E(X1)-
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2.4. Integrabilidad Uniforme 

Definición 2.4.1. Sean (!1, :F, P) un espacio de probabilidad, {Xt : t E T} 

una familia de variables aleatorias sobre (!1, :F, P) tal que E(PCtl) < oo para 

todo te T, es uniformemente integrable con respecto a Psi: 

~~J? J JX,JdP:::;: O 
ux.i;.a1 

Ejemplo 2.4.2. Sea {Xn : n EN} tal que 'Xn - "V(O, n 2 ), esto es, E(Xn) = O 

y Xn - N(O, 1), entonces si a >:.O ;, · ·. · . 
n , , ,:::·: .. ·., '-~'<<.:'.>' ~ :- }; ; , , .. 

·~t~ ~:~:: 1:·f ~;~~~f~!ifl~:~~[i"~1 
< •U -

a [1- (<t> (~) - <P (-~))J·h·~;Ttf.::{2~'(~)·:_1)]~2a [i-<P (~)] 
donde <P(x) = P[Y ~ xj con' Y - N(o; 1): 

Luego sup J IXnldP ;¡;,, 2asup [1 - <Pe~)] = 2a[l - -2
1] =a. 

ne!'ri neN . n 
[IXnl;i.a] 

Por lo tanto sup J PCnldP ;;., a entonces 
uEN'[IX"J~o] 

lím sup J iXnldP;;., lím a =F O. 
a-oc nesux ... ,~a] a-oo 

De este modo {Xn: n EN} no es uniformemente integrable. • 

Ejemplo 2.4.3. Sea {X'n : n E N} tal que X., - N(O, !;) por lo que Yn 

foXn - ,v(O. 1), entonces si a > O 

J IXnldP = Jn J IYnldP = ,;,. [! IYnldP - J IYnldP] 
[IXnl;.a] [Wnl;.nv'ñ) n l!Ynl;.a,¡;i] 
Calcularemos cada uno de !os dos términos: 

TESE; CON 
FALLA. DE Ol:UG.CN 
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i) f JYnJdP, 
n 

y 

ii) / JYnJdP. 
[IY~J<a,/ñ] 

i) f JYnJdP = j JyJ ~e-t?dy = ~ j ye-i?dy-vk] ye-t?dy = 

n ~ (e-i?lº-:e. ->?¡º ] = ~. 2 =o ~- -oo 
v21r" oo :... , -c:c v27r V;¡: 

~v'ñ ª"'" 
ii) / JYnJdP= f JyJvke-t?dy= ~ f ye-'Í-dy-

[IY .. l<a.v'ñl -av'ñ O 
o 

~ J ye-'Í-dy = ~ (e-i? iº +e-.;. Iº ] = ~ [2-2e-"F] 
V 2tr V 27r a,/ñ -a,/ii V 27r 

-av'ñ 

~ [ 1 - e-nF] = ~ [ 1 - e-nF]. 

Así f JXnJdP = )n{ ~ -~ [ 1 - e-nF]} = .[!e-nF. 
11x~1;...1 

Luego sup J 
nEN 

ux~1;;.a] 

Por lo tanto {Xn : n EN} es uniformemente integrable.• 

Ejemplo 2.4.4. Si Xn = 
{ 

2n 

o 
seaa>O: 

con probabilidad ( ~ r 
con probabilidad 1 - Ck)n 

entonces 
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{ 

f OdP f JXnJdP = J XndP = (Xn;;.a) 

()XnJ;;.a) (Xn;;.4 ¡ J 2ndp = 2n • (!)n = 1 
(Xn;;.a] 

si a> 2"' 

sia~2" 

Entonces sup j JXnJdP = 1 ....... O. 
-N •--(IX n J ;;...] 

Por lo tanto {Xn : n E N} no es uniformemente integrable. • 

Proposición 2.4.5. Sea {X, : t E T} uniformemente integrable, entonces 

se cumplen: 

a) sup E(JX,I) < ex>. 
teT 

b} supP[IX,J;;;., aJ= O. 
teT 

c) h, : :F - IR tal que ht(E) = j JX,ldP es uniformemente absoluta
s 

mente continua, esto es, para todo E > O existe ó(te) > O tal que si 

P(E) < ó entonces ht(E) < E para toda t e T. 

Además si se cumple a) y c) ó b) y c) entonces {X, : t E T} es uniformemente 

integrable. 

Demostración: 

a) Como lím sup j IX.JdP = O entonces existe ao > O tal que 
0 -<:x>eeT 

(IX,J;;.a] 

sup ¡· IX,ldP < 1, luego 
teT 

(IX,J"'4o) 
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E(IXtl) = J IX,ldP+ J IX,ldP < aoP[IXtl < ao]+l .;;; ao+l. 
[IXd<ao] (IXd.,aol 

Por lo tanto sup E(IX,I) .;;; ao + 1 < oo 
tET 

b) Por a) tenemos que para todo te T y a> O 

oo > e = sup E(IX,I) ;;;.. E(IXtl) 
tET 

J IX,ldP;;;.. aP[IX,I ;;;.. a]. 
ux.i .. aJ 
Asi que P[IX,I ;;;.. a] .;;; ~ - o. 

aa.-oo 

f IX,ldP+ j 
(IX,l<a] (IX,l .. a] 

Notemos que esta prueba equivale a a) implica b). 

e) Sea E e .:F, entonces para todo a> O y para todo t·e T tenemos que 

j1x,ldP= J IX,ldP+ J IX,ldP. 
E En(IX,1.,a] En(IXd<a] 

Para e> O elegimos a0 >O tal que f IX,ld.P < ~ para todo te T 

ux.1 .. ao] 

luego J IX,ldP <;;; J IX,ldP+ J aodP, 
E [IXd;;.ao] E 

porque En [IX,I ;;;.. ao] <;;;; [IX,I ;;;.. ao] y En [IXtl < ao] ~ E, 

así J IX,ldP.;;; j IX,ldP + aodP(E) < ~ + aoP(E). 
E [IXd.,ao] 

Por lo que si P(E) < -
2

" se cumple 
ªº ! E E E E 

IXtldP < 2 + ao 2ao = 2 + 2 = e. 
E 
Ahora veremos que b) y e) implican integrabilidad uniforme y como a) 

implica b) entonces a) y e) automáticamente implicarán integrabilidad 

uniforme. 

TESiS CON 
FALL'.-~. DE OHIGEN 
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Sea E > O, por c) existe ó > O tal que si P(E) < ó entonces 

j IX.JdP < E para todo t E T. 
E 
Ahora por b) para ó >O existe a 0 >O tal que para todo a;;;. ao, 

P[IX,j;;;. a]< ó. 

Sea E= [IX,¡;;;. a] con a;;;. a 0 , P(E) < ó. 

Entonces J IX,jdP < E para todo t E T. 

ux.i;;.a) 

Por lo tanto lím sup j IX,jdP =O. O 
a.-00 teT 

ux.i;;.a) 

El resultado anterior y los siguientes sirven para verificar integrabilidad uni

forme. 

Corolario 2.4.6. i) Sea jX,I .;:; Y. c.s. para todo t E T, con E(Y) < oo 

entonces {X, : t E T} es unifonnemente integrable. 

ii) Si Tes finito y E(pC,I) < oo para todo t ET entonces {X,: t ET} es 

uniformemente integrable. 

Dernostración: 

i) Como jX,I ,;:; Y entonces E(jX,I) .;; E(Y) < oo para todo t E T. 

Por lo tanto sup E( IX, 1) < oc. 
teT 

Asi que a) del resultado anterior se cumple. 

Luego si E E .:F, ~(E) = j YdP --+ O si P(E} --+ O por Radon
E 

Nikodym debido a que E(Y) < oo. 
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Por lo que O .,. j ¡x,¡dP.,. j YdP - O si P(E) - O. 
E E 

De este modo e) del resultado anterior se cumple. 

Y como a), e) implican integrabilidad uniforme entonces {X, : t ET} 

es uniformemente integrable (u.i.). 

ii) Sea T finito y E(IX,I) < oc para todo t E T. 

Tomamos Y= L ¡x,¡ entonces IX,0 1.,. Y para todo to ET y E(Y) = 
teT 

L E(IX,I) < oc y por i) {X, : t E T} es uniformemente integrable. O 
teT 

Corolario 2.4.'T. Si {X,: t ET} y {Y,: t ET} son u.i. entonces 

{X,+ Y,: t ET} y {X, - Ye: t ET} son u.i. 

Demostración: 

También 

E(X, + Ye) = E(X,) + E(Y,) < oc, 

y E(X, - Y,) = E(X,) - E(Y,) < cxi. 

¡x, ± Ytl ~ 1x.1 + IY.I 

luego supE(X, ±Ye)~ supE(JX,I) +supE(fl'tl) < cxi. 
eeT tET teT 

Por lo tanto a) se cumple. 

Si hacemos h(E) = j IX,fdP y g(E) = j IYifdP, 
E E 

entonces L(E) = j JX, ± YtldP.,. j JX,JdP + j IYtldP = h(E) + g(E). 
E E E 

Sea E > O, existen 61 > O y 62 > O tales que si P(E) < 6 1 entonces h(E) < E/2 
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y si P(E) < c52 entonces g(E) < E/2. 

Haciendo c5 = mín{c51, c52 } sucede que cuando P(E) < c5 tenemos que h(E) < 

E/2, g(E) < E/2 y por tanto J ¡x, ± YtldP.;;;; h(E) + g(E) < ~ + ~ =E. 
E 

De este modo e) se cumple, ahora a) y e) implican u.i. O 

Proposición 2.4.8. Sea {JYn : n E N} una sucesión de variables aleatorias 

tales que Xn ~ X. 

J. Si {Xn : n EN} es u.i. entonces E(IXJ) < oo y además Xn":.'.. X 

2. Si E(IXni) < oo para todo n;;;. 1, E(JXJ) < oo y Xn"~ X entonces 

{JYn : n EN} es u.i. 

Demostración: 

l. Sea {)Cn : n EN} u.i. entonces supE(fXnJ) < oo por a) de la proposi
neN 

ción 2.4.5. 

Como Xn".:S;;-- X existe una subsucesión {Xn• k E N} tal que 

Así, JXJ = J.!._~IXn.I = lí~~f IXn.I· 

Aplicando esperanzas 

E(JXJ) =E [líminfJXn.l].;;;; líminfE(JXn.D.;;;; supE(fXn.J).;;;; 
k-oc k-oc kEN 

sup E( IX ni) < oo por el Lema de Fatou y porque el supremo de un 
neN 
subconjunto es menor o igual que el supremo del conjunto. 

Por lo tanto E(JXJ) < oo. 
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Sólo falta ver que Xn~ J'C. 

Sea E > O entonces E(IXn - XI) = j IXn - XldP = 
·n 

130 

J 
!IXn-Xl<•I 

IXn -XldP+ /- _IX., - XldP .;:;; EPflXn - XI < E] + 
[IXn-Xf;;,•) 

J IXn -XldP.;:;; E+sup J IXn - XldP pero como 

(IXn-Xf;;,•J 
neN 

[IXn-Xf;;,•) 
IXn - XI .¡;; IXnl + IXI, 

tenemos que 

E(IXn -XI).;:;; e+sup f IXnldP+ f 
neN 

[IXn-XJ;;.•J (IXn-Xl<•J 
Como Xn ....!:- X entonces P[IXn - XI ;;;.. e] ;;=;! O. 

IXn-XldP. 

Ahora sea no E N tal que para todo n ;;;. n 0 P[IXn - XI ;;;. e] < o y 

por e) de la proposición 2.4.6 sup j IXnldP <e. 
nES 

(IXn-Xf;;,•) 
Tomemos a su vez n 1 E N tal que para toda n ;;;. ni. P[IXn - XI ;;;. 

<:] < o, implica que j IXnldP < e. 

[IXn-Xf;;,•J 
Así sin;;¡, má.x{no, n1} se cumple que E(IXn - XI) .¡;;;e+ E+<:= 3<:. 

Por lo tanto X,."::_',.. X. 

2. Notemos que E(IXn - XI) < oo para todo n E N porque IX,. - XI .;:;; 

IXnl + IXI y entonces E(IX .. - XI) .¡;;; E(IX,.I) + E(IXI) < oo. 

Como X,.":_•~ X existe ;V E N tal que para todo n ;;;.. N 

E(IX., - XI) < l. 

Sea L = má.x{E(JX.., - XI): k = l, ... ,N - l} <oc. 

Asi supE(IX,. - XI).;:;; má.x{L, l} < oo. 
neN 

!TFSlS CON 
1. ; •;· ;¡1 on1rm1•,f 

1 • :' ~ .~-· ..:... _: :. L1 1\ ~.u .~ 
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Por lo tanto vale a) de la proposición 2.4.5 para {(Xn - X) : n E N}. 

Ahora verificrunos c) del mismo resultado con la misma sucesión. 

Como Xn.~ X entonces E(IXn - XI);;::;;: O. 

Por lo que si E > O existe no = no(E) E N tal que para todo n ;;. n 0 y 

a>O 

f IXn - XldP ,,;;; f IXn - XldP = E(IXn - XI) <E. 
11x.-x1;;.a] n 
Consideremos ahora números a1, ... , llno- l tales que 

j IX,. - XldP < E, k = 1, ... , no - 1 esto es posible debido a 

ux.-x1;;.a.J 

que Y,.= IX,. - XI es integrable y además j Y,.dP <E. 
(Y.1r~a.1r) 

Sea a= máx{ai. a2, •.• , an0 - 1 } así para todo j se cumple 

f IX; - XldP < E. 

[IX,-x¡;;.a] 
Luego {Xn - X : n E N} es u.i. pero {X : n E N} es u.i., 

por lo que {(.1Cn - X)+ X: n EN} es u.i. 

De donde {Xn : n E N} es u.i. O 

Proposición 2.4.9. Sea cp ;;. O una función Borel medible definida en [O, cx:>) 

tal que cp(x) ;=:;;: oo. 
X 

Sea {X, : t e T} una familia de variables aleatorias con E(IX,I) < oo para 

toda t E T tal que sup E[cp(IX.l)J < cx:>. 
teT 

Entonces {X, : t ET} es u.i. (Es otro criterio para verificar u.i.) 
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Demostración: 

Sea .v ;;¡, 1 entonces existe a 0 >O tal que cp(x) ;;¡, N 
X 

para todo X ;;¡, Qo. 

Luego cp(IX,I) ;;¡, NIX.I > O es decir IX,¡ ,.; cp(';"tl). 

Por lo que j ¡X,ldP ,.; }:. j cp(IXtl)dP ,¡¡; }:.. j cp(IX,l)dP porque 

ux.i;.ao) ux.1;;.ao) n 
cp ;;¡, o. 
Por lo tanto / 

ux.1;.ao) 
Notemos que se pide que cp sea Borel medible para que cp(IX,I) sea variable 

aleatoria. 

Por lo tanto j IXtldP ,¡¡; Nl supE(cp(IXtl)]. · 
teT 

ux.1;.ao) 

Si hacemos tender a 0 a infinito entonces N - oo porque N ,¡¡; cp(x) ;;-=;: oo. 

! 
1 X 

Así }.!..II,!, ~::~ ¡x,¡dP ,¡¡; J~'"' N ~::~ E[cp(IXtl)] =o, 
ux.1;;.a) 

porque sup E(cp(IX, I)] < oo. 
teT 

De donde lím sup j IX,ldP = O implica que {X, : t E T} es u.i. D 
a-c:ci tET 

[1-'<.J;oa) 

Corolario 2.4.10. Sea {Xn : n EN} sucesión de variables aleatorias tal que 

:;up ECIXnlP) < oo paro. p > l. Entonces {Xn: n EN} es u.i. 
nEN 

Demostración: 

Sea .,:>(x) = lxlP entonces lím cp(x) = lím lxlP = oo pues p > t. 
z-oo X z-oo X 

sup E[cp(IXnl)] = sup E[IXnlP] < oo. 
nE!'li nE!"i 

Si Xn E L" entonces Xn E L 1 porque Lp ~ L1 cuando 1 < p. 

Por lo tanto E(IXnl) < oo para todo n EN. 
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Por la proposición 2.4.9 {Xn : n E N} es u.i. 

Notar que este resultado vale con T cualquiera en vez de N, es decir, 

{X, : t E T} es u.i. D 

Teorema 2.4.11. Sea {Xn, :Fn : n E N} una submartingala u.i .. Existe 

una V.a. X con E( IXI) < oo tal que Xn n:_'~ X y Xn n"=.;;- X. Además 

{Xi. X2, ... , X} es submartingala y en particular si {Xn. :Fn : n E N} es 

martingala entonces {X,, X2, ... , X} es martingala. 

Demostración: 

Como {Xn : n E N} es u.i. entonces sup E(l•Ynl) < oo o equivalentemente 
nEN 

lím sup E(JXnl) < oo. 
n-oo 

Por el Teorema de Convergencia de Submartingalas existe una v.a. X con 

E(IXJ) < oo tal que Xn ..!::!:... X. 

Como convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad tenemos 

que 

Xnr-.~<:10 X. 

Y por la proposición 2.4.8 Xn_;¿_ X es decir E(IXn - XI)~ O. 

Sean ni e N y E e .:F,,,,, entonces por la propc--:ición 2.1.8 la sucesión 

{ J XndP : n E N} es creciente para n ;;;. rn. 
E 

También O~ 1 J XndP- J XdPI = 1 /cxn - X)dPI ~ J IXn - XJdP ~ 
E E E E f IXn - XldP = E(IXn - XI):::::; O porque Xn~ X. 

n 

Por lo tanto J XndP .-;=;;: j X dP para todo E E .:F,,,, si m ~ n. 
E E r--·--·----------~ 

1 '""7°Ts CON • 1 .... Jl 

i t""·,1: '.· DE ORIGEN 
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Se sigue que para cada E e :F,,. y rn .;;;; n por ser sucesión creciente 

f X,,.dP.;:; f XndP.;:; j XdP = f E(Xl.:F,,.)dP la última igualdad es por 
E E E E 
definición de esperanza condicional por lo que X,,. .;;;; E(XIF,,.) c.s. 

Si existiera A e .:F,,. tal que E(Xl.:F~)(w) < X,,.(w) con w e A y P(A) >O 

entonces j E(Xl:F,,.)dP < j X,,.dP 
A A 

La conclusión por tanto es que {Xi. X2, ... , X} es submartingala. O 

Corolario 2.4.12. Sea {,Yn, Fn : n E N} martingala o submartingala no 

negativa con 

sup E( 1-Yn IP) < oo para alguna p > l. Entonces Xn converge casi segura711ente 
neN 
y en LP a una v.a. X con E(IXIP) < oo. 

Demostración: 

Por el Corolario 2.4.10, {,Yn: n EN} es uniformemente integrable. 

Por el Teorema 2.4.11 Xnn~ X y Xn ....!:.'....X. 

Además {Xi. X2, ... , X} es martingala y E(l.lllP) < oo implica que {IXnlP, :Fn} 

es submartingala no negativa. 

El hecho de que E(IXIP) < oo no es inmediato, veamos 

Xn n"==" X entonces X!: n=~ XP asi existe A E .:F con P(A) 

x::(w) =;:; XP(w) para todo w e A. 

1 tal que 

Luego si" >O existe NEN tal que IX!:(w) - XP(w)I <"para todo n;;;. N. 

Asi que j 1x:: - XPldP = J 1x:: - X"ldP + j 1x:: - XPldP = j 1x: -
o A AC A 

XPldP < j ,;dP = ,;P(A) = e. 
A 
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Entonces j IX:: -XPJdP =O. 
n 

Por lo que E[IX:: - XPIJ = O. 

Pero por otro lado IXPJ = IXP - x:: + x::1 .;;·.IX:: - XPJ + JXf:J. 

Asi que E(JXPJ) ,,¡;; E(JXf:J) +E(JX::. 7 XPJ). 

Luego E(JXPJ) ,,¡;; supE(JXf:J) + supE(JXf: - XPJ) < oo. 
neN · neN 

De este modo E(JXJP) < oo. 
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Por otro lado por la desigualdad de lVIarkov P[IXnJ ~ a] ,¡;; E(IXnJ) ,,¡;; 
a 

E(JXJ) ;::;:o. 
a 

Entonces sup j JX.,JPdP;::;: O. 
neN 

(IX"l;;.a] 
Así {IX.,IP : n E N} es u.i. y usando un argumento similar al de la proposi-

ción 2.4.8 obtenemos que Xn":'.'~ X. O 

El siguiente resultado es el Teorema de Continuidad de Levy para esperanzas 

condicionales. 

Teorema 2.4.13. Sea X en (n, :F, P) una variable aleatoria tal que E(IXJ) < oo 

y {Fn: n EN} una sucesión de sub u-álgebras de :F. 

a) Si F 1 e;;; :F2 e;;; • • • Sea g = u (Q :F.,) entonces E(X l:F.,) :;~ 
E(XJQ). 

"" 
b) Si :Fi 2 :F2 2 · · · Sea g = n :F., #- es entonces E(Xl:Fn) ··~ E(XJQ). 

n=l 

Demostración: 

Si u (u F .. ) = :F entonces E(XJQ) = E(XJ:F) =X. 
n=l 
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a) Sea X,. = E(XIF,.) n = 1, 2, .•. 

Como E(IXI) < oo entonces 

{X,. : n EN} es martingala por la proposición 2.1.8. 

Veremos que {X,.: n EN} es u.i. 
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Sea a >O entonces P(IX,.I ;;.. a] = P (IE(XIF,.)I ;;.. a] pero tenemos por 

otro lado que a.;; IE(XIF,.)I .¡;;; E(IXllF,.]. 

Asi 

[IE(XIFn)I;;;.: a]~ [E(IXllFn);;;.: a]. 

De este modo P[IXnl ;;.. a] = P [IE(XIFn)I ;;.. a] .;; P [IECIXllFn)I ;;;.: a] .¡;;; 

E (E(IXllFn)) E(IXI) • . . 
a =--a--' la ultima desigualdad es por l'vlarkov. 

Por lo tanto P[IX,.¡ ;;.. a] .;; E(IXI). 
a 

Entonces sup P[IXnl ;;.. a] .¡; E(IXI) ~ O. 
neN a 

Por lo que se satisface b) de la proposición 2.4.5 

Ahora veremos que se cumple e) de la proposición 2.4.5 y sabemos que 

b) y e) implican u.i. 

Sea E > O como la función h : F - IR tal que h(E) = j IXldP << P 
E 

(es absolutamente continua con respecto a P) ya que si E> O, existe 8 > O 

tal que si P(E) < 8 entonces h(E) = j IXldP < E. 

E 
Para tal 8 > O existe a 0 = a 0 (ó) que cumple con que para todo a;;.. a 0 

y para todo n ;;.. l, 

P(IX,.I ;;.. a) .;;;; E(IXI) < 5. 
a 

'i'lj'C'TC! CONT .: I'.! ;J __ i.,' J -
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Ahora j IXnldP= j IE(XIFn)ldP .¡;; E(IXlj.F,,)dP = 
[IX"l;>a) (lx"¡;.aJ 

J IXldP esta 

[lx"¡;.aJ 
condicional. 

última igualdad es por la definición de esperanza 

De aquí j IXnldP.;;; h([IXnl ;:;;., a]) <e si a;:;;., ao. 
[lx.¡;;>a) 

Entonces sup J IXnldP <e si a;;;. ao. 
nEN 

(IX"J;.a) 
Por lo tanto e) de la proposición 2.4.5 se cumple. 

Asi {Xn : n E N} es u.i. 

Por el Teorema 2.4.11 existe una. v.a. X..,, tal que E(jX..,,I) < o:> y 

Xn = E(XIFn) ~ X..,,, 

Xn = E(XIFn) ~ Xoo. 

Sólo nos f~ta. ;:::rar que Xoo = E(XIQ) c.s. donde g = cr (Q Fn). 

Sea. E E LJ Fn entonces existe no ;:;;., 1 tal que E E Fno <;; Fno+l <;; • • • 
n=l 

es decir E E .:F,. para todo n;;. n 0 • 

Para cada n;;;. 1 si Xn = E(XIFn) entonces 

I! X,,,,dP - ¡ E(XIQ)dPI = 

J X 00dP - J XndP + j XndP - J E(XjQ)dPI ~ 11 X..,,dP - J XndPI+ 
E E E E E E 

[ XndP - ¡ E(XjQ)dPI = 11 (X,,., - Xn)dPl+lf XndP - ¡ E(XjQ)dPI ~ 
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I IX"" - XnldP + 11 XndP - I E(XjQ)dPI .¡;; 
E E E ll XndP - [ E(XjQ)dPI , 

porque IX"" - Xnl ;;;. O y E ~ n. 
Pero para n ~ no tenemos que 

I XndP = I E(Xl.:Fn) = I XdP por definición de esperanza condi-

E E E 
cional. 

Y I XdP = I E(XJQ)dP porque E E Q, 
E E 

entonces I JX00 - ¿1(,.JdP + 11 XndP - I '.E(XIQ)dPI = 
n E E 

[ IXoo - XnJdP + ll (Xn - E(XjQ)) dPI = 

E(IX"" -Xnl) + I! (Xn - E(XJQ)dP)I;;::;;:; O. 

Por lo tanto ll X 00dP - [ E(XJQ)dPI =O. 

De aquí I X 00dP = I E(XJQ)dP para todo E E Ü :Fn. 
E E n=l 

Pero c:mo g = cr (Q :Fn) si ºA E g tomamos An f A tal que 

An E LJ .:Fn que es un álgebra, por Teorema de extensión se cumple 
n=l I XoodP = I E(XJQ)dP para A E Q. 

A A 

TESIS CON 
FALL?, DE ORIGEN 
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Por lo tanto Xoo = E(Xl9) c.s. 

"" b) :F1 2 :F2 2 ... y g = n :Fn <F IZJ. 
n=l 

Si Xn = E(Xl:Fn) entonces Xn es Fn-medible. 

Luego 

E(Xnl:Fn+i.Fn+2• .. . ) =E [E(Xl:Fn)IFn+i.:Fn+2• .. . ] 

= E [E(Xl:Fn)l:Fn+i] porque a(:Fn+I U Fn+2 U ..• ) = :Fn+I ya que 

Fn+l 2 :Fn+2 2 • • • 

Como :Fn 2 Fn+l entonces E [E(Xl:Fn)l:Fn+i] = E(Xl:Fn+i) = Xn+i

Por lo tanto E(Xnl:Fn+i. :Fn+2 •.. . ) = Xn+i. esto es, {X"' :Fn : n e N} 

es martingala reversa. 

De la misma manera se prueban b) y c) de la proposición 2.4.5. 

De este modo existe una v.a. Xoc tal que E(!Xocl) < oc 

con 

Xn = E(XIFn) ~ Xoc 

y Xn = E(XIFn),;::;; X,~; 

Por último veremos que X:.o = E(XIQ) con g = n Fn <F IZJ. 
n=l 

"" Sea E e g = n F,. entonces E E Fn para todo n E N. 
n=l 

I! Xoc.dP - ¡ E(XIQ)dPI .-¡;; [ IX00 -XnldP+I/ (Xn - E(XIQ)) dPI = O 

pues Xnn~ X 00 y también! XndP = ! E(XIFn)dP = ! XdP = 

! E(XIQ)dP ya que E E Q. 
E 

E E E 

TESIS CON 
FA.LU'. DE ORIGEN 
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Por lo tanto j XoodP = j E(XIQ')dP para cada E e n::°=1 :Fn = Q'. 
E E 

Asi X 00 = E(XIQ'). D 

Corolario 2.4.14. {Xn, :Fn : n E N} es rnartingala u.i. si y sólo si existe 

una v.a. X con E(IXI) < oo tal que Xn = E(X"l:Fn) c.s. n = 1, 2, ... En este 

caso Xn •.;:;~ E(XIQ') con g =u (ü :Fn) . 
n=l 

Dernostración: 

Si X es una v.a. con E(IXI) < oo y Xn = E(Xl:Fn) entonces 

{Xn: n EN} es martingala por la. proposición 2.1.8. 

Es decir 

{Xn. :Fn : n e N} es marting~:.y'~por el. Teorema 2.4.13 se tiene que 

Xn~~ E(XIQ) y Xn~;~(~Yb)~on g =u (Q :Fn) . 

Ahora supongamos que {JY~, :Fn : n e N} es martingala uniformemente in

tegrable entonces por el Teorema 2.4.11 existe una v.a. X con E(IXI) < oo 

tal que J"Cn~ X y Xn~ X. 

Además {X1,X2, ... ,X} es martingala u.i. entonces E(Xl:Fn) = Xn. O 

Corolario 2.4.15. La sucesión {Xn : n e N} es rnartingala reversa si y sólo 

si 

E(.YnlXn+k• Xn+k+• • ... , Xn+k+m) = Xn+k c.s. para todas n, rn, k e N. 

Dernostración: 

Sea {Xn : ne N} martingala reversa. 

Por definición 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Luego E [E(-YnlXn+k•Xn+k+l•• .. )jXn+1oaXn+k+l•···•Xn+k+rn) 

E(Xn+klXn+k• ¿Yn+k+i. ..• , Xn+k+.n) que .resulta. de aplicar esperanzas condi

cionales con respecto al cr-álgebra. cr(x;;+,..~n~k+i. ... , Xn+k+.n)· 

Pero, por un la.do E [E(XnlXn+k,Xn~k:;:";;.~~)jXn+k•···•Xn+k+rn] 
,'l';;i:·~; ,-.. ;;.: ·.' ;_'.:<·' 

E(XnlXn+k• JYn+k+•• ... , Xn+k+.n) de.l:>id.o'a·qüe· · 

cr(Xn+k• ... , Xn+k+m) !;;;; cr(Xn+k• X~+~J~ •. ; .)~ 
l\.Uentra.s que por otro la.do E(Xn+klXn+k• Xn+k+i. ... , Xn+k+m) = Xn+k asi 

E(XnlXn+k• Xn+k+l> • • •, Xn+k+rn) = Xn+k C.S. 

Para. la. otra. implicación si E(JYnlXn+k• ... ,Xn+k+m) = Xn+k c.s., entonces 

por el Teorema. 2.4.13 se tiene que 

~~"" E(XnlXn+k• ... ,Xn+k+.n) = E(XnlXn+k,Xn+k+i. .. . ) = Xn+k c.s. 

Por lo tanto {JYn : ne N} es martingala. reversa.. 

Notemos que la. última. igualdad se obtendría. más claramente si definimos 

Fo = cr(¿Yn+k), :F, = cr(Xn+Aa Xn+k+t), ... , 

Teorema. 2.4.13 E(Xnl:F.,.) _~ E(Xnl:F), 

donde 

!;;;; :F.,. y por el 

:F = CT ( Ü F.,.) = <T ( Ü cr(Xn+k• · · ·, Xn+k+.n)) = cr(Xn+k• Xn+k+l• · · .). O 
m=O ,.n=O 

Existen multiples aplicaciones de la. Teoría de l\.lartingalas en diversos cam-

pos y problemas de proba.bilida.d, a. continuación estudiaremos una. Ley Fuerte 

para v.a..i.i.d. y una. Ley O - l. 

Proposición 2.4.16 (Ley 0-1). El cr-álgebra cola de una sucesión 

{Xn: ne N} de v.a.i. definidas en (f!, :F, P) es el cr-álgebra trivial {0, f!}. 
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Dernostración: 
00 

Por definición el u-álgebra cola es r n(.1Cn+1.Xn+2•· .. ) entonces pro
n=o 

baremos que r = {0,0}. 

Una contención ya está dada, por lo que comprobaremos sólo la otra con

tención .. 

Sea A E T entonces A E a-(Xn+i. J'<n+2• ... ) para todo n ;;;. O.Luego JA y 

(Xi. ... ,Xn) son independientes para todo n;;;. 1 porque a-(Xn+i. Xn+2• ... ) 

y a-(J'Ci. ... , .'Cn) son independientes. Asi para todo n tenemos que E(JA) = 
E(IAIX1, ... ,Xn) = E(JAl.Fn) donde .F,. = u(X,, ... ,Xn). 

Como E(IJAI) = P(A) < oo ocurre por el Teorema 2.4.13 que 

E(IAl.Fn).= E(IAIQ) donde g =u (Q :Fn) = a-(X1,X2, ... ). 

Pero IA es u(.Y1, X 2, ... ) medible porque A E a-(Xi. X2, ... ). 

Por tanto E(JAIXi.X2, .. . ) =JA. 

De este modo E(JA) ~ JA por lo que 

E(/A) =JA. 

{ 

1 siwEA 
Asi P(A) = JA pero JA(w) = 

O siw~A 
Se debe cumplir por tanto que JA es constante. 

Entonces A = 121 ó A = n. O 

Proposición 2.4.1 'T (Ley Fuerte). Sea {Xn =,. n E N} una sucesión de 

· d E(X ) tod "" S = ~ X,. entonces Sn,. •==: µ. v.a.z.i . . con ,. =µpara o n E .... , n ¿_ 
k=l 

Demostración: 

Se sabe que E(XilS,.,Sn+i.· . . ) = E(XilSn) = Sn c.s. 
n 
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Si r es el u-álgebra cola de {Sn : n E N} entonces por el Teorema 2.4.13 

tenemos 

E(X1 ISn, Sn+i. .. . ) = Sn ·~ E(Xdr) ya que r = ñ u(Sn. Sn+i. .. . ). 
n n=l 

Pero lím S,. es una función cola ya que es r-medible. 
n-oo n 

Por lo tanto lím Sn es constante c.s. 
n-oo n 

Asi E(Xdr) es constante. 

Digamos que E(Xtlr) = e asi 

E (E(Xdr)) = E(c) =c. 

Luego E(Xi) =e implica e= µ. 

De este modo Sn e.~ µ. O 
n "-oo 

Proposición 2.4.18. Sean ~Y:,X1 ,X2 , ... variables aleatorias definidas en 

(n, :F, P) tal que E(IXI) < CX1 entonces E(XIXi. ... , Xn) ".;~ E(XIXi. X2, ... ). 

Si para algún p > 1, E(JXIP) < ex:> entonces 

E(XIXi. ... , Xn)".;~ E(XIXi,X2, .. . ). En particular si X es u(X1,X2, .. . )-rnedible 

entonces E(X!X1, X2, ... ) =X c.s. 

Dernostración: 

Definimos Y,, = E(.Yl~Y:1, ... , ,Y:n) n = 1, 2, ... 

Si :Fn = <T(X,, ... , Xn) entonces :Fn T g = <T (Q, :Fn) = u(X1, X2, ... ). 

Yn ··~ E(Xlg) = E(XJX1,X2, ... ) por el Teorema 2.4.13. 
"-~ 

Ahora supongamos que para algún p > 1, E(IXIP) <ex:>. 

Como {Yn. :Fn : n e N } es martingala debido a que 

E(Ynl:Fn-d = E [E(XIX,, ... 'Xn)l:Fn-1] = E(Xl:Fn-1) = Yn-1 (:Fn-1 s;; 

TESIS CON 
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Fn) tenemos que {IYnJP,.Fn: n E l'il} es submartingala no negativa. 

Debemos verificar que E(IYnlP) < oo. 
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E(IYnlP) = E [IE(XJX, ... ,Xn)IP) ~ E [E(IXJPIXi. ... ,Xnl] por desigual

dad de Jensen ya que h(x) = JxJP es convexa. 

Por lo tanto E[IYnlPJ ~ E(IXJP) < oo por hipótesis. 

Así {IYnJP, Fn : n E l'il} es submartingala no negativa y por el Corolario 2.4.12 

tenemos que Yn -:;:::::;: E(XIXi. X2, ... ). D 

Corolario 2.4.19 {Ley 0-1 extendida). Sea E E <T(Xi. X 2 , ••• ). 

La sucesión de probabilidades condicionales P(EIXi. . .. , Xn),;:;;; Is. 

Dernostración: 

Sea X= Is por la proposición 2.4.18, 

P(EIX1, ... , A"n) = E(IelXi. ... , Xn) = E(XIX.1, ... , Xn) ..!::!:.. E(XJXi. X2, ... ) = 

E(IelXi.,Y2, .. . ) =le. 

Notemos que E(:XI) = P(E) < oo y que Is es <T(Xi. X 2 , ••• ) medible. O 

Proposición 2.4.20. Sean {,Yn: n E l'il} una sucesión de v.a. c.s. no nega

tivas y uniformemente acotadas sobre (f2, .F, P), {.Fn : n E .l'il} una sucesión 

creciente d,!; sub <T-'!,!flebras de .F tal que Xn es Fn-rnedible para todo n E l'il 

entonces L ,Yn y L E(,YnlFn-d arnbas convergen o divergen casi segura-
n=l n=l 

rnente . .Fo= {0, n}. 

Demostración: 

Sean Y:¡ = Xk - E(Xkl.Fk-1) para k;;;. l. 

Sn = L Yk entonces 
k=l 

TESIS CON 
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n 

E(Y1o) = E(Xk) - E(X1o) =O Y E(Sn) = L E(Y1o) =O. 
k=t 

P:r otro lado E(SnlFn-i> =E [t. ~l.:Fn-1] = t, E(Y1ol.:Fn-1) = 

LE [CX1o - E(X1olF1o-d)IFn-iJ = L {E(X1olFn-d-E (E(X1ol.:F1o-1)l.:Fn-1]} = 
k=l k=l 

n 

L {E(X1ol.:Fn-1) - E(X1oi.:Fk-1)} porque .:F1o-1 ~ Fn-1 para k = 1, 2, ... , n. 
k=l 
Y como JY:i, X2,. ~. ,'X".':..:1 son Fn-1 ~edibles tenemos que 

E(Snl.:Fn-d = EE(X1olFn-d - LE(X¡.,JF1o-d = (X1 + ••• + Xn-1) + 
k=sl k=l 

n-1 
E(Xnl.:Fn-d - [E(Xd.:Fo) :..¡.. • • • + E(XnlFn-1)] = L(X1o - E(X,.¡.:F,._,)) = 

k=l 
n-1 
LYi. = Sn-1• 
k=l 
Por lo que {Sn,.:Fn : n E N} es martingala. por el Teorema 2.3.14 (Conver-

gencia de Submartingalas). 

Como lím sup E(ISnl) < oo existe una v.a. Jy: que es u ( Ü u(Sn)) -medible 
n-::IO n=l 

tal que Sn~ X. 

Además E(JXJ).;;;; límsupE(ISnl) <ex> con P[ lím Sn =ex>]= O 
n-oo n-oo 

= P[nl!._~Sn = -oo]. 

Pero n~~emos q~e n ,. 

Sn =E Y,.= Ecx .. - E(X,.,J.:F,._i)) =Ex,. - E E(X1ol.:F1o-1). 
k=l k=l k=l k=l 

Por lo tanto P [ 1!..~ (~X,. - t. E(X1ol.:F1o-1)) = oo] =O = 

P [1~ (f: X,. - f: E(X,.J.:F,._¡)) = -oo] . 
k=l k=l 
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Luego 

p [t. Xn - t. E(XnlFn-1) = 00] =o= p [t. Xn - ~ E(Xnl.:Fn-d = -oo] 
Entonces 

p [t. Xn = oo, t. E(X:Fn-d :, 00] =o =P [t. Xn < oo. ~ E(XnlFn-d = 00] 
De este modo, las series L •'Cn y L E(.Y,.l.:Fn- 1 ) ambas convergen o ambas 

n=l n=l 
divergen. O 

Corolario 2.4.21 (Lema de Borel-Cant;elli ext;endido). Sea {Fn: n E 

N} una sucesión creciente de sub u-álgebras de .:F, An E Fn n = 1, 2, ... 

p = P(A1) Y paran;;;¡,, 2 Pn = P(Anl.:Fn-d· 

Entonces P [ cli~-"!PAn) t:::. (t.p,. = oo)] =O, es decir, 

P [(1í~_s,:.;pAn)] = 1 si y sólo si P [{w E f!: t.Pn = :}] = 1 o equiva

lentemente, An ocurre infinitamente seguido si y sólo si L Pn = oo. 
n=l 

Demost:ración: 

Sea Xn = JA. para todo n ;;;., 1 entonces {X,. : n E N} es una sucesión de 

v.a. no negativas en donde además IXnl ~ 1 para todo n EN. 

Xn es Fn-medible, la sucesión es uniformemente acotada. 
"" X> 

Por la proposición 2.4.20, L Xn y L E(Xnl.:Fn-1) ambas convergen o arn-
n=l n=l 

bas diver~n c.s. 

Esto es, L JA. y L P(Anl.:F,._i) = LPn ambas convergen o ambas diver-
n=l n=l n=l 

gen c.s. 
"" 

Pero, {w E n L IA.(w) 
n=l 

oc} {w E f2 w E A,. i.o.} = lúnsupAn 
n-oc 
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"" nuAk-
n=lk=n 

Por lo tanto P [~ Pn = oo] 1 si y sólo si P [1í!:'-s!p An] = J.. 

Así P [ (lí!:'_:',!!PAn) ~ (~Pn = oo)] =O. O 

n 

Proposición 2.4.22. Sean {J'<n : n e N} una sucesión de v.a.i. Sn = L xk 
k=l 

n ;;. l. La sucesión {Sn : n e N} converge en ley si y sólo si {Sn : n e N} 

convergen casi seguramente. 

Demostración: 

Recordemos que convergencia en Ley significa convergencia de las funciones 

de distribución y que convergencia casi segura siempre implica convergencia 

en Ley. 

Ahora supongamos que Sn~ S. 

Veremos que Sn :=;:; S. 

s:;a <,:>j(t) =E (eitX,) la función característica de X; entonces 

11 <,:>j(t) =E (e"5~) es la función característica de Sn. 
j=l 

s;-bemos que 

11 <,:>j(t) ;;::-;;:; <,:>(t) donde <pes función característica. 
j=l 

Así, existe t 0 > O tal que <p(t) <¡k O con t E (-t0 , t 0 ) pues <r'(O) 

continua en cero. 

ly<pes 

Como <p = 11 'Pn entonces 'Pn(t) <FO para t E (-to, to) para todo n ;;. l. 
n=l 
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eitSn 
Definamos ahora Zn = n una sucesión de v.a. complejas. 

rr <,"j(t> 
j=l 

fI <P;(t) 
E(Zn) = n l E (ei<Sn) = j';;'l = l. 

rr <P; et> rr 'PJCt> 
j=l j=l 

1 1 
,,¡;; lcp(t) I ,,¡;; A/ para t E (-t0 , to) con fI l'PJ(t)i fI l'PJ(t)I 

j=l j=l 

"" 
cp(t) = 11 'Pj(t). 

j=l 

Pues de lo contrario existiría tt E (-t0 , t 0 ) tal que cp(tt) = O, que como ya 

vimos no puede ocurrir. 

Si :Fn = u(S1, ... , Sn) entonces {Zn, :Fn : n EN} es martingala pues 

E(Znl:Fn-d = E ( n ei•Sn js1, .. ·, Sn-1) = n l E ( e"5 n-1eitXn js1, .. - , Sn-1) 
rr ""jet> rr c,:>;(t> 
j=l J=l 

eitSn-1 ( itXn 
1 

) eitSn-1 ( i<Xn) 
n E e Si. . - . , Sn-1 = n E e por independencia. 
n ""jet> rr <,"j(t) 
j=l J=l 

eitSn-1<,"n(t) 
Así E(Zn¡.:;c;,_l) = <r1(t) · · · .,::>n-1(t)cpn(t) n-1 rr <P;<t> 

j=l 

Notemos que Re(Zn) e Im(Zn) son martingalas puesto que 

E(Znl:Fn-d = E[Re(Zn)+iirn(Zn)l:Fn-1) = E[Re(Zn)l:Fn-1]+iE[Im(Zn)l:Fn-d = 
Zn-1 = Re(Z,.-1) + i/m(Zn-1). 

Entonces E[Re(Zn)l:Fn-1] = Re(Zn_i), E[lrn(Zn)l.:Fn-d = Im(Zn-1). 

Por el Teorema 2.3.14 (Convergencia de Submartingalas) existe una v.a. Z 
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eitSn 
con E(IZI) <oc tal que Zn2;: Z. es decir, -=::.... Z. ft c,:.>¡(t) n--

lím eitSn 

Pero lím 
Íi c,:.>;(t) lím Íi ;:>;(t) 
j=l n-ooj-1 

Por lo tanto e;is" .::.. cp(t)Z. 

j=l 
lím eitSn 

¡p(t) 
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Consideremos el mapeo eltSn(w) : (-to, to) X n - <C con la medida producto 

..\ x P, ..\ la medida de Lesbegue en (-t0 , t 0 ). 

Este mapeo es medible para todo n ;;;., 1 por ser continuo. Definimos A 

{(t, w) : JE._:n;!, e"S"(w) existe}, A es medible porque para todo t E (-to, to) el 

conjunto A(t) = {w: JE.,.n;. e"5 "!"') existe } tiene probabilidad 1 y el conjunto 

A(w) = { t E ( -t0 , t 0 ) : lím e"s.¡..,¡ e.xiste } tiene medida 2t0 • 

Luego hay un n· ~ n con P(!"?") = 1 tal que para todo w E n• existe 

E.., ~ (-t0 , t 0 ) con ..\(E.,) = 2to > O. 

Entonces JE._:n;!, E (e"5•C"">) existe para te E..,. 

Por lo tanto Sn(w) converge para todo w E f!•. 

De este modo Sn converge c.s. O 

TESIS CON 
F'.f:..LiLA DE ORIGEN 
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2.5. Tiempos de Paro 

Ahora se establecerá un nuevo concepto que tiene que ver con el momento 

en que un jugador que apuesta sucesivamente sobre los valores de una suce

sión de variables aleatorias que son los resultados del juego y cuya fortuna 

depende de estas, decide parar, esto es, decide dejar de jugar. 

Definición 2.5.1. Sean (O, :F, P) un espacio de probabilidad y :F1 s;;; :F2 s;;; 

• • • s;;; :F una sucesión creciente de sub u-álgebras. Un tiempo de paro con 

respecto a :F,. es una v.a. i\i tal que P(N < oo) = 1 y el evento (;V = n] e 

:Fn para todo n ;;¡: l. Si N es una v.a. extendida, esto es, P(;V = oo) > O y 

(.IV= n] E :F,. para todo n ;;¡: 1 entonces ;V se llall}a regla.de paro. 

Notemos que la familia de tiempos paro depende de la familia de u-álgebras. 

Ejemplo 2.5.2. ,y = e con e E N es tiempo de paro porque 

[N=n] = { f2J 
n sin=c 

sin~ e y tanto 0 como n están en :Fn para todo 

n EN. Aquí ;V es un tiempo de paro para toda familia de u-álgebras ya que 

N es determinista. • 

Ejemplo 2.5.3. Sea {¿Y,. : n E N} una sucesión de v.a. definidas en (O, :F, P), 

{:F,. : n E N} una sucesión creciente de sub u-álgebras de :F tal que X,. es 

:Fn-medible para todo n ;;¡: l. 

Si BE B(IR) fijo definimos 

{ 

inf{n: Xn(w) E B} 
NB(w) = 

00 

si existen EN tal que Xn(w) E B 

si Xn(w) "' B para todo n E N. 

es decir, ;VB es el tiempo en que el proceso está por prin1era vez en B, que 

se define con10 oo si el proceso nunca está. en B. 
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Na es una regla de paro. 

[Na = n] = [X1 ~ 1!,-X2 ~ B, .. . ,Xn-1 ~ B,Xn E B] E :Fn y para 

n = oo: [Na= o:>]= n[x, ~ B] = n - [Na< o:>] E :F. • 
i,_l 

Ejemplo 2.5.4. En el ejemplo 2.1.2 se considero la estrategia de doblar la 

apuesta en cada paso. 

El jugador gana o pierde con probabilidad k en cada juego. 

Inicia con Sl y dobla la apuesta hasta ganar. 

Sea S,. la ganancia neta después de n juegos. 

P[S1 = l] = k = P[S1 = -1] y para toda n ;;;., 1 P[Sn+l = llSn = 1] = 

1, P[Sn+l = llSn = 1..:.. 2"] = k = P[Sn+l = 1 - 2""'"1Sn = 1 - 2"] porque si 

pierde los primeros n juegos tiene una pérdida de 1+2+22 +· · ·+2n-l = 2"-1, 

esto es. una ganancia de i - 2n. 

Pero aljuego (n+l) apuesta2".ydeganartieneunaganancia2"+(1-2") = 1, 

entonces E[Sn+il:Fn] =· E(Sn+dJ'\'."¡, ... , Xn) = E(Sn+ilSn)· 

Luego E(Sn+dSn = 1) =<L ·'P[Sn+dSn = l] = 1 y E(Sn+ifSn 

W - 2n+1 ¡ + k . 1 = H2 :::-: 2"+1 r = 1 - 2". 

Por lo tanto E[Sn+dSnf;;;;;:s~; 

1- 2") 

Sea N = inf{n;;;., 1: Sn ~·l} =Tiempo en que el jugador gana. 

Como P[N = n] = Hl - k)"-1 n = 1, 2, ... entonces P[N <o:>] = l. 
De este modo N es un tiempo de paro. 

Es claro que [1V = n] E :Fn. 

Además P[SN = lj = 1, E(SN) = 1 ;;¡,, E(Si) =O. 

Bajo esta estrategia el jugador no puede perder. 

{Sn : n E N} es uniformemente acotada por arriba por 1 pero no lo es por 
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abajo. 

{Sn : n EN} no es u.i. 

Para n ;;. 1 sea Sn una v.a. :Fn-medible definida en n y N un tiempo de 

paro. 

"" Se define SN como SN = L SnI[N=nl para cada B E B(JR) 
n=l 

[~EB]= 

LJ [ S,. E B, .V = n J E :F por lo que S,...- es variable aleatoria. 
n=l 
Con el tiempo de paro iV se tiene un u-álgebra :FN asociado a N que es 

:FN = {A E :F: A n (N = nj E :Fn para todo n E N}. 

i) 0 E :FN porque:0 E :F y además 0 n [N = n] = 0 E :Fn para todo n. 

n E :F.v pues n E :Fy más aún nn[N = n] = (iV = n] E :Fn para todo n. 

ii) Sea A E :FN entonces A E :F y A n [N = n] E :Fn para todo n. 

Pero [N = n] E :Fn y [N = n] = {[N = n] n .4.} U {[N = n] n Ac}. 

Luego (N = n] n Ac = [N = n] - A n (N = n] asi Ac n [N = n] E :Fn 

para todo n. 

iii) Sean A 1 , A 2 , ••• E :F.v entonces Ak n [N = n] E :Fn para todo n y para 

todo k. 

Luego (u Ak) n (.IV= nj E :F,. para todo n asi ü Ak E :FN. 
k=l k=l 

Si existe no EN tal que [N =no] = !1 tenemos que :FN =:F..,,, es decir, 

N es constante. 

Si Be F....,, sucede que Bn [N =no]= Hnn =BE :FN. 
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Si n #no teuen~os que B n (,V= nj = B n l2J = l2J E :FN. 

Si BE :FN entonces para. todo n EN B n [.iV = n] E :Fn pero 

[ l { 
l2J sin#no 

BnN=n= 
B sin=n0 

• 
Proposición 2.5.5. Las variables aleatorias N y SN son :FN medibles. 

Demostración: 

l. Debemos mostrar que [iV = m] E :FN para todo m ;;;o 1 pero, 

[N = m] n (N = n] = { [N = n] si m = n 
0 sim# n. 
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Como IZJ E :F,. para todo n y [iV = n] E :F,. para todo n se tiene que 

(N=m] E:FN. 

Por lo tanto .'V es .:F,v-medible. 

2. Tomemos B e B(IR). 
00 

Debemos mostrar que (SN E E] E .:FN, pero (SN E B] = LJ [S.,.. E 

"'=' B.N=m]. 

Aho:.-a [S,v E B] n [.V = n] = { LJ (S.,.. E B, N 
m=l 

mJ}n(N = n] 
00 • 

LJ [S.,.. E B,,V = m,iV = n]. 
rn=l 

{ 

l2J si m # n, 
~=aj~o~E~N=~N=~= . 

(S,. E B, N = n] s1 m = n 
y como l2J E .:F,. para todo n y [Sn E B, iV = =J E :Fn para todo n en-

~----------~ 

1 '(?C"T° COF f - ... u ..... ..i ~ 

· l"i! ... ,L·, JE ORIGEN 
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"" 
tonces LJ [S.,. E B, .'V = 771., N = n] E :Fn para todo n. 

m=l 
Por lo tanto [SN E B] E :FN. 0 

Observaciones. 

a) Seag=u(Ü:Fn) ~:F . .. · .- .. 
n=l · .· ·. 

Si J\' es tiempo de paro·entonces.-:FN ~·g porque si A e :FN tenemos 

que A = A n n =:~ ~;fü~H~ :=: n]} = Q<A n [N = n]) e g debido 

que A n [N = nj e·:F.;·:: :Ls"' ·,, · ·... · . 
Si N es regla~(!:~~6:Jiifé>nc~ [1V = oo] = n - [N < oo] = n -

Q(N = n] i::~:~~~~!ffit~+:'n]E Q. 
De este modo'cNc'Eis~g_:._filedible. · · 

b) [N ~ n]~j~I~~~:~~~~-porque :F1 ~ :F2 ~ • •· ~ :Fn. 

Luego (N .==; n] .=:=i(N ,.¡;; n] 77 (N < n] = [N ~ n] n (N .;;; n - W
Pero [N .;;; n] E F,;, y (iv i n :._ IjC E Fn-1 ~ :Fn. 

Por lo tanto (lv ,,,,; 11-J ~ Fn -~ara todo n si y sólo si [N ~ n] E :Fn 

para todo n. Notemos·q;_¡;; (N > n] = (N ~ n]c e :Fn para todo n. 

c) Si l\'1 • _/\/2 son tiempos de paro t:ales que N 1 ~ N 2 c.s. entonces 

:FN, ~ :FN2• 

Como _/\/1 .;;; ,v2 sucede que ¡,v2 ~ n] ~ (N1 ~ n] para todo n ;;. 1 c.s. 

Si A e :F tenemos An [N2 = n] = An ([N2 = n] n [N1 ~ n]). 

Si A E :FN, entonces A n (N1 ~ n] E :Fn para todo n. 

Y como [iV2 = n] E :Fn para todo n sucede que A n [N2 = n] e 

:Fn para todo n. 
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De este modo A E :F.v,. 

Por lo tanto :F.v, ~ :F..v2 • 

d) Si N 1 , N 2 son tiempos de ·paro con respecto a :Fn entonces N 1 + N 2 , 

mín{Ni. N 2 } y m:á.:..:{N1 ; ,v2 } ~on tiempos de paro. 
" . ' '··., 

Porque (N1 + Nd .;;;:n] ~· 
LJ (N1 .;;;· k, N2 .si;:~]p~rn (N1 .;;; k] E :Fk y [N2 .;;; l] E :F,. 
k,l . . - ' ~-

k+l~n .·~ · · .. · 

Asi (N1 .;;; k, N2 _.;;;'t] E :Fmá.x{k,I} s;;; :Fn. 

(mín{Ni. N2} .;;; n] = (mín{Ni, N 2 } > n]c (N1 > n,N2 > n]c 
. ., ' 

(N1 .;;; n] U (N2 .;;; n]E :Fn. e 

(má.x{N.,1V2}.;;; n].= (N1 ~ n,N2.;;; n] E :Fn. 

En particular n1ín{N, noF.es tiempo de paro si no e N. 

Ahora sea {Sn,:Fn : n E N} una martingala, si Sn es el capital del 

jugador después de n juegos, un tiempo de paro es una estrategia para 

parar el juego y S.v es el capital final. 

La condición (1V = n] o (1V ~ n] E :Fn para todo n e N dice que la 

decisión de parar el juego depende de las primeras n variables aleatorias 

y no del futuro. 

Si el juego es justo debería ocurrir que E(S.v) = E(S1 ). 

Teorema 2.5.6 (Paro Opcional de Doob). Sean {S,., :Fn n E N} una 

martingala (submartingala), N un tiernpo de paro. 
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Si 

i) E(IS.vJ) < ::xi, y 

ii) l~~f j IS .. ldP =O entonces E(S.v) <~> E(Si). 
[N>nJ 

Demostración: 
00 

S.v = L S;I[.V=il por definicifü>.. 
j=l 

Por i) E(S.v) = f:, j S;dP = 
,=1(.V=j) 

lírn ~ j S;dP = lírn ~ I j S;dP - j S;dP] n-oo L... n-oc .L... . · 
j::a:l[N=zjJ i==-l N~j) (N~j+l) 

Sea A 1_ 1 = {w : N(w) ;;;. j} = w : N(w) > j - 1} = 

{w: N(w) ,¡;; j - 1y E :F;-1· 
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Como E(S;l:F;-1) = S;-1 c.s. por ser martingala entonces j E(S;l:F;- 1 )dP = 

A,-1 

j S;dP por definición de esperanza condicional. 

A,,-1 

Asi ! S;dP = j S;-1dP. 
A,-1 A,-1 

r- r¡·:rQTQ co?,T 
: J.. .'.-! \.~· :...l._1 1~ 

. , - DE OHIGEN 
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Por lo tanto E(S.v) =ni!.."';!, [E(Si) :--- I SndP] 
(N;;m+lJ 

E(Si) - lím inf j SndP = E(S;). O 
n-"° 

(N;;m+lJ 
Observaciones. 

l. Las condiciones i) E(ISNJ) < oo yii) líminf J ISnldP =O se cumplen 

[N;;.nJ 
si existe un n 0 E N tal que [.N" .;;;; n 0 ] = n. 
Demostración: 

i) E(iS.vJ) = L f JS1JdP = f: f JS1ldP < CXJ •• 

J=l[.V=jJ 3=l(N=JJ 

ii) [S > n] = { no '0 LJ tN=k] 
k=n.+l 

sin~no 

si n = 1, 2, ... , no - 1 

o sin~no 

entonces 

/ JS,.ldP= { f: / si n = 1, 2, ... , n 0 - 1 
[N>nJ k=n+l(N=k) 

Entonces lí111 inf / iSnidP =O. O 

(N>n) 

2. i) y ii) se cumplen si {Sn : n E N} es uniformemente acotada c.s. 

En efecto, si ISnl .;;;; e c.s. para todo n = 1, 2, ... entonces 

C TESTS CON 
FALí.J-\ DE ORIGEN 
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Por lo tanto E(ISNI) .;; e< oo. 

Además j IS .. ldP .;; j cdP = cP[N > n] =O porque 
[N>nJ [N>n) 

[N > n] ! 0 y así P[N > n] ! O. 

3. La condición ii) se cumple si existe una constante c > O tal que 

E(S;!) .;; ne para toda n ;;;¡,, 1 y E(N) < oo. 

Sabemos que la desigualdad de Cauchy-Schwartz establece que IE( UV) 1 .;; 

[E(lf2)E(V2)]1. 

Haciendo U= ¡s.,¡ y V= I[N>ni tenemos 

j IS .. ldP = j IS.,IIcN>nJdP = IJ IS .. IIc.v>nJdPI .;; [E(S;;)E(I[N>nJ)] ! = 
[N>nl n n 
( E(S;¡)P[N > nl] ! .;; (cnP[N > n]) 1. 

oc oc 

Pero nP[N > n] = n L P[N = k] = L nP[N = k] 
k=n+l k=n+l 

oc oc 

< L kP[N = k] y L kP[N = k] :=;;:; O por ser cola de una serie 
k=n+l k=n+l 

"" 
convergente porque E(N) = L kP[,v = k] < oo. 

k=l 

4. i) y ii) se cumplen si {S., : n E N} es uniformemente integrable, esto 

es, si 

J 
~.V>n} 

sup j 
neS 

[ISnl>aJ 

IS .. ldP= J 
[ . .V>n.Jn[IS"l>al 

IS .. ldP+ / 
[N>n}n[ISnl<;;aJ 

TESIS CON 
FALLA DE ORlGEN 
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Pero j 
{N>n]n[IS. J <;;aJ 

ISnldP~ j adP ~ aP[N > n, IBnl ~ a] ~ 
[N>nJn{ls.1,.aJ 

aP[N > nJ :=;;;;;O porque(N> n,¡s.,¡'.~ a]~ [N > n]. 

l'vlientras que por otro)ad.;-, >:«·:·>:'>"' 

J IB .. ld~:~Y.L1:~ .. l:~;.>,;J'nusnJ>aJdP ~ j IB .. IIus.1>a1dP 

r;:;~:~·;::s ~--;J1;~~j,~~~~f','i_\ ,·. 0 

j IS .. IIus.1>aJ = '.{jú:¡'SnldP ~O. 
n {IS.J>.;J'. .· · 
Por lo tanto ii) se cumple. 

Ahora como {S., : n E N} es u.i. entonces por la proposición 2.4.5 

existe una constante e> O tal que sup E(ISnl) ~c. 
neN 

Por lo tanto
00
E(IS,.i) ~e para todo n;;;., l. 

Como n = LJ[N = jJ tenemos: 
j=l 

e ;;;¡. E(ISnl> = ! ISnldP = f: ! 
n J=l{N=.i) 

ISnldP = f:: j IS.,ldP + 
J=l{N=j) 

_f:, j IS .. ldP=f:: j IS,,ldP+ j IS.,ldP . 
.i=n+l[4V=:J .J=l[.V=jj (N>nJ 

Como {S., : n E N} es martingala y [.N = j] E :F.; tenemos por la 

proposición 2.1.10: 

j ISnldP ;;i: f IBn-ildP ;;;¡. f ISn-2ldP ;;> • • • ;;> j IS.;ldP 
{N=j) {.V=j) [N=j) [N=jJ 
pues {ISnl : ri EN} es submartingala. 

Por tanto f:: j IS .. ldP ;;i: f:: j IS;ldP, asi 
i=l{.V=jJ i=l{N=jJ 

'T'f.C~Tr:; CON ..:.. • ...!._.,i.L J 

,. . . . · ... ,.., ORICq;•N 
J.' .L-:i.LLP1. IJG r.r!,_ 1 
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C;;. E j ISnldP+ j ISnldP ;;. f:. j fS;fdP+ j 
J=l[N=j) [N>n) 3=l[N=j) (N>n) 

fSnldP entonces 

ti / fS¡fdP,.;; c - I ISnldP luego E [t fS;II[N=j)] ,.;; 

(.V=J) [N>n) , , ... "" .. . 
e - j fSnldP. ·, ,, ' .. ' . 

[.V>n) 

Pero E(ISnD ·j~~:f·t~~~JJc·t2j)J ;,.;; c - E~[NLJ 
porque Sn es integraJ>.lé:::.·; ) ';''. 

c 

Proposición 2.5.7. Sean {Sn\n EN} marlingala {submarlingala} y N un 

tiempo de paro. Supongam~s qÜeE(N) < 'oo y que E[ISn+t-SnllS1, ... , Sn],;;; 

c < oo. Si N;;. n entonces E[ISNIJ < ÓO y E(SN) <~> E(Si). 

Demostración: 

Veremos que se cumplen ij y ii) .del TeÓrema2.5.6. 

S.v se puede escribir como 

S.v = S1 + (S2 - Si) + (Sa - S2) + · · · + (SN - SN-d luego 

ISNI ,.;; ¡s,¡ + IS2 - s,¡ + ISa - S2I + · · · + ISN - SN-11 = 
N 

!Sil +LIS; - S;-il-
j=:.! 

Si So = O enr.onces 

E(fS.vi) ,¡;; E [t. IS; - S;-d] = f: E J IS; - Sj-tfdP = 
n.=1 .i=l{N=n] 

f: E j IS; - S;-tldP = E j IS; - S;-ddP cambiando el orden de 
J=l n=J[~V=n) .J=l[~V;arjJ 

la suma doble y aplicando la primer suma. 

Pero el evento [N ;;. j] = [N < j]c = [N ,.;; j - l]c E :F;-1 = u(S1 , ••. , S;-1 ). 
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Entonces J 1s, - s,_ddP = J E[ISj - Sj-d IFj-ddP por definición de 
(N;;>j) (N;>j) 

esperanza condicional. ', , " 

Luego, j E[ISí - sí""'.•llSi. ... , s;~S~¡:> ~ j cdP = cP[N;;;. j]. 

(N;;>j] ,' ,,' ,¿;_, ':;;>:\{,: '-,:~': ,): '.",,,,,,,, (N~j] ,,, .. 
Por lo tanto E[ISnlJ ~ E#J"[i~j;;;;O'.j],~ cJ;;(N)'.<oo . 

. ':: ,j~l ''~:ii' >"·'""" ,,,, ,•:',,''",' :, ••'; :,, : ,'_ ', 
De este modo; se.cumplEi;i);¡del'.¡Teore,nia 2,_5.6; 

• r. ::-.<·:~·.:;;:r~·:-..~-t<~-~-n_-~·~;},':t~~-~};~~-·r-?~}{;'-:'.:)- :_· ~-·;,- .... 
Ahora st •" .:>: n, IS,.l:,.;;;:1~J}1SJ,;.""',SJ-'il:~.¿ ,Sí - SJ-11 con So= O. 

, hi·:;t;:.:c:M:i';:?~ :>: < j=l ' ' N 

Entonces J IS~l~~:/$}~fJ1r;;~¡s1~~1:_1ldPycomoE [¡: IS1 - SJ-il] < oo 
(N>n] -", "/:. (\.[N>'n).'J".':1. .,_, , · J=l 

: .. •.·:·.'. '.· :· . ~v 
y [N > n] ! 0 tomando'un = I¡N>nJ E ISJ - Sí-d por el Teorema de Con-

. . .- J=l 
vergencia Dominada E(gn) - E(O) =O. 

Por lo tanto ii) del Teorema 2.5.6 se cumple. 

Así E(SN) = E(S1). O 

Los siguient<'s resultados son consecuencia del Teorema de Paro Opcional y 

son importantes en la teoría de martingalas. 

Proposición 2.5.8 (Ecuación de 'Wald). Sea {Xn : n E N} una suce-

sión de. varia.b!es ª!;ator-ia.~ independientes e id{nticarnente distribuidas con 

E(Xi) = µ. Sn = E(."(¡ - µ) n E N. Si N es tiempo de paro con E(N) < oo 
i=l 

entonces E(SN) existe y E (i:. X1c) =µE(!\'). 
k=l 

Demostración: 

Primero veremos que {Sn,u(Si .. ..• S~)} es martingala. 
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E(SnlSi. · · · • Bn-1) = E(Sn-1 + (Xn - µ) ISi. · · · • Bn-1) = Bn-1 + 

E[(Xn -µ)ISi. ... ,Sn-il = Bn-1 + E[(Xn -µ)IX1, ... ,X,.-1) = Bn-1 + 

E(Xn - µ) = Bn-1 por independencia y porque E(X,.) = µ. 

Por lo tanto { Sn : n E N} es martingala. 

Además E[ISn+1 - SnilSi. ... , Sn) = E[IXn+1 - µi1X1,.;.; Xn] = 
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E[IXn.,.1 - µI] = E(IX1 - µI) ,;;;; E(IXd) + µ = c < oo' p6rque IX1 - µI ,;;;; 

IX1I+µ. 

Por la proposición 2.5.7 tenemos que E(S.v) = E(S1): 

Pero E(S1 ) = E(X1 - µ)=O.Por lo tanto E(SN) =O. 

Asi que E [t,cx, - µ)] = E(X1 -µ)=o. . 

Entonces E [t,cx, -µ)] =E [t,x, -Nµ] ~E [t,x.]-µE(N) =o. 

Por lo tanto E [t. x,J = µE(1V). O 

Proposición 2.5.9 (Identidad Fundamental de W'ald). Sea {Xn: n E 

N} una sucesión :;e variables aleatorias independientes e idénticamente dis

tribuidas, Sn = L .Y:k n = 1, 2, ... supongamos que para algún número real 
k=l 

t =F O, _l\I(t) = E(e•X1 ) existe y _l\f(t) ;;;. l. Sea N tiempo de paro para las 

sumas {Sn : n E N} tal que ISnl < c c.s. para n ,¡;;; .'l.' con E(1V) < oo. 

Entonces E ( (.\;«:·;-,...,) = 1 

Demostración: 

Definimos para todo r1 ;;;. 1 las variables aleatorias 
ets,,.., 

Z,. = (ivI(t))" 
{Z,.,Fn: n EN} es martingalacon:Fn = u(S1, S2, ... , S,.). porqueE(Z,.IFn-1) = 

~fESIS CON 
1 FP ¡ i ¡;__ Dfi' QDTQE1\l 

_..,l...W.U-- w l\- .L'i 
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[ 
e<Sn 

1 
] 

E[ZnlS1, ... 'Sn-d =E (iW(t))" s., ... ' Sn-1 

[etSn-te•X~ 1 
] e<Sn-1 

E (AI(t))" S,, ... ,Sn-1 = (A-I(t))"E(e'Xn¡x., ... ,X,._) pues 

O'(S1 , ••• , S,._i) = O'(X1 , ••• ,X,.) y debido aqie e'5 n-t es O'(Si. ... , Sn-i)-medible. 
e•Sn-1 e•Sn-•E(e•Xn) Jl,f(t) 

Así (AI(t))" E(e'Xn¡x,, ••• , X,._i) = (Af(t))" = e•Sn-1 (M(t))" 
etSn-1 

(.M(t))n-1 = z,._,. 

Por lo tanto {Zn, :Fn : n E N} es martingala. 

etSn ~etc. 

etSn etc 

Asi Z,. = PI(t))" ..; (i\f(t))" ,,,;; e•c puesto que JVI(t) ;;¡,, l. 

De este modo Zn ::=;;; etc. 

[ 
!e'-'<1 

- iW(t) 1] 1 tX 1 { tz 
Por otra parte E ,.\f(t) = M(t) E [le 1 

- M(t) j] ..; kf(t) E(e 1 )+ 
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M(t)} = M~~) (.\I(t) + kl(t)) = 2. 

Por lo tanto ZnE [I e•X~i7c~/(t) IJ .;;; 2e•c·< cxi. 

Así por la proposición 2.5.7 E(Zn) = E(Z1 ) pero E(ZN) 

E(Zi) =l. 

Concluyendo que E [.i\;«:~N] =l. O 
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Un caso especial del resultado anterior. aparece en el problema siguiente. 

Ejemplo 2.5.10. S•.Jpongan1os qtte se tiene una sucesión de variables aleato

rias i.i.d. no constantes.)(¡, Sn.:= ..... lCi-7 ... + Xn. 

Se define 1V como: 

N = inf { n : Sn .;;; -a ó Sn .;;;;.• b} donde a > O y b > O son fijos. 
nEN · . ~<~~, ,~- ,. ___ ._. 

En este caso necesitamos Y,erificar•solarnente que E(.N) < oo. 

Existen no EN y c5 > ci.~í.:i:·¿;,,.;·'j;,¡¡Snal > a+b] > ó puesto que de lo contrario 

se cumpliría que nu~c~,.;~· ~~pElrado el número a + b. 

no es el número.de ~,,;,,,,:~d'ós que se necesitan para que la suma X 1 +· · ·+Xno 

exceda en valor' absoluto al número a+ b con probabilidad mayor que ó. 

P [ISnol >a+ b] = 1 - P [IS,.,,f .;;; a+ b] > ó si y sólo si P [ISnol .;;; a+ b] < 

1 - ó. es decir, la función de distribución de fS,.0 f evaluada en a+ b no es 1 

por tanto existe t,-U c5 > O. 

Ahora tomemos k ;;;. O cualquier entero. 

El evento [.V ;;;. kno] significa que la primera vez que la sucesión Sn cayó fuera 

del intervalo (-a, b) ocurre después o en el tiempo kno. 

Es decir, [N;;;. kn0 ] =[-a< 8 1 < b, -a< 8 2 < b, 

.... -a < S1cno-i < b] la expresión del lado derecho es porque lo único que 
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se sabe es que en los prin1eros (kn0 - 1) pasos se mantiene la sucesión en el 

intervalo (-a, b). 

[-a < Si < b, -a < S2 < b, •. :, -a <(Skn~:..:, < b] e;;; [.,-a < Si < b, 

- a< S2 < b, ... , -a< Skn.,-i·< b,.,...ci'< Sh.,j ':.; b] e;;; [ISnol ,.;; a+ b, 

IS2n0 -Snol,.;; a+b,. i.S~;;oi~~~(L¡i~ol~'d±bJ; · 
Esta última cor.tención se.eX¡)Iica7porque:-l~·Í~li.gitud del intervalo (-a, b) es 
a+ b. >>::~::· . ·.~~·" .-"- .~·, r:-::~;"~~; ::1;-""--i/ó·, :~ -

.-:~;·::-:·-- ';·.:·~' -.. , ,,~·.- .¡~?~/." j~~~: ,,. ·:_::;~~;·:; ;.:;::,,·, 

Se tienen kn0 puntos .;;;:.t;ai''irit.;~.,,,.¡;;_¡~ .;O:tóiides cu8:iqüierados de ellos distan 

a lo mas
. a+ b. . ;· '·'' ':.:. ~: "• -;: ·.' ' 

,:::,.,:_"'.,' - .. , ' .- ,_ ~·:·t.; 

De todo lo anterior · · 'e: .. :;;:' ::::. . '' 
[N;;;;. knoj e;;; [ISnol,.;; a.+b, IS2~ ;::-s...;'1'0,:s;;:~':f:.b';.J:;1.S.2.,~sck-1Jnol,.;; a+b]. 

Entonces P[l\t ;;;;. kno] ,.;; P[ls;.0 ¡ <:;; d+: ¡;;¡s~St ;'.:·snol ;.; á ~ b, •.. , IS1ono -

Sc1o-i)nol ,.;; a+ bj = P[ISnol ,.;; a+ b]P[IS2~:,_ S~0 I ~ a·-f. b] · • • P[IS1ono -

Sc1o-1)nol ,.;; a+ b] ,.;; (1 ..:. ó)". 

La última igualdad es por independencia. 
oc 

Luego E(N) = L P[N ;;;;. n] ,.;; P[N ;;;;. O] + P[N ;;;;. 1] + · · · + P[N ;;;;. no -
n=l 

l]+P[N;;;;. no]+P[N;;;;. no+l]+· · ·+P[N;;;;. 2no-l]+P(N;;;;. 2no]+P[N;;;;. 

2n0 +1]+·· ·+P[.V;;;.: 3no-1]+···,.;; noP[N;;;;. O]+noP[N;;;;. no]+noP[N;;;;. 

2no] +···=no~ P[N;;;;. knoj.;;; no~(l-6)"' = no 1 _ (~ _ ó) = ':,º < oo. 

Por lo tanto E(N) < oo. 

Así E [e;.~«~·;)"] = 1 para t ?"=O tal que AI(t);;;;. l. • 

Ejemplo 2.5.11. (Ruina del jugador). Sean {Xn;. n E N} una sucesión 

de v.a.i.i.d. con P[X; = l] = 4 = P[X; = -1], Sn = LX,. para 
lc=l 
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n = 1,2, ... 

{Sm :F., : n E N} es martingala con :F., = u(Xi, ... , Xn) = u(Si. ... , Sn) 

porque E(S,.j:F,._i) = E(Sn-1 -r-X,.,S1, ... , S,.-1) = S,._¡+E(X,.IXi. ... , X,._i) = 
Sn-1 + E(X,.) = Sn-1 +o = Sn-1• 

Si hacemos .'V= ~~~{n: S,. = l}, iV es el tiempo en que por primera vez se 

tiene una ganancia de un peso. 

Entonces P[N < oo] = l y por definfoión P[SN = l] = l. 
Asi E(SN) = 1 pero E(Si) E(X1) = 4(1) + !{-1) O por lo que 

:-.· .. ·,, 
E(SN) ;/= E(Si). . ..... ,, e· 

De este modo se debe cumplii'c)íie~E(:..V) ;;,, oo por la proposición 2.5.8. 
. . .. ··'-~- -'~·!!.·''·. -' . . . _:_:._ . .'. 

Sean a, b dos enteros positivos y'.1N.defi.llido por N = inf {n : Sn = -a ó S,. = 
b }. . · ,,:•: ,-\;':·:.".> -· · neN 

-, ·'"-, -,.,\l~: 

X; es la ganancia del i_:_ésimo "j\ieg~ y S,. es la ganancia durante n juegos, a 

y b los capitales iniciale5 de los jugadores. Si juegan hasta la ruina, N es la 

duración del juego. 

Por el Ejemplo 2.5.10 se tiene que E(iV) < oo y por la ecuación de '\Vald 

E(SN) = E(Xi)E(N) =O· E(N) = O. 

Sean P-a la probabilidad de que el juego termine en el estado -a y P• la 

probabilidad de que el juego termine en el estado b. 

Tenemos que E(S.v) = (-a)P-a + ápb 

Entonces O= (-a)P-a + b(l - P-al· 
Por lo tanto b =(a+ b)P-a· 

b a 
De este modo P-a = a + b Y Pb = a ~ b · 

La probabilidad de ruina es proporcional al dinero que se tiene. 
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{S; - n: n EN} es martingala. 

Porque E(B; - ni Si. ... , Sn-d = E(B;IS1; ... , Bn-1] - n 

= E((Sn-1 -1-Xn)2 ISi, ... ,Sn-d-n~-

E(S;_1 +2XnBn-1+X~1 Si..;. ,Sn~iJ....:,;: = S~_1+2Sn~1E(XnJXi. ... , Xn-1)+ 

E(X;Jsi. ... , Sn-d-ri;;;;, S;i_;+i~~--1}i(J~ .. )+E(X~)-n = B;_1 +E(X;)-n 

= S~-1-r1 - n ==: S~-1 ~/c&,....: 2J.).!~\~r~\ . . .. 

s~:0:::0~: a~t: s~~~~~ii~~}~;t;~e~ :laS condidones de la proposi-
i;·~:,. ,'. \?.~1'·. > 

ción 2.5.8. . . O,, .·. (i j';~{~,,s~;{ ~~- '\ .. <; , 

E[IS~+1 - (n + 1)-, B;+ n,JIS1;1~·-~:;S~h~'f[IS;+l-s;-1JIS1, ... , Sn] pero 

S~+1 = (Sn + Xn+il2 
.···.· ~~ -f:~A;~~/?.,;_t}*#~·~n~<>nces B;+i - S~ - 1 

~~:;~~~~:Y~ ... ~~-~-11 · l~Jy~~]~~~~r~~i1'i11 ~ 2JSnJIXn+d + 1+1 = 

2JSnJIXn+d + 2 porquex;~1 ~.~lc;5;;'[';' ;) .. · 

Asi E[iB;+1B;-lJISi. ... , Sn] .i;s(~JS~J,JXn+iJISi. ... , Sn]+2 = 2JSnJE(JXn+1l)+ 

2 = 2JSnJ + 2 porque JJX'n+d =" l ~-~-·~por independencia. 

Ahora si n ~ N entonces JSnJ ós;; a.+ b; 

Por lo tanto E(JB;+1 - B; - lJISi. ... , Sn] ~ 2(a + b) + 2. 

Por lo tamo por la proposición 2.5.8 E(S'F,-N) = E(S¡'-1) = E(X'f - 1) = 

E(l - 1) =O. 

De este modo E(.N) = E(S~) = (-a)"P-a + b2pb = a 2p_,. + b2 (1 - P-a) = 

(a2 
- b2 )P-u + b2

• 

Luego E(N) = (a2 -b2 )_!!__b +b2 = (a - b)(ab+ b)b +b2 = (a-b)b+b2 = ab. 
a+ a+ 

Esto significa que la duración media del juego es el producto de los capitales 
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de los jugadores. 

Si un jugador tiene 10 pesos y otro 15 p,esos en promedio jugarán 150 veces 

hasta la ruina de alguno de ellos. 

En el caso general donde P[.'C; = 1] = p 'y P[X; = -1) = q con q = 1 - p, 

suponiendo que p > q entonces E(Xi) = p - q = µ > O. 

Tenemos que {Sn - nµ,:Fn : :,:i .e N} ;_{(!) 5~ ,:Fn : n E N} con :Fn = 

a(X1 , • •• , Xn) = a(Si. ... , Sn) son\marÚ~gE.J.as. 

pero E [ (~) s.v] 

TESTS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Asi 

1 =P-a [ (!)-ª - (!)°] + (!)°. 
1-(~)b 

Por lo tanto P-a = ---->..:....<---~ 
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C!)-ª - c:r· 
Si b - oci la probabilidad de ser arruinado ante un oponente infinitamente 

. 1 'q"\ a 

neo es: ürª = ~¡;) . 
Un argumento similar se aplica si p < q y en tal caso bl!_~P-a = 1, es decir, 

P[Sn = -a para algún n E N] = 1 cuando p < q lo que significa la ruina es 

segura en este caso. • 

Proposición 2.5.12. Sean {Sn. :Fn : n EN} una submartingala no negativa 

y {<r>n : n E N} una sucesión de funciones.decrecientes no negativas c.s. 

tal que .Pn es :Fn-1-Tnedible para todo n _E __ N, Fo = {<,::>, !1}. Supongamos 

que E[cpnlS .. - S,._ 1 1] < oo para todo 7:l e:N y _sea N cualquier regla de paro 

entonces 

J 
[N<""J 

cpNS.vdP ,.;;; f: E[cpkE(Sk - S~...:tl:Fk~1)) con So = O. 
k=l . 

Demostración: 

Sean Xk = Sk - Sk-1 k = 1, 2, ... -y z;; = cpnSn -
n n. ., .. -. 

L<r>kE(X,.¡Fk-d + L(<r'k-1--:·rr>k)S,.,_1 entonces Zn es Fn-medible. 
k=l k=l . 

Mientras que Z,. - Zn-1 = <Pns.:-~-f:, :PkE(Xkl:Fk-il + f: ('Pk-1 - :p,.,)s,.,_1 -
n-t ,. ·~---.---~.::o:-:;;-h---;·_n17-~ k=l 

'Pn-1Sn-l + E ,,,,.E( x,.¡.:r..;_,);,.:C •E ('Pk-1 - cp,.)Sk-1 = 'PnSn - 'Pn-1Sn-l -
k=:al -, k=l 

'PnE(XnlFn-1)+(cpn-1-cpn)S;._l = 'Pn(Sn-Sn-1)-cpnE(XnlFn-1) = <PnXn-

'PnE(Xnl:Fn-d = :Pn[Xn - E(JYn!Fn-i)]. 
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Por lo tanto Zn = Zn-1 + 'Pn[-l(n - E(XnlFn-1)]. 

Asi E[Znl.:Fn-d = E[Zn-11.:Fn-d + E[tpn(X,. - E(X,.l.:Fn-1))j.:Fn-1] = Zn-1 + 
tpn[E(Xnl.F,._i) - E[XnlFn-iJ] = Zn-1 +O= Zn-1• 

Pues 'Pn y E(Xnl.:Fn-1) son Fn-1-medibles. 

Esto significa que {Zn,Fn: n EN} es martingala. 

Si existe 1:11 "º Lal que P[N ,¡;;;. n 0 ] = ·1 entonces por el Teorema 2.5.6 tenemos 

que E(Z.v) = E(Zi) = E[cp1S¡_:_tp1E(Xd.Fo)] = E[c,:>1X1]-E[E(tp1Xd.:Fo)] = 
.. ·. . N 

E(tp1X1) - E(<p1X1) =o. y ZN 7 cp.,.,·S.v - L tpkE(Xkl.Fk-d + 
k=l 

N 

L('Pk-1 - 'Pk)Sk-1• . .. . . . . 
k=l :_. :'.' .. ;' ,,.::; __ . =:'.."'. ·· .. - .. -: 
De este modo O = E(ZN) ·= E(ip.vS.v) :- . 

E [t. 'PkE(Xkl.Fk~1)@};i~k~'i;-,-+k:~k~iJ··~ · 
Por lo tanto E(cp;;S.Nr.;.;;.'.:i:.'.·[E~kE(Xkl.:Fk-1)- EC'P1c-1 - <Pk)S1c-1] ..:; 

,, k-:cs.1· . k=l 

E [t. cp1cE(XklF1c~i)] porq~e 'Pk~l - 'Pk ;;;;. O puesto que la sucesión 

{tpn : n EN} es decreciente y también Sk-1 ;;;;. O. 

Así E(cp.vSN) ,,¡;;E lrf:cpkE(Xkl.:Fk-1)I¡N;;.k]]. 
k=l 

En el caso general. sea .1.V0 = mín{.1.V, n 0 } entonces 

E[ip.v0 SN0 ] ,¡;;; E [f: 'PkE(Xs,l.Fk_i)f[.vo;>k]] Y si no - oo obtenemos que 
k=l 

f \P.vS.vclP = E[c,:::NSN] ,¡;;; E [t ;,::kE(Sk - Sk-tl.:F1c_i)] . O 
[N<X>] k-l 

Corolario 2.5.13 {Chow). Sean {Sn,.Fn: n EN} una submartingala y 

{e,. : n EN} una sucesió11. decreciente de números reales positivos. Para cada 

TESIS CON 
FALLA D2 OEICEN 
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E > O: 

P[ má.x CkSk ;;;.. e] ,;;;; .!. [e¡ E(St) + E CkE(St - s:_¡)] 
l::!ii;k1':n E k=2 

Demostración: 

Sea N = inf{n: c,.S;i ;;¡,.e}. 

Esto significa que [N = k] = [c1Si < e, c2S:{ < e, ... , Ck-1Si;_1 < e, ckS°t ;;;. 

e]. 

Hacemos E = [ 1~~. c1cSi; ;;;. e]. 

Mostrarem::.s que e.!E(w) ~ cNSfe.(w)IE(w). 

Hay dos casos: 

i) w ~ E entonces~~ ¿~tie~e que O ~ O • . : .·"'- -·:~·-!'·. !·::.'. ~ ..,, ':'.:: ·· .• 

Así cNSfe.<w)IE(w)°;;;. ·fr~{w) ~e. 
Por lo tanto elE ,;;;; c,v~S~I;,;. 
Tomando esperanzas 

eP(E) ~ j c.:.vS'/;--i-º. 
E 

Entonces EP( mru: CkSt ;;¡,. e] ~ ! CNSfe.dP = ! CNS'f;dP 
l~ic:E;n 

E (N .. n) 
n 

porque E[ mi'bc cks:; ;;¡,, e]= LJ[c,.,St;;;.. e]. Además 
l~k~n k=l 

(Q [ckSi; ;;¡,. e]) e = Q [ckSi; < e] = [c1Si" < e, ... , cNSi" < e] = [N > n]. 

TESIS CON 
FAT.T A D· ·J·í' riPTC:'RN .wJ..J_ - ...J v ... "\_-· --
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Por lo tanto Ec = [.V > n] implica que E = [N ,,¡;; n]. 

Hacemos Xk = St - S{_ 1 para k ;;.:. ,1, S¡j = O. 
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De este modo { S,i, Fn : n E N} es submal.-tingala. ;;;. O y por el Teorema 2.5.6 

J c.vSJ;dP ~ E [~ CkE(XklFk~t)] :,"== ~iE(St) +E CkE(St - st-1) 0 

~~ -1 . . . -2 

Luego eP[ má.x CkSt ;;;. e] ~ c1E(St) + f:. ckE(St - St'-1)· 
l~k!ii;n , · ; k==2: ,· . 

Por lo tanto P[,~A~ ckst;;.:. e]~~· [~1i;;csn + ~ CkE(S/; - s,t_,)] D 

Corolario 2.5.14 (Hájek-Rényi). Sean {X"n : n E N} una sucesión de 

v.a.i. con E(Xn) = O y E(X;i) < OÓ ~¡,,:,:.,;, to;io n E N, {en : n E N} una 

sucesión de números .-eales decrecie;.t~::y":p~sitiva. Para cada e > O 
1 n . ",'.,, .::.:'· . . n 

P[ máx CklSkl ;;;. e] ~ 2 L c%E(X~). donde Sn = L xk n = 1, 2, ... 
l:S;;;k~n E k=l ·-·- k~l 

Demostración: 

Notemos que [ rná..x cklSkl ;;.:. eJ"== [ má..x c%~ ;;;. e2 ] y por el corolario 2.5.13 
l:S;;k~n · , · l=ei;k:E;n 

P[1~~~ ck;s..,¡ ;;;. e; = P[1rá'A~ ¿s~ ;;;. e
2

] ,¡;; 

~ [ciE(Si:') + ~c%E(Sf-S2.:..1 )lcpo<quos~· =~> 
= ~ [t:iE(S"f) +E c%E((Sk-,1 + Xk)2 

- s~-il] = 
E k=:.? 

~ [ciE(SfJ + ~c%E[X~ +2XkS~_1]] = 

~ [ciE(sn +E c%E(X~)] porque E(Xks¡_,) = E(Xk)E(s¡_,) =o 
k=2 

1 ~ ..2 2 = -.,, L.- "kE(Xd. 
e::- k=l 



2.5 Tiempos de Paro 173 

Notemos quo? si e,, = 1 para todo n E N se obtiene la desigualdad de Kol

mogorov. O 

TESIS CON 
FALT ¡, D~'i' u-'-1'1\1n.f!'NJ • .w.C!. J..:.: --~!...I 



Capítulo 3 

Caracterización de 

Distribuciones Mediante 

Esperanzas Condicionales 

3.1. Introducción 

Las distribuciones suelen pertenecer a familias de acuerdo al tipo de fun

ción que l:w re;:nest·ntn. tal como la familia exponencial en donde f(x) = 
a(O)b(..:)ec(Oi.l(ri . . r E I en donde fJ es el parámetro e I es un intervalo en IR. 

En esta parte estudiaremos familias de distribuciones de acuerdo a la forma 

que tienen lus esperanzas c0r..dicionales de sus estadísticas de orden o algunas 

otras esperb.U.Z&..'i coa,iich:na.alES. 

Veremos a.gur.o~ r..,.,;ultad0,; de los últin10s dfoz años que fueron publicados 

por Ouyang [1995]. Balasubramanian y Dey [1997], \Vu y Ouyang [1996], 

TESE COT·T 
FALLA DE 01\IGEH 
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Zoroa, Ruiz y ~Iarin [1990]. 

El extremo izquierdo de una distribución F(x) absolutamente continua se 

define como a= sup{x·: F(x) =O}, es decir, a;;;. -ex> y el extremo derecho 

de F(x) es f3 = inf{x: ·F"(x) = .l} por lo que /3 ,¡;; ex>. 

Sea F(x) una distribución continua. 

Recordt"1lu6 que si )('1».· .:;_, Xn es una muestra aleatoria (v.a.i.i.d.) las es

tadísticas de orden de·,¡·~.;.ri~estra son las variables aleatorias 

Xc1¡ = mín{X1, ... ,_k[{~ Estadística de orden l. 
. .... ,,-..,----::.,. ' 

Xcnl = máx{xi,: '.~:T1::~J- 2 Estadística de orden n. 

Calcularemos f.~,.;.'.:,.0~,'(x, y) la densidad conjunta de la estadística de orden 

JY(kl y Xck~1i· También fx,.,(x) la densidad de Xck>· 

Para calcular fx,., (a:) consideremos lo siguiente: 
z+h 

P[x < x(k) ,¡;;X+ h] = [ f.v:,.,(t)dt == hf.v:,.,(x) con h pequeña pues fx,., 

debe ser continua, de no ser a.sí la igualdad es válida para casi toda x. 
- P[x < x(k) ,¡;; X + h] 

Entonces fx,., (x) = ~~ h · 

El cálculo de P[x < Xckl .;;; x -+- h] es como sigue: 

El evento [x < .'<(k) ,¡;; x + h] es igual al evento que consiste en que haya 

(k - 1) observaciones de la muestra menores o iguales que x, una entre x y 

x + h, (n - k) mayores que x +h. 

TESIS CON 
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Luego 

De este n1odo: 

fx,., (x) = (k _ 1)~¡n _ k)! F"'-1 (x)[l - F(x)]n-k f(x) o< x < /3. 

Ahora para calcul~'f~;~;L~, • ..:,, (x, y), consideramos de la misma forma: 
'.<< .... -··:·.':f,t;-~·¡--~·:.-v·'.,:-·, · ·.· ' .y+h2z+h1 · 

P[x < Xci.>.;;;; :i:',.:h1,'iJ¡ .. ;:;fXé/~:;.i.)',,¡;;; y+h~] = f f, ¡;,,,.,.x, •• .,(t,v)dtdv:::::: 

:::2~x::·:·:~:,'.(,~~,:~,,~~-1:,1,~_~;¡~~i.;~t,;;J¿ ';•;: <X«+» ~y+ h,] 
- "' ., ·- ~1 ({~~-~:- . -;·{''.-~ . 1 2 

: .. :i<:.~0J;:;;Ez~:~: , . ·:~~~~~--·~:···· :~:· 
El evento [x < X¡i.¡ ,,.; x:+'. h!"fiJ{~c''¿"fc'k+iJ ,,.; y + h 2 ] es igual al evento que 

consiste en que haya (1\f;tl~~~~~~~~~f''Ill~nores o iguales que x, una entre 

x y x + hi. una ent:re ?/"~.rl:ii'4-/i2',¡(11,':f';k -:7~1) mayores que y+ h2 , por lo que: 

P[x < X¡k) ,¡;;; x + hi,yf:;'.i:fci2ftf:~~:'+:h2] 
=(,.~ 1 ) (n-~T 1) (n;")F"::_ 1 (h,)¡J;;(~~~t)_;F(x)][F(h+y2)-F(y)j[l-F(y+h2)]n-i.-1 • 
De donde 

f x,.,. . ..-, •• ,,(x. y; = (k _ l)!(;:!_ k _ l)!F"-1 (x)[1 - F(y)]n-k-l f(x)f(y), 

para o < x < y < /3. 

Ahora es posible calcular f.x-, •• ,,ix .. ,(yjx) puesto que 

f (yl x) - f x<•>··"<•+ll (x, y) si c:t < x < y < /3. 
x<>-111x,., . - !."'"' (x) 
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, (k 1¡1c'::·-k 1¡1F"'-1(x)[l - F(y)]n-k-lf(x)f(y) 
fx, • .._,,1x,.,(v1x) = ni F"'-l(x)[l _ F(")"n-kf(x) 

Luego 

(k l)!(n-k)! d J 

(n - k)[l - F(y)]n-k-1 f(y) 
[l - F(x)]n-k 

11 

si O < X < y < /3. 

F x, • .._.,1x,., (ylx) = P[Xk+l ,¡;;; Yl¿~(kl = x] .= f f."<•+•ilXc•i (tlx)dt 
z 

fu [l - F(t)]n-k-1. l . - I"' 
= (n - k) [1 - F(x)]"-"' f(t)dt = [l - F(x)Jn-k [1 - F(t)]" k 11 

= 1 - ¡~ = ~~;~¡=-: ... ·• parax_< y</-~ 
Con técnicas similares á las usá:da.9 anteriormente podemos mostrar que: 

,'; "•' ' : •'; '~ 0 \: • ' ' V • 

1TT 

'. ·- ::~.:, · ... ,~-._ ~_/::::·; __ ,-\- .. .,-,. ·:· ··'.. . n! · · 1 

a) fx,.,,x..,.x,.,_(x,t!;~)/':; (r;- l)l(i - r - l)l(s - i - l)!(n - s)I y- (x)[F(t)
F(x)]'-r-'l'.[F(y) -,.-~'.J:'(t)]~::('°'º 1 [1~ F(y)]n-• f(x)f(t)f(y). 

para 1 ~ __ r.-~:-'~ .;:~;·:s·>;~~;:;_;;·/~·:<_t~.<--ÍJ. 
·.· •·.·· .'; :· •.••. 1 

b) fx,.,.x,., (,,;.Y).~ Cr~ l)!(s - ;·_ l)!(n - s)! r-1
(x)[F(y)-F(xw-r-l. 

[1 - F\y)]'.'-7,(x)f(y); . 

para l ,;;;; r < s ~ ,;, x < y: 
Entonces de a) y b) obtenemos que: 

(s - r - 1)! . [ F(t) - F(x)] í-r-l 
fx,.,1x,.,.x,.,(tlx,y) = (i - r...., l)!(s "C"" i - l)! F(y) - F(x) · 

[ 
F(y) - F(t) i ·-•-1 

[ f(t) . ] • 
F(y) - F(x)_ F(y) -F(x) . para x < t <y. 

Necesitamos obtener f."<•»Xc.,(t;x) y fx'",(t) para calcular fx,.,1x,.,(xlt), 

sabemos que 

fx,., (t) = (k _ l)7r'.n _ k)! Fk-
1(t)[l - F(t)]"-kf(t) o < t < /3, y que 
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fxc•,.x<•> (t, x) = (k-l)!(r_;,;:_ 111(n-r)!Fk-l(t)[F(x)-F(t)Jr-k-l.[l-F(x)J"-r f(t)f(x) 

con 1 .;;; k < r.;;; n, a<: t.< x'< ¡i 

entonces: 

fx,.11x .. 1(xft)= 

- ., .· .' 

(k-l)l(r-;;1 111C~-~)jfrk--:l(t}[F(x)- F(t)Jr-k·::}[l - F(x)Jn-r J(t)J(x) 

(k 11ic'n kJ!Fk-•(t)[l '-- F(t)Jn-kJ(t) 
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3.2. Caracterizaciones de Ouyang 

Teorema 3.2.1. Sea F(x) absolutamente continua con extremos izquierdo y 

derecho o y i3 respectivamente. Consideremos u : [o, /3) - lR continua, tal 

que u' exi.ste y es continua en (o, :3) además supongarnos que O < F(x) < 1 

para o < x < ¡3 y que E(lu(X)I) < ex>. 

c.s. para toda k < n y alguna e # O si y sólo si 

F(x) = 1 - e'"'~'.••'•n para x e (e>, /3) con e• = c(n - k) en donde 

;~ u(x) = { ex> 
-oo 

si e> O 

si e< O. 

Demostración: 

Denotaremos F(x) = 1 - F(x) 
(F(y))n-k 

y de este n10do F x,._.,;x1"' (ylx) = 1 - (F(x))n-k X < Y < /3. 

Entonces 

J/J ¡/3 u(y)d[(F(y))n-k] 
E[u(Xck+tJ)IXckl = x] ="' u(y)dFx1h ... .,1x,.1 (yJx) = - "' (F(x))"-k 

,, 
-

1 ju( )d[(F( ))"-k] 
(F(x)Jn··h r .Y Y . 

Ahora integraren1os por parres usando la fórmula conocida J ldrn = lm-J rndl. 

Sean l = u(y), dl = u'(y)dy, drn = d[(F(y)r-kJ, m = (F(y))n-k 

Así, 
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Como 

O < F(y) < 1 tenemos que O < (F(y))n-k < F(y) < l. 

De este modo lu(y)l(F(y))"-" ,,¡;; lu(y)l(F(y)). 

Luego,,!;~ lu(y)JF(y) =O como consecuencia de que E(lu(X)I] existe. 

Así, 

180 

E(u(X(k+l)) JXckl = x] = (F(x~)n-k [-u(x)(F(x))"-k - l u'(y)(F(y))n-kdy] 

f3 

u(x) +. (F(x~)n-k j u'(y)(F(y))"-~dy si a< x < /3. 

Supongamos ahor: que E['u(X(k+l¡) IXCkl == x] = u(x) +e entonces 
',' .. ·13 . ' 

u(x) +e = u(x) + (F(z~J"-" J u'(y)(F(y))"-"dy, es decir 
13 - ·~¡ .: ··---~-·· 
J u'(y)(F(y))"~"dy = c(F(x))"-k. 
z ·.',· ···:.--_,·.-· .. · .. -, 

Derivando ambá.." partes:con·respecto ax obtenemos . '·, _. -. . . . 

-u'(x)(F(x))"""".;,;,;cé.,:;. :__k)(F(x))'(F(x))"-k-l 

o 

u'(x)(F(x)) = c"(F(xÚ' por\o.que (1Jt}{ = -~ para a< x < /3. 

Entonces ;f; ln(F(x)) = -~~·u(x): integrando: j (In (F(t)))' dt = - :. j(u(t))'dt. 

"' "' • - - 1 . ) . (F(x)) (u(a) -u(x)) 
As1 ln(F(x))-ln(F(a)) = - e• (u(x -u(0</), es decir ln F(0<) e" 

Como F(0<) =O entonces F(a) = 1 - F(a) = l. 
Por tanto ln (!Cx?) = ln(F(x)). 

F(o) 

Concluyendo que F(x) = ehi(o)c•u(rl) es decir F(x) = 1-e(u(a)c•~':.:U Q <X< /3. 

"l"k'S\c' CON .WI ~.\J .J • 
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Como lím F(x) = 1 en~onces lím e'"'º'.-:"'zu =O, o equivalentemente 
r-13 ::z:-a 

lím e•<.:".'..z,\ =o 
z-13 

. .
6 1

. -u(x) 
que s1gIU ca que"'~ c(n _ k) =-OO. 

Esto es lím u(x) = oo. 
r-13 e 

Concluimos que !~ u(x) = { 
oo sic>O 

-oo si e< O. 

Supongamos que F(x)' ~.~1 __:_e c .. r ... '~•"'~u y F(x) = ~c .. en•c-:~'3'1l entonces 

(F(x))n-1c = (e'"'º'.-:"'zur:-:" = e"'n';;"'z'. 
13 

(F(x~)n-;k ! u(y)d[(F(y))n-k] 

"' o . 13 

e~ / lL(U)~C~~'º';"'vi) = -e"'z';;"'º' e~ J u(y)d(e -•¿•>) 
% ¡' ' ;r 

=e~ j u(y)~(~-·J~'). Sean l = u(y), dl = u'(y)dy, drn = d(e-"\1'l), 

"' _"1J<l 

:[::(k~1))IXc1c¡ = x] = -e~ [ u(y)e-~ J: - / u'(y)e-"\1'l dy] 

~ [ ' -~ 113 '( ) -~ ] ~ ¡:3 , _.!!!Jtl. = -e e -U(XJ" • - "' U y e e dy = u(x) -i- e • z U (y)e • dy. 

Sea v = -~, u(y) = -cv entonces u'(y)dy = -cdv 
-~ 

E[u(Xc1c...-1¡)IXc1c¡ = x] = u(x)-ce~ j e"dv = u(x)-ce,,¡p (e-~ - e-"1p) 
-~ 

= u(x) +e por tanw E[u(Xc1c+1¡)IXc:il = u(Xc1ci) +c. O 
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Teorema 3.2.2. Sea F(x) absolutamente continua con extremos izquierdo y 

derecho o y ¡3 respectivamente. Consideremos u : (o, /3] - IR continua tal 

que u' existe y es continua en (o, /3), además supongamos que E[lu(X)IJ < oo. 

E[u(Xcki)!Xck+l)] = u(Xck+l)) +e c.s. para toda k < n y alguna e =F 
O si y sólo si 

F(x) = e "'
3 ',-:"'z' con °' < x < f5 y e• = ck en particular 

;~u(x) = { oc 
-oo 

si::> O 

.si e< O. 

Demostración: 

Por el Teorema 3.2.1 se tiene que 

y 

f."<"'•º-"<'+1l(x,y) (k--: !)!(::!-: k - l)!Fk-l(x)[l - F(y)Jn-k-lf(x)f(y) 

<JI< X< y </3. 

Entonces: 

si o < x < y, es decir 

(k-1)1(';.1 k 1¡1F"-1(x)[l - F(y)Jn-k-l f(x)f(y) 

kl(n "k 1¡1F"(y)[l - F(y)Jn-k-1 f(y) 
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Luego F..-.. , 1..-C-+ll (xJy) = P[Xc"> .;;; xJX(k+l) = y] = .j f x"''xc•+•> (tJy)dt = 

k ¡'" ,._ 1 k F"(t) j'" F"(x) -
F"(y) F (t)f(t)dt = F"(y) ~ 0 = F"(y) para o < x < y, 

entonc:S . ' . . . ~ 

11- ." ·;>·· ·.. ··. ~--·(_;·:- -,_ 11 

E[u(Xck¡)JXc1<+1¡ =y] ~ /i.cd:)d~x;., 1 '.~;.+ 1/ef~) ;,, ;~~y) j u(x)d[F"(x)], 
a . .· . _, _ ... · .. · . . ·o 

tomando l.= u(:c), cll = 1.t'(x)dx; drn ==; dfFA;(:i;)¡', m = F"(x) 

. . ' . . ~:~> ~-.:~: . 
: • • ; ••• 1 ·,:- • ; __ ~; :_:. • >· 

E[u(x,.,) ¡x,~,, ? .) -dy)'I•Cjli<:;J:-¡u;(x )F"(x)dx] · 

Corno O < F(x) < l,;turnbié;;: o;i<'>F"(~)é.< P(x) < 1, de aquí que 

lu(x)IFk(x) ~- 1~(';,:)F(~-jÍ) >~, .,,_~ 

De este modo lím- f'l.tc,,;).Fc;;i)¡,;,;; o coi:iio c-onse'cuencia de que E[Ju(X) J] existe. 

Así E[u(X,,.¡):~:+1):~~~J;=='·L~~)T~(~)F"(y) - / u'(x)F"(x)dx] 

u 

= u(y) - F"~y) j u'(x)F"(x)dx con a < y < /3. 
o 

Supongamos ahora que: E[u(Xc,.i)IXc"+~> =y] = u(y) +e, 
11 

entonces u(y) +e= u(y) - F"~y) j u'(x)F"(x)dx, 
Q 

y 

es decir cF"(y) = - j u'(x)F"(x)dx. 
o 
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Derivando ambas partes con respecto a y obtenemos 

ckF"-1 (y)f(y) = -u'(y)F"(y) o ckF'(y) = -u'(y)F(y), 

por lo que F'(y) = - u'(y) para ar< y < /3. 
F(y) c-

/J fJ 

184 

Ahora ;fu In F(y) = - :. d~u(y);int~grando jc1nF(t))'dt = - ~ j(u(t))'dt. 
,·· '·:. ·, .. - . ·. JI JI 

- .·· .·.1 ··.,.,· .. 
Asi ln(F(.B) - ln(F(y))) .=:;-:--;:<;. (!f.(/3) .-·u(y)) 

es decir, In ( ~~~?) · f;i+~;:C,~é~)~:~ ~(y)). 
Como F(/3) = 1 ento;.~ei'··{~ (;~~)) ~ - ~ (u(/3) - u(y)). 

1 . '"'"'.:..,.,, 
Luego F(y) = e e- a < y < /3 
es decir F(y) = c(u(Ble-¡uryu con a< y< /3. 

Como lím F(y) =O entonces lírn e'"''"c•"'"" =O de donde lím e -:l"' =O, que 
11-Q u-a 11-a 

es equivalente a 

lím - u(y) = -oo entonces lím u(y) = oo. 
11-cr e• 11-a e . 

concluyendo que lím u(y) = { 
00 

y-oo -oo 

si e> O 

si e< O. 

Suponga.rnCJs que F(y) = ecucd:::urvn con e•= ck entonces Fk(y) = ecura>;ucyn. 
11 

Ahora E[u(,\:"¡;.,i) ¡,\'."u<+l) = y] = j u(x)d[F x,.,ix, .. ,, (xly)J = 
"' 11 y 11 

F"~y) j u(x)d[F"(x)j =e~ j u(x)d[e""';·'~'J = e"-\;"l j u(x)d[e--"lP] 
a . ar a 

tomando l = u(x), dl = "<t'(x)dx, dm = d(e-!O!.F ), m = e--"lP, 
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"1J<l [ ~,I/ ¡" I ~ ] E[u(Xc1<¡)IXc1<+1) =y]= e • u(x)e- • ª - u (x)e- • dx 
o 

"1"1[ "1J<l ¡" ~ ] "1"1¡" ~ =e • u(y)e- • - u'(x)e- • dx = u(y) - e • u'(x)e- • dx. 

:,:~.::~.~:»~ ::~)::: ci-~-r 
= u(y) + ce~(e-~ - e-~)= u(y) +c. 

Por lo tanto E[u(Xc¡,,¡)IXc,,.+i>l = u(Xc1<+o) +c. D 

Ejemplo 3.2.3. La pareja formada por la función u(x) = - ln(l - x 9) con 

o~ X< 1, (J >o y la función de aistribución F(x) = x 9 o~ X~ 1 satisfacen 

el Teorema 3.2.1. 

F(x) es distribución claramente, o =O y /3 = l. 

Luego u : [O, 1) - IR es continua, u(x) = - ln(l - x 9), u(O) 

x 0 e [O, 1) lím u(x) = lím [- ln(l - x 9 )] = - lím ln(l - x 9 ). 
z-:ro z-zo :r-zo 

Pero como O ~ x < 1 entonces O ~ x 9 < 1 pues 9 > O. 

O y si 

Además O < 1 - x 9 ,,¡;; 1 pero In es continua en (O, l] por lo que lím u(x) 
z-zo 

- lím ln(l - x 9 ) = - ln(l - xg). 
z-zo 

Por lo tanto u(x) es continua en [O, 1). 

Ahora veremos que u'(x) existe y es continua en (O, 1) 
9x9-1 

u'(x) = [- ln(l - x 9 )]' = 
1 

_ x 9 . 

• 9x9-l 9xg-1 
Si O < xo < 1 }~~º 1 _ xB = 1 _ xg. 
Falta comprobar que E[iu(X)I] <oc, u(x) = - ln(l - x 9) con O~ x < 1, 
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entonces O < 1 - x 9 .;;; 1 porque (J > O, por lo que -oo < ln(l - x 9 ) .;;; O. 

De este modo O.;;; - ln(l-x9 ) < oo, por lo tanto u(x) ;;;;., O asi lu(x)I = u(x). 
1 1 

Luego E[lu(X)I] = E[u(X)] = - J ln(l - x 9 )dF(x) = - J ln(l - x 9 )d(x9 ). 
o o 

t = 1 - x 9 , dt = -d(x9 ). , , I' Por lo tanto E[lu(X) 11 = J ln t( -dt) = - J In tdt = -[t ln t - t] = 1 porque 
o o o 

1• 1 1• lnt 1• 1/t 1• t 0 .~ t n t = .~ 1/t = .~ l/t2 = - .~ = . 
De este modo se cumplen las condiciones del Teorema 3.2.1 por lo que 

E[u(Xc.,+ii)IXckJ] = u(Xk) +e c.s. 

Esto es, 

E[-ln(l - Xfk+1,)IXc.,il = - ln(l - Xfk,) + c para k = 1, ... , n - l. e,,¡,. o. 

Además F(x) = x 9 O < x < 1, ar = O, /3 = 1 cumple con la igualdad 

F(x) = 1 - eM~'.••'•» para O< x < 1 con c• = c(n - k). 

Luego u(o) = u(O) =O, por lo tanto F(x) = 1 - e-~ sustituyendo 

u(x) = -ln(l - x 9 ) tenemos que F(x) = 1 - e'º''.;;••> = 1 - eln((1-z•ic'r¡ 

1 - (1 - x 9 )c'r pero F(x) = x 9 entonces c• = 1 por lo que c = ___.!.__k" 
n-

1 
De este modo E[-ln(l - Xfk+i,)IXckJ] = -ln(l - Xfk,) + n- k. 

{ 
oo sic>O 

También se debe cumplir que lím u(x) = 
z-13 -oo si c < O. 

Pero sabemos que e= --
1

- >O entonces lím u(x) = lím(-ln(l - x 9 )) 
n - k z-IJ z-1 

- lím ln(l - x 9 ) = oo. 
z-1 

Otras parejas de funciones u(x) y F(x) que satisfacen el Teorema 3.2.1 son: 
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a) u(x) = -Oln(/3- x) O:,;;; x < /3, {3 >O, (}>O. 

F(x) = 1 - (1 - =-)b O< x < {3, b >O. 
{3 

b) u(x) = ln(l + x 9 ) O,;;;; x <: oo, (} :> o:.· 
F(x) = 1 - (1 + x 9 )-b .•. X ;;,,; o; b > o. 

.. _ .. ;~'';': . ' . 

e) u(x) = lnx .•. ét'.Ó;;; x'< OC,; -:· 

F(x)-1.~(~)b 'iO<~x<:oÓ; b>O. 

'):.. ·.... ;··.i::~. :~<':: i ·: 
d) u(x)·= ln[L.- 1 +e 8 .,] x E !El, O> O. 

F(x) -
1 

!El - 1 +e-Bx x E . 

e) u(x) = (x - 0)8 °' ,¡;; x <'oo, °' ::> O, (} >O. 

F(x) = 1 - e-"-r" °' ,¡;; x < oo, b >O. • 

Ejemplo 3.2.4. La pareja formada por la función u(x) = x, 

- oo < x:,;;; {3, /3 >O y la función de distribución 
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F(x) = ebCx-/3) - oo < x ,¡;; {3, b > O satisfacen el Teorema 3.2.2. F(x) 

es distribución porque F(x) = e-b/3ebx que claramente es creciente (b > O) y 

continua, lím F(x) = lím e-Web"' = e-b/3 lím eb"' = O, 
:r--~ :r--oo :r--!)O 

l~ F(x) = ;~ e-bl3eb"' = e-b/3eb/3 = l. 
a = -ex:, luego u : (-oo,/3) - !El definida por u(x) = x es continua. 

u'(x) = 1 que es continua. 

Falta verificar que E[lu(X)IJ < oo pero 
/3 o /3 /3 

E[lu(X)IJ = E[IXIJ = j lxldF(x) = - j xdF(x)+ j xdF(x) = J xd(e-b13ebx)-
o o 

1 TESIS CON 
1 f•i·: ·, 1' L'"' OR L':_~·cLl,.·. IJ.'.J • L IGEN 
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o /3 o 

j xd(e-b/3ebz) = b j e-•13xe•"'dx - b j e-•Bxe•"'dx = 
-oo o 

(3 o 

be-•13 j xe•"'dx - be-•B j xel>zdx. 

o 

1 
Tomando l = x, dl = dx, drn = e°"'dx, rn = bebz tenemos 
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E[Ju(X)I] = be-•13 [ ~e•"'I~ - ~ ¡ e•"'dx ]-be-•B [ ~e1>zl~00 - ~ 1 e•"'dx J 
be-•B [!!..e•/3 - 2-ce•B - 1)] - be.:.•a¡-2-j = /3 - ! + e-•B + e-•B < oo 

b b2 b2 b b b . 
De este modo se cumplen las· condiciones del Teorema. 3.2.2 por lo. que 

• ._ > '"". 

E[u(X¡k,)IX¡k+lll = u(Xck+i>) +e c.s., esto es, E[X(kllXcí.+i>l .~ X¡k+il +e 
c.s. para k = 1, 2, ... , n - 1 y e i= O. 

Además F(x) = e-•13e•"' para -oc < x :,¡;;; .a; b > O cumple· con la igualdad 

F(x) =e""".•"'~' 

con -oo < x :,¡;;; /3 y e• = ck. 

Pero u(/3) = B, por lo tanto F(x) = e~ ;;,·e.fa. e;::ffe. 
1 

Sabemos que F(x) = e-•13e1>z por lo que e·= -b = ck entonces 

e= _2_ <O. 
bk 

Así se tiene que E(Xck>IXck+1)] = Xck ... 1) - b~ c.s. 

También del Teorema 3.2.2 se debe cumplir que l~ u(x) = { 

es este caso e < O por lo que ,,!!~"" u(x) = }!.,~ x = -oc 

00 

-oo 

si e> O 

si e< O, 

Otras parejas de funciones u(x) y F(x) que satisfacen el Teorema 3.2.2 son: 

a) u(x) = (} ln(x - 0<) °' < x :,¡;;; /3, °' < /3. 
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F(x)= c~)b 
/3- Ot 

Ot :;¡; X :;¡; /3, b > 0. 

b) u(x) = Oln{l +e-"'), x e IR, O> O. 

F(x)= (
1

+1e_.,)b, xelR,b>O. 

e) u(x) = ln{l -
1

9
), 1< x <::oo, O> O. 

· 1·x:.· ·::< . ·. •.· .. 
F(x) = l -.-¡;:-0:1 ~x,<.oo. 

~~:- :.;:.• :·:, ':. :. ·. 

d) :~~;:t~~1~~~:"' . >o. 

e) u(x) = 1ri [ l - ~·.'...\('.,--a)•] o < x < oo, O > O, o > O. 

F(x) = 1 - e::_A(z-aJ• o :;;; X < oo. • 
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3.3. Caracterizaciones de Balasubramanian y 

Dey 

Después retomaremos la investigación de propiedades de esperanzas condi

cionales de estadísticas de orden, el siguiente resultado da una caracterización 

de la distribución de una variable aleatoria continua. 

Teorema 3.3.1. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con 

función de distribución F(x) y densidad f(x) continua en el soport,--e_. __ _ 

E(g(X)lx ,¡; X ,¡;;; y] = g~;~xlg;r~) x ,¡;;; y si y sólo si g(x) = Ja+ ~(x) 
donde g es no negativa con derivada continua, a y b constantes. 

Demostración: 

Primero supongamos que 
11 

[ ( ,;:: J _ J g(t)f(t) d _ 2g(x)g(y) 
E g X)lx ,¡;;;X .._,y - F(y) - F(x) t - g(x) + g(y). 

"' 11 .. 

Entonces J g(t)f(t)d. t.= cF(y) - F(x)) ~g~x)g(f\. 
· c. . · g X + g y 

.z: ,-, . 

Derh·ando ambas. part~s .con respecto a y tenernos 

g(y)f(y) = !~ [cFcy) :_ P.cxn gr~~~~~)] = 

2 
(x) (g(x) + g(y))[g'(y)(F(y) - F(x)) + f(y)g(y)] - [F(y) - F(x)]g(y)g'(y) 

g (g(x) + g(y))2 
2[F(y) - F(x)] 2 , 2g(x)f(y)g(y) 
(g(x) + g(y))2 [g (x) + g(x)g(y) - g(x)g(y)]g (y)+ (g(x) + g(y)) 

TESIS CON 
FALL{\ DE ORIGEN 
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2[F(y) - F(x)Jg'(y) 2f(y) 2[F(y) - F(x)]g'(y) 2f(y) 

(~)2 + ~ = [l llil!lj2 + 1 + 1 . 
. g(r) g(r)g(!I) + g(r) g(r) g(y) 

De este modo 

g(y)f(y) = 2[F(y) - F(x)]g'(y) + 2f(y) 
[l + :ffl )2 g(;) + g(~) ' 

esto es, 
( )f( ) _ 2f(y) _ 2[F(y) - F(x)]g'(y) 

g y y g(;) + g(,y) - [l + :fflJ2 
Asif(y)g(y) - 2g(x)g(y)f(y) 

g(x) + g(y) 

2[F(y) - F(x)]g'(y)g2(x) 
(g(x) + g(y))2 

Pero f(y)g(y)g(x) + f(y)g2(y) - 2g(x)g(y)f(y). 
g(x) + g(y) 

2[F(y) - F(x)]g'(y)g2(x) 
(g(x) + g(y))2 

D t d 
f(y)g2 (y) - g(x)g(y)f(y) _ 2g'(y)g2(x) 

e es e mo o F(y) _ F(x) - g(x) + g(y). 

Entonces f(y)[g2(y) - g(x)g(y)] = 2g'(y)g2(x). 
F(y) - F(x) g(x) + g(y) 

P 1 
f(y)g(y)(g(y) - g(x)) 

or o que F(y) _ F(x) 

_ 2g'(y)g2(x) 
- g(.x) + g(y). 
p t t f(y) 2g2(x)g'(y) 

or an o F(y) _ F(x) = g(y)[g2(y) _ g2(x)] º 

Notemos que!!_ In [1 - 92(x)] = 292 (x)g-ª(y)g'(y) 
é}y g2(y) 1 - ~;¡:¡ 

2g2(x)g- 1 (y)g'(y) 
g2(y) _ g2(x) 

TESIS CON 
ORIGEN 
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2g2(x)g'(y) 
g(y)[g2(y) _ g2(x)]" 

Luego 

a a [ 9 2(x)] 
éJy ln(F(y) - F(x)) = éJy ln 1 - 92 (y) . 

Integrando tenemos 

que se puede escribir como 

esto es 

, r g 2 é';;>]·.·.·.··.·. 
ln(F(y) - F(x)) = l~.l~ :-:;: 92(y) t ln k, 

·-·· ·- ··-.. - . ··--

F(y) -. F(~)= "1/[1 -.'':.u;((:í:))]:. 
. .· .. ··9. y . . 

Entonces F(y) - F(x) = k - k°-z2((x)) ·i~plic;._ qu····~· 
. g y < •• 

kg2 (x) · -- = k + F(x) - F(y). 
g2(y) 

g2(y) 1 
Por lo que kg2(x) = k + F(x) - F(y) 

. ~ kg2 (x) 
Asi g-(y) = k + F(x) - F(y). 

k >O, 
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• 2 -kg2 (x) . / b 
Es decir g (y) = F(y) _ k _ F(x) entonces g(y) = V F(y) +a donde a, b 

son constantes tales que el cociente F(y~ +a >O. 

Supongamos ahora que g(y) = J F(y~ +a de este modo tenemos que 

!,, g(t)f(t) d - 1 ¡" . / b f(t)d 
F(y) - F(x) t - F(y) - F(x) V F(t) +a t 

r. % 
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11 

= F(y) ~ F(x) ../b ! (a+F(t))-1¡2 f(t)dt = F(y)..: F(x) ../b [ 2(a + F(t))1121:1 = 

F(y)2'!~(x) [va: F(y) - va+ F(x)] = 

2../b [ ] (F(y) +a)_ (F(x) +a) ./a+ F(y) - va +P(x) 

2../b [Va+P(y)-va+F(x)] 

Vª +P(y).- .ja+ F(x) yla +F(y) + va,;+-F(x) 
, 2../b , .. ·· ' < . : .;/b 

~;====;~=;o----r====~"°' pero yfa+,P(y) =--. 
va+F(y)+.ja+F(x) • :·· •. ,• g(y) 

Entonces 
2../b 2 ·· 2g(x)g(y) 

E[g(X)jx ~X~ y]=~ ~ = 
9

C,
11
l +g<;l 7 g(x) +g(y)º 

g(11) + g(z) 

D 

Corolario 3.3.2. Sean X y g como en él. Téórema 9.S.1, Xi-•... , .Y:n una 

muestra aleatoria de Fx con .'\'.'c1¡ < · · · < Xcn> sus estadísticas de orden. 

Entonces 

[ 
1 ~ 1 ·. . . J. • · 2g(Xcri)g(Xc.¡) 

E r 1 L.- g(Xc¡¡) Xcr¡, Xc•> = g(X ) + g( '\'.' ) 
S - - i=r+l .''. . . • (r} ¿ (s) 

con 1 ~ r < s ~ n, (s - r);;;;. 2 ~si y sólo si g(x) = J F(x~ +a. 

Demostración: 

E [s _ ! _ 1 -~ g(X(i¡)IXcr> = x,Xc•Í =y] = 
1=r+l . 

a-1 . 

s _ !- 1 _L E [uCXc1¡)IXcr> =o x;X<•> =y] asir< i < s 
1=r+l 

11 

E[g(Xc;¡)IXcr> = x, Xc•> =y] = J g(t)fx.,,1x,.,.x,., (tlx, y)dt = 
"' 

TESIS CON 
"G'r r .. , D'" 0''17GE· "T ,1.·1~._,LJ;. .D hl - 1 l\I 
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(• r 1)!(• i l)! F(y)-F(z) F(u) F(z) F(y) F(z) g(t)dt. 1
11 

(a-r-1)! [ F(t)-F(z)] i-r-l [ F(u)-F(t)] •-i-l [ /(t) ] 

Sea l = ;:~~~-;:~:~ entonces F(t) = F(x) + (F(y) - F(x))l luego dF(t) 

f(t)dt = (F(y) - F(x))dl y también t = p-•¡c + dl] con e= F(x) y 

d = F(y) - F(x). 

Por lo tanto E[g(Xc;¡) IXcr> = x, X<•> = y] = 
1 

. (s - r - l)'. j t•-r-1(1 - t)•-•-•g¡F- 1 (c + dl)]dl 
(i - r - l)!(s - ., - l)! 

o 
F(y) - F(t) 

porque 1 - l = F(y) _ F(x). 

Pero E _ 
1 

_ 
1 

L g(Xc;J)IXcr> = x,X<•> =y [ ·-· ] 
s r i=r+l 

.s-1 . 1 
1 L. (s-r-l): jt•-r-•c1-l)•-•-•g¡F-1 (c+dl)]dl= 

s - r - 1 i=r+l (z - r - l)!(s - z - l)! 
0 

. . . . 

1 .s-1 1 

f g[F-'(c + dl)] ~ . (s - r - 2 >: t•-::r"'"l(l - l)ª-i-ldl . 
. L- (• - r - l)!(s - z - l)! 

o i=r+l -.... ·-.: _; 

Sea j = i - r - 1, entorice8 

E [ 1 ~ g(Xco)IXc_r>.= x,~(~) 2 Y] = s-r-1.L.... .. · 

JI g(F-'(c + ~~~;·'~2 e· s - ~ - 2)· [i(l - l)•-r-2-id[ = 

O J=D 3 
l l y f g[F- 1 (c+dl)J[l+(l-l)]ª-r-2dl = f g[F-'(c+dl)]dl = f F(~~t>_!C:.~x)dt = 

o o "' 
2g(x)g(y) 

g(x) + g(y) 

si y sólo si g(x) = Ja+ ~(x). 



3.3 Caracterizaciones de Dalasubramanian y Dey 

[ 
1 •-

1 
] 

Luego E s _ r _ 1 '~' g(Xco) IXcrJ, Xc•> 

si y sólo si g(x) =Ja+ ~(x)" D 

_ 2g(Xcri)g(Xc.¡) 
- g(XcrJ) + g(Xc.i) 

Un resultado que nos da otra caracterización de F(x) es el siguiente 

1.95 

Teorema 3.3.3. Sean X y g como en el Teorema 8.8.1. Entonces 

E[g(X)lx.;;;; X.;;;; y]= .,/g(x)g(y) si y sólo si g(x) = (F(x~
2

- a) 2 donde a y 

b son constantes. 

Demostración: 

Primero supongamos que . ¡" g(t)f(t) 
E[g(X) lx .;;;; X .;;;; y] = F(y) _ F(x) dt = V9{X) v'u(Y) por hipótesis, 

11 

entonces J g(t)f(t)dt = (F(y) :._ l'.(x)) ~ v'u(ii). 

"' Derivando ambas partes con respecto a y obtenemos 

g(y)j(y) = Vo{x)[(F(y) - F(x)) 
2
%, + f(y)Vu{Y)]. 

Asi 2v'u(Y}g(y)f(y) = Vfi[X) [(F(y) - F(x))g'(y) + 2f(y)g(y)] por lo que 

2f(y)gªl2(y) - 2f(y)g(y)Vo{x) = ~(F(y) - F(x))g'(y). 

Entonces 2f(y)g(y)[ v'9(Y) - Va{X)] = ../Y(X)(F(y) -' F(x))g'(y). 

Es decir F!uf"fe.cz> = -29-C-ul~t'"""".mr~.,__,. 
Notemos que 
~In (1 - Vo{x)) = ~ Vo{x)g-af2(y)g'(y) 

av V9(Y) 1-~ 
g(11) 

Va{X)g'(y) 

2g(y) [ V9(Y) - ,,/ii{X)]. 

= ,,/ii(X)g' (y) 

2g3/2(t) [ 0fiil-Jg'W] y Js(¡I) 

TESIS CON 
FALLA DE ornGEN 
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Por tanto 
f(y) - .../9(X)g'(y) 

F(y) - F(x) - 2g(y)[ Jg(¡/) - VBf:tj]" 
8 

Luego By ln(F(y) - F(x)) = 

f}y V9CY5 ~ In [1 - ...¡gcx)] . 
Entonces ln(F(y) - F(x)) =In [k( 1 - ~)] , 
para alguna k > O. 

Es decir, , , - , . ,~ e · 

F(y) - F(x) = f G1:~-\~): • , 
De este modo F(y) ~j:•(,;;) ~;,;,; :1- V9(X). 
Luego .. > ~fc'kj'~/; , ·Jg(¡/), 

V9{X) _ l _ F(y) - F(x) 
../9[ij) - k 

p , v'u(X} k + F(x) - F(y) 
or 10 tanto ViJ[ii'j = k 

. ~ kv'u(X} 
As1 V g(y) = k + F(x) - F(y). 

~ -k...¡gcx) 
Esto es V Y~YJ = F(y) _ k _ F(x) 

b2 
Por lo que g(y) = (F(y) _ a)2 donde a y b son constantes. 

b2 
Supongamos que g(y) = ~(F~(-y,....) ---a-,)=2 entonces 

y 

J g(t)f(t) dt = 
F(y) - F(x) 

r 
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1 ¡" b
2 

b
2 ¡" f(t)dt 

F("y) - F(x) (F(t) - a)2f(t)dt = F(y) - F(x) (F(t) - a)2 

b
2 

"'( 1 I"') b2 [ t 1 ] 
F(y) - F(x) F(t) - a 11 = F(y) - F(x) F(x) - a - F(y) - a 

b2 
[ F(y) - a - F(x) +a] b2 

F(y) - F(x) (F(x) - a)(F(y) - a) = (F(x) - a)(F(y) - a)· 

~ ~ 
Pero (F(y) - a)2 = g(y) entonces E[g(X)lx :,¡;; X :,¡;; y] = -l!:L.-~ 

yg(z) yg(y) 

,,/g(x)g(y). O 

Demostración: 

Es exactamente igual a la demostración·.del:óorolario3.3.2. O 

Ejemplo 3.3.5. Las funciones de distribución continuas que sean de la forma 

F(x) = .4.xk + B son caracterizadas por una de las siguientes dos condiciones: 

1) E[s-~-1 E x~12lx. c;., •. xc•>]·= x"12!x:k12· 
i:ar+l (á). · .· :~_ ; (r) 4 (s) 

2) E [s _ ~ _ 1 E ; 2!< jxcr» Xc•>] = X" ~" . 
"i=r+l-. (1) (r) (a) 
:-· .. ·--·· . 

Estas igualdades son consecuencia de los co1·olarios 3.3.2 y 3.3..1 respectiva-

mente. 
1 

Si g(x) xk/2 , F(x) 

g(x) =Ja+ ~(x)· 
Ax" + B y se cumple el corolario 3.3.2 entonces 

TESIS CON 
Ff.!.LL!:~l ·uE CJFGGE~J 
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b 
Luego g2 (x) = b pero g 2 (x) 

a+F(x)' 
1 1 

xk así xk a + Axk + B que se 

cumple si a = -B y b = A. 

Por lo que 

E [s - ~ - 1 f: ~12 IXcr» Xc•>] 
i=r+l x(i) 

2 

xt:,2 + xtfi2 . 

2 - g(Xcr¡)g(Xc.¡) 
g(Xcr» + g(Xc.» 

·. 1 
Ahora si g(x) = x 2 k, 

b2 ' 
g(x) = (F(x).- a) 2 

1 

F(x). = Axk + B y se. cumple el corolario 3.3.4 entonces 

De este modo x 2 " 

b2 
(Axk + B _ a)2 que se cumple si a~ B y b2 = A2 por 

lo que 

··< 
" L ;~:·)', <·":~; ·;·} '..,~·~·~.~~' '~.:~°'.'.:. ,,.~ 

E [s _ ~ _ 1 f: ~12 jXcrJ• Xcs. >]. 
i=rt-1 x(i) . ,_-

1 l • ' 
.. \'."kCr) ,,.~4.·f .. ) • >-<·- . _::' '<:~_;:<- ,· .. 
Ejemplo 3.3.6. Las funciones las dist~ibÜció~Cóxfúhu'¡;_g·qu~searidela.for
ma F(x) = Ae-8 x"" + B son ~,~i~~e~l~~~~ :P.'.¿,r'.~.;;a:;\1~+1s~0 slg~'ientes dos 

condiciones: 

1) E [s _ ~ _ 1 E e~-""il'ijXcr»Xc•>] 
i:=r+l 

2efC .. 'ti:['!.>+xc':» 
elXl~, + e~Xj';",. 

2) E [ - 1 - E ewx¡-;,IXcri.Xc•>] = eBCX¡':,+-""¡":,>. 
s r 1 i=r+l 

De nuevo la primer igualdad es consecuencia del corolario 3.3.2 porque si 

g(x) = e~x-v, F(x) = Ae-BxN + B entonces g(x) = Ja+ ~(x) · 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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De este modo 
e;xN = Vra_+_A_e __ ~b-9,,-N-+--B-. 

Por lo que e 9"'N = b 
a+Ae-9zN 

si a = -b y b = A. 

Luego 

2e;cx¡~,4:-·'"'i'!>~ ·: 
e~x¡-;:, + e;x¡~,. 

+ B que se cumple 

2g(X¡r¡)g(X¡.¡) 
g(X¡r¡) + g(X¡.¡) 

199 

2e~:f(t:..,e~xi--;> 

e~·1'é~, +.e;x~, 

Por otro lado sig(x) e 29"'.v, F(x) = Ae-9"'"' +By.se cumple el corolario 
b2 

3.3.4 entonces g(x) = (F(x) _a)" 
b2 . 

Luego e 29
"'"' (A 9 ,, B r que se cumple si a= By b2 = A 2

• e- r• + - a - . 
Por lo que 

[ 
1 •- l ~9 :><"' 1 ] 

E ~ e-·"' Xcr>·•'C¡.¡ s-r-1 L.... 
i=r+l 
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3.4. Caracterizaciones de W'u y Ouyang 

Hay más resultados que involucran esperanzas condicionales de estadísti

cas de orden. el siguiente Teorema nos da una caracterización en donde apare

cen las estadísticas de orden Xc"> y Xcrl con 1 ,,¡;; k < r ,,¡;; n. 

Teorema 3.4.1. Sean a ;;;. -oo y /3 ,¡;; oo los extremos izquierdo y derecho 

respectivamente de una distribuci6n absolutamente continua F, g una función 

real continua en [a, /3) con derivada g' definida y continua en (a, /3), 

O < F(x) < 1 para a < x < /3, E[g(x)] < oo. 
r-1 l 

E[g(Xcri)IXc"l = t] = g(t) + c E--. 1.;;;; k < r ,¡;; n si y sólo si 

F(x) ~ ' - ,-!<.~>->•» o :: : ~:.. ~Cg(:) ,,.~,~~;¡¡; ,::.:: ~ . 
Demostración: ·.,:'.' . . :, 

E[g(Xcr¡)IXckJ = t] 

13 ;'· . ·''.' •. ,:, ... " ·. : . 

Cn-kJI ! [F(x) -F(t)J~'."".":':'.' 1 (L-- F(x)Jn~•g(x) dF( ) 
(r k-l)!(n-k)I . · [l.__; F(t)]n._._k ·· X • 

t '· . ··;· '. . 

Supongamos que F(x) = 1 - e-~CsC.ol-sCall. 

Entonces 1-F(x) = e-~(g(z)-g(a)) y F(x)-F(t).,;,,,, e._:~(~(t)-g(a))~e-~Cg(r)-g(a)). 

Por tanto 
13 

(n-k)! 1 j ~ 
E[g(Xcr¡)IXckJ = t] = (r - k - l)!(n...;. r)! [l - F(t)]n k g(x)e- ;: (g(z)-sC<>ll. 

t 
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¡3 

(n - k)! 1 ¡ _<n-•+>)(g(z)-g(o)) 

(r - k - l)!(n - r)! [1 - F(t)]n-k g(x)e º • 
t 

. [ e-~(g(t)-g(o)) - e-~(g(z)-g(o))] r-k-1 • g'~x) dx. 

Sean 

u= g(x) [e-~Cg(t)-g(o)) - e-~(g(zl-g(o))r-k-1. dv = ·~g'(x)e_<n-;-"Cg(zJ-9Colldx. 

[ 

l. · · -.i· · .. · ] r-k-:-1 · 
Asi du = g'(x) e- .(g(tJ..,.g(o)) - e-.Cg(z):-~(o)) dx + 

(r - k - l)g(x) [~:-~~~(t),~g(~~~ -;~-~~g(;9<i>>]'~"-2 e-~(g(z)-g(o))U'~x) dx. 

_ 1 ·· ~l.(n..:.r+i)(g(z)-9.(:0.)f. · '· ., .· .. · ' 
v - - n - r - 1 e-·_,_~·:-:·:·.:_,~--- :·-'.:·~- -.. ~_:_,-_.: .~--- .. · .· 

Por lo que . · ., .. · ., . .· . ,,., ,, . . · 

E(g(Xcri)IXckJ = t] ~ (r- ~(~-¡)7l;-r)! f¡'_/(t)]"~"·{uvl: -¡ vdu} 
D { - n ·::_e;~ 1 · [e~~(g(t) .... g(;,.)) :__ e-~(g(,,.-)-g(o))] r,-k'-1e-:-~(n':'r+l)(9(z)-g(o)J1: + 

a J 
12 

_ ~ + l g'(xJ'. [ .;-~(9(t)c9~0)) .~ e~~(9(zl-g(;,))] r-k-l e-~(n-r+1)(9lz)-g(o))dx+ 
' ,, 

¡3 .. ·,' 

J r - k - 1 g(x)g'(x) [~C:.~¡9(t)-g(n)) _ e-~(g(z)-g(o))] r-k-
2 e-~(n-r+2)(g(z)-g(o))dx} 

n-r+l e . 

~ d D (n - k)! 1 
on e = (r - k - l)!(n - r)! [1 - F(t)]n-k· 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que e >.O y que }!.W- g(x) = oo. 

entonces 

E[g(Xc,i)IXc"l = t] = 
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f3 

D f 1 g'(x) [e-~Cg(t)-g(oll - e-~CgCzl-g(o»] r-k-1 e-!i<n-r+l)(gCz)-g(o))dx+ 
n-r+l 

t 

f3 
D f r - k - 1 g(x)g'(x) [e-~Cg(t)-g(o)) - e-~(g(z)-g(o»] r-k-2 e-~<n-r+2)(g(z)-g(o))dx. 

n-r+l e 
t 

Notemos que 
f3 

D f r-k-. i ~ [e-~(gCt)-g(o)) - e-HgCzl-gCa»] r-k-2 e-Hn-r+2)(g(zl-gCo»dx = 
n-r+l e 

t 

' f3 
1 (n-k)! f ~ [e-~(g(t)-g(a)) - e-~(g(.r)-g(a:))] r-k-2. 

(1-F(t)Í"'-"' (r-k-2)!(n-r+l)! e 

t 

Pero por definición sabemos que 

E[g(Xcr-ii)IXck> = t] = 
f3 

1 (n-k)! f ~ [e-¿(g(t)-g(a)) - e-~(g(.r)-g(a:))] r-k-2 . 
[l F(t>)" ¡: (r-k 2)1(n-r+l)! e 

t 

Luego 

e-.Cg(t)-g(a)) - .e-~(g(z)-g(a)) • 
[ 

.1 
] 

r-k-1 

Sean ahora 
:: ';>"."._-./': ·.'.·1.">·~·. ·;;:.:.1c.;...1 

u = [ e-~(g(t)-g(a)) --:: e'-~~g(zJ:-g(~)l ]i:, , , dv = g'(x)e-~Cn-r+l)(g(z)-g(o))dx. 

Asi du = (r-k~ 1) [e~~-&¡(t!ig(.,;)) ~~-~(g(z)-g(a))] r-k-
2 g'~x) e-~(g(z)-g(a))dx, 

t..•= e e-~(n-r+l)(g(r)-g(a)). 
n-r+l 
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Por lo que 

E[g(Xcri)IXckl = t] = E[g(Xcr-1i)IXckl = t] + 

__ D_ _ __ e_ e-:(g(t)-g(o)) _ e-~(g(z)-g(o)) e-:.(n-r+l)(g(.r)-g(o)) + 
{ [ ] 

r-k-1 1/3 
n-r+l n-r+l t 

13 

;;=~:;:~ ! [e-~<o<•>-o<o» - e-~{g(:J-o(<>llr-k-2 g'(x)e-~<n-r+2>Co<:>-o<o»dx} = 

E[g(Xcr-o)IXckl = t] + . . . . 
. ' /3 ' . - . ; . 

D(r-k-11 /·· [e-~<ofo-:-9<. o))._ e.-~(g(.:):..g(~))] r-k-2 g'(x)e-~(n-r+2)(g(:)-g(olldx 
(n-r+l)(n r+l) :. ,· '· · "·::··· . ·. , . . • 

Si seguimos in~egrand() por._ partes-obtenemos: 

E[g(Xc,¡)IXck> = t]= .B[ac.Xc;~o)l,icck> = t] + 
>: - .. -.. /3 ': '·' . -

D(r-k-l)(r-k-2f002•1'•:; ·:. · ¡_ -·.'(-.. ) -_;~(n-k.)(g(:),-g(n))d - E[ (X: ) j X: -
(n r+l)(n r+l)(n r+2)•·-(n ~ 1) ·· . -. 9 _ :Z: e · X - 9 "' (r-1) ¿ (k) -

.. _t' 

t]+ 

- ' - - /3 
~~~=--'-'~;:.L'-"'---"""'.,-=-<.>.:..;"'="~'---'=-;,~~~-:=. • 1 - . . :¡-. 'g.'(x)e. _:~ (n-k)(g(:)-g(o))dx = 
(r-k 1) (1 F(t))" ': ,·~· . .. 

. , . t ' 

: - - '13' .• '' ' 

E(g(Xcr-l))IXckl .~ t]+¡n .- ,!7;-{~~k-1)! (1 F<'./l'::;é¿ftg'(~)e-:~<n-k)(g(:)-g(olldx = 

E[ (X: )IX t] ·en - k) . .-._- .. 1 . _,,,. '["'.···-;·--·e· . -J.cn-k>CoCz-J-oC<>»l/3] 
Y•Cr-tl (k)= +(n-r+l)(l"'.""F(t)t::".~;0".(n-k)e e t 

-·\:·T-
·.-.. e:':' . ~_:_~<;'¡_,ij(g(;¡:~~(;.¡¡ 

E[g(Xcr-1J)IXckJ =". t] + n '- r. + 1: [l::-:' F(t)]~::-k 

Pero por hipót~is F(t) =;1_;.:.~C:,é.);~(~) entonces 

[l _ F(t)Jn-k ~ e-~c;..:.k¡(g(t)~g(o)i:< . .. 

De este modo: 
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e 
E[g(Xcr¡)JXck> = t] = E(g(Xcr-1¡)JXck> = t] + n _ r + 1 . 

Y usando esta expresión de manera recurrente tenemos: 
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e e 
E[g(Xcr¡)IXck> = t] = n _ r + 1 + E[g(Xcr-2¡)JXck) _. t] + n _ r + 2 

e (n _ ~ + 1 +n_~+ 2) + E(g(Xcr-21)JXck> =: .. t]•~ ·; · = c(.n-;: ~ + 1 + 

1 
2 

+ 1 
3 +· · ·+~) +E(g(X[,..1 )JXc~> = t] ~ g(t)+c Í:-1

-. 
n - r + n - r + n - ;· :.. ;;·:> .· - j=k n -J 
con 1 :;;; k < r:;;; n. . :: 

· , - '>: r-1 

Ahora supongamos que E(g(Xcr1)JXckl =, tJ-="'-.9(t) + ~L n ~ . para 1 :;;; 
.••. « .. J=k .J 

k < r :;;; n, o < t < /3. 

Pero se tiene también que 
/3 

(n - k)! : 1 
E[g(Xcri)JXck> = t] = (r - k - l)!(n -r)! (1 - F(t)]" k • j g(x)[F(x) 

t 

F(t)¡r-k-•¡1 - F(x)]"-rdF(x). 

Entonces 
/3 

[g(t) +e~ n ~ jl(l -J';(t),]"-:k 

F(t)¡r-k-•¡1- i:;<x)]"C"':dJ'.:(x): · 

(". - k(~-;)7{~ - r)! · f g(x)[F(x) 

Sean u = g(x)[f("~")2...'E:f:ct')Jr-;:'k-:<; dv = (1- F'.(x)]"-:rdF(x). 
. ·~, :. ~- '··- . . ->,: : . . 

Entonces du ==(~:2:"~~1)~~.f)[F;:(x)--F(t)]r-k-2dF(x)+g'(x)[F(x)-F(t)Jr-k-ldx 

u = n - ~ + ;Wt~Jk~~;]tpr~¡ · .. . ·' .. 
Por lo que 

[g(t) +e E n·~'.'J[~"- F(t)¡n-k = 
j=k J 
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De este modo 
' ' 

[u(t) +e~ n .:_ j] [1 - F(t)]'.'~k = [u(t)+c ~. n .:_ j] (1 - F(t)Jn-k + 
fj ' ,. 

(n - k)! .·¡· ··.·'g. ;(;,)[1-' F(x)]n-r+ 1 [F(x) - Fft¡r-k-•dx. 
(r - k - l)!(n - r + l)l . · . .·· • ' 

t ' 
Entonces 

e [1 - F(t)]n-k = 
n-r+l 
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13 

(r _ k ~~);:~ r + l)! j g'(x)[l - F(x)]n-r+ 1 [F(x) - F(t)¡r-k-ldx. 
t 

Recordemos que como consecuencia de Ja regla de Ja cadena, se tiene que: 

b(y) b(y) 

Si H(y) = j h(x,y)dx entonces H'(y) = j :Uh(x,y)dx+ 
a(11) a(11) 

h(b(y), y)b'(y) - h(a(y), y)a'(y), Ja demostración de esta fórmula aparece en 

Sagan (1974). 

De este modo si 

13 

H(t) = ! g'(x)[F(x) - F(tJr"".k-1[1 ~ F(,;;)]..;...:~:l;.1dx 
t .. . .. 

¡J. ..• · .. ' :·. :· ,: •. " ... . . ·.· ·: '· 

entonces H'(t) = -J<~-·'5--{lo'(x)[f<~)f . .t;~dr~k-2[1-F(x)]"-r+i f(t)dx. 
t . - :.=-. . '. - .. -_ -~- ·- "" - - . - - -. ~ 

13. . . . :<····::.' .. ; -, :·" . : "' '; ' . . .. ' 
Es decir ! ( j g'(x)ffC:l:)? .. ~C.tlJ.~-"-:1 ¡1~;--:~,C;i;ll"~r+ 1dx) = 

t '· - . ~~ ~- . . ' 

¡J ' :·•.: ._::' ' ' ,, .... :·. '-" '•:: '·- . -- j (r - k - l)~'(x)[~(x) =.:: F(tJr~k~2(1 ~ F"Cx)]"-r+l f(t)dx). 
t ,.'. -· .' . 

Por lo que ~ [ - e · (1 - F(t))"'"'.k_:] -~--:: 
dt n - r + 1 · . . · 

- /3 " ' ' 

(n - k)! ·. d .•f g'(x)[_F .. _-(~) .;..,. F(t)¡r-k-1[1 - F(x)]n-r+ldx. 
(r-k-l)!(n-r+l)!dt·· ·. · .. · __ ., ·. -_ 

t ' . 

Luego - :~ ;;>1 [l -~ F(~)]":-:i.- 1 /(t) = 
.· ' ' /3 ' . 

- (n - k)!(r-'- k--.- l)' .·¡-_ g'(x)[F(~) - F(t)¡r-k-2[1 - F(x)]n-r+l f(t)dx. 
(r - k - l)!(n - r + 1)1 

t 
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Entonces c(n - k) [1 - F(t)¡n-k-1 = 
n-r+l 

/3 

(n - k)l(r - k - 1) jo'(x)[F(x) - F(tw-k-2¡1 - F(x)]n-r+tdx. 
(r - k - l)!(n - r + 1)! 

t 

Derivando de nuevo ambos miembros con respecto a t se tiene 
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_ c(n - k)(n - k.:...; 1) [l~J'."(t)]n_:k:-~ f(t) =: •(n - kl!(~:'-: k - l)(r - k - 2) 

¡ g'(x)¡¡,;jJii¡!fj.·cir: -,,,f ihf ·¡(.;~~r,-• - ,, 
1 

(n - r + ,, 

1 

Asi c(n-'-- k)(n + k:.... 1) ¡fi:.. F(t))~-k::2 ,;,;• (n :- k)!(r - k - l)(r - k - 2) . 
n - r.+ 1 · . · · ·. . • .· ·.· (r - k - l)!(n - r + 1)! 

/3 .. . : .. .: 

j g'(x)[F(x) - F(t)¡r-k:-3 [1 - F(x)J"-:r+~dx. 
t 

Si seguimos derivando 

c(n - k)(n - k - 1) · · · (n - r + 2) [l _ F(t)]n-r+l = 
n-r+l 

/3 
(n - k)!(r - k - l)(r - k - 2) · · · 2 · 1 .¡·. g'(x)[l _ F(x)¡n-r+ldx. 

(r - k - l)!(n - r + 1)! ·. · · . · · 
t' ._ ·. 

D d c(n - k)(n - k - 1) · · · (n - r+ 2)[l ·F(t·)· ) .. -r+l 
e este mo o n-r+·l. ;.. :. :- = 

13 · .... ··. >· . 
(n - k)! f o'(x)[l - F(x)Jn-r+1d;; ·. 

(n - r + 1)! · · · 
t . 

Y tomando una última· derivada 

_ c(n - k)(n - k - 1) • • · (~ _; ~~)(n - >". + 1) [l: _ F(t)¡n-r f(t) = 
n- r.+ 1:· ·. ·:•:: : . .-. ·, .. ··. .. 

(n - "')! g'(t)[l - F(x)]~:'::r.f.~. : , 
(n-r+l)! ··.···. · .. ·. 

Luego c(n - k)! [1 - F(t)]n-r f(t) = (n - k)! g'(t)[l - F(t)¡n-r+1, 
(n - r + 1)! (n - r + 1)1 
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es decir, cf(t) = g'(t)[l - F(t)] implica que f(t) = g'(t) 
1 - F(t) c 

Entonces ¡"' f(t) dt = ¡" g'(t) dt. 
1 - F(t) c 

Así tenem:s que ln[l - F(t~J!° = !(g(x) - g(a)). 
"' 1 c 

Por lo tanto - ln(l - F(x)) = -(g(x) - g(a)). 
1 c 

Entonces ln{l - F(x)) = -c;(g(x) - g(a)), 

y luego 1 - F(x) = e-~(g(z)-g(o)). 

Concluyendo que F(x) = 1 - e-~(g(z)-sC"'». 

Ahora tomando límite cuando x· ~ 13-;-: tenemos 
-~ Hm (g(z)-g(o)) ., . ·. 1 · · 

1 = 1 - e r. ~-3- . implica ,Que - e }! .. rg._ (g(x) - g(o)) = -oo. 

Así }!..rg._ (g(x) - g(a)) = oo .. 

Por lo que! lím g(x) = oo. 
C:r-13-

r-tJ . -oo '·si'c <o. o 
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... {: oo.sic>.o· 
Entonces lím_g(x) =. · ... · ··.·•·.··.··· .. ··· ·.··· 

Ejemplo 3.4.2. La pareja formada por g(x) = ln(x) a .;;;; x < oo con a > O 

y la función de distrib,';ci~ll. h<~t~ i :- ( ~r, a < x < oo, b > 1 satisfacen 
. - . . 1 

el Teorema 3.4.1, porqu.i 13·:'= ~. g(x) = lnx es continua en [a. oo), g'(x) = ~ 

es también contim.ia en\&,·.;;). 

F(x) es de distribuciód'~b~6lutarnente continua en {a, oo) porque lím F(x) = 
b .- . '. ''.'.·~~-:··; ·:~¡ ·: ·· r-o~ 

1 - (~) = i - 1 ~a.· 

lím F(x) = lí~ [ 1 :_ (~) r 
z~:o b z.-::_oo;·;, , x 

(~) = F(xo) .si a< Xo <oc. 

1, lím F(x) 
z-zo 

= lírn [1 - (~)b] = 1 -
z--zo X 
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Y si tornarnos o < x 1 < x 2 entonces 
1 < 1 < 1 

Asi ~ < ~ < 1 

ento::es c~r < e: r < l. 

Por lo que - c:r < - c:.r 
X2 

De este modo 1 - e: r < 1 - c:.r 

x, 

209 

Por lo tanto F(xi)!< F(x2 ).y conduirnos que Fes función.de distribución 

continua. 

Solo tenernos que :eri~~~r •• queE[Íu(~)l].-<oe>; esto es, J lu(x)ldF(x) < oe>, 

lo que sig11ifica•qu~···z~1iz1.~_[;,'.~L(~)(]·,~~·h~y.dos •. casos: 

" ~~~l~~,~~f !i'~~~):]~l-~~- (~.). ~ 
por lo qu~/J1~~~1d'[1'- c~rJ = bo• [-i 1::1~ + i l x-•dx] 

o• [l~~ +(~~:11) I~] = In o - ~-~+; < oe>. 

De igual manera se hace el caso 2), así se tiene que: 
r-1 l 

E[ln(Xcril IXCkl = t] = In t +e L --, para 1 :.; k < r :.; n si y sólo si 
J=k n -J 

F(x) = 1 - e-HoCz)-g(<>ll. 
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Pero F(x) = 1 _ (~) b = 1 _ ebtn(o/zl 1 _ ebCtno-tnz) = 1 _ e-b(tnz-tno) 

. ¡· b 1 • 1 • 1mp ica que = e o e = -¡;· 
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3.5. Caracterizaciones de Zoroa, Ruiz y Mario 

Veremos ahora un problema de caracterización diferente: si h es una fun-

ción real, continua y estrictamente monótona, denotamos por .Ch el conjunto 

de las funciones de distribución reales y continuas que cumplen con que la 

integral de Riemann-Stieltjes J h(x)dF.'<(x) es finita para cualquier a e IR. 

Para cada F." E C.1, definimos la función l/J como: 

l/J(x) = E[h(X)JX;;;,: x] = l.- ~'<(x) l h(t)dFx(t). 

"' 
Notarnos que l/J(x) está definida en D =IR. o en D = (-oo, /3) con /3 e JR en 

donde /3 = inf{x : F.'l:(x) = l}. 
•' -·· - -. ' 

Implícitamente existe un mapeo T ·que.0 •. va .. de ·c.,;. en· el conjunto de las· fun-

ciones reales, definido por T(F) = ~ .con'.Fx·;E ':ch, .la pregl.lnta que con

testaremos a continuación, es: ¿Cuáless~nlas c6~diciones necesarias y sufi

cientes para que una función real. r!J pertenezca a lá imagen de· T? o en otras 

palabras. ¿qué condiciones tiene que cumplir r!J función real para que exista 

una función de distribución real F." tal que ,P(x) = 1 _ ~'l:(x) J h(t)dF.'l:(t) 

donde Ir está dada? 

Estableceremos las condiciones necesarias y suficientes que debe cumplir ¡J.• 

para la existencia de una función de distribución F tal que l/J = T(F). 

Primero daremos un Lema y luego el teorema principal de esta sección. 

Lema 3.5.1. Sen huna función real, continua, estrictamente monótona y 1/J 

cualquier función real que satisface las siguientes condiciones: 
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i) Su dominio D e.s IR o en su caso (-oo, /3) con /3 E IR. 

ii) Es continua. 

iii) a) Si h es estrictamente creciente entonces 1,b(x) > h(x) para toda 

x E D y si D = (-oo, /3) entonces h(/3) > 1/J(x) para todo x E D. 

b} Si h es estrictamente decreciente entonces 1/J(x) < h(x) para todo 

x E D y si D = (-oo,/3) entonces h(/3) < 1/J(x) para todo x. E D. 

,-, . 

iv} ,P es creciente si: h' es· estrictamente creciente, 1/; es decreciente si h es 

estrictamente d·~c.'ie'diente. 
. :~·: :. -~ 

v) La integral de Rte'J.~nn-Stieltjes 1 i.b(~l/J~th(t) converge para todo x E D. 

z~ 
Entonces la función G(x) =e - _{.., wu - " satisface la igualdad G(c)w(c)-

G(b)lf;(b) = J h(t)dG(t) para todo b < e con b. e E D. 

b 

Demostración: 

Supongamos h estricta~~nte·Creciente, el caso estrictamente decreciente se 

haría de la misma manera; · 

Por v) j lf;(t~1b_5_t~(t), '~'IR para todo x E IR. 
-=-o ' ., 

·.: }. -.-. _ .J ··~,~;-'.!ií'cu . 
Por lo que G(x)«= e'}~ existe. 

Si tomamos x <::y veremos que G(x) ;;a, G(y), es decir, 

- Í ..,¡~f..!h'u> - ·:J ~i~fll,ti) . 4' • 

e -~ ~ e -- s1 y solo s1 

!"' d1/;(t) ¡11 
dtjJ(t) . ·¡ . ¡11 

dl/J(t) 
,P(t) - h(t) .¡;;; 1,/J(t) - h(t) Sl y SO O Sl "' l/J(t) - h(t) ;:;¡¡, Q. 

-TESIS CON 
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Como t/J es creciente, continua y además t/J(t) > h(t), se satisface la desigual

dad anterior. 
_ z¡Az ._,¡~f'Jh\,, j dWCll 

G( + ~ ) G( ) oo - e - -oc ~ 

-Í ,,,,~;-1~"'-[ -:!:: .. ~~r1~ .. , 
1

] e - 00 e z - • 

:i:+L!:..x 

P J dt/J(t) - [ 1•( A ) - I ( )] l - Q 1 ero t/J(t) _ h(t) - 11' x + ,_,.x 1P x t/J(r¡) _ h(r¡) "'-•-º por a con-

tinuidad de ,P donde x ,¡;; r¡ ,,¡;; x + 6.x entonces G(x) es continua. 

Corno G(x) es decreciente y continua tenemos que J h(t)dG(t) existe; 

§·~i:iif Jllf Jfyf if 0r~~~~::~~ 
Rudin, 1980);.: •'~:' ':"''. : :.-: .. :' ,,.,,_. :\'> : .. :· 

z, = 1.··· t/J(~.P!fl(~;)i~~{#'.ri~~~-
....... , - ;"' 

',.¿,:. 

n-1 .· :· '<\'._".' :~_;;_'.~<·:,.~., . .. ···,-·n-1__ n-1 

¿:¡1.Nt•+1)-h(t1fi)J~ª~~iJ:f:¿:cct,)6.t/J(t1) = ¿¡iI,(t,+i)-h(t,+1>J[GCt1+1)-

i=0 n-1 · ._-~-: ,}~;;-.:,.:~:~;~_~(::?'..'~~'.\f-:_:(~~-~~:. n-1 i=O n-1 

G(t;)]+ L G(t~)[~_{t,)7'.íf(t;)],,,; -I(7r)+ E i!J(t;+i)G(t;+i)-L ,P(t;)G(t¡) = 
i=O - ':· -- -,~:;_~_;_ --' :i/,.: -'-· · ~:. -~:- . . - i=O i=D 

-I(7r) + t/J(c)'?(<:);;:-:¡.'P(b)(;(b), 

TESlS COl~ 
FALLh üE O'~\GZN 
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- 7 .. ,::-l•1., - ·r .. ,:~2•1., - 'J .. ,:;-l•1., [ - ·r .. ,:r.!.w,.,] e -oc e '• - e - 00 = G(t;) e «¡ 

G(t,)[e-=• - 1). 

Por lo tanto 6G(t;) = G(t,)[e-=• - 1). 

Como e-= = l. - z + pz2 con IPI .;;;; 1 para Jzl < ~/2 entonces 

n-1 . -,·· · n-1 

G(c)w(c)..:.,G(b),P(b)-I(r.) = E[tt>(t;+1)-h(t;+i))6G(t,)+ E G(t,)6tL•(t;) = 
.. -- '- i=O .. "' - , i=O 

n-1 .. >-··J:~··.:~<·: ~·-·-<':o:·. . ~ n-1 · ·,.· .... -.. _'.·--~-~- _-:.-._.· n.-1, 

:~:)w(t,+1)-"-h(t;+~)]G(t,)(e-=• -1)+ E G(t;)6.j.(t,) ·,,;,, E[w(t,+1)-h(t,+i)]G(t; )· 
i=O "·· -_. , . i=O . . . ,,. . ·i~O 

n-l 

y S = L G(t;)[,P(t;+i) - h(t;+i)]pz;. 
i=O 

Así G(c)w(c) - G(b),P(b) - I(r.) = R + S, ahora sea T = I(rr) - I, es decir, 

1(-rr) = T + I. 
Por lo tanto G(c)w(c) - G(b),P(b) - T - I = R + S, 

es decir G(c)w(c) - G(b)w(b) - I = R + S + T 

no olvidar que hemos supuesto que l.::d < 1/2 para todo i. 

Tomemos e> O con O< e< ~.sabemos que se cumple: 

a) Por definición de integral de Riernann-Stieltjes existe .51 > O tal que si 
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N(7r) < Ó¡ entonces ITI = II - I(7r)I < E. 

b) Como la función 1/J(x) ~ h(x) es uniformemente continua en [b, e] (1/J y 

h son continuas, 1/J - hes continua, ..P(x) ~ h(x) para todo x. 

Por lo tanto w.:h es continua y cualquier función continua en un inter

valo cerrado es uniformemente continua) entonces existe ó2 > O tal que 

si N(7r) < ó2 se tiene 

1 
61/J(t,) 1 1 61/J(t,) ¡"-' dw(u) . , 

- Z¡ + ,P(t;+t) - h(t;+i) = w(t;+¡) - h(t;+1) - r,!l(u) - h(u) .,,; 
t, ' -

1 

16.w(t,) .P(t,+t) - w(t;) 1 1 6.P(t1) 6.P(t,) 1 
w(t,+i) - h(t1+t) 1/.1(11) - h(r¡) = ..p(t,+t) - h(t,+1) . . 1/JC~.>-: h(11) = 

6 ¡/J(t¡) 11,!l(t¡+¡) ~ h(t;+¡) - l/J(r¡) ~ h(r¡) I .¡;; 6 1/J(t¡)E, . ; . ' · 

donde t; .;;; r¡ .;;; t 1+ 1 .se obtiene del teorema deLvalor•interinedio. 

Por lo tanto IRI = 1 ~·G(t1)['1b(t1+1)-hÚ1+1)][;~ .• ~~. n :'~1,!i~t~)(t• )] I .;; 
- i=O · ·0 ·: ;:t~ ti.~1 : a+l 

n-1 E G(t,)['lb(t;+i) - h(t1+tl]61/J(t1)E por la desigualdad del triángulo y 
i=O 
porque r,!l(x) > h(x) para todo x E D. 

n-1 n-1 

Por lo tanto IRI .;;; L G(t1)[w(t1+d-h(t1+d]6w(t;)E ="E G(t,)[t!>(t;+1)-
'=º i=O 

h(t;+1)]6.r,!l(t¡). 

Como w es creciente ·.se tiene que 

,P(b) .¡;; w(t1) .¡;; ••• .¡;; .,¡j(tn-1) ,,¡;; t/J(c). 

Y como h es estrictamente creciente 
- . - ---- _,_ - ~ 

h(b) < h(t¡) < · < h(tn-¡) < h(c) 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGL~ 

implica que - h(c) < -h(t,._1 ) < · · · < -h(t1 ) < -h(b) entonces 
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n-1 
IRI ,;¡;;e L G(t,)[,P(c) - h(b)]..ó.,P(t;). 

i=O 

Ahora como G(x) es decreciente 

G(c) .;;; G(tn-i> .;;; · · · <;;; G(t1) .;;; G(b) obtenemos 
n-1 n-1 

IRI .s;;; e~ G(b)[t,b(c) - h(b)]..ó.t,b(t,) = EG(b)('t,b(c) - h(b)] L['tP(t;+i) -
i=O · i=O 

h(t;)] = EG(b)(t,b(c) - h(b)][t,b(c) - t,b(b)]. 

Por lo que 

IRI ,;¡;; EG(b)['t,b(c) - h(b)][t,b(c) 7 ?l'(b)] := ef'. 
--· .>.·,·:.,:~.';:<' <:'::~~.·t-::;':':: ....... :'':· ~ .·: 

c) Por la continuidad unifo~~,;~d~f/~) =: .. /.~(;}t~u2(u)·sobre [b, e] existe 
.,. "'.·•· .. b 

un ó3 >o talque.si N(tr)~¡3 t~n~hi¿::q~~o ~· ::;.~ j' l!J(~IL~u2(u) 
f(t;+1) - f(t;) < E :.; ~'. .. •• > .. t, 

Pero por h~pót~is J=il·.¿ 4 .y .i_r!ton(;e.i 

G(c)1.b(c) -Ó(b)w(b) .:_j ,;;,R+s+T; 
"::::. :0.' .. "¿.n-1·:::)>_:_ ._,:':':: --_<' __ :: _ , 

mientras que S.;,,, ·E G(ti)[l/J(ti+I.) · -- h(t;+1 )]p::i' < 
:: .. _· · ~ i=O_I~~ ,. : :"·~:~ _·,::::;.· .::--: 

h(b)]pz¡' por la argumentación de b), 
.. _,<· -':'::·/-~_-;'_ :.:-~~:;-;;·;-.:·:n-1'·. 

es decir. S < G(b)[t,{l(c)i::_!'(b)]LP=i' pero IPI ,;¡;;l. 
',' _,,.,. ·····''·.· ··.;.:_ - . i=D 

71-1 

L G(b)[,P(c) -
i=O 
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Por lo tanto S < G(b)[,P(c) - h(b)].: j ,P(~l/J~u~(u) = Q.:. 
b 

Ahora si considerarnos una partición 7r del intervalo. [b, c] _tal que 

1V(7r) < mín{ó1, 82, óa}, como consecuencia de a), b) y c) tene~os que 

ITI < "· IRI < .:P, s = ISI < .:Q. 

Entonces IG(c)l/J(c) - G(b)l/J(b) - II = IR+ S.+ TI < (P + Q + 1).: 

donde P = G(b)[l¡)(c) - r,b(b)][r,b(c) - h(b)]. 

Q = G(b)[yp(c) - h(b)] l li-'(~1/J~u~(u) 
b 

ITI = I - I(rr). 

Por lo tanto J h(t)dE(t) = G(c),P(c) - G(b)l/J(b). O 
b 

Teorema 3.5.2. Sean huna función real, continua y estrictame1jte moñ"ótona 

y liJ una funr.ión real. 

!l• E I,,.(T) si y sólo si se cumple i), .•.. v) del Lema 3.5.1 y además 

vi) La integral de Riemann-Stieltjes j 1!•(~1/J~th(t) diverge. 
D 

. .. . - J ~·t':~1k't11 
vii) Sz D = IR entonces J~~ 1,:J(.r.)e -~ = O. 

Demostración: 

Supongan1os que se cu1nplen i), ... , uii) para una función lf-•* cuyo dominio 

es D*. 
- J w•1':t..!ilu) . .. 

Definimos la función Fº(x) por Fº(x) = 1-e -~ s1 x E Dº y ademas 

Fº(x) = 1 si x;;;. /3 cuando Dº = (-cx:>.,13). 

La definción de Fº tiene sentido porque por u) Jz d,Pº(t) 
~~ 

,p• (t) - h(t) 
converge 
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para todo x E Dº. 

Notemos que Fº(x) = 1 - G(x) y como G(x) es continua y decreciente en

tonces F"(x) = 1 - G(x) es continua y creciente. 

Como 1/J"(x) = 1 _ J..•(x) J h(t)dF"(t) =;, .. L-, J..~(x)''.l~(t)~(l - G(t)) en-

~~~~~~:,~!~~ ~:-~:~:,;:0i)Hl~lf l~"tr:,c: ~=:d~ 
Por lo tanto Fº(x) es función de distribu9ióíi;relll.°flbsol~tamente continua. 

:=:~:~~:::::7:.;: J~~;,¿i,~~~¡~~~l~:Ítp:::·;5.> 
(1 - F"(c)]"l,!l"(c) - (1 - F"(b)]-,P"(b)= C"Jh(t)dF~(t) con 

; -'- ·::'._" _>_t'.·. b,,';-;,1;:- .:~f~"'- '('';'.'._,_e;':,_~-- -

En el caso n· =IR, tomamos ellimite'.cuá.ñélcí''.'6·;~ ÓO: 

}i_n~,(l-F"Cc)]0·(c)-[l-F"(b)]J,.c1) iz--·;:¡.¡·Ct;~J~'-·C~) ~ntonces }.!.';!..;,·(e)· 
. . . b.... . . . .. . 

e - _.[ ~-~~;.'.k~ .. - ¡1 - rcbJJr;..·ci,J =L]hct)dF~Ct). 

pero por vii) 
~ . - ¡ ~-1ñ . .!!lt«J }.To!, -,P (c)e -~ =O. 

Así [l - F"(b)]rV(b) = l h(t)dF"(t). 
b 

b .--~~~~~~~~~~~ ....... 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Luego 1/J"(b) = 1 _ ~-(b)] h(t)dF"(t). 
b 

De este modo,¡,• = T(F") entonces 1/1" e Irn(T). 

219 

En el caso D = ( -oo, .B) de la condición iii) del Lema 3.5.1 obtenemos que 

!ím 1/J"(X) = h(/3) porque h(x) < 1/Jº(x) para todo X E. (-00, {3). 
:r:-/3- < ·-

Pero h(/3) > ,µ· (x) para todo X e (-oo, /3). 

Asi h(x) < 1/J"(x) < h(/3) 

y h(/3) = lím h(x).s;; lím 1/l"(x) .s;;.Jíni.h(/3) = h(/3). 
· z-13- z~{3-, , · .. , : ·::_ z-o- -·· .. ~ ' 

Por tanto lím 1/J"(x) = h(/3). · · · · · 
.r-13- .,. 

Luego c~IJ1_[1- F"(c)]?P~(c) '."O h;(/3)= O. 

Por lo que i,b"(b) = 1 _ ~-(b) :¡h(t)dF"(t). 
. b: 

De este modo w" = w(F"), entonces.,¡,· e Irn(T). O 



Conclusiones 

Las variables aleatorios. en general, tienen alguna estructura de depen

dencia, esto es evidente por ejemplo en el caso de las estadísticas de orden de 

una muestra aleatoria continua, la relación de dependencia se puede expresar 

en términos de las esperanzas condicionales. Diversos autores, citados en este 

trabajo demostraron que sobre el conjunto de distribuciones se puede hacer 

una caracterización basada en esperanzas condicionales. 

l\lás específicamente, se demuestra en esta tesis que la función de distribu

ción común de un conjunto finito de \'ariables aleatorias continuas e inde

pendientes queda determinada de manera única por medio de las esperanzas 

de funciones de estadísticas de orden condicionadas a otras estadísticas de 

orden. 

Las condiciones que deben satisfacer las funciones de estas estadísticas de 

orden son mínimas y el condicionamiento se puede hacer sobre una o dos 

estadísticas de orden, consecutivas o no. 

Si se conoce la forma de las Psperanzas condicionales mencionadas antes, se 

conoce la distribución, esto da una caracterización de las distribuciones tal 

como lo hace, por ejemplo, la función característica. 
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También se exponen las condiciones que debe satisfacer una función para ser 

la esperanza condicional de alguna función dada. 

En los dos primeros capítulos se exponen de manera detallada los princi

pales conceptos y resultados sobre Esperanzas Condicionales, Probabilidades 

Condicionales y l\lartingalas con el objeto de que se cuente con un material 

más accesible que los textos t:radicionales. 
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