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Prefacio

En este trabajo se retine una amplia cantidad de material sobre esperan-
zas condicionales, martingalas y caracterizacidn de distribuciones mediante
esperanzas condicionales.

El primer capitulo contiene las principales propiedades de esperanzas condi-
cionales que han sido desglosadas de los textos de probabilidad empleados en
cursos de maestria, lo mismo el capitulo dos que desarrolla la parte de mar-
tingalas, convergencia de éstas, tiempos de paro e integrabilidad uniforme,
esta parte es bastante extensa.

En ambos capitulos se hacen las pruebas de los teoremas lo mas detalladas
posibles y se exponen algunos ejemplos.

El capitulo tres trata sobre la caracterizaciones de distribuciones que se ha-
cen usando esperanzas condicionales, este material se ha tomado de algunos

articulos, todos ellos recientes que en el trabajo son mencionados.
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Capitulo 1

Probabilidad y Esperanza

Condicional

1.1. Introduccién

La mayoria de los resultados presentados en este capitulo se extrajeron
de Ash (1972), Laha y Rohatgi (1971) y Dudley (1989).
Cuando se tienen variables aleatorias X y Y definidas sobre el espacio de
probabilidad (Q2, F, P) frecuentemente se tienen problemas con la interpretacién
y el cdlculo de probabilidades del tipo: P{X = a|Y = b}, o en general
P[X € A|lY = y], donde 4 € B(R) el c-algebra de Borel en R; si las varia-
bles aleatorias fueran discretas se podria usar la definicién de probabilidad
condicional

P(CND)

P(D) con C, D € F si P(D) > 0.

P(C|D) =
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Las probabilidades de arriba se éalc'ulah eni:onces como

P[X“‘([a o0)) N Y“({b})]
sl “({b})]

P[X = alY = b = si PlY~'({6})] >0

' P[x AY-1({zh]

P[Y RSEDD)

aunque es més usual la nol:acw P[X € A] que significa P[X ~1(A)] entonces

si PlY~“*({sh]=>o0

PX € AlY =] =

podemos escribir

PIX € ([a,09)).Y < {5}]

PIX zaly =b] = —= PO (7] si Plye{s}]>0

P[X €AY € {(y}]

P = To7] si P[Y € {y}] > 0.

P X € AlY =y] =

Notemos que no se tendria ningin problema si en vez de {b} o de {y} se
escribe B, para algin B € B(R).
Cuando las variables aleatorias son continuas (basta con que Y sea continua)
el evento [Y = y] = [¥ &€ {y}] tiene probabilidad cero y por tanto no tienen
sentido las expresiones anteriores (queda una indeterminacién del tipo g
porque [X € A,Y € {¢}] también tiene probabilidad cero).

Un caso en donde se tiene que calcular P(X € A|Y = y) con [Y = y] un
evento con probabilidad cero, es el siguiente:
Se tiene una variable aleatoria Y con densidad uniforme en el intervalo (0, 1)
¥ ~ Up.y)-
Cuando Y = y se lanza una moneda con P(dguila) = y (suponiendo que

TESIE COW
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esto fuera posible) n veces, entonces X (que depende de y) se define como el
mimero de dguilas obtenidas.

Buscamos un modelo para encontrar P(y; A) = P(X € A|Y = y) puesto que
P(X €AY =y)

PX € AY = =0y P(Y = = 0 no se puede aplicar
( y) y P( y) P p BY =)

Una manera de modelar esta situaciéon es como sigue:

Sean 2 = R?, F = B(R?) y las variables aleatorias X y Y se definen como
X(z,y) ==z, Y (x.y) = ¥, la medida de probabilidad Py esta especificada (es
Uniforme en (O, 1)).

Para cada y € R hay una medida de probabilidad P(y,-) : B(R) — R que
se interpreta como la probabilidad condicional dado que Y toma el valor y,
es decir, P(y, A) = P(X € A|lY =y).

Se necesita también calcular la probabilidad de eventos de la forma
[(X,Y)EC] con C € B(R?). Dado que Y = y la pareja (X,Y) pertenece a C
si ¥ sélo si X pertenece a la seccién C(y) = {z : (z,¥y) € C} la probabilidad
de este evento es Py, C(y)) = P(X € C(pY = y).

Para ilustrar el concepto de seccién C(y) = {z : (z,y) € C} con C <€ R?
notemos que si C es la circunferencia de radio 2 con centro en el origen en-
tonces C(1) = {—v3, V3} pero si C es la bola cerrada de radio 2 con centro
en el origen entonces C(1) = [—3, V3].

Entonces la probabilidad de que (X,Y) € C que denotamos por P(C) se

calcula como:

o0
P(C) = / P(y,C(y))dPy que es una férmula de probabilidad total.
—oo
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Para conjuntos C € B(IR?) de la forma A x B, es decir,

' i A siye B
C={(z,y): € A,y € B} setieneque C(y) = sty
@ siye¢ B,

y entonces P(C) = P(A x B) = [ P(y, A)dPy
B

Cuando P(y, A) es Borel-medible como funcién de y para cada 4 Boreliano
fijo pbr el Teorema de la medida producto existe una iinica medida de pro-

babilidad que satisface:

P(C) = /P(y, A)dPy con C = A x B para todos A y B borelianos,
B

entonces tenemos una medida P sobre F = B(R?) que es la 1inica medida
de probabilidad determinada por Py y la familia de medidas P(y,-), y € R
definidos como antes.

Ejemplo 1.1.1. Considerar la ya mencionada situacién en donde Q2=R?2,
F= B(R’), X(z,y) =z, Y(x.y) =y, la medida de probabilidad P es Uni-
forme en [0.1] ¥ X es el mimero de dguilas obtenidas al lanzar n veces la
moneda en donde P(dguila) = y.

Por tanto, para cada y € R hay una medida de probabilidad P(y,-)
B(R) — R que es la probabilidad condicional X dado que Y toma el valor
de y, esto es P(y, A) = P(X € AlY =y).

Ahora calcularemos P[X = k] para k =0,1,...,n.

Sean Q2 = [0,1}, F2 = B([0,1]), sabemos que Py(B) =
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B([0. 1]).

Si y € [0, 1] se toma como la probabilidad condicional de que X € A dado que
Y =y a P(y, A) = P[X € A|Y = y]. Tomamos ahora Q; = {0,1,2,...,n} y
Fi = 2™ :

Py, {k}) = (") V1= )"t = PIX = Y =]

es la probabilidad de obtenet k égmlas dado que la. probab dad de aguxla.

es ycon 0 <
puesto que es un pOlanml

el o-dlgebra producto q « ontiene "’a todos los

conjuntos de la fotmaA_D e Foy P la medida de

probabilidad deteminéda

Ahora si X(x,y) = C
es decir con la not C {k} % Q2 por lo que cada seccidén

Cy) =

P[X = k]

P[{k} el Qn]

1 / £ (”’ {khdy = f (o)t —wr*ay

- ()/ v (1 — )"“‘dy—( )B(k+1n—k+1)

. ! Dk + 1)1"(n —k+1) n! Kl(n — k1)

T kN (n—k)! L(n+2) TR (n =&)Y (n+ 1!
1

= p—— k=0,1,...,n,

TESIS CON
L. Uf ORIGEN
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que es Uniforme Discreta en el conjunto {0,1,2,...,n}, donde B(a,3) es la
funcién beta evaluadaen a > 0y 8 > 0 y I'() es la funcién gamma evaluada
ena=>0 0B

Ejemplo 1.1.2. Y; es una v.a. Uniforme en (0, 1), si Y7 = y, definimos Y5
Uniforme en (0, y,) y asi sucesivamente, esto es, si Y] = y;, Yo = ya,...,
Y% = y» hacemos Yy Uniforme en (0,%%) para k= 1,...,72 — 1.

El problema consiste en modelar esta situacién para poder calcular E(Yn).‘

Ahora tenemos un caso n-variado, definimos Q; =R, F; =B(R),j=1,2,...,n,

Q=1 %%, F = F1%::-%XFpn el o-dlgebra pro’dugto; que es el mmimo

o-dlgebra en Q qu}g,con\tié:ne"a los ‘cor‘xjun‘tos de rlafoizv-m_‘ ",Dl Xise e X D, con
D; € 7y, Yl cys .
P es la medida’.de Lebesgue: en (0 "1), para’ cada 0,“1)_3? A e B(R)

tenemos que

Py, A) = PYz € AlY: = y1] que es

AnOp) ;
uniforme en (0, y1).
En general si son dados y,, y2, . , Yk entonces
1
P(yrseee sty A) = ;dyk+1-
AN(O.xx)

Si P es la iinica medida de probabilidad sobre F determinada por P; y la
medida P(y, ..., Y&, -) se puede encontrar la esperanza de una funcién Borel
medible, g : R — R por Fubini:

E(9)= gdP=f[--/_q(yl..‘.,y..)P(yx,...,yu_l,dy,.)-'-P(yx,dyz)ﬂ(dux)
Q

2102 On
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sustituyendo g(y1,..-+¥n) = Yn(Y1;--+1¥n) = Yn se tiene:

Yn=2 Un-1

E(Y.) =

Ejemplo 1.1.3. Supongamos que Y es una variable aleatoria discreta que
toma valores en N = {1,2,...} con probabilidades {p, : n = 1}.

Si Y = n se selecciona un nimero X = O con densidad f,.

Nuestro problema ahora consiste en calcular P[2 < X +Y < 5].

Definamos Q22 = {1.2,...}, F2 = 2% y P({k}) = pi el modelo para Y,

mientras que el modelo para X dado Y .es:

% =R, Fi=B®yPn)= [ @
A

es decir P(n,A) = P[X € AlY =n], P ({k})=PY =k].
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Se definen nuevamente X(wl,.un) = wx, Y(wl,wz) = wy ¥y la medida de pro-

babilidad determinada por P’ Yy P(

PC) = /P(w-,,C(wg))I’z(dwo " con C € Fy x Fz.
3 .

Como P> es discreta entonces:: P(C) ‘= Z P(n,C(n))pn pero aqui conside-

n=1
raremos C = {(wy,w2) : 2 < w1 + wo < 5} entonces
Cr)y={w 2w +nEs5}={w:2—n < w; <5—n},

de este modo
S5—n

P(C) = PR2<X <35 = anffn(y)dy

n=1 L7/

= px/fx(y)dy+pszz(y)dy +P3ff3(y)dy+

pa / fa)dy

puestoque X = 0. B

TESKECOV

PALLS D
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1.2. Probabilidad y Esperanza Condicional

Iniciamos esta seccién enunciando el Teorema de Radon-Nikodym, recorde-
mos que si A y P son dos medidas en (2, F), A es absolutamente continua
con respecto a P si y sélo si P(A) = O implica que A(A) = 0 (se denota
A & P), entonces el teorema de Radon-Nikodym dice: “Sea x una medida
o-finita y A una medida signada sobre F (o-dlgebra de subconjuntos de Q).
Supongamos que A es absolutamente continua con respecto a u., entonces hay
una funcién Borel-medible g : @ — R tal que A(B) = [ gdu para todo B €

B
F. 81 h es otra funcidén con esta propiedad entonces 2 = g casi seguramente

(u).”

Una construccién muy detallada del Teorema Radon-Nikodym aparece en
Billingsley (1986). Se ha interpretado P(y,A) como la probabilidad condi-
cional de que X tome valores en A € B(R) dado que la variable aleatoria Y
vale y; P(y, A) define una medida de probabilidad tinica sobre B(R?).

El problema ahora es ver que se haria si Y es un objeto o elemento aleatorio,
es decir, Y : (2, F) — (€2, F’') donde (£, F’) es cualquier espacio medible
y no necesariamente (R.B(R)) entonces P(y, 4) = P[A|Y = y] con A € F,
y € S, con [Y = y] un evento de probabilidad cero.

Si tommamos B € F' ¥ [Y € B] € F entonces [Y € B] N A € F, por lo que:
P[AN[Y € B]] se puede escribir como P[AN[Y € B]] = g‘ Py, A)dPy(y)

en donde Py es la medida de probabilidad inducida por Y, esto es,
Py (B) =PlY € B] = P[{w € Q: Y(w) € B}]

Teorema 1.2.1. Sean Y : (Q,F) — (¥, F’) un objeto aleatorio sobre

‘ TESIE NOW

[ [,
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(QF,P) y A € F fijo. Existe una funcién g : (§¥,F’') — (R,B(R)) que
cumple con que para todo B € F’ se tiene:
PlAN[Y e B]] = _fg(y)dPy(y) ademds si h es otra funcidn con la misma

propiedad entonces g = h casi seqguramente con la- medzda Py

Demostracién: Sea A(B) = P[A onces
[An{y e B]] < Ply € B].
{Ye B]]=A(B)— 0.

g‘uramente con respecto a Py se

una medida tal que A << Py porqix_é ¢

Por tanto si P[Y'e B]=0 se tiene qu

La conclusién incluyendo unicidad

sigue del Teorema de Radon-Nikodym

eatoria dxscreta que toma el valor y;

P[Y =wil, Z: p: = 1 entonces

Ejemplo 1.2.2. Sea Y una \;a{iable
con probabilidad p;, i = 1,2.... esto’es

P[A Ny = v
. Pi

g(y:) = PAlY = y;) = =1,2,...

se puede definir también g(y) = 0 paré. todo v & {y1,¥y2,...}.
Para ver esto hacemos Q' = {y;,¥2,..-}, F' = 2% tomemos BeF’ y de este

modo

i=1

[ 9ware@w) = f N Is(WEPr(3) = S 9(0) T8 (ys) Pr ()
B

=3 9w =3 PlAn[y =u]] = Pl[An][y e B]].
weB wesB

Por tanto /g(y)dPy(y) =P[AN[YeB]]l. B
B
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Ejemplo 1.2.3. Sean .X y Y variables aleatorias con densidad conjunta f

(Recordemos que

Q=R?, F=B(R?), X(z, w==. ¥ (@ )=y, PD)= /fa £ y)dzdy, D & .7—').

Sabemos que si A = [Y = y] entonces P(A uﬁa aproximacién a

PX eCly = y] se puede /hace asi;

PlX € Cly— ‘

(.i-, y)dz. Si h es pequeiia,

donde f2 esla densndad de Y es decu:, fg(y)
L —

P[X € Cly — ,s‘ Y < y + h] se puede apro*umar por:
2h [ F@ e
ng_(y)_

como consecuencia del teorema del valbr intermedio para integrales, pero

2h£ f(z.y)dz _ gf(z,y)d-’v _ f(x'y)d
2h f2(y) S2(¥) f2(v)

péra éasx todaye R

por lo que se define h(z|y) = If-('ﬁ(% que es la densidad condicional de X

dado que Y toma el valor y, ésta funcién se define asi cuando fa(y) # O.
Esperamos ahora que P[X € C|Y = y] = [ h(z|y)dz.

c
M4ds generalmente, si 21 € F y Y = y entonces A ocurre si y sélo si X € A(y),
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y para encontrar
P[X € A(y)|Y = y] integramos h{xly) sobre r € A(y).

Por tanto, proponemos g(y) = [ h{(zly)dz con A € F =B(R?), y R
como la probabilidad condicionﬁ(‘ge A dado que Y = y.

Notemos que g(y) = f IA(I y)h(z|y)dz es Borel medible.

Si B € B(R) entonces

PlaniveBl] = [f r@icay= [ r@irawdsdy

veEs . L
(= v)EA {=)eA

/ (/IA(.'J: y)h(::ly)dz)js(y)f,,(y)dy

f h(zly)dx) Ry = f g(y)fz(y)dy

ueB A

/ g(y)dPr(y)

De este modo g(y) P[AlY = y]

Del mismo modo ge‘pued_e traba_]ar en dimensiones mayores que 2, por ejem-
plosi X, Y, Z,'y W tienen densidad conjunta f. la densidad condicional de
(Z,W) dado (X,Y) es:

h(z,wlz,y) = i}'f"y(’z—f';;) donde fxy(z,y) = / / flx.y, =z, w)dzdw.

—00 —0o

Si A € B(R%) entonces P(A|X =z,Y = y) = ff h(z,w|r.y)dzdw se puede
A{zx.p)

comprobar tomando B € B(R?) v verificando que

Pl(X.Y)e BN A] = / A PlAIX =x,Y = Y] fr,(z,y)dzdy. B
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Ejemplo 1.2.4. Sean (£2,,F1) y (2,F2) dos espacios medibles.
Hacemos

Q=Q; xQ, F=F xFa2, X{w,wa)=uw;, Y(w,w2)=ws.

Supongamos que tenemos Py una medida de probabilidad sobre (22, 7)) ¥
también tenemos P(y, A) para y € Qz y A e .7-‘1. una medida de probabilidad

en A para cada y fijo ( Es decu-, tene 105 la. distribucién de Y ¥y la distribu-

A, Y € B]
Calcularemos ahoré.‘}l
denota. por E(X|Y]

cuando Y toma el valor. de}

= P(A x B) :

y.ique se: Aehc»iende,confo el valor promedio de X

Si X y Y son’discretas’y Y ry'éx;tonces p(xly) = P[X = z|Y = y]
es la probabilidad c&hdiéi&iai de que X = x dado que Y = y, entonces
EXIY = ) =3_zp(=ly).

De la misma man;ra, en el caso continuo sim h(x|y) es la densidad condicional

correspondiente entonces E(X|Y = y) = / zh(zxjy)dr.

Es necesario definir este concepto en un gaa.;o general.
Sea X una variable aleatoria sobre (2, F, P), estoes, X : (Q, F) — (R, B(R)),

Y un objeto o elemento aleatorio Y : (f;, F) — (¥, F'). Sabernos que
PlAn[y e B]] = /P(A|Y = y)dPy(y) con A€ Fy B e F.
B

La esperanza de X es el promedio de las contribuciones E(X|Y = y), es
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decir, E(X) = /’ E(X|Y = y)dPy(y).

Si reemplazarnosnX por X/, ., con B € F' se cumple que cuando y € B
obtenemos la igualdad:

E[XIycp|Y = y] = E(X|Y = y). Haciendo la sustitucién se tiene:

E[XIKYEBI] = /E[XI(YemIY = yldPy(y).
o

O equivalentemente:

Xd.
yes: ! 3
'd'éxtendida definida sobre
torio. Si E(X) eziste ( en

Teorema 1.2.5. Seq.ri“
(QQF,P)yY : (F)
R, los reales extendido
para todo B € F' serctu‘
Mds atn, si h es otrafunc

g = h casi segummeﬁ'té;(P; € ”e_Ei'(,Y|Y =y) = g(y).

Demostracion: Sea A\(B) = f ‘XdP con B € 7, entonces A es una funcién

vesn
de 7’ en R numerablemente aditiva porque
Al B = / XdP = Xap =" XdP,
Jjen ve iy 8] U (Yes,] JeNIyvem,)
JEN JEN

cuando las B; son ajenas en F’, ademds \ < Py porque si P[Y € B] =

Py(B) = 0 entonces A\(B) = [ XdP = 0 ya que estariamos integrando
{vyes]
sobre un conjunto con probabilidad cero.

RICE
DL

N
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Luego, la conclusidén incluyendo unicidad es valida por el Teorema de Radon-

Nikodym. O

Corolario 1.2.6. SeanY : (2, F, P) —— (¥, F’) un objeto aleatorio A € F,
entonces E(I|Y = y) = P(A]Y =y) c.s. (Py). -

Demostracién:

En el Teorema 1.2.5 si hacemos: ‘Ii obtenemos

S s@warew),

coidP = PlANn(y  B]].

[9:W)aPr(v) donde 0:(¥) =
PAlY = ). - L ‘ i
Por tanto P[An[Y €:8]]
) = EUAlY =) es..(F e
Ejemplo 1.2.7. Sea Yila \"é.mable aleétoria del Ejemplo 1.2.2.

Vimos que P(A]Y = ;) = %ﬂl con A€ F.
Esperariamos que E(J Y = y;) = ’F[ley.I J 14dP pero por el Corolario
Y=ui

;llll)dvpr(y), y de este modo PVV(AIVY, =

EIA|lY = y;) = P[A]Y = y;] mientras que [ [.dP = P[AN[Y = y;]] por
¥ =]
lo que v

1 _PANY =) _ _
P[Y = yi](y./] LadP = P[Y = y.-] = P(AlY =),

=Vi
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que indica que E(I4]Y = y;) en efecto es m f LadP.
=wu]
En general se debe cumplir

1

E(X|)Y =y,) = m—) / XdP toda vez que E(X) exista.
Y =]
Esta ultxma. 1gualdad la. venﬁcanms de la siguiente manera:

2% g g(y.) = F[Tf=—u.l I XdpP. entonces debe-
: 8 {Y'=p4]

- de ZP[Y
mEBZ g L T weB

Z P[Y = y.]g(y. .

wEB

Por tanto E(X|Y =y)) = _q(y;)

esto se hace moscrando'queﬂ (
x BENCAED
F (» S

Entonces | (Z Xi)dP = Z f X dP = i fgk(y)dPy(y)

[yeB} k=1 k=1{vesn)

f(ZI 9:())dPy(y). Por lo que E(Z XilY = %) = T EGXGY = w)

md1ca que E(X|Y = y;) es lineal cuando X es discreta ;-éoma los valores
z,,T2,... entonces E(X|Y =y,) = jz—:lsz[X = z;|Y = yi].

Por el Teorema 1.2.5 debemos comprobar que si B € F'
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XdP = / E(X|Y = y:)dPy(y), es decir,
ves) B
=l
[ xam = [ (Emrtoc = aiy = ui)arvo
[yes) B J=1

OO
Notemos que X = >_ z;/{x=z,] entonces

XdP = 3 / YdP =Z f (iazjnxﬂ,]) apP

tvea #E iy =ul S MEBy S,y NS

= Zx_, / Iixac)dP =3 2 Ty P[X =x;,Y = vl
weB j=1 Y =yi] wes j=1

= > Z PlY = y;]z; P[X = z;|Y = yi]
meB j=1

acd

= ST PY =y} | Dd_ziPIX =xzly = y;])

wesB F=1

/ (Z T; P[X = z;]Y = yi]) dPy(y)
B J=1

que es el resultado esperado.
Ejemplo 1.2.8. Sea A € F tal que P(A) > 0. Si E(X) existe se puede
definir £(X[.A) como:

E(X]A) = E(X|Y =1) = ﬁ/x:ip,
A

donde Y = [I4 que es consecuencia del ejemplo 1.2.7. También se puede
escribir como:

E(XTA)

Py -

E(X|A) = ﬁ f XI4dP =
«Q
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Ejemplo 1.2.9. Supongamos que las variables aleatorias X y Y tienen den-
sidad conjunta f y densidad condicional de X dado Y, h(z|y).:

Afirmamos que E(X|Y = y) = f zh(z|y)dz cuando E(X) ex.xste
X ap.= f 9(¥)dPy(v)

De nuevo por el Teoremn 1.2. 5 debemo mos rar que

I
5]
<
~~
ﬁ +
E
R
<

XdP
ves) {(z.p)ve

Aqui fa(y) esla déhsidad ‘_fna.lrginal de Y. Ahora éupongamos queg: R — R
es Borel medible y veremos que E[g(X)|Y = y] = T qg(x)h(zly)dz toda vez
que E (q(X)) exista. ‘ i

Debemos ver que 'si B € B(R) se cumple que

oo

9(x)aP = [ g(w)dPr(y) donde () = [ a@nrivds.
B

{ren) —%0

ax1ap=[f a@s@yazdy = [ [ a@n@nnedady

{yeB| {(=.w):veB} y€EB —oo

(f q(x)h(zly)dx) £wdy = [ 9wapr @)
B o0 B
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que es lo que debiamos probar.

Por 1ltimo en el caso discreto se comprueba que si E (g(.X)) existe entonces
E@(X)NY = i) Z Q) PX =Y =y)]. @&

Ejemplo 1.2.10. Sea.n (21, F1) ¥ (S22, F) espacios medibles Q2= x €22,
F=F x Fa el mxmmo a--algebra que contiene a los conjuntos de la forma
C'chonCEJ-'lyDE
medida Py sobre .Fg Y. tambxenv'una medxda P(y,A) paray € Q2, A € 7,

2, X(:r, y).= x, Y(x,y) = y se sabe que hay una

como antes.

Si f: (20, F) -

Tenemos que ver otra vez que

F(X)dP = / 9(4)dPy () donde B € B(R) yg(y) = [ r@ Pz

[YeB] [r 1%

£(X)aP / F(X) yemdP = f / £ (X (2 1)) In(y) P(dz, 1)dPyr (y)

{ves) 2 22

/ (n f(.r)P(dz,y)) dPy(y). W
8 1

Notemos que en todos los ejemplos el procedimiento seguido es proponer

il

alguna g, ver que funcione como esperanza condicional y utilizar el teorema

de Radon-Nikodym para asegurar que es dnica casi seguramente.
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1.3. Esperanza Condicional dado un o-3alge-

bra

Si X es una variable aleatoria extendida sobre (£2,.F, P) tal que E(X) =
J XdP existe y Y : (2, F) — (£, F') es un objeto aleatorio, entonces

a
g(¥) = E(X]|Y = y) es la tnica funcién c.s. () que va de (¥, F') en
(R. B(R)) que satisface >« U O oy e

De este modo h es una variable aleatoria extendida, en donde A(w) es la
esperanza condicional de X dado que Y tomé el valor y en w, es decir Y (w) =
Y.

A mide el valor promedio de X dado Y pero h estda definida en © no en €',
Ademas se cuniple que[y{al XdP = [ hdP para B € F’ que es equivalente

{yen]
a la expresion

xaP = [ gw)aPew).
ves| B
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Probaremos ahora la igualdad [ hdP = [ XdP.

{(veB) {veB)]
raP = [o(¥@w) Ia (¥ @) dPW) = [ 9w la@dPr )
(ves) a v . Lo
=/ 9WIP () = [ xar.
B [)'EBI

Como [Y € B] = Y‘l(B) {w € Q Y(w) & B} la 1gualdad f XdP =
lYEBI i

mplemente

[ hdP se puede e\presar 7/
veB) i

SiYy: (Q .7~' f'")”es un objeto aleatorio se define el o-dlgebra in-

ducido por’ como .7-'(}’) =YY F)ysiY = (Y1,...,Y,) es un vector de
objetos aleaconos entonces F(Y') consiste de todos los conjuntos [Y € D]
con D e B(R" .

F(Y) es el minimo o-dlgebra que hace medible a ¥ como veremos adelante.
Ejemplo 1.3.1. a) Si Y : (R, B(R)) — (R,B(R)) es tal que Y(w) =
para todo w € R entonces F(Y) =Y Y F) =Y "1 (B(R)) = {Y~(B): Be

B(R)} pero
Y_,(B)={ R si2zeB
@ si2é¢ B.
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Por lo tanto F(Y) = {=&,R}
b)Si Y : (2,29%) — (R, B(R)) es tal que

0 siwe A,
Y (w) = 1 siwe€ Ay
2 siw € Aa,
con {A;, Az, A3} particién de 2 (estamos suponienddl que 2 tiene al menos

3 elementos) entonces F(Y') = Y ~!(F’) pero

,

@ si0¢B,1¢B2¢B
A, si0eB,1¢B2¢B
A, si0gB,1€B,2¢B
As si0g¢B,1¢B,2€B8
A1UA si0eB,1eB,2¢ B
A)UA; si0ecB,1¢ B,2€B
A,UA; siOgB,1e B,2e B
«Q si0e B,1le€e B,2 B

¥YTH(B) = <

\
que es un o-dlgebra contenidoen F =2%. @

El siguiente teorema nos indica algunas propiedades del o-idlgebra inducido.
Teorema 1.3.2. Sea Y : (2, F) — (2, F’) un objeto aleatorio, entonces:

a) F(Y) es el o-dlgebra mds pequerio en ? que hace medible a Y.

j=1

(Q,F) — (2, F;) entonces F es el mds pequerio o-dlgebra en Q que

b) Si @ =119 F =1[1F v Y =M Y...) dondeY; :
Jj=1

hace medible a cada Y;.



1.3 Esperanza Condicional dado un oc-dlgebra 23

c) Si Z:(,F(Y)) — (R,B(R)) entonces Z = foY para alguna
f: (&, F) — (R, B(R)).
Reciprocamente, si Z = foY y f : (¥, F) — (R, B(R)) entonces
Z: (9, F(Y)) — (R, B(R))

Demostracion:

a) F(Y) = Y (F') es o-dlgebra sobre. 2 yd,que

D Y- Yo) =2, Y—}(Q'

i) Y—1(UJ)'B

Ademsés si B'€.
a Y vista como fu
Supongamos queges
que para todo B € .7-""se 3t
Ber}cg o

entonces F(Y) = {Y~Y(B):

b) Un vector o sucesién aleatoria Y es medible si y sélo si cada Y; es

medible y luego se aplica a) a cada coordenada

c) Supongamos que Z : (2, F(Y)) — (R,B(R)) y que Z es de la forma
Z = [Ic para algin € € F(Y) por tanto existe un B € F’ tal que
C=Y"YB)=[Y € B].

Si f = Ig entonces foY = Iiyep = Ic = Z.
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Ahora supongamos que Z = >_ axlc, con ax € R y Cx € F(Y) para
k=1

todo k = 1,2,...,n entonces Ic, = fi©Y igual que antes y luego
3

Z = foY donde f = 3 aif
k=1

En general si Z1,Za,... son simples tales que Z, — Z en donde
Zn = faoY para todo ne N hacemos ’
{ hm fa donde exista

‘0 si no existe.

Notemos que’ f ’asx deﬁmda es medxble (ver Dudley, 1989, seccién 4.2),
“Hm, Za(w) = Jm (fn °Y)(w) FY @) c.s. (Pr).
: on conf(ﬂ' F)— (R, B(R)) Yo (Q,F) — (2, F)
‘son: medxbles, entonces Z : Q .7-'(Y)) — (R, B(R)) es
: : edxbles es medible. [J

entonces Z (w)

Ahora, si-

medible p'o"r‘ 1a composwxon de fun

La relacién fth =
h=goY y g(y) = E(X|Y =) txene 1mporta a1
aqui g: (', F') — (R, B(R)) y por tanto & : (Q, F(Y)) — (R, B(R)).

f.\dP para, tod' C:ie J-'(Y) cuando se tiene que

ia en resultados posteriores,

Teorema 1.3.3. Sean X : (2, F,P) — (K, B(R)) tal que E(X) eziste y
G C© F un o—idlgebra. Entonces hay una funcion E(X|G) que va de (2,G)
en (R,B(R)) que es la esperanza condicional de X dado G y que cumple con
2];)(dP = gE(Xlg)dP para todo C € G. Ademds si hay otra funcidon que

cumpla con la igualdad de arriba entonces es igual a E(X|G) c.s. (P).
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Demostracion:

Sea A(C) = [ XdP con C € G entonces \ : G — R es numerablemente adi-

c
tiva ya que A U C; ) / XdP = Z/_‘(d}’ si C€;,C%,... son ajenos.
ok =
S

Luego A\ Ej C~> == Z 4\(C ), ademas A << P porque si P(C') = 0 entonces

A(C) =0 ya que estm:xamos ‘inj

Luego por el Teorema e

que para todo C e
lo tanto E(X|G) = h.

Notemos que E(.\'lg) es,un va mble aleatona g-medxble que en general no

Pih ’s*}ir\tvica“ c.s. (P) y definimos por

es determinista y que )f es medlble con respecto a J pero NO sabemos si lo
es con respecto a G porque se podrfa pensar que X = E(X|G) pero esto sélo
es posible si X es G-medible. s :

Observacidn. Si g(y) = EX|Y = y) y A(w) = g(Y(w)) se tiene por
el Teorema 1.3.3 que h = E(X|G) donde G = F(Y) porque ya vimos que
L (2, F(Y)) — (R, B(R)) se puede escribir como h = E(X|Y). asi por
ejemplo si E{X|Y = y) = y® entonces E(X|Y) = Y3.

Hemos visto que g(y) = E(X]|Y =) con y € €', pero haciendo la composi-
cién con Y, es decir, h = goY se transfiere a una funcién cuyo dominio es 2,
reciprocamente cualquier £(X|G) con G € F surge de un objeto aleatorio Y
haciendo G = F(Y'), esto es, podemos hacer Y : (2, F) — (Q,G) definien-
do Y(w) = w y por tanto Y HF') = Y~YG) =G, asi g(y) = E(X|Y = y)
entonces h = E(X|F(Y)) = E(X|G).
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Ahora E(X|G) = E(X|Y) es el promedio de X dado que Y es conocido. Pero,
LQué significa que Y una funcién que va de (2, F) en (Q g) sea c':‘onocido?

Los eventos en Y son de la forma [Y € D] con D € G pero como Y es un
de este modo para
gfr;e D, E(X|G) se

do iqué‘ sabemos que

mapeo identidad restrxng1do entonces [Y € D] =:‘D

cada evento, se txenen dos respuestas: ocurre D o no

puede interpretar como el va.lor promedxo de- ){(w)

paratodo D € G, w esta_o x_xo estd ep D.

Ejemplo 1.3.4. Sea Y discreta que toma los valéré:s y;, Y2,--0 Y = {y,y2,-..}
Fr =2 p=PlY =y] >0 i=1;2,.0. "

5 s ) = RS R T
Se mostré antes que g(y;) = E(X|Y = y-) Py = y] / XdpP.

Sea h = E(X1Y), esto es, h(w) = g(Y(w)) entonces h tlene el valor constante
g(y:) sobre el conjunto [Y = y;] = {w€.Q: Y(w) =y} F.

Ademds G = Y~(F') con [Y. = u]"€. G, es més, G consiste de todas las
uniones de ccnjuntos de la forfngl [Y = yi]. El conocimiento del valor de Y (w)
es equivalente al conocimientouﬁ&ylvra éada D € G de la pertenencia o no de w
aD 1B » )

Ejemplo 1.3.5. Sean .X y Y variables aleatorias con densidad conjunta f,
Q = R2: F =B(R?), P(A) = [f, f(z,y)dzdy para A € F. X(z,y) = =,
Y(z.y) =y

T;mamos Q' = R, F' = B(R), ya hemos visto que g(y) = E(X|Y = y) =
/ z f(xly)dx donde f(x|y) es la densidad condicional de X dado que ¥ toma
;Tova.lor y.

Sea h = E(X]Y). esto es, h{w) = g(Y (w)) pero como los elementos w € Q
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son de la forma (x, ) entonces k(x,y) = g(Y(x, ¥)) = g(y)-

As{ E(X]Y) es constante sobre lineas horizontales, ta.mbién~Y—l(‘.7-") consta
de todos los conjuntos R x A con 4 € B(R).

Sucede que y € A si y sélo si (z,y) € R x A, la informacién acerca de Y (w)
es equivalente a la informaciénhéercé de la pertenencia de «w en conjuntos

deg. 1B

Teorema 1.3.6. Sean ( .‘F'P) espacio de prohabilidad G © F un sub odlge-
bra de 7, A € F ﬁ'io 'ntonces hay una funcion P(A|G) : (R,G) —
(R, B(R)) gque se llama:la’ proba.bzlzdad condicional de A dado G tal que

P(CNA) = /P(Alg)dP pcm todo C € G. Si hubiera otra funcion gque

cumpla con esta zgualdad entances es igual a P{A|G) c.s. (P), de hecha se

tiene que E(IA|G) = P(Alg) c. 3 (P)

Demostracién:
Sea A(C) = P(CnN A), A Q — [0 1] es numerablemente adn:xva porque P
Io es. :

A@) = P(2 N A) =lP(?d)

z}fdevma‘s:/\i <<P porcue C' NnNACC.
(Q, Q) — (R.B(R}) con A(C) = fth para

Luego la existencia d ,h
C € F se obtiene del '_L'eorﬂma de Radon-Nikodym, igual que la umcxdad
Entonces h = P(A|G) ‘y la conexién entre la esperanza condicional y la

probabilidad condicional es como sigue

AMCO)=P(CNA) = fl,.dp = /E(I,\]g)dP Cceg,
(o4 [

donde 4 : (Q,F,P) — (R,B(R)) es medible y E([,4) existe puesto que

TOOTC
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E(ly) = P(A).
También/IAdP = /P(Alg)dP = P(CNA) porlo que P(A|G) = E(I4|G). O
Observacxén. Si g(J) = P(A|Y = y) con AeF, Y:(Q, F, P) — (U, F', Py)
entonces g(y) = E(IalY = y) c.s. (Py-). :

Pero si h(w) = g(Y (w)) entonces h = E(I4|F(Y)) por fahca h = P(B|F(Y)),
es decir, si g(y) = P(AY = y) y h(w) = g(Y(w)) entonces h = P(A|G),
G = F(Y') y se puede denotar que h = P(A|Y’), para algunos calculos
E(X|Y = y) es mis importante que E(‘\—IY) = E{X|F(Y)).
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1.4. Propiedades de la Esperanza Condicional

Ahora veremos las propiedades de E(X|Y) yE(X]Y = y) con la notacién
¥ los términos en que se trataron estos conceptos en las pdginas anteriores,
cada vez que aparezca E(X|Y") en realidad es E(X|F(Y")), consideramos tam-
bién X, X2. X3, ... una sucesién de variables aleatorias extendidas definidas
en (Q.F,P). Y : (2F) — (¥, F') un obJeco aleatono ¥ cuando no se es-

pecifique con respecto a qué medida de p:obabxhdad se establece una igualdad

casi segura nos referimos a la rnedxda. .P G se consxdera un sub o-dlgebra

e) ]E(Xlg)l E(|X||9) c.s.
£ |EXI)Y = 0| < EQXIY =) cs. (&)

Demostracién:

a) Notemos primero que si X = k entonces X es G-medible para todo
G C F sub o-dlgebra, porque las imdgenes inversas de cualquier con-

junto son o bien & o bien 2, que pertenecen a ¢ siempre.

TFSTS CON

. *...1 T ~ i
+ 13 ORIGEN
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Luego por el Teorema 1.3.3 se cumple la igualdad

c/;\’dP=/E(X]g)dP

para todo C € G en donde E(Xlg) es G

r edlble, por t.anto sdlo tenemos
que ver si / ,YdP
c Y

“td o C = Q Pero X = k c.s. es G-

medxble por la obser\

7y —— (R, B(R)) entonces g es

antes.

y)dPy-(y) paratedo B e F',

donde E(.‘(IY = y) es .7-‘ medxble, ye.

Entonces sélo tenemos’ que ver si se cumple

/ XdP=/dey(y) para tode B e F'.

iyesB]

Pero X = k c.s. ¥y k es F'—medible entonces

XdP = f kdP =kP[Y € B] y
[ves] iyes|

/de,-(y) = kP (B) = kP[Y € B] por tanto k = E(X]Y = y) c.s. (Py).
B
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c) Como X, < X, c.s. entonces /‘YldP < f)(gdP para. todo Ceg,

)dPy(y) para todo B e F',

12 1ene ‘que E()Q{Y =y) < E(XQY = )
c.s. (Py). e

e) Sabemos que <X de est:_é ‘modo —|X| € X < |X| y aplicando

c) obtenemos -

LE(:

'lx”g) E(‘(]g) E(X]||6) es.

Para llegar ‘al resultado solo falta mostrar que E (—|X||G) = —E (1X||G)

C.S.

SeaCe&G entdncés :

fE(—pq]g) =f—|x1d1== —fixup= —/E(!Xl]g) dP =
(=4 (o4 (o4 C
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/—E (IX}|@)dP porloque E (|X]||§) =—E (|X]||G) c.s.

c
De esta manera

—-E(IXll) < £ (x|g) <

y luego

E(XIY =2) es (A

de la misma manera qué en-el)_,’se‘-prqu/'ia.t qué v
E(=-XIIY =y)=—E(XI|Y =y) es ()

por lo que' :

b) Sia,be R,E(Al) (X2) te’n;‘entvb‘ni':es E(axl + b XolY =y) =
aE(X\|Y = y) + bE(X2|Y. R
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Demostracion:

a) Tomemos C € G entonces

/E(ax1 + bX2|G)dP = f(ax1 + bX2)dP = a/deP + b/ngP
c B SLEC L < <

= [(@Eay =
B

E(aX, + bXalY = y) = aE(X1|Y = y) + bE(Xa2lY = ). O

Se tiene un teorema de convergencia mondtona para esperanzas condicionales.

Teorema 1.4.3. Supongamos que {X, : n € N} es una sucesidn de variables
aleatorias tales que X, = 0 c.s. para todon € N y X,, T X c.s. con X

integrable entonces:
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a) E(X.|G) 1 E(XIG) c.s.

b)) E(X,|Y =p) T £(X|Y =y) c.s. (Py)-

c) E (Zx,,lg) ZE(X IS) e.s.

n=1

n=1

WY =) cs. (P,

ajenos. entonces:

f) P (U ALY =y ) =D P(AalY =) s (Py).
n=1 B v/ = L

Demostracién:

a) Se tiene para todo C E g quej/X,,dP = /E(X |G)dP pero por

hipdétesis. 0 ,X: 5 Xz " Xa < <es C.S. entonces 0 € B(XI6) <

E(X2]G) € -+ cs. por Teorema 1.4.1.

Esto quierg decir que para casi todo w € QQ tenemos

0 < E(X41]|G)(w) < B(X2|G)(w) <,

Sabemos que E(X,|G) es G—medible para todo n € N y que el limite

de funciones medibles es medible, asi que definimos

0 si no existe.

Iim E(X,|G)(w) si existe el limite
h(w) = oo
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b)

<)

Sélo faltaria ver que h = E(X|[G) c.s.

Por definicién de h se tiene que E(X,|G) T h c.s. y por el Teorema de

Convergencia Mondétona Clésico sucede que / XndP T f XdP cuando
c c

C € G porque /X dP = /X IcdP

Pero X,Ic TXIccs

entonces XnlcdP T XIcdP = /)(dP,
/ / /
ademis f XndP = f E(X,|G)dP vy / XdpP = / E(X|G)dP
[*4
por tanto fE(X |g) T /E(X]g) c.s.

Y como E(X,|G) T hes. que 1mphca/E(.\’ 1G)YdP T fth entonces
h = E(X|G) c.s. y de este modo E(X 16) T E(X|G) c. s
Igual que a).

Se sabe por el Teorema 1.4.1 que si n € N fija entonces
n n
E(3 :xklg) =3 E(XG) s
k=1 k=1

n >

vsi Z, = ZX,‘ ¥ Z = ZXk sucede que Z, T Z c.s. porque
k=1 =1

X, = 0 c.s. para todo n € N y aplicando a) E(Z,|G) T E(Z|G) c.s.

Estoes E z":xklg) Ts(ix,,lg) c.s.
n=1 k=1
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Que equivale a3 EX|o) 1 E (i Xklg) c.s.
n=1 k=1

Pero gE(.vklg) = lim kZ_;E(xklg) =E(§xklg) c.s.

estd iltima igualdad es por a).

Por tanto 3 E(XkG) = E(3 - XklG).

k=1 k=1

d) Igual que c).
e) Tomemos Xy = [4, =2 0 k = 1,2,... funciones medibles entonces

oo

Z X = IU ,, Poraue la sucesién de eventos en A4,, Aa,... es ajena.

e
k=1 w2
o0
Luego F LE=1 xk’g) = E(I,g,“"‘lg) =P 'I:;JlAkIg) c.s.

por Teorema 1.3.6.
o0 20
Ahora aplicamos c), E(Z XilG) = Z E(Xi|G) es decir,

3" PAG) = P(|J AklG) cs.O
=1 k=1
f) Igual que e).
Teorema 1.4.4. Supongamos que E(X) eriste. Entonces:
a) E(E(Xlg)) = E(X).

b) [ EXIY = naPrv) = B
J

TESIS CON
FALLA D ORIGED




1.4 Propiedades de la Esperanza Condicional 37

Demostracién:

a) Por definicién /XdP = /E(X[Q)dP para todo C € G.
< c

fXdP y
Q

E(E(X|G)).

Luego XdP = E(X|G)dP pero FE(X)
[ o= [

E[E(X|9)] =/ apP "por tanto E(X)

a

b) Por definicidn :

) [Yed]
pero[Y € QU] ={we:Y(w) e} =0.

De este modo /XdP = /E(X]Y = y)dPy(y).
a I:%

Concluyendo que FE(X) = /E(X]Y = y)dP-(y). O
&

Una versidn del teorema de Convergencia Dominada para esperanzas condi-
cionales.

Teorema 1.4.5. Si | X,| € Z c.s. para todon € N con E(Z) < oo y X, n—=

X c.s. entonces

a) E(Xn|G) — E(XI|G) c.s. yen L!
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b) E(X,|Y = y) — E(X|Y =y) c.s. (Py).

Demostracién:

a) Sea Z, = sup |[Xx — X| es decir Z) = sup |Xix — X| =2 sup|Xx — X| =
k2n k21 k>2

Z3 2 --- es una sucesion decreciente c.s. de funciones medibles porque
el. supremo de medibles es medible y como X, a<=< X c.s. entonces
Zn 1l 0cs. )
Tenemos que X, y X son integrables porque E(|X,|) € E(Z) < oo
y X es limite de integrables, asf, E(X,[G) y E(X|G) son finitos c.s. y
ademds E(|X,||G) < E(Z|G) por Teorema 1.4.1.

Por otro lado

|E(XaG) — B(XIG)| = |E(Xa — XIG)| € E(1X. — X||G) < E(Z.]G),

porque Z, = sup 1 Xk — X | = sup{|{Xn — X[, [ Xnsq1—X|,...} 2 [Xn—X]|
n

y por Teorema 1.4.1.

Supongamos que E(Z,|{G) | h c.s. ya que la sucesién {E(Z,|G) : neN}
es decreciente casi seguramente puesto que Z; = Z» = --+ =2 0 y
entonces E(Z,|G) = E(Z.|G) = --- =2 E(0|G) = 0.

Basta con mostrar que h = 0 c.s.

Para esto notemos que
|1 Xn — XIS | Xn|l+IX|<Z+Z=2Z paratodone N

entonces Z, = sup{|Xn,— X|,|Xn+1 —X|,...} <22.
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De este modo 0 < Z,, < 2Z.

Luego A = 0 c.s. por ser limite de funciones mayores o iguales que cero,
asi 0< /th < /E(Z,.]g)dP:/Z,.dP
e 2 Q
por definicién de esperanza condicional.
Por tanto 0 < /th < /Z,.dP.
Q aQ
Pero Z, | O c.s. entonces /Z,.dP 10
o
Asi /th = 0 siendo A = 0 c.s. Concluimos que h = 0 c.s. Por otro
)
lado se tenia la desigualdad
0 < | B(XalG) — E(XIG)| < E(Z.1G.)
Pero FE(Z,|G) L0 cs.
por lo que |E(X,|G) — E(X|G)| ~==0 c.s.
esto es E(X,|G) n—= E(X|G)
b) Igual que a). O

En el siguiente resultado a) y b) son una versién mds general del Teorema de
Convergencia Mondétona para Esperanzas Condicionales, ¢) y d) son versiones

del Lema de Fatou para Esperanzas Condicionales.

Teorema 1.4.6. Si {X, : n € N} es una sucesion de variables aleatorias

tales que X, = Z para todo n € N donde E(Z) > —oo entonces:

TEQIS (17
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a) Si X, T X c.s. entonces E(X,|G) T E(X|G) c.s.
b) Si X, T X c.s. entonces E(Xn|)Y =y) T E(X|Y =y) c.s. (Py).
c) ll"xltlicx.}fE(X,‘[g) = E(lf'{g‘iogfxnlg) c.s.

d) liminf E(X,|Y = y) > E(liﬂg}f){nli’, =y) c.s. (Py).

Demostracién:

a) Se tiene que X, = X“" = ,Y en donde X“' =0, X = 0.

Cuando X, T X se- cumple que X'*' T'Y"' potque X,. € Xp1 < <
X. ;
Entonces X} = max{4Y oy =< ma.x{X,,...l,O} =X, <-.---< Xty
por el Teorema 1. 4 3 E(X"'lg) T E(X*|G) c.s.

También 0 << X, < Z--donde Z— es integrable ya que Z2 = Z+ — Z—
y E(Z) > —oo.

Pero E(Z) = E(Z*+) — E(Z~) si Z~ no fuera integrable o E(Z™) = co

entonces Z no seria integrable con E(Z) > —oo.

La desigualdad X < Z~ se verifica de la siguiente manera

X7 (w) = — min{Xaw), 0} = { THn() S XA() <0

0 si Xp(w) = 0
y por hipétesis X, = Z, es decir, X,(w) = Z(w) entonces si Z(w) = 0
=0

tenemos que Xn(w)

TESTS CON_

FALL
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b)

<)

Y si Z2-(w) = 0 entonces X7 (w) = 0 por lo que X7 (w) < Z~(w).
Ahora si Z(w) < 0 entonces Z- (w) = —Z(w) =2 —Xn(w) pero X, (w)
puede ser mayor o igual que cero o menor que cero.

Si X, (w) = O entonces X (w) =0y —X,(w)} =0 pero Z-(w) >0 =
—Xn(w) = X—(w).

Y 51 .‘( (w) < 0 obtenemos que X (w) = —X.(w) pero Z7(w)

— X5 (w) Xo (w) por, tam:o X5 < < Z~ que es integrable.

Como se habxa. dxcho antes E(Z ) < oo porque de otro modo E(Z) no

por el Teorema 1.4.5, E(X7|G) — E(X~|G)
por lo que E(x- G E(X"' X71G) = E(X}|G) — E(X7|G) y asi

E(X ]g — E(X+|g)—E(X"|g) = E(X*—-X"|G) = E(X|G) ecs.

Igua.l que"a)."'
Sea X, = ,:gf Xy = inf{X,, Xn+1,-..} que es medible porque el infimo
n

de medibles es medible.

Se tiene una sucesién creciente debido a que X| = inf{X;,X2,...} <
inf{X2,X3,...} = X} <
De este modo si lim X/, = liminf X,, = X’ entonces X, T X'.
n—oxa =0
Esto resulta porque liminf X, = sup 'i‘gf Xi.
n 111

Luego por a) se obtiene que E(X}|G) T E(X'|G) c.s.
Pero X}, < X,, entonces
E(X'|G) = lim E(X}IG) = liminf E(X,16) < lim inf E(X, 16) es.

TESIS (‘fw
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Asi  E(liminf X,|G) < liminf E(X,|G) c.s.
n—oc n—>0
d) Igual que c). O
Tenemos una contraparte del teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.7. Si {X, : n € N} es una suceszdn de variables aleatorias

tales que X, < Z para toda n € N donde E(|Z|) < oo entonces
a) Si X, L X c.s. entonces E(X,|G) | E‘(X|g) c.s. y en L.

b) Si X, L X c.s. entonces E(XL,|Y =y) 1 E(.Y]Y = y) c.s. (Py).

c) limsup E(X,|G) < E(hmsupX IG) c.s. ! I"
n-—-00

d) limsup E(X.|Y = ) < E(limsup Xa|¥ =y) c.5. (Py).
n—ooc n—oo S

Demostracién:

a) X, < Z implica que — X, = —Z y £(Z) < oo haceque E(—-Z) > —oo.
Si X, | X entonces - X, T —-X.

Luego por a) del Teorema 1.4.6 E(—X,|G) T E(—X|G) esdecir, —E(X,|G) T

— FE(X|G) o equivalentemente E(X,|G) | E(XI|G).
b) Igual que a).
c) E(limsup X,|G) = E[i%fi;pxklg] = —FE[— ix'}fi\;g)(klg] =

— E[sup(—sup X&)|G] = — Elsup jnf (—Xi)|G] = —Elim inf(—X,)|F].
n k>n n 2n N—e00
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Pero por el Teorema 1.4.6 E(h’nrx_l'inf Xal6)I< li’{x_l.ir_}f E(X,|G) entonces
—E(minf(—X,)[|G) > — lim inf E(—X,|G) = —Hm f}_}f[—E(lYnlg)] =

lim sup E(.X,|G).
nt—0o

De este modo se llega a que

E(limsup E(X,|G)) = limsup E(X,|G).
=20 TL = OO

d) -Igual que c). O

Ahora se verdn algunos resultados en donde las condiciones que se piden no
son sobre X o la sucesién de variables aleatorias {X, : n € N}, sino en el

o—dlgebra G o en el objeto aleatorio Y.

Teorema 1.4.8. a) }-:(x|g) = E(X) c.s. si G es el o—dlgebra trivial, es
decir, G = {2,Q}.

b) Si Y es una constante b c.s. entonces E(X|Y = y) = E(X) c.s. (Py).
c) E(X|F) =X c.s.

d) SiY : (2, F) — (2, F) es la identidad entonces E(X|Y = w) =Y (w)
c.s. (Py). .

TESIS CON
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Demostracién:

a) Sea G = {=,92} entonces si tomamos C € § se debe cumplir que

C/XdP = C/E(Xlg)dP.

8} siC =@
f XdP =
& E(X) siC=%Q.
Por otro lado si suponemos que E(X|G) = E(X) que es una constante
¥ por lo tanto G—medible entonces »

fE(XIg)dP = jE(X)dP = E(X) - { P(@)=0 siC=2 _
(o4 (=4 .

P(Q)=1 siC=0Q
0 siC=
E(X) siC=0
Por lo que E(X|G) = E(X) c.s.

b) Tomemos B € F’,

por definicién se cumple que XdP = /E(X|Y = y)dPy(y),
fves] B

entonces debemos comprobar que XdP = /E(X)dPy(y).
ves) B
Sabemos que Y es constante, es decir, Y (w) = b € ¥ para todo w € 2
puesto que Y : (2, F) — (¥, F’).

Hay dos casos:
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1. b € B entonces XdP=/J(’dP=E‘(X)=E(X)-1=
ires) 2
= E(X)P[Y € B] = E(X)/dPy(y) = /E(,Y)dPy(y).
] ) B B

2. b ¢ B entonces XdP. 'E/XdP =0=E(X)-0=
. 47

— E(X)PLY aPy ) = [ ECOPW).

De 1) y'2) se'con‘ uye: qu

y)‘f= E(X) cs. (Py).

c) Sea G = F se quiere probar que E(X|F) = X c.s.
Recordemos que £(X|G) es G—medible, en este caso, E(X|F) debe ser
F—medible. Pero X es F—medible por lo que sélo debemos comprobar

que para todo C € F se cumple la igualdad /.YdP = / E(X|F)dP.
c c

Si £(X|F) = X la igualdad se tiene, por tanto E(X|F) = X.

d) Igual que c). O
Definimos ahora el concepto de dtomo de un o—ailgebra relativo a una me-
dida.
Si 1 es una medida G es un o—4dlgebra B € G es un Atomo de G relativo a g,
si #(B) > 0 y cuando A € G con A C B entonces u(A) =06 u(B—- A) =0.
En nuestro caso u serd una medida de probabilidad y la definicién de dtomo
establece que no hay conjuntos medibles mas pequeiios que B con medida

mayor que cero.
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Lema 1.4.9. Si f: (2,6) — (R,B(R)), u es una medida, B un dtomo de

G relativo a 1 entonces f es constante sobre B c.s. (u).

Demostracion:

Si f(w) = oo para todo w € B entonces la conclusidn es cierta y no hay

nada que probar,
¥ si f(w) = —oo para todo w € B, lo mismo.

Supongamos por éantd que f(w) € R para todo w ] B; :
Sea z € R, nos ﬁ_]aanS en y({w €B: f(w) < :z:}) B

Entonces tiene senndo calcular B
b({weB: flw)<z}) = ;z(B [a] f"l[—oo :z:))

Nos tomamos = € R tal que u(B N f~[—ooc, :z:)) =0.

Ahora tomemos y < z, entonces f~!{—o0,y) © f“[—oo, z)y BNf-l[—oo,y) ©

BN f-[—oo, x).

Como u es medida tenemos

< pu(BN fl—o0,y)) < u(BN f}[—o0,z)) = 0.
Por lo que u(8B M f~![—oo,y)) =0 paratodo y < =

Ahora sea k = sup{zx € R : (8N f~[—oco,x)) = 0}, el supremo existe

porque r € R.
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Ademaés el conjunto es no vacio porque si (B N f~![—oco,x)) > 0 para
todor € R (el conjunto es vacio) entonces B no seria dtomo: B N

f}—oo,z) € By (BN f~'[—oco,x)) > 0 entonces

1(B N f =00, 0)) = (| (BN f~00.m)))

porque f~![—o0,k) = U f[—oo0,r), entonces .

reg
r<k

#(U (BN f-[—oo, r))) Z#((Bﬁf 1[—oo,r))) zo_o

Por definicién de k se tiene'que para todor < k, u(B N f-l[oo,r)) = 0.
Ahora nos fijamos en = > k, entonces z > sup{y € R : u(BNf~![—o0,y)) = 0}
esto implica que x(B N f~[—o0,x)) # 0, es decir, u(B N f~}[—oo,x)) > 0.
Pero B = [BN f~i[—oo,z)] U [B N f~[z,o0]].

Entonces 0 < u(B) = p(8B N f~[—oo,x)) + (B N f [z, oo]).-

# (BN f~z, oco]) = 0 porque B es stomo.

Si 4 = BN f~![z,o0] con = > k entonces A€ = BC U f~![—oo0, z).

Al ser B 4tomo sucede que o bien u (8B N f~![z, co]) = 0 que no lo es, o bien
#(BNAC) = pu (BN (BCU ft—o0,x)))

= u (BN f~}[—o0,x)) = 0 que tendra que ser.

Ahora g (B N f~[—o0, k)) = O entonces

0 < u(B) = p(BNf—o0,k)) +p(BOSTH{ED) + (BN f1(koo]) =
0+ uBNFIHEN)+0=pn (BN fH{L})).

Por tanto B = B N f~!'({k}) c.s., esto es, casi todo punto de B estd en
f~1({k}) esto significa que f(w) = k para casi todo w € B.
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Entonces f = k c.s. () sobre B. O
Si B,, B2,... son subconjuntos de 2, el minimo o—4&dlgebra que contiene a

B,, B,, ... es denotado por o(By, Ba,...).
Teorema 1.4.10. a) Sea B un dtomo de G relativo a P, entonces

E(X|G) = %B)fXdP = c.s. en B,
A :

T ’ oo
1jenos en F con = ) B; ¥
i=1

y como un caso especial, sean Bi,B X
(B, B2,...) entonces

P(B;) > 0 para todo i = 1, 2,...-
_ » E(x.r _
E(Xlg) —maj-deP——m- Cc.8. en B, n=1,2,...

b) Si B=[Y =y y P(B) > 0 entonces

E(X|Y = yo) = %/xan
B

Demostracion:

a) Por el Lema 1.4.9, E(X|G)(w) = k c.s. para w € B puesto que
E(X|G) : (2,G) — (R, B(R)) es medible y B es dtomo.
Para cada A € G se cumple que [ XdP = [ E(X|G)dP por definicién
de esperanza condicional dado u;: a'—élgeb:a.

Si tomamos A = B € G se tiene

1
fXdP = /k:dP =kP(B) porloque k=g /XdP
B B B
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fXdP [ XIgdP
y sustituyendo E(X|G)(w) = BP(B) == P(B) El(;(YBI;a)

b) Mostraremos primero que B = [Y = yo] es un dtomo de G = F(Y).
Sea A € F' con Y }(A) € B =[Y = y] = Y~ ({wo}).
Recordemos que y € ' puesto que Y : (2, F) — (', F’) es un ob-
jeto aleatorio. .
Si yo € A entonces Y-!'({yw}) © Y~1(4A) < Y({yw}) por tanto
Y1({go}) = ¥Y=1(A) = B. e
Si yo € A se tiene que Y ~1(A) n Y“({yu}) = & entonces Y "1(A) = &
puesto que Y~1(A) € Y ({xo})- ‘
Ahora sea g(y) = E(X|Y =y) ye .
h(w) = g(Y (w)) = E(X|G){(w)

w € 2 por a) de este Teorema, h(w) = k c.s. si w € B, entonces
xXdpP S xdpP
_8__ __ { =8 ____ .
IV ) =I5 weByasiow) = g s ().
Pero

=wo]

1
= E(X|Y = 1 EXY =) = 55— fxdp.l:l
9(yo) (xi %) luego E(X]| w) = By = y"][y

Este dltimo resultado es muy importante porque nos indica la manera de cal-
cular esperanzas condicionales cuando G esti generada por dtomos. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1.4.11. Sean = [0,1], F = B[0,1], P(C) = [ dr la medida de
Lebesgue en [0,1], C € B[0, 1], ¢ = o([0,1]). <
Sea X : @ — R tal que X (w) = sen(27w).
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Calcular F(X|G) para todo w € [0, 1].

Notemos primero que G = {, [0, 1], [0, 1], (1, 1]} que es una sub oc—dlgebra
de F = B[0, 1].

Los dtomos de G son By = [0,1] v B = (3,1].

Ademés P(B,) = L y P(B,) = 3.

Como B, y B, son ajenos y su unién es Q = [0, 1], al definir E(X|G) en los

dtomos queda definida para todo w € Q.

Si w € B; entonces E(X|G)(w) = P_(lB_)' fXdP = 4/5en(2mu)dw =
4 2 U °
: T

57 (cos(O) — cos (-—)) ==

Si w € Bj; entonces E(Xlg)(w) P(B ) /XdP =3 fsen(2rw)d..; =

2 (cos (,,) — cos(ar )

Esto es: 2
= siogsw<}
T
E(X|G)w) =
2 .1
-= 1 <1.
3. Sid < w

Notemos que X (w)=sen(27w) no es G—medible, es por esto que E(X|GC)(w)# X(w). B
Ejemplo 1.4.12. Con los datos del ejemplo 1.4.11,sea Y : (Q,F, P) — (¥, F7)

con ¥ =R, F = B(R), Y(w) = IIQ.M(W).

Calcular E(X|Y) es decir, E(X|F(Y)).

Primero recordemos que F(Y) = {Y~}(C) : C € B(R)}.
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La variable aleatoria Y sélo toma dos valores: O y 1 entonces
[~ siogC, 1¢€C

[0.4] siogc, 1ecC

(1.1] sideC, 1¢€C
Q sioecC, 1eC.

Y-y C) =

G
—

Por lo tanto F(Y) = {2, [0, 1], [0, 3], (1, 1]} que tiene dos &tomos: B = [0,
y B2 = (}:1] con P(B) = :

Si w E ‘B =
3 ) e
o (1"9“
o s N

Siw € B2 = 5/5en(27rw)dw =
3 (cos(3F) —cos(2m)} 3 (=3 —1\ _ 9
2 27 T2 27 - 8w
Entonces 9

4—“_- si0sfw < '};

E(X|Y) (w) =
9 s 1
—8; S1 3 <w < 1. [ ]

Teorema 1.4.13. a) Si Gi © G2 entonces E [E(X|G2)|G1] = E(X|G:)
e.s.

&) Sif: (Y, F') — (', F") entonces E [E(X|Y)|foY] = E(X|foY)
c.s.

b) 8i G, C Gz entonces E [E(X|G1)|G2] = E(X]|G2) c.s.
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¥) Si f: (Y, F') — (Q",F") entonces E [E(X|feY)|Y] = E(X|foY)

C.S.

Demostracién:

a)

b)

Sea C € G, entonces C € Ga luego /XdP /E(Xlgl)dP porque

C € G, pero también /,YdP fE(lYlgz)dP pues C € G,.

De este modo se cumple que parg todo C € G,

/E [E(X162)|6:] aP = /E(X|g2)dP /XdP /E()(lg;)dP
Por lo mnto E(X|G) = E [E(X]G2)|G1] c. s

Y: (Q,J-') — (2, F') es medible y

f: (Q’,]-")“——- (2, F") es medible entonces

foY : (2,F) — (N',F”) es medible porque es la composicién de
medibles.

Sean Gy = (f e YY)~} (F") = Y-I(fYF”)) donde f~'(F”) es sub
o—dlgebra de F’, Ga = Y ~1(F’) sub o—4dlgebra de F.

Entonces G; € G2 porque f~1(F") € F'.

Asi por a) se tiene que E [E(X|Gz)|G1] = E(X|G1) c.s.

Entonces E [E(X|Y Y F)|(f o ¥)"UF")] = E[X|(f oY) (F")]

Por tanto E [E(X|Y)|(foY)] = E[X|(feoY)] cs.

E(X|G:) es G;—medible y como G, € G2 entonces E(X|G;) también es
Ga-medible, de este modo, para todo C € G,
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/E(Xlgl)dP == /E(X|gl)dP implica que E(X|G,) = E[E(X|G1)|G2] c.s.
c c

b’) Igual que b). O

Teorema 1.4.14. a) Si Z es G— medible y X juhto‘ con-XZ son inte-
grables entonces E[X Z|G] = ZE(X|G) c.s. En paﬂicﬁ_la_r EB(Z|G) =

C.8.

a) Sif:(V,F)— (RBR)) v X jun‘toyfca_r:z X(f 6:»)‘f)"s‘oi‘7i"int.je;;qmbles
entonces E[X(fo Y)Y =y] = f(y)E[Xl)’“ =] cs: (Py) i

Demostracién:

a) Primero supongamos que Z = [y con A € G y tomemos C € G en-

tonces
E(XZ|G) = E(X1I,4|G) cumple con /XZdP /E(XZ[Q)dP

Peroc/.\’ZdP /XIAdP— / XdP = / E(X|G)dP = /IAE(,\qg)dP

Por lo tanto /E()(Zlg)dP == /IAE(XIQ)dP para todo C € G.

c <
De este modo E(XIA|G) = [L.E(X|G) c.s.
Supongamos ahora que Z es una funcién simple G—medible, es decir
Z=§ aj;ls, donde A,,..., A, es particion de Q y A; € G para todo

Jj=1

j=1,...,n.
kil
Entonces XZ = E ajly, X,y

Jj=1
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E(XZ|G)=E Jz::l a,-z,‘,,wg] = ,i:l oyIa, E(X|G).

= ZE(X|G). Pues A; € G para todo j.
Por iltimo si £ es cualquier funcién G medible tomemos una suce-
sién Z,, Z,, ..., de funciones simples G—medibles tales que [Z,] < Z
Yy Zn T Z. Entonces E(XZ,|G) = Z,E(X|G) por ser Z, simple, pero
XZ, =% XZ, también E(XZ,|C) <= E(XZ|G).
Como X es integrable entonces £E(X|G) también lo es.
Por tanto E(X|G) es finita c.s. y entonces Z,E(X|G) =+ ZE(X|G). "~
Por lo tanto E(XZ|C) = ZE(X|G) c.s.
Notemos que es indispensable el hecho de que F(X|G) sea finita puesto
que £+ — 0 pero L o0~ 0-00 =0.
Ahora si X = 1 c.s. entonces E(XZ|G) = E(Z - 1|G) = ZFE(1|G)
Z-1=2.

i

a’) Sea f = I, con A € F' entonces /E[){(f o Y)Y = yldPr(y)
B

X (foY)dP = / XIyendP = / XdP = _/ E(X|Y =
[Yes) {ves) [YeAln{yeB] ANB

¥)dPy(y) = / IAE(X|Y = y)dPy(y) = / FWEX]Y = y)dPy ().
Por lo tantoBE'(‘\’(f oYY =y) = _f(y)BE(,Y]Y = y).

Los pasos siguientes son iguales a los de la demostracién de a). O

Corolario 1.4.15. Sean G, y G> sub o—dlgebras de F tales que G; C G,, X
y Y wvariables aleatorias tal que E(XY) y E(Y) existen, X es Go—medible.
Entonces E(XY|G,) = F [.YE(YIgz)Igl] c.s.
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Demostracion:

Sea C € G, entonces C € Gy, luego por definicién

[ ElxEvIG)IG] 4P = [ XE(YIG)4P.

8omo X es Gz—medible

XE(Y|G2) = E(XY|G2).

Ast f XE(Y|G2)dP = / E(XY|G:)dP = f XYdP porque C € Ga.

Pero /XYdP /E(XY|Q'1)dP porque C € G,.

Ahora por umcxdad casi seguramente obtenemos que E [X E(Ylgz)lgl] =
E(XY|G) cs. O

Corolario 1.4.16. Sean G, C G, sub o—dlgebras de F.
Si E(Y') existe entonces E(Y'|G,) = E [E(Ylg,)Igz] =F [E(Y|g2)|g,] .

Demostracién:

En el corolario 1.4.15 notemos que E(XY|G,;) es G; —medible por definicién.
Como G, € G2 entonces también es Ga—medible.

Luego E [E(XY|G1)|G:] = E(XY|G1) = E [XE(Y|G2)|G1] la dltima igual-
dad es por el resultado anterior.

Si tomamos X = 1 c.s. obtenemos

E [E(YIG))|G:] = E(Y|G,) = E [E(Y|G2)|G:]. O

Proposicion 1.4.17. Sean G sub o-—dligebra de F, Y una variable aleatoria
tal que E(Y') existe. Supongamos que o(Y) = F(Y) el o—dlgebra generado
porY y G son independientes, entonces E(Y|G) = E(Y).
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Demostracion:

Recordemos primero que dos sub oc—a&lgebras de F, G, y G- son independien-

tes si para todos A; € G y A2 € G, se tiene que P(A; N Ax) = P(A)P(A2).

El o —&dlgebra trivial { &, 2} es independiente de cualquier otro sub o—dlgebra

de F.

Ahora bien, tomemos C € G entonces las variables aleatorias Ic ¥y Y son

independientes.

Si A € o(Y') tenemos que P(ANC) = P(A)P(C) = P(A)P[Ic = 1] pues los

eventos C' y [Ic'= 1] son el mismo.

A € oY) si y sélo si existe B € B(R) tal que A= Y"‘(B) - [V € Bj

entonces P[A n C'] PllY € BNl = 1]} = P[Y € B, Ic=1] = P[Y €
B)P[Ic =1} ' o

También P(ANC®) = P[Y € B|P[lc = 0).

Entonces /E(Ylg)dP = /YdP = /chdP =EXIz) = E(Y)E(z) =

3]

P(C)E(Y) = E(Y)fdP /E(Y)dP
Por lo tanto E(Ylg) = E(Y) c.s. O

Proposicién 1.4.18. Sean X una variable aleatoria integrable, G, y G> sub
o—dlgebras de F tales que F(X) y G son independientes de Ga.
Entonces E[X|G, Y Gz] = E(X|G1) c.s. donde G1 Y G2 = (G U G2).

Demostracién:

Sea
G={AeF:A=|_JCicon Ci = DuNDiz, Dis € G1,Diz € G2,C;NC; = @}

i=1
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Veremos que G = G, Y Gz de la siguiente manera:
a) G es o—4lgebra.
b) G G
c) G: 6.
d) GiUG S 6.
e) GiYG.CcG.
f) G S G Y Ga.

a) ) @eGyQeg.

Dkzegzyc:ﬁC,—z Z # j.
Por lo tanto C‘: e F.
Ahora si C = U C; = U(D.1 M D;2) entonces

i=1 |_1

ﬁ(ounoa)c n [(Da 1 D%) U (D5 A Diz) U (D5 1 DG)] =

[Q"“) (7))o [(@=) - (QD.,)] (@)~ ()]
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b)

D]

d)

e)

£)

ny
iii) Sean A,, Az,... € G entonces Aj = UC,'J' con C,‘j = D"J'l n D,'jg,
i=1
D;;y € G, Dijz € Ga.

De este modo O Aj = (U Ci; D C-'j) .
J=l j=1

i=1 i=1
o0

Por lo tanto U A; € G asi G es o—&dlgebra.
j=1

G € G porquesi A € G, entonces A=ANQ con A € G,NQ € Ga.
Porlotanto A€ G yluego G, € G.

Ge € G por la misma razdén expuesta en b).

La unién de subconjuntos de G es subconjunto de G.

Porlotanto G1 UG < G

Como G; U Gy € G entonces o(G, U G2) C o(G).
Peroo(G1UG:) =G Y G yo(G)=G.
Porlotanto G, Y G2 S G

G C G, Y G, se cumple porque cada generador C; de G pertenece a
G Y Ga.

Por lo tanto G = G, Y Ga.

La variable aleatoria E(X]G,) es G; —medible y como G, € G también
es G medible, es suficiente mostrar que es una versién de E(X|G) con
G =61 Y G

Como vimos antes, necesitamos comprobar que para todo D € G se

cumple

FTOR Al

IRy
L SL RN V4
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/XdP = /E(xlgl)dp.
D D
Nos bastara ver que para todos D), € G, y D2 € G se tiene

XdpP = f E(X|G,)dP porque cualquier D € G se genera con

Dy\MDa DDz
elementos que tienen la forma D; N D,.

Ast f XdP = _/ XIpnp,dP = / XIp Ip,dP = E(XIp,Ip,) =

E(“{ID,)E(ID,) debxdo a que F(X) y gl son independientes de G,.

Entonces / XdP = E(XIp)E(Ip,) = E(Ip;) f E(XIp,|G)dPs, =
DinD3a i3
EIp,) / E(XIn,|G)dP =

E(Zo.) / I, E(X|G1)dP: |
Ya que E(J\’ID,) = E[E(lellgx)] y porque Ip, es G;—medible.
Ademas Ip, E(X]|G,) es Gy—medible e Ip, es G;—medible.

Por independencia:

XdP = E(ID,)fID,E(xlg,)dP = flp,dP‘/IplE(J{[gl)dP =
1] (3 «

DiNDy
/ID,ID‘E(XlQl)dP= f E(X|G)dP. O
«Q DiNDa2

Una funcién g : R —+ R continua es convexa si g(lar + (1 — a)y) <
ag(z) + (1 —a)g(y) parad<a <1, r,y € R.

Si = = ax + (1 — a)y es claro que = esta entre r y ¥.

Suponiendo que r < y entonces z < = < y luego z = azx+(1l—a)y implica que =z =

_ . =2y e _ 1 _2my _xT—2  —(z—x)
a(r —y) +y, asia zz—y’l a=1 =% =y r—» . La

defincién de convexidad es:
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g(z) < g(z) —x-:—:;)g(y) es decir
g(z) — g(y) $ ;_ yg(a:) - i—ﬂg(y) g(y) esto es

z—y g(z) - [z—:::+.1: y

t
py—— ] g(y) entonces

g(z) —gly) <

9(2) —g(¥) < :_ 9(z) — Z=Zg(v) por tltimo
a(=) — g(y) > g(x) —9() porque z — y < O.
z—y T—y
Supongamos y fija, sea h(z) = ggz;z—:z(—‘l—ll entonces h(z) <€ h(z) (recordar

que r < z < ¥y). .
h es creciente y continua porque g es continua.
Si definimos k(y) = limh(z) = lim 2&) —9)
=Ty =Ty r—y
porque es el valor de la pendiente de la recta tangente a g en y por izquierda.

, tenemos que k(y) existe

Ademas g(x) — g(¥) = k(¥)(x — ¥) porque h es creciente.

Entonces k(y) > h(z) implica que k(y) > LEL= Z(y)‘

Luego k(y)(z — y) € g(z) — g(¥) puesto que = < y.

Esta desigualdad también se cumple cuando z > y haciendo una argu-
mentacién similar.

Asi, si g es convexa entonces para todo zr,y € R con = 5% y se vale g(x) —
a(y) =z k(y)(x — y)-

Este resultado de funciones reales convexas nos servirda para establecer la

siguiente proposicién.

Proposicién 1.4.19 (Desigualdad de Jensen). Sean Y una variable
aleatoria definida en (2, F, P) tal que E(Y) existe, g continua y convera

en R en donde E[g(Y')] eriste. Consideremos G un sub o—dlgebra de F.
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Entonces E[g(Y)|G] = g (E(Y'|G)) c.s.

Demostracion:

Sabemos que g(x) — g(v) 2 k(¥)(xz — y) entonces

9(Y) — g (E(Y|G)) = :(E(Y|G)Y — E(Y|G)))

Como g es continua y k es creciente tenemos que g(E(Y]g)) y R(EX|G))

son g—medxbles )
Pero Elg(¥)IG] ~ 9(E(YIG))
ER(EYINY =
= K(E(YIG)ElY 9la

= KEYIEN{EXIS) = E[E(Ylg)lgl}
= kEwIEN{E(YIg) — Elvigl} =o0.
Por lo tanto E[g(Y)|G] — g(E(Y'|G)) =
Asi E[g(V)IG] = 9(E(Y]G). O

.,[g‘(Y) - 9(B(19))|g] =

Corolario 1.4.20. S5i g es convera, Y wvariable aleatoria tal que E(Y) y

Elg(Y)] existen entonces E[g(Y)] = g(E(Y)).

Demostracion:

Si G = {@. N} entonces o(Y) y G son independientes.

De este modo E(Y|G) = E(Y) c.s. y Elg(Y)|G] = E(9(Y)) y por la proposi-
cién 1.4.19 (Jensen) E[g(Y')IG] = g(E(Y|G)) se cumple que E[g(Y)] =
g(E(Y)). O

Corolario 1.4.21. Sean p 2 1, Y una variable aleatoria tal que

E(]Y|P) < oo, entonces |[E(Y'|G)|? < E[|Y'|?|G] c.s.
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Demostracion:
Sea g(x) = |z|P entonces por la proposicién 1.4.19 (Jensen) tenemos E[|Y|”|g] -1
|[EY|g)r. O '
Ejemplo 1.4.22. Sean X,, X2....,X, v.a.i.i.d. continuas con densidad f,
S, = i X;.
Si B Ei=ll'>‘(IR) tenemos que
oo > ”n
X;dP = E [ X;Iis )] = / .. / zjlg(xy - -+xn) HdF(I,‘) donde
i=1

{(SneB] —_o0 —o
F es la distribucién de cada una de éstas v.a.

Entonces

o0 o0 n oo o0 n

[ [ aits@r ez [TaF@) = [ - [ suta@@it -tz [T aF @ =
—o —o0 i=1 —o0 —oo i=1

X dP donde la peniiltima igualdad se debe al teorema de cambio de

[SneB] o
variables haciendo la transformacién de R™ en R™ ,T, definida por

T(T1yeeerTiyeeesThyo-erTn) = (LlyeeeyTheyeeeyTjy...yTn) €SO €s, una per-
mutacién de las variables que sélo intercambia a X con X; y que por tanto
tiene Jacobiano igual a 1 en valor absoluto.

Como f X;dP = / XidP se concluye que E(X;|S,) = E(Xx|S,) para

[SneB) {sneBj}
todas 7,k € {1,...,n}.

Entonces S, = E(Sn|Sn) = E(X1+- - -+Xn|Sn) = D E(X:|S5.) = E(X1[Sn)+
i=1
cov 4 E(Xp|Sn) = E(X;|Sn) + E(X;18:) + - -+ + E(X;]|S,) = nE(X;|Sn).

Entonces E(X;|S,) = % cs. @

Un texto que desarrolla las propiedades de esperanza condicional de manera

T
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completa es Ibarrola et. al (1997).
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Capitulo 2

Martingalas

La mayor parte de los resultados de este capitulo fueron extraidos de
Laha-Rotahgi (1979), se completaron los detalles omitidos en las pruebas de

este libro.

2.1. Definiciones Basicas

Trataremos con colecciones de variables aleatorias numerables o no, en
donde hay una estructura especial de dependencia, veremos algunos resul-
tados limite que comunmente se estudian con variables aleatorias indepen-
dientes, ahora con la propiedad de dependencia que estudiaremos en este
capitulo.

Un conjunto (7', <) es un conjunto con orden parcial si:

a) t < t para todo t € T (reflexividad).
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b) Sit <s y s <t entonces t = s (antisimetria).
c) Sit <sy s <r entonces t < r (transitividad).

Algunos ejemplos de conjuntos con orden parcial son:

<), (N, ), (24, ©) con A cualquier conjunto.
Consideremos (2, F, P) espacio de probabilidad y sea {F; : ¢t € T} una
coleccién de o—4dlgebras tal que 7, € F y paratodo s < t tenemos que
Fa € Fo.
Cuando T = N y Fp = o(X1,...,.Xn) = 0o (0 a(Xk)) si n < m es claro
que F,, € Fm. Sea X = {X, : t € T} una fl'c:rxl:ilia. de variables aleatorias
definidas en (2, F, P) con E(|X.|) finita, X es una martingala con respecto
a{Fe:t T} si:

i) X, es F; —medible.
ii) E(X|Fs) =X.cs.sis< t.

X es una submartingala si cambiamos = por = en #Z).

X es una supermartingala si cambiamos = por < en ).

No necesariamente se cumple una de las tres posibilidades puesto que dadas
dos funciones medibles A2; ¥y k2 no se cumple que h; = ha, by 2 ho 0o by < A2
c.s.

Cuando T = N, < es € y F, = o(X1,...,X,) diremos simplemente que
{X, : n € N} es martingala.

La teoria de martingalas tiene su origen en los juegos de azar, tiene miiltiples

aplicaciones en Matemdticas tales como:
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Teoria de la Medida, Analisis Funcional, Problema Dirichlet en Ecuaciones
Diferenciales Parciales. Estas aplicaciones aparecen en Bojdecki (1985) con
todo detalle.

Ademas la teoria de martingalas es una herramienta bdsica en teoria de pro-
babilidad, estd intimamente relacionada con esperanza condicional, por lo

que consideramos importante incluirla en este trabajo.

Proposicién 2.1.1. {X,,F,} es martingala (submartingala o supermartin-
gala) si y sdlo si para todo n > 1 E(XnlFn-1) = Xn-1 (= si es submartin-

gala, < si es supermartingala).

Demostracion:

Por definicién de martingala sabemos que para toda m < n tenemos que
E(Xu|Fm) = Xm cs.

En particular si m = n — 1 obtenemos E(X,|F,-1) = X, c.s.

Para la otra implicacién, sea m < n entonces m < n — 1, por tanto F,, C
Fru—1-

Sabemos que E(X,|Fn-1) = Xn_1 C.5.

Ahora E(X,|Fm) = E [E(Xul|Fui)|Fm] = E(Xnaa|Fn) = -+ = E(Xne1lFm) =
X, cs. 0O

Ejemplo 2.1.2. Sea {X, : n € N} una sucesién de variables aleatorias i.i.d.
con P[X,=1] =4 = P[X,, = —1] paratodon € N.

Se gana si sale dguila y se pierde si sale sol.

Se apuesta la cantidad b;_, en el i{—ésimo juego, la ganancia esperada en
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cualquier juego es b; _ P[X; = 1] + ( b{_ )P[X = —1]
Silaestrategia es apostar b > Oen el primer la.nzaxmento Y b = ba(X1,. .., X0)
' (X1,-..,X,) medible.

plta.l después del n—ésimo
juego, entonces S, =S,,( ; Xz,..., Xn) por lo que S, es
Fn—medible. . ‘ -
Ademaés Sy
Como F, B

n+1-

0 ‘para todo n = 1 entonces E{(S,+.1|F,) =

Sn +b,’.15:‘(‘3r,,‘ : Sn pues E(X,.HIJ-‘") = E( n+x)

Por lo tanto E’(S"+1].Fn) = S,. asi {Snh, Fn} es martingala.

Ahora consideremos una nueva estrategia:

Se apuesta bgp = b > 0 inicialmente, doblamos la apuesta hasta ganar y en
ese momento nos retiramos.

La probabilidad de ganar al menos un juego es 1, pues definamos Y como el
mimero del juego en que se gana por primera vez, entonces Y ~ G(—;—), esto
es, P[Y = k] = 1(1)*!, k = 1,2,... por tanto 3% P[Y = k] = S°(3)F =1
asi que es seguro ganar alguna vez. == =

2"~y siX;=—1lparai=1,2,...,n—1,
Pero b,-1 =
4] si no.

es decir, la apuesta en el n—ésimo juego es §-2"~! si se han perdido los (n—1)
juegos anteriores.

Si el jugador gana por primera vez en el juego (n + 1), para ese entonces ya
ha perdido b(1 +2+22+..-42"7"1) = b:z_; 2k — p(2" —1) y por tanto apuesta

——— -

FALLA DE ORIGEN
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b - 2™ por lo que la ganancia es b - 2" — b(2™ — 1) = b pero se necesita una
fortuna muy grande para seguir esta estrategia (fortuna ilimitada) aunque
en realidad con una fortuna menor conviene esta estrategia.

Finalmente supongamos que el jugador puede saltarse juegos,

6n = 6n(X1,...,Xn—1) una funcién F,.., medible tal que

s { 0O si se salta el n—ésimo juego,
=

1 sino.

Ahora S; es el capital después de n  juegos, entonces

Snp1 = Sn+6n41( X142+ 1 X))o (X1, - oo Xn) Xni, 1Snaal < IS5+ |ba| por

lo que |S3| < |S§] + |bo| + [be] + :+ « + |basl-

De donde E(|S3]) < oo, luego -
SinlFa) =

Sni1 (X, ... ,Xn

bles.

Asi E(Sh 1| Fa) = S +¢§,..,.1(X1, e s Xn)bn( X1, ..oy Xp)E(Xn+1) = S5 porque

E(Xny1|Fn) = E(Xn+1) =

Por lo tanto (S5, F,) es martingala. @

Ejemplo 2.1.3. Sea {X : n € N} una sucesién de v.a.i. con E(X,) = 0

para todon € N, S, = Z Xk.

(X1, X)Xy Xn) K| Fn) = S5+
;,XQ)E(Xn+1I.7’n) porque Sn41 ¥ b, son F, medi-

Yoo

Entonces E(|S,]) < Z E(|X&k]) < oo porque E(}|Xk|) < oo para todo k& € N.
£=1

Asi E(Sn41lS1,--+,8n) = E(Sn+Xne1lX1,...,Xs), yaque Snyt = Sn+Xnn

y o(S1,-..+8n) = o(X1,...,Xn).

I‘ALI.’_.A”‘.\. UE \./lu.k,::_ﬂ N
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Luego E(Sp+1|S1,...,Snr) = Sn + E(Xn+1lX1,-..,Xn) = Sn + E(Xpn41) =
S, +0 = S, porque S, es o(X,,...,X,) medible y por independencia.

De este modo {S,,F.} es martingala, aqui F,, puede ser tanto o(S1,...,Sn)
como o(X1,...,X,). I

Ejemplo 2.1.4. Sea {X, : n € N} una sucesién de variables aleatorias inde-
pendientes con E(X,;) = 1 para todo n € N, definimos Z,, como Z,, = ﬁ X;
para cada n € N. =t
Entonces E(]Zn]) = E(| 1'[ XD = E(n 1X:1) = [T E(X.]) < oo porque
E(Xi]) < oo y por mdependencxa =

E(Znrt1|X1y:--:Xn) = E(Xn+1Za]|X1,.+.:Xn) = ZpaE(Xn41lX1,...,X5)
porque Z, = ﬁ X; es o(Xy,...,Xn) medible

E(Z,H.llJ{l,... Xn) = ZuE(Xp41) = Z, porque E(X,41) = 1 y por inde-
pendencia.

Por tanto {Z,, F,} es martingala donde F, = o(X1,...,X,). B

Ejemplo 2.1.5. Sean {X, : n € N} una sucesién de variables aleatorias i.i.d.

con P[X; =1 =p, P[ X, =—1]=qgq=1—pparatodok e N, 0<p<1ly
n
n = Z X
S X,
Definimos Z, = ( ) entonces E(|Z,]) = E(l | > ['1 =5

A

= [f1 1] = Be ([217) = (2 (57)) < oo poraue £ |57

oo y por independencxa
Sn
Ahora E(ZailFn) = EZnelXi-. %) = £ ((2)77 X0 x0)

E ((g)s" (2)™" |xl,...,x,.) O ((g)x"“ X;,-..,X..) porque

r TESIS CON
| FALLA DE ORIGEN

I
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Sa
(2)™" es o(X1...., X,) medible.
Sn Xn
E(Znr1|Fn) = (g) E ((g) “) por independencia

@[ P+ () a] = (DT = (3)T = 2

Por lo tanto {Z,, F,} es martingala. @

Ejemplo 2.1.6. Una urna tiene b bolas negras y w blancas.
Se extrae una bola, se anota su color y se devuelve junto con ¢ = 1 bolas del
mismo color, el esquema de la urna de Polya.

[
Sean Xo = b‘f'_w

de bolas negras después de la n—ésima extraccidn.

la proporcién inicial de bolas negras, y X,, = Proporcién

Veremos que {X, : n € N} es martingala.

1 si la n—ésima bola extraida es negra,
Sean Yo =1, Y, =
0 sino,
b, ¥ w, son el mimero de bolas negras y blancas después de la n—ésima

extraccién respectivamente.
. b'l
Asi bg = b, wo = w, X, = b+ we”
Ademas b, 41 = b, + cYay1, Wny1 = wn + ¢(1 — Yo41) entonces
P(Yn+r = 1|Y0, 1,...,Ys) = X,, =Proporcién de bolas negras después de la

n—ésima extraccién, para todon € N c.s.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Por otro lado o
buyyo i

E(X, Yo, Yi,...,. o) =F | —"———
( n+ll s} 1y n) [bjI+ +wn l

|‘Y9,‘Y1A, .. ,Y,.]

i+ €Yar
b+ wn +c

Yo, Yi,. |Yo,n,....Y..]

[ bn 4+ CYni1
E{2n T Cln+1
bnyr + Wn+1

P(Yn41 = 1|¥Yo, 11,...,Y5)

_ b c . _bn
by +wn+c bptwntec bntwn
b, (bp + Wn) + cbn bn(bp + w, + ) b, =X, cs.

= n + 1w £ ) (bn + Wn)  Bnt e+ (B + Wn)  bn+ wn
Por lo tanto {X,,o(Yp, ¥1,...,Y,)} es martingala. @
Ejemplo 2.1.7. Sea {X, : n € N} una sucesién de v.a. con densidad con-

junta p, 6 bien gn.

El radio de verosimilitud se define como A,(z1,...,Zan) = M
pn(xry...yxTn)

Cuando A, es “pequefio”se tiene evidencia de que p, es cierta, y cuando es

“grande”se tiene evidencia de que g, es cierta.

Supongamos que p, es continua para todo n y que p,, = 0 si y sélo si g, = 0.

También q, es continua, y A\, es o(X,,...,X,) medible.

Veremos que {A, : n € N} es martingala.

Si p, es la verdadera densidad del vector (Xj,...,X,) entonces la densidad

de X,4+1 dados Xi,..., X, es Pryi

n

por lo que
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nt1(Z1se 0o s T Y) ,
d

o0
E(/\n+1|X1=1’1,--~,Xn=1‘u)=fAn+1($ly..-,zn, »E

pn(zl, ) y
- Gn+1(Z1s . Tns Y) Prir(T1s-- s Tny) , - qn+x(zx,---,a:my)
= dy = dy
pn+1(xh---vzn9}/) pn(?l,-(-yxn) Pn(-’l-fh -,--y-'rn)

 ga(Eieimy) o T _ : .
= PalEn oz A porque fqnu(zl,--. s Zn Y)Y = qn(Z1,. .- ;Tn)-

—o0

Por lo ta‘nto vXn) = Anycomo a(Ar, ... 5 An) € 0(X1y- -+, Xn,)

porque las ‘A? son funciones de las X* entonces E(Ani1lA1,...,An) = An.

Por lo tanto {Ap,0(A1, ..., As)} también es martingala. B
El siguiente resultado es dtil para construir martingalas cuando se tiene una

coleccién de o—sdlgebras y cualquier variable aleatoria.

Proposicién 2.1.8. Sean {F, : n € N} tal que F;, € F2 < --- © F es
una coleccion de o—dlgebras creciente, X cualquier variable aleatoria tal que

E(|X|) < oo, entonces si definimos X, = E(X|F,;) c.s. es una martingala.

Demostracién: X, es F,—medible y si G, = o(X1,...,X,) tenemos que

G, € F,. entonces
E[X,nlX1,..., Xn] = E(Xn+1lGn) = E[E(Xni1|Fn)|Gnl-
Por otro lado E(Xn+1|Fn) = E[E(X|Fnr1)|F,] = E[E(X|F,)|Fa+r1] porque

-Fn g -Fn+1~
Esto es, E(Xn+1|Fn) = E(Xn|Fne1)-

De este modo

SIS CON
FAL LA DE ORIGEN
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E(Xn+2lX1, .., Xp) = E[E(Xn]|Fnt+1)(Gnl
= E[X.|Gn] porque G,, = o(X1,..., Xn) © Fn © Fn+1
= E(XnlX1,...,Xn) =X, cs.
puesto que X, es o(Xi,...,X,) medible, de este modo {X,, : n € N} es
martingala. OJ
Observacién. No toda martingala es de esta forma, es decir, si {X, : n € N}
es martingala, no necesariamente existen una v.a. X con E(]X]) < oo y
{F. : n € N} una sucesién creciente de o—algebras tal que X, = E(X|F,),
veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.1.9. Sea {Z, : n € N} sucesién de v.a.i.i.d. tal que P[Z; = 0] =
L =PlZ;=2]paratodoi € Nasi E(Z;)=0-1+2-1=1paratodoi € N
entonces X,, = 12[ Z; es martingala por el Ejemplo 2.1.4.
Supongamos q&:lexisten X v.a. con E({X}) < oo ademsds de F;, € Fo ©
--. € F o—dlgebras tal que X,, = E(X|F,).
Sea A, = [X, = 0] = X;1({0}) € F. porque X, es F,—medible.

Entonces por definicién de esperanza condicional

0= /x,,dp= /E(X|J=,.)dp= fXdP = E(X1IA.),
An An An

pero [4, <2 1 porque A5 = [X, > 0] = [Z: > 0] ~== @ ademsis
i=1

n—oo

P[X, > 0] = :r[lP[Z.- >0] = ()" == 0.

Por lo tanto P[X, = 0] n== 1.
Luego |X[/4,.| < |X| ¥ por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene

aue E(X1a,) 7=2 E(X) = B(E(X|F) = B(X,) = B[l Z) = [1 B(Z) =
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7
IT 1 = 1 que es una contradiccién, porque se tenia que E(X1,4,) = 0.
i=1
Por lo tanto, no toda martingala es de la forma a la que se refiere la proposi-

cién 2.1.8. B

Proposicién 2.1.10. Sea {X, : n € N} sucesion de v.a. con E(|Xal|) <
oo para todon € N. {X, : n € N} es martingala (submartingala o super-
matingala) siy sélo si para todom =z n y para todo A € o(X,,...,X5) se
cumple que{deP = f_{’X,.dP (cambiando = por = en el caso de submartin-

gala e = por < en el caso de supermartingala).

Demostracién:
Primero supongamos que {X, : n € N} es martingala entonces paran < m
se tiene que E(X,,|F,) = X,, con F, = o(X1,...,X.).

Notemos que F, € Fm.
Tenemos que para todo A € F,,, A € F,, y por definicién de esperanza

condicional
/)(,.dP: /E(‘lefn)dP=/4Yde
a A A
Si ahora suponemos que se vale la igualdad f X,.dP = [ X,.dP paracada A €
a A
Fn = o(X1....,X,) donde n < m entonces por la definicién de esperanza

condicional X,, = E(X,|F,), por lo tanto {X, : n € N} es martingala.

Los casos de submartingalas o supermartingalas son claros. O
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2.2. Descomposicion de Submartingalas y Mar-

tingalas Reversas

El siguiente resultado es el Teorema de Descomposicién de Submartin-
galas.
Proposicién 2.2.1. Sea {X,,F, : n € N} una submartingala. Entonces
X, se descompone como X,, = X/, + X] c.s. donde {X/,,F, : n € N} es
martingala y {X]| : n € N} es una sucesion creciente de v.a. mayores o

iguales a O c.s. tal que X es F,,_,—medible para n = 2.

Demostracion:

X, se puede escribir como X,, = X; + (X2 — X,) + (X3 — X)) +-- -+ (X, —
Xoot) = X B (Kjs = X5) = X o 55 X = Bl 75) + B Xyt 5) =
X;].

Sea X{ = X y para n = 2 definimos X}, como

n—1
X, =X1+ Z:l[qu-x — E(Xj+1|F)]-
=

También hacemos X{ =0y paran = 2: X = E[E(Xj.,.;l.?:}) — Xj] por lo
que X, = X/, + X! paran = 1. =t
Sélo falta ver que {X},F, : n € N} es martingala y que {X/ : n € N} es
una sucesién creciente no negativa de v.a., ademds X/ es F,,_, medible para
n = 2, entonces probaremos cada una de estas afirmaciones a continuacidn.
Como {Xn.,Fn : n € N} es submartingala se se cumple E(X;..|F;) =
X; entonces E(X;.1|F;) — X; 2 0.
Por tanto X/ = 'E:[E(XH.;I.F}) — X;] 2 0 para todo n € N.

i=
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Ademas X[/, — X! = E(X,+1lFn) — Xn 2 0 implica que X/, = X/ para
todon € N.

Luego {X" : n € N} es creciente.

XK Z [E(X;+1|F;) — X;4] pero E(X;41|F;) y X; son F;— medibles.
Como .7-" C Fn-1 para todo j = 1,...,n — 1 entonces E(X;+.|F;) — X; es
Fn—1— medible y por-tanto X" es F,_.;— medible.

Ahora veremos que {X,.”J-',. B ‘n € N} es martingala.

E(XialF) = EIX o+ 32 Jole L ANEAN

Notemos que: X (15 X R - medibles.

Ast E(x,.+1|f..) wlF) ~ 3 BBl FIF] = X +

E(Xn+1[-7-'l

3= X — z E(xmm) =X+ L. E(x,+1|f~' ) = X
P_or lo tanto {X.,Fn:n € N} es maﬁx gala, O

Observacién. Si X, = X}, + X con X! no negativa, X/ es creciente y
Fn-1—medible y ademas {X},, 7, : n € N} es martingala, entonces {X,, F,
n € N} es submartingala.

Es decir, la proposicién anterior puede ser un si y sélo si.

Demostracion:

Basta ver que E(X 1] Fn) =2 Xa.

E(Xns1lFn) = E(X]y + X[ 0[Fn) = B(X 0 F) + BE(X ) F) = X, +
X!, = X!, + XY = X, porque {X//: n € N} es creciente. O
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Observacién. Si {X, : n € N} es submartingala entonces X,, = X}, +
X7 implica que X!, = X,, — X/.

Luego | X,] < | X,| + | X = | X.| + X! porque X/ = 0.

Asi E(|XL]) < E(|Xa]) + E(X]), pero la sucesién {E(XY) : n € N} es cre-
ciente y no negativa.

De aqui que si sup £(|X,]) < oo entonces E(X]) y E(X!) existen porque
E(X,) = E(X,’.)nij E(X!) y ademds sup E(jXL]) < oo y sup E(| X)) < oo.
De este modo X% T X” c.s. porque es"Jrlxa sucesidén creciex:tilcon esperanzas

acotadas.
El estudio de la convergencia de X,, se reduce al estudio de X/, que es mar-

tingala, siempre y cuando sup E(|X,|) < occ. I
nzl
Proposicién 2.2.2. a) Sean {X, : n € N} martingala y g : R — R
conveza, entonces.{g(X,) : n € N} es submartingala cuando
E(|g(X,)]) < oo para todo n € N.
b) Si {X. : n € N} es submartingala, g : R — R conveza y creciente
tal que E([g(Xn)]) < oo para todo n € N entonces {g(X,) : n € N}

también es submartingala.

Demostracion:

a) E(Xn|Fn-1) = Xn_1 pero g es convexa y por la desigualdad de Jensen

condicional
E[g(Xn)Fn-]l = g(E(Xn|Fn-1)) = g(Xn-_1), por lo tanto {g(Xa) :
n € N} es submartingala.
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b) Como {X, : n € N} es submartingala sabemos que E(X,|F,.,) =
Xn—1.
E(g(Xn)|Fna1] = 9(E(Xn|Fn-1)) = 9(Xn_1) por ser g creciente. O
Corolario 2.2.3. Si {X, : n € N} es submartingala entonces {Y, : n € N}

donde Y, = max{X,,a}, a € R también es submartingala.

Demostracién:

Sabemos que g(z) = x* = médx{z,0} es una funcién convexa no negativa.
AdemaAs es creciente.

Por lo tanto por la proposicién 2.2.2 {X} : n € N} es submartingala. (es
claro que E(|XF|) = E(X}) y existe porque X,, es submartingala) Ademés
{X, — a:n € N} es submartingala por lo que (X, — a)* es submartingala.
También {(X,. — a)* +a : n € N} es submartingala, pero es claro que
(Xn —a)* +a =méx{X,,a} =Y.

Por lo tanto {Y; : n € N} es submartingala. O

Una sucesién {X, : n € N} de variables aleatorias con E(|X,]|) < oo
para todo n € N es martingala reversa si para todo n € N tenemos que
E(Xa|Xn+1s Xnt2y...) = Xn41 C.8., submartingala reversa si

E(XnlXn+1, Xnt2,---) 2 Xns c.s. para todo n € N, supermartingala reversa

si E(an(Yn+l, X,H_g, .- -) < Xn+1 Cc.8.

Proposicién 2.2.4. { X, : n € N} es martingala reversa si y sdélo si para todo

m > n se cumple que E(Xp|Xm, Xm+1,...) = Xm c.s.

Demostracion:

Definamos F,, = o{Xm, Xm+1s---)-
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Sea m > n, esto es, ™ = n + 1 entonces

Fn =0 (X, Xnt1r+++) € 0(Xng1r- oo s Xonys Xntets - - -) = Frgr-

Supongamos que E(X,|F,) = X,, para todo m > n, en particular si m =
n + 1 tenemos E(Xn|Fn+1) = Xni1, esto es, E(X,|Xns+1, Xns2y--.) = Xn41
c.s. Entonces {X,, : n € N} es martingala reversa.

Ahora supongamos que {X, : 7 € N} es martingala reversa, esto es,
E(Xn|Fns1) = Xn+1 c.s. donde Fryy = 0(Xnt1, Xn+2,...) ¥ tomemos m >
n cualquiera. Debemos mostrar que E(Xn|Xm, Xm+1,--.) = E(Xn|Fn) =
Xm c.s.

Pero E(X,|Fm) = E[E(X.|Fn+1)|Fm] porque Fy © Fnyr debido a que
Fon = (Xmy Xmt1s-++) S (Xns1s- oy Xmy Xmns1s+-+) = Fnyr ¥y por hipé-
tesis E(Xn|Fns1) = Xni1.

Por lo que E(X,|Fm) = E(Xn+1|Fm) = -+ = E(Xm-1|Fm) = X cs. O
Varias de las propiedades de martingalas se cumplen con martingalas rever-

sas haciendo las modificaciones correspondientes, aunque no todas.

Proposicién 2.2.5. Si {X, : n € N} es martingala reversa entonces erxisten:

i) Una v.a. X con E(|X|) <> y

ii) Una sucesidn F, de o—dlgebras decreciente tal que E(X|F,) = X,.

Dermostracion: z_‘ B R“’:‘. SIS C ON

i 0B ORIGEN

i) Sea X = X, que como {X, : n € N} es ma.t-tinga.la reversa se cumple
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que E(]X,|) < oo para todo n € N en particularsin =1, E({X.]) < oo,

por lo tanto E(|X]) < oco.

ii) Tomemos F,, = o(Xn, Xp4+1,--.) ¥ Vveamos que esta coleccién de o —alge-
bras nos sirve.
Fn =0(Xn Xnt1,---) 2 0(Xnt1,Xnt2,.-.) = Fny1 por tanto la suce-
sién de o—dlgebras es decreciente.
Sdélo nos falta comprobar que X, = E(X|F,) pero
E(X|F,) = E(X1|Xn, Xn+1,...) = X, c.s. aplicando directamente la
proposicién 2.2.4. 3

Cuando se tiene una sucesién de variables aleatorias {.)(,, : n € N} con

i
FE(X,) = Oparatodon € Ny S, = 3 Xi, en el caso en que las v.a. X;
£=1

sean independientes hay algunos resultados sobre X, = % en cuanto a la
convergencia o no de esta nueva sucesién.

Esto se debe a que E(X;X:) = O si j # k, esta propiedad es cierta en
martingalas con incrementos que tienen varianza finita.

En préximos resultados consideraremos {S,,*, : n € N} martingala con
E(S,) = 0 para todo n € N tal que X,, = S, — Sh—1, So = 0, E(X3) <
oo, Var(S, — Sn-1) = E(X32) para todo n € N.

Proposicién 2.2.6. Sea {S,, F, : n e‘ N} una martingala con E(S,) = 0
para todon € N tal que X, = S, — Sn—1, So =0, ,F(X3?) < 20, Var(S,. —
Sn-1) = E(X2) para todo n € N. Entonces P[|S,| = €] < Z E(;:’ i)

e > 0. =t

(e f\’\‘\

ORIGEN

R
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Demostracidn:
La desigualdad de Chebyshev establece que P[|Y — E(Y)| = k] <

para Y v.a. con media E(Y’) y varianza Var(Y ') y £k > 0 cualquiera.

Var(Y)
%2

Tomando ¥ = S,, y k = € obtenemos
P[ISn - E(Sn)l = G] <

pero E(S,) =0y Var(S, ) E(S ) — Eg(Sn)
Por lo que P{|S,)| = e]

E(S2) = B[(X: 4

3= E(X?) + 2

j;lolr otro lado slf :<Js<;

X; es Fi—medible y Fi C F nces X; e d

E(XiX;) = E[EQGX)Fio] = ELXGE(X|1F5-0)] = EXGE(S;—Sj-11F5=-1)] =

E[Xi[E(S;1Fj-1) — E(S;21|F5-0)]] = E[XUE(S;1F5-1) — S]]

= E[Xi(Sj_1 — S;_1)] = 0.

Porque {S,, F, : n € N} es martingala y S;_; es F;—;—medible.

Por lo tanto E(X;X;) = 0 si i < j entonces E(S2) = i E(X3).
E(X ) F=1

Por lo tanto P[|S,)| = €] < Z .0

Jj=1

E X
Corolario 2.2.7. Si E ( ) — n—a O entonces se cumple la ley débil de los

J=1

S P . —
grandes nimeros, es decir, —n'l — 0 o equivalentemente P[|5a]| = €] =% 0

n—oo

para todo € > 0.
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Demostracién:

Sea € > O entonces P[|S2] > €] = P{|Sx| = nel < il %%2—) =% i %}_) e
0, por lo tanto P[|Za| > €] == 0. O ” =

Veremos ahora algunas definiciones y resultados no condicionales que nos

permitirdn seguir adelante en la prueba de los resultados condicionales que
nos interesan.
Si X es integrable (F(|X]|) < oo) y elegimos ¢ = E(X) decimos que X
estd centrada en su esperanza si E(X) = 0.
Si ¢ > 0 se define la variable aleatoria truncada en ¢, X¢ como

X si|lX|[<e

0 sijX|=c
Notemos que X°¢ es una v.a. acotada por lo que tiene momentos de todos los

Xe =

érdenes.

Dos sucesiones de variables aleatorias {X, : n € N} y {X/, : n € N} tienen
colas equivalentes si para casi todo w € Q existe n(w) € N tal que para todo
n = n(w) , Xp(w) = X}, (w), es decir, P[X, # X, i.0.] =0.

Las iniciales i.0. significan “infinitamente seguido”.

Una sucesién de eventos E,, que tiene limite superior se acostumbra escribir

limsup £, 6 bien £, i.o..
n—>c

20
E, i.o. es de hecho el evento ﬁ U Ek, por lo que [X, # X/ io] =
n=1k=n

o o0 ,

A O e = Xl

n= =n

Las sucesiones {X, : n € N} y {X} : n € N} son equivalentemente conver-

gentes si convergen en el mismo evento excepto por un conjunto de proba-

bilidad cero.
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Estos iiltimos conceptos aplicados a teoremas limites se encuentran en Neuts

(1973).

Proposicion 2.2.8. Sean {X, : n € N} y {X/ : n € N} dos sucesiones de

o
variables aleatorias tal que > P[X, # X]] < oo, entonces:
n=1

a) {Xn:n e N} y {X] :n € N} tienen colas equivalentes.

=] (=~}
b) 3. Xn y 3 X/ son equivalentemente convergentes.
a=1 A=1

ii3 ”
> Xk DXL
c) k% v "% donde b, T oo converge en el mismo evento y al mismo
" n
limite excepto en un conjunto nulo (de probabilidad cero)
Demostracién:
a) Debemos mostrar que P[X, # X], i.0.] = 0.

b)

Sea E, el evento [ X, # X}] entonces P[X, % X}, i.0.] = P[limsup E,] =

o0 o0 o0
P[MN U Ex], ahora si hacemos B, = |J Ex notamos que B,;; =
=1 k= =
Zen e "
U E: € U Ex = B, por lo que la sucesién de eventos B, es decre-
k=n4-1 k=n
ciente.

P[Xn # X!, i.0) = P[() Ba] = lim P(B,) = lim P[) Ex]
n=1 n—oo n—>  kIn

< lim f: P(E;) = nh'm i P[X, # X} 0 por ser la cola de una
n—oo t=n —o0

k=n
serie convergente.
Por a) sabemos que {X, : n € N} y {X/ : n € N} tienen colas

equivalentes, esto es, para casi todo w € 2 existe n(w) € N tal que
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<)

para todo n > n(w) tenemos que X, (w) = X/ (w).

5 Xa(w) = Z X (w)

n=n(w) n=n(w)
entonces para casi todo w € €, f: Xn(w) y i Xn(w) difieren a lo mas
en un nimero finito de cérmino;.=l =

Asi para casi todo w € €2, f: X, (w) converge si y sélo si i XhH(w)
converge. = et

O3 -]
Por lo tanto > X, y 3 X/ son equivalentemente convergentes.
n= n=1

por a) de nuevo tenemos que para casi todo w € Q existe n(w) tal qué

para todo k& = n(w) Xi(w) = XL(w).

Luego si n es grande kz":‘ (Xe(w) — XL(w)) = "(:z)::l(x,‘(w) — XL(w)) +
n S ma) =1

> (Xe(w) — Xé(w))‘= ;§ (Xi(w) — Xf(w))-

k=n(w)

> (Ku(@) = XL@)) _ o0 "‘”Z’: b (Xelw) = Xi(w)) _

Asi lim
n—-oo n n

k=1
lim () lfm - = d(w)-0 =0 donded "
Am === = d(w) Am = = (w)-0 = onde d(w) = kz=:l (Xi(w)—

X[ (w)) es una cantidad finita que no depende de n sélo de w.

Por lo que para casi todo w € 2, lim Z (X (w) b_ Xi(w))
Entonces para casi todo w € Q, lxm Z :!.'S.LZ = "hngo 2 M
—o0 f=1

T n
X X7 .
Por lo tanto kZ—l Gy Z—x Sx convergen en el mismo evento y al mismo

limite excepto en un conjunto de probabilidad cero. O

Proposicién 2.2.9. Sean X,, X2,..., X, variables aleatorias independientes

con E(Xx) = 0 y Var(Xy) = E(X?) = 0 < oc© para k = 1,2,...,n.

COH

§
| venis DR ORIGEN
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Hacemos Si = i X; parak=1,2,...,n
Sea € >0 entori:els "
Plmax IS > < & >k

Demostracién:
Para € > O fija definimos los eventos £, = [|S)]| > €] y para £ = 2,3,...,n
hacemos Ex = [|Sk| 2 €] N [lfr_]l[]S_,] < €]] es decir, el evento Ej ocurre si y
sdlo si la primera vez que la ;::na. Sj en valor absoluto iguala o excede a € es
para j = k.
Los Ej son ajenos, porque Ej es de la forma E, = BN B_; M- ..M Bf donde

= [I5;] = €.
Ahora veremos que E = [1‘2;?2‘ |Sk| = €] = U Ey..
Sea w € E esto es, w € [max |Sk| = €] entonces xgax 1Sk(w)| = e.
Supongamos sin pérdida de generalxdad que lxg’?écn 1Sk (w)| = [Sm(w)].

Entonces|Sh(w)| = € implica que w € E,;; o en un E; con k € m.
n

Asiw e |J Ex.

k=1 n
Ahora sea w € |J FEx entonces existe 1 << m < n tal que w € E,, implica que
|Sm(w)l = €

< > ¢
Pero lrél‘?sxnlsk(w)l =2 |Sm(w)] =2 e
Por lo que méx [Sk(w)| = €
Por lo tanto w e [mix | Skl = €].

1<k<n
n
Por otro lado Z o = 2 Var(Xy) = Var(3d  Xi) por independencia.
=1 k=1 k=1

S 02 = Var(Sa) = E(S2) — E*(S,) = E(S2) porque E(S,) = 0.
k=1

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Eﬂ o = [S2dP > ngdP E [ S2dP porque S? > 0 donde £ = U Ep.
=1 @ Ek=1E.
Ahoraparal < & S f S2dP = f(Sk+X;¢+l+ +Xn)2dP = f S"’dP+

= J X3P +2 = f SkX_,-dP+ S [ X;XpdP
F=R+1E =R B AT B

Calcula.xjemos‘t:“ada unode los términos anteriores.

f Ska...,dP E[Sklg, Xi+;) PEro

~Xk) medxble

Ciis es oi(XH._,) medible y por independencia se tiene que

(s zé;jz,(xw) =o0.

Ahora si J”;é
f Xk+JXk+j'dP E[IE..Xk+JXk+J] E(IEk)E(4Yk+J)E(XI¢+J .)
e P (Ek) 0 = 0 por independencia.
Luego f S"’dP f SpdP + 2 S X3dP = f SEdP = f e2dP
Ee

J=k+1 E,
la ultxma desxgualdad es por Ia definicién de Ek

Asi
/S?,dP = /ezdP = €2 P(Ex).
Ex E

Por todo lo anterior

DS /SzdP >e 2 P(E) = €2P(E).
k=

k=1 Ex

n
Por lo tanto Zak = P méx |Sk] = €]

=1 1sksn
implica que P[lngléc [Sk]l Z €] < = 2 :Uk

k=1
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Corolario 2.2.10. Sean X,,...,X, v.a.i. con Var(Xx) = o} < oo para
k<Y

t=1,...,n. 5% A, c— >e <3 2.

k . ,n. Sie>0 P[lrg’?écnlsk E(Sk)| = €] < ;;écrk

Demostracién:

Sea Yi = Xx — E(X&) entonces E(Yi) = O por lo que Var(Y:) = E(Y;2) =
Var(Xy) = 0%, ademas Y1, Y2,. .., Y, son independientes por la proposicién

2.2.9 se tiene

. 1<
Plmgx [Yi+ -+ Yl 2] < gkz_;Var(Yk)

; 1§
Entonces P[lrgkaécn ISk — E(Sk)| = €] < = E o?
=1

porque Zj:lYJ = (X1 — E(X})) + -+ (X — E(Xk)) = (X1 + -+ + X&) —
(E(CXD)F -+ B(X) = Sk — E(S0). O

En el corolario anterior si n = 1 se tiene la desigualdad de Chebyshev.

Proposicién 2.2.11. Sean X;,...,X, variables aleatorias independientes,

«+ > 0 tal que P[|Xi| <] =1 para todo k=1,...,n.
Si € > O entonces P[{é‘éé,,ls" —E(S)|=z€l=1— !/‘:;-%5:)
Dermostracion:

Se tiene que con probabilidad 1 —y € X < 7.

Entonces — v < E(Xi) < v implica que — v < —E(X) < ~.
Asi —2v7 < Xk — E(Xi) < 2.

Luego | Xx — E(Xk)| < 27.

Podemos suponer que X estd centrado en E(X.) y que satisface

Pl Xkl € 27] =1.
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Sean ahora e > 0y Sg = O.

Definimos Fip = ﬁ [|S:| < €] para k=1,...,n con Fp = Q.
Notemos que F};‘; RR2FD2---2DF,.

Ademds Fg = [r"ms.-l < e]]c = Q {1S:] = €] = [ méx |Sk| = €.

1gk<n
Como en la proposmxén 2 2.9, B, =[|S1] < €...,|Sk—1] < € |Sk] = €
= [max |Sk| = ] = »
Pero como Fy = [|51| < e'.‘ér.',|5k| < €] tenemos que E, U Fp = [|S] <
€.y Sk < €]l = Freery, ExNFr=

Ahora calcularemos la cantidad Ix = [ SEdP — [ Si_,dP.
Fi Fr—-1

J SgdP = [ S2dP — [ SdP por lo que
Fi F E

k—1

— [ SEdP— [ SP_,dP — [ S3dP = [ (SE— Si.,)dP — [ SZdP,
Fi—a E, Ep

k—1 ke Fi—r

pero como S = (X + -+ + Xi)? = (Sk—1 + Xi)? = SZ_; + 2XSe=1 + X2
entonces
I, = [ (X2 + 2XxSk-1)dP — szdP J X2dP + 2 [ X3Sk_1dP —

Fr—1 Fie_1 Fieer
J SEdP.
Ex
Pero f deP fIFk-,Xde E[[F‘. 1xlg] = E[ka—l]E[Xk]

Fiwn

= P(Fk_, YE(X2) = P(F,)E(X]) porque F,, C Fj_,.
Por otro lado
S XiSi_1dP = fIFg Sk 1 XdP = E(If,_,Sk-1Xk)

Fu_
. = E‘(Ip,‘_,S,,_ YE(X:) = O por independencia y porque E(X\) = 0.

TE g.;r“c; CON
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Sobre el conjunto Ex = [|S1| < €,...,|Sk-1l < €, |Sk €]

|
tenemos que 1Sk| = |Ske1 + Xi| < |Sk—1| + | Xkl

=
< € + 2.

Asi [ SEdp < [ (e + 27)2dP =.(e + 2v)2P(E:)
£x £ [ PRI S

por lo que — f S2dP =
2 =

Entonces

+ | f S3dP.—

Fa

n :

kZl[P(Fn)E(XE

P(F,) i E(XZ orque E= U E} con los E,‘ ajenos.
k=1 e k=1

Por lo tanto-
Var(S,).
Por otro lado f S"’dP 2P(F, ) porque F,, = [|S,] <¢,...,|Sa| < €.
Asi P(Fa)Var(S.) — (e + 292 P(E) < < [ S2dP < EP(F),

pero E = Ff entonces P(E) =1 — P(F )

P(F,)Var(S,) - (e+2v)2P(E) porque ,,i E(X?) =
) =1

De este modo P(F,)Var(S,) — (€ + 27)2(1 — P(F,)) < €2 P(F,), es decir,
P(F,)Var(S,) < P(F,)[Var(S,) + (€ +27)2 — 2] < (e + 27)?
Asi P(Fn) < {2215 entonces 1— P(E) < {25325, Luego P(E) > 1— {20

= Var(Sa) Var(Sn)*

Por lo tanto P[lrglg‘ 1Sk — E(Se) Zz €l 21— 't(’%b o
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2.3. Criterios de Convergencia para Martin-

galas

Proposicién 2.3.1. Sea {X,, : n € N} una sucesién de v.a.i. con Var(X,) =

o2 < oo para todo n € N.

=] =]
Si 3 02 < oo entonces 3_ (X, — E(X,)) converge casi seguramente.

n=1 n=

Demostracién:

Sea S, = 2 X y consideremos el conjunto de m variables aleatorias ¥; =

Xn41 — E(X,..._l). ciey Y,,. = Xn4m — E(Xn+m) alas que aplicamos para € > 0

el resultado de la propo n 2.2, 9 esto es

& 35 Var(vi).

Pero Y7 + Y2 - -+ - - < n+1)) + <+ (Xnre — E(Xnyx)) =

(Sn+k - Sn) - E(Sn+1; =
Var(Yi) = Var(Xn+x — E(X,;+;,)

Por lo tanto P[ max [(Sner = Sa
Definimos ahora T,= = Sk — E(Sk), ‘
A= '1‘1;{ Ap = ‘lrgf; f_l;ll) 1Thegr — Tl

Entonces "le'_xgo P[lrsr)‘a'é'cn |(Sn+k — Sn) — E(Sn+i) + E(SR)| 2 €] <

o= 2
kg:l T4

Notemos que Tiqr—Tk = Sksr— E(Sk4r) —Sk+E(Sk) = Sk“.—Sk—-E(Sk_,.,.)-{—

E(Sk).

Luego A, = sup |Thwr — Tul = maxlS,H.,- — S — E(Sp4r)+ E(S M.

Por lo tanto hm P[xg}fg‘ [(Sn+k — Sn) — E(Sn+i) + E(Sh)| =2

= PlA,

= €]

porque se esta calculando la probabilidad de la unién de eventos mondétonos

.

s
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crecientes que tienden a A,,.
O
De esta manera P[A, > e/ <% 3 of.
k=n+1

Ahora
A, = sup |Thsr —Tnl, entonces Pllimsup |Thyr —Th| 2 €] = P[inf sup |Thgr —

e] P[mf A, =PA =€ < ;’; 2 o2 para todo n'€ N.
-1

n
Y como 2 o} se sigue que P[A €] =0.
Por lo tanto {Sn — E(S,.) ne N} es de Cauchy casi seguramente.
Asi {S, : n € N} es de Cauchy casi seguramente.

Concluyendo que S, converge c.s. O

Proposicién 2.3.2. Sea {X, : n € N} una sucesidn de v.a.i. tales que

=]
| Xnl € v c.s5. con ¥ > 0 y Var(X,) = o2 para todon € N. §i > (Xn —
n==l

OO
E(Xn)) converge casi seguramente entonces > o2 < oo.

n=1

Demostracion:

Usaremos la misma notacién que en la proposicién anterior.
2
€42
(_;_:L) donde

3 of

k=n+1

Por la proposicién 2.2.11 tenemos que P[A, = ¢] 2 1 —

A = 51;113 | Thwr — Tnl ¥y Tk = Sk — E(Sk).

r
Porque P[S;E, |Thgr — Tl = ¢ = P[s;xxla |Sn+r — E(Sner) — Sn + E(SR)| =
€] = P[S';? |Xn+1 + Xn42 + -0+ Xnyr — E(Xnpr + -+ + Xn+r)| = 5] =

1— (e +27v)2 g (e+2v)?
var(xn+l + Xni2 + -- ') § O-E :
k=n+1

o
Supongamos ahora que Y_ o = oo entonces para cada n > 1 obtenemos
k=1
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2
PlA,zelz1— % = 1, por lo tanto P(A, =€) = 1.
Asfi
A= ig{ Ap = ig{ E‘;?'Tk+r — Tkl = limsup |Tirr — Tkl y lim P(An =€) =

PAze)=1.

Por lo tanto )of (X, — E(X,)) diverge casi seguramente de acuerdo a la ar-
gumentacién d=ella proposicién 2.3.1. O

Observacién. Sea {X, : n € N} una sucesién de v.a.i. con | X,] < v c.s. Sea

Var(X,) = o2 entonces por las proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 f: (Xn — E(Xn))
a=1

o
converge o diverge casi seguramente de acuerdo asi >_ o2 converge o diverge

n=

respectivamente. - .

Proposicién 2.3.3. Sea {X, : n € N} una sucesion de variables aleatories
k=)

independientes tal que | X,| < v c.s. para todon € N. 3> X, converge casi
n=1

seguramente si y sélo si se cumplen:
. DO
i) | 3= E(Xa)| < oo.
n=1
o
i) 3 Var(X,) < oco.
n=1

Demostracién:

Primero supongamos i) y ii).

Como f: o2 por la proposicién 2.3.1, f: (X, — E(X,)) converge casi segu-
ra.x'nent'::1 =

DO
Esto significa que para casi todow € Q : 3 (Xn(w) — E(X,)) tiene limte.
n=l

=]
Asi § Xn(w) — f: E(X,) converge, pero como Y_ E(X,) converge entonces
n=1 n=1 n=1
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P
Xn(w) tiene limte para casi todo w € 2.
n=1

o
Por lo tanto Y X, converge casi seguramente.
n=1

=]

Ahora supongamos que > X, converge casi seguramente.
n=1

Introducimos una sucesién {X}, : n € N} de v.a.i. que cumple:

a) Para n fija, X, y X}, son idénticamente distribuidas.

b) La sucesién combinada {X,., X} : n € N} es una sucesién de variables

aleatorias independientes.

Formamos la sucesién simetrizada X3 = X, — X}, n=12,...
{X2 : n € N} es una sucesién de variables aleatorias independientes pues
X35 = Xn — X!, es independiente de X3, = X, — X/,..
X3 =X - Xol < [ Xn| + [ XLl € v+v=27cs.
E(X®) = BE(Xn — X}) = B(X\) — E(X})=0.
Var(X3) = Var(X, — X}) = Var(X.) + Var(X;) = 2Var(X,).
20 =]
Luego f: X3 = i (X, — X}) porloquesi > X,y > X!, convergen c.s.
n=1 n=al ) n=1 n=1
entonces f: X§ converge c.s.
n=1
DO
Por la proposicién 2.3.2 tenemos que Y, Var(X3) < oo entonces
n=1
=]
2 £ Var(X.) < oo.Asi 3 Var(X,) < oco.
n=1 n=1

Por lo tanto ii) se cumple.

=]
Ahora por la proposicién 2.3.1 3 (X, — F(X,)) converge casi seguramente
n=l

==} 0 =]
y por tanto > E(X,) = > X, — Z:l(X,. — E(X,)) converge, por tanto i)
n=1 n=1 n=

también se cumple. OJ
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Proposicién 2.3.4 (Criterio de las tres series). Considerar una sucesion
o

{Xn. : n € N} de variables aleatorias independientes. >_ X, converge casi
n=1

sequramente si y sdlo si para ¢ > 0 fija cada una de las siguientes tres series

converge:
OO
a) Zl P(|Xnl = o).
n=

X, siiXnyl<ce

b) 32 E(XE) donde XE =
n=1 (¢] st | Xn| = e

=]
c) 3 Var(Xg).
n=1
esto es, {XS : n € N} es la sucesidn de las variables aleatorias truncadas.

Ademds si las series de a), b), o c) convergen para alguna c > 0, convergen

para todo c > 0.

Demostracion:

Supongamos que i X, converge c.s. entonces X, 0.

Esto significa que";l[nlirx;o Xn. = 0] =1 y que para cualquier ¢ > 0
Pllimsup {X,.] 2 ¢} = 0.

Esto nos lleva a que P[|X,] = ¢ io0]=0.

El lema de Borel-Cantelli dice: “{£, : n € N} sucesidén de eventos entonces:
i) Si $° P(E.) < oo entonces P(limsup E,) = 0.
n=1

ii) Si ademds los eventos son independientes entonces P(limsup £,) = 0
o0

6 1 de acuerdo a si 3> P(£E,) converge o diverge casi seguramente
n=1

respectivamente’.’
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Y un corolario de Borel-Cantelli establece que:
OO

“P(Mmsup E,) =0si ysélosi ¥, P(F,) < oo cuando E,, son independien-
n=1

tes” entonces en nuestro caso tenemos P[limsup [X,} = c] = 0.

Por lo tanto Z Pl X,| 2 c] < oo es decir a) se cumple.

Ahora por la proposicién 2.2.8. 2 X,y Z XS son equivalentemente con-

vergentes porque P[X, # XC] = P[]X,‘[ c]

Como Z P[X, # X5 = 2 P[|Xa| = c] < oo entonces por b) de la proposi-
n=1

=] OO
cién 2.2.8 Z Xny 2 X¢ son equivalentemente convergentes.
Ahora por la proposxcxon 2.3.3 como | XE| € ¢ tenemos que

Z XS converge c.s. si y sélo si ) Z E(XS) converge y #i) Z: Var(Xg) < oo
n=1
Por lo tanto b) y c) también se cumplen.

OO
Ahora supongamos que Z P[l]X.] = c] converge entonces como deciamos
n=1

antes, Z X,y > 4Y° son equivalentemente convergentes.
n_
Si ademas
=l ] .
ST E(XE) < ooy X Var(Xf5) < oo tenemos por la proposicién 2.3.3 que
n;l n=1 o )
3~ XE converge casi seguramente y por tanto > X, converge casi segura-
n=1 n=1

mente.

Ademas la ¢ que hace que se cumpla este resultado es cualquiera mayor

que 0.3

Lema 2.3.5 (Toeplitz). Sea {a, : n € N} una sucesidn de nimeros reales
N S, ... .

tales que an n—= a. Entonces 7" = -‘l+—nt‘—5 e @

Demostracién. Sea € > 0 y como a,, ~—= a existe ng(e) = ng tal que para
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todo n = ng se cumple que |a, — a] < §.

Luego elegimos ng > ng tal que % § |ax — a] < § esto es posible porque ng
es lo suficientemente grande para q;e al dividir una cantidad fija por ngj se
haga pequeiia.

Ahora tomemos n grande que cumpla que n > nj > ng entonces ambas cosas

se cumplen

=
[ M:
8
x
|
o
[
I~

k=rmg+1

%g(ak—a)+% Zn: (ax — a)

S
l—,,“——al

g no n
—al<E 3 lax—al+L 3 lax—al
R 0 k=1 k=no+1

porque ;- < -.- .

Asi|Z2a —a| S §+3(n —no)§ =5+ §— 22§ < e porque 22 < 1.
Sn —s
Por lo tanto - = a. O

Lema 2. 3 6 (Kronecker). Sea {a" : n € N} una sucesidn de nimeros reales

k —_
tal que E a, converge, entonces E a" n—ao 0.
n=1
Demostracion:
Sabemos que S, = a; + --- +a, con S = 0 por lo que — E ka, =

k=1

% D K(Sk—Sk-1) = '71;[(51 —S0)+2(S2— S1)+--- +(n— 1)(Sn-1 — Sp_2) +
k=1

1 n—1
1n(Sp — Sac1)] = —[—S1 —S2— - = Sa 1 +nS] =8, — Z:sk.

La sucesién {S, : n € N} converge a un nimero s € R y por el lema 2.3.5

TES15 CON
FALLA DE ORIGEN
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n_lzskn—ms.

k=1

Pero también Z Sk n—os 3 por lo que — E Sk o 8.

Ic=l
De este modo S, — _ZS" w8 —s = 0.
s
Por lo tanto Z ka" e 0. O

Proposicién 2.3.7. Sea {X, : n € N} una sucesion de v.a.i. con Var(X,) =

c2<oo n=1,2,...
. o2 Sh E(S,.) c.a.

Supongamos que E n—'z‘ < oo entonces —— 0 donde

u—.o

n

Sn=_ Xk

k=1
Demostracion:
Definimos Y5, —-—M =1,2,....

2

Entonces E(Y,;) = 0 y Var(Ys) = # Var(X,) = g‘-g
o 2
an
La sucesién {Y,:n =1,2,.. } es de v.a.i., ademds "E_l Var(Y,) = ,,E=1 <
oo por hipétesis.
o
Se sigue de la proposicién 2.3.1 que Z(Yn — E(Y,.)) converge casi segura-
n=1

mente pero E(Y y=o0.
Por lo tanto Z(Y — B(Y,)) = ZY converge c.s. y aplicando el Lema

n—l n=1
2.3.6 tenemos: — E kYk——- 0, pero Y = -)—{—k—_kL‘x") entonces

;Zk(xk——E(xk)> Z(Xk—E(Xk))=—[S - E(S)1==0. O

=1
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Observacion. Si {X, : n € N} es una sucesién de v.a.y {A, : n € N} es una
Sn = An co |
n

n—o

sucesién de constantes, una afirmacién del tipo 0 es conocida
como Ley Fuerte de los Grandes Niimeros, a veces se establece con sucesiones

A,:n €N}y {B.:n € N} donde B, == oo tal que 2o = An == o
{ B

n—o

Teorema 2.3.8 (Kolmogorov). Sea {X, : n € N} sucesidn de variables
n

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. S, = 2 X
k=i

a € R siy sélo st E(|X,.]) < co. Ademds en

Sn e
n =1,2,... entonces -;"

este caso E(X,) = a. T
Demostracién: -
Supongamos que E(|X.|) < oo (las v.a. son i.d.).
Mostraremos que —S;T" = E(XL).
Introducimos una v.a. X ldentlcamente distribuida con X;.
Sean Eg = 2,

=[X| = n]n-—-—l 2,...
Ene1 © E, porquesi | X|2n+1 e:’tonces Iil = n.
Asi E, |, el limite es el & porque ﬂ E, = ﬂ[|X|
Mids atin, Ek — B = [|X| = k ]X[ < k+ 1} kE<IX|<k+1].
Por lo que U(Ek — Eg41) = U[k (X < k+1] =[IX]| = n] = En.
Es decir E, ha sido representado como la unién de eventos ajenos, por lo que

P(E,) = P[U(Ek — Exn1)] = ZP(Ek — Ej1)-

= n}l = 2.
=

=n k=n

Por lo tanto f: P(E,) = i f: P(Ex — Fx41).

n=1 k=n
Las sumas dobles se trabajan como integrales dobles, en esta suma tenemos
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1s<n<s lc < oo tomando valores enteros.

Asi que Z P(E,) = Z Z P(Ey — Exy1) = Z kP(Ex — Ex41).

n=l a}é—l n=1 k=1
Luego Z P(E,) = > _nP(En — Eps1).
n=1\ - n=l o o
Por otro lado 3 P(E£,) = P(Eo) + > _ P(E,) = P(Q) + >_ P(E,) =
n=0 n=1 n=1
o
1+ > P(E).
n=1 el 20 o o) k
También D P(En) =3 P(Er — Ext1) = 3_ 3 _ P(Ex — Eps1) =
=0 n=0 k-—n k=0 n=0

Z(k + 1)P(E; — Ex+1) = § :nP(E,._l — E,)sin=Fk-+1.
Cualquxet w € 2 con X(w) 2 1 pertenece a uno y sélo uno de los conjuntos
R<|Xl<n+ 1] = E, — Eana entonces Iie,—En)(w) = 1.

Pero nlig, —£.,,)(w) = n € | X| luego Z nlg,—Ena] < 1X]-

Del mismo modo cualquier w € Q pel?t_eiuece a exactamente uno de los con-
juntos [n — 1 < |X|<n]=FE,,— E,

ecr;tonces Iig,_—e.(w) =1 asi nlig,_1-£.1(w) = n > | X| implica que

S nlig. -ga > 1X]-

n=1

o0 o0
Por lo tanto E nlE,—Enn) < | X[ < Z nlig, ,—Ea)-
=1 =1
Tomando espgranza "
20 hoacd
ST nP(En — Eani) < E(IX]) < S " rP(EBao: - Ep).

n=1 n=1

Luego ip(s,,) < E(X|) <1+ 3 P(E),

n=1 n=1
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o0
y como E(|X|) < oo entonces Z P(E,) < cc.

n=1

X, si|X. <n
0 si|Xul=2n

Ahora para cada n € N sea X, = X} = { - la truncacién

en n. -

Sabemos que Var(X:) = E(X?) — E*X7) < E(X3?) = / X2dP =
X2dP+ / 0%dP = . / x,%dp;ff X2dP porque En = [|X| > n].

{1xX1<n} 1x1zn) Xi<n B e el T

Luego Var(X;) = /

_ﬂ[k—l IX| <&y
;.1— ucsk_l—au

Asi Igg = I[Eo;s’q 41 :
existe una unica 1l :< ks
(k—12 < |IXP <kl o
Pero X?*(w)lgs(w) < &? frsk_l-skl asi X IE=(w) Zk E{7-NC-R B

Tenemos que

Var(X) 2 A2
Var(Xy) < Zk P(EL_,—Ek)yZ < 2 :?P(Ek—l'—‘Ek) -
n=1 n=1 k=1
o0
1

Z 2 '—P(Ek 1 — Ex) = § " K2P(Bioy —EL)ZF.
k=1 n=k k=1 n=k oo

= 1 1 1 1 1 1
Por otro lado ﬂ§=k-7-l—,_,- =+ Ve -+ CFE R = .[_""
1 1y 1 .1 _1 1 2
S =g s+ =3,
i TEtTRSEYETE
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Por lo tanto Z E’-’—(:Q < Zk’P(E,. 1—1_-7,,)— = 2ZkP(Ek_1—E,,) =
n=1 k=1 k=1

2 [1 +ZP(E,.)] < oc.

n=1
n
Ahora sea S, = E X, n=1,2,... por la proposicién 2.3.7 aplicada a la

sucesién {X; tn € N} se obtxene que (S.__E(S-'ﬁ-)- =

que —E(S‘) ——e E(X) . ]
Sea n fija,’ E‘(X,_) f - .0dP — f XndP =

0, se vera entonces

n € N} tienen colas equiva-

Por dltimo se sabe que’ {X,.

lentes porque para casi todo w e Q existe n(w) tal que para todo n = n(w)

tenemos

Xo) = Xn(w) = { Xn(w) si|Xn(w)] <n
0 si | Xn(w)| = n

Por c) de la proposicién 2.2.8 sabemos que — E Xy — E X; convergen
al mismo hmxte y sobre el mismo conjunto casi seguramente
Por lo tanto — (§ "X - > :x,:) . 0.
v n—oa
1 c.m.
De este modo %(S,l — 83)==~ 0 y como " (Sn — E(SL)) — 0 se obtiene que
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Sn _ E(SQ) e o pero E(S;) E(X).
n S n 7
Asi —nﬂ‘—- E(X).

Ahora supongamos que %;1"‘—» a € R, veremos que E(|X]) < co y ademds
E(X) = a. ‘

Notemos que —=

son v.a.i.”
> Xa
tenemos que E P[|T]

n=1

Por lo tanto E(l‘\’l)

% L E(X) entonces

El resultado a.ntenor es una versién de la Iey fuerte de los gtandes nimeros,
es el caso en que se tiene independencia e 1dent1dad en la distribucidn de las
variables aleatorias.

X estd centrada en su esperanza condicional si £(X[G) = 0.

Aqui G es subo—4&dlgebra de F.

En las aplicaciones tomaremos X = X,y G = o(X1,...,Xn_1) conn = 2.
Si {X, : n € N} es una sucesién de v.a. con E(]X,|) < oo paratodon = 1,
ur = E(X,) cs. y paran 2 2 u, = E(X,|X,),...,Xn-1) c.s. entonces
E(un) = E[E(Xa| X1, ..., Xn1)] = E(X,) para todo n € N.

{tn; Fn = 0(X1....,X5n) : n € N} no es martingala ya que E(u,|F,_1) =



2.3 Criterios de Convergencia para Martingalas 103

EualXa,. -y Xao1) = E[E(XalX1s- -+, Xao1)| X1, - o, Xnoi]
= E(Xa]X,. .., Xn—l) == fly FE plpey.
Ahora sea m < n y como (Xm — &tm) es o(X1,...,Xn—1) medible:

E[(Xm—lim)(xn '/-‘n)lxly"f . Xn—}] = (’Xm—“m)E[X,‘—un|X1, A

Y= E(ttalXi, - oy Xne1)} = (X — i) [t —

14;,) ‘'son independientes dado

-" P‘l) e+ (X — I‘n)]z} =

‘#k)(:t‘fj"f' #}')] = Z E[(Xe — ux)?] +
: w=1

ZE [(Xx — 1a)?] +

k=1

2 Z E (X — uk)(Xj =

1gk<jgn .
2 > E [E [(-Yk "'#k)(xj B3)
1gk<jis<n
n
0= Z E[(Xx — px)?]. Asf si las variables aleatorias X, estdn centradas en
=1
Mo Y Sp = Zz\k entonces Var(S,) = Z Var(Xz)-

k=
A contlnuactén estudiaremos algunos resultados sobre la convergencia de

X1,... ;Xj—l]] = z": E[(Xx — )7 +
=

Martingalas.

Teorema 2.3.9. Sea {S, : n € N} una martingala con E(S2) < c< oo
para todo n = 1, entonces eriste una v.a. S tal que S, =2+ S y S, 22+ S,

ademds E(S,) = E(S) para todo n.
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Demostracion:
Como {S, : n € N} es martingala, se cumple que paratodon > m E(S,|S,) =
Sm porque o(S,,) € o(S1,...,5m) = F,

Entonces E[E(Sn|Fm)|Sm] = E(Su|Sm).

Pero por otro lado E[E(s,,|.7r,,.)|s,,,] =

E(Sm|Sm) =Sm

Por lo tanto E(SnIS;,.
Asi E(S,) = E(Sm)

También para nn.>

ya que E(S?,,,_,_IS,,) S" entonces E(Sz) E(Sﬁ_,_l) < g, por tanto converge.
Ahora lim _E[(S. —.55)7 [E(S") = E(S” )] = L — L = 0 donde
L = Mm E(S2). ‘ . '

Sea € > 0 y definimos D(e) n U []S,,.,.m — Sl = 5] Y

m~l n=1
we D(e) si ysélosiw € m U [lS,...,m — Sl = e] si y sélo si
mel =l

oo
w € U [lS,H.m — S = e] para todo m € N si y s6lo si paratodo me N y
n=1
algunane€ N IS,H.,,.(w) — Sm(w)l = e
Si hacemos ahora D = | D(¢) entonces D es el conjunto donde la sucesién
>0
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{S, : n € N} no es de Cauchy.
Veremos que P(D) = 0.

Si 0 < € < €2, w € D(e2) entonces para todo m = 1 existe n == 1 tal que
|Sn+m(w) — Sm(w)| = €2 > €1 de aqui que w € D(€1), ‘pqsrlq.kta.nt:q D(e2) ©
Diew). L et

Por lo que bastana ver que P[D(e)] =

0 ara todo e

Sea D, n(€) = [}élléé‘ls’“"‘_ =
o0
n=1 i i

Uns,ff;— Snl = ]

P[Dm.n(e)] =P[1S
R ;k==l

. k
Sea Wi = Smix 4 (St~ Sm) = D (Smas —
S T JF=1
Sm+j—l)' ! :
% ! ! 1 <= )
Por lo tanto P[Dmu(e)] , 26 < 53 E[(Smts — Smas—1)?]
SR Py : Jj=1

pero E(SmlS1, ..., Sm_1):
Luego S, — S;n—1 = Sm —E
E(82) — E(S2,_,) < oo

Smn—1) y ademéds E{(S;n — Sm—-1)3] =

., ZE[(Sm-I-J - m-(-J—l) ]

J=1

= [E(s.i.+,.> - E(s2)].

Se tiene entonces que P[Dm

62 Z [E(Sizn-H) - E(Sm+.i—1)] b

J=1 ’
. 1.
Por 1o tanto P[Dpn(e)] = lim PlDmn(e)] < 5 lim, [E(S3en) — E(s2)]-
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De aqui P[D(e)] = Aim P{D,.(e)] < Jm  lim n o5 [E( ) — E’(Sf,,)]

Asi P(D) =0y {Sn(w):n € N} es de Cauchy c.s.

De este modo {S,(w : 7 € N)} converge.

Consideramos puntugl{nepte el limite de S, esto es, S(w) = "l;u.?o Sn(w) que

es v.a.

Més alin, S, 22 'S

f Mm inf(S, — Sm)?dP <

1im inf / (S — Sm)2dP = "l‘unmE[(S _,,.)2] para todo n > 1.

Por lo tanto lim El(S.—5)?] < nlmgo "len;o E[(Sa—Sm)*] = lim 1lim {E(S2)—
B(S2)} =

Finalmente £(S,) no depende de n y como S, S entonces S converge en
distribucién a S y E[(S. — S)? — 0.

Luego E(S,) — E(S). O

Corolario 2.3.10. Sea {X, : n € N} une sucesidon de v.a. con

E(X |X1,..-.Xn-1) = 0 c.s. para todo n € N.
Si Z E('Y") < 0o entonces i-"—- 0. a

= " TESIS CON
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Demostracién:
t X
Sea Y, = k-§=1 T" entonces E(Y,|Y1,...,Yh_1) =

X, 1
E[Yn-l + T"'I},h cees Yn—l] =Y, + ;E(anxh vees Xna1) = Y51,
Por lo tanto {Y,, : n € N} es ma.rtxngala.. :
Z. E(XE) XXk
2y _ H 3
Luego E(Y?) = gp +2 e
Si suponemos qu 3

ka—l)] =
De este modo E(Y"’) —-";2 E(X") < Z E(‘Y") < o0o.
k=1 : .

Por lo que existe una v.a. Y tal que Y :

Asi )ik =,y como consecuencia del Teorema 2.3. 9,

k=1 :

¥ por el lema (Kronecker) 2.3.6 haciendo ak = %‘tenemos que

. . 5 i
Zka;;:Z_,_Y_,,.:ﬁ .05 O
e n o n N n—oo

Corolario 2.3.11 (Teicher). Sea {X, : n € N} una sucesién de variables
aleatorias independientes con E(Xn) =0 y E(X32) = o2.
Si se cumplen:

2 n—=1
i) Z%nz:oi<oo.

n=2 k=1

ii) Z%’;—»o.

=1 n—oo

o0
iii) E P{|Xn| = an] < oo para alguna sucesion {an : n € N} de nimeros

n=1
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2
reales positivos con E anoq < oo.
=1
S e, "
Entonces —-—— 0.
n
Demostracion: a R
S, Xy + -+ X, 1 2
Notemos que (72'-5) = _1__n_’i) =5 E X2+ - kajx,“
k= J<

X2 si X, < >
Sea Y,, = { n st 1Xal %" entonces ZP[Y # X2 = 3" P(X.| =

0 sino : n=1 n=1
a,] < oo por zzz) s
A‘E:XE z:y 2 "'1 lmit
si 2 =Y > =3 con\erge al mismo limite.
Luego Var(Y:,) = E(Y’)

‘—,Ez(y ) < E(Y"‘) = X3dP < a2 X2dP <

) (|x,.|<an] xﬂxnl<a-1
2 2 a : 2 4 vV 252
a,',/X;dP = a;Var(X,.’)' 20'2 unphca que Z: ar(Y) < Z a;‘g" < oo
; : n=1l n=1

Q
por iif). #
Ahora sea Z, L—%

Y, ¥ Z, son funciones de X,,, donde E(Z,|Z,,...,Z,_,) = E(Z,) = 0 por

independencia.
= 2 — . 2 (Vi — E( co.
Z E(kfk) = Z Va:_EYI‘) < oo y por el Corolario 2.3.10 Z _(_k_nEszk_))___‘ 0.
k=1 =1 k=1
E(Y;
Ademass Z ( ") < z porque E(Y:) = E(XZxucan) < E(XR) =02,
E(Yx) co E(Yi
De este modo 2 Z ( k) 0 pero Z ( “) 0 por iz).
Por lo tanto ZY" . 0. -

n—oa

= TESIS CON
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Hagamos W, = Z:

Jj=2

Notemos que W, es funcién de

Xi,e0o s Xne1, X, L
. . - X;S;- Xn .S',._
E(WalWi,...,.Was) = E[ 3 —f.f—‘+——-l|m,...,w,,_,] ZX:SJ 1,
J=2

i=2

]2

Sp— R R =10 -
%‘-E()\nlxh. .. ). Z —1—% porque

L J=2 7

E(X,) =0.
Por lo tanto E(W,|W;,...

; ACSRN
Mientras que E(IV3) =3 7=

T W) = Wals.
E(‘Yj-s_; 1) +Z E(X;anS;_lsj 1)

5= P Rl
Supongamos. ahora que i< g ‘
E[X:X;5: 15501 = [E[X X; s‘_lsJ_llxl, . .
= E[XiSim18;1 E(X;1 X1, - - ,x,__l)] [x 5,_1s,_1£:(x )]

E[X:Si-18;-1-0] =0..

Asi por independencia °

. F—=1
2
o = E(XISL)  Gn E(XDESL)  En o
EW2 =3 /T = 3 It = 3 T R <
1—2 J J=2 J F=2 7
o; < oo por i).
; Pk

Por el Teorema 2.3.9 W,, converge aXWS{ v por el Lema 2.3.6 de Kronecker

=3 Xgm za]asxz“"‘“ o.

J—-2 J=2
Luego Z X; S’ L=, 0 entonces Z X; S’_l o

n—

=2 Jj=2
1 1
porque j < n, jn < 71.2, T < j5-

— 0,
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n n
Ahora 33" X;Xe =3 _ X;5i-1 = 3_ Xi(X1 + -+ Xj_1).

J<k J=2 J=2
X; X,
Por lo tanto z —;k ~. 0.
J<k nees

S2 X3z X5 X c.a.
Entonces —2 E " “+ 2 E =ik 2, 0 porque ambos términos conver-

2
n k=1 F<k
gen a cero C.s.

Asi —,f =2 Q. :
La igualdad ZZX’ \’L. = ZX S_,_l se cumple porque ZZX,X;‘ =

J<k

‘ -+ XL-—I) = szSk_.l. (]
k=2

Consideremos una sucesién’'de ‘variables aleatorias {X, : n € N}, esta suce-

sién tiene h‘mite'ﬁ}xitg o.infinito siempre y cuando el nimero de oscilaciones
entre dos reales a < b cua.lquxera. es finito.

Dicho de otro modo; para que una sucesién no tenga limite, basta con la
existencia de dos reales 'a < b tal que el nimero de oscilaciones entre ellos
sea infinita.

Tomemos dos niimeros ;éales a < b, para cada w € Q2 , {X.(w) : n € N} es
una sucesién de ndmeros reales.

Definimos: '

Ti(w) = min{n : X,(w) < a} = Primera vez que la sucesién estd por debajo
de a.

T2(w) = min{n : n > Ti(w), X(w) = b} = Primera vez que la sucesién

estd por arriba de b después de estar por debajo de a.

T3(w) = min{n : n > Ta(w), Xn(w) < a}
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Ti(w) = min{n : n > T3(w), X.(w) = b}

Tox—1(w) = min{n : n > Tox_2(w), Xu(w) € a} = La k—ésima vez que la
sucesién estd por debajo de a. )
Tox(w) = min{n : n.> Tgl,_l(w) X"(w) b} = La k—ésima vez que la suce-

sién esta. por ‘arriba’ de b

nj_l.yu'x‘o sea vacio, el T(w) correspondiente es infini-

En el caso en que algunv

to. R N _
Ademds Ty < To < T3 < -+-.

Por otro lado, cada v.a. T, es una variable extendida, con 7T, > s c.s.
se cumpliria la igualdad si en cada paso hay una oscilacién.

Para n 2 1 sea

- méx{s:To, €1 siTa<n
Un(a,b) = { 2, } =
0 si T > n.

U, (a, b) es el niimero de cruces u oscilaciones de a a b.

Notemos que 0 < Un(a, b) < [Z].

nl_x'_ngo Uy(a, b)(w) existe en R", si vale oo entonces la sucesion {X,(w) : n € N}
no tiene limite en los ntix[lé?ros reales.

Veremos que U,(a,b) = Z sIiTy, < Tassa>n] -

Si T2(w) > n entonces Ua:(la, b) = 0 cumpliéndose la igualdad porque todas
las indicadoras del lado derecho valen cero debido a que

[T2s < n,Tog42 > n] = & para todo s = 1.

Supongamos ahora que T2(w) < n.
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Sea r = max{s = 1: Ta,(w) < n} entonces
Un(a,b) = r, Top(w) € n, Tors2(w) > n asi rlim,.gnTorsz>n] = r y también

para todo s # r tenemos que [i1,, <n,Ty,.2>n] = 0.
(3]
De este modo E 81Ty, <0, Tausa>n) = T = Upn(a, b).

s=1 .
0 < Un(a,b) < [g] por lo que U,(a, b) es integrable.
Para j = 2 definimos Y;(w) como
0 si existe s tal que Th,41(w) < § € Tasq2(w)
Yi(w) =
1 en otro caso.

"
0 sila (s + 1)—ésima vez que la sucesién estuvo por debajo de a

es menor que j que a su vez es menor o igual que la
(s + 1)—ésima vez que la sucesién estuvo arriba de

b, para alguna s:2-0.

1 en otro caso.

( 0 si para alguna s = 0, la sucesién estd en una transicién

de por debajo de a a por arriba de b al tiempo j o paso 7.

1 sino.

Veremos que Yz = [ix,>a)-
Si X:1(w) > a entonces Tj(w) 5 1.
Luego T (w) = 2 pero 2 € Th(w) < T2(w) < Tz(w) < --- asi que Ty(w) >

2 para todo ! de aqui que Ya(w) = 1.
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Ahora supongamos que X;(w) < a, entonces 73(w) == 1.

Asi que

1 =T (w) < T2(w) de donde T3 (w) = 2.

Por lo tanto T (w) < 2 € Ta(w) tomando s = 0.Luego Y2(w) = 0.
De este modo Y2 = J[xy>q)-

Ahora mostraremos que para’ j ’> 3 se cumple la igualdad

Y = Iy, _4=0,; 1 2HUlY3 212 1.X, 1 >a) -

Definamos los eventos: Lo e
A=Y =0,X;0, = b, B=[Y;-i=1,X;01>d],

entonces mostraremos que Yj =TI Aus, pero antes explicaremos qué significa
la ocurrencia de A y B.

El evento A ocurre si al tiempo (j — 1) la sucesién esta en una transicién de
a hacia b y ya llegé a b.

El evento B ocurre si al tiempo (j — 1) la sucesién no esta en una transicién
de a hacia b y estd por arriba de a.

Notemos que los eventos A y B son ajenos.

Entonces verificamos a continuacién la igualdad Y; = Iaus donde

A=[Y;.1=0.X;, =2 8. B=[Yjo,=1,X;, >al

1. Supongamos que ocurre A, es decir w € A entonces Y;_;(w) = 0,
X_,-_;(w) 2 b.
Asi existe s € {0,1,2,...} tal que To1(w) < 7 — 1 € Thap2(w) =

min{n : n > T(w)2s+1, X25+2(w) = b} pero
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]

Xijm(w) = b
Luego Toy42(w) <5 — 1.

Por lo tanto Tas+2(w) = j — 1 esto es j esta en la transicién de b hacia

a, por lo que Yj;(w) = 1.

Supongamos que ocurre B, es decir w € B entonces Yii(w) =1,

a pues lb _]Ol‘ que podxa ocurrir es que X;(w) < a esto es j(u) = 1.
Por lo tanto I,“_,g(.u) = 1 implica que Yj(w) = 1. 5
Ahora supongamos que A U B no ocurre y veremos
Supongamos (AU B)¢ = AN B° = {[)’_.,_1 = J
{[Yj—x =0]U[X;u1 < a]} ocurre.
Seaw & {[¥j-1 = 1JU[X;~1 < b]}n{[y_1 = o]u[x,_
{¥i-1@) =16 Xjma(w) < b} y {Vi(w) =06 x,_l(w) <a}.

< a.]} entonces

Si Yj-1(w) = 1 implica que X;_;(w) <€ a.

Entonces, en el tiempo (j — 1) la ‘sucesién estd en una transicién de b
hacia a y acaba de llegar a a.

Luego, en el tiempo j ird de regreso, es decir, la sucesién ira de a hacia
b.

Esto implica que Yj(w) = 0.
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Si Yj_1(w) = 0 entonces X;_;(w) < b.
Luego, en el tiempo (j — 1) la sucesidn estd en una transicién de a hacia
b pero aiin no llega a b pues X;_;(w) < b.
Por lo que, en el _:iempo J seguira en el mismo recorrido.
De este modo 16(%1))“= 0.
Por lo tanto Y = Laia:
Asi que Y; es ;%riébl’e fgléé.toria o(X1,....X;-1) medible.
Un tratamiento difereﬁté de este problema se puede encontrar en Chow y
Teicher (1978). . ‘ '

Lema 2.3.12. Para toda sucesion {X, :in € N}y.‘se cumple que

S YA, = Xao1) + (b — a)Un(a,b) < (Xp —a)F c.s
=2 s : :
Demostracién: :

Hay varios casos:

1. Si Ua(a.b) = 0. entonces Tg>n S

i) Si T = 1 tenemos que ‘Xl‘ < a. luégo Y, =0paras=2,...,n.
n . "
Por 1o tanto 3 _ Ya(X, — X,—1) +(b—a)Un(a, b) =0 < (X, —a)*.

=2

ii) Si 1 <« 7T} < nentonces ¥, = Ocuando s > T1 y Y, = 1 para

S < Tl.
R n Ty
Asique D _ Yi(X. — Xoo1) = D _Yu(X, = Xom1) = X1, —X: <0
=2 g=

porque X1, <ay X > a. 2

De aqui que

n
S Y X.— Xe1) + (b—a)ln(a, b) = Xy — X1 <0 < (Xn—a)*.

=2
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iii) Si 77 > n entonces la sucesién no ha estado por debajo de a.
Tenemos que Y, =1 para s = 2,3,...,n;
asfim(x — Xee)) = Xn = X1 < Xn—a < (Xn—a)* =
ma..\{O Xn — a} porque X,_ > a.
De este modo Z Y. (X, — _1) + (b-—-a)U,.(a, b) < (Xn—a)*t cs.

=2

2. Si Up(a.b) > 0, enconces T-, n a51 qu Tl <Te <

SiTh =21 para todo § tal que Tl <j To se tiene que Y; =0.
Por lo tanto Z Yo( Xy — Xom) = (X—r, —-X1) + Z Yo Xy — X5-1)

a=2 a=Ta+

pero Xy — X1 <0 porque XT‘ a y Xy =X, siT = 1 de otro modo

X, > a.
n n
Luego (X, — X1) + Y Ya(Xa— Xal) € D Yi(Xa— X.a) y2
s=T2+41 s=Ta+1

que si j € T, entonces Y; = 1.

Aqui hay dos posibilidades:

Existe t tal que Ty < 11.< Tpeqe O bien existe ¢/ tal que Tppr < . <
T2e041-

Son ajenos ambos casos.:

Si se da la primer posxblhdad Z Yo(Xs — Xo-1) = ( Xy — X)) + -+ -+

(Xrpey — Nz ) S (@ —b)t = (a — b)Un(a, b).
Asi D Yi(XN, — Xo1) < (a—b)Un(arb).

=2
Por lo que Z Yo( Xy — Xao1) + (b — a)Un(a,b) €0 < (X, —a)*t.
Si se da la sse=g-unda. posibilidad entonces,
n

3 Y Xe— Xom1) = (X7 = X)) + - + (X7, — X1y ,) + (X —
s=T2+1
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Xr,,) € (a=-b)t' + (a— X1,,.) + (Xn — a) € (a —b)t' + (X, —a) porque
(a — X1,,,) <0 debido a que Xp,,, = b > a.

Pero (a - b + (X —a) < (a — bB)U,(a,b) + (Xn —a)™t.

Luego 3 _ Ya(X. — Xao1) + (b — @)Un(a,b) € (Xn—a)*. O

=2
Teorema 2.3.13 (Desigualdad de Cruces de Doob). Sea {X;,...,X,}
una submartingala con respecto a F € Fo € --- € F, © F entonces

E[Un(a,8)] < 32— E{(Xn — a)*).

o —

Demostracién:

Y, definida como antes es F,_.; medible entonces RN
E[YiX.—X.21)] = E[BYuXa—Xe-)IFemsl] = E[YeB(Xe—Xo-)I Fui]] =
E[Y,[E(X,}J—",_l) - ,_1]] = 0 porque E[X,|F,.,] = X,_lg(svubipgrtingala).
Asi 0 < E[Z Yo (X, — -Ya—-x)] < (@ — 8)EUn(a.b)] + E[(Xn — a)*].

De este moci'gz(b )E[D’,i(a.,vb‘)] < E[(Xn—a)*).

Por lo tanto vz FlU.(a,b)] que establece una cota superior

para el niimero ‘promedio de cruces de a hacia b. [

Teorema 2.3.14 (Convergencia de submartingalas). Sea

{Xn,Fn : n € N} una submartingala. Supongamos que limsup E(|X,}) < oco.
o0

Eriste una v.a. X que es o U Fn ) —medible tal que X, == X y ademds
n=1

E(XD < limsup £(|X.]) < oco.

—
Demostracién:

Seana < bcon a,b e Q.
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Definimos D(a, b) = {w : liminf X,(w) < a < b < limsup X, (w)}
Sea D = U D(a,b).

a<h
a.beqQ

Notemos que D es el conjunto en donde la sucesién

{Xn:n € N} no converge, porque una sucesién a, no converge si lim infa, <
limsup a, y por ta.ntdi_i;troducimos en medio dos racionales.

D(a,b) es medible porque D(a,b) = [imsup X, > 5] N [iminf X, < a] y
ademaéds lim inf X,,' ylim sqé X, son v.a.

Veremos que P(D) = ‘
Basta probar que P[D(d, b)] = 0 porque
P(D) < S P[D(a, b))

a.beQ
Sean = 1, U, = Up(a, b) es el niimero de cruces de X;,...,X, de a hacia b.

Entonces {U, : n € N} es una sucesién creciente de v.a. no negativas por
tanto U, converge o diverge a infinito.

Para w €  hacemos U(w) = "l_x_x& U, (w).

Mostraremos que P [{w : U(w) = oo}] = 0 = P[D(a, b)].

"lin;c EU,) = 11’215:13 EU,) < 5 1 p 1ffln_s:p E[(Xn —a)™] por la desigualdad

de cruces de Doob.
1
5 —
ya que 0 < | X, + |a|], X, —a <€ |X.| + |a| entonces méx{0, X, — a} <
1Xn] + [al.
Por lo tanto (X, — a)* < |X.| + |a|.

Asi lim E(U,) < oo, por el Teorema de Convergencia NMonétona U, T U.
n—oo

lim sup E[(Xn — a)*] € —— lim sup E[|Xn| -+ |a])] < oo
a n—oo b A ne—sc

De aqui que £(U) existe, luego U es finita casi seguramente.
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Por lo tanto P[U = oo] = 0 pero D(a,b) € {w : U(w) = oo}.
Entonces P[D(a.b)] € P[{w: U(w) = oo}] = P[U = o0] =0.
De este modo P(D) =0.

Entonces .X,, converge casi seguramente a una v.a. .X.

X, es F,—medible para todo n.2 1 implica que X es o (U .7-',,) —medible.

Ademss por el Lema de Fatou, E(|X]) < E[lun 1nf 1 Xall < lxm 1nf E(X.D) <
limsup E(|X,]) <oco. O
=00
Observaciones:
1. El resultado anterior se cumple si reemplazamos limsup E(|X,.|) < co
n—og

por sup £(|X,i) < oco. En la demostracién se usé que
nzxl
limsup F(}{X,]) < oo en los siguientes pasos:
n—o0
lim E(U,) = limsup E(U,) por monotonia
n—0o0 n—s0
= sup E(Un por monotonia

1
5= g El(Xn — a)*] < g——sup[B( X)) +al].
Otro lugar en donde aparece lim sup E(lX,,l) es:

n-—eo0

Por el Lema de Fatou: E(|X]) < ~E[Ii'r'x_1.ig:xf 1Xal] < h"fn g}f E(X,]) =
sup inf E(]Xk|) < sup E(|X,]) < oo.
nz1 k=2r nl

< sup

Si X, es submartingala entonces —.X,, es supermartingala por tanto el
Teorema es cierto para supermartingalas con la misma hipdétesis, porque
limsup E[| — X,{] = limsup E[|X,|], como una martingala siempre es

submartingala el resultado es cierto para martingalas.

Notar que:
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a) limsup £(].X,]|) < oo si y sélo si limsup £(X;}) < oo.

b) sup E(].Xa!l) < oo si y sélo si sup E(X;}) < oco.

Demostracion: . .
Xl = X+ X7 = X+ X7 + X — X =2X+ (Xt —X7)=
2XF — Xn. ‘ e

martingala tenemos que E(.'( |.7-',,_1)
E(Xn) Z E(Xn1) = --- E(Xx)

Mientras que por otro lado
| Xn]l = X1 +X,7 con X"' 2
Entonces X < .\nl asi E(X'"") E(lX,.I) por lo que hm sup E(XH <
hmsup E(}]Xn |)

Por otro lado, si lun sup E(I)( ) < oc entonces hm sup E(X}) < oco.

Lo mismo ocurre con supremo en vez de limite supenor

También notemos que como {X, :n € N} es submartingala,

{X;} : n € N} también lo es. porque h(z) = x+ es convexa y E[X}|F,1] =
Eh(X ) Fn-1] = R{E(Xn|Fno1)) = E(XnlFa-1)* = X1, luego

B(X3) = E(XE)-

Por lo tanto {£(X}) : n € N} es una sucesién creciente.
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Entonces limsup E(X}) =oc & lunsup E(X}F)=c< oco.

n—sc
4. La condicién limsup E(XF) < oo 6 sup E(X;}) < oo no es suficiente
para asegurar q':;xXn—“-‘» X.
Si tomamos Z;, Z2,... una sucesién de variables aleatorias i.i.d. tal que
Pl[Z,=0]=4L1= P[Z = 2] y deﬁnzmos Xn = HZ" tenemos que X,

:.._1) S E(XalZ1, o1 Zamr) =

eso(Zy. -, ,.) medxbley E(X,,|.Y1,
E(Zl R Zn—IZn.IZh ’
—= Z1

Ademsés ]X,.[ 'm sup E(](Yn]) = limsup E(X,) =
. n-e00 n—oo

1 < oo.

Luego por el Teorema 'éxiste X v.a. tal que X, == X donde
X =0c.s. '

Pues P[X, # 0] = (1/2)" — 0 luego E[| X, — X|] = E[|Xal] =120,

ne—oo

es decir, £(X,) — E(X) de donde convergencia casi segura no implica
convergencia en L.

Por lo tanto {X;,X2,.-.,X} no es submartingala ya que
E(X|X1,--.,Xn) = E(Q)X)1,...,X,) =0% X, cs.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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5.

Toda submartingala uniformemente acotada (o supermartingala) con-
verge casi seguramente.

Esto es, {X, : n € N} tal que E(X,|Fn-1) = Xn-1 c.s. en donde ex-
iste Af = 0 tal que |X,] < M para todo n € N converge c.s. porque
E(|Xa]) <

también vale para supermartingalas.

M asi limsup E(|X,]) € M < oo y por la observacién 2)

Ahora si tenemos una martingala no negativa entonces converge c.s. ya
que lfm sup E(|X,]) = limsup E(X,) = E(X1) < oo.

De hecho si X, es supermartingala no negé.tiva tenemos que

limsup E(|.X,]) = Umsup E(X,) < E(X,) < oo pues E(X,|Fn-1) <
X1 entonces E(X,;) < E(Xpo1) < -+ € E(X,) < oo.

También si X, es submartingala no negativa tenemos, lim sup E£(|X,]) =
limsup E(—Xn) € —E(X1) < oo debido a que E(XnlFn1) = Xn-1
luego £(X,n) = E(NXN,—1) 2 --- 2 E(X,).

Asi — E(Xn) < —E(X1):. '
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2.4. Integrabilidad Uniforme

Definicién 2.4.1. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, {X, : t € T}
una familia de variables aleatorias sobre (2, F, P) tal que £(]X,|) < oo para
todo t € T, es uniformemente integrable con respecto a P si:
sup | XeldP — O
teT a—oc -
[ Xel2a] . y

Ejemplo 2.4.2. Sea {X, : n € N} tal que X, ~ N(0,7?), esto es, E(X,) = 0

X o
¥y T" ~ N(0, 1}, entonces si a >

(XaldP > [

(1Xnizal 11Xl

a{l — P(—a < Xn s

afim(o(2) -6 ()] =2l (2

donde ¢(z) = PIY < z] hqbn’Y;*-‘ N(O, 1)‘; 4,
3 ey L a 1

Luego sug / | XnldP = 20?::.5 1 — 9 (;)] = 2all — 5] = a.

&>
" uxtzal
Por lo tanto sup [ | Xn|dP = a entonces
neN[|Xa)2a)

lim sup f [XqldP = lim a# O.

2T nEN(IXn) 2a] e

De este modo {X, : n € N} no es uniformemente integrable.

Ejemplo 2.4.3. Sea {X, : n € N} tal que X,, ~ N(0,%) por lo que Y, =

vnX, ~ N(0.1), entonces sia >0

1 1

| XpldP = ﬁ j | YoldP = 7_’-; f[!ﬁ,ldP — / |Y|dP
(1 Xn]22a] [IYnl2avm) 2 [IYnl2avn)]
Calcularemos cada uno de los dos términos:
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D [ivalar,

«
y
ii) |YaldP.

I¥nl<avm]

2 1 7 1 | 2
YaldP = ~%g =——/ -‘5’-d——/ S dy =
b [ : 5 vt [veta
—o0

Asi / | XnldP = —= {\/i— J— 1—e” ng“ } "7'2—7‘_e_“‘z‘3

[1-Xxl2a)
Luego sup / | X n|dP = sup ‘/ —e 292 % 0.
neN neN a—oo
[1Xn|22a)

Por lo tanto {X, : n € N} es uniformemente integrable. i

i 2" con probabilidad (1)”
Ejemplo 2.4.4. Si X,, = entonces
O con probabilidad 1 — (3)"

seaa>0:
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f odpP sia> 2"
| XnldP = f XnpdpP = { Xn3a) .
2ndP =2". ()" =1 siag 2"
{I Xnl|Za) [Xn=a] [_\,':I; al (2)
Entonces sup / | X, |dP = 1- 0.
neN a—on
[I1Xal32al

Por lo tanto {X,, : n € N} no es uniformemente integrable. 8

Proposicién 2.4.5. Sea {X, : t € T} uniformemente integrable, entonces
se cumplen:

a) sup E(|X:|) < oco.
teT

5) sup P[|X;| 2 a] — 0.
teT

c) he : F — R tal que h,(F) = /.IXg{dP es uniformemente absoluta-

E
mente continua, esto es, para todo € > O existe §(¢) > O tal que si
P(FE) < & entonces h,(E) < € para todat € T.

Ademds si se cumple a) y c) 6 b) y c) entonces { X, : t € T} es uniformemente
integrable.

Demostracion:

a) Como lim sup | Xeld P
aA—30 T
[1X¢|2al
sup / | X |dP < 1, luego
teT

l1X:]2a0)

= 0 entonces existe ag > 0 tal que
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b)

<)

E(X.)) = f (XdaP+ [ 1XdP < aPlIXil < aol+1 < ao+1.

I Xel<ao] [[X:lzao]
Por lo tanto sup E(|X:|) € ap+1 < oo
T

Por a) tenemos que paratodot € T ya >0
o > ¢ = supE(XD) > E1Xe) = [ iXlap+ | XeldP >
[1Xel<a] {IXCe | =al
| X |dP = aP[|X,| = a].

1 Xeizzal <
Asi que P[|X,| = a] < Py 0.

a—eon

Notemos que esta prueba equivale a a) implica b).

Sea E € F, entonces para todo a > 0 y para todo t'€ T tenemos que
/ (X |dP = / | X ldP + / | X, |dP.
E

- EN[|X¢lza) EN|| X }<a)
Para ¢ > 0 elegimos ao > 0 tal que | XeldP < -g- paratodo t € T
{IX¢izao)
luego / [ XldP < f | X |ldP + /aodP,
E [IXel2ao) E

porque EN[|X,| = ao] S [|X:| Z a0l y EN[|X:] <ad] € E,

asi / |XeldP < f IX.|dP + aodP(E) < § + aoP(E).
E {I X¢e| a0}

Por lo que si P(F) < == se cumple
2ao
€ € € €
/IXgIdP< §+¢102—a°~ —§+§—E.
E

Ahora veremos que b) y c) implican integrabilidad uniforme y como a)
implica b) entonces a) y ¢) automaticamente implicardn integrabilidad

uniforme.

TESIE CON
FALLA DE ORIGEN
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Sea ¢ > 0, por c) existe § > O tal que si P(F) < § entonces

/ | Xe|dP < € para todo t € T'.

E

Ahora por b) para § > 0 existe ap > O tal que para todo a = ao,

Pl X:| = a] < &.
Sea £ = [|X:| = alcon a = as, P(F) <.

Entonces | X¢|[dP < € para todo t € T
(i Xel=al
Por lo tanto lim sup / | XeldP =0. O
a—o0 teT"
[IX¢lza)

El resultado anterior y los siguientes sirven para verificar integrabilidad uni-
forme.

Corolario 2.4.6. i) Sea | X,| € Y c.s. para todo t € T, con E(Y) < oo

entonces {X, : t € T'} es uniformemente integrable.

ii) Si T es finito y E(]X.|) < oo para todo t € T entonces {X,:t€ T} es

uniformemente integrable.

Demostracion:

i) Como |X:| < Y entonces E(|X:|) < E(Y) < oo paratodoteT.
Por lo tanto sup E(|X;|) < oc.
eeT
Asi que a) del resultado anterior se cumple.

Luego si E € F, AN(F) = /YdP — 0 si P(E) — O por Radon-

E
Nikodym debido a que E(Y) < oo.
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Por lo que 0 / | Xe|dP < deP -—— 0si P(F) — 0.
E E
De este modo c) del resultado anterior se cumple.
Y como a),c) implican integrabilidad uniforme entonces {X, : t € T}
es uniformemente integrable (u.i.).

ii) Sea T finito y E(|X:|) < co para todo t € T

Tomamos Y = Z | X¢| entonces | X | < Y paratodoto € T y E(Y) =
teT

E E(1X,|) < ooy por i) {X;::t € T} es uniformemente integrable. O

teT

Corolario 2.4.7. Si {X,:t € T} y {Y::t € T} son u.i. entonces
{(Xe+Y::t€eT}y{Xe—Y:.:t €T} son u.i.

Demostracién:

E(X, + Y:) = E(X,) + E(Y;) < oo,
v E(X: — Y:) = E(X:) — E(Y:) < oo.
También
1 Xe £ Y] < |X| + Y2
luego sup E(X: = Y;) < sup £(|X.|) + sup E(|Y¥:]) < oo.
eeT teT teT
Por lo tanto a) se cumple.
Si hacemos h(E) = / IX:|dP y g(E) = /mmp,
E E
entonces L(E) = /|x. +Y|dP < / | X |dP + / IYildP = h(E) + 9(E).
E E E
Sea € > 0, existen &; > 0y §2 > 0 tales que si P(F) < &, entonces h(FE) < ¢/2
3 CON
ORIGEN
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v si P(FE) < &2 entonces g(F) < /2.
Haciendo § = min{é, §2} sucede que cuando P(F) < § tenemos que h(E) <
/2, g(E) < €/2 y por tanto _/ X = YildP < h(E) +9(E) < 5 + 5 =«.

E
De este modo c¢) se cumple, ahora a) y ¢) implican u.i. O

Proposicién 2.4.8. Sea {X, : n € N} una sucesion de variables aleatorias

tales que X, £+ X.

1. Si{X,:n € N} es u.i. entonces E(|X|) < oo y adernds Xn'ﬁg
2, 8Si E(|X,]) < oo paratodon =1, E(|JX|) < ooy X,."i—;o X entonces
{Xn:n € N} es u.i.

Demostracién:

1. Sea {X, : n € N} u.i. entonces sup E(|X,]) < oo por a) de la proposi-
neN

cién 2.4.5.
Como X, £— X existe una subsucesién {Xp,,

—o

k € N} tal que
Xn, 22 X.

Asi, | X| = "lix.xcl° [ Xnnl = lf‘xgx_l-iax.}f [ X nle

Aplicando esperanzas

E(X)) = £ [liminf | Xn,]] < iminf B(Xn) < sup E(Xn]) <

sup £(|X,|]) < oo por el Lema de Fatou y porque el supremo de un
neN

subconjunto es menor o igual que el supremo del conjunto.

Por lo tanto E(]X]) < oco.
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Sdélo falta ver que X,‘"f_—;» X.
Sea € > 0 entonces E(| X, — Xl) = / I(X,.'—- X|dP =
A

[ Xn — X|dP + X — X)AP < eP[)Xn — X| < €] +
12" <d] UXaXI3e

X — X|dP < € + sup- E |Xn — X|dP pero como
(1 Xn—XI2e] PN X 1]

| X — X} < | Xn] + |X],

tenemos que

E(1Xn — X|) < e+ sup | XnldP + / X, — X|dP.
P X X2 1K= Xl<e]

Como X, —— X entonces P[|X, — X| = ¢ 7= 0.

Ahora sea ng € N tal que paratodon =2 no P[|IXn — X| 2 €] <dy

por ¢) de la proposicién 2.4.6 sup / | XnldP < €.
neN
€ [1Xn—X|2¢)
Tomemos a su vez n; € N tal que para toda n > n,, P[|X, — X| =

€] < &, implica que | XnldP < €.

(1 Xn —X|2e]
Asi si n 2 max{ne, n1} se cumple que E(|X, — X|) < e+ € + € = 3e.

Por lo tanto X. 2 X.

n—oo

Notemos que E(].X,, — X|) < oo para todo n € N porque | X, — X| <
|X.l +|X]| ¥ entonces E(|X, — X|) € E(|X,]|) + £(|X]) < oo.

Como X,._\—f_‘;y X existe NV € N tal que para todo n =2 N

E(|Xn — X])< 1.

Sea L = max{EF(|Xx — X|):k=1,..., N -1} < oco.

Asi ilexgE(IX,. — X|) € mdx{L, 1} < oco.
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Por lo tanto vale a) de la proposicién 2.4.5 para {(X, — X) : n € N}.
Ahora verificamos c¢) del mismo resultado con la misma sucesién.
Como X, £ X entonces E(|X, — X|) 7= 0.

Por lo que si € > O existe ng = ng(e¢) € N tal que para todo n = ng y

a>0

| Xa — X|dP < /lX.. — X|dP = E(| X, — X|) <e.
1 Xn—X{Za) Q
Consideremos ahora nimeros ai,...,ay,—1 tales que

| Xe — X|dP <€, k= 1,...,n9 — 1 esto es posible debido a
(I Xx—X|2ax]
que Yi = | X, — X| es integrable y ademas / YidP < €.

[Yi=ax]
Sea a = mdx{a,,az,...,an,—1} asi para todo j se cumple

| X; — X|dP < €.

(1X;—X}3za]
Luego {X,, — X : n € N} es u.i. pero {X : n € N} es u.i,,

por lo que {(Xn — X) + X : n € N} es u.i.
De donde {X,, : n € N} es u.i. a3

Proposicién 2.4.9. Sea ¢ = 0 una funcion Borel medible definida en [0, co)
¢ elr) —
al que == o0
Sea {X. : t € T} una familia de variables aleatorias con E(|X,|) < oo para
toda t € T tal que su_l;?E'[w(|X¢|)] < oo.

e

Entonces {X, : t € T} es u.i. (Es otro criterio para verificar u.i.)
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Demostracién:
Sea .V = 1 entonces existe ao > 0 tal que (p;z) =N
para todo T = ao.

Luego (| X.]) = N|[X,] > O es decir | X,| < w

Por lo que (xidaP < [ eixdar < 5 [ o(XD)aP porque
[1Xe]Zaa] [[Xe)=2a0] Q

e = 0.

1 1
Por lo tanto 1XeldP < I—V-E[q:(lxg])] < + sup Elp(lXeD]).

teT
([ Xel2ao)

Notemos que se pide que  sea Borel medible para que (]X,|) sea variable
aleatoria.
Por lo tanto | XeldP < — sup Elp(lX:D).

N
[1Xe)2a0]

) —s
Si hacemos tender ag a infinito entonces N —— oo porque NV < (p( )

z

Asf lim sup f | Xe|dP < Am %stgg E[o(]X)] =0,

porque sup é:’[(;?rxgl)] < oo.

De donde hm s:p | X¢|dP = 0 implica que {X, : t € T} es u.i. O
[1.X¢)2a]

Corolario 2.4.10. Sea { X, : n € N} sucesidn de variables aleatorias tal que

.:‘Exg E(jXnl?) < oo para p > 1. Entonces {X, : n € N} es u.i.

Demostracién:

_ @) _
Sea () = |z|P entonces :li'n;lo - = zl_x_.rgg
sup E[@(|Xa|)] = sup E[| X.[?] < co.
neN neN

Si X, € L” entonces X,, € L! porque L, € L) cuando 1 < p.

= oo pues p > 1.

|z{?
x

Por lo tanto E(|X,|) < oo para todon € N.
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Por la proposicién 2.4.9 {X, : n € N} es u.i.
Notar que este resultado vale con T cualquiera en vez de N, es decir,

{X¢:teT}esui. O

Teorema 2.4.11. Sea {X,,F, : n € N} una submartingala u.i.. Eziste
una v.a. X con E(|X]|) < oo tal que X,,"%- X y Xn *2> X. Ademds

{X1,X2,...,X)} es submartingala y en particular si {X,,F, : n € N} es
martingala entonces {X,,Xa,...,X} es martingala.
Demostracién:

Como {X, : n € N} es u.i. entonces sup F(]X,|) < oo o equivalentemente
limsup £(] Xn]) < oco. ney

n—oo
Por el Teorema de Convergencia de Submartingalas existe una v.a. X con
E(|X]) < oo tal que X,, —= X.
Como convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad tenemos
que
Xn 2o X.
Y por la proposicién 2.4.8 X2~ X es decir E(|X, — X|) — 0.
Sean m € N y E € F,,, entonces por la propc=icién 2.1.8 la sucesién

{fX..dP tn € N} es creciente para n = m.
E
También 0 < I/X,,dp—/XdPI = |f(xn —X)dPI < le.. — X|dP <
E o E E

/ |Xn — X|dP = E(|Xn — X[|) — 0 porque Xn s X.
Q

r

Por lo tanto /X,.dP frymnd /XdP para todo E € F,,, sim < n.
E E
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Se sigue que para cada E € F,, y m < n por ser sucesidn creciente

/deP < /X,,dP < fXdP == fE(XI]-‘,,,)dP la iiltima igualdad es por

E
definicién de esperanza condicional por lo que X,, < FE(X|Fn.,) c.s.

Si existiera A € F, tal que E(X|Fn)(w) < Xm(w) conw € Ay P(A) >0
entonces /E()(LF,,.)dP < /J( daP

La conclusxon por tanto es que {Xi, X2,...,X} es submartingala. O

Corolario 2.4.12. Sea {X,,F, : n € N} martingala o submartingala no
negativa con

sup £(|X,.|?) < co para alguna p > 1. Entonces X, converge casi seguramente
neN

y en LP a una v.a. X con E(]JX|?P) < co.

Demostraciéon:

Por el Corolario 2.4.10, {X,, : n € N} es uniformemente integrable.

Por el Teorema 2.4.11 X, == X y X, £ x.

Ademas { X, X,,..., X} esmartingala y E(|X|?) < co implica que {{X.|?, Fn}
es submartingala no negativa.

El hecho de que E(|X|?) < oo no es inmediato, veamos

X, 2. X entonces X? ZZo XP asi existe A € F con P(A) = 1 tal que

n—oo .

XE(w) == XP(w) para todo w € A.

Luego si € > 0 existe NV € N tal que | X2(w) — XP(w)| < € para todon = N.

Asi que / |XP — XP|dP = f]x,': — XPldP + /1x:: — XP|dP = /|x,r; -
Q a Ac A

XP|dP < /edP = eP(A) =e.
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Entonces f |X? — XP|dP == 0.

Por lo quenE[|X” XP|]"=== 0.

Pero por otro lado | X?| = |X"—X"’+X"| IX”—X"I-i- IX”I.
Asi que E(IX?]) < B(XZ|) + BE(1X2.~ ,X“l) o

Luego E(1X|) < sup E(|XZ)) +supE(|X’ X)) < co.

De este modo E([X[”) < oo.

Por otro lado por la desxguald.ad de Markov P{|X,| =2 a] < E@ <
EGXD) — .
a
Entonces sup / | XalPdP a== O.
neN
(IXn]z2a]

Asi {|X,|? : n € N} es u.i. y usando un argumento similar al de la proposi-
cién 2.4.8 obtenemos que X, £ X. O
El siguiente resultado es el Teorema de Continuidad de Levy para esperanzas

condicionales.

Teorema 2.4.13. Sea X en (2, F, P) una variable aleatoria tal que E(| X|) < oo

y {Fn : n € N} una sucesion de sub o—dlgebras de F.

a) Si F € Fo € -+ Sea G = a(U F. | entonces E(XIJ-')‘"'__::
E(X|G).
b) SiF1 2DF22 - SeaG = [ | Fu # & entonces E(X|F,) =+ E(X|G).
n=1
Demostracion:
sie( Y f") = F entonces E(X|G) = E(X|F) =

n=1
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a) Sea X, = E(X|F,)n=1,2,..
Como E(}]X|) < oo entonces
{X. : n € N} es martingala por la proposicién 2.1.8.
Veremos que {X, : n € N} es u.i.
Sea a > 0 entonces P[|X,| = a] = P[|E(X]|F,)| =2 a] pero tenemos por
otro lado que a |E(X|.7-',,)| E[]X”.F,,]

Asi
[[B(X|F) = a] & [E(IX”-'Fn) al. .
De este modo P[|X,| > > a.] P[|E(X|.7-',.)| < P[|IE(X||F) =a] <

E (BEGXIIFD) _ EUXD
a
Por lo tanto P[|X,,| =2 a] <

, la dltima desigualdad es por Markov.
EUXD

a
E(XD —,
XD =

Entonces sup P[|X,.| 2 a] < 0.

Por lo que"esNe satisface b) de la proposicién 2.4.5

Ahora veremos que se cumple c¢) de la proposicién 2.4.5 y sabemos que
b) y ¢) implican u.i.

Sea € > 0 como la funcién h : F — R tal que h(FE) = /IXIdP << P

E
(es absolutamente continua con respecto a P) yaque si € > 0, existe § > 0
tal que si P(F) < & entonces h(E) = / | X|dP < €.
E
Para tal § > O existe ap = ag(d) que cumple con que para todo a = ag

y para todon = 1,
P(Xa 2 a) < ZEXD o5

TESIS CON
Fisl, 1 D ORIGEN
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Ahora IXnldP = / |E(X|Fu)|dP < / E(X||F.)dP =

[1Xn)2a) 1 Xnizal [[Xn|2a)

| X|dP esta iltima igualdad es por la definicién de esperanza
(IXnlza]
condicional.
De aqui | XnldP < A([|Xnl 2 a]) < esia = ag.

[1Xnl22a) .
Entonces sup | Xn|ldP < € si a 2 ag.
"N X2l

Por lo tanto ¢) de la proposicién 2.4.5 se cumple.

Asi {X,, : n € N} es u.i.

Por el Teorema 2.4.11 existe una v.a. X tal que E(|X|) < oo y
Xn = E(X|F,) £ Xoo

Xn = E(X|Fn) == Xoo.

o0
Sélo nos falta mostrar que Xoo = E(X|G) cs. donde G = o (U .7-',,) .
n=1

o0

Sea E € U Fn entonces existe ng = 1l tal que £ € F,y, © Fpg+1 S - -+
n=1

es decir E € F,, para todo n = ng.

Para cada n = 1 si X,, = E(X|F,) entonces

/deP—E/E(Xlg)dP =

E

f,YmdP - /x,.dp +/x,.dP - /E(X[g)dP
E E E E

P[x,.auv - E/E(xlg)dp Ef(xm — X,.)dP

< -+

medP—/X,.dP
E E

+' !‘ XndP — Z’ E(X|G)apP| <
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/|x, — X.|dP +

/x,,dp— /E(Xlg)dP < /lx,, — X, |dP +
E E «Q

’/x dP — /E’(X!g)dP'
porque | X, — X, =20y EC Q.
Pero para n = no tenemos que

/X dP = /E’(X]]—',. = /XdP por definicién de esperanza condi-
E

cxonal
Y /‘YdP = /E(X{g)dP porque E € G,
E

entonces /le — X, |dP +

E/X,.dP—Ef'E'(Xlg)'dP =

f [Xeo — XnldP + l/(x,, — E(XI|G)) dP| =
2 E

E(| X — Xal) + n — E(X|G)dP)| :=2 0.

Por lo tanto '/deP—/E(Xlg)dP = 0.

De aqui /xmdp /E(Xlg)dP para todo E € | J Fa.

n=1

Pero como G = ( si'A € G tomamos A, T A tal que

A, € U Fn. que es un dlgebra, por Teorema de extensién se cumple
n=1

/x,,dp = /E(Xlg)dP para A € G.
A A

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Por lo tanto Xe = E(X|G) c.s.

by A 2F22--- }'G=ﬁ-7"n#z-
Si X = E(X|Fa) entonces Xn es Fn—medible.
Luego )
E(X | Frsis Farz,---) = B [E(X|Fn)|Fatr1, Fatzr---]
= E [E(X|Fn)|Fnr1] porque o(Fni1 U Fnyz U...) = Fnyy ya que
Far1 D Faga D -+
Como F,; D Fn41 entonces E [E(X|F,)|Fnv1] = E(X|Fns1) = Xnia.
Por lo tanto E(X,|Frni1, Frne2s--.) = Xny1, €sto es, {X,,F, : n € N}
es martingala reversa.
De la misma manera se prueban b) y ¢) de la proposicién 2.4.5.

De este modo existe una v.a. X tal que E(jXx|) < co

con
X = E(X[f'“)':; Xoo
Yy Xn = E(X|F,) = Xc;
Por iiltimo veremos que X, = E(X|G) con G = n Fn % 3.
n=1

o0
Sea E€ G = n F. entonces £ € F, paratodon € N.

n=1

/Xde~/E(,Y|g)dP < f[x,‘,—x,.|dp+ E/(x,. — E(X|G))dP| === 0

n—oo

pues X, £+ Xo y también /X,..dP = /E(XLF,.)dP = fXdP =
E B

fE(X[g)dP yaque E€G.
E

TRSTS CON
L4 U ORIGEN
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Por lo tanto /deP = / E(X|G)dP paracada E€ (e, Fan=0G.
E
Asi X, = E(X]G). O

Corolario 2.4.14. {X,,F, : n € N} es martingala u.i. si y sélo si existe
una v.a. X con E(|X]|) < oo tal que X, = E(X|F,,) c¢.s. n=1,2,... En este
o

caso Xn 2L F(X|G) con G =o U'F"

nTe na=1
Demostracion:
Si X es una v.a. con E(]X|) < o0 y X, = E(X|F,) entonces
{Xn:n& N} es martingala por la proposicién 2.1.8.

Es decir
{Xan :n &€ N}es maréin
Xn T2 BE(XI|G) y Xn 2

—

o1 t’:l’ Teorema 2.4.13 se tiene que

con'G = o (U Fn
- 1
n € N} es martingala uniformemente in-

Ahora supongamos que {X,,, ;
tegrable entonces por el Teorefna. 2.4.11 existe una v.a. X con E(]X]|) < oo
tal que X,, =% X y )(,,'I - X.

Ademas {X;,X>2,...,X} es martingala u.i. entonces E(X|F,) = X,,. O

Corolario 2.4.15. La sucesidon {X, : n € N} es martingala reversa si y sélo
s
E(XnlXntis Xntkals -+ - s Xntk+m) = Xn+sk C.3. para todas n,m,k € N.

Demostracion:
Sea {X, : n € N} martingala reversa.
Por definicién

E(dvnlxn-o-ln Xovkt1s-- -) = “Xn4k C.S.
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Luego E [E(‘Ynlxn-f-k! Xontkilse--) lxn+l¢v Xﬁ;—k+11 “ess Xn+k+m] =

E(X,,+k|X,.+k, Xopikals e o s Xniktm) que es Ita de aplxcar esperanzas condi-

cionales con respecto al a—algebra a(X ’7,....“.1, ooy Xntktm).
Pero, por un lado E [E(Xa|Xn+k, Xnik )']k,‘,#,. vy Xnhpm] =
E(Xn| Xniks Xnstals - ,x,.,;,,+,,’,j debido'a que *
Yo

Mientras que por otro lado E(X,..‘_kIX,,...;,,X,,.,.;;l, ety Xntk+m) = Xnyi asi
B(Xnl Xt Xnticrs - -+ Xnasebm) = Xnik €5,

Para la otra implicacion si E(X.|Xn4ks -:+y Xntrk+m) = Xnix C.S., €ntonces

I Xntks- -+ Xnikem) E U'(Xn+ln Xninins

por el Teorema 2.4.13 se tiene que
"{f_x‘nw E(X,,IX,,.H‘, — vXn+k+m) = E(X,.IX,H,.;,, X,,+k+1, .o .) = Xn+k C.S.
Por lo tanto {X, : n € N} es martingala reversa.

Notemos que la ditima igualdad se obtendria ma&s claramente si definimos

Fo= 0'(4 n+k)7 F = U(Xn+k1 Xn+k+l), ERER]

Fn = O'(Xn+l¢.Xn+k+lv---an+k+m)v FoSE F1 S F2E---C Fmyporel
Teorema 2.4.13 E(X,|F) 22— E(X,|F),
donde
o0
U Fmn U o (Xniks--- Xn+k+m)> = 0(Xnskr Xntk+1r---)-

Existen mulnples aplxcacxones de la Teoria de Martingalas en diversos cam-
pos y problemas de probabilidad, a continuacién estudiaremos una Ley Fuerte

para v.a.i.i.d. y una Ley O — 1.

Proposiciéon 2.4.16 (Ley 0-1). El o—dlgebra cola de una sucesion
{X,: n € N} de v.a.i. definidas en (2, F, P) es el o—dlgebra trivial {2, Q}.
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Demostracién:

Por definicién el o—dlgebra cola es 7 = ﬁ(. n+1, Xn42,-..) €ntonces pro-
baremos que T = {&,NQ}. n=e

Una contencién ya esta dada, por lo que comprobaremos sélo la otra con-
tencién.

Sea A € 7T entonces A € o(Xn+1,Xn+2,...) paratodon = O.Luego la y
(X1,...,X,) son independientes para todo n 2> 1 porque o(Xn+1, Xn42,---)
y o(X1,...,X,) son independientes. Asi para todo n tenemos que E([4) =
E(Iq| Xy, ...,Xp) = E(IalF,) donde F,, = o(X),...,Xn).

Como E(|14]) = P(A) < oo ocurre por el Teorema. 2.4.13 que

so

E(IA|Fn) & E(Ia|G) donde G =0 (U .r,,) = (X1, X2,...).
=1

Pero I, es o(X,, X2, ...) medible porq';.xe A€ o(X,,Xa2,...).

Por tanto E(La| Xy, Xa,...) = 1,4.

De este modo E([.4) =2+ I, por lo que

E(I4) =14.

1 siweAd

0 siwegad

Se debe cumplir por tanto que /,4 es constante.

Asi P(A) = I4 pero [ (w) = {

Entonces A = @ 6 A =Q.0

Proposicién 2.4.17 (Ley Fuerte). Sea {X, : n € N} una sucesion de
n

Shn ce.
v.a.i.i.d. con £(X,) =p para todon € N, §, = E X entonces Tﬂ o2} .
k=1
Demostracion:
sn

Se sabe que E(X|Sn, Snt1y...) = E(X11Sn) = " c.s.
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Si T es el o—4lgebra cola de {S,, : » € N} entonces por el Teorema 2.4.13

tenemos
Sn ca. =
E(X1|Sn, Sav1,-..) = 22 =8 B(X4|7) ya que T = () 0(Sn, Snats- - 2)-
n=1

.S <. .
Pero lm —n'—'- es una funcién cola ya que es T—medible.
n—oo :

Por lo tanto lim Sn es constante c.s.
N0 T
Asi E(X|7T) es constante.
Digamos que E(X,|T) = c asi
E (E(X,.|T)) = E(c) =c.
Luego E£(X;) = c implica ¢ = u.
Shocm Ll

De este modo - — . O3

Proposicién 2.4.18. Sean X, X,;,X2,... variables aleatorias definidas en

(R, F, P) tal que E(|X|) < co entonces E(X|X,,...,Xn) ﬁ‘f_—:} E(X[|Xy, X2,...).

Si para algin p > 1, E(|X|P) < co entonces

E(X|X1,..., Xn)ﬁ“%? E(X|X1, X2,.-.). En particular si X es o(X1,X2,...)—medible
entonces E(X1X;,,X2,...) =X c.s.

Demostracion:

Definimos Y, = E(X|X),...,. X)) n=1,2,...
oc

Si Fn = o(X1,...,X5) entonces F, 1 G =0 (U r,.) = (X1, Xz,...).
n=1

Y, "2 E(X|G) = E(X|X1, Xz,...) por el Teorema 2.4.13.
Ah;::supongamos que para algin p > 1, E(|X|P) < oo.

Como {Y,,F, :n € N } es martingala debido a que

E(Ypl|Fao1) = E[E(X|X,, ..., Xa)|[Faoi] = E(X|Faa) = Yo (Faaa C

TESIS CON
FALLZL DE ORIGEN
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F,) tenemos que {|Y,|P, F, : n € N} es submartingala no negativa.
Debemos verificar que E(|Y,[P) < oco.

E(IYalP) = EE(XIX,...,Xa)lF] < E[E[X|P|X1,...,X,]] por desigual-
dad de Jensen ya que h(z) = |z|P es convexa.

Por lo tanto E[|Y,|P] < E(|X]|?) < oo por hipétesis.

Asi {|Y,|P, Fn : n € N} es submartingala no negativa y por el Corolario 2.4.12
tenemos que Y, cmall E(X|X,X2,...). O

" noo

Corolario 2.4.19 (Ley 0-1 extendida). Sea £ € o(X, X2,...).

La sucesidn de probabilidades condicionales P(F|X,,...,Xn) 22 Ig.

ne—oo

Demostracion:

Sea X = Ig por la proposicién 2.4.18,

P(E|X1, ..., Xn) = E(Ie| X1, ..., Xn) = B(X[X1,. .., X,) <= E(X|X1, Xo, ...

E(Ilg}X1,Xa2,...) =1g.
Notemos que E(!X]|) = P(F) < oo y que Ig es o(X1,X2,...) medible. O

Proposicién 2.4.20. Sean {X, : n € N} una sucesion de v.a. ¢.s. no nega-
tivas y uniformemente acotadas sobre (2, F, P), {F, : n € N} una sucesién
creciente d;z sub o‘—cil)gebras de F tal que X, es Fp,—medible para todon & N
entonces Z‘ n Y Z E(X,|Fn_1) ambas convergen o divergen casi segura-

n=1 n=1
mente. Fp = {2, N}.

Demostracion:
Sean Yf, = Xy — E(Xg|Fik—1) para k = 1.
Sp = Z Y} entonces

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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E(Yi) = E(Xi) — E(Xx) =0y E(S.) =3 _ E(Y:)=0.
k=1

Por otro lado E(S,|Fn_1) = [Z Yi| Facr ] =3 BE(YilFnr) =

Z B [(Xi — B(XulFr1))|Fror] = Z:{E(xklr-,._x)—s [E(XilFr1)|Fn-1]} =

k=l k=1
Z{E(Xklfn—x) — E(Xklfk 1)} porque Fpy € Fp-y parak =1,2,...,n.
Y como X, Xo,. .0 ,X,,_1 son Fn—1 medibles tenemos que
" n
E(SalFn-1) =3 :E(xklf —1) = D E(XilFi-1) = (X1 + -+ + Xno1) +

k=1 . . k=1
N n—1

E(Xa|Fnm) = [E(Xxl}'o) + e B( Xl Fast)] = D_( Xk — B(XklFi)) =
k=1
n—1

Zn— w1

Por lo que {S,,F,, : n € N} es martingala. por el Teorema 2.3.14 (Conver-
gencia de Submartingalas).
o0
Como lim sup E(}S.|) < oo existe una v.a. X que es o U a(S,,)) —rmedible
n—e00
tal que S,, === X.
Ademsds E(]X]|) < limsup E(|Sh|) < oo con P[nlin;o S, =00]=0
n—oo -
= P[lim S,, = —o0].
00
Pero notemos que
n n n

="V = (Xe — BE(XulFem1)) = D X — D E(Xi|Fi1).

k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo tanto P [hm Z X — 2 E( Xk Fi-1) ] 0=

P [nlgg z":xk - ZE(X,,].F.,_I)) = —oo] .
k=1 k=1
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Luego

P [i X — 30 E(XulFair) = ] —0=F [f; X — 3= B(XalFas) = —oo]

Entgices e - mr =t

P [Z X =00, 3 B(Xp|Fn-) < oo]= 0 =P [Z Xn < 00. 3 E(Xn|Fny) = oo] .
n=1 n=1 n=1 n=1

De este modo, las series E Xny E E(X,.|Fn-1) ambas convergen o ambas
n=1 n=1

divergen. O

Corolario 2.4.21 (Lema de Borel-Cantelli extendido). Sea {F,, : n €
N} una sucesidn creciente de sub o—dlgebras de ¥, A, € F, n=1,2,...
p=P(A) y para n 2 2 p, = P(An|Fn_1)-

FEntonces P [(lim sup A4 ) FAN (Z Pn = oo)] = 0, es decir,

n—0o =1

P[ lim sup A, ] =1 si y sdlo si P {weQ:E pn=oo}] = 1 o eguiva-

n—oo n=1

el
lentemente, A, ocurre infinitamente seguido st y sdlo si E Pn = OO.

n=1
Demostracion:
Sea X, = [I,, para todo n = 1 entonces {X, : n € N} es una sucesién de

v.a. no negativas en donde ademas [X,] € 1 para todon € N.
Xn es F,—medible, la sucesaiaén es ungormemente acotada.
Por la proposiciéon 2.4.20, Z Xny Z E(Xp|Fn.-1) ambas convergen o am-
bas divergen c.s m=t e
2o

Esto es, E Ia, y E P(AL|Frnoy) = an ambas convergen o ambas diver-

n=1 n=1
gen c.s.
d
Pero, {w € Q2 : E ITp, (W) = o0y ={weN:weE A, io} = limsupA, =
n=1 n—0o0

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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||38

VAR

o0
Por lo tanto P [2 Pn = oo] =1 si y sélo si P |limsup A"] = 1..
n=1 n—oo

D0
Asi P [(h’msupA") PAN (E Pn = 0O ] =0. O
n—os n=1
"
Proposicién 2.4.22. Sean {X,, : n € N} una sucesién de v.a.i. S, = E Xk
k=1
n 2 1. La sucesidn {S, : n € N} converge en ley si y sélo si {S, : n € N}

convergen casi sequramnente.

Demostracién:
Recordemos que convergencia en Ley significa convergencia de las funciones

de distribucién y que convergencia casi segura siempre implica convergencia

en Ley.

Ahora supongamos que S, £+ S.

Veremos que S, =2 S.

Sea ©;(t) = E (e**;) la funcién caracteristica de X entonces
ﬁ w;(t) = E (e"*S") es la funcién caracteristica de S,.

=1
Sabemos que
n

H‘,aj(t) n—e= 2(t) donde » es funcién caracteristica.

=1
Asfi, existe tg > 0 tal que @(¢) % 0 con t € (—tg,%y) pues ¢(0) = 1 y o es

continua en cero.
o
Como ¢ = H wn entonces ,(t) # 0 para t € (—tg,t0) para todo n = 1.

n=1
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itSn
Definamos ahora Z, = —"—e—— una sucesién de v.a. complejas.
IT «s(t)
J=1
1 ) H w;(t)
E(Z:) = ——E (%) = =1
I1 »;() I'I »5(t)
=
itSn
[Zal = "|e I = - 1 < | :(Lt)l < M para t € (—to,tp) con
IT lw; ()] IT Iy ()1 i
J=1 J=1
feacd
w(t) = [T ws(t)-

j=1
Pues de lo contrario existiria ¢; € (—tp,%0) tal que (¢;) = 0, que como ya

vimos no puede ocurrir.

Si Fn = 0(S1,-..,5n) entonces {Z,,F, : n € N} es martingala pues

eitSn 1 . .
EZalFa-) = E | 7——|S1,.--,Snms | = m——F (eitSn-1eit®n|s,, ... +Sn1) =
IT () IT w;(e)
F=1 j=1
gitSno1 eitSnt ]
———E (e?*%"|8,...,84-1) = 5———E (") por independencia.
IT wi(2) IT w5 (8)
i=1 J=1
Eits"-‘(,?"(t) el‘tsn_x
Asi E(Zn|Fuoy) = = = Zn_y.
D) i (DenlE) At
1(t) - - - Pn1 (B)@n(t) T w5

J=1
Notemos que Re(Z,) e Im(Z,) son martingalas puesto que

E(Zn|Fno1) = E[Re(Zn)+ilm(Zu )| Fn1] = E[Re(Zn)|Fna]+iE[Im(Zn)| Fna] =
Zn-1 = Re(Z,,—1) +iIm(Z,-1).
Entonces E[Re(Zp)|Fn-1] = Re(Zn-1), E[Im(Z.)|Fa-1] = IMm(Zn-1).

Por el Teorema 2.3.14 (Convergencia de Submartingalas) existe una v.a. Z

1 E‘“@ON
| ¥4LLA DE ORIGEN
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i‘sn <.
con E(|Z]) < oo tal que Z, =*» Z, es decir, ne——— =, Z.
IT ;)"
. J=1
£itSn lim eitS» lim eitSn»
Pero "luraxo = = —==% = ""“’(t) .
IT »5() Iim -JT 2;(¢) it
F=1 n—o0 i} A

Por lo tanto e'tS» =2, o(¢)Z.

Consideremos el r;;;eo eitSn(w) ;. (—¢g,2p) x 2 — C con la medida producto
A x P, A la medida de Lesbeéu_e en (—tg,ta).

Este mapeo es medible  para todo nz > 1 por ser continuo. Definimos A =
{(t,w) : nl_x'_x_'g° e"‘s"(“')iexiste}, A es medible porque para todo t € (—tg, o) el
conjunto A(t) = {w "lixgo e¥tSn(@) existe } tiene probabilidad 1 y el conjunto
A(w) = {t € (—to,t0) = lim eitSa(w) existe } tiene medida 2¢¢.

Luego hay un Q7 € Q con P(Q°) = 1 tal que para todo w € * existe
E, € (—tg, to) con A(EL) = 2t > 0.

Entonces lim E (ei*S~)) existe para t € E,,.

Por lo tanto S,(w) converge para todo w € Q°.

De este modo S, converge c¢.s. O
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2.5. Tiempos de Paro

Ahora se establecerd un nuevo concepto que tiene que ver con el momento
en que un jugador que apuesta sucesivamente sobre los valores de una suce-
sién de variables aleatorias que son los resultados del juego y cuya fortuna
depende de estas, decide parar, esto es, decide dejar de jugar.

Definicién 2.5.1. Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y 73 € 7 C
«++ € F una sucesién creciente de sub o—a&dlgebras. Un tiempo de paro con
respecto a F, es una v.a. /V tal que P(N < o0) = 1 y el evento [NV =n} €
Fn para todo n = 1. Si IV es una v.a. extendida, esto es, P(N = o00) >0y
[N = n] € F, para todo n = 1 entonces .V se llama regla de paro.

Notemos que la familia de tiempos paro depende de la familia de o —dlgebras.

Ejemplo 2.5.2. N = c con c € N es tiempo de paro porque

2 sinse .
[V=n]= ¥y tanto & como 2 estdn en J,, para todo

Q sin=c
n € N. Aquf \V es un tiempo de paro para toda familia de o —4dlgebras ya que

N es determinista. @
Ejemplo 2.5.3. Sea { X, : n € N} una sucesién de v.a. definidas en (2, F, P),
{F. : n € N} una sucesién creciente de sub o—dlgebras de F tal que X, es
Fn—medible para todo n = 1.
Si B € B(IR) fijo definimos -
inf{n : X,(w) € B} siexiste n € N tal que X, ,(w) € B
Ng(w) =
oo si X, (w) ¢ B para todon € N.
es decir, Vg es el tiempo en que el proceso estd por primera vez en B, que

se define como oo si el proceso nunca estid en B.
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Npg es una regla de paro.

[Ng = n] = [X, & %Xz ¢ B,...,.Xpn1 &€ B, X, € B] € F, y para
n=o00: [Ng=oo]=[|[X:¢Bl=Q—[Nag<x]ecF. @

Ejemplo 2.5.4. En eli=e§iemplo 2.1.2 se considero la estrategia de doblar la
apuesta en cada paso.

El jugador gana o pierde con probabilidad % en cada juego.

Inicia con $1 y dobla la apuesta hasta ganar.

Sea S,, la ganancia xiét;a déspués de n juegos.

PlSy =1 = L = P[Sl"—‘,—l] y paratodan =2 1 P[Spy; = 1|S, = 1] =
1, P[Sp+1 = 1|S,; =1 ——2"] =1 = P[Spi1 = 1 —27*+!|S, =1 — 2"] porque si
pierde los primeros n Juegos tiene una pérdida de 1+2+2%+- . .42n~1 = 271,
esto es, una ganancia de 1 on,

Pero al juego (n+1) apuesta 2" y de ganar tiene una ganancia 2" +(1—-2") = 1,
entonces E[Sp 1| F,] = E(S,,...,,[)f;, cevy n) = E(Sn+1|Sn)-

Luego E(Snt1]Sa = 1).= ,-iP[s,.“lS,. =1 =1y E(Sht1|Sn =1—27) =
-2+ s o2 =12

Por lo tanto E[s,.+1|s,,]
Sea N =inf{n>=>1: S, = 1} = Tiempo en que el jugador gana.

Como P[N =n]=4(1-41)""'n=1,2,... entonces PV < 0] =
De este modo N es un tiempo de paro.

Es claro que [V = n] € F,.

Ademds P[Sy = 1) =1, E(Sy) =12 E(51) =0.

Bajo esta estrategia el jugador no puede perder.

{S» : n € N} es uniformemente acotada por arriba por 1 pero no lo es por
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abajo.

{S» :n € N} no es u.i.

Para n > 1 sea S, una v.a. F,—medible definida en 2 y N un tiempo de

paro.
od
Se define Sy como Sy = 2 Snlivy=n) para cada B € B(R)
. =1
(S~ € B] = "
oo

U[S,, e B,N = n] € F por lo que S es variable aleatoria.
=1 B
'éon el tiempo de paro /V se tiene un o—dlgebra Fn asociado a N que es

Fn={A€ F : AnN[N =n] € F, para todo n € N}.

i) @ e Fn porquezefyademas N[N =n] =2 € F,, para todo n.
QEfvpusﬂefymasaunﬂn[N—n]—[1V~n] € F, para todo n.

ii) SeaAGFN enconcesAE.FyAn[N=n] € F, para todo n.
Pero[N—n]E.F,.y[N—-n] {[N =n]Nn A} U {[N = n] N A°}.
Luego [N =nlNnA=[N=n]—-AN[N =n]asi A°N[N =n] € F,

para todo n.

iii) Sean A, Aa,... € Fn entonces A M [N =n] € F, para todo n y para
todo k.
o0 oo
Luego U Ax ) N[NV = n} € F, para todo n asi U Ax € Fn.
Py k=1

=1
Si existe ng € N tal que [V = ng] = €2 tenemos que Fy = F,,,, es decir,
N es constante.

Si B € F,, sucede que BN[N =ngl = BNQ =B € Fn.
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Sin # ngtenemos que BN [N =n]=BN2& = € Fn.
Si B € Fy entonces paratodon € N BN [V =n] € F, pero

& si =
BA[N=n] = "E o r,. &
B sin=ng

Proposiciéon 2.5.5. Las variables aleatorias N y Sy son Fpn medibles.

Demostracion:

1. Debemos mostrar que [V = m]} € Fy para todo m = 1 pero,
N=mn] sim=mn
[N=m]N[N =n]= [ ]
=4 sim#n.

Como z'i:-: F. para todon y [V = n] € F, para todo n se tiene que

[V=m]eFn. .
Por lo tanto NV es Fy—medible.

2. Tomemos B € B(R).

o0

Debemos mostrar que [Sy € B] € Fn, pero [Sy € Bl = | J[Sn €

m=1

B.N =m)].

Abora Sy € BIN[V =n]l = {{JISm € B.N =m|} N[N =n] =

msl

UlSme B, N=mN=n]

m=1

El conjunto [S,, € B,N =m, N =n]= {

=4 sim#n,
[S. € BLN=n] sim=n

y como & € F,, paratodo n y [S, € B, N = m] € ¥, para todo n en-
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Observaciones.

a)

b)

<)

20
tonces U [Sin € B,N = m,N = n] € F, para todo n.
m=1 [RE ) .
Por lo tanto [Sy € Bl € Fn. . O

Sea G =0 U-Fn) <

Si NV es tiempo de paro ‘enton

S .7-'N C g porque si A € Fn tenemos
” U(A AV = n]) € G debido

; ‘n=1

SlA'esregla. nces =Q—-[N<oo]=Q—

'é:qﬁefx CFaC--- S Fa.
Luego [N = nJ: [V<n=[N<nn[N<n—1F
Pero [V S ST
<nlerF,

n]c € F,, para todo n.

=[N<

Si Ap. Nz son tierhfaos de‘paro tales que N} << N, c.s. entonces

Fn € Fvg-

Como V) £ N2 sucede que [Nz < n]) € [V; < n] paratodon =1 c.s.
Si A € F tenemos AN [Na =n] = AN ([Nz = n] N [N < n]).

Si A € Fn, entonces AN [N € n] € F, para todo n.

Y como [N, = n] € F, para todo n sucede que AN [N; = n] €

Fn para todo n.
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De este modo A € Fu,.
Por lo tanto Fy, € Fy,.

d) Si Ny, N, son tiempos de ‘paro con respecto a F, entonces N; -+ Na,

min{N,, Na} y max{Nl, N,} son tiempos de paro.
Porque [N'; —+ 1V2 < ' ,
i ],péro’ [1V1 S kleFry[N251) € F.

Asi [V < kN < = e -Fmﬁx(kl) < Fa.

[min{N:, Na} < n] = [mxn{N;,Nz} >njf= [V > nmNe > nj¢ =
[~ snlums. 1er. T
[max{V,, 1\1@’} <'n =[N < n, N2 n} € F,.

En particular n'un{N, r}d es tiempo de paro si ng € N.

Ahora sea {S,,;, Fu s ne N} una martingala, si S, es el capital del
jugador despuéé de n juegos, un tiempo de paro es una estrategia para
parar el juego y S es el capital final.

La condicién [V = n] o [V € n] € F, para todon &€ N dice que la
decisién de parar el juego depende de las primeras n variables aleatorias
v no del futuro.

Si el juego es justo deberia ocurrir que E(S~) = E(S1).

Teorema 2.5.6 (Paro Opcional de Doob). Sean {S,,F, : n € N} una

martingala (submartingala), N un tiempo de paro.

§ "“ﬂfilc‘ CON
visid DE ORIGEN
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Si
i) E(IS~]) < o0, ¥

i) hm 1nf / |SnldP =0 entonces E(SN) (>) E(Sx)

[N>n)

Demostrac:on.
Sy = Z SiIin=j} por deﬁmclon.

i=1 oo
Por i) E(Sy)=>_ / s,dp—

=N

lim 3 / S;aP = lim 3 _/ 5,dP — / 5,aP)

=[N =) =1 INZj) (N25+1)

Sea Aj ) ={w: Vw)2ij}={w: Nw)>jij—1}=
{w:NWw) <j—1} € Fj.

Como E(S;|Fj-1) = Sj-1 c.s. por ser martingala entonces / E(S;|F5-1)dP =
Az

/ S;dP por definicién de esperanza condicional.
1
Asi f S;dP = / S;_1dP.

n
Lueso 3_ | [ sap— [ sap|=| [ sup— [ sar|+
7= Nz Vi+1) N21) ~22)

S2dP — /sgdp e /S,.dP—- / SadP | =

N 22| {N=3) N 2] {(N2zn+1)
S1dP — / SndP = /SldP— f SndP = E(Sy) — SndP.
(N21) [N3n+1] a [VEn+1) (NSn+1]

‘ L: ORIGEN




2.5 Tiempos de Paro 157

Por lo tanto E(Sv) = nlin;: E(Sl) - / S, dP| =
; (N>n+11
E(S:) — li’x_r_x.‘igf .>,.dP E(Sl)
[N2n+1]
Observaciones.

1. Las condiciones i) E(|Sn]) < ooy ii) lx‘m inf / |Sn|dP = 0 se cumplen
o (VEn)
si existe un ng € N tal que [V < no] = Q.. ’

Demostracién:

i) E(IS.vI)=Z _/ |S;ldP = Z / IS5 1dP < oo..

I= =) I=tw=y)
=4 sin = ne
ii) [V >n] = o, . entonces
U [V=£k] sin=1,2,...,n9~1
k=n+1
(o] sin 2= no
— 7o
ISuldP =3 $~ |SaldP sin=1,2,...,m0—1
[N>n] k=n+1D g

Entonces h’nli;:f / iSnldP =0. O
i {N>n)

2. i)y ii) se cumplen si {S, : n € N} es uniformemente acotada c.s.

En efecto, si }|S,| < ¢ c.s. para todo n = 1,2,... entonces

|Swl =

o
’ < Z |Snlfivan; < CZ Iinen) =c.
=

A*_)\ COI\]
FAaLLA DE ORIGEN
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Por lo tanto E(]Sn])

sec<oo.
Ademsis / |SnldP < f cdP = cP[N > n] === 0 porque

[V > n] [f;]y;asi P[N [g>7'z‘f 10

3. La condicién i) 'sAe cumple si existe una constante ¢ > O tal que
E(S2) < ncparatodanz1ly E(N) < oco.
Sabemds quela deéigualdad de Cauchy-Schwartz establece que |[E(UV)| <
[EWHEWV)E.
Haciendo U = |Ss| ¥ V = [jn=nj tenemos

1SuldP = [ 1SallinsmdP = | [ 1Sultiv=ndP| < [B(SDEUimm)]t =
(1] 1

[N>n]
[E(SHPIN > n]]! < (enP[V > n))}.

Pero nP[N >n]=n »_ P[N =k] = i nPV = k)

- k=n+l k=n+1
o0
< Z kPN =kl y Z kP[N = k] a== O por ser cola de una serie
hk=n+1 k=n41 -0
convergente porque E(N) = Z kP[N = k] < co.
k=1

4. i) y ii) se cumplen si {S, : n € N} es uniformemente integrable, esto

es, si
sup / |SnldP == 0.
ned
[1Sniz>a]
|SnldP = f |SnldP + _/ |SaldP.
IN=>n} {(V>n]N[|Sni>al [N>nlN[ISni<a]

TESIS CON
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Pero [S,.IdP o adP aP[N >n,|Sa<al g
(¥ >n]A[|Snl<a) [~>n1nus,.1sa1 : '

i
Por lo tanto 11.) se cumple

Ahora como {S" in € N} es u.i. entonces por la proposicién 2.4.5

existe una constante ¢ > O tal que sup E(|S.]) <c
Por lo tanto E(ISuD c para todo 1 > 1.

Como Q2 = U[N = j] tenemos:

j=1
n
c = E(S.) = /IS,,IdP = Z f 1SuldP = > f 18.1dP +
Q I=1(N=5] I=1N=y)
o n
> [ isiar=3> [ is.ap+ [ isuap.
F=n+1 ) =N (V> n}

Como {S. : n € N} es martingala y [V = j] € F; tenemos por la

proposicién 2.1.10:
(SaldP > [ 1SacsiaP = [ 1Saaiap = oo > [ 1s1ap

(N=3j] V=il [N=5] IN=3]
pues {|S,]: n € N} es submartingala.

Por tanto  _ f 15aldP = 37 / |S;1dP, asi

I=Hw=3) =)
™ TEYE CON
1 iy UE ORIGEN




2.5 Tiempos de Paro 160

n

n
c=3> [ isaap+ [ Isuap =3 [ 1SjlaP+ [ |S.laP entonces

F=liai=j] (N>n} I=1(ni=j) [N>n}
n
S f |S,]dP<c—,/ [SaldP luegoE[ZlS |1[~=,1] <
=y : =1
c— / |SaldP. -
[v>n)]

Pero E(|S,|) = 1im’ < vc’—"li_xgo / |SaldP = ¢

porque S, es inte, abl

Propaosicién 2.5.7. Séan,{Sn
tiempo de paro. Supongamos que E(N\ < oo y que E{lSn+1—Sal|S1,...,Sal <

ne N} ma.rtzngala (submartingala) y N un

c < o0o. Si N = n entonces E[[SN]] < oo y E(SN) & E(S1).

Demostracién: e

Veremos que se cumplen i) y ii).del Tévvc"n.jeﬁlégé.S.G; .

Sy se puede escribir como o ' S

Sy = 5 +(S2 — 1) + (Sa — S2) + -+ (SN — Sn-1) luego
[Swl < ‘lfll + |82 — &1l + |83 — S2| +--- + |Sny — Sy =

(S1] + D IS5 = Sj-1l-

==
Si Sp = 0 enronces

E(Sx) < E [z 1S5 — s,-_lg] s [ 185 = Si-slap =
=1

n=t i=1(5L

0 o0 o0

355 / ISy — Sj—1ldP =Y / |S; — Sj—1|dP cambiando el orden de
J=1 n=ji~n) I=1 N5
la suma doble y aplicando la primer suma.

Pero el evento [V 2 j] =[N <jlc=[N<j—-1]°€ Fj_1 = 0(S1,...,Sj-1)-

! ".“::y* CON
" ORIQGEN
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Entonces / 1S — Sj1|ldP = / E[IS, Sj;.1||.7:j_1]dP por definicién de

(N 27] v >Jl
esperanza condicional. )

Luego, f E[lS; — S5
GES o

Por lo tanto E[|S,]] 2

S;5—=5; 1[HRycpm9'E [Z |85 — S_,-_ll] < oo

Entonces
[ >n]

‘Li=1

y[N>n]l @ tomand __g,. = I[N>,‘| Z |S; — Sj—1| por el Teorema de Con-
vergencia Dommada E(g,.) —_— E(O) = 0

Por lo tanto ii) del Teorema 2.5.6 se cumple.

Asi E(S~y) = E(S,). O

Los siguientes resultados son consecuencia del Teorema de Paro Opcional y

son importantes en la teoria de martingalas.

Proposicién 2.5.8 (Ecuacién de Wald). Sea {X, : n € N} una suce-
sion de variablss aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
n

E(X)) =u. S, = Z(.-‘.’,— —p) n € N. Si N es tiempo de paro con E(N) < oo

N
entonces E(Sy) existe y E (Z X;,) = puE(N).

Demostracion:

Primero veremos que {Sn,o(S1..... Sa.)} es martingala.
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E(SnlS11- -+ Sn1) = E(Snc1 + (Xn — )| S1y-- -, Sne1) = Snr +
E[(Xn — p)|S1:- -y Sn-i) = Sa1 + E[(X, — /-‘)!Xh cieac n—l] = Sh-1 +
E(Xn, — p) = Sa—1 por independencia y porque E(X ) = p.

Por lo tanto {S, : n € N} es martmgala
Ademaés E[|Sn+1 — Sal|St1.-++Sa] = E[|Xns1 — ;4]|.Y1
Ef|Xnv1 — ul] = E(IX0 —pl) < E(XL]) + 41 =
1X1] + .

Por la proposicién 2.5.7 tenemos que E(SN) = E(Sl)
Pero E(5:) —NE(Xl pn) = 0.Por lo tanto E(SN) = 0.

Asique E [ (x: — #)] = E(X, —u)=0."

l=l

Entonces E LZ(X — /.t)] =E [}:x Nu] =FE [iv: x.-] —uE(N) =0.

=1 i=1

c'<:00 porque |X1 —ul <

i=1

Por lo tanto £ Z x] =uE(N). O

Proposicién 2.5.9 (Identidad Fundamental de Wald). Sea {X, : n €
N} una sucesicn 'ztie variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, S, = Z‘Y" n=1,2,... supongamos que para algin nimero real
t % 0, AM(t) = g(le‘x‘) existe y M(t) = 1. Sea N tiempo de paro para las

sumas {Sn : n € N} tal que |S,}] < ¢ ¢c.s. paran € N con E(N) < oo.

etS~
FEntonces E ((—{—IW =1
Demostracison:
Definimos para todo n = 1 las variables aleatorias
etSn
Zn = I
{Zn, Fn : n € N} es martingala con F, = o(S1, S2,...,8n). porque E(Z,|Fn_1) =

TESIS CON
‘sLLA DE ORIGEN
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etSn
E[Z,|S:,...,8a1] = E [WIS"“"S"-‘] =

etSa—t1gtXa s s etSn—t - x
[—(7‘1—('?))—"-' Loeoes n—l] = GBI (e“*"|X1,..., X-) pues
(S1yenesSna1 ) = a-(Xl, ...+ X,) y debido a gie e*5»-1 es o(S51,. : . , Sp—1) —medible.

Por lo tanto {Z;,, Fn in € N} es martingala.

Por otra parte £(Z,) = mE(ets") = (—j’?-z-_t)—)_'rE

E(etX1) ... E(e'x") SR C.7 £¢7)

(A (tHn T @) T it
Ahora E{|Zn41—2Zni|S1,...,8a] = [ (‘.‘;(t')‘;‘;' I lSl,...,S,,] =
et-Xns1gtSn otSn : ERER . .
“ MM )" A’!(t))"l ISx. e
et gt etSn etXns1
-F [(_‘W Ay T 1[ !S"“"S"] = (M(t))nE[ T ION 1| Isl,...,s,,]
_ et JetXner — AL(2)] T
BREIOIE M) tpor )
- |etXn—1 — Ar()]
= Z,E —r

Como S, € |S,| € ¢ c.s. y la funcién exponencial es creciente, tenemos que
ets,. s etc,
ets.. etc
i = <
Ast Zn = CrwY S BE@F S
De este modo Z, < e |
Ie"\" — NI(t)
Por otra parte £ [ M) AI(t)

< e’ puesto que M(t) =

E[[e — M(8)]] < E;(T){E(e“-n
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M(c)} = -MIT't)(M(t) + M(t) = 2.
et — AL(t)

AL(t) - S
Asf por la proposicién 2.5.7 E(Z,") =E(Zx) pero E(Zn) = FE [A;(W] y
E(Z)) = 1. '

Concluyendo que £ [

Por lo tanto Z, F [ I] < 2et < oo,

G‘SN ) L

M(t)N] =10

Un caso especial del resultado anterior aparece en el problema siguiente.
Ejemplo 2.5.10. Supongamos que se tiene una sucesién de variables aleato-

rias i.i.d. no constantes X;, Sp:

Se define N como:

N = inf{n: S, < —a 6.5,:

b} donde a > 0 y b > 0 son fijos.
En este caso necesitamos verifica olamente que E(JV) < oco.
Existen ng € Ny :5:’>:>0‘t’a.1 P[|Sn,] > a+b] > 6 puesto que de lo contrario

se cumpliria que. nunca es:superado el ntimero a + b.

ng es el nl’xmero"fde ‘sum dos que se necesitan para que la suma X - - -+ Xn,
exceda en valox}'hb é}_lﬁtd al nimero a + b con probabilidad mayor que 4.
PSnel >a+b8=1= P[|Sw| < a+b] > 5siysélosi P[|Sn] <a+b] <
1 — 4, es decir, la funcién de distribucién de |Snel| evaluada ena +b no es 1
por tanto existe tal & > 0.

Ahora tomemos k = 0 cualquier entero.

El evento [.V = kny] significa que la primera vez que la sucesién S, cayé fuera
del intervalo (—a, b) ocurre después o en el tiempo kng.

Es decir, [N Z kng]l = [—a< S1 < b, —a< Sa2 < b,

vevy =@ < Skne—1 < b] la expresién del lado derecho es porque lo iinico que

TATT & 10 (V05T
YALLA DE QRIGEN
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se sabe es que en los primeros (kng — 1) pasos se mantiene la sucesién en el

intervalo (—a, b).

|S2na — Snal <

Esta iltima coxﬁtﬁéﬁé
a4+ b. :
Se tienen k;tu piip:@
a.lomésa+b."" )
De todo lo antex—i‘or" S
[N = &noj € (1Sl < a+b, |Sas
Entonces PN > kno] < P[ISu| <
Ste-tinel < @ + 8] = P[|Sno] < @+ BIP[|Sa
Stk-pynel S@a+B @8
La 1ltima igualdad es por independencia. i . .
Luego E(N) = Zx:P[}V 2n] < PN Z0+PNZ1+- -+ P[N = ng —
1+ PN > nol+ PN = no+1]+4-- -+ P[N = 2no— 1]+ P[V = 2no]+ P[N >
2ng+ 1] +-- -+P>[;.’\' = 3ng—1]+--- s;ZQP[N = 0] +noP[N = ngl +noP[N =

; - SR 1 __Tno
2ng] + - - - =HO§P[.V> knoj < nog(l—o)‘—nom =5 <oo.
Por lo tanto £(N) < oo.
et S~
i —_—] = A, > 1.
Asi E [(..‘sl(t))“] 1 para t 7 0 tal que Af(2) 1. B

Ejemplo 2.5.11. (Ruina del jugador). Sean {X,, : n € N} una sucesién
de v.a.i.i.d. con PIX; =1] =} = P[X; =-1], S, = ZX" para
k=1

[ wSscon
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n=1,2,...
{Sn, Fn : n € N} es martingala con F,, = o(X1,...,Xn) = o(S1,...,Sn)
porque E(Sn|Fn-1) = E(Sn—1~Xn sl,.,. e2Sn1) = S+ E(Xal X1, - -y Xnoy) =
Spe1 + E(Xp) = Sp-1 +0 = 5,_ :

Si hacemos N = mf {n S 1}, 1V es el txempo en que por primera vez se
tiene una ganancia de un peso

Entonces P[V <o)l =1y por deﬁnxcxén P[SN =1} =1.

Asi E(Snv) =1 pero,E(Sl) E(Xl), = '—(1) + 3(—1) = 0 por lo que
E(Sm)#ES) e

De este modo se debe cumpl

Sean a, b dos enteros posxt:x

b}.
X es la ganancia del z_ és 0 Jgo ¥y 'S, es la ganancia durante n juegos, a
y b los capitales iniciales. de los jugadores. Si juegan hasta la ruina, NV es la
duracién del juego.

Por el Ejemplo 2.5.10 se tiene que E(N) < oo y por la ecuacién de Wald
E(Sy) = E(X,)))E(N)=0-FE(N)=0.

Sean p_, la probabilidad de que el juego termine en el estado —a y p, la
probabilidad de que el juego termine en el estado b.

Tenemos que E(Sy) = (—a)p—a + bps

Entonces 0 = (—a)p—ao + b(1 — p_a).

Por lo tanto b = (a + b)p_a.

De este modo p_, = e el

La probabilidad de ruina es proporcional al dinero que se tiene.
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{S2 — n: n € N} es martingala. } .

Porque E[S? — n|S1,...,Sn1] _E[sﬁ|sl,....s"¢;]—n
= E[(Sn-1+ Xn)?[S1, ..., :
E[S3_,+2X,5n_1+X2|S1,
E(X2|S1,...,Si1)—
=Stirion=si .

+2,‘s‘;,u{;';E(xn|x,, sy Xnm1)+
Z(X3)—n= SE_,+E(X})—n

cién 2.5.8. P :
E(IS3,, — (n+1) —. 21— S2—1||S1,. .., Su] pero
52, = (Sa+ Xni1)? ntonces S2,, — S3 — 1 =

2X, 118, + X2 =10

LuEgo Isrzw-l - S;zn. _ 1 s 2|Sn”Xn+l.| 4141 =
2[Snll Xns1] + 2 porque X2
Asi E[|S2,,S2—~1]|Sy,. - n] S E[2|S_||Xn+x|lsh e ety Sp]H+2 = 2|Sh | E(| X n+1 )+

2 = 2|S,| + 2 porque ].Y,..,.;] = 1 c. s "y por.independencia.

Ahorasin €< N entonces |S ‘| <a + b
Por lo tanto E[|S2,, — S2 — 1[|Sh L3 Sh] € 2(a+b) + 2.

Por lo tanto por la proposicién 2.5.8 E(S:';,—J\’) = E(Si—-1)=E(X—-1)=
E(1—1)=0.

De este modo E(V) = E(S%) = (—a)?p_a + &?pp = a®p_o + 52(1 — p_,) =
(a® — b)p_a + b2 '

Luego E(N) = (a® bz) +b% = (a = b)(a+b)b

a-+ b a+b
Esto significa que la duracién media del juego es el producto de los capitales

+b% = (a—b)b+b? = ab.
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de los jugadores.

Si un jugador tiene 10 pesos y otro 15 pesos en promedio jugardn 150 veces
hasta la ruina de alguno de ellos.

En el caso general donde P[J{ = 1] =»p y P[X =—1l]=gcong=1—p,
P—q=up>0.

suponiendo que p > g entonces E(Xl)
: . S
;;{ (p s Fnin € N} con F, =

Tenemos jue {S, — nu, .7-‘,. .:’;n«E' N
F(Xis- -y Xn) = o (St ‘

De la ecuacién de Wald
E(N) < oo.
Se podria aplicar:la’ prop ingala {(,ﬂ,) :n € N}
cumple cecn E{l: :

Snet il

()S"E[

pendencxa de X,..H co S

pero (2)” E['( )y
( ) [a,,-;—( ) q+-1] =.(3 . .
Ademids S,, < o + b, enroncé E [( )*5"] [( )5‘] [(g)x,] =

o (3) a1

De esta manera E [(3)ah] =1 pero E [(3) 'v] = (3)- Pea + ( ) Py
(8) " pe+ (2)" = 9o

< ¢ porque p > q.
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L epe [ORONEIOR

Por lo tanto p_, = —
B (4

T L\P P
Si b —— oo'la probabilidad de ser arruinado ante un oponente infinitamente
1 : @

rico es: —T— = ( =

. 2)7* (P)

AP
Un argumento similar se aplica si p << ¢ y en tal caso me P—q = 1, es decir,
— 0

P[S, = —a para algiin n € N] = 1 cuando p < ¢ lo que significa la ruina es
segura en este caso. il
Proposicién 2.5.12. Sean {S,, F, : ne N} una submartingala no negativa
vy {©n : n € N} una sucesion de _funcwnes decreczentes no negativas c.s.

tal que ., es F,_,—rmnedible - para tada n e N, Fo = {v,Q}. Supongamos

que Efp,]|S., — Sanil] < oo pam to;do 1} € sea N cualquier regla de paro

entonces

OnSxndP < Z z':[‘,akzs(s,= —fsk x|J'-',‘_1)] con Sp = 0.
(N Zo) k=1 e
Demostracién:

Sean Xi = S — Sk-1 k=1, 2,‘;?
Z#JkE(AAl-FL 1) + L(‘r’k—

k=1

«_1-entonces Z, es F,—medible.

72 il n
Mientras que Z,, — Zn_1 = a5y ~2 e B(Xx|Fr—1) + 2 (Pr—1— Pr)Sk-1 —

©On— 1Sn—1 + 44 JkE( Ykl-}-k— Z (‘pk—l - 991:)5&—1 = ©@nSp — ‘Pn—lsn—l -
enE(Xn '-Fn— \+(‘r’n—1_‘"9n)sn—l = ‘p’n(s —Sn—l) 97nE(X lfn—l) = PnXn—
PnE(Xn|Fra1) = nlXn — B(Xn!1Fa1)]
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Por lo tanto Z, = Z,_1 + ¢a[ X, — E(X, I.F,,_l)]

Asi E[Zn|Frnaa] = E[Zn-1|Fa- ]+E[¢n(x — B(X, |-7"'n-1)) Fne1l = Zno1 +
On[E(XnlFu-1) — E[X | Fnal]l =7, Cn<1 + 0= Z, ;.

Pues ¢, y £(X,|Fn_1) son }'n_lfmedxbles.

Esto significa que {Z,, 7, : n( e N} es fhaningala.

Si existe 1:n o tal que PN < no] =1 entonces por el Teorema 2.5.6 tenemos
que E(Zy) = E(Z)) = E[ms”—;olz(xnfo)] = Elp1X0]~ BlE(e1 X1l 7o)} =

Ben) = ElarX) = - 0. Y Z4 = i Si = ZwE(XkIFk—x) +
k=l. .

Z(‘v’k—l — k) Skar-
De este modo 0 = E(ZN

[Z mE(‘\km'

k=1

Por lo tanto E(‘PNS‘\.') E(Xklf'k_l) —_ Z(tp;‘_l — k) Sk-1 ] =

[E el ( Yk]}',‘_l) porque (,.,k_l — x 2 0 puesto que la sucesién
k=1
{@n : n € N} es decrecxente Yy también S.,_. = 0.

Asi E((,QNSN) < E ZQQLE\X“IJ'-k_ )I(‘Vakl
k=1
En el caso general. sea Vg = min{.V, nyo} entonces
>0

ElpngSn) < E [Z P E(Xy| Fr—1)[No2x)| ¥ Sing — oo obtenemos que
k=1
>0
WYNnSndP = ElenSnl < E [Z e E(SKx — Sk—llfk—x)] . a
[V <20} k=1
Corolario 2.5.13 (Chow). Sean {S,,F, : n € N} una submartingala y

{cn : n € N} una sucesidn decreciecnte de nuimeros reales positivos. Para cada

TEs1s CON
FALLA DE ORIGEN




2.5 Tiempos de Paro 171

€ > 0:

1
P[lrgfic cxSk = €] < < [clE(Si") + §ckE(S+ S l):I
Demostracion:

Sea N = inf{n : ¢, S;} = €}.

Esto significa que [N = k] = [c1S} < €, 6258 < e,... 2 Ch—1Si_, < 6, cSE =
€].

Hacemos £ = [T’?_s‘c St =€l

Mostraremas que e-E(u) cNSj&(w)Ig(w)

Hay dos casos:
i) w ¢ E entonc
ii) we Ee

Yy por otro lad

enSH(w) = e.

Por lo tanto elg < \ .vS'NIE. 5

Tomando esperanzas

eP(E) < [ onstdm

J
E
Entonces eP[ méx Sy = €] < ch-S,‘SdP = / e SR dP
1gAagn

E {vgn)
n
porque £[méx axSt 2 €] = JleeSt = ¢]. Ademas

k=1
c

U[c,,s,:.‘ =€ = n[ckS;" <€l =[c1ST <¢€...,cnST <€ =[N >n)]
k=1

TESIS CON
FALLA DI QRICE?
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Por lo tanto E€ = [.V > n] implica que E = [N nj.
Hacemos X = S — 5}, para k 1, S*' =0.
De este modo {5}, F,:n € N} es submartxngala o y por el Teorema 2.5.6

enSHAP < E sz c,,E(xq.r,,_o clE‘(S"‘) + kz_; cxE(SE — Siy).

[N<gn] :
Luego eP[lrgkég ST 2z e < clE(S"’) -+ 2 ckE(S"’ S .
SsAgn

Por lo tanto P[lgllsié(’l xSz e <1 [c;E(Sf') + 2 aE(SE — S 1)] a

Corolario 2.5.14 (Héjek—Rényi).;fSéah‘ {‘\’n: ::n € N} una sucesion de

v.a.i. con E{X,) = 0 y E(X2) < copa ,téfi&»n € N, {cn : n € N} unae

sucesion de aumeros 'Eales decreczente os‘itiﬁd; Pa.ra cada € > 0

P[mix ck|Sk| = ZBE’@Y‘:)

<k
1 <n =1 -
Demostracién: !

Notemos que [maé: ck|5k| e] S,':’ €?] y por el corolerio 2.5.13

Pl maic ki Se| Z € = 1-[mux Sk = e] <

€l2 2 £(52) + ,.z_; ciﬂ(.s;2 "s,c_t)] (poraue S7° = s

-3 [c%E(s + ng: B Semr + X7 s,‘_l]]

5—12 -clb\sl) + ‘5:‘; 2 E[X? + 2XkS,¢_1]]

elz ] 2E(52) + g R E(X? )] porque E(XuSZ_1) = E(Xe) E(SE-1) =0

= _2 Z S E(X3?).
€ =1
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Notemos que si ¢, = 1 para todo n € N se obtiene la desigualdad de Kol-

mogorov. (3

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Capitulo 3

Caracterizacion de
Distribuciones Mediante

Esperanzas Condicionales

3.1. Introduccién

Las distribuciones suelen pertenecer a familias de acuerdo al tipo de fun-
cién que las representa. tal como la familia exponencial en donde f(z) =
a(8)b(x)e9) r € I en donde ¢ es el pardmetro e / es un intervalo en R.
En esta parte estudiaremos familias de distribuciones de acuerdo a la forma
que tienen las esperanzas condicionales de sus estadisticas de orden o algunas
otras esperaunzas cosnlicionales.

Veremos a.gunos resultados de los dltimios diez anos que fueron publicados

por Ouyang [1995]. Balasubramanian y Dey [1997], Wu y Ouyang [1996],
TESIS COW
i S N T
FALLA DE CRIGEN
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Zoroa, Ruiz y Marin [1990].
El extremo izquierdo ‘dve funa distribucién F(z) absolutamente continua se

define como a = sup{z: ‘F(a:) = 0}, es decir, o > —oo y el extremo derecho
de F(x) es B = inf{z :.F(z) =1} por lo que 8 < oo.
Sea F'(x) una distribucién qdncinua.

, Xn es una muestra aleatoria (v.a.i.i.d.) las es-

Recordeinus que si: X
tadisticas de orden de uestra son las variables aleatorias

X1y = min{X\,. .. ESiédfstica de orden 1.

Xy =La j—és{ni 145 chica’ de las X;= Estadistica de orden j.
X(n) = méx{.X; ‘E\stadfstica de orden n.
Calcularemos f ;v( (.z, ¥) la densidad conjunta de la estadistica de orden
Xy ¥ X(ew1y. También fx,,, (=) la densidad de X)-

Para calcular fix,,, (x) consideremos lo siguiente:

Plzr < Xgy < z+h] = :j:h.ﬁvm(t)dt = hfx,,(x) con h pequeiia pues fx.,

debe ser continua, de no ser asi la igualdad es vdlida para casi toda x.
. Pr<Xuy<s<zxz+h
Entonces fx,,(z) = hm L (';: ].

El cdlculo de Pz < 4Y(,,) x + hl es como sigue:

El evento [z < Xy < x -+ h] es igual al evento que consiste en que haya

(k — 1) observaciones de la muestra menores o iguales que r, una entre z y

x + h, (n — k) mayores que = + h.

TESIS CON
PAT L.Xf‘ L)L v‘,_\,,;‘_:l;
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Luego

Plz < Xuy < x + h) = () (5O Fe-1(2)[F(z + k) — F(x)][1 — F(z + h)]"=*

De este miodo:

S @) = =i @M = PN @) e <= <s

Ahora para cal.lc‘ul ", (z, y) consxdera.mos de la misma forma:

lH-hz TRy
: xu.)-xu-n(t v)dtdv =

S hLY < X < y + ha]
hiho )

El evento [r < X < < y.+ h2| es igual al evento que

consiste en que hay.'; ( éﬁor o iguales que x, una entre
x ¥ =+ hi, una entre: 1) inayores que ¥y -+ ha, por lo que:
Plr < Xuy < -+ h;,
=) ) T P @

De donde

o1y )= F(@)|[F (htye) = F ()][1— F(y+ha)]" 1

Frxgrsin @ V3 = D= i F T @M = F@I T £ (@) 5 @),

paraa <z < y < G.

Ahora es posible calcular f_\.“_“),xm(y]z) puesto que

f"'(n"‘(u-u (=)

I senwrsing, W) = Frees (@) sia<zr<y<p.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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F (viz) = Temtamep @) — F)" 1 f(2) f(w)
Xem+1)1% ) : fk——T)L!‘(‘n—-—kﬁFk_l(x) [1 — F(y)]""‘f(z)

Luego
Y ,
F sy (V1) = PlXers < ylXeo = =] = [ P El2)de

n_k)/[ =0 i

[1— F(x)]n—k .
[i — F@)l~=*
Con técnicas sxmxlar

=1—

REE 73 I _
1)!(;—7-—1)1(3—1 = 1)v(n agif@F®—
ey F(y)]""’f(z:)f(t)f(y)

para 1-<

b) fx... rq_,(_‘ y)
[1— F’y)]""‘f(z)f(y)

para 1 < r<s<n.:z:<y

— s)!Fr—l(x)[F(y)—F(z)]'f'_l'

Entonces de a) y b) ob:enemos que :

; — (8 - r —_— 1)' R F(t) —- F(a:) i—r—1
Frorerxn (5 4) = = —T3iGs =i =D [F(y) =21
F(y) — F@)1°™ #
[F(y) F(:z')-l [F(y) F(x)] para T <t < y.
Necesitamos obrener fxu,.xq(t.2)'y f X, (t) para calcular fix,,xq,{(Z]t),

sabemos que
1
= F*=Y(8)[1 — F(&)]"*f(t) a<t<p,yque

Fxo (8) = "= Dln =Rt
TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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SX gy X (82 2) = zk—lwmrm—_rﬁf" l(t) [F(-’B) —‘F(t)]"""‘l -1— F(z)]""f(t)f(-’l-‘)

conl<k<r<n, a<t<a:
entonces: S

Py, (218) = S HGED] F "“(t){F (@) = F (t)]""“[l — F(@)]™"f (t)f(z)
)%y e )

(’k—nl
£ ol FOT=7@

(-t = F(z)]ﬂ-' ;

("'_L)' f(a:):a<t<z<ﬁ

; [ z) =
r—k —1)'(n—r)' To-F@PF

TESIS CON
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3.2. Caracterizaciones de Ouyang

Teorema 3.2.1. Sea F(x) absolutamente continua con ertremos izquierdo y
derecho  y B respectivamente. Consideremos u : [a, 3) — R continua, tal
que v’ existe y es continua en (a, 3) ademds supongamos que 0 < F(z) < 1
paraa < < 3 y que E(Ju(X)]) < oo.
Elu(Xu+rnHXm] = u(Xw) +¢ c.s. para toda k < n y alguna c % 0 si y sélo si
F(z)=1— e vz & (o B) con c* = c(n — k) en donde
oo sic>0
Iim u(zx) =
w—s —oo sic< 0.

Demostracion:

Denotaremos F(z) = 1 — F(x)

T n—k
y de este modo Fx(k__“;x(k,(ylz) =1— éﬁg—z;;:’: r<y<pf.
Entonces
a a8

gl n—k
Elu(Xoer)l X =21 = f u0)dF e pimn i) = — f SOLEGITT

T

8

1 —

—_—— ()d[(F n—k],

FaT [ el F )
x

Ahora integraremos por parres usando la férmula conocida f ldm = lm— S mdl.

Sean ! = u(y), dl = u’'(y)dy, dm = d[(F(y))*~*], m = (F(y))*~*
Asi,

Elu(X@+1)) X (k) = ] = _(‘T_(T_,,l)—)n__i -

a
/ u'(y)(?(y))"-*dy] )

x

[u(y)(?(y))"-"l”

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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Como
0 < F(y) < 1 tenemos que 0 < (F(y))** < F(y) < 1.
De este modo |w(@)|(F ()% < lu(@)I(F(W))-

Luego lin}, |u(y)|F(y) = 0 como consecuencia de que E[|u(X)|] existe.
T :

Asi, B

1 -

Elu(Xg+1) | X = x] = —(—F(T))m

S a
[—u(?-')(F {z))n* — f u’(y)(?(y))"‘*dy] =

w(@) + e Fe )),,_k fu (y)(F(y))""‘dy sia <z < B.

Supongamos ahora que E[u(X(L.,.;))I_Y(k) = z] = u(x) + c entonces

u(z) +c= u(:r:) + mﬂ— f.u.’(y)(F(y))""‘dy es decir

u' (z)(F(x)) = c (F(’l’))' per dque -(--\—D—- =-—¥E paraa <z < b.

Entonces & 1n(F(:z)) = ———u(m), integrando: / (In (——(t))) dt = —— /(u(t))'dt.
Asi In(F(z:))—ln(F(a)) = ———(u(:r:) u(ax}), es decir ln ;:EZ; (u(a) c_‘ u(z:))

Como F(a) = 0 entonces F(a) =1 — F(a) = 1.

Por tanto In (%) = In(F(x)).

Concluyendo que F(z) = e of decir F({x)=1—¢ G a<zxr<f.
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Como lim F(z) = 1 entonces lim eemeE= _ o 6 equivalentemente
P, o

lim eT=B =0
z—p3

ue significa que hm —u(z) oc
q a Beln—k) :
Esto es lim “Z) —

zx—g [+

oo sic>0
Concluimos que lfnz, u(x) = {
Laa NS

Supongamos que F(z)’
(F@)n* = (=&

'(T(Ef)n_—k/ w()d[(F(¥))™*]

seizedy | | sz -“fu(y)d(e-—‘”)

“Sean ! = u(y), dl = u'(y)dy, dm = d(e—**),

: - B
. ulz uiy) |4 uly)
Elu(X+1))iX k) = x] = —e" < : [u(y)e‘ “ I:.- - / u'(y)e” "< dy]

x

s 3
= —e*& | —u(z)e- —/u'(y)e-"ic"'“dy] = u(z) + "2 /“l(y)E‘ﬂg‘ldw
T T
Sea v = —#E  u(y) = —cv entonces u'(y)dy = —cdv
e
E[u(Xgr1y) | Xy = 7] = u(z)—ce*S / evdv = u(zr)—ce* ¥ (e‘”eﬂ - e—ﬂc”')

s
= u(x) +c por tanto Elu(Xur))| X)) = w(Xw) +c. O
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Teorema 3.2.2. Sea F(x) absolutamente coniinua con ertremos izquierdo y
derecho o y 3 respectivamente. Consideremos u : (a, 3] — R continua tal
que u’ existe y es continua en (a, 8), ademds supongamos que E[|lu(X)|] < oco.
Elu(XuXxry] = u(Xwen) + € c.S. para toda kK < n y alguna c #
0 si y sdlo si

F(z) = eI o wz < & y c° = ck en particular

oc siz>0
Hm u(zx) =
e —oco sic< 0.
Demostracion:

Por el Teorema 3.2.1 se tiene que

.ﬁv‘.‘,,x,(y)kf,:(,l—_’li—_l—)!l""(y)[l —FWI"*f(y) a<y<B,

f‘(k, "(u..)(-c' v) (k — 1)|(:'_ k _v1)|l'7k—l(z)[1 - F(y)]"_k—lf(z)f(y)

a<z<y<pf.

Entonces: N
,Tk—-—l)!Tk——l)!Fk Hz)1 — F(y)]""‘“f(z)f(y)
oo F (W1 — F@)]"*1f(y)

f.\‘,,’,, .&ik;,,'(:y y)
L fx(,;;‘,(y)

fx(,‘,lx(.‘,,, (:z:|y) =

sia<:z:<y,esdecir'

o k—1
fx(k).x(k‘_”(::]y) = “:‘_Fki(:.;))fﬁ a<zz<y.

TESIS CON |
FALLA DE ORICE ! |
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x
Lego. Fie (e10) = PLXG) < W Xeer = 3] = ffx(,,|x(.+,,(t|y)dt -

[ . _ _k_ _Fe)= F*(z)
Frgy J P07 = g S « = F*@)
entonces cITED

pa.raa<:z:<y,

Eu( X)X k+1),

tomando .

. R
= u(y) — F—:C/—)—/u'(:c)F"(:z:)dz: con a<y</p.

Supongamos ahora que: E[u(X(k))IX(k+;) =y] =u(y) +c,
¥

entonces u(y) +c = u(y) — .l-'_'"l(T) /u.'(.r)F"(.z')dz,

y
es decir cF*(y) = — /u’(z)F"(z)cLz:.

TESIS CON
YauLé DI ORIGEN
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Derivando ambas partes con respecto a y obtenemos

ckF =Y () f(¥) = —w'(y)F*(y) o ckF'(y) = —w'(¥)F(¥).

F'(y) v (y)
or | =y — —— i para« < < B.
o o que (o) ol y<p
d , ,
Ahora ] In F(y) = ——c. —dyu(y), mtegrando /(ln F()Ydt = /(u(t)) dt.

Asi In(F(8) — In(F( )))
FACIR
Fy)J
Como F(3) ='1enton

es decir, !In

1
Luego —— =€

F(y) u () —ul B
es decir F(y) = LM o a< y<pB.

Como &fm F(y) = 0 entonces iim BN g de donde 31?:1'; e~He - 0, que
—c Pry=srs =
es equivalente a
lim —-M = —o0 entonces lim ﬂ = oo,
y—o c* y—a C

. oo sic>0
concluyendo que lim u(y) =
Eiitad —oo sic<O.

[E IPNHINY

(uld) —uly))
Supongamos que F{y) = e [ con ¢* = ck entonces F¥(y) =e mSigeh

v
Ahora Elu(Xe) Xoerny = 9] = [ w(@)dlF xyin.s, (10 =
(-]

v v .
Fr J A @) = ;‘—uﬂlj af w(E)d[e B _ o af u(z)dle— 2]

tomando { = u(xr), dl = u'(x)dz, dm = d(e“'ﬂcﬂ), m= e""“(cﬂ,
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Eu( X)) Xgerny = ] = "¢ [u(@)e | — ] w(z)e*F dz]

= [u(y)e_ﬂen - ju’(z)e‘ﬂéﬂdz] = u(y) — et ju’(z)e‘ucﬂdz.

o L.
Sea v = —-‘1(32, u(x) = —cv, entonces u’(x)dxr = —cdv
=
e »
Elu(X)| Xeerny = 4] = u(@) + ¥ | [ evaw
i)

= u(y) + ce*¢ (e g e_zg“) = u(y) +;.

Por lo tanto E[u(X )| X@w+n)] = u(Xw+1y) +c. O

Ejemplo 3.2.3. La pareja formada por la funcién u(zx) = — In{1 — %) con
0<z<1, >0y lafuncién de distribucién F(z) = % 0 < = < 1 satisfacen
el Teorema 3.2.1.

F'(x) es distribucién claramente, a =0y G = 1.

Luego u : [0,1) — R es continua, u(z) = —In(1l — z%), «(0) = 0 y si
: = Lim [— — %Y = — Ii )
x0 € [0, 1) zlgxzio u(x) = xl-l-.x?c.[ In(1 — z%)} = :lg?o In(1 — z%).

Pero como 0 < z < 1 entonces 0 < z° < 1 pues 8 > 0.
Ademds 0 < 1 — z? < 1 pero In es continua en (0, 1] por lo que zlilgn u(x) =
- zli"z‘o In(1 — %) = —In(1 — z§).
Por lo tanto u(x) es continua en [0, 1).
Ahora veremos que u’(x) exiost:e y es continua en (0, 1)
, o 20\ — 0x?
u’(x) [—In(1 —x )]eza_l — Ioo. o

Sio0<zxg<l zll-nzlol_—;a—_'l——za‘

Falta comprobar que E[|u(X)|] < oo, u(x) = —-In(l1 —z®) con0 <z < 1,
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entonces 0 <1 —z? < 1 porque § > 0, por loque —co < In(l—z%) < 0O

De este modo 0 € — In(1—z?) < oo, por lo tanto u(z) = 0 asi lu(x)| = u(zx).
Luego Ef|u(X)]] = E[u(X)] = — _]l'ln(l — z9)dF(z) = — _[l'ln(l — x9)d(x%).

t =1—2z°% dt = —d(z9). ¢ °

Por lo tanto E[lu(X)|] = fmz(—dt) = —bflntdt = —[tinz—1| =1 porque

nt im l/t
Ixmtlnt—hrx& 1/t lim /22

De este modo se cumplen las condiciones del Teorema 3.2.1 por lo que

= —limt = 0.
t—0

E[U(X(k+1))|X(k)] = u(Xk) +c c.s.
Esto es,
E[—In(1 — Xfi1))I X ] = —In(1 — X)) +cparak=1,...,n — 1l.c #0.

Ademss F(z) = z° 0 <z < 1, a = 0, 8 = 1 cumple con la igualdad
F(:z:)=1—e“’=“’u= para 0 < z < 1 con ¢® = c(n — k).

Luego u(a) = u(0) = 0, por lo tanto F(xr) = 1 — e sustituyendo

£y —!.
u(z) = —In(l — =°) tenemos que F(r) = 1 — =F2 — 1 — elnl1-=F] _
1 — (1 — 2°)3 pero F(z) = z° entonces ¢* = 1 por lo que ¢ = —%
De este modo E[~In(1 — Xfuu1y)| Xw] = —In(1 — X&) + —2.
. . . oco sic>0
También se debe cumplir que lim u(z) =
s —oco sic< 0.
1 ¢ = 1 Yy —
Pero sabemos que ¢ = oy O entonces ix_xgu(x) = l_x_xg(— In(1 — %)) =

— lim In(1 — z%) = oco.
x—1

Otras parejas de funciones u(x) y F(z) que satisfacen el Teorema 3.2.1 son:

’\f
‘.‘_u\JL:N
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a) u(z) = —fln(B—=z) 0<z<p, B>0,60>0.
F(z)=1—(1——z-)” O<z<f, b>0:

b)

c) u(:c)v’=‘ Inx

Flz) =1 ‘
1—,4_—;9;]‘ zgR, 6.> 0.
1 zElR._':_‘

d) u(z) = In[1:

F@) = 1%

e) u(z) =(r—a)® a<z<oo, d>o,»o>o.

™ >0
F)=1—e""%" a<z<oo b>0. B

Ejemplo 3.2.4. La pareja formi_ada por la funcién u(x) = =,
—co<z<B, B8>0yla funcién de distribucién
F(zx) = =8  — oo < z < @, b > 0O satisfacen el Teorema 3.2.2." F(x)
es distribucién porque F(z) = e~%eb* que claramente es creciente (6>0)y
continua, lYim F(x) = lm e~%Peb™ = e % lim eb* =

T——20 T——00 T —20
lm F(z) = lim e~ %3eb? = g=t8ebf — 1.
r—3 z—3
a = —oc, luego u : (—o0,8] — R definida por u(xr) = x es continua,
u'(x) = 1 que es continua.

Falta verificar que E{ju(X)]|] < oo pero

B8 a A B
Ellu(X)] = E[IX]] = / |zldF(z) = — / :z:dF(:t)+/ zdF(z) = f:td(e“’"e"‘)—
—o0 —o0 o []

[ TESIS CON
LA DE ORIGEN

b

(
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8

/ rd(e %Pet™) = b/e"’":eb"dz —-b f 8yt dr =

o

be"’"/::e"’d:t— . / zeb*
[+] ~o0

Tomando ! = z, dl = dr, dm = e**dx, m = %e”’ tenemos

a o
Eflu(X)|] = be~%® [—:-ebzlg - % /e"’d:z:] —be—P [%eb"’ﬁm - % f eb"d::] =
: —00

20
~68 [B oo _ 1 o6m hesbar_ Ly _ _l e”
b=t [Let0 — e 1)]66[113 gy
De este modo se cumplen las’ condxcxones del- ’I‘eorema 3 2 2:,por lo que

Elu( X)X+ = u(X(k+1)) +c c.s., esto es, E[X(k)|
cs. para k=1,2,....n—1yc#0.
Ademas F(z) = e *%eb* para —oc < z < 6,
F(z) = 52
con —oo << PBYyc =ck.

Pero u(B) = B, . por-lo tanto F(r) = eL“ =gz e

i
Sabemos que F(zx) = e—t8gb= por lo que ¢ = —%-= ck entonces
1 : :
c= Bk < 0.
Asi se tiene que E[Xu)|Xk+1)] = X(k+r1) — 75 €-5-

bk
oo siec>0
También del Teorema 3.2.2 se debe cumplir que lim u(z) =
e —oo sic<O,

es este caso ¢ < 0 por lo que lim u(z) = lim z = —o0
T—e—00 T

Otras parejas de funciones u(z) y F(x) que satisfacen el Teorema 3.2.2 son:

a) u(z)=0ln(zr—a) a<zr<s B, a<g.

TESIS CON
FALLA DU ORIGEN
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F(@) = (5=2 a<z<pB b>o0.

b) uw(x) =6In(1 + e_”),, ze€R, 6 >0.

F(z) =

Fpmp— ,rE€R,b>0.

c) u (:z:)

ln(l —,—) : "'<‘.>g: <oo, 6> 0.
1 SRR :
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3.3. Caracterizaciones de Balasubramanian y
Dey

Después retomaremos la investigacidon de propiedades de esperanzas condi-
cionales de estadisticas de orden, el siguiente resultado da una caracterizacién

de la distribucién de una wvariable aleatoria continua.

Teorema 3.3.1. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con

funcion de distribucién F(x) y densidad f(x) continua en el soporte.

Elg(X)lr< X € y] = %i()f:)__g;(% r < y si y sdlo si g(x) = a——;——l;_,—(x—)

donde g es no negativa con derivada continua, a y b constantes.

Demostracién:

Primero supongamos que
SOSD)_, _ 20)sw)
F(y) F(x) g9(x) + g(y)’

Eg(X)z< X <y]=

y :
Entonces /g(t)f(t)dt (F(y) F(z))g%igz-z-g;?j)

Dernando arnbas partes con' especto a ¥y tenemos

g(x)g(¥). | _
I W) = 5o [(F(w — F@) a(@) +y(y)] -

29(z) (9(z) + gNF'W(F ) — F(z)) + f(»)gw)] — [F(y) — F(x)lg(y)g'(y) _

, (9(x) + g(¥))? 2 ()9 (w)
[6%(z) + 9(x)a () — g(x)g(]g () + % =

2[F(y) — F (=)}
(g(z) + g(¥))?

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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2[Fw) — F@g @) | _2f) _ 20F@) — Fo)lg'(y) | _ 2f ()
L EEEe? ooy [+ 551 o + 5w

De este modo

_2FW) = F@lg'y) | _ 2f()
g f(v) 4 [1 T ) g(‘,, e
esto es, .
2f(y) o 2AF W) — F@)g'(w)
f :
9) (y) g(r)2+ s(y) 1+ (z)]
Asif(ngt) — 2XDI W)
_ 2AF) — F(r)ly (¥)g*(z)
(g(z) + g(¥))?
f(y)g(y)g(r) + F(g* () — 29(x)g(W) f(¥)’
g(z) + g(v)

_ 2F(y) - F(o)g'()g®(x)
(g(z) + g(y))2
FWg* ) — glx)g(W)f(w) _ 29'()g%(z)

De este modo

F(ng?(w) F(( )_(F)T) 2g'( ;"g((J;)-*-g(y).
- W) — g(x)aly 9 Y)gix
Entonces P 5,(( ))( (F)( z) . g(x) + gy)”
¥)g(y)(g(y) — g{x
Por lo que F(y) — F(x)
_ 20()g*()
9(@) +g(@)’
Fw) 2g%(x)g'(y)

Por tante By - Flo) — g@lo* () - 92 @)1 o
Notemos que 2-1n [1— £ ¢ 20%(x)9 (W9’ (¥) _ 29%(x)g~ (»)g'(¥) _

Sy gz(y)] 1— &) 9*(y) — (=)

T 'E‘“IS CON
¥aitl DE ORIGEN
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29%(z)g’' (%)
9W)g?(y) — g*(=x)]’

Luego
_a_ In(F(y) — F(z)) = ‘58_ In [1 - Z?E:;] '
Integrando tenemos
In(F(y) — F(2) = In [1‘ “’%53] :

que se puede escribir como :
In(F(y) — F(z))  1’1 g(z) ff’.k >0,
esto es , . ‘
: F(y)
Entonces F(y) — F(:c) =k

kg(x) _ _
22 (1) —k—!—z:-"()z) F(y). :
g-\y) __
Por lo que kg2 () —;k+F(:1:) —F
s 2 _ kg?(z)
Asi W) = T F@) - Fo)

. —kg?(x) b
2 = 2
Es decir g°(y) = @ % — F(@) entonces g(y) AOE donde a. b

constantes tales que el cociente ————— >0
son q F) +a

Supongamos ahora que g(y) = \/———F(y;’ —— de este modo tenemos que
¥ ¥
g(t)f(t) _ 1 b
J Fl) - F@Y T Fo - F@ ,/ VE® +af B

I"—;‘:.‘_ et
FALLA

S CON
» ORIGEN
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1

-1/
N / (a+ PNV (0)dt = gt s

=Fw - F‘(z‘) VB [2(a+ Fe)?| ] =

25
Foitrm [V Fa) - VaF F@)] =

2ve .
Fo e - F@ TS VeI - VarF@]

- ovE. ‘['\/a+’F(y)f-,-t\/,“,+‘f‘(z)]
T Va +:E(u)j VarF@). \/a F@) +Va+F)
- >'2‘/5” Y pero \/—_—Fv b

Vva+ F(y) + a+ F( ) gy’
Entonces 5 s

2vE 29(=)a(w)
Eflg(X)]r< X <y 7 = - : .
[s )l 1= 70 T g(.’:b) E y(lv) ,+"y({t)~' ‘g(;z:) +9(¥)

Corolario 3.3.2. Sean X y g como en él»", Te'tivre:ma 3.8.1, X1v..., Xp una
muestra aleatoria de Fx con Xy < -+ <X(,.) sus - estadisticas de orden.
Entonces L S N

1 3=t o 2l ) g (K w)
E|———— Xl Xerys Xay | = = nam 282
[s —r—1 -'=Z+1 9( ('))I (rz: ( ):I - g( X)) + 9(Xw)

con lgr<ss<n, (s—r) 2s1ysoloszg(.t) ‘,T’G‘%'

Demostracxon- o
1 <
— E g(X(u))Iz\(r) = 1'7X(-) = ] =
S i=r+l -
1 s—1

s—r—1

Z E [g(X(;))lX(,.) -— 1,4\’(,) —‘] 8.Si r<i<s

f=r+1

E[g(XyhXe =2, X =y] = fg(t)fx(.ﬂx(r,.x(., (tlx, y)dt =
x
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y i—r—1 s—i—1
(s—r—1)! F(t)—F(x) F)—F(e) e

{ Ger—Die—i=1) Fu‘n—r(:)] [F(y)—r(;)] [F(u)—F(z)] g(t)dt.

Sea [ = —5—.((:-’))"—?(%% entonces F(t) = F(z) + (F(y) — F(x))l luego dF(t) =

f(t)dt = (F(y) — F(z))dl y también t = F~[c+dl] conc= F(x) y

d = F(y) — F(x).

Por lo tanto Flg(Xu)| X =, X = y] =
1

(s —r—1)! f—r— s—im -
(@—r—1)i(s—32~—1) D/’ Y1 =i g[Fri (e + dl)]dl
F(y) — F(@)

or: uel—l=————-——.
pord Fy)~ F(2)

;—r+1

Pero E [—1—1 >~ 9 (X)X = z, Xy = y] =
i=r+1 .
1 (s —r—1) AT - -
s—r—1, 2 (i—r—1s—i— 1l /[ 1(1 Ol e Dl =
R ) _ —
fg[F-'(c +ad)] 3 = r(:;):(,s‘ 2)1' — 1),z*-'-‘u —1ys=itdl.

Sea]=z—r—1 entonces_ -

E [ﬁ ) 9(j‘<->)|X(r)

:z,X(s) = y] =

|—r+1

1 a2 " E
_/g “Ye+dD)] Z (s“r )11(1 — ) r=2migr =
0

1 : v

s . g(2) £(2) _

/g[F Ye+dD][I+(1— z)] 24l = fg[F (c+dD)]dl = m‘“ =
"g(:c)g(y)
g(z) +g(¥)

. . . / b
si y sélo si g(x) = aF F@)
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1 — 29(X)9(X(s))
L o F |——— E X)Xy, X - A Sl 0 5 A Sl ) V2R
s [ -r—-1l.5% I X)X (')] 9(Xr) + g( X))

: . . / b
si y sélo si g(x) = a.-i-—F(T)

Un resultado que nos da otra caracterizacién de F(x) es el siguiente

Teorema 3.3.3. Sean X y g como en el Teorema 8.3.1. Entonces
a2
Elg(X)lx € X € y] = Vg(z)g(y) st y sdlo si g(x) =m donde a y

b son constantes.

Demostracion:

Primero supongamos que

¥
Elg(X)lr € X € y] = %—Tit = \/g( \/ (y por hipétesis,

entonces / a(8) f(t)dt = (F(y) F(x))\/g( \/g(_y
Denvando ambas partes con respecto a Y obtenemos

W) F(¥) = VI@F @) — F)) f/‘_y(’—)+f(y>\/_g(y1

Asi 2/ g()g(W) f () = Va(z) [(Fy) — F(z))g'(y) + 2f(y)g(y)l por lo que
2F(1)g* 2 (W) — 2f (Wg(w)Va(x) = Va(=)(F(y) - F(z))y (y)
Entonces 2f(#)9(¥)[va@) — V@) = Va@)(Fw) — F(r))y W)-

R 2@e’ W)
Es decir 7y-F '-'g(u)(f;g(v)—\_/stzn :

Notemos que

9 1u(1- Y@ ) g(x) 9‘3’2(.1/)9 @ _ Va(@)g' (y) _
81 g(y ZE:: 2g3/2(3) [ y(v);—(u)g(:t)]
Va(z)g' (v)

2g9(y) [vg(y) - \/g(x)] .

TESIS CON J
FALLA DE QRIGEN
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Por tanto

S V@)W
Fy) — F() 29 [vValw) — Va@)
Luego 82_1/ In(F(y) — F(zx)) =

2 s 22].

oy " Va(y)

By
Entonces In(F(y) — F(x)) =1n [k

(-7l

para alguna k > 0.. =
Es decir,

Fy) - F(z) =k

De este modo '

Valx)

Por lo tanto T =k_+£(:ck$l’—(y)_
Asi VE@) = —2V9=@)
I = FFF(=) - F)

—k\/3(z)

Esto es \/g(y) = m

Por lo que g(y) = m donde a y b son constantes.
b2
Supongamos que g(y) = (T(y)——a)z entonces

g(&)f() -
J Fly) — F(z)
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1 »? b2 o F(e)de
F) —F@ f (F(t) 2Ot = oy —F@ ) @ —ar

25 (red=al) - s s - ] -
For—F® (Fo—= F@)—F@ |[F@ —a Fw—al =

[ [F(y)—a—F(z)+a.]__ b2 . :
Fo—-F@ |[F@-aFw -] ~F@ —aFw—a"

E - 2
entonces Elg(X)|lz <€ X <€ y] = _Tb_b —
i o S : a(=) /9l

Pero (F(y) — a)® =

Vglz)gly). O

Corolario 3.3. 4. Sean X y g como en'el Teorema 3 .9 1. Entonces

E [s—_%_l Z g(x(,,)]x(,).x(,)] =~\./: : W'ﬁ’"’@‘f”‘ g

b2
9(y)

i=r+4+1
Demostracion: :
'orola.no 3.3. 2 (m}

Es exactamente igual a la demostracidn del

Ejemplo 3.3.5. Las funciones de dxstnbucxon contlnuas que sean de la forma

F(r) = Axz* + B son caracterizadas’ por una. de las siguientes dos condiciones:
s—1 B e s 2
nE [ 3 - k ]XG),'Xm] -7z
— /2 - k72 %73
soreliam iy : Xy + X

1 s—1 70

' 1
2) E [m Z sz]Xm,X(.-)] XE X5

Estas 1gualdades son: consecuencxa de los corolarios 3.3.2 y 3.3.4 respectiva-

mente.

Si g(z) = 'kL/z" F(x) = Az* + B y se cumple el corolario 3.3.2 entonces
5 :

9@ =\ e F@)

TESIS
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Luego g°(x) = 5 pero g%(z) = L asi & = b que se
a+ F(z)’ xk x* a-+ Az* + B
cumplesi a = —B y b= A.
Por lo que .
e 2 - ———5-1 ﬁ—
E 1 X X X _ 2 —g(X»)g(Xs) o Xy
pu—— k/z 1RO T (X)) +9( X)) -
S il X(:) $ g ) g( (s) \,kn + ?k)?
2

%72 *72
Xy + X(-)

Ahora si g(:z:) = :‘;k, ‘F(z) = Az: +B y se cumple el corolario 3.3.4 entonces

b2

pe 3 ——_- N
g(z) = (F(z) —a)? - S 1
De este modo :’ET m ‘que se cumplé sia=1

lo que : :
[ 1 s—-1 l
E |- k F] X(")-‘Y(n)]
s — ;‘ —1 S X G /
1

Nro Xt W

Ejemplo 3.3.6. Las funciones

snguxences dos

L

ma F(r) = Ae %" + B son

condiciones:

1 ety 2e FXE+XE)

x84 '
nE [;—;‘,—_—1 > e (-)Ix(,,,x(,,] =ixp

isral & 4 e8X5

2) £ [—1- E e”x(-)IX(r),X(s)] = PXTH+Xi),

r—1
i=r+1
De nuevo la primer igualdad es consecuencia del corolario 3.3.2 porque si
= e3XY | F(z) = Ae=o=" = J—5 _
glz)=e , F(x) = Ae + B entonces g(x) T F@
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De este modo
b

a -+ Ae—" 4 Bb
Por lo que e%*

]
efx”

- 1
aF A" 1B que se cumple

sia=—byb==A.
Luego

o X 20(X)9(X ) _ 2e3¥he"52 X0
Bl eIXN| X0y, X | = =
[s —r—= 1 Zﬂ l (r) (s):l g( X)) + g(X(,)) | %x(,., +‘e§x(,,

2e (XX
AT +e2'\’m

Por otro lado sic g(:z:) = 29z F(z) = Ae~" + B y.se 'ciurknplle" él corolario
3.3.4 entonces g(x) = m . e

Luego 9=V = (Ae-ar oy g que se »cumple sx‘a — B ¥ b= A' ‘

Por lo que -
1 20 cN
£ [m Z e"""(-)lx(,,.x(,)] Vg(x(r»s(«‘f(s) ""‘me”"'-*
i=r+l1

LXG+XT). -
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3.4. Caracterizaciones de Wu y Ouyang

Hay mas resultados que involucran esperanzas condicionales de estadisti-
cas de orden, el siguiente Teorema nos da una caracterizacién en donde apare-

cen las estadisticas de orden Xu) y X(mpconl <k <r<n.

Teorema 3.4.1. Sean a 2 —o0 y B < oo los ertremos izquierdo y derecho
respectivamente de una distribucidn absolutarmente continua F, g una funcion
real continua en [a,3) con derivada g’ definida y continua en (a, 3),

0 < F(z) <1 para a <a:<ﬂ, E[g(z)] < oo.
Elg(Xm) Xy = t] = g(t) + cz:

=k

=5 I1gk<r< nfsi y:sélo si

F(r)=1—e s8®-9@) 4 <xr<g con lix'txai::_tj(z)
—

Demostracion:

— Fx
Elo(Xe)I Xy = 1] = 5B f Fz)—
T

.F(mn"-' (z) dF ().

Supongamos que F(z) = 1 — e"*‘g(""(“))‘
Entonces 1—F(z) = e~ }@@)-900) y F(z)— F(t) —'e— l(y(t)—s(o))__e—l(g(a-)—y(o»

Por tanto

Lt
(n— K)o L /g(x)e—m:—'z(g(r)—y(on.

Ele(Xo)Xw =l = o=k —Dim = I T = F@F—*

[ ow=s@n _ o= t-stan] Tkt e—é(g(;)—g(a))i(cx_)d

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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(n — k)! 1 —fnzzt ) (g(z)—g(a)) ,

\.u

k- Din=nid=F@F—= J 9=e

t
; [e—g(g(t)—g(a)) _ e—g(g(z)—g(n))]' —k-1 @d
Sean

e o
u = g(x) [ —3(a(t)—g(a)) e—l(g(z)—g(a»] b dv = _g ‘(z)e~ i—”(gcx)-g(o))dz

‘(a(z)—-g(a))] d:: G

Asidu=g (_—,,) [ —Le-g@) _ ¢

ey e-1@—aan g (Z)
ot g .C

SR I a
k’{iuvL‘—,/vdu} =
Pl G

Por lo qﬁe :

E[Q(«\’(r))lx(k)' =

o

TR e r e e —steN g oy

f r—k-—1 9(’3?-’1 (=) [eig(gm—gta)) — e~ t@—stan] TR Ln—r2)ate)—s(a)) g
n—r+1 ek .

: (n = k) 1

donde D = = " 1ji(n = ML = FO"~F"

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ > 0 y que hm g(a:) = oo,

entonces:

E[g( X)Xy =1t] =

CON
ORIGEN

TESIS
A DE

I‘A '..\
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k=l i1 (ae) =gl gy

B
1 ’ [ —1(a(t)~g(a)) —Hy(z)—g(a))]'
o / n—r-+ l‘q (=) |e €

t .

D f r—k— 1g9(z)g'(x) [e-t@=s@n _ e i -stan) rk=2 o i(n—re2) (e —ota)) g .
n—r+41 c )
t
‘\*otemos que
]r —be—2

e~ (n—r+2)(g(z)~g(a)) —
n=r¥1 . (n rrAe@—a@Ndg

D / r—k-lgL_zu_z [ e—1(a(t)~g(a) _ o—3(s(x)—g(a))

o 8 : "
L e [ s@ige) [o-d@-sa) _ -ie=—a@n] TH 2
h‘F(t)l"—; (r—k=2){{n—r+1)! e

. e~ n—r+2)(g(x)—g@) g

Pero por definicién sabemos que
Elg(Xe-1))IXuw =t] =

8
U S—C T - f 2(2)g' (=) [e—é(g(:)—g(an _ e-g(gcx)—g(a))] rek=2
ZF(O)"—F (r=k— n—r < §

e—tn—r+D(e(D)~geN g

Luego

Elg( X)Xy =t] = n—_,.—_;_—{

l(n-rH)(y(:)—g(o))dx + E[g(X(‘

Sean ahora

= [e-g(g(:)—g(a)) = dv = g'(x)e=ttn—r+1 e —gt@N gy,

e I
Asi du = (r—k—1)" [ et f)—y(a))]f %"‘E_)_e"é(g(x)—y(o))dx’
v = L€ Aa—reD(e@—s@)

n-7r+1

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Por lo que
Eg(X)IXw = t] = E[g(X-1)) | Xx) = t] +

r—k=—1 8
ﬁﬁ{ -t [e—é(g(c)—g(a)) - e—gmz)—g(a))] e—g(u—rﬂ)(g(:)—g(a»l' +

a3
r—k-2
z=k=l / [ 1(9(:)—9(«-»_6 1(9(:)—9(0))] g'(m)efg(n—r+2)(g(=)—g(a»dx} -
,E[y(X(r—l))IX(k) =1+ '
__ D(r—k=1) f [ —1<g(¢)-g(a))

r—k—

g'(m)e—ﬁ(n—r+2)(g(:)—g(a))dz'

1(9(:)—g(a))]
(n—r+1)(n—r+1) ;

Si seguimos mtegrando por partes obtenemos~

E{g( X)Xy = t]

D(r—k—l)(r-k—
i—r+D(n—rF1)(n—=r+2

(n-k)!(r—k—l)(r—-k—
=k —l)!(n—r)l(u—r—l)(n—r—l)(n—r-—2) (n—-k—!.) IT:F—(z—)l'm

: k)
. ]+(ﬂ—r+l)(r}—

Elg(X¢r—13) Xy

Pero por hxpotesxs F(t)

- F@)—* = e 1(n— )(g(t —9(a

De este modo:

TESIE CON
FALLA DE ORIGEN
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C

Elg(X)| Xy = t] = E[g(X(r—1))[Xxy = t] + p———

Y usando esta expresién de manera recurrente tenemos:
c

BloXeniXuw = 8 = q=rsy * BleeniXo = 8+ 70y =

c(n—r+1+n—r+2>+E[g(x"-’2,_)q,)lx ) c('n.—r+1+
1 1 1 e r—1

n—r+2 n—r+3+ “+n—k)+€[g;'(x( NX ) (t)+c§n J

conl< k<r<n.

Ahora supongamos que E[g(X(r))|Xk;g) = para 1 <

A<r<n, a<t<g.

Pero se tiene también que

'F(t)]n—k

Elg(X)|Xuwy = t} = (,_k('l'{)f(),i

8
. / I(DF(z) —

F()7* 1 — F(z)]"""dF(z).

Entonces R e
r—1 & .

[g(t) re3 o ] ',c"jj)‘,“(),'l 5 / s@IF(=) ~

F()]" "‘_‘[1 , 7

Entonces du

s
n—r4

Por lo que - s

r—1 1
[g(t) +ed>
=k

j] [ = F()]™* =
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B

+
t

(n — k)! { _ g(x) - F(I)]"'—"H'[F(z) —- F(t)]""k"l

C—E-Dn=mi| " m—r e

n——r+1 f g'(@)[1 — F@)]" "+ [F () - F(t)]"""—‘d:c +

%I f 9(1)[1 = F(z)]""**[F(z) -

“F(t)]r—k—zdF(x)}
Como hm F(:z:) S

(n = &)
(r—k—2)'(n-—r+1)'

/g(:c) [1 — F(J:)]"—r-o-l[F(:z:‘ 'é,(’t),]",.'.',";-‘gdl-“(kzi).

De este modo

r—1 1
ECE »F

{(rnn — k)!
(r —k-— 1)'(n—r+ 1)!
Entonces

[(t)+é§ v ][1-1—‘(:)]"—&4.

=k,

j] [1’ - f(t)]"‘*
8

R v F(m)]n—r-i-l [F(.‘L’) ,F(t)]r_k_‘dx.

AT T F@rT =

TESIS CON
FALLS DE ORIGEN
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a
(r — k)! . n—r rek—
_ ! g'(@)[1 — F@)]""[F(z) — F()] ™ 1dz.
(r—k—1n—r+1)! [

Recordemos que como consecuencia de la regla de la cadena, se tiene que:

5(y) b(y)
Si H(y) = / h(zx, y)dr entonces H'(y) = / E;h(:r:, y)dx +
a(y) a(v)

(b)), )b (¥) — h(a(¥), v)a'(y), la demostracién de esta férmula aparece en
Sagan (1974). '

De este modo si

=T f(e)dz).

d: :
Por lo que z [;——r-i-_f(

s e / S@NF - PO - F@
Luego — —:(n :_:)1 [1 F(t)] :
(W —k 1) f ga)F() — PO — F@I"+ f(e)dz.

(r—k-l)'(n—r+1)!

TESIS CON “
FALLA DE ORIGEN
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c—k_) n—k—1 __
Entonces m—r 1 [1— F‘(t)] =

o == )fgvr(; — i)l)' f g @IF (@) - FOI 1 — F@)" " dz.

Derivando de nuevo ambos miembros con respecto a t se tiene

c(n — k)(n = _,1) L
- 1

k= 1)(r—k—2)
‘(ﬁ—k—l)'(n—r—f-l)' '

f g(z)[F(x) F(t)}'-" 3[1—F<z)1"-'+‘dx S

Si seguimos derivando v
e(n—k)(n—k—1)-- ('n.—r+2)[1
n—r+1

— AN — k=1 — k= 2):. 25 _

(n )(f.r— k- 1)')((; =7+ 1))' - 1 /g (:z:)[l - F(x)]"_'+lda:
el = k)(n— k= 1) e

. e T - r‘+ 1

F(t)]n—r+1 =

De este modo ") [1 o F(t)]n—r+l —

a
= [ o@n — F@yrre

_enoRnokoD: F(t)]"_'f(t) -

(n — &)1 T
— 39 (t)[l—F(-’t

(n—r+ 1)

Luego 2 =5l - O - "n(—%)mg ®01 — FEOIr+,

g

TESIS CO N
FALLA DE ORIGEN
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. _ . . . S  _ g'®)
es decir, cf(t) = g'(¢)[1 — F(t)] implica que T—F@) — ¢
E4
f(2) _ / g'(t)

Entonces / T— 2@ ———teedt = dt.
Asi tenemos que In[1 — F(f)]l = —(g(z) — g(a)).
Por lo tanto — In(1 — F(:z:)) = —(g(:z:) — gla)).
Entonces In(1 — F(z)) = ——(g(z:) — g(a)),
y luego 1 — F(x) = e"ﬁ("(”)‘g("” '
Concluyendo que F(z:) =1 e-‘k(ﬂ(r)—s("))
Ahora tomando hmxte cuando .7: — ,6‘ tenemos '

-4 um_ (g(z)—g(n)) - ‘1
l=1—¢ "=3 . lmplxca que — Z hm (g(:z:) — g(a)) = —oo.
Asi lim (9(2) = 9(e)) = oo S

r—pg= 1

Por lo que= :l.ixé\_ g(z) =
Entonces lim g(x) = ‘

r—pB— " b : [}
Ejemplo 3.4.2. La pé#e' porg(z) =In(z) a <z < oocona>0

(=%
—( ) .a<z<oo,b>lsatlsfacen

. e a\?
L dim o = i [1- (2)]

(;) = F(.ro) sxa< i’o < oc.

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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1 1 1
Y si tomamos o < ) < T2 entonces o < = < —.
2 1 a
: a a
Asx—<—< 1

entonces ( ) ( ) < 1.
[
Por lo que — ( ) <—(£) .
I T2
b
De este modo 1 — (——) < 1-— ( )
T2

Por lo tanto F(a:l) ’< F(Iz) y conclmmos que F' es funcxén de dlstnbucxén

continua.

Solo tenemos que

De igual manera se hace el caso 2) asf se tiene que:

paral k<r<nsiysélosi

Elln(X)|X@ =1t] =Int+ cz —

F(x) =1 — e~ie@-g(a),

TESIS CON
FALLA DE CRIGEN
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Pero F(z) = 1 — (j:_)" — 1 — ebinla/m) _ ] _ gbllna—inz) _ 3} _ g—blinz—lna)

implica que b =1 6¢c == 3 -

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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3.5. Caracterizaciones de Zoroa, Ruiz y Marin

Veremos ahora un problema de caracterizacién diferente: si A es una fun-
cién real, continua y estrictamente mondtona, denotamos por C; el conjunto

de las funciones de distribucién reales y continuas que cumplen con que la
o0
integral de Riemann-Stieltjes /h(z:)de(:t) es finita para cualquier a € R.

a
Para cada Fx € L, definimos la funcién ¥ como:

w(z) = ER(X)|X > 2] = 1_—;‘{(1—) / R(£)dFx ().

Notamos que ¥ (x) estd deﬁnxda en: D “R oenD = (—oc,8)con &€ Ren
donde 8 = inf{x : Fx(x) = } : '

ciones reales, deﬁmdo por T(F)

testaremos. a concmuacxon, es: Cuales son: las condxcxones necesarxas ¥ suﬁ- :
cientes para que una funcién real 1% pertenezca a la 1magen de T" o en’otras

palabras. jqué condiciones tiene que cumplir ¥ funcién real para que exista
£ ]
‘o 1
una funcién de distribucién real Fx tal que ¥(z) = ~—F——— /h(t)dl-‘_\r(t)
1 — Fx(x)

donde h estd dada?
Estableceremos las condiciones necesarias y suficientes que debe cumplir ¢
para la existencia de una funcién de distribucién F tal que ¢ = T(F).

Primero daremos un Lema y luego €l teorema principal de esta seccién.

Lema 3.5.1. Sea h una funcion real, continua, estrictamente mondtona y ¥

cualquier funcion real que satisface las siguientes condiciones:

(:)P(uhl
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i)
ii)

i)

iv)

v)

Su dominio D es R o en su caso (—o00,3) con 8 € R.
FE's continua.

a) Si h es estrictamente creciente entonces ¥ (x) > h(z) para toda
x € D y si D= (—o0,3) entonces h(3) > ¥w(x) para todo =z & D
b) Si h es estrictamente decreciente entonces ¥(x) < h(z') para tOdO'

z e D ysi D= (—o0,3) entonces h(3) < w(x) para todo :z: e D

Y es creczente st estnctamente creciente, v es decreczente st h es'

estri ctamengg d

=z :

, :

4n1}1.-.5"tie[tjes f % converge para todo x € D.
—20

f dw(e
[OEI0)

Entonces la funcidn G(x) = PR satisface la igualdad G(c)v(c)—
p k

La integr(yzli}ié:Rz

G(bYy(b) = / A(£)dG(t) para todo b < c con b.c € D.
4 :

Demostracién:

Supongamos & escr;ctamente crecxente. el caso estrictamente decreciente se

haria de ;_a misma mane
du(t) :
P
or v) f &0 — A,

Por lo que G(:L‘ :

ETR‘pa‘ra todo z € R.

existe.

Si tomamos :v'< 2 veremos que G(z) 2 G(y), es decir,

~fm%‘é'?m fme'”-"?m PR
si y sélo si

v ¥
Caw(t)  _ F o aww o du(t)
f @ —hD S 4 @ —h(p Y S

@0 —he) =
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Como ¥ es creciente, continua y ademas ¥ (t) > h(t). se satisface la desigual-

dad anterior.

G(:t: + Azx) — G(x) = e
Ry ’Hﬂh—_l] ,

_ ”"’-A' du(e _ f dw(e)
E oo G
ea Y1t 9 wie (c =

e -

z+AT

dy@) . _ 1 .
Pero w—(t—)—_—h-(—t)- = [L (a: + A.’L‘) w(:c)]—w(n) — h-(77) az—o 0 por la con-

tinuidad de ¥ donde = £ n < =z + Ax entonces G(z) es continua.

Como G(x) es decreclente y continua tenemos que, / h(t)dG(t) exxste

Sean 7 = {to,tl.(.y

[&. <], z\’(n‘)

i=0 i
Rudin, 1980

Lis1 ; d
Zi= | e
-1 n— : . n—1
Z:[¢'(t.+1) h(ti > G(t.)Aw(ti) = D [W(tiv1)—h(tie )G @ ir1) —
i=0 =0
n—1 n—1%
G(t.)]+2 G(V ) ACNE —I(w)+2 U(tir1)G(tivn)— Zu(t,)c(t )=
% B g i=0 i=0

por otro lado-

e
tl gudy _ f dw(u
= J wtuhe uluﬁ— wy

—o

— e —

AG(L;) = G(ti+l)”"— G(ti)=e

TESIS CON
FALLA DE ORG
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-1 e - s - ol ey G
e = e & —e -~ =G(t:) e
G(ti)[e™= — 1].

Por lo tanto AG(t;) = G(¢;)[e~* — 1].

Como e~ % = 1'— 'z + pz? con |p| 1 para |z l < 1/2 ent:onces

i—O

n—1:

,Z[U(tn-l) h(t.ﬂ)lc(f)

iix=0 -

B el ’ R - o » R .
(—zi + pz‘) + 2 GtyAw(t) = Z[w(t.+1) (ts;i)lG(ti)(—zs + ) +
. i-'O A o
= Bltinn) — Alti)] o L -
Zc(t.mw(t.) [m] = Zc(tf)[w(t,ﬂ) - h(t.ﬂ)][ —

n—1

Dy(ts) ' n
m] -+ Z G(t: )[U(tr+x) = h(h-;-x)]ﬁ‘—. f R +5

ot Lol At '
donde R = ?;; Gt [w(tiv1) — h(t-+1)][ + v_(t-,ﬁ—(_hl(m]

-1

yS= Z G(t:) [v(t.+1) - h(tn-H)]P-. .

Asi G(c)v(c) Gb)Y(b) — I(w) = R+ S. ahora sea T" = I(s) — [, es decir,
I(w) =T + 1. o

Por lo tanto G(c)w(c) ~GB)yY(b) — T —I = R+ S,

es decir G(c)i(c) — GBYwB) — I = R+S +T

no olvidar que hemos 'supuesto que |z;] < 1/2 para todo i.

Tomemos € >0 con 0 <e < %, sabemos que se cumple:

a) Por definicién de integral de Riemann-Stieltjes existe §; > 0 tal que si
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b)

N(m) < &, entonces [T| = |I — I(w)| < e.

. x 1 . .
Como la funcién ———-~——— es uniformemente continua en [b,c] (¢ y

Y(z) — h(x)
h son continuas, ¢ — h es continua, ¥ (x) # h(z) para todo x.
Por lo tanto ﬁes continua y cualquier funcién continua en un inter-
valo cerrado es uniformemente continua) entonces existe d2 > 0 tal que. .

si N(mw) < 82 se tiene

D(tia1) — R(tic1) @@ — A7)
donde ¢; <. 7. < tiy-Se obtlene del teorema del

Por lo tf;ntAc‘).IRly I Z G(t)[w(tivr1)— h(ti-\\-l)]

e NN _ At Y aww
T W(tie1) — A(ti) W(tir1) — h(tiv1) : u(u) — h(u)
Ap(t:) _ i) — ()] _ Au(t;) Av(t-) _
W(tir1) — h(tiv1) w(m) — h(n) Y(tiv1) — h(tiq1):
Aul'(t')l L 1 Azp(t;)e

n—1

ZG(t.)[w(t,H) — h(t,.H)]Au(ti)e por la desxgualdad del tnangulo y
porque w(x) > h(a,) para todo x € D. e

Por lo tanto |R]'<S Z G(t) [ (tier)— h(tg_l)]Au(t')e =€ Z G(t) [ (tiv1)—
i) Aw(t:). =0

Como ¥ es, crec1ente -se tiene que
Ww(b) < Ww(t) <- -+ w(tn—x) < ¥(o).
Y como h es estncfaxnem;e crecxente
h(b) < h(tl) < < h(t,._l) < h(c)
implica que — h(c) < —h.(t,._l) <.+ < —h(t;) < —h(b) entonces

TESIS CON
FALLA DE ORIGE.
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IRl <€ Z G(t:)[w(c) — h(B))AU(L:).
Ahora como G(x) es decreciente
G(e) < G(t,...l) < G(t)) € G(b) obtenemos .

IR <e Z G(b)[w(c) — h(B)]AY(t:) = EG'(b)[w(c) - h(b)] STl (ti) -
h(t0] = €GB — A(B[B(E) — vl =

Por lo que e :

IRl < GG(b)[Ib(C) = h(b)][w(c)

“z/:’(z,v)

¢) Porla concxnuldadrlgnx’fq sobre [b c] existe

,h-v-l -
o dL’v(u)' _

; PR e
un 3 >70"\Fal‘que sl (7 '—v(u) ey yen B

SF(tisva) —f t:)

. n—1
1) = hteinlez? < 3 GO)[w(e) —

i=0

i . dis(u)
S co cumole we 3o == | T = A’

i=0
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du(u) —
B — @ 2

Ahora si consideramos una particién 7 del intervalo.[b, c] tél que

Por lo tanto S < G(b)[(c) — h(b)]e /

N(7) < min{é,, 52,83}, como consecuencia de a) b)y c) tenemos que.
IT| < €, |R|<eP, §S=|S|<eQ. : G
Entonces [G(c)(c) — G()w(b) — I = |R+ S +‘“T| <1‘»‘>()5,‘-§-"QA+ 1)e
donde P = GO)[w(c) — ®IW() —A®].
@ = a®we — o) [ %

b
ITi=1— 1("’)

Por lo tanto / h(t)dE(t)—G(c)u(c) G(b)w(b) [=!

Teorema 3.5.2. Sean h una funczon real contznua y estrzctame-n.te monétona

y ¥ una funcidn real. -
€ [ (T) si y solo si se cu1nple z), o v) del Lema 3.5.1 y ademds
_diw(t)

vi) La integral de Rzemann-Stwlt]es / e = h(D diverge.
D

) e . = T e

vii) Si D = R entonces :lm; u(.w:)e = = 0.
Demostracion:
Supongamos que se cumplen {),...,vé##) para una funcién ¥ cuyo dominio
es D*.

- I ot

Definimos la funcién F*(x) por F*(r) = 1l—e - sixz € D* y ademads

F*(r) =1six =z 3 cuando D° = (—o0. 3).

dy*(t
La defincién de F* tiene sentido porque por v) / Wt;)—(_i)](T) converge
—_—
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para todo x € D~.
Notemos que F*(x) = 1 — G(x) y como G(x) es continua y decreciente en-
tonces F*(z) =1 — G(:z:) es continua ¥y creciente. s

H = —_— -
Como ¥~ (x) T— F‘( )/h(t)dF

tonces D° = {z € IR F'(::)

£ _duv g
lim e L wie
r—D0
cién vz))

Por lo tanto F‘(a:) es funcmn de

Por otro lado: Ias hxpotesxs z)

En este caso sabemos que G(:.':)

[t — Fr (@ (e) = [1 — Fv‘(b)]y‘,('b)

En el caso D* =R, témam‘@s’ elili

pero por viz) . TESIS CON

F ot | FALLADE ORICZN

Iim ¥*(c)e
C—rDO

Asi [1 — F=(6)]y"(b) = /h(t)dF‘(t).
L]
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Luego ¢ (b) = F‘(b) /h.(t)dF‘(t)

De este modo ¥%* = T(F“) entonces ¥* € Im(T).

En el caso D = (—o0, 8) de la condicién #iZ) del Lema 3. 5 1 obtenemos que
lxm Y*(x) = h(B) porque h(z) < zp‘(:r) para todo z. e ( oo, ,G)

Pero h(B) > ®*(x) para todo = E (—oo B) :
Asi h.(a:) < P (xz) < h(B) :
y h(B) llm h(z) < 11m w (:z) s
Por tanto hm W (x) = h(ﬁ)
Luego hm [1 — F* (c)]w’(c) :

;
= EF ().
De este modo IL"— w(F'), entonces W Im(T) O

Por lo que ¥ (b) : : h(t)dii""‘*(t)-r



Conclusiones

Las variables aleatorias. en general, tienen alguna estructura de depen-
dencia, esto es evidente por ejemplo en el caso de las estadisticas de orden de
una muestra aleatoria continua, la relacién de dependencia se puede expresar
en términos de las esperanzas condicionales. Diversos autores, citados en este
trabajo demostraron que sobre el conjunto de distribuciones se puede hacer
una caracterizacién basada en esperanzas condicionales.

Ma4ds especificamente, se demuestra en esta tesis que la funcién de distribu-
cién comin de un conjunto finito de variables aleatorias continuas e inde-
pendientes queda determinada de manera tinica por medio de las esperanzas
de funciones de estadisticas de orden condicionadas a otras estadisticas de
orden.

Las condiciones que deben satisfacer las funciones de estas estadisticas de
orden son minimas y el condicionamiento se puede hacer sobre una o dos
estadisticas de orden, consecutivas o no.

Si se conoce la forma de las esperanzas condicionales mencionadas antes, se
conoce la distribucién, esto da una caracterizacién de las distribuciones tal

como lo hace, por ejemplo, la funcién caracteristica.

230
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También se exponen las condiciones que debe satisfacer una funcién para ser
la esperanza condicional de alguna funcién dada.

En los dos primeros capitulos se exponen de manera detallada los princi-
pales conceptos y resultados sobre Esperanzas Condicionales, Probabilidades
Condicionales y Martingalas con el objeto de que se cuente con un material

mads accesible que los textos tradicionales.
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