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Resumen

El propésito de este trabajo es estudiar el efecto Hall Cudntico a través de
sus simetrias y aspectos topolégicos. Consideramos el modelo que consiste de
un electrén en un potencial periédico bidimensional sujeto a campos eléctrico
¥y magnético uniformes. El campo magnético se encuentra en direccién perpen-
dicular al plano y el campo eléctrico es paralelo al mismo. Denominamos a éste
el problema eléctrico magnético de Bloch bidimensional (EMB).

Se estudian las simetrias del problema EMB, entre ellas las traslaciones
eléctrico-magnéticas. Aplicando condiciones de conmensurabilidad, racionalidad
del flujo magnético y de la direccién del campo eléctrico, se obtiene un conjunto
completo de simetrias que conmutan entre si y la base de funciones de Bloch-
Floquet.

Por medio de una representacién matricial del problema EMB que generaliza
a la ecuacién de Harper incluyendo los efectos del campo eléctrico y el acopla-
miento entre niveles de Landau, se obtiene el espectro del electrén.

El problema EMB presenta interesantes fenémenos de localizacién y difusién
que son de gran interés en el estudio experimental de la mecanica cuantica de
sistemas cldsicamente caéticos. Por medio de la evolucién de un paquete de
ondas se estudian algunos de estos fenémenos.

Utilizando los formalismos de segunda cuantizacion y dindmica semiclésica se
calcula la conductividad de Hall que es expresada como un invariante topolégico
entero e independiente de la intensidad del campo eléctrico. Los valores obteni-
dos corresponden con algunos resultados experimentales en redes artificiales de
puntos cuinticos.
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Abstract

The object of the present work is to study the quantum Hall effect through
its symmetries and topological aspects. We consider the model of an electron
moving in a two-dimensional lattice in the presence of applied in-plain electric
field and perpendicular magnetic field. We refer to this as the two dimensional
electric-magnetic Bloch problem (EMB).

The electric-magnetic translation operators are studied along with other
symmetries of the EMB problem. Applying conditions of commensurability, i.e.
rationality of the magnetic flux and of the direction of the electric field, we
obtain a complete set of self commuting symmetries and the base of Bloch-
Floquet wave functions.

The spectrum of the electron is calculated from a matrix representation of
the EMB problem which generalizes the Harper equation by including the effects
of the electric field and the coupling between Landau levels.

The EMB problem leads to interesting localization and diffusion phenomena
that are of great interest to the experimental study of the quantum mechanics
of classically chaotic systems. By means of the evolution of a wave packet some
of this phenomena are investigated.

Through second quantization and semi-classical dynamics the Hall conduc-
tivity is shown to be an integer topological invariant that is independent of
the intensity of electric field. The results obtained from ical calculations
correspond to some experimental results on arrays of quanturmn dots.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1. EIl Efecto Hall

El efecto Hall cusantico (EHC), descubierto por Klitzing, Dorda y Pepper en
1980 [1] y el efecto Hall fraccionario, encontrado en 1982 por Tsui, Stérmer y
Gossard [2] han sido campos de estudio muy activos en la fisica de la materia
condensada por mas de dos décadas.

La configuracién experimental para estudiar el efecto Hall, ya sea cldsico o
cuédntico, es esencialmente la misma en cuanto a la disposicién de los campos
eléctrico y magnético aplicados, asf como los contactos requeridos para medir
voltajes y corrientes. Esta configuracién se muestra en la figura 1.1. Una pelicula
de un material conductor o semiconductor lleva una corriente Iy, debido a la
aplicacién de un campo eléctrico ' que establece una cafda de potencial Vz a
lo largo de la muestra. La aplicacién de un campo magnético B perpendicular
a la muestra produce una fuerza de Lorentz que desvia a los electrones y huecos
lateralmente dando lugar a la acumulacién de cargas de signos opuestos en la

Figura 1.1: Esquema de la configuracién experimental para medir el efecto Hall.
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Figura 1.2: Efecto Hall cudntico entero medido a 50mK en una heteroestructura
de AlGaAs/GaAs {3]. (a) La Resistencia de Hall Ry como funcién del campo
magnético B presenta escalones en h/ie? donde i es un nimero entero. (b) La
magnetoresistencia Ry praicticamente se cancela en las mismas regiones donde
se pr t las tas de Ryr.

direccién transversal. El gradiente de densidad de carga, a su vez, genera un
campo eléctrico que contrarresta a la fuerza de Lorentz. Asf se establece una
diferencia de potencial Vg, llamado potencial de Hall.

El efecto Hall cldsico puede entenderse en términos de estas consideraciones.
La resi 1icia de Hall cldsica Ry, definida como el cociente de la diferencia de
potencial de Hall y la corriente depende linealmente del campo magnético

Vi B

Ry = T: = nes (1.1)
donde e es la carga del electrén y no es la densidad superficial de portadores.
La relacién lineal entre la resistencia de Hall y el campo magnético fue probada
experimentalmente en el siglo XI1X.

La medicién de la resistencia de Hall ha sido utilizada ampliamente en la
determinacién de algunas de las propiedades electrénicas de los materiales, por
ejemplo la densidad de portadores.

La cuantizacién del efecto Hall (ver figura 1.2) ocurre en sistemas bidimen-
sionales de electrones a muy bajas temperaturas e intensos campos magnéti-
cos. Bajo estas condiciones, la conductividad de Hall como funcién del campo
magnético presenta mesetas en los miltiplos enteros de e?/A. Por otro lado,
lar cia pr escalones en Ry = h/ie? donde i es un niimero entero.
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1.1 El Efecto Hall 7

30

Figura 1.3: Efecto Hall cudntico fraccionario a 85mK en una heteroestructura
de GaAs/Al:Ga;..zAs [7]. La magnetoresistencia R; y la Resistencia de Hall
Ry se presentan como funciones del campo magnético. Para la resistencia de
Hall pueden observarse escalones en valores fraccionarios de h/e? y para Ry se
observan ceros coincidentes con dichos escalones.

Cada una de estas mesetas coincide con un minimo en la magnetoresistencia

L7
Rp = Y7 (1.2)
La cantidad Rx = h/e? ha sido adoptada como una constante universal, cono-
cida como constante de von Klitzing, debido a la precisién de la cuantizacién
que es independiente de factores geométricos de la muestra y de la presencia
de impurezas. Es conocida con una precisién de al menos 1 en 107 [4] y ac-
tualmente se acepta el valor Rx = 25812. 80712 [5]. Las mediciones del EHC se
utilizan también para determinar con alta precisién la constante de estructura
fina a—! = 4weohc/e?; considerando que la velocidad de la luz ¢ y la cons-
tante magnética uo son conocidas de manera exacta, se obtiene un valor para
a—! = 137.035991 + 0. 000008 (1, 6].

El efecto Hall cudntico ha sido observado en sistemas muy diversos. En
las mediciones de EHC von Klitzing empleé un transistor de efecto de cam-
po (MOSFET) de Si/SiO2 con movilidades entre 3 y 5m?/Vs. Por otra parte,
Tsui, Stérmer y Gossard [2] hicieron sus mediciones en heteroestructuras de
GaAs/Al.Ga1-..As con mayores movilidades (entre 8 y 10m?/Vs [2, 3]) y con
campos magnéticos mas intensos, lo que les permitié observar el EHC fraccio-
nario. La figura 1.3 muestra mediciones tipicas del EHC fraccionario a campos
magnéticos muy intensos. Se observa que la resistencia de Hall Ry como fun-
cién del campo magnético presenta escalones en miiltiplos fraccionarios de h/e?
y la magnetoresistencia muestra fuertes modulaciones cuyos minimos coinciden
con las mesetas de Ry [8). En cada escalén de Ry se observa que la resistencia

_ TESIS CON

FALLA DE ORIGEN



8 - Introduccién

p—Si
Colector
Si02
Metal
Capa de
V. Inversién

Ve

Emisor

Figura 1.4: Esquema de un MOSFET. Se utiliza Si0O2 como compuerta dieléctri-
ca. La aplicacién de un voltaje Vg permite modificar la cantidad de niveles
ligados en la interfase Si — SiO2 y también la densidad del gas bidimensional
de electrones

longitudinal practicamente se cancela, los voltajes correspondientes pueden ser
menores a 10714V,

Los mecanismos responsables del EHC entero y fraccionario son completa-
mente diferentes a pesar de la aparente similitud entre los resultados experi-
mentales. En el primer caso el papel de los electrones independientes es decisivo
mientras, que el segundo sélo puede ser entendido a través de la interaccién
electrén-electrén que da lugar a fenémenos colectivos.

1.2. Gas Bidimensional de Electrones

El impetu en el estudio del efecto Hall antico, de si as bidi io-
nales casi ideales de electrones. Estos sistemas pueden lograrse por medio del
confinamiento de electrones en pozos cuanticos muy delgados.

El EHC es cominmente observado en un MOSFET como el que se muestra
en la figura 1.4 [9]). Estos sistemas consisten de un semiconductor (Si) dopado
positivamente, una pelicula aislante (SiO2) y un electrodo metilico. Al aplicarse
un voltaje de compuerta Vg entre el metal y la interfase iconductor-aisl
las bandas de valencia y conduccién del Si se doblan. A medida que la banda
de conduccién se curva por debajo de la energia de Fermi, se forma un potencial
atractivo para los electrones en la interfase entre el semiconductor y el aislante.
Este pozo de potencial posee niveles hgadoa €5 para los electrones de la banda de
conduccién (ver la figura 1.5). Si Vi es sufici >, 108 electrones se
acumulan en el pozo de potencial formando un gas bidi ional de electrones
en la interfase Si — Si0O;. La ventaja de este dispositivo es que permite variar
la cantidad de electrones en el pozo.
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1.2 Gas Bidimensional de Electrones 9

Figura 1.5: Esquema de bandas de un MOSFET de Silicio. El Si, dopado posi-
tivamente tiene niveles aceptores en £4. El potencial de compuerta Vs dobla
la banda de conduccién hasta que queda por debajo de la energfa de Fermi en
la interfase Si — SiO2. En esta regién los electrones de la banda de conduccién
pueden ocupar los niveles ligados £; formando un gas bidimensional.

Otra forma comiin de crear una capa bidimensional de electrones es utilizar
heterouniones de materiales que tienen diferentes anchos de brecha energética.
Algunas heterouniones se crecen alternado capas de AsGa dopado a diferentes
concentraciones de Al [10] o In [11]. La m4s utilizada es la de n — GaAs/p —
Al:Ga1—_As. Los parametros de red de ambas aleaciones son pricticamente
idénticos por lo que se consiguen uniones con altas calidades cristalinas. La
brecha del GaAs es mas ancha que la del Al;Ga;—»As por lo que al variar
la concentracién = de Al, la estructura de bandas puede ser ajustada entre
la del GaAs y la del AlAs. En la figura 1.6 puede verse que en la vecindad
de la unién las estructuras de bandas de ambas aleaciones, que originalmente
difieren en £,; — £,2 (figura 1.6), se unen paulatinamente. La diferencia entre
las brechas se reparte aproximadamente 40 % en la banda de valencia y 60 % en
la de conduccién

2 3
AEc = -:_-,- (8,1 -— 8‘72) » Afy = g (gg! - 812) s (1.3)

donde AE&¢ corresponde a la banda de conduccién y A€y a la de valencia. El do-
blamiento de las bandas ocurre a lo largo de una distancia de aproximadamente
100A, mucho mayor que la regién de intercambio de cargas en la interfase. En
equilibrio térmico, la energia de Fermi £ tiene el mismo valor en ambos lados
de la unién y a bajas temperaturas se encuentra cerca de los niveles aceptores
Ea del lado dopado positivamente y de los niveles donores £p del lado dopado
negativamente. El doblamiento de las bandas en la regién de transicién tiene
el efecto de colocar electrones en los niveles aceptores del semiconductor tipo p
y de dejar vacancias en los niveles donores del semiconductor tipo n. Esto da
lugar al espacio de carga en el que una zona de estados ionizados fijos en el
espacio forman una doble capa a lo largo de la unién. La polarizacién de carga
produce una diferencia de potencial eléctrico que dobla las bandas formando
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Figura 1.6: Esquema de bandas de una heterojuntura de Al;Ga;_As/GaAs.
El GaAs, dopado positivamente tiene niveles aceptores en £4 y el Al;Ga;_As
tiene niveles donores en £p que se encuentran muy préximos a la energia de
Fermi £7. Las bandas de ambas aleaciones empatan en una longitud de aproxi-
madamente 100A4. El Al,Ga;_z As tiene una brecha £g1 mayor que el del GaAs
dado por &£;2. Afy y AEc son las discontinuidades de la banda de valencia y
de conduccién respectivamente.

un pozo cudntico cerca de la unién. Los electrones en la superficie de Fermi
quedan atrapados en los niveles ligados £; del pozo cuéntico, formando un gas
bidimensional en la localidad de la unién [12].

Las interfases de AsGa han permitido la fabricacién de redes artificiales de
antipuntos cudnticos. Actualmente existen varias técnicas para fabricarlas. La
ma4As comiin es la litografia con haces de iones [13] o electrones (14, 15]. Un méto-
do mads reciente para construir una red de antipuntos cudnticos, como la que
se muestra en la figura 1.7, es la litografia de microscopio de fuerza atémica
(MFA)[13]. La superficie de Al;Ga;_;As cubierta de agua, es oxidada localmen-
te aplicando un voltaje a través de la punta de un MFA. Las regiones oxidadas
funcionan como un material aislante por lo que los electrones experimentan un
potencial repulsivo al encontrarse en su vecindad. De esta manera se consiguen
potenciales periédicos con grandes parimetros de red (300nm) y altas movili-
dades (80m?/Vs).

1.3. Oscilaciones de Shubnikov-de Haas y Efecto
Hall Cuantico

En esta seccién y en la préxima presentaremos algunos elementos que se utl-
lizan en la descripcién de la dindmica de electrones en si bidi i
cristalinos y en presencia de campos magnéticos.

En la aproximacién de masa efectiva, los eigenvalores de la energia para un
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6um a 300mm b

Figura 1.7: Arreglo de antipuntos cuénticos en una hetercoestructura de
GaAs/Al-Ga, ... As. La superficie mojada de GaAs es oxidada por medio la
aplicacién de un voltaje entre la punta de un MFA y la heteroestructura. (a) El
arreglo de antipuntos cuanticos funciona como un cristal artificial de 60um y
20 x 20 puntos de red. (b) El pardimetro de red es de aproximadamente 300nm.

electrén restringido a un plano son

,i2
B ke +

donde k; y k, son las componentes del vector de onda del electrén, m* es la
masa efectiva en el plano de movimiento libre y £; son los niveles ligados de
energia asociados al confinamiento en la direccién z.

Si se aplica un campo magnético intenso B a lo largo del eje z el electr6n es
forzado a adoptar 6rbitas de ciclotrén cuya frecuencia estd dada por

eB
m*’

h?
2m=

Ej (kz, ky) = kZ + €5, F=1,2,... (1.4)

we = (1.5)
Asf, el campo magnético produce una cuantizacién adicional del espectro de
energia

£, = (u+%) hewe + €5, vi=0,1,2,.... Qa.e)

A temperaturas y densidades electrénicas bajas, s6lo la banda inferior (g¢) se
encuentra ocupada, por lo cual el espectro queda completamente descrito por
el primer término de la Ec. (1.6). Los niveles de energia obtenidos son llamados
niveles de Landau.

Los niveles de Landau son altamente degenerados y uno solo de ellos puede
contener un gran numero de electrones. En una a tipi el na o de
estados n. en cada nivel de Landau es igual al nimero de fluxones magnéticos
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¢o = h/e que atraviesan la superficie S de la muestra

SB
Ne = —. 1.7
=0 a7
Un nivel de Landau esti lleno cuando cada uno de sus estados degenerados se
encuentra ocupado por un electrén. El mimero de niveles de Landau que se
encuentran llenos se llama factor de llenado v y es un nimero racional. Si A/
es el niimero total de electrones, el factor de llenado estd dado por
N _ P
veg = : = ﬂoF- (1-8)
El factor de llenado puede entonces ser considerado como el nimero de electrones
de conduccién por unidad de fluxén ¢o. Combinando las Ecs. (1.1) y (1.8) se
obtiene para la resistencia de Hall

1 h
Ry = oL &2’ (1.9)
lo cual muestra que si la densidad de electrones y el campo magnético se ajustan
de tal manera que vy sea entero, los valores observados para el EHC entero se
explican por la Ec. (1.9). Todos los niveles de Landau del gas bidimensional
de electrones ideal transportan la misma cantidad de corriente de Hall (ver
seccién 6.1). Por lo tanto, una vez que la energfia de Fermi se encuentra entre
dos niveles de Landau ya sea por la variacién de no o B, la conductividad de Hall
permanece constante. Esto explica la observacién experimental de los escalones
en la conductividad como funcién de la densidad de portadores [1] o del campo
magnético [2].
El EHC presenta una situacién muy especial, la conductividad o;;, que des-
cribe a la densidad de corriente J a lo largo del campo eléctrico y la resistividad

Pzx, que define al campo eléctrico a lo largo de la d idad de corriente, se
anulan simultidneamente. La corriente y el campo eléctrico estan relacnonados
por
J=0-F, E=p-J, (1.10)
donde o es el tensor de conductividad y p el de resistividad. Se definen como
o= Oxzx Ozy ) s = Pzz Pzy ) N (1.11)
—Ozy Ozzx —Pzy Pzz

La resistencia de Hall esti relacionada con el tensor de resistividad por Ry =
—pzy - El tensor de resistividad es el inverso del tensor de conductividad

1 o —o.
p=ot=oror (o o) a-12)

De esta iiltima expresién observamos que o, = O implica pz>» = O siempre y
cuando oxy 7# 0. La corriente longitudinal depende de la ocupacién de electrones
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1.4 El Problema Eléctrico-Magnético de Bloch 13

en la vecindad de la energfia de Fermi, si la ocupacién en £ es nula la corriente
longitudinal también lo sera. Entonces, si el nivel de Fermi se encuentra en la
brecha entre dos niveles de Landau la conductividad y la resistividad longitu-
dinal se anulan. Por el contrario, cnando £€r coincide con un nivel de Landau,
R; toma un valor finito. De esta forma, en la magnetoresistencia se deben ob-
servar oscilaciones al variar el campo magnético. Estas son las oscilaciones de
Shubnikov-de Haas.

Sin embargo, los sistemas reales son mas complicados. La presencia de impu-
rezas e imperfecciones, la interaccién de los electrones con los fonones de la red
y otros factores rompen la degeneracién de los niveles de Landau. La densidad
de estados formada por funciones § centradas en las energias hw. (n + 1/2) es
reemplazada por bandas centradas en cada nivel de Landau como se muestra
en la figura 1.8. Los centros de estas bandas contienen estados extendidos que
se propagan a lo largo de la muestra, mientras que los extremos poseen estados
ligados debidos al efecto localizador de las impurezas [16, 17]. El centro de las
bandas se llama brecha de movilidad y los extremos bordes de movilidad [18].
Sélo los electrones que ocupan los niveles de la brecha de movilidad contribuyen
a la corriente. Asi, la configuracién de la densidad de niveles se comporta en
forma similar a la de los niveles de Landau puros.

Cabe sefialar que también la dispersién debida al potencial periédico de la
red desdobla la degeneracién de los niveles de Landau dando lugar a sub-bandas.
El estudio de la dinAmica de electrones en presencia simultinea de un campo
magnético y de potenciales periédicos ha tenido una larga historia y recibe el
nombre de problema de Bloch Magnético (BM). Ha servido en particular para el
desarrollo de la explicacién topoldgica del efecto Hall cudntico entero, iniciada
con el trabajo de Thouless, Kohmoto, Nightingale y Nijs [19)]

1.4. El Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

El problema de Bloch Magnético (BM) consiste de un electrén restringido a
moverse en un plano en el que existe un potencial periédico y, perpendicular a
éste, un campo magnético. La prescripcién de Peierls [20] indica que se puede
obtener un hamiltoniano aproximado reemplazando la energia pa.rncular de una
banda £ (k) por £ (x) donde k es un operador cuyas compc £

[Rz, ] = iE B (1.13)
Esto es equivalente a reemplazar la ecuacién de Schrdinger en ausencia de cam-
po magnético por una en la que el indice de Bloch k es sustituida por el operador
{(p — eA) /K en la relacién de dispersién. Sin embargo, la sustitucién propuesta
por Peierls no da informacién respecto al error introducido. Asumiendo esta
aproximacién en el modelo de amarre fuerte para un electrén, Harper derivé la
ecuacién que ahora lleva su nombre [21]

Ym—1 + 208 (27¢M) Y + Ym+1 = E¥m. (1.14)
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Figura 1.8: Densidad de estados D (£) como funcién de la energia. Para un gas
ideal de electrones, la densidad de niveles es un conjunto de deltas localizadas
en las energias de Landau: fuw,. (n + 1/2). En presencia de impurezas, los niveles
de Landau se ensanchan dando lugar a bandas. Los estados en la vecindad de
las energias de de Landau forman la brecha de movilidad, ya que los correspon-
dientes estado son extendidos. L.os estados en los bordes son localizados.

En esta ecuacién ¢ es el flujo magnético en una celda unitaria en unidades de
flux6n magnético ¢o.

Una contribucién importante para el estudio de las simetrias del problema
fue hecha por Zak [22], quien encontré las representaciones del grupo de trasla-
ciones magnéticas que resulta de notable importancia en el andlisis de multiples
aspectos relacionados con el problema de Bloch magnético [23, 24].

Rauh [25] obtuvo, en el limite de campo magnético intenso, una ecuacién
dual a la de Harper, es decir, con una estructura idéntica a (1.14), pero con el
flujo magnético reemplazado por su inverso y la energia reescalada por un factor
dependiente del flujo magnético. El espectro que se obtiene para esta ecuacién
como funcién de ¢, ya sea en la aproximacién de amarre fuerte o de campo
magnético intenso, se conoce como mariposa de Hofstadter y tiene la estructura
que se muestra en la figura 1.9. En la seccién 4.4 se estudia el procedimiento
empleado para obtener este espectro.

Hofstadter [26, 27] mostré que éste espectro presenta una gran complejidad
que incluye varios tipos de escalamiento. Cuando ¢ es un nimero racional p/q el
espectro se compone de ¢ niveles. Dado que en la proximidad de cualquier flujo
racional es posible encontrar nu 08 irracic les para los que el nimero de
niveles serfa infinito, no resulta obvio que la estructura mostrada se mantenga
y mas aun que pueda ser observada. Hofstadter encontré que para ¢ irracional
el espectro de la mariposa adquiere una estructura homeomsérfica al conjunto
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Figura 1.9: Mariposa de Hofstadter. Los puntos indican los eigenvalores de la
energfa como funcién del flujo magnético por unidad de celda por unidad de
fluxé6n magnético ¢o.

de Cantor [27]; es decir corresponde a un conjunto infinito no numerable pero
de medida cero. Lo anterior explica porqué, aun cuando se agrega el efecto de
valores irracionales de ¢, los niveles se organizan de acuerdo a patrones bien
definidos como los observados en la figura 1.9. Es interesante observar que la
estructura fractal del espectro de Hofstadter resulta de la com;j ia del o
magnético, que por si sélo produciria estados discretos, con “el efecto de la red
periédica, que en ausencia de campo magnético darfa lugar a bandas continuas.

El espectro de la mariposa de Hofstadter ha sido observado experimental-
mente en arreglos de dispersores resonantes dentro de guias de microondas [28] y
ondas aciisticas [29]. Las ecuaciones que describen a tales sistemas son similares
a la de Harper.

Sin embargo, no resulta ficil observar el espectro de la mariposa en sistemas
bidimensionales de electrones. Para ello se requieren valores de ¢/¢o del orden
de la unidad, pero aun para los campos magnéticos mas intensos que se producen
en el laboratorio, ¢ resulta ser sumamente pequeiio debido a los diminutos
pariametros de red que poseen los cristales naturales. No obstante, es posible
encontrar evidencia del espectro de la mariposa en heteroestructuras laterales
de alta calidad [30] y en redes artificiales de antipuntos cuénticos {15). En este
dltimo experimento, von Klitzing y sus colaboradores, por medio de un haz de
iones que incide sobre una heteroestructura de GaAs, consiguieron trazar un
potencial periédico artificial que posee parametros de red del orden de 120nm.
En estos sistemas la evidencia del espectro de la mariposa se puede obtener,
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Figura 1.10: Medicién de la resistencias de Hall (R:y) y longitudinal (R:z) en
una red de antipuntos cuénticos con un parametro de red de 120nm (tomado
de [15]). (a) Resistencia longitudinal y resistencia inversa de Hall (1/Rz,). Los
valores enteros del inverso de la resistencia de Hall estin marcados por medio de
lineas punteadas horizontales. (b) Comportamientos de la conductancia de Hall
como funcién de la energia. Cuando el inverso del flujo magnético por celda en
unidades de ¢o < 0.5 la serie de valores que se obtienen para la conductividad
de Hall son O y 1. En el caso en el que ¢o > 0.5 la serie de valores que se
obtienen para la conductividad de Hall son 0, 1,0 y 1.

aunque de forma indirecta y limitada, a través del andlisis de la conductividad
de Hall.

La idea de este experimento se origina en el trabajo de Thouless, Kohmoto,
Nightingale y den Nijs [19], quienes mostraron, utilizando la teoria de la res-
puesta lineal de Kubo, que la conductividad de Hall se puede expresar como un
invariante topolégico que toma valores enteros. Para niveles llenos de Landau
la conductividad adquiere valores que son miiltiplos de e?/h, y a medida que
se incrementa la energia de Fermi presenta una variacién monétona ascenden-
te, de manera similar a lo observado en la figura 1.2. Es razonable esperar que
las sub-bandas de un nivel de Landau contribuyan a la conductividad con una
fraccién del valor total e?/h. Sin embargo, resulta notable que cada una de las
sub-bandas contribuye con un miiltiplo entero de e?/A y los valores enteros co-
rrespondientes no siguen en general una secuencia monétona. Asf por ejemplo,
para ¢/¢o = 3 un nivel de Landau se rompe en tres sub-bandas que contribu-
yen a la conductividad con valores (en unidades de e2/h): 0,1,0. Mientras que
para ¢/¢o = 3/2, también se tienen tres sub-bandas pero con contribuciones
a la conductividad que siguen la secuencia: 1,-1,1. Asf, en el primer caso se
espera que a medida que la energia de Fermi cruce por las tres sub-bandas la

conductividad simpl te se incr te de 0 a 1; mientras que en el segundo
caso se espera observar una secuencia en la que te, d inuya y final-
mente vuelva a aumentar. Esto es preci te el COulpun i > ob vado
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por von Klitzing y sus colaboradores [15], tal y como se muestra en la figura
1.10. Otros valores de ¢ pueden seguir secuencias que denotan una estructura
de sub-bandas mas compleja, sin embargo dichos efectos son muy dificiles de
observar experimentalmente.

La mayoria de los trabajos descritos, o bien no consideran el campo eléctrico,
o su efecto se incorpora a través de la teoria de la respuesta lineal. Fn esta
tesis mostramos que las ideas desam"adaa por Zak {22] en relacién al problema
magnético de Bloch y el acery 1 légi sugerido por Thouleas et al.
[19] para el cdlculo de la conductividad de Hall se pueden extender para inclusr
en forma exacta el efecto del campo eléctrico.

Llamamos problema eléctrico-magnético de Bloch (EMB) a aquel en el que el
campo eléctrico se incluye en forma exacta. La simetrias del problema EMB com-
binan las traslaciones espacio-temporales con transformaciones de norma, de tal
manera que las traslaciones espaciales y las evoluciones temporales del proble-
ma de Bloch se generalizan dando lugar a las traslaciones eléctrico-magnéticas.
Dichas simetrias resultan fundamentales para encontrar los eigenvalores de la
energia del sistema y los correspondientes eigenvectores. El espectro obtenido
para el problema EMB es una generalizacién del espectro de la mariposa de
Hofstadter. El formalismo desarrollado sirve para analizar algunas propiedades
de localizacién electrénica. Ademads, permite extender los resultados de Thou-
less et al. relacionados con la interpretacién topolégica de la conductividad de
Hall. Debido a que el método no se restringe a la teorfa de la respuesta lineal,
es posible calcular correcciones no-lineales para la conductividad de Hall, y la
magnetoresistencia.

1.5. Contenido

En el capitulo 2 se estudian las simetrias del problema EMB, entre ellas
las traslaciones eléctrico-magnéticas. Se discute como al agregar las rotaciones,
dilataciones y boosts se obtiene el grupo magnético de simetrias.

En el capitulo 3 se discuten las condiciones de conmensurabilidad, que son
necesarias para obtener un conjunto completo de simetrfas que conmutan en-
tre si a partir de las traslaciones eléctrico-magnéticas. Se introduce el llamado
operador de traslacién de la energia. Con estos ingredientes se construyen las
funciones de Bloch-Floquet y se estudian sus propiedades. En particular se de-
duce un ecuacién efectiva de Schrédinger, en la cual la derivada temporal es
sustituida por una derivada direccional del psendomomento.

En el capitulo 4 se obtiene una ecuacién secular que generaliza a la de Harper
al incluir los efectos del campo eléctrico y el acoplamiento entre niveles de
Landau. Se obtiene un representacién matricial explicita para esta ecuacién
describiéndose los métodos utilizados para ob r ltados éricos, entre
los cuales se incluyen: método de fracciones continuas y solucién adiabitica. Se
discute en detalle el espectro, asi como otras propiedades de las soluciones para
diversas elecciones de los parametros rele del probl a

En el capitulo 5 se analiza la evolucién de un paquete de ondas, as{f como su
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relacién con algunas propiedades de localizacién y difusién.

Con base en los resultados anteriores y utilizando los formalismos de segunda
cuantizacidén y dindmica semicldsica, en el capitulo 6 se analiza la conductividad
de Hall. Se demuestra que ésta puede expresarse en términos de un invariante
topolégico, que toma valores enteros. Se presenta un método numeérico para

calcular dichos enteros y se analizan las secu ias ob id
Finalmente, en el capitulo 7 se presentan las conclusiones de este trabajo.
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Capitulo

Simetrias del Problema
Eléctrico-Magnético de
Bloch

2.1. Introduccién

En el capitulo anterior se explicaron las conﬁguracnones expenmentales en
las que se puede observar el EHc. Todas ellas cc ten de un si a bid
sional de electrones sometido a la accién de campos magnético y eléctrico y un
potencial periddico. Este iltimo puede deberse principalmente a la estructura
cristalina natural del material o, a la presencia de una red artificial de antipun-
tos cudnticos. En algunos de estos sistemas la presencia de impurezas juega un
papel muy importante, pero en este trabajo, despreciaremos su efecto.

Por ello se justifica el estudio del sistema formado por un electr6n de Bloch
en presencia de campos magnético y eléctrico uniformes. Un electrén de Bloch
consiste en un electrén que esta sometido al efecto de un potencial periédico que,
en este caso, se encuentra sobre un plano. El campo magnético uniforme es per-
pendicular al plano y el campo eléctrico se encuentra contenido en é1. Llamamos
a éste el problema de Bloch eléctrico-magnético (EMB). En particular, estamos
interesados en las simetrias de este problema. En este capftulo se obtienen y
estudian las simetrias que posee el problema de Bloch eléctrico-magnético.

2.2. EIl Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

Para el propésito de nuestra investigacién consideramos el movimiento de un
electrén en un potencial periédico bidimensional, sujeto a un campo magnético
uniforme B aplicado perpendicularmente al plano, y a un campo eléctrico cons-
tante F paralelo al mismo. La dindmica del electrén puede ser descrita por la
ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. Es posible elegir una norma
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20 Simetrias del Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

en la que la ecuacién de Schridinger sea independiente del tiempo, pero, como
veremos mis adelante los operadores de simetria se vuelven dependientes del
tiempo. La ecuacién de Schrédinger es entonces

1
sy = [3 @2 +13) + v — 1o 113 =0, @1
donde los operadores de velocidad [31] estdn dados por

. O, = p, + A, (2.2)
con po Y py(2) los operadores de energia pp = i/t y momento py = —id/8z,
P2 = —i8/8y. Las unidades han sido elegidas de tal manera que B = /i = € =

m = 1. Esto es equivalente a medir energfas en unidades de

heB

P, = et (2.3)

donde w. es la frecuencia angular de ciclotrén, e y m son la carga y la masa
efectiva del electrén y B el médulo del campo magnético. Las longitudes se
miden en unidades de la longitud magnética £, dada por

¥, consecuentemente, los momentos se miden en unidades de //£y. En el apéndice
A se explica como restaurar las unidades en las cantidades que aparecen a lo
largo del texto.

Frecuentemente utilizaremos notacién covariante con los vectores espacio-
temporales zo = ¢, Ty =y 2 = Y-

La Ec. (2.1) puede ser considerada como una ecuacién de eigenvalores para el
operador S con eigenvalor 0. Con la finalidad de simplificar la discusién posterior
de los operadores de simetria, es conveniente considerar el potencial vectorial
A, en una norma arbitraria. Para ello se introduce un conjunto de pardmetros
Boa, £1 y B2 asociados a la norma. Los resultados fisicos deben ser independientes
de estos parametros. Los potenciales escalar y vectorial quedan dados por

A= (1~ 3) Baz+ (B2 - 3) Buv.
A= — (;svl + %) E.t+ (ﬂ., - %) By, (2.5)
Az = — (ﬁ,+§) Eyt+ (Bo+%) Bz

y en forma abreviada se puede escribir como
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donde
o (Br—L)E: (B2—3) Ey
Ay = — gﬁ, + %; E. o Go—3)B ). @7
Bz+%)Ey (Bo+3)B o
Este potencial produce los campos correctos e independientes de los parametros
B. La parte antisimétrica del tensor A,, contiene la informacién de los campos
¥y la simétrica la de la funcién de norma.
El potencial periédico de la red puede ser representado por una descompo-
sicién de Fourier
2mrze . 2mw8sy
V@) = T veexp ((20E 4220 2.8

a
™e

sin embargo, por simplicidad en varias ocasiones consideraremos el potencial

anisotrépico
V (z,y) = U [cos (%;'Tz) + Acos (2:—1')] - (2.9)

El parametro )\ permite modificar la anisotropia de la red. El caso especial A = 1
corresponde a un potencial isotrépico.

2.3. Traslaciones Eléctrico-Magnéticas

A pesar de que las ecuaciones de movimiento cl4sicas permanecen invariantes
ante traslaciones espaciales y evoluciones temporales, la ecuacién de Schrdin-
ger se transforma. Esto se debe a que la dindmica cuéntica utiliza al potencial
vectorial que depende de las coordenadas espaciales y el tiempo. Una traslacién
o evolucién temporal de la forma z¥ — xz* + ¢¥ ocasiona que el potencial vecto-
rial se incremente en una constante 64, = A,.,c” que altera la estructura de la
ecuacién de Schrédinger (2.1) a través del operador de velocidad. Sin embargo,
el cambio en el potencial vectorial puede también ser entendido como una trans-
formacién de norma de la forma A4,, & A, + 9A/8z* en la que A = A, z*c”.
Esto sugiere que la dinamica cuantica del 1a per 4 invariante ante
la accién combinada de una traslacién espacio temporal y una transformacién de
norma. Basados en esta idea se pueden obtener los correspondientes generadores
de simetria.

Es interesante observar que a nivel clasico aparecen cc de movi
to analogas a las que obtenemos en el caso cudntico. Emp »s por estudiar
el problema clésico y consideremos primero un electrén en un plano sujeto a un
campo magnético uniforme B perpendicular al plano y a un campo eléctrico
constante E sobre el mismo caracterizado por la funcién lagrangiana siguiente

L(m#.A) =3 (8° +9°) — A %+ 40 +A, (2.10)

donde A es una funcién arbitraria que estid asociada a la norma elegida para
el potencial vectorial. A participa en la funcién lagrangiana como una derivada

total del tiempo por 1o que no altera Ia dinamica del sistema.
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22 Simetrfas del Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

La funcién lagrangiana del sistema también puede escribirse en forma cova-

riante como 1
z (::“,:i:“,[\) = —E Eu + F4TV A + A, (2.11)

donde hemos usado la relacién &2 + g2 — 1 = ##z,.

Para obtener las corrientes conservadas de este sistema [32] estudiamos una
transformacién que deja invariante a la funcién lagrangiana. Esta consiste de la
composicién de una traslacién espacio temporal uniforme e infinitesimal y una
transformacién de norma, dadas por

x, — T, + 0z,, A— A—- A, zx*sx", (2.12)
donde §z# = (4t,dz, dy). Utilizando las ecuaciones de movimiento, la variacién
total de la funcién lagrangiana se puede escribir como

d L 8L
8L = Py -8—;5:: + 5 =0y + -—61\) + -—62 (2.13)
La derivada con respecto al tiempo en el término de la derecha de la ecuacién
anterior corresponde a la funcién de energia p, = po [33]

8L dp¢
5 = (2.14)
donde
8L L 8L
pe=dpo +o5 + A_BA —L (2.15)

¥y en este caso particular corresponde a la energia del sistema. Es importante
notar que p; no depende de la norma dado que en los iiltimos dos términos
de la ecuacién anterior se cancela toda dependencia de A. Sustituyendo en la
variacién de la funcién lagrangiana obtenemos

5L = i (—pebt + pe6z + pySy + SA)

= a‘?t- (—pudah — Apuz¥oz*) = —a‘i‘ (Oudz%) (2.16)
donde _
Ou =pu + Apuz” =p,. + A,. (2.17)

Hemos entonces demostrado que la conservacién de la cantidad O,, es una conse-
cuencia de la invariancia de la funcién lagrangiana ante la combinacién de una
traslacién espacio temporal y un cambio de norma de la forma (2.12). Como
veremos a continuacién estas corrientes conservadas tienen la misma estructura
que los generadores de las traslaciones y evoluciones eléctrico-magnéticas EM.

Las corrientes (2.17) también pueden ser deducidas por medio de argumen-
tos cudnticos. Consideramos primero la ecuacién de Schrédinger sin potencial
periédico

e ay 1., Lo 1)
li (1) — lloJ t)y—"06- {2:18)
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2.3 Traslaciones Eléctrico-Magnéticas 23

Ante una transformacién espacio temporal de la forma

e~ 8z"p~, (2.19)

los operadores de velocidad (2.2) se transforman de la siguiente manera
e~ P L, e P~ =11, + A, .6z", (2.20)
Por lo cual la ecuacién de Schrédinger no per: e invariante, 8in bargo, el

efecto de las traslaciones y evoluciones puede ser entendido como una transfor-
macién de norma. Entonces, agregando una transformacién de norma a (2.19)
que compense €l corrimiento en la Ec. (2.20), obtenemos

e—i6="(p= +Ay.=")n“ei&=“(w.+A.-z“) =11,. (2.21)

dando lugar al generador Ox = px + AuxT’ = px + Ax de las traslaciones EM
T,, = exp (i6x*0,,). Explicitamente, las componentes del potencial A,, son

Ao = (ﬁl + %) E.z+ (Bz + %) Fyv,

A =— (ﬁ, - %) Eat+ (,Bo + %) By, (2.22)

Ap=— (/32 - %) Eyt+ (ﬂo - %) Bz.

Comparando los potenciales A,, con /i,. vemos que €l segundo puede considerarse
como un potencial para el cual los campos magnéticos y eléctricos se invierten:
B -—-ByFE— —FE.

En presencia de un potencial periédico

V(z,y) =V (z+a,¥y) =V(z,y+a), (2.23)

como el de la Ec. (2.9), la invariancia ante traslaciones infinitesimales se pierde.
Una traslacién arbitraria transforma al potencial de la siguiente manera

TV (z,) T =V (z +6z,0) # V (z,v),

TV (z.,9) T = V(z,y+6y) £V (z,v), (2.29)
por lo que los generadores de traslaciones EM dejan de ser simetrias del hamilto-
niano a menos que restrinjamos las transformaciones a traslaciones en miltiplos

del pardametro de red.
Definimos las traslaciones eléctrico-magnéticas finitas [34] como

T, = e %"On, (2.25)

donde ¢! y ¢2 deben ser miiltiplos enteros del pardmetro de red @ ¥y co no ha
sido establecido. En la definicién (2.25) no se adopta la convencién de la suma.
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24 Simetrias de]l Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

A Ty también lo denommamos operador de evolucién eléctrica ya que ademds
de producir un despl > poral, introduce una fase co.4o que depende
del campo eléctnco De manera similar, llamamos traslaciones magnéticas a Ty
¥ Tz ya que cuando el campo eléctrico es nulo estas se reducen a la combinacién
de una traslacién espacial y un cambio de norma asociado al campo magnético.
El concepto de traslacién magnética fue inicialmente discutido por Zak [22]; una
extensién para incluir el efecto del campo eléctrico fue presentado por Ashby
y Miller [34]. Sin embargo, en este iiltimo trabajo los generadores de simetrias
mezclan los efectos de las traslaciones espaciales con las temporales. Para nues-
tros propdsitos es conveniente, en cambio, separar por un lado el operador de
evolucién eléctrica Ty y por otro el de las traslaciones Ty y T2. Esto probara ser
esencial para poder resolver la ecuacién de Schrédinger (2.1).

De las expresiones anteriores es posible calcular los siguientes conmutadores

[, II,] =i(Auu — Au),

[On, O] =i (A — Auy), (2.26)
[O,“ nv] =0,
donde el tensor antisimétrico
o E, E,
v—Avu = —-E: O 1 (2.27)
-E, -1 O

contiene sélo a los campos, es decir, es independiente de la norma. Si restable-
cemos las unidades en estos conmutadores obtenemos

. e  he
[l'I.~,I'I,-] = —‘IFBEH, [no, l'I.-] = -—t;E{,
i, =12, (2.28)
[Oi, O_,-] = i’iEBcij, [00, Oa] = iheE‘,
donde ¢;; es el tensor antisimétrico bidi ional tal que €33y = €32 = 0 ¥y
€12 = —e€23 = 1.

Los conmutadores del segundo renglén de la Ec. (2.26) son parte de un Alge-
bra de Lie mis general del grupo Euclidiano bidimensional eléctrico-magnético
[35, 36].

Posteriormente utilizaremos la transformacién (z,,p,) — (II,, O,), sin em-
bargo, los conmutadores (2.28) sugieren que no es canénica, por lo tanto resulta
conveniente definir un nuevo conjunto de operadores dados por

Qo =t, Fo = Op — %Ea,
Qi =T + E., P =1, —E,, (2.29)
Q2 = O, — E, — E;t, Pa = Oz + E; — Eyt,

que satisfacen la regla de conmutacién
[qu Pv] = —iguv (2-30)
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donde g, es la métrica
-1 0 0
Guer = o 1 0 . (2.31)
0 01

De la relacién anterior se infiere que la transformacion (z,,pu) = (Qu, FP.) es
candnica y por lo tanto debe existir un operador unitario que conecte a ambos

conjuntos de variables. En la norma simétrica, fp = —f = —f2 = 1/2, esta
transformacién unitaria esti dada por {37]
U = Uplg = e F1F2eiBaQa—iEy Q| (2-32)

La transformacién unitaria &/ en una norma general puede obtenerse agregando
a (2.32) una trasformacién de norma apropiada. La relacién de las variables
espaciales (x,y) con los nuevos operadores no depende de la norma ya que
tenemos

z=Q1 — P, yv=Q2 — P, (2.33)
sin embargo para los momentos tenemos
1 1 1
(§ - .30) Q2 + (5 + ﬁo) P+ (5 +ﬁ1) E:Qo + Ey,
1
(,i—, - Bo) Q@1+ (% + ,Bo) P+ (5 + ﬁz) E,Qo— Es. (2.34)

It

Pz

Py

Aun asf, la ecuacién de Schrédinger (2.1) expresada en las nuevas variables no
presenta dependencia explicita de la norma de acuerdo con

[3rz+on+v@-Puo:-P)-BR - Ry =0 (2.35)

Es posible definir operadores tipo oscilador arménico a partir del término de
energia cinética de la ecuacién de Schrédinger como

A= % (P, —iQy), At = % (P +iQ)), (2.36)

lo que permite escribir al operador de Schrédinger en la siguiente forma
1
(AfA +3+V —BP; — Po) |¥) =o0. (2.37)

El término de oscilador arménico da lugar a los niveles de Landau.
El operador P, contiene el término i9/8¢t, por lo cual el hamiltoniano se
puede identificar por

H= A'A+;:,—+V—EP2. (2.38)

 TFSIS CON
FALLA DE ORIGEN
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2.4. Rotaciones Magnéticas

En ausencia de potencial periédico, una rotacién alrededor del eje del campo
magnético deja a las ecuaciones cldsicas de movimiento inalteradas, sin embargo,
la ecuacién de Schrédinger se ve modificada debido a que el potencial vectorial
depende de la posicién. De manera similar al de las traslaciones magnéticas,
dicho cambio se puede compensar por una transformacién de norma dando
lugar al generador de rotaciones magnéticas. Consideraremos en esta seccién el
caso sin campo eléctrico, su inclusién sera discutida en la seccién 2.6.

Consideremos ahora una rotacién simple infinitesimal y un corrimiento en
la norma de la forma

x - z — yla, v > y+réa, A — A+ 68A, (2.39)

donde da es un dngulo de rotacién infinitesimal. La funcién lagrangiana perma-
nece invariante ante esta transformacién. Sustituyendo la transformacién (2.39)
en (2.13) obtenemos la variacién de la funcién lagrangiana

5L = 5 [(epy — ype) b + fo (2 — y?) 5] . (2.40)

La funcién zpy, — ypz + Bo (2 — y?) es una cantidad conservada que tiene la
misma forma que el generador de rotaciones magnéticas que podemos encontrar
empleando argumentos cuanticos. Primero consideremos una rotacién magnética
finita que consiste de una rotacién y una transformacién de norma de la forma

e~ =Py —ypatA)x (2.41)
Definimos la siguiente funcién auxiliar
f (a) = e $FPv—vpetAlafy, pi=Pv—vpe+A)a — [T, cosa + M sina, (2.42)

que representa el efecto esperado para la rotacién del operador de velocidad I1, .
La funcién anterior debe cumplir las siguientes condiciones

f'(0) =i, zpy — yp= + A] = Ha,
F"(0) = — [[II1,zpy — ypz + A]l,zpy — yp=z + A] = —1II4, (2.43)

lo que implica que
[nl, TPy — Ypz + A] = —illz + 2iBoz + [H,, A] = —ill2,

M2, zpy — yp: + A) =il — 2iFoy + [II2, A] = iIl,, (2.44)
que a su vez quiere decir que
{I1;,A] = —2iBoxz, (X2, A] = 2iBoy. (2.45)
- Entonces, el cambio de norma debe estar dado por la siguiente expresién
A=p5o(z* -9?). (2.46)
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2.5 Dilataciones 27

Finalmente, el generador de rotaciones magnéticas 7 se escribe como la combi-
nacién de la rotacién zp, — yp. y la transformacién de norma A obteniéndose

J = zpy — yp= + Bo (2% — ¥°) (2.47)

El tercer término en el lado derecho de la Ec. (2.47) depende uinicamente de
los parimetros de la norma elegidos en la Ec. (2.7). Para la norma simétrica,
en la que By = 0, este término es cero y la rotacién magnética se reduce al
momento angular en la direccién del campo magnético.

El generador de las rotaciones magnéticas puede escribirse en forma inde-
pendiente de la norma en términos de los operadores Il y de los generadores de
las traslaciones EM o de los operadores de escalera (2.36) como

J= % (2 + 1m2) — % (02 +02) = AtA— B'B (2.48)
donde hemos definido el operador de escalera
1 N ’
B = 7 (P2 —iQ2) (2.49)

para los generadores de las traslaciones EM. De esta forma simplificada del ge-
nerador de rotaciones se pueden calcular las siguientes reglas de conmutacién

My, T} = —ill2, 01,T) = —iO,,
Iz, 7) = iMll,, [02,7] =iO. (2.50)

De la forma (2.48) para el generador de rotaciones, también podemos rees-
cribir el hamiltoniano en términos de las constantes de movimiento como

H= % (02 + OF) + 7. (2.51)

Cuando agregamos el potencial periédico, se pierde la invariancia ante rotacio-
nes infinitesimales. Entonces, se podria pensar que el concepto de rotaciones
magnéticas no es de utilidad en el estudio del problema con campo eléctrico
que nos concierne. Sin embargo, en la seccién 4.6, veremos que las rotaciones
magnéticas permiten relacionar entre si los espectros y las funciones de onda
correspondientes a diferentes orientaciones del campo eléctrico.

2.5. Dilataciones

En presencia de un potencial periédico, 7 deja de ser una simetria del siste-
ma. Sin embargo, es interesante estudiar el caso de rotaciones que llamaremos
rotaciones conmensurables. Decimos que una rotacién en un angulo & que cum-
ple la condicién

6 = arctan (ma/m;) (2.52)

es conmensurable si ), y 2 son nimeros enteros. En general estas rotaciones
no son simetrfas del cristal y, por lo tanto, tampoco son simetrias de la funcién
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28 Simetrfias del Problema Eléctrico-Magnético de Bloch

Celda Unitaria
Original
¥ Nueva Celda
ma
ry
b ™
- a
Figura 2.1: Rotacién conmensurable. En este caso m; = mz = 1 y el dngulo

conmensurable es 8 = 45°. Sobre la red cristalina original con pariametro de red
a se puede identificar una nueva celda unitaria con parimetro igual a b = +/Za.

de onda. Pensemos en una red cuadrada en dos dimensiones. Originalmente
tiene simetria ante rotaciones de miiltiplos de 90°. Si rotamos esta red en 45°
y la superponemos a la original, los puntos de red de ambas no coincidiran.
Sin embargo, si contraemos la segunda red en un factor 1/v2, la simetria es
restaurada y los puntos de red de una y otra coinciden regularmente como
puede verse en la figura 2.1. En el caso dado por la condicién (2.52) se recupera
la simetria dilatando la red original por un factor /mj + m3. Al final obtenemos
un problema que se parece mucho al original ya que ambas redes poseen la misma
simetria ante traslaciones aunque los potenciales periédicos no coinciden. En el
ejemplo de la figura 2.1 vemnos que la celda original es cuadrada y la final es
cuadrada centrada en las caras.

Esta misma idea se sugiere en la seccién 3.2 para introducir el efecto de la
direccién del campo eléctrico en la funcién de onda.

Las dilataciones pueden expresarse explicitamente en términos de los opera-

dores (2.29) como ]
D(A) = efrF2Fu, (2.53)

que no incluye a los operadores que actian sobre los niveles de Landau a fin de

no modificar sus estados.
Ahora estudiamos el efecto de las dnlataclones sobre los operadores Q2, Py y
sus eigenestados. Definimos la transformacién de similitud

£ Q) =D(A) Q2D (N) (2.54)
¥y la derivada con respecto al pardmetro A
1) =iP(N)[Q2, Q2P D™ (A) = —D(AN) Q2D (A) = —F (N) (2.55)
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que junto con la condicién f (0) = Q2 implica que
DA Q2D (A) = e Q2. (2.56)
Anailogamente se puede ver que la dilatacién de P; es
D) PRD (A = e P (2.57)

Los eigenvalores de estos operadores también se reescalan bajo la accién de la
dilatacién D. Los eigenestados del operador P> estian dados por

Py lk2) = k2 |k2) (2.58)
¥y, bajo una dilatacién, puede verse que sus eigenestados son reescalados
PD(A) |k2) =D (M) D™ (A) BaD (A) |k2) = erkz |k2) . (2.59)
El ket D () |k2) es también un eigenestado de P; pero con eigenvalor e*k; es
decir
D(A) |k2) = |e*k2) . (2.60)
El problema MB es invariante bajo la transformacién dilatacién-rotacién de la
forma
D(A)R(H) (2.61)

siempre y cuando las rotaciones sean conmensurables y la dilatacién corresponda
al Angulo de rotacién en la forma

A= % In (mi +m3), 6 = arctan (ma/m;) (2.62)
Veremos mds adelante que estas transformaciones juegan un papel import;a.nte
en la simplificacién de la ecuacién de Harper para aquellos casos en que el campo
eléctrico esta orientado en una direccién arbitraria pero conmensurable o cuando
el potencial periédico tiene varios términos de Fourier.

2.6. Grupo Magnético de Simetrias

Considérese el espacio de Hilbert de las funciones de onda de una particula
libre moviéndose en el plano descrito por el hamiltoniano

H=31p. (2.63)

Los generadores de traslaciones y rotaciones estian dados por el operador p de
momento lineal y el operador L de momento angular respectivamente.
Adicionalmente se puede definir el generador de los boosts por medio de la
relacién
b=x —tp. (2.64)
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En este caso el grupo de Galileo en el plano corresponde al grupo de simetrf{a

E (2), donde los correspondientes generadores p, b, Ly H isf. la sigui
relaciones de un dlgebra de Lie [38]
[L, pi] = i€ijp;, [L, b)) = ieizb;,
i,j=12, (2.65)
[bi, H] = ip;, [ps, b5) = i85,

y todos los demas conmutadores se anulan.

En presencia de un campo magnético B, los operadores de simetria discutidos
en las secciones anteriores se pueden ampliar definiendo el generador de los
boosts como

K; = x; —tO;. (2.66)
Este operador sirve, por ejemplo, para agregar el efecto del campo eléctrico
= (FEs, Ey) al operador de momento angular 7 en (2.48)

T — eivg-KJe-—ivn-K. (2.67)

Eligiendo a vg = FE x B, como la velocidad de deriva, es posible obtener la
siguiente expresién para el operador de rotaciones eléctrico-magnéticas

T =X0;—YO, + % (x2+7Y?) (2.68)

donde
X = x — Eyt, Y =y + E;t (2.69)

¥y O1 y O2 son los generadores de las traslaciones eléctrico-magnéticas (2.17).
El grupo de simetrias de este problema se conoce como el grupo magnético
de simetria ME(2) si sélo incluye el campo magnético y MEE(2) si se agrega el
campo eléctrico [39].
Escribimos sélo el dlgebra de Lie extendida correspondiente al caso magnéti-
co

7, ) = i€i; 05, [.7, K} = i Ky,
i,j=12 (2.70)
[K:, O;] = i8i; — ite;j, [Ki, ;] = iei;t?

El efecto del campo eléctrico se puede incluir aplicando un boost de la manera
descrita en la Ec. (2.67). Considerando el hamiltoniano (2.18) sin potencial

periédico, se tiene que
[7,H] =0, [©:, H] =0, [k, H] = ill;. (2.71)
Hemos entonces discutido la generalizacién del grupo de Galileo para un

electrén en campos magnético y eléctrico uniformes, obteniendo el grupo magnéti-
co ME(2) cuando se incluye el campo magnético y MEE(2) cuando se agrega el
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campo eléctrico. Los conmutadores (2.70) conforman las relaciones fundamen-
tales de esta Algebra extendida de Lie.

En la siguiente seccién veremos que, a partir de las traslaciones magnéticas y
las evoluciones eléctricas, es posible construir un conjunto completo de simetrias
del Hamiltoniano del problema eléctrico-magnético de Bloch. Con estas simetrias
obtendremos una base de funciones de onda que son de gran utilidad en el cdlculo
del espectro de energias y en la determinacién de la conductividad de Hall.

Veremos también que por medio de la aplicacién sucesiva de una rotacién
magnética y una dilatacién, es posible estudiar el caso general en el que el campo
-eléctrico est4 alineado a a lo largo de una direccién conmensurable con el cristal.
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Capitulo 3

Funciones de Bloch Floquet

3.1. Introduccion

En el Capitulo anterior estudiamos el grupo de simetrias del problema de
Bloch eléctrico-magnético. En particular mostramos que las traslaciones eléctrico-
magnéticas (TEM) son simetrias del problema si se restringen a miltiplos del
parametro de red. A diferencia del caso libre, las traslaciones eléctrico-magnéti-
cas no conmutan entre si, lo cual limita la posibilidad de utilizarlos como ope-
radores que se diagonalizan simultineamente. Sin embargo, mostraremos que,
imponiendo una serie de condiciones de conmensurabilidad, se pueden obtener
operadores de simetria que conmutan entre si. En este Capftulo construiremos
un conjunto completo de operadores que conmutan entre sf (CCO) a partir del
grupo de las traslaciones magnéticas y las evoluciones eléctricas y con el ob-
tendremos la base completa de sus eigenestados simultineos. Estudiaremos las
propiedades mds importantes de estas funciones a las que denominaremos fun-
ciones de Bloch eléctrico-magnéticas.

3.2. Condiciones de Bloch

En el capitulo 2 estudiamos las simetrias para el problema de un electrén de
Bloch en campos magnético y eléctrico uniformes. Mostramos que en presencia
de un potencial periédico sélo las traslaciones en miiltiplos de los vectores de
red son simetrias del operador de Schridinger dado por

S=A'A+%+V—EP2—P0. @3.1)

Para formar una base completa de kets se requiere que los operadores de simetria
conmuten entre s{ [40]. Sin embargo las traslaciones eléctrico-magnéticas no
conmutan entre sf ya que en

TuT, = e*<"19-.0., T, 3.2)
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Figura 3.1: Direccién conmensurable del campo eléctrico. El campo eléctrico E
¥y el vector unitario e, se encuentran en una direccién conmensurable de la red
cristalina. En este caso m; = 2 y m2z = 1 y el cociente de estos dos nimeros
es igual al de las componentes del campo eléctrico E; y E,. El vector unitario
ez es perpendicular a F y se encuentra en el plano de la red cristalina. Sobre
la red cristalina con parametro de red a se puede identificar una nueva red con
paradmetro igual a b. Para el valor ¢ = ¢/p = 3/p, la red extendida alinea tres
celdas a lo largo de la direccién longitudinal.

el conmutador [O,,, O, ] es en general diferente de cero como puede verse de la
Ec. (2.26). Para construir un conjunto completo de operadores a partir de las
TEM seguimos un procedimiento de tres pasos:

1. Primero consideramos un marco de referencia alineado con el campo eléctri-
co formando un déngulo 6, con alguno de los ejes cristalinos. La base or-
tonormal para este si a de refer ia estd dada por e; = (cos8,8in8),
ez = (—s8inf,cos0) y ez = €, X e3. El campo eléctrico es paralelo a e;
¥ el campo magnético es paralelo a €3 como puede verse en la figura 3.1.
Supongamos una orientacién particular del campo eléctrico para la cual
se cumple la siguiente condicién

E, mg

tan @ = B = m (3.3)
donde m; y m2 son enteros y primos relativos. En el lenguaje introducido
en el capitulo anterior, decimos que el campo eléctrico se orienta en una
direccién conmensurable. Esta condicién asegura que se preserva una pe-
riodicidad espacial a lo largo de las direcciones transversal y y longitudinal
x. Asi, definimos una red rotada que es generada por los vectores b; = be;
¥y b2 = be: donde b = av/m? + m%.
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3.2 Condiciones de Bloch 35

Las componentes espaciales del generador O; son proyectadas a lo largo
de las longitudes transversal y longitudinal

O = Oyco88 + O3 8in0

O2 = =) 8in6 4+ O2co8b (3.4)

Las relaciones de conmutacién para los generadores de las traslaciones
magnéticas en el nuevo marco de referencias quedan dadas por

[Co0,01] = i\ /EZ2 + EZ =iE, [0,02]=0, [01,0;]=3iB. (3.5)

La transformacién candnica (2.29) puede reescribirse en el nuevo marco
de referencia obteniéndose reglas de conmutacién muy similares a las ori-
ginales.

Para la red rotada suponemos que el nimero de cuantos de flujo por unidad
de celda se puede expresar como un mimero racional p/q, es decir

$0 _ g 3.6
o ), X
¢ p (3.6)
donde, si se restablecen las unidades, ¢ = Bb? es el flujo magnético y

¢o = h/e el cuanto de flujo magnético como puede verse en el apéndice
A. Mientras utilicemos unidades en las que B = /i = e = 1, la condicién

(3.6) toma la forma

o=92_27 @D

=5 == .

Podemos entonces definir una red extendida que consiste de un rectangu-
lo formado por g celdas adyacentes de lado b alineadas en la direccién
longitudinal. Los vectores de la red extendida se eligen como gb; y b;.
La condicién (3.6) garantiza que las traslaciones magnéticas longitudinal
T, (gb) = exp (igh() y la transversal T2 (b) = exp (ibO2) conmutan entre
si para valores fraccionarios de o.

Tomando en cuenta las condiciones (3.5) y (3.6) tenemos que T3 (7) ¥y
T (gb) conmutan con T3 (b), sin embargo no conmutan entre si, ya que

To (7) T (gb) = e " ETy (gb) To (1) - (3.8)

No obstante, los operadores Tp (7) ¥ T1 (gb) conmutarén si se restringe 7
a miltiplos del periodo 79, es decir

T = n7o, nez, To = ab_E— =5 (vs) (3.9

donde vg es la velocidad de deriva y b/vg es el tiempo que le toma a un
electrén recorrer la distancia entre dos puntos de la red viajando a dicha
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36 Funciones de Bloch Floquet

velocidad. Notamos que la Ec. (3.9) se puede interpretar diciendo que el
cociente entre la separacién de la escalera de Stark (bFE) y el ancho de la
zona de Brillouin para la cuasienergia (27vg/b) es igual al nimero racional
1/e = p/q.
Si las condiciones (3.3), (3.6) y (3.9) se cumplen simultiAneamente, tenemos
que el operador de evolucién

Tt = To (70) = e~*70D0 (3.10)
y los operadores de las traslaciones magnéticas

T = T1 (gb) = &'?*,
Tr = T (b) = '3 (3.11)

forman un conjunto de operadores de simetria que conmutan entre si. Utilizan-
do la transformacién canénica (2.29) y omitiendo las fases asociadas al campo
eléctrico, se pueden expresar como

Ti = eI,
Tz = e9¥Qa+EQo) (3.12)
T = eidFs,

En la ecuacién anterior el subindice ¢ indica que el operador 7; produce evo-
luciones temporales en la funcién de onda. Similarmente, los subindices L y
T indican que los operadores 7z y 77 producen traslaciones magnéticas en la
direcciones longitudinal y transversal al campo eléctrico.

3.3. Conjunto de Traslaciones Eléctrico-Magnéti-
cas

Si dos operadores hermitianos conmutan entre si, entonces existen suficien-
tes eigenestados simultineos tales que forman una base completa {40]. La ase-
veracién inversa también es vilida; si existe una base completa de eigenesta-
dos simultdneos de dos operadores entonces éstos conmutan. El teorema puede
ampliarse a un nimero arbitrario de operadores que denominaremos conjunto
completo de operadores que conmutan entre sf (CcO). Estos teoremas pueden
extenderse para el caso de los operadores unitarios y enunciarse en forma alterna-
tiva de la siguiente manera. La base de eigenestados simultianeos de un conjunto
de operadores hermitianos o unitarios que conmutan es completa. Asf podemos
definir a un conjunto completo de operadores como aquel en el cual los opera-
dores conmutan entre sf y para los cuales s6lo hay un eigenvector simultdineo
perteneciente a un grupo dado de eigenvalores.

Ahora queremos aplicar estas ideas en la construccién de una base de eige-
nestados simultineos para el conjunto de operadores (3.12) cuyos eigenvectores

[ " TESISCON
* | FALLA DE ORIGEN




3.3 Conjunto de Traslaciones Eléctrico-Magnéticas 37

y eigenvalores quedan definidos de acuerdo con las siguientes ecuaciones

T €, ks, k2) = €737F |E, Ky, k2,
TLIE Ky ka) = €190 |E, Ky, ko) (3.13)
Tr |E, k1, k2) = €28 |E, Ky, k2) .

Observamos que los estados estan caracterizados por los cuasimomentos &k, lon-
gitudinal y k2 transversal, respecto a la direccién del campo eléctrico. Estos cua-
simomentos deben encontrarse en los intervalos k, € [0,2x/gb] y k2 € [0, 2%/b],
lo cual define la zona magnética de Brillouin (zMB). De manera similar la cua-
sienergia £ se determina salvo un miiltiplo de 27 /70 = gbE. Se puede definir
entonces un esquema de zonas de Brillouin para la energfa tal que £ € [0, 27 /70].

Un punto de partida para construir la base son los eigenvectores definidos
por

AVA |p, E, k) = plp, E,k2),
Po |p,E,k2) = E |, €, k2) (3.14)
P |p,E,k2) = k2 |42, E,k2) ,

donde, de acuerdo a (2.36), el indice u se refiere a los niveles de Landau.
Notamos que estos estados son también eigenvectores de 7; y 7r como puede
verificarse facilmente

Ti |, &, k2) = €€ |u, £, ka) , Tr |, €, k2) = €% |u, £, k2) . (3.15)

Se puede demostrar que la traslacién longitudinal produce corrimientos en los
nimeros cuidnticos de la energia y el pseudomomento transversal de acuerdo a

T B, £, k2) = |4, € — qbE, kz + qb) = |8, € — 2w /70, k2 + 27p/b), (3.16)

dando lugar a diferentes eigenvectores que poseen el mismo eigenvalor de 7;¢ y
7. Esto sugiere que la funcién de onda sea escrita como una superposicién de
todos estos eigenvectores

3 [Tiem ) (u, £, ka) 3.17)

I=—oco

donde el factor exp (—igbk:) fue agregado para dar el resultado correcto en
el eigenvalor del operador 7. Se puede verificar ficilmente que (3.17) es una
eigenfuncién de 7¢, 7. y 71 con los eigenvalores dados en (3.13). Sin embargo,
si en la Ec. (3.17) h. os la i i6n k2 — k2 + 27 /b obtenemos un nuevo
eigenestado pero con los mismos eigenvalores de 7¢, 7z ¥ 7T; lo que indica que
este conjunto de operadores no es completo. Para completarlo agregamos el
operador de traslacién de la energia dado por

Te = et 7ot (3.18)
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38 Funciones de Bloch Floquet

y utilizando la transformacién canénica (2.29) se puede expresar como

Te = eI EQo (3_19)

Esta transformacién produce un corrimiento gbE en el eigenvalor de la
energia, que corresponde a la diferencia de potencial que existe entre dos puntos
de la red a lo largo del campo eléctrico: 7Te |4, E, ka) = |, £ — gbE, k2). El ope-
rador de traslacién de energia conmuta con los tres operadores de simetria dados
en la Ec. (3.12). Es por lo tanto posible construir un eigenestado |9, &, k,, k2)
que sea eigenfuncién de los cuatro operadores 7Tg, T:, 7o ¥ 7. En particular se
debe cumplir

TE |9, E, k1, k2) = €9E? |9 £ ky, k2) , (3.20)

donde VY define un cuasitiempo, médulo 7.

Construimos la funcién de onda que cumple la condicién (3.20) de manera
que sea una superposicién de estados de la forma (3.17) que tienen el mismo
eigenvalor ante el operador T

19,8, k1 ka) = 3 [Tee 5%} 3 ot [efar@aeisBo—t0]™ 1y £,k3)  (3.21)
¢

sym
donde c#, es un coeficiente que debe cumplir la condicién de periodicidad

ol = hips (3.22)
de tal manera que se cumpla la segunda condicién en la Ec. (3.13). Las otras
dos condiciones en (3.13) y la dada por (3.20) se satisfacen automidticamente.
Como ya hemos mencionado, el fndice x4 se refiere a los niveles de Landau.
Puede verificarse que (3.21) es un eigenvector de 7g, 7¢, 7o ¥ 7T ¥y que cada
estado de la forma (3.21) da un conjunto de eigenvalores diferentes, por lo tanto
este conjunto de operadores es completo. La base formada por los eigenvectores
(3.21) es entonces completa y ortonormal.

Hasta este punto hemos logrado construir una base para el conjunto de los
cuatro operadores de traslacién que conmutan entre si. Sin embargo, el operador
Te no conmuta con S [Ec. (3.1)]. El estado (3.21) no es, entonces, eigenvector
de S y la solucién de la ecuacién de Schrédinger debe construirse como una
superposicién de todos los estados caracterizados por 9

TOo
ls,k,,kz>=/o a9 C (9) 19, £, ky, ka)
=3 [Tze~1]! 3" g eiedQ@a=bim |y, £, k2)  (3.23)
{

Bm

donde, el nuevo coeficiente de la funcién de onda se define como

To
e = dY C () clt,es9tEI™m (3.24)
o "
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3.3 Conjunto de Traslaciones Eléctrico-Magnéticas 39

Finalmente, escribimos la funcién de onda (3.23) en forma mé&s compacta
como
|1E, k) =W (k1) |E, k2) , (3.25)
donde |£, k) = |E, ki, k2), €l operador que precede a la funcién de onda anterior
estd dado por

W (k) = Z [725_""""‘]' = EeiaM(EQo+Qa—h)' (3.26)
1 1
y el ket |£, k2) se define como
1€, k2) = D etobm(@a—kipu (4 £, k) . (3.27)
u,m

Es importante resaltar que al hacer la sustitucién exp (—iobmk;) b4, — bk, en
(3.27), el problema de eigenvalores resultante es independiente de k,;, por lo
tanto, el vector (3.27) también es independiente de k; . Puede comprobarse ficil-
mente que W (k1 ), al ser una superposicién de traslaciones magnéticas a lo largo
del campo eléctrico, conmuta con el operador S§. De esto se infiere que la fun-
cién de onda |£, k=) es también una solucién de la ecuacién de Schrédinger y
da lugar a una base completa y a un conjunto completo de operadores formado
por Py, exp (igbQ2) y T1. A pesar de que |£, kz) tiene una estructura mucho
mdés simple que |£, k), la iiltima resulta més conveniente en la mayoria de los
cdlculos; una de sus ventajas es que estd caracterizada por las dos componentes
del pseudomomento.

La funcién de onda para el problema de Bloch en at ia de c os puede
obtenerse en forma similar. En el apéndice B se muestra el procedimiento general
para obtener las funciones de onda y los eigenvalores de la energia para un
electrén en una cadena periédica unidimensional.

Otra propiedad importante de los estados (3.25) es que permiten obtener una
representacién de la ecuacién de Schridinger en la que el operador de energfa Fp
es sustituido por una derivada direccional a lo largo del campo eléctrico respecto
al pesudomomento. De la definicién (3.25) puede verse que

P |E, k1, k2) = [Po, W (k1)]1E,k2) + W (k) FPo |E,k2), (3.28)

el ket |E€, k2) es un eigenvector de la energia y de la Ec. (3.26) obtenemos el
conmutador

[Po, W (k)] = S [po, e"GN(EQn-O-Qa—ﬁx)] = —EY_ qblet(EQo+Qa—k1)
T T
= —:‘E‘a:l W (k1) = —iE - VaW (k). (3.29)
De estos tiltimos resultados podemos escribir la Ec. (3.28) en la forma
Py |€, k1, ka) = (€ —iE - V) |E, k1, ka) (3.30)
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40 Funciones de Bloch Floquet

¥ la ecuacién de Schridinger como
HI|E,k1,k2) = (£ — i - V) |E, k;, k2) . (3.31)

En los siguientes capitulos veremos que (3.31) resulta ser sumamente til para
estudiar las soluciones del problema y la conductividad de Hall.

3.4. Estados de Bloch Floquet

Comenzamos por calcular la funcién de onda en la representacién de coor-
denadas espaciales como

Y (&, kit,x) =(t,z|E, k), (3-32)

donde |t, z) es un eigenestado del operador de posicién = y |£, k) es la funcién
de onda (3.25). Sustituyendo la forma explicita de la funcién de onda en la
expresién anterior obtenemos

P(E kst @) = D blhe ™R (1,2 |W (k1) e0™D2 | 4, £, Ka) . (3.33)
n,m

Utilizando la definicién de W (k;) Ec. (3.26) tenemos que

(t. |W (k1) €793 | 4, £, ko) = .
2 el Ee—kr) <t, x |eiab03(m+ﬂ)| . E, kz) (3.34)
1

El valor esperado en la ecuacién anterior no puede calcularse trivialmente ya que
el vector |u, &, k2) es un eigenket de los operadores AtA, Po y P2 como puede
verse en las Ecs. (3.14). Introducimos el eigenvector de los operadores Qg, Q1 ¥

Q2 dado por
Qo 190,91,92)g = qo |90,91,92) g »
Q190 01,92)g = Q1 90, Q1. q2) g » (3.35)
Q2190,91,92)g = 92 190, 91, 92) g -
El ket de las variables espacio temporales puede escribirse como
It,®) =U|t,z,¥)q , (3.36)

donde U es la trasformacién (2.32). El subindice Q indica que el ket de la
derecha es eigenvector de los operadores Qg, Q1 y Q2 con eigenvalores t, =
Y y respectivamente. El braket del término del lado derecho de (3.34) puede
simplificarse utilizando esta transformacién obteniéndose

<t, x Ieiasz(nﬂ-ﬂ)' u,E, k2> =aq <¢, z,y IuteiabQ:(m+N)| &, k2> . (3_37)
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3.4 Estados de Bloch Floquet 41

Insertando dos bases completas de eigenestados de P: y P en la ecuacién an-
terior y sustituyendo la forma explicita del operador & obtenemos

—iEt
S [ aPen (P

= f dP2eVPa PP (P kg + 21 (m 4+ pl) /b)Y, (3.38)

elt.z,y |[Ut| s, E, k2 + 2m (m + pl) /) =

donde hemos utilizado la propiedad de traslacién

e'7bQa(m+p) (k) = |kg + 27 (. + pl) /b) . (3.39)
Si llevamos a cabo la integral sobre P, tomando en cuenta que
(P2 |kz + 27 (m + pl) /b) = 6 (P2 — k2 — 2w (m +pl) /b), (3.40)

obtenemos que la Ec. (3.38) toma la forma

<t, =z Ieaaboz(m-wl)l uE, kz) = §lﬂ__e-.'e¢+-'|,[n:,+2u(m+pl)/b]
x / dPy ¢, (P) e'Fil=tkat2nim+pl)/t] (3 41)

donde ¢, (1) es la funcién de onda de oscilador armdénico en la representacién
del momento P; dada por

1
¢u (P1) = (P |n) = W=vesTm]

y H, (P1) es el polinomio de Hermite.
Llevando a cabo la integral en (3.41) obtenemos finalmente que la funcién
de onda en la representacién de coordenadas espaciales [41] estd dada por

e~ FiI2H, (P) (3.42)

W(E kit, x) = 121reiy(k, ~E)—i€e S jupp oievEl
v “wim

x efrblu—ka)(m+pl) (z + ko + 211"-’;—”') . (3.43)

Es importante recordar que la transformacién (2.32) esta escrita en la norma
particular en la que So = —f; = —fF2 = 1/2. Por lo tanto, la funcién de
onda anterior también estid expresada en esta norma. La funcién de onda puede
escribirse en una norma general agregdndole la fase correcta.

Las relaciones (3.13) implican que si una traslacién espacio-temporal simple
(no eléctrica-magnética) actiia sobre la funcién de onda, esta iiltima satisfara las
condiciones generales de Bloch

¥ (£, kit + 70,3,y) = e (E—A0) y (£, ks t, 2, ),
Y(E kit x + gb,y) = (1=K (£, K58, 2,p) , (3.44)
W (E, kit z,y+b) = e(*3—A3)y (£, k; t,z,v)
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donde fi,. es el potencial dual definido en la Ec. (2.17). Podemos verificar que
la funcién de onda (3.43) cumple en efecto con
Y(E, kit + T0,2,¥) = e CY (£, ki t, T, 9),
Y (&, k;t,z + gb,y) = ' —EVy, (£, k58, 2,0) , (3.45)
Y (E, kit z,y + b) = eP*y (£, kit z,y),
que coincide con el resultado en (3.44), ya que en la norma particular elegida se
tienen que: Ap = A, =0y A, = Et+y.

La primera ecuacién en (3.45) puede entenderse en términos de la teorfa
de Floquet [42]. Los estados eléctrico-magnéticos de Bloch se obtienen como
soluciones de la ecuacién de Schrédinger que explicitamente incluye los efectos
de dichos campos. De acuerdo con la Ec. (3.9), el efecto de E y B en el potencial

periédico induce una periodicidad temporal con periodo 7¢ = b/pve. Por lo
tanto, de acuerdo con el teorema de Floquet, la funcién de onda se puede escribir

como
Y(E kit x) = e o (k;t, x) (3.46)
donde, para la norma elegida, ¢ (k; ¢, 2) es periddica en el tiempo con periodo
To. Esta propiedad puede verificarse ficilmente en la Ec. (3.43).
En la representacién de variables espacio temporales, la propiedad (3.30) se
obtiene multiplicando por la izquierda por el bra (¢, x| y reemplazando P por
i8/8Q¢ = i8/0t obteniéndose

i%dz (E kit @) = (£ —iE - V)0 (£, kit, ). (3.47)
Utilizando 1a definicién (3.46) obtenemos que
20 kit @) = —iE - Vap (kit, ) , (3.48)

es decir que para la funcién de modulacién, la derivada temporal puede ser
reemplazada por el negativo de la derivada longitudinal respecto a k.

Las condiciones restantes en (3.44) y (3.45) se relacionan con el teorema de
Bloch, lo que sugiere que la funcién de onda sea escrita como

wlk;t,x) = e'*=u(k;t,x). (3.49)

En resumen la combinacién de los teoremas de Bloch y Floquet permiten escribir
la funcién de onda completa como

Y (£, kit, ) = My (K5t 2), (3.50)

que denotaremos como la funcién de onda de Bloch-Floquet. La funcién de mo-
dulacién u (k; ¢, ) cumple con las siguiente condiciones generalizadas de Bloch

u kit + 10,7,y) = &4y (kit,z,y),
u (k;t,z + gb,y) = e 94 o (k;t,z,y), (3.51)
u (kit, 2,y +b) = e~ 43 4 (k;t,z,y),
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que difieren de las condiciones tradicionales de Bloch-Floquet, ya que en general
la funcién de modulacién no es periédica ni en el tiempo ni en las coordenadas
espaciales, sino que adquiere una fase relacionada con el potencial vectorial dual
A,. Sin embargo, si en lugar de aplicar una traslacién simple, se aplican las
transformaciones eléctrico-magnéticas se recupera la periodicidad de la funcién
de modulacién.

Para obtener la normalizacién correcta la funcién de modulacién debe cum-
plir la siguiente condicién

(2m)®
qb?
con CUM definida como una celda unitaria magnética en los intervalos =z €

[0,gb) y v € [0, b]. Las funciones de modulacién cumplen la ecuacién efectiva de
Schrédinger dada por

/ d?z u* (k;t,z)u(k;t,z) =1 (3.52)
UM

S (k) u (ks t,x) = [% T4k +V— n.,] u(kst, @) =0, (3.53)

donde IT = (I1,,II2).
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Capitulo 4

Ecuacion Generalizada de
Harper

4.1. Introduccioén

Harper estudié el ioroblema de un electrén en una red periédica bidimensional
por medio de la aproximacién de amarre fuerte y la aproximacién de Peierls [20].
En la aproximacién de amarre fuerte la energia estd dada por

Eo (k1, k2) = 2Ug (cos k1a + X cos kaa) 4.1)

donde a es el parametro de red, k es el vector de onda del electrén, Up es el
parametro de salto de un sitio de la red a otro contiguo a lo largo del eje z y
Up es el parametro de salto a lo largo del eje y. El efecto del campo magnético
se introduce por medio de la sustitucién de Peierls que, como se explicé en
el capitulo 1, consiste en remplazar & por el operador p + A, donde p el
operador de momento y A es el potencial vectorial. En la norma de Landau,
para un campo magnético perpendicular al plano z — y, el potencial vectorial
toma la forma A = (0, Bx,0). Para estas condiciones se obtiene la siguiente
ecuacién de Schrédinger

Ep (z,y) = Eo (Pz Py + T) ¢ (z,¥)
= 2Uo [cosap: + Acos (apy + ax)] ¢ (z,v). (4.2)

Dado que exp (—iap:) y exp (—iapy) son los operadores de traslacién a lo largo
de z y ¥ en unidades de a, la ecuacién de Schrédinger toma la forma

Ep(z,¥) =20 [p (z + a, 1) + @ (z — a,y)
+ Ao (z,y +a) + e Fp (z,y—a)]. (4.3)

Esto convierte a la ecuacién continua en una discreta que acopla a la funcién
de onda con las amplitudes de los cuatro sitios cercanos. En la direccién y
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46 Ecuacién Generalisada de Harper

suponemos que la funcién de onda tiene la forma de una onda plana, entonces
— etnd z
plz,y) ="y (a) (4.4)

y con el pardametro adimensional m = z/a y el flujo magnético, que con unidades
toma la forma ¢ = a?B/¢g, obt s final te la i6n de Harper para

Ym—1 + 22 co8 (27 ¢m + K) Ym + Ymi1 = E¥m (4.5)

En esta ecuacién la energfa € = £/Up se mide en unidades de Up y depende
solamente de los pardmetros ¢ y . El parametro x esta asociado a la componente
del momento a lo largo de y.

La Ec. (4.5) también describe a un electrén que se mueve a lo largo de una
cadena lineal en un potencial cos (27r¢m + x). La cantidad ¢ especifica el cocien-
te entre el perfodo del potencial y el periodo correspondiente al acoplamiento a
primeros vecinos. Aqui puede notarse la diferencia del efecto de los valores ra-
cionales e irracionales de ¢. Si el flujo magnético es un niimero racional, ¢ = p/q
con p y q enteros y primos relativos, entonces el potencial es conmensurado con
la red con periodo p. Veremos mas adelante que en este caso el espectro de la
ecuacién de Harper se encuentra formado por g bandas.

En la vecindad de un miimero racional cualquiera existen otros mimeros racio-
nales que poseen un denominador arbitrariamente grande al igual que niimeros
irracionales cuyos denominadores tienden a infinito. Se espera entonces que el
espectro del problema magnético de Bloch tenga una compleja estructura en la
que se alternan conjuntos de bandas, para valores racionales del flujo magnético,
y niveles discretos para valores irracionales del flujo. Cuando el flujo magnético
es un nimero irracional se distinguen tres casos de acuerdo con el valor que
toma el parametro A [43]. Si A < 1 el espectro tiene estructura de bandas, para
A > 1 los niveles de energia se organizan como un nimero infinito de puntos y
A = 1 representa el caso critico en el que el espectro es singular continuo. De
tal modo que en principio, la diferencia entre nu 0s racionales e irracional
se hace evidente en un fenémeno fisico.

En las siguientes secciones presentamos la deduccién de la ecuacién gene-
ralizada de Harper en el régimen de campo magnético intenso e incluyendo el
efecto del campo eléctrico. También estudiamos algunas de las propiedades del
espectro de energia que resulta de la solucién de este problema.

4.2. Ecuacién de Harper Generalizada

En la seccién anterior estudiamos al sistema formado por un electrén bi-
dimensional en un campo magnético y un potencial periédico en la aproxima-
cién de amarre fuerte. Esta aproximacion es vélida sélo en el limite de campo
magnético débil debido a la sustitucién de Peierls.

Ahora queremos estudiar el mismo sistema pero en el régimen de campos
magnéticos arbitrarios. Para campos magnéticos intensos los niveles de Landau

[ TESIS CON
'FALLA DE ORIGEN
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Boient. te int.

se rompen en sub-bandas. Si el campo magnético es lo >
la separacién entre los niveles de Landau /w. es lo suficientemente grande para
que el acoplamiento entre las sub-bandas de dos niveles contiguos sea despre-
ciable, en cuyo caso el efecto sobre cualquiera de los niveles de Landau se puede
considerar por separado. Es interesante observar que en este limite es posible
encontrar una ecuacién similar a (4.5) en la cual el flujo magnético ¢ es sustitui-
do por su inverso que denotaremos por o. Por otro lado si el acoplamiento entre
niveles de Landau es débil pero no despreciable sera suficiente tomar en cuenta
sélo algunos niveles de Landau en los cdlculos de la energia y otras cantidades
relevantes.

En el capitulo anterior encontramos la forma general de la funcién de onda
que posee las simetrias del sistema que estamos estudiando. Sin embargo, el
coeficiente de la funcién de onda b4, no ha sido determinado dado que no hemos
establecido las particularidades del sistema como la forma del potencial periédi-
co bidimensional. Utilizamos la forma mads general del potencial periédico dada
por la descomposicién de Fourier

Viz,¥) = 3 vreexp (12"’% + ii"—"i) . (4.6)

a
..

Para calcular el coeficiente b4, introducimos la funcién de onda (3.25) en la ecua-
cién de eigenvalores para la energfa (2.37). Cabe recordar que en el coeficiente
b4, el indice u se refiere a los niveles de Landau, mientras que m se origina en
las condiciones de periodicidad del problema. De este procedimiento se obtiene
la siguiente ecuacién secular

> [Z BYH (r,8) b sy trms — (€ + Ekz + cbEm) Ju"be,,] =0, 4.7)
»

T

donde Bj# (r, s) se define como

(voo + p+ %) 64, rs=0,
Byt (r,s) = (4.8)
v DV (H,.) ei¥Cra gtMr.[ob(rma—amy+m)+kal] r,s#0,
y las constantes H,,, K,, y M,, estdn dadas por
2 . N
H,, = # (mz —ima) (ir + 3),
_ 2n2
Key = 5 (rmz — sm,) (rmi1 + sm2), (4.9)

2
M,, = —T" (rmy + sm2) .

La matriz D** corresponde a los elementos (¢ |D| u) del operador D que genera
estados coherentes de Landau definido como

D = exp (H,, At — H:,A) . (4.10)
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48 Ecuacién Generalizada de Harper

En el apéndice C.1 se encuentra el cdlculo explicito de estos elementos de matriz.
La Ec. (4.7) se puede escribir en la forma ma#s compacta

t=N
3" AL, (k1 k2) bnve = (€ + Ekz + 0bEm) b, (4.11)
t=—N

si definimos a b,,, y A¢, (k1, k2) como
by = (b0, b5, ---, BE)
A:,. (kl, kg) = e-—iabk;l Z B (T, 3) Jt.rma—-m. (4-12)

..

donde L es el nivel de Landau mads alto considerado en los célculos y N =
max(r, 3) (m; + m2) corresponde al mayor de los armdénicos tomado en cuenta
en la descomposicién de Fourier del potencial periédico.

La Ec. (4.11) puede ser reorganizada en la forma de una relacién de recu-
rrencia tridiagonal como

Qrem—1 + Qmem + Qhcmia = [(E + Ekz + obEm) In + cbEDN] cm, (4.13)

donde In es la matriz unidad de dimensién N, Dy es la matriz diagonal de
dimensién NV

0 0 0o ... 1)
o1 0 ... (]

Dy = o 0 2 ... [} s (4.14)
O o

0O 0 0 ... N-1
las matrices Q;,, @m y @ son funciones k3 y k2 y estdn dadas por [44]

A,g’,f‘ ::,_—\,N“ ees A{,E,i,,
Q,_" (k19 kz) = . N;n+1 -.-.. N:n+l
: : . -
o o cor ANCm41)-1
AS’;"’" Aﬁ}v,,_ cee /;4” ,—,2_‘
Axn e -~
Qum (kl,kz) — N;n+1 N;n+1 . N:n+x (4.15)
-N 2N i :
A}V(x-b-l)—l AN(m-H)—l A A?V(m-o—l)—l
AN, 0 cee o
Al\/!'{l AN—2 o
Qi (ky, k) = Nm e
ANmiy—1 ANmin—1 - ANen—1

TESISCON.
FALLA DE ORIGEN ,
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¥y el vector c,, se expresa de la forma
em = ( bNm—1, bnm, bNm+1, ... bN(ma1)—1- ) (4.16)

Los elementos de la matriz diagonal son [Dn],, = adas, los de las matrices Q;;,,
Qm ¥ Qi estan dados por

[@m (k1 k2)],, = ANATEL (k1 k2) .

[Qen (K1, k2)lap = ARtz (k1 K2) 5 (4.17)
[@F% (K1, k2)],, = ARNAIN | (K1, k2),
donde [ ],, indica el elemento a, b de la matriz, los indices ¢,b = 0,1,...,N—1

y hemos hecho 4! = 0 para |I{| > N. Los elementos del vector c¢,, pueden
expresarse como [¢m], = bNm+a—1-

La expresién (4.13) representa la ecuacién de Harper generalizada que permi-
te, utilizando las técnicas descritas en las secciones 4.5-4.8, estudiar el espectro
del problema eléctrico-magnético de Bloch bajo las condiciones mas generales
posibles. Es, sin embargo, conveniente restringirnos al caso del potencial pe-
riédico de la forma (2.9), es decir, consideraremos una red periédica cuadrada.
Adicionalmente suponemos al campo eléctrico alineado con uno de los ejes cris-
talinos por lo que NV = 1. El caso para una orientacién arbitraria de F se obtiene
por medio de las rotaciones magnéticas, como puede verse en la seccién 4.6. To-
mando en cuenta estas simplificaciones, tenemos que las Q’s son matrices en el
espacio de los niveles de Landau dadas por

—\t A K
Qr=@n) =3 PV70).
Om K i(2mom+obka) (V7o) +c.c., (4.18)

= 3{d+ 1 az®
donde, hemos introducido el pardmetro adimensional

ma?Us (1 4 A)
h3rx ’

K = (4.19)
que da una medida del grado de acoplamiento entre los niveles de Landau. Se
puede probar que esta cantidad es la razén entre la energia del potencial de la
red y la del campo magnético. El valor més alto que puede tomar el potencial
periédico bidimensional (2.9) es Up + AUp y la energia del nivel més bajo de
Landau es Jiw:/2. Al comparar estas dos cantidades por medio de su cociente

obtenemos
2Uc (1 + A)
h“"c
Esperamos obtener entonces acoplamientos importantes entre los niveles de Lan-
dau para potenciales de la red muy intensos o para campos magnéticos muy
débiles (¢ — 00). Si por el contrario KX es pequeifio y el campo magnético es

= Ko. (4.20)
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50 E idn G lizada de Harper

intenso (o — 0), entonces la energfa magnética es muy alta y los electrones ten-
derdn a comportarse como electrones de Landau perturbados por un potencial

de red muy débil.
Como mencionamos para el caso del campo eléctrico alineado con uno de los

ejes cristalinos se tiene N = 1 y la matriz D se cancela con lo que la Ec. (4.13)
queda dada por

Qrmcm—1+ Qmcm + @Yemi1 = (€ + Ekz + obEm) cm- (4.21)

Si adicionalmente suponemos que el acoplamiento entre los niveles de Landau
es débil, es decir o K < 1, se desprecian los elementos de DY# que estdn fuera
de la diagonal. De tal modo, D¥# puede aproximarse por

Dve (@) — pwn (.@) svn. (4.22)

Esto permite reducir la ecuacién (4.21) a la siguiente forma

Aetotkic,. ) + 2cos (2mom + obkz) cm + Ae~ ko, L = (e + (M) e (4.23)

donde
_ SE+FEks —p—1/2 _ op
€ = 2o Dun (o) $= Bun(ma) (424

donde ¢ = 2bLFE/Uqg es el cociente entre la energfa del campo eléctrico y la
del potencial periédico bidimensional que caracteriza la intensidad del campo
eléctrico. En ausencia de campo eléctrico la Ec. (4.24) se reduce a la ecuacién de
Harper. El campo eléctrico entra en la ecuacién de Harper a través del término
¢m.

En resumen, la Ec. (4.13) representa al caso mis general de un electrén en
una red periédica bidimensional en presencia de campos magnético y eléctrico.
En esta ecuacién el campo eléctrico puede encontrarse a lo largo de cualquier
direccién conmensurable del potencial periédico bidimensional. El caso de 1a Ec.
(4.21) corresponde a aquel en el que el campo eléctrico estd dirigido dinicamente
a lo largo del eje x del cristal. Finalmente, la Ec. (4.23) representa al caso més
simple en el que el campo eléctrico estd dirigido a lo largo del eje z y el potencial
de la red es lo suficientemente débil como para no producir acoplamiento entre
los niveles de Landau.

4.3. Diagonalizacién por Bloques de 1a Ecuacién
Generalizada de Harper
Regresando al caso general representado por la Ec. (4.13) tenemos que de la

Ec. (4.7), las definiciones (4.12) y recordando que o = ¢/p se puede inferir que
At, es periédica en m con perfodo p; por lo que las matrices Qm:r» Qm ¥y QL, que
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4.3 Diagonalizacién por Bloques de la Ecuacién Generalizsada de
Harper
estin definidas en términos de AY,, tienen la misma periodicidad. El conjunto

de ecuaciones formado por (4.13) puede entonces agruparse en bloques Q-3 , Qo
y @ en forma tridiagonal

Q- 1G1 + QG + Qi Civa
= [(€ + Ekz + 0bEj) Iny + 0bEDNp] Ty, (4.25)

donde j es un nimero entero, Iy es la matriz unidad de dimensién Np, Dy,
es la matriz diagonal

51

Dy 0 ee 0
(4] Dy +NIn ... 0
Dnp = : : . :

o 0o ... Dn+(®P—1)NIn
o 0 o ... (1]
o1 0 ... 1]

=] 00 2 ... o s (4.26)

HEE T o
0 0 0 ... Np—1

las matrices Q_,, Qv y @ son funciones de los pseudomomentos y sus elementos
incluyen a las matrices Q;,, Qm ¥y Q@

o .. Qo
Q_z (K1, k2) = : . : f
o ... (1]
Qo T 0 o ... o
QT 31 QQ;" o+ e o
0 2 2 Q .- o
@ Lk)=] 0 ¢ O Qs ... o , (4.27)
0 0 0 0 ... Qpa
(1] ... O
Q1 (K1, k2) = : .8
Qfy ... ©
y el vector C; se define como
C; =( ¢j» €i+1 Cj42, --- Citp—1 )- (4.28)

Los elementos de las matrices anteriores pueden escribirse como
[Q@-1 (K1, k2)) iy = Q@mdm.00n,p-1,
[Qo (K1, k2)]nn = @ (K1, k2) Smnt1 + Qnbmn + QH6min—1, (4.29)
[Q (k1, k2)]mn = Q$5m.p—16n.o-
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52 Ecuacién Generalizada de Harper

donde m,n =0,1,... Np— 1 y los del vector C,, son
[C5),n = €hti- (4.30)

Estas definiciones permiten reescribir el conjunto de Ecs. (4.25) en la siguien-
te forma matricial

ST HL; (k1. k2) G = [(€ + Ekz + qbENi) Ing + cbEDny] C (4.31)
7

donde
i Hij (k1. k2) = Qo1 (Ka, k2) 8ijar + Qo (ka, k2) 80y + Q@ (K1, k2) 8ij—a-  (4.32)

Es importante observar que las nuevas matrices Q_;, Qb ¥y @ se definen inclu-
yendo como entradas a las matrices Q,, Qm ¥ Q;, las cuales a su vez estdn
definidas en (4.15) a partir de A%, (k1,k2). Esta dltima, a su vez es una matriz
en el espacio de los niveles de Landau. Por lo tanto, la matriz H (k;, k3) es de
dimensién infinita pero esti construida a partir de los bloques Q_;, Qo ¥y @

que son de dimensién NpL.
La Ec. (4.31) puede ser reducida a bloques por medio de la transformacién

unitaria U; (¢) dada por

U () = |/ L eioboDns giavans, (4.33)

que cumple las siguientes propiedades
t @ t
S"U(DU; (p) =66 — ), /o. d¢ U (@) U; (@) = 6y, (4.34)
3

Ante esta transformacién, el vector C; se convierte en

d($) =3 U (HCs, (4.35)

donde d es un vector de dimensién NpL. Puede verse de la ecuacién anterior
que U; (¢) reduce la matriz Hi; a bloques de NpL x NpL. En el apéndice C.2
se demuestra que en efecto la transformacién (4.33) reduce la relacién (4.31) a
bloques obteniéndose

H (ky + ¢, k2) 8 (¢ — @) = > Ui (&) Bij (K, k2) UL ()
7
=8(¢—¥)>_ @ (k1 + b, k) = (4.36)
k
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Figura 4.1: Mariposa de Hofstadter. Los puntos negros indican los eigenvalores
de la energia como funcién de o donde o es el inverso del flujo magnético por
unidad de celda por unidad de fluxén magnético ¢o. Esta figura muestra el caso
en que A = 1 y se considera o K < 1.

De la ecuacién anterior y las definiciones (4.27) para Q_,, @ y @ podemos
ver que la matriz H (k) + ¢, k2) toma la forma general

Qo g O o ... Qg
Qr 81 qu,* o+ .. g
(o] 2 .
H (k1 + ¢, k2) = 0 o Q; g’s ... ) (4.37)
eh. o o & el

donde Q;;, = Q. (k1 + &, k2), Q@ = Qm (k1 + ¢, k3) ¥y QF, = QF, (k1 + &, ka).
Al realizar la transformacién (4.33) obtenemos que la Ec. (4.31) se transfor-

ma en
12

H (ks + ¢, ko) d (ky + ¢, k2) = (e +Ek: —iBgg)d(k + $,ks) . (4.38)

De las propiedades (4.34) es ficil verificar que la normalizacién de estos
vectores estd dada por

3
fo dé d° (ky + ¢, ka) d (ks + b, k3) = 1. (4.39)
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Observando la forma en que ¢ aparece en las ecuaciones anteriores, puede
verse que éste esta relacionado al cuasimomento k; que apunta en la direccién del
campo eléctrico, entonces si redefinimos k) 4+ ¢ — k; en la Ec. (4.38) obtenemos

H (ky, k2)d(ky, k2) = (S + Ekz — ‘EBL;;) d (ky, ka) - (4.40)

La expresién anterior es similar a la ecuacién de Schrédinger (3.31) introducida
en la seccién 3.4. Sin embargo ahora contamos con una representacién matricial
explicita para el hamiltoniano con la que se pueden analizar numéricamente las
propiedades del sistema; a pesar de que la Ec. (3.31) es mas general, (4.40), en
ausencia de campo eléctrico, se reduce a un problema de eigenvalores para una
matriz finita. En la siguiente seccién, por medio de esta ecuacién, estudiaremos
el espectro de energfas en ausencia de campo eléctrico.

4.4. Espectro en Ausencia de Campo Eléctrico

Cuando el campo eléctrico es nulo, la derivada direccional £3/8k; en la Ec.
(4.40) desaparece y quedamos con el problema de eigenvalores dado por

H (k1,k2) b(ky, k2) = E° (k1,k2) b (ki, k2) . (4.41)

En la ecuacién previa £° (k;, k2) ¥ b (k1, k2) son los eigenvalores y los eigenvec-
tores de la energia cuando el campo eléctrico es nulo y H (k;, k2) es una matriz
de pL x pL donde L es el nivel de Landau maés alto considerado en el cdlculo y
p es el denominador del inverso del flujo magnético o = q/p.

El espectro puede encontrarse entonces diagonalizando la matriz finita H (k;, k3)
para valores dados del flujo magnético, el acoplamiento entre los niveles de Lan-
dau K y los pseudomomentos k; y k2, obteniéndose asi un conjunto de pL
eigenvalores y eigenvectores. Cada uno de estos niveles dars lugar a una banda
al variar los valores de los pseudomomentos.

Primero veamos el caso mads simple. Cuando el acoplamiento entre los niveles
de Landau es despreciable y por lo tanto se puede hacer la aproximacién (4.22),

la matriz H (k;, k2) se puede obtener direct te de la i6n de Harper
(4.23). En este caso H (k;, k2) queda dada por
H (K1, k2)
% Ae—iabk; o .. 1) Aeiabkn
Aeiabh, ‘/1 de—iobks ... 0
= . . . .. . (4.42)
Ae—;abkg 6 6 .. : Aei;bk: ‘/’_l

donde V;, = 2cos (2rom -+ obk;). Al diagonalizar H (k,, k2) se obtienen los ei-
genvalores de la energia reescalada £ definida en la Ec. (4.24). Los eigenvalores
de la energia obtenidos como funcién del inverso del flujo magnético correspon-
den al espectro de energfas de la mariposa de Hofstadter, como puede verse en la
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0 ka 20 ko 2z

Figura 4.2: Estructura de bandas en la mariposa de Hofstadter. (a) ¢ = 1/2,
(b) o = 1/3.

figura 4.1. Este espectro se obtuvo calculando la matriz H (ki , k2) como funcién
del inverso del flujo magnético o y variando los pseudomomentos k, y k2 dentro
de la zona magnética de Brillouin. Puede verse que el espectro posee dos ejes de
simetrfa en 0 = 1/2 y en € = 0. Réplicas de la figura de la mariposa, formada
por las cuatro alas en forma de equis, se repiten reiteradamente al interior de la
misma escaladas por un factor que en general depende tanto de la energia como
del flujo magnético. Se dice entonces que la mariposa de Hofstadter tiene una
estructura multifractal [27].

Una caracteristica importante del espectro de la mariposa es que estid com-
puesto por bandas. La matriz H (k1, k2) para este ejemplo es de dimensién p
por lo que esperamos encontrar, para valores dados del pseudomomento, un
numero total de p estados por cada nivel de Landau. A medida que variamos
los pseudomomentos, cada una de las p energias cambia de valor obteniéndose
asf la estructura de bandas. Esperamos que para un valor o = q/p del inverso
del flujo magnético se obtengan un total de p bandas por cada nivel de Landau.
Por ejemplo, en o = 1/2 tenemos dos bandas: una en el intervalo € € [—2\/5, 0]
ylaotraene € [0, 2\/21 . Dado que se tocan en € = 0, en la figura 4.1 aparentan
ser una sola. Lo mismo ocurre con otros valores de o para los que p es par, como
en o = 1/4 donde existen cuatro bandas en total pero se observan sé6lo tres ya
que dos de ellas se tocan en £ = 0. En general podemos decir que si el denomi-
nador de o es par, entonces el nimero de bandas observadas en el espectro de
la mariposa es p— 1. Si, por el contrario, el denominador de o es impar entonces
observaremos p bandas. Esto se ilustra en la figura 4.2 donde pueden verse los
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Figura 4.3: Espectro como funcién de o para diferentes valores del acoplamiento
entre los niveles de Landau. (a) K =1, (b) K =2.5,(c) K =5y (d) K = 10.

eigenvalores de la energfa como funcién del pseudomomento k2. Se incluyen los
estados correspondientes a todos los valores posibles del pseudomomento k;. En
esta figura puede observarse que para ¢ = 1/2 se obtienen dos banda.s que se
tocan en £ = 0 y para o = 1/3 se obtienen tres bandas compl paradas
entre si.

En la figura 4.3 pueden verse el espectro de energfas £ calculado de la dia-
gonalizaciéon de H (k,, kz) para diferentes acoplamientos entre los niveles de
Landau. A medida que el acoplamiento entre los niveles de Landau se hace
mds intenso éstos comienzan a separarse en bandas que incluso pueden llegar
a mezclarse con las de niveles de Landau contiguos. En todos los casos, para
o = 0 (B — oo) los eigenestados de la energia se encuentran localizados en los
niveles de Landau £ = n + 1/2. Como lo sugiere la Ec. (4.20), a medida que
o se hace mis grande (B — 0) la energia magnética se reduce frente al efecto
del potencial periédico observindose el rompimiento de los niveles de Landau
en bandas. Para obtener convergencia en los célculos es necesario incluir algu-
nos niveles extras a los mostrados en las figuras. Por ejemplo los célculos que
dieron lugar a la figura 4.3 se realizaron incluyendo siete niveles de Landau; se
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4.4 Espectro en A ia de C. po Eléctrico 57

Figura 4.4: Espectro de la mariposa de Hofstadter para K = 1. Al incluir acopla-
miento entre los niveles de Landau, el espectro de la mariposa se ve deformado.

comprobé que el agregar nuevos niveles no modificaba los resultados mostrados.
Es interesante observar de la figura 4.3 que existen valores de o para los que el
espectro de bandas sufre un colapso reduciéndose pricticamente a un espectro
discreto. Dichos puntos estdn dados por la condicién o = v, /7, donde -, es
un cero de los polinomios de Laguerre L, (wo). De la Ec. (4.24) vemos que el
caso en el que el acoplamiento entre los niveles de Landau se puede despreciar,
tendriamos que la anchura de la banda se colapsarfia a cero. Como veremos en
el siguiente capitulo, para dichos puntos esperamos que los estados se localicen
completamente.

Dado que el espectro del problema de Bloch magnético tiene estructura de
bandas podemos agregar un indice a denotando el mimero que etiqueta a la
banda en los eigenestados de la energia.

Es interesante estudiar los cambios que sufre el espectro de la mariposa
cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau es intenso. Utilizando la Ec.
(4.24) puede calcularse € para el espectro de la figura 4.3. En la figura 4.4 se
observa el espectro de energias € como funcién del inverso del flujo magnético
para K = 1. Puede notarse que el espectro de la mariposa se ve deformado
debido al alto acoplamiento entre los niveles de Landau. El efecto es muy notorio
en la separacién de las bandas para o = 1/2, que para K <« 1 se encuentran
unidas en € = 0.

Los experimentos originales miden el efecto Hall cuédntico asociado a un
nivel de Landau, lo cual requiere que la separacién entre niveles contiguos sea
mucho mayor que el ensanchamiento producido en ellos por el potencial de
la red periédica. De acuerdo a la Ec. (4.20) la condicién anterior implica que
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Ko < 1. Por otro lado, si se quiere medir la conductividad asociada a una de
las sub-bandas de la mariposa de Hofstadter, se necesita que las brechas entre
dichas sub-bandas sean apreciables. De acuerdo a los resultados mostrados en
las figura 4.1 y figura 4.3, la dltima condicién requiere que o sea del orden de
la unidad. Par los semiconductores usuales, que poseen pequeifios parametros
de red, o = h/(eBb?) resulta ser enorme aun para los campos magnéticos mais
intensos que se pueden lograr en el laboratorio. La tinica posibilidad de observar
la estructura interna de la mariposa radica entonces en estudiar super-redes
artificiales que tienen parametros de red hasta 100 veces mas grandes.

Como mencionamos en la Introduccién, von Klitzing, Dorda y Pepper [1)
emplearon un MOSFET de Si/SiO2 en la medicién del efecto Hall cuantico. El
Si tiene un parametro de red de b == 0.54nm y sus electrones una masa efectiva
de m = 0.067m,. donde m,. es la masa en reposo del electrén. Para los campos
magnéticos empleados en estos experimentos (B de 3 a 10T) obtenemos que
el inverso del flujo magnético o se encuentra en el intervalo o € [1400, 4700],
mientras que Ko € [1.3,0.4]. Por lo tanto en este experimento se cumple la
condicién de niveles de Landau no mezclados. En los experimentos de Stérmer,
Tsui y Gossard [8] se utilizaron heterojunturas de GaAs/AlGaAs. El GaAs y
el AlGaAs poseen parametros de red cercanos a 0.57nm y sus electrones tiene
una masa efectiva de mm = 0.067m,.. Para los campos magnéticos utilizados en
estos experimentos (B de 3 a 25T"), o se encuentra en el intervalo {500, 4200],
mientras que Ko € [0.05,0.4)]. Por lo tanto, en este experimento se mejora
la condicién que asegura el desacoplamiento entre niveles de Landau. Notamos
que en ambos experimentos los altos valores de o impiden observar la estructura
interna de los niveles de Landau.

Sin embargo, los sistemas que poseen grandes parimetros de red, como las
redes de antipuntos cudnticos [13, 15], son apropiados para el estudio experi-
mental de la estructura interna de la mariposa. Por ejemplo, en el experimento
realizado recientemente por Albrecht, von Klitzing y sus colaboradores [15], se
utilizé una red cuadrada de antipuntos cudnticos en una heteroestructura lateral
de GaAs/AlGaAs. El pardmetro de la red artificial es b = 120nm, mientras que
la amplitud del potencial periédico bidimensional es del orden de Up = 0.6meV,
y nuev te la efectiva de los electrones para el GaAs y el AlGaAs es
m = 0.067m.. Para este experimento se emplearon campos magnéticos entre
0.4T y 0.8T, lo cual da valores de o en el intervalo [1/3,2/3]. Cabe seifialar
que en este caso Ko toma valores en el rango [1. 5, 3]. Observando la figura 4.3,
vemos que en una primera aproximacién podemos despreciar el acoplamiento
entre niveles de Landau. Sin embargo un estudio m4s detallado muestra que en
este régimen dicho acoplamiento debe ser tomado en cuenta. En cualquier caso
el haber obtenido valores de o del orden de la unidad ha permitido por primera
ocasién explorar, aunque sea de manera limitada, el interior del espectro de la
mariposa. Dicho espectro (figura 4.1) es simétrico con respecto a o = 1/2; sin
embargo tal y como se observé en el experimento y se discutird en el préxi-
mo capitulo las conductividades de las sub-bandas para los valores o0 = 1/3 y
o = 2/3 siguen una secuencia diferente.

[g’AL
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4.5. Matriz de Transferencia

En ausencia de campo eléctrico los estados de la energia pueden encontrarse
resolviendo el problema de eigenvalores tal y como se estudié en la seccién
anterior. Aquf mostramos que también es posible encontrar los eigenvalores de
la energia utilizando el método de la matriz de transferencia. Adem#s de su
valor intrinseco, €l método permite deducir algunas propiedades generales del
espectro.

Considerando el caso en el que podemos despreciar el acoplamiento entre
niveles de Landau y en ausencia de campo eléctrico la ecuacién de Harper (4.23)
toma la forma

Acm—1€'7%1 4 2 cos (2rom -+ obkz) Cm + Acmp17 0% = gcy,,. (4.43)
Reagrupando los coeficientes del vector de onda de la siguiente manera
dp = e—i0bkam ( c,.._::':‘""*‘ ) , (4.44)
vemos que d,, cumple la siguiente relacién de transferencia
dmi1 = Myde,, (4.45)
donde 1 [e -~ 2cos(2mom + obka)] —1
M,, (g,0,k2) = ( A 1 o ) (4.46)

es la matriz de transferencia que conecta a d,, con dyn4+1. Dicha matriz puede
conectar a dos coeficientes cualesquiera si es multiplicada sucesivamente

dm+n = Mm+n—le+n—2 .. Mm+ledm (4.47)

La matriz de transferencia y el vector d,, ti 1 las siguientes propiedades de
periodicidad

Mmyp = My, d1n+p = e_‘qbk'dm- (4.48)

Si iteramos la Ec. (4.45) y utilizamos (4.48) obtenemos la ecuacién de eigen-
valores
Td,, = e ‘%4, (4.49)

donde
T(e,0,k2) = Mpyp—1 (£,0,k2) Mpyp_2(€,0,k2)
e Mnya (650, k2) M,, (e,0,k2). (4.50)

La Ec. (4.49) sugiere que los eigenvalores y el determinante de la matriz T tienen
mdédulo unitario (27, 45]. Esta condicién es equivalente a requerir que el valor
absoluto de la traza de la matriz sea menor o igual a 2

ITXT, (g, 0, k2)} < 2. (4.51)
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La traza de la matriz de transferencia T es un polinomio de la energfa de grado
p. Por lo tanto, el espectro se separarid en p bandas [46] tal como discutimos
anteriormente.

Se puede mostrar que la iinica manera en la que interviene el valor de k3 en
la traza de T es en forma aditiva. Esto quiere decir que los espectros encontra-
dos por medio de la condicién (4.51) para dos valores distintos de k2 se pueden
relacionar, observando que las correspondientes trazas de T se encuentran des-
plazadas {27, 47] como se puede ver en la siguiente expresién

ITXT (e, 0, k2)| = |TXT (¢, 0, 0)| + 29 (k2) (4.52)

donde g es una funcién compleja y periédica de amplitud 1 [47]. De la forma
simétrica en la que aparecen k; y k2 esperamos que exista una relacién similar
para k; y que el conjunto de estados generados al variar el pseudomomento
dentro de la zona magnética de Brillouin se obtenga de la condicién

|TxT (e,0,0)] < 4. (4.53)

Por medio de este criterio podemos encontrar los eigenvalores de la energia del
electrén magnético de Bloch correspondientes a todos los valores de los pseudo-
momentos. El espectro obtenido es nuevamente el de la mariposa de Hofstadter

de la figura 4.1.

4.6. Rotaciones Magnéticas

Consideramos ahora los efectos producidos por la inclusién del campo eléctri-
co. Para ello demostramos primero que el espectro para una orientacién arbi-
traria de K se puede relacionar con el espectro obtenido cuando la direccién del
campo coincide con los ejes de la red. En esta seccién restringimos el estudio a
casos en que el acoplamiento entre niveles de Landau es despreciable.

La funcién de onda presenta simetria ante rotaciones de la red cristalina si
se agrega una dilatacién de los vectores de red (seccién 2.5).

Como ya hemos mencionado, para una red cuadrada, un angulo de rotacién
que cumple la condicién
6@ = arctan (m3/m,) (4.54)
es conmensurable si yn; y m2 son nimeros enteros. En general estas rotaciones
no son simetrfas del cristal y por lo tanto tampoco son simetrias de la funcién de
onda. Sin embargo, si llevamos a cabo una rotacién por un 4ngulo conmensurable
y dilatamos la red por un factor /m$ + m3, la simetrfa traslacional en miiltiplos
de vectores de red es restaurada y los puntos de red de una y otra coinciden
regularmente como puede verse en la figura 4.5.

Si los ejes coordenados coinciden con los vectores de red la funcién de onda
(3.27), que también es una solucién de la ecuacién de Schrédinger (secci6én 3.3),
toma la forma

_ 2
1€, k) = S bihe—ioostam |, £k, 4 ?"m> . (4.55)

»m
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- a-—

Figura 4.5: Rotacién conmensurable por un dngulo € = arctan (mgz /ml) .

donde og es el inverso del flujo magnético en una celda unitaria de la red original
con parametro de red a.

Bajo la rotacién de los ejes coordenados en una direccién conmensurable, la
funcién de onda toma la forma

|E, K2y = S et emiotiam |y £ K, + Eb’lm> (4.56)

.7

donde o es el inverso del flujo magnético en una celda unitaria con pardmetro de
red b = a\/m3 + m3, es decir ¢ = 0o/ (m? + m2). El término de la derecha de
la ecuacién anterior contiene implicitamente una dilatacién ya que el paridmetro
de red ha sido modificado.

Estas dos funciones de onda deben estar relacionadas a través de una rotacién
magnética

IE, K2) = R (0) |, k2) , (4.57)

donde R (0) es el operador de rotaciones magnéticas dado en la Ec. (2.41). Los
pseudomomentos se relacionan de la siguiente manera

Ky = k; cos@ — k2 sin 8, Ky, = k1 sinf + ka cosé. (4.58)

De estas consideraciones esperamos una relacién entre los coeficientes b4, y c%,
de la forma

et =D Jmnbk. (4.59)
m

Para determinar Jm,» multiplicamos a (4.55) por un bra de la base {|v, K2 + 27rm/b)}
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obteniéndose
Jn = e*(ebK1m—coakin) <u, Kz + 2Twml'r‘! |u, k2 + ;:”)

= eflebKim—coakin—6e) <K, + 2T"'ml R ki + 2}n> . (4.60)

La matriz Jy,, depende de los pseudomomentos a través de una fase como puede
verse de los siguientes célculos

eilebKym—coakin) <K2 + 2T""m|R k2 + 2_""n>
a

X

= eix(k1.ka) <2T7"m| e—$Qa(Fz—k1 8in 6—k3 con 6) i P (K3 —ki cos -+kasin8) o l '%ﬂ'n
2w
Tn> , (4.61)

donde la fase X, que no interviene en los céilculos subsiguientes, estd dada por

2: iK1 Pa = iKaQa Jg o ikaQa g ik Pa l%"n>

= eix(k1 k2) <'2T"m r

x (k1,k2) = kik;3sin? @ + sin 20 (k2 — k2) . (4.62)

Para calcular la forma explicita de la transformacién J,n, €8s conveniente
introducir la base de tipo oscilador arménico {|u)} de los operadores de ascenso
y descenso definidos en la seccién 2.4

\/— (P2 —iQ2), Bt = \/_ (P2 +iQ2) (4.63)

formada por los eigenestados del operador de nimero
B'Blu) = plu). (4.64)

Insertando una base completa de estos estados en el elemento de matriz de
la rotacién de la Ec. (4.61) se obtiene

27 2r N o i0u 27 2n
<bm|R|an>—¥e u(Fm)ou(Tn (4.65)
donde ¢, es la funcién de onda del oscilador arménico. La suma de productos

de funciones de oscilador armdénico puede expresarse como

—_— 2 2 2
St @) = Ve ey Ry [“"z Dty )] (4.66)
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donde z es un nimero complejo cuyo médulo es menor que uno (ver apéndice
C.3). La rotacién queda entonces dada por

2
. g2 ieOBR — (e + 1) (% + %) @67
S e P [T 1_ee : :

Si el Angulo de rotacién es conmensurable, es decir cumple la condicién (4.54),
la expresién anterior toma la forma simplificada

g — i memzm3 wag
L:e‘ T e tmimg (nma—m)? (4.68)

Jmn = P

Es interesante notar que (4.59) con Jm,, dado en (4.60) representa una ge-
neralizacién de la transformada discreta de Fourier. En particular para m; =0,
m2 = 1, la Ec. (4.59) se reduce a la transformacién discreta de Fourier. Es po-
sible mostrar que la aplicacién de la transformacién (4.59) a la Ec. (4.23) da
lugar a la forma m4s general de la ecuacién de Harper

e—imomimg y [eizmym:meiub(xxmx+K:m2)c —m1
+ e—i2momam —iob(Kimi+Kama) +ml]

4 eimomima [e-‘zwamxme-—iah(lﬁm;—l(:"u)c"‘_’_"‘2
+ e—i2wam1meiob(xlmz—K:mx)c"._mz] = (e +C{m)cm. (4.69)

La Ec. (4.69) es justamente la que se obtiene de (4.21) para una orientacién
arbitraria de £ cuando se desprecia el acoplamiento entre los niveles de Landau.
Es decir se verifica que la rotacién magnética (4.59) relaciona las soluciones para
una orientacién arbitraria de J con aquella en la que el campo eléctrico coincide
con uno de los ejes de la red.

Lo mads importante de estos resultados es que permiten relacionar los eigen-
valores de la energia del problema en el que el campo eléctrico es paralelo a uno
de los ejes cristalinos con otro en el que la orientacién es arbitraria. Esperamos
que en general la energia sea una funcién del flujo magnético la intensidad del
campo eléctrico y su dangulo de orientacién 6, es decir € = £ (o, {, 8). Si el campo
eléctrico se encuentra dirigido a lo largo de uno de los ejes cristalinos, el espectro
del electrén esta regido por la Ec. (4.23) y lo denotamos como € = € (0o, (, 0). Si,
por el contrario, el campo eléctrico forma un dngulo conmensurable con alguno
de los ejes cristalinos, el espectro estard dado por la ecuacién (4.69) (apéndice
D) [48]. En este capitulo mostramos que es paosible ob una ién de
la otra a partir de una rotacién magnética. Dado que esta transformacién es
unitaria, los espectros se relacionan de acuerdo a

€(00,¢,0) =¢ (oo m3$ +m3,¢, 0) . (4.70)

- “TESIS.CON
FALLA DE.ORIGEN




64 Ecuacién Generalizada de Harper

La relacién anterior permite conocer el espectro del electrén en presencia de un
campo eléctrico orientado en forma arbitraria a partir de las energias para el
mismo sistema pero con el campo eléctrico alineado a lo largo de uno de los gjes
cristalinos. Esto reduce notablemente el tiempo de célculo ya que el tamaiio de
las matrices obtenidas de (4.23) es N = max (ml,m2) veces menor que el de

(4.69).

4.7. Funcién de Green y Densidad de Estados

La representacién matricial de la seccién 4.3 y la relacién de transferencia
hallada en la seccién anterior permiten calcular el espectro del electrén en ausen-
cia de campo eléctrico. Si utilizamos la representacién (4.13) 6 (4.23) tenemos
que el término del campo eléctrico rompe la periodicidad del problema lo que se
refleja en la correspondiente falta de periodicidad de la matriz de transferencia.
En la representacién de la seccién 4.3, en la que se aplica la trasformacién (4.33),
se obtiene un hamiltoniano finito de dimensién NpL x NpL pero la ecuacién
de movimiento deja de ser local en el pseudomomento k; debido a la derivada
direccional EJ/8k;. Dicha representacién es esencial para explicar la cuantiza-
cién de la conductividad de Hall como veremos mas adelante. Sin embargo para
el cilculo explicito del espectro en presencia de campo eléctrico es conveniente
considerar la Ec. (4.13) que representa una relacién de recurrencia infinita.

El problema de nuestro interés se puede analizar por medio de la funcién
de Green del sistema. Como veremos, se puede extraer informacién del espectro
de la funcién de Green por medio de la deteccién de sus polos o calculando la
densidad de estados.

Primero discutimos algunos aspectos generales de la funcién de Green [49].
Utilizamos por ejemplo la Ec. (4.13), la reorganizamos de manera que tome la
forma de una ecuacién de eigenvalores

(H—EINc=0, (4.71)
donde I es la matriz unidad de dimensién infinita, c es el vector

o c=(... €-1, €, €1, ... ), (4.72)

H es la matriz dada por

cee Qi_l Q. Q_.:l 0 6 ..
H=] ... 0 @Qf Q Q 0 ... (4.73)
- o 0 T @ Qr ...

y Qm = Qm — Fkz2 — obE (Dn + NmlIy).
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4.7 Funcién de Green y Densidad de Estados a5

En general, la funcién de Green G (2) se define como la solucién a la ecuacién
3" (2604 — Hax) G (2) = 8n,m. (4.74)
&
donde z = &£ + ie es un numero complejo. Esta ecuacién puede ser considerada
la representacién en la base (3.14) de la ecuacién de operadores
(z—-H)G =1. (4.75)
Si {|en)} es una base completa de eigenvectores ortonormales de H y {£,} sus

eigenvalores correspondientes, entonces el operador de Green puede escribirse
como [49]

_ 1 _ lea) (o]
G(z)—z_H—g & (4.76)
Si z coincide con alguno de los eigenvalores discretos de H, G (z) tiene polos en
los eigenvalores de H. Esta propiedad de la funcién de Green permite en algunos
casos detectar los polos y establecer donde se encuentran los eigenvalores de H.
Para aquellos casos en los que los niveles de energia no son degenerados y el
espectro es poco denso los polos son simples y por lo tanto, la funcién de Green
en la vecindad de un polo correspondiente al eigenvalor £ toma la forma

A
G (z) = =& (4.77)
donde A es una constante.

Como puede verse en la figura 4.6, el signo de la funcién de Green es diferente
a ambos lados de un polo, G) = G (£,) tiene el signo contrario de G2 = G (£2)
por lo que el eigenvalor de la energia debe encontrarse entre estos dos puntos, o
sea £ < & < £2. Utilizando la Ec. (4.77) podemos calcular con mayor precisién
el eigenvalor de la energia como
&2 — & (G1/Ga)

1—(G1/Ga2) ~

Este método resulta muy practico en el cdlculo de los espectros que estan
compuestos de eigenvalores discretos que corresponden a polos simples de la
funcién de Green. Sin embargo, el espectro continuo de H aparece como una
linea singular o una rama de corte de G. Entonces, si £ pertenece a una porcién
continua del espectro, la funcién de Green existe y no posee polos simples que
pueden ser detectados por medio del procedimiento anterior, que es el caso de
muchos de los espectros que resultan de las diversas versiones de la ecuacién de
Harper.

Para determinar este tipo de espectros resulta conveniente calcular la den-
sidad de estados.

Empezamos por considerar la existencia de porciones continuas del espectro,
entonces la funcién de Green (4.76) toma la forma

G(z) = Z |Ck) (ckl + /dk lex) {cxl (4.79)

z— Ex

Ex = (4.78)
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G (82, G2)

E

Figura 4.6: Funcién de Green como funcién de la energia en la proximidad de
un polo simple. La funcién de Green G presenta un cambio de signo al cruzar

el polo.

Si £ = & donde & pertenece a una porcién continua del espectro, G no esta bien
definida ya que el integrando de la ecuacién anterior tiene un polo. De cualquier
forma G puede ser definida a través de los limites en la vecindad de la parte
continua del espectro. Los limites laterales de G (£ =+ i€) existen pero no coin-
ciden a medida que € — 0. Definimos, entonces, la discontinuidad de la funcién

de Green
G(E) =G () -G (&) (4.80)
donde
+ e . - _ o
Gt (&) = ¢h_x.%Cv'(S + ie), G~ (&) = zi_%G(S i€) . (4.81)
son las funciones de Green retardadas y avanzadas respectivamente.
Usando la Ec. (4.79) y la identidad

1

1 .
o = P; Find (z), (4.82) .

donde P representa la parte principal de la integral, podemos expresar la traza
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Figura 4.7: Espectro € como funcién del inverso del flujo magnético o en pre-
sencia del campo eléctrico. La intensidad del campo eléctrico est4 caracteriza-
da por ¢ = 2bE/Up = 0.02. En este espectro se encuentran incluidos todos
los niveles correspondientes a la zona magnética de Brillouin k; € {0,27n/gb] y
k2 € [0,2n/b]. El espectro de la Mariposa de Hofstadter puede apreciarse para
o € [0,1]. En el intervalo o € [1, 2] puede observarse todavia una réplica distor-
sionada del espectro de la mariposa. Para valores mas grandes de o el espectro
de la mariposa es sustituido por un conjunto de niveles discretos separados en
intervalos regulares.

de la funcién de Green como

T G (£) = F2Im [Tr G* (£)] =
L5 (alelay st far (ofola)
D O F=rr el e

=Z&(£—£.,)+/dk S(E—£). (4.83)
I 3

NE) =

13
™

¢ el

Los dltimos términos de esta ecuacién corresponden a la densidad de )8,
N (£) d£ da el nimero de estados que existen en el intervalo (£, £ + d£].
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4.8. Fracciones Continuas

Como se afirmé previamente, cuando el campo eléctrico estd presente, el
caso mas general de la ecuacién de Harper asume la forma de una relacién
de recurrencia tridiagonal (4.13) infinita. El método de fracciones continuas es
apropiado para resolver este tipo de relaciones de recurrencia [44]. En particu-
lar, puede utilizarse para hallar la funcién de Green que contiene la informacién
sobre los eigenvalores y las eigenfunciones. El formalismo presentado en la sec-
cién 4.7 puede aplicarse directamente en el céilculo del espectro de la ecuacién
de Harper ya sea detectando los polos de la funcién de Green o por medio de la
determinacién de la densidad de niveles.

La funcién de Green de la Ec. (4.13) cumple con la condicién (4.74) [44]

QY Gnri,m + QnGnm + Q7 Gn1,m = —8n,m, (4.84)

donde hemos definido
Q.. =Qn— & — Eky —obE(Dny + NmiIn). (4.85)
Si suponemos que Gary1,.n = G—ar—1,n = 0, donde M representa el punto

en el que se trunca la relacién de recurrencia, entonces la ecuacién de Harper
para la funcién de Green da lugar al siguiente sistema simultineo de ecuaciones

Q—MG—M.m+ QtMGl—M.m = 0:

Qi mG—rm+ Q1-MGi1-Mm+ QI_MGz_mm = o,
QnGme—1,m+ Qme.m’*‘ Q;Gm-f-l.m = —In, (4.86)

Qpr—1GM—2.m~+ Qrr—1Grar—1,m+ QAr—1CGMmm = o,

QrMGrM—_1,m+ QrMGArm = 0.

Para resolver €l conjunto de ecuaciones anterior introducimos dos matrices
S* de ascenso y descenso que conectan un elemento cualquiera de la funcién de
Green Gyn,m con el siguiente Gn.1,m

Gn+l.m = S;:-Gn.my Gn—l.m = S:Gn.m (4'87)

y procedemos en forma recursiva. Comenzando por la primera y iltima ecua-
ciones de (4.86) escribimos

1 1 —
Sx-l—l = GM'm_—_GM—l - = _——QM QM:
— 1 1
Siom = CeMm G = o O (4.88)

|
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Las ecuaciones homogéneas restantes producen las siguientes relaciones de re-
currencia para las matrices de ascenso y descenso
1 1
St = —-Qf——"-"—-r ST, =—Qft m—m—movo .
nt " Qn + Q¥ ST’ n " Qn+QaSk

Las definiciones anteriores permiten calcular iterativamente las matrices de as-
censo y descenso SE correspondientes a la ecuacién inhomogénea de (4.86). De
este modo, la matriz de ascenso toma la forma

(4.89)

- 1
S}:}-z = —QRxr—1 N 1 )
Qm-1— QY= Qs
(233
1
Sites = —Qhr—2— T . (4.90)
Qrm—2 ~ Q% 2Qn—_, " 1
QM-1— QY 1= Qs
Qm
1
Sh=—-Qni — 1 .
Qm+1 — Qb1 Q2 - 1
Qmiz — - =— Qny
A
Ani&logamente, la matriz de descenso estd dada por
1
Son = —Q;:__l — 1 . (4.91)
Qm-1— Q1@ _2 " 1
QQm—2—-..= Q*t
m—2 Q—M M
La ecuacién inhomogénea en (4.86) toma entonces la forma {50]
(@55 + Q@m + QESE) G = —In, (4.92)

con lo que los términos de la funcién de Green que se encuentran sobre la
diagonal quedan dados por
1
QnSm + Qm + QHLSH
¥y aquellos que se encuentran fuera de ella pueden conocerse empleando iterati-
vamente las Ecs. (4.87).

Para obtener la funcién de Green hemos truncado las Ec. (4.84) para |m| <
M. La solucién exacta del problema corresponde al caso en el que se toma el

(4.93)

Gm.m (8) =
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o=1/2 =32 o=m8/2
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Figura 4.8: Estructura de bandas en presencia de campo eléctrico como funcién
de o y p. Se muestra la densidad de estados para diferentes valores del campo
eléctrico p = 2bFE /Up y del inverso del flujo del campo magnético o como funcién
de la energia £ y del pseudomomento k2. Se incluyen todos los estados del
pseudomomento k, € {0, 27 /qb].

limite M — oco. Sin embargo, el método de fracciones continuas selecciona sélo
aquella solucién para G,,.» que decrece ripidamente o que crece lentamente
para n creciente. Esto garantiza la convergencia de la solucién para valores
suficientemente grandes de M. En los resultados que presentamos méds adelante
se seleccioné M = 100 con lo que se obtiene convergencia aproximadamente con
siete cifras significativas. En el apéndice B se muestra el empleo del método en
el cdlculo del espectro para un electrén de Bloch en ausencia de campoes.

Asi, es posible calcular la funcién de Green para la ecuacién de Harper en
presencia de campo eléctrico por medio de la expresién (4.93) y las relaciones
de recurrencia (4.90) y (4.91). Finalmente, por medio de los métodos descritos
en la seccién anterior, detectamos los eigenestados de energia en los polos de la
funcién de Green y calculamos la densidad de niveles. Cabe mencionar que el
método fue inicialmente probado reproduciendo los resultados descritos en las
secciones anteriores para los casos en los que el campo eléctrico se anula.

El espectro obtenido al resolver 1a Ec. (4.23) puede observarse en la figura 4.7.
En éste, los eigenvalores de la energfa fueron encontrados detectando los cambios
de signo en la funcién de Green calculada por medio de fracciones continuas. En
este espectro se an luidos todos los niveles correspondientes a la zona
magnética de Brillouin k; € [0,27/qb] y ka2 € {0, 27 /b]. En la regién de campo
magnético intenso, o € [0, 1], puede observarse el espectro de la mariposa de
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Figura 4.9: Densidad de estados en presencia de campo eléctrico para o = 5/2.
(a) e=0.004y (b) p=0.02.

Hofstadter. A medida que el campo magnético pierde intensidad y el efecto del
campo eléctrico comienza a ser mas importante, el espectro de la mariposa es
sustituido por un conjunto de niveles discretos separados en intervalos regulares.
Para el intervalo o € [1, 2] puede observarse todavia una réplica distorsionada
del espectro de la mariposa. Esto refleja el comportamiento de los dos extremos
de la Ec. (4.23). Por un lado, cuando el campo magnético es muy intenso, o — 0
y e — 0, la Ec. (4.23) se reduce a la ecuacién de Harper, por lo que en este
régimen es natural observar el espectro de la Mariposa de Hofstadter. Por otro,
cuando el campo magnético es débil o —» oo y el coeficiente ¢ — oo la relacién
de recurrencia (4.23) toma la forma

(£ + Ekz + 0bEm) ¢, = 0 (4.94)

De donde obtenemos, para valores fijos de kz, un espectro formado de niveles
que se encuentran igualmente espaciados en miiltiplos de obE = 2rE/b, es
decir una escalera de Stark. Al variar el pseudomomento kz; entre 0 y 2x/b
se obtiene un espectro continuo. En este limite es importante notar que los
eigenvalores de la energia son independientes del pseudomc to en k;. Ademdés
esperamos encontrar brechas energéticas entre cada una de estas bandas debido
a la presencia del potencial bidimensional periédico.

Las figuras 4.8 y 4.9 son grificas de densidad de la densidad de estados como
funcién del pseudomomento k2 y la energia €. En éstas se incluyen los estados
para todos los valores del pseudomomento k). La densidad de estados fue calcu-
lada a partir de la discontinuidad de la funcién de Green obtenida por el método
de fracciones continuas. Las regiones mads oscuras indican altas densidades de
estados y las blancas la ausencia de niveles de energia. En estas figuras puede
observarse también que a medida que el campo magnético decrece (¢ — oo) o el
campo eléctrico se incrementa, las bandas de energfa son reemplazadas por ban-
das mads estrechas. De tal modo, se confirma el comportamiento del espectro en
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los limites de campo eléctrico débil y campo eléctrico intenso. Los tres cuadros
en la parte inferior de la figura 4.8 corresponden al limite de campo eléctrico
cero por lo que se observan las dos bandas de la mariposa de Hofstadter en
o=1/2,3/2,5/2. En los cuadros superiores de la misma figura observamos que
a medida que se incr ta la ir idad del campo eléctrico (parametro p) el
espectro toma la forma de un conjunto de bandas estrechas que no dependen del
pseudomomento k;. Al variar el valor de k; el espectro se hace practicamente
continuo salvo por las pequefias brechas que se forman entre las bandas. Estas
se deben, como ya mencionamos, a la presencia del potencial periédico.

Es interesante observar que el efecto del campo eléctrico produce en algunos
casos un cruzamiento exacto entre bandas, mientras que en otras da lugar a la
repulsién entre niveles. Las figuras 4.8 y 4.9 muestran claramente este efecto,
en general al aumentar la intensidad del campo eléctrico las bandas que origi-
nalmente se cruzan, tienden a repelerse. De acuerdo al teorema de Neumann-
Wigner [51] el cruzamiento exacto entre niveles tendrd lugar entre estados que
corresponden a diferentes grupos de simetria.

Tomando en cuenta la definicién del paridmetro que mide la intensidad del
campo eléctrico (p = 2bFE /Up) y considerando una amplitud del potencial de la
red dado por Ug = 0.6meV, tenemos que los valores utilizados en los ejemplos
anteriores ¢ = 0.004 y ¢ = 0.02 corresponden a E = 20V/em y E = 100V /cm
respectivamente, para el caso de un semiconductor tipico con parametro de red
b = 0. 5nm; Klitzing, Dorda y Pepper [1] reportan F = 60V/cm en el umbral
de la desaparicién del efecto Hall cudntico. En el caso de una red artificial con
pardmetro de red b = 120nm los valores ¢ = 0.004 y ¢ = 0. 02 corresponden a
E=0.1V/cm y E = 0.5V/cm respectivamente.

De los resultados anteriores se puede concluir que ain en presencia de campo
eléctrico el espectro del problema de Bloch eléctrico-magnético posee estructu-
ra de bandas. A campos eléctricos débiles las bandas se agrupan formando el
espectro de la mariposa de Hofstadter mientras que, cuando el campo eléctrico
es intenso, se obtiene un espectro de bandas cuyos centros se encuentran igual-
mente espaciados a intervalos obE. Por lo tanto es conveniente agregar fndices
que etiquetan a las bandas de energia y los correspondientes eigenvectores de la
Ec. (4.40), es decir

H (ky, k2) da (K3, Kz) = (a:‘, + Eky — w%) do (1, Kz) - (4.95)
La condicién de normalizacién (4.39) se escribe como
=
L7 de du (s + 6. ka) dar (ks + 8, K2) = S (4.96)

En el préximo capitulo veremos que las bandas se pueden etiquetar por un
invariante topolégico, o que resulta ser un niimero entero que permite calcular
la contribucién de cada banda a la conductividad de Hall. :
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4.9. Estructura de Bandas del Problema Eléctrico-

Magnético de Bloch

En esta seccién discutimos algunas de las propiedades de las bandas del
problema eléctrico-magnético de Bloch.

Las funciones de onda (3.25) deben ser periédicas, excepto por una fase, en
los extremos de la zona de Brillouin magnética. En particular |£, ki, k2 + 27/b) =
e*f2 |E, k1, k2). Si realizamos el cambio k2 — k2 + 27 /b en la funcién de onda
(3.25) se obtiene

k1, k2 + 27 /b)
=W (k1) > e PR rmp, (ky, k2 + 2m/b) |@s, £, kz + 27 (m + 1) /b)
»,m

= Ttk (ky) 2 e—iobkimpi (ki k2) |18, E, k2 + 2rm /by .  (4.97)

o

Para que la funcién de onda en los extremos de la zona de Brillouin magnética
difiera solamente en una fase, el coeficiente de la funcién de onda debe cumplir
con

b8 (ky, k2 + 2m/b) = 3> C2Lb4, (K1, ka) (4.98)
m
donde
C§ =16, mya, (4.99)

es decir, la matriz C&2) recorre un lugar los elementos del vector de dimensién
infinita b4%,. En la representacién matricial introducida en la seccién 4.3 esta
relacién toma la forma

d (ky, k2 — 2w/b) = Cad (K1, k2) (4.100)
donde
0o 0 0 O . 01
i 0 0 O . 00
o1 0 0 ... 0O
Cz = eifa o 01 0 ... 00O . (4.101)
0O 0 0 0 ... 0 o
o 0 0 O ... 1 0

La matriz C2 recorre ciclicamente un lugar los elementos del vector d% en la
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forma
o 0 o0 ... 01 do : dyp—a
10 00 ... OO0 d, do
o1 00 ... 0O da d;
Cad = €'l 6 0 1.0 ... 00O ds = eif2 d; .
0000O0.. 00 dp_sz dp-3
0000 ... 10 dy_y dp—z

(4.102)
Esta matriz también recorre en forma ciclica los elementos de la matriz hamilto-
niana. Ante esta transformacién, los elementos Q,,, Qm ¥y Q;, del hamiltoniano
(4.37) se reorganizan en la forma

C2 H (K1, k2)C}

Qp—r QF, O O ... 0 0 @y,
Q@ Q QF o ... o0 o o

= o Qr @ Q@Qf ... o o o . (4.103)
Q. o 0 0 ... 0 Qr. Q2

De la Ec. (4.8) puede inferirse que la dependencia en k; del hamiltoniano esta de-
terminada por la fase M, ,k; de la Ec. (4.9) que es un miiltiplo entero de obk;.
De estas ecuaciones también puede verse que los cambios ko — k3 + 2n/b y
m — m + 1 son equivalentes. En otras palabras, aumentar el pseudomomento
k2 en 27 /b es equivalente a recorrer ciclicamente los elementos del hamiltoniano
como en la Ec. (4.103). Por lo tanto

H (k1, kz — 27 /b) = C2H (k1, k2)CL. (4.104)

A través de estas mismas ideas es posible encontrar una simetrfa mas general.
Si hacemos el cambio k2 — k2 + 27 /gb en (4.9) obtenemos una fase adicional
M,,2m7/qb, que puede compensarse con un cambio de fndice m — m 4+ Am tal
que gAm+1 = jp, donde j es un nimero entero, de tal forma que el cambio total
de fase M, k2 sea un miiltiplo entero de 2x. Asf, incr el p domc >
k2 en 27 /qb equivale a recorrer los elementos del vector d un niimero Am de
veces en forma ciclica. En lenguaje matricial se puede decir que

d(k1, kz — 27 /gb) = CP™d (ky, k3) ,
H (k1, k2 — 2w /qb) = C&™H (ky, ka2) C}O™. (4-105)

En general, la transformacién C2 es unitaria entonces los eigenvalores de H (k; , k2)
y de C2H (ki, k2) C} son iguales. Por lo tanto, en ia de > eléctrico los
eigenvalores de la energia son iguales en los extremos k3 y k2 + 27 /b de 1la zona
de Brillouin, de manera similar a lo que ocurre con los electrones de Bloch en
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[¢] k2 25! (1] k2 !f'

-4

Figura 4.10: Energia como funcién de k2 para ¢ = g/5. Se observa que los
eigenestados tienen un periodo de 27 /gb por lo tanto tienen degeneracién igual
a g. Se incluyen todos los eigenvalores k, € [0, 27 /gb].

ausencia de campo magnético. Pero de acuerdo a (4.105), los estados |k1, k2) y
|k1, k2 + 27 /gb) tienen la misma energia.

Por lo tanto la energia, en ausencia de campo eléctrico, tiene degeneracién
igual a ¢. En la figura 4.10 se muestran los eigenvalores de la energia € para
o = ¢q/5 con g = 1,2,3,4 como funcién del pseudomomento k2. Se observa que
la energia es periédica y que tiene un periodo de 27 /gb, la degeneracién de cada
banda es q.

La transformacién ki — ki + 27/qdb da resultados similares. En este caso
b4 (ky + 27 /qb, k2) = 32, CLLb8 (K1, k2) donde C8L) = exp (—i2nm/p). En la
representacién matricial de la seccién 4.3

d(kx — 2m/qb, k2) = C1d (k1, kz2), (4.106)

donde C;, que se obtiene a partir de C3 aplicando una rotacién magnética a 90°,
estd dada por

1 o o ... o
0 e2"3 0 .- o

G =ehmifige,Rt=en | 0 0 e R o . (4.107)
o o 0 ... e—wmER

La energia no es el dnico observable que posee esta periodicidad. Cualquier
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elemento de matriz Oaar = d1,Od, de un operador local es invariante, ya que
Ouar (k1 — 2m/gb, ka) = d}, (kx — 2m/gb, k2) Odar (ky — 27 /gb, k3)
= dY, (k1,k2) C]C,OC{C1do: (k1 k2) = Oaar (ki k2). (4.108)

Sin embargo, un operador de la forma —id/9k; se transforma dando lugar
a un término que se puede interpretar como un potencial vectorial

—d}, (kx — 27 /qb, kz)l da: (ky — 27 /qb, k2)

e k) Clipo—Cadar (k1. k2)

225}
Bk;

donde f, es la fase de la matriz C,. Entonces, los elementos de matriz de la dia-
gonal no son periédicos mientras que los no diagonales si lo son. Estos resultados
pueden ser repetidos en forma andloga para el pseudomomento k2.

La Ec. (4.109) tiene importantes consecuencias en las propiedades de trans-
porte de este sistema y en gran parte es responsable de la cuantizacién de la
conductividad de Hall como veremos en el capftulo 6.

Jaa’ ] (4-109)

—d}, (k1,kz) -‘a dar (k1, k2) +

4.10. Aproximaciéon Adiabédtica

Consideremos la solucién de la ecuacién general Ec. (4.95) utilizando la apro-
ximacién adiabdatica. Si el campo eléctrico es apagado dicha ecuacién se reduce
a una ecuacién de eigenvalores de dimensién finita

H (ky, k2) bo (K1, kz) = E3 (ky, k2) ba (K1, k2) , (4.110)

donde a es el indice de banda. Se puede obtener la solucién para la Ec. (4.95)
en la aproximacién adiabdtica en la forma

da (k1 k2) = exp{ [5.: (khkz) ] ks
+ :—/ dep S (¢, k2) + t’y(khkz)} ba (k1,k2), (4.111)

donde la fase de Berry 7 (k1, k2) se determina de la sustitucién de esta expresién
en la Ec. (4.95) como se muestra a continuacién

&y o
v (ks ka) =i fo i B, (¢, k2) b (b, Ka) - (4.112)

El eigenvalor de la energia se determina aplicando la condicién de que la funcién
de onda debe ser la misma cuando k) cambia por 27p/gb = b, como vimos en

"TETIS: CON
-FALLA DE ORIGEN




4.10 Aproximacién Adiabdtica TT

la seccién anterior. Entonces, el cambio en la fase de la funcién (4.111) debe
ser un mltiplo entero de 27 y consecuentemente €l espectro en la aproximacién
adiabdatica est4 dado por

b
Eu (k2) = cbEm — Eks + %/ de £° (¢, kz2)
(4]

b .
+ 5 [ oot s,k ba ($,k2), m=0,%1,... (4.113)

El criterio de validez para la aproximacién adiabdtica se obtiene de requerir a
la probabilidad de encontrar al sisterna en un eigenestado distinto del original
que sea mucho menor que uno [52]. En el limite en el que el acoplamiento entre
los niveles de Landau es bajo, la probabilidad de encontrar al sistema en otro
eigenestado es el cociente de la razén de cambio de los eigenvectores b, (k1, k2)
con respecto a k; (que es aproximadamente bE) entre la diferencia de energia
entre las sub-bandas de los niveles de Landau (que es del orden de la amplitud
del potencial peridédico)
vE <1, (4.114)
Us
donde Up es la amplitud del potencial periédico.
Los 1ltimos resultados merecen algunos comentarios. El espectro de energias
en presencia de campo eléctrico y magnético contiene una serie de niveles dis-
cretos separados por

AE = obE = 2;'BE. (4.115)
Estos niveles son similares a los de Wannier, que estdn igualmente espaciados
con separacién bE. En el caso presente, la estructura de bandas del problema
magnético de Bloch es reemplazada por un conjunto de niveles discretos. La
existencia de estos niveles puede explicarse por medio del siguiente argumento.
En presencia de campos magnético y eléctrico B y F, el electrén viaja entre dos
puntos de la red en un tiempo v = bB/E. Mientras el electrén no haga efecto
tinel a otra banda, el movimiento parecera periédico en la red reciproca con
una frecuencia w = 27 /7T que corresponde a una serie de niveles de energia cuya
separacién es AE = fw. Esto reproduce el resultado de (4.115).

Esta escalera de Stark se combina con el espectro de Hofstadter representado
por el tercer término de la Ec. (4.113). La tercera contribucién, proveniente de
la fase de Berry, fue analizada originalmente por Thouless [19] en el contexto
del efecto Hall cudntico. Thouless encontré que surge una estructura similar al
aplicar la férmula de Kubo para el caso del efecto Hall cudntico. Aquf estudiamos
su efecto en el espectro del electrén. Definimos el potencial vectorial en el espacio
de los pseudomomentos como

A, (k) = ibY, (k1,k2) Viby (K1, k), (4.116)

entonces, la energia puede reescribirse como

b 1]
£a (k2) = cbEm — Fkz + %f dky £° (k) + % f dky E - A, (k). (4.117)
(1] )]
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Regresaremos a este resultado mas adelante cuando consideremos la corriente
de Hall.
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Capitulo 5

Paquetes de Ondas y
Fenémenos de Dispersion

5.1. Introduccién

Recientemente se han conseguido notables logros en la fabricacién de redes
artificiales de antipuntos cudnticos en heterojunturas de semiconductores (sec-
cién 1.4)[15, 30). Estos sistemas son de gran interés en el estudio experimental
de la mecanica cuéntica de sistemas cldsicamente caéticos (caos cudntico). Las
redes de antipuntos cudnticos en heterojunturas son ademas buenas aproxima-
ciones experimentales del problema de Bloch magnético. Este es clasicamente
cadético y cuasiperiédico cuando el lujo magnético por unidad de celda en unida-
des de ¢ es irracional [53]. Esto da lugar a una serie de interesantes fenémenos
de localizacién electrénica inducida por las caracterfsticas fractales del espec-
tro y por el cruzamiento frustrado de bandas. Estudiaremos algunos de estos
fenémenos por medio de la evolucién de un paquete de ondas.

Los rasgos generales del espectro permiten inferir el tipo de movimiento que
experimenta el paquete de ondas. Cuando el espectro adopta una estructura de
bandas la funcién de onda del electrén tiende a ser extendida, mientras que si el
espectro consiste de un conjunto de niveles discretos los electrones se localizan.

Para estudiar la evolucién de un paquete de ondas presentamos primero el
procedimiento general para obtener la densidad de probabilidad y los valores
esperados de la dispersién del paquete como funciones del tiempo. A través de
este método estudiamos la dispersién de un paquete para varios valores de los
parametros mas rele del probl

5.2. Ewvoluciéon de Paquetes de Onda

Una base conveniente para estudiar la evolucién de un paquete de ondas en
el problema de Bloch eléctrico-magnético es la formada por funciones de tipo
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Figura 5.1: Densidad de probabilidad de algunas de las funciones de onda de la

base ¥, (z,y) graficadas en el intervalo z € [—5,5], ¥y € [—5, 5]. Se muestra la
superficie correspondiente a 10 x 10 celdas unitarias.
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t =32 t =62

---I
. Ay, Y. .

Figura 5.2: Fenémenos de localizacién debidos a la irracionalidad de o. Se mues-
tra la evolucién de la funcién de onda ¥ (¢, z, ) del paquete sobre un potencial
bidimensional periédico. El estado inicial es 13,0 (z,¥). Se muestra un cuadro de
40 x 40 celdas unitarias. Los pardmetros en cada caso estdn dados por K = 5,
A=1,E=0,(a)o=1/2y (b) o = (V5 — 1) /2. Para o racional el paquete de
ondas se difunde con mayor rapidez que para o dada por la razén dorada.

oscilador arménico definidas por

AtA|p,v) = plp,v), B'Bu,v) = v|u,v), (5.1)
donde
A= %(}>1 —iQ1), B = %(Pz — $Qa2). (5.2)

Los operadores de ascenso A! y descenso A fueron originalmente introducidos en
la Ec. (2.36). Anélogamente B! y B son los operadores de ascenso y descenso
definidos en (2.49). Estos operadores estdn asociados al momento angular de
acuerdo con la definicién (2.48) en la que el generador de rotaciones se escribe
como J = At A — BtB. Es ficil verificar que los vectores |u, ) son eigenestados
del momento angular con eigenvalores dados por

Tl v) = (p— v) s, v) . (5.3)

Esta base tiene la particularidad de estar compuesta de funciones de onda
que se encuentran localizadas en el origen por lo que resulta 1itil para estudiar la
evolucién de paquetes inicialmente localizados. La forma explfcita de estos esta-
dos en la representacién de coordenadas espaciales puede obtenerse por medio
de la transformacién unitaria

U = e—iPiPagiQ1Qa (5.4)
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t =32 t =63
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Figura 5.3: Localizacién para o = -y,. Se muestra la evolucién de la funcién de
onda ¥ (¢, z, ) del paquete sobre un potencial bidimensional periédico. El estado
inicial es ¥, (z,y). Los valores de los pardmetros son o = 1/, A =1, E =0
y(@) K=1,(b) K=5y (c) K = 10. Se muestra un cuadro de 40 x 40 celdas
unitarias. Los cuellos formmados por el espectro en las raices de los polinomios
de Laguerre, inducen localizacién cuando el acoplamiento entre los niveles de
Landau es despreciable (X = 1). A medida que el acoplamiento se intensifica,
el espectro deja de colapsarse en los cuellos y el electrén se deslocaliza.

que es similar a (2.32). Esta transformacién conecta a las representaciones
(Qu,P.) ¥ (,,,P.) en el caso particular en el que los pardmetros de la nor-
ma toman los valores 8o = 3/2 y 8 = f2 = —1/2, como puede verificarse de
las Ecs. (2.34). La relacién entre ambas representaciones estd dada por

lz,9) =U]z, ) g (5.5)

donde [x,y) es un eigenestado del operador de posicién y |z, y)a es un eigen-
vector de @31 y @2 de tal forma que cumple con

QT wg =zlz,¥)q, iz, v =viz,¥)g - (5.6)
En la representacién de coordenadas las funciones de onda toman la forma
Yuw (T, 9) = (@, ¥ |p, v) =@ (z,y| U |, v) . (5.7)

Insertando una base completa en la ecuacién anterior obtenemos que la funcién
de onda en el espacio de coordenadas se expresa como

Vi @) = [ dz'dy’ o (@ u1U 23 @l v im0 (5-8)
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Figura 5.4: Direcciones de mayor y menor modulacién del potencial
periédico. La direccién de menor modulacién del potencial periédico
U [cos (2rx/a) + A cos (27y/a)] estd indicada con una flecha. (a) Con A = 2
la direccién de menor modulacién es a lo largo del eje z, (b) A = 1 las dos
direcciones tienen la misma modulacién y (c¢) A = 1/2 la direccién de menor
modulacién estd sobre el eje y.

El 1ltimo braket es €l producto de las funciones de onda de oscilador arménico
en el espacio de @, y Q2 dadas por

@y vy = e
QB YY) = s

donde H,, (z) es un polinomio de Hermite de orden u. Sustituyendo (5.9) en
(5.8) y llevando a cabo la integral obtenemos la forma explicita de las funciones
de onda como

eI, (D) H. (V) , 5.9

Bw ) e~ (=z+v?)/4 { Pur (T,¥), pB=<v, 5.10)
o (X, Y) = ———Fp07 10
2m Pou(¥,x), vp,

donde ] ,
. 2 ! —— _ 2 4
Puw (Z,y) =17 “ 7 (= +in)" T L [( 2 * )] : (5.11)

y Lj, es el polinomio asociado de Laguerre de orden 4 y de grado v. En la
figura 5.1 pueden verse las primeras 15 funciones de onda de la base. Debido
a la exponencial decreciente en (5.10) las funciones Y. (z,y) estin localizadas
alrededor del origen. Ademads, a medida que los indices 4 y ¥ aumentan también
lo hace la dispersién media de la funcién de onda. Esto puede utilizarse como
un criterio burdo de convergencia; en la expansién de la funcién de onda de
un paquete es necesario incluir al menos aquellas funciones de onda cuyo radio
medio sea equiparable con la dispersién media del paquete.

Para calcular la dependencia temporal de la funcién de onda del paque-
te seguimos el siguiente procedimiento. Suponemos que el paquete de ondas
inicial coincide con alguno de los estados l/:,_., (z,y) Como ejemplo selecciona-
mos fenémenos que ocurren a energias aproximad iguales a la del primer
nivel de Landau, para lo que partimos del estado ¥ .0 (z,y). La funcién de on-
da en cualquier momento puede obtenerse del operador de evolucién temporal
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Figura 5.5: Espectro como funcién del acoplamiento entre los niveles de Landau
K para o = 55/89 y A = 1.25. Se muestran los estados correspondientes al con-
junto de pseudomomentos k; € [0,27/gb) y k2 = 0. En la figura de la izquierda
se ve la estructura de sub-bandas de los tres primeros niveles de Landau y en
la derecha se muestra una amplificacién del segundo nivel de Landau. Aproxi-
madamente en K = 7.5 ocurre una transicién entre una estructura de bandas
(K < 7.5) y un espectro de niveles discretos (KX > 7. 5).

O (t) = exp (—itH) actuando sobre el estado inicial del paquete |u, v)

¥ (¢t z,¥) = (=, ¥ |0 (B)| B, V), (5.12)
donde H es el hamiltoniano (2.38) dado por
H=A'A+%+V(Qx — P2,Q2 — P,) — EF:. (5.13)
Para el potencial V (z,y) utilizamos la forma (2.9) dada por
vV ="Uo [cos (2n¥) + Acos (21r&;‘ﬁ)] , (5.14)

donde es importante recordar que z = Q; — P y ¥ = Q2 — P,. Los elementos
de matriz del hamiltoniano en la base de |u, #) estdn dados por

WY = (u' v | H | p,v)
1 _ _
= ‘su’.u [(I‘ + _) Jv' v — VV'ES,. el \/;E.Ju'-b-l.v]

1 (A + 1) [Dw.u (V7O) Duv . (—iv/7wo)
+ ADpus y (—iv/mo) Do o (V7o) +c.c],

(5.15)
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Figura 5.6: Localizacién por cruzamiento frustrado de bandas. Se muestra la
evolucién de la funcién de onda ¥ (¢, z,y) del paquete sobre un potencial bi-
dimensional periédico. El estado inicial es v, o (z,y). Los valores elegidos para
los parametros son con ¢ = 55/89, A = 1.25 y (a) K = 5 (b) K = 10. Se
muestra un cuadro de 40 x 40 celdas unitarias. Cuando K < 7.5 el electrén
se dispersa en forma balistica a lo largo de la direccién de menor modulacién.
Para K > 7.5 el electrén se dispersa balisticamente también en la direccién de
mayor modulacién.

donde D, , (z) es el elemento de matriz del generador de estados coherentes
del apéndice C.1, K es el pardametro adimensional definido en (4.19), el nimero
complejo E estd dado por

E= +iEy) (5.16)

K

o+ &

y Ezx y E, son las componentes del campo eléctrico. Los primeros tres térmi-
nos de (5.15) corresponden a las contribuciones de los niveles de Landau y del
campo eléctrico. Los ltimos cuatro términos provienen del potencial periédico.
Los elementos del hamiltoniano escritos asf{ estin dados en unidades de MAw,.
La matriz (5.15) es diagonalizada numéricamente obteniéndose los eigenvalo-
res de la energfa £,,. y los eigenvectores C,,, correspondientes al problema de
eigenvalores

MBmax Vmax
D ECu. = £ Cur e (5.17)
=0 v=0
Para conseguir convergencia en los intervalos de tiempo considerados es su-
ficiente incluir elementos para ftmax = 4 ¥ Ymax = 600. Se obtiene la matriz
unitaria U que diagonaliza al hamiltoniano

E=UHU, (5.18)

donde E es una matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores de la energfa
&u,»- En esta representacion, el operador de evolucién temporal puede calcularse -

. TESISCON: .
FALLA DE -ORIGEN®




86 Paquetes de Ond y Fend de Dispersién
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Figura 5.7: Espectro de los dos primeros niveles de Landau como funcién del
pseudomomentos kz para A =2, K =5, (a) o =1/2y E=0.04, (b) 0 = 5/2
y E=0.04(c) o =1/2y E = 2. Cuando o es un nimero pequeiio y el campo
eléctrico es menor que 1 el espectro tiene una estructura de bandas. Si o es
grande el espectro se distorsiona dando lugar a un conjunto de niveles discretos
que pueden o no cruzarse. En el limite de campo eléctrico intenso se observa la
estructura de bandas tipo escalera de Stark para valores fijos de k3.

explicitamente como

O(t) = Ut exp (—itE) U, (5.19)

donde el término exp (—itE) es 1a matriz diagonal cuyos elementos son exp (—it€,,..).
El vector a cualquier tiempo dado puede calcularse como

C(t) = ©(¢) C(0), (5.20)

donde C(0) es el vector inicial. En los casos considerados, C,,, (0) = 8,,.:6v,0
que corresponde a la funcién de onda 3,0 (z,¥). Una vez calculado el vector
C(t), la evolucién temporal de la funcién de onda se obtiene como

HBmax Vmax

¥ (t,z,0) = D > Cuw () Y (z,0) . (5.21)

=0 »=0

La representacién (5.21) permite también calcular el valor esperado de la dis-
persién del paquete o, (£) a lo largo del eje = y oy (t) a lo largo del eje y como

oz (1) = V/(2?) — ()%, oy (1) = /(¥?) — (), (5.22)
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donde

HAmax Vmax ,

@ =30 3 G (X)L Cuw (), (5.23)
45,38 =0 » ' =0
Bmanx Vmanx ,

(@)= D> 3 G () (X)) Cuw () (5.24)
4,48 =0 » ' =0
Hmoax VYmax ,

W= 32 3 G O Cuw (®) (5.25)
.4’ =0 p ' =0
Hmax ¥max .

W= 2 3 G ®(Y). 5 Cuu @) (5:26)

14,487 =0 ¥’ =0
y los elementos de matriz de X y Y estdn dados por

VY — 0 | T e v) = i/ 28 1w — V20U wBur 10 + C.Coy (5.27)

4724
:::: = (U, v |yl 1, ¥) = V288 11,ub0 0 + iV W1 +cc. . (5.28)

5.3. Resultados

Consideramos el comportamiento de un paquete inicialmente localizado da-
do por la funcién de onda v, ,0 (z,y) bajo diferentes valores de los parametros
relevantes del sistema.

5.3.1. Localizacién Inducida por el Pardmetro o

El parametro o puede inducir estados localizados o deslocalizados del electrén
en dos formas distintas. En la primera se distinguen los casos en que el inverso
del flujo magnético o es racional e irracional. Cuando o es un nuimero racio-
nal g/p el espectro se compone de exactamente p bandas separadas por p — 1
brechas. Para o irracional, el espectro puede aproximarse truncando en el térmi-
no n la expansién de o en fracciones conti en el aproxi te gn/Pn- Sila
aproximacién al nimero irracional es buena p,, debe ser un naimero grande. En
este caso esperamos encontrar un gran nimero de niveles discretos en lugar de
bandas. En la figura 5.2 se comprueba que para o racional (o = 1/2) el paquete
se difunde con mayor rapidez que para o irracional [0 = (v/5 — 1) /2, la razén
dorada].

Otra forma de inducir localizacién en la funcién de onda del electrén es
seleccionando o = <, /w, donde -y, es un cero de los polinomios de Laguerre.
Cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau es p fio las sub-band
en que se divide cada nivel de Landau sufren angostamientos en dichos puntos
(seccién 4.4). La estructura de bandas del segundo nivel de Landau se colapsa
en un solo punto cuando vy = wo y 7; es la rafz de L, (wo). El tercer nivel de
Landau se colapsa en las dos raices wo = ) y wo = 3 del polinomio de Laguerre
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- Lz (o) y asf sucesivamente. De esta forma, un paquete 3, o, cuya energfa media
es aproximadamente la del primmer nivel de Landau, permanecera localizado si
o = m /7. Sin embargo, como se observa en la figura 4.3 dichos angostamientos
o cuellos en el espectro desaparecen a medida que el acoplamiento entre niveles
de Landau K se incrementa. En la figura 5.3 observamos que si el acoplamiento
entre los niveles de Landau es despreciable (KX = 1), el electrén permanece
localizado. Una vez que ¢l acoplamiento se hace maés intenso (K =5y K = 10),
los paquetes tienden a dispersarse con mayor rapidez, en concordancia con lo
observado para el espectro.

5.3.2. Localizacién Inducida por Cruzamiento Frustrado
de Bandas

Geisel [43, 54] y sus colaboradores analizaron la dispersién de un paquete
en una dimensién caracterizada por la ecuacién de Harper (4.5). Demostraron
que A = 1 representa un caso critico en el que la funcién de onda del electrén
pasa de estar localizada a estar deslocalizada. En nuestro caso A representa la
anisotropia del potencial periédico bidimensional. Si la modulacién del potencial
es igual en las direcciones z y y (A = 1) el paquete se dispersa isotrépicamente

- (figura 5.4).

Cuando A > 1 la direccién de menor modulacién del potencial se encuentra
a lo largo del eje = y para A < 1 a lo largo del eje y. En las figuras 5.5 y (5.6)
presentamos el espectro y la evolucién del paquete para A = 1 .25. Debido a
que la modulacién del potencial es menor en la direccién z, esperamos que el
paquete se disperse preferentemente en dicha direccién. Este comportamiento
se observa claramente en la figura 5.6a correspondiente a un acoplamiento entre
niveles de Landau dado por K = 5. Sin bargo al incr ar el acopl i >
entre niveles de Landau (K = 10) observamos en la figura 5.6b que el paquete
se dispersa en ambas direcciones, a pesar de la anisotropia del potencial. Dicho
comportamiento se explica por la transicién del espectro en el punto X = 7.5
correspondiente a un cruce frustrado de bandas. Para K < 7 .5 se observa
una estructura de bandas mientras que para K > 7.5 y k3 fijo se tiene un
espectro de niveles cuasidiscretos. En el espectro de la figura 5.5 se incluyen
los estados correspondientes al conjunto de todos los pseudomomentos k; €
[0, 2 /gb] mientras que se mantiene fijo k2 = 0. Si por el contrario se incluyen
los estados correspondientes al conjunto de pseudomomentos k; = 0 y k3 €
[0, 27 /qb] el espectro muestra bandas para K > 7.5 y niveles discretos para K <
7.5.[63] En estas condiciones esperamos que el paquete se disperse balisticamente
a lo largo del eje z para K < 7.5. Sin embargo, para X > 7.5 las bandas del
segundo nivel de Landau se transforman en un conjunto de niveles discretos
dando lugar a una tendencia a producir estados loca.hzados a lo largo de =z.

En la figura 5.6 vemos que para K > 7.5 el paq se 1 en b
direcciones ya que existe una contribucién a la dispersién del electrén en la
direccién z, debida a las sub-bandas contiguas que no pr an discreti 6n
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C

Figura 5.8: Localizacién dindmica. Se muestra la evolucién de la funcién de onda
¥ (t,z,y) del paquete sobre un potencial bidimensional periédico. El estado
inicial es #1,0 (,¥) ¥ en todos los casos A = 2, K = 5. Se muestra un cuadro de
40 x 40 celdas unitarias. (a) En la regién de campo magnético intenso (o = 1/2
y E = 0.04) el paquete se dispersa en la direccién de menor modulacién en
forma balistica. (b) En la regién intermedia (o0 = 2.5 y E = 0.04) el paquete
comienza a dispersarse en la direccién perpendicular a F. (c) Para el caso de
campo eléctrico intenso (o = 1/2 y E = 2) el paquete se propaga y dispersa en la
direccién de deriva, mientras que presenta localizacién dindmica en la direccién
longitudinal.

5.3.3. Localizacién Dindamica

En el capitulo anterior encontramos que la superposicién de los campos
magnético y eléctrico da lugar a un espectro que que se sitia entre la estructura
de bandas del problema de Bloch magnético y el espectro tipo escalera de Stark.
El iltimo se obtiene en el limite de campo eléctrico intenso y consiste, para
k2 fijo, de bandas estrechas uniformemente espaciadas separadas por pequefias
brechas. En la figura 5.7 se muestran los espectros de los dos primeros niveles
de Landau en los limites de campo magnético intenso (figura 5.7a), intermedio
(figura 5.7b) y campo eléctrico intenso (figura 5.7c). Para el limite de campo
magnético intenso con o = 1/2 se obtiene que cada nivel de Landau se divide
en dos bandas. En la situacién intermedia (0 = 5/2 y E = 0.04) cada nivel
de Landau se divide en muchas bandas estrechas que pueden o no cruzarse.
Finalmente en el limite de campo eléctrico intenso (0 = 5/2 y E = 2) obtenemos
niveles que, para kz fijo, son priacticamente discretos. Estudiamos la dispersién

. ez

de un paquete para cada uno de estos casos. En el li; de PO magn >
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Figura 5.9: Dispersién media a lo largo de los ejes  y ¥ como funcién del tiempo
para A = 2, K = 5. (a) En el régimen de campo magnético intenso (0 = 1/2 y
E = 0.04) la dispersién a lo largo de la direccién de menor modulacién es de
tipo balistico y en la direccién perpendicular el paquete se dispersa lentamente.
(b) En la regién intermedia (o = 2.5 y £ = 0.04) se intercambian los comporta-
mientos de las dispersiones. (¢) Cuando predomina el efecto del campo eléctrico
(o0 = 1/2 y E = 2) observamos que el paquete se localiza dindmicamente en la
direccién de menor modulacién del potencial periédico mientras que se desplaza
y dispersa en la direccién de mayor modulacién. La dispersién ocurre con menor
rapidez que el desplazamiento.

intenso el paquete se dispersa a lo largo de la direccién de menor modulacién
(figura 5.8a) en forma balistica. La figura 5.9a muestra que el comportamiento
de la dispersién del paquete a lo largo de x es oz (£) ~ t'. En este limite el
campo eléctrico no es suficier i > por lo que el paquete se dispersa
muy lentamente en la direccién de deriva. [55]

En la situacién intermedia, ilustrada por la figura 5.8b, el paquete comienza
a moverse en la direccién de deriva. Este presenta localizacién dindmica en =
caracterizada por el comportamiento oscilatorio de o5 (t) ~ t°. La localizacién
dindmica se da después de un perfodo transitorio en el que el paquete se disper-
sa en z. La dispersién en y tiene la forma oy (t) ~ t1%/35, Finalmente, para un
campo eléctrico intenso (figura 5.8c) el movimiento de deriva se hace evidente.
También resulta claro que, a pesar de que la modulacién del potencial es me-
nor a lo largo de z, el campo eléctrico produce localizacién dindmica en dicha
direccién. En la direccién de deriva el paquete se desplaza y dispersa en forma
balistica. Sin embargo, la dispersién ocurre en una escala de tiempo mucho ma-
yor que el desplazamiento debido a la alta modulacién del potencial periédico.
El efecto de localizacién a lo largo de la direccién longitudinal el resultado
de la discretizacién de niveles producida por el campo eléctrico.
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Capitulo 6
Conductividad de Hall

6.1. Introduccién

En la seccién 2.3 estudiamos la ecuacién de Schridinger para un electrén
en presencia de campos magnético y eléctrico uniformes. Como una primera
aproximacién puede calcularse la corriente de Hall cuando el potencial de la red
es despreciable. En este caso la Ec. (2.37) da lugar al siguiente problema de
eigenvalores de la energia

1
(A'A +3— EPz) |48, k2) = &, (k2) |42, k2) (6.1)
donde el campo eléctrico F estd dirigido a lo largo del eje z. La base {|u, k2)}
esti formada de eigenestados del operador de nidmero de Landau y de P;
AYA |p, k2) = plp, k2), Py g, k2) = ka |, k2) . (6.2)

Se puede comprobar ficilmente que los eigenestados de la energia son entonces
1
Eu(k2) = p+ 7~ Fkj. (6.3)

El campo eléctrico rompe la simetria original de los niveles de Landau lo-
calizados en el plano, permitiendo el movimiento de los electrones a lo largo
del eje y. Los estados |u, k2) llevan entonces una corriente en la direccién y. La
contribucién de un estado ocupado a la corriente a lo largo de este eje es

JE = —(u, k2 |2| s, k2) , (6.4)

donde Il» es el operador de velocidad en la direccién y. En la seccién 2.3 mos-
tramos que los operadores de velocidad pueden expresarse en términos de la
transformacién canénica (2.29) de tal forma que IIz = Q1 — E y a que su vez
Q) estd asociado a los operadores de escalera de los niveles de Landau

Q= \/— (A At ) (6.5)
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92 Conductividad de Hall

como puede verse de la Ec. (2.36). En la corriente de Hall (6.4), @1 actuando
sobre los kets produce una combinacién lineal de estados ju + 1,k2) y | — 1, k3)
que son ortogonales a |u, k2) y por lo tanto la vinica contribucién que sobrevive
es la del campo eléctrico obteniéndose

Jp =—E. (6.6)

El resultado anterior no depende del estado en el que se encuentra el electrén
por lo que se infiere que todos los estados llevan la misma corriente de Hall. La

corriente de Hall total es entonces

ul.—l

e 2 I 6.7)

#=0

donde np es la densidad superficial de portadores de carga, 1 es el factor de
llenado (ver capitulo 1) y el indice 4 corre sobre los v, niveles de Landau llenos.
Agregando unidades (ver apéndice A) a la expresién anterior para la corriente
de Hall obtenemos e

J2 = —noE B (6.8)
De la relacién de np con el factor de llenado (1.8) obtenemos la cuantizacién
para la conductividad

=_J=2 _ ﬁ (6.9)
O = = = N L. o
La ecuacién anterior muestra que cada nivel lleno de Landau contribuye con un
factor e2/h a la conductividad de Hall. La localizacién de la energia de Fermi
Er puede variar debido a la modificacién del campo magnético o de la densidad
superficial de electrones; sin embargo el resultado anterior muestra que mientras
que £¢ se encuentra localizada dentro de una brecha de estos niveles, esperamos
que la cuantizacién de oy se mantenga.

Se ha llevado a cabo mucho trabajo experimental y tedrico en torno al efecto
de las impurezas y el desorden [9] presentes en las muestras reales. El efecto del
desorden es producir un conjunto de estados localizados (que integran al brecha
de movilidad) en torno a los estados extendidos (en el borde de morbilidad) que
son los que contribuyen a la conductividad de Hall. Como puede observarse en la
figura 1.8, alrededor de la posicién original de cada nivel de Landau se observa
una banda de estados extendidos rodeada de una banda de niveles localizados.
Mientras £ esté dentro de la regién de estados localizados, no habria nuevos
estados electrénicos disponibles que contribuyan a la conductividad de Hall, por
1o cual se espera que oy se mantenga constante. Esto explica la aparicién de
mesetas en la conductividad de Hall en presencia de desorden e impurezas. Sin
embargo, por medio de estos argumentos, no es posible justificar que los valores
de la conductividad de Hall sean miiltiplos enteros de e?/h.

La ocurrencia del efecto Hall cudntico entero en muy dnversas versiones ex-
perimentales sugiere que el fenémeno se debe a un pr > fund 1 in-
dependiente de las caracteristicas particulares del sistema. Thouless, Kohmoto,
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6.2 La Corriente de Hall 03

Nightingale y Nijs [19, 56] mostraron, utilizando la teoria de la respuesta lineal
de Kubo (apéndice E), {57, 58] que la conductividad de Hall se puede expresar
como un invariante topolégico que toma valores enteros.

En el presente capitulo utilizamos los resultados obtenidos anteriormente
para calcular la conductividad de Hall para el problema eléctrico-magnético
de Bloch. Nuestros resultados son vilidos para valores arbitrarios del campo
eléctrico, reduciéndose al caso de Thoul et al. do se considera el efe >
de F a primer orden. El método permite calcular las correcciones no lineales en
FEaoy-

Cabe recordar que la presencia del potencial periédico rompe los niveles
de Landau en un determinado nimero de sub-bandas. Es razonable esperar
que cada sub-banda contribuya con una fraccién del valor total de e2/h que se
asigna al nivel completo de Landau. Sin embargo es interesante observar que
cada sub-banda o llena contribuye con un valor o,€e?/h a la conductividad de
Hall, donde o, es un mimero entero. El nimero g, es un invariante topolégico
que puede utilizarse para etiquetar a cada sub-banda. Mostraremos un método
que permite calcular numéricamente o, para cada sub-banda, comprobando que
su valor es entero. Los valores de o, se pueden asignar también a las bandas que
se obtienen para acoplamiento fuerte, en cuyo caso la identificacién de dichas
bandas como pertenecientes a un nivel de Landau determinado se pierde.

6.2. La Corriente de Hall

Para calcular las corrientes longitudinal y de Hall en un sistema de electrones
de Bloch independientes consideramos el campo fermiénico [59]

w2 =3 [k b0 (k) va (kit,2),

v tw) =3 [k et ®ren ki), (6.10)
cuya funcional lagrangiana estd dada por
L] = - [Pz y* @) S0 ). (6.11)

donde S es el operador de Schrédinger (2.1). La funcién ¢, (k; t, ) representa
un estado de Bloch en presencia de campos magnético y eléctrico como los
discutidos en la seccién 3.4. Los operadores de creacién y aniquilacién ¢% (k)
?a (k) cumplen las relaciones de anticonmutacién usuales para fermiones

{#a (k) , par (K)} = {&F (&), 8% ()} =0,
{da (), 0L, (K)} = ba,a:8 (k' —K) . (6.12)
al igual que el campo ¢ (¢, x) ’
vt z),v(t.x)) = {v* (¢, =), v* (t,2)} =0,
{v@t, =), v @, =)} =6 —=x). (6.13)
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294 Conductividad de Hall

Para campos magnéticos intensos suponemos que todos los electrones se en-
cuentran polarizados en la direccién del campo magnético, por lo que podemos
ignorar al espin como grado de libertad activo.

La densidad de corriente esti dada por el valor esperado del operador velo-
cidad multiplicado por la carga del electrén

F= _gfﬁ w* (¢, @) I (¢, )
- _% S /d’k'/d’k % (k') ¢ (k) (', &' TH| a, k), (6.14)

N
donde S es la superficie de la muestra e introducimos la definicién
(o', &' |TT| o, k) = /,{21. P (kit,x) Mo (kit,x). (6.15)
Para calcular el elemento de matriz del operador de velocidad consideramos

primero el elemento de matriz del vector de posicién que puede escribirse de la
siguiente forma

(o', K' |z| oy k) = /d?.-ce‘("-'-')"u;, (k'3 t, @) Tua (ki t, x)
= 3V [ PaeitMrouz, (it @) ua (ki 8, )
+ fdz::e"("_"')"u;, (k’;t, ) iVaua (k;t,x), (6.16)
como vimos en el capitulo 3, el teorema de Bloch (3.49) permite escribir
p(k;t,x) = ™ ®u (k;t,x), (6.17)
con u (k;t,x) cumpliendo las condiciones de periodicidad (3.51). En el lado

derecho de la ecuacién anterior, el primer término es 8o/, Vad (k' — k), mientras
que el segundo puede escribirse como

f &Pz =R )mym (Kt T) iViua (K3 t, )

= 2 etk —k1)abls gi(ka—k3)bla / d?z ul, (k';t, x) iVau, (kit,x)
i cum

=25 (k' — &) / &z ul (ks t,x) iVaua (kit,x), (6.18)
) cuM
donde hemos remplazado la integral sobre todo el espacio por una suma so-

bre las posiciones de todas las celdas unitarias magnéticas (Cum); lo anterior
produce el término de la delta, mis una integral sobre una sola de las celdas
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6.2 La Corriente de Hall o5

aprovechando que las funciones de modulacién us (k; £, 2) tienen las propieda-
des de periodicidad (3.51). El valor esperado del vector de posicién estd dado
entonces por

(o' k' x|, k) = —iVad (k' — k) bar .o + 6 (k' — k) A~ > (k) (6.19)
donde hemos definido

A (k) = 2% f &2z ut. (k3 t, @) iVaua (ki t, x) . (6.20)
P Joum

El elemento diagonal de (6.20) dado por
A, (k) =A™ (K), ' 6.21)

es el potencial vectorial o fase de Berry definido en la zona magnética de Bri-
Nouin (zMB). Como vimos anteriormente dicho potencial aparece como la fase
de Berry que resulta de resolver la ecuacién efectiva de Schridinger (3.53). Di-
cho término fue introducido originalmente por Kohmoto [45] en la discusién
de la conductividad de Hall por medio de la teorfa de la respuesta lineal. Ma4s
adelante veremos que es fundamental en la discusién de la cuantizacién de la
conductividad de Hall.

El operador de velocidad, definido como II = p + A, puede ser expresado
como Il = i [H, x]. Asi, el elemento de matriz de la velocidad, se puede calcular
como

(a', k' |11 o, k) =1 <¢1’1 k' |[H, x]| a, k)
= [[a (k) ot 2 + Mar,a (k) (1 — 8ar,a)] 8 (K — k), (6.22)
donde
I, (k) = VaEa (k) ~ E - Vi A (k) , (6.23)
Yot o (k) = i [Ear (k) ~ Ea (K) + i - V] A% (k). (6.24)

En este iltimo resultado hemos utilizado la Ec. (6.19) y la ecuacién de Schridin-

ger en la forma (3.31) que permite sustituir la derivada temporal de la funcién

de onda por la derivada direccional respecto a (k) a lo largo del campo eléctrico.
Sustituyendo (6.22) en la expresién para la corriente (6.14) obtenemos

J= _% zﬁ: /d"k &E (k) da (k) [VaEax (k) — E - Vi Aq (k)]

=53 [ PE 62 (K) s (K) [Ear (k) — £a ()] A (K) . (6:25)

a,a’

Consideramos que el sistema se encuentra a muy baja temperatura y que los
electrones ocupan todos los niveles independientes que se encuentran por debajo
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26 Conductividad de Hall

de la energia de Fermi. Luego, el estado del sisterna en la aproximacién de
particula independiente puede escribirse como

¥ = vD [[ 1ot &) 10y, (6.26)

a<vey

donde |0) es el vacfo, D es un factor de normalizacién que garantiza que el
nimero de portadores de carga sea en total A y vr es el nimero de bandas llenas
por debajo de la energia de Fermi. Esta condicién de normalizacién implica que
el nimero total de particulas es

N= [@z (@t w9 =3 [Pk (¥ |6F ) b ()| ¥
« (6.27)
¥y que el factor de normalizacién estd dado por

2
1 g _lp (6.28)

D= —_— = —
vr (27)°% vE 2w

donde, de acuerdo a (3.7), el nimero entero p estad asociado al inverso del némero
de cuantos de flujo fundamental por celda unitaria o = q/p.

Al calcular el valor esperado de la corriente en los estados representados por
(6.26) obtenemos que se reduce a

T=(2|I|2) = 5T [k (VaLa (B) ~ B Vada (O fa (), (629)

donde fa (k) = (¥ |¢F (k) pa (k)| ¥) es el ntimero de ocupacién del estado ca-
racterizado por la banda a y el pseudomomento k. Como ya hemos mencionado,
a bajas temperaturas sélo se encuentran llenos aquellos niveles cuyas energias
estin por debajo de la de Fermi por lo que el mimero de ocupacién es

faty = { % Ll sire (6.30)

De tal modo que en la aproximacién de muy bajas temperaturas la expresién
(6.29) para la corriente toma la forma

J= —-:i b /d"'k [VaEa (k) — E - ViAa (K)]. (6.31)

a<vy

Es interesante notar que el término Vg&, (k) representa la contribucién usual
a la corriente proveniente de la velocidad de grupo; donde &, (k) es la cuasi-
energia que incluye de manera completa los efectos de los campos externos.
Adicionalmente encontramos una contribucién novedosa a la corriente prove-
niente del gradiente de la fase de Berry a lo largo de la direccién del campo
eléctrico.
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6.2 La Corriente de Hall 27

Como se muestra en el apéndice F, el potencial vectorial .4 (k) de Berry
puede expresarse en la representacién matricial introducida en la seccién 4.3
cOomo

w
A (ks k2) = /0 de dl, (K + &, k2) iVada (ks + &,k3) (6.32)

donde d (ki, k2) es solucién de la ecuacién de Schrédinger (4.40)
H (ks k) da (bt k) = (8 + Bks — iB ) da (ks B2) (6.33)

H (k3,k2) estd representada por la matriz (4.37). De esta iiltima ecuacién ob-
servamos que el eigenvalor de la energia puede escribirse como

Ea (k) = Aq (k) + E - Aq (K1, k2) — Eka, (6.34)

donde

3
Ba®) = [ dpdl (ks + 6. ka) H (ks + &, k2) da (s + 6, k2) . (6.35)

El siguiente paso es introducir la expresién anterior de la energia en la Ec. (6.31)
para la corriente. El primer término de la energia, dado por (6.35) tiene la forma
de una contraccién, y como vimos en la seccién 4.9, éstas son periédicas en los
bordes de la zmB. Por lo tanto, el gradiente de éste término integrado sobre la
ZMB se cancela

/ PEVrAa (k) =0, (6.36)

con lo cual, la corriente toma la forma

— _21::; ag, /’dzk (Va[E - Aq (k) — Ekz] — E - VaAa (k)

—moBe: - Z2Ex 3 [TEa.m., ©m

asve

donde e;, e; y e3 son una base de vectores ortonormales, €, es paralelo al
campo eléctrico y e3 es paralelo al campo magnético. El vector £2(k), tiene
s6lo componente a lo largo de e3, la cual se puede escribir como

[fa (k)]s = [Va < Aq (K)]5, (6.38)

Yy representa la curvatura o tensor electromagnético asociado al potencial vec-
torial A, (k). El potencial vectorial A, (k) es paralelo al plano en el que se
encuentran los pseudomomentos, por lo que la curvatura de Berry £, (k) tiene
la misma direccién que el campo magnético. Asf, la corriente de la Ec. (6.63)
es perpendicular tanto al campo eléctrico como al campo magnético y por lo
tanto, es la corriente de Hall.
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98 Conductividad de Hall

Una expresién similar a (6.37) fue discutida originalmente por Thouless y
Kohmoto. {19] Sin embargo dicho trabajo se basa en la formmula de Kubo, ob-
tenida en la teorfa de la respuesta lineal, por lo que sélo términos lineales en
E aparecen en la misma. Nuestros resultados se reducen a los de Thouless y
Kohmoto si despreciamos el efecto del campo eléctrico en (6.33). Sin embargo
si resolvemos la Ec. (6.33) utilizando teoria de perturbaciones, podemos evaluar
las correcciones no-lineales en £ a la conductividad expresada en la Ec. (6.37).
En particular, cabe destacar que la Ec. (6.37) muestra que la magnetoresistencia
longitudinal se cancela exactamente, independientemente del valor de FE.

Si imponemos condiciones de contorno periédicas, estipulando que la funcién
de onda en lados opuestos del sistema tenga el mismo valor, obtendremos un
nuimero finito de valores posibles para los pseudomomentos k; y k2. El niimero
de estados en una sola banda a es entonces igual al niimero de celdas magnéticas
sobre la superficie total del sistema. Por lo tanto, el nimero de bandas que se
encuentran llenas por debajo de la energia de Fermi es

vEe = -'g—/qbz = 2wpno. (6.39)
Utilizando este resultado, la conductividad de Hall (6.37) se reduce a
1
oy = [y Z 1 —-na), (6.40)
P a<ve

donde 77, es la contribucién de la sub-banda a a la conductividad dada por

70 = [ TE 00 ), (6.41)

Cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau no es muy intenso, cada
uno de ellos se rompe en p sub-bandas. En el caso en que tengamos ¥z niveles
de Landau llenos, v, = prr. En la seccién 6.5 se demostrarda que para niveles
de Landau llenos se cumple la regla de suma

P
3 na=0, (6.42)
a=1
donde & = 1,..., p son las etiquetas de las sub-bandas que pertenecen a un mis-

mo nivel de Landau lleno. De este resultado se sigue que (restaurando unidades)
oy = vre?/h; resultado que concuerda con la cuantizacién de la conductividad
(6.9) para niveles completos de Landau.

Por otro lado, la Ec. (6.40) muestra que la contribucién a la conductividad
de cada sub-banda a llena es (restaurando unidades)

o = f’;a‘. (6.43)
d
onde 1-17a
Ca = = (6.44)
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6.3 Dindmica S icldsi 29

En la seccién 6.5 se rnuestra que tanto 7, como o, resultan ser nimeros en-
teros, que pueden ser utilizados para etiquetar las sub-bandas; siendo oa la
conductividad de dicha sub-banda en unidades de e?/h.

6.3. Dinamica Semicldasica

Los resultados obtenidos en las Ecs. (6.31) y (6.37) son esenciales para en-
tender la cuantizacién de la conductividad de Hall, asf como la cancelacién de
la magneto-resi ia. Es inter observar que se puede llegar a los mis-
mos resultados en el contexto de la teorfa semicldsica del transporte. En un
andlisis mas completo el método permite estudiar los efectos de las colisiones
electrénicas.

Como primer paso y en ausencia de colisiones, el método semiclésico consiste
en el estudio de un paquete de ondas construido a partir de las funciones de
Bloch de una sola banda en un potencial periédico bajo la accién de campos
electromagnéticos de muy baja intensidad. La baja intensidad de los campos
garantiza la ausencia de transiciones entre las bandas. El potencial periédico
da lugar a la estructura de bandas del espectro mientras que los campos son
considerados como perturbaciones cldsicas. Los ingredientes mas importantes de
esta teoria se encuentran en las ecuaciones

X Vkéa (K)y

K=-6F—- X %xé6B, (6.45)

il

donde X y K son la posicién central y €l momento promedio del pagquete res-
pectivamente. La energia £, (J) contiene la informacién de la estructura de
bandas.

Esta teoria pierde validez cuando los campos electromagnéticos son lo sufi-
cientemente intensos para producir transiciones electrénicas entre las diferentes
bandas. Es natural entonces preguntarse acerca de la forma en que se modifican
las ecuaciones cuando los campos magnético y eléctrico constantes se incluyen
en forma exacta a través de las funciones de Bloch eléctrico-magnéticas.

Para ello, consideremos un paquete de ondas formado de la superposicién
de los estados de Bloch ¢, (k; t, ) estudiados en el capftulo 3, pertenecientes a
una sola banda. El paquete puede ser representado por la funcién

b @t2) = [k 6o ) pa Kit,2), (6.46)

donde, a diferencia de la Ec. (6.10), ¢ (k) no representa un operador de ani-
quilacién, sino la amplitud o funcién de modulacién. La funcién ¢, (k) esta lo-
calizada alrededor de la posicién central del pseudomomento K, es decir

K= [ &k 43 (k) ko (8). (6.47)
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100 Conductividad de Hall

Figura 6.1: Cruzamiento de bandas y curvatura de Berry. Se muestra [§3., (k)];
para las sub-bandas de los primeros niveles de Landau (X = 0.4 , o = 1/3). Las
curvaturas de Berry correspondientes a [f311 (k)]; y [f212 (k)]; son diferentes a
las observadas en la figura 6.3 debido al cruzamiento entre las bandas mostrado

en la figura 6.6.

La posicién central de este paquete estd dada por
X = /42;; »* (¢, @) 2 (¢, ) - (6.48)
Sustituyendo la expresién para el paquete (6.46) y para el elemento de matriz
del operador de posicién (6.19) en la expresién anterior e integrando por partes
se puede reescribir la posicién central del paquete como
X = /d"'k [#5 (k) iVada (k) + &, (k) Aa (k) Pa (k)] . (6.49)
La ecuacién de Schrédinger (2.1) se puede obtener aplicando el principio
variacional a la siguiente funcional lagrangiana

Ll v*] = — f &Pz o (t,x) S (¢, x) . (6.50)

Sustituyendo la expresién (6.46), la lagrangiana se convierte en una funcional
para los campos ¢, (k), es decir,

Lig,#") = [ a®k 82 (k) {da (k) — £a (k) #a ()} - (6-51)
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6.3 Dinamica Semicldsica 101

Las ecuaciones de Euler que se obtienen de esta lagrangiana son

¢:u (k) = —ifa (k) . (k) ’
&5 (k) = i3, (k) Ea (K) . (6.52)

Las derivadas temporales de la posicién (6.49) y del momento (6.47) prome-
dio estin dadas por

X = _/ Pk 35 (k) iVada (k) + ¢5 (K) iVada (K)]
+ / d?k 2 (k) Aa (k) ba (K) + ¢35 (k) Aa (k) da (k)]
+ /d"'k &5 (k) Aa (k) da (K),
K= [ @k iz (k) ke (k) + [ #k o2 (k) ko (%) (6.53)

Sustituyendo la forma explicita de las ecuaciones de movimiento (6.52) para
¢a (k) en las ecuaciones anteriores e integrando por partes obtenemos

X = [ @k 16 ®)al [Vata )+ Aa 0], K=o (6.54)

En la seccién 3.4 mostramos que la derivada temporal de las funciones de
onda de Bloch magnéticas es proporcional a su derivada direccional a lo largo del
campo eléctrico, como vemos en las Ecs. (3.30) y (3.48). El potencial vectorial
A, (k) hereda esta propiedad de las funciones de onda de tal modo que en la Ec.
(6.54) A, (k) puede sustituirse por la derivada direccional —F-VgA, (k). Para
la energia £, (k) utilizamos la expresién (6.34). Asf las ecuaciones de movimiento
toman la forma

X = /dzk |a (K)I? {Va [Aa (k) + E - Aq (k)] — E - VaAa (k)} — Eea,

K =o. (6.55)

La aproximacién semiclasica consiste ahora en sustituir los promedios de funcio-
nes sobre k por los valores de dichas funciones evaluadas en el mc > central
XK, con lo cual obtenemos las ecuaciones de movimiento semiclasicas

X = Vi [Aa (K)+ E-Aq(K)] - E-VkA, (K)— Ee:
= VixAa (K)+ E x 1, (K) — Eeg, (6.56)
K =0.

En la ecuacién anterior utili s la definicién (6.38). Chang y Niu [60, 61]
estudiaron las ecuaciones semicldsicas cuando el campo magnético se incluye

TESIS CON--

L0 )]

FALLA DE ORIGEN.;



102 Conductividad de Hall

explicitamente en la dindmica cuédntica del electrén, pero el campo eléctrico es
considerado como un perturbacién §FE. En ese caso obtuvieron

X =VidAa (K)+E x 2, (K)
K =6E. (6.57)

Aunque similares a las Ecs. (6.56), entre estos dos sistemas de ecuaciones existen
diferencias importantes. La diagonalizacién por medio de las simetrias eléctrico-
magnéticas (capftulos 2 y 3) muestra que aun en presencia del campo eléctrico
es posible definir pseudomomentos k que se conservan, tal y como muestra la
Ec. (6.56). El término —FEk2, que aparece en la dindmica de X, no aparece
en la referencia [60], sin embargo, como vimos en las secciones 6.1 y 6.2, dicho
término es esencial para obtener la conductividad de una banda completa de
Landau. Finalmente, en (6.57) A, (K) y f2, () no dependen de E; éste es
el resultado al que se reduce (6.56) si consideramos sélo términos lineales en
8 F. Sin embargo, considerando la solucién de (6.33), en nuestro caso podemos
calcular las correcciones no lineales en F a la conductividad de Hall.

En el apéndice G se presenta una deduccién de las ecuaciones semicldsicas
en presencia de campos perturbativos adicionales d B y 8§ FE y la representacién
variacional de estas mismas.

El siguiente paso es combinar las ecuaciones semicldsicas con la ecuacién
de Boltzmann para estudiar las propiedades de transporte de los electrones.
Suponemos que la funcién de distribucién depende de X y K, con lo que la
ecuacién de Boltzmann toma la forma

X - xtatr K-Victa= () (6.58)
coll

donde f, es la funcién de distribucién de Boltzmann de la banda a. El efec-
to de las impurezas se incluye en el término de colisién (8f,/8t); que, uti-
lizando la aproximacién de tiempo de relajacién, puede ser reemplazado por
— (fo — £8) /7- Haciendo f, = f2 en el lado izquierdo de la Ec. (6.58) y sustitu-
yendo las ecuaciones de movimiento (6.56) obtenemos la funcién de distribucién

dada por

fa=f2—7(X - Vxf2+ K -Vicfd) =
12— 1 [VAa (K) — Ee, + E x 2, (K)]-Vxf2, (6.59)

donde fo = f2 es la funcién de distribucién en equilibrio.
La corriente eléctrica de una banda se define como

-_D ¢ — _Top d”f
Jo=-2 / PKfX = 20 [ SE g% (6.60)
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y se puede descomponer en dos partes, J2 4+ J¥ que se definen como

LK - (o

72 =108 [ S5 [ (X-9xs3) - 12VKcaa (K], (6.61)
H _ pho_ nop [d*K

TH =El%e; - x TP / S 300, (K) - (6.62)

El término J2 est4 asociado a las corrientes de difusién y a los gradientes de
densidad. La segunda componente corresponde a la corriente de Hall. Esto se
hace evidente si consideramos una banda llena, es decir, f = 1. Entonces la
corriente se reduce a la de Hall y toma la forma

JH = noEe; — PP B x / LK o, x), (6.63)
VF 2

que coincide con la obtenida anteriormente en la Ec. (6.37). Concluimos por
lo tanto que la teorfa semicldsica puede ser también utilizada para explicar
la cuantizacién de la conductividad de un nivel lleno de Landau, asi como la
cuantizacién de las conductividades de las sub-bandas en que dichos niveles se
rompen debido a la presencia del potencial periédico.

6.4. La Conductividad de Hall Como un Inva-
riante Topolégico

Aplicando el teorema de Stokes a la Ec. (6.41) y utilizando la definicién
(6.38) para la curvatura de Berry obtenemos que 7, puede expresarse como
una integral de linea sobre el contorno Czmn que rodea la zona magnética de
Brillouin

dk
= A, (k). (6.64)
Czmn 27

Tomando en cuenta la definicién (6.20) para el potencial vectorial A, (&),
es facil ver que 7, representa el cambio de fase de la funcién de onda cuando se
recorre el circuito Czmp que rodea la ZMB, por lo cual es razonable esperar que
sea un nimero entero. Sin embargo de acuerdo al resultado que obtendremos en
la Ec. (6.69), 7, se puede escribir como la integral de linea sobre una trayectoria
cerrada del gradiente de dicha fase, por lo cual se deberia cancelar, a menos que
exjstan singularidades en el interior de la zMB [23, 62].

Thouless y Kohmoto emplearon un argumento topolégico para demostrar
que 7, es un nimero entero en el contexto de la teoria de la respuesta lineal.
A continuacién mostramos que el argumento de Thouless y Kohmoto se puede
extender al caso mas general en el que se considera al campo eléctrico en forma
exacta utilizando las funciones de Bloch eléctrico-magnéticas.

Mostramos primero que el cambio de fase de la funcién de onda a lo largo
de un circuito Ccum, que rodea la celda unitaria magnética en el espacio de
coordenadas &, es no trivial. Entonces, la funcién de onda se anula en algunos
puntos que se encuentran en el interior de la cum.

Na =
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qb

Ju (k; ¢, )] &' Ju (k; ¢, 2)| £5(81 —§) Ezo—i(Bo+})eb*
(0,8) (gb, b)

(0,0) (gb,0)
lu (ks ¢, )| 5277 [t (&; 2, ®)| (81— 4) Eeo

Figura 6.2: Cambio de la fase de la funcién de onda integrada sobre el contorno
de una celda magnética unitaria.

En el capitulo 3 estudiamos las funciones de Bloch-Floquet donde vimos que
cumplen con las condiciones (3.44) dadas por

¥ao (kit + 70,2,y) = exp [—i'ro (8 - A'o)] ¥a (kit,7,y) ,
Pa (kit,z +gb,y) = exp [igh (k1 — A1) ] va (ki t,z,0), (6.65)
@a (Kit, 2,y +b) = exp [ib (k2 — A2) | va (ki t, z,v) .

En particular son interesantes las condiciones de Bloch para la funcién de mo-
dulacién u (k; ¢, 2). De las condiciones (6.65) puede verse que la funcién de mo-
dulacién en los extremos de la zona magnética de Brillouin se relaciona a través
de una fase asociada al potencial vectorial A (¢, x) [Ec. (2.22)] en la forma
ua (kit, T + gb,y) = e~ Ay, (kit,z,v)
= et~ 1) Ere=(Bo+1)ly,, (k;t,z,0),
ua (kit,z,y + b) = e~ Ay, (kit,z,¥) (6.66)
= eib[(ﬁ:—})E;l—(Bn— !)‘]ua (k;t,z,y) -
La funcién de modulacién u, (k; ¢, &) escrita como
ua (k;t, x) = |ua (k; t, z)| exp [i0a (k;t, x)], (6.67)

para un pseudomomento y banda dados, puede ser entendida como un parametro
de orden complejo sobre la celda unitaria contenida en el contorno Ccuym que
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se muestra en la figura 6.2. De las Ecs. (6.66) puede verse que circulando en
direccién positiva alrededor del contorno Ccum, €l cambio de fase de la funcién

A; N

de onda es un miiltiplo entero de 27, dado por p, indepenc de la
norma elegida. En efecto, el cambio de fase alrededor de Ccum es

L. d8akit,2) = —qb [— (e:-3) E,:]

{0,0)—(qb,0)
~8[- (B2 = 3) B2t + (o — 3) at]
(ab,0)—(gb.b)
+gb [— (ﬂ, - %) Ext + (ﬂo + %) b]
b (ab,b)—(0,b)
+b [_ (ﬁ, - .;_) E,e] =qb® = 27p. (6.68)

(0,8)—(0,0)

Del comportamiento no trivial de la integral cerrada concluimos que en el in-
terior de la celda unitaria debe haber una distribucién de singularidades con
nimero de enrollamiento p. Las singularidades corresponden a puntos en los
que la fase estid indeterminada, los cuales coinciden necesariamente con ceros
de la funcién de onda [63]. Para un flujo magnético racional o~! = p/q debe
haber al menos p ceros de la funcién de onda en el interior de una de las zonas
magnéticas de Brillouin.

Regresando a la Ec. (6.64) y sustituyendo la expresién (6.67) en ella, vemmos
que 77 representa el cambio de la fase de la funcién de onda, pero esta vez al
rededor de la zona magnética de Brillouin.

Ve x Al = f  5E- A k)

zmp 27
—_ (2")2 . 2 f _dk . .
= o T a2 f S0 Vaba (Rit, @)
= o= Vaba (k;t,x). (6.69)
Czmn 27

Hemos probado ya que la funcién de onda tiene ceros en el interior de las celdas
magnéticas unitarias, entonces podemos esperar que en el interior de la zMB
también los haya. Esto permitird que 8, (k;t,z) esté indeterminada en esos
puntos y consecuentemente el cambio de fase, al recorrer el contorno de la zMmB,
sea un miltiplo entero de 27 no trivial, es decir diferente de cero. A diferencia
de las Ecs. (6.66), en este caso no conocemos explici los cambios de fase
de la funcién de onda al pasar de un extremo al otro de la zMB, lo cual impide
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108 Conductividad de Hall

obtener una expresién analitica para 1n,. En la préxima seccién presentaremos
un método que permitira calcular 7, numéricamente.

6.5. Calculo de la Curvatura de Berry

Hasta el momento hemos demostrado que la conductividad de Hall de una
banda puede expresarse, en unidades de e?/h, como o, = (1 — 1a) /p donde 1,
se obtiene como la integral de la curvatura de Berry sobre la zona magnética de
Brillouin o la integral de linea del potencial vectorial alrededor de dicha zona

dk
o= fon el = O%. AL k). (6.70)
En la seccién anterior mostramos que esta cantidad debe ser un nimero entero
ya que coincide con el cambio de la fase a lo largo del contorno de la zona
magnética de Brillouin. Sin embargo, no hemos precisado el valor que toma la
conductividad de Hall para cada banda.

La evaluacién de (6.70) requiere conocer la funcién de onda ds (k), que se
obtiene de la solucién de la ecuacién generalizada de Harper (6.33). Una so-
lucién bajo la aproximacién adiabitica fue discutida en la seccién 4.10. Alter-
nativamente observamos que si en dicha ecuacién consideramos que el término
E (k2 — i8/8k,) actiia como un potencial de perturbacién, podemos entonces
utilizar teoria de perturbaciones obteniendo un desarrollo en serie, donde el
parametro de expansién es la intensidad del campo eléctrico. La solucién de

orden cero estia dada por
H (k) ba (k) = £ (k) ba (K) . (6.71)

A primer orden en teoria de perturbaciones la funcién de onda toma la forma

[64]
bt (k) iz2-ba
do (k) = bo (k) +iE 3 bar (K) %%), (6.72)
a’fta a o’

donde b, (k) son los eigenvectores de la Ec. (6.71). Sustituyendo esta forma del
vector do (k) en la expresién para el potencial vectorial tenemos que

A, (k) = AL (k) + EA, (K), (6.73)
donde .49 (k) y Al (k) son el potencial vectorial a orden cero y primero en el
campo eléctrico. A orden cero el potencial vectorial toma la forma

AL (k) = b, (k) iVaba (K) . (6.74)
Para simplificar la expresién que se obtiene para .4l (k) observamos que de

(6.71) se puede deducir la siguiente expresién para el elemento de matriz de la
derivada parcial de H (k)

t ’
B, (k) Vabar (k) = —Vnbl (k) b (k) = Q) TLH CPa) - (6.75)
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30 (k) a1 (k) 22 (k)

o » o,

k:

[ ) ?
(3

L) =
k:

& ?

Figura 6.3: Curvatura de Berry de los primeros tres niveles de Landau. Se mues-
tra [£2,a (k)]; como funcién del pseudomomento para K = 0.2, El subindice v
representa al nivel de Landau y a es el mimero de la sub-banda. En este ejemplo
o = 1/3, por lo que aparecen tres sub-bandas para cada nivel de Landau.

vdlida cuando a # a'. Utilizando el iiltimo resultado encontramos las correccio-
nes a primer orden, las componentes del potencial vectorial pueden escribirse
como

Jot, &) 2820 )|

1 =
M ®l= 2 e — ez wor @0
pas oy, = 5= e[ @ e W] [ 0 R W} o

ol [£2 (k) — £2. (k)°

Consideramos primero la contribucién a 5, [Ec. (6.70)] de orden uno. En
la seccién 4.9 se discutieron las condiciones de periodicidad del hamiltoniano y
de la funcién de onda al cambiar de un extremo a otro de la zona magnética
de Brillouin. Mientras que H (k) es estrictamente periédico, la funcién de onda
cumple con: d (ki — 2w/gb, k2) = Cird (ky,k2) y d(k1, k2 — 2w /b) = Cad (ky, k2)
donde C; y C2 son matrices multiplicadas por fases f, y f2 que son funciones del
pseudomomento k [Ecs. (4.101) y (4.106)]. Observando las Ecs. (6.76) y (6.77)
resulta claro que A% (k) es periédico; con lo cual su contribucién a la integral
de linea en (6.70) se cancela y consecuentemente la correccién de orden uno a
la conductividad se cancela.

Retornando a la contribucién de orden cero (6.74), tenemos que no es pe-
riédica; por ejemplo A% (k1 + 27 /gb, k2) — AL, (k1,k2) = —Vafi; con lo cual se
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108 Conductividad de Hall

recupera que 7}, estd dado por el cambio de fase de la funcién de onda al recorrer
un circuito que rodea la ZzMB. Sin embargo la evaluacién numérica del potencial
vectorial A (k) resulta ser sumamente inestable. Por esto es conveniente ana-
lizar la integral de superficie de la curvatura de Berry, la cual se puede escribir
utilizando (6.38) y (6.74) como

[02 ()], = o [o4 *) o-ba (k)] e [tt ) b0 (0]
Bb' (k) Oba (k) Bb' (k) Oba (k)
ok, Oks Okz ok - (&7®

Insertando una base completa Y ., ba: (k) ba, (k) entre las derivadas obtenemos

abt, (k b, (k
90 ())s =i 3= [ 2500 (k) 8l i) 25D
Pyl k2
a‘,’; bY, (k) bar (K)BY, (K) Oba (")] . (6.79)
Observamos que podemos excluir el término a’ % a de la suma y utilizar la
identidad (6.75) para obtener finalmente

=i _—1—
[Ba (k)] = Q'Z#:a [E8 (k) — &2, )

x { [o4 0 25 B0 0] [t ) 2520 0]
~ [t S ou O by )] et k) o M E 0]} ©80)

Esta expresién no representa problema para su evaluacién numérica: el gradien-
te del hamiltoniano se obtiene analiticamente, mientras que los eigenvalores y
eigenvectores se obtienen con excelente precisién de la diagonalizacién de la Ec.
(6.71).

La zona magnética de Brillouin comprende el intervalo k; € [0, 2x/qb],
k2 € [0,27/b]. Sin embargo, en la seccién 4.9 encontramos que las funciones de
onda presentan una simetria adicional si consideramos la zona comprendida por
el intervalo k1 € {0,2r/gb}, k2 € [D,27/gb] que llamaremos zona magnética de
Brillouin restringida (ZMBR). Asf, la ZMB puede dividirse en g zonas magnéti-
cas de Brillouin restringidas. De la estructura de la curvatura de Berry pue-
de verse que ésta es periédica en las ZMBR de tal forma que [€3a (ki, ka2)]; =
[Ra (K1, k2 + 27 /gb)]; = [EBax (K1, k2 +4/qb)]; = ...... [S3a (K1, k2 + 27 /D))5.
Ademsis la integral de superficie de £3, (k) sobre cada una de las ZMBR pue-
de ser sustituida, utilizando el teorema de Stokes, por una integral de linea de
A, (k) a lo largo del contorno Czmpr qQue encierra a cada una de las zonas
magnéticas de Brillouin restringidas. Dentro de cada uno de estos contornos
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4

-4

Figura 6.4: Brechas del espectro de la mariposa de Hofstadter caracterizadas
por la conductividad {,. La diferencia de dos valores contiguos de (. determina
la conductividad de la sub-banda correspondiente.

sélo puede existir un nimero entero de ceros de la funcién de onda por lo que
esta integral debe ser, al igual que (6.70), un nimero entero o

_ d?k _ dk
Tiow = [L 2k 1, k), = }{? A (6.81)

MBR 27

que cumple 1. = gfjo. La figura 6.3 muestra la grafica obtenida para la curvatura
de Berry en la zona magnética de Brillouin restringida. El ejemplo corresponde
a o = 1/3, con lo cual tenemos que cada nivel de Landau se rompe en tres
sub-bandas. La integral de superficie dividida entre 27w da el valor de 7ja [Ec.
(6.81)]. Comprobamos en todos los casos que el resultado converge a un nimero
entero. Para ¢ = 1/3 obtenemos 7j; = 1, 7}z = —2 y 7js = —1. Al igual que en
todos los casos estudiados, se cumple la regla de suma 3 #ja = 0.

Ahora bien, como g y p son niimeros primos relativos deben existir nimeros
enteros u y v tales que up + vg = 1. De nuestros resultados observamos que
podemos identificar v = #ja, con lo cual (1 — gfja) /p es también un mimero
entero [65); pero dicho nimero resulta ser, de acuerdo a (6.44), la conductividad
oo de la sub-banda.

En el Cuadro (6.1) se muestran los valores de 7}, obtenidos por medio de los
cdlculos numeéricos y el correspondiente valor de la conductividad o, de la sub-
banda a para varias elecciones del inverso del flujo magnético o. Es interesante
corroborar que se cumplen las reglas de suma, cuando se llena completamente
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110 Conductividad de Hall

Cuadro 6.1: Valores obtenidos para fj,, la conductividad oo de las sub-banda
«a, asf como la conductividad {, asignada a la brecha correspondiente, para un
nivel de Landau dado y para distintas selecciones del inverso del lujo magnético

o.
o=1/3 o=2/3 o=7/11
g=1,p=3 q=2,p=3 g=7,p=11
& Tla  OCa Ca a  Tla _Ta La a fla OCa_ Ca
3 1 [1] 1 3 -1 1 1 11 -3 2 1
2 -2 1 1 2 2 -1 1] 10 8 —5 -1
1 1 o (4] 1 -1 1 1 9 -3 2 4
o=4/5 oc=1/7 8 -3 2 2
g=4,p=>5 g=1,p=7 7 -3 2 0
« T To Ca (2] o Ta Cor 6 8 -2 -2
5 =1 1 7 1 [s] 1 5 -3 2 3
4 -1 1 o 6 1 o 1 4 -3 2 1
3 4 -3 -1 5 1 0 1 3 -3 2 -1
2 -1 1 2 4 —6 1 1 2 8 —5 -3
1 -1 1 1 3 1 (0] (1] 1 -3 2 2
2 1 [s] 4]
1 1 o 0

un nivel de Landau

S " e =0, Sooa=1. (6.82)

Las iiltimas dos ecuaciones garantizan que la conductividad de Hall total del
nivel de Landau sea e?/k. Sin embargo las contribuciones parciales de las sub-
bandas son valores enteros que pueden seguir una secuencia no monétona.

En el Cuadro (6.1) se consigna también el valor de {, que representa la
conductividad asignada a la brecha a. Es decir, si la energfia de Fermi 5 se
localiza en la brecha a, la conductividad acumulada en el correspondiente nivel
de Landau esta dado por {,; {« se define de acuerdo a la relacién

Ca = Z os. (6-83)
=1

La conductividad {, puede ser ahora representada en el espectro de la mariposa
de Hofstadter. En la figura 6.4 se han etiquetado las brechas utilizando {,. Es
interesante observar que si bien el espectro es simétrico con respecto a los ejes
e =0y o =1/2, los valores de {a que caracterizan las brechas no lo son.

En las figuras 6.5a y (6.5)b se muestra, para o = 1/3 y o = 2/3, el compor-
tamiento de la conductividad (o de Hall obtenida al variar la energia de Fermi
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Figura 6.5: Variacién de la conductividad de Hall {, como funcién de la energfa
de Fermi €r. (a) o = 1/3, (b) 0 = 2/3 y (¢) o = 7/11. Las lineas punteadas
indican la posicién de las sub-bandas de energia del espectro.

er. Dichos casos corresponden a lo observado por von Klitzing [15] en la me-
dicién de la conductividad de Hall en heteroestructuras laterales. En la figura
6.5c mostramos, para o = 7/11, la secuencia de valores de la conductividad de
Hall o4 al variar la energia de Fermi. Observamos una estructura mas compleja
comparada con los dos casos anteriores. La precisién actual de los experimentos
no permite observar dicha estructura fina caracteristica de las sub-bandas.

El caso en el que dos bandas se tocan, formando una sola tiene que ser
tratado en forma especial. Dos bandas diferentes pueden ser degeneradas por
varios motivos. Por ejemplo, cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau
es despreciable y el espectro del electrén toma la forma de la Mariposa de
Hofstadter, se presentan degeneraciones en aquellas bandas para las que o = ¢/p
con p un mimero par. El caso mds simple corresponde a ¢ = 1/2, que presenta
una sola banda formada originalmente de dos que se tocan en € = 0 como puede
verse en la figura 6.4. En la misma figura pueden observarse degeneraciones para
o = 1/4,1/8, etc. Cuando las degeneraciones ocurren, los indices de las brechas
se intercambian. Las dos brechas que forman las alas principales de la mariposa,
para o < 1/2 poseen fndices ¢, dados por O y 1 en orden ascendente. Cuando
o > 1/2 las etiquetas se intercambian tomando el orden 1 y 0. En el punto en el
cual 0 = 1/2 y debido a la degeneracién, los valores de la conductividad y de las
etiquetas de las brechas no estdn univoc definidos. El mismo fenémeno
ocurre en las repeticiones del fractal de la mariposa.
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Figura 6.6: Densidad de estados como funcién del acoplamiento entre los niveles
de Landau K, en la figura se incluyen todos los valores de los pseudomomentos
k1 y k2. Las regiones més oscuras corresponden a las densidades de niveles
mdis altas. Se muestran los valores de la conductividad de Hall asignadas a
cada banda. Se observa que en el punto K = 0. 28 las bandas superiores se
cruzan dando lugar a que las correspondientes valores de la conductividad se
intercambien. Los parametros usados son o0 = 1/3, A = 1.

Las degeneraciones pueden también deberse al acoplamiento entre niveles de
Landau. La figura 6.6 muestra el espectro de energia para las tres sub-bandas
(o = 1/3) del primer nivel de Landau, como funcién de la constante de acopla-
miento K. En dicha figura observamos que las conductividades de Hall de las
dos bandas superiores se intercambian en el punto K = 0. 28, en el cual dichas
bandas se vuelven degeneradas. Para referirnos a las sub-bandas utilizaremos
la notacién @ = (1,1) y @ = (1,2) donde el primer indice indica el nivel de
Landau y el segundo el nimero de sub-banda dentro de ese nivel de Landau.
Para K < 0.28 las conductividades de las tres sub-bandas toman los valores
consecutivos 03,0 = —1, 01,1 = 2 y 01,2 = —1 mientras que para K > 0.28 los
valores de las dos iltimas sub-bandas se intercambian. Dicho efecto se refleja en
la curvatura de Berry; en las figuras 6.3 y 6.1 se presentan las curvaturas como
funcién de los pseudomomentos para valores de K < 0.28 y K > 0.28 respectiva-
mente. Mientras que para los niveles 0 y 2 de Landau no se observan diferencias,
notamos que para el nivel 1 las formas de las curvaturas de los dos niveles supe-
riores cambian drésticamente, reflejando el paso a través de una degeneracién.
Si bien las formas exactas de €2, (k) y @12 (k) no se intercambian al pasar a
través de la degeneracién, las correspondientes integrales de superficie que dan
la conductividad, si se intercambian. Los cambios de las conductividades debido
al cruzamiento de niveles tiene como resultado que las conductividades de las
sub-bandas y las correspondientes etiquetas de las brechas se vean modificados
como resultado del acoplamiento entre los niveles de Landau [66].
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos considerado el grupo de simetrias del problema de Bloch eléctrico-
magnético con el fin de estudiar el comportamiento de un electrén de Bloch en
campos magnético y eléctrico uniformes. En particular in os el espec-
tro de energias y la conductividad de Hall mas alld de la aproximacién de la
respuesta lineal respecto al campo eléctrico.

En ausencia de un potencial periédico bidimensional, las traslaciones magnéti-
cas y las evoluciones eléctricas arbitrarias son simetrias del hamiltoniano del
electrén. Sus generadores consisten de una traslacién y un cambio de norma
que compensa el corrimiento debido a la dependencia espacial y temporal de los
potenciales vectorial y escalar. Cuando un potencial periédico es incluido en el
hamiltoniano se pierde la invariancia ante traslaciones magnéticas infinitesima-
les. Sin embargo, el sistema es invariante ante traslaciones finitas en miiltiplos
de los vectores de red por lo que se puede obtener un conjunto de simetrfas que
esta integrado por las traslaciones magnéticas y evoluciones eléctricas finitas.

Definimos en forma explicita las rotaciones magnéticas como una composi-
cién de una rotacién espacial y una transformacién de norma.

Los grupos de simetrias magnético ME(2) y eléctrico-magnético MEE(2) fue-
ron discutidos como generalizaciones del grupo de Galileo, reemplazando los
generadores de las traslaciones, rotaciones y boosts usuales por los correspon-
dientes generadores magnéticos.

Con el grupo de operadores formado por las traslaciones magnéticas y las
evoluciones eléctricas, se encontré un conjunto completo de operadores del pro-
blema y con base en el construimos la funcién de onda del electrén independien-

. Fue necesario introducir un serie de condiciones de conmensurabilidad que
restringen:

1. las orientaciones del campo eléctrico respecto a la red periédica,

2. los valores del flujo magnético por unidad de celda unitaria y de flujo
magnético fundamental y

3. los tiempos del operador de evolucién.
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Utilizamos como generador auxiliar un operador que produce traslaciones en la
energia.

La funcién de onda construida asf es efectivamente una eigenfuncién de las
traslaciones magnéticas. Esto permite escribir a la funcién de onda como el
producto de una onda plana por la funcién de modulacién que cumple con las
condiciones generalizadas de Bloch.

La base de los eigenestados de las traslaciones magnéticas y las evoluciones
eléctricas fue empleada en la reduccién de la ecuacién de Schridinger a una
representacién matricial. Si el campo eléctrico no esta presente, los eigenvalores
de la energia pueden ser hallados por medio de la diagonalizacién de esta ecua-
cién. Si el campo eléctrico es nulo y el acoplamiento entre los niveles de Landau
es despreciable, el problema se reduce a la ecuacién de Harper. El espectro de
energia como funcién del inverso del flujo magnético obtenido de esta ecuacién
es la mariposa de Hofstadter, la cual tiene una estructura de bandas multi-
fractal. Para valores mas altos del acoplamiento entre los niveles de Landau se
observa que la estructura de bandas de la mariposa se distorsiona. Debido a las
simetrias que presenta la ecuacién generalizada de Harper en la zona magnética
de Brillouin, las bandas son ¢ degeneradas. Del caso en el que el acoplamiento
entre los niveles de Landau es despreciable y el campo eléctrico se encuentra
en una direccién conmensurable se obtiene una ecuacién similar a la de Harper
pero que contiene términos de campo eléctrico y de interaccién a vecinos dis-
tantes. Esta ecuacién puede también ser calculada por medio de una rotacién
magnética a partir de la ecuacién en la que el campo eléctrico se encuentra a
lo largo de uno de los ejes del cristal. Esto permite relacionar los espectros del
electr6n en ambas situaciones. En presencia de un campo eléctrico, se obtuvo
un espectro de bandas utilizando la funcién de Green y el método de fracciones
continuas.

Estudiamos también la evolucién de un paquete de ondas para diferentes
valores de los parametros relevantes del problema. Mostramos que la forma en
la que se propaga un paquete de ondas inicialmente localizado depende de la
naturaleza del inverso del flujo magnético o. Si o es un mimero racional ¢/p,
el espectro electrénico se compone de p bandas. En estas condiciones la propa-
gacién del paquete es balistica. Por otro lado, si o es un mimero irracional, el
espectro estaria formado por un némero infinito de niveles y el paquete se dis-
persa mis lentamente. La localizacién electrénica puede inducirse seleccionando
o = -yu, donde 7, es una raiz del polinomio de Laguerre, debido al colapso del
espectro de bandas en un solo punto.

También se observan otros fené6menos de localizacién debidos al cruzamiento
frustrado de bandas. En el ejemplo discutido, al variar el acoplamiento entre los
niveles de Landau se produce una transicién de un espectro de bandas a otro de
niveles discretos. Esta transicién es acompafiada por un cambio en el régimen
de transporte.

El campo eléctrico produce localizacién dindmica. Anali s una situacién
en la que el potencial peri6édico presenta una menor modulacién a lo largo del eje
z, por lo cual para E = 0 el paquete de ondas se dispersa en dicha direccién. Sin
embargo al incrementar la intensidad del campo eléctrico, el paguete se localiza
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en la direccién longitudinal, mientras que se traslada y dispersa en la direccién
de deriva.

Utilizando las propiedades de los estados de Bloch-Floquet se obtuvieron las
expresiones para la corriente y la conductividad de Hall que incluyen el efecto
completo de los campos externos. Estos resultados pueden ser obtenidos también
al aplicar una extensién del modelo semicldsico del transporte. Los resultados
permiten concluir que la magnetoresistencia longitudinal de una sub-banda se
cancela de manera exacta. Por otro lado resolviendo la ecuacién efectiva de
Schridinger perturbativamente, es posible calcular correcciones a la conductivi-
dad expandida en potencias de la intensidad del campo eléctrico, mostrandose
que la correccién de orden uno se cancela exactamente.

De las expresiones para la corriente de Hall se dedujo la conductividad de
Hall 0. de cada sub-banda expresada en términos de la curvatura de Berry.
Asimismo, (., que representa la conductividad acumulada por las bandas in-
feriores, sirve para etiquetar las brechas. Se presenté un método numérico que
permite calcular explicitamente 6a ¥ (a-

A pesar de que los valores que toma la conductividad son enteros, como se
predice para los niveles llenos de Landau, se espera que la conductividad tenga
estructura adicional debida al rompimiento de los niveles de Landau en sub-
bandas. Los valores para la conductividad de las sub-bandas no se ordenan de
manera ascendente; pueden organizarse en complicadas series de niimeros ente-
ros. Este efecto ha sido encontrado experimentalmente por von Klitzing y sus
colaboradores al trabajar con heteroestructuras laterales. El caso de fracciones
con denominador mayor puede dar lugar a una estructura interna mas compleja
de la conductividad, sin embargo la precisién actual de los experimentos y las
fluctuaciones térmicas no permiten discernirla.

El acoplamiento entre los niveles de Landau puede modificar las conducti-
vidades de las sub-bandas de manera significativa. La presencia de cruzamiento
de bandas ocasiona que los valores de la conductividad se intercambien, dando
lugar a que o, ¥y (o modifiquen sus valores en comparacién con el caso en que
el acoplamiento entre los niveles de Landau es despreciable.

A pesar de que se extendié el resultado de Thouless y Kohmoto para la con-
ductividad de Hall mas allA de la aproximacién de resp lineal queda por
encontrar su dependencia explicita en términos del campo eléctrico. Una posi-
bilidad es que la unica contribucién a la conductividad de Hall sea la de orden
cero en el campo eléctrico y las de orden superior no participen como lo sugiere
la anulacién de los términos de segundo orden. De ser asf la conductividad de
Hall podria calcularse utilizando los métodos descritos. Otra posibilidad es que
la conductividad dependa del campo eléctrico en forma no lineal. En este caso
se requeriria de la solucién exacta del problema ya que oy no se puede expresar
perturbativamente en términos del campo eléctrico en aquellos lugares en los
que ocurre un salto entre dos mimeros enteros distintos.

En resumen, las principales contribuciones de este trabajo son la determina-
cién del espectro de energias para el problema eléctrico magnético de Bloch y la
extensién de los resultados de Thouless y Kohmoto sobre la conductividad de
Hall para el caso en el que el campo eléctrico es considerado en forma exacta.
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Se mostré que el espectro del problema eléctrico magnético de Bloch esta for-
mado por un conjunto de bandas que, en el limite de bajo acoplamiento entre
los niveles de Landau, tienen entre si una separacién de aproximadamente obFE.
Se concluye que a medida que se incrementa el campo eléctrico la estructura de
bandas multifractal de la mariposa de Hofstadter se transforma en un espectro
de bandas uniformemente espaciadas tipo escalera de Stark.

La conductividad de Hall o, fue expresada como un invariante topolégico en
la aproximacién lineal en el campo eléctrico y en forma exacta. Se demostré que
incluso en el caso en el que el campo eléctrico es tomado en cuenta en forma
exacta la conductividad de Hall es un mimero entero. Esto extiende los resul-
tados de Thouless y Kohmoto obtenidos con la formula de Kubo a una forma
mis general.
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Apéndice A

Unidades

A partir de la seccién 2 hemos adoptado un sistema adimensional de unida-
des. En este apéndice se explica como restaurar las unidades a las principales
cantidades que aparecen en el texto.

En el siguiente cuadro se presentan algunas cantidades importantes y sus
definiciones.

Nombre Simbolo Definicién Valor

Frecuencia de  w, eB/m 1.758820174 x 10'! (B) Hz
Ciclotrén

Energfa de hwe heB/m 1.854801798 x 10723 (B) J
Ciclotrén

Longitud & Vh/eB 25 .6556405 x< 10~°? /B m
Magnética

Constante de Ry h/e? 25812 . 807 (1]
von Klitzing

Fluxén @o h/e 2.067833636 x 10—15 Wb
Magnético

Cuadro A.1l: Definiciones de algunas cantidades importantes.

+: 4

A continuacién se presenta un cuadro en el que se an las c
des y operadores mas relevantes, sus nombres y el factor por el que deben ser
multiplicados para recuperar las unidades en Sistema Internacional (SI).

El procedimiento general para recobrar unidades es el siguiente. Supongamos
que O es una cantidad o un operador adimensional definido en términos de otras
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Nombre Simbolo Factor
Energia po, H, L, V, o, Oo, Po hluw,

Tiempo t, Qo 1/we
Distancia a,b, xy, T2 €o

Momento P1, P2, Or, Oz, @2, P h/to
Velocidad I, M2, Q1, P h/méq
Campo eléctrico E hwe/eby
Corriente eléctrica J ehi/me3
Conductividad de Hall oy e?/h = 2ne?/h
Flujo magnético -4 h/e = ¢o /27
Inverso del flujo o e/h=2nr/¢o
magnético

Curvatura de Berry Q (Lo/M)?
Densidad superficial no 1/€%

de electrones

Cuadro A.2: Unidades de las cantidades y operadores ma4is importantes.

cantidades u operadores 03, o2, ..., etc.
O =0(01,02,...). (A1)

Los factores de conversién, que aparecen en la tercera columna del Cuadro A,
para Oy o1, 02, ... son F, fi, f2, ... respectivamente. Si queremos recobrar
las unidades de todas las cantidades y operadores entonces hacemos

o, O3

O—»FO(—-—...). A2
IS a2

Ejemplo El operador de la corriente en la direccién 2 depende del operador de
velocidad II2 de la siguiente forma

J2 = J3 (no,I2) = —nellz. (A.3)
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El factor de conversién de la corriente es eli/mé& y el del operador de
velocidad Il2 es /i/méo. Para recobrar las unidades utilizamos la Ec. (A.2)

¥y obtenemos que

B 2B (egno, méo nz) = —ngell; (A.4)

[

me3 h

Ejemplo La posicién a lo largo del eje z estd dada por el operador

T =21 (Q1, ) = Q1 — P;. (A.5)

Los factores de conversién de x,, Q1 y P; son €, ti/méo y h/€o respecti-
vamente. Recobramos las unidades usando la Ec. (A.2)

£ £, €2
z; — €oxy (mthh F"pz) = ',T‘: (mQy — P2). (A.6)
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Apéndice B

Electrones de Bloch

El método de fracciones continuas puede emplearse para resolver el problema
de un electrén en un potencial periédico. El hamiltoniano para un sistema tal
es

p2
H=%5+V(z), (B.L)
donde por simplicidad consideraremos el potencial
V() = V cos (%’51) , (B.2)

a es el parimetro de red y V es la modulacién del potencial periédico.

Construimos la funcién de onda en la misma forma que Zak [67](capftulo 3).
El hamiltoniano (B.1) es invariante ante traslaciones en miiltiplos enteros de a.
Entonces la traslacién

Ty = exp (—iap) (B.3)

es una simetria del hamiltoniano (B.1).

Para asegurarnos de que tenemos una base completa de funciones introdu-
cimos el operador

Tz = exp (i%’rz) , (B.4)

que produce corrimientos de 27/a en el momento del electrén. Las traslaciones
7Tp ¥ 7z conmutan por construccién sin embargo, la iltima no es una simetria
del hamiltoniano.

La funcién de onda es entonces

1 .27 2w
|=y A) = 7= Zn:exp (—:TAn) |x.+ —a—n> (B.5)
y se puede verificar que es eigenfuncién de las traslaciones (B.3) y (B.4)

Tp I, A) = e |, ), Tz I, A) = €% 2 i, ) (B.6)
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Figura B.1: Estructura de bandas del espectro de un electrén de Bloch calculado
por medio de fracciones continuas. En este ejemploa =1y V = 3.

¥ que su normalizacién esta dada por
(', Ak, A) =6(n" —x)S(N —A), (B.7)

por lo que podemos decir que forma una base completa de funciones ortogonales
[67].

Como dijimos antes, 7z no es una simetrfa del hamiltoniano y A no es un
buen mimero cudntico para sus eigenestados. Por ésto sus eigenestados deben
expresarse como una superposicién de |x, A)

Iy = f dr ¢V |x,A) = 3 b lx + %"n> , (B.8)
o -
donde 1 - 2
L&
by = Ta A d\ c())exp (—l-;z—/\ﬂ) . (B.9)
Sustituyendo la funcién de onda (B.5) en la ecuacién de Schrédinger
H |x) = e |x) (B.10)

obtenemos la ecuacién de diferencias finitas
27 2
[ o Tn — 2| bpn + V (bp—1 + bpy1) = 0. (B.ll)

Esta ecuacién tiene una estructura muy parecida a la de Harper y puede ser
tratada por el método de fracciones continuas explicado en las secciones 4.7 y
4.8.

En la figura B.1 se observa la estructura de bandas tipica de los
periédicos.
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Figura B.2: Estructura de bandas del espectro de un electrén de Bloch calculado
imponiendo que la funcién u (x; ) sea periédica. En este ejemploa =1y V = 3.

Los resultados anteriores se pueden verificar resolviendo la ecuacién diferen-
cial que surge de (B.1) y (B.10)

dfz v (x;x) + V cos (%‘—”z) Y (r;z) = ep (x5 x) (B.12)

donde ¢ (x;x) = (T |x).
Las soluciones a la ecuacién diferencial anterior son las funciones de Mathieu

¥ (r;z) = cens (%z, :—:v) . (B.13)

donde ce,. (z,q) es la funcién par de Mathieu [68] que proviene de la ecuacién
diferencial &
Y

Pl + (@ — 2qcos2z)y = 0. (B.14)

Existe un conjunto de eigenvalores representado por a, (g) de la funcién ce, (z,9) =
e'"* f (z) que dan lugar a funciones periédicas f (z) con periodo 7 6 27 [69)]. Este
es el caso de las soluciones de la Ec. (B.12). El teorema de Bloch indica que la
solucién de (B.12) debe tener la forma

Y (x; ) = e**u(x; z) (B.15)

donde la funcién de modulacién tiene periodicidad u (x;z + @) = u (x;z). De
esta forma, los eigenvalores de la energia estian dados por

2 2
€= ;7«,, (%V) , (B.16)
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124 Electrones de Bloch

Al aplicar esta condicién se obtiene el espectro de energfas mostrado en la figura
B.2. El espectro presenta una primera banda en € € [—0.22,3.1] ¥y otra cuyo
borde inferior se encuentra en € = 6 . 3. Estos resultados coinciden con los

observados en la figura B.1.
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Apéndice C

Ecuacion de Harper

C.1. Definicién del Generador de Estados Cohe-
rentes de Landau
El generador de estados coherentes de Landau se define como
D (z) = exp (zA' — z'A) (C.1)

donde A y A' son los operadores de ascenso y descenso de los niveles de Landau

¥ z es un niimero complejo.
Puede demostrarse que los elementos de matriz de D (z) en la base de los
niveles de Landau estin dados por

D¥# (z) = (v |exp (zAt — z* A)| u)
g | G B (12P), w> v,
= e}l { v—u\/_Lv—u (|z| ) n<v, 2

donde L es el polinomio de Legendre extendido de grado u.

C.2. Reduccién a Bloques de la Matriz del Ha-
miltoniano

Si aplicamos la transformacién (4.33) a la Ec. (4.13) obtenemos
D Ui (¢) By (Kka, k2) U ()
i

1 : : .
= TmgbN Z eiqu(é-—w) 2 e-—-qbaNtetab¢D~,m (kl) kz) e—iab¢l)~,
n &k

= 5(8 — ) D eTHBONRLIbDNL Q, (ky, ky) e~ iHDN- . (C.3)
k
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La parte interna de la transformacién se puede escribir como

[eeawn,v, ] I £iTbdDN GicbsNm Smin- (C.49)

Ahora calculamos los términos H, transformados en la Ec. (C.3), que explici-
tamente toman la forma

[e575#Prr Q_y (K, kz) e—io0#PN- ] o

= *TEDON Q (ky, kp) eTI0EDN g—ibbN(P—)5, o5 L (C.5)

[e‘uleNp Qo (’Cl ) kz) e—iabéDN,] -
= e-ab¢Ne-ab¢D~ Q,—n (kl, kz) e—-‘ab¢D~ 6m.n+l
-+ eloteDn Qm (K1, k2) e iobeDn Sm.n
+ e—iab¢Neiab¢D~ Q'-Q'-‘e—iwbab;v 6m,n—l , (C.G)

[eiabdtDNp @ (k1) kz2) e—-iabdm,.,,] .

= elobte DN Q; (k1. kz) e—tobeDn e‘db¢N(p_‘)6m.p—16n,0- (C.7)

Las Qp,, @m ¥y QF, delas ecuaciones previas son transformadas de la siguiente
manera

[eiobéDN Qi (K, k2) e—iabc&DN]cd

= it DALY (k) = eV [QL (ka + ¢, k2)] oy (C-8)

[eiab¢D~ Qm (kl ) kz) e—iahoDN] ca

=eiottle—Dadre | (k1 k2) = [Qm (k1 + &, k2)ly, (C9)

[eiabéDN Qﬁ (kl . kz) e—iab&DN] od
= elotdle—d) AQretl | (ka, k2) = 9%V [QF (k1 + ¢, k2)] . (C-10)

Sustituyendo las Ecs. (C.8)-(C.10) en las Ecs. (C.5)-(C.7) obtenemos que la
matriz del hamiltoniano esta tiene la siguiente propiedad

7PN, Q. (ky, k) e 759DN, — glabONEQYy, (k) + &, k3). (C.11)

Finalmente, substituyendo (C.11) en (C.3) obtenemos

H (ki +¢,k2)5 (@~ ) =8(d— ) D @ (k1 + &, ka) . (C-12)
k
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C.3. Suma de Productos de Funciones de Osci-
lador Arménico

Queremos calcular la suma de productos de funciones de onda de oscilador
arménico que se muestra a continuacién

oo
D= o () bu (1) (C.13)
u=0

donde ¢, (z) es la funcién de onda de un oscilador arménico dada por

1
Gu (z) = "—/—2"“!”‘/2

Utilizamos la representacién integral de los polinomios de Hermite {70, 71]

e =/2H, (x). (C.14)

H, (z) = % /_ : dt (z+it)* et (C.15)

¥y escribimos la Ec. (C.13) utilizando la definicién anterior e integramos obte-
niendo finalmente

Zz“¢“(x)¢“(y)=$z;-(2L')“/;Z[_w dt ds (z 4 it)* (y + is)*
= oo

=0

1 4zyz — (=2 +3%) (1 + 2?)
[ ) ] . (C.16)
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Apéndice D

Articulo: Bloch Electrons in
Electric and Magnetic
Fields

D.1. Resumen

Investigamos un electrén de Bloch en dos dimensiones sujeto a campos
eléctrico y magnético constantes. El modelo resultante es governado por una
ecuacién de diferencias finitas con un espectro de cuasi-energias que interpola
una estrucutura de mariposa con una estructura tipo escalera de Stark. Es-
tos resultados fueron obtenidos por medio de los operadores de las traslaciones
eléctricas y magnéticas.

D.2. Abstract

‘We investigate Bloch electrons in two dimensions subject to constant electric
and magnetic fields. The model that results from our pursuit is governed by a
finite difference equation with a quasienergy spectrum that interpolates between
a butterflylike structure and a Stark ladder structure. These findings ensued
from the use of electric and magnetic translation operators.

D.3. Articulo
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Artfculo: Bloch Electrons in Electric and Magnetic Field
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cause of the beautiful aelf-simiia structure of the butierfly

A of tha
Hofxtadier butierly was recently achieved. oot for an elec-

and Miller,” who constructed the group of electric-
translation operators, and worked out their irreducible repre-
scnations. In this paper we utilize the of the
elecu-ic-nu.n:dc operatars in nmer 10 derive a finike differ-
ence equation that governs the cs of the EMB prob-
lem. ‘The numerical solution of this oquation displays an in-
teresting pettern which betwoen &
structure and a Stark ladder structure.

For the purposes of cur ressarch we consider the motion
of an electron in & periodic sub-
joct to & uniform magnetic field & perpendicular 1 the plane
and 10 & constant electric field £, lying on the plane accord-
ing to £ = E(cos #3in 8 with & the angle betwesn £ and the
lattice x; anis. The dynamics of the electron is govemned by
-t i ion that for
is written as

%-mr‘)]vu.r‘)-o. w

swu.r‘)-lm-
where o= po+Ag and #=p5+A, with the momentum op-
emu Ppu=[13/2¢t.—iV]. Units have been chosen here in
Amcmgm ], Where necessary we Use a covariant no-

e )

dent to parameters o and 8. A gensral posential can be
resented by its Fourier decomposition, bowsver, far .n-pm-
ity we shall consider the

U(x(.x3)= U, cos(2mx, /a) + Uscon(2wazfa). ()

Let (£,7)~(t+ 7,7+ R) be a uniform tranalation in space
and time, where 7 is an arbitrary time and K is 8 Lattice
vector. The clasical equations of remain inveriant

these 3 5

under aqua-
tion does not, the reason being the space and tims depen-
dence of the dy-

To(n)=exp(—i70,). THAa)=expliaD)). [0
where /= 1,2 and the symnetry genersiors are written as
new covariant derivatives O, =p , +A,, with the compo-
nents of the gauge potentials A, given by

Ag= BF-E,

A=+ 112)Bxy— (B—1)Et,

Ay (a— 12)Bx,— (B 1)Eqt. (o)
The in Eq. (4) with the opers-
tor S in Eq. (1). The electric- given by

Ashby and Miller include sirnultanecus space end tirme trans-
lations; we doemed it more convenient {0 separsss the effect

879 ©3000 The Amarican Phrysical Saciety
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of the time cvolution gencrated by the 7o 1o that of the space

transimions generated by 7, The following commutators

be worked out with the previous exprassions
[mo.ml=—1E;. [m.m)=—iB,

[O0.0,)=iE,, [0,.01]=iB. (a)

BRIEF REPORTS

consider that the thres eanduom (1). @),
and (9) hold -lmuhm.ouly. Tn this case
lactric T

with all other commutators being zero. The
the aecond line of Eq. (s)mpmdn.mmue

the e r.(r.) -nd the lu.
n-uc u-n-l-san- T.= T, (qb). end TrmTy(b)—lorm o et

algebra of the tn addition to
group® jion end the mg ‘we can define the shergy translation
mnpm-aln-m-ucovuimmdnnmw,wa operator®

respectively. A dual llmum in which lhl roles of w, and

O, src coul 0 Eqs.
(23, (5). and (6), the dusl poumcmupumw-u-muu-
necus reverse in the directions of 8 snd E.

The in Eq. (4) with S but
lhgydonoteommnuwlmuchonn: We follow a three step
methad to find & set of
Mmm(l)ﬁmwmlﬂq-ﬁmwnmha
with the axis along the
relaive 0 the electric field. An  orhonormal basis

2
-r,-up( —-l-;:—'n). Qo)

that groduces s nnl- u-u.lnlm in energy by 2w/to
ith the but

Having defined T3, 7;. and 77 that commme with each
other and that also conmute with S, we can ook for solu-

for this frame is given by ¢é,=(cos #,sin6) and ¢ dona of "" by the
=(—3in 8,cos #). Wo asaume & par of the £ and ke snd by num-
electric field., for which the following condition holds bers according to
E; my To¥ =eap(—ir)w,
pmtan o= == =5, (Y]
v T = explik gb) o,
here m,; and Jativel. inwgers. This coodi-
bt " ¥ spatial g A o Tr¥ =explikeh) . an

prime
tion insures that -pum periodicity is also found both along
the Hence, we de-
fine a rotated I-nlee spenned by vectors 5, =bé, snd 5,
=bér where b—nJu’.-O—u,’ The spatial companents of the
slong the

and transverse dmmsam 1 Opma-© and Op=arp-O. It is
readily verified that (O, Or]=0.

(2) For the rotated we regard the number of flux
quanta per unit cell to be a rational oumber p/q, that is

3
bm—== (®)

We can then define the

mmdqmnnlmamdlmbmmlm

number of flux quamntas. The basis vectors of the superisttice

are chosen as g5, and by. Under these conditions the lon-
and Telgb)

=exp(igbO,) and Tr(b)mexp(ibOr) define commuting

ymmetries under displacements g5, and 5.

(3) We obscrve that T .m 1,_(qb) cormmute wi

Yet they fail to commute with each othec: r.(f)T..(qb)

= T'(gb) To( TIexp(—igb7E). However the operators T,

Te(qb) will commute with ons ancther by dnc.

in the evolution operstar, 1o discrete values with psriod

2w _ 1 L)
TeTGPE plval’

(O]

lnmm.mmuu_wymlr.um
space-titne transiation ects on the wave feunction, the
satisfy the genwralised Bloch canditions
W+ 70.7) = wnpl — I 14 (E+ A1. PN} (1.7).
W7+ gh L) = expligh(hy+ A1, 7} W (1, 7),

WP+ ) =expliblhyr+ AL AN} O (). (D)

‘We now find 0 apply a © new
varisbles given by
Pe=0,,
Xymwetme., Pi=w./B,
E
X;mOLIB. Py=Ortm (3

that satisfy [X,.PJ=/ for u=0,1.2. The explicit relation
between (X,.. P,] s0d (x,..p,) con be worksd owt using
the definition of ‘.. smd 'O, and Equ. (2) snd (5). The
[Pe.X3) lEll‘..u.:‘-l A.pu:uaq (1) e
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ae

where x; and x3 have to be written in terma of the new
variables as

(ros Ers)un[E00e2 e

X3

2B (P - BX, - EX)+ R (BX, - o),

B P~ BXa— EX)+T2(BXi— P} 9)

Fcr U=0 the dynamics is cyclic in coordinass X3 and x..
‘The appearance of the time variable X introduced by the
periodic posential suggests that an approximation is required
to solve the problem (e.g., adiabatic spproximation). How-
over, a3 we show below the use of an appropriate
representation maekes such Sn SPPrOXIMAlon unmMecCasAry.
We adopt the Pg.P,.P; representation v;.‘ ,.,(r)

and

Wiy ay dPY= T auxa(PI e e eI

xa(r.-s-lqbsn(r,—kﬁ- 2"-—'u)'
an
Bepy= T g g '$o4801- =), OF pasticular interest are
mlﬂhﬁunlocheuﬂﬁwohy-dby' with respect to
the cigenvalues:
V(Ek, +bB.ke) = W(E R, ky),

W(Ek, A+ gbB)= o'W (E+gbE k, ky). (18)
Thess conditions are quis different from those satisfied by
the usual Bloch and magmetic Bloch functions:’ the sscond
one is not periodic., becawss in addition to the Bloch phase
@4 the ky—eky+-gh shift leads 10 the change in ensrgy
E—E+QbE.

Mw'l"ﬂlm(l'l)hilplﬂbhhmmll
conpln. solution of the EMB problermn, simil
for the

=(Po.P,.P;3|Ek, ky) with £

mentum &, and &r. In this the X,
act a3 Xo={3/9Fq. Xymi3/3F,, and Xy —i(EIB)II3Py
+i3/9P3. It is readily clear that the substitution of these
n Eq. (15) the /Py
finding solutions of EqQ. (14) we spiit the phase space
(x,.P ) in the (X .P,) and the (Xo.Po:X2.P2) veriabics.
For the first act of variables we choose a act of basis func-

tions in P, given by the Landsu wave functions x.(P.).
thess functions yicld cxact elgenvalues of the kinetic part of
the right-hand side of Eq. (14): (#+ 1/2)e, , with the cyclo-
tron frequency w. = B/m. For the subspace generated by the
varisbles (Xp.P0:X;.P3), we notice that the four operators
TY) with -n ponlblc integer values of

tion fallows similar sieps s un-e presented by Zak in Ref.
10. Hence a for the
(Xo.PoiX3.P3), fa wuviu by the eigenfunctions of the
operators (T4, 7L. 7%, Tk). we write them down and verify
their corvectness:

Fay iy ondlPo.P)= E CaetrPEtpi=m i mibimt,
X &Py~ E~IGbE)
2
xa{r,—k,+ T'm). (te)

fhere we defined am 1/$=g/p. It In casy 10 chack that this
function sutomatically satisfies the first and

Iations in Eqs. (11), wheress the second
b; the

i

0~

llmm -n.mu. the coupling between different Landau lsvels
is neglecied and probably more illumi-

Landeu oumber n is

oaling. Wichin his approximation the
s coneerved ouraber and the substitution of

quantum
Bm. (l7) in (14) yislds the secular
Eb -
(a-£22.)z
“fu(o XU A (e~

FUAS(@tar | e imTng, o)) a9)

where we defined Come'CTImNu o, X, =(2wm
—kyb)a, A=cxp{—iwmma}, I.(a)--""l..(-w) -d
L, are the Laguerre pol;

laied to the eigenvalue A sccanding 1o z-(u-llz)..
+-u/2+A.

The dynamica of the system is them described by Eq. (19),
differwnce equation neighbor couplings

a finite with distart
E.m-,.mmm.u—-—mw
. This

‘We present casss when the electric
feld is aligoed axis of the original lettice (i.e..
my=1, my=0). It is known that -
tion of e ly spectrum possibly be achieved in

y

tion, ¢ is also eigenfuction of the energy operator

&.(lo)wilhdmvlhllﬂﬂ iQbED. m“nmﬂm'
is then expanded in terms of x, and &y, 4, The aperstor

Tg is not a symmetry of the problemn., 30 we have 10 multiply

& by a coefficient d¢ snd sdd over all possible values of §;

the resulting wave function can be recast as

following

valuss: @~ 100 nm, Ugm U= U =03 meV, m=0.07m,,

and E=0.05 V/cm, which can be astisfied in cumment

¥ correspands 10 & Jag-

netic fald of 107, hence Us/w,~—0.0S and the condition
required for wask pariodic powntial is setisfied.



D.3 Articulo

133

O
A/ (Vs fo)

. 1. Quasionergy spectrum for the lowest Landeu level. The
u—-‘ynul.r—ddnoAI(u.r.(w)] the paramesers acloceed are

FIQ. 2. Quasicasrgy specwwm of the ascond Landes level (n
canc the owargy axis is seaceled 10 A/(Us). the ather
are e semo s in Rg. 1.

a—100 nm, Uy=05 meV, os ond &y

and 2 show plots for the scaled A spectrur as function of o.
We recall that for £=0 the spectrum for AI[UJ.(a)] i
invariant under the substitution o'— o'+ N with

In Fig. 1 for the lowest Landau level we bacrve thar foe
a swoog magnetic field the Hofstadter butierfly is cleady
shown for o in the interval [0,1]. However, as the magnetic
fine-,

stoned by the
A e T the effect Vorect of the

s sty of
eqn.lly spaced levels with scparstion oEb, Le., » Stak lad-

der. Fﬂ“l-zmmm'vz)lﬂ-—-ﬁlwﬂ-

cas of the butterfly can be obesrved, the naTow waist seg-

ments of the plot o the flat band ven
by T= y./%, with v, 8 2010 of the Laguerre poi; X

In conclusil and wanslation sym-

wre utilised w0 analyss the problem. Bloch

ons are derived and their shed in Eqs.

functi sstabli
(12) end (18). The systen is govermned by Eq. (19). the spec-
trum of which batween 8

We have profited from helpful discussions with Rocio
Jiuregui and Joss Luis Mstwos.
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Apéndice E
Formula de Kubo

La férmula de Kubo es una expresién general para la corriente [57, 58] es-
tudiada en la aproximacién de respuesta lineal a un campo externo. En esta
aproximacién la conductividad de Hall se puede escribir como

Tio
=—11- E E.1
OH vE ( = 'la) » . ( )
donde el indice a denota a la banda, 7, estid dada por

1 2, (o, kill2]la’, k) (o', k|| a, k) — c.c.
m=gm 3 [ (e 06 — Ear (I B2

2mi a'>vp
II; y II; son los operadores de velocidad introducidos en el capitulo 2, vf es el
nimero de sub-bandas llenas por debajo de la energfa de Fermi y la suma corre
sobre los estados que tienen energia superior a la de Fermi.
En la Ec. (E.2), los elementos de matriz del operador de velocidad pueden
ser expresados como

(o, kIl @, k) = (o, kK |1 (K)| &, k) (E.3)

donde |a, k) es el ket de la funcién de modulacién u, (k; ¢, 2) introducido en la
seccién 3.4 y el operador de la velocidad puede reemplazarse por

II (k) = exp (—ik - x) Il exp (ik - x) =TI + k. (E.4)

En la representacién de las funciones de modulacién el hamiltoniano toma la
forma
H (k) = e—*® feihe — %nz &) +V, (E.5)

de tal manera que el operador de velocidad puede escribirse como el gradiente
del hamiltoniano
TI (k) = VuH (k). (E.6)
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136 Férmula de Kubo

Finalmente, podemos escribir los elementos de matriz del operador de velocidad
como

(a, k|| a’, k) = (a, k |V H (k)| o, k)
= [Ea (k) — Ex (k)] (@, k| V[ |, k)]
= [Ear (k) — Ea (K)] Vi [(a, k| 1|’ k). (E.7)

De la Ec. (E.7), la Ec. (E.2) se escribe como
/dz [B(Q,kl o, &) (o, k'ala,k)

8;‘;’;"' lo’, k) (o', ki M]. (E.8)

N = 211'1 -
o' >yr

Usando la identidad
3T llewk) (en k| + o', k) (o k) = 1 (E.9)
a<vp<a’
tenemos que la conductividad de Hall de la banda a estid dada por

_ 1 2 2 dul (k;t, x) Ou, (k; t, x)
"""mﬁ/‘“‘/dm[ Okz ok,

_ Oug (k;t,x) Oua (ki t, x)
Ok, Bk2

] . (E.10)

Arreglando las derivadas en la ecuacién anterior obtenemos

__ 3 2 24 - . Bug (ks t, x)
"°_E_/d k_ak [‘/‘dz::uc,(k,,t,:!:)—ak2

—:/d"’lc [/42:: ul, (ks ¢, ) Mfc‘,t—t—)] . (BaD)

El argumento de la integral anterior es el rotacional del potencial vectorial que
equivale a la curvatura de Berry, entonces la conductividad de la banda a es

e = / d?? [Va x Ax (K)]; = dek Q. (k)]s - (E.12)

Este resultado coincide con los de las secciones 6.2 y 6.3 a pesar de que se obtiene
de consideraciones completamente diferentes.
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Apéndice F

Potencial Vectorial de la
Curvatura de Berry

En este apéndice se demuestra que
=
Ao (i ko) = [ do db s + 6, ka) Vida r + ¢, K2) (F.1)
donde da (k1, k2) es solucién de la ecuacién de Schrdinger (4.38) dada por
H (k: + ¢, k2)da (k1 + ¢, k2) = (8‘, + Ek2 — t'Ea—il) dgo (k1 + ¢, k2). (F.2)

El potencial vectorial de la fase de Berry .A, (k) se define a través del valor
esperado de la posicién como puede verse en la Ec. (6.19)

8 (k' — k) A™* (k) = (o', k' |®| o, k) + iVab (k' — k) Sara
= (a', k' (@1~ P2,Qz — Py)la, k) + iVas (k' — k) 6ar.a. (F.3)

En esta ecuacién Q,,Q2, P, y P: son los operadores definidos en la Ec. (2.29) y
|k1, k2) es un ket de la base de funciones de onda (3.25)

lo, k) = W (k1) D it (Q@a=kidpls ju, £, k2) = W (k1) |E, ka) . (F.4)
8,7
donde
W (k1) = z: [ﬁe—icbh:]' = ze‘vN(EQo-o-Qz—h). (F.5)
1 0
Las derivadas de estos estados con respecto a los p dormnc tos estdn dad
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138 Potencial Vectorial de la Curvatura de Berry

por

] bk i
—_— k) =i(k2 — P k) — W (k. —Mme—iobkim L, ko + 2 b),
%, |lox, ko) =i (k2 %) e, k) (k1) “E.m: ok, © 148, k2 + 2 m /b)
(2] : ObY, _iobkym
T lo, k) =iQ2 |a, k) — W (k1) D Phe € 142, k2 + 2xm /b)Y . (F.6)
8,

Agrupando estos resultados obtenemos que
(' k' [(— P2, Q)| o, k) = —iVad (k' — k) S + 6 (k' — k) D bET Vb,
#,m

~ (k2,0)8 (k' — k) bara  (F.7)

En la representacién matricial introducida en la seccién 4.3 el segundo término
del lado derecho de la expresién anterior toma la forma

®
i6 (k' — k) S birvabl, = f do db, (ky + &, k2) iVada (ky + ¢, k2) . (F.8)
H,m o

Los operadores @, y P, actiian sélo sobre los estados de Landau, por lo que
sus valores esperados son proporcionales a & (k' — k)

(o', k' [(Q1, —P1)| @, k) = X" (k)& (k' — k). (F.9)

Sustituyendo estas relaciones en la Ec. (F.3) obtenemos

A (k) = A% (k) — (K2,0) barrar
ag
+ [T d dl (ks + 6, k2) iVada (ks + 6,k2) . (F.10)
o

El vector (k2,0) resulta de la invariancia de norma discutida en la seccién G.2
y puede ser absorbido en la fase de d, (k) tomando

do (k) = e—$(aka—21/2)g (k). (F.11)
Por otro lado, el vector Ao (k), que se obtiene de una contraccién, es entonces
periédico en los extremos de la ZMB y su integral de linea sobre el borde de la
ZMB se anula. Estamos interesados en el cdlculo de cantidades de la forma

/ dk - A9 (k) = _/; Pk [On x A= )], (F.12)

por lo que es posible redefinir al potencial vectorial como
. i -
A ) = [* dpdl, (ks + ¢, k2) iVada (ks + b, k2) - (F13)
1]

De esta expresioén se sigue directamente la Ec. (F.1).
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Apéndice G

Teoria Semiclasica

G.1. Las Ecuaciones de Movimiento Semicldsi-
cas con Campos Perturbativos

En este apéndice obtenemos las ecuaciones semicldsicas de movimiento para
un electrdn eléctrico-magnético de Bloch y su representacién variacional. Inclui-
mos ademads la presencia de los campos perturbativos magnético § B y eléctrico
8F que pueden variar lentamente en el tiempo y el espacio. Estos estdn carac-
terizados por los potenciales vectorial § A (¢, 2) y escalar § Ag (¢, ) de tal forma
que

B =V x5A(tx), SF = —V§Ap (t,z) . (G.1)

El paquete de ondas del electrén esta caracterizado por la funcién
v (@) = e0A0e [k 4o (k) pa (ki) (G2)
formada de 1a superposicién de estados de Bloch pertenecientes a una sola banda

como los estudiados en el capitulo 3. El término de norma exp [—idA4 (X) - 2]
centra la é6rbita del paquete alrededor de la posicién media X dada por

X = / &z Y (x) 2 (x) . (G.3)

Supongamos también que el paquete esta localizado en el momento K expresado
como

K= j a2k 3, (k) ka (K) . (G.4)

La funcional lagrangiana para el paquete est4 dada por

L. ¥ = — [ d*z 4° @) (S +85}v (=) (G.5)
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donde S corresponde al operador de Schrédinger (2.1) y 65 es la contribucién de
los campos perturbativos magnético y eléctrico y de los términos provenientes
de la norma del paquete de ondas (G.2). Elegimos campos § B perpendicular al
plano y 6F paralelo al mismo. En la norma simétrica sus potenciales pueden
escribirse como A = 6B xxz y A0 = 6F - x.

En el espacio de los pseudomomentos k, la funcional lagrangiana es

Lipa,#2] = [ @k 62 (k) {ba (k) — £a (k) 60 B2}
- / 25 f &2k 4% (K') 8Saa (K &) da (k), (G.6)
donde

5Sara (k' k) = (o', k' 65| a, k) (G.7)

es el elemento de matriz de 4S.
Las ecuaciones de Euler obtenidas de la Ec. (G.6) son

bo (k) = —iEa (k) pa (k) — i/d’k' 6Sa.a (k. k') da ('),

&5 (k) = igh (K) Ea (k) +i f &K @5 (k') 8Sa,a (K. K) . (G.8)

Sumando estas contribuciones y las asociadas al término de norma obtene-
mos que

55 = [.sE —5A (X)] -+ [6A (x) —5A (X)) - I (G.9)

Los elementos de matriz de este operador pueden calcularse por medio de
las Ecs. (6.19), (6.20), (6.21) y (6.22) obteniéndose

6Sa.a (K k) =
[6B — 64 (X)) - [-iVas (K — k) + & (k' — k) Aa (K)]

+ %JB - [[a (k) + T, (5')]
x [iVe — X — Aq (k)] (K" — k) + %JB Lo (k), (G.10)
donde hemos definido el momento angular

La(k) =3 A~ (k)

o
x {A""" &) + i [Ea (k) — Ea (k)] A< (k)} . (G.11)
Sustituyendo la Ec. (G.10) en las ecuaciones de movimi ) (G.8) obt 8
$a=—i(Ea—P - Aa+V:X)ba— 3Va - Pha— P Vnda,
$a=i(Ba—P Aa+V -X)¢2 — 3Va - PoL—P-Vadl,  (G.12)
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donde
V(&) = %an x Ta (k) ,
P k) =V (k) — SE +5A(X) = V (k) — 6E + %JB x X, (G.13)

y a la energia £, le ha sido agregado un término relacionado a la interaccién
entre el campo magnético y el momento angular £,

E. (k) = £ (k) + %68 Lo (k). (G.14)

Las derivadas temporales de la posicién y el mc to medio an dadas
por .

X = [k [d2 (%) iVuda (k) + 83 (K) iVada (0)]
+ / @k [#2 (k) Aa (k) ¢a (k) + 32 (K) Aa (k) $a ()]
+ / &k ¢5 (k) Aa (K) da (k) ,
K= [ &k 630 ke (k) + [Pk ¢ K Ko (R). (G.15)

Sustituyendo la forma explicita de las ecuaciones de movimiento (G.12) en las
ecuaciones anteriores e integrando por partes

X = [@k |6 (O [VaEa (k) = P (k) x 2o (k) + Aa (%]
1 P (k)
—_ Efdzk _— =7

ok
x {82 () iVuda (K) + [Aa (k) = X]Iga B —cc},  (G16)
K= /d"'lc [ (B2 P (k) - (G.17)

Los resultados obtenidos hasta ahora son exactos. Para calcular el limite
semicldsico se aproximan los promedios de las funciones en & por sus valores en
X y K. El segundo término de la Ec. (G.16) es cero y las Ecs. (G.16) y (G.17)
toman la forma

X = ViEq (K) — P (K) x 02, (K) + A, (K), (G-18)

K =P (K). (G.19)

A primer orden en §B y 6F, las Ecs. (G.18) y (G.19) pueden reescribirse como
X = ViEqa (K) — K x N1, (K) + Aa (K), (G.20)

K=—6E—- X x5B. (G.21)
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La derivada temporal del potencial vectorial 4, (k) puede sustituirse por
derivada direccional a lo largo del campo eléctrico —F - Vg Aa (k) (seccién 6.3).
Adema4s en las Ecs. (6.54) el gradiente de la energfa se puede reemplazar por la
expresién (6.34). Asf las ecuaciones de movimiento toman la forma

X =V [A‘. (K) + -;—JB - La (x)] + (E - x) x o (K, (G.22)

K =-6F—-X x6B. (G.23)

Cuando §F = 0 las ecuaciones anteriores se reducen a las encontradas por Ming-
Che Chang y Qian Niu [60]. En ausencia de los potenciales perturbativos § B
y 6F las Ecs. (G.22) y (G.23) toman la forma de las ecuaciones semiclasicas

halladas en el capitulo 6.

G.2. Representacién Variacional de las Ecuacio-
nes Semiclésicas

Es posible mostrar que las Ecs. (G.22) y (G.23) pueden obtenerse de la
funcién lagrangiana

L(K,k,x,x) =K-X+AK)-K—-6A(X)-X
+ 640 (X) — A(K), (G.24)

donde
840 (X) =6F - X, 5A(X)=-;—6B><X. (G.25)

En las ecuaciones anteriores hemos omitido los subindices de las bandas por
simplicidad.
La funcién lagrangiana anterior resalta el cardcter de potencial vectorial de
A (K) y revela que estas ecuaciones son invariantes ante la transformacién de
norma
A(K) > A(K) + VA (K) (G.26)

donde A (K') es una funcién arbitraria de lo pseudomomentos.
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