
poegredo •n clencl•• flelc•• 
un•m 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA 
DE MÉXICO 

:HA, a~•--~º ;;z;;:;r~:oo3 
· ~ 1-tlVlA1---~d!t:l~'t!!!~~----

ELECTRONES DE BLOCH Y 
EFECTO HALL CUÁNTICO 

T E S 1 S 
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE 
DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA) 
PRESENTA EL MAESTRO EN CIENCIAS 

ALEJANDRO KUNOLD BELLO 

TUTOR MANUEL TORRES 
PRINCIPAL LABANSAT 

Rocío JÁUREGUI 
COMITÉ RENAUD 

TUTORAL GERARDO GARCÍA 
NAUMIS 

MÉXICO D.F. MAYO, 2003 

·TESIS CON 
-FALLA DE ORIGEN 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



PAGINACIÓN 
DISCONTINUA 



A Fen>anda 71 Mateo 

TESIS C'0N 
FALLA DE ORIGEN 



,,. .. 
\" 

Agradecimientos 

A las siguientes personas e instituciones: 

• A mis padres Yuyo y Jaime. 

• A Manuel Torres quien dirigió paciente y comprcnsiva1nentc la realización 
de este trabajo, ayudando a salvar de manera inteligente y atinada Jos 
obstáculos que se presentaron. 

• A Rocío Jáuregui y Gerardo García por las asesorías como rniembros del 
Comité Tutoral y por la lectura de la tesis y sus valiosos comentarios conl.o 
miembros del Jurado. 

• A los miembros del Jurado Eleuterio Castaño, Arkady A. Krokhin, Gastón 
García y Chumin Wang Chcn por la lectura ele la tesis y sus valiosos 
comentarios. 

• A José Luis Cardoso y Pedro Pereyra por las discusiones y valiosos co­
mentarios. 

• A José Luis Mateas por sus valiosos comentarios y asesoría. 

• A Jaime Grabinsky por la cuidadosa lectura y crítica del 1nanuscrito. 

• A Carlos Bungc, Cesar Terrero y Hcctor Vucctich por las asesorías en 
cómputo. 

• A mis maestros Alejandro Ayala, Rafael A. Barrio, Gerardo Carmona, 
Juan Carlos D'Olivo, Jaime Grabinsky, Rocío Jáuregui, Eugenio Ley-l(oo, 
Manuel Lozano, Myrirun l\1onclragon, Luka...;; Ncllen, Pedro Pcreyra y Ma­
nuel Torres. 

• A Yanalté Herrero y Luisa E. Tinaco. 

• A Ma. Luisa Arauja, Lizcttc Ramírcz y IVlartha Tinaco. 

• A Pilar Gonzáles y Georgina Moreno. 

• A Conacyt por el apoyo econón1ico prestado durante la realización de la 
tesis. 

TEC"l~:r. f"\N 
~J- ..... ; ..... 

FALLA-"DE ORIGE·N 



IV 

...... r".r 

TESTS·CON 
FALLA DE ORIGEN 

Agradecimientos 

• A la División de Ciencias Básicas e Ingeniería y al Departamento de Cien­
cias Básicas de la UAM-A, por el apoyo económico. 

• Al Instituto de Física de Ja UNAM por el apoyo económico y hospitalidad . 



Resumen 

El propósito de este trabajo es estudiar el efecto Hall Cuántico a través de 
sus simetrías y aspectos topológicos. Consideramos el modelo que consiste de 
un electrón en un potencial periódico bidimensional sujeto a campos eléctrico 
y magnético uniformes. El campo magnético se encuentra en dirección perpen­
dicular al plano y el campo eléctrico es paralelo al mismo. Denominarnos a éste 
el problema eléctrico magnético de Bloch bidimensional (EMB). 

Se estudian las simetrías del problema EMB, entre ellas las traslaciones 
eléctrico-magnéticas. Aplicando condiciones de conmensurabilidad, racionalidad 
del flujo magnético y de la dirección del campo eléctrico, se obtiene un conjunto 
completo de simetrías que conmutan entre si y la base de funciones de Bloch­
Floquet. 

Por medio de una representación matricial del problema EMB que generaliza 
a la ecuación de Harper incluyendo los efectos del campo eléctrico y el acopla­
miento entre niveles de Landau, se obtiene el espectro del electrón. 

El problema EMB presenta interesantes fenómenos de localización y difusión 
que son de gran interés en el estudio experimental de la mecánica cuántica de 
sistemas clásicamente caóticos. Por medio de la evolución de un paquete de 
ondas se estudian algunos de estos fenómenos. 

Utilizando Jos formalismos de segunda cuantización y dinámica semiclásica se 
calcula la conductividad de Hall que es expresada como un invariante topológico 
entero e independiente de Ja intensidad del campo eléctrico. Los valores obteni­
dos corresponden con algunos resultados experimentales en redes artificiales de 
puntos cuánticos. 
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Abstract 

The object of the present work is to study the quantum Hall effect through 
its symrnetries and topological aspects. We consider the model of an electron 
rnoving in a two-dirnensional lattice in the presence of applied in-plain electric 
field and perpendicular rnagnetic field. We refer to this as the two dimensional 
electric-rnagnetic Bloch problern (EMB). 

The electric-rnagnetic translation operators are studied along with other 
symrnetries of the EMB problern. Applying conditions of commensurability, i.e. 
rationality of the rnagnetic flux and of the direction of the electric field, we 
obtain a complete set of self commuting syrnrnetries and the base of Bloch­
Floquet wave functions. 

The spectrurn of the electron is calculated from a matrix representation of 
the EMB problem which generalizes thc Harper equation by including the effects 
of the electric field and the coupling between Landau levels. 

The EMB problem leads to interesting localization and diffusion phenomena 
that are of great interest to the experimental study of the quantum mechanics 
of classically chaotic systerns. By rneans of the evolution of a wave packet sorne 
of this phenomena are investigated. 

Through second quantization and semi-classical dynamics the Hall conduc­
tivity is shown to be an integer topological invariant that is independent of 
the intensity of electric field. The resulta obtained frorn numerical calculations 
correspond to sorne experimental resulta on arrays of quantum dots. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1. El Efecto Hall 

El efecto Hall cuántico (Ene), descubierto por Klitzing, Dorda y Pepper en 
1980 [1] y el efecto Hall fraccionario, encontrado en 1982 por Tsui, Sronner y 
Gossard [2] han sido campos de estudio muy activos en la física de la materia 
condensada por más de dos décadas. 

La configuración experimental para estudiar el efecto Hall, ya sea clásico o 
cuántico, es esencialmente la misma en cuanto a la disposición de los campos 
eléctrico y magnético aplicados, así como los contactos requeridos para medir 
voltajes y corrientes. Esta configuración se muestra en la figura 1.1. Una película 
de un material conductor o semiconductor lleva una corriente IL debido a la 
aplicación de un campo eléctrico E que establece una caída de potencial VL a 
lo largo de la muestra. La aplicación de un campo magnético B perpendicular 
a la muestra produce una fuerza de Lorentz que desvía a los electrones y huecos 
lateralmente dando lugar a la acumulación de cargas de signos opuestos en la 

d 

Figura 1.1: Esquema de la configuración experimental para medir el ef.;.,to Hall • 
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6 Introducción 

Figura 1.2: Efecto Hall cuántico entero medido a 50mK en una heteroestructura 
de AlGaAs/GaAs (3]. (a) La Resistencia de Hall Rn como función del campo 
magnético B presenta escalones en h/ie2 donde i es un número entero. (b) La 
magnetoresistencia RL prácticamente se cancela en las mismas regiones donde 
se presentan las mesetas de Rn. 

dirección transversal. El gradiente de densidad de carga, a su vez, genera un 
campo eléctrico que contrarresta a la fuerza de Lorentz. Así se establece una 
diferencia de potencial Vn, llamado potencial de Hall. 

El efecto Hall clásico puede entenderse en términos de estas consideraciones. 
La resistencia de Hall clásica Rn, definida como el cociente de la diferencia de 
potencial de Hall y la corriente depende linealmente del campo magnético 

Rn = Vn = _!!__ 
IL noe 

(1.1) 

donde e es la carga del electrón y no es la densidad superficial de portadores. 
La relación lineal entre la resistencia de Hall y el campo magnético fue probada 
experimentalmente en el siglo XIX. 

La medición de la resistencia de Hall ha sido utilizada ampliamente en la 
determinación de algunas de las propiedades electrónicas de los materiales, por 
ejemplo la densidad de portadores. 

La cuantización del efecto Hall (ver figura 1.2) ocurre en sistemas bidimen­
sionales de electrones a muy bajas temperaturas e intel1808 campos magnéti­
cos. Bajo estas condiciones, la conductividad de Hall como función del campo 
magnético presenta mesetas en los múltiplos enteros de e 2 /h. Por otro lado, 
la resistencia presenta escalones en Rn = h/ie2 donde i es un número entero. 
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FALLA DE ORIGEN 



1.1 El Erecto Hall 
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Figura 1.3: Efecto Hall cuántico fraccionario a 85mK en una heteroestructura 
de GaAs/Al,,,Ga1 _,,,As [7]. La magnetoresistencia R¿ y la Resistencia de Hall 
Rn se presentan como funciones del ca.J11po magnético. Para la resistencia de 
Hall pueden observarse escalones en valores fraccionarios de h/e2 y para RL se 
observan ceros coincidentes con dichos escalones. 

Cada una de estas mesetas coincide con un mínimo en la rnagnetoresistencia 

{1.2) 

La cantidad RK = h/e2 ha sido adoptada como una constante universal, cono­
cida como constante de von Klitzing, debido a la precisión de la cuantización 
que es independiente de factores geométricos de la muestra y de la presencia 
de impurezas. Es conocida con una precisión de al menos 1 en 107 [4] y ac­
tualmente se acepta el valor RK = 25812. 8070 (5]. Las mediciones del EHC se 
utilizan también para determinar con alta precisión la constante de estructura 
fina a-1 = 47rE0 f"u;/e2 ; considerando que la velocidad de la luz e y la cons­
tante magnética µo son conocidas de manera exacta, se obtiene un valor para 
o-1 = 137. 035991 ±O. 000008 (1, 6]. 

El efecto Hall cuántico ha sido observado en sistemas muy diveraos. En 
las mediciones de EHC von Klitzing empleó un transistor de efecto de C<UD­

po (MOSFET) de Si/Si02 con movilidades entre 3 y 5m2 /Vs. Por otra parte, 
Tsui, Stormer y Gossard [2] hicieron sus mediciones en heteroestructuras de 
GaAs/Al.,Ga1 _.,As con mayores movilidades (entre 8 y 10m2 /Vs [2, 3]) y con 
campos magnéticos más intensos, lo que les permitió observar el EHC fraccio­
nario. La figura 1.3 muestra mediciones típicas del EHC fraccionario a campos 
magnéticos muy intensos. Se observa que la resistencia de Hall Rn como fun­
ción del campo magnético presenta escalones en múltiplos fraccionarios de h/e2 

y la magnetoresistencia muestra fuertes modulaciones cuyos mínimos coinciden 
con las mesetas de RH [8]. En cada escalón de RH se observa que la resistencia 
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Si~ 

Metal 

p-Si 

Introducción 

--+-- Capa de 
Inversión 

Emisor 

Figura 1.4: Esquema de un MOSFET. Se utiliza Si02 como compuerta dieléctri­
ca. La aplicación de un voltaje Va permite modificar la cantidad de niveles 
ligados en Ja interfase Si - Si02 y también Ja densidad del gas bidimensional 
de electrones 

longitudinal prácticamente se cancela, los voltajes correspondientes pueden ser 
menores a io-14V. 

Los mecanismos responsables del EHC entero y fraccionario son completa­
mente diferentes a pesar de la aparente similitud entre los resultados experi­
mentales. En el primer caso el papel de Jos electrones independientes es decisivo 
mientras, que el segundo sólo puede ser entendido a través de la interacción 
electrón-electrón que da lugar a fenómenos colectivos. 

1.2. Gas Bidimensional de Electrones 

El ímpetu en el estudio del efecto Hall cuántico, de sistemas bidimensio­
nales casi ideales de electrones. Estos sistemas pueden lograrse por medio del 
confinamiento de electrones en pozos cuánticos muy delgados. 

El EHC es comúnmente observado en un MOSFET como el que se muestra 
en Ja figura 1.4 (9]. Estos sistemas consisten de un semiconductor (Si) dopado 
positivamente, una película aislante (Si02) y un electrodo metálico. Al aplicarse 
un voltaje de compuerta Va entre el metal y la interfase semiconductor-aislante, 
las bandas de valencia y conducción del Si se doblan. A medida que la banda 
de conducción se curva por debajo de Ja energía de Fermi, se forma un potencial 
atractivo para Jos electrones en la interfase entre el semiconductor y el aislante. 
Este pozo de potencial posee niveles ligados e i para los electrones de Ja banda de 
conducción (ver Ja figura 1.5). Si Va es suficientemente intenso, los electrones se 
acumulan en el pozo de potencial formando un gas bidimensional de electrones 
en la interfase Si - Si02. La ventaja de este dispositivo es que permite variar 
la cantidad de electrones en el pozo . 
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1.2 Ga11 Bidimensional de Electronea O 

Si.Da p-Si. 

Banda de Cooducdo 

Figura 1.5: Esquema de bandas de un MOSFET de Silicio. El Si, dopado posi­
tivamente tiene niveles aceptares en EA· El potencial de compuerta Va dobla 
la banda de conducción hasta que queda por debajo de la energía de Fermi en 
la interfase Si - Si02 • En esta región los electrones de la banda de conducción 
pueden ocupar los niveles ligados e; formando un gas bidimensional. 

Otra forma común de crear una capa bidimensional de electrones es utilizar 
heterouniones de materiales que tienen diferentes anchos de brecha energética. 
Algunas heterouniones se crecen alternado capas de AsGa dopado a diferentes 
concentraciones de Al (10) o In (11). La más utilizada es la den - GaAs/p -
Al.,Ga1 _.,As. Los parámetros de red de ambas aleaciones son prácticamente 
idénticos por lo que se consiguen uniones con altas calidades cristalinas. La 
brecha del GaAs es más ancha que la del Al.,Ga1 _.,As por lo que al variar 
la concentración x de Al, la estructura de bandas puede ser ajustada entre 
la del GaAs y la del AlAs. En la figura 1.6 puede verse que en la vecindad 
de la unión las estructuras de bandas de ambas aleaciones, que originalmente 
difieren en C91 - t:92 (figura 1.6), se unen paulatinamente. La diferencia entre 
las brechas se reparte aproximadamente 40 % en la banda de valencia y 60 % en 
Ja de conducción 

(1.3) 

donde at:c corresponde a la banda de conducción y acv a la de valencia. El do­
blamiento de las bandas ocurre a lo largo de una distancia de aproximadamente 
lOOÁ, mucho mayor que Ja región de intercambio de cargas en la inteñase. En 
equilibrio térmico, la energía de Fermi EF tiene el mismo valor en a.rnbos lados 
de la unión y a bajas temperaturas se encuentra cerca de los niveles aceptares 
EA del lado dopado positivamente y de los niveles donares Eo del lado dopado 
negativamente. El doblamiento de las bandas en la región de transición tiene 
el efecto de colocar electrones en los niveles aceptares del semiconductor tipo p 
y de dejar vacancias en los niveles donares del semiconductor tipo n. Esto da 
Jugar al espacio de carga en el que una zona de estados ionizados fijos en el 
espacio forman una doble capa a lo largo de la unión. La polarización de carga 
produce una diferencia de potencial eléctrico que dobla las bandas formando 
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Figura 1.6: Esquema de bandas de una heterojuntura de Al.,Ga1-zAs/GaA11. 
El GaAs, dopado positivamente tiene niveles aceptores en E,. y el Al.,Ga1_.,Aa 
tiene niveles donores en Cv que se encuentran muy próximos a la energía de 
Fermi Ep. Las bandas de ambas aleaciones empatan en una longitud de aproxi­
madamente 100.Á. El Al.,Ga1_.,As tiene una brecha E91 mayor que el del GaAs 
dado por Eg2· Lli.Ev y Lli.t:c son las discontinuidades de la. banda de valencia y 
de conducción respectivamente. 

un pozo cuántico cerca de la unión. Los electrones en la superficie de Ferrni 
quedan atrapados en los niveles ligados e; del pozo cuántico, formando un gas 
bidimensional en la localidad de la unión [12]. 

Las interfases de AsGa han permitido la fabricación de redes artificiales de 
antipuntos cuánticos. Actualmente existen varias técnicas para fabricarlas. La 
más común es la litografía con haces de iones [13] o electrones [14, 15]. Un méto­
do más reciente para construir una red de antipuntos cuánticos, como la que 
se muestra en la figura 1.7, es la litografía de microscopio de fuerza atómica 
(MFA)[13]. La superficie de Al.,Ga,_.,As cubierta de agua, es oxidada localmen­
te aplicando un voltaje a través de la punta de un MFA. Las regiones oxidadas 
funcionan como un material aislante por lo que los electrones experimentan un 
potencial repulsivo al encontrarse en su vecindad. De esta manera se consiguen 
potenciales periódicos con grandes parámetros de red (300nm) y altas movili­
dades (80m2 /Vs). 

1.3. Oscilaciones de Shubnikov-de Haas y Efecto 
Hall Cuántico 

En esta sección y en la próxima presentaremos algunos elementos que se uti­
lizan en la descripción de la dinámica de electrones en sistemas bidimensionales 
cristalinos y en presencia de campos magnéticos. 

En la aproximación de masa efectiva, los eigenvalores de la energía para un 
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6µrn a 300nrn b 
Figura l. 7: Arreglo de antipuntos cuánticos en una heteroestructura de 
GaAs/Al,.Ga1 _,,As. La superficie mojada de GaAs es oxidada por medio la 
aplicación de un voltaje entre la punta de un MFA y la heteroestructura. (a) El 
arreglo de antipuntos cuánticos funciona como un cristal artificial de 60µn1 y 
20 x 20 puntos de red. {b) El parámetro de red es de aproximadamente 300nm. 

electrón restringido a un plano son 

fi.2 fi.2 
E:; (k,., k 11 ) = 2 rn• k; + 2rn• k~ +e¡, j = 1,2, ... (1.4) 

donde k,. y k 11 son las componentes del vector de onda del electrón, rn• es la 
masa efectiva en el plano de movimiento libre y EJ son los niveles ligados de 
energía asociados al confinamiento en la dirección z. 

Si se aplica un campo magnético intenso B a lo largo del eje z el electrón es 
forzado a adoptar órbitas de ciclotrón cuya frecuencia está dada por 

eB 
Wc = 

711 
•• (1.5) 

Así, el campo magnético produce una cuantización adicional del espectro de 
energía 

Cv.; = (v + ~) liwc +e;, v, j = o, 1, 2, .... (1.6) 

A temperaturas y densidades electrónicas bajas, sólo la banda inferior (eo) se 
encuentra ocupada, por lo cual el espectro queda completaniente descrito por 
el primer término de la Ec. (1.6). Los niveles de energía obtenidos son l1B1Dados 
niveles de Landau. 

Los niveles de Landau son altamente degenerados y uno solo de ellos puede 
contener un gran número de electrones. En una muestra típica, el número de 
estados ne en cada nivel de Landau es igual al número de ftuxones IJlaglléticos 
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SB 
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(1.7) 

Un nivel de Landau está lleno cuando cada uno de sus estados degenerados se 
encuentra ocupado por un electrón. El número de niveles de Landau que se 
encuentran llenos se llama factor de llenado "L y es un número racional. Si N 
es el número total de electrones, el factor de llenado está dado por 

N <Po 
l'L = - =no-. 

ne B 
(1.8) 

El factor de llenado puede entonces ser considerado como el número de electrones 
de conducción por unidad de ftuxón </Jo. Combinando las Ecs. (1.1) y (1.8) se 
obtiene para la resistencia de Hall 

(1.9) 

lo cual muestra que si la densidad de electrones y el campo magnético se ajustan 
de tal manera que l'L sea entero, los valores observados para el EHC entero se 
explican por la Ec. {1.9). Todos los niveles de Landau del gas bidimensional 
de electrones ideal transportan la misma cantidad de corriente de Hall (ver 
sección 6.1). Por lo tanto, una vez que la energía de Fermi se encuentra entre 
dos niveles de Landau ya sea por la variación de no o B, la conductividad de Hall 
permanece constante. Esto explica la observación experimental de los escalones 
en la conductividad como función de la densidad de portadores [1] o del campo 
magnético [2]. 

El EHC presenta una situación muy especial, la conductividad CTzz, que des­
cribe a la densidad de corriente J a lo largo del campo eléctrico y la resistividad 
p,..,, que define al campo eléctrico a lo largo de la densidad de corriente, se 
anulan simultáneamente. La corriente y el campo eléctrico están relacionados 
por 

J =u-E, E=p·J, (1.10) 

donde u es el tensor de conductividad y p el de resistividad. Se definen como 

u,.,, ) , 
<Tzz 

p = ( Pzz 
-Pz11 

Pz11). 
Pzz 

(1.11) 

La resistencia de Hall está relacionada con el tensor de resistividad por RH 
-p., 11 • El tensor de resistividad es el inverso del tensor de conductividad 

-u,.,, ) . u.,,,, (1.12) 

De esta última expresión observarnos que u.,., = O implica p,.,., =O siempre y 
cuando u,.11 'i' O. La corriente longitudinal depende de la ocupación de electrones 
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en la vecindad de la energía de Fermi, si la ocupación en EF es nula la corriente 
longitudinal ta.nibién lo será. Entonces, si el nivel de Ferrni se encuentra en la 
brecha entre dos niveles de Landau la conductividad y la resistividad longitu­
dinal se anulan. Por el contrario, cuando EF coincide con un nivel de Landau, 
RL toma un valor finito. De esta forma, en la rnagnetoresistencia se deben ob­
servar oscilaciones al variar el campo magnético. Estas son las oscilaciones de 
Shubnikov-de Haas. 

Sin embargo, los sistemas reales son más complicados. La presencia de impu­
rezas e imperfecciones, la interacción de los electrones con los fonones de la red 
y otros factores rompen la degeneración de los niveles de Landau. La densidad 
de estados formada por funciones t5 centradas en las energías l'iwc (n + 1/2) es 
reemplazada por bandas centradas en cada nivel de Landau como se muestra 
en la figura 1.8. Los centros de estas bandas contienen estados extendidos que 
se propagan a lo largo de la muestra, mientras que los extremos poseen estados 
ligados debidos al efecto localizador de las impurezas [16, 17]. El centro de las 
bandas se llama brecha de movilidad y los extremos bordes de movilidad [18]. 
Sólo los electrones que ocupan los niveles de la brecha de movilidad contribuyen 
a la corriente. Así, la configuración de la densidad de niveles se comporta en 
forma similar a la de los niveles de Landau puros. 

Cabe señalar que también la dispersión debida al potencial periódico de la 
red desdobla la degeneración de los niveles de Landau dando lugar a sub-bandas. 
El estudio de la dinámica de electrones en presencia simultánea de un c&JD.po 
magnético y de potenciales periódicos ha tenido una larga historia y recibe el 
nombre de problema de Bloch Magnético (BM). Ha servido en particular para el 
desarrollo de la explicación topológica del efecto Hall cuántico entero, iniciada 
con el trabajo de Thouless, Kohmoto, Nightingale y Nijs [19] 

1.4. El Problema Eléctrico-Magnético de Bloch 

El problema de Bloch Magnético (BM) consiste de un electrón restringido a 
moverse en un plano en el que existe un potencial periódico y, perpendicular a 
éste, un campo magnético. La prescripción de Peierls [20] indica que se puede 
obtener un hamiltoniano aproximado reemplazando la energía particular de una 
banda e (k) por e (1c:) donde .. es un operador cuyas componentes satisfacen 

(1.13) 

Esto es equivalente a reemplazar la ecuación de SchrOdinger en ausencia de cam­
po magnético por una en la que el índice de Bloch k es sustituida por el operador 
(p- eA) /fi en la relación de dispersión. Sin embargo, la sustitución propuesta 
por Peierls no da información respecto al error introducido. Asumiendo esta 
aproximación en el modelo de amarre fuerte para un electrón, Harper derivó la 
ecuación que ahora lleva su nombre [21) 

..¡,..,._, + 2 coa (27r</>rn) ..Prn + t/Jrn+t = e..Prn· (1.14) 
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Aw.(n+l) Aw.{n+t+ l) 11w.(n+2+ u e 
Figura 1.8: Densidad de estados D (E) como función de la energía. Para un gas 
ideal de electrones, la densidad de niveles es un conjunto de deltas localizadas 
en las energías de Landau: 1íw0 (n + 1/2). En presencia de impurezas, los niveles 
de Landau se ensanchan dando lugar a bandas. Los estados en la vecindad de 
las energías de de Landau forman la brecha de movilidad, ya que los correspon­
dientes estado son extendidos. Los estados en los bordes son localizados. 

En esta ecuación <P es el flujo magnético en una celda unitaria en unidades de 
fluxón magnético .Po. 

Una contribución importante para el estudio de las simetrías del problema 
fue hecha por Zak (22], quien encontró las representaciones del grupo de trasla­
ciones magnéticas que resulta de notable importancia en el análisis de múltiples 
aspectos relacionados con el problema de Bloch magnético (23, 24). 

R.auh (25] obtuvo, en el límite de campo magnético intenso, una ecuación 
dual a la de Harper, es decir, con una estructura idéntica a (1.14), pero con el 
flujo magnético reemplazado por su inverso y la energía reescalada por un factor 
dependiente del flujo magnético. El espectro que se obtiene para esta ecuación 
como función de .¡,, ya sea en la aproximación de amarre fuerte o de campo 
magnético intenso, se conoce como mariposa de Hofstadter y tiene la estructura 
que se muestra en la figura 1.9. En la sección 4.4 se estudia el procedimiento 
empleado para obtener este espectro. 

Hofstadter (26, 27] mostró que éste espectro presenta una gran complejidad 
que incluye varios tipos de escalamiento. Cuando <P es un número racional p/ q el 
espectro se compone de q niveles. Dado que en la proximidad de cualquier flujo 
racional es posible encontrar números irracionales para los que el número de 
niveles sería infinito, no resulta obvio que la estructura mostrada se mantenga 
y más aun que pueda ser observada. Hofstadter encontró que para ti> irracional 
el espectro de la mariposa adquiere una estructura homeomórfica al conjunto 
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Figura 1.9: Mariposa de Hofstadter. Los puntos indican los eigenvalores de la 
energía como función del flujo magnético por unidad de celda por unidad de 
fluxón magnético </>o. 

de Cantor (27]; es decir corresponde a un conjunto infinito no numerable pero 
de medida cero. Lo anterior explica porqué, aun cuando se agrega el efecto de 
valores irracionales de tf>, los niveles se organizan de acuerdo a patrones bien 
definidos como los observados en la figura 1.9. Es interesante observar que la 
estructura fractal del espectro de Hofstadter resulta de la competencia del campo 
magnético, que por si sólo produciría estados discretos, con el efecto de la red 
periódica, que en ausencia de campo magnético daría lugar a bandas continuas. 

El espectro de la mariposa de Hofstadter ha sido observado experimental­
mente en arreglos de dispersores resonantes dentro de guías de microondas (28] y 
ondas acústicas (29]. Las ecuaciones que describen a tales sistemas son similares 
a la de Harper. 

Sin embargo, no resulta fácil observar el espectro de la mariposa en sistemas 
bidimensionales de electrones. Para ello se requieren valores de </>/<Po del orden 
de la unidad, pero aun para los campos magnéticos más intensos que se producen 
en el laboratorio, ti> resulta ser sumamente pequeño debido a los diminutos 
parámetros de red que poseen los cristales naturales. No obstante, es posible 
encontrar evidencia del espectro de la mariposa en heteroestructuras laterales 
de alta calidad (30] y en redes artificiales de antipuntos cuánticos (15]. En este 
último experimento, von Klitzing y sus colaboradores, por medio de un haz de 
iones que incide sobre una heteroestructura de GaAa, consiguieron trazar un 
potencial periódico artificial que posee parámetros de red del orden de 120nm. 
En estos sistemas la evidencia del espectro de la mariposa se puede obtener, 
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Figura 1.10: Medición de la resistencias de Hall (Rz11) y longitudinal (Rzz) en 
una red de antipuntos cuánticos con un parámetro de red de 120nm (tomado 
de [15]). (a) Resistencia longitudinal y resistencia inversa de Hall (l/Rz11 ). Los 
valores enteros del inverso de la resistencia de Hall están marcados por medio de 
lineas punteadas horizontales. (b) Comportamientos de la conductancia de Hall 
como función de la energía. Cuando el inverso del flujo magnético por celda en 
unidades de t/Jo < O • 5 la serie de valores que se obtienen para la conductividad 
de Hall son O y l. En el caso en el que t/Jo > O • 5 la serie de valores que se 
obtienen para la conductividad de Hall son O, 1, O y l. 

aunque de forma indirecta y limitada, a través del análisis de la conductividad 
de Hall. 

La idea de este experimento se origina en el trabajo de Thouless, Kohmoto, 
Nightingale y den Nijs [19), quienes mostraron, utilizando la teoría de la res­
puesta lineal de Kubo, que la conductividad de Hall se puede expresar como un 
invariante topológico que toma valores enteros. Para niveles llenos de Landau 
la conductividad adquiere valores que son múltiplos de e 2 /h, y a medida que 
se incrementa Ja energía de Fermi presenta una variación monótona ascenden­
te, de manera similar a lo observado en la figura 1.2. Es razonable esperar que 
las sub-bandas de un nivel de Landau contribuyan a la conductividad con una 
fracción del valor total e 2 /h. Sin embargo, resulta notable que cada una de las 
sub-bandas contribuye con un múltiplo entero de e 2 /h y los valores enteros co­
rrespondientes no siguen en general una secuencia monótona. Así por ejemplo, 
para t/J/t/Jo = 3 un nivel de Landau se rompe en tres sub-bandas que contribu­
yen a la conductividad con valores (en unidades de e 2 /h): 0,1,0. Mientras que 
para 4>/t/Jo =· 3/2, también se tienen tres sub-bandas pero con contribuciones 
a la conductividad que siguen la secuencia: 1,-1,1. Así, en el primer caso se 
espera que a medida que la energía de Fermi cruce por las tres sub-bandas la 
conductividad simplemente se incremente de O a l¡ mientras que en el segundo 
caso se espera observar una secuencia en la que aumente, disminuya y final­
mente vuelva a aumentar. Esto es precisamente el comportamiento observado 
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por von Klitzing y sus colaboradores [15], tal y como se muestra en Ja figura 
1.10. Otros valores de 4> pueden seguir secuencias que denotan una estructura 
de sub-bandas más compleja, sin embargo dichos efectos son muy difíciles de 
observar experimentalmente. 

La mayoría de los trabajos descritos, o bien no consideran el canipo eléctrico, 
o su efecto se incorpora a través de la teoría de la respuesta lineal. En eata 
tesis mostramos que las ideas desan-olladas por Zak [22] en relaci6n al problema 
magnético de Bloch y el acercamiento topol6gico sugerido por Thoule1111 et al. 
(19] para el cálculo de la conductimdad de Hall, se pueden eztender para incluir 
en forTT&a exacta el efecto del campo eléctrico. 

Llamamos problema eléctrico-magnético de Bloch (EMB) a aquel en el que el 
campo eléctrico se incluye en forma exacta. La simetrías del problema EMB com­
binan las traslaciones espacio-temporales con transformaciones de norma, de tal 
manera que las traslaciones espaciales y las evoluciones temporales del proble­
ma de Bloch se generalizan dando Jugar a las traslaciones eléctrico-magnéticas. 
Dichas simetrías resultan fundamentales para encontrar Jos eigenvalores de Ja 
energía del sistema y los correspondientes eigenvectores. El espectro obtenido 
para el problema EMB es una generalización del espectro de Ja mariposa de 
Hofstadter. El formalismo desarrollado sirve para analizar algunas propiedades 
de localización electrónica. Además, permite extender Jos resultados de Thou­
Jess et al. relacionados con Ja interpretación topológica de Ja conductividad de 
Hall. Debido a que el método no se restringe a Ja teoría de la respuesta lineal, 
es posible calcular correcciones no-lineales para la conductividad de Hall, y la 
magnetoresistencia. 

1.5. Contenido 

En el capítulo 2 se estudian las simetrías del problema EMB, entre ellas 
las traslaciones eléctrico-magnéticas. Se discute como al agregar las rotaciones, 
dilataciones y boosts se obtiene el grupo magnético de simetrías. 

En el capítulo 3 se discuten las condiciones de conmensurabilidad, que son 
necesarias para obtener un conjunto completo de simetrías que conmut.an en­
tre si a partir de las traslaciones eléctrico-magnéticas. Se introduce el l1B.01ado 
operador de traslación de la energía. Con estos ingredientes se construyen las 
funciones de Bloch-Floquet y se estudian sus propiedades. En particular se de­
duce un ecuación efectiva de SchrOdinger, en Ja cual Ja derivada temporal es 
sustituida por una derivada direccional del pseudomomento. 

En el capítulo 4 se obtiene una ecuación secular que generaliza a Ja de Harper 
al incluir los efectos del campo eléctrico y el acoplamiento entre niveles de 
Landau. Se obtiene un representación matricial explícita para esta ecuación 
describiéndose Jos métodos utilizados para obtener resultados numéricos, entre 
Jos cuales se incluyen: método de fracciones continuas y solución adiabática. Se 
discute en detalle el espectro, así como otras propiedades de las soluciones para 
diversas elecciones de Jos parámetros relevantes del problema. 

En el capítulo 5 se analiza la evolución de un paquete de ondas, así corno su 
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relación con algunas propiedades de localización y difusión. 
Con base en los resultados anteriores y utilizando los formalismos de segunda 

cuantización y dinántica semiclásica, en el capítulo 6 se analiza la conductividad 
de Hall. Se demuestra que ésta puede expresarse en términos de un invariante 
topológico, que toma valores enteros. Se presenta un método numérico para 
calcular dichos enteros y se analizan las secuencias obtenidas. 

Finalmente, en el capítulo 7 se presentan las conclusiones de este trabajo . 
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Problema Simetrías del 
Eléctrico-Magnético 
Bloch 
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En el capítulo anterior se explicaron las configuraciones experimentales en 
las que se puede observar el EHC. Todas ellas consisten de un sistema bidimen­
sional de electrones sometido a la acción de campos magnético y eléctrico y un 
potencial periódico. Este último puede deberse principalmente a la estructura 
cristalina natural del material o, a la presencia de una red artificial de antipun­
tos cuánticos. En algunos de estos sistemas la presencia de impurezas juega un 
papel muy importante, pero en este trabajo, despreciaremos su efecto. 

Por ello se justifica el estudio del sistema formado por un electrón de Bloch 
en presencia de campos magnético y eléctrico uniformes. Un electrón de Bloch 
consiste en un electrón que está sometido al efecto de un potencial periódico que, 
en este caso, se encuentra sobre un plano. El cantpo magnético uniforme es per­
pendicular al plano y el campo eléctrico se encuentra contenido en él. Llamarnos 
a éste el problema de Bloch eléctrico-magnético (EMB). En particular, estarnos 
interesados en las simetrías de este problema. En este capítulo se obtienen y 
estudian las simetrías que posee el problema de Bloch eléctrico-magnético. 

2.2. El Problema Eléctrico-Magnético de Bloch 

Para el propósito de nuestra investigación considerarnos el movimiento de un 
electrón en un potencial periódico bidimensional, sujeto a un campo magnético 
uniforme B aplicado perpendicularmente al plano, y a un campo eléctrico cons­
tante E paralelo al mismo. La dináinica del electrón puede ser descrita por la 
ecuación de SchrOdinger dependiente del tiempo. Es posible elegir una norma 
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en la que la ecuación de SchrOdinger sea independiente del tiempo, pero, como 
veremos más adelante los operadores de simetrfa se vuelven dependientes del 
tiempo. La ecuación de SchrOdinger es entonces 

SI?#) = [ ~ (Il~ + nU + V - Ilo] I?#) = O, (2.1) 

donde los operadores de velocidad [31) están dados por 

n,. =p,.+A,., (2.2) 

con Po y p 1 c2 ¡ los operadores de energfa Po = ilJ/lJt y momento P1 -ilJ/lJx, 
P2 = -ilJ/lJy. Las unidades han sido elegidas de tal manera que B = li =e= 
Tn =l. Esto es equivalente a medir energías en unidades de 

(2.3) 

donde Wc es la frecuencia angular de ciclotrón, e y tn son la carga y la masa 
efectiva del electrón y B el módulo del campo magnético. Las longitudes se 
miden en unidades de la longitud magnética lo dada por 

lo= [1i Vdi (2.4} 

y, consecuentemente, los momentos se miden en unidades de li/l0 • En el apéndice 
A se explica como restaurar las unidades en las cantidades que aparecen a lo 
largo del texto. 

Frecuentemente utilizaremos notación covariante con los vectores espacio­
temporales zo = t, xi = x y x 2 = y. 

La Ec. (2.1) puede ser considerada como una ecuación de eigenvalores para el 
operador S con eigenvalor O. Con la finalidad de simplificar la discusión posterior 
de los operadores de simetría, es conveniente considerar el potencial vectorial 
A,. en una norma arbitraria. Para ello se introduce un conjunto de parámetros 
/30, /31 y /32 asociados a la norma. Los resultados ffsicos deben ser independientes 
de estos pará.nietros. Los potenciales escalar y vectorial quedan dados por 

Ao = (/31 - D E,.x + (/32 - D E.,y, 

A1 = - (/31 + D E.,t+ (Po -D By, 

A2 = - (132 + D E 11t + (.Bo + D Bx 

(2.5) 

y en forma abreviada se puede escribir como 
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donde 
(/:11 - !) E,. 

o 
(/:10 + !)B 

21 

(/:12-.!.)E,,) 
(.Bo- )) B . 

o 
(2.7) 

Este potencial produce los campos correctos e independientes de los pará.nietros 
{:1. La parte antisirnétrica del tensor A,.., contiene la información de los campos 
y la simétrica la de la función de norma. 

El potencial periódico de la red puede ser representado por una descompo­
sición de Fourier 

~ (,211"rZ .211"BJI) V(x,y) = ~11r•exp 1-
0
-+1-

0
- • 

r,• 
(2.8) 

sin embargo, por simplicidad en varias ocasiones consideraremos el potencial 
anisotrópico 

V (z,y) = U 0 [cos (2:"') + Ácos (2:11 )] . (2.9) 

El pará.nietro Á permite modificar la anisotropía de la red. El caso especial Á = 1 
corresponde a un potencial isotrópico. 

2.3. Traslaciones Eléctrico-Magnéticas 

A pesar de que las ecuaciones de movimiento clásicas permanecen invariantes 
ante traslaciones espaciales y evoluciones temporales, la ecuación de SchrOdin­
ger se transforma. Esto se debe a que la dinámica cuántica utiliza al potencial 
vectorial que depende de las coordenadas espaciales y el tiempo. Una traslación 
o evolución temporal de la forma :z:" -+ x"' + e" ocasiona que el potencial vecto­
rial se incremente en una constante 6A,, = A,, ... c"' que altera la estructura de la 
ecuación de Schrodinger (2.1) a través del operador de velocidad. Sin embargo, 
el cambio en el potencial vectorial puede también ser entendido corno una traruo­
formación de norma de la forma A,. -+A,.+ 8A/8z" en la que A= A,..,z"c". 
Esto sugiere que la diná.Jnica cuántica del sistema permanecerá invariante ante 
la acción combinada de una traslación espacio temporal y una transformación de 
norma. Basados en esta idea se pueden obtener los correspondientes generadores 
de simetría. 

Es interesante observar que a nivel clásico aparecen constantes de movimien­
to análogas a las que obtenernos en el caso cuántico. Empezarnos por estudiar 
el problema clásico y consideremos primero un electrón en un plano sujeto a un 
campo magnético uniforme B perpendicular al plano y a. un ca.rnpo eléctrico 
constante E sobre el mismo caracterizado por la función lagrangiana siguiente 

L ( x, :i:, Á) = ~ (±2 + li2
) - A· :i: + Ao + Á, (2.10) 

donde A es una función arbitraria que está asociada a la norma elegida para 
el potencial vectorial. A participa en la función lagrangiana como una. derivada 

----------=o ;afQeJ tiempo por (o que DO &itera Ja dffiáriiica deJ BlSteiDa. 
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La función lagrangiana del sistema también puede escribirse en forma cova­
riante como 

( 
. ) 1 .,. . .,. "A ¡ L z",:i:",A = -2z z,. +z z ,.., +u, (2.11) 

donde hemos usado la relación :i:2 + y2 - 1 = :i:":i:,.. 
Para obtener las corrientes conservadas de este sistema [32] estudiamos una 

transformación que deja invariante a la función lagrangiana. Esta consiste de la 
composición de una traslación espacio temporal uniforme e infinitesimal y una 
transformación de norma, dadas por 

(2.12) 

donde 6z" = (6t,6z,6y). Utilizando las ecuaciones de movimiento, la variación 
total de la función lagrangiana se puede escribir como 

d (8L 8L 8L ) 8L 
6L = dt O:i: 6z + Of¡ 6y + OÁ 6A + éJt 6t. (2.13) 

La derivada con respecto al tiempo en el término de la derecha de la ecuación 
anterior corresponde a la función de energía Pt = Po [33] 

(2.14) 

donde 
.8L .8L ¡8L L 

Pt = z 8:i: + y 8fJ + ,. IJÁ - (2.15) 

y en este caso particular corresponde a la energía del sistema. Es importante 
notar que Pt no depende de la norma dado que en los últimos dos términos 
de la ecuación anterior se cancela toda dependencia de A. Sustituyendo en la 
variación de la función lagrangiana obtenemos 

d 
6L = dt ( -p,6t + p,,6z + p 116y + 6A) 

=:Ji (-p,.6z" -A.,,.z"6z") =-:Ji (0,.6z") (2.16) 

donde 
O,. =p,. +A.,,.z" =p,. +A,.. (2.17) 

Hemos entonces demostrado que la conservación de la cantidad O,. es una conse­
cuencia de la invariancia de la función lagrangiana ante la combinación de una. 
traslación espacio temporal y un cambio de norma de la forma. (2.12). Como 
veremos a continuación estas corrientes conservadas tienen la misma estructura 
que los generadores de las traslaciones y evoluciones eléctrico-magnéticas EM. 

Las corrientes (2.17) también pueden ser deducidas por medio de argumen­
tos cuánticos. Consideramos primero la ecuación de SchrOdinger sin potencial 
periódico 
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Ante una transformación espacio temporal de Ja forma 

(2.19) 

los operadores de velocidad (2.2) se transforman de la siguiente manera 

(2.20) 

Por lo cual Ja ecuación de SchrOdinger no permanece invariante, sin embargo, el 
efecto de las traslaciones y evoluciones puede ser entendido como una transfor­
mación de norma. Entonces, agregando una transformación de norma a (2.19) 
que compense el corrimiento en la Ec. (2.20), obtenemos 

e-i.6z"(p ... +A ...... z .. >nµe•6z"'(p.+A ..... z") = Oµ. (2.21) 

dando lugar al generador 01e. = p"' + A.,"':z:"' = P1e. + Á"' de las traslaciones EM 
T,. = exp (ióx"O,.). Explícitamente, las componentes del potencial .A,. son 

Áo = (t11 + D E.,x+ (.s2 + ~) E 11 y, 

A1 = - (.si - D E.,t + (.so + D By, 

A2 = -(.82 - ~) E 11t+ (Po -D Bx. 

(2.22) 

Comparando los potenciales A,. con A,. vemos que el segundo puede considerarse 
como un potencial para el cual los campos magnéticos y eléctricos se invierten: 
.B -+ -.B y E -+ -E. 

En presencia de un potencial periódico 

V (x,y) =V (x +a,y) = V(z,y +a), (2.23) 

como el de la Ec. (2.9), la invariancia ante traslaciones infinitesimales se pierde. 
Una traslación arbitraria transforma al potencial de la siguiente manera 

TiV(z,y)Tl = V(z+b,y) ""V(x,y), 

T 2 V (x, y) TJ = V (x, y+ 5y) "" V (x, y), (2.24) 

por lo que los generadores de traslaciones EM dejan de ser simetrías del hamilto­
niano a menos que restrinjamos las transformaciones a traslaciones en múltiplos 
del parámetro de red. 

Definimos las traslaciones eléctrico-magnéticas finitas (34] como 

Tµ = e-•c,.O,,.' (2.25) 

donde c 1 y é' deben ser múltiplos enteros del parámetro de red a y co no ha 
sido establecido. En la definición (2.25) no se adopta la convención de la suma. 

.. TESISCON 
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A To también lo denominamos operador de evolución eléctrica ya que además 
de producir un desplazamiento temporal, introduce una fase eok que depende 
del campo eléctrico. De manera silJlilar, llamamos traslaciones magnéticas a Ti 
y T 2 ya que cuando el campo eléctrico es nulo estas se reducen a la combinación 
de una traslación espacial y un cambio de norma asociado al campo magnético. 
El concepto de traslación magnética fue inicialmente discutido por Zak [22]; una 
extensión para incluir el efecto del campo eléctrico fue presentado por Ashby 
y Miller [34]. Sin embargo, en este último trabajo los generadores de simetrías 
mezclan los efectos de la.s traslaciones espaciales con las temporales. Para nues­
tros propósitos es conveniente, en cambio, separar por un lado el operador de 
evolución eléctrica T 0 y por otro el de las traslaciones Ti y T 2 • Esto probará ser 
esencial para poder resolver la ecuación de SchrOdinger (2.1). 

De las expresiones anteriores es posible calcular los siguientes conmutadores 

[II,.,ll.,] =i(A.,,. -A,..,), 
[O,., O.,] = i (A,.., - A.,,.), 
[O,.,ll.,]=O, 

donde el tensor antisimétrico 

A,.., - A.,,. = ( =~: ~: t ) 

(2.26) 

(2.27) 

contiene sólo a los campos, es decir, es independiente de la norma. Si restable­
cemos las unidades en estos conmutadores obtenemos 

[II;,II.;] = -i ~BE;J, [llo,II;) = -ilie E,, 
71l .... 

i,; = 1,2, (2.28) 
[O;, O;]= ilieBte;;, [Oo, O,] = ilieE,, 

donde "•i es el tensor antisimétrico bidimensional tal que Eu = E22 = O y 
Et2 = -E:2J. = l. 

Los conmutadores del segundo renglón de la Ec. (2.26) son parte de un álge­
bra de Lie más general del grupo Euclidiano bidimensional eléctrico-magnético 
[35, 36]. 

Posteriormente utilizaremos la transformación (z,.,p,.)-+ (ll,.,O,.), sin em­
bargo, los conmutadores {2.28) sugieren que no es canónica, por lo tanto resulta 
conveniente definir un nuevo conjunto de operadores dados por 

1 2 Qo = t, Po = Oo - 2E , 
Qi =ll2+Ez, Pi= IIi -E11 , 

Q2 = Oi - E,, - Ezt, P2 = 02 +E,. -E11t, 

que satisfacen la regla de conmutación 
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[Q,., P.,] = -ig,.., 

(2.29) 

(2.30) 
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donde g,. .. es la métrica 

( 

-1 

g,. .. = ~ (2.31) 

De la relación anterior se infiere que la transformación (z,.,p,.)-+ (Q,.,P,.) es 
canónica y por lo tanto debe existir un operador unitario que conecte a anibos 
conjuntos de variables. En la norma simétrica, Po = -/11 = -/12 = 1/2, esta 
transformación unitaria está dada por [37) 

(2.32) 

La transformación unitaria U en una norma general puede obtenerse agregando 
a (2.32) una trasformación de norma apropiada. La relación de las variables 
espaciales (x, y) con los nuevos operadores no depende de la norma ya que 
tenemos 

X =Qi -P2, 

sin embargo para Jos momentos tenemos 

Pz = G - /Jo) Q2 + G +/Jo) P, + G + /11) E.,Qo + Ev, 

Pv = G - /Jo) Q1 + G +/Jo) P2 + G + /12) EvQo - E.,. 

(2.33) 

(2.34) 

Aun así, la ecuación de Schrodinger (2.1) expresada en las nuevas variables no 
presenta dependencia explícita de la norma de acuerdo con 

(2.35) 

Es posible definir operadores tipo oscilador armónico a partir del término de 
energía cinética de la ecuación de SchrOdinger corno 

A = ~ (Pi - iQ,) , (2.36) 

lo que permite escribir al operador de SchrOdinger en la siguiente forma 

( AtA+ ~ + V-EP2 -Po) l.P) =0. (2.37) 

El término de oscilador armónico da lugar a los niveles de Landau. 
El operador Po contiene el término iéJ/8t, por lo cual el hamiltoniano se 

puede identificar por 
1 

H = At A+ '2 +V - EP2 • (2.38) 
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2.4. Rotaciones Magnéticas 
En ausencia de potencial periódico, una rotación alrededor del eje del campo 

magnético deja a las ecuaciones clásicas de movimiento inalteradas, sin embargo, 
la ecuación de Schrooinger se ve modificada debido a que el potencial vectorial 
depende de la posición. De manera similar al de las traslaciones magnéticas, 
dicho cambio se puede compensar por una transformación de norma dando 
lugar al generador de rotaciones magnéticas. Consideraremos en esta sección el 
caso sin campo eléctrico, su inclusión será discutida en la sección 2.6. 

Consideremos ahora una rotación simple infinitesimal y un corrimiento en 
la norma de la forma 

X -J> X -y6a., y -+ 11 + xóa, A-+A+óA, (2.39) 

donde óa es un ángulo de rotación infinitesimal. La función lagrangiana perma­
nece invariante ante esta transformación. Sustituyendo la transformación (2.39) 
en (2.13) obtenemos la variación de la función lagrangiana 

d 
6L = dt [(xp~ - yp.,) óa +{Jo (x2 

- y 2
) óa] . (2.40) 

La función xp11 - YP:z: +Po (x2 -112 ) es una cantidad conservada que tiene la 
misma forma que el generador de rotaciones magnéticas que podemos encontrar 
empleando argumentos cuánticos. Primero consideremos una rotación magnética 
finita que consiste de una rotación y una transformación de norma de la forma 

(2.41) 

Definimos la siguiente función auxiliar 

f (a)= e-•(zp.,-11p.+A)oD1e•(;rpw-1111.+A)o = 01 cosa+ D 2 sino, (2.42) 

que representa el efecto esperado para la rotación del operador de velocidad Il1 . 
La función anterior debe cumplir las siguientes condiciones 

f' (O)= i [n,,xp., - YPz +A]= Il2, 
J" (O)= - [[Il,,xp., - yp., +A] ,xp~ - yp., +A]= -n,, 

lo que implica que 

[Il1,xp~ -yp., +A]= -ill2 + 2i{Joz + [Il1,A] = -ill2, 
(Il2, xp~ - yp., + A] = ill1 - 2ifJoy + [Il2, A] = iil1, 

que a su vez quiere decir que 

(Il1,A] = -2ifJox, 

Entonces, el cambio de norma debe estar dado por la siguiente expresión 
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A = fJo (x2 - 112) . 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

... 
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Finalmente, el generador de rotaciones magnéticas .:T se escribe como la combi­
nación de la rotación xp11 - yp,. y la transformación de norma A obteniéndose 

.7 = xp., - yp,. + /3o (z2 - y2) (2.47) 

El tercer término en el lado derecho de la Ec. (2.47) depende únicamente de 
los parámetros de la norma elegidos en la Ec. (2. 7). Para la norma simétrica, 
en la que {30 = O, este término es cero y la rotación magnética se reduce al 
momento angular en la dirección del campo magnético. 

El generador de las rotaciones magnéticas puede escribirse en forma inde­
pendiente de la norma en términos de los operadores n y de los generadores de 
las traslaciones EM o de los operadores de escalera (2.36) como 

.7 = ~ (II~ +n~) - ~(O~ +on = AtA-BtB (2.48) 

donde hemos definido el operador de escalera 

B = ~ (P2 - iQ2) (2.49) 

para los generadores de las traslaciones EM. De esta forma simplificada del ge­
nerador de rotaciones se pueden calcular las siguientes reglas de conmutación 

[Il1, .7) = -iII2, 
[Il2, .7) = iII1 , 

(01,.7) = -i02, 

(02, .7) = 'º•· (2.50) 

De la forma (2.48) para el generador de rotaciones, también podemos rees­
cribir el ha.Iniltoniano en términos de las constantes de movimiento como 

H = ~(O~+ O~)+ .7. (2.51) 

Cuando agregamos el potencial periódico, se pierde la invariancia ante rotacio­
nes infinitesimales. Entonces, se podría pensar que el concepto de rotaciones 
magnéticas no es de utilidad en el estudio del problema con campo eléctrico 
que nos concierne. Sin embargo, en la sección 4.6, veremos que las rotaciones 
magnéticas permiten relacionar entre si los espectros y las funciones de onda 
correspondientes a diferentes orientaciones del campo eléctrico. 

2.5. Dilataciones 

En presencia de un potencial periódico, .7 deja de ser una simetría del siste­
ma. Sin embargo, es interesante estudiar el caso de rotaciones que llainaremos 
rotaciones conmensurables. Decimos que una rotación en un ángulo 8 que cum­
ple la condición 

(2.52) 

es conmensurable si Tn1 y Tn2 son números enteros. En general estas rotaciones 
no son simetrías del cristal y, por lo tanto, tampoco son simetrías de Ja función 
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.. 

cada Unitaria 
Original 

~ 
Nueva Celda 

Figura 2.1: Rotación conmensurable. En este caso 1111 = 1112 = 1 y el ángulo 
conmensurable es 8 = 45°. Sobre la red cristalina original con parámetro de red 
a se puede identificar una nueva celda unitaria con parámetro igual a b = ../2a. 

de onda. Pensemos en una red cuadrada en dos dimensiones. Originalmente 
tiene simetría ante rotaciones de múltiplos de 90º. Si rota.nios esta red en 45º 
y la superponernos a la original, los puntos de red de ambas no coincidirán. 
Sin embargo, si contraemos la segunda red en un factor 1/../2, la simetría es 
restaurada y Jos puntos de red de una y otra coinciden regularmente corno 
puede verse en Ja figura 2.1. En el caso dado por Ja condición (2.52) se recupera 
la simetría dilatando la red original por un factor y'111~ + rn~. AJ final obtenernos 
un problema que se parece mucho al original ya que ambas redes poseen Ja rnisrna 
simetría ante traslaciones aunque los potenciales periódicos no coinciden. En el 
ejemplo de la figura 2.1 vernos que la celda original es cuadrada y Ja final es 
cuadrada centrada en las caras. 

Esta rnisrna idea se sugiere en la sección 3.2 para introducir el efecto de Ja 
dirección del campo eléctrico en la función de onda. 

Las dilataciones pueden expresarse explícitamente en términos de los opera­
dores (2.29) corno 

(2.53) 

que no incluye a Jos operadores que actúan sobre Jos niveles de Landau a fin de 
no modificar sus estados. 

Ahora estudiarnos el efecto de las dilataciones sobre los operadores Q,, P 2 y 
sus eigenestados. Definimos la transformación de similitud 

y la derivada con respecto ai parámetro Á 
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J' (Á) = iV (Á) [Q,, Q2P2] v-1 (Á) = -V (Á) q,v-1 (Á) = -f (Á) 

(2.54) 

(2.55) 



2.6 Grupo Magnético de Sirnetrlaa 

que junto con la condición f (O) = Q2 implica que 

V (Á) Q 2v-• (Á) = e-"Q2. 

Análogamente se puede ver que la dilatación de P2 es 

29 

(2.56) 

(2.57) 

Los eigenvalores de estos operadores también se reescalan bajo la acción de la 
dilatación V. Los eigenestados del operador P 2 están dados por 

(2.58) 

y, bajo una dilatación, puede verse que sus eigenestados son reescalados 

(2.59) 

El ket V (Á) lk2 ) es también un eigenestado de P2 pero con eigenvalor e"A:2 es 
decir 

(2.60) 

El problema MB es invariante bajo la transformación dilatación-rotación de la 
forma 

V (Á) 'R. (9) (2.61) 

siempre y cuando las rotaciones sean conmensurables y la dilatación corresponda 
al ángulo de rotación en la forma 

1 ( 2 2) ..:\ = 2' In rn1 + rn2 , (J = arctan (T112/ni1) (2.62) 

Veremos más adelante que estas transformaciones juegan un papel importante 
en la simplificación de la ecuación de Harper para aquellos casos en que el cainpo 
eléctrico está orientado en una dirección arbitraria pero conmensurable o cuando 
el potencial periódico tiene varios términos de Fourier. 

2.6. Grupo Magnético de Simetrías 

Considérese el espacio de Hilbert de las funciones de onda de una partícula 
libre moviéndose en el plano descrito por el harniltoniano 

H = !.p2. 
2 

(2.63) 

Los generadores de traslaciones y rotaciones están dados por el operador p de 
momento lineal y el operador L de momento angular respectivamente. 

Adicionalmente se puede definir el generador de los boosts por medio de la 
relación 

b= z-tp. (2.64) 
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En este caso el grupo de Galileo en el plano corresponde al grupo de sÍDletría 
E (2), donde Jos correspondientes generadores p, b, L y H satisfacen Ja siguientes 
relaciones de un álgebra de Lie [38] 

[L,p;] = iE;JPi• 
i,j = 1,2, (2.65) 

[b,, H] = ip;, 

y todos Jos demás conmutadores se anulan. 
En presencia de un campo magnético B, Jos operadores de simetría discutidos 

en las secciones anteriores se pueden a.I11pliar definiendo el generador de Jos 
boosts corno 

K; = "'' -tO,. (2.66) 

Este operador sirve, por ejemplo, para agregar el efecto del campo eléctrico 
E= (E.,,E~) al operador de momento angular .:Ten (2.48) 

(2.67) 

Eligiendo a VE = Ex B, como Ja velocidad de deriva, es posible obtener la 
siguiente expresión para el operador de rotaciones eléctrico-magnéticas 

(2.68) 

donde 

X= x-E~t, Y=y+E.,t (2.69) 

y 0 1 y 02 son Jos generadores de las traslaciones eléctrico-magnéticas (2.17). 
El grupo de simetrías de este problema se conoce como el grupo magnético 

de simetría ME(2) si sólo incluye el campo magnético y MEE(2) si se agrega el 
campo eléctrico [39]. 

Escribimos sólo el álgebra de Lie extendida correspondiente al caso magnéti-
co 

[.:T, O;]= iE•;O;, 
i,j=l,2 (2.70) 

[K;,0;] = ió;; - itE;;, [K,, K;] = iE;;t2 

El efecto del campo eléctrico se puede incluir aplicando un boost de la manera 
descrita en Ja Ec. (2.67). Considerando el hamiltoniano (2.18) sin potencial 
periódico, se tiene que 

[.:T,H] =O, [CJ;,H]=O, [K;,H] =iD,. (2.71) 

Hemos entonces discutido la generalización del grupo de Galileo para un 
electrón en canipos magnético y eléctrico uniformes, obteniendo el grupo magnéti­
co ME(2) cuando se incluye el campo magnético y MEE(2) cuando se agrega el 
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campo eléctrico. Los conmutadores (2.70) conforman las relaciones fundamen­
tales de esta álgebra extendida de Lie. 

En la siguiente sección veremos que, a partir de las traslaciones magnéticas y 
las evoluciones eléctricas, es posible construir un conjunto completo de simetrías 
del Hamiltoniano del problema eléctrico-magnético de Bloch. Con estas simetrías 
obtendremos una base de funciones de onda que son de gran utilidad en el cálculo 
del espectro de energías y en la determinación de la conductividad de Hall. 

Veremos también que por medio de la aplicación sucesiva de una rotación 
magnética y una dilatación, es posible estudiar el caso general en el que el carnpo 
,eléctrico está alineado a a lo largo de una dirección conmensurable con el cristal. 
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Capítulo 3 

Funciones de Bloch Floquet 

3.1. Introducción 

En el Capítulo anterior estudiarnos el grupo de simetrías del problema de 
Bloch eléctrico-magnético. En particular mostramos que las traslaciones eléctrico-­
magnéticas (TEM) son simetrías del problema si se restringen a múltiplos del 
pará.Inetro de red. A diferencia del caso libre, las traslaciones eléctrico-magnéti­
cas no conmutan entre sí, lo cual limita la posibilidad de utilizarlos como ope­
radores que se diagonalizan simultáneamente. Sin embargo, mostraremos que, 
imponiendo una serie de condiciones de conmensurabilidad, se pueden obtener 
operadores de simetría que conmutan entre sí. En este Capítulo construiremos 
un conjunto completo de operadores que conmutan entre sí (ceo) a partir del 
grupo de las traslaciones magnéticas y las evoluciones eléctricas y con el ob­
tendremos la base completa de sus eigenestados simultáneos. Estudiaremos las 
propiedades más importantes de estas funciones a las que denominaremos fun­
ciones de Bloch eléctrico-magnéticas. 

3.2. Condiciones de Bloch 

En el capítulo 2 estudiamos las simetrías para el problema de un electrón de 
Bloch en campos magnético y eléctrico uniformes. Mostramos que en presencia 
de un potencial periódico sólo las traslaciones en múltiplos de los vectores de 
red son simetrías del operador de SchrOdinger dado por 

(3.1) 

Para formar una base completa de kets se requiere que los operadores de simetría 
conmuten entre sí [40). Sin embargo las traslaciones eléctrico-magnéticas no 
conmutan entre sí ya que en 

{3.2) 

~,TESIS: CON 
FALLA DE. ORI.GEN 



34 Funcione• de Dloch Floquet 

Figura 3.1; Dirección conmensurable del campo eléctrico. El ca.JJlpo eléctrico E 
y el vector unitario e 1 se encuentran en una dirección conmensurable de la red 
cristalina. En este caso ni1 = 2 y m2 = 1 y el cociente de estos dos números 
es igual al de las componentes del campo eléctrico E1 y&. El vector unitario 
e2 es perpendicular a E y se encuentra en el plano de Ja red cristalina. Sobre 
la red cristalina con parámetro de red a se puede identificar una nueva red con 
paránietro igual a b. Para el valor tT = q/p = 3/p, Ja red extendida alinea tres 
celdas a Jo largo de Ja dirección longitudinal. 

el conmutador [O,., Ov] es en general diferente de cero como puede verse de Ja 
Ec. (2.26). Para construir un conjunto completo de operadores a partir de las 
TEM seguimos un procedimiento de tres pasos: 

TESIS CON 
'FALLA DE ORIGEN 

l. Primero considerrunos un marco de referencia alineado con el campo eléctri­
co formando un ángulo 8, con alguno de Jos ejes cristalinos. La base or­
tonormal para este sistema de referencia está dada por e 1 = (cos8,ein9), 
e2 = (-sin9,cos8) y ea= e1 x e,.. El campo eléctrico es paralelo a e1 
y el campo magnético es paralelo a es corno puede verse en Ja figura 3.1. 
Supongamos una orientación particular del campo eléctrico para Ja cual 
se cumple la siguiente condición 

(3.3) 

donde rn1 y rn2 son enteros y primos relativos. En el lenguaje introducido 
en el capítulo anterior, decimos que el campo eléctrico se orienta en una 
dirección conmensurable. Esta condición asegura que se preserva una pe­
riodicidad espacial a Jo largo de las direcciones transversal 11 y longitudinal 
x. Así, definimos una red rotada que es generada por loe vectores b1 = be1 
y l»2 = be2 donde b = avrnl + ... ~. 
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Las componentes espaciales del generador O; son proyectadas a lo largo 
de las longitudes transversal y longitudinal 

0 1 -+ 01 cos9 + 0 2 sin9 

02-+ -01sintl+02cos9 (3.4) 

Las relaciones de conmutación para los generadores de las traslaciones 
magnéticas en el nuevo marco de referencias quedan dadas por 

(3.5) 

La transformación canónica (2.29) puede reescribirse en el nuevo marco 
de referencia obteniéndose reglas de conmutación rnuy similares a las ori­
ginales. 

2. Para la red rotada suponemos que el número de cuantos de flujo por unidad 
de celda se puede expresar como un número racional p/q, es decir 

(3.6) 

donde, si se restablecen las unidades, 4' = Bb2 es el flujo magnético y 
</>o = h/e el cuanto de flujo magnético como puede verse en el apéndice 
A. Mientras utilicemos unidades en las que B = Ti = e = 1, la condición 
(3.6) toma la forma 

q 2:ir 
o-=¡;= b2" (3.7) 

Podemos entonces definir una red extendida que consiste de un rectángu­
lo formado por q celdas adyacentes de lado b alineadas en la dirección 
longitudinal. Los vectores de la red extendida se eligen como qb1 y ~­
La condición (3.6) garantiza que las traslaciones magnéticas longitudinal 
T1 (qb) = exp (iqbOi) y la transversal T2 (b) = exp (ib02) conmutan entre 
sí para valores fraccionarios de a. 

3. Tomando en cuenta las condiciones (3.5) y (3.6) tenemos que To (r) y 
Ti (qb) conmutan con T 2 (b), sin embargo no conmutan entre si, ya que 

To (r) Ti (qb) = e-•9 •-rETi (qb) To (r). (3.8) 

No obstante, los operadores T 0 (r) y Ti (qb) conmutarán si se restringe r 
a múltiplos del período -r0 , es decir 

T =nTo, nEZ, ro=~=.!.(.!!....) 
qbE P "E 

(3.9) 

donde VE es la velocidad de deriva y b/vE es el tiempo que le toma a un 
electrón recorrer la distancia entre dos puntos de la red viajando a dicha 
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velocidad. Notamos que Ja Ec. (3.9) se puede interpretar diciendo que el 
cociente entre la separación de Ja escalera de Stark (bE) y el ancho de Ja 
zona de Brillouin para Ja cuasienergía (21rvE/b) es igual al número racional 
l/CT = p/q. 

Si las condiciones (3.3), (3.6) y (3.9) se cumplen simultáneamente, tenemos 
que el operador de evolución 

7t = To (To) = e-froOo 

y Jos operadores de las traslaciones magnéticas 

7L = Ti (qb) = e•qbO,, 

TT = T2 (b) = e•bOo 

(3.10) 

(3.11) 

forman un conjunto de operadores de simetría que conmutan entre si. Utilizan­
do Ja transformación canónica (2.29) y omitiendo las fases asociadas al campo 
eléctrico, se pueden expresar como 

Tt = e-iroPo, 

7L = eiqb(Q2+EQ0), 

TT = e•bP.a. 

(3.12) 

En la ecuación anterior el subíndice t indica que el operador 7í. produce evo­
luciones temporales en la función de onda. Similarmente, los subíndices L y 
T indican que los operadores 7L y TT producen traslaciones magnéticas en la 
direcciones longitudinal y transversal al campo eléctrico. 

3.3. Conjunto de Traslaciones Eléctrico-Magnéti­
cas 

Si dos operadores hermitianos conmutan entre sí, entonces existen suficien­
tes eigenestados simultáneos tales que forman una base completa [40]. La ase­
veración inversa ta.II1bién es válida; si existe una base completa de eigenesta­
dos simultáneos de dos operadores entonces éstos conmutan. El teorema puede 
ampliarse a un número arbitrario de operadores que denominaremos conjunto 
completo de operadores que conmutan entre sí (eco). Estos teoremas pueden 
extenderse para el caso de los operadores unitarios y enunciarse en forma alterna­
tiva de la siguiente manera. La base de eigenestados simultáneos de un coltjunto 
de operadores hermitianos o unitarios que conmutan es completa .. Así podemos 
definir a un conjunto completo de operadores como aquel en el cual Jos opera­
dores conmutan entre sí y para los cuales sólo hay un eigenvector simultáneo 
perteneciente a un grupo dado de eigenvalores. 

Ahora queremos aplicar estas ideas en Ja construcción de una base de eige­
nestados simultáneos para el conjunto de operadores (3.12) cuyos eigenvectores 
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y eigenvalores quedan definidos de acuerdo con las siguientes ecuaciones 

T. IE, k¡, k2) = e-fro& IE, k¡, k2), 

7L ¡.e, k,, k2) = e"" 96 IE, ki, k2), 

Tr IE, ki,k2) = e"'26 jE,k1,k2). 

3T 

(3.13) 

Observarnos que los estados están caracterizados por los cuasirnornentos k1 lon­
gitudinal y k2 transversal, respecto a la dirección del campo eléctrico. Eatos cua­
simomentos deben encontrarse en los intervalos ki e [O, 211"/qb) y k2 e [O, 2..-/b), 
Jo cual define la zona magnética de Brillouin (ZMB). De manera similar la cua­
sienergía E se determina salvo un múltiplo de 211"/To = qbE. Se puede definir 
entonces un esquema de zonas de Brillouin para Ja energía tal que E e [O, 211" /r0 ). 

Un punto de partida para construir la base son los eigenvectores definidos 
por 

AtA jµ,E,k2) = µjµ,E,k2), 

Po jµ,E,k2) =E jµ,E,k2), 
P2 lµ,E,k2) = k2 jµ,E,k2), 

donde, de acuerdo a (2.36), el índiceµ se refiere a Jos niveles de Landau. 

(3.14) 

Notamos que estos estados son taJDbién eigenvectores de Tt y TT como puede 
verificarse fácilmente 

(3.15) 

Se puede demostrar que la traslación longitudinal produce corrimientos en los 
números cuánticos de la energía y el pseudomomento transversal de acuerdo a 

(3.16) 

dando lugar a diferentes eigenvectores que poseen el mismo eigenvalor de 7í y 
TT- Esto sugiere que la función de onda sea escrita como una superposición de 
todos estos eigenvectores 

00 

L [7Le-•9U1]' ¡µ,E,k2)' (3.17) 
l=-oo 

donde el factor exp ( -iqbk1) fue agregado para dar el resultado correcto en 
el eigenvalor del operador TL· Se puede verificar fácilmente que (3.17) es una 
eigenfunción der., 7L y Tr con Jos eigenvalores dados en (3.13). Sin embargo, 
si en la Ec. (3.17) hacemos la sustitución k2 -+ k 2 + 211"/b obtenemos un nuevo 
eigenestado pero con los mismos eigenvalores de Te, 7L y 7T; lo que indica que 
este conjunto de operadores no es completo. Para completarlo agregarnos el 
operador de traslación de la energía dado por 

(3.18) 
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y utilizando Ja transformación canónica (2.29) se puede expresar como 

ÍÉ = e•qbEQo. (3.19) 

Esta transformación produce un corrimiento qbE en el eigenvalor de Ja 
energía, que corresponde a la diferencia de potencial que existe entre dos puntos 
de Ja red a lo largo del campo eléctrico: TE ¡µ,é,k2 ) =¡µ,e - qbE, k2). El ope­
rador de traslación de energía conmuta con los tres operadores de simetría dados 
en la Ec. (3.12). Es por lo tanto posible construir un eigenestado 117,é,k1 ,k2) 
que sea eigenfunción de los cuatro operadores TE, T., 7L y TT. En particular se 
debe cumplir 

(3.20) 

donde iJ define un cuasitiempo, módulo To. 
Construimos la función de onda que cumple la condición {3.20) de manera 

que sea una superposición de estados de la forma (3.17) que tienen el mismo 
eigenvalor ante el operador 7T 

117,&,k1,k2) = L [7Le-••6A"] 1 ¿e::, (e•••O•e'"'º(E"-"»]"' ¡µ,E,k2) 
l ,.,,,,..,.. 

{3.21) 

donde ~ es un coeficiente que debe cumplir Ja condición de periodicidad 

{3.22) 

de tal manera que se cumpla Ja segunda condición en la Ec. (3.13). Las otras 
dos condiciones en (3.13) y la dada por (3.20) se satisfacen automáticamente. 
Como ya hemos mencionado, el índice µ se refiere a los niveles de Landau. 
Puede verificarse que (3.21) es un eigenvector de TE, T., 7L y 7T y que cada 
estado de Ja forma (3.21) da un conjunto de eigenvalores diferentes, por lo tanto 
este conjunto de operadores es completo. La base formada por los eigenvectores 
(3.21} es entonces completa y ortonormal. 

Hasta este punto hemos logrado construir una base para el conjunto de Jos 
cuatro operadores de traslación que conmutan entre sí. Sin embargo, el operador 
TE no conmuta con S [Ec. (3.1)). El estado (3.21} no es, entonces, eigenvector 
de S y la solución de la ecuación de SchrOdinger debe construirse como una 
superposición de todos los estados caracterizados por 17 

l&,k¡,k2) = l,TO diJ 0(17) liJ,&,k¡,k2) 

= L [7Le-••0
"•]' E~e'"'°CQ•-•»"' lµ,E,k2 ) (3.23} 

' µ.,tn 

donde, el nuevo coeficiente de la función de onda se define como 

~ = l,ro diJ C (17) C::,eª9 ºE"on 
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(3.24) 



3.3 Conjunt;o de Traslaciones Eléct;rico-Magnét;ic .. 39 

Finalmente, escribimos Ja función de onda (3.23) en fonna más compact;a 
como 

¡e, k) = w (k1) IC, kú, (3.25) 

donde IC, k) = IC, A:1, k2), el operador que precede a Ja función de onda anterior 
está dado por 

W(ki) =E [7Le-<qbioi] 1 = Ee<qM(EQo+Q2-ka). (3.26) 
1 1 

y el ket IC,k2 ) se define como 

IC' k2) = E e•a•m(Q2-k1)t.::, Iµ, e' k2) . (3.27) ...... 
Es importante resaltar que al hacer Ja sustitución exp ( -iabmk1) t.::, -+ ~ en 
(3.27), el problema de eigenvalores resultante es independiente de k1, por lo 
tanto, el vector (3.27) también es independiente de k1. Puede comprobarse fácil­
mente que W (k1 ), al ser una superposición de traslaciones magnéticas a Jo largo 
del campo eléctrico, conmuta con el operador S. De esto se infiere que la fun­
ción de onda ¡e, k 2 ) es también una solución de Ja ecuación de SchrOdinger y 
da Jugar a una base completa y a un conjunto completo de operadores formado 
por P0 , exp (iqbQ2 ) y Tr. A pesar de que IC, k2) tiene una estructura mucho 
más simple que IC,k), Ja última resulta más conveniente en Ja mayoría de los 
cálculos; una de sus ventajas es que está caracterizada por las dos componentes 
del pseudomomento. 

La función de onda para el problema de Bloch en ausencia de campos puede 
obtenerse en forma similar. En el apéndice B se muestra el procedimiento general 
para obtener las funciones de onda y los eigenvalores de la energía para un 
electrón en una cadena periódica unidimensional. 

Otra propiedad importante de Jos estados (3.25) es que permiten obtener una 
representación de Ja ecuación de SchrOdinger en Ja que el operador de energía P 0 
es sustituido por una derivada direccional a lo largo del campo eléctrico respecto 
al pesudomomento. De Ja definición (3.25) puede verse que 

Po IC, k,, k2) =[Po, W (k1)) IC, k2) + W (k1) Po IC, k2), (3.28) 

el ket IC, k2) es un eigenvector de Ja energía y de Ja Ec. (3.26) obtenemos el 
conmutador 

(Po, W (ki)) =E [Po,e•qM(EQo+Q2-ioil] = -EEqble'•W(EQo+Q2-ki) 
1 1 

= -iE8~1 W(k1) = -iE·V•W(k1 ). (3.29) 

De estos últimos resultados podemos escribir Ja Ec. (3.28) en Ja forma 

(3.30) 
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y la ecuación de SchrOdinger como 

(3.31) 

En los siguientes capítulos veremos que (3.31) resulta ser sumamente útil para 
estudiar las soluciones del problema y la conductividad de Hall. 

3.4. Estados de Bloch Floquet 

Comenzarnos por calcular la función de onda en Ja representación de coor­
denadas espaciales corno 

.,¡, (C,k; t,:r:) = (t,:r: IE',A:). (3.32) 

donde lt,:r:) es un eigenestado del operador de posición :r; y IE',A:) es la función 
de onda (3.25). Sustituyendo la forma explícita de la función de onda en la 
expresión anterior obtenemos 

.,P(C,k;t,:r:) = EIJ!:.e-'"6
"'"• (t,:r: IW(k1)e'"6"'Q•¡µ,E',k:i). (3.33) ...... 

Utilizando la definición de W (k1) Ec. (3.26) tenemos que 

(t, :r: IW (k1) e"'6"'Q• I µ,e, k") = 

E eiqbl(Et-k,) (t. :r; le"'•Q.(n>+pl) 1 µ,e, k,) (3.34) 
l 

El valor esperado en la ecuación anterior no puede calcularse trivialmente ya que 
el vector lµ,C,k:;i) es un eigenket de los operadores AtA, Fb y P:i como puede 
verse en las Ecs. (3.14). Introducimos el eigenvector de los operadores Q 0 , Q 1 y 
Q, dado por 

Qo lqo,q1,q2)q = qo lqo,q,,q:;i)q, 

Q, lqo,q1,q2)q = q1 lqo,q1,q2)q, 

Q2 lqo,q1,q:;i)q = q:;i ¡qo,q,,q:;i)q. 

El ket de las variables espacio temporales puede escribirse como 

lt, :r;) = U lt, Z, 1J)q , 

(3.35) 

(3.36) 

donde U es la trasformación (2.32). El subíndice Q indica que el ket de la 
derecha es eigenvector de los operadores Qo, Q 1 y Q 2 con eigenvalores t, z 
y 11 respectivamente. El braket del término del lado derecho de (3.34) puede 
simplificarse utilizando esta transformación obteniéndose 
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Insertando dos bases completas de eigenestados de P1 y P2 en la ecuación an­
terior y sustituyendo la forma explícita del operador U obtenemos 

e-'Et f 
0 (t:,x,y ¡ut¡ µ,C,k2 + 2tr(Tn + pl) /b) = ~ dP1e''"Pi (P1 !µ) 

x j dP2e•11F<.e•P&F<. (P2 lk2 + 211" (Tn + pl) /b) , (3.38) 

donde hemos utilizado la propiedad de traslación 

e•a•Q•("'+"') lk2) = lk2 + 211" (7n + pl) /b). (3.39) 

Si llevarnos a cabo la integral sobre P 2 tomando en cuenta qtie 

(P2 lk2 + 211" (.,. + pl) /b) = ó (P2 - k2 - 2,,. (.,. + pl) /b), 

obtenemos que la Ec. (3.38) toma la forma 

< t, :z: le•a•Q2( ... + ... ) 1 µ,e' k2 > = 2~ e-•&•+•11(.k2+2w( ... +pl)/•J 

(3.40) 

x j dP1 </>,. (P1) e'"' (z+••+2"("'+"')/•J, (3.41) 

donde q,,. (Pi) es la función de onda de oscilador armónico en la representación 
del momento P 1 dada por 

(3.42) 

y H,. (P1) es el polinomio de Hermite. 
Llevando a cabo la integral en {3.41) obtenemos finalmente que la función 

de onda en la representación de coordenadas espaciales (41) está dada por 

,P(C,k;t,z) = _1_ei11(A:~-E)-i&t Li"'b!!. eiqbElt 
,/27i ...... ... 

X eivb(l!-.k,)(,,.+pl) </J,. (X + k2 + 2tr 7n ! pl) (3.43) 

Es importante recordar que la transformación (2.32) está escrita en la norma 
particular en la que f3o = -/31 = -f32 = 1/2. Por lo tanto, la función de 
onda anterior también está expresada en esta norma. La función de onda puede 
escribirse en una norma general agregándole la fase correcta.. 

Las relaciones (3.13) implican que si una traslación espacio-temporal simple 
(no eléctrica-magnética) actúa sobre la función de onda, esta última satisfará las 
condiciones generales de Bloch 

,P (C,k; t + ro,x,y) = e-«ro(&-Ao).p(C, k; t,x, 11), 

.P (C, k; t, x + qb,y) = e«r•("•-Ai).p (C, k; t,x,11), (3.44) 

.P (C, k; t,x, y+ b) = e••(.ko-A.).¡. (C,k; t,x,y) 
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donde .A,. es el potencial dual definido en la Ec. (2.17). Podemos verificar que 
la función de onda {3.43) cumple en efecto con 

t/J(E,k;t +ro,:z:,y) = e-<rot:.p(E,k;t,:z:,y), 

t/J (E,k; t,x + qb,y) = e•9•C•i-E<-t1l.p (E,k; t,:z:,y), 

t/1 (E, k; t, :z:, y+ b) = e•H•.p (E, k; t,:z:, y), 

{3.45) 

que coincide con el resultado en {3.44), ya que en la norma particular elegida se 
tienen que: Ao = A2 = O y A1 = Et + y. 

La primera ecuación en (3.45) puede entenderse en términos de la teoría 
de Floquet [42]. Los estados eléctrico-magnéticos de Bloch se obtienen como 
soluciones de la ecuación de Schrodinger que explícitamente incluye los efectos 
de dichos campos. De acuerdo con la Ec. {3.9), el efecto de E y Ben el potencial 
periódico induce una periodicidad temporal con período ro = b/fnJE· Por lo 
tanto, de acuerdo con el teorema de Floquet, la función de onda se puede escribir 
como 

.¡,(E, k; t,z) = e-'""'P (k; t, z) {3.46) 

donde, para la norma elegida, <p (k; t, z) es periódica en el tiempo con período 
r 0 • Esta propiedad puede verificarse fácilmente en la Ec. {3.43). 

En la representación de variables espacio temporales, la propiedad (3.30) se 
obtiene multiplicando por la izquierda por el bra (t, zl y reemplazando Po por 
i8/8Qo = i8/8t obteniéndose 

i !.¡, (E,k; t,z) =(E - iE · V•)t/1 (E, k; t,z). (3.47) 

Utilizando la definición (3.46) obtenemos que 

i !cp (k; t,z) = -iE · '\l•<p(k; t, z), {3.48) 

es decir que para la función de modulación, la deriva.da temporal puede ser 
reemplazada por el negativo de la derivada longitudinal respecto a k. 

Las condiciones restantes en (3.44) y (3.45) se relacionan con el teorema de 
Bloch, lo que sugiere que la función de onda sea escrita como 

cp (k; t, z) = e,.·•u (k; t, z). {3.49) 

En resumen la combinación de los teoremas de Bloch y Floquet permiten escribir 
la función de onda completa como 

.P (E, k; t, z) = e••·•-<t:•u (k; t, z) , {3.50) 

que denotaremos como la función de onda de Bloch-Floquet. La función de mo­
dulación u (k; t,z) cumple con las siguiente condiciones generalizadas de Bloch 
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u (k; t +ro, :z:, y) = e<roAo u (k; t, :z:, y), 

u (k; t, z + qb, y) = e-•v•A, u (k; t, z, y), 

u (k;t,:z:,y + b) = e-••A• u (k;t,:z:,y), 

{3.51) 
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que difieren de las condiciones tradicionales de Bloch-Floquet, ya que en general 
la función de modulación no es periódica ni en el tiempo ni en las coordenadas 
espaciales, sino que adquiere una fase relacionada con el potencial vectorial dual 
.A,.. Sin embargo, si en lugar de aplicar u.na traslación simple, se aplican las 
transformaciones eléctrico-magnéticas se recupera la periodicidad de la función 
de modulación. 

Para obtener la normalización correcta la función de modulación debe cum­
plir la siguiente condición 

(27r)2 { • --;¡¡¡¡-- lcuM d2x u (k; t, z) u (k; t, z) = 1 (3.52) 

con CUM definida como una celda unitaria magnética en los intervalos x e 
(O, qb] y y E (O, b]. Las funciones de modulación cumplen la ecuación efectiva de 
Schrodinger dada por 

S (k) u (k; t, z) = [~ (U + k) 2 +V - Ilo] u (k; t, z) = O, 

donde n = (Il1,Il2). 

{3.53) 

~<TESIS<CON 
'FALLA DE ORIGEJ)J 



44 

TESIS CON 
FALLA DE' ORIGEN 

Funclon- de Dloch Floque& 



Capítulo 4 

Ecuación Generalizada de 
Harper 

4.1. Introducción 
Harper estudió el problema de un electrón en una red periódica bidimensional 

por medio de la aproximación de amarre fuerte y la aproximación de Peierls [20). 
En Ja aproximación de amarre fuerte la energía está dada por 

(4.1) 

donde a es el parámetro de red, k es el vector de onda del electrón, U 0 es el 
parámetro de salto de un sitio de la red a otro contiguo a lo largo del eje :z: y 
UoÁ es el parámetro de salto a lo largo del eje y. El efecto del campo magnético 
se introduce por medio de la sustitución de Peierls que, como se explicó en 
el capítulo 1, consiste en remplazar k por el operador p +A, donde p es el 
operador de momento y A es el potencial vectorial. En la norma de Landau, 
para un campo magnético perpendicular al plano :z: - y, el potencial vectorial 
toma Ja forma A= (O,B:z:,O). Para estas condiciones se obtiene Ja siguiente 
ecuación de Schrodinger 

f:tp (:z:, y) = Eo (p.,,p11 + :z:) 'P (:z:, y) 
= 2Uo [cosap., + Ácos(ap11 +ax)] rp(:z:,y). (4.2) 

Dado que exp (-iap.,) y exp (-iap11 ) son Jos operadores de traslación a Jo largo 
de :z: y y en unidades de a, la ecuación de SchrOdinger toma Ja forma 

E:rp (:i:, y) = 2Uo [rp (:i: +a, y)+ tp (:z: - a, y) 

+ Áe'°"'rp(:z:,y+a) + Áe-'""'tp(:z:,y- a)]. (4.3) 

Esto convierte a Ja ecuación continua en una discreta que acopla a la función 
de onda con las amplitudes de Jos cuatro sitios cercanos. En Ja dirección y 
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suponemos que Ja función de onda tiene Ja forma de una onda plana, entonces 

. .. ("') rp (:z:, y) =e"'•"' a (4.4) 

y con el parárnetro adimensional rn = :z:/a y el flujo rnagnético, que con unidades 
toma la forma 4' = a 2 B/t/>o, obtenemos finalrnente la ecuación de Harper para 
.Prn E T/J (m) 

T/Jrn.-1 + 2..\ COS (27r.P.,. + 1t) tPrn. + tPrn+l = E:T/Jrn (4.5) 

En esta ecuación Ja energía e = E/Uo se mide en unidades de Uo y depende 
solamente de los parámetros .P y 1<. El parárnetro 1t está asociado a la componente 
del momento a lo largo de 71. 

La Ec. (4.5) también describe a un electrón que se mueve a lo largo de una 
cadena lineal en un potencial coa (27r.P.,. + 1<). La cantidad .P especifica el cocien­
te entre el período del potencial y el período correspondiente al acoplamiento a 
primeros vecinos. Aquí puede notarse Ja diferencia del efecto de los valores ra­
cionales e irracionales de .p. Si el flujo magnético es un número racional, .p = p/q 
con p y q enteros y primos relativos, entonces el potencial es conmensurado con 
la red con período p. Veremos más adelante que en este caso el espectro de la 
ecuación de Harper se encuentra formado por q bandas. 

En la vecindad de un número racional cualquiera existen otros números racio­
nales que poseen un denominador arbitrariamente grande al igual que números 
irracionales cuyos denominadores tienden a infinito. Se espera entonces que el 
espectro del problema magnético de Bloch tenga una compleja estructura en la 
que se alternan conjuntos de bandas, para valores racionales del flujo magnético, 
y niveles discretos para valores irracionales del flujo. Cuando el flujo magnético 
es un número irracional se distinguen tres casos de acuerdo con el valor que 
toma el parárnetro ..\ [43]. Si ..\ < 1 el espectro tiene estructura de bandas, para 
..\ > 1 los niveles de energía se organizan como un número infinito de puntos y 
..\ = 1 representa el caso crítico en el que el espectro es singular continuo. De 
tal modo que en principio, la diferencia entre números racionales e irracionales 
se hace evidente en un fenómeno físico. 

En las siguientes secciones presentamos la deducción de la ecuación gene­
ralizada de Harper en el régimen de campo rnagnético intenso e incluyendo el 
efecto del campo eléctrico. También estudiamos algunas de las propiedades del 
espectro de energía que resulta de Ja solución de este problema. 

4.2. Ecuación de Harper Generalizada 

En la sección anterior estudiarnos al sisterna formado por un electrón bi­
dimensional en un campo magnético y un potencial periódico en Ja aproxima­
ción de amarre fuerte. Esta aproxhnación es válida sólo en el límite de campo 
magnético débil debido a la sustitución de Peierls. 

Ahora queremos estudiar el mismo sistema pero en el régimen de campos 
magnéticos arbitrarios. Para campos magnéticos intensos los niveles de Landau 
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se rompen en sub-bandas. Si el campo magnético es lo suficientemente intenso 
la separación entre los niveles de Landau liwc es lo suficientemente grande para 
que el acoplamiento entre las sub-bandas de dos niveles contiguos sea despre­
ciable, en cuyo caso el efecto sobre cualquiera de los niveles de Landau se puede 
considerar por separado. Es interesante observar que en este límite es posible 
encontrar una ecuación similar a (4.5) en la cual el flujo magnético ti> es sustitui­
do por su inverso que denotaremos por a. Por otro lado si el acopl8111iento entre 
niveles de Landau es débil pero no despreciable será suficiente tomar en cuenta 
sólo algunos niveles de Landau en los cálculos de la energía y otras cantidades 
relevantes. 

En el capítulo anterior encontramos la forma general de la función de onda 
que posee las simetrías del sistema que estarnos estudiando. Sin embargo, el 
coeficiente de la función de onda bl:, no ha sido determinado dado que no hemos 
establecido las particularidades del sistema como la forma del potencial periódi­
co bidimensional. Utilizamos la forma más general del potencial periódico dada 
por la descomposición de Fourier 

~ (.2:irrx .2:irsy) V(x, y) = ~ Vro exp a-
0
-- + a-

0
- • 

r.o 

(4.6) 

Para calcular el coeficiente b:!, introducimos la función de onda (3.25) en la ecua­
ción de eigenvalores para la energía (2.37). Cabe recordar que en el coeficiente 
~7 el índiceµ se refiere a los niveles de Landau, mientras que 'fn se origina en 
las condiciones de periodicidad del problema. De este procedimiento se obtiene 
la siguiente ecuación secular 

L [E B;;f (r, s) b!:._.,,.,+r"'• - (E:+ Ek2 + crbErn) 6""bl:.] =O, (4.7) 
µ r,• 

y las constantes Hr., Kr• y Mr• están dadas por 

Hr• = v;:ir (rn2 - irni) (ir+ s), 

2,,.2 
Kr• = lJ2 (rrn2 - srn1) (rrn1 + srn2), 

2:ir 
Mr• = -b (rrn1 + srn2). 

r,s=O, 
(4.8) 

r,s~O, 

(4.9) 

La matriz D"" corresponde a los elementos (v IDI µ) del operador D que genera 
estados coherentes de Landau definido como 

(4.10) 
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En el apéndice C.l se encuentra el cálculo explícito de estos elementos de matriz. 
La Ec. {4.7) se puede escribir en la forma más compacta 

t=N 

L A:,. (k1, k,) b,..+o =(E+ Ek2 + abErn) b,.. (4.11) 
t=-N 

si definimos a b,.. y A:,. (k1 , k,) como 

b"' = (b~, b:,., ... , b*') 
A~ (k1' k2) = e-•0' 11•·t E Bna (r, s) 6r.rm2-•tn1 (4.12) 

r,• 

donde L es el nivel de Landau más alto considerado en los cálculos y N = 
má.x(r, s) (rn 1 + rn,) corresponde al mayor de los armónicos tomado en cuenta 
en la descomposición de Fourier del potencial periódico. 

La Ec. (4.11) puede ser reorganizada en la forma de una relación de recu­
rrencia tridiagonal como 

Q~c.n-1 + Q,..c,.. + Q~c,..+1 = [(E+ Ek2 + abErn) IN+ abEDN] e,.., (4.13) 

donde IN es la matriz unidad de dimensión N, DN es la matriz diagonal de 
dimensión N 

DN~u 
o o o 

) 1 o o 
o 2 o 

o 
o o N-1 

las matrices Q~, Qrn y Q~ son funciones ki y k2 y están dadas por [44] 

Q;;; ,.,, .. , ~ ( 

Q_,.,, .. , ~ ( 

Q~''"·"'' - ( 

A-N A-N+• A-• 

) N"' NFI N"' o AÑm+1 AN~+1 

o o A.Nf ... +lJ-• 

A~"' Akrm AN-1 

AN~+l A~rn+1 A~'!l 
Nrn+l 

A}V(!::;+i¡-1 A~!::;+i)-1 A~< ... +•>-• 

11-T o o 
ANm+l AZ~~l o 

AJ...c ... +1)-1 A~c ... +1)-1 A~c ... +1)-1 

) 
) 

(4.14) 

(4.15) 
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y el vector eni se expresa de la forma 

(4.16) 

Los elementos de la matriz diagonal son [DN]06 = a5a•• los de las 01atrices Q;;., 
Q.,. y Q;\; están dados por 

[Q;;. (k1,k2)) 06 = A~,:;:¡::_ 1 (k1,k2), 

(Q.,. (k1, k2)) 0 6 = A~.::+a-1 (k1, k2) • 

[Q;\; (k1, k2)) 06 = A~,::::::_ 1 (k1, k2), 

(4.17) 

donde [ )06 indica el elemento a, b de la matriz, los índices a, b = O, 1, ... , N - 1 
y hemos hecho A:, = O para lll > N. Los elementos del vector c.,. pueden 
expresarse como [~lc1o = bNm+a-1· 

La expresión ( 4.13) representa la ecuación de Harper generalizada que permi­
te, utilizando las técnicas descritas en las secciones 4.5-4.8, estudiar el espectro 
del problema eléctrico-magnético de Bloch bajo las condiciones más generales 
posibles. Es, sin embargo, conveniente restringirnos al caso del potencial pe­
riódico de la forma (2.9), es decir, consideraremos una red periódica cuadrada. 
Adicionalmente suponemos al campo eléctrico alineado con uno de los ejes cris­
talinos por lo que N = l. El caso para una orientación arbitraria de E se obtiene 
por medio de las rotaciones magnéticas, como puede verse en la sección 4.6. To­
mando en cuenta estas simplificaciones, tenemos que las Q's son matrices en el 
espacio de los niveles de Landau dadas por 

Q~ = (Q-)t _ >.7rK ;,,6,,,D(-= 
..• "' - 2 (1 + >.) a2 e v 7rCT I ' 

Qrn = 7rK e•(2wO'rn+0'61:2)D (v'1i'CT) +e e 
2 (1 + >.) a2 • ·• 

(4.18) 

donde, hemos introducido el parámetro adirnensional 

K _ ma2 Uo (1 + >.) 
- h2~ ' (4.19) 

que da una medida del grado de acoplamiento entre los niveles de Landau. Se 
puede probar que esta cantidad es la razón entre la energía del potencial de la 
red y la del campo magnético. El valor más alto que puede tomar el potencial 
periódico bidimensional (2.9) es Uo + >.Uo y la energía del nivel más bajo de 
Landau es !iw0 /2. Al comparar estas dos cantidades por medio de su cociente 
obtenernos 

2Uo (1 + >.) = Kcr. 
!iwc 

(4.20) 

Esperamos obtener entonces acoplamientos importantes entre los niveles de Lan­
dau para potenciales de la red muy intensos o para campos magnéticos muy 
débiles (cr -+ oo). Si por el contrario K es pequeño y el campo magnético es 
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intenso (u -+ O), entonces la energía magnética es muy alta y los electrones ten­
derán a comportarse como electrones de Landau perturbados por un potencial 
de red muy débil. 

Como mencionamos para el caso del campo eléctrico alineado con uno de los 
ejes cristalinos se tiene N = 1 y la matriz DN se cancela con lo que la Ec. (4.13) 
queda dada por 

(4.21) 

Si adicionalmente suponemos que el acoplwniento entre los niveles de Landau 
es débil, es decir uK « 1, se desprecian los elementos de D"" que están fuera 
de la diagonal. De tal modo, D"" puede aproximarse por 

(4.22) 

Esto permite reducir la ecuación (4.21) a la siguiente forma 

..\e'"6"'c.,.-1 + 2cos (27T<T7n + ubko) c.,. + ..\e-'"6"•c.,.+1 = (e+ (7n) c.,. (4.23) 

donde 

2 t: + Ek2 - µ - 1/2 
e = UoD,.,. ( .,/7rCi) ' (4.24) 

donde {! = 2bE/U0 es el cociente entre la energía del campo eléctrico y la 
del potencial periódico bidimensional que caracteriza la intensidad del campo 
eléctrico. En ausencia de campo eléctrico la Ec. (4.24) se reduce a la ecuación de 
Harper. El campo eléctrico entra en la ecuación de Harper a través del término , ..... 

En resumen, la Ec. (4.13) representa al caso más general de un electrón en 
una red periódica bidimensional en presencia de campos magnético y eléctrico. 
En esta ecuación el campo eléctrico puede encontrarse a lo largo de cualquier 
dirección conmensurable del potencial periódico bidimensional. El caso de la Ec. 
( 4.21) corresponde a aquel en el que el campo eléctrico está dirigido únicamente 
a lo largo del eje x del cristal. Finalmente, la Ec. (4.23) representa al caso más 
simple en el que el campo eléctrico está dirigido a lo largo del eje x y el potencial 
de la red es lo suficientemente débil como para no producir acoplamiento entre 
los niveles de Landau. 

4.3. Diagonalización por Bloques de la Ecuación 
Generalizada de Harper 

Regresando al caso general representado por la Ec. (4.13) tenemos que de la 
Ec. (4.7), las definiciones (4.12) y recordando que u= q/p se puede inferir que 
A!,, es periódica en 7n con período p; por lo que las matrices Q;;., Qrn y Q~, que 
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están definidas en términos de A!,., tienen la misma periodicidad. El conjunto 
de ecuaciones formado por (4.13) puede entonces agruparse en bloques Q-1, Q, 
y Qi en forma tridiagonal 

Q-1C;-1 +CQDC; +Q.C;+i 
= ((E + Ek2 + ubEj) llNp + ubEDNp) C;, ( 4.25) 

donde j es un número entero, lINp es la matriz unidad de dimensión Np, DNp 

es la matriz diagonal 

DN,~ ( 

DN o 

DN+Ú>~>)NIN) o DN+NIN 

o o 

~u 
o o o 

J. 
1 o o 
o 2 o (4.26) 

o 
o o Np-1 

las matrices Q_1 , CQb y Qi son funciones de los pseudomomentos y sus elementos 
incluyen a las matrices Q;;., Qrn y Q;t", 

( o 1º) Q-1 (k1, k2) = 
o 

( 
Qo Qt o o o 
Q1 Ql Qf o o 
o Q; Q2 Q-;t' o 

CQb (k1, k2) = o o Q3 Q3 o 

o o o o Qp-1 

Qi (ki, k2) = ( 
o o ) 

Q"1;-1 o 
y el vector ck se define como 

C; = ( CJ> c;+t c;+2, c;+p-1 ) . 

Los elementos de las matrices anteriores pueden escribirse como 

(Q-1 (ki, k2)J.,.n = Q;;;ó.,.,oón,p-1' 

l 
(Q, (k1, k2)).,.n = Q;;. (k1, k2) ó,,.,n+l + Q.,.ó,,.,n + Q;t:,ó,,.,n-1 > 

(Qi (k1, k2)J.,.n = Q;!;ó.,.,p-1Ón,o, 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

-- :,::'~SJS:·CON 
FALLADE ,QRIGEN 



TESIS CON 

52 Ecuación Generalizada de Harper 

donde rn,n = 0,1, .• . Np-1 y los del vector C... son 

(4.30) 

Estas definiciones permiten reescribir el conjunto de Ecs. ( 4.25) en la siguien­
te forma matricial 

donde 

L llll,¡; (k1, k2) <C; = [(t: + Ek2 + qbENi) RN., + ubEDl>N.,] C; 
j 

(4.31) 

Es importante observar que las nuevas matrices Q_ 1 , (lb y Qi. se definen inclu­
yendo corno entradas a las matrices Q;., Qna y Q~ las cuales a su vez están 
definidas en (4.15) a partir de A~ (k1 , k 2 ). Esta última, a su vez es una matriz 
en el espacio de los niveles de Landau. Por lo tanto, la matriz IHl(k1 ,k2 ) es de 
dimensión infinita pero está construida a partir de los bloques Q-1 , QD y Q.¡ 
que son de dimensión NpL. 

La Ec. (4.31) puede ser reducida a bloques por medio de la transformación 
unitaria UJ; (4') dada por 

que cumple las siguientes propiedades 

E uJ (4') u; (ip) = .s (4' - r,p), 
j 

l,~ d,P U! (4') U; (</J) = 6&,; 

Ante esta transformación, el vector C; se convierte en 

d<<P> = Eu, <<1>>c., 
• 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

donde des un vector de dimensión NpL. Puede verse de la ecuación anterior 
que UJ; (</J) reduce la matriz IH!;; a bloques de NpL x NpL. En el apéndice C.2 
se demuestra que en efecto la transformación (4.33) reduce la relación (4.31) a 
bloques obteniéndose 

H (k1 + ,¡,, k2) .s <<P - r,p) =E u.c<1>> &.; (ki. k:i) uJ (r,p) 
s; 

= .s <<1> - r,p) E Qi, Ck1 + "'· k,.> = (4.36) 

" 
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Figura 4.1: Mariposa de Hofstadter. Los puntos negros indican los eigenvalores 
de la energía como función de u donde u es el inverso del flujo magnético por 
unidad de celda por unidad de fiuxón magnético <J>o. Esta figura muestra el caso 
en que Á = 1 y se considera u K « 1. 

De la ecuación anterior y las definiciones (4.27) para Q_ 1 , Q, y Qi podemos 
ver que la matriz H (k1 + </>, k 2 ) toma la forma general 

( 

Qo 
Q¡ 

H(k1 +</>,k2) = ~ 

Q't-1 o o o 

(4.37) 

donde Q;;. = Q;;. (k1 + </>, k2), Q~ = Q~ (k1 + ,¡,, k2) y Q;\; = Q;\; (k1 + </>, k2)· 
Al realizar la transformación (4.33) obtenemos que la Ec. (4.31) se transfor­

ma en 

(4.38) 

De las propiedades (4.34) es fácil verificar que la normalización de estos 
vectores está dada por 

(4.39) 
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Observando la forma en que .¡, aparece en las ecuaciones anteriores, puede 
verse que éste está relacionado al cuasimomento A:1 que apunta en la dirección del 
campo eléctrico, entonces si redefinbnos A:1 + .¡, -+ A:1 en la Ec. ( 4.38) obtenemos 

H (k1, A:2)d(k1, k.) = (e+ Ek2 - iE a~.) d(k1, k2). (4.40) 

La expresión anterior es similar a la ecuación de Schrooinger (3.31) introducida 
en la sección 3.4. Sin embargo ahora contarnos con una representación matricial 
explícita para el hamiltoniano con la que se pueden analizar numéricamente las 
propiedades del sistema; a pesar de que la Ec. (3.31) es más general, (4.40), en 
ausencia de campo eléctrico, se reduce a un problema de eigenvalores para una 
matriz finita. En la siguiente sección, por medio de esta ecuación, estudiaremos 
el espectro de energías en ausencia de campo eléctrico. 

4.4. Espectro en Ausencia de Campo Eléctrico 

Cuando el campo eléctrico es nulo, la derivada direccional EéJ/8k1 en la Ec. 
( 4.40) desaparece y quedamos con el problema de eigenvalores dado por 

(4.41) 

En la ecuación previa Cº (A:1 , k.) y b (k1, k2) son los eigenvalores y los eigenvec­
tores de la energía cuando el campo eléctrico es nulo y H (k1 , k 2 ) es una matriz 
de pL x pL donde L es el nivel de Landau más alto considerado en el cálculo y 
pes el denominador del inverso del flujo magnético u= q/p. 

El espectro puede encontrarse entonces diagonalizando la matriz finita H (k1 , k 2 ) 

para valores dados del flujo magnético, el acoplamiento entre los niveles de Lan­
dau K y los pseudomomentos A:1 y k2, obteniéndose así un conjunto de pL 
eigenvalores y eigenvectores. Cada uno de estos niveles dará lugar a una banda 
al variar los valores de los pseudomomentos. 

Primero veamos el caso más simple. Cuando el acoplamiento entre los niveles 
de Landau es despreciable y por lo tanto se puede hacer la aproximación (4.22), 
la matriz H (k1, k 2) se puede obtener directamente de la ecuación de Harper 
(4.23). En este caso H(k1 ,k2 ) queda dada por 

H (k1, k2) 

~( 
Vo ..\e-iaH:1 o o ..\ei0'6lt1 

) ..>..eia6A:1 v. ..>..e-""""i o o 
(4.42) 

..>t.e-áa6A:1 o o Ae'ª""J. V,,-1 

donde V.,. = 2 cos (21rarn + abk2)· Al diagonalizar H (k1, k2) se obtienen los ei­
genvalores de la energía reescalada e definida en la Ec. (4.24). Los eigenvalores 
de la energía obtenidos como función del inverso del flujo magnético correspon­
den al espectro de energías de la mariposa de Hofstadter, como puede verse en la 
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2 

o 

-2 

Figura 4.2: Estructura de bandas en la mariposa de Hofstadter. (a) u 1/2, 
(b) u= 1/3. 

figura 4.1. Este espectro se obtuvo calculando la matriz H (k1, k2) como función 
del inverso del flujo magnético u y variando los pseudomomentos k1 y k2 dentro 
de la zona magnética de Brillouin. Puede verse que el espectro posee dos ejes de 
simetría en u= 1/2 y en e= O. Réplicas de la figura de la mariposa, formada 
por las cuatro alas en forma de equis, se repiten reiteradamente al interior de la 
misma escaladas por un factor que en general depende tanto de la energía como 
del flujo magnético. Se dice entonces que la mariposa de Hofstadter tiene una 
estructura multifractal (27]. 

Una característica importante del espectro de la mariposa es que está com­
puesto por bandas. La matriz H (k1, k2) para este ejemplo es de dimensión p 
por lo que esperamos encontrar, para valores dados del pseudomomento, un 
número total de p estados por cada nivel de Landau. A medida que variamos 
los pseudomomentos, cada una de las p energías catnbia de valor obteniéndose 
así la estructura de bandas. Esperamos que para un valor u= q/p del inverso 
del flujo magnético se obtengan un total de p bandas por cada nivel de Landau. 
Por ejemplo, en u = 1/2 tenemos dos bandas: una en el intervalo e e [-2v'2, O] 
y la otra en e e [O, 2v'2]. Dado que se tocan en e= O, en la figura 4.1 aparentan 
ser una sola. Lo mismo ocurre con otros valores de o para los que p es par, como 
en u= 1/4 donde existen cuatro bandas en total pero se observan sólo tres ya 
que dos de ellas se tocan en e = O. En general podemos decir que si el denomi­
nador de u es par, entonces el número de bandas observadas en el espectro de 
la mariposa es p-1. Si, por el contrario, el denominador de a es impar entonces 
observaremos p bandas. Esto se ilustra en la figura 4.2 donde pueden verse los 
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a 
Figura 4.3: Espectro como función de a para diferentes valores del acoplamiento 
entre Jos niveles de Landau. (a) K = 1, (b) K = 2. 5, (c) K = 5 y (d) K = 10. 

eigenvalores de Ja energía como función del pseudomomento k 2 • Se incluyen los 
estados correspondientes a todos Jos valores posibles del pseudomomento k 1 • En 
esta figura puede observarse que para t7 = 1/2 se obtienen dos bandas que se 
tocan en e =O y para a = 1/3 se obtienen tres bandas completamente separadas 
entre sí. 

En la figura 4.3 pueden verse el espectro de energías E: calculado de la dia­
gonalización de H (k1, k2) para diferentes acoplamientos entre Jos niveles de 
Landau. A medida que el acoplamiento entre Jos niveles de Landau se hace 
más intenso éstos comienzan a separarse en bandas que incluso pueden llegar 
a mezclarse con las de niveles de Landau contiguos. En todos los casos, para 
u= O (B -> oo) Jos eigenestados de Ja energía se encuentran localizados en los 
niveles de Landau E: = n + 1/2. Como Jo sugiere Ja Ec. (4.20), a medida que 
u se hace más grande (B -+ O) Ja energía magnética se reduce frente al efecto 
del potencial periódico observándose el rompimiento de los niveles de Landau 
en bandas. Para obtener convergencia en Jos cálculos es necesario incluir algu­
nos niveles extras a Jos mostrados en las figuras. Por ejemplo los cálculos que 
dieron Jugar a la figura 4.3 se realizaron incluyendo siete niveles de Landau; se 
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Figura 4.4: Espectro de la mariposa de Hofstadter para K = l. Al incluir acopla­
miento entre los niveles de Landau, el espectro de la mariposa se ve deformado. 

comprobó que el agregar nuevos niveles no modificaba los resultados mostrados. 
Es interesante observar de la figura 4.3 que existen valores de a para los que el 
espectro de bandas sufre un colapso reduciéndose prácticamente a un espectro 
discreto. Dichos puntos están dados por la condición a = "'fµ/1r, donde -y.,. es 
un cero de los polinomios de Laguerre L.,. (1ra). De la Ec. (4.24) vemos que el 
caso en el que el acoplamiento entre los niveles de Landau se puede despreciar, 
tendríamos que la anchura de la banda se colapsaría a cero. Como veremos en 
el siguiente capítulo, para dichos puntos esperamos que los estados se localicen 
completamente. 

Dado que el espectro del problema de Bloch magnético tiene estructura de 
bandas podemos agregar un índice a denotando el número que etiqueta a la 
banda en los eigenestados de la energía. 

Es interesante estudiar los cambios que sufre el espectro de la mariposa 
cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau es intenso. Utilizando la Ec. 
(4.24) puede calcularse e para el espectro de la figura 4.3. En la figura 4.4 se 
observa el espectro de energías e como función del inverso del fbtjo magnético 
para K = l. Puede notarse que el espectro de la mariposa se ve deformado 
debido al alto acoplamiento entre los niveles de Landau. El efecto es muy notorio 
en la separación de las bandas para a = 1/2, que para K < 1 se encuentran 
unidas en e = O. 

Los experimentos originales miden el efecto Hall cuántico asociado a un 
nivel de Landau, lo cual requiere que la separación entre niveles contiguos sea 
mucho mayor que el ensanchamiento producido en ellos por el potencial de 
la red periódica. De acuerdo a la Ec. (4.20) la condición anterior implica que 
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Kcr «l. Por otro lado, si se quiere medir la conductividad asociada a una de 
las sub-bandas de la mariposa de Hofstadter, se necesita que las brechas entre 
dichas sub-bandas sean apreciables. De acuerdo a los resultados mostrados en 
las figura 4.1 y figura 4.3, la última condición requiere que cr sea del orden de 
la unidad. Par los semiconductores usuales, que poseen pequeños parámetros 
de red, a= h/(eBb2 ) resulta ser enorme aun para los campos magnéticos más 
intensos que se pueden lograr en el laboratorio. La única posibilidad de observar 
Ja estructura interna de la mariposa radica entonces en estudiar super-redes 
artificiales que tienen parámetros de red hasta 100 veces más grandes. 

Como mencionamos en la Introducción, von Klitzing, Dorda y Pepper (1) 
emplearon un MOSFET de Si/Si02 en Ja medición del efecto Hall cuántico. El 
Si tiene un parámetro de red de b ""' O. 54nm y sus electrones una masa efectiva 
de rn = O. 067rn. donde me es la masa en reposo del electrón. Para los campos 
magnéticos empleados en estos experimentos (B de 3 a lOT) obtenemos que 
el inverso del flujo magnético cr se encuentra en el intervalo a e (1400, 4700], 
mientras que Ka E [1 • 3, O. 4). Por lo tanto en este experimento se cumple la 
condición de niveles de Landau no mezclados. En los experimentos de Stiinner, 
Tsui y Gossard [8] se utilizaron heterojunturas de GaAa/AlGaAs. El GaAs y 
el AlGaAs poseen parámetros de red cercanos a O. 57nm y sus electrones tiene 
una masa efectiva de m = O • 067m •. Para Jos campos magnéticos utilizados en 
estos experimentos (B de 3 a 25T), u se encuentra en el intervalo (500, 4200], 
mientras que K cr E [O • 05, O • 4]. Por lo tanto, en este experimento se mejora 
la condición que asegura el desacoplamiento entre niveles de Landau. Notamos 
que en 8.Jllbos experimentos los altos valores de a impiden observar la estructura 
interna de los niveles de Landau. 

Sin embargo, los sistemas que poseen grandes parámetros de red, como las 
redes de antipuntos cuánticos [13, 15], son apropiados para el estudio experi­
mental de la estructura interna de la mariposa. Por ejemplo, en el experimento 
realizado recientemente por Albrecht, von Klitzing y sus colaboradores (15], se 
utilizó una red cuadrada de antipuntos cuánticos en una heteroestructura lateral 
de GaAs/AlGaAs. El parámetro de la red artificial es b = 120nm, mientras que 
Ja amplitud del potencial periódico bidimensional es del orden de U 0 = 0.6meV, 
y nuevamente la masa efectiva de los electrones para el GaAs y el AlGaAa es 
rn = O • 067rn.. Para este experimento se emplearon campos magnéticos entre 
O. 4T y O. 8T, lo cual da valores de cr en el intervalo [1/3, 2/3]. Cabe señalar 
que en este caso Ka toma valores en el rango (1 • 5, 3). Observando la figura 4.3, 
vemos que en una primera aproximación podemos despreciar el acoplBllliento 
entre niveles de Landau. Sin embargo un estudio más detallado muestra que en 
este régimen dicho acoplamiento debe ser tomado en cuenta. En cualquier caso 
el haber obtenido valores de cr del orden de la unidad ha permitido por primera 
ocasión explorar, aunque sea de manera limitada, el interior del espectro de la 
mariposa. Dicho espectro (figura 4.1) es simétrico con respecto a cr = 1/2; sin 
embargo tal y como se observó en el experimento y se discutirá en el próxi­
mo capítulo las conductividades de las sub-bandas para los valores a = 1/3 y 
a= 2/3 siguen una secuencia diferente. 
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4.5. Matriz de 'Transferencia 
En ausencia de campo eléctrico los estados de la energía pueden encontrarse 

resolviendo el problema de eigenvalores tal y corno se estudió en la sección 
anterior. Aquí mostramos que también es posible encontrar los eigenvalores de 
la energía utilizando el método de la matriz de transferencia. Además de su 
valor intrínseco, el método permite deducir algunas propiedades generales del 
espectro. 

Considerando el caso en el que podemos despreciar el acoplamiento entre 
niveles de Landau y en ausencia de campo eléctrico la ecuación de Harper ( 4.23} 
torna la forma 

Áem-1e'"º., + 2 cos (27rD"Tn + abk2} c.,.+ ÁCm+1e-'"6 "• = e:c.,.. 

Reagrupando los coeficientes del vector de onda de la siguiente manera 

d _ e-•"•"•"' ( Cm ) rn - Ctn-1eio-bA:1 , 

vernos que drn cumple la siguiente relación de transferencia 

dna+l = Mmdrn, 

donde 

(4.43} 

(4.44} 

(4.45} 

(4.46} 

es la matriz de transferencia que conecta a drn con drn+l · Dicha matriz puede 
conectar a dos coeficientes cualesquiera si es multiplicada sucesivalllente 

(4.47} 

La matriz de transferencia y el vector drn tienen las siguientes propiedades de 
periodicidad 

Mrn+p =Mm, (4.48} 

Si iteramos la Ec. (4.45) y utilizamos (4.48} obtenemos la ecuación de eigen­
valores 

(4.49} 

donde 

'll' (e:, u, k2} = Mn+p-1 (e:, u, k2} Mn+p-2 (e:, u, k2) 

... Mn+1 (e:, a, k2} Mn (e:, cr, k2}. (4.50} 

La Ec. ( 4.49} sugiere que los eigenvalores y el determinante de la matriz T tienen 
módulo unitario [27, 45]. Esta condición es equivalente a requerir que el valor 
absoluto de la traza de la matriz sea menor o igual a 2 

l'Ir'll', (e:,ª• k2}1 :5 2. (4.51} 
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La traza de la matriz de transferencia T es un polinomio de la energía de grado 
p. Por lo tanto, el espectro se separará en p bandas [46] tal como discutimos 
anteriormente. 

Se puede mostrar que la única manera en la que interviene el valor de A:2 en 
la traza de 'll' es en forma aditiva. Esto quiere decir que los espectros encontra­
dos por medio de la condición (4.51) para dos valores distintos de A:2 se pueden 
relacionar, observando que las correspondientes trazas de T se encuentran des­
plazadas [27, 47] como se puede ver en la siguiente expresión 

ITrT (e, u, k2)I = ITr'll' (e, u, O)I + 2g (k2) (4.52) 

donde ges una función compleja y periódica de amplitud 1 [47]. De la forma 
simétrica en la que aparecen ki y k2 esperantos que exista una relación similar 
para k1 y que el conjunto de estados generados al variar el pseudomomento 
dentro de la zona magnética de Brillouin se obtenga de la condición 

ITrT(e,u,O)I :5 4. (4.53) 

Por medio de este criterio podemos encontrar los eigenvalores de la energía del 
electrón magnético de Bloch correspondientes a todos los valores de los pseudo­
momentos. El espectro obtenido es nuevamente el de la mariposa de Hofstadter 
de la figura 4.1. 

4.6. Rotaciones Magnéticas 

Consideramos ahora los efectos producidos por la inclusión del campo eléctri­
co. Para ello demostrarnos primero que el espectro para una orientación arbi­
traria de E se puede relacionar con el espectro obtenido cuando la dirección del 
campo coincide con los ejes de la red. En esta sección restringimos el estudio a 
casos en que el acoplamiento entre niveles de Landau es despreciable. 

La función de onda presenta simetría ante rotaciones de la red cristalina si 
se agrega una dilatación de los vectores de red (sección 2.5). 

Como ya hemos mencionado, para una red cuadrada, un ángulo de rotación 
que cumple la condición 

(4.54) 

es conmensurable si m 1 y m 2 son números enteros. En general estas rotaciones 
no son simetrías del cristal y por lo tanto tampoco son simetrías de la función de 
onda. Sin embargo, si llevamos a cabo una rotación por un ángulo conmensurable 
y dilatamos la red por un factor vfrnt + "'ª, la simetría traslacional en múltiplos 
de vectores de red es restaurada y los puntos de red de una y otra coinciden 
regularmente como puede verse en la figura 4.5. 

Si los ejes coordenados coinciden con los vectores de red la función de onda 
(3.27), que también es una solución de la ecuación de SchrOdinger (sección 3.3), 
toma la forma 

IE, k2) = L ~e-«•ooi<•"' lµ,t:, A:2 + 2
: m), ...... (4.55) 
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1- a-< 

Figura 4.5: Rotación conmensurable por un ángulo 8 = arctan (Jn2/Jn1) • 

donde u 0 es el inverso del flujo magnético en una celda unitaria de la red original 
con parámetro de red a. 

Bajo la rotación de los ejes coordenados en una dirección conmensurable, la 
función de onda toma la forma 

lt:', K 2 ) = L e,;.e-iabKun ¡µ, G, K 2 + 2: J7l) 
µ.,m 

(4.56) 

donde a es el inverso del flujo 1t1agnético en una celda unitaria con parámetro de 
red b = avm\' + "'ª' es decir CT = uof (m~ + mn. El término de la derecha de 
la ecuación anterior contiene implícitamente una dilatación ya que el parálnetro 
de red ha sido modificado. 

Estas dos funciones de onda deben estar relacionadas a través de una rotación 
magnética 

(4.57) 

donde 'R. (8) es el operador de rotaciones magnéticas dado en la Ec. (2.41). Los 
pseudomornentos se relacionan de la siguiente manera 

K 1 = k1 cosO - k2 sin6, K• = ki sin8 + k, cos8. (4.58) 

De estas consideraciones esperarnos una relación entre los coeficientes ~ y ~ 
de la forma 

(4.59) 

Para determinar Jmn multiplicamos a ( 4.55) por un bra de la base {lv, K2 + 2wrn/b)} 
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obteniéndose 

J.,..n = e•CubK1 m-uoak1 n) < "'" x 2 + 2:,.., 'R. I"'• k2 . + 2: n) 
= e•(ubK1m-uoak1n-B .. ) ( x 2 + 2: 7111 'R. lk:i + 2: n). (4.60) 

La matriz Jrnn depende de los pseudomomentos a través de una fase como puede 
verse de los siguientes cálculos 

eiCubK1m-uoak1n) < x 2 + 2
: rnl 'R. lk2 + 2

: n) 
= < 2; m.I eiK11'2e-iK2Q2"R.eilc2Q2e-•••P212: n) 

= e•x(k1.•2) < 2:: rnl e-iQ2(K2-lc1 •ln8-A:2 co•S)ei~(K1-A:1 coaB+A:2•in9)'R,. 12: n) 
= e•xC•1.koJ ( 

2
: 7111 'R.1 2

: n) , ( 4.61) 

donde la fase x, que no interviene en los cálculos subsiguientes, está dada por 

x (k1, k2) = k1k2 sin2 9 +sin 29 (k~ - kn . (4.62) 

Para calcular la forma explícita de la transformación J.,.n es conveniente 
introducir la base de tipo oscilador armónico {Iµ)} de los operadores de ascenso 
y descenso definidos en la sección 2.4 

(4.63) 

formada por los eigenestados del operador de número 

(4.64) 

Insertando una base completa de estos estados en el elemento de rnatriz de 
la rotación de la Ec. (4.61) se obtiene 

<21T l'R.121T ) ~ .,,,._,_ (21T ) .l. (21T ) b'" an =~e '+'#' --¡;-tn "#'p a" .. (4.65) 

donde ti>,. es la función de onda del oscilador armónico. La surna de productos 
de funciones de oscilador armónico puede expresarse como 

~ "t/J ( )t/J ( )- 1 [4%Jlz-(z2 +l)(z2+y2)] 
r---;;:;=:=::::o-~-----7 z " "' " y - 1T~ exp 2 (1 - z2) 
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donde z es un número complejo cuyo módulo es menor que uno {ver apéndice 
C.3). La rotación queda entonces dada por 

e•x [
2

_ 2 4e'" ~ - (e"" + 1) ( .t¡? + Y:) ] . 
Jnin = 7rv'l - ei26 exp ,. 1 - et:28 {4.67) 

Si el ángulo de rotación es conmensurable, es decir cumple la condición (4.54), 
la expresión anterior toma la forma simplificada 

Jmn = eix:-iBv e•••:::.~.,.2 e-•.,.•1•.22 (nrn1-m)2 • 

7r 
{4.68) 

Es interesante notar que (4.59) con Jrnn dado en (4.60) representa una ge­
neralización de la transformada discreta de Fourier. En particular para m1 =O, 
m 2 = 1, la Ec. (4.59) se reduce a la transformación discreta de Fourier. Es po­
sible mostrar que la aplicación de la transformación (4.59) a la Ec. (4.23) da 
lugar a la forma más general de la ecuación de Harper 

e-iwO'na.1 tn2 ~ [ ei2wO'm2meiO'b(K1 rn1+K2na.2)Crn-ml 

+ e-i2wO'tn:;rrne-ia-b(K1ni1+K2m2)Crn+nal] 

+ e"""O'm1 tn2 [ ei2watnt. "'e-iO'b(K1m 2 -K2ni1. >en.+na.2 

+ e-i2warn1naeia6(K1rn2-K2rn1)Cna-rn2 ] =(e+ ('rn) Cm· (4.69) 

La Ec. (4.69) es justamente la que se obtiene de (4.21) para una orientación 
arbitraria de E cuando se desprecia el acoplamiento entre los niveles de Landau. 
Es decir se verifica que la rotación magnética ( 4.59) relaciona las soluciones para 
una orientación arbitraria de E con aquella en la que el campo eléctrico coincide 
con uno de los ejes de la red. 

Lo más importante de estos resultados es que permiten relacionar los eigen­
valores de la energía del problema en el que el campo eléctrico es paralelo a uno 
de los ejes cristalinos con otro en el que la orientación es arbitraria. Esperarnos 
que en general la energía sea una función del flujo magnético la intensidad del 
campo eléctrico y su ángulo de orientación 9, es decir e= e (u, (,9). Si el campo 
eléctrico se encuentra dirigido a lo largo de uno de los ejes cristalinos, el espectro 
del electrón está regido por la Ec. (4.23) y lo denotamos como e= e (u0 , (,O). Si, 
por el contrario, el campo eléctrico forma un ángulo conmensurable con alguno 
de los ejes cristalinos, el espectro estará dado por la ecuación (4.69) (apéndice 
D) (48]. En este capítulo mostramos que es posible obtener una ecuación de 
la otra a partir de una rotación magnética. Dado que esta transformación es 
unitaria, los espectros se relacionan de acuerdo a 

(4.70) 
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La relación anterior permite conocer el espectro del electrón en presencia de un 
campo eléctrico orientado en forma arbitraria a partir de las energías para el 
mismo sistema pero con el campo eléctrico alineado a lo largo de uno de los ejes 
cristalinos. Esto reduce notablemente el tiempo de cálculo ya que el tamaño de 
las matrices obtenidas de {4.23) es N = máx{7nl,ni2) veces menor que el de 
(4.69). 

4.7. Función de Green y Densidad de Estados 

La representación matricial de la sección 4.3 y la relación de transferencia 
hallada en la sección anterior permiten calcular el espectro del electrón en ausen­
cia de campo eléctrico. Si utilizamos la representación (4.13) ó (4.23) tenemos 
que el término del campo eléctrico rompe la periodicidad del problema lo que se 
refleja en la correspondiente falta de periodicidad de la matriz de transferencia. 
En la representación de la sección 4.3, en la que se aplica la trasformación (4.33), 
se obtiene un hamiltoniano finito de dimensión NpL x NpL pero la ecuación 
de movimiento deja de ser local en el pseudomomento k 1 debido a la derivada 
direccional E8/8k1. Dicha representación es esencial para explicar la cuantiza­
ción de la conductividad de Hall como veremos más adelante. Sin embargo para 
el cálculo explícito del espectro en presencia de Ca.Jtlpo eléctrico es conveniente 
considerar la Ec. (4.13) que representa una relación de recurrencia infinita. 

El problema de nuestro interés se puede analizar por medio de la función 
de Green del sistema. Como veremos, se puede extraer información del espectro 
de la función de Green por medio de la detección de sus polos o calculando la 
densidad de estados. 

Primero discutimos algunos aspectos generales de la función de Green [49]. 
Utilizamos por ejemplo la Ec. (4.13), la reorganizamos de manera que tome la 
forma de una ecuación de eigenvalores 

(H-&I)c =O, {4.71) 

donde I es la matriz unidad de dimensión infinita, e es el vector 

e = ( . . . C-1, e.o, c1, . . . ) , (4.72) 

H es la matriz dada por 

H= ( ... 
... 

Q:!:, 
o 
o 

q_, 
Qt 
o 

y Q,,. = Q,,. -Ek2 - ubE(DN +N7nIN). 
r---:==::---~~~_..:_ 
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En general, Ja función de Green G (z) se define como la solución a Ja ecuación 

L (z5n,k - Hn,k)Gk,rn (z) = 5n,rn• (4.74) 

" donde z = E + ie es un número complejo. Esta ecuación puede ser considerada 
Ja representación en la base (3.14) de la ecuación de operadores 

(z-H)G =l. (4.75) 

Si {len)} es una base completa de eigenvectores ortonormales de H y {En} sus 
eigenvalores correspondientes, entonces el operador de Green puede escribirse 
como [49] 

G(z) = _1_ = L lc•)(c"I. 
z-H • z-e,. (4.76) 

Si z coincide con alguno de los eigenvalores discretos de H, G (z) tiene polos en 
los eigenvalores de H. Esta propiedad de la función de Green permite en algunos 
casos detectar Jos polos y establecer donde se encuentran los eigenvalores de H. 
Para aquellos casos en los que los niveles de energía no son degenerados y el 
espectro es poco denso los polos son simples y por lo tanto, la función de Green 
en la vecindad de un polo correspondiente al eigenvalor E1c toma la forma 

G(z)"" _A_' (4.77) 
z -e,. 

donde A es una constante. 
Como puede verse en la figura 4.6, el signo de la función de Green es diferente 

a ambos lados de un polo, G 1 = G (t:i) tiene el signo contrario de G2 = G (E2) 
por lo que el eigenvalor de la energía debe encontrarse entre estos dos puntos, o 
sea E1 <E,. < t:"2. Utilizando la Ec. (4.77) podemos calcular con mayor precisión 
el eigenvalor de la energía como 

(4.78) 

Este método resulta muy práctico en el cálculo de los espectros que están 
compuestos de eigenvalores discretos que corresponden a polos simples de la 
función de Green. Sin embargo, el espectro continuo de H aparece como una 
línea singular o una rama de corte de G. Entonces, si C pertenece a una porción 
continua del espectro, la función de Green existe y no posee polos simples que 
pueden ser detectados por medio del procedimiento anterior, que es el caso de 
muchos de los espectros que resultan de las diversas versiones de la ecuación de 
Harper. 

Para determinar este tipo de espectros resulta conveniente calcular la den­
sidad de estados. 

Empezarnos por considerar la existencia de porciones continuas del espectro, 
entonces la función de Green ( 4. 76) toma la forma 

G (z) = L le,.) (c,.I + J dk le,.) (c,.I (4.79) 
" z-t:,. z-e,. 
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G 

o 

Figura 4.6: F\Jnción de Green como función de la energía en la proximidad de 
un polo simple. La función de Green G presenta un cambio de signo al cruzar 
el polo. 

Si E = E1c donde E1c pertenece a una porción continua del espectro, G no está bien 
definida ya que el integrando de la ecuación anterior tiene un polo. De cualquier 
forma G puede ser definida a través de los límites en la vecindad de la parte 
continua del espectro. Los limites laterales de G (E ± ie:) existen pero no coin­
ciden a medida que e ~ O. Definirnos, entonces, la discontinuidad de la función 
de Green 

G (E) = a+ (E) - a- (E) (4.80) 

donde 

a+ (E) = lím G (E + ie:) ' 
<-->0 

a- (E) = lím G (E - ie:) . 
<-->0 

(4.81) 

son las funciones de Green retardadas y avanzadas respectivamente. 
Usando la Ec. (4.79) y la identidad 

lún -±
1 

. = p.!. :¡: i1r6 (z), 
.,~o :z: 111 :z: (4.82) . 

donde P representa la parte principal de la integral, podemos expresar la traza 
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Figura 4.7: Espectro e como función del inverso del flujo magnético tr en pre­
sencia del campo eléctrico. La intensidad del campo eléctrico está caracteriza­
da por u = 2bE/U0 = O. 02. En este espectro se encuentran incluidos todos 
los niveles correspondientes a la zona magnética de Brillouin /c1 e (O, 211"/qb] y 
/c2 e (O, 27r/b]. El espectro de la Mariposa de Hofstadter puede apreciarse para 
tr E (O, 1]. En el intervalo <T E (1, 2] puede observarse todavía. una réplica. distor­
sionada del espectro de la mariposa. Para valores más grandes de tr el espectro 
de la mariposa es sustituido por un conjunto de niveles discretos separados en 
intervalos regulares. 

de la función de Green como 

N (E) = i.Tr a (E) = :¡:!.1m [Tr a± (E)) = 
1r 1r 

*~(e,. ¡a¡c .. ) + ~ J die (e" lalc•) 
=.!.E 1 +i.fd1c 1 

1r " E ± iE - E,. ,,. E ± iE - E,. 

=Eo(E-E,.)+ /die .S(E-E,.). (4.83) 

" 
Los últimos términos de esta ecuación corresponden a. la densidad de estados, 
N (E) dE da el número de estados que existen en el intervalo [E, E + dE]. 

TESIS C.ON-
. FALLA -DKORIGEN! .. 



68 Ecuación Generallaada de Harper 

4.8. Fracciones Continuas 
Como se afirmó previamente, cuando el campo eléctrico está presente, el 

caso más general de la ecuación de Harper asume la forma de una relación 
de recurrencia tridiagonal (4.13) infinita. El método de fracciones continuas es 
apropiado para resolver este tipo de relaciones de recurrencia [44]. En particu­
lar, puede utilizarse para hallar la función de Green que contiene la información 
sobre los eigenvalores y las eigenfunciones. El formalismo presentado en la sec­
ción 4. 7 puede aplicarse directamente en el cálculo del espectro de la ecuación 
de Harper ya sea detectando los polos de la función de Green o por medio de la 
determinación de la densidad de niveles. 

La función de Green de la Ec. (4.13) cumple con la condición (4.74) [44] 

(4.84) 

donde hemos definido 

(4.85) 

Si suponemos que GM+l.n = G-M-1,n =O, donde M representa el punto 
en el que se trunca la relación de recurrencia, entonces la ecuación de Harper 
para la función de Green da lugar al siguiente sistema simultáneo de ecuaciones 

Q-MG-M,m+ Q"!:_MGl-M,rn = o, 
Ql-MG-M,rn+ Q1-MG1-M0 m+ Qf_MG2-M,rn = O, 

Q;;;G.,.-1,rn+ Q.,.G.,.,m+ Q:iG,,.+1,ni = -IN, (4.86) 

Q:M-1GM-2.rn+ QM-1GM-1,.,.+ QL-1GM.rn = O, 

Q:MGM-1,rn+ QMGM,.,. o. 

Para resolver el conjunto de ecuaciones anterior introducimos dos matrices 
S;l' de ascenso y descenso que conectan un elemento cualquiera de la función de 
Green Gn,m. con el siguiente Gn::e1,rn 

(4.87} 

y procedemos en forma recursiva. Comenzando por la primera y última ecua­
ciones de (4.86} escribimos 
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s+ G 1 1 q-
M-1 = M,"'GM-1,na = - é:JM M' 

S!-M = G-M,rn G l = -..,,!:._QL-
1-M,rn QM 

(4.88} 
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Las ecuaciones homogéneas restantes producen las siguientes relaciones de re­
currencia para las matrices de ascenso y descenso 

s+ Q- i 
n-1 = - n CJn + Qt s;t' (4.89) 

Las definiciones anteriores permiten calcular iterativamente las matrices de as­
censo y descensos;:¡ correspondientes a Ja ecuación inbomogénea de (4.86). De 
este modo, la matriz de ascenso toma la form.a 

1 
S;!; = -Q;;.+i 1 

Q.,.+1 - Qt.+1 Q;;.+2 - 1 

Q.,.+2 - • •• QM QM 

Análogamente, Ja matriz de descenso está dada por 

1 
s;;. = -Qt,_, i 

Q.,._, - Q;;._, Qt,_2 1 

Q.,.-2 - • • · ---- Q~M 
Q-M 

La ecuación inhomogénea en ( 4.86) toma entonces la forma [50) 

( Q;;,S;;. + Q.,. + Qt,S;!;) G.,.,.,. = -IN, 

(4.90) 

(4.91) 

(4.92) 

con Jo que Jos términos de Ja función de Green que se encuentran sobre Ja 
diagonal quedan dados por 

G (E)--
1 

"'•"' - Q.,.S;;. + Q.,. + Q;t.S;l; 
(4.93) 

y aquellos que se encuentran fuera de ella pueden conocerse empleando iterati­
vamente las Ecs. (4.87). 

Para obtener la función de Green hemos truncado las Ec. (4.84) para lrnl < 
M. La solución exacta del problema corresponde al caso en el que se toma el 
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Figura 4.8: Estructura de bandas en presencia de campo eléctrico como función 
de u y p. Se muestra la densidad de estados para diferentes valores del campo 
eléctrico l! = 2bE/U0 y del inverso del flujo del campo magnético u como función 
de la energía e y del pseudomomento k 2 • Se incluyen todos los estados del 
pseudomomento k1 e [O, 211"/qb]. 

límite M --+ oo. Sin embargo, el método de fracciones continuas selecciona sólo 
aquella solución para Gn, ... que decrece rápidamente o que crece lentamente 
para n creciente. Esto garantiza la convergencia de la solución para valores 
suficientemente grandes de M. En los resultados que presentarnos más adelante 
se seleccionó M = 100 con lo que se obtiene convergencia aproximadamente con 
siete cifras significativas. En el apéndice B se muestra el empleo del método en 
el cálculo del espectro para un electrón de Bloch en ausencia de campos. 

Así, es posible calcular la función de Green para la ecuación de Harper en 
presencia de campo eléctrico por medio de la expresión (4.93) y las relaciones 
de recurrencia (4.90) y (4.91). Finalmente, por medio de los métodos descritos 
en la sección anterior, detectanios los eigenestados de energía en los polos de la 
función de Green y calcularnos la densidad de niveles. Cabe mencionar que el 
método fue inicialmente probado reproduciendo los resultados descritos en las 
secciones anteriores para los casos en los que el caznpo eléctrico se anula. 

El espectro obtenido al resolver la Ec. ( 4.23) puede obaervane en la figura 4. 7. 
En éste, los eigenvalores de la energía fueron encontrados detectando los cambios 
de signo en la función de Green calculada por medio de fracciones continuas. En 
este espectro se encuentran incluidos todos los niveles correspondientes a la zona 
magnética de Brillouin k 1 e [O, 211"/qb] y k 2 e [O, 21r/b]. En la región de campo 
magnético intenso, u E [O, l], puede observarse el espectro de la mariposa de 
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a b 

Figura 4.9: Densidad de estados en presencia de campo eléctrico para u = 5/2. 
(a)(!= 0.004 y (b) (! = 0.02. 

Hofstadter. A medida que el campo magnético pierde intensidad y el efecto del 
carnpo eléctrico comienza a ser más importante, el espectro de la mariposa es 
sustituido por un conjunto de niveles discretos separados en intervalos regulares. 
Para el intervalo u E (1, 2] puede observarse todavía una réplica distorsionada 
del espectro de la mariposa. Esto refleja el comportamiento de los dos extre1Dos 
de la Ec. (4.23). Por un lado, cuando el campo magnético es IDUY intenso, u-+ O 
y (! -+ O, la Ec. (4.23) se reduce a la ecuación de Harper, por lo que en este 
régimen es natural observar el espectro de la Mariposa de Hofstadter. Por otro, 
cuando el campo magnético es débil u -+ oo y el coeficiente e -+ oo la relación 
de recurrencia (4.23) torna la forma 

(t: + Ek2 + ubErn) e,,, = O (4.94) 

De donde obtenernos, para valores fijos de k,., un espectro formado de niveles 
que se encuentran igualmente espaciados en múltiplos de ubE = 2trE/b, es 
decir una escalera de Stark. Al variar el pseudornomento k,. entre O y 2tr/b 
se obtiene un espectro continuo. En este límite es importante notar que los 
eigenvalores de la energía son independientes del pseudomomento en ki. Ade1Dás 
esperamos encontrar brechas energéticas entre cada una de estas bandas debido 
a la presencia del potencial bidimensional periódico. 

Las figuras 4.8 y 4.9 son gráficas de densidad de la densidad de estados COIDO 
función del pseudornornento k 2 y la energía e. En éstas se incluyen los estados 
para todos los valores del pseudomomento k 1 • La densidad de estados fue calcu­
lada a partir de la discontinuidad de la función de Green obtenida por el IDétodo 
de fracciones continuas. Las regiones más oscuras indican altas densidades de 
estados y las blancas la ausencia de niveles de energía. En estas figuras puede 
observarse también que a medida que el campo magnético decrece (u-+ oo) o el 
campo eléctrico se incrementa, las bandas de energía son reeIDplazadas por ban­
das más estrechas. De tal modo, se confir01a el comport&IDiento del espectro en 
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los límites de canipo eléctrico débil y canipo eléctrico intenso. Los tres cuadros 
en la parte inferior de la figura 4.8 corresponden al límite de campo eléctrico 
cero por lo que se observan las dos bandas de la mariposa de Hofstadter en 
u = 1/2, 3/2, 5/2. En los cuadros superiores de la misma figura observamos que 
a medida que se incrementa la intensidad del canipo eléctrico (parámetro e) el 
espectro toma la forma de un conjunto de bandas estrechas que no dependen del 
pseudornornento k 1 • Al variar el valor de k2 el espectro se hace prácticaniente 
continuo salvo por las pequeñas brechas que se forman entre las bandas. Estas 
se deben, corno ya mencionamos, a la presencia del potencial periódico. 

Es interesante observar que el efecto del campo eléctrico produce en algunos 
casos un cruzamiento exacto entre bandas, mientras que en otras da lugar a la 
repulsión entre niveles. Las figuras 4.8 y 4.9 muestran claramente este efecto, 
en general al aumentar la intensidad del campo eléctrico las bandas que origi­
nalmente se cruzan, tienden a repelerse. De acuerdo al teorema de Neumann­
Wigner [51] el cruzamiento exacto entre niveles tendrá lugar entre estados que 
corresponden a diferentes grupos de simetría. 

Tornando en cuenta la definición del parámetro que mide la intensidad del 
campo eléctrico (11 = 2bE/U0 ) y considerando una amplitud del potencial de la 
red dado por Uo = 0.6rneV, tenemos que los valores utilizados en los ejemplos 
anteriores 11=O.004 y p =O. 02 corresponden a E= 20V/crn y E= lOOV/crn 
respectivaJDente, para el caso de un semiconductor típico con parámetro de red 
b =O. 5nm; Klitzing, Dorda y Pepper [1] reportan E= 60V/crn en el umbral 
de la desaparición del efecto Hall cuántico. En el caso de una red artificial con 
parámetro de red b = 120nm los valores e = O. 004 y e = O. 02 corresponden a 
E= O. IV/cm y E= O. 5V/crn respectivamente. 

De los resultados anteriores se puede concluir que aún en presencia de campo 
eléctrico el espectro del problema de Bloch eléctrico-magnético posee estructu­
ra de bandas. A campos eléctricos débiles las bandas se agrupan formando el 
espectro de la mariposa de Hofstadter mientras que, cuando el campo eléctrico 
es intenso, se obtiene un espectro de bandas cuyos centros se encuentran igual­
mente espaciados a intervalos abE. Por lo tanto es conveniente agregar índices 
que etiquetan a las bandas de energía y los correspondientes eigenvectores de la 
Ec. (4.40), es decir 

(4.95) 

La condición de normalización ( 4.39) se escribe como 

¡2.'t Jo dt/> d;,. (k1 + </>, k2) da• (k1 + </>, k.) = 6 0 , 0 •. (4.96) 

En el próximo capítulo veremos que las bandas se pueden etiquetar por un 
invariante topológico, u!! que resulta ser un número entero que permite calcular 
la contribución de cada banda a la conductividad de Hall. · 
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4.9. Estructura de Bandas del Problema Eléctrico­
Magnético de Bloch 

En esta sección discutimos algunas de las propiedades de las bandas del 
problema eléctrico-magnético de Bloch. 

Las funciones de onda (3.25) deben ser periódicas, excepto por una fase, en 
los extremos de Ja zona de Brillouin magnética. En particular IE, k 1 , k2 + 27r /b) = 
e•'2 jt:,ki,k2). Si realizamos el cambio k2-+ k 2 + 27r/b en la función de onda 
(3.25) se obtiene 

lk1,k2 +27r/b) 

= W (k1) L e-<abk, "'b!:, (k1, k2 + 27r /b) jµ, C, k2 + 27r (tn + 1) /b) ,,, ... 
= eiabk, W (k1) L e-<abk'"'b::,_1 (ki, k2) ¡µ,E, k2 + 27rtn/b). (4.97) ,,, ... 

Para que la función de onda en los extremos de la zona de Brillouin magnética 
difiera solaniente en una fase, el coeficiente de la función de onda debe cumplir 
con 

(4.98) 

donde 

(4.99) 

es decir, la matriz C~~ recorre un lugar los elementos del vector de dimensión 
infinita b~. En la representación matricial introducida en la sección 4.3 esta 
relación toma la forma 

d(k1,k2 - 27r/b) = C2d(k1,k2) (4.100) 

donde 

c. ~e'h ( ~ 
o o o o 

n 
o o o o 
1 o o o 
o 1 o o 

o o o o 
o o o 1 

(4.101) 

La matriz C2 recorre cíclicamente un lugar los elementos del vector d:: en la 
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~ ~ J ( ~~' J = e''ª ( ~: J 
1 o d,,-1 dp-2 

(4.102) 
Esta :matriz también recorre en forma cíclica los elementos de la rnatriz hasnilto­
niana. Ante esta transformación, los elementos Q;;., Q.,. y Qt,. del hamiltoniano 
(4.37) se reorganizan en la forma 

C2H (ki, k2) cJ 

~( 
Qp-1 Q"t-1 o o o o 

Q~-') Q-¡; Qo QÓ o o o 
o Q¡ Ql Qt o o (4.103) 

Q"t-2 o o o o Q;_2 Q,,-2 

De la Ec. (4.8) puede inferirse que la dependencia en k 2 del hamiltoniano está de­
terminada por la fase Mr.k2 de la Ec. (4.9) que es un múltiplo entero de CTbk2 • 

De estas ecuaciones también puede verse que los cambios k2 -+ k3 + 27r/b y 
tn -+ Fn + 1 son equivalentes .. En otras palabras, aumentar el pseudomomento 
k 2 en 27r/b es equivalente a recorrer cíclicamente los elementos del hamiltoniano 
como en la Ec. (4.103). Por lo tanto 

H (ki, k2 - 27r/b) = C2H (ki.k2)Cr (4.104) 

A través de estas mismas ideas es posible encontrar una simetría más general. 
Si hacemos el cambio k 2 -+ k 2 + 27r/qb en (4.9) obtenemos una fase adicional 
Mro27r/qb, que puede compensarse con un cambio de índice rn-+ rn + Arn tal 
que q~rn+ 1 = jp, donde j es un número entero, de tal forma que el cambio total 
de fase Mr.k2 sea un múltiplo entero de 27r. Así, incrementar el pseudomomento 
k2 en 27r/qb equivale a recorrer los elementos del vector d un número Arn de 
veces en forma cíclica. En lenguaje matricial se puede decir que 

d (ki. k 2 - 27r /qb) = C~"'d (ki. k 2 ), 

H (ki. k2 - 27r/qb) = C~"'H (ki.k2)C~4"'. (4.105) 

En general, la transformación C2 es unitaria entonces los eigenvalores de H (k1 , k 2 ) 

y de C2H (k1, k2) cJ son iguales. Por lo tanto, en ausencia de campo eléctrico loa 
eigenvalores de la energía son iguales en los extremos k 2 y k 2 + 27r /b de la zona 
de Brillouin, de manera similar a lo que ocurre con los electrones de Blocb en 
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Figura 4.10: Energía como función de k 2 para u = q/5. Se observa que los 
eigenestados tienen un periodo de 21r/qb por lo tanto tienen degeneración igual 
a q. Se incluyen todos los eigenvalores k 1 e (O, 21r/qb]. 

ausencia de campo magnético. Pero de acuerdo a (4.105), los estados lk1 , k 2 ) y 
lki. k2 + 2tr /qb) tienen la misma energía. 

Por lo tanto la energía, en ausencia de campo eléctrico, tiene degeneración 
igual a q. En la figura 4.10 se muestran los eigenvalores de la energía e para 
<T = q/5 con q = 1, 2, 3, 4 corno función del pseudomomento k 2 • Se observa que 
la energía es periódica y que tiene un período de 21r/qb, la degeneración de cada 
banda es q. 

La transformación k1 -+ k 1 + 21r/qb da resultados similares. En este caso 
b~(k1 +2Tr/qb,k2) = ¿;~c!,!l,~(ki.k2) donde c!,!l, = exp(-i2mn/p). En la 
representación matricial de la sección 4~3 

(4.106) 

donde C 1 , que se obtiene a partir de C2 aplicando una rotación magnética a 90º, 
está dada por 

e, - •'"-''"""''" - •"' ( ! o o o 
e-i2w~ o ~ } (U~ o e-ii2w~ 

o o e-•2·~ 

La energía no es el único observable que posee esta periodicidad. Cualquier 
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elemento de matriz Oao' = d!,,Od0 1 de un operador local es invariante, ya que 

O,.,.. (k1 - 27r/qb, k2) = d!,. (k1 - 21r/qb, k2) Od,.• (k1 - 21r/qb, k 2) 

= d!.. (k,, k2)cfc,oc[c,d,.. (k., k2) =o ..... (k,, k2). (4.108) 

Sin embargo, un operador de la forma -i8/8k1 se transforma dando lugar 
a un término que se puede interpretar como un potencial vectorial 

- dl (k, - 2.,,./qb, k2) ¡ 8~1 d,.. (k, - 2 .. /qb, k2) 

= -d!,. {k1, k2) Cf i 8~1 C1da• (k., k2) 

.. . {} {}f¡ 
= -a;,. (k1, k2) a {}k, d,.• (k1, k2) + lJki 6,.,.., (4.109) 

donde Ji es la fase de la matriz C1. Entonces, los elementos de matriz de la dia­
gonal no son periódicos mientras que los no diagonales si lo son. Estos resultados 
pueden ser repetidos en forma análoga para el pseudomomento k 2 • 

La Ec. (4.109) tiene importantes consecuencias en las propiedades de trans­
porte de este sistema y en gran parte es responsable de la cuantización de la 
conductividad de Hall como veremos en el capítulo 6. 

4.10. Aproximación Adiabática 

Consideremos la solución de la ecuación general Ec. ( 4.95) utilizando la apro­
ximación adiabática. Si el campo eléctrico es apagado dicha ecuación se reduce 
a una ecuación de eigenvalores de dimensión finita 

(4.110) 

donde a es el índice de banda. Se puede obtener la solución para Ja Ec. (4.95) 
en la aproximación adiabática en la forma 

. (k k) { ·[E,.(k1,k2) k]k da 1, 2 = exp -1 E + 2 l. 

+ i~ l,"' def>E~ (ef>,k2) +i1'(k1,k2)} b,. (k1,k2), (4.111) 

donde la fase de Berry 1' (k1, k2) se determina de la sustitución de esta expresión 
en la Ec. (4.95) como se muestra a continuación 

(4.112) 

El eigenvalor de la energía se determina aplicando la condición de que la función 
de onda debe ser la misma cuando k1 cambia por 27rp/qb = b, como vimos en 
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la sección anterior. Entonces, el cambio en la fase de la función (4.111) debe 
ser un múltiplo entero de 21r' y consecuentemente el espectro en la aprOXÍlllación 
adiabática está dado por 

rn =O, ±1,... (4.113) 

El criterio de validez para la aproximación adiabática se obtiene de requerir a 
la probabilidad de encontrar al sistema en un eigenestado distinto del original 
que sea mucho menor que uno [52]. En el límite en el que el acoplamiento entre 
los niveles de Landau es bajo, la probabilidad de encontrar al sistema en otro 
eigenestado es el cociente de la razón de cambio de los eigenvectores b0 (k1,k2) 
con respecto a k1 (que es aproximadamente bE) entre la diferencia de energía 
entre las sub-bandas de los niveles de Landau (que es del orden de la amplitud 
del potencial periódico) 

bE 
Uo « 1, (4.114) 

donde Uo es la amplitud del potencial periódico. 
Los últimos resultados merecen algunos comentarios. El espectro de energías 

en presencia de campo eléctrico y magnético contiene una serie de niveles dis­
cretos separados por 

Ll.E: = ubE = 2
7T E. 
bB 

(4.115) 

Estos niveles son similares a los de Wannier, que están igualmente espaciados 
con separación bE. En el caso presente, la estructura de bandas del problema 
magnético de Bloch es reemplazada por un conjunto de niveles discretos. La 
existencia de estos niveles puede explicarse por medio del siguiente argumento. 
En presencia de campos magnético y eléctrico B y E, el electrón viaja entre dos 
puntos de la red en un tiempo r = bB/E. Mientras el electrón no haga efecto 
túnel a otra banda, el movimiento parecerá periódico en la red recíproca con 
una frecuencia w = 2rr / r que corresponde a una serie de niveles de energía cuya 
separación es Ll.E: = liw. Esto reproduce el resultado de (4.115). 

Esta escalera de Stark se combina con el espectro de Hofstadter representado 
por el tercer término de la Ec. (4.113). La tercera contribución, proveniente de 
la fase de Berry, fue analizada originalmente por Thouless [19] en el contexto 
del efecto Hall cuántico. Thouless encontró que surge una estructura similar al 
aplicar la fórmula de Kubo para el caso del efecto Hall cuántico. Aquí estudiarnos 
su efecto en el espectro del electrón. Definimos el potencial vectorial en el espacio 
de los pseudornomentos corno 

A... (k) = ib!, (k1,k2) v.b .. (k1,k2}, 

entonces, la energía puede reescribirse como 

11• 1 r• & 0 (k2) = ubEni - Ek2 + b 
0 

dk1 E~ (le:) + b Jo dk1 E· .A.. (le:). 

(4.116) 

(4.117) 
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Regresaremos a este resultado más adelante cuando consideremos Ja corriente 
de Hall. 



Capítulo 5 

de Ondas y Paq1..1etes 
Fenómenos de Dispersión 

5.1. lnt;roducción 

Recientemente se han conseguido notables logros en la fabricación de redes 
artificiales de antipuntos cuánticos en heterojunturas de semiconductores (sec­
ción 1.4)[15, 30). Estos sistemas son de gran interés en el estudio experimental 
de Ja mecánica cuántica de sistemas clásicamente caóticos (caos cuántico). Las 
redes de antipuntos cuánticos en heterojunturas son además buenas aproxima­
ciones experimentales del problema de Bloch magnético. Este es clásicamente 
caótico y cuasiperiódico cuando el flujo magnético por unidad de celda en unida­
des de <Po es irracional [53). Esto da lugar a una serie de interesantes fenómenos 
de localización electrónica inducida por las características fractales del espec­
tro y por el cruzamiento frustrado de bandas. Estudiaremos algunos de estos 
fenómenos por medio de Ja evolución de un paquete de ondas. 

Los rasgos generales del espectro permiten inferir el tipo de movimiento que 
experimenta el paquete de ondas. Cuando el espectro adopta una estructura de 
bandas Ja función de onda del electrón tiende a ser extendida, mientras que si el 
espectro consiste de un conjunto de niveles discretos los electrones se localizan. 

Para estudiar la evolución de un paquete de ondas presentauios primero el 
procedimiento general para obtener la densidad de probabilidad y los valores 
esperados de la dispersión del paquete como funciones del tiempo. A través de 
este método estudiarnos la dispersión de un paquete para varios valores de los 
parámetros más relevantes del problema. 

5.2. Evolución de Paquet;es de Onda 

Una base conveniente para estudiar la evolución de un paquete de ondas en 
el problema de Bloch eléctrico-magnético es la formada por funciones de tipo 
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l-rP1,ol 

Figura 5.1: Densidad de probabilidad de algunas de las funciones de onda de la 
base.¡,,.,., (x,y) graficadas en el intervalo x E [-5,5], y E [-5,5]. Se muestra la 
superficie correspondiente a 10 x 10 celdas unitarias. 
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Figura 5.2: Fenómenos de localización debidos a la irracionalidad de CT. Se mues­
tra la evolución de la función de onda '1' (t, x, y) del paquete sobre un potencial 
bidimensional periódico. El estado inicial es .Pi.o (x, y). Se muestra un cuadro de 
40 x 40 celdas unitarias. Los parámetros en cada caso están dados por K = 5, 
~ = 1, E= O, (a) cr = 1/2 y (b) CT = (./5- 1) /2. Para cr racional el paquete de 
ondas se difunde con mayor rapidez que para CT dada por la razón dorada. 

oscilador armónico definidas por 

AtA¡µ,v) = µ¡µ,v), BtB¡µ,v) = vlµ,v), (5.1) 

donde 

A = ~(Pi - iQ1), (5.2) 

Los operadores de ascenso A t y descenso A fueron originalrnente introducidos en 
la Ec. (2.36). Análogamente Bt y B son los operadores de ascenso y descenso 
definidos en (2.49). Estos operadores están asociados al momento angular de 
acuerdo con la definición (2.48) en la que el generador de rotaciones se escribe 
corno .7 = A t A - Bt B. Es fácil verificar que los vectores jµ, v) son eigenestados 
del tnomento angular con eigenvalores dados por 

.71µ, v) = (µ - v) jµ, v). (5.3) 

Esta base tiene la particularidad de estar compuesta de funciones de onda 
que se encuentran localizadas en el origen por lo que resulta útil para estudiar la 
evolución de paquetes inicialmente localizados. La forma explfcita de estoa esta­
dos en la representación de coordenadas espaciales puede obtenerse por medio 
de la transformación unitaria 

(5.4) 
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Figura 5.3: Localización para u = -y,.. Se muestra la evolución de la función de 
onda '1' (t, x, y) del paquete sobre un potencial bidimensional periódico. El estado 
inicial es ..P1,o (x,y). Los valores de los parámetros son u= 1/1r, Á = 1, E= O 
y (a) K = 1, (b) K = 5 y (c) K = 10. Se muestra un cuadro de 40 x 40 celdas 
unitarias. Los cuellos formados por el espectro en las rafees de los polinomios 
de Laguerre, inducen localización cuando el acoplamiento entre los niveles de 
Landau es despreciable (K = 1). A medida que el acoplamiento se intensifica, 
el espectro deja de colapsarse en los cuellos y el electrón se deslocaliza. 

que es similar a (2.32). Esta transformación conecta a las representaciones 
(Q,.,P,.) y (x,.,p,.) en el caso particular en el que los parámetros de la nor­
ma toman los valores fJo = 3/2 y /31 = /32 = -1/2, como puede verificarse de 
las Ecs. (2.34). La relación entre ambas representaciones está. dada por 

Jx,y) =U Jx,y)Q, (5.5) 

donde Jx,y) es un eigenestado del operador de posición y Jz,y)Q es un eigen­
vector de Qi y Q2 de tal forma que cumple con 

Qi Jx,y)Q = x Jx,y)Q, (5.6) 

En la representación de coordenadas las funciones de onda toman la forma 

..P,.,., (z,y) = (z,y Jµ,v) =Q (:z:,y¡ut fµ,v). (5.7) 

Insertando una base completa en la ecuación anterior obtenemos que la función 
de onda en el espacio de coordenadas se expresa como 
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..P,.,., (x,y) = J d:r:'dy' Q (z,yfut lx',y')Q Q (:r',y'fµ,v). (5.8) 
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Figura 5.4: Direcciones de mayor y menor modulación del potencial 
periódico. La dirección de menor modulación del potencial periódico 
U 0 [cos (27rx/a) +A cos (27ry/a)] está indicada con una flecha. (a) Con A = 2 
la dirección de menor modulación es a lo largo del eje z, (b) A = 1 las dos 
direcciones tienen la misma modulación y (c) A = 1/2 la dirección de menor 
modulación está sobre el eje y. 

El último braket es el producto de las funciones de onda de oscilador armónico 
en el espacio de Qi y Q2 dadas por 

( 1 ) 
1 e-(z2 +112)H (x)H () (59) 

Q x, y µ.,V = yf7rv!µ.!2"+v ,. v y ' . 

donde H,. (x) es un polinomio de Hermite de orden µ.. Sustituyendo (5.9) en 
(5.8) y llevando a cabo la integral obtenemos la forma explícita de las funciones 
de onda corno 

donde 

e-(z 2 +112)/4 { cp,.,v (x, y), 
T/J,.,v (x, y) = v'21r 

7r 'Pv,,. (y, :z:)' 

µ :5 v, 

V ,S µ, 

•~ (x y) = iv (:z: + i••)v-,. Lv-" ffkJ [("'2 +y2)] 
-rµ,... ' • µ 2 , 

(5.10) 

(5.11) 

y L::; es el polinomio asociado de Laguerre de orden µ. y de grado v. En la 
figura 5.1 pueden verse las primeras 15 funciones de onda de la base. Debido 
a la exponencial decreciente en (5.10) las funciones T/J,.,v (x,11) están localizadas 
alrededor del origen. Además, a medida que los índices µ. y v aumentan también 
lo hace la dispersión media de la función de onda. Esto puede utilizarse como 
un criterio burdo de convergencia; en Ja expansión de la función de onda de 
un paquete es necesario incluir al Dlenos aquellas funciones de onda cuyo radio 
medio sea equiparable con la dispersión media del paquete. 

Para calcular la dependencia temporal de la función de onda del paque­
te seguimos el siguiente procedimiento. Suponemos que el paquete de ondas 
inicial coincide con alguno de los estados T/J,.,v (x,11). Como ejemplo selecciona­
mos fenómenos que ocurren a energías aproximadamente iguales a la del primer 
nivel de Landau, para lo que partimos del estado T/J1,o (:z:, JI). La función de on­
da en cualquier momento puede obtenerse del operador de evolución temporal 
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Figura 5.5: Espectro corno función del acopla.miento entre los niveles de Landau 
K para u = 55/89 y Á = 1. 25. Se muestran los estados correspondientes al con­
junto de pseudornornentos k 1 E [0,2.,.-/qb) y k2 =O. En la figura de la izquierda 
se ve la estructura de sub-bandas de los tres primeros niveles de Landau y en 
la derecha se muestra una amplificación del segundo nivel de Landau. Aproxi­
madatnente en K = 7 • 5 ocurre una transición entre una estructura de bandas 
(K < 7. 5) y un espectro de niveles discretos (K > 7. 5). 

O (t) = exp ( -itH) actuando sobre el estado inicial del paquete ¡µ, v) 

11' (t,x,y) = (x,y IO (t)I µ,v), 

donde H es el harniltoniano (2.38) dado por 

1 
H = AtA+ 2 + V(Qi -P2,Q2 -Pi) -EP2. 

Para el potencial V (x, y) utilizarnos la forma (2.9) dada por 

V = Uo [ cos ( 2.,.- Qi :- p 2
) + Á cos ( 2.,.- Q 2 

:- Pi ) ] , 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

donde es importante recordar que x = Qi - P 2 y y = Q2 - P 1 . Los elementos 
de matriz del harniltoniano en la base de Iµ, v) están dados por 

Jlll!!;:: = (µ', v' IHI µ, v) 

= 6,..,,. [ (µ+ ~) 6.,•,., - ../i7.E6.,•,.,+• - vv.E0 6.,.+1,.,] 

4(;!1) [D,.•,,. (~D.,.,., (-iy'ir.7) 

+ ÁDµ• ,,. (-iv'ii'U) D.,.,., ( v'ii'i7) +e.e.] , (5.15) 
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Figura 5.6: Localización por cruzamiento frustrado de bandas. Se muestra la 
evolución de la función de onda 'i' (t,:z:,y) del paquete sobre un potencial bi­
dimensional periódico. El estado inicial es .Pi.o (:z:,y). Los valores elegidos para 
los parámetros son con u = 55/89, Á = 1 • 25 y (a) K = 5 (b) K = 10. Se 
muestra un cuadro de 40 x 40 celdas unitarias. Cuando K < 7 • 5 el electrón 
se dispersa en forma balística a lo largo de la dirección de menor modulación. 
Para K > 7 • 5 el electrón se dispersa balísticamente también en la dirección de 
mayor modulación. 

donde n,..,,. (z) es el elemento de matriz del generador de estados coherentes 
del apéndice C.1, K es el parámetro adimensional definido en (4.19), el número 
complejo E está dado por 

E= v"ii (~ + 1) (E., + iE,,) (5.16) 

y E., y E 11 son las componentes del campo eléctrico. Los primeros tres térmi­
nos de (5.15) corresponden a las contribuciones de los niveles de Landau y del 
campo eléctrico. Los últimos cuatro términos provienen del potencial periódico. 
Los elementos del hamiltoniano escritos así están dados en unidades de l'lwc· 
La matriz (5.15) es diagonalizada numéricamente obteniéndose los eigenvalo­
res de la energía &,.,., y los eigenvectores C,.,., correspondientes al problema de 
eigenvalores 

µ ... _ "m•• 
E E u::::::c,.,., = c,..,.,.c,..,.,.. (5.17> 
µ=O 11=0 

Para conseguir convergencia en los intervalos de tiempo considerados es su­
ficiente incluir elenientos para Pmax = 4 y Vmas. = 600. Se obtiene la matriz 
unitaria 1U que diagonaliza al hamiltoniano 

E=UHut, (5.18) 

donde E es una matriz diagonal cuyos elementos son los eigenvalores de la energía 
&,.,.,. En esta representación, el operador de evolución temporal puede calcularse 
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Figura 5. 7: Espectro de los dos primeros niveles de Landau como función del 
pseudomomentos k 2 para >. = 2, K = 5, (a) cr = 1/2 y E = O. 04, (b) cr = 5/2 
y E =O. 04 (c) cr = 1/2 y E = 2. Cuando CT es un número pequeño y el campo 
eléctrico es menor que 1 el espectro tiene una estructura de bandas. Si o es 
grande el espectro se distorsiona dando lugar a un conjunto de niveles discretos 
que pueden o no cruzarse. En el límite de campo eléctrico intenso se observa la 
estructura de bandas tipo escalera de Stark para valores fijos de k,.. 

explícitamente como 

O(t) = ut exp(-itE) U, (5.19) 

donde el término exp (-itE) es la matriz diagonal cuyos elementos son exp (-it&,.,.,). 
El vector a cualquier tiempo dado puede calcularse corno 

C(t) = O(t) C(O), (5.20) 

donde C(O) es el vector inicial. En los casos considerados, C,.,., (O) = cS,.,icSv,O 
que corresponde a la función de onda t/J1 ,0 (:i:,y). Una vez calculado el vector 
C(t), la evolución temporal de la función de onda se obtiene como 

µm-Vrn-

'11 (t,z,y) = L ¿c,..,(t)t/J,.,.,(:z:,y). (5.21) 
µ=O v=O 

La representación (5.21) perlllite también calcular el valor esperado de la dis­
persión del paquete cr., (t) a lo largo del eje z y u 11 (t) a lo largo del eje 11 corno 
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cr., (t) = J (z2) - (z)2 , cr11 (t) = J (112 ) - (11)2
, (5.22) 
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donde 

"""- ., ... _ 
(x) = E E C:· ,.,. (t) ex>:::: e,.,., (t), 

µ,p'=Ov,1''=0 ,, __ "-- , 
(x2

) = E E C:· ,.,. (t) (X2
) :. :: e,.,., (t) , 

"•"'=º"•"'=º 
l'rn•• "m•• 

<11> = E E C:· ,.,. (t) cv>:::: e,.,., (t) 
µ,µ'=Ov,v'=O 

"''"ªª ........ t 

(112
) = E E C:· •"' (t) (Y2

):.:: e,.,., (t) 
µ,µ.'=Ov,1''=0 

y los elementos de matriz de X y Y están dados por 

x::::, = (µ',v' 1 :rl µ.,v) = i~µ.'+1,,.6.,,,,,, - V2Vó,..•,p.Óv•+1,., +e.e., 

ir:::::=(µ', v' l 111 µ, v) = ~ó,.1 +1,,,6.,1 ,., + i.v2Vóµ•,,.ó.,1 +1,.., +e.e. 

5.3. Resultados 

8T 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

Consideramos el comportamiento de un paquete inicialmente localizado da­
do por la función de onda .,P1 , 0 (x,11) bajo diferentes valores de los paránietros 
relevantes del sistema. 

5.3.1. Localización Inducida por el Parámetro u 
El parámetro u puede inducir estados localizados o deslocalizados del electrón 

en dos formas distintas. En la primera se distinguen los casos en que el inverso 
del flujo magnético u es racional e irracional. Cuando <T es un número racio­
nal q/p el espectro se compone de exactamente p bandas separadas por p - 1 
brechas. Para u irracional, el espectro puede aproximarse truncando en el térmi­
no n la expansión de cr en fracciones continuas en el aproximante qn/Pn· Si la 
aproximación al número irracional es buena Pn debe ser un nÚDlero grande. En 
este caso esperamos encontrar un gran nú111ero de niveles discretos en lugar de 
bandas. En la figura 5.2 se comprueba que para <T racional (cr = 1/2) el paquete 
se difunde con mayor rapidez que para u irracional [u= ("'5 - 1) /2, la razón 
dorada]. 

Otra forma de inducir localización en la función de onda del electrón es 
seleccionando u = ...,,.¡-rr, donde...,,. es un cero de los polinomios de Laguerre. 
Cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau es pequeño las sub-bandas 
en que se divide cada nivel de Landau sufren angostamientoa en dichos puntos 
(sección 4.4). La estructura de bandas del segundo nivel de Landau se colapsa 
en un solo punto cuando 'Yl = -rrcr y "(1 es la raíz de L1 (wcr). El tercer nivel de 
Landau se colapsa en las dos raíces -rrcr = 'Yl y -rrcr = ...,2 del polinomio de Laguerre 
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L 2 (11"17) y así sucesivamente. De esta forma, un paquete "11,0. cuya energía media 
es aproximadamente la del primer nivel de Landau, permanecerá localizado si 
u= -y1 /11". Sin embargo, como se observa en la figura 4.3 dichos angostamientos 
o cuellos en el espectro desaparecen a medida que el acoplamiento entre niveles 
de Landau K se incrementa. En la figura 5.3 observamos que si el acoplamiento 
entre los niveles de Landau es despreciable (K = 1), el electrón permanece 
localizado. Una vez que el acoplamiento se hace más intenso (K = 5 y K = 10), 
los paquetes tienden a dispersarse con mayor rapidez, en concordancia con lo 
observado para el espectro. 

5.3.2. Localización Inducida por Cruzamiento Frustrado 
de Bandas 

Geisel [43, 54] y sus colaboradores analizaron Ja dispersión de un paquete 
en una dimensión caracterizada por Ja ecuación de Harper (4.5). Demostraron 
que >. = 1 representa un caso crítico en el que Ja función de onda del electrón 
pasa de estar localizada a estar deslocalizada. En nuestro caso >. representa Ja 
anisotrop{a del potencial periódico bidimensional. Si Ja modulación del potencial 
es igual en las direcciones x y y (>. = 1) el paquete se dispersa isotrópicarnente 
(figura 5.4). 

Cuando >. > 1 Ja dirección de menor modulación del potencial se encuentra 
a Jo largo del eje x y para >. < 1 a Jo largo del eje y. En las figuras 5.5 y (5.6) 
presentamos el espectro y Ja evolución del paquete para >. = 1 • 25. Debido a 
que la modulación del potencial es menor en la dirección x, esperamos que el 
paquete se disperse preferentemente en dicha dirección. Este comportamiento 
se observa claramente en la figura 5.6a correspondiente a un acoplanüeoto entre 
niveles de Landau dado por K = 5. Sin embargo al incrementar el acoplamiento 
entre niveles de Landau (K = 10) observamos en la figura 5.6b que el paquete 
se dispersa en ambas direcciones, a pesar de Ja anisotropía del potencial. Dicho 
comportamiento se explica por Ja transición del espectro en el punto K = 7 • 5 
correspondiente a un cruce frustrado de bandas. Para K < 7 • 5 se observa 
una estructura de bandas mientras que para K > 7 • 5 y A:2 fijo se tiene un 
espectro de niveles cuasidiscretos. En el espectro de la figura 5.5 se incluyen 
Jos estados correspondientes al conjunto de todos Jos pseudomomentos A:1 E 
[O, 211' / qb] mientras que se mantiene fijo A:2 = O. Si por el contrario se incluyen 
los estados correspondientes al conjunto de pseudomomentos A:1 = O y A:,. E 
[0,211"/qb] el espectro muestra bandas paraK > 7.5 y niveles discretos paraK < 
7.5.[53] En estas condiciones esperamos que el paquete se disperse balísticamente 
a Jo largo del eje x para K < 7 • 5. Sin embargo, para K > 7 • 5 las bandas del 
segundo nivel de Landau se transforman en un conjunto de niveles discretos 
dando lugar a una tendencia a producir estados localizados a lo largo de :r:. 
En la figura 5.6 vemos que para K > 7 • 5 el paquete se desplaza en ambas 
direcciones ya que existe una contribución a la dispersión del electrón en la 
dirección :r:, debida a las sub-bandas contiguas que no presentan discretización . 
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Figura 5.8: Localización dinámica. Se muestra la evolución de la función de onda 
'1> (t,x,y) del paquete sobre un potencial bidimensional periódico. El estado 
inicial es .Pi.o (x, y) y en todos los casos Á = 2, K = 5. Se muestra un cuadro de 
40 x 40 celdas unitarias. (a) En la región de campo magnético intenso (u= 1/2 
y E = O • 04) el paquete se dispersa en la dirección de menor modulación en 
forma balística. (b) En la región intermedia (u= 2. 5 y E= O. 04) el paquete 
comienza a dispersarse en la dirección perpendicular a E. (c) Para el caso de 
campo eléctrico intenso (u = 1/2 y E = 2) el paquete se propaga y dispersa en la 
dirección de deriva, mientras que presenta localización dinánúca en la dirección 
longitudinal. 

5.3.3. Localización Dinámica 

En el capítulo anterior encontramos que la superposición de Jos cwnpos 
magnético y eléctrico da lugar a un espectro que que se sitúa entre la estructura 
de bandas del problema de Bloch magnético y el espectro tipo escalera de Stark. 
El último se obtiene en el límite de campo eléctrico intenso y consiste, para 
k 2 fijo, de baridas estrechas uniformemente espaciadas separadas por pequeñas 
brechas. En la figura 5. 7 se muestran los espectros de los dos primeros niveles 
de Landau en los límites de campo magnético intenso (figura 5.7a), intermedio 
(figura 5.7b) y campo eléctrico intenso (figura 5.7c). Para el límite de campo 
magnético intenso con u = 1/2 se obtiene que cada nivel de Landau se divide 
en dos bandas. En la situación intermedia (u = 5/2 y E = O • 04) cada nivel 
de Landau se divide en muchas bandas estrechas que pueden o no cruzarse. 
Finalmente en el límite de campo eléctrico intenso (u = 5/2 y E = 2) obtenemos 
niveles que, para k2 fijo, son prácticamente discretos. Estudiamos la dispersión 
de un paquete para cada uno de estos caaos. En el límite de campo magnético 
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Figura 5.9: Dispersión media a lo largo de los ejes x y y como función del tiempo 
para~= 2, K = 5. (a) En el régimen de campo magnético intenso (u= 1/2 y 
E = O. 04) la dispersión a lo largo de la dirección de menor modulación es de 
tipo balístico y en la dirección perpendicular el paquete se dispersa lentamente. 
(b) En la región intermedia (u= 2.5 y E= 0.04) se intercambian los comporta­
mientos de las dispersiones. (c) Cuando predomina el efecto del campo eléctrico 
(u = 1/2 y E = 2) observamos que el paquete se localiza dinámicamente en la 
dirección de menor modulación del potencial periódico mientras que se desplaza 
y dispersa en la dirección de mayor modulación. La dispersión ocurre con menor 
rapidez que el desplazamiento. 

intenso el paquete se dispersa a lo largo de la dirección de menor modulación 
(figura 5.8a) en forma balística. La figura 5.9a muestra que el comportamiento 
de la dispersión del paquete a lo largo de x es u,,, (t) - t 1 • En este límite el 
campo eléctrico no es suficientemente intenso por lo que el paquete se dispersa 
muy lentamente en la dirección de deriva. [55] 

En la situación intermedia, ilustrada por la figura 5.8b, el paquete comienza 
a moverse en la dirección de deriva. Este presenta localización dinámica en x 
caracterizada por el comportamiento oscilatorio de u,,, (t) - t 0 • La localización 
dinámica se da después de un período transitorio en el que el paquete se disper­
sa en x. La dispersión en y tiene la forma u 11 (t) - t 18125 • Finalmente, para un 
campo eléctrico intenso (figura 5.Sc) el movimiento de deriva se hace evidente. 
También resulta claro que, a pesar de que la modulación del potencial es me­
nora lo largo de x, el campo eléctrico produce localización dinámica en dicha 
dirección. En la dirección de deriva el paquete se desplaza y dispersa en forma 
balística. Sin embargo, la dispersión ocurre en una escala de tiempo mucho ma­
yor que el desplazamiento debido a la alta modulación del potencial periódico. 
El efecto de localización a lo largo de la dirección longitudinal es el resultado 
de la discretización de niveles producida por el campo eléctrico . 



Capítulo 6 

Conductividad de Hall 

6.1. Introducción 

En la sección 2.3 estudia.JJlos la ecuación de SchrOdinger para un electrón 
en presencia de campos magnético y eléctrico uniformes. Como una primera 
aproximación puede calcularse la corriente de Hall cuando el potencial de la red 
es despreciable. En este caso la Ec. (2.37) da lugar al siguiente problema de 
eigenvalores de la energía 

(6.1) 

donde el campo eléctrico E está dirigido a lo largo del eje z. La base {Iµ, k,.)} 
está formada de eigenestados del operador de número de Landau y de P 2 

(6.2) 

Se puede comprobar fácilmente que los eigenestados de la energía son entonces 

1 
E,. (k2) = µ + 2 - Ek2. (6.3) 

El Ca.JJlpo eléctrico rompe la simetría original de los niveles de Landau lo­
calizados en el plano, permitiendo el movimiento de los electrones a lo largo 
del eje y. Los estados Jµ, k2) llevan entonces una corriente en la dirección y. La 
contribución de un estado ocupado a la corriente a lo largo de este eje es 

(6.4) 

donde Il2 es el operador de velocidad en la dirección y. En la sección 2.3 mos­
trarnos que los operadores de velocidad pueden expresarse en términos de la 
transformación canónica (2.29) de tal forma que Il2 = Q1 - E y a que su vez 
Qi está ..Saciado a los operadores de escalera de los niveles de Landau 

(6.5) 

°'' 
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como puede verse de la Ec. (2.36). En la corriente de Hall (6.4), Q1 actuando 
sobre los kets produce una combinación lineal de estados ¡µ + 1, A:2) y ¡µ - 1, A:2) 
que son ortogonales a ¡µ, A:2) y por lo tanto la única contribución que sobrevive 
es la del campo eléctrico obteniéndose 

(6.6) 

El resultado anterior no depende del estado en el que se encuentra el electrón 
por lo que se infiere que todos los estados llevan la misma corriente de Hall. La 
corriente de Hall total es entonces 

(6.7) 

donde no es la densidad superficial de portadores de carga, VL es el factor de 
llenado (ver capítulo 1) y el índiceµ corre sobre los VL niveles de Landau llenos. 
Agregando unidades (ver apéndice A) a la expresión anterior para la corriente 
de Hall obtenemos e 

J2 = -noE"jj. (6.8) 

De la relación de n 0 con el factor de llenado (1.8) obtenemos la cuantización 
para la conductividad 

(6.9) 

La ecuación anterior muestra que cada nivel lleno de Landau contribuye con un 
factor e 2 / h a la conductividad de Hall. La localización de la energía de Ferrni 
EF puede variar debido a la modificación del campo magnético o de la densidad 
superficial de electrones; sin embargo el resultado anterior muestra que mientras 
que Cp se encuentra localizada dentro de una brecha de estos niveles, esperarnos 
que la cuantización de an se mantenga. 

Se ha llevado a cabo mucho trabajo experimental y teórico en torno al efecto 
de las impurezas y el desorden (9] presentes en las muestras reales. El efecto del 
desorden es producir un conjunto de estados localizados (que integran al brecha 
de movilidad) en torno a los estados extendidos (en el borde de morbilidad) que 
son los que contribuyen a la conductividad de Hall. Como puede observarse en la 
figura 1.8, alrededor de la posición original de cada. nivel de Landa.u se observa 
una banda de estados extendidos rodeada de una banda de niveles localizados. 
Mientras EF esté dentro de la región de estados localizados, no habrá nuevos 
estados electrónicos disponibles que contribuyan a la. conductividad de Hall, por 
lo cual se espera que CTH se mantenga constante. Esto explica la aparición de 
mesetas en la conductividad de Hall en presencia. de desorden e impurezas. Sin 
embargo, por medio de estos argumentos, no es posible justificar que los valores 
de la conductividad de Hall sean múltiplos enteros de e 2 /h. 

La ocurrencia del efecto Hall cuántico entero en muy diversas versiones ex­
perimentales sugiere que el fenómeno se debe a. un principio fundamental in­
dependiente de las características particulares del sistema. Thouless, Kohmoto, 
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Nightingale y Nijs [19, 56] mostraron, utilizando la teoría de la respuesta lineal 
de Kubo (apéndice E), [57, 58] que la conductividad de Hall se puede expresar 
corno un invariante topológico que toma valores enteros. 

En el presente capítulo utilizamos los resultados obtenidos anteriormente 
para calcular la conductividad de Hall para el problema eléctrico-magnético 
de Bloch. Nuestros resultados son válidos para valores arbitrarios del campo 
eléctrico, reduciéndose al caso de Thouless et al. cuando se considera el efecto 
de E a primer orden. El método permite calcular las correcciones no lineales en 
E a <Tff. 

Cabe recordar que la presencia del potencial periódico rompe los niveles 
de Landau en un determinado número de sub-bandas. Es razonable esperar 
que cada sub-banda contribuya con una fracción del valor total de e 2 / h que se 
asigna al nivel completo de Landau. Sin embargo es interesante observar que 
cada sub-banda a llena contribuye con un valor u 0 e 2 / h a la conductividad de 
Hall, donde u 0 es un número entero. El número cr0 es un invariante topológico 
que puede utilizarse para etiquetar a cada sub-banda. Mostraremos un método 
que permite calcular numéricamente u 0 para cada sub-banda, comprobando que 
su valor es entero. Los valores de a 0 se pueden asignar también a las bandas que 
se obtienen para acoplamiento fuerte, en cuyo caso la identificación de dichas 
bandas como pertenecientes a un nivel de Landau determinado se pierde. 

6.2. La Corriente de Hall 
Para calcular las corrientes longitudinal y de Hall en un sistema de electrones 

de Bloch independientes consideramos el campo ferrniónico [59] 

'l/J (t, z) = ~ J d'k .Po (k) rp0 (k; t, z), 

.¡,+ (t, :e) = ~ J d~k 4>! (k) rp;, (k; t, z), (6.10) 

cuya funcional lagrangiana está dada por 

L ['l/J,'l/J+] = - J d':r: .¡,+ (t,z)S'l/i (t,z). (6.11) 

donde S es el operador de SchrOdinger (2.1). La función <p0 (k; t, z) representa 
un estado de Bloch en presencia de campos magnético y eléctrico como los 
discutidos en la sección 3.4. Los operadores de creación y aniquilación </>! (k) 
.Po (k) cumplen las relaciones de anticonmutación usuales para fermiones 

{</>o (k), </>o• (k')} = { </>! (k) , tf>;!°, (k')} =O, { "'º (k) • .p¡;. (k')} = 60,0•6 (k' - k). 
al igual que el campo 'l/J(t,z) 

{'l/J(t,z),'l/J(t,z')} = {.P+(t,z),.p+(t,z')} =0, 
{.P(t,z) ,.¡,+ (t,z')} = 6(:1:' -z). 

(6.12) 

(6.13) 
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Para campos magnéticos intensos suponemos que todos los electrones se en­
cuentran polarizados en la dirección del C&lllpO magnético, por lo que podemos 
ignorar al espín como grado de libertad activo. 

La densidad de corriente está dada por el valor esperado del operador velo­
cidad multiplicado por la carga del electrón 

.i = -~ f rPx ..¡,+ (t,z) n..¡, (t,z) 

= -~ L f cPk' f d 2 k 4>~ (le') <Po (le) (a',k' IDI a,le), (6.14) 
ª•º' 

donde S es la superficie de la muestra e introducimos la definición 

(a', le' IDI a, le} = J rPx rp;,. (le; t, :a:) Drp.,. (k; t, :a:). (6.15) 

Para calcular el elemento de matriz del operador de velocidad consideramos 
primero el elemento de matriz del vector de posición que puede escribirse de la 
siguiente forma 

(a', le' lzl a, le} = J d 2 xe«•-•')-"'u;,. (k'; t,z) zu.,. (le; t, :a:) 

= yV• J d2xe«•-•')-•u;., (le';t,z)u.,. (le;t,z) 

+ J d 2 xe«•-•'>-•u;.. (k';t,z)iV.,u.,. (le;t,z), (6.16) 

como vimos en el capítulo 3, el teorema de Bloch (3.49) permite escribir 

rp (k; t, z) = e••·•u (le; t, z), (6.17) 

con u (k; t, z) cumpliendo las condiciones de periodicidad (3.51). En el lado 
derecho de la ecuación anterior 7 el primer término es 60 , •ªV •6 (le' - le), mientras 
que el segundo puede escribirse como 

J d 2 x e•C•-•')-•u;.. (k'; t,z) iV.u.,. (le; t, z) 

= L e«"•-";)9 •he<C"•-"ó}&lo 1 cPx u;.. (le'; t, z) iV.,u.,. (k; t, z) 
11 ,12 CUM 

= 
2

11" 6 (le' - k) f rPz u;.. (k; t,z) iV.,u.,. (le; t, :a:), (6.18) 
p ÍcuM 

donde hemos remplazado la integral sobre todo el espacio por una suma so­
bre las posiciones de todas las celdas unitarias magnéticas (CUM); lo anterior 
produce el término de la delta, más una integral sobre una sola de las celdas 
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aprovechando que las funciones de modulación Ua (A:;t,z) tienen las propieda­
des de periodicidad (3.51). El valor esperado del vector de posición está dado 
entonces por 

(o',k' lzlo,k} = -iV•6(k' - k)6a•,a +6(k' - k) .A.ª'•ª (k) (6.19) 

donde hemos definido 

.A.ª'•ª (k) = 
2

,.. Í cPx u~. (k; t,:r:) iV""ª (k; t, z). 
P ÍcuM 

(6.20) 

El elemento diagonal de (6.20) dado por 

.A.a (k) =Aª•ª (k), (6.21) 

es el potencial vectorial o fase de Berry definido en la zona magnética de Bri­
llouin (ZMB). Como vimos anteriormente dicho potencial aparece como la fase 
de Berry que resulta de resolver la ecuación efectiva de SchrOdinger (3.53). Di­
cho término fue introducido originalmente por Kohmoto (45] en la discusión 
de la conductividad de Hall por medio de la teoría de la respuesta lineal. Más 
adelante veremos que es fundamental en la discusión de la cuantización de Ja 
conductividad de Hall. 

El operador de velocidad, definido como D = p + A, puede ser expresado 
como D = i [H, :r:]. Así, el elemento de matriz de la velocidad, se puede calcular 
corno 

(o', k' IDI o, k) = i (a', k' l[H, z]I o, k) 
=(Da (k) 6a•.a + Da•,a (k)(l - 6a•,a)]6 (k' - k), (6.22) 

donde 

Da (k) = V•Ea (A:) - E· V.,.A.a (k), 

Da•.a (k) = i [Ea• (A:) - Ea (k) + iE ·V.,] .A.ª'•ª (k). 

(6.23) 

(6.24) 

En este último resultado hemos utilizado la Ec. (6.19) y la ecuación de SchrOdin­
ger en la forma (3.31) que permite sustituir la derivada temporal de la función 
de onda por la derivada direccional respecto a (k) a lo largo del campo eléctrico. 

Sustituyendo (6.22) en la expresión para la corriente (6.14) obtenemos 

.i = -~ ~ j d2k t/>°J; (k) </>a (A:) (V•Ea (k) - E· V•.A.a (k)] 

- ~ L J d 2 k tf>°J; (A:) </>a• (k) (Ea• (k) - Ea (k)] .A.ª'•ª (k). (6.25) 
o,o' 

Consideramos que el sistema se encuentra a muy baja temperatura y que los 
electrones ocupan todos los niveles independientes que se encuentran por debajo 
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de la energía de Fenni. Luego, el estado del sistema en Ja aproximación de 
partícula independiente puede escribirse como 

1'11) = v"i5 11 JI q,-:; (k) IO), (6.26) 
as ...... • 

donde jO) es el vacío, V es un factor de normalización que garantiza que el 
número de portadores de carga sea en total .N y VF es el número de bandas llenas 
por debajo de Ja energía de Fermi. Esta condición de normalización implica que 
el número total de partículas es 

N = f d 2 x ('11 ¡.¡..+ (t,:c) .¡.. (t, :c)j '11) = L f d 2 k ('11 ¡.p-:; (k) .Pa (k)j '11) 
0 

(6.27) 
y que el factor de normalización está dado por 

V=N....!... qb2 =.N....!...E.. 
VF (27r)2 VF 211"' 

(6.28) 

donde, de acuerdo a (3.7), el número enterop está asociado al inverso del número 
de cuantos de flujo fundamental por celda unitaria a= q/p. 

Al calcular el valor esperado de Ja corriente en Jos estados representados por 
(6.26) obtenemos que se reduce a 

(6.29) 

donde fa (k) = ('11 l4>t (k) 4>a (k)j '11) es el número de ocupación del estado ca­
racterizado por Ja banda o y el pseudomomento k. Como ya hemos mencionado, 
a bajas temperaturas sólo se encuentran llenos aquellos niveles cuyas energías 
están por debajo de la de Fermi por lo que el número de ocupación es 

{ 
v2 

fa (k) = O, ' 
Ea {A:) :5 EF, 
Ea {A:)> EF (6.30) 

De tal modo que en la aproximación de muy bajas temperaturas la expresión 
(6.29) para la corriente toma la forma 

J = -~ L ! d2k [V.Ea (A:) - E. v • .Aa {A:)]. 
o:Sl'F 

{6.31) 

Es interesante notar que el término V•Ea {A:) representa la contribución usual 
a la corriente proveniente de la velocidad de grupo; donde Ea (A:) es la cuasi­
energía que incluye de manera completa los efectos de Jos campos externos. 
Adicionalmente encontramos una contribución novedosa a la corriente prove­
niente del gradiente de la fase de Berry a lo largo de la dirección del campo 
eléctrico. 
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Como se muestra en el apéndice F, el potencial vectorial A (le) de Berry 
puede expresarse en la representación matricial introducida en la sección 4.3 
como 

{~ .A.. (k1, k2) = Ío d,P 4, (k1 + ,¡,, k2) iV.,da (k1 + ,¡,, k2), (6.32) 

donde da (k1, k2) es solución de la ecuación de SchrOdinger (4.40) 

H (k1,k2)da (k1, ko) = (ea+ Ek2 - iE lJ~,) da (k1,k2). (6.33) 

H (ki. k 2 ) está representada por la matriz (4.37). De esta última ecuación ob­
servarnos que el eigenvalor de la energía puede escribirse como 

(6.34) 

donde 

(6.35) 

El siguiente paso es introducir la expresión anterior de la energía en la Ec. (6.31) 
para la corriente. El primer término de la energía, dado por (6.35) tiene la forma 
de una contracción, y como vimos en la sección 4.9, éstas son periódicas en los 
bordes de la ZMB. Por lo tanto, el gradiente de éste término integrado sobre la 
ZMB se cancela J d2kv.,t:.ª (k) =o, (6.36) 

con lo cual, la corriente toma la forma 

(6.37) 

donde ei, e2 y ea son una base de vectores ortononnales, e 1 es paralelo al 
campo eléctrico y ea es paralelo al campo magnético. El vector O (k)ª tiene 
sólo componente a lo largo de ea, la cual se puede escribir como 

[Oa (lc)Ja = ¡v., x .A.. (k)Ja • (6.38) 

y representa la curvatura o tensor electromagnético asociado al potencial vec­
torial .A.. (k). El potencial vectorial .A.. (k) es paralelo al plano en el que se 
encuentran los pseudomomentos, por lo que la curvatura de Berry Oa (k) tiene 
la misma dirección que el campo magnético. Así, la corriente de la Ec. (6.63) 
es perpendicular tanto al campo eléctrico como al canipo magnético y por lo 
tanto, es la corriente de Hall. 
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Una expresión similar a (6.37) fue discutida originalmente por Thouless y 
Kohmoto. (19] Sin embargo dicho trabajo se basa en Ja formula de Kubo, ob­
tenida en la teoría de Ja respuesta lineal, por lo que sólo términos lineales en 
E aparecen en la misma. Nuestros resultados se reducen a los de Thouless y 
Kohmoto si despreciarnos el efecto del campo eléctrico en (6.33). Sin embargo 
si resolvernos Ja Ec. (6.33) utilizando teoría de perturbaciones, podemos evaluar 
las correcciones no-lineales en E a la conductividad expresada en la Ec. (6.37). 
En particular, cabe destacar que la Ec. (6.37) muestra que la magnetoresistencia 
longitudinal se cancela exactamente, independientemente del valor de E. 

Si imponemos condiciones de contorno periódicas, estipulando que la función 
de onda en lados opuestos del sistema tenga el niismo valor, obtendremos un 
número finito de valores posibles para los pseudomornentos k 1 y k 2 • El número 
de estados en una sola banda a es entonces igual al número de celdas magnéticas 
sobre la superficie total del sistema. Por lo tanto, el número de bandas que se 
encuentran llenas por debajo de la energía de Fermi es 

.N 2 
Vp = Sqb = 21rpno. (6.39) 

Utilizando este resultado, la conductividad de Hall (6.37) se reduce a 

(6.40) 

donde 11a. es la contribución de la sub-banda a a la conductividad dada por 

f cPk 
11a. = 2,T (O., (k)Ja . (6.41) 

Cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau no es muy intenso, cada 
uno de ellos se rompe en p sub-bandas. En el caso en que tengamos VL niveles 
de Landau llenos, VF = PVL· En la sección 6.5 se demostrará que para niveles 
de Landau llenos se cumple la regla de suma .. 

E11°' = º· (6.42) 
a=l 

donde a= 1, ... ,p son las etiquetas de las sub-bandas que pertenecen a un mis­
mo nivel de Landau lleno. De este resultado se sigue que (restaurando unidades) 
ªH = VLe2 /h; resultado que concuerda con la cuantización de la conductividad 
(6.9) para niveles completos de Landau. 

Por otro lado, la Ec. (6.40) muestra que la contribución a la conductividad 
de cada sub-banda a llena es (restaurando unidades) 

donde 

e" 
u)}= hªª 

1 -11 .. O'a=---. 
p 

(6.43) 

(6.44) 
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En la sección 6.5 se muestra que tanto r¡0 como CT0 resultan ser números en­
teros, que pueden ser utilizad.os para etiquetar las sub-bandas; siendo CTa la 
conductividad de dicha sub-banda en unidades de e 2 /h. 

6.3. Dinámica Semiclásica 

Los resultados obtenidos en las Ecs. (6.31) y (6.37) son esenciales para en­
tender la cuantización de la conductividad de Hall, así como la cancelación de 
la magneto-resistencia. Es interesante observar que se puede llegar a los mis­
mos resultados en el contexto de la teoría serniclásica del transporte. En un 
análisis más completo el método permite estudiar los efectos de las colisiones 
electrónicas. 

Como primer paso y en ausencia de colisiones, el método serniclásico consiste 
en el estudio de un paquete de ondas construido a partir de las funciones de 
Bloch de una sola banda en un potencial periódico bajo la acción de campos 
electromagnéticos de muy baja. intensidad. La baja intensidad de los campos 
garantiza la ausencia de transiciones entre las bandas. El potencial periódico 
da lugar a la estructura de bandas del espectro mientras que los campos son 
considerados como perturbaciones clásicas. Los ingredientes más importantes de 
esta teoría se encuentran en las ecuaciones 

X= VKE.,.(K), 

K= -6E-X X 6B, (6.45) 

donde X y K son la posición central y el momento promedio del paquete res­
pectivamente. La energía E.,. (K) contiene la información de la estructura de 
bandas. 

Esta teoría pierde validez cuando los campos electromagnéticos son lo sufi­
cientemente intensos para producir transiciones electrónicas entre las diferentes 
bandas. Es natural entonces preguntarse acerca de la forma en que se modifican 
las ecuaciones cuando los caJllpos magnético y eléctrico constantes se incluyen 
en forma exacta a través de las funciones de Bloch eléctrico-magnéticas. 

Para ello, consideremos un paquete de ondas formado de la superposición 
de los estados de Bloch <p.,. (k; t, :ic) estudiados en el capítulo 3, pertenecientes a 
una sola banda. El paquete puede ser representado por la función 

..P (t,z) = J d 2 k </>.,. (k) <p.,. (k; t,z), (6.46) 

donde, a diferencia de la Ec. (6.10), .p.,. (k) no representa un operador de ani­
quilación, sino la amplitud o función de modulación. La función .p.,. (k) está lo­
calizada alrededor de la posición central del pseudomomento K, es decir 

K = f d'k .p;,, (k) k<f>.,. (k). (6.47) 
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Figura 6.1: Cruzamiento de bandas y curvatura de Berry. Se muestra [0,..0 (k)b 
para las sub-bandas de Jos primeros niveles de Landau (K = 0.4 , a= 1/3). Las 
curvaturas de Bcrry correspondientes a [011 (k)b y [012 (k)]3 son diferentes a 
las observadas en Ja figura 6.3 debido al cruzamiento entre las bandas mostrado 
en Ja figura 6.6. 

La posición central de este paquete está dada por 

X = j d 2 :z: .p• (t, :z:) :z;.p (t, :e). (6.48) 

Sustituyendo Ja expresión para el paquete (6.46) y para el elemento de matriz 
del operador de posición (6.19) en Ja expresión anterior e integrando por partes 
se puede reescribir Ja posición central del paquete como 

X = j d2k [</>;,. (k) iV•<l>a (k) + q,;,_ (k) A.,. (k) <l>a (k)]. (6.49) 

La ecuación de Schrodinger (2.1) se puede obtener aplicando el principio 
variacional a la siguiente funcional lagrangiana 

L [.P, .p•j = - / d2x .p• (t, :e) S.p (t, z). (6.50) 

Sustituyendo Ja expresión (6.46), Ja lagrangiana se convierte en una funcional 
para Jos campos <l>a (k), es decir, 

L [</>, </>"] = / d 2 k q,;_ (k) { tÍ>a (k) - Ea (k) .Pa (A:)} • (6.51) 



6.3 Dinámica Serniclásica 

Las ecuaciones de Euler que se obtienen de esta lagraogiaoa son 

,j,0 (k) = -iea (k) t/>a. (k), 

,¡,;. (k) = •tJ>;. (k) e .. (k). 

101 

(6.52) 

Las derivadas temporales de Ja posición (6.49) y del momento (6.47) prome­
dio están dadas por 

X = J d2k [,¡,;. (k) iV,.tJ>0 (k) + tJ>;. (k) iV,.,j,0 (k)] 

+ J d2k [ ,¡,;. (k) .A.o (k) "'ª (k) +ti>;. (k) .A.o (k) ,¡,"" (k)] 

+ J d2 k tJ>;. (k) .Ac. (k) "'ª (k). 

k = j d 2 k .¡,;. (k) kt/>0 (k) + j d2k t1>;,. (k) k,j,0 (k). (6.53) 

Sustituyendo Ja forma explícita de las ecuaciones de movimiento (6.52) para 
<Po. (k) en las ecuaciones anteriores e integrando por partes obtenemos 

K=O. (6.54) 

En Ja sección 3.4 mostramos que Ja derivada temporal de las funciones de 
onda de Bloch magnéticas es proporcional a su derivada direccional a Jo largo del 
campo eléctrico, como vemos en las Ecs. (3.30) y (3.48). El potencial vectorial 
.Aa (k) hereda esta propiedad de las funciones de onda de tal modo que en Ja Ec. 
(6.54) .Ac. (k) puede sustituirse por Ja derivada direccional -E· V ,..A.o (k). Para 
Ja energía &0 (k) utilizamos Ja expresión (6.34). Así las ecuaciones de movimiento 
toman la forma 

X = f d 2 k lt/>a (k)l 2 {V,, [Aa (k) +E· .Aa (k)] - E· V,,.A.a. (k)} - Ee2, 

k =o. (6.55) 

La aproximación serniclásica consiste ahora en sustituir los promedios de funcio­
nes sobre k por Jos valores de dichas funciones evaluadas en el momento central 
K, con lo cual obtenernos las ecuaciones de movimiento semiclásicas 

X = V K [A 0 (.K) + E · .Aa (.K)] - E · V K.A.o (.K) - Ee2 
= V KAa (.K) +E x Oa (.K) - Ee2, 

K=O. 
(6.56) 

En Ja ecuación anterior utilizamos Ja definición (6.38). Chang y Niu [60, 61] 
estudiaron las ecuaciones serniclásicas cuando el can:ipo magnético se incluye 
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explícitmnente en la diná.inica cuántica del electrón, pero el cmnpo eléctrico es 
considerado como un perturbación 6E. En ese caso obtuvieron 

X= V1e~o (K) + 6E X 0 0 (K) 

.i< = 6E. (6.57) 

Aunque similares a las Ecs. (6.56), entre estos dos sistemas de ecuaciones existen 
diferencias importantes. La diagonalización por medio de las simetrías eléctrico­
magnéticas (capítulos 2 y 3) muestra que aun en presencia del campo eléctrico 
es posible definir pseudomomentos k que se conservan, tal y como muestra la 
Ec. (6.56). El término -Ek2 , que aparece en la dinámica de X, no aparece 
en la referencia (60], sin embargo, como vimos en las secciones 6.1 y 6.2, dicho 
término es esencial para obtener la conductividad de una banda completa de 
Landau. Finalmente, en (6.57) ~"' (K) y Da (K) no dependen de E; éste es 
el resultado al que se reduce (6.56) si considermnos sólo términos lineales en 
6E. Sin embargo, considerando la solución de (6.33), en nuestro caso podemos 
calcular las correcciones no lineales en E a la conductividad de Hall. 

En el apéndice G se presenta una deducción de las ecuaciones semiclásicas 
en presencia de campos pcrturbativos adicionales 6B y 6E y la representación 
variacional de estas mismas. 

El siguiente paso es combinar las ecuaciones semiclásicas con la ecuación 
de Boltzmann para estudiar las propiedades de transporte de los electrones. 
Suponemos que la función de distribución depende de X y K, con lo que la 
ecuación de Boltzmann toma la forma 

. . (ªfª) X·Vxfa+K·V1efa= at 
coll 

(6.58) 

donde fa es la función de distribución de Boltzmann de la banda o. El efec­
to de las impurezas se incluye en el término de colisión (8fa/8t); que, uti­
lizando la aproximación de tiempo de relajación, puede ser reemplazado por 
- (10 - f:l.) /r. Haciendo fa = 1:1. en el lado izquierdo de la Ec. (6.58) y sustitu­
yendo las ecuaciones de movimiento (6.56) obtenemos la función de distribución 
dada por 

fa= f:l.- r (x · Vxf:l. +.i<· V1ef:1.) 

f:f. - T (V IC~o (K) - Ee2 +E X Da (K)] ·V x _ro, (6.59) 

donde /a = f:f. es la función de distribución en equilibrio. 
La corriente eléctrica de una banda se define como 

v¡~ . nop/.PK . J 0 = -- a-Kf,,.X = --- ---f,,.X 
S VF 211" 

(6.60) 
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y se puede descomponer en dos partes, J~ + J:: que se definen como 

J~ = ".,": J~: [.,-x (x·Vxf~)-f~VK~ .. (K)], (6.61} 

JH =E"º e. - E X nop f tPK 1,ºn .. (K). 
o Vp VF 211" a 

(6.62) 

El término J~ está asociado a las corrientes de difusión y a los gradientes de 
densidad. La segunda componente corresponde a la corriente de Hall. Esto se 
hace evidente si consideramos una banda llena, es decir, /! = l. Entonces la 
corriente se reduce a la de Hall y toma la forma 

H floP JtPK J .. = n0Ee2 - --E X -2 n .. (K)' ,,F 7r 
(6.63} 

que coincide con la obtenida anteriormente en la Ec. (6.37). Concluimos por 
lo tanto que la teoría sernicláBica puede ser también utilizada para explicar 
la cuantización de la conductividad de un nivel lleno de Landau, así como la 
cuantización de las conductividades de las sub-bandas en que dichos niveles se 
rompen debido a la presencia del potencial periódico. 

6.4. La Conductividad de Hall Corno un Inva­
riante Topológico 

Aplicando el teorema de Stokes a la Ec. (6.41} y utilizando la definición 
(6.38} para la curvatura de Berry obtenernos que T/o puede expresarse co~o 
una integral de línea sobre el contorno CzMe que rodea la zona magnética de 
Brillouin 

T/o = iZMB :: •A.. (le)• (6.64} 

Tornando en cuenta la definición (6.20) para el potencial vectorial .A.o (k), 
es fácil ver que 'lo representa el cambio de fase de la función de onda cuando se 
recorre el circuito CzMe que rodea la ZMB, por lo cual es razonable esperar que 
sea un número entero. Sin embargo de acuerdo al resultado que obtendremos en 
la Ec. (6.69}, 'lo se puede escribir como la integral de línea sobre una trayectoria 
cerrada del gradiente de dicha fase, por lo cual se debería cancelar, a menos que 
existan singularidades en el interior de la ZMB (23, 62]. 

Thouless y Kohrnoto emplearon un argumento topológico para demostrar 
que Tia es un número entero en el contexto de la teoría de la respuesta lineal. 
A continuación mostrarnos que el argumento de Thouless y Kohmoto se puede 
extender al caso más general en el que se considera al campo eléctrico en forma 
exacta utilizando las funciones de Bloch eléctrico-magnéticas. 

Mostrarnos primero que el cambio de fase de la función de onda a lo largo 
de un circuito CcuM, que rodea la celda unitaria magnética en el espacio de 
coordenadas z, es no trivial. Entonces, la función de onda se anula en algunos 
puntos que se encuentran en el interior de la CUM. 
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qb 

b 

lu (k; t, z)I e""" ju (k; t, z)I e ... (1',-i}Ezo-;(A.+l)• .. 

(O, b) ----1---1---- (qb, b) 
>----+----

1 1 
(O,O) 

lu (k; t, z) 1 e;2.,, 

Figura 6.2: Ca.inbio de la fase de la función de onda integrada sobre el contorno 
de una celda magnética unitaria. 

En el capítulo 3 estudiamos las funciones de Bloch-Floquet donde vimos que 
cumplen con las condiciones (3.44) dadas por 

'Po (k; t +To, X, y) = exp [-fro ( C - Áo)] 'Po (k; t,x,y), 

'Po (k; t, X+ qb, y) = exp [iqb ( k1 - Á1)] 'Po (k; t, X, y), 

<p0 (k;t,x,y+b) = exp [ib (k2 -A2)] rp0 (k;t,x,y). 

(6.65) 

En particular son interesantes las condiciones de Bloch para la función de mo­
dulación u (k; t, :>:). De las condiciones (6.65) puede verse que la función de mo­
dulación en los extremos de la zona magnética de Brillouin se relaciona a través 
de una fase asociada al potencial vectorial A (t, :>:) (Ec. (2.22)) en la forma 

U0 (k; t, X+ qb, y) = e-iq•Ai Ua (k; t, :1:, y) 

= e'••[(l'1-i)E1•-(1Jo+i)~J,.0 (k;t,x,y), 

Ua (k; t, x, y+ b) = e-••A•ua (k; t, x, y) (6.66) 

= e••[(l'2-i}E2•-(1Jo-i)z),.0 (k; t, x,y). 

La función de modulación u 0 (k; t,z) escrita como 

u .. (k; t, z) = lu .. (k; t, z)I exp (i9 .. (k; t, z)], (6.67) 

para un pseudomomento y banda dados, puede ser entendida como un paránietro 
de orden complejo sobre la celda unitaria contenida en el contorno CcuM que 
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se muestra en la figura 6.2. De las Ecs. (6.66) puede verse que circulando en 
dirección positiva alrededor del contorno CcuM, el cambio de fase de la función 
de onda es un múltiplo entero de 211", dado por p, independientemente de la 
norma elegida. En efecto, el CaJDbio de fase alrededor de CcuM es 

LouM d8a (le; t, z) = -qb [- (.81 - D E1t] 

(D,D)-+(qb,O) 

-b [- (.82 -D ~t+ (.Bo-D qb] 

(qb,0)-+(9b.b) 

+qb [- (.81 - D E1t + (.Bo + D b] 

(qb,b)-+(D,b) 

+ b [- (.82 - ~) ~t] = qb2 = 21Tp. (6.68) 

(D,b)-+(D,O) 

Del comportamiento no trivial de la integral cerrada concluimos que en el in­
terior de la celda unitaria debe haber una distribución de singularidades con 
número de enrolla.miento p. Las singularidades corresponden a puntos en los 
que la fase está indeterminada, los cuales coinciden necesariamente con ceros 
de la función de onda [63). Para un flujo magnético racional a- 1 = p/q debe 
haber al menos p ceros de Ja función de onda en el interior de una de las zonas 
magnéticas de Brillouin. 

Regresando a la Ec. (6.64) y sustituyendo la expresión (6.67) en ella, vemos 
que T/o representa el cambio de Ja fase de la función de onda, pero esta vez al 
rededor de la zona magnética de Brillouin. 

{ d22 k [Va. x .A.,. (k)b = ,[ d2k • .A.,. (le) 
lzMe 11" TczMe 11" 

= (211")
2 1 Í.1- 2 ,[ dk 

qb2 CUM a-- luo (le;t,z)I Tcu .. 2 ,.. • Va.90 (k;t,z) 

i die 
= 

2
,.. • Va.90 (k; t,z). 

Ozwa 
(6.69) 

Hemos probado ya que la función de onda tiene ceros en el interior de las celdas 
magnéticas unitarias, entonces podemos esperar que en el interior de la ZMD 
también los haya. Esto permitirá que 9 0 (k; t, z) esté indeterminada en esos 
puntos y consecuentemente el cambio de fase, al recorrer el contorno de la ZMD, 
sea un múltiplo entero de 211" no trivial, es decir diferente de cero. A diferencia 
de las Ecs. (6.66), en este caso no conocemos explícitamente los cambios de falle 
de la función de onda al pasar de un extremo al otro de la ZMD, lo cual impide 
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obtener una expresión analítica para Tlat· En la próxima sección presentaremos 
un método que permitirá calcular 7Ja numéricamente. 

6.5. Cálculo de la Curvatura de Berry 
Hasta el momento hemos demostrado que la conductividad de Hall de una 

banda puede expresarse, en unidades de e 2 / h, como u 0 = (1 - T/o) /p donde 'lo 
se obtiene como la integral de la curvatura de Berry sobre la zona magnética de 
Brillouin o la integral de línea del potencial vectorial alrededor de dicha zona 

1 cPk i dk "º = -2 (Oo (k)Ja = -2 · .Aa. (k). 
ZMB 7í Czue 'Ir 

(6.70) 

En la sección anterior mostra.ntos que esta cantidad debe ser un número entero 
ya que coincide con el cambio de la fase a lo largo del contorno de la zona 
magnética de Brillouin. Sin embargo, no hemos precisado el valor que torna la 
conductividad de Hall para cada banda. 

La evaluación de (6.70) requiere conocer la función de onda d 0 (k), que se 
obtiene de la solución de la ecuación generalizada de Harper (6.33). Una so­
lución bajo la aproximación adiabática fue discutida en la sección 4.10. Alter­
nativamente observarnos que si en dicha ecuación consideramos que el término 
E (k2 - i8/8k1) actúa como un potencial de perturbación, podemos entonces 
utilizar teoría de perturbaciones obteniendo un desarrollo en serie, donde el 
parámetro de expansión es la intensidad del campo eléctrico. La solución de 
orden cero está dada por 

H (k) b0 (k) =E:! (k) b0 (k). (6.71) 

A primer orden en teoría de perturbaciones la función de onda toma la forma 
(64] 

~ b~, (k) i~b0 (k) 
d 0 (k) = b0 (k) + iE ¿,_.. bo• (k) ¿:g (k) _ E'l,, (k) ' 

o'#o -
(6.72) 

donde b0 (k) son los eigenvectores de la Ec. (6.71). Sustituyendo esta forma del 
vector do (k) en la expresión para el potencial vectorial tenemos que 

.Aa. (k) = A~ (k) +EA:, (k), (6.73) 

donde .A::, (k) y A:, (k) son el potencial vectorial a orden cero y primero en el 
campo eléctrico. A orden cero el potencial vectorial toma la forma 

A~ (k) = b!,. (k) iV.,b0 (k). (6.74) 

Para simplificar la expresión que se obtiene para A:, (le:) observarnos que de 
(6.71) se puede deducir la siguiente expresión para el elemento de matriz de la 
derivada parcial de H (k) 
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bt (k)..., b (k) = _....,. bt (k) b (k) = b!,. (le:) V.,H (k) bo• (k) (6.75) 
o v • 

0
' v • 0 0

' E:!, (k) - Eg (k) ' 
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Figura 6.3: Curvatura de Berry de los primeros tres niveles de Landau. Se mues­
tra [0.,0 (k)), como función del pseudomomento para K =O. 2. El subíndice v 
representa al nivel de Landau y et es el número de la sub-banda. En este ejemplo 
cr = 1/3, por lo que aparecen tres sub-bandas para cada nivel de Landau. 

válida cuando a '#=- a'. Utilizando el último resultado encontrarnos las correccio­
nes a primer orden, las componentes del potencial vectorial pueden escribirse 
como 

Consideramos primero la contribución a r,0 [Ec. (6.70)] de orden uno. En 
la sección 4.9 se discutieron las condiciones de periodicidad del haaniltoniano y 
de la función de onda al cambiar de un extremo a otro de la zona magnética 
de Brillouin. Mientras que H (k) es estrictamente periódico, la función de onda 
cumple con: d(k1 -27r/qb,k2) = C1d(k1,k2) y d(k1,k2-27r/b) = C2d(k1,k2) 
donde C1 y C2 son matrices multiplicadas por fases /¡ y /2 que son funciones del 
pseudomomento k [Ecs. (4.101) y (4.106)]. Observando las Ecs. (6.76) y (6.77) 
resulta claro que A~ (k) es periódico; con lo cual su contribución a la integral 
de línea en (6.70) se cancela y consecuentemente la corrección de orden uno a 
la conductividad se cancela. 

Retornando a la contribución de orden cero {6.74), tenemos que no es pe­
riódica; por ejemplo A~ (k1+27r/qb,k2) -A~ (k1 ,k2) = -V1a/i; con lo cual se 
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recupera que '7a está dado por el ca.rnbio de fase de la función de onda al recorrer 
un circuito que rodea la ZMB. Sin embargo la evaluación numérica del potencial 
vectorial .A.:., (k) resulta ser sumamente inestable. Por esto es conveniente ana­
lizar la integral de superficie de la curvatura de Berry, la cual se puede escribir 
utilizando (6.38) y (6. 74) como 

[n~ (k)] 3 = 8~1 [bt. (k) a~. ba (k)] - 8~2 [bt. (k) 8~1 ba (k)] 

_ i8b1, (k) 8ba (k) _ i8b1, (k) 8ba (k) (6 .78) 
- 8k1 8k2 8k2 8k1 . 

Insertando una base completa~ ... ba• (k) b~, (k) entre las derivadas obtenernos 

(ll0 (k)Ja = i L [8
"J;k(k) b0 • (k) b~, (k) 

8
";k(k) 

o'#o 1 2 

_..!!_bt (k) b • (k) bt (k) 8 ba (k)] 
8k2 ° 0 

o' 8k1 
(6.79) 

Observarnos que podernos excluir el término ai' ~ <> de la suma y utilizar la 
identidad (6. 75) para obtener finalmente 

Esta expresión no representa problema para su evaluación numérica: el gradien­
te del harniltoniano se obtiene analíticamente, mientras que los eigenvalores y 
eigenvectores se obtienen con excelente precisión de la diagonalización de la Ec. 
(6.71). 

La zona magnética de Brillouin comprende el intervalo k 1 e (O, 211/qb), 
k 2 e (O, 2:>r/b]. Sin embargo, en la sección 4.9 encontrarnos que las funciones de 
onda presentan una simetría adicional si consideramos la zona comprendida por 
el intervalo k1 e (O, 211"/qb], k 2 e (O, 2:>r/qb) que llamaremos zona magnética de 
Brillouin restringida (ZMBR). Así, la ZMB puede dividirse en q zonas magnéti­
cas de Brillouin restringidas. De la estructura de la curvatura de Berry pue­
de verse que ésta es periódica en las ZMBR de tal forma que ¡n .. (k1 , k 2 )Ja = 
¡n .. (ki. k2 + 2:>r/qb)Ja = ¡n .. (k1, k2 + 4:>r/qb)Ja = ...... ¡n .. (k1, k2 + 2w/b))3 • 

Además la integral de superficie de 0 0 (k) sobre cada una de las ZMBR pue­
de ser sustituida, utilizando el teorema de Stokes, por una integral de línea de 
A.. (k) a lo largo del contorno CzMeR que encierra a cada una de las zonas 
magnéticas de Brillouin restringidas. Dentro de cada uno de estos contornos 
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Figura 6.4: Brechas del espectro de la mariposa de Hofstadter caracterizadas 
por la conductividad ( 0 • La diferencia de dos valores contiguos de ( 0 determina 
la conductividad de la sub-banda correspondiente. 

sólo puede existir un número entero de ceros de la función de onda por lo que 
esta integral debe ser, al igual que (6.70), un número entero fia 

- h cPk i dk T/a = ~ (lla (k)Ja = 2 ·A.,, (k) 
ZMBR 7t" OzMeR 11"' 

(6.81) 

que cumple T/a = qij,.. La figura 6.3 muestra la gráfica obtenida para la curvatura 
de Berry en Ja zona magnética de Brillouin restringida. El ejemplo corresponde 
a cr = 1/3, con lo cual tenemos que cada nivel de Landau se rompe en tres 
sub-bandas. La integral de superficie dividida entre 211" da el valor de fia (Ec. 
(6.81)]. Comprobamos en todos los casos que el resultado converge a un número 
entero. Para u = 1/3 obtenemos fj1 = 1, fi2 = -2 y ¡¡,. = -1. Al igual que en 
todos los casos estudiados, se cumple la regla de suma Ea fia = O. 

Ahora bien, como q y p son números primos relativos deben existir números 
enteros u y v tales que up + vq = l. De nuestros resultados observamos que 
podemos identificar v = ¡¡,., con lo cual (1 - qij,.) /p es también un número 
entero (65]; pero dicho número resulta ser, de acuerdo a (6.44), la conductividad 
<70 de la sub-banda. 

En el Cuadro (6.1) se muestran los valores de fia obtenidos por medio de los 
cálculos numéricos y el correspondiente valor de la conductividad u 0 de la sub­
banda a para varias elecciones del inverso del flujo magnético u. Es interesante 
corroborar que se cumplen las reglas de suma, cuando se llena completamente 
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Cuadro 6.1: Valores obtenidos para;¡ª' la conductividad <Ta de las sub-banda 
et, así como la conductividad (a asignada a la brecha correspondiente, para un 
nivel de Landau dado y para distintas selecciones del inverso del flujo magnético 
a. 

a= 1/3 a= 2/3 a= 7/11 
q = 1, p=3 q= 2,p=3 q = 7, p = 11 

a T/a <Ta '"' et ;¡ª CTa 'ª et ;¡ª ªª 'º 3 1 o 1 3 -1 1 1 11 -3 2 1 
2 -2 1 1 2 2 -1 o 10 8 -5 -1 
1 1 o o 1 -1 1 1 9 -3 2 4 

a =4/5 CT = 1/7 8 -3 2 2 
q = 4,p= 5 q = l,p= 7 7 -3 2 o 

a T/a CTa 'ª et ;¡"' CTa 'ª 6 8 -2 -2 
5 -1 1 1 7 1 o 1 5 -3 2 3 
4 -1 1 o 6 1 o 1 4 -3 2 1 
3 4 -3 -1 5 1 o 1 3 -3 2 -1 
2 -1 1 2 4 -6 1 1 2 8 -5 -3 
1 -1 1 1 3 1 o o 1 -3 2 2 

2 1 o o 
1 1 o o 

un nivel de Landau 

¿;; .. =0, Lªª = i. (6.82) 

Las últimas dos ecuaciones garantizan que la conductividad de Hall total del 
nivel de Landau sea e 2 /h. Sin embargo las contribuciones parciales de las sub­
bandas son valores enteros que pueden seguir una secuencia no monótona. 

En el Cuadro (6.1) se consigna también el valor de (a que representa la 
conductividad asignada a la brecha et. Es decir, si la energía de Fermi E:F se 
localiza en la brecha et, la conductividad acumulada en el correspondiente "nivel 
de Landau esta dado por ( 0 ; (a se define de acuerdo a la relación 

fJ=a 

'""=E ª13· 
tJ=l 

(6.83) 

La conductividad (o puede ser ahora representada en el espectro de la mariposa 
de Hofstadter. En la figura 6.4 se han etiquetado las brechas utilizando (a. Es 
interesante observar que si bien el espectro es simétrico con respecto a los ejes 
E:= O y a= 1/2, los valores de (a que caracterizan las brechas no lo son. 

En las figuras 6.5a y (6.5)b se muestra, para CT = 1/3 y a = 2/3, el compor­
tamiento de la conductividad ( 0 de Hall obtenida al variar la energía de Ferrni 

··r'L'('rs ·e· 
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un JI: 1 : J : t' 11' l 
uaJIJ J . ,~ i M 

-3 -2 -· o 1 2 3 4 

ua-~tmEiFE 
-3 -2 -1 o 1 2 3 4 

é:F 
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Figura 6.5: Variación de Ja conductividad de Hall (a como función de Ja energía 
de Fermi E:p. (a) u = 1/3, (b) cr = 2/3 y (e) cr = 7 /11. Las líneas punteadas 
indican Ja posición de las sub-bandas de energía del espectro. 

E:p. Dichos casos corresponden a Jo observado por von Klitzing (15] en la me­
dición de Ja conductividad de Hall en heteroestructuras laterales. En la figura 
6.5c mostramos, para cr = 7 /11, Ja secuencia de valores de la conductividad de 
Hall u H al variar la energía de Ferrni. Observa.nios una estructura más compleja 
comparada con los dos casos anteriores. La precisión actual de los experimentos 
no permite observar dicha estructura fina característica de las sub-bandas. 

El caso en el que dos bandas se tocan, formando una sola tiene que ser 
tratado en forma especial. Dos bandas diferentes pueden ser degeneradas por 
varios motivos. Por ejemplo, cuando el acoplamiento entre los niveles de Landau 
es despreciable y el espectro del electrón toma la forma de la Mariposa de 
Hofstadter, se presentan degeneraciones en aquellas bandas para las que u = q / p 
con p un número par. El caso más simple corresponde a cr = 1/2, que presenta 
una sola banda formada originalmente de dos que se tocan en e = O como puede 
verse en la figura 6.4. En la misJDa figura pueden observarse degeneraciones para 
u= 1/4, 1/8, etc. Cuando las degeneraciones ocurren, los índices de las brechas 
se intercambian. Las dos brechas que forman las alas principales de la mariposa, 
para u< 1/2 poseen índices (a dados por O y 1 en orden ascendente. Cuando 
u > 1/2 las etiquetas se intercambian tomando el orden 1 y O. En el punto en el 
cual cr = 1/2 y debido a la degeneración, los valores de la conductividad y de las 
etiquetas de las brechas no están unívocamente definidos. El mismo fenómeno 
ocurre en las repeticiones del fractal de la mariposa. 
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1.501 
iii.2=2 

;;.,2=~ 
~.;=-1 

;;1,1 =2 

~ 

Conductividad de Hall 

"'·' =2 1.498 '----------= 1.49988 .____ _________ _, 
0.1 0.28 K o.5 0.1 K o.5 

Figura 6.6: Densidad de estados como función del acoplamiento entre los niveles 
de Landau K, en la figura se incluyen todos los valores de los pseudomomentos 
ki y k2. Las regiones más oscuras corresponden a las densidades de niveles 
más altas. Se muestran los valores de la conductividad de Hall asignadas a 
cada banda. Se observa que en el punto K = O • 28 las bandas superiores se 
cruzan dando lugar a que las correspondientes valores de la conductividad se 
intercambien. Los parámetros usados son u= 1/3,). = l. 

Las degeneraciones pueden ta.J1lbién deberse al acoplamiento entre niveles de 
Landau. La figura 6.6 muestra el espectro de energía para las tres sub-bandas 
(u= 1/3) del primer nivel de Landau, como función de la constante de acopla­
miento K. En dicha figura observamos que las conductividades de Hall de las 
dos bandas superiores se intercambian en el punto K = O • 28, en el cual dichas 
bandas se vuelven degeneradas. Para referirnos a las sub-bandas utilizaremos 
la notación a = (1, 1) y a = (1, 2) donde el primer índice indica el nivel de 
Landau y el segundo el número de sub-banda dentro de ese nivel de Landau. 
Para K < O • 28 las conductividades de las tres sub-bandas toman los valores 
consecutivos a1,o = -1, a1,1 = 2 y u1,2 = -1 mientras que para K >O. 28 los 
valores de las dos últimas sub-bandas se intercambian. Dicho efecto se refleja en 
la curvatura de Berry; en las figuras 6.3 y 6.1 se presentan las curvaturas como 
función de los pseudomomentos para valores de K < 0.28 y K > 0.28 respectiva­
mente. Mientras que para los niveles O y 2 de Landau no se observan diferencias, 
notamos que para el nivel 1 las formas de las curvaturas de los dos niveles supe­
riores cambian drásticamente, reflejando el paso a través de una degeneración. 
Si bien las formas exactas de 0 11 (lle) y 012 (lle) no se intercambian al pasar a 
través de la degeneración, las correspondientes integrales de superficie que dan 
la conductividad, si se intercambian. Los cambios de las conductividades debido 
al cruzamiento de niveles tiene como resultado que las conductividades de las 
sub-bandas y las correspondientes etiquetas de las brechas se vean modificados 
como resultado del acoplamiento entre los niveles de Landau (66). 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

Hemos considerado el grupo de simetrías del problema de Bloch eléctrico­
magnético con el fin de estudiar el comportamiento de un electrón de Bloch en 
campos magnético y eléctrico uniformes. En particular investigamos el espec­
tro de energías y la conductividad de Hall más allá de la aproximación de la 
respuesta lineal respecto al campo eléctrico. 

En ausencia de un potencial periódico bidimensional, las traslaciones magnéti­
cas y las evoluciones eléctricas arbitrarias son simetrías del ha.rniltoniano del 
electrón. Sus generadores consisten de una traslación y un canibio de norma 
que compensa el corrimiento debido a la dependencia espacial y temporal de los 
potenciales vectorial y escalar. Cuando un potencial periódico es incluido en el 
hamiltoniano se pierde la invariancia ante traslaciones magnéticas infinitesima­
les. Sin embargo, el sistema es invariante ante traslaciones finitas en múltiplos 
de los vectores de red por lo que se puede obtener un conjunto de simetrías que 
está integrado por las traslaciones magnéticas y evoluciones eléctricas finitas. 

Definirnos en forma explícita las rotaciones magnéticas como una composi­
ción de una rotación espacial y una transformación de norma. 

Los grupos de simetrías magnético ME(2) y eléctrico-magnético MEE(2) fue­
ron discutidos como generalizaciones del grupo de Galileo, reemplazando los 
generadores de las traslaciones, rotaciones y boosts usuales por los correspon­
dientes generadores magnéticos. 

Con el grupo de operadores formado por las traslaciones magnéticas y las 
evoluciones eléctricas, se encontró un conjunto completo de operadores del pro­
blema y con base en el construirnos la función de onda del electrón independien­
te. Fue necesario introducir un serie de condiciones de conmensurabilidad que 
restringen: 

l. las orientaciones del campo eléctrico respecto a la red periódica, 

2. los valores del flujo magnético por unidad de celda unitaria y de fl'ltjo 
magnético fundamental y 

3. los tiempos del operador de evolución. 
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Utilizanios corno generador auxiliar un operador que produce traslaciones en la 
energía. 

La función de onda construida as{ es efectivamente una eigenfunción de las 
traslaciones magnéticas. Esto permite escribir a la función de onda como el 
producto de una onda plana por la función de modulación que cumple con las 
condiciones generalizadas de Bloch. 

La base de los eigenestados de las traslaciones magnéticas y las evoluciones 
eléctricas fue empleada en la reducción de la ecuación de SchrOdinger a una 
representación matricial. Si el campo eléctrico no está presente, los eigenvalores 
de la energía pueden ser hallados por medio de la diagonalización de esta ecua­
ción. Si el campo eléctrico es nulo y el acoplamiento entre Jos niveles de Landau 
es despreciable, el problema se reduce a la ecuación de Harper. El espectro de 
energía como función del inverso del flujo magnético obtenido de esta ecuación 
es la mariposa de Hofstadter, la cual tiene una estructura de bandas multi­
fractal. Para valores más altos del acoplamiento entre los niveles de Landau se 
observa que la estructura de bandas de la mariposa se distorsiona. Debido a las 
simetrías que presenta la ecuación generalizada de Harper en la zona magnética 
de Brillouin, las bandas son q degeneradas. Del caso en el que el acoplamiento 
entre los niveles de Landau es despreciable y el campo eléctrico se encuentra 
en una dirección conmensurable se obtiene una ecuación similar a la de Harper 
pero que contiene términos de campo eléctrico y de interacción a vecinos dis­
tantes. Esta ecuación puede también ser calculada por medio de una rotación 
magnética a partir de la ecuación en la que el campo eléctrico se encuentra a 
lo largo de uno de Jos ejes del cristal. Esto permite relacionar los espectros del 
electrón en ambas situaciones. En presencia de un campo eléctrico, se obtuvo 
un espectro de bandas utilizando la función de Green y el método de fracciones 
continuas. 

Estudiamos también Ja evolución de un paquete de ondas para diferentes 
valores de los paráinetros relevantes del problema. Mostramos que la forma en 
la que se propaga un paquete de ondas inicialmente localizado depende de la 
naturaleza del inverso del flujo magnético <T. Si <T es un número racional q/p, 
el espectro electrónico se compone de p bandas. En estas condiciones la propa­
gación del paquete es balística. Por otro lado, si <T es un número irracional, el 
espectro estará formado por un núrnero infinito de niveles y el paquete se dis­
persa más lentamente. La localización electrónica puede inducirse seleccionando 
cr = -r,., donde -y,. es una raíz del polinomio de Laguerre, debido al colapso del 
espectro de bandas en un solo punto. 

También se observan otros fenómenos de localización debidos al cruzamiento 
frustrado de bandas. En el ejemplo discutido, al variar el acoplamiento entre los 
niveles de Landau se produce una transición de un espectro de bandas a otro de 
niveles discretos. Esta transición es acompañada por un cambio en el régimen 
de transporte. 

El campo eléctrico produce localización dinámica. Analizamos una situación 
en la que el potencial periódico presenta una menor modulación a lo largo del eje 
x, por lo cual para E = O el paquete de ondas se dispersa en dicha dirección. Sin 
embargo al incrementar la intensidad del campo eléctrico, el paquete se localiza 
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en la dirección longitudinal, mientras que se traslada y dispersa en la dirección 
de deriva. 

Utilizando las propiedades de los estados de Bloch-Floquet se obtuvieron las 
expresiones para la corriente y la conductividad de Hall que incluyen el efecto 
completo de los campos externos. Estos resultados pueden ser obtenidos también 
al aplicar una extensión del modelo semiclásico del transporte. Los resultados 
permiten concluir que la magnetoresistencia longitudinal de una sub-banda se 
cancela de manera exacta. Por otro lado resolviendo la ecuación efectiva de 
SchrOdinger perturbativa.rnente, es posible calcular correcciones a la conductivi­
dad expandida en potencias de la intensidad del campo eléctrico, mostrándose 
que Ja corrección de Orden uno se cancela exactaJDente. 

De las expresiones para la corriente de Hall se dedujo la conductividad de 
Hall <To de cada sub-banda expresada en términos de la curvatura de Berry. 
Asimismo, ( 0 , que representa la conductividad acumulada por las bandas in­
feriores, sirve para etiquetar las brechas. Se presentó un método numérico que 
permite calcular explícitamente 0 0 y ( 0 • 

A pesar de que los valores que toma la conductividad son enteros, como se 
predice para los niveles llenos de Landau, se espera que la conductividad. tenga 
estructura adicional debida al rompimiento de los niveles de Landau en sub­
bandas. Los valores para la conductividad de las sub-bandas no se ordenan de 
manera ascendente¡ pueden organizarse en complicadas series de números ente­
ros. Este efecto ha sido encontrado experimentalmente por von Klitzing y sus 
colaboradores al trabajar con heteroestructuras laterales. El caso de fracciones 
con denominador mayor puede dar lugar a una estructura interna más compleja 
de la conductividad, sin embargo la precisión actual de los experimentos y las 
fluctuaciones térmicas no permiten discernirla. 

El acoplamiento entre los niveles de Landau puede modificar las conducti­
vidades de las sub-bandas de manera significativa. La presencia de cruzamiento 
de bandas ocasiona que los valores de la conductividad se intercambien, dando 
lugar a que <70 y ( 0 modifiquen sus valores en comparación con el caso en que 
el acoplamiento entre los niveles de Landau es despreciable. 

A pesar de que se extendió el resultado de Thouless y Kohmoto para la con­
ductividad de Hall más allá de la aproximación de respuesta lineal queda por 
encontrar su dependencia explícita en términos del campo eléctrico. Una posi­
bilidad es que la única contribución a la conductividad de Hall sea la de orden 
cero en el campo eléctrico y las de orden superior no participen como lo sugiere 
la anulación de los términos de segundo orden. De ser así la conductividad de 
Hall podría calcularse utilizando los métodos descritos. Otra posibilidad es que 
la conductividad dependa del campo eléctrico en forma no lineal. En este caso 
se requeriría de la solución exacta del problema ya que <TH no se puede expresar 
perturbativamente en términos del campo eléctrico en aquellos lugares en los 
que ocurre un salto entre dos números enteros distintos. 

En resumen, las principales contribuciones de este trabajo son la determina­
ción del espectro de energías para el problema eléctrico magnético de Bloch y la 
extensión de los resultados de Thouless y Kohmoto sobre la conductividad de 
Hall para el caso en el que el campo eléctrico es considerado en forma exacta. 
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Se mostró que el espectro del problema eléctrico magnético de Bloch está for­
mado por un conjunto de bandas que, en el límite de bajo acoplamiento entre 
los niveles de Landau, tienen entre si una separación de aprOXÍJDadBDlente abE. 
Se concluye que a medida que se incrementa el ca.JD.po eléctrico la estructura de 
bandas multiíractal de la mariposa de Hofstadter se transforma en un espectro 
de bandas uniformemente espaciadas tipo escalera de Stark. 

La conductividad de Hall a.,. fue expresada como un invariante topológico en 
la aproximación lineal en el campo eléctrico y en forma exacta. Se demostró que 
incluso en el caso en el que el campo eléctrico es tomado en cuenta en forma 
exacta la conductividad de Hall es un número entero. Esto extiende los resul­
tados de Thouless y Kohmoto obtenidos con la formula de Kubo a una forma 
más general. 
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Apéndice A 

Unidades 

A partir de la sección 2 hemos adoptado un sistema adimensional de unida­
des. En este apéndice se explica como restaurar las unidades a las principales 
cantidades que aparecen en el texto. 

En el siguiente cuadro se presentan algunas cantidades importantes y sus 
definiciones. 

Nombre Símbolo Definición Valor 

Frecuencia de Wc eB/rn 1 • 758820174 x lOll (B) Hz 
Ciclotrón 

Energía de l'iwc fieB/111 1 • 854801798 x 10-2 3 (B) J 
Ciclotrón 

Longitud lo v'li/eB 25. 6556405 X 10-0 /VB ,.,. 
Magnética 

Constante de RK h/e2 25812. 807 n 
von Klitzing 

Fluxón "'º h/e 2 o 067833636 X 10-15 Wb 
Magnético 

Cuadro A.l: Definiciones de algunas cantidades iutportantes. 

A continuación se presenta un cuadro en el que se enumeran las cantida­
des y operadores más relevantes, sus nombres y el factor por el que deben ser 
multiplicados para recuperar las unidades en Sistema Internacional (SI). 

El procedimiento general para recobrar unidades es el siguiente. Supongamos 
que O es una cantidad o un operador adiutensional definido en términos de otras 

. :. . ~·· . .' ; . 
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Nombre Símbolo Factor 

Energía Po, H, L, V, Do, Oo, Po liwc 

Tiempo t, Qo 1/wc 

Distancia a, b, z1, z2 lo 

Momento P1, P2, 01, 02, Q2, P2 li/Lo 

Velocidad D1, D2, Q1, P1 li/rnl!o 

Campo eléctrico E liw0 /elo 

Corriente eléctrica J eli/rnt~ 

Conductividad de Hall <TH e 2 /li = 21re2 /h 

Flujo magnético i7 li/e = tl>o/21r 

Inverso del flujo <T e/li = 21r/'Í>o 
magnético 

Curvatura de Berry n (lo/li) 2 

Densidad superficial no 1/t~ 
de electrones 

Cuadro A.2: Unidades de las cantidades y operadores más importantes. 

cantidades u operadores o 1 , a:z, ... , etc. 

O=O(o.,02, ... ). (A.1) 

Los factores de conversión, que aparecen en la tercera columna del Cuadro A, 
para O y 01 , ~, . . . son F, /1, /2, . . . respectivamente. Si queremos recobrar 
las unidades de todas las cantidades y operadores entonces hacemos 

(
01 02 ) O -+ FO Ji , f

2
, • • • • (A.2) 

Ejemplo El operador de la corriente en la dirección 2 depende del operador de 
velocidad Il2 de la siguiente forma 
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El factor de conversión de la corriente es eli/rnLo y el del operador de 
velocidad D2 es li/rnto. Para recobrar las unidades utilizamos la Ec. (A.2) 
y obtenemos que 

(A.4) 

Ejemplo La posición a lo largo del eje x está dada por el operador 

(A.5) 

Los factores de conversión de x1, Q1 y P 2 son t 0 , li/rnto y li/to respecti­
vamente. Recobramos las unidades usando la Ec. (A.2) 

(A.6) 
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Apéndice B 

Electrones de Bloch 

El método de fracciones continuas puede emplearse para resolver el problema 
de un electrón en un potencial periódico. El harniltoniano para un sistema tal 
es 

2 

H = '; + V(x), (B.1) 

donde por simplicidad consideraremos el potencial 

V (x) =V cos (2: x) , (B.2) 

a es el parámetro de red y V es la modulación del potencial periódico. 
Construirnos Ja función de onda en la misma forma que Zalc [67){cap{tulo 3). 

El harniltoniano (B.1) es invariante ante traslaciones en múltiplos enteros de a. 
Entonces la traslación 

7j, = exp (-iap) (B.3) 

es una simetría del harniltoniano (B.1). 
Para asegurarnos de que tene01os una base completa de funciones introdu­

cimos el operador 

(B.4) 

que produce corrimientos de 27r/a en el momento del electrón. Las traslaciones 
Tp y Tz conmutan por construcción sin embargo, la última no es una simetría 
del harniltoniano. 

La función de onda es entonces 

l><,A) =Ja ~exp (-i 2
: An) I><+ 2

: n) (B.5) 

y se puede verificar que es eigenfunción de las traslaciones (B.3) y (B.4) 

(B.6) 
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Figura B.l: Estructura de bandas del espectro de un electrón de Bloch calculado 
por medio de fracciones continuas. En este ejemplo a = 1 y V = 3. 

y que su normalización está. dada por 

{10'' Á'j te, Á) = t5 (te' - te) t5 (Á' - Á)' (B.7) 

por lo que podemos decir que forma una base completa de funciones ortogonales 
[67]. 

Corno dijimos antes, Tz no es una simetría del hamiltoniano y ~ no es un 
buen número cuántico para sus eigenestados. Por ésto sus eigenestados deben 
expresarse como una superposición de jte, Á) 

(B.8) 

donde 

bn = ~ .l," dÁ c(Á)exp (-•
2
: Án). (B.9) 

Sustituyendo la función de onda (B.5) en Ja ecuación de SchrOdinger 

H ¡ .. ) = E lte) (B.10) 

obtenernos la ecuación de diferencias finitas 

[ ( I< + 2
: n) 2 

- 2e] bn +V (bn-1 + bn+i) = O. (B.11) 

Esta ecuación tiene una estructura muy parecida a. Ja. de Ha.rper y puede ser 
tratada. por el método de fracciones continuas explicado en las secciones 4. 7 y 
4.8. 

En Ja figura. B.l se observa la. estructura de bandas típica de Jos sistemas 
periódicos. 
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Figura B.2: Estructura de bandas del espectro de un electrón de Bloch calculado 
imponiendo que la función u (1<; x) sea periódica. En este ejemplo a = 1 y V= 3. 

Los resultados anteriores se pueden verificar resolviendo la ecuación diferen­
cial que surge de (B.1) y (B.10) 

d2 (2"" ) - dx2 t/J (1<;x) +Veos 
0

x t/J (,.;;x) = e'l/l (,.;;x) (B.12) 

donde t/J(1<;x) = (xl1<). 
Las soluciones a la ecuación diferencial anterior son las funciones de Mathieu 

(B.13) 

donde ce,. (z, q) es la función par de Mathieu [68] que proviene de la ecuación 
diferencial 

cPy 
dz2 +{a - 2qcos2z)y =O. (B.14) 

Existe un conjunto de eigenvalores representado por a,. (q) de la función ce,. (z, q) = 
eirz f (z) que dan lugar a funciones periódicas f (z) con período,.. ó 211" [69]. Este 
es el caso de las soluciones de la Ec. (B.12). El teorema de Bloch indica que la 
solución de (B.12) debe tener la forma 

t/J (,.;; x) = e''""u (1<; x) 

donde la función de modulación tiene periodicidad u (1e; x +a) 
esta forma, los eigenvalores de la energía están dados por 

,..2 (ª2 ) 
E= 202ª•=- ?r:i V ' 

(B.15) 

u(1e;x). De 

(B.16) 
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Al aplicar esta condición se obtiene el espectro de energías mostrado en la figura 
B.2. El espectro presenta una primera banda en e e [-O. 22,3 .1) y otra cuyo 
borde inferior se encuentra en e = 6 • 3. Estos resultados coinciden con los 
observados en la figura B.1. 
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Apéndice C 

Ecuación. de Harper 

C.1. Definición del Generador de Estados Cohe­
rentes de Landau 

El generador de estados coherentes de Landau se define como 

D (z) = exp (zAt - z" A) (C.1) 

donde A y A t son los operadores de ascenso y descenso de los niveles de Landau 
y z es un número complejo. 

Puede demostrarse que los elementos de matriz de D (z) en la base de los 
niveles de Landau están dados por 

D"" (z) = (v Jexp (zAt - z" A) J µ) 

_ e-!l•I' { (-z")"-" JmLe-" {lzl2
), 

- z"-"J*L~-µ {1zl2
) , 

µ> v, 

µ <v, 
(C.2) 

donde L:! es el polinomio de Legendre extendido de grado µ. 

C.2. Reducción a Bloques de la Matriz del Ha­
miltoniano 

Si aplicamos la transformación (4.33) a la Ec. (4.13) obtenemos 

E u, <<P> nn.; (k,, k2) uJ C<P> 
ij 

= __ 1 __ ~ e<o•N(<P-V'l ~ e-<qb<PN"'e'"•<PDN•Q¡. (k A: ) e-•u• .. D¡y• 
2TrqbN ~ ~ 1, 2 

= ó (</> - ¡p) E e-•9• .. N"'e'"6 .. ºN•Q¡. {A:i,A:2) e-"'-·. (C.3) .. 
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La parte interna de la transformación se puede escribir como 

(C.4} 

Ahora calculamos los términos H,. transformados en la Ec. (C.3}, que explíci­
tamente toman la forma 

[eio-b4'DNp<fl-1 (k1, k2) e-iabtfJDNp]nan 

= e'"b4>DN Q;;. (k1, k2) e-<<rb4>DN e-<<rb4>N(p-l)6,,..06n,p-1. (C.5} 

(eiO'bc/>DNp Qb (ki, k2 ) e-iabt/IDNp] nin 

= eiabf/IN eirTbt/>DN Q~ (ki, k2 ) e-iabf/IDN ána,n+l 

+ e•t1btPDN QTn {k1' k2) e-iubrPDN c5'rn.n 

+ e-iabf/JN eiabtPDN Q~e-iO'bc#IDN Órn,n-lt (C.6) 

[ eiabc/>DN,. Qi. (ki, k2 ) e-iO"bcPDN,.] mn 

= e<<rb4>DN Q'i;, (k1, k,) e-i<rb4>Dr1e<<rb4>N(p-l)6,,.,p-16n,O• (C.7} 

Las Q;;., Q,,. y Q;t de las ecuaciones previas son transformadas de la siguiente 
manera 

[eiabc/>DNQ~ (ki, k2 ) e-ivbtl>DN]cd 

= e<ab4>(c-d) A~-,:;:¡::;'_ 1 {k1 , k,) = e-<<rbq,N [Q;;. (k1 + t/>, k2)Jcd, (C.8) 

[eiabtl>DN Qrn {k¡, k 2 ) e-io-bt/JDN] cd 

= e'"b4>(c-d)A1,.--;,';+c-l (k1, k2} = [Q,,. (k1 + t/>, k:;i}]cd, (C.9} 

[eicrbcl>DN Qi;. (ki, k 2 ) e-io-btl>DN] cd 

= e'"•4><c-dJA~-,:;t~-• (k1, k2} = e'"6"'N [Q;t {k1 + q,, k2)Jcd. (C.10} 

Sustituyendo las Ecs. (C.8}-(C.10} en las Ecs. (C.5)-(C.7) obtenemos que la 
matriz del bamiltoniano está tiene la siguiente propiedad 

Finalmente, substituyendo (C.11) en (C.3} obtenemos 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 

H(k1+t/>,k2}6(ef>-ip}=6{t,l>-ip}E4h (k1 +t/>,k:;i). 

" 

(C.11) 

(C.12) 



C.3 Suma de Productos de Funciones de Oscilador Armónico 12T 

e.a. Suma de Productos de Funciones de Osci­
lador Armónico 

Queremos calcular la suma de productos de funciones de onda de oscilador 
armónico que se muestra a continuación 

00 

E z".P,. (x) .p,. (y) (C.13) 
µ=O 

donde .p,,. (x) es la función de onda de un oscilador armónico dada por 

-'- ( ) 1 e-=• / 2 H (x) 
.,,,. X = V2"µ!7rl/2 µ. • 

(C.14) 

Utilizamos la representación integral de los polinomios de Hermite (70, 71] 

2"' /_"° • H,. (x) = = dt (x + it)"' e-• 
v?r -oo 

(C.15) 

y escribimos la Ec. (C.13) utilizando la definición anterior e integramos obte­
niendo finalmente 

"" 1 "" (2 )" 1"° /_"" E z".P,,. (x) .p,. (y) = ""2 L ---T- dt ds (x + it)" (y+ is)" 
µ.=O 7r µ=O µ. -oo -oo 

_ 1 [4xyz - (x2 + y 2
) (1 + z 2

)] 

- .,,.y'¡ - z2 exp 2 (1 - z 2 ) • 
{C.16) 
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Apéndice D 

Artículo: Bloch Electrons in 
Electric and Magnetic 
Fields 

D.1. Resumen 
Investigarnos un electrón de Bloch en dos dimensiones sujeto a campos 

eléctrico y magnético constantes. El modelo resultante es governado por una 
ecuación de diferencias finitas con un espectro de cuasi-energías que interpola 
una estrucutura de mariposa con una estructura tipo escalera de Stark. Es­
tos resultados fueron obtenidos por medio de los operadores de las traslaciones 
eléctricas y magnéticas. 

D.2. Abstract 
We investigate Bloch electrons in two dirnensions subject to constant electric 

and magnetic fields. The model that resulta from our pursuit is governed by a 
finite difference equation with a quasienergy spectrum that interpolates between 
a butterflylike structure and a Stark ladder structure. These findings ensued 
from the use of electric and magnetic translation operators. 

D.3. Artículo 
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Artículo: Bloch Electrona in Electric and Magoetic Fielda 

PHYSICAL llEVIEW B VCLUMB 61, NUMBER 1' 

Blocll electro.. .. eledrlc -d m-etlc .... 

Ale,imdro KWIOld 
~-a.--. ...... U,.,,,_rdllatl~Mlr~,A ... S. l'#blolaJ. MhlcoD.ll'.022G).M-""' 

MmulilTone. 
,,..,.,_. ~ U,._,,,..,_, /11.no-l ~ • Múko., Apltlo. Prui.I Zfl-'66. ltlÚko D.F. 01000. ....,_ 

C"-'wed 11 om:..r 1999) 

Wo l~pte •kidt eMcaoaa In t.o di--'- 9lllbject to _...,. elcEcric and ~ klii*. n. 
modd dlM-U rn.a owpunUt la F--' ~ • •1111111 dlrr.-nce equMkJD wilh • ~ ..-..- ..._ 
l~----~~~ ..... S&..tc.a.dlla".auaure..'11-ft..ti .... -911Km1dm­
orelectric _. a.....ac ~ ~. 

We con1ider the pubkm of an cklctron llKlvin• in a two­
dlmenalonal latdce In lhe ptellellCC of appUed electric aMI 
toqnedc fteh&. We ... ,... to thi• .. the tWO·dhacnaimaal 
clectric-111a9nelic Bloch problem (EMB). The correapondias 
maanetic Bloch 1ys1em (MB) haa a lona and rich hi•ory. An 
im~t early c:ontribution to tt. -8yaia of the ·~­
trie• of thc MB poblem wu made by ZM.. 1 who woñed out 
thc repni.a1tadon theory of the poup of mqnetic tnnala­
tlona. 'lbc renowned Huper oquation w .. dc:rh1ed uaumln• 
• dsht·biadia9 "PFO•imation. :a aad ltauh daivcld • dual 
HUJICI' oquation' in tbe attona masn-de-fteld liralL 'lbe .tud­
la of Hofataclta' ...S ot11sn• ofthe HMJ*' 9qUMion mp9Ctrum 
have 1inoe ~ an u~ i..._t In tbe probkm bc­
aiu.e of tbe beaaliful _.f·ainúl• atnw;:t..c of the buuerlly 
1pcicuum.s A nmmrltabie ~ -1'-lkllli of lM 
Hof1tedter bunerfty wu reit:ently m:hieved, nol for an ekc­
tran ayataa, but lo die ..._núnion of micrvwllva llhruuah 
an an-y of-=atten Wide a wave sufds.6 The a)'llllllelrih of 
the EMB Jl!Oblem were 11naly:r.ed .,._ time -.O by A.di.by 
and Mlllu,7 who conatrucled the poup af elecbic·~ 
U'analalion operalon. and workcd ow their ineducible tepee• 
1entatioaa. In lhia pmper - utill• the propatiea of the 
elccuic·masnedc opamon in onlcr to daive a flnile difrer. 
encc equadon lhat llOvem.I the dynamia ol die EMB prob­
lem. TIJe numerical .aludan ar lhia equaion displaya an in­
ta'e&ti.ns pedclm which lmapolalu ~ a buaaftylike 
atruciun= and a Stadt laddcr SUUCNre. 

Pcx- the pwpo_. al our ~ _.. conakter lbe modon 
ar an elecuon in a two-dhnenalonal pcriodk poeeadal, aub­
jeci lo a unirorm mqnsdc fteld •~to tbe pl­
and 1a a conalanl ekctric fteld É, lylnrs on die pi.. m:eonS. 
lna: la É•E(cos tl,aln4') with ti lha .,..1e t.1- ~ and the 
latlic:e .ir 1 ub. TI-= dynamka of the electron ia 80wemed by 
a time-dependent Scbriidinae:r -.uation tbat far con..-e:n&ance 
la wrinen u 

(1) 

wben: 'ft'o•pa+Aa and W•i+Á, wltb lhe lllOIDallUm op.. 
en.I09' p,,.•[lr1/o1t,-l'C]. Unita have been c:hoeea bac ln 
whlcb A - e-. -1. Wbere ..ceuary - u.e • caymianl ~ 

Ol63-la291211X0'61(l5~4)1115.llO 

talion wilh l¡>KC·time lhlee vec:ton x,,.-(1,;); ~-0,1.2, 
Equalion ( 1) can be con1ldawd u an ei.-nvalue eqaalion far 
the apen11or S with ef.,.wal• O. We adopl a ....... 
lndependent proccdwe, lhua tbe ...... poWndal la wria.n u 

Aa-<Jl- l)F·É, 

A 1 •(a- ll2)•x2-/JE1t, 

AJ.•(a+ ll2)•JC1-JIE21. (2) 

'lbia potemlal yldcb the conect ~ ftclda ,,..._... 
denC lo s-ramceua a and /J. A ..__. pollmdM csi be l9P" 
re9e0ted b)' ita Pourier d9composltion, t.ow.YS, far ainipllc· 
11,. - ahall con1ida- lha pokntia1 

U(JC¡,z2)• U1 cOl(2ft'JC1ltd+U2C09(2wx2la). (3) 

1..et (l,;>-<1+ -r,r+ii> m. un1ron. tr-s.aion ... ..-:e 
anc:t time, whcft -r la an mtNrr.,. time and ii la a laltice 
Yeetar. Tiac clusicaJ oqualioaa of' motioa nmain lnYmianl 
vnc1u the• ll'Mlsronnalions • .._.... tbe Scllriidi..- ..,.... 
tion don not, the re-.i bein8 tha 111** mnd tima ....... 
de:nc:e of the •-ac piOIClldala. N ............ qum1um .ty. 
namic• ar &he •J"•tena remaia lnv.U.. w.la dl9 combi.-d 
actlon af apace-time u.n.latioaa and • .,. ~Ol'lllMiona. 
Followlna Aahby and MiU..7 _.. cklllae die ei.:aic __. 11189· 
netic cnnaladon operalOn 

To(-r)•u;.p(-1.,.0.). T_,(•)•up('l•OJ)• (4) 

where J• 1,2 and the ~ __..... .. wri1ISn U 
..... COYarianl deriYaiY88 o.-p_.+.A •• ......... cmmpo.. 
MntS ol lhe ••UF potanial• .A• ai,,.. by 

.A.-11r-e. 
.A¡-(a+ l/2)BJC2-(Jf- I )E,1, 

.A2-(a-ll2)•"1-(/J-l)E2'· (5) 

n. •ynuaef1)' openton in &¡. (4) ~ widl die opaa­'°" S in Eq. (1). n. dllctric·,....,.nc: openean ..,... by 
Aahby and MUla'laclude ~..-e- ...Sdme._.. 
lationa; we dae:r.-1 it IDCft con.....-. lo ~ ma ell'ecl 
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BIUEP llEPoaTS ... ll 

of thc d11111 cvoludon p--..d by ebe T 0 IO that of llhm ..,_. 
tranalMloas ...,.- by T¡. Tbll fo1Jowin9 commuwon 
can be worlled out whh thc pevlous eapnuians 

[""•·•11--IE,, [w-,,tr2]--/B, 

[Oa.O¡]•IE1• ['71,0z]-111. (6) 

wlth aU Dlhm' c::ommutaton bein• za-o. 'The cammutaton In 
lhe .econd line of Eq, (6) are pmn of the mme pna'al U. 
alscbra of lhe raqnetic-clec:tric EueUdean two-cü,_aional 
arouP. • Sctuüdinaer'• equa1lan and thc •)'1111D811y opentan 
&11!1 ca~ In tmms of c:ovuianl dBrivmi- w,. ando,., 
reapccdvely. A dual almation in which lbs rola of •,. mnd 

~).(;).'~-;~~~::-...~at~e:: 
neoua re-..ne in the di~on. of B mMI E. 

Thc l)'mmetr)' openton In Eq. (4) eoramute wlth S but 
they do no1 commu• •ith each other. Wc follow a W- nep 
metbod to ftnd a •l of ahnultaneoualy eonsmudne aymmetry 
opentan. (1) Pinl ..e Con9ldel' • &ame ll"Ot8'lld at IM!81e 11, 
wlth lhe .U. alon• the IDf18ltudlnal and tnnnerw dira::tion 
relatlvc to lhe clectric ftdd. An ~ bala 
for thil fr.me la &iven by ;L-(COS 9,lin 8) and ;T 
- (- ain B,coo ">· We uaume a panicul• orienbdon of lhe 
clectric fteld, fDI'" whkh thc followlne: condition bolcb 

(7) 

whenl "' 1 mMI Mz me relatlvely prime lf119S9R. 'J1d1 coodi­
tlon lnaurca lhal apatlal periodicity la al.o found bodi alor19 
thc uansvcnc and the lonaltudinal dinlciiona. Hence, - de­
fine a wt.lded lardee 1,.nnlld by vo;:tOra b,_-b;L mnd GT 
-b;T whenl b-a.J,..f+,..i. TI.e 1padal ~naa oflhe 

l)'mmetry ac__,or o - pro;.:t.d alana; .... Ioasitudinal 
and uansvene dinction•: o,_-;,_. o and Or••r·t!'>. lt i• 
n=Mlily vc:riftod tbat COo. Or]-o. 

(2) POI' the rolated latdce. wc re•sd IN= numhm' of ftua 
quanta JIC" unit cell to be • rationml manaber plq. tbM b 

·-~~:a-~. (1) 

We can lhal define tbe ellliendDd ~ A na.na1e 
rnmde of 9 -U-:Cnl l.uk:e celb of Mde b camaina mn ln&eaer 
number of ftua qu.MU. Tile hui• --. ol dl9 suserf.8tdce 
.,. choNn - t1Gr. UM!l br. Unda' me. ccmdldaaa tbe ton­
aitudinaJ mnd trmuvenc ~ ~ Tr.(96) 
--P<~r.> UM!I Tr(b)-up(lbOr> d9tla9 cmmaud.ns 

·~ underdi91>I~ qbr. ...S Gr. 
(3) We obec:rw: Cbat T• end Tr.(qb) c...-.. wlth Tr. 

Yet they fell to comnm&e widl -=h a&Mr: TeU')Tr.(qb) 
-Tr.(qb)To(T')ellp(-lqb~. Howewr die opa.ion To and 
TL(qb) wlll cammu• willl ons mKJtba" b)' reatrictins time. 
in IN= nolutkln open&ar. to di9CNle vahla widl p9liod 

(9) 

wa... u,,- Et• aad - ulillmd Eq. (1) ID wri• dl9 eecC8d 
equüity. blu 111 i• 1119 s-fiad ol time lt ...._ ma eledran wldl 
drift -'oclt)' Ut1 10 traV9l .__ l8ldce paiaU. U.-.. .. 
nmenlrte ol Bq. (9) b dlM tll9 ndo o1-. S&mtl ......_ spK­
lq (bE) 1om.Mlloalll-fordls~(2wu111 1b) 
I• siWD by die nlicmal --- ,¡,-pl9. 

We bencsfar9I cGMidm dlM t119 .._ condldom (7). (8). 
Md (9) hold almuhmeoualy. In dúe ca.e die tbr9e EMB 
openton-th9 e~ ..allldon T.-Te<..-e> mnd die..._. 
netk transl•kJna 7i.-Tr.(4'b), -9 'Tr9T.,.(b)~ e -
of mi.ahlally comnnatin& synametry ~ In llddllion IO 
~mmeay ~. wecm cid- .......... )' tr8ns1Mion 

(10) 

that producetl a ftnl• tnnslMioa in --.y b)' 2•1T0 

-qbE. 'T. conuauln wilh 1119 ...... ·~ operMOn bul 
no« wllh s. lu eia-functian ap(-'9*Ef> cid,..• QUMJ­
dme f modulo"'•· 

Havirw: de9-d Te. "Ji.. aad 'Tr m. coamaM wridl ..ch 
Olha' and m.t aleo o:mmua• wttb S, we c.. look for nu­
don1 of die Schriiidi...- 9q111idc.. ~ by lbe 
qu.al-.y E end ~.ta. and •r quencum num--- ., r.•-.. p(-lrE)t;, 

7i.•-e.ap<••r.•b) ... . 

Tr•-eap(li:~) ... . (11) 

In psticu1-, llhe previold ..aaac.. lmply dlM lf • llimple 
....-u- lnDdadoa - oa ........ r..ctk:e. 1119 ...._ 
MtidJ' .... ....,.Umd •ladl candidam 

•<1+..-•• r>-•Pl-ITe(&+A.(r,rj>J•<r.r), 

•<1.r+ 9 & .. >-eap(•q•<•a.+A.a.<r.r»J•<r.r). 

•<r.r+Gr>-•Pt:••<Ar+..A.,.(r.r))]9'{r,r). (12) 

We now ftnd c:on-'eal ID appl)' a tr....rana.dan to mw 
veriablea si- by 

x.- - '· r.-o.. 

E 
X:s-Or.1•. P2-0r+••· (IJ) 

lbal. ..aidy [X,.,P.J-1 for -.-0.1,2. '1119 .apllcil N1Mion 
between (X,.. P,_) md (.-,.,p,.) C8D be wodl-9 a-. ..... 

~ '1. ·~ _. ºr r--..:-..<z!,.~ 
cr •• xJ-1E1•. au--.--. .-u. Afllliell ID eq. <•>­
~ ,.._.. ,_ .... ~,....... 
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whcre x 1 and .-1 lwve 10 be wrinea in wma of cbe new 
variables -

Por u-o thc d)'namiea ia c)'Clk: in coonllnaln X 1 and x •. 
The appcannee ot the U... vmiable X 0 introduc8d by lhe 
periocHc potentlal suUfttl dl8t .a ~madon ia NQU.ired 
to molve thc probkm (e ... , .alabadc ...,..oa.lm.don). How­
ever, - we ahow below the u• ol an appopriale 
repRM:nlMkla makea -..:b an ~ira.don ~....,.. 
We adopt thc Po,P1,P1 ~.entation ... E..•1.·•r(P) 
-(Po.P1.P2IE,l:L,l:r) wjth quuic-ay E and quaaimo­
nienlum A:L and •r· In thl• ~taaion thlt X,. operalon 
.:tas Xo-liJ/cJPo. X 1-l.11ilP1• and X:a- -l(EIB).1/ilPo 
+lill.1P2• 11 11 readlly clcar that the aubstirudon of the.e 
n=lations in Eq. (l!i) elimlna1e1 thc il/.JP0 contributlon. For 
findins .olution1 of Eq. (14) - aplit lhe phue as-ce 
CX,.,P,.) in lhe (X1 ,1"1) and lhe (Xo.Po;X1,P1) vwl8bica. 
Por thc fint •t of variablss - ~ a •• of t.aia func:­
llona In P1 aiven by the Landa! ••- f1ancdana x,.(P,); 
the• funetiom yicld -.a .... .,.,\ma of die kinedc put of 
the risht-hand alele of Eq. (14): (11+ 112).., .. , wilh 11111 cyclo­
uon frcquency .,~• 111•. Far the aubapece eener.r.d by the 
variable• cx •• r.;X1 ,P1), we notice thM the tour q:enllon 
cT'.,. 7{. -r,:.. T.> wllb all poulble ln11epr vah1eS or 
(IJ,k,I) rmm 11. comp&cte llct ol opa91on. Tha demonaua­
tion follow• 1lmilar •tepa u tho.e presnliMI by Zak in Rcf. 
10. Hence • complete 11et of functiona. ror the aubtis-oe 
(Xa.Pa;X2 ,P:a>• i• provided by lhe eiacnfunctioa• or lhe 
opera1on <Ta. 71.. ~. 7'.->. wewrite thern down and verify 
lheb'~•: 

X.tfPa-E-lqbE) 

X~P:a-kT+~111), (16) 

where we deflned a• 11•-qlp. 11 I• cuy lo et.di; thal thi• 
function anomadcally aadafta tbe flnt and dilid EMB tnn­
latlom in E.qa. (11). wha'eea tbe .ecor.t equ.Mioa b Mlidicd 
by impoalna thc periodicit)' ca:ldition c •• ,.-c •. In addl­
tion. ""is al.a elp;nfudlon of lhe em:ro tnnalation opencor 
E.q. (10) ..t1h dpnvatu. cap(-'96Ef>· n. wne IYDcdon • 
l1 lhat-p.ndi9d in mm. of x. mMI *"•.1.••r••·f· Tha oper8liol' 
T .. i• noca·~ oflbs poblaa. ao - ha- ID mulliply 
"" by a coeffidcat d 1 mnd lldd over ali poaible valua• of ~; 
thc nnutti~ ••- flaaction cm be~• 

••.1..Ar,.(P)--~- a.x.(P1>"'--,.tc'••"2_,.,_.," 

X.ll(l"a-E-lqbE)~ P-,.-lcT+ T,,. ). 
(17) 
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Apéndice E 

Fórmula de Kubo 

La fórmula de Kubo es una expresión general para la corriente [57, 58] es­
tudiada en la aproximación de respuesta lineal a un Ca.%Dpo externo. En esta 
aproximación Ja conductividad de Hall se puede escribir como 

(E.l) 

donde el índice cr denota a la banda, 71<> está dada por 

_....!_"'""' jd2k (cr,klil2lot',k)(o:',klil1lo:,k)-c.c. 
'I<> - 27ri <>~.- [Ea {k) - Ea• (k)]" ' 

(E.2) 

111 y 112 son Jos operadores de velocidad introducidos en el capítulo 2, "F es el 
número de sub-bandas llenas por debajo de la energía de Fermi y la suma corre 
sobre los estados que tienen energía superior a la de Fermi. 

En la Ec. (E.2), Jos elementos de matriz del operador de velocidad pueden 
ser expresados corno 

(a', k 1n1 cr, k) = (a', k 1n (k)I o:, k) (E.3) 

donde lo:, k) es el ket de Ja función de modulación"" (k; t, z) introducido en la 
sección 3.4 y el operador de la velocidad puede reemplazarse por 

Il {k) = exp (-ik · z) Dexp (ik · z) = Il + k. (E.4) 

En la representación de las funciones de modulación el hantiltoniano toma la 
forma 

H (k) = e-""·• He••·• = ~02 (le) +V, (E,5) 

de tal manera que el operador de velocidad puede escribirse como el gradiente 
del hamiltoniano 

D(lc) = V1oH(k). (E.6) 
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Finalmente, podemos escribir los elementos de matriz del operador de velocidad 
como 

(a, k IDI a', k) = (a, k IV•H (k)I a', k) 
=¡e .. (k) - e .. , (k)) (a,kl v. [ la',k)] 

=¡e .. , (k) -e .. (k)) v. [(a,kl ] la',k). (E.7) 

De la Ec. (E. 7), la Ec. (E.2) se escribe como 

1 ~ / 2 [ª(a,kl 1 , k) ( , kl a¡a,k) 
f'/a = 21Ti L...,, d k 8k2 ª ' °' ' 8k1 

o'>vr 

- a (a, kl 1 I k) ( I kl a la, k)] 
8k1 Q ' Q , lJk2 . (E.8) 

Usando la identidad 

E [la,k) (a,kl + la',k) (a',kl] = 1 (E.9) 
o<v,,.<ar' 

tenemos que la conductividad de Hall de la banda a está dada por 

[
au;,. (k; t, z) ª""' (k; t, z) 

8k2 8k1 

- au;,. (k;t,z) 8ua (k;t,z)] 
8k1 8k2 • (E.10) 

Arreglando las derivadas en la ecuación anterior obtenemos 

= ..!.._ J d2k ...!!._ [/ _.,, • (k· t ) au .. (k; t, z) J 
Tia 27r 8k1 a-x Ua ' 'Z 8k2 

-·jd2k...!!._[jd2 "(k·t )au .. (k;t,z)J ~ lJk2 :Z: Ua ' ' z 8k1 • (E.11) 

El argumento de la integral anterior es el rotacional del potencial vectorial que 
equivale a Ja curvatura de Berry, entonces la conductividad de la banda o es 

/
d2k / d2k f'/a = 2,; (V• x A.. (k))3 = 2,; (Oa (k)Js. (E.12} 

Este resultado coincide con los de las secciones 6.2 y 6.3 a pesar de que se obtiene 
de consideraciones completamente diferentes. 
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Apéndice F 

Potencial Vectorial de la 
Curvatura de Berry 

En este apéndice se demuestra que 

{F.1) 

donde da {k1 , k 2 ) es solución de la ecuación de SchrOdinger (4.38) dada por 

El potencial vectorial de la fase de Berry .A.. (k) se define a través del valor 
esperado de la posición como puede verse en la Ec. (6.19) 

ó (k' - k}A.ª'•ª (k) = (o/,k' izla,k} +iV•ó(k' -k) Óa•,0 

= (a',k' l(Q1 -P2,Q2 -P1)ia,A:) + iV•ó (A:'-k) Óo•,o· (F.3) 

En esta ecuación Q1 ,Q2, P, y P2 son los operadores definidos en la Ec. (2.29) y 
IA:1 , k2) es un ket de la base de funciones de onda (3.25) 

la, k) = W {k1) L e'"6"'(Q•-"•>i.::. ¡µ,E,k2) = W{lc1) IE,k2), (F.4) ....... 
donde 

W (k1) = L [7ie-•••"•J' = Ee'vW(EQo+Q2-••>. (F.5) 
l l 

Las derivadas de estos estados con respecto a los pseudornomentos están dadas 
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por 

8~ Jo,k) = i (k2 - P2) Jo,k) -W(ki) E ~";;e-•"H'"' Jµ,k2 + 2?rtn/b), 
1 µ- 1 

8~ Jo, k) = iQ2 Ja, k) - W (ki) E~";; e_,,,u,.,. Jµ, k 2 + 2trm/b). (F.6) 
2 ~.,. 2 

Agrupando estos resultados obtenemos que 

µ,,,. 

- (k2,0).S (le' - k) .s,,,.,,,, (F.7) 

En la representación matricial introducida en la sección 4.3 el segundo térrnino 
del lado derecho de la expresión anterior toma la forma 

i.S (k' - k) E bP,;V.!Y,;, = ["lif d,P d~. (k1 + "'· k2) iV.d,,, (k1 + "'· k2). (F.8) 
µ;,rn Ío 

Los operadores Q1 y P 1 actúan sólo sobre los estados de Landau, por lo que 
sus valores esperados son proporcionales a .S (k' - k) 

(a', k' J(Qi. -Pi)J a, k) = x•>' •"' (k) .s (k' - k). (F.9) 

Sustituyendo estas relaciones en la Ec. (F.3) obtenemos 

A"''·"' (k) = x 0
'•

0 (k) - (k2,0) .s ...... 

+ l,~ d,P d~. (k1 + ,P, k,.) iV•da (k1 + ,P, k2). (F.10) 

El vector (k2,0) resulta de la invariancia de norma discutida en la sección G.2 
y puede ser absorbido en la fase de d,,, (le) tomando 

d 0 (k) -+ e-•(•1 ••-•V2 )d,,, (k). (F.11) 

Por otro lado, el vector Xª'•"' (k), que se obtiene de una contracción, es entonces 
periódico en los extremos de la ZMB y su integral de linea sobre el borde de la 
ZMB se anula. Estamos interesados en el cálculo de cantidades de la forma 

J dk. A"''·º (k) = hMe d"'k [v. x A"''·"' (k)]
3

, 

por lo que es posible redefinir al potencial vectorial como 

{~ . 
Aº'•"' (k) = Jo• d4' d~. (k1 + ,P, k,.) iV•da (k1 + q,, k 2 ). 

De esta expresión se sigue directamente la Ec. (F.1). 
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Apéndice G 

Teoría Semiclásica 

G.1. Las Ecuaciones de Movimiento Semiclási­
cas con Campos Perturbativos 

En este apéndice obtenernos las ecuaciones semiclásicas de movimiento para 
un electrón eléctrico-magnético de Bloch y su representación variacional. Inclui­
rnos además la presencia de los campos perturbativos magnético 6B y eléctrico 
óE que pueden variar lentamente en el tiempo y el espacio. Estos están carac­
terizados por los potenciales vectorial .SA (t, z) y escalar .SA0 (t, z) de tal forma 
que 

óB = V x óA (t, z) , óE = -VóA0 (t,z). (G.1) 

El paquete de ondas del electrón está caracterizado por la función 

(G.2) 

formada de la superposición de estados de Bloch pertenecientes a una sola banda 
corno los estudiados en el capítulo 3. El término de norma exp [-i.SA (X)· z] 
centra la órbita del paquete alrededor de la posición media X dada por 

X = j d2x t/1° (z) zt/J (z). (G.3) 

Supongamos también que el paquete está localizado en el momento K expresado 
como 

K= j d 2 k</>';,.(k)k<J>,.(k). (G.4) 

La funcional lagrangiana para el paquete está dada por 

L [.P,t/Jº) = - j d 2 z t/1° (z) {S + .SS}t/l (z) (G.5) 

TESIS roN 
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donde 8 corresponde al operador de SchrOdinger (2.1) y 68 es la contribución de 
los crunpos perturbativos magnético y eléctrico y de los térnünos provenientes 
de la norma del paquete de ondas (G.2). Elegirnos crunpos 6B perpendicular al 
plano y 6E paralelo al mismo. En la norma simétrica sus potenciales pueden 
escribirse corno 6A = ~6B x z y 6Ao = 6E · z. 

En el espacio de los pseudomomentos k, la funcional lagrangiana es 

L [ef>0 , ef>~] = f d 2 k if>~ (k) { .j,0 (k) - C0 (A:) ef>o (k)} 

- f d2k' f d2k if>~ (k') 680,0 (k',k) t/>0 (k), (G.6} 

donde 
680 •,0 (k',k) = (a',A:'l68lcr,k) 

es el elemento de matriz de 68. 
Las ecuaciones de Euler obtenidas de Ja Ec. (G.6) son 

.j,0 (k) = -iC0 (A:) ef>o (k) - i f d 2 k 1 680,0 (k, k') ef>o (k') , 

.¡,~ (k) = ief>~ (k)C0 (k) + Í f d2k' if>~ (k') 680 ,0 (k',k). 

(G.7) 

(G.8) 

Sumando estas contribuciones y las asociadas al término de norma obtene-
mosque 

68 = [6E - .s.A (X)] . z + [.SA (z) - 6A (X))· n. (G.9) 

Los elementos de matriz de este operador pueden calcularse por medio de 
las Ecs. (6.19), (6.20), (6.21) y (6.22) obteniéndose 

680 , 0 (k',k) = 

[6E - 6A (X)] · [-iV•6 (k' - A:)+ 6 (A:' - k) .A.. (k)] 

+ ~6B · [Do (k) + Il0 (k')] 

X [iV• - X - .A.. (k)] 6 (k' - k) + ~6B • .C.0 (k), (G.10) 

donde hemos definido el momento angular 

.C.0 (k) = L Aº•º' (k) 
a:'¡f.a 

x { .•l°' •º (k) + i [Ea• (k) - Ea (k)) Aº'•º (le)} . (G.11) 

Sustituyendo Ja Ec. (G.10) en las ecuaciones de movinllento (G.8) obtenemos 
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. . 1 
ef>o =-•(Ea - 'P ·.A..+ V· X) ef>o - 2V• · -Pef>o - 'P · V•t/>o, 

.¡,~ = i (Ea - "P ·.A..+ V· X) if>~ - ~V•· -Pit>~ - 'P · v.q,~, (G.12) 
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donde 

1 
v (le) = 2 .ss x n .. (le), 

'P (le)= V(le) - 6E +6.A (X)= V(le) -6E+ ~6B X X, (G.13) 

y a la energía t:.. le ha sido agregado un término relacionado a la interacción 
entre el campo magnético y el momento angular J:. 0 

por 

1 
E .. (le) = t: .. (le) + 2.ss · J:.., (le). (G.14) 

Las derivadas temporales de la posición y el momento medio están dadas 

x= / d2k [4>;.c1e>iv,,.¡, .. c1e>+.P;.c1e>iv,,,¡, .. c1e>] 

+ / d2k [4';. (k) .A.. (k) </> .. (le)+.¡,;. (le) A.. (le).;, .. (le)] 

+ J d 2 k .¡,;.(le) Áa (le)</> .. (le)' 

k = J d2k ,¡,;.(le) 1eq, .. (le)+ J d 2 k q,;. (le) 1e.j, .. (le). (G.15) 

Sustituyendo la forma explícita de las ecuaciones de movimiento (G.12) en las 
ecuaciones anteriores e integrando por partes 

.X=/ d2k ¡.¡, .. c1e>1
2 

[v .. E"' (le) - -P (le) x º"' c1e> +.A. c1e>] 

_!.fd2k lYP(le) 
2 {Jk 

X { q,;,, (le) iV1o</>0 (le)+ [.A.. (le) - X] Ir/Jo (1e)l 2 
- e.e.}, 

k = J d 2 k l<I> .. (1e)l 2 'P (le). 

(G.16) 

(G.17) 

Los resultados obtenidos hasta ahora son exactos. Para calcular el límite 
semiclásico se aproximan los promedios de las funciones en le por sus valores en 
X y K. El segundo término de la Ec. (G.16) es cero y las Ecs. (G.16) y (G.17) 
toman la forma 

X= VKE .. (K) - 'P (K) X o .. (K) +.A. (K)' 

K='P(K). 

(G.18) 

(G.19) 

A primer orden en 6B y 6E, las Ecs. (G.18) y (G.19) pueden reescribirse como 

x = VKE .. (K) -k x n .. (K) +.A. (K), 

K= -6E-X x6B. 

(G.20) 

(G.21) 
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La derivada temporal del potencial vectorial .A.. (A:) puede sustituirse por 
derivada direccional a lo largo del campo eléctrico -E· v • .A.. (A:) (sección 6.3). 
Además en las Ecs. (6.54) el gradiente de la energía se puede reemplazar por la 
expresión (6.34). Así las ecuaciones de niovimiento toman la forma 

X= VK [~ .. (K) + ~5B . .c .. (.K)] +(E - k) X"º (K)' 

k = -5E-X X 5B. 

(G.22) 

(G.23) 

Cuando óE = O las ecuaciones anteriores se reducen a las encontradas por Ming­
Che Chang y Qian Niu [60). En ausencia de los potenciales perturbativos 5B 
y 5E las Ecs. (G.22) y (G.23) toman la forma de las ecuaciones semiclásicas 
halladas en el capítulo 6. 

G.2. Representación Variacional de las Ecuacio­
nes Semiclásicas 

Es posible mostrar que las Ecs. (G.22) y (G.23) pueden obtenerse de la 
función lagrangiana 

L (K,.K,x,x) = K . .x + .A.CK> • .K-.sAcx> . .x 
+ 6Ao (X) - ~ (.K), (G.24) 

donde 

6Ao (X) = .SE · X, 
1 

6A(X) = 26B X X. (G.25) 

En las ecuaciones anteriores hemos omitido los subíndices de las bandas por 
simplicidad. 

La función lagrangiana anterior resalta el carácter de potencial vectorial de 
A. (K) y revela que estas ecuaciones son invariantes ante la transformación de 
norma 

.A.(K)-+ A.(.K) + VKA (K) 

donde A (K) es una función arbitraria de lo pseudomomentos. 
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