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RESUMEN

Se desarrollaron modelos para la dinamica de escala grande del fIUJo y transporte .
en medios porosos saturados. Se definieron rigurosamente las escalas grandes' B
por medlo de filtros espaciales. La dinamica de escala grande la goblernan Ieyes s

de flujo y transporte no local. Se derivaron aproximaciones locales usando

expansiones asintoticas.

Se reahzaron simulaciones numencas para investigar la preci ié'n‘ 'r,de'"'ls

aprox:macnones "'S Ias aproxnma |ones 'sé tratan’ como ecuacnones ‘de alto orden w

escalas pequenas y se‘,\:' |
termlnos de dlspersmn

heterogéneos, en Ios cuales se’ conoce solamente un’ num, ro muy pequefio de

dichos valores de conductnvudad




ABSTRACT

We develop models for the large scale dynamics of flow and transport in saturated -

_porous medi

Iarge scale dynamlcs are governed by a non-local flow

ar d Vtransport‘f Iaw Wef

- difficuit to solve and nearly
approxnmatlons are vnewed as

the apprommate Iarge scale

a / a" elf-similar: behawor in the

ic ‘enductlwty exhibits  a range

where it decays : foll’ gatlve power of wavenumber A log Iog‘,

representatlon o'f thi behavuor renders a- stralght I|ne which ‘may be very: easnly} o

extrapolated to- [ rge»

observatlon a spectral : 'amplmg technique is used to generate reallzatlons of

hydraulic conductlwty for hlghly heterogeneous porous media, for whlch relatlvely~~

small number of values of this parameter are known.

Werrlgorously define the large scales using spatlal f'lterlng The o

wavenumbers i.e., small scales. On the basis of thlsf" ‘
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CAPITULO 1

INTRODUCCION
1.1: Generalida_des .

La: dmamlca d"' odos los sistemas fisicos se desarrolla en muchas escalas de

Iongltud Por lo-mismo, s:empre hay escalas demasiado pequefias para ser resueltas

medlante ur modelo prara .Ser, observadas con los aparatos convencionales de

, r ente _cierto para el flujo de fluidos en medios
geologlcos debldo a que estos medlos porosos tienen variabilidad en un rango muy
ampllo de escalas (poros del orden de milimetros hasta planos que tienen kilometros
de Iongltud). Tanto el ﬂUJO como el transporte son afectados por heterogeneidades

en todas las escalas.

Un problema fundamental que se tiene cuando se trata de modelar el flujo y el
transporte, es representar en el modelo el efecto de la variabilidad en las diferentes
escalas. Por ejemplo en un modelo en que se usa la ley de Darcy, las moléculas del

escala mas grande de resolucnon, usando solamente parametros y varlables de

escala grande? Por ejemplo, si se conoce un campo de conductividad definido en

agua no se descrlben expllcltamente La escala de resolumon de dlcha Iey es mucho, T

g SRR
. K .




PAGINACION
DISCONTINUA



una cierta escala de resolucién, ¢es posible construir un modelo en una escala de
resolucion 'més grande tal que el flujo verdadero se modele correctamente? ;Es

p05|ble constrwr un'modelo de escala grande en aquellos casos donde el campo de

conductuvndades es mmerto'?

! es en esta tesis se abordan las siguientes preguntas

‘lca en.: escala grande sin “una

Este es uno de los métodos mas utilizados. Se basa en la suposicion implicita de
que la dinéimicad/e las escalas grandes se puede describir por una ley de Darcy
local. Estaéupbéiciéh se puede justificar rigurosamente (usando la teoria de escalas
multiples, Kéller,1980), solo si existe una separacion de la dinamica de las escalas
grandes vy las pequefias (Beckie et al., 1994). Aun cuando existiera tal separacién en
un rango particular de escalas, éstas deberan ser compatibles con la escala de los
bloques de la malla. Lo mas probable es que los datos o los recursos
computacidnales “definan el tamano de los bloques de la malla, y éste no
correspondéra’ 'aly“rango donde las escalas pequefas y las grandes estan separadas.
Por ejemplo, si la conductividad hidraulica tiene un espectro de energia muy amplio,

~
[




lo que indica que muchas escalas son significantes, no existe una separacién de

escalas.. .:

Beckie et a/ (1994) demqstraron que una Iey de Darcy local, parametrizada con unar_'m 7

conductlwdad,hldrauhca efectiva, no puede reproducxr la dinamica del flujo de escala> :

grande cuan, o Ia conductividad de ' las- escalas pequefas tiene un espectro muy- -

ampllo.‘ Sus- resultados |nd|can que eI calculo del espectro de energia del ﬂu;o

usando conductlwdades efectivas, se atenua significativamente en escalas cercanas
al tamano de los bloques de la malla Sus resultados indican que el efecto de Ias
heterogeneldades con escalas cercanas al tamario del bloque de la malla no se-

representa adecuadamente por una cond ’ctnvndad hidraulica efectiva. Sin embargo,

si el espectro que corresponde a: Ia escalas grandes y el que corresponde a las

escalas pequenas estan separados entonces ‘una conductividad efectiva es un

modelo adecuado.

1.2.1.2. Métodos estocastlcos o

Estos usan metodos estadlstlcos para definir- Ias varlables de escala grande y

;ace es ‘separar las varlables en valores esperados
ﬂuctuac:ones (Gelhar, et al. 1983) : ‘

AGx) = (a)) + ') (1)

donde {o)rlr'epre's_eynta: el valor esperado, (0) la fluctuacion y x el veétor de

posicion.

El problema;es que solamente bajo la hlpotesus ergodlca eI valor esperado es

igual a ‘Ia's Ies de ‘escala grandes Un proceso yes ergodlco SI su valor 2

esperado se pued reemplazar por- promed'o en ‘el esp icio'o en el tlempo Para'el

caso de- una pluma de’ un,soluto esta_ s ergodlca solamente si'su escala

transversal es grande comparada con las escalas de hetereogeneldad




Pero como ‘lo ha expresado Dagan (1994),7esta condlmon no se cumple en

muchos casos, de lnteres practlco

e de bromuro en Ios acuuferos :

Los resultados de las 5|mulac10nes

modelar todasilas escalas involucradas en un flujo turbulento por Io que se han .

limitado a modelar solamente las escalas grandes.

son tomados en

cuenta por el modelo de gran‘ scala fltrad‘




1.3. Aportacionés de la tesis

La pnmera cons:ste en el desarrollo de una herramlenta para anallzar sustemas‘»

f:sncos con multlples escalas Se espera qu ‘”esta 'erramlenta ea muy ut|I para el g

medios pordsos smo tamblen muchos otros procesos que exhlbey' |
s:gmfcante varlabllldad temporal espacxal Ejemplo de tales fenomenos son Ios :

flujos turbulentos y os / de evapotransplracmn

Las ecuacnones del modelo seran completamente cerradas. Hasta donde se
tiene conommnento todos los modelos que se han desarrollado necesitan términos:

de cerradura que,por lo general son empiricos.

La segunda aportacxon de esta tesis es la aplicaciéon de la técnica de LES al flUJO y
transporte en medios porosos. A excepcion de Aldama et al. (1996) esta tecmca

solamente se ha aplicado en flujos a superFCIe libre.




CAPITULO 2

ECUACIONES DEL FLUJO EN MEDIOS POROSOS ESPACIALMENTE
FILTRADAS: TEORIA

2.1. Introduccion
Como se menciond anteriormente, uno de los tépicos que se abordan en este

trabajo es la posibilidad de construir un modelo de dinamica en escala grande, sin

una representacién explicita de la dinamica de la escala pequefia.

dl amlca de las escalas

transporte implica que c‘
problema de cerradu |

Butterworth los:cuales son ampllamente utilizados en el analisis de senales

digitales (Stearns, 1975).




2.2. Ecuaciones de movimiento

Se supone que eI agua esta ﬂuyendo en un medlo poroso saturado con una matriz
de suelo ngldo Por Io tanto en ausencna de fuentes o sumideros, el pnncnplo de

conservamon de masa toma Ia forma de la ecuacnon de continuidad:
ZEL =0 L ": ’ i o " ’ . - - (2‘1)‘
: SI se 'sLlpone :

donde QO,. representa eI vector de qu;o y Xj Ia posncnon del vec

que el ﬂu;o es Darcnano en Ias escalas de lnteres y eI medlo se supone ISOtrOpICO :
se tiene la: sngwente reIaCIon constltu’uva L e

0=-k27 @2

donde K = 1\(\,) representa la conductlwdad hldraullca y- H Ia carga del agua

subterranea La ecuacnon (2 2) es una expresmn de Ia Iey de Darcy

Comblnando Ias ecuacnones (2 1)4 y (2 2) se obtlene Ia conomda ecuaCIon de qu;o
del agua subterranea B i SiL L .

O (L OH )\ _ o : o ' (2.3)
ox, Ox,




2.3. Interaccion de escalas

La interaccién'dé'las diferentes longitudes de escala presentes en el agua

subterranea se’ entlende mejor en el espacio de Fourier. Por lo tanto, se

lntroducnra la rtransformada al espacio de Fourier de una funcién espacial,

CF=F(x). -Zdef”:nldaj_de la_,_sugunente manera:

(2.4)

tegracnon sobre un dommlo tndlmensmnal no,
Yy dx= dv1dx2dx3 Sl el domlmo de lnteres es

"y todas las variables relevantes se extlenden

del dominio.

a de ‘ouner se puede considerar como la descomposicién de una

~func10n en una suma de senos con diferentes longitudes de onda.

' ,Toméhd”oirlba (t‘rrahsfor;mada de Fourier de la ecuacion (2.2) se obtiene:

~,(k)— '

2 )3 IK(k k)k' H(k})dk! o (2.5)

Por lo tanto todas Ias escalas"(numero :‘de onda) presentes en K lnteractuan :

con todas Ias de H ;.para producir, todas Ias escalas que ‘estan presentes en O

Esta mteraccnon es partl Iarme te sngnlfcatlva cuando K posee un espectro muy -

ancho, i.e., cuando el campo de conductlwdad es muy heterogéneo.




Estas mteraccmnes no :lineales producen nuevas : escalas Como un - ejemplo,

con5|derese dos ondas senOIdaIes con Iongltudes de onda - A,,_ o y
: 1

2'2_/“' :

Su producto es igual a

sen(xw,) s,en(xw2 ) =i [cos(x(w, —w,))— cos‘(x(wl + W, ))] : v (2.6)

+/’Ly

componentes mas grandes mas’ pequenas’

ue esta’ escala de longltud Por

ejemplo, la funcnon As se puededescomponer en componentes de escala grande‘

A%y componentes de escala pequena A>

A(x):A%(’;\‘k‘)"}-i{' e e @.7)
donde I
A .';‘ .
e A @9




ACSf) si f< S, : 2.9)

A"=10 si f>f

3.00
2.50
o
150
1?90‘:
0."505
ok.kdo‘ _
| '0.:?591; :
'-1y.d-'oyl ‘
1.50
200

-2.50

“-3.00

Figura 2.1. La" ;
funcnones se oi ale (funci X
se encuentran en’los’ multlplucando (funclones inferiores

Para mvestlga .co afectan ; erac |on s‘no llneales al escalamlento en el

espacio real sup‘ongas“e el prbducto de Ias funCIones A y - B:




/V/(x)=A(J;:7)B(x) o o o | | (27:170)

M(x)= (4% + ) () (B +B)x) @
| M(x)=A"B° (x)+A B’(x)+ A NB<(JF)"+ A"B>(x) ) (2. 12)'
M<(x)—(A<B<) (.\)+(A B’)‘(A)+(A 3 )<(.x)+(A B>)<(x) '7(2 13) N

las componentes eg de .una

En el marc ‘deun:método. de: f'ltrado espacnal
vanableF F( 1)
(Aldama 1990 y1199

f'mdas por Ia S|gmente operacnon de convolucnon’

F(x,)= Jc;(x,v —x)E(x))dx - , o (2.18)
donde G es una funcién de filtrado que posee las siguientes propiedades:

J‘ G(X)dx =1 (2.16)




limD!G=0_ Va ' (2.17)

|\I—-ro
Aim DG =0-Va. - g et s i e i o (251 8))

donde §D;' y k‘D; represéntan operadores de derivadas dados por:

aza )
D= e ——— 2.19) -
Y oxoxox3 ( : )
Ya :
.= o~ (2.20)

Di= | ainieimion
Bk Dk 2 Dk

a={(a,,a,,a;)  representa -un multi-indice, «,, «, Yy a,; son . enteros y

Za:a,+a2+a3.‘ :

La propledad (2 16) |mpI|ca que G preserva la; medla y la- propledad (2 17) es -
necesaria: para demostrar?que Ia operacuon de fltrado conmuta con las denvadas

espactales de 'orde‘n arbl

mplicacién de la propiedad (2.18), asi como la

lmportanc:a de Ia operacn _de filtrado ‘se comprende mejor. en el _espacio de"

Fourier.
Transformandorlba’ec'ua'civén:,(’2.15)k se obtiene:
ﬁ(k,):G(k,)F(k,‘), e T | @2y

La propledad (2 18) |mp||ca para ¢ =0, que las componentes de numero de onda
altos de F' (componentes altamente fluctuantes) son ellmmados (gradualmente si

G tiene una base abjerta, o totalmente si G tlene una base cerrada) a través de
la operacion de filtrado.




2.5. El problema de cerradufa y localizacién

Filtrando Ia Iey de Darcy (2 2) y Ia ecuacmn de ﬂu;o de agua subterranea (2.3), y

tomando en cuenta el hecho de que la operacuon de filtrado conmuta con la
derlvadas espacnales se obtlene ‘

Qj=—K§H-' ' . (2.22)
axj : .

O | gPH | _p | . (2.23)

axj axj :

Expresando la conductividad, el flujo y la carga, en términos de sus componentes
de escala grande y escala pequenia,

K=K+k ‘ (2.24)
Q=0+q , : - (2.25)

H=H+h - o (2.26)

Substituyendo las expresiones (2.24)-(2.26) en las ecuaciones (2.22) y (2.23)

resulta:
o =k O
o, ,
. OH Oh oH oh (2.27)
=-K K -_l -k - k,.-_l
ox, Ox; ox; - ox,




i O OH Ly Oh

ox 'axj’ : ax ’ ox;.

(2.28)

a[KaH ET BH ah) o

ox,

2.6. l_a metodologla de f Itrado espaC/aI

Aldama. (1 992) y. Beckle et al (1 996a y.1996b) han empleado un fltro Gaussnano o
el cual en el espacio de Founer tlene Ia forma :

6k = G, (k)-exp( %) <2}2,9>‘};, ;

donde A es eI anch

q 'e fltro y k (k,k,)"z “Una expansmn en senes de Taylor ;
de G, resulta en ~ :

R Azkz /14‘k4
G k)=G k =1- —
(k) G( ). ~ 254 * 576

+0(2°) | B . (2.30)

Substituyendo (2”30) en (2.21), empleando el resultado ‘de (2. 27)‘y usando el
teorema de dlferenCIamon de Fourier, se obtiene la S|guuente expresmn (Aldama
1992; Beckle et al 1996a)




= ox; ax_,. 12 dx, Ox,0x,
A oK o'H )

(2.31)

7886\6\ "axawc ox,

Apllcando la expresnon (2 31) ala ecuacmn (2. 23) se obtlene la ecuacion de ﬂUjO '

del agua subterranea de escala grande locallzada

a_(K. EHJ ¥ (z— oK °H

ax, | ox, sx 12 &x, ox,dx,
’ 4 2 3
A oK OH (2.32)
288 ox, 6\ Ox,0x,,0x,
+O(A)

Mientras que el ancho de filtro, A, sea mucho mas pequeno que la escala de .

longitud domlnante en Ias varlables de eg, A ; se esperana que Ios termlnos de

o) fueran desprecuables en la ecuacion (2. 32) F’orlo tanto‘ una vez que esos

termmos se han desprecxado se esperarla que. la tas

convergencna de la

norma del error de la solucién de la ecuacion (2. 32), H ‘a de orden sexto en

A. Esde notarse también que las ecuaciones de eg cont nen derivadas de alto
orden. De esta manera, se podria esperar que,s e éfian condiciones de
frontera adicionales para. resolver las ecuaciorié Sin embérgb, Beckie et al.
(1996b) aplicaron con exnto un método de perturbacno e‘gUIaf:qgé no requiere de

condiciones de frontera adlcxonales‘ :

Aunque Beckie et
la solucion_de
campbs— de. conduc ,
convergenc;a ‘del’ erro q ) hecho de que ‘cuando

la expansion (2.30) se trunca Io cual es equnvalenle a despremar términos

" TESIS CON
' \HK‘AT.I.[J\ N ORINEN




proporcxonales a alguna potencna de l en (2 32) Ia funcion del filtro Gaussiano se
aproxima con:una: polmomlal en el espacuo de Fourier. Estas aproximaciones son
muy buenas en numeros de onda bajos pero se degradan significativamente en

‘ or defmc:on el filtro Gaussiano es

observa"cynes llevaron: a“busca alternatlvas‘para la aproximacion polmomlal al

filtro Gaussmno qu dleran una mejor solucnon al problema de cerradura y

Iocalrzacnon

27. Lja:m’:éfbdolqg'/a: de ﬁltréd?p’ de Butterworth

La prlncupal ventaja de aphcar una proxumac:on pohnomlal al fltro Gaussnano es
que cuando se substltuye en '

variable de eg, Fo. se expresa com




donde N es.un entero que represe: a el orden del fltro kc, un numero de onda de

corte'y 77,,, es. un parametro relacmnado a Ia tasa de decalmlento del ﬂtro en el




Invirtiendo (2.37) se obtiene:

2 K2 p .
protnaColl B L - Y 4
" 24 ax,ox, ~

Como'se‘pgede observar, el uso de unﬁﬁlfrp de Butterworth permite derivar un
resultado mas manejable que el que se obti'ene aplicando el filtro Gaussiano. En
efecto, (2. 37) expresa una vanable pnmltlva en termlnos de la variable eg y su

Laplacuano

Empleando (2 37) para Ia conductlwdad hldraullca y el gradlente de la carga, se

tiene:
A 9K | ' . , .
= - : 2.38
T 24 8\,ox, ' : ( : )
2 33 ‘ ’
oH aH A oO°H : . (2.39)

a\‘, 8.\‘., T 24 6\,6\,6\

Substituyendo (2.38) y (2.39) en (2.22), resulta:

Y
o =|K- X K YoH _# H_ (2.40)
24 6x ,Ox, 61: 24 Ox,0x,0x L

Substituyendo ahora (2.40) en la ecuacion de continuidad eg, 80, /dx; =0, se

produce:




i 2 2...._..’;‘.“-4—— - 2 ,.» ._3 .,.j..,... . a
o [K 42 65_][ on 12 é“‘a_.,.‘,!fa,,_.J _o @4
axj 24 Bx 6.\71 6xj. 4 xla.\‘[ xj . ’ ’ ok
La expresion (2.41) representa la ecuacion del ﬂUjO del agua subterranea de eg, la
cual se ha cerrado exactamente. Sin embargo (2 41) no es local dado que el

subrayado representa la operacion de convolumo' :

or l‘o tanto ‘esta posee un

caracter integrodiferencial.

La ecuaCIon (2.37) se puede resolver para ‘-jF expresandola como lasumadeF y

un re5|duo de O(2'). Con base en esta observamon‘ se - puede realizar .el -

producto en (2:40) y (2 41), vy Ios cuatr términos filtrado que resultan se pueden -

exactas:

O -_gOH VoK & ye

=i &, 12 dx, ox,ox,
AOK FH A K ¥H
576 ox,0x, x,,0x,0x, 144 ox,8x,, Ox,0x, 0%,

+ [ - Jp— Y
288\ ox,0x,0x, ox,0x, Ox, Ox,0x,0x,0x,
13824 | Ox,0x,0x,,0x,, 0x,0x, ox,

o' EE K aH 8 H
+ oo -+ K :
Ox,0x,0x,0x,, | Ox, ax 6\: ox, av 6\

( TES foc
19 F- WL k’

,1‘( K &H oK o'H j




2 TANY e T 3y T
. oK T H .42
a:cl a‘xl axmaxm a'xuaxnalj_l . )

17 OH X oK O°H
a\. K S

ox, 12 ox, 0x,0x,

¥ K __OH A FK H

576 ox,0x, 8x,0x,0x, 144 bx,0x,, ox,0x,, 0%,

A °K 8°H oK o'H
+ .0 + S
288

a";I.a‘xlaxm axma'xj -a’—‘c; .a_xlaxmaxmax i
o 6 e
+ A 9 | g%
13824} ox,0x,0x,,0x,,0x,0x, ox,;

. I
5 (aK oH . oH )

+ - e K
a'\:/ a'Y/ axm a'\’:m axn a'tn ax_l axl ax axj

+ az . ézK — ,_-_ﬂ:{u - =0 : (2'43)
Ox,0x, \ Ox,0x, Ox,0x,0x, : L




CAPIiTULO 3

ECUACIONES DEL FLUJO DEL AGUA SUBTERRANEA FILTRADAS
ESPACIALMENTE: ESTRATEGIA.DE SOLUCION Y EXPERIMENTOS
NUMERICOS

3.1. Introduccién
En este capitulo se realizan las evaluaciones numericas de las aproximaciones

que se desarrollaron en el capltulo anterior. Se investiga la tasa de convergencna
asmtotnca ‘de’las’ aprox1macnones en un pequefic parametro que caracterlza Ias

escalas' sugnlfcantes e ‘problema Se examina ademas la precnslo

expansnones usando vanables filtradas exactas que se conocen a pnor ambiéh

se resuelven,dlrectamente;las ecuaciones del flujo en escala grande y:se ompara[ .

la solucnon con |las’ varlables exactas de escala grande. Se exam a asumlsmo’"a

nte de la carga primitiva resolviendo “la
diente de la carga. Las variables ﬂtradas

se consxderan exactas p' alcularon a partir de las variables primitivas por ::

medio de un fltrado dlrecto Luego se usan estas variables filtradas “exactas” para}:‘
construnr Ias expansnones de flujo de escala grande. Después se compara,: en":»
cada punto en el espacio, el flujo de escala grande exacto con el flujo que se .
calculd usando las expansiones asintéticas. Las pruebas a priori se realizaron ' en

dos dimensiones.




En contraste, en la prueba a posteriori se resuelven las ecuaciones de escala
grande directamente; dando L'micamente .como dato el campo de conductividad de
escala grande Cuando se apllque la teoria a la practica, las ecuaciones se
utilizaran en un sentido a posterlorl

3.2 Leyvde;vDa‘rnyv f/',/tryada; o

' s de Ia ley de Darcy en escala grande se pueden truncar al orden

cero; uno y dos en /1

Orden C'éro:'

0O, = K - i 3.1)
J ’axj
Orden Uno:

O = _x A2 oK 9°H o 3:2)
=/ .ax, 12 8x, ox,ox, '

Orden dos:.

O —_gOH _XoK @H

=i axA, 12 8x, ox,ox,

_ A K 3°H A K 8'H
576 &x,8x, ox,0x,0x, 144 dx,0x, Ox,dx,0x,

N /1_“_[“ K *H oK ___O'H )
288 Ox,0x/0x,, Ox,0x, Ox, ax,&\ 6.1 6\:




3.3. Prueba a priori -

arpnon es. |nvest|gar la precision de las aproximaciones

que se: presentaron "en ‘eI capltulo anterior. Estas expansiones deberian ser

asnntotlcas en nc:as'pares de un- parametro pequefio &, definido como la :

relacmn del ’. 1 ) la 'escayla de longitud dominante: e=A4/ A .

La pruepé 'ilp“s _sigdientes pasos:

1. Se ‘genera -u c‘afr’npo}‘“{‘qe,,v?’COhd_QCfiyidéd.hidréulico primitivo altamente

heterogeneo

2. Se resuelve Ia ecuamon de ﬂUJO prlmltlva a f"n de obtener cargas y flujos

prlmltlvos

5. Se compara ‘el flujo exacto del inciso 3',""¢ofny'élrirfllvjjd_ébl:

en elinciso 4.7 "

TESIC o
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3.3.1. Filtrado numyér'ico'

* Filtrando dlrectamente Ios campos primitivos se obtienen los campos flltrados
Vexactos Para f"ltrar Ios campos se utiliza un filtro de Butterworth, el cual se defne E

por la ecuac1on ( ‘35) F’ry' "ero se transforman los campos del espamo flSlCO al

flujos y cargi'aé'féimm dos
exactos que se. ’a cular

estan contamlnado a‘lo largo.de'la rontera Debldo a:esto cuando se comparan

los resultados ‘exacto las aprox:macnones se-toma:solamente-la porc:on del

dominio que n,o

Los ﬂtros de Butten/vorth en'lo vcuales estan basadas las expansiones de escala

grande pres ia espac:almente Por lo tanto, el flujo total promedlado

espacnalment ,»campo primitivo es igual al flujo total promediado

espacialmente en el campo filtrado.

TESTE P
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3.3.2. Evaluacién del error

Para determinar el error en la aproximacién bidimensional, se utiliza una norma £*

normalizada:

@) |
le=], =| =2 S - | (3.4
tli2 Z(Oer) . .
x,yel)

donde Q es un subdominio el cual no esta su1eto a contammacuon de Ias fronteraS'

y esta contenido en eI domlnlo pl’lmlthO orlglnal Ez es el error del L’ componente

del flujo, Qa es el_ﬂUJO proxnmado y Q es el flUJO exacto que se calcula f‘ltrando

espacialmente’ !a so

3.3.3. Aproximabioﬁwé, discretas

(3 3) se ut:llzo' dlferenmas

Para resolver numerlcamente las: ecuacuones (3 1)‘ -

finitas. Por ejemplo en una"dlmensmn Ias aproxumacxones de orden cero y.uno

son,
Q = - KJA G; B B | (3.5)
O = -K. & - B Km =K G =Gty o(ax?) : (3.6)

/ 77T 12 T 2Ax 2Ax

donde ;- esel-indice del nodo, K, = K(xj) y~ G es el gradiente de la carga en

el nodo ;.

-
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3.3.4. Simulaciones

Para las smulacxones del ﬂUJO se utilizé un domlnlo cuadrado de 512 x 512

bloques Las cond|c10nes de frontera fueron de no ﬂUjO en dos Iados opuestos y de

carga constaﬁt“e' los otros’ dos Iados (fgura 3. 1)

Enyyla Vﬁgiv.jkr‘a» la conductlwdad hldraullc » 'Como se puede aprecuar el

No flujo
P S AR ARl

o

No flujo

Figura ‘3.1. Dominio bidimensional de 512Ax. -x 512Ay, con condiciones de
frontera de carga constante en dos lados y de no flujo en los otros dos.




Figura 3.2 Campo de conductividad Logs K,

.-0.85

-1.4

2.0
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Energia

1.0E+02

1.0E+01

1.0€+00
1.04

1.0€-01

T
T
i

i [ H
1.0E-02 —

Figura 3.3. Espectro de energia del campo de conductividades primitivo.




La ecuacién del agua subterranea primitiva se resolwo usando el campo de ’
conductividad mostrado en la figura 3.2. El flujo pnmltlvo se fltro con un. ancho de,

filtro l=20A.\ La Flgura 3.4 presenta un corte del flLIjO prlmltlvo y fltrado

proporcionales a £, £%, y &°, para las aproximaciones de orden cero, uno y dos,

respectivamente.




2.0E-02

1.8E-02

————fiujo prmitivo ;
J----- flujo filtrado

1.6E-02

1.4E-02

1.2E-02

1.0E-02

8.0E-03

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00

0 100 200 300 400 500 .77 600

Figura 3.4. Flujo primitivo y exacto filtrado a lo largo de x = 110. El ancho de filtro es

A=20Ax.

s St et e e
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1.8E-02

1.8€-02

 —

1.4;-02 SR e w e eCBIO
1.2E-02

1.0E-02

Qx

8.0E-03

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00
0 100 200 300 400 500 . 600

Y

Figura 3.5. Flujo exacto y flujo filtrado aproximado de orden cero O, (1 10,:y) A= 20Ax.
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1.8E-02

1.6€-02

1.4E-02

1.2E.02

1.0E-02

Qx

8.0E-03

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00
12 112 212 312 412 512 612

Y

Figura 3.8. Flujo exacto y flujo filtrado aproximado de orden uno - Q; (1‘ 1‘0, 3), A= 20Ax.
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1.6E-02

1.4E-02

1.2E-02

1.0E-02

x L
8.0E-03 ,

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00

00 TIETT000 U 200000 T 300 400 500 800

Figura 3.7. Fiujo e‘xva'cto' y flujo :ﬁitradq arprrpximadno de orden dos 0.(110,y), A= 20Ax.
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orden cero

orden uno

orden dos

Norma del error L2

epsilon

Figura 3.8. Tasa de convergencia calculada de la norma del error £,, para

las -

aproximaciones de orden cero, unc y dos.
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3.4. Ecuaciones de flujo filtradas

Ecuacion de continuidad filtrada espacialmente:

V.g=0. .

(é.?)’ B

Combmando Ia ecuacion de continuidad filtrada con la ley de Darcy fltrada se

obtlene !a ecuacnon de ﬂu10 f“ltrada

La aproximacién de orden cero es:

a..(,(aﬁ_}: o
axj a,x/ :
Aprokimacic’m de orden Llno:

dx;, 12 &x, ox,ox
Aproximacién de orden dos:

oH /’L' aK o H
K94 2a
8.\', ox; 12 8\ 0Ox,0x,
A" BZK o’H A

2
Q[KaH A2 BK BHJ

o’°K O°H

-+
576 oo ,0x, 8\ ,0x,,0x,

e
288 | ox,0x,0x,, Ox,0x;

144 bx,3x,, x,6x,,0x,

A K o*H oK &H_ ) _,
6*c, 0Ox,0x,,0x,,0x ;

(3.8)
(3.9)
(3.10)
| TESIS GO T
R eroe |
HA }.{‘.J!' 'r'} j



Estas ecuaciones requ1eren estrateglas de solucnon no convencnonal debldo a que

contlenen denvadas de orden alto

Para evaluar Ia mportancua r atlva dke los termlnos de Ia ecuac:on de flujo de y

Ias ecuac1ones mensnonal

escala grande se- reescnbe‘ : -
siguientes parametros de esca amlento (por s:mpllmdad se presenta eI anal|SIs en’

una dlmensmn):

i} | g0

_‘. = - ’ 3.11

v A | ( )

vy = K)

K== 52 (3.12)

o (x) = %) (3.13)

= o , ' ' o (3.14)
AH, o o

H = H, (3.15)
AH,

donde A es una escala de longltud caracterlstlca K, una conductlwdad

caractenstlca H, y 1—[‘I son condlcnones de frontera, y AH, —|Ho H,[

Defniendo tafhbiéh un

solumon numérica del flUJO Escalando la ecuacién de ﬂUJO fltrada con ((3 11)-

(3.158)), las ecuaciones de orden cero, uno y dos, se transforman en
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(e A
o [z oH | (3.18)

€ 2L =0
ox; oy ) .
O [g<OH | & 00K O°H |_g (3.17)
ox, \ ox; 12 ox | ox, ax,a\
0 |groH 20K O°H
ox, ‘6.\';. 12 ox, Bx,ax
L& oK M &t 9K O°H
576 ox,ox, o, 0x,, ox; 144 ax 6\ . Ox, ox, 6\
o ( Bk PH ok o'H
o | e e e b e gy [0 =0 (3.18)
288\ &x,dx,0x,, Ox,0x;, Ox, Ox,0x,0x,0x;

Cuando eI ancho del f“ltro es pequeno en relacion con la escala de longitud

caractenstlca A se tlene que 5<<1 Las ecuacnones cuyas derivadas de alto

orden son
smgularmente perturbv
de escala grande ase




3.5. Prueba a posteriori: Solucién de las ecuaciones del agua subterranea en

escala grang:{e, g

La ecuacnon de escala grande del agua subterranea (2 43) lnv Iucra denvadas demm )

- Se supohdré que: carga de escala grande H se puede expandlr en una serle

de perturbac:ones como 5|gue

I:i(xl).¥:"}:[th1')4:"52:*[:1—:(7"?71“)‘5’54“}1:(’5\;/')*;O(és) = @9

donde H,, H 4 g2 H y H +e H +& H2 representan respectlvamente la

solucxon aproxumada de orden cero uno Yy dos a Ia ecuacnon de agua subterranea

de escala grande y

82=(1) ' L . (3.20)

orden dos, H2~ : ,' ,

TR

.....




Orden cero:

O | g9H.|_¢ . (3.21)
ox; ox; e e . o e
Orden uno:

8 [ - 8H, 1 8 (8K &°H S

el KT = =S e 3.22
6xj[ aij 12 6xj[ax, Ox,0x; J (3:22)
Orden dos:

o [g-0H,) _ _ 2]}, 10K 8°H,

ox, 83\/ atj 12 6\:, o, Ox

1 8*K" 8°H 1 *K &°H,

o

S
576 8\,8\, 6\ 6\ &\ 144 ox,ax a*c,av 6\:

1 K 8°H, 0K & H, : o
+ —— + 5 STV T T (3.23)
288 6x,5v,5x ox,0x, 0Ox, Ox,0x,0x,0x; : & S

término no homogeneo se\conoce su Ias ecuacxones se ,resuelven en forma

secuencial. La ventaja de“ 'S 's?que olo :se, tlene que resolver la

ecuacion de flujo: estand Los términos: de' a. perturbacxon entran como una -,,

funcién exphcna en el lado derechc

En wsta de la natural IaA verle de perturbacmnes de (3 19) la solucmn de

orden cero, H satlsface as mlsmas condlcmnes de frontera de Dlrchlet que H,




y las sucesivas correcciones, H,, H,, .. versiones homogéneas de la misma

condicién de frontera.

__Se utilizd dlferenCIas finitas para resolver las ecuaciones (3.21) — (3.23).

3.5.1. Resi.:lllt‘advqé:_, L

En Ia fgura 3 9 se muestran el ﬂu;o f"ltrado exacto y el aproxmado de orden cero i

La figura muestra Ia com Iargo de una seccmn

localizada en x—1 10-'Como [} puede o servar la aproxnmacnon”d ordenV cero se

desvia conslderablemente'de;la solucion:exacta

Los resultados q

la tasa teonca esperada*
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1.8E-02

1.6€-02 k i a

1.4E-02

GXEE—}

1.2E-02

1.0E-02

Qx

8.0E-03

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00 - -
30 80 130 180 230 280 . 330 380 7430 . - 480

Y

Figura 3.9. Flujo exacto y ﬂujoaproximaddfdé‘ orden cércjr 0.(110,p) ,con € =0.2.
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1.8E-02
V1.6E-02
1.4E-02
1.2E-02

1.0E-02

Qx

8.0E-03
6.0E-03°
4.0E-03

2,0E-03

0.0E+00

307 I B0.i 130 180 ,',;'2:10"‘" £75.280. - 330 380 ) 4;301 L. 480

Figura 3.10. iFI'iJj'o‘é,xébytqiilfflide a'p[cv;:;ih}iladb de orden uno Q. (1 -,1,0,,:y),. con € =0.2




1.8E-02

1.6€-02

1.4E-02

' r——exnclu-)

= mo-des |

1.2E-02

1.0E-02

Qx

8.0E-03

6.0E-03

4.0E-03

2.0E-03

0.0E+00
3o 80 130 180 230 280 330 380 430 480

Figura 3.11. Flujo exacto y flujo aproximado de ordendos @, (110,y), con & = 0.2
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1 E+00

1 E-01

1 E-02

tE-03

—GTTOF

— w—Pendiente =6

1E.04

N

Norma del error

1E-05

1 E-06

i
Il

1.E-07
oot 01 1

Lambda

Figura 3.12. Tasa de convergencia de la norma del error {, tedrica (linea

discontinua) y la calculada (linea continua).
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Para ellmlnar efectos debldo a errores de truncado en Ia evaluacmn de la teorla la

solucion de las. ecuac:ones de escala grande se reallzaron en: Ia'mlsma malla quev
se utilizé para resolver las ecuaciones primitivas (262144 celdas). ST g

Las ﬂguras (3 13) (3 15) muestran la solucuon d [

en mallas menos densas que la que se utlllzo para resolver Jdas ecuamones"

primitivas. Se utlllzo Ax =

=-2; 4 Yy 8 qu‘ corresponden respectlvamente a‘65536
16384 y 4096 celdas Como se: puede ) con muy pocos,datos Ios.

a

fgura muestran la componente del fIUJO en

resultados son m

dlreccxon xa Io largo,de una seccnon Iocallzada“en x= 256

4E-02 [

3 E-02
i == Aproximado

3E-02

2E-02

Qx

2E-02

1.E-02

5.E-03 U

0E+00

Figura 3.13. Flujo exacto y flujo aproximado Q. (256,y), con Ax=2.0

et 50k oo e e 4 it o
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7.6.02

6.£-02

——Exacto

5.E-02 { = Aprouimago |

| ag-02

Qx

3.E-02

2E-02

0.E+«00
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Y

Figura 3.14. Flujo exacto y flujo aproximado @ (256, y), con Ax=4.0
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1.E-01

1.E-0%

e o
1.E-01 ——Exacto |

8.E-02-

Qx

6.E-02

4.E-02

2E-02

0.E+00

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Y

Figura 3.15. Fiujo exacto y flujo aproximado O _(256,y), con Ax=8.0
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CAPIiTULO 4
TRANSPORTE DE SOLUTOS EN MEDIOS POROSOS EN ESCALA GRANDE

4.1. Introduccién

Los modelos de transporte de solutos que existen en la actualidad, se pueden

clasificar como modelos en escala de poro, modelos en escala de laboratorio, y

modelos en escala de ‘campo. Estos modelos solamente pueden 5|mu|ar un cuerto'

rango de escalas

Los. mod zan{:para determlnar polltlcas de uso y de. restau CIOI’I det _

acu:feros N0 eos en escala de campo. Sin embargo los proceso ;q‘ue,

ocurren -en esca ,s mas pequerias determinan_ mucho del comportamlento

macroscoplco

El sugunente e;emplo muestra en una forma muy cIara Ia influencia® que tlenen los

procesos de Ias escalas pequenas sobre Ias escalas grandes

 velocidades

Prlmero supongas que. e .una escala muy f‘na se modela un campo ¢

primitivo o exacto (fgura.4.1) Supongase tan |en' que se modela eI transporte de un

soluto como un proceso. puramente advectlvo E de observar que

el campo de veldcndades no es unlforme por 1o cual un soluto no_vuaja como un todo,
sino que algunas partes estan desfasadas con respecto-a otras vnajando mas lento o
mas rapldo Esto ‘da’ como resultado la tipica curva de Ilegada que se: muestra en Iaf
figura 4.3. ' ‘ —

Ahora considérese que se modela exactamente el mismo problema, pero.en una

escala de-malla mas-grande (figura 4.2). En esta escala solamente:-pueden resolverse

48




explicitamer'\térlasfcro?rr;prnsaehtes de escala grande del campo de velocidades primitivo
(exacto). Como se puede observar, el campo de velocidades de escala grande es
mucho mas sua’vé Y le falta la variabilidad de escala pequefia del campo de
velomdades exacto En esta escaia, un modelo de transporte puramente advectlvo
produce Ia curva de llegada que se muestra en la figura 4.4. Esta curva es lmpreClsa
debido a que'no captura los efectos de la variabilidad de las escalas de submalla. Si

se examlnan Ias curvas da la impresidon de que la curva de llegada de la escala

grande: es muy brusca 'y que si se dispersara ésta seria mas parecida al modelo

prlmmvo En otr 4 Iabras el efecto de la adveccion de submalla se puede aproxlmar

sumando dlsperswn al modelo de escala grande La dispersion que se le pone a un

dependlente de Ia escala‘ Cuando:coinciden: la escala e la malla y Ia escala del

modelo pl‘lmltIVO no es necesana Ia dlspersmn ad|0|onal
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Figura 4.1. Campo de velocidades primitivo.
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Figura 4.2. Ca}nbgfde’ veldbidédes' de la"ﬁguré"'4.k1,, en una escala de malla que es ocho veces
mas grande que la escala del ca'i'hpo primitiVo.
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Figura 4.4. Curva de llegada de un soluto, transportado por el campo de velocidades de escala
grande de la figura 4.2.




‘modelo para Ia dlnamlca de,la

cala p quena eI cual se fltra para producnr eI modelo
de escala grande Def'nlendo el modelo de transporte pnmltlvo como

5C & o
el v

donde C(x,t) esﬁ;yel:car}npb de concentraciones - del soluto - [%3] y V. (x0)es la
velocidad Iin'eal promedlo elr.

Filtrando espa‘Cialméﬁte el modé!ojprimitivo, se obtiene e'I,mo:deIo'd'e escala grande
4.2)

El término advectlvo fltrado (V C) se puede interpretar como el efecto que tiene la
adveccion del modelo prlmmvo en Ias escalas grandes

Separando erlrvtér‘mir]qad;yé‘ tlv 'ﬁ‘l,t’radp (V_,E) en componentes de escala grande y de

escalas pequeﬁ‘as',(Bécki‘ie;:et al.;1 994),

v, C=V,?:+VjE+v ,C+\7,c

(4.3)

o bien,
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VTC =+ 2}+{8}+ {4} | (4.4)

El término {1} representa la adveccion del soluto en la escala grande, debido al campo

de velocndades ‘de escalas grandes. Este término no requiere de ningun término de

cerradura ”e submalla dado que contiene solamente variables de escalas grandes.

Este es una cantidad no local ya que esta integrado espacialmente. Un término no

: locaIk es aquel ‘que depende de variables que estan a su alrededor.

~ El'término: {4} representa la adveccion de las escala pequerias.

El termmo 2} es laadveccion:del:

ampo:d concentracnones de submalla debldo aI

aquellos SIstemas en los cuar s;e campo de velocndad varla en un rango de escalasx

continuo.
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4.3. Modelos de cerradura de submalla =~

La ecuacion de tran ;fltrada contlene termmos tanto de escalas grandes como

Esto es !o que se Ilama un problema de cerradura. Para cerrar

de escalas peqt

\ cesarlo expresarla solamente termlnos de escalas grandes Se

citan algunos metodos que se podrlan utlllzar con este f"n

Quizas el'modelo de cerradura mas simple es la'cerradura Fickiana, la cual depende

de un coeficiente de macrodispersiéon D,'k .

— .6C
. C=V,C-D, B

(4.5)

Este modelo tlene Ia ventaja de su. snmphcndad Aqun, el reto es determlnar una.

expresion aproplada para el coeficiente de’ macroduspersnon

(1987). EI pro\blié“ma e esto

Las teoriiaéi'—:f‘és‘tocéy‘sﬂtiiéaé7dye( dos particulas, de Dagan (1990, 1992), Rubin (1991) y
Rajaram y Gelhar (1993), y los métodos de momentos espaciales de Kitanidis ( 1988)
ya consideran el efecto de la escala de la pluma sobre la magnitud de la dispersividad.’

Estos resultados muestran que la magnitud del coeficiente de dispersiéon de la pluma




contraste Iz U lelc , ' s'desarrollar un

modelo de cerradura. que es’ una’ propledad de cada bloque de a malla de un modelo

numerlco

Ademas del modelo de Flék,i,yha‘y otras alternativas para el modelo de la cerradura. -

acerca de Ias varlables del modelo
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Rose (1977) desarrollo un modelo de escala grande para transporte en un campo de '

veloc:dades espamalmente heterogene 'e nvarlante en el tiempo, con una estructura

mezcla de promedladofprobablllstlco con f'ltrado espacnal Los filtros espac:ales ‘se -

usan para definir: las escalas grandes y las pequenias.- Los termlnos de cerradura se s

reemplazan por:- medlas estadisticas.

determlmstlcamente EI modelo que se obtlene cont en

el termmo no local

oman en cuenta ‘

coplamlento _.ntre Ias escalas grandes y las

pequenas,,L c ombunacnon del fltrado amal con un promedlado probabilistico de

las escalas pequenas hace de Ia metodologia de renormalizacién una alternativa

atractiva:
4.4, Transpo'rte,aoriori ~

Utilizando 1a teorla desarrollada en el capitulo 2, los termlnos advectlvos fltrados se

pueden expresar como

2 a27 2 T : ; :
ve=ly-4 oV |le_ A 2C | o
47 axlax/ 47’ ax,av, )
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Esta ecuamon representa Ios termmos advectlvos fltrados y es no Iocal dado que
posee un- caracter mtegro-d:ferencual La ecuacnon se pueden expandlr localmente

empleando (2 39) de la sugunente manera

LA 8T 6""1?;? A T oY,
T 576 &x,ox, Ox,0x, 144 ox,0x,, &\Bx

,14( °C oV, ac 2%V, }
+.._

+288 Ox 3x,6\ ox, - ox, ox,0x,,0x,, 4.7)
La expansion (4.7) sé puedé truncar al orden cero, uno y dos' en A?
Orden c;ero:V’,
v,C =é Z o | , | 7 | , (4.8)
Orden uno:
v,c=ce ] ; ’ZS Z:i' (4.9)
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' Orden dés':

',1“ 2*C o%v, +,1“ 82¢C 9%V,
576 ox,dx, ox,,0x, 144 dx,0x,, a\,a\

x‘( 5°C aV}+ac oV, J

(4.10)

288\ ax a0, %, | O, ox,x, ax

4.4.1. Experimentos numéricos

En este punto se realrzan las evaluac:ones numerlcas de la. aproxumacnon de la

. ecuacion no Ioca"'4 6) Se‘examlna la precnsnon de las expansnones usando varlables

f‘ltradas exacta qt

C(0,y,1)= C,, . (fgura 4 5)
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En la fgura 4.6 se muestra una comparacnon entre el valor exacto vc y el. valor de la
misma varlable aproxnmado por Ia expansmn de Ia ecuacnon (4 6) Como se puede

observar el valor ap oxmado es practlcamente el mismo que el valor exacto De estos

resultados S que las expansmnes se desempenan en forma por

demas excelente tamblen con ‘el problema del transporte '

No flujo

i PSSO

Co=1

A S

No flujo

Figura 4.5. Dominio bidimensional de 512Ax x 512Ay Las condxc:ones de frontera
para el fiujo son, de carga constante en dos lados opuestos y. no fIUJo en los otros dos:
La condicion de frontera para el transporte es |gual a C(O > 1) C
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4.5. Transporte a posteriori .

Comblnando

Ios termmos ad ectlvos f'ltrados (4 8-4 10) se obtlene

Aproximacion de orden cero: - -

Aproximacion de orden uno:

' o 2 5¢ 8V,
ot  Ox, 712 ox, ox,

Aproximacion de orden dos:

I
oc 8. C—,V;~+§_g€5V,
12 ox, o,
+/1“ e°C 0%V, +/1“ 82c 8%V,
576 8ta\:, Ox, ax 144 8*c8,x axax

LA 3°C 617,7 oc 2%V,
288\ ox,0x,0x,, Ox, B.x, ox,0x,, ax

odelo de transporte pnmmvo fltrado (4 2),

con las expansiones de

(4.11)

(4.12)

(4.13)




Considérense los siguientes parametros ‘de escalamiento

X = EEE ‘. . (4.14)
c =X§,',' ~ (4.15)
e P (4.16)

Vo . . , -
r'=,;; ro={;\o~ | : ‘ @

donde A es un'a’escala d’eﬂrlongitud ',ca‘racteriystica; V, una velocidad_caracteri_stiCa, y

AC, =|Cq—Cy| -

escala de longit
Escalando la ecuacion de\‘trans‘porteyﬁ'ltr‘ada bqn (4.14 - 4.17) se obtiene

Orden cero:.-

8C" 8 (o~ =
o eV, C =-0 4.18
o * a7 €) (@.18)




Aproximacion de orden uno:

e — g% BC OV,
-a—g.—‘+ 6_ c v, +»f9—~?i.—; = (4.19)
or . .ox; |l . 128x. 0x e
Aproximacion de orden dos:
oC o (pyr, &2 0C oV,
—+ cV,
ot ox,’ ST ox, ox,
g 3*C _Q?V,- L & i v,
576 axl'axl' 6xm.a‘xm. 144 a'\“'I"axm. ax'l.a'vm'
& *c’  ov, ac’ &V, |
+ R - (4.20)
288 ax, ‘ox, ox, ox, o, ox o, ox :

Las ecuaciones (4.18) a.(4.20) involucran derivadas de alto orden, lo que implica

condiciones de frontera adlclonales Para evitar estas dltimas condlcmnes se empled

la estrategla de pertu b_acuone“ propuesta por Beckie et al. (1996b) y Aldama et al.
(1998). ‘ o

Se supond onkide escala grande, C°, se puede expandir en una

serie de pertur

C'(x)= Coﬁ(l )+ 2, (x' )+ &* é:(i' )+ O(é‘?) (4.21)
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donde Co, Co +£2C1y Co + £2C1 + &*C2 representan respectivamente la solucion

aproximada.de orden cero, uno_ y.dos, a la ecuacion de agua subterranea de escala

grande, y
gz:[&) L | (4.22)
ANJ) = e ;

A representa Ia escala de longltud dommante de Ias varlables de escala grande ‘Se

supone que. g << 1
Sustntuyendo (4 21) en (4 18-4 19) se obtlenen Ias S|gu1entes ecuacuones para la
solumon del orden cero Co, correccwn de orden uno, C1, y correcmon de orden dos,

C;:

Orden cero:

8C. 8 (v == o '
,.0,4_!. ——— V C = 0 - 4.22
ot Ox, ( ! a) ( )
Orden uno:
- _W'.‘v_.- aV - -
oG, 0 () - - 2 f1es 2o
ot Ox; 6 12 6,\, 6x,
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Orden doéi

S & oV,

°C, , o gy -2, |1

ot Ox, ox, |12 ox, lox,
1 2°C, 9%, 2 1 8:c. v,

576 ax, ox, ox,, ax 144 5y, 6}» ax,'ax'

1 a*c. v, ac. &V,
+ e e T sl (4.24)
288\ ox, ox, ox, ox, oOx, Ox, Ox, Ox

m m

Como se puede aprecnar las ecuaciones (4. 22) a. (4 24) son forzadas por un termmo

' Este termmo

nohomogeneo que contlene Ias_solucmnes de orde

nohomogeneo se conoc las' ecuaciones se’resuelven en forma ecuencnal La

ventaja de este ‘metodo’ es que soélo se tiene que resolver:la ecuacion de transporte

4§

advectlvo estandar Los términos‘de la.perturbacion: entran como una funcnon explucuta

en el lado derecho

4.5.1. Experimentos-numérico




medlo de dlferenmamon numerléa Tun:campo de ﬂu;o prlmltlvo Despues el campo de'
f Itro de Buttewvorth

con un

a: écUécic‘m de transporte primitiva (4.1),
ac (o} e escala grande y un método de caracterlstlcas
entracnones prlmltlvo exacto el cual se filtra usando

:— 20Ax. Esto da como resultado un campo de

Como térc la. : je ti scala grande (4. 20)

.est ategia de

snmllar aI valor exacto
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Figura 4.7. Campo de conductividades primitivo logaritmico.
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Figura 4.8. Solucion exacta y aproximada para la prueba de! transporte.
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CAPITULO 5
FLUJO Y TRANSPORTE EN MEDIOS POROSOS AUTOSIMILARES

5.1 Introduccion

En la pfé?iﬁcé casi nunca es posible obtener informacion confiable de las escalas
pequenas presentes en el flujo y transporte del agua subterranea. Debido a esto,

para. caracterlzar l. medlo donde suceden los procesos, se debe recurrir a un‘

spaciado de las propiedades dei acuifero. Por lo tanto, la

mu_estreo mu
’ VI.t’r’vansporte se encara con la doble dificultad de tratar con ia-
.problema de escala.

metodos para tratar este tipo de problemas; pero por Io
‘bre y el escalamiento se tratan snmultaneamente |nvocando
tlca y ergodncndad Pero todavia no es muy claro sn estas

autOéimiI?rv en:el tldo de que aI menos para un rango de escalas, sus

prdpie’dé’_désj"pqséén’;u Vspectro gue decae siguiendo una potencia negativa del
nimero de onda. Una representacion Log-Log de este comportamiento produce
una linea récté; la cual se puede extrapolar a los nimeros de onda grandes, i.e.,
las escalas pequenas, por lo que se puede usar un esquema de interpolacién
fractal para reconstruir las propiedades de los materiales (tal como la
conductividad hidraulica), que fueron obtenidas mediante un muestreo ralo; estos

es, de poca densidad.

Con base en estas observaciones, en este trabajo se usa una técnica de muestreo
espectral para generar realizaciones de campos de conductividad h|draul|cos

altamente. heterogeneos ‘en los cuales sélo se conoce un. numero rela’uvamente T

muy pequeno de valores de dicho parametro.
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Esto permlte poner Ias bases para usar las simulaciones de Montecarlo y asi
manejar el problem de la incertidumbre. Para tratar apropiadamente con el

problema del escalamle’nto se usa una metodologia de filtrado de Butterworth.

5.2. Geoesta a fractal

La geémetria‘fracta.l'de Mandelbrot (Mandelbrot, 1983) revoluciond la descripcion

matematlc' de la ‘naturaleza y proveyd el marco matematico para descnbnr las

,lrregulares formas que se encuentran en la naturaleza. Ejemplos de: -
estas formas son las estructuras mlcroscoplcas de los sdlidos porosos l ‘

escalas de observamon tlenen correlamones espacnales sobre todas as escalas

fractéles que, e estudlaron fueron mas que nada: curnosudades
matematlcasv como la: curva de Koch, las cuales empezaron a dar Ias prlmeras k
relacnones de ‘escalamiento que poseen las estructuras fractales. Sin embargo :
son: dema5|ado regulares para modelar propiedades geolégicas (Mandelbrot
1983)

Una de las primeras aplicaciones de la . estadistica fractal en Ias C|enc|as,

geoﬁsncas fue en el campo de la hldrologla donde se mostro: que Ia secuenci
los ﬂUjOS anuales de Ia : yorla de Ios rlos exhlbe un Iapso de mt

cual se: puede consnderar




en la distribucion de los sednmentos dado que su estadlstlca Ia determman en -

gran medlda Ios procesos que Ios formaron

tamblen ‘se ‘ha'usado para descrlblr la

- El conceptoi,_i'd geometria’ fractal
e’ la ‘conductividad: hldraullca en diferente escalas'w(Hewett i

heterogenelda

rmacnones geoldgicas se co

me Muchos estud ‘an revelado que el - comp ctal ; as
formacnones petrohferas no es la excepcion, sino ' m os
(Sahimi'y Mehrabi,
eglstros se  pueden describir

. registros de la porosndad de varios pozos petroleros N Ira

1995) revelaron que la mayoria de esto
razonablemente con un. me Neuman (1994) tamblen‘fprovee ‘evidencia de que la_

conductividad de muchos acunferos obedece la estadyistlca de un mBf.

5.3. Caracterizacion geoes

La suposicién'bé"’ as propledades geolégicas estanik

dlstnbu:das en estructura ‘u organizacion dentro de su-

ta structura es una funcién IIamada el

(5;1)



donde Z(x) es el valor de la varlable en la locallzacmn X, Z(x+h) es el valor de Ia

vanable en x mas un cuerto lncremento hy E{ } es eI valor medio o valor esperado

y(h) mlde Ia variacion’ de una propiedad en funcnon de la separacion espacual que

hay entre sus mu

EI procedlmxento para estlmar el variograma a partir de un

varlogramas con diferentes rangos y mesetas (Slll) Cuando a forma‘:del

'vanograma que caracteriza cada escala de variacion es geo'

una progresmn geomeétrica), la superposncxon de mu osivariogramas’resulta en’.

“un varlograma de ley de potenmas

Las di’str‘i'bu'Cio es” ra‘ ta S estan caractenzadas por un varlograma de Iey de

potencnas.de,la forma

y(r€)=f’f(f)ff?"'??”’"’*:' S DR (B2

donde y(£)es una varianza caracteristica de la esCala,,E, y Hes.un coeficiente.

Las dlstrlbucmnes que tienen esta forma en sus ‘ncrementos se dlce que son 2

varianza medlda en cualqwer otra escala




El espectro de energia de un mBf obedece a una ley de potencia de la forma

S(uiys S i e 63

donde w = numero de onda

po= pendlente del. espectro 7

La pendiente del espectro esta ﬁ'r'ela'.’cf:iéh’kakdéiéén H por . = 2H +1, donde O<H<1.

s numeros de onda bajos Conforme H se

generaron utilizando:
con valores"deH dlferentes” Conforme H se incrementa, la funmon se hace cada

‘misma »ecuencna de numeros aleatorios y vananza pero

En Ios deposnos sedlmentarlosr Ios valores S|mllares tle‘nden a’ aglutmarse y nok B

da y-no‘es muy atil

honzontal’depende mucho de las reglones de alta conductr

predecur l: fIUJO medlo Es necesario conocer como la eglo es ‘de valores altos y

bajos estan ‘espacialmente distribuidas. El valor de ;da una medida de la
mterm:tenc:a de las diferentes regiones de conductnvudad y ‘de qué tanto persisten

estas regiones.

~ < -
¢ ,IA\
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+fBm

— H=06

Figura 5.1. Movimiento browniano fraccionario generado con H=0.6.
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Figura 5.2. Movimiento browriiano fraccionario gener'adyo con H=0.4. .
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Se ha encontrado que muchos fenomenos naturales tienen un comportamiento tal

que su espectro‘varla cone _mverso del numero de onda. Si se grafica el espectro

de Ia energla en una ;‘scala Iog Iog, este exhibe un comportamiento lineal en

vanos c1clos de la frecuencia:

nal de los datos della”

conductmdad :‘e tres pozos e:acmfero' de Mount ’Slmon ,(Bakr 1976) La Imea ’

recta obedece uné Iey del tlpo de Iaﬂecuacmn (5 3)

o8

£=193ft
(=1t

[oR} 2

+ Densidad espectral

0.02 . s R s e
00T oX) 0.6
) Frecuencia .

Figura 5.3. Espectro umdnmensuonal de la conductlwdad enun pozo del acuifero
Mount Simon (Bakr, 1976) La Ilnea recta representa un espectro autosnmllar
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5.4. Interpolacion estocastica.

La |nterpolaCIon estocastlca con la estructura de correlacidon de un mBf se puede

llevar a cabo po arlos ‘m todoé EI que se utilizd en este trabajo fue el de

adlccmnes aleato ‘eswas En, este método los valores se interpolan

;“suavemente en el punto medio del intervalo y se le suma una variacion aleatoria

Este procedimiento se repite sucesivamente a

intervay_lbsﬁ mas.y.m q eﬁos, hasta que se genera un campo estocastico con la
resolucién que se desea La relacion entre las variables en cada escala se obtiene

a p'artiij’deil‘ a nterpolacnon ‘suave” se puede hacer por interpolacién

lineal o por:p os: pesados tal como kriging. La variacion aleatoria que se le

suma - al valor suave,;es:un nimero aleatorio que se toma de una distribucion

Gaussiana con media cero y varianza o.

El valorde o) se obtiene con la relacion

que’ Ios datos'medldos ‘en’ cxertos puntos. En la figura 5.4 se muestra una

simulacién no condicional :
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250 300 350 400 450

Figura 5.4. Simulacién fractal no condicionada de un campo de conductividad hidraulica

(Log K).
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el
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5.5.2. Simulacién condicional
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En la simulacion condicional se toma un campo aleatorio y se obliga a que pase
por Vlyro"sﬁ puntos donde se tienen mediciones, haciendo que se preserve la
estructura de correlaciéon general del campo. Obviamente, estas realizaciones no
son unlcas porque tienen componentes aleatorias que representan la variabilidad
en escalas mas pequenas que las de muestreo. Sin embargo, dado que se ajustan
al mlsmo varlograma y pasan a través de los mismos valores de datos, tienen una

aparlenma sumllar

Cuando se"genera una familia de simulaciones condicionales que estan

datos de la figura 5.5. Como se puede apreciar, la snmulacnon’fracta “est castica es
muy parecida al campo de conductividades exacto. ' S o

80




el 0.80

.25
| -0.20

| -0.85

-1.4

20

25

Figura 5.5. Campo de conductividades (L.og K) exacto.
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Figura 5.6. Campo de conductividades generado fractalmente y condicionado al campo de
la figura 5.5.




56 Flu;o ytransporteenme /osporo;osautOSImllares '

transporte en medios porosos

Para aplicar ‘la metodologia del calculo del flujo

'ﬁcuadrado bidimensional* de'

o'puestqs; (H
. opuestos.

treinta sxmulacnones realizadas. Como se puede observ r, ambas soluciones son

muy parecndas

Como: tercer paso, la ecuacion de transporte primitiva se resolvi6 empleando el
campo de ﬂu;o prlmltlvo La condIClon inicial fue una concentracion igual a cero en
todo el campo y la condnc:on de frontera en el lado izquierdo del dominio fue

C(0, y,l) =1 para valores posntlvos del tiempo.
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La solucuon dio como resultado un- campo de concentramones primitivo, el cual se

Vfltro usando unwfltro de lgual a l 20Ax Con esto se obtuvo un

campo de concentracnones exacto Luego se empleo el campo de flujo de escala

la concentracion.

aproxumado de
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Figura 5.7. Solucidn exacta y aproximada para la prueba del flujo.
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Figura 5.8. Solucién exacta'y aproximada para la prueba del transporte.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

6.1 Conclusiones

Probébleménté uno de los mayores problemas en la construccién de un modelo de
flujo ,yi,t_',r\a”rv\'spc')rte en un medio poroso saturado, es determinar los parametros del

mo'deld con una cantldad muy limitada de datos. La determinacion incorrecta de

Ios param tro n gran medida la fuente mas significante de error en la

Ia,, red de muestreo filtra la conductividad

e escala grande Esta metodologia difiere de los métodos

del S|stema nuestro metodo solo utiliza informacién de las propiedades de las

escalas grandesv'del snstema la cual es mucho mas facil de obtener.
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La principal aportacién de este trabajo, fue el desarrollo de ecuaciones de
dinamica de escala grande con base en aproximaciones asimtéticas que se
obtienen de la expansion de filtros de Butterworth, que permitieron la construccion

de cerraduras exactas.

Las pruebas numéricas que se realizaron para validar la teoria muestran

resultados muy prometedores.

6.2 Recomendaciones _.

6.2.1. Filtros anlsotropqébs :

mente, se utlllzaron filtros isotropicos. Este tipo de’ filtros es
; ayoria de' os sustemas horizontales bldlmensmnales Sln w
embargo SI se va a: modela una secmon vertical seria mas apropiado usar fltros

amsotroplcos En este caso se usa un ancho de filtro pequefio en la direccién
vertical, donde Ias caracterlstlcas del medio poroso cambian rapidamente con la
posicion. En la dlrecmon horizontal se utilizarian anchos de filtro mas grandes.
Aldama [1 992] presenta algunas ideas que se pueden utilizar para realizar este

analisis.
6.2.2. Métodos n:l.i[nrér,icrosr

Las ecuaciones de escala grande que se presenta en el capitulo 2 contienen

derivadas -de ordenes muy altos; que son muy sensibles a errores-de truncado

tlllzaron para calcular las derlvadas pueden .

Los métodos numencos que S

producir este tlpO de ¢ nda utilizar otros metod qlf!,e‘ :

sean mas- aproplado 3 par resolver este tlpo de ecuacnones ~En partlcular se:

recomiendan los. metodos espectrales. [Canuto et al., 1987] Ios cuales aprox:man

las denvadas con preCI ‘ |on S m :
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6.2.37!mrplarr1ar1tacién practica .

En la practlca por lo general los datos disponibles son elevaciones piezométricas

en puntos determmados‘del campo de interés y algunas pruebas de campo

Iocales( por lo g‘ eral pruebas de bombeo). Para implementar la metodologia de

escala gran‘ :

vque utilizar estos datos para estimar los parametros de

escala grande (e K) y los anchos de filtro apropiados.

El campo de conductrvndades de escala grande K se puede estimar a partir de las
pruebas de campo locales, utilizando el método de Krlglng El ancho de fltro el
Pz e ‘en: las expansiones de escala grande se puede determinar de la

dlstanCla entre las pruebas de campo locales que se utllrzaron para determmar K

Enla pra. ca puede ser dificil determinar el ancho de filtro que corresponde a‘las

medlcnones de’una red de muestreo Partlcularmente cuando el muestreo no es’

regu,la_r.r Aun alt metodologla para relacionar la configuracion de la red de

muestre: o, y asi mismo para el uso de fltros con ancho

variable.

ser vanable En estos S|stemas el 4
describen eI fenomeno y las condrcrones de frontera se transforman a un plano en

el cual los calculos se reallzan en una malla rectangular. Dado que todos lo
calculos se realizan en una malla regular en el plano transformado, se pueden

utilizar anchos de filtro variables en el plano fisico.
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Apéndice A: filtros espaciales

La tecnlca de LES no involucra el uso de promedios ensamble para obtener las
i :del flujo del agua subterranea en escala grande. LES aplica una

operacnon de filtrado espacial (Leonard, 1974) a las ecuaciones primitivas del flujo
‘para obtener las ecuaciones en escala grande. La idea es filtrar las escalas
pequenas de las variables del flujo y de las propiedades del medio, en la misma
forma en que el ruido de alta frecuencia (escalas pequefias) se filtra de una sefal

eléctrica.
Como un ejemplo, considérese la siguiente sefal:

S@=2senGrD) + sen(677) | A

En Ia f”gura A 1 se puede observar que este senonde tlene dos escalas una de 1
szotradeSHz 5 e ' i '

)

25

i thempe P

Figura A.1. Sefial de entrada para un filtro de paso bajo.

o5 3 25 i e
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En la fgura A.2 se muestra el senoide filtrado.con un filtro de paso bajo; es decir,
que deja pasar las frecuencuas bajas y elimina las frecuencnas altas. La frecuencia
que se obtlene es de 1 Hz ellmlnandose la de 3- Hz

oS

st}

-0.5

tiempo

Figura A:2. Seﬁal de salida al aplicar un ﬁ(trd :dépasyo' b.ajo. '

Un filtro en tres dlmensmnes se puede representar con fltros unldlmensmnales

tanto en el espacio de Founer como en el espacio real respectlvamente como
3 i ‘ '
G(x)=]TG. (x) ' B (A.2)
i=l . .

180 =1‘[G €A | | A3)
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Un filtro es isotrépico si‘Q, ',' G,—, Y G— son idénticos En adelante se consideraran

solamente f'ltros lsotroplcos aunque eI analisis es esencialmente el mismo para

dlmenSIon es onomdo como e/ fl/tro de caja cuya transformada de fourler es
(f‘gura A 3 y f'gura A4);I G

[ 14 'i'x;sz/z' B
G(x)‘{ 0 ¥>ar2 | AAH
Gk 25329_"22 | A5

() Tk : (A.5)

donde A es-el ancho del filtro. La ventaja de éste filtro es su SlmphCIdad en.el -
espacno real. '

R 1

Figura A.3: Flltro |deal unldlmensmnal adlmensmnal /'I.G(x,) ;lcbmo una funcion de [a

longitud adlmensmnal .x A
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2.5

2.0

1.5

1.0

Figura A4 'Fil/‘trojaéAal‘eh"el éspécio de Fourier, G(k;). como una funcién del numero de

onda adimensional, Ak,

Otro filtro que es muy popular en el medio subterraneo es el Gaussiano, el cual es

similar tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier,

G(x)= [”%;j exp{—;/x2 122 (A.Gy)‘
2.2

G(k)=exp {—- 11 - } - ~ (A.7)
4){ ; .

donde » es una constante arbitraria. El filtro GaUssiano decae rapidamente y

remueve los numeros de onda fuera del intervalo [— 27w/ A 27://1].
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nimero de onda adlmensmnal /?,k
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1.2

1
0.8

% 04 |
0

.2 4

Q

a4 2 o 2 2 8 8

-8 -8
Numero de onda

Figura A.7 Filtro de Butterworth en el espacio de Fourier, G(k;), como-una funcién del

numero de onda £,
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Apend/ce B Antecedentes matematlcos

En: este apendlce "defnlmos Ias funciones de Schwartz. Se describen algunas

propledades de estash clases y se presentan los teoremas correspondientes. Esta
teoria se pre'senta‘? detalladamente en los libros de (Champeney, 1987; Folland,
'""1976 fZemaman"'"1987) o

B.1. Clas sde Schwartz

, Exi”s“ten def”mcnones de la transformada de Fourler cada una asomada con

¢eC"’ chwartz si y solo si, para todos Ios enteros no‘ :

X ?Yz:--f-.-\ S 4 e , oo (B.1)

B.2. Propiedades_"dé Ia'¢lase de Schwartz

La clase de Schwartz es cerrada bajo diferenciacion, multtplxcacnon y convolucnon

Esto stgnlfca que Ia derivada de una funcion de S esta en S el producto de k
funcxones de S esta en S, v la convolucion de funcnones de S esta en S Es

decur, que Ias derlvadas de todos los 6rdenes estan Ilmltadas S es denso en el
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espacio - de Lebesgue 4”’ 1<p-<oor Iowcual lndlca ‘que los limites de las

funcnones de S convergen a funcmnes en 4"’ Por ultlmo la transformada de

Fourler e "uf i /somorf“smo f > 3 ,S"*—) S Esto es, la transformada

de Founer e"”’ u mapeo lmeal :uno-a“uno;, e;tal orma que los elementos en S

que Ia tra , el ”o/Uri'er de los productos, convoluciones y derivadas, todas
e lriidas Aln mas, podemos realizar estas operaciones tanto

existen'y
‘ele como en el espacio de Fourier. Podria parecer que S es una
clase muy restrmglda' sin embargo, se puede aproximar cualquier funcién en

g’" 1< p -< © '-a Ia precision que se quiera, usando funciones de S .

B.3. Teoréhasl ,

Las lntegramonesson en el sentido de Lebesgue (Champeney, 1987; Friedman,

1981). Se presentan los siguientes teoremas sin prueba:

Teorema 1. Existencia.

Supongase que S Luego la transformada de Fourler ;3 de ¢, se puede

definir en todos Ios reales f por

ns )=j ¢(*)exp(_2”” frex | (B.2)

y # estaraen S.. En cada x



#x)= [B(Hrexp@rizx-fodf (B3 -
y denotamosa_,que:;‘¢ ;'y, é‘sorn un par de transformadas de Fourier escribiendo

p>d.

Teorema 2. Diferenciacion -

Supongase que '¢ Ve é es un par de funcrones de Fourier en S Para n = 1 2,3,.

supongase qu Pyd son Ia nth: denvada de ¢ y @: Lo siguiente son pares de

(B.4)

# (x) < mf Y. $F) ®.5)

Teorema",3-;;1,,9¢n'\26f/u¢io‘n y producto

Supongase que ¢ <—> ¢3 y <——> W ‘son pares de funcnones de Fourler en S

Luego ¢*y/,¢*xp ¢n// y qﬁw estan en S y
¢*w<—>¢3¢ S (B.6)
Py <> Gy (B.7)

donde ¢*y(x) = _[¢(x = x"YWw(x")dx' denota convolucion.
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Teorema 4.  Parseval

Supéngase que @ <~ éy <>y son pares de funciones de Fourier en S .

Luego

Jetow = Jarw A = ®.8)

do complejo.

Si =g setienelaformula -

Totxy ax= Tg(r) af (.9)
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Apéndice.C: Andalisis espectral

El anahsus espectralrse puede abordar desde un punto de vista deterministico o

probablllstlco En ,un marco deterministico, la meta del analisis es estimar la

dlstnbuc:lo de’la> energla con respecto a la frecuencia, para una funcion de

‘ como la yconductlwdad hidraulica o el flujo del agua subterranea. Si esta funcion es
, absolutamente mtegrable

2

ujiF(s) ds < oo 7 (c.1

-0

o F tiene- energia- fnita En esta condlmones (Champeney [1987])

transformada de Founer Fde F emste y esta defnlda por (B 1)
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donde f representa la frecuencia. EIl nombre de den5|dad espectral de energla es

motlvado por el teorema de Parseval e
A w”","'z o : e
e= [|F(s) ds= [|[F(FY af , (C.3)

=V°]-EFF(’f)_‘df; SEUREE . , k : ' ’(’0-4)

donde & se conSIdera como una energla posmva La densndad espectral de la

ener |a E -es una func:on ue caracterlza la” dlstrlbumon de g con la
I‘F

frecuenma

Se’ puede representar un muestreo dlscreto F de la func:on F multxpllcando F

por una secuencia de funcnones de _delta de Dlrac centradas ‘en. puntOS'

equidistantes. La transformada de Founer de esta funcnon es (Charhpeney [1 987])

FE(f) = J-l:'ZF(.x)é'(x—nAx)Ax} Py . ¢y
=Ax "fF e‘z’"f"“ : e (C.6)

E;?F(f)=!Ff‘(f)}2 . e ©n

Los datos dlscretos F se denvan vna F —wF donde w es una funcnon dev

ventana defnlda en termmos de la delta de Dlrac en (C 5) En este punto se puede

mtroduc:r la transformadalde Founer dlscreta para una muestra de N puntosﬂ‘
discretos (Bracewell [1965]) ' : : i :
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n=N-1

By = S FemiN gm0 N=1 -~ (c®
n=0 : :
1 m=N-1

F o= ZF eZmnm/N v n= O,“”N_ . (C.9)

n n
N m=0 .

En esta representacmn, tanto la secuenma dlscreta F y la transformada de

Fourler dlscreta F’ son'penodxcas y basadas en un numero f"mto de muestras.

La densidad ve:shé‘ctréyll de eh_'e‘li'gia"diié.'qret‘a, se define como

m) g

,,.(m) £E o S (C.10)

para .m —O N“ 1' En general EFF¢E ¢EFF debldo al |ntervalo de

muestreo fmtO‘ el cual tlene el efecto de’ estlmar el 'espectro de energla de una ‘

energia finita ni una transi de:F =H Se ha desarrollado otra

metodologia definida en términos de la funcién de cor;elacién R,
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Rep(N)=BLF(x+)F ()] A,

El teorema de Ia representacuon espectral (Yaglom [1962]) relaciona  la

transformada de Founer de R, aladensidad espectral (PSD)

SFr(f)éf i.J-Rfk(xié"?-é'fffx  ©2)

donde S FF ‘esla densndad espectral En la practlca RFF es desconomdo a ‘priori.

la hlpote51s ergodlca y R,,.,.\ en (C 11) se estlma de

les, resultando Ia sugulente defmcnon de la PSD (Kay and

Marple [1981]) :
. : 1 i"‘ 2] ! .
S =lim E{ -~ [ F(x)e ™ dx]| : C.13
re ()= i BX 5 j () | | (C.13)
donde se req’uierbefel valor .esperado. y . la’ hipétesis ergédica;-péfa lograr
conve»rggnc,ia’ de SFE . k '

Si se usa. una muestra dlscreta F, de F, se puede definir otro estlmador como

(Kay [1 988])

SFF(f)'_ R ZF —Z:dnmlNl ! ‘ ) (C.14)

in=0

donde—1/(2Ax)éfS y f=nlAxN,
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Para reducnr la. vananza de este periodograma es necesario realizar promedlos :

locales de S,-,,- en Ia frecuencna o promediar realizaciones multiples.

"riodograma de la densidad espectral de la energia

Los esﬂmadores- de i

determlmstlca y ‘,a densxdad espectral de la potenma difieren solamente por una

parametros En este sentldor un penodograma toma N datos y ajusta un modelo
con N parametrosi Esta es una de las razones por la que la estimacion de un.
perlodograma se debe suawzar

La ventaja de un p ’iodOQr'ama es que es un estimador no paramétrico sin

supos:cmne: ren la (o] C el modelo y que se calcula con mucha facilidad usando

una Transformada Raplda de Fourler LLos métodos paramétricos pueden producir

ineales.de cuacuones que para campos grandes puede significar un

esfuerzo compu 'a! muy conSIderable (Lim y Malik [1981]).

Los temas mas: |mportantes en relacuon al uso de periodogramas son el control del

drenado espectralvy la reduccnon de la varianza de la estimaciéon. El drenado
espectral. resulta de. la ventana de caja de una muestra de datos finita. Esto tiene -

el efecto® que la potenma de una frecuencia dada drena hacia una frecuenCIa -

vecina y contamma la: estlmamon La varianza del periodograma no se puede
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reducir incluyendo més' datos porque entonces se necesitaria estimar mas
Mparametros Es comun que eI drenado 'se controle multiplicando los datos
'orlgmales por una ventana ‘que tlene mejores caractenstlcas de drenado (Harris
[1978]) ! e

. las densidades

espectrales son funciones de dos coordenadas en la frecuencia. Dado que es rrias,, ;

na bldimensiohal =

facil - comparar una representac:on umdumensuonal .que.

lntegran la de' ad bidimensional sobre la magnltud en frecuencna para produc:r &

una componente Isotroplca unidimensional
g , 4
E(f)= [IS(f.0)rd6 : - (C.15)
: 0.

=2 fz)”? " | | @)

donde S ‘es la densndad espectral de la potenc:la Y- 0 es una coordenada de
frecuenc:a radlal Esto es analogo a la def'nlcuon deI espectro de energla que se, -

usa-en Ia teorla de la turbulencia ( Beran [1 968]) SII"I

solamente se puede interpretar como la estadlstlca de Ia denS|dad espectral de Ia

potencia bidimensional.
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Apéndice D: Espectro de la simulacién condicional

La metodologla geoestadistica conS|ste en interpretar la distribucion espacial de la

vanable verdadera Z ,{x), como una realizacién particular de una funcién aleatoria
Z(x). Una ‘simulacién consiste en tomar una realizacion Z,(x) de esta funcién

aleatoria Z(x).

Consfdere e:l‘ ya‘lor;vé‘rdadero’» Z,(x) y su valor kriging Z . (x) deducido de los

datos conocidos. Estos dos valores difieren por un error desconocido:

Z.,(.x‘-")'=fZ,,;{(éc‘) + [Z,,(x)— Z e ()] N CR)

Consndere una reallzac:on Z(.x) ~Cuando se aplica krlglng a Ia mlsma' '

confguracnon ‘. de datos’ dlspomble. se produce ,un error knglng

[Z (.x) ZSK(x)]lsomocho al-’verdadero error [Z (x)=Z (x)] e |ndepend|ente‘

Z.(x)=2

Considérense los valores numéricos Z, (x) y Z,.(x+h), en dos puntos x y

x+h. La variabilidad entre estas dos cantidades es caracterizada por el
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variograma 2y(x, /), el cual se define como el valor esperado de la variable

aleatoria [Z  (x)— Z_(x + h)]z"',

2y(x,h)=E{[Zsc(xi);—’}Z‘rv'c'i(x ) (D.3)

Substituyendo I@Ss p\untajs xy x-+h en(D.2)

(D.4) |
- (D.B)

» Substltuyendo (D 4) y (D 5) en (D 3) R
2y (x, h)= E%uzﬂ(w+{z<x)‘ahun),
—=(Z (x+h)+[Z (x+h) Z.m (x+mP? (D.6)

rearreglando térmihos
2y(x, h)= E{[Zok(t) *’z,,A
+E{([z (>

x)] - t2<x+h>

Zs,\ (.x + h)])2 oD
la ecuabién'(D.?) rep

Por otro lado considérese’

variograma de esta un
2p(x, )= E{[Z,(x)= Z,(x+ )P D.8)
Substituyeﬁdt;‘:';:‘lovs/_ puntos x y x+h enrb (D.1)

Z(x) = Zoe (%) + [Z, (%)= Z,0 ()] | (D.9)
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zZ (x+h)—ZaK(x+ih)+[Z (.x+h) ZoK(x+h)] o (D.10)

Substiituyé,rid ’ >a"s(,k'exp'anéiohes":en{ely“\I/'ériOQriénjrArja (D.8)

(D.V11)r

‘K(x)] 1z, («x+h)d? Zs,<(x+h)])2 o @2

La ecuacion (D.12) representa el variograma de la funcién Z , la cual es igual a la

ecuacion (D.7) que representa el variograma de la funcién Z__

Por lo tanto, el variograma de la funcion verdadera Z, y el variograma de la

simulacion condicional Z__ son iguales.

lLa siguiente ecuacion extablece la relacién entre el variograma y la covarianza
(Armstrong, 1998)

y(h)=C(0)— C(h) (D.13)
Asi mish'i:c'i,l" o

CO)=c? . . , (D.14)

donde o2 representa la varianza



Dado que los variogramas de la funcién verdadera y la simulacion condicional son

iguales, por lo tanto

s —C,(h) = ch,-.f,c;(h) ; | A I T

Condicionando a que las varianzas sean‘iguales O'f = ofc

C,(h)=C_(h) (D.186)

Por lo tanto, la covarianza de la funcién verdadera Z, y la covarianza de la

simulacion condicional Z__ son iguales.

La covarianza también se puede expresar como la Transformada de Fourier
Inversa del espectro de energia (Gelhar, 1993)

C(h)=kJ?i,’p/"S(”w)da): o (D.17)

-0

Substituyendo (D.17) en (D:16)
_[e"“”’Sa (@)dw= _[e"“”'S:c (w)dw (D.18)

Por lo tanto, el espectro de la funcion verdadera Z, y el espectro de la

simulacién condicional Z__ son iguales.

114



	Portada
	Resumen
	Abstract
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Ecuaciones del Flujo en Medios Pororsos Especialmente Filtradas: Teoría
	Capítulo 3. Ecuaciones del Fujo del Agua Subtarránea Filtradas Espacialmente: Estrategia de Solución y Experimentos Numéricos
	Capítulo 4. Transporte de Solutos en Medios Porosos en Escala Grande
	Capítulo 5. Flujo y Transporte en Medios Porosos Autosimilares
	Capítulo 6. Conclusiones y Recomendaciones
	Bibliografía
	Apéndice



