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RESUMEN 

Se desarrollaron modelos para la dinámica de escala grande del flujo y transporte 

en medios porosos saturados. Se defin.ieron rigurosamente las escalas grandes 

por medio de filtros espaciales. La dinámica de escala grande la gobiernan leyes 

de flujo y transporte no local. Se derivaron aproximaciones locales usando 

expansiones asintóticas. 

Se realizaron simulaciones numéricas para investigar la precisión · de las 

aproximaciones. Si las aproximaciones sé tratan cómo. ecuadones dé.alto orden, . 
- . : . ·'.. -· - -.. -. - - - . . - - '., - '• - - ' -~ - - -- ' . . - . . - . . ' - - . _-. '. ·- . ' ·. -·-· ''- - - ' 

1as ecuaciones· resultantes son ml.ly clifíciles de: resa1veí.' Sin: e~bar9c;, si 10.s. 
' - ' '' ' - '' "'. '. . .- -,• ·' -, .. ' . . ·, ~, . '. ., . . 

términos d.e alto orden. de las aproxin"lacicmes se:¡ ven c()mo C:orreccio~es a la ley 

de flujo convencional, las aproxi~abionei\1eLflujÓ y Í~ 6~r~~ se: pJecien é~lculár 
usando una estrategia de • pert~r~adón/ Los ·térmi~o~ de ~lto 6;d~n de la 

aproximación del transporte t~,'.nah en duellt~ :~I ~fe~1:o. del I~ ad~~bdón eh las 

escalas pequeñas, y se vi~ron · y .s€l trataron co~o si f~era~ los tradicionales 

términos de dispersión. 

Existe evidencia de que los medios pOrosos tienen un comportamiento áutosimilar, 

en el sentido de que el espectro asoci_ado a la conductividad hidráuHca exhibe un 

rango que decae siguiendo uria p6te~Cia negativa del número ·dei: on°da. Una 

representación logarítmica. del e~te ccimportamiento produce u ria Ún~arecta que. 

se puede extrapolar a núrTi~ros.:d~onda grandes; esto es, las ~~cala's"pequ~ñas. . "'· ·- . - . - -. ; ,' . ·, ·. ·: . .- -- - '; . ,. -. ·'' .. _ ... ~ ., - . . , , . 

Con base en esta observación, se lJsó una técnica de muestrea 'especfrafa fi~ de 
-~ .1-• 

generar realizaciones de' cClnductividad •hidráulica .. para•·•.• médiósfporos6s . muy 

heterogéneos, en l~s cu~les s~ corioce solamente un númer6' m~y p~queño de 

dichos valores de conductividad. 



ABSTRACT 

We develop models fer the large scale dynamics of flow and transport in saturated 

poroul; medié!. _y\te rigorously define the large scales LJs;ing ~~P~!~alfi!!erir¡g .. Th_e 

large scale dynarnics are governed by a non-local flow and trans~ort law. We 

derive local approximations to the non-local large scale laws :Úsing ;~syinptotic 

expansions. -~,.º ·. ' ' . 

'\.: < ':_·~-: ·. - ,- -

We investigate the. accu;ac;y of the. apprcixilllatio~s using nLm~~ic~I ~i~iUfations: lf 

treated as higher arder eqúaüari·s; /lile ;appraximatia·~5D·yi~1d.·)~qu~ti:Jrí~-ü1atare 

::~::~:~::.:~:~::::r:·~~!~~~~~%r1~r !~{~~f ~~~~~~+~1~~1;~:~ 
perturbation strategy. ,.-~e 'higher '.Cfrd~11,terrtÍs\óf 'the e a'p¡)ro;.(irTlatiolls of the 

transport takes in accoJrít the1effect ofthe sÚbgrid ádvection ár1ci .are viewed and 
' - _._,, ··:-- _.: ' ,_- -· - -· '·" - . :~; . - . - . 

treated as the traditional'dispersion terms:< ··· 

Exists evidence that• poro~~ ~edia o~en display a self-similar behavior, in the 

sense that thespecfrurn ~s~oci~ted t·g;h~d~~~lic condu~tivity exhibits a range 

where it decays folfowing , a n~gative ; po~er of wavenumber. A log-log 

representation of thisbehavior .renders a ~traight line which may be very easily 

extrapolated to l~'rge llvav~nJmbers, i.e., small scales. On the basis of this -

observation, a spectral sarnpling technique is used to generate realizations of 

hydraulic conductivity fer highly heterogeneous porous media, fer which relatively 

small number of values of this parameter are known. 

¡¡ 
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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

1. 1. Generalidades · 

La dinámica de todos los sistemas físicos se desarrolla en muchas escalas de 
- - . ___ , --

longitud. Por lo~".1i!5111º· siempre hay escalas demasiado pequeñas para ser resueltas 

mediante un ITH:>d~I? o' paré) s~r observadas con los aparatos convencionales de 

medidón.' 'Est~·e~· partíc~l~rrn:~nte ·cierto para el flujo de fluidos en medios 

geológico~. debido a que estos medios porosos tienen variabilidad en un rango muy 

amplio de escalas (poros del orden de milímetros hasta planos que tienen kilómetros 

de longitud). Tanto el flujo como el transporte son afectados por heterogeneidades 

en todas las escalas. 

Un problema fundamental que se tiene cuando se trata de modelar el flujo y el 

transporte, es representar en el modelo el efecto de la variabilidad en las diferentes 

escalas. Por ejemplo, en. un modelo en que se usa la ley de Darcy, las moléculas del 

agua no se describen explícitamente. La escala.deresolución d13.dicha ley es 111ucho 

más grande que la escala molecular. E·g d~ ;hlod~16;numérico; la'vaÍiabilidad en 

escalas más .grandes que las celdas de 1a'rl1~11~f~~;~~ede~r~pr.;~ent~~;~·sigr-l~ndo 
diferentes propiedades del materi~len'.la~ ~eld~~!;;::sirl'~rt;,;bargC>;Ja.v~ri~bilidad en 

::;,~~::::t:~~·;::h~~¡;~:~nce:::~~ºit~ü~~J~~f ~~ttb;t:;ff fü~i;Jz~: .. 
escalas de variabilidad. Todos 16s m6defo~ tie~ér-1 úfiit''.é~~~i~fi~i!a.ciJ''.'ré~C>l~é:ion y, 

Pº' 10 tanto, no pu9den desccibic 18 vecdadera dinániicO;~<f~S;~~jII(f i~. t)'J > ... 

Aquí surge una pregunta: ¿qué tan general o robusto es.Un modelo'que no' resuelve 
\, - .... _,. " -·.--- " , . ·- .. ; .. ~ ...... ' . "' . .. '·-, -

explicita mente toda lá ··dinámica del sistema? Aun si ·5~;'2~i'ríb~i~~~~1~'J.8j~·é;.fii~a. en 
- ,--- -= -=--- - o- ·o-;.---, - -,_--- - ---= - -.- -·; .- -oo---;-.·o--=:-~-- =-.-'+~7"-,0:';-"';';C,o¡?:-;:;,-;--:-~-o,-o-=----;o;o;-o--.==;-.- 7'--,,-- c"c_----,, :.- -:-.- .,--,---,_ 

escalas muy pequeñas, ;¿sería posible describir con' pre~i~iÓn eÍi<si~ten:Ja en una 

escala más grande de resolución, usando solamente p~~á~etro~ y va;iables de 

escala grande? Por ejemplo, si se conoce un campo de conductividad definido en 

r--
1 

·--::.::¡;·;:;·,:., ,'·Y.-•'¡·i ;J 
' • • j., •: 

1; ; : '.;c:~N 
. -··· -···-· 
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una cierta escala de resolución, ¿es posible construir un modelo en una escala ·de 

resolución más grande, tal que el flujo verdadero se modele correctamente? ¿Es 

posible construir un .modelo de escala grande en aquellos casos donde el campo de 

conductividades es incierto? 
---,-.--.---- .-.--:·,·,---;-----.;-

Con estasémotivaC::iories, en esta tesis se abordan las siguientes preguntas: 

¿Cuál es l~_Ih·h~-~b~i~ de la heterogeneidad de la escalas pequeñas en la dinámica 

de las esc~Ías\]r~rici~s? 
. .· t _ .. , -·. 

¿Es posible{cbri~t~Úlr(un modelo de dinámica en. escala grande, sin una 

represent~ció~ e~~lí~itade la dinémiC::a de la 'e~c~la. pequeña? 
' . - . - . . . 

1.2. Antecedentes 

Se han utilizado mud1os métodospara tratar de modelar el flujo y el transporte en 
, . \- .. , "' - .. , . 

escalas grandes, ta~t(). en med.ios porosos como a superficie libre. A continuación se 

presentan los.más importantes. 

1.2.1. Flujo y transporte en 'medios porosos 

1.2.1.1. Métocia'cie' 1a .con¡jcuctividad ·efectiva 

Este es uno de. los 'métOdos más utilizados. Se basa en la suposición implicita de 

que la dinámica de las escalas grandes se puede describir por una ley de Darcy 

local. Esta suposición se puede justificar rigurosamente (usando la teoría de escalas 

múltiples, Keller, 1980), sólo si existe una separación de la dinámica de las escalas 

grandes y las pequeñas (Beckie et al., 1994). Aun cuando existiera tal separación en 

un rango particular de escalas, éstas deberán ser compatibles con la escala de los 

bloques de la malla. Lo más probable es que los datos o los recursos 

computacionales definan el tamaño de los bloques de la malla, y éste no 

corresponderá alrango donde las escalas pequeñas y las grandes están separadas. 

Por ejemplo, si la conductividad hidráulica tiene un espectro de energía muy amplio, 

2 



lo que indica que muchas escalas son significantes, no existe una separación de 

escalas. 

Beckie eta/. (1994) .demostraron que una ley de Darcy local, parametrizada con una 
-- •_o--o_--;-~-;--o==·-- ==--'--=?0....----------=-;o-,--' ~-_-,_-_-_ ---- --- - --- - --

conductividad hidráulica efectiva, no puede reproducir la dinámica del flujo de escala 

grande cu~n~o I~ conductividad de las escalas pequeñas tiene un espectro muy 
- .... ··-·. 

amplio. Sºs ··resultados indican que el cálculo del espectro de energía del flujo, 

usando conductividades efectivas, se atenúa significativamente en escalas cercanas 

al tamaño de los bloques de la malla. Sus resultados indican que el efecto de las 

heterogeneidades con escalas ceréanas al tamaño del bloque de la malla no se 

representa adecuadamente por una cqnductividad hidráulica efectiva. Sin embargo, 

si el espectro que corresponde·a·l~~~~balas grandes y el que corresponde a las 

escalas pequeñas están sep~rados, entonces una conductividad efectiva es un 

modelo adecuado. 

1.2.1.2. Métodos estocásticos 

Estos usán niét~d~s estadísticos para definir las variables de escala grande, y 

esencialmente: lo7que~se -h~ce-es separar las variables en valores esperados 

(promedio de ~risa~bl~) y fl~C::tuaciones (Gelhar, et a/., 198J): 

A(x) = (A)Cx) + Á'(x) (1) 

donde ( •) · representa el valor esperado, ( • )' la fluctuación y x el vector de 

posición. 

El problem_a es que solamente bajo la hipótesis ergódica, el valor esperado es 

igual a las vari8'bles de escala grandes. Un proceso es ergódi6o. si su valor 

esperado se pu~defeell'lplazar por promedios .en-~I éspcicip o;eri,,el tiempo. Para el 

caso de un~ pl~rr;-~ de llri ''solut~. ésti:li~s e~gÓdiC:~· ~Óla;,:,~·nte si su escala 

transversal es grande comparada con las escalas de hetereogeneidad. 

3 



Pero cómo lo. ha expresado Dagan (1994), esta condición no_ se cumple en 

muchos casos de interés práctico. 

En 1995; [iífu:;¿'b)i;ó-ja si~t1~~i6n •dE;l ~;~;;;pbrtecde bromuro en los acuíferos 
., ·" · · ··---·-- -- .. ·-.;:·---- • -- ---- -.. - - : i' ,;·,,-··..,_., ----.---·':·.-··-e - · .. ·.---. - - r . -- - -

Cape Co~e\ iMa~saé;husetts,y Borden;(qht~rio> Para simular el transporte se 

utilizaron - teoría·~_: ~~t66é~Ú~~s;
1 

:i:6'~ i r~s~l.ilt~~c:>~ de las simulaciones·._ difieren 

notabler11eñte-"de:Jasmedícíoríes·é:Je•carnpo'.Lse encontró que el problema ·es que 
-.. -.):~ ·.;'.< . _, ·- .· <~ ~>- ,.:;·:.,.... .. ( ··.;,:>>·:·:· ~)~::f:.-.. >:\ :-;-,··"\:·.:'..;:,~_'~·- : ... :~: .:~ :·-~ < . .- . ·. ,.· ·-,:_. · ... '. 

no se cumple la condición de"ergodícídad: Según este investigador, para que:esta 
... '·-··· ·-·'-· -··«·' ., ... . . .-•. ·-·. 

condición· se clJrJ1rJ1~_1él .IJ.1u.rlí~.'.,¡j~ _bf()CTilJr~: d~be expandirse sobre un número muy 

grande de.het~r~'69~n~fc:l~g~~h~ri·t~C:l.ci·s las direcciones. Sin embargo, la pluma 

presentó diriii~~l~~~~;1~~~-f~f4~--~·~:;•·p~q~~fi~s. 

1.2.2. i::1ujo~ 1 ~Up'érfi&i~íih~~ 
/: '- q1'' \;"•,•X 

1.2.2.1 Filt~adcl"~~#aciai. 
-.. ·· ..... -~---. ·'·'';.•:.¡:.::·,:-·;+.<" 

Este méf()~ü,;~E? Sas~ Ein la estrategia desarrollada para simular remolinos grandes 

(LES, por su:~.~igl;,¡s en inglés) por parte de los especialistas en turbulencia (Leonard, 

1974). Los)iwestigadores que trabajan en esta área reconocen que no es posible 
,.. . . . . . . .. -· ' ~ - . 

modelar todas las escalas involucradas en un flujo turbulento, por lo que se han 

limitado a modelar solamente las escalas grandes. 

En esencia, en este método las variables de los modelos.se expresan en términos 

de dos componentes:. uno a. e;;;cl::l~c:! P€lqueña y. otro a .escala g_ran.ci~;'. Pcir: me~ io de 

un filtrado espacial, se remu~vén las escalas pequeñas en: una forrlia ~imilar a 

como se filtran de una señ~Íel¿ctl"íc~ las. frecu'e~~i~s alt~s-'(ei~al~~ ~~~~efias). 
: '. -- - ,. ' . . . . . - . . ' ' ~ ; . :,. . - . ' . '; ' . . ' . ' - . ' . : ' 

Los efectos de las escalas pec:¡úéÍ'ias no se despre¡éian, sinO que''s'on f611ii:idos en 

cuenta por el modelo de gran escala filtrad.o. 

4 



1.3. Aportaciones de la tesis 

' ' -

La primera consiste en ~I desarrollo de .úna h~rrámienta-para analizar sistemas 

físicos conmúltiplesescalas.·se espera que esta herramiéntaseamuyútHpara el 

análisis y solución ae problemas. de fluja~y tr~nsp~rteccen" l11edios~poros'6s,-~ dado -
- . -- - - _- . . . - - "- -- '· . -· - -- - '. -;·.-.. -·." ..:-~:;:- <' ' - -. . ·- - ,___. 

que el carácter altamente fluctuante delas.'.Copr8piedadeS-;del!~lÍelo,>y'lá no 
· " _·•_• _ · -~--- -· 'e; ·- - •:!.t . - _, .-; ' - ',;::• ,-.;: ·0-·- :.:-- -- C 2 ··: :· ·,:; :.;! 7, '';-·.;. _, • • -·· ._. ~· 

linealidad de los términos advectivos, prodU2en una-gran inieracción cie(escálas . 
. '-~-~-- -- -~ .-. --~-- .. ~, •. • ;f--.;' .,._ --~ ~' -·~--- - ~- . ·-" --- -

' -·- . ·. ·. 

Con estos modelos no solamente ~~ p6drán analizar el flujo transporte en 

medios porosos~ . sino tambiéÍi ~G~iibs otros procesos qUe :~~hib~n una 

significante variabilidad tem~or~i'y espacial. Ejemplo de tales fenómenos ~~n los 

flujos turbulent~s yi'éJ5·~-rCÍbe~~'i-cie evapotranspiración. 

- '.: ~ 

Las ecuaciones del modelo serán completamente cerradas. Hasta donde se 

tiene conocimiento, todos los mOdelos que se han desarrollado necesitan términos 

de cerradura que por lo general son empíricos. 

La segunda aportación de esta tesis es la aplicación de la técnica de LES al flujo y 

transporte en medios porosos. A excepción de Aldama et al. (1996), esta técnica 

solamente se ha aplicado en flujos a superficie libre. 
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CAPÍTULO 2 

ECUACIONES DEL FLUJO EN MEDIOS POROSOS ESPACIALMENTE 

FIL TRACAS: TEORÍA 

2. 1. Introducción 

Como se mencionó anteriormente, uno de los tópicos que se abordan en este 

trabajo es la posibilidad de construir un modelo de dinámica en escala grande, sin 

una representación explícita de la dinámica de la escala pequeña. 

La respuest~e~ qu,~sífispo~i~le.Lo,qJe.se requiereesUna·.representación de los 

efectos de '1~. cliná;.;,ica d~. {~' ~~6~1~ ~~.qdeñ·~ ~n la diriámi:c~ de, las escalas g rancies. 

Por ejemplo,, no.:s~:necesita Carélcteri~ar~la geome~ría exacta de los poros para 

resolver un pr()b!~rl"l~ .d~. fl~jo e~ Úna esc~la del ci~ntos de metros. Solamente se 

requiere ef~f~btc:/d~ l~s poros en el flujo: 

. . - ' ; 

El proce~Ó ci€l-transformar una ecuación qÚ€l tiene todas las escalas significantes 

en una ecuación que gobierna el ciorl,portan"liEl~tode las escalas grandes, es 

comúnmente conocido como - escalamiento (sca/ing-up). Las ecuaciones 
- .. · ... ., - '. _. . 

escaladas no deberían contener>la;:dinámica de las escalas .pequeñas 

explícitamente, sino solamente ~lefectoque;las escalas pequeñas produC::e.~en la 

dinámica de 1as escalas .. grarides. Ca .náturaleza de los procesos cié1 flujo y: el 
' - • • • • o;_•.-,.•:,•'.._•'• ., •• •' - '. •. • ,.- >::{ :i•" .. ;:~":'.-~ '; ·-·- :,- ·-' •_ •"', r:;, . .,• •. _,·,:;:·· '•-" ', • • T • -" > 

transporte implica que· cuando ~e.iñte~taxdeterrni_riªr .. est8:·· _efe.c::t~Esurge __ un 

~~:~:;::.~·.,:;;:~~;',~l~~p~i~t~~,~~~,J!ilf t:i~J;'f n~!f~~J;~if f~E~f ;::: . 
1990), en este capítulo se:l pr~senta el desarrollo de las ecuaciones-que cit:l~cri-ben 
la dinámica del jfu}c{y.el t~ansporte en medios porosos en e~~~iél-~rande. El 

problema de - cérradurá- se resuelve exactamente por medio· de filtros de 

Butterworth, los cuales' son ampliamente utilizados en el análisis de señales 

digitales (Stearns, 1975). 
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2.2. Ecuaciones de movimiento 

Se supone que el agua está fluyendo en un medio poroso saturado con una matriz 

de suelo r-ígido. f:'or lo tanto, !3n ausencia de fuentes o sumideros, el principio de 

conservación de masa toma la forma de la ecuación de continuidad: 

oQ, =O 
OX¡ 

(2.1) 

donde Q1 representa el V('!ctor de flujo y x I la posición .del vector. Sise supone 

que el flujo esDarniano en .las escalas de interés, y el medici se supone isotrópico, 

se tiene la siguiente relación constitutiva: 

O. =-KaH _, ax. 
,/ 

(2.2) 

donde K = K(x1 ) representa la conductividad hidráulica y H la carga del agua 

subterránea: La eéuación • (2.2) es una expresión de· 1a ley de Darcy. 

Combinando las. ecuaciones (2.1) y (2.2) se obtiene la conocida ecuación de flujo 

del agua súbt~rr~ne~:··· · 

a (KªH)=o ax, ax¡ 
(2.3) 

rr ~.~; -
'' '. 

-- -·1 
7 

r
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2.3. Interacción de escalas 

La interacción de las diferentes longitudes de escala presentes en el agua 

subterránea,. se entiende mejor en el espacio de Fourier. Por lo tanto, se 

introduci~á ¡;·t;¡,;~~fo-~ITl-ada al espacio de Fourier de una función espacial, 

F = F(x,), ~:fefln.ida de la siguiente manera: 

(2.4) 

donde la integr;f/J";p~senta .. ·1.a·~integración sobr¡; un dominio tridimensional no 

cerrado; ~j, ;· ~~;~~f'>~·?~;.~~d~. y dx = d•1d-c2 dx3 • Si el dominio de interés es 

cerrado, :~e, :s~~c)R.if;(qLJé F' y todas las variables relevantes se extienden 

apropiadame'nte,fue/á'del dominio. 
f.· '.••:;-¡ <~',_'.' .·o' 

La transfÓrm'.i:id~de':Fourier se puede considerar como la descomposición de una 

función en~ri~-~~~~ de senos con diferentes longitudes de onda. 

Tomando. la transformada de Fourier de la ecuación (2.2) se obtiene: 

(2.5) 

Por lo tanto, todas las·e~calas (números de onda) presentes en K interactúan 

con todas las de 1-i. pa:~· p;cJdu~ir todas la~ escalas que están presentes en o .. 
. - .. · -. ·- '-.-·., .. · .-·. "' - -.1 

Esta interacción es particul~;.'.r,'~~~e signifidathta cuando K posee un espectro muy 

ancho, i.e., cuando el campode conductividad es muy heterogéneo. 
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Estas interacciones no lineales producen nuevas escalas. Como un ejemplo, 

considérese dos ondas senoidales con longitudes de onda y 

Su producto es igual a 

(2.6) 

Este produeto es un~ fun.ciÓn ~~~,~Os 1gri~i!u9es de onda nuevas Ai){ + A.
2 

y 
. , - -·· -::.: -, · ... ''.,·.,,_.-;> . 

.il.1A.y;/ • que no se encüeÍltran e~ lo~ Ínultiplic~ndos (figura 2, 1 ). 
/ A.1 -A.2 .'. >,.' _ ., 

Esta interacción de escalas es~~ii2~J~~n~e ::h~~~~:() .se. intenta construir un 

modelo que no resuelve todas las E!sd~l~~.~·s~pÓn~~~~'~u~~e.c!E!sea construir un 

modelo que pueda resolver caract~t~ti~,~~~.CJ:~;1€u~kU~fd~\13·~~~1~imay~res ~ue 
Se pueden descomp~n~~,l~s\'vliri~~Í~~;- Y.:.1()~· p~ráll1eúos del ri-iod~lo, en. 

: ',',- ::·-·7-=,-_. =-·: ,- ~;··'.!'..e~:.-··'/ - ,- - -

componentes mas grandes Y:~ 1118s: pequeñas;ºqÚe esta escala de longitud. Por 
- • <!" - -- - .. ,·_ ~,-,' -' , • • • • • 

ejemplo, la función A. sé puede clesc"OmpClner en componentes de escala grande 
. . - -- -,- .-· 

A< y componentes dE! escal·~ pe'q~É!A~, ·A_> •• 

A(x) = A«x) + A>,(x) 

donde 

ri>(f)={A(f) .si f >fe 
Q Sl f:::; fe 

9 
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y 

3.00 

2.50 

2.00 

1.50 

1.00 

o.so. 

º·ºº 
--0.50 

-2.50 

-3.00. 

0.00 

si 

si 
(2.9) 

X 

Figura 2.1. Las interaccib~~s:~c/nri~~I~~ p~oqu~~n nuevas escalas~ El producto de dos 

funciones senoi~a1~·5 (funcié>p"súp~l"¡c:>r{~·~ l.Jna flJ nciór: con. dos. escalas. de longitud que no 

se encuentran ~~ lo~ ·~~1~Í~1'ic~~d~~'(t~~~'6ge~\~f;~¡¿;~~s}: .· . . 
.,, :: ,::: ~: '.,': 

Para in~es{ig~r. ~Óll)O afectan~ las inte~a~dcmes no .. lineales al escalamiento en el 

espacio real, supóngase el producto de las funciones A y B: 
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J\lf(x) = A(x) B(x) 

M(x) =(A< +A» (x)(B< + B»(x) 

M(x) = A<B«x)+ A"'B>(x) + A>B"'(x) +A> B>(x) 
- -~--=--,~---·---=-e--='-~-= --- _--=-c=-o_--=-- ~ _;_-,_ =----- -=-

M« (x) = (A<B< )«x)+ (A"'B> )«x) +(A> B~ )"'(x)+ (A"' B»«x) 

M"'(x) = { 1 } + { 2} {3} + { 4} 

(2.1 O) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

El problema:de es9a1a~i~11tC"J ~e, p~ed,;e y~r .. conÍp el determinar M<. (las escalas 

grandes cie ·M;;. sin 81 caríociníierít0 dé i~s;Cieta11es ci~ :Aif > c1as escalas. pequeñas 
-- '' . . .. ' • -· ·. ,. . c. • - . ' - ~-. ·. ' - . ,. - ; ~ .• " _,.,· -~-- - - • ,, . - _,..,_ .. - '· -· - ' - ., .• _ _._ ·" - . .- • . - -

:: 11; ·i't~n~~11t~~:,~!~r~~r~~~~~1:lt:&'Z·º¡~t!i.~t~~~t1~iT:~.~=~;:, 
producto:contribUya.·a ias··;escalasgrandes' deiM.:•L:ostérminas dª';{1} son las. 

::- ·. "-;':··· .-:·::_ -···,:> <" ._··:··-<··:"- ;: __ -_·: - .-: <J '<-_;_\; .. , -~<· ~ ··:~~;~-~<<" . '· > .-··-.>.< -~:::' ''·\',. '!-1.---_"·:,::·_,::_·.:::,:--:-~~· ,->>'',_.: >J.!¿/ .. ~-:,> .. ;'"':---:.· ~-~:,,;_ . :_ .. _:·· ': 
interacciones escalas 'gra.nd~s~escalasgrandes (eg-eg), (2}/y {3f sori las 

interacciones :eiscalas. 9iar1de~~escalas peqÜeñas (eg-ep) Jta'rr1bié~ ::llariiados 

términos 'cruz~dos) y {4} son las interacCiones es~alas pequeñas~E'lscalas 
pequeñas (ep~ep). 

. . 
.-. ' 

En el marco de rl.m ~ método 'Cle filtrado, espacial, las componentes eg de una 

variableF :==:i{%,)~, sgri,tcl~fi~iJas por la ··siguiente operación de convolución 

(Aldama 1990 y 19.92): 

(2.15) 

donde G es una función de filtrado que posee las siguientes propiedades: 

f G(x)dx = 1 (2.16) 

11 [;_~TrT·c-·~·,,\-·:-: r~ 
-· ......... 



limD"G=O Va 
¡,1-11':1 '\ 

(2.17) 

lim n:G=O Va 
•k!->"' -

donde o: y D~ representan operadores de derivadas dados por: 

(2.19) 

(2.20) 

a =(a1,a2 ,a3 ) representa un multi-indice, a 1 , a 2 y a 3 son enteros y 

La propiedad (2.1~) implica que G preserva la media y la propiedad (2.17) es 

n_ecesaria para demostra(que la o~eracié>n de· filtr~do conmuta con. las derivadas 

espaciales de_ordenarbitrari6. La iníplicación de la propiedad (2.18); asícomo_la 

importancia de la operación d~ filtrado se comprende mejor en el espacio de 

Fourier. 

Transformando la ecuación (2.15) se obtiene: 

F(k,) = G(k,)F(k,) (2.21) 

La propiedad (2.18) implica, para a =O, que las componentes de número de onda 

altos de F (componentes altamente fluctuantes) son eliminados (gradualmente si 

G tiene una base abierta, o totalmente si G tiene una base cerrada) a través de 

la operación de filtrado. 
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2.5. El problema de cerradura y localización 

Filtrando la ley de Darcy (2.2) y la ecuación de flujo de agua subterránea (2.3), y 

tomando en cuenta el hecho de que la operación de filtrado conmuta con la 

derivadas espaciaÍes, se ~obti~ne: 

8H 
O · = -K '·-----­
-J axj 

(2.22) 

(2.23) 

Expresando la conductividad, el flujo y la carga, en términos de sus componentes 

de escala grande y escala pequeña, 

K=K+k (2.24) 

Q=Q+c¡ (2.25) 

H=H+h (2.26) 

Substituyendo las expresiones (2.24)-(2.26) en las ecuaciones (2.22) y (2.23) 

resulta: 

13 

(2.27) 

G 
.. ·-'--·~· -',._ -- -

T~:.:·~--·· :~'- ~ :·~ 

lllk :·,. ,.,@,N.l 1 !I • r , · · . ·. · . ~. 'r1 



(2.28) 

El primer término 0 en la ecuación (2;27) representa· la interacción eg..:eg; el segundo · 
--·.· -··o_ • ·--'-· '- .,_. - ··- . . ·''- e• . < - • __ , -' -- ' 

y tercer términos lé) interaccdó~. EJ.g-.ª?· yel cuarto la. interac~ióni ep~ep. El 

problema de. cerrac:flJr~ s~. ,,.,.u~s!rª claramente en la expresión (2:28), que 

representa la ecué)cié)!,1·de:agua .subterránea escalada. Los términos de interacción 

eg-ep y ep:~p é6ii1j~h;;;i"l.;j~rlables de escala pequeña. Para cerrar la e;uación 
·,..- - ' -:- -·- ~:, -:·:.: -··_,- < ¡-~:···.: :, _, __ ·_, .. - . 

(2.28) es necesario\expresar estos términos exclusivamente en términos de 
.. . .. ·· '. ::.';.• .' ~ .. :·l.;:,, .·.;:; \,i ,· ·:-. ·, .. -'" . ,, 

variables cie';escalas;;grandes. También es necesario que Jos términos de 
~ - ' •¡:', • -~ ~ ·-· 

interacción'eg~.e~·s'E:{·expresen localmente, debido a que su naturaleza le da a la 

ecuación.·(2.213,)unc.~rábter.integrodiferencial. 

2.6. La metodología de filtrado espacial 

Aldama (1992)y Beckie et al. (1996a y 1996b) han empleado un filtro Gaussiano, 

el cual en el espacio de FÓurier tiene la forma 

(2.29) 

donde A. es el ancho .de filtro·y k = (k¡k1 )
112

• Una expansión en series de Taylor 

de Ge; resulta en: 

;¡_2k2 ;¡_4k4 6 

C(k1 > = eª (k > = 1 - -- + --+ oc2 > 
24 576 

(2.30) 

Substituyendo (2.30) en (2.21 ), empleando el resultado de (2.27) y usando el 

teorema de diferenciación de Fourier, se obtiene la siguiente expresión (Aldama, 

1992; Beckie et al., 1996a): 
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=-KªH =-K aH _ .-1-2 aK a
2

H º¡ ax.i axj 12 ax, ax,ax.i 
.í!.4 a2 K <YR 6 . .. ---- ------ -- + O(;¡, ) 

288 ax,axlll ax, ax,,, ax i 

(2.31) 

Aplicando la expresión (2.31) a la ecuación (2.23) se obtiene la ecuación de flujo 

del agua subterránea de escala grande locálizada: 

(2.32) 

Mientras que el ancho de filtro, .í!. , sea mucho más pequeño que la escala de 

longitud dominante en las variables de eg, A , se esperaría que los términos de 

O(A'') fueran despreci~bles en la ecuación (2.32). Por lo~antÓ, un~ vez que esos 
. . -

términos se han despreciado, se esperaría que la ta~·~j~ b~nvergencia de la 

norma del error de la solución de la ecuación (2.32), fli~túera de orden sexto en 

.í!. . Es de notarse también que las ecuaciones de eg d6rjti~~~n derivadas de alto 

orden. De esta manera, se podría esperar que se. n~~~-~harían condiciones de 

frontera adicionales para resolver las ecuaciones.:;si~)~~bargo, Beckie et al. 

(1996b) aplicaron con éxito un método de perturb~~ió~':~'e~;ular que no requiere de - .. ·-;~~,:-, -_,-_'.,: ·, )> ,· '." :,, : 
condiciones de frontera adicionales. •<·)'· ·"-·· ':;;;, __ '.:'' ·<:: · 

" '-''. - =.7,';'7:' º'".:~.:,·,o·;-=-- e·-:~<--:.~:.:. 

Aunque Beck;e et "'}' ~.~i;b ))>~fyV¡eron'c:~ul;~d¿~ ;u~~i;c~:~uY ª'.•?!ado,es en 

:.~:~:;::. :~rihJi:~E~j!ci~!~~~~il~f tf ~~~yi!~i~~~i~;i~ti!~~fü;~:·d: 
convergencia del error que se espér~ba:Esto's~'atribüyÓ al hecho c:le que cuando 

la expansión (2.30) se trunca, lo cual es. equivalen.te a despreciar términos 



proporcionales a alguna potencia de A. en (2.32), la función del filtro Gaussiano se 

aproxima con una polinomiaLen_eles.pacio de Fourier. Estas aproximaciones son 
. . . 

muy buenas en números de onda hajos, pero se degradan significativamente en 

números de onda >gr~nd~s.> oe' hecho/ por definición, el filtro Gaussiano es 
----- _-----,,.--.~=--_o:~.o_-~~~=-="=c:-~--.-.,~~-;--,==::-=2!:=ó.oo--_: :. __ ,__ --';_-;o;--0:.~~;c-.,=;;-,~-'--=-·--~~--_:~=--=--- -

definitivo .pOsftivC>;'.mient~a'~c¡·LJei' las.aproxir!l~:ciones polinomiales que surgen de su 

expansión·deTaylornC>;1C>:sci~: J\ún;ll1a~O"-cestas aproximaciones no satisfacen la 

propiedad (2;18)?cl~d() qÚe su ·~ag~i{l.Jd· ~(,i tiene un límite para k ~ oo. Estas 
-~ ·;-:;";:::'.-; ., ,- -- -- -, -;; _:; - - - - -

observaciOnes 'flevarori'a bÜsca'r/alternativas para la aproximación polinomial al 

filtro Gaussiano,>c:¡Lle diera~ una mejor. solución al problema de cerradura y 

localización . 

. ·' - -

2.7. La metodología de filtrado de Butterworlh 

La princip~I ventaja de aplicar unaapr()ximación polinomial al filtro Gaussiano es 

que cuando se substituye en la' ~peraciÓn,de filtrado en el espa~io de Fourier, la 

variable de eg, P . se expresa co~o el p.roci~cta' de u~ poli.nomib de grado par en 
' - ' .• - .. - ·; .«,··'.; ···-··- .. ·¡ '. ·. . ,·; 

k por la variable primitiva f -~~ü; ~ertriit~.~(Jsd.:ciE;!1 t~~r~ma.·d~diferenciación de 
-- '•• - • - -- - - - - - • ,, ! ;,r·• .. · /", ---, -:--- • • .' - • • ~ '" - •- •• -- -' -• - -

Fourier cuando se invierte tal expresión .. De esta manéra, Un término que involucra 

una potencia par en k·rll~IÍi~l¡~gt¿~WJ~~;t~·~·~"'~b·~J¡~~~~}~'~'~i~~2~;d~ invertirlo, en 

~:;~~::~;c;;:.~~~::~::%~'.f z~¡~f ~~~l~;d~~~~~~~~iw~.~¡~~~~1!. 
definido-positivo y un decaimiento en ei.infinit()'.~í1:1a·~apró~irT1~C:Yc;n~i:1J()1iri~~ia1es 

~=~:;: ::,~;::~;.::;v;:: :u;~~~1~~~~~f ff~~~~tf~~k±~~:t;; las 
,\;·.<~_;:;_)_>:'~·-_::-'. ,,•: .. ·:>;·_:·:··':;·/.:. 

Los filtros que se proponen ~r¡\este_frabaja;~9n'ias{dej,.BÚtterWorth, los cuales 

están definidos parla siguiente expresió~ e'[l elespaciode FoUrier:. 

(;B;N (k) = [1 + l]~ (kl kc) 2"'J-1 (2.33) 
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donde N es un entero que representa el orden del filtro; kc, un número de onda de 

corte y r¡N es un parámetro relacionado a la t~sa de decaimiento del filtro, en el 
'' ' ' ,,2 •• ' ' •• ·•. ,, '' •. ·•·,,'' ' ·•: '', '' ' ' " 

que .. ··k > k,,=::.G n;N (k) <1/(1.+r¡,v )•.,;,co.m.04'se,,.puede~observar.;en/(2.33),G¡¡;;v·· es 
• --·'- ,, •.. ,_< .. :·.::~--~-:-~,C .·:.;o-~'··-·,_ .. --~-~·/;,,~ __ ,,;,;::,_,·~·- .. _'..-~:._'.:-oc .. :_, ___ ,.. .., 

Hasta el mornento:seha•iriJestigado·el u~Odel miembro más simple de la familia 
• ' ' • • • - • • .: ,• :-··e-~ :., f.• ' '. •, --~ ·• ,.·. - •' '• · • .¿ •· ; ·-··'' • • • ' ' ; '• • ." 

de Butterworth;·Le:~:el·filtro de~ordenúno.C::orrespondiente a N=1. Así mismo, se 
' . .,- 1 • ':; ,- ~:.:· i_: .. ~-~ :..:: ._,,· ;· .. _ " ·-. '· .... • • , .. '. -

escogieron los siguientes.'parárnetrós de los filtros: 
•·' ' - -~ ' ,._, ·::'. •' >- ' .. , . ' 

(2.34) 

De esta manera, substituyendo (2.34) :en (2.;33), con N =1, se obtiene la siguiente 

expresión Pélraláfun(:,ión del fjltro.a·serapiicada de.aquí en adelante (Figura A?): 

La razón para elegir 1: opción (2.34) es ~~e la ex~r~sión q~~ resulta.-para el filtro, 

(2.35), se pÚE3~e V~~ c6m~ la ·~pioxilllaciÓn d~ P~dé, (0;2) al ftltrci Gaui~i~no(2.29). 
-- - _---2,-·- - -- . -- - - - ·- - --· -- -- -

?(i.>:··_,­

Substituyendb la expr~siÓn (2.35)'en .la ecuación (2.21}. y resolviendo para F 
resulta: 

- A,2k2 -
P = F + ------F 

24 
(2.36) 
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Invirtiendo (2.37) se obtiene: 

(2.37) 

Como se puede observar, el uso de un filtro de Butterworth permite derivar un 

resultado más manejable que el que se obtiene aplicando el filtro Gaussiano. En 

efecto, (2.37) expresa una variable primitiva en términos de la variable eg y su 

Laplaciano. 

Empleando (2.37) para la conductividad hidráulica y el gradiente de la carga, se 

tiene: 

A.2 a2K 
K=K- -----· 

24 8x/3x, 

aH 8H A.2 o 3 H -- -= ------- - - ---·---
ax, OX¡ 24 ax,ax,ox.i 

Substituyendo (2.38) y (2.39) en (2.22), resulta: 

...... ···--·---. x-.-- ... ·-· ----·-J 
( 

A.
2 

8
2 
K J 8H A.

2 
B

3 
H 

Q, = K - 24 a;;~a-~,- áx¡ - 24 8x
1
8x

1
8x

1 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Substituyendo ahora (2.40) en la ecuación de continuidad eg, aQ.1 / ax.i = O, se 

produce: 

18 
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(2.41) 

La expresión (2.41) representa la ecuación delflujo.delaguasubterránea de eg, la 

cual se ha cerrado exactamente. Sin embargo,-(2.41) rÍC> es local, dado que el 
. '. ·-

subrayado representa la operación de convoluóión; por lo tanto, esta posee un 

carácter integrodiferencial. 

La ecuación (2.37) se puede resolver para F, expresáhdola como la suma de F y 

un residuo de O(A.2
). Con base .en esta 'ob¿ervadión, se puede realizar el 

producto en c2Ao> y c2A 1 >. y 1os cGatra·t¡rl11in6~ filtf~~os'éiue resultan se pueden 

expresar en términos de su contrap~A~ nb':rnfrclc:l~i~~~';u~resid~o de o(,;¡?y. La 
.,. --: ----:,;·;;~·-:.::_;;'(~-':>~·.:!' ······- - : ·' . -_, ' '. ·. ,, ··- ' -

operación se puede repetir una y Otra~'vez, ;;;~de~niehdo un prc5cedirn.ientó de 

substitución iterada. Su aplicación ·~·c~(.ú))'/c2A-i{r~sulta'r~~pe.~tiv~mente en las 
;, ;";->< _;1 .• · . '?.,";"- ' ' ,, ... · ;~· ..• ·. ·, \'. ; '· . .,._ ~ . '· . q "'.,, - .- ·:;':·· ,,.' ' • 

siguientes ecuaciones del agua subterr~nea y ley de'báréy tocalizad~s,·.;cerracías y 

exactas: 

as A.2 aK a2 H O. = -K · - . . .. 
-.1 ax.i 12 ax, ax,ax.i 

A.4 a1 K o3 H A.4 a2 K o3H 
·------ - -----------

576 ax,ox, ox,,,ox,,,ox.i 144 ax,ox,,, ox,ax,,,ox.i 
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(2.42) 

a_-{K aH + !1:2 ªfi_. ai_fi._ 
ax, ax¡ 12 ax, ox/Jx¡ 

...1.' a2 K a3 H A-4 a2 K o3 H + ----- --- ----- - --- + --- -·- -- -- --
576 ax,ax, ox,,,ax,,,axj 144 ax,ox,,, ax,ax,,,axj 

(2.43) 
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CAPÍTULO 3 

ECUACIONES DEL FLUJO DEL AGUA SUBTERRÁNEA FILTRADAS 

ESPACIALMENTE: ESTRATEGIA-DE SOLUCIÓN Y EXPERIMENTOS 

NÚMERICOS 

3.1. Introducción 

En este capítulo se realizan las evaluaciones numéricas de las aproximaciones 

que se desarrollaron en el capítulo anterior. Se investiga la tasa de convergencia 

asintótica eje las aproxi!Jlaciones, en un pequeño parámetro que caracteriza lás 

escalas sig~lfic;,;~tes, d~r°i'~roble~a. Se examina además la precisión dEí las 
,. '.. . ,_ .. - -~ '.. :· ",., .,t- " . . ,, "--- -·.. - - . 

expansiones: usando variables filtradas exactas que se conocen a prióri;.:fambién 

se resuelven-dir'3{;~cirn~rit~'.las ecuaciones del flujo en escala grande .y~ei'¿()·;,,~ara 
la solución ·ccin l~s ~~;l~bl~s exactas de escala grande. Se exari-;i~a ~~i~Ís~c/ la 

estrategia,;cie.soiuciÓn~··~ef·1as ecuaciones de escala grande;J;-_cu'áT.;tr~i~\:t· los 

términos de ~rd~n ~I~~· ~6mo correcciones a la ley de ... Dar6y_6a,~~~~61;;na;. Se 

resuelven Ía~· :e'é:u'ad8n~s . de·. escala grande usand~-· una ~-~t:ºªº¡¿g{~. d~ 
perturbacio~~s r~ci~18.res!,;.: 

:"~.:~:-. - -;: __ :-
... ,<" 

Para laprueba.a\p~iori primero se genera un campo de conductividades primitivo. 

Luego se c~'16lJh3~T~1~\~~}'b·y:;~1';~f~di·~~nte de la carga primitiva resolviendo·- la 

ecuación de flujo; Lúégo'se,filtra el gradiente de la carga. Las variables filtradas 
' . ---- . -.- .. -·-·¡;_-,-¡·.,i-,.·:·:•-' .. 

se consideran exactas;''.poh:¡Ue~e'calcÜlaron a partir de las variables primitivas por 

medio de Ún filtr~d~ clirect~.Lúego se usan estas variables filtradas "exactas" para 

construir las expansiones de flujo de escala grande. Después se compara, en 

cada punto en el espacio, el flujo de escala grande exacto con el flujo que se 

calculó usando las expansiones asintóticas. Las pruebas a priori se realizaron en 

dos dimensiones. 
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En contraste, en la prueba a posteriori se resuelven las ecuaciones de escala 

grande directamente;· dando únicamente como dato el campo de conductividad de 

escala grande. Cuando se aplique la teoría a la práctica, las ecuaciones se 

utilizarán _en un.~~-l'lti_d() élJl()Steri()ri. __ 

3.2. Ley de Darcyfiltrada 

Las expansihn~s de lá ley de Darcy en escala grande se pueden truncar al orden 

cero, unoydos en )}. 

Orden Cero: 

O. =-KaH 
-1 ax. 

J 

Orden Uno: 

Orden dos: 

- aH A.2 aK a2 H 0=-K -------·--· _, axj 12 ax, ax/Jx, 
A,4 a2 K ª3 H A,4 a2 K ª3 H 

-- --------- -- ---- -------
576 8x/7x, ax,,,ax,,,ax, 144 ax,ax,,, ax,ax,,,axj 

22 
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3.3. Prueba a priori 

El objetivo. de la prueba a priori es investigar la precisión de las aproximaciones 
- -----~-c---"--,~~,---=--"-·--'---:;----~-o----,--_;c-·.-=---- --------- ------

que se presentaron. en el capítulo anterior. Estas expansiones deberían ser 

asintóticas en p~tÉmci~s par~s de un parámetro pequeño e , definido como la · 

relación del. ancH?ºd'~_fi.lt~Ó.8,Ja ,escala de longitud dominante: s =A. I A . 
. -=.:· 

La prueba aprioric()~sia de los siguientes pasos: 

-'-• - -· -

1. Se ge11era . un campo de conductividad hidráulico primitivo altamente 

heterogéneo. 

2. Se resuelve la ecuación de· flujo primitiva, a fin de obtener cargas y flujos 

primitivos. 

3. Se filtran numéricamente el .gradiente de la carga, el flujo y el .. campo de 

conducti~idé3d.hidréÍulico .. M fl~jo filtrado si:! con~ic:l~:a 'ex~ctC>~ ya qu~- se calculó 
. :.,. ~·::_<_.'•e·"· 

filtrando clil"ectám(;íiíe e·1-t1ujo -primitiva. 

4. Utilizando16s ~a16re~ d·e¡ gradiente·.de·· 1a· carg~ ,;"d~18.·6C>rici¿~t_¡JiCtad'hklráulica 
-- .. ,_.-z"i;:>·'--·~-;. :-:·;~" --r'..-:·:· .-;._;:. .,," , - - - - .· . - . .'. ='. _- - . ; -· ,-,,_- ,,__,,.,;;: .• ·· ._ .- , , . '-- -~; _ _,,_~~ ,::_<-· - ~ - _·,,=,;;_ ';""- '"'-~-·- ·.:. ~- -·- , . -

filtrados, se calcula.el flujoutilizan~o lás aproxiníaCiC>nes'de;Ía leyde.Darcy(3.1-
., --· - .: ~ : 

3.3). 
.. . . . - . -· 

5. Se compara el flujo exacto del inciso 3, con el flujo apro~imad~ que se obtiene 

en el inciso 4. 



3.3.1. Filtrado numérico 

Filtrando directamente los campos primitivos se obtienen los campos filtrados 

exa~tos. F:>~~~,!il!':~r" los cam~~s-~e _utiliza un filtro de Butterworth, el cual se define 

por la ecuación (2;3_5).PrilTlero se tran.sforman los campos del espacio físico al 

espacio de Fourier/ utilizando Jn algoritmo de Transformada rápida de Fourier 

(FFT). Por el teoremad~ I~ ¿bn~Ólución, la integración que define la operacio'nde 
• • ' ·C:· ,.,·.~ • ·•· • • '•• - ,. ·'··"""r. -• · - · -,_ ·· ; · -?' ·. ""' '" · · · · · · · - • · • .-.. ' ,;, .•. _-,~~ ~- .e·:~ •r -.(., ; ,:. ,_; , - -

filtrado espacial' . en el espacio) físico se realiza en el .· espaci~ >cie:,: FÓÚri~r; 
multiplicando .. la •. tra~sforÍTladél', de ¡=()IJrierde lo.s campos por la 't'r~nsfor:riaci'~ de 

Fourier dél .filtro_. (src/c~~e11;;;'196~). Par~ .'transformar '1as·.·~a-n:ipos.· .. filÚa·Cici~> d~I 

;:~~:~1~:::t:~~1W!~~~~~~~~f,~~~J;,~~t~r~~~~:~"Jl°~f #,~~J%~s~í'~e 
El algoritmo de·· la Translar~ad~·~e,~bu~i~UoLjiL~'Ini~on'e ~:fiodicid~d en' las·. 

. ,•., / . ',_,. -. :--·- ' -.. -. ~ -· -_,," - ~-"'' . ' . - . .- ...... , ... ·_ -. ·' .. ,,.__ •' -; . . "'' -

datos, de tal formaque~u~.ndo s_e fi1tr~·e11 ei'dornini~dé;Fourier," l()siplJntos que· se 

localizan eri el,ran~6z2l ~:~~i~\ti6;~~-ra: ~~·t~~.~~nj~ri:ii~~~a~hco~ ciatC>s·· .• de la 

frontera opuesta;E~t~E;febtose puede}e{¡itar,"a~;~g~ndó~ero~ efi' los• extr~mos,··de 
modo que los puntgs~f~~~t~;·¡~c;·~·~·~tél"{:i:ó-6taliiiR:~dd'~ ~01~rii~~i~':cori-c~ro~. . .. _ . 

. ·" '• ~;{.::>-'":- ·"-"e-~-,-; - '<::to:.:·,._; "'". ,~·; • - ~?,•"'~~~.o~.·.::· <-'·---· 1
:: • ·- \-~·>.;·_,.::.:_e~';.,:~;:-·, 

Los campos de con'ductivÍd:~h¡~i~u~ca ~~~,s~;J~~~~~rorí;~bn~p~~ió8icos, por lo 
,, ·':', - .. , .,.._., ,_,,,_ ·«s·" ". -· ,-:,,.~; ::;::.::,:·"~--:· ·-. ~ 

cual no presentan•.est=~~~~;()~~,~c~,'.:,r~B1~fui.~:~~:~nlf~i~3~0D;~;~r9,¿~•:.\~~-Í~~T~()5--de--
flujos y cargas simulados no son ! periódicos~:1 por, 1() tant()f'.' los Jiu jos y cargas 

::~c~º;º~~:;:á:::~\~~i,~~~i~~~;~~"~f:\tlif J~~ 1Z!,z:%r~:~~i~:X;;~~:~:~ 
1os resultados. exa~to~;'.Y)_a~,:ª-~cc:>#in1a~iones .sé toma_. só1ame11te 1a .. porción de1 

dominio que no está corif~;.¡,¡na'da/ ' > 

Los filtros de sJ'tt~~()'Ah)~h1ofbuales están basadas las expansiones de escala 

grande; p'r~~~~-~i;·;~l~:.:i,-~'é:Jíá''~~pacialmente. Por lo tanto, el flujo total promediado 
. - - ---" » .'/'--->' •''. 

espacialrnerlte· ~~ · 'el campo primitivo es igual al flujo total promediado 

espacialmente en el campo filtrado. 
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3.3.2. Evaluación del error 

Para determinar el error en la aproximación bidime!"lsional, se u.til.iza una norma L 2 

normalizada: 

(3.4) 

donde Q es un subdominio el cual no está sujeto a contaminación de las fronteras· 

y está contenido en el do.minio primitivo original. Ea; es el error del I! componente 

del flujo, ªª' es el flujo a~rmcimado y 0 6 , esel flujo exacto que se calcula filtrando 

espacialmente la solu~ión del flújo ~pri~itivo. 

3.3.3. Aproximacione~ dis6r~tas 

-· - --- --- - --

Para resolver numéricarh~l1te las ecuaciónés (:3~1) (3.3} se. utilizó diferencias 

finitas. Por ejemplo, e~ una dimensión, las aproxi~aciones dear~en cero y uno 

son, 

(3.5) 

-- --- A2 
k1+1 - K1-1 G1+1 - G1-1 2 

-K. G. - ·--· ·------ ·-·--·---·- +o(~.x) 
J 

1 12 2.!lx 2~ 
(3.6) 

donde j es el índice del nodo, K 1 = k(x1 ) y- G 1 es el gradiente de la carga en 

el nodo j. 
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3.3.4. Simulaciones 

Para las simulaciones del flujo se utilizó un dominio cuadrado de 512 x 512 

bloques. Las condiciones de frontera fueron de no flujo en dos lados opuestos y de 
e=. - - - - - --- ------=o.-~.--=---~~~--o-_-_·----'-----;_-_-._-co'-o=--o"-_e-_oc'._--=-·- --=----- - -- ----=-- -----~-·-- ----o ___ - -_- - - ---- -

carga constante en los otros dos lados {figura 3.1 ). 
' . . - ' ·~ - ' . . . . . . -. -

- '_, ' 

En la figura 3'.2 ~~·iliuestra la conductividad hidráulica. Como se puede apreciar, el 
• ·- -¡.~·S-:··i·;-~·-;._o..·;~;-, .• :.:;>'1.,-. -·--/..,--.-~:·-'·' - ,-~- , ... --·- .__ _ _ 

campo-tie'nemüéhaS escalas'de.vaíiabilidad, . 
- i -. : .·/,: --_,;;, :·"";.,~.: ·- ' . ' ' .. 

La escal~ de l~ngit~d'.~c:lminante A ; del cam~o de .conductividad hidráulico, se 

detérminaa partir del esp~ctté:icie ,en~foia; 'ªsta escala s~ esti1Tl'a-c6mo fa escala 

de longitud asociada con' 1a ~re6~~~~i~'l11ás kit~ del esp~ctro de ~nerg'ía ~Ue está 
, .. - -. . . ',··- ; ¡ . --·-·· .-· .. , ·- ._· · .. - "· . - -- -

en un máximo. De tal modo, siel E:!spectro .de energía es rnáximo>en varias 

frecuencias, A se determina a partir ele I~ fre~Ü~ncia más'alta (qlle: cóírl:lsponde a 

la escala más pequeña). A partir de la figura 3.3 se estimó que A ,,,,; 100ó..x. 

No flujo 

' l _L ________ _J 

H=1.0 [=!- ·- ~~-~-~~~------ _,__ 
0

- _: ____ J H=O. 

-~---L---t-- ----¡ ____ __J ___ , 

-; 

// ¡_~·~~-:-~:_;; -~/:--/~/~-~---_-.. · -,''~-~. /~; ~~-~·: -~~-~~ 
No flujo 

Figura 3.1. Dominio bidimensional de 512D.x x 512D.y, con- condiciones de 
frontera de carga constante en dos lados y de no flujo en los otros dos. 
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3.0 

2.4 

1.9 

1.:?. 

o.eo 

0.25 

-0.:?0 

-o.e.s 

-1.4 

-2.0 

-2.5 

Figura 3.2 Campo de conductividad Log 10 K, o- 1~.._. =6.3, A ""100. 
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"' ·e 
m 
e w 

1.0E+02 

1.0E•01 .J 

···- -1- -1 -¡-
-¡-- ----- --;- -- - ··¡·------¡---;-----· 

1.0E+OO J=;;:=====-==· =-:::.· -; ~ ~~~ '.~~~=rl~-,-- ' .. _J =Jji 
1.0 ~~~~-:~~-:-~::-=~~~:::~~2-==--~:=-!j~:~~~~~~=~º::~~; ~~~-=:~~:::: ~~~~~~1- .ºº 

----------· __ ..., -·------------- --· - ----·- -----¡--~ 

1.0E-01 

:. -:..:~-=- ¡ _-_ :_ 
-- -=---=-==---=--~~-!-.-.-~=-~..:.-;--~ -----~-----------------· __: ____ --·- -----

-¡----·-- --·---!· ;-~~--· ·•. T. --~-----¡- • ·¡¡-·--·-·· 

-==-= 1---;----::-:-~ -- ~~T~-~--~-1 -r ;-21 ~~~~ -=;· 
1.0E-02 

Número de onda adimensional 

¡-
·- ,_;_¡_ 
i ! 
! : 

Figura 3.3. Espectro de energía del campo de conductividades primitivo. 

¡------···· ·-,-- .- ··1 
j 
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La ecuación del agua subterránea primitiva se resolvió usando el campo de 

conductividad mostrado en la figura 3.2. El flujo primitivo se filtró con unancho de 

filtro A.= 206.x. La Figura 3.4 presenta un corte del flujo primitivo y filtrado. 

Las ecuacione.· s3.1.:.3.3 se emplearon como la base<de láprueba a'priorL Usando 
- - '.- ' • • - - - - -- --- ' - ·- - - < - - -· ' - ., - - - ' ' •, .• ··.. . - . - . ' 

los valores exact~sdel campo de' escala. grande~ ]{ •'y (il ;' ~~ calcül,ar,on varias . 
,.... '¡' 

aproximaciories a~Qx~.~.•- Una ·.aproxi~~dió~.,}i~-.ºr~e;~ :~efb;:s~ ;obÍ~~~ '.~~~§~e_C'ia~da· . 
términos·.-~e o~de~'· :;Ó(A.2)· 'y má5.::alto~s;(Üna :aproximacióh'. de . .-or~en·uno, 

despreciando,• té.~mi~C!i:; d~. :c:>~de.n •;Oc'j4
) -~y, rrl:és alt~s. y una'·~pr()~ihJá~iÓ11 .. que. 

,, .«;_, , ·---··. >.: ;,, ... -.é ... •.:.'. ..•• : 
6

·.:. i .. ·; ... ,,, ... , .; .. ;. -- " ,· ·- "·'·- -~•- ·. · '.",. •·--- -
desprecia téf1T1i,i:íos'dS-órdenSQ(A..)'c ·.L.a figura; 3:5_ muestra ·1a_ colTlparacióri'dei/uri -

corte del valo_r exaé::t6~_:¿6·~rra '.el~~aÍor;'.~'pi6ximado de orden cero. c6fri6 -~~ puede 
- ' ,_.' ·-· ,, -~;' - • -·. ·-·- -· •', ; « ~-": - • -- ,• .·-,. ·:··, - i -·- - .-• _.,_ .. ' - '," . -. ,. . -· - - . . . ..•. -. - ', ... ,. .• 1 ' - ._,._,_ •.. :. -

observar; ··•-1as : ~os ·so1u7iOnes difieren 'sig n ifiCantemente . e11 ··. alg un.as partes .del 

~:::".':~if.~!j~~:t~;~f~~~:_• •. ;~J2lt~·;:• ~~d=~m::;jci~~~~t:;:~i:~:. d~ 
. "'.,·,_ ;-' 

concordanéia. érlfre la Solución éxaC::ta Y.la aproximación es excelente .. > 
, '. '< _, '· _; -.-; •• - ·.' • • -- .,.__ - ,- • ·, -' ; • ·' • - ~ - - ' -· •• • -· • ' •• -

.. ':"'' 
->.::.~· <,-- ·- " <\' ; ~ 

La norma del ~~~ror- t;,·dibfirfüfo{cófü(¡I~ difJreridac~nt~e.la~bluci~ri- aproximada y 

la exacta, se obtuvo;para .·dif:reh~es'; v~l~:~~·~é2'deTX·./ L§¡ tas~- (!~<convergencia 
calculada se muestra.'en la figura 3;8;Las p~ndientes:de~~t~slíneas confirman la._ 

tasa de convergencia teórica· de'.·. las aproxilTl~cione:;. ,esfo':es}lo's:errores.: son 

proporcionales a 8
2

, 8
4

, y ~i; , para las apr~xÍrr;:~ci~n~~· d~ ~~de~ c~ro, urio y dos, 
' ' 

respectivamente. 

r·-- .,, 

1 r:·' 
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2.0E-02 

1.SE-02 

1.6E-02 

1.4E-02 

1.2E-02 

Qx 
1.0E-02 

8.0E-03 

6.0E-03 

4.0E-03 

2.0E-03 

O.OE+OO 

o 100 

1----flujo primitivo! 

1- -_:_:_:_~uj~filtrado 

200 300 

y 
400 500 600 

Figura 3.4. Flujo primitivo y exacto filtrado a lo largo de x = 11 O. El ancho de filtro es 

A. =20fu:. 
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1.BE-02 

1.BE-02 

r~~-;~cto .. 
1.4E-02 ······cero 

1.2E·02 

1.0E-02 

)( 

o 
B.OE-03 

6.0E-03 
,\ 

4.0E-03 

2.0E-03 

O.OE+OO 

o 100 200 300 400 500 600 
y 

Figura 3.5. Flujo exacto y flujo filtrado aproximado de orden cero Q_. (11 o, y)' A.= 20Li."\:. 
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1.BE·02 

1.6E·02 

1.4E·02 ·------. ---exacto 

1.2E·02 

1.0E·02 

)( 

o 
8.0E-03 

6.0E·03 

4.0E-03 

2.0E-03 

o.oe+oo 
12 112 212 312 412 512 612 

y 

Figura 3.6. Flujo exacto y flujo filtrado aproximado de orden uno Q., (11 O,y), A.= 20.6x. 
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1.GE-02 .--------------------------------. 

1.4E-02 

1.2E-02 
[
__:;;.::;exacto 
-_: - - - dos , 

1.0E-02 

Qx 
8.0E-03 

6.0E-03 

4.0E-03 

2.0E-03 

0.0E+OO '--------------------------------' 
o 200 400 500 600 

Figura 3.7. Flujo exacto y flujo filtrado aproximado de orden dos Q .• (110,y), A.= 20.óx. 
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N 
-' e 
Q; 
a; 
-e 

"' E o z 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

·-~ 
1E-05 F~-::--~---·~::~---~-· -:-;; -_;;.--·¿~_ -- -·~ -- --/'--,---,--;--,-1 

1E-06 

1E-07 

'. :~~~==-.,----.: . :--L~· ~-:--~ J -
.. ------·----- ·- ·--·-- ---- ·- - ------ -- . . . - ·- - ·-- --

~~---:-~~-~--:--~~_; _ _:.__- -=-~:;__·-=--~~~ - __ ;_~ -~.,..;::~~~ 

1E-08 
0.01 0.1 
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orden cero 
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Figura 3.8. Tasa de convergencia calculada de la norma del error f. 2 , para las 

aproximaciones de orden cero, uno y dos. 
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3. 4. Ecuaciones de flujo filtradas 

Ecuación de continuidad filtrada espacialmente: 

'V· q=O (3.7) 

Combinando la ecuación de continuidad filtrada con la ley de Darcy filtrada se 
·' 

obtiene la ecuación de flujo filtrada. 

La aproximación de orden cero es: . . 

ª·(KªH)=O oxj axf 

Aproximación de orden uno: 

Aproximación de orden dos: 

a { aH A-2 aK a2 H 
ax I K ax.i + 12 a.;,. 8;,á-:S 

.. 1:1 8 2 K 0 3 H A.4 8 2 K o3 H 
+ ·-·--··-·-·- ·-------+ -·-----·····-----

576 8x/Jx, oxlllaxlllax i 144 ox,ax/11 ax,axlllax.i 
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Estas ecuaciones requieren estrategias de solución no convencional, debido a que 

contienen derivadas de orden alto. 

Para evaluar la importancia relativa_ de los términos de la ecuación de flujo de 

escala grande, se ree-~¿;¡ben, l~~~~~~~~iciries en -for~i- adimensiC:mal, con los 

siguientes parámetros de es~~l~nliento (por sim~licid~cl ~~ p~~senta el análisis en 

una dimensión): 

X 

A 

1-f"(x) = H(x) 
b..H,, 

H. 
o = f-!.~--

6.H" 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

donde J\ es una escala de longitud característica; K 0 una conductividad 

característica;· H0 y H 1 son condiciones de frontera, y D..H1o = IHo ~ H1 I · 

Definiendo también un pequeño parámetro s como la relación del ancho de filtro 

a la escala.de longitJd ~a;~dt~-~ística A, s=A. I A. El pará~~tro e aparece en la 
;:,_· . ·.: .'-., '· ·" ·-f·. . . 

solución numérica del flujo. Escalando la ecuación de flujo filtrada con ((3. 11 )-

(3. 15)), las ecuaciones de orden cero, uno y dos, se transforman en 
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a { . afi· e 2 ak-. a2 i-I-.­
a;~ K ax~-+ 12 ax; ax;Eix~ 

e4 a2 K-. a3if... e4 a2 K. ª3 H. 
+ _., . . ·-;----;- . . . + -·-- ---.- -· ;-· . -- .. .- --;;- . -. 

576 ax,ax, ax,,,ax,,,axj 144 ax,ax,,, ax,ax,,,axj 

+ t:a ( axf ;lf i: !~i~ + ~;· a;,;;f;~!:ax;)} ~ 0 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

Cuando el ancho del filtro es pequeño en relación con la escala de longitud 

característica A, se tiene que 8 <<l. Las ecuaciones cuyas derivadas de alto 

orden son escaladci~- _.p9r .up pequeño>parámetro, se les conoce como 

singularmente p~rturbada~-(B~l1de~y0rszag, 1978). Por ello, la ecuación del flujo 

de escala grande a~ell1ejaU~a ~cu'a~ión si~gulár~~nte perturbada. 

Es común que la sol~d~n;'áe'.las·.~gu~·bibri'es;~·~i#gúlarmente perturbadas sean 
··;, ·-;. ·,:; ,. .... , -.~ ·:,~ .,. ~:.' .·,'. º· ,';..-;r,. 

inestables. Por lo tanto,{ son ,difíciles:de.:Obte11er al.in -numéricamente ,.(Kaper. y 

Garbey, 1993). Sin errioargo',• el sistem~1foÍtrad~deb~ría~s~r.inés(suaveY más .. 
estable que el primitivo:._cÜal~~i~;tcl~s~~;p~iÓ~·é·rll~iei~áii~~-d~j sist~~~ debería. 

mantener esta propiedáé(; pbr 1~' clJalse sÚporíe' qÚe' ícii{té'~;i,"j~~~t:ci~·' orden/~lto. . - ' ·- - . - ,' . - '. - .. --- . . ... - '· '. '· .- ,- .. - - . -' ; - . ·. - ·- '~ - . -.... ; -

(3.17 y 3.18) son .corrÍ3~¿i0néspasi\Jél5.a la aproximación'. de orden{ce'ro (3.16) . 
. -,,,··:.·;'•,. . __ . __ "'--~ ~ --,: ·:·:<> .. , ..... , .. ' ,·· ', _,.._: :·,"-·.-~: .. ~:,··:· .. :.,,'·,>·~¡-•;'">',, -,;.-:>'"'~·-,-,,_ ', 

Son pasivas, eneJ ~sEi:l)tido que ng é!fe!ct~ Iª ~stabUiªag deL~ist~n:,Ei~ _Et_ método 

numérico que se ÚtilizÓ ~stábasad() e~ ~~ta suposición. 
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3. 5. Prueba a posteriori: Solución de las ecuaciones del agua subterránea en 

escala grande 

La ecuacióncd=-~s:~~C:ºg"~.ªllde del agua..subte~r!1n".laJ~-~~) ~i~volllc;~a_ derivéldas de! 

alto orden, lo que, iínpHca c_ondiciones d~ fro11tera ~dic,ionales. ¡:>ara 'evita'r estas 

nuevas cohdici6n~~ /de) fronte~a~ 'se empleó la·.·.· ~strategia de_ pertürbacioryes 

propuesta por Be~kie ,E:!t~L (19961:i )y Ald~;r;~ ~t~i. (1998). 
. ·' •.. ~ •• ,.¡·.,,; . - -- - -

,•,_.:.::~ ___ -->;_ ::,. -.·.·: ' -- .;_:,:·· '.-~-- - -. ' ~ : ' . ·-.' -. 

Se supondrá q~ed~ car~a:de escala grande, H, se puede expa11dir en una serie 

de perturbac:;i~nes cOmo'sigüe: • 

(3.19) 

donde H 
0 

; H 
0 

+ & 2 H 1 y H 
0 

+ &
2 H~ + e 4 H 2· representan respectivamente la 

< ) ·- •• ,. 

solución aproximada de orden cero, uno y dos, a la ecuación de agua subterránea 
. . ·-

de escala grande, y 

&2 =(~r (3.20) 

con A representando la escala de longitud dominante de las variables de escala 

grande. Se supone que e << 1. 

. .. 

Sustituyendo. (3.19) · .. en (3 .. 16 -: 3.18), se obtienen las. siguientes ecuaciones para 

la solución del C>rd~n cero, H 
0 

, corrección de ord~n úiio, , H1 , y corrección de 

orden dos, H 2 : 
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Orden cero: 

(3.21) 

Orden uno: 

(3.22) 

Orden dos: 

(3.23) 

Como se puede apreciar, las ecuaciones (3.22) y (3.23) son forzadas por un 

término no homogéneo que contiene las solucione.s de orden más bajo. Este 

término no homogéneo se conoce si las ecuaciones se. resuelven en forma 

secuencial. La ventaja··. de .• este rnét~do e~ ci:ue_ ·· ~Ólo, se ... tiene que res~lv~r la 

ecuación de flujo estándar:· Losc:térmi.ños 'cie la perttirba~ión entran como una 

función explícita en el 1áá6cler~6t10Y e · ...... 
'-~ _.:':~ .. '• - ... ,-<-:·~ :·~:.:>··,.._-~·:.\' .' -. 

En vista de la nat~r~leza d~ I~ s~rie de. perturbaciones de (3.19), la solución de 

orden cero, H 
0

, satisfa~~ l~s ~ismas condiciones de frontera de Dirchlet que H, 
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y las sucesivas correcciones, H 1 , H 2 • 

condición de frontera. 

versiones homogéneas de la misma 

Se utilizó diferencias finitas para resolver las ecuaciones (3.21) - (3.23). 

3.5.1. Resultados 

. . . 

En la figura 3.9 se muestran .el flujo filtrado exacto y el aproximado de. orden cero. 

La figura muestra la co;;,po~e~t~<del flujd €ln dirección x, a lo largo de _una sección 

localizada en x= 110.- Come:> se pi.Jede óbse~á~: I~ aprC>~imadón de orden cero se 

desvía considerableme~te; c:l~'}a ~ÓIÚción ·. e~a6ta}; 
- ,_ ,-.... -~": > . 

·.--,,-. ·~::. - -· :,,-". ::' ~ . /· 

Los resultados,q~e-~e;'Tu~st~~n.er1\1a'~g_ura 3.1i'so?·rriuy~alentacjoh:?SíYª que la 

aproximación ·cie 6rd~r{~6~;~~p;ácti6am~~te)~l1~lct8~-J~-~~:í:~~!~·~.:~~#ct~: · 
~' , .. _. "'.f.'. .;.·<:" 

~~~~~E~i~~~;~~:;~~~~~~ii~f !if ililJiNl~i~f iIª{'i~ 
muestra la tasa de convergencia calculada:_ Cómo se puede observar, se confirma 

la tasa teórica esperadci. 
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1.BE-02 

1.BE-02 ·' ·' 1: 

1.4E-02 

! .....:.==::=eXacto 1 
' • .. • • • ·cero 

1.2E-02 ··------·· 

1.0E-02 

>< a 
B.OE-03 

6.0E-03 

4.0E-03 

2.0E-03 

O.OE+OO '--------------------------------_. 
30 80 130 180 230 280 330 380 430 480 

y 

Figura 3.9. Flujo exacto y flujo aproximado de orden cero Q .• (110,y),con s=0.2 
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1.BE-02 .-----------------------------------, 

1.6E-02 

1.4E-02 
---exacto~ 

• .. - • .. ·uno 

1.2E-02 

1.0E-02 

)( 

o 
B.OE-03 

6.0E-03 

y 

Figura 3.1 O. Flujo exacto y flujo aproximado de orden uno Q., (11 O,y) , con li = 0.2 
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1.BE-02 

1.BE-02 

1.4E-02 

1.2E-02 

1.0E-02 

>< o 
B.OE-03 

6.0E-03 

4.0E-03 

2.0E-03 

O.OE+OO 

30 80 

r------;xaclo i 
1- - - dos 1 ·--· 

130 180 230 280 
y 

330 

Figura 3.11. Flujo exacto y flujo aproximado de orden dos 
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1 E+OO 

1 E·01 

, , 
1 E-02 / ./ 

~ 

g 1 E·Ol 
/ 

"' o; 
"C - -Pendiente = 6 

"' § 1 E·04 1 

o z 

1 E-05 / 

1 E·06 '/ 

1 

1 E-07 I/ 
o 01 o 1 

Lambda 

Figura 3.12. Tasa de convergencia de la norma del error e 2 teórica (línea 

discontinua) y la calculada (línea continua). 
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Para eliminar efectos debido a errores de truncado en la evaluación de la teoría, la 

solución de las ecuaciones de escala grande se realizaron E:!n. la.rr¡isma malla que 

se utilizó para resolver las ecuaciones primitivas (262144cEÍldas); 

~-;±~~-o"=-~·o'~;~=-.~~-1~:~,;~="-=~-=--'~~~:~-'00~ 
Las figuras (3.13)-(3.15) muestran la solÚción de,las; ~c:úa".ic:>ll.~~;de e.sc:c:¡I~ grande, 

en mallas menos densas que la que se utilízóc~p~~~~:resolver lastecÚaCiones 

primitivas. Se utilizó Llx = 2, 4 y 8, que corre~po,~den respectÍv~rrierite a 65536, 
. . ::, ". '.,-·:·'-~'·'·.· ...... ':~.'..----~~:-~:':?T,·;/c:··>''.'::::·-'>' 

16384 y 4096 celdas. Como se pued~ obse:rvªí.· aúri con muy pocos datos los 

resultados son mUy satisfactorios: Las'figuras rnuestran la componente del flújo en 

dirección X a. lo lar~o el~ G~~ sécéión l~caÚz~ci'a en X =.256. 

4E-02 

3E-02 
-exacto 

3E-02 

2E.Q2 

>< o 
2.E-02 

1.e-02 

5.E-03 

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

y 

Figura 3.13. Flujo exacto y flujo aproximado Q_... (256, y), con ti.i;; = 2.0 



)( 

o 

7.E·02 ----------------------------~ 

6.E·02 

5.E..02 

4 E.02 

3.E·02 

2.E...02 

400 450 500 

y 

Figura 3.14. Flujo exacto y flujo aproximado Qx (256,y), con ó.x = 4.0 
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o 

1.E-01 

1.E-01 

1.E..Q1 

B.E·02 

6.E-02 

4.E..Q2 

2.E-02 

I
' Exacto 1 
:=--A.E~~~ 

O.E+OO ~----------------------------~ 
o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 

y 

Figura 3.15. Flujo exacto y flujo aproximado Qx (256,y), con ó.x = 8.0 
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CAPÍTUL04 

TRANSPORTE DE SOLUTOS EN MEDIOS POROSOS EN ESCALA GRANDE 

4.1. Introducción 

Los modelos de transporte de solutos que existen en la actualidad, se pueden 

clasificar como modelos en escala de poro, modelos en escala de laboratorio, y 

modelos en escala de campo. Estos modelos solamente pueden simular u'n cierto 

rango de escalas,'. 

Los modelos que·';se;:utilizan para determinar políticas de uso y de restaú~~ciÓn de 
. · .. ·• ·.·' .. ,:; ,.. ·• ";>"'· ... ~' 

acuíferos .son· los .• modelos en escala de campo. Sin embargo, los pr~cesos qUe 

ocurren .. en ..• escalas más pequeñas determinan mucho del ' comportamiento 

macroscópico; 

El siguiente ejemplo muestra en una forma muy clara la influencia que tienen los 

proceso~ de las escalas pequeñas sobre las ~scalas grandes. 

Primero, supónga~éq~~~~una ~scala muy·fi·~a,se modela un campa'de velocidades 

primitivo o exácto(figu~a.4.1). Supóngase tam. <bién que se modela el transporte de un .. . . 

salute como~~ pr¿cei~6 purarT1ente advectiv6~ .. E~ láfigura 4.1,:s;~:¡).'.i¡;cj~ observar que 

el campo de velocidades no es uniforme, por I~ cual un soluto n'i'.> vi~ja como un todo, 

sino que algunas partes están desfasadas con respecto a otras, viajando más lento o 

más rápido. Esto da como resultado la típica curva de llegada que se muestra en la 

figura 4.3. 

Ahora considérese que se modela exactamente el mismo problema, pero .en una 

escala de malla más grande (figura 4.2). En esta escala solamente pueden resolverse 
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explícitamente las componentes de escala grande del campo de velocidades primitivo 

(exacto). Como se puede observar, el campo de velocidades de escala grande es 

mucho más suave y le falta la variabilidad de escala pequeña del campo de 

velocidades exacto. En esta escala, un modelo de transporte puramente advectivo 

produce la curva de llegada que se muestra en la figura 4.4. Esta curva es imprecisa 

debido a que no captura los efectos de la variabilidad de las escalas de submalla. Si 

se examinan las .. curvas, da la impresión de que la curva de llegada de la escala 

grande es muy brusca, y que si se dispersara ésta sería más parecida al modelo 

primitivo. En otraspalabras, el efecto de la advección de submalla se puede aproximar 

sumando disp'.er~lÓn\al modelo de escala grande. La dispersión que se le pone a un 

modelo de trah~p.brté de .escala grande, adicional a la que correspondía originalmente 

al mod~lo brÍriiit_iyC>.~·.se I~ Hama dispersión realzada (Gelhar y Axness, 1983). Por lo 

tanto, esta dispersióri:no es más que una aproximación, un modelo de cerradura, a lo .· _,,. ,,· ,, -. •., ·.,,·' , __ .' ,, 

que en realidad e~ ~61~1l1~nte ~c:ivección en el modelo primitivo. 
:·• \ .- . ~-~~--; ··.: ,~-- - . 

.. 
Este ejemplo ~u€litrá' céirno un proceso de un modelo primitiv(), advección, se 

representa en uíl\rr!'()~~íb::_de escala grande por medio de dos' P~?cesos:'.advección y 

dispersión. La ccir,i~iª~~-~~·f!ispersión adicional que se reqllier~ e~ll.el foo~~I() de escala 

grande, se·increme~t~ t'.:6fíf"ormela propo~ción del camp~:/d~\J~16d<:r~d~~primitivo que 
~ . . -. ,._ ' - . ' 

cae en las escalas más firlas'se inéremel1ta. Por lo tanto;· la· dispersiÓn adicional es 

dependiente de la escéliá~~.cll~ndo;(;c)iriCideri la' escala .de la malla .y la escala del 

modelo primitivo, ;,o es net'.:~sél~ia I~ disp~rsión adi(;i6nal. 
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Figura 4.1. Campo de.veloéidades primitivo. 
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Figura 4.2. Campo de velocidades de la figura4.1, en una escala de malla que es ocho veces 

más grande que la escala del campo primitivo. 
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. . ..·· ·. . · TÍempo ·• .. · . . · 
Figura 4.3. Curva de llegada de un soluto, transportado por el campo de velocidades primitivo 
de la figura 4.1. · · · 

1.0 
/ 

0.9 / 
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e: o:s 
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'E 0.4 Q.l / (.) 
e: 0.3 ! o 
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.0.2 / 0.1 

o.o :' 

4000 5000 6000 7000 8000 
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Figura 4.4. Curva de llegada de un soluto, transportado por el campo de velocidades de escala 
grande de la figura 4.2. 

52 
..... -- .. - - ... -- . ---
1'F.~·: ~\ - .. ·. - ¡ 
i /. •· , . -, . , • T 1 

________ '."::..·~~-__¿-_ _:_._:~_:..:.::: .i.~ J 



4.2. Ecuación de transporte filtrada espacialmente 

.-~ . . . - .. - -~ ' - ' . . ' 

Para desarrolla!'. el ~~d~lo de trans~brt~ lo primero que debemos hacer es definir un 

modelo para la dinámic~ de la es~ála pequeña, el.cual se filtra'para producir el modelo 
- --,, - -- - ----- ---- -- ---_ _.o- -·-~-=00,0----0--0-:-·:c_=- - - --=----:-_-·.:-=co=-- --= -

de escala grande; Definiendo el l'Tlodelo_de transporte primitiv~ como: 

i?_c;_+~-(v e )=o 
ot oxi ' · 

(4.1) 

donde C(x,t) es el campo de concentraciones del salute [/i'3 J y v1 (x,t) es la 

velocidad lineal promedio e I t . 

Filtrando espacialmente el modelo primitivo, se obtiene el modelo de escala grande: 

oC o (·--)= ---+---V· C O º' oxj J 
(4.2) 

El término advectivo filtrado (~ C) se puede interpretar como el efecto que tiene la 

advección del modelo primitivo en las escalas grandes. 

Separando el término advedivo filtrado (~ C) en componentes de escala grande y de 
.: ; . . ~ . 

escalas pequeñas·.(Beckie, et a/.,.1994), 

(4.3) 

o bien, 
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(4.4) 

El término {1} representa la advección del salute en la escala grande, debido al campo 

de velocidades de escalas grandes. Este término no requiere de ningún término de 

cerradura c:i'e submalla dado que contiene solamente variables de escalas grandes. 

Este es una cantidad no local ya que está integrado espacialmente. Un término no 

local es aquél que depende de variables que están a su alrededor. 

El término { 4} re¡:>resenta la ¡:¡dvección de las escala pequeñas. 

El término{2;:~'~ 1a)'~ci,~ec~iÓn ~~Í 'campo ,d~ concentraciones de submalla debido al 
_'..o::,,, ... ;._.:'~''-' :_,_;_ -_i- . ' ' . . .. -- .. - .. __ " - -. ·_,. - . -

campo.· de v~l~~id~ci~~"ci~ ¡~~".~~c~l~s'!:ff~ndes. EL término {3}. represénta. la. advección 

~::o:::~~I~~¡f~"j~i~i~~·~iJ~f~'~~{gc~~~~¿··a~bídO .~ las·· fluétuaéiones de 
o::~:::- ·. : ·· .. · ~:· ., ~/:~~ \ "i ·--';. ;/· :.:,,::·: .- -. :._~· i-o.::..o:- ' •' 

Los términos•cruzados~toman:e~'.c~ent~1a•ádvección ·Cie{escalapr\mitiva'\ que,ocu.r.re . ~' ~- ·:,;_ :> :~ -~< ~: ~- -~_:~~--- _·:: ~r-~.;~~ ~-~'. .- -_;:;~_ .. :· ·.'.,::·~-'-_' __ ;· '..~. -·;_ .:~. ~~; -~· __ ·::e-.'.-.- .. :<· -: : ·_,_·.~ -_--\ .:.:·; --:.-~~~-~ -_._:·:: :;~_-_,:~·~{,::.- -- -~-==-· -· -~-:~::'.· .:'~~' .- '.~_:_ -____ :;~·: __ --'.'.- -~--- :-_· ~ - - ' --

en escalas•.cerca:cie{límite•entre'1asescá1as·9;:c1ríc:ies·y'pequeñas:.Esfos térmíríos .no 

son importantes ·~n sist~~~~ >~~'16~ ~uales I~~: c;~r!rlpo~:.de· v~IO~cld~a ~arf~~ en dos o 

más escalas ampliamente .separadas. Estos términos son más significativos en. 

aquellos sistemas en los cuales'~, campo de vel~cidad varia en un rango de escalas 

continuo. 
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4. 3. Modelos de cerradura de subma/la 

La ecuació~ .de transporte fil't';~da ~ontitane términos tanto de escalas grandes como 

de escalas'~eqÚeñ~~. E~to es lo que se llama Í..m proble~a de cerradura. Para cerrar 

esta ecuáci~~~~~-;h~~~~~ari~~;presarla solarl1e~te~i3'11-términos de escalas grandes. Se 

citan algun6~ ~ét6dos que se podrian utilizar con est~ fin .. 

Quizás el modelo de cerradura más simple es la cerradura Fickiana, la cual depende 

de un coeficiente de macrodispersión D ;k : 

- -- . oc 
.C=\l'.¡C -D1r-­

' I OXK 
(4.5) 

Este modelo tiene la ventaja de su simplicidad. Aquí, el reto es determinar una 

expresión apropiada para elcoeficierite de macrodispersión. 
. ' . ,.' ;·-·>.·; ., 

El análisis de la macrodisp~rsiÓ~'Y de1'sf11~·delo c::le Fick han sido un, tópico de 

considerable investig.~ciÓni'en~~l'.~~rnPti''dé(ag~~;fsubt~~ránea,a~nque~la .. mayoria se 

ha hecho en un m~rc6'i~~tod~i;i6~i·:.C3~1~~~\Jy-A)(~'~i~ c198:3>.' 6~9~g c1'984. 1988), 
-;.',--,, ... -'-·-:C:·~,~>.::.'..·.=f:y ::-;'.''. __ -_y;_:,;;_·:._.-._--, .. ,:,_,.:·>/'.:"·~~>"<.·--:~·--·.:.--_:~;:-:o<.-.· '~ ··:· .. --'~._:- · __ .; <--

Sposito, Jury, y .G~pta'.(1986),•.~e~ma~; ;\f\(int7r.:~y_Newrnan((19B7t Sposito Y, Barry 

(1987). El problemF-d~HF6tz~+~~~1?f·~~.~~:~.B~~~·.~}f í6aj~~·:e;\6~~rit~! ~l····ef~cto'• d~ la 

escala de la malla numérica ,en .. la' macrodispersión,· pc:i~ 1~' ~ui:il ~()' sori directamente 
,· : . '"~" './ (·~ - -·, ·¡:. • .,\·:,k. _'._·--· -

aplicables al. probleml:l dela cerradüra'de.subrnáUá; 

Las teorías ~stocásticas de dos partículas, de Dagan (1990, 1992), Rubín (1991) y 

Rajaram y Gelhar (1993), y los métodos de momentos espaciales de Kitanidis ( 1988) 

ya consideran el efecto de la escala de la pluma sobre la magnitud de la dispersividad. 

Estos resultados muestran que la magnitud del coeficiente de dispersión de la pluma 
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crece conforme la pluma crece ~~ escala: De hecho, ·-conforme la pluma crece 

experimenta \/ª~iab.ili.d.~d~!S. ~r v~l?cidad de escala más grand~s~ ./\~illli~rn(), la 

variabilidad de I;:;. velo¿id.ad ~n escala~ hi'ásgrandes que la plum~ solalllent~ barren la 

pluma completa, pero no1a,diserl1inaíl (Rajaram y c3e1har, 1993). . .· 

En estos e;tu~i6~'f:j;'f~6-tst~·~t-ei ~o~ficient~ de dispersiÓ.n es unan,edfd~~de-la tasa 

a la cual crec~n h~i;~b~~~t~~ ~~gundos espaciales de un~ pluma:::o{cihctcoeficiente 

describe a u ria sola pluma; ¡;;ra:aplicar este modelo a un sitio coh··~~itf~les plumas se 
·-· . -· ' ..... -.. ;-·. . . . ·- . ·... ~ --- . . - - .· --- , - . . , . -

requiere qu~'bad~ ,·pluma\~~ª descrita por su . propio .coefi6ierite?de:·'cii~persión. En 

contrast~. '1~ ide~·~ti;·u~h-ibdelo de filtrado espacial de esc~la·¿,:~;rici~·~s desarrollar un 
- '·' ,-.-; ... __ , . ' . ····,· ', , ' _. -

modelo de berfa~í.l'r~ q~~ l:l~ una propiedad de cada b16qJ~ d~ I~ m~lla de un modelo 

numérico. 
_,_;'.·\).'.':-' 
'i"':· 

:. '.. 7' : ~ 

i ~ ~ .';--'.: 

.. T~~-,~'.::·~; __ ~}:, -.· < ,· : ; ·. 

Además .del.rriod~1o:c!~Fick,· .. •ha'/•otras aÍter~~ti~a~~})~rC:~~l.rtlodelo. de la cerradura. 

T 0mpson··f~-G~~J(?f~~~~~'..d~sa:~ro11.f:.r~:~ .P ~. fü,~.~.~1fa~~·f~;iP~~~.~~ .. ~,~·~r?.~n1~.'?r~;.n .··en. 
el cual la·di~á.l11ica.:d~l.flujo.di7per~ivo :es go!Jerna,dae:por:.~~a ecüél?:i911 sep~n:1da,• en 

::: ~:.rl~~j~~~~:~::t;;:;{;~"f:i'i4~,~Í~~~~li{~·~~~~~~~~¡f j·2::: · 
(1986) des::irrc)~laror)su modelo Ul:Jan~o· •. uri ét?rriediad}~·de v_?ILirl"t~h.P.~r: •. e~calarun 
modelo de I~ e~cala éf~' poro aes¿ala'.de la.bbr~tdiio:? ··· ·. ·.~.. . ' · ··· 

G raham y M~~~a Jg\\I~~ () 989): u1;1~#;i,~"Q~~ e~t;;¡~}~'.{;~;1~~~r·~~b;6cJps~~ y Gray 

(1986) dentro· de .. Uri marco. estocástico .. Ellos. modelaron eÍ fl~jo • dispersivo ., usando 
~ ... - ·. .. '. -. ~··. _., . ,· ' .. - . - ·:·_ : ,· ': ... ,. - -.: '. ,;• ,·, . ·: :- ; -,; '. . .. :· ,.,,_,, __ - . - ;· -. ,. ·- - ' . - -

momentos· estadísticos de; alfo orden tomac:lo's de.las variables~.c:ieí:modei'o primitivo. 
• ' • ~ -·- •• • • •• ' - - -- •• - • • ••• - ,, ' - ".. "" .. • .> -- •• -. ' • • • .;-.--.-~- ., " • 

Estos momentos estadí~ticosse.pueden ·usar par~· hac('l~ sup~siciones probabilísticas 
acerca de la~ var¡~blesdel modelo. . . ..· . ·.· .. . . .·. 
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- -- -------. - --

Rose (1977) desarrolló un_ modelo de, escala grande para transporte en un campo de 

velocidades espac:ial111e11t~ peter~g~rJ_e() e ir1variante en el tiempo, con una estructura 

de correlación espacial similar a: una 1:J'ri:it'.i1encia completamente desarrollada. Para 

derivar un model~ d-~ t~anspo'rte ~n escala grande, Rose aplicó métodos de grupo de 
- -· -- --' ~- - '--~~"'"- '.~··-'-~'""'-~·~=.-'o=o.:;-~~~.=.,.-','-i'-.==-~~· -o -.=-o-.·.='o--o o -"o;--_oo.'--·-

re normal iza ció n de n1eC:~nic'a estadlstica·. Los métodos de renormalización utilizan una 

mezcla de promediado.pr~babilístico con filtrado espacial. Los filtros espaciales se 

usan para definir las escalas grandes y las pequeñas. Los términos de¡ cerrad_ura se 

reemplazan por medias estadísticas. Las escalas -de _ la -- malla - se-· ·tratan 

determinísticamente. El modelo que se obtiene contiene ün'itéimino'd~-~d\lección de 
' - ·.·, ·.,.· • ' ,, ·"' < 

escala de malla, un término de macrodispersión 'de Fick.- l.JnYtérlTlino estocástico 
.,.':~-· ----~-'-'__-'··-· . .· .. _. __ ;,_ ., .. _·; ; ... ; 

llamado "advecci~nde remolino", y otro términ~ qúé Rose dés,cribiÓ como "advección 

de escala de malla ~e una densidad no local". El. t~,~~i~Ó d~ adv~c~ión de remolino y 

el término no local toman en cuenta 'el>acoplélmi~l"lto.entre las escalas grandes y las 

pequeñas. La.coriibinaciÓn del filtrado ~5¡,~6Iél1 c6n un promediado probabilístico de 

las escalas pequ~ñas, hace de la met~doló~la de renormalización una alternativa 

atractiva. 

4.4. Transporte a priori 

Utilizando la teoría desarrollada en el capitulo 2, los términos advectivos filtrados se 

pueden expresar como 

(4.6) 
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Esta ecuación representa los términos adve~tivos filtrados, y es no local dado que 

posee un carácter integro-diferencial. La_ ecuación se pueden expandir localmente, 

empleando (2.39), de la siguiente manera: 

(4.7) 

La expansión (4.7) se puede truncar al orden.cero, uno y dos en J~2 

Orden cero: 

(4.8) 

Orden uno: 

------ -- -- ;t.2 ac av. 
VC=CV+----1 

J J 12 ax/ ax¡ 
(4.9) 
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Orden dos: 

(4.1 O) 

4.4.1. Experimentos numéricos 

En este punto se r~alizan l~s evaluaciones numéricas de la. aproximac1on de la 

ecuación no locaÍ (4:6). Se examina la precisión de las expansiones usando.variables 

filtradas exactas qu~.s~'ccfüo(:en'a priori. Para la prueba a priori se calculan,E)I flujo y 

el transporte e~ uh :dampÓ\cie'conductividades primitivo. Luego se filtra. el campo de 

velocidades' V ¿~.,d~~f~acio~es primitivo. Las variables filtradas se· 'cdn~·ideran 
"exactas;, p~~qu~~cs~~6~f6~'i~~on de las variables primitivas por medio c:1'iún fi'rtrado. 

·e;_ .!':•• ., . ·•;·"·, -:::;::_,,c:,-";_::_, - .• 

directo. Luegose_~s~n ~stas variables filtradas exactas para ,construir las expcmsiones 

del transporte_ ci'e ~~~~I~ grande. En seguida se compara en ·c~da p~hto ~el ~spacio, 
el transporte ~~~~~~i¡ih:i_graride exacto con el transporteqüi-~~-calc~lo tis~ndo las 

expansione~.a~i~tÓtih~s. 

. . . . 

Las pruebas ap;i$ri~~_re~lizare>ri en unAominio cuadr~d~ de 51z x 512 bloques. Las 

condiciones detr~ntera'·paraelJIDjofueron cie carga.constante en dos.lados opuestos, 

y de no flujo en 16s otro~ d~s ladbs. La condiciones defrontera para el transporte es 

C(O,y,t)=C., , (figura 4.5). 
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En la figura 4.6 se muestra una comparación entre el valor exacto VC y el valor de la 
·- ·- '- - _,, __ -,- -- -= 

misma variable, aproximado por la expansión de la ecuación (4.6); Como se puede 

observar el, valor a'pro~imado es práCticamente .el mismo que el valor exacto. De estos 

resultadd~ se: puede'conél'~i(:~q~~-cl~~~~xpansiones se desempeñan en forma por 
-- .. __ ,.__ ---- ... ·:.l_', .... _, ',.-- " _- -

demás excelente también con el problema del transporte. 

No flujo 

// /// 

// //// 
No flujo 

Figura 4.5. Dominio bidimensional de 512óx x 512óy. Las condiciones de frontera 
para el flujo son, de carga constante en dos lados. opuestos y no flujo en los otros dos. 
La condición de frontera para el transporte es igual a C(O,y,t)=C;, 
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Figura 4.6. Flujo del contaminante exactoyaproximado VC (x/2,y), con A.=20~x-. 
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4.5. Transporte a posteriori 

~- - .·.o ----·,-~ • • 

Combinando el modelo de transporte primitivo filtrado (4.2), con las expansiones de 

los términos a8v~ctÍ~cis filtrados (~.8-4.1 O) se obtiene 

Aproximación de orden cero: 

ac a (_·_) 
--·-+- v.c = at ax J 

j 

o 

Aproximación de orden uno: 

--+- CV.+---ac a (-- - A-2 ac av~-J 
at ax} J 12 ax, ax/ 

Aproximación de orden dos: 

= o 
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Considérense Jos siguientes parámetros de escalamiento 

X 

V 

X 

A 

e 

lo 

A 
lo= -­

Vo 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

donde A es una escala de longitud característica; V 0 una velocidad característica, y 

ó.Cb = !Co -C1J 

Definiendo tambiél1ün¡)eéfuefio.pará-metro ··:;;;•.corno .la relación del ahcho de filtro a la 

Escalando la e~uaciónde fr~nspOrte filtrada con (4.14 - 4.17) se obtiene 

Orden cero: 

ac· a ( ;:,{• + -- • v;·· e·) = 
u axj 

o (4.18) 
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Aproximación de orden uno: 

(4.19) 

Aproximación de orden dos: 

+ 8-~ ( ___ a
3 
e' ___ a_i:j · + ac~ ___ a3_v~ ·---JJ 288 . . . . . . . . ax, ax, axm ax,,, ax, ax, ax,,, ax,,, 

(4.20) 

Las ecuaciones (4.18) a (4.20) involucran derivadas de alto orden, lo que implica 

condiciones de frontera adic_ionales. Para evitar estas últimas condiciones, se empleó 

la estrategia de perturbaciones propuesta por Beckie et al. (1996b) y Aldama et al. 

(1998). 
,·:,;----­

--
' :~.' 

Se supondré qÜe la collcerÍfraCión de escala grande, ¿·-, se puede expandir en una 
-~·' ·' ..... -- '. . . ' . . ' .. 

serie de perturb~dan'~-s c::()n:ih~igue: 

(4.21) 

64 



donde Co, Co + &
2 C1 .y Co + &

2 C1 + &
4 C2 representan respectivamente la solución 

aproximada de orden cero, uno y dos, a la ecuación de agua subterránea de escala 

grande, y 

(4.22) 

A representa la escala de longitud dominante de las variables de escala grande. Se 

supone que & << 1 . 

Sustituyendo (4.21) en (4.18-4.19) se obtienen las siguientes ecuaciones para la 

solución del orden cero, C 0 , corrección de orden uno, e,, y corrección de orden dos, 

C2: 

Orden cero: 

o (4.22) 

Orden uno: 

- ·--·--.- - --~ --.-· a ( 1 ac· av;·J 
axj 12 ax, ax, (4.23) 
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Orden dos: 

+ __ 2_ (. a
3 e;- av1 • + ?e;_ ·----~~-v~·· _ ---JJ 288 . . . • . . . ~ . ax, Ox¡ Oxm Ox111 ax, ax, OX111 OX111 

(4.24) 

Como se puede apreciar, las ecuaciones (4.22) a (4.24) son forzadas por un término 

nohomogéneo que contiene las soluciones de. orden más bajo. Este término 

nohomogéneo se· éonC>c~ si.··lasécua6io~ess~ r~~u~Íven •~n f~rriia seC::u~ncial. La 

ventaja de este iTiétod~ .es ~ue ~616 ~k· ti en'~ qGe ·~~s6í~~r I~ e~u~ciión ·de transporte 

advecti~o-;,;stéÍnda'r: Los t~~rrii'i~Ji;-~~-1~ P~riúrb·~;~i~rif:~~f~an. ~6rri~ Ú~a itn~ió~ explícita 
en el lado dereC:hb> . . . . . ' • . . . . . . .. • 

Para validar 1C:~ ~~~Últ~do~_-teóricos pr¿sentados, ·se . ~~.~lizan pruebas en un dominio 

cuadrado bidimensional dé 500 x 500 bloques> Las condiclones de fr()rltera para el 
',·· --···'"' ···.,:'·,_.; •_;- _._., ._·,_., .. · --.. ,. < .. ; ---~--.. ·: , __ -·_ ,.' .. -... ·-.. , ... ·.,·-., -<·_;:. ·;_·,~ ;,._. 

flujo fueron de_ ~~rgacÓnstante. en dos.•lados .opÚestc)~.·· .. y'cié •. noJlujo en "1os· •. otros dos 

lados. Las con9I~!~~·~~·_de-tr6~te'.~ª··-~·~r~.··~·l···t~aiiPB~~--~~·--}~9-~,~1.'~··--S~2·-~~~·~~7~'. (fi¿~r~. 4.5)_ . 
. ->:.:. ".º> .. _,·-:· ·\.;,~,::'.~-\~:-Y :· .-;:'·;·--- .. --···· 

- - -·,::_~~,-' - . - ---:- '~,--

Como primer paso.sere~61viÓla ~~u~-di~~ primitiV:~'\ci~1·~~:J~s~bi~'~r~ne~.·~sanclo el 

campo de. condJ~ti~id~d~~que se 111J~si~a·~r 1·~ f¡gu;f~ ~:~::~~~··'Llt;,l¡f¿; un método de 

volumen finito con_ l:!.x ~!:!.y= 1. E:sto. prodJjo urí c~~r:lo c:le2carg~s primiti~ás y, por 
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- ·- - - ~-.- --_ _--_- --=----º---- _o-

medio de diferenciación numérica, un campo de flujo primitivo. Después, el campo de 

flujo primitivo se.filtró numéricamente, empleando. u,n filtro de Butterworth con un 

ancho de ,i = 20.óx. Por lo tanto, ~é obtieríeúna sólución de "escala grande exacta". 

Como un ;i;;9º~~¡j()-7;~~~t~c~~r~;~~eíVe. la ecuación de transporte primitiva (4.1), 

empleando el ~aÍllp~-d~riui~'.e~a~to:de escala grande y un método de características. 

Esto producel.Jn cainpo2dÉ:! cóncf:!ntraciones primitivo "exacto", el cual se filtra usando 

un filtro d~. ~¿~~~6~F,;';;b'~ ~ = 20ó.x. Esto da com~ .resultado un campo de 

concentraciones cf~ fií~6~1~ grande "exacto". 

".,_'-', _:_:, ··,·:-L~' .. ~-;---, ... ~_,.,,~;., 

Como tercer. pasi::i;:se resUelve . la ecuac1on de transporte dEl escala grande (4.20) 
. <º-.: . ·::.-.·= .:·· .. ;·~--~·,·;i-;~~::·:'~:ki·+~·,··:-:;{;:·_.'.,-/~;,'.;~":.·<:.\ -_ ' ·.·._-:·._:· '.,:_:<'.:'.:\~{:~_·.:.::-.·:.:/~·_<_;~·:.-··' ·,,< · .. ·'· .·_:_ 

empleando•<elhc~in.poy, de,,flujo :;exacto······ ~e escala:;grande; <Y. Ja .. · •.• estrategia de 

perturbacio~e~·pib;~LY~st~ ~~~·.·.B~cki~·~t'~f (1 ¿~sb)}A1d~~~ Jial.~(1EÍ9B): .. · 
,.",_ --~ " e/'.;,· ~>-~,-<~'i:<·7) ,;";'.;., .. ·-·:';}'· !;~ ; .. ~·-, .. ·-.. ~ 2-'<: ·:,-'J:_:_ ... 

·'::..-'.,0: .'.,·': _:;·:;,-::/'"' ; :.·-_:.):··· 

En la figura 4.8, se muestra un.Corte a lo. largo de•1a linea x~17.0, del vaibr.•áproximado 
. • - - , • ·- - ' ., •' ..• ' .. , ' '' ··- " ' - -· ·~· ·"· '· ... - _, ; ' . .· .. " " ·-. : .. ,:o.; . 1' ~ :- /• 

y exacto de 1a co~c~gti~dón. como se;p~~d~ ob~~~ar; é1 va1or.aí:>roximado.es muy 

similar al valor exacto. 
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Figura 4. 7. Campo de conductividades primitivo logarítmico. 
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Figura 4.8. Solución exacta y aproximada para la prueba del transporte. 
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CAPÍTULO 5 

FLUJO Y TRANSPORTE EN MEDIOS POROSOS AUTOSIMILARES 

5. 1 Introducción 

En la práCtica, casi nunca es posible obtener información confiable de las escalas 

pequeñas presentes en el flujo y transporte del agua subterránea. Debido a esto, 

para caracterizar.elmedio donde suceden los procesos, se debe recurrir a un 

muestreo níuY, .~spa(:iad() ~de las propiedades del acuífero. Por lo tanto, la 

simulaciÓrt d~I fl~Jci y~(transporte se encara con la doble dificultad de tratar con la 

incertidumbre y. elproblema de escala . . ' ,_," ,. -._;·:~ .. ·.· .. 

Existe Ú~a '~ei-Í~·)de nietodos para tratar este tipo de problemas; pero, por lo 

general, 1¡;¡ iric~"rtidÜmbre y el escalamiento se tratan simultáneamente, invocando 

homogerieid1cn~~~i~dística yergodicidad. Pero todavía no es muy claro si estas 

su pÓsicidl1~~ s"6:6;6o~reétas. 

r_:._:.:r~:~>~:--~;,~}~, ,:· '. -:~,-
Por otro .lado,: müchas formaciones geológicas tienen un comportamiento 

autosimil~r/eri ·el{ser'lticfo de que,.· al menos para un rango de escalas, sus 

propied~d~s.po~eÚ:~n i.m:espectro que decae siguiendo una potencia negativa del 

número de onda. Una representación Log-Log de este comportamiento produce 

una linea recta, la cual se puede extrapolar a los números de onda grandes, i.e., 

las escalas pequeñas, por lo que se puede usar un esquema de interpolación 

fractal para reconstruir las propiedades de los materiales (tal como la 

conductividad hidráulica), que fueron obtenidas mediante un muestreo ralo; estos 

es, de poca densidad. 

Con base en estas observaciones, en este trabajo se usa una técnica de muestreo 

espectral para generar realizaciones de campos de conductividad hidráulicos 

altamente.heterogéneos, en los cuales sólo se conoce un número. relativamente 

muy pequeño.de valores de dicho parámetro. 
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Esto permite poner. las bases para usar las simulaciones de Montecarlo y así 

manejar el problema de la incertidumbre. Para tratar apropiadamente con el 

problema del es6~'1arTiiento se usa una metodología de filtrado de Butterworth. 

5. 2. Geoesiaa15t7cá rracta1 

La geometría fractal de Mandelbrot (Mandelbrot, 1983) revolucionó la descripción 

matemática de la naturaleza y proveyó el marco matemático para describir las 

complejacs)i irregulares formas que se encuentran en la naturaleza. Ejemplos de 

estas formas son las estructuras microscópicas de los sólidos porosos, la 

distribución ~el oro en los depósitos minerales, las montañas y las líneas costeras. 

Los fractal~s se. caracterizan por el hecho de que exhiben variaciones en todas las 

escalas de observación y tienen. correlaciones espaciales sobre todás la; ~~c'~1~s. 
Los priine;os fr~6tales q~~, ~e estudiaron fueron más que nada 6u~i~~ld~des 
matemáticas como la curva de Koch, las cuales empezaron a dar las primeras 

relaciones de escalamiento que poseen las estructuras fractales. Sin embargo, 

son demasiado regulares para modelar propiedades geológicas (Mandelbrot, 

1983). 

Una de las primeras aplicaciones de la estadística fractal en las ciencias 

geofísicas fue en el campo de la hidrología,_ donde se mostró que la secuencia de 

los flujos anuales de la mayoría. de los ríos exhibe un lapso de lnterdep8,llc:fencia el 

cual se puede ~ohsi~erar :infir;iito .• (~\Jrts,.· .• 1951,. Mandell:Í~()!~·.i~ti~)>: Estas 

secuencias se :c:aracteriian-,p~·~.teirider á q~e a un -fl~jo anual alt~ 1E'! ~ig~ otro flujo 

alto, y a un"~uj¿b~j~;l~:siga·atrdfl~jobajo. Esto resulta en una persiste~ci~:de 
...::--'."' .. ' •• ,,_, ·,-,,:::-' ,- '. - < • • ·' ' ~:\·------·. 

variaciones·en to.das~· las"escalas (Maldelbrot, 1968). Se ha encontradc)'sirnÍlár 

comportamiénto ·~,; ·~trb~ "registros geofísicos relacionados con el clima;· ~ntre 
éstos los registr~s d~ 11'~vl~ y las medidas de temperatura. Debido al carácter 

fractal de lo~ datiJ~~IÍicfr<llógicos, no es descabellado esperar un carácter similar 
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en la distribución de los sedimentos, dado que su estadística la determinan en 
•---;.._ - ·_o-.=~~ -

gran medida los procesos que los formaron. 

' ,_ - . .. : .' ·- ' 

El concepto de ge~metrÍa •· •. · tri:ictal t~mbiÉ!;, . se ha .· usado pli!r~ 'ci~scribir la 

heterogeneidad<de la corldÚcti~id~d .• ;hidráuli~a; en dife~ent~s·;;escalas.(Hewett; 
19a6;-t.:éílar~~ifa.~f·ah~:1~9q~~s~~1ta11·:t:íti1ii~ao-cprC>¿e~~·ta1es:ci>~5~~{jfos&imierite 

~:::i~i~i f ~li~~~f~!t~Jki~~4~\~~~;j~~~lt\~~!~11~l~c~]~iS7i 
trarisporte'~n 'mecilo~porososy rocas fract~rad~~> <'' 

• ",-,,. ;::i.,.·.· , '_ ... __ - '.: ¡·>' '.- _:-~ ' '' ' ; '.. :: .. ' '.~~-- .. ,;:· .·' ;<· . 

• -~);,: •}\'., •. -:~-, '_ :• «r ~-::",;;_,-,:~:."' 

Este tipo d~funci.on~sseutBÍz~~on inicialmente .en hidrologi~,para simulareLflujo 

de corri~n~~s'. {~.~6~.~16}~t·Y vyallis, 1968, 1969 a,b;. Rod~i~Ú~~~lt~r~~é{~I.; 1972). 

Como repa16Hewett (1986);'observaciones de campoindicáii que .. escolllú.n que 

las propi~d~d~st~~·:·!'a~ f-6.rmaciones geológicas se corl'lpbrt~~ :~orT1o '.J~ ~ pr~6eso 
mBf. Muchos estudio$ han revelado que el comp~rt~;,,i~~i()>

1

fr~6tal '·d~ l~s 
formaciones· petrolíferas no es la excepción, sino. I~; r~Ó1~: ·•

0

po~'~e~T~rri·p10~ . los 

registros de la poros;id~d de varios pozos petrole~o!:; ¿~· 1~á~ (S~hirni ~ f\.llf:?lirabi, 

1995) revelaron que la mayoría de estos ' regisfros se pueden describir 

razonablemente con un mBf. Neuman (1 ~~4}, tariibién provee evidencia de que la 

conductividad de muchos acuíferos obedece la estadística de un mBf. 

5.3. caracterización gef,esff1dfstie'a.' 
\:< 

La suposición básica.' en geoestadística es que las propiedades geológicas. están 

distribuidas en e'r~~pc{~i~;q~·J~ti~~~.11 u~a' ~~tructura u organización dentro de su 

aparente irre~u1~r1ci'~ci;::La;tn,~ciici~ 'cie esta ~structura es una función 11amada e1 
.. . ' . ' . . '' ~ . . . ·:-. .. '--~ - ,- " ' 

2y(h)= E {[zJx+_h) 7 :Z(x)]2 (5.1) 
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donde Z(x) es el valor de la variable en la localización x, Z(x+h) es el valor de la 
---r-•- _--o- =- .-=-~ =~ - -- --

variable en x más un cierto incremento h, y E{} es el valor medio o valor esperado. 

y(h) mide layar,iaciórt .de una propiedad en función de la separación espacial que 

hay entre su~ mllestra~~ El procedimiento para estimar el variograma a partir de un 

conjunto de d~tc:l~.~~ ~~ha descrito con mucho detalle (Journel, et al., 1978). 

Es comúr~ que las propiedades geológicas muestren correla.ciones que s~ pueden 

observar sobre. múltiples escalas (Serra, J., 1968). Las distribuCi6nes que exhiben 
. -~-- ' -.---"'" •'··''-- ·- . 

estas>estnú::turas anidadas se pueden caracterizar superponiendo t.il1á;seíie de 

variograrrias con diferentes rangos y mesetas (sill). Cu~h}:i?:'1~>for~a del 

variograma que caracteriza cada escala de variación es gemT1ét~ibam~nte sirnilar a 

las otras (Le., cuando el rango y la meseta para cada incr~~·~~Íd;d~:~sc;las es. 
· · "' · ',•' ·~·~·· '' · "•c:i', •; t>-,; ' ' 

una progresión geométrica), la superposición de muchos variograrr{as resulta en 
, . .:.'. 

un variogralTla de ley de potencias. 

Las distribuciones· frai:::tales están caracterizadas por· un variograma de ley de 

potencias del~ tÓr;a ;··· 

y(rf!) = y(e) ·r2H (5.2) 

donde y(l!)es una varianza característica de la escala I!, y Hes un coeficiente. 

,_ -- ·-

Las distribuciones que tienen esta forma en sus incre~entos se dice que son 

estad[sticamente autosimilares (Mandelb~ot/et al.,· 1968), dado que [a variación en 

cualquier escala rl!. está relacionad~ ~on i~ ~~ri~bié;~ en la escala I!. Esto implica 

que la varianza en una escala df3t~f~i~ada se puede obtener a partir de la 

varianza medida en cualquier otra'és~'a1a: .··· 

73 



El espectro de energía de un mBf obedece a una ley de potencia de la forma 

S(w) = (5.3) 

donde w = númeroc:fe~orícfa1 
f3 = pendiente deLespectro 

La pendient~ d~I e~pe¿tr~ esta rela~ionada con H por f3 = 2H +1, donde O<H<1. 

La ecuación·(Ei.3) esta dóminada porlosnúmeros de onda bajos. Conforme H se 

incremefüí3 :aé(cer~'haci~ 1ª'ú11ic:laéi;' Ta persistencia de las correlacio.nes ·también 

se incremel1t~ +·i~~tr~s'~·u~:)acóntrib~ción de las escalas pequeñas (númer6. de 

onda i;31tgs)·_~e~teb~ .. En;las fig9~~{5.1 y 5.2 se presentan ejemplo~.deJTlBf, Se 

generarori ~tÚi¿~rici() la rr;isma 'secue.:.;cia de números aleatorios y vari~r1za, pero 

con valores de ¡; c:lif~reni~~- Conforme H se incrementa, la función s~'hace cada 

vez más r~gÚiar; 

En los depósito!> .sE3dimentarios, los valores similares tienden a aglutinarse y no 

son totalmente· aleatorios a través· del espacio. En una secuencia 'de arenas y. 

arcillas, la conductividad media es·e1 promediocie los valores a1t6s c~ncentrados 
,' --. - ',-, ~ -- ;, - • - ' - - ;-_ L_ -- " - • - '; ,~ ,•' ! • -- • ,<_,_•' - -• : • • • • : .· ., • • • ; 

en las arenas y lós valores bajos concentrados ·en ,las;~rc:ill~s, ¡:>,6r ejemplo, el flujo 

horizontal-~dep~l1d~ mucho de las regiones de aú~·darial!ctit'iCi~á'y· no es muy útil 

predecir ~Ifl~jo medio. Es necesario conocer có;,,~ las r~gidnes de valores altos y 

bajos están espacialmente distribuidas. El valor de f-i' c:la una medida de la 

intermitencia de las diferentes regiones de conductividad, y de qué tanto persisten 

estas regiones. 
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.fBm 

-H=06 

Figura 5.1. Movimiento browniano fraccionario generado con H = 0.6. 
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fBm 

Figura 5.2. Movimiento browniano fraccionario generado con H=0.4. 
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Se ha encontrado que muchos fenómenos naturales tienen un comportamiento tal 

que su espectro varía con elinverso del número de onda. Si se grafica el espectro 

de la energía en u11a. E!sc:ala log~k~g, este exhibe un comportamiento lineal en 

varios ciélo~ d~-láfrecuenda. 

come>l.iñ-e}eri!i)1t-5·e·-µ-;Eisenta~-a~u1-eirespectro .uilicfüriensiana1 cie ios datos_ de 1a 
- . . . ' '.- . . .. - - •"'; ~ ' . , ' . . . ' ·- - ' ' . -.. 

conductividad en tres paz-os clel acuífero de Mount SÍmo/1 (Bakr, 1976). La lineé! 

recta obedece uria ley deltipóde la ecuación (5.3). 

~ 
1í 
Cl.. 

"' Ql 
"O 

{g 0.1 
·¡;; 
e: 
Ql 

CJ 

L=193ft 
{ = 1ft 

Figura 5.3. Espectro unidimensional de la conductividad en un pozo del acuífero 

Mount Simon (Bakr, 1976). La linea recta representa un espectro autosimilar. 
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5.4. Interpolación estocástica 

La interpolación estocástica· con la estructura de correlación de un mBf se puede 

llevar a ~~be poriva~ios mét~dos. El que se utilizó en este trabajo fue el de 

adicdones ale~torias' sucesivas. En. este método los valores se interpolan 

"suavem~te~ic.en;_¿í¡füfi~c: hledio del intervalo y se le suma una variación aleatoria 

que satisface 1a· eéuación 5.2. Este procedimiento se repite sucesivamente a 

intervalos ~~~ ~ n,'á~ ~~~~eñes, hasta que se genera un campo estocástico con la 

resolucióf1 ql.Je: se d~se~::La relación entre las variables en cada escala se obtiene 

a partir dE)Jª;·'l~ri~~1!3H.~·Li;i interpolación "suave" se puede hacer por interpolación 

lineal o por promedios pesados tal como kriging. La variación aleatoria que se le 
,, . '.· ' . ; ,. ·' / ~·? .. ··' • 

suma al valor, s~ÉIZl~.::é~ un· número aleatorio que se toma de una distribución 
~ • .. '·.'•'--.·- ·.·-"'·~- ..• ,-•• -, ... _-.::. ~ .. ·--- "f." • ., 

Gauss1ana .con media ce~o. y varianza a,- . 

- 1 -; •• ' _··:· -~. • 

El valor de . a 1
2 

. se obtiene cor:i la relación 

(5.4) 

donde a~ es la .varianza~deláescala conocida. 

·,,., 

5.5.1. SimulaciÓ~ nb c6~di.Cion~I · 
°".~;.:!;·»0:::-~.- -:_-.~-;- ._ 

Una vez que se\tiene'ur vciriograma, se pueden llevar a cabo realizaciones de 

campo$ ale~to~i·~s~ q~~<tie~Ém correlaciones espaciales que se ajustan a las 

correlaciones dadl:is por el variograma. A estas simulaciones se les llama 

simulacione~ nC> 6C'.>ridid~~~les, porque no necesariamente tienen el mismo valor 

que . los dafos medidos en ciertos puntos. En la figura 5.4 se muestra una 

simulación no condicional : 
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Figura 5.4. Simulación fractal no condicionada de un campo de conductividad hidráulica 

(Log K). 

5.5.2. Simulación condicional 
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En la simulación condicional se toma un campo aleatorio y se obliga a que pase 

por los puntos donde se tienen mediciones, haciendo que se preserve la 

estructura de correlación general del campo. Obviamente, estas realizaciones no 

son únicas, porque tienen componentes aleatorias que representan la variabilidad 

en escalas más pequeñas que las de muestreo. Sin embargo, dado que se ajustan 

al mismovariograma y pasan a través de los mismos valores de datos, tienen una 

apariencia similar. 

Cuando se genera una familia de simulaciones condicionales que están 

relacionadas .. con el campo original y se conjunta toda esta información, se 

desarmlla/ul"l ~r~cedimiento semejante a aquel por el que la policía obtiene .el 

rostro de, u~ scJspec'hoso a partir de la descripción de los testigos. Dife'.~ntE3~. pero 

similares, imá'9EinélS surgen de cada dibujo. Entre más informaci¿;g· ¡)'ro\leen los 
. .-· . ,· 

testigos; más se parecen esas imágenes. 

hetereogeneidad muy. grande, por lo .cual el rango de ·va~íC>~e~ de?Cag, K es.muy 
. -- .. . -..... ' •, .... ·. - . - '· . 

amplio. El campo de la figurá•5.6 se generó utilizando.solamente''E:!t·\1 .. o/o de los 

datos de la figura 5.5. Como se puede apreciar, la simulación frá~tal:estocástica es 

muy parecida al campo de conductividades exacto. 
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Figura 5.5. Campo de conductividades (Log K) exacto. 
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Figura 5.6. Campo de conductividades generado fractalmente y condicionado al campo de 

la figura 5.5. 

82 TESIS CON 
FALL¡ ,,,., ···.··; .. , ... ,.rr 

~ ;),;~ ; ~:.\~.t .. ~~ ... \ ------ _______ _..., 



5.6 Flujo y transporte en .medios porosos auto.similares 

Para aplicar Ja met~d,bJogí~ cl~I cá1au1oici~J;flujciy transporte en medios porosos 

autosimUares,····se'realiiar6A\prÚ~ba~.enun domi,nio cuadrado bidimensional de 

:~~.:.:~ºc~1~~~~n,~~tU~f ~~~f~~W~1t::,::::~s:~~,,::. :::· ::~:: 
/ .' ~ ¡, '-~~·.·),··.;:}'. :··. ·-·,_;~: . .:.-·;-- -

Como primer· paso', se• resolvió •Ja, ,ecllaciónpri~Itiva del ··agua. subter!án~a,· usando 

:~:::"~ ;t ;,i~1~J~1±~~~hii~ii1~~r~°'~fil~i~~fu~¿;~~ff ~~it~'~E;~ :: 
::~~=~~itii~t~i~:#l~~SiJ~Jt!~~~}Zff ~IJi~f j;~!~~:i~t11~~~!::: 
obtiene una S()lu~fÓn.~X~~t~;··.• , {,:; ·< o.e·; · . , ' · .... 

como. seg u nj~·pas6,. J,~~P~; ~.,::~·n,itci:~,~~~fa.; ••..• e iri6e¡:,~ i>ri 1a fi9üTu • s.s, 

:~í fi~~::~~~~~~J~~z~c~~f 9}Jili~1:1~~~~;i1i"~~~f ff ~~S:~~~~~~ZKi~~7:ün~~~n:: 
:~~:la L~:~~;1~;;;•:~:~~·:::::~::~:~:~ói~~!fu~~~tj,~i~!J0l~~~t.~¡;t:~ 
del flujo c:leescala'grande. Este último se obtuvo comÓ·e'1·v~Jéir."pr;)mediode las 

treinta simulaciones realizadas. Como se puede ob~eí\/ar,'an;bas s~J,udones son 

muy parecidas~ 

Como tercer paso, la ecuación de transporte primitiva se resolvió empleando el 

campo de flujo primitivo. La condición inicial fue una concentraci?n igual a cero en 

todo el campo, y Ja condición de frontera en el lado izquierdo del dominio fue 

C(O,y,t)= 1 p-ara \talares positivos del tiempo. 
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La solución dio como resultado un campo de concentraciones primitivo, el cual se 
-- ---- ·--;--==- --O-=-- - _-,-_e_=. -o- - -=e~;- - ------o-=-=----

filtró usando un filtro de Butterworth igual a A.= 20ó.x-. Con esto se obtuvo un 

campo de concentraciones exacto. Luego se empleó el campo de flujo de escala 

grande (el'cual.se geri~ró ~oi1a.~6illcié>n'.'~e.1~ ~~G~ción del agua subterránea de 

escalagrande).<con'•el•objetO cÍE:l. resolver. la ecuación .de transporte de escala 

gra7iciepar'a~~~~·lj~J~et.i~~3o'{~~t!~~¡c;-¡:¡ei~·a#rtiujo. La figura s.a muestra una 

comparaciónv de?. los'",\/aiores e~acto ,Y ; a'prbxirnado de la concentración. 

Nuevamente, e;l ,v~16'rap'rÓ~irrladci s~ ~btuvo co~o ~I promedio ensamble de las 30 

realizaCiones; Com~ se puede .observar; e~,i~tec'O~cordancia. 
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Figura 5.7. Solución exacta y aproximada para la prueba del flujo. 
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Figura 5.B. Solución exact~y aproxim~da para láprueba del transporte. 
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CAPÍTULO& 

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

6. 1 Conclusiones 

Probablemente uno de los mayores problemas en la construcción de un modelo de 

flujo y transporte en un medio poroso saturado, es determinar los parámetros del 

modelo con' l.ma cantidad muy limitada de datos. La determinación incorrecta de 

los parámetros son en gran medida la fuente más significante de error en la 

predicciÓ~ d~ 1C>~ ~bdelos. 

· En mu6hbs ~a~~s ~c:ll~mente se pueden caracterizar las componentes de escala 
,.. · •. :.-· >' ';.·. 

grande.qÚe ~e;~criber1 el sistema. Por ejemplo, la conductividad hidráulica por lo 

general se c1ét~'rh~i~~:~e Un conjunto de medidas tales como pruebas de bombeo o 

de pie2:óll1~t~~~;;'. qJe ~~ Í:oman puntualmente en el dominio del problema. Si los 

puntos de ~u'f3~1:r¿o ~sté'.ri ~úficierlt~rii·~~·fe juntos en principio se podría medir el 

campoid~·cd~~~ct.i~id.~d'.:5 .'.'.\/7~d~.~e.r6". Sin embargo, cuando las mediciones no 

están · lo sÚfiC::iéiitelTlente<cerc:a,·\la red de muestreo filtra la conductividad 

hidráuliCa.v~~éla
0

a~r~·Jc~q~e de otrb modo sería observada si el muestreo fuera lo 

suficientemeíñ'te{;d~riso. Se designa a la componente de escala grande de la 

conductividad:hlcfráulica verdadera como K. Es común que únicamente se cuente 

con el va18r;J~;,/( .•.. 

En este··· trabajo se presentó una metodología de modelación que utiliza las 

componer'.it~~~~e escala grande. Esta metodología difiere de los métodos 

convendi~rÍ;;le~: ~n el requerimiento de los datos. Mientras que otras teorías por lo 

general ;~qÜi~~en información estadística acerca de las propiedades de submalla 

del sisterrii:l, nuestro método sólo utiliza información de las propiedades de las 

escalas grandes del sistema, la cual es mucho más fácil de obtener. 
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La principal aportación de este trabajo, fue el desarrollo de ecuaciones de 

dinámica de escala grande con base en aproximaciones asimtóticas que se 

obtienen de la expansión de filtros de Butterworth, que permitieron la construcción 

de cerraduras exactas. 

Las pruebas numéricas que se ·realizaron para validar la teoría muestran 

resultados muy prometedores. 

6.2 Recomendaciones 
. '. 

6.2.1. Filtros aniJdtrÓpicos 

En este tl"áb~Ji:r ¿;~icani~nte se utilizaron filtros isotrópicos. Este tipo de filtros es 

adecuado.·• para·• la· .. mayoría. .de· los sistemas horizontales bidimensionales. Sin 

embargo, sis~vci a hi~d¿lar ¿na sección vertical sería más apropiado usar filtros 

anisotrópicos. En este caso se usa un ancho de filtro pequeño en la dirección 

vertical, donde las características del medio poroso cambian rápidamente con la 

posición. En la dirección horizontal se utilizarían anchos de filtro más grandes. 

Aldama [1992] presenta algunas ideas que se pueden utilizar para realizar este 

análisis. 

6.2.2. Métodos numéricos 

Las ecuaciones de escala grande que se presenta en el capítulo 2 contienen 

derivadas· de órdenes muy altos;·· que· son muy sensibles a errores de truncado. 

Los métodos numéricos qi.J~'., s~. utilizaron para calcular las derivadas pueden . _, r ,,, - -- ~ ... :;:_~ '· , 
producir este tipo de errores.' Se recomienda utilizar otros métodos riuméricos que 

sean más apropiados,pa;~ r~~di~~{"'~~t~ tip~ de ecuaciones ... En ·p~rt,i6u1~~. ~e 
recomiendan los métod'65 es~fi~traÍe~ [Canuto et al., 1987] los cuales aproximan 

las derivadas. con preci~i~~~s muy altas. 
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6.2.3 Implementación práctica 

En la práctica, por lo general los datos disponibles son elevaciones piezométricas 

en puntos. det~r~inad~s, del campo de interés y algunas pruebas de campo 

locales( por lo general pruebas de bombeo). Para implementar la metodología de 

escala gra=._nde~cS:e-~tíen_Elt,"~que Útilizar estos datos para estimar los parámetros de 

escala grand~ (~.~- K) ~ los anchos de filtro apropiados. 

El campo de co·nductividades de escala grande K se puede estimar a partir de las 

pruebas de campo locales, utilizando el método de Kriging. El ancho de filtro el 

cual aparece en las expansiones de escala grande, se puede determinar de la 

distancia,Í;i"rltre las pruebas de campo locales que se utilizaron para determinar K. 

En la práctica puede ser difícil determinar el ancho de filtro que corresponde a las 

mediciones de u'na red de muestreo. Particularmente cuando el muestreo no es 

regular. A~n .faltk'Llna'.metodol()gía para relacionar la configuración de la red de 

muestreb co~·.1ª~é;~B6E.8sf·~~·1''fi1tro, y así mismo para el uso de filtros con ancho 

variable. 
; ,~> -.~, •> ·:· r 

,. ,'-·' 

: :-ti. ",_-, ~, -,--;- -~ 
''· - - -!.~-·--:~ . 

Una metÓdologí~"tjU~~podría'-'~yudaren el uso ·de"fütrC>scori·anbl1"8 v~riable es la 

que se. coño(;~}d~o ~isterTí~s coordenados c~Í\{}rírieoª~::E,·~ ·e~tos sistemas las 

::~:;~,.~::.tr~,::º~~¡:~~ñ:~~~;c~{~~~~§!',~~:~~t~"],jfi~~~~~z;~ 
ser variable. En estos sistemas el dofniniOfisico, las ecuaciones diferenciales que 

describen el fenómeno y las condiciones CÍé front"E;ra, se transforman a un plano en 

el cual los cálculos se realiz~n erl Lna malla rectangular. Dado que todos lo 

cálculos se realizan en una· malla regular en el plano transformado, se pueden 

utilizar anchos de filtro variables en el plano físico. 
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Apéndice A: filtros espaciales 

La técnica de LES no involucra el uso de promedios ensamble para obtener las 

ecuaciones del flujo del agua subterránea en escala grande. LES aplica una 

operación de filtrado espacial (Leonard, 1974) a las ecuaciones primitivas del flujo 

párá =obtener las ecuaciones en escala grande. La idea es filtrar las escalas 

pequeñas de las variables del flujo y de las propiedades del medio, en la misma 

forma en que el ruido de alta frecuencia (escalas pequeñas) se filtra de una señal 

eléctrica. 

Como un ejemplo, considérese la siguiente señal: 

f(t) = 2sen(2JZ"t) + sen(6JZ"t) (A.1) 

. - . . 
' . ' 

En la figura A.1 se puede observar que este senoide tiene dos escalas, una de 1 

Hz y otra de 3 Hz. 

E: o ---------------1----1----1----1-·----- ---~ - ' ' 

Figura A.1. Señal de entrada para un filtro de paso bajo. 
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En la figura A.2 se muestra el senoide filtrado con un filtro de paso bajo; es decir, 

que deja pasar iasfrecllencias bajas y elimina las frecuencias altas. La frecuencia 

que se obtiene es de 1-Hz, eliminándose Ja de 3-Hz. 

tiempo 

Figura A.2 Señal de salida al aplicar un filtro .de paso bajo. 

Un filtro en tres dimensiones se puede representar con filtros unidimensionales, 

tanto en el espacio de Fourier como en el espacio real respectivamente, como 

3 

G(x) = f1Gi (x;) (A.2) 
i=I 

' 3 

G(f) = IT <\ (J;) (A.3) 
i=I 

96 



Un filtro es isotró_pico~:>i 91 ,. c;2 , y 0.3 son idénticos. En adelante se considerarán 

solamente filtros isotrópicos, aunque el análisis es esencialmente el mismo para 

filtros anisotrópicos (Aldama; 1992a). 
' ~ . - . • - '\:C : .. ~--,~,~ i"':' -, .-~- • 

Un filtro ,de u;d b()~~n· ~ntre lo~ investigadores del agua subterránea es el 

as~~i-~d~--c~~,,-~~ri7~91~;;-~~-Pf?~;cii~ci~ (Nitsche y Brenner, 1991 ), el cual e~ una . 

dimensión es c~~o~ido ~olTl~ ;,,, filtro de caja cuya transformada de fourier es 

(figura A.3yfigura A.4) 

{ 
1/A. lx¡:::; A./2 

G(x) = O 
'xl>A.12 

G(k) = 2 sen(A.k/2) 
A.k 

(A.4) 

(A.5) 

donde A. es el ancho del filtro. La ventaja de éste filtro es su simplicidad en el 

espacio real. 

,.: 

:~ 

' 

Figura A.3 como una función de la 

longitud adimensional, X.1 /A. 
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~-..., 

- "'!-- -

"! -

Figura AA Filtro ideal en el espacio de Fourier, G(k.i), como una función del número de 

onda adimensional, }.k
1 

Otro filtro que es muy popular en el medio subterráneo es el Gaussiano, el cual es 

similar tanto en el espacio real como en el espacio de Fourier, 

G(x)= y:;- exp{-r x 2 
/ A.2 

( )

1/2 

;rk 
(A.6) 

(A.7) 

donde y es una constante arbitraria. El filtro Gaussiano decae rápidamente y 

remueve los números de onda fuera del intervalo [- 2;r /A.; 2;r /A.]. 
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Figura A.5 Filtro Gaussiano unidimensional adimensional, A.G(x1 ) , como una función de 

la longitud adimensioríal x.i I A. 

Figura A.6 Filtro Gaussiano en el espacio de Fourier, C'i(k_1 ), como una función del 

número de onda adimensional Ak.i 
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Figura A.7 Filtro de Butterworth en el espacio de Fourier, G(k;), como una función del 

número de onda k . 
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Apéndice B: Antecedentes matemáticos 

En este apéndice definimos las funciones de Schwartz. Se describen algunas 

propiedad~scc:lt3 ~st~~·clases y se presentan los teoremas correspondientes. Esta 

teoíia se presenta detalladamente en los libros de (Champeney, 1987; Folland, 

· 1976; ~zerñallian71987). · 

8.1. Clases de Schwartz 

- -· ~ - ~. ' - - ' -

Existen varias, definiciones de la transformada de Fourier, cada una asociada con 

una clas~' •. ~Ú~tlnta.· La teoría es partic~larmente elega~te ~ ~illlple cuando la 
.. '/·:, - .. . - e· . ·- - . --

transformada', de Fouriér·.secrestringe :.a\las ·.clases de Schwartz ··S~S( Rn) 

(Follanc:l, 1·~;~}:;'ksi~·~;·;:;~e; tairibié'n e~·C:6n'd6ida corno la clase d~~fÚnciones de 
'".-. , - : .' -~ ~ ;"'.• ·.' ;,\_,, . - . ' -.,,. .;< --· ;-

prueba de'. rápídO descerisó\(Zérrianían,<1987) .Y la clase de funciones'.bÚenas 
· ~ '. · .. > -:-- >: <·::'.·;'.'.>· ~·F: .:\:.':.:-/'.: :·/?:"':~:"'>:~ .::::::1.,- ~··::.~_'/? -:v->>}~~: ·< :_<:":-·-: . .:.· -- ' ·· >:- -,:- '-:::-.;:,_--_E: .. :· .-···,.::e···: 

{Champenéy,.1987). {as:'.fiincioñesú:le' la clase de Schwartz, juntó eón .sus 
· · ·· ' ,.· ~:. - .: ' : · : .. -_,, · • ,. ,. ·:Ce · -· '": ,·' " ... , '..- -?."O'.'" I;'<''\ '- ·.- .. ,; ,,. · ··· •: :-.-~: ', ; ) -· ;.: ·· · "¡,• 

derívadas(decrecerl eri el infinito llllJ~ho más rápido que cualquier potenciá de X. 
__ . - ·:..._~ ·."->'·····, -'-·-:'->•;"~.!.-_-"'·-· ·-·t; .. ·-,.r, -~-· -- . - ·.; ·-· 

Todas la funciones.son .. e~ .:~ inftnit~mente diferenciables. Aún más, Una función 

rjJ eC"' está ~rÍ._un:~ cla~~: ~E!:¿~hwartz si y sólo si, para todos los enteros no 

negativos ct:.l\,a'2•·:;'.;a,,fy(b, ,b;_, ... ,b,,) 

sup a"1+/r¿+ ... +h,.rjJ(x) '1 < ~ 
~x~'1 x;2 

•• • _x;;11 
---· ~ 

X E R" · ox, ox2 • • ·Bx,, 
(B.1) 

8.2. Propiedades de la clase de Schwartz 

La clase de Schwartz es cerrada bajo diferenciación, multiplicación y convolución. 

Esto significa que la derivada de una función de S está en S ; el producto de 

funciones de S .está en S , y la convolución de funciones de S está en S. Es 

decir, que? las derivadas de todos los órdenes están limitadas, S. es denso en el 
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espacio dt:? l_ebesgLJe (P,J 5.p ~ CX), . lo cual indica que los limites de las 

funciones de S convergen a funciones en . t; P. Por último, la transformada de 

Fourier es un isom~rfismo'de )3 a ~~; fT·: S>7 S . Esto es, la transformada 

de Fourier>es un mapeo lineal Únoa\irio;· de.tal forma que los elementos en S 
, - -, •. ····"··· ·.-' • -·4' '· ,: ·- . -

son.fransto'rm~dos;"~~ci~~:s;-7-~--~:~~-~-~."~~ii="~-·c= 
-. . " .. · ...... -

Restringiendo n~E;!stro,in~H~is a la funciones en S , se tiene la consecuencia de 

que la transf6~mad~d~ Fourier de los productos, convoluciones y derivadas, todas 

existen y est:áíl l:Íii3~ defiílidas. Aún más, podemos realizar estas operaciones tanto 

en el espaciÓ r~~1-b~mo en el espacio de Fourier. Podría parecer que S es una 

clase muy restringida; sin embargo, se puede aproximar cualquier función en 

t; '', 1 5, p ~ oo á la precisión que se quiera, usando funciones de S . 

B.3. Teoremas 

Las integraciones son en el sentido de Lebesgue (Champeney, 1987; Friedman, 
, .,. "-' 

1981) .. Se presentan lc)s siguientes teoremas sin prueba: 

Teorema 1; Existencia 

Supóngase que- rjJ e S . Luego la transformada de Fourier, (/> de <fJ, se puede 

definir en todos losreales f por 

"' 
rp(f) = f </J(x)exp(-27l' i x ·f) dx (8.2) 

y ;p estará en S . En. cada x 
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., 
</J(x)= J~(f)exp(2n-"i x · f)df (B.3) 

y denotamos que </J y ~ son un par de transformadas de Fourier escribiendo 

Teorema 2. Diferenciación 

Supóngase que {b ~ ~ e'sun par de funciones de Fourier en S . Para n = 1,2,3, .. 
- --,~ :· -. -> ·:- ~~--- ,,·. -_ ,, .. _, -- . 

supóngase que {b;'.(y'~", son la nth derivada de {b y ~: Lo siguiente son pares de 
' . •. ·.: '~' .. 

(B.4) 

</J" (x).~ (2m/)nif;(f) (B.5) 

Teorema 3. (;onvo/ución y producto 

Supóngase que q$ '~ ~ y . ~ lf/ son pares de funciones de Fourier en S . 

Luego q$ * lf/., ,P * lf/, </Jlf/. . y rPI// están en S y 

(B.6) 

(B.7) 

donde {b *'//(X)= f </J(x - x')r¡.r(x')fil' d~nota convolución. 
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Teorema 4. Parseva/ 

Supóngase que tjJ ~ ;p y ~ 1/) son pares de funciones de Fourier en S . 

Luego 

j t/J(x )r¡/ (x )dx = } rp(f)I//. (f)df (B.8) 

donde c.r denota conj~gado complejo. 

Si 

v.i 2 a: 2 

f!t/J(x)' cfr = Ji<P(f)'. df (B.9) 
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Apéndice C: Análisis espectral 

El análisis espectral se pi.Jede abordar desde un punto de vista determinístico o 

probabilí~tico .. En ~n marco determinístico, la meta del análisis es estimar la 

distribución.;de'.1a··energía con respe~to a la frecuencia, para una función de 

energía~finiti::i,~~Ji.ªr{rnafoci probabílísti'co, se estima la distribución de la potencia· 

con respec:tó,~'.iá\trecuencia, para la función de autocorrelación de un proceso 

estocástico es\acipnario. El marco determinístico se desarrolla con base en la 

transf6rm'áaa.:de FOL,!f"i~rde la función de la energía finita. El marco probabilí~tico 
requier~ ·~~áli~is:'.Xborl1píl3jos y una hipótesis ergódica para que se pued~ 
impleme~tar ~~~·l~'.·~r~~ti6~. Para las señales que se están considerando, muestreo 

'-' ···--,, -, ._.,,·.,. - .•. 

discreto •. lo~ esti~~d()res no paramétricos de las dos perspectivas son idénticas 

desptÍés ci~·.~;,a. rici,rrri~lización. 

Considere{uria.;.'f~~éi~n determinística F que representa una cantidad física, tal 

como la c~ndu6tividad hidráulica o el flujo del agua subterranea. Si esta función es 

absolutamente integrable 

a> 2 

flF(s) ds<oo (C.1) 

o F tiene energía finita. ·En·. esta condiciones (Champeney [1987]), la 

transformada de Fourier P de F existe y está definida por (B.1 ). 

La densidaclespe_~tra:lcíela energía (E~m) EFF de I~ fGncíÓn determinística F se 

define como el'ct.iacfrado del módulo de la transfórmada de Fourier de la función 

(Kay and ~~r~le:{1~8~J};>' · 

P 12 
EFF (f) =~ (f)¡ 
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donde f representa la frecuencia. El nombre de densidad espectral de energía es 

motivado porel teorema deParseval 

00 2 00 2 

&= J/F(s): ds = f/P(f); df (C.3) 
-CQ -~00 __ 

"' = f EFF(f)df (C.4) 

donde & se considera como una energía positiva. La densidad espectral de la 

energía EFF · es una función que caracteriza la distribución de & con la 

frecuencia. 

Se puede representar un muestreo.discreto F,, de la función F, multiplicando F 

por una secuencia de funciones• de delta de · Dirac ce.ntradas en puntos 

equidistantes. La transformada de Fourier de esta funció~ es (champeney [1987]) 

(C.5) 

n=oo 
=A\: L Fne-2mfi1t..:r: (C.6) 

11=-t:n 

(C.7) 

Los datos discretos Fn se derivan vía Fn = wF , donde w es una función de 

ventana defin;~a entérminos de la delta.de Dime en (C.5); ~n estepunt<J se puede 

introducir la transformada· de · Fou~ier dis'creta para una muestra de··· N puntos 

discretos (Bracewell [1965]). 
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11=¡\'-1 
p = """"F e-2mnm/N -

111 L--1 11 f 

11=0 

F = --~- m~-_p e2mnml N 

" N m=O m ' 

m =0, ... ,N-1 (C.8) 

n=O, ... ,N- (C.9) 

En esta representación, tanto la secuencia discreta :F,, ·y la transformada de 

Fourier discreta .P,,, son periódicas y _basadas eri un número finito de muestras. 

La densidad espectral de energía discreta, se define como 

(C.10) 

para /11 = O, ... , N - 1 . En general E FF *- E~F *- E~F debido al intervalo de 
- . 

muestreo finito, el cual tiene el efecto de estimar el espectro de energía.de una 

versión tru~cada ~una a lác~~I seleaplic? un~ v~nta~~/A~bas E~¡.:y E~F ,·se 

conocen c.ci1Tlc>:e~~;ii0Jrán1as, (Kay;~ Ma!Pt~ '.r19~1 i):: . . . . -

En el mamo· prob~b;.1¡i,¡j~ci,\10s·¡ico•'e~oS á1J~{6~6s.·~~ ··~~é~1a'iin;i1.'i~~n•dom iniO 

~~::;.::E=!~::~t~~t~~~~~~t~W~nt~t~~rt~~t~í~1~~I~[~~:::, 
operador de_lacovarianza son._el espectro.del proceso;_ -¿ ;~ --~·· ._ •. > <-~ '\· -:~ ,%- \ ·. - , X r 
La interpretaCión -espectral rnéls-con~e~~ional d~)oitp.rocesos' aleatorios se aplica 

a procesos estaciorÍario's'. L6~;~~"r~¿~~6~~~~t~'cicin~ribé'~C,r lo general no tienen 

energía finita ni una Ú~~~fd;;a1d~ ·';:J~" ~6~iié{-~li¡~i~~. Se ha desarrollado otra 

metodología definid~ ~11-té¡~~iryQ'~_~ela f_~ócjón ~~:.__correlación RFF 

107 



RFF(x)=E[F(x +s)F(s)] (C.11) 

El teorema de la representación espectral (Yaglom [1962]) relaciona la 

transformada de Fourier de RFF a la densidad espectral (PSD) 

'° 
SFF(f)= JRFF(x)e-2

m.ef dx (C.12) 
--GO 

donde SFF es la ?E!nsidad espectral. En la práctica RFF es desconocido a priori. 

Por lo tanto' seC~ed'ur;~ a la hipótesis ergódica y RFF en (C~ 11) se estima de 
' >"'.~ ' . . 

promedios espaciales, resultando la siguiente· definición de la , PSD (Kay and 

Marple [1981]f''' ',. 

s. (f)=.lim E{ _! __ j .\f. F(x)e-2mxf c1xl .. 
2

}· FF ,._ 2X' . 
" >e.O ;_,,\ 

(C.13) 

donde se requiere el valor esperado y la hipótesis ergódica para lograr 

convergencia de S FF '. 

Si se usa una muestra discreta Fn de F, se puede definir otro estimador como 

(Kay [1988]) 

S (f)=·.:!_!~Fe-2mnmtNj
2 

FF N .L.J n 
111=0 1 

(C.14) 

donde -1 /(2&)::;; f::;; y f =ni t}.xN. 
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Para reducir la varianza de este periodograma es necesario realizar promedios 

locales de S FF en la frecuencia o promediar realizaciones múltiples. 

Los estimadores .del periodograma de la densidad espectral de la energía 

determinística y la densidad espectral de la potencia difieren solamente por una 
---"----'----"-L---•--

constantecde:l~norlllalización 1/N. La interpretación del periodograma se puede 

interpretar' y~ ~e~~en;'~1:1l1arco probabilístico o determinístico. Sin embargo, la 

entrada d: dat?s ~.: ·Cl~~é~.·~ la.int13,rpre~acj¡'.)~ que se busca. Si se adopta una 

perspectiva pro~abilís,tica) las ce>'¡'..y,¡:)'one'ntes·determinísticas o no estacionarias se 

remueven.' 

También existt3ri otros:éstirn~de>res: q¿e 'se basan en un modelo que tiene una 
•>' - ~-••~ '''--.,:'.- -~~·/\r<,\:.""::~.'· ·<:'-- '_--'.::··:-·.O·:,~.'\/'.i·',:•:.: ,·-'>~_;_'_--'•:.'·:-' 

forma d~ c:l~6~id;,;ci :¡;¡sp'e~tral ele p6t~ncia~la estimación de la PSD se reduce a un 

ajuste déi. ~'~l'á"l11~tros. 'E:~t~s'Clnétoc:los paramétricos han producido mejores 

estimacio~~5'¿;;~ '~e~Ós d~tbs que ~I periodograma ( Kay[1988]). La mejora en 

las estim~dones se logra' al usar todos los datos para estimar unos pocos 

parámetros. En e~te sentid~. u~' periodograma toma N datos y ajusta un modelo 

con N parámetros, E~ta t3s una de las razones por la que la estimación de un 

periodograma se debe suavizar. 

La ventaja de un periodograma es que es un estimador no paramétrico sin 

suposiciones en la fo~m'~ del modelo y que se calcula con mucha facilidad usando 

una Trarisformacla Rágid~ de Fourier. Los métodos paramétricos pueden producir 

sistemas ifoe¡:il~s d~ ec~aciones que para campos grandes puede significar un 

esfuerzo co~plltacional muy considerable (Lim y Malik [1981]). 
~: ,,'._"\~· .~:'--.-·:----.. :. '.-

Los temas, rrÍÉls:irr1b~rtantes en relación al uso de periodogramas son el control del 

drenado espectral y la reducción de la varianza de la estimación. El drenado 
. . ; 

espectral resulta de la ventana de caja de una muestra de datos finita. Esto tiene 

el efecto que la potencia de una frecuencia dada drena hacia una frecuencia 

vecina y contamina la. estimación. La varianza del periodograma no se puede 
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reducir incluyendo más datos porque entonces se necesitaría estimar más 

parámetros. E:s común qºué el C:trenacio se controle multiplicando los datos 

originales por una ventan~ que tiene mejores características de drenado (Harris 

[1978]). 

. . 

. · Debiao-a·~te71()_t-·caP,J)~~s-q u(3-·se · analizan son ~bidimensionales, las·. densidades 

espeétrales~cSbftJn~í(,~;;Sde dos Coordenadas en'l~
0

fÍecUe1JCiél.[)ado que es má~ 
fácil compcirá; J';;a'i 'répresentación unidimensio~al que Úna. bidimension~I. se 

integran la'de!Ísidad bidimensional sobre la magnitud··~~·. f;ecuencia para producir 

una component~ isotrópica unidimensional 

2;r 

E(f) = f!S(f, B)f!dB (C.15) 
o 

f = (.Á2 +J{)1'2 (C.16) 

donde S. es la densidad espectral de la potencia y e es una coordenada de 
' ' 

frecuencia radial. Esto es análogo a la definición del espectro de energía que se 

usa en la t~oría de la turbulencia ( Beran [1968]). Sin embargo, la función E(f) 

solamente se puede interpretar como la estadística de la densidad espectral de la 

potencia bidimensional. 
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Apéndice O: Espectro de la simulación condicional 

La metodología geoestadística consiste en interpretar la distribución espacial de la 

variable verdadera Z
0
(x), como una realización particular de una función aleatoria 

Z(x). Una simulación consiste en to".1ar una realización Zs(x) de esta función 

aleatoria Z(x). 

Considere el valor verdadero Zo(x) y su valor kriging zoK(x) deducido de los 

datos conocidos. Estos dos valores difieren por un error desconocido: 

(D.1) 

Considere una realización Zs(x). Cuando se aplica kriging a .la misma 

configuración de datos disponible, se produce un error kriging 

[Zs(x)- ZsK(x)]isomórfiCO al Verdadero error [Z0 (x)- Z 0 K (x)] e independiente 

de Z 0 K(x). 

Donde isomórfico sig~ifica quetienen elmism~valorespe~adoylos m~mentos de 

segundo o~den ~en ig~al~s. . . . ,- . . 

-- . :-, :~ ~ ': -, ·. ~ 

Para obtener" .una-simu.1a(;iór1 cgndiciona1;·· . .el error.kriging "desconocido 

[Z
0
(x)-Z

0
;(;\;)] ~ere~di~1~·z~\-~¿~ ~l~ri~/[zsCx)-ZsK(x)] (~o~r~el, ~97~) •. 

, ,·' _,_:: , .: ~_·,- ' 

· .. ~- ~ ,. ~:· :&;,: ;' ' 

(D.2) 

Considérense los valores numéricos Zsc(x) Y Zsc(X + h), en dos puntos X y 

x + h. La variabilidad entre estas dos cantidades es caracterizada por el 
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variograma 2y(x, h), el cual se define como el valor esperado de la variable 

aleatoria [Z,c(x)- Z,c(x + h)]2 
, 

2y(x, h) = E{[Z,c(x)- Zsc(x + '2)]2 

Substituyendo.los plintos ~ .. Y xfhen (D.2) 

Z,c(x) = Z0,j(x)'-F[Z~(~F-Z~K(x)] 
Z,c(x +h) =·Z0~(x +!;) + [Z,(x-!-N)-Z,,<:(x + h)] 

Substitüyendo (D.4) y (D.5) en (D.3) 

2y(i, h)= E{[(Z0 K (x) + [Z,(~~) -'-ZsK(x)]) 

-(Z0 K(x + h) + [Z,(x + h)- Z,K(x + h)])]2 

rearreglando términos 

2y(x, h) = EÜZ0K (.X)~ z~;(x +: h )]2 

+E{ ([Z;(xt---~,/(.(~)]:2[Z,(x;t- h)- ZsK (x+ h)])2 

la ecuación ·co. 7) repre'Senfa·~1variog;ama de•1a.·sim.ulación condicional ... ···:·'. ~-~) •.· 

(D.3) 

(D.4) 

(D.5) 

(D.6) 

(D.7) 

Por otro iado considérese• laJtÚlciÓrt;aleatoria Z
0
erllos puntos x y x +h. El 

:· -_ - : ·¡:.~-:>::-~~~ _:·, ·.'·,;~ , 
variograma de esta funci6ri es igual a 

- " , >, ' i~ ' i • -- -~;::·.e; -

2y(x, h) =E{rz0(x)-:;'.zJ:X + h )]2 (D.B) 
--.. -<~:-«:·_::;_.;<: .. , __ -- ,- .. 

Substituyendo los puntÓs ~. y x + h en (D.1) 

(D.9) 
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Z
0
(x + h) = Z 0K(x + h) + [Z0 (x + h)-Z0K(x+ h)] (D.10) 

Substituyendo•.léls expansi()11es en elvariogra111a (D.8) 

2y(;c,h_).~j~_.{cz~K(x)'·-:··~0)(x.·¿- h)]·
2

;···· 

- -·-;;{(ci~cI)~;,~:~ci)]~iiic:-:·;1>=~º~<x~'1>1i (D.11) 

-- ,:, ~~- -·~:·);:(:·~::_,~>> ' 

reemplazand()éf;~~rcSÍ)~rlglbgdE:!scOriocido_[Z~(x) . .,-: Z
0
K(x)] por un error kriging 

isomórfico ei~de-Je~d:i~~~~([';:{;y~;s}(;)], elvariograma es igual a 
; '--.. '-· ·, - •. •. - . - ,_ - ¡~· ' "'- ·-' . ' - y_ - ' 

2y(x,h)=~ÜZ0k(~)~{:0~(;l6)]2: .·.· · . _ 

+ E{Ü?'s(;)~ .:? .. ~ (x)J'.- [zScx + h)- ZsK (x + h)])2
. (D.12) 

La ecuación (D.12) representa el variograma de la función Z
0

, la cual es igual a la 

ecuación (D.7) que representa el variograma de la función Zsc. 

Por lo tanto, el variograma de la función verdadera Z
0 

y el variograma de la 

simulación condicional Zsc son iguales. 

La siguiente ecuación extablece la relación entre el variograma y la covarianza 

(Armstrong, 1998) 

y(h)= C(O)- C(h) (D.13) 

Así mismo, 

C(O) = o- 2 
(D.14) 

donde o- 2 representa la varianza 
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Dado que los variogramas de la función verdadera y la simulación condicional son 

iguales, por lo tanto -

(D.15) 

•-

Condicionando a que las varianzas sean iguales cr; = a;c 

(D.16) 

Por lo tanto, la covarianza de la función verdadera Z
0 

y la covarianza de la 

simulación condicional z.,c son iguales. 

La covarianza también se puede expresar como la Transformada de Fourier 

Inversa del espectro de energía (Gelhar, 1993) 

00 

C(h) = Je;w1'S(iv)dm (D.17) 

Substituyendo cD.17) en (D.16) 

00 00 

f e;w"S
0
(m)dm= fe;w1iS,c(m)dm (D.18) 

-a:> 

Por lo tanto, el espectro de la función verdadera Z
0 

y el espectro de la 

simulación condicional Z_,c son iguales. 
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