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Introducción 

El fenómeno de mojado ha sido estudiado arnpliantcnte en sistemas sirnples5
• Este estudio se 

basa en el concepto de tensión superficial.. que representa la energía libre en exceso por formar 

una intercara plana. Diversos modelos. dentro de la mecánica estadística, han proporcionado 

infonnación sobre sus propiedades y su relación con parámetros microscópicos de los sistemas 

bajo estudio. Éste trabajo se suma a lo que en los últimos años se ha realizado en el estudio del 

mojado sobre interfaces esféricas y del posible efecto de térnúnos en la energía libre. que en el 

contexto del estudio de microemulsiones., ha sido conceptualizado como una extensión de la 

energía de libre de superficie que. adesná.s de ténninos de tensión superficial., incluye ténninos 

de curvatura. 

En lo cotidiano. por mojar se entiende el cubrir con agua una superficie sólida que alguna vez 

estuvo seca o cubierta de aire; pero el mojado no se lúnita al sistema sólido-agua-aire. Éste se 

puede presentar en cualquier sistema de tres o más fases: sólido-líquido-gas. sólido-líquido­

üquido. líquido-líquido-gas. cte. En estos sistemas puede ocurrir lo que se conoce como 

transiciones de mojado, que son la sustitución de una fase (aire, por ejemplo) por otra (agua) 

en el contacto con una tercera (algún sólido). Estas transiciones ocurren a una tetnpera~ 

llamada temperatura de mojado sobre la línea de equilibrio de ttes fases. 

En el fenómeno de mojado interviene una propiedad de las áreas de contacto entre las fases 

llamada tensión interfacial. Esta tensión hace a las interfaces componarsc como membranas 

que requieren de cieno trabajo para ser atravesadas o deformadas. En un sistema de tres fases 

puede darse el caso en que las tres fases se encuentren en contacto, aunque tan solo por una 

línea. en donde el efecto de fas tres tensiones intcrfaciales se mantiene en equilibrio. Según la 

magnitud de C.'lda una de las tensiones intcrfaci.alcs .. se tiene un cierto grado de mojado que se 

describe como mojado parcial o mojado total. 

El agitar vigorosamente una mezcla de agua y aceite provoca que la interfase agua-aceite se 

rompa. formando miles de gotas y glóbulos. aumentando el área de conr:acto entre las fases. 

Gracias a la tensión intcrtacial el sistema se encuentra en un estado de mayor energía y poco a 

poco se desplazará a su estado inicial deshaciéndose de intercaras. mediante la coalescencia de 
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las gotas o a la transferencia de material de las gotas pequeñas a las grandes. Al agregar a la 

mezcla una sustancia que disminuya la tensión intcrfacial, se puede llevar al sistcma disperso a 

un estado de equilibrio. A estas sustancias se les conoce como tensoactivos y permiten la 

fonnación de emulsiones y rn.icroemulsiones. Las m.icrocrnulsiones son fases estables en las 

que el agua y d accite aparecen mezclados ya que por las propiedades anfifilicas del tcnsoactivo 

se forma una intercara de éste entre las regiones ricas en agua y las regiones ricas en aceite. 

Algunas núcrocmulsioncs son nUcclares formando pequeños glóbulos de agua en aceite o de 

aceite en agua. ottas son hexagonales con cilindros empacados de agua en aceite o aceite en 

agua, otras son cúbicas bicontinuas. etc. Esta multirud de gt."'<>mcttías se atribuye a las 

propiedades elásticas de la intercara formada y es de esperar que la energía libre de superficie 

del sistema dependa de la curvatura de ésta. 

El objetivo de este trabajo es el estudio del mojado de una esfera sólida swncrgida en una 

mezcla modelo de agua-accite-tensoactivo usando la teoría de funcionaJes de la densidad 

proponiendo lUl té.nnino Laplaciano en el funcional de la densidad de la energía libre de 

Hchnholtz y un ténnino gradiente en el potencial de contacto entre la esfera y la fase que moja. 

Se empieza, en el capítulo I. con la descripción de conceptos usados en los estudios de mojado. 

como son la tensión superficial y los tcnsoactivos. En el capfrulo 11. se habla de lo que son las 

emulsiones. de que están hechas y como se forman. En el capítulo 111 se define mojado y se 

muestra la deducción de algunas ecuaciones fruto de los primeros estudios sobre el terna en 

sistemas simples ... rarnbién se dedica una sección a la teoría de funcionales aplicada al mojado 

de una esfera sólida. En el capítulo lV se describe el problema y se presenta el modelo que se 

utilizó para esrudiarlo. En el capitulo V se presentan mediante gráficas los resultados 

obtenidos. y en la última sección. las conclusiones. 
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Capítulo l. Tenaoactlvo• 

1.1 Tensión superficial e joterfacia] 

Si se coloca con cuidado un alfiler en la superficie del agua contenida en un recipiente. el alfiler 

puede flotar en lugar de hundirse. Si se le ve con cuidado. se puede apreciar que la superficie 

del agua se deforma un poco alrededor del alfiler. Si ahora lo sumergimos un poco. el alfiler se 

irá directamente al fondo del recipiente. Este fenómeno es posible gracias a la tensión 

superficial. Esta provoca que la superficie del agua se compone como una membrana y. para 

poder atravesarla, se requiere de cierto trabajo. En un liquido, mientras mayor sea su tensión 

superficial. más trabajo se requerirá para atravesar o romper su interfase. De no existir esta 

tensión, las molécufa.s de dos fases diferentes atravesarían la interfase que las separa sin trabajo. 

Es decir, simplemente se mczcl."'ll'Ían. La tensión superficial también prov<>C3 una resistencia a 

awnentar el tamaño de una interfase. Por ejemplo, la presión de una burbuja de aire sumergida 

en agua. compite con la tensión de la interfase. Es ésta tensión. junto con la presión 

hid.rostática,. la que mantiene el tamaño de la burbuja. 

La tensión superficial es la consecuencia de una asimetria en las fuerzas de atracción entre las 

moléculas de un líquido cuando éstas se encuentran en su superficie. Una molécula en el bulto 

del líquido es atraída en todas direcciones con la misma fuerza,. por estar totalmente rodeada 

por ouas moléculas. En la superficie del líquido no ocurre esto. Las moléculas de la otra fase 

no attaen con la misma fuerza a las moléculas del liquido. Esto genera una fuerza resultante 

dirigida hacia d bulto del líquido que actúa sobre las moléculas de la superficie. dando como 

resulta.do una tensión intc.rfa.cia1. Se le Uama tensión superficial cuando una de las fases es gas e 

interfacial cuando ambas fases son liquidas o cuando una de ella es sólida. 

* Mo16cul• en I• superficie MoWcula en el bulto 



Existen cienas sustancias que suelen acumularse en las interfases y provocan una disnünución 

en la tensión superficial. Estas sustancias se llaman tcnsoactivos. 

1.2 Ten~oacriyos 

Un tensoactivo es una molécula constituida por una parte soluble en agua y otra soluble en 

aceite. Es su fonna más simple. tienen una "'colan fonnada por una cadena hidroca.rbonada y 

una "'cabczan polar o iónica. La cadena hidroca.rbonada es soluble en aceite y se le conoce 

como parte lipofilica o hidrofóbica.. La parte iónica o polar es soluble en agua y se le conoce 

como parte hidrofilica o lipofóbica. 

Los tensoactivos se claSifican según la naturaleza de su parte hidrofilica y pueden ser aniónicos,. 

catiónicos,. anfotéricos y no iónicos. Los aniónicos se caracterizan por tener una carga negativa 

en su parte hidroffiica mientras que los catiónicos por tener una carga positiva. Los anfotéricos 

se caracterizan por. tener grupos aniónicos y catiónicos y los no iónicos por no tener carga en 

su parte hidrofil.iciSi.no ~pos polares como alcoholes o éteres. 

Los tcnsoactivos tienen la propiedad de adsorberse en la interfase del líquido en el que están 

disueltos. Esta puede ser la superficie del líquido (interfase liquido-gas) o en la interfase 

liquido-líquido de una mezcla de agua y aceite. Esto se debe a que la parte del tensoactivo que 

no se disuelve en el líquido que lo contiene,. es empujada fuera de él. Esto también ocasiona 

que las molécul.'l.s de rensoactivo que se cncucnttan en la superficie dd liquido se orienten con 

su parte insoluble hacia fuera y su parte soluble hacia adentro. Así, en agua. los tensoactivos se 

acumulan en fa superficie orientando las u:colas.,. hacia afuera dd agua y fas ''cabezas•• hacia su 

interior. 
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Aire o Aceite 

Agua 

Fg 1-.3 Afa/¿a1Jas tk 1111soadi1• '" #114 i11lnfatt. 

Si a un recipiente con agua se le agrega tensoactivo gradualntcnte. la estructura de la solución 

va ca.rnbiando al igual que sus propiedades. Primero, como se ha mencionado, las moléculas de 

tensoactivo se acumulan en la superficie.. Una vez saturada la superficie, comienzan a fonnarse 

agregados moleculares en el bulto de la solución llamados núcclas. Esta concentración, a la que 

se comienzan a formar las tn.icelas se le llanta concentración micelar critica (Cl\.fC). Las 

moléculas de estos agregados se orientan con su parte hidrofilica hacia fuera y la hidrofóbica 

hacia adentro. En caso de estar disueltas en aceite, se orientan con su parte lúdrofóbica hacia 

fuera y la hidrofilica hacia adentro. 

Enaceite Enagua 

La fonna de estas tn.icclas puede variar según la estructura molecular del tcnsoactivo, su 

concentración, la temperatura y la presencia de otros componentes en la solución. Estas 

formas pueden ser esféricas. ovaladas, en fonna de disco, cilíndricas o en fonna de láminas. 

Esf"érica CiUndrica En forma de lámina 

TESIS CON 6 
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La naturaleza anfifilica de Jos tensoactivos pcnnitc fonna.r mezclas estables de agua-accite­

tensoactivo. Esto ocurre al introducirse la fase dispersa dentro nücelas de tenaoactivo 

penniticndo as{ que de niancra indirecta,. la fase dispersa se mantenga disuelta en la fase 

continua. Así se forman las emulsiones. 

Otro fenómeno producido por los tcnsoactivos, pam el caso de las estructuras en íoana de 

lá.tnina,. es la fonnación de membranas flexibles que separan regiones de agua o de aceite. 

aceite 

aceite 

aceite 

Fig 1-7 Eslnlr/MrrM tk moUarlas tú u~1ros ~•fon.a di lá#U-a.for-dlllda 

,,,~,,,J,,u,,as fo.-...-ibkr separa,,Jo rrgio11u di d,U'4JI/ o oair.r. 

Los tensoactivos son utilizados como ingrediente activo en los detergentes y corno 

componente esencial en la formación de emulsiones y dispersiones estables. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Capftulo 11. Emulsione• 

11.1 Emulsiones. 

Una emulsión es una mezcla dispersa de dos fases liquidas. una fonnada por agua y otra por un 

aceite. Son de color opaco y se caracterizan por tener una fase continua y una fase dispersa. Si 

la fase dispersa es la del agua. entonces es una emulsión agua en aceite (W//0) y si fuera el caso 

contrario, Ja emulsión sería de aceite en agua (O/W). La fase del aceite o fase orgánica, puede 

estar fonnada por cualquier sustancia liquida que sea innúscible con el agua. La fase del agua 

puede estar fonnada por agua pura o por una solución acuosa inmiscible con el aceite. 

Dos üquidos puros inmisciblcs enttc s~ no pueden formar una C01ulsión. Una mezcla dispersa 

de escas dos sustancias puras seria totalmente inestable y se separaría en dos fases. Es necesario 

un tercer componente que estabilice la mezcla para fonnar la ctnulsión. Por ejCITiplo, en un 

recipiente con agua y aceite .. podríamos observar dos fases: la del agua en la parte infctior y la 

del aceite en la parte superior. Si agitáramos el recipiente, las dos fases se romperían en 

glóbulos y fonnarían una mezcla dispersa que, al dejarla reposar, se separarla no m~~ho tiempo 

después. Los tensoactivos son sustancias que pueden llegar a estabilizar una mezcla de agua y 

aceite y lograr que transcurra mucho tiempo antes de que se separen o estabilizarla de fonna tal 

que nunca lo hagan. 

] 1.1.1 E-..tabUidad de las s:mulsioncs 

Cuando una fase continua se rompe. el área intcrfacial de ésta aW"nenta. El aumentar el tamaño 

de la interfase requiere, gracias a la tensión intcrfacial, de trabajo. l\fientras más pequeñas 

queramos las goL'lS de la fase dispersa, más ttabajo tendremos que surnirústrar. Esto quiere 

decir que el proceso de cmulsificación, mientras exista tensión intcrfacial, es un proceso no 

csponLinco. Es decir .. que no se produce por si solo a menos que se le suministre energía o 

trabajo al sistema. Este trabajo suministrado implica un aumento en la energía libre del sistema.,. 

lo que nos lleva a que un sistema no crnulsificado es un estado de menor energía que uno 

cmulsificado. Por lo tanto, una emulsión estable es. en realidad, un sistema metacstablc. 
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Así como podemos tener emulsiones metacstables. podernos tener: emulsiones inestables. Las 

últimas son emulsiones que eventualmente se separarán. El tiempo que tarde en oeuttir 

depende de factores como la viscosidad de las fases y el tamaño de las gotas de la fase dispersa 

y puede ser desde aJ&JUnas horas hasta meses enteros. A lo largo del proceso de separación. 

pueden presentarse simultánea o secucncialtnentc una serie de etapas que se resumen en la 

siguiente figura. 

a) Descomposición de 

Oatwald 

b) Floculación 

e) Scdiancntación 

d) Coalcsccncia 

e) Fonnación 

El esquema anterior es el comportamiento general de las entulsiones. sin embargo no es 

universal. Puede haber casos en los que el estado de menor energía no es el de las fases 

separadas. En las rrúcroemulsioncs. por ejemplo. el estado de menor energía es el est.ado 

disperso. 

El termino ul\.licrocmu1sión,. es usado de distintas fonnas por los autores. pero en general se 

entiende como una emulsión tcrtllodin{trn.icamente estable. 

11.1.2 Estn1cturas de las mjcroemulsjoncs 

Las mezclas de dos o más fases inrn.iscibles con tcnsoactivos pueden fonnar emulsiones con 

distintos tipos de estructuras. 

a) Micelares. Están formadas por rn.icelas que encapsulan a una de las fases y le 

pcrnúten mantenerse dispersa. Pueden ser esféricas. ovaladas. cilíndricas, etc .. 

Agua=+±#·~~~~ . 
_ ~ ~ __::j- Aceite 

9 
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b) !.amelares. 

Se caracterizan por constituirse de estructuras de tensoactivos en forma de 1ánüna que 

separan a las fases irun.isciblcs. Se les conoce también como cristales líquidos. 

1 

e) Vesículas. 

Las vesículas están constituidas por una bicapa de tensoactivos que separan una .región 

de fluido de wta fase continua fonnada por el mismo fluido. Dentro de la bicapa puede 

contenerse otro fluido inrniscible. 

el) Fases bicontinuas. 

En estas estrucnuas, existe una capa de tensoactivo que separa a dos fases continuas e 

in.Jn.iscibles que se encuentran entrelazadas. Se asemejan a la estructura de esponja 

marina. 

Membninadc 
tcnsoactivo ---...o;;t-

10 



11 .. t .. 3 lnterf:aces FlgibJes 

.Atriba se ha mencionado que en una mezcla de agua-aceite y tensoactivo se pueden fonnar 

membranas que separan una fase de la otra .. Estas lánúnas son flexibles y su cornportanú.cnto 

puede ser descrito desde un punto de vista en el que se considere su energía libre de 

defonnación. 

Las dcfonnaciones que puede sufrir una membrana son d cambio de área (expansión o 

compresión de la membrana) y el cambio de curvatura. Por lo gcncnl la enezgfa necesaria para 

cambiar el área de una membrana es mucho más grande que la enagía requerida para 

modificar su curvatura, por lo que para describir el comportamiento de una de estas interfaces 

es suficiente con considerar únicamente la energía libre de curvatura.. 

Sean 

H =!(oc +IC ) 2 1 • 

y 

donde: H es la curvatura promedio 

K es la Curvatura Gausiana 

tc:l y tc:2 son Jos radios de curvatura 

La energía libre de curvatura se puede definir como: 

donde: fc es la energía libre de curvatura por unidad de área 

A: es el módulo de curvatura 

Co es la curvatura espontánea 

k es el módulo de "saddle-splay" 

11 



Esta forma de la energía de curvatura fue usada por Hel&ich' e indica que la curvatura 

promedio que tninimiza la energía libre de curvantta es igual a c;,, que es la curvatura 

espontánea de la membrana. El costo energético de alejar a H de Co es el módulo de curvatura 

k. El parántetto k mide el costo energético de las deformaciones de tipo silla. 

Región defonnada con 
H #'- e,, (regida por k) 

Silla de montar (deformación regida por k) 

Fig 11-6. La 'ª"tidad m ~11rWa 1ucrsand pam 11na ekfanwaao,,, q• a/eft" a H l'MI lldÑlrc0 ~ J, ~ 

Pam defonwa&ionu de tipo .silla de "'º"'ar Ja ~•n~/12 tlt¡wMde- tkl IJdlor di k . 

La curvatura espontánea nos dice que existe una tendencia de la mC111brana a doblarse hacia el 

aceite o hacia el agua. Ésta depende de las interacciones entre las cabezas y entre las colas de 

los tcnsoactivos. Se espera que las fuerzas de interacción más irnport:antcs sean las que se dan 

entre las cadenas y que por lo tanto k y k dependen poco de las fuerzas de interacción entre 

las cabezas. 

Atracción entre cadenas Repulsión entre cadenas 

Fig 11-7 Las inln-a«io11u ~ntrr las mLktra.s hidnu-arbonadas de 11na mnwbnl11af,,,.,.ada ptw lnuoadivos 

son lar qMe Mterminan lafanwa tk la me,,.bra11a. 

'fES\S CON 
~ .. ~: 'i T)~ OR\GiN 
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Capitulo 111. Mojado 

111. 1 Mpjqdo rntaJ y mojada parcial 

Cuando en un sistema existen ttcs fases en equilibrio como en el caso de la superficie de un 

vidrio en presencia de agua y su vapor. podemos formar tres tipos de interfases. El vidrio en 

contacto con el vapor. el vidrio en contacto con el agua y el agua en contacto con su vapor. Si 

colocamos una gota de agua en la superficie del vid.do ésta puede esparcirse sobre el vidrio o 

quedarse en forma de gota fonnando un ángulo de contacto con la superficie del vidrio. En el 

primer caso decimos que el agua moja a vidrio y en el segundo decimos que se encuentra en un 

estado de mojado parciaL 

Mojado parcial Mojado total 

Aire ,/Agua 

k..,~¡;;¡µ;,,. .... ,31~ •. i:; ... C.-1.weya:b.;,P\I 

Aire 

Vidrio Vidrio 

F«Ill-1 Afry"ado lota/y ""!JOdopanial 

En un mojado parcial, la superficie de la gota de la fase que moja fonna un ángulo con la 

superficie del sólido que se está mojando. A este ángulo se le llama ángulo de contacto y nos 

puede decir que tanto moja ese líquido a la superficie sólida. Cuando el ángulo es igual a 180º, 

la gota no moja al sólido. Cuando el ángulo es igual a cero, lo moja completamente. 

Moja parcialmcnlc 

,.,~~··*n-:·~·i 
No moja 

e Ü:e:;::H 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 13 



111.2 Mo¡ado sgbn: una superficie plaga 

Cuando una superficie plana es mojada parcialmente por un fluido. existe una linea en la que 

las tres fases participantes se encuentran. Las tensiones de las tres interfases intersectan de 

manera perpendicular sobre esta línea. 

Linea de 

~tres fases 

~ 
En el equilibrio. la fucr¿a neta actuando sobre la linea de tres fases desaparece. Haciendo un 

balance de fucr¿as. obtenemos lo que se conoce como ecuación de Young: 

Y • ., = Yi. + y1.,cos9 ( 111-1) 

donde se puede ver claramente que: 

para un mojado parcial (0 > O) ( 111-2) 

y 

para un mojado total (0 = O) ( 111-3) 

A la ecuación III-3 se le conoce como la regla de Antonow . 

. A continuación se analiza el caso de una superficie plana totalmente mojada. 

Vapor 

f·-.·:,·.:,·:·.·--·.·:,•:-.·.-, ... , .... _t:,·:,•:,·:-.•:-.•: ._ ... , .... _ .... 

sólido 

F.fg III-1- SNPnfide pla11a 1o1a/l#r11u ''"!Jada por a_g.a. 
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La energía libre de Helmoltz cm:rcspondiente a una superficie plaaa totalmente mojada es la 

siguiente: 

donde: Yi. es la tensión de Ja interfase liquido-vapor 

y,. es Ja tensión de Ja intcrf"asc sólido-liquido 

A,. es el área de Ja interfase liquido-vapor 

.A,, es el área del sólido 

µ, es el potencial químico del componente i 

11; es el número de moles del componente i 

(W:-4) 

Aquí nos será más útil expresar la ene<gla libtt del sistema en téaniflos del gran potencial 

canónico O: 

sustituyendo F y sabiendo que A,. = A,.. 

Q=(y,.+y,.)A,. (ID-5) 

Una vez que a Ja superficie sólida es mojada rotalmente. el árca inteñacial liquido-vapor se 

vuelve constante sin importar el grosor de la pcllcula. por Jo que el aumcnro de espesor de la 

capa no contribuye en el cambio en Ja cne<gia libtt del sistema. Es decir. no se necesita trabajo 

para cambiar cl espesor de la capa que moja a la superficie plana, éste puede ser infinito. 



111.3 Moiadp sghrc una superficie esférica 

Supongamos una esfera sólida de radio R. mojada por una capa de agua de espesor /.. 

Haciendo ":1ll balance de energía. sin considerar los efectos de la gravedad, la energía libre de 

Hehnholtz del sistema es: 

donde: P 1 es la presión en el liquido 

P • es la presión fuera de la esfera de líquido 

V., es el volumen del vapor 

'\.71 es el volumen del líquido 

y1,,, es la tensión de la interfase líquido-vapor y es función de T, P y R. 

y.1 es la tensión de la interfase sólido-liquido y es función de T. P y R. 
A 1,,, es el área de la interfase líquido-vapor 

A. es el área de la esfera sólida 

µ¡ es cl potencial químico del componente i 

n. es el número de moles del componente i 

La forma del gran potencial queda: 

Clm =Y.A. - P 1V 1 + y,.A,,. - P,V. 

( 111-6) 

( 111-7) 

donde el subíndice m de nm indica que se habla del caso en el que la esfera sólida esta mojada. 
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En la ecuación anterior pc:xlernos ver que para una geometría csfél::ica. el espesor de la capa que 

moja al sólido sí contribuye a la encqpa libre del sistema. 

Para la esfera seca. el potencial seria: 

O,=y,.A,-P.v_ (ID-B) 

donde: V vs es el volumen del vapor cuando la esfera esta seca 

y_ es la tensión intcrfacial entre el vapor y la esfera sólida y es función de T, P y R,, 

El cambio necesario en el gran potencial canónico para que la csfcr.a se moje es: 

A0 = Om-0, = y,,A,-P1V1 + y,.A,.-P.V. -(y,.A.-P.V..) ( 111-9) 

Expresando Jos volúmenes y las áreas en ténninos de R. la ecuación 111-9 queda: 

Ml = Yh1tR!) - P.(~1t(R:-R!)) + y,.(4nR:) - P.(~1t(I!-R:}) - y_(41tR!) + 

P.(~ n(L3 
- R!)) 

donde: R. es el radio de la esfera 

R; es el radio de la interfase (R; = I + RJ 
L es el tamaño del sistcrna 

Simplificando lo anterior: 

(Dl-10) 
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Si la presión dentro del núcleo fuera igual a la presión fuera, el término cúbico de la ecuación 

(III-10) desaparece y quedarían únicamente las contribuciones de las tensiones intcrfaciales. 

(111-11) 

Cuando A.el es igual a cero la energía libre de la esfera sólida seca es igual a la energía libre de la 

esfera mojada, es decir, tenemos una transición de mojado. En esta situación podemos escribir 

la ecuación anterior como sigue: 

R, -
( )

2 

y,., R, +'Y.a - 'Y • ., - O 

sustituyendo R¡ = l+R,. 

( 111-12) 

Para que la ecuación 111-12 se cumpla, el valor de I debe ser firúto y para recuperar la ecuación 

IIJ-3, se debe cumplir que //R. tienda a cero mientras R. tienda a infinito. 

Jil.4 Teoáa de 6,1ncigoales de la densidad 

La teoría de funcionales de la densidad, utiliza una forma de la energía libre, según la 

fenomenología de Landau'\ en la que la densidad de energía libre f se expresa como una 

expansión en té.rtn.inos de un parámetro de orden +. 

f= "o + a,++ ª·"'·+a,+, + ... + b,(V.p)' + c,(V29)2 + ... 

El pa.ráinetro de orden 4> es una función de las propiedades del sistema que, ante un cambio de 

estado de éste, se ve notablemente afectado. Por ejemplo. cuando d agua liquida se evapora, 
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existe un cambio de estado que se hace notar por la diferencia de los valores de la densidad del 

agua en los estados final e inicial En este sistema, un parámetro de orden podrla ser la 

densidad. 

El gran potencial canónico se calcula como sigue: 

donde 

Para conocer los estados estables de un sistema, el gran potencial canónico O se núnhn.iza con 

respecto al parámetro de orden cp. La función ro(9), que describe los estados homogéneos del 

sistema, tiene por lo menos un núnimo en un valor 9=9~, que corresponde al estado de 

equilibrio., Cuando ro(cp) tiene dos mínimos a la misma altura, tenemos entonces un equilibrio 

de fases. En este caso, Ja ecuación diferencial resultante de la minimización de O presenta 

varias soluciones. Una de ellas. considerando simcttía plana y en ausencia de paredes, 

proporciona cl p~fil del pacitnetro de orden entre las dos fases. 

En 1987, R. Holyst·y A. Ponicwierski publicaron un trabajo en el que se estudiaba el mojado 

sobre una superficie ·c~'rérica utilizando la teoría de funcionales de la dcnsidad12
• Consideraron 

la parte de la supcrfici~ dct gran potencial canónico como un funcional del perfil de la densidad 

p(r). 

con 

.ll.m(p) = m(p)- m(p.,) 

w(p) = f(p) - µp 

<P(p,) = -h,p, + ~a,p; 

(111-13) 

< 111-14) 

19 



donde: R es el radio de la esfera sólida. 

fes la densidad de la energía libre de Helmholtz local. 

µ es el potencial quúnico. 

Pb es la densidad cuando r = oo. 

L es una constante relacionada con la tensión intcrfacial. 

<J>(p.) es Ja contribución a la energía de la superficie debido a la interacción entre el 

fluido y la esfera. 

P. es la densidad cuando r = R. 

h 1 y a 1 son parámetros constantes relacionadas con Ja tensión super6d.al. 

Para la función dm(p) proponen la forma: 

parap <p.., 
( 111-IS) 

parap>p.., 

que son dos parábolas que se cruzan en la densidad Pm y donde A. y A. son coeficientes que 

dependen de la compresibilidad del vapor y del liquido respectivamente. 

dm(p) 

Vapor 

Pm 
p 
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La anterior proposición para la fonna de .&m(p) es una buena aproximación cuando se esEá 

lejos del punto critico de la mezcla. La ventaja de utilizar esta fonn.a es que la ecuación 

diferencial~ resultante de la m!nllnización de O con respecto a p. se vuelve lineal y fácil de 

resolver. Su solución general es una combinación lineal de térnlinos de la fonna exp{±A,.~)/r. 

Como resultado de su trabajo. comprobaron que para un radio del sólido R, el espesor de la 

capa que lo moja no es infinita~ adctnás. encontraron que la variación del espesor de la capa de 

mojado con respecto a la variación del radio de la esfera sólida era de manera logaritntica. Es 

decir: 

r. a ln(R) 

De manera gráfica: 

R . . 

Fig Ill-7·G~fi;a·.del~spe~rdehfrh-¡,,la d;;.~~ con/N ~/radia tkla e!fera s4/ida. 
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Capítulo IV. El Modelo 

IV.l Pesc;ripdón del modelo. 

En 2000 C. Varea y A. Robledo20 estudiaron el comportamiento de una mezcla modelo de 

agua-accitc-tcnsoactivo cuyo comport.."UTl.icnto energético lo aproximaban a una fonna de tres 

parábolas parecido a la ecuación 111-15. La ecuación que propusieron para la densidad de la 

energía libre local es la siguiente: 

{
~w(+-+~)2. para+<+, 

f(+) = ~()..mt1>2 +fo), para +, <+<+2 

~ (+-+~r. para+>+, 

(IV-1) 

donde: ).,_. "-m. A..0 y fo son constantes que dependen de las propiedades de cada fase. 

4> es un p~etro d.e orden que se ve directamente afectado por la ttansición de fase. 

4> ~ es el vaior-del parámetro 4t en el bulto de la fase acuosa. 

+ ~ es el valor del parámetro + en el bulto de la fase orgánica. 

Con las propiedades del sistema que utilizaron. la gráfica de/contra+ tiene la siguiente forma: 

f(cl>) Fase intermedia 

Aceite 

• 
. Pi& I V-1 Gnifira ~ la rknJidad m en"8fa librr de Helmbo/I:;:;, '°'41 m11lnz ,, pt11'tb1ubw "*' "'°"'"' "'Mfld ~z:la ~~ 

1~11.fOddÍPO. 
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La gráfica anterior presenta tres mínimos. dos de ellos tienen la misma energía libre. Jo que 

significa que se encuentran en equilibrio. Uno de estos dos núnimos concsponde a la fase del 

agua y cl otro a la del aceite. Esto nos dice que el estado estable del sistema es uno en C;l que el 

agua y el aceite se encuentran separados. El mínimo que se encuentra entre el agua y el aceite 

corresponde al de una fase intermedia que. por su valor energético. es una fase metaestable. 

El perfil de la densidad de una esfera de agua sumergida en aceite tiene la siguiente forma: 

p 

r 

F«IV-2 P•pl~~ ~~f:,S~"ªI~~~i~~t=~:::.w;damsp,yp,~nhs~"~''" m,
9
"' 

U na interfase no es ia.n: fiicit d~tClefhtlr ~dado a ·que el cambio en la densidad al pasar de una fase 

a otra no es instantáneo. Existe Una _región en la que hay un t,JTadientc importante de la 

densidad a Ja que se le puede considerar como una tercera fasc1-2. Est.1 es la fase intcnnedia que 

se propone en la fonna def(ecuación IV-1). 

Si agregáramos a la mezcla anterior partículas sólidas y esféricas. estas adsorberán a alguna de 

las tres fases. Las partículas se mojarán de aceite. de agua o de la fase intcnnedia según las 

propiedades que éstas tengan. Una de estas esferas sólidas mojada por alguna de las fases se 

asemeja a una micda esférica. Podemos pensar que si agregarnos suficientes partículas sólidas a 

la mezcla. se inducirá la fonnación de micelas que permitan a Ja fase adsorbida pennanecer 

dispersa dando como resultado una emulsión estable. 
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Estudiar el comportamiento de todas las partículas sumogidas en la mezcla es una tarea muy 

compleja. Podemos simplificar cJ problema estudiando únicamente una de ellas a expensas de 

ignorar el efecto que pudieran tener la presencia de las fuerzas de interacción del resto de las 

partículas. 

En este trabajo se estudia el caso en el que el agua es Ja fase adsorbida en la esfera sólida 

formando una emulsión agua en aceite y se compara la energía de éste estado con la del caso 

en el que la fase intermedia sea la fase adsorbida y con la de otro en el que la partícula este 

sumergida en aceite sin ninguna otra fase adsorbida en ella. 

a) 

.~. 

"'1J 
,_~,..__- Rz 

Aceite 

··~ 
Rs 

Fig I V·..1 a) E.iferu sóli~1 ntt!fada por ag11ay sMme'Jida en mri're. b) E.ifnu sólida ''"!Jada ptw la fase ;,,1,.,..ediay s1Ut11"Xida e11 

arrite. ~ Bifem sólida ,..'!/oda por aeri~e. 

El parámetro de orden cp es el que nos pennitc diferenciar una fase de otra. Su dependencia 

con r nos genera perfiles distintos para cada uno de los casos de la figura IV-3 que son muy 

parecidos a lo que seria un perfil de densidad corno el de la figura IV-2. 

+<•> 

Fig 1 v . .J a) Eefera sólida Hl'!Jinla por ªJ!IUIJ SM,,,~ila e1r aai"t,. b) E.ifnrz sólida ""fiada por /a fas, i11knrtttii4 .JI ~ ,. 

aerile. ,; Eifnu sólida -'!fada por acrite. 
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Para la energía libre. se utilizará la siguiente forma: 

con 

F = f<+> +A<+> (v+)2 - .!! (v2 +)' 
2 4 

{

Aw >0, para.¡.<.¡.1 

A = Am <O, para + 1 < + < + 2 

A 0 > O, para + 2 < + 

(IV-2) 

(IV-3) 

donde:/ es la contribución local a la densidad de la energía libre de Helmholtz y su forma será 

la de la ecuación IV-1. 

B.~~ y A 0 son constantes 

El término Laplaciano que se adiciona al funcional de la energía libre ha demostrado ser útil 

para la descripción de sistemas an6filicos en los que pueden fonnarse rn.icelas20
• 

El potencial gran canónico seria entonces: 

con 

<J>(.¡.,) = µ,<!>, +w,4>;' +g,(V<j>,)2 

w(<j>) = f<+>- µ.p 

donde: 4> = +(r) es el perfil del parámetro de orden. 

4>. es el valor del parámetro 4> en la superficie de la esfera sólida (r = R.). 

cl>., es el valor del parámetro 4> en el bulto (r = ao). 

µ es el potencial quúnico 

(IV-4) 

(IV-5) 

<l>(«l>J es el potencial de cent.acto que es la contribución al potencial n de la interacción 

entre el sólido y el agua. 

µ •• ro. y g. son constantes que dependen de las propiedades de la partícula sólida. 
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aoc+> =o 
a+(r) 

(IV-8) 

La variación de Cl con respecto a la variación de ... es Ja "4rivadafa11do11al de Q con respecto a +. 
Aplicándola a la ecuación IV-4 y sustituyendo en IV-8., se obtiene la ecuación de Eulcr­

Lagrange•: 

<!í -µ-.!. dA<+>cv+)'-A<+>V'+-!!v•+=o 
~ 2 ~ 2 

(IV-9) 

con las siguientes condiciones a la frontera: 

B > 
µ, +2m,+, -A<+.>v+, - 2 v +. =0 

B 2g,v+. + 2 v•+. =o 
(IV-10) 

y 

(IV-11) 

Por la forma de la ecuación diferencial IV-9. se sabe que la solución para la parte homogénea 

debe tener la siguiente forma: 

n 1 
+(r) =¿e; -e"" 

i•I r 

que es la combinación lineal de las soluciones dadas por las raíces de la ecuación característica: 

con j = 'W', m,, o 

La solución particular es: 

+ = +º+ ~ r J AJ 

Los valores de A.1 .. ~ y B que se utilizaron en este estudio son: 

• Ver apéndice 
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{

8.0 

A.= 2 

8.0 

{ 

4.6 
A= -4.S 

4.6 

para la fase acuosa (w) 

para la fase intermedia (m) 
para la fase orgánica (o) 

para la fase acuosa (w) 

para la fase intermedia (m) 

para la fase orgánica (o) 

B= -2 

Con los cuales se obruvieron soluciones con las siguientes formas: 

ek.,r 
e,- + 

r 

e-k.ar 

c.- + e, 
r 

para R.< r < R, 

C 6sen(k..1r) + C 7 sen(k...,r) + C 8 cos(k..1r) + C,cos(k.,,,r) + C,0 para R,< r < R, 

parar> R, 

C 59 C 10 y C,3 son coi:i~tantcs_ qu.c toman en cuenta a los ténninos independientes de la ecuación 

de Euler-Lagrange. E.1 r~~iO _d~ ]~~ c~nstantes son desconocidas incluyendo los valores de R 1 y 

R.:?- Para calcularla~~· se ~-~-~~~~'.. c~~S~ un sistema de ecuaciones usando las condiciones a la 

frontera (ecuaciones .!Y..:10 Y. Iy"-~ ~)y las siguientes relaciones adicionales: 

Criterio de +, y 4>2 

4>wCR1) = +, 
+mCRJ =+, 
4>mCR2' = +. 
+.(R.)= •• 
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Criterio de primeras derivadas 

Criterio de seb'r1.lndas derivadas 

dc!>wCR,) - dfm(R,) 
dr - dr 

d4'wCR,)_~ 
dr - dr 

d 2 4f>wCR,) 
dr2 

d 2 f 9(R,) 

dr2 

El sistema de ecuaciones es no lineal gracias a las incógnitas R 1 y ~ .. Para resolverlo hace una 

se suposición para los valores de R 1 y R 2 utilizando las ecuaciones IV- t 1 como funciones error 

con lo cual el sistema se vuelve lineal y pertn.itc calcular las constantes C; . Si el perfil +Cr) no 

cumple con las condiciones de las ecuaciones IV-11, la suposición de R 1 y R 2 es incorrecta. 

Debemos suponer otros valores para R 1 y l~ hasta que las condiciones se cumplan. Una vez 

que tenernos el perfil solución, podemos calcular el valor del potencial n. 

Cada caso de la ~~ IV-3, tiene un valor de !l diferente. El sistema cuyo valor de O sea 

menor será el sistema estable.. 

Variando las consian~es ~,. µ., m. y g., podcn1os obtener diagramas de fases en los que se 

observe qué fo.ses: pueden. presentarse según las propiedades de las partículas, así como 

también un diagrama de R., ·c~ntta /para comprobar que, al igu..'11 que en el caso de agua-vapor. 

I no es infinito para valores de R. firütos .. 
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Capítulo V. Resultados 

1 La gráfica JC:+> contra+. 

Las constantes que le dan a./{lj>) el comportamiento de la figura IV-1 son: A.,.= 4; Am = 1; A.0 = 

4; fo = 1.48¡ el>~ = -2; el>~ = l. Con los cuales podemos calcular el valor de + en las 

intersecciones de las parábolas. De las cuatro intersecciones que hay, sólo nos intc.rcsan dos, 

para el caso de la ecuación IV-6, nos interesa la intersección con+ más grande y, en la ecuación 

IV-7, la intersección con• más chica. 

2.0 
f(<j>) 

1.5 

1.0 

0.5 

o'-~~-'-~......:~..,::.~~-"-~..L...i........:~__.'--'--''--'.._~......1. ...... ~~::.......:::......~ ........ ~~....J 
~ 1• 2 
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cj>(r) 

2 El perfil +Cr). 

Una vez que hemos calculado+, y +2 .. podemos comenzar el proceso iterativo para encontrar 

R 1, ~ y el perfil +{r). Para cada variación de los valores µ ... m. y g., tendremos un perfil 

diferente. Los valores de +1 y+.:? no varian dado a que la fonna dcfno la modificamos. Los que 

cambian son los valores de R 1 y ~-

1.5 

1.0 

0.5 

o 

-0.5 

-1.0 

-1.5 

-2.0 
o 2 3 

R,-3.86 

4 5 

r 

µ. = 10 

6 7 8 

F<g. ~·2 Pe!fik.r tkl panimetnJ r/>(r) contra el n:ufio pam Jo.r ua/orrs disdnto.r tk µr 

9 10 
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3 Diagrama de fases 

Con el perfil solución +<r) podemos calcular n para cada uno de los casos supuestos en la 

figura IV-3. El que menor valor de O tenga será el estado estable. Al variar las propiedades de 

la pa.rtícuJa R. • µ •• ro. y g. • el valor de Cl también cambia, por lo que podCJTlos cnconttar 

transiciones de mojado que separan zonas en las que alguno de los tres estados es el estable. 

¡;¡g. (/ • .J Did.gn»N,,1 tk fa.usen fa11iión tk µ..y tu~ a R. = O.S J ,g. = 6. a) Zo11a tk pmtíatla ""'!Jadd tk as.ata.Y swmngiJa n1 atYÍI#. 

2.1 <l.<../. b) Zon,,J,purtlt:Niam'!iadapor11•a'"°P"' cú((.ldaáea~•ays•~da111dt:rí't#. 0.4 < /.,, < l.S. ') Zolld<Ñ 

parti'n1/a ""'!J;.,J,., de d,.,;,,. 

En la gráfica de la figura rv· .3 podemos ver que existen cuatro zonas. La zona (a) corresponde 

a) estado en el que cl:agua· moja a la particula. En este estado el sólido se encuentra envuelto 

por unn capa de agua relativamente gruesa y luego por otra capa delgada de la fase intermedia. 

~lás allá de estas capas se cncucnt.ra el aceite en el que esta sumergid.a la partícula. El espesor 

e.Je Ja capa de agua e_n esca zona tiene un rango de 2. t a 4. La zona (b) corresponde a un estado 

parecido al de la zona (a) excepto por el c..-;pcsor de la capa de agua que en este caso es mucho 

más pequeño. En esta zona el rango del espesor es 0.4 < J., < 1.5. La zona (e) corresponde al 

csrado en el que el aceite es la fase que moja a la partícula y la única que la envuelve. 
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Los estados de las zonas (a) y (b) se asemejan al de una emulsión de micelas esféricas. Este 

hecho nos indica que a pesar de que la mezcla inicial no es capaz de formar una emulsión. al 

agregar las partículas sólidas se puede inducir la formación de micelas creando así una emulsión 

estable. 

Los perfiles tjl(r) para panículas en la zonas (a) y (b) tienen en general la siguiente forma. 

1.5 

0.5 

tjl(r) o 

-0.5 

_, 

-1.5 

-"o .. 6 8 10 
r 

1.5 

0.5 

cj>(r) o / 
-0.5 / 

I 
-1 / 

/ 

-1.5 

__ / 

-20 2 .. s 8 10 
r 
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En la zona (e) las partículas están sumergidas en aceite sin ninguna otra fase a su alrededor. Es 

posible que una partícula de éstas sea capaz de desestabilizar completamente a una 

microcmulsión induciendo así su destrucción. 

El perfil 4>(r) pam una partícula en esta zona tiene en general la siguiente forma. 
1.1~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--, 

1.05 

4>(r) 1/ 
0.95 

0.9 

0.85 

2 4 6 8 10 
r 

F(g. v~s P'!fil dl.Yit~ ws =s. "'"s = .s.As =tí. Rp = os 
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3 La variación de 1-
0tto comportamiento del sistema que podemos explorar es la variación del espesor de la capa 

de agua que moja a la esfera en función del tamaño de ésta. En los siguientes diagramas 

podernos ver este comportamiento. 

gs = 6,w• =O 

-J&o-20 
-----------·······················-····· ····--···················· -----,.... .. ·r•· 

:::::::::::::::::::::::······_:_::::.:: .............. :::::::::::::::::::::::~~~tt 
'· 

Fig. V-4 Gn/fi&"a del t!.ljwmr tk la azpa M '«*'ª '1'" ""!J"a di sóUdo (l.) to#hU ,¡ rr:iditl di/ sóGáo '!fhim a óifiw.iu lldlorrs di µ,;y a 

cu1 =0_y,z.=6. 

gs=6.-=2 

F(g. V-S Gn:/fira di/ eJP'sor tk h MJ>d M a.g.wa 'I'" J#t!ia al .rtllido (/.) m•lnl ,¡rodio MI sólido ,.gltial d ~.r ...Jons di µ..y• 

m.,=2J&=6. 
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ga=6 ..... =o 

F(!:. V-S Gmfiaz del esp.sorde la azpa Je'«""' q•• -.¡a al s4lido (l,.J "'""" •I ~ ,¡,¡ ,,,,¡¡,, #/ nJ;do ~a di..tm-s 
lltÚorrsdlµ,Ja t»,. = OJ& = 6. 

gs=CS.ws=2 

,_ --·---·--·-··-----------··-·--···--·-·----·-··---·--·--· 

F.tg. V .6 Giájica del u¡wsor m la capa m OD'ª 'I'" "'°ja al sóJido (l.) a1111n:1 .J ~ll#o di/ nMiio tMI .s6lida ~ a difrrndls 

Pa/orrs M µ.y a m,. = 2.Y& = 6. 

De las figuras anteriores. podemos encontrar varios fenómenos interesantes: a) P:ua radios 

muy pequeños. el espesor de la capa de mojado es el mismo sin ilnportar los valores de JI. y m.;. 

b) El espesor de la capa tiene un mínimo y es afectado considerablemente por el valor de en, y 

de manera menos ilnportante por J.L.; e) Al aumentar el bUnaño de la csfc:Ea sólida el espesor de 
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la capa de mojado atraviesa un núnimo y comienza a aumentar de manera proporcional al 

logaritmo del radio de la esfera. Este mínimo sugiere la existencia de contábucioncs de la 

curvatura espontánea a la fonnación de rnicelas. d) El comportanüento logaátrnico 

mencionado se favorece confonnc awnenta µ. y disnúnuyc m •. 
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Concluaione• 

A partir de los resultados obtenidos se puede a6..nnar, para una mezcla de agua, ac'7Íte y 
tensoactivo capaz de formar una núcroernulsión metaestable. lo siguiente: 

• Si a la mezcla se le agregan partículas sólidas esféricas con ciertas propiedades. éstas 
pueden ser mojadas por agua o por aceite. 

Las partículas pueden f"avorecer la fonnación de una Clllulsión agua-en aceite de 
micelas esféricas estable. 

• Si aumentamos el tanla.ño de una esfera mojada de agua y sU111crgicla en aceite. el 
espesor de la capa de agua aUJnenta de manera logarltnüca para esf"eras muy grandes. 

El mojado de la esfera por agua es favorecido por valores del parámetro m. negativos 
y por valores de µ. grandes y positivos. 

• La variación del espesor de la capa de mojado para radios de partícula pequeños, 
sugiere la existencia de contribuciones de la curvatura espontánea para la fonnación 
dcnúcclas. 
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Apéndice l. Ecuación de Euler-Lagrange a partir de la derivada f"uncional del pan 

potencial del conjunto canónico. 

La forma del gran potencial propuesto en el capítulo III es la siguiente: 

Cuando el sistema es estable,. nos encontramos en un núnimo de CJ(4t), por lo tanto: 

on =ne++ 5+)- ne+) =o. 

donde scp es un cambio muy pequeño de la función •• 

Dada la forma de 00, debemos arreglarla para que quede como sigue: 

donde 

G,e+)= ~· =0 

Para simplificar la deducción de la forma de Al-2. la haremos por partes. 

a) I.n integral de yolumcn: 

Sea 

y 

n,e+)= j[co(+)·we+.>]dV 

n,e+>= f[re+)-µ<l>-fe+.)+µ.¡,.]dV 

0 1(.¡,+0.,,)= f[w<++a+)-co(+.)]dV 

n,c++o+)= f Lre++o+)-µ+-µo+-f<+.)+Ji+.]dv 

(Al-1) 

(Al-2) 
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entonces, 

Sea 

y 

so,= ~(f<++~-f<+>)a+-JW+]dv 

SO,=(:-µ )a+dV 

O,(++a+) = ¡A<+;a+>(vc++a+))2 dV 

o, <.P +a+) = f A(+; a+> (<v+>2 + 2v+ ·Va++ (Va+)' )dV 

Haciendo una expansión de A(++ a+) y despreciando (Va+)', podemos escribir: 

con 

entonces, 

A(++a+)"' A(+)+ dA(lj>) a+ 
d+ 

o, <.P +a+>= f H A(ol>) +~~+>a+ )cv+)2 + 2v+-va+)dv 

Con un poco de álgebra, podemos escribir la expresión .AI-4 como 

con 

(AI-3) 

(Al-4) 

41 



La expresión A-4 queda: 

Sea 

y 

o,<+>= f-?-(v 2 +Y dv 

O,(++ó+)= f-?-(v 2 (++o+))2 dV 

n,<++o+>= f-~[<v2+>2 +2v2 +v 2o++(v2o+)2]dv 

entonces. despreciando (V2 o+)2. 

Como, 

(v 2+v 2o+)= V· (v 2 +vo+)-v(v2 +)-vo+ 
y 

v(v 2 +)-vo+ = v{v(v2+);+)-(v•+);+ 
entonces: 

ao, = f- ~[v-(v2+vo+)-v-(v(v2+);+)+(v•+);+]dv 

La parte de la integral de volumen queda como sigue: 

(Al-5) 

(Al-6) 

(AI-7) 
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&"l, +&"1 2 +so,=((:-µ )a++v·<A<+>v+s+>-( AC+>v2 ++ & ~~•>cv+>2 )a+ 

-~[v·(v2+vs+)-v{v(v2+)>+)+(v•+);+J}v (AI-8) 

Ya hemos rcexpresado todos los términos de la integral de volumen de manera que nos 

pennita f.1.ctorizar el diferencial a+ en algunos de ellos. Pero aun quedan los ténn..inos en los 

que se aplica una divergencia al gradiente de a+ o a un vector multiplicado por 6+ que 

necesitan de un mayor tratamiento. Mediante el teorema de Gauss podemos integrar estos 

tértn..inos e introducirlos a una integral de superficie. 

f f f V·FdV = ff F·dS 

entonces. por Gauss: 

sn,, = J( V·CA<+>v+s+>-~ [v{v2+vs+ )- v-(v(v 2 + );+)J}v = 

J( AC+.>v+.s+. -~[v'+.vs+. -v(v2 +,):;+.J}ds 

b) Para la integral de superficie. 

Sea 

o.,<+.) = f <1><+. )dS 
con 

y 

con 

f<1><4>. +B+,)dS= Jt...+. +µ,s+. +m,(+: +2+,s+. +s+:)+ 8.(v+. +vs+.)2)dS 
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entonces. despreciando a+: y va+:. 

an, 2 = f(µ,s+, +2(1),+.a+. +2g,v+,va+,)ls (Al-9) 

Con el tratamiento anterior, la forma del cambio diferencial del gran potencial queda como 

sigue: 

ao= (:-µ-A<+>v'+- ~~l+>cvw-~(v•+)}+dv+ J(µ, +2(1),+,)a+. ds+ 

J( A(+.>v+. +~v(v2+.))a+. ·ds+ f 28 ,v+.·va+. ds- f ~v2+.va+. ·dS=O 

De esu expresión obtenernos la ecuación de Eu.Jcr-Lagrange: 

éJf -µ-AC+>v'+- -1.. dAC+>cv+>2-~(v•+)=o 
~ 2 # 2 

Con sus condiciones a la frontera cuando r = Rs 

y 

f(µ, +2(1),+,)a+. dS+ J( A(+.>v+. +~v(v2+.))a+. ·dS=O 

µ, +2(1),+, -A<+.>v+. -~v(v2+,)=o 

f 2g, v+, ·Va+, dS - f ~ v 2 .¡., va+. · dS =o 

2 8 ,v+. +~v2+. =O 

(Al-10) 

(Al-11) 

(Al-12) 

La derivada de A(+) con respecto a + cuando r = R, o cuando r = R, es infinita porque A(+) es 

discontinua en esos dos puntos. 



Sea 

entonces 

H(z-z0)={~ paraz<z0 

paraz>z0 

dll(z-z0 ) ,,., ) 
dz =IU\.Z-Zo 

A la función H (z - zo) se le conoce corno la función de Hevyside y a su derivada como la delta 

de Dirac y las podemos emplear para tratar a la función A(+): 

Sean 

entonces 

y 

H,(+-+,> = {~ 

H,(+-+»={~ 

para+<+, 
para •• <. < •• 

para •• < • < •• 
para +>+2 

A(+)=(A., -A.)H1(+-+1)+(A0 -A.,)H2 (+-+,)+A. 

(Al-13) 

La derivada de A(+) con respecto a + es cero para toda + excepto +, y +,. por lo que l>, existe 

sólo cuando + = +, y 6 2 cuando + = +2 • 

Sustituyendo la derivada de A{+) con respecto a • en la ecuación de Eulcr-Lagrange. tenernos. 

para+=+,: 

(Al-14) 

Para que la igualdad se curnpla. necesitamos una delta de Dirac del lado izquierdo de la 

ecuación. El único lugar de donde puede provenir es de la derivada de mayor grado que se le 
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aplica a +. esto es la cuarta derivada de + con respecto a r. Esto significa que la tercera derivada 

de + con respecto a r es discontinua. 

Por definición: 

f"(+)= RJac+-+1)d+=I 
R1-• 

AJ aplicar la misma integral a la ecuación .AJ-14 tenernos: 

.AJ evaluar Ja integral del lado izquierdo. el único término que no se elimina es el de la tercera 

derivada de + con respecto a r. 

Del lado derecho hacemos un cambio de variable para que la integral quede en ténninos de fy 

que la delta pueda ser igualada a uno. 

Finalmente obtenCITios nuestra condición a la frontera cuando r = R 1: 

(Al-15) 

Siguiendo el núsmo procedimiento para r = R 2 , obtenernos la otra condición de las ecuaciones 

III-11. 

(Al-16) 
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