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Introduccién

El fenémeno de mojado ha sido estudiado ampliamente en sistemas simples®. Este estudio se
basa en el concepto de tensién superficial, que representa la energia libre en exceso por formar
una intercara plana. Diversos modclos, dentro de la mecanica estadistica, han proporcionado
informacién sobre sus propicdades y su relaciéon con parimetros microscopicos de los sistemas
bajo estudio. Este trabajo se suma a lo que en los tltimos afios se ha realizado en el estudio del
mojado sobre interfaces esféricas y del posible efecto de términos cn la energia libre, que en el
contexto del estudio de microemulsiones, ha sido conceptualizado como una extensién de la
encrgia de libre de superficie que, ademis de términos dc tensién superficial, incluye términos

de curvatura.

En lo cotidiano, por mojar se entiende ¢l cubrir con agua una superficie sélida que alguna vez
estuvo scea 0 cubierta de aire; pero el mojado no se limita al sistema sélido-agua-aire. Este se
puede presentar en cualquicr sistema de tres o mis fases: sélido-liquido-gas, sélido-liquido-
liquido, liquido-liquido-gas, etc. En cstos sistemas puede ocurrir lo que se conoce como
transiciones de mojado, que son la susttucién de una fase (aire, por ejemplo) por otra (agua)
en el contacto con una tercera (algin solido). Estas transiciones ocurren a una temperatura,

llamada temperatura de mojado sobtc la linea de equilibrio de tres fases.

En el fenémeno de mojado interviene una propiedad de las dreas de contacto entre las fases
llamada tension interfacial. Esta tension hace a las interfaces comportarse como membranas
que requicren de cierto trabajo para ser atravesadas o deformadas. En un sistema de tres fases
puede darse el caso en que las tres fases se encuentren en contacto, aunque tan solo por una
linea, en donde el efecto de las wes tensiones interfaciales se mantiene en equilibrio. Segiin la
magnitud de cada una de las tensiones interfaciales, se tienc un dierto grado de mojado que se

describe como mojado parcial o mojado total.

El agitar vigorosamente una mezcla de agua y aceite provoca que la interfase agua-aceite se
rompa, formando miles de gotas y globulos, aumentando el area de contacto entre las fases.
Gracias a la tension interfacial el sistema se encuentra en un estado de mayor energia y poco a
poco se desplazara a su estado inicial deshaciéndose de intercaras, mediante la coalescencia de
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las potas o a la t fe ia de ial de las gotas pequciias a las grandes. Al agregar a la
mezcla una sustancia que disminuya la tensién interfacial, se puede Hevar al sistema disperso a
un estado de equilibrio. A estas sustancias se les conoce como tensoactivos y permiten la
formacién de emulsiones y microemulsiones. Las microcmulsiones son fases estables en las
que cl agua y el aceite aparccen mezclados ya que por las propiedades anfifilicas del tensoactivo

se forma una intercara de éste entre las regiones ricas en agua y las regiones ricas en accite.

Algunas microemulsiones son micelares formando pequefios gliGbulos de agua en aceite o de
aceite en agua, otras son hexagonales con cilindros empacados de agua en aceite o aceite en
agua, otras son cubicas bicontinuas, etc. Esta multdtud de geometrias se atribuye a las
propiedades elisticas de la intercara formada y es de esperar que la energia libre de superficie
del sistema dependa de la curvatura de ésta.,

El objetivo de este trabajo es el estudio del mojado de una esfera sélida sumergida en una
mezcla modelo de agua-aceite-tensoactivo usando la tcorda de funcionales de la densidad
proponiendo un término Laplaciano en el funcional de la densidad de la encrgia libre de
Helmholtz y un término gradicnte en el potencial de contacto entre la esfera y la fase que moja.
Se empieza, en el capitulo I, con la descripcién de conceptos usados en los estudios de mojado,
como son la tensién superficial y los tensoactivos. En el capitulo 11, se habla de lo quc son las
emulsiones, de que estin hechas y como se forman. En el capitulo 111 se define mojado y se
muestra la deduccién de algunas ecuaciones fruto de los primeros estudios sobre el tema en
sistemas simples. ‘También se¢ dedica una scccién a la teoria de funcionales aplicada al mojado
de una esfera sélida. En ¢l capitulo 1V se describe el problema y se presenta ¢l modelo que se
utilizé para estudiarlo. En ¢l capitulo V sc presentan mediante grificas los resultados

obtenidos, y en la dltima seccién, las conclusiones.




Capfitulo 1. Tensoactivos

1.1 Tensié fcial ¢ i facial

ida en un ipi el alfiler
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Si se coloca con cuidado un alfiler en la superficie del agua cc
puede flotar en lugar de hundirse. Si se le ve con cuidado, se puede apreciar que la superficie
del agua se deforma un poco alrededor del alfiler. Si ahora lo sumergimos un poco, el alfiler se
iri directamente al fondo del recipicnte. Este fenémeno es posible gracias a la tension
superficial. Esta provoca que la superficic del agua se comporte como una membrana y, para
poder atravesarla, se requiete de cierto trabajo. En un liquido, mientras mayor sea su tension
superficial, mis trabajo se requeriri para atravesar o romper su interfase. De no existir esta
tensién, las moléculas de dos fases diferentes atravesarian la interfase que las separa sin trabajo.
Es decir, simplemente se mezclarian. La tensién superficial también provoca una resistencia a
aumentar el tamaifio de una interfase. Por cjemplo, la presion de una burbuja de aire sumergida
e¢n agua, compite con la tension de la interfase. Es ésta tensidén, junto con la presion

hidrostidca, la que mantiecne ¢l tamaiio de la burbuja.

La tensidén superficial es la consecuencia de una asimetria en las fuerzas de atraccién entre las
moléculas de un liquido cuando éstas se encucntran en su superficie. Una molécula en el bulto
del liquido es atraida en todas direcciones con la misma fuerza, por estar totalmente rodeada
por otras moléculas. Ea la superficic del liquido no ocurre esto. Las moléculas de la otra fasc
no atraen con la misma fuerza a las moléculas del liquido. Esto genera una fuerza resultante
dirigida hacia el bulto del liquido que actiia sobre las moléculas de la superficie, dando como
resultado una tensidn interfacial, Se le llama tension superficial cuando una de las fases es gas e

interfacial cuando ambas fases son liquidas o cuando una de ella es sélida.

R R

Molécula en la superficic Molécula en ¢ bulso

Fig I-1Fuerzas do sobre molécalas en el bulto y en la superficie del flwido.




Existen cicrtas sustancias quc suelen a ] en las i £ y provocan una disminucién

en la tensién superficial. Estas sustancias se llaman tensoactivos.

1.2 Tensoactivos.

Un tensoactivo es una molécula constituida por una parte soluble ¢n agua y otra soluble en
accite. Es su forma mas simple, tienen una “cola” fortnada por una cadena hidrocarbonada y
una “cabeza” polar o idnica. La cadena hidrocarbonada es soluble en acecite y se le conoce
como parte lipofilica o hidrofdbica. La parte iGnica o polar es soluble en agua y sc le conoce

como parte hidrofilica o lipofébica.

Cabeza polar o i6nica Cola hidrocarbonada

'

Fig I-2 Partes de una molécula de temsoactivo simple.

Los tensoactivos se clasifican segiin la naturaleza de su parte hidrofilica y puedcen ser aniénicos,
catiénicos, anfotéricos y no i6nicos. Los anidnicos se caracterizan por tener una carga negativa
en su parte hid.to_ﬁ].ica mientras que los catidénicos por tener una carga positiva. Los anfotéricos
s¢ caracterizan Por. tener grupos anidnicos y catidénicos y los no iénicos por no tener carga en

su parte hidrofilica sino grupos polares como alcoholes o éteres.

Los tensoactivos tienen la propiedad de adsorberse en la interfase del liquido en el que estin
disucltos. Esta puede ser la superficic del liquido (interfase liquido-gas) o en la interfase
liquido-liquido de una mezcla de agua y aceite. Esto s¢ debe a que la parte del tensoactivo que
no se disuclve en el liquido que lo conticne, es empujada fucra de él. Esto también ocasiona
que Ias moléculas de tensoactivo que se encuentran en la supetficie del liquido se orienten con
su parte insoluble hacia fuera y su parte soluble hacia adentro. Asi, en agua, los tensoactivos se

acumulan en la superficic orientando las “colas” hacia afuera del agua y las ““cabezas’ hacia su

interior.




Aire o Accite

Agua
Fig I-3 Moleculas de 10 en MR §)

Aral

Si a un recipiente con agua se le agrega tensc ivo la estructura de la solucion
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va cambiando al jgual que sus propicdades. Prdmero, como sc ha mencionado, las moléculas de
tensoactivo se acumulan en la superficie. Una vez saturada la superficie, comienzan a formarse
agregados moleculares en ¢l bulto de la solucién llamados micelas. Esta concentracion, a la que
se comienzan a formar las micelas sc le llama concentracién micelar critica (CMC). Las
moléculas de estos agregados se orientan con su parte hidrofilica hacia fuera y la hidrofébica

hacia adentro. En caso de estar di en ite, se od con su parte hidrofébica hacia

fuera y la hidrofilica hacia adentro.

N~
I

En accite En agua

Fig 14 Micelas en acrite y em agua.

La forma dec estas micelas pucde variar segin la estructura molecular del tensoactivo, su
concentracién, la temperatura y la presencia de otros componentes en la solucién. Estas

formas pucden ser esféricas, ovaladas, en forma de disco, cilindricas o cn forma de liminas.

Esférica

En forma de laimina

Fig I-5 Diferentes tipos de micelas,
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La naturaleza anfifilica de los tensoactivos p fe de agua-aceite-
tensoactivo. Esto ocutre al introducirse la fase dispersa dentro micelas de tensoactivo
permitiendo asi que de mancra indirecta, 1a fase dispersa se mantenga disuclta en la fase

continua. Asi se forman las emulsiones.

Agua

Fig 16 Micvlas em una mezyia Agua-Accite-Tensoactivo com exxeso de aceits y excceso de agma.

Otro fenémeno producido por los tensoactivos, para el caso de las estructuras en forma de
limina, es la formacion de membranas flexibles que separan regiones de agua o de aceite.

accite

Figl-7 E. de molécadas de 305 ent_formea de Liming formando
b flexibles st do regic de agua_y/ o aceite.

Los tensoactivos son utllizados como ingrediente activo en los detergentes y como

componente esencial en la formacion de emulsiones y dispersiones estables.
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Capitulo II. Emulsi

!

I1.1 Emulsiongs.

Una emulsién es una mczcla dispersa de dos fases liquidas, una formada por agua y otra por un

aceite. Son de color opaco y se caracterizan por tener una fase continua y una fase dispersa. Si

la fase dispersa es la del agua, entonces es una Isién agua en ite (W/O) y si fuera el caso
contrario, la emulsién seria de aceite en agua (O/W). La fase dcl accite o fase orgdnica, puede
estar formada por cualquier sustancia liquida que sea inmiscible con el agua. La fase del agua

puede estar formada por agua pura o por una solucién acuosa inmiscible con el aceite.

Dos liquidos puros inmiscibles entre si, no pueden formar una emulsién. Una mezcla dispersa
de estas dos sustancias puras seria totalmente inestable y se separaria en dos fases. Es necesario
un tercer componente que cstabilice la mezcla para formar la emulsion. Por ejemplo, en un
recipiente con agua y aceite, podriamos obsecrvar dos fases: 1a del agua en la parte inferior y la
del aceite en la parte superior. Si agitiramos el recipicnte, las dos fases se romperian en
glébulos y formarian una mezcla dispersa que, al dejatla reposar, se separatia no mucho tiempo
después. Los tensoactivos son sustancias que pucden llegar a estabilizar una mezcla de agua y
accite y lograr que transcurra mucho tempo antes de que se separen o estabilizarla de forma tal

que nunca lo hagan.

11.1.1 Estabilidad de las emulsiones,

Cuando una fasc continua sc rompe, el drea interfacial de ésta aumenta. El aumentar el tamaidio
de la interfase requiere, gracias a la tensién interfacial, de trabajo. Mientras mds pequciias

queramos las gotas de la fase dispersa, mis trabajo tendremos que i rar. Esto qui

decir que ol proceso de emulsificacidn, micntras exista tension interfacial, es un proceso no
espontinco. Es decir, que no se produce por si solo 2 menos que se le suministre energia o

trabajo al sistema. Este trabajo suministrado implica un aumento en la enesgia libre del sistema,

lo que nos lleva a que un sistema no Isificado es un do de menor energia que uno

blc es, en realidad, un bl

emulsificado. Por lo tanto, una emulsion




Asi como podemos tener emulsiones metaestables, podemos tener emulsiones inestables. Las
dltimas son emulsiones que ceventualmente se¢ separarin. El tempo que tarde en ocurrir
depende de factores como la viscosidad de las fases y cl tamaifio de las gotas de 1a fase dispessa
y puede ser desde algunas horas hasta meses enteros. A lo largo del proceso de separacion,

pueden presentarse simultinea o secuencialmente una serie de etapas que se resumen en la

siguiente figura.

4 | 2) Descomposicién de
S2el] [ = Osewald
%o (o> o & > b) Floculacion
o ool|b 8l ¢ d .
d o & <) Sedimentacién

d) Coalescencia

¢) Formacién

Disminucién de Energia
Fig II-1 Etapas de de rposicion de una 7

El esquema anterior ¢s ¢l comportamiento general de las emulsiones, sin embargo no es
universal. Puede haber casos en los que ¢l cstado de menor energia no es el de las fases
separadas. En las microemulsiones, por cjemplo, cl estado de menor cnergia es el estado
disperso.

El termino “Microemulsion” es usado de distintas formas por los autores, pero en general se

entdende como una emulsion termodinamicamente estable.

11.1.2 Estructuras de las microemulsiones.
Las mezclas de dos o mas fases inmiscibles con tensoactivos pueden formar emulsiones con
distintos tipos de estructuras.

a) Micelares. Estin formadas por micelas que encapsulan a una de las fases y le

permiten mantenerse dispersa. Pueden ser esféricas, ovaladas, cilindricas, etc..

nun e HE L TE 2
* * * * Aceite
oo iy

Fig I1-2 Emulsiin ag ./




b) Lamelares.
de de tensoactivos en forma de limina que
istales liquidos.

Se caracterizan por cc itui
separan a las fases inmiscibles. Se les conoce bién como

Aceite

FALLA L, OhiGEy

Fig I1-3 Emulsién de agua_y aceite fon

de tensoactivos que separan una region

©) Vesiculas.
o de la bicapa puede

Las vesiculas estin cc
de fluido de una fase continua formada por el

idas por una bi

o fluido. D

contenerse otro fluido inmiscible.

Fig 14 Veslula de agma com acrite.

d) Fascs bicontinuas.
En estas estructuras, existe una capa de tensoactivo que separa a dos fases continuas e
lazad: Se jan a la estr de esponja

inmiscibles que se encucntran

FigII-5 Es bicontis de ana Iidn de agma y acvite.
10




I1.1.3 Interfaces Flexibles,

Arriba se ha mendionado que en una mezcla de agua-aceite y tensoactivo se pueden formar
membranas que scparan una fase de la otra. Estas liminas son flexibles y su comportamiento

puede ser descrito desde un punto de vista en el que se considere su energia libre de

deformacion.

Las deformaciones que pucde sufrir una membrana son el cambio de drea (expansién o
compresion de la membrana) y el cambio de curvatura. Por lo gencral 1a energia necesaria para
cambiar el drca de una membrana es mucho mis grande que la energia requerida para
modificar su curvatura, por lo que para describir el comportamiento de una de estas interfaces

es suficiente con considerar vinicamente la energia libre de curvatura.

Sean

1
= ‘2‘("1 +x;)

K=wx,

donde: H es la curvatura promedio
K es la Curvatura Gausiana

x1 y x2 son los radios de curvatura
La enectgia libre de curvatura se puede definir como:
f.=24(H~c,) +2K

donde: £ es la energia libre de curvatura por unidad de drea
4 es el médulo de curvatura
co es la curvatura espontinea
% es el médulo de “saddle-splay”




Esta forma de la energia de curvatura fue usada por Helfrich® e indica que la curvatura
promedio que minimiza la energia libre de curvatura es igual a c; que es la curvatura
espontinea de la membrana. El costo energético de alejar a H de ¢, es el médulo de curvatura

4. El parimetro £ mide el costo energético de las deformaciones de tipo silla.

Region deformada con
H # ¢, (regida por &)

Silla de montar (deformacién regida por &)

Figll6. La idad de emergia et pesra wna de ion gue aleje a H del valor o depemde de ke
Para deformaciones de tipo sitla de montar la emeryta depende del valor de k .

La curvatura espontinea nos dice que existe una tendencia de 1a membrana a doblarse hacia el
accite o hacia el agua. Esta depende de las intemacciones entre las cabezas y entre las colas de
los tensoactivos. Se espera que las fucrzas de interaccién mis imporuantes sean las que se dan
entre las cadenas y que por lo tanto £ y & dependen poco de las fuerzas de interacciéon entre

las cabezas. -

Atraccién entre cadenas Repulsién entre cadenas
Figl1-7 Las i iones entre las cade bidrocarbomadas de una b  Jo da por

son las que determinan la forma de la membrana.
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Capitulo IIL. Mojad

II1.1 Mojado total y mojado parcial.

Cuando en un sisterna existen tres fases en equilibrio como en el caso de la superficie de un
vidrio en presencia de agua y su vapor, podemos formar tres tipos dc interfases. El vidrio en
contacto con ¢l vapor, el vidrio en contacto con el agua y el agua en contacto con su vapor. Si
colocamos una gota de agua en la superficie del vidrio ésta puede esparcirse sobre el vidrio o
quedarse en forma de gota formando un dngulo de contacto con la superficie del vidrio. En el
primer caso decimos que el agua moja a vidrio y en el scgundo decimos que se encuentra en un

estado de mojado parcial.

Mojado parcial Mojado total

Fig I11-1 Mojado totaly mojads parsial.

En un mojado parcial, la superficic de la gota de la fasc que moja forma un dngulo con la
supetficic del sélido que se csti mojando. A cste dngulo sc le llama dngulo de contacto y nos
puede decir que tanto moja esc liquido a la superficie sélida. Cuando el dngulo s igual a 180°,

la gota no moja al sélido. Cuando el dngulo es igual a cero, lo moja completamente.

Moja parcialmentc No moja

Fig III-2 Angulo de contiacto sexiin el grado de mojade.
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I11.2 Mojado sobre una syperficie plana.

Cuando una supertficic plana es mojada parcialmente por un fluido, existc una linea en la que
las tres fases participantes s¢ encuentran. Las tensiones de las tres interfases intersectan de

manera perpendicular sobre esta linea.

[E5)

R AT AR O NR GDA
Fig 111-3 Temsiones interfaciales acinando sobre la linea de tres fases.

Lineade
tres fases

VA SRR S AL I AT KA T DT DTCHERS SR e

En el cquilibrio, la fucrza neta actuando sobre la linea de tres fases desaparece. Haciendo un

balance de fuerzas, obtenemos lo que se conoce como ecuacién de Young:

Yo = Y + 7,,c080 (I-1)
donde se puede ver claramente que:
Yow < Vi + Viv para un mojado parcial (8 > 0) (1-2)
y
Yoo =Y + Vi para un mojado total (0 = 0) (11-3)

A la ccuacién III-3 se le conoce como la regla de Antonow.

A continuacién se analiza el caso de una superficic plana rotalmente mojada.

Vapor
Agua
<L

solido
Fig III-4 Supetficie plana tolalmenie mojada por agea.
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La energia libre de Helmoltz correspondi a una superficic plana totalmentc mojada es Ia
siguiente: -

F=v4A, +7,A, + Zl‘anl (11-4)

donde: ¥,, es la tension de la interfase liquido-vapor
Ya €8 la tensién de la interfase s6lido-liquido
. A,, es el drea de la interfase liquido-vapor
A, es el érea del sélido
1 es el potencial quimico del compc i

n; s el nimero de moles del componente i

Aqui nos serd mds til expresar la energia libre del sistema en términos del gran potencial
candnico £

Q=F- Z"lni
sustituyendo F y sabiendo que A, = A,,,
Q= (Ya+ VW) A (1M1-S)

Una vez que a la superficic sélida es mojada totalmente, el drea interfacial liquido-vapor se
vuelve constante sin importar el grosor de Ia pelicula, por lo que el sumento de espesor de la
capa no contribuye en el cambio en la encrgia libre del sistema. Es decir, no se necesita trabajo

2 1 PRRP S

para cambiar el espesor de la capa que moja a la superficie pl éste p ser >.




I11.3 Mojado sobre una supesficie esférica,

Supongamos una esfera sélida de radio R, mojada por una capa de agua de espesor £

‘Vapor

Fig III-5 Egfera solida de radio R, emwelia por suna capa de agua sumergida en vapor de agua.

Haciendo un balance de encrgia, sin considerar los efectos de la gravedad, la energia libre de
Helmbholtz del sistema es:
F=v4A, -PV, +7,A, -PV, +Zpini (111-6)

donde: P, es la presion en el liquido
P, es la presion fuera de la esfera de liquido
V, es el volumen del vapor
V, es el volumen del liquido
¥:. ©s la tension de la interfase liquido-vapor y es funcdénde T, Py R,
7. €s la tensién de la interfase sélido-liquido y es funcionde T, Py R,
A, es clirea de la interfase liquido-vapor
A, es el irea de la esfera sélida
K, es el potencial quimico del componente i

n, es el namero de moles del componente i
La forma del gran potencial queda:
Q. = A — PV, +7.A,-PV, CIE-7)

donde el subindice m de €2, indica que se habla del caso en el que la esfera sélida esta mojada.
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En la ecuacién anterior podemos ver que para una geometria esférica, el espesor de la capa que
moja al sélido si contzibuye a la enetgia libre del sistema.

Para la esfera seca, el potencial seria:
Q, =7.A,-PV, (111-8)

donde: V, es el volumen del vapor cuando la esfera esta seca

Y., s la tensién interfacial entre el vapor y la esfera sélida y es funciénde T, Py R,
El cambio necesario en el gran potencial candnico para que la esfera se moje es:
AQ =Q, - Q, = Y A~PV, + 1A, — PV, — (.. A ~P VY C111-9)

Expresando los volimenes y las dreas en términos de R, la ecuacion 111-9 queda:
a0 = ynrd) - p(2aRI-RI)) + vlenk?) ~ p (37 ~RD)) - valenr2) +
P, (% (L’ —R? ))

donde: R, es ¢l radio de 1a esfera
R, cs el radio de la interfase (R, = /+R)
L es el tamaiio del sistema

Simplificando lo anterior:

aQ = am] L R R — R+ v RE + vuRE —7.R? | (10




Si la presién dentro del nicleo fuera igual a Ia presién fuera, el término cibico de la ecuacién

(I1I-10) desaparece y quedatian tinicamente las conttibuciones de las tensiones interfaciales.
AQ =y, R}+v,RI-v.,R] SUETH
Cuando A es igual a cero la energia libre de la esfera s6lida seca es igual a la cnergia libre de 1a

csfera mojada, es dedir, tenemos una transicién de mojado. En esta situaciéon podemos escribir

la ecuacién antedor como sigue:

sustituyendo R; = /+R, ,

2
2 I =
14—+ — “+ _— =0 1H-
Ylv( R, (R, ) J Ya—Yev ¢ 12)

Para que la ccuacién I11-12 se cumpla, el valor de /debe ser finito y para recuperar la ecuacién

III-3, se debe cumplir que /R, tienda a cero mientras R, tienda a infinito.

1114 Tcoria de funcionales de la densidad.

La teoria de funcionales de la densidad, udliza una forma de la energia libre, segin la
fenomenologia de Landau®, cn la que la densidad de encrgia libre / se expresa como una

expansién en términos de un parimetro de orden .
S=ag + a,d + axd, + ayd; + ... + b(V)® + (V) + ...

El paramctro de orden ¢ es una funcién de las propicdades del sistema que, ante un cambio de

cstado de éste, se ve notablemente afectado. Por ejemplo, cuando el agua liquida se evapora,
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existe un cambio de estado que sc hace notar por la diferencia de los valores de la densidad del
agua en los estados final c inicial. En este sistema, un parimctro de orden podrda ser la

densidad.

El gran potencial canénico se¢ calcula como sigue:
Q= fod)dv

donde
o@) =S ~ub

Para conocer los estados estables de un sisterna, ¢l gran potencial canénico Q se minimiza con
respecto al parimetro de orden ¢. La funcién «(¢), que describe los estados homogéneos del
sistema, tienc por lo menos un minimo en un valor ¢$=¢., que corresponde al estado de
equilibrio. Cuando w(¢) tiene dos minimos a la misma altura, tenemos entonces un equilibrio
de fases. En' este caso, la ecuacién diferencial resultante de la minimizacién de €Q presenta
varias soluciones. Una dec cllas, considerando simetria plana y en ausencia de paredcs,

proporciona ¢l perfil del parimetro de orden entre las dos fases.

En 1987, R. Hdl)}st‘ y A. Ponicwierski publicaron un trabajo en ¢l que se estudiaba el mojado
sobre una superficie esférica utilizando la teotia de funcionales de la densidad'. Consideraron

la parte de la supe_rﬁcnc del gran potencial canénico como un funcional del perfil de la densidad
PE. Lo
. . = 2
“Qsfpl=4n ][Am(p) + % L(%‘r’) ]r’dr +4nR2D(p,) (IM-13)
3
con
Aw(p) = a(p) — w(p,)
o) =)~ pnp

©P,) = —hp, + L ap} (-4
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donde: R es el radio de la esfera sélida.
_fes la densidad de la energia libre de Helmholtz local.
u es el potencial quimico.
Py es la densidad cuando r = oo,

L cs una constante relacionada con la tensién interfacial.

D(p) es la contribucién a la energia de la superficie debido a la interaccién entre el

fluido y la esfera.

P, es la densidad cuando r = R.

by y a, son parametros constantes relacionadas con la tensién superficial

Para la funcién Ao(p) proponen la forma:

1
5L ~-p.) parap<p,

1
3LA-p) parap>p.,

Aw(p) =

CUI-15)

que son dos paribolas que se cruzan en la densidad p,, y donde A, y A, son coeficientes que

dependen de la compresibilidad del vapor y del liquido respectivamente.

4
Aw(p)

Vapor Liquido

—
>

P

Fig I11-6 Grifica de la

rbucicn local a la demsidad de la emergia libre de Flelmboltsy comtra la denmsidad del sistema.
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La anterior proposicién para la forma de Aw(p) cs una buena aproximacién cuando se esti
lejos del punto critico de la mezcla. La ventaja de utilizar esta forma es que la ecuacién
diferencial, resultante de la minimizacién de €2 con respecto a p, se vuelve lineal y ficil de

resolver, Su solucién general es una combinacién lineal de términos de la forma exp(EA, 1)/r.

Como resultado dc su trabajo, comprobaron que para un radio del sélido R, el espesor de la
capa que lo moja no cs infinita, ademas, encontraron que la variacién del espesor de la capa de
mojado con respecto a la variacién del radio de la esfera sélida era de maneta logaritmica. Es

decir:

. o In(R)

De mancra grafica:

=r-R

\

Fig IT-7 Grdfiea el expesor de la peliuta de nojada contra el radio de la esfera solida.
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Capitulo IV. El Modelo

IV.1 Descripcion del modelo.

En 2000 C. Varea y A. Robledo™ cstudiaron el comportamiento de una mezcla modelo de
agua-aceite-tensoactivo cuyo comportamicnto energético lo aproximaban a una forma de tres
paribolas parecido a la ecuacién I1I-15. La ecuacién que propusicron para la densidad de la

energia libre local es la siguiente:

2e(@-¢2). para <4,
l2 @v-1)
SW={50.4+ %) para b <é<é,

Zo@o-92). parad> e,

donde: A, A, A,y f; son constantes que dependen de las propiedades de cada fase.
¢ es un parimetro de orden que se ve directamente afectado por la transicion de fase.
®2 es el v:biklorrdcyl parimetro ¢ en el bulto de la fase acuosa.

&9 es el valor del parimetro ¢ en el bulto de la fasc orginica.

Con las propicdades del sistema que utilizaron, la grifica de_fcontra ¢ tenc la siguiente forma:

N4 ()] Fasc intermedia

Agua Accite

—_—
—»

* 92
¢

Fig IV.1 Gridfica de la densidad de energia libre de Helmbolt local comtra el parimertre ¢ del models de nna mezyia agua-aceire-
temsoactivo.




La grifica anterior presenta tres minimos, dos de clos tienen la misma enetgia libre, lo que
significa que se encuentran en cquilibrio. Uno de estos dos minimos corresponde a la fase del
agua y cl oo a la del accite. Esto nos dice que el estado estable del sistema es uno en el que el
agua y cl aceite se encuentran separados. El minimo que se encuentra cntre el agua y el aceite

corresponde al de una fase intermedia que, por su valor energético, ¢s una fase metuestable.

El perfil de la densidad de una esfera de agua sumergida en aceite tiene la siguiente forma:

»

P2

de:/a. figura IV-1.

Una interfase no es tan facﬂ dc definir dndo a quc cl cambio en la densidad al pasar de una fase
a otra no es msmntanco. Exlste una’ rcgion en la que hay un gradiente importante de la
densidad a la que se le puedc considerar como una tercera fase'?. Esta es la fase intermedia que

se propone en la forma de f(ecuacién TV-1).

Si agregdramos a la mezcla antedor particulas sélidas y esféricas, estas adsorberin a alguna de
las tres fases. Las particulas s¢ mojarin de aceite, de agua o de la fase intermedia segin las
propiedades que éstas tengan. Una de estas esferas sSlidas mojada por alguna de las fases se
asemeja a una micela esférica. Podemos pensar que si agregamos suficientes particulas sélidas a
la mezcla, se inducira la formacién de micclas que permitan a la fase adsorbida permanecer

dispersa dando como resultado una cmulsién estable.
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Estudiar el comportamiento de todas las particulas sumergidas en la mezcla ¢s una tarea muy
compleja. Podemos simplificar el problema estudiando tvinicamentc una de ellas a expensas de

ignorar cl efecto que pudicran tener la presencia de las fuerzas de interaccidon del resto de las

particulas.

En cste trabajo sc estudia el caso en cl que el agua es la fase adsorbida en la esfera solida
formando una emulsién agua en aceite y se compara la encrgia de éste estado con la del caso
en el que la fase intermedia seca la fase adsorbida y con la de otro en el que la particula este
sumergida en accite sin ninguna otra fase adsorbida en ella.

-  Fase Aceite
""" . intermedia

Fig IV-3 a) Esfera solida mojada por agua_y sumergida en aceite. b) Esfena sdlida mojada por la fase intermedia_y sumergida em
areite. ¢) Egfera solida mejada por aceite.

El parimetro de orden ¢ es el que nos permite diferenciar una fase de otra. Su dependencia
con r nos gencra perfiles distintos para cada uno de los casos de la igura IV-3 que son muy
parccidos a lo que seria un perfil de densidad como el de la figura IV-2.

4
#) L ‘ e o
&
r r r

Fig IV"-3 a) Esfera s6lida mojuda por asua y sumergida en aceite. b) Esfera solida mojada por la fase intermedia y sumergida em

aceite. c) Egfera sdlida mojada por aceite.
24




Para la energia libre, se utilizari la siguiente forma:

F= s @+ 28 (vey - 2 () -2
con
A, >0, para¢<¢,
av-3

A=1A_ <0, parad, <¢<¢,
A, >0, parad, <¢

donde: fes la contribucién local a la densidad de la energia libre de Helmholtz y su forma serd

la de la ecuacién IV-1.
B, A,, A,, y A, son constantes

El término Laplaciano que se adiciona al funcional de la energia libre ha demostrado ser idl

para la desctipcién de sistemas anfifilicos en los que pueden formarse micelas™,

El potencial gran canénico seria entonces:

Q= f[m«») —(d,)+ %") (Vo) - % (V%f]dv + fo)da av-9
con
D) = 1,0, + 0,67 +£.(V,) av-s

o) = r($)—-nud

donde: ¢ = @) es ol perfil del parimetro de orden.
¢, es cl valor del parimetro ¢ en la superficie de la esfera sélida (r = R)).
¢, es el valor del parimetro ¢ en cl bulto (r = ).
u es el potencial quimico
D(d.) es cl potencial de contacto que es la contribucién al potencial Q de la interaccién
entre cl sélido y el agua.
H., @, ¥ g, son constantes que dependen de las propiedades de la particula sélida.
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sQM@d _, av-s
Sé(r)

La variacién de €2 con respecto a la variacién de @, es 1a derivada funcional de €2 con respecto a ¢.
Aplicindola a la ecuacién IV-4 y sustituyendo en IV-8, sc obtiene la ccuacién de Euler-
Lagrange”:

' 1 dA(®) 2 24 B

T — = — = (VY —A@Vé— V=0 e

a6 M2 g (VO -AGTE-SV av-9

con las siguicntes condiciones a la frontera:

My + 20,8, ~ AIVE, ~ 2 V74, =0

av-10)
28,V, + 2V, =0
y
a* 3 d
B[F«»w(n.))— s (¢m(R.)))+ (A, -A )RR _o
@v-11)

3 3
B (u R~ S @ @)+ (An — A )R —o

Por la forma de la ccuaciéon diferencial IV-9, se sabe que la solucién para Ia parte homogénca
debe tener la siguiente forma:
¥ =3C Ler
=1 r

que es la combinacién lineal de las soluciones dadas por las mices de la ecuacidn canacteristica:
B .
x,—mﬁ-—;k;:o con j=w,m,o0
La solucién particular es:

i

=g+

Los valores de A,, A; y B que sc utilizaron en este cstudio son:

® Ver apéndice
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8.0 para la fase acuosa (w)
A =<2 para lafase intermedia (m)
8.0 para la fase orgdnica (0)

4.6 para la fase acuosa (W)
A=4{-45 para la fase intermedia (m)
4.6 para la fase organica (0)
=2

Con los cuales se obtuvieron soluciones con las siguientes formas:

ket Koaf e kgt

@ = G+ czg +GI c.% + C, paraR<r<R,

Pel) = Cosen(len,r) + Crsen(iqt) + Caeoslky,r) + Cocostk,or) +Cio paraR,<r <R,

Kof - | Kaal

+ .C,;;%.. + C;3 . parar>R,

i
o
!

$a()

C;, Cyo y Cy5 sOn constantes que tomnn en cuenta a los términos independientes de la ecuacién

de Euler—Lagmngc. El :csto de las const:mtcs son desconocidas incluyendo los valores de R, y

R,. Para cnlculaxlns, se pucdc construir un sistema de ecuaciones usando las condicionces a la

frontera (ccuaaoncs “l'_V-l‘O y;Iv\’ 11) y las siguientes relaciones adicionales:

Critedo de ¢, y .
d.R) = ¢,
d.R) =&,
bR = &,
d.R) = ¢,
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Criterio de primeras dcerivadas

dr dr
d Ry _dd(R;)
dr dr

Criterio de segundas derivadas

dr? dr?
Ao, (R;) _ d?¢,(Ry)
dr? dr?

El sistena de ccuacioncs es no lincal gracias a las incognitas R, y R, . Para resolverlo hace una
se suposicién para los valores de R, y R, utilizando las ecuaciones IV-11 como funciones error
con lo cual el sistcma se vuelve lineal y permite calcular las constantes C; . Si el perfil ¢(r) no
cumple con las condiciones de las ecuaciones IV-11, la suposicién de R, y R, es incorrecta.
Debcemos suponer otros valores para R, y R, hasta que las condiciones se cuamplan. Una vez

que tenemos el perfil solucién, podemos calcular el valor del potencial Q.

Cada caso de la figura IV-3, denc un valor de Q diferente. El sistema cuyo valor de €2 sea

menor seri el sistema estable.

Variando las cons'in;i‘tésfk,,?p,, ©, y g, podemos obtencr diagramas de fases en los que se
obscrve qué fnscs"pucvdcn,'presctntarsc segun las propicdades de las particulas, asi como
también un diagrama de R, contra / para comprobar que, al igual que en el caso de agua-vapor,

/no cs infinito para valores de R, finitos.
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Capfitulo V. Resultados

1 La grifica A¢$) contra ¢.
Las constantes que le dan a_f¢) ¢l comportamiento de la figura IV-1 son: A, =4 A, = 134, =

Con los cuales podemos calcular el valor de ¢ en las

46 = 148 ¢, = -2 62 = 1.
intersecciones de las paribolas. De las cuatro intersecciones que hay, sélo nos interesan dos,

para ¢l caso de la ecuacion I'V-6, nos interesa la intersecciéon con ¢ mis grande y, en 1a ecuacién

IV-7, la interscccién con ¢ mais chica.

3.5

eriis libre de Helmbolt=f contra el parimetro de orden @

1. 17-1 Gnifica de la e
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2 El perfil ¢(r).

Una vez que hemos calculado ¢, y ¢;, podemos comenzar el proceso iterativo para encontrar
R,, R, y el perfil ¢(r). Para cada vadacién de los valores p,, ®, y g, tendremos un perfil
diferente. Los valores de ¢, y ¢. no varian dado a que la forma de_fno la modificamos. Los que

cambian son los valores de R; y R..

1.5 T T

0.5 |
eimee 3 =2 0,3649

()

L L N s

5 6 7 8 9 10
S r
Fig. V-2 Perfites del panimetro d(r) contra el radio para dos valores distintos de g1,
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3 Diagrama de fases
Con cl perfil solucién ¢(r) podemos calcular 2 para cada uno de los casos supuestos en la

figura IV-3. El que menor valor de €2 tenga serd el cstado estable. Al variar las propicdades de
la partcula R, , 4, , ®, y g , ¢l valor de 2 también cambia, por lo que podemos encontrar

transiciones de mojado que separan zonas en las que alguno de los tres estados es el estable.

20

1S

10

(© ®‘

FFig.17-3 Diagrama de fases en_fincidn de pt y @, a R, = 0.5 y 2, = 6. a) Zona de particnla mojada de agua y sumergida em acvite.
2.1 </, <. b) Zonu de particula né/'ada por ana capa defgada de agwa y sumergida en aceite. 0.4 < I, < 1.5. ¢} Zona de
o g particula mojada de aceite.

[En la grifica de la figura IV.3 podemos ver que existen cuatro zonas. La zona (a) corresponde
al estado en el que clagua moja a la particula. En este estado el sélido se encuentra envuclto
por una capa de ‘:«lvgu:}ilv-clativamcntc grucsa y lucgo por otra capa delgada de la fase intermedia.
Mis alli de estas i::;pas sc encucentra ¢l aceite ¢n ¢l que esta sumergida la particula. El espesor
de la capa de agua en esta zona tene un rango de 2.1 a 4. La zona (b) corresponde a un estado
parecido al de la zcn:la (a) cxcepto por cl espesor de la capa de agua que en cste caso es mucho
mis pequeno. En csta zona el rango del espesor es 0.4 < /, < 1.5. La zona (c) cotresponde al

estado en ¢l que el aceite es la fase que moja a la particula y la Gnica que la envueclve.
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Los estados de las zonas (a) y (b) se ascmejan al de una emulsion de micelas esféricas. Este
hecho nos indica que a pesar de que la mezcla inicial no es capaz de formar una emulsién, al
agregar las particulas sélidas se pucde inducir 1a formacién de micelas creando asi una emulsién
estable.

Los perfiles §(r) para particulas en la zonas (a) y (b) tienen en general la siguiente forma.

1.5 ———

() er

0. ) B 4 6 ; ] 10
PSSP LSERN et : :

Fig U5 Pefil §(r) de la parvicula mojada de ;(gna_‘y Inmergida en aceire (cona a). w5 =6, mus = 10, gs =6, Rp = 0.5.

() or

o 2 4 ] 8 10
Fig V7.5 Perfil P(r) de lu particula mojada de agua_y sumergida em actite (zoma b). ws = 6, mus = 10, gr =6, Rp = 0.5.
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En la zona (c) las particulas estin surnergidas en accite sin ninguna otra fase a su alrededor. Es
posible que una particula de é&stas sea capaz de d bilizar compl a una

microcmulsién induciendo asi su destruccién.

El perfil ¢(r) para una particula en csta zona tienc en general la siguiente forma.

1.1 v — T ——

1.05+

o 2 4 -] 8 10
r

4
)
L

Fig. V-5 Perfil aceite ws = 5, mus = -5, g5 =6, Rp = 0.5




3 La variacién de Ly,
Oto compor i > del si que podemos explorar es la variacién del espesor de la capa

de agua que moja a la esfera en funcién del tamaifio de ésta. En los siguientes diagramas

podemos ver este comportamiento.

on 10 20 30 a0 8o

R,

Fig. V4 Gridfica del espesor de la capa de agua gque moja al sdlido (1) comtra el radic del solido esfirico a diferemtes walores de pa,y a
@,=0yg =6.

a0 50

30
R,

Fig. V-5 Grifica del espesor de la capa de agna gue moja al sdlido (1) contra of radio del stlido esférico a diferentes valoves de g4, y &
®»,=2yg=0.
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B=6w=0

~1.00 -0.m0 <m0 a0 <30 om o0 a0 o0 oso

log(R)

Fig. V-5 Griifica del espesor de la capa de agua gwe moja al sdlido (1) contra ¢l logaritme del radio del sdlido esférico a diferemses
valoresde pr,y s @, = Oy g = 6,

=6, ws=2

~1.00 .80 e <0 < 000 azo oec o om0

F:g.V-6 Gridfica del espesor de la capa de agua gue moja al sdlido (I,) contra el legavitmo del radio def sdlido esférico a diferentes
salores de pr,ya o), = 2y g = 6.

De las figuras antcriores, podemos encontrar vadios fenémenos interesantes: a) Para radios
muy pequeiios, ¢l espesor de la capa de mojado es el mismo sin importar los valores de u, y @,

b) El espesor dc la capa tienc un minimo y es afe do considerabl por el valor de @, y

de manera menos importante por p,; ) Al el fio de 1a esfera s6lida el espesor de
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la capa de mojado atravi un minimo y comi a de

proporcional al

logaritmo del radio de la csfera. Este minimo sugiere la i ia de cc ibuciones de la
curvatura cspontinea a la formacién de micelas. d) El comportamiento log: ico
mencionado se favorece conforme at B, y disminuye o,.
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Conclusiones

A partir de los ltados obtenidos se puede afi para una la de agua, aceite y
tensoactivo capaz de formar una microemulsién ble, lo sigui
e Siala mezcla se le agregan particulas sSlidas esféricas con ciertas propicdades, éstas
pucden ser mojadas por agua o por aceite,
e Las particulas pueden favorecer la formacién de una Isién agua-en de
micelas esféricas estable.
&  Siaumentamos cl tamafio de una csfera mojada de agua y sumergida en accite, el
espesor de la capa de agua aumenta dc manera logaritinica para esferas muy grandes.
e El mojado de la esfera por agua es favorecido por valores del parimetro ®, negativos
y por valores de p, grandes y positivos.
® La variacién del espesor de la capa de mojado para radios de particula pequeiios,

sugiere la existencia de contribuciones de la curvatura espontinea para la formacién
de micelas.
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Apéndice I. Ecuacién de Euler-Lagrange a partir de 1la derivada funcional del gran
ial del cc

t ¥

> candénico.

La forma del gran potencial propuesto en ¢l capitulo III es la siguiente:
ale}= f[ow o)+ 2B @y - 2@ Jiv + fosras AL
Cuando el sistema ¢s estable, nos encontramos en un minimo de €2(¢), por lo tanto:
Q2 =Qd+3P)-Q($) =0,
dondc 8¢ es un eambio muy pequeiio de la funcién ¢.

Dada la forma de 8€2, dcbemos arreglarla para que quede como sigue:

82 = [G,(4)56dV + [G,($)8¢dS =0 (Al-2)
donde
e
G, =222 -9
() =~ ;

Para simplificar 1a deduccién de la forma de AI-2, la haremos por partes.

a) Laintegral de volumen:

Sea

2, = [ @) - ad,)]av
Q@)= [[r@®)-nd- r¢.)+ue.]Jav

Q,($+5¢) = [ [eo(d+5) - x($,)]aV
Q,@+80)= [ [F(¢+56) —nd—pdé— f($,)+nd.]dV




entonces,

5q, = J‘[[f(¢+5¢)—.®J5¢_“5¢]dv

5¢
o (e
Sea
a,@ = [ (vey av
y

Q,b+58) = [A2L2D (v +50)) av

Q,¢+56) = [A2ID (v4)? 4 294 V54 +(VEH)?)aV

Haciendo una expansién de A(¢+ 5¢) y despreciando (V8¢)*, podemos escribir:

dA(¢)
do e

Q,0+30) = [ (A(¢)+""“‘” ]((V¢)=+2V¢-v5¢)dv

A+ = AP+ — =

dA($) ; ~
( do 54*](2V¢ V) =0

entonces,

1dA)
2 d¢

80, = I[A(‘b)v‘# Vi + S$(Ve)* ]

Con un poco dc idlgebra, podemos escribir la expresion AI-4 como

A@IVE VS = V-(A(PIVI3H) — V- (A()V$)5é

(AI-3)

(AX-9)
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vawvarse = awvie+ A vy 1oy
La expresién A-4 queda:

2 dé

30, = I[V-(A(t)vm)—A@)vzw - 1M(V¢)’6¢] av

a,@ = [~ 2 ) av

Q,4+50 = [- F (7@ +50)) av
Q,4+80) = [-2[(v2e)? +2v4vss + (Vo0 ]av

entonces, despreciando (V284)?,

5Q, = j_gvaw*&pdv

Como,

(V2ev2se)= v-(V24Vse)— V(V24)-VEe
v(v24)-Vse = v(V(Ve)54)- (V*4)5é

cntonces:

50, = [~ 2[v{v?4vae)- V(v (v4)64)+ (v*e)ps]av

La parte de la integral de volumen queda como sigue:

(AL-5)

(AL-7)
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1 dA;

50, +502, + 50, = ]‘((%—u}S‘+V-(A(¢)V¢8¢)—(A(¢)V’¢+ joam (voz)s.

— B[ (v6vse)-v{ (77 0)56)+ (Ta)4]Jav 19
Ya hemos recexpresado todos los términos de la integral de volumen de manera que nos
permita factorizar el diferendial 8¢ en algunos de cllos. Pero aun quedan los términos en los
que se aplica una divergencia al gradiente de 8¢ o a un vector muldplicado por 3¢ que

necesitan de un mayor tratamiento. Mediante el tcorema de Gauss podemos integrar estos

términos ¢ introducirlos a una integral de superficie.

[fJv-Fav = ffFds

entonces, por Gauss:

50, = j'(v-(A(¢)v¢5¢) - g [v(vievae)- v-(v(v2¢b¢)])dv =

j(A@. We.50, — 2 [V26,V5e, ~ V(v?4, Jo4, ]) -ds

b) IRara la integral de superficic.

Sea
Q,.(9,) = f®,)ds
con
fo@.as = flue, + o8 +2,(v6,) Jas
y
Q. (9, +54,) = [®(é, +54,)dS
con

fo, + 56,38 = [, +1,56, +0,(7 +26,56, +562)+ £.(Vé, + V5, ) |ds
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entonces, despreciando 8¢2 y V5éZ,
80, = [(1.54, +20,6,5¢, +2g,V$, V56, 1S (A1-9)

Con el tratamiento anterior, la forma del cambio diferencial del gran potencial queda como
sigue:

) (- A _1dam@) _B(o.
0= [(a# H-AGVIS— 5 R Ve ={\4 ¢))s¢dV+ J01. +200,4.)54, dS+

(A(¢.)V¢. + %V Vig, )) &b, -dS+ IZg,V¢.'V8¢. ds ~ I’gvz¢.V5¢_ .dS=0

De esta expresién obtenemos la ecuacién de Euler-Lagrange:

& _ 24 . 1dA() 2_B -
36 M AG@VIE— S0 (V) 5 (e)=0 (AI-10)

Con sus condiciones a la frontera cuando r = Rs

Ju, +20,4,)86, dS+ j‘(A(o#. W, + g v(vie, )) 5¢,°dS=0

M, + 20,6, - AV, — 2 V(V70,)=0 AL

§28.v4,v5¢, a5 [ 2v2¢, V54, -d5=0

2¢,94, + 2V, =0 Ar12)

La derivada de A($) con respecto a ¢ cuando r = R, o cuando t = R; es infinita porquc A($) es

discontinua en esos dos puntos.




paraz <z,
paraz>z,
entonces

dH(z—z
___(a_z__«ﬁ —8(z-2,)
A la funcién H (z— z,) se le conoce como la funcién de Hevyside y a su derivada como la delta

de Dirac y las podemos emplear para tratar a la funcién A$):

Sean
—en=4° para ¢ <¢,
H4-4) {. . e,
_[o pamd <e<e,
”2““*"{1 ey
cntonces
AW =(Ap—ADH,$- ) +(A, —ADH, G- )+ A,
y
D (A - AIB@- )+ (A, — A8 (042 (AL-13)

La derivada de A($) con respecto a § es cero para toda ¢ excepto ¢, y €., por lo que 8, existe
s6lo cuando ¢ = ¢, y 8, cuando ¢ = ¢,.

Sustituyendo la derivada de A($) con respecto a ¢ en la ecuacién de Euler-Lagrange, tenemos,
para $=¢,:
2L @4 AV D ()= (AL AL VNS (0-4)  (Al19)

Para que la igualdad se cumpla, necesitamos una delta de Dirac del lado izquierdo de la
ecuacién. El unico lugar de donde puede provenir es de la detivada de mayor grado que se le
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aplica a ¢, esto es la cuarta derivada de ¢ con respecto a r. Esto significa que la tercera derivada
de ¢ con respecto a r es discontinua.
Por definicién:

Ryve

@)= [8(6—4,)ae=1

R,—e
Al aplicar la misma integral a la ecuacién AI-14 tenemos:

Ry+¢ R +€
2 B 1
i [21w(¢—¢:)—l‘»—va'¢—5(v‘¢)]dr = T AL -ALXTE) 56— 4)ar
Ry~¢ R-¢
Al evaluar la integral del lado izquierdo, el énico término que no se elimina es el de la tercera
derivada de ¢ con respectoa r.

Rive . ., B __Bifd*% d’¢
[fnomsomnenvre-Serae—-2[(21),_ - (1),

Del lado derecho hacemos un cambio de varable para que la integral quede en témminos de fy

quc la delta pueda ser igualada a uno.

1 St Cde) 1 et d 1 d
3An=a) T(G) se-ear=3a. -a0) T (R pe-00ae =1 (a, -4 F)

Finalmente obtenemos nuestra condicién a la frontera cuando £ = R,
d? d? d$(R,))
B[F . R))- pr 3 G (R, ))) +(A.—-A, )’E‘L =0 (AI-15)

Siguicndo el mismo procedimiento para r = R,, obtenemos la otra condicion de las ecuaciones
ImI-11.

3 3
B 55 Bn ) S5 60. o))+ (A0 — 4G -0 ar16
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