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Introduccion

Dentro del estudio de variedades, uno de los principales problemas es obtener
informaci6n global a partir de la informacién local que téhemos 6 verificar si
alguna propiedad local que se tenga se puede c\tender a toda. la varledad Enr "

1945, Jean: LemJ mtroduJO la Teorta de G(wzllas como la herramlenta para -

proceso no siempre es posible, ya que el pegado de las secc1

se puede realizar. Una de las formas de garantlzar 1 pegado (le las sec-

ciones es asociar, a una gavilla dada sobre una v arledad una ‘nueva gavﬂla

llamada gavilla de secciones dzscontmuas, la cual se contruye vxa. el espacw

étalé asociado a la gavilla dada. Como st nombre lo 1nd1ca, las secciones de

dicha gavilla son funciones discontinuas deﬁmdas sobre el ablerto, con valores

en el espacio étalé asociado a 1a gavxlla dada A’ partir de estas dos gavxllas
podemos formar una resolucnon, que: llamaremo_' k

tal resolucién nos permite definir los grupos’ de cohomologza can coeﬁczen-
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Introduccion

Dentro del estudio de variedades, uno de los puncxpales problemas es obtener

informacién global a partir de B 1nformac1on local que tencmos, o verlﬁcar si

alguna propiedad local que se tenga se puede e\tender a t' da. la. varledad En .

1940, Jean Leray mt;roduJo la. Te orza de Gavzllas como la: herramlenta para

‘ tratftr este ploblema cuyo prmcxplo es asomar a cada subconjunto ablerto deﬁ

i coherent ‘en nces lemos obtener un ob Jeto definido en todos ellos. chho
) j.kproceso no 51empre es p051b.1e, ya que el ‘pegado” de las secciones no siempre
, ‘ Una de las formas de garantlzar el “pegado de las sec-
cxones'es asoc1ar, a una gavxlla dada sobre‘ una va.nedad una nueva gavxlla

: llamada gawlla de secczones dzscontznua.s, la cual se contruye via el espacw

v etale asoczado ala gamlla dada. Como su nombre lo indica, las seccmnes de.

d\cha gavilla son funcmnes dlscont.muas defimdas sobre el abierto, con valores”‘ =

en el espacxo etale'asocnad

podemos formar una resoluc 6én, que llamarémos resolucwn canomca uave

tal resolucxon nos pe ‘mite deﬁmr los grupos de cohomalogza can coeﬁczen-

12; gavllla dada. A partir de estas dos ga‘ lla.s B




tes en'la qamlla asociados a la va.uedad estos grupos nos permxten obtcner

: miormac:on gcométuca global de ]a varxedad

En cl capitulo’1 se da: un panolama global e vanedades con cstructura
‘ asi ‘como de haces’ vectorlales, lo que nos pemute usar la teorla en"torno
del opcxador derwada exterior paxa. poder construu resolucmnes de gav1llas
i fsobre vaue(lades complejas.” Para tener una’ meJor ybmas ampha visién® de )

cstc capxtulo ver [War83], [Sor69] [GR65]




Capitulo 1

Variedades y Haces Vectoriales

1.1 Variedades

En el desarrollo de este trabajo nos enfocaremos a los campos de niimeros
reales y complejos, Ry C, respectivamente, y denotaremos por K a éualqﬁiéré _
de ellos. e

5i D C K esablerto, nos interesaremos en los s‘igui'éﬁté’s‘iés'bééids"de

_funciones sobre D

notard al conjunto de funciones con valores reales tales que

existen:y.son continuas

on valores rea-

() A(D) de

~ o lesy es 5610 si,la expansidén







: k‘lla‘i‘na’do_s“ un

En’ particular,;:para nuestras:tres clases de:funciones'hemos:definid




8 : CAPfTULOl.—':@VARIEbA’DES Y HACES VECTORIAL’ES‘[

De modo Converso,“SI tcnemos na cublcx ta abierta {Ua }aem sobr' una".‘

y‘bajo la

aphcgcmn m t,e_ngam,o; ye_cig i lo: t'mto

P.(R) es un éspa_licib"dél Hausdorff con; merable. Como



11 VARIEDADES oot S oo o 9

e i Pa(R) |

cs contmua y S br(., entonces cs una 1dent.1ﬁcac10n, por lo t‘.anto IF’ (]R) es
compacto

Siz = (:z:g,

(hy orr T) 'es;xotga‘_
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: CAPITULO 1

‘ '\VA'P;tEbADEs"Y:HACESzVECi‘O’ﬁIALES’ )

~ cién ﬁa o"vh; h,g(U n Up) — ha(U NUg) es cont;mua e mcluswe dlferen-'

ciable por la definicién de los homeomorfismos hq.

1.2 Haces Vectoriales o e

Definicién 1.2.1. Una Aplicacién continua 7 : E — A de un espacm de »

Hausdorff sobre otro, es llamada un haz vectorial sabre K de rango Ty si ]as

siguientes cond1c1ones se satlsfacen

a) By = 7r 1(p) para.p € X,es un espacno ‘vectorial
7, donde E,, es llamada la. ﬁbra de p
' b) Para cada p e X hay una v

tal que h(E,) € {p} x



2 -xHACES ,VECTORIALEQ-‘-

Entonces:

(1:1)



VARIEDADESY: HACES:VECTORIALES .







con U abierto, y lo llamaremos el ‘dlgebra de‘gérmenes de funciones diferen-

ciables-en el punto p € M: -
Sean f,§ € Epp, deﬁmmos (f+g)(p) y (fg)(p

estructura de anillo a & .

79)9() para dar una

Consxderamos el homomorfismo ¢ : RXE pr.p—* Eafps € dado por qS(k: f )
kf y vemos que también podemos considerar a €, como un mddulo sobre
IR, es decir, un espacio vectorial real.

Definimos una derivacién de €y, como un homomorfismo de espacios

~vectoriales D :Er, — R, con la siguiente propiedad:

D(fg)(p) D(f)y(p) + f(p)D(g),

donde f (p) Y g(p) denotan la evaluacién de un gérmen cn p.

. El espacw angente . "n p, es el espacio vectorial de todas las deriva-

cnones de 6’ Mpy el cual denotaremos por Tp(M).




isomorfismode dlgebras

isomorfismo de 4lge-




16 - . CAPITULO'1. “VARIEDADES Y.HACES:VECTORIALES

las derivaciones

T (M) — Th(p)(R )

D’niéD’oH o

De aqm se puede demostrar que -Z—j son derivaciones de Ern h(p) Para
i=172,. ,n y el conJunto {01:1’ 8‘22, } es una base de T},(p) (]R ) (ver
[War83]), entonces T,,(p)(lgn) es’ un espacm vectorxal de dxmenswn n-sobre R

para cada P € AI Ahora, supongamos que f J\/[ ——-) N es una funcxon' !

dlferencnble, entonces hay una aphcacmn natural

;- Construyamos



11.2: —I-IACES 'ECTORIALES.;; ST L 17

donde E, EEM(U Deﬁmmos

T(U)—)U <R

w.‘,i

como ¢n(v) (pv 61 (P), - :fn(p)) o s .
:z,.) € U xR", entonces emstc v.€ T(U ) tal‘que 7r(v) =

Sea (p,:z:l,
81 v‘e T,,(I\[), tal que 1/;¢,('u) = (p,

z = 1, ..,n, por lo tanto dha'p(v) —v

para

Aoi'ﬁ‘smo de

’sucede ya'

-*es un'difeomorfismo.c

T(M) o o



18+ - CAPITULO 1...VARIEDADES Y.HAGES VECTORIALES

Definicién’ 1.2. X ‘un-haz vectorial de tipo S’y U.C X un

con junto abiert

y se denota E|
De"ﬁxiié_l,o‘n‘

un-homomaorfismo de

'S(U E) denotara a’las secciones de’ t]po‘Swde Eu sobre U C X, en otras
palabras, S(U, E) =S, E|U).
1.3 Variedades Casi Complejas

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién finita, y supongamos que J :

V — V es un isomorfismo tal que J2 = —/d. A tal J se le llama una



“ 1.3 VARIEDADES CASI COMPLEJAS*

TV po;i"f:lo‘ ‘tant




EY "Umlivl 10y ":Uﬂ}

Ahoxa,

b,,w,, = 0

i D_eno‘t'am'osjpor"(Xo:‘,fE,/\:.;:). ala -




3 VAR'I'EDADLESfdAéI:’éoMPLEJAsés,, Ceall o el

: j arledad dxferencxalble subyacentc.de,(/\, O,\ ), es‘decxr, vmduce una estructu-v' §
ea T, (X(;

ol espacio t;angente

(@ (@) bi (@),
y como (h, U) cs un sxstema holomorfo, entonccs a,,b son funcnones an'xhtl—

cas realcs, en pmtlcular, son dnfelenmables, por lo que (h U)" es un"31stemm_ ‘

comdenado dlfercncmble pma. Xoen z.

Sm perdlda de gencrahdad, podemos suponér qu h(:L ':VO y ‘éé‘xlsi‘déré-' B

az,= “(,32, i), entonces {81:1” 58—
ademds To(C") =» C*, To(R?") = R?n yor S R2

momorﬁsmos, entonces la composwlon o0 ¢ 0T




Bug . Bug  \.- 0
Sys  Oug
Bug - Ouy 1
Bys  Oyp

Por lo tanto la estructura compleja inducida en T3.(Xp) es la misma para

cada sistema de coordenadas en z.

1

%
s

P
s

¥

7]
Y,
Ayg

¥

_Ov

dya

dug
8yp

— 8

yg
Bug
dyp




1.3, VARIEDADES ‘CASI

_wente que J-sélo

“es lineal en'R'y queremos C de la sxgulente manera;:

dada por® =+

tensorlal tamblen es lmeal en V
De hecho, .72(11 ®a) = J2 :

vf'JZ = —Id es dec1r, J es: }x :

propxos de J . para ello v

esca]ares A e C

nteés en:C; entonces su




no son valores propic

: por lo tant‘.o 1 ,

Sca Vl ° el espamo correspondw nte al valor: propio i, y Vol el correspon-

: '(hente a

“Ambos son subespacms de V®RC Sx (u®z1) € Vl 0.1 (v®z2) e ‘

: V° v son tales que J(u®z1) = J(v@zg) entonces z(u®zl) = —z(v ®z2) por, L
lo que

;(u ® z)=(ve® z), lo que 1mphca (u ® 31) + (v, ®22) Z0 soiio J”v |

s tsomorfismo 0 = J(0) = J(4®£) + 0 ® ) = Ju@n) + Jw@m) =
‘ z(u ® 21) —~ z(u ® zl) z(u ® 21) + z(u ® 21) 2z(u ® oF , .

”®22) —0 entonccs V1°nV°1 —0

/l 0 rvo,l

 ®72,' para v.€.V,.
J(v®2) =i(v®2) =

0 v‘,‘_'pvorj’ lo tanto la

+ - Definimos:

ze&C. “Ahora, Sl v®z

) ®zz, por lo quk‘ U



1.3, .VARIEDADES CASI COMPLEJAS.,;;J :

) gebra exterxor, lo o

; k”anto /\Vc = /\°Vc EB‘ ;

mas | abemos que Vg, =

Definicién’ 1.3.3:
pongamos que. J e
T(X) — T(X) tal




X 1ay una es-.

variedad dlfercncxal

como sxgue T T(X )_ -—) Xo'

T(z\o) a U es decu‘, 7r7~(u ,
(h d) s
IR2 X h(U) x Rz" 'y denotamos




1.8 °VARIEDADES CASI'COMPLEJAS : -+ - 0 27

por lo que podemos’ considerar:la‘aplicacién’

» propxos y

a —i. Deﬁn no: n : las ﬁ_bgas, como

: 2Sl para cada pex la fibra T;7 (M) es el dual de T,,(M), entonces el espacio T*(M)

es Ilamdo el haz cotangcnte'd M




tenemos que T(X"‘ g T(X) : ‘ : : i
Sean T*(X )1 0 \T‘ (X )Ol los haces dualcs Consxderamos las algebras ex-

(X)é /\T‘( \’)l 0y /\T‘(X)° L y como en la construccxonv

teriores de ellos, /\T‘

anteuor tamblen tenemos que

con myecc

y dcnotax

lo que mduce un isomorfismo

“h, S(U E|,,) — S(U U x K")




JOMPLEJAS: 29.

‘1.3: VARIEDADES'CA

Co’nsidé;exhos ‘las‘funciones con:valores:vectoriales :; -

con|l|=py |J| = q,Ls_e pucde prob que,



- CAPITULO 1.~ VARIEDADES.Y. HACES VECTORIALES

)

Y notamos"‘qué;é?




Capitulo 2

Teoria de Gavillas

2.1 Pregavillas y Gavillas

Definicidén 2.1.1. Una pregavilla F, de conjuntos (grupos,'anillqs.; modulos) )

sobre un espacio topolégico X, es:

(a) Una asignacién, para cada:conjunto’ abierto no iw'/aéuio} £
v cqﬁjrun»to’i (grupo, anillo,’ {ng’){iul ). F(U)
- (b) Una coleccién de nes (&

108) llamados|
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i rtj,q U eniX,:taI‘Quevf
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2.1 PREGAVIL GAVILLAé

; (U) puede tener




ablerto
Deﬁn'icién,Z.i; : I de é.nillgs conmutativos sobre un espa-
cio topolégico X S AT

1. Deﬁnir__n,osr_};'[?._”_

'R(U) e"y" ‘@ R(U).

—
""p términos '






T e S
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TEOR{A DE GAVILLAS "

conexé tenemos

lSad;:emos que ‘si“A'es’un’ amllo conmutatwo ﬁmtamente generado, entonces A™ = A™

si y solo si m =n.




2.2, RESOLUCION DE GAVILLAS .37

2.2 Resoluciéon de Gavillas

Definicién 2.2.1. a) Un espacio étalé sobre un espacio topolégico /\ es un .
espacio topolégico Y junto con una funcién continua y sobre, T:Y —) X

tal que 7es un homeomorﬁsmo ]ocal

"y X, sobre un conJunto ablerto

"b) Una scccxon de un espa.c1o etale, Y 5
U c A es una. funcxon cont;mua. f U ——) Y:tal que 7rof = zdu 'El conjunto

k'de secplolles sobre’U-'es' denotado’ por. ]."(U YY)

X I“)éﬁmm(‘)s:




n°isomor-




1i lrcmos a [Ten75], ara una c
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CAPITULO 2; TEORIA DE GAVILLASj

Definicién 2.2.6. Sx .A B y fed songavillas de grupos’ abellanos sobre X>

es una sucesién de S eractaen -




‘es un representante,

o o ke 1 150
exp(2nif (2)) = exp(logg(2)
identidad, éxiste U ]

es decir:

Definicién 2.2.8. 1. Unagauzllg difg)r:e‘r‘z_(:‘_zfalf:es;,un@ sucesién de gavi(]lésv;

donde la composicién de cualquier,

Qjyy OQ; = Oen 2.1.



o coﬁstante R.
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2

de la funcién sob;

e 5
|l morfismo eP® — ¢#1,

w en A’ Por lo t.ant;o

es una resolucién.para la’'gavilla QF. -
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Ejemplo 2.2.13. Sea X uf}a.‘va‘ d



46 .
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Capitulo 3
Cohomologia de Gavillas

Nuestro propésito ahora es definir los grupos de cohomologia asociados a
una variedad, los cudles proporcionan informacién geométrica de la variedad. .

Consideremos una sucesién exacta corta de gavillas: .

0 A BHC—0

es exacta para}td;cvl;a?:z:ie X

Quisiéramos saber si la sucesién:




da(la g€ O (U) con U un, (11

mos definir f —.'21“ logJ en 0( no.podemo: ;
f= 27“ log g en O(X), ya que tendnamos que: qultar, un rayo que parte de
{0}, de lo que tenemos que no necesana.mente la aphcacnon B(X ) ——) C(X)
es sobre. Este es el problema que quercmos abordar: jcudndo la sucesién de

" sccciones globales es exacta?
3.1 La Resolucién Candnica de una Gavilla

Sea F una gavilla sobre un espacio X' y sea § € X un conjunto cerrado. Sea

7(8):= lim F(©),
LoscU

donde el hmlte dlrecto corre sobre»los ub { nJuntos ablertos que contienen

es sobre; es decir; cu: -seccion“de*F . sobre S puede ser extendida a una

seccnénde F sobre




1.” LA:RESOLUCION;CANONICA DE.UNA'GAVILLA -~ .

' asurmremos que
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‘pero g(t) =0si || T |]< 'r"‘por lotanto f(:r:) =1
Si R <|| "”;”"" ent_dn‘ci:e oA

Lema 3. 1 5. Sea X una. varzedad dzferenczable Y sea u una cubzerta de X

localmente ﬁmta
ald

ntonces eziste una particion C™ dela umdad subardmada'



51

...3.1,»LA'RESOLUCION.CANONICA:DE.UNA .GAVILLA .

Demostracidn. Sea ,ipor.el:lema anterior

existen-funciones

y tg_hétnbs q

m}_)é.qu;(p)

B ‘Teoxr'émé‘ 3.1

en Fp est
Demostracion. -Sea

(U, h) una carta’de







1 ;LA,”RES‘O'LUEJIO’N;C‘A'NONI'C DE.UNA GAVILLA':

:Corolario 3.1.8. Sz.AyB sonsua esy B

- (3.2)

es ezacta, entonces C es st
Demostracidn. . Sea’ “como la sucesién (3.2) es

exacta, entonces para cada z
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- f_(‘)--—>AI ‘ B_ C——)O

_es exacta.

Por lo tanto Als y Bls son gaVillhé s‘i“xa.v'e;s' sobre ’S,“de aqui tenemos que

la sucesién: -

0—->.A|s—->B|s——>C|5——>0 :

es e\acta, eqto mduce un dlagrama conmutatwo y por el teorema 3.1.7 los

renglones son’ exactos

B es suave, existe b € B(X) tal 'lq‘u b|

or lo tanto C es suave

entonces la imagen de b en C(X ) ‘téét"rixi' da‘'a’'S’es

Corolario 3.1.9. i

0-———+So——>51—>$2—-> ‘, ; (3.3)

es una sucesidn exacta de gamllas suaves, entances la. sucesion mduczda de-

secciones

0 SX) — S (X) S s;(X) —.

) "'Recordar la definicién de morfismo entre gavxllas




3.1, LA RESOLUCION CANONICA DE.UNA GAVILLA 55

' es g:n'acta

toda 7, tenemos ur

Construyamos ahora ve para cualquier gavilla sobre un:

espacno topologxco




entonces ¥, (/).
"l‘la lldmada gavilla de seccz’ones

ndo la demostracxén del teorema

gavilla de seccxones continuas sobre X, del

‘S(U);~,%>..C°(S)(U) dada por: i(s) =3,

ademds 7 0'_3'.= idy, por lo tanto i es una

: mclusxon, por:lo‘que.tenemos

0855 CZV°.'(;S’). .,




1(S).¢es una gavilla ,i‘s:,om’drfzi
IS ) i ‘sobre

(3.6)

C(3.7)
Yo n 3.7 tenemos que

| Vfoﬂj):odérinos formar la

_ Sea U c 2 bi[(;rtkc_),yf ‘consdgramos,f € : (
fe CO(S)(X) com
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(recordemos que existe un 1somorﬁsmo de gavxllas), 3 8 mduce n

’ dondequlera por el corolario 3.1. 9.

C*es decn'

de la forma

", Esta sucesién es exacta éh"F(X

Denotamos C*(X,S) :=I(X,C* (S)), y reescrxblmos 3.9 en la. forma

0 — I(X,8) — C*(X, S).

3.2 Grupos de Cohomologia

Definicién 3.2.1. Sea S una gavilla sobre un espacio topolégicb X ,y denoQ

tamos
HX,S8) = HI(C*"(X,S)),

donde HY(C*(X,S)) es el g-ésimo grupo derivado del complejo de cocadenas

T O S) S MK S) N
Hq(C (’\ S))‘ Tm(CT (X, 5) — C¥(X,S)) » donde G4 =
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""(1\ S es in deﬁmdos para q > 0 y son llamados

d l espacm X de grado gcon coeﬁc1entes

,Teorema 3, 2 2 Sea X un espaczo topalogzca de Hausdorﬁr paracompacto

Entonccs

‘ 1’."’Para gd‘dlijy }‘"gav‘z"l‘:ld"S,;’_sob‘m ,\"'. :

fismo dév.‘t}ru

0 A B0
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0— H° (X ;}if)‘:f'-» HO(X,

Demostracién. .

© ya que.0 = [(X,S)
- en C°(X, S)"'ff‘"‘ft"'. T




3.2

GRUPOS DE COHOMOLOGIA +" 7+

ama, conmutativo
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TOGETA) y CB)X) :

‘ r(x- év(zs))




(b) Si h es la. apllcaclon 1dent1dad ento r p,’ a q > 0 fq = id, por
lo tanto h,, =1id, para g > 0.,

(c) Sig: B — C es otro morﬁsm de: gav1llas, hacemos la misma
-lm(x B) — HY(X,C),y
AA Handbook for Study and Re-

contrucc10n para el homomorﬁsmo gq

3Revisar “Foundations of Module and ng Th

search”. Robert Wisbauer. Gordon and ijeach S 1qn:ée.Pgbllsllers, pag. 49.
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): a,;’_j

Cc(X, A)

o
——

- Quérémds defﬁo‘s’iifaftﬁue‘ Ker(f

trar que en la sucesién inducida




3.2,

i

[
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65

;dé’_'gfrupos abelianos,
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' (3.12)

'cq+l(x ) 25 o (X, B) 22 on xc)

OIX;B) tal

s 'sobre,; entonces
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“STA TESIS NO
DE LA BIBLIGTE:
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Definicién 3.2.3. Una resolucién de una gavilla S sobre; 'nuespac‘id:X . :
0—S&— A,

es llamada aciclica, si H1(X, A”) =0 para toda 9 > 0 y p >0.

Teorema 3.2.4. Sea S una gavzlla sobre un espaczo X y sea

una resolucién de S. Ento -homomorfismo natural .

4%)) —,e»?H"(x»;'S),: :
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7 donde H"(F(A A*)) es el p-ésimo’ grupo derzvado del comple]a de cocadenas

'(3.14)

dpnde jesla inclusién’y 960 por exactitud, entonces, por la propiedad



R ,cAPiTULo '3‘ﬂ‘:.Cb'}i0M0L0'GiA DEGAV'ILLAS" .

»unwersal de nucleo 5 existe:un umco homorﬁsmo 1/1 .A”'

dxagrama conmuta “Si tomamos secc1ones globales (ver [God64]) tenemos un ‘

dlagrama conmutatxvo

=.@,

DY, Ap“))v H"(I“(,\’x;A‘))

tnico 7P : ﬂhin(%’)ﬂ — HY(X,KP71),ta

~ H”(I‘(X

dado por la composigiéﬁ.d

ademds la resolucién ‘es acic]

1Revisar -“Foundaionsg
search", Robert: Wisbaue Gordon and Breach Scxence Publishers.’ p. 49

-—) IIC” tal ¢ que el :

fR.mg Theory, A Handbook for St.udy and Re- S
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sucesion -




Silgpin X
—’_.H"(X»’C)

conmuta; don

.Corolari‘b“"s;’z.s. Supongamos. qu

es un homomorfismo de resoluc

morfismo inducido
HP(T(

sih es un isomorfismo de ga

ces g, es un isomorfism
Demostracidn. Por:

. conmuta
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2. GRUPOS DE COHOMOLOGIA -

znduczda por la mtegracwn de formas dzferenczables obre cadenas smgulares o

o can coeﬁczentes reale.s, es un zsomorﬁsm

Demastracwn Consederamos Ias resolucnones de la gavilla R dadas en'el

_eJemplo 2. 2 13
B ' O—)R——)e

0 ——) IR ——)/S‘ (R)

: ancro notemos que en Ia sucesnon

0 !IR 3 3 EO 3 5.1 -3 e
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las gavilla.s R y £° son suaves, yr por eivcoré a,
. Ahora, sabemos que S, C°(Xf

modulo sobre .sgo, que es una ga.w]la 5

_'9; E""H'l( \r))

»ePa(X ))

X) s ePaH(X))
TX) — 7))

K er(e

mwwa» Tt




Bibliografia

{God64] Roger Godement, Topologze algebnque et theorze des fazsceauz, Her-‘ :

mann, 1964

(GR65] - Robert C. Gunnmgand ‘Hugo ‘Rossi,’ Analytic.functions of sé,vefal

1shu g Company, 1993

1965

Verlag, GTM 1980.

ex3



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Variedades y Haces Vectoriales
	Capítulo 2. Teoría de Gavillas
	Capítulo 3. Cohomología de Gavillas
	Bibliografía



