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Capitulo 1

El estudio de procesos o sistemas cuya evoluciéon depende del tiempo,
ocupa un lugar importante dentro del quehacer cientifico. Dentro de dicho
estudio las ecuaciones diferenciales ordinarias cobran especial importancia
al hacer posible la descripcién de los procesos que son caracterizables por
un ntimero finito de pardmetros y cuya evolucién se sabe determinista y
suficientemente regular.

En esta tesis hacemos un andlisis cualitativo de la dindmica inducida en el
plano por ecuaciones de Riccati con coeficientes trigonométricos. De manera
general entenderemos por ecuacidn de Riccati' a una expresién de la formas:

= f,(t)z + fx(t)z + fo(t) (t, 2eUCRxC,

donde los coeficientes son - funcmn anulitxco reales en t. Por ecuacion de
Riccati con coeficientes tngonométrzcos entenderemos el caso cuando las fun-
ciones fj(t) son polmomios’ Pj( | va.luados en z = e¥, y = e~ Explicita-
mente si: h

tendremos, : :
f;(t) Z aue'(" % gy e C teRr

k=0 L T
A grandes IﬂSEOS, este tipo ecusaciones diferenciales ordinarias asocian un

vector en cada instante y a cada punto de la regién del plano, describiendo
asf un proceso bidimensional, determinista y que cambia suavemente con el

!No suténoma




6 CAPITULO 1.

paso del tiempo. El estudio del proceso se centra en determinar el conjunto
de todos sus posibles estados?, es decir, en encontrar las curvas en el espacio
donde se esté trabajando cuyos vectores o rectas tangentes en cada punto
e instante estdn determinadas por la ecuacién diferencial en cuestién. Muy

esquemdticamente:

Figura 1.1: Curvas y vectores tangentes

'

1.1. Ejemplos y generalidades

Las curvas que satisfacen un sistema plano dado por una ecuacién
diferencial no auténoma son esencialmente puntos singulares (donde el vec-
tor asociado es nulo), drbitas periddicas (correspondientes a curvas cerradas)
y drbitas no periddicas. Entre las Srbitas periddicas distinguiremos aquéllas
aisladas de otras érbitas periddicas llaméndolas ciclos limite.

El principal objetivo de esta tesis es describir dado un tipo particular de
ecuacién de Riccati con coeficientes trigonométricos, al conjunto de curvas
que satisfacen la misma, poniendo particular atencién en las érbitas periddi-
cas y ciclos lfmite. En este sentido podremos, después de probar los princi-
pales resultados de esta tesis, hacer afirmaciones como:

» Toda solucién de la ecuacién:
dz 276 ity 2 i3t i2t
E:(e +e7)2% +e¥z4-e* (t,z) eRxC,

es peri6dica® de periodo 1.

2Equivalente a conocer el espacio fase del sz’étema ‘
3M4s adelante definiremos el periodo de una 6rbita periédica.

.

TESIS CON o
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1.1.“EJEMPLOSV‘.Y GENER}\LIDADES o o 7

« El slstema deﬁmdo por la. ¢ cuacx :
b
dt_-

no presente solucxones perlodlcas en C.

» (‘3‘+(e+z7r))z 437 (t,z)eRxC

Cabe destacar que el presente trabajo no es original. Casi la totalidad de
‘los métodos y resultados a presentarse pueden encontrarse en la fuente prin-
cipal de esta tesis, el articulo de Henryk Zolgdek? intitulado The Method
of Holomorphic Foliations in Planar Periodic Systems: The Case of Riccati
Equations.

La estructura general de este trabajo consta de dos partes. En la primera,
correspondiente al segundo capitulo, se extiende en dos etapas la dindmica
que inducen las ecuaciones de Riccati con coeficientes trigonométricos en el
plano a CP! x CP. En el inter se introduce el concepto de transformacion
de monodromia, destacando su importancia en el estudio de dicha dindmica.
Ya sentadas las bases, en la segunda parte correspondiente al tercer capitu-
lo, se analizan casos particulares de ecuaciones de Riccati con coeficientes
trigonométricos y se concluye sobre el nimero de érbitas periédicas que pre-
sentan las mismas. Se debe destacar que el anilisis de los casos a presentarse
no es exhaustivo.

Por grado de dificultad en la expresién que las define, después del caso
constante, el tipo de ecuacién diferencial mds sencillo que podemos considerar
en el plano es el lineal homogéneo. Explicitamente:

dr

4]- 6]

o - ’

& c dj |y
a,bc,d € R;(z,y) € R% En este caso la dindmica a presentarse ha sido
descrita de manera exhaustiva®. Basta con conocer los valores y vectores
propios de la matriz correspondiente para conocer la dindmica que la ecuacién
_diferencial lineal induce en el plano. Por ejemplo, en el caso de que la matriz
correspondiente resulte no singular tenemos como tinico punto singular al

Jorigen y no se presentan ciclos limite.
Por ejemplo, tenemos los siguientes diagramas correspondientes a cada

4Instituto de Matematicas, Universidad de Varsovia. E-mail: zoladek@mimuw.edu.pl
5Ver [Hi-S]

ey



8 S S . .CAPITULO 1.

matriz inmediata inferior:

- El nivel de dificultad inmediato’]
*" por una l'ex‘pr_esi(m polinomial.’ Por:'ejke

& o)
B —zt+y(l= 2 +%)

" Esquemdticamente:

. Figuré 1.2: Curvas integfales correspondientes al campo vectorial polinomial

Este sistema presenta un tnico punto singular, el origen, y un vinico ciclo
limite®. Vemos entonces en los ciclos lfmite una diferencia sustancial entre la
dinédmica inducida por ecuaciones lineales y polinomiales de grado mayor o
igual que 2.

SHagase el cambio de variable = = reosd Ly =rsinfd



1.1 EJEMPLOS Y GENERALIDADES = ‘ o

*,.- Siguiendo e
ciones del tipo:

istemas en el plano determinados por ecua~

Plmy) oo

‘ =QEy)  (my) R,

. .donde P(z,y) y Q(z,y) son polinomios de coeficientes reales de grado mdxi-
“mo’n. Una cuestién fundamental a responder en este caso, propuesta ya
-a la 'comunidad matemadtica internacional durante el congreso de 1900 por
 David Hilbert”, es determinar si se puede conocer en términos del grado de
~ los polinomios correspondientes el nimero médximo y la posicién de los ci-

clos limite que se presentan. Gracias a los avances hechos por Dulac, Bamén,
IP’yashenko, Ecalle, Martinet, Moussu y Ramis, hoy se sabe que el niimero de
ciclos lfmite es finito para grado fijo, sin embargo a la fecha® no se ha podido
dar una respuesta a la cuestién anterior, ni siquiera para el caso cuadrético.
Asf, dentro de este marco, el estudio de ecuaciones de Riccati con coefi-
cientes trigonomélricos:
dz

Fri P(t)22 + P(t)z 4+ Po(t) (t,z) eRxC, (1.2)

(1Y)

donde, como se mencionaba anteriormente, se tiene que:

puede enten‘défﬂse, hablando, hollagnmente,'comd el estudio de un caso moti-
vado por el de los sistemas en el plano del tipo (1.1) donde los polinomios
- correspondientes son de grado méximo 2.

Iacopo Francesco, conde Riccati. (28 de mayo, 1676 Venecia - 15 de
- abril, 1754 Treviso) Siendo en un principio estudiante de leyes, Iacopo
Francesco es motivado por su amigo, y matemdtico, Stephano Angeli para
estudiar matemdticas. Pronto adquiere fama en el medio e incluso rechaza
ofertas de Pedro el Grande para la presidencia de la Academia de Ciencias
de San Petersburgo. Sus trabajos en hidrailica fueron de gran utilidad a la
ciudad de Venecia en la construccion de digues a lo largo de los canales.

TVer [1l] y [H]
8ver (1]



1

10 CAPITULO 1.

-~ En lo que al estudio de ecuaciones diferenciales se refiere, destacan sus méto-

dos de reduccidn de orden y separacidn de variables. Ademds, el conde Riccati
encontré métodos de solucién para diversos tipos de ecuaciones diferenciales
ordinarias que posteriormente fueron ampliamente aceptados. Se le conoce
principalmente por la ecuacidn que lleva su nombre:

dy

7. =A@ + By +C(z) (z,v)€R,

" de la cual hizo un estudio detallado y resolvid casos particulares.” Dicha
- -ecuacién_ya habia sido estudiada por Jacobo Bernoulli y discutida . con
Riccati en 1754. El conde mantenia correspondencia con un gran nimero

de matemdticos a lo largo de Europa y tuvo gran influencia en personajes
de la talla de Daniel Bernoulli y Fuler. También trabajé con péndulos ci-
cloidales, las leyes de resistencia en un fluido y la geometria diferencial.



Capitulo

Como se delineaba en el capitulo anterior; estaremos u.nahzando sis- -
temas en el plano determinados por ecuaciones de Riccati con coeﬁcnentes
trigonométricos. Explicitamente, : P : )

% = P(1)2* + A&+ Po(t) (®2).

Este ca.mpo vectona.l deﬁne para. cada. punto (t, z) € R x C ala recta' -
V(2= {mit2) |ieR)Y. 7 (@3)

Definicién 2.1. Entendemos por curve integral del campo de direcciones
definido por (2.3) a cualguier curva T'(t) CR xC , t € R tal que lo recta
tangente a esta en cada punto (t, z) sea precisamente V(t,z). Por otro lado,
una solucidn de la ecuacion de Riccati del tipo (2.1) con datos iniciales (to, zo)
es una curva en el plano z(t), t € R, cuyo valor en el instante to s zp, ¥
tal que para cada t en su dominio satisface:

dz

5 = Py(t)2(t)* + Pi(t)2(t) + Folt)
Ademds, la recta tangente a la curva deﬁmda por la aplzcaczon z— (t, z(t))
es V(t,2(t)).

11




12 CAPITULO 2.

Dicho de otra maners, en el caso de las curvas integrales, estamos ponien-
do atencién tinicamente a la direccién de la velocidad con que se recorren
éstas, olviddndonos de la magnitud de la misma. En este sentido tendremos
que si la curva I'(t) es una parametrizacién de una curva integral del cam-
po V(t,z), entonces cualquier reparametrizacién suave de ésta serdé también
curva integral del campo V (¢, z).

Ejemplo 1. Algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones son:

dz 4 . dz _ . omit : -3it 2 ’ ;
S =e z4+1; 5= (8™ '+‘7g'ne,, .)z»_, . (2.4)
EE=0’1235711"' ERRREE

En la secciones siguientes haremos una extensién de la dindmica que de-
fine en el plano la ecuacién (2.1) a la variedad compacta CP! x CP'. Esta
extensién se llevard a cabo en dos etapas. En la primera definiremos, toman-

"do como punto de partida al campo (2.2), un campo vectorial holomorfo en

C x C. Una vez definido este se introducirdn los conceptos de transforma-
cién de monodromia, érbita periédica (e invariantes asociados) y un nuevo
parémetro para caracterizar toda una familia de ecuaciones relacionadas a
la ecuacién (2.1). Posteriormente se retomarén estos conceptos a partir de
la extensién final de la dindmica a CIP! x CIP! y teniendo ya la herramienta
tedrica necesaria pasaremos al tercer capitulo de la tesis donde se demuestran
los resultados principales.

2.1. Una primera extensiéon

Una primera aproximacién al estudio del sistema consiste en una exten-
sién del dominio R x C al espacio C x C. Observemos que el lado derecho
de la ecuacién de Riccati {2.1) coincide con la composicién de P(z,z) =
Py(xz, )22+ Py (z,z7 )2+ Po(z,z7!) con z = e*. Aquf, P(x, z) es una apli-
cacién meromorfa en = con polos en {z = 0} y holomorfa en z. Por otro lado
observamos que z(t) = zoe™ es solucién de la ecuacién diferencial % = iz
con condicién inicial z(0) = zo. Es por esto, como demostraremos en la sec-
cién (2.2), que las soluciones de la ecuacién de Riccati (2.1) resultan ser la



2.1 UNA'PRIMERAEXTENSION - - - RY!

(t) it (z(t),z(t)) »deijsis'te_ma:v :

(2.6)
(z,2) ECxC, teC.

Observamos que el campo (2.6) no estd bien definido en {z = 0} ya que
Pyz,z ') = L.

“Al parecer, nos estamos complicando las cosas mds que acercarnos a la
solucidén, sin embargo hay manera de solventar estos problemas. Para ello
recurrimos a uno de los teoremas pilares dentro del estudio de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, cuya prueba se remite a [Hil].

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales holomorfas). Sean f1,..., fu funciones holomorfas definidas
en un abierto U de C*. Entonces para todo puntop € U y tg € C, eriste una
dnica solucidn 2(t) = (z1(t),.. ., zx(t)) de la ecuacidén diferencial holomorfa:

——=fj(zl,...,z,,) i=1...,n

deﬁmda en una vecindad de to € C 'y satzsfamendo la condicién inicial
2(to) =

a (2.5). con datos iniciales ean X C\{z = } ¥y por ‘la variedad analitica

1Una foliacién con singularidades. Ver (G ~O)




4 .. CAPITULO 2.

{z .= .0}.: Los problemas de indefinicién del campo ‘en- el ‘conjunto
{z = 0} serdn solventados definiendo un nuevo campo, miiltiplo del cam-
po (2.5); que define la misma particién. En la ecuacién’ (2 6) del ejemplo .
anterior multiplicando por x obtenemos: o ;

. ety (2.7) .
= : ) S i (7)
—Zf—22+x (a:,z)erC

Proposicién 2.1. Sise restnngen los campos‘(2 6)y (2.7) aCxC\{z =0 },'} i
las particiones de este subcanjunta de CX.C: canformadas por. las soluczones, ’
de ambos campos son zdéntz as. .

Prueba. Para cada (:z:, z) en.C xC\{z
la recta compleja :

R(,z) = {/\(z:c,‘z +1) | NeC
R(z‘z) = {#(11.2 22+$) I” € C}l

respectxvumente Notese que los vectores generadores de R(, Y R(,,,) son
colineales: basta tomar A = z o 2 = 1, Entonces R,z = R(, z)» es decir, las
ecuaciones (2.6) y (2.7) definen en C x C\{z = 0} las mismas direcciones.
Como consecuencia del teorema de existencia y unicidad podemos afirmar que
las curvas integrales de los campos (2.6) y (2.7) coinciden en C x C\ {z = 0}.

S N4
A

Figura 2.1: Campos que definen las mismas direcciones

Observacién. Como consecuencia de la proposicidn (2.1) tenemos que, en
términos de curvas integrales, el campo (2.6) coincide con un campo analitico
en todo Cx C, con el que trabajaremos mds facilmente sin perder informacién



2.2 SOLUCIONES EN S} x C. -

Deﬁmcnén 2 2 Entenderemos por przmera eztenswn ‘de la ecuacién de
“Riccati con coeﬁctentes trigonométricos (2.1 ) aC x C ‘al campo definido por
7 ezpreszdn (2.8).

%" Las particiones a las que nos hemos referxdo en la proposién (2.1) son un
" caso particular de un tipo mds general de particién que puede darse para
una variedad compleja M. Dicho tipo de descomposicién recibe el nombre
* de Foliacién holomorfa por curvas (con singularidedes) de M, normalmente
denotada por &F. Aunque no necesitaremos la definicién formal de este con-
cepto, se recomienda consultar {G — O] al respecto. A grose modo, cuan-
do tengamos definido en M un campo analitico v, tendremos de manera
natural una foliacién F holomorfe por curvas (con singularidades) de M.
Esta estd conformada por las curvas integrales (lamadas también hojas de
la foliacidn F) y los puntos singulares de v. Vale la pena notar que, como t
estd definido en C, las curvas integrales del campo (2.8) que no son puntos
singulares resultan ser superficies de Riemann.

Procedamos entonces a determinar las curvas que resuelven la ecuacién
de Riccati (2.1).Recordemos que en el proceso de extensién pasamos de la
variable e en S! a trabajar con z en C. Por ello, en el proceso de determi-
nacién de curvas integrales prestaremos especial atencién a Ia interseccién de
las hojas de la foliacién con el cilindro:

C:=85'xCcCxC.

2.2. Soluciones en S x C

Una primera cosa que debe observarse es que la restriccién del campo
(2.8) a C nunca es vertical, es decir, la primera coordenada de éste no se
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- anula. Una consecuencia de esta no verticalidad es que las curvas integrales
de (2.8) con condiciones iniciales de la forma & = (e% zo), denotadas por
L, intersectan transversalinente? a C. Esqueméticamente,?

Z

Vo Lo

20 3

e | .c.

Figura 2.2: Interseécién tvra'nsVersal de Cy L,
Deﬁmmos para. cudn £eC el conjunto
i r‘; =L¢NC.

':Aundlle'por el momento no resulte muy obvio, I'¢ serd el conjunto mds
importante & lo largo de esta tesis. Para validar esta importancia tenemos
’-que develar algunas propiedades de T.

Propnedad 1. T¢ es una subvariedad d1ferenczable de dimensidn real uno.

;inb& Dada la no verticalidad del campo restringido a C,
-—lc = a7} (Pyle z )+ R st Flna o #0 pam 2£0,

- tenemos que pnra cada p en C nbg, como 4(p) # 0, podemos parametrizar
localmente a LE como: i . .

'..)

Luego, si:

0:CxC —C

(:z:,z); —

2La demostracién de este hecho y deﬁmcién de interseccién transversal se incluyen mds

adelante en In Propiedad 2.
3En esta figura vo es el vector que el campo (2.8) asigna al punto &.

. TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




do ‘s la. proyecclén ‘canénica de

‘,‘22 SOLUCIONESENS‘XC e |

. Propledad 2. Sz I‘g(t) (e“ z(t)) es una parametrizacidn de T¢ entonces
.. {t; 2(t)) es una parametrizacidn de:la. curva integral asociada al campo que
define la ecuacién de chcatz (2.1) con dato inicial (0, z(O))

Prueba. Primero caxact;erlzaremos, para cada p }e I'¢, al espacio tangente de
T'¢ valiéndonos de los correspondientes C' y L en p. Posteriormente, con dicha
caracterizacién obtendremos el resultado. Primero probemos el s:gulente lema
auxiliar.

Lema 2.1. Sea L¢ la hoja de la foliacion F correspondiente a la condicion
inicial £ € C. Entonces las subvariedades Lg y C de €% Cse intersectan
transversalmente. :

Prueba. Recordemost que si M y N son dos subvanedades diferenciables
del espacio C* que se intersectan transvers 1 -es: declr, que para cada
P € N N M sucede que: :

Seap = (z,2) € LeN c “Como;[:'g ‘es'curva integral del _'c':'ampo (2.8), se tiene

w NeC Y (/\1, 1\2, Aa) e ]R’ de’ ma.nem que la suma de los vectores que resultan

Ver (W]

X C en’ el pltmo {z = 0}, tendremos que

TESIS "ON
FALLA DE

MEEN
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Por esta ultmm igualdad tenemoa qu
‘parametrizacién’ de I, entonces (¢, #(t)) es-una pm‘ametrlzacxén de la cur-
“va-integral con dato inicial -(0,2(0)) del campo asociado a'la ecuacién de
Riccati (2.1) ya que en cada punto de ésta’la recta tangente en cuestién es
precisamente V'(¢, z(t)), como se establecié en (2.12).
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2.3.. Numeros asociados a soluciones periédi-
‘ cas

Las propiedades establecidas en la seccién (2.2) nos permiten establecer
una correspondencia entre las soluciones a la ecuacién de Riccati (2.1) y
las curvas I'¢ de la manera siguiente: z(t) solucién de (2.1} con dato inicial
2(0) = zp se corresponde con T'¢ = L,NC, donde £ = (1, zo). Es de notar que
las curvas integrales periddicas del campo (2.2) se corresponden con las curvas
Ie compactas y viceversa, razén por la cual pondremos especial atencién a
estas curvas I'; asocidndoles niimeros que nos ayudan a distinguirlas entre sf.

Definicién 2.3. Decimos que T'¢ = L¢ N C es periddica si es compacta y
definimos su periodo como 2nn, donde n es la cardinalidad de la fibra:

(nllﬁc)_l(z)t ze St

‘a’su ’pn'mera coordenada, es

donde I1, es la proyeccidn cano 1
decir, Th(z,z) =x. :

la/ valxdez de la definicién (2.2),

En la siguiente proposicién venﬁca.re
1, |L-,€) 1(:z:) es finita

es decir, verificaremos que
y constante cuando z €St

Proposicién 2.2. Sz I‘E =
Cardmahd :

a ello recordemos
Lie con:la variable

SI la cardmahdad de (l'hl;;,()"l(:z:) no fuera finita en alguna zo € S; es-
tarfamos contradiciendo la compacidad ‘de I'c pues podrfamos dar una cubier-
ta abierta de dxpha curva sin subcubiertas finitas. Para ver que la cardinalidad
es constante definamos primero el conjunto:

A= {z E"Sl tales que |[(My]e )" (z) =n} neN,
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donde la cardinalidad de la fibra es constante. Es de notar que A, NA, =@
si n # m. Seguidamente veremos que A, es un conjunto abierto. Asi, si la
cardinalidad de la fibra (ITy|c,)"!(x) no es constante a lo largo de S, el
circulo unitario es disconexo, una flagrante contradiccidn.

" Notemos entonces que la restriccién:

HIZFE'—)Sl,

"de la proyeccién I, a la curva I'¢ es al menos de clase .’ Ademds, la difer-

“encial de la misma en cada punto resulta invertible y preserva la orientacién®
entre los respectivos espacios tangentes a I'c y S'. Es por esto iltimo que
la cardinalidad de la fibra (IIy|¢,)~" () coincide con el grado de ITi|z, en z.
Como el grado de una funcién no depende del punto z, la cardinalidad de la
fibra se preserva en S!, quedando demostrada esta proposicién.

Para poder definir los siguientes mimeros asociados a una solucién com-
pacta habrd que introducir la funcién clave para el estudio de la dindmica
inducida por la ecuacién de Riccati en C x C.

2.4. La Transformacién de monodromia

A pesar de que no estamos considerando una parametrizacién especifica
para la curva I'¢, para definir la transformacién de monodromfa, llamada
también aplicacién de primer retorno, consldera.remos especialmente las I'g
del tipo:

Te(t) (6" Z(t)) (2.13)
‘ Deﬁmc:én 2.4. La transformaczdn de monodromia, también llamada apli-
cacidn de pnmer retomo, esla funczdn que se define como:

A {l}xCC“CxC—a{l}xCCCxC (2.14)
(1, z0) — (1, Ay(20)) := (1, 2(2m)),

donde (€', 2(t)) ‘es una parametrizacion de 'y ).

5Ver apéndice.



2.4, LA TRANSFORMACION DE MONODROMIA -~ . 21

Esquematicamente

; > A, ) = (1, A1)

T,z0)

Veamos ahora las propiedades locales de"esta.' transformacién
Proposicién 2.3. La transformacidn de monadromza €s una funcidn analitica.

Prueba. La idea de la pruebaes poder expresar ]ocalmente A como composi-
cién de funciones analiticas. Tomemos entonces un punto (1, z) en {1} xC"
y gh el flujo del campo (2.8) a tiempo ¢; de manera que:

A(1, z0) = g (1, Zo)

Desafortunadamente, como la velocidad de recorrido de las soluciones
con respecto al pardmetro ¢ depende de la condicién inicial, no necesaria-
mente tenemos, para todos los puntos (1, #) en una vecindad de (1, 20), que
A(l1, 2) = gh(1, 2). De lo contrario se habria dado fin a la prueba ya que
el flujo a tiempo finito de un campo analitico es a su vez analitico®. Para
completar la prueba usaremos la analiticidad del flujo a tiempo finito y el
teorema de rectificacién’ para campos vectoriales holomorfos.

Teorema 2.2 (Teorema de rectificacién de campos vectoriales holo-

morfos). Sea
i dz

t—i_t’=v(z): zeUCCh,
un camp& vectorial hblomorfo definido en el abierto U C C». Sea zp € U
tal que v(z0) # 0. Entonces eziste una vecindad N(29) de 29 y una funcién
analitica e invertible: i
¥ N(z) — (C*,0),

- definido de N(zo) a una vecindad del origen en C" que lleva el campo v(z)
en el campo constante z — e; := (1,0,...,0)"

Sver [G - O]. T

Tver (G - O].

| TESIS COW
| FALLA DE ORIGEN
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Como el campo (2.8) no se anula en C, existe (por el teorema de rec-
tificacién de campos vectoriales holomorfos), una vecindad Bs(g* (1, 2)) ©
€ x C de A(1, z0) en donde el campo es rectificable via un biholomorfismo:

¥ : Bs(g*' (1, 20)) — ¥(Bs(g"(1, 20)));

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¥(g*(1,2)) = 0, el
origen en € x C. Tomemos ahora V,(1, z0) € {1} x C una vecindad del punto
(1, z0) tal que:

g (Ve(1, 20)) € Bs(g"* (1, 20)).

Esqueméticamente:

o

S . Bj(g‘l(lv
9Vl 20))
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*(Ba(s'1 (120 A1) % €

- (g V@1, z0))

‘I’(g“ (1, 20))

Q:el Lc:va‘xhbio de coordenadas ¥

‘ nte ¢ on fMa lo"]é.r'gdde las curvas integrales
de (2.8), cuyo dominio

voom wg"(mu zo))),
Ly cuyn imagen, este contemda. en i L )
‘I’(Bs(g“(l Zo)) n [{ 1} x C]),

""de la manera sxgulente en las coordenadas (#2) dadas por \Il toma.mos,
TI, la proyeccién canénica en-la segunda. coordenadu Asi i (5, n) estd en
W (Bs(g*(1; z0))), deﬁmmos S

Vg (Vi1 20) s ‘I’(Ba(g"
wm '-—’ fiz! -

PR ol £m
ety st sonol( 1 1 xeh 'v(n‘l(V.(n.:om]( ).

Esquemdticamente: -

gt e thon
< (Loagd))

&m
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Dada la no verticalidad del campo (2.8), para p en B.(1, 2) la interseccién . )
de esta vecindad con la curva I'p resulta transversal, pensadas ambus como -,
subvariedades del cilindro ¢. Explicitamente: , :

T,y + TpVe(l, z0) & R3.

Al ser, tanto g*!, como el cambio de coordenadas ¥, biholomorfismos lo-
cales, preservan dicha interseccién transversal. Es por esto que el espacio
tangente a ¥(g'(Ve(1, 20))) no puede ser paralelo al plano {A(1,0) |A e C},

de manera que ngg,”v‘“ o resulta analftica e invertible en una vecin-

dad en ¥(g*(V,(1, 2))) del punto (0,0). Por exactamente las mismas ra-

zones Hgl resulta analitica e invertible en una vecindad en
W (Bg(g*) (Lg)N[{1}

w(Bs(g (1, zo)) Nni{1} >< C]) del punto (0, 0). Asf, al ser composicién de am-
bas, IT resulta analitica e inveftible. Finalmente, quizés es una vecindad mds
pequefia que las anteriores, podemos descomponer a la transformacién de”
monodromia A como: : ’
A=0"1ofloWogh :
La analiticidad de A se desptende de la. de \Il a y g", quedando asf ter-
minada la prueba. .

Notemos que si I'(1,z,) es 27m penod Q. entonces >'n.:es 1 natural as
pcqueno que satisface A"(l zo) = (1 20

Definicién 2.5. Llamaremos multzphcador -camctenstzco
2mn-periddica I',z) al nimero complejo: .

d(Am) R
AP0,

2.5. El parametror

Hasta el momento los argumento que hemos venido utilizando para definir
y estudiar los mapeos de monodromia y las curvas I'(),.) se apoyan en el hecho
de que el campo (2.8) restrigido al cilindro C no es vertical. En esta seccién
veremos cémo extender lo visto hasta ahora a los conjuntos:

Cr={lz|=r}xC, 0<r<o00

ampliando asi el rango de nuestro discurso.
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. Dado que la pumera coordenada. del campo (2 9) restrmgxdo a los con-',
juntos Cr, 0 < 7 < 00, nunca es, nula, es posxble de ma.nera amiloga. deﬁmr,
para cada (:z, z) en C’,., ala curva. : ;

,.

donde L,z es la soluclén de la ecuacién (2 9) correspondlente a datos_,
iniciales (z,z). Asf, como en la’ seccxén anterior ‘establecimos una cotrespon—f.'v
dencia entre las curvas T'g con |€] =1y las soluciones a la ecuacién de'Riccati -

(2.1), cabe preguntarse por el tipo de ecuacién que resuelven las curvas Y, 'z';)

Proposicién 2.4. Sea (zo,z0) € C x C t que ||zo|| =uir)”
SiT,, 20)(t) = (e, 2(t)) es una parametrizacidn de |y entonces (t z(t)) ,
es una parametrizacién. de la curva integral a.saczada al campo ] deﬁne8 la e

ecuacidn de Riccati:
dz
dt
con dato zmczal (0 z(O)) =, (O zo)

= 'P,(re“ 7"‘e‘“)é2 +, P (re“,'r"‘,e»‘iv‘)z_—j_-r Po(re‘

ma.nern la mterseccxén transversal
C, ‘obtenemos que:

(217)

cunferenclas las direcciones tangentes
Igualmente

o) 4 Py(x0, 75 )z
e +Po(zo,zo ))I/\GC},

de manera q_ue s (m,fm) € T F’ tendremos que m
Asf A = ,\1:1:"‘ Luego, sx :co = re"° tenemos y
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es declr,

T, I‘(ID',O) = {/,L(zre"" Pg(re"" %'le"'°)z

RO

‘ “de donde se desprende el resultado deseado

.T.Contmu d con las analogxas, podemos 1nclu1r en el’ estudlo de ecua;-
. ciones del tipo (2. 16) conceptos como el de curva T 27rn-per16d1ca, asf co-

u mo el de la transformacién (analitica) de monodromia:

Ar:{r}xCECECxC—{r} xCCCxC,

y asociar a It. 1) SU correspondiente multiplicador M(r, z).

Aunque lo més natural a seguir seria el estudio de las relaciones que exis-
ten entre las transformaciones de monodromia, curvas periédicas y multipli-
cadores correspondientes a los cilindros C y C,, pospondremos un-momento
este estudio hasta la secci6n (2.9). Primero introduciremos una nueva exten-
sién de! campo definido por la ecuacién de Riccati (2.1) para seguldamente
retomar el tema con una panordmica completa.

2.6. La segunda extension

A pesar de que la primera extensién del campo (2.8) al espacio C x C
parece ser suficicnte para determinar el nimero de érbitas periédicas que
presenta una ecuacién de Riccati del tipo (2.1), no da informacién sobre cémo
las soluciones de la ecuacién de Riccati se comportan en vecindades del punto
al infinito. Es por ello que haremos una segunda y tltima extensién. La idea
general es dar un campo de direcciones analitico en la variedad compacta
CP! x CP! que coincida en su carta afin, la cual llamaremos parte finita
con el campo (2.8). Posteriormente veremos cémo al retomar el concepto de
transformacién de monodromia extendiendo la misma de la transversal al
campo {| z |= r} x C a la transversal {| x |= r} x CP!, la transformacién de
monodromia extendida resulta estar en el grupo PSL(2,C).

Recordetnos brevemente que CP! es el conjunto {(z,z) € (CxC\{(0,0)}}
médulo la relacién de equivalencia ~ definida por: (z,z) es equivalente a
(#', '), (z,2) ~ (z',2'), si existe A € C\ {0} tal que (z, z) = Mz', 7). Es
decir, los puntos en CP! corresponden a clases de equivalencia inducidas por
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k esta relacxon recta.s comple_]as en C2 por el orxgen a las que se les qmta justo
“este punto N

A tCIl”1 se le amgna como atlas estandar o

donde

Ul—{[z yIGCP‘_Iy#O}
Ul ¢l’ C e

Uz—-{[z y]EC]Plli'WéO}
UQ——HC
Y.
e et

Para efectos esquematlcos ut)llzaremos el hecho de que C]P’l es difeomorfo
a P!, la esfera de Rlemann
lP =Cu {oo}, : -
'Al’l = {(Qlt h’l) (021 hZ)}y L
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-“donde
s =C Qz—(C\{O}U{OO})
C‘,
: S zr—z
. ..QZ,h—z’C:’
: 1

Z — =
z

(Aquf estamos pensando que hz(c0) = 0). Dicho lo anterior, utilizaremos
como atlas para CP! x CP! el producto cartesiano ACPI x .Acpn es decn'

Acpt X Acpr = {(Vir, T11), (Vlz,‘I’u) (Vzh ‘1’21) (V22, ‘1’22)}1
donde (Vj;, ¥y;) := (U; x U, @; x (I’j) y kabk € ACP” Ademas, denotar& :

campo como vn(.'z: z)

Vi

eztenszon por una ezpresw de t1po 2 19)
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Para ha.cer ]o propxo en el resto de las cartas utilizaremos los cambios de
coordenadas Hy Y sus respectivas diferenciales. Hagamos primero la extensién
a la carta (Vj,, ¥12) usando el campo ya definido en (Vi1, \Ilu)

Considérense entonces el dlagrama

Vi Vi2

Observacmn. Dado que H12 (E;, 7[2) — 3 —) Y el domzmo de Hi3 esCxC,
falta definir vy en puntos de la forma’ (51,0) Como la idea general es tener
una eztension analftica en todo CIP‘1 o CP!,-definimos v12 en todo Vy2 como:

DHyzp lu-'(e,,m) (u(HR €, m))) sim#0;

212(‘51,172) = {('LE"“ —E{‘P:!(fl:fx 1) sinea=0
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Prosngumos con Ia extensxén, nhora en In. ca.rta (Vm, ‘I’gl) Observemos
~el dlagra.mu k

“en la’ vanable y sea cero Para salve r estos brob(emas de indefinicion del
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i ,"campo procederemos de manera. analoga a como lo h1czmos du'rante la. pnmera
eztenszén para deﬁmr : :

vu(nx,Ez) = (i ,m"(Pz(m ,m)Ez (mihm '_‘ Po(m ,m))),-

donde m =k + maZie(o,,2} {grad,,P, (:c, y)

Aqui,

luego,

Entonces deﬁnimos‘ A
vzz(m,nz) =7 (—w""“-—m "(Pa(m rTI1)+P1(7h ,m)m+Po(m ,m)nz))

Donde m = k + maz,e(onz){grad,}’,(z y)} Nétese que aqui se tomé por
‘dada una discusién andloga a la que llevé a la definicién de los campos vi
¥ var. Aqui (ny,&2) es imagen bajo \Ilgg de: ([1 111] [1 1;2]), que se encuentra
en el abierto Va,.
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- Definicién 2.6. La segunda eztenszdn o, eztenszdn a.ClPGCIP', de la ecuaczén S
. de chcatz

1112(1. k
,’!121(.’L',

donde se toma (z:, z) eCx C pracedtente de e carta (V,;,,\Ilkl)we .Acplxcrl y
m ='mazeoa,2){grad:Fi(z,y)}-

Observacién. Durante la construccion de v(z, z) siempre tomamos como
referencia al campo vy, es decir, o la primera extensidn que se hizo de la
ecuacidn de Riccati a Cx C. Basados en esto y en el proceso de construccion
no es diffcil ver que v(z, z) es un campo de direcciones analitico en CP' xCP'.
Ast el conjunto de soluciones de v define una foliacién F con singularidades
F de CP* x CP'.

De la misma forma que hicimos en la primera extensién a C : x C de la
ecuacion de Riccati (2.1) y con la perspectxva utilizada en la segunda exten-
gion del campo (2.8) a CP! x CP!, podemos definir para
cada £ € S! x CP! y cada 7 € (0, 00), a la curva: . .

EZ= Lsner,

donde €7 := {] z |= 7} x CP.

Es importante notar que, a diferencia de las curvas [g¢ = {| z |=r} x C}
propias de la primera extensién a C x C, en este caso podemos escoger datos
iniciales £ = ([1 : 1),[1 : 0]) y asf obtener una I’y = S! x CP' cuya segunda
coordenada pase por el punto al infinito.

Proposicién 2.5. Sea I'¢ = LgNC! donde £ = ([1: 1],[1:0]) en CP' x CP'.
Si Te(t) = (e*,2(t)) es una parametrizacién de ¥12(T¢ N Vig) se tiene que
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(¢, z(t)) es una parametnzaa n e la curva mtegral del campo inducido® por
,la ecuacion de Riccats: y .

Asf, como en prmc1pxo T, I‘5 c T, Le n T e y. 1"5 es-una ’curva real, tenemos
. que necesarm.mente = P

= Esta 1gualdad sumnda a la descnpcxon de Jos espacxos tangentes de la solu-
. cidén Lg ¥ el cilindro C!, implica, si (111, 72) estd en T,L¢, que 7, = Az*+l, Asi,
A= Mz™*, y por tanto n; = Aiz. De esta. manera podemos concluir que:

(m1,72) = A (i, —(Po(’-’? 2‘_1)2 * P,(a:, ™)z + Py(z,z71))),

9Como en la ecuacién (2.2)
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obf;eniendo entonces-
Tyle = {u(w, —(Po(2,571)2? + Pi(z, 5z + Pl z-‘))) |nERY.

“Por esta ultxma, 1gua1dad tenemos que si I‘E(t) (e“ z(t)) es una
parametrizacién de I'c entonces (t,2(t)) es una parametrlzamén de la curva

_integral con dato inicial (0,2(0)) = (0, zy) del campo asociado a la ecuacién

, de Riccati (2.1), ya que en cada punto de ésta la recta tangente en cuestién
es precnsamente V(t, 2(t)), como se establecié en' (2.3).

2 Tple &2 {Ai iz, —(Po(z,z71) 2 + 'P.(z_:,‘ 27Nz 4 Pz, z7Y)) | M € R}
con lo que concluye nuestm prueba.

ObservacuSn ‘Sien la ecuacufn. de chcatz e 1 ') hacemos el cambio de va-
riable y = 1 obtenemos -‘# = "—Td: De manera que:

d

F’tl = yz(_i—l—“ gu'ﬂ_“ + —-(———ZP' eltemtt + P, (e“ e—u))
= <(Rlet )y + Pi(et, &)y + (e, o).

En conexién con la proposicién (2.5), estamos teniendo que curvas T
correspondientes a datos iniciales del tipo ({1 : 1],[1 : 0]) se corresponden
con soluciones de la ecuacién de Riccati que pasan por el punto al infinito.
En la siguiente seccién veremos que al extender a CP* x CP! el concepto
de transformacién de monodromia, obtenemos que estas transformaciones
resultan ser transformaciones de Mobius.

2.7. Mas sobre la monodromia

Toca ahora estudiar la transformacién de monodromfa en la variedad
compacta CP' x CP'. Para poder determinar la naturaleza de las transfor-
" 'maciones de monodromia, determinaremos, con ayuda de una proposicién
* auxiliar, la forma general de las soluciones de la ecuacién de Riccati (2.1)

y utilizaremos el hecho de que ahora trabajamos en la variedad compacta
CP' x CIP!. El razonamiento es el siguiente: Sea £ € {1} x CP! y ['e = L¢NE.
Si:

Ff(t) = (eul z(t)),
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~ Sl S ,
es solucién de la ecuacion de-Riccati (2.1) con 2(0) = _EV(T)S)%)@‘ Agqui Py(t)
es abreviacidn de Pj(e, e"), polinomio trigonométrico que corresponde al
coeficiente del término de orden j (en z) de la ecuacion de Riccati (2.1).

La prueba de esta proposicién y mds detalles sobre la manera como se
llega a esta ecuacién lineal pueden encontrarse en el apéndice.

Observacidn. §i para alguna t sucede que Py(t)y(t) = 0, no tendriamos
problema al considerar z(t) como parametrizacion de la segunda coordenada
de la curva T¢ ya que estamos trabajando en la variedad CP' x CP!. A lo
mds tendriamos que reescribir las ecuaciones involucradas en las coordenadas

(Viz, ¥12).
Asi, pasemos al resultado principal de esta seccién.

Proposicién 2.7. Sea A : {1} x CP' — {1} x CP' la transformacién de
monodromfa asociada al campo v(z, z) en CP' x CP. Si P,(0) # 0, entonces

Al 2) = (1, 22) conad—-be # 0 y {a,b,¢,d} CC.

Prueba. Trabajaremos primero en las coordenadas ¥(Vj,). Tomemos en-

tonces en estas coordenadas el punto (1,z). Para poder dar una
parametrizacién de I(1,;,) habrd que encontrar una solucién z(t) de (2.22)



, CAPfTULO 2.

36 -

.seglmdo orden su solucxon general estd dada por:
B(t) = ayi(t) + covalt),

& donde. ﬂ = {yl(t),yg(t)} forman una base para el espacio’(
(2.22). Sin ‘perder generalidad, podemos suponer que los:mi
) lbase sntlsfacen las condiciones mxcmles (21(0), 3, (0)) = (1'0

Pz(o)cl' s

dado'que: i

1 [c,y;(t)ﬂ;g';u)]' |
Pz(t) c1y1(t) + coyal(t)

1 y1(21r)—zon(o)y2(27r) | S L ,
_;P2(27r) [y,(21r)+ ZOPz(O)yg(Z'/r)]) L :(2.23>)

P2(27r), tenemos, o

'ul (t) = 2P, (0)y2<t)]
yl(“‘) + ZoPZ(O)yz(t) ’

- En.virtud

- ‘(2.24)



2.7." MAS SOBRE' LA MONODROMIA - e

Observacnones. !

= Por ser

En términos de la medjda. de Lebe: gue, el conjunto de coeﬁclentes que
estd en dicho plano, tlene medlda cero. : s

Al resolver la ecuacién 20P2(0)01 +c2 =0, para ci'y ca, arbltranament.e :

escogimos ¢; = 1y ¢z = ‘f—zoPg(O) Si en’lugar de’ ello; hubléramos
tomado ¢; = k Ic en C' necesurlamente e = —zoP,(O)k y entonces
(t) o L)k + k2o P (0)y(8) '
: N (t)k k20P2(0)y2(t)'
lo que xmpllca que :
A(1 ) =

Ca.lculahdo

ad — be —Pz(O)[Jg(Zﬂ')yl(Zﬂ') y1(27r)yz(27r)1
= B3 (0)[W [y, 3] (2m)],

donde Wyy, ¥2](t) denota al Wronskiano de [y1(), y2(t)]. De la teorfa

clésica de ecuaciones diferenciales ordinarias, consultable en [Bra], se

tiene que el Wronskiano de una base del espacio de soluciones de una

ecuacién diferencial ordinaria de orden n debe ser distinto de cero en

su dominio. Aunado esto a la hipétesis de que P,(0) # 0 tenemos que

ad — bec # 0, es decir, A es lo que se conoce como transformacién no
" singular.
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En la siguiente seccién haremos un breve recorrido por los principales
resultados de los elementos del grupo PSL(2,C). Estos resultados nos per-
mitirdn entender mejor las dindmicas dictadas por la ecuacién de Riccati

(2.1).

2.8. Las transformaciones de Mobius

En la presente seccién enunciaremos y probaremos los principales resulta-
dos concernientes a los elementos del grupo PSL(2,C). El objetivo principal
es dar una clasificacién de los mismos que sirva para entender y clasificar los
distintos tipos de dindmica que induce en el plano el tipo de ecuaciones de
Riccati (2.1).

Entendemos por transformacion de Mobius no singular a la funcién holo-
morfa definida de CP' o CP! mediante ln asignacién:

° Z =00

az+b ' :
T(2) = { ard 2700 " (2.25)
Donde {a, b, c, d} C Cyad—bc # 0. Veamos ahora a'lgunasv de las
propiedades que presentan este tipo de transformaciones. Por sxmphcxdadf,

en lugar de la expresién (2.25), escribiremos 7'(z) = -—ﬁ’

Propiedad 3. Sea T'(z) = 22t una tmnsfomaczdn de M{ wm Entonces, i

cz-d

» Sic#0, se tiene jﬁe “u—‘ﬁ (Pg o0 (I)_-, o (I>2 o d)l)(z), donde,

@ CIP*——»CJP‘ 1_1234

' yr'n'e'cé.;z“zjﬁamente d#0.",
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La prueba de esta propiedad se deja al lector pues se verifica al substituir
las correspondientes expresiones para @1, ®;, $3 y ®;. Lo importante aquf es
que podemos factorizar a cualquier transformacién de Mébius como producto
de funciones cuyas propiedades son mds sencillas de entender.

Tanto @, como P4 en el primer caso y ®; en el segundo son traslaciones.
®5 y ®; en el primer y segundo caso respectivamente son expansion seguidas
de rotaciones y, finalmente, ®2 en el primer caso resulta una inversién con
respecto de la circunferencia unitaria con centro en el origen. Supondremos un
conocimiento general por parte del lector en lo que respecta a las propiedades
bésicas de la inversién compleja, es decir, de las propiedades bdsicas de la

funcién: ~ 2 2
o, 22 (= (g )
Z—9q )
misma que representa la inversién respecto de una circunferencia C de ra-
dio Ry centro g. Algunas de estas propiedades bésicas son la preservacién
de rectas, circunferencias; la anticonformalidad o la invariancia de familias
de circunferencias ortogonales a C. Se recomienda ampliamente la lectura
del tercer capftulo de [Nee] donde con mayor precisién se estudian en estos
detalles.

Propiedad 4. El conjunto de transfoﬁnacianes de Mébius no singulares es
un grupo'® bajo la composicién de funciones.

Prueba. Tomemos dos transformumones de Mobms no singulares:

¥ notemos que :
A bzcl) . (agby + bpdy)
(Cgbl + dgdl)
ingular. La transformacién:

(2.26)

" es en efecto

" es la inversa de

con 10 que la propiedad queda demostra.da

"1%De hecho un grups de Lie complejo”
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Es de notarse que al definir la aphca.cxén del espacio vectorial de matrxces‘
de 2% 2 con coeﬁcxentes comple_)os al grupo de grupo de transformacnones de

,Moblus - ) 5 b
a ‘az
(c d H T( ) - cz+d’,

.. entonces, ::. .

I“(T) - (“ ")v[k'e cy

o . »b e sl
3 ,Es declr, I m*‘mz (Z d)

ello que “distinguiremos aquellas donde ad - b
k? = (ad — bc)™1. e

- Definicién 2.7. Al grupo'* formado por transformaciones de. Mébius tales
que ad—be = 1 se le denomina grupo proyectivo especial lineal y se le denota
por PSL(2,C). También se dice, cuando ad —bc =1, que la transformacion
correspondiente estd normalizada. .

A continuacién damos una clasificacién de los elementos de PSL(2,C)
tomando como criterio su niimero de puntos fijos. Tomemos asi T(2) €
PSL(2,C). Para determinar sus puntos fijos habri que resolver la siguiente
ecuacién para z: az+ b

e At (2.27)
o equivalentemente, : : :
o e+ (d—a)z—b=0,

" cuyas rafces resultan ser:. -

g i PR
'\/(d - a)? + dbc o C(@228)
; de Mobms norma]lzada podemos reescribir

(u—-d):!:\/(a+d)2

. 2¢
: Asf tenemos las siguientes posxbxlldadevw_‘» .

- 8i escogemos ina transfo
: (2 28) como: ’

1La prueba de que en efecto se trata de un grupo es andloga a la de la propiedad 4
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si b= transformamon se reduce a una. rotacxén segmda de una ex-
pa.nsnén, pensando que § = pe" ‘Ergo, los _unicos puntos ﬁJOS resultan
~.serz—0yz—oo:~-.~~ ;

Si'b #0ya#d tenemos como puntos fijos z
Si por el contrario a = d, el \inico punto fijo es z —'6di

Agotadas las posxbxhdades, demos paso ala propnedud més importa.nte de

las transformaciones en PSL(2, C) en relacién con el proceso’de entendimien-

to del retrato fase de un campo determinado por una, ecuacién de Rnccah del
tipo (2.1). :

Propiedad 5. Toda transformacidn de Mibius normahzada es conjugada,
por elementos de PSL(2, C), a una transformaczdn ‘del tipo:..

125alvo el easo excepcional @ ='d, donde T'(2) = 2.
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Por tanto, el conjunto de puntos fijos de T; estd contenido en el correspon—"
diente de T3. Pam obtener la otra contencién basta notar que de (2 29) se

desprende:
Tg(z) (H'oTo > H)(z).

Consnderemos ahora’los mgmentes casos: ' : S

A) Cuando T" tiene.dos puntos fijos, p+ y p- en CIP Consxderemos s
primero-el caso’ en ‘que py y p_ estin en C. Tomemos ahorael: mlembro )
de PSL(2 C) que manda p+ aceroy p- al punto al infinit; :
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B)Tomemos ahora el caso en que T tiene un itinico punto fijo'p en CP.
Consideremos primero el caso cuando este punto fijo estd en C. En PSL(2, C),
consideremos la transformacién H que lleva p en el punto al infinito, esto es, .

H(z)= =7

Siguiendo el mismo razonamiento deﬁnimos,’

T(n) =

luego, _

. T(o0) (HoToH“)(oo)
(H °T)(P) s
=H(p)

= 00.

Como bajo conjugaciones en PSL(2, C) se preserva. el nimero de puntos
fijos, podemos afirmar que el punto al infinito es el tinico punto fijo de T(z) :
Asi; retomando la expresién (2.30) tenemos que necesariamente & = 0.-Si
sucediera que @ # d, entonces z = —bd—(ad—! — 1)"‘ serfa punto fijo de T'(z)-
distinto al punto al infinito. Ergo, haciendo B = d tenemos que en efecto:

T(n) =n+B,
donde B # 0, pues de lo contrario cero serfa también I‘Jun‘tob fijo de fl—‘(n).
Finalmente, si el 1inico punto fijo es el punto al infinito, por la discusién

tenida durante la prueba basta tomar H(z) = z para llegar a que la trans-
formacién en cuestién es del tipo z — z + B. Con esto termina la prueba.

Corolario. Si T €. PSL(2 C) tzene mas de dos puntos fijos entonces T es
la 1dentzdad

Prueba.: Los puntos ﬁJOS de T son soluclones de la ecuacién de segundo grado:

c?4(d—-a)z—b=0.

: 'Entonces, 31 T tiene méas de dos puntos fijos, necesariamente ¢ = d—a =b =
: -Lnego, a= d, por lo que podemos concluir que T(z) = =.
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Como consecuencia de la propiedad 5 y este corolario podemos suponer

“sin perdlda. de genemhdad que todo miembro de PSL(Z C) es de la’ forma

z+— pe®z  zv+— z4 B.

Definicién 2.8. Sea T' € PSL(2,C), entonces:
e SiT(z) = p es conjugada a ez diremos que T es:
- De tipo eliptico sip =1 y 0 = a(mod2r), a#0
- De tipo hiperbélico si p # 1 y 8 = 0(mod2m) :
- De tipo loxodrémico sip # 1 y 8 = a(mod2r), a#0.

w SiT(z) = z + B diremos que T(z) es de tipo parabdlico. -

Observaciones. 1. Sean T\, Th€ PSL(2,C). Definimos la relécién: i :
Ty, ~ Ty si y solo si eviste H €  PSL(2,C) . tal "que
Ty = (H o Ty o H~') Entonces esta relacién es: - 2 o

a) Reflexiva: pues Ty (2) ~ Ti(z) tomando H (z)
b) 'Simétrica : pues Ta(z)
() = (H 'oTho H)(2) :
c) Transitiva. : pues’ Tg(z)
N ,Ta(z) = (Ha o Ty'o H;)(2)
'(Hl ° Hz l))(z) :

Ademas al estar A en el grupo PSL(2 C), A" también lo estd.

‘3sttmta de las correspondientes a datos iniciales z = 0 ¥y z = co.
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lozodrdmico con’,

b) De tipo hiperblico,

lfm A™( pre’z) = (1,00)
n—oo s SRR .

1

ez

Iqualmente al casoanterior,
" las correspondientes a los da
éstas son de periodo ui

"( s n _‘:' ‘ —_— rs — ;
v ’}erox?A (1,2) = JLn;(l,z—%—nB) —"_1_1’1_1_1&— (1, 00),

'y, como en casos anteriores, por ser z = 0O el dnico punto fi-
““jo de A, la solucidn correspondiente a dicho dato inicial resulta
periddica de periodo uno.
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Esquemdticamente:

Hiperbdlica

Loxodrémlcu' S Parabdlica

8. Conszderemos el desarrollo de Taylor en torno al 0 de una tmnsfqma-
czon de Mobms normalzzada que no tenga al ongen como polo :

T(z) =T+ & FO= 4 "23 =2+

—an+alz+

y con ellas:
o i=to; ? Eagona; ? b=:xa; ‘oo
Tl -3 -1
¢ "=tago; ? d=to, 3.

Es decir, dados los tres primeros coeficientes de la serie de Taylor en

torno al 0 de una transformacion de Mébius normalizada que no tenga

al origen como polo, podemos determinar, seqin la clasificacién antes
' mencionada, su tipo.
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Nota Sz conszderamos el ‘desarrollo de ‘Taylor de una transfonnaczdn
de Mébius no singular normalizada en una vecindad de alguno de sus
puntos fijos, se puede seguir un razonamiento andlogo al anterior para
concluir que basta conocer los tres primeros coeficientes de dicho de-
sarrollo para determinar el tipo de transformacwn con el que estamos
trabajando.

2.9. Curvas periddicas finitas y sus invariantes

Para terminar este capitulo estudiaremos, en la esta seccidn, la manera
como se relacionan localmente las transformaciones de monodromia:

{1} x CP* -4 {1} x CP*

{r} x CP* 2= (r} x CP!,
_ para valores del pardmetro r cercanos a 1. Posteriormente, con este estudio
determinaremos invariantes de la familia de curvas:

Te=LeNE, 0<r<o00,

donde £ estd en € = {| z |= 7o} x CP! para alguna 7o en (0,00) y L¢
es la hoja de la foliacién F correspondiente al dato inicial £. A pesar
de haber introducido en la seccién anterior herramienta teérica apropiada
para el estudio de la dindmica del campo v(z,z) (2.20) en vecindades de
T = 00 6 z = 0o, nos restringiremos, por el momento, al estudio de curvas
fuera de dichas vecindades. Explicitamente, si consideramos las proyecciones
canénicas:

cP' x cP! 1L cp?

CP* x cpt 2, 2, CP!,

a la primera y segunda coordenada respectivamente, estaremos trabajando
con curvas I'¢ que no intersectan a las “secciones al infinito”:

S S=T(Ls o) Sy =Tp([L: 0.
Deﬁmcién 2. 9 Sea E en {r} x CP!, 0 < rq < 0. Diremos que la curva:
: E Fru LE n @ro

es periddica finita si Ty es compacta y > N S§° = @. Aqui L¢ es la hoja de
la foliacidn F correspondiente al dato inicial € y €™ = {| z |= o} x CP'.
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Cnbe entonces preguntarse, de, tener, I'g® periddica finita con perlodo k,
si para r vecma. a 1o, se preservan la perxodlmdad finitud y periodo en la
" familia de curvas: :
I —Len(‘l’" 0<r<oo
‘Para responder a dicha cuestlon, comenzaremos analizando, al ‘menos lo-
calmente y en su parte finita, cémo se relacionan las transformaciones de N

monodromia:
{r}.x CP‘ {1' } x CIP“

{ra} x ‘C]P‘1 {7’2} x ‘I:[Pl

para 7 y rp suficientemente cercnnas

Proposicién 2.8. Para todn £ en’ {{1'1} X, ClP‘l} \ S°° tal que .
e = LN C™ es periddica y o suﬁczentemente ‘cercana a Ty, e:mte, para
cada 7 en“ {AF (€)}xez una vecindad B, X
cidn analitica e 1nvert1ble

tal que

Agqui, D
Hf“ 1 Bi(As (1)) — {r} x CP!
y estamos supomendo que 7= AJ, (£).

Prueba. La estructura general de la prueba consiste en definir la funcién H,,,
probar su analiticidad y, en el proceso de dicha prueba, obtendremos la in-
vertibilidad de ésta y el que conjugue localmente las transformaciones Ay, y
A,,. Sin perder generalidad supondremos que rl =1y ry=rescercanoa l.

Tomemos entonces £ en {{r;} x CP'} \ S5°, de manera que la curva
I'e = Lg N €M resulte periddica finita. Notemos que en el cilindro
{l z |= 1‘} x CP!, 0 < 7 < o0, el campo v(z, z) tiene siempre su primera
coordenada distinta de cero. Es por ello que, si tomamos p € LN {€,\ S5°},

3MAqui AX (€) denota la k-ésima iteracién de la transformacién de monodromfa A,
aplicada al punto £
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Aqui Bg(g) c {1} X C es una
- tal que B.(§) N Lg = {&}. V.;(E) es'una. vecmdad de Le N {{r} x C} CCx C ‘
en donde el campo 'u(:z:, z) es rectlﬁcable y. ta.l que ‘ T

Esquemﬁtxca.mente

{1} x t!:ll’1

Nétese que por cémo deﬁmmos V.;(&), aseguramos que HP(1, z) consta de
un solo punto.

Para probar la analiticidad de la aplicacién H? procederemos como cuan-
do probamos la analiticidad de las transformaciones de monodromia: H?
puede ser visto localmente, en una vecindad de £ contenida en {1} x CP*, co-
mo el flujo a tiempo finito de un campo analitico seguido de una proyeccién,

15L,a suficiencia de esta cercanfa ird siendo aclarada en el transcurso de la prueba.
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~médulo uvnkcbambio de coordenadas holomorfo. Primero definamos el campo
cuyo flujo ayudaré a factorizar H2. Tomemos entonces el abierto:

, U :={(1—=mr+m} X B(E), 0<n<kK],
... donde por.= {(1 = 7,7+ 1)} denotamos el segmento contenido en el plano
e {z = 0} Y que une & los puntos (1 - 7,0) y (v +#,0). Esquema.tlcamente

ue.v . {r+n} x C

’{1 ;-n}xC

parametrizar la hoja Lp del ; :
I, restringida a Ly resulta u smo lqcnl Deﬁmmos entonces el
campo w en U, como:, = i

W(P)

Nétese que, por cémo {deﬁmmos a w, las curvas integrales ¢,, de w
correspondientes a datos iniciales po, son el levantamiento a la hoja Ly, del
intervalo = {(1 — 7. + mn} vfa. la proyeccién II,. Explicitamente:

Lt (tpo,po +a1(tpo —Po)+-++), teR.

Razén por la’ cual Ia analiticidad del campo v(z, z) se hereda al campo
w. .
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Esquemétlcament

0s tomar tli"taivl’q»ue el flujo

Al no anu arse’el'c
una vecmdad V(g‘l (6))

icon’ condiciones 1mc1ales en una vecmdad del origen. Por los mismos argu-
i ';kmentos que se usaron justo en este paso de la prueba de la analiticidad de
" 'las ‘transformaciones de monodromia, podemos proyectar analiticamente a

“lo largo de las soluciones rectificadas mediante una funcién I1 y entonces
factorizar a H? como: _

H°=\Il"lol'lo\llog“

en el abierto (g£1)~1(Vi{gl(€)) N Be(€)). Como las funciones involucradas en
la factorizacién son analiticas e invertibles, H? resulta serlo,

Basta ver entonces que, en efecto, H? y H,‘ la transformacién construida
de la misma manera sélo que ahora tomando A(£) en lugar de &£, conjugan
las transformaciones de monodromia. Para ello, tomamos £ en {1} x CP!
de manera que T'¢ = L¢ N € es periddica finita. Llamemos (1, z0) a ¥1,(€) y
tomemos (1, 2) cercano a (1, z). Distingamos las siguientes curvas:
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1. Sea l"“ 2(t) = (e“ z(t)) una pammetnzacnon de l"(1 z)‘ ) ﬂ e con E

g z(O) =z deﬁmmos

‘z(t)) | t e [0 21r]}

o

(re“ zr(t)) ‘un pa.rametuzacmn de
(que ‘es. 1o ‘mismo" que Lg ,) n: (‘3") con

: levan‘ta.nuentos a djcha hq]a del intervalo’ { (1 r)}, cuyos extremos son
= (1L 2(0), (7 2 (0)) v A d} {(1 2(2")) (1, z(2m))}

te Asf deﬁmmos

: Figuré. 2.4: Lakgurva I

Cabe destacar que en caso de que 1"1 o 1"2 sean ‘curvas cerradas necesariamente
se tiene que 'z = 1"4 ya, que loca.lmente L(1,2) puede parametrizarse por T
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‘~pa.ra.x=,£0 Ademas'

inalmente, por cémo se
la trayectoria del

La hxpotesxs de que § determinara una curva periédica finita I'¢ puede ser
debilitada pidiendo vinicamente que £ esté en {{1} x CP'}\ S, es decir, que £
sea un dato inicial en la parte finita de {1} x CP'. En este caso la motivacién
principal para poner una hipdtesis mas fuerte fue para evitar que el discurso
de la prueba saliera de las coordenadas ¥,,(V4,), siendo de esta manera mds
sencillo de visualizar. Demos ahora paso al resultado mds importante de esta
seccidn.

Proposicién 2.9. Sea € en {{n} x CIP’l} \ S3° tal que TP = L¢NE™
resulta periddice finita de penodo 27rn ‘y multzplzcador To- Entonces en la
familia: :
I = Lg ner

el periodo 2rn y el multiplicador 170 se preseruan pam T vecina a T, siempre

que T NSP =2,

Prueba. Tomemos £ en {{r;} x CP'} \'55°-de’ ﬁxa{iéra'dﬁe I'¢ sea periédica
finita de periodo n» y multiplicador 7. Sea'r. € (r1 — ¢, + €) de manera
que ninguna I intersecte S3°. Asi,’ podemos aplicar los' argumentos de la
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proposlcnén (2. 7) de la’siguiente manera. Slendo A" &) .= 5, .Aj

(o
.An ° (Hj) Y, con] E {0 .. 1n}' ) f H ), entonces A

A —A""‘°(H‘°An°(H°)“)(§) b ’
: ‘—A"“ZO(HzoAr, o (H})~ 1) (H‘°Ar.°(H°)'1)(E)
= (Hy 0 A, o (HD)- 1)("3)
(Hro ARY(E).
(H)(8)

([} Il II

Es decir, H? hace corresponder puntos fijos de A7, a puntos fijos de Al y

. . como estos puntos fijos representan érbitas perlodlcas, se preserva el penodo

a.l ser la. misma n para ambas transformaciones.
Bajo los mismos argumentos, si (A7, )(£) = n0, AR (§) = § y £= HB(&),
tendremos, aplicando la regla de la cadena

(ARY(€) = (HT o A}, o (HP)T'Y(E)
= [(HY (A7 (H) T ENAL Y (H)~ 1(E))l((1‘1°) y (E)
= [(#HY @AY E@NH)~ 1y @
= [(#HY((HD)™ l(*E))]((H") y@é)ar )(E)
= [(H7 o (H)™) (€)lno
=0

Observaciones. De la proposicion 2.9 podemos observar gue de manera
general, la conjugacion analitica preserva el nimero de puntos fijos de las
transformaciones de monodromia y el valor de la primera derivada en estos.
.. A pesar de que sabemos que A, debe ser una transformacidon de Mébius,
. todavia no podemos decir lo mismo de las funciones Hi. Hasta el momento
éstas funciones son idnicamente analiticas y localmente invertibles.
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Este es el capitulo donde se determina el tipo de dindmica que induce
en el plano complejo la ecuacién de Riccati (2.1). Como se mencionaba en
el primer capitulo, el andlisis a realizarse no es exhaustivo. Consideraremos,
como se explica con detalle en la seccién (3.1), casos particulares de los
coeficientes trigonométricos de la ecuacién de Riccati (2.1). Se determinard en
cada uno de estos casos el tipo (dentro de PSL(2,C)) de transformacién de
monodromia A, que se obtiene. De esta manera, utilizando las observaciones
que se hicieron después de la definicién (2.6), podremos concluir sobre el
nimero de érbitas periédicas que presenta el conjunto de soluciones de la
ecuacién de Riccati (2.1).

Comencemos entonces retomando la ultima discusién que se tuvo en el
capitulo anterior. En ella se establecié la invarianza del periodo y multi-
plicador de curvas periédicas finitas. Cabe entonces preguntarse sobre las
mismas cuestiones en el caso de que éstas intersecten a S3°. Es decir, si:

I‘ED=L¢DDG & € 55°, Lfeﬂ’-,

resulta periddica, habrd que establecer el tipo de relacién entre los periodos
y multiplicadores correspondientes a I'g, y T'g, para r cercanas a 1.

;:f_Tc"a'or'ema 3.1 (Zol). Sea & € {| z |= 'ro} x CP! con 1o # 0. Si
: FE:=L€onero,',’0<To<OO.

" es periddica, entonces el comspo_ndieqt_e"péﬁodo y multiplicador se preservan
" en la familia de curvas: ‘ .

T, =L, NG . 0<T <00

556"
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Prueba. La iden general de esta prueba es hacer construcciones andlogas a
las que se hicieron durante la prueba de la proposicién (2.8) para obtener
las funciones HI, salvo que en este caso cstaremos trabajando también en
las coordenadas Wi2(Vi2). En la seccién anterior vimos que si la curva FE: no
intersectaba S$° la periodicidad, el periodo y el multiplicador se preservaban
en la familia I';, para 7 cercana a ro. Investiguemos lo que sucede cuando

% N55° # @. Sin pérdida de generalidad supondremos quc lo anterior sucede
con la curva que comenzamos, es decir, ') N S5° # @. Trabajaremos en las
coordenadas W1z(V12) donde el campo correspondxente a la segunda extensién
de la ecuacién de Riccati (2.1) es de la forma:

via(z, 2) = (iz*, —zF(Po(z, 27 1)2% + Pi(z, “)z + Pz, z 1)))

de manera que si' 0 <79 <7 < (=<} podemos asegurar la a.usencm. de polos
para vi2(z, z) en el anillo: . . JE I :

Aro,r = {(:I: z) eCxCw ‘I’m(vlz) | 0 < ’I‘o SI I |< Tl}

e3 acotada en dicho

Esto xmphca que toda superﬁcne L, con 5 e .A "v ;
conjunto. Esqueméticamente:

{z =0}

- -r- - —I...ﬁ.).....

Asi, tendremos que es posible construir en estas coordenadas, de manera
andloga a cémo lo hicimos en la 1iltima seccién del capitulo anterior, un
par de funciones holomorfas H7, Hi*! que en estas coordenadas conjuguen
localmente de manera analitica, en vecindades cotenidas en {ro} x C de
A (&) y A3F1(&), a las transformaciones de monodromia A, y A,.

Si para alguna j sucede que AJ ,(£) € V1) podemos aplicar los mismos
argumentos que se usaron para la pruebn de la proposicién (2.8) y asi obtener
el resto de las funciones HZ que conjuguen en vecindades de estos puntos a A,

1El caso 0 < r < rp < o es anilogo.
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y A,. Imitando la prueba de la proposicién (2.9), obtenemos la invariancia
de la periodicidad, periodo y multiplicador para I';, donde r es vecina a 7.
Podemos concluir entonces que en la familia de curvas:

PED =£I€one“‘_

la periodicidad, periodo y multiplicador se pteéervan indenpendientemente
de que los miembros de ésta mtersecten ala seccxon S5° o no, dando con esto
fin a la prueba. :

Corolario. Dadi una ecuaczon de: thcatt con coeﬁczentes trigonometricos,
todas Ias transformacwnes de monodmmza

L {r} ><Cl]"--—-){1'}><(Cll"l ‘<< oo,
pertenecen a la misma clase en PSL(2,C)2.

Prueba. Ver apéndice, seccién A.4.

3.1. El retrato fase cerca de {z = 0}

Haciendo una recopilacién de lo visto hasta ahora podemos afirmar que
la extensién a CP! x CP! permitis acoplar al discurso sobre la invarianza de
periodos y multiplicadores a las curvas periédicas con datos iniciales en S$°.

Toca en esta seccién hacer un andlisis de c6mo el retrato fase cerca del eje
coordenado {z = 0} afecta la dindmica inducida por el campo de direcciones
v(z, z), producto de la segunda extensién de la ecuacién de Riccati (2.1), en
CP! x CP'. Este analisis habrs de realizarse, como deciamos al principio del
capitulo, considerando distintos casos de la ecuacién (2.1). Asi, analizaremos
la. dindmica, en un primer caso, cuando dicha ecuacién es de la forma:

% = e [B(t)z + ﬁ(z)z +B@], m>1, 3.1)

donde e""‘F’, (t) = Pu(t).-Es decir, en este primer caso estaremos suponiendo
que el polmomxo Pj(z,y) es de la. forma:

Pj(z, ¥) = a,,o;z:_ + a(,._l)oz" “lyloy ‘aZ; aw €C, k=1,...,n.

~3Médulo la relacién de equivalendé cstablecida &n !{x seccién 2.8
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- El suguxente caso esta. dado por Ia, ecuncxon cuya expresidn es:.
: : ) Okt + (Zk+l—0 bkle'(k l)t) Z7 4
- + (Emg cue®?)

vez que k - < I, se tenga que
l_suceder esto podemos retomar la‘ex-

+(z"= byei(hle) B :
+ (Tiiocre'™). b

a dlferencm del caso anterior, en éste s{ se permite & los poli-
nomlos que conforman los coeficientes tener un término mdependxentze, salvo
que en los tres polinomios éste resulte ser cero.

: Finalmente como tercer caso tendremos aquél donde no sucede nada. delo
anterior: ni podemos desacoplar un factor ¢™¢, ni dejan de apa.recer termmos ;
donde &k < L. R i

o axetk)e) 22

'(,Z*= ' (3.2)

3.1.1. Primer caso , PR S
Teorema 3.2 (Zol). Toda solucidn a un sistema de Riccati de la forma®
d . e s
== B2+ Rz + P.,(t)] ma1
dx S e H .
resulta periddica de periodo 1. :

Prueba. Para obtener el resultado basta robar que la transformacién de
monodromia A es la identidad en’ {1} % Cl Una ecuacién de la forma (3.1)
define en las coordenadas Wu(%x) P

(3.3)
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que posee en (Cll-"‘1 x CIF’l \ {:z: —-;O) las mismas curvas integrales que (3.3).

Luego, como la primera, ‘coordenada de (3.4) es idénticamente 7 podemos
para cada & = (0, zp) pnmmetrlzar a la hoja L, con la vanable zy obtener
una expresxén local !

4

(:c,zo+a1:z:+ ) zG(C 0)

Por ello, si tom mos > 0 suﬁcnentemente chlca. tendremos que el le—
vantamnento de c Iquier cucunferencm de mdlo T

(Hx la«, lel= T})

{III=T}

Sean entonces (0, z1), (0 22) y (0 23) tres puntos en la transversal al cam-

po (3.4) {z = 0}. Llamemos B,, B; y Bs a las correspondientes vecindades
- contenidas en {z = 0} donde podemos tomar a la variable z como pardmetro
- para Ias hojas L(o,,,), L(o 7)Y L(o ): Tomando:

' _B M3.iB;

podemos asegur levantamientos de una circurferencia

Al = 'r} 'C. B Tesultan ser tres curvas cerradas Iozyd = 1,2,3. Esto

B ;-1mphcn que 3

ne- tres puntos fijos. Luego, apllcand’o el corolur:o ala

A(2) =z (3.5)

’Aéf corhb‘cbnsAecueVnAcm. de la dltima seccién del capitulo anterior y el teorema
- (31) tendremos que (3. 5) sucede para toda 0 < 7 < o0, en particular para
=1

“iComo F(ea) A0 1 -
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‘Bjemplos. -
En los sistemas:
1. g2 =eitz? 4 %
2. = (e27“+e”“)22+ (e.z+elsat)+e|t ;
toda solucmn resulta enéd' a de penodo 1.

y '~po se permxte que todos los
los polmomlos que conforman

©8)

3= Po(z) + a:Pl(z, 2z),

: ‘donde Po(z) = apz? +boz +co y TP (x,2) = 2 — Qu(2).

.7+ Se-verd entonces en dos distintos subcasos cémo la naturaleza de (3.7) en

~.una vecindad de uno de sus puntos singulares permite determinar el nimero
- . de soluciones periédicas de la ecuacién de Riccati (2.1).

.., Determinemos los puntos singulares de (3.7). Necesariamente z = 0, por

lo que estos se encuentran en la superficie € := {z = 0}. Luego, el campo
(3.8) restringido a C; define en las coordenadas ¥y, (V};) al campo:

2 =ag2® +boz +co (3.9)
y en las coordenadas ¥y2(Vi2) tendremos:
9 = —(coy® + boy + ao), (3.10)

pensando y = -z’-.Es decir, (3.8) define un campo analitico en toda Cp.



res propios

Como veremos més adelante este cociente es-un; elemento indispensable
en el anahsxs local de ln dmé.mxca. de cam vectonales analftxcos

. Lema 3 1 Sea )\(21) ;\—3 el coczente e los ualones propios de la parte
lineal del campo (3.11) en el punto. smgular 21, Entonces, en el caso en que
el campo tenga dos puntos smgulares zyFzy se tzene que

Prueba. Suponga.mos smn perd B eralidad que. z ‘O.V‘LkE'n el caso de que
Py(2) = az(z — 23) se‘tiene q e :

‘Por. Qt:i‘é lado
23 = o0. Luego:”

con lo que damos por 'c'on'c;lu‘idh‘ la prueba.
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Para poder establecer los resultados correspondientes a este primer subca-
so haremos uso de un teorema cldsico en la teorfa de ecuaciones diferenciales
analiticas. Este clasifica a los campos vectoriales analiticos cuya parte lineal
satisface el tener una coleccién no resonante de valores propios cuya envol-
vente convexa no contiene al origen. . .

Definicién 3.1. Una coleccidn de nimeros complejos \ = {/\1, yAn} se
dice resonante si para algin A; sucede que: .

Zak/\k, ar € NU {0}, Zak

k=1

de lo contrario decimos que dicha coleccién es no resona.nte Se dice que un

campo vectorial lineal es resonante si el espectro del correspondzente mapeo

lineal lo es .De otra manera se dice que el campo vectorial es no resonante.
Asf, demos paso al teorema.

Teorema 3.3. (Poincaré-Dulac) Un germen de un campo analitico en C* no
-resonante y tal que la envolvente convera de su espectro en el plano complejo
no contenga al origen es analilicamente equivalente a su parte lineal.
) En el caso particular de tener en C? un campo de la forma:

:ii=/\1$ 3]=/\2y+-~- /\1/\2%0

tenemos:
» Si el campo es resonante, las tinicas® resonacias a presentarse son de
la forma: ) ) g
s A —mz\i‘+lz\2,m+l>2, :
/\2 =k’ K G N:: sEm

. J se tzene equwalencza anahhca con'el I:ampo, )

2y‘—_i-: ak:p". (3.12)

campo. es: {2: =

LR en 3 12 se ttene que ag: 31 € Q tenemos a y = Cz* como
- familia de' curvas Iocalmente mvanantes

5Ver apéndice
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_.Nota. Por equivalencia analitica se entiende la eristencia de un ‘cambio de
coordenadas local y analitico que lleve el campo orzgznal a‘uno'de la forma
(3.12). Este teorema puede consuliarse en [A A] :

Suponga que

dos
¢ N o de suceder que

liene

M=) e Nise tiene que ak

. monadmmfa B
. j1';‘< o]

e,;Ribcati tenemos que, en las
sta-es de la formas:

cjk‘;,‘) (3.14)
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- Supondremos, sin perder generalidad, que z; =.0;  denotemos por
A = A(0), al cociente de los valores propios de la parte lineal del campo en el
origen. Entonces, la parte lineal del campo en el origen queda representada

por la matriz:
i 0)
* bo

Ahora, si A € C\ {R_\0} y A ¢ N (valores propios no resonantes) o A € N
pero o = 0 (es decir, el origen resulta un nedo (A:1)-resonante linealizable)
tenemos asegurada® la existencia de un cambio de coordenadas:

(z,2) 1= H(z, z) = (z,2) +(0,...)

analitico en (C’,()), una vecindad del origen en C2. En estas nuevas coorde-
nadas (z, ) el cempo (3.14) adopta la forma:

t=ir Z=i)\Z (3.15)

Describamos ahora a la foliacién F en las coordenadas (z, 2) en una vecin-
dad del origen. Primeramente tenemos al origen como punto singular y alas "
hojas {{z = 0}\ {(0,0)}} y {{Z = 0}\(0, 0)}. El resto de las hojas admiten”

. para z distinta de cero en una vecindad del origen una parametrizacién del
tipo:

v = K2* v (3.16)
donde K depende de los datos iniciales fuera de {z = 0} .
Esquematicamente: .

z
K

/’kf( 922>

Fxgura 3.1: Hojas en una vecmdnd de (a:, z) (0 0)

SPor el teorema 3.3 .
7Puede integrarse directamente de la ecuacién (3.15) . . i
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: expresnon local de las transformaciones de monodromia
““en las coordenada.s (a:, %) basta levantar las circunferenciss (re't, 0) alas hojas
“-de la folmcxon F .Como en vecindades de (z,%) = (0,0) para (r, 20) las hojas

(a: z) es de’la forma
manera se tendré que

i Como consecuencia del teorema. 3 1 sa.bemos que en estas coordenadas
todas las transformaciones de monodromfa deben pertenecer a la misma clase
en PSL(2,C). De la expresién anterior se desprende que el multiplicador
asociado a la clase de equivalencia de éstas en PSL(2,C) es precisamente
€?"*, Entonces la clase de conjugacién analitica a la que pertenecen estas
transformaciones es justamente [e2"**2], 1o que concluye con esta prueba.

Corolario. Si para un sistema de la forma

= (Shtoone) 2+ (Sitobuc™)
+ (ko cre™)

se tiene que Mz) € C\ {R- UQ.} entonces el mismo tiene inicamente dos
soluciones periddicas en CIP! y el periodo de ambas es 1. Si M(z;) = 2 >0, con
(p;q) = 1, entonces existen tnicamente dos soluciones periddicas de periodo
1 y el resto resultan también periddicas pero de periodo q.

8En una vecindad del origen de cada transversal {r} x C
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: Prueba Al preservarse bajo conjugacxones analiticas los puntos fijos de una
B _f;transformucxén de Moblus bz\stu notar que las func:ones

“tienen, en el caso A € C\ {R_ U Q+}, como tinicos puntos fij cero y
al punto al infinito. Por otro lado, si A = 2 > 0 con (piq) = ‘1, entonces
A%(z) = z para toda z en CP!, ya que A no es més que una rotacién por

21 Finalmente basta notar que el origen y el punto al infinito son ‘siempre

puntos fijos de cualquier rotacién, con lo que damos por concluida la pruebu

a este corolario. .

Una hipétesis fuerte en la formulacidn del teorema 3.4 fue suponer que,
de tener a z; como nodo (A : 1)-resonante, éste resultaba linealizable. En el
siguiente resultado analizaremos la dindmica correspondiente cuando esto no
sucede. Dicho andlisis se realizard en dos etapas.

Lema 3.2. (Zol) Considere el sistema de Riccati: o
_ = (zk_o ake:kz) 22 4 (zna bkeikt) z°
' ‘ + (Zk—-ﬂ Cke'k‘)

tal que la cuadrdtica P(z) := agz? + boz + ¢; tiene dos ceros zl 54: z oy el
- punto singular (0, z1) es un nodo (N : 1)-msonante no linealizable;: es decir,
.en (3. 12) setiene ai # 0. Entonces las transfarmaczones de odromia A,

A,.(z)—27mr +z+-~ :

" Prueba. La prueba de este lema imita a la del teorema (3 4) Se hace una
"descripcién local de la foliacién F, generada por la segunda extensién de la
ecuacién de Riccati (3.18), en las coordenadas (z, %), obteniendo una expre-
sién local para las hojas correspondientes a condiciones iniciales fuera de
{z = 0}. Finalmente se obtiene la expresién anunciada para las transforma-
ciones de monodromia levantando a estas hojas circunferencias de la forma
(ret, 0).

Por la forma de la ecuacién de Riccati que tenemos en las hipétesis de
este lema, la segunda extensién de la misma en las coordenadas ¥y, (V);) es
de la forma:.

T =iz

z =T aka:") 2+ (Z obkz") 2+ (g okz*) .
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Supongainos que z; = (0 0) es’un nodo v 1) resonante 1o linealizable.
Entonces existe localmente«-j un’, ‘cambio  de coordenadas analitico
(=, z) = H(z,z) = (z,z+) tal que ‘en las nuevas coordenadas la ex-
presién anterior es de la forma o

i=’izv'z‘=i1vz+az”- o ('319),,

La foliacién F se descnbe a contmuaclon aneramente tenemos al ongen g
como punto singular.y a a la hoja {{z = 0} \ (0 0)}. Para T~ 0 z 9é 03
. podemos considerar: )

4z

dz

Explfcxta.mente,
Ci(z) = (:z:,K:z:N —,ia:t; Inz) sz

Para calcular las transformaclones de,
cero, levantemos la curva® (re“ 0) ;

emos:
('re“ KrN it
(re®, K r" e"

: vla. expresnén para las transformaciones de monodromfa en las coordenadas
(=, z) es de la forma:
g R T(2) = 2nor™ + 3 ) (3.23)

: B A_hbra,'como el cambio de coordenadas H(z, z) comienza con la identidad
tendfemos lo mismo para H(z,2) y por tanto para 7 y z vecinas a cero las

9Aqui K es una constante que depende de los datos iniciales
"19En la transversal {r}xC
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- transformaciones de monodromfa en las coordenadas (z z) pueden expresnrse

T(z)—27ra'r +z‘

~ con lo que termmamos la. prueba. de este Iema.

Teorema 3.5. (Zol) Seai ' L ; Ut
@= (Zk =0 ”"-e'(k”) 22+ (E:’obke'(")‘) zo (é é4)
.|_ ( k o ‘ckei(k):) . \

el sistema de Riccati cuyo polinomio P(z) 1= agz? + bpz + co sdiisfdce las
hipdtesis del lema (3.2). Entonces las transformaciones de monodromia aso-
ciadas e (3.24) son de tipo parabdlico.

. Prueba. En el lema anterior encontramos la expresién para las transforma-
ciones de monodromia en una vecindad del origen hasta el término lineal.
Para ello utilizamos un cambio local analftico de coordenadas, al que lla-
mamos H(z, z) = (z,z+--- ). Denotemos por ho(z, z) = z+--- alasegunda
funcién coordenada de este cambio de coordenadas. Entonces, restringidos a
la transversal {r} x C, tenemos:

2rorN + 2+ = (B3 f=r o(2ROT" 4+ Z) 0 hig |emr}(z) - .. (3.25)

Dada, esta conjugacién analitica local, notemos ahora lo siguiente sobre
las transformaciones T} en las coordenadas (z, z)

1. Sir #0 entonces T} # I'd.

2. T, tiende a Id conforme 7 tiende a cero. Ademds, como se observaba

en la prueba del teorema 1, sabemos que todas las transformaciones

T, para 0 < r < ©0, pertenecen a la misma clase de equivalencia en

.- PSL(2,C). Entonces, T, estd en la clase de equivalencia [z + A} con

. A 7 0 o bien en la clase [pez] con pe? # 1. Supongamos que sucede lo

dltimo, entonces para toda 0 < 7 < oo la transformacién T, debe tener
dos puntos fijos y como multiplicador en uno de estos a pe®.

- Sin embargo, para que T} tienda a Id conforme r tiende a cero, el valor de

- la derivada de las transformaciones en sus respectivos puntos fijos debe tender
a 1. Para ello la curva B(r) := T; debe intersectar a clases de equivalencia
[5e'] con p # 5y 0 no congruente con § médulo 2, lo que contradice la
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o pértehecid de las transformaciones A; a una fhisma’ clé'sé de equivalencia.
.; Por tanto no puede suceder més que 8(r) C [z + z\] 0 <7 < oo, quednndo
- termmuda. as{ esta prueba. -

A continuacién abordaremos el caso en que Ia cuadrntxca P(z) P2(1 l)zz' .
“4+'Pi(1,1)z + Po(1,1) tiene un solo cero de -multiplicidad ‘dés. Como en'los
-.-dos teoremas anteriores, para la prueba’ del sxg‘mente haremos fuerte uso'de: .-
© un teorema clésico en la teorfa de ecuaciones dlferencmles holomorfas Este. ..
" trata sobre la existencia y regulm‘ldad de curvas mvarmntes en vecl :

los puntos smgula.res S st

v(Z) = Az +- Ze ‘C2 g
donde ln matriz A tiene como valores propios .a ,\1 #,: '
correspondientes espacios propios E¢ y E°. Entonces e:msten da (vas edades
invariantes bajo el flujo del campo: k SRS
s We, llamada variedad estable, que resulta a.nalt’tzca ¥ tangente en el
origen a E°, o 5
= W¢, llamda variedad central, no necesariamente analzt:ca, v tangente
en el origen a E°.

Puede consultarse este teorema [A — A], cuarto capftulo, tercera seccidn;
y para un ejemplo de un campo analitico cuya variedad central no resulte
analftica se recomienda [Guck]. Demos paso entonces al siguiente resultado.

Teorema 3.7. (Zol) Sea el sistema de Riccati:
= (Trloaeei®) 22 4 (3702 b)) 2
+ (k2o exe'™)

tal que la cuadrdtica P(z) := agz® + boz + ¢y tiene un unico cero en CP'.
Entonces las transformaciones de monodromia son de tipo parabdlico.

(3.26)

. Demostracidn. Dadas las hipétesis de nuestro tebrema, la ecuacién de Riccati
.(3.26) induce en su segunda ext'.enslon, para las coordenadas donde estemos
tmbajando", un cumpo de la forma

) (3.27)
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. mismo que tiene como parte lineal

i 0 i
b 0 TR  ' :
Sl Esta mntrlz txene como valores propxos a ,\1 =1 y ,\2 0 con vectores
_;propios; correspondlentes (1,—2b) y (0,1). Obsérvese. que. entonces, por un
-lado, ‘como-la primera coordenada del campo sé anula en {z = 0} y ésta

,varledad en cada punto (0, 2) tiene como espacio tangente al generado por el
. ,vector (0 1) tenemos que la variedad central es:

Y {z =0}

mlsma ‘que en este caso particular resulta analitica. Por otro lado, como
% consecuencia del teorema (3.6), tenemos que la variedad estable debe ser
’-‘tangente en ‘el origen a:

B ={AQ, —z'xb)’ |AeC}

) de manera que en una vecindad .del ongen en {z = 0} la variedad W* es
parametrizable!? por la variable z. . .
Dsquematlcamente :

Escribamos a W, como:

el levantnnuento e las curyas (re“ 0) 2 (:z;, g(z)) resulta. en curva cerrada.
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: (I,y(z)) :

: (re“ ('re“)) o

N
{zl=r}
" Esqueméticamente: .

De manera que:

T"(rl pf) = (7‘8“, g(re“))ltnh = (7‘, g(r)) = (Tr pr)

“Para demostrar que las transformaciones de monodromfa son de tipo
- parabélico nos basaremos en el siguiente razonamiento. Como se estable-
cié al final de la seccién (2.8), basta conocer los tres primeros coeficientes del
desarrollo de Taylor en una vecindad de un punto fijo de una transformacién
de Mdbius normalizada para poder determinar la clase en PSL(2,C) a la
que pertenece. Para determinar estos tres primeros coeficientes haremos un
cambio de coordenadas local y analitico con el que se obtendré una nueva
expresién para el campo (3.27). Posteriormente obtendremos una ecuacién
diferencial ordinaria asociada a esta nueva expresion del campo y, resolvien-
do las ecuaciones de primera y segunda variacién asociadas a cierta solucién
de dicha ecuacién diferencial ordinaria, obtendremos los valores explicitos de
dichos coeficientes.
Definamos entonces el cambio de coordenadas:

(2,2) = H(z,2) = (z, 2 — 9(2)) = (@, 2 + bz — byz® - -+

para z en una vecindad del origen. Geométricamente estamos localmente -
” enderezando” la variedad estable we para convertlrla en el eje {Z = 0}..
" Esquemédticamente, . . :

Vale la pena notar que H (z, z) ‘mands & cada transversal {r} xCen
- sf misma, sxendo su restnccxén a éstas la traslacién:

zo——»z—' (r)—z—p,.

12Pyes E° estd generada por un vector en C2 cuya primera coordenada es distinta de
cero, es decir, este espacio no es vertical
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entonces esta restriccién del cambio de coordenadas a cada transversal manda.
al punto fijo p, de la transformacién de monodromia al _punto (x',O) lenemos
a la. segunda funcién coordenada de H(z,z):

h(z, 2) = z — g(z) = z+ ibx — byz? + 5

y & su inversa:

DH(z 2) = (lb_’"' ,‘ '

de manera que:

DH(Z’ Z) (az2 G b (x + bmzzr (3.29)
’ 1 oy ; :
zb 2byz + . 1

Entonces, si desngnumos como v(:z:, z) al. campo (3. 27) en las coordenadas
(z, ), en virtud de lo establecido en (3 28) ¥: (3.29), obtenemos:

we= [ - [+zza(z)] @0
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" donde 7z, Z) es analftica con §(0,0) = 0. Ademds como en estas coordenadas
llevamos localmente la variedad estable (z, g(z)) al eje {Z = 0}, debe suceder
que §(z,0) = 0, ,por el cardcter invariante!® de dicha variedad. Notemos
ademds que de (3.30) obtenemos:

9 _.192__,(;,_-2) z#0 (331)‘
dr = x g\z, «
Si-Z(z,¢) repréSenta localmente una solucién a (3.31) tal que 2(r,{) = ¢
con ¢ en {r} x C, entonces, la transformacién de monodromfa en las coorde-
nadas (z, %) puede verse como: : :

‘ T;-(C) = z(re rC)I::zn_

' Pa.ra determmar la naturaleza de dicha transformacxén se considera la
expansién de Z(z, ¢) en series de potencms en una vecmda.d del punto (z,0).
Esta. es de la forma:

2z, ¢) = ao(z)c + al(‘ (3.32)

" 'pues, como localmente el eJe {z -0} \ (0,/0): resulta; solucxon de- (3.30),
necesaxmmente

z(z, O)

) Asi determmaremos los valore

Ia primera y segunda. varmmén di
cién Z(x,0). . Primera varzaczd
slgulente ecuacnon diferencial

e iz £(3(z,0))
(U(I,Z(-'B, C)))

,0 y por (3 2), ao(-'c)

Fr (}é, 0). ’Sustituyen-
ior obte e
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pa.m toda. z # 0 en una vecmdad del ongen Explfcxta.mente,

dag

( )-— —zd_(z O)ao(z)

Por lo ta.nto, localmente

= (3.33)

N(Stese que como §(z, Z) es analitica en'una vecmda.d del orlgen, el lado
derecho de esta 1gua.ldad es; cero Por otro lado, como: y

B .j z(r, C) ‘— ao(r)C + al(r)C'2

tenemos que ao(r) = 1y ax(r) = = 0 para k > 1. Por lo ta.nt.o, de la. expresién
(3.33) podemos concluir que necesariamente ap(re®),,, = 1.~
Segunda variacidn. De manera general tenemos que:

1d%3 i
al(z) = -2‘d—<.;(3:, 0) (3.34)
ademds, como funcnén de z, "" (:r, ¢) satisface la sxgmente ecuacnén dlferen-

cial: e T e s
ﬁ(:"}-’:(zy o = .1<( Bz NE Q)
(@2, 0) [#(=, o]
g (2, )%z, 2(z,0))
commz(z, 0) = 0 ¥ por (3 34) obtenemos et

9, Oja(z) - 2o 25 el

En i:;a.ﬂ:iéuhr,

¢ (3.35)

una ecuac]é lineal 1o homogenen de’ primer ordeit para. al(:z;) fAhora, si
. al(z) es una so]ucnén a la ecuacnén homogenea ;, B o

o - [ L, 0)] ote)

- @30)
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— (2= + $(a0)] aolz) - = ¢'(I)a(a:) i :

Por tanto:

= (::((:)) [zm dzn( )] e

Observacién. La ecuacisn (3-36) resulta e:mctamente la’ misma que se ob-
tuvo en la primera variacidn, ‘de manéra que a(z) = “ao(x) Y por ‘tanto de
(3.38), integrando sobre la czrcunferencza de radw T. con centro en el ongen
obtenemos: : BN

(re™) |iman —B(7).:

: Asn la. transfotmaclon de monodromfa en las coordena,das (z, 2) se puede
expresar en una vecindad del origen. para r vecina a cero como:

z»z"-»z+27ra.z +.
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Obtenemos asi que T, y T’ son distintas de la identidad. Ademaés, como el
cambio de coordenadas H(z, z) que las conjuga analiticamente estd definido
en vecindades de los puntos fijos de cada transformacién, el valor de la deriva-
da de las mismas en dichos puntos se debe preservar. Recordemos ademds que
en las coordenadas (z, z) las transformaciones de monodromia pertenecen to-
das a la misma clase de equivalencia en PSL(2, C). Asf, T, pertenece a [/d],
[pe’z] o [z + ). La primera posibilidad queda descartada pues T, es distin-
ta de la identidad, la segunda también pues debe tener como derivada en el
punto fijo a pe® (o p~le~), cosa que no sucede pues T,.(p,) = 1. Finalmente,
la tinica posibilidad es que T} esté en [z + A] para alguna A en C*. Por lo
tanto las transformaciones son de tipo parabélico y esta la prueba de este
teorema termina.

Resumiendo lo demostrado en los 1ltimos tres teoremas podemos decir a'.
grandes rasgos que la dindmica inducida por la ecuacién de Riccati:

. ng . . [ n3
‘ (}: b,;'e"("’f) i (Z Ckei(k)t) ,
(=0 k=0 :

da extensién de la ecuacién o bien, cuando dicho polinomio tiene una tinica
rajz. :

Finalmente veremos cémo haciendo uso de herramienta teérica un poco
més elaborada podemos concluir sobre la dindmica que inducen ecuaciones
de Riccati con coeficientes trigonométricos en el caso de que las transforma-
ciones de monodromia tengan en una vecindad del origen un desarrollo en
series de potencias de la forma:

z—r z+az®+-- az#0 (3.40)
cuya caracteristica esencial es tener a la identidad como parte lineal. Defi-
namos entonces primero:

Definicién 3.3. Sea f : (C,0) — (C, 0) un germen analitico distinto de la
identidad. Diremos que f pertence a la clase A,y si su deserrollo en series
de potencias alrededor del origen es de la forma:

(&) = 2+ api2 4o
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A grandes rasgos haremos uso de un teorema que responde a la
"problemdtica de clasificar topolégicamente a. este tipo de gérmenes analiticos
“para poder concluir que, de tener’una transformacién de monodromfa en
-"Ag, necesariamente debe ser del tipo parabdlico.

Teorema 3.8. (Sh)(Ca) Cualquier germen f(z) analitico en la. clase Appy
es topoldgzcamente equivalente al flujo a tiempo 1 del campo vectorial:

5= P+t

La prueba de este teorema puede encontrarse en los artfculos de A.A.
Shcherbakov, [Sh] y C. Camacho [Ca], misma que se omite por no.estar
dentro de los objetivos de este trabajo. El teorema asegura la existencia en
una vecindad del origen de un homeomorfismo H tal que, si gl,,. denota el
ﬂu30 a tiempo 1 del campo 2 = 2Pt se tlene

fz)= (H’ © Glosr 0 H)(2) (3.41)

Una importante consecuencia de la conjugacién topolégica local estable-
cida en (3.41) es que H lleva localmente érbitas del flujo gl,.. en érbitas de
- f(2) y preserva el niimero de puntos fijos de ambas transformaciones. Apli-
. cando este resuitado al caso de tener una transformacién de monodromfa en
Ag tenemos: 5 R .
’Teorema 3.9.°8ila t‘nsformaczon de monodromia correspondiente a la
segunda e::teuszon de la’ecu acufn de Riccati:

zb + Pl(e“ e"“)z + Py(e,e™™)

- 14Eg decir, sl el’gérmen que deﬁne el desarrollo de Taylor de la transformacién de
) monodromfa en; una veclndnd del origen pertenece a la clase Az,




o
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Ahora, si la transformamon ‘de monodromia resultnm de tlpO elfptxco serin
conjugada analitica de’ unn aphcacxon de ]a forma'

5»——» e‘0£ 9 € [0 27r)

sin emba.rgo esto 1mp11carfu que en una vecindad del origen el flujo a tiempo
1'del campo 2 = 22 es topolégicamente equivalente a la aplicacién € — ei%¢.
Esta tiltima aplicacién, al no ser més que una rotacién por 8, deja invariantes
a toda una familia de circunferencias en una vecindad del origen. La imagen
de una circunferencia con centro en el origen de radio suficientemente chico
bajo el homeomorfismo que da la conjugacién entre ambas funciones debe
resultar una curva cerrada invariante bajo el flujo a tiempo uno del campo
% = z2. Empero, en una vecinded del origen las curvas cerradas invariantes
bajo el flujo de dicho campo a tiempo uno tienen todas como punto comiin
al origen, el tinico punto singular del campo. Como la conjugacién topolégica
debe mandar puntos singulares de una transformacién a puntos singulares de
la otra transformacién, obtenemos una contradiccién. Entonces, la transfor-
macién de monodromia no puede ser de tipo eliptico.



Apéndice A

En este apéndice incluimos algunas pruebas omitidas en capitulos ante-
riores y breves comentarios sobre el comportamiento de las soluciones de la
ecuacién de Riccati en vecindades del punto al infinito.

A.1. Ecuaciones de Riccati, generalidades

Consideremos la ecuacién de Riccatil:
¥'(2) = fo(2) + filz)y(2) + f2{2)y?(2), zelUCC (A1)
donde los coeficientes f;(2) son funciones holomorfas de z en el abierto U C C.
Tomando como referencia [Hil], siempre podemos asociar a este tipo de
ecuaciones de Riccati una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo,
orden de la forma:

w"(2z) + P(z)w'(z) + Q(2)w(z) = 0 (A-2) »
de manera que las soluciones de esta ecuacién lineal estén en estrecha relacién
con las soluciones a la ecuacién de Riccati (A.1).
Basta’ tomar
. 3 z
=-28 @), Q) = hs)

Vb’pnra obtener, si w(z) es solucxén de la ecuacién lineal homogénea de segundo
n: solucxon de la ecuacién de Riccati (A.1), haciendo el cambio de

y(z) = ~22) (A3)

w(z)

. 1Aquf la derivada es respecto al parémetro t € C.

. b SSTA TESIS NO SALT
- - DE LA RIRIIOTFC
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La prueba. de este hecho se omite pues se desprende ficilmente imitando
los cdlculos que se realizan en la siguiente seccién del apéndice durante la
prueba de la proposicién (1.1).

A.2. Prueba de la proposicién 2.6

Proposicién A.1. Si y(t) es una solucidn a la ecuacion diferencial de se-

gundo orden:
P2 + [Py(t) + Pa(t)Pi(2)] %

+[PE®) Pty =0
con (y(O),J ) = (yo,yo),klentonces en toda .t donde Pa(t)y(t) # O se
tiene que la funczon . :

es solucuin de la ecuaczdn de chcatz.(z con’z(O) = —ﬁl(%%;)m Aqui Py(t)
es abreviacién de Pj(e',e=it) polzno‘ i0* trigonomélrico correspondiente al
coeficiente del térm.ma de arden 7 (e ‘_z)vvde.ldnecuqcién de Riccati (2.1).

Prueba. Notemos que:, k
2(t) = Pa(t)y(t)y (t)+y(t)y (0L
“r P
Despejando 3" (t) de 1a ecuamén hneal de segundo orden y sustltuyendo dxcho :
valor en la expresién anterior tenemos: L :
2(t) = [y(t)(Pa(t)y ®: +B(t)Pit)y () ~ PzPo(t)y(t)) i
Uy () Py(t) + (v (t))’l’z(t)] [Pz(t)y(t)l

(t)y(t) +J (t)PZ(t)J(t) (t) 2(t)

simplificando,
L)~ B AGy@) AOM0)
PO =B RO, + Folt) + P
PR Pi(t + e
Ph(l)v(l)+P,(L) A(vi)

It 2
= A — R 4 py(r)
) R = Pz(t)zz(t) -+ P[(t)z(t) + Po(t)
con lo que queda coneluida la prueba de esta proposicién.
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A.3. Detalles, proposicién 2.2

Proposicién A.2. Sea Ili|¢, la restriccion de la proyeccidn T, a la curva
L¢, como en la proposicion 2.2. Entonces ésta es al menos €', localmente
invertible y preserva la orientacion entre los correspondientes espacios tan-
gentes de T'¢ y S*. ‘

Demostracién. Tomemos entonces p = (zq, o) en T¢. Luego, sean (¢, U) y
(%, V) cartas de I'¢ y S! asociadas a los puntos p y II;(p) de manera que
#(U) € V. Nominalmente, ¢(t) := (zoelt, 2(t))'y ¥(f) := Mi(p)e't. En este
caso la representacién local de ITy, 3 o Iy | ¢, o ¢71, resulta ser, para # en una

vecindad de 6, .

(o nnlﬁé ° ¢-1)(t)

I

(Po ﬁ:lng)(zoe“, z0)
P(zoe™) - '
t.

De manera que:
d(po l'11|/:.s og¢~1)
dt |¢=0 = 11

con lo que queda demostrada esta proposicién.

A.4. Prueba al corolario del teorema 3.1

Corolario. Dada una ecuacidn de Riccati con coeficientes trigonometricos,
todas las transformaciones de monodromia

A {r} xCP!' — {r} xCP!, 0< 7T < oo,
pertenecen a la misma clase en PSL(2,C)2.

Prueba. Para probar este corolario supondremos que la familia de funciones
A, intersecta a distintas clases en PSL(2,C) y encontraremos una
contradiccién.

Como consecuencia del teorema (3.1) tenemos que todas las transfor-
maciones de monodromia correspondientes a una ecuacién de Riccati con
coeficientes trogonométricos dada comparte el mimero de puntos fijos y los

2Médulo la relacién de equivalencia establecida en la seccién 2.8



82 APENDICE A.

" multiplicadores. Sin pérdida de generalidad, supongamos que las transforma-
ciones A,, y A,, estan en distintas clases de equivalencia [p,€'%!] y [p2€'].
Entonces existen dos miembros de PSL(2,C), H, y Ha, que conjugan a A,
y A,, con los representantes de sus respectivas clases. Repitiendo los cilculos
que se realizaron en la segunda parte de la prueba de la proposicién (2.9),
obtenemos que el multiplicadores en uno de los puntos fijos (explicitamente
aquél que bajo la conjugacién va a dar al origen) de A,, y A,, debe ser p;e
y p2€'®, respectivamente. Entonces, como mencionébamos al principio de la
prueba, estos dos niimeros deben ser iguales, sin embargo, esto implicarfa
que las clases de equivalencia de A,, y A,, no son distintas, contradiciendo
lo que habjamos supuesto. En el caso de que se tenga un tinico punto fijo el
razonamiento es andlogo. Esto pone fin a la prueba.

A.5. En vecindades del punto al infinito

Al trabajar en las coordenadas (Via, W12) al principio del tercer capitulo
obtuvimos la invarianza del periodo y multiplicador en la familia de curvas:

If=Leneg

En esta seccién del apéndice veremos c6mo, al trabajar en las coordenadas
(W12, ¥y3), obtenemos informacién sobre la manera como las soluciones del
sistema de Riccati asociado llegan al punto al infinito. No se formularé re-
sultado alguno, pero sf analizaremos dos casos particulares que ayudarén a
establecer mejor esta idea. .

Encontraremos una  expresién  explicita para  las  curvas
Teo(t) = (moe™, To(t)), donde & = (x0,0) y | =o |= 1. Antes que nada
recordemos que por la no verticalidad del campo v12(z, z), en una vecindad
de & podemos representar a Lg, como:

Al

- donde les e
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Caso A.1: [i‘é =
‘ 16n local pam z(z) resulta ser:

(A.5)

n:la busqueda. de la. expresxén pa.ra. ['o(t) hagamos
i ble pa.ra facﬂltm' la misma. Para ello, observemos

)

a;(m - a:o)’(l R
ag(z - :z:o)"'g (x).

-, Como’g(xo) .7 0 podemos en una vecindad en el plano {z = 0} del punto
~(zu, 0). enconti'ar n funcxén ana]mca h(:z:) tal que h2(:t) (:c) Definamos

(A.6)

’"de manera que Z =32 Pa.ra deterrmna.r I“o(t) levantemos entonces la curva
{(zoe*,0). | tie (R, 0)} ale hola L(zo,0). Dado que &(zp) = 0, tendremos para
V',dxcho leva.ntamlento.unn expresxén de la formn PRLICEE

" rior como,

+~.3Dejaremos fiiera de’este trabajo el caso, cuando a = ¢
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Esquemziticamente,‘syuponiekndo/{ag, 203} =:{é}, g},

Caso A, 2 [ (:z:o) 7& 0]

(AT

Yy podemos asegurar ue en una vecmdad en-el: lanoi{z 0}.—del¢ p'imtci :
(2o, 0) la funcién z(z) es un biholomorfismo. Asf y:en contraste con el caso
anterior, podemos asegurar Ia. sunwdad de los le tamlento HE :

Esdueméticamente:

N

Omitiremos un andlisis més general, pero se invita al lector a realizar
lo propio tomando como referencia la discusién desarrollada para los casos

n=1yn=2.

A.6. Campos resonantes de tipo Poincaré

En esta seccién del apéndice analizaremos las posibles resonancias a pre-
sentarse en campos vectoriales definidos en €2 con parte lineal no singular



o dos,

A6 CAMPOS RESONANTES DE TIPO POINCARE s

‘cuando el espectro de la pa.rte lmeul de estos se encuentrn. en el domlmo de k
Poincaré. . o

Definicién A.1. Una coleccién de nimeros complejos X = {/\1, Az} en C2
pertenece al dominio de Poincaré si la envolvente conveza de los vectanés
A1, Az en el plano complejo no contiene al ongen De contenerlo dzremos que L
dicha coleccidn pertenece al dominio de Siegel. - : :

Proposicién A.3. Sea el campo analitico:

T =)\1Z
Y o=yt )\1)\2950: N

tal que {\1, A2} pertenece al dominio de Poincaré. Entonces, de ser el campo
resonante, todas las poszbles resonancias a presentarse son:

(A-S)

)\1 —-m/\1+b\2 m+l
,—kof\1,ko€Nﬁ.70y ’

Prueba. Suponemos que el campo es tesonante Veainos primero que existe
-una vinica resonancia poslble para e1 valor propxo A Supongamos que existen

M=ad+bl o+ =2
Sl =aM+ih G422 (A.9)
é;itdn'ce's: : L
‘. ) =(a- a)z\1 + (b b)Az,
de manera que si @ — & # 0ob—b ;é 0 tendremos que los los vectores
g {,\1,,\2} son. linealmente dependxentes, ‘ergo’ proporcionales. Como {Aq, Az}
"estdn’en el dominio de Pomca.ré la onstante de propocionalidad, g, que
e satisface A} = phg, debe ser, estnctamente mayor que cero. Sustituyendo en
e A 9 el valor de ,\1 obtenemos

(a’ + b)/\z (ap. + B)Ae,

(A.10)

‘ 'Ahéra,‘como,')q‘ pf\z‘ y ;\1,\2 # 0, necesariamente b # 1. Por otro lado, de
1a‘fc_leﬁnici6n de resonancia tenemos que a,b € N; luego, lo anterior implica
'que b'>'1,"pero por la relacién establecida en A.9 tendriamos que 2 < 0,
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_contradiciendo el que el espectro de ]a. parte lmeal del ca.mpo este en’ el
dominio de Poincaré. : : .
Llamemos a esta umca resonancxa‘

y observemos lo sxgulent

= Necesariamente a ;é 0. De lo contra.no se tendrfa. que /\2 = b/\z, luego
b=1, lo que, contradlce quea+tb =2,

» sustiﬁttjéxidb' ‘e
llegamos a que
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