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Capítulo 1 

El estudio de procesos o sistemas cuya evolución depende del tiempo, 
ocupa un lugar importante dentro del quehacer científico. Dentro de dicho 
estudio las ecuaciones diferenciales ordinarias cobran especial importancia 
al hacer posible la descripción de los procesos que son cara.cterizables por 
un número finito de parámetros y cuya evolución se sabe determinista y 
suficientemente regular. 

En esta tesis hacemos un análisis cualitativo de la dinámica inducida en el 
plano por ecuaciones de Riccati con coeficientes trigonométricos. De manera 
general entenderemos por ecuaci6n de Riccati1 a una expresión de la forma: 

:=hOO~+h~~~hOO ~~eU~Rx~ 
donde los coeficientes son · furiciori~s; analítico reales en t. Por ecuación de 
Riccati con coeficientes trigonométricos éntenderemos el caso cuando las fun­
ciones fj(t) son polinomios .fj(:i:;'y)'eVa!uados en x = e1t, y= cit. Explícita-
mente si: ··· · · ·: .:;,. .. >'' ... 

tendremos, 

·y .·:_;:. ):.·:·,nJ ·; i : k 1 
.FJ<:i:. y) =;¡.E .ak¡X y . a{, E e 

" • ··k+1.,,o .... : 

"J . 

f;(t) = L ak1e•<k~l)t ªkl E e t E R. 
k+l=O. 

A grandes rasgos, este tipo ecuaciones diferenciales ordinarias asocian un 
vector en cada instante y a cada punto de la región del plano, describiendo 
así un proceso bidimensional, determinista y que cambia suavemente con el 

1No nutónomn 

5 

-------------



6 CAPÍTULO l. 

paso del tiempo. El estudio del proceso se centra en determinar el conjunto 
de todos sus posibles estados2 , es decir, en encontrar IDB curvOB en el espacio 
donde se esté trabajando cuyos vectores o rectas tangentes en cada punto 
e instante están determinadas por la ecuación cliferericial en cuestión. Muy 
esquemáticamente: 

Figura 1.1: Curvas y vectores tangentes 

1.1. Ejemplos y generalidades 

Las curvas que satisfacen un sistema plano dacio por una ecuac1on 
diferencial no autónoma son esencialmente puntos singulares (donde el vec­
tor OBociado es nulo), órbitas periódicas (correspondientes a curvas cerradDB) 
y órbitas no periódicas. Entre las órbitas periódicas distinguiremos aquéllas 
aisladas ele otras órbitas periódicas llamándolas ciclos límite. 

El principal objetivo ele esta tesis es describir dado un tipo particular de 
ecuación de Riccati con coeficientes trigonométricos, al conjunto ele curvas 
que satisfacen la misma, poniendo particular atención en las órbitas periódi­
cas y ciclos límite. En este sentido podremos, después de probar Jos princi­
pales resultados de esta tesis, hacer afirmaciones como: 

• Toda solución ele la ecuación: 

es periódica3 ele periodo l. 

2 Equivnlentc a conocer el espacio fase del sistema 
3Más adelante definiremos el periodo de una órbita periódica. 

TESIS CON 
FALLA DE ORiGEN 



1.1 . . ·EJEMPLOS Y GENERALIDADES 7 
i' . . _ . 

•. El sistema definido.porla ecu~ción:. 

dz .· · 
·: dt = (ei3

t +(e+ i7r))z2+ 3 (t, z) E IR x C, 

no presenta soluciones periódicas en C. 

Cabe destacar que el presente trabajo no es original. Casi la totalidad de 
los métodos y resultados a presentarse pueden encontrarse en la fuente prin­
cipal de esta tesis, el artículo de Henryk' Zoll}dek4 intitulado The Method 
of Holomorphic Foliations in Planar Periodic Systems: The Case of Riccati 
Equations. 

La estructura general de este trabajo consta de dos partes. En la primera, 
correspondiente al segundo capítulo, se extiende en dos etapas la dinámica 
que inducen las ecuaciones de Riccati con coeficientes trigonométricos en el 
plano a CIP'1 x CIP'1 • En el ínter se introduce el concepto de transformación 
de monodromía, destacando su importancia en el estudio de dicha dinámica. 
Ya sentadas las bases, en la segunda parte correspondiente al tercer capítu­
lo, se analizan casos particulares de ecuaciones de Riccati con coeficientes 
trigonométricos y se concluye sobre el número de órbitas periódicas que pre­
sentan las mismas. Se debe destacar que el análisis de los casos a presentarse 
no es exhaustivo. 

Por grado de dificultad en la expresión que las define, después del caso 
constante, el tipo de ecuación diferencial más sencillo que podemos considerar 
en el plano es el lineal homogéneo. Explícitamente: 

[;] = [~ :] [:J' 
a, b, c, d E IR; (x, y) E IR2 • En este caso la dinámica a presentarse ha sido 
descrita de manera exhaustiva5 • Basta con conocer los valores y vectores 
propios de la matriz correspondiente para conocer la dinámica que la ecuación 
diferencial lineal induce en el plano. Por ejemplo, en el caso de que la matriz 
correspondiente resulte no singular tenemos como único punto singular al 
origen y no se presentan ciclos límite. 

Por ejemplo, tenemos los siguientes diagramas correspondientes a cada 

4Instituto de Mntemáticos, Universidad de Varsovia. E-mail: zoladek@mimuw.edu.pl 
5Ver [Hi-SJ 

,·--............. . 

. . , ' 



8 CAPÍTULO l. 

matriz inmediata inferior: 

El nivel de dificultad inmediató lé>'·o~Úpan lis-ecuaciones determinadas 
por una expresión polinomial. Por ejemplo! . · · ~ · · 

Esquemáticamente: 

. "'.·~ " . ' 

~ . = ;_y +'~(l _:: (x2 + y2)) 

!!jf = ;+ y(l _' (-~2 +.éú . 

.. · .. · .·. '·· 
. 

' 

: 

Figur~ 1.2: Curvas inteiia!es c~rrespondientes al campo vectorial polinomial 

Este sistema presenta un único punto singular, el origen, y un único ciclo 
límite6. Vemos entonces en los ciclos límite una diferencia sustancial entre la 
dinámica inducida por ecuaciones lineales y polinomiales de grado mayor o 
igual que 2. 

6 Hágnsc el cambio de variable x = r cos 8 , y = r sin O 
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Siguiendo ell esÜ torioestán los sistemas en el plano determinados por ecua­
ciones del tipo:\.: ;, , · ·• !'. · .; • ' .. 

'<{i:·.;:+: .··:·.· · ;~¡'_ .. ;.;, P(x;y) 
:;<!i· ;,,, ···ifJf··,;,,, Q(x,y) (x,y)e1R2 , 

(1.1) 

donde P(~,"y} y Q(x, y) son polinomios de coeficientes reales de grado máxi­
mo n. Una cuestión fundamental a responder en este caso, propuesta ya 
a la comunidad matemática internacional durante el congreso de 1900 por 
David Hilbert 7 , es determinar si se puede conocer en términos del grado de 

· los polinomios correspondientes el número máximo y la posición de los ci­
clos límite que se presentan. Gracias a los avances hechos por Dulac, Bamón, 
Il'yashenko, Ecalle, Martinet, Moussu y Ramis, hoy se sabe que el número de 
ciclos límite es finito para grado fijo, sin embargo a la fecha8 no se ha podido 
dar una respuesto. a lo. cuestión anterior, ni siquiera para el caso cuadrático. 

Así, dentro de este marco, el estudio de ecuaciones de Riccati con coefi­
cientes trigonométricos: 

dz 
dt = P2(t)z2 + P1(t)z + Po(t) (t, z) E IR x C, (1.2) 

donde, como se mencionaba anteriormente, se tiene que: 

puede entenderse, hablando holagamente, como el estudio de un caso moti­
vado por el. de los sistemas en el plano del tipo (1.1) donde los polinomios 
correspondientes son de grado m1í.ximo 2. 

!acopo Francesco, conde Riccati. {!28 de mayo, 1676 Venecia - 15 de 
abril, 1754 Treviso) Siendo en un principio estudiante de leyes, !acopo 
F'rancesco es motivado por su amigo, y matemático, Stephano Angeli para 
estudiar matemáticas. Pronto adquiere fama en el medio e incluso rechaza 
ofertas de Pedro el Grande para la presidencia de la Academia de Ciencias 
de San Petersburgo. Sus trabajos en hidraúlica fueron de gran utilidad a la 
ciudad de Venecia en la construcción de diques a lo largo de los canales. 

7Vcr [11] y [H] 
8 ver [11] 



10 CAPÍTULO l. 

En lo que al estudio de ecuaciones diferenciales se refiere, destacan sus méto­
dos de reducción de orden y separación de variables. Además, el conde Riccati 
encontró métodos de solución para diversos tipos de ecuaciones diferenciales 
ordinarias que posteriormente fueron ampliamente aceptados. Se le conoce 
principalmente por la ecuación que lleva su nombre: 

dy 
dx = A(x)y2 + B(x)y + C(x) (x, y) E IR, 

de la cual hizo un estudio detallado y resolvió casos particulares. Dicha 
ecuación ya había sido estudiada por Jacobo Bernoulli y discutida con 
Riccati en 1754. El conde mantenía correspondencia con un gran número 
de matemáticos a lo largo de Europa y tuvo gran influencia en personajes 
de la talla de Daniel Bernoulli y Euler. También trabajó con péndulos ci­
cloidales, las leyes de resistencia en un fluido y la geometria diferencial. 



Capítulo 2 

Como se delineaba en el capítulo anterior, estaremos analizando sis­
temas en el plano determinados por ecuaciones de Riccati, con coeficientes 
trigonométricos. Explícitamente, . . . . . .·. 

dz 2 , •. · .i · : '. 
dt = P2(t)z + Pi(t)z +.Po(t):. (t,_~},E;.JR.,,~,C::·! i•' ;:;.; (2.1) 

."'; .. '.,.'. ·:,·t:,·, ~;« ;_"~~· ,/;.¡/,: ."7·. ~;; 1, '.-.~~··:'; . :·· .,·., ." r · ·,' .· 

donde P,¡(t) resulta de. evaluar. al polinolilio,P,¡(:í:,y)i:,;;,•¡¿:~t~~~-ii~¡ii:~il en 
X = ei•, y = e-1'. Tenemos así en lR X c.ún campo ,vectorial analítico (réal 

en t, holomorro en ::e~:1~::;rj~:.:~~¡t;lJt-~~~;f:m~Jf~'·;<p;, .(
2

.
2

) 

Este campo vectorial define para cada punto (t, z) E IR x C a la recta: 

V(t, z) := { µv(t, z) 1 µE IR}. (2.3) 

Definición 2.1. Entendemos por curva integro/ del campo de direcciones 
definido por (2.3} a cualquier curva r(t) ~ lR X e I t E IR tal que la recta 
tangente a esta en cada punto (t, z) sea precisamente V(t, z). Por otro lado, 
una solución de la ecuación de Riccati del tipo (2.1} con datos iniciales (t0 , zo) 
es una curva en el plano z(t), t E IR, cuyo valor en el instante to es Zo, y 
tal que paro cada t en su dominio satisface: 

dz 
dt = P2(t)z(t)2 + P1(t)z(t) + P0 (t) 

Además, la recta tangente a la curva definida por la aplicación z .- (t, z(t)) 
es V(t, z(t)). · · · 

11 
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Dicho de otra manera, en el caso de !ns curvos integrales, estamos ponien­
do atención únicamente a la dirección de la velocidad con que se recorren 
éstas, olvidándonos de la magnitud de la misma. En este sentido tendremos 
que si la curva r(t) es una parametrización de una curva integral del cam­
po V(t, z), entonces cualquier reparametrización suave de ésta será también 
curva integral del campo V(t, z). 

Ejemplo l. Algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones son: 

dz=e-itz+l· 
dt ' 
dz 
dt = 0,1235711. .. 

dz = (3e2m + ?Te-ait)z2. 
dt . .• . ' (2.4) 

En la secciones siguientes haremos una extensión de la dinámica que de­
fine en el plano la ecuación (2.1) a la variedad compacta CIP'1 x C!P'1• Esta 
extensión se llevará a cabo en dos etapas. En la primera definiremos, toman­
do como punto de partida al campo {2.2), un campo vectorial holomorfo en 
C x C. Una vez definido este se introducirán Jos conceptos de transforma­
ción de mono<lromía, órbita periódica (e invariantes asociados) y un nuevo 
parámetro para caracterizar toda una familia de ecuaciones relacionadas a 
In ecuación (2.1). Posteriormente se retomarán estos conceptos a partir de 
la extensión final <le la dinámica a CIP'1 x CIP'1 y teniendo ya la herramienta 
teórica necesaria pasaremos al tercer capítulo de la tesis donde se demuestran 
los resultados principales. 

2.1. Una primera extensión 

Una primera aproximación al estudio del sistema consiste en una exten­
sión del dominio IR X <C ni espacio e X c. Observemos que el lado derecho 
de la ecuación de Riccnti {2.1) coincide con la composición de P(x, z) = 
P2(x, x- 1)z2 +P1 (x, x- 1 )z+ P0 (x, x-1 ) con x = eit. Aquí, P(x, z) es una apli­
cación meromorfa en x con polos en {x =O} y holomorfa en z. Por otro lado 
observamos que x(t) = x0 e11 es solución de la ecuación diferencial ~ = ix 
con condición inicial x{O) = x0 • Es por esto, como demostraremos en la sec­
ción (2.2), que las soluciones de la ecuación de lliccati (2.1) resultan ser la 
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segunda coorderiadiaei~~º1J~iones 'Yc~ó.~ó>Ct) = cxCt), z(t)) de1 sistema: 
. . . - ~ '.· ,--ü-,.1 . ~ ·,.;i:.~~?' :.~~-·:ó. );~y~~" ·/l_\-,~:·t'f .1::.~~-= . .:;·/• ;_,,:~~: :· :-. ,·::: . ··" :;·' 

_- _,-dx: =·-:;,x.;°f:·_: '·~>.::',:~-'.:~~r~;fr~::/:~f: .. \~:,~::··.a;-~.,_-.-.~f\\> ~-- ,~;:. ·/ :-·:, ·· ,._ · ·; 
dt . . · .·. • ;, ,¡ · ... :. \·'·.i:.t}'. ·i/Y· , ,, ' (2.5) 

<mE":~~.~,,~i~Si$a~~f G'i(~')~t.ji~t xC, t E e 
Por eje1nplo/siia' ¿cila~Í61i\'.ie Ri~~atÍ de la que se parté es: 

!Mdd=~ oo~r~~~-~~11!7~~;:~~~,· ;.' 
·._, d;j. :-~;-::;~I-'.f7.': :,.. _:~-;::-.:~1 :·,:~.;i·::f:/.: _,'¡·.; "> -~,\<"~·.;:. 
. dt = ix (2.6) 

dz z 2 

dt = X+ 1 (x, z) E e X e, t E c. 

Observamos que el campo (2.6) no está bien definido en {x =O} ya que 
H(x,x- 1

) = ~-
Al parecer, nos estamos complicando las cosas más que acercarnos a la 

solución, sin embargo hay manera de solventar estos problemas. Para ello 
recurrimos a uno de los teoremas pilares dentro del estudio de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias, cuya prueba se remite a [Hil). 

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones 
diferenciales holomorfas). Sea11 / 1, ... , In funciones holomorfas definidas 
en un abierto U de IC". Entonces para todo punto p E U y t0 E IC, existe una 
única solución z(t) = (z1(t), ... , zn(t)) de la ecuación diferencial holomorfa: 

dz· d/ = f;(z1 , ••• , z,.) j = 1, .. .,n 

definida en una vecindad de t 0 E IC y satisfaciendo la condición inicial 
z(to) =p. 

As!"podemos dar una partición1.de e X Cconstituida por las soluciones 
a (2.5) con datos iniciales en IC x IC\{x .=;óJ y por la.variedad analítica 

1 Un·a follncl6n con singularidades. Ver'(G ...:O].··.;':··' 
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{ x = O}. Los problemas de indefinición del campo en. el .conjunto 
{x = O} serán solventados definiendo un nuevo campo, múltiplo del cam­
po (2.5), que define la misma partición. En la ecuación· (2-,6) del ejemplo 
anterior multiplicando por x obtenemos: 

dx = ix2 
dt 
dz = z2+x 
dt 

(2.7) 

(i,z) E tCxC, 

Proposición 2.1. Si se restringen los cam;~~'{Íl.6) y {2;7)~CxC\{x =O}, 
las particiones de este subconjunto de C x C ~onfcirinadas por las soluciones 

de ambos campos son idénticas.' < · i)i:,;,)i\/,;.\;;J";: :,2~ \ ,;/, ·v:'· . h. , 

Prueba. Para cada.(x, z) ·en e")¿ C\{'i_~'o'} '1J~ b;Jii~6'~'(2.6f;·(2. 7) defulen 
la recta compleja: · · : : · · >'': , ·· :i'.'' <i; '. < ' ' · 

· .f!¡.:,•l = {A(ix,!.; + 1)' 1 Xe e). :\ 
Re.,,•> ={µ(ix2 ,z2 +x) lµEC}, 

respectivamente. Nótese que los vectores generadores de Rer,•) y Re,,,z) son 
colineales: basta tomar,\= x oµ=~· Entonces R¡.:,z) = Re,,,z¡, es decir, las 
ecuaciones (2.6) y (2. 7) definen en C x C\ { x = O} las mismas direcciones. 
Como consecuencia del teorema de existencia y unicidad podemos afirmar que 
las curvas integrales de los campos (2.6) y (2.7) coinciden en C x C\ {x =O}. 

Figura 2.1: Campos que definen las mismas direcciones 

Observación. Como consecuencia de la proposición {2.1} tenemos que, en 
términos de curvas integrales, el campo (2.6) coincide con un campo analítico 
en todo iC XC, con el que trabajaremos más fácilmente sin perder información 
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en i ,¡, O. ; :, IJ~'¡ma'iieia ;gen~ral;',si. la primera• extensión de la ecuación de 
Riccati resuÍta s'er ún: cáinpo "dé la forma:! . . 

.. ~ ,,=;i:i;;,c}~t;:~'.)'1~}§'.f~tA'''1;>···:;' ':' . . , .··· ..... ·. ·.··· . , 
, .. ~.· =<P2(:i;, ~7p~~,1,+''P1(:z:/x~~)~ -t- Pa(:z:, :z:-1) (:z:, z};E, ~XC, it E C, ·. 

tm;jaz~:~¡f~:ª frit;~;p~bl~m~ de t~nición~ co~~t;~~~;;;. ,. 
!M .. ~:i;k(P2(:i,~-1 )z2 + P1(:z:,:z:-1)z +Po(:z:,sln; (i,if E~ xC,. (

2
'
8

) 

dond~ k~~~·el 111,¡¡yor de los grados de lo; polinomios FÜ:Z:,t) en ia variable y. 

D~fi~ición 2:2. Entenderemos por primero ~te~ió~ dé ia ecuación de 
Riceati con coeficientes trigonométricos {!l.1} a e X e al campo definido por 
la expresión (2.8). 

Las particiones a las que nos hemos referido en la proposión (2.1) son un 
caso particular de un tipo más general de partición que puede darse para 
una variedad compleja !vi. Dicho tipo de descomposición recibe el nombre 
de Foliación holomorfa por curvas (con singularidades) de lvl, normalmente 
denote.da por :F. Aunque no necesitaremos la definición formal de este con­
cepto, se recomienda consultar [G - O] al respecto. A groso modo, cuan­
do tengamos definido en !vi un campo analítico v, tendremos de manera 
natural una foliación 3" holomorfa por curvas (con singularidades) de !vi. 
Ésta está conformada por las curvas integrales (llamadas también hojas de 
la foliación 3") y los puntos singulares de v. Vale la pena notar que, corno t 
está definido en C, las curvas integrales del campo (2.8) que no son puntos 
singulares resultan ser superficies de Riernann. 

Procedamos entonces a determinar las curvas que resuelven la ecuación 
de Riccati (2.1).Recordernos que en el proceso de extensión pasamos de la 
variable e11 en S 1 a trabajar con :z: en C. Por ello, en el proceso de determi­
nación de curvas integrales prestaremos especial atención a la intersección de 
las hojas de la foliación con el cilindro: 

e := s 1 x e !;;; e x c. 

2.2. Soluciones en 8 1 x <C 

Una primera cosa que debe observarse es que la restricción del campo 
(2.8) a C nunca es vertical, es decir, la primera coordenada de éste no se 

i 
j 
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, a.nula. Una consecuencia de esta no verticalidad es que las curvas integrales 
de (2.8) con condiciones iniciales de la forma {o= (e190 ,z0 ), denotadas por 
/:.,e, intersectan transversalmente2 a C. Esquemáticamente,3 

tr.
z v0 ¡:, 

=t-'" 
e . 

Figura 2.2: Intersección transversal de C y .Ce0 

Definimos para cada { E C el éonjunto: 

re:= .Cene. 

Aunque.por el Ino"rnento no resulte muy obvio, fe será el conjunto más 
importante a lo largo de esta tesis. Para validar esta importancia tenemos 
que develar algunas propiedades de fe. 

Propiedad l. fe es una subvariedad diferenciable de dimensión real uno. 

Prueba. Dada la no verticalidad del campo restringido a C, 

dz 
dxlc = -ix-1(P2(x,x- 1)z2 +P1(x, x-1)z+Po(x,x-1

)) la f O para x f O, 

tenemos que para cada p en C n .Ce, como ;Ji(p) 'f O, podemos parametrizar 
localmente a Le como: ,,.<·'. .. 

Luego, si: 

.Ce(x) ~(;,p+a1(:l;-p) +···) 

rr 1 : e x e - e 
(x, z) >--+ x 

2Ln demostrnci6n de este hecho y definic16n de lnterseccl6n transversal se incluyen más 
o.delante en In Propiedad 2. 

3 En esta figura "º es el vector que el campo '(2.8) asigno. al punto ~0 • 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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'" ........ -

es la' ;roye~Ción'''c¡~ónica' de e ~.e en el plano { z = o}; tendremos que 
re= (Ilí¡,. ):-1(S1)'puede ser,'¡:iarametrlzadapor:: .. 

( ··-" · \, ... ~ ··'(::r·.;: .. -.. --~·'.·:::\/::?;.:," <~:<- it·· ,' ·-.. ,. ·, ~.'. _· 

· re= (e ,p_+ a1(e. -:- p) + · · · ), 
--. ''" 

.· 'con lo que q~~dii/ demóstrada.'la propi~cli\:d.; • ··.. . 
'., ·:; .- : " •• ,. • • ; ' '. - • - ••• •• ~-· • •• ,- 1 '. :< :<.·-:·--'"" . ' . 

Propiedad 2. Si re(t) = (e1t, z(t)) es una parametrización de re entonces 
(t; z(t)) es una parametrizació11; de)á curva integral asociada al campo que 
define la ecuación de Riccati (fU} con dato inicial {O,z{O)). 

Prueba. Primero caracterizaremos, para cada p .E re, al espacio tangente de 
re valiéndonos de los correspondientes C y .Ce en p. Posteriormente, con dicha 
caracterización obtendremos el resultado. Primero probemos el siguiente lema 
auxiliar. 

Lema 2.1. Sea .Ce la hoja de la foliación !T correspondiente a la condición 
inicial ~ E O. Entonces las subvariedades .Ce y C de iC X C se intersectan 
transversalmente. 

Prueba. Recordemos4 que si M y . N son. dos subvariedades diferencia.bles 
del espacio en que se intersectan tra.nsversalmente,:es decir, que para cada 
p EN n !vi sucede que: · ·,' ·· 

'.·,;·,:.·-

Tpcn1,;.f ;IY,tf~f1, .; 
Sea p = (x, z) E .Ce o c. Cqmo.Ce es cu~ ii~i~~al del campo (2.8), se tiene 

que: .. ~· ·, · ~.:k~it,~:z~)~~:·0·~L;~·1t ;~J ... ~;;.,· ··.~·. ·. · l . 

·, Tp.C{. ==J>.(i.x, .. ,,,; :1:.".( (P2 (x, x;;,)z,,.(,':+P1 (x, x:: )z;: (2.9) 

·.: ·: · .. ~;2¿Bí~ia~~~n~~i~~'i!~ivf~1=~t·t·'~.;t:~ºcx;x~~~) 1 >-e e}. 
, ~or o_tr!Jo p~t~;¡~!l-1n.~>:lli;.:\1,~ª-~\~!1.°f~~~nc1~ l~clirecc1on tangente es perpen­
dicular;alaj:adfol\y/.el\imúltiplicái~por'i'.es equivalente a una rotación por 

,:' i!•. ·~:·~---·~:; ,:,·'.~;:~;;":~'.:>:~Jj'.:;';~•;;~f{{:.:~.;?f~jt:•;~t--:'.,~:~~- ... , ,,' •,' e 

3 · ',>','..'·'~,ri,c;=:t(>.¡'ix;',X:i+i.\3) 1 (.>.i..>.2,.>.3) EIR }. (2.10) 
:·1: ·:;_,-~:·:.·A: .. ~:~' ... '.'!";f::Jt.'·~=~-~~<'·!'?-~ :\ . .t 1 ·_ ,_1 - -

', Tomemos 8.hora (:i;0·;,z0)en:c.x C arbitrario y veamos que se pueden escoger 
· Xe C ~- (.\1; .>.;2;'.>.3):E IR~ de manera que la suma de los vectores que resultan 

4 Ver (Hi) 

-·---~---·-----

rr~(l·s ,·10N 
.. ~!(1.l1 l..¡ " 

FALLA DE DHIGEN 
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de multiplicar a los generadores de Tp.C{ y TpG por ~.sto¡¡,~sc~htres e,s (x0 , z0). 

En efecto, si escogemos: ·· " .• ;:\.:;, .. •'. 

). = Xo( -ix-(k+l)) At = 0 A2 + i).3 ;= Zo ~ ~ [xk (_¡:>2(X, X--1z2 ¡ • • ~))] , 
, ' '" ·;· ,~., .. ' . ' ... ' .~ . . , 

obtenemos en Tp.C{ + TpG la combinaciónli~eal'.~p~citi~~~~a (:Z:~~z0). Es 
, decir, ¡:,{ y e se intersectan tra.Ítávemahnente;:c:~nclgyeiÍdó::#na:, prueba de, 

este lema auxi~ar.. . . ·.· . , · .. >··~\;:;·é1' JhLi{¡[fX:.~~1,if>''.li,t: :;';'. 
Para concluir la prueba de la propiedad 2~ como consecu1mcia de la' mter­

sección transversal de1ás suBvá.r1éoáclé6'.c{)··oXt:~üemos~·q_~e,:.,•. ·:\"'' 

4 = dimR(c x'c)~'.;'\{;:··'\E·i~tj: .. ~{¿b)j·, ~·" 1 · }~' "· . ' . ' . ' 
.= diniR(T,,,c,é) -+ C!ima(T~q) ~~.·diniR(T~L('n ~pO)~ :r 

· · • '·, ; · ··. • •• .. · ..::;,'.'; .; .;:"·,.·)~:t!f,~·r~t''..·,.; i :"; ~.,,:},li')'.'!;;,;: .. ,;>J~ ,·•,:,_r_~,,._·~·,-.'.'~~~- .:· 

luego, 
. ,.,, .. ··, 1''.7. 

• · ••• ,, ,, ;.:~·· 0dird:i(Tp1{ n,Tpo) :::Í. .~ .·. 
Así, como en prlnd;io' T PI'~ ~·' Tpi( n ,Tpo y; r { ·es iiria curva real,' tenemos 
que necesaria.mente: ::-·: .. _ , : .·· ,. " ·'. .. -: ___ . , n~·. 

. • . :~ ,,,;;,.::¡:; . .:,~· .•.. :,,;:trE~~.7,'~J:.~ n,rpS· ... ' .: . ~<. ,, .· , <.2 .. 11J 
Esta igu11ldad, sumada.a 10. descripción delos espacios tangentes de la solu­
ción .C{ y el cilindro d; implica; si (77¡, 7J2) está en Tp.C( n C, qÚe:'· , .. 

do~;; •. Ji~f ~~~~t;,;,;~·, ,:~ ~·< ~ ••°',':'? 
(111,~~) .. ~· >.;~ix;_;2«x,: ~~1_)z2 .+;~;(:c,;,~;1 )z .+'P0(:c; ~-~)), 

"~ ~ fef ':\ ,. ... • '.}_~]' •• '.!\. • ~ - -~ '' , '• 

con quien generamos::·: • .. · . ::,, ."·, .. , .. ., , ... >.·.·.' · · 
._._,_, ,_._,. :·,. ;_{;: -~ .. :; = '· ·._ :~:~ ;>.: _:, --.:Li ~~-{.~,:~~ic ... ;;·ii·,.;.:·1~:;;~(i~:/;.¡:?:i:.:~·f-.~\:•f·);~~-,:n;-y·_, .. _;\·.Ji.~·- .. :.'~;.;, . 
. Tpr{ :={ µ(ix, ,fü:í:; :c;:; 1 )z,.,tP1(:c;~;'.;.)~·+l;'o(:c;:ctm;i:¡,¿e R h., '(2.12) 

.,. .·· ,- -: : .•. " ... ~ ' - . . "' ;,..->··.·. : ,'. :· - ' ,. 

Por esta última iguá.ldad teneriios que• si .r<(t). ;,: (~11, z(t)) es una 
parametrizacióri de r{·. entonces (t, i(t)) e~''una parametrización de la cur­
va integral con dato inicial (O;z(O)) del'campo asociado a' la ecuación de 
Rlccati (2.1) ya que en cada punto de ésta IS' recta tangente en cuestión es 
precisamente V(t, z(t)), como se estableció en (2.12). 
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2.3. Números asociados a soluciones periódi­
cas 

Las propiedades establecidas en la sección (2.2) nos permiten establecer 
una correspondencia entre las soluciones a la ecuación de Riccati (2.1) y 
las curvas re de la manera siguiente: z(t) solución de (2.1) con dato inicial 
z(O) = z0 se corresponde con re= .CenC, donde~= (1, zo)· Es de notar que 
las curvas integrales periódicas del campo (2.2) se corresponden con las curvas 
re compactas y viceversa, razón por la cual pondremos especial atención a 
estas curvas re asociándoles números que nos ayudan a distinguirlas entre sí. 

Definición 2.3. Decimos que re = !.e n C es periódica si es compacta y 
definimos su periodo como 211'n, donde n es la cardinalidad de la fibm: 

(II11.c.¡)-1(x), x E S 1, 

donde Il1 es la proyección canónica· de .C. x C: a su ·primera coordenada, es 
decir, Il1(x,z)=x. · ·.:',··:·· ;:: . .. ·, 

En la siguiente proposición verificaremos !~ yalidez de la definición (2.2), 
es decir, verificaremos que!~ cnrdii;afüI~.:de·I~.fibra (Il1 i,c.<)-1 (x) es finita 
y constante cuando x E 8 1

: . ~f•'.i:(\~.~~mw~l~}f:i;;~t,; .. .. 
Proposición 2.2. Si re= .C.eí)C;,~speriódica;e11tonces: 

;::'.·~:0~:1t~:~~lt1l~~j·;~~:.~'"OO=ru 
que si p E re=:' .Cene pódeni()sJócállllímte pa~run~tr(z~F¡:con!a variable 
x E {z =O}, obte.niendo: , · '•;: ,•,. ,.,0;::' ~·'.'·':~;;;::.+;~:¿·;· :" · .. 

·. Le.~ (x,p+a1(x;::p)+·;j> 

Si In cardinalidad de (TI1l.c.¡)-1(x) no fuera finita en alguna x0 E 8 1 es­
taríamos contradiciendo la compacidad de re pues podríamos dar una cubier­
ta abierta de dicha curva sin subcubiertas finitas. Para ver que la cardinalidad 
es constante definamos primero el conjunto: 



20 OAPÍTUL02. 

donde Ja cardinalidad de la fibra es constante. Es de notar que A,. n Am = IZ1 
si n # ·m. Seguidamente veremos que A,. es un conjunto abierto. Así, si la 
cardinalidad de la fibra (Il1 l.c.<)-1(x) no es constante a lo largo de 8 1 , el 
círculo tmitario es disconexo, una flagrante contradicción. 

Notemos entonces que la restricción: 

Il1 : r{ ->81, 

de la proyección II1 a la curvar{· es al menos de clase e1• AdeméB, la difer­
encial de la misma en cada punto resulta invertible y preserva la orientación5 

entre los respectivos espacios tangentes a r { y 8 1• Es por esto último que 
la cardinalidad de la fibra (II11.c.<)-1 (x) coincide con el grado de II1 1.c.< en x. 
Corno el grado de una función no depende del punto x, la cardinalidad de la 
fibra se preserva en 8 1, quedando demostrada esta proposición. 

Para poder definir los siguientes números asociados a una solución com­
pacta habrá que introducir la función clave para el estudio de la dinámica 
inducida por la ecuación de Riccati en C x C. 

2.4. La Transformación de monodromía 

A pesar de que no estamos considerando una parametrización específica 
para In curva r{, para definir la transformación de monodrornía, llamada 
también aplicación de primer retorno, consideraremos especialmente las r{ 
del tipo: 

r{(t) = (e11 , z(t)). 
, ~1·'; ~.~:- ', • -; !" ' 

(2.13) 

Definición 2.4. Lá tro!lsformaci6n de monodrom(a, también llamada apli­
cación de primer retorno, es la función que se define como: 

ó.;{1}xc~cxc----.{1}xc~cxc (2.14) 
(1, zo) ,__. (1, ó.1(zo)) := (1, z(27r)), 

donde (e11 , z(t)) es una parametrizaci6n de rc1,zo)· 

5 Ver apéndice. 
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Esquemáticáiriénte:: ' 
·'···," 

-Á(l~ za)= (1, Ái(za)) 

-(1,za) 

r¡i,zo) ' 

-si 

Veamos ahora las propiedades locales de esta transformación. 

Proposición 2.3. La transformaci6n de monodromía es unafunci6n analítica. 

Prueba. Lo. idea de lo. prueba es poder expreso.rlocalmente Á como composi­
ción de funciones analíticas. Tomemos entonces· un pÚnto ( 1, za) en { 1} x e 
y g'• el flujo del campo (2.8) a tiempo ti de manera que: 

Ll.(1, za) = g" (1, za).' 

Deso.fortunadamente, como la velocidad de recorrido de las soluciones 
con respecto al parámetro t depende de la condición inicial, no necesaria­
mente tenemos, para todos los puntos (1, z) en una vecindad de (1, za), que 
-6.(1, z) = g1• (1, z). De lo contrario se habría dado fin a la prueba ya que 
el flujo a tiempo finito de un campo analítico es a su vez analítico6 • Para 
completar la prueba usaremos la analiticidad del flujo a tiempo finito y el 
teorema de rectificación 7 para campos vectoriales holomorfos. 

Teorema 2.2 (Teorema de rectificación de campos vectoriales holo­
morfos). Sea 

dz dt = v(z), 

un campo vectorial holomorfo definido en el abierto 'U s; en. Sea z0 E U 
tal que v(za) ;lo O. Entonces existe una vecindad N(zo) de zo y una función 
analítica e invertible: 

\JI: N(za) o--+ (en, o), 
definido de N(za) a una vecindad del origen en en que lleva el campo v(z) 
en el campo constante z o--+ ei := (1, O, •. ;; O);· 

6 ver (G-0]. 
7ver (G-0]. 

TESIS CON 
FALLA DE ORIGEN 
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Como el campo (2.8) no se anula en C, existe (por el teorema de rec­
tificación de campos vectoriales holomorfos), una vecindad Bó(gt• (1, z0 )) s;; 
C x C de Ll.(1, z0 ) en donde el campo es rectificable vía un biholomorfismo: 

llJ : Bó(gt' (1, zo)) -> >IJ(Bó(gt' (1, zo)))¡ 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que llt(gt1 (1, z0 )) = O, el 
origen en e X c. Tomemos ahora V.(1, zo) s;; {1} X e una vecindad del punto 
(1, z0 ) tal que: 

Esquemáticamente: 

,·,1. 

g 11 (1, zo) 

•• 1, •.• 1 
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W(gli (1, zo}) 

Figura 2.3: ApÚc~cÍo .el ~ambio de coordenadaa >11 
.·,·"' ·:· ,:" -

: ' '· ',-'¡._,-__ :. ,:-.: :· __ ;·_.,::t;·, --~ ~ ',''' : : :_ - - . 
Fina.ltÍJ.ente,de~aÍnos uria proyección 11 a lo largo de las curvas integrales 

de (2.8), cuyo dcmiiil,io se~:';¡, ) . · . · .. 

ñ := W(g'• (V.(1, z0 ))), 
,;- ,_, ': -

y cuya imagen .esté contenida en: • , 

de la manera siguiente; en loa coordenad~ (x, z) dadiUi por w. tomamos 
ñ 2 la proyección canónica en la segunda coordenada.' Así, si.(~1 r¡) está en 
'11(B6(g1' (1, zo))), definimos: .·);;.,: · ·· · 

w(g 11 (V.(1, zo))) 

('if;; r¡) 

Esquemáticamente: 

ñ < ' '·i·· 
_,.+ w(B6(g 11 (1, z'o)) n [{ 1} XC]) 

,.._, [ ñ:¡;:<~•<•''<•,•o>ln((J Jxc)) 
0 

ñ 21'"<•'1(V,(l"o)})] (~, r¡). 

(Z .. O} 
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Dada la no verticalidad del campo (2.8), para p en B,(1, z0 ) la intersección 
de esta vecindad con la curva I' P resulta transversal, pensadas ambas como 
subvariedades del cilindro c. Explícitamente: 

Al ser, tanto g'', como el cambio de coordenadas IJI, biholomorfismos lo­
cales, preservan dicha intersección transversal. Es por esto que el espacio 
tangente a 'lt(g''(V.(l, z0))) no puede ser paralelo al plano {>1(1, O) I ..\E C }, 
de manera que ñ2 , resulta analítica e invertible en una vecin-

+Cg l(Vc(l,•o))) 

dad en IJl(g'•(V.(l, z0 ))) del punto (O, O). Por exactamente las mismas ra­
zones ñ21 resulta analítica e invertible en una vecindad en 

'l'(B6 (9 t1(l,•o»n((1) xCJ) . 

'1t(B6(9'1 (1, z0 )) n [{ 1} x IC]) del punto (O, O). Así, al ser composición de am­
bas, ñ resulta analítica e invertible. Finalmente, quizás es una vecindad más 
pequeña que las anteriores, podemos descomponer a la transformación de 
monodromía A como: 

t:>. = w-1 o ñ o w·og''· 
La analiticidad de A se desprende de la de '11, Il y g'', ·quedando así ter" 

minada la prueba. 

Notemos que si I'ci.•o) es 21Tn periódica ento~ces ri es elnátÚ~al m.á.s 
pequeño que satisface A"(l,z0 );;;; (1;.z0)/' .'-,- .• ·•; •;:: .... "·' '/: ;';: ·; .. 

Definición 2.5. Llamaremos multiplicador •·característico ·de: la·, curva 
27Tn-periódica I'(I,•) al número complejo: · 

d(l:>.") (1 ) 
dz ,z · 

2.5. El parámetro r 

Hasta el momento los argumento que hemos venido utilizando para definir 
y estudiar los mnpeos de monodromía y las curvas I'ci,z) se apoyan en el hecho 
de que el campo (2.8) restrigido ni cilindro C no es vertical. En esta sección 
veremos cómo extender lo visto hasta áhora a los conjuntos: 

Gr = { 1 X I= r} X e, o < r < oo, 

ampliando así el rango de nuestro discurso. 
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Dado que la primera coordenada del campo (2.9) restringido a los con­
juntos Gr, O< r .< oo, nunca es nula, es posible de manera análoga definir, 
para cada (x, z) en Gr. a la curva:, . . . ' '': · . . ·' . 

f(.,,,¡ '."' .e(.,,.¡ n Gr. 
.'. ,. ., -.-. ~ ;·:1:;.· " . . . ' 

(2.15) 

donde .C.(.:,•) es la solució~ de l;¡_ e~uación (2.9) correspond~eilte a _datos 
iniciales (x, z). Así, como en la·secCióri' anterior estáblecimos Una correspon~ 
dencia entre las curvas r< con 1~1 = 1 ·y las soluciones a. la eéúii.ción· de'Ricéati 
(2.1), cabe preguntarse por el tipo de ecuación que resuelven las <':fil.Vas f(%,o}· 

Proposición 2.4. Sea (xo, zo) E C X iC tal que llxoll . · = '. r. 
Si q.,

0
,,

0
¡(t) = (reit, z(t)) es una parametrizaci6n de r¡.,

0
,..,¡ ent~71cf8 (t,~(t)) 

es una parometrizaci6n de la curva integral asociada al campo . que· dejintP la 
ecuaci6n de Riccati: ' ' ' · · · 

(2.16) 

con dato inicial (O, z(O)) ~ (O, z~j: - - '.", , ~, '. ; 

Prueba. La prueba de esta proposición imita á la que se hizo para la propiedad 
2 de las curvas r< s; O. Utilizando de iguál manera hdntersección transversal 
en cada p en r< de las va.ried.á'.c!ei!".i::.(;~;¡0(y,G/óbtenenios que: 

: Tpf(;.';,.;'.~j~¡ii::!fo}'i'i:tp,Cr, (2.17) 

ya que .Ccxo,zo) es solu~i6ri' a; ciÜ)¡y'.fa·c~ciu'nfer~ncias las direcciones tangentes 
y radiales son siempre perpendiciil_áres: IgiÍalmente: . 

- . ,·1: 1,;t',-Z·;,(:__;. ···,.:- •.. , · 

Tp.C.(.:0 ,zo) == {A.(ix~¡-1 ;x~(P2(:~o;x01 )z2 ·· +Pi(xo,x01)z 
· . .;,'..'. ·: · ' ' +Po(xo, x01

)) I ..\E C}, 

' Tpcr =.' { (..\íi;o, A'2 + i..\3) 1 (..\i...\2; ,\3) E IR3 }; 

de ~~n~ra ~~e sU~.~)e Tpr{ ten~e!Il~s qu~·7J1..; A1~~+.~.·77¡ :=, ~..\-1xo. 
Así, ,\ ':" ..\1x(i~.; Luego, .si. xo = .. reito tenemos: . .• ,, . 'u.::1 ;, .,, ;""; 

< .. ··,.::. ~:- ·..:~' ... :·,_. . . - ~: ·~~ ,·-~-. ~ .... (.~- .. ~'.."•¡<,:~· ~'~'., .. ;_.:-. .. 
(7Ji. 7)2).= ..\i(frei~; P;(re"º • r-1e-ilo)z2+P1(~~i!o, r..:.1~71/óY~+P~éreiiií ;r~.le-'ito)), 

\' . ·, , . ', ., ·, .. \''-•, .• ' ·.I_ .. ·.•, 

8 Anál<ignmente a. como se estableci6 en la. ecuación (2."::i). ·' _.,' ···' "!'"F .:.ti •' ¡ ·.-¿ .. 
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es decir,, . . . . . ,;, .. 

Tpr(,, •.•• ) ~ {/.i(ireito', P2(r~1••• r- 1 e::.¡¡.~)z~. + .P;(re1~, r-'!e7i~·'>t.· ; : (2.lS) 
+ P~(~é•; r-i~-Ít~)) 1 ~··e IR}, 

. de donde se desprende el restilt~do deseitdo. 

'' Ó~n~l~u~~d~ con las analogí~, podemos incluir en el' ~st~dia' de ecua­
'cioiies ciel tipo (2.16) conceptos como el de curva rrx.•) 27rn-periódica, así co­
mo el, de Ja transformación (analítica) de monodromía: 

b.r : { r} X e s; e X IC --+ { r ~ X IC ~ IC X IC, 

y asociar a rrx.•) su correspondiente multiplicador d(!~) (r, z). 
Aunque Jo más natural a seguir sería el estudio de Jos relaciones que exis­

ten entre los transformaciones de monodromía, curvas periódicas y multipli­
cadores correspondientes a Jos cilindros C y C., pospondremos un momento 
este estudio hasta la sección (2.9). Primero introduciremos una nueva exten­
sión del campo defirúdo por la ecuación de Riccati (2.1) para seguidamente 
retomar el tema con una panorámica completa. 

2.6. La segunda extensión 

A pesar de que la primera extensión del campo (2.8) al espacio IC x IC 
parece ser suficiente para determinar el número de órbitas periódicos que 
presenta una ecuación de Riccnti del tipo (2.1), no da información sobre cómo 
las soluciones de la ecuación de Riccati se comportan en vecindades del punto 
al infinito. Es por ello que baremos una segunda y última extensión. La idea 
general es dar un campo de direcciones analítico en la variedad compacta 
ICIP'1 x ICIP1 que coincida en su carta afin, la cual llamaremos parte finita 
con el campo (2.8). Posteriormente veremos cómo al retomar el concepto de 
transformación de monodromía extendiendo Ja misma de la transversal al 
campo {I x I= r} x IC a la transversal {I x I= r} x ICIP1

, la transformación de 
monodromía extendida resulta estar en el grupo PSL(2, C). 

Recordemos brevemente que ICIP1 es el conjunto { (x, z) E (IC x IC\ {(O, O)}} 
módulo la relación de equivalencia ~ definida por: (x, z) es equivalente a 
(x', z'), (x, z) ~ (x', z'), si existe ,\ E IC \{O} tal que (x, z) = ,\(x', z'). Es 
decir, los puntos en ICIP1 corresponden a clases de equivalencia inducidas por 
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' '•" e 

esta relación: rectas ~~~;lejas en C2 por ei origen a las q~e se les quita justo 
este punto. ,,,.,.... · 
Esquemáticamente:··:, 

A CIP1 se le asi~~ como .~tl:i.s estándar: 

donde 

. ; ,' 

-¡: 

U1 = {[;; : y] E C¡p1 1 y f O} 

. U14:C· 
. .·.¡,.X 

[x : y] ...-!-+ -
. : 'y 

:•:• 

U2 = {[x: y] E CIP1 .¡ x f O} 

· U2 ..!i, C 

.. [x: y]..!!. 'Y.. . x· 

Para efectos esquemáticos utilizaremos el hecho de que CIP1 es difeomorfo 
a IP1, la esfera de RiemaÍ:m: . · ' 

IP1 =CU {oo}, 
Ap1 = {(!li. h1), {íl2, h2}}, 
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donde 

!11 =e !12 = (C \{O} u {oo}) 

n1 ~e 
z >--+ z 

!12~1C 
1 

z >--+ -
z 

OAPÍTUL02. 

(Aquí estamos pensando que h2(oo) = O). Dicho lo anterior, utilizaremos 
como atlas para ICIP'1 x ICIP'1 el producto cartesiano Acp• x Acp• •,es decir: 

donde (V;;,'11;;) := (U; x U1 1 if>; x if>1) y Uk<'l!k E Acp;. Ademt, denotare­
mos por H11 al cambio de coordenadas existente entre-las cartas (V;j, '11;;) y, 
(V,.1

1 
1Jtk1). Por ejemplo: - - , , - - - , 

H12: w1°l(V11 n Vi2) __:_:.-'1112(Vi{nVi~). 
-· \ ~ •••• > ·- • 

está definida como H12(x,z) ,= ,(i;l);'Así/cl~'-'uíáilera';¡atu~al tenemos el 

MOO)" . (X~X~~~~\f¡if!J.,~;i~ > \ :< ! • 

Comenzaremos la segunda extellsiÓri éfi-1;('.C:aa-D.:'(lf¡!, IJl¡í)'.'definierido ahí el -

=··· :· ~· , .. ~: c'.".~,;;;~,;~f (f t~Y¡ ~~~.¡' . . (219) 

([x: 1),[z: 1)) ~ ,.(x;z)_L~: _::(x,;x tF2(x;x:c,,)z .-+··· )). 
/'.:O. --~:-'~~:~,·' -~~l;1.i)'.::¡~/:.'.,-'-·.-'~",'f~>,:~;.!'-S:~.';;_;:...:~.~::J~-~ ·;,:_:.·:,~/'~)·:·-< ",;_'·;· -: ... 

Nota. Apegándonósforrnalmiinte'a' la defiii'iCi6n'decampo vectorial, en {!U 9) 
estamos qtieriendo'decir (jUé;en 'ez ~biili:to ;_ViJ:'.~:·c111:~ x CIP1 ' definimos: 

-" vS :;,,¡;:, >}"!,'''_;;~;~,,;~:x:·-·~i~t'·;~~1}'fü%~i;rl~~t,:g'/:'.'i , --,- - . --
([x: iJ,[z: 1)) , ' -, :'(([x: 1], (z':.l]);~~{x~(.1;'2 (x, x-1)z2 + ... )). 

pero por ~zcm~s d~ e;pa~io' 1¡¡-~i'ii;¡,ú~Ú~d ";;iaf.é';noá: ~ptando en esta segunda 
extensi6n por una expresí6n del,tip6 (2.19).' ;' -
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Para ha.Cer ló propio en el resto de las cartas utilizaremos los cambios de 
coordenadas H11 y sus respectivas diferenciales. Hagamos primero la extensión 
a la carta (V¡2, '11 12) usando el campo ya definido en (Vu, '1111). 

Considérense entonces ,el diagrama: 

Vu Vi2 , ! ~11 ! ~ .. 
CxC~ICxC 

! •11 ! "•,• 
e X e DHi2 IC X e 

.. \·,, iJ: ;·._ .... ~. ~. \ ·. .. . . ' ~'.· ' 
En este diagr~~ ten«;Jrn~á;, ',\, ,., 

por ello, 
H"<f bl~;i~~,;~~.,;°'F!~") 

,. '• -'DHi.2::,:°''·'=;:f<l::; .... O() ' 
i' ) "~ fez,•):,\ \9 , -:-¡2' 

Entonces, si (e11112) es i~~ei'.i,bajo .P1; de: ([{i' :' 1), [1 : 712]) E Vi2 1 definimos: 

. . . . .· .. ·',:.\\ )'.~.·.:t;·'J~t{~i,"r;,'.;~;y';:" 
v12(e1,112) = DH121r:'j~:'':it1;A(vu(Hi2.C~i;'7J:i))) • ; .· ·¡: ?)·~·~,l~'.:~l~~~"'í~:;;¡1~f~(·"é' "f~· ,, , 

= (o ~~~);{HcP2~eí·:eh~h+,·: · ,) 

·.~.·(-e~(P2(~;,e~1):·~tf1\~~1)~~+ Po(e1.e1 1 )11~)) · 
' :, -. . . _;_; ''.~·¡ 1 ·,, .:. • • 

Observación. Dado que Hi21(e1í7/2)=:'.(e1i·*) y e.l dominio de H12 es Cx C, 
falta definir v21 en puntos de la forma ({11 O). Como la idea general es tener 
una extensión analítica en todo CIP1 x CIP'1, definimos v12 en todo V¡ 2 como: 

si 7/2 Y, O¡ 
si712=0 
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Prosigamos con la extensión, ahora en la carta (V2i.l1'21). Observemos 
el diagrama: . 

-'Vn·i'"'' .';21. 
!~•;: .: •;'!~;;' ; 

e x 1e n., ·.e x e~ · 

e lv~·úiJ.;{l~ . 
En este diagrama' ten~mos'. •. ~ ). } f < ' 

por ello, 

H21 i1111;y~/~;M>c'J· :'11121(V11n21) 

<;'. z~,· · ~- , :. ·:',,1i2.'F~:;~;:;>. 
DH21'; ' ~;., '( .. :~t:· 1 ~\ . ' 
" -- (z,1)~'- .::_~' ~-¡;" ·.,', ) 

Entonces, si (771, e2) es,imagen .~ªj? l1':i1~.,d.e, ([1 : 111), [e2 : 1)), definimos: 

' ';· i ; ;)'.';}';;;{f;:·~~:;.·~~~::,:~~;.;i,i~,~~;;~,.<,¡,·!.·.< •''. V21(7]1,e2) .=e DH2i¡ ~··. ;:;~'(vii(Hit (77i,e2))): 

. . A04i;~·'.~~i~~~~J~t>~fü~n) ··· 
· ·= · (~¡~·,p:.<~f <~1fa~··1~1t~t;:77~M:·;º(771 1 .711))) -. 

Observación; 'La exterisi6n'. d~ la. carta~ (Vd1., '11ii) ~; :~ií poc~. mtÍS complica~ 
da que la anterior. Co11ceptual;,,_ente habla~do;'.•'3.º~º lfii1<11í; e2) =.(f., {2), 
falta definir V12 paro puntos de_ la forma. (O, e2);iSi proseguimos como en la 
extensión liecha a la carta (Ví2;'\Il12)' definiendo:''~:~··· ;it-'•:~~·· :,,•, .: '. 

•. • • ¡,~ , ~ •.. ::· •. · "/~.~?·:~:\.·;·¡·::.:·'.:~-<f;,;~,i,':~.~-:~.':.:·.:,, .. ú .F"· . 

. •.. v21co:e2> ·::; :, Hiii i:•,;,v21C11i; e2>. '·' 
· Cm.e•>::-co.e.i ;., . .-: . . : . 

tendre~o's. un ¡joÍ; je_ J12 (~;~ ~2);<ialf!o'.cu~ríil~i ~ ,;,, ·~ y el grado de P;(x, y) 
en la' váriable y . sea cero. Para' solventar estOs problemas de indefinición del 
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campo proced~rem~'s de "ffiariern analogá 'a como lo hicimos duraiité lá primera 
extensi6n para definir.; · · · · . · 

.teC 
:~ = xk(P2 (x,x-1)z2 + P1(x, x-1)z + P0 (x, x-1))., (t, z) E C X C. 

• ' ' - - ,.:: ~ -.c"i'. • • • ... 

. Es decir, multiplicaremos a V12 a manera de eli.;';ii~ar l~{polcis de "éste en los 
puntos (O, {2) sin afectar al conjunto de s.US curúas integrales.· As{, definimos: 

' V12(7/1> {2) := 71f'(-i71¡k+1, 71¡k(P2(77!\ 7/1)~?~·i1(~~<0;j~~ rPo(~¡-1, 7/1))), 

.donde m = k + maxJe(o,1,2¡{grad,,P1(x, y)};, 

Finalmente completemos la extensión.en lai:arta (\'22, '1122): 
. ' •:.•. ,· . 

Aquí, 

H22 : '1<11 (~1i rl ~~~/,,, :~'. ''1<22(V11rl22) 
(x, z) ".A~ , ; ((¿), · .. 

luego, 

Entonces definimos: 

;,:{:~'f ,,\: .i" . ~~ 
' .': { 

DH ' . (~~ 221' . =· .. : ... 0 (z,a) · · · 

'·o".·). 
·1' • 

~%2" 

Donde m = k + max1e{o,1,2¡{grad,,P;(x,y)}~.:Nótese que aquí se tomó por 
dada una discusión análoga a la que llevó a la definición de los campos v12 
y V21· Aquí (111 1 {2) es imagen bajo '1<22 de ((1: 111), (1: 112)) 1 que se encuentra 
en el abierto '1'22· 
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Definición 2.6. La segunda extensión o extensión a CJP~ xCIP1 .de lá ecuación 
de Riccáti: · .. · . . . ' '·. {: .• ~ <. C::., ... ·,;.~~ 

dz : ,,· ·· · · · .. · .. < . ,: .. <·: ·. 
: dt'·= P2(re11

, re-i1)z2 +P1 (re11,re-~~)z + P0(r~ 1,1 ~ re~'D! ·, 
- J ."·:::· ·: ¡ ·~~:~· ~.-~ ;1 :_;; .; '· <-) ;~-;~'. .!··. -._ ¡' -~_,:! ;¡ ·.~:~-/':: ''· -:<'. ~: (-~ .:~:/,.:>.;_j:::·?:-·¡;k·:~:',;~;_f/-~}-~.;:~;/.'.: .. _: .. -. ': 

se define como et campo de direcciones en CJP~ x C~1 ·géneriúto:en 'cada·carta 

cv •. •·> ,re¡2f f Z.70~W~ci:j~~1W['~~~i ,,;~~i~t~~~¡ .~ 1; 

v(x z)'.'~ {.v. Í2(x·1.zf.,;., (i.x~+ .. 
1

.;-.:x· ... k.(Po···.(x.,'.~ x.:0~)z2·. ,+,'·}··.>))·f·,'·.i.¡;).'i·;·;'';./f,·0.·;::s·~·.k.,_·: .. = .•. 1, l.·= 2; ' . v~ 1 (x; z),;;,, xm( ...:iiz:-:-k+t, x-k(P:i(x~1 , x)z2 +: ;;)) i sik =,,, 2, l = 1; 
v22(x, z) = -xm(-ix..::k+t, ~~k(Pó(x-1 , x)z2 +';;'. )) ;: shé'~' l = 1; 

,,, '' . '' ' ' : ·. ,· ' ' ' '.. . . ... ' ' ... " .· ,:.: (2.20) 
donde se toma (x,·z) E e X e procediente de lá carta (Vk1t'11k1) 'e AcP'><CP' y 
m = maxje{o,1,2,} {grad.,Pj(x, y)}. 

Observación. Durante la construcción de v(x, z) siempre tomamos como 
referencia al campo v11 , es decir, a la primera extensión que se hizo de la 
ecuación de Riccati a C x C. Basados en esto y en el proceso de construcción 
no es dificil ver que v(x, z) es un campo de direcciones analítico en CJP'1 xCJP1

• 

Así el conjunto de soluciones de v define una foliación !'J' con singularidades 
!'J' de CJP'1 x CJP'1 • 

De la misma forma que hicimos en la primera extensión a iC X iC de la 
ecuación de lliccati (2.1) y con la perspectiva utilizada en la segunda exten­
sión del campo (2.8) a CIP'1 x CJP'1, podemos definir para 
cada~ E 8 1 x CIP'1 y cada r E (O, oo), a la curva: 

r( :=.CE n er, 

donde er :={IX I= r} X CJP'1• 

Es importante notar que, a diferencia de las curvas rE = {I x I= r} x C} 
propias de la primera extensión a C x C, en este caso podemos escoger datos 
iniciales~= ([1 : 1], [1 : O]) y así obtener una rE = 8 1 x CJP'1 cuya segunda 
coordenada pase por el punto al infinito. 

Proposición 2.5. Sea rE = .cEne1 donde~= ([1: 1], [1: O]) en CIP'1 
X CJP'1 • 

Si rE(t) = (ei1,z(t)) es una parametrización de 11112 (rE n Vi 2 ) se tiene que 
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·. '.'·· '": ·. ·. 

(t, z(t)) es una p~ra;netrizaci6n d~ la curua integrdl del campo inducido9 por 
la ecuación' de Riccatii ~· ·. · ::·· . : 

·.: .-:'.·~~)/·d;:·~·:_~·.:~i?V~,t:!:~:t~'(:::'..::~:),(;'.·':\.:·; ,_:: ..... ¡ .- _ • ·· • .~ • <. • 

, .. ,: '.,~~.'.f'..JJTu~f~;::1·e.;~~~~?P1 (e1t,e-:!:)z + p2(eit;e-ít)~ •. 
con~ondié~Íín' iniéiál Mz(O)):·' ;\ ... 

·;. ; '.'.. ::-·:::. ·)-'.:.'/ f :~:(Lf-;~~~~~::SN~r(~:~;~'.-~'-'t._'J'.~-~-/:::F .. \-;:-·.:/::: .' . . '<· - . . : , 
•'.Prueba;;;' En elmarco general de la. prueba utiliza.remos los coordena.da.s '1112(\'12). 

Así si p·erE.;. .c.('ne.1 ,enton~es:. ;, , ·· · 

Tp.C.(~•{;(ix~-1;1 ;·.~~k(Fh(~:x--1 )z2+ P1(x,x:- 1)z + P2 (x,~:-1 )) I ',\E C}, 

donde, 'll 12(P) = (xi z).' ld~~áll: · · • . . . ' . ·:.·-, .• .. -·· 

luego, 
dima(Tp.c.fr1Tpe~>'~ f . .· 

Así, como en principié> T¡,rE ~ T¡,:C~Í, T~e(~"fi·e~'~uha'' cu~ real, tenemos 
que necesariamente: •... : .,. . .. 

1 TprE = Tp.C.( n Tp.e • 

Esta igua.lda.d, sumada a la descripción de .los espacios tangentes de la. solu­
ción .CE y el cilindro et, implica., si (7Ji. 112) está en Tp.C.E, que 711 = ,\xk+l, Así, 
,\ = A1x:-k, y por tanto 711 = A1ix. De esta. manera podemos concluir que: 

(7JI, 112) = A1(ix, -(Po(x,x-1)z2 + Pi(x, x-1)z + P2 (x, x-1))), 

9Como en la ecuaci611 (2.2) 
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obteniendo entonces: 

Tpr( = {µ(ix, -(P0(x,x-1)z2 + P1(x,x-1)z + P2(x,x-1))) 1 µE IR}. 

Por estii. última igualdad tenemos que si r((t) = (eit, z(t)) es una 
parametrización de r( entonces (t,z(t)) es una parametrización de la curva 
integral con dato inicial (O, z(O)) = (O, z0 ) del campo asociado a la ecuación 

, de Riccati (2.1), ya que en cada punto de ésta Ja recta tangente en cuestión 
es precisamente V(t, z(t)), como se estableció en· (2.3). 

con lo que concluye nuestra prueba. 

Observación. Si en la ~cuaCi6n de Riccati (2.1} hacemos el cambio de va­
riable y=~. obtenemos .. !fjf = -~~· De manera que: . 

!!11. . 2cPJ<e"··-"> . P1C•"··-"> R ( u -11)) 
dt = -Y. . y> + 11 + o e ' e 

= -(Po(eit, e-it)y2 + Pi(e't, e-'')y + P2(e't, e-it)). 

En conexión con la proposición {2.5), estarnos teniendo que curvas r( 
correspondientes a datos iniciales del tipo ((1 : l], [1 : O]) se corresponden 
con soluciones de Ja ecuación de Riccati que pasan por el punto al infinito. 
En Ja siguiente sección veremos que al extender a CIP'1 x ICIP'1 el concepto 
de transformación de monodromía, obtenemos que estas transformaciones 
resultan ser transformaciones de Mi:ibius. 

2.7. Más sobre la monodromía 

Toca ahora estudiar la transformación de monodromía en la variedad 
compacta Cll'1 x ICIP1• Para poder determinar la naturaleza de las transfor­
maciones de monodromfa, determinaremos, con ayuda de una proposición 
auxiliar, la forma general ele las soluciones ele la ecuación de Riccati (2.1) 
y utilizaremos el hecho de que ahora trabajamos en la variedad compacta 
CIP1 X C!P'1 • El razonamiento es el siguiente: Sea~ E {1} X CIP1 y r( = .c.(ne. 
Si: 
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: ~~j:~·ª~iJJ{~;~~t:L .u. ~'- - ~,~ 
{1} X es;; IC x,IC a.'{1}.~:c~\~~cí?,~,;~ C,ll',1 ;(ye~:,s~cci6n (2.4)) . 

. ·- . ·>\ .. : '1-: :_..;· ,'.'., ·\. _·,: .. _:~·.-·\,,.· .. :,,;: .. :-: .. ::\~·::-~f\·:,;.;'/f~~~·;·;--~-:~~-;·:·;·_~:··,·,,J:.:. :~_'·:·. •, -
· Proposici6n 2.6.' Si'y(tr es'unci'. sóluci6n a la ecuaci6n diferencial de se-

gÚndo orden: · ··· · i: : ':/;:: 11:·$',;·;0E::':X: ,.,, .. ·:,· ·· 
P2(t)!ljf. + [P2 (t) !i'.:f P2(t)P1 (t))if 

" ..... -{:'i·· ,., 2' "'"·: (2.22) 
, , + (P2 (t)Po(t)) y = O, 

con (y(O), y' (O)) ; (~i,;~)};i~~¡o~~{~n toda t donde P2 (t)y(t) f O se 
tie~e que lafun~~-~n: -· ._-.,··::\'·-'·::·.':¡ .. ; ,._ '-.· 

. ; y' (t) 
z(t) = , P

2
(t)y(t) 

es soluci6n de la ecuaci6~ d; Riccati {2~1) con z(O) = - F,~:\~~o). Aquí P1(t) 
es abreviaci6n de P;(eit, e.,-11), polinomio trigonométrico que corresponde al 
coeficiente del término de orden j (en z) de la ecuación de Riccati (2.1 ). 

La prueba de esta proposici6n y más detalles sobre la manera como se 
llega a esta ecuaci6n lineal pueden encontrarse en el apéndice. 

Observación. Si para alguna t sucede que P2 (t)y(t) = O, no tendríamos 
problema al considerar z(t) como parametrización de la segunda coordenada 
de la curva r { ya que estamos trabajando en la variedad Cll'1 x ICll'1• A lo 
más tendríamos que reescribir las ecuaciones involucradas en las coordenadas 
(Vi2. '1112). 

Así, pasemos al resultado principal de esta sección. 

Proposición 2.7. Sea A: {1} x ICIP1 
-> {l} x ICll'1 la transformaci6n de 

monodrom{a asociada al campo v(x, z) en ICIP1 x C11'1 • Si P2(0) f O, entonces 
A(l,z) = (1, ~)con ad- bc-:f O y {a,b,c,d} s;; C. 

Prueba. Trabajaremos primero en las coordenadas '11(\1¡ 1). Tomemos en­
tonces en estas coordenadas el punto {l, z0 ). Para poder dar una 
parametrización de r(l,zo) habrá que encontrar una solución z{t) de (2.22) 
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tal que z(O) =za. Para ello notemos que por ser ésta una ecuaciónUneal·de 
segundo orden, su solución general está dada por: · · ·:·· - ··· ··. · 

l!J(t) = C1Y1(t) + C2Y2(t), 

donde ,B = {yj(t), y2 (t)} forman una base para el espació d~:s~i~~id~es· d~ 
(2.22). Sin perder generalidad, podemos suponer que lcis 'miembros' éfo esta 

.base satisfacen las condiciones iniciales (Y1 (O), y; (O)) =(l, Q) f(v2'c9.)i!í;(ó)) = 
{O, l). Luego, encontrar tal z(t) equivale a resolver para;''cty'c2,·fü·ecuación: 

" : . - - ·. -.~:~; ,, . .'-' -~-,:¡: . .-'.;; .. >•- ,·· 
·".:.:.,:·, 

dado que: " ' ' ' 

zÚ) ;,,, .~.-1- [c¡y~ (t) + c2y;(t)] • , 
· · P2(t) c1y1(t) +c2Y2(t) · 

Una posible el~cción eií c1 ,= ly c2 = -z0 P2{0), de m~nera qu~ la z(t) 
requerida es: ' ' ' ' .,:.;;, ,.·, , ; I ' 

z(t) ';' :·u -·· .. · [Y1 (t) - zaP2(0)y2(t)] . 
.. . , '~' · .'·''' ; .P2(t). Yi(t) +zaP2(0)y2(t) 
'Eti ,virtÜd ·:a~ lo detenninad~ en {2.22) tenemos: 

' ~Ú) ... ,- (l . _ 1 ·[y;(2Jr)- ZoP2(0)y;(211')]). 
, , , ! zo ,,==. '--' ~ P2(27r) Y1 (211') + zoP2(0)y2(27r) · 

Utilizando'e'j'h~~h'o Cié~~~'}:;d<O)= P2(27r), tenemos, 

~·.~:'?2co)y;(21l'), b = -y;(27r), _ 
.. , . e=: Pi(O)y2(211), d.=,, P2{0)y1(27r), 

' - podemos reescribir (2.23) cdmo: ' ' -' -

•.: , ;•_ ''.; '<,:~.(1~ za) :=:,(1,-;;:.:!) . 

(2.23) 

(2.24) 

Notemos q~e, aimque ~¡'¡)tinto ((i ":\!J, (O ! I]) no esté en las coordenadas 
\ll(Vi1), A{'lli:í([f: 11;·¡0 ::l])festá bien'definido. De hecho, 

.: ... :>il~-..:~·-:;•,._~.~f{'··~·.>r~. :~;.;:>fe., . a 
- A(\lli2{(1: 1], (O d])) = -

, • :_:;:_:·:-<~t- <=--.'.·,:•·, _~:.-'~·· _ ·· e 
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Observaciones·,, 

• Por ser .. m':í~ 

P2(t) '= 2:: ak1el(k-'l)t, 

. . k+l=O 

sucede que P2(0) := P(2~), de:ahí las, expersiones par13: los c9eficientes 
der. ' '., . ' . :.··:·. ·.:.'.':·.':',·.: ',, ·. ·.,'.'.:!· . · .. : ···: ;·' ' :' .·•.' . 

• Pedir que P2(0) f. o;· eq~i~le a ~eilir:4~k l¿s co~ficientes aic\ noestén 

'" el prano que pM. pof ~~~!~~ ; 3; > · .••..•. · .• 

En términos de la medida de· Lebesgne; el conjuñto de coeficientes que 
está en dicho plano, tiene medidá cero . .' 

• Al resolver la ecuación'z0P2(Ó)~1 +c2 =O, para c1 y c21 arbitrariamente 
escogimos c1 = 1 y c2 = -'zóP2(0): Si en lugar de ello,· hubiéramos 
tomado c1 = k, k en e•, necesariamente c.i = -z~P2 (0)k.y entonces: · 

·,.-:' 

lo que implica .que: . 
!_\~'. " -~ l 

.ó.(l,z) = azk+bk = cii+b. :' 
·· . czk + dk .,. cz + d ·. 

• Calculando: 

ad - be = f>i(O)[y;(2rr)y1(2rr) - y~(2rr)y2 (2ir)J 
= Pi(O)(W(Y1, Y2](2rr)], 

donde W[Y1, y2](t) denota al Wronskiano de (y1(t), y2(t)]. De la teoría 
clásica de ecuaciones diferenciales ordinarias, consultable en [Era], se 
tiene que el Wronskiano de una base del espacio de soluciones de una 
ecuación diferencial ordinaria de orden n debe ser distinto de cero en 
su dominio. Aunado esto a la hipótesis de que P2(0) #O tenemos que 
ad - be f O, es decir, !:!.. es lo que se conoce como transformación no 
singular. 



38 CAPÍTUL02. 

En la siguiente sección haremos un breve recorrido por los principales 
resultados de los elementos del grupo PSL(2, C). Estos resultados nos per­
mitirán entender mejor las dinámicas dictadas por la ecuación de Riccati 
(2.1). 

2.8. Las transformaciones de Mobius 

En la presente sección enunciaremos y probaremos los principales resulta­
dos concernientes a los elementos del grupo PSL(2, C). El objetivo principal 
es dar una clasificación de los mismos que sirva para entender y clasificar los 
distintos tipos de dinámica que induce en el plano el tipo de ecuaciones de 
Riccati (2.1). 

Entendemos por transformaci6n de Mobius no singular a la función holo­
morfa definida de CIP'1 a CIP'1 mediante la asignación: 

z =f 00 

z =00 
(2.25) 

Donde {a, b, e, d} ~ C y ad - be #- O. Veamos a.hora algunas de las 
propiedades que presentan este tipo de transformaciones.- Por simplicidad· 
en lugar de la expresión (2.25), escribiremos T(z) = ~· 

Propiedad 3. Sea T(z) = ~ una tmnsformaci6n d~ Mábtu;. Énf~n~és, 

• Si e =f O, se tiene que ~ = (<l>4 o <I>a o •1>2 o <I>1)(z), dondé, 

<I>1 : CIP'1 --:-> CIP'1, 
z~z+~,--·•·- . 

. z'~ .. _ad-!bcz-''. 
. . ·- ,--;;r" ' 

j =:' 1, 2, 3,-4, 
,;-~~~, 

Zl~·•z+~. 
;·"¡,'.;;¡ ,> :'; 

• Si e= o; se ti~ne que ~z +1= (<I>s ó <I>6 )(z), donde; 
..... "' ::::'.· ;,-1··"\;'~j.'- ·""· :.':·' ·t'. ;~.,~ 'i . ;1,: i, ·:1 
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La prueba de esta propiedad se deja al lector pues se verifica al substituir 
las correspondientes expresiones para <I>1, <I>2 , <I>3 y <I>4• Lo importante aquí es 
que podemos factorizar a cualquier transformación de Mobius como producto 
de funciones cuyas propiedades son más sencillas de entender. 

Tanto <I>1 como •I>.1 en el primer caso y <I>2 en el segundo son traslaciones. 
<I>3 y •I> 1 en el primer y segundo caso respectivamente son expansion seguidas 
de rotaciones y, finalmente, •1>2 en el primer caso resulta una inversión con 
respecto de la circunferencia unitaria con centro en el origen. Supondremos un 
conocimiento general por parte del lector en lo que respecta a las propiedades 
básicas de la inversión compleja, es decir, de las propiedades básicas de la 
función: 

qz+ (R2- 1 q ¡2) 
z..-. - ' z-q 

misma que representa la inversión respecto de una circunferencia C de ra­
dio R y centro q. Algunas de estas propiedades básicas son la preservación 
de rectas, circunferencias; la anticonformalidad o la invariancia de familias 
de circunferencias ortogonales a C. Se recomienda ampliamente la lectura 
del tercer capítulo de [Nee] donde con mayor precisión se estudian en estos 
detalles. 

Propiedad 4. El conjunto de transformaciones de Miibius no singulares es 
un gropo10 bajo la composici6n de Jtinciones. 

Prueba. Tomemos dos transfon~aci9nes de Mobius no singulares: 

T ( ) a1.i:+ bi'' ~ ( ) a2 z + b2 

y no~~ q~º'·~·;,;;f \~,~~~~il!.L~ .. ~:: :.J 
- • • ·.·' ;~~.\-:~:<'0:22,~J::'.\J;'(c2al'4'.dic1)z+ (c2b1 + d2d1) (

2
·
26

) 
:·.~: · .. , :·r.:·~, .. : :~21'.r~s.:.:11~, ''?1!!~~;1-- :..;;- 11'~·.- :;.<::· ,, ··!' :<J~~--,'_ 

es en efecto una i:.rá:ñ~formaé\ÓÍi"de Mobilis' no singular. La transformación: 

. ·' -f-,·'?f~''·,~~~;~f:i.;%;)6ffe>_f~'0;1{tb~li . · . 
es la inversa: dé la transfórmD.éión Ti:ya'que1, en virtud de (2.26), 

•. ¡ {x~-s.-:;·_~~_::-·-v:eTi~:::~_-T,-_i_>.<.~)_" .. =,; ;; 
~· ' ! ~ - ~--'.'· :. 

con lo que la propiedad queda deínóstrada, 

. 1ºDe hecho un grupo de Lle cómpl~jo" . 

. • 

--------- --·-----
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Es de notarse que al definir la aplicación del espacio vectorial de matrices 
de 2 X 2 con coeficientes complejos al grupo de grupo de transfor:inádones de 

. Mobius: . · · · · · · · · ' ·• ' · 

entonces, ·. 

( a b) ..l.-. T(.z) = az+b
1 e d . . cz+d 

r 1
,(T) ~ {kü ~) ;I ~ 7c'._} . , 

E~· decir, Ja matriz (~ ~) no ~etermln~.~~~J~--tf~~f~~~~i?il-.2': Es por 

ello que· distinguiremos aquéllas donde ad - be.~ 1, o Jo que es lo mismo, 
k2 =(ad- bc)-1• · ··. · · · 

Definición 2. 7. Al gropo11 formado por tmnsformacione; .de Mobius tales 
que ad-be= 1 se le denomina grupo proyectivo especiaÚineal y se le denota 
por PSL(2,C). También se dice, cuando ad-be= 1, que la transformación 
correspondiente está normalizada. 

A continuación damos una clasificación de Jos elementos de PSL(2, C) 
tomando como criterio su número de puntos fijos. Tomemos así T(z) E 
PSL(2, C). Para determinar sus puntos fijos habrá que resolver la siguiente 
ecuación para z: 

az+b 
---=z 
cz+d ' 

(2.27) 

o equivalentemente, 
cz2 + (d - a)z - b = O, 

. cu_yas raíces resultan.ser: . . , ..... 

' . ·(a'- d)± ..J(d - a)2 + 4bc 
,,,_,r± ':" '· ·' .. ; .. ·.· · 2c ···•······ · -·····. (2.28) 

Si escogemos tina transfoi~aciÓ~ de Mobius·normaÍizada podemos reescribir 
(2.28) como: . . · ' ·· . . . .· 

:: · (a - d) ±V~(a_+_d_)~2 ---4 
r±= ·:'.' 2c, . 

Así, tenemos las siguientes posibilidad~s:,, 

11 La prueba de que en efecto se tro.to. de un g~~po es nmilogo. n Ja de la propiedad 4 
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• Si ~ i o y (a ~d)2 ~ 4: dos puntos fijos en c. 
' ' '·''"''''· ·.· ·>>'<. ,,, .• ".·' ' ·, 

• Si c f 0; (~·:f-.~)2 ,:;,, 4, un único punto fijo en IC. 
·-- - ' • ' · ·; ·e¡ 1 ~ ' 

• Si c ~o tenemo~ que la'transformru:ión Tes de.laforma: 

··;.-•.: '," 

41 

Si b =.O,· IÍI'. transfórma.Ción se reduce a unll. r~tación seguida de una ex­
pansión, pensando que ~ = peit, Ergo, Jos úiiiéos12 puntos· fijos resultan 
ser.z='Oyz.'~oo. · .··. :· •', .. 

·Si b f O y a f d tenemos como punto; fljos z =' .i~a y z = oo. 

Si por el contrario a = d, el único punto fijo es z = oo: 
Agotadas las posibilidades, demos paso a Ja propiedad más importante de 

las transformaciones en PSL(2, C) en relación con el proceso'd.e'entendimien­
to del retrato fase de un campo determinado por una ecuación de Ricéati del 
tipo (2.1). 

Propiedad 5. Toda transformación de Miibius niJ"7i~lizada es conjugada, 
por elementos de PSL(2, C), a una transformación f.él tipo:. 

Prueba. Lo. prueba se hará. por clises sol:>re el ~~~e~~,~~; ~untas. fijos de Ja 
transformación T. Recordemosique dos mietÍibrps T¡;:y.· T2 de PSL(2,C) se 

conjugan vía un t~~f~~~:f! ;~~ ~\~,~tr~~~j ~~·1,~:~;¡~~~·c;:;, /:~>,>:·, :,:'., .. '· 
·;T1(z) ":"': (H,o T2 o H"o; )(z).J, ~j1;: p:., (2.29) 

. . .. _ ;: .. :' .·· .• '<.:::x~ -'.:..:.~~:/·i .:._Ji.:-·_\·~:~;~_~: :~·r.:.~ ··.?. ~~::~-.:~ ,i~'.;~.::::-»\·:,(·: ·:: -· ·. 
Sucede entonces c¡ue"estos' dos,llliéinbros de PSL(2, C) conjugados por H 

tienen el mismo núín:eroélé'¡iuntos fljos;;Pará: ~er esto; tomemos p¡ punto fijo 
de T2 y sea r¡; ~H,cP;)\i'note~~~·qü,e: ~:b'1'~;:;~hi "''' ,-,,, .. :: -··· • · · 

., • -T1(~i) ~ (Hono~-1)(r¡;) 
. ,, • ;/~ . .;) ;,,,,;'; '.'!: =:= (H o T2)(p¡). 

, .. ':":H(p¡) 
=r¡¡. 

12Salvo el ceso excepcional a= ·d, donde T(z) = z. 
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Por tanto, el conjunto d.e puntos fijos de T2 está contenido en el correspon­
diente de T1• Para obtener la otra contención basta notar que de (2.29) se 
desprende: · 

T2 (z) = (fr 1 o T1 o H)(z). 

Consideremo~ ahora. los sigui~ntes casos: 
A) Cuando. T tiene dos puntos fijos, P+ y P- en ICIP1

• Cons.ide~.emos 
primero el . caso· en que · P+ y P- están en C. Tomemos ahora• el ·miembro 
de PSL(2, C)·que. manda P+ a cero y P- al punto al infinito:. '. · · 

. ~ \. ': '. '·. '.. ', .. '\ . : .: ;.-., . ,: ;.{ .~.·:,: ·~ . 

H(z) ~ az - ªP+, con - adp_ +: adp/:d ~·': 
.. ',' .. ·· dc-dp_ 

'•· 1 

.~., 

.. •. . . ·. T!J!i;i~+~~::\;!i:'D'"¡'. ·. < 
necesariamente debe suceder que b = c.=~.o.··Dado que existe(} e (0;2~) y 
p E JR• tales que aJ-l.= peiO entonces : .~;i; .;•\<. ·" . .,, . :- ·'· ·. ~: > '·.! ... '.'.."'·:~;, ., .. ,, }.;:·· .· 

1 .,¡:·. ,.,t(n>.,i::P.r:~ef r¡,_,_,;,. . 
.... - , , .'· ··.-· .. .·-I·:cr .. :,\:.,., .. ~:; .. :._~·.1~1~_-_;:;~~:-~jiN~~-~~·~;:{;~_./:.:h:.~ •:; . . 
Por otro lado, cuando se.tiene que P+'.'=. oo y ¡i:.. =~.basta. considerar: 

,. _,· .- ·= .. '··'-''. >~:~~/·-~~~·'.·; :~·::.'..·.:·,--__ -.!..·. ~--·· 

~- ',,.,';; .·l~. :\q~>¿T; 2: ~ ~. 
de manera que T(r¡):=. (FoT.ó:f;:~)(11)tiene como puntos fijos a cero y el 
punto al infinito .. Por tanto T .. es.~e lá.~forma: 
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B)Tomernos ahora el caso en que T tiene un único punto fijo·p en Cll". 
Consideremos primero el caso cuando este punto fijo está en C. En PSL(2, C), 
consideremos la transformación H que lleva p en el punto al infinito, esto es, 

1 
H(z)=--. 

z-p 

Siguiendo el mismo razonamiento definirnos, 

T(r¡) = (H o To H-::1)(r¡), 

luego, 
T(=) 

' . . 
= (Ho7'.oH-1)(ex>) 
= (HoT)(p), 
= H(p),, 
=oo. 

Corno bajo conjugaciones en PSL(2, C) se preserva el número de puntos 
fijos, podemos. afirmar que el punto al infinito es el único punto fijo de T(z). 
Así, retomando la expresión (2.30) tenemos que necesariamente e · = O .. Si 
sucediera que á ,¡,d., entonces z = -iid.-1(aJ-1 -1)-1 sería punto fijo de T(z) 
distinto al punto al infinito. Ergo, haciendo B = ~. tenernos que en efecto: 

T(r¡) = 11 + B, 

donde B f O, pues de lo contrario cero sería también punto fijo de T(r¡). 
Finalmente, si el único punto fijo es el punto al infinito, por la discusión 

tenida durante la prueba basta tomar H(z) .= z para llegar a que la trans­
formación en cuestión es del tipo z ,__. z + B. Con esto termina la prueba. 

Corolario. Si T E PSL(2, C) tiene más de dos puntos fijos entonces T es 
la identidad. · 

Pnieba .. Los puntos fijos de T son soluciones de la ecuación de segundo grado: 

'• ·, '¡~: .. ;: cz2 + (d-a)z- b =O. 

Ento~ces;'siT'tieri~~~ de clos puntos fijos, necesariamente e= d-a = b =o. 
Luego,· a.,..; d, podo que podemos concluir que T(z) = z. 
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Como consecuencia·de la propiedad 5 y este corolario podemos suponer 
sin perdida de generalidad que todo miembro de PSL(2, C) es de la forma: 

z >----> pe;oz z ,_..... z +B. 

Definición 2.8. Sea TE PSL(2,C), entonces: 

• Si T(z) = p es conjugada a ei0 z diremos que T es: 
- De tipo elíptico si p = 1 y O= ct(mod27r), a,¡. O 
- De tipo hiperbólico si p ,¡. 1 y O= O(mod27r) 
- De tipo loxodrómico si p ,¡. 1 y O= ct(mod27r}, a,¡. O. 

• Si T(z) = z + B diremos que T(z) es de tipo parabólico. "·' 

Observaciones. J. Sean Ti. T2 E PSL(2, C). Definimos la relaéión: 
T1 T2 si y sólo si existe H E PSL(2, C) tal que 
T2 = ( H o T1 o n-1) Entonces esta relación es: . . 

a) Reflexiva: pues T1 (z) -T1(z) tomando H(z) =:L.: .. /,_. . 

:; E::'::~: :i~izi .·. ;'.J:&!~f 1~¡~Jl$A\~i": 
T3 (z) = (H2 o T2 o H:¡ .)(z) iviplica T3 (z) ~= ((H2 o.H¡).o Ti o 
(H¡ 1 oH:¡1))(z) . .. • .. ,. ;'/'h~~:y;;y•;:·•••:•:<'. '\ ·, 

De esta manera, al considérarRS/,(2,C)inódulo esta i-elaci6n de equi­
valencia, obtenemos ii.na buena'clasificación:de ·los elementos de PSL(2, C). 

, ' : . ··•. . .. ~J: ~~' ';;·; l:\i·;i;~· ... ~::j~;~·.~~.-.;"i,t:~i:ii±~~'.~· .. \y;:: ,:-;· .... -/· ~-i.: (._ 1 ~. " ~ .)_.,¡ '.',· .. ~: : . -
2. Si .la transformagió_n.de mo'n.Odrom{a: • ;> . · ,, , · 

.... , ., ... ;:;.:,·ii.::¿~;~~:~H}n5~-~~~~~:5~}:x epi; ·. 
correspóndiénte· a}11 seg~_nda exten8ión . de la ecuación de Riccati (2.1) 
es.· . '~-"· _,, ;· ·- ··-·:.',:- ·>-, 

a} 
.: ,; L··,··~> i;~~'r\.-::~~> ~~~\~·;·:~:~<•:,'<· .· ' ' • . ' 
De'tipo ~líptjgo;_c~n·o·~·7; (p: q) = 1, entonces, por tratarse 
de una rotaéii5n pÓr 8," tenemos que toda solución13 de la ecuación 
de,Riccati (ij¿§.S periódica de periodo 27rq; en este caso se tiene 
que:. 

S ·· ict.q(I, z) = (1, e;~ z) = (1, z). 

Adern<Ú'.. al ~star.t. en el 9T'1J.Pº PSL(2, C), t.q también lo está. 
13Distintn de las correspondientes a datos iniciales z = O y z = oo. 
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b) De tipo hiperbólico (J loxodrómié~' con 
. ' ' ·. : .. ·-:,, ·.·- ·. : 

- )_, . ~ - ·:. ·- - :_:!:< ;>..::':··_-_';_· __ :. 

lím.~n(l,z) =. JÍ~ (1,pnein°z);,,, (l,oo) 
n-oo . · . ·.n-oo -

'., 

'lím .ó.n(l, z) ==li~~-.,0(1; pt1~;'18z) = (1, O). 
n--oo -:-·;·· __ ;·,"··'<-·'. .. ·. 

• p < 1, entonces para'todo i~~~:, 
· ,. ... ·.;.C - -;L,1.',·.;. 

, . - . 

,. . n : ,, n'~·····;,,; ''ni .. ~:,. ' 
.hm .ó.. (l;z) =.limn-oo(l,p, e .,z)= (1;0) 
n-oo ·' : ._-.. ,·:·. -~~ -·.··,--:·.:·.:·_;; '.---~·,:..-"-· r ,:_·,. : •• 

Igualmente al casp ·anterior,'. las, ~~¡¿"as ~alucían~·. periódicas son 
las correspondientes a los dátos iniéiales z ,,,;. O y z = oo .. Además' 
éstas son de perio~f un°..';• 'J\ .. ¡:';;;., : .. 

e) De tipo parabólico, entonces para todo z en C: · 

J.!..~ ti,n(l, z) = J~(l, z + nB) = ng~00 = (1, oo), 

" ' y, como· en casos anteriores, por ser z = oo el único punto fi-
jo de ti., la solución correspondiente a dicho dato inicial resulta 
periódica de periodo uno. 
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Esquemáticamente: 

@Y 
Elíptica. Hiperbólica. 

Loxodr6mica. Parabólica. 

S. Consideremos e(desarrollo de Taylor en torno al O de una transforma­
ción de MobiÚs normalizáda que no tenga al origen como polo: 

T(z) ·.· = T(O) + fz' (O)z + ti.i.:; {O)z2 +:. '. · 
=00+01z+~+··· 

.·.i"' 

T(O) = ~· T'(O) = ~ . T'(o) = :_ ~' 
obtenem~s·entonces las 'si~i~nies igualdades:.<.<·. · · ·'" 

'"'. 1i·;: i ,.· ' . 2d 
Oo=.d 01=d2 02=·-d3;• 

y con ellas:. ; 
_1 _3 -1 

a ·= ±o1 • ± 000201 • b = ±o1 'oo 

c = ±o2o~~ d = ±o~i. 
Es decir, dados los tres primeros coeficientes de la serie de Taylor en 
torno al O de una transformación de Mobius normalizada que no tenga 
ál origen como polo, podemos determinar, según la clasificación antes 
mencionada, su tipo. 
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2.9. 

Nota. Si .consideramos el desarrollo de Taj¡lor de una transformación 
de Mobius no singular normalizada en una vecindad de alguno de sus 
puntos fijos, se puede seguir un razonamiento análogo al anterior para 
concluir que basta conocer los tres primeros coeficientes de dicho de­
sarrollo para determinar el tipo de transformación con el que estamos 
trabajando. 

Curvas periódicas finitas y sus invariantes 

Para terminar este capítulo estudiaremos, en Ja esta sección, la manera 
como se relacionan localmente las transformaciones de monodromía: 

{1} X CIP'1 ~ {1} X C.1P'1 

{r} x CIP'1 ~ {r} x CIP'1 , 

para valores del parámetro r cercanos a l. Posteriormente, con este estudio 
determinaremos invariantes de la familia de curvas: 

r{ =¡:,{ne·. o< r < oo, 

donde e está. en ero = {I X I= ro} X CIP1 para alguna ro en (O, oo) y ¡:,{ 
es la hoja ele la foliación !T correspondiente al dato inicial ~. A pesar 
de haber introducido en la sección anterior herramienta teórica apropiada 
para el estudio de la dinámica del campo v(x, z) (2.20} en vecindades de 
x = oo ó z = oo, nos restringiremos, por el momento, al estudio de curvas 
fuera de dichas vecindades. Explícitamente, si consideramos las proyecciones 
canónicas: 

ICIP1 X CIP1 ~ CIP1 

IC!P1 
X ICIP1 ..!!!+ ICIP1 

t 

a la primera y segunda coordenada respectivamente, estaremos trabajando 
con curvas r{ que no intersectan a las "secciones al infinito": 

Definición 2.9. Sea {en {r0 } x CIP1, O< ro< oo. Diremos que la curva: 

f{º = ¡:,( n ero 

es periódica finita si f{º es compacta y f~º n S~ = 0. Aquí¡:,( es la hoja de 
la foliación !T' correspondiente al dato inicial e y ero = {I X I= ro} X CIP1

• 
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Cabe entonces preguntarse, de. tener r~0 periódica finita coi;i periodo k, 
si para r vecina a r 0 , se preservan la periodicidad, finitud y periodo en Ja 
familia de curvas: . 

0 < r <OO. 

Para responder a dicha cuestión, comenzaremos analizando, al ·menos lo­
calmente y en su parte finita, cómo se relacionan las transformaciones de 
monodromfa: 

{r1} x ICIP'1 ~ {r1} x ICIP'1 

{r2} x ICIP'1 ~ {r2} xCIP'1, 

para T¡ y r2 suficientemente cer~anas. 

Proposición 2.8. Para toda . l; en '·{{;;}'X CIP'1} \ s:r tal qile 
re = .Ce n er1 es periódica y r2' suficientemente .ceréana a r¡, existé, para 
cada r¡ e1114 {.ó.~1 {l;)}kez una vecinda.d, B.{7]) ~ .fr1Jx.!CIP'1, de r¡ y una/un-
ción analítica e invertible: · · ~:..~~.,;:::;/r;. · .: ;·,:{ ' :. · ·· . 

:;: ' 

11; ... :; .. ,.; •' ·.: .'::· 
B.(r¡) -2. {r2} ~ CIP'1 

tal que 

Aquí, 
Ht:1 

: .B:cti;., (11)) ~ {r2} x CIP1 

y estamos suponiendo que r¡ = ti.t, (l;). 
Prueba. La estructura general de la prueba consiste en definir la función Hr,, 
probar su ana.liticidad y, en el proceso de dicha prueba, obtendremos la in­
vertibilidad de ésta y el que conjugue localmente las transformaciones L:i.ri y 
.Ó.r,• Sin perder generalidad supondremos que r 1 = 1 y r 2 = r es cercano a l. 

Tomemos entonces l; en { { r 1} x CIP'1} \ Sf', de manera que la curva 
re = t:.,{ n er1 resulte periódica finita. Notemos que en el cilindro 
{I x I= r} X CIP'1, O< r < oo, el campo v(x,z) tiene siempre su primera 
coordenada distinta de cero. Es por ello que, si tomamos p E /:.,{ n { er \ Sf'}, 

14Aquí A~, (e) denota In k-ésimn iteración de la trnnsformnción de monodromín Ar, 
nplicndn ni punto { 
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podemos,•én imave~inclad ~n {z:.;, O}¡-,; C•x C de fr1(P)~;parametri~ar /:.,( 
por meaio'cÍe la variabJe'•x:;}>Jcr':<•· ·'.P. /''."ió;:·.'f:. <· .,•;:.:;, '. · ,. . 

..... ·.·... : &i<.f). H·~:~~+;~X~~·~,~;·(r).!:ti·i·!;;)~.;~> · :.: .. ···•·•·· . 
. Ahora sí,. definamos para· r'; > '. f' (el ~ca8o"r '.. <: ...• ( és · Üná.logo) suficiente-

mente15 cercana a Üno: . • . , ~º "';. ó ",,:,, > ' · 
··.B.(€).~.{~} x·:c.···· 
. ' ·····: " ';.•:' .· .• ,. .. ': 1 · 

(1, z) .~ (II1 1.ci,;~>n\'>,((J)-:-. (r) 

Aquí, B.({) s;; {l}x e ~s un¡i ~~ci~diui de· e t:k que E,({) s;; '11u(V.S(€)) y 
tal que B.(€) n /:.,( ~ {e}. '1'6(€) es una vecindad de/:.,( n {{r} XC} s;; C XC 
en donde el campo v(x, z) es rectificable y .tal que 

V,i(e) n n¡-1({(1;:- 11;;.+1J)})(1,•> # 0, 

para todo (1; z) en B,(€). En este cont~~o, .· 

···:. .< .. ,:;rr~!C{c1}~;;.+11l})c~.,,,.',/.; , --

denota. el levantruÚiento del' segme~i~·~~ ·~{'~¡¡~6: { z. ;~':o} que une. a Jos 
puntos (1....:7];0)y'(f+7,;'ofa)alíoj11.c,(1:~í'~'<iÜe~óntiené'Bl púntó (liz). 

Esquemátiéamciíte: ,•i; '\ 'ii'./,~~J',:i:'i\)t'.i;'}, •.. · .. :. . 

·(·.··1·'::.-)'~.:r'.,·,·:~ .• ;.:r.·.;.¡:.t'~):.~HHZ;(·e1))·•· · 
, z ·~· ·•.·• ; "'~

1

:•) f' r , z 

{1} ~ CIP1 ·. ;· {r} x CIP'1 

Nótese que por cómo definimos V,i(e), aseguramos que H~(l, z) consta de 
un solo punto. 

Para probar Ja analiticidacl de Ja aplicación H~ procederemos como cuan­
do probamos Ja analiticidad de las transformaciones de monodromía: H~ 
puede ser visto localmente, en una vecindad de e contenida en {1} X CJP1

1 CO­

mo el flujo a tiempo finito de un campo analítico seguido de una proyección, 

15Ln suficiencia. de esta cercanía irá siendo aclarada en el transcurso de la prueba. 
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.módulo un cambio de coordenadas holomorfo. Primero definamos el campo 
cuyo flujo ayudará a. factorizar H~. Tomemos entonces el abierto: 

Ue,,., := {(1 - r¡, r + r¡)} x B.(~), O< r¡ « 1, 

donde por = {(1 - r¡, r + r¡)} denotamos el segmento contenido en el plano 
.. {z =O} y que une a los puntos (1 - r¡, O) y (r + r¡, O). Esquemáticamente: 

{r+r¡}xC 
{1-r¡} XC 

"'~~~-"¿~~~LBZ'~~ti~J 
.· ..... •·. ::y{~·~:~H~;:J.~~;ti:!Y~:·:··l ;.1~ • .•••. :. ·~ • 

Nota. Puede ser necesario.tomar.:una vecinaad.más.chica de~ en {1} x C 

de manera :que Ue,,., co~~e~g~ .~fS)J,J~Jf.,;~t:~'.Yi~~]f:.{:&~á.,C ,i;C:/· , ;:, ,, , ~. . 
Para cada p en Ue,,.,; definimos ¡3;;:;·II1 (pry;considerernos_Ja cur.va:.,. 

· ·. r p(i > .. f -.,t~rn».)!1't;,\;ti~.~I\fr"~'(;·,~:;''ts·:,;;"·;.:·.· · · .•. 
Luego, como en una vecindád'de;fiicontenida·:enc{z = O} podemos 

parametrizar la hoja C..p deJa,fo!iáción''S='cÓnla wriable x, la proyección 
I11 restringida. a. C..p resulta un biho!O'mo~fl~mo loca.!. Definimos entonces el 
campo w en Ue,,., como: ·" :.· ,•'•/ · .. :. :¡,. · , 

w(p) =p(rr11L.r1 (d~p I•=•). 
Nótese que, por cómo •definimos a w, las cur.vas integrales </JPo de w 

correspondientes a da.tos iniciales p0 , son el levantamiento a la. hoja /:.,"° del 
intervalo= {(1 - r¡, r + r¡)} vía la proyección II1 • Explícita.mente: 

"' .......... : 
. t ~ (tp(i,po + a¡(tfo - Po)+···), t E lR. 

Razón por la'cual Ja an~Jiticidad del campo v(x,z) se hereda al campo 
w. 
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~ = (1,0,0) 

· con .condiciones iniciales en una vecindad del origen. Por los mismos argu­
: rnentos .·que se usaron justo en este paso de la prueba de la analiticidad de 
· 108 transformaciones de rnonodrornía, podernos proyectar analíticamente a 
lo largo de las soluciones rectificadas mediante una función ñ y entonces 
factorizar a JI~ como: 

JI~= 111-1 oño '11 og~ 

en el abierto (g:,¡)- 1 (V.(g~(~)) n B.(~)). Corno laB funciones involucradas en 
la factorización son analíticas e invertibles, JI~ resulta serlo. 

Basta ver entonces que, en efecto, H~ y JI~ la transformación construida 
de la misma manera sólo que ahora tomando A(~) en lugar de ~. conjugan 
las transformaciones de monodrornía. Para ello, tomamos ~ en { 1} x Cll"1 

de manera que r{ = t:.,{ ne es periódica finita. Llamemos (1, z0 ) a '11u(~) y 
tornemos (1, z) cercano a (1, z0 ). Distingamos la8 siguientes curvas: 
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l. Sea rci,z¡(t) = (e1t, z(t))una parametrización de rc1,.¡ =.L'c1,z).n e con 
z(O) = z, definimos: · · · '\· · 

; :r1J~\c~1t, z(t)) 1 t ~ [Ó, 2ir]}. 

2. AnálogO:~e~t~;:'~e'~'.·~~;~;.~i\t) ';;; (reit, zr(t)) una parruiietriz'aclón de 
r11~c1;.¡ ~'.·~'Li'f;c{,',ij o··e~./(que es lo inismo que '.éc1,.¡ n ·er) con 
Zr(O) == Il2(Hr(l; z)), défiriiinos: . · · · 

3. 

.. ')~< .. '..:·;·):··-~:_>~:·" :~·.~::··/·:·'~·::~t ,. .. 
: ·' t>Fr2 :={(re ,zr(t) 1 t E [0,2ir]} 

···. ' 

Como ·cori'x ;6.0lá. IÍoja .C.c1 z) es parametrizada localmente por la vari­
"able .i/''tien~'-·:seíitidó h~blar de liis curvas resultantes de los 
levantaÍnientos'!í. dicha hoja del intervalo'{(l,r)}, cuyos extremos son 
{a, e} ':= \'{(1; z(O)), (r, Zr(O))} Y<{b,d} := {(1, z(2ir)), (1, Zr(2ir))} 

· respec~ivamente .. Así d~finimos: 
:'.¡.· 

r 3 :== {IT¡1 l.c.11;.i ({(1, r)}) l los.e.xtrem,os ~on a y e} 

·.,_·. 

r4 := {IT¡1 l.c.1,,.1 ( {(1; r)}) 1 los extre~~s so~ by d} 

Esquemáticamente: 

,··,' 

Figura 2.4: La curva r • 
·e 

Cabe,destac~r.que en caso'de que r 1 o r 2 s'e~n.curvas cerradas necesariamente 
se tiene quera,,;,,· r4 'ya que localine~te L(l,z) puede parametrizarse por X 

·-.' . .. ·.- ' 
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para :í: =f o. AdeJTlil.S, lá'c~\ia: 1 

;,.f/{:,. :.':· .. ~'<~:H·· 
' . ' ( .·· .. · 4 . '' 

:.}~;.i,<r.'J. ---··r LJr · -
· ..,,~'. :. '1 ?)":'(fr·~;~,>·~~; :0f=:..i :·'":,., .·.· ·.;;'· •.. / '· 

es conexa por.'.cómc(escogimó~ '185 dos Ííltinia'.á r;'.s: Finalmente, por cómo se 
definierori:'H~, 'Ht.Y'.108 mapeos de mon.odromía' li Y: ~.,la ·trayectoria del 

puntó (1, z~?:?~,,~~h>?~~.C,~~~osi~ióri:_.>•·''.i' ·>i_!i)'·\;{. :·, -

< . . ,}_<:';:'~~;'.;t~i'.;r~li~·:!f ,·:~I~~~J~t1;~~~}·~~~ef t~·~i,¡',~j<< , . 
··equivale a'recorrer;Prparliendo'deUpunto·a = (1,z(O)) hasta el punto 
, b = (1;:zc2irn:Pa58.iidri'.i>rirn~ro?J;'.oi".;r:;~éiueii;é/p'cir r2 y finalmente por r4 
·'como se indica' er{la:' figuríi:,(2:4):" Basta""entonces notar que: 

:_ .. - :·-. .. ::·:-, ·_..,,_.,_,-~-'.~!.:1h·C-'.t;.··~;:~">;r~':·.;··; · 

. ·~(}, z),,;'., (1, z(21T)) 

c~n lo''qú.e ~áta'prÚ.eb~ concluye'.· 

La hipótesis de que { determinara una curva periódica finita r < puede ser 
débilitada pidiendo únicamente que {esté en { {1} xCIP1}\Sf', es decir, que { 
sea un dato inicial en la parte finita de { 1} x ICIP1

• En este caso la motivación 
principal para poner una hipótesis más fuerte fue para evitar que el discurso 
de la prueba saliera de la5 coordenadas IJ1 11 (V11), siendo de esta manera más 
sencillo de visualizar. Demos ahora paso al resultado más importante de esta 
sección. 

Proposición 2.9. Sea { en {{r¡} X ICIP'1 } \ S:f' tal que f{' = 1:,, ne·· 
resulta periódica finita de periodo 2nn'y multiplicador r¡0 • Entonces en la 
familia: ·.,.e:,.<-;.- · 

r¿ = 1:,0 n e• 
el periodo 21Tn y el multiplicador r¡0 se preservan parar vecina a r 1, siempre 
que f{ n sr = 0. 

Prueba. Tomemos~ en {{r¡} X ICIP1
} \S:f' de ~anera que r, sea periódica 

finita de periodo n y multiplicador.r¡o. Sea r E (r1 - e,r1 +e) de manera 
que ninguna q intersecte Sf'. Así, podemos ·aplicar los argumentos de la 
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proposición (2.7) de la si¡,ri.1iente manera. Siendo .ó.:.', (e),= e. '.ó.{;=_ (H!+1 o 
.ci.,

1 
o (Ht)-;-1 ), con j E {O, ... , n}; y€= H~(e), entonces: , , , 

= .ó.:.'-1 o (Hi ó .ó.~1 -0 (H~)-1)(€) · .. , . . . · 
= .ci.~-2 o (H~ o .ó.,1 o (H;)-1) o (Hi o .ó.ri o (H~)-1 )(€) 
;= (H;.' o .ó.~1 o (H~)-:1)(€) . 
= (H;.' o .ó.~1 )(e). 
= (H;.')(e) 
=e 

Es decir, H~ hace corresponder puntos fijos de .ó.;.'
1 

a puntos fijos de .ó.;.' y 
como estos puntos fijos representan órbitas periódicas, se preserva el periodo 
al ser la misma n para ambas transformaciones. . 
' Bajo los mismos argumentos, si (.ó.;.'1 )'(e) = r¡o, .ó.;.'

1 
(e) = e y € = H~(e), 

tendremos, aplicando la regla de la cadena: 

(.ó.;.')'(€) = (H;.' o .ó.:.', o (H~)- 1 ):(€) . • • 
= [(H;.')'(.ó.:.', ( (H~)- 1 (e)) ))[(.ó.:.', )'( (H~)- 1(e))]((H~)- 1 )'(e) 
= !CH:.')'Ce>H<.ci.:.', )'(e)]((H~)- 1 )'<€> 
= ((H;.')'((JJ~)-1 (€)))((JJ~)-1 )'(€)(.ó.;.', )'(e) 
=[(JI;.'º (Jm-1>'<€>17)0 
= T/o 

Observaciones. De la proposición 2.9 podemos observar que de manera 
general, la conjugación analítica preserva el número de puntos fijos de las 
transformaciones de monodromía y el valor de la primera derivada en estos. 

A pesar de que sabemos que .ó., debe ser una transformación de Mobius, 
todavía no podemos decir lo mismo de las funciones JI!. Hasta el momento 
éstas funciones son únicamente analíticas y localmente invertibles. 



Capítulo 3 

Este es el capítulo donde se determina el tipo de dinámica que induce 
en el plano complejo la ecuación de Riccati (2.1). Como se mencionaba en 
el primer capítulo, el análisis a realizarse no es exhaustivo. Consideraremos, 
como se explica con detalle en la sección (3.1), casos particulares de los 
coeficientes trigonométricos de la ecuación de Riccati (2.1). Se determinará en 
cada tmo de estos casos el tipo (dentro de PSL(2,C)) de transformación de 
monodromía D.r que se obtiene. De esta manera, utilizando las observaciones 
que se hicieron después de la definición (2.6), podremos concluir sobre el 
número de órbitas periódicas que presenta el conjunto de soluciones de la 
ecuación de Riccati (2.1). 

Comencemos entonces retomando la última discusión que se tuvo en el 
capítulo anterior. En ella se estableció la invarianza del periodo y multi­
plicador de curvas periódicas finitas. Cabe entonces preguntarse sobre las 
mismas cuestiones en el caso de que éstas intersecten a Sf{'. Es decir, si: 

resulta periódica, habrá que establecer el tipo de relación entre los periodos 
y multiplicadores correspondientes a r {o y f{

0 
para r cercanas a l. 

Teorema 3.1 (Zol). Sea ~o E {I :z; I= ro} X CIP'1 con ro# O. Si 

f{~ =¡:_,(o n ero1 Q <To< OO. 

·es peri6dica, entonces el correspondiente.periodo y multiplicador se preservan 
en la familia de curvas: . · . 

55 
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Pnteba. La idea general de esta prueba es hacer construcciones análogn.~ a 
las que se hicieron durante la prueba ele la proposición {2.8) para obtener 
las funciones H!, salvo que en este caso estaremos trabajando también en 
las coordenadas 'V12 {Vi 2 ). En la sección anterior vimos que si la curvar(: no 
intersectaba Sf{' la periodicidad, el periodo y el multiplicador se preservaban 
en la familia I'{

0
, parar cercana a r 0 • Investiguemos lo que sucede cuando 

q
0
nS2" f 0. Sin pérdida de generalidad supondremos que lo anterior sucede 

con la curva que comenzamos, es decir, f(: n Sf" f 0. Trabajaremos en las 
coordenadas >It 12 (Vj2 ) donde el campo correspondiente a la segunda extensión 
de la ecuación de Riccati (2.1) es de la forma: 

v12 (x, z) = (ixk+I, -xk(P0(x, x-1)z2 + P1(x, x-1)z + P2(x, x-1))) 

. . ' 
de manera que si1 O< ro < r < oo, podemos asegurar la ausencia de polos 
para v12(x, z) en el anillo: _, . · · 

Aro,r = {(x, z) E e X e"" '1112(Vi2) 1 o<: ro ""I i I~ r¡}. 

Esto implica que toda superficie .Ce, con ~ ·e .A,0 ;,; eá acotada en dicho 
conjunto. Esquemáticamente:· - '"' · 

{x =O} 

- - r- - - - '"TO .... 

Así, tendremos que es posible construir en estas coordenadas, de manera 
análoga a cómo lo hicimos en la última sección del capítulo anterior, un 
par de funciones holomorfas H!, H!+I que en estas coordenadas conjuguen 
localmente ele manera analítica, en vecindades cotenidas en {ro} x C de 
.ó.t0 (~0) y .6.tt 1 (~0), a las transformaciones de monodromía .ó.,0 y .ó.,. 

Si para alguna j sucede que .ó.t0 (~) E Vj 1 podemos aplicar los mismos 
argumentos que se usaron para la prueba de la proposición (2.8) y así obtener 
el resto de las funciones Ht que conjuguen en vecindades de estos puntos a .ó.,0 

1 El en.so O < r ~ r0 < oo es análogo. 
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y Ar. Imitando la prueba de la proposición (2.9), obtenemos Ja invariancia 
de Ja periodicidad, periodo y multiplicador para r{

0 
donde r es vecina a ro. 

Podemos concluir entonces que en la familia de curvas: 

r{o =¡:,{o ne 
Ja periodicidad, periodo y multiplicador s.e preservan indenpendientemente 
de que los miembros de ésta intersecten a la sección Sr> o no, dando con esto 
fin a la prueba. 

Corolario. Dada una· ecuación de Riccati con coeficientes trigonometricos, 
todas lcz8 transformaciones dé mo.nodromía 

Ar: {r} x CIP'1 ~ {r} x CIP'1, ó < r < oo, 

pertenecen a la misma clase en PSL(2,C)2 • 

Prueba. Ver apéndice, sección A.4. 

3.1. El retrato fase cerca de {x =O} 

Haciendo una recopilación de lo visto hasta ahora podemos afirmar que 
la extensión a CIP'1 x CIP'1 permitió acoplar al discurso sobre la invarianza de 
periodos y multiplicadores n las curvas periódicas con datos iniciales en Sr>. 

Toca en esta sección hacer un análisis de cómo el retrato fase cerca del eje 
coordenado {x =O} afecta la dinámica inducida por el campo de direcciones 
v(x, z), producto de la segunda extensión de la ecuación de Riccati (2.1), en 
CIP'1 x CIP'1 . Este análisis habrá de realizarse, corno decíamos al principio del 
capítulo, considerando distintos casos de la ecuación (2.1). Así, analizaremos 
la dinámica, en un primer caso, cuando dicha ecuación es de Ja forma: 

dz . [- - -·1 dt = e•mt P2(t)z2 + P1 (t)z + Po(t) , m ~ 1, (3.1) 

donde e1m1P,-(t) = H(t).· Es decir, en este primer caso estaremos suponiendo 
que el polinomio P;(x, y) es de la forma: 

F'j(x, y) = anii:é + ª<n-1¡ox"-1 + ·'·' + a1ói, ako E C, k = 1, ... , n. 

2 Módulo la relación de equivalencl~ establecida en l~ sección 2.8 
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El siguiente caso está dado porJa ecuación cuya expresión es: 

. ,,., ,., :·dJ:·.'..:::··c~m"· -'1(~-.. 1>•)".:.· 2 + ("mk+'1=ob.k1e'Ck-ll•).z'.·'. dí ;-:: . . L...k+.l=O ~~1e . , , z L. 

··. .. , .. • . +'(E;;'.t1=ock1eiCk-llt) ¡. 

y tal : q~e · .. ~¡tisface',q~k·:, dada. v~z que k < l, se tenga que 
1 , ªkl l~i;:1-,J:a~1'l~;',f .'I \cú¡l2.~ P:. Al ,suceder esto podemos retomar la ex-
presió_n,·.~}~tiO~ ~o~~~,{> . <.; · .··.· · · · · .· · .... 

. ... ... _::..:, ~ .:._;:•(~,¡, akeiCkl•) z2 + ("n' bkeiCkl•) z 
·{,_~- ~'.:·-.~:·dt-·~ LJk=O ' L,,k=O 

':' • . :;: . "" ' + (E~!.o ckei(kl•) . 
(3.2) 

. . ' . 

'Es :declr, a diferencia del caso anterior, en éste sí se permite a Íos poli­
nomios que conforman los coeficientes tener un término independiente, salvo 
que en los 'tres polinomios éste resulte ser cero. 

Finalmente como tercer caso tendremos aquél donde no sucede nada de lo 
anterior: ni podemos desacoplar un factor eimt, ni dejan de aparecer términos 
donde k <l. 

3.1.1. Primer caso 

Teorema 3.2 (Zol). Toda solución a un siste.ma de Riccati de la forma3 

~; = eímt [A(t)z2 + A(t)~ + f.hCt)J m ;;i: 1 

resulta periódica de periodo 1. 

Prueba. Para obtener el resultado, bast~. prÓbar. qÚe la transformación de 
monodromía ti. es la identidad en {lf>i,c~.~_.,p11a ecuación de la forma (3.1) 
define en las coordenadas 111 u (Vji), al c~lllpo:, . 

. ,_· -.f ~~~~ ;:J -~.}~ -~ 
:i: ='i:i;' .e;··· .·.· ... · 

~ -~~~ [fü7~z.:f~1~~)z+Po(x)] 
, . . . ' . . . ·~ -' . . . ~ .. ~. . 

mismo que puede multiplicarse' por' el, factor x-1 obteniendo así el campo 

(3.3) 

equivalente:,,,, •.. : ."::-;;t·;· .. __ •.•,Y'.•'.' • • .;¡,, .\.·;·•: 

(3.4) 

3Aqule1m'P¡(e11) ,;,_P¡(e",e-;-1') :-·· · 
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que posee en CIP1 x ICIP1 \ {x =O} las mismas curvas integrales que (3.3). 
Luego, como Ja primera·coordenáda de (3.4) es idénticamente i podemos4 

para cada ~o = (O, z0 ) parainetrizar a Ja hoja .C{o con la variable x y obtener 
una expresión local: · · 

. (i, ~z~+ a1~ + · · ·) ' x E (C, 0). 

Por ellri, si tociamos. r > · O ~uficientemente chi~a, tendremos que·. el le­
vantamiento de cualquier éfrcunferencia de radio rala hoja r{o :·, 

,.,,_. . ' _., ' .... ,, ' .· .... ' 

. (TI1 l.c.eo)-1({1 XI= r}) ~ r{o ' 

resulta una c~~va i:~~rada de periodo l. Esquemáticamente: · 
. ' . .·' , ,. . . . . . r{o .. ' . 

Sean entonces (O, z 1), (O, z2) y (O, z3) tres puntos en la transversal al cam­
po (3.4) {x = O}. Llamemos Bi, B2 y B3 a las correspondientes vecindades 

·contenidas en {z =O} donde pódemos tomar o. Ja vario.ble x como parámetro 
para las hojas Lc9,.1)> .Ceo •• ,¡ y ;C<o,z3)· Tomando: 

podemos · ' as~gu'r~r· ."',que . Jos. levantamientos de una circurferencio. 
{I X I= r}~ B\.tesll.ltan ser tres curvas cerradas rro .• ¡.i = 1, 2, 3. Esto 
implica 'que A~;' tiene·· tres puntos fijos. Luego, aplicando el corolario a la 
propiedád 5,'· tendremos que:· 

';"··:\:·. - ·--.~~·.< .. ,l. 
A,(z) = z. (3.5) 

Así, como consecuencia de Ja última sección del capítulo anterior y el teorema 
(3,1) tenciremos que (3.5) sucede para toda O < r < oo, en particular para 
r~ l. · · 

4 Como ¡gceo) ,,¡.o. · 
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Ejemplos. 

En los sistemas: 

l. * = ei<z2 + e3it 

2. * = (e27it + e1Ht)z2 + (ei• + e19it) + eit 1 

toda solución resulta periódica de periodo l. 

OAPÍTUL03. 

3.1.2. S~g~.llclgs*1~t;··:< . . . . 
A diferencia del 'ca.So" n:íitérior, Í~s sisterilás de Riccati a considerarse 

oqW re:•d")if {t[{l~i~it~~i~~~~:::::¡: (S.•) 

con 1 aci 12 + 1 bó': 1 2.+~J i:O'; 1 2 >,\o;'{~s deCir, no se permite que todos los 
términos'. independient~s 'c:bfr~spci'iÍdientes ¡ á los polinomios que conforman 
IOs coeficientes élé lá ecüaéióil:~eRiééati.(3.6); séan cero. Entonces, al hacer 
lá éXtensión á ICJP>~'xCJl"1 '.obtehéir~~o~:~n'las coordenadas '1'11{V11) el campo: 

- :;z;··; ::~~~·i;c··~~\! :( J~~~.i¡}jl*;f~~t~~:~ y~~x_~ .. ... __ ./ ,~ · -
z .. = CE~!:o aA,~k)%2 + (L:~!ob~xk) z + (L:~!o Ckxk) <

3
·
7

) 

· ~ísriio ~~.~~~é~.J,se_r~re~cr,it,<? cóni6:·· 
v . •; ,,;::, ,'. ' :ii = ix (3.8) "· 'z .. ;;,,• P0 (z) + xP1(x, z), 

donde P 0{z) = aoz2 +boz+eo y :z:P1 {:z:,z) = z-Qo(z). 
Se.verá entonces en dos distintos subcasos cómo la naturaleza de {3.7) en 

., una vecindad de uno de sus puntos singulares permite determinar el número 
de sol_uciones periódicos de la ecuación de Riccati (2.1). 

, Determinemos los puntos singulares de (3.7). Necesariamente x =O, por 
lo que estos se encuentran en la superficie e0 := {:z: = O}. Luego, el campo 
(3.8) restringido a e0 define en los coordenadas '1tu(Vi 1) al campo: 

z = aoz2 + boz + Co 

y en las coordenadas '1'12 (Vi2) tendremos: 

fJ = -(coy2 + boy + ao), 

pensando y= ~.Es decir, {3.8) define un campo analítico en toda e0 • 

{3.9) 

{3.10) 
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· · _ < · " :r : ::.:::;>:.'t(::~·iz=~ (~:~;::,} ;·:·; -~~1·;~i ·~i-¡ '.- r ,.!::; :··., :>;.'.:· -.- ... , • : , .. , . : 
Primer .sub_caso;::.Dos ·puntos .. singulares 'd1st1ntos en ea 

- -- ... ., ~-<~--·\f.:·~'.-:-1·>:·,::t:_t:c:,~);-;·" ·~~:s~A/~~::-=_~s_:·:·~--:.·:-~.·:~-~ <: .' .... _:;:,~:, _; :" . ."" . ; ~ .· . _, . - . -.: -
Tomemos :Z¡i;¡,}z2 los1doá ptÍntoá singulares del campo (3.8} en la superficie 

e0 • Podemos;· sin~pérdidá de generalidad; suponer que· :Z1 = O. Entonces Po 

• es de 

1

~ :~~f.s~;?~~,~}~~~~I,~r~f ii·B~1~}~'~·:,·:~f~{~)r: iá:.;< :.·;.j::I~,'::~·r-i"cs.[11) 
De esta manera;'yá' que Já'pii.i:te Jirieál del' cii.mpo' (3:7) en··el 'origen' es: 

- . ·~,/~{~~{~,~;:·-?~, ~T:~,-~o))J-. :~j1t'i'i¿~·";~ >f ; 
, :. ·. ·"!:.·· ... -·, ;.;·;·;°":]~·,.¡ ~-~~-<< ,:;}~:~r' ,.'_~:·-";_· -,~·:t;;~ •. ,'.; ~i> ~··:'.~;·~,~'.:/-:·:¿,·_=~~·;,:':::·;;)¡;·~ ~·,~;:.:,;.,~ ·-' :~·:.::: ./';~;_;;,-_· ·\: .: ;, 

tendremos que Ja misniá. 'eii iió' singular 'y que el codeiite de' sus Valores propios 

. -'1. =.~ y.\2'~;'r~~wr~e~0tiL:ªªr=t)j' i .•.{J;?;'t·,:'J.l,J~'.\''.~~;····:.··· ··· · 
,\(z1}.,..;, -icr-(9r' · ~ 

. ,._.,_.,,z/')" 

Como veremos más adelante este c~cienie es úri elemento indispensable 
en el análisis locál de Ja: dinámica de éampo~'vectoriales analíticos. 

Lema 3.1. Sea ,\(z1) = ~ e,l cociente d~ 1~/ vaÍ~res propios de la parte 
lineal del campo (3.11) en el punto .singularz1 • Entonces, en el caso en que 
el campo tenga dos puntos singulares zi':f z2 sé. tiene que: 

,\(z2) := .;,\(~1)·.',: ••. 

Prueba. Supongamos sin perder g~rieralidad, q'u_~ zj = O. En el caso de que 

/\(•l ~ •><• - .;¡}1~¡j~~¡~~~~~j~~~:~;~~r· 
·Por otro. lado, ~i :P~c~).;,¡¡',ij¿~'JJ~~~~,;~irighi~e!l.d~. (3.8} sori z1 =o y 

z2 = oo. Lueg~-~·· ··~·::-' >:~~· :·,~··-;·-. :;•; 

.:"c;S ~~~Pa;co) ,_ "<()O> = -iPa.co> · 
.. ·;,;,-,:.::ia ·, "'"" = ia; -·' 

con lo que damos por concluida Ja prueba. 
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Para poder establecer Jos resultados correspondientes a este primer subca­
so haremos uso de un teorema clásico en la teoría de ecuaciones diferenciales 
analíticas. Éste clasifica a Jos campos vectoriales analíticos cuya parte lineal 
satisface el tener una colección no resonante de valores propios cuya envol­
vente convexa no contiene al origen. 

Definición 3.1. Una colección de números complejos A = {,\1 , ••• , ,\n} se 
dice resonante si para algún Aj sucede que: 

n 

Aj = L akAk, ak E 111 U {O}, 
k=I 

de lo contrario decimos que dicha colección es no resonante. Se dice que un 
campo vectorial lineal es resonante si el espectro del correspondiente ·mapeo 
lineal lo es .De otra manera se dice que el campo vectonal es nci resonante. 

Así, demos paso al teorema. 

Teorema 3.3. (Poincaré-Dulac} Un germen de un campo analítico en en no 
. resonante y tal que la envolvente convexa de su espectro en el plano complejo 
no contenga al origen es analíticamente equivalente a su parte lineal. 

En el caso particular de tener en C2 un campo de la forma: 

tenemos: 

• Si el campo es resonante, las únicas5 resonacias a presentarse son de 
la forma: 

A¡ ;,,.mA1+1A2 . m+l ;a. 2, 
,\2 · = kA1 k E 111. . ·' 

y se tiene equivalencia analítica' con el campo, 

..... : , · ~~~·;~;:i_{;'r:ity;+~:xk. (3.12) 

En. eité caso/;si ·~k' .;.-b)j~:i'ii~~~~; t~~bdad invariante bajo el flujo del 
campoes·{x=O}.· ···;e,:··· ·· 

• Si en 3.12 se tie~eque ak'~O y.A= r, E Q tenemos a y= Gx>. como 
familia de curvas localmente invariantes. 

5 Ver apéndice 
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Nota. Por equivalencia analítica se entiende la existencia de un -cambio de 
coordenadas local y analítico que lleve el campo original a 'uno de la forma 
(9.12). Este teorema puede consultarse en [A..:. A]. ·,•, » · 

A manera de ir desarrollando un lenguaje común respecfoi'Í.Josdistintos 
tipos de puntos singulares que puede presentar el campo (3.9) incluimos Ja 
siguiente clasificación. '·/. . :-.. ·::-

Definición 3.2. Sea z1 un punto singul~r dél c~ii!]JJ'.{3'.9};· ~ii't~~des: ·. 
• • 1 ••• '· ··'.· ;·,."--'·,.!,'"_.·-, ·.-, ·,· •' ! 

• Z¡ es un foco si ,\(z¡) E C \ 111.. 

z1 es un nodo si ,\(z;) > O: ·<'··' 

• z1 es un punto silla··~i·,\(z1) ·.::::h.>-' ;c-1 .•• ···'-

- . :•.fr:.:•c:i/~e:~.'·· . .¿·,.\. \·. 
Finalmente, si ,\(z¡) = ~- co~_p,'q >:O y (p¡ q) = 1, diremos que z¡ es un nodo 
(p : q)-resonante. Si adi_cidná.lnienté _en (9.12) se tiene que ak = O diremos 
que el nodo es linealizable"y.-de otro modo que no lo es. · . 

·. ·:· :.> .. :"l.'';;<j::.;(;)--~~·::•;-':;.;_·::::'.,;·/;·-:\:.:~:- .. ·-;, .,,:' ~¡·,_.,'_;;·.;,_ r 

Teorema 3.4 , (Zo,l)~ .C,ái;i_s,it!ére.se u!':si,ste71?a, de. [liccati de la forma: 

(3.13) 

con 1 ªº 12 +1 bo 12 +:I ~ j2 ; _o,; t~Í ~u~ ~l polino~ÚP(z) := aoz2 + b0 z + c0 
tiene dos -.··ceros<_ Z1':'- >:~:!-_;. z2i: en'-:'.'{Op':f¡)<i:-cp1; Suponga que 
,\(z1 ) = :-:-i(2z1a0 + b0 ) ,E C\ {lR./\Of y, que ,\(z1) 1 ~:N o de suceder que 
,\(z1) E N se tiene qúe ª" =O en (9.12). Entonces las transformaciones de 
monodromía:_ · -,_ · · ·-· ··::· · · · · · 

. ·. ·¡· \1i."-c--:-··-·--·· ._-, .. ---¡-'-· · .. ·:-
{r} x,CP, ,--7,{r} ><;cni:.:-'.~.O.< r < oo 

"" =jeyad~ª"ªjJI~~~f !i~ti,~ M•bl~ dd i¡~, 
Demostroci6n. <Por Ja fornia''de)a ecuación: de_ Riccati tenemos que, en las 
coordenadas ,IJI ll (Vi1) :j~'~sé~nda -~tenslóri 'cié ésta es de_ la forma: 

. . ,; ;,. ' ;·-·.-~::.7".', :-""' <'~ ;:-, _· ;;:: • • • ,...-_ - • 

:i: = i~-- ,,_; :··:::.: ·-:;:··-.·-· -,; -,::.:· 

z'·· = (E;:!.~aki) 1;21+'(i:;;::_~·bÚ:")'z+(E;:~0 ckxk) (3.l4) 
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Supondremos, sin perder generalidad, que z1 = O; denotemos por 
). = >.(O), al cociente de los valores propios de la parte lineal del campo en el 
origen. Entonces, la parte lineal del campo en el origen queda representada 
por la matriz: 

Ahora, si>. E IC\ {llL \O} y,\ rt N {valores propios no resonantes) o,\ E N 
pero u =O (es decir, el origen resulta un nodo (,\:!)-resonante linealizable) 
tenemos asegurada6 la existencia de un cambio de coordenadas: 

(x, z) := H(x, z) = (x, z) +(O, ... ) 

analítico en {IC2,Ó), una vecindad del origen en IC2• En estas nuevas coorde­
nadas (x, z) el campo (3.14) adopta la forma: 

:i: =ix i = i>.z. (3.15) 

Describamos ahora a la foliación !Ten las coordenadas (x, z) en una vecin­
dad del origen. Primeramente tenemos al origen como punto singular y a las 
hojas { {x =O}\ {(O, O)}} y { {.Z =O}\ {O, O)}. El resto de las hojas admiten7 

para x distinta de cero en una vecindad del origen una parametrización del 
tipo: 

z = Kx" 

donde I< depende de los datos iniciales fuera de {x =O}. 
Esquemáticamente: 

Figura 3.1: Hojas en una vecindad de (x, É) = (O, o) 
6 Por el teorema 3.3 
7 Puede Integrarse directamente de la .ecuación (3.15) 

{3.16) 
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Pará cii.J~~l~ ,Í.ma'exp~esión local de las tra.Ilsformaciones de monodromía 
en la8 có,élrdenii.das (x, z} basta levantar las circunferencias (rei•, O} a las hojas 
de la .foliáción !f ,Como en vecindades de (x, z} = (O, O) para (r, z0} las hojas 
,de ,9," son.de,~~ forma: ' 

x~o r ~o, 

· teriemti~. q~e el l~vantamiento a .C.(r,zo) de la circunferencia X = relt resulta: 
• ,¡ · .. l ~ - ;. '1 ;-,: - . 

· .r ;~(t).'7 (;e•(rei)"za}~ 
• Aáfipci~ cÍ)ffi~ise~defifl~~{~·t~~icii:fui~i~ries de ri~~~clí:omía; tendremos 

~~~~i~,,~'.'.~,~~:;r,•ci~i~~~¡}~~f t~~¡;,•,:;·· (317) 

Por otro'ilii.do,:cinnoce .. ·mbidde~coordenadas'.H(:í:~'z} es de la forma 
Id+··'.; tendremosque~' .. ff:;~(x;'z)~4/d,:j..':~:::'De ésta manera se tendrá que 
una: expresión loé:'ál¡Járii'."1áS)rii.Iisfoi:macion~sde.ínonodromía en las coorde-
nad~ (x, Z):-es! _,_-:" "<-,~_,:.:-. .~ r.: - · 

. . .. .. \z~~2"'"z+··· 
. Como con~ecuencia déi'teore~a 3.1, sabemos que en estas coordenadas 

todas las transformaciones de mélnodromfa deben pertenecer a la misma clase 
en PSL(2, C). De la expresión anterior 'se desprende que el multiplicador 
asociado a la clase de equivalencia de éstas en PSL(2, C) es precisamente 
e2"i". Entonces la clase de conjugación analítica a la que pertenecen estas 
transformaciones es justamente (e2"i"z], lo que concluye con esta prueba. 

Corolario. Si para un sistema de la forma 

~ = (E~!.0 ake•k•) z2 + (E~!o bkeikt) z 

+ (E~~o ckeikt) 

se tiene que ,\(z1) E C \ {llL U <!J!+} entonces el mismo tiene únicamente dos 
soluciones peri6dicas en Cl?1 y el periodo de ambas es J. Si ,\(z1} = ~ >O, con 
(p;q) = 1, entonces existen únicamente dos soluciones peri6dicas de periodo 
1 y el resto resultan también peri6dicas pero de periodo q. 

8En Ul!l\ vecindad del origen de cado. transversal {r} X C 
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Prueba . . Al preservarse bajo conjugaciones analíticas los puntos fijos de una 
.· .traiisfomiación. de Mobius basta notar que Ia8 funciones: · · 

nEZ, 

tienen, en el caso ,\ E C \ {IIL U Q+} 1 como únicos puntosfijéis'hl c~ro y 
al punto al infinito. Por otro lado, si >. = ¡ > O con (p¡ q) = 11 . entonces 
.ó.q(z) = z para toda z en CIP1, ya que .ó. no es más que una rotación por 

· 21!., Finalmente basta notar que el origen y el punfo al infinito son siempre 
puntos fijos de cualquier rotación, con lo que damos por concluida la prueba 
a este corolario. 

Una hipótesis fuerte en la formulación del teorema 3.4 fue suponer que, 
de tener a z1 como nodo (,\ : !)-resonante, éste resultaba linealizable. En el 
siguiente resultado analizaremos la dinámica correspondiente cuando esto no 
sucede. Dicho análisis se realizará en dos etapas. 

Lema 3.2. (Zol) Considere el sistema de Riccati: 

~ = e~::;!º akeikt) z2 + CL:~!o bkeikt) z 

+ (L:~!o Ckeikt) ' 
(3.18) 

tal que la cuadrática P( z) := aoz2 + b0 z + ea tiene dos ceros z1 ;¡,. z~ · y el 
punto singulm· (O, z1) es un nodo (N : !)-resonante no· 1inealizable;: es .decir, 

,en ,(9.1!!} se.tiene ak =f O. Entonces las transformaciones de monodrom{a .ó.r 
'paro r. y z vecinas a cero son de la forma:. · '• ·· · ,. · · •· ·· 

~ ; 
.Ó.r(z) = 27Turn + z + · • · 

Prueba. La prueba ele este lema imita a la del teorema (3A). Se hace una 
descripción local de la foliación !T, generada por'lá segunda extensión de la 
ecuación de Riccati (3.18), en las coordenadas (x,x), obteniendo una expre­
sión local para las hojas correspondientes a condiciones iniciales fuera de 
{x = O}. Finalmente se obtiene la expresión anunciada para las transforma­
ciones de monodromía levantando a estas hojas circunferencias de la forma 
(reit, O). 

Por la forma de la ecuación de Riccati que tenemos en las hipótesis de 
este lema, la segunda extensión de la misma en las coordenadas '1'11 (V11 ) es 
de la forma: 

:i; =ix 
z = (L:;!o akxk) z2 + (E~!o bkxk) z + (L:~!o ckxk) . 
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Supongamos que Z¡ ,,,; (ó,'o) es uii licido (N : 1)-resonante no linealizable. 
Entonces existe localmente . un ·cambio de coordenadas analítico 
(x, z) := H(x, z) = (x, z + ··)tal qúe eri las nuevas coordenadas la ex-
presión anterior es de Ja forma: ' · ' 

:i:=ix i=iNz+uxN. (3.19) 

La foliación S'" se describe á continuaéión. Primeramente tenemos al origen 
como punto singular y a á la hoja {{x = O} \(O, O)}. Para x ~ O, x # O. 
podemos considerar: · 

dz =J.¡!_..., iué;.:¡~ .·.. :.~·. · ....... :.\· .. ;-..' dx 1.·. ,l.,_:~-·. ' 

X , .:¡·, ·.,·.~1~, ~·- 'i',,....c,~--;, .,._"-,;:'y;· .. :~>~:,~:~~,.:. 
Resolviendo primero Ja parte homogénea ~de ésta' y por}yar~ación de 
parámetros el resto, obtenemos una expresíisn';i>ái-atz(x)~y;écm:ello: una 
parametrización local para las curvas (complejas) integrB.les del cD.mpo (3.19). 

Explícitamente, ... , ··. · •• '· '::;f j} ir&:~:,'.~};3'.';/ t'' · · · ·· 
rK(x) = (x,KxN -iux~lnx) ¡jx ~,o,<~':i: ~ 0. : (3.20) 

. ·": : ... -::}~.'."º.·~~.;:.: .. )>:~7: .. -
Para calcular las transformaciones·, de. monodromíá 'D.~ . para r vecina a 

cero, levantemos la curva9 (re1',0) a'Ja'.hoja:P~(x). Explícitamente obten­
emos: 

(reí', K rN 0 11 _ iurN éíNt Jíi(~eíi))'; ,,:. •. . . ... ,., 
(reí•, J<rNe11 :.;.;.'fur,1:',e1,N~Jn,(r,) +ú1-Ne1N') 

Evaluandoent=.27íllegam~s·a: •.'· \ 
.,., .. 

(r, J<rN ~ iu;N ln(r) + ÚurN) 
(r,rK(r) + 2iurN) .·· · · ' 

(3.21) 

(3.22) 

Entonces,; si tomamos (r,z) E {r} x C vecina al origen10, tenemos que 
la'éx¡ire~ión.para las transformaciones de monodromía en las coordenadas 

·' (xíz) es'é:Ie Ja forma: . 
T,(z) = 27rurN + z (3.23) 

Ahora, como el cambio de coordenadas H(x, z) comienza con la identidad 
"tendremos lo mismo para H(x, z) y por tanto para r y z vecinas a cero las 

0 Aquí K es una constante que depende de los datos inicinles 
ID En la transversa! { r} X e 
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transformaciones de monodromía en las coordenadas (x, z) pueden expresarse 
• : • ' • • • • ' ' • ' • • ' :. • • • • •• ' ~ •• ' ' 1 ·: 

como: 
T,(z) = 27rurN +:z+' ... 

con lo que terminarnos la prueba de este lema. 

Teorema 3.5. (Zol) Seai 

~ = (E~~o akei(klt) z2 +(EZ!obkei(kJt) z 

+ (EZ!o ~kel(kJt) 
(3.24) 

el sistema de Riccati cuyo polinomio P(z) := a0z2 + b0 z + eo satisface las 
hipótesis del lema (3.2). Entonces las transformaciones de monodromía aso­
ciadas a (3.24) son de tipo parabólico. 

Prueba. En el lema anterior encontramos la expresión para las transforma­
ciones de monodromía en una vecindad del origen hasta el término lineal. 
Para ello utilizamos un cambio local analítico de coordenadas, al que lla­
mamos H(x, z) = (x, z+· · · ). Denotemos por h 2 (x, z) = z+· · · a Ja segunda 
función coordenada de este cambio de coordenadas. Entonces, restringidos a 
Ja transversal {r} x IC, tenemos: 

2rrarN + Z + • • • = (h2 1 lz=r o(27rur" + z) O h2 lz=r)(z) (3.25) 

Dada esta conjugación analítica local, notemos ahora lo siguiente sobre 
las transformaciones T, en las coordenadas (x, z): .. 

l. Si r ,¡, O entonces T, ,¡, Id. 

2. T, tiende a J d conforme r tiende a cero. Además, como se observaba 
en Ja prueba del teorema 1, sabemos que todas las transformaciones 
T., para O < r < oo, pertenecen a la misma clase de equivalencia en 
PSL(2, C). Entonces, Tr está en la clase de equivalencia (z + .>.) con 

, ,\ ~O o bien en Ja clase (pei9z) con peiO ,¡, l. Supongamos que sucede Jo 
último, entonces para toda O < r < oo la transformación T, debe tener 
dos puntos fijos y como multiplicador en uno de estos a pei0

• 

Sin embargo, para que T, tienda a Id conforme r tiende a cero, el valor de 
la derivada de las transformaciones en sus respectivos puntos fijos debe tender 
a l. Para ello la curva (J(r) := T, debe intersectar a clases de equivalencia 
(peiºJ con p >f p y 8 no congruente con O módulo 27r, lo que contradice la 
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pertenecía de las transformaciones t.;. a una misma' cla6e de . equivalencia. 
Por tanto no puede suceder más que /3(r) s;;; [z + >.], O< r < oo, quedando 
terminada así esta prueba. · 

A continuación abordaremos el caso en que la cuadrática P(z) = P 2 (1, l)z2 

+·P1(1, l)z + P0(1, 1) tiene un solo cero de .multiplicidad'dos; Como en los 
dos teoremas anteriores, para la prueba 'del sigüienté haremos fuerte' uso de 
ún teorema clásico en la teoría de ecuaciones· diferenciales holomorfas.' Este 
trata sobre la existencia y regularidad de curva8 invariantes en veCindades de · 
los puntos singulares. . i '. ··'":·· 

Teorema 3.6 (Variedades invariantes). Considérese .el campo a~alíti~o: 
v(z)=Az+··· zeC2 

;,,_., ,. 
¡;',' 

donde la matriz A tiene como valores propios a ,\1 ~ O 'y ..\2; :;¡,o con 
correspondientes espacios propios E• y Eº. Entonces existen·dos.váriedades 
invariantes bajo el flujo del campo: . · , . , 

• w•, llamada variedad estable, que resulta analítica y tangente en. el 
origen a E•. 

• Wº, llamda variedad central, no necesariamente analítica, y tangente 
en el origen a Eº. 

Puede consultarse este teorema [A - A], cuarto capítulo, tercera sección¡ 
y para un ejemplo de un campo analítico cuya variedad central no resulte 
analítica se recomienda [Guck]. Demos paso entonces al siguiente resultado. 

Teorema 3.7. (Zol) Sea el sistema de Riccati: 

~ = {L:~!.o akei(k)t) z2 + {¿:~!o bkei(k)t) z 

+ (L:~!.o CkeiCklt) 
(3.26) 

tal que la cuadrática P(z) := a0 z2 + b0 z +ea tiene un único cero en CCIP1 • 

Entonces las transformaciones, de monodromía son de tipo parabólico. 

Demostración. Dadas las hipótesis de nuestro teorema, la ecuación de Riccati 
(3.26) induce en su ,segunda extensión, para las coordenadas donde estemos 
trabajando11 , un campo de la forma: 

·x· = ix·:-~;~_:/-: 

. ;. :·z,'. ,=,a.z~ ,;:r,x(b :t b1ox + bo1z + · · ·) 
." ·.·· ., ··.•.· 

(3.27) 

llQue pueden ser 11t11 {Vú) 6 '1r12(V12) " 
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mismo que tiene como parteJineal 

.. Esta mat~iz tiene como va.lores propios a ,\¡ = i y ,\2. = O con vectores 
pÍ'Opios ·correspondientes (1, -ib) y (0, 1). Obsérvese. que entonces, por un 
la:do; éó'mo .la primera coordenada del campo se anula en {x = O} y ésta 
variedad en cada punto (O, z) tiene como espacio tangente al generado por el 
vector (O, 1), tenemos que la variedad central es: 

{x =O} 

.:. misma que en este ca.so particular resulta analítica. Por otro lado, como 
consecuencia del teorema (3.6), tenemos que la variedad estable debe ser 

·tangente en 'el origen a: 

.E• = {~(1, -::ib) 1 ,\E C} 

de manera que en una vecindad.del origen en {z = O} la variedad 'J-V• es 
parametrizable12 por la .variable x. · 

Esquemáticamente: · 

Escribamos a w• como: . 

. ' ,-~~IS (~.~~ü'J3~iE{i.,+~.~~2 + : : . ) X E (C, O) 

donde g es á.nhlíti~a.+:.ú esérlbir 'de 'estll. manera a la variedad w• podemos 
aseg~r0.r.q.~~: 1loS:p~~·tc;>_~}.. -· ·· :"/', .-.,~-'";~:1,¿1i" ,:, · 

. . ,¿;~/,,;; (r, u(r)) 

. reimltari puntos fi}cis de JO: t~~n~forrriacióri de monodromía. Esto sucede pues 
el levantamiento .dé la5 curv11s (re11, O) ,a (x, g(x)) resulta en curva cerra:da. 
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. . . < ··.. . . : (x,g(x)) 

('.<'',)~ 

{J x 1,;,, r} 

Esquemáticaniénte: 

De manera que: 

Tr(r,pr) = (reu,g(reit))¡,0 ,. = (r,g(r)) = (r,pr) 

Para demostrar que las transformaciones de monodromía son de tipo 
parabólico nos basaremos en el siguiente razonamiento. Como se estable­
ció al final de la sección (2.8), basta conocer los tres primeros coeficientes del 
desarrollo de Taylor en una vecindad de un punto fijo de una transformación 
de Mobius normalizada para poder determinar la clase en P S L(2, C) a la 
que pertenece. Para determinar estos tres primeros coeficientes haremos un 
cambio de coordenadas local y analítico con el que se obtendrá una nueva 
expresión para el campo (3.27). Posteriormente obtendremos una ecuación 
diferencial ordinaria asociada a esta nueva expresión del campo y, resolvien­
do las ecuaciones de primera y segunda variación asociadas a cierta solución 
de dicha ecuación diferencial ordinaria, obtendremos los valores explícitos de 
dichos coeficientes. 

Definamos entonces el cambio de coordenadas: 

(x, z) := H(x, z) = (x, z - g(x)) = (x, z + ibx - IJ.ix2 + · · ·) 
para x en una vecindad del origen. Geométricamente estamos localmente 
"enderezando" la variedad estable W~ para convertirla en el eje {z =O}. 
Esquemáticamente, {.·· 

~ -· . 
Vale la pena notar que H(x,.z) manda a ·~ada transversal {r} X e en 

sí misma, siendo su restrkción a éstas la traslación: 

z ~·z .:...g(~) =z-pr 

-,-.-P-u_es_E_· C_e_s_t_á_g_e_n_er_o._d_a-po_r_u_n_vector en C 2 cuya primera coordeno.cla es distinta de 
cero, es decir, este espacio no es vertico.l 
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z 

(x:g(x)) 

,-•' H(x,z) 
---~--x ---

I 
I 

, , 

z 

+ ' 

X 

entonces esta restricción del cambio de coordenadas a cada tran~versal manda 
al punto fijo Pr de la transformación de monodromía al punto (r,O). Llamemos 
a la segunda función coordenada de H(x, z): · . . 

h(x, z) = z - g(x) = z + ibx - ~x2 + · · · '· · 
y a su inversa: 

1i-1 (x1 z) ~ a 1z + a2x+o(x.2) , 

entonces tendremos que: .. ·.. . . : ' . . . . : 

·· d; ::~fü]:~~~!'.s~.:iJF'~-z;j~~·~;~;.f :~:2f ~ex~>·: · .. 
. ,!>º~ !~ ~~;~'.~,~~¡~~~a~~.n~~ ~; = .\~ ª~.= ~-ib3:;:_er~o: , .. ·. • 
. '. : ' .'~-~l:i:;7tvi,,t: .~-:- 1 ~x;z) = z-ibx + ~(x2): ••..• ;; ' ... .·; ~3.28) 

. . , . Por: otro· lado; . para .Cletermimfr la. expresión • correspondiente al campo 
(J.27).en las. coC:rdenadas (x, %) utilicemos Ja difer~ncial dÓH(x; z):;,Así, 

• ' ' • •: '••• ', '> '• • : ,,,1 ', O•, v.>•• )JH•'' • ,,,· •, 

de manera que: 

( 
' l ' . º)': ·.1:-..:.·' 

DH(x,z) = .. . b 2~ .. +· · ·.'· ... _,·¡ .: · ._,, 1 - "2X •• ._.,. ·• 

· Dll(x, ~>( az2 + b(x'J~1~~~-~;:.\.t~)'; ·• :~ 
( 

1 º)'(. ' .. fa;'': ."i) 
ib-2b2x+··· 1. az2 +i(b+·.;) 

(3.29) 

. ' •; . _. . ' ·· .. _,, ' \ ~l ' l --~-, ' ' ' 

Entonces, si designamos como v(x, z) aJ campo; (J.27) en las coordenadas 
(x, z), en virtud de Jo establecido en (3;2,8) .r. (3.29), obtenemos: 

_ [:i;] [ · ix ] vxz= · = · · ( ' ) z az2.+xg(x,z). 
(3.30) 
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donde g(x, z) es analítica con g(O, O) = O. Además como en estas coordenadas 
llevamos localmente Ja variedad estable (x,g(x)) al eje {z =O}, debe suceder 
que g(x, O) = O, ,por el carácter invariante13 de dicha variedad. Notemos 
además que de (3.30) obtenemos: 

dz iaz2 ·- _ 
dx = --:-¡;- - ig(x, z) (3.31) 

Si z(x, () representa localmente una solución a (3.31) tal que z(r, () = ( 
con ( en { r} · x C, entonces, la transformación de monodromía en las coorde­
nadas ( x, z) puede :Verse como: 

i'.(() = z(reit,()11a2• 

Para determinar la naturaleza de dicha transformación se considera la 
expansión de z(x, () en series de potencias en una vecindad del punto (x, O). 
Ésta es de Ja forma: 

z(x, () = a0 (x)( .+ a¡(~~(~f '.·.· (3.32) 

pues, como localmente el eje {z ~ ó} \'(O,·of~e~uÍt~.'solución de (3.30), 
necesariamente: · · · · · · 

z(x, Ó) =o. e;~ (c',óf 
Así, determinaremos los valore~ de ~o(re1;):;¡ 1 .. 2,.,y a~(r.e11) lt=2" usando 

la primera y segunda variaeión-deifo.'·ecüáCl6~· (3:31}.respecto de la solu­
ción z(x,O); ,·Primera variación. Como.función de x,'~(:i:,(), satisface la 
siguiente ecua~ión difererici~:C .. , '.> · ': ' · · · · · 

. ¡(~(~.d) ···.:.. fc(fz(z(x, Ó>> 
,,,, '.\ ·':"=•~ (v(x, i(x, ())) •. 

\. ' .;é! :' ' == ;l¡(x, z(x,,())~(x, () 

En particu'i~r, '6o~~i(;:'.o}·~ O y¿~~ (3:~2)~ aciC~),,,; ·~(~.O). Sustituyen-
do este valor en· la ecuá.ción anterior obtenemos: . · . ,; 

. . . .. ···~// .• ;;:daci'.;·~ ..•. _:~:~t··L:.;.>;:,> · .... · 
<.' •dx (x), = dz (x, O)a~(x) 

13lnvariante bajo el fluj~ de; camp.f :(~.27¡: .·. " ' 
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para toda x ~.O en una. .vecindad del origen. Explícitamente, 

Por lo tanto, localmente: 

d. ·, . : .dg . ' 
-lna0 (x) = -i-:(x;O) 
dx . · · dz 

Luégo, intJgra~·dQ'i~br/r ,•=: ·{~.~it¡e [o,27r)}; obterieinosi' 

· · · ·· · '(,:· '\;;~·d~gi;),,'i.:·'f)~·~;~~J'?'.gFii~~'c~.'º)dx' .· (3.33) 

Nótese que como ¡¡(x; z)' es arialíti~a eIÍ una vecindad del origen, el lado 
derecho de .. est~ igua.ldad es cero.· Por otro lado, como: . 

i(r, (),;,, ( == aó(r)( + a;(r)(2 + · · · 
tenemos que a0 (r) o:= 1 y ak(r) =O para k > l. Por lo tanto, de la expresión 
(3.33) podemos concluir que necesariamente a0 (re11),_,. = l. 
Segunda variación. De manera general tenemos que: 

(3.34) 

además, como función de x, ~~· (x, () sa.tisfoce la siguiente ecuación diferen-
cial: · · '"" 

t<~Hx, ()) = fc<;l1(x, ())~(x, ()) · 
,· 2 

= ~(x,z(x,()) [~(x,()] 
· +~(x, O;W(x, z(x, <:)) 

EnparFcular,coí:no'z(x,O) =O y por (3.34) obtenemos: 

, ~ }S~\\~lt~'?.l'._,~~ !<¡ O)a, (•) ~ '!" + ~{(,, o!]~(~'.. . (3.35) 

una ecuac.ión:linearno homogénea. de' primer ordeni'para aj(x)>Ahora., si 
a¡ (x) e~ una so,!ución a la ecuación homogénea: · 

da [ . . dg • ·.] -(x) = -i-:(x, O) ~(x):. 
dx . dz · .,, ... . ' (3.36) 
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podemos encontrar una sbiuci6n°.a'(3.35).:p~r'éUmétodo'de :variáci6n de 
parámetos. Explfcitamente,'proponembs:comc{solriéión'a la ecuación no ho-
mogénea: -·; -<~. ::.,'.:'·\:}~;~~'~:'.·.::·~·:.?.}~~.:h~?·.\~·Y\ :~·\~.~5(.:;/~<'~·-~.:~~?:,º.:~( ·-,~:'.'. 1 ~ ., 

.; '2a1(x)=:a1(:1:)'=4,(:i:)~(x)'~;~;!:i:.e'C > · (3.37) 
'' '': . ' ~ ': •• ,., ·-.';, . ·' ''.: ; . '·''.~ ••. " f~ ,é'· 'f ·i;> - ··"), ["';!' 

donde q, debe determinarse. Derivando'Io"ántericír;,, ;'~ 
. , ' .' ' ·~' ... • l ., ::· .• ~ :_ -_ : /º: : : ·_) - -~ ,- ~ . ' .. , - . : . . 1 , / ,. 

Por tanto: 

éi'(;;) •;,, q/(:i:)~(x)'+: ~(x)a'(x) 

- [ 2!ª + ~(xo)] aa(x) = <P;(x)~(~) ' ' 

Al( ) a0(x) [2ia .cF[J(' ')] 
'I' X=--- -+-x 

a(x) x dz2 (3.38) 

Observaci6n. La ecuaci6n {3.96} resulta exaétainente la<mismii que se ob­
tuvo en la primera variaci6n, de manera que a(x) ='a0 (:i:) y por tanto de 
{3.38}, integrando sobre la circunferencia de radio r cori centro en el origen 
obtenemos: · ·' , .·;, "·· · 

( 
't ) . :¡· dx ·.i ;vd2g · 

</>re') lt=2" -<P(r c=1:-:c2ia· -r: ,.;:·-,.:e:'·' 't·-~i<-d- (x,O)dx" 
: ·, · _ {lzl=r} ,x '. • '.- {lzl=r} Z. " 

Lueyo, W .~.·~:~l~~L~;~~~i~f~··;: ... •> •• · ..•. 
ahora, corrio. sé):itiibl~ci¡J,;antes qiifii;.(r)'.=::;.o:pafci'k;>)I .i/Aado qué a(x) = 
ª.ºex),• t~ne~:ºf:;;,~~,',:·i·~;~~-~l c~i~4.:~@~~~ití)~~t~HE:>~.;·····. . ·. - . · .. 
De esta'manéro:" :,. ··"'" ·:.: '.,;;""'"i' .. ;tr;> 

_ Así, la transformación de monodromía en las coordenadas (x, z) se puede 
expresar en una vecindad 'del' origen para r vecina a cero como: 

z ~ z+27raz2 +· .. 
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Obtenernos osí que T, y 'Í', son distintos de la identidad. Además, como el 
cambio de coordenadas H(x, z) que los conjuga analíticamente está definido 
en vecindades de los puntos fijos de cada transformación, el valor de la deriva.­
da de las mismos en dichos puntos se debe preservar. Recordemos además que 
en las coordenadas (x, z) las transformaciones de rnonodrornía pertenecen to­
das a la misma clase de equivalencia en PSL(2, IC). Así, T, pertenece a [Id), 
[pei9z] o [z + ,\]. La primera posibilidad queda descartada pues T, es distin­
ta de la identidad, la segunda también pues debe tener como derivada en el 
punto fijo a pei8 (o p-1e-i8 ), cosa que no sucede pues T,'.(p,) = l. Finalmente, 
la ímica posibilidad es que T, esté en [z + ,\] para alguna ,\ en IC'. Por lo 
tanto los transformaciones son de tipo parabólico y esta la prueba de este 
teorema termina. 

Resumiendo lo demostrado en los últimos tres teoremas podernos decir a . 
grandes rasgos que la dinámica inducida por la ecuación de Ricc~ti: 

~; = (f: ake1(k)t) ~2 +. (f= b~e1<k>t) z + (E cke1<k>1
) 

k=O · . · k=O k=O 

presenta un cambio c~alitativo cua~do tina de los raíces del polinomio: 

P(~>'.;;,'aoz2 + boz + Co 
~'" . ' 

resulta nodo (N: 1)-resonante no linealizable del campo asociado a la segun­
da extensión de la ecuación o bien, cuando dicho polinomio tiene una única 
raíz. 

Finalmente veremos cómo haciendo uso de herramienta teórica un poco 
más elaborada podernos concluir sobre la dinámica que inducen ecuaciones 
de Riccati con coeficientes trigonométricos en el caso de que los transforma­
ciones de monodrornía tengan en una vecindad del origen un desarrollo en 
series de potencias de la forma: 

(3.40) 

cuya característica esencial es tener a la identidad como parte lineal. Defi­
namos entonces primero: 

Definición 3.3. Sea f : (IC, O) --+ (IC, O) un germen analítico distinto de la 
identidad. Diremos que f pertence a la clase Ap+l si su desarrollo en series 
de potencias alrededor del origen es de la forma: 

J(z) = z + llp+1zP+1 + · · · 



3.1. EL; RETRATO FASE CERCA DE {X= O} 77 

A grandes rasgos haremos uso de un teorema que responde a la 
problemática de clasificar topológicnmente a este tipo de gérmenes analíticos 
para poder concluir que, de tener14una transformación de monodromía en 
A 2 , necesariamente debe ser del tipo parabólico. 

Teorema 3.8. (Sh}{Ca) Cualquier germen f(z) analftico en la clase Ap+l 

es topol6gicamente equivalente al flujo a tiempo 1 del campo vectorial: 

z = zP+l 

La prueba de este teorema puede encontrarse en los artículos de A.A. 
Shcherbakov, [Sh] y C. Camacho [Ca], misma que se omite por no estar 
dentro de los objetivos de este trabajo. El teorema asegura la existencia en 
una vecindad del origen de un homeomorfismo H tal que, si a!.+• denota el 
flujo a tiempo 1 del campo z = zP+1, se tiene: 

/(z) = (H-1 o a!.+i o H)(z) (3.41) 

Una importante consecuencia de la conjugación topológica local estable­
cida en (3.41) es que H lleva_ localmente órbitas del flujo a!,+1 en órbitas de 
f(z) y preserva el número de puntos fijos de ambas transformaciones. Apli­
cando este resultado al caso de tener una transformación de monodromía en 
A2 tenemos: · 

· Teorema 3.9.: Si la trrins/Oimaci6n de monodrom(a correspondiente a la 
segunda extensi?n de la eciiai:i6n de Riccati: 

: élz ;,,, ~~(ei~,¿':'jl}z2 + P1 (eu, e-it)z + Po(eit, e-11 ) 
., .. dx:•.,•.".:'''"'.,'" .;.·•··:. ·· , · 

pertenece a l~ élas"i/Jti~;~nt~'rities 'ésta no puede ser de tipo elíptico. 
-....•. :~:-~J. 1.- ,, i/ ~-7· ·'? ;'.,:-.'·h,·.1\::'ii:~p:.:',:ti~~~~ 1>-~..-,.-,~:_;. ~: :.:. -~ :':.' ·.' '-. 

Prueba. Consideremos cn,~IP'.~,,e(c~mpo defiriido por: 

·· -· · . .. ;;: .. :~i~>)i~~;ir;N*1t.Y'.~~;~$~;f.~¡j.;. .:· · · . . . · <3•42> 
haciendo el .cambio.:<lt:' vádablé. e ,.,; f obtenemos en la carta que contiene al 
punto al infinito la expresión:·: : . 

- ~j'· ·,.' ..::: i:-- ~ . . ' . ·.- ' 

·• ·.·····•,/ . :{=-zz2=1 
. :. ::._::x·_ ~'.:::~\ --:~~-~r-,-- (3.43) 

14Es dcdr," si el· gérmen ·que define el desarrollo de Tnylor de la transformación de 
moriodromfa'en:un.a vecindn.d del origen pertenece a la clase A2 • 
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de manera que en_ dichas coordenadas parapl dilto i,nicial {? .s~ ~iene que: 

;.,, ' , f .. ~ .. : ,,- ~·;.:.· 
{(t) =.{ott 

,.,.: <.:,· 

Así, las soluciones de la ecuación corrcsporldl~IÍte~ ·:~;datos iniciales 
z{O) = z0 # o, vistas desde la carta que;contiene':aLorigen, en:una',vecin­
dad de éste resultan de la forma:.< . .:r' _;{i_;J;;'·,· .. , .•. ,;)':; . . ,.,;,: · 

. ·• ·1 ·. 

(zo,i+t) . 

De esta manera podemos-~~r qu:-~1:~~}~-~~tfe~pci:l ~~i.~am;~,z = z2. 

resulta: g;.(z)··=-.77;.11;:r·1}.·;~·:·# ... ~);;::~d;·?·.~L:.;;;-,:·,·i 
Ahora, si la transformációncle nioriodromía resultara de tipo elíptico sería 

conjugada analítica cle:una a~Úcación'de la form'a: 

sin embargo esto implicaría que en una vecindad del origen el flujo a tiempo 
1 del campo z = z 2 es topológicamente equivalente a la aplicación e,__, eiº{. 
Ésta última aplicación, al no ser más que una rotación por 8, deja invariantes 
a toda una familia ele circunferencias en una vecindad del origen. La imagen 
de una circunferencia con centro en el origen de radio suficientemente chico 
bajo el homeomorfismo que da la conjugación entre ambas funciones debe 
resultar una curva cerrada invuriante bajo el flujo a tiempo uno del campo 
z = z 2 • Empero, en una vecindad del origen las curvas cerradas invariantes 
bajo el flujo de dicho campo a tiempo uno tienen todas como punto común 
al origen, el único punto singular del campo. Como la conjugación topológica 
debe mandar puntos singulares de una transformación a puntos singulares de 
la otra transformación, obtenemos una contradicción. Entonces, la transfor­
mación de monodromía no puede ser ele tipo elíptico. 



Apéndice A 

En este apéndice incluimos algunos pruebas omitidas en capítulos ante­
riores y breves comentarios sobre el comportamiento de las soluciones de la 
ecuación de Riccati en vecindades del punto al infinito. 

A.1. Ecuaciones de Riccati, generalidades 

Consideremos la ecuación de Riccati1: 

y'(z) = fo(z) + f1(z)y(z) + h(z)y2 (z), z E U s;; C (A.1) 

donde los coeficientes f;(z) son funciones holomorfas de zen el abierto U s;; C. 
Tomando como referencia [Hil], siempre podemos asociar a este tipo de 

ecuaciones de Riccati una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo 
orden de .la forma: 

. w"(z) + P(z)w'(z) + Q(z)w(z) = O (A.2) 

de manera que las soluciones de esta ecuación lineal estén en estrecha relación 
con las soluciones a la ecuación de Riccati (A.1). 

· Basta tomar: 

) 
f~(z) 

.'-: ']'(~ ""':·~~( ) - f1(z), 
,.,. .. '.. ' . J2 z 

Q(z) = fo(z)h(z) 

para obterier, si~~(z) es solución de la ecuación lineal homogénea de segundo 
orden;;un~'solución de la ecuación de Riccati (A.1), haciendo el cambio de 
variable: · · · · 

y(z) = _ w'(z) 
w(z) 

1 Aq uf la derivada es respecto al parámetro t E C. 
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(A.3) 

ESTA TESIS NO S.A.IJ· 
nvu- 11"r~T:\<'C 'OE l.A JL11.uA .• • "-' .. ,. 
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La prueba de este hecho se omite pues se desprende fácilmente imitando 
los cálculos que se realizan en In siguiente sección del apéndice durante la 
prueba de la proposición (1.1). 

A.2. Prueba de la proposición 2.6 

Proposición A.1. Si y(t) es una solución a la ecuación diferencial de se­
gundo orden: 

+ P2(t)P1(t)]~ 
+ (P:f(t)P0 (t)] y= O 

con(y(O),y'(o)) = (yo,1/~),,entonces en toda.t donde P2(t)y(t) #O se 
tiene que la función: 

z'~t) ,,;,,· . y' Ú) 
. . e P2(t)y(t) 

es solución de la ecÚació~ de Rf~c~ú]d:!}~~~;¡ 'z(Ó) ~ - P>~~~l(o). Aquí P1(t) 
es abreviación de P;(eit, e-it) polinomio-'t'rigonométrico correspondiente al 
coeficiente del término de orden j '(e11.z} .. de la ecuación de Riccati (!2.1) . 

• • < 1 ~ •• ••• •• ) 

Prueba. Notemos que: , ." 

z' (t) = P2(t)y(t)y'' (t).+y(t)~' (t~;(t)y(t).+ V: (t)P2 (t)~(t): (t)y2(t) 

Despejando y" (t) de la ecuación lineal de segundo orden y sustituye~dc) dicho 
valor en la expresión anteÍ'ior·tenemos: ' 

z'(t) = [y(t)(P;(t)y'(t) +P2 (t)P1(t)y'(t) - PiPo(t)y(t)) .. ····· 
+y(t)y' (t)P~(t) +(y' (t))2 P2(t)) (Pi(t)y(t))- 1 

simplificando, 

, ,¡'(t) == P;(t)u' (t) 
P,(!)y(t) 

!ií!lJl'.ill R ( ) P;(tlu' (tl 
- P>(t)u(t) + o t + P>(•)v(t) 

P1(t)y'(!) ~ 
P,(t)u(t)+P.(t) + P,(t)u <•> 

-~-~ -~ P><•>v<t> + Pa(t) 

= P2(t)z2(t) + P1(t)z(t) + Po(t) 
con lo que queda concluida la prueba de esta proposición. 
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A.3. Detalles, proposición 2.2 

Proposición A.2. Sea ITd.c.< la restricción de la proyección Il1 a la curua 
J:.,{, como en la proposición 2.2. Entonces ésta es al menos e1, localmente 
invertible y preserva la orientación entre los correspondientes espacios tan­
gentes de r{ y S 1• 

Demostración. Tomemos entonces p = (x0 , z0 ) en r{. Luego, sean (t/i, U) y 
(1/J, V) cartas de r{ y S 1 asociadas a los puntos p y II1(p) de manera que 
tji(U) s;; V. Nominalmente, tji(t) := (x0e11 ,z(t)) y .,P(l) := II1(p)e1t. En este 
caso la representación local de Ili.1/J o II1l.c.< o tJ¡-1, resulta ser, para 9 en una 
vecindad dello, · ' •" - · 

(.,Po Il11i< o tJ¡-1)(t) =(:,Po II1l.c.<)(xoe11,zo) 
· ' --- '= .,P(xae11) -

=t. 

De manera que: 
d(.,PoII1l.c<ºtP-1)I _ 

dt t=O - 1, 

con lo que queda demostrada esta proposición. 

A.4. Prueba al corolario del teorema 3.1 

Corolario. Dada una ecuación de Riccati con coeficientes trigonometricos, 
todas las transformaciones de monodromía 

Ár : {r} x Cll'1 ---+ {r} X Cll'1, O< r < oo, 

pertenecen a la misma clase en PSL(2, C)2 • 

Prueba. Para probar este corolario supondremos que la familia de funciones 
Ár intersecta a distintas clases en PSL(2, C) y encontraremos una 
contradicción. 

Como consecuencia del teorema (3.1) tenemos que todas las transfor­
maciones de monodromía correspondientes a una ecuación de Riccati con 
coeficientes trogonométricos dada comparte el número de puntos fijos y los 

2 Módulo la relación de equivalencia establecida en In sección 2.8 



82 APÉNDICE A. 

multiplicadores. Sin pérdida de generalidad, supongamos que las transforma­
ciones .Ó.r, y Ar2 están en distintas clases de equivalencia [p 1ei0•] y [p2ei82

]. 

Entonces existen dos miembros de PS L(2, <C), H 1 y H2 , que conjugan a .Ó.r1 

y .Ó.r2 con los representantes de sus respectivas clases. Repitiendo los cálculos 
que se realizaron en la segunda parte de Ja prueba de la proposición (2.9), 
obtenemos que el multiplicadores en uno de los puntos fijos (explícitamente 
aquél que bajo la conjugación va a dar al origen) <le .Ó.r, y Ar2 debe ser p 1 e;o, 
y p2ei0', respectivamente. Entonces, como mencionábamos al principio de la 
prueba, estos dos números deben ser iguales, sin embargo, esto implicaría 
que las clases de equivalencia de 6., y Ó.r2 no son distintas, contradiciendo 
lo que habíamos supuesto. En el caso de que se tenga un único punto fijo el 
razonamiento es análogo. Esto pone fin a la prueba. 

A.5. En vecindades del punto al infinito 

Al trabajar en las coordenadas (Vi.2 , •1' 12 ) al principio del tercer capítulo 
obtuvimos la invarianza del periodo y multiplicador en la familia <le curvas: 

En esta sección del apéndice veremos cómo, al trabajar en las coordenadas 
(Vi 2 , 111 12), obtenemos información sobre la manera como las soluciones del 
sistema de Riccati asociado llegan al punto al infinito. No se formulará re­
sultado alguno, pero sí analizaremos dos casos particulares que ayudarán a 
establecer mejor esta idea. 

Encontraremos una expres1on explícita para las curvas 
r{o(t) := (xoe", fo(t)), donde {o = (xo, O} y 1 Xo 1= l. Antes que nada 
recordemos que por la no verticalidad del campo v12(x, z), en una vecindad 
de ~o podemos representar a .C,{o como: 

.C,{o := (x, i(x)) 

con z(x) analítica de Ja fm:ma:·. 
. . . 

. '- ~.{;:~·~.c~r&·~~.c~ ... ;?~;ó)~~*- ·~~. ,_ (A.4) 



A:5. EN VECINDADES DEL PUNTO AL INFINITO 83 

Caso A.L [;fi(xo):.~~:¿] \(L,J•,.>·§ ,· 
Aquftenelllos'.~h~;·Ia•~~~i:~s.ión local· para z(x) resulta ser: 

. ' ;jl~~Y:Xt/~~3~<~~'Yi~<x -xo)2 + . . . ' (A.5) 

. Antes'.d~Jprosligiür',eída bús'qúeda de la expresión para r 0 (t) hagamos 
alguriós crunblos 'de variaÍilé para facilitar la misma. Para ello, observemos 
que la eXpreáiisn (Á~5)'.puédé reescribirse como: 

, '. - , ~,~:,;,_:·.'·r-~' '·:~_;),º.:: ·- . ' J 

. . ·. ri::,~m:~r~;~,.{~:.,:. ;; ::~= = ~~~:~~;).· · ·) . 
· • Collí~ ~(~~)-~'Ó podemos en una vecindad en el plano {z =O} del punto 

(x0 , O) encontrar \ina funéión analítica h(x) tal que h2 (x) = g(x). Definamos 
.•' eritorices'núestra'nueva'.variable: ' 

(A.6) 
. .·. ""' .- ---.. ·' 

cÍe mü.nera que z;;,, x2 : Paradeterminar r0 (t) levantemos entonces la curva 
{(xoeu,o) 1 t E (lR;'o)r a !ahoja .Cczo,Ol· Dado que·x(xo) =O, tendremos para 

. · diého leVa.ntamiento. una. expresión de la forma: 

'.~(i~e;t) '7 at + ,Bt2·+. ;'. t -~(IR, O) a, .Be C. 
,"' \ ,. - ·-. - ·' ~--~ ' 

'suponclremosª •. ';ilii'ra'que:.~1·c~njunto1·{~;.ores una base de lR2 ~e, es 

decir, l ~ IR. Así~·;~·;:{~!>~~¿«'.. :f;i.'· {~({' '.',(\F/ i . . . · 

' ro(t)" := (at ¡1- (Jt2, + .. :)(at :r ,Bt2 + ... ) 
._ , ~ •· ·. ;= (a~t2 ~2a/jt3 +;~·).· 

Como c~nsectÍe~Ü~ <l/~t~~tr~';~t~~lji~ri {a2 , 2a,B} forma también una 
báse de lR~ ~.e; éle'm~~erÍ(que podé'móS''reeséribir la parametrización ante­
rior Co~O;: ·~~.'.y:: .. '.~~<,1.? (~~~-:-~;·:~:g~!;/;.;,;;,t;;~f1!f\~{~t_:.>;~~~'.~·~~1?:-~ ·:'. ~'.::. ·· · 

·. ro(t).= a y¡ (t) +2afJy2(t), 
·; .º •• , __ • . ' ;: •..•. ,, ""/,;_ •. , ~ .-'~·.,. . ",' . ~-\ 

donde: ,.' " · .,, · ·· ., 

, :~,;;.:r~~~~)·"x~::t·:;: , 
•'r';' "';!',¡·(·<",\,' l·.'<1,'; ~,.,::·;·~·~i;•:~ ,(.:¡,..; .··,:, 

.3 Dejaremos fuera de;,este trabajo ~l c~.~lt~ndo a= c{3 
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Esquemáticamente, suponiendo { a 2 , 2a.B} =··{ ei, é'2}, 

Caso A.2. [~(x0) ~-O) 

_lL ... ~ . . . . ' . . 

En este cl\So tenemos que la' ~xpresión local para z(x) es: 

z(x) = a(x-:- xo) +·• ~ ' .. · · (A.7) 

y podemos asegurar que en una vecindad '~~ el plano:{ z.,;,. o'{ del· punto 
(x0 , O) la función z(x) es un biholomorfismo. Así~ y en contraste con el caso 
anterior, podemos asegurar la suavidad de los levaritami.entos: 

Esquemáticamente: ~ .. ( 

z 

,, J(tl 
~ 

Omitiremos un análisis más general, pero se invita al lector a realizar 
lo propio tomando como referencia la discusión desarrollada para 'los casos 
n = 1yn=2. 

A.6. Campos resonantes de tipo Poincaré 

En esta sección del apéndice analizaremos las posibles resonancias a pre­
sentarse en campos vectoriales definidos en IC2 con parte lineal no singular 
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·cuando el espectro de la parte lineal dé ·estos se encuentra' en el dominio de 
Poincaré. · '· · · "" · ,; ' 

Definición A.1. Una colección de números complej~~ ).'~ {.\'1 ;~2 } en C2 

pertenece al dominio de Poincaré si la envolvente convexa de los vectores 
,\ 11 ,\2 en el plano complejo no contiene al origen. De contenerlo diremos que 
dicha colección pertenece al dominio de Siegel. 

Proposición A.3. Sea el campo analítico: 

:i; = ..\1x 
iJ =..\2y+··· 

(A.8} 

tal que {..\1, ..\2} pertenece al dominio de Poincaré. Entonces,' de ser el campo 
resonante, todas las posibles· resonancias a presentarse son: 

..\1 = m..\1 +l...\; m +' l ;;i: 2, · 

..\2 = ko..\1 ko E N,'jij~: y~~ 2. 

Prueba. Suponemos que el campo' es resonante; Veamos primero que existe 
una única. resonancia. posible para el valor propio">.2• Supongamos que existen 
dos, · · · · · · .. " "·"' ·· 

ent~rices: 

..\2 = a...\1 + b..\2 a+ b ;;i: 2· 

..\2 = á....\1+ ÍÍ..\~·. á+b ;;i: 2, 

O= (a...: á)...\1 + (b __: ÍÍ)..\2 1 

(A.9) 

de manera que si a - á of O o b - b f O tendremos que los los vectores 
{..\1 1 ..\2} son linealmente dependientes,"ergo proporcionales. Como {...\1,..\2} 
están· en el dominio de. Poinca.ré la.· constante, de propocionalidad, µ, que 
satisface ..\i = µ..\2, debe ser estti'ct.ainente'mayor que cero. Sustituyendo en 
A.9 el Valor de ..\1 obtenernos,. 

'..\2 _;;: (~~+ b)..\2 = (áµ + b)..\2, 

', '1;._b 1-ÍÍ 
µ = -a-= ¡¡· (A.10) 

Ahora., co~o ...\1 =:. µ..\2 y ..\1..\2 of O, necesariamente b f l. Por otro lado, de 
la definición de resonancia tenemos que a, b E N¡ luego, lo anterior implica. 
que b > . 1, pero por la relación establecida. en A.9 tendríamos que µ < O, 
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contradiciendo el que el espectro de ,la parte lineal del ~ampo, es~é. en· el 
dominio de Poincaré, · . 

Llamemos a esta única resonancia: 
"¡ 

1- ·~ : : 

, :>.2 ,,;,;· a,\ 1 + b:>.2, 

. y observemos lo siguieU:te::,,. -

• Necesariamente d # O~ Dcl'lo:c.ontrario· se tendría é¡ue·.X2;,,, b>.2, luego 
b = 1, lo que contradice que:á + b_.,, 2: 

• Necesariamente b ='o: Si~b # O; de la resonancia obtenemos: 

, qt:S~ f~t-~~2-h\~.t~L ':· _ .. •~-.:· , 
entonces, como a #, 9 .si ti~~~ !º~;':'ectof~s, { :>.1, :>.2} son linealmente 
dependientes. Por estar. estoí:ten el 'domhi.io· de Poiricaré, 

- - .; ... ~ .. ~-_;.:'· ... =f ;-.'.:r;.:;;;:.~ 

.. ·.· .-- _ .. .J ·: '·. ;_,"_·Mm~f:~2 -:,;.;;·fl:,B(/N ·-e · ::": . 
sustituyendo· el' vitlár ¡de :X¡•:·eri' lá'ecüación : que'.' define la ·resonancia 
llegamos a ql\é:!:.i_A. 0_::.'._C.;.7 .\ .. ··.-.· > . , , · 

< .:'. .,x; ,. •te] .• _ ~t~:(~~
1

~~~~5.i; __ ,,. . ·.· ·. . /. · 
Esto último nos él} ce qué)1ec~s~i~m~~te Jt.. ~· .~ 6~ 1 ;relación}Jl\e. ~o se 
puede' dar ya que: debe suceder' que µ'<.o. ' ' ' ' ' ' ' , . _,-~-: · .. ':~·:~,_; ~:;¿~{ ."·;\ :r.:.·_-" :· "·::,_ ;-<'.""~ '.:,.¡ : >,.:-_,~· -'.':'.' ., ;_-

--·:'- · :.i-:~f\:< ~-~~~,~~.A1~~~-:~~t.~·{\ .. :.·.>:}\·?.~:~,., ;~--~----::-~ "~~/~·:· .. :: ., _, ·: 
Por. lo tanto,:la resonancia. debe: ser, de.la forma:;~,,,.,,. ,,. 

: .· ~, ,;}j;: '.::t•_i;c;f E/'f x~:~ .. ~~¡-~t:~~ ~1N f ·k: ~.· 2,. . '..' 

lo. que pone firia l!I. prd~ba. 
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