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Introduccion

En Algebra Universal, el término variedad sc refiere a la categorfa de dlgebras
para una teoria ecuacional de un solo tipo. De eso habla el teorema original-
de Maltsev: : o

en la variedad A, cualquier par de relaciones de equivalencia R, S
en un mismo objeto satisfacec RS = SR si y sélo si la teorfa tiene
una operacién ternaria m tal que mary =y y mryy ==z

En esta tesis, llamamos varicdad a la categoria de dlgebras de una teoria
ecuacional que bien puede ser multitipo (cf. capitulo 9).

Las categorias que necesitamos para poder tratar con relaciones de equiva-
lencia son las regulares. Estas las introducimos en ¢l capitulo 2. También son
1utiles las categorias ezactas. Una categoria regular es exacta cuando todas
sus relaciones de equivalencia salen como ¢l par nicleo de algin morfismo.

Si 7 es una categoria con productos finitos, denotamos por Contgp 7 a
la categoria de funtores 7 — Con que preservan productos finitos, donde
Con es la categoria de conjuntoes. Las proposiciones 10.9 y 10.10 aseguran
que toda variedad es una categoria de modelos Contpp T para una 7 con
productos finitos y viceversa. Los capitulos 8§ ¥ 9 se incluyeron para poder
demostrar esas dos proposiciones. .

El objetivo de esta tesis s presentar la version del teorema de Maltsev
que se da en [5]. Esto lo hacemos en el capitulo 10, proposicién 10.16:

una categoria Contrp 7 es de Maltsev si y sélo si para todo
objeto 1V en 7T, el diagrama

W —— e x I

N Jiea

T 3¢ W e T ¢ 1V s W

" il




viii L .~ .~ INTRODUCCION

es un coproducto fibrado débil en 7

En el cap)tulo 3, definimos categoria de Maltseu como sxgue “Una categorna‘
regular es n-permutable si para cualquler par de relﬂcxones de equwa]encna
R, S en un mismo objeto se da :

BSR..,=8RS...

n veces n veces

En los casos particulares de categorfas 2-permutables y categorfas 3-.
permutables, hablamos de categorias de Maltsev y de Goursat, respectwa—
mente.

En el resto de la tesis revisamos las categorias de Maltsev y de Goursat:

e una categoria regular es de Maltsev si y s6lo si todos sus obJetos sim-
pliciales son de Kan (proposicién 4.10)

e una categoria regular es exacta de Maltsev si y sélo si todo par de
cocientes con dominio comun tienen coproducto fibrado y el morfismo
conezidn del dominio comiin al producto fibrado de este coproducto
fibrado es una suprayeccién (proposicién 5.9) :

e una categorfa regular es de Goursat si y sélo si la imagen directa’de .-
una relacién de equivalencia bajo un cociente vuelve a 'ser re]acxén de o

equivalencia (proposicién 6.15)

e el lema 1.5 de grupos abelianos es vilido en cualquier categorm e\acta .

de Goursat (proposicién 7.5)

Las categorias de Maltsev son importantes porque aparecen con frecuencia

", en las matematicas. El ejemplo que desarrollamos con detalle en esta tesis

es la categoria de grupos topoldgicos, seccién 3.4. En particular, GrTop es
ejemplo de una categoria de Maltsev que no es exacta. Algunos otros ejemplos
de categoria de Maltsev son: cualquier categoria algebraica en la que parte de
la estructura sea grupo, la categoria de dlgebras de Heyting, los duales de las
categorias de grupos abelianos y R-mddulos, la categoria dual de cualquier
pretopo con limites ﬁmtoa, etc.

Los capitulos 2 — 7 siguen a [4]. Los capitulos 8,9 son de [1]. El capmxlov
10 es de [5). El orden y la eleccién de temas son nuestros.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, nos ocupamos de dos cjemplos adelantan algunas de las
ideas que desarrollamos mds adelante, La primera seccién es el caso parti-
cular del capitulo 7 para la categoria Ab. En la segunda seccién probamos
lo necesario de la categorfa Top para la seccién 3.4. En la primera seccién
seguimos a (7}, mientras que en la segunda a [6]. Algunos detalles son nues-
tros. : ‘

1.1 Ab
En esta seccién trataremos con grupos abelianos.

Definici6én 1.1 Un subgrupo de.G es ‘un sub@njﬁntdﬁb va‘é‘z’o H"g G tal -
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Dado un subgrupo H < G, se induce una relacién de equivalencia de la
manera usual por R = {{91,92) : hay h € H con g, = g1 + I},
A una relacién de equivalencia £ £ G x G le podemos asociar el subgrupo

{92—m : {0, m) € R} <G.

Estas asociaciones inducen una biyeccidon entre las reticulas: relaciones de
equivalencia de G, subgrupos de G. Esta biyeccién preserva el orden de
dichas reticulas.

Lema 1.3 Si R es una relacion de equivalenciu en G y g1, g2 son lales que
92 — 91 = g2 — 0 para {g], g3) € R entonces {g1,92) € R.

Demostracién. Sabemos que (g1, ¢1), {9}, 9}) € R. Como R es subgrupo,
(g1, 91) + {93, 92) ~ {91, ) = {91, 92)
estd en R,

Sk

B Proposncmn 1 4 si R subgrupo de G x G es un :
-cntonces es.de. quwalencza

(ai:icfn_ refleziva en G
Demostra 6n. L

o Mlent.ms que pam la transxtlvxdad

<g1,92) (92,.12) + (J° !Ja) = (JhJJ)
*
Sobre la siguiente proposicién, Lambek comenta en [7], p. 137 que es ez-
" tremely useful in the popular pastime culled diagram chasing.
Proposicién 1.5 En el siguiente diagrama conmautativo

A—2+p-t.0

| bl

DTETF



" 1.2 Top. : ‘ B . , s 3

supongamos que. los dos.renglones son exactos, mds. precisamente

Demostracuén Tenemos los 1somorﬁsmos

. Im ﬂﬂlm X = lm ﬁﬁ]\‘uc "

' co=c{Bb T pw'Bb =10}
= {Bb : yub=10}
= B(Nic )
= Nic yu/Nic 8

B(Im A)

B{Nie p)

B(Nic pu + Niic g)

(Niie p + Nice 8)/Nice 8

Im A

14

Por un teorema de isomorfismo para grupos abelianas, obtenemos

Im AN Im N/ Im (A — E) = Niic (B — F)/ Niic 8 + Nvic »

1.2  Top
En csta seccién trataremos con espacios topoldgicos.

Definicién 1.6 Sean A y K dos espacios topoldgicos. Una funcidn continua -
A B K es una identificacién si p es sobre y la topologia de K es {U ¢
K : p=lU es abierto en A}. A dicha topolagin se le dice le topologia de
identificacién en K. i
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Proposw:én 1.7 Sea A 5 K una 1dentzﬁcac26n S5i A= B esuna
funczan conimua umvaluada en las ﬁbms dep entonces hay una inica funcion

contmuq K = B “tal quq elkdzagmmaV

conmuta.

Demostracién. La tinica funcién & que hace conmutar.el diagrama es h(k) =
h(p=1(k)). Si U es abierto en B entonces kU= p~1A~}U cs abierto en 4.
Puesto que pes 1dent1ﬁcacnén, A~1U es abierto en X'y T es continua; como
se querfa ver.

sk

Antes de pasar a la siguiente proposicion, hagamos una

Observacidén 1.2.1 En la categoria Top una funcidn biyective entre dos es-
pacios topoldgicos no es necesariamente un homeomorfismo. Basta tomar
la identidad enire los espacios topolégicos (XN, 7) y (X,¢) donde . C T es
estricta.

Proposicién 1.8 Una funcion continua A S K es una zdcntlfcnczan 8i
y sdlo si satzsface la siguiente propiedad:

si'B e'—- _I\’ es contmun e inyectiva, y p = ih pare alJunafuncwn
_continua A —» B entonces { es un homeomorfismo.

Demostracién.

= o

Denotemos por B al codominio de .. Como i es inyectiva entonces h es
univaluada en las fibras de p. Por la proposicién 1.7 hay una tnica K -3 B
continua tal que h = hp Aplicando la misma proposicién a la factorizacién
p= (zh)p concluimos que i/t = 1. Entonces i ha de tener como inversa a h.
Por lo tanto i es un homeomorfismo.



1.2, Top R o 5

=

'ﬁcaclon en K. Enel ,dmg;_ﬂ_mﬂ

-,—> K das funciones continuas. B
='f7} con la topologia que hcreda como

subespaczo de A >< J Para todo _par; de funcmnes continuas X % A y X
By J hay un

Y mca funcwn contmua \’ — B. tal que conmuta

Demostracién.
La dnica funcién que hace conmutativo al diagrama es (I, h2). Esta cs
continua porque una base para la topologiade Bes {(Ux V)NB : UC
4, V. CJ abiertos} y {h, h) U x V)N B = U 0 h3'V.

*
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. . . . . . s . P » B
Proposicién 1.10 AMisma situacidn de la proposicion 1.9. Si A — K. es.
una identificacion abieria, q es una identificacidn abierta. :

Demostracidn. : .
q es abierta. Sca U abierto en B. Por la proposicién 1.9, U es de la forma

UHa x H)NB

a
con A,, H, abiertos en A, J respectivamente. Tenemos las equivalencias

z € ¢(U,(Aa x H,) N B)

& € Hoo ¥ hay a € A,y con fr = pu para una ag

z € Hyy ¥ & € [ p(Aay) Para una ao
7 € U, (f~'p(4a) N Ha)

Por lo tanto qU = {J,(f~'p(As) N Hy). Como p es abierta, qU es.abierto.

q es una identificacién. Sea U C J con ¢g~'U abierto. Como p es identifi- g

cacidn, en particular es sobre. Se sigue que ¢ es sobre y que U = g¢~'U.. Por -
el inciso anterior ¢ es abierta. Por lo tanto U es abierto y ¢.es identificacién. -



Capitulo 2

Categorias Regulares

2.1 Subobjetos, suprayecciones e imdgenes

Este capitulo es esencialmente la primera seccién de [4). La definicién de
suprayeccidn es de [2}.

Las definiciones y proposiciones de éste capitulo nos permiten definir a
las categorias regulares. Estas son de suma importancia porque casi todo este
trabajo transcurre dentro de ellas.

A menos de que se diga lo contrario, trabajaremos cn categorias con
limites finitos (esto se define en [8]). Sea A una categoria y A uno de sus
objetos. Se induce un preorden en los monos de codominio 4 por: 7 < i’
si hay k con i = # o k. Dos monos %, se dicen equivalentes si i < i’ y
i' <i. Las clases de equivalencia inducidas (s¢ acaba de definir una relacién
de equivalencia) se llaman subebjetos de A y se denotan Sub A. El orden
< se hereda. De esta manera, Sub 4 es un conjunto puarcialmente ordenado
con infimos binarios i A ¢’ dados por el producto fibrado y médximo 1,.

. v 2 . P . . .
Definicién 2.1 Se dice quc un morfismo A — K es una suprayeccién si
p=1moa conm mono implica m iso.

Las siguientes son algunas propiedades bdsicas de las suprayecciones.
Proposmmn 2.2 Toda supraycccion es cpi.

Demostracién. Supongamo: que fop=gopy p es supra\'ecclon. Ca]culunos
el igualador e de f- vy g. Por la propiedad universal del igualador p se factoriza

v
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a tmw‘s dee. Como e es.mono y p es suprayeccion, e es iso. Concluimos que

f—y

Propo'siciéh 2.3 Todo epi regular es una suprayeccidn.

Demostracnon Sea e el coigualador de f y 9. Sie = ioh con 7 mono entonces
“hof = hog. Porla propiedad universal del coigualador, hay un tnico
morfismo ¢ con h = i’ o e. Usando una vez maés la propiedad um\ ersal, sc

: obtlene iod =1, Por lo tanto ¢ es iso.

: Propo’sicién 2.4 pesune supmycccio’n siy sdlo si tiene la .s'i_}uiente propiedad
sivop = iou con'i mono entonccs /lllJ una (umca) w conu = wop :
yv=1iow g : E

.Esta se llamna la propiedad diagoxjé]]kde las suprdyecciones. .

Demostracién. = : . R

<i'u'> e e e e

Calculemos el producto fibrado dc v Q@ ——'——» B X C' ‘Factorizémos a p y

u a través del mismo. Como los monos-son estal)les bajo roducto ﬁbmdo,

i* es mono y por ende iso,. Como toda suprayet.cnén es epi
g :

=1 .
B 1

- D

—
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¥ 0i'~1-da la factorizacién.

: conmuta,‘ w
&= :

Supongamos e para un mono i, p=iou. Aphcnmos la proplcdad dlagon'xl -
al dlagi amn : : T

10p—zou

Tk

+Un ejcmplo es'la observacion

: Prop“osi'cién 2.6 " Las suprayecciones son cerradas bajo composicidn.

Demostracién, ‘Consideremos el siguicnte diagrama, en el que p, g son suprayec-
ciones cuya composicién gp se factoriza a través de un mono ¢ y w se obtuvo
con-la propiedad diagonal .

Como g = 7w, i es iso.

Proposicién 2.7 Sipo f es suprayeccidn entonces p es suprayeccidn;

Demostracién. Si 7oh es una factorizacion de p con 1 mono, entonces 10(hof)
es una factorizacion de po f,

sk
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Considérese ¢l conjunto de todas las suprayecciones de dominjo A. Este
conjunto también cstd preordenado. Témese p < p' si y sdlo si hay ¢ con
p = qgop. Al poner p relacionado con p’ sip < p'y p' < p se induce una
relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia se denotan Coci A . El
preorden se les hereda.

Definicién 2.8 Una categoria A tienc imagenes si lodo morfismo A 4B
admite una factorizacidn a través de un subobjeto minimo. Dicho subobjeto es
dnico salvo isomorfisino y lo llamanos le imagen de f. Usamnos la notacion
usual Im f = 7 para decir que i es la imagen de f.

Proposicion 2.9 f =iop con i mono. p cs suprayeccion si y sdlo sii es
la imagen de f.

Demostracién.

= Sea f = i'op' otra factorizacidn de f con 7' mono. Apliquese la pxople(lad
diagonal al cuadrado i op' = i o p.

=.i""0 p’:icon’é’ mono ‘entonces’ f
“Como'Iin f =z, hay i con 1 0 " = 1.

<= Supornga f =iopconlin. f
se f'\cton/a a través del mono i o

: ..mtonces 7 lso. :
g ¥

o Proposncxén 2.10 S1 la categoria A tiene imdgenes entonces para todo ob-
.- jeto. A de'la categoriu, Caci A tiene supremos binarios.

Demostracién. Sean A4 > K, A e K’ dos suprayecciones. Si ¢ s la
suprayeccién que aparece en la factorizacion de {p, p') a través de su imagen
entonces, p < gy p' < ¢. Si ¢’ es una suprayeccion con p < ¢ 'y p' < ¢
entonces f = (p,p') factoriza a través de ¢'. Apliquese la propicdad diagonal
al cuadrado derecho.

n,p'Y
A e K a—1

N7

Imf Imf — K x K’ *

L
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Proposicién 2.11 La dtagonal del copraducto fibrado de das suprayeccwnes :
es suprayeccidn. SRR ;

fibrado como 51gue

conmuta

Por la propiedad universal del coproducto ﬁbrado, ioi .~ Como i'es
mono, entonces es iso. Conclmmos que g es suprayeccnén y por lo tanto gop'
es suprayeccion. : :

* B

Proposwxon 2.12 En una cuteqorravcon zmagcnes, sean A 5 Kl Y A

—- Ky dos suprayecciones. - Su coproducto ﬁbrado eziste st y sélo si tienen
infimo pAq en Coci A. Este es prcczsmucnte la diagonal de dicho coproducto
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Demostiacién. ='Si

“es coproducto fibrado, el morfismo r'=¢'p=7p'qg es una supray'ecéxon'borl la’
proposicién 2.11. C]aramente T < p, q: Sea t una suprayecc16n con t < p, q_‘
Esto quiere decir que hay K RAYVA y I 4 M tales que fp =1= gq..
Por la propledad universal de coproducto fibrado hay una tnica L %~ A -
tal que f = eq' y g = ep'. Entonces t ='er osea, t < r en Coci: A Por 10
tantor=p /\ q.
< Sean A -5 K, y A I, 'dos suprayeccmnes con mﬁmo md:cndo por

A——’K

1{,5

Sean I, =Ly Ko %L tales que .'x:p = yq Dcnotemos este mmﬁsmo
porty pongamos su factorizacién suprayeccxon-mono : b

Por la propledad dmgonal }1'1\ umcas zt y 1/ talcs que r= py r=yq.
Entonces hay I( = A! con
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- Asf es que, como p y g son suprayecciones, el diagrama

" conmuta. 7o w es el vnico morﬁsmo que lo hace conmutar porque p A g es
suprayeccxon

*

Ejemplo 2.13 En Con las suprayecciones son las funciones sobres. En Ab
las suprayecciones son los morfismos sobres. En Top las suprayecciones son
las identificaciones. Las primeras dos efirmaciones son claras. La tercera se
tratd en los preliminares. .

2.2 Categorias Regulares

Empezamos csta seccién con una definicién y un lema que serdn 1tiles para ’
definir-a las categorias regulares.

Deﬁmcxén 2.14 Sea A - B un morfismo. Al mono (T1,T2) obtemdo de
. calcular el producto fibrado de f consigo nnsnw se. le llama’ ! nuc]eo o park :
. nu(.leo de. f, y se denota Niic f = (T|,7n> .

Lema 2.15 Sif = 17: es una factorz.aczdn dc f conl mono entonces Nic f
\uc P )
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i ~Demostracién. Dulmemos Nuc f =:{r1,r2). pry = pry porque ¢ es mono.
Sean (gx, qg) con pg, =Py Entonces :

- ipgy = ipgs = [go

las p_arejas', coigualadas por f. -

A ébd'cie' regular-si: - '

vl X q Y pX 1n son suprayec-
- ciones.: Por la proposnmén 2 6 p >< qr- (IK x g).0 (p X 15) s suprayecmon

Si se tienen dos morfismos <

A———c———f(

_ el nicleo de su composncxén se puede expresar ‘en termmos de un producto
: ﬁbrado alo 1argo del nucleo del segundo Mas precnsamente )
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Lema 2.18 Denotemos Niic g = {(s1,52) Si el cuadrado

t

R

‘4"("1,"':) it tarsea) '

12 q:z:, Y. 822 = qza. Entonces, (q x q)(zl,zz) (s,,sz)'r :
“hay un umco morfismo X 2~ R con (r;,r)y = (21,122) yty =
Como (rl, 7'2) es mono, sélo y satisface la pnmera de estas condxc:ones Porv
lo tanto, Nuc gq = {r1,72). T

: Proposxcxén 2.19 Enlas categorzas regulares, toda suprayeccufn es. cazgual- ‘
‘adora de su par nicleo. :

E r
Demostrac:on Sca ALK una suprayecmén con nucleo R (,

Sea Al B con fr; f7‘2 En el mgmente dlagrama C es la 1magen delv

morﬁsmo (p,f) ; )
: A —Jﬂ- K x B

e\

" "Se tiene p = (mxoj)oqgy f = (mp o j)oq. Bastarfa demostrar que el

" morfismo g = wk © j es invertible. Por la proposicién 2.7, g es suprayeccion.

Veremos que g-es mono. Estamos en la situacién del lema 2.18. Como

“Ap, fyr = (p, f)r2 entonces gry = gro. Esto implica 511 = qry = grp = sot.

Como estamos en una categoria regular, ¢ es suprayeccién por el lema 2.17.

Entonces s) = 52 y¥ g es mono.
*
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'Deﬁmcxén 2. 20 Si A es un objeto de una categana, a los morﬁsmos con
codominio: A se les lamard elementos generahzados d o stmplemente
'elementos de A : :

Deﬁmcxén'2 21 Sl 4’ -—>\A es un elementa de

inados por los

2lement ’ Y 4B pertenece
huyr un elemento X -2 A

Demostracién.
=

B -
i para una b'.’ Si el producto

Si f ipes la factonzacnén de I ‘entonces b,

: ﬁbrado depyd. esté dado por b'¢
kbuscadoq B
e

’(""') A Y. entonces gya son los morfismos
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Tenemos bg = fa con q suprayeccxon Por ]a propledad dlagonal hay un

tinico morfismo ¥ -5 Im f con b= zb’ .
- %k

2.3 Relaciones

En cualquier categoria con limites finitos, se puede hablar de relaciones. En-
este capitulo suponemos todas las categorias regulares.

Definicién 2.23 A los subobjetos de A x B se les llama relaciones de A en
B. Usamos la notacion R: A — B, para indicar que una relacidn va de A
en B, si es que no se presta a conjusidn.

Por definicidn, las relaciones de un objeto a otro constituyen un conjunto
parcialmente ordenado con infimos finitos y elemento mdximo. Dada una
relacién R = (ry,72) : A = B, podemos considerar su opuesta R° = (ry,m) ¢
B — A. Asimismo, a los morfismos se les puede ver como relaciones si se
identifican con su grdfica (14, f). Es claro que las tnicas relaciones de ese
tipo son las que ticnen a 7; iso. De manera andloga a la definicién 2.21,
podemos hablar de pertenencia.

Definicién 2.24 Se dice que una pareja de elementos generalizados

A

a

x—
\L 5

pertenece a la relacidn R: A — B si{a, b) se factoriza a través del subobjeto
R. Esto lo denotamos b(R)a. Nétese que una relacién csta completamente
determinada por los objetos que le pertenecen. :

Definicién 2.25 Sean A & B y B -5 C relaczones en una categoria
con imdgenes. Podemos formar el dw_qrama

/\
/\/\
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dande (u,,ug) ‘es el produclo fibrado de v, con s;. La composicién' S que
sigue a'R, denotada. SRes la zmagen del morfismo (ryuy, Saug). :

lll : L(a,c)‘.'

M-—-——»AxC:

(rw:.sw:)

Al deﬁmr b = 7'2 o ul o y =s50uzo y, obtenemos lo deﬂead '

YA
dlagrama

vI .
M—————»A"x‘C'}‘ :

(riu),82u2)

Por la proposncxén 2 22 c(SR)a

‘Prbpbgicién 227 'iLa composicidn de relaciones vcs asacia’t.iu‘a.'
Demostrf‘atk:izrﬁn. Se reduce a demostrar que para tres relagionés
' ALE-p-S.c ’—1— D S
y dos elementos generalizados X -~ -A ¥y \ -—» D se tlene que;

d((TS)R)a - d(T(SR))a‘ T
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Aplicando dos veces la proposicién 2,26, obtenemos d((TS)R)a = el dxagra- .
ma 1zqu1erdo Reacomodando el dlagrama 1zqu1erdo obtenemos el derecho

goria Rel .A de relaczanes por

ObJetos son los ob]etas de .A

Morﬁsmos de A a B son las relaczones de Aa B

Las 1dent1.dad en A es la relacion (14,14). La composicion de morfismos es
como en la definicion 2.25. La proposicidn 2.27 asegura que es asociativa.

Ademds, si vA Ay y B3 C son dos morfismos de la categoria A, el

yAX‘
/ N / N,

es producto fibrado. Es decir, la compaszcmn de f Y g como marﬁsmos de A
se corresponde a su composzcwn en Rel A, PRI

es como en el'didgrama

S5isS<T enta‘m:c.;s"SR“Sr TRyPS SPT '




20 ‘ ’ CAPITULO 2.  CATEGOR{AS REGULARES

Demostracién. Sélo demostraremos PS < PT-la otra desigualdad es andloga.
Denotemos por y al morfismo S — T ‘que (t,12)y = (81, 52). - Denotemos
por {uj,u2) : M =S X Py (u,v) : N—= T'x Palos productos fibrados de
$2 con py y tp con p) respectivamente. Como .

Piup = Sy = tzyul.
hay un tnico morfismo M YN tal que cyoni"n’uta"-

M

Se sigue que
(Sﬂlhpzuz) = (tlvl,pz'vz)y

Como PS =1Im (s,u,,pgug) y PT = Im (t v, pava), concluimos que PS <°

PT,

Es muy 1itil considerar algunos casos especiales de composicién de relaciones. :-
Nos referimos a todas las variantes que ocurren si una de las re]acxones es‘
una funcién o la opuesta de una funcién. R :

Lema 2.29 Con la notacidn de la definicion 2.25. Si R es un morﬁsma o

AL B, entonces Sf = (uy, s2u3). De igual forma, sz S'
morfismo C — B entonces g°R = (ryuy, ug). o

Demostracién. En el siguicnte diagrama, el rombo es provdku o fibrac o "

/\._
/\/\
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Afirmamos que el morfismo (uj, S2u2) es mono. Sean T,y dos morﬁsmos? .
con (uy, Spuz)z = {u),Spuz)y. Proyectando obtenemos,: sousz = Sg‘llzy ¥y

w T = wy. Entonces syusr = fuyz = fuiy = syugy. Esto sxgmﬁca que

(51, Sa)uox = (51, S2)uay y por ende uzz = Uy y (uz,uz)z = (mm:)y Por
lo tanto z = y. Analogamente si S = g°. :

Lema 2.30 Con la notacidn de la definicion 2.25. Si S és”él' rrioi‘ﬁ.érﬁo' ‘B
2 C entonces gR = Im (r),gry). De igual forma, si R = f%con f un
morfismo B — A entonces Sf° = Im (fs,, sz) L .

Demostracién.

El rombo es un proapc{o ﬁbfad v

Corolarxo 2 31 En una categana reJular, S

1. Para cualquzer morﬁsmo L )’ se tiene f°f = Nuc j Asz pues,
14 < f°f con 1gualdad si y sdlo si f es mono

2. Para cualquier morfismo B R 4 se tzene hhe < 1,; Se dala zgualdad :
st y sélo si h es suprayecczon

8. SiR= (1‘1,T2> es una rela i, entonces R = 7‘27‘1

Demostracnon

e hh? = (h h) Pero sx Ia fact.onzacxon de h
1 ) gs'_(i?i)p. o
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3. En (2.30), componganse m° y 7.

Corolarié 2. 3'2 A -—— B v C —— D son dos marﬁsmos y C £ A D
= B dos relacwnes cnfonces ;

ng°<S @ R<j°Sg
-vfff ,f f°ff"—f°

Demostracnén Son concecuencm mmedmta del conolnno 2, 31

‘Es claro'que :

h

-—
@

A

i

_ conmuta si y sélo si hay w D - u con S

conmutatxvo, donde {uy, ug) es el producto fibrado’ de f con g.

'I‘eorema 2 33 Con la notacwn del d:agrama, anterzor

1. El—cuadrado conmauta si y sélo si kh®. < _q °f. o

2. kh? =g°f si y solo si el cuadrado conmiita y w es suprayeccidn.
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3. E‘l cuad ado es'un praducto ﬁbrado si v sélo st kh" = g°f Y (h k) es' R

Dem05tracn6n

1. La relacién kh° es la imagen de (hy k) (u,
SRy kY = (w, u2)w siy sélo si kh® < (ul,ug

2.'Si w es suprayeccién entonces’ (u1,1t2) es la 1magen de’ (h I..) ¥y por’
ende kh® = g°f. Al revés, si kh® = g°f entonces . kh® ='Imi(h/k)"

= (uy, uy). Por lo tanto, la lgualdad (hy k) = (u1,ua)w fuerza a que w
sea suprayeccién. .

3. Si kh° = g°f y (h,k) es mono entonces (h, k) = kh° = g°f y por
ende es producto fibrado. Si el cuadrado es producto fibrado entonces
de entrada (h, k) es mono y por ende kh° = (h,k). Pero’el producto
fibrado de f con g es a°f.

*

Ejémplo 2.34 En Con. El primer inciso del teorema 2.83 dice que

conmuta st y sdlo sz

2 L“% funci'dn‘:
o Vsedaff'Z
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Proposxcxén 2, 35 Sean relacwnes R A — B, S B, —) C y T: A - C.
SRAT< S(R/\ 5°T)’ :

S Sean: N & AV y ,‘{;—— C’ dos elementos generalxzados tales
L : :que c(SR /\ )a Hay’una supraveccnén Y -2 X tal que .
B : cp(S)b o(T)a b(R)ap -

g Entonces b(RA S"T)ap Asn pues, cp(S(R/\S“T))ap Como p es suprayeccioén
o(S(RAS°T))a.

%k

2.4 Equiv A, Cong A y Coci A

Definicién 2.36 Una relacidn A 5 A se dice
o reflexiva si Ay = (14, 14) < R
o simétrica i R° < R
e transitiva si RR <R
¢ de equivalencia si cumple las tres anteriores.

Al conjunto de relaciones de equivalencia en un objeto A, ordenadas como

subobjetos de A x A lo denotamos por Equiv A. El e]emento mfmmo de

1 .
Equiv 4 es A,. El elemento maximo es A x A—224 4 x A Los mﬁmos

finitos en Equiv A se calculan como en las endorelaciones de A puesto que

Proposicién 2.37 Sean R y R' son dos reluciones de equwalencm en A .
R AR es relacidn de equivalencia. O AT

Proposicién 2.38 Para cualquier nwrﬁsmo 4 g B la’ rjel?zci&ﬁv I\f\ié f _k :
A=A es de equivalencia. : A

Demostracién. Por el corolario 2311, < ferf. ‘Es ob\ i que (f°f)° = f°f
I\hcntms que por el corolario 2.32, (f°f)(f°f) °fi
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Definicién 2.39 A las relaciones de equivalencia de la forma Nic f para
algin morfismo f se les dice efectivas o simplemente congruencias. Al con-
junto de congruencias en un objeto A lo denotamos por Cong A

En una categoria regular, Cong A4 es un subconjunto de Equiv 4 con el orden’
inducido. Tenemos inducida la funcién Nic : Coci A — Cong A4 que a cadn
suprayeccién le asocia su par niicleo.

Teorema 2.40 En una categoria regular, Niic : Coci A4 — Cong ‘A ¢s una
biyeccidn entre conjuntos parcialmente ordenados que invierte el orden. Su
tnversa se calcula coigualando y se denota Coig: Cong A — Coci A

Demostracién.

Si f es un morfismo con dominio A4, su par nicleo (f1, f2} es un elemento
cualquicra de Cong 4. Por la proposicién 2.15 sabemos que si f = ip cs la
factorizacién de f entonces Nuic p = Niie f. O sea, Niic es sobre.

Por otro lado, de la proposicién 2.19 se deduce que

Coig o Niic = lcgei A

Concluimos pues, que Niic es biyectiva. : g
Veamos ahora que invierte el orden. Scan ¢,¢' € Coci A ta]cs que 7549, -
Entonces g coiguala al niicleo de ¢' y por consiguiente Nic q < Niic: q

*.

Proposicién 2.41 En una categorfa reqular, si 8 p € Coc1 A entances
Nic (pV ) = (NGe p) Acay 4 (\*uc ?)

Es decir, los infimos en Cong A se calculan camq _cn Eqm\ A

Demostracién. Denotemos por A () AxA \; '1\1 (""—"13-) A x 4 a los

micleos de p y p’ respectivamente. De esta mmmra, en Equw A su mﬁmo
estd dado por el producto fibrado :

N ——1’—5:\!? ‘ =
r’ul SOk ~l<,..',.‘m',) o
M e A% A

{mu "l:)
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. Si denotamos por N — Snana) A x A al micleo de {p, ') hay que ver que como
subob_]etos de A'x A, Ny N son el mismo. Por un lado tenemos

! fia=maity

Y Iuegd

Cerramos este capftulo cbn uhn”déﬁilicién yun'e m'plo "

Definicién 2.42 Una catcgorm ~Ase dice. cxacta sz €es regular y todas sus
relaciones de equivalencia son ejeciu,a -

Ejemplo 2.43 Ab es ezacta. Sz R< G X G es una relaczon de equwalencza
sabemos que se corresponde. con, un .sub_/r'upo H < G Se puede comrderm el



2 4 Equw A CONG A Y. Coc: A

[&]
. =1

G son

“grupo. coczente G -——» G/H’Vyp es suprayeccwn ‘en Ab Sz ’

. las proyecczones entonces P las‘"ozguala v ademas S

es un prad‘ttctb fibrado. .
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Capitulo 3

n-permutabilidad en categorias
regulares

3.1 n-permutabilidad

Si
' B~ A-5—B

son dos relaciones en una categoria regular, podemos formar. la suce516n de :

relaciones
R, RS, RSR RSRS,.

en la que cada término se obtxene de] antenor prec
~seglin sea el caso.

: Deﬁmc:én 3 1 En una categort'a 1egular .A conszderemas la relaczones

A<—-—B

v.Deﬁnim‘os la éﬁcésid;t (R, S), por induccidn: (R, S) =1,

_J (R,S)aR npar
(R, S)nsa = { (R,S)aS n impar

Lema 3.2 R y S como en lu definicidn anterior. En caso de que R y S sean
ambas relaciones reflezivas en el objeto A, cada término (R, S), volverd a
ser una relacion reflexiva en A y se forma la cadena de desigualdades

(R,8) < (R, S); £ (R, 8)2 £ (R, S); £ (R,8)y £

29
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Dembstrai:fén (R S)o es. una relacwn reflexiva. “Si n es par y (R, S), es
" reflexiva’ entonce k(R S)nR —~(R S),,.H, puesto que R es reflexiva.
Ané]ogament Sl

vEn casi’ todo lo qu‘ sxgu nos’ ocuparemos del caso en que ambas Ry S son }

.I Para n: > 2 si (R S),. es relacwn de equtvalencm entonces R Vi S =
(R, .S'),, en Eqmv A ‘ : g

E:3 Szm>1 '

o (R S)1l+m % . Pél‘ S
(R S)n(R 5),,. = { (R, S)asm-r - n impar

(R, S),,+m_ n par -
AR, S)n+m  nimpar

(R, < (R, S)m
(8,700 2 (£, S)n

Demostracuon
1:0si T € Equw A es tal que < T

2, Ambas 1gualdades ]as ha Para la prlmera’ k
tenemos: : :

(R, S)R, S)
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Supongamos e] resultado para m y demostremos]o‘ ‘para m“+ 1

m%mam m%{@“ﬁmw

(R S),,+,,,R m par‘
“(Ry 8)nym=iR "m par:
(Ry S)nmS ©.  mimpal
(R: S)tm—S m imP&

{ (R, S)ntme1 n par.
(R S)n+m

Mientras que para ]a segunda. B
w%wmen

Supomendo para m

< (R, S)ﬂ+m—ls m par
(R, S)n4mS " m par .
L (R S)n+m-1R m: 1mpar ‘n par-

o ! '(R )"+m m lmpar ‘n impar

(R S)n+m L, par
(R S)n+m+1 n lmpar :

3. Ambas deslgualdades son por mduccxén sobre m -n Para la primera,
como R y S'son’ reﬂex' as, 't . .

es decir (R S),. < ‘(R S)a
lo demostramos pdra -
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4. Sélo haremos el caso n'= 2k .in ién’ sobre 12 k. El otro
es andlogo.” Para la base tenemos ‘R R porque ‘R es relacién de
equivalencia. Supongamos que (R S)zk 1 (R, S)zk.. .-Entonces,

(Ry S)okin = (R S)n 1 ((Ris)zk-st)"
RS( )21. 1= (R 5)2k+1 '

La importancia del sxguxente teorema radica‘en permltlrnos dar la deﬁmcnon :
que cierra esta seccn’)n L i

5. (R, S)M (R S)n :
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) 6 (S R)n+l (R S)ﬂ
7‘ (Sv R)n S (R: S)n

En todo caso (R,S)y=RV S y" si n es jJar ientancesi’l es iguﬁldqd.

Demostracién, - b i
La demostracién se mdlca en el d grama

as implicaciones marcadas con
un punto son triviales.: " T S R

2.Si (R S)

'S).. Entonces si
1n> n e

6=7

(R S)n Sines
(R S),. es simétrica: -

7= 1(R, S)
par (R, S);, —(5 R)nf
Bastard ver que: par
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De cualquier forma (R, S)nt2 £ (R, S)n-
Supongamos (R, S)nszm < (R, S)a. Entonces:

(R S)ntrmes) = RS(R, S)sam < AS(R, S = (R, S)n+2 < (R e

Si n es par, (S R),, (R,S)y (R,8) = (S5, ‘R),.. Por lo tanto 51 7 es par
7. es.igualdad. - : : T T o

Definicién‘3.5 Una categan'a regular A es n-j)errﬁufable (n.> 2) si cualquier
par de relaczones de equwalencm satisface las condiciones de la proposicion

8.4.

3.2 Categorias de Maltsev y Goursat

Para definir las categorias de Maltsev y Goursat veremos otras condiciones
equivalentes a n—-permutabilidad en una categoria regular. Pero antes, nece-
sitamos un lema que trata con propiedades de sucesiones de la forma (P, P°),,

para A £ B una relacién.
Lema 3.6. En lo que sigue, A -5 B es una relacién.

1. 8§i P =(f,g), entonces paral < n

e (R S)amg® n par
(P‘P )" {g(R S)n_1f° n impar, .

donde R = Niic f

2. Sz(PP),,}»,"

(Px Po)n—‘l = ‘(P[Pn)n-.l+k para
toda k- par. S : : : .

3.°5i P RS can R v S relaczones de eqmvalencw entonces para 2 < n

; '(P P )n—l = (Rv 5)n
. (P _P)n—l = (S R)n )

Der_nostfacién;
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1. Por induccién sobre n. La base es 2.31 que dice P = gf°. Suponemos
’ el resultado paran par. El caso n impar es andlogo. Recordemos que
la proposicién 2,31 también dice Nic g = ¢°g.

(P, P)nsr = 9(R, S)n1g°P = g(R, S)n-19°9/° -f- Q(R, S)at®

2.-Se sigue de que para toda k,

(P°, P)k n Pa
(P P")k ~nimpar

(B Pr-san = (B P { (P, P)usrnn

3. Enel fondo, las dos lgualdade 50

La u]tlma 1gua]dad se obtiene haciendo'uso del:lema’3.3.:
'Proposwxén 3 7 En unabcategon 2 cqﬁi:t(q?entes
1. la categorza es n- permutable s

2. (S R),, (R S),. para R y.S congruencias-en’un objeto’ A

) .9 para cualquzer relaczdn A 2y

4. para cualquzer relaczdn reﬁea:w
equwalencza R
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2 =3 Denotemos P : (f, g) El coro]ano 2, 31 dice’ P = gf°, Nic f = f°j'
y Nuc g =g g °g.: Denotemos Nic f R y Nuc g = S. Tenemos:

: 3 = 4 (E Ev),,_l es c]aramente reﬂemva y =si:
) sxmetria tamblen se tlene para n par puesto que

((E E )n—l)

: Para tmnsxtn'ldad notemos que (E E° ),... VBl =
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donde R S son dos relaciones de equivalencia cualesqmem ; ;
5 = 1 Tenemos (R, S)u(R,S)n = (R,S)s. Para n impar esto qulere decxr S

(R, S)an—y = (R, S)n; mientras que para n par (R S)g,, = (R S) De todos’

modos es el inciso 3 de la proposicién 3.4, N

~ 6= 1 Directamente tenemos (R, S)n = (5, R)n. s

" Por su importancia’ en lo que sigue, enunciamos la proposicién anterior para

- n = 2. Incluimos también los incisos pertmentes de la® proposxcnon 3. 4 ¥y )
estrenamos un nuevo concepto. . . :

;1‘.
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Demostracién. Tenemos las equivalencias -

La primera y tercera equlva]encxas son por el corolano 2.31. La segunda es
por el corolarlo 2 .32, La cuarta es por el teorema 3.4. .

Deﬁmcxén 3. 11 Diremos que una categoria A es de Ma]tsev st es 2-permu-‘ >

’

table.”:Esto es, si satisface las condiciones del teorema 3.9 A ‘las tegopasb'j -

-3-permutables las llamaremos de Goursat.

' .kProposmxén 3.12 (Modularided) R y S son relacwn de equivalencia enb"lk’
el objeto A-tales que SRS < RSR y por ende RVS :

;satwface R £ T entonces

(RVS)/\T RV(S/\T)

: Demostracnén L v .
Usando dos veces las leycs modularcs de Freyd, proposxcxén 2 35 obtenemos i

RSR AT < R(SR /\ RT)
“R(SRAT) < R(S /\ TR)R
= ‘R(SAT)R

: ,Pero como R(S A T)R‘< TTT = Ty ademas

(S/\T)R<RSR<RVS

entonces R(S A TR = (R VS)YAT. Por con51gu1eute R(S A T)R es relacxon :
de eqmvalencm e igual, por la proposicién 3.4,a RV (S N T) : :

='RS Z’S‘TGEqulv A
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) 3.3" Un ejemplo: Teorias de Lawvere -

En esta seccién veremos la parte trivial del teorema de Maltsev paré teorias
de Lawvere. Empezemos definindolas e interpretdndolas.

Definicién 3.13 Una teoria de Lawvere es una categoria T que tiene por
objetos al conjunto

°, 7, 7°%...,7",...
de potencias finitas del objeto T = T.

Definicién 3.14 Si B es una categoria con productos finitos y T es una
teoria de Lawvere, los modelos de 7 en B son los funtores F : T — B que’
preservan productos finitos. A la calegoria de modelos T y transformaciones. .
naturales entre ellos la denotamos por Mod (T, B).

Ejemplo 3.15 Una teoria de Lawvere para los grupos tiene tres morfismos

T (ll) T’

(l.l)

: obiencr una teorza a panzr d(. una catcgorfa “algebrazcd" dad
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Deﬁmcxén 3:16 Sz T es una teoria de Lawvere, una operacién de Maltsev
~.en dicha teorfa es un morfismo T3 BT tal que conmuta

(ﬂx.m.n) 3 [(mmama)

Observemos que en una. categorfa de modelos para una teoria de Lawvere
con operacién de Maltsev si- i : i

T2«

e A
TN

son dos elementos generahzados cualcsqu:era, entonces conmuta el sxgulente
diagrama :
(ﬂn.uz.ﬂz)

X (ﬂnauﬂz) AXAXA X -

A°

Ejemplo 3.17 En Gru y en Ab. Si G es un grupo entonces une operaczonv L
de Maltsev en G es m(x,y,2) = zy~'z, para z,y,z € G.

Proposicién 3.18 B es una categoria con limites finitos. T es una teoria*
de Lawvere con una operacidn de Malisev. A = Mod (T, B) es la categoria de
maodelos de T en B. Si A es regular entonces todas sus relaciones rejie:z:was ]
son simétricas. Es decir, A es una categoria de Maltsev. : :

Demostracién.

A las operaciones de Maltsev en los objetos de A las denotaremos m.,o,u,,
Sea A un objeto de Ay E una relacién reflexiva en A: .

A—3 E. .
\ ﬁ /) 3
CAxa




3.3.  UN EJEMPLO..

Entonces para i = 1,2

E-

Denotemos I =

Tenemos :
 (ezir)
B ‘((‘clu';lK?)’v(v"»l|é2|¢2))
‘ i
(e, g.dea) (.A x A):! “ .
nea® .4'(‘%1'.c".")t e
E 5

Donde .

L. conmum poxque m,, es opcracxon de I\In]ts(_v
e conmuta porque E es subnlgebra de'Ax .—1
eee conmnta porque loq limites en .A son puxmmlcs

o Por lo tanto’ E cs snncmca v A es de \Ia]tqe\

41
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3.4 GrTop

Veremos que si 7 es una teoria de Lawvere y 5 es una categoria regular,
entonces A = Mod (7, B) también es regular. La categoria de grupos -
topolégicos GrTop es cjemplo de gue A puede ser regular aiin si 5 no lo
es. A lo largo de esta seecién 7, B y A son como arriba,

Proposicién 3.19 A tiene limites finitos. Estos se calculan puntualniénte‘.' )

En porticular, A I K esmonoen A si y sdlo si AT I8 KT es mono
en 5.

Demostracién. En una categorfa de pregavillas como BT, los limites se calcu-
lan puntualmente. Un limite (finito) de modelos vuelve a ser modelo porque
los limites conmutan con los limites. Para la equivalencia, recordemos que-
un morfismo es mono si y sélo si en el producto fibrado consigo mismo se
obtiene la diagonal y que si fr es mono cutonces (fr)™ es mono.

*

Proposicién 3.20  Si el morfismo A -5 K en A es tal que AT 25 KT .
es una suproyeccidn en 53 entonces p es una suprayeccidn en A.-

Demostracién. Sea

suprayeccién.

Proposxcxén 3. 21 Hay'j ctorz ac_whéé supfﬁyebéitfﬁ’mbnb, ‘eriv.A.‘Es"d_ecir, :
A tzene zmagenes. O R : i
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Demostracnén Sea A I K un morﬂsmo en .A Ln factorlzacxén suprayec-
c16n-mono : : :

: ”v = K‘T‘

PN 7 iy

de fr existe porque B es regular. Sea 7" 5 T™ un morfismo cualquiera - .

en la teorfa 7. En el siguiente diagrama, w; se define mediante la propiedad
diagonal 2.4. Podemos hacer esto porque (pr)" cs suprayeccxén, dado que en
B las suprayecciones son estables bajo producto fibrado

4 ETY, o G Br™
1

wa . l"'l "’B

AT (W I"l T_)"" BT"I

Por la unicidad en la propledad dldgon'\l, podcmos a.segurar que hcmos
definido un funt.or T—B - i :

ST
: i w -——) wp
Por construccxén, este es un modelo Por las propos:cxones 3 19 y 3 20 los ks
morﬁsmos p,1 en ‘B dados por : e ! : o

son suprayeccién y mono respectivamente,

’ Por lo tanto. A tiene factoriza-
ciones suprayeccién-mono. - : SO e

Proposnuén 3.22; Sea unu suprayecctdn en: A’ Entonces AT',

L KT es wprayeccwn ‘en B. Junfo con la propaswzén".? 20, esta dtce quev-.. :
un’nior, nma p es suprayeccwn en .A sz v solo $i 7)7- ‘es suprayecczdn cn 5.




44 SRR : CAPITULO 3. n“PERMUTABILIDAD EN ..

Demostracién. Consideremos la factorizacién
KT

dé pr en B3. De la misma mancra que en 3.20 podemos extender dicha

factorizacién a una factorizacién ig = p de p en A con 7 mono. Como p es
suprayeccién, ¢ debe de ser iso y en consecuencia ir también. Por lo tanto,

pucsto que gr es suprayeccién, pr es suprayeccién.
%

Proposicién 3.23 A es regular.

Demostracién. Por las proposiciones 3.19 y 3.21, A tiene limites finitos e

imégenes. Por la proposicién 3.22, las suprayecciones p en 4 son precisamente

las que ticnen a py suprayeccion. Como en 3, las suprayecciones son estables
bajo producto fibrado y los limites son puntuales, concluimos que en A las
suprayecciones son estables bajo producto ﬁbrado :

GrTop es la categoria de mode]os Mod (T Top) para la teona de La\vvcre T o

de los grupos.

P

cidn en Top. Entonces pr’ es abierto en Top.
Demostracién, Sea U C AT un abierto. Tenemos la
PprU= | JaU
a€Nuc pr . .
donde Nuc pr es el niicleo usual de pr visto como un homomorfismo de grupos
yaU={a-u: ue U}. Paratodaa € AT la asignacién A % A dada por
x +— a-x es un homeomorfismo porque tiene como inversa a a~!-. Se tiene
eso en particular para toda a € Nuc pr y por lo tanto p;!prU es abierto.
"En 1.8, verificamos que las suprayecciones en Top son las identificaciones.

Concluimos que prU es abierto en KT
*
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Top no es regular en [10], p. 113 viene un ejenlplo de una suprayeccxén que g
no es estab]e baJo producto ﬁbrado Sln embargo, R )

Propos:cxon 3 25 La categorza GrTop és regula k

'Demostracnon La demostracnén de 3 23 sxgue sxendo va]:d o

‘. En la proposxmon '3.19, sélo se usé que B tlene llmltes ﬁmtos Sabemos
" que Top tiene limites finitos porque tiene product.os finitos e igualado--
" res.

. En 3.20 y 3.22 sélo se usaron propiedades generales de modeclos.

'« En 3,21 se usaron dos cosas. (1) B tiene imdgenes. Esto es cierto de
Top-las suprayecciones son las identificaciones por 1.8. (2) Si el morfis-
mo p en A es tal que pr es suprayeccién en B entonces la suprayeccién
pr es estable bajo producto fibrado en B. Esto es cierto de GrTop por
las proposiciones 1.10 y 3.24.

*
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Capitulo 4

Objetos simpliciales y
categorias de Maltsev

Este capitulo es la verificacién de una conjetura que Barr hace en [2], p. 3.

A uscful axiom which gives a notion intermediate between being
exact and being abelian is the supposition that every reflexive
subobject of the square of any object is an equivalence relation
(see 1. (5.5)). This condition is equivalent to every simplicial
object being Kan. .

4.1 Extensmnes de Kan

Definicién 4.1 Sea J : M — C un funtor y C € C un ob]eta Deﬁmmos :
la categarza (C l J) de la siguienle manera .

ObJetos .son los morﬁsmos C — JM para M E M e “ L

Morﬁsmos de c 2 JMI a C—» J My 'sa
‘en M tales-que conmuta "

Denotamios por Qg al furig‘of ?]ﬁe,‘b_luifia-_
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Proposicién 4.2 Sean J : M — C yT: M e d A dos funtores talcs que i
para toda Ce C la composzczdn . .

(C¢J)

Es ob\ io que csta asocmcnén I

< respeta composiciones
porque el diagrama .- LA :

morfismo

que corresponde a la 1dcnt1dad lJAI ( eamos. que € es una -
transformacién natural KJ = T

respectivos conos limites por

{KJM,
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Para tOdﬂ J\/l A J\lg cons:deramos el 'cruadrado“ e
KM ey KJM;
leAI‘ ‘1\“,"»‘ )

TMz

i L
TM, -

El tnangulo mferxor conmuta porque Jh ¢s un morfismo - lJM, —Jh ‘en
(JAM, 4 J). El tridngulo superior conmuta por la definicién del funtor K.
Supongamos ahora que J es fiel y pleno. Sea A € M un objeto cualquiera.
Por ser J fiel y pleno, 1,7 es el objeto inicial de (JA | J).. Podemos entonces
tomar a TQ1,p = TM como KJM.

*

4.2 Objetos simpliciales

Definicién 4.3 Describimos la categoria A por

Objetos son los ordinales finitos [n) = {0,1,2,...,n} para n>0 g
Morfismos son las funciones mondtonas V e

Definicién 4.4 Un objeto simplicial de lo categorfa A es un ob]eto de la
categoria de funtores [A®, A].

Los detalles de la siguiente afirmacién se pueden checar ‘en [9] B
Dar un objeto simplicial es equivalente a dar unos: ob_)etos K e .A para'
n 2 0 y para cada n, morfismos :

K, =% Ky

Kn—l "—" I(n :

tales que ’
J(4.1)
(4.2)
(4.3)
(4.4)
-(4.5)
©(4.6)

siojHl<i
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Denotemos por A; a la subcategoria plena de A que tlene por ob_]etos a [0]
v [1). Dar un objeto de la categoria [A LA] es da una gniﬁca reflexiva

Ko

Si denotamos por = A, oA la mclusxén, todo objeto sxmphclal K de A -
determina un objeto de [AS, ] A} dado por la’ restnccnén KJ°.En’el sentido x
opuesto tenemos S

Proposxc:dn 4.5 Sea A con limites ﬁmtos Toda
la restriccién de un objeto simplicial.

Demostracién. Estamos en la situacién de la propos1c16
de construir K, si ¢ = 0,1 entonces podemos definir K

Deﬁmcxdn 4.6 Si K es un obJeta szmphc l de

conmuta. »
Si A tiene limites ﬁnitbé, un es.lo mism qué ﬁﬁ'éolo elemento-
generalizado X 5 Lﬁ

es un limite sobre el dia;
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_dlce que para toda n>2 y k I [n],

7 ’ {Kn LY Kﬂ—l}l&[n).ﬂ#k
es un cuerno (n, ) Entonces, si A tiene limites finitos tenemos un morfismo
Ay h L" tal que e,t" = d; para i # k, con la notacién de arriba.

Deﬁmc:én 4.7 Un objeto simplicial es de Kan si para toda pareja (n, k) co;t
k eln], n = 2 el morfismo tX correspondiente es una suprayeccidn.

Con la intencién de ilustrar estas ideas, presentamos el diagrama para (n, k) =
(4,2). También se muestran los cuadrados que conmutan si ;,i # k,1 € [n)
es un cuerno. La numeracidn a la izquierda del diagrama grande numera los
K3 que aparecen en dicho diagrama y nos permite localizar dénde es que los -
cuadrados se realizarian, R

0

I\’a ,T;]\'g:
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Proposxc:én 4. 8 Un objeto szmplzczal es de Kan si y sdlo si para todo cuer-
no (n, k). {X Kai) hay' Y - K, elemento generalizado y Y 5>
X suprayecczé con’ que' onmuta : :

1“ S ik

A Déﬁipsﬁrééio
= Denot;amqs
S - {L* ~Z s K1 }iein)izk

~al l:mlte sobre 1 cuadrado correspondlente Considérese el producto fibrado
(v,p)det i Ky ‘L ‘con respecto a z, que cumple e;x = z;. Sigase este
cuadrado comnutatl (2 por ‘e; y recuérdese que en las categorias regulares, las
suprayeccxon 5 son estab]es ba_)o producto fibrado.

d;

I{n—l ‘

< Nétese que ¢; : L — K, es el cuerno que corresponde al morfismo
identidad de L. Por hipotésis, hay p suprayeccién y y elemento generalizado
tal que e; op = d; oy. Pasando al limite, obtenemos toy = p. Por la
proposicién 2.7 t es suprayeccion.

Y_V_>]("_‘_>L

TS

L—r Ky
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'Corolano 4.9 Misma situacidn de la propostczon anterwr Sl denotamas
z =dy, tenemos :
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8. Para cada ob]et in plicial se‘tierie,E .para. cuem

4 Para cada graﬁca reﬁezwa‘ K y cada par de: marﬁsmo

5 .A es de Maltsev

Demostracién.

1 = 2 Esto es el corolario 4.9.

2 = 3 Trivial.

3 = 4 Por 4.5, toda gréfica reflexiva K se puede extender aun ob_]eto sxmplx-‘

cial que seguiremos denotando por K. Las condiciones sobre los: morfismos
paralelos zg, z; dicen que éstos son un cuerno (2 2) en K : Las_hlpéteSls para' i

K dicen doz = dizop y doz = d;:z:lp

4 = 5 Sea K o), Ko X Ko una re]acxén reﬂex’k a. Est significa que

para un Kp % K, el dmgrama

conmuta. Notemos que el dlagrama antenor tambxen representa a una grifica
- reflexiva. Denotamqs To 1 K'Y z; = sodo Aplicando la identidad sxmphcxal
(4.4), obteneinds dozl ="dozg. Asf es que existen una suprayeccién ' Y -5 Al
y un morfismo 'Y =5 Iy tales que doz =dipy diz = dop. La w del siguiente
diagrama existe por la propledad diagonal de las suprayecciones, 2.4.

= Ky
{d1.do)

%

-~
Kf (dovd1)

-
-

g\

-
-

Ky x Ky
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; Esta misma w exlnbe a (do,dl) como una relacxén sxmetrxca. Aphcando 3 9

" concluimos que A'es de Maltsev.

5 = 1 Sea )
{x = K1 Yiepm)ink

un cyuérno (n, k). Veremos que cs de Kan. La demostracién se hard en dos
. pasos. Primero se verd que si 0 < k entonces para toda r con 0 < r < k
hay u" : 27 — K, elemento generalizado y q" : Z" — X suprayeccién con
diou"™ = z;0q" si i < r. Luego se verd que si k < n entonces para toda
r con k < r hay v" : Y7 — K, eclemento generalizado y p" : ¥" —» X
suprayeccién respectivamente tales que para toda i con r <161 < k se tiene

d; ov™ = z; o p". La suprayeccién y el elemento generalizado buscado serdn -«

p"1,v""1 6 p*,v" dependiendo de si k es 6 menor 6 es igual a n.
Primer paso 0 < k Por mducmén

r =0 Témese ¢° = 1y y u® = sp o 7;. Usando la identidad sxmphcml (4 4) - B

obtenemos ficilmente lo que queremos.
r suponiendo r — 1. Suponemos que tenemos ¢"~!,u""! con d; o u‘.v
zoq™ !, sii<r—1. Se tiene entonces que conmuta si { < r — 1 :

qr—l

zr-1 X
I‘--—ll ln
K = Kn
ar Y . C i . : 2 N
Ko : " LR

Esto quiere decir que, si denotamos al nicleo de d; por D;, entonces la pareja
(s,0z,0¢" !, s,0d, ou""') estd en D;y consecuentemente en D = DyA...A
D,_; parai € r—1. Por otro lado, {s;od,ou"",u"=!) estd en D,. Asiquela
pareja (s,oz,0¢""!,u""1) estd en D, D. Pero como .A es de Maltsev esto es lo
mismo que DD,. Esto quiere decir que hay una suprayeccién g: Z© — 27!
'y un elemento generalizado u” : 2" — K, cond,0s,0z,0¢" 'oF=d,ou’ y
diou™ = djou""log sii < r. Denotando ¢" = ¢g"~' o7 y usando las identidades
simpliciales, asi como el paso inductivo obtenemos d;ou” = z;0q9" parai < r.
Segundo paso k < n Por induccién hacia abajo. .
= n Hay dos casos, dependiendo de si la desigualdad O < k es estricta o no.
Si no lo fuera, entonces tomamos p" = 1y,v" = §,..1 0Z,. En caso contrario, 5
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k-1

tomamos p* = g aso), ‘Tenemos

para i < k. Entonces la pareja (sn—1 0Zp 04, 8n-10dp ou) estd en la relacién
Do A.i. A Dily = D. Por otro lado, las identidades simpliciales implican.
- -que {Sn-1 © dn o u, u) pertenece a la relacién D,. Asi que (85, 0 T, 0 q, u)
estd en D,D = DD,. Por lo que existen una suprayeccién p' : ¥Y" —» Z y
< un elemento generalizado v™ : ¥Y* — K, con dyov” =d,085,_,0Tn0q0p"
“ydiov" ='d;ouop sii < k. Sitomamosp" = gop' obtenemos lo que
"7 queremos. :

r suponiendo r + 1. Estrictamente, deberiamos considerar dos casos, al
"‘igual .que en r = n. Pero sélo veremos 0 < k ya que éste indica la de-
mostracién del otro caso. Suponemos que tenemos p™*, v+ con d; o™ =
ziopt sir41 _<_;i 6 i < k. Se ticne entonces que sir < 1

:)/r-w}v;l o X i Kno1 a,_‘| I{ﬂ
vr+ll : ld. :
Kn— :
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ysii<k

Sy P

Cprdl

K,

I(n—l YT — I(n—Q
En conclusién, {s,—; oz, o p"+}, 5,1 0dr 0v " estden D.= (Dy A ... A
Di1) A (Drg1 A... A D). Por otro lado (sp—1 0 dp o v™+! ™1} estd-en .
D,. Entonces {s,-1 0 z, 0 p"+},v™*1) estd en D, D = DD,. ‘Asi{ que hay una .
suprayeccién 5 : ¥ — ¥7+1 y un elemento generalizado v" : ¥" — K, con

diov" =djov™*t'pparar <ibi<kycond,ov =dros_j0x 0p L,

Denotando p™ = p"*! o P obtenemos lo que queremos. ) ‘

*
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Capitulo 5

Categorias exactas de Maltsev

En lo que sigue nos referiremos con frecuencia al siguiente diagrama conmu-

tativo
’ | \\

E—>C

l,

B'—u_"Dt

r

donde (z,y) cs el producto fibrado de u con v y w es el dnico morfismo
que hace conmutar el diagrama. A la diagonal A — D, la llamaremos t.
Cuando sea necesario referirnos al par niicleo de alguno de los morfismos en
(1, lo haremos con la correspondiente letra mayiscula. Asi R = Nicr, S =
~ Niic s, cte.
Proposicién 5.1 En el diagrama (!), son equivalentes

1. w'es mono

2. (1', s) es mono

.9 R/\ S = 1

Demostracuon
1 => 2

LE Sean .\ :: A dos morﬁsmos tales que (r, s)f (r, 8)g.; Cdmo (:z:, y) es:

‘59'_'
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: mono, se txene wf = wg. Entonces f=g.
S2=5'3 ) - .
Sean X .:.*. A clementos generalizados tales que b(R A S)a Esto quxere

'(Iecxr que (a, ) se factoriza a través de los micleos de T y'sen:la SIgmcnte‘,

mancra S

ITQ {rira)
xS ixa
y
N S (41,83)
Entonces

e (rs)a= (na)b
“Por.lo tanto 4= b'; s

3=1

k‘Sean ,\ :: A dos morﬁsmos talcs quc wa = wb Esto 1mp1|ca que
ra '=::,1'b 3
osa =" sb

) Entbn'crés‘b'(/R_ /\IZS)E!- Por lo tanto a'= b. Es decir, w es mono.

-Propos:cién 5.2 Sz (r, s) es un praducto fibrado entonces es una relacion
i ’dzfunczonal

i Demostrac:én. Supongamos que el exterior de (!) es un producto fibrado. Por

: ‘2 33 tenemos

sr° = vu

rs® = uv

- Compommdo y: pxecompomcndo ambas ecuaciones por s° y r, ¥y aphcandov_

: ’2 31 obtenemos

SR—s sT°r = s*vPur = t°%t =T
‘RS =r°rs®’s = ruvs=t"t=T

Entonces SR . RS y por 3.10 concluimos que (r, s) es difuncional.



EXACTAS DE MALTSEV ) © 61
Nos interesa sobre todo lo que pasa cuando r,s t (y entonces u,v) son
suprayecciones.

Proposicién 5.3 En el (lzagrama (‘) suponemas que ) s,t son suprayec—
ciones. Son equivalenles ° .

1. w es una suprayeccion ;>
2. SR=T
8. RS = T

Demostracuon, Haremos sol 151 eq alenma entre 1 Y2, puesto que ]a otra :
es andloga. " w suprayectwa e 'equxvalente, por 2. 33 a srei=vul ‘Esto es .
eqm\ alente a, S N

R SR--ssrr—svur t°t-—T
porcjue gomq‘s' yr son ‘suprayectivas, por 2.31, tenemos ss° =1y rr° =1
’ *

Proposicién 5.4 En el diagrama (!) suponemos que r,s y t son suprayec-
ciones. El exterior de dicho diagrama es un producto fibrado si y sdlo st
SR=T yRANS=1. En tal caso, el exterior de dicho diagrama también es
coproducto fibrado.

Demostracién. . Tenemos las siguientes equivalencias

el exterior de (!) es producto fibrado

w es iso

w es suprayeccién y mono
SR=TyRAS=1,

donde la ltima equivalencia es consecuencia de las proposiciones 5.1 y 5.3.
Si el exterior de (!) es un producto fibrado, tenemos SR = T =RS. Es
decir, RV S en Equiv 4 es la congruencia T. Entonces, por la proposicidn
2.40 r A s en Coci A es la suprayecciéon 2. Por lo tanto el exterior de (!) es
un coproducto fibrado.

*®
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‘ Propos:cxén 5.5 Sean TYs suprayecciones. Si el correspondiente supremo
RV S en Equiv'A es una congrrencia y ademds RV S = RS; entonces eriste
el coproducto fbrada de Ty s. Si el exterior (1) es dicho coproducto fibrado,
tenemos

Lw es su[irayecc‘ia'n

2 el ezterwr de (1) es un producto fibrado si y salo siRA- S =

Demostractén SiRVSesla congruencia T-= Nuc t entonccs T /\ s=1en
Coci 4 y por lo tanto el exterior de (') esun copxoducto ﬁbmdo. P:m\ ver
que w es supra\'ecmén, cancelamos r° y § de ‘ :

r rss=t°t=r u_us_

(lo podemos hacer porque r y s son supm\t.ccmnes) Obtencm
'y concluimos w suprayeccién de 2.33.-2.: es’ consecuenua mmcdl ta de Jla_ -
proposxcxén anterior. : ‘

Proposicién 5.6 Para una catcgérz’d‘régu)ar A ‘soh”eqritivalentcs_ =

1. A es exacta.

2. si para dos congruencias R, S tcnemos SR RS entanws cl supremo
RV S en Equiv A es una congruencia. :

3. si los miicleos de las suprayecciones A B v ~A A C satnfacenf
SR=RS y RAS =1 entonces 7, s tzenen. coproducto ﬁbrudo y este
también es un producto fibrado. i

4. sir y s son suprayecciones con dmmmo comiin y (7 s) es uua relacwn
difuncional, entonces (r,s) es un producto ﬁbrado.

Demostracién.
1 = 2 La definicién de exacta es 2.42 .. ‘
2 = 3 Estamos en la situacién de la proposncxén antcnor
3 = 4 Es la proposicién 3,10 = 7
“(rs)’

4 => 1 Supongamos que A B"Ax B e'sy'lmézrekla‘éiénfdc equivalencia.’
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Por reflexividad, 7, s son suprayecciones. Por sxmetna y transxtwid;&d, (ry's)
difuncional. Entonces hay u, v tales que B

A—*>pB

fl l‘l
B—+D
es producto fibrado. Por reflexividad de (r, s) conc]ulmos que u=v.
Tk
Corolario 5.7 Una categoria regular A es ezacta si y sdlo si sucede que

cuando dos. congruencias R y S en un objeto A tienen supremo en Equiv A,
ésle es una congruencia.

Demostracién.
= Toda relacién de equivalencia en una categoria exacta es congruencia.
<= Usamos el inciso 2. del criterio 5.6. Sea A un objeto cualquiera de la
categoria A y scan IR, S dos congruencias en A tales que RS = SR. Entonces
existe RV S en Equiv 4, es RS y, por hipotésis, es una congruencxa Por lo
tanto A es exacta.

*

Corolario 5.8 Scu A una categorfo que admite coproductos fibrados de su-
prayecciones ¢ lo laryo de suprayecciones. Afirmamos que

1. para todo oljeto A, el conjunto parcialmente ordenado Cong .4 tzcne"‘
supremos binarios

2. A es exacla si y sdlo si para todo objeto A, la inclusién Cong A—
Equiv 4 preserva supremos binarios

Demostracién. 1. sc sigue de la proposicién 2.40. Para 2. sélo demostraremos
una implicacidn, puesto que la otra es trivial. Supongamos que para todo
objeto A de A la inclusion de Cong A en Equiv A preserva supremos binarios.
Usaremos cl corolario anterior para ver que A es exacta. Sean R y S dos
congruencias que suponemos tienen supremo R Vequiv 4 S.  Las hipotésis
sobre A ascguran que existe el supremo R Vcong 4 S ¥ que éste es igual a
RViquiv 4 S. Por lo tanto, R Vequiv 4 S €s una congruencia y por el corolario
anterior, A es exacta.

*
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. Proposicién_ 5,9 Una categoria regular A es una categorie ezacta de Malt-
~ sev'si y sdlo éziste el coproducto fibrado de cualquier par de suprayecciones

g A 4 B ¥ A -5 C yademds, si éste es el exterior de (1), w es suprayeccidn.

& gDemostracmn
= Como A es exacta de Maltsev, RS = SR = RV S es congruencia. En-

8 : tonces, por la proposu:lén 2.40, r, s tienen coproducto fibrado y por 5.3 w es

suprayeccién. .
<« Por la proposicién 5.3, w suprayecmén es equlva]ente a RS SR =
RV S =T = Nic t. Eso basta para que A sea exacta pqr la prpposxcxéx; 5.8.



Capitulo 6

Categorias de Goursat

Definicién 6.1 En una categoria regular A, sea A -I» B un morfismo
cualquiera. Definimos las funciones

r. :Sub A = Sub B
7" :Sub B — Sub A

como szgue Si .G =~ A .es un subobjeto de A, entonces Tuii= Im ri. Si
H A B ‘es un subob]eto de B, entonces 1] aparece en: el producto ﬁbrado -
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‘

Demostrac;én Sl 7.1 < _7, por la propxedad umversal del producto fibrado
'e.\lste un morﬁsmo G =7

v AI revés, sid < r*j,-porla propledad dlagonal 2. 4 hay un_inico morﬁsmo
: r.G — H que hace’ conmutar el dxagrama B ;

%k

: ('.A Y UiE. Re] B, S € Rel A entonces podemos eualuar ™, T, como las
) 'composzcwnes de relaciones -
r'U L=
.S =
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_ Demostracién.” Sien

Corolano 6.5 Sean UeRel By AL B un morﬁsmo

1. §i U es una relacidn de equwalencw entonccs r U es una relacwn de
equivelencia.

2. Si U es lo congruencia Nic u, entonces r‘U es una congruencza,
saber Niic ur.

: Demostracnon ) .
1. Usando la proposicion 2.31 ¥y que Ues relacnon de equx\'alenma, tencmos
lerer < r"Ur ]
- (rUr)® = r°U°r = r°Ur
ff’U1‘f°Ur < r°UUr = r°Ur
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£

5 Sx U es la congruencla ,Nuc j)aré una” B‘-—'i» D, }':ntq’nces' por la .-
Prop051c16n 2.31 tenemos R e :

Cong':_Bt LR t‘LCor_x'gA'

- Coci B — Coci A
donde 7% y. r~ son si_mri]emente las restricciones de 7* a Equiv B y Cong B

respectivamente, mientras que 7y estd determinado por r

Proposicién 6 6 7,7, v~ preservan infimos finitos. ry preserva su rcmos L
P ipremos .

finitos.

Demostracién. preserva infimos por ser adjunto derecho.” Por las proposx-”‘“
ciones 2. 41 y 2, 37 Cong A y Equiv A son cerradas bajo mﬁmos ﬁmtos or’ ’
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Demostracién.
Lo haremos sélo para 7, porque ¢l otro caso es analogo :

Supongamos primero que U € Equiv B, es tal que T <U. Entonces 'r.S <U.
Pero esto es equivalente a § < U = r*U.

En el otro sentido, supongamos que S < r*U. Apllcando T, de ambos ]ados
obtenemos 7.5 < r.r*U < U. Por lo tanto T < U.

Concluimos ryS = T.

%

Proposicién 6.8 Sea A -~ C. en Coci Acon micleo S -2 Ax A en
Cong A. Definamos (vl,vg) : V:—'B x"B de la siguiente manera

. rb.S = (wy, wa) . i .
‘ LS ax 4
Wﬁl lrxr

. W——+BxB

(w. w2)

: v(s'n 182)

) Coig (wr, w2>‘ ; v,
. (’Uh'llg) = Nuc u

. Entonces: (v;,'uz) es la mmzmarcongruencm que contiene a (wl,wg), 0 sea
(‘Ul, 02) = T~S.

Demostracnén "P r la propxedad umversal de producto ﬁbrado, hay una umca' )
W — V tal que (11]1,11!2) se factonza

,TW:)BX'BI‘.

Es decn', W < V Con51derumos.la congruenci

i Y By B con V! =
Niic v y supongamos qu R
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entonces v'w; = v'w, y por lo tanto v’ se factoriza
;B \ l
‘ ¢ .E/

Esto 1mphca que v’ v, = v'vus y por ]o t'mto que (’U],‘Uz) se factorlza

! ("n"z),,‘,‘ ; :
o \~B x B
‘Vv/(vm/:)A

Es decir V. <V,
" En'lo que sigue nos referiremos con frecuencia’al cuadrado

(+)

que suponemos conmuta.

Proposicién 6.9 Se« A -~ B ‘un marﬁsmo J A = C' una supraycccmn
Denotemos por S LTIV al nuclco dc ES (+) es coproducfo ﬁbmdn
sty sblo sir.S = Niic v. : :

Demostracién.
o : R
Veremos que si ¢l cuadrado es coproducto h ) ado entoncca v = Cmg (wl, wz)‘f

con la notacién de 6.8.: Sea ‘B~ LA
al hay una umca C' E Lal quv conmuta N

(v'r)sz. Por la propiedad un;\'q

v/ ’ll)2 Eutouccs (v r)sx ="
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Por lo tanto hay una dnica E — E' . tal queb conmuta

Por lo tanto Coig {un, wa) = v.

&= ‘ : o .

Corno vun = vwg, hay una tinica C — E,- que por hlomogeneidad llamamos -

] ’ L

n, tal que conmuta (+). Sean B X E/, C 2~ E' tales que v'r = n's.

Como p (de G.8) es suprayeccién, v'w; = v'w,. Entonces hay una tnica £~

- E' tal que v' = tv. Como s es suprayeccién, también tenemos tn =n' ‘
%*

Corolario 6.10 Sea A - B un morfismo en una categoria A. Exziste €l
adjunto izquierdo r.. : Cong A — Cong B si y sdlo si A tiene coproductos
fibrados a lo large de suprayecciones. Esto sucede cuando A tiene coiguala-
dores. Sis € Coci A y (+) es un coproducto fibrado entonces v = r's.

) £ S

Proposicién 6.11 El morfismo A - B es una suprayeccion si y sdlo-si el .
funtorr®: Rel B — Rel A es fiel y pleno. Si es el caso, r*,7™ y ry también son
fieles y plenos. Cuando r es suprayeccidn, tenemos r*(UU') = (r*U)(rU’).

Demostracién. Sabemos que r* es ficl y pleno si y sélo si 7.7* < 1 es una
‘igualdad. Pero si ¢s una igualdad, aplicando r,r* a 1, obtenemos, por 2.32
L rr® =rrérrt =1
Por 2.31, r es una suprayeccién. Al revés, si r es una suprayeccién, por 2,31-
tenemos . ‘ T
r.o'U=rrUrr® =U

para toda U € Equiv B. La tltima parte también es cons'écue_hci;i de 2.31 "
U U = o UrrU'r = LU e
*
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=1
N

"Proposicién 6.12 Sean r y s elementos de Coci 4. El adjunto izquierdo
T's eriste si y s6lo siT A s eziste en Coci A. En una calegoria regular A los
adjuntos ', r.. ezisten para todas las suprayecciones r st y sélo si la categoria
tiene coproductos fibrados de suprayecciones con suprayecciones. Si (+) es
coproducto fibrado tenemos

1Lrls=v
2 rrls=rAs

Demostracién. En las siguientes equivalencias, suponemos que (+) es’eli co-
producto fibrado de r con s.

T A § existe

existe el coproducto fibrado de .7 con s

r.S = Nucw

r's=v

La primera equivalencia es la proposicién 2.12, La segunda se tiene por
6.9. La dltima es la definicién de . De esto también sacamos 1. Para 2.
observemos que en 6.5, se evalué 7~. Entonces si IV = Nuc v, »~V =Niic vr.
Por lo tanto

'r,-r!s= T =Ur=TAS

*
Proposicién 6.13 Si A -~ B es una suprayeccion y S es una relacidn de.
equivelencia en A, los siguicntes,incisos son equivalentes
L r.S es una relacwn de cquwalencza Lo

2 SRS < RSR

8. RSR es ‘rclacwn de eqmvalencza y en consecuencza zgual a RV S

Demostracmn. Como T es supraveccnon, r.S es reﬂe\wa por ]a propo':lcxon
2.31: : S
1=rr° SrSr =r.S



CATEGORIAS DE GOURSAT : ) 73

7,5 es simétrica porque (rSr°)° = rS°r® = rSr° Entonces tenemos las
equivalencias : - S
r.S € Equiv 4

rSrerSre < rSré. -
SrerS < rorSrers
T SRS<RSR .

La segu‘nda‘ es-por 2 32 La,t‘éi‘cfei"a espor23l La ﬁl_@;imé és por.3.4,

:TgT RVT.

Demostracién.

1. En un sentido tenemos la desigualdad 3
R=rr< r"Uf—#—- T .

Al revés, si R < T, entonces RIT <Ty TR <’T> Luégo RTR es igual
a la relacién de equivalencia RTR. A51 es que por 6.13, 7.T estd en
Equiv B. Pero ademas

RTR -
r°rT_r°r
e, T

T

Por lo tanto T es de la forma deseada.
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2. Sea S € Equiv A tal que r*P,7°Q < S para P,Q € Equiv B. Por

1. tenemos R £ S y que hay U € Equiv B con r*U = S. Como -
r.es suprayeccién, rf es fielmente plena y debe ser que P,Q < U:
Luego PV Q < U y se sigue r*(PVv Q) < r®U = S. Por lo tanto
(P V_Q) =1t PV Q.

.=

Tenemos que R £ R Vequv 4 T. Por 1. hay U € Equiv B con r-U =

R nguh 4 T. Tenemos

rér, T = r'(rTr°) = r"rTr r=RTR < R Vequiv A T = T'U

Como 1* es fiel y- p]eno'

) Tem.mos :
= T’U RVEqui\ A T < T!S
e => U<s
Por 6. 7 emste el ad_;unto 1zqu1erdo T = U
=

Supongamos que para T' € Equiv A existe el adjunto izquierdo r,T.
Tenemos la desigualdad T < r7T porque ésta es equivalente a 7.7 <

" r,T. Tenemos que R < rryT porque r*r,T es de la forma r*U para U €

Equiv B. Sea S € Equiv B tal que R, T < S. Entonces § = r*U para
una U € Equiv B. PeroT < r*U si y sélosi 7.T < U. Entonces r*r,T <
72U = S. Por lo tanto el supremo de T, R existe y 7*ryT = RVgquiv aT-
De esta iiltima igualdad también se sigue r,T" = r.(RVT) = r(RVT)r

puesto que 7 es suprayeccién.

Proposicién 6.15 Una categoria regular A es de Goursat si y sdlo si phra

toda suprayeccion A —> By para toda S € Equiv A, r.S es una relacién’
de equivalencia. Si es el caso, el adjunto izquierdo de r° esta dado por r,S =
r.S = rSr° y tenemos r*'r.S = RSR=RV S.

Demostracién. Por la proposicién 3.4 una categoria regular 4 es de Goursat
si y s6lo si para todo par de congruencias R, S tenemos SRS < RSR. Por
la proposicién 6.13 esto es equivalente que para toda S € Equiv A, 7.5 sea
relacién de equivalencia. El resto de la proposicién se sigue de 6.4 y 6.14.

*

< U Sea‘S €. Equ:v A tal que r.T <S. i
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Categorias Exactas de Goursat

Sea A una categoria exacta. Si 4 € A es un objeto, entonces tenemos
la igualdad Equiv 4 = Coug A y 240 da un isomorfismo entre estos dos
conjuntos parcialmente ordenados y (Coci A)°. La relacién de equivalencia
gue este isomorfismno le asocia a una supraveceién la denotamos con la letra
mayiscula correspondiente. Asi, R = Niic r, U = Niic v, ete.

Si R es una relacién de equivalencia en A, denotamos por A/R al codominio
de r.

Lema 7.1 SiU = (u;, u2) es una relacidn de equivalencia en By A -~ B~
es una Suprayeccién entonces tenemos el isomorfismo de objetos -

A/r‘Uz BlU

. Dernostrauén Sl B L B/U es el congualdor de (ul,uz) ) R

rU— ey
(vhvz)l - o l(ul.;ﬁ)
: AxA—»BxB e

es producto fibrado, entonces (v;, vs) 08 el nucleo de pr.por el coro]arno 6.5.
Como pr es suprayeccidn, es coigualador de (v, 1)2)

* .
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Proposicién'7.2 -Sea A una categoria ezacta de Goursal. Sean Ry S dos
relaciones:de equivalencia en 4 que se corresponden con las suprayecciones
A-LBy A-'S respectivamnenie. Tenemos los siguientes isomorfismos

B/r.S= A/(RV 8) =~ C/s.R

Demostramén Como A es de Goursat, existe el supremo RV S. Por. lo tanto, :
e\lste el coproducto fibrado de r con s: .

Aualogamente C/s.R D.- Como r /\ s='t entonces t se correspondc con-
Rv.S‘yA/(RVS) .

*
Corolario 7.3 AMisma situacidn de la proposicién anterior. Supongamos que
{r,s) es mono. 8i esa relacion la denotamos por Y entonces Y"Y y Y)"’ Son ,
relaciones de equivalencia y tenemos :
B/Y°Y = C/YY"
Demostracién. Por las proposiciones 2.31 y 6.4 tenemos
YoV =rs°sr° =rSr° =1r,5

Andlogamente, YY° = s, R.
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Proposncxén 7 4 E’n el dmyrama conmutatwa -

i e€s mono y r, s,k son suprayecciones. Denotemnos f = ir. E‘ntances a*f.
es una relacidn de equivalencia y k induce un isomorfismo :

E/h(RV S) =~ F/a"f.S

‘Demostraciéh, Como la categoria es exacta, por la proposicién 6.15 R vS=
r*r.S. Entonces 2*(RV §) = h*r'r.S = k*n* r.S Por el lema 7 L

E/hcrr.S =~ F/n r.

Como ies mono, por la proposicién 2, 31 4 i, —‘ P

s

nr.S—-nzzr. -a.f.

Proposxcxén 7.5 E'n el dmgrama

W :" A —La X
7
e m
» Y—rM==2Z
supongamos que los dos renglones sbn exactos, mds precisamente
Im (A, A2)
Ig {4, p2)

donde Ig (i3, 122) denota uligualador de jiy y pa. Entonccs Im (f/\],f/\g) es
relacion de equivalencio y tenemas el zsomorﬁsmo

Ig (i1 f, paf)/(Nuce fV Nuc ;1) 2 (Im AAIm f)/Im (f/\[,f/\z)

Nuc ¢
Im A
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Demostracién, Denotemos por H —5% M a la imagen de A, por
A-—T>B—t> M

a la factorizacién de f, y por A -5 C a la suprayeccién que se corresponde
con la relacién de cquivalencia (s;, s2) = Im (A, A2) = Nidc p.
Consideremos el siguiente diagrama conmntativo, en el que los cuadrados son
productos fibrados y a es una diagonal.

E-t>a—sC
S|
F—»B

N

H—;’I\I

Por construccién 4 es mano ¥y 7,5, kson suprayccmones Por la proposicion
74, a f S es relacién de equnalencm y tenemos el isomorfismo
E/h'(R vs)‘ F/a f. S

Pero

. h = Ig ([L]f, pgj), porque ‘hles el producto ﬁbrado de Ig (ﬂ),[}.g) a lo
: lnrgo clc f

Por lo tauto conclmmos

Ig (mf,uzf)/(\‘uc f v \’UC #) = (Im /\/\Im f)/Im (FAfAa)
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Recordemos que por la proposicién 1.4, la categoria Ab es de Maltsev y en
particular de Goursat. Por la proposicién 9.36 también cs exacta. Por lo
tanto, la proposicién 7.5 es vilida en Ab. Como caso particular obtenemos
la proposicién 1.5. Basta considerar, con la notacién de dicha proposicién,
el diagrama

K=xp—-t+C
8
L,
DTETZ

donde g1, si2 s el par nicleo de 2 y 0 es ¢l morfismo cero.

ESTA TESIS NG ZALE

{r & J‘ ‘{?\ ﬂ?:& il}'; f‘\,"“‘;‘f €—“ S
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Capitulo 8

Categorias Localmente
Finitamente Presentables

Definicién 8.1 Un objeto K de una categoria K es finitamente presentable
st el funtor

K(K,-): K = Con
preserva colimites dirigidos.

Definicidén 8.2 Una categoria K es localmente finitamente presentai)lé st es
cocompleta y tiene un conjunto A de objetos finitamente presentablcs tal que
todo I € K, es colimite dirigido de ob]etos en A.. : :

Definicién 8.3 Sea K un objeto en la categoria K y .A una subcategorza
plena de K. Definimos la categoria (Al K) por SEE .

Objetos son los morfismos A AR con A e .Af'y Ke IC

Morfismos de A LK a B S K san las morﬁ

‘Ak-ﬂv- B tales que
el szguzente dzagrama canmuta ;

El dlagrama canémco de K es. el funtor..

r "(Au<)—>A o
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- donde si X 4—» .4 entances rf.= ,\ y si f —- g entonces T'h = h. Decimos '
que K es un col(mxte canémco de’ ob_]etos en A si el cocono

. Propos:cxén 8 4 U

=KL, M)}aes

.Como I'I siempre es hmtamentc pre-

seiitab cada I G I.hay Jy 2 Ji,Joy T'T = TJ;, tal que
far= p.,,f, Como I es finita y J es dmglda. entonces hay J, € J tal

que para toda I e I

rr -2 ar

' nw% T’”"

Jo

‘Para cada ' denotemos ‘I‘(J, — Jo)f, =:'l;. Sea I b p en 1. Como

) : o PJJI—PJJI'T‘h
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* hay J,,"VeJ‘_tal 'ciue‘

empre es! ﬁmtamente :

ﬁnitﬁl y Jes

Por lo tanto

m,g Entonces L
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‘Definicién 8.5 En una categoria K, un generador es un conjunto de objetos
[} tal que para cada pur K _.—_-__:—-: K de morfismos distintos hay un morfismo
G K conGeG tal que fh # gh. Un generador se dice fuerte si cumple
la siguiente propiedad. S§i A es un objeto de K, entonces para todos sus

subobjetos propios .\ - 4 eziste un objeto G € G y un morfismo G L4
tales que f no se facloriza a través de x, es decir, lu conmulaiividad de

no se da para ningin morfismo G — X.

Proposicién 8.6 Una categoria es localmente finitamente presentable si es
cocompleta y tiene un generador fuerte de objetos finitamnente presentables.

Demostracién. Denotemos por A al generador fuerte de objetos finitamente
presentables. A es la cerradura de A bajo colimites finitos. Observemos
que A sigue siendo conjunto. Por 8.4, los objetos de A son finitamente
presentables. El diagrama canénico (A | K) — A es filtrante porque A

tiene colimites finitos. Denotemos su colimite por

Iz

{4 K*}secak)

Se induce un morfismo K* -5 K tal que para toda f € (4 | K) conmuta

m

RA/K

Veremos que m es iso. Como A es un generador fuerte y todo morfismo A A
I con A € Ase factoriza a través de m, para ver que m es iso, basta checar
que m es mono, A su vez, como A es (en particular) un generador, para ver
que m es mono, basta checar que m distingue morfismos con dominio en A.

K

Sean B # K* tales que mp = mg y B € A, Como B es finitamente
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presentable hay p, q tul(.s que ¥ p

Sea. A5 C el coxgualador 7 ‘q
morfismo con gc = = .mf}

B::I — K

CeA por deﬁmcxén de [ .A Ademés como {f* )fe(/u!\) es cono (columte)
de l\ con respccto a .A de ‘

f=mft=ge

~se sigue que: -
T I=ge

Asf es'que’..

, B zi"—fp—gCP—gaJ“,
Por ]o tanto m es mono yen consecuencl isos

Proposmxén 8 7 En una categor{a localmente ylnztamente presenl.able K,
denotemos por A a la subcategoria’ plena de obJet : ﬁmtamente presentables ;
Entonces para todo K € K tenemos i

1. (Al K) es filtrante

2. K es colimite candnico de ob]etos en A o

Es decir, en cualquier categoria localmente ﬁmlamente presentable, la sub-
categoria plena de obyetos ﬁmtamente presentables es’ densa

Demostracidn,

1. Sea DC (.A .L K) una subcategorm ﬁmta El dlagrama

'D——)IC
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dado por A - K,

k tiené un colimite
Esto quiere kdec""q‘ '

es ébcono'sﬁb: D.

conmuta Por lo tanto hay una umc by
conmuta e
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SivA L K es un obJeto de (.A J, K) hay I f’ tales que conmuta. -

lo tanto p, —p.,,f y pf p, 81 K;
toda fe (Al K) en part1cular tendr
lo tanto, S

es cono colimite.

Denotemos por E al funtor IC
Tenemos

2. Si cada objeto de A e ﬁn

E: ﬁreﬂrﬁb colimites
dirigidos. N e

Demostracién,

1. Ees ﬁel; Sean K, :’L't:KQ tales qu Eh 'Ehg. Como .A es -

densa existen un dmgrama 154 y un’cocono cqhmx e {I' ; 7' Kl},‘ ;
1e1. En particular, paratodal eI tenemos hlq, :
hy = hy y E es fiel. ; iy
E es pleno. Sea K(i(=), K1) —2— K(i(-), Kg) una transformacnén e
natural. Por hipotésis, K, es colimite canémco sobre'I" (.A e Kl) -

K. Tenemos la coleccién de morfismos

aalf)

{4 Ka}reur)”

tanto o :
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Si f <% g esun morfismo en’ persiguiendo a*-B <~ K" en

ALK,

es colimite en . Con?’ E preserva colfmxt,es dmgldos

Deﬁmcxén 8 9 Sz A ‘es-una categona, y H .A Con. es un funtor,
: podemos deﬁmr Ia cateyona El(H) de la szguzente manera L

Ob_)etos son Ias pare]as (A, a) conA €A y a E HA

Morﬁsmos (A a) — (B, b) son lo.s marﬁsmos A -—"» B en .A tales que
H hb =a.’ } : .
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Proposicién 8.10 Si A es una catégand y H: -.A° — Con es un funtor,
_entonces H es un colfmite sobre el dwyrama F EI(H) — Con4° dado por
(4,a) — A(—, A) :

Demostracién. Tenemos la coleccién de morfismos |

: o
{A(—, A) H}4,0)em1000)

donde g¢*) es Ja transformacidn natural que por el lema de Yoneda se corre—
sponde a a € HA, o sea q A4)(1,) = a. Veamos que es cocono. Sea (4, a)
(B,b) un morfismo en EI(H). Por Yoneda sabemos que q(B ")(h) Hh(b).
Entonces .

g (14) = a = Hh(b) = ¢V h.(14),

la segunda igualdad porque h es morfismo en EI{H). Por Yoneda, eso bastak '
para demostrar que

._cualquier otro coco

conmute entonces debe ser. que a€ HA se t.lene lA(a)

n onces ar toda A—»B en.A

(‘4 ")(1,1) \’eamos que si aSl
: el dlagrama : E




90 T L CAPITULO 8. CA'ri;coans LOCALMENTE. . .

conmuta Sea be H B. Por Yoneda sabemos que

porque en cl diagrama con uta

podemos perseguir

: ormacién ‘natural'y H es.
colimite sobre’ Sl

éé]‘cullférg el col

li o Ha

‘es llmlte en Con: Por la manera de evaluar los llmltes en Con;: ‘una coleccxén -
: compatxble {a, € HA;}e1 determina-un umco elemento a € HA; con‘la’. .
propmdad Hg;(a) = a;. Esto dice que cada ar es morﬁsmo en'El(H) y por
lo tanto la coleccién - . - .

{(41,a1) ‘ T ,_(A’d),}‘_‘m,: :

es cocono scbre I,

Proposu:lén 8. 12 En una categona K lacalmente ﬁmtamente presentable

denotemos | por Ala. aubcateyqrw plena de’ ob]etas ‘finitamente presentables A

Kes equwalente a la ‘categoria Cont,

‘de juntares A° —5 Con que preservan S
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Demostracién. El funtor E.: K — Con”®’ dado por ER = K(i(-), K | es,
por las proposiciones 8.7 y 8.8, fiel y pleno. Denotemos K' € Con*’ la
subcategoria que tiene por objetos los funtores G isomorfos a FK para algin
K € K,. Veremos que X' es igual a Cont,,.A°. Con eso se demostraria la
proposicién, puesto que K es isomorfa a EX y EK es equivalente a K'.

c

Si G € K', G es isomorfo a un funtor K(i(-), K) para un K € K. El funtor
K(—, K) preserva los limites de K°. Por la proposicién 8.4, los colimites
finitos en A se evalian como en K. Pero K(i(—),X) es simplemente la
restriccién de K(—, K) a‘'A°. Por lo tanto G € Cont,.A°.

Alrevés, si H : A% — Con, preserva liinites finitos entonces por la proposicién
8.10, H ¢s colimite de un funtor I': EI(H) — EK que se factoriza

El(H ) Con™’

7
K ; o

Por la proposicién 8.4, se puede aplicar la proposicién 811 bdra concluir q"e

dicho colimite es filtrante. Por la proposmlén 8.8, E preserva colimites fil-

trantes, que siempre existen porque K es localmente finitamente presentab]e
Por lo tanto, H € X'.

*



92

CAPITULO 8. CATEGOR{AS LOCALMENTE. ..

K




Capitulo 9
Variedades

9.1 Algz

Fijemos un conjunto S (de tipos). Le llamamos asi porque lo usaremos para
ordenar, en el sentido de clasificar por txpo . :

Definicién 9.1 Si S esun con]unto, las palabras en S es el conjunto de lasv
ezpresiones formales : ;

con s; € S para i = 1  ,n ’enatamos a este can]unta por PS y no -
descartamos el caso n = 0; que esla palabra vacia 0.

Definicién 9.2 Una
E Yy una functdn :

atura’ ordenada. por S esun canjunto de simbolos

Esta funczén,

evaluada nun szmbolo g€ 2 la denotamos de lo manera
usual por &

93
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e paracada’c sy X.+<+ X 8, —+ s en T una funcidn

Morﬁsmos deAa B s
todo o : 8 X+

A partir de este momento suponemos que se. ha escogxdo una especnﬁca. sig- -
natura ordenada por S, que llamaremos 2 Denot.aremos por ] ] al funtor.
que olvida Alg & — Con®, SR ;

Definicién 9.5 Para cada X € Con® defmmas el ob]eto TvX
induccidn de la siguiente manera

o siz € X, entonces z € (TeX),

esiporai=1,...,n, 7 € (TeX), yo: s‘ "X s e,n‘tdkﬁces la -
palabra omy . -r,, € (TeX), SN L

Al objeto Ty X Io llamamos los termmos de X.

Observemos que Ty X es un &algebra . La estructura se ln,da el segundo
inciso de la anterior definicidn.. Esta algebra da el d_]unto xzqmerdo del -
funtor que olvida |- |: Alg £ —Con. .

|T:X| El a'lgebra

TxeX tiene Ia siguiente propiedad unwersal Para todo morﬁsmo x 4 jA| -

Proposicién 9.6 Denotemos por n la inclusio’ri").

en Con? eziste un dnico morfismo Tg/\ A A en Alg T fal que conmuta
x—Leja A4
I 1If| S 7
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.

Demostracién. Definimos f por mducc16n sobrc 1a complc_]ldad de los términos
en XN, Parag:—+syz € .\ tencmos pid

Si sabemos evaluar. f

(] an)

La dltima ecuncxé dice:que:f-es un: mbrﬁsmo en Alg )3 La un1c1dad cs

clﬂra

'Al funtor 1zqulcrdo de IRERL) denotamos Tx

Observacnén 9 1. 1: 51. Alesun algebra bl ¥y X esun can]unta multmpo, para
cada T E (Tg.\’) tencmas deﬁmda una funcwn

Cons(,\' |A]) As

dada por f — f,T. Estas funciones se definen por induccidn y sz A A B
es un morfismo en Alg T enlonces conmula

©ConS(X, |A[)

" ConS(x.m) _ W

ConS(x, IB) :
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Tomadas en con_nmto, oL leida a L Ia inica estructura de dlgebra £ que hace
morfismos a las funcmnes Por. lo tamo | crea limites.

Proposxcxén 9. 8 Las monos en Alg X son los morﬁsmvs inyectivos cn cada
tipo. .

Demostracién. Como |+ [ es ﬁe] reﬂeJa monos. Como | - | es adjunto derecho,
preserva monos. - El resultado se 51gue porque los monos en Con® son los -
morfismos myectwoa en cada tipo. : : .

s

Observacién 9. 1 2 'En Alg T una 2 relacidn de equivalencia scgun la defini-

cidn 2.586 es un con]unto multitipo R tal que para toda s € S :
R, C A, x A,

es una relaczdn de equwalencm en Con ypara toda o :8 X -+ X Sy, =8 en’ :
S, si (Tiyui) € R,‘ para ©=1,...,n entonces {(Zy -+ Ty, 0Y - y,.) e Ry

Proposxcxdn 9 9 La relacmn Nic f es de equivalencia en Alg z para todof
morfismo. A —— B en dzcha categoria. o

Demostramén Basta obser\ ar que, por la proposicién 9.7, el producto ﬁbrado
2) R='AxAdef conmgo mismo en cada tipo s € S es -

Rs—"ls

'rfl l!.
‘ Ay~ B,
donde S L .
Rs =—'_-,'{(01102‘) GA.!‘X Aa':fsal =faa2}ki

’r(a a®) = a’

Fodcmos aphcar la observaclon 9 1. 2 porque f es un morﬁsmo de algebras
*
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Deﬁmcxén 9. 10 Consrderemos una relacion de equivalencia R — AX A'en -
Alg- &, Deﬁmmos el digebra cociente A/R de la siguiente manera -

® Pora cada s € S, (A/R), es el conjunto de clases de equwnlencza de
A, bajo lu relacidn R,. Six € A,, su clase la denotamos por [z]. :

e S o185 X-xX8 — sestden T yz; € A pa}‘a 1= 1,,n
entonces o[z, [2a]) = loa(zr,...,20)], que estd bien definida -
por la observacidn 9.1.2. AT e T

Al morfismo natural A — A/R lo llamamos el morfismo ca"ndjzicb."k

Proposicién 9.11 En Alg £ un morﬁsmo A A ]\ ké;sfsuprdye't‘:cidn siy
sdlo si es sobre en cada lipo. Sl

Demostracién. : g N

= Supongamos que p no es sobre en cada tlpo 001151deremos la rclac:én
R =Niic p. El morfismo A/R —» K deﬁmdo por 1,[.1:] =psT es mono pero’ B
no iso. Si c es el morﬁsmo canémco, ; y

; donde i es mono: Po; la proposmlén 9. 8 para cada txpo s, s cs mono Pero' ;
la factonzacxon Psi= 1,p, ‘en’. Con 1mphca que i, es sobre y tamblen :so
: Conc]mmos que en Alg 2 z es lso ¥ por lo tanto pes supr ye 6n G

Proposxcxén 9. 12 En Alg T todo morfsmo tzene una fac rzzacwn supraycc- o
cidn-mono. hi B :
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Demostracién. Si A4 L B es un morﬁsmo en Alg E podemos consxdemr la
factorizacién

donde ¢ es el morfismo canémco, R I\'
Estos morﬁsmos son sobre e myecnvo en

dado por

. donde

- X

,x") (R) OZiys i Tn

. pam T € 4;’, p,z: cs la clase de z'E |A°| bajo R -

Propdsicién 9.14 Alg X tiene coigualadores.

Demostracuon Sean f, g : A = B dos morfismos en Alg $ Y consnderemos la

"minima relacién de cquivalencia R de B en Alg T tal que si z, € A entonces T

g,z,(R)f,:n, Entonces tenemos que el morfismo candnico B = B/R es
universal entre los morfismos ¢ con ¢'f = c'g.

Sk

Cdrolario 9.15 Alg T tiene col’z’rnites.v
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Demostracién. Esto es consecuencia de las prop;oéici'ones' 9.13»3} 9.14.

‘ Prdposicién 9.16 El funtor |-|: Alg z -—) Con® crea colimites dirigidos.

Demostrac:én Tenemos la sxtuaclén

b Alg E LS Con

Como Cpn?_. esféqcrzbbiﬁp 1 e

Sea & i s % é,, s en’ 0 olimites dirigidos conmutan con
‘ los limites ﬁmtos en'C L Fa .

es un: cocono olin ta que para toda I

conmuta 3

Tl % ..ix Tlpy s T,
o sea tal que para toda J € I, en Alg £ T'7 %% L es morfismo.
*

9.2 Finitamente Presentables en Alg &

En esta seccxdn, A denotard la categoria Alg ¥ con adjuncién Ty |- | :
A — Con®. Empezamos con tres definiciones.

Definicién 9.17. Un objeto K. en una categoria K es ﬁmtamente generado
st K(K, =) preserva colimites dmgzdos de monos. =
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[

Deﬁmcxén 9 18 Un ob]eto A de ‘Aestd generado por un’ subob]eto X —
|A] en Cons st la tinica ¢ que hace canmutar g

" es.una suprayeccidn en A. A X e le dice los generadores de A
Deﬁmcxén 9.19 Une presentamén de un’ob '
o un subobjeto X — |A| ‘

e unas ecuaciones Y en Ty_u\ ><' TsX

tales gue Aes zsomorfo al dlgebra cociente (T X)/R onde. Res la mzmma :

Demostracién. Consideremos 1a catego C .
multmpo ﬁmtos de | A ordenados por mclusxén P denotamos

factoriza
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¢

Esta factorizacién ‘dice que jx, es suprayeccion. Como ja, es inclusién en-
tonces es mono y en consecuencia iso. Por lo tanto, Aces 1somorfa al'X, que )
tiene un nimero finito de generadores.

™

Proposicién 9.21 En A, un objeto es ﬁnitamenié presentable si y sb’la st
es presenlable por un nimero finito de generadores yun ninmero ﬁmto de
ecuaciones.

Demostracién.

- .

Sea A € A presentado por un nimero finito de generadores y relaciones X, Y"
respectivamente. Si R es la minima relacién de equivalencia en TxX que
contiene a ¥ entonces A = (T X)/R con una suprayeccién TgX -5 A. Sea

I': I — A un diagrama dirigido con colimite {I'7 24 L}. Veremos que

AlA,
{A(A, T1) 229 A4, D}rer
es un colimite. Denotamos
._ {zly ‘~1xn}
{Tl = T]) LR} 7'1'n - }

y si tGTX

I‘I tal cju el dxagrama

conmuta. Como q,fl:r, = fp:z:, para 1

Como para toda 1= 1 i q,f,r entonces hay J =1
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tal que I'"(I .J)f,T,;' = I(I,J) fr7}. Entonces existe un tnico morﬁsmo
TeX, /R : l"J tal quc conmuta

T ‘\,l‘(l W

P
T}:A/R

—TJ

I2

Como p es suprayeccusn entonces q_, f2 = f o

: q mgxdo, hay J >'1 tal que
I"(I J)g[z,] = 1"(] J)h[z.] para:i =17 n. Por lo tanto, F(I J)g =
(1, ))h.

=
Por la propos:clon 9 20 AL
taremos X.' Sea’ TyX -5 A ‘Ta suprayeccnén canémca Denotemos por N
la congruencia Niic p. Con51deremos la’ categorfa dirigida £ de los subcon-
'juntos finitos multitipo de N ordenados por mclu516n Tenemos el diagrama
I': £ = V dado por .

o ['E = (T;:X)/E donde E es la mmlma congruenma en Tx X que con-
tiene a F, denotamos por pg a] morﬁsmo canémco ;

e si B 'C E,, entonces I‘(E;,Eg) es la umca suprayeccxon que hace con-r o
mutar el diagrama S :

(TEX)/E
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El diagréma, o
. {TE 5 A} pee

es un cohmxte dmgldo Como A es finitamente presentable entonces hay un
Ey € £ tal que la 1dent1dad 1 A Se factorlza ;

Fuemos un conjunto multmpo v (de varzables) en Constal que para toda :
s e S \ es-un comunto numerable R ; :

" Deﬁmcxon 9. 22 Una ecuacidn es una pareja’ (7'1,7'2) en T,;V x T;V Las s
ecuacmnes a'veces las denotamos .

T = Ta.
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Definicién 9.23 Sea A un'dlgebra . be@:imos 'que A satisface la ecuacidn
7 '= T, i para toda V - 1A|, ~f es la extension de 9.6, se da la igualdad

fn=fr

Definicién 9.24 Dado un conjunto E de ecuaciones, denotemos por Alg (Z, E)
a la subcategoria plena de Alg T que tiene por objetos las dlgebras T que sa-
tisfacen todas las ecuaciones de E. A las categorias de lu forma Alg (T, E),

se les llama variedades.

Fijemos un conjunto F de ecuaciones en . Denotemos por U al funtor que
olvida Alg (T, E) — Con®,

Observacién 9.3.1 Un elemento 4 de Alg X estd en Alg (E,F) siy sdlo
si, para toda T = 7'en E se da que, T4 = 'rA para las funczanes definidas en
la obser‘vaczon 9.1.1 :

Proposmxén i

g T tal q'ue'

es limite eiy_Coﬁf,* Por 9.6,'L ;iehé estructura de dlgebra £. Por la obsef\;acién
-9.1.1, para toda’l 'E‘ 1 ]as funciones multitipo 7., 7}, satisfacen !
ConS(V UL) z’L, e
Con . I‘I)l B 1 :
Con (V% 1"1) ————> :
e o r).
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Demostracién., Tenemos la situacién

1L Alg 2_”... c('ms

con I dirigida. Supongamos {UTJ - L} colnmte en. Con subm Ur.
Sabemos que L tienc estructura de algebra E Sx T e T;;V entonccs TL se
induce por : :

Cons(V, L) —
Cons(v, q,)T k ‘f' e
Con’S(V, (I"I) )'—T—’ (F])

Corolario 8.27 Alg (Z, E) es cerrada bajo productos y éubbbjetos.

Demostracién. ‘Es consecuencia inmediata de 9.25. "

Proposncxon 9.28 Alg (E E) es cerrada ba]o suprayecczones en Alg AN

Demostracuén ‘SiT= 1' es una ecuacion de tipo s, el dlagrama
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A

Demostracién. Sea I una categorfa dmgxda y F I — Alg (2 E) un funtor B

tal que

{GFI : L}lel o

es colimite en Alg . Sea 7'="7! una ecuacién en E En
un nurnero ﬁmto, dlgamos , de v‘mables de tipos’ s,, .

s6lo apareccn’ g

n’ los colnmtes ’

Por ]_d tanto T,

Notemos que
Ias 7's.

una s prayeccnon y K 2 L un morﬁsmo_}

(puede haber. .’
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es producfo fibrado"en Con. Por lo tanto, p es s{zprayeccién por las proposi-
ciones 9.11'y.9.28." Esto es, en Alg =, E) las suprayeccnones son estables
ba_|o producto ﬁbrado :

E 3

Prbpo’sivéiéh 0.32; E‘r'z"Alg';v(E,‘-‘E) las fel{jcfbﬁea 'de_equivalenciab son efecti-
vas. : el : .

ea R ::b 4 una relac16n de equlvalencm en Alg ( E).

En Cons txene un coxgualador 4 -—”— !\ Como Con es e\acta el cuadrado

es producto fibrado. El funtor que olvida Alg HiY Con® crea coigualadores
de relaciones de equivalencia. Entonces 4 -3~ K es una suprayeccién en
Alg Z. Por la proposicién 9.28, g es suprayeccién en Alg (Z, E). Entonces
{r1,72) = Niic ¢ en Alg (Z,E). Por lo tanto las relaciones de equivalencia
en Alg (X, E) son efectivas.

*

El sxgulente lema lo necesitamos para evaluar cl adjunto 1zqu1erdo del funtor .
que olvlda U: Alg ()3 E) - Con . ; : .

Lema 9. 33 A es una subcategort’a plena de B 'Sz

e B es com le [ bzen copotenctada y tzen f : oﬁ?s ‘.éﬁpr@ecciéh-; :

entonces A es suprayeccidn-refleziva en B.0: "
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Demostracnén Sea B un objeto de B. El con_)unto de clases de 1somorﬁsmo :
“de las suprayecciones de dominio B y codominio en A existe’ porque Bes bien" -
copotenciada. Consideremos el producto H Ag.conq 1B vanando

sobre dicho conjunto. Llamemos A a'la i 1magen de la'fu ‘

suprayeccxén-reﬂexna a A

Proposicién 9 34 Al = E) égoh'd suprayeccidn-refleriva de
A]g .
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Observacxén 9 3. 2 Una descnpcwn e:zphczta del funtor F Si X GConS
entances

Para R la mmtma relacwn ’de equwalencza en TEX que cantzene a:

TT,;,\ f(Ra)T'r,:,\ f

para I el pue o0.queF TO, COI A'es‘ﬁe”l' yplena
‘FlGFI es lsomorfo Y gl L B

bProposmlén 9 3 L categorza Alg (E E) es ea:acta

»Demo trac:én Esto es consecuencm de las proposxclones 9 25 9 30 9 31 ¥
9.32. ) . i :

%
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Capitulo 10

Nueva Demostracion del
Teorema de Maltsev

En este capitulo tenemos finalmente todas las herramientas necesarias para
demostrar ¢l teorema de Maltsev segiin [5]. En la primera seccién, obtenemos
por un lado el importante el primer inciso de la proposicién 10.4, y por
otro la proposicién 10.9. Esta tltima, aunada a 10.10, da una equivalencia
entre las variedades y las categorias de modelos de una categoria con limites
finitos. En la segunda seccidn, lo fundamental es demostrar los lemas 10.10,
10.15, as{ como extraer unas consecuencias del primero que son necesarias.
Dicha seccién concluye con lo que propiamente es el teorema de Maltsev:
proposicién 10.16. .

10.1 Teo V

Definicién 10.1 V. es una variedad de dlgebras tipificades por S. La teoria’
de v—a]gebras es la categorw dual de todas las V—algebras libres

F{T :‘A ,'C"}

para sy ,s,. eneadas de tzpos en S vzsta cama subcatcyorza plcna de ve.
La denolamos Teo V.. . : : .

Proposxc:on 10 2 Para una vanedad v de alqebms tzptﬁcadas por S la
categorza Teo V es isomorfa a la calcgorm descnta par

Ob_]etos son las expresiones s, x x s,,. con s. E S

111
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Demostracldn F(D es.u ob_leto t.ermmal Como F és ad_]unto derecho, cada
objeto 1"‘{:1;1 )i ,z%n }.¢s el producto 1'1,_ F{z,} La proyecc1én i-ésima la
- da el morﬁsmo F{z } — F{zl P ..,:z:,, } generado por z; — [a:“]
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Proposicién 10.4. La subcategoria (Teo V)°
piedades -

‘de V. cuniple -lds_éiguientés pro-

1::los ?abjg

50 - ﬁhit&méhié p_rébs;entab.les :
. Demdstraciéh'
1 Sea A K Vuna suprayeccrén en V y sea: FX LK oun morfismo

cua]qmera con' X ={z},...,zi*}. Por la proposicién 9.28 hay 0; € Ay
.para.i='1,...,n tales que psiai = flz§] ([z§'] es la clase de z} en A.

La funcién multmpo X % |A| que z; - a; se extiendea FX i
A por la propiedad universal. El diagrama

FX-2+4a

N

K

conmuta. Por lo tanto F{z{!,... ,vzf;-_} es proyeétivo'regular. '

2. Tenemos el cocono candnico {F.X. I—A}

z € V, y @ el morfismo F{z} -

que para toda F{z} ,...,z,‘;‘} -




.~ contiene a Y.
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. conmuta ‘Sea w e Flai, ...,z "} y denotemos a := fsw. Entonces
:1: ] :; Fiz)
w

F{z"‘ ,:z:"} I

es morﬁsmo en (.A 4 A) y por lo tanto

Anélogamente, se’ demucstra que p es morﬁsmo en v y que es wnico.

! 3. Sea T IV un funtor con T dirigida y cohmlte en V. Tenemos los
.xsomorﬁsmos B :

V(F{z,..., 2%}, colim TT)
“Con¥({z3,..., x5}, Ulcolim I'T))
ConS({z3,..., 2%}, colim UTT)
colim Con®({z®,...,z%},UTT)
colim V(F{z},...,z},TT)

La segunda equivalencia se tiene por las proposxcxones '9.16 y 9.29.

Corolano 10 5 Toda veriedad V es localmente ﬁmtamentc presentable‘.‘ PN

. Demovstracgén._E.sto es consecuencia de las proppsncxones_ 8.6,9.35 '

: 'Fl(ng\/R) Aquz R es-la; mzmma rela'on de équwal -
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Proposicién’ 10 7 En v un bbjﬁta esta presentado por un conjunto ﬁmto de
generadores-y un con]unto finito'de. relacwnes 8t J sdla siAles ﬁmtamente
presentable. - . !

Demostracién, => Sea:'X

conjunto finito. Sea’ T'1 T 24 V,un' funtor con I dmglda y ;:_(-)-llmxte !

{I"I———» co]un I‘},el

en V. Tenemos los 1somorﬁsmos
S (Fl(T,;_\’/R),colim rl)
Alg T (T X/R,G(colim I'T))
‘Alg Z (T X/R,colim GT'I)
colim Alg & (Ty X/ R, GTI)
colim V(Fy(TeX/R),TI)

donde el tercer isomorfismo se tiene por la proposicién 9.21.
<= Es analéga a 9.21.

-k

Proposicién 10.8 En V, todo objeto finitarmnente presentable es el cociente
de dos objetos en la imagen de (Teo V )°.

Demostracién. Por la proposicién 10.7, A finitamente presentable es pre--:
sentado por un conjunto multitipo finito X y un conjunto de ecuaciones
{7i = 7!}ies con I finito. Podemos considerar a I como un conjunto multi-
tipo, el tipo de 7; = 7/ es el tipo de 7;. Definimos -

FI%FX

por
i—>T

LT

Veremos que la suprayeccién FX —f A que hace a-A cocxente de FX.
es coigualador deryy 72 Eg Ob\'lQ que qry.= qra.° Sca f:tal que fr1 fra.
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Entonces f7', fr .para toda i.€.1."Como Niic p es la minima congruencia
que cont:ene i =7 para k3 E I hay f que hace conmutar el diagrama

. f es tinica porque p es suprayeccién. ...
*

Proposicién 10.9 Tode variedad V es equivalente a la categoria de funtores
Teo V — Con que preservan productos finitos y iransformaciones naturales.
Esta lo denotamos Contgp Teo V.

Demostracién. V es localmente finitamente presentable por la proposicién -
10.5. Entonces, si A 'C V es la subcategoria plena de los finitamente pre-
sentables, V es equivalente, por la proposicién 8.12 a la categoria de modelos
Cont,, A°. Cada funtor en Cont,, A°, al ser restringido a Teo V da lugar a

un funtor en Contpp Teo V. Tenemos entonces un funtor :

Cont,, A° Contpp Teo V

Este funtor es fiel y pleno por la proposicién 10.8. Veremos que todo modelo™
H en Contgp Teo V es isomorfo a la restriccién de un modelo en Cont,., A
Con eso quedara demostrado que el funtor de arriba es una equivalencia,
Supongamos V = Alg (L, E). Si 7 € (TxX), para X subconjunto multitipo -
de las variables V', tenemos el morfismo RN 3 SRR

F{z$} P px

en Alg (2, E) generado por .
zi = [r]-

Asi pues, en Teo v obtenemos un morﬁsmo

F{:z: ‘}1——F’X
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,Como F es adjunto 1zqu1erdo, tenemos en partlcular, el producto e

iente manera

u"
=1

Tefaf,....z)

: 96 ‘Lo’ ‘l'lv'acemos

‘que [z.*"] F{zl,
-preserva productos ﬁmto
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es [o(m,.: ,'r,,)] Entonces ', o =
.,‘:H[T](q) =; i “(10.1)
Cl=rH zin H([ - (10.2)
L= Hloz} ""](H[T, : H[Tm])((l.) - (10.3)
= UA(H[ﬁ](a), -'rH[WH](a)) (10.9)
: =" a'A(al, ('rl), oy e (1',-,.)) '7 (10.5)
L= al(a(Tla sz)) : k ’ (106)
c=a(r) ‘ - ' (10.7)

donde ;
— (3.3).es la hipotésis sobre H
— (3.4) se da por definicién de 04
(3 5) es 1a hipotésis de induccién
(3 6) se'da porque & es morfismo de dlgebras

'Hex'no's_construrxdo el élgebra A € Alg (X, E). Para todo s € S tenemos
iy . V(P{at}, 4) = A = HF{ai)

‘ Como H y v( A) preservan productos finitos, y todo objeto de Teo Ves .
producto ﬁmto de; ob_]etos de la forma F{z}}, obtenemos :

V(i(-), 4) =

' ‘donde 1 es a mclusmn de Teo V cn V°. Entonces Cont,., .A° es equlvalente‘
a COntFp Teo V'y por lo tanto .

V = Contrp Teo V

10.2 Teorema de Maltsev

El regreso de la proposicién 10.9 ¢s el lema 10.10. De éste necesitamos dos
consecuencias que enunciamos en las dos proposiciones que le siguen.
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Lema 10.10 Sez C una categoria con productoskﬁh:tos La categana de
modelos Contgp C es isomorfa a una vanedad Alg (2 E)., ,

Demostracién. E] conjunto de tipos S son los obJetos de C
La signatura T consta de -

e los morfismos de C

e para cada producto ﬂmto {L

e para cada product
la ecuacnon w

e para cada pirodi;i‘ct'o‘j{‘l)
y Zy,...3%n de tipos Cy, i

‘ c; Yo ln y cada eneada de vanab]es\ S
C respectwamente, las ecuacxon o

parai=1,...,n.

Hay dos asignaciones obvias Contpp C — Alg’ ()3 E) y Alg (}3 E) —
Contrp C. Las ecuaciones aseguran que ambas estan deﬁmdas Que son.
inversas una de la otra es obvio. : . :

*
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Proposxcxdn 10 11 Mzsma sztuaczdn del lema 10. 10 Para toda C € C el :
modelo C(C —) es proyectwa regular en Contpp C. - !

Demostracién. ‘Denotamos por I al isomorfismo Contpp C - Alg (2 E)
y por J FH U a la adJuncnon entre Alg (%, E) y Con®b(e) . En dlagramas :

Contpp C—-Alg =, E)

inclusidn A,"F v

“Con ou(C)

Sea c G C ConSJderamos 1a imagen de I(C(C —)) en Alg (E E‘) Son.
. equwalentes RS :
o . I(C(C -—)) —~ A
L C(C, =) 2 1714
a € Ac
{zf} 2 UA
: F{z{} = A
La segunda eqmva.lencm es por definicién'de I. La tercera equivalencia es por
propledades,de funciones multitipo en Con®®), Las otras equivalencias son
claras.: Concluimos que I(C(C, —)) y F{zf} son isomorfos en Alg (T, E).
Pero por la proposicién 10.4 F{z{}, es proyectivo regular en Alg (T, E).
Por lo tanto C(C, —) es proyectivo regular en Contrp C.

*

Proposicién 10.12 Misma situacidn del lema 10.10. Denotemos por Y a
la inclusién de Yoneda C° — Con©. La subcategoria plena Y(C°) c Con®
es cerrada bajo sumas finitas. - . -

Demostracién. Si C,, C; son objetos de C, se tienen las equivalencias
C(C, =) IC(Cs, =) = M
C(C,—-) =2 My C(Cyy~) =M
(z1,22) € MC) x MC,
z € M(C, xCy)
C(Cix Cp,—)— M
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' Por lo tanto C(Cy, ~) L1 C(Cas—) ¥ C(c'l X G
es cerrada baJo sumas finitas.

','Las dos proposxcxones que sxguen apunt
© /8i*X es'un objeto en una categor
. dxagrama conmutatwo T

) o

cProposwxén 10.13 El d1

; Demostracuén -Sean fx,fz,.‘h:
conmuta -

%k

ev, " entonces el

“en’consecuencic una
relacidn de equivalencia. o
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Demostracnén Cons1deremos ]a mclusxones i1,12,73 de X en X + X + X, Los
s:gmentes dos'diagramas conmutan

X+x—3F x4 x4 X

+X+X‘

1 144
X+ X

o xaxex

X)x (X+X)“"

) sea, A < (6+1 1+6) Las otras afirmaciones se siguen de que A es Maltsev
y de la propos:c:én 3 9.
*

Lema:10.15 Sea A una categoria eracta con sumas finitas. Sea’ P C A una
subcategoria plena cerrade bajo sumas finitas, cuyos objetos sean proyectivos
regulares. Si A es una categoria de Maltsev entonces para todo objeto X € P -
el diagrama (}) es un producto fibrado débil en P.

Demostracién. Sea W € P y dos morfismos W _-'—:.:_—t X + X tales que
61.[11 = 61[)2

Supongamos que la factonzacxén de (6 + 1, 1 + 6) es

(vm .vnz)

X+X)x(X+X) '

1, 2. Por la proposicién
omo A es exacta, el cuadrado
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L.

es un producto fibrado. Epionces hay un\imco nib_rﬁsmd WS I tal que

Ses.igue"' -
' (6+1)w "=,u‘;,_
(1+6)w '

y (i) es un producto ﬂbrado deb11

|
8

El teorema que viene a continuacién, es el de Maltsev.

Teorema 10.16- Sea 7 una categoria con productos finites. La categoria
Contpp 7 es exacta y tiene sumas finilas. Ademds, Contgp T es de Maltse'u .
si y sdlo si para todo objeto W € T su diagrama )

® % 2 WxWw.

Al . 1xA -
WxWw WxWxW

Axl
es un capi‘aducto ﬁbrado débilen T .

Demostracién. Contpp Tes exacta Y tlene sumas finitas por las proposiciones
9. 36 9 35 ¥ 10 10. =Esto 10 usaremos para la primera parte de la equivalencia:

,Consxderamo la mclusxon de Yoneda Y :7° = Contgp 7. Le aplicaremos
: e] lema 10. 15 a la subcategona plena Y(T°) € .A. Esto lo podemos hacer
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‘e porla prbp‘bsic;

' todos lés elementos de Y (7T°) son proyectivos
‘ .régulare ; R

Y (T2) est perrada,b'ajo'surﬂag finitas

Por erl{_ilema’

e, puesto Y (7°)

en Contgp

: Por la proposxcxén 3.9, bast on deﬁmr puntualmente una transformacién
natural .E — E. que muestre a'E como una relacién simétrica. Sea X €
T. Por hlpotésxs, el dlagrama (1) es un coproducto fibrado débil. Como
'1r2A =mA;la propledad umversal débil de dicho diagrama dice que hay un

,morﬁsmo X $< X X X ~ X_ tal que conmuta

. Aax1 1xa

X‘xXx,A\’

,X,XX

XX X5

Cons:deremos la subcategona plena 7:\ c "'7';‘"qi1e“tiene ‘por. 9b§e§t6§~a las

vpotencnas ﬁmtas de X s

x" x"
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.

Esta categorfa es, una’ teona de Lawvere (deﬁmc1on _3 13) Sl restrmglmos v

en Mod (73 ) Con) donde !m, 3y etc son las restricciones Mi7se) Ji7x+ €te. Como
en 7} , X2 I3 X es una operacxén de Maltsev (definicién 3.16), concluimos
por la proposmlén 318, que '€ L), 9N x 99 es una relacién simétrica:
. L

Ot x M

¢

¢

En conclusién: para cada X hay un xﬁofﬁSiiio E‘X -'—'"— EX tal que

E!l 1-:/1 .v W M!xM[ .

(en.ez)y

(€2.=1)Y’\ J\IY x MY ‘
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los tridngulos conmutan por definicién de %, y los trapezoides conmutan
porque {e;, €2), {ez, €1) son transformaciones naturales. Como (e;,ea)y: es
mono, tenemos Ef oix = iy- 0 Ef y se sigue que E —> F es una trans-
formacién natural. Por lo tanto, E es una relacién simétrica. Contgp 7 es’
una categoria de Maltsev, por la proposicién 3.9.

*
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